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Передмова
Даний посiбник укладено на основi матерiалiв практичних занять з нор-
мативного курсу алгебри i теорiї чисел, якi автори ведуть на механiко–
математичному факультетi Київського нацiонального унiверситету iме-
нi ТарасаШевченка. В цьому курсi основи теорiї кiлець розглядають, як
правило, протягом першої половини четвертого семестру. Посiбником
охоплюється весь матерiал з теорiї кiлець, який входить до навчаль-
ної програми курсу алгебри i теорiї чисел. Для найкращого оволодi-
ння матерiалом посiбника необхiдним є знайомство з основами теорiї
груп, елементарної теорiї чисел, математичного аналiзу та теоретико–
множинною технiкою.

Роздiли посiбника складаються з трьох частин. На початку кожно-
го з них наводяться необхiднi теоретичнi вiдомостi. Далi розглядаю-
ться приклади розв’язування типових задач, причому деякi з них вико-
ристовуються при розв’язуваннi iнших задач. Третю частину кожного
роздiлу складають задачi для самостiйного розв’язування, що дозволяє
використовувати цей посiбник i як задачник.

Кожен роздiл може бути основою одного або двох практичних за-
нять. Для розгляду на такому заняттi рекомендується використовувати
як приклади, наведенi в посiбнику, так i задачi для самостiйного розв’я-
зування. Для домашнього завдання задачi слiд пiдбирати саме з третьої
частини кожного роздiлу.

В кiнцi наводиться список рекомендованої лiтератури. Вiн мiстить
зокрема збiрники задач, а також пiдручники та монографiї, за якими
можна вивчати як основи теорiї кiлець, так i її подальшi роздiли.
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1 Кiльця та пiдкiльця
Нехай R — довiльна непорожня множина. Бiнарною операцiєю на мно-
жинi R називається довiльне вiдображення з декартового добутку R×R
в R. Бiнарнi операцiї позначають, як правило, символами “+”, “ ·”, “∗”,
“◦” i т.д. При цьому значення бiнарної операцiї ∗ на парi елементiв
(x, y) ∈ R × R позначається x ∗ y. Якщо для довiльних елементiв x, y
з деякої пiдмножини S множини R значення x ∗ y мiститься в S, то
множину S називають замкненою вiдносно операцiї ∗.
Означення 1. Кiльцем називається непорожня множина R з двома бi-
нарними операцiями на нiй, якi називають додаванням i множенням
та позначають символами “+” i “ ·” вiдповiдно, що задовольняє таким
умовам:

1) для довiльних x, y, z ∈ R (x + y) + z = x + (y + z) (асоцiативнiсть
додавання);

2) для довiльних x, y ∈ R x + y = y + x (комутативнiсть додавання);

3) iснує такий елемент 0 ∈ R (його називають нулем кiльця), що для
довiльного елемента x ∈ R x + 0 = x (iснування нуля);

4) для довiльного елемента x ∈ R iснує елемент y ∈ R (його називають
протилежним до x i позначають −x) такий, що x + y = 0 (iснування
протилежного елемента);

5) для довiльних x, y, z ∈ R (x·y)·z = x·(y·z) (асоцiативнiсть множення);

6) для довiльних x, y, z ∈ R x · (y+z) = x ·y+x ·z i (y+z) ·x = y ·x+z ·x
(дистрибутивнiсть множення вiдносно додавання злiва i справа).

Iншими словами, непорожня множина з операцiями додавання i мно-
ження є кiльцем, якщо вiдносно додавання — це абелева група, вiдносно
множення — напiвгрупа i має мiсце дистрибутивнiсть множення вiдно-
сно додавання як злiва, так i справа. Абелева група (R, +) називається
адитивною групою кiльця R.

Зауважимо, що так визначенi кiльця називають асоцiативними, за
рахунок асоцiативностi дiї множення. Якщо замiнити цю умову на певну
iншу умову, одержимо означення iнших типiв кiлець, зокрема кiлець Лi,
йорданових кiлець, альтернативних кiлець i т.д. Але в даному посiбнику
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нiяких iнших кiлець, крiм асоцiативних, розглядати не будемо, i тому
далi термiн “кiльце” означатиме “асоцiативне кiльце”.

Кiльце R називається комутативним, якщо для довiльних елементiв
x, y ∈ R виконується рiвнiсть x ·y = y ·x, тобто множення в цьому кiльцi
є комутативним.

Елемент e кiльця R називається правою (вiдповiдно лiвою) одини-
цею цього кiльця, якщо для довiльного a ∈ R маємо ae = a (вiдповiдно
ea = a). Елемент кiльця R називають одиницею цього кiльця, якщо вiн
є одночасно i лiвою, i правою одиницею. Кiльце, в якому iснує одиниця,
називається кiльцем з одиницею. Iншими словами, кiльце з одиницею
— це кiльце, в якому вiдносно множення iснує нейтральний елемент.

Твердження 1. У кожному кiльцi нульовий елемент єдиний. У кожному
кiльцi з одиницею одиничний елемент єдиний.

Одиничний елемент кiльця з одиницею позначають, як правило, сим-
волом 1.

Означення 2. Непорожня пiдмножина A елементiв кiльця R називає-
ться пiдкiльцем, якщо вона є кiльцем вiдносно тих же операцiй, вiдно-
сно яких кiльцем є R.

Iншими словами, A пiдкiльце, якщо A є замкненою вiдносно опера-
цiй множення i додавання, а також взяття протилежного елемента. Слiд
зауважити, що пiдкiльце A кiльця R з одиницею також може бути кiль-
цем з одиницею, яка не обов’язково рiвна одиницi початкового кiльця.
Якщо ж одиниця пiдкiльця A рiвна одиницi кiльця R, то A називають
пiдкiльцем кiльця з одиницею. Таким чином, для кiлець з одиницею
слiд розрiзняти поняття пiдкiльця i пiдкiльця кiльця з одиницею.

Перетин довiльної родини пiдкiлець кiльця R також буде пiдкiльцем
R. Для пiдкiльця A кiльця R i довiльної пiдмножини B елементiв R на-
звем пiдкiльцем, породженим A i B, перетин всiх пiдкiлець, що мiстять
A i B (одним з них є саме R). Це кiльце є найменшим пiдкiльцем, котре
мiстить A i B. Будемо його позначати A[B].

Нехай R1, R2 — деякi кiльця. На декартовому добутку R1 × R2 ви-
значимо покоординатно операцiї додавання та множення. Отримаємо
нове кiльце, яке називається декартовим добутком кiлець R1 i R2. Ана-
логiчно визначається декартiв добуток довiльної скiнченної кiлькостi
кiлець. При цьому декартiв добуток комутативних кiлець є комутатив-
ним, а декартiв добуток кiлець з одиницею є кiльцем з одиницею.
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Приклади розв’язування задач
Приклад 1. Довести, що a · 0 = 0 · a = 0 для будь-якого елемента a
кiльця R.

Використовуючи дистрибутивнiсть множення вiдносно додавання,
маємо

a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0.

Додамо тепер до обох частин цiєї рiвностi −a · 0 i отримаємо 0 = a · 0.

Приклад 2. Довести, що якщо R є ненульовим кiльцем з одиницею, то
1 6= 0.

Вiзьмемо якийсь ненульовий елемент a ∈ R (за умовою, в R є такi
елементи). Вiд супротивного, припустимо, що 1 = 0. Але тодi

a = a · 1 = a · 0 = 0,

всупереч вибору елемента a. Отже, зроблене припущення хибне, i 1 6= 0.

Приклад 3. Довести, що для будь-яких елементiв a, b кiльця R викону-
ється рiвнiсть (−a) · (−b) = a · b.

Спираючись на приклад 1, запишемо рiвностi

0 = 0 · b = (a− a) · b = a · b + (−a) · b;

0 = a · 0 = a · (b− b) = a · b + a · (−b).

Звiдси, використовуючи, що з рiвностi 0 = x+y у групi випливає−x = y,
отримаємо

−a · b = (−a) · b = a · (−b).

Використовуючи цю рiвнiсть, маємо

0 = 0 · 0 = (a− a) · (b− b) = a · b + a · (−b) + (−a) · b + (−a) · (−b) =
a · b− a · b− a · b + (−a) · (−b) = −a · b + (−a) · (−b).

Таким, чином, елементи −a · b i (−a) · (−b) є взаємно протилежними у
адитивнiй групi кiльця R, що рiвносильно потрiбнiй нам рiвностi.

У прикладах 4-10 дослiджується, чи будуть кiльцями зi звичайними
операцiями додавання та множення заданi числовi множини:
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Приклад 4. Z.

По-перше, вiдносно операцiї додавання Z є абелевою групою: всiм зi
школи добре вiдомо, що додавання цiлих чисел асоцiативне i комутатив-
не, 0+a = a+0 = a для будь-якого цiлого a i для кожного цiлого числа
a протилежне до нього −a є єдиним розв’язком рiвняння a+x = 0. Далi,
вiдносно операцiї множення Z є комутативною напiвгрупою: множення
цiлих чисел, очевидно, асоцiативне i комутативне. Крiм того, множення
цiлих чисел дистрибутивне вiдносно додавання i число 1 є нейтраль-
ним елементом вiдносно множення. Отже, Z є комутативним кiльцем з
одиницею.

Аналогiчно встановлюється, що множина Q всiх рацiональних чисел
вiдносно додавання i множення є комутативним кiльцем з одиницею. Iз
властивостей додавання i множення дiйсних чисел випливає, що кому-
тативним кiльцем з одиницею є множина всiх дiйсних чисел R, звiдки
неважко вивести аналогiчне твердження про множину C усiх компле-
ксних чисел.

Приклад 5. nZ.

Можна просто перевiрити аксiоми кiльця: так само, як i у попере-
дньому прикладi. Але досить зауважити, що сума i добуток двох чисел
iз nZ належать до nZ i для a ∈ nZ очевидно, що −a ∈ nZ. Сказане озна-
чає, що nZ є замкненою вiдносно додавання, множення та взяття про-
тилежного елемента. Враховуючи попереднiй приклад i те, що nZ ⊂ Z,
всi аксiоми кiльця для nZ виконуються автоматично. Зауважимо, що
для n > 1 на вiдмiну вiд кiльця Z кiльце nZ не мiстить одиницi.

Приклад 6. Z[
√

2] = {a + b
√

2 : a, b ∈ Z}.
Покажемо, що Z[

√
2] — комутативне кiльце. Для числа a + b

√
2 ∈

Z[
√

2] назвемо a його першою координатою, а b— другою. Асоцiатив-
нiсть i комутативнiсть додавання є фактично наслiдками того, що до-
давання Z[

√
2] є покоординатним, а додавання координат (цiлих чисел)

асоцiативне i комутативне. Розпишемо в деталях доведення асоцiатив-
ностi додавання. Вiзьмемо a + b

√
2, c + d

√
2, e + f

√
2 ∈ Z[

√
2]. Маємо:

((
a + b

√
2
)

+
(
c + d

√
2
))

+
(
e + f

√
2
)

=
(
(a + c) + (b + d)

√
2
)

+
(
e + f

√
2
)

= (a + c + e) + (b + d + f)
√

2 =
(
a + b

√
2
)

+
(
(c + e) + (d + f)

√
2
)

=
(
a + b

√
2
)

+
((

c + d
√

2
)

+
(
e + f

√
2
))

.
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Нейтральним елементом для додавання є, очевидно, число 0 = 0+0
√

2, а
(єдиним) протилежним елементом для a+b

√
2 є −a−b

√
2. Ми Нейтраль-

ним елементом для додавання є, очевидно, число 0 = 0 + 0
√

2, а (єди-
ним) протилежним елементом для a+b

√
2 є −a−b

√
2. Для встановлення

асоцiативностi множення вiзьмемо a + b
√

2, c + d
√

2, e + f
√

2 ∈ Z[
√

2].
Маємо:

((
a + b

√
2
)
·
(
c + d

√
2
))

·
(
e + f

√
2
)

=
(
(ac + 2bd) + (ad + bc)

√
2
)
·
(
e + f

√
2
)

=

((ac + 2bd) e + 2 (ad + bc) f) + ((ac + 2bd) f + (ad + bc) e)
√

2 =

(ace + 2 (bde + adf + bcf)) + ((acf + ade + bde) + 2bdf)
√

2;

аналогiчнi пiдрахунки призводять до рiвностi
(
a + b

√
2
)
·
((

c + d
√

2
)
·
(
e + f

√
2
))

=

(ace + 2 (bde + adf + bcf)) + ((acf + ade + bde) + 2bdf)
√

2.

В останнiх двох рiвностей збiгаються правi частини, а отже, i лiвi части-
ни, що доводить асоцiативнiсть множення. Операцiя множення буде до
того ж комутативною. Це випливає з того, що переставивши у виразi
(ac + 2bd) + (ad + bc)

√
2 вiдповiдно a з c i b з d ми одержимо той са-

мий вираз. Останнiй штрих — доведення дистрибутивностi — лишаємо
читачевi.

Ми могли мiркувати iнакше, зауваживши, що Z[
√

2] є пiдмножиною
кiльця дiйсних чисел, замкненою вiдносно дiй додавання i множення.

Приклад 7. A = {a + b 3
√

2 : a, b ∈ Z}.
Дана множина не буде кiльцем вiдносно звичайних операцiй додава-

ння i множення чисел, оскiльки звичайне множення чисел не є бiнарною
операцiєю на A. Пригадаємо, що бiнарна операцiя · на множинi M —
це правило, яке кожнiй впорядкованiй парi (a, b) елементiв з M ставить
у вiдповiднiсть елемент a · b ∈ M. Нехай a = b = 3

√
2 ∈ A. Покажемо,

що a · b = 3
√

4 6∈ A. Вiд супротивного, припустимо, що 3
√

4 = c + d 3
√

2
для деяких цiлих чисел c i d. Це означає що 3

√
2 є коренем многочлена

f(x) = x2 − dx − c. Подiлимо многочлен x3 − 2 на f(x) в кiльцi Z[x] з
остачею:

x3 − 2 = f(x)q(x) + r(x),
9



де r(x) - многочлен не вище першого степеня з цiлими коефiцiєнтами.
Але пiдставивши в обидва боки останньої рiвностi 3

√
2, отримаємо, що

r( 3
√

2) = 0. Ця суперечнiсть доводить, що 3
√

4 6∈ A. Отже, ми показали,
що множина A не замкнена вiдносно звичайного множення чисел.

Приклад 8. Z[ 3
√

2] = {a + b 3
√

2 + c 3
√

4 : a, b, c ∈ Z}.
На вiдмiну вiд попереднього прикладу, множина Z[ 3

√
2] є замкненою

вiдносно звичайних додавання та множення чисел: для того, щоб додати
або помножити два елементи з Z[ 3

√
2] треба їх додати або помножити

як звичайнi числа, а потiм "звести подiбнi результат, очевидно, буде
належати до Z[ 3

√
2]. Нехай, наприклад, a = 1+2 3

√
2− 3 3

√
4, b = 4− 3

√
2+

2 3
√

4. Тодi a + b = 5 + 3
√

2− 3
√

4,

a · b = (1 + 2 3
√

2− 3 3
√

4) · (4− 3
√

2 + 2 3
√

4) =

4− 3
√

2 + 2 3
√

4 + 8 3
√

2− 2 3
√

4 + 8− 12 3
√

4 + 6− 12 3
√

2 = 18− 5 3
√

2− 12 3
√

4.

Перевiрка виконання аксiом (комутативного) кiльця аналогiчна вiдпо-
вiднiй перевiрцi iз приклада 6.

Приклад 9. Множина рацiональних чисел, у нескоротному записi яких
знаменники є дiльниками фiксованого цiлого числа n, n 6= ±1.

У цьому прикладi, так само, як i у прикладi 7, множина, що роз-
глядається, не є замкненою вiдносно множення. Для того, щоб у цьому
переконатися, нам треба навести два числа a i b iз нашої множини, до-
буток яких до нашої множини вже не належить. Очевидно, що такою
парою чисел є, наприклад, a = b = 1/n.

Приклад 10. Множина Ad комплексних чисел вигляду (x + y
√

d)/2, де
d фiксоване цiле число, що не дiлиться на квадрат простого числа, x, y
— цiлi числа однакової парностi.

Почнемо з перевiрки, чи є множина Ad замкненою вiдносно додава-
ння та множення. Нехай a = (x1 + y1

√
d)/2, b = (x2 + y2

√
d)/2 ∈ Ad. В

залежностi вiд парностей чисел x1, y1, x2, y2 можливi такi випадки:
1. Всi числа x1, y1, x2, y2 однакової парностi (або всi парнi, або всi

непарнi). Тодi числа x1 + x2 i y1 + y2 парнi, а тому a + b = ((x1 + x2) +
(y1 + y2)

√
d)/2 ∈ Ad.

2. x1 i x2 рiзної парностi (тобто x1, y1 — парнi, x2, y2 — непарнi, або
навпаки, x1, y1 — непарнi, а x2, y2 — парнi). Тодi числа x1 + x2 i y1 + y2

обидва непарнi, а тому a + b = ((x1 + x2) + (y1 + y2)
√

d)/2 ∈ Ad.
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Отже, ми довели, що при будь-якому можливому d множина Ad є
замкненою вiдносно додавання.

Переходимо тепер до дослiдження замкненостi Ad вiдносно множе-
ння. Припустимо, що Ad замкнена вiдносно множення. Вiзьмемо a =
(1 +

√
d)/2, b = (1−

√
d)/2 ∈ Ad. Отримаємо

a · b = (1 +
√

d)/2 · (1−
√

d)/2 = ((1− d)/2 + 0
√

d)/2.

Оскiльки елемент a · b повинен належати до Ad, то (1 − d)/2 мусить
бути парним числом, звiдки випливає, що d дає остачу 1 при дiленнi на
4 (будемо записувати цей факт так: d ≡ 1(mod 4)). Отже, якщо множина
Ad замкнена вiдносно множення, то d ≡ 1(mod 4).

Покажемо, що отриманого обмеження на d i достатньо для замкнено-
стi вiдносно множення. Отже, нехай d = 4k+1, k ∈ Z i a = (x1+y1

√
d)/2,

b = (x2 + y2

√
d)/2 ∈ Ad. Тодi

a · b = ((x1x2 + dy1y2)/2 + ((x1y2 + y1x2)/2)
√

d)/2.

Ми прагнемо показати, що x3 = (x1x2 +dy1y2)/2 та y3 = (x1y2 +y1x2)/2
— цiлi числа однакової парностi. Це еквiвалентно тому, що їх рiзниця
x3 − y3 — парне число. Розглянемо три можливi випадки:

1. x1 i y1 — парнi. Маємо:

x3 − y3 = x1(x2 − y2)/2 + y1(dy2 − x2)/2.

Оскiльки числа x2 i y2 однакової парностi i d — непарне, то (x2 − y2)/2
i (dy2 − x2)/2 — цiлi числа. Отже, x3 − y3 — парне число.

2. x2 i y2 парнi. Оскiльки

x3 − y3 = x2(x1 − y1)/2 + y2(dy1 − x1)/2,

числа x1 i y1 однакової парностi i d — непарне, то (x1−y1)/2 i (dy1−x1)/2
— цiлi числа. Отже, i в цьому випадку x3 − y3 — парне число.

3. Всi числа x1, y1, x2, y2 — непарнi. Маємо

2(x3 − y3) = x2(x1 − y1) + y2((4k + 1)y1 − x1).

Нам потрiбно показати, що це число дiлиться на 4. Подiльнiсть вказа-
ного числа на 4 рiвносильна подiльностi на 4 числа

x2(x1 − y1) + y2(y1 − x1) = (x1 − y1)(x2 − y2).
11



Але отримане число дiлиться на 4 як добуток двох парних чисел.
Таким чином ми довели, що Ad замкнена вiдносно множення тодi й

лише тодi, коли d ≡ 1(mod 4). Перевiрка аксiом (комутативного) кiльця
аналогiчна вiдповiднiй перевiрцi iз прикладу 6.

У прикладах 11-12 дослiджується чи утворюють кiльця вiдносно
операцiй поточкового додавання та множення функцiй заданi множини
дiйсних функцiй дiйсного аргумента.

Приклад 11. Множина C[a, b] всiх функцiй, неперервних на вiдрiзку
[a, b].

Нехай f(x), g(x) ∈ C[a, b]. Iз курсу аналiзу вiдомо, що функцiї (f +
g)(x) i (f · g)(x) також належать до C[a, b]. Асоцiативнiсть i комута-
тивнiсть операцiй додавання i множення, а також дистрибутивнiсть ви-
пливають вiдповiдно iз асоцiативностi додавання i множення, а також iз
дистрибутивностi для операцiй над дiйсними числами i того, що функцiї
додаються i множаться поточково. Розпишемо в деталях, наприклад,
доведення асоцiативностi додавання. Нехай f(x), g(x), h(x) ∈ C[a, b]. То-
дi для будь-якої точки x ∈ [a, b] внаслiдок асоцiативностi додавання
дiйсних чисел маємо

((f + g) + h)(x) = (f + g)(x) + h(x) = (f(x) + g(x)) + h(x) =
f(x)+(g(x)+h(x)) = f(x)+(g(x)+h(x)) = f(x)+(g+h)(x) = (f+(g+h))(x).

Очевидно, що нейтральним елементом для операцiї додавання буде ну-
льова функцiя 0, а протилежною функцiєю для f(x) буде −f(x). Отже,
C[a, b] є комутативним кiльцем.

Приклад 12. A = {f ∈ C[a, b] : f(x) = 0, x ∈ I ⊂ [a, b]}
Очевидно, що множина A замкнена вiдносно операцiй додавання та

множення. Крiм того, якщо f ∈ A, то −f ∈ A. Звiдси i з попереднього
прикладу випливає, що множина A є пiдкiльцем в C[a, b].

Приклад 13. Доведiть, що множина (R[x], +, ◦) всiх многочленiв вiд дiй-
сної змiнної x вiдносно операцiй + поточкового додавання та ◦ супер-
позицiї не утворює кiльце.

В прикладi 11 доведено, що (R[x], +) є абелевою групою. Крiм того,
супераозицiя многочленiв, є, очевидно, многочленом i добре вiдомо, що
операцiя суперпозицiї функцiй є асоцiативною. Але ми зараз покажемо,
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що у множинi (R[x], +, ◦) не виконується дистрибутивний закон. Нехай,
наприклад, f(x) = x2, g(x) = h(x) = x, x ∈ R. Тодi

(f(g + h))(x) = f((g + h)(x)) = f(2x) = (2x)2 = 4x2, x ∈ R.

З iншого боку,

(fg + fh)(x) = f(g(x)) + f(h(x)) = f(x) + f(x) = x2 + x2 = 2x2, x ∈ R.

Задачi
1.1 Довести, що для будь-яких елементiв кiльця R справедливi рiвностi:

a) a · (b− c) = a · b− a · c; b) (a− b) · c = a · c− b · c.
1.2 Довести, що для будь-яких елементiв a, b1, . . . , bn кiльця R справе-

дливi рiвностi:

a) a · (b1 + · · ·+ bn) = a · b1 + . . . a · bn;

b) (b1 + · · ·+ bn) · a = b1 · a + · · ·+ bn · a.

1.3 Чи утворюють кiльця вiдносно звичайних операцiй додавання та
множення наступнi числовi множини:

a) множина всiх цiлих невiд’ємних чисел;

b) множина Z[i] = {a + bi ∈ C : a, b ∈ Z};
c) множина Z[ε] = {a0 + a1ε + a2ε

2 + · · · + an−1ε
n−1 ∈ C : ai ∈

Z для i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, ε — первiсний корiнь степеня n з 1}.

d) множина всiх тих рацiональних чисел, у нескоротному записi
яких знаменники є степенями фiксованого простого числа p.

1.4 Нехай B — множина всiх можливих функцiй f : R+ → R вигляду
f(x) = a1x

b1 + · · · + anxbn , де n ∈ N, ai ∈ R, bi ∈ Q+ ∪ {0}. Дове-
дiть, що вiдносно звичайних дiй додавання i множення функцiй B
є комутативним кiльцем з одиницею.

1.5 Довести, що множина Zn лишкiв за модулем n (n ≥ 1) є комутатив-
ним кiльцем з одиницею вiдносно операцiй додавання i множення
лишкiв.
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1.6 Чи утворюють кiльця вiдносно звичайних операцiй поточкового до-
давання та множення функцiй наступнi множини функцiй:

a) A = {f ∈ C[a, b] : f(a) ∈ Q};
b) B = {f ∈ C[a, b] : f(a) — iррацiональне число};
c) Множина рацiональних функцiй вiд дiйсної змiнної;

d) Множина функцiй, що мають другу похiдну на iнтервалi (a, b)?

1.7 Довести, що множина

F [[x]] =

{ ∞∑

k=0

akxk : ak ∈ F, k ≥ 0

}

всiх формальних степеневих рядiв над полем F є комутативним
кiльцем з одиницею вiдносно звичайних додавання i множення ря-
дiв.

1.8 Чи утворює кiльце множина многочленiв вiд змiнної t iз операцiями
“+” — звичайне додавання та “◦” — суперпозицiя, тобто (f ◦ g)(t) =
f(g(t))?

1.9 Нехай M— множина, B(M) — множина всiх її пiдмножин. Дове-
дiть, що (B(M),4,∩) є комутативним кiльцем (тут 4 i ∩ — опера-
цiї симетричної рiзницi та перетину множин, що розглядаються як
додавання i множення вiдповiдно).

1.10 Перевiрити, чи є множина A пiдкiльцем кiльця C[a, b]:

a) A = {f ∈ C[a, b] : f(a) = 0};
b) A = {f ∈ C[a, b] : f(a) = f(b)};
c) A = {f ∈ C[a, b] : f(a+b

2 ) ∈ Q};
d) A = {f ∈ C[a, b] :

∫ b

a
f(x)dx = 0}.

1.11 Перевiрити, чи є множина A пiдкiльцем кiльця M2(R):

a) A =
{(

a b
0 c

)
∈ M2(R) : a, b, c ∈ R

}
;

b) A =
{(

a b
0 c

)
∈ M2(R) : a, c ∈ Q, b ∈ R

}
;
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c) A = M2(Q);

d) A = {T ∈ M2(R) : det T = 0};
e) A = {T ∈ M2(R) : det T ∈ Q}.

1.12 Довести, що кiльце Z[ 1p ] рiвне кiльцю iз задачi 1.3d.

1.13 Довести, що пiдкiльця Z[ 1
10 ] та Z[ 25 , 3

16 ] кiльця Q рiвнi.

1.14 Знайти найменше натуральне число n таке, що кiльце Z[ 1
n ] рiвне

кiльцю:

Z
[
1
4

]
; Z

[
5
18

]
; Z

[
4
45

,
4
75

]
; Z

[
7
24

,
8
63

]
; Z

[
2
9
,

7
12

,
3
20

]
.

1.15 Навести приклад кiльця R з одиницею 1 i його пiдкiльця S, яке
також є кiльцем з одиницею e, причому e 6= 1.

1.16 Довести, що кiльце, в якому для кожного елемента x виконана рiв-
нiсть x2 = x, є комутативним. Чи правильне аналогiчне твердження
за умови замiни останньої рiвностi на x3 = x?
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2 Дiльники нуля, оборотнi та нiльпотентнi елемен-
ти

Нехай R — це деяке кiльце.

Означення 3. Ненульовий елемент a ∈ R називається лiвим (вiдповiдно
правим) дiльником нуля, якщо iснує ненульовий елемент b ∈ R такий,
що ab = 0 (вiдповiдно ba = 0). Дiльником нуля називається такий еле-
мент a ∈ R, що a є як лiвим, так i правим дiльником нуля.

Елемент 0 будемо називати тривiальним дiльником нуля. Зрозумiло,
що у комутативному кiльцi лiвий дiльник нуля буде правим дiльником
нуля, i навпаки. Тому для комутативних кiлець розглядають лише по-
няття дiльника нуля, не видiляючи окремо правих чи лiвих дiльникiв
нуля.

Означення 4. Комутативне кiльце з одиницею без (нетривiальних) дiль-
никiв нуля називається областю цiлiсностi.

Прикладами областей цiлiсностi є кiльце цiлих чисел Z, кiльце цiлих
гаусових чисел Z[i], кiльце многочленiв R[x]. Натомiсть декартiв добу-
ток ненульових кiлець завжди мiстить нетривiальнi дiльники нуля.

Кiльця, якi є областями цiлiсностi, можна охарактеризувати за до-
помогою умови скоротностi таким чином:

Твердження 2. Комутативне кiльце R з одиницею є областю цiлiсностi
тодi й лише тодi, коли для довiльного ненульового елемента a ∈ R i
елементiв b, c ∈ R з рiвностi ab = ac випливає рiвнiсть b = c.

Означення 5. Елемент a кiльця R називається нiльпотентним, якщо
для деякого натурального числа n маємо an = 0. Найменше таке n, що
an = 0, називається ступенем нiльпотентностi a.

Зв’язок мiж нiльпотентними елементами i дiльниками нуля встанов-
лює

Твердження 3. Кожен нiльпотентний елемент є дiльником нуля.

Обернене твердження є, взагалi кажучи, неправильним.
Нехай тепер R — кiльце з одиницею.
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Означення 6. Елемент a ∈ R називається лiвим (вiдповiдно правим)
дiльником одиницi, якщо iснує такий b ∈ R що ab = 1 (вiдповiдно ba =
1). Якщо елемент є одночасно i лiвим, i правим дiльником одиницi, то
його називають дiльником одиницi.

Дiльники одиницi, а також лiвi та правi дiльники одиницi називають
вiдповiдно оборотними елементами, оборотними справа та злiва. Для
комутативних кiлець розглядають лише оборотнi елементи.

Приклади розв’язування задач
Приклад 14. Доведiть, що у будь-якому кiльцi з одиницею R лiвий дiль-
ник нуля не є правим дiльником 1.

Вiд супротивного, припустимо, що лiвий дiльник нуля a ∈ R є пра-
вим дiльником одиницi. Тодi, згiдно з означеннями, знайдуться 0 6= b ∈
R i c ∈ R, такi, що 0 = ab i 1 = ca. Домноживши останню рiвнiсть з
правого боку на b, отримаємо b = cab = c · 0 = 0, що суперечить вибору
елемента b.

Приклад 15. Описати дiльники нуля у кiльцi Zn.

Нехай a ∈ Zn — дiльник нуля. Це означає, що знайдеться такий
ненульовий елемент b ∈ Zn, що в Zn справджується рiвнiсть ab = 0. Ця
рiвнiсть, в свою чергу, еквiвалентна тому, що цiле число ab дiлиться на
n. Якби a i n були взаємно простими, то тодi би b дiлилося на n, але на
n дiлиться лише нульовий елемент Zn. Суперечнiсть. Таким чином, ми
довели, що якщо a ∈ Zn — дiльник нуля, то a i n не взаємно простi.

Але умова d1 > 1 є також i достатньою для того, щоб елемент a ∈ Zn

був дiльником нуля. Дiйсно, позначимо b = n
d1
. Тодi b ∈ Zn, b 6= 0 i ab = 0

в Zn.

Приклад 16. Описати оборотнi елементи у кiльцi Zn.

Нехай a ∈ Zn — оборотний елемент. Позначимо d = НСД(a, n), a1 =
a
d1
. Рiвнiсть ab = 1 в Zn рiвносильна тому, що цiле число ab−1 = a1db−1

дiлиться на n. Звiдси i з того, що n дiлиться d i ab дiлиться d випливає,
що 1 мусить дiлитися на d. Отже, d = 1.

Покажемо, що рiвнiсть d = 1 є також i достатньою умовою для того,
щоб елемент a ∈ Zn був оборотним. Отже, припустимо, що d = 1. По-
кажемо, що числа a, 2a, . . . , na дають попарно рiзнi остачi при дiленнi
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на n. Припустимо супротивне: ia i ja дають однаковi остачi при дiленнi
на n для деяких рiзних i i j, кожне з яких не менше вiд одиницi i не
бiльше за n. Тодi ia − ja = (i − j)a дiлиться на n. Звiдси, враховуючи
умову d = 1, випливає, що j − i дiлиться на n. Але ж |j − i| < n. Тому
j = i, всупереч зробленому припущенню. Таким чином, серед остач, якi
дають числа a, 2a, . . . , na при дiленнi на n, зустрiчається, зокрема, i 1 —
позначимо через ka число, що дає цю остачу. Але тодi в Zn виконується
рiвнiсть ka = 1.

Приклад 17. Описати нiльпотентнi елементи в кiльцях
a) Z12;
б) Zn.

а) Припустимо, що k ∈ Z12 — нiльпотентний елемент. За означенням,
це рiвносильно тому, що знайдеться натуральне число t таке, що в Z12

виконується рiвнiсть kt = 0. Ця рiвнiсть еквiвалентна тому, що цiле
число kt дiлиться на 12 = 22 ·3. Звiдси випливає, що k повинно дiлитись
на 2 i на 3, тобто для k фактично лишається двi можливостi k = 0
k = 6. Звичайно, 0 є нiльпотентним елементом (у будь-якому кiльцi).
Нiльпотентнiсть елемента 6 випливає з рiвностi 62 ≡ 0(mod 12).

б) Будемо мiркувати так само, як в пунктi а): якщо k ∈ Zn — нiльпо-
тентний елемент, то kt мусить дiлитися на n. Нехай n = pα1

1 pα2
2 . . . pαm

m

(αi ≥ 1 для всiх i)— канонiчний розклад числа n на простi множники.
З того, що kt дiлиться на pi, випливає, що k дiлиться на pi (1 ≤ i ≤ m).
А це тягне за собою, що k дiлиться на p1p2 . . . pm.

Покажемо, що будь-який елемент k = Ap1p2 . . . pm ∈ Zn є нiль-
потентним. Покладемо α = max{α1, . . . , αm}. Тодi натуральне число
kα = Aαpα

1 pα
2 . . . pα

m дiлиться на n, що тягне нiльпотентнiсть елемента
k ∈ Zn.

Приклад 18. Знайти всi оборотнi елементи кiльця Z[i].

Нехай a+bi — оборотний елемент кiльця Z[i]. Тодi знайдеться такий
елемент c + di ∈ Z[i], що (a + bi)(c + di) = 1. Звiдси випливає рiвнiсть
для квадратiв модулiв (a2 + b2)(c2 + d2) = 1, звiдки одержуємо рiвнiсть
a2 + b2 = 1.

Розглянемо 4 можливих випадки:
1. a = 1, b = 0. Тодi z = 1.
2. a = −1, b = 0. Тодi z = −1.
3. a = 0, b = 1. Тодi z = i.
4. a = 0, b = −1. Тодi z = −i.
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Отже, оборотними елементами кiльця Z[i] є 1,−1, i,−i i лише вони.
Вiдзначимо також, що дiльникiв нуля та нiльпотентних елементiв

Z[i] не має, оскiльки таких елементiв не має C, пiдкiльцем якого є Z[i].

Приклад 19. Описати дiльники нуля та оборотнi елементи у кiльцi Zp×
Zp, де p — просте число.

Очевидно, елементи вигляду (0, t), (t, 0) (t ∈ Zp) є дiльниками нуля,
оскiльки наприклад (0, t)(1, 0) = (t, 0)(0, 1) = (0, 0). Покажемо, що iн-
ших дiльникiв нуля немає. Нехай (a, b) ∈ Zp×Zp i a 6= 0, b 6= 0. З рiвностi
(a, b)(c, d) = (0, 0) випливає, що ac = bd = 0. Але внаслiдок вiдсутностi
дiльникiв нуля в кiльцi Zp звiдси маємо c = d = 0.

Нехай тепер (a, b) ∈ Zp × Zp — оборотний елемент. Тодi знайдеться
такий елемент (c, d) ∈ Zp×Zp, що (ac, bd) = (a, b)·(c, d) = (1, 1). Ця умова
рiвносильна тому, що a i b є оборотними елементами в Zp. Але якщо в
прикладi 16 покласти n = p ми негайно отримаємо, що оборотними є
всi ненульовi елементи iз Zp. Таким чином, iз того, що (a, b) ∈ Zp × Zp

— оборотний елемент, випливає, що a 6= 0 i b 6= 0.
Покажемо, що умова a 6= 0 i b 6= 0 є i достатньою для того, щоб

елемент (a, b) ∈ Zp×Zp був оборотним. Дiйсно, якщо ця умова виконана,
то знайдуться c, d ∈ Zp такi, що ac = 1 i bd = 1 в Zp. Але тодi (a, b) ·
(c, d) = (1, 1) в Zp×Zp, звiдки випливає, що (a, b) — оборотний елемент.

Приклад 20. Нехай R— скiнченне кiльце без дiльникiв нуля. Довести,
що R має одиницю, i що всi ненульовi елементи iз R оборотнi.

Зафiксуємо якийсь ненульовий елемент a ∈ R i розглянемо вiдобра-
ження ϕa : R → R, визначене правилом x 7→ xa. Вiдображення ϕa

iн’єктивне, оскiльки iз xa = ya випливає (x− y)a = 0, звiдки, внаслiдок
вiдсутностi в R дiльникiв нуля, x = y. Але будь-яке iн’єктивне перетво-
рення скiнченної множини є бiєктивним, тому ϕa — бiєктивне. Так само
встановлюється бiєктивнiсть вiдображення ψa : R → R, визначеного
правилом x 7→ ax. Сюр’єктивнiсть вiдображення ψa гарантує iснування
елемента ea ∈ R, такого, що a = ψa(ea) = aea. Покажемо, що ea є пра-
вою одиницею кiльця R. Для цього вiзьмемо будь-яке b ∈ R i покладемо
y = ϕ−1(b). Тодi b = ya = yaea = bea. Сюр’єктивнiсть вiдображення ϕa

гарантує iснування елемента e′a ∈ R, такого, що a = ϕa(e′a) = e′aa. Мiр-
кування, аналогiчнi попереднiм, доводять, що e′a є лiвою одиницею в R.
Але тодi e′a = e′aea = ea (насправдi ми встановили корисний факт: якщо
у довiльному кiльцi є лiва i права одиницi, то вони збiгаються!). Таким
чином, перше твердження — R має одиницю — ми довели.
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Позначимо b = ϕ−1
a (1), c = ψ−1

a (1). Тодi ba = 1, ac = 1. Покажемо,
що тодi b = c. Справдi, b = b · 1 = b · ac = ba · c = 1 · c = c. Таким чином,
елемент a є оборотним. Оскiльки ненульовий елемент a ∈ R було обрано
довiльним чином, то всi ненульовi елементи iз R оборотнi.

Приклад 21. Нехай R — кiльце з одиницею без дiльникiв нуля. Довести,
що кожен елемент, котрий має одностороннiй обернений, є оборотним.

Припустимо, що елемент a ∈ R має правий обернений, скажiмо, еле-
мент b ∈ R. Тодi a 6= 0 i ab = 1. Покладемо y = ba. Домноживши
останню рiвнiсть з правого боку на a, отримаємо

ay = a · ba = ab · a = 1 · a = a,
звiдки a(y − 1) = 0. Ця рiвнiсть, вiдсутнiсть дiльникiв нуля в R i

умова a 6= 0 тягнуть y = 1. Таким чином, ba = 1, внаслiдок чого b є
двостороннiм оберненим до a. Отже, елемент a — оборотний.

Приклад 22. Нехай x, y — такi елементи кiльця R з одиницею без дiль-
никiв нуля, що елемент xy — оборотний. Довести, що x i y також є
оборотними.

За умовою, кiльце R має одиницю 1 i iснує елемент a ∈ R, такий що
xy · a = a · xy = 1. Оскiльки x · ya = 1, то ya — правий обернений до
x. Покажемо, що ya буде i лiвим оберненим до x. Для цього покладемо
z = ya · x i покажемо, що насправдi z = 1. Помножимо передостанню
рiвнiсть з лiвого боку на x:

xz = x · ya · x = 1 · x = x.
Таким чином x(z − 1) = 0. Звiдси, враховуючи x 6= 0 i вiдсутнiсть в

R дiльникiв нуля, робимо висновок, що z = 1.

Задачi
2.1 Навести приклад лiвого дiльника нуля, який не є правим дiльником

нуля.

2.2 Описати дiльники нуля, оборотнi та нiльпотентнi елементи у кiль-
цях

а) Z32;

б) Z45;

в) Z30;
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г) Zp2 , p — просте число;

д) Zn
p , p — просте число;

е) Z× Z;
ж) Zpk1×· · ·×Zpkr , p — просте число, k1, . . . , kr — натуральнi числа.

2.3 Знайти дiльники нуля та оборотнi елементи кiльця Z[i
√

d], d ∈ N, d
не є квадратом натурального числа.

2.4 Знайти дiльники нуля та оборотнi елементи кiльця Z[ 16 ].

2.5 Знайти дiльники нуля та оборотнi елементи у кiльцях

а) R× R;
б) R× Z.

2.6 Описати дiльники нуля, оборотнi та нiльпотентнi елементи кiльця

а) M2(R);

б) UTn(F ), де F — поле.

2.7 Описати дiльники нуля, оборотнi та нiльпотентнi елементи кiльця
(B(M), 4,∩) iз задачi 1.9.

2.8 Довести, що кiльце функцiй B iз задачi 1.4 є областю цiлiсностi.

2.9 Описати дiльники нуля, оборотнi та нiльпотентнi елементи кiльця
всiх функцiй f : [a, b] → R.

2.10 Довести, що у кiльцi R з одиницею множина оборотних елементiв
утворює групу вiдносно множення. (Цю групу називають мульти-
плiкативною групою кiльця R i позначають R∗.)

2.11 Довести, що якщо елемент a2 кiльця R є дiльником нуля, то i a є
дiльником нуля.

2.12 Нехай R — скiнченне кiльце з одиницею. Довести, що кожен елемент
iз R, що має одностороннiй обернений, є оборотним.

2.13 Нехай R — скiнченне кiльце з одиницею. Довести, що кожен лiвий
дiльник нуля iз R буде i правим дiльником нуля.

2.14 Нехай x, y — такi елементи кiльця R з одиницею, що xy та yx —
оборотнi елементи. Довести, що x i y також є оборотними.
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2.15 Нехай x, y — такi елементи скiнченного кiльця з одиницею, що еле-
мент xy — оборотний. Довести, що x i y також є оборотними.

2.16 Нехай x, y — такi елементи кiльця R з одиницею, що 1−ab — оборо-
тний елемент. Довести, що елемент 1− ba також є оборотним. (Вка-
зiвка. Якщо c — елемент, обернений до 1 − ab, то елемент 1 + bca
буде оберненим до 1− ba.)
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3 Iдеали
Для елемента a кiльця R i пiдмножини B ⊂ R покладемо aB = {ab :
b ∈ B}. Аналогiчний змiст має позначення Ba.

Означення 7. Пiдкiльце I кiльця R називається лiвим (правим) iдеалом
цього кiльця, якщо для довiльного елемента a ∈ R має мiсце включення
aI ⊆ I (Ia ⊆ I). Двостороннiм iдеалом (або просто iдеалом) називають
пiдкiльце, котре є лiвим i правим iдеалом одночасно.

Очевидними прикладами iдеалiв кiльця R є нульовий iдеал (мiстить
лише елемент 0 i також позначається 0) i саме R. Цi iдеали називають
тривiальними. Кiльце, у якого нема нетривiальних iдеалiв, називається
простим.

В комутативних кiльцях поняття лiвого, правого та двостороннього
iдеалiв не розрiзняють. Для довiльного елемента a комутативного кiль-
ця R з одиницею позначимо (a) = aR. Легко бачити, що (a) є iдеалом R.
Цей iдеал називається головним iдеалом, породженим елементом a. Вiн
є мiнiмальним серед iдеалiв якi мiстять елемент a. Аналогiчно в некому-
тативних кiльцях визначаються головнi лiвий, правий та двостороннiй
iдеали, породженi елементом цього кiльця. Так само можна визначити
iдеал, породжений довiльною скiнченною множиною елементiв кiльця.

Iдеал I кiльця R називається максимальним, якщо I 6= R i для до-
вiльного iдеала J кiльця R iз включень I ⊂ J ⊂ R випливає J = R або
J = I. Комутативне кiльце з одиницею називається локальним, якщо
воно мiстить єдиний максимальний iдеал. Ненульовий iдеал I кiльця
R називається мiнiмальним, якщо для довiльного iдеала J кiльця R iз
включень 0 ⊂ J ⊂ I випливає J = 0 або J = I.

Нехай I, J — iдеали кiльця R. Тодi перетин I ∩ J також є iдеалом,
який називається перетином iдеалiв I, J . Множина I + J = {a + b : a ∈
I, b ∈ J} також є iдеалом. Цей iдеал називається сумою iдеалiв I, J .
Нарештi множина I · J , яка складається з усiх можливих сум вигляду
a1b1 + . . . + akbk, ai ∈ I, bi ∈ J (1 ≤ i ≤ k), k ∈ N, також є iдеалом,
котрий називають добутком iдеалiв I, J .

Приклади розв’язування задач
Приклад 23. Нехай I — iдеал кiльця R. Довеcти, що коли I мiстить
хоча б один оборотний елемент, то I = R.
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Нехай a ∈ R — оборотний елемент. Оскiльки I є iдеалом, то ab ∈ R
для будь-якого b ∈ R, зокрема aa−1 = 1 ∈ I. Те, що 1 ∈ I, означає, що
b = 1 · b ∈ I для всiх b iз R, тобто R ⊆ I. Таким чином R = I.

Iз приклада 23 випливає, що будь-який ненульовий iдеал поля F
збiгається з F. Отже, поле має лише тривiальнi iдеали: нульовий iдеал
i все поле.

Приклад 24. Довести, що множина всiх оборотних елементiв жодного
кiльця не є iдеалом.

Вiдомо (задача 2.10), що множина всiх оборотних елементiв будь-
якого кiльця є групою вiдносно операцiї множення. Але в жодному кiль-
цi множина всiх оборотних елементiв не є групою вiдносно додавання.
Справдi, iнакше б нуль належав до цiєї групи, а нуль не є оборотним
елементом. Отже, за означенням iдеала множина оборотних елементiв
довiльного кiльця таким не є.

Приклад 25. Знайти всi натуральнi числа n, такi, що множина всiх
необоротних елементiв кiльця Zn утворює iдеал.

Нехай спочатку n = pk, p — просте число. Переконаємось, що в цьому
разi множина необоротних елементiв кiльця Zn утворює iдеал. Iз опису
оборотних елементiв кiлець Zn (приклад 16) випливає, що елемент m ∈
Zpk буде необоротним тодi й лише тодi, коли m дiлиться на p, тому
множина необоротних елементiв збiгається з (p) — головним iдеалом,
породженим елементом p.

Нехай тепер n = pα1
1 pα2

2 . . . pαm
m — канонiчний розклад числа n на про-

стi множники i m ≥ 2 (простi числа p1, p2, . . . , pm попарно рiзнi). Припу-
стимо, що i в цьому випадку необоротнi елементи кiльця Zn утворюють
iдеал, який позначимо I. Позначимо n1 = pα1

1 , n2 = pα2
2 . . . pαm

m . Позаяк
n1 i n2 не взаємно простi з n, то, враховуючи приклад 16, n1, n2 ∈ I.
Але (n1, n2) = 1 i тому знайдуться цiлi d1 i d2 такi, що 1 = n1d1 + n2d2.
За означенням iдеала, права частина останньої рiвностi (за модулем n)
потрапляє до I. Тому 1 ∈ I. Але 1 — оборотний елемент! Суперечнiсть.

Резюмуємо вищесказане. Множина необоротних елементiв кiльця Zn

утворює iдеал тодi й тiльки тодi, коли n = pk, p — просте число.

Приклад 26. Описати iдеали кiльця Zn.

За означенням, iдеал кiльця є пiдгрупою його адитивної групи. Пока-
жемо, що у випадку Zn iдеалом буде будь-яка пiдгрупа адитивної групи
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Zn. Вiдомо, що пiдгрупи iз Zn знаходяться у взаємно-однозначнiй вiд-
повiдностi iз дiльниками числа n i є циклiчними групами iз твiрними
елементами n

d1
, n

d2
, . . . , n

dk
, де d1, d2, . . . , dk — всi дiльники числа n. Вi-

зьмемо будь-яку з цих пiдгруп, скажiмо, пiдгрупу I, породжену числом
k = n

d , де d — якийсь дiльник n. Елементами групи I є всi елементи iз
Zn, якi кратнi k. Тобто

I = {k, 2k, . . . , (d− 1)k, dk = 0}.

Для будь-яких елементiв ik ∈ I i j ∈ Zn їх добуток ijk(mod n) знов
буде елементом iз I. Справдi, ijk(mod n) = ijk − nl для якогось l ∈ Z.
Але оскiльки права частина останньої рiвностi дiлиться на k, то на k
дiлиться також i лiва частина. Отже, I є iдеалом кiльця Zn.

Приклад 27. Довести, що в кiльцi Mn(F ), де F — поле, немає двосторон-
нiх iдеалiв, вiдмiнних вiд нульового i Mn(F ), тобто це кiльце є простим.

Припустимо, що I — ненульовий iдеал кiльця Mn(F ). Вiзьмемо будь-
яку, вiдмiнну вiд нульової, матрицю A ∈ I. Нехай r — ранг матрицi A.
Iз курсу лiнiйної алгебри вiдомо, що за допомогою елементарних пере-
творень типiв 1,2,3 над рядками i стовпчиками (тип 1: до одного рядка
(стовпчика) додаємо iнший, домножений на λ ∈ F , тип 2: множимо ря-
док (стовпчик) на λ ∈ F, λ 6= 0, тип 3: переставляємо будь-якi два рядки
(стовпчики)) матриця A зводиться до матрицi

A′ =




1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0




, причому кiлькiсть оди-

ничок на дiагоналi матрицi A′ дорiвнює r. Згадаємо тепер, що виконати
елементарне перетворення над рядками чи стовпчиками матрицi — це те
саме, що помножити матрицю справа (злiва) на вiдповiдну елементарну
матрицю. Враховуючи це зауваження i те, що I — iдеал, отримуємо, що
A′ ∈ I. Оскiльки A′E11 = E11, то E11 ∈ I (нагадаємо, що через Eij зви-
чайно позначається матриця, в якої елемент на перетинi i-го рядка та
j-го стовпчика дорiвнює 1, а решта елементiв — нулi). Переставляючи в
матрицi E11 перший i i-ий рядки, а потiм перший i i-ий стовпчики отри-
маємо матрицю Eii (2 ≤ i ≤ n). Отже, Eii може бути одержана iз E11

множенням злiва i справа на деякi елементарнi матрицi, тому Eii ∈ I,
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1 ≤ i ≤ n. Тепер, зважаючи на замкненiсть I вiдносно додавання, маємо
E11 + E22 + · · ·+ Enn = E ∈ I. Але ж iдеал кiльця, що мiстить одиницю
цього кiльця, збiгається з усiм кiльцем (див. розв’язок приклада 23).
Таким чином, I = Mn(F ), а це ми i прагнули довести.

Задачi
3.1 Довести, що у кiльцi Z будь-яке пiдкiльце є iдеалом.

3.2 Довести, що множина всiх нiльпотентних елементiв кiльця Zn утво-
рює iдеал.

3.3 Нехай A — комутативне кiльце i c ∈ A. Довести, що множина cA =
{ca ∈ A : a ∈ A} є iдеалом кiльця A.

3.4 Наведiть приклад кiльця K та його пiдкiльця K1, таких, що K1 не
є iдеалом K.

3.5 Нехай R = {f : [0, 1] → R}. Якi з наступних множин функцiй утво-
рюють iдеал кiльця R:

а) A1 = {f ∈ R : f(0) ∈ Q};
б) A2 = {f ∈ R : f(0) = f(1)};
в) A3 = {f ∈ R : f(x) = 0, 1 < x < 1};
г) A4 = {f ∈ R :

∫ 1

0
f(x)dx = 0}?

3.6 Опишiть всi лiвi i правi iдеали кiльця M2(F ).

3.7 Нехай A i B — кiльця з одиницями. Доведiть, що кожний iдеал
кiльця A × B має вигляд I1 × I2, де I1 i I2 — iдеали кiлець A i B
вiдповiдно.

3.8 Навести приклад такого iдеала кiльця 2Z8×2Z8, який не може бути
подано у виглядi I1 × I2, де I1 i I2 — iдеали кiльця 2Z8.

3.9 Описати максимальнi i мiнiмальнi iдеали кiлець:

а) Z60;

б) Zn;

в) Z;
г) K[x]
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3.10 Нехай R — кiльце неперервних функцiй на вiдрiзку [0, 1],

Ic = {f(x) ∈ R : f(c) = 0}(0 ≤ c ≤ 1).

Довести, що Ic — максимальний iдеал R. Чи правда, що будь-який
максимальний iдеал R збiгається з Ic для деякого c?

3.11 Довести, що для довiльного простого p кiльце Z(p) = {m
n : m ∈

Z, n ∈ N, (n, p) = 1} є локальним.

3.12 Довести, що кiльце F [[x]] формальних степеневих рядiв над полем
F є локальним.
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4 Гомоморфiзми та факторкiльця
Нехай R1 i R2 — довiльнi кiльця.

Означення 8. Вiдображення ϕ : R1 → R2 називається гомоморфiзмом
кiлець, якщо воно узгоджене з операцiями додавання i множення в цих
кiльцях, тобто для довiльних a, b ∈ R1 мають мiсце рiвностi:
1) ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b);
2) ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Нехай R1 i R2 є кiльцями з одиницями 1 i e вiдповiдно. Гомоморфiзм
кiлець ϕ : R1 → R2 називається гомоморфiзмом кiлець з одиницею,
якщо ϕ(1) = e.

Гомоморфiзм ϕ кiлець називається епiморфiзмом, мономорфiзмом
чи iзоморфiзмом, якщо ϕ є сюр’єкцiєю, iн’єкцiєю чи бiєкцiєю вiдповiдно.

Кiльця R1, R2 називаються iзоморфними (позначають R1 ' R2),
якщо мiж ними iснує iзоморфiзм.

З кожним гомоморфiзмом ϕ : R1 → R2 пов’язують його ядро, тобто
множину Kerϕ = {a ∈ R1 : ϕ(a) = 0}, i образ, тобто множину Imϕ =
{ϕ(a) : a ∈ R1}.
Твердження 4. Ядро гомоморфiзму ϕ : R1 → R2 є iдеалом в R1, а образ
— пiдкiльцем у R2.

Нехай тепер I — це iдеал кiльця R. Тодi I є пiдгрупою адитивної гру-
пи кiльця R, яка є абелевою, а тому множина R/I лiвих класiв сумiжно-
стi R за I є абелевою групою вiдносно операцiї додавання, визначеної
рiвнiстю

(a + I) + (b + I) = (a + b) + I, a, b ∈ R.

Визначимо на множинi R/I операцiю множення, поклавши

(a + I) · (b + I) = (ab) + I, a, b ∈ R.

Таке визначення є коректним, тобто не залежить вiд вибору представ-
никiв класiв сумiжностi (для доведення якраз i використовується умова
з означення iдеала, яка вирiзняє його серед пiдкiлець).

Твердження 5. Множина R/I з вищеозначеними операцiями додавання
i множення є кiльцем.

Кiльце R/I називається факторкiльцем кiльця R за iдеалом I.
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Твердження 6. Факторкiльце комутативного кiльця (кiльця з одини-
цею) є комутативним (кiльцем з одиницею).

Важливим iнструментом для доведення iзоморфностi кiлець є така
теорема про гомоморфiзми.

Теорема 1. Нехай ϕ : R1 → R2 — гомоморфiзм кiлець. Тодi

R1/Kerϕ ' Imϕ.

Iдеал I комутативного кiльця R з одиницею називається простим,
якщо для довiльних a, b ∈ R з включення ab ∈ I випливає a ∈ I або
b ∈ I.

Твердження 7. Iдеал I комутативного кiльця R з одиницею є простим
тодi й лише тодi, коли факторкiльце R/I є областю цiлiсностi.

Твердження 8. Iдеал I комутативного кiльця R з одиницею є макси-
мальним тодi й лише тодi, коли факторкiльце R/I є полем.

Приклади розв’язування задач
Приклад 28. Нехай ϕ : R1 → R2 — епiморфiзм, 1 — одиниця кiльця R1.
Довести, що ϕ(1) є одиницею кiльця R2.

Покладемо c = ϕ(1) ∈ R2. Нехай b ∈ R2 — довiльний елемент. Ми
маємо показати, що cb = bc = b. Iз того, що ϕ — епiморфiзм, випливає,
що b = ϕ(a) для якогось a ∈ R1. Але рiвнiсть a · 1 = 1 · a = 1 в кiльцi R1

тягне вiдповiдну рiвнiсть для ϕ-образiв в R2: ϕ(a) · ϕ(1) = ϕ(1) · ϕ(a) =
ϕ(a), тобто cb = bc = b, що нам й потрiбно.

Приклад 29. Нехай ϕ : R1 → R2 — iзоморфiзм, a ∈ R1 — дiльник нуля.
Довести, що ϕ(a) — дiльник нуля в R2.

Позначимо c = ϕ(a) ∈ R2. За умовою, знайдеться ненульовий еле-
мент b ∈ R1, такий що ab = 0. Переходячи до ϕ-образiв, отримаємо
ϕ(a) · ϕ(b) = ϕ(0) в R2. Оскiльки iзоморфiзм кiлець є iзоморфiзмом
їх адитивних груп, то ϕ(0) = 0 (у лiвiй частинi стоїть нуль кiльця
R1, а у правiй — нуль R2). Оскiльки ϕ — бiєктивне вiдображення, то
d = ϕ(b) 6= 0. Отже, в R2 справджується рiвнiсть cd = 0, причому d 6= 0.
Таким чином, c — дiльник нуля в R2.

Приклад 30. Довести, що кiльце Z15/(5) iзоморфне кiльцю Z5.
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Якщо ми побудуємо епiморфiзм ϕ : Z15 → Z5, ядром якого є (5),
то потрiбне нам твердження буде випливати iз теореми про гомомор-
фiзм кiлець. Правило побудови такого епiморфiзму винайти неважко:
всi елементи iз Z15, кратнi 5, повиннi перейти в 0, крiм того, епiмор-
фний образ Z15 повинен складатися з п’яти елементiв, тому спадає на
думку перевести a ∈ Z15 в остачу, яку a дає при дiленнi на 5. Тобто ми
будуємо вiдображення ϕ : Z15 → Z5, a 7→ a(mod 5). Тепер ми повиннi
акуратно перевiрити, що ϕ дiйсно є епiморфiзмом, ядром якого є (5):

ϕ(a + b) = (a + b)(mod 5) = a(mod 5) + b(mod 5) = ϕ(a) + ϕ(b);

ϕ(a · b) = (a · b)(mod 5) = a(mod 5) · b(mod 5) = ϕ(a) · ϕ(b).

Крiм цього, очевидно, будь-який елемент a ∈ Z5 має ϕ-прообраз, напри-
клад, a ∈ Z15 (оскiльки a = ϕ(a)), i на додачу,

ϕ(a) = 0 ⇔ a(mod 5) = 0 ⇔ a ∈ (5).

Приклад 31. Знайти кiлькiсть елементiв факторкiльця

Z8[x, y]/(2, x5, y7).

Кожен клас — елемент факторкiльця — мiстить єдиний многочлен
вигляду ∑

0≤i≤4, 0≤j≤6

aijx
iyj ,

де aij може дорiвнювати 0 або 1. Звiдси негайно випливає, що кiлькiсть
елементiв факторкiльця дорiвнює кiлькостi вказаних многочленiв, а са-
ме 235.

Приклад 32. Довести, що R[x]/(x2 + 1) ' C.
Перший спосiб. Уведемо позначення I = (x2 + 1). За означенням

факторкiльця, елементами R[x]/I є класи вигляду f + I, де f ∈ R[x],
причому f + I = g + I тодi й лише тодi, коли многочлен f − g належить
до I, тобто кратний до x2 + 1. Остання умова рiвносильна тому, що
f i g дають однаковi остачi при дiленнi на x2 + 1. Тому f + I = f
mod (x2 + 1) + I для будь-якого f ∈ R[x] (через f mod (x2 + 1) ми
позначаємо остачу вiд дiлення f на x2+1). Оскiльки множиною остач вiд
дiлення на x2 +1 є {a+bx : a, b ∈ R}, то R[x]/I = {a+bx+I : a, b ∈ R},
причому a + bx + I = c + dx + I тодi й лише тодi, коли a + bx = c + dx
(тобто a = c i b = d).
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Розглянемо вiдображення ϕ : R[x]/I → C, визначене правилом a +
bx + I 7→ a + bi. Пересвiдчимось, що воно є iзоморфiзмом.

Iн’єктивнiсть. Нехай a + bx + I 6= c + dx + I, але a + bi = c + di. Два
комплексних числа рiвнi, коли в них однаковi дiйснi та уявнi частини,
тому a = c i b = d. Але ж це призводить до суперечностi: a + bx + I =
c+dx+I. Отже iз a+bx+I 6= c+dx+I завжди випливає a+bi 6= c+di.
Сюр’єктивнiсть випливає iз того, що a + bi = ϕ(a + bx) для будь-якого
комплексного числа a + bi.

Гомоморфнiсть. Те, що ϕ зберiгає додавання, випливає iз ланцюга
рiвностей

ϕ(a + bx + c + dx + I) = ϕ((a + c) + (b + d)x + I) =
a + c + (b + d)i = a + bi + c + di = ϕ(a + bx + I) + ϕ(c + dx + I).

Лишилось встановити, що ϕ зберiгає множення. Справдi,

ϕ((a + bx + I) · (c + dx + I)) = ϕ((bd)x2 + (bc + ad)x + ac + I) =
ϕ((ac− bd) + (bc + ad)x + I) = (ac− bd) + (bc + ad)i = (a + bi) · (c + di) =

ϕ(a + bx) · ϕ(c + dx).

Третя рiвнiсть останнього ланцюга виконується, оскiльки при дiленнi на
x2 +1 многочлен (bd)x2 +(bc+ad)x+ac дає остачу (ac− bd)+ (bc+ad)x
(найпростiше прийти до цього через такi мiркування: x2, очевидно, дає
остачу −1 при дiленнi на x2 + 1, звiдки (bd)x2 дає остачу −bd, звiдки, в
свою чергу, (bd)x2 + (bc + ad)x + ac дає остачу −(bd) + (bc + ad)x + ac =
(ac− bd) + (bc + ad)x).

Другий спосiб. Оскiльки потрiбно довести iзоморфiзм двох кiлець,
одне з яких є факторкiльцем, то можна спробувати застосувати теорему
про гомоморфiзм кiлець. Розглянемо вiдображення ϕ : R[x]/(x2 + 1) →
C, таке, що f(x) 7→ f(i).

Почнемо з перевiрки, що ϕ — гомоморфiзм кiлець:

ϕ(f(x) + g(x)) = ϕ((f + g)(x)) = (f + g)(i) =
f(i) + g(i) = ϕ(f(x)) + ϕ(g(x));

ϕ(f(x) · g(x)) = ϕ((fg)(x)) = (f · g)(i) = f(i) · g(i) = ϕ(f(x)) · ϕ(g(x)).

Оскiльки a+bi = ϕ(a+bx) для довiльного комплексного числа a+bi,
то вiдображення ϕ — сюр’єктивне.
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Нарештi покажемо, що Ker(ϕ) = (x2 + 1). f(x) ∈ Ker(ϕ) тодi й лише
тодi, коли i — корiнь f(x). Але оскiльки f(x) має дiйснi коефiцiенти, то
останнє еквiвалентне тому, що i,−i — коренi f(x), тобто f(x) кратний
до (x + i)(x− i) = x2 + 1.

Приклад 33. Нехай f1(x) = x2 +1, f2(x) = x2, f3(x) = x2 +x+1, f4(x) =
x2 +x ∈ Z2[x] (це повний список многочленiв степеня 2 над Z2). Для ко-
жного i, 1 ≤ i ≤ 4 через Ki позначимо факторкiльце Z2[x]/(fi). Описати
елементи факторкiльця Ki, виписати таблички додавання та множення
в Ki для кожного i (1 ≤ i ≤ 4); розбити множину {K1,K2, K3,K4} на
класи попарно iзоморфних кiлець. З’ясувати, якi з кiлець K1,K2, K3,K4

є полями.

Нехай 1 ≤ i ≤ 4. Елементи Ki — це класи вигляду f +(fi), f ∈ Z2[x],
причому f + (fi) = g + (fi) тодi й лише тодi, коли f i g дають однаковi
остачi (а саме f mod fi = g mod fi) при дiленнi на fi. Оскiльки fi —
многочлен степеня 2, то кожен клас f + (fi) мiстить єдиний многочлен
степеня не вище 1, тобто многочлен вигляду ax + b, a, b ∈ Z2. Таких
многочленiв всього 4: 0, 1, x, x + 1. Звiдси випливає, що Ki складається
iз чотирьох елементiв:

Ki = {0 + (fi), 1 + (fi), x + (fi), x + 1 + (fi)}.

Табличка додавання для кожного з Ki (1 ≤ i ≤ 4) має вигляд
+ 0 + (fi) 1 + (fi) x + (fi) x + 1 + (fi)

0 + (fi) 0 + (fi) 1 + (fi) x + (fi) x + 1 + (fi)
1 + (fi) 1 + (fi) 0 + (fi) x + 1 + (fi) x + (fi)
x + (fi) x + (fi) x + 1 + (fi) 0 + (fi) 1 + (fi)

x + 1 + (fi) x + 1 + (fi) x + (fi) 1 + (fi) 0 + (fi)
Для того, щоб обчислити, наприклад, (x + 1 + (fi)) + (x + (fi)) ми

скористалися означенням додавання елементiв факторкiльця f + (fi) +
g+(fi) = f+g+(fi) i правилом додавання многочленiв над Z2: x+1+x =
1.

Таблички множення для K1, K2, K3, K4 вiдповiдно наступнi:
K1, · 0 + I1 1 + I1 x + I1 x + 1 + I1

0 + I1 0 + I1 0 + I1 0 + I1 0 + I1

1 + I1 0 + I1 1 + I1 x + I1 x + 1 + I1

x + I1 0 + I1 x + I1 1 + I1 x + 1 + I1

x + 1 + I1 0 + I1 x + 1 + I1 x + 1 + I1 0 + I1
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K2, · 0 + I2 1 + I2 x + I2 x + 1 + I2

0 + I2 0 + I2 0 + I2 0 + I2 0 + I2

1 + I2 0 + I2 1 + I2 x + I2 x + 1 + I2

x + I2 0 + I2 x + I2 0 + I2 x + I2

x + 1 + I2 0 + I2 x + 1 + I2 x + I2 1 + I2

K3, · 0 + I3 1 + I3 x + I3 x + 1 + I3

0 + I3 0 + I3 0 + I3 0 + I3 0 + I3

1 + I3 0 + I3 1 + I3 x + I3 x + 1 + I3

x + I3 0 + I3 x + I3 x + 1 + I3 1 + I3

x + 1 + I3 0 + I3 x + 1 + I3 1 + I3 x + I3

K4, · 0 + I4 1 + I4 x + I4 x + 1 + I4

0 + I4 0 + I4 0 + I4 0 + I4 0 + I4

1 + I4 0 + I4 1 + I4 x + I4 x + 1 + I4

x + I4 0 + I4 x + I4 x + I4 0 + I4

x + 1 + I4 0 + I4 x + 1 + I4 0 + I4 x + 1 + I4

Як було обчислено, наприклад, (x + 1 + I3)(x + I3) в K3? (x + 1 +
I3)(x + I3) = x2 + x + I3 = x2 + x + 1 + 1 + I3 = 1 + I3 (остання рiвнiсть
грунтується на тому, що x2 + x + 1 + 1 i 1 дають однаковi остачi при
дiленнi на x2 + x + 1).

Iз табличок множення легко видно, чи є елемент кiльця дiльником
нуля або оборотним елементом. Вiзьмемо, наприклад, табличку множе-
ння для K1. У горизонтальному рядку елемента x + I1 зустрiчається
одиничка, отже x + I1 — оборотний елемент. А от у горизонтальному
рядку елемента x + 1 + I1 одинички немає, але 0 зустрiчається двiчi:
перше входження нуля — результат множення на 0, а друге входження
нуля — результат множення на x+1+I1 — свiдчить про те, що x+1+I1

— дiльник нуля.
Iз побудованих табличок множення видно, що K3 — єдине з фактор-

кiлець, в якому кожен ненульовий елемент має обернений, отже, K3 i
лише воно є полем. Далi, кiльце K4 має 2 дiльники нуля, в той час як
K1 i K2 — по одному дiльнику нуля. Оскiльки iзоморфiзм є бiєкцiєю,
що переводить дiльник нуля в дiльник нуля, то K4 6' K1 i K4 6' K2.

Кiльця K1 K2 не є полями, кожне з них має по 2 дiльники нуля.
Сказане, однак, не тягне за собою iзоморфностi цих кiлець. Для того,
щоб з’ясувати, чи iзоморфнi нашi кiльця, треба перевiрити, чи можна
встановити iзоморфiзм мiж ними. Якщо ϕ : K1 → K2 — iзоморфiзм, то
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ϕ(0 + I1) = 0 + I2, ϕ(1 + I1) = 1 + I2, оскiльки при iзоморфiзмi нуль
переходить в нуль, а одиниця — в одиницю. Оскiльки при iзоморфiзмi
образ дiльника нуля є дiльником нуля, то повинно бути ϕ(x + I1) =
x+1+I2, ϕ(x+1+I1) = x+I2. Ми побудували бiєкцiю ϕ : K1 → K2. Якщо
тепер в табличках додавання i множення для K1 кожне входження 0+I1

замiнити на 0 + I2, 1 + I1 — на 1 + I2, x + I1 — на x + 1 + I2, x +
1 + I1 — на x + I2, то ми отримаємо вiдповiдно таблички додавання i
множення для K2. Оскiльки фактично ми замiнили кожен елемент iз
K1 на його ϕ−образ, то встановлено, що ϕ є гомоморфiзмом. Отже,
K1 ' K2. Зауважимо, що iзоморфнiсть кiлець K1 i K2 безпосередньо
випливає ще й з наступного прикладу 34. Таким чином, класи попарно
iзоморфних кiлець такi: {K1,K2}, {K3}, {K4}.
Приклад 34. Нехай a 6= b i c 6= d — елементи поля F. Доведiть iзомор-
фнiсть факторкiлець F [x]/ ((x− a)(x− b)) i F [x]/ ((x− c)(x− d)) .

Позначимо K1 = F [x]/ ((x− a)(x− b)), K2 = F [x]/ (x(x− 1)), I1 =
((x − a)(x − b)), I2 = (x(x − 1)). Оскiльки вiдношення iзоморфностi на
множинi кiлець є транзитивним, досить показати, що K1 ' K2. Спо-
чатку опишемо дiльники нуля кiлець K1 i K2. Якщо αx + β + I1 —
дiльник нуля iз K1, то знайдеться елемент γx + δ + I1 ∈ K1, такий, що
(αx + β + I1)(γx + δ + I1) = 0 + I1, звiдки (αx + β)(γx + δ) + I1 = 0 + I1,
тобто многочлен (αx + β)(γx + δ) дiлиться на (x− a)(x− b). Але якщо
один многочлен другого степеня дiлиться на iнший многочлен другого
степеня, то цi многочлени пропорцiйнi. Таким чином, для деякого нену-
льового скаляра k ∈ F αx + β = k(x− a) або ж αx + β = k(x− b). Отже
встановлено, що дiльник нуля в K1 повинен мати вигляд k(x − a) + I1

або k(x−b)+I1. Навпаки, будь-який елемент iз K1 вигляду k(x−a)+I1

або k(x−b)+I1 є дiльником нуля, оскiльки (x−a+I1)(x−b+I1) = 0+I1.
Отже, дiльниками нуля в K1 є k(x− a) + I1, k(x− b) + I1 i лише вони.

Якщо покласти a = 0, b = 1, отримаємо опис дiльникiв нуля в K2 —
це класи kx + I2, k(x− 1) + I2 (k ∈ F \ {0}) i лише вони.

Нехай ϕ : K2 → K1 — iзоморфiзм. Оскiльки при iзоморфiзмi дiльник
нуля вiдображується у дiльник нуля, то ϕ(x + I2) = k(x − a) + I1 або
ϕ(x + I2) = k(x − b) + I1 для деякого k ∈ F . Нехай, для визначеностi,
ϕ(x + I2) = k(x − a) + I1. Якщо б для деякого m ∈ F справджувалось
ϕ(x− 1 + I2) = m(x− a) + I1, то тодi б

ϕ(1 + I2) = ϕ((x + I2)− (x− 1 + I2)) =
(k(x− a) + I1)− (m(x− a) + I1) = (k −m)(x− a) + I1.
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Однак, при iзоморфiзмi одиниця мусить вiдображатися в одиницю, тому
повинно було б бути (k − m)(x − a) + I1 = 1 + I1. Звiдси випливає,
що многочлен (k − m)(x − a) − 1 дiлився би на (x − a)(x − b). Тобто
(k −m)(x − a) − 1 = 0, звiдки k = m. Але остання рiвнiсть суперечить
iн’єктивностi ϕ. Оскiльки ϕ(x− 1 + I2) — дiльник нуля в K1 i випадок
ϕ(x−1+I2) = m(x−a)+I1 неможливий, то ϕ(x−1+I2) = m(x−b)+I1

для деякого m ∈ F . Тепер скористаємось тим, що ϕ(1 + I2) = 1 + I1:

1+I1 = ϕ(1+I2) = ϕ((x+I2)−(x−1+I2)) = ϕ(x+I2)−ϕ((x−1)+I2) =
(k(x− a) + I1)− (m(x− b) + I1) = (k −m)x + (mb− ka) + I1.

Таким чином, (k − m)x + (mb − ka − 1) ∈ I1, звiдки многочлен (k −
m)x + (mb − ka − 1) дiлиться на (x − a)(x − b), звiдки випливає, що
(k − m)x + (mb − ka − 1) = 0. Оскiльки в нульового многочлена всi
коефiцiєнти рiвнi нулю, k = m = 1

b−a . Отже,

ϕ(x + I2) =
x− a

b− a
+ I1, ϕ(x− 1 + I2) =

x− b

b− a
+ I1. (1)

Покажемо тепер, що вiдображення ϕ, визначене за допомогою 1,
продовжується до iзоморфiзму.

Будь-який елемент iз K2 подається у виглядi лiнiйної комбiнацiї (x+
I2) та (x − 1 + I2): px + q + I2 = p(x + I2) + q(x + I2 − (x − 1 + I2))
= (p + q)x + I2 − q((x− 1) + I2). Покладемо:

ϕ(px + q(x− 1) + I2) = pϕ(x + I2) + qϕ(x− 1 + I2) =

p
x− a

b− a
+ q

x− b

b− a
+ I1 =

1
b− a

(p(x− a) + q(x− b)) + I1.

Покажемо, що побудоване вiдображення ϕ : K2 → K1 є iзоморфiзмом.
Те, що ϕ зберiгає додавання, випливає безпосередньо iз визначення.
Оскiльки x−a

b−a i x−b
b−a лiнiйно незалежнi, то ϕ бiєктивне. Пересвiдчимось

нарештi, що ϕ зберiгає множення:

ϕ((px+q(x−1)+I2)·(p1x+q1(x−1)+I2)) = ϕ(pp1x
2+qq1(x−1)2+I2) =

ϕ(pp1x
2 − qq1(x− 1) + I2) = pp1

x− a

b− a
+ qq1

x− b

b− a
+ I1, (2)
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ϕ(px + q(x− 1) + I2) · ϕ(p1x + q1(x− 1) + I2) =

(p
x− a

b− a
+ q

x− b

b− a
+ I1)(p1

x− a

b− a
+ q1

x− b

b− a
+ I1) =

pp1
(x− a)2

(b− a)2
+ qq1

(x− b)2

(b− a)2
+ I1 =

pp1
x− a

b− a
+ qq1

x− b

b− a
+ I1, (3)

оскiльки (x− a)2 = (x− a)(x− b) + (x− a)(b− a), а тому (x− a)2 + I1 =
(x− a)(b− a) + I1. Аналогiчно (x− b)2 + I1 = (x− b)(b− a) + I1. Рiвностi
(2), (3) якраз i означають, що ϕ зберiгає множення.

Приклад 35. Доведiть, що факторкiльця Z[x]/(x2− 2) i Z[x]/(x2− 3) не
iзоморфнi.

Позначимо I1 = (x2−2), I2 = (x2−3). Мiркуватимемо вiд супротив-
ного. Нехай ϕ : Z[x]/(x2 − 2) → Z[x]/(x2 − 3) — iзоморфiзм. Оскiльки
ϕ(1+I1) = 1+I2, то ϕ(2+I1) = ϕ((1+I1)+(1+I1)) = ϕ(1+I1)+ϕ(1+I1) =
(1+I2)+(1+I2) = 2+I2. В Z[x]/(x2−2) є елемент, квадрат якого дорiв-
нює 2+I1: це x+I1 (дiйсно: (x+I1)2 = x2+I1 = 2+(x2−2)+I1 = 2+I1).
Нехай ϕ(x + I1) = ax + b + I2 (a, b ∈ Z). Тодi

2 + I2 = ϕ((x + I1)2) = (ax + b + I2)2 = a2x2 + 2abx + b2 + I2 =

a2(x2 − 3) + 3a2 + b2 + 2abx + I2 = 2abx + (3a2 + b2) + I2,

звiдки 2 + I2 = 2abx + (3a2 + b2) + I2. Ця рiвнiсть означає, що 2ab = 0 i
3a2 +b2 = 2. Але, очевидно, що жодна пара цiлих чисел a, b не задовiль-
няє останнє рiвняння. Отримали суперечнiсть. Отже, iзоморфiзм мiж
заданими кiльцями встановити не можна.

Iдея, на якi базувалися нашi мiркування, така: в першому фактор-
кiльцi є елемент, квадрат якого дорiвнює двiйцi, а у другому такого
елемента немає. З iншого боку, елемент, в квадратi рiвний двiйцi при
iзоморфiзмi мусить переходити в елемент з такою ж властивiстю. Отже,
iзоморфiзм побудувати неможливо.

Приклад 36. Нехай I = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = f(1) = 0}. Довести, що
C[0, 1]/I ' R× R.

Визначимо вiдображення C[0, 1] → R × R для довiльної функцiї
f ∈ C[0, 1] поклавши ϕ(f) = (f(0), f(1)). Згiдно основної теореми про
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гомоморфiзм кiлець досить перевiрити, що ϕ — гомоморфiзм i Kerϕ =
I,Imϕ = R× R.

Спочатку пересвiдчимось, що ϕ зберiгає додавання i множення:

ϕ(f + g) = ((f + g)(0), (f + g)(1)) = (f(0) + g(0), f(1) + g(1)) =
(f(0), f(1)) + (g(0), g(1)) = ϕ(f) + ϕ(g);

ϕ(fg) = ((fg)(0), (fg)(1)) = (f(0)g(0), f(1)g(1)) =
(f(0), f(1))(g(0), g(1)) = ϕ(f)ϕ(g).

Тепер покажемо, що Kerϕ = I :

f ∈ Kerϕ ⇔ ϕ(f) = (0, 0) ⇔ (f(0), f(1)) = (0, 0) ⇔
f(0) = f(1) = 0 ⇔ f ∈ I.

Лишилось показати, що Imϕ = R×R. Для цього зауважимо, що для
будь-якої пари (a, b) ∈ R× R (a, b) = ϕ(a + (b− a)x).

Задачi
4.1 Навести приклад таких кiлець з одиницями R i S, а також гомомор-

фiзму ϕ : R → S, що образ одиницi кiльця R не є одиницею кiльця
S.

4.2 Знайти всi гомоморфiзми кiлець:
а) Z→ 2Z; б) 2Z→ 2Z; в) 2Z→ 3Z; г) Z→ M2(Z2).

4.3 Для заданого кiльця K i його iдеала I описати елементи фактор-
кiльця K/I, побудуйте таблички додавання i множення у фактор-
кiльцi, з’ясуйте, чи є iдеал I простим у кожному з наступних ви-
падкiв:

а) K = Z12, I = (4);

б) K = Z20, I = (5);

в) K = Z6 × Z4, I = ((4, 2));

г) K = Z[i
√

3], I = (1 + i
√

3).
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4.4 Знайти кiлькiсть елементiв факторкiльця K/I, якщо

а) K = Z5[x], I = (x2);

б) K = Zm[x], I = (xk);

в) K = Z6[x, y], I = (x5, y7);

г) K = Zm[x, y], I = (xk, yl);

д) K = Zm[x, y], I = (xk, xy, yl);

е) K = Z8[x, y], I = (6, x5, y7);

ж) K = Z16 × Z15, I = ((2, 5));

з) K = Z18 × Z30, I = ((8, 25));

к) K = Zm × Zn, I = ((k, l));

4.5 Нехай f1(x) = x2 + 1, f2(x) = x2, f3(x) = x2 + 2, f4(x) = x2 + x + 1,
f5(x) = x2 + x, f6(x) = x2 + 2x + 1, f7(x) = x2 + 2x, f8(x) = x2 +
x + 2, f9(x) = x2 + 2x + 2 ∈ Z3[x] (це повний список унiтарних
многочленiв степеня 2 над Z3). Для кожного i, 1 ≤ i ≤ 9, через
Ki позначимо факторкiльце Z3[x]/(fi). Для кожного i (1 ≤ i ≤ 9)
описати елементи факторкiльця Ki, виписати таблички додавання
та множення в Ki; розбити множину {Ki, 1 ≤ i ≤ 9} на класи
попарно iзоморфних кiлець. З’ясувати, якi з {Ki} є полями.

4.6 Довести, що R[x]/(x2 − 5x + 4) ' R2.

4.7 Довести, що а) R[x]/(x2 + x + 1) ' C;
б) R[x]/(f(x)) ' C, де f(x) — незвiдний над R многочлен степеня 2.

4.8 Нехай K = R[x], I = (x3). Довести, що елемент a + bx + cx2 + (x3) ∈
K/I є оборотним тодi й тiльки тодi, коли a 6= 0.

4.9 З’ясувати, чи буде полем факторкiльце Z5[x]/(f(x)) у кожному з
наступних випадкiв:

а) f(x) = x2 + 1;

б) f(x) = x2 + 4x + 1;

в) f(x) = x3 + x + 1;

г) f(x) = x3 + 4x + 4.
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4.10 Розбити наступну множину кiлець на класи попарно iзоморфних:
K1 = C[x, y]/(x − y, xy − 1), K2 = C[x]/((x − 1)2), K3 = C[x, y],
K4 = C[x]/(x2).

4.11 Чи iзоморфнi факторкiльця R[x]/(x2 + x + 1) i R[x]/(2x2 − 3x + 3)

4.12 Довести, що для будь-якого цiлого n > 1 факторкiльце Z[x]/(n)
iзоморфне кiльцю Zn[x].

4.13 Визначити, якому з кiлець Zm iзоморфне кожне з наступних фа-
кторкiлець K/I:
а) K = Z[i], I = (3 + i);
б) K = Z[i], I = (3− 2i);
в) K = Z[i

√
3], I = (1 + 3i

√
3);

г) K = Z[
√

5], I = (7− 3
√

5);

4.14 Довести, що
а) Z7[x]/(x2 + 5) ' Z7 × Z7;

б) Z5[x]/(x2 + 1) ' Z5 × Z5.

4.15 У кожному з наступних випадкiв Довести, що R[x, y]/I ' R[x] :

а) I = (y);

б) I = (x2 − y);

в) I = (x);

г) I = (x− y2).

4.16 Нехай F — поле i n ∈ N. Через I позначимо головний iдеал, поро-
джений xn, кiльця F [x], а через J - головний iдеал, породжений xn,
кiльця F [[x]]. Довести, що F [x]/I ' F [[x]]/J.

4.17 Довести, що
а) Z[ 17 ]/(10) ' Z10;

б) Z[ 1
10 ]/(7) ' Z7.

в) Чи правда, що Z[ 16 ]/(3) ' Z3?

4.18 Нехай I = {f ∈ C[0, 5] : f(x) = 0, 4 ≤ x ≤ 5}. Довести, що
C[0, 5]/I ' C[4, 5].

4.19 Нехай I = {f ∈ C[0, 1] : f(1) = 0}. Довести, що C[0, 1]/I ' R.

39



5 Подiльнiсть, розкладнi i нерозкладнi елементи
Нехай R — це деяка область цiлiсностi.

Означення 9. Кажуть, що елемент b ∈ R дiлиться на елемент a ∈ R (вiд-
повiдно, елемент a є дiльником елемента b), якщо iснує такий елемент
c ∈ R що b = ac.

Записують це так: a|b. Основнi властивостi вiдношення подiльностi
в областi цiлiсностi R такi:

Твердження 9. 1) Якщо a|b i b|c, то a|c;
2) Якщо a|b i a|c, то a|(b + c);
3) Якщо a|b, то a|bc для довiльного c ∈ R.

Елементи a, b ∈ R називаються асоцiйованими, якщо a|b i b|a. Вiдно-
шення асоцiйованостi є вiдношенням еквiвалентностi на множинi нену-
льових елементiв R.

Твердження 10. Елементи a, b областi цiлiсностi R є асоцiйованими тодi
й лише тодi, коли знайдеться такий оборотний елемент c ∈ R що a = bc.

Зокрема, в кiльцi цiлих чисел Z асоцiйованими є тi i лише тi числа,
якi вiдрiзняються лише знаком, а в кiльцi F [x] многочленiв над полем F
— тi та тiльки тi многочлени, якi вiдрiзняються на ненульовий множник
з F . Тобто кожен ненульовий многочлен цього кiльця є асоцiйованим з
єдиним унiтарним многочленом.

Означення 10. Необоротний елемент a 6= 0 областi цiлiсностi R нази-
вається розкладним, якщо iснують такi необоротнi елементи b, c ∈ R,
що a = bc. Якщо ж такого розкладу не iснує, то елемент a називається
нерозкладним (або простим).

Нерозкладнi елементи кiльця Z називаються простими числами, а
нерозкладнi елементи кiльця F [x] — незвiдними над F многочленами.

Таким чином, кожен ненульовий елемент областi цiлiсностi є елемен-
том одного з трьох типiв: оборотним, розкладним або нерозкладним.

Приклади розв’язування задач
Приклад 37. Довести, що у кiльцi Z[

√
2] елемент 5 + 2

√
2 є дiльником

елемента 6−√2.
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Перший спосiб. За означенням, 5 + 2
√

2 дiлить 6−√2, якщо знайде-
ться такий елемент x + y

√
2 ∈ Z[

√
2], що (5 + 2

√
2)(x + y

√
2) = 6 −√2.

Розкривши дужки, отримаємо: 5x + 4y + (2x + 5y)
√

2 = 6 −√2, звiдки
5x − 4y = 6 i 2x + 5y = −1. Отримана система рiвнянь має розв’язок в
цiлих числах x = 2, y = −1. Тому (5 + 2

√
2)(2 − √2) = 6 − √2. Таким

чином, 5 + 2
√

2 є дiльником елемента 6−√2 у кiльцi Z[
√

2].
Другий спосiб. Кiльце Z[

√
2] є пiдкiльцем поля R. Оскiльки у полi

всякий ненульовий елемент дiлить всякий iнший елемент, то знайдеться
(єдине) дiйсне число z, таке, що (5 + 2

√
2)z = 6 −√2. Звiдси знайдемо

z:

z =
6−√2
5 + 2

√
2

=
(6−√2)(5− 2

√
2)

25− 8
= 2−

√
2 ∈ Z[

√
2]

(для спрощення виразу для z ми домножили чисельник i знаменник
дробу 6−√2

5+2
√

2
на 5− 2

√
2, маючи на метi позбутися вiд iррацiональностi

у знаменнику). Отже, в Z[
√

2] виконується рiвнiсть (5 + 2
√

2)(2−√2) =
6−√2, i 5 + 2

√
2 є дiльником 6−√2.

Приклад 38. В кiльцi Z[i] знайти всi елементи, асоцiйованi з елементом
3 + 5i.

Елемент a+bi ∈ Z[i] буде асоцiйованим з 3+5i тодi й лише тодi, коли
a + bi = (3 + 5i)u, де u — дiльник одиницi. Iз приклада 18 нам вiдомий
список дiльникiв одиницi: це 1,−1, i,−i. Таким чином, асоцiйованими з
3 + 5i є такi елементи: 3 + 5i,−3− 5i, 3i− 5,−3i + 5.

Приклад 39. У кiльцi Z5[x] знайдiть всi елементи, асоцiйованi з f(x) =
x3 + 4x2 + 3x + 2.

За означенням, многочлен g(x) ∈ Z5[x] буде асоцiйованим з f(x) тодi
й лише тодi, коли f(x)|g(x) i g(x)|f(x). Оскiльки f(x)|g(x), i deg(f(x)) =
3, то deg(g(x)) ≤ 3. Але ж i g(x)|f(x). Тому deg(g(x)) = 3. Часткою двох
многочленiв третього степеня є многочлен нульового степеня, тобто не-
нульовий елемент поля Z5. Отже, є 4 можливостi:

1. g(x) = f(x) = x3 + 4x2 + 3x + 2.
2. g(x) = 2f(x) = 2x3 + 3x2 + x + 4.
3. g(x) = 3f(x) = 3x3 + 2x2 + 4x + 1.
4. g(x) = 4f(x) = 4x3 + x2 + 2x + 3.
Зауваження. Можна було мiркувати iнакше: так, як у попередньо-

му прикладi, зауваживши, що оборотними елементами кiльця Z5[x] є
многочлени нульового степеня i лише вони.
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Приклад 40. Довести, що елемент 10 кiльця Z[ 16 ] є нерозкладним еле-
ментом.

Припустимо, що 10 = xy, x, y — необоротнi елементи кiльця Z[ 16 ].
Звiдси i з того, що x = a

6k , y = b
6l для деяких a, b ∈ Z, k, l ∈ N, випливає,

що 10 · 6k+l = ab. Iз цiєї рiвностi випливає, що ab дiлиться на 5, тому a
дiлиться на 5 або b дiлиться на 5. Нехай, скажiмо, a дiлиться на 5, тобто
a = 5a1, a1 ∈ Z. Тодi 2 · 6k+l = a1b, звiдки a1 i b є оборотними елемента-
ми в Z[ 16 ] (дiйсно, a1, b — цiлi числа, простими дiльниками яких можуть
бути лише 2 i 3, звiдки 1

a1
, 1

b ∈ Z[ 16 ]). Тому елемент y = b
6l — теж обо-

ротний елемент кiльця Z[ 16 ], що суперечить початковому припущенню.
Аналогiчно, розглядаючи випадок, коли b дiлиться на 5, отримаємо, що
x — оборотний елемент, що також суперечить початковому припущен-
ню. Таким чином, встановлено, що 10 є нерозкладним елементом кiльця
Z[ 16 ].

Приклад 41. Нехай B — кiльце функцiй iз задачi 1.4. Довести, що фун-
кцiя id(x) = x ∈ B не має розкладу на добуток нерозкладних множникiв
у кiльцi B.

Спочатку зробимо таке зауваження: якщо f(x) = a1x
b1 + · · ·+anxbn ,

g(x) = c1x
d1 + · · · + cmxdm i n > 1 або m > 1, то добуток f(x)g(x)

є сумою принаймi двох доданкiв: a1c1x
b1+d+1 i ancmxbn+dm . Очевидно,

аналогiчне зауваження справедливе для добутку будь-якої iншої кiлько-
стi функцiй. Тому всякий розклад функцiї id(x) на множники у кiльцi
B має вигляд id(x) = x = t1x

ω1 · · · · · trxωr . Звiдси t1 · · · · · tr = 1 i
ω1 + · · · + ωr = 1. Розглянемо довiльний спiвмножник tkxωk у нашому
розкладi (k ∈ {1, . . . , r}). Якщо ωk = 0, то tkxωk — оборотний в B еле-
мент. Якщо ж ωk > 0, то з рiвностi tkxωk = tkx

ωk
2 · xωk

2 випливає, що
tkxωk — розкладний елемент. Отже, розкладу функцiї id(x) на нероз-
кладнi множники кiльця B не iснує.

Задачi
5.1 Перевiрити, чи є елемент 1+i ∈ Z[i] дiльником кожного з наступних

елементiв:

а) 2;

б) 5 + 2i;
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в) 7− i;

г) 1 + 6i.

5.2 У кiльцi Z[i
√

7] знайти всi елементи, асоцiйованi iз данним елемен-
том:

а) 6;

б) 1− i
√

7.

5.3 Знайти унiтарний многочлен, асоцiйований iз заданим многочленом
кiльця Z7[x] :

а) 4x2 + 6x + 5;

б) 2x5 + 4x + 2;

в) 5x4 + 2x2 + 3x + 1.

5.4 У кiльцi Z[i
√

5] знайти всi дiльники елемента 13 + 2i
√

5.

5.5 У кiльцi Z[i
√

3] знайти всi дiльники данного елемента:

а) 5 + i
√

3;

б) 4− 5i
√

3;

в) 3.

5.6 Нехай K — область цiлiсностi i a, b ∈ K. Довести, що

а) a дiлить b тодi й лише тодi, коли aK ⊆ bK;

б) a i b асоцiйованi тодi й лише тодi, коли aK = bK.

5.7 Довести, що асоцiйованi елементи є одночасно або оборотними, або
розкладними, або нерозкладними.

5.8 Довести, що якщо a — нерозкладний елемент кiльця A, всi iдеали
якого є головними, то iдеал (a) кiльця A — максимальний.

5.9 Визначити, елементом якого типу (оборотним, розкладним, нероз-
кладним) є кожен з наступних елементiв кiльця Z[ 12 ]:

а) 4; б) 9; в) 15
8 ;

г) 3
4 ; д) 14

32 е)44.

43



5.10 Визначити, елементом якого типу (оборотним, розкладним, нероз-
кладним) є кожен з наступних елементiв кiльця Z[ 1

10 ]:

а) 20; б) 18; в) 77
5 ;

г) 3
8 ; д) 1

25 е) 13
80 .

5.11 Визначити, чи буде данне число розкладним елементом кiльця Z[i
√

5]:

а) 10; б)7 + i
√

5;

в) 2 + 3i
√

5; г) 5 + 4i
√

5.

5.12 Визначити, чи даний многочлен розкладний у кiльцi R[x, y]:

а) x5 + xy4 + x4y + y5;

б) x + y2;

в) x4 + y4;

г) x8 − y6.

5.13 Нехай F — поле. Довести, що якщо многочлени f, g ∈ F [x1, . . . , xn]
не мають спiльного дiльника степеня ≥ 1, то многочлен

xn+1f + g ∈ F [x1, . . . , xn+1]

не є розкладним елементом кiльця F [x1, . . . , xn+1].

5.14 Нехай A,B — областi цiлiсностi, причому A є пiдкiльцем B i a ∈ A.
Довести або спростувати наступнi твердження:

а) якщо a розкладний в A, то вiн розкладний i в B;

б) якщо a розкладний в B, то вiн розкладний i в A;

в) якщо a нерозкладний в A, то вiн нерозкладний i в B;

г) якщо a нерозкладний в B, то вiн нерозкладний i в A.
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6 Факторiальнi кiльця
Нехай R — це деяка область цiлiсностi.

Означення 11. Кажуть, що необоротний елемент a 6= 0 областi цiлiсностi
R однозначно розкладається на нерозкладнi множники, якщо
1) його можна подати як добуток нерозкладних елементiв;
2) з рiвностей

a = p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qm,

де p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qm — нерозкладнi елементи, маємо, що n = m
i пiсля перестановки множникiв елементи p1 i q1, p2 i q2, . . ., pn i qn є
асоцiйованими.

Зауважимо, що кожен нерозкладний елемент також має однозна-
чний розклад на нерозкладнi множники i в його розкладi є лише один
множник.

Означення 12. Область цiлiсностi називається факторiальним кiльцем
(або кiльцем з однозначним розкладом), якщо у ньому кожен ненульо-
вий необоротний елемент має однозначний розклад на нерозкладнi мно-
жники.

Факторiальними є зокрема кiльце цiлих чисел Z i кiльце многочленiв
F [x1, . . . , xn] вiд n змiнних над полем F .

Теорема 2. Область цiлiсностi R є факторiальним кiльцем тодi й лише
тодi, коли для довiльного нерозкладного елемента a ∈ R такого, що a|bc,
маємо a|b або a|c.

Найбiльшим спiльним дiльником елементiв a, b ∈ R (скорочено бу-
демо писати НСД(a, b)) назвемо такий елемент d ∈ R, що
1) d|a i d|b;
2) для кожного c ∈ R такого, що c|a i c|b, маємо c|d.

Найменшим спiльним кратним елементiв a, b ∈ R (скорочено пишемо
НСК(a, b)) назвемо такий елемент D ∈ R, що
1) a|D i b|D;
2) для кожного C ∈ R такого, що a|C i b|C, маємо D|C.

Цiлком аналогiчно визначаються найбiльший спiльний дiльник i най-
менше спiльне кратне довiльної сукупностi елементiв з R.

Не для кожних двох елементiв a, b ∈ R iснують найбiльший спiльний
дiльник i найменше спiльне кратне. При цьому має мiсце
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Твердження 11. Два найбiльшi спiльнi дiльники елементiв a, b ∈ R є
асоцiйованими i елемент, асоцiйований з НСД(a, b), сам є НСД(a, b).

Тобто якщо найбiльший спiльний дiльник елементiв a, b ∈ R iснує,
то вiн визначений однозначно з точнiстю до асоцiйованостi. Аналогiчне
твердження має мiсце i для найменшого спiльного кратного.

Елементи a, b ∈ R називаються взаємно простими, якщо НСД(a, b) =
1.

Твердження 12. У факторiальному кiльцi будь-якi два ненульовi еле-
менти мають найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне кратне.

Приклади розв’язування задач
Приклад 42. Визначити, чи елемент 10 кiльця Z[i

√
6] має однозначний

розклад на нерозкладнi множники.

Нехай a+bi
√

6 — дiльник 10 в Z[i
√

6]. Тодi знайдеться такий елемент
c + di

√
6 ∈ Z[i

√
6], що 10 = (a + bi

√
6)(c + di

√
6). Обчислимо i прирiв-

няємо норми елементiв iз останньої рiвностi: 100 = (a2 + 6b2)(c2 + 6d2).
Звiдси a2 + 6b2 ∈ N (a, b ∈ Z)— дiльник числа 100, тобто одне з чисел
1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100. Розглянемо випадки:

1. a2 + 6b2 = 1. Тодi b = 0, a дорiвнює 1 або −1, вiдповiдно a + bi
дорiвнює 1 або −1.

2. a2 + 6b2 = 2. Це рiвняння не має розв’язкiв в цiлих числах.
3. a2 + 6b2 = 4. Тодi b = 0, a дорiвнює 2 або −2, вiдповiдно a + bi

дорiвнює 2 або −2.
4. a2 + 6b2 = 5. Це рiвняння не має розв’язкiв у цiлих числах.
5. a2 + 6b2 = 10. Маємо 4 розв’язки: a = 2 i b = 1, a = 2 i b = −1,

a = −2 i b = 1, a = −2 i b = −1. Вiдповiдно для a + bi маємо 4 варiанти:
2 + i, 2− i, −2 + i, −2− i.

6. a2 + 6b2 = 20. Тодi c2 + 5d2 = 5. Немає цiлочисельних розв’язкiв.
7. a2 + 6b2 = 25. Тодi b = 0, a дорiвнює 5 або −5, вiдповiдно a + bi

дорiвнює 5 або −5.
8. a2 + 6b2 = 50. Тодi c2 + 6d2 = 2. Немає цiлочисельних розв’язкiв.
9. a2 +6b2 = 100. Тодi b = 0, a дорiвнює 10 або −10, вiдповiдно a+ bi

дорiвнює 10 або −10.
Таким чином, ми знайшли всi дiльники числа 10 ∈ Z[i

√
6], i бачимо,

що, наприклад,
10 = 2 · 5 = (2 + i

√
6)(2− i

√
6)
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(звичайно, вказанi два розклади досить легко можна було вгадати спо-
чатку, не прибiгаючи до пошуку всiх дiльникiв числа 10.)

Тепер пересвiдчимось, що 2, 5, 2+i
√

6, 2−i
√

6 — нерозкладнi елемен-
ти кiльця Z[i

√
6]. Якщо a + bi дiлить 2 + i

√
6, то a + bi також дiлить i

10. Всi дiльники десятки ми вже знайшли, для кожного з них неважко
перевiрити, чи дiлить вiн 2 + i

√
6, в результатi отримуємо список дiль-

никiв 2 + i
√

6: 1, −1, −2 − i
√

6 i сам 2 + i
√

6. Цi дiльники — невласнi,
отже, 2 + i

√
6 ∈ Z[i

√
6] — нерозкладний елемент. Нерозкладнiсть еле-

ментiв 2, 5, 2 − i
√

6 встановлюється аналогiчно. Таким чином, вказанi
два розклади числа 10 є розкладами на нерозкладнi множники.

Крiм цього, очевидно, що число 2 не асоцiйоване нi з 2+i
√

6, анi з 2−
i
√

6 (2 асоцiйоване лише з −2, внаслiдок задачi 2.3). Отже, доведено, що
в кiльцi Z[i

√
6] елемент 10 не має однозначного розкладу на нерозкладнi

множники.

Приклад 43. Користуючись факторiальнiстю кiльця Z[i], знайти кiль-
кiсть дiльникiв елемента z = 210− 30i цього кiльця.

Подамо число z у виглядi z = u · ak1
1 · · · · · akm

m , де u — оборотний еле-
мент, m ∈ N, a1, . . . , am — попарно неасоцiйованi нерозкладнi елементи
кiльця Z[i]. Оскiльки Z[i] — факторiальне кiльце, то кожен дiльник z
однозначно подається у виглядi v ·al1

1 · · · · ·alm
m , де v — оборотний елемент

i 0 ≤ li ≤ ki для i = 1, . . . , m. Звiдси випливає, що кiлькiсть дiльникiв z
дорiвнює 4(k1 +1) . . . (km +1) (4 способи вибрати v, ki +1 спосiб вибрати
li для i = 1, . . . , m).

Для нашого числа z маємо:

z = 2 ·3·5 ·(7−i) = (1+i) ·(1−i)·3·(2+i) ·(2−i) ·(1−i)·(2−i) ·(1+2i) =

3 · (1 + i) · (1− i)2 · (2 + i) · (2− i)2 · (1 + 2i).

Спiвмножники 3, 1 + i, 1− i, 2 + i, 2− i, 1 + 2i — нерозкладнi, однак
1 + i = i(1 − i), 1 + 2i = i(2 − i). Враховуючи цi рiвностi, отримаємо
розклад z = −3(1 − i)3(2 + i)(2 − i)3, в якому множники 3, 1 − i, 2 + i,
2 − i нерозкладнi i попарно неасоцiйованi. Отже, кiлькiсть дiльникiв z
дорiвнює 4 · 2 · 4 · 2 · 4 = 256.

Приклад 44. Визначити, чи iснує в кiльцi Z[i
√

6] НСД елементiв 2 +
16i
√

6 i 8 + i
√

6. Якщо так, знайди НСД вказаних чисел.

Спочатку знайдемо всi дiльники одного iз заданих чисел (метод зна-
ходження всiх дiльникiв елемента iз Z[i

√
6] вказаний в прикладi 42).
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Пiсля цього перевiряємо, якi iз отриманих дiльникiв першого числа дi-
лять також i друге. В результатi отримаємо повний список спiльних
дiльникiв двох заданих чисел.

Для наших числових даних знаходимо, що дiльниками числа 8+i
√

6
в Z[i

√
6] є числа 1, −1, 8 + i

√
6, −8 − i

√
6, 1 + i

√
6, −1 − i

√
6, 2 − i

√
6,

−2 + i
√

6.
Очевидно, що 1 i −1 дiлять 2 + 16i

√
6. Далi,

2 + 16i
√

6
8 + i

√
6

=
(

8
5

+
9
5
i
√

6
)
6∈ Z[i

√
6];

2 + 16i
√

6
1 + i

√
6

=
(
14 + 2i

√
6
)
∈ Z[i

√
6];

2 + 16i
√

6
2− i

√
6

=
(

46
3

+
17
5

i
√

6
)
6∈ Z[i

√
6].

Таким чином, маємо список спiльних дiльникiв наших чисел: 1, −1,
1+i

√
6, 1−i

√
6. Оскiльки кожен iз цих чотирьох дiльникiв дiлить 1+i

√
6,

то НСД даних чисел iснує i (з точнiстю до асоцiйованостi) дорiвнює
1 + i

√
6.

Приклад 45. Визначити, чи iснує в кiльцi Z[i
√

3] НСД елементiв 4 i
2− 2i

√
3.

Мiркуючи, як i в попередньому прикладi, знаходимо всi спiльнi дiль-
ники даних чисел. Це числа 1, −1, 2, −2, 1 + i

√
3, −1 − i

√
3, 1 − i

√
3,

−1 + i
√

3.
Жодне з чисел 1, −1, 1 + i

√
3, −1 − i

√
3, 1 − i

√
3, −1 + i

√
3 не є

НСД даних чисел, бо вони не дiляться на 2. Крiм цього 2 i −2 також не
будуть НСД даних чисел, оскiльки 2 i −2 не дiляться на 1 + i

√
3.

Отже, в кiльцi Z[i
√

3] не iснує НСД елементiв 4 i 2− 2i
√

3.

Приклад 46. Нехай a, b — ненульовi елементи кiльця K. Довести, що
якщо iснує НСК(a, b), то iснує НСД(a, b), i НСК(a, b)·НСД(a, b) ∼ a · b.

Покладемо w =НСК(a, b), d = ab
w . Нам треба показати, що НСД(a, b) =

d (вiдзначимо, що d ∈ K, оскiльки iз a|ab, b|ab випливає w|ab). Оскiль-
ки a = dw

b , b = dw
a (звичайно, w

d , w
a ∈ K), то d|a, d|b. Тепер вiзьмемо

довiльний елемент d′ ∈ K, такий, що d′|a i d′|b.. Ми маємо пересвiд-
читись, що d′|d. В силу вибору елемента d′ для деяких a′, b′ ∈ K ви-
конуються рiвностi a = a′d′, b = b′d′. Зрозумiло, що a|a′b′d′ i b|a′b′d′.
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Звiдси, враховуючи, що w =НСК(a, b), випливає, що w|a′b′d′. Остання
подiльнiсть рiвносильна такiй: ab

d |a′b′d′, звiдки ab|a′b′d′d, що еквiвален-
тно a′d′b′d′|a′b′d′d. Отже, d′|d, що i треба було довести.

Приклад 47. Нехай a, b — ненульовi елементи кiльця K i iснує НСД(a, b).
Чи випливає звiдси, що iснує НСК(a, b)?

Розглянемо елементи a = 2 i b = 1 + i
√

3 кiльця Z[i
√

3]. Легко пе-
ревiряється, що НСД(a, b) = 1. Припустимо, що iснує НСК(a, b). Тодi,
використовуючи результат попереднього прикладу, бачимо, що повин-
на виконуватись рiвнiсть НСК(a, b)·НСД(a, b) ∼ a · b. Для наших чисел
ця рiвнiсть перепишеться так: НСК(a, b) = 2(1 + i

√
3). Тодi 2(1 + i

√
3)

мусить дiлити будь-яке спiльне кратне наших чисел. Але це не так: 4 —
спiльне кратне a i b, але 2(1 + i

√
3) не дiлить 4. Отримана суперечнiсть

означає, що НСК(a, b) не iснує.

Задачi
6.1 Визначити, чи має даний елемент кiльця Z[i

√
3] однозначний роз-

клад на нерозкладнi множники:
а) 4; б) 8 + 3i

√
3;

в) 5 + i
√

3; г)2− 2i
√

3.

6.2 Визначити, чи має даний елемент кiльця Z[i
√

5] однозначний роз-
клад на нерозкладнi множники:
а) 9; б) 1 + 4i

√
5;

в) 5− 2i
√

5; г) 3− 3i
√

5.

6.3 Нехай K — поле. Довести, що пiдкiльце K[x2, x3] кiльця K[x] є фа-
кторiальним кiльцем.

6.4 Обчислити кiлькiсть дiльникiв кожного з наступних елементiв кiль-
ця Z[i] :

а) 32; б) 40 + 40i; в) 60 + 30i;
г) 52 + 156i; д) 60; е) 600− 200i.

6.5 Довести, що якщо d1 =НСД(a, b, c), d2 =НСД(a, b), то d1 =НСД(d2, c).

6.6 Довести, що якщо d1 =НСД(a, b, c, d), d2 =НСД(a, b), d3 =НСД(c, d),
то d1 =НСД(d2, d3).
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6.7 Довести, що якщо D1 =НСК(a, b, c, d), D2 =НСК(a, b), D3 =НСК(c, d),
то D1 =НСК(D2, D3).

6.8 Довести, що якщо d1 =НСД(a, b), d2 =НСД(a, a + b), то d1 i d2

асоцiйованi.

6.9 Довести, що якщо d =НСД(a, b) i a = da′, b = db′, то елементи a′ i
b′ взаємно простi.

6.10 Визначити, чи iснує в кiльцi Z[i
√

3] НСД наступних пар елементiв.
Якщо так, знайдiть НСД:

а) 14, 1 + 4i
√

3;

б) 7 + i
√

3, 9 + 5i
√

3;

в) 2− 2i
√

3, 2 + 2i
√

3;

г) 3 + 2i
√

3, 5 + i
√

3.

6.11 Визначити, чи iснує в кiльцi Z[i
√

5] НСД наступних пар елементiв.
Якщо так, знайдiть НСД:

а) 9, 4 + 2i
√

5;

б) 4 + 6i
√

5, 5− 3i
√

5;

в) 7− i
√

5, 16 + i
√

5;

г) 6, 3 + 3i
√

5.

6.12 Визначити, чи для даних a, b, c ∈ Z[i
√

5] виконується рiвнiсть

НСД(ca, cb) = c ·НСД(a, b) :

а) a = 3, b = 2i
√

5, c = 3;

б) a = 2, b = 1 + i
√

5, c = 1− i
√

5.

6.13 Нехай a, b, c, — ненульовi елементи кiльця K. Довести, що з iснуван-
ня НСК(a, b) випливає iснування НСК(ca, cb) i виконується рiвнiсть
НСК(ca, cb) = c·НСК(a, b).

6.14 Нехай ϕ : K1 → K2 — iзоморфiзм областей цiлiсностi i нехай a, b, d ∈
K1. Довести, що iз d =НСД(a, b) випливає, що ϕ(d)=НСД(ϕ(a), ϕ(b)).
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7 Евклiдовi кiльця
Нехай R — це деяка область цiлiсностi.

Означення 13. Кiльце R називається евклiдовим, якщо iснує функцiя

N : R \ {0} → N ∪ {0}
така, що виконуються умови:
1) для довiльних a, b ∈ R маємо N(ab) ≥ N(a);
2) для довiльних a, b ∈ R, b 6= 0 iснують елементи q, r ∈ R, для яких

a = bq + r, причому r = 0 або N(r) < N(b).

При цьому про умову 2) кажуть як про умову, що дає можливiсть
дiлення з остачею на ненульовi елементи кiльця. Елементи q i r остан-
ньої рiвностi називаються вiдповiдно неповною часткою i остачею вiд
дiлення a на b.

Функцiю N з означення евклiдового кiльця називають евклiдовою
нормою на R.

Найвiдомiшими прикладами евклiдових кiлець є:

1. кiльце цiлих чисел Z з евклiдовою нормою N(a) = |a|, a ∈ Z, a 6= 0;

2. кiльце многочленiв F [x] над полем F з евклiдовою нормою N(f(x)) =
deg f(x), f(x) ∈ Z, f(x) 6≡ 0;

3. кiльце цiлих гаусових чисел Z[i] з евклiдовою нормою N(a + bi) =
a2 + b2, a + bi ∈ Z[i], a + bi 6= 0.

Кожне евклiдове кiльце є факторiальним, а тому для довiльних не-
нульових елементiв евклiдового кiльця iснує їх найбiльший спiльний
дiльник. Бiльше того, його можна знайти, використовуючи наступну
процедуру, вiдому пiд назвою алгоритм Евклiда. Нехай задано нену-
льовi елементи a, b евклiдового кiльця R з евклiдовою нормою N . Не
обмежуючи загальностi, можна вважати, що N(a) ≥ N(b). Дiлимо з
остачею a на b. Одержуємо рiвнiсть

a = bq1 + r1, де r1 = 0 або N(r1) < N(b).

Якщо r1 = 0, то НСД(a, b) = b. Якщо ж r1 6= 0, то дiлимо з остачею b
на r1:

b = r1q2 + r2, де r2 = 0 або N(r2) < N(r1).
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Знову, якщо r2 = 0, то НСД(a, b) = r1. Iнакше дiлимо з остачею r1

на r2 i т.д. Оскiльки N(b) > N(r1) > N(r2) > . . ., то за скiнченне
число крокiв ми одержимо остачу, рiвну 0. Тодi найбiльшим спiльним
дiльником елементiв a i b буде остання ненульова остача. Крiм того,
послiдовно виражаючи її через попереднi, можна отримати лiнiйний
вираз для найбiльшого спiльного дiльника елементiв a, b, тобто подати
його у виглядi суми l1a + l2b для деяких елементiв l1, l2 ∈ R.

Означення 14. Область цiлiсностi, в якiй кожен iдеал є головним, нази-
вається кiльцем головних iдеалiв.

Має мiсце

Теорема 3. 1) Кожне евклiдове кiльце є кiльцем головних iдеалiв.
2) Кожне кiльце головних iдеалiв є факторiальним.

Це означає, що, зокрема, кiльцями головних iдеалiв є кiльце цiлих
чисел Z, кiльце многочленiв F [x] над полем F , кiльце цiлих гаусових
чисел Z[i].

Зауважимо, що твердження, оберненi до тверджень теореми 3, є не-
правильними.

Приклади розв’язування задач
Приклад 48. За допомогою алгоритма Евклiда в кiльцi Z7[x] обчислити
НСД(f, g), якщо f(x) = x4 + 2x2 + x + 2, g(x) = x3 + 5x + 3. Многочлен
НСД(f, g) подати у виглядi НСД(f, g)= hf + kg, де h, k ∈ Z7[x].

Оскiльки deg(f) > deg(g), то спочатку дiлимо з остачею f на g.
Отримаємо:

x4 + 2x2 + x + 2 = (x3 + 5x + 3)x + (4x2 + 5x + 2). (4)

Тепер дiлимо з остачею g на 4x2 + 5x + 2:

x3 + 5x + 3 = (4x2 + 5x + 2)(2x + 1) + (3x + 1). (5)

Наступний крок:

4x2 + 5x + 2 = (3x + 1)(6x + 2).

Ми бачимо, що вiдбулося дiлення без остачi, тому припиняємо про-
цес дiлення: НСД(f, g) — це остання ненульова остача, тобто будь-який
многочлен, асоцiйований iз (3x + 1).
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Тепер, користуючись рiвностями 4 i 5, знайдемо лiнiйний вираз для
НСД(f, g).

3x + 1 = (x3 + 5x + 3) + (4x2 + 5x + 2) · (5x + 6) =

(x3 + 5x + 3) + ((x4 + 2x2 + x + 2) + (x3 + 5x + 3) · 6x) · (5x + 6) =

(x4 + 2x2 + x + 2) · (5x + 6) + (x3 + 5x + 3) · (2x2 + x + 1).

Приклад 49. Нехай K = Z5[x], I = ((x3 + 4x2 + x + 3)). Користуючись
алгоритмом Евклiда, обчислити ((x2 + 2x + 4) + I)−1 у факторкiльцi
K/I.

Нехай h(x) ∈ Z5[x]. Зауважимо, що рiвнiсть (h(x) + I) · ((x2 + 2x +
4) + I) = 1 + I виконується у факторкiльцi K/I тодi й лише тодi, коли
в Z5[x] для деякого k(x) ∈ Z5[x] виконується рiвнiсть

h(x) · (x2 + 2x + 4) + k(x) · (x3 + 4x2 + x + 3) = 1.

За допомогою алгоритма Евклiда знаходимо НСД(x2 + 2x + 4, x3 +
4x2+x+3) в K i його лiнiйний вираз: НСД(x2+2x+4, x3+4x2+x+3) = 1,

1 = (x2 + 2x + 4) · (3x2 + 2x + 1) + (x3 + 4x2 + x + 3) · (2x + 4).

Отже, h(x) = 3x2 + 2x + 1. Таким чином, у факторкiльцi маємо:
((x2 + 2x + 4) + I)−1= (3x2 + 2x + 1) + I.

Приклад 50. За допомогою алгоритма Евклiда в кiльцi Z[i] обчислити
НСД чисел 4 + 18i i 23 + i.

Спочатку визначимо, в якого iз данних чисел бiльша норма: N(4 +
18i) = 42 +182 = 340, N(23+ i) = 232 +12 = 530. Дiлимо 23+ i (бо норма
цього числа бiльша) на 4 + 18i у полi C :

23 + i

4 + 18i
=

1
340

(23 + i)(4− 18i) =
11
34
− 41

34
i.

Найближчими цiлими числами до 11
34 i − 41

34 є вiдповiдно 0 i −1. Тому
покладемо неповну частку (в Z[i]) при дiленнi 23 + i на 4 + 18i рiвною
0 + (−1)i = −i, пiсля чого обчислимо остачу r1 iз рiвностi 23 + i =
(4+18i)(−i)+r1. Отримаємо r1 = 5+5i. Отже, перша рiвнiсть в ланцюгу
рiвностей алгоритма Евклiда буде такою:
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23 + i = (4 + 18i)(−i) + (5 + 5i).

Зауважимо, що N(5+5i) = 50 < 340 = N(4+18i). Наступним кроком
дiлимо (в C) 4 + 18i на 5 + 5i:

4 + 18i

5 + 5i
=

1
10

(4 + 18i)(1− i) =
22
10

+
4
10

i ≈ 2 + i.

Тому друга рiвнiсть в нашому ланцюгу рiвностей буде наступною:

4 + 18i = (5 + 5i)(2 + i) + r2.

Звiдси знаходимо r2 : r2 = −1 + 3i. Вiдзначимо, що N(r2) < N(r1).
Наступним кроком дiлимо в C r1 на r2 :

5 + 5i

−1 + 3i
=

1
10

(5 + 5i)(−1− 3i) = 1− 2i.

Отже, 5+5i = (−1+3i)(1−2i)+0. Таким чином, остання ненульова
остача — це r2, i НСД(4 + 18i, 23 + i) = −1 + 3i.

Приклад 51. Довести, що iдеал I кiльця головних iдеалiв R є простим
тодi й лише тодi, коли вiн є максимальним.

Те, що iз максимальностi iдеала I випливає його простота, є наслiд-
ком тверджень 7, 8. Припустимо, I = (p) простий, i (p) ⊆ (a) для деякого
необоротного a ∈ R (зауважимо, що необоротнiсть a рiвносильна тому,
що (a) 6= R). Звiдси випливає, що p ∈ (a), тобто p = ka для деякого
k ∈ R. Остання рiвнiсть i простота p тягнуть, що k мусить бути оборо-
тним. Отже, a i p є асоцiйованими, звiдки випливає, що (p) = (a). Таким
чином, (p) є максимальним.

Приклад 52. Довести, що
а) факторкiльце Z[i]/(2) не є полем;
б) факторкiльце Z[i]/(3) є полем з 9 елементiв;
в) факторкiльце Z[i]/(n) (n ≥ 2) є полем тодi й лише тодi, коли n —

просте число, що не дорiвнює сумi квадратiв двох цiлих чисел.

Випадки а) i б) випливають iз в). За твердженням 8 факторкiль-
це Z[i]/(n) є полем тодi й лише тодi, коли iдеал (n) є максимальним.
Оскiльки кiльце Z[i] — евклiдове, то воно є кiльцем головних iдеалiв.
Звiдси, враховуючи попереднiй приклад, випливає, що факторкiльце
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Z[i]/(n) є полем тодi й лише тодi, коли iдеал (n) є простим. В свою
чергу, iдеал (n) є простим тодi й лише тодi, коли елемент n є простим
в Z[i]. Таким чином, нам треба показати, що n є простим в Z[i] тодi й
лише тодi, коли n — просте число, що не дорiвнює сумi квадратiв двох
цiлих чисел.

Нехай спочатку n є простим в Z[i]. Тодi, очевищно, що цiле число n
також повинно бути простим. Якщо б n = a2 + b2 для деяких цiлих a
i b, то тодi б в Z[i] n = (a + bi)(a − bi). Тому n — просте число, що не
дорiвнює сумi квадратiв двох цiлих чисел.

Навпаки, нехай n — просте число, що не дорiвнює сумi квадратiв
двох цiлих чисел. Припустимо, що n — не простий елемент в Z[i] i
n = z1z2 — нетривiальний розклад на множники. З останньої рiвно-
стi випливає вiдповiдна рiвнiвть для норм (тобто квадраиiв модулiв)
елементiв: n2 = N(z1)N(z2). Оскiльки за припущенням z1, z2 — необо-
ротнi в Z[i] i цiле число n просте, то повинно бути N(z1) = N(z2) = n.
Звiдси випливає, що n = a2 + b2, z1 = a + bi. Отримана суперечнiсть
завершує доведення.

Приклад 53. Довести, що кiльце Z[x] многочленiв з цiлими коефiцiєн-
тами не є кiльцем головних iдеалiв.

Зауважимо, що задане кiльце є областю цiлiсностi i тому для до-
ведення вкажемо iдеал цього кiльця, який не є головним. Нехай I —
це множина всiх многочленiв з цього кiльця з парним вiльним членом.
Очевидно, I є iдеалом. Припустимо, що цей iдеал є головним, тобто
I = (s(x)) для деякого s(x) ∈ Z[x]. Оскiльки 2 ∈ I, то iснує такий мно-
гочлен t(x), що 2 = s(x)t(x). Це означає, що степенi многочленiв s(x) i
t(x) рiвнi 0, тобто кожен з них тотожно дорiвнює деякому ненульово-
му цiлому числу. А саме, можливi лише випадки, коли s(x) ≡ ±1 або
s(x) ≡ ±2. Але якщо s(x) ≡ ±1, то I = (s(x)) = Z[x]. Якщо ж s(x) ≡ ±2,
то I = (s(x)) складається з многочленiв з парними коефiцiєнтами. Оби-
два випадки суперечать вибору I. Таким чином, iдеал I не є головним,
а кiльце Z[x] не є кiльцем головних iдеалiв

Задачi
7.1 За допомогою алгоритма Евклiда обчислити НСД наступних пар

елементiв кiльця Z :

а) 2352, 268; б) 15088, 4554;
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в) 2159, 221; г) 29049, 2047;

д) 13699, 1349; е) 21567, 5005.

7.2 За допомогою алгоритма Евклiда для кiльця Z обчислити оберне-
ний для заданого елемента кiльця Z1734:
а) 343; б) 185; в) 637; г) 1633.

7.3 За допомогою алгоритма Евклiда обчислити НСД многочленiв f, g ∈
Z7[x], а також знайти лiнiйний вираз НСД(f, g) = hf + kg, h, k ∈
Z7[x] :

а) f = x4 + 5x3 + 2x + 6, g = x3 + 4x2 + 4x + 5;

б) f = x4 + x2 + 6x + 3, g = x4 + x3 + 5x + 1.

7.4 За допомогою алгоритма Евклiда для кiльця Z5[x] обчислити у фа-
кторкiльцi Z5[x]/I, I = (x3+x+1), оберненi до наступних елементiв:
а) (x2 + 4x + 1) + I; б) (2x2 + 4x + 3) + I;

в) (4x2 + 4x + 2) + I; г) (4x2 + 3x + 3) + I.

7.5 За допомогою алгоритма Евклiда обчислити НСД наступних пар
елементiв кiльця Z[i] :

а) 7− i, 5 + 9i; б) 6 + 7i, 1− 8i;
в) 19 + 9i, 11− 3i; г) 5 + 5i, 13 + 3i;

д) 4− 2i, 9 + 3i; е) 5 + 12i, 7− 2i.

7.6 Доведiть, що функцiя N : Z[i
√

2] → N ∪ 0, визначена правилом
N(a + bi

√
2) = a2 + 2b2, є евклiдовою нормою.

7.7 За допомогою алгоритма Евклiда обчислити НСД наступних пар
елементiв кiльця Z[i

√
2] :

а) 5 + i
√

2, 9; б) 7− 4i
√

2, 17− 2i
√

2;

в) 5 + 6i
√

2, 4− i
√

2; г) 9 + 9i
√

2, 13− 10i
√

2.

7.8 Довести, що функцiя N : Z[
√

3] → N ∪ {0}, визначена правилом
N(a + b

√
3) = |a2 − 3b2|, є евклiдовою нормою.

7.9 За допомогою алгоритма Евклiда обчислити НСД наступних пар
елементiв кiльця Z[

√
3] :

а) 7 + 5
√

3, 14− 3
√

3; б) 25 + 3
√

3, 1 + 13
√

3;

в) 8 +
√

3, 6− 3
√

3; г) 16− i
√

3, 2 + 4
√

3.
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7.10 Нехай K — евклiдове кiльце i N — евклiдова норма на K. Довести,
що елемент a ∈ K є оборотним тодi й тiльки тодi, коли N(a) = N(1).

7.11 Довести, що кiльце Z[i
√

3] не є евклiдовим.

7.12 Довести, що область цiлiсностi R є евклiдовим кiльцем тодi й лише
тодi, коли iснує функцiя N : R/{0} → N ∪ 0, для якої виконується
лише умова 2) з означення 13.

7.13 При яких n кiльце Zn є кiльцем головних iдеалiв?

7.14 Довести, що кiльце F[x, y] (F — поле) не є кiльцем головних iдеалiв.

7.15 Довести, що у пiдкiльцi кiльця многочленiв F[x] (F — поле), яке
складається з усiх многочленiв з нульовим коефiцiєнтом при x, iде-
ал, породжений x2 та x3, не є головним.

7.16 Нехай R — кiльце головних iдеалiв. Довести, що для довiльної ма-
трицi A ∈ Mn(R) iснують оборотнi елементи U, V кiльця Mn(R) такi,
що добуток UAV є дiагональною матрицею diag(d1, d2, . . . , dk, 0, . . . , 0),
причому d1|d2| . . . |dk.

7.17 Пiдкiльце A кiльця C називається майже евклiдовим, якщо модулi
всiх його елементiв цiлi i для довiльних елементiв a, b ∈ A, b 6= 0,
таких, що a не дiлиться на b, знайдуться елементи c, d ∈ A, для яких
виконуються нерiвностi

0 < |ac− bd|2 < |b|2.

Довести, що кожне майже евклiдове кiльце є кiльцем головних iде-
алiв.

Далi наводиться низка задач, присвячена прикладу кiльця головних
iдеалiв, яке не є евклiдовими. Розглядається кiльце A = Z[θ], де
θ = 1+i

√
19

2 .

7.18 Показати, що кiльце A рiвне кiльцю A−19 з прикладу 10.

7.19 Перевiрити наступнi рiвностi:

a) θ̄ = 1− θ;

b) θθ̄ = 5;

c) θ2 = θ − 5;
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d) θ(a + bθ) = −5b + (a + b)θ для довiльного a + bθ ∈ A;

e) |a + bθ|2 = a2 + ab + 5b2 для довiльного a + bθ ∈ A.

7.20 Довести, що A∗ = {1,−1}.
7.21 Довести, що елементи ±2,±3 нерозкладнi в A. (Вказiвка: Якщо 2 =

(a + bθ)(c + dθ), то 4 = |a + bθ|2|c + dθ|2.)
7.22 Довести, що кiльце A не є евклiдовим. (Вказiвка: Припустити, що на

A iснує евклiдова норма. Показати, що мiнiмальне значення норми
серед ненульових необоротних елементiв A може мати лише один з
елементiв ±2,±3. Подiливши θ на кожен з них з остачею, отримати
суперечнiсть.)

7.23 Нехай a + bθ ∈ Q[θ] \Z[θ]. У кожному з наступних випадкiв вказати
такi c, d ∈ A, що 0 < |(a + bθ)c− d|2 < 1:

a) b ∈ Z;
b) a ∈ Z, 5b 6∈ Z;
c) a ∈ Z, 5b ∈ Z;
d) a, b 6∈ Z, 2a, 2b ∈ Z;
e) 2a, 2b 6∈ Z;
f) 2a ∈ Z, a, 2b 6∈ Z;
g) 2b ∈ Z, 2a, b 6∈ Z.

7.24 Довести, що кiльце A є майже евклiдовим, а отже кiльцем головних
iдеалiв.

7.25 Довести, що кiльце B = Z[ω], де ω = 1+i
√

23
2 не є евклiдовим. Чи

буде воно кiльцем головних iдеалiв?
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