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Передмова
Даний посiбник укладено на основi матерiалiв практичних занять з нор-
мативного курсу алгебри i теорiї чисел, якi автор веде на механiко–
математичному факультетi Київського нацiонального унiверситету iме-
нi Тараса Шевченка. В цьому курсi основи теорiї полiв розглядають, як
правило, протягом другої половини четвертого семестру. Посiбником
охоплюється весь матерiал з теорiї полiв (включаючи теорiю Галуа),
який входить до навчальної програми курсу алгебри i теорiї чисел. Для
найкращого оволодiння матерiалом посiбника необхiдним є знайомство
з основами теорiї груп, кiлець, елементарної теорiї чисел, математично-
го аналiзу та теоретико–множинною технiкою.

Роздiли посiбника складаються з трьох частин. На початку кожно-
го з них наводяться необхiднi теоретичнi вiдомостi. Далi розглядаю-
ться приклади розв’язування типових задач, причому деякi з них вико-
ристовуються при розв’язуваннi iнших задач. Третю частину кожного
роздiлу складають задачi для самостiйного розв’язування, що дозволяє
розглядати цей посiбник i як задачник.

Кожен роздiл може бути основою одного або двох практичних за-
нять. Для розгляду на такому заняттi рекомендується використовувати
як приклади, наведенi в посiбнику, так i задачi для самостiйного розв’я-
зування. Для домашнього завдання задачi слiд пiдбирати саме з третьої
частини кожного роздiлу.

В кiнцi наводиться список рекомендованої лiтератури. Вiн мiстить
зокрема збiрники задач, а також посiбники, за якими можна вивчати
як основи теорiї полiв, так i її подальшi роздiли.
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Позначення

|A| — потужнiсть множини A;
(a, b) —- найбiльший спiльний дiльник цiлих чисел a i b;
AutK — група автоморфiзмiв поля K;
C — поле комплексних чисел;
Cn — циклiчна група порядку n;
charF — характеристика поля F ;
deg f(x) — степiнь многочлена f(x);
detA — визначник матрицi A;
(F, +, ·, 0, 1) — поле F з дiями додавання +, множення · та нейтраль-

ними елементами 0 для додавання i 1 для множення;
F (α) — просте розширення поля F за допомогою елемента α, тобто

найменше поле, яке мiстить F i α;
F (α1, . . . , αn) — розширення поля F за допомогою елементiв α1, . . . , αn,

тобто найменше поле, яке мiстить F i α1, . . . , αn;
F [x1, . . . , xn] — кiльце многочленiв вiд змiнних x1, . . . , xn над полем

F ;
F (x1, . . . , xn) — поле рацiональних функцiй вiд змiнних x1, . . . , xn

над полем F ;
F [x]/(f(x)) — факторкiльце кiльця многочленiв F [x] за головним

iдеалом, породженим f(x) ∈ F [x].
[F : P ] — степiнь розширення F ⊃ P ;
mα(x) — мiнiмальний многочлен елемента α;
Mn(F ) — кiльце матриць порядку n над полем F ;(
n
k

)
— бiномiальний коефiцiент, дорiвнює кiлькостi (невпорядкова-

них) n- елементних пiдмножин у k- елементнiй множинi;
Q — поле рацiональних чисел;
Q(α) — див. F (α);
z — спряжене до комплексного числа z;
|z| — модуль комплексного числа z;
Z — кiльце цiлих чисел;
Zp — поле класiв лишкiв за простим модулем p;
Z∗n — мультиплiкативна група оборотних класiв лишкiв за модулем

числа n.
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1 Означення, характеристика та iзоморфiзм
полiв

Означення 1. Полем називається комутативне кiльце з одиницею,
в якому будь-який ненульовий елемент оборотний.

Iншими словами, непорожня множина F iз визначеними на нiй двома
бiнарними операцiями + та ∗, що називаються вiдповiдно додаванням
та множенням, називається полем, якщо вiдносно операцiї додавання
F є абелевою групою, нейтральний елемент якої називаєтья нульовим
елементом i як правило позначається символом 0, вiдносно операцiї
множення F \ {0} також є алебелевою групою. Крiм того, додавання i
множення пов’язанi дистрибутивним законом: a · (b + c) = a · b + a · c
для будь-яких a, b, c ∈ F. Зауважимо, що iз означення одразу випливає,
що будь-яке поле мiстить щонайменше два елементи: нульовий елемент
i одиничний елемент — нейтральний елемент для множення, який як
правило позначається символом 1. Прикладами числових полiв є Q, R,
C, Q(

√
2), нечислових - поле Zp класiв лишкiв за простим модулем p.

Пiдмножина поля називається пiдполем, якщо вона замкнена вiдно-
сно операцiй додавання i множення, визначених на початковому по-
лi, а також вiдносно взяття протилежного та оберненого елементiв.
Якщо для полiв F, P виконується F ⊃ P , причому P є пiдполем F ,
то F називають розширенням поля P . Скрiзь у посiбнику позначення
"F ⊃ P"означатиме, що поле F є розширенням поля P (причому символ
” ⊃ ” позначає нестроге включення).

Нехай F ⊃ P — розширення i α1, . . . , αn ∈ F . Позначимо через M
множину полiв, якi мiстять α1, . . . , αn, а також одночасно є розширен-
нями P i пiдполями F . Множина M є непорожною, оскiльки F ∈ M .
Позначимо P (α1, . . . , αn) = ∩L∈ML. Очевидно, що P (α1, . . . , αn) є полем
i, отже, є найменшим за включенням елементом множини M . Щойно
визначене поле P (α1, . . . , αn) часто називають полем, отриманим iз P
приєднанням елементiв α1, . . . , αn.

Поле, яке не мiстить власних пiдполiв, називається простим.

Теорема 1. 1. Кожне поле мiстить єдине просте пiдполе.

2. Поля {Zp : p просте}, Q i лише вони є простими.

Iз сформульованої теореми випливає коректнiсть наступного озна-
чення.
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Означення 2. Кажуть, що поле F має характеристику p (p — про-
сте число), якщо F мiстить поле Zp, i характеристику 0, якщо F
мiстить поле Q.

Характеристика поля F позначається charF. Iз означення характе-
ристики випливає, що charF = p тодi й лише тодi, коли 1 + . . . 1︸ ︷︷ ︸

p

= 0, i

charF = 0 тодi й лише тодi, коли 1 + . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

6= 0 для будь-якого натураль-

ного числа n.
Нехай F, P — поля. Гомоморфiзмом називається таке вiдображення

ϕ : F → P що для будь-яких a, b ∈ F виконуються рiвностi

1) ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b);

2) ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b).

Iзоморфiзмом називається бiєктивний гомоморфiзм.

Означення 3. Поля F та P називаються iзоморфними, якщо iснує
iзоморфiзм ϕ : F → P .

Зауважимо, що при гомоморфiзмi нульовий елемент переходить в
нульовий елемент, а одиничний елемент — в одниничний. Автоморфi-
змом поля F називається будь-який iзоморфiзм ϕ : F → F .

Приклади розв’язування задач
Приклад 1. Визначити, якi з наступних множин є полями вiдносно
дiй додавання та множення дiйсних чисел

a) A = {a + b
√

2 : a, b ∈ Q};
b) B = {a + b 3

√
2 : a, b ∈ Q};

c) C = {a + b 3
√

2 + c 3
√

4 : a, b, c ∈ Q}.
Оскiльки A, B,C є пiдмножинами поля R, то асоцiативнiсть та кому-

тативнiсть додавання i множення, а також дистрибутивний закон авто-
матично виконуються для елементiв множин A, B,C. Кожна iз заданих
множин мiстить 0 та 1 - нейтральнi елементи для додавання i множення
в R, отже 0 та 1 виконують ролi нейтральних елементiв для додавання
та множення для кожної iз даних множин. Крiм цього, очевидно, що
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всi три множини замкненi вiдносно додавання та взяття протилежно-
го елемента. Нам лишається дослiдити A,B, C на замкненiсть вiдносно
множення та на оборотнiсть всiх ненульових елементiв.

а) A замкнена вiдносно множення, оскiльки для (a+b
√

2) i (c+d
√

2)
iз A маємо:

(a + b
√

2)(c + d
√

2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)
√

2 ∈ A.

Далi, вiзьмемо ненульвий елемент (a + b
√

2) ∈ A.

1
a + b

√
2

=
a− b

√
2

a2 − 2b2
=

a

a2 − 2b2
− b

a2 − 2b2

√
2

(вiдзначимо, що a2− 2b2 6= 0 для a, b ∈ Q, оскiльки √2 6∈ Q). Отже, (a+
b
√

2)−1 = a
a2−2b2 − b

a2−2b2

√
2. Таким чином, кожен ненульовий елемент

iз A є оборотним, а отже, A є полем.
Покажемо, що A = Q(

√
2), тобто, що A є найменшим полем, яке мi-

стить Q i
√

2. Справдi, нехай деяке поле P мiстить Q i
√

2. Тодi зокрема,
1,
√

2 ∈ P , що тягне a+b
√

2 ∈ P для будь-яких рацiональних a i b. Таким
чином, P ⊃ A.

b) Намагаючись довести замкненiсть вiдносно множення аналогiчно
попередньому пункну вiзьмемо два довiльних елементи (a + b 3

√
2) i (c +

d 3
√

2) iз A, перемножаючи якi отримаємо:

(a + b
3
√

2)(c + d
3
√

2) = ac + (bc + ad) 3
√

2 + bd
3
√

4.

Доведемо, що 3
√

4 6∈ B (цього достатньо, щоб стверджувати, що B не
замкнена вiдносно множення, позаяк 3

√
4 = 3

√
2 3
√

2). Вiд супротивного,
припустимо, що 3

√
4 = e + f 3

√
2 для деяких e, f ∈ Q. Тодi 3

√
2 є коренем

многочлена x2 − fx− e ∈ Q[x]. Але, з iншого боку, 3
√

2 є коренем незвi-
дного над Q (в силу ознаки Айзенштайна) многочлена x3−2. Подiливши
x3 − 2 на x2 − fx− e з остачею, отримаємо

x3 − 2 = f(x)(x2 − fx− e) + r(x), (1)

де остача r(x) ∈ Q[x] — ненульовий многочлен степеня не вище 1. Пiд-
ставляючи в (1) x = 3

√
2, отримаємо r( 3

√
2) = 0, що неможливо: якщо

deg r(x) = 0, то r(x) взагалi не має коренiв, якщо ж deg r(x) = 1, то r(x)
має рацiональний корiнь. Отримана суперечнiсть означає, що множина
B не замкнена вiдносно множення, тому не є полем.
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c) Так само, як у пунктi а), перевiряється, що множина C є замкне-
ною вiдносно множення. Лишається перевiрити, чи кожен ненульовий
елемент iз C є оборотним. Для цього розглянемо довiльний ненульовий
елемент α = a+b 3

√
2+c 3

√
4 ∈ C. Покладемо f(x) = cx2+bx+a. Оскiльки

x3 − 2 є незвiдним над Q, то НСД(x3 − 2, f(x)) = 1. Тому знайдуться
p(x), q(x) ∈ Q[x], такi, що

1 = p(x)(x3 − 2) + q(x)(cx2 + bx + a).

Звiдси при x = 3
√

2 отримаємо 1 = q( 3
√

2) ·α. Таким чином, α−1 = q( 3
√

2).
Оскiльки, очевидно, q( 3

√
2) ∈ C, то α є оборотним в C, звiдки випливає,

що C є полем. Так само, як i у пунктi а), встановлюється, що C = Q( 3
√

2).

Приклад 2. Перевiрити, чи утворює поле вiдносно звичайних матри-

чних операцiй множина матриць вигляду Mn
p =

{(
x y
ny x

)
: x, y ∈ Zp

}
,

де n — фiксований елемент iз Zp, для p = 2, 3, 5, 7.

Оскiльки Mp
n ⊂ M2(Zp), i M2(Zp) є кiльцем з одиницею, то Mp

n буде
полем в тому й лише тому разi, коли Mp

n замкнена вiдносно додавання
матриць i взяття протилежної матрицi, замкнена вiдносно множення,
крiм того, довiльнi двi матрицi iз Mp

n комутують i кожна ненульова
матриця оборотна.

Замкненiсть вiдносно додавання i взяття протилежної матрицi ви-

пливають безпосередньо iз визначення Mp
n. Нехай A =

(
x y
ny x

)
,

B =
(

u v
nv u

)
∈ Mp

n. Тодi

A ·B = B ·A =
(

xu + nyv xv + yu
nvx + nuy nvy + xu

)
∈ Mp

n

.
Отже, Mp

n замкнена вiдносно множення матриць i будь-якi двi ма-
трицi iз Mp

n перестановочнi.

Припустимо, що A =
(

x y
ny x

)
∈ Mp

n — оборотна в Mn(Zp). Тодi

d = det A = x2 − ny2 6= 0 i A−1 =
(

xd−1 −yd−1

−nyd−1 xd−1

)
∈ Mp

n.

Лишилось дослiдити, при яких цiлих n кожна ненульова матриця
iз Mp

n є оборотною, тобто при яких цiлих n нерiвнiсть x2 − ny2 6= 0
виконується для будь-яких одночасно не рiвних нулю x, y ∈ Zp.
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Нехай y = 0. Тодi d = x2 6= 0, оскiльки x 6= 0 i в полi Zp вiдсутнi
дiльники нуля. Нехай тепер y 6= 0. Виконання нерiвностi x2 − ny2 6= 0

для всiх x ∈ Zp, y ∈ Zp \ {0} еквiвалентне виконанню нерiвностi
(

x
y

)2

−
n 6= 0 для всiх x ∈ Zp, y ∈ Zp \ {0}, що в свою чергу рiвносильно
виконанню нерiвностi z2 − n 6= 0 для всiх z ∈ Zp (в силу того, що{

x
y : x ∈ Zp, y ∈ Zp \ {0}

}
= Zp).

Отже, для знаходження потрiбних значень n потрiбно виписати ква-
драти всiх елементiв iз Zp для кожного конкрентного p i взятi тi n, якi
серед виписаних квадратiв не зустрiлися.

1) p = 2. 02 = 0, 12 = 1. Всi елементи iз Z2 є квадратами певних елемен-
тiв iз Z2. Отже, при жодному n ∈ Z2 M2

n не є полем.

2) p = 3. 02 = 0, 12 = 1, 22 = 1. В списку квадратiв не зустрiвся лише
елемент 2, тому M3

n є полем тодi й лише тодi, коли n = 2.

3) p = 5. 02 = 0, 12 = 1, 22 = 4, 32 = 4, 42 = 1. В списку квадратiв
не зустрiлися елементи 2, 3, тому M5

n є полем тодi й лише тодi, коли
n = 2, 3.

4) p = 7. 02 = 0, 12 = 1, 22 = 4, 32 = 2, 42 = 2, 52 = 4, 62 = 1. В списку
квадратiв не зустрiлися елементи 3, 5, 6, тому M7

n є полем тодi й лише
тодi, коли n = 3, 5, 6.

Зауважимо, що iз розв’язання задачi випливає, що Mp
n є полем для тих

i лише тих n, для яких порiвняння x2 ≡ n(mod p) не має розв’язкiв. Такi
n називаються квадратичними нелишками за модулем p.

Приклад 3. Нехай K — поле характеристики p, i для деяких a, b ∈ K
виконується рiвнiсть ap = bp. Довести, що a = b.

За формулою бiнома Ньютона маємо

(a− b)p =
p∑

k=0

(
p

k

)
akbp−k(−1)p−k (2)

Покажемо, що
(

p
k

)
дiлиться на p при 1 ≤ k ≤ p − 1. Дiйсно,

(
p
k

)
=

p!
k!(p−k)! — цiле число. Знаменник на p не дiлиться, а чисельник дiли-
ться, тому при скороченнi дробу скорочення на p не вiдбудеться, i цiле(

p
k

)
дiлиться на p. Звiдси, враховуючи, що p = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

p

= 0 у полi
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характеристики p, випливає, що рiвнiсть (2) набуде вигляду (a − b)p =
bp(−1)p + ap. Якщо p непарне, то у правiй частинi матимемо 0, а тому
(a− b)p = 0, звiдки, враховуючи вiдсутнiсть дiльникiв нуля в K, a = b.
Лишилося розглянути випадок p = 2. Тодi 0 = a2 − b2 = (a − b)(a + b).
Знову беручи до уваги вiдсутнiсть в K дiльникiв нуля, отримаємо a = b
або a = −b. Але у полi характеристики 2 виконується 1 + 1 = 0, звiдки
1 = −1, а тому −b = b. Отже, i в цьому випадку отримуємо a = b.

Приклад 4. Довести, що

a) поля Q(
√

3) i Q(
√

6) не iзоморфнi;

b) поля Q(
√

3) i Q(
√

12) iзоморфнi.

a) Припустимо, що ϕ : Q(
√

3) → Q(
√

6) — iзоморфiзм. Оскiльки
ϕ(1) = 1, то ϕ(3) = ϕ(1 + 1 + 1) = ϕ(1) + ϕ(1) + ϕ(1) = 1 + 1 + 1 = 3.
Нехай ϕ(

√
3) = a + b

√
6. Тодi

ϕ(3) = ϕ((
√

3)2) = (ϕ(
√

3))2 = (a + b
√

6)2 = a2 + 6b2 + 2ab
√

6,

звiдки
{

a2 + 6b2 = 3
2ab = 0 . Iз другої рiвностi випливає, що хоча б одне iз

чисел a, b повинно дорiвнювати нулю. Але тодi, очевидно, що перше рiв-
няння не має рацiональних розв’язкiв. Таким чином неможливо знайти
рацiональнi a, b такi, що ϕ(

√
3) = a+b

√
6. Отже, iзоморфiзму мiж Q(

√
3)

i Q(
√

6) не iснує.
b) Оскiльки

√
12 = 2

√
3, то Q(

√
12) ⊆ Q(

√
3). Аналогiчно,

√
3 =

1
2

√
12 тягне Q(

√
3) ⊆ Q(

√
12). Отже, Q(

√
12) = Q(

√
3), а тому тотожне

вiдображення a + b
√

3 7→ a + b
2

√
12 є iзоморфiзмом Q(

√
3) → Q(

√
12).

Приклад 5. Довести, що поля Q i R не мають автоморфiзмiв, вiд-
мiнних вiд тотожних.

Нехай ϕ : Q → Q — автоморфiзм. Оскiльки ϕ(1) = 1, то для будь-
якого цiлого n повинно бути ϕ(n) = n, звiдки для будь-яких цiлих m,n,
n 6= 0, повинно бути ϕ(m

n ) = ϕ(m)
ϕ(n) = m

n . Отже, ϕ — тотожний автомор-
фiзм.

Нехай тепер ϕ : R→ R — автоморфiзм. Мiркуючи, як i у випадку по-
ля Q, приходимо до висновку, що ϕ(a) = a для будь-якого рацiонального
a. Припустимо, що a ∈ R — додатне. Тодi ϕ(a) = ϕ((

√
a)2) = (ϕ(

√
a))2,

звiдки ϕ(a) — квадрат дiйсного числа, а тому ϕ(a) є додатним. Якщо
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тепер a > b, то a−b > 0, звiдки ϕ(a)−ϕ(b) = ϕ(a−b) > 0. Таким чином,
a > b тягне ϕ(a) > ϕ(b), тобто ϕ — монотонно зростає на R.

Припустимо, що ϕ(a) 6= a для a ∈ R. Можливi 2 випадки: ϕ(a) > a
або ϕ(a) < a. Нехай спочатку, ϕ(a) > a. Вiзьмемо α ∈ Q таке, що
a < α < ϕ(a) (таке α iснує, оскiльки a можна як завгодно точно набли-
зити рацiональним числом). Звiдси, враховуючи монотоннiсть ϕ, отри-
муємо ϕ(a) < ϕ(α) = α < ϕ(a). Супепечнiсть. Мiркуючи аналогiчно,
приходимо до суперечностi i у випадку ϕ(a) < a. Таким чином, ϕ(a) = a,
a ∈ R, тобто ϕ є тотожним автоморфiзмом.

Задачi
1.1 Якi з наступних числових множин є полями вiдносно звичайних дiй

додавання i множення:

a) Z;
b) {0, 1};
c) {a + b 3

√
3 : a, b ∈ Q};

d) {a + b 3
√

3 + c 3
√

9 : a, b, c ∈ Q};
e) {a + b

√
2 + c

√
3 + d

√
6 : a, b, c, d ∈ Q};

f) {z ∈ C : |z| ≤ 1}?

1.2 Довести, що множина Mn =
{(

x y
ny x

)
: x, y ∈ Q

}
, n ∈ Z, утво-

рює поле вiдносно звичайних матричних операцiй тодi й лише тодi,
коли n не є квадратом цiлого числа. Довести, що в останньому ви-
падку, поле Mn iзоморфне полю Q(

√
n).

1.3 Нехай (F, +, ·, 0, 1) — поле. Чи буде полем множина F 2 = {(a, b) :
a, b ∈ F} з дiями (a, b)⊕(c, d) = (a+c, b+d), (a, b)∗(c, d) = (a ·c, b ·d),
нульовим елементом (0, 0) та одиничним (1, 1)?

1.4 Знайти всi пiдполя поля Q(
√

a), a ∈ Q.

1.5 Довести, що поля Q(
√

a) i Q(
√

b), b 6= 0, iзоморфнi тодi й лише тодi,
коли a

b є квадратом рацiонального числа.

1.6 Знайти характеристику поля, в якому (1 + 1 + 1 + 1 + 1)2 = (1 + 1)5.

1.7 Довести, що характеристика скiнченного поля вiдмiнна вiд нуля.
12



1.8 Довести, що потужнiсть скiнченного поля є степенем простого числа
— характеристики цього поля.

1.9 Нехай L ⊃ K, де L — скiнченне поле характеристики p. Довести,
що charK = p.

1.10 Навести приклад поля потужностi

a) 4; b) 8; c) 9.

1.11 Нехай P — поле характеристики p. Довести, що для довiльних a, b ∈
P i n ∈ N справедливi рiвностi:

a) (a + b)pn

= apn

+ bpn

; b) (a− b)pn

= apn − bpn

.

1.12 Довести, що у полi потужностi n виконується тотожнiсть xn = x.

1.13 Довести, що для комплексного числа z, яке не є дiйсним, поле R(z)
збiгається з C.

1.14 У полi Q(
√

2) розв’язати наступнi рiвняння:

a) x2 + (4− 2
√

2)x + 3− 2
√

2 = 0;
b) x2 − x− 3 = 0;
c) x2 + x− 7 + 6

√
2 = 0.

1.15 У кожному з полiв Z3 та Z7 розв’язати систему рiвнянь



x + 2z = 1
y + 2z = 2
2x + z = 1

.

1.16 Довести, що факторкiльце Z2[x]/(x3 + x + 1) є полем. Позначимо
через f(x) клас еквiвалентностi за iдеалом (x3 + x + 1), що мiстить
f(x). У заданому полi розв’язати рiвняння:

a) t2 + x2 + x + 1 = 0; b) t2 + t + x2 + 1 = 0.

1.17 Нехай ϕ : P → F — гомоморфiзм полiв, причому ϕ(a) 6= 0 для
деякого ненульового a ∈ P . Довести, що ϕ — iн’єктивний.

1.18 Довести, що факторкiлькiльце Z3[x]/(x3+2x+2) є полем та знайдiть
усi автоморфiзми цього поля.

1.19 Знайти всi автоморфiзми поля C, при яких кожне дiйсне число пе-
реходить в себе.
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1.20 Довести, що для будь-якого автоморфiзму ϕ поля F множина еле-
ментiв, нерухомих вiдносно ϕ, є пiдполем.

1.21 Довести, що у полi Zp виконуються рiвностi:

a)
∑p−1

k=1 k−1 = 0, p > 2 ;

b)
∑ p−1

2
k=1 k−2 = 0, p > 3 .
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2 Розширення полiв
Нехай P ⊃ F — розширення полiв.

Означення 4. Степенем розширення P ⊃ F називається розмiрнiсть
P як векторного простору над полем F , базисом P над F називають
базис векторного простору P над полем F .

Степiнь розширення P ⊃ F позначається [P : F ].

Означення 5. Розширення P ⊃ F називається скiнченним, якщо [P :
F ] < ∞, i нескiнченним в противному разi.

Для обчислення степенiв розширень часто буває корисною наступна
теорема про вежу розширень.

Теорема 2. Нехай P, F,K — поля, причому P ⊃ F ⊃ K.

1) [P : K] < ∞ ⇔ [P : F ] < ∞ i [F : K] < ∞.

2) Якщо [P : K] < ∞, то [P : K] = [P : F ] · [F : K].

3) Нехай a1, . . . , am — базис P над F , b1, . . . , bn — базис F над K. Тодi
{aibj}1≤i≤m,1≤j≤n — базис P над K.

Означення 6. Елемент α ∈ P називається алгебраїчним над F , якщо
знайдеться многочлен f(x) ∈ F [x], такий, що f(α) = 0 (такi много-
члени називаються анулюючими для α). Елемент α ∈ P , який не є
алгебраїчним над F , називається трансцендентним над F .

Мiнiмальним многочленом алгебраїчного над F елемента α назива-
ється унiтарний анулюючий многочлен найменшого степеня. Мiнiмаль-
ний многочлен елемента α часто позначається mα(x). Степенем α над
F називається степiнь многочлена mα(x).

Означення 7. Розширення P ⊃ F називається алгебраїчним, якщо
будь-який елемент α ∈ P є алгебраїчним над F . Якщо ж iнує елемент
α ∈ P , трансцендентний над F , то розширення P ⊃ F називається
трансцендентним.

Теорема 3. Довiльне скiнченне розширення є алгебраїчним.
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Алгебраїчнi i трансцендентнi елементи розширення C ⊃ Q назива-
ються вiдповiдно алгебраїчними i трансцендентними числами. Прикла-
дами алгебраїчних i трансцендентних чисел є вiдповiдно 5

√
3, i +

√
2 i

e, π,
√

2
√

3
. Множина алгебраїних чисел утворює поле, яке має злiчен-

ну потужнiсть. Iз цього факту, зокрема, випливає, що трансцендентних
чисел континуум багато.

Алгебраїчне число u називається цiлим алгебраїчним, якщо iснує
унiтарний многочлен з цiлими коефiцiєнтами, коренем якого є u. Якщо
u — цiле алгебраїчне число, то мiнiмальний многочлен елемента u має
цiлi коефiцiєнти.

Означення 8. Якщо P = F (α) для деякого α ∈ P , то поле P нази-
вається простим розширенням поля F за допомогою елемента α ∈ P .
Просте розширення F (α) ⊃ F називається простим алгебраїчним роз-
ширенням або простим трансцендентним розширенням в залежностi
вiд того, є α алгебраїчним чи трансцендентним над F елементом.

Наступнi двi теореми вiдомi вiдповiдно як теореми про будову про-
стих алгебраїчних та простих трансцендентних розширень.

Теорема 4. Нехай F (α) ⊃ F — просте алгебраїчне розширення i mα(x) ∈
F [x] — мiнiмальний многочлен елемента α. Позначимо n = deg mα(x).
Тодi

1) [F (α) : F ] = n, зокрема F (α) ⊃ F — скiнченне розширення.

2) F (α) ' F [x]/(mα(x)), зокрема F (α) = {a0 + a1α + · · · + an−1α
n−1 :

ai ∈ F , 0 ≤ i ≤ n− 1}.
3) Базисом F (α) над F є {1, α, . . . , αn−1}.
Теорема 5. Нехай F (α) ⊃ F — просте трансцендентне розширення
розширення. Тодi

1) F (α) ⊃ F — нескiнченне розширення.

2) F (α) = { f(α)
g(α) : f, g ∈ F [x], g 6= 0};

3) F (α) ' F (x).
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Приклади розв’язування задач
Приклад 6. Довести, що [F (α) : F ] = 1 ⇔ F = F (α).

Враховуючи очевидне включення F (α) ⊃ F , достатньо довести лише
зворотне включення F (α) ⊂ F . Оскiльки [F (α) : F ] = deg mα(x), то
рiвнiсть [F (α) : F ] = 1 еквiвалентна iснуваню многочлена ax + b ∈ F [x]
(a 6= 0), такого, що aα + b = 0. Остання рiвнiсть еквiвалентна тому, що
α = − b

a ∈ F , звiдки F (α) ⊂ F .

Приклад 7. Довести, що розширення Q(α) поля Q є алгебраїчним,
знайти степiнь розширення [Q(α) : Q] та мiнiмальний многочлен
mα(x) елемента α для α = 1 +

√
2 +

√
3.

Для того, щоб пересвiдчитись, що α — алгебраїчний над Q, побуду-
ємо многочлен f(x) ∈ Q[x], який анулює α. Пiсля пiднесення рiвностi
α−1 =

√
2+

√
3 до квадрату, отримаємо (α−1)2−5 = 2

√
6, звiдки пiсля

повторного пiднесення до квадрату ((α − 1)2 − 5)2 = 24. Таким чином,
f(α) = 0 для f(x) = ((x− 1)2 − 5)2 − 24 = x4 − 4x3 − 4x2 + 16x− 8. Далi
можна мiркувати по-рiзному.

Перший спосiб. Покажемо, що побудований многочлен f(x) є не-
звiдним над Q. Стандартний спосiб доведення незвiдностi многочлена
над Q — застосування ознаки Айзенштайна — для многочлена f(x) не
працює.

Незвiднiсть многочлена f(x) встановимо в наступний спосiб. Помi-
чаємо спочатку, що

f(x) = (x− 1 +
√

2 +
√

3) · (x− 1−
√

2 +
√

3)·
(x− 1 +

√
2−

√
3) · (x− 1−

√
2−

√
3). (3)

Цей розклад i однозначнiсть розкладу на незвiднi множинки над R тя-
гнуть вiдсутнiсть у f(x) рацiональних коренiв. Якщо б попри вiдсутно-
стi рацiональних коренiв f(x) був звiдним над Q, то вiн би мав дiльник
степеня 2 над Q. Внаслiдок однозначностi розкладу на незвiднi множни-
ки цей дiльник був би добутком якихось двох iз вказаних в (3) лiнiйних
множникiв. Перебiр шести випадкiв показує, що жоден iз таких много-
членiв не є многочленом над Q.

Таким чином, f(x) є незвiдним надQ, а тому mα(x) = f(x). Оскiльки
[Q(α) : Q] = deg mα(x), то [Q(α) : Q] = 4.

Другий спосiб. Застосуємо теорему про вежу розширень для до-
ведення рiвностi [Q(α) : Q] = 4. Спочатку покажемо, що

17



Q ⊂ Q(
√

2) ⊂ Q(1 +
√

2 +
√

3). (4)

Перше включення очевидне. Покладемо a = 1 +
√

2 +
√

3. Для того,
щоб показати, що Q(

√
2) ⊂ Q(a), достатньо встановити, що

√
2 ∈ Q(a).

Оскiльки √
6 =

(a− 1)2 − 5
2

∈ Q(a),

то b =
√

6(a − 1) = 2
√

3 + 3
√

2 ∈ Q(a), звiдки
√

2 = b − 2(a − 1) ∈ Q(a).
Отже,

√
2 ∈ Q(a).

Зауважимо, що обидва включення у вежi (4) строгi, оскiльки
√

2 6∈
Q,

√
3 +

√
2 6∈ Q(

√
2). Тому, враховуючи приклад 6, [Q(

√
2) : Q] ≥ 2 i

[Q(1 +
√

2 +
√

3) : Q(
√

2)] ≥ 2. Отже, за теоремою про вежу розширень

[Q(1 +
√

2 +
√

3) : Q] = [Q(1 +
√

2 +
√

3) : Q(
√

2)] · [Q(
√

2) : Q] ≥ 2 · 2 = 4.

Але з iншого боку [Q(1+
√

2+
√

3) : Q] = deg(mα(x)) ≤ deg(f(x)) = 4.
Таким чином, [Q(1 +

√
2 +

√
3) : Q] = 4, звiдки mα(x) = f(x).

Зауваження. Те, що число 1+
√

2+
√

3 є алгебраїчним випливає ще й
з того факту, що множина алгебраїчних чисел є полем i алгебраїчностi
чисел

√
2 та

√
3.

Приклад 8. Нехай u — корiнь многочлена x3 + 3x2 − 9x + 6 ∈ Q[x].
Подати елемент u2

u2+2u−11 у виглядi лiнiйної комбiнацiї 1, u, u2.

На першому етапi позбудемось вiд многочлена вiд u в знаменнику.
Многочлен f(x) = x3 + 3x2 − 9x + 6 є незвiдним за ознакою Айзен-
штайна для p = 3. Тому f(x) i g(x) = x2 + 2x − 11 взаємно простi.
За допомогою алгоритму Евклiда знайдемо s(x), t(x) ∈ Q[x], такi, що
f(x)s(x) + g(x)t(x) = 1 :

f(x) = g(x)(x + 1) + 17, звiдки 1 =
1
17

f(x)− x + 1
17

g(x).

Пiдставивши в останню рiвнiсть x = u i врахувавши f(u) = 0, отримує-
мо

1 = −u + 1
17

g(u), звiдки
1

g(u)
= −u + 1

17
.

Таким чином,

u2

u2 + 2u− 11
= − 1

17
u2(u + 1) = − 1

17
(u3 + u2).
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На другому етапi подiлимо x3 + x2 на f(x) з остачею:

x3 + x2 = (x3 + 3x2 − 9x + 6) + (−2x2 + 9x− 6).

Пiдставивши в останню рiвнiсть x = u i врахувавши f(u) = 0, отримує-
мо

u3 + u2 = −2u2 + 9u− 6. Отже,
u2

u2 + 2u− 11
= −2u2 + 9u− 6.

Приклад 9. Довести, що для рацiонального q числа sin(qπ) i cos(qπ)
алгебраїчнi.

Розглянемо комплексне число z = cos(qπ) + i sin(qπ). Виберемо таке
n ∈ N, що nq ∈ 2Z. Тодi, використовуючи формулу Муавра i перiоди-
чнiсть з перiодом 2π функцiй sin i cos, отримуємо:

zn = cos(nqπ) + i sin(nqπ) = cos 0 + i sin 0 = 1,

звiдки, зокрема, випливає, що z є алгебраїчним. Оскiльки zn = zn = 1,
то z = cos(qπ) − i sin(qπ) також є алгебраїчним. Звiдси i iз того, що
множина алгебраїчних чисел є полем, випливає, що

cos(qπ) =
1
2
(z + z) i cos(qπ) =

1
2i

(z − z)

є алгебраїчними.
Вiдзначимо, що обчислюючи zn за формулою бiнома Ньютона та

прирiвнюючи отриману дiйсну частину до одиницi, неважко отримати
анулюючий многочлен для cos(qπ). Справдi,

zn = (cos(qπ) + i sin(qπ))n =
n∑

k=0

(
n

k

)
ik(sin(qπ))k(cos(qπ))n−k =

[n/2]∑

k=0

(
n

2k

)
(−1)k(sin(qπ))2k(cos(qπ))n−2k+

i ·
[(n−1)/2]∑

k=0

(
n

2k + 1

)
(−1)k(sin(qπ))2k+1(cos(qπ))n−(2k+1).
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Покладемо y = cos(qπ). Тодi sin2(qπ) = 1−y2. Тому cos(qπ) є коренем
многочлена

f(x) =
[n/2]∑

k=0

(
n

2k

)
(−1)k(1− x2)k(x)n−2k − 1.

Приклад 10. Знайти базис та вказати степiнь над Q поля Q(ε, 3
√

3),
ε = cos π

3 + i sin π
3 .

Очевидно, Q(ε, 3
√

3) ⊃ Q( 3
√

3) ⊃ Q. Знайдемо степiнь та базис кожно-
го iз розширень Q(ε, 3

√
3) ⊃ Q( 3

√
3) i Q( 3

√
3) ⊃ Q.

Зрозумiло, що Q(ε, 3
√

3) 6= Q( 3
√

3). Тому, беручи до уваги, що ε є ко-
ренем многочлена x2 − x + 1 ∈ Q( 3

√
3)[x], маємо [Q(ε, 3

√
3) : Q( 3

√
3)] = 2.

За теоремою 4 елементи 1, ε утворюють базис Q(ε, 3
√

3) над Q( 3
√

3). Далi,
[Q( 3

√
3) : Q] = 3, оскiльки 3

√
3 є коренем незвiдного (за ознакою Айзен-

штайна) над Q многочлена x3 − 3. За теоремою 4 елементи 1, 3
√

3, 3
√

9
утворюють базис Q( 3

√
3) над Q.

За теоремою про вежу розширень (теорема 2)

[Q(ε, 3
√

3) : Q] = [Q(ε, 3
√

3) : Q( 3
√

3)] · [Q( 3
√

3) : Q] = 2 · 3 = 6.

Знаючи базиси розширень на кожнiй з ланок вежi, за теоремою 2
знаходимо базис Q(ε, 3

√
3) над Q: це 1, 3

√
3, 3
√

9, ε, ε 3
√

3, ε 3
√

9.

Приклад 11. Нехай [F : P ] — просте число. Довести, що для будь-
якого a ∈ F \ P виконується F = P (a).

Нехай a ∈ F \ P . Оскiльки F ⊃ P (a) ⊃ P , то p = [F : P ] = [F :
P (a)] · [P (a) : P ] за теоремою 2. Те, що a ∈ F \ P , тягне [P (a) : P ] > 1
(див. приклад 6). Але дiльник простого числа p, вiдмiнний вiд 1, мусить
збiгатися з p, тому [P (a) : P ] = p. За означенням степеня розширення F
i P (a) — p-вимiрнi векторнi простори над полем P , причому F ⊃ P (a).
Але тодi довiльний базис P (a) над P також слугуватиме базисом F над
P . Звiдси випливає, що F = P (a).

Приклад 12. Для довiльного поля K розглянемо поле рацiональних
функцiй K(x, y) i його пiдполе L = K(x2 + x + 1). Визначити пiдполе
M ⊂ K(x, y) елементiв, алгебраїчних над L. Знайти [M : L].

Елемент x є алгебраїчним над L степеня не вище 2, оскiльки вiн ану-
люється многочленом t2 + t− (x2 +x) ∈ L[t]. Оскiльки крiм цього x 6∈ L,
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то [L(x) : L] = 2. Позаяк L(x) ⊃ L — скiнченне розширення, то воно
алгебраїчне, звiдки L(x) ⊂ M . З iншого боку, жодна рацiональна фукн-
кцiя, iстотно залежна вiд y, не може бути елементом, алгебраїчним над
L, оскiльки iнакше б y був би коренем певного многочлена з коефiцiєн-
тами iз L, що тягнуло б алгебраїчну залежнiсть елементiв x i y. Але iз
визначення K(x, y) випливає, що x, y алгебраїчно незалежнi: f(x,y)

g(x,y) = 0
⇔ f(x, y) = 0. Отримана суперечнiсть означає, що M ⊂ L(x). Таким
чином, M = L(x).

Приклад 13. Довести, що y =
√

x

(
3

√
1
x
− 1

)
є алгебраїчним над

K(x) i знайти його степiнь.

Знайдемо мiнiмальний многочлен для y. Оскiльки y = 6
√

x − √
x,

то y +
√

x = 6
√

x. Пiсля пiднесення цiєї рiвностi до третього степеня,
отримуємо: y3 + 3xy + 3y2

√
x + x

√
x =

√
x. Перенесемо доданки, що

мiстять
√

x, у правий бiк, винесемо
√

x за дужки i отримаємо: y3+3xy =√
x(−3y2 + 1 − x). Пiдносячи отриману рiвнiсть до квадрату i зводячи

подiбнi при степенях y, отримуємо: y6−3xy4+(3x2+6x)y2−x3+2x2−x =
0. Звiдси випливає, що елемент y є коренем многочлена

f(t) = t6 − 3xt4 + (3x2 + 6x)t2 − (x3 − 2x2 + x) ∈ K(x)[t].

Отриманий многочлен має коефiцiєнти iз K[x], всi коефiцiєнти, крiм
старшого, дiляться на незвiдний многочлен x, але вiльний член не дiли-
ться на x2. Тому за ознакою Айзенштайна даний многочлен є незвiдним
над K[x], звiдки в силу леми Гауса, вiн є незвiдним i над K(x). Таким
чином, f(t) — мiнiмальний многочлен для y, звiдки випливає, що сте-
пiнь y над K(x) дорiвнює deg f(t) = 6.

Задачi
2.1 Визначити, чи є розширення Q(α) поля Q є алгебраїчним. Якщо

так, знайти [Q(α) : Q] та mα(x):

a) 4
√

5 +
√

5;

b)
√

π + 1;

c) 6
√

3 +
√

3;
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d) 1 +
√

2 + · · ·+
√

2n−1.

2.2 Знайти мiнiмальний многочлен елемента α над полем F , якщо

a) α = 3 + 2i, F = R;
b) α = 3 + 2i, F = C;
c) α = 1 +

√
3, F = Q;

d) α = 1 +
√

3, F = Q(
√

2 +
√

3).

2.3 Нехай u — корiнь многочлена x3 + 3x2 − 9x + 6 ∈ Q[x]. Подати
наступнi елементи поля Q(u) у виглядi лiнiйної комбiнацiї 1, u, u2 :

u5; u4 + u;
1
u

;
u4 + 3u + 1
u2 + 2u− 11

.

2.4 Довести, що розщирення R ⊃ Q є нескiнченним.

2.5 Довести, що Q(π) ' Q(x).

2.6 Довести, що будь-яке скiнченне розширення поля R iзоморфне R
або C.

2.7 Довести, що комплексне число z є алгебраїчним тодi й лише тодi,
коли z є алгебраїчним.

2.8 Довести, що дiйснi числа a i b алгебраїчнi тодi й лише тодi, коли
комплексне число z = a + bi алгебраїчне.

2.9 Визначити, якi з наступних чисел є цiлими алгебраїчними:

√
2;

√
2 +

√
3;

2 +
√

5
2

;
√

5 +
√

13
2

;

√
3− i

√
3

2
.

2.10 Нехай a — алгебраїчне число. Довести, що знайдеться натуральне
n, таке, що na — цiле алгебраїчне число.

2.11 Нехай d — цiле безквадратне число (тобто d не дiлиться на квадрат
цiлого числа a > 1). Знайти всi алгебраїчнi елементи поля Q(

√
d).

Вiдповiдь: a+ b
√

d, де a, b — цiлi, при d ≡ 2(mod 4) або d ≡ 3(mod 4);
a+b

√
d

2 , де a, b — цiлi числа однакової парностi, при d ≡ 1(mod 4).
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2.12 Довести, що розширення P (α1, . . . , αn) ⊃ P , де α1, . . . , αn — алге-
браїчнi над P , є скiнченним.

2.13 Довести, що вiдношення "бути алгебраїчним розширенням"є тран-
зитивним, тобто, якщо P ⊃ F , F ⊃ K — алгебраїчнi розширення,
то P ⊃ K — також алгебраїчне розширення.

2.14 Знайти степенi наступних розширень поля Q:

a) Q(1 +
√

5);
b) Q( 3

√
2 + 2 3

√
4);

c) Q
(√

2
3√2

)
;

d) Q(
√

2 + i);
e) Q( 105

√
9).

2.15 Знайти базиси та вказати степiнь над Q наступних полiв:

a) Q(
√

2,
√

3,
√

6);

b) Q(ε), ε = −1+i
√

3
2 ;

c) Q(ε), ε = cos 2π
p + i sin 2π

p , p — просте число;

d) Q(
√

3, 3
√

3);
e) Q(

√
3, i).

2.16 Навести приклад алгебраїчних над полем F елементiв a i b степенiв
вiдповiдно r i q (p 6= q), таких, що [F (a, b) : F ] < rq.

2.17 Довести, що для алгебраїчних над полем F елементiв a i b степенiв
вiдповiдно r i q, де (p, q) = 1, виконується рiвнiсть [F (a, b) : F ] = rq.

2.18 Нехай F ⊂ P , a, b ∈ P — алгебраїчнi над F елементи степенiв вiдпо-
вiдно p i q, де p, q — простi числа, причому p > q i bp 6∈ F . Довести,
що ab — алгебраїчний над F степеня pq.

2.19 Навести приклад алгебраїчних чисел a i b степенiв вiдповiдно 2 i 3,
таких, що ab має степiнь:
a) 3; b) 6.

2.20 Нехай charP 6= 2 i [F : P ] = 2. Довести, що знайдеться елемент
a ∈ F , такий, що F = P (a) i a2 ∈ P . Чи лишиться це твердження
справедливим, якщо charP = 2?
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2.21 Нехай a — алгебраїчний над F елемент непарного степеня. Довести,
що F (a) = F (a2).

2.22 Нехай a — алгебраїчний над F елемент i K(a) = K(a2). Чи випливає
звiдси, що a має непарний степiнь над F?

2.23 Довести, що розширення простого степеня не має промiжних пiдпо-
лiв, тобто якщо [F : K] = p — просте число i F ⊃ P ⊃ K, то F = P
або P = K.

2.24 Для довiльного поля K розглянемо поле рацiональних функцiй K(x, y)
i його пiдполе L = K(x2 + x + 10). Визначити, якi з наступних еле-
ментiв є алгебраїчними над L:

a) x;

b) x + y;

c)
1

x + 1
;

d)
x

y
;

e)
x + y

x− y
.

2.25 Знайти степiнь розширення L ⊂ M , якщо

a) L = K(x2), M = K(x);

b) L = K

(
x− 1

x

)
;

c) L = K

(
x2 +

1
x2

)
,M = K(x);

d) L = K(x2, y2),M = K(x, y).

2.26 Довести, що даний елемент є алгебраїчним над K(x) i знайти його
степiнь у кожному з наступних випадкiв:

a)
√

x +
√

1
x
;

b) 3

√
1

x + 1
.
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2.27 Довести, що якщо [K : L] = n, то [K(x) : L(x)] = n.

2.28 Довести, що якщо a ∈ K(x) — елемент, алгебраїчний над K, то
a ∈ K.

2.29 Нехай a0x
n + · · ·+ an ∈ K[x], a0 6= 0. Довести, що [K(x) : K(a0x

n +
· · ·+ an)] = n.
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3 Поля розкладу многочленiв, нормальнi роз-
ширення

Нехай f(x) ∈ K[x] — незвiдний над полем K многочлен. Наступна тео-
рема вiдома як теорема про символiчне приєднання Кронекера.

Теорема 6. Iснує розширення поля K, в якому многочлен f(x) має
корiнь.

Доведення теореми Кронекера є конструктивним: шуканим розши-
ренням буде, наприклад, поле K[x]/(f(x)): в цьому полi f(x) має коре-
нем елемент x = x + (f(x)).

Iз теореми Кронекера випливає, що для довiльного многочлена f(x) ∈
K[x] знайдеться розширення поля K, яке мiстить всi коренi многочлена
f(x), тобто таке розширення поля K, над яким f(x) розкладається на
лiнiйнi множники.

Означення 9. Найменше розширення K, яке мiстить всi коренi f(x),
називається полем розкладу f(x).

Вiдомо, що поле розкладу многочлена визначене однозначно iз то-
чнiстю до iзоморфiзму. Якщо α1, . . . , αn — всi коренi f(x), то поле роз-
кладу f(x) збiгається з полем K(α1, . . . , αn).

Означення 10. Розширення F ⊃ K називається нормальним, якщо
F є полем розкладу деякого многочлена f(x) ∈ K[x].

Теорема 7. Нехай F ⊃ K — скiнченне розширення. Наступнi умови
еквiвалентнi.

1. F ⊃ K — нормальне розширення.

2. Для будь-якого гомоморфiзму полiв ϕ : F → P , тотожного на K
(тобто ϕ(a) = a для всiх a ∈ K), виконується ϕ(F ) = F .

3. Якщо незвiдний многочлен f(x) ∈ K[x] має корiнь в F , то цей мно-
гочлен розкладається над F на лiнiйнi множники.

Приклади розв’язування задач
Приклад 14. Знайти розширення поля Q, яке є полем розкладу мно-
гочлена x3 − 2, а також степiнь цього розширення над Q.
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Позначимо шукане поле через F . За означенням, F — найменше
поле, що мiстить поле Q i всi коренi даного многочлена, тобто F =
Q(α1, α2, α3), де α1, α2, α3 — коренi x3 − 2.

Нехай ε1 = cos 2π
3 + i sin 2π

3 — первiсний корiнь степеня 3 з одиницi.
Тодi коренями многочлена x3 − 2 є

β0 = 3
√

2, β1 = 3
√

2ε1, β2 = 3
√

2ε2
1. (5)

Отже, F = Q(β0, β1, β2).
Оскiльки ε1 = β2

β1
∈ F , 3

√
2 = β0 ∈ F , то Q( 3

√
2, ε1) ⊂ F . З iншого

боку, iз рiвностей (5) випливає, що β0, β1, β2 ∈ Q( 3
√

2, ε1), звiдки F ⊂
Q( 3
√

2, ε1). Таким чином, F = Q( 3
√

2, ε1). Очевидно, що

F ⊃ Q( 3
√

2) ⊃ Q. (6)

Оскiльки F = Q( 3
√

2)(ε1), причому ε1 є коренем многочлена x2 + x + 1,
незвiдного над Q( 3

√
2), то [F : Q( 3

√
2)] = 2. Крiм цього, [Q( 3

√
2) : Q] = 3,

позаяк 3
√

2 є коренем многочлена x3−2, незвiдного над Q. Застосовуючи
до (6) теорему про вежу розширень (теорема 2), отримуємо

[F : Q] = [F : Q( 3
√

2)] · [Q( 3
√

2) : Q] = 2 · 3 = 6.

Приклад 15. Знайти степiнь над Q поля розкладу многочлена xn−1,
n ∈ N.

Зрозумiло, що шукане поле має вигляд Γn = Q(ε), де ε — деякий
первiсний корiнь степеня n iз 1. Позначимо через Pn множину потужно-
стi |Pn| = ϕ(n) всiх первiсних коренiв степеня n iз 1 (де ϕ — функцiя
Ойлера). Оскiльки пiдгрупи групи G = 〈ε〉 коренiв n-го степеня iз 1
знаходяться у бiєктивнiй вiдповiдностi iз дiльниками числа n i кожен
корiнь n-го степеня з 1 є первiсним коренем степеня d з 1 для деякого
дiльника d числа n, то множина всiх коренев n-го степеня з 1 є диз’юн-
ктним об’єднанням множин Pd, де d пробiгає множину дiльникiв числа
n.

Круговим многочленом, що вiдповiдає полю Γn, називається много-
член

Φn(x) =
∏

θ∈Pn

(x− θ)

степеня ϕ(n). Iз наведених мiркувань щодо множини Pn випливає, що

xn − 1 =
n−1∏

k=0

(x− εk) =
∏

d|n

( ∏

θ∈Pd

(x− θ)

)
=

∏

d|n
Φd(x).
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Покажемо, що Φn(x) ∈ Z[x], застосовуючи iндукцiю за n. Для n = 1
маємо: Φ1(x) = x − 1. Припустимо, що n ≥ 2 i Φk(x) ∈ Z[x] для всiх
k < n. Покладемо

g(x) =
∏

d|n,d<n

Φd(x).

Очевидно, g(x) — унiтарний многочлен. Крiм цього, за припущенням
g(x) має цiлi коефiцiєнти. Застосовуючи алгоритм дiлення з остачею,
ми отримуємо однозначно визначенi q(x), r(x) ∈ Z[x], такi, що xn − 1 =
q(x)g(x) + r(x), причому deg r(x) < deg g(x). Але xn − 1 = Φn(x)g(x) в
Q[x]. Отже, Φn(x) = q(x) ∈ Z[x].

Тепер покажемо, що Φn(x) незвiдний над Q. Позначимо через m(x)
унiтарний мiнiмальний многочлен елемента ε над Q. Нехай p — просте
число, p < n i (p, n) = 1. Покажемо спочатку, що εp також є коренем
m(x). Для цього позначимо через f(x) — унiтарний мiнiмальний мно-
гочлен елемента εp над Q i покажемо, що насправдi f(x) = m(x). Мiр-
куватимемо вiд супротивного. Припустимо, що m(x) 6= g(x). Оскiльки
xn − 1 дiлиться також на m(x), i на g(x), то xn − 1 дiлиться i на най-
менше спiльне кратне m(x) i g(x), яке, враховуючи незвiднiсть обох цих
многочленiв, дорiвнює їхньому добутку m(x)g(x). Отже,

xn − 1 = m(x)g(x)h(x), (7)

причому внаслiдок леми Гауса h(x) ∈ Z[x]. Далi, многочлен f(xp) має ε
своїм коренем, тому дiлиться на m(x): f(xp) = m(x)k(x), де знов-таки
внаслiдок леми Гауса k(x) ∈ Z[x].

Розглянемо многочлен f(xp)(mod p). Зрозумiло, що f(xp) (mod p) =
(f(x))p (mod p). Враховуючи це, матимемо

(f(x))p(mod p) = m(x)(mod p) · k(x)(mod p).

Нехай t(x) ∈ Zp[x] — незвiдний многочлен, що дiлить m(x)(mod p). Тодi
t(x) дiлить i (f(x))p(mod p), а отже i f(x)(mod p). Переходячи тепер у (7)
до модуля p, отримуємо:

(xn − 1)(mod p) = m(x)(mod p) · g(x)(mod p) · h(x)(mod p).

Оскiльки права частина останньої рiвностi дiлиться на t2(x), то її лi-
ва частина також повинна дiлитися на t2(x). Тобто, i многочлен (xn −
1)(mod p), i його похiдна ((xn−1)(mod p))′ = (nxn−1)(mod p) повиннi дi-
литися на t(x). А це суперечить очевиднiй взаємнiй простотi многочле-
на (xn − 1)(mod p) i його похiдної. Отже, ми довели, що для довiльного
простого p < n, такого, що (p, n) = 1, елемент εp є коренем m(x).
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Покажемо нарештi, що всi первiснi коренi степеня n iз 1 є коренями
m(x). Нехай εs — первiсний корiнь степеня n iз 1, де s = p1 . . . pr, при-
чому pi, 1 ≤ i ≤ r, — простi числа, взаємно простi з n (не обов’язково
попарно рiзнi). За доведеним вище εp1 буде коренем многочлена m(x).
Але тодi знов-таки за доведеним вище εp1p2 = (εp1)p2 також буде коре-
нем m(x). Повторюючи це мiркування потрiбну кiлькiсть разiв, бачимо,
що i εs теж буде коренем m(x).

Отже, ми довели, що кожен корiнь Φn(x) є також коренем m(x).
Звiдси, враховуючи, що Φn(x) не має кратних коренiв, отримуємо рiв-
нiсть m(x) = Φn(x). Зокрема, Φn(x) є незвiдним над Q i тому степiнь
поля розкладу xn − 1 над Q дорiвнює ϕ(n).

Приклад 16. Знайти поле розкладу многочлена x2 + 1 над Z3.

Розглянемо поле F = Z3/(x2 +1)= {0, 1, 2, x, x + 1, x + 2, 2x, 2x + 1,
2x + 2}, де через ax + b ми позначаємо елемент ax+ b+(x2 +1) поля F .
В полi F многочлен x2 +1 має корiнь — це x. За теоремою 4 F ' Z3(x).
Будемо вважати, що Z3 = {0, 1, 2}, i тому F = Z3(x) = Z3(x, 2x). Але
легко бачити, що 2x є другим коренем x2 + 1 (оскiльки 2x

2 + 1 =x2 +
1 =x2 + 1 = 0). Отже, за означенням полем розкладу x2 + 1 над Z3 є
поле Z3(x, 2x) = F .

Приклад 17. Нехай f(x) ∈ F [x] — незвiдний многочлен, P — таке
розширення поля F , що [P : F ] i deg f(x) взаємно простi. Довести, що
f(x) є незвiдним над P .

Нехай deg f(x) = n, [P : F ] = k i (n, k) = 1. Припустимо, що
f(x) = f1(x) · · · · · fr(x) в P [x], причому для всiх i, 1 ≤ i ≤ r, мно-
гочлен fi(x) ∈ P [x] — незвiдний в кiльцi P [x]. За теоремою Кронекера
(теорема 6) в деякому розширеннi поля F многочлен f має корiнь, який
позначимо a1. Очевидно, a1 буде також коренем деякого з многочленiв
fi(x), наприклад f1(x). За теоремою 4 [F (a1) : F ] = n. З iншого боку,
F ⊂ P ⊂ P (a1), звiдки [P (a1) : F ] = [P (a1) : P ] · [P : F ] = sk, де
s = deg f1. Оскiльки F ⊂ F (a1) ⊂ P (a1) то число [P (a1) : F ] = sk дi-
литься на n. Звiдси iз урахуванням взаємної простоти n i k отримуємо,
що s дiлиться на n. Однак оскiльки

n = deg f(x) =
r∑

i=1

deg fi(x) = s +
r∑

i=2

deg fi(x),

то n = s i deg f2(x) = · · · = deg fr(x) = 0. А це означає, що f(x) є
незвiдним над P .
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Приклад 18. Довести, що розширення Q( 3
√

2) ⊃ Q не є нормальним.

Вiд супротивного, припустимо, Q( 3
√

2) ⊃ Q — нормальне розшире-
ння. Розглянемо многочлен f(x) = x3 − 2 ∈ Q[x]. Вiн незвiдний над
Q внаслiдок ознаки Айзенштайна i має корiнь в Q( 3

√
2). Тому за тео-

ремою 7 всi коренi f(x) мусять лежати в Q( 3
√

2). Отже, повинно бути
β1 = 3

√
2·(cos 2π

3 +i sin 2π
3 ) ∈ Q( 3

√
2), i β2 = 3

√
2·(cos 4π

3 +i sin 4π
3 ) ∈ Q( 3

√
2),

звiдки 1
3√2

(β1 − β2) = i
√

3 ∈ Q( 3
√

2), а тому i ∈ Q( 3
√

2), зокрема, i є дiй-
сним числом. Суперечнiсть. Таким чином, дане розширення не є нор-
мальним.

Приклад 19. Визначити, чи є нормальним розширення Q(x2) ⊂ Q(x).

Зауважимо, що многочлен t2 − x2 ∈ Q(x2)[t] є анулюючим для x2.
Оскiльки, очевидно, x 6∈ Q(x2), то мiнiмальний многочлен для x над
Q(x2) повинен мати принаймi другий степiнь. Тому t2−x2 є мiнiмальним
многочленом для x. Оскiльки (−x) (другий корiнь цього многочлена)
також лежить в Q(x), то за теоремою 7 дане розширення є нормальним.

Приклад 20. Визначити, чи є нормальним розширення Z3(x3) ⊂ Z3(x).

Розглянемо многочлен f(t) = t3 − x3 ∈ Z3(x3)[t]. Даний многочлен
має коренем x ∈ Z3(x). Крiм того, f(t) розпадається на лiнiйнi мно-
жники f(t) = (t − x)3 над полем Z3(x). Якщо F ⊃ Z3(x3) — найменше
розширення Z3(x3), над яким f(t) розпадається на лiнiйнi множники,
то F 3 x, звiдки F ⊃ Z3(x). Таким чином, Z3(x) є полем розкладу мно-
гочлена f(t) ∈ Z3(x3)[t], що за означенням тягне нормальнiсть заданого
розширення.

Приклад 21. Довести, що кожне розширення степеня 2 є нормаль-
ним.

Нехай L ⊃ K — розширення степеня 2 i a ∈ L \K. Тодi L = K(a) за
доведеним у прикладi 11. Розширення K(a) ⊃ K алгебраїчне, оскiль-
ки воно скiнченне. Iз теореми 4 про будову простих алгебраїчних роз-
ширень випливає, що a є коренем певного многочлена f(x) степеня 2,
незвiдного над K. Але тодi над полем L маємо: f(x) = (x − a)g(x),
де deg g(x) = 1. Тому f(x) розкладається над L на лiнiйнi множники.
Оскiльки довiльне поле F , таке, що L ⊃ F ⊃ K, яке не дорiвнює L,
збiгається з K, то L є найменшим полем, над яким f(x) розкладається
на лiнiйнi множники, тобто полем розкладу f(x). Отже, за означенням
L ⊃ K — нормальне розширення.
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Приклад 22. Довести, що поле розкладу многочлена xpn − x ∈ Zp[x]
має потужнiсть pn.

Нехай f(x) = xpn−x ∈ Zp[x]. Оскiльки f ′(x) = −1, то (f(x), f ′(x)) =
1, звiдки випливає, що f(x) не має кратних коренiв. Позначимо через
F ⊃ Zp — поле розкладу f(x), i через A = {α1, . . . , αpn} — множину
коренiв f(x). Зрозумiло, що A ⊂ F . Покажемо, що A є полем. Нехай
α, β ∈ A. Оскiльки F має характеристику p, використовуючи результат
задачi 1.11, маємо: (α + β)pn

= αpn

+ βpn

= α + β, звiдки α + β ∈ A.
Аналогiчно, α−β ∈ A. Крiм того, (αβ)pn

= αpn

βpn

= αβ, звiдки αβ ∈ A.
Нарештi, якщо α 6= 0, то (α−1)pn

= (αpn

)−1 = α−1, звiдки α−1 ∈ A. Ми
показали, що A є пiдмножиною поля F , замкненою вiдносно додавання,
вiднiмання, множення та взяття оберненого елемента. Це означає, що
A є полем. Враховуючи те, що A мiстить всi коренi f(x), приходимо до
висновку, що A є полем розкладу f(x), тобто A = F .

Приклад 23. Нехай K ⊂ L i L — скiнченне поле. Довести, що L є
нормальним розширенням поля K.

Вiдомо (див., зокрема, задачу 1.8), що потужнiсть скiнченного поля
є степенем простого числа — характеристики цього поля. Нехай |L| =
pn, де p = charL. Тодi за попереднiм прикладом, враховуючи, що з
точнiстю до iзоморфiзму iснує лише одне поле потужностi pn i єдинiсть
поля розкладу, можна вважати, що L є полем розкладу многочлена
f(x) = xpn − x ∈ Zp[x]. Оскiльки L ⊃ K ⊃ Zp (див. задачу 1.9), то f(x)
можна розглядати як многочлен над K, а тому L є полем розкладу
многочлена f(x) ∈ K[x], що за означенням тягне нормальнiсть даного
розширення.

Приклад 24. Нехай K — поле, a ∈ K i p — просте число. Довести,
що многочлен xp − a або є незвiдним, або має корiнь в K.

Припустимо, що многочлен xp−a є звiдним над K: xp−a = f(x)g(x).
Над своїм полем розкладу xp − a розкладається на множники в насту-
пний спосiб:

xp − a = (x− θ)(x− εθ) . . . (x− εp−1θ),

де ε — первiсний корiнь степеня p iз одиницi i θ — такий елемент, що
θp = a. Отже, множник f(x) повинен бути добутком множникiв вигляду
x − εtθ, звiдки вiльний член многочлена f(x) дорiвнює b = λθs або
−b = −λθs, де λ — корiнь степеня p iз 1 i 0 < s < p. Вiдзначимо, що
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bp = θps = as. Оскiльки (p, s) = 1, то знайдуться цiлi числа c, d, такi, що
cs + dp = 1. Але тодi

a = acsadp = bpcadp = (bcad)p,

звiдки випливає, що елемент bcad ∈ K є коренем многочлена xp− a, що
i треба було довести.

Задачi
3.1 Знайти розширення поля Q, яке є полем розкладу многочлена f(x),

а також степiнь цього розширення, якщо

a) f(x) = x2 − 2;

b) f(x) = x4 − 2;

c) f(x) = x4 + 2;

d) f(x) = x4 + x2 + 1;

e) f(x) = xp − 1, p — просте;

f) f(x) = xp − a, a ∈ Q, a не є p-им степенем в Q, p — просте.

3.2 Знайти поле розкладу многочлена x3 + x− 1 над Z5.

3.3 Знайти поле розкладу многочлена x3 + x + 1 над Z2.

3.4 Знайти базиси i степiнь над Q поля розкладу многочлена

a) (x2 − 2)(x2 − 5);

b) x4 − x2 + 1;

c) x3 − 2;

d) x4 − 7.

3.5 Визначити, якi з наступних розширень поля Q є нормальними:

a) Q(
√

2); b) Q(i,
√

2); c) Q( 4
√

2); d) Q( 3
√

2, i);

e) Q(
√

2,
√

3); f) Q( 4
√

2, i); g) Q( 6
√

3, i); h) Q( 6
√

2, i).

3.6 Знайти найменше нормальне розширення поля Q, яке мiстить зада-
не поле:

a) Q(
√

2); b) Q( 3
√

2); c) Q( 4
√

2).
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3.7 Визначити, якi з наступних розширень є нормальними:

a) Q(x3) ⊂ Q(x); b) C(x3) ⊂ C(x); c) C(xn) ⊂ C(x).

3.8 Визначити, якi з наступних розширень є нормальними:

a) Z3(x2) ⊂ Z3(x); b) Z3(x4) ⊂ Z3(x).

3.9 Вказати найменше поле, що мiстить Q(x), яке є нормальним роз-
ширенням поля

a) Q(x3); b) Q(x4); c) Q(xn), n ∈ N.
3.10 Нехай εn є первiсним коренем степеня n з одиницi. Довести, що

Q(εn) ⊃ Q є нормальним розширенням.

3.11 Нехай L, M — скiнченнi розширення поля K, причому K ⊂ L ⊂ M .
Довести або спростувати кожне з наступних тверджень:

a) якщо M — нормальне розширення поля K, то M — нормальне
розширення поля L;

b) якщо M — нормальне розширення поля L i L — нормальне роз-
ширення поля K, то M — нормальне розширення поля K;

c) якщо M — нормальне розширення поля K, то L — нормальне
розширення поля K.

3.12 Нехай L ⊃ Q — скiнченне нормальне розширення непарного степе-
ня. Довести, що тодi L ⊂ R.

3.13 Нехай K — поле, a ∈ K, n ∈ N i многочлен xn − 1 розкладається
над K на лiнiйнi множники. Довести, що многочлен xn − a або є
незвiдним над K, або для деякого дiльника d числа n многочлен
xd − a має корiнь в K.

3.14 Довести, що у попереднiй задачi вимога про розкладнiсть многочле-
на xn − 1 над K на лiнiйнi множники є iстотною.
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4 Сепарабельнi елементи i розширення
Незвiдний многочлен f(x) ∈ K[x] називається сепарабельним, якщо
f(x) не має кратних коренiв (зауважимо, що iз незвiдностi f(x) ви-
пливає, що всi його коренi не належать K). Многочлен g(x) ∈ K[x]
називається сепарабельним, якщо кожен його незвiдний дiльник є сепа-
рабельним.

Нехай F ⊃ K — розширення полiв.

Означення 11. Елемент a ∈ F називається сепарабельним над K,
якщо a є коренем певного сепарабельного многочлена над K, тобто
якщо мiнiмальний многочлен елемента a не має кратних коренiв. Роз-
ширення F ⊃ K називається сепарабельним, якщо кожен його еле-
мент є сепарабельним.

Зауважимо, що iз означення безпосередньо випливає, що сепарабель-
не розширення є алгебраїчним.

Означення 12. Поле K називається досконалим, якщо кожне його
алгебраїчне розширення є сепарабельним.

Теорема 8. Нехай F — скiнченне сепарабельне розширення поля K.
Тодi знайдеться елемент θ ∈ L, такий, що F = K(θ).

Елемент θ, зазначений у теоремi 8, називається примiтивним еле-
ментом розширення F ⊃ K, а сама теорема 8 часто називається тео-
ремою про примiтивний елемент.

Зазначимо, що у випадку нескiнченного поля K шукати примiтивний
елемент розширення можна в наступний спосiб.

Нехай спочатку L = K(α, β). Через f(x) i g(x) позначимо мiнiмальнi
многочлени елементiв α i β вiдповiдно. Нехай α = α1, . . . , αn — всi коренi
f(x), β = β1, . . . , βm — усi коренi g(x). Покладемо dij = βi−β1

αj−α1
, 1 ≤

i ≤ m, 2 ≤ j ≤ n. Вiзьмемо будь-який елемент c ∈ K, вiдмiнний вiд
кожного з dij . Тодi за примiтивний елемент даного розширення можна
взяти θ = β + cα.

Припустимо, що ми вмiємо шукати примiтивний елемент розшире-
ння поля K, одержаного приєднанням менш нiж n елементiв, n ≥ 2, i
нехай маємо розширення K(α1, . . . , αn). Позначимо через θ примiтивний
елемент розширення K(α1, . . . , αn−1). Тодi

K(α1, . . . , αn) = K(α1, . . . , αn−1)(αn) = K(θ, αn),
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i наша задача зводиться до вiдшукання примiтивного елемента розши-
рення, отриманого приєднанням двох елементiв.

Приклади розв’язування задач
Приклад 25. Довести, що елемент a, алгебраїчний над полем K, не
є сепарабельним тодi й лише тодi, коли похiдна мiнiмального много-
члена елемента a є нульовим многочленом.

Нехай a не є сепарабельним i m′
a(x) не є тотожним нулем. Тодi iз не-

звiдностi ma(x) i deg m′
a(x) < deg ma(x) випливає, що (ma(x),m′

a(x))=1.
Але ж ma(x) має деякий корiнь α кратностi не нижче 2. Тому α є та-
кож i коренем m′

α(x), звiдки (x− α) — спiльний дiльник ma(x) i m′
α(x)

всупереч їх взаємнiй простотi.
Навпаки, нехай m′

a(x) є нульовим многочленом. Тодi будь-який ко-
рiнь ma(x) є також i коренем похiдної, звiдки ma(x) має кратнi коренi,
а отже є несепарабельним многочленом. Тому i елемент a не є сепара-
бельним.

Приклад 26. Нехай charK = 0. Довести, що K є досконалим, тобто
що кожен алгебраїчний над K елемент є сепарабельним.

Достатньо показати, що будь-який незвiдний над K многочлен є
сепарабельним. Нехай f ∈ K[x] — незвiдний многочлен. Позначимо
n = deg f . Оскiльки charK = 0, похiдна f ′ многочлена f має степiнь n−1
i вiдмiнний вiд нуля старший коефiцiєнт, а отже є ненульовим многочле-
ном. Тепер потрiбне твердження випливає iз попереднього прикладу.

Приклад 27. Нехай charK = p 6= 0. Довести, що алгебраїчний над K
елемент a є несепарабельним тодi й лише тодi, коли його мiнiмальний
многочлен f(x) дорiвнює g(xp) для певного g(x) ∈ K[x].

Враховуючи приклад 25, досить показати, що похiдна мiнiмального
многочлена f(x) елемента a є нульовим многочленом тодi й лише тодi,
коли f(x) = g(xp) для певного g(x) ∈ K[x]. Нехай f(x) =

∑n
i=o xian−i.

Тодi f ′(x) =
∑n

i=1 xi−1 ·iai. Умова f ′(x) ≡ 0 рiвносильна тому, що i ·ai =
0 для всiх i, 1 ≤ i ≤ n. Це, в свою чергу, еквiваленте тому, що для
кожного i, 1 ≤ i ≤ n або i = pki = 0(mod p), або ж ai = 0, тобто тому,
що

f(x) =
n∑

i=o

xian−i =
∑

0≤i≤n,ai 6=0

xian−i =
∑

0≤i≤n,ai 6=0

(xp)kian−i
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є многочленом вiд xp.

Приклад 28. Нехай charK = p 6= 0. Довести, що елемент a, алгебра-
їчний над K, є сепарабельним тодi й лише тодi, коли K(a) = K(ap).

Припустимо, що a — сепарабельний елемент i позначимо через f(x) =
a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an мiнiмальний многочлен елемента a. За прикла-

дом 25 f ′(x) не є нульовим многочленом.
Розглянемо многочлен g(x) = ap

0x
p + · · · + ap

n i покажемо, що вiн є
незвiдним. Дiйсно, якщо б g(x) = t(x)s(x) i deg t(x),deg s(x) < n, то тодi
б

g(xp) = (f(x)p = t(xp)s(xp).

Звiдси, враховуючи незвiднiсть f(x), випливає, що t(xp) = (f(x))m для
певного m, 1 ≤ m < p. Але тодi

t′(xp) = m(f(x))m−1 · f ′(x),

що тягне f ′(x) ≡ 0. Отрмана суперечнiсть доводить, що g(x) є незвi-
дним. Оскiльки, крiм цього,

g(ap) = ap
0a

np + · · ·+ ap
n = ((f(a))p,

то g(x) є мiнiмальним многочленом для ap. Звiдси випливає, що [K(ap) :
K] = n. Але ж за умовою [K(a) : K] = n i крiм цього, маємо очевиднi
включення K(a) ⊃ K(ap) ⊃ K. Тому K(ap) = K(a).

Нехай тепер K(ap) = K(a). Припустимо, вiд супротивного, що a —
несепарабельний. Тодi для мiнiмального многочлена f(x) елемента a
маємо f(x) = g(xp) для певного g(x) ∈ K[x] (див. приклад 27). Але тодi
deg f(x) = p·deg g(x), зокрема deg g(x) < deg f(x). Оскiльки g(x) анулює
ap, то [K(ap) : K] ≤ deg g(x). Але тодi

[K(a) : K] = deg f(x) > deg g(x) ≥ [K(ap) : K],

всупереч K(ap) = K(a). Отримана суперечнiсть доводить, що a є сепа-
рабельним.

Приклад 29. Навести приклад поля K i елемента a, що є алгебраї-
чним, але не є сепарабельним над K.

Нехай L = Zp(x), K = Zp(xp). Оскiльки xp ∈ L, то K ⊂ L. Елемент
x ∈ L є алгебраїчним над K, оскiльки многочлен f(y) = yp − xp ∈ K[y]
його анулює. Але оскiльки

K(x) = L 6= K = K(xp),
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то iз прикладу 28 випливає, що x не є сепарабельним над K.

Приклад 30. Знайти примiтивний елемент розширення Q ⊂ Q(i,
√

2).

Перший спосiб. Скористаємось алгоритмом для вiдшукання при-
мiтивного елемента. Спочатку виписуємо мiнiмальнi многочлени еле-
ментiв i i

√
2: це x2 + 1 i x2 − 2 вiдповiдно. Тодi d12 = i−i√

2+
√

2
= 0,

d22 = i+i√
2+
√

2
= i√

2
6∈ Q. Отже, за елемент c можна вибрати будь-

яке ненульове рацiональне число. Тодi кожен з елемнетiв θc = i + c
√

2,
c ∈ Q \ {0}, буде примiтивним елементом даного розширення.

Другий спосiб. Покажемо, що за примiтивний елемент можна взя-
ти i +

√
2. Для цього встановимо рiвнiсть Q(i,

√
2) = Q(i +

√
2).

Включення Q(i +
√

2) ⊂ Q(i,
√

2) очевидне (оскiльки Q ⊂ Q(i,
√

2),
i +

√
2 ∈ Q(i,

√
2)). Для встановлення зворотного включення Q(i,

√
2) ⊂

Q(i +
√

2) достатньо показати, що i,
√

2 ∈ Q(i +
√

2). Позначимо α =
i +

√
2. Тодi −3α−1 = i − √

2 ∈ Q(i +
√

2), звiдки i = α−3α−1

2 ,
√

2 =
α+3α−1

2 ∈ Q(i +
√

2).

Задачi
4.1 Довести, що будь-який многочлен над полем характеристики 0 є

сепарабельним.

4.2 Довести, що у випадку скiнченного поля K кожний алгебраїчний
над K елемент є сепарабельним.

4.3 Довести, що коренi многочлена xn − 1 ∈ K[x] є сепарабельними
елементами над полем K.

4.4 Нехай chark = p i f(x) ∈ K[x] — незвiдний многочлен. Довести,
що над полем розкладу f(x) = ((x − a1) . . . (x − am))pe

, де e — цiле
невiд’ємне число i ai 6= aj при i 6= j.

4.5 Знайти примiтивний елемент розширення

a) Q(
√

2,
√

3) ⊃ Q;
b) Q(

√
2− i,

√
3− i) ⊃ Q;

c) Q(
√

2, 3
√

2) ⊃ Q;
d) Q(

√
2 +

√
3,
√

2 + i,
√

3− i) ⊃ Q.
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4.6 Навести приклад таких елементiв a, b, алгебраїчних надQ, щоQ(a, b) 6=
Q(a + b). Вкажiть таке d, що Q(a, b) = Q(a + db).

4.7 Нехай K — поле, характеристика якого вiдмiнна вiд 2, L = K(x2, y2),
M = K(x, y). Довести, що знайдеться такий елемент c ∈ M , що
M = L(c).

4.8 Нехай charK = 2, L = K(x2, y2), M = K(x, y). Довести, що не iснує
такого елемента c ∈ M , що M = L(c).

4.9 Нехай p — просте число. Навести приклад поля характеристики p
i скiнченного розширення цього поля, для якого не iснує примiтив-
ного елемента.

4.10 Довести, що розширення Zp(xp, yp) ⊂ Zp(x, y) має нескiнченно ба-
гато промiжних пiдполiв.
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5 Автоморфiзми полiв, основна теорема те-
орiї Галуа

У цьому роздiлi всi розширення вважаються скiнченними.

Означення 13. Розширення L ⊃ K називається розширенням Галуа,
якщо це розширення є нормальним i сепарабельним.

Для розширення L ⊃ K позначимо

Aut(L|K) = {ϕ ∈ AutL : ϕ(x) = x∀x ∈ K}.
Очевидно, що Aut(L|K) є групою. У випадку, коли L ⊃ K — розшире-
ння Галуа, ця група називається групою Галуа даного розширення.

Теорема 9. Для розширення L ⊃ K наступнi умови еквiвалентнi.

1. L ⊃ K є розширенням Галуа;

2. Для довiльного елемента a ∈ L \K знайдеться такий автомор-
фiзм σ ∈ Aut(L|K), що σ(a) 6= a;

3. |Aut(L|K)| = [L : K];

4. L є полем розкладу деякого сепарабельного над K многочлена.

Зауважимо, що розширення поля характеристики 0 є розширенням
Галуа тодi й лише тодi, коли воно є нормальним. Це випливає iз теоре-
ми 9 i досконалостi полiв нульової характеристики.

Нехай L ⊃ K — розширення Галуа з групою Галуа G = Aut(L|K).
Для пiдмножини X ⊂ G позначимо

LX = {l ∈ L : ϕ(l) = l ∀ϕ ∈ X}.
Зрозумiло, що LX є полем, причому L ⊃ LX ⊃ K, це поле називає-

ться полем нерухомих точок множини автоморфiзмiв X.
Нехай тепер L ⊃ Y ⊃ K, де Y — деяка множина (не обов’язково

поле). Позначимо

GY = {g ∈ G : g(y) = y ∀ y ∈ Y }.
Очевидно, GY є пiдгрупою групи G. У випадку, коли Y є пiдполем

L, розширення L ⊃ Y є розширенням Галуа, а група GY збiгається iз
групою Aut(L|Y ).

Наступна теорема вiдома як основна теорема теорiї Галуа (або ско-
рочено ОТТГ).
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Теорема 10. Нехай L ⊃ K — розширення Галуа з групою Галуа G.
Позначимо через A множину пiдгруп групи G, через B — множину
пiдполiв L, що мiстять K. Визначимо вiдображення ϕ : A → B i
ψ : B → A правилами:

ϕ(H) = LH ∀H ∈ A, ψ(P ) = GP ∀P ∈ B.

Тодi ϕ i ψ є взаємно оберненими бiєкцiями, що обертають включе-
ння, тобто:

1) ϕ(ψ(P )) =LGP

= P для всiх P ∈ B;
2) ψ(ϕ(H)) =GLH

= H для всiх H ∈ A;
3) P1 ⊃ P2 тодi й лише тодi, коли GP1 ⊂ GP2 ∀P1, P2 ∈ B;
4) H1 ⊃ H2 тодi й лише тодi, коли LH1 ⊂ LH2 ∀H1,H2 ∈ A.

Нехай L ⊃ K — розширення Галуа з групою Галуа G i H — пiд-
група G. Тодi розширення L ⊃ LH буде розширенням Галуа, причому
[L : LH ] = |H|. Розширення LH ⊃ K буде, очевидно, сепарабельним,
але взагалi кажучи, не буде нормальним. Наступну теорему часто на-
зивають критерiєм нормальностi.

Теорема 11. LH ⊃ K є нормальним тодi й лише тодi, коли H є нор-
мальною пiдгрупою в G. У випадку, коли H C G, групи Aut(LH |K) i
G/H iзоморфнi, причому будь-який автоморфiзм iз Aut(LH |K) є обме-
женням на LH деякого автоморфiзму iз G.

Приклади розв’язування задач
Приклад 31. Нехай L ⊃ K — розширення i f(x) ∈ K[x] — многочлен,
про який вiдомо, що його корiнь a лежить в L. Довести, що σ(a) є
коренем f(x) для довiльного σ ∈ Aut(L|K).

Нехай f(x) = a0x
n + · · · + an. Вiзьмемо σ ∈ Aut(L|K). Подiємо на

лiву i праву частини рiвностi 0 = a0a
n + · · · + an автоморфiзмом σ.

Отримаємо:

0 = σ(0) = σ(a0a
n + · · ·+ an−1a + an) =

σ(a0)σ(an)+ · · ·+σ(an−1)σ(a)+σ(an) = a0σ(a)n + · · ·+ an−1σ(a)+ an.

Це означає, що σ(a) також є коренем f(x).
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Приклад 32. Нехай L — поле розкладу многочлена xm − 1 над Q.
Довести, що L ⊃ Q — розширення Галуа i Aut(L|Q) ' Z∗m.

Позначимо через θ — первiсний корiнь степеня m з одиницi. Коре-
нями многочлена xm − 1 є θk при 0 ≤ k ≤ m − 1. Тому поле розкладу
даного многочлена над Q збiгається з Q(θ), що тягне нормальнiсть роз-
ширення.

Таким чином, L ⊃ Q — розширення Галуа. Тепер використаємо той
факт, що мiнiмальний многочлен для θ над Q має степiнь ϕ(m) (див.
розв’язання прикладу 15). Тому [L : Q] = ϕ(m), що тягне рiвнiсть
|Aut(L|Q)| = ϕ(m).

Нехай σ ∈ Aut(L|Q). Внаслiдок попереднього прикладу (σ(θ))m = 1.
Покажемо, що σ(θ) — первiсний корiнь степеня m з одиницi. Припусти-
мо, що (σ(θ))d = 1 для певного d < m. Тодi

θd = (σ−1(σ(θ))d = σ−1(σ(θ)d) = σ−1(1) = 1,

всупереч тому, що θ — первiсний. Отже, пiд дiєю σ елемент θ може пере-
ходити лише в θk, де (k,m) = 1. З iншого боку, iз теореми 4 про будову
простих алгебраїчних розширень випливає, що 1, θ, . . . , θϕ(m)−1 — базис
L над Q. Тому для σ ∈ Aut(L|Q) значення σ(x) для всiх x ∈ L визнача-
ються значенням σ(θ). Iз сказаного, враховуючи, що |Aut(L|Q)| = ϕ(m),
випливає, що

Aut(L|Q) = {σk : 1 ≤ k ≤ m, (k, m) = 1, де σk(θ) = θk}.

Визначимо бiєкцiю τ : Aut(L|Q) → Z∗m правилом: σk 7→ k. Нехай
t, s ∈ Z∗m. Тодi

σts(θi) = θits = (θti)s = σs(σt(θi)),

0 ≤ i ≤ m − 1. Звiдси випливає, що σts(x) = σs(σt(x)) для всiх x ∈ L.
Таким чином, τ — iзоморфiзм, отже, Aut(L|Q) ' Z∗m.

Приклад 33. Визначити всi автоморфiзми поля розкладу многочлена
f(x) = x4 − 2 ∈ Q[x].

Нехай L — поле розкладу f(x). Оскiльки поле Q не має автоморфi-
змiв, вiдмiнних вiд тотожного (див. приклад 5), то група G автоморфi-
змiв поля L збiгається iз Aut(L|Q). Позаяк над полем характеристики
0 будь-який многочлен є сепарабельним (див задачу 4.1), то L ⊃ Q є
розширенням Галуа.
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За теоремою 9 |G| = [L : Q]. Для того, щоб обчислити [L : Q], спо-
чатку зауважимо, що L = Q(i, 4

√
2), пiсля чого запишемо таку вежу

розширень:
L ⊃ Q( 4

√
2) ⊃ Q.

Розширення L = (Q( 4
√

2))(i) ⊃ Q( 4
√

2) є простим алгебраїчним, тому
його степiнь дорiвнює степеню мiнiмального многочлена x2+1 елемента
i, звiдки [L : Q( 4

√
2)]=2. Базисом L над Q( 4

√
2) є, наприклад {1, i}.

Аналогiчно, [Q( 4
√

2) : Q] дорiвнює степеню мiнiмального многочлена
для 4

√
2 над Q. Оскiльки цим многочленом є x4 − 2, то [Q( 4

√
2) : Q] = 4.

Базисом Q( 4
√

2) над Q є {1, 4
√

2, 4
√

4, 4
√

8} (будова базиса простого алге-
браїчного розширення описана в теоремi 26).

За теоремою про вежу розширень

|G| = [L : Q] = [L : Q( 4
√

2)][Q( 4
√

2) : Q] = 2 · 4 = 8.

Згiдно з пуктом 3 теореми 2 множина {1, 4
√

2, 4
√

4, 4
√

8, i, i 4
√

2, i 4
√

4,
i 4
√

8} є базисом L над Q.
Нехай σ ∈ Aut(L|Q). Оскiльки 4

√
2 — корiнь многочлена x4−2 ∈ Q[x],

то за прикладом 31 σ( 4
√

2) також є коренем цього є многочлена. То-
му σ( 4

√
2) мусить бути одним iз чисел 4

√
2, i 4
√

2,− 4
√

2,−i 4
√

2. Аналогiчно,
оскiльки i — корiнь многочлена x2 +1 ∈ Q[x], то σ(i) мусить збiгатися з
i або з −i. Iз вигляду базису L над Q випливає, що значеннями σ( 4

√
2) i

σ(i) однозначно визначаються значення σ на усiх базисних елементах, а
отже, i значення σ на всiх елементах iз L. Таким чином, група Aut(L|Q)
налiчує не бiльше 4 · 2 = 8 автоморфiзмiв. Напочатку розв’язання бу-
ло встановлено, що |Aut(L|Q)| = 8. Тому будь-яке вiдображення σ, для
якого σ( 4

√
2) — це один з елементiв 4

√
2, i 4
√

2,− 4
√

2,−i 4
√

2 i σ(i) — один з
елементiв i,−i, однозначно продовжується до σ ∈ Aut(L|Q).

Всi елементи iз Aut(L|Q) наведено у наступнiй таблицi.
σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7 σ8

i i i i i −i −i −i −i
4
√

2 4
√

2 i 4
√

2 − 4
√

2 −i 4
√

2 4
√

2 i 4
√

2 − 4
√

2 −i 4
√

2

Приклад 34. Визначити всi пiдгрупи групи автоморфiзмiв поля Q(
√

2,√
3). Для кожної iз пiдгруп визначити поле нерухомих точок.

Нехай L = Q(
√

2,
√

3). Очевидно, L є полем розкладу многочлена
(x2 − 2)(x2 − 3) ∈ Q[x]. Тому L ⊃ Q — розширення Галуа. Крiм цього
AutL = Aut(L|Q) (працюють тi самi аргументи, що i у попередньому
прикладi).
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Оскiльки

Q(
√

2,
√

3) ⊃ Q(
√

3) ⊃ Q
i на кожному етапi степiнь розширення дорiвнює 2, то [L : Q] = 4.
Враховуючи, що {1,

√
2} — базис L над Q(

√
3) i {1,

√
3} — базис Q(

√
3)

над Q, отримуємо що базисом L над Q є множина {1,
√

2,
√

3,
√

6}. Iз
пункта 3 теореми 9 випливає, що |Aut(L|Q)| = 4. Якщо σ ∈ Aut(L|Q),
то σ однозначно визначається значеннями σ(

√
2) i σ(

√
3), але σ(

√
2)

може дорiвнювати лише
√

2 або −√2, а σ(
√

3) може дорiвнювати лише√
3 або −√3 (див. приклад 31). Оскiльки група Aut(L|Q) налiчує рiвно

4 елементи, то будь-яке вiдображення σ, визначене на
√

2 i
√

3, так,
що σ(

√
2) — корiнь x2 − 2, σ(

√
3) — корiнь x2 − 3, продовжується до

автоморфiзма iз Aut(L|Q).
Наведемо всi елементи iз Aut(L|Q) у наступнiй таблицi.

σ1 σ2 σ3 σ4

1 1 1 1 1√
2

√
2

√
2 −√2 −√2√

3
√

3 −√3
√

3 −√3√
6

√
6 −√6 −√6

√
6

Iз таблицi бачимо, що всi автоморфiзми, крiм тотожного, мають дру-
гий порядок. Це означає, що Aut(L|Q) ' C2 × C2, де C2 — циклiчна
група другого порядку. Тому Aut(L|Q) має рiвно 5 пiдгруп, серед яких
двi невласнi: G = Aut(L|Q) i G1 = {σ1} i три пiдгрупи другого порядку:
G2 = {σ2, σ1}, G3 = {σ3, σ1}, G4 = {σ4, σ1}.

Перейдемо до визначення полiв нерухомих точок для кожної iз пiд-
груп. Оскiльки G = Aut(L|Q) — найбiльша за включенням пiдгрупа у
Aut(L|Q), то за ОТТГ їй вiдповiдає найменше за включенням промiжне
пiдполе — поле Q. Аналогiчно, оскiльки {σ1} — найменша за включе-
нням пiдгрупа, то їй вiдповiдає найбiльше за включенням промiжне
пiдполе — поле L.

Розглянемо пiдгрупу G2 = {σ2, σ1}. За ОТТГ цiй пiдгрупi вiдповiдає
промiжне поле

LG2 = {x ∈ L : σ1(x) = x i σ2(x) = x} = {x ∈ L : σ2(x) = x}

(оскiльки σ1 — тотожний автоморфiзм, то σ1(x) = x для всiх x ∈ L,
тому система рiвностей σ1(x) = x i σ2(x) = x рiвносильна однiй рiвностi
σ2(x) = x).
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Нехай x — довiльний елемент поля L. Подамо його у виглядi лi-
нiйної комбiнацiї базисних елементiв: x = x1 + x2

√
2 + x3

√
3 + x4

√
6,

x1, x2, x3, x4 ∈ Q. Якщо x ∈ LG2 , то σ2(x) = x, тобто

x1 + x2

√
2− x3

√
3− x4

√
6 = σ2(x) = x = x1 + x2

√
2 + x3

√
3 + x4

√
6.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових базисних елементах, отриму-
ємо: x1 = x1, x2 = x2, x3 = x4 = 0. Отже, x = x1 + x2

√
2. Тому

LG2 ⊂ Q(
√

2).
Оскiльки σ2(

√
2) =

√
2, то σ2(x) = x для всiх x ∈ Q(

√
2), звiдки

LG2 ⊃ Q(
√

2). Таким чином LG2 = Q(
√

2).
Аналогiчно встановлюється, що LG3 = Q(

√
3) i LG4 = Q(

√
6).

Приклад 35. Навести приклад числового поля L, група автоморфi-
змiв якого була б iзоморфна циклiчнiй групi порядку 5.

Розглянемо многочлен f(x) = x11 − 1 ∈ Q[x]. Позначимо L = Q(θ),
де θ = cos 2π

11 + i sin 2π
11 — первiсний корiнь степеня 11 з 1, поле розкладу

цього многочлена. Iз прикладу 32 випливає, що Aut(L|Q) ' Z∗11. Група
Z∗11 циклiчна як мультиплiкативна група скiнченного поля i має порядок
ϕ(11) = 10. Автоморфiзм σ2, визначений правилом θ 7→ θ2 має у групi
Aut(L|Q) порядок 10, звiдки Aut(L|Q) = {σ2, σ

2
2 , . . . , σ10

2 = e}, де через
e позначено тотожний автоморфiзм поля L.

Розглянемо пiдгрупу H = {σ5
2 , e}. Для промiжного поля LH маємо:

[L : LH ] = |H| = 2, а тому [LH : Q] = 5. Оскiльки H C G, то LH ⊃ Q —
розширення Галуа i Aut(LH |Q) ' G/H ' C5 за критерiєм нормальностi
(теорема 11).

Визначимо, якi елементи iз L належать до LH . За означенням,

LH = {x ∈ L : σ5
2(x) = x i e(x) = x} = {x ∈ L : σ5

2(x) = x}.

Внаслiдок теореми 4 про будову простих алгебраїчних розширень
множина {1, θ, . . . , θ9} є базисом L над Q. Крiм цього, оскiльки x11−1 =
(x − 1)g(x), де g(x) = x10 + · · · + 1 — мiнiмальний многочлен для θ, то
θ−1 = θ10 = −(1 + θ + · · ·+ θ9).

Нехай x =
∑9

i=0 xiθ
i ∈ LH . Це є еквiвалентним тому, що x = σ5

2(x).
Оскiльки

σ5
2(θ) = (σ2(θ))5 = θ10 = θ−1,
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то

σ5
2(x) =

9∑

i=0

xiθ
−i =

9∑

i=0

xiθ
11−i =

x0 + x1(−1− θ − · · · − θ9) + x2θ
9 + x3θ

8 + · · ·+ x9θ
2 =

(x0 − x1)− x1θ + (x9 − x1)θ2 + · · ·+ (x2 − x1)θ9.

Прирiвняємо коефiцiєнти при однакових базисних векторах елемен-
тiв x i σ5

2(x). Отримуємо: x0 = x0, x1 = 0, x2 = x9, x3 = x8, x4 = x7,
x5 = x6.

Таким чином, x ∈ LH тодi й лише тодi, коли

x = x0 + x2(θ2 + θ−2) + x3(θ3 + θ−3) + x4(θ4 + θ−4) + x5(θ5 + θ−5).

Легко бачити, що θ2 + θ−2 = (θ + θ−1)2 − 2 ∈ Q(θ + θ−1). Аналогiчно
встановлюється, що θ3 + θ−3, θ4 + θ−4, θ5 + θ−5 ∈ Q(θ + θ−1). Тому
LH ⊂ Q(θ + θ−1).

Далi, оскiльки σ5
2(θ + θ−1) = θ10 + θ−10 = θ−1 + θ, то θ + θ−1 ∈ LH ,

звiдки LH ⊃ Q(θ + θ−1). Таким чином, LH = Q(θ + θ−1) = Q(cos 2π
11 ).

Отже, розширення Q(cos 2π
11 ) ⊃ Q є розширенням Галуа, причому

Aut(Q(cos 2π
11 )|Q) = Aut(Q(cos 2π

11 )) ' C5.

Приклад 36. Довести, що iснує рiвно один автоморфiзм f поля K(x),
сталий на K, при якому x 7→ 1

x . Визначити поле нерухомих точок
цього автоморфiзма.

Безпосередня перевiрка показує, що вiдображення τ : K(x) → K(x),
визначене правилом f(x) 7→ f( 1

x ) є автоморфiзмом поля K(x). Якщо ψ

— автоморфiзм K(x), такий, що ψ(x) = 1
x , то тодi ψ(xn) =

(
1
x

)n для всiх
n ≥ 0. Але тодi ψ(f(x)) = τ(f(x)) для довiльної рацiональної функцiї
f(x) ∈ K(x).

Нехай L ⊂ K(x) — поле нерухомих точок τ . Оскiльки τ(x− 1
x ) = − 1

x+
x, то x− 1

x ∈ L. Тому K
(
x− 1

x

) ⊂ L. З iншого боку, L 6= K(x), позаяк,
наприклад, x 6∈ L. Але

[
K(x) : K

(
x− 1

x

)]
= 2 (див. задачу 2.25b)).

Оскiльки, крiм цього,

K

(
x− 1

x

)
⊂ L ⊂ K(x),

то L = K
(
x− 1

x

)
.
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Приклад 37. Проiлюструвати основну теорему теорiї Галуа на при-
кладi розширення Q

(
x2 + 1

x2

) ⊂ Q(x).

Спочатку покажемо, що дане розширення є розширенням Галуа.
Оскiльки характеристика полiв нульова, досить довести нормальнiсть.

Розглянемо f(t) = t4 − t2(x2 + 1
x2 ) + 1 ∈ (

Q
(
x2 + 1

x2

))
[t]. Коренями

цього многочлена є x,−x, 1
x ,− 1

x . Тому Q(x) є полем розкладу f(t), що
тягне нормальнiсть нашого розширення.

Покладемо G = Aut
(
Q(x)|Q (

x2 + 1
x2

))
. Оскiльки f(t) анулює x, то

[Q(x) : Q
(
x2 + 1

x2

)
] ≤ deg f(t) = 4. З iншого боку, оскiльки

Q
(

x2 +
1
x2

)
⊂ Q

(
x +

1
x

)
⊂ Q(x),

причому обидва включення строгi, то [Q(x) : Q
(
x2 + 1

x2

)
] ≥ 4. Таким

чином, |G| = 4.
Легко бачити, що вiдображення σ1, σ2, σ3, σ4, де σ1(f(x)) = f(x),

σ2(f(x)) = f(−x), σ3(f(x)) = f( 1
x ), σ4(f(x)) = f(− 1

x ), f(x) ∈ Q(x), є
автоморфiзмами Q(x), тотожними на Q

(
x2 + 1

x2

)
, тому належать до G.

Отримуємо, що G = {σ1, σ2, σ3, σ4}. Оскiльки σ2, σ3, σ4 мають другий
порядкок, а σ1 є тотожним автоморфiзмом, то G ' C2 × C2.

Група G має 5 пiдгруп: H0 = G, H1 = {σ1} i три двоелементнi пiд-
групи H2 = {σ1, σ2}, H3 = {σ1, σ3}, H4 = {σ1, σ4}. Позначимо через
Li = (Q(x))Hi , 0 ≤ i ≤ 4, вiдповiдне промiжне пiдполе.

За ОТТГ L0 = Q
(
x2 + 1

x2

)
, L1 = Q(x). Далi,

L2 = {g ∈ Q(x) : g(−x) = g(x)} = Q(x2);

L3 = {g ∈ Q(x) : g

(
1
x

)
= g(x)} = Q

(
x +

1
x

)
;

L4 = {g ∈ Q(x) : g

(
− 1

x

)
= g(x)} = Q

(
x− 1

x

)
.

Пояснимо, наприклад, останню рiвнiсть. Оскiльки x− 1
x не змiнює-

ться при пiдстановцi − 1
x замiсть x, то Q

(
x− 1

x

) ⊂ L4. Iз ОТТГ випли-
ває, що [Q(x) : L4] = |H4| = 2. Але з iншого, боку, [Q(x) : Q

(
x− 1

x

)
] = 2,

звiдки L4 = Q
(
x− 1

x

)
.
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Задачi
5.1 Знайти всi автоморфiзми поля

a) Q(
√

2); b) Q( 3
√

2); c)Q( 4
√

2); d) Q(
√

2,
√

3,
√

5).

5.2 Довести, що поле дiйсних чисел не є розширенням Галуа жодного
власного пiдполя.

5.3 Визначити поле нерухомих точок групи автоморфiзмiв поля

a) Q(
√

2); b) Q( 4
√

2).

5.4 Визначити всi пiдгрупи групи автоморфiзмiв поля Q( 3
√

2, ε), де ε =
−1+i

√
3

2 . Для кожної iз пiдгруп вказати поле нерухомих точок.

5.5 Проiлюструвати основну теорему теорiї Галуа на прикладi розши-
рення L ⊃ Q, де L — поле розкладу многочлена

a) x4 + x2 − 6; b)x3 − 3; c)x4 − 5.

5.6 Навести приклад такого числового поля L, група автоморфiзмiв
якого була б iзоморфна

a) циклiчнiй групi порядку 2;

b) циклiчнiй групi порядку 4;

c) четвернiй групi Кляйна;

d) циклiчнiй групi порядку 6;

e) нециклiчнiй групi порядку 6;

f) циклiчнiй групi порядку 3;

5.7 Довести що група Галуа розширення Q(εp) ⊃ Q, де εp є первiсним
коренем степеня p з 1, p — просте, є циклiчною.

5.8 Знайти групу Галуа розширення Q(εm) ⊃ Q, де εm є первiсним
коренем з одиницi степеня

a) 12; b) 15; c) 16.

5.9 Нехай εm — первiсний корiнь з одиницi степеня m. Проiлюструвати
основну теорему теорiї Галуа на прикладi розширення Q(εm) ⊃ Q
для

a) m = 5; b) m = 7; c) m = 9.
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5.10 Довести, що група Галуа поля розкладу многочлена xm − a ∈ Q[x]

над Q iзоморфна групi Tm матриць вигляду
(

a b
0 1

)
, де a ∈ Z∗m,

b ∈ Zm (групова операцiя — звичайне множення матриць).

5.11 Довести, що iснує рiвно один автоморфiзм f поля K(x) при якому

a) x 7→ x; b) x 7→ −x; c) x 7→ − 1
x .

Визначити поле нерухомих точок зазначеного автоморфiзма.

5.12 Довести, що iснує рiвно один автоморфiзм f поля K(x, y) при якому

a) x 7→ x, y 7→ y; b) x 7→ −x y 7→ y; c) x 7→ −x, y 7→ −y.

Визначити поле нерухомих точок зазначеного автоморфiзма.

5.13 Проiлюструвати основну теорему теорiї Галуа на прикладi насту-
пного розширення K(x2, y2)⊂ K(x, y).

5.14 Довести, що для кожного многочлена ax + b ∈ Q[x], a 6= 0, iснує
рiвно один автоморфiзм поля Q(x), при якому образом x є ax + b.
Знайти поле нерухомих точок автоморфiзма

a) x 7→ −x; b) x 7→ 2x; c) x 7→ x + 1.

Визначити поле нерухомих точок для сукупностi даних трьох авто-
морфiзмiв.

5.15 У кожному з випадкiв визначити групу Aut(Z3(x)|K) розширення
Z3(x) ⊃ K i встановити, чи є це розширення розширенням Галуа:

a) K = Z3(x2); b)K = Z3(x3); c)K = Z3(x4).

5.16 Довести, що iснує єдиний автоморфiзм поля Z3(x), при якому x 7→
x + 1. Знайти поле нерухомих точок цього автоморфiзма.

5.17 Проiлюструвати основну теорему теорiї Галуа на прикладi розши-
рення Z3(x6 + x4 + x2) ⊂ Z3(x).

5.18 Нехай K є полем характеристики 2. Яке з наступних розширень є
розширенням Галуа:

a) K(x2 + x) ⊂ K(x); b)K(x2 + x) ⊂ K(x)

5.19 Довести, що довiльне розширення K ⊂ L, де поля K i L скiнченнi,
є розширенням Галуа i група Галуа цього розширення є циклiчною.
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