Методы решения математических задач в Maple  
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Лекция 1. Арифметические операции, числа, константы и стандартные функции. Элементарные преобразования математических выражений

Системы компьютерной алгебры (СКА) находят все более широкое применение во многих областях науки, техники, технологии, образовании и т.д. СКА типа Maple, Mathematica, MuPAD, Derive, Macsyma, Axiom, Magma, Reduce исппользуются для решения задач преподавания математически ориентированных дисциплин, в научных исследованиях и промышленности. Исследования на основе СКА-технологии, как правило, сочетают алгебраические методы с вычислительными методами. В этом смысле СКА представляют собой междисциплинарную область между математикой и информатикой, в которой исследования сосредотачиваются как на разработке алгоритмов для символьных (алгебраических) вычислений и обработки на компьютерах, так и на создании языков программирования и программной среды для реализации подобных алгоритмов и базирующихся на них задач различного назначения.

Многие исследователи рассматривают пакеты Maple и Mathematica в качестве бесспорных лидеров (на основе специального обобщенного индекса) среди всех известных на сегодня современных СКА. 

Достоинства пакета 

· развитые графические средства, 

· достаточно эффективные средства решения систем дифференциальных уравнений, 

· средства создания графических интерфейсов пользователя,

·  мощная библиотека математических функций, 

· большой набор сопутствующих пакетных модулей для различных приложений, 

· современный встроенный язык программирования интерпретирующего типа, 

· интерфейс с рядом других Windows-приложений,

·  перспективная концептуальная поддержка.

Исследователи используют пакет Maple как важный инструмент при решении разного типа задач. Пакет очень продуман для формулировки, решения и исследования различных математических моделей. Его алгебраические средства существенно расширяют диапазон проблем, которые могут быть решены на качественном уровне. Можно также использовать пакет Maple как эффективный инструмент, заменяющий много традиционных ресурсов типа справочников, калькуляторов, крупноформатных таблиц, редакторов и языков программирования. Можно самостоятельно расширять базовые и по выбору возможности пакета. Данное программное обеспечение было организовано в виде библиотеки, которая является структурно подобной главной библиотеке Maple и обеспечена развитой справочной системой, аналогичной подобной системе пакета Maple и органично с ней связанной. 
Пакет Maple воплощает новейшую технологию символьных вычислений, числовых вычислений с произвольной точностью, наличие инновационных Web-компонент, расширяемой технологии пользовательского интерфейса (Maplets), и весьма развитых математических алгоритмов для решения сложных математических задач. 
Работа в Maple проходит в режиме сессии – пользователь вводит предложения (команды, выражения, процедуры), которые воспринимаются условно и обрабатываются Maple. Рабочее поле разделяется на три части:

· область ввода - состоит из командных строк. Каждая командная строка начинается с символа >;

· область вывода - содержит результаты обработки введенных команд в виде аналитических выражений, графических объектов или сообщений об ошибке;

· область текстовых комментариев - содержит любую текстовую информацию, которая может пояснить выполняемые процедуры. Текстовые строки не воспринимаются Maple и никак не обрабатываются.
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Для того, чтобы переключить командную строку в текстовую, следует на Панели инструментов нажать мышью на кнопку 
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Обратное переключение текстовой строки в командную осуществляется нажатием на Панели инструментов на кнопку

§1. Арифметические операции. Целые и рациональные числа, константы в Maple
Математические константы и арифметические операции.

Основные математические константы:

Pi – число 
[image: image1.wmf]p

; I – мнимая единица i; infinity – бесконечность; Gamma – константа Эйлера; true, false – логические константы, обозначающие истинность и ложность высказывания.

Знаки арифметических операций:

+ - сложение;
 – - вычитание; * - умножение;
/ - деление; ^ - возведение в степень;  

! – факториал.
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Комплексные, целые и рациональные числа.

Числа в Maple бывают действительные (real) и комплексные (compleх). Комплексное число записывается в алгебраической форме  z=x+iy, и в командной строке такая запись должна выглядеть так: 

> z:=x+I*y;
Вещественные числа разделяются на целые и рациональные. Целые числа (integer) выражаются цифрами в десятичной записи. Рациональные числа могут быть представлены в 3-х видах:

1) рациональной дроби с использованием оператора деления, например:  28/70;

2) с плавающей запятой (float), например:  2.3;
3) в показательной форме, например:  1,602*10^(-19) означает 1,602(10-19.

Для того, чтобы получить рациональное число не в точной форме, а в виде приближенного значения (числа с плавающей запятой), следует дописывать к целой части числа  .0. Пример: 

> 75/4;
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> 75/4.0;
18.75000000

В Maple можно записать буквы греческого алфавита в полиграфическом виде. Для этого в командной строке набирается название греческой буквы. Например, буква 
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 получится, если набрать alpha. (Таблица строчных греческих букв и их названий приведена в описании первой лабораторной работы.)
Заглавные греческие буквы можно записать, если набирать название греческой буквы с заглавной, например, чтобы получить 
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, следует набрать Omega. Греческие буквы также можно набирать с помощью специального меню.

§3. Синтаксис команд. Стандартные функции
Синтаксис команд.

Стандартная команда Maple состоит из имени команды и ее параметров, указанных в круглых скобках: command(p1, p2, …). В конце каждой команды должен быть знак (;) или (:). Разделитель (;) означает, что в области вывода после выполнения этой команды будет сразу виден результат. Разделитель (:) используется для отмены вывода, то есть когда команда выполняется, но ее результат на экран не выводится. 

Символ процента (%) служит для вызова предыдущей команды. Этот символ играет роль краткосрочной замены предыдущей команды с целью сокращения записи. Пример использования (%):

> a+b;
a+b

> %+c;
a+b+c.

Для присвоения переменной заданного значения используется знак присвоить (:=).

Когда программа Maple запускается, она не имеет ни одной команды, полностью загруженной в память. Большая часть команд имеют указатели их нахождения, и при вызове они загружаются автоматически. Другие команды находятся в стандартной библиотеке и перед выполнением обязательно должны быть вызваны командой readlib(command), где command – имя вызываемой команды. 
Остальная часть процедур Maple содержится в специальных библиотеках подпрограмм, называемых пакетами. Пакеты необходимо подгружать при каждом запуске файла с командами из этих библиотек. Имеется два способа вызова команды из пакета:

1) можно загрузить весь пакет командой 
with(package) где package – имя пакета;

2)   вызов команд пакета
 package[command](options);
Пример:

linalg – содержит операции линейной алгебры;
networks – решение задач теории графов

GraphTheory - решение задач теории графов

geometry – решение задач планиметрии; 
geom3d – решение задач стереометрии;
student – содержит команды, позволяющие провести поэтапное решение задачи в аналитическом виде с промежуточными вычислениями.

Стандартные функции. Таблица стандартных функций приведена в описании первой лабораторной работы.

Maple содержит огромное количество специальных функций, таких, как Бесселевы функции, Эйлеровы бета- и гамма – функции, интеграл ошибок, эллиптические интегралы, различные ортогональные полиномы.

С помощью функции exp(x) определяется число ex. Для получения е=2.718281828…необходимо записать exp(1).

§4. Преобразование математических выражений
Maple обладает широкими возможностями для проведения аналитических преобразований математических формул. К ним относятся такие операции, как приведение подобных, разложение на множители, раскрытие скобок, приведение рациональной дроби к нормальному виду и многие другие.

Выделение частей выражений.

Математическая формула, над которой будут производиться преобразования, записывается в следующей форме: > eq:=exp1=exp2; где eq – произвольное имя выражения, exp1 – условное обозначение левой части формулы, exp2 – условное обозначение правой части формулы.

1. Выделение правой части выражения осуществляется командой rhs(eq), выделение левой части выражения – командой lhs(eq). 
Пример:

> eq:=a^2-b^2=c;
eq :=
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> lhs(eq);
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> rhs(eq);
с

2. Если задана рациональная дробь вида a/b, то выделить ее числитель numer, знаменатель – denom. 
Пример:

> f:=(a^2+b)/(2*a-b);
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> numer(f);
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> denom(f);
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Тождественные преобразования выражений.

1.  Раскрытие скобок выражения eq осуществляется командой expand(eq). Пример:

> eq:=(x+1)*(x-1)*(x^2-x+1)*(x^2+x+1);

[image: image11.wmf])

1

)(

1

)(

1

)(

1

(

:

2

2

+

+

+

-

-

+

=

x

x

x

x

x

x

eq


> expand(eq);
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2. Используя параметры команда expand можно при раскрытии скобок оставлять определенное выражение без изменений. 

Пример:

> expand((x+a)*(ln(x)+exp(x)-y^2), (x+a));
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3. Разложение многочлена на множители осуществляется командой factor(eq). Пример:

> p:=x^5-x^4-7*x^3+x^2+6*x;
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> factor(p);
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4. Привести дробь к нормальному виду – normal(eq).

Пример:
> f:=(a^4-b^4)/((a^2+b^2)*a*b);
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> normal(f);
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5. Упрощение выражений осуществляется командой simplify(eq). 
Параметры:

Trig –упрощение тригонометрических соотношений;

power – для степенных преобразований; 

radical или sqrt – для преобразования корней; 

exp – преобразование экспонент; 

ln – преобразование логарифмов.
Пример
> eq:=(cos(x)-sin(x))*(cos(x)+sin(x)):

> simplify(eq);
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6. Приведение подобных членов в выражении осуществляется командой collect(exp,var), где exp – выражение, var – имя переменной, относительно которой следует собирать подобные. 
7. Объединить показатели степенных функций или понизить степень тригонометрических функций можно при помощи команды combine(eq,param). 

trig – для тригонометрических, 

power – для степенных. 

Пример:

> combine(4*sin(x)^3, trig);
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8. Для упрощения выражений, содержащих корни различных степеней – radnormal(eq). 

Пример:

> sqrt(3+sqrt(3)+(10+6*sqrt(3))^(1/3))= =radnormal(sqrt(3+sqrt(3)+(10+6*sqrt(3))^(1/3)));
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9. Проверка тождественности выражений.
Функция testeq проверяет существование тождественности для проверяемого выражения. Значение данной функции – false – будет возвращено, если выражения не равны (или само выражение не тождествнно 0) или – true – в противном случае. Причем результ false всегда правилен; а true – возможно не всегда корректен, однако такая вероятность очень низка.

10. Преобразование выражения одного типа в другой – команды convert(exp, param).

 Можно преобразовывать выражение, содержащее sinx и cosx, в выражение, содержащее только tgx, если указать в качестве параметра tan.

Вообще, команда convert имеет более широкое назначение. Она осуществляет преобразование выражения одного типа в другой. Например: convert(list, vector) – преобразование некоторого списка list в вектор с теми же элементами; convert(expr, string) – преобразование математического выражения в его текстовую запись. Для вызова подробной информации о назначении параметров команды convert следует обратиться к справочной системе, набрав convert[termin].

II. Функции в Maple. Операции оценивания. 

Решение уравнений и неравенств

§1. Способы задания функций. Замена переменных

В Maple имеется несколько способов представления функции.

1. Определение функции с помощью оператора присваивания (:=). Требует предопределение переменной

> f:=sin(x)+cos(x);
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> x:=Pi/4;
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> f;
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Чтобы насовсем не предопределять значение переменных использовать команду подстановки subs({x1=a1, x2=a2,…, },f), где в фигурных скобках указываются переменные хi и их новые значения аi (i=1,2,…),  которые следует  подставить в функцию f .
Пример:

> f:=x*exp(-t);
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> subs({x=2,t=1},f);
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Все вычисления в Maple по умолчанию производятся символьно, то есть результат будет содержать в явном виде иррациональные константы, такие как, 
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 и другие. Чтобы получить приближенное значение в виде числа с плавающей запятой, следует использовать команду evalf(expr,t), где expr – выражение, t – точность
Пример:
> evalf(%);

.7357588824

2. Определение функции с помощью функционального оператора, который ставит в соответствие набору  переменных (x1,x2,…) одно или несколько выражений (f1,f2,…) (Наиболее приемлемый способ)
Пример:

> f:=(x,y)->sin(x+y);
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Обращение к этой функции осуществляется наиболее привычным в математике способом, когда в скобках вместо аргументов функции указываются конкретные значения переменных.

> f(Pi/2,0);
1

3. С помощью команды unapply(expr,x1,x2,…), где expr – выражение, x1,x2,… – набор переменных.

Пример:

> f:=unapply(x^2+y^2,x,y);
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> f(-7,5);
74

4. Определение неэлементарных функций вида 
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осуществляется посредством команды  piecewise(cond_1, f1, cond_2, f2, …). 

Пример
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> f:=piecewise(x<0, 0, 0<=x and x<1, x, x>=1, sin(x));
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§2. Операции оценивания
Оценивание вещественных выражений.

В Maple имеются следующие команды оценивания вещественных выражений:

frac(expr) – вычисление дробной части выражения expr;

trunc(expr) – вычисление целой части выражения expr;

round(expr) – округление выражения expr;

Оценивание комплексных выражений.

1. Вещественную и мнимую части комплексного выражения z=x+iy можно найти с помощью команд Re(z) и Im(z). 
Пример:

> z:=3+I*2:
> Re(z);Im(z);
3, 2

2. Сопряженное значение выражение можно найти с помощью команды conjugate(z). 

3. Модуль и аргумент комплексного выражения z можно найти с помощью команды polar(z), которую необходимо предварительно вызвать из стандартной библиотеки командой readlib. 
Пример:

> readlib(polar): polar(I);

polar
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В строке вывода в скобках через запятую указаны модуль числа i, равный единице и его аргумент, равный 
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4. Re(z) и Im(z) не всегда дают требуемого результата. Поэтому рекомендуется использовать команду преобразования комплексных выражений evalc(z). 
Пример:

> z:=ln(1-I*sqrt(3))^2;
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> evalc(Re(z)); evalc(Im(z));
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Лекция 2. Решение уравнений различных типов.
Решение уравнений
Решение обыкновенных уравнений.

Для решения уравнений в Maple существует универсальная команда solve(eq,x), где eq – уравнение, x – переменная, относительно которой уравнение надо разрешить. В результате выполнения этой команды в строке вывода появится выражение, которое является решением данного уравнения. 
Если при записи eq не используются знак равенства или знаки отношения, считается, что solve ищет корни уравнения eq=0. 

Характер решений можно изменить с помощью глобальных переменных: 

_SolutionsMayBeLost –при значении true дает решение, которое при обычном применении функции solve возвращает значения NULL; 

_MaxSols –задает максимальное число решений; 

_EnvAll Solutions –при значении true задает выдачу всех решений. 

В решениях могут встречаться следующие обозначения: 

_NN –указывает на неотрицательные решения; 

_В –указывает на решения в бинарной форме; 

_Z –указывает на то, что решение содержит целые числа; 

%N –при текстовом формате вывода задает общие члены решения и обеспечивает более компактную форму его представления. 

Например:

> solve(a*x+b=c,x);
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Если уравнение имеет несколько решений, которые вам понадобятся для дальнейших расчетов, то команде solve следует присвоить какое-нибудь имя name. Обращение к какому-либо k–ому решению данного уравнения производится указанием его имени с номером решения k в квадратных скобках: name[k]. Например:

> x:=solve(x^2-a=0,x);

[image: image38.wmf]a

a

x

,

:

-

=


> x[1];
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> x[2];
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> x[1]+x[2];
0

Часто бывает удобно представлять уравнение и его решение в виде отдельных объектов, отождествленных с определенной переменной: В частности, это позволяет легко проверить решение (даже если оно не одно, как в приведенном примере) подстановкой (subs): 
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Решение систем уравнений.

Системы уравнений решаются с помощью такой же команды solve({eq1,eq2,…},{x1,x2,…}), только теперь в параметрах команды следует указывать в первых фигурных скобках через запятую уравнения, а во вторых фигурных скобках перечисляются через запятую переменные, относительно которых требуется решить систему. Если будет необходимо для дальнейших вычислений использовать полученные решения уравнений, то команде solve следует присвоить какое-нибудь имя name. Затем выполняется присвоения команда assign(name), которая обеспечивает присваивание переменным значений, взятых из множества. После этого над решениями можно будет производить математические операции. Например:

> s:=solve({a*x-y=1,5*x+a*y=1},{x,y});

s:={
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 }
> assign(s); simplify(x-y); 
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Командой solve также может рассматриваться случай решения неполной системы уравнений (уравнений –3, а неизвестных –4)

Численное решение уравнений.

Для численного решения уравнений, в тех случаях, когда трансцендентные уравнения не имеют аналитических решений, используется специальная команда fsolve(eq,x), параметры которой такие же, как и команды solve. 
Для получения численного решения нелинейного уравнения или системы нелинейных уравнений в форме вещественных чисел удобно использовать функцию: 

fsolve( eqns. vars. options ) 

Эта функция может быть использована со следующими параметрами: 

complex –находит один или все корни полинома в комплексной форме; 

full digits –задает вычисления для полного числа цифр, заданного функцией Digits; 

maxsols=n –задает нахождение только n корней; 

interval –задается в виде а. .b или х=а. .b, или (х=а. .b, y=c. .d, ...} и обеспечивает поиск корней в указанном интервале

Заметим, что локализация поиска корней в заданном интервале позволяет отыскивать такие решения, которые не удается получить с помощью функций solve и fsolve в обычном применении

Например:

> x:=fsolve(cos(x)=x,x);

x:=.7390851332

Решение рекуррентных и функциональных уравнений.

Функция solve имеет ряд родственных функций. Например, rsolve для решения рекуррентных уравнений
Команда rsolve(eq,f) позволяет решить рекуррентное уравнение eq для целой функции f. Можно задать некоторое начальное условие для функции f(n), тогда получиться частное решение данного рекуррентного уравнения. Например:

> eq:=2*f(n)=3*f(n-1)-f(n-2); 
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> rsolve({eq,f(1)=0,f(2)=1},f); 
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rsolve(eqns, fens) , 

rsolve(eqris. fens, 'genfunc'(z)) 

rsolve(eqns, fens, 'makeproc') 

Здесь eqns –одиночное уравнение или система уравнений, fens –функция, имя функции или множество имен функций, z –имя, генерирующее функциональную переменную.
 isolve для решения целочисленных уравнений, msolve для решения по модулю m и т. д. Напомним, что это такие уравнения, у которых заданный шаг решения находится по одному или нескольким предшествующим шагам. 

Универсальная команда solve позволяет решать функциональные уравнения, например:

> F:=solve(f(x)^2-3*f(x)+2*x,f); 

F:= proc(x) RootOf(_Z^2 - 3*_Z + 2*x) end
В результате получается решение в неявном виде. Однако Maple может работать с такими решениями. Неявное решение функционального уравнения можно попытаться преобразовать в какую-либо элементарную функцию с помощью команды convert. Продолжая приведенный выше пример, можно получить решение в явном виде:

> f:=convert(F(x),radical); 
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Функция RootOf

В решениях уравнений нередко появляется функция RootOf, означающая, что корни нельзя выразить в радикалах. Эта функция применяется и самостоятельно в виде RootOf(ехрr) или RootOf(ехрr, х), где ехрr –алгебраическое выражение или равенство, х –имя переменной, относительно которой ищется решение. Если х не указана, ищется универсальное решение по переменной _Z. Когда ехрr задано не в виде равенства, решается уравнение ехрr=0. Для получения решений вида RootOf в явном виде может использоваться функция all values. Примеры применения функции RootOf: 
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Также эффективно применение функции evalf, позволяющей получить решения, выраженные через функцию RootOf, в явном виде
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Решение тригонометрических уравнений.

Команда solve, примененная для решения тригонометрического уравнения, выдает только главные решения, то есть решения в интервале [0,2(]. Для того, чтобы получить все решения, следует предварительно ввести дополнительную команду _EnvAllSolutions:=true. Например:

> _EnvAllSolutions:=true: 

> solve(sin(x)=cos(x),x);
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В Maple символ _Z~ обозначает константу целого типа, поэтому решение данного уравнения в привычной форме имеет вид 
[image: image50.wmf]n

x

p

+

p

=

4

/

:

, где n – целые числа.

Решение трансцендентных уравнений.

При решении трансцендентных уравнений для получения решения в явном виде перед командой solve следует ввести дополнительную команду _EnvExplicit:=true. 
Пример решения сложной системы трансцендентных уравнений и упрощения вида решений:

> eq:={ 7*3^x-3*2^(z+y-x+2)=15, 2*3^(x+1)+3*2^(z+y-x)=66, ln(x+y+z)-3*ln(x)-ln(y*z)=-ln(4) }:

> _EnvExplicit:=true:

> s:=solve(eq,{x,y,z}):

> simplify(s[1]);simplify(s[2]);
{x=2, y=3, z=1}, {x=2, y=1, z=3}

Функция solve может использоваться для решения систем нелинейных и трансцендентных уравнений. Для этого система уравнений и перечень неизвестных задаются в виде множеств. Ниже приведены примеры решения уравнений: 

В этих примерах хорошо видна техника работы с функциями solve и assign. В конце примеров показано восстановление неопределенного статуса переменных х и у с помощью функции unassign и снятие определения переменных с помощью заключения их в прямые апострофы
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§4. Решение неравенств
Решение простых неравенств.

Команда solve применяется также для решения неравенств. Решение неравенства выдается в виде интервала изменения искомой переменной. В том случае, если решение неравенства полуось, то в поле вывода появляется конструкция вида RealRange(–(, Open(a)), которая означает, что x((–(, a), а – некоторое число. Слово Open означает, что интервал с открытой границей. Если этого слова нет, то соответствующая граница интервала включена во множество решений. Например:

> s:=solve(sqrt(x+3)<sqrt(x-1)+sqrt(x-2),x):
> convert(s,radical);
RealRange
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Если вы хотите получить решение неравенства не в виде интервального множества типа x((a, b), а в виде ограничений для искомой переменной типа a<x, x< b, то переменную, относительно которой следует разрешить неравенство, следует указывать в фигурных скобках. Например:

> solve(1-1/2*ln(x)>2,{x});
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Решение систем неравенств.

С помощью команды solve можно также решить систему неравенств. Например:

> solve({x+y>=2,x-2*y<=1,x-y>=0,x-2*y>=1},{x,y});

1. 
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Лекция 3. Построение графиков
Пакет plots содержит почти полсотни графических функций, существенно расширяющих возможности построения двумерных и трехмерных графиков в Maple: 

> with(plots); 

Функции: 

· animate –создает анимацию двумерных графиков функций; animate3d –создает анимацию трехмерных графиков функций; animatecurve –создает анимацию кривых; 

· changecoords –смена системы координат; 

· complexplot –построение двумерного графика на комплексной плоскости; complexplot3d –построение трехмерного графика в комплексном пространстве; 

· conformal –конформный график комплексной функции; 

· contourplot –построение контурного графика; contourplot3d –построение трехмерного контурного графика; 

· coordplot –построение координатной системы двумерных графиков; coordplot3d –построение координатной системы трехмерных графиков; 

· cylinderplot –построение графика поверхности в цилиндрических координатах; 

· densityplot –построение двумерного графика плотности; 

· display –построение графика для списка графических объектов; display3d –построение графика для списка трехмерных графических объектов; 

· fieldplot –построение графика двумерного векторного поля; 

· fieldplot3d –построение графика трехмерного векторного поля; 

· gradplot –построение графика двумерного векторного поля градиента; 

· gradplot3d –построение графика трехмерного векторного поля градиента; 

· implicitplot –построение двумерного графика неявной функции; 

· implicitp1ot3d –построение трехмерного графика неявной функции; 

· inequal –построение графика решения системы неравенств; 

· listcontplot –построение двумерного контурного графика для сетки значений; 

· Iistcontplot3d –построение трехмерного контурного графика для сетки значений; 

· listdensityplot –построение двумерного графика плотности для сетки значений; 

· listplot –построение двумерного графика для списка значений; 

· listplot3d –построение трехмерного графика для списка значений; 

· loglogplot –построение логарифмического двумерного графика функции; 

· logplot –построение полулогарифмического двумерного графика функции; 

· matrixplot –построение трехмерного графика со значениями Z, определенными матрицей; 

· odeplot –построение двумерного или трехмерного графика решения дифференциальных уравнений; 

· pareto –построение диаграммы (гистограммы и графика); 

· pointplot –построение точками двумерного графика; 

· pointplot3d –построение точками трехмерного графика; 

· polarplot –построение графика двумерной кривой в полярной системе координат; 

· polygonplot –построение графика одного или нескольких многоугольников; 

· polygonplot3d –построение одного или нескольких многоугольников; 

· polyhedraplot –построение трехмерного многогранника; 

· replot –перестроение графика заново; 

· rootlocus –построение графика корней уравнения с комплексными неизвестными; 

· semilogplot –построение графика функции с логарифмическим масштабом по оси абсцисс; 

· setoptions –установка параметров по умолчанию для двумерных графиков; 

· setoptions3d –установка параметров по умолчанию для трехмерных графиков; 

· spaeecurve –построение трехмерных кривых; 

· sparsematrixplot –построение двумерного графика отличных от нуля значений матрицы; 

· sphereplot –построение графика трехмерной поверхности в сферических координатах; 

· surfdata –построение трехмерного графика поверхности по численным данным; 

· textplot –вывод текста на заданное место двумерного графика; 

· textplot3d –вывод текста на заданное место трехмерного графика; 

· tubeplot –построение трехмерного графика типа «трубы». 

§1. Двумерные графики
Команда plot и ее параметры.

Для построения графиков функции f(x) одной переменной (в интервале 
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 по оси Оу) используется команда plot(f(x), x=a..b, y=c..d, parameters), где parameters – параметры управления изображением. Если их не указывать, то будут использованы установки по умолчанию. Настройка изображения также может осуществляться с панели инструментов.

Основные параметры команды plot:

1) title=”text”, где text-заголовок рисунка (текст можно оставлять без кавычек, если он содержит только латинские буквы без пробелов).

2) coords=polar – установка полярных координат (по умолчанию установлены декартовы).

3) axes – установка типа координатных осей: axes=NORMAL – обычные оси; axes=BOXED – график в рамке со шкалой; axes=FRAME – оси с центром в левом нижнем углу рисунка; axes=NONE – без осей.

4) scaling – установка масштаба рисунка: scaling=CONSTRAINED – одинаковый масштаб по осям; scaling=UNCONSTRAINED – график масштабируется по размерам окна.

5) style=LINE(POINT) – вывод линиями (или точками).

6) numpoints=n – число вычисляемых точек графика (по умолчанию n=49).

7) сolor – установка цвета линии: английское название цвета, например, yellow – желтый и т.д.

8) xtickmarks=nx и ytickmarks=ny – число меток по оси Оx и оси Оy, соответственно.

9) thickness=n, где n=1,2,3… - толщина линии (по умолчанию n=1).

10) linestyle=n – тип линии: непрерывная, пунктирная и т.д. (n=1 – непрерывная, установлено по умолчанию).

11) symbol=s – тип символа, которым помечают точки: BOX, CROSS, CIRCLE, POINT, DIAMOND.

12) font=[f,style,size] – установка типа шрифта для вывода текста: f задает название шрифтов: TIMES, COURIER, HELVETICA, SYMBOL; style задает стиль шрифта: BOLD, ITALIC, UNDERLINE; size – размер шрифта в pt.

13) labels=[tx,ty] – надписи по осям координат: tx – по оси Оx и ty – по оси Оy.

14) discont=true – указание для построения бесконечных разрывов.

График параметричесской функции

С помощью команды plot можно строить помимо графиков функций y=f(x), заданной явно, также графики функций, заданных параметрически y=y(t), x=x(t), если записать команду plot([y=y(t), x=x(t), t=a..b], parameters).

Построение графика функции, заданной неявно.

Функция задана неявно, если она задана уравнением 
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. В математике часто встречается особый тип задания геометрических фигур, при котором переменные х и у связаны неявной зависимостью. Например, окружность задается выражением х2 + у2 =R2, где R –радиус окружности. Для построения графика неявной функции используется команда implicitplot из графического пакета plots:
 implicitplot(F(x,y)=0, x=x1..x2, y=y1..y2).

или
implicitplot(eqn,x=a..b,y=c..d,options) 

Построение графиков линиями равного уровня 

Графики, построенные с помощью линий равного уровня (их также называют контурными графиками), часто используются в картографии. Эти графики получаются, если мысленно провести через трехмерную поверхность ряд равноотстоящих плоскостей, параллельных плоскости, образованной осями X иY графика. Линии равных высот образуются в результате пересечения этих плоскостей с трехмерной поверхностью. 

Для построения таких графиков используется функция contourplot, которая может использоваться в нескольких форматах: 

contourplot(exprl,x=a..b,y=c..d) 

contourplot(f,a..b,c..d) 

contourplot([exprf ,exprg,exprh ] S=a. .b,t=c. .d) 

contourplot([f.g.h ],a..b,c..d) 

contourp1ot3d(exprl,x=a..b,y=c. .d) 

contourplot3d(f,a..b,c..d) 

contourplot3d([exprf,exprg,exprh],s=a..b,t=c,.d) 

contourplot3d([f.g.h ],a..b,c..d) 

Здесь f, g и h –функции; exprl –выражение, описывающее зависимость высоты поверхности от координат х и у; exprf, exprg и exprh –выражения, зависящие от s и t, описывающие поверхность в параметрической форме; а и b –константы вещественного типа; end –константы или выражения вещественного типа; х, у, s и t –имена независимых переменных. 

Вывод текстовых комментариев на рисунок.

В пакете plots имеется команда textplot для вывода текстовых комментариев на рисунок: textplot([xo,yo,’text’], options), где xo, yo – координаты точки, с которой начинается вывод текста ’text’.

Вывод нескольких графических объектов на один рисунок.

Часто бывает необходимо совместить на одном рисунке несколько графических объектов, полученных при помощи различных команд, например, добавить графику, нарисованному командой plot, текстовые надписи, полученные командой textplot. Для этого результат действия команды присваивается некоторой переменной: 

> p:=plot(…): t:=textplot(…):
При этом на экран вывод не производится. Для вывода графических изображений необходимо выполнить команду из пакета plots:

> with(plots): display([p,t], options).

Построение двумерной области, заданной неравенствами.

Если необходимо построить двумерную область, заданную системой неравенств 
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, то для этого можно использовать команду inequal из пакета plots. В команде inequals({f1(x,y)>c1,…,fn(x,y)>cn}, x=x1…x2, y=y1..y2, options) в фигурных скобках указывается система неравенств, определяющих область, затем размеры координатных осей и параметры. Параметры регулируют цвета открытых и закрытых границ, цвета внешней и внутренней областей, а также толщину линий границ:

· optionsfeasible=[color=red] – установка цвета внутренней области, для которой удовлетворяются все неравенства (равенства);

· optionsexcluded=[color=yellow] – установка цвета внешней области;

· optionsopen=[color=blue, thickness=2] – установка цвета и толщины линии открытой границы;

· optionsclosed=[color=green,thickness=3] – установка цвета и толщины линии закрытой границы.

§2. Трехмерные графики.
График поверхности, заданной явной функцией.

График функции 
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 можно нарисовать, используя команду plot3d(f(x,y), x=x1…x2, y=y1…y2, options). Параметры этой команды частично совпадают с параметрами команды plot. К часто используемым параметрам команды plot3d относится light=[angl1, angl2, c1, c2, c3] – задание подсветки поверхности, создаваемой источником света из точки со сферическими координатами (angl1, angl2). Цвет определяется долями красного (c1), зеленого (c2) и синего (c3) цветов, которые находятся в интервале [0,1]. Параметр style=opt задает стиль рисунка: POINT –точки, LINE – линии, HIDDEN – сетка с удалением невидимых линий, PATCH – заполнитель (установлен по умолчанию), WIREFRAME – сетка с выводом невидимых линий, CONTOUR – линии уровня, PATCHCONTOUR – заполнитель и линии уровня. Параметр shading=opt задает функцию интенсивности заполнителя, его значение равно xyz – по умолчанию, NONE – без раскраски.

График поверхности, заданной параметрически.

Если требуется построить поверхность, заданную параметрически: x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), то эти функции перечисляются в квадратных скобках в команде: plot3d([x(u,v), y(u,v), z(u,v)], u=u1..u2, v=v1..v2).
График поверхности, заданной неявно.

Трехмерный график поверхности, заданной неявно уравнением 
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, строится с помощью команды пакета plot: implicitplot3d(F(x,y,z)=c, x=x1..x2, y=y1..y2, z=z1..z2), где указывается уравнение поверхности 
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 и размеры рисунка по координатным осям.

График пространственных кривых.

В пакете plot имеется команда spacecurve для построения пространственной кривой, заданной параметрически: 
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. Параметры команды:

> spacecurve([x(t),y(t),z(t)],t=t1..t2), где переменная t изменяется от t1 до t2.

График плотности 

Иногда поверхности отображаются на плоскости как графики плотности окраски –чем выше высота поверхности, тем плотнее (темнее) окраска. Такой вид графиков создается функцией densityplot. Она может записываться в двух форматах: 

densityplot(exprl.x=a..b,y=c..d) 

densityplot(f,a..b,c..d) 

где назначение параметров соответствует указанному выше для функции contourplot. 

Обычно графики такого типа не очень выразительны, но имеют свои области применения. К примеру, оттенки окраски полупрозрачной жидкости могут указывать на рельеф поверхности дна емкости, в которой находится эта жидкость. 

Двумерный график векторного поля 

Еще один распространенный способ представления трехмерных поверхностей – графики полей векторов. Они часто применяются для отображения полей, например электрических зарядов. Особенность таких графиков в том, что для их построения используют стрелки, направление которых соответствует направлению изменения градиента поля, а длина – значению градиента. Так что термин «поле векторов» надо понимать в смысле, что поле графика заполнено векторами. 

Для построения таких графиков в двумерной системе координат используется функция fieldplot: 

fieldplot(f, r1, r2) 

fieldplot(f, r1, r2. ...) 

где f –вектор или множество векторов, задающих построение; r1 и r2 –пределы. 

Следует отметить, что для получения достаточного числа отчетливо видных стрелок надо поработать с форматированием графиков. Иначе графики этого типа могут оказаться не очень представительными. Так, слишком короткие стрелки превращаются в черточки и даже точки, не имеющие острия, что лишает графики наглядности. 

§3. Анимация
Визуализация графических построений и результатов моделирования различных объектов и явлений существенно повышается при использовании средств «оживления» "(анимации) изображений. Пакет plots имеет две простые функции для создания анимированных графиков. 

Первая из этих функций служит для создания анимации графиков, представляющих функцию одной переменной F(x): 

animatecurve(F, r, ...) 

Эта функция просто позволяет наблюдать медленное построение графика. Формат ее применения подобен используемому в функции plot. При вызове данной функции вначале строится пустой шаблон графика. Если активизировать шаблон мышью, то в строке главного меню появляется меню Animation. Меню Animation содержит команды управления анимацией. Такое же подменю появляется и в контекстном. Указанное подменю содержит следующие команды анимации: 

· Play –запуск построения графика; 

· Next –выполнение следующего шага анимации; 

· Backward/Forward –переключение направления анимации (назад/вперед); 

· Faster –ускорение анимации; 

· Slower –замедление анимации; 

· Continiuus/Singlecycle –цикличность анимации. 

При исполнении команды Play происходит построение кривой (или нескольких кривых). В зависимости от выбора команд Faster или Slower построение идет быстро или медленно. Команда Next выполняет один шаг анимации -построение очередного фрагмента кривой. Переключатель Backward/Forward позволяет задать направление построения кривой - от начала к концу или от конца к началу. Построение может быть непрерывным или циклическим в зависимости от состояния позиции Continiuus/Singlecycle в подменю управления анимацией. При циклической анимации число циклов задается параметром frames=n. 

Более обширные возможности анимации двумерных графиков обеспечивает функция animate: 

ammate(F, х, t) 

animate(F,x, t, о) 

В ней параметр х задает пределы изменения переменной х, а параметр t –пределы изменения дополнительной переменной t. Суть анимации при использовании данной функции заключается в построении серии кадров (как в мультфильме), причем каждый кадр связан со значением изменяемой во времени переменной t. Если надо явно задать число кадров анимации N, то в качестве о следует использовать frame=N. 

Аналогичным образом может осуществляться и анимирование трехмерных фигур. Для этого используется функция animate3d: 

animate3d(F,x, y,t,o) 

Здесь F –описание функции (или функций); х, у и t –диапазоны изменения переменных х, у и t Для задания числа кадров N надо использовать необязательный параметр о в виде frame=N. (Maple позволяет выводить на экран движущиеся изображения с помощью команд animate (двумерные) и animate3d (трехмерные) из пакета plot. Среди параметров команды animate3d есть frames – число кадров анимации (по умолчанию frames=8).)

Анимация с помощью параметра insequence 

Еще один путь получения анимационных рисунков –создание ряда графических объектов p1, р2, рЗ и т. д. и их последовательный вывод с помощью функций display или display3d: 

display (pl,p2.p3.....insequence=true) 

display3d ( pi. p2. p3..., insequence=true) 

Здесь основным моментом является применение параметра insequence=true. Именно он обеспечивает вывод одного за другим серии графических объектов p1, р2, р3 и т. д. При этом объекты появляются по одному и каждый предшествующий объект стирается перед появлением нового объекта. 

Лекция 4. Математический анализ: дифференциальное и интегральное исчисление, ряды.
Применение систем символьной математики особенно эффективно при решении задач математического анализа. В Maple для некоторых математических операций существует по две команды: одна прямого, а другая – отложенного исполнения. Имена команд состоят из одинаковых букв за исключением первой: команды прямого исполнения начинаются со строчной буквы, а команды отложенного исполнения – с заглавной. После обращения к команде отложенного действия математические операции (интеграл, предел, производная и т.д.) выводятся на экран в виде стандартной аналитической записи этой операции. Вычисление в этом случае сразу не производится. Команда прямого исполнения выдает результат сразу.

Ряды
Вычисление суммы членов некоторой последовательности f(k) при изменении целочисленного индекса k от значения m до значения n с шагом +1 является достаточно распространенной операцией математического анализа. Для вычисляемой(прямого исполнения) и инертной(отложенного исполнения) форм сумм последовательностей служат следующие функции:  sum(f,k=m..n) и Sum(f,k=m..n) (для произведения 
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 команды прямого product(P(n),n=a..b) и отложенного действий Product P(n),n=a..b)).
Здесь f – функция, задающая члены суммируемого ряда, k – индекс суммирования. Значение n может быть равно бесконечности. В этом случае для n используется обозначение infinity.
Допустимо (а зачастую рекомендуется с целью исключения преждевременной оценки суммы) заключение f и k в прямые кавычки, например sum('f', 'k'=m. .n). Это сделано во всех примерах справочной системы Maple, относящихся к функции sum. Во избежание путаницы, связанной с этой тонкостью синтаксиса функции sum, рекомендуется все примеры проверять после команды restart, убирающей предыдущие определения f и k. 

Известно, что от перестановки слагаемых сумма не изменяется. Однако Maple (кстати, как и большинство других систем компьютерной математики) при вычислении сумм,  этому правилу не следует. Поэтому, при вычислении сумм последовательностей, надо строго соблюдать прямой (нарастающий) порядок задания значений индексной переменной суммы. Нарушение этого порядка чревато грубыми ошибками. 

Разложение функции в степенной ряд и ряд Тейлора.

Разложение функции f(x) в степенной ряд в окрестности точки а
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осуществляется командой series(f(x), x=a, n), где а – точка, в окрестности которой производится разложение, n – число членов ряда.

Аналогичного действия команда taylor(f(x), x=a, n) раскладывает функции f(x) в окрестности точки x=a до порядка n-1 по формуле Тейлора. 

Команды series и taylor выдают результат, имеющий тип series. Для того, чтобы иметь возможность дальнейшей работы с полученным разложением, его следует преобразовать в полином с помощью команды convert(%,polynom).

Функцию многих переменных f(x1,…,xn) можно разложить в ряд Тейлора по набору переменных (x1,…,xn) в окрестности точки (a1,…,an) до порядка n с помощью команды mtaylor(f(x), [x1,…,xn], n). Эта команда находится в стандартной библиотеке, поэтому перед использованием должна быть вызвана readlib(mtaylor).

Вычисление пределов
Для вычисления пределов имеются следующие команды:
1) Прямого исполнения – limit(expr,x=a,par), где expr – выражение, предел которого следует найти, a – значение точки, для которой вычисляется предел, par – необязательный параметр для поиска односторонних пределов (left – слева, right – справа) или указание типа переменной (real – действительная, complex – комплексная).

2) Отложенного исполнения – Limit(expr,x=a,par), где параметры команды такие же, как и в предыдущем случае. Пример действий этих команд: 

> Limit(sin(2*x)/x,x=0);

Дифференцирование

Вычисление производных.

Для вычисления производных в Maple имеются две команды:

1) прямого исполнения – diff(f,x), где f – функция, которую следует продифференцировать, x – имя переменной, по которой производится дифференцирование.

2) отложенного исполнения – Diff(f,x), где параметры команды такие же, как и в предыдущей. Действие этой команды сводится к аналитической записи производной в виде 
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. После выполнения дифференцирования, полученное выражение желательно упростить. Для этого следует использовать команды simplify, factor или expand, в зависимости от того, в каком виде вам нужен результат.

Пример: > Diff(sin(x^2),x)=diff(sin(x^2),x);
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Для вычисления производных старших порядков следует указать в параметрах x$n, где n – порядок производной; например:

> Diff(cos(2*x)^2,x$4)=diff(cos(2*x)^2,x$4);
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Полученное выражение можно упростить двумя способами:

> simplify(%);
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> combine(%);
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Дифференциальный оператор.

Для создания функций с производными может также использоваться дифференциальный оператор D. Порою, он позволяет создавать более компактные выражения, чем функции diff и Diff. 

Для определения дифференциального оператора используется команда D(f) – f- выражение или имя функции. Например:

> D(sin);
cos

В форме D(f) (х) этот оператор подобен diff (f (x) ,x).

Вычисление производной в точке:

> D(sin)(Pi):eval(%);

-1

Частные производные.

Для вычисления частных производных функции f(x1,…, xm) используется таже команда diff. В этом случае эта команда имеет такой формат: diff(f,x1$n1,x2$n2,…, xm$nm), где x1,…, xm – переменные, по которым производится дифференцирование, а после знака $ указаны соответствующие порядки дифференцирования. Например, частная производная 
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 записывается в виде: diff(f,x,y).
Интегрирование
Аналитическое и численное интегрирование.
Неопределенный интеграл 
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 вычисляется с помощью команды прямого исполнения – int(f, x), где f – подынтегральная функция, x – переменная интегрирования;

Имеется также команда отложенного исполнения – Int(f, x) – где параметры команды такие же, как и в команде прямого исполнения int. Команда Int выдает на экран интеграл в аналитическом виде математической формулы.

Отметим, что в аналитическом представлении неопределенных интегралов отсутствует произвольная постоянная С. Не следует забывать о ее существовании.

Для вычисления определенного интеграла 
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 в командах int и  Int добавляются пределы интегрирования, например,

> Int((1+cos(x))^2, x=0..Pi)=int((1+cos(x))^2, x=0..Pi);
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Если в команде интегрирования добавить опцию continuous: int(f, x, continuous), то Maple будет игнорировать любые возможные разрывы подынтегральной функции в диапазоне интегрирования. Это позволяет вычислять несобственные интегралы от неограниченных функций. Несобственные интегралы с бесконечными пределами интегрирования вычисляются, если в параметрах команды int указывать, например, x=0..+infinity.

Конвертирование и преобразование интегралов.

В некоторых случаях Maple не может вычислить интеграл. Тогда она просто повторяет его. С помощью функций taylor и convert можно попытаться получить аналитическое решение в виде полинома умеренной степени:
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В этом случае решение является приближенным, но оно все же есть и с ним можно работать, например, построить график функции, представляющей данный интеграл. 

Численное интегрирование выполняется командой evalf(int(f, x=x1..x2), e), где e – точность вычислений (число знаков после запятой).

Интегралы, зависящие от параметра. Ограничения для параметров.

Если требуется вычислить интеграл, зависящий от параметра, то его значение может зависеть от знака этого параметра или каких-либо других ограничений. Рассмотрим интеграл 
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, который, сходится при а>0 и расходится при а<0. Если вычислить его сразу, то получится:

> Int(exp(-a*x),x=0..+infinity)=

int(exp(-a*x),x=0..+infinity);
Definite integration: Can't determine if the integral is convergent. Need to know the sign of --> a. Will now try indefinite integration and then take limits.
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Таким способом интеграл с параметром не вычислить. Для получения явного аналитического результата вычислений следует сделать какие-либо предположения о значении параметров, то есть наложить на них ограничения. 
Это можно сделать при помощи команды assume(expr1), где expr1 – неравенство.

Дополнительные ограничения вводятся с помощью команды additionally(expr2), где expr2 – другое неравенство, ограничивающее значение параметра с другой стороны. 

После наложения ограничений на параметр Maple добавляет к его имени символ (~), например параметр a, на который были наложены некоторые ограничения, в сроке вывода будет иметь вид: a~.

Описание наложенных ограничений параметра a можно вызвать командой about(a).
 Пример: наложить ограничения на параметр a такие, что a>-1, a(3:

> assume(a>-1); additionally(a<=3);
> about(a);
Originally a, renamed a~:   is assumed to be: RealRange(Open(-1),3)

Вычисление интеграла с параметром 
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 следует производить в таком порядке:

> assume(a>0):  Int(exp(-a*x),x=0..+infinity)=int(exp(-a*x),x=0..+infinity);
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Интегральное исчисление функций многих переменных
В Maple имеются две специальные команды для вычисления двойных и тройных интегралов, содержащиеся в библиотеке student.

Для вычисления двойных интегралов 
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 используется команда Doubleint(f(x, y), D), где D – область интегрирования, записываемая в одном из следующих форматов:1) x=х1..х2, y=y1..y2, где числа х1, х2, y1, y2 задают прямоугольную область интегрирования; 2) x=f1(y)..f2(y), y=y1..y2, где f1(y), f2(y) ( линии, ограничивающие область интегрирования слева и справа на интервале от y1 до y2; 3) x=х1..х2, y=g1(x)..g2(x) , где g1(y), g2(y) ( линии, ограничивающие область интегрирования снизу и сверху на интервале от х1 до х2.
Для вычисления тройных интегралов 
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 используется команда Tripleint(f(x, y, z),x, y, z, V), где V – область интегрирования.

Обе эти команды являются командами отложенного действия. Чтобы получить значение интеграла, следует использовать команду value(%). 

Повторные интегралы можно вычислять с помощью повторения команды int, например, повторный интеграл 
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 вычисляется командой

> int(int(x^2*y^3, x=0..1), y=0..2);

Создание собственных процедур. Разложение функции в ряд Фурье.
В Maple имеется возможность создавать собственные процедуры. Процедура начинается с заголовка. Заголовок состоит из имени процедуры (его пользователь определяет сам), далее следует обязательный оператор присваивания := и служебное слово proc, после которого в круглых скобках через запятую указываются формальные параметры процедуры.

Во избежание неполадок работы процедуры, рекомендуется в строке заголовка процедуры описывать переменные, которые будут использоваться только внутри тела процедуры (они называются локальными переменными). Для этого используется служебное слово local, после которого через запятую перечисляются локальные переменные. 

После заголовка следует основное тело процедуры, состоящее из составленных пользователем команд, причем последняя команда будет выводить окончательный результат выполнения процедуры. Процедура должна обязательно оканчиваться служебным словом end. 

Общий вид процедуры (стандартный синтаксис):

> name:=proc(var1, var2, …) local vloc1, vloc2,…;

> expr1;

> expr2;

……………

> exprn;

> end;

В Maple нет команды, позволяющей производить разложение функции в тригонометрический ряд Фурье. Однако можно создать собственную процедуру разложения ряд Фурье. Пусть требуется разложить на интервале [x1, x2] 2l-периодическую функцию f(x). Тогда ряд Фурье имеет вид:
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где l=(x2(x1)/2;
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Получить первые n членов ряда Фурье можно с помощью следующей процедуры описанной в л.р.

> fourierseries:=proc(f,x,x1,x2,n) local k, l, a, b, s;
> l:=(x2-x1)/2;
> a[0]:=int(f,x=x1..x2)/l;

> a[k]:=int(f*cos(k*Pi*x/l),x=x1..x2)/l;

> b[k]:=int(f*sin(k*Pi*x/l),x=x1..x2)/l;

> s:=a[0]/2+sum(a[k]*cos(k*Pi*x/l)+b[k]*sin(k*Pi*x/l), k=1..n);
> end;
Порядок обращения к этой процедуре такой: fourierseries(f,x,x1,x2,n), где f – имя функции, разложение которой требуется найти, где х – имя независимой переменной, где х1, x2 – интервал разложения, где n – число членов ряда.

Пример:

1. Разложить в ряд Фурье функцию f(x)=x/2 с периодом 2( на интервале [0; 2(], удерживая 6 членов ряда. Построить на одном рисунке графики функции и ее n-частичной суммы ряда Фурье.

Сначала полностью наберите процедуру fourierseries, предложенную выше в теоретической части.

> f:=x/2:x1:=0:x2:=2*Pi:
> fr:=fourierseries(f,x,x1,x2,6);
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> plot({fr,f}, x=x1..x2, color=[blue,black],thickness=2, linestyle=[3,1]]);
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Пунктирной линией изображен график n-частичной суммы ряда Фурье, а сплошной – самой функции. По виду n-частичной суммы ряда Фурье в данном примере легко установить общий вид этого ряда:
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Сплошной линией изображен график функции, пунктирными – графики n-частичных сумм ряда Фурье. Видно, что чем больше слагаемых ряда удерживать, тем ближе расположен график суммы ряда к графику самой функции.

)
Лекция 5. Исследование функции.

Исследование функции
Непрерывность функции и точки разрыва.

Проверить непрерывность функции f(x) на заданном промежутке [x1,x2] можно с помощью команды iscont(f,x=x1..x2). Если функция f непрерывна на этом интервале, то в поле вывода появится ответ true – (истина); если функция f не является непрерывной на этом интервале, то в поле вывода появится ответ false – (ложь). В частности, если задать интервал x=-infinity..+infinity, то функция f будет проверяться на всей числовой оси. В этом случае, если будет получен ответ true, то можно сказать, что функция определена и непрерывна на всей числовой оси. В противном случае следует искать точки разрыва. Это можно сделать двумя способами:

1) с помощью команды discont(f,x), где f – функция, исследуемая на непрерывность, x – переменная. Эта команда пригодна для нахождения точки разрыва первого и второго родов.

2) с помощью команды singular(f,x), где f – функция, x – переменная. Эта команда подходит для нахождения точек разрыва второго рода как для вещественных значений переменной, так и для комплексных. 

Перед использованием этих команд их следует обязательно загрузить из стандартной библиотеки readlib(name), где name – имя любой из указанных выше команд. 

Обе эти команды выдают результаты в виде перечисления точек разрыва в фигурных скобках. Т.е. результат будет иметь тип записи set. Для того, чтобы в дальнейшем можно было использовать полученные значения точек разрыва, следует из типа set с помощью команды convert перевести их в обычный числовой тип(Если точка разрыва одна, то формат комнды convert(%, '+'), кто найдет вариант команды convert для большего кол-ва точек – 2 бонусных балла).

Экстремумы. Наибольшее и наименьшее значение функции.

В Maple для исследования функции на экстремум имеется команда extrema(f,{cond},x,’s’) , где f - функция, экстремумы которой ищутся, в фигурных скобках {cond} указываются ограничения для переменной, х – имя переменной, по которой ищется экстремум, в апострофах ’s’ – указывается имя переменной, которой будет присвоена координата точки экстремума. Если оставить пустыми фигурные скобки {}, то поиск экстремумов будет производиться на всей числовой оси. Результат действия этой команды относится к типу set. Пример:

> readlib(extrema):

> extrema(arctan(x)-ln(1+x^2)/2,{},x,’x0’);x0;


[image: image90.wmf])}

2

ln(

2

1

4

{

-

p


{{x=1}}

В первой строке вывода приводится экстремум функции, а во второй строке вывода – точка этого экстремума. 

Эта команда не может дать ответ на вопрос, какая из точек экстремума есть максимум, а какая – минимум. Для нахождения максимума функции f(x) по переменной х на интервале 
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 используется команда maximize(f,x,x=x1..x2), а для нахождения минимума функции f(x) по переменной х на интервале 
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 используется команда minimize(f, x, x=x1..x2). Если после переменной указать ’infinity’ или интервал x=-infinity..+infinity, то команды maximize и minimize будут искать, соответственно, максимумы и минимумы  на всей числовой оси, как во множестве вещественных чисел, так и комплексных. Если такие параметры не указывать, то поиск максимумов и минимумов будет производиться только во множестве вещественных чисел. Пример:

> maximize(exp(-x^2),{x});

1

Недостаток этих команд в том, что они выдают только значения функции в точках максимума и минимума, соответственно. Поэтому для того, чтобы полностью решить задачу об исследовании функции y=f(x) на экстремумы с указанием их характера (max или min) и координат (x, y) следует сначала выполнить команду:

> extrema(f,{},x,’s’);s;

а затем выполнить команды maximize(f,x); minimize(f,x). После этого будут полностью найдены координаты всех экстремумов и определены их характеры (max или min). 

Команды maximize и minimize быстро находят абсолютные экстремумы, но не всегда пригодны для нахождения локальных экстремумов. Команда extrema вычисляет так же критические точки, в которых функция не имеет экстремума. В этом случае экстремальных значений функции в первой строке вывода будет меньше, чем вычисленных критических точек во второй строке вывода. Выяснить характер найденного экстремума функции f(x) в точке x=x0 можно, если вычислить вторую производную в этой точке и по ее знаку сделать вывод: если 
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Еще один способ получения значений точек экстремума, а именно, координат точек максимума или минимума – для этого нужно в параметрах этих команд после переменной записать через запятую новую опцию location. В результате в строке вывода после самого максимума (минимума) функции будут в фигурных скобках указаны координаты точек максимума (минимума). Например:

> minimize(x^4-x^2, x, location);
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В строке вывода получились координаты минимумов и значения функции в этих точках. 

Команды extrema, maximize и minimize обязательно должны быть загружены из стандартной библиотеки командой readlib(name), где name – имя загружаемой команды. 

Исследование функции по общей схеме.

1. Область определения функции f(x) – полностью может быть указана после исследования функции на непрерывность.

2. Непрерывность и точки разрыва функции f(x) исследуются по схеме:

> iscont(f, x=-infinity..infinity);

> d1:=discont(f,x);

> d2:=singular(f,x);

В результате наборам переменным d1и d2 будут присвоены значения x-координат в точках разрыва 1 и 2-го родов (если они будут найдены).

3. Асимптоты. Точки бесконечных разрывов определяют вертикальные асимптоты графика f(x). Уравнение вертикальной асимптоты имеет вид:

> yr:=d2;
Поведение функции f(x) на бесконечности характеризуется наклонными асимптотами (если они есть). Уравнение наклонной асимптоты y=kx+b, где коэффициенты вычисляются по формулам:
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Аналогичные формулы для 
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. Поэтому нахождение наклонных асимптот можно провести по следующей схеме: 

> k1:=limit(f(x)/x, x=+infinity);

> b1:=limit(f(x)-k1*x, x=+infinity);

> k2:=limit(f(x)/x, x=-infinity);

> b2:=limit(f(x)-k2*x, x=-infinity);

Часто оказывается, что k1=k2 и b1=b2, в этом случае будет одна асимптота при 
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. С учетом этого составляется уравнение асимптоты 

> yn:=k1*x+b1;

4. Экстремумы. Исследование функции f(x) на экстремумы можно проводить по схеме:

> extrema(f(x), {}, x, ’s’);
> s;
> fmax:=maximize(f(x), x);
> fmin:=minimize(f(x), x);
После выполнения этих команд будут найдены координаты (x, y) всех максимумов и минимумов функции f(x).

Построение графика.

Построение графика функции f(x) – это окончательный этап исследования функции. На рисунке помимо графика исследуемой функции f(x) должны быть нанесены все ее асимптоты пунктирными линиями, подписаны координаты точек max и min. Приемы построения графиков нескольких функций и нанесения надписей были рассмотрены в теме III.

Лекция 6. Линейная алгебра
Уникальной возможностью системы Maple, как и других систем компьютерной алгебры, является возможность решения задач линейной алгебры в символьном (формульном, аналитическом) виде. Однако такое решение представляет скорее теоретический, чем практический интерес, поскольку даже при небольших размерах матриц (уже при 4-5 строках и столбцах) символьные результаты оказываются очень громоздкими и труднообозримыми. Они полезны только при решении специфических аналитических задач, например с разреженными матрицами, у которых большинство элементов имеют нулевые значения. 

В ядро Maple,введены очень скромные и минимально необходимые средства для решения задач линейной алгебры. Основной упор в их реализации сделан на подключаемые пакеты. Основная часть команд для решения задач линейной алгебры содержится в библиотеке linalg. Поэтому перед решением задач с матрицами и векторами следует загрузить эту библиотеку командой with(linalg). Это один из самых обширных и мощных пакетов в области решения задач линейной алгебры. Он содержит свыше ста функций.
addcol — добавляет к одному из столбцов другой столбец, умноженный на некоторое число; 

addrow — добавляет к одной из строк другую строку, умноженную на некоторое число; 

angle — вычисляет угол между векторами; 

augment — объединяет две или больше матриц по горизонтали; 

backsub — реализует метод обратной подстановки при решении системы линейных уравнений (см. также forwardsub); 

band — создает ленточную матрицу; 

basis — находит базис векторного пространства; 

bezout — создает Bezout-матрицу двух полиномов; . г 

BlockDiagonal — создает блок-диагональную матрицу; 

blockmatrix — создает блок-матрицу; 

cholesky — декомпозиция Холесского для квадратной положительно определенной матрицы; 

charmat — создает характеристическую матрицу (charmat(M,v) — матрица, вычисляемая как v E-M); 

charpoly — возвращает характеристический полином матрицы; 

colspace — вычисляет базис пространства столбцов; 

colspan — находит базис линейной оболочки столбцов матрицы; 

companion — вычисляет сопровождающую матрицу, ассоциированную с полиномом; 

cond — вычисляет число обусловленности матрицы (cond(M) есть величина norm(M) norm(М-1); 

curl — вычисляет ротор вектора; 

definite — тест на положительную (отрицательную) определенность матрицы; 

diag — создает блок-диагональную матрицу; 

diverge — вычисляет дивергенцию векторной функции; 

eigenvals — вычисляет собственные значения матрицы; 

eigenvects — вычисляет собственные векторы матрицы; 

equal — определяет, являются ли две матрицы равными; 

exponential — создает экспоненциальную матрицу; 

ffgausselim — свободное от дробей Гауссово исключение в матрице; 

fibonacci — матрица Фибоначчи; и т.д.

Способы задания векторов.

Для определения вектора в Maple используется команда vector(n,list) – сoздание вектора с n элементами, заданными в списке list; или  vector([x1,x2,…,xn]), где в квадратных скобках через запятую указываются координаты вектора. Например:

> x:=vector([1,0,0]);

x:=[1, 0, 0]

Координату уже определенного вектора x можно получить в строке вывода, если ввести команду x[i] , где i ( номер координаты. Например, первую координату заданного в предыдущем примере вектора можно вывести так:

> x[1];

1

Вектор можно преобразовать в список и, наоборот, с помощью команды convert(vector, list) или convert(list, vector).
Сложение векторов.

Сложить два вектора a и b можно с помощью двух команд:

1) evalm(a+b);

2) matadd(a,b).
Команда add позволяет вычислять линейную комбинацию векторов a и b: 
[image: image103.wmf]b

a

b

+

a

, где 
[image: image104.wmf]b

a

,

 ( скалярные величины, если использовать формат: matadd(a,b,alpha,beta).

Скалярное, векторное произведение векторов и угол между векторами.
Скалярное произведение двух векторов 
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 вычисляется командой dotprod(a,b).

Векторное произведение двух векторов 
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 вычисляется командой crossprod(a,b).

Угол между двумя векторами a и b вычисляется с помощью команды angle(a,b).

Норма вектора.

Норму (длину) вектора 
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[image: image108.wmf]2

2

1

...

n

x

x

+

+

=

a

, можно вычислить с помощью команды norm(а,2).

Можно нормировать вектор а с помощью команды normalize(a), в результате выполнения которой будет получен вектор единичной длины 
[image: image109.wmf]a
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Нахождение базиса системы векторов. Ортогонализация системы векторов по процедуре Грамма-Шмидта.

Если имеется система n векторов 
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, то с помощью команды basis([a1,a2,…,an]) можно найти базис этой системы.

При помощи команды GramSchmidt([a1,a2,…,an]) можно ортогонализовать систему линейно-независимых векторов 
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Определение матрицы.
Для интерактивного ввода матриц можно, определив размерность некоторого массива, использовать функцию entermatrix: 

А:=аггау(1..3,1..3): 

После исполнения этого фрагмента документа диалог с пользователем имеет следующий вид: 
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Для определения матрицы в Maple можно использовать команду matrix(n,m,list) или matrix(n, m, [[a11,a12,…,a1n], [a21,a22,…,a2m],…, [an1,an2,…,anm]]), где n ( число строк, m – число столбцов в матрице, заданными списком list. Эти числа задавать необязательно, а достаточно перечислить элементы матрицы построчно в квадратных скобках через запятую. Например:

> A:=matrix([[1,2,3],[-3,-2,-1]]);
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В Maple матрицы специального вида можно генерировать с помощью дополнительных команд. В частности диагональную матрицу можно получить командой diag. Например: 

> J:=diag(1,2,3);
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Генерировать матрицу можно с помощью функции f(i, j) от переменных i, j – индексов матрицы: matrix(n, m, f), где где  n - число строк, m – число столбцов. Например:

> f:=(i, j)->x^i*y^j;  
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> A:=matrix(2,3,f);
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Число строк в матрице А можно определить с помощью команды rowdim(A), а число столбцов – с помощью команды coldim(A).

Арифметические операции с матрицами.

Сложение двух матриц одинаковой размерности осуществляется теми же командами, что и сложение векторов: evalm(A+B) или matadd(A,B). Произведение двух матриц может быть найдено с помощью двух команд:

1) evalm(A&*B); 

2) multiply(A,B).
В качестве второго аргумента в командах, вычисляющих произведение, можно указывать вектор, например:

> A:=matrix([[1,0],[0,-1]]); 

> B:=matrix([[-5,1], [7,4]]);
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> v:=vector([2,4]);
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> multiply(A,v);
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> multiply(A,B);
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> matadd(A,B);
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Команда evalm позволяет также прибавлять к матрице число и умножать матрицу на число. Например:

> С:=matrix([[1,1],[2,3]]):

> evalm(2+3*С);
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Определители, миноры и алгебраические дополнения. Ранг и след матрицы.
Определитель матрицы А вычисляется командой det(A). 
Команда minor(A,i,j) возвращает матрицу, полученную из исходной матрицы А вычеркиванием i-ой строки и j-ого столбца. Минор Mij элемента aij матрицы А можно вычислить командой det(minor(A,i,j)). Ранг матрицы А вычисляется командой rank(A). След матрицы А, равный сумме ее диагональных элементов, вычисляется командой trace(A). 7

> A:=matrix([[4,0,5],[0,1,-6],[3,0,4]]);

[image: image124.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

=

4

0

3

6

1

0

5

0

4

:

A


> det(A);

1

> minor(А,3,2);
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> det(%);

-24

> trace(A);

9

Обратная и транспонированная матрицы.
Обратную матрицу А(1 , такую что А(1А=АА(1=Е, где Е ( единичная матрица, можно вычислить двумя способами:

1) evalm(1/A);
2) inverse(A).
Транспонирование матрицы А – это изменение местами строк и столбцов. Полученная в результате этого матрица называется транспонированной и обозначается А'. Транспонированную матрицу А' можно вычислить командой transpose(A). 

Например, используя заданную в предыдущем пункте матрицу А, найдем ей обратную и транспонированную:

> inverse(A);
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> multiply(A,%);
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> transpose(A);
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Выяснение типа матрицы.
Выяснить положительную или отрицательную  определенность матрицы можно  при помощи команды definite(A,param), где param может принимать значения: 'positive_def' – положительно определена (A>0), 'positive_semidef' – неотрицательно определенная 
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, 'negative_def' – отрицательно определенная (A<0), 'negative_semidef' ( неположительно определенная 
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. Результатом действия будет константа true – подтверждение, false – отрицание сделанного предположения. Например:

> A:=matrix([[2,1],[1,3]]);
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> definite(А,'positive_def');

true

Проверить ортогональность матрицы А можно командой orthog(A).
> В:=matrix([[1/2,1*sqrt(3)/2], 

[1*sqrt(3)/2,-1/2]]);
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> orthog(В);
true

Функции от матриц.
Возведение матрицы А в степень n производится командой evalm(A^n). Вычисление матричной экспоненты 
[image: image133.wmf]A
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 возможно с помощью команды exponential(A). Например:

> Т:=matrix([[5*a,2*b],[-2*b,5*a]]);
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> exponential(Т);
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> evalm(Т^2);
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В общем, для работы с векторами и матрицами Maple  имеет множество функций, входящих в пакет linalg. Ограничимся приведением краткого описания наиболее распространенных функций этой категории. 

Спектральный анализ матрицы. Собственные числа и собственные векторы матрицы.

Из курса линейной алгебры известно, что если Ах=(х, то вектор х называется собственным вектором матрицы А, а число ( – собственным числом, соответствующим данному собственному вектору. Совокупность всех собственных чисел матрицы называется спектром матрицы. Если в спектре матрицы одно и тоже собственное число встречается k раз, то говорят, что кратность этого собственного числа равна k. 

Для нахождения собственных чисел матрицы А используется команда eigenvalues(A). Для нахождения собственных векторов матрицы А используется команда eigenvectors(A). В результате выполнения этой команды будут получены собственные числа, их кратность и соответствующие собственные векторы. 

Чтобы понять, в каком виде получаются результаты выполнения команды eigenvectors, внимательно разберитесь со следующим примером: матрица 
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 имеет 3 собственных вектора: 
[image: image138.wmf])
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 кратности 1, 
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 кратности 1. Найдем их в Maple:

> A:=matrix([[3,-1,1],[-1,5,-1],[1,-1,3]]):

> eigenvectors(A);

[2,1,{[-1,0,1]}], [3,1,{[1,1,1]}], [6,1,{[1,-2,1]}]

В строке вывода перечислены в квадратных скобках собственное число, его кратность и соответствующий собственный вектор в фигурных скобках , затем следующие наборы таких же данных.

Характеристический и минимальный многочлены матрицы.
Для вычисления характеристического многочлена 
[image: image144.wmf])
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 матрицы A используется команда charpoly(A,lambda).
Минимальный многочлен (делитель) матрицы А можно найти с помощью команды minpoly(A,lambda). 

Системы линейных уравнений и матричные уравнения.
Система линейных уравнений 
[image: image145.wmf]b
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 может быть решена двумя способами. 

Способ 1: стандартная команда solve находит решение системы линейных уравнений, записанных  в развернутом виде: 
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Способ 2: команда linsolve(A,b) из пакета linalg  находит решение уравнения 
[image: image147.wmf]b
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. Аргументы этой команды: А – матрица, b – вектор.

С помощью команды linsolve(A,b) можно найти решение матричного уравнения АХ=В, если в качестве аргументов этой команды указать, соответственно, матрицы А и В.
Ядро матрицы.

Ядро матрицы А – это множество векторов х таких, произведение матрицы А на которые равно нулевому вектору: 
[image: image148.wmf]0
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. Поиск ядра матрицы А эквивалентен решению системы линейных однородных уравнений. Найти ядро матрицы А можно командой kernel(A).

Операции со структурой отдельного вектора V и матрицы М: 

coldim(M) — возвращает число столбцов матрицы М; 

rowdim(M) — возвращает число строк матрицы М; 

vectdim(V) — возвращает размерность вектора V; 

col(M,i) — возвращает i-й столбец матрицы М; 

row(M,i) — возвращает i-ю строку матрицы М; 

delcols(M,i.. j) — удаляет столбцы матрицы М от i-roдо j-ro; 

del rows (V,i..j) — удаляет строки матрицы М от i-й до j-й; 

extend (М, т, n,х) — расширяет матрицу М на m строк и n столбцов с применением заполнителя х. 

Основные векторные и матричные операции: 

copyinto(A,B,i, j) — копирует матрицу А в В для элементов последовательно от i до j; 

concat(Ml,M2) — возвращает объединенную матрицу с горизонтальным слиянием матриц Ml и М2; 

stack(Ml,M2) — возвращает объединенную матрицу с вертикальным слиянием Ml и М2; 

charpoly(M,lambda) — возвращает характеристический полином матрицы М 

jordan(M) — возвращает матрицу М в форме Жордана; 

hermite(M) — возвращает матрицу М в эрмитовой форме; 

singularvals(A) — возвращает сингулярные значения массива или матрицы А.
Лекция 7. Дифференциальные уравнения
§1. Аналитическое решение дифференциальных уравнений

Общее решение дифференциальных уравнений.

Для нахождения аналитических решений дифференциальных уравнений в Maple применяется команда dsolve(eq,var,options), где eq – дифференциальное уравнение, var – неизвестные функции, options – параметры. Параметры могут указывать метод решения задачи, например, по умолчанию ищется аналитическое решение: type=exact. При составлении дифференциальных уравнений для обозначения производной применяется команда  diff:

Например, дифференциальное уравнение y''+y=x записывается в виде: diff(y(x),x$2)+y(x)=x. 

Общее решение дифференциального уравнения зависит от произвольных постоянных, число которых равно порядку дифференциального уравнения. В Maple такие постоянные, как правило, обозначаются как _С1, _С2, и т.д.

Общее решение неоднородного линейного дифференциального уравнения всегда выводится так, чтобы была четко видна, структура этого решения. Общее решение неоднородного линейного дифференциального уравнения равно сумме общего решения соответствующего однородного дифференциального уравнения и частного решения этого же неоднородного дифференциального уравнения. Поэтому в строке вывода решение неоднородного линейного дифференциального уравнения всегда состоит из слагаемых, которые содержат произвольные постоянные (это общее решения соответствующего однородного дифференциального уравнения), и слагаемых без произвольных постоянных (это частное решения этого же неоднородного дифференциального уравнения). 

Команда dsolve выдает решение дифференциального уравнения в невычисляемом формате. Для того, чтобы с решением можно было бы работать далее (например, построить график решения) следует отделить правую часть полученного решения командой rhs(%). 

Фундаментальная (базисная) система решений.

Команда dsolve представляет возможность найти фундаментальную систему решений (базисные функции) дифференциального уравнения. Для этого в параметрах команды dsolve следует указать output=basis.

Решение задачи Коши или краевой задачи.
Команда dsolve может найти решение задачи Коши или краевой задачи, если помимо дифференциального уравнения задать начальные или краевые условия для неизвестной функции. Для обозначения производных в начальных или краевых условиях используется дифференциальный оператор 
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, например, условие y''(0)=2 следует записать в виде 
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Пример
1. [image: image216.png]


Найти решение краевой задачи: 
[image: image153.wmf]p

-

=

+

x

y

y

2

'

'

, 
[image: image154.wmf]0

)

0

(

=

y

, 
[image: image155.wmf]0

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

y

. Построить график решения.

> restart; de:=diff(y(x),x$2)+y(x)=2*x-Pi;

de:=
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> cond:=y(0)=0,y(Pi/2)=0;
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> dsolve({de,cond},y(x));

y(x)=2x((+(cos(x)

Замечание: для построения графика решения предварительно следует отделить правую часть полученного выражения.

> y1:=rhs(%):plot(y1,x=-10..20,thickness=2);

Системы дифференциальных уравнений.

Команда dsolve может найти решение системы дифференциальных уравнений (или задачи Коши), если в ней указать: dsolve({sys},{x(t),y(t),…}), где sys ( система дифференциальных уравнений, x(t),y(t),… ( набор неизвестных функций.

Приближенное решение дифференциальных уравнений с помощью степенных рядов.

Для многих типов дифференциальных уравнений не может быть найдено точное аналитическое решение. В этом случае дифференциальное уравнение можно решить с помощью приближенных методов, и, в частности, с помощью разложения в степенной ряд неизвестной функции. 

Чтобы найти приближенное решение дифференциального уравнения в виде степенного ряда, в команде dsolve следует после переменных указать параметр type=series (или просто series). Для того, чтобы указать порядок разложения n, т.е. порядок степени, до которой производить разложение, следует перед командой dsolve вставить определение порядка с помощью команды Order:=n.

Если ищется общее решение дифференциального уравнения в виде разложения в степенной ряд, то коэффициенты при степенях х найденного разложения будут содержать неизвестные значения функции в нуле y(0) и ее производных D(y)(0), (D@@2)(y)(0) и т.д. Полученное в строке вывода выражение будет иметь вид, похожий на разложение искомого решения в ряд Маклорена, но с другими коэффициентами при степенях х. Для выделения частного решения следует задать начальные условия y(0)=у1, D(y)(0)=у2, (D@@2)(y)(0)=у3 и т.д., причем количество этих начальных условий должно совпадать с порядком соответствующего дифференциального уравнения.

Разложение в степенной ряд имеет тип series, поэтому для дальнейшей работы с этим рядом его следует преобразовать в полином с помощью команды convert(%,polynom), а затем выделить правую часть полученного выражения командой rhs(%).

Пример

1. Найти решение задачи Коши: 
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 в виде степенного ряда с точностью до 5-го порядка.

> restart; Order:=5:

> dsolve({diff(y(x),x)=y(x)+x*exp(y(x)), 

y(0)=0}, y(x), type=series);
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В полученном решении слагаемое 
[image: image162.wmf])
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 означает, что точность разложения была до 5-го порядка.

§2. Численное решение дифференциальных уравнений
Для того, чтобы найти численное решение дифференциального уравнения (задачи Коши или краевой задачи) в команде dsolve следует указать параметр type=numeric (или просто numeric). Тогда команда решения дифференциального уравнения будет иметь вид dsolve(eq, vars, type=numeric, options), где eq – уравнения, vars – список неизвестных функций, options – параметры, позволяющие указать метод численного интегрирования дифференциального уравнения. В Maple реализованы такие методы: method=rkf45 ( метод Рунге-Кутта-Фельберга 4-5-ого порядка (установлен по умолчанию); method=dverk78 – метод Рунге-Кутта 7-8 порядка; mеthod=classical – классический метод Рунге-Кутта 3-его порядка; method=gear и method=mgear – одношаговый и многошаговый методы Гира.

График численного решения дифференциального уравнения можно построить с помощью команды odeplot(dd, [x,y(x)], x=x1..x2), где в качестве функции используется команда dd:=dsolve({eq,cond}, y(x), numeric) численного решения, после нее в квадратных скобках указывают переменную и неизвестную функцию [x,y(x)], и интервал x=x1..x2 для построения графика.
Пример. Найти численное и приближенное решение в виде степенного ряда до 6-ого порядка задачи Коши: 
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Сначала найдем численное решение задачи Коши и построим его график.

> restart; Ordev=6:

> eq:=diff(y(x),x$2)-x*sin(y(x))=sin(2*x): 

> cond:=y(0)=0, D(y)(0)=1:

> de:=dsolve({eq,cond},y(x),numeric);

de:=proc(rkf45_x)...end
Замечание: в строке вывода появляется сообщение о том, что при решении использован метод rkf45. Во избежание вывода строк, не несущих полезной информации, рекомендуется отделять промежуточные команды двоеточием. Если необходимо получить значение решения при каком-то фиксированном значении переменной х (заодно будет выведено значение производной решения в этой точке), например, при х=0.5, то следует набрать:
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> de(0.5);
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> with(plots): 

> odeplot(de,[x,y(x)],-10..10,thickness=2);

Наилучшее приближение решения степенным рядом достигается примерно на интервале (1<x<1.
Пакет графического представления решений дифференциальных уравнений Detools.
Для численного решения задачи Коши, построения графиков решения и фазовых портретов в Maple имеется специальный пакет DEtools. 

Команда DEplot из пакета DEtools строит численными методами графики решения или фазовые портреты. Эта команда аналогична команде odeplot, но более функциональна. Она, в отличие от odeplot, сама производит численное решение дифференциального уравнения. Основные параметры DEplot похожи на параметры odeplot: DEplot(de, vars, range, x=х1..х2, y=у1..у2, cond, оptions), где de ( дифференциальное уравнение или система дифференциальных уравнений; vars – список неизвестных функций; range – диапазон измерения независимой переменной; cond – начальные условия; x=х1..х2 и y=у1..у2 – диапазоны изменения функций; options – дополнительные параметры. 

Наиболее часто используемые параметры: linecolor=цвет линии; scene=[x,y] ( определяет, какие зависимости выводить на график; iterations=число итераций, необходимое для повышения точности вычислений (по умолчанию это число равно 1); stepsize=число, равное расстоянию между точками на графике, по умолчанию оно равно (x2(x1)/20, этот параметр необходим для вывода более гладкой кривой решения; obsrange=true/false ( прерывать или нет вычисления, если график решения выходит за установленный для рисования интервал.

Для решения дифференциального уравнения n-ого порядка начальные условия можно задавать в более компактной форме: [x0, y0, y'0, y''0,…], где x0 ( точка, в которой задаются начальные условия, y0 ( значение искомой функции в точке x0, y'0, y''0,… ( значения производных первой, второй и т.д. до (n(1)-ого порядка.

Пример. Нарисовать график решения дифференциального уравнения:
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> restart; with(DЕtools):
> DEplot(diff(y(x),x$3)+x*sqrt(abs(diff(y(x),x))) 
+x^2*y(x)=0, {y(x)}, =-4..5, [[y(0)=0,D(y)(0)=1, 

(D@@2)(y)(0)=1]], stepsize=.1, linecolor=black, 

thickness=2);

Построение фазовых портретов систем дифференциальных уравнений.

Для дифференциального уравнения порядка выше первого команда DEplot рисует только кривые решений дифференциальных уравнений, а для систем дифференциальных уравнений первого порядка могут быть нарисованы и фазовые портреты.

С помощью команды DEplot можно построить фазовый портрет в плоскости (x, y), для системы двух дифференциальных уравнений: 
[image: image172.wmf]),
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, если в параметрах данной команды указать scene=[x,y]. 

Если система дифференциальных уравнений является автономной, то на фазовом портрете будет построено поле направлений в виде стрелок. Размер стрелок регулируется параметром arrows=SMALL, MEDIUM, LARGE, LINE или NONE.

Для того, чтобы нарисовать весь фазовый портрет, необходимо для каждой фазовой траектории указывать начальные условия: например, для системы двух дифференциальных уравнений первого порядка несколько начальных условий в команде DEplots указываются после задания диапазона изменения независимой переменной t: [[x(0)=x1, y(0)=y1], [x(0)=x2, y(0)=y2],…, [x(0)=xn, y(0)=yn]]. 

Начальные условия можно задавать в более компактной форме: [t0, x0, y0], где t0 ( точка, в которой задаются начальные условия, x0 и y0 ( значения искомых функций в точке t0.
Фазовый протрет системы двух дифференциальных уравнений первого порядка можно также построить с помощью команды phaseportrait(sys, [x,y],x1..x2,[[cond]]), где sys ( система двух дифференциальных уравнений первого порядка, [x,y] ( имена искомых функций, x1..x2 ( интервал, на котором следует построить фазовый портрет, а в квадратных скобках указываются начальные условия. Эта команда находится в пакете DEtools, поэтому данный пакет должен быть предварительно загружен.

Пример. Построить фазовый портрет системы дифференциальных уравнений: 
[image: image174.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

=

3

'

'

x

x

y

y

x


для нескольких наборов начальных условий: х(0)=1, у(0)=0.2; х(0)=0, у(0)=1; х(0)=1, у(0)=0.4; х(0)=1, у(0)=0.75; х(0)=0, у(0)=1.5; х(0)=(0.1, у(0)=0.7.

> restart; with(DЕtools):

> DEplot({diff(x(t),t)=y, diff(y(t),t)=x-x^3}, [x(t),y(t)], t=0..20, [[0,1,0.2], [0,0,1], 
[0,1,0.4], [0,1,0.75], [0,0,1.5], [0,-0.1,0.7]], stepsize=0.1, arrows=none, linecolor=black);

[image: image175.png]



Интерактивное решение ОДУ
dsolve[interactive] - interactive symbolic and numeric solution of ordinary differential equations
Calling Sequence
dsolve[interactive]([image: image176.wmf], options)
Parameters
	odesys

	-

	(optional); single ODE, or set/list of ODE, optionally with initial or boundary conditions


	options

	-

	(optional); equations that control the behavior of the interactive solver



Description
· The dsolve[interactive](odesys,options) command launches a graphical user interface for the investigation and solution of ODE and ODE systems. Note that this interface is written in Maplets. Generally, you can specify what to return to the Maple session. Options include nothing, the displayed plot, the computed numeric procedure, or the Maple commands needed to produce the solution values and/or the displayed plot. For details, see the worksheet,interactive,dsolveinterface help page.
· If odesys is not given in the call to dsolve[interactive], then odesys can be entered by using the interface; otherwise, the input equations are examined and used as a starting point for the application (these equations can be changed from within the graphical user interface).
Options
The following optional arguments control the behavior of dsolve[interactive]().
· maxplots=integer
Controls the maximum number of plots (based on the solution) that can be displayed simultaneously. The default is 4, and this parameter can range from 1 to 16.
· display=value
Controls the size of the font in the application windows (and as a result, the size of the application windows as well). There are two settings, small (the default value) and large. The small setting can display all windows on a 800x600 resolution display, while the large setting requires at least a 1024x768 resolution display.
· aliasing=boolean
Controls whether aliasing is used to reduce the size of a symbolic solution. When set to true, large repeated subexpressions are aliased to percent values, such as [image: image177.wmf], and [image: image178.wmf]. The percent values are displayed in the solution in place of the corresponding subexpression. The sequence of alias definitions follows the solution.
By default, aliasing is true. Setting it to false disables this aliasing, possibly resulting in expressions that are too large to display.
· When dsolve[interactive] is invoked, the current setting of the Digits environment variable is used for all numerical computations. If a higher precision is required, Digits must be set to that precision prior to invoking dsolve[interactive].
· Important: Before using this command, review the information about the operation of the solver in the worksheet,interactive,dsolveinterface help page.
Examples
Investigating a Symbolic Solution
> [image: image179.wmf]
Investigating a Numerical Solution
> [image: image180.wmf]
Лекция 8. Введение в теорию графов.

Рассмотрим некоторые избранные функции этого пакета, которые наиболее часто используются при работе с графами
.

> with(networks);

> with(GraphTheory);

Функции создания графов

new – создает пустой граф (без ребер и узлов);

void – создает пустой граф (без ребер);

duplicate – создает копию графа;

complete(CompleteGraph
) – создает полный граф;

random(RandomGraph) – возвращает случайный граф;

petersen(PetersenGraph) – создает граф Петерсена.

Функции модификации графов:

addedges – добавляет в граф ребро;

addvertex – добавляет в граф вершины;

connect – соединяет одни заданные вершины с другими;

delete – удаляет из графа ребро или вершину.

Функции контроля структуры графов

draw(DrawGraph) – рисует граф;

edges – возвращает список ребер графа;

vertices – возвращает список узлов графа;

show – возвращает таблицу с полной информацией о графе;

ends – возвращает имена вершин графа;

head – возвращает имя вершины, которая является головой ребер;

tail – возвращает ими вершины, которая является хвостом ребер;

incidence – возвращает матрицу инцидентности;

adjacency – возвращает матрицу смежности;

eweight – возвращает веса ребер;

weight – возвращает веса вершин;

Trail - инертная функция, которая используется для краткого описания ребер в графе, проходящих через последовательность/список вершин в заданном порядке. Например, Trail(1,2,3,4) или Trail([1,2,3,4]) - это короткая форма указывающая создаваемый путь через вершины: [1, 2] ->[2, 3] ->[3, 4]. Т.е. данная команда используется для задания графа.

isplanar(IsPlanar) – упрощает граф, удаляя циклы и повторяющиеся ребра, и проверяет его на планарность
.

IsRegular2 – проверяет граф на выполнение свойства регулярности.

IsConnected2 – проверяет граф на выполнение свойства связности.
Функции с типовыми возможностями графов

flow (MaxFlow)– находит максимальный поток в сети от одной заданной вершины к другой в соответствии с алгоритмом Голдберга. Сложность алгоритма равна [image: image181.wmf]где n=|V| число вершин заданного графа G и m=|E|  число ребер;

shortpathtree (DijkstrasAlgorithm(G -граф, s, t – вершины между которыми вычисляется кратчайший путь))– находит кратчайший путь в графе с помощью алгоритма Дейкстры, если граф не взвешен, то все ребра считаются с весом =1. В случае отрицательных весов используется команда BellmanFordAlgorithm ;
AdjacencyMatrix2 – выводит квадратную матрицу смежности для заданного графа;

DegreeSequence2 – определяет список степеней вершин. В случае ориентированного графа, ориентированность игнорируется;

AllPairsDistance2 – выводит квадратную матрицу расстояний между всеми парами вершин. Если расстояния от вершины а в вершину в не существует, то значение будет равно бесконечности. Процедура вычисления схожа с алгоритмом Флойда-Уоршала. Сложность алгоритма равна О(n3) где n  - количество вершин.
Digraph(V, E, A, W) – создает орграф с заданными параметрами. В общем случае – списком или числом вершин, или множеством ребер, или массивом (множеством инцидентных вершин), или матрицей смежности(весов вершин) и т.д.
Лекция 9. Математический анализ: функции многих переменных, векторный анализ, ряды, интегральные преобразования
Векторный анализ

Приведем определения основных дифференциальных операций векторного анализа и команды Maple для их вычисления, которые содержатся в библиотеке linalg.

Градиент скалярной функции f(x, y, z) – это вектор, координатами которого являются частные производные по соответствующим переменным: 
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grad

. В Maple grad вычисляется одноименной командой grad(f,[x,y,z],c), где здесь и в дальнейшем f – функция, [x,y,z] – набор переменных, от которых она зависит. 

Параметр с позволяет вычислять данную дифференциальную операцию в различных криволинейных координатах (по умолчанию используется прямоугольная декартова система координат). Этот параметр может указываться во всех имеющихся в Maple дифференциальных операциях. Для вычисления дифференциальной операции в цилиндрических координатах следует записать coords=cylindrical, в сферических координатах – coords=spherical. 

Лапласиан скалярной функции f(x, y, z) – это оператор, действующий на функцию f(x, y, z) по правилу: 
[image: image183.wmf]2
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. Он вычисляется командой laplacian(f,[x,y,z],c).

Дивергенцией вектор-функции F(x, y, z) называется функция (скалярная), вычисляемая по правилу: 
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F

y

F

x

F

z

y

x

z

y

x

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

)

,

,

(

div

F

. Дивергенция в Maple вычисляется командой diverge(F,[x,y,z],c), где здесь и в дальнейшем F – вектор-функция, [x,y,z] – набор переменных, от которых она зависит.

Ротором вектор-функции F(x, y, z) называется вектор с координатами: 
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. Ротор вычисляется командой curl(F,[x,y,z],c). 

Для вектор-функции F(x, y, z) можно вычислить матрицу Якоби
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с помощью команды jacobian(F,[x,y,z]).

Пример:

1. Дана функция 
[image: image187.wmf]x
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. Найти 
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grad
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. Какие углы составляет 
[image: image189.wmf]u

grad

 с осями координат? Найти производную функции u(x,y) по направлению вектора q=[1,1].

> restart: with(linalg):

Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

> u:=arctan(y/x): g:=simplify(grad(u, [x, y]));
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> alpha:=simplify(angle(g, [1, 0]));
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> beta:=simplify(angle(g, [0, 1]));
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Косинусы этих углов являются направляющими косинусами 
[image: image193.wmf])
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. Убедимся, что сумма их квадратов равна единице.

> simplify(cos(alpha)^2+cos(beta)^2);

1

Производная функции u по направлению q равна скалярному произведению градиента этой функции на нормированный вектор q: 
[image: image194.wmf])
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 ( нормированный вектор q.

> q:=vector([1,1]);e:=normalize(q);

q:=[1, 1]

е:=
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> udq:=simplify(dotprod(g,e));

udq:=
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Интегральные преобразования

В Maple имеется пакет inttrans, в котором содержатся команды различных интегральных преобразований.

Преобразование Фурье.

Прямое преобразование Фурье функции f(x) вычисляется по формуле


[image: image198.wmf]ò
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В Maple оно может быть найдено командой fourier(f(x),x,k), где x ( переменная, по которой производится преобразование, k ( имя переменной, которое следует присвоить параметру преобразования.

Обратное преобразование Фурье задается формулой
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и вычисляется командой invfourier(F(k),k,x).

Описанное выше прямое и обратное преобразования Фурье называются комплексными и применяются в тех случаях, когда функция f(x) задана на всей числовой оси. Если функция f(x) задана только при х>0, то рекомендуется использовать синус- и косинус- преобразования Фурье.

Прямое и обратное синус-преобразования Фурье функции f(x) определяются формулами
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Поскольку формулы синус-преобразования Фурье симметричны относительно замены x на k, то в Maple эти преобразования вычисляются одной командой, но с различным порядком указания параметров: fouriersin(f(x),x,k) ( вычисляет прямое синус-преобразование Фурье; fouriersin(F(k),k,x) ( вычисляет обратное синус-преобразование Фурье.

Аналогично, прямое и обратное косинус-преобразования Фурье функции f(x) определяются формулами
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В Maple эти преобразования вычисляются одной командой, но с различным порядком указания параметров: fourierсоs(f(x),x,k) ( вычисляет прямое косинус-преобразование Фурье; fourierсоs(F(k),k,x) ( вычисляет обратное косинус-преобразование Фурье.

Пример:

1. Для функции 
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 найти преобразование Фурье.

> restart:with(inttrans): assume(a>0):

> fourier(exp(-a*abs(x)),x,k);
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2. 
Преобразование Лапласа.

Преобразование Лапласа функции f(x) (если оно существует) вычисляется по формуле: 
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Получаемая функция F(p) называется изображением.

В Maple это преобразование вычисляется командой laplace(f(x),x,p) , где x ( переменная, по которой производится преобразование, p ( имя переменной, которое следует присвоить параметру преобразования. 

Обратное преобразование Лапласа (называется оригиналом) вычисляется по формуле:


[image: image208.wmf]ò

¥

+

¥

-

p

=

i

a

i

a

px

dp

e

p

F

i

x

f

)

(

2

1

)

(

.

Оригинал f(x) (если он существует) может быть найден по изображению F(p) командой invlaplace(F(p),p,x).

Пример:

1. Найти изображение функции 
[image: image209.wmf]bx
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> restart:with(inttrans):

> F(p)=laplace(cos(a*x)*sinh(b*x), x, p);
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2. Найти оригинал Лапласа функции 
[image: image211.wmf]ap
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> assume(a>0): invlaplace(1/(p^2+2*a*p),p,x): 

> combine(%,trig);
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� для пакета networks


� для пакета GraphTheory


� Возвращает true, если граф оказался планарным, и false – в противном случае.
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