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ВСТУП
Стрімке зростання обчислювальної техніки і постійне розширення сфери застосування ЕОМ приводять до того, що в сучасній кібернетиці виникають і інтенсивно розвиваються нові теоретичні напрямки. Зокрема, оформляється в науку спочатку головним чином емпірична область знань ( програмування, у задачу якої входить розробка засобів спілкування людини з ЕОМ. Для створення й експлуатації комплексних автоматизованих систем обробки інформації і їхній компонент (математичного забезпечення, пакетів прикладних програм, розподілених банків даних, мереж передачі даних і т.д.) необхідне знання дискретної математики, принципова відмінність якої від традиційної математики в тім, що тут відсутній, по-перше, граничний перехід, і по-друге, поняття безперервності функції.

Теорія програмування ґрунтується на таких важливих розділах дискретної математики, як теорія алгоритмів, схематологія, теорія автоматів, теорія формальних мов і формальних граматик, теорія графів. Практичні додатки програмування зв'язані з проектуванням сучасним і перспективних ЕОМ, створенням і розвитком ефективних методів розробки програм для ЕОМ. При цьому виникає необхідність у створенні ідей і методів загальної алгебри – одного з основних і добре розроблених напрямків математики. Цим обумовлюється необхідність ознайомлення фахівців із програмування і конструювання систем математичного забезпечення ЕОМ з основними алгебраїчними поняттями і результатами.

Як відомо, прикладна математика спирається на “чисту” математику. У свою чергу “чиста ” математика орієнтована на її застосування при розв’язанні прикладних задач. Однак у дискретній математиці обидві ці традиції  ще не установилися. Прикладні теорії звичайно починають вивчати з “азів”. Крім того, серед практиків дуже розповсюджений погляд на математику як на великий довідник, який потрібно уміти відкрити на потрібній сторінці. Інженери люблять формули і методи, але не люблять теорем і тим більше їхніх доказів. Для них важливо знати, “що” і ”навіщо”, але дуже рідко – “як” і “чому”. Такий підхід проте може виправдувати себе в областях з давно сталими моделями об'єктів і процесів. Однак у задачах керування все частіше головною науковою проблемою стає не робота з існуючими моделями, а створення нових моделей: учора це було сіткове планування і логіка цифрових систем, сьогодні це ( застосування формальних мов і формальних граматик у мовах програмування, завтра це буде розмита логіка і т.д. У такій ситуації математика потрібна не як метод розрахунку, а як метод мислення, як мова, як засіб формулювання й організації понять. Такий підхід, таке володіння математикою вимагає істотно більшої культури: розуміння важливості точних формулювань і уміння обходитися без них там, де вони заважають розумінню  суті справи; уміння зрозуміти, що просто, що складно, а що неможливо, відчуття зв'язку між, здавалося б, далекими ідеями і поняттями.

Метою дисципліни «Комп’ютерна дискретна математика»  є підготовка спеціалістів, що володіють знаннями в областях математики, які оперують дискретними об’єктами, необхідними для створення й експлуатації комплексних автоматизованих систем обробки інформації і їхніх компонент. 

Завданнями  навчальної дисципліни є: 

вивчення розділів дискретної математики: теорії множин, теорії відношень і функцій, теорії графів, теорії скінчених автоматів і автоматів зі стековою пам’яттю, теорії формальних мов і граматик; практичне застосування апарату дискретної математики для рішення прикладних задач; розгляд теоретичних і практичних питаннь дискретного підходу в даній області, використання формальних теорій; здобуття навичок розробки прикладного програмного забезпечення засобами мови високого рівня.

Вивчення курсу передбачає теоретичну підготовку та практичне вивчення матеріалу з використанням персональних комп’ютерів.

У результаті вивчення навчальної дисципліни студент повинен 

знати: 

типи множин, операції над множинами; типи логічних функцій та операції над ними; основи обчислення висловлень та обчислення предикатів; основи теорії графів та алгоритми на графах; алгоритми мінімізації скінчених автоматів; критерії визначення типу формальної граматики, алгоритми побудови і функціонування скінчених та МП-автоматів. 

вміти: 

доводити тотожність множин; застосовувати алгоритми побудови досконалих форм і виводів формул обчислення висловлень та обчислення предикатів; застосовувати алгоритми на графах до розв’язання прикладних задач; визначати типи формальних граматик, формальних мов; застосовувати алгоритми побудови автоматів (скінчених і МП-автоматів); розробляти прикладне програмне забезпечення мовами програмування високого рівня.

Згідно з вимогами освітньо-професійної  програми студенти повинні досягти таких компетентностей:

ІК- Здатність розв’язувати складні спеціалізовані завдання або практичні проблеми інженерії програмного забезпечення, що характеризуються комплексністю та невизначеністю умов, із застосуванням теорій та методів інформаційних технологій.

ЗК01-Здатність до абстрактного мислення, аналізу та синтезу.

ЗК02- Здатність застосовувати знання у практичних ситуаціях.

ФК26- Здатність до алгоритмічного та логічного мислення.
Міждисциплінарні зв’язки.

Згідно зі структурно - логічною схемою освітньо-професійної програми дисципліна «Комп’ютерна дискретна математика» пов’язана тематично з такими дисциплінами: 

Дискретні структури; методи та алгоритми прийняття рішень; бази даних та знань.

Розділ 1 ЕЛЕМЕНТИ ЗАГАЛЬНОЇ АЛГЕБРИ

1.1 Множини і підмножини


Термін “сучасна алгебра” прийнято відносити до теорії таких алгебраїчних систем (груп, кілець, булевих алгебр і т.д.), елементи яких, узагалі кажучи, не є числами. Навпроти, “класична” алгебра займається в основному алгебраїчними рівняннями або їхніми системами, у яких символи позначають дійсні або комплексні числа.


Поняття алгебраїчної системи є основним у сучасній алгебрі. Така система складається з множини елементів a1, a2, a3, ..., над якими можна робити операції типу додавання і множення.


Поняття множина так часто вживається в повсякденній мові, що для нього мається багато загальновідомих синонімів (клас, сукупність і т.п.), деякі з яких мають спеціальні відтінки.

Визначення. Множина ( це об'єднання в одне ціле об'єктів, що добре розрізняються нашою інтуїцією або нашою думкою. 


Це визначення дав у 1872 р. творець теорії множин Георг Кантор.


Математичне поняття поступово виділилося зі звичних уявлень про сукупність, зібрання, клас, сімейство і т.д. У першому виданні “ Теорії множин ” Бурбакі, що з’явилось у 1939 р., мається інше визначення: “Множина утворюється з елементів, що мають деякі властивості і знаходяться в деяких відношеннях між собою і з елементами інших множин ”.


Узагалі кажучи, у математиці це поняття належить до числа самих фундаментальних, і як вихідне воно невизначено, оскільки поняття множини настільки широке і загальне, що не входить як частина ні в яке інше більш загальне поняття, і йому не можна дати строгого математичного визначення.

Зауваження 1. Визначення всякого поняття містить інші поняття, логічно попередні обумовленому; тому принаймні перше визначення теорії обов'язково містить невизначувані поняття, що і приймаються за вихідні. У якості вихідних звичайно вибираються поняття, у розумінні яких не виникає істотних розбіжностей; більш точно: розходження в розумінні яких не порушують правильності жодного положення теорії.

Елементи множини можуть бути самого різноманітного виду, будь-якої природи. Однак нас далі будуть цікавити множини, утворені з абстрактних математичних об'єктів, таких як числа, функції, вектори, ланцюжки символів (слова) у деякому алфавіті.

Об'єкти, сутності або елементи, що складають множину, позначаються рядковими латинськими буквами: x, a, b, c, ...; множини позначаються прописними латинськими буквами: A, B, E, N, ... . Знак ( позначає входження або приналежність; x ( E читається: “Елемент x належить множині E”, або коротше: “x ( елемент множини E”. Позначення елементів або множин можуть бути з індексами або без них. Варто розрізняти “загальний елемент“ (або «поточний елемент») x множини E, тобто довільний елемент, що характеризується єдиною властивістю “належати множині”, і конкретні елементи a, b, c, ..., кожний з яких відмінний від інших. Якщо x не належить множині E, будемо писати: x ( E, що читається: “x не є елементом множини E“ або “x не належить множині E”.

Визначення. Якщо множина містить скінченне число елементів, вона називається скінченною, у противному випадку множина називається нескінченною.


Наприклад, нескінченними є множини всіх цілих чисел Z (додатні, від’ємні і нуль), усіх раціональних чисел Q, дійсних чисел R і комплексних C, множина точок на колі і на відрізку одиничної довжини, множина слів довільної довжини в алфавіті з двох символів 0 і 1 (під довжиною розуміється число символів цього алфавіту, що входять у дане слово) і інші.


Скінченними є множини всіх простих чисел між 20 і 40 ( {23, 29, 31, 37}, усіх цілих додатних дільників числа 8 ( {1, 2, 4, 8}. Перестановка елементів списку не змінює множини його членів: так, множини {1, 2, 4, 8} і {8, 4, 2, 1} співпадають. Скінченні також множина 

всіх абонентів міської телефонної станції, множина комірок оперативної пам'яті і т.п.

Особливістю множини є те, що всі її елементи різні.

Визначення. Множина A називається підмножиною  множини B (позначення (((, знак ( називається знаком включення), якщо кожен елемент множини ( є елементом (. При цьому ( містить або покриває (. 

Множини ( і ( рівні, якщо їхні елементи співпадають. Іншими словами, множини ( і ( рівні, якщо ((( і (((.

Другий варіант визначення рівності множин вказує і найбільш типовий метод доказу того, що дані множини рівні, який полягає в доказі спочатку твердження (((, а потім твердження (((.

Якщо ((( і (((, то ( називається власною підмножиною. Позначається цей факт символом строгого включення (: (((.

Якщо множина не містить елементів, вона називається порожньою і позначається символом (.


Прийнято вважати, що завжди виконуються дві умови:

1) ((А, тобто порожня множина є підмножиною будь-якої множини;

2) (((, тобто будь-яка множини є підмножиною самої себе.

Множини ( і ( є невласними підмножинами множини (, а всі інші множини ( її власними підмножинами.

Визначення. Множиною всіх підмножин (булеаном) довільної множини E називається множина, елементами якої є всі підмножини множини E, включаючи ( і саму множину E. Позначається множина усіх підмножин ((E).

Приклад. E={a, b, c}; ( (E)={(,{a},{b},{c},{a, b},{a, c},{b, c},{a, b, c}}.


Нехай B ={a1, a2, …, an} – скінченна множина, 
[image: image1.wmf]B
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 множини B зіставимо двійковий набір елементів 
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Наприклад, 
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; B – довільна множина.

Якщо 
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Вправа. Підрахувати число елементів множини всіх підмножин ( (E).

Розв’язання. Досить обчислити число l(n) двійкових n-мірних наборів.


Міркуючи по індукції, зауважуємо, що l(1) = 2 = 21. Далі, допустимо, що l(n –1) = 2n–1. Але кожному (n –1)-мірному наборові 
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 відповідають n-мірні двійкові набори 
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. Отже, число l(n) елементів, що входять у множину ((E), дорівнює: l(n) =2n–1(2= 2n. (
Вправи для самостійного виконання

1.1 Чим відрізняються об’єкти А={1, 3, a, d} і В={1, 1, 3, a, d, a}?

Відповідь. А є множиною, а В – ні, тому що в ньому повторюються елементи.

1.2 Чи є множиною об’єкт  B={бабуся}?

Відповідь.  так.

1.3 Чи є множиною об’єкт  B={г, а, л, у, ш, к, а}?

Відповідь. ні.

1.4 Чи є множиною об’єкт  C={H, H2, H2SO4}?

Відповідь.  так.

1.5 Скільки елементів у множині {Ø}?

Відповідь. Один, а саме, Ø.

1.6 Для якої множини А вірно Ø[image: image12.wmf]Ì

А?

Відповідь. для будь-якої.

1.7 Для якої множини А вірно А[image: image13.wmf]Ì

Ø?

Відповідь.  для порожньої, тобто, А=Ø

1.8  Нехай маємо твердження A[image: image14.wmf]Ì

B. Запишіть а) зворотне твердження б) протилежне твердження.

Відповідь. а) В[image: image15.wmf]Ì

А  б) А[image: image16.wmf]Ë
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1.9 Чи є множина підмножиною самої себе?

Розв’язання. Позначимо розглядувану довільну множину через А. Якщо А не є підмножиною самої себе, то повинне бути вірним, що [image: image17.wmf]Î
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А (тут А претендує на роль підмножини), для якого [image: image18.wmf]Ï
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А (тут А розглядається як множина, що охоплює), тобто існує елемент  а такий, що:

                                                        [image: image19.wmf](
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тим самим елемент а одночасно належить і не належить множині А. Протиріччя. Таким чином, для будь-якої множини є  вірним, що вона є підмножиною самої себе: [image: image20.wmf]A
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1.10 Якщо [image: image21.wmf]A
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, то [image: image22.wmf]?
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Розв’язання. {a} вже не є елементом множини А, бо {a} – це одноелементна множина, яка, в свою чергу, є елементом булеану множини А (множини усіх підмножин множини А), тобто 

[image: image23.wmf]{
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1.11 Які твердження є вірними?

 а)  Q[image: image24.wmf]Ì

R;

     б)  Q[image: image25.wmf]Í

R;

     в) Q [image: image26.wmf]Î

R;

     г) Q [image: image27.wmf]¹

R;

     д)  Q[image: image28.wmf]È

R;

     е) Q [image: image29.wmf]È

R[image: image30.wmf]Ì

R;

     ж) Q[image: image31.wmf]È

R=R.

Відповідь. а),  г),  ж)

1.12 Чи є рівними множини А={224, 3, k, t} і В={224, k, 3, t}?

Відповідь.  так.

1.13 Чи є рівними множини А1={a, b, c, d} и А2={{a, b}, c, d}?

Відповідь.  ні, тому що елемент {a, b} (це множина!) множини А2 не належить множині А1.
1.2 Способи завдання множини
Опишемо основні способи завдання скінченних та нескінченних множин.

1. Множину може бути завдано перерахуванням усіх її елементів (застосовується в основному для скінченних множин).

Приклад. (={a, b, c, d, e}.

Зауваження. Деякі нескінченні множини (зліченні) можна описувати таким же способом, указуючи, як перенумерувати всі їхні елементи і представити їх у виді нескінченної послідовності.

Наприклад, множину Z усіх цілих чисел можна записати у виді: Z={0, (1, (2, (3, ... }.

Загальне правило складається у виписуванні настільки великої кількості членів послідовності, щоб принцип її нескінченного продовження по рекурсії став очевидний.

Елементи множин R і C (дійсних і комплексних чисел) не можуть бути представлені у виді такої послідовності.

2. Набагато частіше множини задаються за допомогою вказівки характеристичної властивості ( ознаки, якій задовольняють елементи цієї множини і тільки вони. Це найбільш загальний спосіб завдання множини. Таким способом завдаються нескінченні множини.

Приклади. N0={2i (i = 0, 1, 2, ... } ( множина парних чисел;

N1={2i+1 (i = 0, 1, 2, ... } ( множина непарних чисел;

R[0, 1] ( множина дійсних чисел в інтервалі [0,1].

3. Множини можуть бути задані за допомогою елементів уже відомих множин у результаті застосування до них деякого правила (алгоритму) або за допомогою деяких операцій над відомими множинами.

Приклади. P={(x,y) ( x((, y((}, ( і ( задані заздалегідь;

множина прямих виду y = x+c, c(R.
Вправи для самостійного виконання

1.14 Перерахувати елементи множини N натуральних чисел, що не перебільшують число 5. 

Відповідь. 1, 2, 3, 4, 5.

1.15 Перерахувати елементи множини планет Сонячної системи. 

Відповідь. Меркурій, Венера, Марс, Земля, Юпітер, Сатурн, Уран, Плутон, Нептун.

1.16 Запишіть, згідно до прийнятої в математиці системи позначень, множину натуральних чисел.

Відповідь. N={1, 2, 3, …}

1.17 Запишіть, згідно до прийнятої в математиці системи позначень, множину цілих чисел.

Відповідь. Z [image: image32.wmf]}
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1.18 Запишіть, згідно до прийнятої в математиці системи позначень, множину раціональних чисел.

Відповідь. Q[image: image33.wmf]Î
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1.19 Запишіть, згідно до прийнятої в математиці системи позначень, множину додатних дійсних чисел

Відповідь. R+={x | x [image: image35.wmf]Î

R,  x >0}

1.20 Запишіть, згідно до прийнятої в математиці системи позначень, множину багаточленів від одного змінного степеня n з раціональними коефіцієнтами.

Відповідь. K={ f(x) | [image: image36.wmf]n
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1.21 Запишіть, згідно до прийнятої в математиці системи позначень, множину студентів II курсу ЗДІА.

Відповідь. F = {студент | ВНЗ = ЗДІА, курс навчання = II}

1.22 Запишіть, згідно до прийнятої в математиці системи позначень, множину давньоримських імператорів.

Відповідь.  G = {людина | фах = імператор, держава правління = Давній Рим}

1.23 Запишіть  декілька підмножин множини літер української абетки.

Відповідь. наприклад,  S1= {я},  S2= {а, б, в}, S3 = {м, р, і, я}

1.24 Наведіть приклад множин A і B, для яких A[image: image39.wmf]Í

B, але A[image: image40.wmf]¹

B.

Відповідь. наприклад,  А={яблука}, B={фрукти}

1.3 Операції над множинами
Звичайно множини, що зустрічаються в міркуваннях тієї або іншої математичної теорії, є підмножинами деякої фіксованої множини E, називаної універсальною для даної теорії. Як правило, множина E представляється тут у неявній формі. Наприклад, у деяких розділах елементарної математики універсальними є множини всіх точок простору (у геометрії), усіх натуральних чисел (в арифметиці), усіх комплексних чисел і алгебраїчних функцій (в алгебрі).

Далі всі множини будемо вважати підмножинами універсальної множини E.

Визначення. Об'єднанням множин ( і ( називається множина, кожен елемент якої належить принаймні одній з множин ( і (. Якщо елемент належить обом множинам, то він включається в об'єднання один раз. Позначається об'єднання множин символом 
[image: image41.wmf]U
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[image: image42.wmf]U

 (={ x (x(( або x(( }.

Приклади. (={a, b, c, d}, (={b, e, f, h}, (
[image: image43.wmf]U

 (={a, b, c, d, e, f, h}.


N= N0 
[image: image44.wmf]U

 N1 .


Операцію об'єднання можна поширити на будь-яке число множин (скінченне або нескінченне), що є підмножинами E:

скінченне об'єднання множин із системи S = ( A1, A2, ..., An( є 
[image: image45.wmf]U
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 ( нескінченне об'єднання множин; якщо набір індексів множин заданий у виді множини I, то об'єднання записується у виді
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Визначення. Перетином множин ( і ( називається множина, кожен елемент якої належить одночасно обом множинам. Позначається перетинання множин символом 
[image: image48.wmf]I

:
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[image: image49.wmf]I

 (={ x (x(( і x(( }.

Приклади. 1. Аналогічно об'єднанню розглядається перетин скінченного або нескінченного набору множин:
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2. ( = {0, (2, (4, ... }, ( = { x (x(Z і x>0 };

(
[image: image54.wmf]I

 ( = {2, 4, 6, ... } ( множина додатних парних чисел.

3. N0 
[image: image55.wmf]I

 N1 = (.

Визначення. Якщо (
[image: image56.wmf]I

 ( = (, то ( і ( називаються непересічними множинами.

Визначення. Доповненням множини ( до множини E називається множина, елементами якої є ті елементи E, що не належать (:

[image: image57.wmf])
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CE (A)= { x (x(E і x(A }.

Зауваження. С ( початкова літера французького слова complete ( доповнення.

Приклад. CN (N0) = N1.

Зауваження. Описані три операції над множинами називаються булевими (булевськими) операціями.


Для ілюстрації булевих операцій часто використовують діаграми Ейлера-Венна, на яких квадрат означає універсальну множину E, заштриховані області ( результат застосування операції до множин ( і ( (див. рисунки 1.1, а-в).
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Рис. 1.1 Діаграми Ейлера-Венна 
1.3.1 Властивості булевих операцій над множинами

Булеві операції об’єднання, перетин та доповнення мають наступні властивості:

1. Комутативність:
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2. Асоціативність:
((
[image: image62.wmf]U

 ()
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 C),
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 C=(
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 C).

Зауваження. Ця властивість дозволяє опускати або вводити дужки:


A1 
[image: image70.wmf]U

 A2 
[image: image71.wmf]U

 … 
[image: image72.wmf]U

 An, A1 
[image: image73.wmf]I

 A2 
[image: image74.wmf]I

 … 
[image: image75.wmf]I

 An...

3. Дистрибутивність перетину щодо об'єднання:


(
[image: image76.wmf]I

 ((
[image: image77.wmf]U

 C) = ((
[image: image78.wmf]I

 ()
[image: image79.wmf]U

 ((
[image: image80.wmf]I

 C).

4. Дистрибутивність об'єднання щодо перетину:


(
[image: image81.wmf]U

 ((
[image: image82.wmf]I

 C) = ((
[image: image83.wmf]U

 ()
[image: image84.wmf]I

 ((
[image: image85.wmf]U

 C).

5. Ідемпотентність: 
[image: image86.wmf]î
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Зауваження. Ця властивість дозволяє записувати формули, що містять 
[image: image87.wmf]U

, 
[image: image88.wmf]I

, без коефіцієнтів і показників.

6. Правила поглинання: 
[image: image89.wmf]î
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7. Інволюція: 
[image: image90.wmf]A
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8. Правила де Моргана: 
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9. Узагальнені правила де Моргана для сукупності множин:
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10. Властивості універсальної і порожньої множин:
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Твердження (принцип двоїстості). Об’єднані в дужки пари властивостей двоїсті одна до одної в тому сенсі, що якщо в одній з них замінити знак об'єднання 
[image: image95.wmf]U

 знаком перетину 
[image: image96.wmf]I

, універсальну множину U – порожньою множиною (, і навпаки, знак перетину 
[image: image97.wmf]I

 замінити знаком об’єднання 
[image: image98.wmf]U

, а ( – множиною U, то виходить парна властивість.


З метою спрощення запису формул дужки можуть опускатися, тоді передбачається, що їхню роль грає знак доповнення, а порядок виконання операцій наступний: доповнення, перетин, об'єднання.

Наприклад, 
[image: image99.wmf]B
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1.3.2 Різниця і симетрична різниця

Наступні дві операції не є булевими.
Визначення. Різницею двох множин ( і ( називається множина елементів з (, що не належать множині (:

(\( = { x (x(( і x(( }.

Зауваження 1. Різницю множин можна виразити за допомогою введених раніше булевих операцій: (\(=
[image: image100.wmf]B

I
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 .

Зауваження 2. При визначенні різниці множин не обов'язкове виконання включення (((, так що (\(=(\((
[image: image101.wmf]I

 B).

Приклади. 1. {a, b, c}\{b, c, d}={a}.


2. Нехай P, R, K ( множини прямокутників, ромбів і квадратів відповідно. Тоді різниця P\R являє собою  множину прямокутників, що не є квадратами:
P\R=P\(P
[image: image102.wmf]I

 R).

Зауваження 3. Різниця А\В двох множин строго двомісна, тобто визначена тільки для двох множин.

Зауваження 4. Різниця множин А\В не комутативна: А\В(B\A.

Якщо А\В = (, то A( B.

Приклад. A={a, b, d}, B={b, d, e, h}, (\(={a}, B\A={e, h}.

Визначення. Симетричною різницею двох множин ( і ( називається множина, що містить всі елементи з (, не приналежні (, і всі елементи з (, не приналежні (:


(((={ x ((x(( і x(( або x(( і x(() } або 

(((=((\()
[image: image103.wmf]U

 ((\()=(
[image: image104.wmf]B
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[image: image105.wmf]U
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[image: image106.wmf]A
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 ).

Приклади. 1. {a, b, c}({b, c, d}={a, d}.


2. P(R={множина усіх прямокутників і ромбів, що не є квадратами}; P – множина прямокутників, R – множина ромбів.

Властивості симетричної різниці. 

1. Комутативність: А ( В=B ( A.

2. Асоціативність: А( (В ( C)=(A ( B) ( C.

3. Дистрибутивність щодо перетинання:

(
[image: image107.wmf]I

 (( ( C)=(A
[image: image108.wmf]I

 B) ( (A
[image: image109.wmf]I

 C).

4. Властивості універсальної і порожньої множин:

а) A ( A= (;

b) 
[image: image110.wmf]A
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;

c) A ( ( = ( ( A = A.

Визначення. Система множин, у якій усі попарні перетини порожні, називається розбиттям універсальної множини U (що включає всі елементи цих множин), а множини такої системи називаються класами розбиття. Всякий елемент U входить в один і тільки в один клас розбиття. 

Якщо U=A є довільна множина, то одержуємо розбиття множини A на непересічні підмножини.

Приклад. Множини парних чисел і непарних чисел є класами розбиття множини натуральних чисел: N=N0 
[image: image111.wmf]U

 N1 , де N0 – множина парних чисел, N1 – множина непарних чисел.

Зауваження. У загальному випадку з того, що 
[image: image112.wmf]I
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[image: image113.wmf]j
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[image: image114.wmf]=
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Приклади. 1. Нехай A={a, b}, B={b, c}, C={a, c}, тоді 
[image: image115.wmf]=
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(, але всі попарні перетини не порожні: 
[image: image116.wmf]}
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2. Позначимо через Nk – множину усіх натуральних чисел, що кратні k і не рівні k, а через P – множину усіх простих чисел (прийнято вважати, що 1(P). Тоді 
[image: image119.wmf]U
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 являє собою множину усіх складених чисел. Тут 
[image: image120.wmf]I
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= (, тому що будь-який елемент такої множини повинен ділитися на всі прості числа, а через нескінченність множини P це неможливо. Разом з тим не всі попарні перетини порожні: наприклад, 
[image: image121.wmf]...}
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Вправи для самостійного виконання

1.25 Нехай маємо дві множини:  А={a, b, c, d, e, f, g, h}, B={b, c, d, h, k, l}. Знайти: 
а) А[image: image122.wmf]Ç

В,

б) А[image: image123.wmf]È

В.

Розв’язання. а) Необхідно знайти «спільну частину», тобто спільні елементи множин А і В. Це множина А[image: image124.wmf]Ç

В={b, c, d, h}

                  б) Тепер необхідно  записати елементи, що входять або у першу множину, або у другу, або в обидві, А і В, але записати такі елементи   без повторень: А[image: image125.wmf]È

В={a, b, c, d, e, f, g, h, k, l}

1.26 У задачі 19 знайдіть множини:

                   а) А\В; 
                   б) В\А;

                   в) А[image: image126.wmf]Å

В.

Відповідь.  а) А\В={a, e, f, g};

              б) В\А={k, l};

              в) А[image: image127.wmf]Å

В={a, e, f, g, k, l}.

1.27 В чому постає різниця між А\В і САВ ?

Відповідь. друга множина  є визначеною тільки коли В[image: image128.wmf]Ì

А.

1.28 Знайдіть з означення операції [image: image129.wmf]Å

 

                а) А[image: image130.wmf]Å

А;

                б) А[image: image131.wmf]Å

Е;

                в) А[image: image132.wmf]Å

Ø.

Відповідь.  а) Ø  б) [image: image133.wmf]A

  в) А
1.29 Нехай А – множина коренів багаточлена [image: image134.wmf](
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, В – множина коренів багаточлена [image: image135.wmf](
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. Знайдіть множини 

                 а) [image: image136.wmf]1

M

– множину коренів добутку даних багаточленів 

                 б) [image: image137.wmf]2

M

 – множину коренів суми даних багаточленів

                 в) [image: image138.wmf]3

M

 – множину коренів суми квадратів даних багаточленів

Розв’язання. а) Розглянемо багаточлен [image: image139.wmf])
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. Якщо а – корінь багаточлена [image: image140.wmf](
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, тому [image: image143.wmf]a

 є коренем багаточлена [image: image144.wmf](
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. Аналогічно, усі корені багаточлена [image: image145.wmf](
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 є коренями багаточлена [image: image146.wmf](
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, тобто множина [image: image147.wmf]B
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 входить у множину коренів багаточлена [image: image148.wmf](
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. Обернено, якщо число [image: image150.wmf]d

 перетворює на нуль добуток [image: image151.wmf](
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              б) Розглянемо багаточлен [image: image156.wmf](
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 є коренем обох багаточленів одночасно, то [image: image158.wmf](
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. Однак, обернене включення, взагалі кажучи, невірне: для числа [image: image162.wmf]q
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      в) Розглянемо багаточлен [image: image170.wmf](

)

(

)

x

x

2

2

y

j

+

. Якщо [image: image171.wmf]w
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1.30 Як розкрити дужки у виразі [image: image182.wmf](
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Відповідь. [image: image183.wmf](
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1.31 Як розкрити дужки у виразі [image: image184.wmf](
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Розв’язання. Дужки в даному виразі можна розкрити по-різному, в залежності від того, розв’язок якої структури ми хочемо отримати.

Спосіб 1. Вираз виду [image: image185.wmf]I
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[image: image188.wmf](
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[image: image189.wmf](
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Спосіб 2. Вираз виду [image: image190.wmf]U
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[image: image192.wmf](
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1.32 Нехай А – множина. Знайдіть множини  

                 а) [image: image193.wmf]A
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;

                 б) [image: image194.wmf]A
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;

                 в) [image: image195.wmf]E

.

за допомогою діаграм Ейлера-Венна

1.33 Доведіть тотожність [image: image196.wmf]B
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1.34 Доведіть, що [image: image197.wmf](
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Розв’язання. Доведемо, що з [image: image198.wmf]B
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(тому що частин А за межами В немає).

Доведемо тепер обернене: [image: image201.wmf](
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1.35 Доведіть, що якщо [image: image203.wmf]B
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1.36 Доведіть, що [image: image205.wmf](
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Розв’язання. Доведемо пряме включення:

     [image: image206.wmf](
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[image: image207.wmf]Þ

 | Спочатку використовуємо ідемпотентність кон’юнкції, тобто рівносильність [image: image208.wmf]A
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  і [image: image209.wmf]A

x

A

x

Î

Î

&

, фактично ми приписуємо ще раз [image: image210.wmf]A

x

Î

. Після того використовуємо комутативність кон’юнкції, тобто її переставність: [image: image211.wmf]A

x

B

x

A

x

B

x

A

x

A

x

Î

Î

Î

Û

Î

Î

Î

&

&

&

&

 | [image: image212.wmf]Þ


[image: image213.wmf](

)

(

)

(

)

C

A

x

B

A

x

C

x

A

x

B

x

A

x

Ç

Ï

Ç

Î

Þ

Ï

Î

Î

Î

Þ

&

&

&

&

[image: image214.wmf]Þ


[image: image215.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

C

A

B

A

C

B

A

C

A

B

A

x

Ç

Ç

Ì

Ç

Þ

Ç

Ç

Î

Þ

\

\

\

.

Доведемо обе6рнене включення:
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| з двох можливостей у дужках реалізується тільки друга | [image: image219.wmf]Þ
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Таким чином, доведено, що [image: image222.wmf](
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1.37 Чи існують такі множини A, B, C, що одночасно [image: image223.wmf]=
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1.38 Довести тотожність [image: image227.wmf](
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1.39 Довести тотожність [image: image228.wmf](
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1.40 Довести тотожність [image: image229.wmf](
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Дано: [image: image230.wmf]B

A

Ì

. Доведемо, що при цьому [image: image231.wmf](

)

(

)

A

C

B

C

\

\

Í

.

[image: image232.wmf](

)

Þ

Ï

Î

Þ

Î

"

B

x

C

x

B

C

x

&

\

| тому що [image: image233.wmf]B

A

Ì

| [image: image234.wmf]Þ

Ï

Î

Þ

A

x

C

x

&


[image: image235.wmf](

)

(

)

A

C

B

C

A

C

x

\

\

\

Í

Þ

Î

Þ


Рівність  реалізується при [image: image236.wmf]=
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1.41 Доведіть, що [image: image237.wmf](
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1.4 Представлення множин в комп’ютерних програмах

1.4.1 Загальне представлення множин

Термін "представлення" стосовно програмування означає наступне. Задати представлення якого-небудь об'єкту (в даному випадку множини) — означає описати в термінах використовуваної системи програмування структуру даних, використовувану для зберігання інформації про об'єкт, що представляється, і алгоритми над вибраними структурами даних, які реалізують властиві цьому об'єкту операції. Таким чином, стосовно множин визначення представлення має на увазі опис способу зберігання інформації про приналежність елементів множині (використовуючи масиви, структури і покажчики) і опис алгоритмів для обчислення основних операцій над множинами (унарних і бінарних).

Як правило, один і той самий об'єкт може бути представлений багатьма різними способами, причому не можна вказати спосіб, який є найкращим для усіх можливих випадків. Уміння вибрати найбільш відповідне для даного випадку представлення є основою мистецтва практичного програмування.

Нехай множина X — скінченна, і число елементів в ній не перевищує n: X={x1, x2, …, xn}, |X| = n. Кожній підмножині Y(X зіставимо бінарну послідовність (тобто з членами 0 або 1) b1 , b2 , ..., bn , визначувану таким чином:
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Тим самим встановлюється взаємно однозначна відповідність між елементами множини ((X) усіх підмножин множини X і усіма бінарними послідовностями довжини n. Число таких послідовностей в точності дорівнює 2n, а значить, через встановлену відповідність має місце рівність |((X)| = 2n , тобто кожна n-елементна множина має в точності 2n підмножин.

Визначена вище послідовність b1, b2, ..., bn є зручним машинним представленням підмножини Y, особливо в ситуації, коли потужність множини X невелика, і послідовність b1, b2 , ..., bn може бути закодована у вигляді одного машинного слова. 

Таке представлення підказує простий метод (заснований на двійковому представленні чисел) генерування усіх підмножин.

Алгоритм 1. Досить помітити, що кожна бінарна послідовність bn–1 bn–2… b0 відповідає взаємно однозначному цілому числу r з інтервалу 0( r ( 2n –1, а саме числу [image: image239.wmf]å
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, для якого bn–1 bn–2 … b0 є двійковим представленням. Це число позначатимемо через [bn–1 bn–2 … b0]. Таким чином, можна послідовно отримувати усі числа з інтервалу 0( r ( 2n –1 (починаючи, наприклад, з 0 і додаючи 1 на кожному кроці), а їх двійкові представлення дадуть усі підмножини n-елементної множини. Цей метод особливо вигідний для реалізації на внутрішній мові машини.

У деяких ситуаціях важливо, щоб кожна наступна отримана підмножина якнайменше відрізнялася від попередньої. Алгоритм такого типу має наступну перевагу: при проведенні реальних обчислень, пов'язаних з кожною отриманою підмножиною, є можливість використовувати часткові результати, отримані для попередньої підмножини. Недоліком описаного вище алгоритму є той факт, що послідовно отримувані підмножини можуть сильно відрізнятися одна від одної: наприклад, після (n–1)-елементної множини, що відповідає числу 011…1, йде одноелементна множина, що відповідає числу 100…0 .

Зауваження. У багатьох перебірних задачах вимагається розглянути усі підмножини деякої множини і знайти серед них ту, яка задовольняє заданій умові. При цьому перевірка умови часто може бути дуже трудомісткою і залежати від складу елементів чергової розглядуваної підмножини. Зокрема, якщо чергова розглядувана підмножина трохи відрізняється по набору елементів від попередньої, то іноді можна скористатися результатами оцінки елементів, які розглядалися на попередньому кроці перебору. У такому разі, якщо перебирати множини в певному порядку, можна значно прискорити роботу переборного алгоритму.

Опишемо тепер інший метод, при якому кожна наступна підмножина виходить з попередньої додаванням або видаленням одного елементу. Спирається він на наступне просте спостереження. Якщо послідовність C1 , C2 , …, Cm містить усі m = 2k бінарних послідовностей довжини k, причому Ci відрізняється від Ci+1 в точності в одній координаті (i = 1, 2, ..., m–1), то послідовність 

C1 0, C2 0, …, Cm 0, Cm 1, Cm–1 1, …, C1 1

містить усі бінарні послідовності довжини k +1, причому кожні дві сусідні послідовності відрізнятимуться в точності в одній координаті. Цим безпосередньо визначається деякий алгоритм рекурентної побудови послідовності усіх підмножин. Отримувана цим способом послідовність C1 , C2 , …, 
[image: image240.wmf]n
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 називається бінарним кодом Грея порядку n.


Алгоритм 2 (Генерування усіх підмножин n-елементної множини).


Дані: n.

Результат: послідовність усіх підмножин n-елементної множини, в якій кожна наступна підмножина виходить з попередньої додаванням або видаленням єдиного елементу. Кожна підмножина представляється бінарною послідовністю B[1], B[2], …, B[n].

float Q(int i);
/* найбільша степінь двійки, яка ділить i, або кількість 2 в розкладанні i на множники */

{



for (i =1; i < n; i ++) B[i] = 0; /* порожня множина */



i = 0; /* i = числу згенерованих до цього моменту підмножин */



do



{





write(B[1], B[2], ., B[n]);





i=i+1; 





p=Q(i);





if(p<=n) B[p]=1 - B[p];
/* зміна позиції */



} while(p>n);

}

float Q(int i)

{

q=1; j=i;

while(j парно)

{
/* j 2p–1 = i */


j=j/2; q=q+1;

}
/* p=Q(i)+1 */

return q

}
/*end of function Q*/

Доведення. Для n=1 шукана послідовність кодів суть 0, 1. Нехай є шукана послідовність кодів B1 , B2 , …, 
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 для n=k. Тоді послідовність кодів B1 0, B2 0, …, 
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1, …, B2 1, B1 1 буде шуканою послідовністю для n=k+1. Дійсно, в послідовності B1 0, B2 0, …, 
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1, …, B2 1, B1 1 є 2k+1 кодів, вони усі різні, і сусідні розрізняються рівно в одному розряді по побудові. Саме таку побудову і здійснює цей алгоритм. На нульовому кроці алгоритм видає правильну підмножину B (порожню). Нехай за перші 2k –1 кроків алгоритм видав послідовність значень B. При цьому B[k+1] = B[k+2] = …= B[n]=0. На 2k -му кроці розряд B[k+1] змінює своє значення з 0 на 1. Після цього буде повторена послідовність змін значень B[1..k] у зворотному порядку, оскільки Q(2k +m) = Q(2k –m) для 0≤ m ≤ 2k –1. ■

Приклад. Протокол виконання алгоритму 2 для n=3.
	I
	p
	B

	
	
	0
	0
	0

	1
	1
	0
	0
	1

	2
	2
	0
	1
	1

	3
	1
	0
	1
	0

	4
	3
	1
	1
	0

	5
	1
	1
	1
	1

	6
	2
	1
	0
	1

	7
	1
	1
	0
	0


1.4.2 Представлення множин впорядкованими списками

Якщо потужність множини дуже велика (або нескінченна), а потужності розглядуваних підмножин множини не дуже великі, то представлення за допомогою бітових шкал не є ефективним з точки зору економії пам’яті. В цьому випадку множини зазвичай представляються списками елементів (однозв’язними або двозв’язними). Елемент списку при цьому представляється структурою з двома (або трьома) полями: інформаційним полем й покажчиком на наступний (та/або на попередній) елемент.

struct elem
// елемент однозв’язного списку

{

type_inf inf;
// інформаційне поле

elem* next;
//покажчик на наступний елемент

}

struct elem2
// елемент двозв’язного списку

{



type_inf inf;
// інформаційне поле



elem* next;
// покажчик на наступний елемент



elem* prev;
// покажчик на попередній елемент

}


При такому представленні трудомісткість операції приналежності ( складатиме O(n), а трудомісткість операцій (, (, ( складатиме O(nm), де n та m — потужності множин — аргументів операції.


Якщо елементи у списках упорядкувати, наприклад, за зростанням значення поля inf, то трудомісткість всіх операцій складатиме O(n). Ефективна реалізація операцій над множинами, представленими у виді впорядкованих списків, заснована на вельми загальному алгоритмі, відомому як алгоритм типу злиття.


Алгоритм типу злиття паралельно проглядає дві множини, представлені впорядкованими списками, причому на кожному кроці просування відбувається в тій множині, в якій поточний елемент менше.


1.4.3 Перевірка включення злиттям


Розглянемо алгоритм типу злиття, який визначає, чи є множина A підмножиною множини B.


Алгоритм 1.3 Перевірка включення злиттям.

Вхід: множини A та B, що перевіряються, які задані покажчиками a і b.


Вихід: 1, якщо A(B, в противному випадку 0.

pa=a; pb=b;

while (pa!=NULL && pb!=NULL)

{


// елемент множини А відсутній в множині B 

if (pa->inf < pb->inf) return 0;

else if (pa->inf > pb->inf) pb=pb->next;

// елемент множини А, може бути, присутній в множині B
else

{

pa=pa->next;
//тобто тут pa->inf = pb->inf 

pb=pb->next;
//елемент множини А точно присутній в множині B
}
//end if

}
//end while

return pa=NULL;


Доведення. На кожному кроці основного циклу можлива одна з трьох ситуациі: поточний елемент множини А менше, більше або дорівнює поточному елементу множини В. У першому випадку поточний елемент множини А явно менше, ніж поточний та всі наступні елементи множини В, а тому він не міститься в множині В, і можна завершити виконання алгоритму. В другому випадку відбувається просування по множині B в надії відшукати елемент, що співпадає з поточним елементом множини А. В третьому випадку знайдено співпадаючі елементи, і відбувається просування одразу в обох множинах. По завершенню основного циклу можливі два випадки: чи то pa=NULL, чи то pa≠ NULL. Перший випадок означає, що для всіх елементів множини A вдалося знайти співпадаючі елементи в множині B. Другий випадок означає, що множина B закінчилась раніше, тобто не для всіх елементів множини A вдалося знайти співпадаючі елементи в множині B.


1.4.4 Обчислення об’єднання злиттям


Розглянемо алгоритм типу злиття, який обчислює об’єднання двох множин, зображених упорядкованими списками.


Алгоритм 1.4 Обчислення об’єднання злиттям

Вхід: об’єднувані множини A і B, які задано покажчиками a і b.


Вихід: об’єднання C=A(B, задане покажчиком c. 

pa=a; pb=b; c=NULL; e=NULL;

while (pa!=NULL && pb!=NULL)

{

   if (pa.i<pb.i)

      {


d= pa.i; pa=pa.n;
//додаванню підлягає елемент множини A
} else 

if (pa.i>pb.i)

{


d= pb.i; pb=pb.n;
// додаванню підлягає елемент множини B
} else

{

   d= pa.i;
// тут pa.i=pb.i, і можна взяти будь-який з елементів

   pa=pa.n; pb=pb.n;

}
end if

Add(c, e, d);

//додавання елемента d в кінець списку c

}
end while

p=NULL;

if (pa!=NULL) 

{

   p=pa;
//треба додати в результат елементи множини A, що залишилися

}
end if

if (pb!=NULL) 

{

   p=pb;
// треба додати в результат елементи множини B, що залишилися

}
end if

while (p!=NULL)

{

   Add(c, e, p.i);

   p=p.n;

}
end while

Доведення. На кожному кроці основного циклу можлива одна з трьох ситуацій: поточний елемент множини А менше, більше або дорівнює поточному елементу множини В. У першому випадку в результуючий список додається поточний елемент множини A, і відбувається просування в цій множині, в другому аналогічна операція здійснюється з множиною B, а в третьому випадку знайдено співпадаючі елементи, і відбувається просування одразу в обох множинах. Таким чином, в результат потрапляють всі елементи обох множин, причому співпадаючі елементи потрапляють рівно один раз. По завершенню основного циклу один з покажчиків pa та pb (але не обидва разом) може не дорівнювати NULL. В цьому випадку залишок відповідної множини без перевірки додається в результат.

Зауваження. Допоміжна процедура Add(c, e, d); приєднує елемент d до «хвоста» e списка c.


1.4.5 Обчислення перетину злиттям


Розглянемо алгоритм типу злиття, який обчислює перетинання двох множин, зображених упорядкованими списками.


Алгоритм 1.5 Обчислення перетинання злиттям

Вхід: множини A і B, що перетинаються, які задані покажчиками a і b.


Вихід: перетинання C=A(B, задане покажчиком c. 

pa=a; pb=b; c=NULL; e=NULL;

while (pa!=NULL && pb!=NULL)

{

   if (pa.i<pb.i)

      {


pa=pa.n;
// елемент множини A не належить перетинанню

} else if (pa.i>pb.i)

{


pb=pb.n;
// елемент множини B не належить перетинанню

} else

{
// тут pa.i=pb.i – даний елемент належить перетинанню

   Add(c, e, pa.i); pa=pa.n; pb=pb.n;

}
end if

}
end while

Доведення. На кожному кроці основного циклу можлива одна з трьох ситуацій: поточний елемент множини А менше, більше або дорівнює поточному елементу множини В. У першому випадку поточний елемент множини A не належить перетинанню, він пропускається, і відбувається просування в цій множині, в другому те ж саме виконується з множиною B. В третьому випадку знайдено співпадаючі елементи, один екземпляр елемента додається в результат, та відбувається просування одразу в обох множинах. Таким чином, в результат потрапляють всі співпадаючі елементи обох множин, причому рівно один раз.

Зауваження. Допоміжна процедура Add(c, e, d); приєднує елемент d до «хвоста» e списка c.

Лабораторна робота № 1 Методичні вказівки

Завдання.

1. Створити клас множина, що містить будь-які числа (динамічний масив даних та його довжину) і має конструктор, деструктор, функції доступу, які повертають покажчик на масив та довжину масиву, і функцію виведення. Класс повинен надавати можливість створити об’єкти «пуста множина» та «універсальна множина». 

2. Створити клас-спадкоємець або клас, що має дані – об’єкти класу множина, який має методи – операції над множинами (доповнення відносно універсальної множини, перетин, об’єднання, різниця і симетрична різниця). 

3. Реалізувати всі операції над множинами і вивести результати виконання операцій на екран (методи-операції можуть мати параметри-об’єкти).

Зауваження. Можна створити один клас з полем даних – масивом, але тоді методи, що реалізують операції, повинні мати параметри – об’єкти того ж класу.

Приклад реалізації класу множина.

using pint = int*;

class Myclass

{

private:


pint pmas;


int n;

public:


Myclass() //Konstruсtor без параметрів


{



cout << "\n Vvod n: ";



cin >> n;



pmas = new int[n];


}


Myclass(int n1) //Konstrгсtor з параметром


{



n = n1;



pmas = new int[n];


}


Myclass(Myclass& x) //конструктор копіювання


{



if (n != x.get_n())




this->n = x.get_n();



int* px;



this->pmas = new int[n];



px = x.get_pmas();



for (int i = 0; i < n; i++) {




this->pmas[i] = px[i];



}


}


~Myclass() //Destructor


{



//cout << "Destructor!" << endl;



delete[] pmas;



//system("pause");


}


int get_n() { return n; } //функція повертає ккількість елементів множини


pint get_pmas() { return pmas; } // функція повертає вказівник на початок 

    // масиву

};

1.5 Вектор і прямий добуток

Визначення. Вектор – це упорядкований набір елементів.

Зауваження. Як і поняття множини, вектор (або кортеж) є невизначуваним поняттям математики. Елементи, що утворюють вектор, називаються його компонентами або координатами, причому координати нумеруються ліворуч праворуч і, на відміну від множини, серед компонентів вектора можуть бути однакові.


Число компонентів вектора називається його довжиною або розмірністю.

Приклад. Вектор (0, 2, 4, 6, 1) має довжину 5.

Вектори довжини 2 називаються упорядкованими парами.

Визначення. Два вектори називаються рівними, якщо вони мають однакову довжину і їх відповідні координати співпадають, тобто (a1, a2, …, an) = (b1, b2, …, bm), якщо n = m, a1= b1, a2= b2, …, an= bm...

Визначення. Прямим добутком (A(B) множин A і B називається множина, елементами 

якої є всілякі пари (a, b), причому a(A, b(B: 
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Приклад. 1. A={a, b}, B={d, e}, A(B={(a, d),(a, e),(b, d),(b, e)}.

2. A={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, B={a, b, c, d, e, f, g, h},

    A(B={(1, a), (1, b), ..., (1, h), (2, a), …, (8, h)};

    B(A={(a, 1), (a, 2), …, (a, 8), (b, 1), …, (h, 8)} – нумерація клітин шахівниці.

3. R(R=R2 – множина точок площини, точніше

R2 = {(x, y)
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 і є координатами точок площини}.

Зауваження. Координатне представлення точок площини, запропоноване французьким математиком Декартом, – це історично перший приклад прямого добутку. Звідси назва – “декартів” добуток.

Визначення. Аналогічно прямим добутком A1( A2( …( An множин A1, A2, …, An називається множина усіх векторів (a1, a2, …, an) довжини n таких, що a1( A1 , …, an( An :

A1( A2( …( An...={(a1, a2, …, an)
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Якщо A1.= A2.=…=An..., то говорять про n-й степінь множини A: 

An = 
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Приклади. 1. A2 ={(x, y)
[image: image255.wmf]3

,

1

 

£

£

y

x

 } (див. рисунок 1.2).
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Рис. 1.2 – Прямий добуток двох відрізків

2. Розглянемо множину 
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 спрямованих відрізків – векторів координатної площини (рис. 1.3). Для завдання деякого вектора 
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 досить указати координати його початкової точки A, довжину вектора і напрямок 
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, S – множина усіх спрямованих променів, що можуть виходити з довільної точки площини. Тоді множину 
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 векторів площини можна представити як декартів добуток 
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, де 
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– множина координат усіх точок площини, V – множина довжин усіх відрізків площини.
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Рис. 1.3 – Множина 
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 векторів декартової площини

3. Декартів степінь 
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={0, 1}, являє собою множину усіх n-мірних двійкових наборів, що складаються з нулів і одиниць.

Вправи для самостійного виконання

Задача 1.42 Чи вірно, що 
[image: image265.wmf]A

B

B

A

´

=

´

?

Розв’язання. Ні. Наведемо приклад, який доводить протилежне твердження: 
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 (такий приклад зветься контрприкладом). Нехай 
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. З огляду на те, що пари (а, 1) і (1, а) розглядаються як упорядковані, вони не рівні. Отже, взагалі кажучи, 
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. (Вираз „взагалі кажучи” означає, що іноді твердження вірне, а іноді – ні).

Задача 1.43. Нехай А={1, 2, 3}, В={k, m}. Знайдіть

     а) 
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     б) 
[image: image273.wmf]A

B

´

.

Розв’язання.
    а) 
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={(1, k), (1, m), (2, k), (2, m), (3, k), (3, m)};

    б) 
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={(k, 1), (k, 2), (k, 3), (m, 1), (m, 2), (m, 3)}.

Як бачимо, обидві множини містять однакову кількість елементів, тобто 
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Задача 1.44. Чому дорівнює декартів добуток двох відрізків:

   а) (a, b)
[image: image278.wmf]´

(c, d);

   б) (a, b]
[image: image279.wmf]´

[c, d);

   в) (a, b]
[image: image280.wmf]´

[c, d].

Відповідь.  а) прямокутник (виключаючи сторони); 

                   б) прямокутник з двома сторонами;

                    в) прямокутник з трьома сторонами.

Задача 1.45. Знайдіть декартів добуток двох відрізків у косокутній системі координат.

Відповідь.  паралелограм.

Задача 1.46. Знайдіть декартів добуток двох екземплярів дійсної прямої (множини R).

Відповідь.  декартова площина R2.

Задача 1.47. Знайдіть декартів добуток трьох відрізків (0, 2), (-2, 4), (7, 9).

Відповідь.  Паралелепіпед без граней. 

Задача 1.48. Знайдіть декартів добуток множин А і В, якщо

              а) А – трикутник, В – пряма;

              б) А – коло, В – пряма;

              в) А и В – кола.

Відповідь. 

             а) поверхня нескінченної призми;

             б) циліндрична поверхня;

              в) тор.

Задача 1.49. Доведіть, що, якщо A, B, C, D не порожні, вірно, що 
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Розв’язання. Дано 
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. Необхідність доведено.

Доведемо достатність. Дано 
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Задача 1.50. Доведіть, що 
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Задача 1.51. Доведіть, що 
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Розв’язання. Нехай 
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Задача 1.52. Доведіть, що 
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Розв’язання. Нехай 
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Отже, рівність отримаємо тоді, коли

1) 
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тобто коли 

1) D=C & D=C 
[image: image307.wmf]Þ

 D=C, або

2) A=B & A=B 
[image: image308.wmf]Þ

 A=B, або

3) D=C & A=B, або

4) A=B & C=D, 

тобто у трьох випадках: 1) D=C, або 2) A=B, або 3) одночасно A=B і C=D.

1.6 Відношення і їхні властивості

Теорія відношень як одна з галузей загальної алгебри виявилася корисною при вивченні багатьох математичних проблем, у тому числі проблем обґрунтування математики. Широко використовується вона й у різних областях кібернетики, зокрема, у програмуванні.


Розглянемо множини A1, A2, …, An (не обов'язково різні).

Визначення. n-місне (або n-арне) відношення 
[image: image309.wmf]n

r

на множинах A1, A2, …, An – це закон (або характеристична властивість), що виділяє в декартовому добутку A1( A2( …( An деяку підмножину 
[image: image310.wmf]n
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( A1( A2( …( An , називану графіком відношення 
[image: image311.wmf]n
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. Якщо A1=A2 =…=An=A,то говорять про n-відношення 
[image: image312.wmf]n
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 на множині A із графіком 
[image: image313.wmf]n
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Позначають відношення грецькими буквами 
[image: image314.wmf]...
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 і спеціальними символами =, <, >, (, ( і іншими.

Зауваження. Часто поняття n-відношення ототожнюється з його графіком, тобто під n-відношенням 
[image: image315.wmf]n

r

 на множинах A1, A2, …, An розуміється сама підмножина 
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Відношення 
[image: image317.wmf]1
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(n=1) на множині A називається унарним (одномісним); 
[image: image318.wmf]2
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(n=2) на множинах A, B називається бінарним відношенням (двомісним); 
[image: image319.wmf]3

r

(n=3) на множинах A, B, C – тернарним відношенням (тримісним). Унарне відношення 
[image: image320.wmf]1

r

 на множині A являє собою характеристичну властивість деякої підмножини 
[image: image321.wmf]A
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– графіка даного відношення.

Таким чином, множина всіх унарних відношень на A збігається з множиною Р(A) усіх підмножин множини A. Якщо A={a1, a2, …, an}, то число унарних відношень на ньому дорівнює 
[image: image322.wmf]n
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Приклади. Відношення «бути парним числом», «бути непарним числом» на множині N натуральних чисел є унарними, а їхні графіки – це множини N0={2i (i=0,1,2, ... } ( парних чисел і N1={2i+1 (i=0,1,2, ... } – непарних чисел відповідно.


Унарні відношення називаються також ознаками. Це, по суті, властивості елементів множини A. Вони не представляють особливого інтересу. Найбільш вивченими і широко застосовуваними на практиці є бінарні відношення.

Визначення. Бінарне відношення ( на множинах A, B визначається графіком відношення 
[image: image323.wmf]B
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. Той факт, що елементи a, b (a(A, b(B) знаходяться у відношенні (, записується в такий спосіб:
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3) a ( b, a(A, b(B.

Наприклад, відношення «( » на множині N виконується для пар (7,9) і (7,7), але не виконується для пари (9,7); відношення “мати загальний дільник, відмінний від одиниці” виконується для пар (6,9), (4,2), (2,4), (4,4), але не виконується для пар (7,9) і (9,7).


Для завдання бінарних відношень можна використовувати будь-які способи завдання множин. Перелічимо найбільш уживані з них.

1. У виді матриці з двох стовпців, у кожнім рядку якої стоять пари елементів (a,b), a(A, b(B, що задовольняють даному відношенню.

2. Перерахуванням множини пар, що задовольняють відношенню.

3. За допомогою матриці суміжності, у якій рядки відповідають елементам множини A, стовпці – елементам множини B, причому на перетині i-го рядка і j-го стовпця стоїть 1, якщо 
[image: image326.wmf]j
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, і 0 у противному випадку.

4. За допомогою стрілок. При цьому способі завдання відношення ( на множинах A і B елементи множин зображуються у виді точок площини; потім точки ai і bj з'єднуються стрілкою, спрямованої від ai до bj тоді і тільки тоді, коли 
[image: image327.wmf]j
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Приведемо приклади. Нехай A={2, 3, 5}, B={2, 3, 4, 5, 6}. Бінарне відношення ( означає «бути дільником», тобто запис 
[image: image328.wmf]j
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 означає, що ai є дільником bj . Опишемо це відношення приведеними вище способами.

1. Матриця з двох стовпців зображена на рисунку 1.4, а.

2. 
[image: image329.wmf]2
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,
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r

={(2,2), (2,4), (2,6), (3,3), (3,6), (5,5)}.

3. Матриця суміжності 
[image: image330.wmf]r

C

 зображена на рисунку 1.4, б.

4. Стрілочне представлення (див. рисунки 1.4, в і 1.4, г).
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Рис. 1.4 – Способи представлення бінарного відношення
Зауваження. Якщо A(B, то можна умовитися не позначати два рази загальні елементи множин, як у даному випадку числа 2, 3, 5. У результаті виходить спрощене стрілочне представлення, де петля означає a ( a, a(A
[image: image331.wmf]I

 B (див. приклад 4, рисунок 1.4 г).
Будь-яка підмножина 
[image: image332.wmf]2
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, де V – множина R дійсних чисел, є графіком деякого бінарного відношення ( на множині V. Так, відношення x=a, y=b, x=y, x<y визначаються графіками на рисунку 1.5, а-г).

Зокрема, бінарним відношенням є будь-яка функція y=f(x), задана на множині R, причому графіком відношення є графік функції f.

[image: image1811.png]



Рис. 1.5 – Приклади відношень: а) x = a; б) y = b; в) x = y; г) x < y
Вправа. Побудувати всіма описаними способами наступні бінарні відношення на множині A={1, 2, 3, 4, 5}:

a) “( ”; b) “мати загальний дільник, не рівний 1”; c) “a ділить a, a(A”.

Визначення. Для будь-якої множини A відношення (, задане матрицею, у якій на головній діагоналі стоять тільки одиниці, а в інших місцях – нулі, називається відношенням рівності на A.

Оскільки відношення на A задаються підмножинами A2, для них можна визначити ті ж операції, що і над множинами.

Наприклад, відношення “знаходитися на однаковій відстані від початку координат” є доповненням відношення “ знаходитися на різних відстанях від початку координат”; відношення “( ” є об'єднанням відношень “<” і “=”.

Визначимо ще одну операцію над відношеннями.

Визначення. Відношення 
[image: image333.wmf]1
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 називається зворотним до відношення (, якщо 
[image: image334.wmf]j
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 тоді і тільки тоді, коли 
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Приклад. Для відношення “( ” зворотним є відношення  “(”.

Зауваження. Сукупність множини з заданим на ній бінарним відношенням називається графом відношення і позначається в такий спосіб: 
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, де M – носій графа (являє собою множину вершин графа); 
[image: image338.wmf]2

M

r

 – сигнатура графа (множина дуг графа).

Приклад. Розглянемо запропоновану фон Нейманом блок-схему ЕОМ, що складається з n=5 пристроїв: M={a, b, c, d, e}, де

a – пристрій введення;

b – АЛП (арифметично-логічний пристрій);

с – пристрій керування;

d – ОЗП (оперативний запам'ятовуючий пристрій);

e – пристрій виводу.

Будемо говорити, що пристрої mi і mj знаходяться в бінарному відношенні, якщо з пристрою mi надходить інформація в mj , тобто mi ( mj .

Матриця суміжності відношення ( і граф, що відповідає цій матриці, зображені на рисунку 1.6.

Визначення. Ядром відношення 
[image: image339.wmf]B
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 зветься відношення 
[image: image340.wmf]A
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. Ядро відношення ( з A в B є відношенням на A.

Приклад. Нехай A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 3, 4, 5}, 
[image: image341.wmf]B
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Для відношення ( = “( ” зворотним є відношення 
[image: image342.wmf]1
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 = “(”. Ядром відношення ( є множина A = {1, 2, 3}.
[image: image1812.png]



Рис. 1.6 – Матриця суміжності і граф відношення фон Неймана 
Приклад. Нехай A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 3, 4, 5}, 
[image: image343.wmf]B
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= “( ”. Для відношення ( = “( ” зворотним є відношення 
[image: image344.wmf]1
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r

 = “(”. Ядром відношення ( є множина A = {1, 2, 3}.

Зауваження. Апарат теорії відношень застосовується в програмуванні при створенні формалізмів для опису синтаксису мов програмування, а також при розв’язанні задач, зв'язаних з конструюванням систем програмування, зокрема, при розв’язанні задач перекладу з однієї мови на іншу.
Вправи для самостійного виконання

Задача 1.53. Нехай множина М={0, 1, 2, 3, …, n}, відношення P
[image: image345.wmf]n
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[image: image346.wmf]Ì
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 0..n & |x|=k}.

Знайдіть Р для випадку n=3.

Відповідь. при  M={0, 1, 2, 3} маємо 

P={(Ø, 0), ({0}, 1), ({1}, 1), ({2}, 1), … , ({0, 1}, 2 ), …, ({0, 1, 2}, 3), 

        ({0, 1, 3}, 3), ({1, 2, 3}, 3)}.

Задача 1.54. Запишіть відношення Р із задачі 12 у інфіксному нотуванні.

Відповідь. ØP0, {0}P1, {1}P1, …, {0,1}P2, …, {0, 1, 3)P3, {1, 2, 3}P3.

Задача 1.55. Нехай множина A={a, b, c, d, e}, відношення R
[image: image348.wmf]A
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 і xRy, якщо різниця номерів літер х і у в англійському алфавіті дорівнює 2. Знайдіть

    а) R;

    б) R–1 – обернене до R відношення;

    в) 
[image: image349.wmf]R

 - доповнення до відношення R. 

Відповідь.

     a) R={(c, a), (d, b), (e, c)};

     б) R–1={(a, c), (b, d), (c, e)}; 

     в) 
[image: image350.wmf]R

={(a, b), (b, a), (a, c), (a, d), (d, a), (a, e), (e, a), (b, c), (c, b), (b, d), (b, e), (e, b), …, (d, e), (e, d)}=
[image: image351.wmf]R
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Задача 1.56. Як треба змінити умови задачі 14, щоби виконувалась рівність R–1=R ?

Відповідь.  Треба задати відношення R так: xRy, якщо модуль різниці номерів літер х і у в англійському алфавіті дорівнює 2.

Задача 1.57. Нехай F={ 2, 3, 17, 1}. Знайдіть відношення R=< на множині F2.

Відповідь.  <={(1,2), (1, 3), (1, 17), (2, 3), (2, 17), (3, 17)}.

Задача 1.58. Нехай F={ 2, 3, 17, 1}, і на F2 задане відношення R=<. Знайдіть 
    а) R–1 – обернене до R відношення; 

    б) 
[image: image352.wmf]R

 - доповнення до відношення R. 

Відповідь. 

   а) R–1 = <–1= {(2, 1), (3, 1), (17, 1), (3, 2), (17, 2), (17, 3)}= >;

   б) 
[image: image353.wmf]R

 = R–1 
[image: image354.wmf]È

 {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (17, 17)}= ≥.

Задача 1.59. Дано: A = {1, 2}, B = {1, 4, 9}. На декартовому добутку 
[image: image355.wmf]A
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 задане відношення R, а саме: 3 числа знаходяться у відношенні R, якщо перше з них є натуральним числом, друге – його натуральним ступенем, а третє дорівнює показнику цього ступеня. Знайдіть R.

Розв’язання. Відношення R – це множина таких впорядкованих трійок (a, b, c), що a, c, належать А, b належить В, причому першими компонентами можуть бути числа 1 і 2, останніми – також 1 і 2, а другі компоненти визначаються по першим і останнім. Отже, 

R={(1, 1, 1), (1, 1, 2), (2, 2, 1), (2, 4, 2)}.

Задача 1.60. Нехай 
[image: image356.wmf]1
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 – це відношення, уведене в умові задачі 12, а 
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 – відношення, яке утворюють пари виду 
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N. Знайдіть композицію відношень 
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Розв’язання. 
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={(Ø, 0), ({1}, 1), … , ({n}, 1), ({1, 2}, 8), … , ({0, 1, …, n-1}, n3), … ,

({1, 2, …, n}, n3)}.

Задача 1.61. Нехай R – це відношення з задачі 14. Знайдіть 
[image: image363.wmf]4
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Розв’язання. Маємо: A={a, b, c, d, e}. Знайдемо послідовно ступені даного відношення:
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, не існує x такого, щоби виконувалось 
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, бо пара з першою компонентою, рівною а, не належіть відношенню R.Отже,
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Задача 1.62. Ядром відношення 
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Розв’язання. Маємо:
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Звідси ядро даного відношення – це множина {c, d, e}.

Задача 1.63. Знайдіть ядро відношення ≤, що задане на множині 
[image: image379.wmf]2
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Розв’язання. Маємо: ≤–1 = ≥, отже, числа x, z належать ядру відношення ≤, якщо існує у
[image: image380.wmf]N
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, такий, що 
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. Для кожного 
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 можна обрати як у той самий елемент х, тоді х і усі натуральні числа, що не перебільшують х, потрапляють у ядро. Тому ядром відношення ≤ буде уся множина натуральних чисел N, тобто тотожне відношення І.

Задача 1.64. Знайдіть ядро відношення P з задачі 12.

Розв’язання. Нехай, 
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. Тоді при певному значенні 
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 справедливо:
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(тобто А і В містять одну кількість елементів, або рівнопотужні). Отже, ядром відношення P є відношення рівнопотужності.

1.6.1 Властивості і види бінарних відношень


Нехай задане бінарне відношення 
[image: image386.wmf]2
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 на множині A.

Визначення. Відношення ( називається рефлексивним, якщо (a(( має місце a(a, тобто кожен елемент множини знаходиться у відношенні ( до самого себе.

Головна діагональ матриці суміжності рефлексивного відношення містить тільки одиниці. При зображенні його графом існує дуга, що самозамикається, або петля (див. рис. 1.7).
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Рис. 1.7 – Зображення рефлексивного відношення

Відношення ( називається антирефлексивним, якщо ні для якого a(( не виконується a(a, тобто (a(( (a,a)(
[image: image387.wmf]2
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 . Головна діагональ його матриці суміжності містить тільки нулі.

Приклад. Відношення «( » і «мати загальний дільник» рефлексивні, відношення «( » антирефлексивно. Відношення «бути симетричним відносно осі x» не є ні рефлексивним, ні антирефлексивним.

Визначення. Відношення ( називається симетричним, якщо для будь-яких a,b(A з того що a(b, випливає b(a.

Символічно: (a,b(A: a(b(b(a.

Зауваження. Симетричне відношення виконується або в обидва боки, або не виконується взагалі.

Матриця суміжності такого відношення симетрична щодо головної діагоналі, тобто (i, j: 
[image: image388.wmf]ji
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. При зображенні відношення графом стрілки будуть завжди зустрічними.

Відношення називається антисиметричним, якщо для будь-яких a,b(A з того що a(b і b(a випливає a=b.

Символічно:(a,b(A: a(b, b(a ( a=b.

Приклади. Відношення «бути симетричним відносно осі x» є симетричним. Відношення «( », «( » антисиметричні.

Зауваження. Відношення ( симетричне тоді і тільки тоді, коли 
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Визначення. Відношення ( називається транзитивним, якщо для будь-яких a,b,c(A з того що a(b і b(c, випливає a(c.

Символічно: ( a,b,c(A: (a(b і b(c) ( a(c.

Приклад. Відношення « = », «( », «жити в одному місті» транзитивні.

Відношення «мати непорожне перетинання» не транзитивне: {1,2}
[image: image390.wmf]I

 {2,3}={2}, {2,3}
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 {3,4}={3}, але {1,2}
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Зображення транзитивного відношення графом виглядає як граф на рисунку 1.8. 
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Рис. 1.8 – Граф транзитивного відношення
Визначення. Відношення називається повним або лінійним, якщо для будь-яких a,b(A з того що a(b випливає a(b або b(a.

Символічно:(a,b(A: a(b ( a(b ( b(a.

Приклади. Відношення «бути симетричним відносно осі x» є повним. Відношення «( », «( » є повними.

Визначення. Відношення ( називається відношенням еквівалентності, якщо воно рефлексивне, симетричне і транзитивне, тобто

1) (a((: a(a;

2) (a, b(A: a(b(b(a;

3) ( a, b, c(A: (a(b і b(c) ( a(c.

Матриця суміжності такого відношення одинична (див. рис. 1.9).
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Рис. 1.8 – Матриця відношення еквівалентності
Приклад. Відношення « = » транзитивне.

Відношення «мати один і той самий залишок при діленні на 7» рефлексивне, симетричне і транзитивне на множині N: воно виконується , наприклад, для пар (16,44), (5,58).


Введемо тепер у розгляд відношення порядку.

Визначення. Відношення ( називається відношенням нестрогого порядку, якщо воно рефлексивне, антисиметричне і транзитивне. Будемо позначати його знаком ( .

Визначення. Відношення ( називається відношенням строгого порядку, якщо воно антирефлексивне, антисиметричне і транзитивне. Будемо позначати його знаком ( .

Визначення. Два елементи a, b(A називаються порівнянними по відношенню порядку ( на множині A, якщо a(b або b(a, і називаються непорівнянними, якщо не виконується жодне з цих відношень, тобто (a,b)(
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Приклад. 1. Відношення «( », «( » упорядковують цілком множини натуральних чисел N і раціональних чисел Q.

2. Відношення включення (строгого ( і нестрогого () упорядковують множину усіх підмножин N: якщо A={1, 2}, B={1, 2, 3}, C={1, 3, 4}, то A(B, але A і C не порівнянні по відношенню включення (.

Вправи для самостійного виконання

Задача 1.65. Нехай R= ≤. Чи є це відношення

      а) рефлексивним;

      б) антирефлексивним;

      в) симетричним; 

      г) антисиметричним;

      д) транзитивним;

      е) повним (лінійним)?

Відповідь. а) так; б) ні; в) ні; г) так; д) так; е) так.

Задача 1.66. Нехай R – відношення з задачі 15. Чи є це відношення

      а) рефлексивним;

      б) антирефлексивним;

      в) симетричним; 

      г) антисиметричним;

      д) транзитивним;

      е) повним (лінійним)?

Відповідь. а) ні; б) ні; в) так; г) ні; д) ні; е) ні.

Задача 1.67. Нехай М – множина і R – відношення  включення на 
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. Чи є це відношення

      а) рефлексивним;

      б) антирефлексивним;

      в) симетричним; 

      г) антисиметричним;

      д) транзитивним;

      е) повним (лінійним)?

Відповідь. а) так; б) ні; в) ні; г) так; д) так; е) ні.

Задача 1.68. Нехай М – множина і R – відношення на 
[image: image397.wmf]M
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, а саме 
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=Ø). Чи є це відношення

      а) рефлексивним;

      б) антирефлексивним; 

      в) симетричним; 

      г) антисиметричним;

      д) транзитивним;

      е) повним (лінійним)?

Відповідь. а) ні; б) так; в) так; г) ні; д) ні; е) ні.

Задача 1.69. Виведіть, якщо це можливо, висновок з даної пари засновків: „Жоден з метеорологів не астролог. Астрологи іноді передбачають майбутнє”.

Розв’язання. Задачі такого типу розв’язуються за алгоритмом:

1. Виділяються по дві ознаки з кожного з засновків.

2. Визначається „середня ознака”, тобто ознака, яка повторюється і в першому, і в другому засновку.

3. Виключається середня ознака.

4. Якщо крок 3 приводить до однозначного висновку, то він і є відповіддю. Інакше висновок зробити неможливо.

Отже, якщо A={метеорологи}, B={астрологи}, C={ті, хто іноді передбачає майбутнє}, то перший засновок – 
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. Середня ознака – В. Спробуємо виключити В за допомогою властивостей булевих операцій та діаграм Ейлера-Венна. 

Із включення 
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 випливає оберенене включення: 
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, тобто маємо включення множини B у дві інші множини C та 
[image: image403.wmf]A

: 
[image: image404.wmf]A

B

Ì

 і 
[image: image405.wmf]C

B

Ì

. Тому треба знайти співвідношення між множинами C та 
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Маємо наступні твердження:

1) жоден з метеорологів ніколи не передбачає майбутнє (Рис. 1.10 a);

2) деякі метеорологи іноді передбачають майбутнє (Рис. 1.10 б);

3)  окремий випадок другого випадку: Усі метеорологи іноді передбачають майбутнє (Рис.1.10 в).

Відповідь. однозначний висновок зробити неможливо.
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Рис. 1.10 – Діаграми Ейлера-Венна
Задача 1.70. Виведіть, якщо це можливо, висновок з даної пари засновків: „Таблицю множення нещодавно надрукували в газетах. Усі газети друкують правдиві факти”.

Розв’язання. A = {таблиця множення}, B = {те, що друкують газети}, C = {правдивий факт}, то перший засновок – 
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. Середня ознака – В. Згідно транзитивності відношення включення, звідси випливає 
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Відповідь. Таблиця множення – правдивий факт. 

1.6.2 Відображення і функції

Визначення. Правило, по якому кожному елементові даної множини ставиться у відповідність деякий об'єкт, називається функцією.

Визначення. Відношення 
[image: image413.wmf]2
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 (((( називається функціональним, якщо для кожного елемента x(( існує єдиний елемент y((, для якого x(y, тобто (x(( (( y((: x(y.

Зауваження. Символ (( означає «існує єдиний».

Приклад. Відношення R((((, А={a, b, c, d, e, f, g, h}, В={b, d, e}, задано матрицею (рис. 1.11).

Це відношення задовольняє визначенню, тому що в кожнім рядку матриці стоїть одиниця, і притому єдина.

При стрілочному представленні відношення з кожної точки виходить стрілка, і притому тільки одна.
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Рис. 1.11 – Матриця суміжності функціонального відношення

Визначення. Областю визначення бінарного відношення (, 
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( (((, називається множина 
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, що має наступну властивість: 
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Областю значень бінарного відношення (, 
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Область значень функціонального відношення називають його образом, а область визначення – прообразом, що складається з прообразів елементів множини B.

Визначення. Функціональне відношення f називається функцією, якщо 
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 такі, що якщо x f 
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Якщо 
[image: image433.wmf]r

d

=A, то функція називається усюди визначеною. Будемо називати таку функцію відображенням множини A в множину B (прообраз збігається з A).

Зауваження. Іноді область визначення функції називають просто областю, а область (множину) значень – кообластю.

Визначення. Якщо 
[image: image434.wmf]e

d

=(, тобто образ усієї множини A дорівнює B, або, іншими словами, якщо кожен елемент із B є образ принаймні одного елемента з A, то говорять, що має місце відображення A на B, або f є сюр’єктивне відображення.

Символічно: (y
[image: image435.wmf]B
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 ( хоча б один елемент x
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 : f(x)=y.

Якщо A = B, то y = f(x) є відображення множини A в A. Елемент x, що задовольняє відношенню x = f(x), називається нерухомою точкою відображення.

Визначення. Функція f, що діє з A в B, тобто f: A(B, називається ін’єктивною або ін'єкцією (вкладенням), якщо з того що x(y в A, випливає f(x)(f(y) в B, або з того що f (x) = f (y), випливає x = y.

Іншими словами, ін'єкція переводить різні елементи своєї області в різні елементи кообласті. Ін'єкція часто називається взаємно однозначним відображенням A в B.

Нарешті, биєкцією (бієктивним відображенням) називається функція, що є одночасно ин’єктивною і сюр’єктивною. Іншими словами, бієктивне відображення взаємно однозначне і є відображенням “на”.

На рисунках 1.12 а)-г), 1.13 а)-б) представлені різні відображення множин A і B.
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Рис. 1.12 – Відображення множин A і B
[image: image1819.png]B  EBigobpaxermi ABB
A

1 (obmacts
BioHaerT)

MHOMIHA
SHAYEHD




Рис. 1.13 – Ін’єктивне (a) та бієктивне відображення множин A і B
Зауваження. Кообласть B не може містити більше елементів, ніж А, тому що кожному елементу з А відповідає, принаймні, один елемент із В. Обмеження на А и В: f повинно ставити у відповідність кожному елементу з А єдиний елемент із В, і при цьому повинен бути використаний кожен елемент із В.

Приклади. 1. Серед функцій f: Z(Z, тобто діючих з Z у Z, відображення n(
[image: image437.wmf]n
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 бієктивне; відображення n(2n ін’єктивне, але не сюр’єктивне, а відображення n(
[image: image438.wmf]2
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 не ін’єктивне і не сюр’єктивне.

2. Нехай Z+ – множина усіх додатних цілих чисел, ( – функція слідування Пеано, (: Z +( Z +, ((n) = n+1 для всіх n( Z + . Це ін'єкція, але не сюр’єкция.

3. Нехай A=B=R – множина дійсних чисел. Функція f: x(3x–2 задає відображення множини A на множину B. 

4. Нехай A = R, B= R + . Функція f: x(
[image: image439.wmf]x

e

 є ін’єктивним відображенням, причому 
[image: image440.wmf]1

f

-

: y(ln y.

Зауваження. Різні види кодування – кодування букв абеткою Морзе, представлення чисел у різних системах числення – є взаємно-однозначними відповідностями, але не сюр’єктивними (відповідності між кодованими об'єктами і кодами, що привласнюються їм). Одиничність образу і прообразу в кодуванні гарантує однозначність шифрування і дешифрування. Відсутність сюр’єктивності означає, що не всякий код має сенс, тобто відповідає якому-небудь об'єкту. Наприклад, кодування телефонів м. Запоріжжя шестизначними і семизначними номерами не сюр’єктивне, тому що деякі номери із шести або семи цифр не відповідають ніяким телефонам.

Визначення. Функції f і g рівні, якщо їхні області визначення – одна й та сама множина A і (a((: f(a)=g(a).

Наприклад, (
[image: image441.wmf]1

x

2

-

) і (
[image: image442.wmf]1

x

-

 )(
[image: image443.wmf]1

x

+

 ) є два вирази для однієї і тієї ж функції.

Більш складний приклад. На множині A={0, 1} функції, описувані виразами (
[image: image444.wmf]1

x

2

+

) і (
[image: image445.wmf]1

x

x

2

2

+

-

), рівні. Якщо змінити область визначення зазначених вище функцій, вони можуть виявитися вже не рівними, однак у даному випадку розглядаються функції, визначені на зазначеній множині A.

Функція f: A1( A2( …( An...(B називається n-місною. Прийнято вважати, що вона має n аргументів: f(a1, a2, …, an) = b, a1(A1, a2(A2, …, an(An, b(B.

Приклад. Функції, що задають операції додавання, множення, вирахування і ділення, є двомісними функціями на множині R, тобто функціями типу f:R2( R.

Нехай задано відношення f: A(B, f ( A(B, причому f функціональне. Якщо зворотне відношення 
[image: image446.wmf]1

f
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: B(A є функціональним, то 
[image: image447.wmf]1

f
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 називається функцією, зворотною до f .

Оскільки в зворотному відношенні образи і прообрази міняються місцями, то для існування функції, зворотної до f, потрібно, щоб кожен елемент y з області значень f мав єдиний прообраз, тобто (y
[image: image448.wmf]B
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 EMBED Equation.3  [image: image449.wmf]A

x

!
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 : f(x) = y. Це у свою чергу означає, що 
[image: image450.wmf]1

f
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 існує тоді і тільки тоді, коли f є взаємно однозначним відображенням з області визначення в область значень.

Визначення. Нехай y = f(x) – функція, визначена на множині A зі значеннями в B, і z = g(y) – функція, визначена на множині B зі значеннями в C. Якщо (x(A (z(C: z = g(f(x), то отримана в такий спосіб функція, визначена на A зі значеннями в C, називається композицією функцій f і g і позначається g
[image: image451.wmf]o

 f (або просто gf). Маємо (g
[image: image452.wmf]o

f)(x)=g(f(x)).

Якщо R (A(B і S (B(C – усюди визначені відношення, а f і g – зв'язані з ними відображення, то має місце композиція S
[image: image453.wmf]o

R відношень R і S, S
[image: image454.wmf]o

R( A(C, і композиція g
[image: image455.wmf]o

f відображень f і g.

Приклад. Функції f1: sin x і f2:
[image: image456.wmf]x

 мають тип R ( R, тобто відображають одну й ту саму множину у себе. Тому їхня композиція можлива в довільному порядку і дає функції f1
[image: image457.wmf]o

f2:
[image: image458.wmf]x

sin

 і f2
[image: image459.wmf]o

 f1:
[image: image460.wmf]x

sin

. Помітимо, що області визначення у них різні: перша функція f1
[image: image461.wmf]o

f2 визначена на R + , друга – на множині відрізків [2k(, (2k+1)(], k = 0, (1, (2, … Таким чином, область визначення композиції функцій може бути власною підмножиною областей визначення обох вихідних функцій (тобто має меншу потужність).

1.7 Потужність множини

1.7.1 Взаємно однозначне відображення і потужність множини

Визначення. Потужністю 
[image: image462.wmf]A

 довільної множини A називається кількість її елементів.

Твердження. Якщо між скінченними множинами A і B існує взаємно однозначна відповідність, то потужності множин рівні, тобто 
[image: image463.wmf]A

=
[image: image464.wmf]B

 .

Доказ. Якщо рівність не має місця, то або 
[image: image465.wmf]A

(
[image: image466.wmf]B

 , і тоді, оскільки відображення усюди визначене і ін’єктивне, у множині A знайдуться два елементи, яким відповідає один і той самий елемент b(B, тобто порушується одиничність образу; або 
[image: image467.wmf]A

(
[image: image468.wmf]B

 , і тоді, оскільки відображення сюр’єктивне, у множині B знайдуться два елементи, що відповідають одному і тому самому елементу a(A, тобто порушується одиничність прообразу.(
Цей факт, по-перше, дозволяє установити рівність потужностей двох множин, не обчислюючи цих потужностей. а, по-друге, часто дає можливість обчислити потужність деякої множини, установивши її взаємно однозначну відповідність з множиною, потужність якої відома або легко обчислюється.

Теорема 1. Якщо для скінченної множини A її потужність 
[image: image469.wmf]A

=n, то число всіх підмножин A дорівнює 
[image: image470.wmf]n

2

, тобто (((A)(=
[image: image471.wmf]A

2

 .

Доказ. Нехай A={a1, a2, …, an}, A*( A – довільна підмножина. Використовуючи характеристичну функцію 
[image: image472.wmf]*
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, визначену вище в такий спосіб: 
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поставимо у відповідність кожній підмножині A*(A вектор v=(v1, v2, …, vn)(Bn =
[image: image475.wmf]*

A

e

(a), тобто характеристична функція підмножини являє собою вектор з нулів і одиниць, що є елементом прямого добутку n двоелементних множин {0,1}.

Установлена відповідність між множиною всіх підмножин ((A) і характеристичними функціями 
[image: image476.wmf]*

A

e

, що відповідають усіляким підмножинам A*(A, є бієкцією b: A(
[image: image477.wmf]*
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 .(
Теорема 2. Нехай A1, A2, …, An – скінченні множини і 
[image: image478.wmf]1

A

= m1, 
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A

= m2, …, 
[image: image480.wmf]n

A

= mn... Тоді потужність множини A1(A2( … (An дорівнює добутку потужностей множин A1, A2, …, An : (A1(A2( … (An(= m1(m2(…(mn.

Доведення. Доведемо теорему методом математичної індукції.

Для n=1 теорема тривіально вірна. Припустимо, що вона вірна для n = k і доведемо її справедливість для n = k+1. По припущенню (A1(A2( … (Ak(= m1(m2(…(mk . Візьмемо будь-як вектор (a1, a2, …, ak) ( A1(A2( … (Ak і припишемо праворуч елемент ak+1(Ak+1 . Це можна зробити mk+1 різними способами, при цьому вийде mk+1 різних векторів, що належать прямому добутку A1(A2( … (Ak, і ніяких інших елементів у A1(A2( … (Ak не міститься. Тому для n=k+1 теорема вірна і, отже, вірна для будь-яких n.(
Наслідок. 
[image: image481.wmf]n
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.

Зауваження. Повертаючи до доказу попередньої теореми 2, заключаємо, що (A(=({0,1}({0,1}( … ({0,1}(. Отже, по наслідку (A(=
[image: image483.wmf]n
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 =
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 .

Визначення. Множини називаються рівнопотужними (або еквівалентними), якщо між ними можна установити бієктивне (взаємно однозначне) відображення.

Зауваження. Це визначення справедливе для нескінченних множин. Для скінченних же множин це твердження, що вимагає доказу.

1.7.2 Зліченні множини

Визначення. Множини, рівнопотужні (або еквівалентні) множині N натуральних чисел, називаються зліченними.

Множина усіх дійсних чисел інтервалу (0,1) не є зліченною. Її потужність називається континуум; множини такої потужності називаються континуальними.

Твердження. Будь-яка нескінченна підмножина множини N зліченна.

Доведення. Дійсно, нехай 
[image: image485.wmf]N

¢

( N. Виберемо в множини 
[image: image486.wmf]N

¢

 найменший елемент і позначимо його n1; у множини 
[image: image487.wmf]N

¢

\{n1} знову виберемо найменший елемент і позначимо n2; найменший елемент множини 
[image: image488.wmf]N

¢

\{n1, n2} позначимо n3 і т.д. Оскільки для кожного натурального числа n маємо лише скінченну множину натуральних чисел mi , таких що mi( n, то будь-який елемент множини 
[image: image489.wmf]N

¢

 рано чи пізно одержить свій номер. Ця нумерація, тобто відповідність (ni, i), і є взаємно-однозначна відповідність між множинами 
[image: image490.wmf]N

¢

 і N.(
Приведемо приклади еквівалентності нескінченних множин.

1. Множина 
[image: image491.wmf]2

N

=N(N зліченна.

Доказ. Нумерацію 
[image: image492.wmf]2

N

 можна установити в такий спосіб.

Розіб'ємо 
[image: image493.wmf]2

N

 на класи. До першого класу 
[image: image494.wmf]2

1

N

 віднесемо усі пари чисел з мінімальною сумою. Така пари завжди одна: (1,1). До другого класу 
[image: image495.wmf]2

2

N

 віднесемо усі пари чисел із сумою 3: 
[image: image496.wmf]2
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N

={(1,2), (2,1)} і так далі. У загальному випадку 
[image: image497.wmf]2
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={(a,b)
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 }, причому кожен клас 
[image: image499.wmf]2

i

N

 містить рівно i пара.

Упорядкуємо тепер класи по по зростанню індексу i а пари усередині класу – по зростанню першого елемента. Занумеруємо послідовності пар, що вийшли, кожного класу номерами 1, 2, 3, …, i, i+1, …, n, … . Легко бачити, що якщо a+b = i+1, то пара (a,b) одержить номер 1+2+…+(
[image: image500.wmf]1
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i

)+a. Ця нумерація і доводить зліченність множини 
[image: image501.wmf]2

N

.(
Зі зліченності множини 
[image: image502.wmf]2

N

 безпосередньо випливає зліченність множини Q+ додатних раціональних чисел, тобто дробів виду a/b, a,b(N.

Аналогічно доводиться зліченність 
[image: image503.wmf]3

N

 і взагалі множини 
[image: image504.wmf]k

N

, k( N.

2. Множина N={1, 2, 3, …} еквівалентна множині N2={1, 4, 9, …} квадратів чисел першої множини. Взаємно однозначна відповідність множин N і N2 установлюється по наступному закону: кожному числу n(N зіставляється число n2(N2 (n(n2).

3. Множина Z цілих чисел еквівалентна множині Z 0 усіх парних чисел. Взаємно однозначна відповідність установлюється так: кожному числу z(Z зіставляється число 2z(Z 0 (z(2z).

Приведені вище приклади 2, 3 показують, що нескінченна множина може бути еквівалентна своїй власній підмножині. У цьому виявляється принципове розходження між скінченними і нескінченними множинами, тому що з основного закону скінченних множин випливає: частина завжди менше цілого.

4. Множина R усіх дійсних чисел еквівалентна множині точок прямої. Взаємно однозначна відповідність цих множин установлюється за допомогою числової прямої, прийнятої за вісь абсцис деякої координатної системи.

5. Нехай X – множина точок осі абсцис, а G – множина точок одиничного півкола з центром у точці O1(0,1), за винятком її кінців M1(
[image: image505.wmf]1

-

, 1) і M2(1, 1) (див. рисунок 1.14). Півколо торкається осі абсцис в початку координат. Множини X і G еквівалентні. Їх взаємно однозначну відповідність можна установити, зіставивши довільній точці x(X точку g(G, у якій промінь O1x перетне дане коло.
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Рис. 1.14 – Еквівалентність множини точок осі абсцис та множини точок

одиничного півкола
6. Розглянемо множину точок x осі абсцис, що належать інтервалу (a,b): a(x(b. Нехай a=
[image: image506.wmf]1

-

, b=1. Спроектуємо множину G точок півкола на інтервал (
[image: image507.wmf]1

-

, 1) (див. рис. 1.15), тим самим переконаємося в еквівалентності цих двох множин (G і інтервалу (
[image: image508.wmf]1

-

, 1)). Однак X еквівалентно G (X(G) (приклад 5). Отже, множина X усіх точок числової прямої еквівалентна її інтервалу (
[image: image509.wmf]1

-

,1).

Очевидно, у такий спосіб можна установити еквівалентність числової осі і будь-якого її інтервалу і, отже, еквівалентність будь-яких двох інтервалів.

7. Сегмент [a,b] еквівалентний інтервалу (a,b).

Узагальнимо деякі важливі властивості зліченних множин.

1. Усяка нескінченна підмножина B зліченної множини A зліченна.
Дійсно, унаслідок нескінченності множини B можна здійснити перерахування її елементів по порядку проходження їх у множині A.
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Рис. 1.15 – Еквівалентність множини точок одиничного півкола та 
інтервалу (
[image: image510.wmf]1

-

,1)
Ця властивість була розглянута в прикладах 2,3.

2. Об'єднання скінченного числа зліченних множин M1, M2, …, Mk зліченне.

Дійсно, перенумеруємо спочатку всі перші елементи множин M1, M2, …, Mk, потім усі другі елементи і т.д.

3. Об'єднання зліченного числа скінченних множин зліченне.

Для доказу перенумеруємо спочатку всі елементи першої множини, потім всі елементи другої множини і т.д.

Теорема 3. Об'єднання скінченної або зліченної сукупності зліченних множин також є зліченною множиною.

Доказ. Розглянемо спочатку скінченну сукупність зліченних множин {A1, A2, …, Ak}, де Ai={
[image: image511.wmf]...
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Випишемо в рядок всі елементи множин A1, A2, …, Ak: 
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Перерахування виписаних елементів можна здійснити по порядку їхнього проходження в рядку, причому елемент, що зустрічається в рядку більше одного разу, придбає номер при його першій зустрічі, а потім він пропускається. У результаті кожен елемент об'єднання 
[image: image515.wmf]U

k

1

i

i

A

=

одержить свій номер, що і було потрібно.

У випадку зліченної сукупності зліченних множин {Ai
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}, усі їхні елементи записуються в один рядок по групах елементів з рівною сумою верхнього і нижнього індексів у порядку зростання цієї суми:
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В іншому міркування аналогічні розглянутому вище випадку.(
Наслідок 1. Множина Z зліченна.

Доказ. Справедливість властивості випливає зі співвідношення

Z=N
[image: image521.wmf]U
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Визначення. Числова множина M називається щільною, якщо для кожної її пари чисел q1, q2 (M, q1(q2 , завжди існує деяке число q(M таке, що q1(q( q2.

З щільності множини M випливає її нескінченність. Більш того, для кожної пари чисел q1, q2 (M існує нескінченно багато чисел qi(M, i = 1, 2, …, для яких виконується нерівність q1( qi ( q2 .

Твердження. Усяка підмножина 
[image: image524.wmf]Z
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, 
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(Z, не щільна. 

На відміну від Z множина Q усіх раціональних чисел щільна: 
Q = {p/q
[image: image526.wmf]Î
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Однак, незважаючи на щільність множини Q, для неї справедливий наслідок.

Наслідок 2. Множина Q зліченна.

Доказ. Дійсно, множина Q є зліченним об'єднанням зліченних множин:

Q = 
[image: image527.wmf]U
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, де A1 – множина усіх цілих чисел, A1 = Z, 

A2 = {усіх дробів виду n/2
[image: image528.wmf]Î
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A3={усіх дробів виду n/3
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 Z}, …, 

Am={усіх дробів виду n/m
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 Z}, і так далі. 

За теоремою 3 множина раціональних чисел зліченна.(
1.7.3 Континуальні множини

Серед нескінченних множин існують такі, елементи яких не піддаються перерахуванню. Такі множин прийнято називати незліченними. Існування незліченних множин уперше було доведено Г. Кантором за допомогою запропонованого їм діагонального методу.

Теорема (Кантора). Множина дійсних чисел інтервалу (0,1) числової осі незліченна.

Доказ. Як відомо, кожному дійсному числу з інтервалу (0,1) можна зіставити правильний нескінченний десятковий дріб 0,a1a2a3…, який містить нескінченне число цифр, відмінних від нуля.

Так, якщо число представимо у виді скінченного десяткового дробу, то йому зіставляється нескінченний десятковий дріб з повторюваними дев'ятками. Наприклад, числу 0,576 (або 0,576000…) відповідає дріб 0,575999… Така відповідність дійсних чисел інтервалу (0,1) і правильних нескінченних десяткових дробів взаємно однозначна.

Припустимо тепер, що теорема невірна, і множина дійсних чисел інтервалу (0,1) зліченна, тобто для цієї множини існує перерахування x1, x2, …, xn, … Розташуємо одну під іншою правильні десяткові дроби, що відповідають елементам даного перерахування так, що
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Ідучи по діагоналі, зазначеної штрихами, утворимо новий дріб 0,b1b2b3…bn…такий, що при n=1, 2, … 
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, причому знову отриманий дріб повинний бути нескінченним (для цього досить припустити, що bn(0 при будь-якому n). Даний дріб 0,b1b2b3…bn…відповідає деякому дійсному числу x((0,1), але не входить у розглянуте перерахування. Дійсно, побудований дріб відрізняється від кожного з дробів у зазначеному перерахуванні цифрою, розташованою по діагоналі. Так, від дробу, що відповідає числу x1, він відрізняється своєю першою цифрою після коми, від дробу, що відповідає числу x2 – другою цифрою після коми і т.д. Отже, для множини дійсних чисел інтервалу (0,1) перерахування не існує.

Таким чином, наше припущення відносно зліченності цієї множини невірне і теорема доведена.(
Визначення. Усяка множина, еквівалентна множині дійсних чисел інтервалу (0,1), називається континуальною або множиною потужності континуум.

Отже, відповідно до визначення, множини дійсних чисел будь-якого інтервалу (a,b), будь-якого сегменту [a,b] і, нарешті, усієї числової осі 
[image: image537.wmf]¥
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 є континуальними.

Справедливе наступне твердження.

Твердження. Якщо A – деяка незліченна множина і B( A – її зліченна підмножина, то множина C =A\B, отримана виключенням з множини A всіх елементів B, також незліченна.

Дійсно, із припущення про зліченність множини C випливає зліченність множини A=B
[image: image538.wmf]U

C, чого не може бути за умовою.(
Теорема. Множина ((A) усіх підмножин деякої зліченної множини A є множиною потужності континуум.

Доказ. По визначенню зліченної множини існує взаємно однозначна відповідність елементів множини A і натуральних чисел, задана у виді перерахування a1,a2, …, an(A... Отже, для доказу теореми досить розглянути випадок, коли як множина A обрана множина N усіх натуральних чисел. Кожній підмножині 
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(N відповідає її характеристична функція 
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 при будь-якому n(N. Це означає, що кожній підмножині 
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(N можна зіставити послідовність значень її характеристичної функції 
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, тобто нескінченний ланцюжок, що складається з нулів і одиниць, так, що
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причому зазначена відповідність взаємно однозначна. Кожній послідовності значень 
[image: image545.wmf]...

 

),

k

(

...,

 

),

2

(

),

1

(

N

N

N

¢

¢

¢

j

j

j

 деякої характеристичної функції 
[image: image546.wmf])
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 можна поставити у відповідність правильний нескінченний двійковий дріб 0,
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 , що представляє деяке дійсне число з інтервалу (0,1) у двійковій системі числення, причому кожне число з цього інтервалу однозначно представимо у виді правильного нескінченного двійкового дробу (з точністю до представлення 0,0100…= 0,00111…) точно так, як воно представимо у виді правильного нескінченного десяткового дробу.

Таким чином, множина ( (A) еквівалентна множині дійсних чисел інтервалу (0,1). Отже, вона є множиною потужності континуум.(
1.8 Операції на множинах і їхні властивості

1.8.1 Поняття алгебри

Визначення. Функцію типу 
[image: image548.wmf]M
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 будемо називати n-арною операцією на множині M; n називається арністю операції ( . 

Приклад. Бінарна операція на множині S означає правило, що кожній упорядкованій парі (a,b), a,b(S, ставить у відповідність третій елемент c(S – значення цієї операції на парі (a,b).

Додавання «(» в арифметиці доставляє приклад такої операції на множині Z; значення суми a і b звичайно записується a(b. Інші відомі бінарні операції в Z – вирахування і множення. Дійсно, по будь-яким двом цілим числам m, n(Z однозначно визначаються цілі числа 
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Зауваження. Бінарна операція « – » (знак, що фігурує у виразах 
[image: image550.wmf]n
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) строго кажучи відрізняється від унарної операції « – » (знак, що фігурує у виразах 
[image: image551.wmf]2
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), тому що перша операція відбувається над двома операндами, а друга лише над одним.

Взагалі унарною операцією на множині S називається всяке правило f, яке будь-якому елементу a(S ставить у відповідність однозначно визначений елемент f(a)(S – значення операції f на a. Таким чином, унарна операція на S є просто функцією f: S(S у звичайному значенні слова.

На множині підмножин будь-якої даної множини А визначені дві бінарні фундаментальні операції й одна унарна. Це операції теоретико-множинного перетинання, об'єднання і доповнення; вони називаються також булевими. Операції перетинання й об'єднання в множині всіх підмножин аналогічні операціям множення і додавання в множині цілих чисел.

Визначення. Множина М разом із заданою на ній сукупністю операцій (
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 , тобто система A=(M; 
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), називається алгеброю. M називається основною множиною або носієм алгебри. Вектор арностей операцій алгебри називається її типом, сукупність операцій ( – сигнатурою.

Визначення. Множина 
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 називається замкнутою відносно n-арної операції ( на множині M, якщо 
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, тобто якщо значення ( на аргументах з 
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Якщо 
[image: image558.wmf]M

¢

 замкнута щодо всіх операцій 
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 алгебри А, то система 
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 називається підалгеброю А (при цьому 
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 розглядаються як операції на 
[image: image562.wmf]M
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Приклади. a. Алгебра (R; +; () називається полем дійсних чисел. Обидві операції – бінарні, тому тип цієї алгебри (2, 2). Усі скінченні підмножини R, крім {0}, не замкнуті щодо обох операцій. Підалгеброю цієї алгебри є, наприклад, поле раціональних чисел.

б. Позначимо 
[image: image563.wmf]p
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 множину натуральних чисел, менших p, і 0, тобто 
[image: image564.wmf]p
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={0, 1, 2, …, p–1}... Визначимо на 
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 операції ( – додавання по модулю p і ( – множення по модулю p у такий спосіб: a(b = c, c – залишок від ділення на p числа a+b; a(b = d, d – залишок від ділення на p числа a(b. Наприклад, якщо p = 7, 
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={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, 3(4 = 0, 4(6 = 3, 3(4 = 5, 4(6 = 3. Часто операції ( і ( позначають a+b ( c(mod p), a(b ( d(mod p). Якщо p – просте число, то алгебра {
[image: image567.wmf]p
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 , (, (} називається скінченним полем характеристики p.

в. Нехай М – деяка множина, множина усіх її підмножин називається булеаном і позначається ((М). Алгебра B=(( (M); 
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) називається булевою алгеброю множин над М, її тип – (2, 2, 1). Елементами носія цієї алгебри є підмножини множини М. Для кожної підмножини 
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 є підалгеброю В.

Наприклад, якщо M={a, b, c, d}, та основна множина алгебри B містить 16 елементів; алгебра 
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 – підалгебра B; її основна множина містить 4 елементи.

г. Множина F одномісних функцій на R, тобто функцій f: R(R, разом з операцією диференціювання є алгеброю. Елементи основної множини – це функції типу R(R, єдиною операцією служить диференціювання – унарна операція типу F(F (похідною функції на R є знову функція на R).

д. Розглянемо квадрат з вершинами в точках 
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, пронумерованих проти годинної стрілки, і повороти квадрата в тім же напрямку навколо центра, що переводять вершини у вершини, задані функцією ( (
[image: image573.wmf]i
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), i=1,2,3,4. Таких поворотів нескінченна множина: на кути 0, (/2, (, 3(/2, 2(, 5(/2, …, однак вони задають всього чотири різних відображення множини вершин у себе, що відповідають першим чотирьом поворотам. Таким чином, одержуємо алгебру з основною множиною M={
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} і операцією повороту ( (
[image: image575.wmf]i
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) з чотирма різними значеннями ( (a1) = ( =0, ( (a2) = ( =(/2, ( (a3) = ( =(, ( (a4) = ( =3(/2. Їх можна задати таблицею, у якій на перетині рядків, позначених вершинами, і стовпців, позначених поворотами, записано значення функції ( (
[image: image576.wmf]i

a

) (рис. 1.16). Наприклад, на перетині рядка 
[image: image577.wmf]3
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 і стовпця ( стоїть значення функції ( (
[image: image578.wmf]3
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).
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Рис. 1.16 – Таблиця Келі алгебри < M, ( >

Операція (, що відображає будь-який елемент у себе, називається тотожною операцією. Вона відповідає нульовому повороту. Підалгебри в цієї алгебри немає. Таблиця задає унарну операцію.

1.8.2 Властивості бінарних алгебраїчних операцій

Домовимося надалі результат застосування бінарної операції ( до елементів a, b записувати не у функціональному виді ( (a, b), а у виді a ( b, як це прийнято для арифметичних операцій.

Визначення. Операція ( називається асоціативною, якщо для будь-яких елементів a, b, c справедлива рівність (a ( b) ( c = a ( (b ( c).

Виконання цієї умови означає, що дужки у виразі a ( b ( c можна не розставляти. Наприклад, додавання і множення чисел асоціативні, що і дозволяє не ставити дужки у виразі a(b(c і abc.

Приклад не асоціативної операції – зведення до степеня: 
[image: image579.wmf])
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Важливим прикладом асоціативної операції є операція композиції відображень.

Визначення. Операція ( називається комутативною, якщо для будь-яких елементів a, b справедлива рівність a ( b = b ( a.

Наприклад, додавання чисел комутативне, так само як і множення; вирахування і ділення чисел не комутативне. Не комутативним є також множення матриць, наприклад: 
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, але 
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Визначення. Операція ( називається дистрибутивною ліворуч відносно операції (, якщо для будь-яких елементів a, b, c справедлива рівність (в інфіксній нотації): a ( (b ( c) = (a ( b) ( (a ( c), і дистрибутивною праворуч відносно (, якщо (a ( b) ( c = (a ( c) ( (b ( c).  a*(b+c) = (a+b)*(a+c)
Дистрибутивність дозволяє розкривати дужки. Наприклад, множення чисел дистрибутивне відносно додавання ліворуч і праворуч, зведення до степеня дистрибутивне відносно множення праворуч: 
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, але не ліворуч: 
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Додавання не дистрибутивне відносно множення: a(bc ( (a(b)(a(c). Операції перетину й об'єднання множин дистрибутивні одна відносно одної ліворуч і праворуч, тобто ( множин А, В, С справедливі рівності:

А((В(С) = (А(В)((А(С), (А(В)(С = (А(С)((В(С);

А((В(С) = (А(В)((А(С), (А(В)(С = (А(С) ( (В(С).

1.8.3 Групи. Кільця. Поля

Часто зустрічаються множини з заданими на них асоціативними операціями, відносно яких існує одиничний елемент, і всі елементи мають зворотні. У таких випадках говорять, що відповідні множини утворюють групи відносно заданих на них операцій. Групу не можна ототожнити з множиною її елементів. Адже множина, наприклад, усіх цілих чисел може бути групою і не бути групою в залежності від того, яку операцію ми на ній задамо – додавання або множення чисел. Отже, операція якимсь чином нерозривно зв'язана з груповою властивістю. Зрозуміло, настільки ж нерозривно зв'язана з груповою властивістю і та множина, над елементами якого виконується операція.

Визначення. Пара 
[image: image584.wmf]f

 

;

F

 називається півгрупою, якщо F – деяка множина, а f – бінарна операція на множині F, і виконуються наступні умови:

1. Множина F замкнена відносно операції f, тобто для будь-яких елементів a,b ( F: f (a, b) ( F, тобто (a,b ( F f(a, b) ( F.

2. Операції f асоціативна, тобто (a, b, c (F справедлива рівність: 
f (f (a,b),c) =f (a, f (b, c)).

Визначення. Пара 
[image: image585.wmf]f
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,

, що складається з множини G і бінарної операції f, називається групою, якщо виконуються наступні умови:

1. Множина G замкнена відносно операції f, тобто для будь-яких елементів a,b (G f (a, b) (G .

2. Операція f асоціативна, тобто для будь-яких елементів a, b, c (G справедлива рівність f (f (a, b),c) = f (a, f (b, c)).

3. Існує єдиний нульовий (одиничний) елемент, тобто такий елемент e множини G, що (a(G (e(G: f (e, a) =f (a, e) =a.

4. Існує єдиний протилежний (зворотний) елемент для кожного елемента множини, тобто (a(G (
[image: image586.wmf]1
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 (G: f (a, 
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) =f (
[image: image588.wmf]1

a

-

 , a) =e.

Операція f називається груповою операцією, а елементи множини G –елементами групи.

Отже, група являє собою множину з заданою на ній асоціативною бінарною операцією, причому для кожного елемента множини існує нульовий (одиничний) і протилежний (зворотний) елемент із даної множини.

Задана операція на множині є не що інше як функція, що відображає будь-яку пару елементів множини в деякий елемент тієї ж множини. Наприклад, пара 
[image: image589.wmf]+

 

,

Z

 означає групу, утворену цілими числами по додаванню; пара 
[image: image590.wmf]´

+

 

;

R

 – групу, утворену додатними дійсними числами по множенню.

Зауваження. Необхідно підкреслити, що позначення 
[image: image591.wmf]f

G

 

,

 ще не означає, що мова йде 

неодмінно про групу. Зазначені лише множина G і задана на ній операція f. Потрібно ще перевірити виконання умов, яким повинна задовольняти група.

По визначенню півгрупи всі групи є одночасно і півгрупами. Неважко бачити, що півгрупа є групою в тому і тільки в тому випадку, якщо: 

1) існує єдиний нульовий (одиничний) елемент, тобто такий елемент e множини G, для якого f (e, a) =f (a, e) =a, тобто (a(G (! e(G: f (e, a) =f (a, e) =a;

2) існує єдиний протилежний (зворотний) елемент для кожного елемента множини, тобто (a(G (
[image: image592.wmf]1
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 (G: f (a, 
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) =f (
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Отже, у всякій групі одиничний елемент однозначно визначений, і для кожного елемента існує єдиний зворотний елемент.

Досить багато конкретних груп мають ту властивість, що будь-які два їхні елементи комутують. Такі, наприклад, групи чисел по додаванню і множенню. Саме тому стає цікавим розгляд групи такого типу.

Визначення. Група 
[image: image595.wmf]f

G

 

,

 називається комутативною (або абелевою), якщо операція f комутативна, тобто (a, b(G f (a, b) =f (b, a).

Зауваження. Комутативні групи грають досить важливу роль в алгебрі.

Визначення. Пара 
[image: image596.wmf]f
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,

, що складається з множини G і бінарної операції f, називається моноїдом, якщо виконуються наступні умови:

1. Множина G замкнена відносно операції f, тобто для будь-яких елементів a,b (G f (a, b) (G .

2. Операція f асоціативна, тобто для будь-яких елементів a, b, c (G справедлива рівність f (f (a, b),c) = f (a, f (b, c)).

3. Існує єдиний одиничний елемент, тобто такий елемент e множини G, що (a(G (e(G: f (e, a) =f (a, e) =a.

Іншими словами, моноїд – це півгрупа з одиницею.
Визначення. Кільцем називається трійка 
[image: image597.wmf]g

f
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,

, де R – деяка множина, f – адитивна операція, g – мультиплікативна операція,
[image: image598.wmf]f
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– абелева група, 
[image: image599.wmf]g

R

 

,

 – півгрупа, і (a, b, c (R операції f і g зв'язані співвідношеннями дистрибутивности: 

g (f (a, b), c) =f (g (a, c), g (b, c)) і g(c, f (a, b)) = f (g (c, a), g (c, b)).

Операція f задає в кільці додавання (“(”), а операція g – множення (“(”).

Зауваження. У всіх наведених в цьому параграфі визначеннях була використана функціональна форма запису (нотація) для опису властивостей операцій. На практиці використовується більш зручна інфіксна нотація, оскільки найчастіше в якості операцій виступають арифметичні операції (+, *, –, /), для яких в математиці сформувались загальноприйняті позначення властивостей.

Розглянемо докладніше, яким властивостям повинно задовольняти кільце. При цьому будемо використовувати інфіксну форму запису властивостей операцій: a f b означає застосування операції f до елементів a, b.

Насамперед, на множині R повинні бути задані дві операції – додавання і множення, причому обидві вони повинні бути асоціативні: (a(b)(c = a((b(c); (ab)c=a(bc). Щодо додавання в кільці повинен існувати нейтральний елемент, називаний нулем кільця (0). Якщо a – довільний елемент кільця, то a(0=a. Операція додавання повинна бути комутативною: a(b=b(a. Для кожного елемента в кільці повинний існувати зворотний елемент (щодо додавання), називаний протилежним (–a), такий що a((–a)=0. Нарешті, операції додавання і множення повинні бути зв'язані двома законами дистрибутивності:

(a, b, c (R (a(b)c = ac(bc; c(a(b) = ca(cb.

Якщо в кільці є одиничний елемент відносно множення, воно називається кільцем з одиницею. 

Прикладами є кільце раціональних чисел, кільце комплексних чисел, кільце багаточленів з цілими коефіцієнтами.

Визначення. Полем називається трійка 
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, де R – деяка множина, f –адитивна операція, g – мультиплікативна операція,
[image: image601.wmf]f
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– абелева група, 
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 – абелева група, де 
[image: image603.wmf]f

e

– нульовий елемент відносно операції f, операції f і g зв'язані співвідношеннями дистрибутивності, тобто (a, b, c (R: 

g (f (a, b), c) =f (g (a, c), g (b, c)) і g(c, f (a, b)) = f (g (c, a), g (c, b)). Іншими словами, поле – це комутативне кільце з одиницею, у якому ненульові елементи утворюють групу за множенням, та мультиплікативна операція дистрибутивна відносно адитивної операції.

Наприклад, R – поле дійсних чисел, C – поле комплексних чисел, Q – поле раціональних чисел.

Приклад А. Визначити, чи утворює групу множина М із заданою на ній бінарною операцією f. M={1, –1, i, – i}, f={«+», «*»}. 

Розв’язок. Перевіримо спочатку властивості множини М із введеною на ній операцією f = «+», тобто перевіримо, чи утворює групу пара <M, +>.

Оскільки множина скінченна, тобто (M (= n, побудуємо таблицю Келі – прямокутну таблицю розміру (n+1)((n+1), рядки й стовпці якої помічені елементами множини M, а на перетинанні рядків і стовпців записуються результати застосування заданої операції до елементів множини. Перевірку всіх властивостей групи виконуємо за побудованою таблицею Келі, яка для заданої множини має вид, зображений на рисунку 1.17 а. 

В таблиці є числа, що не належать множині М, тобто ( a,b(M: f (a, b)(M. Отже, операція додавання не замкнена на множині М. Інші властивості можна не перевіряти. Таким чином, <M, f> не є групою по додаванню.


Тепер перевіримо, чи утворює групу пара <M, *>, f = «*».

Побудуємо таблицю Келі. Результат зображено на рисунку 1.17 б. Перевіремо всі властивості групи за побудованою таблицею Келі.
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Рис.1.17 – Таблиці Келі для операцій додавання (а) та множення (б)

В таблиці знаходяться тільки числа, що належать множині М, тобто (a, b(M: f (a, b)(M. Отже, операція множення замкнена на множині М.

Таблиця симетрична відносно головної діагоналі, значить операція множення є комутативною, тобто 

(a, b(M: f (a, b)=f (b, a).

Окрім того, операція множення асоціативна, тобто 

(a, b, c (M справедлива рівність f (f (a,b),c) = f (a,f (b,c)).

Роль одиничного елемента ef грає 1, оскільки множення 1 на будь-який елемент множини дає той же елемент (це видно з другого рядка і другого стовпця таблиці), тобто

(a(M (ef(M: f (ef, a) =f (a, ef) =a, ef =1.

4. Для знаходження взаємно зворотних елементів достатньо знайти відповідні рядок і стовпець, на перетинанні яких стоїть ef =1, тобто впевнитися, що для кожного елемента існує зворотний елемент множини M:

(a(M (
[image: image604.wmf]1

-

a

(M: f (a, 
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Таким чином, маємо

1–1 =1; (–1)–1 = –1; i–1 = –i; (–i)–1 = i.

Всі властивості групи виконуються, це означає, що <M, f> є групою по множенню.

Приклад Б. Визначити, чи утворює групу множина М із заданою на ній бінарною операцією f.  M={a+b
[image: image607.wmf]5

, a, b( Z – цілі числа}, f={«+», «*»}.

Розв’язок. Перевіримо спочатку властивості множини М із введеною на ній операцією f = «+», тобто перевіримо, чи утворює групу пара <M, +>. Оскільки множина нескінченна, оберемо довільно елементи для перевірки властивостей.

1. Нехай (a1+b1
[image: image608.wmf]5

), (a2+b2
[image: image609.wmf]5

)(M – довільні елементи множини M, a1, a2, b1, b2 (Z . Виконаємо їх додавання:

(a1+b1
[image: image610.wmf]5

) + (a2+b2
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) = [(a1+a2) + (b1+b2)
[image: image612.wmf]5

] (M,

оскільки сума двох цілих чисел a1 і a2, b1 і b2 також ціле число, це означає, що результатом додавання є елемент множини M, а в силу довільності обраних елементів ця властивість справедлива для всіх елементів заданої множини. Таким чином, операція додавання замкнена.

2. Асоціативність операції перевіримо, додаючи три елемента (a1+b1
[image: image613.wmf]5

), (a2+b2
[image: image614.wmf]5

), (a3+b3
[image: image615.wmf]5

) з множини M. 

[(a1+b1
[image: image616.wmf]5

) + (a2+b2
[image: image617.wmf]5

)] + (a3+b3
[image: image618.wmf]5

) = [(a1+a2) + (b1+b2)
[image: image619.wmf]5

] + (a3+b3
[image: image620.wmf]5

) = 

= (a1+a2 +a3) + (b1+b2 +b3)
[image: image621.wmf]5

;






       (*)

(a1+b1
[image: image622.wmf]5

) + [(a2+b2
[image: image623.wmf]5

) + (a3+b3
[image: image624.wmf]5

)] = (a1+b1
[image: image625.wmf]5

) + [(a2+a3) + (b2+b3)
[image: image626.wmf]5

] = 

= (a1+a2 +a3) + (b1+b2 +b3)
[image: image627.wmf]5

.





                 (**)

Таким чином, порівнюючи рівності (*) та (**), бачимо, що (a, b, c (M справедлива рівність f (f (a, b),c) = f (a, f (b, c)), тобто додавання асоціативне на множині M.

3. Для знаходження одиничного елемента ef введемо позначення

ef = x +y
[image: image628.wmf]5

.

Знайдемо невідомі x та y, виходячи з рівності

(a+b
[image: image629.wmf]5

) + (x+y
[image: image630.wmf]5

) = (a+b
[image: image631.wmf]5

), (a+b
[image: image632.wmf]5

)(M.

Отримуємо два рівняння 

a+x=a; b+y=b.

Звідки (розв’язуємо систему рівнянь)

x=0; y=0; ef = 0 + 0
[image: image633.wmf]5

(M.

Отже, одиничний елемент знайдено.

4. Для знаходження зворотного елемента (a+b
[image: image634.wmf]5

)–1 введемо позначення

(a+b
[image: image635.wmf]5

)–1 = x +y
[image: image636.wmf]5

. 

Знайдемо невідомі x та y, виходячи з рівності

(a+b
[image: image637.wmf]5

) + (x+y
[image: image638.wmf]5

) = ef = 0 + 0
[image: image639.wmf]5

, (a+b
[image: image640.wmf]5

)(M.

Отримуємо два рівняння 

a+x = 0; b+y = 0.

Звідки (розв’язуємо систему рівнянь)


x = –a(Z ; y = –b(Z ; (a+b
[image: image641.wmf]5

)–1 = –a – b
[image: image642.wmf]5

(M.

Отже, зворотний елемент знайдено.

Таким чином, < M, f > є групою по додаванню.

Перевіримо тепер властивості множини М із введеною на ній операцією f = «*», тобто перевіримо, чи утворює групу пара <M, *>. Оскільки множина нескінченна, оберемо довільно елементи для перевірки властивостей групи.

1. Нехай (a1+b1
[image: image643.wmf]5

), (a2+b2
[image: image644.wmf]5

)(M – довільні елементи множини M, a1, a2, b1, b2 (Z . Виконаємо їх множення:

(a1+b1
[image: image645.wmf]5

) * (a2+b2
[image: image646.wmf]5

) = [(a1a2+5b1b2)+ (b1a2+a1b2)
[image: image647.wmf]5

] (M,

оскільки сума добутків цілих чисел a1 і a2, b1 і b2 являє собою ціле число, це означає, що результатом множення є елемент множини M, а в силу довільності обраних елементів ця властивість справедлива для всіх елементів заданої множини. Таким чином, операція множення замкнена.

2. Асоціативність операції перевіримо, перемножуючи три елемента (a1+b1
[image: image648.wmf]5

), (a2+b2
[image: image649.wmf]5

), (a3+b3
[image: image650.wmf]5

) з множини M: 

[(a1+b1
[image: image651.wmf]5

)*(a2+b2
[image: image652.wmf]5

)]*(a3+b3
[image: image653.wmf]5

) = [(a1a2+5b1b2)+ (b1a2+a1b2)
[image: image654.wmf]5

]*(a3+b3
[image: image655.wmf]5

) = 

= (a1a2a3 +5b1b2a3 +5b1a2b3+5a1b2b3) + (a1a2​b3+5b1b2b3 +b1a2a3+a1b2a3))
[image: image656.wmf]5

;
        (*)

(a1+b1
[image: image657.wmf]5

)*[(a2+b2
[image: image658.wmf]5

)*(a3+b3
[image: image659.wmf]5

)] = (a1+b1
[image: image660.wmf]5

)*[(a2a3+5b2b3) + (b2a3+a2b3)
[image: image661.wmf]5

] = 

= (a1a2a3 + 5a1b2b3 + 5b1b2a3 + 5b1a2b3) + (a1b2a3 + a1a2​b3 + b1a2a3 + 5b1b2b3)
[image: image662.wmf]5

 =

= (a1a2a3 +5b1b2a3 +5b1a2b3+5a1b2b3) + (a1a2​b3+5b1b2b3 +b1a2a3+a1b2a3))
[image: image663.wmf]5

.       (**)

Таким чином, порівнюючи рівності (*) і (**), бачимо, що (a, b, c (M справедлива рівність f (f (a, b),c) = f (a, f (b, c)), тобто множення асоціативне на множині M.

3. Для знаходження одиничного елемента ef  введемо позначення

ef = x +y
[image: image664.wmf]5

.

Знайдемо невідомі x та y, виходячи з рівності

(a+b
[image: image665.wmf]5

) * (x +y
[image: image666.wmf]5

) = (a+b
[image: image667.wmf]5

), (a+b
[image: image668.wmf]5

)(M.

Отримуємо два рівняння 

ax+5by=a; ay +bx=b.

Виразимо з першого рівняння змінну y

y = (a–ax)/(5b)








(***)

і підставимо її в друге рівняння

(a2 – a2x)/(5b) + bx = b; x(5b2 – a2 ) = (5b2 – a2 ).

Звідки x =1.

Підставляючи x у вираз (***), отримуємо y =0, тобто ef = 1 + 0
[image: image669.wmf]5

(M.

Одже, одиничний елемент знайдено.

4. Для знаходження зворотного елемента (a+b
[image: image670.wmf]5

)–1 введемо позначення (a+b
[image: image671.wmf]5

)–1 = x +y
[image: image672.wmf]5

. 

Знайдемо невідомі x та y, виходячи з рівності

(a+b
[image: image673.wmf]5

) * (x +y
[image: image674.wmf]5

) = ef = 1 + 0
[image: image675.wmf]5

, (a+b
[image: image676.wmf]5

)(M.

Отримуємо два рівняння:

ax + 5by = 1; ay + bx = 0.

Виразимо з другого рівняння y

y = (–b/a) x









(****)

і підставимо його в перше рівняння

ax – 5b2x/a = 1; a2x – 5b2 x = a.

Звідки

x = a/(a2 – 5b2)(Z (не є цілим числом).

Підставимо x у вираз (****), отримаємо

y = –b/(a2 – 5b2)(Z (не є цілим числом),

тобто 

(a+b
[image: image677.wmf]5

)–1 = a/(a2 – 5b2) – b/(a2 – 5b2)(M.

Одже, зворотного елемента немає.

Таким чином, < M, g> не є групою за множенням.

Лабораторна робота № 2 Методичні вказівки

Завдання. Розробити програму, що дозволяє аналізувати об’єкти-алгебраїчні структури та визначати їх властивості, зокрема визначати, чи є алгебраїчна структура групою. Для цього виконати наступні завдання:

1. Створити клас група, що містить певну множину, на якій введено бінарну (унарну) алгебраїчну операцію, і має конструктор, деструктор, функції доступу, метод-операцію над елементами множини (адитивну, тобто суму або її аналог, або мультиплікативну, тобто добуток або його аналог), одиничний (нейтральний) елемент, зворотний (протилежний) елемент для кожного елемента множини. 

2. Реалізувати операцію над елементами і вивести результати виконання операції на екран.

Зауваження. Якщо множина з операцією не є групою, додати в множину елементи (один або декілька), для яких порушується якась властивість, щоб алгебраїчна структура вона стала групою (якщо можливо).

Варіанти завдань на лабораторну роботу № 2

1. Визначте, чи утворює групу 1) по додаванню; 2) по множенню множина чисел виду 
[image: image678.wmf]2
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, де 
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2. Визначте, чи утворюють групу відносно додавання векторів вектори, що мають довільні напрямки в просторі.

3. Чи утворює групу 1) по додаванню 2) по множенню множина цілих степенів числа 3?

4. Нехай маємо скінченну множину об’єктів, які позначені натуральними числами, наприклад, {1, 2, 3, 4}. Розташуємо ці об’єкти в якому-небудь порядку (зліва направо): (2, 3, 1, 4). Перехід від одного якого-небудь порядку до будь-якого іншого називається підстановкою і позначається наступним чином: 
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, тобто в верхньому рядку пишуть природний порядок чисел, а в нижньому – результат підстановки. Перемножити дві підстановки – значить зробити ці підстановки одну за одною, наприклад:
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.Чи є групою відносно введеної таким чином операції множення множина підстановок чисел 1, 2, 3?

5. Визначте, чи утворює групу 1) по додаванню; 2) по множенню множина комплексних чисел з модулем, більшим одиниці.

6. Чи утворює групу множина поворотів ромба в просторі відносно операції композиції поворотів?

7. Визначте, чи утворює групу 1) по додаванню; 2) по множенню множина чисел виду 
[image: image682.wmf]bi
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, де a, b – раціональні числа, що не дорівнюють нулю, 
[image: image683.wmf]1
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8. Визначте, чи утворює групу 1) по додаванню; 2) по множенню множина чисел {1, –1, 0, 
[image: image684.wmf]1
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9. Нехай 
[image: image685.wmf]+

R

 – множина додатних дійсних чисел, h – операція зведення до степеня, тобто 
[image: image686.wmf]b
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. Визначте, чи є групою алгебраїчна структура 
[image: image687.wmf]h
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10. Визначте, чи утворює групу відносно додавання векторів множина векторів на площині, направлених в один і той же бік.

11. Нехай m – натуральне число (модуль). Назвемо класом еквівалентності по відношенню ділимості на m множину цілих чисел, які при діленні націло на m дають однакові залишки (отримуємо класи лишків по модулю m). Наприклад, при діленні на 4 числа 5 і 17 дають в залишку 1, а значить, потрапляють в один і тот же клас лишків по модулю 4, який можна позначити за допомогою риски: 
[image: image688.wmf]1

. Аналогічно для конкретного m, наприклад, числа 4, можно ввести і інші класи: 
[image: image689.wmf]0

, 
[image: image690.wmf]2

, 
[image: image691.wmf]3

. Можна показати, що клас по модулю m однозначно визначається будь-яким своїм представником. Введемо на множині класів лишків операцію додавання наступним чином: 
[image: image692.wmf]b
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, тобто для того, щоб знайти суму двох класів, треба взяти по одному числу з кожного класу, додати ці числа (як звичайні цілі числа) і знайти клас, в який потрапляє це число-сума. Наприклад, для модуля 4 маємо: 
[image: image693.wmf]1
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. Чи утворює групу відносно операції додавання класів множина класів лишків по модулю 6?

12. Визначте, чи утворює групу 1) по додаванню; 2) по множенню множина чисел виду 
[image: image694.wmf]bi
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13. Визначте, чи утворює групу 1) по додаванню; 2) по множенню множина комплексних чисел з модулем, що дорівнює одиниці.

14. Визначте, чи утворює групу множина матриць порядку n з цілими елементами і визначником, що дорівнює 
[image: image696.wmf]1

±

відносно множення.

15. Визначте, чи утворює групу множина невироджених матриць порядку n з дійсними елементами відносно множення.

16. Нехай Z – множина цілих чисел, h – операція зведення до степеня, тобто 
[image: image697.wmf]b
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. Визначте, чи є групою алгебраїчна структура 
[image: image698.wmf]h
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17. Визначте, чи утворює групу 1) по додаванню; 2) по множенню множина цілих додатних степенів двійки (числа 2, 4, 8 і т.д.).

18. Нехай 
[image: image699.wmf]+

R

 – множина додатних дійсних чисел, h – операція зведення до степеня, тобто 
[image: image700.wmf]b

a

)

b

,

a

(

h

=

. Визначте, чи є групою алгебраїчна структура 
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19. Визначте, чи утворює групу множина 
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 відносно операції 
[image: image703.wmf](
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20. Визначте, чи утворює групу множина поворотів правильного шестикутника в його площині, що переводять вершини у вершини, відносно операції композиції поворотів?

21. Визначте, чи утворює групу множина невироджених матриць порядку n з дійсними елементами відносно множення.

22. Визначте, чи утворює групу множина поворотів правильного чотирикутника в його площині, що переводять вершини у вершини, відносно операції композиції поворотів?

23. Визначте, чи утворює групу 1) по додаванню; 2) по множенню множина комплексних чисел, що не дорівнюють нулю?

24. Образует ли группу 1) по сложению 2) по умножению множество неотрицательных вещественных чисел?

25. Визначте, чи утворює групу 1) по додаванню; 2) по множенню множина {
[image: image705.wmf]3
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| a, b – раціональні числа}?

26. Визначте, чи утворює групу 1) по додаванню; 2) по множенню множина {
[image: image706.wmf]2

b
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| a, b – раціональні числа, що не дорівнюють нулю}?

27. Визначте, чи утворює групу 1) по додаванню; 2) по множенню множина раціональних чисел?

28. Визначте, чи утворює групу множина матриць порядку n з цілими елементами та визначником, що дорівнює 
[image: image707.wmf]1

±

відносно множення.

Вправи для самостійного виконання

Задача 1.71. Чи є півгрупою множина слів А+ в алфавіті А відносно операції конкатенації? 

Розв’язання. 1. Перевіримо замкненість множини А+ відносно розглядуваної операції (нагадаємо, що вона полягає у дописуванні до першого слова (операнда) другого слова). У результаті конкатенації двох слів з А+ отримаємо знов слово з А+ (оскільки, звісно, зміст слів не має значення). Отже, операцію уведено коректно.

2. Перевіримо операцію на асоціативність. Будемо вважати очевидним, що асоціативність наявна. Отже, відповідь – множина А+ з операцією конкатенації не неї складає півгрупу.

Зауважимо, що, розглядувана структура є навіть коноїдом, бо містить одиницю (порожнє слово). Але це не група, оскільки тільки порожнє слово має обернений.

Задача 1.72. Чи є множина F непарних чисел групою 

а) за додаванням;

б) за множенням?

Розв’язання. а) Перевіримо замкненість F відносно операції додавання (або, що те ж саме, коректність уведення на F цієї операції).
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Бачимо, що сума елементів з F не є елементом цієї множини, бо 
[image: image711.wmf]3
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 – парне число. Отже, відповідь – 
[image: image712.wmf]+

;

F

 – не група.

б) 1. Перевіряємо замкненість F відносно  множення. Добуток двох непарних чисел не буде містити як простий множник число 2, тому цей добуток непарний. Отже, замкненість є.

2. Перевіримо тепер, чи є розглядувана операція на F  асоціативною. Оскільки 
[image: image713.wmf]Ì

F

N, множення на N асоціативне й F замкнене відносно множення, ця операція на F також асоціативна.

3. Перевіримо, чи містить множина F одиничний елемент е. Повинно виконуватись:
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(Зауважимо, що запис 
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є помилковим, оскільки він означає, що для кожного елемента F існує свій одиничний елемент, тоді як у групі одиничний елемент єдиний і обслуговує усі х). На роль одиничного елемента тут може претендувати тільки число 1
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4. Перевіримо, чи для кожного елемента з F існує обернений (тобто чи містяться такі обернені елементи у F). Отже, чи вірно, що 


[image: image722.wmf]F

x

Î

"

 
[image: image723.wmf]F

x

Î

$

-

1

  
[image: image724.wmf]e

x

x

x

x

=

×

=

×

-

-

1

1

.

Відомо, що тільки для числа 1 така вимога виконується (при 
[image: image725.wmf]1
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=1), для будь-якого іншого числа з F число, що відповідає вимозі 
[image: image726.wmf]e

x

x

x

x

=

×

=

×

-

-

1

1

 не є натуральним, а отже й непарним, і не потрапляє до F. Тому відповідь – структура 
[image: image727.wmf]´
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F

 – не група.

Задача 1.73. Чи є групою за додаванням множина цілих чисел?

Відповідь.  Так (одиничний елемент дорівнює нулю, обернений до х елемент – протилежний: 
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Задача 1.74. Чи є групою за множенням множина цілих чисел?

Відповідь.  Ні, це лише моноїд (одиничний елемент – одиниця, але не кожне ціле має обернений).

Задача 1.75. Нехай 
[image: image729.wmf]h

 – операція піднесення до ступеня на множині цілих чисел, тобто 
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. Визначити, чи є групою алгебраїчна структура 
[image: image731.wmf]h
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Розв’язання. Дослідимо замкненість операції h. Якщо і a,  і  b додатні, то результат операції 
[image: image732.wmf]b
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 буде цілим числом, але якщо b від’ємне, результат цілим вже не буде. Отже, замкненості немає, й 
[image: image733.wmf]h
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 – не група. 

Задача 1.76. Чи є кільцем відносно звичайних операцій додавання і множення множина раціональних чисел?

Відповідь. так.

Задача 1.77. Чи є полем відносно звичайних операцій додавання і множення множина дійсних чисел?

Відповідь.  так.

Задача 1.78. Чи є полем відносно звичайних операцій додавання і множення множина чисел виду  
[image: image734.wmf]3
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, де a  і  b цілі?

Задача 1.79. Чи є групою структура 
[image: image735.wmf]Å

;

2

M

, тобто булеан відносно симетричної різниці?

Відповідь. так, це абелева група. Одиниця – порожня множина, обернений елемент до множини 
[image: image736.wmf]M
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 – та сама множина А.

Розділ 2 ПРИКЛАДНА МАТЕМАТИЧНА ЛОГІКА

Математична логіка – це аналіз методів міркувань. При цьому в першу чергу досліджуються форми міркувань, а не їхній зміст.

Перший систематичний розгляд формалізації міркувань можна знайти вже у творах Аристотеля, однак математичний підхід до цих питань уперше був зазначений Джорджем Булем у книзі «Дослідження законів думки» у 1854 р.

Вивчаючи методи міркувань, логіка цікавиться формою, а не змістом доводів у тому або іншому міркуванні. Систематична формалізація правильних способів міркувань – одна з задач логіки. Якщо при цьому логік застосовує математичний апарат, і його дослідження присвячені аналізові математичних міркувань, то предмет його занять може бути названий математичною логікою. Слово логіка (у перекладі з латинської) означає систематичний метод міркувань.

Існує дві конкретні системи логіки: числення висловлень (ЧВ) і числення предикатів (ЧП).

2.1 Логіка висловлень

2.1.1 Логічні операції і таблиці істинності

Визначення. Висловленням називається оповідальне речення, про яке можна сказати в даний момент часу, що воно істинне або хибне, але не те й інше одночасно.

Зіставимо кожному висловленню змінну, що має значення істина (I), якщо воно істинно, і значення хибність (X), якщо висловлення хибне. З висловлень шляхом з'єднання їх різними способами можна складати нові, більш складні, висловлення, називані складеними (складними). Значення істинності складеного висловлення залежить від значень істинності складових його висловлень.

Для складання складних висловлень застосовуються логічні зв'язки, найважливішими з яких є:

( – логічне додавання («або»), диз'юнкція;

( – логічне множення («і»), кон’юнкція;

(() ( логічне заперечення («ні»).

Зауваження. Операції диз'юнкція, кон’юнкція та заперечення називаються булевими (за ім’ям англійського математика Джорджа Буля).

Якщо P і Q – деякі висловлення, то можна скласти нові висловлення P(Q, P(Q,(P,(Q, причому істинність складених висловлень визначається за допомогою таблиць істинності, представлених на рисунку 2.1.

Приклад. Знайти значення істинності формули F= (Р(Q)(((P(Q) при P=І, Q=Х.

Скориставшись таблицями істинності для диз’юнкції і кон’юнкції, знаходимо: (І(Х)(((І(Х)=І(Х=Х.
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Рис. 2.1 – Таблиця істинності диз'юнкції, кон’юнкції та заперечення

Вправи для самостійного виконання

Задача 2.1. Побудувати таблицю істинності висловлення, представленого формулою: 
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Відповідь. Побудовану таблицю зображено на рисунку 2.2.
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Рис. 2.2 – Таблиця істинності формули 
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Задача 2.2. Розставити дужки згідно з пріоритетом логічних операцій


[image: image740.wmf]A

C

B

A

~

®

Ú

.

Відповідь. 
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Задача 2.3. Визначити порядок виконання логічних операцій згідно з їх пріоритетом для формули 
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Задача 2.4. Обчислити значення функції f, представленої формулою 
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, при A=1, B=0, C=0, D=1.

Розв’язання. A=1, B=0,
C=0,
D=1;
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2.1.2 Властивості булевих операцій над висловленнями

Булеві операції над висловленнями кон’юнкція, диз’юнкція, заперечення подібні булевим операціям над множинами перетин, об’єднання, доповнення та мають аналогічні властивості.

1. Ідемпотентність: A(A=A, A(A=A.

Зауваження. Ця властивість дозволяє записувати формули, що містять (, (, без коефіцієнтів і показників.

2. Кон’юнкція і диз'юнкція комутативні: A(B=B(A, A(B=B(A.

3. Кон’юнкція і диз'юнкція асоціативні: A((B(C)=(A(B)(C, A((B(C)=(A(B)(C.

Зауваження 1. Ця властивість дозволяє опускати або вводити дужки:


A1 ( A2 ( … ( An, A1 ( A2 ( … ( An...

4. Дистрибутивність кон’юнкції щодо диз'юнкції:


(((((C) = (((()((((C).

Зауваження 2. Оскільки операція кон’юнкція (() має пріоритет вище, ніж диз'юнкція ((), то дужки в цій властивості можна опускати.

5. Дистрибутивність диз'юнкції відносно кон’юнкції:


(((((C) = (((()((((C).

6. Інволюція: 
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7. Правила де Моргана: 
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8. Склеювання: 
[image: image753.wmf].

A

)

B

A

(

)

B

A

(

 

)

b

,

A

)

B

A

(

)

B

A

(

 

)

a

=

Ú

Ù

Ú

=

Ù

Ú

Ù


9. Поглинання: (((A(B)=A, A((((B)=A.

10. Закон протиріччя: 
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11. Закон виключеного третього: 
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12. Дії з нулем і одиницею: 
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Зауваження 3. Часто в логіку крім трьох основних булевих операцій для утворення складних висловлень уводять ще дві: імплікація (слідування) – (A(B) або (A(B) («якщо A, то B»); еквівалентність – (A~B) або (A ≡ B) або (A ( B) («якщо і тільки якщо»), що мають таблиці істинності, представлені на рисунку 2.3.
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Рис.2.3 – Таблиця істинності операцій імплікація та еквівалентність

Зауваження 4. Усяке висловлення, побудоване за допомогою зазначених вище операцій (, (,( , (, ~, має деяке істинностне значення (І або Х), що залежить від значень вихідних висловлень.

Зауваження 5. Просте висловлення називають іноді пропозиціональною буквою (ПБ), складене висловлення називають пропозиціональною формою (ПФ), а логічні операції – пропозиціональними зв'язками (ПЗ).

Вправи для самостійного виконання
Задача 2.5. Спростити формулу 
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Розв’язання.
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2.2 Логічні функції двох змінних
Для кожного складеного (складного) висловлення можна побудувати таблицю істинності. Якщо складене висловлення залежить від n складових, то в таблиці істинності такого висловлення буде 
[image: image760.wmf]n
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 рядків. З іншого боку, кожному висловленню можна поставити у відповідність деяку функцію 
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 від n змінних, де кожна змінна відповідає простому висловленню. Така функція називається істинносною (логічною або булевою), причому по своєму змісту вона може приймати тільки два значення: Х (хибність) або І (істина), у той час як аргументи приймають ті ж значення.

Твердження. Існує взаємно-однозначна відповідність між таблицею істинності деякого складеного висловлення і логічною функцією цього висловлення.

Приклад. Логічна функція 
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 може бути представлена формулою 
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, таблиця істинності якої зображена на рисунку 2.2. Згідно твердження, функція f цього висловлення має ті ж значення, що й представлені в таблиці.

Зауваження 6. Якщо в логічній функції n змінних значення функції не міняється при заміні значення 
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Ми розглядали дотепер 4 логічні операції над двома змінними (висловленнями). Усього таких операцій 16. Представимо їх у виді таблиці.
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Наведемо формули, що описують усі 16 функцій 
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 (mod 2 – додавання за модулем 2, нерівнозначність) – операція протилежна ~;
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 (штрих Шеффера);


[image: image798.wmf]1

2

1

3

x

)

x

,

x

(

=

y

 (функція з фіктивно(ю змінною 
[image: image799.wmf]2

x

);


[image: image800.wmf]1

2

1

12

x

)

x

,

x

(

=

y

;


[image: image801.wmf]2

2

1

5

x

)

x

,

x

(

=

y

 (функція з фіктивною змінною 
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 (зворотна імплікація);
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2.3 Тавтології і протиріччя

Визначення. Складене висловлення, що істинне незалежно від значень висловлень, що входять у нього, називається тавтологією або тотожно істинним висловленням.

Таблиця істинності складеного висловлення містить тільки значення “істинно”, а його функція тотожно дорівнює одиниці.


Щоб перевірити, чи є тавтологією та або інша ПФ, треба скласти для неї таблицю істинності з 
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 рядків на всіх наборах значень змінних, або ж привести цю форму за допомогою еквівалентних перетворень (мова про неї піде нижче) до відомої тавтології.


Випишемо приклади тавтологій.

1. 
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 (таблиця істинності висловлення зображена на рисунку 2.4).
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Рис. 2.4 – Таблиця істинності висловлення (A ( B)( A

5. 
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 (таблиця істинності висловлення зображена на рис. 2.5).
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Рис. 2.5 – Таблиця істинності висловлення (A ( (A ( B)) ( B

6. 
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(таблиця істинності висловлення зображена на рисунку 2.6).
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Рис. 2.6 – Таблиця істинності висловлення 
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Визначення. Складене висловлення, що хибне незалежно від значень висловлень, які входять у нього, називається протиріччям або тотожно хибним висловленням. 

Приклад. 
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Приймемо для зручності угоду про більш економічне використання дужок у складених висловленнях:

1) завжди можна опускати пари зовнішніх дужок;

2) логічні операції розташовуються в порядку спадання пріоритетів у такий спосіб:(  , (, ( ( (, ( ;

3) якщо складене висловлення містить входження тільки однієї логічної операції, то для кожного входження цієї операції опускаються зовнішні дужки в того з двох висловлень, що стоїть ліворуч.

Приклад. 
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На підставі угоди дужки можна відновлювати:
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Зауваження. Не кожне складене висловлення можна записувати без дужок. Приведемо приклади висловлень, де дужки опускати не можна:
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Вправи для самостійного виконання

Задача 2.6. Привести приклади протиріч.
Задача 2.7. Довести тотожню істинність пропозиційної форми: 
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Розв’язання. 
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Задача 1.8. Довести тотожню істинність пропозиційної форми: 
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Задача 2.9. Довести тотожню істинність пропозиційної форми способом контрприкладу: 
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Задача 2.10. Довести тотожню істинність пропозиційної форми способом контрприкладу. 
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Розв’язання. Припустимо, що пропозиційна форма не є тавтологією. Тоді існує такий набір значень аргументів, на якому вона приймає значення 0. Головною операцією пропозиційної форми є імплікація, яка приймає значення хибно тільки в єдиному випадку (1(0), тому значення аргументів можна  визначити однозначно: 
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. В результаті отримуємо два значення диз’юнкції A(C, чого бути не може. Припущення про те, що пропозиційна форма не є тавтологією, невірне.

2.4 Суперпозиції і формули

Нехай задана система логічних функцій 
[image: image831.wmf]n
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Визначення. Функція f називається суперпозицією функцій 
[image: image832.wmf]n
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, якщо вона отримана з цих функцій шляхом підстановки їх друг у друга і перейменування змінних, а вираз, що описує цю суперпозицію, називається формулою для функції f.

У численні висловлень (ЧВ) формули будуються за наступними правилами:

1) змінна є формула;

2) якщо F і ( – формули, то формулами будуть також 
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3) інших формул немає.

Формула алгебри висловлень приймає одне з двох значень (І або Х) у залежності від значень утворюючих її елементарних висловлень. Якщо розглядати останні як незалежні змінні, то з формулою відповідно до вищесказаного зіставляється деяка функція. Така функція називається двійковою: її області визначення і значень збігаються – це множина B={0,1}.

Зауваження 1. Поняття суперпозиції і формули – найважливіший елемент алгебри висловлень.

Нехай задано скінчену або нескінченну систему функцій 
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. Будемо вважати змінні 
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 формулами глибини нуль. Тоді формула F має глибину k+1, якщо вона представима у вигляді 
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– число аргументів, функції 
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є формули, максимальна з глибин яких дорівнює k; при цьому у виразі (() формули 
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 називаються підформулами формули F.

Визначення. Підформулою називається така частина формули F, що задовольняє умовам:

1) вона сама є формулою;

2) для сукупності всіх інших підформул справедливо: або дана підформула входить в іншу підформулу, або вона містить іншу підформулу, або не перетинається ні з якою іншою підформулою.

Приклад. Визначити глибину формули F і виписати всі її підформули:
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Розв’язання. A, B, C, D – формули глибини 0; 
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B

– формули глибини 1;
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– формули глибини 2; 
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 має глибину 4 – це є глибина формули F.

Функція 
[image: image851.wmf]i

f

 у визначенні (() називається зовнішньою або головною операцією формули.

Усяка формула, що виражає функцію f як суперпозицію інших функцій, задає спосіб її обчислення (за умови, що відомо, як обчислювати вихідні функції). Цей спосіб визначається наступним очевидним правилом: формулу можна обчислити, тільки якщо вже обчислені значення всіх її підформул.

Приклад. Обчислити значення функції f, представленої формулою 
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 при A=1, B=0, C=0, D=1.

Розв’язання. A=1,
B=0,
C=0,
D=1;
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Зауваження 2. Таким чином, формула кожному наборові значень змінних ставить у відповідність значення функції і, отже, може служити способом завдання й обчислення функцій. Зокрема, по формулі, обчислюючи її по всіх 
[image: image859.wmf]n
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 наборах змінних, можна відновити таблицю істинності для відповідної функції.

Зауваження 3. На відміну від табличного способу представлення функції, представлення її за допомогою формули не є єдиним, тобто ту саму функцію можна записати різними формулами.

Визначення. Формули, що представляють ту саму функцію, називаються еквівалентними або рівносильними.

Еквівалентність записується за допомогою знака «=».

Приклад. Штрих Шеффера: 
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стрілка Пірса: 
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Виникає питання: як на практиці визначити еквівалентність двох формул ? Існує універсальний спосіб, що у всіх випадках зводить до відповіді: по кожній формулі відновити таблицю істинності; якщо дві таблиці збігаються, те формули еквівалентні.

Цей спосіб, однак, дуже громіздкий, тому що вимагає 
[image: image862.wmf]n
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обчислень. У зв'язку з тим, що на кожнім наборі булева функція може приймати одне з двох значень – 1 або 0, то незалежно від значень, що вона приймає на інших наборах, існує 
[image: image863.wmf]n
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різних n-місцевих булевих функцій.


Існує інший спосіб – за допомогою еквівалентних перетворень.

Вправи для самостійного виконання

Задача 2.11. Визначити глибину формули F і виписати всі її підформули:
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Розв’язання. A, B, C, D – формули глибини 0; 
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 має глибину 4 – це є глибина формули F.

2.5 Булева алгебра логічних функцій і еквівалентні 
перетворення в ній


Нехай функцію 
[image: image869.wmf]1

f

 задано формулою 
[image: image870.wmf]1
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, а функцію 
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– формулою 
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. Підставимо формули 
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 у диз'юнкцію 
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Розглянемо формули 
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, еквівалентні відповідно 
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 . Тоді одержимо формулу 
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 (еквівалентність цих двох формул можна довести за допомогою таблиці істинності).

Таким чином, диз'юнкцію можна розглядати як бінарну операцію над множиною логічних функцій P2 , що кожній парі функцій 
[image: image888.wmf]1
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 і 
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 незалежно від формул, що їх представляють, однозначно ставить у відповідність функцію 
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Аналогічно можна показати, що кон’юнкція є бінарною операцією на множині P2 , а заперечення – унарною операцією на тій же множині логічних функцій.

Алгебра A={P2, (, (, (} називається булевою алгеброю логічних функцій. Сигнатура цієї алгебри містить 3 логічні операції.

Приклад. Арифметику можна представити у виді алгебри A={(, +, –, *,/}.

Зауваження 1. Фактично ми маємо справу не з самими функціями в чистому виді, а з формулами, що їх представляють, тобто з алгеброю формул, яких набагато більше, ніж функцій, адже кожну функцію можна представити великим числом різних формул.

На практиці часто відбувається змішання цих понять. Слід ясно представляти, що, наприклад, логічна схема на своєму виході реалізує функцію від входів. Коли мова йде про спрощення, перетворення і т.п., то мають на увазі формули, що реалізують функцію.


При еквівалентних перетвореннях формул будемо користуватися основними властивостями булевих операцій, перерахованими вище.

Доказ цих властивостей проводиться стандартним образом за допомогою таблиці істинності, причому ясно, що результат обчислень не залежить від того, чи є змінні в цих виразах незалежними або ж самі отримані перед цим за допомогою яких-небудь обчислень. Отже, залишаються справедливими й у тому випадку, коли замість змінних підставити які-небудь логічні функції або формули, що їх представляють. Важливо лише дотримувати наступне правило підстановки формули замість змінної: при такій підстановці необхідно замінити формулою одночасно усі входження змінної, замість якої ця формула підставляється.

Наприклад, 
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, тобто замість x підставлена формула f, але не можна писати 
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Правило заміни підформули: якщо яка-небудь формула F містить формулу 
[image: image895.wmf]1
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 в якості підформули, і якщо формула 
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 еквівалентна 
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, то заміна у формулі F підформули 
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 приведе до формули 
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Приклад. 
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Різниця між правилами підстановки і заміни полягає в наступному:

· при підстановці змінна заміняється на формулу; формула може бути будь-якою, але потрібна одночасна заміна усіх входжень змінної на формулу;

· при заміні може бути замінена будь-яка підформула, причому тільки на еквівалентну їй підформулу; при цьому заміна усіх входжень підформули, що  замінюється, не обов'язкова.

Приклад. 
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Підставимо замість 
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 формулу 
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Якщо ж тут застосувати ще правило заміни, то можна написати наступний ланцюжок еквівалентних перетворень:
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{за законом де Моргана}
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Визначення. Перетворення формул, що використовують еквівалентні співвідношення, число яких можна поповнити за допомогою правил підстановки і заміни, називаються еквівалентними перетвореннями.


Еквівалентні перетворення є потужним засобом доказу еквівалентності формул, як правило, більш ефективним, ніж доказ за допомогою таблиць істинності.


Одним з застосувань еквівалентних перетворень є спрощення формул.

2.5.1 Спрощення формул за допомогою еквівалентних перетворень


Для спрощення формул використовують властивості булевих операцій, а також наступні три тотожності, що дозволяють замінити імплікацію (() і еквівалентність (() булевими операціями: запереченням ((), кон'юнкцією (() і диз'юнкцією (():

13) 
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 (заміна імплікації диз'юнкцією);

14) 
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 (заміна еквівалентості кон’юнкцією і диз'юнкцією);
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Правила спрощення формул такі:

1) за допомогою формул 14 і 15 виключити з формули еквівалентність;

2) за допомогою формули 13 виключити імплікацію;

3) за правилами де Моргана опустити заперечення формул до рівня змінних (властивість 7);

4) застосувати тотожності дистрибутивності (властивості 4, 5);

5) привести подібні.

Приклади. 1. Доказ властивості поглинання:


[image: image916.wmf]=

Ù

Ú

=

Ù

Ú

Ù

=

Ú

Ù

=

Ú

Ù

Ú

=

Ù

Ú

y

x

x

y

x

x

x

y

x

x

y

x

x

x

y

x

x

)

(

)

(

)

(


= 
[image: image917.wmf]x

1

x

y

1

x

=

Ù

=

Ú

Ù

)

(

.
2. 
[image: image918.wmf]=

~

Ù

®

)

(

)

(

c

b

b

a

{формули 13, 14}
[image: image919.wmf]=

Ú

Ù

Ú

Ù

Ú

=

)

(

)

(

)

(

c

b

c

b

b

a

 

= {властивості 4, 5} 
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= {властивість 10}
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= {властивість 12}
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Вправа для самостійного виконання

Задача 2.12. Спростити формулу 
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Розв’язання.
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2.6 Розкладання булевих функцій по змінним.
Досконала диз'юнктивна нормальна форма (ДДНФ)


Поставимо наступну задачу: представити всяку логічну функцію як суперпозицію функцій кон’юнкція, диз'юнкція, заперечення ((, (, ().


Введемо позначення: 
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Теорема 1. Усяку логічну функцію n змінних 
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де диз'юнкція береться по всіх 
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Доказ. Досить показати, що формула (() є тотожністю, тобто виконується для будь-яких значень аргументів 
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Візьмемо довільний, але фіксований, набір аргументів 
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Приклад. Якщо m = 2, n = 4, то формула (() прийме вигляд 
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Відзначимо два важливі частинні випадки формули (().

1. m=1 – розкладання функції по одній змінній:
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2. m=n – розкладання функції по всім змінним:
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де диз'юнкція береться по всім тим наборам змінних, при яких f=1.

2.7 Досконала диз'юнктивна нормальна форма

Розкладання ((() функції по n змінним називається досконалою диз'юнктивною нормальною формою (ДДНФ) функції f.

ДДНФ функції f містить рівно стільки кон’юнкцій, скільки одиниць у таблиці істинності f. Кожному відповідному наборові 
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 таблиці відповідає кон’юнкція всіх змінних, у яких 
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Висновок: існує взаємно-однозначна відповідність між ДДНФ і таблицею істинності функції f. Отже, на відміну від формули, ДДНФ для кожної функції єдина.

Зауваження. Для нуля не існує ДДНФ: 
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Визначення. Формула, що містить крім змінних і дужок тільки знаки операцій (, (, (, називається булевою формулою.

Теорема 2. Усяка логічна функція може бути представлена булевою формулою, тобто суперпозицією (, (, (.

Доведення. Дійсно, для кожної функції (крім константи 0) такою формулою може служити її ДДНФ, а 
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2.7.1 Алгоритм побудови ДДНФ


Кожна функція 
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x

,...,

x

(

f

1

1

( P2 (множини логічних функцій n змінних), причому така, що 
[image: image968.wmf]0

f

º

/
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1. У таблиці істинності виділити ті рядки, тобто ті набори змінних 
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2. Для кожного позначеного рядка утворити кон’юнкцію 
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3. Скласти диз'юнкцію всіх отриманих у другому пункті кон’юнкцій.

Приклад. Побудувати ДДНФ для функції 
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, заданої таблицею істинності: (див. рисунок 2.7). Тут “(” помічені ті набори змінних 
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, у цих рядках складено елементарні кон’юнкції.

[image: image1829.wmf]A


Рис. 2.7 – Таблиця істинності для побудови ДДНФ

ДДНФ для f має вигляд:
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Визначення. Елементарною кон’юнкцією називається кон’юнкція змінних або їхніх заперечень, у яку кожна змінна входить не більш одного разу. Диз'юнкція елементарних кон’юнкцій називається диз'юнктивною нормальною формою (ДНФ).

Приклад.
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Різниця між ДНФ і ДДНФ полягає в тому, що в ДДНФ кожна елементарна кон’юнкція містить усі n змінних або їхніх заперечень, у той час як у ДНФ деякі змінні можуть бути відсутні.

Зауваження. У той час як для кожної функції ДДНФ існує єдина, ДНФ для тієї ж функції існує зліченна множина.

Диз'юнктивну нормальну форму, у тому числі і досконалу, можна побудувати за допомогою еквівалентних перетворень по наступному алгоритму:

а) виключити “(” і “(” за допомогою формул 13-15;

б) за допомогою правил подвійного заперечення і де Моргана виключити заперечення над операціями;

в) розкрити дужки і застосувати властивість ідемпотентності, закони виключеного третього і протиріччя;

г) виключити константи по властивостях 12.

Правило побудови ДДНФ по ДНФ. Усяку ДНФ можна привести до ДДНФ розщепленням кон’юнкцій до всіх змінних, тобто елементарні кон’юнкції, у які співмножниками входять не всі змінні, множать на одиниці, представлені у вигляді диз'юнкцій кожної відсутньої змінної і її заперечення (закон «виключеного третього»), і розкривають дужки за законом дистрибутивності 4. Нарешті, виключають повторення доданків.

Приклади. 1. Дані формули привести до ДНФ і Дднф двома способами: за допомогою еквівалентних перетворень і табличним.
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Розв’язання. 
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отримана ДНФ для функції, представленої формулою 
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Приведемо тепер ДНФ до ДДНФ за описаним правилом.
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{додамо змінну A у третю кон’юнкцію}= 
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2. Привести ДНФ до ДДНФ.
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отримана ДДНФ.

Вправи для самостійного виконання
Задача 2.13. Побудувати ДНФ і ДДНФ для функції f, заданої формулою: 
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Задача 2.14. Побудувати ДНФ і ДДНФ для функції f, заданої формулою: 
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Задача 2.15. Дану формулу привести до ДНФ і Дднф двома способами: за допомогою еквівалентних перетворень і табличним.
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Розв’язання. 
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Приведемо тепер ДНФ до ДДНФ за описаним правилом.
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{додамо змінну A у третю кон’юнкцію}= 
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{розкриємо дужки по властивості 4}= 
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Задача 2.16. Привести ДНФ до ДДНФ.

Розв’язання. 
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 отримана ДДНФ.

Задача 2.17. Дану формулу привести до ДНФ і Дднф двома способами: за допомогою еквівалентних перетворень і табличним.
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2.8 Досконала кон’юнктивна нормальна форма

Визначення. Елементарною диз'юнкцією називається диз'юнкція змінних або їхніх заперечень, у яку кожна змінна входить не більш одного разу.

Визначення. Кон’юнктивною нормальною формою (КНФ) називається формула, представлена у вигляді кон’юнкції елементарних диз'юнкцій.

Приклад. 
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– кон’юнктивні нормальні форми для функції трьох змінних.

За допомогою еквівалентних перетворень будь-яка формула приводиться до КНФ аналогічно її приведенню до ДНФ.

Правило побудови КНФ (крім еквівалентних перетворень). Якщо мається формула F, для якої потрібно побудувати КНФ, то спочатку потрібно одержати формулу 
[image: image1025.wmf]F

. Потім для формули 
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 побудувати ДНФ, що у загальному випадку має вигляд: 
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, то КНФ дістанемо шляхом заперечення побудованої ДНФ і застосування узагальненого закону де Моргана:
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Кожна формула алгебри висловлень має множину різних КНФ.

Визначення. Досконалою кон’юнктивною нормальною формою (ДКНФ) формули алгебри висловлень називається КНФ, у якій:

1) кожен співмножник містить доданками всі змінні, причому кожну тільки один раз із запереченням або без;

2) відсутні повторення співмножників.

2.8.1 Алгоритми приведення до ДКНФ

Формулу, що представляє логічну функцію, можна перетворити до ДКНФ за допомогою декількох алгоритмів.

1. За допомогою еквівалентних перетворень. Спочатку формулу привести до КНФ. В отриманій КНФ до елементарних диз'юнкцій, у які доданками входять не всі змінні, додати нулі, представлені у вигляді кон’юнкцій кожної відсутньої змінної і її заперечення (закон протиріччя), і за допомогою закону дистрибутивності диз'юнкції відносно кон’юнкції (властивість 5) привести ці співмножники до сум першої степені, тобто сум, що не містять добутків. Нарешті, виключити повторення співмножників.

Приклад. 
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2. Табличний спосіб. Розглядаються тільки ті рядки таблиці істинності, де функція приймає значення 0. Кожному такому рядкові відповідає диз'юнкція всіх змінних (без повторень), причому аргумент, що приймає значення 0, береться без заперечення, а той, що приймає значення 1, – із запереченням. Нарешті, утворюють кон’юнкцію отриманих диз'юнкцій.

Приклад. Привести до ДКНФ формулу 
[image: image1034.wmf])
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. Таблиця істинності для формули зображена на рисунку 2.8. ДКНФ для функції f має вигляд: 
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 EMBED Equation.3  [image: image1036.wmf])
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Рис. 2.8 – Таблиця істинності для формули 
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Зауваження 1. Кожна функція алгебри висловлень має єдину ДКНФ.

Зауваження 2. Якщо умовитися з двох зроблених форм, ДДНФ і ДКНФ, віддавати перевагу тій, котра містить менше букв, то ДДНФ переважніше , якщо в стовпці значень функції таблиці істинності менше одиниць, а ДКНФ у тому випадку, якщо в останньому стовпці менше нулів.

Зауваження 3. В алгебрі висловлень, як видно, існує загальний метод переходу від табличного завдання функції до аналітичного – від таблиці істинності до ДДНФ і ДКНФ формули, що представляє функцію.

Зауваження 4. Функція, що тотожно дорівнює одиниці, не має ДКНФ: 
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. Для нуля ДКНФ існує і має вигляд: 
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3. Метод подвійного заперечення. У багатьох випадках ДНФ (і ДДНФ) побудувати простіше, ніж КНФ (і ДКНФ). Якщо потрібно побудувати ДКНФ, то можна виконати перехід від ДДНФ до ДКНФ у такий спосіб.

Нехай задано формулу F, для якої потрібно побудувати ДКНФ, тоді спочатку потрібно застосувати заперечення до F, одержавши формулу 
[image: image1040.wmf]F

. Потім для формули 
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 побудувати ДДНФ. Вона має вигляд: 
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, де k1, k2, …, kn – елементарні кон’юнкції, які містять усі аргументи функції. 

Оскільки 

F=
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, де 
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– елементарна диз'юнкція.

Результатом і буде ДКНФ, оскільки всі отримані елементарні диз'юнкції містять усі аргументи функції.

Теорема 1. Якщо логічна формула має ДДНФ, то вона єдина.

Доведення. Проведемо його методом від противного.


Нехай деяка формула має дві різні ДДНФ: ДДНФ1 і ДДНФ2. Тоді, принаймні в одній з них, наприклад, у ДДНФ1 мається доданок, якого немає в ДДНФ2 . Зафіксуємо його: 
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. Обернемо фіксований доданок в одиницю відповідним підбором значень змінних, а саме 
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Помітимо, що 
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. Це означає, що якщо змінна входить у кон’юнкцію без заперечення, то дамо їй значення 1, а якщо з запереченням – значення 0. Цього досить, щоб при обраних значеннях змінних ДДНФ1 набула значення одиниці.

Не змінюючи значень змінних, переходимо до ДДНФ2. У ній фіксованого доданка немає, отже, у будь-якому доданку знайдеться співмножник вигляду 
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, де 
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, тобто всі доданки СДНФ2 дорівнюють нулеві. У підсумку при одних й тих самих значеннях змінних одна й та ж логічна формула в ДДНФ1 прийняла значення 1, а в ДДНФ2 – значення 0. У формули виявилося дві різні таблиці істинності.

Отримане протиріччя доводить теорему.(
Теорема 2. Якщо логічна формула має ДКНФ, то вона єдина.

Доведення аналогічне попередній теоремі.

Зауваження. Якщо з формули 
[image: image1052.wmf]1
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 за допомогою еквівалентних перетворень можна одержати формулу 
[image: image1053.wmf]2

F

, то 
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 також можна одержати з 
[image: image1055.wmf]2
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 за допомогою тих же еквівалентних перетворень. Інакше кажучи, усяке еквівалентне перетворення оборотне.

Теорема 3. Для будь-яких двох еквівалентних формул 
[image: image1056.wmf]1
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 і 
[image: image1057.wmf]2
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 завжди існує перетворення 
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 в 
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Доведення. Приведемо 
[image: image1060.wmf]1

F

 і 
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 до ДДНФ. Тому що формули еквівалентні, то в них одна й та ж ДДНФ. Тоді, обертаючи ДДНФ для 
[image: image1062.wmf]1
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, одержимо 
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 і навпаки: 
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Значення цієї теореми полягає в тому, що формул 1)–15), виписаних вище, досить для кожного еквівалентного перетворення в булевій алгебрі {P2 , (, (, (}.

Так само як і ДНФ для кожної функції існує множина КНФ, але ДКНФ, якщо існує, завжди єдина. Не має ДКНФ тільки функція f (x) (1.

Вправи для самостійного виконання
Задача 2.18. Провести доказ теореми 2.

Задача 2.19. Привести кон’юнктивну нормальну форму (КНФ) до досконалої кон’юнктивної нормальної форми (ДКНФ).

Розв’язання. 
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– ДКНФ.

Лабораторна робота № 3 Методичні вказівки

Завдання.

1. Для першої заданої формули алгебри логіки побудувати ДДНФ двома способами: а) за допомогою еквівалентних перетворень; б) за таблицею істинності. 

2. Для другої заданої формули алгебри логіки побудувати ДКНФ двома способами: а) за допомогою еквівалентних перетворень; б) за таблицею істинності.

3. Створити тип даних – клас формула, що представляє довільну логічну функцію від трьох аргументів і має конструктор, деструктор, функції доступу, метод перетворення формули до досконалої диз’юнктивної нормальної форми за таблицею і метод перетворення формули до досконалої кон’юнктивної нормальної форми за таблицею. Для побудови таблиці істинності спочатку введену формулу перетворити в постфіксну форму (побудувати «польський» запис) за допомогою двох стеків, потім обчислити значення логічної функції для усіх наборів значень аргументів за допомогою стека і побудувати таблицю 

4. Розробити програмний застосунок, який, оперуючи об’єктами-формула-ми, виконує перетворення заданих логічних формул до досконалих нормальних форм за таблицею істинності. Вивести результати перетворення на екран. 

Приклад програмної реалізації алгоритму побудови ДДНФ та ДКНФ.

Для перетворення довільної формули до досконалої нормальної форми (ДДНФ або ДКНФ) застосувати постфіксну форму (польський запис) для побудови таблиці істинності. 

Постфіксна форма логічного виразу являє собою вираз, складений з логічних змінних – операндів та логічних операцій, в якому операнди передують операціям по аналогії з арифметичними виразами.

#include<cstring>

#include<fstream>

#include<iostream>

#include<string>

#include<cmath>

#include<cstdlib>

using namespace std;

struct Node

{


char inf;


Node *prev; 
// вказівник на попередній вузол стека

};

typedef Node * PNode;

//Визначення класу стек має вигляд :

class stack

{

private:


PNode top;

public:


stack();//конструктор без параметрів


stack(const stack& X_stack);//конструктор копіювання


~stack();//деструктор


PNode get_top()const; //функція доступу до закритого поля top 


bool Empty();//перевірка на пустоту; повертає false, якщо стек пустий


void Push(char k); //вштовхнути символ в стек


char Pop();//видалення символа з вершини стека


void create_stack();//створення стека


bool process_stack(char* X_str);//перевірка симетричності рядка


void read_stack();//читання стека

};

stack::stack()

{


cout << "constructor of the class stack:" << endl;


top = nullptr;

}

stack::stack(const stack& X_stack) //об’єкт X_stack копіюється в поточний об’єкт

{ 

 cout << "constructor copys of the class stack:" << endl;

 if (X_stack.top == nullptr) top = nullptr;//об’єкт X_stack – пустий


else //копіювання об’єкта X_stack, починаючи з голови


{ 



PNode tmp, last;//tmp – поточний вузол об’єкта X_stack



tmp = X_stack.top; //ініціалізація tmp вершиною X_stack



last = new Node;//last – новий вузол поточного об’єкта



last->inf = tmp->inf;



top = last;//ініціалізація top



tmp = tmp->prev;//перехід до попереднього вузла об’єкта X_stack



while (tmp != nullptr) //поки об’єкт X_stack не пустий



{



last->prev = new Node;//додавання нового вузла в кінець стека



last = last->prev;//перехід до попереднього вузла нового стека



last->inf = tmp->inf;



tmp = tmp->prev;//перехід до попереднього вузла стека-параметра



}



last->prev = nullptr;//останній вузол стека посилається на nullptr


}

}

stack::~stack()

{


cout << "destructor of the class stack:" << endl;


PNode tmp;


while (top != nullptr)


{



cout << Pop() << " ";


}

}

PNode stack::get_top()const

{


return top;

}

bool stack::Empty()//перевірка на пустоту, top – вершина стека

{


return (top == nullptr);

}

void stack::Push(char k)//покласти символ в стек; 

{


PNode p; //p – нова вершина стека


p = new Node;
//виділення пам’яті


p->inf = k; 
//формування інформаційного поля


p->prev = top;
//зв’язування нової вершини з top


top = p;
// top тепер – попередній елемент

}

char stack::Pop()

{ //видалення символа зі стека


char c;


PNode p;


c = top->inf;
//збереження інформаційного поля


p = top;// p – посилання на вершину


top = p->prev;
//наведення зв’язку: top тепер – попередній елемент 


delete p;
// вершина видаляється


return c;

}

void stack::create_stack()

{


char ch;


cout << endl << "Input the data:" << endl;


cout << "ch=";


cin >> ch;


while (ch != '*')


{



Push(ch);


}

}

void stack::read_stack()

{


PNode tmp;//tmp – поточний вузол об’єкта


tmp = top;


cout << endl << "contents the stack:" << endl;


while (tmp != nullptr)


{



cout << tmp->inf << " ";//виведення даних на екран



tmp = tmp->prev; //перехід до наступного вузла


}


cout << endl;

}

const int K = 10;

// Визначення класу формула має вигляд :

class formula             

{

private:


bool A[8], B[8], C[8];//для збереження значень аргументів логічної функції

public:


bool f[8][K]; //для збереження значень таблиці істиності


formula() {}


~formula() {}


bool con(bool x, bool y) { if (x && y)return true; else return false; }


// bool operator*(bool x, bool y) //перевантажена операція кон’юнкція

//{if(x && y)return true; else return false; } A*B


bool dis(bool x, bool y) { if (!x && !y)return false; else return true; }


// bool operator +(bool x, bool y) //перевантажена операція диз’юнкція

//{ if (!x && !y) return true; else return false;} A+B


bool otr(bool x) { return !x; }

//bool operator !(bool x) {return !x;} //перевантажена операція заперечення


bool emplick(bool x, bool y) { if (x && !y)return false; else return true; }


//bool operator >(bool x, bool y) //перевантажена операція імплікація

//{ if (x && !y)return false;else return true; } A>B


bool ekvival(bool x, bool y) { if (x == y)return true; else return false; }


//bool operator ~(boolx, bool y) //перевантажена операція еквівалентність

//{ if (x == y)return true;else return false; } A~B


void arg_func();


void Table_func(string s /*formula F,  string spolska*/);


//
void analiz();


int prior(char c)


{



int p;



switch (c)



{



case '!': p = 1;




break;



case '*': p = 2;




break;



case '+': p = 3;




break;



case '>': p = 4;




break;



case '~': p = 5;




break;



case '(': p = 6;




break;



}



return p;


}


bool is_operation(char c)


{

 
 if (c == '*' || c == '+' || c == '>' || c == '!' || c == '~')




return true;



else return false;


}


string polska(string s)


{



stack T1, T2;



string sres = "";



int j = 0;



for (int i = 0; i < s.length(); i++) 



{




switch (s[i])




{




case 'A': case 'B':case 'C': T1.Push(s[i]);





break;




case '(': T2.Push(s[i]);





break;




case ')': while (T2.get_top()->inf != '(')




{





T1.Push(T2.Pop());




}





  cout << T2.Pop() << endl;





  break;




case '*': case '+':case '>':case '!':case '~':





while (prior(s[i]) <= prior(T2.get_top()->inf))






T1.Push(T2.Pop());





T2.Push(s[i]);





//is_operation(s[i]):




}



}



while (!T2.Empty())




T1.Push(T2.Pop());



while (!T1.Empty())




sres = sres + T1.Pop();



return sres;


}

};

/*void formula::analiz()

{

}*/

bool char_to_bool(char c)

{


if (c == '0')return false;


else return true;

}

char bool_to_char(bool b)

{


if (b == 0)return '0';


else return '1';

}

void formula::arg_func()

{


int i, j, k;


for (i = 0; i < 8; i++)



//if(i<4)A[i] = false;



if (i<4) f[i][0] = false;


//else A[i] = true;



else f[i][0] = true;



j = 0;



while (j < 8)



{




if (j < 2 || j == 4 || j == 5)B[j] = false; //f[i][1]




else B[j] = true;




j++;



}



for (k = false; k <= true; k++)




if (k % 2 == 0) C[k] = false;//f[i][2]




else C[k] = true;

}

void formula::Table_func(string s /*formula F, string spolska*/)

{


int i, j, t, p, K;


stack T;


bool X;


for (t = 0; t < 8; t++)


{



f[t][0] = A[t];



f[t][1] = B[t];



f[t][2] = C[t];


}


for (t = 0; t < 8; t++)


{ 


for (i = 0; i < s.length(); i++)


{



if (s[i] == 'A')


  
  T.Push(bool_to_char(f[t][0]));



else if (s[i] == 'B')



  T.Push(bool_to_char(f[t][1]));



else if (s[i] == 'C')



  T.Push(bool_to_char(f[t][2]));



switch (s[i])



{



case '*': X = con(char_to_bool(T.Pop()), char_to_bool(T.Pop()));



T.Push(bool_to_char(X));



break;



case '+': X = dis(char_to_bool(T.Pop()), char_to_bool(T.Pop()));



T.Push(bool_to_char(X));



break;



case '!': X = otr(char_to_bool(T.Pop()));



T.Push(bool_to_char(X));



break;



case '>': X = emplick(char_to_bool(T.Pop()), char_to_bool(T.Pop()));






T.Push(bool_to_char(X));






break;





case '~': X = ekvival(char_to_bool(T.Pop()), char_to_bool(T.Pop()));






T.Push(bool_to_char(X));






break;





}




}



f[t][4] = char_to_bool(T.Pop());


}

}


В головній функції треба створити об’єкт класу формула та викликати функції введення формули, перетворення її в постфіксну форму, побудови таблиці істиності, а за побудованою таблицею (за останнім стовпчиком значень функції) вже визначити нормальні форми – досконалу диз’юнктивну та досконалу кон’юнктивну. 


Варіанти завдань до лабораторної роботи № 3
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2.9 Принцип подвійності в булевій алгебрі

Визначення. Функція f1 (x1, …, xn) називається двоїстою для функції f2 (x1, …, xn), якщо виконується співвідношення:

f1(x1, …, xn) =
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Застосовуючи до обох частин рівності (() заперечення і підставляючи замість усіх змінних їхні заперечення, будемо мати
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     ((()

Тут функція f2 двоїста до f1 , тобто відношення подвійності між функціями симетричне.

З визначення подвійності випливає, що для кожної функції двоїста функція визначається однозначно, зокрема, може виявитися, що функція двоїста сама собі. У цьому випадку вона називається самодвоїстою. Такою є операція заперечення.

У силу законів де Моргана диз'юнкція і кон’юнкція двоїсті одна одній: 
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Функцію, двоїсту до f, будемо позначати так:

[f (x1, …, xn)]( = 
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З визначення подвійності очевидний вираз: 
[image: image1131.wmf]*
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f

= f.

За допомогою таблиць істинності двоїста до f функція будується в два етапи:

1) стовпець значень функції інвертується (1 заміняється на 0 і навпаки);

2) отриманий стовпець перевертається.

Приклад. Функцію f (x1, x2, x3) задано таблицею істинності (див. рисунок 2.9). Потрібно побудувати для неї двоїсту функцію.

На рисунку 2.9 у 5-му стовпці приведено інвертовані значення заданої функції, а в 6-му стовпці знаходиться результат f* .
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Рис. 2.9 – Таблиця істинності функції f та двоїстої до неї f* 
Принцип подвійності. Якщо у формулі F, що представляє логічну функцію f, усі знаки функцій замінити відповідно на знаки двоїстих функцій, то отримана формула F* буде представляти функцію f* , двоїсту до f.

У булевій алгебрі принцип подвійності має більш конкретний вигляд:

якщо у формулі F, що представляє функцію f, усі кон’юнкції замінити на диз'юнкції, диз'юнкції замінити на кон’юнкції, 1 на 0, 0 на 1, то одержимо формулу F* , що представляє функцію f* , двоїсту до f.

Якщо функції рівні, то і двоїсті їм функції також рівні, що дозволяє за допомогою принципу подвійності одержувати нові еквівалентні співвідношення, переходячи від рівності f1=f2 за допомогою зазначених замін до рівності 
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. Наприклад, такий перехід можна здійснити, довівши один із двох законів поглинання, а потім записавши другий закон:  F1 = F2 , 
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 (рис. 2.10).
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Рис. 2.10 – Застосування принципу подвійності 
2.10 Повнота і замкненість системи логічних функцій

Раніше було розглянуто два способи завдання логічних функцій: табличний і формульний. Табличний спосіб є найбільш універсальним, але досить громіздким, формульний – більш компактним. Однак цей спосіб задає функцію через інші функції. Тому для кожної системи логічних функцій (={f1, …, fn} виникає питання: чи всяка логічна функція може бути представлена формулою над (. У параграфі 2.8 ми ствердно відповіли на це питання для системи функцій (0 = {
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 }, довівши, що кожна функція має ДДНФ і ДКНФ. Виникає питання: чи є інші можливості подавання логічних функцій ?

Визначення. Система функцій ( (сигнатура) називається функціонально повної (ФПС), якщо кожна логічна функція може бути представлена формулою над (, тобто є суперпозицією функцій з (.

Тоді (відповідно до доведеного вище) система функцій (0 є функціонально повною.

Твердження. Функціонально повною буде кожна (відмінна від (0) система функцій (, через функції якої можна виразити 
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У цьому випадку, говорять, що система ( зводиться до (0 . Приведемо приклади.

Введемо системи (1 ={
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 } і (2 ={
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 }. Обидві вони є функціонально повними.

Дійсно, за допомогою законів де Моргана відсутні тут функції (у порівнянні з (0) виражаються в такий спосіб:
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Наприклад, a
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З погляду функціональної повноти, як видно з розглянутого прикладу, система (0 є надмірною. Однак за ненадмірність систем (1 і (2 приходиться платити ускладненням формул у цих системах, тому що кожна заміна диз'юнкції на кон’юнкцію і навпаки приводить до появи заперечення.

Серед логічних функцій були розглянуті «штрих Шеффера» («(») і «стрілка Пірса» («(»). Оскільки справедливі співвідношення: x1(x2 = 
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, системи (3 ={(} і (4 ={(} є функціонально повними. Наприклад, 
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З останніх двох прикладів видно, що система (3 зводиться до (0 через (1 , а система (4 зводиться до (0 через (2 : (3 ( (1 ( (0 , (4 ( (2 ( (0.

Якщо згадати функцію «додавання по модулю два»: x1(x2 = x1(x2 , то система (5 ={
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 , (, 1} є функціонально повною. Тут 
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Система (5 зводиться до (0 через (1 : (5 ( (1 ( (0 .

Визначення. Алгебраїчна структура, що складається з множини P2 логічних функцій і введеної на ній системи (5 , називається алгеброю Жегалкіна.

Зупинимося на ній більш докладно. Розглянемо основні властивості алгебри Жегалкіна (P2 , 
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1. x(y=y(x – комутативність додавання по модулю 2.

2. x
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 z) – дистрибутивність кон’юнкції щодо додавання по модулю 2.

3. x(x = 0.

4. x(0 =x.

5. x
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 x – комутативність кон’юнкції.

6. x
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 z – асоціативність кон’юнкції.
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Доведемо, наприклад, властивість 11. Для цього скористаємося властивостями 1-10.

x
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Визначення. Якщо в довільній формулі алгебри Жегалкіна розкрити дужки і зробити всілякі спрощення, використовуючи властивості 3, 4, 7, 8, 9, то вийде формула, що має вигляд суми добутків, тобто поліномів по модулю 2. Така формула називається поліномом Жегалкіна для даної функції.

Від булевої формули можна завжди перейти до формули алгебри Жегалкіна, використовуючи властивості 10 і 11. Зокрема, якщо виконується умова f1
[image: image1196.wmf]Ù

 f2=0, те відповідно до властивості 11, f1
[image: image1197.wmf]Ú

 f2 = f1(f2 . Така ситуація має місце, коли формула є ДДНФ.

Визначення. Множина М логічних функцій називається замкненим класом, якщо будь-яка суперпозиція цих функцій знову належить множині М.

Наприклад, множина усіх диз'юнкцій є замкненим класом, тому що f1
[image: image1198.wmf]Ú

f2
[image: image1199.wmf]Ú

 f3 (М, f1
[image: image1200.wmf]Ú

 F(f3 , F4) (М.
Вправи для самостійного виконання

Задача 2.20. Показати функціональну повноту системи (4 .

Задача 2.21. Якщо згадати функцію «додавання по модулю два»: x1(x2 = x1(x2 , то чи є система (5 ={
[image: image1201.wmf]Ù

 , (, 1}  функціонально повною ?

Розв’язання. система (5 ={
[image: image1202.wmf]Ù

 , (, 1} є функціонально повною. Тут 
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Система (5 зводиться до (0 через (1 : (5 ( (1 ( (0 .

Задача 2.22. Побудувати поліном Жегалкіна для даної функції x
[image: image1204.wmf]Ú

y.

Розв’язання.

x
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y ( x ( y – поліном Жегалкіна.

Задача 2.23. Побудувати поліном Жегалкіна для даної функції x
[image: image1218.wmf]Ú

y за допомогою таблиці істинності.

Розв’язання. Поліном Жегалкіна для двох змінних має вигляд:

x
[image: image1219.wmf]Ú

y = a x y ( b x ( c y ( d, де a, b, c, d – коефіцієнти, що дорівнюють 1 або 0. Підставляючи замість змінних x, y їхні значення істинності, складаємо алгебраїчні рівняння відносно коефіцієнтів a, b, c, d. Праві частини рівнянь – це значення функції. Розв’язуючи рівняння, знаходимо a, b, c, d. З таблиці істинності (рис. 2.11) при x=0 та y=0 знаходимо 0(d = 0. Звідки d = 0.
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Рис. 2.11 – Таблиця істинності функції x
[image: image1220.wmf]Ú

y

При x=0 та y =1 маємо c ( 0=1, с = 1. 

При x=1 та y =0 маємо b ( 0=1, b = 1. 

При x=1 та y =1 маємо a ( 1 ( 1 = 1, 1 ( 1= 0, a = 1.

У підсумку отримуємо поліном Жегалкіна 

x
[image: image1221.wmf]Ú

y = x
[image: image1222.wmf]Ù

y ( x ( y.

Задача 2.24. Побудувати поліном Жегалкіна по заданій таблиці істинності для функції f (x, y, z) (рис. 2.12).

Розв’язання. Поліном Жегалкіна для трьох змінних має вигляд:

a x y z ( b x y ( c x z ( d y z ( e x ( f y ( g z ( h .
При x=0, y =0, z = 0 маємо h = 1. 

При x=0, y =0, z = 1 маємо g ( h = 0, g = 1, оскільки g ( 1 = 0, 1 ( 1 = 0.
При x=0, y =1, z = 0 маємо f ( h = 1, f ( 1 = 1, звідси f = 0.
При x=0, y =1, z = 1 маємо d ( f ( g ( h = 1, d ( 0 = 1, звідси d = 1.
При x=1, y =0, z = 0 маємо e ( h = 0, d ( 1 = 0, звідси e = 1.
При x=1, y =0, z = 1 маємо c ( e ( g ( h = 1, c ( 1 = 1, звідси c = 0.
При x=1, y =1, z = 0 маємо b ( e ( f ( h = 1, b ( 0 = 1, звідси b = 1.
При x=1, y =1, z = 1 маємо a ( b ( c ( d ( e ( f ( g ( h = 0, a ( 1 = 0, a = 1.
Відповідь. f (x, y, z) = x
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Задача 2.25. Побудувати поліном Жегалкіна за допомогою таблиці істинності для функції f (x, y, z) =
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Рис. 2.12 – Таблиця істинності функції f (x,y,z) задачі 2.25.

2.11 Мова логіки предикатів

Числення висловлень не дозволяє описати багато фактів, що зустрічаються в логічних міркуваннях. Дотепер об'єктом дослідження в алгебрі висловлень (P2, 
[image: image1228.wmf]Ù

 ,
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 ,
[image: image1230.wmf] 

 

) були логічні функції від n змінних x1, …, xn : f (x1, …, xn), причому аргументами функцій були змінні-висловлення, що приймають одне з двох значень 1 або 0.

Позначимо множину {0, 1} через B: В ={0, 1}. Тоді логічну функцію можна визначити як функцію вигляду f : Bn(B, тобто

f (x1, …, xn)(B, xi (B (i=1, …, n)...

Необхідно узагальнити поняття висловлення, ввівши в речення параметри. Так приходимо до поняття предиката, який у найпростішому випадку можна визначити як функцію, що відображає множину довільної природи в множину В: P: Mn(B.

Визначення. Предикатом P(x1, …, xn) будемо називати функцію P:Mn(B, де М – довільна множина, B ={0, 1}. Інакше кажучи, n-місний предикат, означений на множині М, це двозначна функція від n аргументів, що приймають значення в множині М. М називається предметною областю предиката, x1, x2, …, xn – предметними змінними.

Приклад 1. Одномісний предикат Р(x), Р означає рідкий, x(X, X – множина усіх речовин у природі. Якщо x – вода, то Р(x) =1; якщо x – дерево, те Р(x) =0. Р(5) не має змісту, тому що 5(X.

З прикладу видно, що одномісний предикат просто відбиває властивості тих або інших предметів.

2. П(x) означає: x – просте число, x(N (множині натуральних чисел). Так, П(2)=1, П(8)=0, П(4,2) не має змісту, тому що 4,2(N.

3. Двомісний предикат Д(x1, x2): x1 – дільник числа x2 . Д(2, 6) =1, Д(6, 2)=0.

Двомісний і взагалі n-місний предикат відбиває відносини між елементами множини.

4. М(x1, x2): x1( x2 , x1, x2 (R2 . 

М(2,3 ; 5) =1, М(2,3 ; () =1, М(sin 45(, sin 30() =0.

5. У багатьох обчислювальних процедурах зустрічається умова типу: «продовжити лічбу доти, поки x = y або число повторень у циклі більше 100». Якщо ввести лічильник числа циклів i, то вийде наступний тримісний предикат: «повторювати, поки 
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Зауваження. У складеному (складному) предикаті області предметних змінних у різних частинах предиката можуть розрізнятися. Наприклад, у прикладі 5 x, y(R, i(N.

Для скорочення структури складних логічних міркувань уведемо спеціальні позначення для деяких висловлень, що часто зустрічаються .

Замість слів «для кожного x з множини М предикат P(x) істинний» будемо писати:

((x(M) (P(x) =1) або (x P(x),






(()

де (x – квантор загальності. При записі (() передбачається, що множину М описано.

Аналогічно замість висловлення «існує хоча б одне значення x з М, для якого предикат P(x) виконується» будемо писати:

((x(M) (P(x) =1) або (x P(x),






((()

де (x – квантор існування.

Навішення кванторів зменшує місність предикатів на одиницю.

Перехід від P(x) до запису (() або ((() називається зв'язуванням змінної x або навішенням квантора на предикат і має наступний сенс: після навішення квантора одномісний предикат перетворюється у висловлення, а у випадку n-місного предиката навішення квантора зменшує число змінних на одиницю. Наприклад, (x P(x, y) = Q(y).

Змінна в предикаті, на яку навішено квантор, називається зв'язаною, інші змінні називаються вільними.

Приклади. 1. П(x), x(N. (x П(x) =0, (x П(x) =1.

2. P(x, y), x ( y:

a. (x (x ( y), x((0, (), y((0, (). Цей предикат виконується в єдиній точці y=0.

б. (x (y (x ( y) істинно в єдиній точці x = y.

в. (x (y (x ( y) істинно для всіх x, y.

г. (x (y (x ( y) – умова існування максимуму – виконується на множині R крім множини (1/2, 2/3, 3/4, …, n/m, …).

д. (x (y (x ( y) істинно при всіх x, y(R.

Зауваження. З випадків г. і д. прикладу 2 видно, що перестановка місцями кванторів загальності (() і існування (() змінює зміст висловлення. Тому в загальному випадку така перестановка не правомочна.

Розглянемо предикат P(x, y), x((x1, …, xn). Запис (x P(x, y) еквівалентний предикатній формулі:

(x P(x, y) = P(x1, y)
[image: image1232.wmf]Ù

 P(x2, y)
[image: image1233.wmf]Ù

 … 
[image: image1234.wmf]Ù

P(xn, y),

тобто квантор загальності можна розглядати як узагальнення кон’юнкції. Аналогічно, квантор існування – це інший запис суперпозиції диз'юнкцій (узагальнення диз'юнкції), тобто справедлива рівність

(x P(x, y) = P(x1, y)
[image: image1235.wmf]Ú

 P(x2, y) 
[image: image1236.wmf]Ú

 … 
[image: image1237.wmf]Ú

P(xn, y)...

До предикатів застосовні всі ті зв'язки, що використовувалися у численні висловлень : кон’юнкція (
[image: image1238.wmf]Ù

 ), диз'юнкція (
[image: image1239.wmf]Ú

 ), заперечення (
[image: image1240.wmf]  

 ), імплікація (() і еквівалентність ((). З їхньою допомогою будуються формули у численні предикатів. 

Приклад. 
[image: image1241.wmf])
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Тут М(x, y) – двомісний предикат, що означає x<y, П1(x), П2(y) – одномісні предикати, що означають відповідно: x парне число, y – просте число.

Звернемо увагу, що у різних предикатів у формулі можуть бути різні предметні області. Так, М(x, y) має предметну область x, y(R, П1(x) визначений при x(N, П2(y) визначений при y(N.

Визначення. Два предикати будемо вважати рівносильними, якщо їхні значення істинності збігаються при всіх значеннях вхідних змінних. При цьому вільні змінні в одному предикаті не є зв'язаними в іншому.

Покажемо наступні рівносильності, що відносяться до заперечення кванторних предикатів:
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Дійсно, ліворуч від знака еквівалентності (() у формулі (1) написано, що не для всіх x P(x). Праворуч написано, що існує x, для якого 
[image: image1247.wmf])
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, що те ж саме.

Аналогічно доводиться формула (2).

Правило заперечення кванторних предикатів. При запереченні кванторного предиката знак заперечення переноситься до внутрішнього предиката, а квантор змінюється на двоїстий: квантор загальності на квантор існування і навпаки.

Це правило справедливе і для багатокванторних предикатів:
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Наприклад, 
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Вправи для самостійного виконання

Задача 2.26. Сформулюйте заперечення висловлення „Усі зайці полюбляють моркву”.

Розв’язання. Запишемо це висловлення у вигляді пропозиційної форми. Пропозиційних літер знадобиться дві, оскільки у висловленні згадуються дві ознаки, які задають множини предметів з такими ознаками: ознака А=”бути зайцем”, відповідну множину позначимо також через А, тоді 
А={живі істоти, яким притаманна властивість „бути зайцем”}.

Аналогічно множина

В={живі істоти, які полюбляють моркву}.

Таким чином, пропозиційна літера має значення „істина”, якщо відповідна множина не порожня, і „хибність” у протилежному випадку. Слово „усі” у висловленні не дає нової ознаки, яка б описувала конкретну множину, воно притаманне цілому класу висловлень певної структури, а саме „для будь-якого предмета х виконується властивість Р”:
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Частина 
[image: image1254.wmf]x
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 (читається „для будь-якого х”) у такому висловленні зветься квантором загальності. Тому наше висловлення записується так:
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(„для будь-якої живої істоти вірно, що якщо вона – заєць, то вона полюбляє моркву”), або, за означенням включення множин,
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Запишемо тепер заперечення цього висловлення у вигляді формули:
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де 
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 – квантор існування („деякі х”), або 
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. Словами це можна сформулювати так: 1) „Деякі зайці не полюбляють моркви” або, що логічно рівносильне, 2) „Деякі зайці полюбляють не моркву”. Окремим випадком висловлення 
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. Тоді варіанту 1) відповідає висловлення „Жоден з зайців не полюбляє моркву”, а варіанту 2) – „Усі зайці полюбляють не моркву”. 

Пояснимо існування такого окремого випадку. Якщо ми маємо співвідношення 
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, то, фактично, ми маємо співвідношення 
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але для множини С вірно, що Ø
[image: image1265.wmf]Ì

С, тому може виконуватись більш вузьке співвідношення 
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Ø (тоді, очевидно, 
[image: image1267.wmf]B
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). Зазвичай такі окремі випадки маються на увазі, але спеціально не згадуються, тому 

Відповідь. 1) „Деякі зайці не полюбляють моркви” або 2) „Деякі зайці полюбляють не моркву”.

Задача 2.27. Сформулюйте заперечення висловлення „ Деякі годинники – електронні ”.

Розв’язання. Виділимо множини згідно до ознак, що згадуються у висловленні: A = {годинники}, B = {електронні (годинники)} (ми вказуємо в дужках слово „вироби”, бо у досліджуваному висловленні, фактично говориться „Деякі годинники суть електронні годинники”, бо іменник не може буди прикметником). Отже, 
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Ø. Заперечення очевидне: 
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Ø, тобто „Жоден з годинників – не електронний”.

Задача 2.28. Сформулюйте заперечення висловлення „ Жоден з присутніх студентів – не філолог”. 

Розв’язання. Виділимо множини згідно до ознак, що згадуються у висловленні: A={присутні студенти}, B={філологи}. Звідси 
[image: image1270.wmf]B
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. Заперечення – 
[image: image1271.wmf]B
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, тобто „Деякі з присутніх студентів – філологи”.

Задача 2.29. Запишіть у вигляді пропозиційної форми: „Якщо Джонс не зустрів сьогодні вночі Сміта, тоді або Cміт був вбивцею, або Джонс бреше”.

Розв’язання. A={Джонси} (це одноелементна множина), B={ті, хто зустрів сьогодні вночі Смiта}, C={Сміти} (одноелементна множина), D={вбивці}, E={ті, хто бреше}. „Джонс зустрів сьогодні вночі Сміта” формалізується як 
[image: image1272.wmf]B
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, але не як 
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, тому що обернене включення, взагалі кажучи, не вірне, тобто не обов’язково „Сміт зустрів сьогодні вночі тільки Джонса”. Маємо, далі, „або Сміт був вбивцею, або Джонс бреше”. Вочевидь, це формалізується як 
[image: image1274.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

E

A

D

C

E

A

D

C

Ì

Ì

Ø

Ì

Ú

Ì

&

&

, бо тут пропозиційна зв’язка „або” застосовується у розділовому (а не поєднуючому) сенсі, тобто „або тільки перше, або тільки друге (але не перше і друге одночасно)”. Тому попередня відповідь – 
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

E

A

D

C

E

A

D

C

B

A

Ì

Ì

Ø

Ì

Ú

Ì

Þ

Ì

&

&

. Але в цьому виразі знаки включення не є пропозиційними зв’язками. Тому  уведемо пропозиційні літери: 
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. Остаточна відповідь:
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Задача 2.30. Запишіть у вигляді пропозиційної форми: „Сильвестр приходить ввечері тоді й тільки тоді, коли Анатоль не розповідає чудернацькі історії”.

Відповідь. При A={Сильвестри}, B={ті, хто приходить ввечері}, C={Анатолі}, D = {ті, хто розповідає чудернацькі історії} маємо попередньо формулу: 
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Задача 2.31. Перевірте сумісність множини тверджень. Для цього запишіть речення у вигляді пропозиційних форм і тоді перевірте, чи є їх кон’юнкція протиріччям.

„Якщо вечір нудний, то або Аліса починає плакати, або Анатоль розповідає чудернацькі історії. Якщо Сильвестр приходить до нас у вечорі, то або вечір нудний, або Аліса починає плакати. Якщо Анатоль розповідає чудернацькі історії, то Аліса не починає плакати. Сильвестр приходить у вечорі тоді й тільки тоді, коли Анатоль не розповідає чудернацькі історії. Якщо Аліса починає плакати, то Анатоль розповідає чудернацькі історії”.

Відповідь.  речення сумісні.

2.12 Істинносні формули й еквівалентні співвідношення 
у численні предикатів

При логічній істиннісній інтерпретації формул логіки предикатів можливі наступні три основні ситуації.

1. Якщо в області М для формули F знайдеться така підстановка всіх констант замість змінних, що формула F стане істинним висловленням, то формула F називається здійсненною в М.
Якщо існує множина М, у якій F виконується, то F називається здійсненною.

Приклад. F= (x P(x, y) ( (x P(x, y).

2. Якщо формула F здійсненна в М при будь-якій підстановці констант замість змінних, то вона називається тотожно істинною в М. Якщо F тотожно істинна в кожній множині М, то вона називається тотожно істинною або загальнозначущою. Наприклад, загальнозначущою є формула

(x (P(x)
[image: image1284.wmf]Ú



 EMBED Equation.3  [image: image1285.wmf])
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3. Якщо формула F не здійсненна в М, то вона називається тотожно хибною в М. Якщо F тотожно хибна в кожній множині М, то вона називається тотожно хибною або суперечливою. Наприклад, суперечливою є формула

(x (P(x)
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 EMBED Equation.3  [image: image1287.wmf])
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У численні предикатів формули називаються еквівалентними, якщо для будь-якої підстановки констант замість змінних вони приймають однакові значення істинності. Зокрема, усі тотожно істинні і тотожно хибні формули еквівалентні.

У численні висловлень еквівалентність формул показувалася двома способами: або шляхом складання і порівняння таблиць істинності, або за допомогою еквівалентних перетворень однієї формули в іншу. У численні предикатів перший шлях практично незастосовний, оскільки, як правило, області визначення предикатів нескінченні. Другий спосіб також утруднений. Часто тут приходиться прибігати до різних непрямих прийомів. Так, шляхом нескладних міркувань ми довели дві еквівалентності, називані тотожностями подвійності: 
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Таким же шляхом доведемо дистрибутивність квантора загальності відносно кон’юнкції, тобто доведемо еквівалентність:

(x (P1(x)
[image: image1292.wmf]Ù

 P2(x)) = (x P1(x)
[image: image1293.wmf]Ù

 (x P2(x).




(3)

Доказ. Нехай для яких-небудь предикатів P1 і P2 виконується ліва частина, тобто (a(X істинне висловлення P1(a)
[image: image1294.wmf]Ù

 P2(a). З істинності кон’юнкції випливає істинність обох висловлень. Звідси, у силу довільності елемента a, випливає істинність правої частини у формулі (3).

Аналогічно, з хибності лівої частини випливає хибність правої частини, і з правої випливає ліва частина, тобто ліва і права частини еквівалентні. (
Так само доводиться дистрибутивність квантора існування щодо диз'юнкції, тобто еквівалентність

(x (P1(x)
[image: image1295.wmf]Ú

 P2(x)) = (x P1(x)
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 (x P2(x).




(4)

Доказ. Нехай для яких-небудь предикатів P1 і P2 виконується ліва частина, тобто (a(X, для якого істинне висловлення P1(a)
[image: image1297.wmf]Ú

 P2(a). З істинності диз'юнкції випливає або істинність висловлення (x(X (P1(x)), або істинність висловлення (x(X (P2(x)). Звідси, у силу довільності елемента a, випливає істинність правої частини у формулі (4).

Аналогічно, з хибності лівої частини випливає хибність правої частини, і з правої випливає ліва частина. Тому справедливо тотожність (4). (
Якщо ж у співвідношеннях (3) і (4) поміняти квантори на двоїсті, то одержимо еквівалентності, справедливі в одну сторону (( або ():

(x (P1(x)
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P2(x)) ( (x P1(x)
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(5)

(x P1(x)
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 (x P2(x) ( (x (P1(x)
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(x (P1(x)
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 P2(x)) ( (x P1(x)
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 (x P2(x).




(6()

У таких випадках говорять, що ліворуч стоїть більш сильне твердження, тому що воно вимагає для своєї істинності виконання більш жорстких умов.

Дійсно, у лівій частині (6) потрібно, щоб (x(X був істинним хоча б один предикат, а праворуч потрібно лише, щоб один із предикатів був істинним там, де хибний інший.

Переконаємося на прикладі, що формули (5) і (6) порушуються в іншу сторону. Нехай предикати P1 і P2 мають наступну інтерпретацію: P1(x) – парне число, P2(x) – непарне число. Тоді

(x P1(x)
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 (x P2(x)
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 P2(x)),

тому що будь-яке натуральне число не може бути одночасно парним і непарним;

(x (P1(x)
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 P2(x)) 
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 (x P2(x),

тому що права частина означає, що або всі натуральні числа є парними або вони усі є непарними, тоді як у лівій частині серед натуральних чисел можуть бути як парні, так і непарні, тобто не тільки одного класу (N0 або N1).

Приведемо еквівалентності, зв'язані з перестановкою місцями кванторів:

(x (y P(x, y) = (y (x P(x, y),






(7)

(x (y P(x, y) = (y (x P(x, y).






(8)

Вище, у параграфі 2.11, було показано, що перестановка місцями різних кванторів може змінювати суть висловлень. Якщо через Y позначити змінну-висловлення або константу, що не залежить від x, то справедливі наступні еквівалентності:

(x (P(x)
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Y) = ((x P(x))
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(x (P(x)
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(x (P(x)
[image: image1314.wmf]Ù
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(x (P(x)
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2.13 Принципи побудови формальних теорій

Усяка точна теорія визначається трьома елементами:

1) мовою, що складається з алфавіту і правил побудови формул;

2) системою аксіом;

3) правилами виводу.

Якщо побудовано всі три складові, то відповідна теорія називається численням.

Прикладом числення є геометрія Евкліда, що містить 5 аксіом.

Однієї з фундаментальних ідей, на які спираються дослідження з підстав математики, є ідея формалізації теорій, тобто послідовного проведення аксіоматичного методу побудови теорії. При цьому не допускається використання яких-небудь припущень про об'єкти теорії, крім тих, котрі виражені в явному виді як аксіоми.

Аксіоми розглядаються як формальні послідовності символів, а методи доведень – як методи побудови одних висловлень з інших за допомогою операцій над символами.

Більш конкретно числення висловлень (ЧВ) будується в такий спосіб.

1. Мову ЧВ складають:

а) алфавіт, що містить букви для позначення простих і складних висловлень (пропозиціональні змінні);

б) логічні (пропозиціональні) зв'язки: 
[image: image1318.wmf]Ù

, 
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, (, ( ;

в) дужки (, ), кома “,”;

г) правила побудови формул.

2. Аксіоми.

Виділяється підмножина формул, називаних аксіомами теорії. Це вихідні формули, з яких за допомогою правил виводу отримують нові формули.

3. Правила виводу.

Правила виводу – це закони, по яких з вихідних формул отримують нові. При цьому, якщо формули F1, F2, …, Fn , G знаходяться у відношенні R, то це записується у вигляді
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Зазначений запис означає, що формула G істинна принаймні на тих наборах змінних, на яких справедлива кожна з формул F1, F2, …, Fn . Говорять також, що формула G виведена з формул F1, …, Fn за правилом R. Іноді запис (() називають секвенцією, що читається так: «з істинності посилок F1, …, Fn логічно випливає висловлення G».

Очевидно, що запис 
[image: image1323.wmf]a

F означає, що формула F виводиться тільки з аксіом даної теорії, причому, якщо F виводиться тільки з аксіом, то приєднання в лівій частині будь-яких формул не порушує виводимості формули, тобто якщо 
[image: image1324.wmf]a

F, то F1, …, Fn 
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2.14 Числення висловлень. Аксіоми і правила виводу

Числення – це сукупність правил оперування з якими-небудь символами. Наприклад, диференційне числення – це правила знаходження дотичних до кривих шляхом перетворення алгебраїчних виразів.

Числення висловлень (ЧВ) – це сукупність правил, що використовують для визначення істинності або хибності деякої комбінації висловлень.

Перевага ЧВ у тім, що не потрібно нічого вгадувати – відповідь можна знайти за допомогою визначеного методу. Можна розглядати речення або висловлення повсякденної розмовної мови і за допомогою числення проводити елементарні міркування. Застосування ЧВ чудове тим, що його можна запрограмувати для ЕОМ, яка отримує можливість у такий спосіб міркувати, хоча і досить елементарно.

Пізніше ми розглянемо більш місткий набір правил міркувань – числення предикатів, зокрема, метод резолюції, що дозволяє робити досить загальні міркування. Цей метод лежить в основі багатьох машинних програм, здатних міркувати, а також в основі мови пролог.

Зупинимося докладніше на другій і третій складових ЧВ, нагадаємо поняття тавтології й узагальнимо його на систему формул.

Формула F(x1, …, xn) називається тавтологією, якщо вона приймає значення істина при всіх наборах значень змінних. Такі формули називають тотожно істинними.

Тавтології грають досить важливу роль як формули, що визначають собою логічні структури міркувань і які є істинними тільки в силу однієї цієї структури. Виникає питання: чи існує такий (по можливості доступний для огляду) набір тавтологій, з яких можна було б одержати абсолютно всі правильні міркування і висловлення шляхом застосування правил виводу ? Якщо набір такий існує, то він називається системою аксіом.

У ЧВ відповідь на питання стверджувальна, більш того, існує кілька систем аксіом, з яких найбільш розповсюдженими є наступні дві.

Система аксіом I заснована на всіх логічних зв'язуваннях і умовно може бути розбита на 4 групи.

1. Група імплікацій

I.1. A((A(B)

I.2. (A(B)(((A((B(C))((A(C))

2. Група кон’юнкцій

I.3. (A
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I.4. (A
[image: image1327.wmf]Ù

B) (B

I.5. (A((B(A
[image: image1328.wmf]Ù

 B))

3. Група диз'юнкцій

I.6. A((A
[image: image1329.wmf]Ú

B)

I.7. B((A
[image: image1330.wmf]Ú

B)

I.8. (A(C)(((B(C)(((A
[image: image1331.wmf]Ú

 B)(C))

4. Група заперечень

I.9. A(B(((A(
[image: image1332.wmf]B

)(
[image: image1333.wmf]A

)

I.10. 
[image: image1334.wmf]A

(A.

Система аксіом II використовує тільки 2 зв'язування: заперечення й імплікацію. При цьому скорочується алфавіт числення (викидається кон’юнкція і диз'юнкція і визначені для них формули). Операції 
[image: image1335.wmf]Ù

 і 
[image: image1336.wmf]Ú

 заміняються так:

A
[image: image1337.wmf]Ú

 B=
[image: image1338.wmf]A

 (B, A
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 B=
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У результаті виходить система аксіом II:

II.1. A((B(A)

II.2. (A((B(C))(((A(B)((A(C))

II.3. (
[image: image1341.wmf]A

 (
[image: image1342.wmf]B

 )(((
[image: image1343.wmf]A

 (B)(A).

Приведені системи аксіом I і II рівносильні в тім змісті, що породжують одну й ту ж саму множину формул. Для доказу треба показати виводимість аксіом системи II з аксіом системи I і навпаки, використовуючи правила виводу.

Правила виводу включають: правило підстановки і правило заміни.

Правило підстановки. Якщо F – виведена формула (
[image: image1344.wmf]a

 F), то після підстановки в неї замість змінної будь-якої формули знову одержуємо виведену формулу: 


[image: image1345.wmf])
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Тут A – будь-яка змінна або константа, 
[image: image1346.wmf]F

 – будь-яка формула.

Правило виводу (modus ponens). Якщо F – виведена формула (
[image: image1347.wmf]a

 F), F(
[image: image1348.wmf]F

 – виведена формула (
[image: image1349.wmf]a

 F(
[image: image1350.wmf]F

 ), то 
[image: image1351.wmf]F

 – також виведена формула: 


[image: image1352.wmf]F
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Як приклади доведемо у ЧВ виводимість деяких формул.

Приклад 1. Доведемо виводимість формули 
[image: image1353.wmf]a

A(A. Скористаємося системою аксіом II. 

1. Підставимо в II.1 за допомогою правила підстановки замість висловлення формулу A(A:

A(((A(A)(A).

2. В аксіому II.2 підставимо замість змінної B – формулу A(A, замість змінної C – змінну A (у всіх входженнях):

(A(((A(A)(A))(((A((A(A))((A(A)). 

3. Застосуємо правило modus ponens до формул, отриманим у пунктах 1 і 2:
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(

))

(

((

)))

(

))

(

((

)

)

((

(

),

)

((

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

 

A

A

A

A

®

®

®

®

®

®

®

®

®

®

®

®

®

®

®

.

4. Підставимо в II.1 замість змінної B – A:

(A((A(A).

5. Застосуємо правило modus ponens до формул, отриманим у пунктах 3 і 4:
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Приклад 2. Вивести наступну формулу A
[image: image1356.wmf]a

B(A.

Формула випливає з аксіоми II.1 і правила modus ponens:

1) (A((B(A);

2) 
[image: image1357.wmf]A
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Зауваження 1. Усяку доведену у ЧВ виводимість можна розглядати як нове правило виводу і додавати його до уже наявних. Тоді отриманий у прикладі 2 результат можна оформити у виді наступного правила: 

[image: image1358.wmf]U
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Скористаємось цим правилом і доведемо ще одне важливе для застосунків правило, а саме доведемо виводимість:

A(B, B(C 
[image: image1359.wmf]a

 A(C (властивість транзитивності виводимості).

Доведення. Вивористаємо систему аксіом II.

1. Скористаємось отриманим в прикладі 2 правилом A
[image: image1360.wmf]a

B(A, підставляючи замість А імплікацію B(С:  
[image: image1361.wmf])
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2. З аксіоми II2 маємо
(A((B(C))(((A(B)((A(C)).

3. За правилом modus ponens 
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4. Знову застосуємо правило modus ponens:
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Приймаючи до уваги кроки 1 та 4, отримуємо:

A(B, B(C 
[image: image1364.wmf]a

 A(C. 

Зауваження 2. Отримана формула (властивість транзитивності виводимості) в деяких джерелах (наприклад, в книзі Грея) включається в число трьох основних правил та називається ланцюговим правилом (заключенням)
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Зауваження 3. Тут для виведення формул ми користувались метасимволом |– , який читається так «вірно, що» або «має місце». Часто зустрічається запис (символ) |=, який читається так: «загальнозначимо» або «завжди істинно». Наприклад, |– P(Q. При такому записі мається на увазі істинність деякого конкретного речення P(Q. Фомула |= P((P(Q) означає, що P((P(Q) є тавтологією.

Проблема доведення в логіці полягає в знаходженні доведення формули F, якщо справедливі формули F, якщо справедливі формули F1 , F2 , …, Fn , тобто F1 , F2 , …, Fn |– F.

Можливі 2 шляхи доведення.

1. За допомогою таблиці істинності.

	a
	b
	c
	d
	F1
	F2
	F3
	. . .
	Fn
	F

	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	. . .
	1
	

	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	. . .
	0
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[image: image1370.wmf]M


	
[image: image1371.wmf]M


	
[image: image1372.wmf]M


	. . .
	
[image: image1373.wmf]M


	

	1
	1
	1
	1
	0
	1
	1
	. . .
	1
	


Цей шлях дає стовідсотковий (100%) результат, але дуже часто громіздкий.

2. Записуємо посилки і застосовуємо правила виводу, щоб отримати з них інші істинносні формули. З цих формул та початкових посилок виводимо наступні формули і продовжуємо процес до тих пір, поки не отримаємо необхідне заключення.

2.15 Числення предикатів. Аксіоми і правила виводу

Як уже відзначалося, усяка формальна теорія (числення) складається з таких основних частин:

1) мова: алфавіт, формули;

2) аксіоми;

3) правила виводу.

У численні предикатів (ЧП) ці частини наповняються наступним змістом.

1. Алфавіт ЧП:

а) предметні змінні x1, …, xn , … ;

б) предметні константи a1, …, am , … ;

в) змінні предикати або предикатні букви: 
[image: image1374.wmf]j
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; тут нижній індекс указує номер предиката, верхній – число змінних у предикаті;

г) функціональні букви: 
[image: image1375.wmf]j
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 (зміст індексів той же);

д) знаки логічних зв'язувань: 
[image: image1376.wmf]Ù

, 
[image: image1377.wmf]Ú

, 
[image: image1378.wmf] 

 

, (, ( ;

е) квантори ( і (;

ж) дужки і кома.

Зауваження. Змінні в ЧП будуть вводитися або безпосередньо у вигляді букв А1, А2, А3, …, або як нуль-місні предикати: 
[image: image1379.wmf]0
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2. Формули в ЧП вводяться в два етапи:

1) терми: 

а) предметні змінні і константи є термами;

б) якщо 
[image: image1380.wmf]n
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f

 – функціональна буква, а t1, …, tn – терми, то термом буде вираз 
[image: image1381.wmf])
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(Наприклад, 1+2, x+5);

2) формули:

а) якщо 
[image: image1382.wmf]n

k

P

 – предикатна буква, а t1, …, tn – терми, то 
[image: image1383.wmf])
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 – формула, причому усі входження предметних змінних у формулу називаються вільними;

б) якщо F1 і F2 – формули в ЧП, то формулами будуть 
[image: image1384.wmf]F

, F1
[image: image1385.wmf]Ù

 F2, F1
[image: image1386.wmf]Ú

 F2, F1(F2, F1( F2 , причому усі входження вільних змінних у F1 і F2 будуть вільними й у цих формулах;

в) якщо F(x) – формула, що містить вільні входження змінних, то формулами в ЧП будуть також: (x F(x) і (x F(x), але в цих формулах входження x буде зв'язаним, а входження інших змінних, на які не накладено квантори, залишаються вільними.

3. Аксіоми ЧП поділяються на 2 групи:

1) можна взяти будь-яку систему аксіом ЧВ (I або II);

2) вводяться дві аксіоми для предикатів:

(x F(x) ( F(y),








(P1)

F(y) ( ( x F(x),








(P2)

де F(x) – будь-яка формула ЧП, що містить вільні входження x, причому x не знаходиться в області дії квантора по y; F(y) – формула, отримана з F(x) шляхом заміни усіх вільних входжень x на y.

4. Правила виводу:

1) modus ponens (MP): 
[image: image1387.wmf]F
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2) правило узагальнення (введення квантора загальності): 
[image: image1388.wmf])
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Тут F – будь-яка доказова формула, що не містить вільних входжень x, G(x) – формула, що містить вільні входження x.

3) правило введення квантора існування: 
[image: image1389.wmf]F
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 (при тих же обмеженнях для формул F і G).

Розглянемо приклад виводимості в ЧП. Доведемо наступну формулу: F(x)
[image: image1390.wmf]a

F(y), тобто покажемо, що з виводимості F(x), де x – вільна змінна, що не входить в область дії кванторної змінної y, випливає F(y). 

Це правило заміни вільної змінної в ЧП.

1. 
[image: image1391.wmf]a

F(x) за умовою.

2. В аксіому II.1 підставимо замість А – F(x), замість В – G, де G – будь-яка доказова формула, що не містить вільних входжень x, тоді

F(x)( (G( F(x)).

3. Застосуємо правило modus ponens до пунктів 1 і 2:
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4. Застосуємо правило узагальнення: 
[image: image1393.wmf])
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5. Правило MP до G і пункту 4: 
[image: image1394.wmf])
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6. Аксіома P1 : (x F(x) ( F(y).

7. Правило MP до пунктів 5 і 6: 
[image: image1395.wmf])
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Правила заміни зв'язаної змінної. 1) (x F(x) ( (y F(y); 2) (x F(x) ( (y F(y).

Вправа для самостійного виконання

Задача 2.32. Довести правила заміни зв'язаної змінної.

2.16. Виводимість і істинність. Еквівалентні перетворення 
у численні предикатів

Наведемо ряд теорем, що мають важливе значення в ЧП.

Теорема 1. Усяка доказова формула ЧП тотожно істинна (загальнозначуща).

Для доказу спочатку показується тотожна істинність аксіом ЧП або прямим обчисленням на всіх наборах значень змінних, або приведенням аксіом до значення «істина» за допомогою перетворень булевої алгебри. Потім показується, що правила виводу зберігають загальнозначимість посилок, тобто застосування цих правил до загальнозначущих формул знову приводить до загальнозначущих формул. (
Теорема 2. Усяка загальнозначуща предикатна формула доказова в ЧП.

Ці дві теореми складають суть теореми Геделя про повноту ЧП.

Теорема 3. Якщо F(А) – формула, у якій виділено входження формули А, і F(B) – формула, що отримана з вихідної заміною формули А деякою довільною формулою В, то з виводимості формули 
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Ця теорема доводиться в такий спосіб. Спочатку показується справедливість шести правил:

1. 
[image: image1400.wmf]B
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, де С – довільна формула. Це правило легко перевіряється за допомогою таблиць істинності.

2. 
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3. 
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4. 
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5. 
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6. 
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За допомогою цих правил теорема доводиться індукцією по побудові формули F(A), а саме показується, що якщо 
[image: image1411.wmf]B
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, то ця еквівалентність дотримується на всіх етапах побудови формули F(A) з A і F(B) з B. (
Як приклад покажемо, як ці правила працюють на частинній формулі:
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Для доказу запишемо наступний ланцюжок міркувань.

1. За правилом заперечення кванторних предикатів маємо:
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2. Застосуємо друге правило (з теореми 3), приймаючи в якості змінної С – предикат P1(x): 
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Застосовуючи правило 5, одержимо:
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Запишемо без доказу основні еквівалентності ЧП.
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Ці формули разом з формулами булевой алгебри і ЧВ дозволяють проводити еквівалентні перетворення в ЧП, зокрема, для доказу виводимості тих або інших формул. Один з важливих додатків даних формул наступний. 

Якщо деяка формула має вигляд


Q1x1 Q2x2 … Qnxn F,

де Q1 , … Qn – квантори, F – формула, що не містить кванторів і є областю дії всіх кванторів, то такий запис називається випередженою формою або формулою у випередженій формі.

У ЧП для будь-якої формули існує випереджена форма, що може бути отримана за допомогою еквівалентностей 1-16.

Приклад 1. Приведемо до випередженої форми формулу:
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По формулі 1 маємо: 
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По формулі 7 одержимо: 
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Приклад 2. Приведемо до випередженої форми формулу:
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По формулі 3 маємо: 
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По формулі 8 маємо: 
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Застосовуємо правило 2: 
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Далі застосовуємо формулу 1: 
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Формула 4 дає: 
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Застосуємо формулу 10: 
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За правилом 11: 
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За правилом 9: 
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По формулах булевої алгебри одержимо:
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Теорема. Нехай формула числення предикатів має вигляд

(x1 (x2 … (xn (y1 (y2 … (ym B(x1, …, xn , y1, …, ym)

для деякої формули B (можливо такої, що містить квантори); f1 , f2 , …, fm – n-місні функційні символи. Тоді виводимою є формула:


[image: image1446.wmf]a

(x1 (x2 … (xn ((y1 (y2 … (ym B(x1, …, xn , y1, …, ym) ( 

( B(x1, …, xn , f1(x1, …, xn), …, fm(x1, …, xn))).

Така формула має назву скулемівська нормальна форма.
Зауваження. ЧП потужніше, ніж ЧВ і дає можливість виразити багато чого з того, про що ми хотіли б говорити або міркувати. Використовуючи предикати, квантори, змінні, функціональні символи, ми можемо виразити досить складні твердження; прості факти можна записати у виді атомів, що складаються з предикатів з константами замість змінних. Таким чином, можна виразити різні знання – як загальні аксіоми, так і конкретні факти – у рамках формалізму, що важливо для експертних систем.

Вправи для самостійного виконання

Задача 2.33. Для формули 

(x (z (y (u ((y > z( y >x) ( (u < z) ( (u < z) ( 
[image: image1447.wmf]x
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)

провести скулемізацію, тобто позбавитися кванторів існування (().

Розв’язання. Замість z запишемо f1 (x); замість u – f2 (x, y); 

(x (y ((y > f1 (x) ( y ( x) ( ( f2 (x, y) < f1 (x))(
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Приклад. f1 (x)=x+1: f2 (x, y) =x.

Задача 2. 34. Для формули 


(x (y ( z ( t (P(x, t ) ( 
[image: image1449.wmf]z)

 

(y,

P

)

провести скулемізацію, тобто позбавитися кванторів існування (().

Розділ 3 ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ГРАФІВ

Вступ
Теорія графів дає простий, доступний і потужний інструмент побудови моделей прикладних задач, є ефективним засобом формалізації сучасних інженерних і наукових задач у різних областях знань.

У той же час теорія графів є одним з найбільш образних і елегантних розділів сучасної математики. Привабливість теорії графів пояснюється не тільки найширшою розмаїтістю можливостей її застосування, але і красою результатів, що досягаються простими засобами.

У своїй основі ця теорія має прості ідеї й елементи: точки, з'єднані лініями. На цих наочних елементах будується багате різноманіття форм із цікавими математичними властивостями. Фактично вся комбінаторика є частинним випадком теорії графів.

Останнім часом велике застосування знайшла теорія графів у сучасній обчислювальній техніці і кібернетиці: у теоретичному програмуванні, при проектуванні ЕОМ на ЕОМ і мереж ЕОМ, баз даних, систем логічного керування, у системному програмуванні.

Найважливішою властивістю інформаційної моделі або керуючої системи є її структура, або, говорячи математичною мовою, сукупність бінарних відношень на наборах елементарних одиниць даних і дій.

Графи є основною конструкцією для програміста. Вони володіють величезною, невичерпною образотворчою силою, розмірною масштабові задачі програмування.

Неформально граф можна визначити як геометричну структуру, що складається з розкиданих у просторі точок (вершин графа), серед яких деякі пари точок з'єднані кривими (ребрами). При цьому не має примусового значення, як вершини розташовані в просторі або площині і які конфігурації мають ребра.

Наприклад, фігури а), б) і в) являють собою один і той самий граф. 

Іншими словами, графи а), б) і в) на рисунку 1 ізоморфні між собою, тобто існує взаємно однозначна відповідність одночасно як між вершинами графів, так і між ребрами, що з'єднують ці вершини.

Зауваження 1. На рисунку 3.1 в) деякі ребра перетинаються, однак точки перетину вершинами не є.
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Рис. 3.1 – Ізомофні графи
Зауваження 2. При зображенні графа на площині забороняється допускати самоперетин ребер, тобто на рисунку 3.2 а) зображено граф, а на рисунку 3.2 б) не граф (тому що ребро самоперетинається).
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Рис. 3.2 – Граф (а) та фігура, що не є графом (б)
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а)
б)

Вправа 3.1. Ізоморфні чи ні графи (їхні пари) на рисунку 3.3 (а, б) ?

Рис. 3.3 – Пари ізоморфних (а)  та неізоморфних (б) графів
3.1 Основні поняття теорії графів

3.1.1 Поняття графа

Графом 

 називається пара множин 

, де 

 ( множина вершин, перенумерованих числами 

; 

, 

 ( множина упорядкованих або неупорядкованих пар 

, 

, 

, називаних дугами або ребрами, 

.

Якщо в дуги або ребра початок і кінець збігаються, то їх називають петлями:

[image: image1451.png]e=(vy,vy) e=(v},V5,
. . . >e
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)




[image: image1452.png]



Рис. 3.4 – Ребро (а), дуга (б), петля (в), орієнтована петля (г) графа 

Вершини 

 називаються суміжними, якщо їхня пара утворює ребро або дугу, тобто якщо в графі 

 існує 

. Вершини 

 називаються також кінцевими вершинами.

Усякому n-вершинному графові однозначно відповідає матриця суміжності 

 розмірності 

, де 

, якщо існує ребро (або дуга) 



, 

 у противному випадку.

Вправа 2. Побудувати матрицю суміжності для графа на рисунку 3.1 із вступу.

У множині 

 допускається більш ніж одне ребро з однаковими кінцевими вершинами. Усі ребра з однаковими кінцевими вершинами називаються паралельними.

Граф називається простим, якщо він не містить петель і паралельних ребер. Граф, що не містить ребер, називається порожнім. Граф, що не має вершин (і, отже, ребер), називається нуль-графом.

Наприклад, якщо 
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[image: image1454.wmf]{
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, такі, що 

, 

, 

, 

, 

, тоді граф 

 представляється так, як зображено на рисунку 3.5. У цьому графі 

 і 

 ( паралельні ребра, 

 ( петля. Говорять, що ребро інцидентно своїм кінцевим вершинам.

Дві вершини суміжні, якщо вони є кінцевими вершинами деякого ребра. Якщо два ребра мають загальну кінцеву вершину, вони називаються суміжними.

Наприклад, у графі на рисунку 3.5 ребро 

 інцидентно вершинам 

 і 

; 

 і 

 є суміжними вершинами, а 

 і 

 ( суміжними ребрами.
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Рис. 3.5 – Відношення між вершинами та ребрами графа

Число інцидентних вершині 

 ребер називається степенем вершини і позначається 
[image: image1456.wmf](
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. Вершина степеня 1 називається висячою вершиною. Єдине ребро, інцидентне висячій вершині, називається висячим. Вершина степеня 0 називається ізольованою. По визначенню петля при вершині 

 додає двійку у степінь відповідної вершини.

Приклад. У графі на рисунку 3.5 
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Помітимо, що 

 ( ізольована вершина, 

 і 

 ( висячі вершини, 

 ( висяче ребро. Легко перевірити, що сума степенів вершин у даному графі 

 дорівнює 10, тоді як число ребер дорівнює п'яти.

Для кожної вершини v список інцидентних їй ребер зветься списком суміжності вершини і визначає порядок, у якому ребра, інцидентні вершині v, обираються для перегляду. Наприклад, у графі на рисунку 3.5 список інцидентності вершини v2 містить ребра 

 і 
[image: image1463.wmf]4

e

, а список інцидентності вершини v3 порожній.

Теорема 1.1. Сума степенів вершин графа 

 дорівнює 

, де 

 ( число ребер графа 

.

Теорема 1.2. Число вершин непарного степеня в будь-якому графі парне.

3.1.2 Частини графа

Визначення. Граф 

 називається, частиною графа 

, якщо мають місце включення: 

, 

.

Приклад. Графи на рисунку 3.6 б), в), г) являють собою частини графа на рисунку 3.6 а).

Визначення. Частина 

 графа 

 називається підграфом графа 

, якщо 

 і 

 складається з тих і тільки тих ребер 

, у яких обидві кінцеві вершини 

 (реберно-породжений підграф ( твердження в одну сторону).

Приклад. Для графа на рисунку 3.6 а) вершинно-породженим підграфом є частина в).

Визначення. Частина 

 називається суграфом або остовним підграфом графа 

, якщо виконано умови: 

, 

.

Приклад. Для графа на рисунку 3.6 а) суграфом є частина г). Частина б) не є ні суграфом ні вершинно-порожденим підграфом, але є реберно-породженим підграфом.
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Рис. 3.6 – Граф (а) та його підграфи (б, в, г)
Вправа 3. Для графа на рисунку 3.1 побудувати: а) суграф; б) вершинно-порождений підграф; в) частину, що не є ані суграфом, ані вершинно-порожденим підграфом.

Визначення. 

 називається власним підграфом 

, якщо 

 ( власна підмножина 

 або 

 ( власна підмножина 

.

Визначення. Граф 

 називається доповненням простого графа 

, якщо ребро 

 входить в 

 в тому і тільки в тому випадку, якщо воно не входить в. 

 Іншими словами, дві вершини 

 і 

 суміжні в 

 тоді і тільки тоді, коли вони не суміжні в. 

 На рисунку 3.7 представлено граф і його доповнення.

[image: image1464.png][N A<




Рис. 3.7 – Граф (а) і його доповнення (б)

Як інший приклад розглянемо граф, зображений на рисунку 3.8, а). У цьому графі між кожною парою вершин існує ребро. Отже, у доповненні 

 графа 

 взагалі не буде ребер, тобто 

 буде містити тільки ізольовані вершини (рисунок 3.8, б)).
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Рис. 3.8. Повний граф (а) та його доповнення (б)

Нехай 
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. Наприклад, для графа на рисунку 3.9 граф в) є доповненням б) у графі 
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Зауваження. Наведені вище і нижче терміни і визначення сформульовано для неорієнтованих графів. Усі визначення залишаються в силі і для орієнтованих графів з тією лише різницею, що скрізь терміни ребро, ланцюг, цикл замінюються на терміни дуга, шлях, контур.





a)



б)



в)


г)

Рис. 3.9 – Граф (а), його підграфи (б, г), доповнення графа б) у графі а)

3.1.3. Маршрути, ланцюги, шляхи і цикли

Нехай дано неорієнтований граф 

.

Визначення. Маршрутом довжини l –1 з вершини 

 у вершину vl називається послідовність 



,
       (1)

яка складається з ребер 
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, при цьому кожні два сусідніх ребра мають загальну кінцеву вершину.

Довжиною маршруту 

 називається кількість ребер у ньому.

Наприклад, для графа на рисунку 3.6 послідовність 



 утворює маршрут довжини 5.

Визначення. Вершини 

 і 

 називаються кінцевими вершинами маршруту, всі інші вершини маршруту називаються внутрішніми.

Помітимо, що ребра і вершини в маршруті можуть з'являтися більш одного разу.

Маршрут називається відкритим, якщо його кінцеві вершини різні, у противному випадку він називається замкненим.

У графі на рисунку 3.10 послідовність 




є відкритим маршрутом, а послідовність
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 ( замкненим маршрутом.

Визначення. Маршрут називається ланцюгом, якщо всі його ребра різні.

Для графа на рисунку 3.10 ланцюг 

 ( відкритий, а 

 ( замкнений.

Відкритий ланцюг називається шляхом, якщо всі його вершини різні.

Замкнений ланцюг називається циклом, якщо різні всі його вершини, за винятком кінцевих.

Для графа на рисунку 3.6 а) циклом є послідовність
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[image: image1475.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

{

}

3

,

4

,

4

,

2

,

2

,

5

,

5

,

1

M

5

=








(3)

Визначення. Шлях і цикл називаються гамільтоновими, якщо вони проходять через усі вершини графа.
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Рис. 3.10 – Граф, який містить відкритий та замкнений маршрути, 

відкритий та замкнений ланцюги

Маршрути {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5)} і M4 в графі на рисунку 3.6 являють собою гамільтонові ланцюг і цикл.

Число ребер у шляху називається довжиною шляху. Аналогічно визначається довжина циклу.

Властивості шляхів і циклів

1.  Степінь кожної не кінцевої вершини шляху дорівнює 2, кінцеві вершини мають степінь рівний 1.

2.  Кожна вершина циклу має степінь 2 або інший парний степінь. Звертання цього твердження, а саме те, що ребра підграфа, у якому кожна вершина має парний степінь, утворює цикл, ( невірне.

3.  Число вершин у шляху на одиницю більше числа ребер, тоді як у циклі число ребер дорівнює числу вершин.

Важливим поняттям у теорії графів є зв'язаність.

Визначення. Дві вершини 

 і 

 називаються зв'язаними в графі 

, якщо в ньому існує шлях 

 ( 

. Вершина зв’язана сама із собою.

Граф 

 називається зв'язним, якщо в ньому існує шлях між кожною парою вершин.

Наприклад, граф на рисунку 3.10 зв'язаний.

Розглянемо незв'язаний граф 

.

Визначення. Нехай 

 графа 

. Тоді підграф 

 називається породженим підграфом графа 

на множині вершин 

 (або просто вершинно-порожденим підграфом графа 

), якщо 

 є такою підмножиною 

, що ребро 

 входить у 

 тоді і тільки тоді коли 

 і 

 входять в.


Іншими словами, якщо 

 і 

 належать 

, то кожне ребро 

, що має як кінцеві вершини 

 і 

, повинне входити в 

.

Незв'язаний граф 

 у силу транзитивності відношення зв’язаності (якщо 

 ( зв'язані вершини, 

 ( зв'язані вершини, то 

 ( зв'язані вершини) визначається компонентами зв’язаності.

Множину вершин 

 можна розбити на такі підмножини 
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 не зв'язана ні з якою вершиною підмножини 
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. Підграфи 

 називаються компонентами графа 

.

Зауваження. Компонентом графа 

 є максимально зв'язний підграф графа 

, тобто компонент графа 

 не є власним підграфом будь-якого іншого зв'язного підграфа графа 

.

Відзначимо, що ізольовану вершину також варто розглядати як компонент зв’язності, оскільки вершина зв'язана сама із собою.

Якщо граф 

 є зв'язним, то він має тільки один компонент, що є графом G.

Наприклад, граф на рисунку 3.11 не зв'язний. Його 4 компоненти G1, G2, G3, і G4 мають множини вершин {v1, v2, v3}, {v5, v4}, {v6, v7, v8}, {v9} відповідно.
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Рис. 3.11 – Незв'язний граф, що має 4 компоненти зв'язності
Визначення. Мостом графа G=(V,E) називається таке ребро e(E, що граф G–e має більше компонентів зв’язності, ніж G.

Наприклад, у графі G (Рис. 3.12) ребро e – міст.
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Рис. 3.12 – Граф, що має міст e
Твердження. Ребро e графа G є мостом тоді і тільки тоді, коли:

1) існують такі вершини u і w, що e лежить на кожнім u-w-шляху в G;

2) у графі G немає жодного циклу, що містить це ребро.

Теорема. У зв'язному графі будь-які 3 шляхи максимальної довжини мають спільну вершину.

3.2. Операції над графами

Розглянемо графи G1=(V1,E1) і G2=(V2,E2).

Визначення. Об'єднання графів G1 і G2, що позначається як G1(G2, являє собою такий граф G3=(V1(V2, E1(E2), що множина його вершин є об'єднанням V1 і V2, а множина ребер – об'єднанням E1 і E2.

Наприклад, на рисунку 3.13 представлені графи G1 (а) і G2 (б) і їхнє об'єднання (в).

Визначення. Перетин графів G1 і G2, що позначається як G1(G2, являє собою граф G3=(V1(V2,E1(E2). Таким чином, множина вершин складається тільки з вершин, що є присутніми одночасно в графах G1 і G2, а множина ребер G3 складається тільки з ребер, що є присутніми одночасно в G1 і G2.

Перетин графів G1 і G2 (Рис. 3.13 а, б) показаний на рисунку 3.13 г.

Визначення. Кільцева сума двох графів G1 і G2, що позначається як G1(G2, являє собою граф G3, породжений на множині ребер E1(E2. Іншими словами, граф G3 не має ізольованих вершин і складається тільки з ребер, що є присутніми або в G1, або в G2, але не в обох графах одночасно. Кільцева сума графів (Рис. 3.13 а, б) показана на рисунку 3.13 д).
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Рис. 3.13 – Графи G1 (а) і G2 (б) та бінарні операції над ними: 

об’єднання (в), перетин (г), кільцева сума (д)

Описані вище 3 бінарні операції комутативні, тобто 

G1(G2=G2(G1, G1(G2=G2(G1, G1(G2=G2(G1.

Очевидно, визначення цих операцій можна розширити на більше число графів.

Тепер розглянемо унарні операції на графі.

Видалення вершини. Якщо vi – вершина графа G=(V,E), то G–vi – породжений підграф графа G на множині вершин V–vi, тобто G–vi є графом, що вийшов після видалення з графа G вершини vi і всіх ребер, інцидентних цій вершині.

Видалення ребра. Якщо li – ребро графа G=(V,E), то G–li – підграф графа G, що виходить після видалення з G ребра li. Помітимо, що кінцеві вершини ребра li не видаляються з G.

Видалення з графа множини вершин або ребер визначається як послідовне видалення окремих вершин або ребер.

Якщо 
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 підграф графа G=(V,E), то через G–G1 будемо позначати граф 
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. Таким чином, G–G1 – доповнення підграфа G1 у G.

Видалення вершини і видалення ребер показане на рисунку 3.14.

Замикання або ототожнення. Кажуть, що пара вершин vi і vj у графі G замикається (або ототожнюється), якщо вона замінюється такою новою вершиною, що всі ребра в графі G, інцидентні vi і vj, стають інцидентними новій вершині.

Наприклад, результат замикання вершин v3 і v4 у графі рисунку 3.15 а) представлений на рисунку 3.15 б).
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Рис. 3.14 – Видалення ребра і видалення вершини:

а ( граф G; б ( G(v1; в ( G((e7,e8)

Стягування. Під стягуванням ми маємо на увазі операцію видалення ребра l і ототожнення його кінцевих вершин.

Граф G є графом, що стягується, до графа H, якщо H можна одержати з G послідовністю стягувань.

Граф, зображений на рисунку 3.15 в), отримано стягуванням ребер 
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Рис. 3.15. Операції ототожнення і стягування в графі: а ( граф G; 

б ( граф G після ототожнення 
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в ( граф G після стягування 
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Визначення. Говорять, що два графи G1 і G2 ізоморфні, якщо існує така взаємно-однозначна відповідність між множинами вершин і ребер, що відповідні ребра графів G1 і G2 інцидентні відповідним вершинам цих графів. Іншими словами, якщо вершини v1 і v2 у G1 відповідають вершинам 
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 в G2, то ребро в G1, що має кінцеві вершини v1 і v2, повинне відповідати ребру в G2, що має кінцеві вершини 
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, і навпаки.

Відповідно до даного визначення графи, представлені на рисунку 3.16, ізоморфні. Відповідність між множинами їхніх вершин наступна:

відповідність вершин: 
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відповідність ребер: 
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Рис. 3.16 – Ізоморфні графи 
[image: image1500.wmf]G

1

 (а) та 
[image: image1501.wmf]G

2

 (б)

3.3. Дерева, кістяки, кодерева, ліси

Визначення. Граф називається ациклічним, якщо він не містить циклів.

Деревом називається зв'язний ациклічний граф.

Деревом графа G називається зв'язний ациклічний підграф графа G.

Кістяк графа G – це дерево графа G, що містить усі вершини G.

Зв'язний підграф дерева Т називається піддеревом Т.

Кодерево Т* кістяка Т графа G є підграфом графа G, що містить усі вершини G і тільки ті ребра G, що не входять у Т. Слід зазначити, що кодерево може бути незв'язним.

Ребра кістяка Т називаються гілками Т, а ребра відповідного кодерева Т* – хордами або зв'язками.

Кістяк Т однозначно визначає своє кодерево Т*.

Теорема. Для графа G, що має n вершин і m ребер, наступні твердження еквівалентні:

1) G є деревом;

2) існує тільки один шлях між будь-якими двома вершинами в G;

3) G є зв'язним і m=n-1;

4) G – ациклічний граф і m=n–1;

5) G – ациклічний граф, і при з'єднанні ребром довільних двох несуміжних його вершин виходить граф, що має точно один цикл.

Як приклад розглянемо граф G, зображений на рисунку 3.17 а). Графи G1 і G2 (Рис. 3.17 б)) є деревами графа G, графи G3 і G4 (Рис. 3.17 в)) – кістяками графа G. Кодерева 
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 кістяків G3 і G4 (Рис. 3.17 в) представлені на рисунку 3.17 г).
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Рис. 3.17 – Ілюстрація визначення дерев, кістяків, кодерев: а) ( граф G; 

б) ( дерева G1 і G2 графа G; в) ( кістяки G3 і G4 графа G; 

г) ( кодерева 
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 графа G.

Визначення. k-деревом називається ациклічний граф, що складається з k компонентів. Очевидно, що кожен компонент k-дерева сам є деревом. Помітимо, що 1-дерево збігається з деревом.

Якщо k-дерево є кістяковим підграфом графа G, то воно називається кістяковим k-деревом графа G.

k-кодеревом Т* кістякового k-дерева T графа G є кістяковий підграф графа G, що містить точно ті ребра, яких немає в Т.

Визначення. Лісом графа G називається кістякове k-дерево графа G, де k – число компонентів в G.

Якщо граф G має p компонентів, то для будь-якого кістякового k-дерева графа G k(p. Тому що лісом T графа G є кістякове k-дерево графа G з p =k, необхідно, щоб кожен компонент T був кістяком одного з компонентів G. Таким чином, ліс T графа G з p компонентами G1, G2, …, Gp складається з p таких компонентів T1, T2, …, Tp , що Ti є кістяк Gi , 1( i ( p.

Ко-ліс Т* ліса T графа G – це кістяковий підграф графа G, що містить точно ті ребра G, які не входять в T.

Зауваження. Поняття “ліс” і “кістяк” є синонімами по відношенню до зв’язного графа.

Наприклад, граф на рисунку 3.18 б) є 2-деревом графа G, зображеного на рисунку 3.18 а). Кістякове 3-дерево Т графа G та відповідне 3-кодерево Т* показані на рисунку 3.18 в), г).
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Рис.3.18 Ілюстрація визначення k-дерева, кістякового k-дерева, k-кодерева

Для графа на рисунку 3.19 а) ліс T зображено на рисунку 3.19 б), а відповідний ко-ліс Т* зображено на рисунку 3.19 в).
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Рис. 3.19 – Ліс і ко-ліс: а) – граф G; б) – ліс T графа G; 

в) – ко-ліс Т* графа G.

3.4 Ейлерові та гамільтонові графи

Визначення. Ейлеровим циклом в графі G називається цикл (замкнений ланцюг), що містить всі ребра графа G строго по одному разу. Ейлеровим ланцюгом в графі G називається відкритий ланцюг, що містить всі ребра графа G строго по одному разу. Граф, що містить ейлерів цикл, називається ейлеровим графом. 

Наприклад, розглянемо граф, зображений на рисунку 3.20 а).

Послідовність ребер e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10, e11, e12 утворює ейлерів цикл в графі G1, отже останній є ейлеровим.

У графі, зображеному на рисунку 3.20 б), послідовність ребер e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10, e11, e12, e13 утворює ейлерів ланцюг. Однак в графі G2 ейлерова циклу немає, отже граф G2 не є ейлеровим.

Граф G3, що не є ейлеровим і не містить відкритий ейлерів ланцюг, наведено на рисунку 3.20 в).

Сформулюємо теорему, що дає просту й часто використовувану характеризацію ейлерових графів.

Теорема 1. Наступні твердження еквівалентні для зв’язного графа Gn,m = (V, E):

· G – ейлерів граф;

· степінь кожної вершини в графі G парний: ( vi(V (i = 1, 2, …, n): d(vi) – парне число;

· G є об’єднанням декількох реберно-непересічних циклів, тобто E = 
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Теорема. (Критерій ейлеровості). Неорієнтований граф є ейлеровим тоді й тільки тоді, коли число вершин непарного степеня дорівнює нулю.

За критерієм ейлеровості граф G1 (Рис. 3.20 а) є ейлеровим, тому що кожна вершина графа G1 має парний степінь, тоді як графи G2 і G3 (Рис. 3.20 б, в) мають декілька вершин непарного степеня й тому не можуть бути ейлеровими.
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3.4 Ейлерові та гамільтонові графи

Визначення. Ейлеровим циклом в графі G називається цикл (замкнений ланцюг), що містить всі ребра графа G строго по одному разу. Ейлеровим ланцюгом в графі G називається відкритий ланцюг, що містить всі ребра графа G строго по одному разу. Граф, що містить ейлерів цикл, називається ейлеровим графом. 

Наприклад, розглянемо граф, зображений на рисунку 3.20 а).

Послідовність ребер e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10, e11, e12 утворює ейлерів цикл в графі G1, отже останній є ейлеровим.

У графі, зображеному на рисунку 3.20 б), послідовність ребер e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10, e11, e12, e13 утворює ейлерів ланцюг. Однак в графі G2 ейлерова циклу немає, отже граф G2 не є ейлеровим.

Граф G3, що не є ейлеровим і не містить відкритий ейлерів ланцюг, наведено на рисунку 3.20 в).

Сформулюємо теорему, що дає просту й часто використовувану характеризацію ейлерових графів.

Теорема 1. Наступні твердження еквівалентні для зв’язного графа Gn,m = (V, E):

· G – ейлерів граф;

· степінь кожної вершини в графі G парний: ( vi(V (i = 1, 2, …, n): d(vi) – парне число;

· G є об’єднанням декількох реберно-непересічних циклів, тобто E = 
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Теорема. (Критерій ейлеровості). Неорієнтований граф є ейлеровим тоді й тільки тоді, коли число вершин непарного степеня дорівнює нулю.

За критерієм ейлеровості граф G1 (Рис. 3.20 а) є ейлеровим, тому що кожна вершина графа G1 має парний степінь, тоді як графи G2 і G3 (Рис. 3.20 б, в) мають декілька вершин непарного степеня й тому не можуть бути ейлеровими.
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Рис. 3.20 Застосування критерію ейлеровості: а – ейлерів граф G1; 

б – неейлерів граф G2, що має відкритий ейлерів ланцюг;

в – неейлерів граф G3, що не має відкритого ейлерова ланцюга.


Неважко переконатися, що ейлерів граф G1 є об’єднанням реберно-непересічних циклів з наступними множинами ребер: {e4, e5, e6}, {e2, e9, e10}, {e3, e7, e8}, {e1, e11, e12}.

Наслідок. Кожна вершина ейлерового графа міститься в деякому циклі.

Теорема 2. Нехай G=(V, E) – зв’язний граф з 2k вершинами непарного степеня, k(1. Тоді множину E можна розбити на такі підмножини E1, E2, …, Ek, що кожна з них Ei утворює в графі G відкритий ланцюг.

Наслідок. Нехай G – зв’язний граф, що має точно дві вершини непарного степеня. Тоді він має відкритий ланцюг (який починається з однієї з вершин непарного степеня і закінчується в другій), що містить всі ребра G. Це твердження ще формулюють у вигляді теореми.

Теорема. Неорієнтований граф містить відкритий ейлерів цеп тоді й тільки тоді, коли число вершин непарного степеня дорівнює 2.
Наприклад, граф G2 на рисунку 3.20 б) має точно дві вершини v6 і v3 непарного степеня і відкритий ланцюг {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10, e11, e12, e13}, що містить всі ребра графа G2 . Цей ланцюг починається з вершини v6 і закінчується у вершині v3 .

Граф G3 (Рис. 3.20 в) має 4 вершини непарного степеня і 2 реберно-непересічні відкриті ланцюги, обумовлені наступними множинами ребер: {e1, e2, e3, e4, e5} і {e6, e7, e8, e9, e10, e11, e12}.

Визначення. Гамільтоновим циклом у графі G називається цикл, що містить усі вершини графа G тільки по одному разу. Гамільтонів ланцюг у G – це ланцюг, що містить усі вершини графа G тільки по одному разу.

Граф G називається гамільтоновим, якщо він має гамільтонов цикл.

Теорема Дірака. (Достатня (але не необхідна (!)) умова гамільтоновості). Якщо в графі степінь будь-якої вершини більше або дорівнює 
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, де n – кількість вершин, то граф гамільтонів.

Теорема. Якщо граф містить хоча б одну вершину степеня 1 (висячу), то він не є гамільтоновим.

Приклад. Граф G1, представлений на рисунку 3.21, а), є гамільтоновим, тому що послідовність його ребер e1, e2, e3, e4, e5, e6 утворює гамільтонів цикл. Граф на рисунку 3.21, б) має гамільтонів ланцюг, що складається з ребер e1, e2, e3, e4, але не має гамільтонова циклу.
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Рис. 3.21 – Гамільтонів граф G1 (а), негамільтонів граф, який містить 

гамільтонів ланцюг (б)

Рис. 3.20 Застосування критерію ейлеровості: а – ейлерів граф G1; 

б – неейлерів граф G2, що має відкритий ейлерів ланцюг;

в – неейлерів граф G3, що не має відкритого ейлерова ланцюга.


Неважко переконатися, що ейлерів граф G1 є об’єднанням реберно-непересічних циклів з наступними множинами ребер: {e4, e5, e6}, {e2, e9, e10}, {e3, e7, e8}, {e1, e11, e12}.

Наслідок. Кожна вершина ейлерового графа міститься в деякому циклі.

Теорема 2. Нехай G=(V, E) – зв’язний граф з 2k вершинами непарного степеня, k(1. Тоді множину E можна розбити на такі підмножини E1, E2, …, Ek, що кожна з них Ei утворює в графі G відкритий ланцюг.

Наслідок. Нехай G – зв’язний граф, що має точно дві вершини непарного степеня. Тоді він має відкритий ланцюг (який починається з однієї з вершин непарного степеня і закінчується в другій), що містить всі ребра G. Це твердження ще формулюють у вигляді теореми.

Теорема. Неорієнтований граф містить відкритий ейлерів цеп тоді й тільки тоді, коли число вершин непарного степеня дорівнює 2.
Наприклад, граф G2 на рисунку 3.20 б) має точно дві вершини v6 і v3 непарного степеня і відкритий ланцюг {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10, e11, e12, e13}, що містить всі ребра графа G2 . Цей ланцюг починається з вершини v6 і закінчується у вершині v3 .

Граф G3 (Рис. 3.20 в) має 4 вершини непарного степеня і 2 реберно-непересічні відкриті ланцюги, обумовлені наступними множинами ребер: {e1, e2, e3, e4, e5} і {e6, e7, e8, e9, e10, e11, e12}.

Визначення. Гамільтоновим циклом у графі G називається цикл, що містить усі вершини графа G тільки по одному разу. Гамільтонів ланцюг у G – це ланцюг, що містить усі вершини графа G тільки по одному разу.

Граф G називається гамільтоновим, якщо він має гамільтонов цикл.

Теорема Дірака. (Достатня (але не необхідна (!)) умова гамільтоновості). Якщо в графі степінь будь-якої вершини більше або дорівнює 
[image: image1510.wmf]2

/

n

, де n – кількість вершин, то граф гамільтонів.

Теорема. Якщо граф містить хоча б одну вершину степеня 1 (висячу), то він не є гамільтоновим.

Приклад. Граф G1, представлений на рисунку 3.21, а), є гамільтоновим, тому що послідовність його ребер e1, e2, e3, e4, e5, e6 утворює гамільтонів цикл. Граф на рисунку 3.21, б) має гамільтонів ланцюг, що складається з ребер e1, e2, e3, e4, але не має гамільтонова циклу.
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Рис. 3.21 – Гамільтонів граф G1 (а), негамільтонів граф, який містить 

гамільтонів ланцюг (б)

3.4.1 Алгоритми побудови ейлерових маршрутів у ейлерових 

ланцюгах

Природно виникає питання: як знайти хоча б один ейлерів цикл у ейлеровому графі G, тобто як занумерувати ребра графа числами 1, 2, ..., 
[image: image1511.wmf]Е

 для того, щоб номер, привласнений ребру, указував, яким по рахунку це ребро приходиться в ейлеровому циклі ? Виявляється, це можна зробити, якщо нумерувати ребра, дотримуючи наступних двох правил.

1. Починаючи з довільної вершини u, привласнюємо довільному ребру (u,v) номер 1. Потім викреслюємо це ребро (u,v) і переходимо у вершину v.

2. Нехай w – вершина, у яку ми прийшли в результаті виконання попереднього кроку, і k – номер, привласнений деякому ребру на цьому кроці. Обираємо будь-яке ребро, інцидентне вершині w (окрім ребра (w, u)), причому міст вибираємо тільки в тому випадку, коли немає інших можливостей; привласнюємо обраному ребру номер k+1 і викреслюємо його.

Цей процес, називаний алгоритмом Фльорі, закінчується, коли всі ребра викреслені, тобто занумеровані. Алгоритм застосовується тільки у випадку ейлерового графа.

Алгоритм елементарних циклів полягає в послідовному знаходженні елементарних циклів, що будуються відповідно до правила: послідовно офарблюються ребра уздовж довільного маршруту L до першого самоперетину (див. рисунок 3.22. Тут v –точка самоперетину). Після чого фарбування видаляється з ребер, що не увійшли в елементарний цикл. Ця процедура повторюється доти, поки всі ребра даного графа не виявляться пофарбованими. Етап 1 скінчено. Його результатом є послідовність елементарних циклів C1, C2, …,Ck, …,Cm.
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Рис. 3.22 – Маршрут L, v – точка самоперетину

Етап 2. Загальна схема побудови ейлерова маршрута полягає в наступному: починаючи з циклу C1 рухаємося уздовж його ребер до перетинання з яким-небудь іншим циклом; переходимо на цей інший цикл і рухаємося уздовж його ребер до перетинання з наступним циклом і т.д. Діємо відповідно до правила: якщо зустрічається новий цикл, то варто переходити на це цикл. У силу скінченності графа знайдеться цикл Ck, що перетинається тільки з циклами Cr, r( k. У цьому випадку, здійснюючи обхід усіх ребер e(Ck, повертаємося в точку його перетинання з попередником і, переходячи на попередній цикл, для нього здійснюємо повний обхід ребер до точки перетинання з його попередником і т.д.

Зауваження. Ейлерові графи досить рідкі.

Теорема (Р. Рейд). Майже немає ейлерових графів.

На відміну від ейлерових графів для гамільтонових справедлива теорема.

Теорема (В.А. Перепелиця). Майже усі графи гамільтонові.

3.4.2 Задача комівояжера

Постановка задачі. Комівояжерові необхідно відвідати кілька міст. Який маршрут він повинен вибрати, щоб, почавши рухатися зі свого рідного міста, по одному разу побувати в кожному місті і потім повернутися додому по найкоротшому шляху ? При цьому відома відстань між кожною парою міст.


Представимо міста у вигляді вершин графа, а дороги – у вигляді його ребер. Довжину дороги можна представити вагою відповідного ребра. Якщо між кожною парою вершин існує дорога, що їх з'єднує, то математична постановка задачі виглядає так: у повному зваженому графі потрібно знайти гамільтонов цикл (або ланцюг) мінімальної ваги. Під вагою циклу розуміється сума ваг складових його ребер.

Зауваження. У повному графі порядку n існує 
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/2 гамільтонових циклів. Тому підхід до задачі про комівояжера, що складається в породженні усіх 
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/2 гамільтонових циклів і наступному виборі найкоротшого, призводить до занадто великого обсягу витрат уже для n( 50. Для довільного n алгоритм розв’язання цієї проблеми просто не існує.


Для задачі комівояжера найбільш популярним алгоритмом є метод віток і границь. Він досить громіздкий. Ми ж розглянемо алгоритм знаходження гамільтонова циклу мінімальної ваги «йди в найближчий», що, узагалі говорячи, для неповного графа дає наближене розв’язання.

Опис алгоритму «йди в найближчий».

Алгоритм виконується по кроках s =1, 2, …, n... На кроці s=1 фіксується будь-яка вершина v1(V і розглядається множина E(v1) ( E усіх ребер, інцидентних v1. Серед них вибирається найкоротше, тобто таке ребро e1=(v1, v2), для якого вага w(e1) =
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w(e). Після цього вважаємо, що на першому кроці побудований ланцюг C1=[v1,v2].

Нехай здійснено s( 
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 кроків, і в результаті s-го кроку побудовано елементарний ланцюг Cs=[v1,v2, …,vs+1]... Позначимо через E(vs+1) множину усіх таких ребер e =(vs+1,v)(E, що: 1) інцидентні вершині vs+1; 2) не інцидентні ніякій вершині v з ланцюга Cs, тобто v(Cs.


Крок s+1. Серед ребер множини E(vs+1) вибираємо найкоротше es+1, тобто ребро, що задовольняє умові w(es+1) =
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w(e), після чого ребро es+1 приєднуємо до Cs і одержуємо простий ланцюг Cs+1=[v1,v2, …,vs+1,vs+2].


Алгоритм закінчує роботу на кроці s=n, перед початком якого в результаті кроку s=n–1 виділено гамільтонів ланцюг Cn–1=[v1,v2, …,vn]. Тоді на кроці s=n гамільтонів ланцюг Cn–1 замикається в гамільтонів цикл шляхом приєднання до цього ланцюга ребра e =(vn,v1)(E, де E – множина ребер даного графа G=(V,E).


Цей процес виявиться безрезультатним, якщо в графі не існує ребра e=(vn,v1). Робота алгоритму виявляється безрезультатною на якому-небудь кроці s також у тому випадку, коли множина ребер графа порожня, тобто E(vs)=(.


На повному графі алгоритм «йди в найближчий» завжди знаходить деяке припустиме розв’язання задачі комівояжера x=(V, Ex)(X, де x – це гамільтонів цикл у графі G =(V,E).

3.5 Орієнтовані графи

Дані вище поняття для неорієнтованого графа справедливі і для орієнтованого графа (орграфа).

Відмінність графічного представлення орграфа від такого ж представлення неорієнтованого графа в тім, що дугам орграфа присвоюється орієнтація,

показувана стрілками, спрямованими від початкової вершини до кінцевої.

Визначення. Дугу називають вихідною зі своєї початкової вершини і заходящою у свою кінцеву вершину.

Напівстепенем заходу 
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d

(vj) вершини vj називається число дуг, що заходять у неї, а напівстепенем виходу 
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(vj) – число дуг, що виходять з вершини vj.

Символами 
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 позначають мінімальні, а символами 
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 – максимальні напівстепені виходу і заходу орграфа.

Зауваження. Петля збільшує напівстепені як заходу, так і виходу цієї вершини.

Теорема 1. В орієнтованому графі, що містить m дуг, сума напівстепенів заходу дорівнює сумі напівстепенів виходу і дорівнює m.

Підграфи і породжені підграфи орграфа визначаються так само, як і у випадку неорієнтованого графа.

Неорієнтований граф, отриманий у результаті зняття орієнтації з дуг орграфа G, називається графом, що лежить в основі орграфа G, і позначається Gu.

В орграфі орієнтовані цикли називають контурами. Ациклічний орграф називають безконтурним (рис. 3.23).
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Рис. 3.23 – Ациклічний орграф
Послідовність вершин орграфа G називається маршрутом у G, якщо вона є маршрутом графа Gu , що лежить в основі неорієнтованого графа. Наприклад, послідовність ребер {e1, e3, e7, e4, e5} є маршрутом, але не орієнтованим.

Аналогічним образом визначаються ланцюг, шлях і цикл орграфа.

Орграф називається зв'язним, якщо зв'язним є неорієнтований граф, що лежить у його основі.

Підграф орграфа G називається його компонентом, якщо він є компонентом графа Gu.

Вершини vi і vj орграфа G називаються сильно зв'язними, якщо в G існують орієнтовані шляхи з vi у vj і назад. Якщо vi сильно зв'язана з vj, то і vj сильно зв'язана з vi. Усяка вершина сильно зв'язана сама із собою.

Орграф називається сильно зв'язним, якщо сильно зв'язані всі його вершини. Наприклад, сильно зв'язним є орграф на рисунку 3.24.
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Рис. 3.24 – Сильно зв’язний орграф

Максимальний сильно зв'язний підграф орієнтованого графа G називається сильно зв'язним компонентом графа G.

Якщо орграф сильно зв'язний, то він має єдиний сильно зв'язний компонент, а саме самого себе.


Розглянемо орграф G=(V, E). Легко бачити, що всяка його вершина належить точно одному сильно зв'язаному компоненту графа G. Отже, множини вершин сильно зв'язних компонентів утворюють розбивку множини вершин V графа G.

Наприклад, орграф на рисунку 3.25 а) має три сильно зв'язних компоненти з множинами вершин {v2, v3, v4, v5}, {v1} і {v6}, що утворюють розбивку множини {v1, v2, v3, v4, v5, v6} вершин орграфа.

Цікаво, що в орграфі можуть бути дуги, що не входять ні в які сильно зв'язні компоненти графа. Наприклад, ні в які сильно зв'язні компоненти не входять дуги e1, e6, e7, e9, e10 у графі на рисунку 3.25 а). Таким чином, хоча властивість сильної зв’язності тягне розбивку множини вершин графа, вона може не породжувати розбивку множини дуг.

Об'єднання, перетин, кільцева сума й інші операції над орграфами визначаються точно так само, як і у випадку неорієнтованих графів.

Граф, що отримується у результаті стягування всіх дуг сильно зв'язних компонентів орграфа G, називається конденсованим графом Gc (конденсацією) графа G. Конденсація графа, зображеного на рисунку 3.25 а), представлена на рисунку 3.25 б). Вершини графа Gc відповідають сильно зв'язним компонентам G і називаються конденсованими образами компонентів.

Визначення. Орграф G називається мінімально зв'язним, якщо він сильно зв'язний, і видалення будь-якої дуги позбавляє його властивості сильної зв’язності.

Мінімально зв'язним є, наприклад, граф на рисунку 3.26.
Очевидно, що мінімально зв'язні графи не можуть мати паралельних дуг і петель.

Визначимо властивість квазісильної зв’язності.
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Рис. 3.25 – Граф (а) і його конденсація (б)
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Рис. 3.26 – Мінімально зв’язний орграф
Визначення. Граф G=(V, E) називається квазісильно зв'язним, якщо для будь-якої пари вершин v1,v2(V існує вершина v3 , з якої існують орієнтовані шляхи до вершин v1 і v2 . Помітимо, що вершина v3 не обов'язково відмінна від вершин v1 і v2 .

Приклад квазісильно зв'язного графа представлено на рисунку 3.27.
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Рис. 3.27 – Квазісильно зв’язний граф

3.5.1 Орієнтовані дерева

Визначення. Вершина v орграфа G називається його коренем, якщо з вершини v існує орієнтований шлях до всіх інших вершин графа G.

Наприклад, у графі на рисунку 3.27 коренем є вершина v2.

Очевидно, що якщо в графі мається корінь, то він квазісильно зв'язний.

Теорема. Орграф має корінь тоді і тільки тоді, коли він квазісильно зв'язний.

Доведення. Необхідність очевидна з визначення квазісильної зв’язності.

Достатність. Розглянемо вершини x1, x2, …, xn графа G. Оскільки він квазісильно зв'язний, то існує вершина y2, з якої є орієнтовані шляхи до вершин x1 і x2. По тій же причині існує вершина y3, з якої є орієнтовані шляхи до вершин y2 і x3. Очевидно, що вершина y3 зв'язана також орієнтованими шляхами через вершину y2 з вершинами x1 і x2. Продовжуючи міркувати подібним чином, прийдемо до того, що існує вершина yn , з якої є орієнтовані шляхи до вершин yn–1 і xn. Очевидно, що вершина yn – корінь, оскільки вона зв'язана через вершину yn–1 з вершинами x1, …, xn–1. (
Визначення. Орграф G називається деревом, якщо неорієнтований граф, що лежить у його основі є деревом. Орграф G називається орієнтованим (кореневим) деревом, якщо він є деревом і має корінь.

Вершини графа G з нульовим напівстепенем виходу називаються листами.

Прикладом орієнтованого дерева є граф на рисунку 3.28. Вершина v1 у ньому є коренем, і притому єдиним. 
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Рис. 3.28 – Орієнтоване дерево

Дамо еквівалентні характеризації орієнтованих дерев.

Теорема. Нехай G – орграф на n>1 вершинах. Тоді наступні твердження еквівалентні:

1. G – орієнтоване дерево.

2. У графі G мається вершина r, з якої є тільки один орієнтований шлях у будь-яку іншу вершину графа G.

3. Граф G – квазисильно зв'язний і втрачає цю властивість при видаленні з нього будь-якої дуги.

4. Граф G – квазісильно зв'язний і має таку вершину r, що 
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5. Граф G не має циклів (не обов'язково контурів) і містить таку вершину r, що 
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(v)=1 при v(r.

6. Граф G – квазісильно зв'язний без циклів.

Визначення. Підграф орграфа G називається орієнтованим кістяком графа G, якщо він є орієнтованим деревом і містить усі вершини графа G.

Наприклад, підграф, утворений дугами e1, e2, e3, e4, e5 , є орієнтованим кістяком графа на рисунку 3.27.

Відомо, що граф G має кістяк в тому і тільки в тому випадку, якщо він зв'язний. Відповідне твердження для випадку орграфів дається в наступній теоремі.

Теорема. Орграф G має орієнтований кістяк тоді і тільки тоді, коли G – квазісильно зв'язний граф.

3.5.2 Орієнтовані ейлерові графи

Визначення. Орієнтованим ейлеровим циклом орграфа G називається замкнений орієнтований ланцюг, що містить усі дуги G.

Відкритим орієнтованим ейлеровим ланцюгом орграфа G називається відкритий орієнтований ланцюг, що містить усі дуги G.

Орграф G, що містить орієнтований ейлерів цикл, називається орієнтованим ейлеровим графом.

Наприклад, орієнтованим ейлеровим графом є граф на рисунку 3.29, оскільки дуги e1, e2, e3, e4, e5, e6 утворюють у графі G орієнтований ейлерів цикл.
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Рис. 3.29 – Орієнтований ейлерів граф

У наступній теоремі даються прості характеризації орієнтованих ейлерових графів.

Теорема (критерій ейлеровості орграфа). Для зв'язного орграфа G наступні твердження рівносильні:

1) G – орієнтований ейлерів граф;

2) для будь-якої вершини v графа G справедлива рівність 
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3) G – об'єднання декількох реберно-непересічних контурів. 

Наприклад, граф на рисунку 3.29 має властивість 2 теореми і є об'єднанням реберно-непересічних контурів {e2, e3} і {e1, e4, e5, e6}.

Теорема. (критерій наявності в орграфі ейлеревого ланцюга) Зв'язний орграф G містить відкритий орієнтований ейлерів ланцюг тоді і тільки тоді, коли виконуються умови:

1) в орграфі G маються такі 2 вершини v1 і v2 , що 
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2) для будь-якої вершини v, відмінної від v1 і v2 , справедлива рівність 
[image: image1530.wmf])
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, причому вершина v1 є початковою вершиною ейлеревого ланцюга, а вершина v2 кінцевою.

Наприклад, граф на рисунку 3.30 містить відкритий орієнтований ейлерів ланцюг, початком якого є вершина v1, а кінцем – вершина v2.
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Рис. 3.29 – Граф, який містить відкритий орієнтований ейлерів ланцюг з початком v1 та кінцем v2.
3.6 Екстремальні задачі на графах

3.6.1 Терміни і визначення


Більшість екстремальних задач на графах формулюється відповідно до наступної схеми. Дано граф G=(V, E), у якого ребра можуть бути зважені числами w(e), e(E (їх називають вагами), або не зважені. Для розглянутої задачі визначається множина припустимих розв’язків X={x}, де x – це частковий граф x=(Vx,Ex), Vx (V, Ex (E, що задовольняє заданим умовам . У деяких випадках x являє собою мультиграф (тобто граф, що має паралельні ребра) такий, що вихідний граф G є стосовно нього частковим графом (суграфом). На множині X={x} визначається цільова функція

F(x)(
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де extr({max, min, …}. Задача полягає в тому, щоб знайти оптимальний елемент x0(X, тобто таке розв’язання, що задовольняє одній з умов:





F(x0) = 
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Практично усі відомі екстремальні задачі на графах мають власну назву: 

1) задача комівояжера, якщо x – гамільтонов цикл;

2) задача про найкоротше кістякове дерево, якщо x – кістякове дерево;

3) задача про найкоротший ланцюг, якщо x – найкоротший ланцюг і т.д.

3.6.2 Задача про найкоротший ланцюг. Алгоритм Дейкстри

Математична постановка задачі. Дано n-вершинний графа G=(V, E), у якому виділено пару вершин v0 , v*(V, і кожне ребро зважене числом w(e)(0. Нехай X={x} – множина усіх простих ланцюгів, що з'єднують v0 з v*, x=(Vx, Ex). Цільова функція F(x) =
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. Потрібно знайти найкоротший ланцюг, тобто x0(X: F(x0) = 
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, точніше потрібно побудувати ефективний алгоритм, що гарантує знаходження оптимального розв’язання для кожного графа.

Найбільш уживаним для цієї задачі є алгоритм Дейкстра. Перед описом алгоритму подамо визначення термінів “k-а найближча вершина” і “дерево найближчих вершин”. Перше з цих понять визначається індуктивно так.

1-й крок індукції. Нехай фіксовано вершину x0, E1 – множина усіх ребер e(E, інцидентних v0. Серед ребер e(E1 вибираємо ребро e(1) =(v0, v1), що має мінімальну вагу, тобто w(e(1))=
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e

(

w

min

1

E

e

Î

 . Тоді v1 називаємо першою найближчою вершиною (НВ), число w(e(1)) позначаємо l(1) = l(v1) і називаємо відстанню до цієї НВ. Позначимо V1={v0, v1} – множину найближчих вершин.

2-й крок індукції. Позначимо E2 – множину усіх ребер e =(
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((V \V1). Найближчим вершинам v(V1 приписано відстані l(v) до кореня v0 , причому l(v0)=0. Введемо позначення: 
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((V \V1), що ( ребра виду e =(v, 
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), де v(V1. Для всіх ребер e(E2 знаходимо таке ребро e2 =(
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 , v2), що величина l(
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)+w(e2) найменша. Тоді v2 називається другою найближчою вершиною, а ребра e1, e2 утворюють зростаюче дерево для виділених найближчих вершин D2 ={e1, e2}.

(s+1)-й крок індукції. Нехай у результаті s кроків виділено множину найближчих вершин Vs={v0, v1, …, vs} і відповідне їй зростаюче дерево Ds={e1, e2, …, es}... Для кожної вершини v(Vs обчислена відстань l(v) від кореня v0 до v; 
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 – множина вершин v((V \Vs), для яких існують ребра вигляду e =(vr, v), де vr (Vs , v((V \Vs). На кроці s+1 для кожної вершини vr(Vs обчислюємо відстань до вершини vr : L(s+1)(vr) = l(vr) +
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 , де min береться по всіх ребрах e=(vr, v(), 
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, після чого знаходимо min серед величин L(s+1)(vr). 

Нехай цей min досягнуто для вершин 
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, що назвемо vs+1. Тоді вершину vs+1 називаємо (s+1)-ю НВ, одержуємо множину Vs+1 =Vs 
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 і зростаюче дерево Ds+1 = Ds 
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. (s+1)-й крок завершується перевіркою:: чи є чергова НВ vs+1 відзначеною вершиною, що повинна бути за умовою задачі зв'язано найкоротшим ланцюгом з вершиною v0. Якщо так, то довжина шуканого ланцюга дорівнює l(vs+1) = l(
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, vs+1); при цьому шуканий ланцюг однозначно відновлюється з ребер зростаючого дерева Ds+1. У противному випадку потрібен перехід до кроку s+2. (
Приклад. У графі на рисунку 3.31 знайти найкоротший ланцюг для виділеної пари вершин v0 , v(. 
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Рис.3.31 – Граф для пошуку найкоротшого ланцюга 
Розв’язання. Будемо позначати найближчі вершини v1, v2, v3, … у порядку їхньої появи (див. рисунок 3.32).

1) s=1; v1=2, l(v1)=1, D1={e1}, e1=(v0,2). 

2) v2=1, l(v2)=2, e2=(v0, 1).

3) v3=4, l(v3)=4, e3=(2, 4).

4) v4=3, l(v4)=6, e4=(1, 3).

5) v5=5, l(v5)=7, e5=(2, 5).

6) v6=11, l(v6)=9, e6=(4, 11).

7) v7=7, l(v7)=11, e7=(5, 7).

8) v8=8, l(v8)=16, e8=(7, 8).

9) v9=12, l(v9)=18, e9=(11, 12).

10) v10=6, l(v10)=19, e10=(8, 6).

11) v11=13, l(v11)=19, e11=(12, 13).

12) v12=9, l(v12)=20, e12=(6, 9).

13) v13=14, l(v13)=20, e13=(13, 14).

14) v14=10, l(v14)=22, e14=(9, 10).

15) v15=15, l(v15)=40, e15=(3, 15).

16) v16=16, l(v16)=41, e16=(15, 16).

17) v17=17, l(v17)=49, e17=(16, 17).

18) v18=18, l(v18)=56, e18=(17, 18).

19) v19=v(, l(v()=62, e19=(18, v().
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Рис. 3.32 – Дерево найближчих вершин в графі

Дерево найближчих вершин виділено на рисунку 3.32 жирними лініями і є кістяковим деревом, тому що містить усі вершини графа. Шуканий найкоротший ланцюг має вигляд:

x0 =[v0, v2, v5, v7, v16, v17, v18, v(], довжина ланцюга l = l(v() = 62.

3.6.3 Алгоритми знаходження мінімального (максимального) 

кістякового дерева

Алгоритм Прима

Алгоритм Прима для даного n-вершинного графа G=(V, E) будує по кроках s=1, 2, …, l ( n–1 зростаюче дерево Ds=(Vs, Es), Vs (V, Es (E.

s=1. Фіксуємо довільну вершину v0, серед усіх ребер, інцидентних вершині v0 знаходимо найкоротше ребро e1=(v0, v1) : E0 = {e = (v0 , v’) | }.  

Покладемо, що D1=(V1, E1), V1={v0, v1}, E1={e1} і переходимо до кроку s =2.

s =2. Серед усіх ребер, інцидентних вершинам дерева D1 :

E1 = {e = (v’ , v’’) | v’ ( V1 , v’’ ( v0 , v’’ ( v1 }, 

 знаходимо найкоротшe ребро 

e2=(vi, vj): w(e2) = min { е ( E1 }.

Нехай здійснено s<n–1 кроків, у результаті чого в графі G виділено зростаюче дерево Ds=(Vs, Es). Тоді на кроці (s+1) серед усіх ребер e =(
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, знаходимо найкоротше ребро es+1=(vr, vs+1) і приєднуємо його до дерева Ds, у результаті чого одержуємо дерево 

Ds+1=(Vs+1, Es+1), Vs+1= Vs
[image: image1559.wmf]U

 {vs+1}, Es+1= Es
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 {es+1}. 

Алгоритм закінчує свою роботу в двох випадках: 1) результативно на кроці s=n–1 у випадку, якщо граф G зв'язний; 2) безрезультатно, якщо G – незв'язний граф.

Алгоритм Краскала побудови мінімального остовного дерева графа

Алгоритм Краскала складається з двох етапів.

Перший етап – підготовчий. Тут для даного графа G упорядковуються ребра e(E у послідовність

e1, e2, …, em, m =(E (,




(1)

у порядку неспадання ваг цих ребер: w(e1) ( w(e2) ( … ( w(es) ( … ( w(em).

Другий етап виконується по кроках s=1, 2, …, m0 ( m у такий спосіб. На кроках s=1, 2 ребра e1, e2 з послідовності (1) офарблюються. На кожному наступному кроці s =3, 4, …, m0 розглядається ребро es з (1), і воно офарблюється тоді і тільки тоді, коли не утворює циклу з ребрами, пофарбованими на попередніх кроках. У противному випадку ребро es умовно викреслюється з графа G =(V, E). Алгоритм закінчує роботу на кроці s =m0, коли пофарбованим виявиться (n–1) по рахунку ребро es, n =(V (, тому що по необхідності (за визначенням) n–1 пофарбованих ребер утворюють кістякове дерево n-вершинного графа.

3.7 Плоскі і планарні графи

У багатьох випадках не має значення, як зобразити граф, оскільки ізоморфні графи несуть ту саму інформацію. Однак зустрічаються ситуації, коли важливо з'ясувати, чи можливо намалювати граф на площині так, щоб його зображення задовольняло визначеним вимогам. Наприклад, у радіоелектроніці при виготовленні мікросхем друкованим способом електричні ланцюги наносять на плоску поверхню ізоляційного матеріалу. А тому що провідники не ізольовані, то вони не повинні перетинатися. Аналогічна задача виникає при проектуванні залізничних і інших шляхів, де не бажані переїзди.

Таким чином, виникає поняття плоского графа.

3.7.1 Поняття і властивості плоского графа

Визначення. Плоским графом називається граф, вершини якого є точками площини, а ребра – безперервними лініями без самоперетинань, що з'єднують відповідні вершини так, що ніякі два ребра не мають загальних точок крім інцидентної їм обом вершини.

Приклади плоских графів дані на рисунку 3.33. 

Буд-який граф, ізоморфний плоскому графові, будемо називати планарним. Граф K4, зображений на рисунку 3.34, є планарним, тому що він ізоморфний графам б), в) на рисунку 3.33. З тієї ж причини граф на рисунку 3.35 а) планарний, оскільки графи а), б) (Рис. 3.35) ізоморфні.
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Рис.3.33 – Приклади плоских графів
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Рис.3.34 – Планарний граф K4
[image: image1871.emf]a

b

c

d

e


Рис.3.35 – Планарний граф (а) та ізоморфний йому плоский граф (б)

Очевидні наступні твердження:

1)
усякий підграф планарного графа планарний;

2)
граф планарний тоді і тільки тоді, коли кожний його зв'язний компонент є планарним графом.

Про планарні графи кажуть, що вони укладаються на площині (або мають плоске укладання).

Визначення. Гранню плоского графа називається максимальна по включенню множина точок площини, кожна пара яких може бути з'єднана жордановою кривою, що не перетинає ребра графа.

Зауваження. Жордановою кривою називають безперервну спрямлювану криву (лінію), що не має самоперетинань.

Кожна точка площини належить хоча б одній грані плоского графа.

Визначення. Границею грані будемо вважати множину вершин і ребер, що належать цій грані.

На рисунку 3.36 зображено граф з чотирма гранями.

Відзначимо, що всякий плоский граф має одну, і притому єдину, необмежену грань (на рисунку 3.36 це грань 4). Така грань називається зовнішньою, а інші – внутрішніми.

Сформулюємо кілька очевидних властивостей плоских укладань графів, які далі будемо неодноразово використовувати, часом і не посилаючись на них.

Властивість 1. Усякий планарний граф допускає таке плоске укладання, у якому будь-яка обрана вершина (ребро) графа буде належати зовнішній грані.
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Рис.3.36 – Грані плоского графа: внутрішні 1,2,3 та зовнішня 4
Властивість 2. Нехай граф G складається з двох зв'язних компонентів G1 і G2 , що є плоскими графами, і довільним чином обрані вершини v1(V(G1) і v2(V(G2). Тоді граф 
[image: image1561.wmf]G
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, отриманий з G злиттям вершин v1 і v2 у вершину v має плоске укладання. При цьому вершина v є точкою зчленування графа 
[image: image1562.wmf]G
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 (Рис. 3.37). Аналогічно можна склеювати два плоских графи і по ребру. 
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Рис.3.37 – Злиття вершин v1 і v2 графів G1 і G2 у вершину v графа 
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Властивість 3. Усякі дві вершини, що належать границі деякої грані плоского графа, можна з'єднати плоским ланцюгом довільної довжини так, що обрана грань розіб'ється на дві грані.

Властивість 4. Для будь-якого плоского графа кожна точка площини, що не лежить на ребрі, входить тільки в одну грань, а кожна точка ребра, що не є вершиною, входить тільки в одну грань, якщо це ребро є мостом, і точно в дві грані, якщо воно не міст. 

Зауваження. Далі будемо користуватися наступними позначеннями: n, m, f – відповідно число вершин, ребер і граней плоского графа.

Теорема Ейлера (1758 р.). Для всякого зв'язного плоского графа вірна рівність: n–m+f=2, що називається формулою Ейлера.

Наслідок 1. У всякого опуклого багатогранника сума числа вершин n і числа граней f без числа ребер m дорівнює 2: n+f–m=2.

Зауваження. Доказ саме цієї формули і було вперше опубліковано Леонардом Ейлером у 1758 р. у збірнику «Записки Петербурзької академії наук».

Наслідок 2. Число граней будь-якого плоского укладання зв'язного планарного графа (n,m-графа) постійно і дорівнює m–n+2. Іншими словами, число f є інваріантом планарного графа, тобто не залежить від способу укладання цього графа на площині.

Наслідок 3. Для будь-якого зв'язного планарного n,m-графа виконується нерівність m ( 3n–6 при n(3.

Твердження 1. Повний граф K5 не планарний.

Твердження 2. Повний двочастковий граф K3,3 не планарний.

Визначення. Граф G називається повним, якщо будь-які дві його вершини суміжні. Повний граф порядку n позначається Kn , число ребер у ньому дорівнює n(n–1)/2. На рисунку 3.38 зображені повні графи K3, K4, K5.

[image: image1874.png]



Рис.3.38 – Повні графи K3, K4, K5
Визначення. Граф називається дводольним, якщо існує така розбивка множини його вершин на дві частини (долі), що кінцеві вершини кожного ребра належать різним частинам. Якщо при цьому будь-які дві вершини, що входять у різні долі, суміжні, то граф називається повним дводольним. Повний дводольний граф, долі якого складаються з p і q вершин, позначається Kp,q.
На рисунку 3.39 зображені «зірка» K1,5 (а) і повний дводольний граф K3,3 (б).
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Рис.3.39 – Дводольні графи K1,5 (а) та K3,3 (б)
3.7.2 Критерії планарности

Існує кілька критеріїв планарності графа – характеризації, дані Л.С.Понтрягіним, К. Куратовським, К. Вагнером, С. Маклейном і ін.

Зауваження. Практична перевірка умов, яким задовольняють планарні графи, не завжди є простою. Однак розроблено ефективні алгоритми, що дозволяють для будь-якого заданого графа або знайти його плоске укладання або установити, що граф не планарний.

Введемо поняття гомеоморфізму.

Визначення. Операція підрозбиття ребра e=ab графа полягає в наступному: із графа видаляється ребро e і додається два нових ребра e1=av і e2=vb, де v – нова вершина.

Визначення. Два графи називаються гомеоморфними, якщо обидва вони можуть бути отримані з того самого графа підрозбиттям його ребер.

На рисунку 3.40 зображені гомеоморфні графи.

Якщо граф планарний, то, очевидно, що будь-який граф, гомеоморфний йому, також є планарним.
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Рис.3.40 – Гомеоморфні графи

Історично першим критерієм планарності графів є критерій, доведений Л.С. Понтрягіним (1927 р.) і К. Куратовським (1930 р.) незалежно один від одного.

Теорема (Понтрягіна-Куратовського). Граф планарний тоді і тільки тоді, коли він не містить підграфів, гомеоморфних графам K5 і K3,3.

Тим самим можна стверджувати, що багато графів не планарні, і незалежно від того, як вони зображені на площині, деякі їхні ребра обов'язково перетинаються.

Наслідок. (Вагнер, 1936 р.). Для будь-якого планарного графа існує плоске укладання, у якому усі ребра зображені у виді відрізків прямих ліній.

3.7.3 Алгоритм укладання графа на площині

Критерії планарности такі, що якщо навіть удалося установити планарність графа, то немає інформації про те, як будувати його укладання на площині (плоске укладання).

Розглянемо алгоритм, що не тільки перевіряє граф на планарність, але й одночасно будує його плоске укладання, якщо це можливо.

Алгоритм ( укладання графа G являє собою процес послідовного приєднання до деякого укладеного підграфа 
[image: image1564.wmf]G

~

графа G нового ланцюга, обидва кінці якого належать 
[image: image1565.wmf]G

~

. Тим самим цей ланцюг розбиває одну з граней графа 
[image: image1566.wmf]G

~

 на дві. При цьому в якості початкового плоского графа 
[image: image1567.wmf]G

~

 вибирається будь-який простий цикл графа G. Процес продовжується доти, поки не буде побудовано плоский граф, ізоморфний графові G, або приєднання деякого ланцюга виявиться неможливим. В останньому випадку граф G не є планарным. Введемо ряд визначень. Нехай побудоване деяке укладання підграфа 
[image: image1568.wmf]G

~

 графа G.

Визначення. Сегментом S відносно 
[image: image1569.wmf]G

~

 (іноді просто сегментом) будемо називати підграф графа G одного з наступних виглядів:

1) ребро e(E, e =uv, таке, що e(
[image: image1570.wmf]E

~

 , u,v(
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~

 , 
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~

=(
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~

 ,
[image: image1574.wmf]E

~

 );

2) зв'язний компонент графа G –
[image: image1575.wmf]G

~

 , доповнений всіма ребрами графа G, інцидентними вершинам узятого компонента, і кінцями цих ребер.

Очевидно, що у випадку, коли граф G планарний, усякий сегмент, як підграф графа G, планарний, а у випадку, коли G не є планарним, сегмент може бути як планарним, так і не планарним.

Визначення. Вершину v сегмента S відносно 
[image: image1576.wmf]G

~

 будемо називати контактною, якщо v(
[image: image1577.wmf]V

~

 .

На рисунку 3.41 зображено граф G, його укладений підграф 
[image: image1578.wmf]G

~

 і всі сегменти відносно 
[image: image1579.wmf]G

~

. Контактні вершини сегментів обведені кружками. Оскільки граф 
[image: image1580.wmf]G

~

 плоский, то він розбиває площину на грані.
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Рис.3.41 – Граф G, його укладений підграф 
[image: image1581.wmf]G

~

 і всі сегменти відносно 
[image: image1582.wmf]G

~

.
Визначення. Припустимою гранню для сегмента S відносно укладання 
[image: image1583.wmf]G

~

 називається грань Г графа 
[image: image1584.wmf]G

~

, що містить усі контактні вершини сегмента S.

Через Г(S) будемо позначати множину припустимих граней для S. Може виявитися, що Г(S)=(.

Визначення. Назвемо (-ланцюгом простий ланцюг L сегмента S, що містить дві різні контактні вершини і не містить інших контактних вершин.

Очевидно, що усякий (-ланцюг, що належить сегментові, може бути покладений в будь-яку грань, припустиму для цього сегмента.

Визначення. Два сегменти S1 і S2 відносно 
[image: image1585.wmf]G

~

 назвемо конфліктуючими, якщо 

 1) ( = Г(S1)(Г(S2) ((, тобто множини припустимих граней цих сегментів мають непорожній перетин;

 2) існують два (-ланцюги L1(S1 і L2(S2, що без перетинань не можна укласти одночасно ні в яку грань Г((.

У противному випадку будемо говорити, що сегменти не конфліктують.

Для графа на рисунку 3.41 конфліктуючими є, наприклад, сегменти S1 і S2, S3 і S4, S2 і S6.

Отже, на першому кроці алгоритму ( укладемо довільний простий цикл графа G. Нехай, далі, 
[image: image1586.wmf]G

~

 – побудоване на попередньому кроці укладання деякого підграфа G. Для кожного сегмента відносно 
[image: image1587.wmf]G

~

 знаходимо множину припустимих граней. тепер можуть представитися тільки наступні три випадки.

1. Існує сегмент, для якого немає припустимої грані. Граф G у цьому випадку не планарний.

2. Для деякого сегмента S існує єдина припустима грань Г. Тоді черговий крок складається в розташуванні будь-якого (-ланцюга сегмента S у грані Г. При цьому (-ланцюг розбиває грань Г на дві грані.

3. Кількість припустимих граней для всякого сегмента S більше або дорівнює двом. Тоді з'являється кілька варіантів продовження побудови укладання графа, оскільки будь-який сегмент можна розміщати в будь-яку припустиму грань. Тому виникають побоювання, що невдалий вибір сегмента і грані може перешкодити процесові побудови укладання на наступних кроках, і плоске укладання планарного графа не буде побудоване. Це могло б привести до невірного висновку про те, що планарний граф не планарний. У цьому випадку для продовження алгоритму ( можна вибирати (-ланцюг у будь-якому сегменті і розміщати його в будь-яку припустиму грань.

Тепер формально опишемо алгоритм (.

0. Виберемо деякий простий цикл С графа G і укладемо його на площині; покладемо 
[image: image1588.wmf]G

~

=G.

1. Знайдемо грані графа 
[image: image1589.wmf]G

~

 і сегменти відносно 
[image: image1590.wmf]G

~

. Якщо множина сегментів порожня, то перейдемо до пункту 7.

2. Для кожного сегмента S визначимо множину Г(S).

3. Якщо існує сегмент S, для якого Г(S)=(, то граф G не планарний. Кінець. Інакше перейдемо до п. 4.

4. Якщо існує сегмент S, для якого мається єдина припустима грань Г, то перейдемо до п. 6. Інакше до п. 5.

5. Для деякого сегмента S Г(S)>1. У цьому випадку вибираємо довільну припустиму грань Г.

6. Розмістимо довільний (-ланцюг L(S у грань Г; замінимо 
[image: image1591.wmf]G

~

 на 
[image: image1592.wmf]U

G

~

L і перейдемо до п. 1.

7. Побудовано укладання 
[image: image1593.wmf]G

~

 графа G на площині. Кінець. 

Кроком алгоритму ( будемо вважати приєднання до 
[image: image1594.wmf]G

~

 (-ланцюга L.

Теорема. Якщо G – планарний граф, то результатом кожного кроку алгоритму ( є часткове укладання 
[image: image1595.wmf]G

~

 графа G.

Наслідок 1. Якщо граф G планарний, то алгоритм ( будує його плоске укладання.

Наслідок 2. Якщо в процесі роботи алгоритму ( зустрінеться сегмент S, для якого немає припустимої грані, то граф G не планарний.

Приклад (ілюстрація алгоритму (). 


Нехай граф G зображено на рисунку 3.42.

Укладемо спочатку цикл C=[1, 2, 3, 4, 1], що розбиває площину на дві грані Г1 і Г2 . 

На рисунку 3.43 зображено граф 
[image: image1596.wmf]G

~

= C і сегменти S1, S2, S3 відносно 
[image: image1597.wmf]G

~

 з контактними вершинами, що обведені кружками. Оскільки Г(Si) = {Г1, Г2} (i=1, 2, 3), то кожний (-ланцюг довільного сегмента можна укладати в будь-яку припустиму для нього грань. 

[image: image1878.emf] 
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Рис. 3.42 – Планарний граф G для застосування алгоритму (
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Рис. 3.43 – Граф 
[image: image1598.wmf]G

~

= C і сегменти S1, S2, S3 відносно 
[image: image1599.wmf]G

~


Помістимо, наприклад, (-ланцюг L=[2, 5, 4] у Г1. Виникає новий граф 
[image: image1600.wmf]G

~

 і його сегменти (рисунок 3.44). При цьому 

Г(S1)={Г3}, Г(S2)={Г1, Г2}, Г(S3)={Г1, Г2, Г3}.
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Рис. 3.44 – Граф 
[image: image1601.wmf]G

~

 і його сегменти після укладання (-ланцюга L=[2, 5, 4]
Укладаємо ланцюг L=[1, 5] у грань Г3 (рисунок 3.45). Тоді 

Г(S1)={Г1, Г2}, Г(S2)= ={Г1, Г2}. 

Далі укладемо (-ланцюг L=[2, 6, 4] сегмента S1 у Г1 (рисунок 3.46). У результаті маємо Г(S1)={Г5}, Г(S2)={Г1, Г2, Г5}. 

Нарешті, уклавши ребро (6, 3) у Г5, а ребро (2, 4) – наприклад, у Г1, одержуємо укладання графа G на площині (рисунок 3.47).
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Рис. 3.45 – Граф 
[image: image1602.wmf]G

~

 і його сегменти після укладання (-ланцюга L=[1, 5]

[image: image1882.wmf]0

s


Рис. 3.46 – Граф 
[image: image1603.wmf]G

~

 і його сегменти після укладання (-ланцюга L=[2, 6, 4]

[image: image1883.wmf]0

s


Рис. 3.47 – укладання графа G на площині

Лабораторна робота № 4 Методичні вказівки

Завдання. Дано матрицю вагів орiєнтованого графа, виконати наступнi завдання.
1. Вiдновити орiєнтований граф на десяти вершинах i неорiєнтований граф, що лежить в його основi.

2. Застосувати алгоритм укладання на площині до неорієнтованого графа.

3. Побудувати матрицi сумiжностi для орiєнтованого i неорiєнтованого гра-фiв.

4. Побудувати матрицi iнцидентностi для орiєнтованого i неорiєнтованого гра-фiв.

5. Визначити, чи є граф ейлеровим (орiєнтований i неорiєнтований), якщо так, знайти в графi ейлерів цикл, інакше визначити, чи містить граф вiдкритий ейлерів ланцюг.

6. Визначити, чи є граф гамiльтоновим (орiєнтований i неорiєнтований), якщо так, знайти в графi гамiльтонів цикл, інакше визначити, чи містить граф вiдкри-тий гамiльтонів ланцюг.

7. Побудувати у неорiєнтованому графi мiнiмальне i максимальне остовне дерево за алгоритмами Прима i Краскала.

8. Побудувати в орiєнтованому і неорієнтованому графах остовні ліси, використовуючи алгоритм пошуку в глибину.

9. У неорiєнтованому і орiєнтованому графах знайти найкоротші шляхи з пер-шої вершини до усiх інших за алгоритмом Дейкстри.

10. Написати программу, що реалiзує наступнi алгоритми:

а) алгоритм пошуку в глибину в орієнтованому графі ;

б) алгоритм Прима;

в) алгоритм Краскала. 

г) алгоритм Дейкстри.

Для спрощення реалізації алгоритмів представимо формальний опис алгоритмів, більш наближений до псевдокоду.

Алгоритм Прима побудови мінімального (максимального) остовного 
дерева графа

Крок 1. Обрати довільну вершину v0.


Включити вершину v0 в дерево.

Серед усіх ребер, інцидентних вершині v0 , знайти найкоротше ребро (тобто ребро з мінімальною вагою).


Включити знайдене ребро та інцидентну йому вершину в дерево.


Крок s
[image: image1604.wmf]³

2. 


Якщо кількість ребер в дереві, що конструюється, менше n–1(n – кількість вершин у даному графі), то

Серед усіх ребер графа таких що:

1) одна з інцидентних даному ребру вершин входить в дерево і

2) друга з інцидентних даному ребру вершин не входить в дерево 

обрати найкоротше та приєднати цео ребро до дерева (разом з тією з інцидентних йому вершин, котра ще не включена в дерево).

Якщо кількість ребер в дереві, що конструюється, дорівнює n–1 (n – кількість вершин у даному графі), то

Припинення. 

У випадку зв’язного графа побудовано мінімальне остовне дерево.


Для побудови максимального остовного дерева чи то

· На кожному кроці із ребер з властивостями 1) і 2) обирати ребро з максимальною вагою, чи то

Ваги всіх ребер умножити на (–1), застосувати даний алгоритм, а потім знову умножити ваги всіх ребер на (–1).

Алгоритм Краскала побудови мінімального (максимального) 

остовного дерева графа

Представимо тепер формальний опис алгоритма Краскала, більш наближений до псевдокоду.

Етап 1. 


Скласти список ребер графа, упорядкований за незменшенням їхніх вагів, тобто при w(ek1) 
[image: image1605.wmf]£

 w(ek2) 
[image: image1606.wmf]£

 … 
[image: image1607.wmf]£

 w(ekm), отримуємо список ek1, ek2, … ekm .


Етап 2. 

Крок 1. Обрати перше в списку ребро і включити його в дерево (разом з інцидентними йому вершинами, що в подальшому не оговорюватиметься).

Крок 2. Обрати друге ребро зі списку й включити його в дерево.

Крок s
[image: image1608.wmf]³

3. 

Якщо кількість ребер в дереві, що конструюється, меньше n–1 (n – кількість вершин в даному графі), то

Якщо 

можливе додавання в дерево чергового ребра зі списку, що не призведе до утворення циклу з ребрами, які включені в дерево на попередніх кроках, то додати це ребро в дерево

Інакше

викреслити ребро зі списку і перейти до наступного в списку ребра.

Якщо кількість ребер в дереві, що конструюється, дорівнює n–1 (n – кількість вершин в даному графі), то

Припинення. 

Для випадку побудови максимального остовного дерева чи то 

· на этапі 1 упорядкувати ребра за незростанням, чи то

· ваги всіх ребер умножити на (–1), застосувати даний алгоритм, а потім знову умножити ваги всіх ребер на (–1).

Алгоритм Дейкстри знаходження найкоротшого шляху від даної 
вершини до всіх інших вершин неорієнтованого графа

Ваги всіх ребер додатні.


Позначення:


[image: image1609.wmf](
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 – вага ребра, що з’єднує вершини 
[image: image1610.wmf]i
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 та 
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 – мітка вершини 
[image: image1613.wmf]i
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;
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 – множина суміжності вершини 
[image: image1615.wmf]i

x

;

s – вершина, для якої розшукуються найкоротші шляхи до всіх інших вершин;

р – поточна вершина.

// Присвоєння початкових значень

Крок 1. 

Покласти 
[image: image1616.wmf]0
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 і вважати цю мітку постійною.

Покласти 
[image: image1617.wmf]¥
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 для всіх 
[image: image1618.wmf]s
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 і вважати ці помітки тимчасовими.

Покласти 
[image: image1619.wmf]s
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Крок 2. Для всіх 
[image: image1620.wmf])
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, мітки яких тимчасові, змінити мітки у відповідності до наступної формули:
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// Перетворення мітки в постійну

Крок 3. Серед всіх вершин 
[image: image1622.wmf]i
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 з тимчасовими мітками знайти таку вершину 
[image: image1623.wmf]*
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, для якої 
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Крок 4. Вважати мітку вершини 
[image: image1625.wmf]*
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 постійною і покласти 
[image: image1626.wmf]*
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Крок 5.

(i) (Якщо треба знайти лише шлях від вершини s до конкретної вершини t). Якщо
[image: image1627.wmf]t
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, то 
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 являє собою довжину найкоротшого шляху. Припинення.
Інакше перейти на Крок 2.
(ii) (Якщо треба знайти шляхи від s до всіх інших вершин).

Якщо всі вершини помічені як постійні, то ці мітки дають довжини найкоротших шляхів. Припинення.
Інакше перейти на Крок 2.

Для випадку орієнтованого графа треба лише врахувати відмінність у визначеннях множин суміжності вершин орієнтованого графа та неорієнтованого графа.

Алгоритм Дейкстри знаходження найкоротшого шляху 
з даної вершини S до всіх інших вершин графа

Представимо опис алгоритму Дейкстри для орієнтованого графа. У цьому описі Label – це масив, в якому зберігаються поточні мітки вершин. Вершини стають постійно поміченими, коли вони виявляються рівними 
[image: image1629.wmf]i
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 для якого-небудь i. Масив Perm використовуємо для того, щоб вказати, які вершини постійно помічені. Якщо Perm [v] =1, то v є постійно поміченою вершиною. Спочатку Perm [s] =1 і Perm [v] = 0 для всіх v(s.

Pred – масив покажчиків на вершини, з яких здійснений перехід у вершини з незмінною міткою. Якщо вершина v помічена незмінною міткою, то v, Pred [v], Pred [Pred [v]] ,…, s є вершини, що складають найкоротший орієнтований шлях з s в v.
Алгоритм.
S0. G – даний орієнтований граф із зваженими ребрами. Потрібно знайти найкоротші шляхи з вершини s у всі інші вершини графа G.

S1. (Початок.) Покласти Label[s]=0, Perm[s]=1 і Pred[s]=s. Для всіх v(s покласти Label[v]= (, Perm[v]=1 і Pred[v]=v.

S2. Хай i=0 і u=s. (u – остання з вершин з незмінною міткою. Тепер – це вершина s.)

S3. (Обчислення Label і зміна елементів масиву Pred). Покласти i=i+1. Виконати для кожної вершини, окрім вершин з незмінною міткою, наступні дії: 1) покласти M=min{Label[v], Label[u]+w(u,v)}. 2) якщо M<Label[v], то покласти Label[v]=M і Pred[v]=u.

S4. (Виділення вершини 
[image: image1630.wmf]i

u

.) Серед всіх вершин, які не помічені незмінною міткою, знайти вершину w з найменшою міткою. (Якщо таких вершин декілька, то вибір можна зробити довільно.) Покласти Perm[w]=1 і 
[image: image1631.wmf]i

u

=w (
[image: image1632.wmf]i

u

=w, і вона є останньою вершиною з незмінною міткою.)

S5. Якщо i <n–1, то йти до кроку S3. Інакше Halt. (Всі найкоротші шляхи знайдені). Мітки вершин є довжинами найкоротших шляхів. v, Pred[v], Pred[Pred[v]], …, s є вершини найкоротшого орієнтованого s–v-шляху.


Відзначимо, що в програмі для ЕОМ ( представляється чималим числом. Якщо кінцева мітка вершини v рівна ( , то це означає, що не існує орієнтованого шляху з s в v.

Пошук в глибину в неорієнтованому графі

Передбачатимемо, що дані графи зв'язні. Якщо граф не зв'язний, то пошук в глибину (ПВГ) виконується окремо в кожній компоненті графа. Також передбачатимемо, що в графі немає петель.

ПВГ в неорієнтованому графі виконується таким чином.

У графі G вибираємо довільну вершину, наприклад v, і починаємо з неї пошук. Початкова вершина v, звана коренем ПВГ, після цього вважається пройденою.

Потім вибираємо ребро (v, w), інцидентне вершині v, і проходимо його, аби попасти у вершину w. Орієнтуємо при цьому ребро з v в w. Ребро (v, w) після цих дій вважається проглянутим і називається ребром дерева. Вершина v називається батьком вершини w і позначається як Father(w).

У загальному випадку, коли ми знаходимося в якій-небудь вершині x, виникають дві можливості:

1. Якщо всі ребра, інцидентні x, вже проглянуті, то ми повертаємося до батька x і продовжуємо пошук з Father(x). Вершина x з цієї миті називається повністю сканованою.

2. Якщо існують не проглянуті ребра, інцидентні x, то ми вибираємо одне з таких ребер (x, y) і орієнтуємо його з x в y. Ребро (x, y) з цієї миті вважається проглянутим. Необхідно розглянути два випадки:

Випадок 1. Якщо y раніше не була пройдена, то ми проходимо ребро (x, y), вершину y і продовжуємо пошук з вершини y. В цьому випадку ребро (x, y) називається ребром дерева і x= Father(y).

Випадок 2. Якщо y раніше була пройдена, то ми продовжуємо пошук іншого не проглянутого ребра, інцидентного x. В цьому випадку ребро (x, y) називається зворотним ребром. Під час пошуку в глибину, коли вершину x проходят вперше, їй зіставляється таке ціле число Dfn(x), що Dfn(x) рівне i, якщо x є i-ю по порядку проходження вершиною. Dfn(x) називається глибиною x. Ясно, що глибина вказує порядок, в якому проходять вершини при пошуку в глибину.
ПВГ завершується, коли ми повертаємося в корінь і всі вершини графа пройдені

З опису видно, що ПВГ розбиває ребра графа G на ребра дерева і зворотні ребра і вводить орієнтацію на ребра графа G. Отримуваний в результаті орієнтований граф позначатимемо через 
[image: image1633.wmf]ор

G

. Ребра дерева утворюють остов графа G, а ребра дерева з орієнтацією утворюють орієнтований остов графа 
[image: image1634.wmf]ор

G

. Спосіб проходження графа не єдиний, оскільки ребра, інцидентні вершині, можуть вибиратися для розгляду в довільному порядку.

Представимо формальний опис алгоритму ПВГ. При цьому даний граф не обов'язково має бути зв'язним. Масив Mark, використовуваний в алгоритмі, має по одному елементу для кожної вершини. Спочатку ми встановлюємо Mark[v]=0 для всіх вершин графа, вказуючи тим самим, що жодна вершина ще не пройдена. Коли вершина проходиться, встановлюємо відповідний елемент масиву Mark рівним 1. Масиви Dfn і Father визначені раніше. Tree і Back – дві множини, що зберігають ребра дерева і зворотні ребра відповідно у порядку їх виділення.

Алгоритм

S1. G – даний граф. Хай Tree=( , Back=( та i=1. Для кожної вершини v графа G встановити Father[v]=0 і Mark[v]=0.

S2. (Початок ПВГ в компоненті графа G). Вибрати яку-небудь вершину, наприклад, вершину r, для якої Mark[r]=0. Покласти Dfn[r]=i, Mark[r]=1 і v=r. (Вершина r називається коренем даної компоненти.)

S3. Якщо всі ребра, інцидентні вершині v, вже помічені як «проглянуті», то йти до кроку S5 (v – повністю сканована). Інакше вибрати ребро (v,w), яке ще не помічене як проглянуте, і йти до кроку S4.

S4. Орієнтувати ребро (v,w) від v до w і помітити його як проглянуте. Виконати наступні дії і йти до кроку S3.

1. Якщо Mark[w]=0, то покласти i=i+1, Dfn[w]=i, Tree=Tree
[image: image1635.wmf]U

{(v,w)}, Mark[w]=1, Father[w]=v, v=w.

2. Якщо Mark[w]=1, то покласти Back=Back 
[image: image1636.wmf]U

{(v,w)}.

S5. Якщо Father[v] ( 0 (тобто v – не корінь даної компоненти), то покласти v=Father[v] і йти до кроку S3. Інакше йти до кроку S6.

S6. Якщо для всіх вершин x Mark[x]=1, то йти до кроку S7,  інакше покласти i=i+1 і йти до кроку S2.

S7. (ПВГ завершений). Halt.

Як приклад на рисунку 3.48 показаний ПВГ у неорієнтованому графі. Для кожної вершини в таблиці наведено список інцидентних їй ребер. Такий список для вершини v зветься списком суміжності вершини v і визначає порядок, у якому ребра, інцидентні вершині v, обираються для огляду.

На рисунку ребра дерева позначені суцільними лініями, а обернені ребра – пунктирними лініями. Всі обернені ребра орієнтовані в напрямку, протилежному до напрямку ребер дерева. Дерево містить усі вершини графа, тобто є остовним (кістяком).

Пошук в глибину в орієнтованому графі

Якщо в дереві T існує орієнтована дорога з вершини v у вершину w, то v називається предком w, а w – нащадком v.

[image: image1884.wmf]1

s


Рис. 3.48 – ПВГ у неорієнтованому графі

	Верш.
	Список суміжности

	1
	(1,2), (1,3), (1,4)

	2
	(2,1),(2,3),(2,8),(2,9),(2,10), (2,11)

	3
	(3,1),(3,2),(3,4),(3,5),(3,6), (3,7)

	4
	(4,1),(4,3),(4,5),(4,6)

	5
	(5,3), (5,4)

	6
	(6,3), (6,4)

	7
	(7,3), (7,8)

	8
	(8,2), (8,7)

	9
	(9,2), (9,10), (9,11)

	10
	(10,2), (10,9)

	11
	(11,2), (11,9)


Дві вершини v і w є співвідношуваними, якщо одна з них – нащадок іншої. Інакше v і w є неспіввідношуваними. Якщо v і w неспіввідношувані і Dfn[v]<Dfn[w], то ми говоритимемо, що v знаходиться зліва від w, інакше v знаходиться праворуч від w. Ребра графа G, що зв'язують неспіввідношувані вершини, називаються пересікаючими ребрами.

Пошук в глибину в орієнтованому графі в основному збігається з пошуком в неорієнтованому графі. Головна відмінність полягає в тому, що ребра графа проходять лише відповідно до орієнтації. Як наслідок цього обмеження, ребра в орієнтованому графі G розбиваються пошуком в глибину на чотири категорії. Непроглянуте ребро (v,w), що зустрічається, коли ми знаходимося у вершині v, можна класифікувати таким чином:

Випадок 1. Вершина w ще не пройдена.
В цьому випадку (v,w) – ребро дерева.

Випадок 2. Вершина w вже була пройдена.
а. Якщо w – нащадок v в лісі ПВГ, то ребро (v,w) називається прямим ребром.

б. Якщо w – предок v в лісі ПВГ, то ребро (v,w) називається зворотним ребром.

в Якщо v і w неспіввідношувані в лісі ПВГ і Dfn[w]<Dfn[v], то ребро (v,w) є пересікаючим ребром.

Далі представимо псевдокод алгоритму, що передбачає фарбування ребер замість встановлення міток.

Крок 1.


Обрати довільну вершину (корінь). Вважати її проглянутою.

Крок 2. 

Якщо серед потомків даної вершини є не проглянуті вершини, то обрати будь-яку з них і перейти в неї, вважаючи її проглянутою. 

Пофарбувати відповідне ребро.

Перейти на Крок 2. 

Інакше 


Якщо дана вершина – не корінь, то 


Повернутися до предка даної вершини, побудувавши зворотне ребро (на рисунку позначається пунктиром).

Перейти на Крок 2. 

Інакше
Якщо в графі ще є не проглянуті вершини, то 

Обрати будь-яку з них. 

Вважати її проглянутою. 

Це – (новий) корінь.

Перейти на Крок 2.

Інакше Припинення.
Варіанти завдань до лабораторної роботи № 4

Варіант 1

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	0
	0
	0
	9
	0
	0
	0
	6
	0
	0

	2
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	3
	0
	0
	0
	0
	0
	11
	0
	0
	0
	0

	4
	-3
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	4
	0

	5
	0
	0
	4
	0
	0
	2
	0
	0
	0
	0

	6
	0
	0
	0
	0
	8
	0
	9
	0
	0
	0

	7
	0
	0
	12
	0
	0
	0
	0
	5
	0
	0

	8
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	14
	0
	12
	0

	9
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-7
	0
	1

	10
	0
	0
	-3
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Варіант 2

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	0
	0
	0
	4
	0
	6
	0
	4
	0
	11
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	4

	5
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	7
	5
	0
	0

	6
	0
	0
	9
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	7
	-2
	0
	0
	0
	2
	0
	0
	0
	0
	0

	8
	0
	0
	-5
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	9
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	11
	0
	0
	0

	10
	0
	0
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	0
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	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-1

	2
	0
	0
	0
	0
	0
	5
	0
	0
	-3
	0

	3
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-2
	0
	0

	4
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	2
	0
	0
	0

	5
	-5
	0
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	0

	6
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	11

	7
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	8
	0
	0
	2
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	9
	0
	0
	3
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	10
	4
	0
	0
	0
	0
	0
	8
	0
	0
	0
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Вправи для самостійного виконання

Задача 1. Нехай множина A={a, b, c, d, e}, відношення R
[image: image1637.wmf]A
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 і xRy, якщо різниця номерів літер х і у в англійському алфавіті дорівнює 2. Зобразіть граф, що відповідає цьому відношенню.

Відповідь.  Граф зображено на рисунку В1.

[image: image1885.wmf]1

s


Рис. В1 – Граф відношення R
[image: image1638.wmf]A
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 задачі 1
Задача 2. Нехай множина A={a, b, c, d, e}, відношення R
[image: image1639.wmf]A
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 і xRy, якщо модуль різниці номерів літер х і у в англійському алфавіті дорівнює 2. Зобразіть граф, що відповідає цьому відношенню.

Задача 3. Дано: A={1, 2}, B={1, 4, 9}. На декартовому добутку 
[image: image1640.wmf]A
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 задане відношення R, а саме: 3 числа знаходяться у відношенні R, якщо перше з них є натуральним числом, друге – його натуральним ступенем, а третє дорівнює показнику цього ступеня. Знайдіть граф, що відповідає відношенню R.

Відповідь.  Елементи вважаються з’єднаними ребром, якщо вони поєднані відношенням R.

Задача 4. Запишіть список ребер графа, зображеного на рисунку В3.

Відповідь.  (1, 2), (1, 3), (3,2), (3,4), (5,4), (5, 6), (6, 5).

Задача 5. Запишіть список ребер графа, зображеного на рисунку В2.

Відповідь. (1, 2), (1, 3), (1, 5), (2, 3), (2, 5), (3, 4), (4, 5), (4, 6), (5, 6).

Задача 6. Запишіть список інцидентності графа, зображеного на рисунку В3.

Відповідь.  1 → 2 → 3 nil; 2 nil; 3 → 2 → 4 nil; 4 nil; 5 → 4 → 6 nil; 6→ 5 nil.

Задача 7.  Знайдіть матрицю суміжності графа, зображеного на рисунку В2.

Відповідь: 

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0

	2
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	3
	1
	1
	0
	1
	0
	0

	4
	0
	0
	1
	0
	1
	1

	5
	1
	1
	0
	1
	0
	1

	6
	0
	0
	0
	1
	1
	0


Задача 8.  Знайдіть матрицю суміжності графа, зображеного на рисунку В3.

Відповідь: 
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0

	2
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	3
	0
	1
	0
	1
	0
	0

	4
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	5
	0
	0
	0
	1
	0
	1

	6
	0
	0
	0
	0
	1
	0
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Рис. В2 – Граф задачі 5
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Рис. В3 – Граф задачі 4

Задача 9. Знайдіть усі підграфи графа, зображеного на рисунку В4:

Задача 10. Для графа на рисунку 3.4 а) знайти частину, яка є вершинно-порожденим підграфом.

Задача 11. Для графа на рисунку 6 а) знайти частину, яка є 1) суграфом; 2) реберно-породженим підграфом.

Задача 12. Для графа на рисунку В7 побудувати: а) суграф; б) підграф; в) частину, що не є ні суграфом, ні вершинно-порожденим підграфом.

Задача 13. Знайдіть у зображеному на рисунку В4 графі будь-який маршрут та будь-який ланцюг.

Відповідь.  Наприклад, маршрут (1, 3, 2, 1, 3), ланцюг (1, 2).

[image: image1886.wmf]0
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Рис. В4 – Граф задачі 9
Задача 14. Знайдіть у зображеному на рисунку В5 графі будь-який маршрут, будь-який ланцюг, будь-який замкнений ланцюг, будь-який цикл.

Відповідь.  наприклад, маршрут (7, 8, 5, 3, 5, 6); ланцюг (1, 3, 2, 8, 7, 2); замкнений ланцюг (1, 3, 2, 8, 7, 2, 1); цикл (5, 6, 7, 8, 5).

[image: image1887.wmf]0
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Рис. В5 – Граф задачі 14
Задача 15. Для графа на рисунку 6 а) знайти частину, яка є вершинно- породженим підграфом.

Задача 16. Для графа на рисунку 6 а) знайти частину, яка є 1) суграфом; 2) реберно-породже-ним підграфом.

Задача 17. Для графа на рисунку В7 побудувати: а) суграф; б) підграф; в) частину, що не є ні суграфом, ні вершинно-порожденим підграфом.

Задача 18. Для графа на рисунку В7 знайти маршрут, ланцюг, шлях, цикл.

Задача 19. Знайти в графі на рисунку 19, а) ейлерів цикл.

Розв’язвння. По критерію ейлеровості граф G1 (рис. 19, а) є ейлеровим, тому що кожна вершина графа G1 має парний степінь. За алгоритмом Флері, починаючи з вершини v1 проходимо та викреслюємо по черзі ребра e1 , e2 , …, e12 , повертаючись у вершину v1 . Ребра e1 , e2 , …, e12 утворюють ейлерів цикл в графі G1 .

Задача 20. Визначити, чи є граф на рисунку 19, б) ейлеровим. Якщо ні, визначити, чи є в ньому відкритий ейлерів ланцюг; якщо є, знайти його.

Задача 21. Визначити, чи є в графі на рисунку 19, в) відкритий ейлерів ланцюг. Якщо так, знайти його.
Задача 22. Побудувати матриці інцидентності орієнтованого і неорієнтованого графів на рисунках В6 та В7. 

Відповідь. 

Для орієнтованого графа:
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	–1
	–1
	–1

	2
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	–1
	1
	0
	0

	3
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	–1
	–1
	0
	0
	0
	0

	4
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	5
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	–1
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	6
	1
	–1
	1
	0
	0
	0
	–1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	7
	–1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	8
	0
	0
	0
	1
	–1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	9
	0
	0
	0
	0
	1
	–1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	10
	0
	0
	–1
	–1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
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Рис. В6 – Граф задачі 22

[image: image1889.png]



Рис. В7 – Граф задачі 22

Для неорієнтованого графа:
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1

	2
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	0

	3
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	4
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	5
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	6
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	7
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	8
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	9
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	10
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Задача 23. Для графа на рисунку 15 виконати видалення ребер e3, e4 і видалення вершини v5 .

Розв’язання. На рисунку В8 б) представлено результат видалення вершини v5  ( граф G1(v1; на рисунку В8 а) представлено результат видалення ребер e3, e4 ( граф G1((e3,e4).

[image: image1890.png]s \ V3
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Рис. В8 – Граф G1((e3,e4) (а), граф G1(v1 (б) 
Задача 24. Ізоморфні чи ні графи (їхні пари) на рисунках В9 а) і В9 б)?
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Рис. В9 – Пари графів задачі 24
Задача 25. Чи є граф, зображений на рисунку В5, ейлеровим?

Відповідь.  Так. Ейлерів цикл – (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 2, 8, 6, 9, 7, 8, 5, 3, 1).

Задача 26. Знайти в неорієнтованому графі (рис. В7) мінімальне остовне дерево за алгоритмом Прима та максимальне остовне дерево за алгоритмом Краскала.

Відповідь. Мінімальне остовне дерево Tmin зображено на рисунку В10 а), а максимальне остовне дерево Tmax зображено на рисунку В10 б).

Задача 27. Застосувати алгоритм укладання графа на площині до графа K3,3 .

Задача 28. В орієнтованому графі на рисунку В11 знайти найкоротші ланцюги від вершини А до усіх інших вершин за алгоритмом Дейкстри.

Розв’язання. Щоб проілюструвати роботу алгоритму Дейкстра, розглянемо рисунок, на якому довжини ребер вказані поруч. Нижче в таблиці зображено елементи масиву Label, в якому зберігаються поточні мітки вершин, і масив Pred покажчиків на вершини, з яких здійснено перехід у вершини з незмінною міткою.
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а) Tmin , вага 54



б) Tmax , вага 87

Рис.В10 – Мінімальне остовне дерево (а), максимальне остовне дерево (б)
Для будь-якого і елементи масиву Label, позначені штрихом (, відповідають вершинам, що позначено незмінною міткою, а саме вершинам з множини 
[image: image1644.wmf]i

S

. Елементи, що позначено зірочкою, є мітками останніх вершин, позначених незмінною міткою, а саме 
[image: image1645.wmf]i

u

. Найкоротші шляхи з s і відповідні відстані отримаємо зі скінченних значень елементів Pred і Label, а саме найкоротший орієнтований шлях з s в v складають вершини v, Pred [v], Pred [Pred [v]] ,…, s, а довжину цього шляху містить елемент Label [v].
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Рис. В11 – Орієнтований граф для алгоритму Дейкстри
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Глава 4 СКІНЧЕННІ АВТОМАТИ

4.1 Нормальний алгоритм Маркова.
Принцип нормалізації Маркова

Розглянемо алгоритмічну систему, в основі якої лежить перетворення слів в довільних алфавітах, в яких елементарними операціями є підстановки, тобто заміни частини слова (підслова) іншим словом. 

Основна перевага моделей цього типу – в їхній максимальній абстрактності і можливості застосовувати поняття алгоритму до об'єктів будь-якої природи (не обов'язково числам). Прикладом моделі цього типу є нормальний алгоритм Марков (1947).

Визначення. Абстрактним алфавітом називатимемо скінченну сукупність (послідовність) об'єктів довільної природи, званих буквами цього алфавіту. Будь-яка скінченна послідовність букв алфавіту називається словом даного алфавіту, причому число букв в слові називається його довжиною.

Наприклад, в алфавіті A={x, y} словами будуть xy, xx, x, y, yy, xyy і так далі.

Визначення. Алфавітним оператором або алфавітним відображенням називатимемо функцію, що ставить у відповідність словам з даного алфавіту слова з того ж або іншого алфавіту.

У даній алгоритмічній системі використовуватимуться два види операторів: оператори і розпізнавачі. Оператори використовуватимуться для того, щоб шляхом послідовного їх вживання переробляти задане слово в деяке нове слово. Розпізнавачі служать для виявлення в заданій алгоритмічній інформації тих або інших властивостей і її зміна залежно від результатів розпізнавання при послідовному виконанні елементарних операторів. 

У нормальних алгоритмах використовується лише один тип елементарних операторів, а саме оператор підстановки, і один тип розпізнавачів – розпізнавач входження. 

Визначення. Говорять, що слово q входить в слово p, якщо слово p можна представити у вигляді p = p1q p2, де p1, p2 – деякі слова, можливо порожні, причому входження слова q в слово p називається першим зліва або просто першим, якщо слово p1 має найменшу можливу довжину зі всіх подібних представлень словника.

Робота розпізнавача полягає в наступному. Він задається у вигляді слова q і перевіряє, є чи ні в деякому заданому слові p входження слова q. Зазвичай після застосування цього оператора до даного слова в нім перше входження слова q виділяється в круглі дужки. Наприклад, q =xy, p =xxyyx; після вживання розпізнавача слово має вигляд: x(xy)yx.

Оператор підстановки записується у вигляді q1→q2. Його робота полягає в заміні в деякому слові p підслова q1 на підслово q2 .

Визначення. Якщо деякий алгоритм складається лише з розпізнавачів і операторів підстановки, то він називається узагальненим нормальним алгоритмом.

Якщо об'єднати в узагальненому нормальному алгоритмі розпізнавачі і оператори підстановки, то вийде нормальний алгоритм Маркова, схема якого, в загальному випадку, представляється у вигляді розташованих в певному порядку операторів підстановки вигляду:
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Працює алгоритм таким чином. Хай задано деяке слово p, тоді дії такі:

1. Перевіряємо ліві частини формул (() на предмет їх входження в слово р. Тут можливі 2 варіанти: а) жодне з цих слів не входить в p, тоді покласти p1= p і перейти до пункту 5; б) деяке слово (k входить в р. Перейти до пункту 2.

2. Серед слів (k вибрати слово з найменшим номером (хай це буде (m). Перейти до пункту 3.

3. Замінивши (m на (m , отримати нове слово p1 . В результаті, якщо команда (m((m є завершальною в (*) (позначається (.), перейти до пункту 5, інакше до пункту 4.

4. Перейти до пункту 1, підставляючи замість p слово p1 .

5. Слово p1 є завершальним.

Приклад. Розглянемо нормальний алгоритм, заданий наступною схемою з трьох команд:

1. yyx(y.
2. xx(y.
3. yyy(. x.
Вхідне слово p =xyxxxyy. Спочатку застосуємо другий оператор: 

p=xy(xx) xyy ( p1 =xyyxyy.  Далі працює перший оператор: 

p1 =x(yyx) yy ( p2=xyyy . Після третього кроку маємо: p2 =x(yyy) ( p3=xx . 

Кінець роботи алгоритму.

Узагальнений нормальний алгоритм Маркова включає ті ж кроки, що і нормальний алгоритм Маркова, окрім пункту 3, який замінюється на:
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. Замінивши (m на (m , отримати нове слово p1 . Якщо можливо, перейти до виконання цього ж оператора, інакше якщо команда (m на (m є завершальною в (*) (позначається (.), перейти до пункту 5, інакше до пункту 4.

Сформулюємо тепер принцип нормалізації Маркова: всі алгоритми нормалізуються.

Теза Маркова не доводиться. На користь її справедливості говорить, по-перше, те, що всі створені до цих пір в природничих науках алгоритми нормалізуються, тобто для них вдалося побудувати нормальні алгоритми; по-друге, строго доведено, що всі операції над алгоритмами (композиція, розгалуження, ітерація) не порушують можливості нормалізації алгоритму. Згідно цьому принцип нормалізації є досить обгрунтованим, хоча це не унеможливлює побудови в майбутньому прикладу алгоритму, що не нормалізується.

Визначення. Два алгоритми називаються еквівалентними в деякому алфавіті, якщо області їх застосовності збігаються, і обидва вони на цій області визначають однакове перетворення. Поки не удалося навести приклад такого алгоритму, для якого не можна було б побудувати еквівалентний йому нормальний алгоритм. Проте слід зауважити, що часто зведення заданого алгоритму в деякому алфавіті до еквівалентного йому нормального алгоритму пов'язане із значними труднощами.

Розглянемо роботу нормального алгоритму Маркова на прикладі додавання натуральних чисел. Для представлення натуральних чисел користуватимемося унарним кодом, тобто 
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 N, A={1, *}. Схема нормального алгоритму додавання має вигляд: 
1) 1( ( (1; 
2) (1 ( . 1. 
Проведемо обчислення виразу: 3+1+2, тобто p = 111*1*11: 
p = 11(1()1(11; p1 =11(11(11; p1 =1(1()11(11; p2 =1(111(11;

p2 = (1()111(11; p3 =(1111(11; p3 =(111(1()11; p4 =(111(111;

p4 = (11(1()111; p5 =(11(1111; p5 =(1(1()1111; p6 =(1(11111;

p6 = ((1()11111; p7 =((111111; p7 =(((1)11111; p8 =(111111;

p8 = ((1)11111; p9 =111111=16 = 6.

Розглянемо ще один приклад нормального алгоритму. Хай задано абстрактний алфавіт, що складається з латинських букв А={а, b, c, …, z}; є допоміжні символи – грецькі букви ( і (, причому (, ((А. Нормальний алгоритм Маркова працює за наступними правилами (тут (,((А – будь-які латинські букви, ( – пусте слово, яке умовно стоїть перед кожною літерою та після неї):

1) (( ( (;

2) (( ( ((;

3) (( ( (;

4) ((( ( (((;

5) ( ( . (;

6) ( ( ( .

Вправа. Застосувати алгоритм до заданого слова і розібрати, що він робить із введеним словом.

Лабораторна робота № 5 Методичні вказівки
Тема. Нормальний алгоритм Маркова
Завдання. 

1. Завдати абстрактний алфавіт (літери алфавіту можуть бути словами) і допоміжний алфавіт (не обов’язково). 

2. Розробити (створити) декілька (не менше трьох) правил підстановки довільного нормального алгоритму Маркова. 

3. Розробити структуру даних для оператора підстановки. 

4. Реалізувати алгоритм Маркова. Слова і підслова можуть бути рядками або масивами символів. 

Для реалізації оператора підстановки описати дві функції: 

1) функція, що реалізовує оператор розпізнавання (входження) з параметрами (рядок для розпізнавання і шукане входження);

2) функція, що реалізовує оператор підстановки (заміни) з параметрами (замінюваний рядок і рядок, що заміщає),

або одну функцію, що реалізує оператор підстановки. 
Програма повинна працювати покроково, тобто після застосування кожного оператора підстановки вивести результат (перетворене слово) і номер вживаного оператора.

Допоміжний алфавіт (якщо є) не повинен перетинатися з основним (абстрактним) алфавітом.

4.2 Поняття скінченного автомата. Автомат Мілі

Визначення. Скінченним автоматом M називається набір з п'яти об'єктів M=[A, S, Z, (, (], де

1) A={a0, a1, …, an–1 } – скінченна множина вхідних елементів (вхідний алфавіт), ai (0 ( i ( n–1) може бути символом або послідовністю символів (словом);

2) Z={z0, z1, …, zm–1 } – скінченна множина вихідних елементів (вихідний алфавіт), zi (0 ( i ( n–1) може бути символом або словом;

3) S={s0, s1, …, sr } – множина внутрішніх станів, si (0 ( i ( n–1) може бути символом або словом;

4) (: S(A(S – функція переходів в наступний стан;

5) (: S(A(Z – функція виходів.

Тим самим скінченний автомат математично описується трьома множинами і двома функціями. Дія його полягає в тому, що він «прочитує» послідовність вхідних елементів (програму) і видає послідовність вихідних елементів. Дія відбувається послідовно. Скінченний автомат, що знаходиться спочатку у внутрішньому стані sj, прочитує перший вхідний елемент ak . Функція ( набуває на парі (sj , ak) значення zl (тобто ((sj, ak) = zl), яке друкується як перший вихідний елемент. Функція ( набуває на парі (sj , ak) значення sr (тобто ((sj, ak) = sr), яке є наступним внутрішнім станом автомата. Потім автомат прочитує наступний вхідний елемент, друкується вихідний, автомат переходить в новий стан і так далі, поки на вхід подаються символи.

У визначенні мається на увазі, що функції ( і ( в описі автомата усюди визначені: кожен елемент S(A задає їх значення. Такий автомат називається автоматом Мілі, а його опис є повним.
Зауваження 1. Для реалізації автомата назви станів не мають значення, оскільки в своїй роботі він використовує лише внутрішнє кодування станів (їхні номери). Тому для спрощення достатньо позначати стани числами, а не рядками символів.

Зауваження 2. Для зручності вхідні елементи автомата будемо називати вхідними символами, хоча в дійсності вони можуть бути рядками символів (словами).

Приклад 1. Розглянемо наступний автомат M=[A, S, Z, (, (], де A={0, 1}, Z={0, 1}, S={s0, s1, s2}, функції переходів і виходів задані описами функцій:

(:
(s0, 0)( s1 

(:
(s0, 0)( 0


(s0, 1)( s0 


(s0, 1)( 1


(s1, 0)( s2 


(s1, 0)( 1


(s1, 1)( s1 


(s1, 1)( 0


(s2, 0)( s0 


(s2, 0)( 1


(s2, 1)( s2 


(s2, 1)( 0

Подамо на вхід послідовність 0101. Якщо автомат знаходиться спочатку в стані s0, то прочитавши перший символ 0, він перейде в стан s1 і видасть 0. Прочитавши потім 1, він залишиться в стані s1 і видасть 0. Прочитавши наступний 0, він перейде в стан s2 і надрукує 1. Нарешті, прочитавши останній символ 1, автомат закінчить роботу в стані s2, маючи на виході послідовність 0010. Таким чином, автомат перетворив вхід 0101 у вихід 0010.

Окрім приведеного способу завдання автомата існує ще два. По-перше, можна побудувати помічений орієнтований граф, званий діаграмою станів. Для автомата з прикладу 1 діаграму станів зображено на рисунку 4.1. Вершини цього графа помічені словами, що позначають внутрішні стани. Кожна дуга помічена парою символів (а, z), де а – вхідний символ, z – вихідний символ, який видає автомат. Другий спосіб опису автомата – таблиця станів. Це об'єднання функцій переходів ( і виходів ( (рис. 4.1 а)).
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Рис. 4.1 – Діаграма станів і таблиця станів автомата з прикладу 1
Обидва способи мають свої переваги і недоліки. Таблиця зазвичай зручніше при обчисленнях, діаграма наочніша. По діаграмі, наприклад, легко виявити стани, недосяжні з інших станів. На рисунку 4.2 показано діаграму станів автомата, в якого стан s1 недосяжний, якщо автомат починає роботу із стану s0 або s2. Якщо задано початковий стан такого автомата, він здатний прочитувати будь-яку програму і видавати однозначно певний ланцюжок символів. Іншими словами, існує функція, яка ставить у відповідність будь-якому початковому стану sj і будь-якій послідовності вхідних символів певну послідовність вихідних символів.
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Рис. 4.2 – Діаграма станів автомата, в якого стан s1 недосяжний
Лабораторна робота № 6 Методичні вказівки
Завдання до лабораторної роботи.
Написати програму, що реалізовує довільний автомат Мілі, задовольняючи наступним вимогам.
1. Створити клас-автомат, що містить вхідний алфавіт, вихідний алфавіт і алфавіт станів (одновимірні динамічні масиви або списки), а також функції переходів і виходів (двовимірні динамічні масиви, списки списків або масиви списків). 

2. Вхідний алфавіт, вихідний алфавіт і алфавіт станів повинні складатися з рядків довільної довжини (скінченних рядків). 

3. Початковий автомат повинен зберігатися у файлі, де вказано розміри алфавітів, самі алфавіти і функції переходів і виходів. 

4. При читанні з файлу заповнюються відповідні алфавіти і таблиці переходів і виходів.

5. На екрані автомат має бути представлений у вигляді таблиці станів і покроково обробляти букви-рядки, що подаються на вхід. 

6. На кожному кроці необхідно вказати новий стан і поточний елемент вихідного рядка.
4.3 Еквівалентність автоматів і станів

На вхід скінченного автомата подається деяка послідовність (рядок) довжини r символів вхідного алфавіту А, яку позначимо а = а0 а1 … аr–1 . При цьому на виході друкується рядок z = z0 z1 … zr–1 довжини r символів вихідного алфавіту Z; рядки внутрішніх станів si ( S позначатимемо s = s0 s1 … sr–1 .

Нехай M=[A, S, Z, (, (] – деякий автомат. Тоді по будь-якому вхідному рядку а = а0 а1 … аr–1 довжини r і будь-якому початковому стану s0 ( S однозначно визначається рядок довжини r внутрішніх станів s = s0 s1 … sr–1 , який виходить послідовним застосуванням відображення (. Точніше

sj+1=((sj, aj), =0, 1, ., r–2.






(1)

Аналогічно вихідний рядок однозначно визначається послідовним застосуванням відображення (:
zj= ((sj, aj), j=0, 1, ., r–1.






(2)

Тому, розглядаючи автомат як пристрій, що переробляє пари, що складаються з s0 і а = а0 а1 … аr–1 , в рядки s = s0 s1 … sr–1 і z = z0 z1 … zr–1 , ми можемо визначити за допомогою залежностей (1) і (2) функції

(r : S(Ar ( Sr ,
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(3)
які рекурсивно будуються по функціях ( і (, заданих в описі автомата. Тут Ar – множина рядків довжини r символів з алфавіту А; Sr, Zr – множина рядків довжини r символів з алфавітів S і Z відповідно.

Приклад. Розглянемо автомат, заданий діаграмою станів (див. рисунок 4.3). Початковий стан автомата – це стан s0. Хай на вхід подається рядок а=0110, тоді функції (r і 
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 набудуть значень: 

(4(s0, 0110)= s1 s0 s0 s1 ; 
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(5(s0, 01101) =s1 s0 s0 s1 s0; 
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Рис. 4.3 – Діаграма станів автомата 
Збільшення числа внутрішніх станів автомата не дається дарма. У реальному пристрої воно призводить до зростання кількості необхідних електронних схем, до зменшення надійності, до ускладнення налагодження і ремонту і так далі. Тому число необхідних станів автомата, призначеного для виконання певних дій, прагнуть зменшити, не обмежуючи його можливостей.

Визначення. Автомат Мілі M=[A, S, Z, (, (] називається ініціальним, якщо він завжди починає роботу з початкового стану s0 .

Визначення. Два ініціальних автомати M=[A, S, Z, (, (] і 
[image: image1654.wmf]M

=[A, 
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, Z, 
[image: image1656.wmf]n

, 
[image: image1657.wmf]z

] з початковим станом s0 називаються еквівалентними, якщо будь-яку одну і ту ж вхідну послідовність а1 а2… аr довжини r вони переробляють в одну і ту ж вихідну послідовність z1 z2… zr довжини r, тобто
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Визначення. Не ініціальні автомати М=[A, S, Z, (, (] і 
[image: image1660.wmf]M

=[A, 
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, Z, 
[image: image1662.wmf]n

, 
[image: image1663.wmf]z

] називатимемо еквівалентними, якщо для кожного стану Q автомата М існує стан Q1 автомата 
[image: image1664.wmf]M

 такий, що виконується умова: якщо як початкові стани автоматів М і 
[image: image1665.wmf]M

 узяти відповідно Q і Q1, то однакові вхідні послідовності вони перероблятимуть в однакові вихідні послідовності, тобто
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z

(Q, а1 а2… аr) =
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z

(Q1, а1 а2… аr), аi (A, i =1, ., r.

І навпаки, для кожного стану Q1 автомата 
[image: image1668.wmf]M

 існує стан Q автомата М, такий що, почавши роботу з цих станів відповідно, автомати М і 
[image: image1669.wmf]M

 мають вказану вище властивість.

Визначення. Стан Q автомата М=[A, S, Z, (, (] і стан Q1 автомата 
[image: image1670.wmf]M

=[A, 
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, Z, 
[image: image1672.wmf]n

, 
[image: image1673.wmf]z

] називатимемо еквівалентними, якщо обидва автомати, отримавши одну і ту ж вхідну послідовність в станах Q і Q1 відповідно, переробляють її в однакові вихідні послідовності, тобто 
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z

(Q, а1 а2… аr) =
[image: image1675.wmf]r

z

(Q1, а1 а2… аr), аi (A, i=1, ., r.

Якщо М і
[image: image1676.wmf]M

 – один і той же автомат, то отримуємо визначення еквівалентності станів одного автомата.

Хай вхідний і вихідний алфавіти автомата M=[A, S, Z, (, (] фіксовані. Чи можна замінити даний автомат М автоматом 
[image: image1677.wmf]M

=[A, 
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, Z, 
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, 
[image: image1680.wmf]z

] з меншим числом станів, але з тією ж функцією, що переводить входи у виходи ? Наступне визначення є спеціалізацією цієї проблеми.

Визначення. Автомат
[image: image1681.wmf]M

 покриває автомат М, якщо вхідний і вихідний алфавіти в цих автоматів спільні, і існує функція ( : S( 
[image: image1682.wmf]S

 така, що ( r ( 0 виконується умова
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при всіх s(S и a(Ar .



(4)

Автомат, який не можна покрити меншим автоматом, називається мінімальним.

Визначення. Автомат, еквівалентний заданому і який має найменше можливе число станів, називається мінімальним.
Визначення. Автомати М і 
[image: image1685.wmf]M

 називаються еквівалентними, якщо М покриває 
[image: image1686.wmf]M

, і, у свою чергу, 
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 покриває М. Це означає, що окрім функції (:S(
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  з властивістю (4) існує функція ( : 
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( S з властивістю
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 и a(Ar .



(5)

Існує систематичний і ефективний метод розв’язання цієї задачі, якщо функції ( і ( усюди визначені. Спочатку слід визначити еквівалентні один одному стани автомата М, після чого об'єднати всі еквівалентні стани в один клас еквівалентності і працювати лише з одним станом – представником класу еквівалентності.

Визначення. Хай M=[A, S, Z, (, (] – довільний автомат Мілі. Стани si і sj автомата М називаються 1-еквівалентними, якщо під дією кожного вхідного символу ak(A автомат з цих двох станів виробляє однакові вихідні символи, тобто

((si, ak) = ((sj, ak) ( ak (А.

В цьому випадку писатимемо si E1 sj (E1 – відношення 1-еквівалентності).

Зауваження. Класи еквівалентності відносно E1 є множинами всіх пар станів, що переробляють кожен вхідний символ у фіксований вихідний символ.

Визначення. Хай M=[A, S, Z, (, (] – довільний автомат Мілі. Стани si і sj автомата М називаються 2-еквівалентними, якщо автомат з цих станів однаково обробляє ланцюжки довжини 2, тобто 
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z
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В цьому випадку писатимемо si E2 sj .

Нарешті, стани si і sj автомата М називаються r-еквівалентними, якщо автомат з цих станів однаково обробляє ланцюжки довжини r, тобто для будь-якого вхідного рядка а(Ar довжини r маємо 
[image: image1698.wmf]r

z

(si, а) =
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z

(sj, а). В цьому випадку писатимемо si Er sj .

Якщо (r ( 0 справедливе відношення si Er sj , то стани si і sj називаються еквівалентними, позначення si E sj, E – відношення еквівалентності.

[image: image1898.png]


Приклад. Для автомата Мілі, заданого таблицею переходів і виходів (див. рисунок 4.4), визначити еквівалентні стани і мінімізувати його.

Рис. 4.4 – Автомат Мілі, заданий таблицею станів
Розв’язок. Розглянемо роботу автомата із станів s0 і s2 . Під дією першого вхідного символу 0 він з цих станів переходить в s2 і s0 відповідно, а під дією першого вхідного символу 1 автомат із станів s0 і s2 переходить в s1, кожного разу даючи на виході один і той же символ. Значить, стани s0 і s2 є 1- еквівалентними, тобто s0 E1 s2. 
[image: image1899.png]


Виконуючи подальший аналіз роботи автомата, можна переконатися в тому, що ці стани еквівалентні. Отримано два класи еквівалентності: 
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s

={s0 , s2} і 
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s

={s1}. 
Мінімальний автомат представлено на рисунку 4.5.

Рис. 4.5 – Мінімальний автомат Мілі
4.4 Мінімізація скінченних автоматів Мілі

Розглянемо процедуру мінімізації на прикладі автомата (рисунок 4.6), що має 9 станів s1 , ..., s9, вхідний алфавіт A={a1, a2, a3} і вихідний алфавіт Z={0, 1}. 

Почнемо з пошуку 1- еквівалентних станів. Це будуть стану з однаковими рядками таблиці виходів. Запишемо відповідно дві множини еквівалентних між собою станів: (1: { s1, s3, s5, s7, s8}, {s2, s4, s6, s9 }.

	
	переходи (функція ()
	виходи (функція ()

	стан
	a1
	a2
	a3
	a1
	a2
	a3

	s1
	s2
	s2
	s5
	1
	0
	0

	s2
	s1
	s4
	s4
	0
	1
	1

	s3
	s2
	s2
	s5
	1
	0
	0

	s4
	s3
	s2
	s2
	0
	1
	1

	s5
	s6
	s4
	s3
	1
	0
	0

	s6
	s8
	s9
	s6
	0
	1
	1

	s7
	s6
	s2
	s8
	1
	0
	0

	s8
	s4
	s4
	s7
	1
	0
	0

	s9
	s7
	s9
	s7
	0
	1
	1


Рис. 4.6 – Приклад автомата для мінімізації
Для перевірки 2- еквівалентності необхідно перевірити реакцію на другий символ, що подається на вхід. Якщо два стани з одного і того ж класу 1- еквівалентності під дією другого символу на вході переходять в два стани, що знову належать якому-небудь одному класу 1- еквівалентності, то такі стани є 2- еквівалентними. Відповідне розбиття має вигляд: 
(2: {s1, s3, s5, s7, s8}, {s2, s4, s6}, {s9}.

Стани s1 і s5 під дією першого символу а1 на вході переходять в стани s2 і s6, які належать одному і тому ж класу 1- еквівалентності. Аналогічно під дією а2 вони переходять в s2 і s4, а під дією а3 стани s1 і s5 переходять відповідно в s5 і s3, кожного разу потрапляючи в один клас 1- еквівалентності. Тому стани s1 і s5 є 2-еквівалентними.

Точно так перевіряють 2-еквівалентність інших станів з кожного класу 1- еквівалентності.

Перший клас 1- еквівалентності залишається таким же і для 2- еквівалентності, а другий клас 1- еквівалентності розпадається на два класи, оскільки під дією другого символу а3, що подається на вхід, стани s2 і s9 переходять в s4 і s7, які належать різним класам 1- еквівалентності.

Маємо відповідне розбиття на класи 3-еквівалентності:

(3: {s1, s3, s5, s7, s8}, {s2, s4}, {s6}, {s9}.

Ця процедура повторюється крок за кроком. Новими символами, що поступають на вхід, ми перевіряємо еквівалентність станів з попередніх класів еквівалентності, зберігаючи або розбиваючи класи на підкласи залежно від результатів.

Розбивки на класи 4- і 5-еквівалентності відповідно будуть:

(4: {s1, s3, s8}, {s2, s4}, {s6}, {s9}, {s5, s7};

(5: {s1, s3, s8}, {s5, s7}, {s2, s4}, {s6}, {s9}.

Бачимо, що класи 4- і 5-еквівалентності виявилися однаковими. Тому, як наслідок, їх не можуть змінити і всі інші символи на вході. Таким чином, стани, що потрапили в один клас 4-еквівалентності, є еквівалентними.

Запишемо тепер мінімізований автомат. Для цього позначимо всі еквівалентні стани з одного класу еквівалентності одним символом:

{s1, s3, s8}= f1, {s5, s7}= f2, {s2, s4}= f3, {s6}= f4, {s9}= f5.

	
	переходи (функція ( )
	виходи (функція ( )

	стан
	a1
	a2
	a3
	a1
	a2
	a3

	f1
	f3
	f3
	f2
	1
	0
	0

	f2
	f4
	f3
	f1
	1
	0
	0

	f3
	f1
	f3
	f3
	0
	1
	1

	f4
	f1
	f5
	f4
	0
	1
	1

	f5
	f2
	f5
	f2
	0
	1
	1


У результаті одержуємо мінімальний скінченний автомат, що має п'ять станів (див. рис. 4.7), еквівалентний початковому автомату з дев'ятьма станами.

Описана процедура мінімізації зручна для ручної роботи і малопристосована для розробки програми на ЕОМ.

Рис. 4.7 – Мінімальний скінченний автомат
Розглянемо інший варіант реалізації алгоритму мінімізації автомата на тому ж прикладі автомата з рисунка 4.6. 

Класи 1-еквівалентності будуються шляхом порівняння рядків таблиці виходів; відповідно до цього класів два: 

(1: {s1, s3, s5, s7, s8}, {s2, s4, s6, s9}.

	
	Переходи 
	виходи 

	стан
	a1
	a2
	a3
	a1
	a2
	a3

	s1
	f2
	f2
	f1
	1
	0
	0

	s2
	f1
	f2
	f2
	0
	1
	1

	s3
	f2
	f2
	f1
	1
	0
	0

	s4
	f1
	f2
	f2
	0
	1
	1

	s5
	f2
	f2
	f1
	1
	0
	0

	s6
	f1
	f2
	f2
	0
	1
	1

	s7
	f2
	f2
	f1
	1
	0
	0

	s8
	f2
	f2
	f1
	1
	0
	0

	s9
	f1
	f2
	f1
	0
	1
	1


Позначимо отримані класи fi (i=1, 2) (тобто кожен стан sj , 1≤ j ≤ | fi |, з класу fi замінимо на fi ) і запишемо автомат з відповідними замінами (рис. 4.8).

Рис. 4.8 – Крок 1 мінімізації скінченного автомата
У таблиці зміненого автомата 2- еквівалентні стани відповідають однаковим рядкам одночасно і таблиці переходів і таблиці виходів. Одразу видно, що стани s1, s3, s5, s7 і s8 залишаються 2- еквівалентними, а стан s9 відокремлюється в інший клас 2- еквівалентності; інші стани, а саме s2, s4, s6, також належать одному класу 2- еквівалентності:

(2: {s1, s3, s5, s7, s8}, {s2, s4, s6}, {s9}.

Відповідний автомат з урахуванням нових позначень (f3 для класу {s9}, перші два класи мають попередні позначення) має вид рисунка 4.9.

	
	Переходи (функція ()
	виходи 

(функція ()

	стан
	a1
	a2
	a3
	a1
	a2
	a3

	s1
	f2
	f2
	f1
	1
	0
	0

	s2
	f1
	f2
	f2
	0
	1
	1

	s3
	f2
	f2
	f1
	1
	0
	0

	s4
	f1
	f2
	f2
	0
	1
	1

	s5
	f2
	f2
	f1
	1
	0
	0

	s6
	f1
	f3
	f2
	0
	1
	1

	s7
	f2
	f2
	f1
	1
	0
	0

	s8
	f2
	f2
	f1
	1
	0
	0

	s9
	f1
	f3
	f1
	0
	1
	1


Рис. 4.9 – Крок 2 мінімізації скінченного автомата
Аналогічно 3- еквівалентність перевіряється по однакових рядках 2- еквівалентності автомата, тобто автомата, отриманого на попередньому кроці, і т.д.:

(3: {s1, s3, s5, s7, s8}, {s2, s4}, {s6}, {s9};

(4: {s1, s3, s8}, {s2, s4},{s6}, {s9},{s5,s7}.
Нова таблиця переходів і виходів має вид рисунка 4.10.

Рис. 4.10 – Крок 3 мінімізації скінченного автомата
Після закінчення процесу пошуку класів еквівалентних станів фактично вже отримано  мінімальний автомат (рисунок 4.11). Залишається тільки в першому стовпці замінити позначення станів s на f і видалити повторювані рядки: залишаємо перший рядок, другий, п'ятий, шостий і дев'ятий рядки.

Рис. 4.11 – Крок 4 мінімізації скінченного автомата
Результат представлено на рисунку 4.12.

Рис. 4.12 – Мінімальний скінченний автомат
Зауваження. В другому алгоритмі мінімізації на кожному кроці будується нова таблиця переходів, але змінюється не вся таблиця, а тільки елементи, що відповідають переходам в стани автомата, які належать іншому класу еквівалентності, ніж змінюваний елемент. Зберігати треба лише початкову таблицю і таблицю, отриману на поточному кроці мінімізації.
Лабораторна робота № 7 Методичні вказівки
Завдання до лабораторної роботи.

Написати програму, що реалізує алгоритм мінімізації довільного автомата Мілі (один з двох: заснований на аналізі класів k-еквівалентності за таблицею переходів або на порівнянні рядків таблиць переходів та виходів). Програма повинна зчитувати з файлу автомат Мілі та виводити на екран. Потім повинні бути показані етапи побудови класів еквівалентності і мінімізований автомат. Для перевірки правильності необхідно обробити один і той же вхідний ланцюжок за допомогою обох автоматів (даного і мінімізованого) – результати обробки повинні бути однаковими. 

Вхідний алфавіт, вихідний алфавіт повинні бути рядками довільної довжини (скінченними рядками). Даний автомат повинен зберігатися у файлі, де вказано розміри алфавітів, самі алфавіти та функції переходів і виходів. При зчитуванні з файлу заповнюються відповідні алфавіти (масиви або списки) й таблиці переходів і виходів (динамічні двовимірні масиви або списки). 

Розробити клас-автомат, який містить вхідний алфавіт, вихідний алфавіт, множину станів, таблиці переходів і виходів, функцію, що повертає новий стан, та функцію, що повертає вихідне значення, функцію обробки вхідного ланцюжка та функцію мінімізації автомату. 
4.5 Автомат Мура і його мінімізація

Будемо умовно вважати, що такти роботи автомата Мілі виконуються через проміжок часу, який дорівнює одиниці. Тоді автомат Мілі можна задати співвідношеннями:


s (t)= ( ( s (t(1), a (t));


z (t)= ( ( s (t(1), a (t)).

На відміну від нього автомат Мура задається співвідношеннями:


s (t)= ( ( s (t(1), a (t));


z (t)=( ( s (t)).

Тут спочатку по вхідному символу і попередньому стану автомата визначається новий стан автомата Мура, а тільки потім по новому стану визначається вихідний символ. У той час як автомат Мілі виконує дві операції в один і той самий момент часу (за один такт), автомат Мура працює в два такти: 1) новий стан; 2) вихід. Тому функцію виходів ( називають зрушеною функцією виходів.

Задається автомат Мура, як і автомат Мілі, або графом (діаграмою станів), або таблицею переходів і виходів.

Приклад. Розглянемо автомат Мура для перевірки парності числа одиниць у ланцюжку, що складається з нулів і одиниць. Граф автомата має вид, зображений на рисунку 4.13.

Тут дуги графа позначаються тільки вхідними символами, вихідні ж символи пишуться біля вершин, а не над дугами.
Автомат починає роботу зі стану s0. Вихідний символ 1 означає, що число одиниць у вхідному ланцюжку парне. Вихідний символ 0 означає, що число одиниць – непарне.

Рис.4.13 – Граф (діаграма станів) автомата 
Після обробки вхідного ланцюжка чи його частини автомат знаходиться в стані s0 , якщо в ланцюжку було парне число одиниць, і переходить у стан s1 при непарному числі одиниць.

Цей же автомат можна задати за допомогою таблиці переходів і виходів (рис. 4.14). Тут замість таблиці виходів, що була в автоматі Мілі, залишається один стовпець вихідних символів, які відповідають станам автомата Мура.
	стан
	0
	1
	вихід

	s0
	s0
	s1
	1

	s1
	s1
	s0
	0


Рис.4.14 – Таблиці переходів і виходів автомата Мура
Твердження. Скінченні автомати Мілі і Мура взаємозамінні, тобто для кожного автомата Мура можна побудувати еквівалентний йому автомат Мілі, і навпаки. При цьому перехід від автомата Мура до автомата Мілі виконується зі збереженням числа станів.

Для такого переходу підставимо у функцію ( вираз для s(t):

s(t)= ((s(t(1), a(t));

z(t)= ((((s(t(1), a(t)))= ((s(t(1), a(t)).

Розглянемо перехід на прикладі попереднього автомата Мура для перевірки парності. Для кожного вхідного символу і поточного стану автомата визначаємо новий стан, потім вихідний символ, що поміщаємо в таблицю виходів (рис. 4.15).

	
	функція (
	функція (

	стан
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	s0
	s0
	s1
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	0

	s1
	s1
	s0
	0
	1


Рис.4.15 – Таблиці переходів і виходів автомата Мілі

З теоретичної точки зору цей автомат Мілі еквівалентний початковому автомату Мура (рис.4.14), однак необхідно пам'ятати, що автомат Мура працює з запізнюванням на один такт.

Зворотний перехід від автомата Мілі до автомата Мура супроводжується, як правило, збільшенням числа станів. Розглянемо цей алгоритм на прикладі.

Нехай задано деякий автомат Мілі з трьома станами (рис. 4.16).

	
	функція (
	функція (

	стан
	x
	y
	x
	y

	s0
	s1
	s2
	u
	v

	s1
	s2
	s1
	v
	u

	s1
	s2
	s1
	v
	u


Рис.4.16 – Автомат Мілі з трьома станами
Введемо в розгляд нові стани автомата з позначеннями, що відповідають станам початкового автомата і вхідним символам: s0x, s0y, s1x, s1y, s2x, s2y. Станам s0x і s0y відповідають вихідні символи u і v, що випливає з таблиці виходів автомата Мілі. Впливи вхідних символів на нові стани будуть виконуватися за формулою:
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Тут на першому місці стоїть стан sm , у який переходить автомат Мілі зі стану si під дією вхідного символу xj . Наприклад, (s0 x, x)( s1, x.

Подібні дії продовжуються доти, поки виникають нові стани, і припиняються, коли залишаємося в колі вже наявних станів (рис. 4.17).

	стан
	0
	1
	вихід

	s0
	s0 x
	s0 y
	(

	s0 x
	s1 x
	s1 y
	u

	s0 y
	s2 x
	s2 y
	v

	s1 x
	s2 x
	s2 y
	v

	s1 y
	s1 x
	s1 y
	u

	s2 x
	s2 x
	s2 y
	v

	s2 y
	s1 x
	s1 y
	u


Рис.4.17 – Автомат Мура, еквівалентний автомату Мілі з рисунка 4.16
Описана процедура за самою технологією забезпечує еквівалентність побудованого автомата Мура початковому автоматові Мілі. Поєднуючи еквівалентні стани (відповідні однаковим рядкам таблиці переходів), можна мінімізувати автомат:

 s0 ={s0}; 

 s1 ={s0 x, s1 y, s2 y};

 s2 ={s0 y, s1 x, s2 x}.

Результат мінімізації представлений на рисунку 4.18.

	стан
	0
	1
	вихід

	s0
	s1
	s2 
	(
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	s2 
	s1 
	v

	Рис. 4.18


Рис.4.18 – Мінімальний автомат Мура
Проблема мінімізації автомата Мура в загальному випадку розв’язується так само, як і для автомата Мілі з використанням двох описаних вище алгоритмів. Єдина різниця полягає в тому, що порівнюючи спочатку вихідні символи, ми говоримо про 0- еквівалентні стани автомата Мура, а потім вже про 1- еквівалентні, 2-еквівалентні і так далі. При цьому 0- еквівалентні стани – це однаково відмічені стани.
Лабораторна робота № 8 Методичні вказівки
Завдання до лабораторної роботи.

Написати програму, що реалізовує довільний автомат Мура, задовольняючи наступним вимогам.
1. Створити клас-автомат-Мура, що містить вхідний алфавіт, вихідний алфавіт і алфавіт станів (одновимірні динамічні масиви або списки), а також дані класу, що відповідають функціям переходів і виходів (двовимірний та одновимірний динамічні масиви, списки списків або масиви списків), метод- функцію переходу в новий стан, метод- функцію одержання виходу, метод-функцію обробки вхідного ланцюжка. 

2. Вхідний алфавіт, вихідний алфавіт і алфавіт станів повинні складатися з рядків довільної довжини (скінченних рядків). 

3. Початковий автомат Мура повинен зберігатися у файлі, де вказано розміри алфавітів, самі алфавіти і функції переходів і виходів. 

4. З файлу автомат повинен зчитуватися у відповідні структури даних, які в класі завдають алфавіти і функції переходів і виходів.

5. Повинна бути організована перевірка коректності вхідного та вихідного ланцюжків відповідним алфавітам.

6. На екрані автомат має бути представлений у вигляді таблиці станів і покроково обробляти букви-рядки, що подаються на вхід.

7. На кожному кроці необхідно вказати новий стан і поточний елемент вхідного алфавіту з урахуванням зсувної функції.
Лабораторна робота № 9 Методичні вказівки

Завдання до лабораторної роботи.

Написати програму, що реалізує алгоритм мінімізації довільного автомата Мура (один з двох: заснований або на аналізі класів k-еквівалентності за таблицею переходів або на порівнянні рядків таблиць переходів та виходів). Програма повинна зчитувати з файлу автомат Мура та виводити на екран. Потім повинні бути показані етапи побудови класів еквівалентності і мінімізований автомат. 

Для перевірки правильності роботи алгоритму мінімізації необхідно обробити один і той самий вхідний ланцюжок за допомогою обох автоматів (даного і мінімізованого) – результати повинні бути однаковими. 

Вхідний алфавіт, вихідний алфавіт повинні бути рядками довільної довжини (скінченними рядками). Даний автомат повинен зберігатися у файлі, де вказані розміри алфавітів, самі алфавіти та функції переходів і виходів. При зчитуванні з файлу заповнюються відповідні алфавіти (масиви або списки) й таблиці переходів і виходів (динамічні двовимірні масиви або списки). 
Розробити клас-автомат, який містить вхідний алфавіт, вихідний алфавіт, множину станів, таблиці переходів і виходів, функцію, що повертає новий стан, та функцію, що повертає вихідне значення.
4.6 Розпізнавачі
Визначення. Розпізнавачем називається автомат Мура, що одержує на виході тільки два значення: 1 відповідає стану, що допускає, 0 ( стану, що відкидає.

Приклад. Сконструюємо автомат-розпізнавач, що визначає правильність оголошень простих змінних заданого типу (int, double та інші) та одновимірних масивів даних заданого типу у мові С++.

Будемо вважати, що рядки, які вводяться, попередньо оброблені транслітератором, тобто програмою, мета якої зменшити розмір вхідного алфавіту автомата. Наприклад, рядок
 int A, a[12], b, *B; 
перетвориться в транслітерований рядок
 tp v, v[c], v, *v;
Вхідний алфавіт А={v, c, ',', ';', '*', [, ] }. Тут
tp ( тип;
v ( ідентифікатор;

c ( константа;

‘,’ ( кома;

‘;’ – крапка з комою;
'*' – зірочка;

[ ( ліва дужка;

] ( права дужка.

Наприклад, вираз 
int v[c], v, *v; 
є правильним і тому повинен допускатися розпізнавачем. Символам даного рядка інтуїтивно припишемо якісь ролі:
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де   0 – початковий стан;
1 – ім'я типу;

2 – ім'я змінної;

3 – ліва дужка;

4 – константа, що задає розмір (довжину) масиву;

5 – права дужка;

6 – кома, що розділяє описувані об'єкти;

7 – крапка з комою, що завершує оголошення;

8 – зірочка, що передує ідентифікатору змінної.

Автомат, що розпізнає правильні оголошення змінних, зображено на рисунку 4.19. Тут Е – стан помилки. Автомат не може залишитися в початковому стані, нічого не обробивши, тому початковому стану 0 відповідає вихідний символ 0 – стан автомата, що відкидає вхідний ланцюжок (помилка). 
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Рис.4.19 – Розпізнавач правильних оголошень змінних
Заповнення таблиці виконується так: якщо на вхід надходить символ, припустимий у даній ситуації, то автомат переходить у стан, що відповідає цьому символу. Наприклад, якщо в стані 1 на вхід надходить ідентифікатор v, то автомат переходить у стан 2. Якщо на вхід надходить символ, неприпустимий у даному стані, автомат переходить у стан помилки E, якому відповідає вихідний символ 0. При виявленні помилки автомат продовжує обробляти рядок, хоча це вже не має значення. Можна було б не вводити стан E, а відразу виконувати вихід на підпрограму обробки помилки (переривання).

Даний автомат можна мінімізувати, поєднуючи однакові рядки, що відповідають еквівалентним станам. Отриманий мінімальний автомат представлено на рисунку 4.20, A={1,6}.
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Рис.4.20 – Мінімальний автомат-розпізнавач правильних оголошень 
змінних
Таким чином, об'єдналися стани 1 і 6. Спільна ознака станів 1 і 6 показує, що після ідентифікатора типу, що відповідає стану 1 автомата, і після коми, що розділяє об'єкти, можуть починатися однакові рядки. 
Підсумок: процедура мінімізації дала змістовну інформацію про ролі вхідних символів.

4.7 Кінцеві маркери і виходи з розпізнавача

Розглянемо автомат, що допускає тільки ланцюжки символів з алфавіту A={a, b}, у яких символ “b” зустрічається або парну кількість разів, або взагалі не зустрічається. Наприклад, abbabbbba ( припустимий ланцюжок, aaab ( неприпустимий ланцюжок. Таблиця переходів автомата представлена на рисунку 4.21.


Рис.4.21 – Приклад автомата-розпізнавача 
У цьому автоматі не зазначена ситуація кінця вхідного рядка, що повинен обробити автомат-розпізнавач, тобто він не знає, коли потрібно припинити роботу. Введемо в розгляд спеціальний символ кінця рядка ( кінцевий маркер ((. Поява цього символу означає припинення роботи автомата. Тепер він має вид автомата на рисунку 4.22.


Рис.4.22 – Приклад автомата-розпізнавача з кінцевим маркером
У розглянутих вище автоматах (розпізнавачах) вихідний символ видавався на кожнім кроці, коли він, власне, був не потрібний, тому що ланцюжок не був закінчений. Тепер вихідний символ видається тільки з появою (( (кінцевого маркера) як підведення підсумків.

Рядки «так» чи «ні» є фактично вже не вихідними елементами, а звертаннями до процедур продовження чи припинення роботи програми. Стан Е, як описано вище, теж можна замінити процедурою «ні», після чого автомат прийме вид, представлений на рисунку 4.23.


Рис.4.23 – Приклад автомата-препроцесора

Останній автомат припиняє роботу або при появі кінцевого маркера, якщо до нього не зустрічалося непарне число «b» підряд, або раніш, при першій же появі непарного числа символів «b».

Дострокове припинення роботи автомата можливо і при обробці припустимого ланцюжка.

Наприклад, ланцюжок, складений з 0 і 1, вважається припустимим, якщо в ньому хоча б один раз зустрілися підряд дві одиниці. 
Відповідний розпізнавач має вид, представлений на рисунку 4.24. Під впливом одиниці, що зустрілася першою, автомат перейде в стан B зі стану A і, якщо підряд йде наступна одиниця, то він перейде в стан C, у якому і залишиться незалежно від наступних за двома одиницями вхідних символів. Далі аналізувати ланцюжок необов'язково, тому що він вже зафіксований як припустимий. 

Рис.4.24 – Розпізнавач з достроковим припиненням роботи

У зв'язку з цим можна розглянути поліпшений варіант даного розпізнавача (рис. 4.25). «так» і «ні» ( це виходи на процедури обробки припустимого і неприпустимого ланцюжка відповідно.


Рис.4.25 – Розпізнавач-препроцесор
Визначення. Ланцюжок нульової довжини називається порожнім (пустим) ланцюжком. Це значить, що на вхід автомата надходить лише кінцевий маркер ((. Позначення порожнього ланцюжка ( (.

Твердження. Скінченний розпізнавач допускає порожній ланцюжок тоді і тільки тоді, коли його початковий стан є таким, що допускає.

Прикладом може служити порожній оператор.

4.8 Приведені автомати

Визначення. Стан, що не досягається з початкового стану ні для якого вхідного ланцюжка, називається недосяжним.

Рядки, що відповідають таким станам, можна видалити з таблиці переходів автомата, одержуючи при цьому еквівалентний вихідному автомат з меншим числом станів.

Як правило, недосяжні стани виявляються після перегляду всіх станів, досяжних з початкового стану за якесь число кроків.

Приклад. Визначити недосяжні стани автомата на рисунку 4.26.
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Рис.4.26 – Автомат з недосяжними станами
Починаючи роботу зі стану s0 , автомат може перейти в стан s1 чи s5, з них у s2, s7, s3. Починаючи роботу з кожного з зазначених станів, автомат знову переходить в один з цих же станів. Таким чином, стани s4, s6, s8 є недосяжними. Отже, можна видалити з автомата рядки, що відповідають цим станам.

З урахуванням позначень:

s0={s0}, s2 ={s2}, s3 ={s3}, s4 ={s5}, s5 ={s7}

еквівалентний автомат має вид, представлений на рисунку 4.27.
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Рис.4.27 – Автомат без недосяжних станів
Визначення. Автомат називається приведеним, якщо він не містить недосяжних станів, і ніякі два його стани не еквівалентні один одному.

Висновок. Отже, для одержання приведеного автомата потрібно спочатку видалити недосяжні стани, а потім мінімізувати отриманий автомат.

4.9 Недетерміновані і детерміновані автомати

Оскільки в багатьох випадках недетермінований автомат побудувати простіше, ніж детермінований, то корисно, як проміжний етап при побудові звичайних детермінованих автоматів, ввести в розгляд недетермінований автомат.

Визначення. Недетермінований скінченний автомат (розпізнавач) являє собою звичайний розпізнавач з тією лише різницею, що значеннями його функції переходів є не окремі стани, а множини станів, і (або) замість одного початкового стану задається множина початкових станів.

Приклад. Розглянемо недетермінований автомат, представлений на рисунку 4.28. 
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Рис.4.28 – Недетермінований автомат
Якщо стан sнов належить множині нових станів, що відповідають поточному стану sпот і вхідному символу x, то пишуть sпот 
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Для даного автомата маємо: A 
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Визначення. Говорять, що недетермінований автомат допускає вхідний ланцюжок, якщо він дозволяє зв'язати один з початкових станів автомата з одним з його станів, що допускають.

Якщо для деякого автомата s0 ( його початковий стан, а s3 ( стан, що допускає, і є послідовність переходів s0 
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 s3, то ланцюжок x1x2x3 є припустимим. 

Наприклад, для розглянутого вище автомата ланцюжок 11 допускається, тому що B 
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 C. При цьому неважливо, що існує інша послідовність переходів B 
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 A, що приводить до неприпустимого стану A. Якщо відбувається перехід у порожню множину станів ((), наприклад, C
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0

 (, то даний ланцюжок (0) відкидається.

Розглянемо приклад побудови недетермінованого автомата. Вхідний алфавіт B = {А, Л, Н, М}. Автомат повинен допускати тільки два ланцюжки: ЛАМАНА, ЛАН.

Призначимо символам «ролі», тобто введемо стани автомата:

S0 – початковий стан;

Л1 – буква «Л» у слові ЛАН;

А1 – буква «А» у слові ЛАН;

Н1 – буква «Н» у слові ЛАН;

Л2 – буква «Л» у слові ЛАМАНА;

А2 – перша буква «А» у слові ЛАМАНА;

М – буква «М» у слові ЛАМАНА;

А3 – друга буква «А» у слові ЛАМАНА;

Н2 – буква «Н» у слові ЛАМАНА;

А4 – третя буква «А» у слові ЛАМАНА.

Автомат, що розпізнає ланцюжки, які складаються із символів алфавіту В, і допускає ланцюжки ЛАН і ЛАМАНА, представлений на рисунку 4.29.


Рис.4.29 – Недетермінований автомат

У початковому стані S0 на вхід автомата повинна подаватися тільки буква «Л». Якщо вона надходить на вхід, то автомат переходить або в стан Л1, або в стан Л2, тобто значенням функції переходів є множина станів: ( (S0, Л) = {Л1, Л2}. Це означає, що незалежно від того, чи будуть інші значення функції ( множинами чи одиничними станами, отриманий автомат буде недетермінованим.

Подальше заповнення таблиці виконується за правилом: якщо на вхід надходить символ, що повинен слідувати за останнім введеним символом, то автомат переходить у стан, що відповідає цьому символу. Наприклад, якщо в стані Л1 на вхід надходить буква «А», автомат переходить у стан А1. При надходженні іншої букви автомат зі стану Л1 переходить до процедури обробки помилки, що позначено на рисунку прочерком «–». Тут не вводиться стан помилки, тому що при надходженні неприпустимого символу ланцюжок буде відкинутий, і нема сенсу перевіряти його до кінця.

Станами, що допускають, будуть стани Н1 і А4, тому що в цих станах автомат закінчує роботу після обробки правильних ланцюжків. З таблиці видно, що стани Н1 і А4 еквівалентні, отже, автомат допускає мінімізацію. Однак ця дія буде виконана після перетворення недетермінованого автомата в детермінований.

Наступне твердження дозволяє побудувати відношення еквівалентності на множинах недетермінованих і детермінованих розпізнавачів.

Твердження. Для кожного недетермінованого скінченного розпізнавача існує еквівалентний йому детермінований скінченний розпізнавач, що допускає в точності ті ж ланцюжки, що і недетермінований.

Оскільки в багатьох випадках недетермінований розпізнавач побудувати легше, і по регулярній граматиці будується в загальному випадку також недетермінований розпізнавач, то потрібно спочатку перетворити його до детермінованого виду, після чого вже виконувати обробку вхідних ланцюжків.

Зауваження. Взагалі кажучи, приведене твердження відноситься до недетермінованих автоматів, зокрема, до розпізнавачів. Однак для зручності запису ми не будемо розрізняти автомат і розпізнавач, говорячи про розпізнавачі.

Розглянемо приклад недетермінованого автомата (рис. 4.30) і перетворимо його в детермінований. 
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Рис.4.30 – Недетермінований автомат
У даному автоматі два початкових стани – А та В. Зі стану А під дією вхідного символу 0 автомат переходить у множину станів {A, B}, зі стану В під дією того ж вхідного символу 0 автомат переходить у стан В, що також входить у множину {A, B}. Позначимо новий стан {A,B} і позначимо ним перший рядок детермінованого автомата (див. рис. 4.31). Це його початковий стан.
Для заповнення рядка переходів будемо аналізувати і поєднувати переходи недетермінованого автомата зі станів А і В: під дією 0 автомат переходить в А чи в В, тому ( ({A,B}, 0) = {A, B}; під дією 1 здійснюється перехід у стан С, тому ( ({A,B}, 1) = С.
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	Рис. 4.31


Рис.4.31 – Детермінований автомат
Позначимо другий рядок детермінованого автомата станом С і обчислимо переходи: ( (С, 0) = {(}, тому що перехід під дією 0 для стану С не визначений; ( ( С, 1) = {A, С}, оскільки перехід під дією 1 для С визначений як множина {A, С}. Позначаємо наступний рядок детермінованого автомата новим станом {A,С} і обчислюємо для нього переходи аналогічно попереднім станам нового автомата.
Стани {A,B}, {A,С} детермінованого автомата є станами, що допускають, тому що в множину {A,B} входить стан, що допускає, В, а в {A,С} – стан, що допускає, С.

Алгоритм детермінізації

Опишемо тепер алгоритм побудови детермінованого автомата за заданим недетермінованим автоматом. 

Нехай MН ( недетермінований автомат, а MД ( еквівалентний йому детермінований, котрий потрібно побудувати.

Крок 1. Позначити перший рядок таблиці переходів MД множиною початкових станів автомата MН. Застосувати до цієї множинаі крок 2.

Крок 2. По даній множині станів S, що позначає рядок таблиці переходів MД, для якого переходи ще не обчислені, визначити ті стани MН , що можуть бути досягнуті з S за допомогою кожного вхідного символу x, і помістити відповідні множини станів у стовпці автомата MД (для кожного вхідного символу).

Крок 3. Для кожної нової множини, породженої переходами на кроці 2, перевірити, чи мається вже в MД рядок, позначений цією множиною. Якщо ні, то додати новий рядок і позначити його новою множиною.

Крок 4. Якщо в таблиці автомата MД є рядки з необчисленими переходами, застосувати до них крок 2. 

Крок 5. Відзначити стан автомата MД як стан, що допускає, тоді і тільки тоді, коли множина, що позначає цей рядок, містить стан, що допускає, автомата MН. Інакше стан позначити як стан, що відкидає.

Застосуємо тепер описану методику для прикладу автомата, що допускає ланцюжки ЛАН і ЛАМАНА (рис. 4.29). 

На рисунку 4.32 приведено отриманий детермінований автомат MД , що відповідає недетермінованому автомату MН. 


Рис.4.32 – Детермінований автомат
Автомат MД не є мінімальним. Наприклад, стани {Н1} і {А4} є еквівалентними, тому автомат MД можна мінімізувати. Результат мінімізації представлено на рисунку 4.33.


Рис.4.33 – Детермінований автомат
Розділ 5 АВТОМАТИ З МАГАЗИННОЮ ПАМ'ЯТТЮ

Скінченний автомат має фіксоване число станів, що в багатьох випадках не дозволяє розпізнавати ланцюжка символів, тому що для деяких ланцюжків потрібно запам'ятовувати інформацію довільного обсягу, що залежить від довжини ланцюжка. Цей недолік усувається в автоматах з магазинною (стековою) пам'яттю (МП-автоматах).

5.1 Поняття МП-автомата

МП-автомат подібний звичайному скінченному автомату і відрізняється наявністю магазинної пам'яті (стека). Дії МП-автомата залежать не тільки від його стану, але і від символу, що знаходиться на вершині стека (верхнього магазинного символу). Тому на кожнім кроці процедури обробки вхідного рядка використовується інформація трьох видів:

1)  поточне стан;

2)  верхній магазинний символ;

3)  поточний вхідний символ.

МП-автоматом можуть бути виконані наступні операції:

· операції над магазином:

1) вштовхнути в магазин поточний символ;

2) виштовхнути верхній символ магазина;

3) залишити стек без зміни;

· операції над станами:

1) перейти в новий стан;

2) залишитися в колишньому;

· операції над вхідним рядком:

1) перейти до обробки наступного символу і зробити його поточним;

2) залишити без зміни.

Зауваження. На дні стека (магазина) завжди знаходиться донний маркер (. Це ознака порожнечі магазина. Його не можна ані вштовхнути в стек ані виштовхнути з нього. Інші магазинні символи вштовхуються в стек зверху.

Обробку вхідного ланцюжка МП-автомат починає з деякого стану при якомусь початковому вмісті магазина з першого символу вхідного ланцюжка. Він виконує операції, що задаються його керуючим пристроєм. Якщо відбувається вихід, обробка припиняється, якщо перехід ( МП-автомат дає новий магазинний символ, новий стан, новий поточний символ і переходить до нової дії керуючого пристрою.

Автомат не повинний вимагати наступний вхідний символ, якщо поточним символом є кінцевий маркер, і не повинний виштовхувати символ з магазина, якщо це  ( маркер дна.

Таким чином, МП-автомат задається наступними об'єктами:

1.  Кінцевою множиною вхідних символів, у яке входить і кінцевий маркер.

2.  Кінцевою множиною магазинних символів, що включають маркер дна.

3.  Кінцевою множиною станів, що включають початковий стан.

4.  Керуючим пристроєм, що кожної комбінації вхідного символу, магазинного символу і поточного стану ставить у відповідність чи вихід перехід. Виключаються операції після кінцевого маркера і над маркером дна.

5.  Початковим умістом магазина, що складає з донного маркера і (не обов'язково) ще якихось символів.

Визначення. МП-автомат називається МП- розпізнавачем, якщо в нього тільки два виходи: допустити і відкинути.

Дії МП-розпізнавача:

ВИШТОВХНУТИ (верхній магазинний символ);

ВШТОВХНУТИ (магазинний символ) A;

СТАН (S);

ЗРУШЕННЯ (по вхідному ланцюжку);

ТРИМАТИ (вхідний ланцюжок).

Якщо автомат має єдиний стан, то дія СТАН (S) не виконується.

Приклад. Побудуємо МП-розпізнавач ланцюжків, що складаються з круглих дужок.

1.  Вхідна множина: {(, ), ((}.

2.  Множина магазинних символів: {A, (}.

3.  Стан S єдине.

4.  Переходи:

a) (, A = ВШТОВХНУТИ (A), ЗРУШЕННЯ

(1)

b)  (, ( = ВШТОВХНУТИ (A), ЗРУШЕННЯ

(2)

c)  ), A = ВИШТОВХНУТИ (A), ЗРУШЕННЯ

(3)

d)  ), ( = ВІДКИНУТИ





(4)

e)  ((, A = ВІДКИНУТИ




(5)

f)  ((, ( = ДОПУСТИТИ




(6)

5.  Початковий вміст магазина ( донний маркер (().

Принцип роботи цього автомата в тім, що при кожної зустрінутій на вході відкриваючій дужці «(» у магазин уштовхується символ A. Отже, магазин запам'ятовує кількість відкритих дужок. При зустрічі кожної закриваючої дужки «)» верхній символ A виштовхується зі стека. Таким чином, відбувається порівняння числа відкритих і числа закритих дужок.

Обробимо, для приклада, ланцюжок ( ( ) ( ) ). Запишемо цей процес компактно. Тут ліворуч записано вміст стека, а праворуч – необроблена частина вхідного ланцюжка і номер застосованого правила.

1)  (


( ( ) ( ) ) ((  Застосовуємо правило 2).

2)  ( A


  ( ) ( ) ) ((  Правило 1) .

3)  ( A A


    ) ( ) ) ((  Правило 3).

4)  ( A


      ( ) ) ((  Правило 1) .

5)  ( A A


        ) ) ((  Правило 3).

6)  ( A


          ) ((  Правило 3).

7)  (



  ((  Правило 6) .

8)  допустити.
Керуючий пристрій автомата з одним станом можна представити у виді керуючої таблиці (Рис. 5.1).

	
	вхідні символи

	стек
	(
	)
	((

	A
	вштовхнути (A), зрушення  
	виштовхнути (A), зрушення
	відкинути

	(
	виштовхнути (A), зрушення
	відкинути
	допустити


Рис. 5.1 – Керуюча таблиця МП-розпізнавача дужок
Цей автомат є примітивним, бо використовує лише найпростіші операції зі стеком. Недолік такого автомату в тім, що для кожного стану потрібна своя керуюча таблиця, і в деяких з них може бути велика кількість виходів з автомату. Але примітивний автомат допускає перетворення до непримітивного, в якому буде використана удосконалена операція зі стеком, що призведе до оптимізації автомата в цілому.

5.2 Позначення для множини ланцюжків

Розглянемо деякі операції над множинами ланцюжків як множинами довільних символів.

1.  Об'єднання ((, +) ( операція подібна додаванню і виконується як об'єднання множин.

Якщо P, Q ( множини ланцюжків, то P + Q = P (Q.

Наприклад, {FOR, IF, THEN} + {DO, IF} = {FOR, IF, THEN, DO};

{AB, X3} + {Y, ( } = {AB, X3, Y, ( };

{Усі ланцюжки з 0 і 1, що починаються з 0 і закінчуються 1} + 
+ {Усі ланцюжки з 0 і 1, що починаються з 0 і закінчуються 0} =

= {Усі ланцюжки з 0 і 1, що починаються з 0};

{Прості змінні АЛГОЛА} + {змінні з індексами АЛГОЛА} = 
= {Змінні АЛГОЛА}.

2.  Конкатенація (() ( приписування ланцюжків один до одного). Довжина ланцюжка, що отриманий в результаті конкатенації, дорівнює сумі довжин ланцюжків, до яких застосовується операція. Оскільки довжина порожнього ланцюжка дорівнює нулю, то в результаті його конкатенації з будь-яким ланцюжком останній не змінюється. 

Наприклад, ОКО ( ЛИЦЯ = ОКОЛИЦЯ;

ОКОЛИЦЯ ( ( = ОКОЛИЦЯ.

Якщо P, Q ( множини ланцюжків, то конкатенацією P і Q називається множина, що складається з усіляких конкатенацій ланцюжків з множини P з ланцюжками з множини Q.

Приклади. 1) P = {10}, Q = {1, 0}, P ( Q = {101, 1000};

2) {AB, X, ABY} ( {(, Y} = {AB(, ABY, X, ABY, ABYY, XY} =

= {AB, ABY, X, ABYY, XY};

3) {усі букви} ( {усі ланцюжки з букв і цифр} = 

 = {усі ланцюжки з букв і цифр, що починаються з букви};

4)  конкатенація множини R із самою собою:

R ( R = R2 , Ri = 
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,  R0 = ( ( порожній ланцюжок.

{0, 11}2 ={00, 011, 110, 1111}.

3.  Ітерація Клини. Якщо є деякий алфавіт A, то A* ( це множина усіх ланцюжків, утворених із символів алфавіту A, включаючи і порожній ланцюжок.

Приклади. {0, 1}* ( множина усіх ланцюжків з 0 і 1;

{IF, THEN}* ( множина усіх ланцюжків зі слів IF, THEN.

Ітерація Клини виражається через конкатенацію в такий спосіб:

R* = R0 + R1 + R2 + ... + Rn + ...

Позитивна ітерація: R+ = R ( R* = R1 + R2 + ... + Rn + ...

Зауваження. R+ відрізняється від R* тільки відсутністю порожнього ланцюжка (порожньої множини). При цьому передбачається, що R не містить (.

Визначення. Регулярним називається ланцюжок, що допускає розпізнавання за допомогою скінченного автомата.

Твердження. Описані вище операції з будь-якої множини регулярних ланцюжків утворюють знову множину регулярних ланцюжків. Більш того, ці три операції з будь-якого алфавіту утворюють алфавіт регулярних ланцюжків.

Розглянемо способи конструювання нерегулярних ланцюжків, для розпізнавання яких потрібні вже МП-автомати.

1.  Використання множин, які містять рядки ( конкатенації степенів символів: 
a)  {1n 0m (n ( m > 0}. Наприклад, 111000, 111100;

b)  {1n 0n (n > 0}. Наприклад, 10, 111000;

c)  {an bm cm dn (n >0, m > 0}. Наприклад, abbccd, aaabbbbccccddd.

Тут степінь n означає повторення символу відповідне число раз.

Якби в подібних множинах обмеження для ланцюжків на кількість елементів містили скінченні величини, наприклад, що число одиниць у випадку a) більше чи дорівнює числа нулів на 2, а число нулів не більше 2, то вони легко розпізнавалися б за допомогою скінченних автоматів. Наявність таких обмежень змушує автомат до самого кінця перевірки пам'ятати структуру ланцюжка, що для довільної кількості символів (довільних n, m) скінченний автомат зробити не може. Отже, виходять нерегулярні ланцюжки.

2.  Операція обертання ланцюжка: (abc) r = cba.
Наприклад, {w, wr (w((0, 1)*} ( ланцюжки з нулів та одиниць, що складаються з підланцюжків w і wr, розділених комою, типу 11101,10111.

5.3 Приклади розпізнавання ланцюжків МП-автоматами

1.  Побудуємо автомат, що розпізнає множину {0 n 1n (n>0}.

Нехай автомат, має два стани: s1 і s2. Поки надходять на вхід нулі, він уштовхує символ z у стек і залишається в першому стані. З появою одиниць він переходить у другий стан і виштовхує символ z зі стека. При цьому, якщо в 2-м стані зустрінеться 0, ланцюжок відкидається. Допускаються ланцюжки, у яких у 2-му стані автомата зустрілися кінцевий маркер і донний маркер.

Якщо при подачі на вхід (( стек не порожній, чи при спустінні стека ще не вичерпаний ланцюжок вхідних символів, то він відкидається.

Початковий стан автомата ( перший; початковий уміст стека ( донний маркер (стек порожній).

Розглянемо роботу автомата по кроках:

1)   (

s1

0 0 0 1 1 1 ((;

2)   ( z

s1 

   0 0 1 1 1 ((;

3)   ( z z

s1 

      0 1 1 1 ((;

4)   ( z z z
s1 

         1 1 1 ((;

5)   ( z z

s2 

            1 1 ((;

6)   ( z

s2 

   
   1 ((;

7)   (


s2 

      ((;

8)   допустити.

Даний ланцюжок є припустимим.


Розглянемо випадок ланцюжка, що відкидається.

1)  (

s1

0 0 1 0 1 1 ((;

2)   ( z

s1 

   0 1 0 1 1 ((;

3)   ( z z

s1 

      1 0 1 1 ((;

4)   ( z

s2 

         0 1 1 ((;

5)   відкинути.

Запишемо керуючі таблиці цього автомата окремо для кожного стану.

	
	вхідні символи

	стек
	0
	1
	((

	z
	стан s1, 

уштовхнути (z), 
зрушення  
	стан s2, 

виштовхнути (z), 
зрушення
	відкинути

	(
	стан s1, 

уштовхнути (A), 
зрушення
	відкинути
	відкинути


Стан s1 :

Стан s2 : 

	
	вхідні символи

	стек
	0
	1
	((

	z
	відкинути  
	стан s2, 

виштовхнути (z), 
зрушення
	відкинути

	(
	відкинути
	відкинути
	допустити


5.4 Розширена операція над магазином

Розглянутий вище МП- автомат є примітивним. Він дозволяє за один крок виконати одне вштовхування в чи стек одне виштовхування з нього. Якщо для одного символу вхідного ланцюжка потрібно виконати кілька операцій над магазином, то це можна зробити або розглянутим раніше способом, виконуючи кілька операцій за кілька кроків, або ввівши додаткову розширену операцію над магазином.

Визначення. Розширена магазинна операція ЗАМІНИТИ складається у виштовхуванні верхнього магазинного символу і вштовхуванні в нього одного або декількох нових символів у зворотному порядку.

Наприклад, операція ЗАМІНИТИ (ABC) еквівалентна виконанню послідовності операцій: ВИШТОВХНУТИ (верхній магазинний символ);

ВШТОВХНУТИ (C);

ВШТОВХНУТИ (B);

ВШТОВХНУТИ (A).

Якщо в стеці знаходиться послідовність символів (xyz), то після виконання операції ЗАМІНИТИ (ABC)r вміст стека буде (xyCBA): (xyz( (xyCBA. На рисунку 5.2 показаний стан стека до (ліворуч) і після (праворуч) виконання операції ЗАМІНИТИ (ABC).

Рис.5.2 – Стан стека до (ліворуч) і після (праворуч) виконання операції 
ЗАМІНИТИ (ABC)
Розглянемо тепер приклад автомата, що використовує операцію над магазином ЗАМІНИТИ. Автомат розпізнає ланцюжки виду {0n 1n (n > 0}. Він має один стан і два магазинних символи x і z. Керуюча таблиця має вид:

	
	вхідні символи

	стек
	0
	1
	((

	x
	замінити (xz), 
зрушення
	виштовхнути, тримати
	відкинути

	z
	відкинути  
	виштовхнути, 
зрушення
	відкинути

	(
	відкинути
	відкинути
	допустити



Початковий вміст магазина: ( x.

Обробимо вхідний ланцюжок 0 0 0 1 1 1 (( : 

1)   ( x


0 0 0 1 1 1 ((;

2)   ( z x
 

   0 0 1 1 1 ((;

3)   ( z z x
 

      0 1 1 1 ((;

4)   ( z z z x

         1 1 1 ((;

5)   ( z z z


         1 1 1 ((;

6)   ( z z



1 1 ((;

7)   ( z
 

   
   1 ((;

8)   (



      ((;

9)   допустити.

Таким чином, формальну мову {0n 1n (n > 0} можна розпізнати за допомогою МП-автомата з одним станом, що використовує розширену магазинну операцію ЗАМІНИТИ.

5.5 Переклад за допомогою МП-автоматів

Визначення. МП-автомат називається МП-транслятором, якщо при розпізнаванні він породжує вихідний ланцюжок символів. Такі автомати разом з попередніми операціями виконують ще одну операцію на виході ВИДАТИ (().

Приклад. Переклад довільного ланцюжка з нулів і одиниць у ланцюжок виду

 {1n 0m(n, m > 0}, 011011( 111100.

Автомат працює за правилом: якщо на вхід подається 1, вона передається на вихід (операція ВИДАТИ (1)), і виробляється зрушення по вхідному ланцюжку; якщо на вхід надходить 0, він вштовхується в стек, і також виробляється зрушення по вхідному ланцюжку. При подачі на вхід кінцевого маркера на вихід подається 0 (операція ВИДАТИ (0)), зі стека виштовхується 0, а вхід тримається. Такі дії повторюються, поки в стеці не порожньо.
Керуюча таблиця автомата має вид (Початковий вміст магазина: ():

	
	вхідні символи

	стек
	0
	1
	((

	0
	вштовхнути (0), 
зрушення
	видати (1), 
зрушення
	видати (0),

виштовхнути (0), тримати

	(
	вштовхнути (0), зрушення
	видати (1), 
зрушення
	допустити


Наприклад, на вхід подано ланцюжок  0 1 0 1 1 ((. Дії автомата описуються нижче:

1)   

        (

0 1 0 1 1 ((;

2)   

        ( 0
 
   1 0 1 1 ((;

3)   ВИДАТИ (1), ( 0
 
      0 1 1 ((;

4)   

         ( 0 0

         1 1 ((;

5)   ВИДАТИ (1), ( 0 0
            1 ((;

6)   ВИДАТИ (1), ( 0 0

   ((;

7)   ВИДАТИ (0), ( 0

   
   ((;

8)   ВИДАТИ (0), (


   ((;

9)   допустити.

Тут фактично розпізнавання не було, тому що автомат допускає (перекладає) будь-який ланцюжок.

Розглянемо інший МП- транслятор, що одночасно і розпізнає і перекладає ланцюжки. Розпізнаються ланцюжки виду

{w 2 wr (w ( ланцюжок з нулів і одиниць, wr ( обернений ланцюжок};

переклад здійснюється в ланцюжки виду

{1n 0m(n, m > 0} (n, m ( кількість відповідно нулів і одиниць у ланцюжку w).

Наприклад, ланцюжок 01011211010 перекладемо в ланцюжок 11100.

Такий МП-автомат має два стани s1 і s2. Поки на вхід надходить 0 чи 1, автомат знаходиться в стані s1; при цьому всі подані на вхід символи вштовхуються в стек, а одиниці подаються ще і на вихід. При надходженні символу 2 автомат переходить у стан s2, у якому він виштовхує зі стека всі символи, причому нулі подає і на вихід. У результаті допускатися будуть тільки правильні ланцюжки, симетричні щодо роздільника 2, якщо автомат закінчить роботу в стані s2, у стеці буде знаходитися тільки донний маркер, а на вході – кінцевий маркер. У стані s1 усі ланцюжки автоматом будуть відкидатися незалежно від стану стека і входу. Якщо в стані s2 автомати на вхід подається який або символ, а в стеці порожньо, чи на вхід надійшов кінцевий маркер, а в стеці ще є символи, то ланцюжок відкидається.

Опишемо окремо керуючі таблиці для кожного стану.

Для стану s1 :
	
	вхідні символи

	стек
	0
	1
	2
	((

	0
	стан s1, 

уштовхнути (0),

 зрушення
	стан s1, вштовхнути (1),

видати (1), зрушення
	стан s2,

зрушення
	відкинути

	1
	стан s1, 

уштовхнути (0), 

зрушення
	стан s1, уштовхнути (1),

видати (1), зрушення
	стан s2,

зрушення
	відкинути

	(
	стан s1,

уштовхнути (0), 

зрушення
	стан s1, уштовхнути (1),

видати (1), зрушення
	стан s2,

зрушення
	відкинути


	
	вхідні символи

	стек
	0
	1
	2
	((

	0
	стан s2, виштовхнути (0), 

видати (0), зрушення
	відкинути
	відкинути
	відкинути

	1
	відкинути
	стан s2, виштовхнути (1), зрушення
	відкинути
	відкинути

	(
	відкинути
	відкинути
	відкинути
	допустити


Керуюча таблиця для стану s2 має вид:

Приклад 1. Нехай на вхід подається правильний ланцюжок 01011211010((.

1)   (

s1

0 1 0 1 1 2 1 1 0 1 0 ((;

2)   ( 0

s1 

   1 0 1 1 2 1 1 0 1 0 ((;

3)  видати (1)

( 0 1

s1 


      0 1 1 2 1 1 0 1 0 ((;

4)   ( 0 1 0

s1 
         1 1 2 1 1 0 1 0 ((;

5)  видати (1)

( 0 1 0 1

s1


 1 2 1 1 0 1 0 ((;

6)  видати (1)

( 0 1 0 1 1
s1



    2 1 1 0 1 0 ((;

7)  ( 0 1 0 1 1
s2


       1 1 0 1 0 ((;

8)  ( 0 1 0 1 
s2


          1 0 1 0 ((;

9)  ( 0 1 0 

s2


  0 1 0 ((;

10)  видати (0)

( 0 1 


s2


 
     1 0 ((;

11)  ( 0 

s2



        0 ((;

12)  видати (0)

(


s2 

      


((;

13) допустити.

Приклад 2. Розглянемо роботу цього автомата на прикладі неправильного ланцюжка: 0012101((.

5)  (

s1

0 0 1 2 1 0 1 ((;

6)   ( 0

s1 

   0 1 2 1 0 1 ((;

7)   ( 0 0

s1 

      1 2 1 0 1 ((;

8)  видати (1)

( 0 0 1

s1 

         2 1 0 1 ((;

9)  ( 0 0 1

s2


1 0 1 ((;

10)  ( 0 0

s2 


   0 1 ((;

11)  ( 0

s1 

      
      1 ((;

видати (0)

8)  відкинути.

Лабораторна робота № 10 Методичні вказівки

Завдання .
Написати програму, яка реалізує довільний автомат зі стековою пам’яттю, що використовує розширенну магазинну операцію ЗАМІНИТИ(()r. Вхідний алфавіт, магазинний алфавіт повинні складатися з рядків довільної довжини (скінченних рядків). 

Початковий автомат повинен зберігатися у файлі, де вказані розміри алфавітів, самі алфавіти, керуюча таблиця МП-автомата (кожен елемент таблиці складається з двох дій: зі стеком і з входом). При зчитуванні з файлу заповнюються відповідні алфавіти (одновимірні масиви або списки), керуюча таблиця (двовимірний массив). 

На екрані автомат повинен бути представлений у виді таблиці покроково обробляти подавані на вхід ланцюжки-рядки: на кожному кроці необхідно вказати поточний вхідний елемент, елемент магазинного алфавиту та дію з керуючої таблиці. 
Дія ЗАМІНИТИ (()r повинна бути реалізована у виді функції з параметром – рядком, ЗАМІНИТИ (() означає ВИШТОВХНУТИ. В автоматі повинні бути реалізовані 4 варіанти дій: 

1) ЗАМІНИТИ, ЗРУШЕННЯ; 

2) ЗАМІНИТИ, ТРИМАТИ; 

3) ВИШТОВХНУТИ, ЗРУШЕННЯ; 

4) ВИШТОВХНУТИ, ТРИМАТИ.
Розділ 6 ФОРМАЛЬНІ МОВИ І ГРАМАТИКИ

6.1 Формальна граматика, що породжує

Тут викладається математична теорія, що лежить в основі побудови компіляторів і інших процесорів, призначених для обробки мов. Застосовані математичні поняття узяті з теорії автоматів і формальних граматик. Ідеї теорії автоматів і формальних мов є прекрасною основою як для навчання побудові компіляторів, так і для реальної їхньої розробки. Такі автомати, як скінчений чи автомат з магазинною пам'яттю, служать основними будівельними блоками при створенні компілятора.

Визначення. Формальна граматика, що породжує, – це формальна система, обумовлена четвіркою об'єктів G={V, W, I, P},

де

V ( алфавіт термінальних символів;

W ( алфавіт нетермінальних символів; V
[image: image1717.wmf]I

 W=(;

I ( початковий символ (аксіома граматики);

P ( скінченна множина правил вигляду ( ( (, де ( і ( ( ланцюжки, що складаються із символів алфавітів V, W, тобто (((V
[image: image1718.wmf]U

 W)+, (((V
[image: image1719.wmf]U

 W)*.

Визначення. Ланцюжок ( безпосередньо виведений з ( у граматиці G (позначення (
[image: image1720.wmf]®

G

 (), якщо ( = (((, ( = ((( за умови, що (( ( є правило граматики G.

Наприклад, ( = abc, ( = xyz, ( = eg, ( = wv, eg ( wv ( P (правило граматики), тоді ( = abcegxyz, ( = abcwvxyz: ( 
[image: image1721.wmf]®

G

 (.

У цьому сенсі структура формальних граматик така ж, як в алгоритмів Маркова. Однак у формальних граматиках немає чітких вказівок по застосуванню правил. До даного ланцюжка можна застосувати будь-яке правило формальної граматики на вибір, яке можливо застосувати.

Визначення. Ланцюжок ( виведений з ( у граматиці G (позначення (
[image: image1722.wmf]Þ

n

 ( чи (
[image: image1723.wmf]Þ

*

 (), якщо існує послідовність (0 = (, (1, (2, ..., (n =  ( така, що для будь-якого номера i, 0( i ( n(1, справедливо наступне: (i ( (i+1 , тобто ( будується не за один крок, а за послідовність кроків. Ця послідовність називається висновком ( з (, а число n, тобто число елементів послідовності, відмінних від (, називається довжиною висновку.

Визначення. Мовою L(G), породжуваною граматикою G, називається множина усіх ланцюжків у термінальному алфавіті V, виведених з аксіоми I.

Зауваження. З теоретичної точки зору слово «мова» ( синонім терміна «множина ланцюжків». Так, мови PASCAL чи FORTRAN можна розуміти як множину ланцюжків, що задається деякою сукупністю правил (це нескінченна множина ланцюжків). Щоб відрізняти вживання слова «мова» у значенні точно визначеної множини ланцюжків від уживання цього слова в повсякденній мові, множину ланцюжків називають «формальною мовою». Щоб застосувати математичний підхід до проблем, пов'язаних з мовами і їхньою обробкою, ми повинні обмежитися множинами ланцюжків, які можна визначити деяким точним чином. Один зі способів, наприклад, полягає в завданні мови як множини, що допускається яким-небудь розпізнавачем ланцюжків типу скінченного автомата чи автомата з магазинною пам'яттю (МП-автомата). Термін «формальна граматика» застосуємо до будь-якого визначення формальної мови, заснованого на «граматичних правилах», за допомогою яких можна породжувати й аналізувати ланцюжки.

Визначення. Граматики G і G( еквівалентні, якщо породжувані ними мови збігаються, тобто L(G)=L(G().

Приклад. Нехай задано граматику G={V, W, I, P},

де

V={будинок, дуб, заслоняє, старий};

W={<речення>, <підмет>, <присудок>, <доповнення>, <прикметник>, <іменник>};

I={<речення>};

P: 1) <речення> ( <підмет> <присудок> <доповнення>;

     2) <підмет> ( <прикметник> <іменник>;

     3) <доповнення> ( <прикметник> <іменник>;

     4) <присудок> ( заслоняє;

     5) <прикметник> ( старий;

     6) <іменник> ( будинок;

     7) <іменник> ( дуб.

Розглянемо виведення різних речень за допомогою цієї граматики. Оскільки аксіома <речення> зустрічається тільки в першому правилі, то перший етап виводу має вигляд:

<речення> ( <підмет> <присудок> <доповнення>.

Застосовуємо до нетермінала <підмет> правило 2), до нетермінала <доповнення> ( правило 3), до нетермінала <присудок> ( правило 4). Ці операції потрібно робити по черзі, але оскільки в даному випадку порядок застосування правил не грає ролі, застосуємо їх всі одночасно:

<речення> ( <прикметник> <іменник> заслоняє <прикметник> <іменник>.

За правилом 5) заміняємо <прикметник> терміналом «старий», тоді одержимо виведення:

<речення> ( старий <іменник> заслоняє старий <іменник>.

Нетермінал <іменник> можна відповідно до правил 6) і 7) замінити терміналами «будинок» і «дуб» у будь-якому порядку.

У підсумку виходить, що дана граматика G породжує 4 варіанти речень, тобто

L(G) = {«старий будинок заслоняє старий дуб», «старий будинок заслоняє старий будинок», «старий дуб заслоняє старий будинок», «старий дуб заслоняє старий дуб»}.

Виведення першого речення можна наочно зобразити у вигляді дерева (рис. 6.0):
<речення>




<підмет>            <присудок>              <доповнення>

<прикметник> <іменник>      


<прикметник>       <іменник>

старий     

будинок
  заслоняє  
       старий
   
         дуб

Рис. 6.0 – Дерево виводу 1-го речення мови L(G)
Дерево показує, які правила застосовувалися до різних проміжних елементів виводу, але ховає порядок їхнього застосування. Таким чином, можна бачити, що результуючий ланцюжок не залежить від порядку, у якому застосовувалися правила граматики до нетерміналів.
6.2 Класифікація граматик Хомського

Хомський запропонував розбити усі формальні граматики на наступні 4 види: типу 0, типу 1, типу 2, типу 3.

Кожен наступний по порядку тип є часним випадком попереднього.

Граматика типу 0 ( це граматика довільного виду без обмеження на правила виводу.

Граматика типу 1 (контекстна) ( це граматика, усі правила якої мають вигляд 

(А( ( (((,

де
А ( нетермінальний символ;

( і ( ( (V(W)* , тобто довільні ланцюжки термінальних і нетермінальних символів, можуть бути, порожні;

( ( (V(W)+ , тобто непорожній ланцюжок термінальних і нетермінальних символів.

Ланцюжки ( і ( називаються контекстом правила чи його безпосередніми складовими; вони не змінюються при застосуванні правил.

Граматики типу 1 називають також контекстно-залежними чи такими, що не укорочують (КЗ-грамматиками).

Граматика типу 2 чи контекстно-вільна (КВ-грамматика) ( граматика, усі правила якої мають вигляд А( (,

де А ( нетермінал; ( ( (V(W)*.

Граматика типу 3 чи регулярна ( це граматика, усі правила якої мають вигляд:

A( аВ, А( b,

де а, b ( термінали a, b(V; А і B ( нетермінали, A, B(W. 

Найбільш простою є регулярна граматика (типу 3).

Приклад. Задано наступну граматику:

V={d, l}, d (digit) ( цифра, l (letter) ( буква; 

W={IDENT, REST}; I={IDENT};

P:  1) <IDENT> ( l;

2)  <IDENT>  ( l <REST>;

3)  <REST> ( l;

4)  <REST> ( d;

5)  <REST> ( l <REST>;

6)  <REST> ( d <REST>.

Ця граматика породжує довільні ідентифікатори.

Наприклад, <IDENT>( l <REST>( ll <REST>( lld <REST>( lldl.

Визначення. Мова L називається мовою типу i=0, 1, 2, 3, якщо існує граматика типу і, що її породжує.

Ми будемо розглядати тільки граматики регулярні (типу 3) і контекстно-вільні (типу 2), тому що вони мають найбільше практичне значення.

Завдання на контрольну роботу.

1.  Придумати граматику типу 3, що генерує задану регулярну мову, і побудувати скінченний розпізнавач Мура, що буде визначати, чи належить введений рядок мові чи ні.

2.  Побудувати КВ-граматику, що генерує задану нерегулярну мову; сконструювати МП- розпізнавач, що буде перевіряти приналежність введеного рядка даній мові.

Приклад. Розглянемо регулярну мову, що представляє собою рядки з нулів і одиниць такі, що за кожним входженням пари одиниць стоїть нуль. Приведемо приклад регулярної граматики, що генерує ланцюжки мови.

I=<A>, V={0, 1}, W={<A>, <B>, <C>};

P:  1) <A> ( 1 <B>;

2)  <A> ( 0 <A>;

3)  <B> ( 1 <C>;

4)  <B> ( 0 <A>;

5)  <C> ( 0 <A>;

6)  <B> ( (; 

7)  <A> ( (.

Побудуємо виведення ланцюжка 010110. Для цього в кожному проміжному ланцюжку будемо заміняти нетермінал по деякому наявному для нього правилу; під стрілкою вказується номер правила, застосовуваного до нетермінала на кожнім кроці:

<A>
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 0 <A>
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 01 <B>
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 010 <A>
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010110 <A>
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6.3 Регулярні множини як мови типу 3

Розглянемо наступну задачу. Нехай задано скінченний розпізнавач для деякої регулярної множини. Побудувати регулярну граматику, що породжує цю множину. Опишемо алгоритм такої побудови в такий спосіб:

а) термінальною множиною граматики є вхідна множина автомата;

б) нетермінальною множиною граматики є множина станів автомата, а початковим символом (аксіомою) ( його початковий стан;

в) якщо в автоматі є перехід зі стану A у стан B по входу x, те в граматику потрібно ввести правило 
<A> ( x <B>;

г) якщо A ( деякий стан автомата, що допускає, то в граматику потрібно ввести правило
<A> ( (.

Щоб переконатися, що дійсно побудовано граматику для множини ланцюжків, що допускаються автоматом, дамо нетерміналу, що відповідає стану Z, наступну інтерпретацію:

<ланцюжок, що допускається ( що перевіряється) автоматом, що почав роботу в стані Z>;

тоді правило <A> ( x <B>, побудоване на кроці в), інтерпретується в такий спосіб:

<ланцюжок, що допускається ( що перевіряється) автоматом, що почав роботу в стані A, може являти собою символ x разом із приписаним до нього ланцюжком, який допускає автомат, що почав роботу в стані B>;

правило <A> ( ( {крок г)} інтерпретується так:

<ланцюжок, що допускається автоматом, що почав роботу в стані A, що допускає, може бути порожнім>.

Таким чином, правила граматики відбивають процес роботи скінченного автомата. При цьому встановлюється однозначна відповідність між виводами ланцюжків символів і діями автомата.

Твердження. Існує однозначна відповідність між регулярними множинами, що розпізнаються скінченними автоматами, і мовами типу 3. Фактично регулярні мови і породжують регулярні множини.

Приклад. Задано скінченний автомат (Рис. 6.1). Побудуємо регулярну граматику, що породжує ланцюжки, які допускаються автоматом. 

	стан
	a
	b
	вихід

	S
	A
	B
	1

	A
	B
	A
	0

	B
	S
	A
	1


Рис. 6.1 – Скінченний автомат
Граматика має вигляд:

1) <S> ( a <A>;
2) <S> ( b <B>;


3) <A> ( a <B>;
4) <A> ( a <B>;

5) <B> ( a <S>;
6) <B> ( b <A>;
7) <S> ( (,

8) <B> ( (.
Ланцюжок aba допускається автоматом, тому що існує послідовність переходів автомата в нові стани, що завершується станом, який допускає:
S 
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 B, B ( стан, що допускає. 
Їй відповідає виведення:
 <S>( a <A>( ab <A>( aba <B>( aba.

Ланцюжок abb не допускається автоматом, тому що існує послідовність переходів автомата в нові стани, що завершується станом, який не допускає : 
S 
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 A, A ( стан, що не допускає. 
Їй відповідає незакінчений вивід: 

<S>( a <A>( ab <A>( abb <A>.

Для нетермінала <A> немає правила, за яким його можна замінити ланцюжком тільки термінальних символів. Отже, вивід не закінчений.

Можна, навпаки, по даному виводу знайти відповідну послідовність переходів автомата:

<S>( b <B>( ba <S>( ba; S
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S ( стан, що допускає.

6.4 Праволінійні граматики

Розглянемо тепер задачу побудови по даній регулярній граматиці скінченного розпізнавача, що буде допускати будь-які рядки, що відповідають граматиці, і відкидати інші.

Спочатку розглянемо граматики, що містять правила 2-х видів:

<A> ( x <B>, x ( V;







(*)

<A> ( (.

Назвемо їх граматиками спеціального вигляду.

Граматика типу 3 відповідно до класифікації Хомского повинна містити правила вигляду:

<A>( а <B>, <А>( b, де а, b ( V.

Однак правило <А>( b можна перетворити так:

<A>( b <C>,

<C>( (.

Отже, граматика типу 3 перетвориться до зазначеної граматики спеціального виду (*). По зазначеній граматиці можна будувати скінченний розпізнавач по наступному алгоритму.

1.  Вхідна множина автомата ( множина терміналів граматики.

2.  Множина станів автомата ( нетермінальна множина граматики. Початковий стан ( аксіома граматики.

3.  Якщо в граматиці є правило <A> ( x <B>, x ( V, то в автомат вводиться перехід зі стану A у стан B по входу x.

4.  Якщо в граматиці є правило <A> ( (, то стан A автомата є станом, що допускає.

Описана процедура дозволяє одержати, взагалі кажучи, недетермінований автомат з одним початковим станом. 

Якщо за граматикою побудовано недетермінований автомат, його необхідно, по-перше, детермінувати, по-друге, мінімізувати.

Приклад. Граматика, що генерує ідентифікатори з літер та цифр, може мати вигляд:

1)  <IDENT> ( l <l and d>;

2)  <l and d>  ( l <l and d>;

3)  <l and d>  ( d <l and d>;

4)  <l and d>  ( (.

Тут l ( letter (буква), d ( digit (цифра).

Зауваження. Ця граматика породжує ідентифікатори, що складаються тільки із символів l і d. Тому, перш ніж її використовувати, необхідно обробити ідентифікатори програмою- транслітератором, тобто програмою, що замінює будь-яку букву на символ l, а будь-яку цифру на символ d.

Відповідний скінченний розпізнавач приведено на рисунку 6.2. Тут значення функції ((<IDENT>, d) не визначено. Це значить, що при надходженні на вхід автомата в стані <IDENT> символу d, виконується перехід на процедуру обробки помилки.
	стан
	l
	d
	вихід

	<IDENT>
	<l and d>
	(
	0

	<l and d>
	<l and d>
	<l and d>
	1


Рис. 6.2 – Скінченний розпізнавач ідентифікаторів

Узагальнюючи описані вище граматики, розглянемо ще один клас граматик, що також мають властивість породжувати регулярні множини.

Визначення. Граматика називається праволінійною, якщо її правила виводу мають вигляд:
<A> ( w <B>;   <A> ( w,

де w(V* ( ланцюжок терміналів, може бути, порожній, тобто w(V*.

Приклад. Нехай задано граматику: 
1) <S> ( a <A>;

2) <S> ( bc;

3) <S> ( <A>;

4) <A> ( abc <S>;

5) <A> ( c <A>;

6) <A>  ( (.

Тут є правила, що не збігаються з правилами спеціального виду (*), приведеними на початку параграфа, для яких існує процедура побудови розпізнавача Мура. Це правила 2), 3), 4). Однак їх легко перетворити до спеціального вигляду.

Так, правило 4) замінимо трьома правилами:

4а) <A> ( a <bc>;

4б) <bc> ( b <c>;

4в) <c> ( c <S>,

де <bc>, <c> ( це нові нетермінали.

Тепер один вивід <A> ( abc<S> розпадається на три етапи:

<A> ( a <bc> ( ab <c> ( abc <S>.

Правило 2) заміняємо двома правилами:

2а) <S> ( bc <Eps>,

2б) <Eps> ( (,

потім перше зі знову отриманих правил перетворимо як у випадку правила 4):

2а1) <S> ( b <сEps>,

2а2) <сEps > ( c <Eps>.

Правило 3) у правій частині містить нетермінал <A>, що заміняємо відповідно до правил 4), 5) і 6):

3а) <S> ( abc <S>,

3б) <S> ( c <A>;

3в) <S> ( (,

перше з яких заміняємо уже відомим способом ще на три правила:

3а1) <S> ( a <bc>;

3а2) <bc> ( b <c>;

3а3) <c> ( c <S>,

серед яких 3а2) і 3а3) дублюють введені вище правила 4б) і 4в).

У підсумку виходить граматика спеціального вигляду:

1) <S> ( a <A>;

2a1) <S>( b <c Eps>,

2а2) <c Eps> ( c <Eps>;

2б) <Eps> ( (;

3a1) <S> ( a <bc S>;

3б) <S> ( c <A>;

3в) <S> ( (;

4a) <A> ( a <bc S>;

4b) <bc S> ( b <c S>;

4c) <c S> ( c <S>;

5) <A> ( c <A>;

6) <A> ( (.

Тепер будуємо скінченний розпізнавач (Рис. 6.3).

Зауваження. Іноді після перетворень зустрічаються правила вигляду <A>(<A>. Їх необхідно видалити з граматики.
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	b
	c
	вихід
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	<Eps>
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	<Eps>
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	<A>
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Рис. 6.3 – Скінченний розпізнавач за граматикою спеціального вигляду

Отже, будь-яку праволінійну граматику можна перетворити в спеціальну граматику, еквівалентну регулярній, за наступним алгоритмом.

1. Якщо є правило вигляду <A> ( w,

де w(V+ (непорожній термінальний ланцюжок), 

ввести новий нетермінал, наприклад, <Eps>, і додати до граматики правило вигляду  <Eps> ( (;

потім кожне з правил <A>( w замінити на правило

<A> ( w <Eps>.

2. Кожне з правил вигляду

<A> ( a1 ... an <B>, n>1,

замінити на сукупність правил:

<A> ( a1 < a2 ... an B>;

< a2 ... an B> ( a2 < a3 ... an B>;

.....................

<an B> ( an <B>, 

де в кутових дужках стоять нові нетермінали.

3.  Якщо в граматиці є нетермінал <B> і є правила вигляду

<A> ( <B>,

то необхідно: 

а) видалити, якщо є, правило вигляду <B> ( <B>,

б) зробити заміну вигляду <A>( y

для всіх <A> і y таких, що існують правила:

<A>( <B>, <B>( y.

4.  Якщо залишаться правила, праві частини яких складаються з одного нетермінала, повторити крок 3.

5.  Якщо залишаться правила вигляду <A>( w <B>, w(V+, повторити крок 2.

Зауваження. Іноді після застосування цієї процедури правила дублюються. У такому випадку повторювані правила потрібно виключити.

Приклад 1. Нехай задано наступну граматику:

1) <S> ( ab <A>;

2) <A> ( bb <A>;

3) <A> ( b <S>;

4) <S> ( (.

Після перетворення одержимо граматику:

1a) <S> ( a <b A>;

1b) <b A> ( b <A>;

2a) <A> ( b <b A>;

2b) <b A> ( b <A>;

3)  <A> ( b <S>;

4)  <S> ( (.

Правило 2b) повторює правило 1b). Отже, 2b) може бути відкинуто:

1) <S> ( a <b A>;

2) <b A> ( b <A>;

3) <A> ( b <b A>;

4) <A> ( b <S>;

5)  <S> ( (.

Приклад 2. Розглянемо ще одну граматику:

1) <S> ( a <A>;

2) <S> ( <A>;

3) <A> ( <S>;

4) <S> ( (.

Після перетворень маємо:

1) <S> ( a <A>;

2a) <S> ( <S>;

2b) <S> ( (;

3)  <A> ( <S>;

4)  <A> ( (.

Відкидаючи правило 2a), продовжимо перетворення:

1) <S> ( a <A>;

2b) <S> ( (;

3a) <A> ( a <A>;

3b) <A> ( (;

4)  <A> ( (.

Відкидаючи правило 4), одержуємо:

1) <S> ( a <A>;

2) <S> ( (;

3) <A> ( a <A>;

4) <A> ( (.

Підсумок. Таким чином, існує процедура, що перетворює праволінійні граматики в граматики типу 3 (регулярні), для яких легко будуються скінченні розпізнавачі. Отже, можна затверджувати, що мови, породжувані праволінійними граматиками, є регулярними, тобто розпізнаються скінченними автоматами.

Контрольна робота 
Завдання
Частина I.

1.  Придумати регулярну мову (або обрати із запропонованого переліку).

2.  Розробити регулярну граматику, що породжує цю мову.

3.  По отриманій граматиці побудувати скінченний автомат (розпізнавач) Мура. Якщо він виявиться недетермінованим, то необхідно знайти еквівалентний йому детермінований автомат (розпізнавач).

4.  Піддати отриманий детермінований автомат мінімізації.

5.  Якщо мінімізація зменшила число станів автомата, необхідно повернутися до вихідної граматики й спростити її.

6.  Привести ряд прикладів обробки правильних і неправильних рядків за допомогою побудованого автомата.

Передбачити два режими роботи автомата: покроковий й повний (обробка цілого рядка). На екрані повинен бути відображений автомат, оброблюваний рядок, активізовані поточний стан і вхідний символ.

Частина II.

1. Придумати нерегулярну мову (або обрати із запропонованого переліку).

2. Розробити контекстно-вільну граматику (нерегулярну), що породжує цю мову.

3. По отриманій граматиці побудувати автомат (розпізнавач) з магазинною (стековою) пам'яттю, що буде перевіряти приналежність уведеного рядка даній мові.
4. Привести ряд прикладів обробки правильних і неправильних рядків за допомогою побудованого автомата.

Передбачити два режими роботи автомата: покрокової й повної обробки рядка. На екрані повинен бути відображений автомат і його дії, стек, оброблюваний рядок, активізована вершина стека й вхідний символ.

6.5 Контекстно-вільні граматики (типу 2)

В КВ-граматиках праві частини правил виводу мають вигляд <A> ( (,

де ( ( (V(W)* , тобто довільний ланцюжок термінальних і нетермінальних символів, може бути, порожнім.

Наприклад, контекстно-вільною є граматика:

1) <S> ( a<A>b<S>;

2 ) <S> ( b;

3) <A> ( <S><A>c;

4) <A> ( (.

Ці ж правила можна записати у формі Бекуса-Наура (БНФ):

1)-2): <S> ::= a<A>b<S> ( b;

3)-4): <A> ::= <S><A>c((.

Тут риска «(» означає «або», а знак « ::= » еквівалентний «( ».

6.5.1 Виводи. Дерева виводів

Процес виводу можна зобразити у вигляді дерева. Наприклад, нехай є граматика:

1) <S> ( a<A><B>c;

2) <S> ( (;

3) <A> ( c<S><B>;

4) <A> ( <A>b;

5) <B> ( b<B>;

6) <B> ( a.

Покажемо процес виводу за допомогою так називаного дерева виводу. Зобразимо спочатку початковий стан ланцюжка і вершину дерева:
а)   <S>




<S>

 
         (




  (







1)








Стрілка «(» показує, до якого нетермінала буде застосовуватися правило виводу. У даному випадку нетермінал єдиний (на першому кроці правило застосовується до аксіоми).

Застосуємо правило 1) як єдине в даному випадку, що породжує нетривіальний результат. На кроці б) зображуємо результат застосування правила 1), позначаємо наступний нетермінал і вказуємо номер правила, що до нього буде застосовуватися.

б)   a<A><B>c



<S>


           (
           4)



   a  <A> <B>   c


в) a<A>b<B>c



<S>


        
       (





        



        3)


   a  <A> <B>   c







 <A>       b



Нетермінали можуть замінятися в будь-якому порядку незалежно від того, на якому ярусі дерева вони знаходяться. Ми заміняємо завжди крайній лівий нетермінал:

г)
ac<S><B>b <B>c


<S>



  
   (

       






   6)


   a  <A> <B>   c







   <A>     b






        c   <S>  <B>



д)
ac<S> ab <B>c


<S>
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   <A>     b






       с   <S>   <B>






   a



е)
ac ab <B>c



<S>



 (







 6)



   a  <A> <B>    c







    <A>     b






        с   <S>  <B>





    (        a



ж)
acabac



<S>







    a  <A> <B>   c









   а







   <A>     b






        с   <S>  <B>





    (        a



За побудованим деревом можна прочитати виведений ланцюжок. Дерево не дає інформації про порядок застосування правил. Тому можливі різні виводи, що відповідають тому ж дереву.

Наприклад, той же ланцюжок можна одержати за допомогою виводу:

<
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 ><B> c ( a <
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( ac <
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6

B
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6

B

 >c ( acabac.

У даному випадку в кожному проміжному ланцюжку заміняється самий лівий нетермінал. Тому такий вивід називається лівим чи лівобічним.

Твердження. Для кожного дерева виводу існує єдиний лівий вивід.

Аналогічно визначається правий (правобічний) вивід. Він також єдиний.

Наприклад, <
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[image: image1747.wmf])

6

B

 > c ( a <
[image: image1748.wmf])

4

A

 > ac ( a <
[image: image1749.wmf])

3

A

 > bac (
( ac <S> <
[image: image1750.wmf])

6

B

 > bac ( ac<
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Зручно користатися завжди чи тільки лівим чи тільки правим виводом. Для виводів використовуються такі позначення: 
[image: image1752.wmf]b
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Для побудованого вище дерева існує єдиний лівий і єдиний правий вивід. Однак у загальному випадку для одного і того ж результуючого ланцюжка можна побудувати різні дерева виводів.

Наприклад, замість попереднього дерева можна побудувати нове:





<S>



















   a    <A> <B>  c





           с  <S>   <B>     b  <B>





       (        a

   a

Якщо один ланцюжок може мати кілька дерев виводу, то говорять, що відповідна граматика неоднозначна.

Підсумки. 1. Кожному ланцюжку, виведеному в даній контекстно-вільній граматиці, відповідає одне чи кілька дерев виводу.

2. Кожному дереву відповідає один чи кілька виводів.

3. Кожному дереву відповідає єдиний правий і єдиний лівий вивід.

4. Якщо кожному ланцюжку, виведеному в даній КВ-граматиці, відповідає єдине дерево виводу, то ця граматика називається однозначною, інакше граматика не однозначна.

Приклад. Розглянемо граматику для арифметичних виразів. Ця граматика задає не тільки ланцюжки, що входять у мову арифметичних виразів, але і структуру мови.

Обмежимося трьома діями: додавання («(»), множення («(»), зведення в степінь («(»). Тоді можна побудувати наступну граматику:

1) (E( ( (E( ((T(;

2) (E( ( (T(;

3) (T( ( (T( ((F(;

4) (T( ( (F(;

5) (F( ( (F( ((P(;

6) (F( ( (P(;

7) (P( ( ((E();

8) (P( ( I .

Тут (E( – початковий нетермінал (аксіома граматики), I – довільна константа.

Вправа. Побудувати дерево виводу для виразу 1(2(3( (5(6)(7.

Одна й та сама мова може породжуватися різними граматиками. Наприклад, ті ж арифметичні вирази можна породити граматикою:

1) (E( ( (T( (E-список(;

2) (E-список( ( ((T( (E-список(;

3) (E-список( ( (;

4) (T( ( (F( (T-список(;

5) (T-список( ( ((F( (T-список(;

6) (T-список( ( (;

7) (F( ( (P( (F-список(;

8) (F-список( ( ((P( (F-список(;

9) (Fсписок( ( (;

10) (P( ( ((E();

11) (P( ( I .

Вправа. Побудувати дерево виводу для виразу 1(2(3( (5(6)(7.

У випадку довільних КВ-мов для розпізнавання слів з цих мов потрібно застосувати вже МП-автомати. Однак і в цьому випадку не вдалося створити алгоритм для побудови МП-автомата по даній КВ-граматиці. Однак, якщо ввести деякі обмеження, то створення такого алгоритму можливе.

6.5.2 Спадні методи обробки мов

Виконаємо аналіз формальної мови на прикладі граматики, що її генерує.

Приклад. Дано КВ-граматику з аксіомою (S( :

1) (S( ( d (S( (A(;

2) (S( ( b (A( c;

3) (A( ( d (A(;

4) (A( ( c .

Побудуємо МП-розпізнавач для мови, породжуваної цією граматикою.

Як магазинні символи МП-автомата візьмемо всі нетермінали і термінал «с», а також донний маркер: {(S(, (A(, c, (}.

На кожному кроці вміст магазина подає інформацію про те, які ланцюжки можуть бути допущені автоматом на наступних кроках. Це ланцюжки, виведені з ланцюжка, що знаходиться в магазині, і починаються з поточного вхідного символу, якщо він не є кінцевим маркером.

Вхідними символами є всі термінальні символи і кінцевий маркер: {b, c, d, ((}.

На кожному кроці роботи МП-автомата в магазині повинен бути такий ланцюжок магазинних символів, з якого можна побудувати всі ланцюжки термінальних символів, що допускаються автоматом з даного стану при даному вхідному символі.

Наприклад, якщо в магазині виявився ланцюжок (S( (A( c (A((, то автомат надалі допускає ланцюжки, що складаються з підланцюжків, перший з яких породжується нетерміналом (S(, другий – нетерміналом (A(, потім випливає термінал c і підланцюжок, породжуваний нетерміналом (A(.

Нехай задано ланцюжок dbccdc (( . Він виведений в даній граматиці за допомогою наступного виводу:

<
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Зобразимо відповідне дерево виводу:





<S>






    d   <S>      <A>





 b   <A>   c    d      <A>






         c

c

Початковий вміст магазина буде (S( (.

Простежимо роботу автомата по кроках. При цьому будемо фіксувати вміст стека (дно ліворуч), вхідний ланцюжок і номер правила, застосовуваного на даному кроці.

1) ( (S(



dbccdc ((


( 1)

Автомат має єдиний стан, тому він не згадується. При початковому вмісті магазина ( (S( і вхідному символі d застосовується правило 1) граматики. Тоді новим вмістом магазина буде

2) ( (A( (S(


 bccdc ((


( 2)

Нетермінали (S( і (A( записані в зворотному порядку для того, щоб крайній лівий нетермінал (S( у проміжному виводі виявився в магазині зверху. Це відповідає лівобічному виводу.

3) ( (A( c (A(


  ccdc ((


( 4)

Застосовуючи на другому кроці правило 2), переводимо стек і вхід автомата в стан, що відповідає кроку 3. При цьому верхній магазинний нетермінал (S( заміняється ланцюжком (A( c (у зворотному порядку).

4) ( (A( c



   cdc ((


( c ( c

Оскільки в правилі 4) праворуч від термінала «c» стоїть порожній ланцюжок, то верхній магазинний символ (A( заміняється порожнім ланцюжком, тобто виштовхується зі стека.

5) ( (A(



    dc ((


( 3)

На 4-му кроці верхній символ магазина показує, що наступним в оброблюваному ланцюжку повинний стояти термінал c. Оскільки він там і стоїть, то обробка продовжується. При цьому верхній символ «c» виштовхується зі стека. Якби поточним символом ланцюжка був не «c», то на поточному кроці автомат відкинув би вхідний ланцюжок символів.

6) ( (A(



     c ((


( 4)

На 5-му кроці застосовуємо правило 3) граматики: верхній магазинний символ (A( заміняємо знову на (A(.

7) (




       ((
На 6-му кроці магазин порожніє, і зустріч на 7-му кроці ( і (( означає, що ланцюжок допускається.

8) ДОПУСТИТИ.

Підсумки: 1) коли в стеку зверху нетермінал, робиться перехід, що відповідає тому правилу, у якому цей нетермінал заміняється ланцюжком, що починається з поточного вхідного символу;

2) якщо зверху термінал, то він просто виштовхується зі стека, що відповідає виводу його із самого себе.

Описаний порядок роботи МП-автомата збігається з порядком застосування правил при лівому виводі.

Запишемо цю же послідовність дій в іншій формі, застосовуючи зображення магазина з донним маркером праворуч (Рис. 6.4). При такому записі видно, що зв'язок між кроком розпізнавання і проміжним ланцюжком у лівому виводі полягає в тому, що проміжний ланцюжок є конкатенація обробленого дотепер ланцюжка і вмісту магазина. 

Рис. 6.4 – Кроки роботи МП-автомата
Кроки 4 і 5 об'єднані, тому що на 4-му кроці правила граматики не застосовуються. Перенумеруємо тепер магазинні символи в тій послідовності, у якій вони зустрічаються в лівому виводі (чи в дереві виводу). Запишемо заново етапи роботи МП- автомата, вказуючи індексами нумерацію, тобто на якому кроці даний магазинний символ виявився в стеку зверху (Рис. 6.5). При цьому лівий вивід зобразиться так:


Рис. 6.5 – Кроки роботи МП-автомата
(S(1 ( d(S(2 (A(5 ( d b (A(3 c4 (A(5 ( ( d b c c4 (A(5 ( d bccd(A(6 ( ( d bccdc.

Цими ж індексами позначимо і вершини дерева виводу:

<S>1




   d    <S>2     <A>5

                       b  <A>3  c4   d     <A>6




        c


  c

Тут індекси показують порядок проходження по дереву зверху вниз і ліворуч направо. Звідси назва – спадний аналіз.

Тому що магазин містить опис невідпрацьованої частини вхідного ланцюжка (якщо весь вхідний ланцюжок припустимий), вміст магазина називається пророкуванням, а розбір такого типу називається розбором, що пророкує. Верхній символ магазина називається метою, а роботу автомата представляють як пошук підланцюжків вхідних символів, породжуваних метою, що пророкується.

Побудуємо керуючу таблицю МП-автомата:
	Стек
	d
	B
	c
	((

	<S>
	замінити (<A><S>), зрушення
	замінити (c<A>), зрушення
	відкинути
	відкинути

	<A>
	замінити (<A>), 

зрушення
	відкинути
	виштовхнути,

зрушення
	відкинути

	c
	відкинути
	відкинути
	виштовхнути,

зрушення
	відкинути

	(
	відкинути
	відкинути
	відкинути
	допустити



Початковий вміст магазина: ( <S>.

6.6 s-граматики

Не всі КВ-граматики придатні для спадного аналізу МП-автоматів у силу неоднозначності продовжень з даного стану при даному вхідному символі.

Розглянемо ті класи граматик, для яких спадні МП-розпізнавачі можна побудувати. Один з таких класів ( S-граматики.

Визначення. КВ-граматика називається S-граматикою (чи розділеною, простою) тоді і тільки тоді, коли виконуються наступні дві умови:

· права частина кожного правила починається терміналом;

· якщо два правила мають співпадаючі ліві частини, то праві частини повинні починатися різними терміналами.

Наприклад, граматика з правилами

1) <S> ( a <T>;

2) <S> ( <T> b <S>;

3) <T> ( b <T>;

4) <T> ( ba

не є S-граматикою через правила 2), 3), 4).

Граматика з правилами

1) <S> ( ab<R>;

2) <S> ( b<R>b<S>;

3) <R>( a;

4) <R> ( b<R>;

є S-граматикою.

Одна і та сама КВ-мова може задаватися різними граматиками, причому деякі з них можуть бути S-граматиками, а інші ні. Так, приведені вище дві граматики задають ту саму мову, причому одна граматика відноситься до типу S, а інша ні. Однак існують КВ-мови, що не можуть бути описані ніякою S-граматикою.


Приведемо ще один приклад граматик, що генерують ту саму мову, але належать до різних класів.

S-граматика:

1) <S> ( p <X>;

2) <S> ( q <Y>;

3) <X>( a <X> b;

4) <X> ( x;

5) <Y> ( a <Y> d;

6) <Y> ( y.


Еквівалентна приведеній граматика, що не є S-граматикою:

1) <S> ( <R>;

2) <S> ( <T>;

3) <R>( p <X>;

4) <T> ( q <Y>;

5) <X> ( a <X> b;

6) <X> ( x;

7) <Y> ( a <Y> d;

8) <Y> ( y.

Узагальнюючи приведені приклади S-граматик, викладемо правила побудови МП- розпізнавача з одним станом для даної S-граматики.

1. Множина вхідних символів автомата ( множина терміналів граматики, що розширена кінцевим маркером.

2.  Множина магазинних символів автомата складається з маркера дна, нетермінальних символів граматики і терміналів, що входять у праві частини правил виводу за винятком тих, котрі займають крайню ліву позицію.

3.  Спочатку стек містить маркер дна й аксіому граматики.

4.  Керування роботою МП-автомата з одним станом описується керуючою таблицею, рядки якої позначені магазинними символами, стовпці ( вхідними символами, а елементи описуються нижче.

5. Кожному правилу граматики зіставляється елемент таблиці.

Правилу вигляду 

<A> ( b(, де <A> ( W, b ( V, ( ( (W(V)* 

відповідає елемент в рядку <A> і стовпці b: 

ЗАМІНИТИ ((r), ЗРУШЕННЯ.

Якщо правило має вигляд

<A> ( b, 

то замість ЗАМІНИТИ використовується команда ВИШТОВХНУТИ.

6.  Якщо магазинним символом є термінал «b», то елементом таблиці в рядку «b» і стовпці «b» буде:

ВИШТОВХНУТИ, ЗРУШЕННЯ.

7.  Елементи таблиці, не описані в жодному з пунктів 5, 6, 7, є операціями ВІДКИНУТИ.

Зауваження. Дві умови визначення S-граматик гарантують, що ці правила побудови МП-автомата завжди будуть працювати.

Таким чином, якщо мова визначається S-граматикою, то її можна розпізнати за допомогою МП-автомата з одним станом, що використовує розширену магазинну операцію ЗАМІНИТИ.

Для S-граматики з правилами
1) <S> ( ab<R>;

2) <S> ( b<R>b<S>;

3) <R>( a;

4) <R> ( b<R>
застосуємо алгоритм побудови МП-автомата.
1.  Множина вхідних символів: {a, b, ((}.

2.  Множина магазинних символів: {(, <S>, <R>, b}.

3.  Початковий вміст стека: ( <S>.

4.  Керуюча таблиця МП-автомата має вигляд :

	стек
	a
	b
	((

	<S>
	Замінити (<R>b), 

зрушення
	Замінити (<S>b<R>), 

зрушення
	відкинути

	<R>
	виштовхнути, зрушення
	Замінити (<R>), зрушення
	відкинути

	b
	відкинути
	виштовхнути, зрушення
	відкинути

	(
	відкинути
	відкинути
	допустити


Такий МП-автомат можна розглядати як автомат, що «використовує» S-граматику, за якою він побудований. Коли виконується перехід, визначений за правилом 5, можна сказати, що автомат «використовує» відповідне правило чи, що автомат «застосовує» правило до символу, що знаходиться нагорі стека.

Ці представлення про те, як автомат застосовує правила граматики, підкріплюються виглядом керуючої таблиці, якщо зобразити її в зміненій формі:

	стек
	a
	b
	

((

	<S>
	#1
	#2
	відкинути

	<R>
	#3
	#4
	відкинути

	b
	відкинути
	#3
	відкинути

	(
	відкинути
	відкинути
	допустити


Тут 
#1 – Замінити (<R>b), зрушення.

#2 – Замінити (<S>b<R>), зрушення.

#3 – Виштовхнути, зрушення.

#4 – Замінити (<R>), зрушення.

Загальна процедура складання МП-автомата по даній КВ-граматиці дає завжди гарантований результат, але в окремих випадках допускає поліпшення. У даному прикладі при використанні правила 4) граматики (#4) верхній магазинний символ <R> заміняється на <R>. Отже, правило #4 можна записати простіше, не роблячи зазначену заміну, тобто

#4 – ЗРУШЕННЯ.

У правилі #2 верхній магазинний символ <S> заміняється на ланцюжок <S>b<R>; при цьому <S> спочатку виштовхується зі стека, потім вштовхується в нього. Замість цього правило #2 можна записати у вигляді:

#2 ( ВШТОВХНУТИ (b<R>), ЗРУШЕННЯ.

6.7 q-граматики

Розглянемо наступну граматику з початковим нетерміналом <S>:

1) <S> ( a <A><S>;

2) <S> ( b;

3) <A>( c <A> <S>;

4) <A> ( (.

Це не S-граматика через правило 4). Однак і тут можна використовувати процедуру побудови МП-автомата, описану в попередньому пункті, з деякими уточненнями.

Розглянемо ланцюжок aacbb, що виводиться в даній мові. На рисунку 6.6 зображено відповідне дерево виводу.

При побудові цього дерева виникали ситуації невизначеності, що необхідно вирішувати і при побудові МП-автомата. Ці невизначеності виникали при виводі з нетермінала <A>. Перед вибором правил 3) і 4) приходилося прогнозувати наслідки їхнього застосування, тобто заглядати вперед.
Розглянемо дії автомата. Перший крок: зі стану стека ( <S>, як і для S-граматики, перехід за правилом 1).
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       (
      b

Рис.6.6 – Дерево виводу ланцюжка aacbb
На другому кроці виникає невизначеність. Необхідно застосувати правило 4), тому що застосування правила 3) дасть неправильний ланцюжок. Далі знову застосовуємо правило 1).

На кроці 4 можна застосувати правила 3) чи 4). Якщо застосувати четверте правило, то залишиться тільки нетермінал <S>, а з нього не можна породити термінал «c» на цьому кроці. Отже, на цьому кроці потрібно застосувати правило 3). Далі вибір однозначний.

Зобразимо етапи роботи МП-автомата:

1)  ( <S>


a a c b b ((
2)  ( <S><A>

   a c b b ((
3)  ( <S>


   a c b b ((
4)  ( <S><A>

      c b b ((
5)  ( <S><S><A>
         b b ((
6)  ( <S><S>

         b b ((
7)  ( <S>



  b ((
8)  (



     ((
9)  допустити.

	стек
	a
	b
	c
	((

	<S>
	#1
	#2
	відкинути
	відкинути

	<A>
	#4
	#4
	#3
	#4

	(
	відкинути
	відкинути
	відкинути
	допустити


Початковий вміст магазина: ( <S>.

Тут
#1 – Замінити (<S><A>), зрушення.

#2 – Виштовхнути, зрушення.

#3 – Замінити (<S><A>), зрушення.

#4 – Виштовхнути, тримати.

Коли МП-автомат починає роботу, початковим вмістом магазина є ( <S>, тому що весь вхідний ланцюжок повинен породжуватися нетерміналом <S>. Оскільки верхнім магазинним символом є <S>, а поточним вхідним символом – «a», автомат застосовує правило 1), тому що його права частина починається з «a»; інше правило для <S>, правило 2, починається із символу b. Отриманий результат зображено на другому кроці послідовності дій автомата.

До теперішнього моменту поводження автомата і мотивування цього поводження були ті ж, що й у випадку S-граматики. Ця подібність пояснюється тим, що правила з нетермінальним символом <S> у лівій частині задовольняють вимогам, що пред'являються до S-граматики.

На третьому кроці вперше необхідно застосувати (-правило. Верхній магазинний символ <A> говорить про те, що вхідний ланцюжок, що залишився, повинен починатися ланцюжком, породжуваним нетерміналом <A>, а поточний вхідний символ «a» – про те, що він починається з «a». Необхідний ланцюжок не можна одержати з <A>, застосовуючи до нього правило 3), тому що це правило починається із символу «c», а поточний вхідний символ – не «c». Пояснити це можна тільки тим, що необхідний ланцюжок виходить з <A> за допомогою правила 4) (тобто він порожній), а поточний вхідний символ «a» є початком ланцюжка, породжуваного символами магазина, що розташовані нижче <A>.

Застосування правила 4) полягає в тому, що зі стека видаляється верхній символ <A>, оскільки ланцюжок, породжуваний <A> (тобто (), вже оброблено. Поточний вхідний символ залишається тим же самим, тому що він починає ланцюжок, який ще тільки буде породжено символами, що залишилися в стеку.

На 6-му кроці застосовується правило 4), тому що появу на вході символу «b» можна пояснити тільки тим, що з <A> потрібно одержати (, і «b» ( частина ланцюжка, породжуваного символами, розташованими в стеку нижче <A>. Інші кроки здійснюються за правилами S-граматики.

Елемент керуючої таблиці, що відповідає магазинному символу <A> і входу ((, являє собою ситуацію, що раніше не зустрічалася. Тут потрібне застосування правила 4). Однак з ланцюжка <S> (( не можна вивести проміжний ланцюжок, у якому за входженням <A> негайно випливає символ ((. Якщо при переході, що відповідає символам <A> і ((, застосовується правило 4), то наступним кроком автомата буде перехід, що відповідає символам <S> і ((, тобто ВІДКИНУТИ. Тому правило #4 в комірці таблиці, що відповідає символам <A> і ((, можна замінити на ВІДКИНУТИ.

Для спрощення подальших міркувань введемо поняття наступного (слідуючого) елемента.

Визначення. Для даної КВ-граматики з аксіомою <S>, що містить нетермінал <X>, визначимо множину СЛІД (<X>) як множину термінальних символів, що можуть стояти безпосередньо за <X> у якому-небудь проміжному ланцюжку, виведеному з <S>. Ця множина називається множиною слідуючих за <X> терміналів.

Наприклад, у розглянутій вище граматиці маємо:

СЛІД (<A>)={a, b}.

Тут ми врахували, що в проміжних ланцюжках відповідно до правил 1) і 3) нетермінал <A> з'являється тільки одночасно з наступним за ним нетерміналом <S>, а з нетермінала <S> за правилами 1) і 2) можуть вийти термінали «a» і «b».

СЛІД (<X>) ( це просто множина вхідних символів, що можуть стояти за ланцюжком, породженим нетерміналом <X> у якому-небудь припустимому вхідному ланцюжку.

Якщо поточний вхідний символ ( множині СЛІД, то застосовувати (-правило безглуздо: потрібно шукати правила, що відповідають зазначеному поточному вхідному символу. Якщо ж поточний вхідний символ належить множині СЛІД, то необхідно застосовувати (-правило для даного нетермінала.

Таким чином, існує дві ситуації для даного магазинного символу <A> і вхідного символу «b»:

1) <A> ( b(, ( ( (V(W)*, є правило граматики;

2) <A> ( (, «b»( СЛІД (<A>).

Ці дві ситуації не повинні виникати одночасно, інакше не буде однозначного вибору. Об'єднаємо їх, вводячи для цього поняття «множина вибору» для даного правила.

Визначення. Якщо правило має вигляд <A>( b(, b(V, (((V(W)*, то визначимо

ВИБІР (<A>( b() ={b}. 

Якщо правило має вигляд <A> ( (, то визначимо 

ВИБІР (<A>( () = СЛІД (<A>). 

Якщо p ( номер правила, то можна писати ВИБІР(p). 

Множина ВИБІР(p) називається множиною вибору правила p.

Множина вибору будь-якого правила просто містить ті вхідні символи, для яких відповідний МП-автомат повинен застосовувати це правило.

Наприклад, для розглянутої граматики

ВИБІР (1) ={a};

ВИБІР (2) ={b};

ВИБІР (3) ={c};

ВИБІР (4) =СЛІД (<A>) = {a, b}.

Ми змогли побудувати МП-розпізнавач тому, що для кожної комбінації термінала і нетермінала (вхідного символу і відповідного нетермінала ( верхнього магазинного символу) виявлялося, що цей вхідний символ належить множині вибору не більш ніж одного правила, що містить даний нетермінал у лівій частині.

Визначення. КВ-граматика називається Q-граматикою тоді і тільки тоді, коли виконуються наступні дві умови:

1) права частина кожного правила або (, або починається термінальним символом;

2) множини вибору правил з однієї і тією ж лівою частиною не перетинаються.

Перша умова показує, що всі правила мають такий вигляд, для якого визначене поняття множини вибору. Друга умова вказує на однозначність вибору правила граматики, тобто при побудові МП-автомата конфліктних ситуацій не виникає.

У розглянутому прикладі обидві умови задовольняються, зокрема, не перетинаються множини ВИБІР (1) і ВИБІР (2), а також ВИБІР (3) і ВИБІР (4). Тому дана граматика належить до класу q-граматик.

Приведені раніше правила побудови МП-розпізнавачів для s-граматики тепер можна видозмінити так, щоб вони були застосовані до q-граматики. Для цього правило 5 заміняється на два правила:

5(. Правило граматики застосовується всякий раз, коли магазинний символ є його лівою частиною, а вхідний символ належить його множині вибору. Щоб застосувати правило вигляду <A> ( b(, b(V, ( ( (V(W)*, використовується перехід: 

ЗАМІНИТИ ((r), ЗРУШЕННЯ.

Якщо правило має вигляд <A> ( b, b(V, то замість ЗАМІНИТИ потрібно скористатися 

операцією ВИШТОВХНУТИ.

Якщо правило має вигляд <A> ( (, то використовується перехід: 

ВИШТОВХНУТИ, ТРИМАТИ.

5((. Якщо мається правило <A> ( (, а елемент керуючої таблиці, що відповідає магазинному символу <A> і вхідному символу «b», не був створений за правилом 5(, то таким елементом може бути або застосування цього (-правила або операція ВІДКИНУТИ.

Приклад. Задано граматику з аксіомою <S>. Визначити її тип.

1) <S>( a<A>;



ВИБІР (1) = {a}

2) <S>( b;



ВИБІР (2) = {b}

3) <A>( c<S>a;


ВИБІР (3) = {c}

4) <S>( (;



ВИБІР (4) = СЛІД (<A>) = {a}.

Для перевірки множини ВИБІР (4) розглянемо приклад виводу:

<S>( a<A>( ac<S>a( aca<A>a.

Слідом за <A> стоїть термінал “a”, тому множину вибору знайдено правильно. Це q-граматика, тому що задовольняються усі вимоги. Складемо керуючу таблицю.

	стек
	a
	b
	c
	((

	<S>
	#1
	#2
	ВІДКИНУТИ
	ВІДКИНУТИ 

	<A>
	#4
	#4 чи ВІДКИНУТИ
	#3
	#4

	a
	#2
	ВІДКИНУТИ
	ВІДКИНУТИ
	ВІДКИНУТИ

	(
	ВІДКИНУТИ
	ВІДКИНУТИ
	ВІДКИНУТИ
	ДОПУСТИТИ



Початковий вміст магазина: ( <S>.

#1 ( ЗАМІНИТИ (<A>), ЗРУШЕННЯ.

#2 ( ВИШТОВХНУТИ, ЗРУШЕННЯ.

#3 ( ЗАМІНИТИ (a <S>), ЗРУШЕННЯ.

#4 ( ВИШТОВХНУТИ, ТРИМАТИ.

Висновок: Якщо мова визначається q-граматикою, то її можна розпізнати за допомогою МП-автомата, що має один стан і використовує розширену магазинну операцію ЗАМІНИТИ.

6.8 LL(1)-граматики

Розглянемо поняття множини вибору для довільних КВ-правил. Раніше вхідний символ «b» належав множині вибору для правил з лівою частиною <A> в одному з двох випадків:

1) права частина правила починається з «b»;

2) права частина правила ( (, але b( СЛІД (<A>).

Узагальнимо ці дві умови так, щоб можна було розглядати правила з правою частиною, що починається з нетермінала.

Визначення. Граматика, для якої узагальнені множини вибору мають на увазі застосування не більш ніж одного правила для кожної комбінації магазинного і вхідного символів, називається LL(1)-граматикою.

Примітка. Дві букви L у назві граматики означають, що рядки розбираються ліворуч праворуч і використовуються ліві виводи, а цифра 1 ( що варіанти правил, що породжують, вибираються за допомогою одного попередньо переглянутого символу. Цю термінологію було введено Кнутом.

Нехай потрібно побудувати спадний МП-розпізнавач для граматики, що містить правило <A>( b<A><S>. Дане правило застосовується, коли в стеку нагорі <A>, а на вході «b». Тут важливо не просто те, що права частина правила починається з «b», а те, що будь-який ланцюжок, виведений із правої частини, починається з «b». Це дозволяє говорити про праві частини правил, що не починаються з термінального символу.

Нехай граматика містить правило <S>( <A>b<B>, і нехай аналіз показує, що будь-який термінальний ланцюжок, виведений з <A>b<B>, починається з одного з термінальних символів {a, b, c, e}. Тоді дану праву частину потрібно застосовувати, якщо в стеку зверху <S>, а на вході один із символів a, b, c, e. При цьому верхній символ магазина заміняємо, а вхід тримаємо:

ЗАМІНИТИ (<B>b<A>), ТРИМАТИ.

Це означає, що ланцюжок, породжуваний <S>, починається з ланцюжка, породжуваного <A>, потім стоїть «b», а потім ланцюжок, породжуваний <B>.

Слід зазначити, що, хоча права частина правила, що породжує, і не починається з термінала, заданий варіант якого-небудь нетермінального символу може дати початок тільки тим рядкам, що починаються з одного з терміналів конкретної термінальної множини. Наприклад, на підставі правил, що породжують

<S>( <R><Y>;

<S>( <T><Z>;

<R>( pa<X>b;

<T>( qa<Y>d

можна зробити висновок, що правило <S>( <R><Y> бажано застосовувати тільки в розборі зверху вниз (допускаючи, що для <R> немає інших правил, що породжують,), коли символом, що попередньо переглядається, є p. Аналогічно правило, що породжує, <S>( <T><Z> рекомендується в тих випадках, коли таким символом є q.

Введемо нове поняття. По даній КВ-граматиці і проміжному ланцюжку (, що складається із символів цієї граматики, визначимо ПЕРШ (() як множину термінальних символів, що стоять на початку проміжних ланцюжків, виведених з (, тобто є їхніми першими символами.

Процедура строгого обчислення множини ПЕРШ (() для будь-якого ланцюжка ( є громіздкою, тому частіше ця множина знаходиться безпосередньо.

Наприклад, проілюструємо ПЕРШ на конкретній КВ-граматиці.

1) <S>( <A>b<B>;


ПЕРШ (<A>b<B>) = {a, e, c, b};

2) <S>( b;




ПЕРШ (b) = {b};

3) <A>( <C><A>b;


ПЕРШ (<C><A>b) = {a, e};

4) <A>( <B>;



ПЕРШ (<B>) = {c};

5) <B>( c<S>d;



ПЕРШ (c<S>d) = {c};

6) <B>( (;




ПЕРШ (() = (;

7) <C>( a;




ПЕРШ (a) = {a};

8) <C>( ed;



ПЕРШ (ed) = {e}.

Обчислення множини ПЕРШ для правил 2, 5, 7 і 8 тривіально, оскільки їхні праві частини починаються з терміналів. Ці множини ПЕРШ містять по одному елементу – першому термінальному символу правої частини правила. Обчислення ПЕРШ для правила 6 також тривіальне: тому що з ( не можна вивести ніякого ланцюжка, крім самої (, ПЕРШ (() не містить жодного непорожнього символу.

Для правила 3, у якому на першому місці в правій частині стоїть нетермінал <C>, інформацію дають правила 7 і 8, що показують, що після заміни <C> на першому місці стоїть або «a» або «e». Аналогічно для правила 4) інформацію дає правило 5), що показує, що на першому місці може стояти тільки «c».

Найбільш складний тут випадок ( правило 1). По-перше, за допомогою правил 3) і 4) на першому місці в правій частині замість нетермінала <A> можуть виявитися <C> чи <B>, що привносять свої множини ПЕРШ: {a, e} і {c}. По-друге, можна, замінивши за правилом 4) <A> на <B>, анулювати <B> за правилом 6). У підсумку в правилі 1) у правій частині на першому місці виявиться термінал «b», що, отже, також ввійде в множину ПЕРШ цього правила.

Таким чином, для даного правила № p з лівою частиною <A> і правою частиною (, тобто p) <A>( (, ми знаємо, що якщо b( ПЕРШ ((), то ланцюжок, що починається з «b», можна вивести з <A>, застосувавши спочатку правило p). Отже, «b» потрібно включити в множину вибору правила p). Навпаки, якщо b( ПЕРШ ((), то з <A> не можна вивести ланцюжок, що починається з «b», застосувавши спочатку правило p). Виходить, поняття «b( ПЕРШ ((), ( ( права частина правила» грає ту ж роль у побудові множини вибору, що і поняття «права частина правила починається з «b» у попередньому параграфі. Це поняття характеризує ту ситуацію, коли правило повинне застосовуватися для висновку ланцюжків, що починаються з поточного вхідного символу.

Розглянемо випадок, коли з верхнього магазинного символу породжується (. Для розглянутого приклада (-правило повинне застосовуватися до <B>, коли поточний вхідний символ належить множині СЛІД (<B>) = {b, d, 
[image: image1759.wmf]}, тому що мають місце висновки:

<S>( <A>b<B>( <B>b<B>;

<S>( <A>b<B>( <A>bc<S>d( <A>bc<A>b<B>d.

Множину СЛІД знайдено за правилами q-граматики спочатку застосуванням правил 1) і 4), після чого видно, що в проміжному ланцюжку після нетермінала <B> може йти термінал «b», а потім застосуванням правил 1), 5), 1), у результаті чого робимо висновок, що за <B> може стояти термінал «d». У силу правил 1) і 6) видно, що за <B> може стояти і 
[image: image1760.wmf].

У даній граматиці є ще правило, за допомогою якого можна породити (. Це правило 4) з наступним застосуванням правила 6): <A>( <B>( (. Це потрібно мати на увазі, коли в стеку нагорі нетермінал <A>, а на вході елемент множини СЛІД (<A>).

Введемо поняття ланцюжка і правила, що анулює.

Визначення. Ланцюжок (, що складається із символів граматики, називається тим, що анулює, тоді і тільки тоді, коли з ( виводиться (, тобто 
[image: image1761.wmf]e
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Визначення. Правило граматики називається правилом, що анулює, тоді і тільки тоді, коли його права частина є ланцюжком, що анулює.

У розглянутому вище прикладі таких правил два: 4) і 6).

Поняття “права частина є ланцюжок, що анулює,” узагальнює поняття “права частина порожня”. Правила, що анулюють, у LL(1)-граматиці грають ту ж роль, що і (-правила в q-граматиці.

Поєднуючи випадок, коли правило застосовується для породження ланцюжка, що починається з поточного вхідного символу, і випадок, коли воно застосовується для породження (-ланцюжка, визначимо множину вибору для правил довільного виду в такий спосіб.

Визначення. Для даного правила <A>( (, де (((V(W)+, визначимо 

ВИБІР (<A>( () = ПЕРШ ((), якщо ( ( ланцюжок, що не анулює ;

ВИБІР (<A>( () = ПЕРШ ( () ( СЛІД (<A>), якщо ( ( ланцюжок, що анулює .

Якщо p ( номер правила, то можна писати ВИБІР(p) замість ВИБІР(<A>( ().

Це нове визначення погоджується з попереднім визначенням множини ВИБІР для q-граматики.

Якщо права частина правила починається з термінала, тобто <A>( b(, то правило не є тим, що що анулює, тому що

ВИБІР (<A>( b() = ПЕРШ (b() = {b},

що збігається з описом у q-граматиці.

Якщо ж правило має вигляд <A>( (, то воно є тим, що анулює і

ВИБІР (<A>( () = ПЕРШ (() ( СЛІД (<A>),

тобто знову як у q-граматиці.

Для розглянутого приклада правила, що анулюють, дають:

ВИБІР (4) = ПЕРШ (<B>) ( СЛІД (<A>) = {c} ( {b} = {b, c};

ВИБІР (6) = ПЕРШ(() ( СЛІД (<B>) = ( ( {b, d, 
[image: image1762.wmf]} = {b, d, 
[image: image1763.wmf]}.

Для інших правил множини вибору збігаються з множинами, що містять перші термінали в правих частинах правил.

Після обчислення для всіх правил множин вибору можна задати керуючу таблицю спадного МП-автомата (розпізнавача). Задамо її так, щоб кожне правило застосовувалося в тих елементах керуючої таблиці, для яких магазинний символ є лівою частиною даного правила, а вхідний символ належить його множині вибору.

У розглянутому прикладі результат однозначний, і виходить наступна керуюча таблиця:

	Стек
	a
	b
	c
	D
	E
	
[image: image1764.wmf]

	<S>
	#1
	#1
	#1
	#2
	#1
	відкинути

	<A>
	#3
	#4
	#4
	Відкинути
	#3
	відкинути

	<B>
	відкинути
	#6
	#5
	#6
	відкинути
	#6

	<C>
	#7
	відкинути
	відкинути
	Відкинути
	#8
	відкинути

	b
	відкинути
	#2
	відкинути
	Відкинути
	відкинути
	відкинути

	d
	відкинути
	відкинути
	відкинути
	#2
	відкинути
	відкинути

	(
	відкинути
	відкинути
	відкинути
	Відкинути
	відкинути
	допустити


Початковий вміст магазина: (<S>.

#1 ( ЗАМІНИТИ (<B>b<A>), ТРИМАТИ;

#2 ( ВИШТОВХНУТИ, ЗРУШЕННЯ;

#3 ( ЗАМІНИТИ (b<A><C>), ТРИМАТИ;

#4 ( ЗАМІНИТИ (<B>), ТРИМАТИ;

#5 ( ЗАМІНИТИ (d<S>), ЗРУШЕННЯ;

#6 ( ВИШТОВХНУТИ, ТРИМАТИ;

#7 ( ВИШТОВХНУТИ, ЗРУШЕННЯ;

#8 ( ЗАМІНИТИ (d), ЗРУШЕННЯ.

Тепер визначаємо LL(1)-граматику як таку, для якої описаний на прикладі спосіб завдання таблиці переходів завжди виявляється успішним.

Визначення. КВ-граматика називається LL(1)-граматикою тоді і тільки тоді, коли множини вибору правил з однаковою правою частиною не перетинаються.

Правила побудови МП-розпізнавача для s-граматик застосовні і для LL(1)-граматик, якщо замінити правило 5 на наступні два правила:

5() кожне з правил застосовується всякий раз, коли магазинний символ є його лівою частиною, а вхідний символ належить його множині вибору. Для того щоб застосувати правило вигляду <A>( b(, b(V, (((V(W)+, використовується перехід: ЗАМІНИТИ ((r), ЗРУШЕННЯ.

Щоб застосувати правило вигляду <A>( (, де ( ( ланцюжок, що починається з термінала, використовується перехід: ЗАМІНИТИ ((r), ТРИМАТИ.

Якщо ( = (, замість операції ЗАМІНИТИ (() застосовується операція 

ВИШТОВХНУТИ.

5(() якщо для <A> мається правило, що анулює, і за правилом 5( не був створений елемент таблиці, що відповідає магазинному символу <A> і вхідному символу ”b”, то можна застосувати правило, що анулює, чи відкинути ланцюжок.

Таким чином, якщо мова визначається LL(1)-граматикою, те її можна розпізнати за допомогою МП-автомата з одним станом, що використовує розширену магазинну операцію ЗАМІНИТИ.

Назва LL(1) пояснюється тим, що автомат починає переглядати вхідний ланцюжок ліворуч (left) і виявляє появу правила по самому лівому символу ланцюжка, виведеного з цього правила, причому це рішення приймається по одному поточному символу.

Спадний розбір можна також розглядати в термінах множин вибору, що складаються з вхідних ланцюжків довжини k. У таких випадках ми говоримо про LL(k)-граматики. Однак випадки k>1 на практиці зустрічаються рідко.

Як інший приклад побудуємо розпізнавач для арифметичних виразів, у яких використовуються операції додавання («+») і множення («(»), описаних граматикою:

1) <E>( <T><E-список>;

2) <E-список>( +<T><E-список>;

3) <E-список>( (;

4) <T>( <P><T-список>;

5) <T-список>( (<P><T-список>;

6) <T-список>( (;

7) <P>( (<E>);

8) <P>( I.

Ця граматика є LL(1)-граматикою з наступними множинами вибору:

ВИБІР (1) = ПЕРШ (<T><E-список>) = {I, (};

ВИБІР (2) = ПЕРШ (+<T><E-список>) = {+};

ВИБІР (3) = СЛІД (<E-список>) = {), 
[image: image1765.wmf]};

ВИБІР (4) = ПЕРШ (<P><T-список>) = {I, (};

ВИБІР (5) = ПЕРШ ((<P><T-список>) = {(};

ВИБІР (6) = СЛІД (<T-список>) = {+, ), 
[image: image1766.wmf]};

ВИБІР (7) = ПЕРШ ( )<E>( ) = {(};

ВИБІР (8) = ПЕРШ (I) = {I}.

Керуюча таблиця має вид:

	Стек
	I
	+
	(
	(
	)
	
[image: image1767.wmf]

	<E>
	#1
	відкинути
	відкинути
	#1
	відкинути
	відкинути

	<T>
	#4
	відкинути
	відкинути
	#4
	відкинути
	відкинути

	<P>
	#8
	відкинути
	відкинути
	#7
	відкинути
	відкинути

	<E-список>
	відкинути
	#2
	відкинути
	Відкинути
	#3
	#3

	<T-список>
	відкинути
	#6
	#5
	Відкинути
	#6
	#6

	)
	відкинути
	відкинути
	відкинути
	Відкинути
	#8
	відкинути

	(
	відкинути
	відкинути
	відкинути
	Відкинути
	Відкинути
	допустити


#1 ( ЗАМІНИТИ (<E-список><T>), ТРИМАТИ;

#2 ( ЗАМІНИТИ (<E-список><T>), ЗРУШЕННЯ;

#3 ( ВИШТОВХНУТИ, ТРИМАТИ;

#4 ( ЗАМІНИТИ (<T-список><P>), ТРИМАТИ;

#5 ( ЗАМІНИТИ (<T-список><P>), ЗРУШЕННЯ;

#6 ( ВИШТОВХНУТИ, ТРИМАТИ;

#7 ( ЗАМІНИТИ ( )<E>( ), ЗРУШЕННЯ;

#8 ( ВИШТОВХНУТИ, ЗРУШЕННЯ.

Висновок. Формальну мову арифметичних виразів з операціями додавання і множення і вкладеностями довільної глибини можна розпізнати за допомогою автомату з одним станом, що використовує розширену магазинну операцію ЗАМІНИТИ.

Лабораторна робота № 11 Методичні вказівки
Тема. Побудова розпізнавача регулярної мови
Завдання. Для кожного варіанту (визначуваного згідно із списком групи) приведений фрагмент тексту, задаючий регулярну мову, наводяться послідовності слів – речення, що належать мові, для якої необхідно побудувати регулярну породжуючу граматику, а за нею – розпізнавач цієї мови. Термінальними символами граматики є слова. Розділові знаки (коми, пробіли і тому подібне)  словами не вважаються.

Таким чином, при введенні послідовності слів користувач повинен отримати відповідь на питання про те, чи входить вона в список допустимих послідовностей (тобто, чи є вона елементом мови, відповідної цьому варіанту).

Послідовності задані номерами слів у фрагменті. Нумерація починається з 1.

Обов’язкові елементи лабораторної роботи.

1.  Розробити регулярну граматику, що породжує задану регулярну мову.

2.  По отриманій граматиці побудувати скінченний автомат (розпізнавач) Мура. 

3.  Якщо він виявиться недетермінованим, то необхідно знайти еквівалентний йому детермінований автомат (розпізнавач).

4.  Піддати отриманий детермінований автомат мінімізації.

5.  Якщо мінімізація зменшила число станів автомата, необхідно повернутися до вихідної граматики й спростити її.

6.  Привести ряд прикладів обробки правильних і неправильних рядків за допомогою побудованого автомата.

7.  Написати програмний застосунок, що реалізує роботу автомата-розпізнавача Мура. Для реалізації можна використати програмний за стосунок з л.р. 8. Його функціональність треба розширити однією функцією – прийняттям рішення про приналежність введеного рядка заданій регулярній мові. 

Передбачити два режими роботи автомата: покроковий й повний (обробка цілого рядка). На екрані повинен бути відображений автомат, оброблюваний рядок, активізовані поточний стан і вхідний символ.

Лабораторна робота № 12 Методичні вказівки
Тема. Побудова розпізнавача нерегулярної мови
Завдання. Побудуйте граматику заданої мови. Визначите її тип. Побудуйте МП- розпізнавач цієї мови. У приведених завданнях k-й степінь символу означає його k -кратне повторення. Круглі дужки не є елементами алфавітів відповідних мов. Ланцюжок виду (01)k розуміється як k -кратне повторення ланцюжка 01 (тобто ланцюжка, узятого в круглі дужки).

ПРИКЛАД 
Постановка задачі.

Побудувати розпізнавач нерегулярних виразів типу 
[image: image1768.wmf]2
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 0.

Розв’язання.
Почнемо з аналізу ланцюжка. Оскільки a входить у неї довільну кількість разів (у тому числі нульове), у граматику введемо нетермінал, що породжує (за допомогою потрібного правила) символи a: <A>. Появи інших символів залежать від появи a. При цьому буква d увійде в ланцюжок (слово мови, що генерується) не менш двох разів. Кожна поява букви a спричиняє 3 букви c і одну букву d. Тому в граматиці буде присутнє правило вигляду:

<A> 
[image: image1770.wmf]®

 a<A>cccd.

Додамо до цього правила аксіому, що задає появу двох букв d незалежно від появи символу а (правило № 1), а також правило, що дозволить реалізувати випадок ланцюжка dd (правило № 3). Одержуємо наступну граматику:

1. <S> 
[image: image1771.wmf]®

 <A>dd

2. <A>
[image: image1772.wmf]®

 a<A>cccd

3. <A>
[image: image1773.wmf]®

(.

Кілька разів застосувавши різні правила, виходячи з аксіоми, дійсно, одержуємо ланцюжки потрібного вигляду, наприклад, acccddd, aacccdcccddd. Слід зазначити, що загального алгоритму перевірки того,  чи генерує граматика тільки ланцюжки, задані умовою задачі, немає. У кожному конкретному випадку потрібно, по-перше, відповідально поставитися до аналізу породжуваної мови (уловити структуру її слів), по-друге, уважно оцінити отриману граматику, перевіривши можливі комбінації правил (у задачах навчального плану це не займає багато часу).

Оскільки побудована граматика містить правило, права частина якого починається з нетермінала, вона може мати хіба що тип LL(1). Для того, щоб вона дійсно була граматикою зазначеного типу, множини вибору правил з однаковою лівою частиною повинні мати порожнє перетинання. У цьому випадку потрібно перевірити множини вибору правил 2) і 3), однак ми випишемо й множину вибору першого правила, оскільки ця інформація необхідна для побудови МП-автомата, що розпізнає задану в умові мову.

1. ВИБІР(1)=ПЕРШ(<A>dd):

a. <A>dd 
[image: image1774.wmf]3

Þ

 dd  одержуємо символ d.

b. <A>dd 
[image: image1775.wmf]2

Þ

 a<A>cccddd звідси – символ a.

ВИБІР(1)={a, d}.

2. ВИБІР (2)=ПЕРШ(а)= {a}

3. ВИБІР(3) =ПЕРШ(ε)
[image: image1776.wmf]È

 СЛІД(<A>)=Ø
[image: image1777.wmf]È

 СЛІД(<A>) (вибираємо об'єднання множин ПЕРШ і СЛІД, оскільки ε – ланцюжок, що анулює. Запам'ятовуємо так: «ПЕРШ того, що праворуч, СЛІД того, що ліворуч (у правилі)). Знайдемо СЛІД(<A>). Як уже було сказано, це множина терміналів, що слідують безпосередньо за символом <A> в ланцюжках, що його містять. Виходячи з аксіоми граматики, маємо:

a. <S> 
[image: image1778.wmf]1

Þ

<A>dd одержуємо символ d

b. <S> 
[image: image1779.wmf]1

Þ

<A>dd 
[image: image1780.wmf]2

Þ

 a<A>cccddd одержуємо символ c. 

Інших ланцюжків, що містять нетермінал <A>, немає. Отже, 

ВИБІР(3)={d,c}.

Перевіряємо: ВИБІР(2) 
[image: image1781.wmf]Ç

ВИБІР(3) ={a}
[image: image1782.wmf]Ç

 {d,c}=Ø.

Тепер побудуємо МП-автомат.

Множину вхідних символів автомата утворюють термінали граматики: {a, c, d} і кінцевий маркер.

Множину магазинних символів – донний маркер 
[image: image1783.wmf]Ñ

, всі нетермінали (<S> і <A>) і всі термінали, крім тих, які зустрічаються в правих частинах правил граматики в крайній лівій позиції. У крайній лівій позиції зустрічається тільки термінал а. 

Підготуємо таблицю: по рядках розташуємо магазинні символи, а по стовпцях – вхідні.
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Відповідно до алгоритму побудови МП-автомата по LL(1)-граматиці, заповнюємо вільні комірки таблиці діями над стеком (магазином) і вхідним рядком, розглядаючи один по одному рядки таблиці.

Для рядка <S>: у клітинках, що відповідають терміналам із множини ВИБІР всіх правил, ліва частина яких утворена цим нетерміналом (тут таким є тільки правило 1), пишемо дію 

#1 Замінити (<A>dd)r, Тримати

 (нагадаємо, що верхній індекс r показує, що символи ланцюжка <A>dd заносяться в стек у зворотному порядку: спочатку d, d, і на вершині опиниться <A>. Тобто ланцюжок інвертується («перевертається»), а потім розміщується в стек).

Для рядка <A>: аналізуємо правило 2) граматики. Його права частина починається з термінала, що входить у множину ВИБІР цього правила. Отже в клітинці, що відповідає символу а, пишемо дію:

#2 замінити (<A>cccd)r, зрушення

Тепер аналізуємо правило 3) (оскільки воно теж містить у лівій частині нетермінал <A>). Множину вибору цього правило утворюють термінали c і d, отже, у відповідних їм комірках пишемо дію:

#3 виштовхнути, тримати

У клітках, що стоять на перетинанні рядка c і стовпця c, а також рядка d і стовпця d, пишемо дію:

#4 виштовхнути, зрушення

У клітинці на перетинанні рядка 
[image: image1785.wmf]Ñ

 й стовпця –| пишемо дію #6 допустити, а в інших незаповнених клітинках – # 5 відкинути.

Одержуємо керуючу таблицю для МП-автомата:

	
	a
	c
	d
	–|

	<S>
	#1
	#5
	#1
	#5

	<A>
	#2
	#3
	#3
	#5

	c
	#5
	#4
	#5
	#5

	d
	#5
	#5
	#4
	#5

	
[image: image1786.wmf]Ñ


	#5
	#5
	#5
	#6


Для того, щоб краще зрозуміти, як діє даний автомат, розглянемо, як він обробить ланцюжок acccddd. Перенумеруємо однакові вхідні символи, що до неї входять: 
[image: image1787.wmf]3
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. Заповнимо таблицю, що містить вхідні символи, вміст стека й дії МП-автомата:
	вхід
	стек
	дія

	а1
	<S>
[image: image1788.wmf]Ñ


	#1

	a1
	<A>dd
[image: image1789.wmf]Ñ


	#2

	с1
	<A>cccddd(
	#2

	c1
	cccddd(
	#3

	c2
	ccddd(
	#4

	c3
	cddd(
	#4

	d1
	ddd(
	#4

	d2
	dd(
	#4

	d3
	d(
	#4

	–|
	(
	#6


Бачимо, що автомат обробив коректно ланцюжок, що допускається.

Перевіримо роботу автомата на ланцюжку, що не допускається. Нехай це ланцюжок accdd (ac1c2d1d2).

	вхід
	Стек (вершина стека знаходиться зліва)
	дія

	а
	<S>
[image: image1790.wmf]Ñ


	#1

	a
	<A>dd
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	#2

	c1
	<A>cccddd
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	#3

	c1
	cccddd
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	#4

	c2
	ccddd
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	#4

	d1
	cddd[image: image1795.wmf]Ñ


	#5


Бачимо, що і в цьому випадку автомат працює коректно.

Згідно до завдання контрольної роботи, наведемо 2 приклади припустимих і неприпустимих ланцюжків, їхні ліві виводи і дерева виводу.

При n=0 отримаємо ланцюжок dd. Його лівий вивід має вигляд:
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а дерево виводу – 


[image: image1797.emf]  S
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Інший приклад ланцюжка, що допускається, отримаємо при n=3: 

aaacccdcccdcccddd

Його лівий вивід:
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А дерево виводу зображено на рисунку 6.7.

Обходячи його зліва направо, отримаємо шуканий ланцюжок.
Тепер наведемо приклади неприпустимих ланцюжків: cccddd  і accddd.

Їхні ліві виводи такі:
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Рис.6.7 – Дерево виводу ланцюжка aaacccdcccdcccddd
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обидва можливі випадки призводять до іншого ланцюжка: перший містить символ a, що не входить до досліджуваного слова, а другий – не містить потрібних символів cccdd. Тобто слово cccddd не має лівого виводу.

Дерева виводу тут такі:
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Друге дерево є незавершеним.

Для другого прикладу: 
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знов маємо зайві символи. Слово accddd також не має лівого виводу, і його дерево виводу є незавершеним:
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