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Передмова
У посiбнику висвiтлено деякi аспекти прикладної алгебри. Зрозумiло,
що застосування алгебри не вичерпуються наведеними у посiбнику. Ви-
бiр зумовлений курсом, який один з авторiв, Сергiй Адамович Овсiєнко,
читав на механiко–математичному факультетi протягом багатьох рокiв.
Увагу придiлено модулярнiй арифметицi, обчисленням в скiнченних по-
лях та теорiї кодування. Виклад матерiалу супроводжується приклада-
ми, якi iлюструють наведенi поняття та конструкцiї. Кожний роздiл
доповнений задачами для самостiйного опрацювання, якi допоможуть
читачевi краще оволодiти матерiалом. Припускається, що читач знайо-
мий з базовими положеннями лiнiйної алгебри, теорiї груп, теорiї кiлець
та теорiї Галуа.
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1 Елементи теорiї чисел

1.1 Подiльнiсть в кiльцi цiлих чисел
У цьому пiдроздiлi зiбрано вiдомi факти про подiльнiсть цiлих чисел.
Позначимо через Z множину усiх цiлих чисел, через N — множину на-
туральних чисел.

Означення 1.1. Нехай a та b 6= 0 — цiлi числа. Говорять, що b дiлить a,
або що a дiлиться на b, якщо iснує таке цiле число c, що a = bc.

Запис b | a позначає, що b дiлить a. Якщо b не дiлить a, то писати-
мемо b - a.

Твердження 1.1 (Властивостi подiльностi). Нехай a, b, c ∈ Z.

1. Якщо a | b, b | c, то a | c.

2. Якщо a | b, a | c, то a | b± c.

3. Якщо a | b, b | a, то a = ±b. (У цьому випадку числа a та b
називаються асоцiйованими.)

Доведення залишаємо читачевi у якостi вправи. 2

Цiле число u ∈ Z називається оборотним в Z, якщо iснує таке v ∈ Z,
для якого uv = 1. Множину усiх оборотних елементiв в Z позначимо
через Z∗. Легко зрозумiти, що Z∗ = {1,−1}. Множина Z∗ є групою
вiдносно множення. Неважко бачити, що два цiлих числа a, b ∈ Z є
асоцiйованими, якщо iснує таке u ∈ Z∗, що a = b · u.

Означення 1.2. Спiльним дiльником цiлих чисел a та b називається
таке цiле число d, що d | a та d | b.

Найбiльшим спiльним дiльником цiлих чисел a та b називається та-
кий спiльний дiльник d чисел a та b, який дiлиться на будь–який iнший
спiльний дiльник чисел a та b. Найбiльший спiльний дiльник чисел a
та b позначається НСД(a, b) або (a, b).

Зауважимо, що НСД двох цiлих чисел визначений не однозначно, а
з точнiстю до асоцiйованостi. У кiльцi цiлих чисел це означає, що НСД
визначений з точнiстю до знака. Домовимося на наступне, що НСД є
додатним цiлим числом.

Теорема 1.1 (Теорема про дiлення з остачею). Нехай a, b 6= 0 — на-
туральнi числа. Тодi iснують такi цiлi числа q та r, що

a = bq + r, де 0 6 r < n. (1)
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Числа q та r визначаються однозначно.

Доведення. Доведемо спершу iснування зображення (1). Розглянемо чи-
сла, кратнi b: b, 2b, 3b, . . .. Ясно, що врештi–решт ми досягнемо числа,
яке бiльше за . Нехай q — це найбiльше таке число x ∈ N, для якого
xb 6 a, тобто qb 6 a, але b(q + 1) > a. Покладемо a− bq. Тодi r > 0, але
r < b, та m = bq + r.

Вираз a = bq+r, де 0 6 r < b, назвемо зображенням a за модулем b,
a, b ∈ N. Покажемо тепер, що таке зображення єдине. Припустимо, що
iснує два рiзних зображення:

a = bq + r = bq′ + r′, де r < a, r′ < a′.

Якщо r = r′, то bq = bq′, а тому q = q′. Припустимо, що r 6= r′, будемо
вважати, що r > r′. Тодi

r − r′ = b(q′ − q),

але число злiва строго менше за b, а число справа дiлиться на b, що
неможливо.

Теорема 1.2 (Алгоритм Евклiда). Нехай a, b ∈ N, a > b.
Наступний алгоритм обчислює НСД(a, b) за скiнченну кiлькiсть

крокiв.

(1) Нехай r0 = a та r1 = b.

(2) Покладемо i = 1.

(3) Роздiлимо ri−1 на ri з остачею, одержимо в результатi частку qi
та остачу ri+1:

ri−1 = riqi + ri+1 де 0 6 ri+1 < ri.

(4) Якщо остача ri+1 = 0, то ri = НСД(a, b), i алгоритм завершує
роботу.

(5) В iншому разi, ri+1 > 0, тому покладемо i = i+ 1 та повернемося
до кроку 3.

Доведення. Алгоритм Евклiда складається з послiдовностi дiлень з оста-
чею, яку запишемо у таблицю:

6



a = bq1 + r1, де 0 6 r2 < b,
b = r2q2 + r3, де 0 6 r3 < r2,
r2 = r3q3 + r4, де 0 6 r4 < r3,
r3 = r4q4 + r5, де 0 6 r5 < r4,

...
...

rk−2 = rk−1qk−1 + rk, де 0 6 rk < rk−1,
rk+1 = rkqk

Тодi rk = НСД(a, b).

Оскiльки на кожному кроцi остачi ri строго спадають, то в певний
момент ми одержимо остачу, яка дорiвнює 0, i алгоритм припинить свою
роботу. Отже, алгоритм закiнчить свою роботу за скiнченну кiлькiсть
крокiв.

При кожнiй iтерацiї кроку 3 маємо рiвнiсть вигляду

ri−1 = riqi + ri+1.

З цiєї рiвностi випливає, що будь–який спiльний дiльник чисел ri−1 та ri
є дiльником i числа ri+1, а також, що спiльний дiльник чисел ri та ri+1

є дiльником числа ri−1. Отже,

НСД(ri−1, ri) = НСД(ri, ri+1), для i = 1, 2, 3, . . . (2)

Але, як було зауважено вище, в деякий момент ми прийдемо до ну-
льової остачi, нехай це буде rk+1 = 0. Тодi rk−1 = rkqk. Отже,

НСД(rk−1, rk) = НСД(rkqk, rk) = rk.

З рiвностi 2 випливає, що це значення буде дорiвнювати НСД(r0, r1),
тобто НСД(a, b). Отже, остання ненульова остача в алгоритмi Евклiда
дiйсно дає найбiльший спiльний дiльник.

Приклад 1.1. Знайдемо найбiльший спiльний дiльник чисел a = 1634
та b = 252.

Виконаємо послiдовнiсть дiлень з остачею, дiлитимемо до тих пiр,
поки не одержимо нульову остачу:

1634 = 252 · 6 + 122;

252 = 122 · 2 + 8;

122 = 15 · 8 + 2;

8 = 2 · 4.

7



Отже, НСД(1634, 252) = 2.

Теорема 1.3 (Розширений алгоритм Евклiда). Нехай a та b — нату-
ральнi числа. Тодi рiвняння

au+ bv = НСД(a, b) (3)

завжди має цiлочисельний розв’язок.

Доведення. Звернемось до таблицi, яка наведена в доведеннi теореми 1.2.
З першої рiвностi знайдемо r2 = a− bq1 та пiдставимо в другу рiвнiсть,
одержимо

b = (a− bq1)q2 + r3, отже, r3 = −aq2 + b(1 + q1q2).

Пiдставимо вирази для r2 та r3 у третю рiвнiсть,одержимо

a− bq1 = (−aq2 + b(1 + q1q2))q3 + r4.

Перегрупувавши змiннi, одержимо

r4 = a(1 + q2q3)− b(q1 + q3 + q1q2q3).

Тут основним є те, що r4 = au′ + bv′ для цiлих чисел u′ = 1 + q2q3,
v′ = −(q1 + q3 + q1q2q3). Неважливо, що вирази u′ та v′ через q1, q2, q3 є
доволi громiздким. Продовжуючи таким чином далi, одержимо, що ко-
жну остачу ri можна подати у виглядi суми чисел, одне з яких кратне a,
а iнше кратне b. Зрештою, ми одержимо зображення

rk = НСД(a, b) = au+ bv

для деяких цiлих чисел u та v.

Зображення найбiльшого спiльного дiльника у виглядi (3) часто на-
зивають лiнiйним зображенням найбiльшого спiльного дiльника.

Приклад 1.2. Знайдемо лiнiйне зображення найбiльшого спiльного
дiльника чисел a = 1634 та b = 252. Виконаємо дiлення з остачею, як у
прикладi 1.1, i на кожному кроцi будемо записувати лiнiйнi зображення
для остач

1634 = 252 · 6 + 122, 122 = 1634− 252 · 6;

252 = 122 · 2 + 8, 8 = 252− 122 · 2;

122 = 15 · 8 + 2, 2 = 122− 15 · 8;

8 = 2 · 4.
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Отже, остаточно матимемо:

НСД(1634, 252) = 2 = 122− 15 · 8 =

= 122− 15 · (252− 122 · 2) = 122 · 31− 15 · 252 =

= (1634− 252 · 6) · 31− 15 · 252 = 1634 · 31− 252 · 201.

1.2 Модулярна арифметика
Означення 1.3. Нехай n ∈ N. Цiлi числа a та b називаються конгруен-
тними за модулем n, якщо рiзниця a − b дiлиться на n. Позначається
a ≡ b (mod n).

Твердження 1.2 (Властивостi конгруенцiй). Нехай n ∈ N.

1. Якщо a1 ≡ a2 (mod n) та b1 ≡ b2 (mod n), то

a1 ± b1 ≡ a2 ± b2 (mod n) та a1b1 ≡ a2b2 (mod n).

2. Нехай a ∈ Z. Тодi ab ≡ 1 (mod n) для деякого b ∈ Z тодi i ли-
ше тодi, коли НСД(a, n) = 1. Якщо таке число b iснує, то воно
називається (мультиплiкативним) оберненим за модулем n. По-
значатимемо b ≡ a−1 (mod n).

Доведення. 1. Вправа.
2. Припустимо спершу, що НСД(a, n) = 1. Тодi з теореми 1.3 випли-

ває, що iснують такi цiлi числа u та v, що au+ nv = 1. Це означає, що
au − 1 = −nv дiлиться на n. Отже, au ≡ 1 (mod n). Для доведення в
iнший бiк, припустимо, що для a ∈ Z iснує обернений за модулем n,
тобто iснує таке b ∈ Z, що ab ≡ 1 (mod n). Це означає, що ab − 1 = kn
для деякого k ∈ Z. З цього випливає, що НСД(a, n) дiлить ab− kn = 1,
отже, НСД(a, n) = 1.

Елемент, для якого iснує обернений за модулем n, називається обо-
ротним за модулем n.

Приклад 1.3. 1. Нехай n = 7, a = 3. Оскiльки НСД(7, 3) = 1, то до еле-
мента a = 3 iснує обернений за модулем n = 7. Неважко переконатися,
що 3−1 ≡ 5 (mod n).

2. Нехай n = 353, a = 19. Числа 353 та 19 взаємно простi, отже, iснує
19−1 за модулем 353. Проте на вiдмiну вiд попереднього прикладу легко
вгадати обернений не вдається.

Для знаходження оберненого за модулем можна використати роз-
ширений алгоритм Евклiда. Дiйсно, якщо НСД(a, n) = 1, то знайдуться
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такi цiлi числа u та v, що au+nv = 1. Якщо в останнiй рiвностi перейти
до конгруентностi за модулем n, то одержимо au ≡ 1 (mod n), що дасть
a−1 ≡ u (mod n).

Для n = 353 та a = 19 запишемо кроки розширеного алгоритму
Евклiда:

353 = 19 · 18 + 11, 11 = 353− 19 · 18;

19 = 11 · 1 + 8, 8 = 19− 11 · 1;

11 = 8 · 1 + 3, 3 = 11− 8 · 1;

8 = 3 · 2 + 2, 2 = 8− 3 · 2;

3 = 2 · 1 + 1, 1 = 3− 2 · 1;

2 = 2 · 1.

Звiдси маємо таке зображення 1:

1 = 3− 2 · 1 = 3− (8− 3 · 2) · 1 = 3 · 3− 8 · 1 =

= (11− 8 · 1) · 3− 8 · 1 = 11 · 3− 8 · 4 =

= 11 · 3− (19− 11 · 1) · 4 = 11 · 7− 19 · 4 =

= (353− 19 · 18) · 7− 19 · 4 = 353 · 7− 130 · 19.

Перейшовши до конгруентностi за модулем 353, одержимо

19−1 ≡ 130 ≡ 223 (mod 353).

Згадавщи властивостi подiльностi, неважко переконатися, що рiзних
остач вiд дiлення на n ∈ N буде n. Розглянемо множину всiх рiзних остач
вiд дiлення на n

Zn = {0, 1, . . . , n− 1} .

Ця множина є кiльцем вiдносно додавання та множення за модулем n.
Це кiльце називається кiльцем лишкiв за модулем n.

Позначимо через Z∗n множину всiх оборотних за модулем n елемен-
тiв кiльця Zn. З твердження 1.2 маємо, що для цiлого числа a iснує
обернений за модулем n тодi i лише тодi, коли НСД(a, n) = 1, тому
матимемо

Z∗n = {a ∈ Zn | НСД(a, n) = 1} .

Множина Z∗n є групою вiдносно операцiї множення за модулем n.
Ця група називається мультиплiкативною групою кiльця Zn. Дiйсно, з
означення цiєї множини випливає, що для кожного елемента з Z∗n iснує
обернений. Вiзьмемо два довiльнi елементи a, b ∈ Z∗n. З розширеного
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алгоритму Евклiда та твердження 1.2 випливає iснування таких цiлих
чисел r, s, u та v, що

ar + ns = 1 та bu+ nv = 1.

Тодi
(ar + ns)(bu+ nv) = abru+ n(var + sbu+ nsv) = 1.

Перейшовши до конгруецiї за модулем n, одержимо

abru ≡ 1 (mod n),

тобто для елемента ab iснує обернений за модулем n.

Приклад 1.4. Мультиплiкативна група кiльця Z24 складається з 8 еле-
ментiв

Z∗24 = {1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23} .

Нагадаємо, що функцiя Ейлера ϕ(n) — це функцiя на множинi на-
туральних чисел, яка визначається правилом

ϕ(n) = | {a ∈ N | НСД(a, n) = 1} |.

Очевидно, що |Z∗n| = ϕ(n). З цiєї рiвностi випливають такi твердження.

Теорема 1.1 (Мала теорема Ферма). Нехай p — просте число, a —
цiле число, (a, p) = 1. Тодi

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Теорема 1.2 (Теорема Ейлера). Нехай a та m — цiлi числа, (a,m) = 1.
Тодi

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

1.2.1 Модулярна арифметика та шифри замiни

Шифр Цезаря. За легендою Юлiй Цезар для таємного листування ви-
користовував шифр, при якому кожна лiтера зсувалася на 3 позицiї,
тобто

A 7→ D, B 7→ E, C 7→ F, . . . , Z 7→ C.

Вiдомий вислiв ALEA JACTA EST при такому зашифровуваннi мав би ви-
гляд DOHD MDFWD HVW.
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Припишемо кожнiй лiтерi номер як у таблицi

A B C D E F G H I J K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

N O P Q R S T U V W X Y Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Тодi математичною мовою шифр Цезаря можна описати наступним чи-
ном:

X 7→ X + 3 (mod 26).

Шифр Цезаря є частковим випадком простого шифру замiни. Нада-
лi пiд вiдкритим текстом розумiтимемо повiдомлення, яке потрiбно за-
шифрувати, а пiд шифртекстом розумiтимемо повiдомлення, яке одер-
жується пiсля зашифровування.

Розглянемо випадок, коли алфавiти символiв повiдомлень та шифр-
текстiв збiгаються. НехайA— це алфавiт, наприклад,A = {A,B, . . . , Z}.
Нехай m = m1m2m3 . . . — це повiдомлення, яке потрiбно зашифрувати
i яке є конкатенацiєю символiв mi ∈ A. Якщо використовується про-
стий шифр замiни, то при шифруваннi кожнiй лiтерi mi вихiдного по-
вiдомлення зiставляється однозначно визначена лiтера e(mi) ∈ A, де
вiдображення e : A → A — це пiдстановка на множинi A:

Ee(m) = e(m1)e(m2)e(m3) . . . .

Розглянемо простий шифр замiни, який полягає у зсувi кожної лiте-
ри на k позицiй. Припустимо, що використовується алфавiт, який скла-
дається з N лiтер. У розглядуваному шифрi число k виступає у якостi
ключа як зашифровування, так i розшифрування. Процес зашифрову-
вання можна схематично описати таким чином

(Шифртекст) ≡ (Вiдкритий текст) + (Таємний ключ) (mod N),

а процес розшифрування так

(Вiдкритий текст) ≡ (Шифртекст)− (Таємний ключ) (mod N).

Зрозумiло, що при такому шифрування знання ключа зашифровування
одразу дає iнформацiю про ключ розшифрування.

Вправа 1. Переконайтеся в тому, що при описаному вище шифруваннi
знання ключа зашифровування одразу дає iнформацiю про ключ роз-
шифрування.
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Розглянемо ще одне узагальнення шифру Цезаря — так званий афiн-
ний шифр. Якщо знов вважати, що алфавiт складається з N лiтер, а
черезM та C позначити вiдкритий та шифртекст вiдповiдно, то процес
зашифровування можна описати формулою

C = aM+ b (mod N),

де a, b ∈ N, причому НСД(a,N) = 1, i ключем зашифровування є пара
чисел (a, b). Як i у попередньому прикладi знання ключа розшифру-
вання дає змогу легко знайти ключ розшифрування. Неважко переко-
натися (зробiть це самостiйно!), що правило розшифрування задається
формулою

M = a−1C − a−1b (mod N).

З цiєї формули стає очевидною вимога НСД(a,N) = 1, бо у цьому ви-
падку для a iснує обернений за модулем N .

Варто вiдзначити, що простi шифри замiни є надзвичайно ненадiй-
ними. У кожнiй мовi є лiтери, що зустрiчаються дуже часто або дуже
рiдко. У вiдповiдностi до частоти появи лiтер у текстах для мови будує-
ться частотна таблиця, в якiй вказується з якої частотою зустрiчається
та чи iнша буква. Маючи текст належної довжини, можна пiдрахувати,
який скiльки разiв зустрiчається кожний символ, обчислити частотнiсть
його появи у текстi та на основi таблиць частотностi зробити висновки
щодо лiтери у вiдкритому текстi.

1.2.2 Швидке пiднесення до степеня

У прикладних задачах часто виникає потреба знайти великий степiнь
натурального числа за модулем деякого натурального числа N .

Припустимо, що потрiбно обчислити am. Можна дiяти прямолiнiйно,
послiдовно множачи на a:

a1 ≡ a (mod N), a2 = a1 · a (mod N), a3 = a2 · a (mod N), . . . ,

Звiсно, таким чином ми коли–небудь одержимо вiдповiдь, але для до-
статньо великих m, скажiмо m = 21024, час роботи може оцiнюватися
мiльярдами рокiв. Iнша iдея полягає у зображеннi показника степеня
у бiнарнiй системi числення та наступного обчислення порядку log2m
квадратiв числа a та приблизно такої самої кiлькостi множень. Проiлю-
струємо цю iдею прикладом.
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Приклад 1.5. Для обчислення 3100 шляхом послiдовного множення
на 3 потрiбно 99 дiй. А можна дiяти таким чином. Зобразимо спершу
число 100 у виглядi суми степенiв 2:

100 = 26 + 25 + 22.

Пiсля цього обчислимо

32, 34 = (32)2, 38 = (34)2, 316 = (38), 332 = (316)2, 364 = (332)2,

остаточно пiдрахуємо
3100 = 364 · 332 · 34.

Отже, для обчислення 3100 нам знадобилося лише 8 множень.

Опишемо алгоритм швидкого пiднесення до степеня формально.

Алгоритм швидкого пiднесення до степеня.

Дано: a ∈ N, m ∈ N.
Обчислити: am.

Крок 1. Зобразити m у виглядi суми степенiв 2:

m = m0 +m1 · 2 +m2 · 22 + . . .+mk · 2k, m0, . . . ,mk ∈ {0, 1} ,

можемо припускати, що mk = 1.
Крок 2. Обчислити a2

j

для 0 6 j 6 k шляхом послiдовного пiдне-
сення до квадрату:

b0 = a

b1 = b20 = a2

b2 = b21 = a2
2

b3 = b22 = a2
3

...

bk = b2k−1 = a2
k

.

Оскiльки кожне число bj є квадратом попереднього, то потрiбно вико-
нати k пiднесень до квадрату.

Крок 3. Обчислити am за формулою

am = am0+m1·2+m2·22+...+mk·2k

= am0 · (a2)m1 · (a2
2

)m2 · (a2
3

)m3 · . . . (a2
k

)mk

= bm0
0 · bm1

1 · bm2
2 · bm3

3 . . . bmkk .
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Враховуючи, що b0, b1, b2, b3, . . . , bk були обчисленi на попередньому кро-
цi, то цей крок вимагає щонайбiльше k множень.

Таким чином, цей алгоритм потребую щонайбiльше 2k множень для
обчислення am. Оскiльки m > 2k, то нам потрiбно не бiльше, нiж log2m
дiй множення.

1.3 Китайська теорема про остачi
У цьому роздiлi розглянемо спосiб розв’язання системи конгруенцiй.
Найпростiший випадок маємо, коли система складається з двох конгру-
енцiй:

x ≡ a (mod m) та x ≡ b (mod n), (4)

де m та n — взаємно простi числа. Ця система має єдиний розв’язок за
модулем mn. Це твердження випливає з китайської теореми про остачi,
яка буде сформульована та доведена далi.

Почнемо з невеликого прикладу, в якому наведемо спосiб знаходже-
ння розв’язку.

Приклад 1.6. Знайдемо розв’язок системи конгруенцiй:

x ≡ 1 (mod 5) та x ≡ 2 (mod 7), (5)

З першої конгруенцiї випливає, що множина її розв’язкiв — це набiр
цiлих чисел вигляду

x = 1 + 5y, y ∈ Z (6)

Пiдставивши цей вираз у другу конгруенцiю з (5), одержимо

1 + 5y ≡ 2 (mod 7), а тому 5y ≡ 1 (mod 7). (7)

Домножимо обидвi частини останньої конгруенцiї на обернений до 5
за модулем 7. Зауважимо, що цей обернений iснує, бо (5, 7) = 1. Його
можна знайти способом, описаним у прикладi 1.3, але у даному прикладi
легко переконатися, що 5−1 ≡ 3 (mod 7). В результатi одержимо

y ≡ 3 (mod 7).

Множина всiх розв’язкiв цiєї конгруенцiї описується множиною

y = 3 + 7z, z ∈ Z. (8)

Для знаходження розв’язку системи конгруенцiй (5) пiдставимо вираз
цей в (6). Остаточно одержимо

x = 1 + 5y = 1 + 5(3 + 7z) = 16 + 35z, z ∈ Z,
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або, що те саме,
x ≡ 16 (mod 36).

Цю саму iдею можна використати для доведення китайської теореми
про остачi.

Теорема 1.3 (Китайська теорема про остачi). Якщо натуральнi числа
n1, n2, . . . , nk — попарно взаємно простi, то система конгруенцiй

x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2)

...
x ≡ ak (mod nk)

має єдиний розв’язок за модулем n = n1n2 . . . nk.

Доведення. Припустимо, що для деякого i ми вже знайшли спiльний
розв’зок

x = ci

перших i конгруенцiй

x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2)

...
x ≡ ai (mod ni)

(9)

Наприклад, якщо i = 1, то можна взяти c1 = a1. Покажемо, як
знайти розв’язок системи, що складається з i+ 1 конгруенцiй:

x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2)

...
x ≡ ai+1 (mod ni+1)

(10)

Iдея полягає у вiдшуканнi розв’язку вигляду

x = ci +m1m2 . . .miy

Зауважимо, що це значення x вже задовольняє всi конгруенцiї з систе-
ми (9), тому потрiбно знайти таке y, яке б задовольняло також i рiвнiсть

x ≡ ai+1 (mod ni+1)
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Iншими словами, нам потрiбно знайти y, яке було б розвязком конгру-
енцiї

ci +m1m2 . . .miy ≡ ai+1 (mod mi+1).

Оскiльки НСД(mi+1,m1m2 . . .mi) = 1, то таке y iснує.

Наведене доведення китайської теореми про остачi дає метод розв’я-
зання системи когруенцiй, проте це не єдиний алгоритм розв’язування
системи конгруенцiй.

Вправа 2. Покажiть, що розв’язок системи конгруенцiй з теореми 1.3
можна знайти наступним чином:

x =

k∑
i=1

aiNiMi,

де Ni = n/ni, а Mi = N−1i (mod n)i. Цей алгоритм називається алгори-
тмом Гауса розв’язування системи конгруенцiй.

Приклад 1.7. Розв’яжемо систему конгруенцiй:

x ≡ 2 (mod 5)
x ≡ 3 (mod 7)
x ≡ 5 (mod 11).

(11)

Зауважимо спочатку, що числа 5, 7 та 11 попарно взаємно простi, тому
за китайською теоремою про остачi ця система має єдиний розв’язок за
модулем числа n = 5 · 7 · 11 = 385.

Розв’яжемо цю систему конгруенцiй двома способами.
Перший спосiб повторить доведення теореми 1.3. Почнемо з розв’яз-

ку x = 2 першої конгруенцiї x ≡ 2 (mod 5). Запишемо загальний розв’я-
зок x = 2 + 5y, y ∈ Z та пiдставимо у другу конгруенцiю x ≡ 3 (mod 7):

2 + 5y ≡ 3 (mod 7).

Цю конгруенцiю можна спростити до

5y ≡ 1 (mod 7).

Оскiльки (5, 7) = 1, то можна домножити обидвi частини на 5−1 (mod 7),
пiсля чого одержимо

y ≡ 3 (mod 7).
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Загальним розв’язком цiєї конгруенцiї є y = 3 + 7z, z ∈ Z. Це дасть
загальний розв’язок перших двох конгруенцiй:

x = 2 + 5y = 2 + 5(3 + 7z) = 17 + 35z, z ∈ Z.

Пiдставимо цей розв’язок у третю конгуенцiю:

17 + 35z = 5 (mod 11).

Пiсля перетворень, аналогiчних попереднiм, одержимо z ≡ 5 (mod 11).
Її загальним розв’язком є z = 5 + 11t, t ∈ Z. Знайдемо тепер розв’язок
початкової системи конгруенцiй:

x = 17 + 35z = 17 + 35(5 + 11t) = 192 + 385t, t ∈ Z.

Другий спосiб використовує алгоритм Гауса.
Покладемо n1 = 5, n2 = 7, n3 = 11, n = n1n2n3 = 385. Обчислимо

спочатку

N1 = n/n1 = 77, N2 = n/n2 = 55, N3 = 35.

Потiм обчислимо

M1 = N−11 (mod n1) = 77−1 ≡ 2−1 ≡ 3 (mod 5),

M2 = N−12 (mod n2) ≡ 55−1 ≡ (−1)−1 ≡ −1 ≡ 6 (mod 7),

M3 = N−13 (mod n3) = 35−1 ≡ 2−1 ≡ 6 (mod 11).

Запишемо остаточний розв’язок

x ≡ 2 · 77 · 3 + 3 · 55 · 6 + 5 · 35 · 6 ≡ 192 (mod 385).

Китайська теорема про остачi та її узагальнення мають велику кiль-
кiсть застосувань в теорiї чисел та рiзноманiтних галузях математики,
деякi з яких будуть наведенi у наступних роздiлах.

Розглянемо задачу, яка, на перший погляд, не вимагає китайської
теореми про остачi, але яка легко розв’язується з її використанням.

Приклад 1.8. Знайдiть остачу вiд дiлення 444235 на 1001.

Розв’язок. Перейдемо вiд конгруенцiї x ≡ 444235 (mod 1001) до системи
конгруенцiй

x ≡ 444235 (mod 7); x ≡ 444235 (mod 11); x ≡ 444235 (mod 13).
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До кожної конгруенцiї можна застосувати малу теорему Ферма та змен-
шити основу степеня за вiдповiдним модулем. Наприклад, очевидно, що
444 ≡ 3 (mod 7). За малою теоремою Ферма 37−1 ≡ 1 (mod 7), тому
3235 = 339·6+1 ≡ 3 (mod 7). Аналогiчно можна спростити iншi конгру-
енцiї. Одержимо

444 ≡ 3 (mod 7), 235 ≡ 1 (mod 6),
444 ≡ 4 (mod 11), 235 ≡ 5 (mod 10),
444 ≡ 2 (mod 13), 235 ≡ 7 (mod 12).

Одержимо еквiвалентну початковiй систему

x ≡ 3 (mod 7); x ≡ 45 (mod 11); x ≡ 27 (mod 13).

Пiсля подальших спрощень дiстанемо

x ≡ 3 (mod 7); x ≡ 1 (mod 11); x ≡ 11 (mod 13).

Числа 3, 7 та 11 попарно взаємно простi, тому за китайської теоремою
про остачi цi система має єдиний розв’зок. Застосувавши один з алго-
ритмiв розв’язання, знайдемо x = 661.

Перша письмова згадка про задачу, яка у сучаснiй математичнiй
термiнологiї зводиться до розв’язання системи конгруенцiй, вiдноситься
до працi китайського математика Сунь Цзи межi 3–4 ст. н.е.

Приклад 1.9 (Задача Сунь Цзи). У нас є певна кiлькiсть речей, проте
ми не знаємо точно скiльки. Якщо ми порахуємо їх по три, то лишиться
двi речi. Якщо ми порахуємо їх по п’ять, то лишиться три речi. Якщо
ми порахуємо їх по сiм, то лишиться двi речi. Скiльки у нас є речей?

Задачi
Задача 1.1. Використовуючи алгоритм Евклiда, знайдiть найбiльший
спiльний дiльник чисел a та b, записати всi кроки алгоритму, якщо

(a) a = 292, b = 321; (b) a = 324, b = 675; (c) a = 717, b = 906;
(d) a = 1089, b = 1287; (e) a = 1572, b = 1789; (f) a = 3141, b = 2718.

Задача 1.2. Використовуючи розширений алгоритм Евклiда, знайдiть
лiнiйне зображення НСД(a, b), отриманих у задачi 1.1, записати всi кро-
ки алгоритму.

Задача 1.3. Використовуючи алгоритм Евклiда, обчислiть

(a) 33−1 в Z101; (b) 31−1 в Z131; (c) 157−1 в Z1057;
(d) 123−1 в Z2030; (e) 131−1 в Z1031; (f) 147−1 в Z1093.
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Задача 1.4. Нехай a та b — натуральнi числа.

(a) Припустимо, що iснують такi цiлi числа u та v, що au + bv = 1.
Доведiть, що НСД(a, b) = 1.

(b) Припустимо, що iснують такi цiлi числа u та v, що au+ bv = 6. Чи
випливає звiдси, що НСД(a, b) = 6?

(c) Припустимо, що (u1, v1) та (u2, v2) — два розв’язки в цiлих числах
рiвняння au+bv = 1. Доведiть, що a дiлить v2−v1, а b дiлить u2−u1.

Задача 1.5. Нехай a1, a2, . . . , ak — цiлi числа, для яких

НСД(a1, a2, . . . , ak) = 1.

Доведiть, що iснують такi цiлi числа u1, u2, . . . , uk, що

a1u1 + a2u2 + · · ·+ akuk = 1.

Задача 1.6. Нехай a та b — взаємно простi числа. Доведiть, що

aϕ(b) + bϕ(a) ≡ 1 (mod ab).

Задача 1.7. Нехай a та b— цiлi числа. Припустимо, що ga ≡ 1 (mod m)
та gb ≡ 1 (mod m). Доведiть, що

gНСД(a,b) ≡ 1 (mod m).

Задача 1.8. Розглянемо конгруенцiю

ax ≡ c (mod m).

(a) Доведiть, що ця конгруенцiя має розв’язок тодi i лише тодi, коли
НСД(a,m) дiлить c.

(b) Доведiть, що коли ця конгруенцiя має розв’язок, то вона має НСД(a,m)
рiзних розв’язкiв за модулем m.

Задача 1.9. Використовуючи алгоритм швидкого пiднесення до степе-
ня, обчислiть (a) 19199 (mod 256); (b) 13477 (mod 1001);
(c) 7271 (mod 314); (d) 141789 (mod 2046).

Задача 1.10. Розв’яжiть задачу Сунь-Цзи, за умови, що кiлькiсть ре-
чей менща за 100 (див. приклад 1.9).
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Задача 1.11. Розв’яжiть системи конгруенцiй в кiльцi Z:

x ≡ 1 (mod 2), x ≡ 2 (mod 5), x ≡ 5 (mod 9),
a) x ≡ 1 (mod 3), b) x ≡ 3 (mod 7), c) x ≡ 7 (mod 8),
x ≡ 9 (mod 11); x ≡ 5 (mod 11); x ≡ 3 (mod 7);

x ≡ 1 (mod 3), 4x ≡ 1 (mod 7), 3x ≡ 4 (mod 5),
d) 5x ≡ 5 (mod 6), e) 4x ≡ 3 (mod 9), f) 7x ≡ 1 (mod 8),

2x ≡ 10 (mod 7); 4x ≡ 9 (mod 11); 10x ≡ 9 (mod 13).

Задача 1.12. Знайдiть остачу вiд дiлення (a) 123456 на 1001; (b) 271314

на 1001.

Задача 1.13. Знайдiть найменше трицифрове натуральне число N ,
таке, що N − 3 дiлиться на 5 i 11, а N − 5 дiлиться на 8.

Задача 1.14. Знайдiть таке найбiльше трицифрове натуральне число,
яке при дiленнi на 5 дає в остачi 7, при дiленнi на 7 дає в остачi 4, а при
дiленнi на 11 дає в остачi 3.

Задача 1.15. Нехай N — це тризначне додатне число, яке при дiленнi
на 9 i 10 дає в остачi 7, а при дiленнi на 11 дає в остачi 3. Про це число
також вiдомо, що воно є дiльником деякого 6-значного натурального
числа M , яке при дiленнi на 9, 10 i 11 дає в остачi 8, 7 i 1 вiдповiдно.
Знайдiть частку вiд дiлення M на N .

Задача 1.16. Використовуючи афiнне перетворення шифрування

X 7→ 7X + 17 (mod 26),

зашифруйте повiдомлення WFAVP.1

Задача 1.17. Використовуючи афiнне перетворення шифрування

X 7→ 11X + 13 (mod 26),

зашифруйте повiдомлення ONWJKKAYTRL

Задача 1.18. Використовуючи афiнне перетворення шифрування

X 7→ 7X + 17 (mod 26),

зашифруйте повiдомлення ONJVNOYNWFAVP
1В цiй та iнший задачах вважаємо, що лiтери занумеровано як у таблицi на

стор. 12
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Задача 1.19. Використовуючи афiнне перетворення шифрування

X 7→ 9X + 14 (mod 26),

зашифруйте повiдомлення QFKXPRWNRSWM

Задача 1.20. Використовуючи афiнне перетворення шифрування

X 7→ 17X + 12 (mod 26),

зашифруйте повiдомлення FUAHYDYXYMSY

Задача 1.21. Вiдомо, що при шифруваннi використовувалося афiнне
перетворення шифрування X 7→ 17X + 13 (mod 26). Було отримано по-
вiдомлення CDSI. Вiдновiть повiдомлення. Знайдiть перетворення роз-
шифровування.

Задача 1.22. Алекс надiслав Юстасу наступне повiдомлення, заши-
фроване за допомогою афiнного перетворення за модулем 26,

KQQLJQDKOEMRCN.

Вiдомо, що останнi чотири лiтери — це пiдпис ALEX. Розшифруйте
перехоплене повiдомлення.

Задача 1.23. Найкраща шпигунка надiслала наступне повiдомлення,
зашифроване за допомогою афiнного перетворення за модулем 26,

YVOEYJJPKBY.

Вiдомо, що першi три лiтери — це жiноче iм’я EVA. Розшифруйте це
повiдомлення. Знайдiть перетворення розшифровування.

Задача 1.24. Головним контррозвiдником країни Оз було перехоплене
наступне повiдомлення, зашифроване за допомогою афiнного перетво-
рення за модулем 26,

RLZPNUFXOINJT.

Вiдомо, що останнi чотири лiтери — це iм’я JACK. Розшифруйте повi-
домлення. Знайдiть перетворення розшифровування.

Задача 1.25. Найголовнiший бос надiслав своїй заступницi повiдом-
лення, зашифроване за допомогою афiнного перетворення за модулем
26,

FRGQRDLBMVMPTQQ.

Вiдомо, що першi п’ять лiтер — це її iм’я CARLA. Розшифруйте повi-
домлення. Знайдiть перетворення розшифровування.
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2 Елементи теорiї скiнчених полiв

2.1 Характеризацiя скiнченних полiв
Нагадаємо, що поле — це непорожня множина, яку позначимо F , на якiй
визначено двi бiнарнi дiї, якi називаються додаванням та множенням,
i яка мiстить два видiленi елементи 1 та 0, причому 1 6= 0. Крiм того,
(F,+) — абелева група з нейтральним елементом 0, (F ∗, ·) — абелева
група з нейтральний елементом 1. Додавання та множення пов’язанi
дистрибутивними законами.

Означення 2.1. Найменше таке k ∈ N, що

1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
k

= 0,

називається характеристикою поля. Позначається charF . Якщо тако-
го k не iснує, то вважають, що charF = 0.

Твердження 2.1. Характеристика поля є або простим числом, або 0.
Характеристика скiнченного поля завжди є простим числом.

Доведення. Припустимо, що F — поле, характеристикою якого є скла-
дене число, нехай це число n = kl, де k, l < n. Тодi

n · 1 = (kl) · 1 = (k · 1)(l · 1) = 0.

Оскiльки в полi немає дiльникiв нуля, то k · 1 = 0 або l · 1 = 0. Супере-
чнiсть з означенням характеристики поля.

Припустимо, що F — скiнченне поле. Тодi в послiдовностi

0, 1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, . . .

деякi члени повиннi повторюватись. Нехай для деяких r > s

r · 1 = s · 1.

Тодi
(r − s) · 1 = 0.

Отже, поле F має скiнченну характеристику.

Теорема 2.1. 1. Якщо характеристика поля F дорiвнює простому
числу p, то просте пiдполе поля F iзоморфне полю Zp.
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2. Якщо характеристика поля F дорiвнює 0, то просте пiдполе поля
F iзоморфне полю рацiональних чисел Q.

Доведення. 1. Нехай P — просте пiдполе поля F .
Нехай charF = p. Тодi можемо визначити вiдображення

Θ : Zp → F

за правилом
r 7→ r · 1, (r = 0, 1, , . . . , p− 1).

Легко перевiрити, що вiдображення Θ є iзоморфiзмом мiж Zp та Im Θ.
Кожне пiдполе F мiстить елемент 1, а тому мiстить i r·1 = 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

r

.

Отже, поле Im Θ мiститься в кожному пiдполi поля F , а тому є його
простим пiдполем:

P = Im Θ ' Zp.

Iзоморфiзм Θ є єдиним, бо

Θ(1) = 1⇒ Θ(r) = Θ(1 + . . .+ 1) = Θ(1) + . . .+ Θ(1) = r · 1.

2. Вправа.

Наслiдок 2.1. Поле Zp є єдиним полем, що складається з p елементiв.

Надалi єдине поле з p елементiв позначатимемо Fp.

Лема 2.1. Нехай F — скiнченне поле, яке мiстить пiдполе K з q
елементiв. Тодi F складається з qm елементiв, де m = [F : K].

Доведення. Оскiльки F — скiнченне поле, то його можна розглядати як
скiнченновимiрний векторний простiр над K, позначимо dimK F = m.
Нехай b1, b2, . . . , bm — базис F надK. Тодi кожний елемент b ∈ F єдиним
чином зображується у виглядi

b = k1b1 + k2b2 + . . . kmbm, де k1, k2, . . . , km ∈ K.

Теорема 2.2. Нехай F — скiнченне поле. Тодi воно складається з pn
елементiв, де просте число p є характеристикою поля F , а n ∈ N є
степенем поля F над його простим пiдполем.

Доведення. Оскiльки поле F скiнченне, то charF = p, де p — деяке
просте число. Тому просте пiдполе поля F iзоморфне полю Fp, а, отже,
мiстить p елементiв. З леми 2.1 випливає, що |F | = pn.
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Лема 2.2. Якщо F — скiнченне поле з q елементiв, то для кожного
a ∈ F виконується aq = a.

Доведення. Очевидно.

Лема 2.3. Якщо F — скiнченне поле з q елементiв та K — пiдполе
поля F , то многочленxq − x ∈ K[x] розкладається над F наступним
чином

xq − x =
∏
a∈F

(x− a),

а F є полем розкладу многочлена xq − x над полем K.

Доведення. Оскiльки степiнь многочлен xq − x дорiвнює q, то вiн має
щонайбiльше q коренiв в F . З леми 2.2 нам вiдомi цi коренi — ними
є всi елементи поля F . Таким чином, многочлен xq − x розкладається
над F вказаним способом i не може розкладатися над жодним меншим
полем.

Теорема 2.3 (iснування та єдинiсть скiнченних полiв). Для кожного
простого числа p та кожного натурального числа n iснує скiнченне по-
ле з pn елементiв. Кожне скiнченне поле з q = pn елементiв iзоморфне
полю розкладу многочлена xq − x над полем Fp.

Доведення. Icнування. Для q = pn розглянемо многочлен xq−x ∈ Fp[x],
нехай F — його поле розкладу над Fp. Цей многочлен має q рiзних коре-
нiв в полi F , бо його похiдна qxq−1 − 1 = −1 6= 0 є сталим многочленом
з Fp, а тому не може мати спiльних коренiв з xq − x.

Покладемо
S = {a ∈ F | aq − a = 0} .

Множина S має властивостi:

(i) S мiстить 0 та 1;

(ii) якщо a, b ∈ S, то (a− b)q = aq − bq = a− b, звiдки a− b ∈ S;

(iii) для a, b ∈ S, b 6= 0, маємо (ab−1)q = aqb−q = ab−1, отже, ab−1 ∈ S.

Отже, множина S є полем.
З iншого боку, многочлен xq − x повинен цiлком розкладатися в S,

оскiльки S мiстить всi його коренi. Таким чином, S = F , а оскiльки S
складається з q елементiв, то F є скiнченним полем з q елементiв.

Єдинiсть. Нехай F — скiнченне поле, яке складається з q = pn еле-
ментiв. Тодi charF = p, а тому F мiстить в якостi пiдполя Fp. З леми 2.3
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випливає, що F є полем розкладу многочлена xq − x над полем Fp.
Твердження теореми випливає тепер з єдиностi поля розкладу много-
члена.

Ця теорема дає змогу говорити про цiлком визначене скiнченне поле
з q елементiв (або полi Галуа з q елементiв). Позначатимемо його надалi
через Fq. Скiнченне поле з q елементiв також позначається GF (q).

Позначимо через F∗q мультиплiкативну групу поля Fq.

Теорема 2.4. Мультиплiкативна група F∗q довiльного скiнченного по-
ля Fq є циклiчною.

Доведення. Нагадаємо, що експонентою групи G називається найменше
таке e ∈ N, що ge = 1 для всiх g ∈ G. З означення випливає, що e 6 |G|
та e | |G|. Неважко показати (зробiть це!), що в довiльнiй абелевiй групi
експоненти e iснує елемент порядку e.

Припустимо, що мультиплiкативна група F∗q має експоненту e. Тодi
кожний з q − 1 елементiв групи F∗q задовольняє рiвняння xe − 1 = 0.
Оскiльки кiлькiсть коренiв многочлена не перевищує його степiнь, то
q − 1 6 e. Враховуючи, що e | (q − 1), одержимо e = q − 1. Отже,
група F∗q мiстить елемент, порядок якого дорiвнює порядку групи G, а
тому є циклiчною.

Означення 2.2. Твiрний елемент циклiчної групи F∗q називається при-
мiтивним елементом поля Fq.

Теорема 2.5 (критерiй пiдполя). Нехай Fq — скiнченне поле, яке скла-
дається з q = pn елементiв, p — просте число. Тодi кожне пiдполе
поля Fq має порядок pm, де m — додатний дiльник числа n. Навпа-
ки, якщо m — додатний дiльник числа n, то iснує рiвно одне пiдполе
поля Fq з pm елементiв.

Доведення. Ясно, що пiдполе K поля F повинен мати порядок pm для
деякого m ∈ N, m 6 n. З леми 2.1 випливає, що число q = pn має бути
степенем числа pm, так що m обов’язко дiлить число n.

Навпаки, якщо m — додатний дiльник числа n, то (pm − 1)|(pn − 1).
Отже, многочлен xp

m−1 − 1 дiлить многочлен xp
n−1 − 1 в Fp[x]. Таким

чином, xp
m − x дiлить многочлен xp

n − x в Fp[x]. Отже, кожний корiнь
многочлена xp

m − x є коренем многочлена xq − x, а тому належить
полю Fq. Тому поле Fq повинно мiстити в якостi пiдполя поле розкладу
многочлена xp

m − x над Fp. З доведення теореми 2.3 випливає, що таке
поле розкладу має порядок pm. Якби поле Fq мiстило два рiзних пiдполя
порядку pm, то цi два пiдполя мiстили б у сукупностi бiльше, нiж pm

коренiв многочлена xp
m − x в полi Fq, що неможливо.
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Приклад 2.1. Всi пiдполя поля F230 :

F230

F26 F210 F215

F22 F23 F25

F2

2.2 Коренi з одиницi та круговi многочлени
Дослiдимо поле розкладу многочлена xn − 1 над довiльним полем K,
де n ∈ N.

Означення 2.3. Для n ∈ N поле розкладу многочлена xn − 1 над до-
вiльним полем K називається n–круговим (або n–циклотомiчним) по-
лем над K i позначається K(n). Коренi многочлена xn − 1 з поля K
називаються коренями n-го степеня з одиницi над K, множину цих ко-
ренiв позначимо E(n).

Теорема 2.6. Нехай n ∈ N, K — поле характеристики p (можливо
p = 0). Тодi

(i) Якщо p - n, то множина E(n) є циклiчною пiдгрупою порядку n
мультиплiкативної групи поля K(n).

(ii) Якщо p | n та n = mpe, де m, e ∈ N i p - m, то K(n) = K(m), E(n) =
E(m) i коренями многочлена xn − 1 в полi K(n) є m елементiв
множини E(m), кожний з яких має кратнiсть pe.

Доведення. (i) Випадок n = 1 тривiальний.
Нехай n > 2. Многочлен xn−1 та його похiдна nxn−1 не мають спiль-

них коренiв, бо nxn−1 має єдиний корiнь 0 в полi K(n). Тому многочлен
xn−1 не може мати кратних коренiв, так що множина E(n) складається
з n елементiв.

Якщо ζ, η ∈ E(n), то (ζη−1)n = ζn(ηn)−1 = 1, так що ζηn−1 ∈ E(n).
Отже, E(n) — мультиплiкативна група.
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Нехай n = pe11 . . . pett — розклад числа n у добуток простих спiв-
множникiв. Застосувавши далi тi самi мiркування, що й при доведен-
ня теореми про циклiчнiсть мультиплiкативної групи скiнченного по-
ля, прийдемо до того, що для кожного i, 1 6 i 6 t iснує елемент
αi ∈ E(n), який не є коренем многочлена xn/pi − 1. Отже, порядок еле-
мента βi = α

n/p
ei
i

i дорiвнює peii . Таким чином, E(n) — циклiчна група з
твiрним β = β1 . . . βt.

(ii) Цей пункт випливає з пункту (i) та рiвностi xn − 1 = xmp
e − 1 =

(xm − 1)p
e

.

Означення 2.4. Нехай K — поле характеристики p, n — натураль-
не число, яке не дiлиться на p. Тодi твiрний елемент циклiчної групи
E(n) називається первiсним (або примiтивним) коренем n-го степеня з
одиницi над полем K.

Група E(n) має ϕ(n) твiрних елементiв, тобто iснує ϕ(n) примiтивних
коренiв з одиницi над полем K. Якщо ζ — один з них, тодi множина всiх
примiтивних коренiв з одиницi над полем K описується таким чином

{ζs | 1 6 s 6 n, (n, s) = 1} .

Означення 2.5. Нехай K — поле характеристики p, n — натуральне
число, яке не дiлиться на p, i ζ — первiсний корiнь n-го степеня з одиницi
над полем K. Тодi многочлен

Qn(x) =

n∏
s=1

(s,n)=1

(x− ζs)

називається n–круговим (або n–циклотомiчним) многочленом над по-
лем K.

Очевидно, що degQn(x) = ϕ(n), а коефiцiєнти належать n-круговому
полю над K. Покажемо, що насправдi вони належать простому пiдполю
поля K.

Теорема 2.7. Нехай K — поле характеристики p, n — натуральне
число, яке не дiлиться на p. Тодi

(i) xn − 1 =
∏
d|nQd(x);

(ii) коефiцiєнти n-кругового многочлена Qn(x) належать простому
пiдполю поля K, або кiльцю Z, якщо p = 0.
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Доведення. (i) Кожний корiнь n-го степеня з одиницi над полем K є
первiсним коренем d-го степеня з одиницi рiвно для одного натурально-
го дiльника d числа n. А саме: якщо ζs — довiльний корiнь n-го степеня
з одиницi над K (де ζ — деякий первiсний корiнь n-го степеня над по-
лем K), то вказане число d дорiвнює n

(s,n) , тобто d — порядок елемента
ζs в групi E(n). Оскiльки

xn − 1 =

n∏
s=1

(x− ζs),

то формулу в пунктi (i) можна одержати, зiбравши тi множники (x−ζs),
для яких ζs є первiсним коренем з одиницi d-го степеня з одиницi над
полем K (для кожного додатного дiльника d числа n.)

(ii) Iндукцiя по n. Твердження, очевидно, є справедливим для мно-
гочлена Q1(x) = x − 1. Нехай n > 1, та припустимо, що твердження
виконується для всiх Qd(x), де 1 6 d < n. За пунктом (i)

Qn(x) =
xn − 1∏

d|n,d<n Qd(x)
.

За припущенням iндукцiї коефiцiєнта многочлена у знаменнику нале-
жать простому пiдполю поля K (або Z, якщо charK = 0). Роздiливши
чисельник на знаменник, одержимо твердження пункту (ii).

Приклад 2.2. Нехай n = 3, K — довiльне поле, для якого charK 6= 3,
нехай ζ — примiтивний кубiчний корiнь над K. Тодi

Q3(x) = (x− ζ)(x− ζ2) = x2 − (ζ + ζ2)x+ ζ3 = x2 + x+ 1.

Приклад 2.3. Нехай r — просте i k ∈ N. Тодi

Qrk = 1 + xr
kk−1 + x2r

k−2

+ . . .+(r−1)rk−1

,

оскiльки за теоремою 2.7

Qrk =
xr

k − 1

Q1(x)Qr(x) . . . Qrk−1

=
xr

k − 1

xrk−1 − 1
.

При k = 1 маємо

Qr(x) = 1 + x+ x2 + . . .+ xr−1.
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Використовуючи формулу обертання Мьобiуса, можна одержати яв-
ну формулу для n-го кругового многочлена Qn(x) для довiльного n ∈ N.
Зацiкавлений читач може знайти це у [2].

Означення 2.6. Нехай b та n — взаємно простi натуральнi числа. Най-
менше таке k ∈ N, що bk ≡ 1 (mod n) називається мультиплiкативним
порядком b за модулем n, позначається ordn(b).

Теорема 2.8. Кругове поле K(n) є простим алгебраїчним розширенням
поля K. Бiльше того, якщо k = Fq та (q, n) = 1, а d = ordn(q), тодi

• Qn розкладається у добуток ϕ(n)/d рiзних унiтарних незвiдних
многочленiв з K[x] одного i того самого степеня d;

• K(n) є полем розкладу довiльного такого незвiдного дiльника над
полем K;

• [K(n) : K] = d.

Доведення. Якщо iснує примiтивний корiнь з одиницi n-го степеня ζ над
K, то K(n) = K(ζ). В iншому разi K — це поле, характеристика якого
дорiвнює простому числу p, яке дiлить число n. У цьому випадку ми
потрапляємо у ситуацiю теореми 2.6 (ii), тодi K(n) = K(m), де n = mpe,
(m, p) = 1. Отже, знов K(n) = K(ζ), бо iснує первiсний корiнь m-го
степеня з одиницi ζ над K.

Нехай K = Fq, припустимо, що (q, n) = 1. Отже, iснує примiтивний
корiнь з одиницi степеня n над полем Fq. Нехай η — один з них. Тодi

η ∈ Fqk ⇔ ηq
k

= η ⇔ qk ≡ 1 (mod n).

Найменше натуральне число, для якого це виконується, це k = d, отже,
η ∈ Fqd , але не в довiльному власному пiдполi. Таким чином, мiнiмаль-
ний многочлен для η має степiнь d. Оскiльки η — довiльний корiнь
Qn(x), то твердження теореми має мiсце, бо ми можемо послiдовно дi-
лити на мiнiмальнi многочлени коренiв многочлена Qn(x).

Приклад 2.4. НехайK = F11, n = 12. З попереднього прикладу маємо,
що Q12(x) = x4 − x2 + 1 ∈ F11[x]. Нас цiкавить K(12).

• Оскiльки 12 - (11− 1), але 12 | (112 − 1), то d = ord12(11) = 2.

• Таким чином, Q12(x) розкладається в добуток ϕ(12)/2 = 4/2 = 2
унiтарних квадратних незвiдних над F11 многочленiв. Круговим
полем є K(12) = F121.
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• Неважко перевiрити, що розклад Q12(x) на множники має вигляд

Q12 = (x2 + 5 + 1)(x2 − 5x+ 1).

Теорема 2.9. Скiнченне поле Fq є (q − 1)-круговим полем над будь-
яким зi своїх пiдполiв.

Доведення. Многочлен xq−1 − 1 цiлком розкладається на множники в
полi Fq, бо його коренями є як раз всi ненульовi елементи поля Fq. З
iншого боку, зрозумiло, що цей многочлен не може цiлком розкладатися
на множники в жодному iншому власному пiдполi поля Fq. Отже, Fq є
полем розкладу многочлена xq−1−1 над довiльним зi своїх пiдполiв.

Зображення елементiв скiнченних полiв
Якщо скiнченне поле складається з p елементiв, p — просте число, то йо-
го елементи можна ототожнити з елементами кiльця лишкiв Zp. Якщо
ж кiлькiсть елементiв скiнченного поля є степенем простого числа, то
таке ототожнення неможливе, бо кiльце лишкiв є полем лише за мо-
дулем простого числа. Отже, у такому випадку потрiбнi iншi способи
зображення елементiв скiнченного поля. Розглянемо два способи зобра-
ження елементiв скiнченного поля Fq = Fpn .

Перший спосiб. Поле Fq, де q = pn, є простим алгебраїчним розши-
ренням поля Fp. Дiйсно, якщо f — незвiдний многочлен степеня n над
полем Fp, то кожний корiнь цього α цього многочлена належить полю
Fpn = Fq, а тому Fq = Fp(α). Отже, кожний елемент поля Fq можна
однозначно подати у виглядi значень деякого многочлена вiд x над Fp
степеня, не бiльшого за n−1, при x = α. Можна також розглядати поле
Fq як факторкiльце Fp[x]/(f).

Приклад 2.5. Побудуємо поле з дев’яти елементiв. Вiзьмемо незвiдний
над Z3 многочлен x2 + 1 та розглянемо факторкiльце Z3[x]/(x2 + 1).
Нехай α ∈ F9 — корiнь многочлена f(x) = x2 + 1, тобто в полi F9

α2 + 1 = 0. Тодi елементи поля можна зобразити у виглядi a0 + a1α, де
a0, a1 ∈ Z3. Отже,

F9 = {0, 1, 2, α, 1 + α, 2 + α, 2α, 1 + 2α, 2 + 2α} .

Наведемо приклади додавання та множення у цьому полi. Нехай f1 =
2 + α, f2 = 2 + 2α. Тодi (обчислення вiдбуваються за модулем 3, також
враховуємо, що α2 + 1 = 0)

f1 + f2 = 4 + 3α = 1, f1f2 = 4 + 6α+ 2α2 = 2.
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У другому способi використовується те, що мультиплiкативна гру-
па скiнченного Fq поля є циклiчною. Тодi елементи поля подаються у
виглядi степенiв примiтивного елемента поля Fq. Для знаходження при-
мiтивних многочленiв можна використовувати круговi многочлени, тут
допоможуть теореми 2.8 та 2.9. Оскiльки Fq = Fpn є (q − 1)–круговим
полем над Fp, то можемо побудувати це поле наступним чином:

• Знайти розклад (q − 1)-кругового многочлена Qq−1 ∈ Fp[x] в до-
буток незвiдних многочленiв в Fp[x], всi степенi яких однаковi.

• Корiнь α кожного з цих дiльникiв є первiсним коренем (q − 1)-го
степеня з одиницi над Fp, а тому є примiтивним елементом по-
ля Fq.

• Для такого α ми маємо

Fq =
{

0, α, α2, . . . , αq−2, αq−1 = 1
}
.

Приклад 2.6. Розглянемо знов поле F9. Будемо дiяти у вiдповiдностi
з викладеним вище.

• Поле F9 є 8–круговим розширенням поля F3, тобто F9 = F(8)
3 .

• Знайдемо 8–круговий многочлен Q8(x):

Q8(x) =
x2

3 − 1

x22 − 1
= x4 + 1 ∈ F3[x].

Вiн розкладаться в добуток незвiдних в кiльцi F3[x] наступним
чином

Q8(x) = (x2 + x+ 2)(x2 + 2x+ 2).

Ми маємо ϕ(8)/(ord8 3) = 4/2 = 2 незвiдних многочленiв другого
степеня.

• Нехай ζ — корiнь x2 + x+ 2. Тодi ζ є первiсним степенм з одиницi
над полем F3. Отже,

F9 =
{

0, ζ, ζ2, . . . , ζ7, ζ8 = 1
}
.

Природним чином виникає питання, яким чином це зображення еле-
ментiв поля F9 пов’язане з попереднiм.
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Приклад 2.7. Розглянемо многочлен f(x) = x2 + 1 ∈ F3[x], вiн є не-
звiдним над полем F3. Отже, ми можемо побудувати поле F9 шляхом
приєднання кореня α многочлена f(x) = x2+1 до поля F3. Тодi α2+1 = 0
в F9 i

F9 = {0, 1, 2, α, 1 + α, 2 + α, 2α, 1 + 2α, 2 + 2α} .
Помiтимо тепер, що ζ = α+ 1 є коренем многочлена x2 + x+ 2 ∈ F3[x].
Отже, елементи в двох зображеннях поля F9 пов’язанi наступним чи-
ном:

i ζi

1 1 + α
2 2α
3 1 + 2α
4 2
5 2 + 2α
6 α
7 2 + α
8 1

Зображення елементiв скiнченного поля таким способом дає зручний
спосiб знаходження добутку елементiв. Дiйсно,

ζ3 · ζ6 = ζ9 = ζ,

бо ζ8 = 1 у F∗9.
Проте цей спосiб не дуже зручний для виконання дiї додавання. Для

спрощення дiї додавання будуються так званi таблицi додавання одини-
цi. Нас цiкавить, чому дорiвнюватиме показник j у рiвностi ζi + 1 = ζj

для всiх i = 1, . . . , 8∪{−∞} (за домовленiстю вважається, що 0 = ζ−∞).
Складемо таблицю. Для її побудови використаємо вже знайденi зобра-
ження елементiв поля F9:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 −∞
ζi 1+α 2α 1+2α 2 2+2α α 2+α 1 0

ζi+1 2+α 1+2α 2+2α 0 2α 1+α α 2 1

ζj ζ7 ζ3 ζ5 ζ−∞ ζ2 ζ ζ6 ζ4 ζ8

j 7 3 5 −∞ 2 1 6 4 8

Насправдi нас цiкавлять лише перший та останнiй рядки цiєї табли-
цi, бо нам потрiбно знати лише показники степенiв.

Тепер цю таблицю зручно використовувати для “перетворення” дiї
додавання на дiю множення. Наприклад,

ζ6 + ζ3 = ζ3(ζ3 + 1) = ζ3 · ζ5 = ζ8 = 1.
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2.3 Задача дискретного логарифмування та алгорит-
ми її розв’язування

Задача дискретного логарифмування. Нехай дано просте число p, твiр-
ний елемент α групи Z∗p та елемент β ∈ Z∗p. Знайти таке цiле число x,
0 6 x 6 p− 2, що αx ≡ β (mod p).

Узагальнена задача дискретного логарифмування. Нехай дано скiн-
ченну циклiчну групу G порядку n, твiрний елемент α групи G, елемент
β ∈ G. Знайти таке цiле число x, 0 6 x 6 n− 1, що αx ≡ β.

Число x називається дискретним логарифмом β з основою α.

Приклад 2.8. Вiзьмемо групу G = Z∗11 = 〈2〉. Тодi дискретний лога-
рифм числа 7 з основою 2 дорiвнює 7.

Зауваження 1. Нехай α та γ — два рiзних твiрних циклiчної групи G
порядку n, нехай β ∈ G. Нехай x = logα β, y = logγ β, z = logα γ. Тодi
αx = β = αy = (αz)y, звiдки x = zy (mod n) та

logγ β = (logα β)(logα γ)−1 (mod n).

Це означає, що будь-який алгоритм, який обчислює логарифми з осно-
вою α, можна використати для обчислення логарифму з будь-якою iн-
шою основою γ. Отже, складнiсть задачi дискретного логарифмування
не залежить вiд вибору твiрного групи G.

Алгоритми розв’язування задачi дискретного логариф-
мування
Повний перебiр. Найбiльш очевидний алгоритм розв’язування уза-
гальненої задачi дискретного логарифмування — це послiдовно обчи-
слювати

α0, α1, α2, . . . ,

доки не одержимо β. Цей метод вимагає O(n) множень, де n — це поря-
док α, а тому неефективний, коли n велике (наприклад, у криптогра-
фiчних iнтересах).

МетодШенкса (Baby-step giant-step). Це фундаментальний ал-
горитм розв’язування задачi дискретного логарфимування. Вiн засто-
совний до будь–якої скiнченної циклiчної групи.

Нехай m = [
√
n] + 1, де n — це порядок елемента α. Алгоритм Шен-

кса базується на наступному спостереженнi. Якщо β = αx, тодi можна
записати x = im+j, де 0 6 i, j < m. Отже, αx = αimαj , з чого випливає
β(α−m)i = αj . Це передбачає наступний алгоритм обчислення x.
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Алгоритм Шенкса.

Дано: твiрний α циклiчної групи G порядку n та елемент β ∈ G.

Знайти: дискретний логарифм x = logα β.

1. Покласти m = [
√
n] + 1.

2. Побудувати таблицю зi входженнями (j, αj) для 0 6 j < m. Впо-
рядкувати цю таблицю за другою компонентою.

3. Обчислити α−m та покласти γ = β.

4. Для i вiд 0 до m− 1 зробити наступне:

(a) Перевiрити, чи не є γ другою компонентою деякого елемента
з таблицi.

(b) Якщо γ = αj , то покласти x = im+ j.
(c) Покласти γ = γ · α−m.

Оцiнимо кiлькiсть дiй, потрiбних для роботи алгоритму Шенксак. Для
побудови таблицi потрiбно O(

√
n) множень та O(

√
n lnn) порiвнянь для

сортування. Маючи вже побудовану таблицю, для кроку 4 нам потрiбно
O(
√
n) множень та O(

√
n) переглядiв таблицi. За припущення, що гру-

пове множення вимагає бiльше часу, нiж lnn порiвнянь, то час роботи
алгоритму можна оцiнити наступним чином.

Факт. Алгоритм Шенкса вимагає O(
√
n) групових множень.

Приклад 2.9. Нехай p = 113, α = 3 — твiрний Z∗113. Обчислимо log3 32.

1. Покладемо m = [
√

112] + 1 = 11.

2. Побудуємо таблицю з елементiв (j, αj) для j = 0, 1, 2, . . . .

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3j (mod 113) 1 3 9 27 81 17 51 40 7 21 63

та вiдсортуємо за другою компонентою:

j 0 1 8 2 5 9 3 7 6 10 4
3j (mod 113) 1 3 7 9 17 21 27 40 51 63 81

3. Обчислюємо в групi Z∗113 спочатку α−1 = 3−1 = 38, а потiм α−m =
3−113 = 58.
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4. Далi обчислюємо γ = βα−mi (mod 113) для i = 0, 1, 2, . . . до тих
пiр, доки не одержимо значення з другого рядка таблицi:

i 0 1 2 3 4 5
γ=32 · 58i (mod 113) 32 48 72 108 49 17

Оскiльки βα−5m = α5, то β = α60. Отже, log3 32 = 60.

Алгоритм обчислення спiльного таємного значення
(алгоритм Дiффi–Хелмана)
Цей алгоритм дає змогу двом вiддаленим абонентам мережi встановити
спiльне таємне значення шляхом обмiну нетаємними повiдомленнями.
Це спiльне таємне значення використовується для обчислення спiльного
сесiйного таємного ключа в алгоритмах симетричного шифрування.

Процес встановлення спiльного таємного значення.

Перед початком роботи абоненти A та B узгоджують скiнченну ци-
клiчну групу G порядку n та її твiрний елемент g. Пiсля цього викону-
ють наступнi дiї.

Абонент A

• обирає випадкове цiле число x, 0 6 x < n;

• обчислює в групi G елемент X = gx;

• надсилає елемент X = gx групи G абоненту B.

Абонент B

• обирає випадкове цiле число y, 0 6 y < n;

• обчислює в групi G елемент Y = gy;

• надсилає елемент Y = gy групи G абоненту A.

Пiсля цього абонент A обчислює Y x, а абонент B обчислює Xy. Таким
чином абоненти A i B обчислили спiльне таємне значення, бо

Y x = gyx = gxy = Xy.

Задача Дiффi–Хелмана.Нехай g — твiрний скiнченної циклiчної
групи. Знаючи g, gx та gy, знайти gxy.
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Припущення Дiффi–Хелмана. Складнiсть обчислення gxy за g,
gx та gy надзвичайно висока.

Складнiсть розв’язання задачi Дiффi–Хелмана забезпечує надiйнiсть
алгоритму Дiффi-Хелмана встановлення спiльного таємного значення.

Припущення Дiффi–Хелмана апрiорi не слабше за припущення про
надзвичайну складнiсть задачi дискретного логарифмування в скiнчен-
нiй групi. Якби можна було легко обчислювати дискретнi логарифми,
то припущення Дiффi–Хелмана було б невiрним. Є думка, що спра-
ведливим є i обернене твердження, проте поки це питання лишається
вiдкритим. Iншими словами, поки ще нiхто не запропонував алгоритм
одержання gxy з gx та gy без використання x та y. Проте цiлком можли-
во, що такий спосiб iснує.

Задачi
Задача 2.1. Випишiть всi незвiднi полiноми над полем F2 степенiв
1, 2, 3, 4 та довести їх незвiднiсть.

Задача 2.2. Доведiть, що натуральне число n дiлить число ϕ(pn − 1),
де ϕ — функцiя Ейлера, p — просте число.

Задача 2.3. Доведiть, що в полi Zp виконуються рiвностi

(a)
∑p−1
k=1

1
k = 0, p > 2;

(b)
∑(p−1)/2
k=1

1
k2 = 0, p > 3.

Задача 2.4. Доведiть, що факторкiльце F = Z3[x]/(x2 + 1) є полем.
Позначимо f(x) = f(x) +

(
x2 + 1

)
. Покажiть, що x+ 1 є твiрним муль-

типлiкативної групи F ∗ поля F .

Задача 2.5. Розв’яжiть рiвняння x3 + x2− 2x− 1 у полi (a) Z3; (b) Z5;
(c) Z7; (d) Z11.

Задача 2.6. Доведiть, що довiльний квадратний многочлен з Fq[x] роз-
кладається над полем Fq2 на лiнiйнi множники.

Задача 2.7. Знайдiть всi незвiднi над Fq многочлени, коренями яких
є елементи Fq2 .

Задача 2.8. Знайдiть кiлькiсть таких елементiв a ∈ Fq, якi не є ква-
дратами в Fq2 .
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Задача 2.9. Розкладiть многочлен x16+x ∈ F2[x] на незвiднi множники
над полем F2.

Задача 2.10. Знайдiть степенi незвiдних многочленiв, в добуток яких
розкладається многочлен xn − 1 ∈ Fq[x] над полем Fq, якщо q = 24,
а n = 5, 7, 22. Вiдповiдь обґрунтуватии.

Задача 2.11. Побудуйте скiнченне поле з (a) 8; (b) 9; (c) 16; (d) 25
елементiв.

Задача 2.12. Знайдiть всi примiтивнi елементи скiнченних полiв:

(a) Z5; (b) Z7; (c) Z11; (d) Z13; (e) Z17; (f) Z19.

Задача 2.13. Скiльки примiтивних елементiв має поле F8? Вкажiть
який–небудь примiтивний елемент поля F8. Зобразiть решту примiтив-
них елементiв як його степенi. Зобразiть елементи поля F8 двома спосо-
бами.

Задача 2.14. Скiльки примiтивних елементiв має поле F9? Вкажiть
який–небудь примiтивний елемент поля F9. Зобразiть решту примiтив-
них елементiв як його степенi. Зобразiть елементи поля F9 двома спосо-
бами.

Задача 2.15. Нехай α ∈ F16 — корiнь многочлена x4 + x + 1 ∈ F2[x].
Зобразiть елементи поля F16 як многочлени вiд α степеня, меншого за 4.

Задача 2.16. Нехай α ∈ F27 — корiнь многочлена x3 + 2x + 1 ∈ F3[x].
Зобразiть елементи поля F27 як многочлени вiд α степеня, меншого за 3.

Задача 2.17. Покажiть, що факторкiльце F2[x]/(x4 + x + 1) є полем.
Знайдiть мультиплiкативнi порядки елементiв (тобто як елементiв муль-
типлiкативної групи)

(a) x2 + x+
(
x4 + x+ 1

)
;

(b) x2 + 1 +
(
x4 + x+ 1

)
;

(c) x2 + x+ 1 +
(
x4 + x3 + 1

)
;

(d) x3 + x+
(
x4 + x+ 1

)
;

(e) x3 + 1 +
(
x4 + x+ 1

)
;

(f) x3 + x+ 1 +
(
x4 + x+ 1

)
;
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(g) x3 + x2 + 1 +
(
x4 + x+ 1

)
;

(h) x3 + x2 + x+ 1 +
(
x4 + x+ 1

)
.

Задача 2.18. Покажiть, що факторкiльце F = Z2[x]/(x3 + x + 1) є
полем. Знайдiть всi твiрнi елементи мультиплiкативної групи F ∗ цього
поля. Для одного з твiрних побудуйте таблицю додавання одиницi.

Задача 2.19. Покажiть, що факторкiльце F = Z2[x]/(x3 + x2 + 1) є
полем. Знайдiть всi твiрнi елементи мультиплiкативної групи F ∗ цього
поля. Для одного з твiрних побудуйте таблицю додавання одиницi.

Задача 2.20. Покажiть, що факторкiльце F = Z3[x]/(x3 + 2x + 1) є
полем. Знайдiть всi твiрнi елементи мультиплiкативної групи F ∗ цього
поля. Для одного з твiрних побудуйте таблицю додавання одиницi.

Задача 2.21. Покажiть, що факторкiльце F = Z2[x]/(x4 + x + 1) є
полем. Знайдiть всi твiрнi елементи мультиплiкативної групи F ∗ цього
поля. Для одного з твiрних побудуйте таблицю додавання одиницi.

Задача 2.22. Нехай α — примiтивний елемент поля Fp.

(a) Припустимо, що a та b — цiлi розв’язки конгруенцiї αx = β. Дове-
дiть, що a ≡ b (mod p− 1).

(b) Доведiть, що logα(β1β2) = logα β1 + logα β2 для всiх β1, β2 ∈ F∗p.

(c) Доведiть, що logα(βn) = n logα β для всiх β ∈ F∗p, n ∈ Z,

Задача 2.23. Нехай p — непарне просте число, нехай α — примiтивний
елемент поля Fp. Доведiть, що a ∈ Fp є квадратом у полi Fp тодi i лише
тодi, коли дискретний логарифм logα a — парне число.

Задача 2.24. За допомогою методу Шенкса обчислiть в мультиплiка-
тивнiй групi F∗113 = 〈3〉

(a) log3 80; (b) log3 14; (c) log3 91; (d) log3 24; (e) log3 23; (f) log3 12.

Задача 2.25. За допомогою методу Шенкса обчислiть в мультиплiка-
тивнiй групi F∗229 = 〈6〉

(a) log6 74; (b) log6 200; (c) log6 47; (d) log6 182; (e) log6 31; (f) log6 150.

Задача 2.26. Анна та Борис домовилися використовувати поле F1373

та в якостi твiрного його мультиплiкативної групи обрали 2. Вiдомо, що
таємним значенням Анни є 333, а таємним значенням Бориса є 515. Якi
числа повиннi вони надiслати один одному? Чому дорiвнює їхнє спiльне
таємне значення?
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Задача 2.27. Анна та Борис домовилися використовувати поле F1373 та
в якостi твiрного його мультиплiкативної групи обрали 2. Анна надiсла-
ла Борису значення X = 609. Вiдомо, що таємним значенням Бориса
є 271. Яке число повинен Борис надiслати Аннi? Чому дорiвнює їхнє
спiльне таємне значення? Чи можете ви знайти таємне число Анни?

Задача 2.28. Вiдомо, що Анна та Борис домовилися використовувати
поле F1373 та в якостi твiрного його мультиплiкативної групи обрали 2.
Зловмисник слiдкує за їхнiм листуванням та знає, що Анна надiслала
Борису число X = 1118, а Борис надiслав Аннi число Y = 514. Чому
дорiвнює їхнiй спiльний таємний ключ?

Задача 2.29. Нехай p — просте, α — натуральне число. Переформулю-
ємо задачу Дiффi–Хелмана як задачу прийняття рiшення, тобто таку,
вiдповiддю на яку є “так” або “нi”. Припустимо, що дано три цiлi числа
A, B та C, для яких

A = αa (mod p) та B = αb (mod p),

але значення a та b невiдомi. Потрiбно з’ясувати, чи C ≡ αab (mod p).

(a) Доведiть, що алгоритм, який дозволяє розв’язати задачу Дiффi–
Хелмана, дозволяє також розв’зати i задачу Дiффi–Хелмана як за-
дачу прийняття рiшення.

(b) На вашу думку, задача Дiффi–Хелмана як задача прийняття рiше-
ння є складною чи простою з обчислювального погляду?

Задача 2.30. Запропонуйте аналог алгоритму Дiффi–Хелмана, який
дозволив би встановити спiльне таємне значення для (a) трьох; (b) чо-
тирьох; (с) n абонентiв.

3 Елементи теорiї кодування

3.1 Поняття коду
Нехай X — це скiнченна множина символiв (|X| = q > 1), яку назива-
тимемо алфавiтом, нехай n — натуральне число. Словом довжиною n
над алфавiтом X називається послiдовнiсть a1a2 . . . an з n символiв, де
a1, a2, . . . , an ∈ X. Код C довжиною n — це пiдмножина множини Xn

всiх слiв довжиною n, за умови, що |C| > 1. Елементи множини C нази-
ваються кодовими словами.
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Означення 3.1. Нехай v = v1 . . . vn, w = w1 . . . wn — слова довжиною n.
Вiдстанню Хеммiнга d(v, w) вiд слова v до слова w називаєтся кiлькiсть
координат, в яких словах v та w вiдрiзняються:

d(v, w) = | {i | 1 6 i 6 n, vi 6= wi} |.

При передачi повiдомлення зашумленим каналом зв’язку деякi сим-
воли можуть бути змiненi. Вiдстань Хеммiнга мiж словом, що переда-
валося, та словом, що було одержане, вказує на кiлькiсть помилок.

Твердження 3.1. (a) Для довiльних слiв v та w d(v, w) > 0 та
d(v, w) = 0 тодi i лише тодi, коли v = w.

(b) Для довiльних слiв v та w d(v, w) = d(w, v).

(c) (Нерiвнiсть трикутника.) Для довiльних слiв u, v, w

d(u,w) 6 d(u, v) + d(v, w).

З твердження 3.1 випливає, що вiдстань Хеммiнга задає метрику на
множинi слiв над алфавiтом X.

Означення 3.2. Нехай e ∈ N. Кажуть, що код C довжиною n виправляє
e помилок, якщо для довiльного слова w довжиною n iснує щонайбiльше
одне кодове слово c, таке, що d(w, c) 6 e.

Назва “коди, що виправляють помилки” пояснюється наступним чи-
ном. Припустимо, що код C — це код, що виправляє e помилок, i ми
знаємо, що при передачi одного слова може трапитися не бiльше, нiж e
помилок. Тодi цi помилки можуть бути виправленi. Якщо c — це слово,
що передавалось, а w — це слово, яке було одержане, то за припущен-
ням d(c, w) 6 e. Оскiльки код C виправляє e помилок, то будь–яке iнше
кодове слово c′ задовольняє нерiвнiсть (c′, w) > e. Отже, c — це кодо-
ве слово, як найближче до передаваного слова, а тому декодування є
правильним.

Означення 3.3. Найменшою вiдстанню коду C називається найменша
вiдстань мiж двома рiзними словами цього коду.

Найменшу вiдстань коду C позначатимемо dminC.

Теорема 3.1. Код C виправляє e помилок тодi i лише тодi, коли

dminC > 2e+ 1.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай код C виправляє e помилок. Припу-
стимо, що dminC = d 6 2e. Покладемо f = [d/2], тодi f 6 e та e− f 6 e.
З умови випливає, що знайдуться два кодовi слова c1 та c2, вiдстань
мiж якими дорiвнює d(c1, c2) = d. Це означає, що перейти вiд слова c1
до слова c2 можна шляхом змiни d координат. Будемо змiнювати коор-
динати по однiй. Нехай w — це слово, яке одержане з c1 пiсля f замiн.
Тодi d(c1, w) = f 6 e, d(c2, w) = d − f 6 e. Отже, iснують два кодовi
слова, якi знаходяться на вiдстанi не бiльшiй за e вiд слова w. Таким
чином, код C не є кодом, що виправляє e помилок.

Достатнiсть. Припустимо, що код C не є кодом, що виправляє e
помилок. Тодi iснують слово w та два кодових слова c1 та c2, якi зна-
ходяться на вiдстанi не бiльшiй за e вiд слова w, тобто d(c1, w) 6 e та
d(c2, w) 6 e. З твердження 3.1 випливає, що d(c1, c2) 6 e+e = 2e. Отже,
маємо суперечнiсть з умовою dminC > 2e+ 1.

Теорема 3.2. Нехай C — код довжиною n над алфавiтом з q символiв,
d — мiнiмальна вiдстань коду. Тодi

(a) (границя Хеммiнга) якщо d > 2e+ 1, то

|C| 6 qn/

e∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i;

(b) (границя Сiнглтона)
|C| 6 qn−d+1.

Доведення. (a) Нехай c — кодове слово. Лишаємо читачевi в якостi
вправи перевiрити, шо кiлькiсть слiв w, якi задовольняють нерiвнiсть
d(c, w) 6 e, дорiвнює

e∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i.

Можна дивитися на цi слова як на “сфери” радiуса e, центром яких є
кодове слово c. Якщо ми зробимо це для всiх кодових слiв, то знайденi
слова не будуть накладатися, бо, за припущенням, код C виправляє e
помилок, то немає жодного слова, яке б знаходилось на вiдстанi, що
не перевищує e, вiд двох або бiльше слiв. Геометрично це означає, що
сфери упакованi у просторi без накладань. Отже, загальна кiлькiсть
шуканих слiв дорiвнює

|C| ·
e∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i,
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але це число не може перевищувати загальної кiлькостi qn слiв довжи-
ною n над алфавiтом q.

(b) В усiх кодових словах вiзьмемо лише першi n− d+ 1 координат.
Покажемо, що всi цi початки рiзнi. Дiйсно, припустимо, що першi n −
d + 1 координат деяких рiзних слiв c1 та c2 однаковi, але тодi вони
можуть вiдрiзнятися не бiльше нiж в останнiх n − (n − d + 1) = d − 1
координатах. Отже, d(c1, c2) 6 d−1, що суперечить припущенню. Таким
чином, кiлькiсть кодових слiв не може перевищувати загальну кiлькiсть
початкiв, яка дорiвнює qn−d+1.

Коди, якi досягають границю Хеммiнга, називаються досконалими.
Коди, якi досягають границю Сiнглтона, називаються роздiльними ко-
дами з максимальною вiдстанню.

Приклад 3.1. Кодом з повтореннями називається код, у якому всi ко-
довi слова мають вигляд aa . . . a, a ∈ X, |X| = q. Такий код складається
з q слiв, i його мiнiмальна вiдстань дорiвнює довжинi n. Якщо d = n, то
за пунктом (b) теореми 3.2 |C| 6 qn−n+1 = q, тобто код з повтореннями
досягає границi Сiнглтона. Якщо q = 2, а n = 2e+1, то цей код досягаю
також i границi Хеммiнга.

3.2 Лiнiйнi коди
Формалiзуємо процеси кодування та декодування. Нехай S — це мно-
жина повiдомлень, X — алфавiт, що складається з q символiв, C — код
довжиною n над алфавiтом X. Тодi вiдображення кодування — це iн’є-
ктивне вiдображення

ε : S → C.

Вiдображення декодування — це вiдображення

δ : Xn → C.

Хоча жодних формальних вимог не висувається, як правило, припуска-
ють, що кодове слово декодується в найближче слово, тобто δ(w) — це
слово, яке якомога ближче до слова w.

Вiзьмемо в якостi алфавiту X скiнченне поле Fq i надалi всi кодовi
слова розглядатимемо над таким алфавiтом. Доволi часто коди розгля-
дають над полем F2, у таких випадках говорять про бiнарний алфавiт,
а коди над алфавiтом F2 називають бiнарними кодами.

Означення 3.4. Лiнiйним кодом довжиною n та розмiрнiстю k, або
скорочено лiнiйним (n, k) – кодом, називається k–вимiрний пiдпростiр
векторного простору Fnq .
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Означення 3.5. Вагою wt(w) слова w називається кiлькiсть ненульо-
вих координат слова w. Мiнiмальною вагою кода називається найменша
вага серед усiх кодових слiв.

Твердження 3.2. Мiнiмальна вага та мiнiмальна вiдстань лiнiйного
коду однаковi.

Доведення. Пропонуємо читачевi довести це твердження самостiйно.

З цього твердження вже випливають певнi переваги лiнiйних ко-
дiв. Наприклад, замiсть того, щоб порiвнювати усi пари кодових слiв,
щоб знайти мiнiмальну вiдстань, досить переглянути усi кодовi слова та
знайти мiнiмальну вагу. Якщо передавалося слово c, а одержане було
слово w, то c = w + x, де вага слова x дорiвнює кiлькостi помилок, що
трапилися при передачi повiдомлення.

Природним чином виникає запитання, як описати лiнiйний код. Ос-
кiльки лiнiйний код C — це пiдпростiр простору Fnq , то в ньому можна
обрати базис, що складатиметься з k слiв довжиною n. Утворимо ма-
трицю G, рядками якої будуть слова, що вiдповiдають цим базисним
векторам. Ця матриця називається твiрною матрицею коду C.

Кожне кодове слово можна єдиним чином записати у виглядi

c = x1g1 + · · ·+ xkgk, де g1, . . . , gk — рядки матрицi G.

Якщо позначити x = x1 . . . xk ∈ Fkq , то бiльш коротко можна записати
c = xG. Таким чином, якщо множина S повiдомлень, якi мають бути
переданi, це множина Fkq всiх слiв довжиною k, тодi вiдображення ε
кодування — це просто лiнiйне вiдображення

x 7→ xG : Fkq → Fnq .

Це вiдображення є iн’єктивним, а його образом є код C.
З курсу лiнiйної алгебри вiдомо, що коли до рядкiв матрицi G засто-

сувати елементарнi перетворення, то векторний простiр, що породжує-
ться рядками матрицi, не змiниться. Таким чином, матриця, одержана
в результатi елементарних перетворень, буде твiрною матрицею лiнiй-
ного коду C. Зрозумiло, що за допомогою елементарних перетворень
матрицю можна звести до вигляду

(I A) =


1 0 . . . 0 a11 . . . a1,n−k
0 1 . . . 0 a21 . . . a2,n−k
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1 ak1 . . . ak,n−k

 ,
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де I позначає одиничну, а A деяку матрицю. Тому за потреби ми може-
мо вважати, що твiрна матриця коду записана у виглядi (I A). Цей ви-
гляд називатимемо стандартною матрицею коду. Легко переконатися,
що коли матриця G записана у стандартному виглядi, то вiдображення
кодування задається правилом

x 7→ xG = (x xA).

У цьому випадку першi k символiв кодового слова — це в точностi повi-
домлення, яке передавалося. Цi першi k символiв називаються iнформа-
цiйними символами, а решта n− k символiв називаються перевiрочни-
ми символами. Неважко зрозумiти, що коли код заданий стандартною
матрицею, то процеси кодування та декодування стають надзвичайно
простими.

Приклад 3.2. Розглянемо код над полем F2, який заданий твiрною
матрицею

G =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1

 .

Як бачимо, матриця G — це записана у стандартнiй формi матриця
бiнарного коду розмiрностi 4 довжиною 7. Якщо виписати всi 16 ко-
дових слiв, то побачимо, що мiнiмальна вага коду дорiвнює 3, тобто
цей код може виправляти одну помилку. При кодуваннi слова x1x2x3x4
одержимо кодове слово x1x2 . . . x7, де

x5 = x2 + x3 + x4,

x6 = x1 + x3 + x4,

x7 = x1 + x2 + x4.

Зауважимо, що цей код досягає границi Хеммiнга. Дiйсно

|C| = 16 =
27

(1 + 7(2− 1))
.

Це означає, що кулi радiуса 1 покривають весь простiр F7
2, отже, кожне

слово знаходиться на вiдстанi 0 або 1 рiвно вiд одного кодового сло-
ва. Тому декодування ми можемо здiйснити наступним чином: взяти
одержане слово, передивитися всi 16 кодових слiв, обрати серед них те,
яке збiгається з даним словом або вiдрiзняється щонайбiльше на один
символ та взяти першi чотири символи цього кодового слова.
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Зрозумiло, що описаний метод декодування важко назвати ефектив-
ним. Розглянемо далi бiльш ефективний спосiб, так зване декодування
за допомогою синдрому.

Для цього дамо дещо iнакше означення лiнiйного коду. Пригадаємо
з курсу лiнiйної алгебри, що з кожним лiнiйним вiдображенням можна
пов’язати образ та ядро. Попереднє означення прив’язувалося до образу
лiнiйного вiдображення.

З боку теорiї кодування є серйознi причини звернутися до ядра вiд-
ображення кодування. Повiдомлення приходить у виглядi

кодове слово + помилка.

Наша мета — прибрати помилку та вiдновити кодове слово. Нам невi-
домо, який символ був змiнений у процесi передачi повiдомлення, але
ми знаємо, з якого простору обирається кодове слово. Тому розглянемо
такий спосiб декодування. Спершу приберемо кодове слово, щоб вiд-
найти помилку, а потiм одержимо кодове слово, вiднявши помилку вiд
одержаного слова. Тому природно, що ми хочемо мати таке лiнiйне вiд-
ображення f , яке вiдображає кожне кодове слово в нульове слово, але
є iн’єктивним на множинi всiх можливих помилок, тобто

f(кодове слово+помилка) = f(кодове слово)+f(помилка) = f(помилка).

Пов’яжемо з кодом ще одну матрицю.

Означення 3.6. Нехай C — лiнiйний код довжиною n та розмiрнiстю k
над алфавiтом X. Перевiрочною матрицею коду називається матриця
H розмiру (n− k)× n з властивiстю, що для слова w ∈ Xn виконується

wHT = 0⇐⇒ w ∈ C.

Слово wHT називається синдромом слова w.

Твердження 3.3. Нехай H — перевiрочна матриця лiнiйного коду,
який виправляє e помилок. Нехай w1, w2 — довiльнi слова, вага яких
не перевищує e. Тодi синдроми слiв w1 та w2 однаковi тодi i лише тодi,
коли w1 = w2.

Доведення. Якщо w1H = w2H, то (w1 − w2)H = 0, а тому w1 − w2 ∈ C.
Але вага слова w1 − w2 щонайбiльше 2e, в той час як мiнiмальна вага
коду C щонайменше 2e+ 1. Отже, w1 − w2 = 0.
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Приклад 3.3. Розглянемо матрицю

H =

 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

 .

Ця матриця є перевiрочною матрицею для коду з прикладу 3.2. У цьому
легко переконатися, обчисливши добуток GHT . Звернiть увагу, що i–й
стовпчик — це двiйкове зображення i.

Оскiльки цей код виправляє 1 помилку, то множина всiх помилок
складається з нульового слова 0 та слiв ei, в яких на i–му мiсцi стоїть
1, а решта 0, для i = 1, . . . , 7. Синдромом нульового є 0, а синдромом
помилки ei є i–й стовпчик матрицi H.

Процес декодування тепер виглядає наступним чином. Маючи сло-
во w, потрiбно обчислити його синдром wH. Якщо вiн дорiвнює 0, то
помилок не вiдбулося. Якщо синдром — це двiйкове зображення i, то
це означає, що помилка вiдбулася в i–й позицiї.

Припустимо, що ми хочемо передати слово w = 1001. Вiдповiдне йо-
му кодове слово — це c = 1001100. Припустимо, що у другiй позицiї вiд-
булася помилка та у процесi передачi було одержане слово c′ = 1101100.
Його синдром дорiвнює c′H = (001)T , а це другий стовпчик матрицi H.
Тому ми виправляємо кодове слово c′ на 1001100 i одержуємо вихiдне
повiдомлення 1001.

Якщо ж трапилося двi помилки, то правильне декодування стає не-
можливим. Припустимо, що при передачi вiдбулося двi помилки, напри-
клад, у позицiях 2 та 3, i було одержане кодове слово c′′ = 1111100. Син-
дром цього слова дорiвнює (001)T , тобто помилка вiдбулася у першiй
позицiї. Пiсля виправлення одержимо кодове слово 0111100, вiзьмемо
першi чотири символи 0111, що дасть, на жаль, неправильне повiдом-
лення.

Декодування за допомогою синдрому можна використовувати для
довiльного лiнiйного коду, хоча в деяких випадках це не найбiльш ефе-
ктивний спосiб. Мiнiмальну вагу коду можна знайти за його перевiро-
чною матрицею.

Твердження 3.4. Нехай C — лiнiйний код з перевiрочною матри-
цею H. Тодi мiнiмальна вага коду C не менша за δ тодi i лише тодi,
коли довiльнi δ − 1 стовпцiв матрицi H лiнiйно незалежнi.

Доведення. Нехай h1, . . . , hn — стовпцi перевiрочної матрицi H. Тодi
c1 . . . cn є кодовим словом тодi i лише тодi, коли

c1h1 + · · ·+ cnhn = 0.
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З цього випливає, що кодовi слова ваги f вiдповiдають вiдношенню
лiнiйної залежностi на множинi з f стовпцiв. Мiнiмальна вага дорiвнює
мiнiмальнiй кiлькостi лiнiйно залежних стовпцiв.

Використання поняття перевiрочної матрицi дає змогу легко ввести
важливий клас кодiв, а саме кодiв Хеммiнга. Нехай k — деяке фiксоване
натуральне число, F = Fq — скiнченна поле, F k — k–вимiрний вектор-
ний простiр всiх стовпцiв вимiрнiстю k. Позначимо X = F k \ {0}. Тодi
|X| = qk − 1.

На множинiX введемо вiдношення еквiвалентностi за правилом: два
елементи множиниX еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли один з них про-
порцiйний iншому. Зрозумiло, що кожний клас еквiвалентностi склада-
ється з q − 1 елементiв, а кiлькiсть класiв еквiвалентностi дорiвнює

n =
qk − 1

q − 1
.

Нехай Y — множина представникiв класiв еквiвалентностi, тобто вона
складається з ненульових векторiв, взятих по одному з кожного класу
сумiжностi. Нехай H — матриця розмiру k×n, стовпцями якої є елемен-
ти множини Y . Лiнiйний код (n, k)-код, перевiрочною матрицею якого є
матриця H, називається q-арним кодом Хеммiнга. Код з прикладу 3.2
є бiнарним (7, 4) – кодом Хеммiнга, це випливає з прикладу 3.3.

Твердження 3.5. Коди Хеммiнга є досконалими кодами, якi виправ-
ляють одну помилку, тобто вони досягають границi Хеммiнга.

Доведення. За побудовою всi стовпцi перевiрочної матрицi коду Хем-
мiнга є ненульовими i жоднi два непропорцiйнi. Таким чином, довiльнi
два стовпцi цiєї матрицi лiнiйно незалежнi. Отже, за твердженням 3.4
мiнiмальна вага цього коду щонайменше 3, а тому вiн є кодом, що ви-
правляє одну помилку.

Оскiльки
|C| = qn−k =

qn

1 + n(q − 1)
,

то цей код досягає границi Хеммiнга.

Природним чином виникає питання, як за твiрною матрицею коду
знайти його перевiрочну матрицю.

Твердження 3.6. Нехай G та H — це матрицi розмiрiв k × n та
(n − k) × n вiдповiдно над скiнченним полем F , рядки яких є лiнiй-
но незалежними. Тодi G та H є вiдповiдно твiрною та перевiрочною
матрицею одного й того самого коду тодi i лише тодi, коли GH> = 0.
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Якщо твiрна матриця записана у стандартнiй формi G = (I A),
то перевiрочна матриця має вигляд H = (−A I).

Доведення. Розмiрнiсть коду C як векторного простору дорiвнює k. Роз-
мiрнiсть ортогонального доповнення C′ до простору, породженого ряд-
ками матрицi H, теж дорiвнює k. Отже, умова GH> = 0 еквiвалентна
припущенню, що кожний рядок G належить C′, тобто C ⊂ C′. Таким
чином, C = C′.

Другу частину твердження залишаємо читачевi в якостi вправи.

Зауважимо наостанок, що твiрна та перевiрочна матрицi коду C є
вiдповiдно перевiрочною та твiрною матрицями деякого коду C⊥. Такий
код C⊥ називається дуальним, або ортогональним,кодом до коду C. З
погляду лiнiйної алгебри дуальний код C⊥ є ортогональним доповнення
до коду C.

3.3 Циклiчнi коди
Означення 3.7. Нехай C — лiнiйний код довжиною n над полем F .
Код C називається циклiчним, якщо для довiльного слова

w = a0a1 . . . an−1 ∈ C

його циклiчний зсув an−1a0 . . . an−2 теж належить коду C.

З кожним словом w = a0a1 . . . an−1 ∈ C можна пов’язати многочлен
w(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x

n−1 ∈ F [x].
Нехай I — це iдеал в кiльцi F [x], породжений многочленом xn − 1,

та нехай R — це факторкiльце F [x]/R. Кожний клас сумiжностi з R
можна однозначно подати у виглядi f(x) + I, де f(x) — це многочлен
з F [x] степеня не бiльшого за n − 1. Отже, iснує природна бiєкцiя мiж
множиною R = F [x]/I та множиною Fn всiх слiв довжиною n.

Твердження 3.7. Код C довжиною n є циклiчним кодом тодi i лише
тодi, коли вiдповiднi елементи кiльця R утворюють iдеали.

Доведення. Покажемо спершу, що множення на x у факторкiльцi R вiд-
повiдає циклiчному зсуву для коду C. Розглянемо слово w = a0a1 . . . an−1.
Йому вiдповiдає многочлен a0 + a1x+ . . . an−1x

n−1. Помноживши на x,
матимемо a0x + a1x

2 + . . . an−1x
n. Оскiльки xn та 1 належать одному

класу сумiжностi за iдеалом I, то маємо рiвнiсть класiв сумiжностi

a0x+ a1x
2 + . . . an−1x

n + I = an−1 + a0x+ · · ·+ an−2x
n−1 + I,
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а многочлен an−1 + a0x+ . . . an−2x
n−1 вiдповiдає слову an−1a0 . . . an−2,

яке є циклiчним зсувом слова w.
Таким чином, якщо множина C є iдеалом, то вона замкнена вiдносно

додавання та множення на скаляр (тобто є лiнiйним кодом), а також
вiдносно множення на x (тобто замкнена вiдносно циклiчного зсуву, а
тому є циклiчним кодом).

Навпаки, припустимо, що код C — циклiчний. Тодi вiн замкнений
вiдносно додавання та множення на довiльний скаляр або x. Поєднуючи
цi двi дiї, ми можемо побудувати довiльний многочлен, тобто множина C
замкнена вiдносно множення на довiльний многочлен, а тому є iдеалом.

Нагадаємо, що коли R — комутативне кiльце з одиницею, в якому
кожний iдеал є головним, то ця властивiсть зберiгається для довiльного
факторкiльця кiльця R.

Твердження 3.8. Кожний iдеал факторкiльця R = F [x]/(xn − 1) по-
роджується класом g(x) + (xn − 1), де g(x) — унiтарний дiльник мно-
гочлена xn − 1. Для кожного iдеалу iснує єдиний такий многочлен.

Доведення. Нехай iдеал I кiльця F [x]/(xn − 1) породжується класом
f(x)+

(
xn−1

)
. Нехай g(x) — це унiтарний найбiльший спiльний дiльник

многочленiв f(x) та xn−1. Тодi g дiлить f , а тому (g) мiстить f . З iншого
боку, з розширеного алгоритму Евклiда маємо рiвнiсть

g(x) = a(x)f(x) + b(x)(xn − 1).

Перейшовши до факторкiльця R матимемо рiвнiсть класiв сумiжностi

g(x) +
(
xn − 1

)
= a(x)f(x) +

(
xn − 1

)
.

Отже, f дiлить g, а тому (f) мiстить (g). Таким чином, I = (g), де
многочлен g — унiтарний дiльник многочлена xn − 1. Єдинiсть такого
многочлена випливає з другої теореми про гомоморфiзм для кiлець.

Многочлен g(x) називається твiрним многочленом циклiчного коду,
який вiдповiдає iдеалу (g(x)).

З цього твердження випливає, що для побудови всiх циклiчних кодiв
довжиною n, ми повиннi розкласти многочлен xn − 1 у добуток незвi-
дних над полем F многочленiв, перерахувати всi дiльники xn−1 та для
кожного дiльника побудувати вiдповiдний йому iдеал факторкiльця R.

Наступна теорема дає спосiб за твiрним многочленом циклiчного
коду виписати твiрну та перевiрочну матрицi коду.

50



Теорема 3.3. Нехай g(x) — твiрний многочлен циклiчного коду C та

g(x) = an−kx
n−k + an−k−1x

n−k−1 + · · ·+ a0, an−k = 1.

Нехай xn − 1 = g(x)h(x), де

h(x) = bkx
k + bk−1x

k−1 + · · ·+ b0, bk = 1.

Тодi твiрна матриця G та перевiрочна матриця H мають вигляд

G =


a0 a1 . . . an−k 0 . . . 0
0 a0 a1 . . . an−k . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 0 a0 a1 . . . an−k

 ,

H =


bk bk−1 . . . a0 0 . . . 0
0 bk bk−1 . . . b0 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 0 bk bk−1 . . . b0

 .

Доведення. Рядки матрицi G вiдповiдають многочленам g(x), xg(x), . . .,
xk−1g(x), отже, всi вони належать C. Вiзьмемо деяке слово w ∈ C, що
вiдповiдає многочлену f(x)g(x) (mod xn−1). Роздiлимо многочлен f(x)
на h(x) з остачею:

f(x) = h(x)q(x) + r(x), де r = 0 або deg r(x) < deg k.

Тодi
f(x)g(x) = (xn − 1)q(x) + r(x)g(x).

Звiдси випливає, що

f(x)g(x) ≡ r(x)g(x) (mod xn − 1),

а добуток r(x)g(x) є лiнiйною комбiнацiєю многочленiв xig(x), де i < k.
Отже, слово w є лiнiйною комбiнацiєю рядкiв матрицi G. Звiдси випли-
ває, що код C є векторним простором, натягнутим на систему векторiв–
рядкiв матрицi G.

На мiсцi (i, j) матрицi G стоїть елемент aj−i, причому al = 0, якщо
l не належить вiдрiзку [0, n− k]. З подiбним обмеженням на мiсцi (i, j)
стоїть елемент bk−j+i. З правила множення матриць випливає, що на
мiсцi (i, j) матрицi GH> стоїть елемент∑

l

al−ibk−l+j =
∑
m

ambk−i+j−m.
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Цей елемент є (k − i+ j)-м коефiцiєнтом добутку gh. Для 1 6 i 6 k
та 1 6 j 6 n− k виконується

k − k + 1 = 1 6 k − i+ j 6 k − 1 + (n− k) = n− 1.

Але g(x)h(x) = xn − 1 i всi вiдповiднi коефiцiєнти дорiвнюють 0. Отже,
GH> = 0 i за твердженням 3.6 матриця H є перевiрочною матрицею
коду C.

З цiєї теореми, зокрема, випливає, що dimC = k = n− deg g(x).

Приклад 3.4. Опишемо всi бiнарнi циклiчнi коди довжиною 7. Маємо
розклад

x7 − 1 = (x− 1)(x3 + x+ 1)(x3 + x2 + 1).

Отже, iснує 8 рiзних циклiчних кодiв, що вiдповiдають дiльникам x7−1.
Опишемо декiлька кодiв, решту залишимо читачевi як вправу.

• g(x) = 1. Цей код породжується словом 1000000 та його циклiчни-
ми зсувами, а, отже, збiгається з усiм простором F7

2.

• g(x) = x − 1. Цей код породжується словом 1100000 та його ци-
клiчними зсувами та складається з усiх слiв з парними вагами.
Розмiрнiсть цього коду дорiвнює 6, а мiнiмальна вага дорiвнює 2.

• g(x) = x6+x5+x4+x3+x2+x+1. Цей код є кодом з повтореннями,
який породжений словом 1111111.

• g(x) = x7 + 1. Це взагалi не є кодом, бо ця множина мiстить лише
нульовий вектор, а код за означенням повинен мiстити принаймнi
два кодових слова.

3.4 Коди БЧХ
У попереднiх роздiлах ми побачили, як можна будувати коди заданих
довжини та розмiрностi. Ця задача є доволi простою, проте задача вiд-
шукання мiнiмальної вiдстанi вже є набагато складнiшою. Звiсно, зру-
чно було б мати конструкцiю, яка б дозволяла за наперед заданими
довжиною n та мiнiмальною вiдстанню d знайти код довжиною n та
мiнiмальною вiдстанню щонайменше d.

Конструкцiя кодiв з такими властивостями була запропонована не-
залежно Хоквiнгемом у 1959 р. та Боузом i Чоудхурi у 1960 р. Коди
з такою властивiстю називаються кодами БЧХ. Властивостi цих кодiв
залежать вiд властивостей скiнченних полiв.
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Коди, якi ми будемо будувати, — це циклiчнi коди довжиною n над
полем Fq, де n та q — взаємно простi. Також у нас є наперед задане
число δ ∈ N. Нижче ми визначимо код БЧХ довжиною n та заданою
мiнiмальною вiдстанню δ.

Нехай e — це мультиплiкативний порядок q за модулем n. Нехай a
— первiсний корiнь степеня n з одиницi в Fqe . Нехай Fqe = Fq(α). Тодi
кожний елемент поля Fqe можна однозначно подати у виглядi

c0 + c1α+ · · ·+ ce−1α
e−1.

Кожному такому многочлену можна зiставити набiр

(c0c1 . . . ce−1).

З технiчних мiркувань будемо використовувати стовпцеве зображення
(c0c1 . . . ce−1)>. Вибiр елемента α несуттєвий, тому можемо взяти α = a.

Означення 3.8. Кодом БЧХ довжиною n та конструктивною вiд-
станню δ називається код, перевiрочна матриця якого має вигляд:

H =


1 a a2 . . . an−1

1 a2 a4 . . . a2(n−1)

...
...

...
. . .

...
1 aδ−1 a2(δ−1) . . . a(δ−1)(n−1)

 .

Кожний елемент матрицi H належить полю Fqe , а тому вона є ма-
трицею розмiру e×1 над полем Fq. Таким чином, матрицяH є матрицею
розмiру e(δ − 1)× n над полем Fq.

Теорема 3.4. Мiнiмальна вiдстань коду БЧХ довжиною n та кон-
структивною вiдстанню δ дорiвнює щонайменше δ, а його розмiрнiсть
не менша за n− e(δ − 1).

Доведення. Щоб показати, що мiнiмальна вiдстань коду не менша за δ,
необхiдно i достатньо довести, що довiльнi δ − 1 стовпцiв перевiрочної
матрицi лiнiйно незалежнi.

Розглянемо визначник матрицi, складеної зi стовпцiв з номерами
m1,m2, . . . ,mδ−1 матрицi H як матрицi над полем Fqe : am1 . . . amδ−1

...
. . .

...
am1(δ−1) . . . amδ−1(δ−1)

 .
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Винiсши з i–го стовпця, i = 1, . . . , δ−1, множник ami 6= 0, одержимо
визначник Вандермонда V (am1 , . . . , amδ−1), який не дорiвнює 0, бо всi
am1 , . . . , amδ−1 рiзнi. Отже, обранi стовпцi лiнiйно незалежнi над полем
Fqe , а тому лiнiйно незалежнi i над меншим полем.

Розмiрнiсть коду дорiвнює n− rankH. А ранг перевiрочної матрицi
H не бiльший за кiлькiсть стовпцiв, яка дорiвнює e(δ − 1).

Теорема 3.5. Коди БЧХ є циклiчними.

Доведення. Будь–якому слову w = c0c1 . . . cn−1 вiдповiдає многочлен
f(x) = c0 + c1x + · · ·+ cn−1x

n−1. Умова належностi слова w коду БЧХ
може бути записана наступним чином

f(ai) = c0 + c1a
i + · · ·+ cn−1a

i(n−1) = 0,

для i = 1, 2, . . . , δ − 1.
Нехай g(x) — це найменше спiльне кратне мiнiмальних многочленiв

елементiв a, a2, . . . , aδ−1 над полем Fq. Тодi слово, що вiдповiдає f(x) на-
лежить коду БЧХ тодi i лише тодi, коли f(x) дiлиться на g(x). Бiльше
того, коренi g(x) є коренями n–го степеня з одиницi, отже, g(x) дiлить
xn − 1. Таким чином, коди БЧХ є циклiчними кодами з твiрним много-
членом g(x).

Важливим частковим випадком кодiв БЧХ є випадок, коли n = q−1.
Коди з такою властивiстю називаються кодами Рiда–Соломона. У цьому
випадку ordn q = 1, тому вiдповiдно до теореми 3.4 для коду C Рiда–
Соломона одержимо dimC > n − δ + 1. З iншого боку, якщо справжня
мiнiмальна вiдстань дорiвнює d, то δ 6 d i границя Сiнглтона дасть
|C| 6 qn−d+1, звiдки dim(C) 6 n− d+ 1. Пiдсумувавши, одержимо

n− d+ 1 6 n− δ + 1 6 dim(C) 6 n− d+ 1,

що дає dim(C) = n − d + 1. Отже, маємо таку властивiсть кодiв Рiда–
Соломона:

Твердження 3.9. Мiнiмальна вiдстань коду Рiда–Соломона з кон-
структивною вiдстанню δ дорiвнює δ, а розмiрнiсть дорiвнює n−δ+1.
Отже, коди Рiда–Соломона є роздiльними кодами з максимальною вiд-
станню.
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Задачi
Задача 3.1. Нехай кодовими словами коду C над алфавiтом {0, 1, 2}
є 001122, 112200, 220011, 012012, 120120, 201201. Знайдiть мiнiмальну
вiдстань цього коду.

Задача 3.2. Ваговим многочленом коду C ⊂ Fnq називається многочлен

WC(t) =
∑
x∈C

tw(t) ∈ Z[t],

де w(x) — вага вектора x. Знайдiть ваговий многочлен коду Хеммiнга.

Задача 3.3. Знайдiть ваговий многочлен коду C = Fnq .

Задача 3.4. Знайдiть всi кодовi слова, мiнiмальну вiдстань та перевi-
рочну матрицю бiнарного лiнiйного коду, заданого твiрною матрицею

(a)
(

0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
1 0 0 1 1

)
; (b)

(
1 1 0 0 1
0 0 0 0 1
0 0 1 1 1

)
; (c)

(
1 1 0 0 1
0 1 1 0 1
0 1 0 1 0

)
; (d)

(
1 0 0 1 0
0 1 1 1 0
0 1 0 1 1

)
.

Скiльки помилок можуть виправляти цi коди?

Задача 3.5. Для кодiв з задачi 3.4 знайдiть кодове слово, в яке коду-
ється слово 101 та знайдiть синдром помилки слова 10101. Якщо мо-
жливо, то виправте помилку та декодуйте одержане слово.

Задача 3.6. Нехай C — тернарний лiнiйний код, тобто визначений над
полем F3, який заданий твiрною матрицею

G =

(
1 1 0 1
0 2 2 1

)
.

(a) Скiльки кодових слiв мiстить код C?

(b) Яка мiнiмальна вага цього коду?

(c) Яка мiнiмальна вiдстань цього коду?

(d) Знайдiть перевiрочну матрицю цього коду.

(e) Використовуючи код C, закодуйте слово a = 12 та розкодуйте слово
b = 1022.

Задача 3.7. Нехай C — бiнарний лiнiйний код, заданий твiрною матри-
цею

G =


1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1 1

 .
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(a) Чому дорiвнює мiнiмальна вага цього коду?

(b) Покажiть, що цей код виправляє одну помилку.

(c) Знайдiть перевiрочну матрицю цього коду.

(d) Припустимо, що пре передачi повiдомлення вiдбулася одна помилка.
Чому дорiвнює вiдповiдний синдром?

(e) Декодуйте слово b = 10101101.

Задача 3.8. Нехай F4 = F2(α) — поле з чотирьох елементiв, де елемент
α задовольняє рiвнiсть α2 = α+1. Нехай C — лiнiйний код над полем F4,
який заданий твiрною матрицею

G =

 0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 α α2

0 0 1 1 α2 α

 .

Знайдiть перевiрочну матрицю цього коду та його мiнiмальну вагу. До-
ведiть, що кiлькiсть кодових слiв довiльного iншого лiнiйного коду над
алфавiтом з чотирьох символiв, який має таку саму довжину та мiнi-
мальну вiдстань як код C, не перевищує кiлькiсть кодових слiв коду C.

Задача 3.9. Нехай C ⊂ Fnq — лiнiйний код. Дуальним, або ортогональ-
ним, кодом до коду C називається лiнiйний код

C⊥ = {x ∈ Fnq | (x, y) = 0 для всiх y ∈ C}.

Переконайтеся, що це дiйсно лiнiйний код. Доведiть, що коли G i H —
це твiрна та перевiрочна матрицi коду C вiдповiдно, то H та G — це
твiрна та перевiрочна матрицi коду C⊥.

Задача 3.10. Знайдiть коди, дуальнi до кодiв з задачi 3.4.

Задача 3.11. Нехай C — лiнiйний (n, k)–код. Доведiть, що

dimC⊥ = n− k.

Задача 3.12. Доведiть, що для довiльного лiнiйного коду має мiсце
рiвнiсть (C⊥)⊥ = C.

Задача 3.13. Доведiть, що для довiльних лiнiйних кодiв C1 та C2 над
полем Fq, якi мають однакову довжину, має мiсце рiвнiсть (C1 +C2)⊥ =
C1 ∩ C2.
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Задача 3.14. Знайдiть перевiрочну матрицю бiнарного (7, 4)–коду Хем-
мiнга.

Задача 3.15. Знайдiть твiрну матрицю (7, 3)–коду, дуального до бiнар-
ного коду Хеммiнга.

Задача 3.16. Знайдiть перевiрочну матрицю тернарного, тобто над
полем F3, коду Хеммiнга довжиною 3.

Задача 3.17. Нехай поле F4 = F2[α], де α2 = α + 1. Доведiть, що код,
визначений над полем F4 за допомогою твiрної матрицi(

1 0 1 1
0 1 α α2

)T
.

є роздiльним кодом з максимальною вiдстанню 3.

Задача 3.18. Нехай C — це (n, k)–код над полем Fq з твiрною матри-
цею G. Покажiть, що коли матриця G не має нульових стовпцiв, то сума
ваг кодових слiв з C дорiвнює n(q − 1)qk−1.

Задача 3.19. Нехай C — бiнарний (n, k)–код. Доведiть, що множина
кодових слiв парної довжини є лiнiйним пiдкодом, тобто пiдпростором
векторного простору C.

Задача 3.20. Нехай α — примiтивний елемент поля F9 з мiнiмальним
многочленом x2+2x+2 над полем F3. Знайдiть твiрних многочлен коду
БЧХ над полем F3 довжиною 8 розмiрнiстю 4. Знайдiть мiнiмальну
вiдстань цього коду.

Задача 3.21. Знайдiть твiрний многочлен коду БЧХ над полем F3 роз-
мiрнiстю 12 з конструктивною вiдстанню 5.

Задача 3.22. Нехай F16 = F2(α), де α4 = α3 +1. Знайдiть твiрний мно-
гочлен бiнарного коду БЧХ довжиною 15, який виправляє 3 помилки.

Задача 3.23. Опишiть всi бiнарнi циклiчнi коди довжиною 7.

Задача 3.24. Доведiть, що код з повторенням для q = 2 досягає границi
Хеммiнга.

Задача 3.25. Нехай C — лiнiйний код з перевiрочною матрицею H.
Доведiть, що код C є кодом, який виправляє 1 помилку, тодi i лише тодi,
коли H не має нульових стовпцi та жоднi два стовпцi не пропорцiйнi.
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Задача 3.26. Чому дорiвнює розмiрнiсть бiнарного коду БЧХ довжи-
ною 31 та з конструктивною вiдстанню 5?

Задача 3.27. Знайдiть твiрний многочлен коду БЧХ над полем F2 роз-
мiрностi 12 з конструктивною вiдстанню 5.

Задача 3.28. Нехай многочлен g(x) = x3 + x2 + 1 породжує бiнарний
циклiчний (7, 4)–код.

(a) Знайдiть перевiрочний многочлен цього коду.

(b) Знайдiть твiрну та перевiрочну матрицi цього коду.

Задача 3.29. Нехай многочлен g(x) = x3 + x + 1 породжує бiнарний
циклiчний (7, 4)–код.

(a) Знайдiть перевiрочний многочлен цього коду.

(b) Знайдiть твiрну та перевiрочну матрицi цього коду.

Задача 3.30. Нехай C — бiнарний код БЧХ довжиною 15 з констру-
ктивною вiдстанню 5.

(a) Покажiть, що многочлен g(x) = x4 +x+1 є незвiдним над полем F2,
а його коренi є примiтивними елементами поля F16.

(b) Нехай α ∈ F16 — корiнь многочлена g(x). Покажiть, що α2 та α4

теж є коренями g(x), а α3 є коренем многочлена x4 +x3 +x2 +x+1.

(c) Знайдiть твiрний многочлен коду C.

(d) Покажiть, що цей код може виправляти двi помилки.

(e) Знайдiть розмiрнiсть коду C.

Задача 3.31. Доведiть, що q–арний код Хеммiнга є циклiчним, коли
числа q − 1 та n взаємно простi.

Задача 3.32. Опишiть (15, 13)–код Рiда–Соломона над полем F16, вка-
завши його твiрний многочлен i кiлькiсть помилок, якi цей код може
виправляти.

Задача 3.33. Доведiть, що код, дуальний до коду Рiда–Соломона, є
кодом Рiда–Соломона.
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Задача 3.34. Два лiнiйних коди C1 та C2 над полем Fq називається
еквiвалентними, якщо кодовi слова коду C1 можна одержати з кодових
слiв коду C2 за допомогою деякої фiксованої пiдстановки координат в
кодових словах коду C2. Нехай G — твiрна матриця лiнiйного коду C.
Покажiть, що довiльна перестановка рядкiв або стовпцiв цiєї матрицi
приводить до твiрної матрицi деякого лiнiйного коду, еквiвалентного
коду C.

Задача 3.35. Переконайтеся, що бiнарнi коди, як заданi твiрними ма-
трицями

G1 =

 1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 0 1

 та G2 =

 1 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

 ,

є еквiвалентними.
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