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1. ÂÑÒÓÏ

Ïðåäñòàâëåíå äî ðîçãëÿäó âèäàííÿ ¹ êóðñîì ëåêöié ç çàñòîñóâàíü

ìåòîäiâ ëiíiéíî¨ àëãåáðè äî ïðèêëàäíèõ çàäà÷. Ïîñiáíèê ñêëàäåíî íà

îñíîâi ïåðøî¨ ÷àñòèíè êóðñó "Ïðèêëàäíà ëiíiéíà àëãåáðà ùî ïðîòÿãîì

îñòàííiõ ðîêiâ âèêëàäà¹òüñÿ ìàãiñòðàì ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè íà ôà-

êóëüòåòi êîìï'þòåðíèõ íàóê òà êiáåðíåòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî

óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà.

Â ïîñiáíèêó ïðåäñòàâëåíi îñíîâíi íåîáõiäíi òåîðåòè÷íi ôàêòè, ïðè-

êëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷à à òàêîæ çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

Âèäàííÿ ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ñïèñêîì ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè. ×èòà÷

ïîâèíåí ìàòè ïîïåðåäíi çíàííÿ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè òà ãåîìåòði¨, ìàòåìà-

òè÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà äîñëiäæåííÿ îïåðàöié.

Ïîñiáíèê ðåêîìåíäó¹òüñÿ äëÿ ñòóäåíòiâ äðóãîãî êóðñó ìàãiñòðàòóðè

ôàêóëüòåòó êîìï'þòåðíèõ íàóê òà êiáåðíåòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëü-

íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà äåííî¨ ôîðìè íàâ÷àííÿ, à

òàêîæ äëÿ ñòóäåíòiâ iíøèõ ìàòåìàòè÷íèõ ôàêóëüòåòiâ óíiâåðñèòåòiâ òà

ïåäàãîãi÷íèõ ôàêóëüòåòiâ.
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Ðîçäië 1

Çàñòîñóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òà

âèçíà÷íèêiâ.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè îáãîâîðèìî äåÿêi çàñòîñóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü òà âèçíà÷íèêiâ. Öå ëèøå íåâåëèêà âèáiðêà ç øèðîêîãî ñïåêòðó

ðåàëüíèõ ïðîáëåì, äî ÿêèõ âîíè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi.

1. Ïîòîêîâi ìåðåæi.

Ïîíÿòòÿ ìåðåæi çíàõîäèòü çàñòîñóâàííÿ â ðiçíèõ ñôåðàõ ëþäñüêî¨

äiÿëüíîñòi. Ó øèðîêîìó ðîçóìiííi ìåðåæà � öå ñèñòåìà, ùî ñêëàäà¹-

òüñÿ ç ãiëîê, ÷åðåç ÿêi âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåìiùåííÿ ðåñóðñiâ àáî ñåðåäîâè-

ùà. Òàêèìè ðåñóðñàìè ìîæóòü áóòè åëåêòðîåíåðãiÿ, âîäà, òðàíñïîðòíi

çàñîáè, ôiíàíñîâi ïîòîêè òîùî. Íàïðèêëàä, ãiëêàìè ìîæóòü ñëóãóâà-

òè åëåêòðè÷íi äðîòè, ÿêèìè ïåðåäà¹òüñÿ åëåêòðîåíåðãiÿ; òðóáîïðîâîäè,

ÿêèìè òðàíñïîðòó¹òüñÿ âîäà àáî íàôòà; ñìóãè ðóõó, ÿêèìè ïåðåìiùóþ-

òüñÿ òðàíñïîðòíi çàñîáè; à òàêîæ åêîíîìi÷íi çâ'ÿçêè, ÷åðåç ÿêi öèðêó-

ëþþòü ôiíàíñîâi ðåñóðñè. Öi ïðèêëàäè ëèøå ïiäêðåñëþþòü ðiçíîìàíi-

òíiñòü ñôåð çàñòîñóâàííÿ ìåðåæ.

Ó áiëüøîñòi ìåðåæ ãiëêè ç'¹äíóþòüñÿ ó ñïåöiàëüíèõ òî÷êàõ, ÿêi íà-

çèâàþòü âóçëàìè àáî ïåðåõðåñòÿìè. Ñàìå ó âóçëàõ âiäáóâà¹òüñÿ ðîç-

ïîäië ÷è îá'¹äíàííÿ ïîòîêiâ. Íàïðèêëàä, â åëåêòðè÷íèõ ìåðåæàõ âóçëè

âèíèêàþòü ó ìiñöÿõ ç'¹äíàííÿ òðüîõ àáî áiëüøå äðîòiâ. Ó òðàíñïîðò-

íèõ ìåðåæàõ âóçëàìè ¹ ïåðåõðåñòÿ äîðiã, äå òðàíñïîðòíi ïîòîêè ìî-

æóòü ðîçãàëóæóâàòèñÿ àáî çëèâàòèñÿ. Ó ôiíàíñîâèõ ìåðåæàõ âóçëàìè

ìîæíà ââàæàòè áàíêiâñüêi óñòàíîâè, ùî óïðàâëÿþòü ôiíàíñîâèìè ïî-

òîêàìè ìiæ êëi¹íòàìè ÷è iíøèìè îðãàíiçàöiÿìè.

Äëÿ êîæíî¨ ãiëêè ìåðåæi õàðàêòåðíà ïåâíà ÷èñëîâà õàðàêòåðèñòèêà,

ÿêà âèìiðþ¹ øâèäêiñòü ðóõó ðåñóðñiâ. Öÿ õàðàêòåðèñòèêà çàëåæèòü âiä

ïðèðîäè ïîòîêó òà òèïó ìåðåæi. Íàïðèêëàä:
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� ó âèïàäêó åëåêòðè÷íèõ ìåðåæ øâèäêiñòü ïîòîêó åëåêòðîåíåðãi¨

âèìiðþ¹òüñÿ â àìïåðàõ ;

� ó ãiäðàâëi÷íèõ ìåðåæàõ ïîòiê âîäè ÷è íàôòè îöiíþ¹òüñÿ ó ëiòðàõ

íà õâèëèíó ;

� ó òðàíñïîðòíèõ ìåðåæàõ øâèäêiñòü ðóõó òðàíñïîðòíèõ çàñîáiâ îá-

÷èñëþ¹òüñÿ ó òðàíñïîðòíèõ îäèíèöÿõ íà ãîäèíó ;

� ó ôiíàíñîâèõ ñèñòåìàõ øâèäêiñòü ôiíàíñîâîãî ïîòîêó âèìiðþ¹-

òüñÿ ó ìiëüéîíàõ ¹âðî íà äåíü.

.

Îêðåìó óâàãó çàñëóãîâóþòü ìåðåæi, â ÿêèõ äi¹ ïðèíöèï çáåðåæå-

ííÿ ïîòîêó. Öåé ïðèíöèï ïåðåäáà÷à¹, ùî çàãàëüíà øâèäêiñòü ïîòîêó,

ùî âõîäèòü ó âóçîë, äîðiâíþ¹ çàãàëüíié øâèäêîñòi ïîòîêó, ùî âèõîäèòü

iç íüîãî. Íàïðèêëàä, ó òðàíñïîðòíié ìåðåæi öå îçíà÷à¹, ùî êiëüêiñòü

òðàíñïîðòíèõ çàñîáiâ, ÿêi â'¨æäæàþòü íà ïåðåõðåñòÿ, äîðiâíþ¹ êiëüêî-

ñòi òèõ, ùî âè¨æäæàþòü.

Ïðèíöèï çáåðåæåííÿ ïîòîêó ìà¹ âàæëèâå çíà÷åííÿ, îñêiëüêè ãàðàí-

òó¹ ñòàáiëüíiñòü ðîáîòè ìåðåæi. Éîãî âèêîíàííÿ çàáåçïå÷ó¹ âiäñóòíiñòü

íàêîïè÷åííÿ ðåñóðñiâ ó âóçëàõ, ùî óíåìîæëèâëþ¹ áëîêóâàííÿ ãiëîê ìå-

ðåæi òà ñïðèÿ¹ åôåêòèâíîìó ôóíêöiîíóâàííþ ñèñòåìè â öiëîìó.

Òàêèì ÷èíîì, àíàëiç ìåðåæ äîçâîëÿ¹ ìîäåëþâàòè òà îïòèìiçóâàòè

ïðîöåñè ó ðiçíèõ ñôåðàõ: âiä åëåêòðîåíåðãåòèêè äî ôiíàíñiâ, âiä òðàíñ-

ïîðòó äî ñèñòåì âîäîïîñòà÷àííÿ. Öå ðîáèòü ïîíÿòòÿ ìåðåæi êëþ÷îâèì

äëÿ ðîçóìiííÿ ñó÷àñíèõ iíôðàñòðóêòóðíèõ i åêîíîìi÷íèõ ïðîöåñiâ.

Òåîðåìà 1.1 (Ïðàâèëî ïåðåòèíó). Íà êîæíîìó ïåðåòèíi ìåðåæi ñó-

ìàðíèé ïîòiê, ùî íàäõîäèòü äî ïåðåòèíó ÷åðåç âõiäíi ãiëêè, äîðiâíþ¹

ñóìàðíîìó ïîòîêó, ùî çàëèøà¹ ïåðåòèí ÷åðåç âèõiäíi ãiëêè.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïåðåòèí ìåðåæi, äî ÿêîãî ïiäõîäÿòü n âõiäíèõ

ãiëîê i âiäõîäÿòü m âèõiäíèõ ãiëîê. Íåõàé ÷åðåç êîæíó âõiäíó ãiëêó i
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íàäõîäèòü ïîòiê iç âåëè÷èíîþ xi, à ÷åðåç êîæíó âèõiäíó ãiëêó j âèõî-

äèòü ïîòiê iç âåëè÷èíîþ yj .

Çà âèçíà÷åííÿì ïðàâèëà ïåðåòèíó, âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà:
n∑

i=1

xi =

m∑
j=1

yj .

Öå ðiâíÿííÿ âiäîáðàæà¹ ïðèíöèï çáåðåæåííÿ ïîòîêó: óñi ðåñóðñè, ùî

íàäõîäÿòü äî âóçëà, ìàþòü áóòè àáî ïåðåäàíi ÷åðåç âèõiäíi ãiëêè, àáî

çáåðiãàòèñÿ ó âóçëi. Îñêiëüêè ïðàâèëî ïåðåòèíó ïåðåäáà÷à¹ âiäñóòíiñòü

íàêîïè÷åííÿ ðåñóðñiâ ó âóçëi, âñi âõiäíi ïîòîêè ïîâíiñòþ êîìïåíñóþòüñÿ

âèõiäíèìè.

Íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ.

� Òðàíñïîðòíi ìåðåæi:Êiëüêiñòü òðàíñïîðòíèõ çàñîáiâ, ÿêi â'¨æäæàþòü

íà ïåðåõðåñòÿ, äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi òðàíñïîðòíèõ çàñîáiâ, ÿêi âè-

¨æäæàþòü iç íüîãî.

� Ãiäðàâëi÷íi ìåðåæi: Îáñÿã âîäè, ùî íàäõîäèòü ÷åðåç óñi òðóáè

äî âóçëà, äîðiâíþ¹ îáñÿãó âîäè, ùî âèõîäèòü iç íüîãî.

� Åëåêòðè÷íi ìåðåæi: Ñóìàðíèé åëåêòðè÷íèé ñòðóì, ùî íàäõî-

äèòü äî âóçëà, äîðiâíþ¹ ñòðóìó, ùî âèõîäèòü iç íüîãî (çàêîí Êiðõ-

ãîôà).

Îòæå, ïðàâèëî ïåðåòèíó ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ïðèíöèïîì àíàëiçó ìå-

ðåæ, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ áàëàíñ ïîòîêiâ i äîçâîëÿ¹ ìîäåëþâàòè äèíàìiêó

ñèñòåì ó ðiçíèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ.

Öÿ âèìîãà äà¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ, ùî ïîâ'ÿçó¹ ïîòîêè â ãiëêàõ, ÿêi

âèõîäÿòü ç âóçëà.

Ïðèêëàä 1.1 (Àíàëiç ìåðåæi çà äîïîìîãîþ ñèñòåì ëiíiéíèõ ñèñòåì).

Íà ðèñóíêó 1.1 çîáðàæåíî ìåðåæó ç ÷îòèðìà âóçëàìè, â ÿêié âiäîìi

øâèäêiñòü òà íàïðÿìîê ïîòîêó â ïåâíèõ ãiëêàõ. Çíàéäiòü âèòðàòè òà

íàïðÿìêè ïîòîêiâ ó ðåøòi ãiëîê.
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Ðèñ. 1.1

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßê ïîêàçàíî íà ðèñóíêó 1.2, ìè íàäàëè íåâiäîìèì øâèä-

êîñòÿì òå÷i¨ äîâiëüíi íàïðÿìêè, x1, x2 i x3. Íàñ íå ïîâèííî òóðáóâàòè,

ùî äåÿêi ç íàïðÿìêiâ ¹ íåïðàâèëüíèìè, îñêiëüêè íåïðàâèëüíèé íàïðÿ-

ìîê áóäå ñèãíàëiçóâàòè ïðî öå âiä'¹ìíèì çíà÷åííÿì øâèäêîñòi ïîòîêó,

êîëè ìè áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷ó äëÿ íåâiäîìèõ.

Ðèñ. 1.2

Çi çáåðåæåííÿ ïîòîêó ó âóçëi A âèïëèâà¹, ùî

x1 + x2 = 30.

Àíàëîãi÷íî, â iíøèõ âóçëàõ ìà¹ìî

âåðøèíà (B) x2 + x3 = 35;
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âåðøèíà (C) x3 + 15 = 35;

âåðøèíà (D) x1 + 15 = 55.

Öi ÷îòèðè óìîâè äàþòü ëiíiéíó ñèñòåìó
x1 + x2 = 30

x2 + x3 = 35

x3 = 45

x1 = 40,

ÿêó ìè òåïåð ìîæåìî ñïðîáóâàòè ðîçâ'ÿçàòè äëÿ íåâiäîìèõ âèòðàò. Ó

öüîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó ñèñòåìà ¹ äîñòàòíüî ïðîñòîþ, ùîá ¨¨ ìîæíà

áóëî ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì Æîðäàíà-Ãàóñà. Çàëèøà¹ìî âàì ìîæëèâiñòü

ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ðîçâ'ÿçîê ìà¹ òàêèé âèãëÿä

x1 = 40, x2 = −10, x3 = 45.

Âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ x2 ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî íàïðÿìîê ïîòîêó íà ðèñóíêó

1.2, ¹ íåïðàâèëüíèì, òîáòî ïîòiê ó öié ãiëöi òå÷å äî âóçëà A.

Ïðèêëàä 1.2 (Òðàíñïîðòíà ìåðåæà). Ìåðåæà âóëèöü ç îäíîñòîðîííiì

ðóõîì ïîêàçàíà íà ðèñóíêó 1.3. Iíòåíñèâíiñòü ïîòîêó àâòîìîáiëiâ íà

ïåðåõðåñòi À ñòàíîâèòü 500 àâòîìîáiëiâ íà ãîäèíó, à íà ïåðåõðåñòÿõ Â i

Ñ - 400 i 100 àâòîìîáiëiâ íà ãîäèíó âiäïîâiäíî. Çíàéäiòü ìîæëèâi ïîòîêè

íà êîæíié ç âóëèöü.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòîêè âçäîâæ âóëèöü ñòàíîâëÿòüx1, x2,

x3, x4, x5 i x6 àâòîìîáiëiâ íà ãîäèíó â íàïðÿìêàõ, ïîêàçàíèõ íà ðèñ. 1.3.

Òîäi, ïðèðiâíþþ÷è âõiäíèé ïîòiê äî âèõiäíîãî íà êîæíîìó ïåðåõðå-

ñòi, îòðèìà¹ìî

Òîäi, ïðèðiâíþþ÷è âõiäíèé ïîòiê äî âèõiäíîãî íà êîæíîìó ïåðåõðå-

ñòi, îòðèìó¹ìî

Ïåðåõðåñòÿ (A) 500 = x1 + x2 + x3;

Ïåðåõðåñòÿ (B) x1 + x4 + x6 = 400;

Ïåðåõðåñòÿ (C) x3 + x5 = x6 + 100;

Ïåðåõðåñòÿ (D) x2 = x4 + x5.
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A B

C

D

500 x1 400

x2 x4

x3

x5

x6

100

Ðèñ. 1.3

Öå äà¹ ÷îòèðè ðiâíÿííÿ â øåñòè çìiííèõ x1, x2, . . . , x6.
x1 + x2 + x3 = 500;

x1 + x4 + x6 = 400;

x3 + x5 − x6 = 100;

x2 − x4 − x5 = 0.

Çâåäåííÿ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ìà¹ âèãëÿä
1 1 1 0 0 0 500

1 0 0 1 0 1 400

0 0 1 0 1 −1 100

0 1 0 −1 −1 0 0

→


1 0 0 1 0 1 400

0 1 0 −1 −1 0 0

0 0 1 0 1 −1 100

0 0 0 0 0 0 0

 .

Îòæå, êîëè ìè âèêîðèñòîâó¹ìî x4, x5 òà x6 ÿê ïàðàìåòðè, çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

x1 = 400− x4 − x6;

x2 = x4 + x5;

x3 = 100− x5 + x6.

Öå äà¹ âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü, à îòæå, i âñi ìîæëèâi ïîòîêè. Çâè-

÷àéíî, íå âñi öi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè ïðèéíÿòíèìè â ðåàëüíié ñèòóàöi¨.

Íàïðèêëàä, ïîòîêè x1, x2, . . . , x6 ¹ äîäàòíèìè â äàíîìó êîíòåêñòi (ÿêáè
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Ðèñ. 1.4

îäèí ç íèõ áóâ âiä'¹ìíèì, öå îçíà÷àëî á, ùî òðàíñïîðòíèé ïîòiê ðóõà-

¹òüñÿ â ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó). Öå íàêëàäà¹ îáìåæåííÿ íà ïîòîêè:

x1 ⩾ 0 i x3 ⩾ 0 ñòàþòü

x4 + x6 ⩽ 400

x5 − x6 ⩽ 100

Äîäàòêîâi îáìåæåííÿ ìîæóòü áóòè íàêëàäåíi, ÿêùî íàïîëÿãàòè íà ìà-

êñèìàëüíèõ çíà÷åííÿõ ïîòîêó íà êîæíié âóëèöi â ìiñòi.

1.1. Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Âïðàâà 1.1. Íà ðèñóíêó 1.4 çîáðàæåíî ìåðåæó, â ÿêié âiäîìi âèòðà-

òè i íàïðÿìîê ïîòîêó â äåÿêèõ ãiëêàõ. Çíàéäiòü âèòðàòè òà íàïðÿìêè

ïîòîêiâ ó ðåøòi ãiëîê.

Âïðàâà 1.2. Íà ðèñóíêó 1.4 ïîêàçàíî âiäîìi âèòðàòè âóãëåâîäíiâ, ùî

íàäõîäÿòü i âèõîäÿòü ç ìåðåæi òðóá íà íàôòîïåðåðîáíîìó çàâîäi.

(a) Ñêëàäiòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ äà¹ íåâiäîìi âè-

òðàòè.

(b) Ðîçâ'ÿæiòü îòðèìàíó ñèñòåìó äëÿ íåâiäîìèõ âèòðàò.

(c) Çíàéäiòü âèòðàòè òà íàïðÿìêè ïîòîêiâ, ÿêùî x4 = 50 òà x6 = 0.

Âïðàâà 3. Íà ðèñóíêó 1.5 ïîêàçàíî ìåðåæó âóëèöü ç îäíîñòîðîííiì

ðóõîì, òðàíñïîðòíi ïîòîêè íà ÿêèõ ðóõàþòüñÿ ó âêàçàíèõ íàïðÿìêàõ.

Iíòåíñèâíiñòü ðóõó âçäîâæ âóëèöü âèìiðþ¹òüñÿ ÿê ñåðåäíÿ êiëüêiñòü àâ-
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òîìîáiëiâ çà ãîäèíó.

(a) Ñêëàäiòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ äà¹ íåâiäîìi çíà-

÷åííÿ iíòåíñèâíîñòi ðóõó.

(b) Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ íåâiäîìèõ øâèäêîñòåé ïî-

òîêó.

(c) ßêùî ïîòiê íà äîðîçi âiä A äî B íåîáõiäíî çìåíøèòè äëÿ áóäiâ-

íèöòâà, òî ÿêèé ìiíiìàëüíèé ïîòiê ïîòðiáåí äëÿ òîãî, ùîá ðóõ íà âñiõ

äîðîãàõ áóâ áåçïåðåøêîäíèì?

Ðèñ. 1.5

Âïðàâà4. Íà ðèñóíêó 1.6 ïîêàçàíî ìåðåæó âóëèöü ç îäíîñòîðîííiì

ðóõîì, òðàíñïîðòíi ïîòîêè íà ÿêèõ ðóõàþòüñÿ ó âêàçàíèõ íàïðÿìêàõ.

Iíòåíñèâíiñòü ðóõó âçäîâæ âóëèöü âèìiðþ¹òüñÿ ÿê ñåðåäíÿ êiëüêiñòü àâ-

òîìîáiëiâ çà ãîäèíó.

(a) Ñêëàäiòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ äà¹ íåâiäîìi çíà-

÷åííÿ iíòåíñèâíîñòi ïîòîêó.

(b) Ðîçâ'ÿæiòü îòðèìàíó ñèñòåìó äëÿ íåâiäîìèõ øâèäêîñòåé ïîòîêó.

(c) ×è ìîæíà ïåðåêðèòè äîðîãó âiä A äî B íà ÷àñ áóäiâíèöòâà, à ðóõ

ïî iíøèõ âóëèöÿõ çàëèøèòè áåçïåðåøêîäíèì? Ïîÿñíiòü öå.

14



Ðèñ. 1.6

2. Åëåêòðè÷íi ìåðåæi

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïîêàæåìî, ÿê àíàëiç ìåðåæ ìîæíà âèêîðèñòî-

âóâàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ åëåêòðè÷íèõ êië, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç áàòàðåé

i ðåçèñòîðiâ.

Áàòàðåÿ � öå äæåðåëî åëåêòðè÷íî¨ åíåðãi¨, ÿêå çàáåçïå÷ó¹ ïîòiê çà-

ðÿäiâ ó êîëi. �¨ çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì .

Ðåçèñòîð, íàïðèêëàä, ëàìïî÷êà, ¹ åëåìåíòîì êîëà, ùî ðîçñiþ¹ åëå-

êòðè÷íó åíåðãiþ. Éîãî ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì .

Íà ðèñóíêó 1.7 ïîêàçàíî ïðèíöèïîâó ñõåìó ïðîñòîãî åëåêòðè÷íîãî

êîëà, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç áàòàðå¨, îäíîãî ðåçèñòîðà òà ïåðåìèêà÷à. Áàòà-

ðåÿ ìà¹ äâà ïîëþñè: ïîçèòèâíèé ïîëþñ (+) òà íåãàòèâíèé ïîëþñ (−).
Êîëè ïåðåìèêà÷ çàìêíóòèé, óòâîðþ¹òüñÿ çàìêíåíå êîëî, i åëåêòðè÷íèé

ñòðóì ïî÷èíà¹ ïðîòiêàòè. Ñòðóì ðóõà¹òüñÿ âiä ïîçèòèâíîãî ïîëþñà áà-

òàðå¨ ÷åðåç ðåçèñòîð i ïîâåðòà¹òüñÿ äî íåãàòèâíîãî ïîëþñà. Íàïðÿìîê

ïîòîêó ñòðóìó íà ñõåìi ïîçíà÷åíî ñòðiëêîþ.

Åëåêòðè÷íèé ñòðóì, ÿêèé ¹ ïîòîêîì åëåêòðîíiâ ïî äðîòàõ, ïîâîäè-

òüñÿ ïîäiáíî äî ïîòiê âîäè ïî òðóáàõ. Áàòàðåÿ äi¹ ÿê íàñîñ, ÿêèé ñòâî-

ðþ¹ ¾åëåêòðè÷íèé òèñê¿ ùîá çáiëüøèòè øâèäêiñòü ïîòîêó åëåêòðîíiâ, à

ðåçèñòîð äi¹ ÿê îáìåæåííÿ â òðóái, ÿêå çìåíøó¹ øâèäêiñòü ïîòîêó åëå-

êòðîíiâ. Òåõíi÷íèì òåðìiíîì äëÿ åëåêòðè÷íîãî òèñêó ¹ åëåêòðè÷íèé

ïîòåíöiàë; âií çàçâè÷àé âèìiðþ¹òüñÿ ó âîëüòàõ (V ). Ñòóïiíü, äî ÿêîãî
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Ðèñ. 1.7: Ïðèíöèïîâà ñõåìà ïðîñòîãî åëåêòðè÷íîãî êîëà.

ðåçèñòîð çìåíøó¹ åëåêòðè÷íèé ïîòåíöiàë, íàçèâà¹òüñÿ éîãî îïîðîì i

çàçâè÷àé âèìiðþ¹òüñÿ â îìàõ (Ω). Øâèäêiñòü ïîòîêó åëåêòðîíiâ ó äðî-

òi íàçèâà¹òüñÿ ñòðóìîì i çàçâè÷àé âèìiðþ¹òüñÿ â àìïåðàõ (A). Òî÷íèé

âïëèâ ðåçèñòîðà îïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì çàêîíîì:

Òåîðåìà 2.1 (Çàêîí Îìà). Ñèëà ñòðóìó I i ïàäiííÿ íàïðóãè U íà

îïîði R ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ðiâíÿííÿì

U = RI.

Ðèñ. 1.8

Òèïîâà åëåêòðè÷íà ìåðåæà ñêëàäà¹òüñÿ ç êiëüêîõ áàòàðåé òà ðåçè-

ñòîðiâ, ç'¹äíàíèõ ó ïåâíié êîíôiãóðàöi¨ çà äîïîìîãîþ ïðîâîäiâ. Ó ìåðå-

æi ìîæíà âèäiëèòè òðè îñíîâíi åëåìåíòè:

1. Âóçîë (àáî òî÷êà ç'¹äíàííÿ): öå òî÷êà, â ÿêié ç'¹äíóþòüñÿ òðè àáî

áiëüøå ïðîâîäiâ. Âóçîë âèêîíó¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó àáî îá'¹äíàííÿ åëå-

êòðè÷íèõ ïîòîêiâ ó ìåðåæi.
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2. Ãiëêà: öå ïðîâiä àáî ëàíêà, ùî ç'¹äíó¹ äâà âóçëè. Ãiëêà ìîæå ìiñòèòè

åëåêòðè÷íi êîìïîíåíòè, òàêi ÿê ðåçèñòîðè, áàòàðå¨ àáî êîíäåíñàòîðè.

3. Çàìêíåíèé êîíòóð: öå ïîñëiäîâíiñòü ç'¹äíàíèõ ãiëîê, ÿêà ïî÷èíà¹-

òüñÿ i çàêií÷ó¹òüñÿ â îäíîìó é òîìó æ âóçëi. Çàìêíåíi êîíòóðè ¹ îñíîâîþ

äëÿ àíàëiçó åëåêòðè÷íèõ êië, îñêiëüêè â íèõ äiþòü çàêîíè Êiðõãîôà.

Ðèñ. 1.9

Íàïðèêëàä, åëåêòðè÷íà ìåðåæà íà ðèñóíêó 1.9 ìà¹ äâà âóçëè i òðè

çàìêíåíi êîíòóðè: äâà âíóòðiøíiõ êîíòóðè i îäèí çîâíiøíié êîíòóð. Êî-

ëè ñòðóì ïðîòiêà¹ ÷åðåç åëåêòðè÷íó ìåðåæó, âií âií çàçíà¹ çáiëüøåííÿ

òà çìåíøåííÿ åëåêòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó, ùî íàçèâà¹òüñÿ çðîñòàííÿì òà

ñïàäàííÿì íàïðóãè, âiäïîâiäíî.

Ïîâåäiíêà ñòðóìó ó âóçëàõ i íàâêîëî çàìêíóòèõ êîíòóðiâ ðåãóëþ¹-

òüñÿ äâîìà ôóíäàìåíòàëüíèìè çàêîíàìè:

Òåîðåìà 2.2 (Ïåðøèé çàêîí Êiðõãîôà). Ñòðóì, ùî âõîäèòü äî âóçëà,

äîðiâíþ¹ ñòðóìó, ùî âèõîäèòü ç öüîãî âóçëà.

Òåîðåìà 2.3 (Äðóãèé çàêîí Êiðõãîôà (Ïðàâèëî êîíòóðó)). Àëãåáðà¨-

÷íà ñóìà ïàäiíü íàïðóãè (÷åðåç îïîðè) íàâêîëî áóäü-ÿêîãî çàìêíåíîãî

êîíòóðó ìåðåæi ïîâèííà äîðiâíþâàòè ñóìi ïðèðîñòiâ íàïðóãè íà öüî-

ìó êîíòóði.

Çàñòîñîâóþ÷è 2.3, âèáåðiòü íàïðÿìîê (çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ àáî

ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè) íàâêîëî çàìêíåíîãî êîíòóðó i ïîòiì ââà-

æàéòå âñi íàïðóãè i ñòðóìè äîäàòíèìè â öüîìó íàïðÿìêó i âiä'¹ìíèìè â
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ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó. Îñü ÷îìó â 2.3 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåðìií ¾àë-

ãåáðà¨÷íà ñóìà¿.

Ñó÷àñíèé çàêîí Êiðõãîôà ¹ ïåðåôîðìóëþâàííÿì ïðèíöèïó çáåðå-

æåííÿ ïîòîêó ó âóçëi ÿêèé áóâ ñôîðìóëüîâàíèé äëÿ çàãàëüíèõ ìåðåæ.

Òàê, íàïðèêëàä, ñòðóìè ó âóçëi íà ðèñóíêó 1.10 çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿí-

íþ I1 = I2 + I3.

Ðèñ. 1.10

Ó ëàíöþãàõ ç äåêiëüêîìà êîíòóðàìè i áàòàðåÿìè çàçâè÷àé íåìà¹ ìî-

æëèâîñòi ñêàçàòè çàçäàëåãiäü â ÿêîìó íàïðÿìêó ïðîòiêàþòü ñòðóìè,

òîìó çâè÷àéíà ïðîöåäóðà â àíàëiçi ëàíöþãiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïðè-

çíà÷èòè äîâiëüíi íàïðÿìêè ñòðóìiâ ó âiòêàõ i äîçâîëèòè ìàòåìàòè÷íèì

îá÷èñëåííÿì âèçíà÷èòè, ÷è áóäóòü öi íàïðÿìêè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷àþòü,

÷è ïðàâèëüíi öi ïðèçíà÷åííÿ. Íà äîäàòîê äî âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêiâ ïî-

òîêiâ ñòðóìó, çàêîí íàïðóãè Êiðõãîôà âèìàãà¹ âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó

ðóõó äëÿ äëÿ êîæíîãî çàìêíåíîãî êîíòóðó. Âèáið ¹ äîâiëüíèì, àëå äëÿ

ïîñëiäîâíîñòi ìè çàâæäè áóäåìî ââàæàòè öåé íàïðÿì ðóõó çà ãîäèííè-

êîâîþ ñòðiëêîþ (ðèñ. 1.11). Òàêîæ çðîáèìî íàñòóïíi äîìîâëåíîñòi:

� Ïàäiííÿ íàïðóãè íà ðåçèñòîði âiäáóâà¹òüñÿ, ÿêùî íàïðÿìîê, çà-

äàíèé ñòðóìó ÷åðåç ðåçèñòîð, çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿìêîì ðåçèñòîðà

çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿìêîì, çàäàíèì êîíòóðó, à çðîñòàííÿ íàïðóãè

âiäáóâà¹òüñÿ ïðè ðåçèñòîði, ÿêùî íàïðÿì ñòðóìó ÷åðåç ðåçèñòîð

ïðîòèëåæíèé íàïðÿìêó, ïðèçíà÷åíîìó êîíòóðó.

� Çðîñòàííÿ íàïðóãè íà äæåðåëi æèâëåííÿ (àêóìóëÿòîði) âiäáóâà-
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Ðèñ. 1.11

¹òüñÿ, ÿêùî íàïðÿìîê ñòðóìó â êîíòóði çìiíþ¹òüñÿ âiä - äî +, à

ïàäiííÿ � ÿêùî íàïðÿìîê ñòðóìó ÷åðåç àêóìóëÿòîð ÷åðåç áàòà-

ðåþ, i ïàäiííÿ íàïðóãè âiäáóâà¹òüñÿ íà áàòàðå¨, ÿêùî íàïðÿìîê,

ïðèçíà÷åíèé êîíòóðó êîíòóðó âiä + äî - ÷åðåç áàòàðåþ, à ïàäiííÿ

íàïðóãè âiäáóâà¹òüñÿ íà áàòàðå¨, ÿêùî íàïðÿìîê âiä + äî - ÷åðåç

áàòàðåþ.

ßêùî ïðè îá÷èñëåííi ñòðóìiâ äîòðèìóâàòèñÿ öèõ óìîâíîñòåé, òî òi

ñòðóìè, íàïðÿìêè ÿêèõ íàïðÿìêè áóëè âèçíà÷åíi ïðàâèëüíî, ìàòèìóòü

äîäàòíi çíà÷åííÿ, à òi, ÷è¨ íàïðÿìêè áóëè âèçíà÷åíi íåïðàâèëüíî íå-

ïðàâèëüíî, áóäóòü ìàòè âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ.

Ïðèêëàä 2.1 (Êîëî ç îäíèì çàìêíåíèì êîíòóðîì). Âèçíà÷òå ñèëó

ñòðóìó I â êîëi, ïîêàçàíîìó íà ðèñóíêó 1.12.

Ðèñ. 1.12

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè íàïðÿì ñòðóìó ÷åðåç ðåçèñòîð çáiãà¹òüñÿ ç íà-

ïðÿìêîì êîëà, íà ðåçèñòîði âèíèêà¹ ïàäiííÿ íàïðóãè. Çà çàêîíîì Îìà
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Ðèñ. 1.13

öå ïàäiííÿ íàïðóãè äîðiâíþ¹ U = IR = 3I. Êðiì òîãî, îñêiëüêè êîíòóð

ìà¹ íàïðÿìîê âiä - äî + ÷åðåç áàòàðåþ, âèíèêà¹ ïàäiííÿ íàïðóãè íà ðå-

çèñòîði. äî + ÷åðåç áàòàðåþ, íà áàòàðå¨ âiäáóâà¹òüñÿ çðîñòàííÿ íàïðóãè

íà 6 âîëüò. Òàêèì ÷èíîì, ç öüîãî âèïëèâà¹ iç çàêîíó íàïðóãè Êiðõãîôà,

ùî

3I = 6

ç ÷îãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ñèëà ñòðóìó äîðiâíþ¹ I = 2A. Îñêiëüêè

âåëè÷èíà I äîäàòíà, òî íàïðÿìîê ñòðóìó âèáðàíî ïðàâèëüíî.

Ïðèêëàä 2.2. Êîëî ç òðüîìà çàìêíåíèìè êîíòóðàìè.

Âèçíà÷èòè ñòðóìè I1, I2 òà I3 ó êîëi, ïîêàçàíîìó íà ðèñóíêó 1.13.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàäàíi íàïðÿìêè ñòðóìiâ, çàêîí Êiðõãî-

ôà äà¹ ïî îäíîìó ðiâíÿííþ äëÿ êîæíîãî âóçëà:

Âóçîë Ñòðóì íà âõîäi Ñòðóì íà âèõîäi

A I1 + I2 = I3

B I3 = I1 + I2

Îäíàê öi ðiâíÿííÿ íàñïðàâäi îäíàêîâi, îñêiëüêè îáèäâà ìîæóòü áóòè

âèðàæåíi îäíèì ðiâíÿííÿì

I1 + I2 − I3 = 0. (2.1)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ óíiêàëüíèõ çíà÷åíü ñòðóìiâ íàì çíàäîáëÿòüñÿ ùå äâà

ðiâíÿííÿ, ÿêi ìè îòðèìà¹ìî iç çàêîíó íàïðóãè Êiðõãîôà. Ç ñõåìè ìåðåæi

20



ìè áà÷èìî, ùî â íié ¹ òðè çàìêíåíi êîíòóðè: ëiâèé âíóòðiøíié êîíòóð,

ùî ìiñòèòü áàòàðåþ íà 50V , ïðàâèé âíóòðiøíié êîíòóð, ùî ìiñòèòü áà-

òàðåþ íà 30V , i çîâíiøíié êîíòóð, ÿêèé ìiñòèòü îáèäâi áàòàðå¨. Òàêèì

÷èíîì, çàêîí íàïðóãè Êiðõãîôà ôàêòè÷íî ïðèçâåäå äî òðüîõ ðiâíÿíü.

Ïðè îáõîäi êîíòóðiâ çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ, íàïðóãà â öèõ êîíòóðàõ

çðîñòà¹ i ïàäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Íàïðóãà çðîñòà¹ Íàïðóãà ïàäà¹

Ëiâèé âíóòðiøíié êîíòóð 50 5 I1 + 20 I3

Ïðàâèé âíóòðiøíÿ êîíòóð 30 + 10 I2 + 20 I3 0

Çîâíiøíié êîíòóð 30 + 50 + 10 I2 5 I1

Öi óìîâè ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì
5 I1 +20 I3 = 50;

10 I2 +20 I3 = −30;
5 I1 −10 I2 = 80.

(2.2)

Îäíàê îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ¹ çàéâèì, îñêiëüêè âîíî ¹ ðiçíèöåþ ïåðøèõ

äâîõ. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî îá'¹äíàòè (2.1) i ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ â (2.2),

òî îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ëiíiéíó ñèñòåìó ç òðüîõ ðiâíÿíü äëÿ òðüîõ íåâi-

äîìèõ ñòðóìiâ: 
I1 +I2 −I3 = 0;

5 I1 +20 I3 = 50;

10 I2 +20 I3 = −30.

Ñàìîñòiéíî ïîêàæiòü, ùî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè â àìïåðàõ áóäå I1 = 6,

I2 = −5, i I3 = 1. Òîé ôàêò, ùî I2 ¹ âiä'¹ìíèì, ãîâîðèòü íàì ïðî òå, ùî

íàïðÿìîê öüîãî ñòðóìó ïðîòèëåæíèé âêàçàíîìó íà ðèñóíêó 1.13.

2.1. Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Ó íàâåäåíèõ íèæ÷å âïðàâàõ ïðîàíàëiçóéòå íàâåäåíi åëåêòðè÷íi êîëà,

çíàéøîâøè íåâiäîìi ñòðóìè.

Âïðàâà 1. Äèâ. ðèñ. 1.14.

Âïðàâà 2. Äèâ. ðèñ. 1.15.
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Ðèñ. 1.14

Ðèñ. 1.15

Âïðàâà 3. Äèâ. ðèñ. 1.16.

Ðèñ. 1.16
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Âïðàâà 4. Äèâ. ðèñ. 1.17.

Ðèñ. 1.17
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3. Äi¹òîëîãiÿ.

Ðîçðîáêà çäîðîâîãî ðàöiîíó ïåðåäáà÷à¹ âèáið ïðîäóêòiâ ç ðiçíèõ ãðóï,

ÿêi â ïðàâèëüíîìó ïî¹äíàííi â íàëåæíèõ êiëüêîñòÿõ çàäîâîëüíÿþòü

ïåâíi õàð÷îâi ïîòðåáè. Öÿ çàäà÷à ¹ êîìïëåêñíîþ òà âèìàãà¹ âðàõóâà-

ííÿ áàãàòüîõ ôàêòîðiâ:

� Ïîæèâíà öiííiñòü: êîæåí ïðîäóêò ìiñòèòü ðiçíó êiëüêiñòü áiëêiâ,

æèðiâ, âóãëåâîäiâ, âiòàìiíiâ òà ìiíåðàëiâ.

� Iíäèâiäóàëüíi ïîòðåáè: çàëåæíî âiä âiêó, ñòàòi, ðiâíÿ ôiçè÷íî¨ àêòèâ-

íîñòi òà ñòàíó çäîðîâ'ÿ, ïîòðåáè â ïîæèâíèõ ðå÷îâèíàõ ìîæóòü

ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèñÿ.

� Åêîíîìi÷íèé ôàêòîð: âàæëèâî çíàéòè îïòèìàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

ìiæ ïîæèâíîþ öiííiñòþ òà âàðòiñòþ ïðîäóêòiâ.

� Äîñòóïíiñòü ïðîäóêòiâ: íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè ñåçîííiñòü òà íàÿâ-

íiñòü ïðîäóêòiâ íà ðèíêó.

Ó äi¹òîëîãi¨ ÷àñòî âèíèêà¹ çàäà÷à ñêëàäàííÿ çáàëàíñîâàíîãî ðàöiîíó

õàð÷óâàííÿ, ÿêèé áè çàäîâîëüíÿâ óñi öi âèìîãè ïðè ìiíiìàëüíèõ âèòðà-

òàõ. Öÿ çàäà÷à ìîæå áóòè åôåêòèâíî ðîçâ'ÿçàíà çà äîïîìîãîþ ñèñòåì

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêi äîçâîëÿþòü ìàòåìàòè÷íî îïèñàòè òà îïòèìiçóâàòè

ïðîöåñ ñêëàäàííÿ äi¹òè.

Çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ ó äi¹òîëîãi¨ ïî÷àëîñÿ â 1940-õ

ðîêàõ, êîëè àìåðèêàíñüêèé åêîíîìiñò Äæîðäæ Ñòiãëåð âïåðøå ñôîð-

ìóëþâàâ "çàäà÷ó ïðî äi¹òó"ÿê çàäà÷ó ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Âiäòî-

äi ìåòîäè îïòèìiçàöi¨ ðàöiîíó õàð÷óâàííÿ ïîñòiéíî âäîñêîíàëþþòüñÿ,

âðàõîâóþ÷è íîâi íàóêîâi äàíi ïðî õàð÷óâàííÿ òà ìîæëèâîñòi ñó÷àñíèõ

îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì.

Â ñó÷àñíîìó ñâiòi, äå ïðîáëåìè ïðàâèëüíîãî õàð÷óâàííÿ òà åêîíîìi¨

ðåñóðñiâ ñòàþòü âñå áiëüø àêòóàëüíèìè, ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè îïòèìiçà-

öi¨ äi¹òè íàáóâàþòü îñîáëèâîãî çíà÷åííÿ. Âîíè äîçâîëÿþòü:
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� Ñòâîðþâàòè iíäèâiäóàëüíi äi¹òè ç óðàõóâàííÿì îñîáëèâèõ ïîòðåá.

� Îïòèìiçóâàòè õàð÷óâàííÿ äëÿ âåëèêèõ ãðóï ëþäåé (øêîëè, ëiêàð-

íi, âiéñüêîâi ÷àñòèíè).

� Ìiíiìiçóâàòè âèòðàòè ïðè çáåðåæåííi ïîæèâíî¨ öiííîñòi ðàöiîíó.

� Âðàõîâóâàòè åêîëîãi÷íi àñïåêòè õàð÷óâàííÿ.

Ðîçðîáêà çäîðîâîãî ðàöiîíó ïåðåäáà÷à¹ âèáið ïðîäóêòiâ ç ðiçíèõ ãðóï,

ÿêi â ïðàâèëüíîìó ïî¹äíàííi çàäîâîëüíÿþòü ïî¹äíàííi â íàëåæíèõ êiëü-

êîñòÿõ çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi õàð÷îâi ïîòðåáè. Öÿ çàäà÷à ìîæå áóòè åôå-

êòèâíî ðîçâ'ÿçàíà çà äîïîìîãîþ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü. Íåõàé ìà¹ìî n ðiçíèõ ïðîäóêòiâ õàð÷óâàííÿ

òà m ïîæèâíèõ ðå÷îâèí. Ïîçíà÷èìî:

xi � êiëüêiñòü i-ãî ïðîäóêòó (â ãðàìàõ);

aij � âìiñò j-î¨ ïîæèâíî¨ ðå÷îâèíè â îäèíèöi i-ãî ïðîäóêòó;

bj - íåîáõiäíà äåííà íîðìà j-î¨ ïîæèâíî¨ ðå÷îâèíè;

ci - âàðòiñòü îäèíèöi i-ãî ïðîäóêòó.

Òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìàòèìå âèãëÿä:

a11 x1 + a12 x2 + . . .+ a1n xn = b1

a21 x1 + a22 x2 + . . .+ a2n xn = b2

. . .

am1 x1 + am2 x2 + . . .+ amn xn = bm.

Ïðè öüîìó âñi xi ⩾ 0 (êiëüêiñòü ïðîäóêòó íå ìîæå áóòè âiä'¹ìíîþ).

Ïðèêëàä 3.1 (Äi¹òà). Ó òàáëèöi 1.1 íàâåäåíî êiëüêiñòü ó ìiëiãðàìàõ

(ìã) âiòàìiíó À, âiòàìiíó Ñ i êàëüöiþ ùî ìiñòÿòüñÿ â 1 ãðàìi (ã) ÷îòè-

ðüîõ ðiçíèõ ïðîäóêòiâ õàð÷óâàííÿ. Íàïðèêëàä, ïðîäóêò 1 ìiñòèòü 10 ìã

âiòàìiíó À, 50 ìã âiòàìiíó Ñ i 60 ìã êàëüöiþ íà ãðàì ïðîäóêòó. Ïðèïó-

ñòèìî ùî äi¹òîëîã õî÷å ïðèãîòóâàòè ¨æó, ÿêà ìiñòèòü 200 ìã âiòàìiíó À,
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250 ìã âiòàìiíó Ñ i 300 ìã êàëüöiþ Ca. Ñêiëüêè êîæíîãî ç öèõ ïðîäóêòiâ

ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè?

Ïðîäóêò 1 Ïðîäóêò 2 Ïðîäóêò 3 Ïðîäóêò 4

Âiòàìií À 10 30 20 10

Âiòàìií Ñ 50 30 25 10

Êàëüöié Ca 60 20 40 25

Òàáë. 1.1

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x1, x2, x3 òà x4 ïîçíà÷àþòü êiëüêiñòü ïðîäóêòiâ ç 1

ïî 4 âiäïîâiäíî. Êiëüêiñòü äëÿ êîæíîãî ç ïðîäóêòiâ, íåîáõiäíèõ äëÿ çà-

äîâîëåííÿ âèìîã äi¹òîëîãà, ìîæíà çíàéòè çíàéòè, ðîçâ'ÿçàâøè ëiíiéíó

ñèñòåìó 
10 x1 + 30 x2 + 20 x3 + 10 x4 = 200;

50 x1 + 30 x2 + 25 x3 + 10 x4 = 250;

60 x1 + 20 x2 + 40 x3 + 25 x4 = 300.

Ç îêðóãëåííÿì äî äâîõ çíàêiâ ïiñëÿ êîìè ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ìà¹

âèãëÿä
x1 = 0, 63 + 0, 11 t;

x2 = 3, 13 + 0, 24 t;

x3 = 5− 0, 92 t;

x4 = t.

Çâåðíiòü óâàãó, ùî êîæíå ç öèõ çíà÷åíü ìà¹ áóòè íåâiä'¹ìíèì.

Îòæå, êîíêðåòíi ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, âèáðàâøè íåâiä'¹ìíi çíà-

÷åííÿ t òàêi, ùî

0 ⩽ 5− 0, 92 t

Ðîçâ'ÿçàâøè âiäíîñíî t îñòàòî÷íî ìà¹ìî

t ⩽
5

0.92
≈ 5, 4.

Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ìà¹ ñâî¨ ïåðåâàãè òà íåäîëiêè.

Ïåðåâàãè ìåòîäó:
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Òî÷íiñòü ðîçðàõóíêiâ.

Ìîæëèâiñòü âðàõóâàííÿ áàãàòüîõ ïàðàìåòðiâ îäíî÷àñíî.

Ãíó÷êiñòü ïðè çìiíi âõiäíèõ äàíèõþ

Ìîæëèâiñòü îïòèìiçàöi¨ çà âàðòiñòþþþ

Îáìåæåííÿ ìåòîäó:

Ëiíiéíiñòü çàëåæíîñòåé (íå çàâæäè âiäïîâiäà¹ ðåàëüíîñòi).

Íåîáõiäíiñòü òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ.

Ñêëàäíiñòü âðàõóâàííÿ ñìàêîâèõ ïåðåâàã.

Ìîæëèâiñòü îòðèìàííÿ íåðåàëiñòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Îòæå, çàñòîñóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ ñêëàäàííÿ äi¹ò ¹

ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì, ÿêèé äîçâîëÿ¹ âðàõîâóâàòè ÷èñëåííi ôàêòîðè

òà çíàõîäèòè îïòèìàëüíi ðiøåííÿ. Îäíàê äëÿ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòà-

ííÿ íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè îáìåæåííÿ ìåòîäó òà êîðèãóâàòè îòðèìàíi

ðåçóëüòàòè âiäïîâiäíî äî ðåàëüíèõ óìîâ òà iíäèâiäóàëüíèõ ïîòðåá.

3.1. Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.
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4. Çàñòîñóâàííÿ äî õiìi¨.

Ëiíiéíà àëãåáðà ¹ îäíi¹þ ç êëþ÷îâèõ äèñöèïëií ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè-

êè, ÿêà çíàõîäèòü ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ â ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè i òå-

õíiêè. Îäíi¹þ ç òàêèõ ãàëóçåé ¹ õiìiÿ, äå ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ òà ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ

iç õiìi÷íèìè ðåàêöiÿìè, áàëàíñîì ðå÷îâèí, àíàëiçîì ðåàêöiéíèõ ìåõà-

íiçìiâ i íàâiòü ïðîãíîçóâàííÿì õiìi÷íèõ ïðîöåñiâ.

Õiìiÿ, ÿê íàóêà ïðî âçà¹ìîäiþ ðå÷îâèí, ÷àñòî ñòèêà¹òüñÿ ç ïðîáëåìà-

ìè âèçíà÷åííÿ êiëüêiñíèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ ðåàãåíòàìè i ïðîäóêòàìè

ðåàêöié. Çîêðåìà, áàëàíñóâàííÿ õiìi÷íèõ ðiâíÿíü ¹ îäíi¹þ ç áàçîâèõ

çàäà÷, ÿêà âèíèêà¹ ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ õiìi÷íèõ ïðîöåñiâ. Ó öié çàäà÷i

ïîòðiáíî âèçíà÷èòè êîåôiöi¹íòè ïåðåä õiìi÷íèìè ñïîëóêàìè òàê, ùîá

äîòðèìóâàëèñÿ çàêîíè çáåðåæåííÿ ìàñè òà åíåðãi¨. Òàêà çàäà÷à ¹ êëà-

ñè÷íèì ïðèêëàäîì çàñòîñóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òàêîæ çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ âèðiøåííÿ ñêëà-

äíiøèõ ïðîáëåì, òàêèõ ÿê:

� Àíàëiç i îïòèìiçàöiÿ õiìi÷íèõ ðåàêöié;

� Ðîçðàõóíîê êîíöåíòðàöié ðå÷îâèí ó ñêëàäíèõ áàãàòîêîìïîíåíòíèõ

ñèñòåìàõ;

� Ðîçïîäië åëåìåíòiâ ó êàòàëiçàòîðíèõ ïðîöåñàõ;

� Ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ ó áiîõiìi¨, òàêèõ ÿê ìåòàáîëi÷íi øëÿõè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷ âèìàãà¹ ãëèáîêîãî ðîçóìiííÿ ÿê õiìi÷íèõ,

òàê i ìàòåìàòè÷íèõ îñíîâ, à òàêîæ âîëîäiííÿ ñó÷àñíèìè ÷èñëîâèìè ìå-

òîäàìè. Çàâäÿêè âèêîðèñòàííþ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü õiìiêè ìîæóòü

îòðèìóâàòè òî÷íi òà åôåêòèâíi ðîçðàõóíêè, ùî äîçâîëÿ¹ ïðî¹êòóâàòè

íîâi ðåàêöi¨, ïåðåäáà÷àòè âëàñòèâîñòi ðå÷îâèí i îïòèìiçóâàòè õiìi÷íi

ïðîöåñè.

Òàêèì ÷èíîì, âèâ÷åííÿ çàñòîñóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äî õi-

ìi¨ âiäêðèâà¹ øèðîêi ìîæëèâîñòi äëÿ iíòåãðàöi¨ ìàòåìàòèêè òà õiìi¨.
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Öå ïiäêðåñëþ¹ âàæëèâiñòü ìiæäèñöèïëiíàðíîãî ïiäõîäó äî íàâ÷àííÿ òà

äîñëiäæåíü, ÿêèé ñïðèÿ¹ ðîçâèòêó ñó÷àñíî¨ íàóêè òà iíæåíåði¨.

4.1. Áàëàíñóâàííÿ õiìi÷íèõ ðiâíÿíü.

Êîëè âiäáóâà¹òüñÿ õiìi÷íà ðåàêöiÿ, êiëüêà ìîëåêóë îá'¹äíóþòüñÿ,

óòâîðþþ÷è íîâi ìîëåêóëè. Íàïðèêëàä, êîëè ìîëåêóëè âîäíþ H2 i êè-

ñíþ O2 ç'¹äíóþòüñÿ, â ðåçóëüòàòi óòâîðþ¹òüñÿ âîäà H2O. Ìè âèðàæà¹ìî

öå òàê

H2 +O2 → H2O.

Îêðåìi àòîìè íå ñòâîðþþòüñÿ i íå ðóéíóþòüñÿ, òîìó êiëüêiñòü àòîìiâ

âîäíþ i êèñíþ, ùî âñòóïàþòü â ðåàêöiþ, ïîâèííà äîðiâíþâàòè êiëüêî-

ñòi, ùî âèõîäèòü íàçîâíi (ó âèãëÿäi âîäè). Ó öüîìó âèïàäêó ðåàêöiÿ

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîâàæíîþ. Çâåðíiòü óâàãó, ùî êîæíà ìîëåêóëà âîäíþ

H2 ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ àòîìiâ, ÿê i êîæíà ìîëåêóëà êèñíþ O2, òîäi ÿê

ìîëåêóëà âîäè H2O ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ àòîìiâ âîäíþ i îäíîãî àòîìà

êèñíþ.

Ó íàâåäåíié âèùå ðåàêöi¨ öå îçíà÷à¹, ùî â ðåàêöiþ âñòóïà¹ âäâi÷i

áiëüøå ìîëåêóë âîäíþ; ìè âèðàæà¹ìî öå òàêèì ÷èíîì:

2H2 +O2 → 2H2.

Òåïåð ðåàêöiÿ çáàëàíñîâàíà, îñêiëüêè â íié áåðóòü ó÷àñòü 4 àòîìè âîäíþ

i 2 àòîìè êèñíþ ç êîæíîãî áîêó.

Ïðèêëàä 4.1 (Áàëàíñóâàííÿ õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨). Ñêëàäiòü ðiâíÿííÿ ðå-

àêöi¨ çãîðÿííÿ ãîðþ÷îãî îêòàíó C8H18 ó êèñíi O2:

C8H18 +O2 → CO2 +H2O,

[îêòàí]+[êèñåíü]→ [âóãëåêèñëèé ãàç]+[âîäà].

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîòðiáíî çíàéòè òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà x1, x2, x3 i x4, ùîá

x1 (C8H18) + x2 (O2)→ x3 (CO2) + x4 (H2O).

Ïðèðiâíÿâøè êiëüêîñòi àòîìiâ âóãëåöþ C, âîäíþ H i êèñíþ O â ëiâié

òà ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ 8 x1 = x3, 18 x1 = 2 x4 i 2 x2 = 2 x3 + x4,
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âiäïîâiäíî. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî îäíîðiäíó ëiíiéíó ñèñòåìó
8x1 −x3 = 0;

18x1 −2x4 = 0;

2x2 −2x3 −x4 = 0.

ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì Ãàóñà.

Ó áiëüøèõ ñèñòåìàõ öå íåîáõiäíî, àëå ó òàêié ïðîñòié ñèòóàöi¨ ïðîñòié

ñèòóàöi¨ ïðîñòiøå ðîçâ'ÿçàòè áåçïîñåðåäíüî. ßêùî ïîñêëàñòè x4 = t, òî

x1 = 19t, x3 = 89t, 2x2 = 169t + t = 259t. Àëå x1, x2, x3 i x4 ïîâèí-

íi áóòè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, òîìó íàéìåíøå çíà÷åííÿ t, ïðè ÿêîìó

âèêëþ÷àþòüñÿ äðîáè, äîðiâíþ¹ 18.

Îòæå, x1 = 2, x2 = 25, x3 = 16 i x4 = 18, à çáàëàíñîâàíà ðåàêöiÿ ìà¹

âèãëÿä

2 C8H18 + 25 O2 → 16 CO2 + 18 H2

(ñàìîñòiéíî ïåðåâiðèòè, ùî ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨ çáàëàíñîâàíå.)

Ïðèêëàä 4.2 (Ôîñôîðíà êèñëîòà). Çðiâíîâàæèòè õiìi÷íå ðiâíÿííÿ

HCl + Na3PO4 → H3PO4 +NaCl,

[ñîëÿíà êèñëîòà] + [íàòðié ôîñôàò]→ [ôîñôîðíà êèñëîòà] + [íàòðié õëîðèä].

Ðîçâ'ÿçàííÿ Íåõàé x1, x2, x3 i x4 � íàòóðàëüíi ÷èñëà, ÿêi âðiâíîâàæóþòü

ðiâíÿííÿ

x1(HCl) + x2(Na3PO4)→ x3(H3PO4) + x4(NaCl) (4.1)

Ïðèðiâíþþ÷è êiëüêiñòü àòîìiâ êîæíîãî òèïó ç îáîõ ñòîðií, îòðèìó¹ìî

1x1 = 3x3 Ãiäðîãåí (H)

1x1 = 1x4 Õëîð (Cl)

3x2 = 1x4 Íàòðié (Na)

1x2 = 1x3 Ôîñôîð (P)

4x2 = 4x3 Êèñåíü (O)
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ç ÿêèõ îòðèìó¹ìî îäíîðiäíó ëiíiéíó ñèñòåìó

x1 −3x3 = 0;

x1 −x4 = 0;

3x2 −x4 = 0;

x2 −x3 = 0;

4x2 −4x3 = 0.

Çàëèøà¹ìî âàì ïîêàçàòè, ùî ñêîðî÷åíà ôîðìà åøåëîíóâàííÿ ðÿäêiâ

äîïîâíåíî¨ ìàòðèöi äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

1 0 0 −1 0

0 1 0 −1/3 0

0 0 1 −1/3 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


(4.2)

ç ÿêîãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

x1 = t, x2 = t/3, x3 = t/3, x4 = t äå t - äîâiëüíå. Ùîá îòðèìàòè

íàéìåíøi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ÿêi âðiâíîâàæóþòü ðiâíÿííÿ, íåõàé t = 3,

òîäi îòðèìà¹ìî x1 = 3, x2 = 1, x3 = 1 i x4 = 3. Ïiäñòàâèâøè öi çíà÷åííÿ

â (4.1), îòðèìà¹ìî âðiâíîâàæåíå ðiâíÿííÿ

3HCl + Na3PO4→ H3PO4 + 3NaCl.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî öÿ çàäà÷à ââîäèòü íîâèé åëåìåíò ó òåîðiþ ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü: âèìîãó, ùî ðîçâ'ÿçîê ïîâèíåí ñêëàäàòèñÿ ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

4.2. Ðîçðàõóíîê êîíöåíòðàöié ðå÷îâèí ó

áàãàòîêîìïîíåíòíié ñèñòåìi.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ êîíöåíòðàöié ðå÷îâèí ó õiìi÷íié ñè-

ñòåìi, ùî ìiñòèòü òðè êîìïîíåíòè A, B, i C, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â ðiâíîâàçi

âiäïîâiäíî äî íàñòóïíèõ õiìi÷íèõ ðåàêöié:

1. A+B ↔ C,

2. 2A↔ B + C.
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Âiäîìi çàãàëüíi êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèí:

[A]total = 1.0ìîëü/ë, [B]total = 0.5ìîëü/ë, [C]total = 0.8ìîëü/ë.

Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ðiâíîâàæíi êîíöåíòðàöi¨ [A], [B] òà [C], âðàõî-

âóþ÷è ðiâíîâàæíi êîíñòàíòè äëÿ ðåàêöié:

K1 =
[C]

[A][B]
= 4.0, K2 =

[B][C]

[A]2
= 2.0.

Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó, ñôîðìóâàâøè ñèñòåìó ðiâíÿíü:

1. Çàêîíè çáåðåæåííÿ äëÿ êîæíî¨ ðå÷îâèíè:

[A] + [A]r = [A]total, [B] + [B]r = [B]total, [C] + [C]r = [C]total,

äå [A]r, [B]r, [C]r � êîíöåíòðàöi¨, âèòðà÷åíi íà óòâîðåííÿ ïðîäó-

êòiâ.

2. Ðiâíîâàæíi êîíñòàíòè:

K1 =
[C]

[A][B]
, K2 =

[B][C]

[A]2
.

3. Áàëàíñ ðå÷îâèí:

[A]r + [B]r + [C]r = 0.

Ðîçâ'ÿçîê

Ðiâíÿííÿ äîçâîëÿþòü ñôîðìóâàòè ñèñòåìó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêó

ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðiâíîâàæíèõ

êîíöåíòðàöié [A], [B], i [C] âèêîðèñòîâóþòü ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåì

ðiâíÿíü, íàïðèêëàä, ìåòîä Íüþòîíà àáî ÷èñåëüíi àëãîðèòìè.

Ó ðåçóëüòàòi ðîçðàõóíêiâ îòðèìó¹ìî ðiâíîâàæíi êîíöåíòðàöi¨:

[A] ≈ 0.3ìîëü/ë, [B] ≈ 0.4ìîëü/ë, [C] ≈ 0.7ìîëü/ë.

Öåé ïðèêëàä äåìîíñòðó¹, ÿê ìåòîäè ëiíiéíî¨ àëãåáðè òà àíàëiçó äî-

çâîëÿþòü åôåêòèâíî àíàëiçóâàòè ñêëàäíi áàãàòîêîìïîíåíòíi õiìi÷íi ñè-

ñòåìè.
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4.3. Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Ó êîæíîìó âèïàäêó çáàëàíñóéòå õiìi÷íó ðåàêöiþ.

Âïðàâà 1. CH4 +O2 → CO2 +H2O (ãîðiííÿ ìåòàíó CH4).

Âïðàâà 2. C3H8 +O2 → CO2 +H2O (ãîðiííÿ ïðîïàíó C3H8).

Âïðàâà 3. NH3 +CuO→ N2 +Cu + H2O.

Òóò NH3 � àìiàê, CuO � îêñèä ìiäi, Cu � ìiäü, N2 - àçîò.

Âïðàâà 4. C6H12O6 → CO2 +C2H5OH (áðîäiííÿ öóêðó).

Âïðàâà 5. CO2 +H2O→ C6H12O6 +O2 (ðåàêöiÿ ôîòîñèíòåçó).

C6H12O6 � ãëþêîçà.

Âïðàâà 6. Pb(N3)2 +Cr(MnO4)2 → Cr2O3 +MnO2 + Pb3O4 +NO.

Âïðàâà 7. CH3COF +H2O→ CH3COOH+HF.
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5. Òåìïåðàòóðíèé ðîçïîäië íà òîíêié ïëàñòèíöi.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïîáà÷èìî, ùî ðiâíîâàæíèé ðîçïîäië òåìïåðà-

òóðè âñåðåäèíi òîíêî¨ ïëàñòèíè ìîæíà çíàéòè, ÿêùî çàäàíî òåìïå-

ðàòóðè íà êðàÿõ ïëàñòèíè. Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òàêîæ îïèñàíî iòåðàöiéíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çà-

äà÷i òà ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ¾âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ¿.

5.1. Êðàéîâi óìîâè

Ðîçãëÿíåìî òîíêó òðàïåöi¹ïîäiáíó ïëàñòèíó, çîáðàæåíó íà ðèñóíêó

1.18(a). Ïðèïóñòèìî, ùî äâi ¨¨ ãðàíi içîëüîâàíi âiä òåïëîâîãî îáìiíó.

Íåõàé òåìïåðàòóðà âçäîâæ óñiõ ÷îòèðüîõ êðà¨â ïëàñòèíè âiäîìà.

Íàïðèêëàä, ïðèïóñòèìî, ùî òåìïåðàòóðà íà êîæíîìó êðàþ ¹ ïî-

ñòiéíîþ i ìà¹ çíà÷åííÿ 0◦, 0◦, 1◦ i 2◦, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñóíêó. ×åðåç

ïåâíèé ÷àñ òåìïåðàòóðà âñåðåäèíi ïëàñòèíè ñòàáiëiçó¹òüñÿ, äîñÿãàþ÷è

ñòàíó òåïëîâî¨ ðiâíîâàãè.

Íàøèì çàâäàííÿì ó öüîìó ðîçäiëi ¹ âèçíà÷åííÿ ðiâíîâàæíîãî ðîç-

ïîäiëó òåìïåðàòóð ó òî÷êàõ âñåðåäèíi ïëàñòèíè. ßê ìè ïîáà÷èìî, öåé

ðîçïîäië ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, òîáòî çíà÷åííÿ-

ìè òåìïåðàòóðè âçäîâæ êðà¨â ïëàñòèíè. Ðiâíîâàæíèé ðîçïîäië òåìïå-

Ðèñ. 1.18

ðàòóðè ìîæíà âiçóàëiçóâàòè çà äîïîìîãîþ êðèâèõ, ÿêi ç'¹äíóþòü òî÷êè
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ç îäíàêîâîþ òåìïåðàòóðîþ. Òàêi êðèâi íàçèâàþòüñÿ içîòåðìàìè ðîç-

ïîäiëó òåìïåðàòóðè. Íà ðèñóíêó 1.18 (b) ïîáóäîâàíî êiëüêà içîòåðì,

âèêîðèñòîâóþ÷è iíôîðìàöiþ, ÿêó ìè îòðèìà¹ìî ïiçíiøå.

Õî÷à âñi íàøi ðîçðàõóíêè áóäóòü ïðîâîäèòèñÿ äëÿ çîáðàæåíî¨ íà

ðèñóíêó òðàïåöi¹ïîäiáíî¨ ïëàñòèíè, íàøi ìåòîäè ëåãêî óçàãàëüíþþòüñÿ

íà ïëàñòèíó áóäü-ÿêî¨ ïðàêòè÷íî¨ ôîðìè. Âîíè òàêîæ óçàãàëüíþþòüñÿ

íà ïðîáëåìó çíàõîäæåííÿ òåìïåðàòóðè âñåðåäèíi òðèâèìiðíîãî òiëà.

Íàñïðàâäi, íàøà ¾ïëàñòèíà¿ ìîæå áóòè ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì ÿêîãîñü

òâåðäîãî òiëà, ÿêùî ïîòiê òåïëà, ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïîïåðå÷íîãî ïå-

ðåðiçó ¹ íåçíà÷íèì. Íàïðèêëàä, Ðèñóíîê 1.18 ìîæå ïðåäñòàâëÿòè ïîïå-

ðå÷íèé ïåðåðiç äîâãî¨ ãðåáëi. Äàìáà çàçíà¹ âïëèâó òðüîõ ðiçíèõ òåìïå-

ðàòóð: òåìïåðàòóðè  ðóíòó áiëÿ ¨¨ îñíîâè, òåìïåðàòóðè  ðóíòó áiëÿ ¨¨

îñíîâè, òåìïåðàòóði âîäè ç îäíîãî áîêó i òåìïåðàòóði ïîâiòðÿ ç iíøî-

ãî áîêó. ïîâiòðÿ ç iíøîãî áîêó. Çíàííÿ ðîçïîäiëó òåìïåðàòóð âñåðåäèíi

ãðåáëi ¹ íåîáõiäíèì äëÿ âèçíà÷åííÿ òåïëîâèõ íàâàíòàæåíü, ÿêèì âî-

íà ïiääà¹òüñÿ. Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî ïåâíèé òåðìîäèíàìi÷íèé ïðèíöèï,

ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ ðîçïîäië òåìïåðàòóð, ÿêèé ìè øóêà¹ìî.

5.2. Âëàñòèâiñòü ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ

Iñíó¹ áàãàòî ðiçíèõ ñïîñîáiâ îòðèìàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äëÿ íà-

øî¨ çàäà÷i. Ïiäõiä, ÿêèé ìè âèêîðèñòîâó¹ìî, áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíié

âëàñòèâîñòi ðiâíîâàæíèõ ðîçïîäiëiâ òåìïåðàòóðè.

Òåîðåìà 5.1 (Âëàñòèâiñòü ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ). Íåõàé ïëàñòèíà çíà-

õîäèòüñÿ â òåïëîâié ðiâíîâàçi i íåõàé P - òî÷êà âñåðåäèíi ïëàñòèíè.

Òîäi, ÿêùî C - êîëî ç öåíòðîì â òî÷öi P , ÿêå ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â

ïëàñòèíi, òî òåìïåðàòóðà â òî÷öi P ¹ ñåðåäíiì çíà÷åííÿì òåìïåðà-

òóðè ïî êîëó (ðèñ. 1.19).

Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ íàñëiäêîì ïåâíèõ îñíîâíèõ çàêîíiâ ìîëåêóëÿðíîãî

ðóõó, i ìè íå áóäåìî íàìàãàòèñÿ òóò âèâåñòè. Ïî ñóòi, öÿ âëàñòèâiñòü

ñòâåðäæó¹, ùî â ñòàíi ðiâíîâàãè òåïëîâà åíåðãiÿ ïðàãíå ðîçïîäiëèòèñÿ

ÿêîìîãà ðiâíîìiðíiøå âiäïîâiäíî äî ãðàíè÷íèõ óìîâ.
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Ðèñ. 1.19

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âëàñòèâiñòü ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ îäíîçíà÷íî

âèçíà÷à¹ ðiâíîâàæíèé ðîçïîäië òåìïåðàòóðè ïëàñòèíè. Íà æàëü, âè-

çíà÷åííÿ ðiâíîâàæíîãî ðîçïîäiëó òåìïåðàòóðè ç âëàñòèâîñòi ñåðåäíüî-

ãî çíà÷åííÿ íå ¹ ïðîñòèì çàâäàííÿì. Îäíàê, ÿêùî ìè îáìåæèìîñÿ çíà-

õîäæåííÿì òåìïåðàòóðó ëèøå ó ñêií÷åííié ìíîæèíi òî÷îê âñåðåäèíi

ïëàñòèíè, ïðîáëåìó ìîæíà çâåñòè äî ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè. Öþ

iäåþ ìè ðîçâèíåìî äàëi.

5.3. Äèñêðåòíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ìè ìîæåìî íàêëàñòè íà íàøó òðàïåöi¹ïîäiáíó ïëàñòèíó ïîñëiäîâ-

íiñòü âñå äðiáíiøèõ i äðiáíiøèõ êâàäðàòíèõ ñiòîê (Ðèñóíîê 1.20 3). Ó

Ðèñ. 1.20: (a) 1 âíóòðiøíÿ òî÷êà ñiòêè
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Ðèñ. 1.21: (b) 9 âíóòðiøíiõ òî÷îê ñiòêè

Ðèñ. 1.22: (c) 49 âíóòðiøíiõ òî÷îê ñiòêè

(a) ìè ìà¹ìî äîñèòü ãðóáó ñiòêó; (b) � ñiòêà ç ïîëîâèííèì êðîêîì, ÿê â

(à); à â (ñ) � ñiòêà ç êðîêîì, çíîâó çìåíøåíèì âäâi÷i.

Òî÷êè ïåðåòèíó ëiíié ñiòêè íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè ñiòêè. Ìè êëàñè-

ôiêó¹ìî ¨õ ÿê ãðàíè÷íi òî÷êè ñiòêè , ÿêùî âîíè çíàõîäÿòüñÿ íà ìåæi

ïëàñòèíè, àáî ÿê âíóòðiøíi òî÷êè ñiòêè ÿêùî âîíè ëåæàòü âñåðåäèíi

ïëàñòèíè. Äëÿ òðüîõ âèáðàíèõ íàìè êðîêiâ ñiòêè iñíó¹ 1, 9 òà 49 âíó-

òðiøíiõ òî÷îê ñiòêè âiäïîâiäíî.

Ó äèñêðåòíîìó ôîðìóëþâàííi íàøî¨ çàäà÷i ìè íàìàãà¹ìîñÿ çíàéòè
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òåìïåðàòóðó ëèøå ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ ïåâíî¨ ñiòêè. Äëÿ äîñèòü äði-

áíî¨ ñiòêè, ÿê ó (c), öå äàñòü ÷óäîâó êàðòèíó ðîçïîäiëó òåìïåðàòóðè

ïî âñié ïëàñòèíi. Ó ãðàíè÷íèõ òî÷êàõ ñiòêè òåìïåðàòóðà çàäà¹òüñÿ ãðà-

íè÷íèìè äàíèìè. (Íà ðèñ. 1.20 ìè ïîçíà÷èëè âñi ãðàíè÷íi òî÷êè ñiòêè

âiäïîâiäíèìè òåìïåðàòóðàìè). Äëÿ âíóòðiøíiõ òî÷îê ñiòêè ìè çàñòîñó-

¹ìî íàñòóïíó äèñêðåòíó âåðñiþ âëàñòèâîñòi ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ.

Òåîðåìà 5.2 (Äèñêðåòíà âëàñòèâiñòü ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ). Ó êîæíié

âíóòðiøíié òî÷öi ñiòêè òåìïåðàòóðà ïðèáëèçíî äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîìó

çíà÷åííþ òåìïåðàòóð ó ÷îòèðüîõ ñóñiäíiõ òî÷êàõ ñiòêè.

Öÿ äèñêðåòíà âåðñiÿ ¹ ðîçóìíèì íàáëèæåííÿì äî iñòèííî¨ âëàñòèâî-

ñòi ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ. Àëå îñêiëüêè öå ëèøå íàáëèæåííÿ, âîíî äàñòü

ëèøå íàáëèæåííÿ äî iñòèííèõ òåìïåðàòóð ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ ñiòêè.

Îäíàê, àïðîêñèìàöiÿ áóäå ñòàâàòè êðàùîþ çi çìåíøåííÿì êðîêó ñiòêè.

Íàñïðàâäi, êîëè êðîê ñiòêè íàáëèæà¹òüñÿ äî íóëÿ, àïðîêñèìàöi¨ íàáëè-

æàþòüñÿ äî òî÷íîãî ðîçïîäiëó òåìïåðàòóðè.

Ìè ïðîiëþñòðó¹ìî öþ çáiæíiñòü, îá÷èñëèâøè íàáëèæåíi òåìïåðàòó-

ðè â òî÷êàõ ñiòêè äëÿ òðüîõ iíòåðâàëiâ ìiæ òî÷êàìè ñiòêè, ÿê ïîêàçàíî

íà ðèñóíêó 1.20.

Âèïàäîê (a) íà ðèñóíêó 1.20 ¹ ïðîñòèì, îñêiëüêè ¹ ëèøå îäíà âíóòði-

øíÿ òî÷êà ñiòêè. ßêùî ìè ïîçíà÷èìî t0 òåìïåðàòóðó â öié òî÷öi ñiòêè,

òî âëàñòèâiñòü äèñêðåòíîãî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ íåãàéíî äàñòü

t0 =
1

4
(2 + 1 + 0 + 0) = 0, 75.

Ó âèïàäêó (b) ìè ìîæåìî ïîçíà÷èòè òåìïåðàòóðè ó äåâ'ÿòè âíóòði-

øíiõ òî÷êàõ ñiòêè t1, t2, . . . , t9, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñóíêó 1.21 (b). (Êîíêðå-

òíèé ïîðÿäîê íå ¹ âàæëèâèì.) Çàñòîñîâóþ÷è âëàñòèâiñòü äèñêðåòíîãî

ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïîñëiäîâíî äî êîæíî¨ ç öèõ äåâ'ÿòè òî÷îê ñiòêè,

38



ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíi äåâ'ÿòü ðiâíÿíü:

t1 =
1

4
(t2 + 2 + 0 + 0);

t2 =
1

4
(t1 + t3 + t4 + 2);

t3 =
1

4
(t2 + t5 + 0 + 0);

t4 =
1

4
(t2 + t5 + t7 + 2);

t5 =
1

4
(t3 + t4 + t6 + t8);

t6 =
1

4
(t5 + t9 + 0 + 0);

t7 =
1

4
(t4 + t8 + 1 + 2);

t8 =
1

4
(t5 + t7 + t9 + 1);

t9 =
1

4
(t6 + t8 + 1 + 0).

(5.1)

Öå ñèñòåìà ç äåâ'ÿòè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç äåâ'ÿòüìà íåâiäîìèìè. Ìè ìî-

æåìî ïåðåïèñàòè ¨¨ ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi òàê

t = Mt+ b (5.2)

äå

t =



t1

t2

t3

t4

t5

t6

t7

t8

t9



, M =



0
1

4
0 0 0 0 0 0 0

1

4
0

1

4

1

4
0 0 0 0 0

0
1

4
0 0

1

4
0 0 0 0

0
1

4
0 0

1

4
0

1

4
0 0

0 0
1

4

1

4
0

1

4
0

1

4
0

0 0 0 0
1

4
0 0 0

1

4

0 0 0
1

4
0 0 0

1

4
0

0 0 0 0
1

4
0

1

4
0

1

4

0 0 0 0 0
1

4
0

1

4
0



, b =



1

2
1

2
0
1

2
0

0
3

4
1

4
1

4



.
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Ùîá ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ 5.2, çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

(I −M)t = b

Ðîçâ'ÿçîê äëÿ t ìà¹ âèãëÿä

t = (I −M)−1b (5.3)

çà óìîâè, ùî ìàòðèöÿ (I −M) ¹ îáåðíåíîþ. Öå äiéñíî òàê, i ðîçâ'ÿçîê

äëÿ t çà ôîðìóëîþ 5.3 äîðiâíþ¹

t =



0.7846

1.1383

0.4719

1.2967

0.7491

0.3265

1.2995

0.9014

0.5570



. (5.4)

Íà ðèñóíêó 1.23 ïîêàçàíî ñõåìó ïëàñòèíè ç äåâ'ÿòüìà âíóòðiøíiìè òî-

÷êàìè ñiòêè, ïîçíà÷åíèìè òåìïåðàòóðàìè, îòðèìàíèìè çà öèì ðîçâ'ÿçêîì.

Äëÿ âèïàäêó (c) íà ðèñóíêó 1.22 ìè ïîâòîðþ¹ìî òó ñàìó ïðîöåäóðó.

Ïîçíà÷èìî òåìïåðàòóðè ó 49 âíóòðiøíiõ òî÷êàõ ñiòêè ÿê t1, t2, . . . , t49

ïåâíèì ÷èíîì. Íàïðèêëàä, ìè ìîæåìî ìîæåìî ïî÷àòè ç âåðõíüî¨ ÷àñòè-

íè ïëàñòèíè i ðóõàòèñÿ çëiâà íàïðàâî âçäîâæ êîæíîãî ðÿäó òî÷îê ñiòêè

òî÷îê. Çàñòîñóâàííÿ âëàñòèâîñòi äèñêðåòíîãî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ äî

êîæíî¨ òî÷êè ñiòêè äà¹ ñèñòåìó 49 ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç 49 íåâiäîìèìè:

t1 =
1

4
(t2 + 2 + 0 + 0)

t2 =
1

4
(t1 + t3 + t4 + 2)

...

t48 =
1

4
(t41 + t47 + t49 + 1)

t49 =
1

4
(t42 + t48 + 0 + 1)

(5.5)
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Ðèñ. 1.23

Ó ìàòðè÷íié ôîðìi ðiâíÿííÿ (5.5) ìàþòü âèãëÿä

t = Mt+ b

äå t i b � âåêòîðè-ñòîâïöi ç 49 åëåìåíòàìè, à M - ìàòðèöÿ 49× 49. ßê i

â (5.3), ðîçâ'ÿçîê äëÿ t ìà¹ âèãëÿä

t = (I −M)−1b. (5.6)

Íà ðèñóíêó 1.24 ïîêàçàíî òåìïåðàòóðè â 49 òî÷êàõ ñiòêè, çíàéäåíi çà

äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ (5.6). Äåâ'ÿòü íåçàøòðèõîâàíèõ òåìïåðàòóð íà öüî-

ìó ðèñóíêó ïðèïàäàþòü íà òî÷êè ñiòêè ðèñóíîêó 1.23. Ó òàáëèöi 1.2

ìè ïîðiâíþ¹ìî òåìïåðàòóðè â öèõ äåâ'ÿòè ñïiëüíèõ òî÷êàõ ñiòêè äëÿ

òðüîõ ðiçíèõ âèêîðèñòîâóâàíèõ êðîêiâ ñiòêè. Çíàþ÷è, ùî òåìïåðàòóðè

äèñêðåòíî¨ çàäà÷i íàáëèæàþòüñÿ äî òî÷íèõ òåìïåðàòóð çi çìåíøåííÿì

êðîêó ñiòêè, ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî äåâ'ÿòü òåìïåðàòóð, îòðèìàíèõ ó

âèïàäêó (c) áëèæ÷i äî òî÷íèõ çíà÷åíü, íiæ ó âèïàäêó (b).
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Ðèñ. 1.24

×èñåëüíèé ìåòîä

Äëÿ îòðèìàííÿ 49 òåìïåðàòóð ó âèïàäêó (c) íà ðèñóíêó 1.203 íåîáõi-

äíî áóëî ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíó ñèñòåìó ç 49 íåâiäîìèìè. Áiëüø òîíêà ñiòêà

ìîæå âêëþ÷àòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç ñîòíÿìè àáî íàâiòü òèñÿ÷à-

ìè íåâiäîìèõ. Òî÷íi àëãîðèòìè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ âåëèêèõ ñèñòåì

íåïðàêòè÷íi, i ñàìå òîìó ìè çàðàç îáãîâîðþ¹ìî ÷èñåëüíó òåõíiêó äëÿ
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Òåìïåðàòóðè â ñïiëüíèõ òî÷êàõ ñiòêè

ti Âèïàäîê (a) Âèïàäîê (b) Âèïàäîê (c)

t1 � 0.7846 0.8048

t2 � 1.1383 1.1533

t3 � 0.4719 0.4778

t4 � 1.2967 1.3078

t5 0.7500 0.7491 0.7513

t6 � 0.3265 0.3157

t7 � 1.2995 1.3042

t8 � 0.9014 0.9032

t9 � 0.5570 0.5554

Òàáë. 1.2

ïðàêòè÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ ñèñòåì.

Ùîá îïèñàòè öåé ìåòîä, ìè çíîâó ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (5.2):

t = Mt+ b. (5.7)

Âåêòîð t, ÿêèé ìè øóêà¹ìî, ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïî îáèäâà áîêè öüîãî ðiâíÿííÿ.

Ìè ðîçãëÿíåìî ñïîñiá ãåíåðóâàííÿ âñå êðàùèõ i êðàùèõ íàáëèæåíü äî

âåêòîðíîãî ðîçâ'ÿçêó t.

Äëÿ ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ t(0) ìè ìîæåìî âçÿòè t(0) = 0, ÿêùî

íåìà¹ êðàùîãî âèáîðó. ßêùî ìè ïiäñòàâèìî t(0) ó ïðàâó ÷àñòèíó (5.7) i

ïîçíà÷èìî îòðèìàíó ëiâó ÷àñòèíó ÿê t(1), òî ìàòèìåìî

t(1) = Mt(0) + b (5.8)

ßêùî ìè ïiäñòàâèìî t(1) ó ïðàâó ÷àñòèíó (5.7), òî îòðèìà¹ìî ùå îäíå

íàáëèæåííÿ, ÿêå ïîçíà÷èìî t(2):

t(2) = Mt(1) + b (5.9)

Ïðîäîâæóþ÷è òàêèì ÷èíîì, ìè ãåíåðó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü íàáëèæåíü íà-

ñòóïíèì ÷èíîì: Ìîæíà áóëî á ñïîäiâàòèñÿ, ùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü íàáëè-

æåíü t(0), t(1), t(2), . . . çáiãà¹òüñÿ äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó (5.7). Ìè íå ìà¹ìî
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äîñòàòíüî ìiñöÿ, ùîá çàãëèáëþâàòèñü ó òåîðåòè÷íi ìiðêóâàííÿ, íåîáõi-

äíi äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî. Äîñòàòíüî ñêàçàòè, ùî äëÿ êîíêðåòíî¨ çàäà÷i,

ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî, ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ

áóäü-ÿêîãî ðîçìiðó ñiòêè i äëÿ áóäü-ÿêîãî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ t(0).

Öÿ òåõíiêà ãåíåðàöi¨ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêó (5.7) ¹ ði-

çíîâèäîì òåõíiêè, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ iòåðàöi¹þ ßêîái ; ñàìi íàáëèæåííÿ

íàçèâàþòüñÿ iòåðàöiÿìè.

ßê ÷èñåëüíèé ïðèêëàä, çàñòîñó¹ìî iòåðàöiþ ßêîái äî îá÷èñëåííÿ

òåìïåðàòóð òî÷îê äðóãî¨ ñiòêè ó âèïàäêó (b).

Ïîêëàâøè t(0) = 0, ç ðiâíÿííÿ (5.2) ìà¹ìî

t(1) = Mt(0) + b = M0+ b = b =



.5000

.5000

.0000

.5000

.0000

.0000

.7500

.2500

.2500


t(2) = Mt(1) + b =
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

0
1

4
0 0 0 0 0 0 0

1

4
0

1

4

1

4
0 0 0 0 0

0
1

4
0 0

1

4
0 0 0 0

0
1

4
0 0

1

4
0

1

4
0 0

0 0
1

4

1

4
0

1

4
0

1

4
0

0 0 0 0
1

4
0 0 0

1

4

0 0 0
1

4
0 0 0

1

4
0

0 0 0 0
1

4
0

1

4
0

1

4

0 0 0 0 0
1

4
0

1

4
0





0.5000

0.5000

0.0000

0.5000

0.0000

0.0000

0.7500

0.2500

0.2500



+



0.5000

0.5000

0.0000

0.5000

0.0000

0.0000

0.7500

0.2500

0.2500



=



0.6250

0.7500

0.1250

0.8125

0.1875

0.0625

0.9375

0.5000

0.3125



.

Äåÿêi äîäàòêîâi iòåðàöi¨ ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä

t(3) =



0.6875

0.8906

0.2344

0.9688

0.3750

0.1250

1.0781

0.6094

0.3906



, t(10) =



0.7791

1.1230

0.4573

1.2770

0.7236

0.3131

1.2848

0.8827

0.5446



, t(20) =



0.7845

1.1380

0.4716

1.2963

0.7486

0.3263

1.2992

0.9010

0.5567



, t(30) =



0.7846

1.1383

0.4719

1.2967

0.7491

0.3265

1.2995

0.9014

0.5570



.

Âñi iòåðàöi¨, ïî÷èíàþ÷è ç òðèäöÿòî¨, äîðiâíþþòü t(30) ç òî÷íiñòþ äî

÷îòèðüîõ çíàêiâ ïiñëÿ êîìè. Îòæå, t(30) ¹ òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ç òî÷íiñòþ

äî ÷îòèðüîõ çíàêiâ ïiñëÿ êîìè. Öå óçãîäæó¹òüñÿ ç íàøèì ïîïåðåäíiì

ðåçóëüòàòîì, íàâåäåíèì ó ðiâíÿííi (5.4).

Iòåðàöiéíà ñõåìà ßêîái, çàñòîñîâàíà äî ëiíiéíî¨ ñèñòåìè (5.5) ç 49

íåâiäîìèìè, äà¹ iòåðàöi¨, ÿêi ïî÷èíàþòü ïîâòîðþâàòèñÿ ç òî÷íiñòþ äî

÷îòèðüîõ çíàêiâ ïiñëÿ êîìè ïiñëÿ 119 iòåðàöié. Òàêèì ÷èíîì, t(119) äàñòü

49 òåìïåðàòóð äëÿ âèïàäêó (c) ç òî÷íiñòþ äî ÷îòèðüîõ çíàêiâ ïiñëÿ

êîìè.
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5.4. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî

Ðîçãëÿíåìî ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ îá÷èñëåííÿ òåìïåðàòóðè â îäíié

âíóòðiøíié òî÷öi ñiòêè äèñêðåòíî¨ çàäà÷i áåç íåîáõiäíîñòi îá÷èñëþâàòè

òåìïåðàòóðè â iíøèõ âíóòðiøíiõ òî÷êàõ ñiòêè. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî äèñ-

êðåòíå âèïàäêîâå áëóêàííÿ âçäîâæ ñiòêè. Ïiä öèì ìè ðîçóìi¹ìî ñïðÿ-

ìîâàíèé øëÿõ âçäîâæ ëiíié ñiòêè (ðèñ. 1.25) ÿêà ç'¹äíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

Ðèñ. 1.25

òî÷îê ñiòi òàêèì ÷èíîì, ùî íàïðÿìîê ðóõó ç êîæíî¨ òî÷êè ñiòi âèáèðà¹-

òüñÿ âèïàäêîâèì ÷èíîì. Êîæåí ç ÷îòèðüîõ ìîæëèâèõ íàïðÿìêiâ âiäõîäó

âiä êîæíî¨ òî÷êè ñiòêè âçäîâæ øëÿõó ìà¹ áóòè îäíàêîâî éìîâiðíèì. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è âèïàäêîâi áëóêàííÿ, ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè òåìïåðàòóðó

â çàäàíié ìiæñiòêîâié òî÷öi íà îñíîâi íàñòóïíî¨ âëàñòèâîñòi.

Òåîðåìà 5.3 (Âëàñòèâiñòü âèïàäêîâèõ áëóêàíü). Íåõàé W1,W2, ...,Wn

� ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ áëóêàíü, êîæíå ç ÿêèõ ïî÷èíà¹òüñÿ ó çà-

äàíié âíóòðiøíié òî÷öi ñiòêè òà t∗1, t
∗
2, . . . , t

∗
n � òåìïåðàòóðè â ãðàíè-

÷íèõ òî÷êàõ ñiòêè, ÿêi âïåðøå çóñòði÷àþòüñÿ âçäîâæ êîæíîãî ç öèõ

âèïàäêîâèõ áëóêàíü.
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Òîäi ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ (t∗1+t∗2+. . .+t∗n)/n öèõ ãðàíè÷íèõ òåìïåðàòóð

íàáëèæà¹òüñÿ äî òåìïåðàòóðè â çàäàíié âíóòðiøíié òî÷öi ñiòêè ïðè

íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi êiëüêîñòi âèïàäêîâèõ áëóêàíü n.

Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ íàñëiäêîì âëàñòèâîñòi äèñêðåòíîãî ñåðåäíüîãî çíà-

÷åííÿ, ÿêié çàäîâîëüíÿþòü òåìïåðàòóðè òî÷îê ñiòêè. Äîâåäåííÿ âëàñòè-

âîñòi âèïàäêîâèõ áëóêàíü âêëþ÷à¹ åëåìåíòàðíi ïîíÿòòÿ ç òåîði¨ éìîâið-

íîñòåé, i ìè íå áóäåìî éîãî òóò íàâîäèòè.

Ó òàáëèöi 1.3 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè âåëèêî¨ êiëüêîñòi çãåíåðîâàíèõ

êîìï'þòåðîì âèïàäêîâèõ áëóêàíü äëÿ îöiíêè òåìïåðàòóðè t5 äåâ'ÿòè-

òî÷êîâî¨ ñiòêè äëÿ âèïàäêó (b) íà ðèñ. 1.25. Ó ïåðøîìó ñòîâï÷èêó íà-

âåäåíî íîìåð n âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ. Ó äðóãîìó ñòîâï÷èêó íàâåäåíî

òåìïåðàòóðó t∗n ãðàíè÷íî¨ òî÷êè, ùî çóñòði÷à¹òüñÿ ïåðøîþ íà âiäïîâiä-

íîìó âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ. Îñòàííié ñòîâï÷èê ìiñòèòü êóìóëÿòèâíå

ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ãðàíè÷íèõ òåìïåðàòóð, ùî çóñòði÷àþòüñÿ âçäîâæ n

âèïàäêîâèõ áëóêàíü. Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ 1000 âèïàäêîâèõ áëóêàíü ìè

ìà¹ìî íàáëèæåííÿ t5 ⋍ 0.7550. Öå ïîðiâíþ¹òüñÿ ç òî÷íèì çíà÷åííÿì

t5 = 0.7491, ÿêå ìè îöiíèëè ðàíiøå. ßê áà÷èìî, çáiæíiñòü äî òî÷íîãî

çíà÷åííÿ íå íàäòî øâèäêà.

5.5. Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Çàäà÷à 1.

1. Ïëàñòèíà ó ôîðìi êðóãëîãî äèñêà ìà¹ ãðàíè÷íi òåìïåðàòóðè 0◦ çëiâà

âiä éîãî îêðóæíîñòi òà 1◦ íà ïðàâié ïîëîâèíi îêðóæíîñòi. Íà äèñê íà-

êëàäåíî ñiòêó ç ÷îòèðìà âíóòðiøíiìè òî÷êàìè (äèâ. ðèñóíîê 1.26).

(a) Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü äèñêðåòíîãî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ, çà-

ïèøiòü ñèñòåìó 4× 4 ëiíiéíèõ ðiâíÿíü t = Mt+b, ÿêà âèçíà÷à¹ íàáëè-

æåíi òåìïåðàòóðè ó ÷îòèðüîõ âíóòðiøíiõ òî÷êàõ ñiòêè.

(b) Ðîçâ'ÿæiòü ëiíiéíó ñèñòåìó â ÷àñòèíi (a).

(c) Âèêîðèñòîâóþ÷è iòåðàöiéíó ñõåìó ßêîái ç t(0) = 0, çãåíåðóéòå iòå-

ðàöi¨ t(1), t(2), t(3), t(4) i t(5) äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè â ÷àñòèíi (a). ßêèì ¹

¾âåêòîð ïîõèáêè¿ t(5) − t, äå t- ðîçâ'ÿçîê, çíàéäåíèé ó ÷àñòèíi (b)?

47



n t∗ (t∗1 + . . .+ t∗n)/n

1 1 1.0000

2 2 1.5000

3 1 1.3333

4 0 1.0000

5 2 1.2000

6 0 1.0000

7 2 1.1429

8 0 1.0000

9 2 1.1111

10 0 1.0000

20 1 0.9500

30 0 0.8000

40 0 0.8250

50 2 0.8400

100 0 0.8300

150 1 0.8000

200 0 0.8050

250 1 0.8240

500 1 0.7860

1000 0 0.7550

Òàáë. 1.3

(d) Çà äîïîìîãîþ ïåâíèõ ñó÷àñíèõ ìåòîäiâ ìîæíà âèçíà÷èòè, ùî òî÷íi

òåìïåðàòóðè ç òî÷íiñòþ äî ÷îòèðüîõ çíàêiâ ïiñëÿ êîìè â ÷îòèðüîõ òî-

÷êàõ ñiòêè ñòàíîâëÿòü t1 = t3 = 0.2871 i t2 = t4 = 0.7129. ßêà ïîõèáêà ó

âiäñîòêàõ ó çíà÷åííÿõ, çíàéäåíèõ ó ÷àñòèíi (b)?

Çàäà÷à 2. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 5.1, çíàéäiòü òî÷íó òåìïåðàòóðó

ðiâíîâàãè â öåíòði äèñêà ó Çàäà÷i 1.

Çàäà÷à 3. Îá÷èñëèòè ïåðøi äâà iòåðàöi¨ t(1) i t(2) äëÿ âèïàäêó (b) íà

ðèñóíêó 10.10.3 ç äåâ'ÿòüìà âíóòðiøíiìè òî÷êàìè ñiòêè (äèâ. ðiâíÿííÿ
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Ðèñ. 1.26

(5.2)) ïðè çíà÷åííÿõ ïåðøèé iòåðàöiéíèé ïðîõiä âèáèðà¹òüñÿ ÿê

t(0) = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)T

Çàäà÷à 4. Âèïàäêîâå áëóêàííÿ, ïðîiëþñòðîâàíå íà ðèñóíêó 1.6 (a),

ìîæíà îïèñàòè øiñòüìà ñòðiëêàìè ←↓→→↑→, ÿêi âêàçóþòü íàïðÿì-

êè ðóõó ïî ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê ñiòêè âçäîâæ øëÿõó. Ðèñóíîê 1.27 (b)

ÿâëÿ¹ ñîáîþ ìàñèâ çi 100 çãåíåðîâàíèõ êîìï'þòåðîì âèïàäêîâî îði¹íòî-

âàíèõ ñòðiëîê, ðîçòàøîâàíèõ ó âèãëÿäi òàáëèöi 10×10. Âèêîðèñòîâóéòå

öi ñòðiëêè äëÿ âèçíà÷åííÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü äëÿ íàáëèæåíîãî âèçíà-

÷åííÿ òåìïåðàòóðè t5, ÿê ïîêàçàíî ó òàáëèöi 2.

Çðîáiòü öå íàñòóïíèì ÷èíîì:

1. Âiçüìiòü äâi îñòàííi öèôðè âàøî¨ çàëiêîâî¨ êíèæêè. Âèêîðèñòîâóéòå

îñòàííþ öèôðó, ùîá âêàçàòè ðÿäîê, à äðóãó - ùîá âêàçàòè ñòîâï÷èê.

2. Ïåðåéäiòü äî ñòðiëêè â ìàñèâi ç öèì ðÿäêîì i ñòîâïöåì íîìåð.

3. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ñòðiëêó ÿê âiäïðàâíó òî÷êó, ïåðåìiùàéòåñÿ ïî

ìàñèâó ñòðiëîê òàê, ÿê âè ÷èòà¹òå êíèãó (çëiâà íàïðàâî i çâåðõó âíèç).

äîíèçó). Ïî÷èíàþ÷è ç òî÷êè, ïîçíà÷åíî¨ t5 íà ðèñóíêó 1.27 (a) i âèêîðè-

ñòîâóþ÷è öþ ïîñëiäîâíiñòü ñòðiëîê, ùîá çàäàòè ïîñëiäîâíiñòü íàïðÿì-

êiâ, ðóõàéòåñÿ âiä òî÷êè äî òî÷êè ñiòêè, äîêè íå äîñÿãíåòå ãðàíè÷íî¨

òî÷êè ñiòi. Íà öüîìó çàâåðøèòüñÿ ïåðøå âèïàäêîâå áëóêàííÿ. Çàïèøiòü
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Ðèñ. 1.27

òåìïåðàòóðó â ãðàíè÷íié òî÷öi ñiòêè. (ßêùî âè äiéøëè äî êiíöÿ ìàñèâó

ñòðiëîê, ïðîäîâæóéòå ðóõ çà ñòðiëêîþ ó âåðõíüîìó ëiâîìó êóòi).

4. Ïîâåðíiòüñÿ äî âíóòðiøíüî¨ òî÷êè ñiòêè, ïîçíà÷åíî¨ t5, i ïî÷íiòü ç

òîãî ìiñöÿ, äå âè çóïèíèëèñÿ ó ìàñèâi ñòðiëîê; çãåíåðóéòå íàñòóïíèé

âèïàäêîâå áëóêàííÿ. Ïîâòîðþéòå öåé ïðîöåñ äî òèõ ïið, ïîêè íå çðîáè-

òå 10 âèïàäêîâèõ áëóêàíü i íå çàïèøåòå 10 ãðàíè÷íèõ òåìïåðàòóð.

5. Îá÷èñëiòü ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ 10 çàïèñàíèõ ãðàíè÷íèõ òåìïåðàòóð çà-

ïèñàíèõ 10 ãðàíè÷íèõ òåìïåðàòóð. (Òî÷íå çíà÷åííÿ t5 = 0.7491).
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6. Ïîáóäîâà êðèâèõ i ïîâåðõîíü çà çàäàíèìè

òî÷êàìè.

Òóò áóäå îïèñàíî ìåòîä, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ âèçíà÷íèêè äëÿ ïîáó-

äîâè ïðÿìèõ, êië òà çàãàëüíèõ êîíi÷íèõ ïåðåðiçiâ ÷åðåç çàäàíi òî÷êè

íà ïëîùèíi. Öåé ìåòîä òàêîæ çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè ïëîùèí

i ñôåð ó 3-âèìiðíîìó ïðîñòîði ÷åðåç ôiêñîâàíi òî÷êè.

Ç òåîðåìè Êðàìåðà äëÿ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì âèïëèâà¹ íà-

ñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1. Îäíîðiäíà ëiíiéíà ñèñòåìà ç òàêîþ êiëüêiñòþ ðiâíÿíü,

ÿêà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåâiäîìèõ, ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âèçíà÷íèê ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ìè ïîêàæåìî, ÿê öåé ðåçóëüòàò ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ âèçíà÷åííÿ

ðiâíÿíü ðiçíèõ êðèâèõ i ïîâåðõîíü, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç çàäàíi òî÷êè.

6.1. Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè.

Íåõàé (x1, y1) i (x2, y2) - äâi ðiçíi òî÷êè íà ïëîùèíi. Iñíó¹ ¹äèíà ïðÿìà

c1 x+ c2 y + c3 = 0, (6.1)

ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öi äâi òî÷êè (ðèñóíîê 1.28).

x

y

(x1, y1)
(x2, y2)

Ðèñ. 1.28

Âiäìiòèìî, ùî c1, c2 i c3 ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè óìîâó c21+c22+c23 ̸= 0.

Îñêiëüêè (x1, y1) i (x2, y2) ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, ïiäñòàíîâêà ¨õ ó (6.1)
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äà¹ äâà ðiâíÿííÿ

c1 x1 + c2 y1 + c3 = 0 (6.2)

c1 x2 + c2 y2 + c3 = 0 (6.3)

Òðè ðiâíÿííÿ (6.1), (6.2) i (6.3) ìîæíà çãðóïóâàòè i ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi
x c1 +y c2 +c3 = 0;

x1c1 +y1c2 +c3 = 0;

x2c1 +y2c2 +c3 = 0;

ùî ¹ îäíîðiäíîþ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç òðüîìà íåâiäîìèìè c1, c2
i c3.

Îñêiëüêè c1, c2 i c3 îäíî÷àñíî íå äîðiâíþþòü íóëþ, öÿ ñèñòåìà ìà¹

íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òîìó âèçíà÷íèê ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè

ïîâèíåí äîðiâíþâàòè íóëþ. Òîáòî∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

x1 y1 1

x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (6.4)

Îòæå, êîæíà òî÷êà (x, y) íà ïðÿìié çàäîâîëüíÿ¹ (6.4); i íàâïàêè, ìî-

æíà ïîêàçàòè, ùî êîæíà òî÷êà (x, y), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (6.4), ëåæèòü íà

ïðÿìié.

Ïðèêëàä 6.1 (Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨). Çíàéòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõî-

äèòü ÷åðåç äâi òî÷êè (2, 1) i (3, 7).

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Ïiäñòàâèâøè êîîðäèíàòè äâîõ òî÷îê ó ðiâíÿííÿ (6.4), îòðè-

ìà¹ìî ∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

2 1 1

3 7 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðîçêëàä âèçíà÷íèêà ïî ïåðøîìó ðÿäêó äà¹ øóêàíå ðiâíÿííÿ

6x+ y + 11 = 0.
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6.2. Ðiâíÿííÿ êîëà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè òî÷êè.

Ïðèïóñòèìî, ùî íà ïëîùèíi ¹ òðè ðiçíi òî÷êè (x1, y1), (x2, y2) i (x3, y3),

ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Ç àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ ìè çíà¹ìî, ùî

iñíó¹ ¹äèíå êîëî, ñêàæiìî

c1 (x2 + y2) + c2 x+ c3 y + c4 = 0, (6.5)

ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç íèõ (äèâ. Ðèñ. 1.19).

Ðèñ. 1.29

Ïiäñòàâèâøè êîîðäèíàòè òðüîõ òî÷îê ó öå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

c1 (x2
1 + y21) + c2 x1 + c3 y1 + c4 = 0; (6.6)

c1 (x2
2 + y22) + c2 x2 + c3 y2 + c4 = 0; (6.7)

c1 (x2
3 + y23) + c2 x3 + c3 y3 + c4 = 0 (6.8)

ßê i ðàíiøå, ðiâíÿííÿ (6.5) - (6.8) óòâîðþþòü îäíîðiäíó ëiíiéíó ñèñòåìó

ç íåòðèâiàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì äëÿ c1, c2, c3 i c4.

Òàêèì ÷èíîì, âèçíà÷íèê ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ äîðiâíþ¹ íóëþ:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 + y2 x y 1

x2
1 + y21 x1 y1 1

x2
2 + y22 x2 y2 1

x2
3 + y23 x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (6.9)

Öå ôîðìà âèçíà÷íèêà äëÿ ðiâíÿííÿ êîëà.

Ïðèêëàä 6.2 (Ðiâíÿííÿ êîëà). Çíàéòè ðiâíÿííÿ êîëà, ÿêå ïðîõîäèòü

÷åðåç òðè òî÷êè (1, 7), (6, 2) i (4, 6).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàâèâøè êîîðäèíàòè òðüîõ òî÷îê ó ðiâíÿííÿ (6.9),

îòðèìà¹ìî ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 + y2 x y 1

50 1 7 1

40 6 2 1

52 4 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

ùî çâîäèòüñÿ äî

10 (x2 + y2)− 20 x− 40 y − 200 = 0

Ó ñòàíäàðòíîìó âèãëÿäi öå ìà¹ âèãëÿä

(x− 1)2 + (y − 2)2 = 52.

Òàêèì ÷èíîì, êîëî ìà¹ öåíòð (1, 2) i ðàäióñ 5.

6.3. Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ êîíi÷íîãî ïåðåðiçó íà ïëîùèíi.

Çàãàëüíèé ïåðåðiç êîíóñà ÷åðåç ï'ÿòü òî÷îê Ó ñâî¨é ôóíäàìåíòàëüíié

ïðàöi ¾Ìàòåìàòè÷íi íà÷àëà¿ Iññàê Íüþòîí ïîñòàâèâ i ðîçâ'ÿçàâ íàñòó-

ïíó çàäà÷ó:¾Îïèñàòè åëiïñ, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç ï'ÿòü çàäàíèõ òî÷îê¿.

Íüþòîí ðîçâ'ÿçàâ öþ çàäà÷ó ãåîìåòðè÷íî, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñóíêó 1.30,

äå âií ïðîâiâ åëiïñ ÷åðåç òî÷êè A, B, D, P, C. Òóò ïîêàçàíî, ùî ìåòîäè

öüîãî ðîçäiëó òàêîæ ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi i â öüîìó âèïàäêó.

Ðèñ. 1.30

Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ êîíi÷íîãî ïåðåðiçó íà ïëîùèíi (ïàðàáîëè, ãiïåð-
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áîëè àáî åëiïñà, àáî âèðîäæåíèõ ôîðì öèõ êðèâèõ) ìà¹ âèãëÿä

c1x
2 + c2xy + c3y

2 + c4x+ c5y + c6 = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ìiñòèòü øiñòü êîåôiöi¹íòiâ, àëå ìè ìîæåìî çìåíøèòè ¨õ

êiëüêiñòü äî ï'ÿòè, ÿêùî ðîçäiëèìî íà áóäü-ÿêèé ç íèõ, âiäìiííèé âiä

íóëÿ. Òàêèì ÷èíîì, ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ëèøå ï'ÿòü êîåôiöi¹íòiâ, òî-

ìó äëÿ âèçíà÷åííÿ ðiâíÿííÿ êîíi÷íîãî ïåðåðiçó äîñòàòíüî ï'ÿòè ðiçíèõ

òî÷îê íà ïëîùèíi (ðèñ. 1.31).

Ðèñ. 1.31

ßê i ðàíiøå, ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi âèçíà÷íèêà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 x · y y2 x y 1

x2
1 x1 · y1 y21 x1 y1 1

x2
2 x2 · y2 y22 x2 y2 1

x2
3 x3 · y3 y23 x3 y3 1

x2
4 x4 · y4 y24 x4 y4 1

x2
5 x5 · y5 y25 x5 y5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (6.10)

Ïðèêëàä 6.3 (Ðiâíÿííÿ îðáiòè). Àñòðîíîì, ÿêèé õî÷å âèçíà÷èòè îð-

áiòó àñòåðî¨äà íàâêîëî Ñîíöÿ, ñòâîðþ¹ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ó

ïëîùèíi îðáiòè ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò íà Ñîíöi. Ïî îñÿõ âiäêëàäàþòüñÿ

àñòðîíîìi÷íi îäèíèöi âèìiðþâàííÿ (1 àñòðîíîìi÷íà îäèíèöÿ = ñåðåäíÿ

âiäñòàíü âiä Çåìëi äî Ñîíöÿ = 93 ìiëüéîíè ìèëü). Çà ïåðøèì çàêî-

íîì Êåïëåðà, îðáiòà ïîâèííà áóòè åëiïñîì, òîìó àñòðîíîì ïðîâîäèòü

ï'ÿòü ñïîñòåðåæåíü àñòåðî¨äà â ï'ÿòü ðiçíèõ ìîìåíòiâ ÷àñó i çíàõîäèòü
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ï'ÿòü òî÷îê âçäîâæ îðáiòè (8.025, 8.310), (10.170, 6.355), (11.202, 3.212),

(10.736, 0.375), (9.092,−2.267). Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ îðáiòè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàâèâøè êîîðäèíàòè ï'ÿòè çàäàíèõ òî÷îê ó (6.10) òà

îêðóãëèâøè äî òðüîõ çíàêiâ ïiñëÿ êîìè äàþòü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 x · y y2 x y 1

64.401 66.688 69.056 8.025 8.310 1

103.429 64.630 40.386 10.170 6.355 1

125.485 35.981 10.317 11.202 3.212 1

115.262 4.026 0.141 10.736 0.375 1

82.664 −20.612 5.139 9.092 −2.267 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ðîçêëàâøè öåé âèçíà÷íèê ïî ïåðøîìó ðÿäêó, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ îð-

áiòè àñòåðî¨äà

386.802x2−102.895xy+446.029y2−2476.443x−1427.998y−17109.375 = 0.

Íà ðèñóíêó 1.32 çîáðàæåíî îðáiòà àñòåðî¨äà ðàçîì ç ï'ÿòüìà çàäàíèìè

òî÷êàìè.

Ðèñ. 1.32

6.4. Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè òî÷êè.

Ïëîùèíà ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði ç ðiâíÿííÿì

c1 x+ c2 y + c3 z + c4 = 0,
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ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) i (x3, y3, z3),

çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ðiâíÿííÿì∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1

x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (6.11)

Ïðèêëàä 6.4 (Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè). Çíàéòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà

ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè (1, 1, 0), (2, 0,−1) òà (2, 9, 2).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ìà¹ âèãëÿä:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1

1 1 0 1

2 0 −1 1

2 9 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

ùî çâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íãî ðiâíÿííÿ

2 x− y + 3 z − 1 = 0.

6.5. Ðiâíÿííÿ ñôåðè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ÷îòèðè òî÷êè.

Ðiâíÿííÿ ñôåðè ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði ç ðiâíÿííÿì

c1(x
2 + y2 + z2) + c2x+ c3y + c4z + c5 = 0,

ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ÷îòèðè íåêîïëàíàðíi òî÷êè (x1, y1, z1), (x2, y2, z2),

(x3, y3, z3) òà (x4, y4, z4), çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ðiâíÿííÿì:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 + y2 + z2 x y z 1

x2
1 + y21 + z21 x1 y1 z1 1

x2
2 + y22 + z22 x2 y2 z2 1

x2
3 + y23 + z23 x3 y3 z3 1

x2
4 + y24 + z24 x4 y4 z4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (6.12)

Ïðèêëàä 6.5 (Ðiâíÿííÿ ñôåðè.). Çíàéòè ðiâíÿííÿ ñôåðè, ÿêà ïðîõî-

äèòü ÷åðåç ÷îòèðè òî÷êè (0, 3, 2), (1,−1, 1), (2, 1, 0) òà (5, 1, 3)
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðiâíÿííÿ ñôåðè ìà¹ âèãëÿä∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 + y2 + z2 x y z 1

13 0 3 2 1

3 1 −1 1 1

5 2 1 0 1

35 5 1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî

x2 + y2 + z2 − 4 x− 2 y − 6 z + 5 = 0,

ùî ó ñòàíäàðòíîìó âèãëÿäi ìà¹ âèãëÿä

(x− 2)2 + (y − 1)2 + (z − 3)2 = 9.

6.6. Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Âïðàâà 1. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ïðÿìèõ, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç íàñòóïíi

òî÷êè:

(a) (1,−1), (2, 2);
(b) (0, 1), (1,−1).
Âïðàâà 2..Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ êië, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç íàñòóïíi òî÷êè:

(a) (2, 6), (2, 0), (5, 3);

(b) (2,−2), (3, 5), (−4, 6).
Âïðàâà 3. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêèé ïðîõîäèòü

÷åðåç òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè (0, 0), (0,−1), (2, 0), (2,−5) i (4,−1).
Âïðàâà 4. Çíàéòè ðiâíÿííÿ ïëîùèí ó 3-âèìiðíîìó ïðîñòîði, ÿêi ïðî-

õîäÿòü ÷åðåç íàñòóïíi òî÷êè:

(a) (1, 1,−3), (1,−1, 1), (0,−1, 2);
(b) (2, 3, 1), (2,−1,−1), (1, 2, 1).
Âïðàâà 5. (a) Çìiíiòü ðiâíÿííÿ (7.5) òàê, ùîá âîíî âèçíà÷àëî ïëîùè-

íó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i ïàðàëåëüíà ïëîùèíi, ÿêà

ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè çàäàíi íåêîëiíåàðíi òî÷êè.

(b) Çíàéäiòü äâi ïëîùèíè, îïèñàíi â ÷àñòèíi (a), ùî âiäïîâiäàþòü òðié-

êàì òî÷îê ó âïðàâàõ 4(a) i 4(b).
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Âïðàâà 6. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ñôåð ó 3-âèìiðíîìó ïðîñòîði, ÿêi ïðîõî-

äÿòü ÷åðåç íàñòóïíi òî÷êè:

(a) (1, 2, 3), (−1, 2, 1), (1, 0, 1),(1, 2,−1);
(b) (0, 1,−2), (1, 3, 1), (2,−1, 0), (3, 1,−1).

Âïðàâà 7.(a) Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî äåâ'ÿòü òî÷îê (xi, yi) äëÿ i = 1, 2, 3, . . . , 9

ëåæàòü íà öié ïîâåðõíi, i ÿêùî âîíè îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ðiâíÿííÿ

öi¹¨ ïîâåðõíi, òî ¨¨ ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ðiâíîñòi:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 y2 z2 xy xz yz x y z 1

x2
1 y21 z21 x1y1 x1z1 y1z1 x1 y1 z1 1

x2
2 y22 z22 x2y2 x2z2 y2z2 x2 y2 z2 1

x2
3 y23 z23 x3y3 x3z3 y3z3 x3 y3 z3 1

x2
4 y24 z24 x4y4 x4z4 y4z4 x4 y4 z4 1

x2
5 y25 z25 x5y5 x5z5 y5z5 x5 y5 z5 1

x2
6 y26 z26 x6y6 x6z6 y6z6 x6 y6 z6 1

x2
7 y27 z27 x7y7 x7z7 y7z7 x7 y7 z7 1

x2
8 y28 z28 x8y8 x8z8 y8z8 x8 y8 z8 1

x2
9 y29 z29 x9y9 x9z9 y9z9 x9 y9 z9 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

(b) Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ó ÷àñòèíi (a), çíàéäiòü ðiâíÿííÿ êâà-

äðàòè÷íî¨ ïîâåðõíi, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (1, 2, 3), (2, 1, 7), (0, 4, 6),

(3,−1, 4), (3, 0, 11), (−1, 5, 8), (9,−8, 3), (4, 5, 3), i (−2, 6, 10).

Âïðàâà 8.(a) Ãiïåðïëîùèíà ó n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn

ìà¹ ðiâíÿííÿ âèäó

a1x1 + a2x2 + a3x3 + . . .+ anxn + an+1 = 0, (6.13)

äå ai, i = 1, 2, 3, . . . , n + 1, ¹ êîíñòàíòàìè, íå âñi ç ÿêèõ äîðiâíþþòü

íóëþ, à xi, i = 1, 2, 3, . . . , n � çìiííi, äëÿ ÿêèõ (x1, x2, x3, ld, xn) ∈ Rn

Òî÷êà (x10, x20, x30, . . . , xn0) ∈ Rn íàëåæèòü ãiïåðïëîùèíi, ÿêùî

a1 x10 + a2 x20 + a3 x30 + . . .+ an xn0 + an+1 = 0

Âðàõîâóþ÷è, ùî n òî÷îê (x1i, x2i, x3i, . . . , xni), i = 1, 2, 3, . . . , n, ëå-
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æàòü íà öié ãiïåðïëîùèíi i ùî âîíè îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ðiâíÿííÿ

ãiïåðïëîùèíè, ïîêàæiòü, ùî ðiâíÿííÿ ãiïåðïëîùèíè ìîæíà çàïèñàòè ó

âèçíà÷àëüíié ôîðìi ó âèãëÿäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3 . . . xn 1

x11 x21 x31 . . . xn1 1

x12 x22 x32 . . . xn2 1

x13 x23 x33 . . . xn3 1
...

...
...

. . .
...

....

x1n x2n x3n . . . xnn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

(b) Âèçíà÷òå ðiâíÿííÿ ãiïåðïëîùèíè â R9, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç íàñòóïíi

äåâ'ÿòü òî÷îê: (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9), (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 1),(3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 1, 2),

(4, 5, 6, 7, 8, 9, 1, 2, 3),(5, 6, 7, 8, 9, 1, 2, 3, 4), (6, 7, 8, 9, 1, 2, 3, 4, 5),

(7, 8, 9, 1, 2, 3, 4, 5, 6), (8, 9, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), (9, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8).
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7. Iíòåðïîëÿöiÿ ìíîãî÷ëåíiâ òà ëiíåàðèçàöiÿ.

7.1. Iíòåðïîëÿöiÿ ìíîãî÷ëåíiâ

Âàæëèâîþ ïðîáëåìîþ ó ðiçíèõ çàñòîñóâàííÿõ ¹ çíàõîäæåííÿ ïîëi-

íîìà, ãðàôiê ÿêîãî ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíó ìíîæèíó òî÷îê íà ïëîùè-

íi. Òàêèé ìíîãî÷ëåí íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ

çàäàíèõ òî÷îê.

Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì òàêî¨ çàäà÷i ¹ çíàõîäæåííÿ ëiíiéíîãî ìíî-

ãî÷ëåíà

p(x) = a x+ b (7.1)

ãðàôiê ÿêîãî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi âiäîìi ðiçíi òî÷êè òà , íà ïëîùèíi

x y (Ðèñóíîê 1.33). Âè, íàïåâíî, çóñòði÷àëèñÿ ç ðiçíèìè ìåòîäàìè â

àíàëiòè÷íié ãåîìåòði¨ äëÿ çíàõîäæåííÿ ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü

÷åðåç äâi òî÷êè, àëå òóò ìè íàâåäåìî ìåòîä, çàñíîâàíèé íà ñèñòåìàõ

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü , ÿêèé ìîæíà àäàïòóâàòè äî çàãàëüíî¨ ïîëiíîìiàëüíî¨

iíòåðïîëÿöi¨.

x

y

(x1, y1)
(x2, y2)

y = ax+ b

Ðèñ. 1.33

Ãðàôiêîì ðiâíÿííÿ (7.1) ¹ ïðÿìà y = ax+b, i äëÿ òîãî, ùîá öÿ ïðÿìà

ïðîõîäèëà ÷åðåç òî÷êè (x1, y1) i (x2, y2), ìè ïîâèííi ìàòè

y1 = ax1 + b òà y2 = ax2 + b.

Îòæå, íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè a i b ìîæíà îòðèìàòè, ðîçâ'ÿçàâøè ëiíiéíó
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ñèñòåìó {
ax1 + b = y1

ax2 + b = y2.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ ñèñòåìè íàì íå ïîòðiáíî íiÿêèõ õèòðîìóäðèõ ìå-

òîäiâ - çíà÷åííÿ a ìîæíà îòðèìàòè øëÿõîì âiäíiìàííÿ ðiâíÿíü, ùîá

âèêëþ÷èòè b, à ïîòiì çíà÷åííÿ a ìîæíà ïiäñòàâèòè â áóäü-ÿêå ç ðiâ-

íÿíü, ùîá çíàéòè b. Ìè çàëèøà¹ìî â ÿêîñòi âïðàâè çíàéòè a i b, à ïîòiì

ïîêàçàòè, ùî âîíè ìîæóòü áóòè âèðàæåíi ó âèãëÿäi

a =
y2 − y1
x2 − x1

i b =
y1x2 − y2x1

x2 − x1
(7.2)

ïðè óìîâi, ùîx1 ̸= x2. Òàêèì ÷èíîì, íàïðèêëàä, ïðÿìà y = ax+ b, ÿêà

ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (2, 1) i (5, 4) ìîæíà îòðèìàòè, âçÿâøè (x1, y1) =

(2, 1) i (x2, y2) = (5, 4), ó öüîìó âèïàäêó (7.2) äà¹

a =
4− 1

5− 2
= 1 i b =

1 · 5− 4 · 2
5− 2

= −1.

Îòæå, ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ìà¹ âèãëÿä

y = x− 1. (7.3)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíó çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ìíîãî÷ëåíà, ãðà-

x

y

1 2 3 4 5

1

2

3

4

(2, 1)

(5, 4)
y = x− 1

Ðèñ. 1.34

ôiê ÿêîãî ïðîõîäèòü ÷åðåç n òî÷îê ç ðiçíèìè êîîðäèíàòàìè x

(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), . . . , (xn, yn) (7.4)

Îñêiëüêè ïîòðiáíî çàäîâîëüíèòè n óìîâ, iíòó¨öiÿ ïiäêàçó¹, ùî ñëiä ïî-
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÷àòè ç ïîøóêó ìíîãî÷ëåíà âèäó

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ an−1x

n−1 (7.5)

îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí òàêîãî âèãëÿäó ìà¹ n êîåôiöi¹íòiâ, ÿêi ¹ ó íàøîìó

ðîçïîðÿäæåííi, ùîá çàäîâîëüíèòè òîäiøíiì óìîâàì. Îäíàê ìè õî÷åìî

ïåðåäáà÷èòè âèïàäêè, êîëè òî÷êè ìîæóòü ëåæàòè íà îäíié ïðÿìié àáî

ìàòè iíøó êîíôiãóðàöiþ, ÿêà á äîçâîëèëà âèêîðèñòîâóâàòè ìíîãî÷ëåí

çi ñòåïåíåì, ìåíøèì çà n− 1; òàêèì ÷èíîì, ìè äîïóñêà¹ìî ìîæëèâiñòü

òîãî, ùî an−1 òà iíøi êîåôiöi¹íòè ó (7.5) ìîæóòü äîðiâíþâàòè íóëþ.

Íàñòóïíà òåîðåìà, ÿêó ìè äîâåäåìî äàëi â òåêñòi, ¹ îñíîâíèì ðåçóëü-

òàòîì ïîëiíîìiàëüíî¨ iíòåðïîëÿöi¨.

Òåîðåìà 7.1 (Ïîëiíîìiàëüíà iíòåðïîëÿöiÿ). Äëÿ äîâiëüíèõ n òî÷îê íà

ïëîùèíi xy ç ðiçíèìè êîîðäèíàòàìè x iñíó¹ ¹äèíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ

n− 1 àáî ìåíøå, ãðàôiê ÿêîãî ïðîõîäèòü ÷åðåç öi òî÷êè.

Ðîçãëÿíåìî, ÿê ìîæíà çíàéòè iíòåðïîëþþ÷èé ìíîãî÷ëåí (7.5), ãðà-

ôiê ÿêîãî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (7.4).

Îñêiëüêè ãðàôiê öüîãî ïîëiíîìà ¹ ãðàôiêîì ðiâíÿííÿ

y = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ an−1x

n−1 (7.6)

òî êîîðäèíàòè òî÷îê ãðàôiêà ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ñèñòåìi ðiâíÿíü
a0 + a1x1 + a2x

2
1+ . . . +an−1x

n−1
1 = y1

a0 + a1x2 + a2x
2
2+ . . . +an−1x

n−1
2 = y2

...
. . .

...
...

a0 + a1xn + a2x
2
n+ . . . +an−1x

n−1
n = yn.

(7.7)

Ó öèõ ðiâíÿííÿõ çíà÷åííÿ x òà y ââàæàþòüñÿ âiäîìèìè, òîìó ìè ìîæå-

ìî ðîçãëÿäàòè ¨õ ÿê ëiíiéíó ñèñòåìó ó íåâiäîìèõa0, a1, . . . , an−1. Ç öi¹¨
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òî÷êè çîðó ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ äëÿ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä
1 x1 x2

1 . . . xn−1
1 y1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2 y2
...

...
...

. . .
...

...

1 xn x2
n . . . xn−1

n yn

 , (7.8)

i, îòæå, iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì ìîæíà çíàéòè, ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòå-

ìó (âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, îñêiëüêè âèçíà÷íèê êîåôiöi¹íòiâ ñèñòå-

ìè ¹ âèçíà÷íèêîì Âðîíñüêîãî, ÿêèé âiäìiííèé âiä 0, ÿêùî xi ̸= xj).

Ïðèêëàä 7.1. Ïîëiíîìiàëüíà iíòåðïîëÿöiÿ.

Çíàéòè êóái÷íèé ïîëiíîì, ãðàôiê ÿêîãî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (1, 3),

(2,−2), (3,−5), (4, 0).

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Îñêiëüêè òî÷îê ÷îòèðè, âèêîðèñòà¹ìî iíòåðïîëþþ÷èé ìíî-

ãî÷ëåí ñòåïåíÿ n = 3. Ïîçíà÷èìî öåé ìíîãî÷ëåí ÷åðåç p(x) = a0+a1x+

a2x
2 + a3x

3 i ïîçíà÷èìî x � òà y � êîîðäèíàòè çàäàíèõ òî÷îê ÷åðåç

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4 òà y1 = 3, y2 = −2, y3 = −5, y4 = 0. Òàêèì

÷èíîì, ç (14) âèïëèâà¹, ùî äîïîâíåíà ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ïðè

íåâiäîìèõ a0, a1, a2, a3 ìà¹ âèãëÿä
1 x1 x2

1 x3
1 y1

1 x2 x2
2 x3

2 y2

1 x3 x2
3 x3

3 y3

1 x4 x2
4 x3

4 y4

 =


1 1 1 1 3

1 2 4 8 −2
1 3 9 27 −5
1 4 16 64 0

 .

Çàëèøà¹ìî âàì ïiäòâåðäèòè, ùî ñêîðî÷åíà ôîðìà ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ

öi¹¨ ìàòðèöi ìà¹ âèãëÿä
1 0 0 0 4

0 1 0 0 3

0 0 1 0 −5
0 0 0 1 1

 .

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî a0 = 4, a1 = 3, a2 = −5, a3 = 1. Òàêèì ÷èíîì,
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iíòåðïîëþþ÷èé ìíîãî÷ëåí ìà¹ âèãëÿä

p(x) = 4 + 3x− 5x2 + x3

Ãðàôiê öüîãî ïîëiíîìà òà çàäàíi òî÷êè ïîêàçàíî íà ðèñóíêó 1.35.

−1 1 2 3 4

−5
−4
−3
−2
−1

1

2

3

4

x

y

Ðèñ. 1.35

Çàóâàæåííÿ. Ïiçíiøå ìè íàâåäåìî åôåêòèâíiøèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ

iíòåðïîëÿöiéíèõ ïîëiíîìiâ, ÿêèé êðàùå ïiäõîäèòü äëÿ çàäà÷ ç âåëèêîþ

êiëüêiñòþ òî÷îê äàíèõ.

7.2. Íàáëèæåíi îá÷èñëåííÿ

Ó ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi òà îá÷èñëþâàëüíié ìàòåìàòèöi ÷àñòî âèíè-

êàþòü çàäà÷i, ÿêi íåìîæëèâî ðîçâ'ÿçàòè òî÷íèìè ìåòîäàìè. Ìíîãî÷ëå-

íè, çàâäÿêè ñâî¨ì âëàñòèâîñòÿì, ñòàþòü ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ

íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü.

Ìíîãî÷ëåíè ìàþòü êiëüêà ôóíäàìåíòàëüíèõ âëàñòèâîñòåé, ùî ðî-

áëÿòü ¨õ îñîáëèâî öiííèìè äëÿ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü:

� Ïðîñòîòà îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü

� Ëåãêiñòü äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ

� Ìîæëèâiñòü àïðîêñèìàöi¨ ñêëàäíèõ ôóíêöié

� Äîáðà îáóìîâëåíiñòü îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòìiâ
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Íåõàé ìà¹ìî ôóíêöiþ f(x), ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó [a, b].

Îñíîâíà iäåÿ ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi ìíîãî÷ëåíà p(x) ñòåïåíÿ n:

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n (7.9)

òàêîãî, ùî p(x) "äîñòàòíüî äîáðå"íàáëèæà¹ f(x) íà çàäàíîìó âiäðiç-

êó.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà. Íåõàé ïîòði-

áíî îá÷èñëèòè
bw

a

f(x)dx (7.10)

äå ïåðâiñíà ôóíêöi¨ f(x) íå âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨.

Àëãîðèòì ðîçâ'ÿçàííÿ âêëþ÷à¹ íàñòóïíi êðîêè:

1. Âèáið âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨ x0, x1, . . . , xn

2. Îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêöi¨ f(xi) ó âóçëàõ

3. Ïîáóäîâà iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà p(x)

4. Iíòåãðóâàííÿ îòðèìàíîãî ìíîãî÷ëåíà

ßêiñòü àïðîêñèìàöi¨ çàëåæèòü âiä êiëüêîõ ôàêòîðiâ:

� Ñòåïåíÿ ìíîãî÷ëåíà n.

� Âèáîðó âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨.

� Ãëàäêîñòi ôóíêöi¨ f(x).

� Äîâæèíè iíòåðâàëó àïðîêñèìàöi¨.

Ïðèêëàä 7.2 (Íàáëèæåíå iíòåãðóâàííÿ.). Íå iñíó¹ ñïîñîáó îá÷èñëèòè

iíòåãðàë
1w

0

p(x)dx
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áåçïîñåðåäíüî, îñêiëüêè íå iñíó¹ ñïîñîáó âèðàçèòè ïåðâiñíó ÷åðåç åëå-

ìåíòàðíi ôóíêöi¨. Öåé iíòåãðàë ìîæíà íàáëèæåíî îá÷èñëèòè çà ïðàâè-

ëîì Ñiìïñîíà àáî iíøèì ïîäiáíèì ìåòîäîì, àëå àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä

ïîëÿãà¹ â àïðîêñèìàöi¨ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ iíòåðïîëþþ÷èì ïîëiíî-

ìîì òà íàñòóïíîìó iíòåãðóâàííi iíòåðïîëþþ÷îãî ïîëiíîìà. Íàïðèêëàä,

ðîçãëÿíåìî ï'ÿòü òî÷îê

x0 = 0, x1 = 0.25, x2 = 0.5, x3 = 0.75, x4 = 1,

ÿêi ðîçáèâàþòü ïðîìiæîê [0, 1] íà ÷îòèðè ðiâíîâiääàëåíi ïiäiíòåðâàëè

(ðèñóíîê 1.36). Ïðè öüîìó, çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

Ðèñ. 1.36

f(x) = sin

(
πx2

2

)
ó öèõ òî÷êàõ ïðèáëèçíî äîðiâíþþòü

f(0) = 0, f(0.25) = 0.098017, f(0.5) = 0.382683,

f(0.75) = 0.77301, f(1) = 1.

Iíòåðïîëþþ÷èé ïîëiíîì ìà¹ âèãëÿä (ïåðåâiðèòè)

p(x) = 0.098796x+ 0.762356x2 + 2.14429x3 − 2.00544x4 (7.11)

i
1w

0

p(x)dx =

1w

0

(
0.098796x+ 0.762356x2 + 2.14429x3 − 2.00544x4

)
dx ≈ 0.438501

(7.12)
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ßê ïîêàçàíî íà ðèñóíêó 1.36, ãðàôiêè f(x) i p(x) äóæå áëèçüêî çáiãàþ-

òüñÿ íà iíòåðâàëi [0, 1], òîìó àïðîêñèìàöiÿ ¹ äîñèòü õîðîøîþ.

7.3. Ëiíåàðèçàöiÿ.

Ëiíåàðèçàöiÿ ¹ ïîòóæíèì ìàòåìàòè÷íèì iíñòðóìåíòîì, ÿêèé äî-

çâîëÿ¹ çâåñòè íåëiíiéíi çàäà÷i äî ëiíiéíèõ, ùî çíà÷íî ñïðîùó¹ ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ó ñó÷àñíié ïðèêëàäíié ìàòåìàòèöi öåé ìåòîä ìà¹ øèðîêå çàñòîñóâà-

ííÿ: âiä àñòðîíîìi¨ äî ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ.

Íåõàé ìà¹ìî íåëiíiéíó ôóíêöiþ àáî ñèñòåìó ðiâíÿíü. Ëiíåàðèçàöiÿ

äîçâîëÿ¹ íàì àïðîêñèìóâàòè ¨¨ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå ìîæíà

îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ìàòðèöü òà âåêòîðiâ. Öåé ïðîöåñ ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê âiäîáðàæåííÿ çi ñêëàäíîãî íåëiíiéíîãî ïðîñòîðó ó ïðîñòið

ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü.

Ðîçãëÿíåìî êëàñè÷íèé ïðèêëàä ç àñòðîíîìi¨ (çàêîí Êåïëåðà), äå ëi-

íåàðèçàöiÿ äîïîìàãà¹ âèÿâèòè ôóíäàìåíòàëüíi çàêîíè ðóõó ïëàíåò. Íå-

õàé ìà¹ìî íåëiíiéíó çàëåæíiñòü ìiæ ïåðiîäîì îáåðòàííÿ ïëàíåòè p òà

¨¨ âiäñòàííþ âiä Ñîíöÿ d:

p = adb (7.13)

äå a òà b - íåâiäîìi êîíñòàíòè. Öå ðiâíÿííÿ ¹ íåëiíiéíèì âiäíîñíî ïàðà-

ìåòðà b, ùî óñêëàäíþ¹ éîãî áåçïîñåðåäí¹ ðîçâ'ÿçàííÿ.

Çàñòîñó¹ìî ëîãàðèôìi÷íå ïåðåòâîðåííÿ:

ln(p) = ln(a) + b ln(d) (7.14)

Ââåäåìî çàìiíó:

y = ln(p)

x = ln(d)

c = ln(a)

Îòðèìó¹ìî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ:

y = c+ bx (7.15)
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Òåïåð çàäà÷à çâåëàñÿ äî çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðiâ ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨, ùî

ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäàìè ëiíiéíî¨ àëãåáðè, çîêðåìà:

� ÷åðåç ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

� ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ

� çà äîïîìîãîþ ìàòðè÷íèõ îïåðàöié

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ëiíåàðèçàöiÿ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê âiä-

îáðàæåííÿ:

L :M→ Lin(V,W ) (7.16)

äå M - ìíîæèíà íåëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, à Lin(V,W ) - ïðîñòið ëi-

íiéíèõ âiäîáðàæåíü ìiæ âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè V òà W .

Ëiíåàðèçàöiÿ çíàõîäèòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â:

� Ìàøèííîìó íàâ÷àííi (àêòèâàöiéíi ôóíêöi¨)

� Îïòèìiçàöi¨ (ãðàäi¹íòíi ìåòîäè)

� Òåîði¨ êåðóâàííÿ (ëiíiéíi ðåãóëÿòîðè)

� ×èñåëüíèõ ìåòîäàõ (iòåðàöiéíi ñõåìè)

Òàêèì ÷èíîì, ëiíåàðèçàöiÿ ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì iíñòðóìåíòîì, ùî

äîçâîëÿ¹ çâåñòè ñêëàäíi íåëiíiéíi çàäà÷i äî áiëüø ïðîñòèõ ëiíiéíèõ àíà-

ëîãiâ. Öå íå òiëüêè ñïðîùó¹ ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, àëå é äîçâîëÿ¹ çàñòî-

ñîâóâàòè ïîòóæíi ìåòîäè ëiíiéíî¨ àëãåáðè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðèêëàäíèõ

çàäà÷.

Ïðèêëàä 7.3 (Ïåðiîäè îáåðòàííÿ ïëàíåò). Áiëüøiñòü ëþäåé çíàþòü,

ùî ïëàíåòàì, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ áëèæ÷å äî Ñîíöÿ, ïîòðiáåí ìåíøèé ïðî-

ìiæîê ÷àñó, ùîá çðîáèòè îäèí îáåðò íàâêîëî Ñîíöÿ, íiæ ïëàíåòàì, ÿêi

çíàõîäÿòüñÿ äàëi âiä íüîãî. Ó òàáëèöi 1.4 íàâåäåíî ñåðåäíþ âiäñòàíü âiä

Ñîíöÿ òà êiëüêiñòü çåìíèõ äiá, íåîáõiäíèõ äëÿ ïðîõîäæåííÿ îäíi¹¨ îð-

áiòè. Îòðèìàòè ðiâíÿííÿ, ÿêå îïèñó¹ çâ'ÿçîê ìiæ âiäñòàííþ âiä Ñîíöÿ

i òðèâàëiñòþ îðáiòàëüíîãî ïåðiîäó.
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Ïëàíåòà Âiäñòàíü âiä Ñîíöÿ (×106 êì) Îðáiòàëüíèé ïåðiîä (äíi)

Ìåðêóðié 57,9 88

Âåíåðà 108,2 224,7

Çåìëÿ 149,6 365,2

Ìàðñ 227,9 687

Þïiòåð 778,6 4331

Ñàòóðí 1433,5 10747

Óðàí 2872,5 30589

Íåïòóí 4495,1 59800

Òàáë. 1.4: Ïëàíåòàðíi îðáiòàëüíi âiäñòàíi òà ïåðiîäè

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî äëÿ ïî÷àòêó äiàãðàìó ðîçñiþâàííÿ äàíèõ, íà-

âåäåíó íà ðèñóíêó 1.37. Çäà¹òüñÿ, ùî â öèõ äàíèõ ¹ ïåâíà çàêîíîìið-

0 1,000 2,000 3,000 4,000

0

2

4

6

·104

Âiäñòàíü âiä Ñîíöÿ (×106 êì)
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Ðèñ. 1.37: Çàëåæíiñòü îðáiòàëüíî¨ âiäñòàíi âiä ïåðiîäó îáåðòàííÿ.

íiñòü. Òî÷êè íå ëåæàòü íà îäíié ëiíi¨, àëå êðèâîëiíiéíà ôîðìà ñâiä÷èòü
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ïðî òå, ùî äëÿ êîíñòàíò a i b äàíi ìîæóòü íàáëèæàòèñÿ äî çàäîâiëüíå-

ííÿ ðiâíÿííþ

p = a d b. (7.17)

äå p - îðáiòàëüíèé ïåðiîä, à d - âiäñòàíü âiä Ñîíöÿ. Çàóâàæèìî, ùî ðiâ-

íÿííÿ (7.17) íå ¹ ëiíiéíèì âiäíîñíî a i b, àëå éîãî ìîæíà ëiíåàðiçóâàòè,

ÿêùî ìè çàñòîñó¹ìî ëîãàðèôìi÷íó ôóíêöiþ â îáèäâi ñòîðîíè. Öå äà¹

íàì

ln(p) = ln(a d b) = ln(a) + b ln(d).

ßêùî ìè ïîêëàäåìî a1 = ln(a) i ïiäñòàâèìî äàíi äëÿ Ìåðêóðiÿ i Âåíåðè,

òî îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ç äâîõ ðiâíÿíü i äâîõ íåâiäîìèõ{
a1 + b ln(57.9) = ln(88)

a1 + b ln(108.2) = ln(224.7)

Ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ¹ a1 ≈ −1.60771 òà b ≈ 1.49925. Îñêiëüêè a1 =

ln(a), òî ìà¹ìî a ≈ e−1.60771 = 0.200346, ùî äà¹ ôîðìóëó

p = (0.200346) d 1.49925.

Ó òàáëèöi 1.5 íàâåäåíî ôàêòè÷íèé i ïðîãíîçîâàíèé (çà íàâåäåíîþ

âèùå ôîðìóëîþ) îðáiòàëüíèé ïåðiîä äëÿ êîæíî¨ ïëàíåòè. Ïðîãíîçè äî-

Ïëàíåòà Âiäñòàíü Ôàêòè÷íèé ïåðiîä Ïðîãíîçîâàíèé ïåðiîä

Ìåðêóðié 57,9 88 87,9988

Âåíåðà 108,2 224,7 224,696

Çåìëÿ 149,6 365,2 365,214

Ìàðñ 227,9 687 686,482

Þïiòåð 778,6 4331 4330,96

Ñàòóðí 1433,5 10,747 10814,6

Óðàí 2872,5 30,589 30644,3

Íåïòóí 4495,1 59,800 59999.8

Òàáë. 1.5: Ïëàíåòíi îðáiòàëüíi âiäñòàíi òà ïåðiîäè îáåðòàííÿ

ñèòü õîðîøi, ùî ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî íàøà ôîðìóëà íà ïðàâèëüíîìó
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øëÿõó. Îäíàê ïðîãíîçè ñòàþòü ìåíø òî÷íèìè äëÿ ïëàíåò, ùî çíàõîäÿ-

òüñÿ äàëi âiä Ñîíöÿ. Îñêiëüêè äëÿ ðîçðîáêè íàøî¨ ôîðìóëè ìè âèêî-

ðèñòîâóâàëè äàíi äëÿ Ìåðêóðiÿ i Âåíåðè, ìîæëèâî, öå íå äèâíî. ßêùî

íàòîìiñòü âèêîðèñòàòè äàíi äëÿ Óðàíà i Íåïòóíà, òî îòðèìà¹ìî ôîðìó-

ëó

p = (0.20349) d 1.497.

Òàáëèöÿ 1.6 ïîêàçó¹, ùî öÿ ôîðìóëà äà¹ êðàùi ïðîãíîçè. Ïðèðîäíà iäåÿ

Ïëàíåòà Ïðîãíîçîâàíèé ïåðiîä

Ìåðêóðié 88,6

Âåíåðà 225,8

Çåìëÿ 366,8

Ìàðñ 688,8

Þïiòåð 4334

Ñàòóðí 10 806

Óðàí 30 589

Íåïòóí 59 799

Òàáë. 1.6: Ïðîãíîçîâàíi îðáiòàëüíi ïåðiîäè

ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âêëþ÷èòè áiëüøå äàíèõ ó íàøó ôîðìóëó, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è áiëüøå ïëàíåò, ùîá äëÿ ñòâîðåííÿ áiëüøî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Íà æàëü, ÿêùî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî áiëüøå äâîõ ïëàíåò, ìè îòðèìà¹ìî

ñèñòåìó, ÿêà íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ. (ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî.) Òàêèì ÷èíîì,

iñíóþòü îáìåæåííÿ íà òå, ùî ìè ìîæåìî çðîáèòè çà äîïîìîãîþ iíñòðó-

ìåíòiâ, ÿêi ìè çàðàç ìà¹ìî â íàÿâíîñòi. Ó Ðîçäiëi XX (ìåòîä íàéìåíøèõ

êâàäðàòiâ) ìè ðîçãëÿíåìî áiëüø ñêëàäíèé ìåòîä, ÿêèé äîçâîëÿ¹ íàì âè-

êîðèñòîâóâàòè âñi íàøi äàíi îäíî÷àñíî, ùîá îòðèìàòè ôîðìóëó, ÿêà äà¹

õîðîøó îöiíêó äëÿ ðiçíèõ âiäñòàíåé âiä Ñîíöÿ.

7.4. Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Âïðàâà 1. Çíàéäiòü êâàäðàòíèé ìíîãî÷ëåí, ãðàôiê ÿêîãî ïðîõîäèòü

÷åðåç òî÷êè (1, 1), (2, 2) i (3, 5).
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Âïðàâà 2.Çíàéäiòü êâàäðàòíèé ìíîãî÷ëåí, ãðàôiê ÿêîãî ïðîõîäèòü ÷å-

ðåç òî÷êè (0, 0), (−1, 1) i (1, 1).

Âïðàâà 3. Çíàéäiòü êóái÷íèé ìíîãî÷ëåí, ãðàôiê ÿêîãî ïðîõîäèòü ÷åðåç

òî÷êè (−1,−1), (0, 1), (1, 3), (4,−1).

Âïðàâà 4. Íà ðèñóíêó 1.38, çîáðàæåíî ãðàôiê êóái÷íîãî ìíîãî÷ëåíà.

Çíàéäiòü öåé ìíîãî÷ëåí.

Ðèñ. 1.38

Âïðàâà 5. (a) Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ, ÿêå ïðåäñòàâëÿ¹ ñiì'þ âñiõ ìíîãî÷ëå-

íiâ äðóãîãî ñòåïåíÿ, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êè (0, 1) i (1, 2).

(Âêàçiâêà: ðiâíÿííÿ áóäå ìiñòèòè îäèí äîâiëüíèé ïàðàìåòð, âiä ÿêîãî

çàëåæàòü ÷ëåíè ñiì'¨ ïðè éîãî çìiíi.)

(b) Âiä ðóêè àáî çà äîïîìîãîþ ãðàôi÷íîãî ðåäàêòîðà íàêðåñëiòü ÷îòèðè

êðèâi ñiìåéñòâà.

Âïðàâà 6. Ó òàáëèöi 7.4 ïîêàçàíî ïiäéîìíó ñèëó íà êðèëi ëiòàêà, âèìi-

ðÿíó â àåðîäèíàìi÷íié òðóái ïðè ðiçíèõ øâèäêîñòÿõ âiòðó. Çìîäåëþéòå

äàíi çà äîïîìîãîþ iíòåðïîëÿöiéíîãî ïîëiíîìà 5-ãî ñòåïåíÿ i âèêîðèñòàé-

òå öåé ïîëiíîì äëÿ îöiíêè ïiäéîìíî¨ ñèëè ïðè øâèäêîñòi 2000 ôóòiâ/ñ.

Øâèäêiñòü (100 ôóòiâ/ñ) 1 2 4 8 16 32

Ïiäéîìíà ñèëà (100 ôóíòiâ) 0 3.12 15.86 33.7 81.5 123.0
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Âïðàâà 7. Çíàéäiòü íàáëèæåíå çíà÷åííÿ iíòåãðàëà
1w

0

ex
2

dx,

ðîçáèâøè iíòåðâàë iíòåãðóâàííÿ íà ï'ÿòü ðiâíèõ ÷àñòèí i âèêîðèñòî-

âóþ÷è iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóí-

êöi¨. Ïîðiâíÿéòå ñâîþ âiäïîâiäü ç âiäïîâiääþ, îòðèìàíîþ çà äîïîìîãîþ

÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ ïðîãðàìíèìè çàñîáàìè êîìï'þòåðíî¨ ìàòåìà-

òèêè.
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8. Êóái÷íà ñïëàéí-iíòåðïîëÿöiÿ.

Ó öüîìó ðîçäiëi â ÿêîñòi ôiçè÷íî¨ ìîäåëi äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ çàäà-

÷i çíàõîäæåííÿ êðèâî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíi òî÷êè íà ïëîùèíi,

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êðåñëÿðñüêèé iíñòðóìåíò â ÿêîñòi ôiçè÷íî¨ ìîäåëi.

Ïàðàìåòðè êðèâî¨ âèçíà÷àþòüñÿ øëÿõîì ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíî¨ ñèñòå-

ìè ðiâíÿíü.

Ïiäáið êðèâèõ ÷åðåç çàäàíi òî÷êè íà ïëîùèíi ¹ ïîøèðåíîþ çàäà÷åþ,

ç ÿêîþ ñòèêàþòüñÿ ïðè àíàëiçi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ, ïðè âñòàíîâ-

ëåííi çâ'ÿçêiâ ìiæ çìiííèìè òà â ïðîåêòíèõ ðîáîòàõ. Ïîâñþäíå çàñòî-

ñóâàííÿ çíàõîäèòü ó ðîçðîáöi òà îïèñi êîìï'þòåðíèõ i ïðèíòåðíèõ øðè-

ôòiâ, òàêèõ ÿê øðèôòè PostScriptTM i TrueTypeTM (ðèñ. 1.39).

Ðèñ. 1.39

Íà ðèñóíêó 1.40(à) âiäîáðàæåíî ñiì òî÷îê íà ïëîùèíi xy, à íà ðè-

ñóíêó 1.40(â) ïîáóäîâàíî ïëàâíó êðèâó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç íèõ. Êà-

æóòü, ùî êðèâà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç íàáið òî÷îê íà ïëîùèíi, iíòåðïî-

ëþ¹ öi òî÷êè, à ñàìà êðèâà íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíîþ êðèâîþ äëÿ

öèõ òî÷îê. Iíòåðïîëÿöiéíà êðèâà íà ðèñóíêó 1.40(â) áóëà ïîáóäîâàíà

çà äîïîìîãîþ ëåêàëüíî¨ ëiíiéêè (ðèñóíîê 1.40(á)). Öåé êðåñëÿðñüêèé

iíñòðóìåíò ñêëàäà¹òüñÿ ç òîíêî¨, ãíó÷êî¨ ñìóæêè äåðåâà àáî iíøîãî ìà-

òåðiàëó, ÿêà çãèíà¹òüñÿ òàê, ùîá ïðîõîäèòè ÷åðåç òî÷êè, ÿêi ïîòðiáíî

iíòåðïîëþâàòè. Ïðèêðiïëåíi äî íå¨ òÿãàðöi óòðèìóþòü ñïëàéí ó ïîòði-

áíîìó ïîëîæåííi, äîêè õóäîæíèê ìàëþ¹ êðèâó iíòåðïîëÿöi¨. Ñïëàéí
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äëÿ ìàëþâàííÿ ñëóãóâàòèìå ôiçè÷íîþ ìîäåëëþ äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ òåî-

ði¨ iíòåðïîëÿöi¨, ÿêó ìè îáãîâîðèìî â öüîìó ðîçäiëi.

((à)) ((á)) ((â))

Ðèñ. 1.40

8.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i.

Íåõàé çàäàíî n òî÷îê íà ïëîùèíi xy,

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn),

ÿêi ìè õî÷åìî iíòåðïîëþâàòè çà äîïîìîãîþ ¾ãàðíî¨¿ êðèâî¨ (Ðèñóíîê

1.41). Äëÿ çðó÷íîñòi ìè ââàæà¹ìî, ùî òî÷êè ðîçòàøîâàíi íà îäíàêîâié

âiäñòàíi â íàïðÿìêó x, õî÷à íàøi ðåçóëüòàòè ìîæíà ëåãêî ïîøèðèòè

íà âèïàäîê íåðiâíîìiðíî âiääàëåíèõ òî÷îê. ßêùî ìè ââàæàòèìåìî, ùî

ñïiëüíà âiäñòàíü ìiæ x-êîîðäèíàòàìè òî÷îê äîðiâíþ¹ h, òî ìà¹ìî

x2 − x1 = x3 − x2 = . . . = xn − xn−1 = h.

Íåõàé y = S(x), x1 ⩽ x ⩽ xn � iíòåðïîëÿöiéíà êðèâà, ÿêó ìè øóêà¹-

ìî. Áóäåìî ââàæàòè, ùî öÿ êðèâà îïèñó¹ ïåðåìiùåííÿ êðåñëÿðñüêîãî

ñïëàéíà, ÿêèé iíòåðïîëþ¹ n òî÷îê êîëè âàãè, ùî óòðèìóþòü ñïëàéí,

ðîçòàøîâàíi òî÷íî â öèõ n òî÷êàõ. Ç ëiíiéíî¨ òåîði¨ áàëîê âiäîìî, ùî

äëÿ ìàëèõ ïåðåìiùåíü ÷åòâåðòà ïîõiäíà âiä ïåðåìiùåííÿ áàëêè äîðiâ-

íþ¹ íóëþ âçäîâæ áóäü-ÿêîãî iíòåðâàëó îñi x, ÿêèé íå ìiñòèòü çîâíiøíiõ

ñèë, ùî äiþòü íà áàëêó. ßêùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî íàø êðåñëÿðñüêèé ñïëàéí

ÿê òîíêó áàëêó i ðîçóìi¹ìî, ùî ¹äèíèìè çîâíiøíiìè ñèëàìè, ùî äiþòü
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íà íå¨, ¹ âàãè â n çàäàíèõ òî÷êàõ, òî ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

S(iv)(x) ≡ 0 (8.1)

äëÿ çíà÷åíü x, ùî ëåæàòü ó n− 1 âiäêðèòèõ iíòåðâàëàõ

(x1, x2), (x2, x3), . . . , (xn−1, xn)

ìiæ n òî÷êàìè. Íàì òàêîæ ïîòðiáåí ðåçóëüòàò ç ëiíiéíî¨ òåîði¨ áàëîê,

Ðèñ. 1.41

ÿêèé ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ áàëêè, íà ÿêó äiþòü ëèøå çîâíiøíi ñèëè íà ÿêó

äiþòü ëèøå çîâíiøíi ñèëè, ïåðåìiùåííÿ ïîâèííî ìàòè äâi íåïåðåðâíi

ïîõiäíi. Ó âèïàäêó iíòåðïîëÿöiéíî¨ êðèâî¨ y = S(x), ïîáóäîâàíî¨ çà

äîïîìîãîþ êðåñëÿðñüêîãî ñïëàéíà, öå îçíà÷à¹, ùî S(x), S′(x) òà S′′(x)

ïîâèííi áóòè íåïåðåðâíèìè äëÿ x1 ⩽ x ⩽ xn.

Óìîâà íåïåðåðâíîñòi S′′(x) ¹ ïðè÷èíîþ òîãî, ùî òâiðíèé ñïëàéí ñòâî-

ðþ¹ ïðè¹ìíó êðèâó, îñêiëüêè âîíà ïðèçâîäèòü äî íåïåðåðâíî¨ êðèâèçíè.

Îêî ìîæå ñïðèéìàòè ðàïòîâi çìiíè êðèâèíè - òîáòî ðîçðèâè ó S′′(x)

- àëå ðàïòîâi çìiíè ó âèùèõ ïîõiäíèõ íå ïîìiòíi. Òàêèì ÷èíîì, óìîâà

íåïåðåðâíîñòi S′′(x) ¹ ìiíiìàëüíîþ ïåðåäóìîâîþ äëÿ òîãî, ùîá iíòåðïî-

ëþþ÷à êðèâà ñïðèéìàëàñÿ ÿê ¹äèíà ãëàäêà êðèâó, à íå ÿê ñåðiþ îêðåìèõ

êðèâèõ, ñêëå¹íèõ ðàçîì.

Ùîá âèçíà÷èòè ìàòåìàòè÷íèé âèãëÿä ôóíêöi¨ S(x), çàóâàæèìî, ùî

îñêiëüêè S(iv)(x) ≡ 0 íà ïðîìiæêàõ ìiæ n çàäàíèìè òî÷êàìè, òî ç ií-

òåãðóâàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ÷îòèðè ðàçè âèïëèâà¹, ùî S(x) ðiâíÿííÿ

÷îòèðè ðàçè, ùî S(x) ìà¹ áóòè êóái÷íèì ïîëiíîìîì ïî x ó êîæíîìó

òàêîìó iíòåðâàëi. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âèïàäêó S(x) áóäå iíøèì êóái-
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÷íèì ïîëiíîìîì ó êîæíîìó ïðîìiæêó, òîìó S(x) ïîâèííà ìàòè âèãëÿä

ìàòè âèãëÿä

S(x) =


S1(x), x1 ⩽ x ⩽ x2

S2(x), x2 ⩽ x ⩽ x3

. . .

Sn−1(x), xn−1 ⩽ x ⩽ xn

(8.2)

äå S1(x), S2(x), . . . , Sn− 1(x) � êóái÷íi ïîëiíîìè. Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî

çàïèñóâàòè ¨õ ó âèãëÿäi

S1(x) = a1(x− x1)
3 + b1(x− x1)

2 + c1(x− x1) + d1, x1 ⩽ x ⩽ x2

S2(x) = a2(x− x2)
3 + b2(x− x2)

2 + c2(x− x2) + d2, x2 ⩽ x ⩽ x3

...

Sn−1(x) = an−1(x− xn−1)
3 + b[n− 1](x− xn−1)

2 + xn−1 ⩽ x ⩽ xn

+cn−1(x− xn−1) + dn−1,

(8.3)

Êîåôiöi¹íòè ai, bi, ci òà diñêëàäàþòü ðàçîì 4n − 4 çìiííèõ, ÿêi ìè ïî-

âèííi âèçíà÷èòè ùîá ïîâíiñòþ çàäàòè S(x). ßêùî ìè âèáåðåìî öi êîå-

ôiöi¹íòè òàê, ùîá S(x) iíòåðïîëþâàëà n çàäàíèõ òî÷îê íà ïëîùèíi, à

S(x), S′(x) òà S′′(x) ¹ íåïåðåðâíèìè, òî îòðèìàíà iíòåðïîëþþ÷à êðèâà

íàçèâà¹òüñÿ êóái÷íèì ñïëàéíîì.

8.2. Âèâåäåííÿ ôîðìóëè êóái÷íîãî ñïëàéíà.

Ç ðiâíÿíü 8.2 i 8.3 ìà¹ìî

S(x) = S1(x) = a1(x− x1)
3 + b1(x− x1)

2 + c1(x− x1) + d1, x1 ⩽ x ⩽ x2

S(x) = S2(x) = a2(x− x2)
3 + b2(x− x2)

2 + c2(x− x2) + d2, x2 ⩽ x ⩽ x3

...

S(x) = Sn−1(x) = an−1(x− xn−1)
3 + bn−1(x− xn−1)

2 +

+cn−1(x− xn−1) + dn−1, xn−1 ⩽ x ⩽ xn

(8.4)
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òàêèì ÷èíîì

S′(x) = S′
1(x) = 3a1(x− x1)

2 + 2b1(x− x1) + c1, x1 ⩽ x ⩽ x2

S′(x) = S′
2(x) = 3a2(x− x2)

3 + 2b2(x− x2) + c2, x2 ⩽ x ⩽ x3

...

S′(x) = S′
n−1(x) = 3an−1(x− xn−1)

2 + 2bn−1(x− xn−1) + cn−1, xn−1 ⩽ x ⩽ xn

(8.5)

i

S′′(x) = S′′
1 (x) = 6a1(x− x1) + 2b1, x1 ⩽ x ⩽ x2

S′′(x) = S′′
2 (x) = 6a2(x− x2) + 2b2, x2 ⩽ x ⩽ x3

...

S′′(x) = S′′
n−1(x) = 6an−1(x− xn−1) + 2bn−1, xn−1 ⩽ x ⩽ xn

(8.6)

Òåïåð ìè âèêîðèñòà¹ìî öi ðiâíÿííÿ òà ÷îòèðè âëàñòèâîñòi êóái÷íèõ

ñïëàéíiâ, ÿêi íàâåäåíî íèæ÷å äëÿ âèðàæåííÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ

ai, bi, ci, di, i = 1, 2, . . . , n− 1, ÷åðåç âiäîìi êîîðäèíàòè y1, y2, . . . , yn.

1. S(x) iíòåðïîëþ¹ òî÷êè (xi, yi), i = 1, 2, . . . , n.

Îñêiëüêè S(x) iíòåðïîëþ¹ òî÷êè (xi, yi), i = 1, 2, . . . , n, ìà¹ìî

S(x1) = y1, S(x2) = y2, . . . , S(xn) = yn (8.7)

Ç ïåðøèõ n− 1 ç öèõ ðiâíÿíü i (8.4) îòðèìà¹ìî

d1 = y1

d2 = y2

. . .

dn−1 = yn−1

(8.8)

Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ â (8.7), îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ â (8.4) i òîãî ôàêòó,

ùî xn − xn−1 = h, îòðèìó¹ìî

an−1h
3 + bn−1h

2 + cn−1h+ dn−1 = yn (8.9)

2. S(x) íåïåðåðâíà íà [x1, xn].

Îñêiëüêè S(x) íåïåðåðâíà äëÿ x1 ⩽ x ⩽ xn, òî ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ó
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êîæíié òî÷öi xi ç ìíîæèíè x2, x3, . . . , xn−1 ìà¹ìî

Si−1(xi) = Si(xi), i = 2, 3, . . . , n− 1 (8.10)

Òîáòî, ãðàôiêè Si−1(x) òà Si(x) ç'¹äíàþòüñÿ â íåïåðåðâíó êðèâó â òî÷öi

xi. ßêùî çàñòîñóâàòè iíòåðïîëÿöiéíó âëàñòèâiñòü Si(xi) = yi, òî ç (8.10)

âèïëèâà¹, ùî

Si−1(xi) = yi, i = 2, 3, . . . , n− 1,

àáî âðàõóâàâøè (8.4) ìà¹ìî, ùî

a1h
3 + b1h

2 + c1h+ d1 = y2

a2h
3 + b2h

2 + c2h+ d2 = y3
...

an−2h
3 + bn−2h

2 + cn−2h+ dn−2 = yn−1

(8.11)

3. S′(x) íåïåðåðâíà íà [x1, xn].

Îñêiëüêè S′(x) íåïåðåðâíà ïðè x1 ⩽ x ⩽ xn, òî ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

S′
i−1(xi) = S′

i(xi), i = 2, 3, . . . , n− 1 (8.12)

àáî, ç (8.5),

3a1h
2 + 2b1h+ c1 = c2

3a2h
2 + 2b2h+ c2 = c3

...

3an−2h
2 + 2bn−2h+ cn−2 = cn−1

(8.13)

4. S′′(x) íåïåðåðâíà íà [x1, x2].

Îñêiëüêè S′′(x) íåïåðåðâíà ïðè x1 ⩽ x ⩽ xn, òî ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

S′′
i−1(xi) = S′′

i (xi), i = 2, 3, . . . , n− 1 (8.14)

àáî, ç (8.6),

6a1h+ 2b1 = 2b2

6a2h+ 2b2 = 2b3
...

6an−2h+ 2bn−2 = 2bn−1

(8.15)

Ðiâíÿííÿ (8.8), (8.9), (8.11), (8.13) òà (8.15) ñêëàäàþòü ñèñòåìó 4n−6
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ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç 4n − 4 íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè ai, bi, ci, di, i =

1, 2, . . . , n − 1. Îòæå, íàì ïîòðiáíî ùå äâà ðiâíÿííÿ äëÿ îäíîçíà÷íîãî

âèçíà÷åííÿ öèõ êîåôiöi¹íòiâ. Ïåðåä òèì, ÿê îòðèìàòè öèõ äîäàòêîâèõ

ðiâíÿíü, ìè ìîæåìî ñïðîñòèòè íàøó iñíóþ÷ó ñèñòåìó, âèðàçèâøè íåâi-

äîìi ai, bi, ciòà di ÷åðåç íîâi íåâiäîìi âåëè÷èíè

M1 = S′′(x1), M2 = S′′(x2), . . . , Mn = S′′(xn)

òà âiäîìèõ âåëè÷èí

y1, y2, . . . , yn (8.16)

Íàïðèêëàä, ç (8.6) âèïëèâà¹, ùî

M1 = 2b1

M2 = 2b2
...

Mn−1 = 2bn−1

òîáòî

b1 =
1

2
M1, b2 =

1

2
M2, . . . , bn−1 =

1

2
Mn−1

Êðiì òîãî, ç (8.8) ìè âæå çíà¹ìî, ùî

d1 = y1, d2 = y2, . . . , dn−1 = yn−1

Ìè çàëèøà¹ìî âàì ÿê âïðàâó âèâåäåííÿ âèðàçiâ äëÿ ai òà ci â òåðìiíàõ

÷åðåç ÷èñëà Mi òà yi. Îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò áóäå íàñòóïíèì:

Òåîðåìà 8.1 (Iíòåðïîëÿöiÿ êóái÷íèì ñïëàéíîì). Äàíî n òî÷îê

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) ç xi+1 − xi = h, i = 1, 2, . . . , n− 1, êóái÷íèé

ñïëàéí

S(x) =



a1(x− x1)
3 + b1(x− x1)

2 + c1(x− x1) + d1, x1 ⩽ x ⩽ x2

a2(x− x2)
3 + b2(x− x2)

2 + c2(x− x2) + d2, x2 ⩽ x ⩽ x3

...

an−1(x− xn−1)
3 + bn−1(x− xn−1)

2 +

+cn−1(x− xn−1) + dn−1, xn−1 ⩽ x ⩽ xn
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ÿêà iíòåðïîëþ¹ öi òî÷êè, ìà¹ êîåôiöi¹íòè, çàäàíi ôîðìóëàìè

ai = (Mi+1 −Mi)/6h

bi = Mi/2

ci = (yi+1 − yi)/h− [(Mi+1 + 2Mi)h/6]

di = yi

(8.17)

äëÿ i = 1, 2, . . . , n− 1, äå Mi = S′′(xi), i = 1, 2, . . . , n.

Ç öüîãî ðåçóëüòàòó áà÷èìî, ùî âåëè÷èíè M1,M2, . . . ,Mn îäíîçíà-

÷íî âèçíà÷àþòü êóái÷íèé ñïëàéí. Ùîá çíàéòè öi âåëè÷èíè, ïiäñòàâèìî

âèðàçè äëÿ ai, bi òà ci ç (8.17) ó (8.13). Ïiñëÿ äåÿêèõ àëãåáðà¨÷íèõ ñïðî-

ùåíü îòðèìà¹ìî

M1 + 4M2 +M3 = 6(y1 − 2y2 + y3)/h
2

M2 + 4M3 +M4 = 6(y2 − 2y3 + y4)/h
2

...

Mn−2 + 4Mn−1 +Mn = 6(yn−2 − 2yn−1 + yn)/h
2

(8.18)

àáî, ó ìàòðè÷íié ôîðìi,



1 4 1 0 . . . 0 0 0 0

0 1 4 1 . . . 0 0 0 0

0 0 1 4 . . . 0 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 . . . 4 1 0 0

0 0 0 0 . . . 1 4 1 0

0 0 0 0 . . . 0 1 4 1





M1

M2

M3

M4

...

Mn−3

Mn−2

Mn−1

Mn



=
6

h2



y1 − 2y2 + y3

y2 − 2y3 + y4

y3 − 2y4 + y5
...

yn−4 − 2yn−3 + yn−2

yn−3 − 2yn−2 + yn−1

yn−2 − 2yn−1 + yn


Öå ëiíiéíà ñèñòåìà n − 2 ðiâíÿíü äëÿ n íåâiäîìèõ M1,M2, . . . ,Mn. Òà-

êèì ÷èíîì, äëÿ îäíîçíà÷íîãî âèçíà÷åííÿ M1,M2, . . . ,Mn çíàäîáèòüñÿ

äâà äîäàòêîâèõ ðiâíÿííÿ. Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ òå, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííà

êiëüêiñòü êóái÷íèõ ñïëàéíiâ, ÿêi iíòåðïîëþþòü çàäàíi òî÷êè, òîìó íàì

ïðîñòî íå âèñòà÷èòü óìîâ, ùîá âèçíà÷èòè ¹äèíèé êóái÷íèé ñïëàéí, ÿêèé
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ïðîõîäèòü ÷åðåç öi òî÷êè. Íèæ÷å ìè ðîçãëÿíåìî òðè ìîæëèâi ñïîñîáè

çàäàííÿ äâîõ äîäàòêîâèõ óìîâ, íåîáõiäíèõ äëÿ îòðèìàííÿ óíiêàëüíîãî

êóái÷íîãî ñïëàéíà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíi òî÷êè. (Ó âïðàâàõ íàâå-

äåíî ùå äâà.) Âîíè çâåäåíi ó òàáëèöþ 1.

Ïðèðîäíèé ñïëàéí M1 = 0,Mn = 0

Ïàðàáîëi÷íèé êðàéîâèé ñïëàéí M1 = M2,Mn = Mn−1

Êóái÷íèé êðàéîâèé ñïëàéí M1 = 2M2 −M3,Mn = 2Mn−1 −Mn−2

8.3. Ïðèðîäíèé ñïëàéí.

Äâi íàéïðîñòiøi ìàòåìàòè÷íi óìîâè, ÿêi ìè ìîæåìî íàêëàñòè:

M1 = Mn = 0.

Öi óìîâè ðàçîì ç (8.18) äàþòü ëiíiéíó ñèñòåìó n×n äëÿM1,M2, . . . ,Mn,

ÿêó ìîæíà çàïèñàòè ó ìàòðè÷íié ôîðìi ÿê

1 0 0 0 . . . 0 0 0

1 4 1 0 . . . 0 0 0

0 1 4 1 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 . . . 1 4 1

0 0 0 0 . . . 0 0 1





M1

M2

M3

...

Mn−1

Mn


=

6

h2



0

y1 − 2y2 + y3

y2 − 2y3 + y4
...

yn−2 − 2yn−1 + yn

0


Äëÿ ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ çðó÷íiøå âèêëþ÷èòè ç öi¹¨ ñèñòåìèM1 iMn

i çàïèñàòè

4 1 0 0 . . . 0 0 0

1 4 1 0 . . . 0 0 0

0 1 4 1 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 . . . 1 4 1

0 0 0 0 . . . 0 1 4





M2

M3

M4

...

Mn−2

Mn−1


=

6

h2



y1 − 2y2 + y3

y2 − 2y3 + y4

y3 − 2y4 + y5
...

yn−3 − 2yn−2 + yn−1

yn−2 − 2yn−1 + yn


(8.19)

ðàçîì ç

M1 = 0 (8.20)
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Mn = 0 (8.21)

Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíó ñèñòåìó (n − 2) × (n − 2) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè äëÿ

n− 2 êîåôiöi¹íòiâ M2,M3, . . . ,Mn−1, à M1 i Mn âèçíà÷àþòüñÿ ç (8.20) i

(8.21).

Ôiçè÷íî, ïðèðîäíèé ñïëàéí ¹ ðåçóëüòàòîì òîãî, ùî êiíöi êðåñëÿð-

ñüêîãî ñïëàéíà âiëüíî âèõîäÿòü çà ìåæi òî÷îê iíòåðïîëÿöi¨ áåç îáìå-

æåíü. Êiíöåâi ÷àñòèíè ñïëàéíà çà ìåæàìè òî÷îê iíòåðïîëÿöi¨ ïîòðàïëÿ-

òèìóòü íà ïðÿìi, ùî ïðèçâåäå äî çíèêíåííÿ S′′(x) ó êiíöåâèõ òî÷êàõ x1

òà xn i âèêîíàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ óìîâ M1 = Mn = 0.

Íàòóðàëüíèé ñïëàéí ìà¹ òåíäåíöiþ äî çãëàäæóâàííÿ iíòåðïîëÿöié-

íî¨ êðèâî¨ â êiíöåâèõ òî÷êàõ, ùî ìîæå áóòè íåáàæàíèì. Çâè÷àéíî, ÿêùî

ïîòðiáíî, ùîá S′′(x) çíèêàëà â êiíöåâèõ òî÷êàõ, òî ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè

íàòóðàëüíèé ñïëàéí

8.4. Ïàðàáîëi÷íèé êðàéîâèé ñïëàéí.

Äëÿ öüîãî òèïó ñïëàéíó íàêëàäàþòüñÿ äâi äîäàòêîâi óìîâè:

M1 = M2, (8.22)

Mn = Mn−1. (8.23)

ßêùî âèêîðèñòàòè ïîïåðåäíi äâà ðiâíÿííÿ äëÿ âèêëþ÷åííÿ M1 i Mn ç

(8.18), òî îòðèìà¹ìî ëiíiéíó ñèñòåìó (n− 2)× (n− 2)

5 1 0 0 . . . 0 0 0

1 4 1 0 . . . 0 0 0

0 1 4 1 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 . . . 1 4 1

0 0 0 0 . . . 0 1 5





M2

M3

M4

...

Mn−2

Mn−1


=

6

h2



y1 − 2y2 + y3

y2 − 2y3 + y4

y3 − 2y4 + y5
...

yn−3 − 2yn−2 + yn−1

yn−2 − 2yn−1 + yn


(8.24)

äëÿ M2,M3, ...,Mn−1. Ïiñëÿ òîãî, ÿê öi n−2 çíà÷åííÿ âèçíà÷åíî, M1 òà

Mn âèçíà÷àþòüñÿ ç (8.22) òà (8.23).

Ç (8.17) âèäíî, ùî M1 = M2 îçíà÷à¹, ùî a1 = 0, à Mn = Mn−1 îçíà-
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÷à¹, ùî a1 = 0. Òàêèì ÷èíîì, ç (8.3) âèïëèâà¹, ùî ó ôîðìóëi äëÿ ñïëàé-

íà íà êiíöåâèõ iíòåðâàëàõ [x1, x2] i [xn−1, xn] íåìà¹ êóái÷íèõ ÷ëåíiâ.

Îòæå, ÿê âèïëèâà¹ ç íàçâè, ïàðàáîëi÷íèé êðàéîâèé ñïëàéí çâîäèòüñÿ

äî ïàðàáîëi÷íî¨ êðèâî¨ íà öèõ êiíöåâèõ iíòåðâàëàõ.

8.5. Êóái÷íèé êðàéîâèé ñïëàéí.

Äëÿ öüîãî òèïó ñïëàéíó íàêëàäà¹ìî äâi äîäàòêîâi óìîâè:

M1 = 2M2 −M3, (8.25)

Mn = 2Mn−1 −Mn−2. (8.26)

Âèêîðèñòàííÿ öèõ äâîõ ðiâíÿíü äëÿ âèêëþ÷åííÿM1 òàMn ç (8.18) ïðè-

çâîäèòü äî íàñòóïíî¨ (n−2)×(n−2) ëiíiéíî¨ ñèñòåìè äëÿM2,M3, . . . ,Mn−1:

6 0 0 0 . . . 0 0 0

1 4 1 0 . . . 0 0 0

0 1 4 1 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 . . . 1 4 1

0 0 0 0 . . . 0 0 6





M2

M3

M4

...

Mn−2

Mn−1


=

6

h2



y1 − 2y2 + y3

y2 − 2y3 + y4

y3 − 2y4 + y5
...

yn−3 − 2yn−2 + yn−1

yn−2 − 2yn−1 + yn


.

(8.27)

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ëiíiéíó ñèñòåìó äëÿ M2,M3, . . . ,Mn−1, ìè ìîæåìî âè-

êîðèñòàòè (8.25) òà (8.26) äëÿ âèçíà÷åííÿ M1 òàMn.

ßêùî ìè ïåðåïèøåìî (8.25) ó âèãëÿäi

M2 −M1 = M3 −M2

òî ç (8.17) âèïëèâà¹, ùî a1 = a2. Îñêiëüêè S′′′(x) = 6a1 íà [x1, x2] i

S′′′(x) = 6a2 íà [x2, x3], áà÷èìî, ùî S′′′(x) ¹ ñòàëîþ íà âñüîìó âiäðiçêó

[x1, x3]. Îòæå, S(x) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ êóái÷íî¨ êðèâî¨ íà ïðîìiæêó

[x1, x3], à íå ç äâîõ ðiçíèõ êóái÷íèõ êðèâèõ, ç'¹äíàíèõ ðàçîì ó òî÷öi x2.

(Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â öüîìó, ïðîiíòåãðóéòå S′′′(x) òðè÷i.) Àíàëîãi÷íèé

àíàëiç ïîêàçó¹, ùî S(x) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ êóái÷íî¨ êðèâî¨ íà äâîõ

îñòàííiõ iíòåðâàëàõ.
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Ó òîé ÷àñ ÿê íàòóðàëüíèé ñïëàéí ìà¹ òåíäåíöiþ ñòâîðþâàòè iíòåð-

ïîëÿöiéíó êðèâó, ÿêà ¹ ïëîñêîþ â êiíöåâèõ òî÷êàõ, êóái÷íèé ñïëàéí ìà¹

ïðîòèëåæíó òåíäåíöiþ: âií ñòâîðþ¹ êðèâó ç ÿñêðàâî âèðàæåíîþ êðè-

âèçíîþ â êiíöåâèõ òî÷êàõ. ßêùî æîäåí ç öèõ âàðiàíòiâ íå ¹ áàæàíèì,

ïàðàáîëi÷íèé ñïëàéí ¹ ðîçóìíèì êîìïðîìiñîì.

Ïðèêëàä 8.1 (Âèêîðèñòàííÿ ïàðàáîëi÷íîãî ñïëàéíó.). Ãóñòèíà âîäè

çìiíþ¹òüñÿ çàëåæíî âiä òåìïåðàòóðè òà äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-

ííÿ ïðè ïåâíié òåìïåðàòóði. Ó òàáëèöi 1.42 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ãóñòèíè

âîäè (ã/ñì3) äëÿ ï'ÿòè ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè

â iíòåðâàëi [−10◦C, 30◦C]. Íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ïàðàáîëi÷íèé ñïëàéí

Òåìïåðàòóðà (°C) Ãóñòèíà (ã/ñì3)

-10 0.99815

0 0.99987

10 0.99973

20 0.99823

30 0.99567

Ðèñ. 1.42: Ãóñòèíà âîäè. Äîâiäíèê ç õiìi¨ òà ôiçèêè (CRC Press, 2009)

äëÿ öèõ äàíèõ òà âèçíà÷èòè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ãóñòèíè âîäè â çà-

äàíîìó äiàïàçîíi, çíàéøîâøè òî÷êó ìàêñèìóìó ïîáóäîâàíî¨ ôóíêöi¨.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêëàäåìî

x1 = −10, y1 = 0.99815

x2 = 0, y2 = 0.99987

x3 = 10, y3 = 0.99973

x4 = 20, y4 = 0.99823

x5 = 30, y5 = 0.99567

(8.28)

Òîäi âiäïîâiäíî äî (8.18) ìà¹ìî

6[y1 − 2y2 + y3]/h
2 = −0.0001116
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6[y2 − 2y3 + y4]/h
2 = −0.0000816

6[y3 − 2y4 + y5]/h
2 = −0.0000636

i ëiíiéíà ñèñòåìà (8.24) äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ñïëàéíó áèòòÿ íàáóâà¹ âè-

ãëÿäó 
5 1 0

1 4 1

0 1 5



M2

M3

M4

 =


−0.0001116
−0.0000816
−0.0000636


Ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ ñèñòåìè äà¹

M2 = −0.00001973
M3 = −0.00001293
M4 = −0.00001013

(8.29)

Ç (19) i (20) ìà¹ìî

M1 = M2 = −0.00001973
M5 = M4 = −0.00001013

(8.30)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è äëÿ ai, bi, ci òà di ó (8.17), îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé âèðàç

äëÿ iíòåðïîëþþ÷îãî ïàðàáîëi÷íîãî ñïëàéíó áèòòÿ:

S(x) =


−.00000987(x+ 10)2 + .0002707(x+ 10) + .99815, −10 ⩽ x ⩽ 0

.000000113(x− 0)3 − .00000987(x− 0)2 + .0000733(x− 0) + .99987, 0 ⩽ x ⩽ 10

.000000047(x− 10)3 − .00000647(x− 10)2 − .0000900(x− 10) + .99973, 10 ⩽ x ⩽ 20

−.00000507(x− 20)2 − .0002053(x− 20) + .99823, 20 ⩽ x ⩽ 30

Öåé ñïëàéí çîáðàæåíî íà ðèñóíêó 1.43. Ç öüîãî ðèñóíêà âèäíî, ùî ìà-

êñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ â iíòåðâàëi [0, 10] . Ùîá çíàéòè öåé ìàêñèìóì, ïðè-

ðiâíÿ¹ìî S′(x) äî íóëÿ íà íà âiäðiçêó [0, 10]:

S′(x) = 0, 000000339 x2 − 0, 0000197 x+ 0, 0000733 = 0.

Ç òî÷íiñòþ äî òðüîõ çíà÷óùèõ öèôð êîðiíü öüîãî êâàäðàòíîãî ðiâíÿ-

ííÿ íà ïðîìiæêó [0, 10] äîðiâíþ¹ x = 3, 99, i äëÿ öüîãî çíà÷åííÿ x,

S(3, 99) = 1, 00001. Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç íàøîþ iíòåðïîëüîâàíîþ îöií-

êîþ, ìàêñèìàëüíà ãóñòèíà âîäè 1, 00001 ã/ñì3 äîñÿãà¹òüñÿ ïðè 3, 99◦C.

Öå äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèì ìàêñèìàëüíèì çíà÷åííÿì
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ãóñòèíè 1, 00000 ã/ñì3, ùî äîñÿãà¹òüñÿ ïðè 3, 98◦C. (Â îðèãiíàëüíié ìå-

òðè÷íié ñèñòåìi ãðàì âèçíà÷àâñÿ ÿê ìàñà îäíîãî êóái÷íîãî ñàíòèìåòðà

âîäè ïðè ¨¨ ìàêñèìàëüíî¨ ãóñòèíè).

Ðèñ. 1.43

Çàêëþ÷íi çàóâàæåííÿ. Ðîçãëÿíóòi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëi-

íiéíèõ ðiâíÿíü òà îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ ìàþòü øèðîêå ïðàêòè÷íå çà-

ñòîñóâàííÿ, ùî ÿñêðàâî äåìîíñòðó¹òüñÿ íà ïðèêëàäi êóái÷íèõ ñïëàéíiâ.

Ïðè ïîáóäîâi êóái÷íîãî ñïëàéíà âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñè-

ñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç òðèäiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ äëÿ çíàõîäæåííÿ

êîåôiöi¹íòiâ ñïëàéíà, ùî åôåêòèâíî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè.

Êóái÷íi ñïëàéíè òà ¨õíi óçàãàëüíåííÿ çàéìàþòü îñîáëèâå ìiñöå â ñó-

÷àñíié îá÷èñëþâàëüíié ìàòåìàòèöi çàâäÿêè ñâî¨ì óíiêàëüíèì âëàñòèâî-

ñòÿì. Îêðiì ñòâîðåííÿ ãëàäêèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ êðèâèõ ç íåïåðåâåðøå-

íîþ òî÷íiñòþ, çàñòîñóâàííÿ òàêèõ ñèñòåì ¹ êëþ÷îâèì äëÿ:

1. ×èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ, äå ñïëàéíè çàáåçïå÷óþòü âèñîêó òî÷íiñòü

îá÷èñëåíü çàâäÿêè ¨õíié ãëàäêîñòi òà ïðîñòîòi iíòåãðóâàííÿ ïîëi-

íîìiàëüíèõ ôóíêöié;

2. ×èñåëüíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ, äå âèêîðèñòàííÿ ñïëàéíiâ äîïîìà-

ãà¹ óíèêíóòè ïðîáëåì, ïîâ'ÿçàíèõ ç íàêîïè÷åííÿì ïîõèáîê, ÿêi

÷àñòî âèíèêàþòü ïðè âèêîðèñòàííi êëàñè÷íèõ ðiçíèöåâèõ ñõåì;

3. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, äå ñïëàé-
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íè çàáåçïå÷óþòü åôåêòèâíèé ñïîñiá àïðîêñèìàöi¨ øóêàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ,

ùî äîçâîëÿ¹ çâåñòè âèõiäíó çàäà÷ó äî ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâ-

íÿíü;

4. Òåîði¨ îïòèìiçàöi¨, äå ñïëàéíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè

ãëàäêèõ àïðîêñèìàöié öiëüîâèõ ôóíêöié òà îáìåæåíü, ùî çíà÷íî

ïîêðàùó¹ çáiæíiñòü ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ.

Îòæå, ãëèáîêå ðîçóìiííÿ ìåòîäiâ ðîáîòè ç ñèñòåìàìè ëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü òà âèçíà÷íèêàìè ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì äëÿ ïîäàëüøîãî âèâ÷åííÿ

÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ. Öåé ìàòåðiàë äåìîíñòðó¹ òiñíèé çâ'ÿçîê ìiæ ðiçíè-

ìè ðîçäiëàìè îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè òà ïiäêðåñëþ¹ âàæëèâiñòü

îâîëîäiííÿ ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ÿê áàçîâî-

ãî iíñòðóìåíòàðiþ ñó÷àñíîãî ìàòåìàòèêà.

8.6. Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Âïðàâà 1. Çíàéäiòü âèðàçè äëÿ ai òà ci ó ðiâíÿííÿõ (8.17) òåîðåìè 8.1.

Âïðàâà 2. Øiñòü òî÷îê

(0, 0.00000), (0.2, .19867), (0.4, .38942),

(0.6, 0.56464), (0.8, 0.71736), (1.0, 0.84147)

ëåæàòü íà ãðàôiêó ôóíêöi¨ y = sinx, äå x çàäàíî â ðàäiàíàõ.

(a) Çíàéäiòü ÷àñòèíó ïàðàáîëi÷íîãî ñïëàéíó, ÿêà iíòåðïîëþ¹ öi øiñòü

òî÷îê äëÿ 0.4 ⩽ x ⩽ 0.6. Äîòðèìóéòåñü òî÷íîñòi äî ï'ÿòè çíàêiâ ïiñëÿ

êîìè.

(b) Îá÷èñëiòü S(0.5) äëÿ ñïëàéíà, çíàéäåíîãî ó ÷àñòèíi (a). ßêà âiäñî-

òêîâà ïîõèáêà S(0.5) ïî âiäíîøåííþ äî ¾òî÷íîãî¿ çíà÷åííÿ sin(0.5) =

0.47943?

Âïðàâà 3. Íàñòóïíi ï'ÿòü òî÷îê (0, 1), (1, 7), (2, 27), (3, 79), (4, 181) ëå-

æàòü íà îäíié êóái÷íié êðèâié.

(a) ßêèé ç òðüîõ òèïiâ êóái÷íèõ ñïëàéíiâ (íàòóðàëüíèé, ïàðàáîëi÷íèé

áèòòÿ àáî êóái÷íå áèòòÿ) áóäå òî÷íî óçãîäæóâàòèñÿ ç ¹äèíîþ êóái÷íîþ

êðèâîþ, íà ÿêié ëåæàòü ï'ÿòü òî÷îê?
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(b) Âèçíà÷òå êóái÷íèé ñïëàéí, ÿêèé âè âèáðàëè â ÷àñòèíi (a), i ïåðåâið-

òå, ùî âií ¹ ¹äèíîþ êóái÷íîþ êðèâîþ, ÿêà iíòåðïîëþ¹ ï'ÿòü òî÷êè.

Âïðàâà 4. Ïîâòîðiòü îá÷èñëåííÿ ç ïðèêëàäó 1, âèêîðèñòîâóþ÷è íàòó-

ðàëüíèé ñïëàéí äëÿ äëÿ iíòåðïîëÿöi¨ ï'ÿòè òî÷îê äàíèõ.

Âïðàâà 5. Ïîâòîðiòü îá÷èñëåííÿ ó ïðèêëàäi 1, âèêîðèñòîâóþ÷è êóái-

÷íèé ñïëàéí äëÿ iíòåðïîëÿöi¨ ï'ÿòè òî÷îê äàíèõ.

Âïðàâà 6. Ðîçãëÿíåìî ï'ÿòü òî÷îê (0, 0), (0.5, 1), (1, 0), (1.5,−1) i (2, 0)
íà ãðàôiêó y = sin (πx).

(a) Âèêîðèñòîâóéòå íàòóðàëüíèé ñïëàéí äëÿ iíòåðïîëÿöi¨ òî÷îê äàíèõ

(0, 0), (0.5, 1) òà (1, 0).

(b) Âèêîðèñòîâóéòå íàòóðàëüíèé ñïëàéí äëÿ iíòåðïîëÿöi¨ òî÷îê äàíèõ

(0.5, 1), (1, 0) òà (1.5,−1).
(c) Ïîÿñíiòü íåçâè÷àéíèé õàðàêòåð âàøîãî ðåçóëüòàòó â ÷àñòèíi (b).

Âïðàâà 7. (Ïåðiîäè÷íèé ñïëàéí). ßêùî âiäîìî àáî áàæàíî, ùîá n òî-

÷îê (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn), ÿêi iíòåðïîëþþòüñÿ, ëåæàëè íà îäíîìó

öèêëi ïåðiîäè÷íî¨ êðèâî¨ ç ïåðiîäîì xn−x1 , òî iíòåðïîëþþ÷èé êóái÷íèé

ñïëàéí S(x) ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè òàêi óìîâè:

S(x1) = S(xn)

S′(x1) = S′(xn)

S′′(x1) = S′′(xn)

(a) Ïîêàæiòü, ùî öi òðè óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi âèìàãàþòü, ùîá:

y1 = yn

M1 = Mn

4M1 +M2 +Mn−1 = 6
yn−1 − 2y1 + y2

h2

(b) Âèêîðèñòîâóþ÷è òðè ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèíè (a) òà ðiâíÿííÿ (8.18), ñêëà-

äiòü ëiíiéíó ñèñòåìó ðîçìiðîì (n− 1)× (n− 1) äëÿ M1,M2, . . . ,Mn−1 ó

ìàòðè÷íié ôîðìi.

Âïðàâà 8. (Ôiêñîâàíèé ñïëàéí) Ïðèïóñòèìî, ùî, êðiì n òî÷îê äëÿ
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iíòåðïîëÿöi¨, íàì çàäàíi êîíêðåòíi çíà÷åííÿ y′1 òà y
′
n äëÿ ïîõiäíèõ S

′(x1)

i S′(xn) iíòåðïîëþþ÷îãî êóái÷íîãî ñïëàéíó â êðàéîâèõ òî÷êàõ x1 i xn.

(a) Ïîêàæiòü, ùî:

2M1 +M2 = 6
y2 − y1 − hy′1

h2

2Mn +Mn−1 = 6
yn−1 − yn + hy′n

h2
.

(b) Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèíè (a) òà ðiâíÿííÿ (15), ñêëàäiòü

ëiíiéíó ñèñòåìó ðîçìiðîì n×n äëÿ M1,M2, . . . ,Mn ó ìàòðè÷íié ôîðìi.

Ïðèìiòêà: ôiêñîâàíèé ñïëàéí, îïèñàíèé ó öié âïðàâi, ¹ íàéòî÷íi-

øèì òèïîì ñïëàéíó äëÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ çàäà÷, ÿêùî ïîõiäíi â êðàéî-

âèõ òî÷êàõ âiäîìi àáî ìîæóòü áóòè îöiíåíi.

9. Çàñòîñóâàííÿ ëiíiéíî¨ àëãåáðè â êîìï'þòåðíié

ãðàôiöi: ãåîìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ íà ïëîùèíi

9.1. Êîìï'þòåðíà ãðàôiêà: ñó÷àñíèé ïîãëÿä

Ñó÷àñíèé ñâiò âàæêî óÿâèòè áåç êîìï'þòåðíî¨ ãðàôiêè. Âiä âiðòóàëü-

íèõ ñâiòiâ âiäåîiãîð äî ðåêëàìíèõ áàíåðiâ íà âóëèöÿõ, âîíà îòî÷ó¹ íàñ

âñþäè. Êîìï'þòåðíà ãðàôiêà àêòèâíî âèêîðèñòîâó¹ äîñÿãíåííÿ ìàòåìà-

òèêè, çîêðåìà ëiíiéíî¨ àëãåáðè, äëÿ ñòâîðåííÿ âðàæàþ÷èõ âiçóàëüíèõ

åôåêòiâ òà ðåàëiñòè÷íèõ çîáðàæåíü.

� Âiçóàëiçàöiÿ äàíèõ: Âiçóàëiçàöiÿ ¹ êëþ÷îâèì åëåìåíòîì êîìï'þòåðíî¨

ãðàôiêè, àäæå ñàìå âîíà ¹ ¨¨ êiíöåâèì ïðîäóêòîì. Ëiíiéíà àëãåáðà

äîïîìàãà¹ ïåðåòâîðèòè äàíi â çðîçóìiëi òà íàî÷íi îáðàçè.

� Ìîäåëþâàííÿ îá'¹êòiâ: Ñòâîðåííÿ ìîäåëåé ðåàëüíèõ àáî âið-

òóàëüíèõ îá'¹êòiâ ¹ âàæëèâèì çàâäàííÿì êîìï'þòåðíî¨ ãðàôiêè.

Ëiíiéíà àëãåáðà íàäà¹ ïîòóæíèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò äëÿ îïè-

ñó òà ïåðåòâîðåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ, ùî ¹ îñíîâîþ äëÿ 3D-

ìîäåëþâàííÿ.
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� Àâòîìàòèçàöiÿ ïðîöåñiâ:Àâòîìàòèçàöiÿ ïðîöåñiâ ñòâîðåííÿ ãðà-

ôiêè äîçâîëÿ¹ çíà÷íî ñêîðîòèòè ÷àñ òà ðåñóðñè, íåîáõiäíi äëÿ

ñòâîðåííÿ ñêëàäíèõ ïðîåêòiâ. Ëiíiéíà àëãåáðà âiäiãðà¹ âàæëèâó

ðîëü ó ðîçðîáöi àëãîðèòìiâ àâòîìàòèçîâàíî¨ îáðîáêè çîáðàæåíü

òà ãåíåðàöi¨ ãðàôiêè.

9.2. Ðîëü ëiíiéíî¨ àëãåáðè â êîìï'þòåðíié ãðàôiöi

Ëiíiéíà àëãåáðà ¹ ôóíäàìåíòîì äëÿ áàãàòüîõ ìåòîäiâ òà àëãîðèòìiâ,

ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â êîìï'þòåðíié ãðàôiöi. �¨ çíà÷åííÿ âàæêî ïåðå-

îöiíèòè, àäæå âîíà íàäà¹ ïîòóæíèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò äëÿ îïèñó

ãåîìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ òà ïåðåòâîðåíü, ÿêi ¹ êðèòè÷íî âàæëèâèìè äëÿ

êîìï'þòåðíî¨ ãðàôiêè.

� Ìàòðèöi òà âåêòîðè ÿê ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò äëÿ îïèñó

ãåîìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ òà ïåðåòâîðåíü: Ìàòðèöi òà âåêòîðè ¹

îñíîâíèìè áóäiâåëüíèìè áëîêàìè ëiíiéíî¨ àëãåáðè. Âîíè âèêîðè-

ñòîâóþòüñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ òî÷îê, âåêòîðiâ, ëiíié, ïëîùèí òà

iíøèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ. Çà äîïîìîãîþ ìàòðèöü ìîæíà îïè-

ñóâàòè ðiçíîìàíiòíi ãåîìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ.

� Ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ â ãðàôiöi: Ëiíiéíi

ïåðåòâîðåííÿ ¹ âàæëèâèì iíñòðóìåíòîì äëÿ ìàíiïóëÿöi¨ ãåîìåòðè-

÷íèìè îá'¹êòàìè. Âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðóõó

îá'¹êòiâ, çìiíè ¨õ ôîðìè òà ðîçìiðó, à òàêîæ äëÿ ïîáóäîâè ñêëà-

äíèõ çîáðàæåíü òà âiðòóàëüíèõ ñâiòiâ.

9.3. Ñó÷àñíi çàñòîñóâàííÿ ëiíiéíî¨ àëãåáðè â êîìï'þòåðíié

ãðàôiöi

Ñó÷àñíi òåõíîëîãi¨ àêòèâíî âèêîðèñòîâóþòü äîñÿãíåííÿ ëiíiéíî¨ àë-

ãåáðè äëÿ ðîçâèòêó êîìï'þòåðíî¨ ãðàôiêè.

� Âiäåîiãðè: ¹ îñíîâîþ äëÿ ñòâîðåííÿ òðèâèìiðíî¨ ãðàôiêè ó âi-

äåîiãðàõ. Âîíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðóõó îá'¹êòiâ,
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îáðîáêè îñâiòëåííÿ òà òiíåé, à òàêîæ äëÿ ñòâîðåííÿ ðåàëiñòè÷íèõ

ôiçè÷íèõ ñèìóëÿöié.

� Êiíî òà ñïåöåôåêòè: âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ñòâîðåííÿ êîìï'þòåðíèõ

ñïåöåôåêòiâ ó êiíî. Âîíà äîçâîëÿ¹ ñòâîðþâàòè ðåàëiñòè÷íi âiðòó-

àëüíi ñâiòè, ìîäåëþâàòè ðóõ ïåðñîíàæiâ òà îáðîáëÿòè çîáðàæåííÿ.

� Âiðòóàëüíà ðåàëüíiñòü òà äîïîâíåíà ðåàëüíiñòü: ¹ êëþ÷î-

âèì åëåìåíòîì äëÿ ñòâîðåííÿ âiðòóàëüíî¨ òà äîïîâíåíî¨ ðåàëü-

íîñòi. Âîíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ âiäñòåæåííÿ ðóõó êîðèñòóâà÷à,

ðåíäåðèíãó òðèâèìiðíèõ îá'¹êòiâ òà ñòâîðåííÿ iíòåðàêòèâíèõ ñå-

ðåäîâèù.

� Äèçàéí òà ðåêëàìà: âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ñòâîðåííÿ ðåêëàìíèõ

ðîëèêiâ, âiçóàëiçàöi¨ ïðîäóêòiâ òà ðîçðîáêè äèçàéíó iíòåðôåéñiâ.

Âîíà äîçâîëÿ¹ ñòâîðþâàòè åñòåòè÷íî ïðèâàáëèâi òà ôóíêöiîíàëüíi

ðiøåííÿ.

� 3D-äðóê: âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ òðèâèìiðíèõ îá'¹êòiâ,

ÿêi ïîòiì ìîæóòü áóòè íàäðóêîâàíi íà 3D-ïðèíòåði. Öå âiäêðèâà¹

íîâi ìîæëèâîñòi äëÿ ïðîòîòèïóâàííÿ, äèçàéíó òà âèðîáíèöòâà.

Öåé ðîçäië íàäàñòü âàì íåîáõiäíi çíàííÿ òà íàâè÷êè äëÿ ðîçóìiííÿ

òà çàñòîñóâàííÿ â ñó÷àñíîìó ñâiòi, äå êîìï'þòåðíi òåõíîëîãi¨ âiäiãðàþòü

êëþ÷îâó ðîëü.

10. Ãåîìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ.

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî ãåîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü, âàæëèâî çàçíà÷è-

òè, ùî òàêi ôóíäàìåíòàëüíi ïîíÿòòÿ ëiíiéíî¨ àëãåáðè, ÿê âåêòîðè òà

ìàòðèöi, âæå ðîçãëÿäàëèñÿ â ïîïåðåäíiõ êóðñàõ.

Íàãàäà¹ìî, ùî âåêòîðè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ íà-

ïðÿìêó òà âåëè÷èíè, à ìàòðèöi ¹ çðó÷íèì ñïîñîáîì äëÿ çàïèñó òà çäié-

ñíåííÿ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü.
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Â êîíòåêñòi êîìï'þòåðíî¨ ãðàôiêè,ìàòðèöi âiäiãðàþòü êëþ÷îâó ðîëü,

îñêiëüêè äîçâîëÿþòü êîìïàêòíî îïèñóâàòè ðiçíîìàíiòíi ãåîìåòðè÷íi îïå-

ðàöi¨, çîêðåìà òi, ùî áóäóòü ðîçãëÿíóòi äàëi.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ëiòåðè "A"íà åêðàíi. Â ðåàëüíîñòi, ëiòåðà

"A"ìîæå áóòè çîáðàæåíà çà äîïîìîãîþ êîîðäèíàò 11 êóòiâ òà çàôàðáî-

âóâàííÿì âíóòðiøíüî¨ îáëàñòi (ÿê ïîêàçàíî íà ðèñóíêó 1).

Ðèñ. 1.44

Äëÿ ñïðîùåííÿ, çíåõòó¹ìî òîâùèíîþ ëiòåðè òà âèêîðèñòà¹ìî ëèøå

ï'ÿòü êîîðäèíàò, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.45. Öþ ñïðîùåíó ëiòåðó ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ìàòðèöi äàíèõ:

(Âåðøèíè: 1 2 3 4 5

D = 0 6 5 1 3

0 0 3 3 9

)
äå ñòîâïöi âiäïîâiäàþòü êîîðäèíàòàì âåðøèí ó ïåâíîìó ïîðÿäêó.

10.1. Ãåîìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ íà ïëîùèíi

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî îñíîâíi ãåîìåòðè÷íi ïåðå-

òâîðåííÿ íà ïëîùèíi, òàêi ÿê ìàñøòàáóâàííÿ, ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæå-
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x

y

1 2

34

5

Ðèñ. 1.45

ííÿ, ïîâîðîò òà äîäàâàííÿ ìàòðèöi (ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ). Äëÿ êî-

æíîãî ïåðåòâîðåííÿ áóäå íàâåäåíî âiäïîâiäíó ìàòðèöþ òà ïðèêëàäè

çàñòîñóâàííÿ.

� Ìàñøòàáóâàííÿ:

� Ðiâíîìiðíå òà íåðiâíîìiðíå ìàñøòàáóâàííÿ.

� Ìàòðèöÿ ìàñøòàáóâàííÿ: S =

[
sx 0

0 sy

]
� sx - êîåôiöi¹íò ìàñøòàáóâàííÿ ïî îñi X.

� sy - êîåôiöi¹íò ìàñøòàáóâàííÿ ïî îñi Y.

� Ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ:

� Âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî îñi X òà îñi Y.

� Ìàòðèöÿ âiäîáðàæåííÿ:

* Âiäíîñíî îñi X: Rx =

[
1 0

0 −1

]
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* Âiäíîñíî îñi Y: Ry =

[
−1 0

0 1

]

� Ïîâîðîò:

� Ïîâîðîò íà çàäàíèé êóò θ.

� Ìàòðèöÿ ïîâîðîòó: R(θ) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]

Ïðèêëàä 10.1 (Îáåðòàííÿ îá'¹êòà). Îáåðíóòè ëiòåðó A íàâêîëî

ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà
π

6
(àáî 30°).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèïèøåìî ìàòðèöþ îáåðòàííÿ Rπ
6
. Ìà¹ìî ùî

Rπ
6
=

cos
(π
6

)
− sin

(π
6

)
sin
(π
6

)
cos
(π
6

)  =

(
0.866 −0.5
0.5 0.866

)
.

Ïîìíîæèìî ìàòðèöþ âåðøèí D íà ìàòðèöþ Rπ
6
îòðèìà¹ìî, ùî

Rπ
6
D =

(
0.866 −0.5
0.5 0.866

)(
0 6 5 1 3

0 0 3 3 9

)
=(

0 5.196 2.83 −0.634 −1.902
0 3 5.098 3.098 9.294

)
i ïîâåðíóòè ëiòåðó A çîáðàæåíî íà ðèñóíêó 1.46.

� Ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ.

� Ïåðåìiùåííÿ îá'¹êòà íà çàäàíèé âåêòîð w = (tx, ty).

� Ìàòðèöÿ ïåðåíåñåííÿ: Tw =

[
tx

ty

]

10.2. Îäíîðiäíi êîîðäèíàòè

Îäíîðiäíi êîîðäèíàòè - öå ñèñòåìà êîîðäèíàò, ÿêà äîçâîëÿ¹ óíiôiêó-

âàòè ìàòåìàòè÷íèé çàïèñ äëÿ ðiçíèõ âèäiâ ãåîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü,

âêëþ÷àþ÷è ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ. Â îäíîðiäíèõ êîîðäèíàòàõ êîæíà
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x

y

Ðèñ. 1.46

òî÷êà íà ïëîùèíi (x, y) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ÿê òî÷êà â òðèâèìiðíîìó ïðî-

ñòîði (x, y, w), äå w - äåÿêå ÷èñëî, âiäìiííå âiä íóëÿ. Çàçâè÷àé w ïðè-

éìàþòü ðiâíèì 1. Âèêîðèñòàííÿ îäíîðiäíèõ êîîðäèíàò çíà÷íî ñïðîùó¹

ðîáîòó ç ãåîìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè, îñîáëèâî ïðè ¨õ êîìïîçèöi¨.

� Ïåðåâàãè âèêîðèñòàííÿ îäíîðiäíèõ êîîðäèíàò:

� Óíiôiêàöiÿ ìàòåìàòè÷íîãî çàïèñó äëÿ ðiçíèõ âèäiâ ïåðåòâî-

ðåíü.

� Ìîæëèâiñòü ïðåäñòàâèòè ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ ìàòðè÷íèì

ìíîæåííÿì.

� Ïåðåòâîðåííÿ òî÷îê òà âåêòîðiâ â îäíîðiäíi êîîðäèíàòè:

� Òî÷êà: (x, y)→ (x, y, 1)

� Âåêòîð: (x, y)→ (x, y, 0)

� Ìàòðèöi ïåðåòâîðåíü â îäíîðiäíèõ êîîðäèíàòàõ:
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� Ìàñøòàáóâàííÿ: S =


sx 0 0

0 sy 0

0 0 1



� Âiäîáðàæåííÿ: Rx =


1 0 0

0 −1 0

0 0 1

, Ry =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1



� Ïîâîðîò: R(θ) =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1



� Ïåðåíåñåííÿ: T =


1 0 tx

0 1 ty

0 0 1


10.3. Êîìïîçèöiÿ ãåîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü

Êîìïîçèöiÿ ãåîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü - öå ïîñëiäîâíå çàñòîñóâàí-

íÿ êiëüêîõ ãåîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü äî îá'¹êòà. Ðåçóëüòàò êîìïîçèöi¨

çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåíü. Ìàòðèöÿ êîìïîçèöi¨

ïåðåòâîðåíü îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê äîáóòîê ìàòðèöü îêðåìèõ ïåðåòâîðåíü.

� Ïîíÿòòÿ êîìïîçèöi¨ ïåðåòâîðåíü:

� Ïîñëiäîâíå çàñòîñóâàííÿ êiëüêîõ ãåîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü.

� Ìàòðèöÿ êîìïîçèöi¨ ïåðåòâîðåíü: T = Tn · Tn−1 · ... · T1

� Ïîðÿäîê çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåíü òà éîãî çíà÷åííÿ:

� Âàæëèâiñòü ïðàâèëüíîãî ïîðÿäêó äëÿ îòðèìàííÿ áàæàíîãî

ðåçóëüòàòó.

Ïðèêëàä 10.2 (Îáåðòàííÿ îá'¹êòà íàâêîëî äîâiëüíî¨ òî÷êè íà ïëîùè-

íi). Îáåðíóòè ëiòåðó A (äèâ. ðèñ. 1.45) íà êóò
π

6
íàâêîëî òî÷êè S(4, 5).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàííÿ îäíîðiäíèõ êîîðäèíàò äëÿ âåðøèí ëiòåðè

A ïðèçâîäèòü äî ìàòðèöi äàíèõ:

Kd =


0 6 5 1 3

0 0 3 3 9

1 1 1 1 1

 .

ßêùî ìè ïîçíà÷èìî w =

(
4

5

)
, iäåÿ ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi êîìïîçè-

öi¨ ïåðåòâîðåíü: ñïî÷àòêó ïåðåìiñòèòè ëiòåðó A íà âåêòîð −w òàê, ùîá

òî÷êà w ïåðåìiñòèëàñÿ â ïî÷àòîê êîîðäèíàò, ïîòiì îáåðíóòè öþ ïåðåìi-

ùåíó ëiòåðó, i ïîòiì ïåðåìiñòèòè ¨¨ íà âåêòîð w íàçàä äî ¨¨ ïî÷àòêîâîãî

ïîëîæåííÿ. Àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ ç ìàòðèöÿìè âèãëÿäàþòü íàñòóïíèì

÷èíîì (ïàì'ÿòàéòå ïîðÿäîê êîìïîçèöi¨!):

T ·Kd = Tw ·Rπ
6
· T−w ·Kd =

=


1 0 4

0 1 5

0 0 1



0.866 −0.5 0

0.5 0.866 0

0 0 1



1 0 −4
0 1 −5
0 0 1



0 6 5 1 3

0 0 3 3 9

1 1 1 1 1

 =


3.036 8.232 5.866 2.402 1.134

−1.33 1.67 3.768 1.768 7.964

1 1 1 1 1

 .

Öå çîáðàæåíî íà ðèñóíêó 1.47.

11. Çàñòîñóâàííÿ ëiíiéíî¨ àëãåáðè â êîìï'þòåðíié

ãðàôiöi: ãåîìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ â ïðîñòîði.

Äåÿêi ç íàéíîâiøèõ i íàéöiêàâiøèõ äîñëiäæåíü ó ãàëóçi êîìï'þòåðíî¨

ãðàôiêè ïîâ'ÿçàíi ç ìîëåêóëÿðíèì ìîäåëþâàííÿì. Çàâäÿêè òðèâèìiðíié

(3D) ãðàôiöi áiîëîã ìîæå äîñëiäæóâàòè çìîäåëüîâàíó ìîëåêóëó áiëêà òà

øóêàòè àêòèâíi äiëÿíêè, ÿêi ìîæóòü ïðèéìàòè ìîëåêóëó ëiêàðñüêîãî çà-

ñîáó. Áiîëîã ìîæå îáåðòàòè é ïåðåìiùàòè åêñïåðèìåíòàëüíèé ïðåïàðàò i

íàìàãàòèñÿ ïðèêðiïèòè éîãî äî áiëêà. Öÿ çäàòíiñòü âiçóàëiçóâàòè ïîòåí-
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x

y

Ðèñ. 1.47

öiéíi õiìi÷íi ðåàêöi¨ ¹ íàäçâè÷àéíî âàæëèâîþ äëÿ ñó÷àñíèõ äîñëiäæåíü

ó ãàëóçi ðîçðîáêè ëiêàðñüêèõ çàñîáiâ i äîñëiäæåíü ðàêó. Íàñïðàâäi ïðî-

ãðåñ ó ðîçðîáöi ëiêàðñüêèõ ïðåïàðàòiâ ïåâíîþ ìiðîþ çàëåæèòü âiä ðîç-

âèòêó êîìï'þòåðíî¨ ãðàôiêè, çäàòíî¨ ñòâîðþâàòè ðåàëiñòè÷íi ñèìóëÿöi¨

ìîëåêóë òà ¨õíiõ âçà¹ìîäié.

Ñó÷àñíi äîñëiäæåííÿ ó ñôåði ìîëåêóëÿðíîãî ìîäåëþâàííÿ çîñåðå-

äæåíi íà âiðòóàëüíié ðåàëüíîñòi, ñåðåäîâèùi, â ÿêîìó äîñëiäíèê ìîæå

áà÷èòè é âiä÷óâàòè, ÿê ìîëåêóëà ïðåïàðàòó âçà¹ìîäi¹ ç áiëêîì.

Iíøèé ïiäõiä äî âiðòóàëüíî¨ ðåàëüíîñòi âêëþ÷à¹ øîëîì i ðóêàâè÷êó,

ÿêi âèçíà÷àþòü ðóõè ãîëîâè, ðóêè òà ïàëüöiâ. Øîëîì ìiñòèòü äâà ìiíi-

àòþðíi êîìï'þòåðíi åêðàíè � ïî îäíîìó äëÿ êîæíîãî îêà. Çðîáèòè öå

âiðòóàëüíå ñåðåäîâèùå áiëüø ðåàëiñòè÷íèì ¹ ñêëàäíèì çàâäàííÿì äëÿ

iíæåíåðiâ, ó÷åíèõ i ìàòåìàòèêiâ. Ìàòåìàòèêà, ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî òóò,

ëèøå âiäêðèâà¹ äâåði äî öi¹¨ çàõîïëèâî¨ ãàëóçi äîñëiäæåíü.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ìàòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü

f : R3 → R2, ÿêi êîðèñíi ïðè ðîçðîáöi äâîâèìiðíèõ çîáðàæåíü.
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Çàóâàæèìî, ùî êîëüîðîâå çîáðàæåííÿ âèìàãà¹ íàäñèëàííÿ òðüîõ çî-

áðàæåíü, ïî îäíîìó íà êîæíó ÷åðâîíó, çåëåíó òà ñèíüî¨ ëþìiíîôîðíèõ

òî÷îê íà åêðàíi, ç ðiçíîþ iíòåíñèâíiñòþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìè õî÷åìî âiçóàëiçóâàòè òðèâèìiðíèé îá'¹êò, âèâî-

äÿ÷è ðiçíi éîãî âèäè íà âiäåîåêðàíi. Îá'¹êò, ÿêèé ìè õî÷åìî âiäîáðàçè-

òè, áóäå âèçíà÷àòèñÿ ñêií÷åííîþ ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ âiäðiçêiâ ïðÿìî¨

ëiíi¨. ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî óñi÷åíó ïðàâèëüíó ïiðàìiäó ç øåñòèêó-

òíîþ îñíîâîþ, çîáðàæåíó íà ðèñóíêó 1.48.

Ñïî÷àòêó ââåäåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò xyz, ó ÿêó ìè âáóäó¹ìî îá'¹êò.

ßê i íà ðèñóíêó 1.48, çîði¹íòó¹ìî ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ùîá ¨¨ ïî÷àòîê

çíàõîäèâñÿ ó öåíòði âiäåîåêðàíó, à ïëîùèíà xy çáiãàëàñÿ ç ïëîùèíîþ

åêðàíà. Îòæå, ñïîñòåðiãà÷ áà÷èòèìå ëèøå ïðîåêöiþ âèãëÿä òðèâèìið-

íîãî îá'¹êòà íà äâîâèìiðíó ïëîùèíó xy

Ðèñ. 1.48

Ó ñèñòåìi êîîðäèíàò xyz êiíöåâi òî÷êè P1, P2, . . . , Pn âiäðiçêiâ ïðÿ-

ìî¨, ùî âèçíà÷àþòü âèä íà îá'¹êò, áóäóòü ìàòè ïåâíi êîîðäèíàòè. , Pn

âiäðiçêiâ ïðÿìî¨, ÿêi âèçíà÷àþòü âèãëÿä îá'¹êòà, ìàòèìóòü ïåâíi êîîð-

äèíàòè - ñêàæiìî

(x1, y1, z1), (x2, y2, z2), . . . , (xn, yn, zn)

Öi êîîðäèíàòè, ðàçîì iç âêàçiâêîþ, ÿêi ïàðè ïîòðiáíî ç'¹äíàòè ïðÿìèìè

âiäðiçêàìè âiäðiçêàìè ïðÿìèõ, ïîâèííi çáåðiãàòèñÿ ó ïàì'ÿòi ñèñòåìè

âiäîáðàæåííÿ âiäåîñèãíàëó. Íàïðèêëàä íàïðèêëàä, ïðèïóñòèìî, ùî 12
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âåðøèí óñi÷åíî¨ ïiðàìiäè íà ðèñóíêó 1.48 ìàþòü òàêi êîîðäèíàòè (åêðàí

ìà¹ øèðèíó 4 îäèíèöi òà âèñîòó 3 îäèíèöi):

P1 : (1.000,−.800, .000), P2 : (.500,−.800,−.866),
P3 : (−.500,−.800,−.866), P4 : (−1.000,−.800, .000),
P5 : (−.500,−.800, .866), P6 : (.500,−.800, .866),
P7 : (.840,−.400, .000), P8 : (.315, .125,−.546),
P9 : (−.210, .650,−.364), P10 : (−.360, .800, .000),
P11 : (−.210, .650, .364), P12 : (.315, .125, .546)

Öi 12 âåðøèí ïîïàðíî ç'¹äíàíi 18 âiäðiçêàìè íàñòóïíèì ÷èíîì, äå Pi ↔
Pj îçíà÷à¹, ùî òî÷êà Pi ç'¹äíàíà ç òî÷êîþ Pj :

P1 ↔ P2, P2 ↔ P3, P3 ↔ P4, P4 ↔ P5, P5 ↔ P6, P6 ↔ P1,

P7 ↔ P8, P8 ↔ P9, P9 ↔ P10, P10 ↔ P11, P11 ↔ P12, P12 ↔ P7,

P1 ↔ P7, P2 ↔ P8, P3 ↔ P9, P4 ↔ P10, P5 ↔ P11, P6 ↔ P12

Ó ðèñ. ?? öi 18 ïðÿìèõ âiäðiçêiâ ïîêàçàíi òàê, ÿê âîíè ç'ÿâëÿòüñÿ íà

âiäåîåêðàí.

Ðèñ. 1.49

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ëèøå x - òà y -êîîðäèíàòè âåðøèí ïîòðiáíi ñèñòå-

ìi âiäîáðàæåííÿ âiäåîñèãíàëó äëÿ ïîáóäîâè çîáðàæåííÿ, îñêiëüêè âiä-

îáðàæà¹òüñÿ ëèøå ïðîåêöiÿ îá'¹êòà íà ïëîùèíó xy. Îäíàê, ìè ïîâèííi

âiäñëiäêîâóâàòè êîîðäèíàòè z äëÿ òîãî, ùîá äëÿ âèêîíàííÿ ïåâíèõ ïå-

ðåòâîðåíü, ïðî ÿêi éòèìåòüñÿ äàëi. Çàðàç ìè ïîêàæåìî, ÿê ôîðìóâàòè

102



íîâi âèãëÿäè îá'¹êòà øëÿõîì ìàñøòàáóâàííÿ, ïåðåêëàäó àáî îáåðòàííÿ

ïî÷àòêîâîãî âèãëÿäó.

Ñïî÷àòêó ìè ïîáóäó¹ìî ìàòðèöþ P ðîçìiðîì 3 × n, ÿêó íàçèâà¹-

ìî ìàòðèöåþ êîîðäèíàò âèãëÿäó, ñòîâïöi ÿêî¨ ¹ êîîðäèíàòàìè n òî÷îê

âèãëÿäó:

P =


x1 x2 . . . xn

y1 y2 . . . yn

z1 z2 . . . zn

 .

Íàïðèêëàä, ìàòðèöÿ êîîðäèíàò P , ùî âiäïîâiäà¹ ðèñ. 1.49, ¹ ìàòðèöÿ

ðîçìiðîì 3× 12

1.000 .500 −.500 −1.000 −.500 .500 .840 .315 −.210 −.360
−.210 .315

−.800 −.800 −.800 −.800 −.800 −.800 −.400 .125 .650 .800

.650 .125

.000 −.866 −.866 .000 .866 .866 .000 −.546 −.364 .000

.364 .546


Íèæ÷å ìè ïîêàæåìî, ÿê ïåðåòâîðèòè ìàòðèöþ êîîðäèíàò P âèäó

äî íîâî¨ ìàòðèöþ êîîðäèíàò P ′, ùî âiäïîâiäà¹ íîâîìó âèãëÿäó îá'¹êòà.

Âiäðiçêè ïðÿìèõ, ùî ç'¹äíóþòü ðiçíi òî÷êè, ïåðåìiùóþòüñÿ ðàçîì ç òî-

÷êàìè ïiä ÷àñ ïåðåòâîðåííÿ. Òàêèì ÷èíîì êîæåí âèä îäíîçíà÷íî âèçíà-

÷à¹òüñÿ éîãî êîîðäèíàòíîþ ìàòðèöåþ, ÿê òiëüêè ìè âêàæåìî, ÿêi ïàðè

òî÷îê íà ïî÷àòêîâîìó âèãëÿäi ìàþòü áóòè ç'¹äíàíi ïðÿìèìè ëiíiÿìè.

11.1. Ìàñøòàáóâàííÿ

Ïåðøèé òèï ïåðåòâîðåííÿ, ÿêèé ìè ðîçãëÿäà¹ìî, ïîëÿãà¹ ó ìàñøòà-

áóâàííi çîáðàæåííÿ çà íàïðÿìêàìè x, y òà z íà êîåôiöi¹íòè α, β òà γ

âiäïîâiäíî. Ïiä öèì ìè ðîçóìi¹ìî, ùî ÿêùî òî÷êà Pi ìà¹ êîîðäèíàòè

(xi, yi, zi) ó ïî÷àòêîâîìó âèãëÿäi, òî âîíà ïåðåìiùó¹òüñÿ â íîâó òî÷êó

?′i ç êîîðäèíàòàìè (αxi, βyi, γzi) ó íîâîìó âèãëÿäi. Öå ïðèçâîäèòü äî

ïåðåòâîðåííÿ îäèíè÷íîãî êóáà ó ïî÷àòêîâîãî âèãëÿäó íà ïðÿìîêóòíèé

ïàðàëåëåïiïåä ç ðîçìiðàìè α× β × γ (ðèñ. 1.50).

Ìàòåìàòè÷íî öå ìîæíà çðîáèòè çà äîïîìîãîþ ìàòðè÷íîãî ìíîæåííÿ
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Ðèñ. 1.50

Ðèñ. 1.51

íàñòóïíèì ÷èíîì. Âèçíà÷èìî äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ 3× 3

S =


α 0 0

0 β 0

0 0 γ


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Òîäi, ÿêùî òî÷êà Pi ó âèõiäíîìó âèãëÿäi ïðåäñòàâëåíà âåêòîðîì-ñòîâï÷èêîì
xi

yi

zi

 (11.1)

òî ïåðåòâîðåíà òî÷êà P ′
i çîáðàæó¹òüñÿ âåêòîðîì-ñòîâï÷èêîì
x′
i

y′i

z′i

 =


α 0 0

0 β 0

0 0 γ



xi

yi

zi

 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòðèöþ êîîðäèíàò P , ÿêà ìiñòèòü êîîðäèíàòè âñiõ n

òî÷îê âèõiäíîãî âèãëÿäó ó âèãëÿäi ñòîâïöiâ, ìè ìîæåìî ïåðåòâîðèòè öi

n òî÷îê îäíî÷àñíî, ùîá îòðèìàòè ìàòðèöþ êîîðäèíàò P ′ ìàñøòàáîâà-

íîãî âèãëÿäó, ÿê ïîêàçàíî íèæ÷å:

SP =


α 0 0

0 β 0

0 0 γ



x1 x2 . . . xn

y1 y2 . . . yn

z1 z2 . . . zn

 =


αx1 αx2 . . . αxn

βy1 βy2 . . . βyn

γz1 γz2 . . . γzn

 = P ′

Íîâà ìàòðèöÿ êîîðäèíàò ìîæå áóòè ââåäåíà ó ñèñòåìó âiäîáðàæåííÿ

âiäåîñèãíàëó äëÿ îòðèìàííÿ íîâèé âèãëÿä îá'¹êòà. ßê ïðèêëàä, ðèñ.

1.52 � öå ðèñ. 1.49, ìàñøòàáîâàíèé çà äîïîìîãîþ íàëàøòóâàííÿ α = 1.8,

β = 0.5 i γ = 3.0. Çàóâàæòå, ùî ìàñøòàáóâàííÿ γ = 3.0 âçäîâæ îñi z

íå âèäíî íà ðèñ. 1.52, îñêiëüêè ìè áà÷èìî ëèøå ïðîåêöiþ îá'¹êòà íà

ïëîùèíó xy.

11.2. Ïåðåìiùåííÿ

Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåííÿ ïåðåâåäåííÿ àáî ïåðåìiùåííÿ îá'¹êòà

ó íîâó ïîçèöiþ íà åêðàíi. Ïîñèëàþ÷èñü íà ðèñóíîê 1.53, ïðèïóñòèìî,

ùî ìè õî÷åìî çìiíèòè iñíóþ÷èé âèãëÿä òàê, ùîá êîæíà òî÷êà Pi ç êî-
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Ðèñ. 1.52: Ðèñ. 1.49 ç ìàñøòàáóâàííÿì α = 1.8, β = 0.5, γ = 3.0

Ðèñ. 1.53

îðäèíàòàìè (xi, yi, zi) ïåðåìiñòèëàñÿ ó íîâó òî÷êó P ′
i ç êîîðäèíàòàìè

(xi + x0, yi + y0, zi + z0). Âåêòîð 
x0

y0

z0


íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì ïåðåíîñó ïåðåòâîðåííÿ. Âèçíà÷èâøè ìàòðèöþ T

ðîçìiðîì 3× n ÿê

T =


x0 x0 . . . x0

y0 y0 . . . y0

z0 z0 . . . z0


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ìè ìîæåìî ïåðåâåñòè âñi n òî÷îê çîðó, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ìàòðèöåþ êî-

îðäèíàò P , çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi äîäàâàííÿì ÷åðåç ðiâíÿííÿ

P ′ = P + T.

Ìàòðèöÿ êîîðäèíàò P ′ âèçíà÷à¹ íîâi êîîðäèíàòè n òî÷îê. Íàïðèêëàä,

ÿêùî ìè õî÷åìî ïåðåâåñòè 1.49 âiäïîâiäíî äî âåêòîðà ïåðåìiùåííÿ
1.2

0.4

1.7

 (11.2)

îòðèìà¹ìî ðèñ. 1.54. Çâåðíiòü óâàãó, ùî ïåðåìiùåííÿ z0 = 1.7 âçäîâæ

Ðèñ. 1.54

îñi z íå âiäîáðàæà¹òüñÿ ÿâíî íà ðèñ. 1.54.

Ó âïðàâi 7 ïîÿñíþ¹òüñÿ òåõíiêà âèêîíàííÿ ïåðåòâîðåíü çà äîïîìîãîþ

ìíîæåííÿ ìàòðèöü, à íå äîäàâàííÿì ìàòðèöü.

11.3. Îáåðòàííÿ

Áiëüø ñêëàäíèì òèïîì òðàíñôîðìàöi¨ ¹ îáåðòàííÿ âèãëÿäó íàâêîëî

îäíi¹¨ ç òðüîõ îñåé îñåé êîîðäèíàò. Ïî÷íåìî ç ïîâîðîòó íàâêîëî îñi z

(âiñü, ïåðïåíäèêóëÿðíà äî åêðàíó) íà êóò θ. Ìàþ÷è òî÷êó Pi â ïî÷àòêî-

âîìó âèãëÿäi ç êîîðäèíàòàìè (xi, yi, zi), ìè õî÷åìî îá÷èñëèòè íîâi êî-

îðäèíàòè (x′
i, y

′
i, z

′
i) ïîâåðíóòî¨ òî÷êè P ′

i . Çâåðòàþ÷èñü äî Ðèñóíîê 1.55 i

âèêîðèñòîâóþ÷è òðîõè òðèãîíîìåòði¨, âè çìîæåòå îá÷èñëèòè íàñòóïíå:
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Ðèñ. 1.55

x′
i = ρ cos(ϕ+ θ) = ρ cosϕ cos θ − ρ sinϕ sin θ = xi cos θ − yi sin θ;

y′i = ρ sin(ϕ+ θ) = ρ cosϕ sin θ + ρ sinϕcosθ = xi sin θ + yi cos θ;

z′i = zi.

Öi ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi ÿê
x′
i

y′i

z′i

 =


cos θ − sinθ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1



xi

yi

zi

 .

ßêùî ïîçíà÷èòè R ìàòðèöþ 3×3 ó öüîìó ðiâíÿííi, òî âñi n òî÷îê ìîæíà
îáåðíóòè íà ìàòðèöþ äîáóòîê

P ′ = RP

ùîá îòðèìàòè ìàòðèöþ êîîðäèíàò P ′ îáåðíåíîãî âèãëÿäó ïiðàìiäè âiä-

ïîâiäàþòü ïîâîðîòàì ðèñ.1.49 íàâêîëî îñåé x-, y- òà z âiäïîâiäíî, êîæåí

íà êóò 90◦. Îáåðòàííÿ íàâêîëî òðüîõ êîîðäèíàòíèõ îñåé ìîæíà êîìái-

íóâàòè, ùîá îòðèìàòè êîñi âèäè îá'¹êòà. Íàïðèêëàä, ðèñ. 1.56 - öå ðèñ.

??, ïîâåðíóòèé ñïî÷àòêó íàâêîëî îñi x íà 30◦, à ïîòiì íàâêîëî îñi íà

−70◦, i, íàðåøòi, íàâêîëî îñi z íà −27◦. Ìàòåìàòè÷íî, öi òðè ïîñëiäîâ-

íèõ ïîâîðîòè ìîæíà îïèñàòè îäíèì ðiâíÿííÿì ïåðåòâîðåííÿ P ′ = R P ,
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Ðèñ. 1.56: Êîñèé âèãëÿä óñi÷åíî¨ ïiðàìiäè

äå R - äîáóòîê òðüîõ îêðåìèõ ìàòðèöü îáåðòàííÿ:

R1 =


1 0 0

0 cos(30◦) − sin(30◦)

0 sin(30◦) cos(30◦)



R2 =


cos(−70◦) 0 sin(−70◦)

0 1 0

− sin(−70◦) 0 cos(−70◦)



R3 =


cos(−27◦) − sin(−27◦) 0

sin(−27◦) cos(−27◦) 0

0 0 1


ó ïîðÿäêó

R = R3 R2 R1 =


0, 305 −0, 025 −0, 952
−0, 155 0, 985 −0, 076
0, 940 0.171 0, 296

 .

Íàîñòàíîê, íà 1.57 ìè áà÷èìî äâà îêðåìi âèäè óñi÷åíî¨ ïiðàìiäè,

ÿêi ñêëàäàþòü ñòåðåîñêîïi÷íó ïàðó. �õ áóëî îòðèìàíî, ÿêùî ñïî÷àòêó

ïîâåðíóòè çîáðàæåííÿ 1.56 íàâêîëî íà êóò −3◦ i ïåðåâiâøè éîãî âïðàâî,
à ïîòiì ïîâåðíóâøè íà òîé ñàìèé êóò 1.56 íàâêîëî îñi y íà êóò +3◦ i

ïåðåìiùåííÿ éîãî âëiâî. Âiäñòàíi òðàíñëÿöi¨ áóëè îáðàíi òàêèì ÷èíîì,

ùîá ñòåðåîñêîïi÷íi çîáðàæåííÿ çíàõîäèëèñÿ íà âiäñòàíi ïðèáëèçíî 6, 35
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ñì. îäíå âiä îäíîãî - öå ïðèáëèçíà âiäñòàíü ìiæ ïàðîþ î÷åé.

Ðèñ. 1.57: Ñòåðåîñêîïi÷íà ôiãóðà óñi÷åíî¨ ïiðàìiäè. Òðèâèìiðíiñòü ìî-

æíà ïîáà÷èòè, òðèìàþ÷è çîáðàæåííÿ íà âiäñòàíi ïðèáëèçíî 30,5 ñì âiä

ñåáå i ñôîêóñóâàâøè ïîãëÿä íà âiääàëåíîìó îá'¹êòi. Ïîòiì, ïåðåâiâøè

ïîãëÿä íà ðèñóíîê áåç ïåðåôîêóñóâàííÿ, âè ìîæåòå çðîáèòè äâà çîáðà-

æåííÿ ñòåðåîñêîïi÷íî¨ ïàðè çëèâàþòüñÿ ðàçîì i ñòâîðþþòü áàæàíèé

åôåêò.

11.4. Ïåðñïåêòèâíå ïðîåêòóâàííÿ

Ïðåäñòàâëåííÿ òðèâèìiðíîãî îá'¹êòà íà äâîâèìiðíîìó åêðàíi êîìï'þòåðà

çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì ïðîåêòóâàííÿ îá'¹êòà íà ïëîùèíó ïåðåãëÿäó. (Ìè

iãíîðó¹ìî iíøi âàæëèâi êðîêè, òàêi ÿê âèáið ÷àñòèíè ïëîùèíè ïåðåãëÿ-

äó äëÿ âiäîáðàæåííÿ íà åêðàíi). Äëÿ ñïðîùåííÿ, íåõàé ïëîùèíà xy

ïðåäñòàâëÿ¹ åêðàí êîìï'þòåðà, i óÿâèìî, ùî îêî ãëÿäà÷à çíàõîäèòüñÿ

âçäîâæ äîäàòíî¨ îñi z, â òî÷öi (0, 0, d). Ïåðñïåêòèâíà ïðîåêöiÿ âiäîáðà-

æà¹ êîæíó òî÷êó (x, y, z) íà òî÷êó çîáðàæåííÿ (x∗, y∗, 0) òàêèì ÷èíîì,

ùî äâi òî÷êè òà ïîëîæåííÿ îêà, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîì ïðîåêòóâàííÿ,

çíàõîäÿòüñÿ íà îäíié ïðÿìié (äèâ. ðèñóíîê 1.58(à)).

Êëþ÷îâèì ìîìåíòîì äëÿ çíàõîäæåííÿ (x∗, y∗) ¹ âèêîðèñòàííÿ ïîäi-

áíîñòi òðèêóòíèêiâ . Óÿâiìî ïðÿìó, ùî éäå âiä òðèâèìiðíî¨ òî÷êè (x, y, z)

äî îêà (0, 0, d). Öÿ ïðÿìà ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó xy â òî÷öi (x∗, y∗, 0). Ìè

ìîæåìî âñòàíîâèòè ïðîïîðöi¨ íà îñíîâi ïîäiáíîñòi óòâîðåíèõ òðèêóòíè-
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Ðèñ. 1.58: Ïåðñïåêòèâíå ïðîåêòóâàííÿ

êiâ (äèâ. ðèñóíîê 1.58(á)):

x∗ :
x∗

d
=

x

d− z
⇒ x∗ =

dx

d− z

y∗ :
y∗

d
=

y

d− z
⇒ y∗ =

dy

d− z
(11.3)

z∗ : z∗ = 0 (îñêiëüêè ïðîåêöiÿ íà ïëîùèíó xy).

Çðîáèìî äåêiëüêà ïîÿñíåíü.

Ïåðñïåêòèâíå ñêîðî÷åííÿ: Çàóâàæèìî, ùî çi çáiëüøåííÿì z (òî÷êà

çíàõîäèòüñÿ äàëi), çíàìåííèêè (d − z) çáiëüøóþòüñÿ, i, îòæå, x∗ òà y∗

çìåíøóþòüñÿ. Öå i ¹ åôåêò ïåðñïåêòèâíîãî ñêîðî÷åííÿ � îá'¹êòè, ùî

çíàõîäÿòüñÿ äàëi, çäàþòüñÿ ìåíøèìè.

Äiëåííÿ íà íóëü: ßêùî z = d, ðiâíÿííÿ ñòàþòü íåâèçíà÷åíèìè (äiëå-

ííÿ íà íóëü). Öå ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ: òî÷êà, ùî ëåæèòü íà ïëîùèíi

ïðîåêòóâàííÿ, âæå ¹ ñâî¹þ âëàñíîþ ïðîåêöi¹þ. Íà ïðàêòèöi, öåé âèïà-

äîê ïîòðiáíî îáðîáëÿòè îêðåìî (ìîæëèâî, øëÿõîì âiäñiêàííÿ).

Ïåðñïåêòèâà vs. îðòîãðàôi÷íå ïðîåêòóâàííÿ: Ïåðñïåêòèâíå ïðîå-

êòóâàííÿ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îðòîãðàôi÷íîãî ïðîåêòóâàííÿ, äå ïàðàëåëü-

íi ïðÿìi çàëèøàþòüñÿ ïàðàëåëüíèìè ïiñëÿ ïðîåêòóâàííÿ. Ïåðñïåêòèâíå

ïðîåêòóâàííÿ çìóøó¹ ïàðàëåëüíi ïðÿìi ñõîäèòèñÿ â òî÷êó çíèêíåííÿ,

ñòâîðþþ÷è áiëüø ðåàëiñòè÷íå âiä÷óòòÿ ãëèáèíè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îäíîðiäíi êîîðäèíàòè, ìè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè ïåð-
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ñïåêòèâíó ïðîåêöiþ ìàòðèöåþ, ñêàæiìî, P . Ìè õî÷åìî, ùîá (x, y, z, 1)

âiäîáðàæàëîñÿ â
(

x

1− z
d

,
y

1− z
d

, 0, 1

)
. Ìàñøòàáóþ÷è öi êîîðäèíàòè íà

1 − z

d
, ìè òàêîæ ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè

(
x, y, 0, 1− z

d

)
ÿê îäíîðiäíi

êîîðäèíàòè äëÿ çîáðàæåííÿ. Òåïåð ëåãêî âiäîáðàçèòè P . Ôàêòè÷íî,

Ïðèêëàä 11.1. Íåõàé S - ïàðàëåëåïiïåä ç âåðøèíàìè (3, 1, 5), (5, 1, 5),

(5, 0, 5), (3, 0, 5), (3, 1, 4), (5, 1, 4), (5, 0, 4) i (3, 0, 4). Çíàéäiòü çîáðàæåííÿ

S çà äîïîìîãîþ ïåðñïåêòèâíî¨ ïðîåêöi¨ ç öåíòðîì ïðîåêòóâàííÿ â òî÷öi

(0, 0, 10).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé P - ìàòðèöÿ ïðîåêöi¨, à D - ìàòðèöÿ äàíèõ äëÿ S,

âèêîðèñòîâóþ÷è îäíîðiäíi êîîðäèíàòè. Ìàòðèöÿ äàíèõ äëÿ çîáðàæåííÿ

S äîðiâíþ¹

PDîä =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 − 1

10
1



3 5 5 3 3 5 5 3

1 1 0 0 1 1 0 0

5 5 5 5 4 4 4 4

1 1 1 1 1 1 1 1

 =

=


3 5 5 3 3 5 5 3

1 1 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0.5 0.5 0.5 0.5 0.6 0.6 0.6 0.6

 .

Ùîá îòðèìàòè xy-êîîðäèíàòè, âèêîðèñòàéòå ðiâíÿííÿ (11.4) òà ïîäiëiòü

òðè âåðõíi çàïèñè â êîæíîìó ñòîâïöi íà âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ ó ÷åòâåð-

òîìó ðÿäêó:

D =


3

0.5

5

0.5

5

0.5

3

0.5

3

0.6

5

0.6

5

0.6

3

0.6
1

0.5

1

0.5

0

0.5

0

0.5

1

0.6

1

0.6

0

0.6

0

0.6
0 0 0 0 0 0 0 0

 =


6 10 10 6 5 8.333 8.333 5

2 2 0 0 1.667 1.667 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


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Íà ðèñ. 1.59 çîáðàæåíî ïðîåêöiþ S ïàðàëåëåïiïåäà.

Ðèñ. 1.59

Ìè ðîçãëÿíóëè ëèøå ïî÷àòêîâi âiäîìîñòi ïðî êîìï'þòåðíó ãðàôiêó.

Âiäçíà÷èìî ùî íåïåðåðâíå ïåðåìiùåííÿ ãðàôi÷íèõ 3D-îá'¹êòiâ âèìà-

ãà¹ iíòåíñèâíèõ îá÷èñëåíü ç ìàòðèöÿìè 4 × 4, îñîáëèâî êîëè ïîâåðõíi

âiäòâîðþþòüñÿ ç ðåàëiñòè÷íîþ òåêñòóðîþ òà âiäïîâiäíèì îñâiòëåííÿì.

Âèñîêîïðîäóêòèâíi ãðàôi÷íi ïëàòè ìàþòü âáóäîâàíi îïåðàöi¨ ç ìàòðè-

öÿìè 4 × 4 òà ãðàôi÷íi àëãîðèòìè ó ñâî¨õ ìiêðîñõåìàõ i ñõåìîòåõíiöi.

Òàêi ïëàòè çäàòíi âèêîíóâàòè ìiëüÿðäè ìíîæåíü ìàòðèöü çà ñåêóíäó,

íåîáõiäíèõ äëÿ ðåàëiñòè÷íî¨ êîëüîðîâî¨ àíiìàöi¨ â 3D-iãðîâèõ ïðîãðà-

ìàõ.

11.5. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Çàäà÷à 1. ßêà ìàòðèöÿ 3× 3 ìàòèìå òàêèé ñàìèé åôåêò íà îäíîðiäíi

êîîðäèíàòè äëÿ R2, ÿê ìàòðèöÿ çñóâó A ó Ïðèêëàäi 2?

Çàäà÷à 2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìíîæåííÿ ìàòðèöü, çíàéäiòü îáðàç òðèêó-

òíèêà ç ìàòðèöåþ äàíèõ

D =

[
5 2 4

0 2 3

]
ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ, ùî âiäîáðàæà¹ òî÷êè âiäíîñíî îñi y. Íàêðåñëiòü

ÿê ïî÷àòêîâèé òðèêóòíèê, òàê i éîãî îáðàç.

Ó çàäà÷àõ 3�8 çíàéäiòü ìàòðèöi 3 × 3, ùî ðåàëiçóþòü çàäàíi êîìïî-

çèöi¨ äâîâèìiðíèõ ïåðåòâîðåíü, âèêîðèñòîâóþ÷è îäíîðiäíi êîîðäèíàòè.
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Çàäà÷à 3. Âèêîíàòè ïåðåíåñåííÿ íà (3, 1), à ïîòiì ïîâåðíóòè íà 45◦

âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 4. Âèêîíàòè ïåðåíåñåííÿ íà (2, 3), à ïîòiì ìàñøòàáóâàòè êîîð-

äèíàòó x ó 0.8 ðàçiâ, à êîîðäèíàòó y � ó 1.2 ðàçè.

Çàäà÷à 5. Âiäîáðàçiòü òî÷êè âiäíîñíî îñi x, à ïîòiì îáåðíiòü ¨õ íà êóò

30◦ âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 6. Îáåðíiòü òî÷êè íà êóò 30◦, à ïîòiì âiäîáðàçiòü ¨õ âiäíîñíî

îñi x.

Çàäà÷à 7. Îáåðíiòü òî÷êè íà êóò 60◦ âiäíîñíî òî÷êè (6, 8).

Çàäà÷à 8. Îáåðíiòü òî÷êè íà êóò 45◦ âiäíîñíî òî÷êè (3, 7).

Çàäà÷à 9. Äàíî ìàòðèöþ äàíèõ D ðîçìiðîì 2 × 200, ùî ìiñòèòü êî-

îðäèíàòè 200 òî÷îê. Îá÷èñëiòü êiëüêiñòü ìíîæåíü, íåîáõiäíèõ äëÿ ïå-

ðåòâîðåííÿ öèõ òî÷îê çà äîïîìîãîþ äâîõ äîâiëüíèõ ìàòðèöü 2× 2 � A

òà B. Ðîçãëÿíüòå äâà âàðiàíòè: A(BD) òà (AB)D. Îáãîâîðiòü íàñëiäêè

îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ îá÷èñëåíü ó êîìï'þòåðíié ãðàôiöi.

Çàäà÷à 10. Ðîçãëÿíüòå òàêi ãåîìåòðè÷íi äâîâèìiðíi ïåðåòâîðåííÿ: - D

� äèëàòàöiÿ (ìàñøòàáóâàííÿ, ó ÿêîìó êîîðäèíàòè x òà y çìiíþþòüñÿ ç

îäíèì i òèì ñàìèì êîåôiöi¹íòîì), - R � îáåðòàííÿ, - T � ïåðåíåñåííÿ.

×è êîìóòó¹D çR? Òîáòî, ÷è âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòüD(R(x)) = R(D(x))

äëÿ âñiõ x ∈ R2? ×è êîìóòó¹ D ç T? ×è êîìóòó¹ R ç T?

Çàäà÷à 11. Îáåðòàííÿ íà åêðàíi êîìï'þòåðà iíîäi ðåàëiçóþòü ÿê äî-

áóòîê äâîõ ïåðåòâîðåíü çñóâó òà ìàñøòàáóâàííÿ, ùî ìîæå ïðèñêîðèòè

îá÷èñëåííÿ, íåîáõiäíi äëÿ âèçíà÷åííÿ òîãî, ÿê ãðàôi÷íå çîáðàæåííÿ

âèãëÿäàòèìå â ïiêñåëÿõ åêðàíà. (Åêðàí ñêëàäà¹òüñÿ ç ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ

ìàëèõ òî÷îê, ùî íàçèâàþòüñÿ ïiêñåëÿìè.)

Ïåðøå ïåðåòâîðåííÿ A1 âèêîíó¹ âåðòèêàëüíèé çñóâ, à ïîòiì ñòèñêà¹

êîæåí ñòîâïåöü ïiêñåëiâ; äðóãå ïåðåòâîðåííÿ A2 âèêîíó¹ ãîðèçîíòàëü-

íèé çñóâ, à ïîòiì ðîçòÿãó¹ êîæåí ðÿäîê ïiêñåëiâ.
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Íåõàé

A1 =


1 0 0

sinφ cosφ 0

0 0 1



A2 =


secφ tanφ 0

0 1 0

0 0 1


Ïîêàæiòü, ùî êîìïîçèöiÿ öèõ äâîõ ïåðåòâîðåíü ¹ îáåðòàííÿì ó R2.

Çàäà÷à 12. Îáåðòàííÿ â R2 çàçâè÷àé âèìàãà¹ ÷îòèðüîõ ìíîæåíü. Îá-

÷èñëiòü äîáóòîê íèæ÷å òà ïîêàæiòü, ùî ìàòðèöþ îáåðòàííÿ ìîæíà ðîç-

êëàñòè íà òðè ïåðåòâîðåííÿ çñóâó (êîæíå ç ÿêèõ ïîòðåáó¹ ëèøå îäíîãî

ìíîæåííÿ):


1 tan(φ/2) 0

0 1 0

0 0 1




1 0 0

sinφ 1 0

0 0 1



1 tan(φ/2) 0

0 1 0

0 0 1


Çàäà÷à 13. Ñòàíäàðòíi ïåðåòâîðåííÿ â îäíîðiäíèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ

äâîâèìiðíî¨ êîìï'þòåðíî¨ ãðàôiêè âèêîðèñòîâóþòü ìàòðèöi ðîçìiðó 3×
3 òàêîãî âèãëÿäó:

[
A p

0T 1

]

äå A � ìàòðèöÿ 2 × 2, à p ∈ R2. Ïîêàæiòü, ùî òàêå ïåðåòâîðåí-

íÿ ¹ êîìïîçèöi¹þ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ â R2 òà ïåðåíåñåííÿ. [Ïiäêàç-

êà: çíàéäiòü âiäïîâiäíèé ðîçêëàä ìàòðèöi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçáèòòÿ íà

áëîêè.]

Çàäà÷à 14. Ïîêàæiòü, ùî ïåðåòâîðåííÿ ó Âïðàâi 7 ¹ åêâiâàëåíòíèì

îáåðòàííþ âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ïiñëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ïåðå-

íåñåííÿ íà p. Çíàéäiòü p.
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Çàäà÷à 15. ßêèé âåêòîð ó R3 ìà¹ îäíîðiäíi êîîðäèíàòè(
1

2
,
1

4
,
1

8
, 24

)
?

Çàäà÷à 16. ×è ¹ âåêòîðè (1, 2, 3, 4) òà (10, 20, 30, 40) îäíîðiäíèìè êîîð-

äèíàòàìè äëÿ îäíi¹¨ é òi¹¨ æ òî÷êè â R3? ×îìó àáî ÷îìó íi?

Çàäà÷à 17. Çàïèøiòü ìàòðèöþ 4 × 4, ùî îáåðòà¹ òî÷êè ó R3 íàâêîëî

îñi x íà êóò 60◦. (Äèâ. ðèñóíîê.)

Çàäà÷à 18. Çàïèøiòü ìàòðèöþ 4 × 4, ùî îáåðòà¹ òî÷êè ó R3 íàâêîëî

îñi z íà êóò 30◦, à ïîòiì âèêîíó¹ ïåðåíåñåííÿ íà p = (5, 2, 1).

Çàäà÷à 19. Íåõàé S � òðèêóòíèê iç âåðøèíàìè (4.2, 1.2, 4), (6, 4, 2),

(2, 2, 6). Çíàéäiòü îáðàç S ïiä äi¹þ ïåðñïåêòèâíî¨ ïðî¹êöi¨ ç öåíòðîì

ïðî¹êöi¨ ó òî÷öi (0, 0, 10).

Çàäà÷à 20.Íåõàé S � òðèêóòíèê iç âåðøèíàìè (9, 3, 5), (12, 8, 2), (1.8, 2.7, 1).

Çíàéäiòü îáðàç S ïiä äi¹þ ïåðñïåêòèâíî¨ ïðî¹êöi¨ ç öåíòðîì ïðî¹êöi¨ ó

òî÷öi (0, 0, 10).

Âïðàâè 21 i 22 ñòîñóþòüñÿ ñïîñîáó, ó ÿêèé êîëið êîäó¹òüñÿ äëÿ âiä-

îáðàæåííÿ â êîìï'þòåðíié ãðàôiöi. Êîëið íà åêðàíi êîìï'þòåðà çàäà¹-

òüñÿ òðüîìà ÷èñëàìè (R,G,B), ÿêi âèçíà÷àþòü ðiâåíü åíåðãi¨, ùî åëå-

êòðîííà ãàðìàòà ïåðåäà¹ âiäïîâiäíèì ôîñôîðíèì òî÷êàì ÷åðâîíîãî, çå-

ëåíîãî òà ñèíüîãî êîëüîðiâ. (×åòâåðòå ÷èñëî ìîæå âèçíà÷àòè ÿñêðàâiñòü

àáî iíòåíñèâíiñòü êîëüîðó.)

Çàäà÷à 21. Ðåàëüíèé êîëið, ÿêèé áà÷èòü ãëÿäà÷ íà åêðàíi, çàëåæèòü âiä

ñïåöèôi÷íîãî òèïó òà êiëüêîñòi ôîñôîðiâ. Òîìó êîæåí âèðîáíèê åêðàíiâ

ïîâèíåí êîíâåðòóâàòè äàíi (R,G,B) ó ìiæíàðîäíèé ñòàíäàðò êîëüîðiâ

CIE, ùî âèêîðèñòîâó¹ òðè îñíîâíi êîëüîðè, ïîçíà÷åíi ÿê X,Y, Z. Òèïîâå

ïåðåòâîðåííÿ äëÿ ôîñôîðiâ iç êîðîòêèì ïiñëÿñâi÷åííÿì ìà¹ âèãëÿä:
0.61 0.29 0.15

0.35 0.59 0.063

0.04 0.12 0.787



R

G

B

 =


X

Y

Z


Íàïèøiòü ðiâíÿííÿ, ùî êîíâåðòó¹ ñòàíäàðòíi CIE-äàíi (X,Y, Z) ó

(R,G,B), íåîáõiäíi äëÿ åëåêòðîííî¨ ãàðìàòè åêðàíà.
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Çàäà÷à 22. Ñèãíàë, ÿêèé ïåðåäà¹ êîìåðöiéíå òåëåáà÷åííÿ, îïèñó¹ êî-

æåí êîëið çà äîïîìîãîþ âåêòîðà (Y, I,Q). ßêùî åêðàí ¹ ÷îðíî-áiëèì,

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëèøå êîîðäèíàòà Y (öå çàáåçïå÷ó¹ êðàùó ìîíîõðîì-

íó êàðòèíêó, íiæ áåçïîñåðåäí¹ âèêîðèñòàííÿ CIE-äàíèõ äëÿ êîëüîðiâ).

Âiäïîâiäíiñòü ìiæ Y IQ òà ñòàíäàðòíèì RGB-êîëüîðîì çàäà¹òüñÿ ðiâ-

íÿííÿì: 
Y

I

Q

 =


0.299 0.587 0.114

0.596 −0.275 −0.321
0.212 −0.528 0.311



R

G

B


(Âèðîáíèê åêðàíiâ ìîæå çìiíèòè åëåìåíòè öi¹¨ ìàòðèöi, ùîá âîíà âiä-

ïîâiäàëà éîãî RGB-ïàíåëÿì.) Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ, ùî êîíâåðòó¹ äàíi

(Y, I,Q), ÿêi ïåðåäà¹ òåëåâiçiéíà ñòàíöiÿ, ó äàíi (R,G,B), íåîáõiäíi äëÿ

òåëåâiçiéíîãî åêðàíà.
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