
1 ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ

1.1 Лiнiйнi операцiї над векторами

1. Для довiльного трикутника ABC точки M,N,P — вiдповiдно
середини сторiн AC, AB i BC. Серед вказаних нижче пар век-
торiв знайдiть пари рiвних i пари колiнеарних, але нерiвних

векторiв: а)
−−→
AN i

−−→
MP ; б)

−−→
NP i

−−→
CA ; в)

−−→
BM i

−−→
PC ; г)

−−→
PC

i
−−→
BC ; д)

−−→
AM i

−−→
MC ; е)

−−→
NP i

−−→
CM ; ж)

−−→
AB i

−−→
NP .

2. Нехай A,B, C, D — довiльнi точки, M,N,P, Q — середини вiд-

рiзкiв AB, BC, CD, DA вiдповiдно. Довести, що
−−→

MN =
−−→
QP .

3. Нехай ABCDA1B1C1D1 — паралелепiпед, O — точка пере-
тину дiагоналей, а M,N,P, Q — середини сторiн AA1, BB1,

CC1 i DD1. Довести, що: а)
−−→
MO =

−−→
OP ; б)

−−→
QO =

−−→
ON ;

в)
−−→

MN =
−−→
QP .

4. Нехай ABCD — паралелограм, O — точка перетину дiагоналей,
а E i F — вiдповiдно середини паралельних сторiн BC i AD.

Побудувати на рисунку такi вектори: а)
−−→
AB +

−−→
DC ; б)

−−→
AE

+
−−→
DF ; в)

−−→
AO −

−−→
AB ; г)

−−→
OC +

−−→
CD +

−−→
OB ; д)

−−→
ED +

−−→
FA

+
−−→
FO ; е)

−−→
AB +

−−→
BE −

−−→
OE +

−−→
CD .

5. За даними векторами ~a i ~b побудувати кожний з таких векторiв:

4~a, −1
2

(~b + ~a), 2~a +
1
4
~b, 3~a− 1

3
~b.

6. Користуючись паралелограмом, побудуваним на векторах ~a i ~b,
перевiрте на рисунку справедливiсть рiвностей:

(a) (~a +~b) + (~a−~b) = 2~a;

(b) (~a +~b)− (~a−~b) = 2~b;

(c) (~a +~b)− ~a = ~a + (~b− ~a) = ~b;
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(d)
1
2

~a +
1
2
~b =

1
2

(~a +~b);

(e)
1
2

~a− 1
2
~b +~b =

1
2

(~a +~b);

(f)
(

~a +
1
2
~b

)
−

(
~a− 1

2
~b

)
= ~b.

7. Дано: |~a| = 13, |~b| = 19 i |~a +~b| = 24. Обчислити |~a−~b|.

8. Дано: |~a| = 11, |~b| = 23 i |~a−~b| = 30. Визначити |~a +~b|.

9. Вектори ~a i ~b взаємно перпендикулярнi, причому |~a| = 5 i |~b| =
12. Визначити |~a +~b| i |~a−~b|.

10. Вектори ~a i ~b утворюють кут ϕ = 60◦, причому |~a| = 5 i |~b| = 8.
Визначити |~a +~b| i |~a−~b|.

11. Вектори ~a i ~b утворюють кут ϕ = 120◦, причому |~a| = 3 i |~b| = 5.
Визначити |~a +~b| i |~a−~b|.

12. Якiй умовi повиннi задовольняти вектори ~a i ~b, щоб вектор ~a+~b
дiлив пополам кут мiж векторами ~a i ~b.

13. В правильному п’ятикутнику ABCDE заданi вектори:
−−→
AB =

~m,
−−→
BC = ~n,

−−→
CD = ~p,

−−→
DE = ~q i

−−→
EA = ~r. Побудувати вектори:

(a) ~m− ~n + ~p− ~q + ~r;

(b) ~m + 2~p +
1
2

~r;

(c) 2~m +
1
2

~n− 3~p− ~q + 2~r.

14. Довести, що якщо точка M є точка перетину медiан трикутника

ABC, то
−−→
MA +

−−→
MB +

−−→
MC = ~0 i для довiльної точки O

справедлива рiвнiсть

−−→
OM =

1
3

(
−−→
OA +

−−→
OB +

−−→
OC ).
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15. Данi три точки A,B i C. Побудувати точку Q таку, щоб

−−→
Q − 2

−−→
QB −

−−→
QC = ~0.

16. A,B, C i D — довiльнi точки простору, M i N — середини

вiдрiзкiв AD i BC. Довести, що 2
−−→

MN =
−−→
AB +

−−→
DC .

17. При яких умовах для ненулевих векторiв ~a i ~b можливi такi
рiвностi:

(a) |~a +~b| = |~a−~b|;
(b) ~a +~b = λ(~a−~b);

(c) |~a +~b| = |~a|+ |~b|;
(d) |~a +~b| = ||~a| − |~b||;
(e) |~a−~b| = |~a|+ |~b|?

18. Довести, що iснує трикутник, сторони якого рiвнi i паралельнi
медiанам даного трикутника.

19. Довести, що для кожної скiнченної множини точок
A1, A2, . . . , An (n > 1) iснує єдина точка M така, що
−−−→
MA1 +

−−→
MA2 + · · ·+

−−→
MAn= ~0 i для довiльної точки O

виконується рiвнiсть

−−→
OM =

1
n

(
−−→

OA1 +
−−→

OA2 + · · ·+
−−→

OAn).

20. Записати у векторнiй формi необхiдну та достатню умову того,
щоб чотирикутник ABCD був паралелограмом.

21. Записати за допомогою векторiв умову того, що точки A,B, C, D
є вершини трапецiї ABCD, де AB||CD.

22. Записати у векторнiй формi необхiдну i достатню умову того,
щоб точка M була точкою перетину медiан трикутника ABC.
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23. Точки P i Q — середини вiдрiзкiв AB i CD вiдповiдно. Довести,
що середини вiдрiзкiв AC,BD i PQ належать однiй прямiй.

24. Довести: для того щоб двi протилежнi сторони чотирикутни-
ка були паралельнi, необхiдно i достатньо, щоб вiдрiзок, який
з’єднує їх середини, проходив через точку перетину дiагоналей.

25. Довести: для того щоб чотирикутник був паралелограмом, не-
обхiдно i достатньо, щоб вiдрiзки, якi з’єднують середини його
протилежних сторiн, проходили через точку перетину його дiа-
гоналей.

26. „Вектором“ будемо називати одностовпцеву матрицю висоти n з
елементами з даного поля K, причому

α1

α2
...

αn

 +


β1

β2
...

βn

 =


α1 + β1

α2 + β2
...

αn + βn

 , λ


α1

α2
...

αn

 =


λα1

λα2
...

λαn

 .

Довести, що множина таких матриць утворює векторний про-
стiр.

27. Нехай C — множина неперервних функцiй f(x), заданих на
вiдрiзку [a; b]. Перевiрити, що природнi операцiї f(x) + g(x),
λf(x), де λ ∈ R, f, g ∈ C, перетворюють множину C в векторний
простiр.

28. Нехай V1 i V2 — пiдпростори векторного простору V . Довести,
що їх перетин є векторний простiр.

1.2 Координати вектора

29. В трикутнику ABC вектори
−−→
AK ,

−−→
BL i

−−→
CM направленi по

медiанам. Виразити їх через вектори ~a =
−−→
AB i ~b =

−−→
AC .
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30. Нехай ABC — довiльний трикутник, E i F — середини сторiн

AB i BC. Виразити вектори
−−→
AB ,

−−→
BC i

−−→
AC через ~a =

−−→
AE i

~b =
−−→
AF .

31. Нехай ABCD — паралелограм O — точка перетину його дiа-

гоналей. Покладаючи
−−→
AO = ~a i

−−→
BO = ~b, виразити через ~a i ~b

вектори
−−→
AB ,

−−→
BC ,

−−→
CD i

−−→
DA .

32. Дана трапецiя ABCD, де
−−→
DC = k

−−→
AB . Точки M i N — се-

редини основ AB i DC, P — точка перетину дiагоналей AC i
DB.

(a) Взявши вектори
−−→
AB i

−−→
AD за базиснi, знайти координати

векторiв
−−→
CB ,

−−→
MN ,

−−→
AP ,

−−→
PB .

(b) Взявши вектори
−−→
PA i

−−→
PB за базиснi, знайти розкладан-

ня векторiв
−−→
AB ,

−−→
BC ,

−−→
CD ,

−−→
DA .

33. В трикутнику ABC проведена бiсектриса AD кута A. Розкласти

вектор
−−→
AD за векторами

−−→
AB i

−−→
AC .

34. Точка M — центр ваги трикутника ABC. Знайти координати

векторiв
−−→
AB ,

−−→
BC ,

−−→
AC ,

−−→
AM в базисi

−−→
MB ,

−−→
MC .

35. Точка M — центр ваги трикутника ABC. Розкласти:

(a)
−−→
MA за векторами

−−→
BC ,

−−→
CA ;

(b)
−−→
AB за векторами

−−→
MB ,

−−→
MC ;

(c)
−−→
OA за векторами

−−→
OB ,

−−→
OC ,

−−→
OM , де O — довiльна точка

простору.
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36. В правильному шостикутнику ABCDEF вектори
−−→
AB = ~e1 i

−−→
AE = ~e2 вибранi як базиснi. Знайти в даному базисi координати

векторiв
−−→
AC ,

−−→
AD ,

−−→
AF i

−−→
EF .

37. В ромбi ABCD вектори
−−→
AC = ~e1 i

−−→
BD = ~e2 взятi за базиснi.

Знайти координати векторiв
−−→
AB ,

−−→
BC ,

−−→
CD i

−−→
DA в даному

базисi.

38. В трикутнику ABC проведена медiана BK i середня лiнiя MN ,
яка паралельна AC. Прямi BK i MN перетинаються в точцi O.
Знайти:

(a) координати векторiв
−−→
CM ,

−−→
OB ,

−−→
KM ,

−−→
CB ,

−−→
NC i

−−→
AN в

базисi ~e1 =
−−→
OC , ~e2 =

−−→
OM ;

(b) координати тих же векторiв в базисi ~e1 =
−−→
KC , ~e2 =

−−→
KN .

39. В рiвнобiчнiй трапецiї ABCD кут A дорiвнює
π

3
. Розкласти

вектори
−−→
BC ,

−−→
AC i

−−→
BD за векторами ~e1 =

−−→
AB , ~e2 =

−−→
AD .

40. Точки P i Q — середини протилежних ребер BC i AD тетраедра,

G — його центр ваги. Взявши вектори
−−→
GA ,

−−→
GB ,

−−→
GC за

базиснi, знайти координати вектора
−−→
PQ .

41. Дано неколiнеарнi вектори ~a,~b. Довести, що система векторiв
~m = 3~a−~b, ~n = 2~a +~b, ~p = ~a + 3~b лiнiйно залежна, вектори ~n, ~p
не колiнеарнi. Розкласти вектор ~m за векторами ~n, ~p.

42. На площинi данi три вектора своїми координатами в деякому
базисi: ~a(4,−2), ~b(3, 5), ~c(−2,−12). Подати вектор ~c як лiнiйну
комбiнацiю векторiв ~a i ~b.

43. Данi вектори ~a(1,−2), ~b(1
2 , 1), ~c(2, 0). Визначити координати ве-

кторiв 1
2(~a +~b− ~c), 1

2(3~a− 5~b), 1
3(~c− 2~b).
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44. Знайти координати вектора ~m = 2~a− 3~b + ~c, якщо

(a) ~a(−1, 2), ~b(−3, 1), ~c(1, 0);

(b) ~a(4,−3), ~b(0, 2), ~c(3, 5).

45. Знайти значення α, при яких пари векторiв колiнеарнi:

(a) α~e1 + 2~e2, ~e1 − ~e2;

(b) ~e1 − α~e2, 2~e1 − ~e2;

(c) (α− 1)~e1 + ~e2, 2~e2,

де ~e1, ~e2 — базис на площинi.

46. Визначити, при яких α, β вектори ~a = −2~e1 + 3~e2 + β~e3 i ~b =
α~e1 − 6~e2 + 2~e3 колiнеарнi, де ~e1, ~e2, ~e3 — базис в просторi.

47. На площинi данi два вектори ~p(2,−3), ~q(1, 2). Знайти розклад
вектора ~a(9, 4) в базисi ~p, ~q.

48. На площинi данi три вектори ~a(3,−2), ~b(−2, 1), ~c(7,−4). Ви-
значити розклад кожного з цих трьох векторiв, приймаючи два
iнших за базиснi.

49. Данi три вектори ~a(3,−1), ~b(1,−2), ~c(−1, 7). Визначити розклад
вектора ~p = ~a +~b + ~c в базисi ~a,~b.

50. Данi три вектори ~p(3,−2, 1), ~q(−1, 1,−2), ~r(2, 1,−3). Знайти роз-
клад вектора ~c(11,−6, 5) за базисом ~p, ~q, ~r.

51. Вiдносно базиса ~e1, ~e2 вектор ~a має координати (2, 1). Знайти
координати вектора ~a вiдносно базиса ~e ′1, ~e ′2, якщо

(a) ~e ′1 = 4~e1, ~e ′2 = −2
3~e2;

(b) ~e ′1 = 3~e1 − ~e2, ~e ′2 = −2~e1 + ~e2.

52. Серед векторiв ~a1(0,−3, 0), ~a2(−2, 0, 5), ~a3(0, 2,−1), ~a4(0, 0, 4),
~a5(1, 0, 0), ~a6(0, 1,−3), ~a7(1,−2, 3), ~a8(0, 0, 0), заданих в базисi
~e1, ~e2, ~e3, вказати вектори:
1) колiнеарнi ~e2; 2) компланарнi з векторами ~e2 i ~e3.
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53. В базисi ~e1, ~e2, ~e3 данi вектори ~p(−3, 6,−13), ~a(1, 0,−2),
~b(1,−1, 3), ~c(−2, 3, 0). Подати вектор ~p як лiнiйну комбiнацiю
векторiв ~a,~b,~c.

54. Данi чотири вектори ~a(2, 1, 0), ~b(1,−1, 2), ~c(2, 2,−1) i ~d(3, 7,−7).
Розкласти кожен з цих векторiв в базисi, який складається з
решти трьох векторiв.

55. До кола ω(O,R) з точки C проведенi дотичнi CA i CB (A i B
— точки дотикання). Розкласти вектор:

(a)
−−→
CO за векторами

−−→
CA i

−−→
CB ;

(b)
−−→
OC за векторами

−−→
OA i

−−→
OB , якщо ∠ACB = 60◦, 120◦, α.

1.3 Скалярний добуток векторiв

56. Вектори ~a i ~b утворюють кут α =
2
3
π; знаючи, що |~a| = 3, |~b| = 4,

обчислити: 1) ~a~b, 2) ~a 2; 3) ~b 2; 4) (~a +~b)2; 5) (3~a − 2~b)(~a + 2~b);
6) (~a−~b)2; 7) (3~a + 2~b)2.

57. Вектори ~a i ~b взаємно перпендикулярнi; вектор ~c утворює з ними

кути, рiвнi
π

3
; знаючи, що |~a| = 3, |~b| = 5, |~c| = 8, обчислити:

1) (3~a− 2~b)(~b + 3~c); 2) (~a +~b + ~c)2; 3) (~a + 2~b− 3~c)2.

58. Одиничнi вектори ~a, ~b i ~c задовольняють умову ~a + ~b + ~c = ~0.
Обчислити ~a~b +~b~c + ~c~a.

59. Одиничнi вектори ~a, ~b i ~c задовольняють умову ~a + ~b + ~c = ~0.
Знаючи, що |~a| = 3, |~b| = 1 i |~c| = 4, обчислити ~a~b +~b~c + ~c~a.

60. Вектори ~a,~b,~c попарно утворюють один з одним кути, кожен
з яких дорiвнює 60◦. Знаючи що |~a| = 4, |~b| = 2 i |~c| = 6,
визначити модуль вектора ~p = ~a +~b + ~c.

61. Дано, що |~a| = 3, |~b| = 5. Визначити, при якому значенi α
вектори ~a + α~b, ~a− α~b будуть взаємно перпендикулярнi.
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62. Довести, що вектор ~p = ~b(~a~c)−~c(~a~b) перпендикулярний до век-
тора ~a.

63. Довести, що вектор ~p = ~b− ~a~b

~a 2
перпендикулярний до вектора ~a.

64. Який кут утворюють мiж собою ненульовi вектори ~a i ~b, якщо
вiдомо, що вектор ~a + 3~b перпендикулярний до вектора 7~a− 5~b,
а вектор ~a− 4~b перпендикулярний до вектора 7~a− 2~b?

65. Вектори ~a i ~b утворюють кут ϕ =
π

6
; знаючи, що |~a| =

√
3,

|~b| = 1, обчислити кут мiж векторами ~p = ~a +~b i ~q = ~a−~b.

В наступних задачах координати векторiв заданi в ортонормованому
базисi ~i,~j,~k.

66. Вектор ~x, колiнеарний вектору ~a(6,−8,−7.5), утворює гострий
кут з вiссю Oz. Знаючи, що |~x| = 50, знайти його координати.

67. Знайти вектор ~x, який колiнеарний вектору ~a(2, 1,−1)а задо-
вольняє умову ~x~a = 3.

68. Вектор ~x, перпендикулярний до векторiв ~a = 3~i + 2~j + 2~k i ~b =
18~i − 22~j − 5~k, утворює з вiссю Oy тупий кут. Знайти його
координати, знаючи, що |~x| = 14.

69. Данi вектори ~a(2,−1, 3), ~b(1,−3, 2), ~c(3, 2,−4). Визначити коор-
динати вектора ~x, який задовольняє умови ~x~a = 10, ~x~b = 22,
~x~c = −40.

70. Данi два вектори ~a(3,−1, 5) i ~b(1, 2,−3). Знайти вектор ~x,
якщо вiн перпендикулярний до осi Oz i задовольняє умови:
~x~a = 9, ~x~b = −4.

71. Обчислити, яку роботу виконує сили ~f(3,−5, 2), якщо її то-
чка прикладання перемiщується з початку в кiнець вектора
~s(2,−5,−7).
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72. Обчислити, яку роботу виконує сила ~f(3,−2,−5), якщо її то-
чка прикладання рухаючись прямолiнiйно, змiщується з точки
A(2,−3, 5) в точку B(3,−2,−1).

73. Данi три сили
−−→
M (3,−4, 2),

−−→
N (2, 3,−5) i

−−→
P (−3,−2, 4),

прикладенi до однiєї точки. Обчислити, яку роботу виконує рiв-
нодiйна цих сил, коли її точка прикладання, рухаючись пря-
молiнiйно, змiщується з положення M1(5, 3,−7) в положення
M2(4,−1,−4).

74. Нехай ~x 3 = (~x~x)~x. Розв’язати рiвняння ~x 3 = ~a, де ~a — заданий
ненульовий вектор.

75. Данi два неколiнеарних вектори ~a i ~b. Розв’язати вiдносно x
рiвняння:

~a 2 + x~a ·~b
|~a||~a + x~b|

=
~b 2 + ~a~b

|~b||~a +~b|
.

76. Дано прямокутник ABCD. Довести, що для довiльної точки M
простору виконуються рiвностi:

1)
−−→
MA

2

+
−−→
MC

2

=
−−→
MB

2

+
−−→
MD

2

;

2)
−−→
MA ·

−−→
MC =

−−→
MB ·

−−→
MD .

77. Користуючись скалярним добутком векторiв, довести, що висоти
трикутника перетинаються в однiй точцi.

78. В кубi знайти величину кута:

1) мiж його дiагоналлю i мимобiжною з нею дiагоналлю гранi;

2) мiж мимобiжними дiагоналями двох сусiднiх граней;

3) мiж дiагоналлю куба i перетинаючою її дiагоналлю гранi.

79. Знайти величину кута BAC рiвнобедреного трикутника ABC,
знаючи, що медiани BB0 i CC0, якi проведенi з вершин основи,
перпендикулярнi.
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80. Довести, що сума квадратiв довжин ортогональних проекцiй
всiх ребер куба на площину не залежить вiд взаємного розта-
шування куба i площини.

2 МЕТОД КООРДИНАТ НА ПЛОЩИНI

2.1 Система координат на площинi

В задачах 81 – 86 система координат афiнна.

81. За координатами трьох вершин P,Q i R паралело-
грама обчислити координати четвертої його вершини:
1) P (1, 4), Q(3,−1), R(0, 2); 2) P (−1, 0), Q(2, 1), R(4,−1).

82. Довести, що три точки A,B i C належать однiй прямiй:
1) A(2, 1), B(0, 5), C(4,−3); 2) A(−1, 0), B(1,−2), C(3,−4).
Вияснити яка iз трьох точок лежить мiж двома iншими.

83. Точки K i L — середини сторiн BC i CD вiдповiдно парале-
лограма ABCD. Знайти координати вершин паралелограма в
реперi R = (A,K,L).

84. Вiдносно репера R = (O,~e1, ~e2) данi координати точок O′(2,−3),
A′

1(1, 1), A′
2(3,−6), M(5,−1). Знайти координати точки M в

реперi R′ = (O′, A′
1, A

′
2).

85. В системi координат (A,
−−→
AB ,

−−→
AD ), де ABCD — паралелограм,

точка M має координати (α, β). Обчислити координати цiєї то-
чки в системi координат:

1) (C,
−−→
CB ,

−−→
CD ); 2) (B,

−−→
BC ,

−−→
BA ); 3) (D,

−−→
DC ,

−−→
DA ).

86. Вiдносно репера R = (O,A1, A2) данi точки A(2, 1), B(3, 0),
C(1, 4). Знайти репер R′ = (O′, A′

1, A
′
2), вiдносно якого точки

A,B, C мають координати A(1, 6), B(1, 9), C(3, 1). Записати
формули перетворення координат при переходi вiд репера R до
R′. Знайти координати точок O,A1, A2 в реперi R′.
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В задачах 87 – 103 система координат прямокутна декартова.

87. За координатами вершин A i B рiвностороннього трикутника
ABC обчислити координати третьої його вершини:

1) A(1, 1), B(2,−1); 2) A(0, 0), B(−2, 1).

88. За координатами вершин A i C квадрата ABCD обчислити ко-
ординати вершин B i D:

1) A(1, 1), C(−2,−1); 2) A(−1, 0), C(3, 1); 3) A(4, 2), C(0, 1).

89. Обчислити площу правильного трикутника, двi вершини якого
є точки A(−3, 2) i B(1, 6).

90. Данi три вершини A(3,−7), B(5,−7), C(−2, 5) паралелограма
ABCD, четверта вершина якого D протилежна B. Визначити
довжину дiагоналей цього паралелограма.

91. Сторона ромба рiвна 5
√

10, двi його протилежнi вершини є то-
чки P (4, 9) i Q(−2, 1). Обчислити площу цього ромба.

92. Сторона ромба рiвна 5
√

2, двi його протилежнi вершини є точки
P (3,−4) i Q(1, 2). Обчислити довжину висоти цього ромба.

93. Довести, що трикутник з вершинами A(1, 1), B(2, 3), C(5,−1)
прямокутний.

94. Довести, що точки A(2, 2), B(−1, 6), C(−5, 3) i D(−2,−1) є
вершини квадрата.

95. Визначити, чи є серед внутрiшнiх кутiв трикутника з вершина-
ми A(1, 1), B(0, 2) i C(2,−1) тупий кут.

96. На осi абсцис знайти таку точку M , вiдстань якої до точки
N(2,−3) була би рiвною 5.

97. На осi ординат знайти таку точку M , вiдстань якої до точки
N(−8, 13) була би рiвною 17.

98. Данi двi точки M(2, 2) i N(5,−2); на осi абсцис знайти таку
точку P , щоб кут MPN був прямим.
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99. Через точку A(4, 2) проведено коло, яке дотикається обох коор-
динатних осей. Визначити його центр C i радiус R.

100. Через точку M(1,−2) проведено коло радiуса 5, яке дотикається
осi Ox. Визначити центр C кола.

101. Визначити координати точки M2 симетричної точцi M1(1, 2) вiд-
носно прямої, яка проходить через точки A(1, 0) i B(−1,−2).

102. Данi двi сумiжнi вершини квадрата A(2,−1) i B(−1, 3). Визна-
чити двi його iншi вершини.

103. В трикутнику ABC висота CH = 3 i AC = BC, кут BAC орiєн-
тований додатньо. Знайти координати точки C, якщо A(6,−2),
B(4, 0).

2.2 Дiлення вiдрiзка в заданому вiдношеннi

104. Знайти координати середин вiдрiзкiв A1B1, A2B2, A3B3, якщо
A1(−1, 5), B1(−3, 3), A2(0, 4), B2(3, 2), A3(−2, 6), B3(1, 4).

105. Данi координати A(−1, 5) i B(3, 4) однорiдного стержня. Обчи-
слити координати його центра ваги.

106. Данi координати точок P (−1, 5), Q(3, 2).

(a) знайти координати точки M , яка симетрична точцi P вiд-
носно точки Q;

(b) знайти координати точки N , яка симетрична точцi Q вiд-
носно точки P .

107. Данi вершини трикутника A(1,−3), B(3,−5) i C(−5, 7). Визна-
чити середини його сторiн.

108. Точки M(2,−1), N(−1, 4) i P (−2, 2) є середини сторiн трикут-
ника. Визначити його вершин.

109. Данi три вершини паралелограма A(3,−5), B(5,−3), C(−1, 3).
Визначити четверту вершину D, протилежну B.
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110. Данi двi сумiжнi вершини паралелограма A(−4, 4), B(2, 8) i точ-
ка перетину M(2, 2) його дiагоналей. Визначити двi iншi верши-
ни C i D.

111. Данi вершини трикутника A(1, 4), B(3,−9), C(−5, 2). Визначи-
ти довжину його медiани, яка проведена з вершини B.

112. Даний чотирикутник A(−1, 7), B(5, 5), C(7,−5), D(3,−7).

(a) Довести, що вiдрiзки, якi з’єднують середини сторiн AD i
BC, AB i CD, перетинаються i дiляться точкою перетину
пополам.

(b) Показати, що чотирикутник, вершини якого є середини
сторiн даного чотирикутника, є паралелограм.

113. Визначити координати точок, якi дiлять вiдрiзок A(2, 3),

B(−1, 2) у вiдношеннi λ1 = 1, λ2 = −2, λ3 =
1
2
, λ4 = 3.

114. Вiдрiзок, обмежений точками A(1,−3) i B(4, 3), подiлений на
три рiвних частини. Визначити координати точок подiлу.

115. Двi вершини трикутника ABC мають координати A(3, 6),
B(−3, 5). Визначити координати вершини C при умовi, що се-
редини сторiн AC i BC лежать на рiзних осях координат.

116. Данi вершини трикутника A(2,−5), B(1,−2), C(4, 7). Знайти
точку перетину з стороною AC бiсектриси його внутрiшнього
кута при вершинi B.

117. Данi вершини трикутника A(3,−5), A(1,−3), C(2,−2). Визна-
чити довжину бiсектриси його зовнiшнього кута при вершинi B.
Система координат прямокутна декартова.

118. Визначити координати кiнцiв A i B вiдрiзка, який точками
P (2, 2) i Q(1, 5) подiлений на три рiвних частини.

119. Пряма проходить через точки M1(−12,−13) i M2(−2,−5). На
цiй прямiй знайти точку, абсциса якої рiвна 3.
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120. Пряма проходить через точки M(2,−3) i N(−6, 5). На цiй пря-
мiй знайти точку, ордината якої рiвна −5.

121. Пряма проходить через точки A(7,−3) i B(23,−6). Знайти точку
перетину цiєї прямої з вiссю абсцис.

122. Пряма проходить через точки A(5, 2) i B(−4,−7). Знайти точку
перетину цiєї прямої з вiссю ординат.

123. Данi вершини чотирикутника A(−2, 14), B(4,−2), C(6,−2),
D(6, 10). Визначити точку перетину його дiагоналей AC i BD.

124. Довести, що точка перетину M(x, y) медiан трикутника з вер-
шинами A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) має координати

x =
x1 + x2 + x3

3
, y =

y1 + y2 + y3

3
.

125. Точка M перетину медiан трикутника лежить на осi абсцис, двi
його вершини — точки A(2,−3) i B(−5, 1), третя вершина C
лежить на осi ординат. Визначити координати точок M i C.

126. Вершини однорiдної трикутної пластинки знаходяться в точках
A(−1, 2), B(3, 3) i C(1,−1). Визначити координати центра ваги
пластинки.

127. В точцi A(2, 5) розмiщений вантаж в 60 г, а в точцi B(−3, 0) —
вантаж в 40 г. Визначити координати центра ваги цiєї системи.

128.

Однорiдна пластинка має
форму квадрата iз стороною,
рiвною 12, в якiй зробле-
ний квадратний вирiз, пря-
мi розрiзу проходять через
центр квадрата, вiсi коор-
динат направленi по ребрам
пластинки (див. рис.) Визна-
чити центр ваги цiєї пла-
стинки.
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129. Данi точки A1(x1, y1), A2(x2, y2), . . . , An(xn, yn), в яких розмi-
щенi маси m1,m2, . . . ,mn. Довести, що координати центра ваги
системи матерiальних точок A1, A2, . . . , An визначаються спiв-
вiдношеннями

x =
m1x1 + m2x2 + · · ·+ mnxn

m1 + m2 + · · ·+ mn
, y =

m1y1 + m2y2 + · · ·+ mnyn

m1 + m2 + · · ·+ mn
.

130. В вершинах трикутника A(1, 8), B(3, 4), C(4, 2) розмiщенi вiд-
повiдно маси 30, 40 i 60 г.

а) Визначити координати центра ваги системи матерiальних
точок A,B i C.

б) Знайти центр ваги системи при умовi, що в точках A,B i
C розмiщенi однаковi маси.

131. Однорiдний стержень зiгнутий у виглядi трикутника, вершини
якого знаходяться в точках A(2,−1), B(5,−1) i C(2, 3). Визна-
чити координати центра ваги цього трикутника.

132.

Однорiдна пластинка має
форму квадрата зi стороною,
рiвною 2a, вiд якого вiдрiза-
ний трикутник; пряма розрi-
зу з’єднує середини двох су-
мiжних сторiн, вiсi коорди-
нат направленi по ребрам
пластинки (див. рис.). Ви-
значити центр ваги пластин-
ки.

2.3 Пряма лiнiя на площинi

133. Написати рiвняння прямої, яка:

а) проходить через точки A(−1, 1) i B(2, 5);
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б) проходить через початок координат i точку A(2, 5);
в) проходить через точку A(2,−6) i паралельна вектору

~a(1,−1);
г) вiдтинає на осях координат вiдрiзки a = 3, b = −2;
д) проходить через точку A(3, 5) i паралельна осi Ox;

е) проходить через точку B(−1, 2) i паралельна осi Oy;

ж) проходить через точку A(1,−5) i паралельна прямiй
x− 3y + 1 = 0;

з) проходить через точку A(2, 2) i паралельна прямiй x+y = 0.

134. Написати параметричнi рiвняння прямої, яка:

а) проходить через точку P (−2, 3) паралельно вектору
~a(5,−1);

б) проходить через двi точки A(0,−2), B(3,−4);
в) проходить через початок координат i паралельна вектору

~p(1, 1);
г) проходить через точку M(1,−3) i паралельна осi Ox;

д) проходить через двi точки M1(1, 2) i M2(1,−5).

135. Скласти рiвняння прямих, якi проходять через вершини трику-
тника A(5,−4), B(−1, 3), C(−3,−2) паралельно протилежним
сторонам.

136. Написати рiвняння середнiх лiнiй трикутника, вершини якого
знаходяться в точках A(2, 6), B(−4, 0), C(4, 2).

137. Написати рiвняння прямих, якi мiстять медiани трикутника
ABC:

1) A(1, 1), B(2, 0), C(−1, 4); 2) A(3,−1), B(−2, 1), C(0, 0).

138. Данi рiвняння прямих, якi мiстять середнi лiнiї трикутника
ABC:

2x− y + 1 = 0, x + 3y = 0, −x + y + 2 = 0.

Знайти рявняння прямих, якi мiстять сторони трикутника.
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139. Данi вершини трикутника A(1,−1), B(−2, 1) i C(3, 5). Скласти
рiвняння перпендикуляра, опущеного з вершини A на медiану,
яка проведена з вершини B.

140. Данi вершини трикутника A(2,−2), B(3,−5) i C(5, 7). Скла-
сти рiвняння перпендикуляра, який опущений з вершини C на
бiсектрису внутрiшнього кута при вершинi A.

141. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точку P (3, 5)на
однакових вiдстанях вiд точок A(−7, 3) i B(11,−15).

142. Знайти проекцiю точки P (−8, 12) на пряму, яка проходить через
точки A(2,−3) i B(−5, 1).

143. Визначити координати точки, яка симетрична точцi M(2,−5)
вiдносно прямої 2x + 8y − 15 = 0.

144. Знайти точку M1, яка симетрична точцi M2(8,−9) вiдносно пря-
мої, яка проходить через точки A(3,−4) i B(−1,−2).

145. Данi точки A(2,−1) i B(3, 1). Визначити, чи роздiленi цi точки
прямою l, яка задана рiвнянням:

1) x + 3y − 5 = 0; 2) 3x− y + 1 = 0; 3) 2x + y = 0.

146. На осi абсцис знайти таку точку P , щоб сума її вiдстаней до
точок M(1, 2) i N(3, 4) була найменшою.

147. На осi ординат знайти таку точку P , щоб рiзниця вiдстаней її
вiд точок M(−3, 2) i N(2, 5) була найбiльшою.

148. На прямiй 2x− y − 10 = 0 знайти точку Q, сума вiдстаней якої
до точок M(−5, 0) i N(−3, 4) була б найменшою.

149. На прямiй 2x − y − 5 = 0 знайти точку P , сума вiдстаней якої
до точок A(−7, 1) i B(−5, 5) була б найменшою.

150. На прямiй 3x−y−1 = 0 знайти точку P , рiзниця вiдстаней якої
до точок A(4, 1), B(0, 4) була б найбiльшою.
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151. Данi двi прямi 3x+y = 0 i 2x−3y+1 = 0 i точка M(−2, 1). Зна-
йти аналiтичнi умови, якi визначають той кут, який утворений
даними прямими, що мiстить точку M .

152. Визначити розташування точки M(2, 6) i прямої x− 3y − 5 = 0
вiдносно трикутника ABC, якщо A(0, 1), B(−2, 5), C(4, 9).

153. Написати аналiтичнi умови, якi визначають смугу, яка утворена
прямими:

1) 3x + y − 1 = 0, 6x + 2y + 3 = 0;

2) x + 2y + 2 = 0, 2x + 4y − 7 = 0.

154. Данi три точки A(−4,−2), B(−2, 1) i C(2, 3). Написати аналiти-
чнi умови, якi визначають паралелограм ABCD.

155. Записати аналiтичнi умови, якi визначають трикутник ABC,
якщо:

1) A(3, 1), B(2,−1), C(0, 2); 2) A(0, 1), B(−2, 4), C(3,−1).

156. Обчислити координати орта вектора нормалi прямої:

1) x + 2y − 3 = 0; 2) x− 3y − 1 = 0; 3) 4x + 3y + 6 = 0.

157. Написати рiвняння серединного перпендикуляра вiдрiзка AB:

1) A(2, 1), B(−1, 3); 2) A(0,−1), B(2,−3); 3) A(1, 1), B(−3, 0).

158. Данi рiвняння прямих, якi мiстять висоти трикутника, i коорди-
нати однiєї з вершин трикутника. Обчислити координати двох
iнших вершин цього трикутника:

1) 3x + 4y − 7 = 0, 2x− y − 1 = 0, A(5,−3);

2) 3x + 4y − 2 = 0, 4x− y + 2 = 0, A(0,−1).

159. Точка A(−4, 5) є вершиною квадрата, дiагональ якого лежить на
прямiй, рiвняння якої 7x− y + 8 = 0. Скласти рiвняння сторiн i
другої дiагоналi цього квадрата.
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160. Данi двi протилежнi вершини квадрата A(−1, 3) i C(6, 2). Скла-
сти рiвняння його сторiн.

161. Промiнь свiтла направлений по прямiй x−2y+5 = 0. Дiйшовши
до прямої 3x − 2y + 7 = 0, промiнь вiд неї вiдбився. Скласти
рiвняння прямої, на якiй лежить вiдбитий промiнь.

162. Данi двi вершини трикутника M1(−10, 2) i M2(6, 4), його висоти
перетинаються в точцi N(5, 2). Визначити координати третьої
вершини M3.

163. Скласти рiвняння сторiн трикутника ABC, якщо данi одна з
його вершин A(1, 3) i рiвняння двох медiан x − 2y + 1 = 0 i
y − 1 = 0.

164. Скласти рiвняння сторiн трикутника, якщо данi одна з його
вершин B(−4,−5) i рiвняння двох висот 5x + 3y − 4 = 0 i 3x +
8y + 13 = 0.

165. Скласти рiвняння сторiн трикутника, знаючи одну з його вер-
шин A(4,−1) i рiвняння двох бiсектрис x− 1 = 0, x− y− 1 = 0.

166. Скласти рiвняння сторiн трикутника, знаючи одну його вершину
B(2, 6), а також рiвняння висоти x − 7y + 15 = 0 i бiсектриси
7x + y + 5 = 0, якi проведенi з однiєї вершини.

167. Скласти рiвняння сторiн трикутника, знаючи одну його вершину
B(2,−1), а також рiвняння висоти 3x− 4y + 27 = 0 i бiсектриси
x + 2y − 5 = 0, якi проведенi з рiзних вершин.

168. Скласти рiвняння сторiн трикутника, знаючи одну його вершину
C(4,−1), а також рiвняння висоти 2x − 3y + 12 = 0 i медiани
2x + 3y = 0, якi проведенi з однiєї вершини.

169. Скласти рiвняння сторiн трикутника, знаючи одну його вершину
B(2,−7), а також рiвняння висоти 3x + y + 11 = 0 i медiани
x + 2y + 7 = 0, якi проведенi з рiзних вершин.
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170. Скласти рiвняння сторiн трикутника, знаючи одну його вершину
C(4, 3), а також рiвняння бiсектриси x + 2y − 5 = 0 i медiани
4x + 13y − 10 = 0, якi проведенi з однiєї вершини.

171. Скласти рiвняння сторiн трикутника, знаючи одну його вершину
A(3,−1), а також рiвняння бiсектриси x− 4y + 10 = 0 i медiани
6x + 10y − 59 = 0, якi проведенi з рiзних вершин.

172. Данi рiвняння прямих l1 : Ax+By+C1 = 0, l2 : Ax+By+C2 = 0
(C1 6= C2). Знайти вiдстань мiж прямими l1 i l2.

173. Обчислити вiдстань мiж паралельними прямими в кожному з
таких випадкiв:

1) 3x− 4y − 10 = 0, 2) 5x− 12y + 26 = 0,
6x− 8y + 5 = 0; 5x− 12y − 13 = 0;

3) 4x− 3y + 15 = 0, 4) 24x− 10y + 39 = 0,
8x− 6y + 25 = 0; 12x− 5y − 26 = 0.

174. Точка A(2,−5) є вершина квадрата, одна з сторiн якого лежить
на прямiй, рiвняння якої x−2y−7 = 0. Обчислити площу цього
квадрата.

175. Данi рiвняння двох сторiн прямокутника 3x − 2y − 5 = 0, 2x +
3y + 7 = 0 i одна з його вершин A(−2, 1). Обчислити площу
цього прямокутника.

176. Довести, що через точку P (2, 7) можна провести двi прямi так,
щоб їх вiдстанi вiд точки Q(1, 2) були рiвними 5. Скласти рiв-
няння цих прямих.

177. Довести, що через точку C(7,−2) можна провести тiльки одну
пряму так, щоб вiдстань її вiд точки A(4,−6) була рiвною 5.
Скласти її рiвняння.

178. Скласти рiвняння прямих, паралельних прямiй 3x− 4y− 10 = 0
i якi вiдстоять вiд неї на вiдстань 3.
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179. Данi двi сумiжнi вершини квадрата A(2, 0) i B(−1, 4). Скласти
рiвняння його сторiн.

180. Данi рiвняння двох сторiн квадрата 4x−3y+3 = 0, 4x−3y−17 =
0 i одна з його вершин A(2,−3). Скласти рiвняння двох iнших
сторiн цього квадрата.

181. Скласти рiвняння множини точок, рiвновiддалених вiд двох па-
ралельних прямих:

1) 3x− y + 7 = 0, 3x− y − 3 = 0;

2) x− 2y + 3 = 0, x− 2y + 7 = 0;

3) 5x− 2y − 6 = 0, 10x− 4y + 3 = 0.

182. Скласти рiвняння бiсектрис кутiв, утворених двома прямими,
якi перетинаються:

1) x− 3y + 5 = 0, 3x− y − 2 = 0;

2) x− 2y − 3 = 0, 2x + 4y + 7 = 0;

3) 3x + 4y − 1 = 0, 5x + 12y − 2 = 0.

183. Визначити чи лежить точка M(1,−2) i початок координат в
одному, в сумiжних або вертикальних кутах, утворених при пе-
ретинi двох прямих:

1) 2x− y − 5 = 0, 3x + y + 10 = 0;

2) 4x + 3y − 10 = 0, 12x− 5y − 5 = 0;

3) x− 2y − 1 = 0, 3x− y − 2 = 0.

184. Визначити чи лежать точки M(2, 3) i N(5,−1) в одному, в су-
мiжних або вертикальних кутах, утворених при перетинi двох
прямих:

1) x− 3y − 5 = 0, 2x + 9y − 2 = 0;

2) 2x + 7y − 5 = 0, x + 3y + 7 = 0;

3) 12x + y − 1 = 0, 13x + 2y − 5 = 0.
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185. Скласти рiвняння бiсектриси кута мiж прямими 3x − y − 4 = 0
i 2x + 6y + 3 = 0, в якому лежить початок координат.

186. Скласти рiвняння бiсектриси кута мiж прямими x − 7y + 5 = 0
i 5x + 5y − 3 = 0, сумiжного з кутом, який мiстить початок
координат.

187. Скласти рiвняння бiсектриси кута мiж прямими x + 2y− 11 = 0
i 3x− 6y − 5 = 0, в якому лежить точка M(1,−3).

188. Скласти рiвняння бiсектриси кута мiж прямими 2x−3y−5 = 0,
6x−4y+7 = 0, сумiжного з кутом, який мiстить точку C(2,−1).

189. Данi двi прямi, якi перетинаються:

A1x + B1y + C1 = 0, A2x + B2y + C2 = 0.

Довести, що коли

(A1x0 + B1y0 + C1)(A2x0 + B2y0 + C2)(A1A2 + B1B2) < 0,

то точка M0(x0, y0) належить одному з гострих кутiв, якi визна-
чаються даними прямими.

190. Визначити, який з кутiв, гострий чи тупий, утворених двома
прямими 3x − 2y + 5 = 0 i 2x + y − 3 = 0, мiстить початок
координат.

191. Визначити, який з кутiв, гострий чи тупий, утворених двома
прямими 3x−5y−4 = 0 i x+2y+3 = 0, мiстить точку M(2,−5).

192. Скласти рiвняння бiсектриси гострого кута, утвореного двома
прямими 3x + 4y − 5 = 0, 5x− 12y + 3 = 0.

193. Данi рiвняння прямих l1 : 2x − y − 5 = 0, l2 : x + 3y + 7 = 0.
Обчислити косинус кута ϕ, утвореного прямими l1, l2, якому
належить точка M0(1, 1).
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2.4 Коло i пряма лiнiя

В задачах цього параграфу система координат прямокутна декартова.

194. Скласти рiвняння кола в кожному з таких випадкiв:

1) центр кола спiвпадає з точкою C(2,−3), а його радiус до-
рiвнює 7;

2) коло проходить через точку A(2, 6), а його центр спiвпадає
з точкою C(−1, 2);

3) точки A(3, 2) i B(−1, 6) є кiнцi одного з дiаметрiв кола;

4) центр кола спiвпадає з точкою C(1,−1), а пряма, рiвняння
якої 5x− 12y + 9 = 0, є дотичною до кола;

5) коло проходить через точки A(3, 1) i B(−1, 3), а його центр
лежить на прямiй 3x− y − 2 = 0;

6) коло проходить через три точки A(1, 1), B(1,−1) i C(2, 0).

195. Точка C(3,−1) є центр кола, яке вiдтинає на прямiй, рiвняння
якої 2x−5y+18 = 0, хорду довжини 6. Скласти рiвняння цього
кола.

196. Скласти рiвняння кола, яке дотикається двох паралельних пря-
мих: 2x+y−5 = 0, 2x+y+15 = 0, причому однiєї з них в точцi
A(2, 1).

197. Скласти рiвняння кола, яке, маючи центр на прямiй 2x + y = 0,
дотикається прямих 4x− 3y + 10 = 0 i 4x− 3y − 30 = 0.

198. Скласти рiвняння кiл, якi дотикаються прямих 2x−3y−10 = 0,
3x− 2y + 5 = 0, а центри їх лежать на прямiй 4x− 5y − 3 = 0.

199. Написати рiвняння кiл, якi проходять через точку A(−1, 5) i
дотикаються двох прямих: 3x + 4y − 35 = 0, 4x + 3y + 14 = 0.

200. Написати рiвняння кiл, якi дотикаються трьох прямих:
3x + 4y − 35 = 0, 3x− 4y − 35 = 0 i x− 1 = 0.
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201. Знайти умову, при якiй пряма y = kx + b дотикається до кола
x2 + y2 = R2.

202. В прямокутнiй декартовiй системi координат данi рiвняння мно-
жин точок:

а) x2 + y2 − 2x + 4y − 20 = 0,

б) x2 + y2 + 8x− 4y + 40 = 0,

в) x2 + xy − 2x = 0,

г) x2 + 2xy + 2y2 − 3x + y + 5 = 0,

д) x2 + y2 − 2x = 0,

е) x2 + y2 + 2y + 8 = 0,

ж) x2 + y2 − 4x− 2y + 1 = 0.

Вияснити, якi з наведених рiвнянь визначають коло. Знайти ко-
ординати центра i радiус кожного з них.

203. Знайти рiвняння лiнiї центрiв двох кiл, якi заданi рiвняннями:

1) (x− 3)2 + y2 = 9 i (x + 2)2 + (y − 1)2 = 1;

2) (x + 2)2 + (y − 1)2 = 16 i (x + 2)2 + (y + 5)2 = 25;

3) x2 + y2 − 4x + 6y = 0 i x2 + y2 − 6x = 0;

4) x2 + y2 − x + 2y = 0 i x2 + y2 + 5x + 2y − 1 = 0.

204. Скласти рiвняння дiаметра кола x2 + y2 +4x− 6y− 17 = 0, який
перпендикулярний до прямої 5x + 2y − 13 = 0.

205. Обчислити найкоротшу вiдстань вiд точки до кола в кожному з
таких випадкiв:

а) A(6,−8), x2 + y2 = 9;

б) B(3, 9), x2 + y2 − 26x + 30y + 313 = 0;

в) C(−7, 2), x2 + y2 − 10x− 14y − 151 = 0.

206. Визначити координати точок перетину прямої 7x− y + 12 = 0 i
кола (x− 2)2 + (y − 1)2 = 25.
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207. Скласти рiвняня прямої, яка проходить через точки перетину
двох кiл:

x2 + y2 + 3x− y = 0, 3x2 + 3y2 + 2x + y = 0.

208. Обчислити вiдстань вiд центра кола x2 + y2 = 2x до прямої, яка
проходить через точки перетину двох кiл:

x2 + y2 + 5x− 8y + 1 = 0, x2 + y2 − 3x + 7y − 25 = 0.

209. З точки A

(
5
3
,−5

3

)
проведенi дотичнi до кола x2 + y2 = 5.

Скласти їх рiвняння.

210. З точки A(1, 6) проведенi дотичнi до кола x2 + y2 + 2x− 19 = 0.
Скласти їх рiвняння.

211. З точки A(4, 2) проведенi дотичнi до кола x2 + y2 = 10. Визна-
чити кут, який утворений цими дотичними.

212. З точки M(4,−4) проведенi дотичнi до кола

x2 + y2 − 6x + 2y + 5 = 0.

Обчислити довжину хорди, яка з’єднує точки дотикання.

213. Скласти рiвняння дотичних до кола x2 + y2 − 2x + 4y = 0, якi
перпендкулярнi до прямої x− 2y + 9 = 0.

214. Скласти рiвняння дотичних до кола x2 + y2 + 10x− 2y + 6 = 0,
якi паралельнi прямiй 2x + y − 7 = 0.

215. Обчислити довжину дотичної, яка проведена з точки A(1,−2)
до кола x2 + y2 + x− 3y − 3 = 0.

216. Знайти множину точок, вiдношення вiдстаней яких до двох да-
них точок A i B є стале число i рiвне λ.

217. Знайти множину точок, сума квадратiв вiдстаней яких до двох
даних точок A i B є величина стала.
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218. Знайти множину точок, для кожної з яких сума квадратiв вiд-
станей до двох перпендикулярних прямих є стала величина λ2.

219. Знайти множину точок, сума квадратiв вiдстаней яких до трьох
даних точок A,B i C є величина стала.

220. Дано коло i деяка точка A, яка лежить в площинi кола. Вiдрi-
зок AB (де B — довiльна точка кола) точкою M подiлений в
сталому вiдношеннi λ. Знайти множину точок M .

3 ПЕРЕТВОРЕННЯ ПЛОЩИНИ

3.1 Перемiщення (рух) площини

В наступних задачах система координат прямокутна декартова.

221. Записати формули осьової симетрiї площини за координатами
двох симетричних точок: A(1,−2), B(3, 4).

222. Написати формули перетворення осьової симетрiї, якщо вiсь за-
дана рiвнянням y = kx + b.

223. Вiсь симетрiї l задана своїм рiвнянням. Написати рiвняння пря-
мої m′, яка симетрична прямiй m вiдносно осi l, якщо:

1) l : x + y + 1 = 0, m : 2x− y − 2 = 0;

2) l : −x + y = 0, m : x− 2y + 1 = 0.

224. Написати формули перетворення, яке є композицiєю трьох осьо-
вих симетрiй з осями x = 0, y = 0, x− 2y = 0.

225. Довести, що двi рiзнi осьовi симетрiї переставнi тодi i тiльки
тодi, коли їх вiсi взаємно перпендикулярнi.

226. Довести, що композицiя трьох осьових симетрiй тодi i тiльки
тодi є осьова симетрiя, коли цi вiсi проходять через одну точку
або паралельнi одна однiй.
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227. В ортонормованому реперi R дана точка S(x0, y0) i даний кут

0 < α 6
π

2
. Написати формули повороту f площини навколо

точки S на кут α.

228. Поворот навколо точки M(2, 1) вiдображає точку A на точку B.
Обчислити координати точки B, якщо

1) α = 45◦, A(1,−2); 2) α = 120◦, A(1, 1); 3) α = 90◦, A(3,−1).

229. Обчислити координати центра повороту, заданого формулами:
x′ =

3
5

x− 4
5

y + 1,

y′ =
4
5

x +
3
5

y − 2.

230. Написати рiвняння образу прямої l при поворотi навколо точки
M на кут ϕ:

1) M(0, 0), ϕ =
π

2
, l : x + y − 2 = 0;

2) M(−2, 1), ϕ =
π

6
, l : x− y + 1 = 0;

3) M(0,−1), ϕ =
π

4
, l : x + 2y = 0.

231. На прямiй m1, заданiй рiвнянням 2x + y − 1 = 0, дана точка
M1(2,−3), а на прямiй m2, заданiй рiвнянням 3x−y+2 = 0, дана
точка M2(−1,−1). Написати формули перетворення повороту f ,
при якому f(M1) = M2, f(m1) = m2.

232. Данi точка M(5, 1) перетину медiан рiвностороннього трикутни-
ка ABC i рiвняння прямої AB : 2x− y = 0. Написати рiвняння
прямих AC, BC.

233. Довести, що композицiя симетрiй f1, f2 площини Π вiдносно
двох точок O1, O2 є перенесення площини.

234. Данi два поворота з рiзними центрами. Побудувати нерухому
точку композицiї цих двох поворотiв.
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235. Написати формули ковзної симетрiї, заданої вiссю l i вектором
~a:
1) l : x− 2 = 0, ~a(0, 3);

2) l : x + y − 3 = 0, ~a(−1, 1);

3) l : y + 5 = 0, ~a(2, 0);

4) l : 2x− y + 1 = 0, ~a(2, 4).

236. Знайти координати образа точки A при ковзнiй симетрiї, яка
задана вiссю l i вектором ~a:

1) A(2, 1), l : x + 5 = 0, ~a(0, 2);

2) A(0,−3), l : x + y + 3 = 0, ~a(−2, 2);

3) A(0, 0), l : x− 2y + 1 = 0, ~a(6, 3).

237. Написати рiвняння образа прямої m при ковзнiй симетрiї, зада-
ної вiссю l i вектором ~a:

1) l : x + 2 = 0, ~a(0, 3), m : x− 3y + 1 = 0;

2) l : x− y + 1 = 0, ~a(5, 5), m : x + y = 0;

3) l : x + 2y = 0, ~a(−2, 1), m : x− 2y + 1 = 0.

238. Знайти рiвняння iнварiантної прямої ковзної симетрiї, заданої
формулами:

x′ =
5
13

x +
12
13

y + 4, y′ =
12
13

x− 5
13

y.

239. Написати формули перемiщення, яке являє собою композицiю
трьох осьових симетрiй з осями x = 0, y = 0, x + y − 1 = 0.

240. Довести, що композицiя двох ковзних симетрiй з рiзними пара-
лельними осями є перенесення.

241. В ортонормованому реперi R перетворення f площини Π задано
формулами:

1) x′ =
1
2

x +
√

3
2

y +
1
2
, y′ = −

√
3

2
x +

1
2

y +
√

3
2

;

2) x′ = −3
5

x +
4
5

y +
8
5
, y′ =

4
5

x +
3
5

y − 4
5
.
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Довести, що f — рух, i визначити його вид. Знайти iнварiантнi
точки.

242. Данi два рiвних вiдрiзка AB i A1B1. Скласти формули руху,
який переводить A в A1, B в B1, якщо A(3, 4), B(0, 0), A1(0, 0),
B1(5, 0).

243. Данi координати точок
A(
√

3, 1), B(0, 2), A′(2,
√

3− 2), B′(0,
√

3− 2).
Написати формули перемiщення першого роду, знаючи, що
f(A) = A′, f(B) = B′.

244. Скласти формули перемiщення першого i другого роду, якщо
вiдомо, що образи точок (0, 1), (1, 0) i (1, 1)належать вiдповiдно
прямим y = 0, x = 0, x + y − 1 = 0.

245. Площина повертається навколо точки S(2, 3) на кут α, такий,

що cos α =
3
5
, sinα = −4

5
. В яку пряму при цьому поворотi

перейде пряма l: x + 2y − 3 = 0?

246. Данi координати вершин трикутника ABC i A′B′C ′: A(2,−3),

B(5, 1), C(0, 1), A′(−3, 1), B′(1, 4), C ′
(
−19

5
,
27
5

)
. Довести, що

цi трикутники рiвнi. Знайти формули руху, який переводить
(A,B, C) в (A′, B′, C ′), i визначити вид цього руху.

247. Написати формули перетворення осьової симетрiї, якщо вiсь си-
метрiї задана рiвнянням: Ax + By + C = 0.

248. Довести, що точки, симетричнi точцi M перетину висот три-
кутника вiдносно прямих, що мiстять його сторони, лежать на
колi, описаному навколо цього трикутника.

3.2 Подiбнiсть площини

249. На прямiй l данi пари точок A i B, A1 i B1. Побудувати центр
гомотетiї, яка точку A переводить в точку A1, а точку B — в
точку B1.
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250. В реперi R данi координати точок A(2, 1), B(3,−2), C(1, 0),
A′(−1,−5), B′(−3, 1), C ′(1,−3). Довести, що трикутники ABC
i A′B′C ′ гомотетичнi, i написати формули гомотетiї h такої, що
h(4ABC) = 4A′B′C ′.

251. Довести, що два нерiвних трикутника ABC i A′B′C ′ гомотети-
чнi тодi i тiльки тодi, коли їх вiдповiднi сторони паралельнi.

252. Довести, що одне з двох нерiвних кiл може бути переведене
в iнше двома рiзними гомотетiями, причому сума коефiцiєнтiв
цих гомотетiй рiвна нулевi.

253. Довести, що коли композицiя гомотетiї з центром A i гомотетiї з
центром B є гомотетiя з центром C, то точки A, B i C належать
однiй прямiй.

254. Данi три попарно нерiвнi кола. Довести, що центри додатних
гомотетiй цих кiл належать однiй прямiй.

255. В ортонормованому реперi R данi координати вершин: A(0,−3),

B(4, 0), C(1,−1), A′(−6,−6), B′(0, 2), C ′
(
−26

5
,−8

5

)
трикутни-

кiв ABC i A′B′C ′. Довести, що трикутники ABC i A′B′C ′ по-
дiбнi. Знайти формули подiбностi.

256. Написати формули перетворення подiбностi першого роду, при
якому A(1, 2) 7→ A1(2, 0), B(−2, 3) 7→ B1(0, 0). Обчислити коор-
динати iнварiантної точки i знайти коефiцiєнт подiбностi.

257. Написати формули перетворення подiбностi другого роду, при
якому A(1, 0) 7→ A1(0, 1), B(−2, 1) 7→ B1(−1, 1). Скласти рiв-
няння iнварiантних прямих подiбностi та обчислити координати
нерухомої точки.

258. Довести, що кожна подiбнiсть площини, вiдмiнна вiд руху, є або
композицiєю гомотетiї i повороту навколо центра гомотетiї, або
композицiєю гомотетiї i симетрiї вiдносно прямої, що проходить
через центр гомотетiї.
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259. Подiбнiсть f переводить три точки A,B, C, що не лежать на
однiй прямiй, в точки A′, B′, C ′ вiдповiдно. Побудувати образ
точки M , а також образ прямої l.

260. Подiбнiсть першого роду задана двома парами вiдповiдних то-
чок. Побудувати iнварiантну точку.

3.3 Афiннi перетворення площини

261. Написати формули афiнного перетворення, яке точки A(1, 2),
B(3,−1), C(−1, 1) переводить вiдповiдно в точки A′(−1, 10),
B′(6, 6), C ′(−4, 6).

262. Знайти iнварiантнi точки афiнного перетворення, яке перево-
дить точки A(−1, 2), B(2, 1), C(1,−1) в точки A′(−3, 0), B′(6, 2),
C ′(10,−1).

263. Написати рiвняння iнварiантних прямих афiнного перетворення,
заданого в реперi (O,~e1, ~e2) формулами:

x′ = 7x− y + 1,

y′ = 4x + 2y + 4.

264. В реперi (O,~e1, ~e2) написати формули афiнного перетворення,
якщо вiдомо, що прямi l1 : 2x − y + 3 = 0 i l2 : x − y + 2 = 0
є iнварiантними прямими цього перетворення i точка M(−1, 0)
переходить в точку M ′(1, 2).

265. В реперi (O,~e1, ~e2) данi рiвняння прямих l1 : x + y − 1 = 0,
l′1 : x − y − 3 = 0, l2 : x − 2y + 1 = 0, l′2 : 2x + y + 1 = 0 i точки
M1(0, 0), M ′

1(1,−1). Написати формули афiнного перетворення
f , яке переводить прямi l1, l2 в прямi l′1, l

′
2 i точку M1 — в точку

M ′
1.

266. Нехай в реперi (O,~e1, ~e2) данi рiвняння прямих
l : Ax + By + C = 0, l′ : A′x + B′y + C ′ = 0.
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Довести, що коли при афiнному перетворення f пряма l пе-
реходить в l′, то iснує таке число λ, що для кожної точки
M(x, y) ∈ l i точки f(M) = M ′(x′, y′) ∈ l′ виконується рiвнiсть:

A′x′ + B′y′ + C ′ = λ(Ax + By + C).

267. Афiнне перетворення задане трьома парами вiдповiдних точок:
A 7→ A1, B 7→ B1, C 7→ C1:

1) для даної точки M побудувати вiдповiдну точку M1;

2) для даної прямої m побудувати вiдповiдну пряму m1.

268. Довести, що довiльнi два паралелограми афiнно еквiвалентнi.

269. Довести, що для довiльної трапецiї ABCD iснує афiнно еквiва-
лентна їй рiвнобiчна трапецiя A′B′C ′D′.

270. Знайти нерухомi точки та iнварiантнi прямi афiнного перетво-
рення x′ = x + 3, y′ = 2x− y + 1.

271. Знайти нерухомi точки та iнварiантнi прямi афiнного перетво-
рення x′ = x + 3y, y′ = y.

272. Знайти нерухомi точки та iнварiантнi прямi афiнного перетво-
рення x′ = 2x + 3y, y′ = −3x + 2y.

273. Знайти нерухомi точки та iнварiантнi прямi афiнного перетво-
рення x′ = 5x− 2y + 6, y′ = 4x− y + 6.

274. Знайти нерухомi точки та iнварiантнi прямi афiнного перетво-
рення x′ = 10x + 12y + 3, y′ = 6x + 9y + 2.

4 ЛIНIЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

4.1 Елiпс

275. Скласти рiвняння елiпса, фокуси якого лежать на осi абсцис,
симетрично вiдносно початку координат, знаючи, крiм того, що:
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1) його пiввiсi рiвнi 5 i 2;

2) його велика вiсь рiвна 10, в вiдстань мiж фокусами 2c = 8;

3) його мала вiсь рiвна 24, а вiдстань мiж фокусами 2c = 10;

4) вiдстань мiж його фокусами 2c = 6 i ексцентриситет ε =
3
5
;

5) його велика вiсь рiвна 20, а ексцентриситет ε =
3
5
;

6) його мала вiсь рiвна 10, а ексцентриситет ε =
12
13

;

7) вiдстань мiж його директрисами рiвна 5, а вiдстань мiж
фокусами 2c = 4;

8) його велика вiсь рiвна 8, а вiдстань мiж директрисами рiв-
на 16;

9) його мала вiсь рiвна 6, а вiдстань мiж директрисами рiвна
13;

10) вiдстань мiж його директрисами рiвна 32 i ε =
1
2
.

276. Скласти рiвняння елiпса, фокуси якого лежать на осi ординат,
симетрично вiдносно початку координат, знаючи, крiм того, що:

1) його пiввiсi рiвнi вiдповiдно 7 i 2;

2) його велика вiсь рiвна 10, а вiдстань мiж фокусами 2c = 8;

3) вiдстань мiж його фокусами 2c = 24, а ексцентриситет до-

рiвнює
12
13

;

4) його мала вiсь рiвна 16, а ексцентриситет ε =
3
5
;

5) вiдстань мiж його фокусами 2c = 6 i вiдстань мiж дире-

ктрисами рiвна 16
2
3

6) вiдстань мiж його директрисами рiвна 10
2
3
i ексцентриситет

ε =
3
4
.

38



277. Даний елiпс 9x2+24y2 = 225. Знайти: 1) його пiввiсi; 2) фокуси;
3) ексцентриситет; 4) рiвняння директрис.

278. Ексцентриситет елiпса ε =
2
3
, фокальний радiус точки M елiпса

дорiвнює 10. Обчислити вiдстань вiд точки M до однобiчної з
цим фокусом директриси.

279. Скласти рiвняння елiпса, фокуси якого розташованi на осi аб-
сцис, симетрично вiдносно початку координат, якщо данi:

1) точка M1(−2
√

5, 2) елiпса i його мала пiввiсь b = 3;

2) точка M1(2,−2) елiпса i його велика пiввiсь a = 4;

3) точки M1(4,−
√

3) i M2(2
√

2, 3) елiпса;

4) точка M1

(
2,−5

3

)
елiпса i його ексцентриситет ε =

2
3
;

5) точка M1(
√

15,−1) елiпса i вiдстань мiж його фокусами
2c = 8;

6) точка M1(8, 12) елiпса i вiдстань r1 = 20 вiд її лiвого фо-
куса;

7) точка M1(−
√

5, 2) елiпса i вiдстань мiж його директрисами
рiвна 10.

280. Написати канонiчне рiвняння елiпса, якщо його велика вiсь рiв-

на 2a, а фокуси знаходяться вiд вершин на вiдстанi
1
5
її довжи-

ни.

281. Знайти ексцентриситет елiпса, якщо вiдстань мiж його фокуса-
ми є середнє арифметичне його осей.

282. Скласти рiвняння елiпса, знаючи, що:

1) його велика вiсь рiвна 26 i фокуси є F1(−10, 0), F2(14, 0);

2) його мала вiсь рiвна 2 i фокуси є F1(−1,−1), F2(1, 1);
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3) його фокуси є F1

(
−2,

3
2

)
, F2

(
2,−3

2

)
i ексцентриситет

ε =
√

2
2

;

4) його фокуси F1(1, 3), F2(3, 1) i вiдстань мiж директрисами
рiвна 12

√
2.

283. Скласти рiвняння елiпса, якщо вiдомi його ексцентриситет
2
3
,

фокус F (2, 1) i рiвняння вiдповiдної директриси x− 5 = 0.

284. Скласти рiвняння елiпса, якщо вiдомi його ексцентриситет
1
2
,

фокус F (−4, 1) i рiвняння вiдповiдної директриси y + 3 = 0.

285. Точка A(−3,−5) лежить на елiпсi, фокус якого F (−1,−4), а вiд-
повiдна директриса дана рiвнянням x−2 = 0. Скласти рiвняння
цього елiпса.

286. Точка M1(2,−1) лежить на елiпсi, фокус якого F (1, 0), а вiд-
повiдна директриса дана рiвнянням 2x − y − 10 = 0. Скласти
рiвняння цього елiпса.

287. Скласти рiвняння дотичних до елiпса
x2

10
+

2y2

5
= 1, паралельних

прямiй 3x + 2y + 7 = 0.

288. Скласти рiвняння дотичних до елiпса x2 + 4y2 = 20, перпенди-
кулярних до прямої 2x− 2y − 13 = 0.

289. Провести дотичнi до елiпса
x2

30
+

y2

24
= 1 паралельно прямiй

4x− 2y + 23 = 0 i обчислити вiдстань d мiж ними.

290. На елiпсi
x2

18
+

y2

8
= 1 знайти точку M1, найближчу до прямої

2x − 3y + 25 = 0, i обчислити вiдстань d вiд точки M1 до цiєї
прямої.

291. З точки A

(
10
3

,
5
3

)
проведенi дотичнi до елiпса

x2

20
+

y2

5
= 1.

Скласти їх рiвняння.
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292. З точки C(10,−8) проведенi дотичнi до елiпса
x2

25
+

y2

16
= 1.

Скласти рiвняння хорди, яка з’єднує точки дотикання.

293. З точки P (−16, 9) проведенi дотичнi до елiпса
x2

4
+

y2

3
= 1.

Обчислити вiдстань d вiд точки P до хорди елiпса, яка з’єднує
точки дотикання.

294. Елiпс проходить через точку A(4,−1) i дотикається до прямої
x + 4y − 10 = 0. Скласти рiвняння цього елiпса при умовi, що
його вiсi спiвпадають з осями координат.

295. Скласти рiвняння елiпса, який дотикається до двох прямих

3x− 2y − 20 = 0, x + 6y − 20 = 0,

при умовi, що його вiсi спiвпадають з осями координат.

296. Довести, що добуток вiдстаней вiд фокусiв до довiльної доти-
чної до елiпса дорiвнює квадрату малої пiввiсi.

297. Пряма x − y − 5 = 0 дотикається елiпса, фокуси якого знахо-
дяться в точках F1(−3, 0) i F2(3, 0). Скласти рiвняння цього
елiпса.

4.2 Гiпербола

298. Скласти рiвняння гiперболи, фокуси якої розташованi на осi
абсцис симетрично вiдносно початку координат, знаючи, крiм
того, що:

1) її вiсi 2a = 10 i 2b = 8;

2) вiдстань мiж фокусами 2c = 10 i вiсь 2b = 8;

3) вiдстань мiж фокусами 2c = 6 i ексцентриситет ε =
3
2
;

4) вiсь 2a = 16 i ексцентриситет ε =
5
4
;
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5) рiвняння асимптот y = ±4
3

x i вiдстань мiж фокусами 20;

6) вiдстань мiж директрисами рiвна 22
2
13

i вiдстань мiж фо-
кусами 2c = 26;

7) вiдстань мiж директрисами рiвна
8
3
i вiсь 2b = 6;

8) вiдстань мiж директрисами рiвна
8
3
i ексцентриситет ε =

3
2
;

9) рiвняння асимптот y = ±3
4

x i вiдстань мiж директрисами

рiвна 12
4
5
.

299. Скласти рiвняння гiперболи, фокуси якої розташованi на осi
ординат симетрично вiдносно початку координат, знаючи, крiм
того, що:

1) її пiввiсi a = 6, b = 18 (лiтерою a ми позначаємо пiввiсь
гiперболи, розташовану на осi абсцис);

2) вiдстань мiж фокусами 2c = 10 i ексцентриситет ε =
5
3
;

3) рiвняння асимптот y = ±12
5

x i вiдстань мiж вершинами

рiвна 48;

4) вiдстань мiж директрисами рiвна 7
1
7
i ексцентриситет

7
5
;

5) рiвняння асимптот y = ±4
3

x i вiдстань мiж директрисами

рiвна 6
2
5
.

300. Дана гiпербола 16x2 − 9y2 = 144. Знайти: 1) пiввiсi a i b; 2) фо-
куси; 3) ексцентриситет; 4) рiвняння асимптот; 5) рiвняння ди-
ректрис.

301. Дана гiпербола 16x2 − 9y2 = −144. Знайти: 1) пiввiсi a i b; 2)
фокуси; 3) ексцентриситет; 4) рiвняння асимптот; 5) рiвняння
директрис.
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302. Обчислити площу трикутника, утвореного асимптотами гiпер-

боли
x2

4
− y2

9
= 1 i прямою 9x + 2y − 24 = 0.

303. Ексцентриситет гiперболи ε = 2, фокальний радiус її точки M ,
проведений з деякого фокуса, дорiвнює 16. Обчислити вiдстань
вiд точки M до однобiчної з цим фокусом директриси.

304. Ексцентриситет гiперболи ε = 3, вiдстань вiд точки M гiперболи
до директриси рiвна 4. Обчислити вiдстань вiд точки M до
фокуса, однобiчного з цiєю директрисою.

305. Ексцентриситет гiперболи ε = 2, центр її лежить в початку ко-
ординат, один з фокусiв F (12, 0). Обчислити вiдстань вiд точки
M1 гiперболи з абсцисою, рiвною 13, до директриси, що вiдпо-
вiдає заданому фокусовi.

306. Ексцентриситет гiперболи ε =
3
2
, центр її лежить в початку

координат, одна з директрис задана рiвнянням x = −8. Обчи-
слити вiдстань вiд точки M1 гiпеболи з абсцисою, рiвною 10, до
фокуса, що вiдповiдає данiй директрисi.

307. Скласти рiвняння гiперболи, фокуси якої лежать на осi абсцис
симетрично вiдносно початку координат, якщо данi:

1) точки M1(6,−1) i M2(−8, 2
√

2) гiперболи;

2) точка M1(−5, 3) гiперболи i ексцентриситет ε =
√

2;

3) точка M1

(
9
2
,−1

)
гiперболи i рiвняння асимптот y = ±2

3
x;

4) точка M1

(
−3,

5
2

)
гiперболи i рiвняння директрис x = ±4

3
;

5) рiвняння асимптот y = ±3
4

x i директрис x = ±16
5
.

308. Визначити ексцентриситет рiвнобiчної гiперболи.

309. Визначити ексцентриситет гiперболи, якшо вiдрiзок мiж її вер-
шинами видно з фокусiв спряженої гiперболи пiд кутом в 60◦.
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310. Фокуси гiперболи спiвпадають з фокусами елiпса
x2

25
+

y2

9
= 1.

Скласти рiвняння гiперболи, якщо її ексцентриситет ε = 2.

311. Скласти рiвняння гiперболи, фокуси якої лежать в вершинах

елiпса
x2

100
+

y2

64
= 1, а директриси проходять через фокуси

цього елiпса.

312. Довести, що вiдстань вiд фокуса гiперболи
x2

a2
− y2

b2
= 1 до її

асимптоти рiвна b.

313. Скласти рiвняння гiперболи, знаючи, що:

1) вiдстань мiж її вершинами рiвна 24 i фокуси є F1(−10, 2),
F2(16, 2);

2) фокуси є F1(3, 4), F2(−3,−4) i вiдстань мiж директрисами
рiвна 3.6;

3) кут мiж асимптотами дорiвнює 90◦ i фокуси є F1(4,−4),
F2(−2, 2).

314. Скласти рiвняння гiперболи, якщо вiдомi її ексцентриситет
5
4
,

фокус F (5, 0) i рiвняння вiдповiдної директриси 5x− 16 = 0.

315. Скласти рiвняння гiперболи, якщо вiдомi її ексцентриситет
13
12

,

фокус F (0, 13) i рiвняння вiдповiдної директриси 13y− 144 = 0.

316. Точка A(−3,−5) лежить на гiперболi, фокус якої F (−2,−3),
а вiдповiдна директриса дана рiвнянням x + 1 = 0. Скласти
рiвняння цiєї гiперболи.

317. Скласти рiвняння гiперболи, якщо вiдомi її ексцентриситет
√

5,
фокус F (2,−3) i рiвняння вiдповiдної директриси 3x−y+3 = 0.

318. Точка M1(1,−2) лежить на гiперболi, фокус якої F (−2, 2), а
вiдповiдна директриса дана рiвнянням 2x − y − 1 = 0. Скласти
рiвняння цiєї гiперболи.
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319. Скласти рiвняння дотичних до гiперболи
x2

20
− y2

5
= 1, перпен-

дикулярних до прямої 4x + 3y − 7 = 0.

320. Скласти рiвняння дотичних до гiперболи
x2

16
− y2

64
= 1, паралель-

них прямiй 10x− 3y + 9 = 0.

321. Провести дотичнi до гiперболи
x2

16
− y2

8
= −1 паралельно прямiй

2x + 4y − 5 = 0 i обчислити вiдстань мiж ними.

322. На гiперболi
x2

24
− y2

18
= 1 знайти точку M1, найближчу до прямої

3x + 2y + 1 = 0, i обчислити вiдстань d вiд точки M1 до цiєї
точки.

323. З точки C(1,−10) проведенi дотичнi до гiперболи
x2

8
− y2

32
= 1.

Скласти рiвняння хорди, яка з’єднує точки дотикання.

324. Скласти рiвняння гiперболи, яка дотикається двох прямих:

5x− 6y − 16 = 0, 13x− 10y − 48 = 0,

за умови, що її вiсi спiвпадають з осями координат.

325. Переконавшись, що точки перетину елiпса
x2

20
+

y2

5
= 1i гiпер-

боли
x2

12
− y2

3
= 1 є вершинами прямокутника, скласти рiвняння

його сторiн.

326. Записати рiвняння гiперболи, яка має спiльнi фокуси з елiпсом
x2

49
+

y2

24
= 1, якщо її ексцентриситет ε =

5
4
.

327. Знайти кут мiж асимптотами гiперболи, у якої вiдстань мiж
фокусами вдвiчi бiльше вiдстанi мiж директрисами.

328. На гiперболi
x2

16
− y2

9
= 1 знайти точку, фокальнi рабiуси якої

взаємно перпендикулярнi.
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329. Написати рiвняння дотичних до гiперболи x2− y2

4
= 1, що про-

ходять через точку M(1, 4).

330. Записати рiвняння тiєї дотичної до гiперболи
x2

9
− y2

36
= 1, яка

перпендикулярна прямiй 2x + 5y + 11 = 0.

4.3 Парабола

331. Скласти рiвняння параболи, вершина якої знаходиться в поча-
тку координат, знаючи, що:

1) парабола розташована в правiй напiвплощинi симетрично
вiдносно осi Ox, i її параметр p = 3;

2) парабола розташована в лiвiй напiвплощинi симетрично
вiдносно осi Ox, i її параметр p = 0, 5;

3) парабола розташована в верхнiй напiвплощинi симетрично

вiдносно осi Oy, i її параметр p =
1
4
;

4) парабола розташована в нижнiй напiвплощинi симетрично
вiдносно осi Oy, i її параметр p = 3.

332. Скласти рiвняння параболи, вершина якої знаходиться в поча-
тку координат, знайчи, що:

1) парабола розташована симетрично вiдносно осi Ox i про-
ходить черех точку A(9, 6);

2) парабола розташована симетрично вiдносно осi Ox i про-
ходить черех точку B(−1, 3);

3) парабола розташована симетрично вiдносно осi Oy i прохо-
дить черех точку C(1, 1);

4) парабола розташована симетрично вiдносно осi Oy i прохо-
дить черех точку D(4,−8).

333. Скласти рiвняння параболи, яка має фокус E(0,−3)i проходить
через початок координат, знаючи, що її вiссю є вiсь Oy.
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334. Знайти фокус F i рiвняння директриси параболи y2 = 24x.

335. Обчислити фокальний радiус точки M параболи y2 = 20x, якщо
ордината точки M рiвна 7.

336. Обчислити фокальний радiус точки M параболи y2 = 12x, якщо
ордината точки M рiвна 6.

337. На параболi y2 = 16x знайти точки, фокальний радiус яких
дорiвнює 13.

338. Скласти рiвняння параболи, якщо даний фокус F (−7, 0) i рiв-
няння директриси x− 7 = 0.

339. Скласти рiвняння параболи, якщо данi її фокус F (7, 2) i дире-
ктриса x− 5 = 0.

340. Скласти рiвняння параболи, якщо данi її фокус F (4, 3) i дире-
ктриса y + 1 = 0.

341. Скласти рiвняння параболи, якщо данi її фокус F (2,−1) i дире-
ктриса x− y − 1 = 0.

342. Данi вершина параболи A(6,−3) i рiвняння її директриси

3x− 5y + 1 = 0. Знайти фокус F цiєї параболи.

343. Данi вершина параболи A(−2,−1) i рiвняння її директриси

x + 2y − 1 = 0. Скласти рiвняння цiєї параболи.

344. Скласти рiвняння прямої, яка дотикається параболи y2 = 8x i
паралельна прямiй 2x + 2y − 3 = 0.

345. Скласти рiвняння прямої, яка дотикається параболи x2 = 16y i
паралельна прямiй 2x + 4y + 7 = 0.

346. Провести дотичну до параболи y2 = 12x паралельно прямiй

3x − 2y + 30 = 0 i обчислити вiдстань d мiж цiєю дотичною i
даною прямою.
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347. На параболi y2 = 64x знайти точку M1, найближчу до прямої
4x + 3y − 14 = 0 i обчислити вiдстань d вiд точки M1 до цiєї
прямої.

348. Скласти рiвняння дотичних до параболи y2 = 36x, проведених
з точки A(2, 9).

349. З точки A(5, 9) проведенi дотичнi до параболи y2 = 5x. Скласти
рiвняння хорди, яка з’єднує точки дотикання.

350. Довести, що двi параболи, що мають спiльну вiсь i спiльний фо-
кус, розташований мiж їх вершинами, перетинаються пiд пря-
мим кутом.

351. Довести, що коли двi параболи зi взаємно перпендикулярними
осями перетинаються в чотирьох точках, то цi точки лежать на
одному колi.

352. Скласти рiвняння параболи, якщо данi її фокус F (4, 2) i дире-
ктриса x + 3y − 6 = 0. Визначити параметр параболи.

353. На прямiй, рiвняння якої 8x − 3y + 6 = 0, знайти точку, яка
однаково вiддалена вiд прямої x− 5 = 0 i точки A(−3, 2).

354. Знайти найменшу вiдстань мiж параболою y2 = 64x i прямою
4x + 3y + 46 = 0.

4.4 Загальне рiвняння лiнiї другого порядку

355. Знайти точки перетину кривої x2 + xy + 2y2− 7x− 12y + 10 = 0
з осями координат.

356. Обчислити довжину хорди, яка вiдтинається кривою

2x2 − 4xy + 5y2 − 8x + 6 = 0 на осi абсцис.

357. При якому значеннi параметра λ крива, рiвняння якої є

2x2 − 3xy + y2 − 7x + λy + 4 = 0, вiдтинає на осi ординат хорду
довжиною в 3 одиницi i при якому значеннi λ вiдповiдна крива
дотикається осi ординат?
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358. Знайти точки перетину кривої x2 − 2xy − 3y2 − 4x− 6y + 3 = 0
з прямими:

1) 5x− y − 5 = 0; 2) x + 2y + 2 = 0;

3) x + 4y − 1 = 0; 4) x− 3y = 0.

359. Знайти центр кожної з лiнiй:

1) x2 − 4xy + 5y2 + 20x + 16y + 5 = 0;

2) 3x2 + 8xy + 20y2 − 12x + 4y + 5 = 0;

3) x2 − 2xy + y2 + 6x− 2y + 1 = 0;

4) 4x2 + 10xy + 5y2 − 2x− 4y + 3 = 0;

5) 12x2 + 7xy − 12y2 − 1 = 0;

6) x2 + 2xy + y2 − 6x− 6y + 5 = 0.

360. Знайти центри таких кривих:

1) x2 − 2xy + 2y2 − 4x− 6y + 3 = 0;

2) 3x2 − 2xy + 3y2 + 4x + 4y − 4 = 0;

3) 2x2 − 3xy − y2 + 3x + 2y = 0;

4) x2 − 2xy + y2 − 4x− 6y + 3 = 0;

5) x2 + 2xy + y2 + 2x + 2y − 4 = 0;

6) 2x2 − 4xy + 5y2 − 8x + 6 = 0;

7) x2 − 2xy − 3y2 − 4x− 6y + 3 = 0;

8) x2 + 6xy + 9y2 + 4x + 12y − 5 = 0;

9) 9x2 − 6xy + y2 + 2x− 7 = 0;

10) x2 − 4xy + 4y2 + 10x− 20y + 25 = 0.

361. Крива другого порядку проходить через початок координат, че-
рез точки A(0, 1) i B(1, 0). Крiм того вiдомий її центр C(2, 3).
Скласти рiвняння цiєї кривої.

362. Знайти асимптоти наступних гiпербол:

1) 3x2 + 2xy − y2 + 8x + 10y + 14 = 0;
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2) 3x2 + 10xy + 7y2 + 4x + 2y + 1 = 0;

3) 10xy − 2y2 + 6x + 4y − 21 = 0;

4) 2x2 − 3xy − x + 3y + 4 = 0.

363. Крива другого порядку проходить через точку M(1,−1) i має
своїми асимптотами двi прямi: 2x + 3y− 5 = 0 i 5x + 3y− 8 = 0.
Скласти рiвняння цiєї кривої.

364. Скласти рiвняння кривої, яка дотикається прямої 4x+ y +5 = 0
i має прямi x− 1 = 0 i 2x− y + 1 = 0 своїми асимптотами.

365. В точках перетину кривої x2 − 2y2 − 5x + 4y + 6 = 0 з осями
координат провести дотичнi до цiєї кривої.

366. Написати рiвняння дотичних до кривої

3x2 + 2xy + 2y2 + 3x− 4y = 0

в її точках, абсциси яких рiвнi − 2.

367. Знаючи рiвняння дотичної до кривої, заданої загальним рiвнян-
ням, вивести рiвняння дотичних до кривих, заданих найпростi-
шими рiвняннями:

x2

a2
+

y2

b2
= 1;

x2

a2
− y2

b2
= 1; y2 = 2px; xy = m.

368. Через початок координат провести дотичнi до кривої

3x2 + 7xy + 5y2 + 4x + 5y + 1 = 0.

369. Через точку A(3, 4) провести дотичнi до кривої

2x2 − 4xy + y2 − 2x + 6y − 3 = 0.

370. Серед прямих, що дотикаються кривої x2+xy+y2+2x+3y−3 =
0, знайти тi, якi паралельнi осi абсцис.

371. До даної кривої x2 +xy + y2 +2x+3y− 3 = 0 провести дотичнi,
паралельнi прямiй 3x + 3y − 5 = 0 i визначити точки дотикання
цих дотичних.

50



372. Скласти рiвняння кривої другого порядку, що проходить через
початок координат i дотикається прямої 4x + 3y + 2 = 0 в точцi
A(1,−2) i прямої x− y − 1 = 0 в точцi B(0,−1).

373. Через точку M(2, 0) проведенi двi прямi, що мають лише по
однiй спiльнiй точцi з кривою 3x2− 7xy + 2y2 + 6x− 4y− 5 = 0.
Скласти рiвняння цих прямих i обчислити кут мiж ними.

374. При якому значеннi параметра λ крива x2 +2xy−y2 +5x−9 = 0
перетинає пряму 2x− y + 7 = 0 тiльки в однiй точцi?

375. Через точку M(1,−2) проведений дiаметр кривої 3x2 − 2xy +
+3y2+4x+4y−4 = 0. Знайти рiвняння цього дiаметра i дiаметра
до нього спряженого.

376. Дана крива 2x2 + 5xy − 3y2 + 3x + 16y = 0. Знайти дiаметр,
паралельний осi абсцис, i дiаметр, йому спряжений.

377. Дана крива 3x2 + 2xy + 2y2 + 3x − 4y = 0 i один з її дiаметрiв
x + 2y − 2 = 0. Знайти дiаметр, йому спряжений.

378. Скласти рiвняння дiаметра кривої 2x2 + 4xy + 5y2 − 8x + 6 = 0,
паралельного прямiй 2x− y + 5 = 0.

379. Визначити дiаметр кривої 6x2−xy−2y2 +4y = 0, який утворює

кут в 45◦ з вiссю абсцис. Кут ω =
π

2
.

380. Дана крива 3x2+7xy+5y2+4x+5y+1 = 0. Знайти геометричне
мiсце середин її хорд: 1) паралельних осi Ox; 2) паралельних осi
Oy; 3) паралельних прямiй x + y + 1 = 0.

381. Знайти дiаметр кривої 5x2 − 3xy + y2 − 3x + 2y − 5 = 0, який
проходить через середину хорди, що вiдтинається цiєю кривою
на прямiй x− 2y − 1 = 0.

382. Знайти середину хорди, яка вiдтинається кривою 2x2 + 4xy +
+3y2 − 3x− 3y = 0 на прямiй x + 3y − 12 = 0.

383. Знайти головнi вiсi кривих:

51



1) 3x2 + 2xy + 3y2 + 6x− 2y − 5 = 0;

2) 5x2 + 24xy − 2y2 + 4x− 1 = 0;

3) x2 − 3xy + y2 + 1 = 0.

384. Знайти вiсь параболи x2 − 2xy + y2 + x− 2y + 3 = 0.

385. Знайти спiльний дiаметр двох кривих: x2 − xy − y2 − x− y = 0
i x2 + 2xy + y2 − x + y = 0.

386. Написати рiвняння дiаметра лiнiї 3x2 − 5xy + y2 + 8x = 0, який

дiлить пополам хорди з кутовим коефiцiєнтом k = −2
3
.

387. Написати рiвняння дiаметра лiнiї 6x2−9xy+13y2+2x+4y+5 = 0,
що проходить через точку K(1,−2).

388. Знайти кутовi коефiцiєнти головних напрямкiв кожної з насту-
пних лiнiй, заданих рiвняннями:

1) 3x2 + 4xy + 5y2 + 2x− y + 7 = 0;

2) x2 + 6xy − 7y2 + x = 0;

3) x2 + 4xy + 4y2 + 2x + 3y = 0;

4) x2 + y2 − 4x + 6y − 2 = 0.

389. Написати рiвняння осей кожної з лiнiй:

1) 5x2 + 24xy + 75y2 − 36x + 6y + 1 = 0;

2) 7x2 + 26xy + 7y2 + 42x = 0.

390. Звести до канонiчного виду рiвняння лiнiй:

1) x2 + xy + y2 + x + y = 0;

2) 3x2 + 4
√

2xy + 5y2 + 6x− 1 = 0;

3) 4xy + 3y2 + 16x + 12y − 36 = 0.

391. Звести до канонiчного виду рiвняння лiнiй:

1) 4x2 + 4xy + y2 + 8x + 6y + 3 = 0;
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2) 9x2 + 12xy + 4y2 + 8x + 14y + 3 = 0;

3) x2 + 6xy + 9y2 − 12x + 24y + 15 = 0.

392. Кожне з наступних рiвнянь звести до канонiчного виду:

1) 3x2 + 10xy + 3y2 − 2x− 14y − 13 = 0;

2) 25x2 − 14xy + 25y2 + 64x− 64y − 224 = 0;

3) 4xy + 3y2 + 16x + 12y − 36 = 0;

4) 7x2 + 6xy − y2 + 28x + 12y + 28 = 0;

5) 19x2 + 6xy + 11y2 + 38x + 6y + 29 = 0;

6) 5x2 − 2xy + 5y2 − 4x + 20y + 20 = 0.

393. Кожне з наступних рiвнянь звести до канонiчного виду:

1) 14x2 + 24xy + 21y2 − 4x + 18y − 130 = 0;

2) 11x2 − 20xy − 4y2 − 20x− 8y + 1 = 0;

3) 7x2 + 60xy + 32y2 − 14x− 60y + 7 = 0;

4) 50x2 − 8xy + 35y2 + 100x− 8y + 67 = 0;

5) 41x2 + 24xy + 34y2 + 34x− 112y + 129 = 0;

6) 29x2 − 24xy + 36y2 + 82x− 96y − 91 = 0;

7) 4x2 + 24xy + 11y2 + 64x + 42y + 51 = 0;

8) 41x2 + 24xy + 9y2 + 24x + 18y − 36 = 0.

5 МЕТОД КООРДИНАТ В ПРОСТОРI

5.1 Система координат в просторi

В задачах 394 – 400 система координат афiнна.

394. Точки D, E, F — середини ребер BC, AC, AB тетраедра
OABC. Знайти координати вершин цього тетраедра в реперi
(O,D,E, F ).

395. Данi точки A(2,−1, 7), B(4, 5,−2). Знайти вiдношення, в якому
кожна координатна площина дiлить вiдрiзок AB.
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396. Вiдомi координати вершин A, B i C паралелограма ABCD. Об-
числити координати вершини D:

1) A(2, 1, 1), B(3,−1, 1), C(0, 2,−3);

2) A(3, 1,−1), B(2,−1, 1), C(−2, 0, 3).

397. Точка O є точкою перетину дiагоналей паралелепiпеда
ABCDA1B1C1D1, точки O1, O2, O3 — вiдповiдно центри гра-
ней ADD1A1, ABB1A1, ABCD. Написати формули переходу
вiд репера R = (A,B, C, D) до репера R′ = (O,O1, O2, O3).

398. Довести, що точки A,B, C i D належать однiй площинi:

1) A(3, 1, 1), B(−2, 1,−2), C(−3,−1, 0), D(2, 0, 1.7);

2) A(−2, 1,−1), B(−1, 1, 1), C(0, 4,−1), D(−2, 4,−3).

399. Вектор ~a є напрямний вектор для прямої l. Паралельно l по-
будованi проекцiї A1, A2, A3 точки A(−3, 2, 1) на координатнi
площини. Обчислити координати цих проекцiй, якщо

1) ~a(2, 1,−1); 2) ~a(−1, 1, 2).

400. Данi точки A1(−7, 3,−2), A2(0, 2, 1), A3(4,−1, 0), A4(−1, 0,−3).
Довести, що R′ = (A1, A2, A3, A4) — репер, i знайти його орiєн-
тацiю, вважаючи вихiдний репер додатньо орiєнтованим.

В задачах 401 – 425 система координат прямокутна декартова.

401. Пряма AB перетинає координатнi площини Oxy i Oyz в точках
M i N . Обчислити довжину вiдрiзка MN , якщо

1) A(2, 1, 1), B(−2, 0, 3);

2) A(−3, 1, 1), B(0,−1, 2).

402. В ортонормованому реперi данi вершини A(4, 1,−2), B(2, 0, 0),
C(−2, 3,−5) трикутника ABC, AD — бiсектриса його внутрi-
шнього кута. Знайти координати точки D i довжину вiдрiзка
AD.

54



403. Дiагональ OD прямокутного паралелепiпеда утворює кути 60◦

з ребрами OA i OB. Який кут вона утворює з ребром OC?

404. Обчислити координати ортогональної проекцiї C1 точки C на
пряму AB:

1) A(2,−1, 0), B(−1, 3, 1), C(0, 1,−1);

2) A(3, 1, 1), B(−2, 1,−1), C(1,−1, 2).

405. Данi двi точки A i B. Знайти множину точок C, для яких
ABC — рiвностороннiй трикутник:

1) A(2, 3,−1), B(−1, 0, 1);

2) A(−2, 1, 1), B(−1, 1,−2).

406. На прямiй AB знайти точку, найближчу до осi Oz:

1) A(1, 2,−1), B(3,−1, 1);

2) A(3, 4, 1), B(−2, 1, 2).

407. Вершини трикутника знаходяться в точках A(1, 2,−4),
B(4, 0,−10), C(−2, 6, 8). Знайти внутрiшнi кути цього трику-
тника.

408. Довести, що трикутник ABC рiвностороннiй, якщо:

1) A(2, 3,−1), B(3,−1, 2), C(−1, 2, 3);

2) A(m,n, p), B(n, p,m), C(p, m, n).

409. Данi точки: A(1,−2,−3), B(2,−3, 0), C(3, 1,−9), D(−1, 1, 12).
Обчислити вiдстань мiж 1) A i C; 2) B i D; 3) C i D.

410. Довести, що трикутник з вершинами A(3,−1, 2), B(0,−4, 2) i
C(−3, 2, 1) рiвнобедрений.

411. Довести, що трикутник з вершинами A(3,−1, 6), B(−1, 7,−2) i
C(1,−3, 2) прямокутний.
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412. Визначити чи є тупий кут серед внутрiшнiх кутiв трикутника
M1(4,−1, 4), M2(0, 7,−4), M3(3, 1,−2).

413. Довести, що внутрiшнi кути трикутника M(3,−2, 5),
N(−2, 1,−3), P (5, 1,−1) гострi.

414. На осi абсцис знайти точку, вiдстань якої вiд точки A(−3, 4, 8)
рiвна 12.

415. На осi ординат знайти точку, рiвновiддалену вiд точок
A(1,−3, 7) i B(5, 7,−5).

416. Данi вершини M1(3, 2,−5), M2(1,−4, 3), M3(−3, 0, 1) трикутни-
ка. Знайти середини його сторiн.

417. Данi вершини A(2,−1, 4), B(3, 2,−6), C(−5, 0, 2) трикутника.
Обчислити довжину його медiани, проведеної з вершини A.

418. Данi двi вершини A(2,−3,−5), B(−1, 3, 2) паралелограма
ABCD i точка перетину його дiагоналей E(4,−1, 7). Визначити
двi iншi вершини цього паралелограма.

419. Данi три вершини A(3,−4, 7), B(−5, 3,−2) i C(1, 2,−3) парале-
лограма ABCD. Знайти його четверту вершину D, протилежну
B.

420. Данi три вершини A(3,−1, 2), B(1, 2,−4) i C(−1, 1, 2) паралело-
грама ABCD. Знайти його четверту вершину D.

421. Вiдрiзок прямої, обмежений точками A(−1, 8, 3) i B(9,−7,−2),
подiлений точками C,D,E, F на п’ять рiвних частин. Знайти
координати цих точок.

422. Визначити координати кiнцiв вiдрiзка, який точками C(2, 0, 2) i
D(5,−2, 0) подiлений на три рiвних частини.

423. Данi вершини трикутника A(1, 2,−1), B(2,−1, 3) i C(−4, 7, 5).
Обчислити довжину бiсектриси його внутрiшнього кута при вер-
шинi B.
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424. Данi вершини трикутника A(1,−1,−3), B(2, 1,−2) i
C(−5, 2,−6). Обчислити довжину бiсектриси його внутрi-
шнього кута при вершинi A.

425. Пряма проходить через двi точки M1(−1, 6, 6) i M2(3,−6,−2).
Знайти точки її перетину з координатними площинами.

5.2 Векторний добуток векторiв

426. Вектори ~a i ~b утворюють кут ϕ =
π

6
. Знаючи, що |~a| = 6, |~b| = 5.,

обчислити |[~a,~b]|.

427. Дано: |~a| = 10, |~b| = 2 i ~a~b = 12. Обчислити |[~a,~b]|.

428. Дано: |~a| = 3, |~b| = 26 i |[~a,~b]| = 72. Обчислити ~a~b.

429. Вектори ~a i ~b взаємно перпендикулярнi. Знаючи, що |~a| = 3,
|~b| = 4, обчислити:

1) |[~a +~b,~a−~b]|; 2) |[3~a−~b,~a− 2~b]|.

430. Вектори ~a i ~b утворюють кут ϕ =
2
3

π. Знаючи, що |~a| = 1,

|~b| = 2, обчислити:

1) [~a,~b]2, 2) [2~a +~b,~a + 2~b]2, 3) [~a + 3~b, 3~a−~b]2.

431. Якiй умовi повиннi задовольняти вектори ~a, ~b, щоб вектори ~a+~b
i ~a−~b були колiнеарнi?

432. Данi довiльнi вектори: ~p, ~q, ~r, ~n. Довести, що вектори ~a = [~p, ~n],
~b = [~q, ~n], ~c = [~r, ~n] компланарнi.

433. Вектори ~a, ~b i ~c задовольняють умову ~a+~b+~c = ~0. Довести, що
[~a,~b] = [~b,~c] = [~c,~a].

434. Вектори ~a, ~b, ~c i ~d пов’язанi спiввiдношеннями [~a,~b] = [~c, ~d],
[~a,~c] = [~b, ~d]. Довести колiнеарнiсть векторiв ~a−~b i ~b− ~c.
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435. Данi вектори ~a(3,−1,−2) i ~b(1, 2,−1). Знайти координати ве-
кторних добуткiв:
1) [~a,~b]; 2) [2~a +~b,~b]; 3) [2~a−~b, 2~a +~b].

436. Данi точки A(2,−1, 2), B(1, 2,−1) i C(3, 2, 1). Знайти координа-

ти векторних добуткiв 1) [
−−→
AB ,

−−→
BC ]; 2) [

−−→
BC − 2

−−→
CA ,

−−→
CB ].

437. Данi точки A(1, 2, 0), B(3, 0,−3) i C(5, 2, 6). Обчислити площу
трикутника ABC.

438. Данi вершини трикутника A(1,−1, 2), B(5,−6, 2) i C(1, 3,−1).
Обчислити довжину його висоти, опущеної з вершини B на
сторону AC.

439. Обчислити синус кута, утвореного векторами ~a(2,−2,−3) i
~b(2, 3, 6).

440. Вектор ~x, перпендикулярний до векторiв ~a(4,−2,−3) i ~b(0, 1, 3),
утворює з вiссю Oy тупий кут. Знаючи, що |~x| = 26, знайти
його координати.

441. Вектор ~m, перпендикулярний до осi Oz i до вектора ~a(8,−15, 3),
утворює гострий кут з вiссю Ox. Знаючи, що |~m| = 51, знайти
його координати.

442. Знайти вектор ~x, знаючи, що вiн перпендикулярний до векторiв
~a(2,−3, 1) i ~b(1,−2, 3) i задовольняє умову: ~x (~i + 2~j − 7~k) = 10.

443. Обчислити площу паралелограма ABCD, якщо
−−→
AB = 3~m−2~n,

−−→
AC = ~m + ~n, |~m| = 5, |~n| = 12, ĈAB = 30◦.

444. Обчислити площу трикутника з вершинами в точках A(3, 4,−1),
B(2, 0, 3) i C(−3, 5, 4). Система координат прямокутна декарто-
ва.

445. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах ~p =
2~a+3~b i ~q = ~a−4~b, де ~a i ~b — одиничнi взаємно перпендикулярнi
вектори.
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446. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах
−−→
AB = ~m + 2~n i

−−→
AD = ~m− 3~n, де |~m| = 5, |~n| = 3 i ( ~̂m, ~n) =

π

6
.

5.3 Мiшаний добуток векторiв

447. Визначити, чи є трiйка ~a, ~b, ~c (правою чи лiвою), якщо:

1) ~a = ~k, ~b =~i, ~c = ~j;

2) ~a =~i, ~b = ~k, ~c = ~j;

3) ~a = ~j, ~b =~i, ~c = ~k;

4) ~a =~i +~j, ~b = ~j, ~c = ~k;

5) ~a =~i +~j, ~b =~i−~j, ~c = ~j;

6) ~a =~i +~j, ~b =~i−~j, ~c = ~k.

448. Вектори ~a, ~b, ~c, утворюючi праву трiйку, взаємно перпендику-
лярнi. Знаючи, що |~a| = 4, |~b| = 2, |~c| = 3, обчислити ~a~b~c.

449. Вектор ~c перпендикулярний до векторiв ~a i ~b, кут мiж ~a i ~b
рiвний 30◦. Знаючи, що |~a| = 6, |~b| = 3, |~c| = 3, обчислити ~a~b~c.

450. Довести тотожнiсть (~a +~b)(~b + ~c)(~c + ~a) = 2~a~b~c.

451. Довести тотожнiсть ~a~b (~c + λ~a + µ~b) = ~a~b~c, де λ i µ — якi
завгодно числа.

452. Довести, що необхiдною i достатньою умовою компланарностi
векторiв ~a, ~b, ~c є залежнiсть α~a+β~b+γ~c = ~0, де принаймнi одне
з чисел α, β, γ не дорiвнює нулевi.

453. Данi три вектори: ~a(1,−1, 3), ~b(−2, 2, 1), ~c(3,−2, 5). Обчислити
~a~b~c.

454. Встановити чи компланарнi вектори ~a, ~b, ~c, якщо:

1) ~a(2, 3− 1), ~b(1,−1, 3), ~c(1, 9,−1);

2) ~a(3,−2, 1), ~b(2, 1, 2), ~c(3,−1,−2);
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3) ~a(2,−1, 2), ~b(1, 2,−3), ~c(3,−4, 7).

455. Довести, що чотири точки A(1, 2,−1), B(0, 1, 5), C(−1, 2, 1),
D(2, 1, 3) лежать в однiй площинi.

456. Обчислити об’єм тетраедра, вершини якого знаходяться в то-
чках A(2,−1, 1), B(5, 5, 4), C(3, 2,−1) i D(4, 1, 3).

457. Данi вершини тетраедра: A(2, 3, 1), B(4, 1,−2), C(6, 3, 7),
D(−5,−4, 3). Знайти довжину висоти, яка опущена з вершини
D.

458. Об’єм тетраедра V = 5, три його вершини знаходяться в точках
A(2, 1,−1), B(3, 0, 1), C(2,−1, 3). Знайти координати четвертої
вершини D, якщо вiдомо, що вона лежить на осi Oy.

459. Обчислити об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах

~p = ~a +~b + ~c, ~q = ~a +~b− ~c, ~r = ~a−~b + ~c.

460. Обчислити об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах:

1) ~a = ~p− 3~q + ~r, ~b = 2~p + ~q− 3~r i ~c = ~p + 2~q + ~r, де ~p, ~q i ~r —
взаємно перпендикулярнi орти.

2) ~a = 3~m + 5~n, ~b = ~m− 2~n, ~c = 2~m + 7~n, де |~m| = 1
2
, |~n| = 3,

( ~̂m, ~n) = 135◦.

461. Обчислити висоту паралелепiпеда, побудованого на трьох век-
торах:

~a = 3~p + 2~q − 5~r, ~b = ~p− ~q + 4~r i ~c = ~p− 3~q + ~r,
якщо за основу взятий паралелограм, побудований на ~a i ~b.
Крiм того, вiдомо, що ~p, ~q i ~r — взаємно перпендикулярнi орти.

462. Перевiрити чи компланарнi данi вектори:

1) ~p = ~a− 2~b + ~c, ~q = 3~a +~b− 2~c, ~r = 7~a + 14~b− 13~c;

2) ~p = 2~a +~b− 3~c, ~q = ~a− 4~b + ~c, ~r = 3~a− 2~b + 2~c;

3) ~p = [~a, ~m], ~q = [~b, ~m], ~r = [~c, ~m].
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де ~a,~b,~c — взаємно перпендикулярнi орти.

463. Об’єм правильної трикутної пiрамiди з довжиною ребра a дорiв-

нює
1
6

a3. Знайти величину плоского кута при вершинi пiрамiди.

464. Знайти вiдношення об’єму паралелепiпеда до об’єму тетраедра,
вершинами якого є вершина паралелепiпеда i центри, граней що
через неї не проходять.

465. Знайти вiдношення об’єму паралелепiпеда до об’єму тетраедра,
ребрами якого є дiагоналi трьох граней паралелепiпеда, якi ви-
ходять з однiєї з його вершин.

466. Довжина дiагоналi куба дорiвнює a. Обчислити вiдстань мiж
дiагоналям, що не перетинаються, двох сумiжних граней куба.

5.4 Рiвняння площини

467. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точку
M1(2, 1,−1) i має нормальний вектор ~n(1,−2, 3).

468. Скласти рiвняння площини, яка проходить через початок коор-
динат i має нормальний вектор ~n(5, 0,−3).

469. Точка P (2,−1,−1) є основою перпендикуляра, опущеного з по-
чатку координат на площину. Скласти рiвняння цiєї площини.

470. Данi двi точки M1(3,−1, 2) i M2(4,−2,−1). Скласти рiвняння
площини, що проходить через точку M1 перпендикулярно до

вектора
−−−−→

M1M2 .

471. Скласти рiвняння площини, що проходить через точку
M1(3, 4,−5) паралельно двом векторам ~a1(3, 1,−1) i ~a2(1,−2, 1).

472. Скласти рiвняння площини, що проходить через точки
M1(2, 1,−3) i M2(3, 1, 2) паралельно вектору ~a(3,−1, 4).

473. Скласти рiвняння площини, що проходить через точки
M1(3,−1, 2), M2(4,−1,−1) i M3(2, 0, 2).
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474. Встановити, якi з наступних пар рiвнянь визначають паралельнi
площини:

1) 2x− 3y + 5z − 7 = 0, 2x− 3y + 5z + 3 = 0;

2) 4x + 2y − 4z + 5 = 0, 2x + y + 2z − 1 = 0;

3) x− 3z + 2 = 0, 2x− 6z − 7 = 0.

475. Встановити, якi з наступних пар рiвнянь визначають перпенди-
кулярнi площини:

1) 3x− y − 2z − 5 = 0, x + 9y − 3z + 2 = 0;

2) 2x + 3y − z − 3 = 0, x− y − z + 5 = 0;

3) 2x− 5y + z = 0, x + 2z − 3 = 0.

476. Визначити, при яких значеннях l i m наступнi пари рiвнянь
будуть визначати паралельнi площини:

1) 2x + ly + 3z − 5 = 0, mx− 6y − 6z + 2 = 0;

2) 3x− y + lz − 9 = 0, 2x + my + 2z − 3 = 0;

3) mx + 3y − 2z − 1 = 0, 2x− 5y − lz = 0.

477. Визначити, при яких значеннях l наступнi пари рiвнянь будуть
визначати перпендикулярнi площини:

1) 3x− 5y + lz − 3 = 0, x + 3y + 2z + 5 = 0;

2) 5x + y − 3z − 3 = 0, 2x + ly − 3z + 1 = 0;

3) 7x− 2y − z = 0, lx + y − 3z − 1 = 0.

478. Визначити двохграннi кути, утворенi перетином наступних пар
площин:

1) x− y
√

2 + z − 1 = 0, x + y
√

2− z + 3 = 0;

2) 3y − z = 0, 2y + z = 0;

3) 6x + 3y − 2z = 0, x + 2y + 6z − 12 = 0;

4) x + 2y + 2z − 3 = 0, 16x + 12y − 15z − 1 = 0.
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479. Скласти рiвняння площини, яка проходить через початок коор-
динат паралельно площинi 5x− 3y + 2z − 3 = 0.

480. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точку
M1(3,−2,−7) паралельно площинi 2x− 3z + 5 = 0.

481. Скласти рiвняння площини, яка проходить через початок коор-
динат перпендикулярно двом площинам: 2x − y + 3z − 1 = 0,
x + 2y + z = 0.

482. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точку
M1(2,−1, 1) перпендикулярно двом площинам 2x − z + 1 = 0,
y = 0.

483. Скласти рiвняння площини, яка проходить через двi точки
M1(1,−1,−2) i M2(3, 1, 1) перпендикулярно до площини

x− 2y + 3z − 5 = 0.

484. Встановити, що три площини x−2y+z−7 = 0, 2x+y−z+2 = 0,
x− 3y + 2z − 11 = 0 мають одну спiльну точку, та обчислити її
координати.

485. Довести, що три площини 7x+4y+7z+1 = 0, 2x−y−z+2 = 0,
x + 2y + 3z − 1 = 0 проходять через одну пряму.

486. Довести, що три площини 2x−y+3z−5 = 0, 3x+y+2z−1 = 0,
4x+3y + z +2 = 0 перетинаються по трьом рiзним паралельним
прямим.

487. Визначити, при яких значеннях a i b площини 2x− y + 3z− 1 =
0, x + 2y − z + b = 0, x + ay − 6z + 10 = 0: 1) мають одну
спiльну точку; 2) проходять через одну пряму; 3) перетинаються
по трьом рiзним паралельним прямим.

488. Скласти рiвняння площини, яка проходить:

1) через точки M1(7, 2,−3) i M2(5, 6,−4) паралельно осi Ox;

2) через точки P1(2,−1, 1) i P2(3, 1, 2) паралельно осi Oy;
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3) через точки Q1(3,−2, 5) i Q2(2, 3, 1) паралельно осi Oz.

489. Обчислити площу трикутника, який вiдтинає площина

5x− 6y + 3z + 120 = 0 вiд координатного кута Oxy.

490. Обчислити об’єм пiрамiди, обмеженої площиною

2x− 3y + 6z − 12 = 0

i координатними площинами.

491. Площина проходить через точку M1(6,−10, 1)i вiдтинає на осi
абсцис вiдрiзок a = −3 i на осi аплiкат вiдрiзок c = 2. Скласти
для цiєї площини рiвняння "у вiдрiзках".

492. Площина проходить через точки M1(1, 2,−1) i M2(−3, 2, 1) i вiд-
тинає на осi ординат вiдрiзок b = 3. Скласти для цiєї площини
рiвняння "у вiдрiзках".

493. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точку
M1(2,−3,−4) i вiдтинає на координатних осях вiдмiннi вiд нуля
вiдрiзки однакової величини.

494. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точки
M1(−1, 4,−1), M2(−13, 2,−10) i вiдтинає на осях абсцис i аплi-
кат вiдмiннi вiд нуля вiдрiзки однакової довжини.

495. Скласти рiвняння площини, яка вiдтинає на осi Oz вiдрiзок
c = −5 i перпендикулярна до вектора ~n(−2, 1, 3).

496. Скласти рiвняння площини, яка паралельна вектору ~l(2, 1,−1) i
вiдтинає на координатних осях Ox i Oy вiдрiзки a = 3, b = −2.

497. Скласти рiвняння площини, яка перпендикулярна до площини
2x − 2y + 4z − 5 = 0 i вiдтинає на координатних осях Ox i Oy

вiдрiзки a = −2, b =
2
3
.

498. Обчислити вiдстань d вiд точки до площини в кожному з на-
ступних випадкiв:
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1) M1(−2;−4; 3), 2x− y + 2z + 3 = 0;

2) M2(2;−1;−1), 16x− 12y + 15z − 4 = 0;

3) M3(1; 2;−3), 5x− 3y + z + 4 = 0.

499. Обчислити вiдстань d вiд точки P (−1; 1;−2)до площини,
що проходить через три точки M1(1;−1; 1), M2(−2; 1; 3),
M3(4;−5;−2).

500. Визначити, чи лежить точка Q(2;−1; 1) i початок координат по
один або по рiзнi боки вiдносно кожної з наступних площин:

1) 5x− 3y + z − 18 = 0; 2) 2x + 7y + 3z + 1 = 0;

3) x + 5y + 12z − 1 = 0; 4) 2x− y + z + 11 = 0;

5) 2x + 3y − 6z + 2 = 0; 6) 3x− 2y + 2z − 7 = 0.

501. Довести, що площина 3x − 4y − 2z + 5 = 0 перетинає вiдрiзок,
обмежений точками M1(3;−2; 1) i M2(−2; 5; 2).

502. Довести, що площина 5x − 2y + z − 1 = 0 перетинає вiдрiзок,
обмежений точками M1(1; 4;−3) i M2(2; 5; 0).

503. В кожному з наступних випадкiв обчислити вiдстань мiж пара-
лельними площинами:

1) x− 2y − 2z − 12 = 0; 2) 2x− 3y + 6z − 14 = 0;

x− 2y − 2z − 6 = 0; 4x− 6y + 12z + 21 = 0;

3) 2x− y + 2z + 9 = 0; 4) 16x + 12y − 15z + 50 = 0;

4x− 2y + 4z − 21 = 0; 16x + 12y − 15z + 25 = 0;

5) 30x− 32y + 24z − 75 = 0; 6) 6x− 18y − 9z − 28 = 0,

15x− 16y + 12z − 25 = 0; 4x− 12y − 6z − 7 = 0.

504. Двi гранi куба лежать на площинах

2x− 2y + z − 1 = 0, 2x− 2y + z + 5 = 0.

Обчислити об’єм цього куба.
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505. На осi Oy знайти точку, яка знаходиться на вiдстанi d = 4 вiд
площини x + 2y − 2z − 2 = 0.

506. На осi Oz знайти точку, рiвновiддалену вiд точки M(1;−2; 0) i
вiд площини 3x− 2y + 6z − 9 = 0.

507. На осi Ox знайти точку, рiвновiддалену вiд двох площин: 12x−
16y + 15z + 1 = 0, 2x + 2y − z − 1 = 0.

508. Вивести рiвняння геометричного мiсця точок, вiдстань яких вiд
площини 4x− 4y − 2z + 3 = 0 дорiвнює 2.

509. Скласти рiвняння площин, паралельних площинi

2x− 2y − z − 3 = 0,

якi знаходяться вiд неї на вiдстанi d = 5.

510. В кожному з наступних випадкiв скласти рiвняння геометрично-
го мiсця точок, рiвновiддалених вiд двох паралельних площин:

1) 4x− y − 2z − 3 = 0; 2) 3x + 2y − z + 3 = 0;

4x− y − 2z − 5 = 0; 3x + 2y − z − 1 = 0.

511. В кожному з наступних випадкiв скласти рiвняння площин, якi
дiлять пополам двохграннi кути, утворенi двома площинами, що
перетинаються:

1) x− 3y + 2z − 5 = 0; 2) 5x− 5y − 2z − 3 = 0;

3x− 2y − z + 3 = 0; x + 7y − 2z + 1 = 0.

512. В кожному з наступних випадкiв визначити, чи лежить точка
M(2;−1; 3) i початок координат в одному, в сумiжних або верти-
кальних двохгранних кутах, утворених при перетинi двох пло-
щин:

1) 2x− y + 3z − 5 = 0; 2) 2x + 3y − 5z − 15 = 0;

3x + 2y − z + 3 = 0; 5x− y − 3z − 7 = 0.
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513. В кожному з наступних випадкiв визначити, чи лежать точки
M(2;−1; 1) i N(1; 2;−3) в одному, в сумiжних або вертикальних
двохгранних кутах, утворених при перетинi двох площин:

1) 3x− y + 2z − 3 = 0; 2) 2x− y + 5z − 1 = 0;

x− 2y − z + 4 = 0; 3x− 2y + 6z − 1 = 0.

514. Визначити, чи лежить початок координат всерединi гострого або
тупого кута, утвореного двома площинами: x− 2y + 3z − 5 = 0,
2x− y − z + 3 = 0.

515. Визначити, чи лежить точка M(3; 2;−1) всерединi гострого або
тупого кута, утвореного двома площинами: 5x − y + z + 3 = 0,
4x− 3y + 2z + 5 = 0.

516. Скласти рiвняння площини, яка дiлить пополам той двох-
гранний кут мiж двома площинами 2x − 14y + 6z − 1 = 0,
3x + 5y − 5z + 3 = 0, в якому лежить початок координат.

517. Скласти рiвняння площини, яка дiлить пополам двохгранний
кут мiж двома площинами 2x−y+2z−3 = 0, 3x+2y−6z−1 = 0,
в якому лежить точка M(1; 2;−3).

518. Скласти рiвняння площини, яка дiлить пополам гострий двох-
гранний кут, утворений двома площинами: 2x− 3y− 4z− 3 = 0,
4x− 3y − 2z − 3 = 0.

519. Скласти рiвняння площини, яка дiлить пополам тупий двох-
гранний кут, утворений двома площинами: 3x− 4y − z + 5 = 0,
4x− 3y + z + 5 = 0.

520. Записати параметричнi рiвняння площини трикутника ABC,
якщо в реперi (O,~e1, ~e2, ~e3) данi координати його вершин:
A(2;−5; 1), B(3; 4;−2), C(0; 0;−1).

521. Площина Π задана рiвнянням 5x − 2y − 3z + 6 = 0. Знайти
координати якого-небудь вектора ~a, паралельного площинi Π.
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522. Написати параметричнi рiвняння площини, яка проходить через
точку M0(2;−1; 3) паралельно площинi 2x− y + 3z − 1 = 0.

523. В афiнному реперi данi вершини A(4; 0; 2), B(0; 5; 1), C(4;−1; 3),
A1(3,−1, 5) паралелепiпеда ABCDA1B1C1D1. Написати рiвнян-
ня площин, якi мiстять його гранi.

524. Данi двi площини рiвняннями:

Π1: x− y − z − 7 = 0, Π2: 2x + y − 3z + 3 = 0

в афiнному реперi.

(a) Скласти систему лiнiйних нерiвностей, якi визначають той
двохгранний кут, утворений площинами Π1, Π2, якому на-
лежить точка M0(3;−4; 3).

(b) Визначити розташування точок M1(2;−1; 3), M2(3;−4;−5)
вiдносно двохгранних кутiв, утворених площинами Π1, Π2.

525. В реперi (O,~e1, ~e2, ~e3) данi координати вершин A(0; 0; 2),
B(3, 0, 5), C(1; 1; 0), D(4; 1; 2) тетраедра. Визначити розташуван-

ня точки M0

(
2,

1
2
,
9
4

)
вiдносно цього тетраедра.

526. Данi рiвняння площин

Π1: x− 2y − 3z + 5 = 0, Π2: 2x− 4y − 6z + 7 = 0

в реперi (O,~e1, ~e2, ~e3). Визначити нерiвностями кожну з трьох
областей Φi, на якi площини Π1, Π2 подiляють всi точки про-
стору, якi їм не належать (i = 1, 2, 3).

527. Написати рiвняння площини Π, що проходить через основу
M0(2; 6;−4) перпендикуляра, проведеного через початок O ре-
пера (O,~i,~j,~k) до площини Π.

528. Данi координати вершин A(1; 0;−2), B(2; 1;−1), C(0; 2;−3),
D(−1;−2; 1) тетраедра ABCD в реперi (O,~i,~j,~k). Знайти ко-
ординати точки D′, симетричної вершинi D вiдносно площини
гранi ABC.
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529. Написати рiвняння площини, що проходить через точки
M1(2;−3; 3), M2(5; 1; 2) перпендикулярно до площини

x− 3y − 2z − 3 = 0.

530. Написати рiвняння площини, що проходить через точку
M0(2;−3; 1) перпендикулярно до площин x + 3y − z + 3 = 0,
2x + y − 2z + 1 = 0.

531. Обчислити косинус двохгранного кута, утвореного площинами
2x− y− 2z + 5 = 0, x− 2y− 2z + 7 = 0, якому належить точка
M0(2,−3,−1).

532. В реперi (O,~i,~j,~k) данi рiвняння площин

Π1: A1x + B1y + C1z + D1 = 0, Π2: A2x + B2y + C2z + D2 = 0,

а також точка M0(x0, y0, z0). Довести, що точка M0 лежить
всерединi гострого кута, утвореного площинами Π1, Π2, то-
дi i тiльки тодi, коли виконується нерiвнiсть (A1A2 + B1B2 +
+C1C2)(A1x0 +B1y0 +C1z0 +D1)(A2x0 +B2y0 +C2z0 +D2) < 0.

533. Данi вершини тетраедра A(0; 0; 3), B(1;−2; 1), C(0;−2; 2),
D(1; 1; 1). Обчислити довжину висоти DH (R = (O,~i,~j,~k)).

534. Данi рiвняння паралельних площин 4x + 6y + 2z − 7 = 0, 2x +
+3y+z+5 = 0 в реперi (O,~i,~j,~k). Написати рiвняння площини,
що проходить посерединi мiж даними площинами.

535. В реперi (O,~i,~j,~k) данi рiвняння площин 2x − y − z + 3 = 0,
4x− 2y − 2z + 5 = 0. Написати рiвняння площини, паралельної
даним площинам, яка не розташована мiж ними i знаходиться
вiд першої площини на вiдстанi вдвiчi бiльшiй, нiж вiд другої.

536. Данi рiвняння паралельних площин Ax + By + Cz + D1 = 0,
Ax + By + Cz + D2 = 0 (D1 6= D2) в ортонормованому реперi R.
Знайти вiдстань мiж цими площинами.
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537. В реперi (O,~i,~j,~k) данi рiвняння площин двох граней куба:

x− 2y − 2z + 4 = 0, 2x + 2y − z − 13 = 0

i координати його центра M0(1; 1;−2). Знайти рiвняння решти
граней куба.

538. Написати рiвняння бiсекторної площини того двохгранного ку-
та, утвореного площинами x− y + 2z− 1 = 0, 2x− y + z− 3 = 0,
якому належить точка M0(1; 1; 1).

539. В реперi (O,~i,~j,~k) написати рiвняння бiсекторної площини того
двохгранного кута, утвореного площинами x − y + 2z − 5 = 0,
2x− y − 2z + 7 = 0, якому належить точка M0(1;−1; 1).

540. Трикутна пiрамiда задана координатами своїх вершин: A(1; 1; 0),
B(0; 2; 0), C(0; 0; 0), D(1; 5; 7). Написати рiвняння бiсекторної
площини двохгранного кута B · (AD) · C.

541. Данi вершини тетраедра A(−1;−2; 0), B(5; 0; 5), C(3; 2; 2),
D(−1; 0; 2). Написати рiвняння бiсекторної площини внутрi-
шнього кута при ребрi AB i знайти косинус цього кута.

542. Написати рiвняння бiсекторної площини гострого двохгранного
кута, утвореного площинами 3x−2y−z+3 = 0, 2x−3y+z−5 = 0.

543. В афiнному реперi данi рiвняння площин, якi мiстять гранi те-
траедра ABCD: Π1 : x + 2y + z + 2 = 0, Π2 : x − y − z = 0,
Π3 : x+y−1 = 0, Π4 : 3x+z+1 = 0. Написати рiвняння площи-
ни, що проходить через вершину A = Π1 ∩Π2 ∩Π3, паралельно
площинi Π4.

5.5 Рiвняння прямої в просторi

544. Скласти канонiчнi рiвняння прямої, що проходить через то-
чку M1(2; 0;−3) паралельно: 1) вектору ~a(2;−3; 5); 2) прямiй
x− 1

5
=

y + 2
2

=
z + 1
−1

; 3) осi Ox; 4) осi Oy; 5) осi Oz.
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545. Скласти канонiчнi рiвняння прямої, яка проходить через двi данi
точки: 1) (1;−2; 1), (3; 1;−1); 2) (3;−1; 0), (1; 0;−3); 3) (0;−2; 3),
(3;−2; 1); 4) (1; 2;−4), (−1; 2;−4).

546. Скласти параметричнi рiвняння прямої, яка проходить через то-
чку M1(1;−1;−3) паралельно: 1) вектору ~a(2;−3; 4); 2) прямiй
x− 1

2
=

y + 2
4

=
z − 1

0
; 3) прямiй x = 3t − 1, y = −2t + 3,

z = 5t + 2.

547. Скласти параметричнi рiвняння прямої, що проходить через
двi данi точки: 1) (3;−1; 2), (2; 1; 1); 2) (1; 1;−2), (3;−1; 0);
3) (0; 0; 1), (0; 1;−2).

548. Через точки M1(−6; 6;−5) i M2(12;−6; 1) проведена пряма. Ви-
значити точки перетину цiєї прямої з координатними площина-
ми.

549. Данi вершини трикутника A(3; 6;−7), B(−5; 2; 3) i C(4;−7;−2).
Скласти параметричнi рiвняння його медiани, проведеної з вер-
шини C.

В задачах 550 – 565 система координат прямокутна декартова.

550. Данi вершини трикутника A(3;−1;−1), B(1; 2;−7) i
C(−5; 14;−3). Скласти канонiчнi рiвняння бiсектриси його
внутрiшнього кута при вершинi C.

551. Данi вершини трикутника A(2;−1;−3), B(5; 2;−7) i
C(−7; 11; 6). Скласти канонiчнi рiвняння бiсектриси його
зовнiшнього кута при вершинi A.

552. Данi вершини трикутника A(1;−2;−4), B(3; 1;−3) i C(5; 1;−7).
Скласти параметричнi рiвняння його висоти, опущеної з верши-
ни B на протилежну сторону.

553. Скласти канонiчнi рiвняння прямої, що проходить через точку

M1(2; 3;−5) паралельно прямiй
{

3x− y + 2z − 7 = 0,
x + 3y − 2z + 3 = 0.
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554. Скласти канонiчнi рiвняння наступних прямих:

1)

{
x− 2y + 3z − 4 = 0,

3x + 2y − 5z − 4 = 0;
2)

{
5x + y + z = 0,

2x + 3y − 2z + 5 = 0.

555. Скласти параметричнi рiвняння наступних прямих:

1)

{
2x + 3y − z − 4 = 0,

3x− 5y + 2z + 1 = 0;
2)

{
x + 2y − z − 6 = 0,

2x− y + z + 1 = 0.

556. Довести паралельнiсть прямих:

1)
x + 2

3
=

y − 1
−2

=
z

1
i

{
x + y − z = 0,
x− y − 5z − 8 = 0;

2)


x = 2t + 5,
y = −t + 2,
z = t− 7

i
{

x + 3y + z + 2 = 0,
x− y − 3z − 2 = 0;

3)
{

x + y − 3z + 1 = 0,
x− y + z + 3 = 0

i
{

x + 2y − 5z − 1 = 0,
x− 2y + 3z − 9 = 0.

557. Довести перпендикулярнiсть прямих:

1)
x

1
=

y − 1
−2

=
z

3
i

{
3x + y − 5z + 1 = 0,
2x + 3y − 8z − 9 = 0;

2)


x = 2t + 1,
y = 3t− 2,
z = −6t + 1

i
{

2x + y − 4z + 2 = 0,
4x− y − 5z + 4 = 0;

3)
{

x + y − 3z − 1 = 0,
2x− y − 9z − 2 = 0

i
{

2x + y + 2z + 5 = 0,
2x− 2y − z + 2 = 0.

558. Знайти гострий кут мiж прямими:

x− 3
1

=
y + 2
−1

=
z√
2
,

x + 2
1

=
y − 3

1
=

z + 5√
2

.
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559. Знайти тупий кут мiж прямими: x = 3t− 2, y = 0, z = −t + 3 i
x = 2t− 1, y = 0, z = t− 3.

560. Визначити косинус кута мiж прямими:{
x− y − 4z − 5 = 0,
2x + y − 2z − 4 = 0;

{
x− 6y − 6z + 2 = 0,
2x + 2y + 9z − 1 = 0.

561. Довести, що прямi, якi заданi параметричними рiвняннями
x = 2t− 3,
y = 3t− 2,
z = − 4t + 6;


x = t + 5,
y = − 4t− 1,
z = t− 4,

перетинаються.

562. Данi прямi

x + 2
2

=
y

−3
=

z − 1
4

,
x− 3

l
=

y − 1
4

=
z − 7

2
;

при якому значеннi l вони перетинаються?

563. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точку
M1(−1; 2;−3) перпендикулярно до вектора ~a(6;−2;−3) i пере-

тинає пряму
x− 1

3
=

y + 1
2

=
z − 3
−5

.

564. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точку
M1(−4;−5; 3) i перетинає двi прямi

x + 1
3

=
y + 3
−2

=
z − 2
−1

,
x− 2

2
=

y + 1
3

=
z − 1
−5

.

565. Скласти параметричнi рiвняння спiльного перпендикуляра двох
прямих, заданих рiвняннями x = 3t− 7, y = −2t + 4, z = 3t + 4
i x = t + 1, y = 2t− 8, z = −t− 12.

566. Визначити, яка з точок M1(−1; 2;−1), M2(2; 1; 3) належить пря-
мiй l, яка задана в реперi (O,~e1, ~e2, ~e3) рiвняннями: x = 2 − 3t,
y = 1 + t, z = −3 + 2t.
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567. Написати параметричнi рiвняння прямої l, що проходить че-
рез точку M0(2; 3;−1) паралельно прямiй l′, заданої в реперi
(O,~e1, ~e2, ~e3) рiвняннями: x− 2y− 3z− 3 = 0, 2x + y− z + 5 = 0.

568. Написати рiвняння прямої, яка проходить через точку
M(2;−1; 0) перпендикулярно до прямої l : x = t, y = −1 − 3t,
z = −1− 2t i перетинає її (R = (O,~i,~j,~k)).

569. Знайти координати точки M2, симетричної точцi M1(3; 1;−4)
вiдносно прямої l, заданої в реперi (O,~i,~j,~k) рiвняннями:

x = −1 + 2t, y = −4− t, z = −1− t.

570. В реперi (O,~i,~j,~k) прямi l1 i l2 заданi рiвняннями:
x = 2t + 1,
y = −t,
z = 3 + 2t;

{
x− y − 2z − 1 = 0,
2x + 2y + z + 3 = 0.

Обчислити косинус кута мiж цими прямими.

571. Визначити взаємне розташування прямих l1 i l2, заданих в ре-
перi (O,~e1, ~e2, ~e3) рiвняннями:

1)


x = 1 + 2t,
y = 7 + t,
z = 3 + 4t;


x = 6 + 3t,
y = −1− 2t,
z = −2 + t;

2)


x = 1 + 2t,
y = 2− 2t,
z = −t;


x = −2t,
y = −5 + 3t,
z = 4;

3)
{

2x + 3y = 0,
x + z − 8 = 0,

{
z − 4 = 0,
2x + 3z − 7 = 0;

4)


x = t,
y = −8− 4t,
z = −3− 3t,

{
x− y − z = 0,
2x− y + 2z = 0;
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5)


x = 2− 3t,
y = 1 + t,
z = −1− 2t,


x = −1 + 6t,
y = 2− 2t,
z = 1 + 4t,

6)
{

2y − z + 2 = 0,
x− 7y + 3z − 17 = 0,


x = −2 + 3t,
y = −1,
z = 4− t.

572. Написати рiвняння прямої, що лежить в площинi, яка задана в
афiнному реперi рiвнянням y + 2z = 0, i перетинає прямi l1 i l2,
рiвняння яких:

x = 1− t,
y = t,
z = 4t;


x = 2− t,
y = 4 + 2t,
z = 1.

573. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точку M0(2; 3; 1) i
перетинає прямi l1 i l2, шо заданi в афiнному реперi рiвняннями:

l1 :
{

x + y = 0,
x− y + z + 4 = 0;

l2 :
{

x + 3y − 1 = 0,
y + z − 2 = 0.

574. Довести, що прямi l1 i l2, якi заданi в афiнному реперi рiвнян-
нями

l1 :


x = 1 + 11t,
y = −1− 5t,
z = 1− 7t;

l2 :
{

2x + 3y + z − 7 = 0,
x− 2y + 3z + 6 = 0.

паралельнi (l1 6= l2), i написати рiвняння прямої l, що проходить
посерединi мiж l1 i l2.

575. Написати рiвняння прямої, яка мiстить висоту AH трикутника
ABC, якщо A(−1; 1; 2), B(1; 1; 0), C(2; 6;−2) в реперi (O,~i,~j,~k).

576. Довести, що прямi l1 i l2, заданi в реперi (O,~i,~j,~k) рiвняннями

l1 :


x = 1− 2t,
y = 2 + t,
z = 2t;

l2 :


x = −1 + t,
y = 3 + 2t,
z = 2 + 2t,
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перетинаються, i написати рiвняння прямої, яка мiстить бiсе-
ктрису гострих кутiв, утворених прямими l1, l2.

577. Знайти рiвняння спiльного перпендикуляра мимобiжних прямих
l1, l2, заданих в реперi (O,~i,~j,~k) рiвняннями:

l1 :


x = 3 + t,
y = −1 + 2t,
z = 4;

l2 :
{

x− 3y + z = 0,
x + y − z + 4 = 0.

578. Написати рiвняння прямої, яка мiстить бiсектрису AD внутрi-
шнього кута трикутника ABC, якщо в ортонормованому реперi
данi вершини A(4; 1;−2), B(2; 0; 0), C(−2; 3;−5).

579. В реперi (O,~e1, ~e2, ~e3) данi рiвняння прямої l:

x = 2− t, y = 3 + 2t, z = −3t

i площини Π : 2x + 2y − z − 5 = 0. Написати рiвняння прямої
l′, яка проходить через точку M1(5; 1;−2), паралельно площинi
Π i перетинає пряму l.

580. Написати рiвняння ортогональної проекцiї прямої l, яка задана
рiвняннями: x = 1− 2t, y = 3 + t, z = 3t, на площину

Π : x− y − z − 5 = 0 (R = (O,~i,~j,~k)).

581. В реперi (O,~i,~j,~k) данi рiвняння прямої l:

x = 2t, y = 1− t, z = 3 + t

i площини Π : x + y + z − 10 = 0. Написати рiвняння прямої
l′ ⊂ Π, перпендикулярної до прямої l i яка проходить через точку
M = Π ∩ l.

582. В реперi (O,~i,~j,~k) данi рiвняння прямих

l1 : x = 2 + 4t, y = −1 + t, z = 1− t;

l2 : x = −4 + 2t, y = 2− 2t, z = −2− 3t.

Довести, що прямi l1, l2 мимобiжнi. Знайти рiвняння площини
Π, паралельної прямим l1, l2 i яка однаково вiддалена вiд них.
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583. Довести, що прямi l1, l2, якi заданi в реперi (O,~i,~j,~k) рiвнян-
нями

l1 : x− y − 3z = 0, x− 2y + z = 0;

l2 : x = 1 + 4t, y = −2 + 7t, z = 1− t,

перетинаються, точка M0(2;−1; 1) є внутрiшньою точкою одного
з кутiв, утворених прямими l1, l2, i написати рiвняння прямої,
яка мiстить бiсектрису цього кута.

584. В реперi (O,~i,~j,~k) данi точки: A(5;−3; 2), B(2;−1; 0),
C(−1; 2;−2), D(2; 4;−5). Написати рiвняння спiльного перпен-
дикуляра до прямих AB i CD.

585. Знайти рiвняння площини Π, яка проходить через пряму l, що
задана в реперi (O,~e1, ~e2, ~e3) рiвняннями:

2x− y − 3z − 5 = 0, x + y − z + 1 = 0

i паралельна вектору ~a(1; 3;−2).

5.6 Задачi на площину i пряму в просторi

В наступних задачах система координат прямокутна декартова.

586. Довести, що пряма x = 3t−2, y = −4t+1, z = 4t−5 паралельна
площинi 4x− 3y − 6z − 5 = 0.

587. Довести, що пряма
{

5x− 3y + 2z − 5 = 0,
2x− y − z − 1 = 0

лежить в площинi

4x− 3y + 7z − 7 = 0.

588. Згайти точку перетину прямої i площини:

1)
x− 1

1
=

y + 1
−2

=
z

6
, 2x + 3y + z − 1 = 0;

2)
x + 3

3
=

y − 2
−1

=
z + 1
−5

, x− 2y + z − 15 = 0;

3)
x + 2
−2

=
y − 1

3
=

z − 3
2

, x + 2y − 2z + 6 = 0.
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589. Скласти канонiчнi рiвняння прямої, що проходить через точку
M0(2;−4;−1) i середину вiдрiзка прямої{

3x + 4y + 5z − 26 = 0,
3x− 3y − 2z − 5 = 0,

який знахобиться мiж площинами

5x + 3y − 4z + 11 = 0, 5x + 3y − 4z − 41 = 0.

590. Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку
M0(2;−3;−5) перпендикулярно до площини 6x−3y−5z+2 = 0.

591. Скласти рiвняння площини, що проходить через точку
M0(1;−1;−1) перпендикулярно до прямої

x + 3
2

=
y − 1
−3

=
z + 2

4
.

592. Скласти рiвняння площини, що проходить через точку
M0(1;−2; 1) перпендикулярно до прямої{

x− 2y + z − 3 = 0,
x + y − z + 2 = 0.

593. При якому значеннi m пряма
x + 1

3
=

y − 2
m

=
z + 3
−2

паралельна

площинi x− 3y + 6z + 7 = 0.

594. При якому значеннi C пряма
{

3x− 2y + z + 1 = 0,
4x− 3y + 4z + 1 = 0

пара-

лельна площинi 2x− y + Cz − 2 = 0?

595. При яких значеннях A i D пряма x = 3+4t, y = 1−4y, z = −3+t
лежить в площинi Ax + 2y − 4z + D = 0?

596. При яких значеннях A i B площина Ax + By + 3z − 5 = 0
препендикулярна до прямої x = 3 + 2t, y = 5− 3t, z = −2− 2t?
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597. При яких значеннях l i C пряма
x− 2

l
=

y + 1
4

=
z − 5
−3

перпен-

дикулярна до площини 3x− 2y + Cz + 1 = 0?

598. Знайти проекцiю точки P (2;−1; 3) на пряму x = 3t, y = 5t− 7,
z = 2t + 2.

599. Знайти точку Q, симетричну точцi P (4; 1; 6) вiдносно прямої{
x− y − 4z + 12 = 0,
2x + y − 2z + 3 = 0.

600. Знайти точку Q, симетричну точцi P (2;−5; 7) вiдносно прямої,
що проходить через точки M1(5; 4; 6) i M2(−2;−17;−8).

601. Знайти проекцiю точки P (5; 2;−1) на площину, рiвняння якої
2x− y + 3z + 23 = 0.

602. Знайти точку Q, симетричну точцi P (1; 3;−4) вiдносно площини
3x + y − 2z = 0.

603. На площинi Oxy знайти таку точку P , сума вiдстаней яких до
точок A(−1; 2; 5) i B(11;−16; 10) була б найменшою.

604. На площинi Oxz знайти таку точку P , рiзниця вiдстаней яких
до точок M1(3; 2;−5) i M2(8;−4;−13) була б найбiльшою.

605. На площинi 2x − 3y + 3z − 17 = 0 знайти таку точку P , су-
ма вiдстаней яких до точок A(3;−4; 7) i B(−5;−14; 17) була б
найменшою.

606. На площинi 2x + 3y− 4z− 15 = 0 знайти таку точку P , рiзниця
вiдстаней яких до точок M1(5; 2;−7) i M2(7;−25; 10) була б
найбiльшою.

607. Обчислити вiдстань d точки P (1;−1;−2) вiд прямої

x + 3
3

=
y + 2

2
=

z − 8
−2

.
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608. Обчислити вiдстань d вiд точки P (2; 3;−1) до наступних пря-
мих:

1)
x− 5

3
=

y

2
=

z + 25
−2

;

2) x = t + 1, y = t + 2, z = 4t + 13;

3)
{

2x− 2y + z = 0,
3x− 2y + 2z + 17 = 0.

609. Переконавшись, що прямi{
2x + 2y − z − 10 = 0,
x− y − z − 22 = 0;

x + 7
3

=
y − 5
−1

=
z − 9

4

паралельнi, обчислити вiдстань мiж ними.

610. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точку
M1(1; 2;−3) паралельно прямим

x− 1
2

=
y + 1
−3

=
z − 7

3
,

x + 5
3

=
y − 2
−2

=
z + 3
−1

.

611. Скласти рiвняння площини, яка проходить через пряму

x = 2t + 1, y = −3t + 2, z = 2t− 3 i точку M1(2;−2; 1).

612. Довести, що прямi

x− 1
2

=
y + 2
−3

=
z − 5

4
;


x = 3t + 7,
y = 2t + 2,
z = −2t + 1

лежать в однiй площинi, i скласти рiвняння цiєї площини.

613. Скласти рiвняння площини, що проходить через двi паралельнi
площини

x− 2
3

=
y + 1

2
=

z − 3
−2

,
x− 1

3
=

y − 2
2

=
z + 3
−2

.
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614. Знайти проекцiю точки C(3;−4;−2) на площину, що проходить
через паралельнi прямi

x− 5
13

=
y − 6

1
=

z + 3
−4

,
x− 2
13

=
y − 3

1
=

z + 3
−4

.

615. Знайти точку Q, симетричну точцi P (3;−4;−6) вiдносно пло-
щини, що проходить через точки M1(−6; 1;−5), M2(7;−2;−1) i
M3(10;−7; 1).

616. Знайти точку Q, симетричну точцi P (−3; 2; 5) вiдносно площи-
ни, що проходить через прямi{

x− 2y + 3z − 5 = 0,
x− 2y − 4z + 3 = 0;

{
3x + y + 3z + 7 = 0,
5x− 3y + 2z + 5 = 0.

617. Скласти рiвняння площини, що проходить через пряму

x = 3t + 1, y = 2t + 3, z = −t− 2 паралельно прямiй{
2x− y + z − 3 = 0,
x + 2y − z − 5 = 0.

618. Скласти рiвняння площини, що проходить через пряму

x− 1
2

=
y + 2
−3

=
z − 2

2
перпендикулярно до площини 3x + 2y − z − 5 = 0.

619. Скласти канонiчнi рiвняння прямої, яка проходить через точку
M0(3;−2;−4) паралельно площинi 3x−2y−3z−7 = 0i перетинає

пряму
x− 2

3
=

y + 4
−2

=
z − 1

2
.

620. Скласти параметричнi рiвняння прямої, яка проходить паралель-
но площинам

3x + 12y − 3z − 5 = 0, 3x− 4y + 9z + 7 = 0

i перетинає прямi

x + 5
2

=
y − 3
−4

=
z + 1

3
,

x− 3
−2

=
y + 1

3
=

z − 2
4

.
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621. Обчислити найкоротшу вiдстань мiж двома прямими в кожному
з наступних випадкiв:

1)
x + 7

3
=

y + 4
4

=
z + 3
−2

;
x− 21

6
=

y + 5
−4

=
z − 2
−1

;

2)


x = 2t− 4,
y = −t + 4,
z = −2t− 1;


x = 4t− 5,
y = −3t + 5,
z = −5t + 5;

3)
x + 5

3
=

y + 5
2

=
z − 1
−2

,


x = 6t + 9,
y = −2t,
z = −t + 2.

622. В реперi (O,~i,~j,~k) данi рiвняння прямої l:

2x− y − z − 5 = 0, x + y − 2z + 3 = 0

i площини Π : x − 3y + z − 1 = 0. Написати рiвняння ортого-
нальної проекцiї прямої l на площину Π.

5.7 Задачi на сферу

В наступних задачах система координат прямокутна декартова.

623. Скласти рiвняння сфери в кожному з наступних випадкiв:

1) сфера має центр C(0; 0; 0) i радiус r = 9;

2) сфера має центр C(5;−3; 7) i радiус r = 2;

3) сфера проходить через початок координат i має центр
C(4;−4;−2);

4) сфера проходить через точку A(2;−1;−3) i має центр
C(3;−2; 1);

5) точки A(2;−3; 5) i B(4; 1;−3) є кiнцями одного з дiаметрiв
сфери;

6) центром сфери є початок координат, i площина
16x− 15y − 12z + 75 = 0 дотикається до сфери;
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7) сфера має центр C(3;−5;−2) i площина 2x−y−3z+11 = 0
дотикається до сфери;

8) сфера проходить через три точки M1(3; 1;−3), M2(−2; 4; 1)
i M3(−5; 0; 0), а центр лежить на площинi 2x+y−z+3 = 0;

9) сфера проходить через чотири точки: M1(1;−2;−1),
M2(−5; 10;−1), M3(4; 1; 11), M4(−8;−2; 2).

624. Скласти рiвняння сфери радiуса r = 3, яка дотикається площи-
ни x + 2y + 2z + 3 = 0 в точцi M1(1; 1;−3).

625. Обчислити радiус R сфери, яка дотикається площин

3x + 2y − 6z − 15 = 0, 3x + 2y − 6z + 55 = 0.

626. Сфера, центр якої лежить на прямiй
{

2x + 4y − z − 7 = 0,
4x + 5y + z − 14 = 0

дотикається площин x + 2y − 2z − 2 = 0, x + 2y − 2z + 4 = 0.
Скласти рiвняння цiєї сфери.

627. Скласти рiвняння сфери, яка дотикається двох паралельних
площин

6x− 3y − 2z − 35 = 0, 6x− 3y − 2z + 63 = 0,

причому однiєї з них в точцi M1(5;−1;−1).

628. Скласти рiвняння сфери з центром C(2; 3;−1), яка вiдтинає вiд
прямої {

5x− 4y + 3z + 20 = 0,
3x− 4y + z − 8 = 0

хорду, яка має довжину, рiвну 16.

629. Визначити координати центра C i радiус r сфери, яка задана
одним з наступних рiвнянь:

1) (x− 3)2 + (y + 2)2 + (z − 5)2 = 16;

2) (x + 1)2 + (y − 3)2 + z2 = 9;
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3) x2 + y2 + z2 − 4x− 2y + 2z − 19 = 0;

4) x2 + y2 + z2 − 6z = 0;

5) x2 + y2 + z2 + 20y = 0.

630. Скласти параметричнi рiвняння дiаметра сфери

x2 + y2 + z2 + 2x− 6y + z − 11 = 0,

перпендикулярного до площини 5x− y + 2z − 17 = 0.

631. Скласти канонiчнi рiвняння дiаметра сфери

x2 + y2 + z2 − x + 3y + z − 13 = 0,

паралельного прямiй x = 2t− 1, y = −3t + 5, z = 4t + 7.

632. Обчислити найкоротшу вiдстань вiд точки A до даної сфери в
таких випадках:

а) A(−2; 6;−3), x2 + y2 + z2 = 4;

б) A(9;−4;−3), x2 + y2 + z2 + 14x− 16y − 24z + 241 = 0;

в) A(1;−1; 3), x2 + y2 + z2 − 6x + 4y − 10z − 62 = 0.

633. Визначити, як розташована площина вiдносно сфери — чи пе-
ретинає, дотикається або проходить поза нею; площина i сфера
заданi наступними рiвняннями:

1) z = 3, x2 + y2 + z2 − 6x + 2y − 10z + 22 = 0;

2) y = 1, x2 + y2 + z2 + 4x− 2y − 6z + 14 = 0;

3) x = 5, x2 + y2 + z2 − 2x + 4y − 2z − 4 = 0.

634. Визначити, як розташована площина вiдносно сфери — чи пе-
ретинає, дотикається або проходить поза нею; площина i сфера
заданi наступними рiвняннями:

1)


x = −2t + 2,
y = 3t− 7

2 ,
z = t− 2,

x2 + y2 + z2 + x− 4y − 3z +
1
2

= 0;
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2)
x− 5

3
=

y

2
=

z + 25
−2

, x2 + y2 + z2 − 4x− 6y + 2z − 67 = 0;

3)
{

2x− y + 2z − 12 = 0,
2x− 4y − z + 6 = 0,

x2+y2+z2−2x+2y+4z−43 = 0.

635. На сферi (x − 1)2 + (y + 2)2 + (z − 3)2 = 25 знайти точку M1,
найближчу до площини 3x − 4z + 59 = 0, i обчислити вiдстань
d вiд точки M1 до цiєї площини.

636. Скласти рiвняння дотичної площини до сфери x2 + y2 + z2 = 49
в точцi M1(6;−3;−2).

637. Довести, що площина 2x− 6y + 3z − 49 дотикається сфери

x2 + y2 + z2 = 49. Обчислити координати точки дотикання.

638. Скласти рiвняння дотичної площини до сфери

(x− 3)2 + (y − 1)2 + (z + 2)2 = 24

в точцi M1(−1; 3; 0).

639. Через точки перетину прямої x = 3t−5, y = 5t−11, z = −4t+9
i сфери (x + 2)2 + (y − 1)2 + (z + 5)2 = 49 проведенi дотичнi
площини до цiєї сфери. Скласти їх рiвняння.

640. Скласти рiвняння площин, дотичних до сфери x2 + y2 + z2 = 9
i паралельних площинi x + 2y − 2z + 15 = 0.

641. Скласти рiвняння площин, дотичних до сфери

(x− 3)2 + (y + 2)2 + (z − 1)2 = 25

i паралельних площинi 4x + 3z − 17 = 0.

642. Скласти рiвняння площин, дотичних до сфери

x2 + y2 + z2 − 10x + 2y + 26z − 113 = 0

i паралельних прямим

x + 5
2

=
y − 1
−3

=
z + 13

2
,

x + 7
3

=
y + 1
−2

=
z − 3

0
.
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643. Довести, що через пряму
x + 6

2
=

y + 3
1

=
z + 1

1
неможливо

провести площину, дотичну до сфери

x2 + y2 + z2 − 4x + 2y − 4z + 4 = 0.

644. Довести, що через пряму x = 4t + 4, y = 3t + 1, z = t + 1 можна
провести тiльки одну площину, дотичну до сфери

x2 + y2 + z2 − 4x + 2y − 4z + 4 = 0,

i скласти її рiвняння.

645. Написати рiвняння сфери, яка дотикається площини

Π: 3x− 6y − 2z + 14 = 0

в точцi (2, 1, 7), якщо її радiус дорiвнює 7.

646. Знайти рiвняння сфери радiуса r = 6, що дотикається площини
Π : x+2y−2z +1 = 0 в точцi M0(3; 0; 2) i розташована по один
бiк з точкою P (0; 1; 2) вiдносно Π.

647. Написати рiвняння сфери, яка лежить в гострому кутi, утворе-
ному площинами 2x−4y−3z+21 = 0, 5x−2z = 0, i дотикається
цих площин, якщо її центр лежить на осi абсцис.

648. Написати рiвняння площини, паралельної площинi, заданої рiв-
нянням 2x + y − 4z + 5 = 0 i яка дотикається до сфери, заданої
рiвнянням (x− 1)2 + (y − 2)2 + z2 = 21.

649. Написати рiвняння сфери, вписаної в тетраедр, утворений коор-
динатними площинами i площиною x + 2y − 2z + 8 = 0.

650. Довести, що сфери Φ1 i Φ2, якi заданi рiвняннями

x2 + y2 + z2 − 2x + 4y − 20 = 0, x2 + y2 + z2 + 2x− 2z − 14 = 0,

перетинаються, i знайти рiвняння площини Π ⊃ γ, γ = Φ1 ∩Φ2.
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6 ПОВЕРХНI ДРУГОГО ПОРЯДКУ

6.1 Поверхнi обертання

651. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням параболи

z2 = 10y, x = 0 навколо осi Oz.

652. Парабола з параметром p = 5 розташована на площинi Oyz
так, що дирктриса спiвпадає з вiссю Oz. Написати рiвняння
поверхнi, утвореної обертанням даної параболи навколо осi Oz.

653. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням навколо осi
Oy кожної з наступних кривих, розташованих в площинi Oxy:

а) елiпса
x2

a2
+

y2

b2
= 1;

б) гiперболи
x2

a2
− y2

b2
= 1;

в) гiперболи
x2

a2
+

y2

b2
= −1;

г) параболи x2 = 2py.

654. Написати рiвняння поверхнi, утвореної обертанням синусоїди
z = sin y навколо осi Oz.

655. Довести, що поверхнi, заданi кожним з наступних рiвняннь, є
поверхнями обертання. Знайти твiрнi кривi та вiсi обертання:

а) x4 + 2x2y2 + y4 + x2 + y2 + z = 0;

б) x2 + y2 + z2 = 3±
√

x2 + y2;

в)
x2

a2
− y2

b2
+

z2

a2
= 1.

656. Довести, що поверхня, визначена рiвнянням

(x2 + y2 + z2 + 21)2 = 100(x2 + y2)

є поверхнею обертання. Визначити її перерiз з площиною Oxy.
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657. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням елiпса

x2

a2
+

y2

b2
= 1, z = 0 навколо осi Ox.

658. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням гiперболи
x2

a2
− y2

b2
= 1, y = 0 навколо осi Oz.

6.2 Цилiндричнi i конiчнi поверхнi

659. Скласти рiвняння кругової цилiндричної поверхнi, якщо вiдомi
рiвняння її вiсi: x = 7 + 3t, y = 1 + 4t, z = 3 + 2t i координати
однiєї з її точок M0(2,−1, 0).

660. Скласти рiвняння кругової цилiндричної поверхнi, якщо вiдомi
рiняння її вiсi: x = t, y = 1 + 2t, z = −3− 2t i координати однiєї
з її точок M0(1,−2, 1).

661. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi в кожному з наступних
випадкiв:

а) напрямна лежить в площинi Oxy i має рiвняння

x2 +2xy+3y2−x = 0, а твiрнi паралельнi вектору ~s(1, 0, 1);

б) напрямна лежить в площинi Oyz i має рiвняння

y2 − yz + 5 = 0, а твiрнi паралельнi осi Ox;

в) напрямна лежить в площинi Oxy i має рiвняння
x2

5
− y2

4
= 1, а твiрнi паралельнi вектору ~p(1, 2,−1);

г) напрямна лежить в площинi Oxz i є колом (x−1)2+z2 = 4,
а твiрнi паралельнi осi Oy.

662. Написати рiвняння цилiндричної поверхнi обертання, якщо вiсь
обертання спiвпадає з вiссю Oz, а радiус r = 5.

663. Написати рiвняння цилiндричної поверхнi обертання, якщо вiсь
обертання проходить через початок координат i паралельна ве-
ктору ~a(0,−1, 1), а r = 3.
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664. Написати рiвняння конiчної поверхнi, якщо:

а) напрямна в площинi Oxy задана рiвнянням x2 + y2− y = 0,
а вершина має координати S(1, 0, 1);

б) напрямна в площинi Oxy задана рiвнянням x2 + y2 = 16, а
вершина має координати S(0, 0, 1).

665. Скласти рiвняння конiчної поверхнi з вершиною в точцi
S(1, 2, 4), твiрнi якої утворюють з площиною 2x + 2y + z = 0
кут ϕ = 45◦.

666. Скласти рiвняння кругової конiчної поверхнi, вершина якої зна-
ходиться в точцi S(1, 2, 3), вiсь перпендикулярна до площини
2x + 2y − z + 1 = 0, а твiрнi утворюють з вiссю кут, рiвний
ϕ = 30◦.

667. Скласти рiвняння конуса з вершиною в початку координат, на-
прямна якого задана рiвняннями x2 − 2z + 1 = 0, y − z + 1 = 0.

668. Скласти рiвняння конуса, вершина якого знаходиться в точцi
S(3,−1,−2), а напрямна задана рiвняннями x2 + y2 − z2 = 1,
x− y + z = 0.

669. Вiсь Oz є вiссю кругового конуса з вершиною в початку ко-
ординат, точка M1(3,−4, 7) лежить на його поверхнi. Скласти
рiвняння цього конуса.

670. Пряма
x− 2

2
=

y + 1
−2

=
z + 1
−1

є вiсь кругового конуса, вершина

якого лежить на площинi Oyz. Скласти рiвняння цього конуса,

знаючи, що точка M1

(
1, 1,−5

2

)
лежить на його поверхнi.

671. Скласти рiвняння конуса з вершиною в початку координат, твiр-
нi якого дотикаються сфери (x + 2)2 + (y − 1)2 + (z − 3)2 = 9.

672. Скласти рiвняння конуса з вершиною в точцi S(3, 0,−1), твiрнi

якого дотикаються елiпсоїда
x2

6
+

y2

2
+

z2

3
= 1.
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673. Скласти рiвняння цилiндра, твiрнi якого паралельнi вектору
~l(2,−3, 4), а напрямна задана рiвняннями x2 + y2 = 9, z = 1.

674. Скласти рiвняння цилiндра, напрямна якого задана рiвняннями
x2− y2 = z, x + y + z = 0, а твiрнi перпендикулярнi до площини
напрямної.

675. Написати рiвняння цилiндра другого порядку, який проходить
через точки M1(1, 0,−1), M2(2, 0, 2), якщо площини

Π1: x + 2y + z = 0, Π2: x− z = 0

є площинами симетрiї цилiндра, а пряма l = Π1 ∩ Π2 — вiссю
симетрiї.

676. Написати рiвняння конуса обертання, який проходить через пря-
мi:

l1 :


x = 2 + t,
y = 2t,
z = −1 + 2t;

l2 :


x = 2 + 2t,
y = t,
z = −1 + 2t;

l3 :


x = 2− t,
y = 2t,
z = −1− 2t.

677. Написати рiвняння цилiндричної поверхнi обертання, знаючи
рiвняння трьох його твiрних:

l1 :


x = t,
y = t,
z = t;

l2 :


x = −1 + t,
y = t,
z = 1 + t;

l3 :


x = 1 + t,
y = −1 + t,
z = 2 + t.

678. Написати рiвняння цилiндра обертання, що проходить черех то-
чку M0(1,−2, 1), вiссю якого є пряма:

x = t, y = 1 + 2t, z = −3− 2t.

679. Параболiчний цилiндр проходить через точки M1(1, 1, 1),
M2(1,−1, 1), його твiрнi паралельнi прямiй: x = t, y = t,
z = −2t, а площина x + y + z = 0 є його площиною симетрiї.
Написати рiвняння цього цилiндра.
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680. Написати рiвняння цилiндра, знаючи напрямний вектор
~a(5, 3,−2) його твiрних i рiвняння його напрямної:

1)
{

x2 + y2 = 25,
z = 0;

2)
{

y2 − z2 = 4,
x = 0;

3)
{

x2 = 2z,
y = 0.

681. Написати рiвняння цилiндричної поверхнi, твiрнi якої дотикаю-
ться до сфери x2 + y2 + z2 = 1 i утворюють рiвнi кути з осями
координат.

682. Написати рiвняння конуса, описаного навколо сфер:

x2 + y2 + z2 = 4, (x− 2)2 + y2 + z2 = 9.

683. Конус заданий рiвнянням x2 + y2 − z2 = 0. Написати рiвняння
площини, що проходить через точки M1(0,−2, 2), M2(−1, 0, 0) i
перетинає даний конус по параболi.

684. Написати рiвняння конуса з вершиною S(1, 0,−1), що проходить
через лiнiю: 

x2

9
+

y2

16
− z2

4
= 1,

x + y = 0.

685. Напрямна конуса задана рiвняннями:{
3x2 + 6y2 − z = 0,
x + y + z = 1,

а вершина знаходиться в точцi S(−3, 0, 0). Скласти рiвняння
конуса.

686. Скласти рiвняння цилiндра, напрямною якого є коло{
x2 + y2 = 25,
z = 0

i напрямок твiрної заданий вектором ~s(5, 3, 2).

687. Знайти рiвняння цилiндра, знаючи, що вiн проходить через кри-
ву {

(x− 1)2 + (y + 3)2 + (z − 2)2 = 25,
x + y − z + 2 = 0,
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а твiрна його: 1) паралельна осi Ox; 2) паралельна прямiй x = y,
z = c.

688. Напрямна цилiндра задана рiвняннми:
{

x = y2 + z2,
x = 2z,

а твiрна

його перпендикулярна до площини напрямної. Скласти рiвняння
цилiндра.

6.3 Елiпсоїди, гiперболоїди, параболоїди

689. Написати рiвняння елiпсоїда, вiсi якого спiвпадають з вiсями
координат i який:

а) проходить через точку M(2, 0, 1) i перетинає площину Oxy

по елiпсу
x2

8
+

y2

1
= 1;

б) проходить через точку N(1,
√

3,
√

3) i перетинає площину

Oyz по елiпсу
y2

4
+

z2

5
= 1;

в) перетинає площину Oyz по елiпсу
y2

25
+

z2

2
= 1, а площину

Oxy — по колу x2 + y2 = 25.

690. Написати канонiчне рiвняння однопорожнинного гiперболоїда,
якщо поверхня:

а) проходить через точку A(
√

5, 3, 2) i перетинає площину

Oxz по гiперболi
x2

5
− z2

4
= 1;

б) перетинає площину Oxy по колу x2 + y2 = 9, а площину

Oxz — по гiперболi
x2

9
− z2

10
= 1.

691. Знайти перерiз елiпсоїда
x2

16
+

y2

9
+

z2

4
= 1 координатними пло-

щинами прямокутної декартової системи координат.

692. Знайти проекцiю на площину Oxy лiнiї перерiзу однопорожнин-

ного гiперболоїда
x2

16
+

y2

16
− z2

4
= 1 з площиною x = 2z.
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693. Дослiдити методом перерiзiв наступнi поверхнi другого порядку:

а) z =
x2

4
+

y2

16
;

б) x2 + 2y2 − 4z2 − 8z − 8 = 0;

в) x2 + y2 + z2 − 4z + 5 = 0;

г)
x2

4
− y2

9
= 1;

д) x2 − 2x + z2 − 3 = 0.

694. Знайти рiвняння проекцiй на координатнi площини перерiзу елi-
птичного параболоїда y2 + z2 = x площиною x + 2y − z = 0.

695. Встановити, яка лiнiя є перерiзом елiпсоїда
x2

12
+

y2

4
+

z2

3
= 1

площиною 2x− 3y + 4z − 11 = 0, i знайти її центр.

696. Встановити, яка лiнiя є перерiзом гiперболiчного параболоїда
x2

2
− z2

3
= y площиною 3x− 3y + 4z + 2 = 0, i знайти її центр.

697. Довести, що елiпсоїд
x2

81
+

y2

36
+

z2

9
= 1 має одну спiльну точку

з площиною 4x− 3y + 12z − 54 = 0 i знайти її координати.

698. Визначити, при якому значеннi m площина x− 2y − 2z + m = 0

дотикається елiпсоїда
x2

144
+

y2

36
+

z2

9
= 1.

699. Скласти рiвняння площини, перпендикулярної до вектора

~n(2,−1,−2) i дотикається елiптичного параболоїда
x2

3
+

y2

4
= 2z.

700. Провести дотичнi площини до елiпсоїда 4x2 + 16y2 + 8z2 = 1
паралельно площинi x − 2y + 2z + 17 = 0, обчислити вiдстань
мiж знайденими площинами.

701. Переконавшись, що точка M(1, 3,−1) лежить на гiперболчному
параболоїдi 4x2 − z2 = y, скласти рiвняння його прямолiнiйних
твiрних, що проходять через M .
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702. Скласти рiвняння прямолiнiйних твiрних однопорожнинного гi-

перболоїда
x2

4
+

y2

9
− z2

16
= 1, паралельних площинi

6x + 4y + 3z − 17 = 0.

703. Вiсi симетрiї елiпсоїда є вiсями ортонормованого репера. Напи-
сати рiвняння цього елiпсоїда, якщо вiн проходить через елiпс:

z = 0,
x2

27
+

y2

12
= 1 i точку M(3, 2, 5).

704. Написати рiвняння елiпсоїда з пiввiсями |O′A1| = 4, |O′B1| = 2,
|O′C1| = 1, якщо вiдомi рiвняння його площин симетрiї

Π1: x + y + z − 1 = 0, Π2: x + y − 2z = 0, Π3: x− y + 1 = 0

i O′B1 = Π1 ∩Π3, O′C1 = Π2 ∩Π3.

705. Данi вершини елiпсоїда A1(8, 0, 0), A2(−2, 0, 0). Написати рiв-
няння цього елiпсоїда, знаючи, що площина Oyz перетинає його

по елiпсу: x = 0,
y2

9
+

z2

4
= 1.

706. Данi рiвняння елiпсоїда Φ:
x2

3
+

y2

12
+

z2

27
= 1, прямої

l:
{

2x− y = 0,
z − 9 = 0

i точка M0(−3, 1, 1). Написат рiвняння тiєї

дотичної площини до елiпсоїда Φ, яка проходить через пряму l
i не перетинає вiдрiзок OM0.

707. Вiсi симетрiї однопорожнинного гiперболоїда Φ слугують вi-
сями ортонормованого репера i Φ проходить через елiпс

γ1:

 x2

4
+

y2

16
= 1,

z = 0
i гiперболу γ2:

 y2

16
− z2

5
= 1,

x = 0
. Напи-

сати рiвняння гiперболоїда Φ.

708. Вiсi симетрiї однопорожнинного гiперболоїда слугуть вiсями ор-
тонормованого репера. Написати рiвняння цього гiперболоїда,
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якщо вiн проходить через лiнiю

{
25x2 − 16z2 = 144,

x = y
i точку

M0(3, 4, 3).

709. Знайти рiвняння прямолiнiйних твiрних поверхнi

x2

25
− y2

9
+

z2

4
= 1,

якi проходять через точку M0(5, 3, 2).

710. Написати рiвняння площини, яка паралельна данiй площинi

Π: x − y + z − 5 = 0 i перетинає параболоїд
x2

9
− z2

4
= 2y

по двом прямолiнiйним твiрним. Знайти рiвняння цих твiрних.

711. Знайти рiвняння прямолiнiйних твiрних параболоїда

x2

8
− y2

2
= 2z,

паралельних площинi 6x + 4y − 8z + 1 = 0.

712. Написати рiвняння площини, яка дотикається поверхнi

x2

9
+

y2

1
− z2

4
= −1

в точцi M0(−6, 2, 6).

713. В точцi M0

(
−2, 1,−1

2

)
провести нормаль до елiпсоїда

x2

8
+

y2

4
+

z2

1
= 1.

714. Знайти дотичнi площини елiпсоїда
x2

21
+

y2

6
+

z2

4
= 1, якi були б

паралельнi площинi 2x + 2y − 3z = 0.
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715. Знайти дотичнi площини параболоїда
x2

12
+

y2

4
= z, якi були б

паралельнi площинi x− y − 2z = 0.

716. Знайти площину, яка дотикається конуса
x2

4
+

y2

3
− z2

1
= 0 в

точцi M0(4,−6, 4).

717. До однопорожнинного гiперболоїда
x2

36
+

y2

9
− z2

4
= 1 про-

вести дотичнi площини через кожну з наступних прямих: 1)
x

3
=

y + 9
3

=
z

1
; 2)

x− 9
−1

=
y

4
=

z

1
; 3)

x

6
=

y

−3
=

z + 2
4

i

дослiдити, як цi прямi розташованi вiдносно гiперболоїда.

6.4 Загальна теорiя поверхонь другого порядку

Поверхнею другого порядку називається геометричне мiсце точок
простору, координати яких в деякiй афiннiй системi координат за-
довольняють рiвняння:

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz +

+2a14x + 2a24y + 2a34z + a44 = 0. (1)

Коефiцiєнти aij залежать вiд вибору системи кординат. Однiєю
з основних задач теорiї поверхонь другого порядку є спрощення за-
гального рiвняння (1) шляхом належного пiдбору нової системи ко-
ординат. Спрощення рiвняння (1), так як i у випадку кривої другого
порядку, проводиться у два етапи.

а) Спрощення рiвняння поверхнi шляхом повороту системи ко-
ординат. Якщо поверхня задана в прямокутнiй декартовiй системi
Oxyz рiвнянням (1), то завжди iснує така нова прямокутна декар-
това система, отримана з вихiдної шляхом повороту системи ,в якiй
поверхня має рiвняння, що не мiстить добуткiв змiнних. Напрямки
осей цiєї системи називаються головними напрямками поверхнi дру-
гого порядку.
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Для знаходження головних напрямкiв спочатку складають хара-
ктеристичне рiвняння поверхнi:∣∣∣∣∣∣

a11 − s a12 a13

a21 a22 − s a23

a31 a32 a33 − s

∣∣∣∣∣∣ = 0. (2)

Коренi s1, s2 i s3 характеристичного рiвняння завжди дiйснi чи-
сла, i кожному кореню вiдповiдає головний напрямок. Якщо sk —
корiнь рiвняння (2), то координати вектора головного напрямку, який
вiдповiдає кореню sk, визначається з системи рiвнянь:

(a11 − sk)p1
k + a12p

2
k + a13p

3
k = 0,

a21p
1
k + (a22 − sk)p2

k + a23p
3
k = 0,

a31p
1
k + a32p

2
k + (a33 − sk)p3

k = 0.

(3)

Визначивши координати одиничних векторiв ~i ′(p1
1, p

2
1, p

3
1),

~j ′(p1
2, p

2
2, p

3
2), ~k ′(p1

3, p
2
3, p

3
3), якi мають головнi напрямки, легко

записати формули перетворення при переходi вiд вихiдної системи до
нової. Рiвняння даної поверхнi в новiй системi Ox′y′z′ в загальному
видi запишеться так:

s1x
′2 + s2y

′2 + s3z
′2 + 2a′14x

′ + 2a′24y
′ + 2a′34z

′ + a44 = 0, (4)

де a′l4 = a14p
1
l + a24p

2
l + a34p

3
l (l = 1, 2, 3).

б) Спрощення рiвняння поверхнi шляхом перемiщення початку
координат. Подальше спрощення рiвняння (4) проводиться за допо-
могою перемiщення початку координат. Шляхом належного пiдбору
нового початку рiвняння (4) можна звести до одного з наступних
видiв:

s1x̃
2 + s2ỹ

2 + s3z̃
2 + a′33 = 0;

s1x̃
2 + s2ỹ

2 = 2a′14z̃.

Користуючись цими спiввiдношеннями, можна дати повну класи-
фiкацiю поверхонь другого порядку. Iснують 17 типiв поверхонь дру-
гого порядку, перелiк яких з вiдповiдними канонiчними рiвняннями
даний в таблицi на сторiнцi 97.
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Нехай поверхня другого порядку задана рiвнянням (1), а пряма —
параметричними рiвняннями:

x = p1t + x1, y = p2t + x2, z = p3t + x3. (5)

Тут ~p(p1, p2, p3) — напрямний вектор, а M0(x1, x2, x3) — початкова
точка.

№ Назва поверхнi Канонiчне рiвняння

1 Елiпсоїд
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

2 Уявний елiпсоїд
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= −1

3 Однопорожнинний гiперболоїд
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

4 Двохпорожнинний гiперболоїд
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= −1

5 Дiйсний конус
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0

6 Уявний конус
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 0

7 Елiптичний параболоїд
x2

p
+

y2

q
= 2z; p > 0, q > 0

8 Гiперболiчний параболоїд
x2

p
− y2

q
= 2z; p > 0, q > 0

9 Дiйсний елiптичний цилiндр
x2

a2
+

y2

b2
= 1

10 Уявний елiптичний цилiндр
x2

a2
+

y2

b2
= −1

11 Гiперболiчний цилiндр
x2

a2
− y2

b2
= 1
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№ Назва поверхнi Канонiчне рiвняння

12 Двi дiйснi площини, що перетинаються
x2

a2
− y2

b2
= 0

13 Двi уявнi площини, що перетинаються
x2

a2
+

y2

b2
= 0

14 Параболiчний цилiндр x2 = ±2py

15 Двi дiйснi паралельнi площини x2 − a2 = 0

16 Двi уявнi паралельнi площини x2 + a2 = 0

17 Двi спiвпавшi площини x2 = 0

Для знаходження параметрiв точок перетину необхiдно пiдставити
значення x, y i z з (5) в спiввiдношення (1). Пiсля елементарних
перетворень отримуємо:

Pt2 + 2Qt + R = 0, (6)

де

P =
3∑

α,β=1

aα,βpαpβ, Q =
3∑

α,β=1

aα,βpαxβ , R = Φ(x1, x2, x3),

де Φ(x, y, z) — лiва частина рiвняння (1).
Прямi, напрямнi вектори яких задовольняють умову P = 0, на-

зиваються прямими асимптотичного напрямку по вiдношенню до
даної поверхнi, а напрямнi вектори цих прямих — векторами асим-
птотичного напрямку або асимптотичними векторами. Конусом
асимптотичних напрямкiв даної поверхнi, називається конiчна по-
верхня з вершиною в довiльнiй точцi простору, всi твiрнi якої мають
асиптотичний напрямок.

Так як i у випадку кривої, число точок перетину поверхнi (1) з
прямою (5) визначається числом рiзних коренiв рiвняння (6).

Якщо пряма не має асимптотичного напрямку по вiдношенню до
поверхнi, то вона перетинається з нею в двох точках:
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а) дiйсних i рiзних, якщо Q2 − PR > 0,
б) комплексно спряжених, якщо Q2 − PR < 0,
в) спiвпавших, якщо Q2 − PR = 0. В цьому випадку кажуть, що

пряма дотикається поверхнi.
Якщо пряма має асимптотичний напрямок по вiдношенню до по-

верхнi, то вона або перетинається з нею в однiй точцi (P = 0, Q 6= 0),
або не має з нею жодної спiльної точки (P = Q = 0, R 6= 0), або на-
лежить поверхнi (P = Q = R = 0).

Асимптотою поверхнi другого порядку називається кожна пря-
ма, яка не має жодної спiльної точки (нi дiйсної, нi комплексної!) з
поверхнею.

Прямолiнiйною твiрною називається пряма, що цiлком належить
поверхнi.

Геометричне мiсце середин всiх хорд поверхнi (1), паралельних ве-
ктору ~p(p1, p2, p3) неасимптотичного напрямку, є площина, яка задана
рiвнянням:

p1(a11x + a12y + a13z + a14) + p2(a21x + a22y + a23z + a24) +

+p3(a31x + a32y + a33z + a34) = 0. (7)

Ця площина називається дiаметральною площиною, вiдповiдною
або спряженою вектору ~p.

Точка C простору називається центром поверхнi другого по-
рядку, якщо поверхня симетрична вiдносно C. Для того щоб точка
C(x0, y0, z0) була центром поверхнi (1), необхiдно i достатньо, щоб її
координати завольняли систему рiвнянь:

a11x + a12y + a13z + a14 = 0,

a21x + a22y + a23z + a24 = 0,

a31x + a32y + a33z + a34 = 0.

Поверхнi, якi мають тiльки один центр називаються центральни-
ми, а iншi поверхнi — нецентральними. Нецентральнi поверхнi або
не мають жодного центра, або мають пряму або площину центрiв.
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Якщо координати двох ненульових векторiв ~p(p1, p2, p3) i
~q(q1, q2, q3) задовольняють умову:

3∑
α,β=1

aα,βpαqβ = 0,

то вектори ~p i ~q називаються спряженими вiдносно поверхнi (1).
Напрямок ненульового вектора ~p називається головним вiдносно

даної поверхнi, якщо будь-який вектор, що перпендикулярний йому,
спряжений з ним.

Якщо поверхня задана в прямокутнiй декартовiй системi рiвнян-
ням (1), то головнi напрямки визначаються з системи (3), де sk —
корiнь характеристичного рiвняння (2).

Кожна поверхня другого порядку має принаймнi три взаємно пер-
пендикулярних напрямки. Вiсi координат мають головнi напрямки1

тодi i тiльки тодi, коли

a12 = a13 = a23 = 0.

Дiаметральна площина поверхнi другого порядку називається го-
ловною, якщо вона перпендикулярна вiдповiдним хордам. Для визна-
чення головних дiаметральних площин можна скористатись насту-
пною теоремою: для того щоб дiаметральна площина була голов-
ною, необхiдно i достатньо, щоб вiдповiдний вектор був вектором
головного, але не асимптотичного напрямку.

6.4.1 Зведення загального рiвняння поверхнi другого порядку
до канонiчного виду

За допомогою перетворення обертання прямокутної декартової систе-
ми координат звести до канонiчного виду наступнi рiвняння повер-
хонь другого порядку i написати формули перетворення.

718. 7x2 + 6y2 + 5z2 − 4xy − 4yz − 36 = 0.

719. 5x2 + 2y2 + 5z2 − 4xy − 2xz − 4yz − 24 = 0.
1 Див. означення головних напрямкiв, яке дане на сторiнцi 95.
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720. 2x2 + 2y2 − 5z2 + 2xy − 15 = 0.

721. 3x2 + 2y − 4z = 0.

722. x2 + 5y2 + z2 + 2xy + 6xz + 2yz − 12 = 0.

723. x2 + y2 + 4z2 + 2xy + 4xz + 4yz − 24 = 0.

724. x2 − 2y2 + z2 + 4xy − 10xz + 4yz − 6 = 0.

725. 5x2 + 5y2 − 3z2 −+8y − 9 = 0.

726. 5y2 + 4x2 + 6z = 0.

727. x2 + y2 +
1
2
z2 + xz − yz = 3.

728.
1
2
x2 +

1
2
y2 +

5
2
z2 − 3xy − xz + yz − 6 = 0.

729. x2 + y2 + z2 − 2xy + 2xz − 2yz = 4.

За допомогою перемiщення початку прямокутної декартової си-
стеми координат звести до канонiчного виду наступнi рiвняння по-
верхонь другого порядку.

730. x2 − 6y2 + 2z2 − 2x + 12y + 4z + 9 = 0.

731. 3x2 − 2z2 + 12x− 2y + 4z + 6 = 0.

732. y2 + 2z2 − 4y + 12z + 10 = 0.

733. 2x2 + y2 + 4z2 − 4x + 6y + 16z − 1 = 0.

734. x2 + 2z2 − 6x + 4y + 12y − 12z + 1 = 0.

735. 2x2 + 3y2 − 4x + 12y − 12z + 2 = 0.

736. x2 − 2z2 + 6x + 4y − 4z + 3 = 0.

737. x2 − y2 + z2 + 2x + 4y − 3 = 0.

738. x2 − 3y2 + 10x + 12y + 13 = 0.
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739. 5x2 + 10y + 2z2 − 40y + 50 = 0.

740. x2 + 14y + 44 = 0.

За допомогою перетворення обертання системи координат та пе-
ремiщення початку координат звести до канонiчного виду рiвняння
наступних поверхонь другого порядку.

741. 5x2 + 3y2 + 3z2 − 2xy + 2xz − 2yz + 4x + 8y + 12z − 4 = 0.

742. x2 + y2 + 4z2 + 2xy + 4xz + 8x + 4y − 5 = 0.

743. 2xz + 4x− 6y + 8z − 2 = 0.

744. 6x2 + 4y2 + 5z2 + 4xz − 4yz + 4x + 4y + 6z − 25 = 0.

745. 5x2 + 5y2 + 8xy − 4xz + 4yz − 36x + 36y − 18z − 18 = 0.

746. 4x2 + 2y2 + 3z2 + 4xz − 4yz + 8x− 4y + 8z = 0.

747. 5y2 − 2x + 10y − 4z + 1 = 0.

748. 3x2 + 2yz − 6x + 4y − 4z + 1 = 0.

749. 2x2 − 3y2 + 2z2 − 8xz + 4x− 6y + 8z − 35
3

= 0.

6.4.2 Перетин поверхнi з прямою, асимптотичнi напрямки

750. Визначити точки перетину поверхнi другого порядку x2− 2xy +

+2z2 + xz − x− y = 0 з прямою
x− 3

4
=

y − 3
4

=
z − 3

4
.

751. Дана поверхня другого порядку: x2−3xy+xz+y2−x−2y+1 = 0.
Вияснити, якi з векторiв ~a(1, 0, 0), ~b(2, 2, 2), ~c(1, 2, 0), ~d(0, 0, 5)
мають асимптотичнi напрямки по вiдношенню до даної поверхнi.

752. Знайти тi прямолiнiйнi твiрнi поверхнi x2 + y2 − z2 = 1, якi
проходять через точку M(1, 1, 1).
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753. Знайти тi прямолiнiйнi твiрнi поверхнi

x2 + y2 + z2 + 2xy − 2xz − yz + 4x + 3y − 5z + 4 = 0,

якi проходять через точку N(−1,−1, 1).

754. Знайти точки перетину поверхнi i прямої:

1)
x2

81
+

y2

36
+

z2

9
= 1 i

x− 3
3

=
y − 4
−6

=
z + 2

4
;

2)
x2

16
+

y2

9
− z2

4
= 1 i

x

4
=

y

−3
=

z + 2
4

;

3)
x2

5
+

y2

3
= z i

x + 1
2

=
y − 2
−1

=
z + 3
−2

;

4)
x2

9
− y2

4
= z i

x

3
=

y − 2
−2

=
z + 1

2
.

6.4.3 Дiаметральнi площини, центр, головнi напрямки

755. Знайти рiвняння тiєї дiаметральної площини поверхнi

x2 − y2 + 2z2 − 4xy + 2xz − 6yz − 2x + 4y − 5 = 0,

яка спряжена напрямку прямої:
{

2x− y − z + 1 = 0,
x + y − 2z + 3 = 0.

756. Знайти рiвняння тiєї дiаметральної площини поверхнi

6x2 + 9y2 + z2 − 6xy − 4xz − 2y − 3 = 0,

яка паралельна площинi x + 3y − z + 5 = 0.

757. Знайти рiвняння тiєї дiаметральної площини поверхнi

4x2 + 9y2 + z2 − 12xy − 4xz − 5 = 0,

яка проходить через пряму x = 1− 3t, y = 2t, z = 2− t.

758. Знайти рiвняння тiєї дiаметральної площини поверхнi 2x2 +
+10y2− 2z2 + 12xy + 8yz + 12x + 4y + 8z− 1 = 0, яка проходить
через пряму x = 1 + t, y = −1− t, z = t.
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759. Знайти рiвняння тiєї дiаметральної площини поверхнi x2 +2y2−
−z2 − 2xy − 2yz + 2xz − 4x− 1 = 0, яка проходить через точки
O(0, 0, 0) i M(1, 1, 0).

760. Знайти спiльну дiаметральну площину наступних поверхонь:

x2 − 2y2 + z2 − 4xz + 6yz − 8x + 10y = 0,

3x2 + 2y2 − 2xz + 4yz − 4x− 8z − 8 = 0,

x2 + y2 + z2 + 2xy + 6xz − 2yz + 2x− 6y − 2z = 0.

761. Знайти спiльну дiаметральну площину поверхонь:

4x2 + 2y2 + 3z2 + 4xz − 4yz + 8x− 4y + 8z = 0,

x2 + 9y2 + 2z2 − 4xy − 6xz + 2yz + 8x− 16y + 1 = 0.

762. Скласти рiвняння дiаметральної площини поверхнi x2 − xy +
+2yz + x− z = 0, що проходить через точку (1, 1, 1) i спряжена
напрямку вектора ~a, паралельного площинi Oxy.

763. Знайти центри наступних поверхонь другого порядку:

а) x2 + y2 + z2 + 2xy + 6xz − 2yz + 2x− 6y − 2z = 0;

б) 3x2 + 2y2 − 2xz + 4yz − 4x− 8z − 8 = 0;

в) 2x2 + 12y2 + 4z2 + 8xy − 4xz + 12yz − 10x + 14z + 7 = 0.

764. Знайти геометричне мiсце центрiв i визначити тип кожної з на-
ступних поверхонь другого порядку:

а) 9x2 + 5y2 + 9z2 − 12xy − 6yz + 12y − 36z = 0;

б) 2x2 + 10y2 − 2z2 + 12xy + 8yz + 12x + 4y − 8z − 1 = 0;

в) x2 + 4y2 + 4xz − 2yz = 0;

г) 2x2 + 2y2 + 2z2 + 4xy − 4xz − 4yz + 5x + 5y − 5z + 2 = 0.

765. Знайти рiвняння головних дiаметральних площин i осей насту-
пних поверхонь другого порядку:
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а) x2 + y2 + 5z2 − 6xy − 2xz + 2yz − 4x + 6y + 2z − 8 = 0;

б) 5x2 − y2 + z2 + 4xy + 6xz + 2x + 8y + 6z − 10 = 0;

в) 5x2 + 2y2 + 5z2 − 4xy − 2xz − 4yz − 6x + 6y − 7 = 0;

г) x2 + y2 + 3z2 + 2xy − 6xz + 6yz − 4x + 4y − 2z − 12 = 0;

д) 2x2 + 3y2 + 2z2 + 2xy + 4xz + 2yz + 2x + 6y + 2z = 0.

766. Знайти дiаметральну площину поверхнi 2x2 +5y2 +8z2 +12yz +
+6xz+2xy+8x+14y+18z = 0, спряжену хордам, паралельним:

1) прямiй
x− 5

3
=

y

2
=

z + 1
−5

; 2) осi Ox; 3) осi Oy; 4) осi Oz.

767. Знайти дiаметр поверхнi x2 + 9y2 + 2z2− 4xy− 6xz + 2yz + 8x−
−16y+1 = 0, який проходить черех початок координат, i скласти
рiвняння спряженої йому дiаметральної площини.

768. Дана поверхня 6x2 + 9y2 + z2 − 4xz + 6xy = 2y − 3 = 0. Знайти
дiаметральну площину, паралельну площинi x + 3y − z + 5 = 0,
i скласти рiвняння спряженого йому дiаметра.

769. Знайти ту дiаметральну площину поверхнi x2 +3z2−6xy +8x+

+5 = 0, яка проходить через пряму
x + 3

2
=

y

5
=

z − 1
3

.

770. Знайти спiльну дiаметральну площину трьох поверхонь:

x2 + y2 + z2 − 2x + 4y − 11 = 0;

3y2 + 4xy − 8xz + 6z + 5 = 0;

8x2 − 3y2 + 7z2 + 4xy − 9xz − 15 = 0.

771. Знайти головнi напрямки поверхнi 2x2 + 2y2 − 5z2 + 2xy − 2x−
−4y − 4z + 2 = 0.

772. Знайти головнi вiсi поверхнi x2 + y2 + 5z2 − 6xy − 2xz + 2yz −
−6x + 6y − 6z + 9 = 0.

773. Знайти головнi дiаметральнi площини поверхнi x2 + y2 − 3z2 −
−6yz − 6xz − 2xy + 2x + 2y + 4z = 0.
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