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1 Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä

Ïóñòü ïåðåìåííîå x ñïîñîáíî ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ,
ïðèíàäëåæàùèå êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó X, êîòîðîå
ñîñòîèò èç N ýëåìåíòîâ. Ãîâîðÿò, ÷òî ¾ýíòðîïèÿ¿
ïåðåìåííîãî ðàâíà

H(x) = log2N:

Óêàçûâàÿ îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå x = a ïåðåìåí-
íîãî x, ìû ¾ñíèìàåì¿ ýòó ýíòðîïèþ, ñîîáùàÿ ¾èí-
ôîìàöèþ¿

I = log2N:

Åñëè ïåðåìåííûå x1; x2; : : : ; xk ñïîñîáíû íåçàâèñè-
ìî ïðîáåãàòü ìíîæåñòâà, êîòîðûå ñîñòîÿò ñîîòâåò-
ñòâåííî èç N1; N2; : : : ; Nk ýëåìåíòîâ, òî

H(x1; x2; : : : ; xk) =

H(x1) +H(x2) + : : :+H(xk): (1)

Äëÿ ïåðåäà÷è êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè I ïðèõî-
äèòñÿ óïîòðåáëÿòü

I0 =

�
I; ïðè I öåëîì,
[I] + 1; ïðè I äðîáíîì

äâîè÷íûõ çíàêîâ. Íàïðèìåð, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
¾ñëîâ¿, ñîñòîÿùèõ èç k íóëåé è åäèíèö è îäíîé
äâîéêè, ðàâíî 2k(k + 1).
Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî èíôîðìàöè â òàêîãî ðîäà ñîá-
ùåíèè ðàâíî

I = k + log2(k + 1);

ò.å. äëÿ ¾êîäèðîâàíèÿ¿ òàêîãî ðîäà ñëîâ â ÷èñòîé
äâîè÷íîé ñèñòåìå òðåáóåòñÿ1

I0 � k + log2 k

�Íîâîå â æèçíè, íàóêå, òåõíèêå. Ñåð. ¾Ìàòåìàòèêà, êè-
áåðíåòèêà¿. 1'91, ñòð. 24-29, ISBN 5-07-001613-X

1Âñþäó äàëåå f � g îáîçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü f �g îãðà-
íè÷åíà, à f � g, ÷òî îòíîøåíèå f : g ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.

íóëåé è åäèíèö.
Ïðè èçëîæåíèè òåîðèè èíôîðìàöèè îáû÷íî íå

çàäåðæèâàþòñÿ íàäîëãî íà òàêîì êîìáèíàòîðíîì
ïîäõîäå ê äåëó. Íî ìíå êàæåòñÿ ñóùåñòâåííûì
ïîä÷åðêíóòü åãî ëîãè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü îò êà-
êèõ áû òî íè áûëî âåðîÿòíîñòíûõ äîïóùåíèé.
Ïóñòü, íàïðèìåð, íàñ çàíèìàåò çàäà÷à êîäèðîâà-
íèÿ ñîîáùåíèé, çàïèñàííûõ â àëôàâèòå, ñîñòîÿ-
ùåì èç s áóêâ, ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî ÷àñòîòû

pr = sr=s (2)

ïîÿâëåíèÿ îòäåëüíûõ áóêâ â ñîîáùåíèè äëèíû n

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

� = �

sX
r=1

pr log2 pr � h: (3)

Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ n äâîè÷íûé
ëîãàðèôì ÷èñëà ñîîáùåíèé, ïîä÷èíåííûõ òðåáî-
âàíèþ (3), èìååò àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó:

H = log2N � nh:

Ïîýòîìó ïðè ïåðåäà÷å òàêîãî ðîäà ñîîáùåíèé äî-
ñòàòî÷íî óïîòðåáèòü ïðèìåðíî nh äâîè÷íûõ çíà-
êîâ.
Óíèâåðñàëüíûé ìåòîä êîäèðîâàíèÿ, êîòîðûé

ïîçâîëèò ïåðåäàâàòü ëþáîå äîñòàòî÷íî äëèííîå
ñîîáùåíèå â àëôàâèòå èç s áóêâ, óïîòðåáëÿÿ íå
ìíîãèì áîëåå ÷åì nh äâîè÷íûõ çíàêîâ, íå îáÿ-
çàí áûòü ÷ðåçìåðíî ñëîæíûì, â ÷àñòíîñòè, íå
îáÿçàí íà÷èíàòüñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò pr äëÿ
âñåãî ñîîáùåíèÿ. ×òîáû ïîíÿòü ýòî, äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü: ðàçáèâàÿ ñîîáùåíèå S íà m îòðåçêîâ
S1; S2; : : : ; Sm, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

� � n�1[n1�1 + n2�2 + : : :+ nm�m]: (4)

Âïðî÷åì, ÿ íå õî÷ó âõîäèòü çäåñü â äåòàëè ýòîé
ñïåöèàëüíîé çàäà÷è. Ìíå âàæíî ëèøü ïîêàçàòü,
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÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîáëåìàòèêà, âîçíèêàþùàÿ
íà ïî÷âå ÷èñòî êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà ê èçìåðå-
íèþ êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè, íå îãðàíè÷èâàåòñÿ
òðèâèàëüíîñòÿìè.
Âïîëíå åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êîìáèíà-

òîðíûé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ ¾ýíòðîïèè ðå÷è¿, åñ-
ëè èìåòü â âèäó îöåíêó ¾ãèáêîñòè¿ ðå÷è - ïîêà-
çàòåëÿ ðàçâåòâëåííîñòè âîçìîæíîñòåé ïðîäîëæå-
íèÿ ðå÷è ïðè äàííîì ñëîâàðå è äàííûõ ïðàâè-
ëàõ ïîñòðîåíèÿ ôðàç. Äëÿ äâîè÷íîãî ëîãàðèôìà
÷èñëà N ðóññêèõ ïå÷àòíûõ òåêñòîâ, ñîñòàâëåííûõ
èç ñëîâ, âêëþ÷åííûõ â ¾Ñëîâàðü ðóññêîãî ÿçûêà¿
Ñ. È. Îæåãîâà è ïîä÷èíåííûõ ëèøü òðåáîâàíèþ
¾ãðàììàòè÷åñêîé ïðàâèëüíîñòè¿ äëèíû n, âûðà-
æåííîé â ¾÷èñëå çíàêîâ¿ (âêëþ÷àÿ ¾ïðîáåëû¿),
Ì. Ðàòíåð è Í. Ñâåòëîâà ïîëó÷èëè îöåíêó

h = (log2N )=n = 1; 9� 0; 1:

Ýòî çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì îöåíêè ñâåðõó äëÿ
¾ýíòðîïèè ëèòåðàòóðíûõ òåêñòîâ¿, ïîëó÷àåìûå
ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ¾óãàäûâàíèÿ ïðî-
äîëæåíèé¿. Òàêîå ðàñõîæäåíèå âïîëíå åñòåñòâåí-
íî, òàê êàê ëèòåðàòóðíûå òåêñòû ïîä÷èíåíû íå
òîëüêî òðåáîâàíèþ ¾ãðàììàòè÷åñêîé ïðàâèëüíîñ-
òè¿.
Òðóäíåå îöåíèòü êîìáèíàòîðíóþ ýíòðîïèþ

òåêñòîâ, ïîä÷èíåííûõ îïðåäåëåííûì ñîäåðæà-
òåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì. Ïðåäñòàâëÿëî áû, íàïðè-
ìåð, èíòåðåñ îöåíèòü ýíòðîïèþ ðóññêèõ òåêñòîâ,
ìîãóùèõ ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äîñòàòî÷íî òî÷íûå
ïî ñîäåðæàíèþ ïåðåâîäû çàäàííîãî èíîÿçû÷íîãî
òåêñòà. Òîëüêî íàëè÷èå òàêîé ¾îñòàòî÷íîé ýíòðî-
ïèè¿ äåëàåò âîçìîæíûì ñòèõîòâîðíûå ïåðåâîäû,
ãäå ¾çàòðàòû ýíòðîïèè¿ íà ñëåäîâàíèå èçáðàííî-
ìó ìåòðó è õàðàêòåðó ðèôìîâêè ìîãóò áûòü äî-
âîëüíî òî÷íî ïîäñ÷èòàíû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
êëàññè÷åñêèé ÷åòûðåõñòîïíûé ðèôìîâàííûé ÿìá
ñ íåêîòîðûìè åñòåñòâåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà
÷àñòîòó ¾ïåðåíîñîâ¿ è ò. ï. òðåáóåò äîïóùåíèÿ
ñâîáîäû îáðàùåíèÿ ñî ñëîâåñíûì ìàòåðèàëîì, õà-
ðàêòåðèçóåìîé ¾îñòàòî÷íîé ýíòðîïèåé¿ ïîðÿäêà
0,4 (ïðè óêàçàííîì âûøå óñëîâíîì ñïîñîáå èçìåðå-
íèÿ äëèíû òåêñòà ïî ¾÷èñëó çíàêîâ, âêëþ÷àÿ ïðî-
áåëû¿). Åñëè ó÷åñòü, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òî ñòè-
ëèñòè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ æàíðà, âåðîÿòíî, ñíèæà-
þò ïðèâåäåííóþ âûøå îöåíêó ¾ïîëíîé¿ ýíòðîïèè
ñ 1,9 äî íå áîëåå ÷åì 1,1�1,2, òî ñèòóàöèÿ ñòàíîâèò-
ñÿ ïðèìå÷àòåëüíîé êàê â ñëó÷àå ïåðåâîäà, òàê è â

ñëó÷àå îðèãèíàëüíîãî ïîýòè÷åñêîãî òâîð÷åñòâà.
Äà ïðîñòÿò ìíå óòèëèòàðíî íàñòðîåííûå ÷èòà-

òåëè ýòîò ïðèìåð. Â îïðàâäàíèå çàìå÷ó, ÷òî áîëåå
øèðîêàÿ ïðîáëåìà îöåíêè êîëè÷åñòâ èíôîðìàöèè,
ñ êîòîðûìè èìååò äåëî òâîð÷åñêàÿ ÷åëîâå÷åñêàÿ
äåÿòåëüíîñòü, èìååò î÷åíü áîëüøîå çíà÷åíèå.
Ïîñìîòðèì òåïåðü, â êàêîé ìåðå ÷èñòî êîìáè-

íàòîðíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò îöåíèòü ¾êîëè÷åñòâî
èíôîðìàöèè¿, ñîäåðæàùååñÿ â ïåðåìåííîì x îòíî-
ñèòåëüíî ñâÿçàííîãî ñ íèì ïåðåìåííîãî y. Ñâÿçü
ìåæäó ïåðåìåííûìè x è y, ïðîáåãàþùèìè ñîîò-
âåòñâåííî ìíîæåñòâà X è Y , çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî íå âñå ïàðû x, y, ïðèíàäëåæàùèå ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ X�Y , ÿâëÿþòñÿ ¾âîçìîæíûìè¿. Ïî
ìíîæåñòâó âîçìîæíûõ ïàð U îïðåäåëÿþòñÿ ïðè
ëþáîì a 2 X ìíîæåñòâà Ya òåõ y, äëÿ êîòîðûõ
(a; y) 2 U .

x y
1 2 3 4

1 + + + +

2 + � + �
3 � + � �

Åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü óñëîâíóþ ýíòðîïèþ ðà-
âåíñòâîì

H(y j a) = log2N (Ya) (5)

(ãäå N (Yx) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå Yx), à
èíôîðìàöèþ â x îòíîñèòåëüíî y � ôîðìóëîé

I(x : y) = H(y) �H(y j x): (6)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì â òàáëèöå èìå-
åì

I(x = 1 : y) = 0, I(x = 2 : y) = 1,
I(x = 3 : y) = 2.

Ïîíÿòíî, ÷òî H(y j x) è I(x : y) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè îò x (â òî âðåìÿ êàê y âõîäèò â èõ îáîçíà÷åíèå
â âèäå ¾ñâÿçàííîãî ïåðåìåííîãî¿).
Áåç òðóäà ââîäèòñÿ â ÷èñòî êîìáèíàòîðíîé êîí-

öåïöèè ïðåäñòàâëåíèå î ¾êîëè÷åñòâå èíôîðìà-
öèè, íåîáõîäèìîì äëÿ óêàçàíèÿ îáúåêòà x ïðè çà-
äàííûõ òðåáîâàíèÿõ ê òî÷íîñòè óêàçàíèÿ¿. (Ñì.
ïî ýòîìó ïîâîäó îáøèðíóþ ëèòåðàòóðó îá ¾"-
ýíòðîïèè¿ ìíîæåñòâ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñò-
âàõ.)
Î÷åâèäíî,

H(x j x) = 0 I(x : x) = H(x): (7)

2



2 Âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä

Âîçìîæíîñòè äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè èí-
ôîðìàöèè íà îñíîâå îïðåäåëåíèé (5) è (6) îñòà-
ëèñü â òåíè ââèäó òîãî, ÷òî ïðèäàíèå ïåðåìåíûì
x è y õàðàêòåðà ¾ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ¿, îáëàäà-
þùèõ îïðåäåëåííûì ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì
âåðîÿòíîñòåé, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷èòåëüíî áî-
ëåå áîãàòóþ ñèñòåìó ïîíÿòèé è ñîîòíîøåíèé. Â ïà-
ðàëëåëü ê ââåäåííûì â �1 âåëè÷èíàì èìååì çäåñü

HW (x) = �

X
x

p(x) log
2
p(x); (8)

HW (y j x) = �

X
y

p(y j x) log2 p(y j x); (9)

IW (x : y) = HW (y) �HW (y j x): (10)

Ïî-ïðåæíåìó HW (y j x) è IW (x : y) ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè îò x. Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

HW (x) � H(x); HW (y j x) � H(y j x); (11)

ïåðåõîäÿùèå â ðàâåíñòâà ïðè ðàâíîìåðíîñòè ñîîò-
âåòñâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé (íà X è Yx). Âåëè÷è-
íû IW (x : y) è I(x : y) íå ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì
îïðåäåëåííîãî çíàêà. Êàê è â �1,

HW (x j x) = 0; IW (x : x) = HW (x): (12)

Íî îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìîæíî îáðà-
çîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ MHW (y j x),
MIW (x : y), à âåëè÷èíà

IW (x; y) =MIW (x : y) =MIW (y : x) (13)

õàðàêòåðèçóåò ¾òåñíîòó ñâÿçè¿ ìåæäó x è y ñèì-
ìåòðè÷íûì îáðàçîì.
Ñòîèò, îäíàêî, îòìåòèòü è âîçíèêíîâåíèå â âåðî-

ÿòíîñòíîé êîíöåïöèè îäíîãî ïàðàäîêñà: âåëè÷èíà
I(x : y) ïðè êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå âñåãäà íåîòðè-
öàòåëüíà, êàê ýòî è åñòåñòâåííî ïðè íàèâíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè î ¾êîëè÷åñòâå èíôîðìàöèè¿, âåëè÷èíà
æå IW (x : y) ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíîé. Ïîä-
ëèííîé ìåðîé ¾êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè¿ òåïåðü
ñòàíîâèòñÿ ëèøü îñðåäíåííàÿ âåëè÷èíà IW (x; y).
Âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä åñòåñòâåí â òåîðèè ïåðå-

äà÷è ïî êàíàëàì ñâÿçè ¾ìàññîâîé¿ èíôîðìàöèè,
ñîñòîÿùåé èç áîëüøîãî ÷èñëà íå ñâÿçàííûõ èëè
ñëàáî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñîîáùåíèé, ïîä÷è-
íåííûõ îïðåäåëåííûì âåðîÿòíîñòíûì çàêîíîìåð-
íîñòÿì. Â òàêîãî ðîäà âîïðîñàõ ïðàêòè÷åñêè áåç-
âðåäíî è óêîðåíèâøååñÿ â ïðèêëàäíûõ ðàáîòàõ

ñìåøåíèå âåðîÿòíîñòåé è ÷àñòîò â ïðåäåëàõ îä-
íîãî äîñòàòî÷íî äëèííîãî âðåìåíí�îãî ðÿäà (ïîëó-
÷àþùåå ñòðîãîå îïðàâäàíèå ïðè ãèïîòåçå äîñòà-
òî÷íî áûñòðîãî ¾ïåðåìåøèâàíèÿ¿). Ïðàêòè÷åñêè
ìîæíî ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, âîïðîñ îá ¾ýíòðîïèè¿
ïîòîêà ïîçäðàâèòåëüíûõ òåëåãðàìì è ¾ïðîïóñê-
íîé ñïîñîáíîñòè¿ êàíàëà ñâÿçè, òðåáóþùåãîñÿ äëÿ
ñâîåâðåìåííîé è íåèñêàæåííîé ïåðåäà÷è, êîððåêò-
íî ïîñòàâëåííûì â åãî âåðîÿòíîñòíîé òðàêòîâêå
è ïðè îáû÷íîé çàìåíå âåðîÿòíîñòåé ýìïèðè÷åñ-
êèìè ÷àñòîòàìè. Åñëè çäåñü è îñòàåòñÿ íåêîòîðàÿ
íåóäîâëåòâîðåííîñòü, òî îíà ñâÿçàíà ñ èçâåñòíîé
ðàñïëûâ÷àòîñòüþ íàøèõ êîíöåïöèé, îòíîñÿùèõñÿ
ê ñâÿçÿì ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèåé âåðîÿò-
íîñòåé è ðåàëüíûìè ¾ñëó÷àéíûìè ÿâëåíèÿìè¿ âî-
îáùå.

Íî êàêîé ðåàëüíûé ñìûñë èìååò, íàïðèìåð, ãî-
âîðèòü î ¾êîëè÷åñòâå èíôîðìàöèè¿, ñîäåðæàùåì-
ñÿ â òåêñòå ¾Âîéíû è ìèðà¿? Ìîæíî ëè âêëþ-
÷èòü ðàçóìíûì îáðàçîì ýòîò ðîìàí â ñîâîêóï-
íîñòü ¾âîçìîæíûõ ðîìàíîâ¿ äà åùå ïîñòóëèðî-
âàòü íàëè÷èå â ýòîé ñîâîêóïíîñòè íåêîòîðîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé? Èëè ñëåäóåò ñ÷èòàòü
îòäåëüíûå ñöåíû ¾Âîéíû è ìèðà¿ îáðàçóþùèìè
ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ äîñòàòî÷íî áûñò-
ðî çàòóõàþùèìè íà ðàññòîÿíèè íåñêîëüêèõ ñòðà-
íèö ¾ñòîõàñòè÷åñêèìè ñâÿçÿìè¿?

Ïî ñóùåñòâó, íå ìåíåå òåìíûì ÿâëÿåòñÿ è ìîä-
íîå âûðàæåíèå ¾êîëè÷åñòâî íàñëåäñòâåííîé èí-
ôîðìàöèè¿, íåîáõîäèìîé, ñêàæåì, äëÿ âîñïðîèç-
âåäåíèÿ îñîáè âèäà êóêóøêà. Îïÿòü â ïðåäåëàõ
ïðèíÿòîé âåðîÿòíîñòíîé êîíöåïöèè âîçìîæíû äâà
âàðèàíòà. Â ïåðâîì âàðèàíòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñî-
âîêóïíîñòü ¾âîçìîæíûõ âèäîâ¿ ñ íåèçâåñòíî îò-
êóäà áåðóùèìñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà
ýòîé ñîâîêóïíîñòè2. Âî âòîðîì âàðèàíòå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà âèäà ñ÷èòàþòñÿ íàáîðîì
ñëàáî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñëó÷àéíûõ ïåðåìåí-
íûõ. Â ïîëüçó âòîðîãî âàðèàíòà ìîæíî ïðèâåñòè
ñîîáðàæåíèÿ, îñíîâàííûå íà ðåàëüíîì ìåõàíèçìå
ìóòàöèîííîé èçìåí÷èâîñòè. Íî ñîîáðàæåíèÿ ýòè
èëëþçîðíû, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå åñòåñò-
âåííîãî îòáîðà âîçíèêàåò ñèñòåìà ñîãëàñîâàííûõ
ìåæäó ñîáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ âèäà.

2Îáðàùåíèå ê ìíîæåñòâó âèäîâ, ñóùåñòâóþùèõ èëè ñó-
ùåñòâîâàâøèõ íà Çåìëå, äàæå ïðè ÷èñòî êîìáèíàòîðíîì

ïîäñ÷åòå äàëî áû ñîâåðøåííî íåïðèåìëåìî ìàëûå îöåíêè
ñâåðõó (÷òî-ëèáî âðîäå <100 áèò!).
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3 Àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä

Ïî ñóùåñòâó, íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèå î êîëè÷åñòâå èíôîðìàöèè ¾â ÷åì-
ëèáî¿ (x) è ¾î ÷åì-ëèáî¿ (y). Íå ñëó÷àéíî èìåííî
îíî â âåðîÿòíîñòíîé êîíöåïöèè ïîëó÷èëî îáîáùå-
íèå íà ñëó÷àé íåïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êî-
òîðûõ ýíòðîïèÿ áåñêîíå÷íà, íî â øèðîêîì êðóãå
ñëó÷àåâ

IW (x; y) =

Z Z
Pxy(dxdy) log2

Pxy(dxdy)

Px(dx)Py(dy)

êîíå÷íî. Ðåàëüíûå îáúåêòû, ïîäëåæàùèå íàøå-
ìó èçó÷åíèþ, î÷åíü (íåîãðàíè÷åííî?) ñëîæíû, íî
ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèìè îáú-
åêòàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ ïðè áîëåå ïðîñòîì ñõå-
ìàòèçèðîâàííîì èõ îïèñàíèè. Åñëè ãåîãðàôè÷åñ-
êàÿ êàðòà äàåò íàì çíà÷èòåëüíóþ èíôîðìàöèþ
îá ó÷àñòêå çåìíîé ïîâåðõíîñòè, òî âñå æå ìèêðî-
ñòðóêòóðà áóìàãè è êðàñêè, íàíåñåííîé íà áóìàãó,
íèêàêîãî îòíîøåíèÿ íå èìååò ê ìèêðîñòðóêòóðå
èçîáðàæåííîãî ó÷àñòêà çåìíîé ïîâåðõíîñòè.
Ïðàêòè÷åñêè íàñ èíòåðåñóåò ÷àùå âñåãî êîëè-

÷åñòâî èíôîðìàöèè â èíäèâèäóàëüíîì îáúåêòå x
îòíîñèòåëüíî èíäèâèäóàëüíîãî îáúåêòà y. Ïðàâ-
äà, óæå çàðàíåå ÿñíî, ÷òî òàêàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ
îöåíêà êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè ìîæåò èìåòü ðà-
çóìíîå ñîäåðæàíèå ëèøü â ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ êîëè÷åñòâ èíôîðìàöèè. Íå èìååò, íàïðè-
ìåð, ñìûñëà ñïðàøèâàòü î êîëè÷åñòâå èíôîðìà-
öèè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð 0 1 1 0 îòíîñè-
òåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 1 0 0. Íî åñëè ìû
âîçüìåì âïîëíå êîíêðåòíóþ òàáëèöó ñëó÷àéíûõ
÷èñåë îáû÷íîãî â ñòàòèñòè÷åñêîé ïðàêòèêå îáúåìà
è âûïèøåì äëÿ êàæäîé åå öèôðû öèôðó åäèíèö
åå êâàäðàòà ïî ñõåìå

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 4 9 6 5 6 9 4 1,

òî íîâàÿ òàáëèöà áóäåò ñîäåðæàòü ïðèìåðíî

(log2 10�
8

10
)n

èíôîðìàöèè î ïåðâîíà÷àëüíîé (n � ÷èñëî öèôð â
ñòîëáöàõ).
Â ñîîòâåòñâèè ñ òîëüêî ÷òî ñêàçàííûì ïðåäëà-

ãàåìîå äàëåå îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû IA(x : y) áó-

äåò ñîõðàíÿòü íåêîòîðóþ íåîïðåäåëåííîñòü. Ðàç-
íûå ðàâíîöåííûå âàðèàíòû ýòîãî îïðåäåëåíèÿ áó-
äóò ïðèâîäèòü ê çíà÷åíèÿì, ýêâèâàëåíòíûì ëèøü
â ñìûñëå IA1

� IA2
, ò.å.

jIA1
� IA2

j � CA1A2
;

ãäå êîíñòàíòà CA1A2
çàâèñèò îò ïîëîæåííûõ â îñ-

íîâó äâóõ âàðèàíòîâ îïðåäåëåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ
ìåòîäîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ A1 è A2.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ¾íóìåðîâàííóþ îáëàñòü

îáúåêòîâ¿, ò.å. ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî X = fxg, êàæ-
äîìó ýëåìåíòó êîòîðîãî ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå
â êà÷åñòâå ¾íîìåðà¿ n(x) êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íóëåé è åäèíèö, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ åäèíèöû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(x) äëèíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
n(x). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
1) ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X è ìíîæåñòâîì D äâî-

è÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïèñàííîãî âèäà âçà-
èìíî îäíîçíà÷íî;
2) D � X, ôóíêöèÿ n(x) íà D îáùåðåêóðñèâíà

[1], ïðè÷åì äëÿ x 2 D

l(n(x)) � l(x) + C;

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà;
3) âìåñòå ñ x è y â X âõîäèò óïîðÿäî÷åííàÿ ïà-

ðà (x; y), íîìåð ýòîé ïàðû åñòü îáùåðåêóðñèâíàÿ
ôóíêöèÿ íîìåðîâ x è y è

l(x; y) � Cx + l(y);

ãäå Cx çàâèñèò òîëüêî îò x.
Íå âñå ýòè òðåáîâàíèÿ ñóùåñòâåííû, íî îíè îá-

ëåã÷àþò èçëîæåíèå. Êîíå÷íûé ðåçóëüòàò ïîñòðîå-
íèÿ èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåõîäó ê íî-
âîé íóìåðàöèè n0(x), îáëàäàþùåé òåìè æå ñâîéñò-
âàìè è âûðàæàþùåéñÿ îáùåðåêóðñèâíî ÷åðåç ñòà-
ðóþ, è ïî îòíîøåíèþ ê âêëþ÷åíèþ ñèñòåìû X

â áîëåå îáøèðíóþ ñèñòåìó X0 (â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî íîìåðà n0 â ðàñøèðåííîé ñèñòåìå äëÿ ýëåìåí-
òîâ ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû îáùåðåêóðñèâíî âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðâîíà÷àëüíûå íîìåðà n). Ïðè
âñåõ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ íîâûå ¾ñëîæíîñòè¿ è
êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè îñòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè ïåðâîíà÷àëüíûì â ñìûñëå �.
¾Îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ¿ îáúåêòà y ïðè çà-

äàííîì x áóäåì ñ÷èòàòü ìèíèìàëüíóþ äëèíó l(p)
ïðîãðàììû p ïîëó÷åíèÿ y èç x. Ñôîðìóëèðîâàí-
íîå òàê îïðåäåëåíèå çàâèñèò îò ¾ìåòîäà ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ¿. Ìåòîä ïðîãðàììèðîâàíèÿ åñòü íå ÷òî
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èíîå, êàê ôóíêöèÿ '(p; x) = y, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåò-
ñâèå ïðîãðàììå p è îáúåêòó x îáúåêò y.
Â ñîîòâåòñâèè ñ óíèâåðñàëüíî ïðèçíàííûìè â

ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå âçãëÿäàìè
ñëåäóåò ñ÷èòàòü ôóíêöèþ ' ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâ-
íîé. Äëÿ ëþáîé òàêîé ôóíêöèè ïîëàãàåì

K'(y j x) =

8<
:

min
'(p;x)=y

l(p);

1; åñëè íåò òàêîãî p,
÷òî '(p; x) = y.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ v = '(u) îò u 2 X ñî çíà÷åíèÿ-
ìè v 2 X íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé, åñëè
îíà ïîðîæäàåòñÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé
ïðåîáðàçîâàíèÿ íîìåðîâ

n(v) = 	[n(u)]:

Äëÿ ïîíèìàíèÿ îïðåäåëåíèÿ âàæíî çàìåòèòü,
÷òî ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ âñþäó îïðåäåëåííûìè. Íå ñó-
ùåñòâóåò ðåãóëÿðíîãî ïðîöåññà äëÿ âûÿñíåíèÿ òî-
ãî, ïðèâåäåò ïðèìåíåíèå ïðîãðàììû p ê îáúåêòó x
ê êàêîìó-ëèáî ðåçóëüòàòó èëè íåò. Ïîýòîìó ôóíê-
öèÿ K'(y j x) íå îáÿçàíà áûòü ýôôåêòèâíî âû-
÷èñëèìîé (îáùåðåêóðñèâíîé) äàæå â ñëó÷àå, êîãäà
îíà çàâåäîìî êîíå÷íà ïðè ëþáûõ x è y.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòè÷íî

ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ A(p; x), ÷òî äëÿ ëþáîé äðó-

ãîé ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè '(p; x) âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî

KA(y j x) � K'(y j x) +C';

ãäå êîíñòàíòà C' íå çàâèñèò îò x è y.

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèå
óíèâåðñàëüíîé ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè
�(n; u), îáëàäàþùåé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî, ôèêñè-
ðóÿ íàäëåæàùèé íîìåð n, ìîæíî ïîëó÷èòü ïî
ôîðìóëå '(u) = �(n; u) ëþáóþ äðóãóþ ÷àñòè÷-
íî ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ. Íóæíàÿ íàì ôóíêöèÿ
A(p; x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé3

A((n; q); x) = �(n; (q; x)):

Â ñàìîì äåëå, åñëè

y = '(p; x) = �(n; (p; x));

3�(n; u) îïðåäåëåíà òîëüêî â ñëó÷àå n 2 D, A(p;x) òîëü-
êî â ñëó÷àå, êîãäà p èìååò âèä (n; q), n 2 D.

òî

A((n; p); x) = y;

l(n; p) � l(p) +Cn:

Ôóíêöèè A(p; x), óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíè-
ÿì îñíîâíîé òåîðåìû, íàçîâåì (êàê è îïðåäåëÿå-
ìûå èìè ìåòîäû ïðîãðàììèðîâàíèÿ) àñèìïòîòè-

÷åñêè îïòèìàëüíûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íèõ ïðè
ëþáûõ x è y ¾ñëîæíîñòü¿ KA(y j x) êîíå÷íà. Äëÿ
äâóõ òàêèõ ôóíêöèé A1 è A2

jKA1
(y j x)�KA2

(y j x)j � CA1A2
;

ãäå CA1A2
íå çàâèñèò îò x è y, ò. å. KA1

(y j x) �

KA2
(y j x).

Íàêîíåö, KA(y) = KA(y j 1) ìîæíî ñ÷èòàòü
ïðîñòî ¾ñëîæíîñòüþ îáúåêòà y¿ è îïðåäåëèòü ¾êî-
ëè÷åñòâî èíôîðìàöèè â x îòíîñèòåëüíî y¿ ôîðìó-
ëîé

IA(x : y) = KA(y) �KA(y j x):

Ëåãêî äîêàçàòü4, ÷òî âåëè÷èíà ýòà âñåãäà â ñó-
ùåñòâåííîì ïîëîæèòåëüíà:

IA(x : y) & 0;

÷òî ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî IA(x : y) íå
ìåíüøå íåêîòîðîé îòðèöàòåëüíîé êîíñòàíòû C,
çàâèñÿùåé ëèøü îò óñëîâíîñòåé èçáðàííîãî ìåòî-
äà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âñÿ
òåîðèÿ ðàññ÷èòàíà íà ïðèìåíåíèå ê áîëüøèì êî-
ëè÷åñòâàì èíôîðìàöèè, ïî ñðàâíåíèþ ñ êîòîðûì
jCj áóäåò ïðåíåáðåæèìî ìàë.
Íàêîíåö, KA(x j x) � 0, IA(x : x) � KA(x).
Êîíå÷íî, ìîæíî èçáåãíóòü íåîïðåäåëåííîñòåé,

ñâÿçàííûõ ñ êîíñòàíòàìè C' è ò. ä., îñòàíîâèâøèñü
íà îïðåäåëåííûõ îáëàñòÿõ îáúåêòîâ X, èõ íóìå-
ðàöèè è ôóíêöèè A, íî ñîìíèòåëüíî, ÷òîáû ýòî
ìîæíî áûëî ñäåëàòü áåç ÿâíîãî ïðîèçâîëà. Ñëå-
äóåò, îäíàêî, äóìàòü, ÷òî ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëÿ-
þùèåñÿ çäåñü ¾ðàçóìíûå¿ âàðèàíòû áóäóò ïðèâî-
äèòü ê îöåíêàì ¾ñëîæíîñòåé¿, ðàñõîäÿùèìñÿ íà
ñîòíè, à íå íà äåñÿòêè òûñÿ÷ áèò. Ïîýòîìó òàêèå
âåëè÷èíû, êàê ¾ñëîæíîñòü¿ òåêñòà ðîìàíà ¾Âîé-
íà è ìèð¿, ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåííûìè ñ ïðàê-
òè÷åñêîé îäíîçíà÷íîñòüþ. Ýêñïåðèìåíòû ïî óãà-
äûâàíèþ ïðîäîëæåíèé ëèòåðàòóðíûõ òåêñòîâ ïî-
çâîëÿþò îöåíèòü ñâåðõó óñëîâíóþ ñëîæíîñòü ïðè

4Âûáèðàÿ â âèäå ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ '(p;x) = A(p; 1),
ïîëó÷èì KA(y j x) � K'(y j x) + C' = KA(y) + C'.
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çàäàííîì çàïàñå ¾àïðèîðíîé èíôîðìàöèè¿ (î ÿçû-
êå, ñòèëå, ñîäåðæàíèè òåêñòà), êîòîðîé ðàñïîëàãà-
åò óãàäûâàþùèé. Â îïûòàõ, ïðîâîäèâøèõñÿ íà êà-
ôåäðå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, òàêèå îöåíêè ñâåðõó êî-
ëåáàëèñü ìåæäó 0,9 è 1,4. Îöåíêè ïîðÿäêà 0,9�1,1,
ïîëó÷èâøèåñÿ ó Í. Ã. Ðû÷êîâîé, âûçâàëè ó ìåíåå
óäà÷ëèâûõ óãàä÷èêîâ ðàçãîâîðû î åå òåëåïàòè÷åñ-
êîé ñâÿçè ñ àâòîðàìè òåêñòîâ.

ß äóìàþ, ÷òî äëÿ ¾êîëè÷åñòâà íàñëåäñòâåí-
íîé èíôîðìàöèè¿ ïðåäïîëàãàåìûé ïîäõîä äàåò â
ïðèíöèïå ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå ñàìîãî ïîíÿ-
òèÿ, êàê áû íè áûëà òðóäíà ôàêòè÷åñêàÿ îöåíêà
ýòîãî êîëè÷åñòâà.

4 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Èçëîæåííàÿ â �3 êîíöåïöèÿ îáëàäàåò îäíèì
ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì: îíà íå ó÷èòûâàåò
¾òðóäíîñòè¿ ïåðåðàáîòêè ïðîãðàììû p è îáúåê-
òà x â îáúåêò y. Ââåäÿ íàäëåæàùèå îïðåäåëåíèÿ,
ìîæíî äîêàçàòü òî÷íî ôîðìóëèðóåìûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðûå çàêîííî èíòåð-
ïðåòèðîâàòü êàê óêàçàíèå íà ñóùåñòâîâàíèå òà-
êèõ ñëó÷àåâ, êîãäà îáúåêò, äîïóñêàþùèé î÷åíü
ïðîñòóþ ïðîãðàììó, ò. å. îáëàäàþùèé î÷åíü ìà-
ëîé ñëîæíîñòüþ K(x), ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí
ïî êîðîòêèì ïðîãðàììàì ëèøü â ðåçóëüòàòå âû-
÷èñëåíèé ñîâåðøåííî íåðåàëüíîé äëèòåëüíîñòè. Â
äðóãîì ìåñòå ÿ ïðåäïîëàãàþ èçó÷èòü çàâèñèìîñòü
íåîáõîäèìîé ñëîæíîñòè ïðîãðàììû Kt(x) îò äî-
ïóñòèìîé òðóäíîñòè t åå ïåðåðàáîòêè â îáúåêò x.
Ñëîæíîñòü K(x), êîòîðàÿ áûëà îïðåäåëåíà â �3,
ïîÿâèòñÿ ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ìèíèìóìàKt(x) ïðè
ñíÿòèè îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíó t.

Çà ïðåäåëàìè ýòîé çàìåòêè îñòàåòñÿ è ïðèìå-
íåíèå ïîñòðîåíèé �3 ê íîâîìó îáîñíîâàíèþ òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé. Ãðóáî ãîâîðÿ, çäåñü äåëî èäåò î
ñëåäóþùåì. Åñëè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M èç î÷åíü
áîëüøîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ N äîïóñêàåò îïðåäåëå-
íèå ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû äëèíû, ïðåíåáðåæèìî
ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ log2N , òî ïî÷òè âñå ýëåìåí-
òû M èìåþò ñëîæíîñòü K(x), áëèçêóþ ê log2N .
Ýëåìåíòû x 2 M ýòîé ñëîæíîñòè è ðàññìàòðèâà-
þòñÿ êàê ¾ñëó÷àéíûå¿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâàM . Íå
âïîëíå çàâåðøåííîå èçëîæåíèå ýòîé èäåè ìîæíî
íàéòè â ñòàòüå [2].
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