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1. Сучасне програмування 

1.1. Порівняльний аналіз основних сучасних систем комп'ютерної математики (СКМ) MAPLE, MATHCAD, MATHEMATICA, MATLAB, тощо.

1.2. Призначення та можливості СКМ MAPLE фірми Waterloo Maple, Inc. (Канада).

1.3  Інсталяція та апаратні вимоги. Інтерфейс системи MAPLE. 

1.4. Формати математичних виразів та основи роботи в діалоговому режимі.

1.1. Порівняльний аналіз основних сучасних СКМ 
(MAPLE, MATHCAD, MATHEMATICA, MATLAB, тощо)
Сьогодні СКМ випускаються декількома крупними фірмами-виробниками, причому в різних форматах і на різний клас споживачів. До простих і відносно нескладних систем комп'ютерної  математики, щоправда  з дещо обмеженими можливостями, відносять системи DERIVE  та різні версії системи MATHCAD. Система DERIVE вважається навчальною СКМ початкового рівня. Вона функціонує на основі мови штучного інтелекту (MU LISP) і є найменш вимогливою до апаратних можливостей ПК: це єдина система здатна працювати навіть на комп'ютерах раритетного  класу IBM PC ХТ без жорсткого диску (вінчестеру). Проте за можливостями вона не може конкурувати з системами більш високого класу ані в числових розрахунках, ані в символьних перетвореннях, ані в графічній візуалізації результатів обчислень.

До середнього рівня СКМ відносять системи класу MATHCAD. Ця СКМ має висококласну систему числових обчислень, проте дещо обмежену систему символьних перетворень ( реалізовану на мові С ). Символьні перетворення в цій системі  здійснює ядро іншої СКМ (MAPLE), придбане за ліцензією канадської фірми-розробника Waterloo Maple Inc.  Достатньо сказати що з понад 3000 функцій ядра СКМ MAPLE лише декілька десятків основних функцій війшло в СКМ MATHCAD.  Втім гарфічні можливості різних версій MATHCAD мало чим поступаються графіці більш складних СКМ.

Ядро системи Maple використовується і в іншій  системі комп'ютерної математики високого рівня — MATLAB, додаючи її останнім версіям незвичайні для неї можливості символьної математики. MATLAB є добре апробована і надійна СКМ, розрахована на рішення найширшого круга математичних задач з представленням даних в універсальній (але не нав'язуваної користувачам) матричній формі, запропонована американською фірмою Math Works, Inc. Система MATLAB пропонується розробниками як продукт в першу чергу для застосувань в системі військово- промислового комплексу, в аерокосмічній галузі і автомобілебудуванні.  Близько мільйона легально зареєстрованих користувачів вже застосовують цю систему. Її охоче використовують в своїх наукових проектах ведучі університети і наукові центри миру. Популярності системи сприяє її могутнє розширення Simulink, що надає зручні і прості засоби, у тому числі візуальне об’єктно-орієнтоване програмування, для моделювання лінійних і нелінійних динамічних систем, а також безліч інших пакетів розширення системи. Вважається, що це одна з кращих систем комп’ютерної математики, особливо в галузі числових розрахунків. До її недоліків відносять певну громіздкість та вимогливість до ресурсів ПК: прикладом, одна з версій — MATLAB 5.3.1 - займає на жорсткому диску 1500 Мбайт пам'яті.

Більшість перших CKM (Eureka, Mercury, Excel, Lotus-123, Mathcad для MS-DOS, PC MATLAB та ін.) призначалася для числових розрахунків. Вони як би перетворювали комп'ютер на великий програмований калькулятор, здатний швидко і автоматично (за введеною програмою) виконувати арифметичні і логічні операції над числами або масивами чисел. Їх результат завжди конкретний — це або число, або набір чисел, що представляють таблиці, матриці або точки графіків. Зрозуміло, комп'ютер дозволяє виконувати такі обчислення з недосяжною раніше швидкістю, педантичністю і навіть точністю, виводячи результати у вигляді добре оформлених таблиць або графіків. 

Багато користувачів справедливо критикували числові математичні системи і програми реалізації числових методів за частинний характер одержуваних з їх допомогою результатів. Вони не давали можливості одержати загальні формули, що описують рішення задач. Як правило, з результатів чисельних обчислень неможливо було зробити які-небудь загальні теоретичні, а часом і практичні висновки. Тому, перш ніж уживати такі системи в реалізації серйозних наукових проектів, доводилося вдаватися до дорогої і недостатньо оперативної допомоги математиків-аналітиків. Саме вони вирішували потрібні задачі в аналітичному вигляді і пропонували більш менш прийнятні методи їх чисельного рішення на комп'ютерах. Символьні (чи інакше, аналітичні) операції — це якраз те, що кардинально відрізняє системи вищого класу MAPLE та MATHEMATICA (і  подібні їм символьні математичні системи) від систем для виконання числових розрахунків. При символьних операціях, званих також аналітичними, завдання на обчислення складаються у вигляді символьних (формульных) виразів, і результати обчислень також виходять в символьному вигляді. Числові результати при цьому є окремими, частковими випадками символьних. 

1.2. Призначення та можливості СКМ MAPLE фірми Waterloo Maple, Inc. (Канада)
MAPLE – система комп'ютерної математики, розрахована на широке коло користувачів. До недавнього часу її називали системою комп'ютерної алгебри, що вказувало на особливу роль символьних обчислень і перетворень, які здатна здійснювати ця система. Але така назва певним чином звужує сферу вживання системи. Насправді вона вже здатна виконувати швидко і ефективно не тільки символьні, але і числовіі розрахунки, причому поєднує це з потужними засобами графічної візуалізації і підготовки електронних документів.

Maple — типова інтегрована система. Вона об'єднує в собі: 

могутню мову програмування (вона ж мова для інтерактивного спілкування з системою); 

редактор для підготовки і редагування документів і програм; 

призначений для користувача сучасний багатовіконний інтерфейс з можливістю роботи в діалоговому режимі; 

могутню довідкову систему з багатьма тисячами прикладів; 

ядро алгоритмів і правил перетворення математичних виразів; 

числовий і символьний процесори; 

систему діагностики; 

бібліотеки вбудованих і додаткових функцій; 

пакети функцій сторонніх виробників і підтримку деяких інших мов програмування і програм.

До всіх цих засобів є повний доступ прямо з програми.

Основою для роботи з символьними перетвореннями в Maple є ядро системи. Воно містить сотні базових функцій і алгоритмів символьних перетворень. В нових реалізаціях об'єм ядра сягає 6-7 Мбайт. Є також основна бібліотека операторів, команд і функцій. Багато вбудованих в неї функцій, як і функції ядра, можуть використовуватися без будь-якого оголошення, інші ж потребують оголошення. Крім того, є ряд пакетів(расkages), що підключаються. Додаткові функції з пакетів можуть застосовуватися після оголошення підключення пакету за допомогою команди with(name), де name — ім'я вживаного пакету. Загальне число функцій, з урахуванням вбудованих в ядро і розміщених в пакетах в системі Maple, вже перевищує 3000. Це означає, що більшість задач може розв'язуватися в режимі прямого діалогу з системою без використання будь-яких засобів програмування. 

Перерахуємо основні можливості системи Maple 
Інтерфейс: 

робота з багатьма вікнами; 

вивод графіків у окремих вікнах або у вікні документа; 

представлення вихідних і вхідних даних уприродному вигляді  математичних формул; 

завдання текстових коментарів різними шрифтами; 

можливість використовування гіперпосилок і підготовки електронних документів; 

зручне управління за допомогою клавіатури через головне меню та інструментальну панель; 

управління за допомогою миші.  

Символьні і чисельні обчислення:  
числова та аналітична інтеграція;   

диференціювання функцій;   

обчислення меж функцій;  

розкладання функцій в ряди;  

обчислення сум і добутків;   

інтегральні перетворення Лапласа, Фур'є, тощо;   

дискретні Z-перетворення;  

пряме і зворотне швидкі перетворення Фур'є;   

робота з кусочно-заданими функціями.  

Робота з рівняннями в чисельному і символьному вигляді: 
рішення систем лінійних і нелінійних рівнянь;   

рішення систем диференціальних рівнянь;  

символьне обчислення рядів;  

робота з рекурентними функціями;  

рішення трансцендентних рівнянь;   

рішення систем з нерівностями.   

Робота з функціями: 
обчислення значень всіх елементарних функцій;  

обчислення значень більшості спеціальних математичних функцій;   

перерахунок координат точок поміж різними координатними системами;  

завдання функцій користувача.   

Лінійна алгебра: 

понад сто операції з векторами та матрицями;  

рішення систем лінійних рівнянь;   

формування спеціальних матриць та їх перетворення;   

обчислення власних значень і власних векторів матриць;   

підтримка швидких векторних і матричних алгоритмів пакету програм NAG.

Система Maple  може з успіхом застосовуватися для вирішення найсерйозніших математичних задач аеродинаміки, теорії поля, теплопровідності і дифузії, теоретичної механіки, тощо . Рішення таких задач нерідко є багаторічною працею елітних наукових колективів. Втім, оскільки система може бути встановлена на будь-якому сучасному ПК, її можна (та і потрібно) застосовувати якомога частіше і з будь-якого приводу. Це сприяє як придбанню практичних навичок роботи з Maple, так і зростанню математичних пізнань тих, хто з нею працює.

1.3. Інсталяція та апаратні вимоги СКМ MAPLE. Інтерфейс системи MAPLE
Зокрема одна з останніх версій системи - Maple 7- вимагає:   процесор — Pentium 150 Мгц і вище; оперативна пам'ять — не менше 16 Мбайт (рекомендується 32 Мбайта і вище);   місце на жорсткому диску — близько 80 Мбайт (120 Мбайт для мережевої версії). Новіші версії - Maple 8, або Maple 9 - потребують дещо більше ресурсів, оосбливо це стосується розмірів оперативнї пам'яті.

Запуск Maple 7 проводиться, як звичайно, з меню Пуск. Знайшовши строчку Maple 7, необхідно відкрити підміню і клацнути на команді Maple 7. Можливий також запуск за допомогою ярлика, вміщеного на робочий стіл. У будь-якому випадку, спочатку на деякий час з'являється  вікно-заставка. Після цього з'являється робоче вікно системи, зображене на рис. 3.1.
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Рис.3.1. Вікно системи Maple 7.

Як і в усіх програмах, під операційну систему Windows інтерфейс Maple 7 має ряд характерних елементів, помітних на рис. 3.1 і перерахованих нижче: 

рядок заголовка з кнопками управління вікном (зверху); 

рядок головного меню; 

головна панель інструментів; 

контекстна панель інструментів, вид якої залежить від режиму роботи з Maple 7; 

вікно введення і редагування документів (один документ під назвою Untitled(1)-[Server 1] відкритий в цьому вікні разом з документом довідкової системи під назвою Introduction); 

рядок стану (в самому низу вікна).

Призначений для користувача інтерфейс Maple 7 дозволяє готувати документи, що містять одночасно текстові коментарі, команди вхідної мови (з можливим перетворенням їх у природну математичну форму), результати обчислень у вигляді звичайних математичних формул і графічні дані. Це забезпечує зрозуміле представлення початкових даних і результатів обчислень, а також зручність їх повторного використання. В основі інтерфейсу Maple 7 лежить графічний багатовіконний інтерфейс операційної системи Windows. Управління системою Maple 7 можливе за допомогою головного меню, панелей інструментів і палітр, а також «гарячих» клавіш. Підтримуються також більша частина можливостей миші, властивих прикладним програмам під Windows.

Меню системи Maple 7. Найповніші можливості управління системою надає головне меню системи Maple 7. Воно, як завжди, розташовано безпосередньо під рядком заголовка. Меню надає доступ до основних операцій і параметрів призначеного для користувача інтерфейсу системи. Нижче даний перелік меню, доступних за наявності відкритого документа: 

File — робота з файлами і друком документів; 

Edit — команди редагування документа і операції з буфером обміну; 

View — управління видом призначеного для користувача інтерфейсу; 

Insert — операції вставки; 

Format — операції завдання форматів; 

Spreadsheet — операції завдання таблиць; 

Options — завдання та зміна параметрів; 

Window — управління вікнами; 

Help — робота з довідковою системою.

Головне меню Maple 7 є контекстно-залежним. Це означає, що його вигляд може мінятися залежно від поточного стану (контексту) системи. Наприклад, якщо всі документи закриті, то головне меню містить тільки три заголовки меню: File, Options і Help. При цьому місце для вікон документів порожнє і забарвлене в сірий колір. Вид меню також міняється залежно від того, які об'єкти в документі виділені. Більш детально роботу з меню системи Maple 7 ми розглянемо пізніше.

Палітри введення математичних символів. Корисно відразу звернути увагу на можливість модифікації інтерфейсу системи Maple 7 за допомогою команд меню View. В цьому меню  можна побачити список палітр - Palettes, призначених для введення математичних знаків. Встановивши прапорці відповідних палітр, можна вивести їх на екран і перемістити ( звичайно мишкою) в будь-яке місце. Призначення знаків в палітрах очевидне з їх назв: SYMBOL — введення окремих символів (грецьких букв і деяких математичних знаків); EXPRESSION — введення шаблонів математичних операторів і операцій;   MATRIX — введення шаблонів матриць різних розмірів; VECTOR — введення шаблонів векторів різних розмірів і типів (вектори-стовпці або вектори-рядки). Слід зазначити, що не завжди введений на палітрі символ буквально повторює представлений на кнопці. Наприклад, замість символу  "[image: image2.wmf]a

"  може бути введено слово "alpha". Так відбувається, якщо встановлений діючий за умовчанням Maple-режим представлення символів. Палітра введення векторів запроваджена в Maple 7 вперше, що зробило роботу з векторами більш зручною.

Спливаючі підказки.  Ще один важливий і корисний елемент інтерфейсу — спливаючі підказки. Вони з'являються, якщо навести курсор миші на той або інший елемент інтерфейсу. На мал. 2.1 показана одна із спливаючих підказок. Підказки мають вигляд білої хмарки, яка витікає з вказаного елемента інтерфейсу. Особливо зручні підказки для пояснення призначення кнопок палітр і панелей інструментів. Надалі ми неодноразово наводитимемо приклади спливаючих підказок при роботі з інтерфейсом.

1.4. Формати математичних виразів та основи роботи в діалоговому режимі
Після завантаження і запуску системи можна починати діалог з нею, використовуючи її оператори і функції (з параметрами) для створення і обчислення математичних виразів. Задля уникнення грубих помилок при виконанні того або іншого прикладу лекцій рекомендується  перед цим виконати команду restart яка знімає визначення зі всіх використаних раніше змінних і дозволяє почати обчислення «з чистого листа». Для цього введіть в командний рядок (він починається символом  ">") цю команду, обов'язково завершивши її символом крапки з комою:

> restart; # (1)
На рис. 3.2 представлений реальний діалог з системою (у вигляді копії екрану) при рішенні найпростіших арифметичних задач і побудові графіка функції  sin(x)/x.
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Рис.3.2. Приклад діалогу з системою Maple 7.
Вже з цього простого прикладу видні особливості діалогу з Maple і синтаксису її вхідної мови, тобто мови, на якій системі задаються питання. Діалог йде в стилі: «задав питання, одержав відповідь». Питання і відповіді на них займають окремі блоки, що виділяються в лівій частині выкна документу квадратними дужками. Довжина квадратних дужок залежить від розміру виразів — початкових (питання) і результатів обчислень (відповідей на питання). Знак ">" є знаком запрошення до завдання питання. Миготлива вертикальна риска | — це маркер введення (курсор).

Переміщення маркера введення здійснюється клавішами переміщення курсору <- і -> Клавіша Backspace стирає символ зліва від маркера введення, а клавіша Del — праворуч від маркера введення. Для введення будь-якого символу треба натискати відповідну клавішу. Клавіша Shift включає верхній регістр для введення заголовних (прописних) букв, а клавіша Caps Lock перемикає верхній і нижній регістри клавіш з буквами (вони міняються місцями). Знак фіксації кінця виразу ; (крапка з комою) указує, що результат його обчислення повинен бути виведений на екран, а знак : (двокрапка) відміняє вивід результатів обчислень на екран і може використовуватися як знак-роздільник при записі декількох виразів в одному рядку. Клавіші переміщення курсора дозволяють пересуватися по раніше введених рядках на екрані.

На рис. 2.2 показано, як задається функція користувача f(x) з одним параметром х. 

> f(x):=sin(x)/x:            # (2)
Неважко помітити, що перемінна указується в дужках після імені функції, а для запису виразу функції використовується знак привласнення := (двокрапка із знаком рівності). Для побудови графіка функції f (х) використовується функція "plot" у формі:

> plot(f(x), x=-15..15):     #  (3)
(Зверніть увагу: в кінці виразів (2,3) на відміну від виразу (1) стоять двокрапки, а не крапки з комою. Це означає, що результати обчислень не треба виводити на екран. Спробуйте замінити прикінцеві двокрапки у виразах (2,3) крапками з комою, після чого натиснути клавішу Enter.  Результати виконання операцій негайно виведуться на екран. Поверніть на місце двокрапки і знов натисніть клавішу Enter (або кнопку виконання "!" на контекстній панелі). Результати виконання команд зникнуть з екрану.  Символ  #  перед номерами формул (1,2,3) показує, що  та частина виразу, яка йде після цього символу, є просто коментарем і не повинна виконуватися).

Неважко також помітити, що за наявності декількох параметрів функції (у нашому випадку їх два: ім'я функції та інтервал перемінної) вони розділяються комами. Вираз х= -15. .15 задає, по-перше, вказівку, щодо якої перемінної будується графік, а по-друге, говорить, в якій області значень міняються значення цієї перемінної — у нашому випадку від -15 до +15. Крок зміни перемінної вибирається автоматично залежно від розмірів і виду графіка. Так же просто, як і графік звичайної функції в декартовій системі координат, можна побудувати графік тривимірної поверхні. Це показано у наступному  прикладі:

> Z(x,y):=cos(x*y): plot3d(z(x,y),x=-2..2,y=-2..2):          #  (4)
де задана функція двох змінних z(x,y):=sin(x*y),  а її графік будується з використанням графічної функції plot3d. Правила завдання меж зміни перемінних х і у відповідають описаним вище. Зверніть увагу: можна записати вираз для функції та команду на побудову її графіку в одному командному рядку - вони виконуватимуться одночасно (якщо, зрозуміло)  замінити у прикладі (4) прикінцеві двокрапки на крапки з комою).

2. Основи роботи з файлами та документами
2.1  Операції з файлами. Редагування документів.  

2.2. Введення виразів. Електронні таблиці. 

2.1.  Операції з файлами. Редагування документів
Операції з файлами.

Система Maple працює з документами в стилі notebooks («блокноти» або «записники»). Документи містять текстові і формульні блоки (частини, групи), результати обчислень, графіки різного типу, та інші компоненти. Документи можуть готуватися "з нуля", або існувати у вже готовому вигляді — підготовлені кимось раніше. 

Зберігаються документи на зовнішніх пристроях пам'яті у вигляді файлів. Файлом називають впорядковану сукупність даних,яка має ім'я, і розміщена на тому чи іншому носії — звичайно на жорсткому, гнучкому або компакт-дискові. В Maple  використовуються файли різних форматів, на який указує розширення файлу (значок * означає довільне ім'я файлу): 

*.ms — файли документів для систем з графічним інтерфейсом (Windows/ Macintosh); 

*.msw — файли документів Maple (Worksheets - робочі листи); 

*.txt — текстові файли (включаючи формат Maple-текст); 

*.tex — файли у спеціальному форматі LaTeX для видання; 

*.ind та  *.lib — файли бібліотек;

*.m — файли внутрішньої Maple-мови.

Меню File містить основні операції для роботи з файлами документів. Меню містить ряд операцій, розбитих на групи (рис.4.1). 
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Рис.4.1. Розгорнута форма меню File.

До першої групи входять наступні операції по роботі з документами (в дужках приведені "гарячі клавіші"): 

New (Ctrl+N) - створити новий документ; 

Open (Ctrl+O) - відкрити існуючий документ; 

Open URL - відкрити URL-адресу; 

Save (Ctrl+S) - зберегти активний документ; 

Save As — зберегти активний документ під новим ім'ям; 

Export As — експортувати файл у тій чи іншій формат (з різними розширеннями); 

Close (Ctrl+F4) — закрити вікно активного документа; 

Друга група команд відноситься до друку документів:

Print Preview — попередній перегляд документа перед друком;

Print (Ctrl+P) — друк документа;

Printer Setup — установка параметрів принтера.

Друга з цих команд дозволяє роздрукувати весь текст документа з коментарями, математичними формулами, таблицями і графіками. Друк проводиться принтерами в графічному режимі, тому й не дуже швидко. Зате друкуються всі шрифти і математичні спецзнаки. Можна надрукувати і окремі частини документа.

Команда Preferences з'явилася лише в останніх версіях системи, вона заміняє ціле меню Options, яке існувало в старіших версіях.

Після цієї групи команд є список документів (файлів з розширенням .mws), які були завантажені в систему в попередні сеанси роботи. Вибравши в цьому списку назву одного з файлів, можна швидко завантажити його, не витрачаючи часу на відкриття файлу через команду Open. Остання група представлена єдиною командою:   Exit (Alt+F4) - вийти з Maple.

Повернемося до операцій першої групи, що широко використовуються, і розглянемо їх більш детально. 

Команда New використовується для створення нового документа. Вона відкриває нове порожнє вікно редагування і переводить Maple в режим редагування. При створенні нового документа на його початку з'являється пустий рядок із знаком запрошення :

> 

після якого видний миготливий маркер (курсор) введення у вигляді вертикальної риски: |. Рядок введення може обрамлятися відкриваючою квадратною дужкою з лівої сторони. Створений документ набуває ім'я Untitled (N) (у  перекладі — «Безіменний під номером N», де N — ціле число). Слідуючи запрошенню програми, можна приступати до роботи в Maple. Команда New дублюється кнопкою із значком у вигляді чистого листа, розміщеною на панелі інструментів першою з лівого краю. Зрозуміло, що натиснути Ви її  зможете, тільки якщо панель інструментів виведена на екран.

Команда Open служить для відкриття створеного раніше документа.Відповідна кнопка є другою на панелі інструментів і помічена знаком відкритої папки. Після завантаження документа його вміст з'являється в новому вікні  і можна приступати до роботи з ним. В багатьох системах відкриття нового вікна командами New або Ореn відміняє всі попередні дії (значення змінних, функції, тощо ). Але в Maple  це не так — оскільки система припускає одночасну роботу в декількох вікнах з різними документами, кожне нове вікно «знатиме» про те, що відбувалося в інших вікнах. 

Якщо ж ви хочете почати документ "з нуля" в новому вікні — виконайте в ньому команду restart.

> restart:
Maple дозволяє працювати також і з документами, представленими в HTML форматі, тобто з такими, що  мають URL-адресу. Для завантаження таких документів служить команда Open URL (або третя зліва кнопка на панелі інструментів). Вона відкриває просте вікно з полем для введення URL-адреси. Робота з ним є очевидною.

Команда Save записує вміст активного в даний момент вікна у вигляді файлу на диск призначення з використанням  поточного імені файлу. Виключенням є документи, створені командою New з її вишуканою манерою називати файли на кшталт Untitled (N),  і потім не перейменовані, тоді дія команди буде аналогічно виконанню команди Save as, яка обговорюється нижче. Слід з обережністю користуватися командою Save у тому випадку, коли ви модернізуєте який-небудь документ, але бажаєте зберегти його оригінальну версію в незміненому вигляді, адже вміст модернізованого файлу буде записаний «поверх» оригіналу. Щоб не відбулося незворотної зміни оригіналу, для збереження модернізованого файлу слід скористатися командою Save as, описаною в наступному абзаці. При підготовці складних документів рекомендується періодично (у деяких ситуаціях навіть досить часто) давати команду Save, зберігаючи зроблені зміни. Це дозволяє уникнути втрати хоча б частини виконаної роботи у разі збою комп'ютера. (Не важливо, чим буде викликано виключення або зависання комп'ютера — халтурною роботою електрики, або програміста, або витівкою Вашої дитини — якщо ви зайвий раз збережете файл, вам доведеться менше сил витратити на його відновлення). Виконання команди Save не приводить до видачі повідомлень чи вікон , і тому її не обтяжливо дати зайвий раз, особливо якщо ви запам'ятаєте «гарячі» клавіші для неї — Ctrl+S. А також кнопку на панелі інструментів, яка є четвертою зліва і має значок дискети.

Команда Save As відрізняється від попередньої тим, що перед записом файлу на диск Ви можете змінити його  ім'я  у спеціальному діалоговому вікні, що з'явиляється після цієї команди. Таким чином можна зберегти модернізрваний і змінений документ під новим іменем, і у той же час залишити незмінним оригінальну версію під старим. 

Команда Export As відкриває підміню, що містить формати, запис в яких підтримує Maple. Maple  має можливості експорту файлів у декілька різних форматів, перелічених вище. Після вибору потрібного формату в підміню з'являється діалогове вікно, аналогічне вікну для збереження файлу. Графіки Maple може записувати (експортувати) в наступних форматах: DFX, EPS, GIF, JPEG, POV, WMF і BMP.

Команда Close закриває вікно разом з поточним документом, і система переходить до роботи з наступним вікном (або до порожнього сірого вікна, якщо був закритий останній документ). Якщо документ, що закривається, піддавався модифікації, то система запитає, чи треба зберігати зміни. Слід пям'ятати, що кожне вікно є складним графічним об'єктом, і тому займає визначений і зовсім не маленький об'єм пам'яті. Тому команда Close є ефективним засобом звільнення оперативної пам'яті, особливо коли закривається великий документ. Втім варто також пам'ятати, що всі визначення (наприклад, значення змінних, введені функції користувача, і т. ін.), що були в  документі, зберігаються у оперативній пам'яті, навіть коли документ закритий, зрозуміло, доки ви не дасте команди restart, яка "промиває" оперативну пам'ять Maple.

Команда Exit служить для виходу з Maple. При використанні операції Exit можна спостерігати послідовне зникнення вікон документів. Якщо користувач забув записати який-небудь документ на диск, система повідомить про це, видавши запит. Потрібно відповісти Yes (Так), якщо документ потрібно зберегти, і No (Ні), якщо збереження не потрібне. Не слід застосовувати команду Exit, якщо вам необхідно тимчасово перемкнутися у вікно іншої програми, оскільки повторне завантаження Maple займає досить багато часу.
Редагування документів.
Меню Edit містить різні операції редагування. Вони діляться на ряд груп. Перша група містить наступні операції:

Undo (Ctrl+Z) — відмінити останню операцію редагування (дублюється кнопкою із знаком кривої стрілки, яка вказує ліворуч);     

Redo (Ctrl+Y) — відновити останню відмінену операцію (дублюється кнопкою із знаком кривої  стрілки, яка вказує праворуч);   

Cut (Ctrl+X) — перемістити виділений фрагмент в буфер обміну;   

Copy (Ctrl+C) — скопіювати виділений фрагмент в буфер обміну;  

Copy As Maple Text — копіювання виділення в буфер обміну у форматі Maple-тексту;  

Paste (Ctrl+V) — вставити вміст буфера обміну в документ;  

Paste Maple Text — вставити дані з буфера обміну у форматі Maple-тексту;  

Delete Paragraph (Ctrl+Del) - видалення абзацу (рядки);  

Select All (Ctrl+A) — виділення всіх об'єктів документа.

Операції першої групи використовують буфер обміну (Clipboard). Так називається спеціально організована і динамічно змінювана область пам'яті в операційній системі Windows. В неї можуть поміщатися різні (звичайно попередньо виділені) об'єкти, документи і навіть файли. Буфер обміну можна використовувати для обміну об'єктами як в межах поточного документу, так і між різними документами і навіть програмами.

2.2. Введення виразів. Електронні таблиці

Документ системи Maple складається з різних об'єктів — текстових областей, рядків введення команд, блоків, абзаців, секцій, підсекцій і т.ін. Деякі з них формуються автоматично у міру введення і виконання документа. Але, крім того, в меню Insert  зосереджені основні команди по забезпеченню вставки різних об'єктів в редагований документ. Це дозволяє швидко модифікувати документ і добитися його більшої виразності

Слід зазначити, що меню Insert є контекстно-залежним. Наприклад, воно зникає, якщо у документі виділений графік.
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Рис.4.2. Меню Insert  в розгорнутому вигляді.

Меню вставки розділено на дві групи. В першій групі містяться наступні команди: 

Text (Ctrl+T) — введення тексту;  

Standard Math (Ctrl+R) — введення невиконуваних математичних виразів (формул);   

Maple Input (Ctrl+M) — введення виконуваних командних виразів в Maple-форматі;
Standard Math Input (Ctrl+G) — введення виконуваних командних виразів у звичайній математичній формі в рядок введення.

В другій групі містяться наступні команди: 

Execution Group — вставка порожнього виконуваного командного рядку до або після маркера введення; 

Plot — вставка порожнього шаблона двовимірного або тривимірного графіка; 

Spreadsheet — вставка електронної таблиці; 

Paragraph — вставка текстової області (абзацу); 

Section — вставка кнопки секції; 

Subsection — вставка кнопки підсекції; 

HyperLink — вставка гіперпосилки; 

Object — вставка зв'язаного або упровадженого об'єкту; 

Page Break — вставка розриву сторінок.

Перейдемо до більш докладного розгляду цих команд.

Введення тексту. Команда Text  (дублюється кнопкою зі знаком літери Т на панелі інструментів) приводить до зникнення знака запрошення з командного рядку, після чого можна зразу ж починати введення тексту коментаря. Дана команда дозволяє формувати блок, що містить як текст коментаря, так і виконувані функції.

Команда Standard Math (дублюється кнопкою зі знаком суми [image: image6.wmf]S

) виводить в рядку введення знак питання. Після цього в полі введення рядка, який з"являється на  панелі  форматування, можна починати введення невиконуваного математичного виразу. Після закінчення введення треба натиснути клавішу Enter, і вираз з'явиться в рядку введення . При цьому вираз буде виділений.

Команда Maple Input в меню Insert перетворює поточний рядок на рядок введення виконуваних математичних виразів. На початку рядка з'являється запрошення до введення у вигляді значка [>, після чого можна починати введення командного виразу. Кнопка із знаком "х" на початку контекстної панелі дозволяє представити вираз, що вводиться, в природній математичній формі, якщо така можлива. У такому разі введення виразу здійснюється в полі на контекстній панелі інструментів.

З інших команд окремих коментарів потребує хіба що команда Spreadsheet — вставка електронної таблиці. В системі Maple для вставки електронних таблиць використовується команда Insert Spreadsheet. Вона виводить шаблон порожньої таблиці, показаний на рис. 4.3. 
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Рис. 4.3. Шаблон порожньої таблиці.

Як видно з рис. 4.3, електронна таблиця є двовимірним масивом комірок, що мають адресацію по рядках і стовпцях. Номери рядків задаються цифрами, а номери стовпців — латинськими буквами. Верхній лівий осередок має адресу А1, де А - номер стовпця і 1 - номер рядка. Якщо одиночні букви в номерах стовпців закінчуються, відбувається перехід на двохбуквені адреси (АА, АВ, АС і т. д.). Така адресація використовується у функціях обробки табличних даних. 

По команді Insert Spreadsheet вставляється порожня електронна таблиця, у всіх комірках якої немає ніяких даних. Проте крім заповнення таблиці за допомогою відповідних операцій можна провести заповнення вручну. Для цього достатньо мишею виділити комірку, клацнувши в ній лівою кнопкою. Комірка обводиться чорним контуром , і з'являється контекстне меню з полем для введення виразу. Під час введення виразу комірка покривається сірою сіточкою. Якщо після набору виразу натиснути клавішу Enter, то числове значення виразу буде поміщено в комірку  таблиці. Якщо маркер введення знаходиться в одному з елементів електронної таблиці, стає доступним меню Spreadsheet.

3. Типи даних в СКМ MAPLE
3.1. Алгоритмічна мова MAPLE та її синтаксис. Вирази та робота з ними. 
3.1. Прості типи даних. Дані множинного типу. Рядки та коментарі
3.1. Алгоритмічна мова MAPLE та її синтаксис. Вирази та робота з ними

Алгоритмічна мова  MAPLE та її синтаксис
Алфавіт Maple-мови містить 26 малих латинських букв (від а до z), 26 великих латинських букв (від А до Z), 10 арабських цифр (від 0 до 9) і 32 спеціальні символи (арифметичні оператори +, - * /, знак зведення в ступінь ^ та ін.). Всі вони будуть розглянуті в даному розділі. 

Є п'ять пар альтернативних символів (що означають одне і теж):

^  та  **     (1)  

 [  та  (|      (2)   

] та   |)       (3) 

{ та  (*      (4)

} та  *)      (5)

До спеціальних одиночних і складових знаків відносяться елементи синтаксису мови: % — системна змінна, що береже результат попередньої операції;  

: — фіксатор виразу, що запобігає виводу результату обчислення в комірку виводу;  

; — фіксатор виразу, що дає вивод результату обчислення в комірку виводу;  

# — покажчик програмного коментаря;  

'  або " — обмежувачі рядка (наприклад, 'string');  

:= — оператор привласнення (наприклад, х:=5);  

: ; — порожній оператор; 

:: — покажчик типу змінної (наприклад, n::integer  або z::complex);  

\ — знак зворотного розподілу, який має множинні значення залежно від контексту (див. довідку по цьому знаку - backslash). 

Коментарі в програмі, що не виводяться в осередки висновку, задаються після символу #. В них допустимо використовувати всі символи кодових таблиць, що важливе при введенні російськомовних коментарів, що використовують символи кирилиці. Проте, вживання кирилічних символів для ідентифікаторів (імен) об'єктів неприпустимо.

Зарезервовані слова використовуються для створення умовних виразів, циклів, процедур і управляючих команд і їх не можна використовувати для імен об'єктів. Список  зарезервованих слів Maple наведений нижче. 

!      #      assignment break by      

catch  do     done       elif  else    

empty  end do end if     error finally 

for    from   function   if    in      

next   proc   quit       read  restart 

return save   separator  stop  then    

try    use    WARNING    while  

Сукупність правил, по яких записуються визначення всіх об'єктів Maple-мови, називається синтаксисом. Деякі особливості синтаксису корисно знати вже на початку освоєння Maple. Наприклад, то що знак - (мінус) може мати подвійне значення. Стосовно одного числа, змінної або виразу він міняє їх знак. Проте два знаки мінус підряд (наприклад, у записах вигляду --3) задавати не можна. Інше призначення знака мінус — створення операції віднімання, наприклад у виразах 5-2,  або а-b. Відповідно подвійне призначення має і знак +, причому будь-яке число без знака вважається позитивним, так що  +5=5. 

При введенні дійсних чисел з порядком для вказівки порядку використовується символ ^ (наприклад, 2*10^100 або 2*10^(-100)). Для зведення числа в ступінь разом з оператором ^ можна використовувати і складний оператор ** (дві зірочки підряд, наприклад 2^(-3)=2**(-3)=1/8). 

Для зміни загальноприйнятого пріоритету обчислень використовуються круглі дужки, в них же задаються параметри функцій і процедур. Більш детально синтаксис Maple-мови розглядається нижче. Деякі оператори представлені двома символами — наприклад, оператор привласнення змінним їх значення := містить двокрапку і знак рівності. В таких операторах між символами недопустимий знак пропуску (пробєл). Проте його можна використовувати між окремими частинами виразів — так вираз (а+b)/с  еквівалентний виразу  (а + b) / з. 

Щодо набору операторів і функцій Maple-мова набагато перевершує будь-яку універсальну мову програмування. Це дозволяє разом із звичайними програмними конструкціями задавати безліч спеціальних конструкцій, часом різко спрощуючих запис математичних виразів. Наприклад, можлива робота із списками імен функцій. Мова Maple має безліч операцій над символьними виразами і гнучкий апарат створення і перетворення типів даних і результатів обчислень. Для більшості користувачів можливості мови Maple здаються явно надмірними, і більшість найпоширеніших операцій в ньому реалізується декількома способами. Проте кожний користувач вільний обирати з безлічі можливостей саме ті, які йому необхідні в конкретній науковій області.

Вирази та робота з ними.  

Вираз в системі Maple — це об'єкт, цілком відповідний за сутністю звичайному математичному виразу. Вираз може містити оператори, операнди і функції з параметрами. В цьому підрозділі лекції вирази записуються на вхідній Maple-мові (Maple Input) без використання спеціальних засобів для їх зображення у природному математичному вигляді (Standard Math Input). Завдяки цьому запис виразів і прикладів, що наводяться, однаково придатний для будь-якої реалізації системи Maple — навіть такої, яка працює під операційною системою MS-DOS. Такий запис виходить найкоротшим, його можна виводити і роздруковувати без вживання графічних засобів. Крім того, він відповідає вигляду, прийнятому у довідковій системі Maple. 

Проте призначений для користувача інтерфейс системи Maple  для Windows дозволяє представляти вирази, як ті що вводяться, так і  ті що виводяться, у самих різноманітних формах, зокрема й у природному математичному вигляді — приклади цього багато разів наводилися і наводитимуться надалі. Maple  має численні функції перетворення форматів виразів, що дозволяють міняти форму представлення даних. 

Вирази в Maple можуть оцінюватися і змінюватися відповідно до заданих математичних законів і правил перетворень. Наприклад, функція спрощення виразів simplify здатна спрощувати багато математичних виразів, записаних як її параметр (в круглих дужках): 

> simplify((x^2-2*x+1)/(x-1)); 
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> simplify (sin(phi)^2+cos(phi)^2); simplify(exp(-3*x)*exp(x));
[image: image8.wmf]1
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Символьні перетворення і обчислення математичних виразів більш детально будуть розглянуті далі. 

Для виконання будь-яких математичних операцій необхідно забезпечити введення в систему початкових даних — в загальному випадку це введення саме математичних виразів. Для введення їх і текстових коментарів до них слугують два відповідні типи рядків введення: один для математичних виразів, інший для текстових коментарів. 

Перемикання типу поточного рядка введення здійснюється клавішею F5. Рядок введення математичних виразів має відмітний символ >, а рядок введення текстів такої ознаки не має, що видно хоча б з аналізу тексту цієї лекції. У рядку введення може розташовуватися одночасно  й декілька виразів, як це видно з наведених вище прикладів. Фіксаторами (вказівкою, що вираз закінчений)  можуть бути символи ; (крапка з комою) і : (двокрапка). Символ ; фіксує вираз і задає вивод результатів його обчислення синім кольором у комірку виводу. А символ : фіксує вираз, але блокує вивод результатів його обчислення. Фіксатори виконують також функцію роздільників для різних виразів, якщо в одному рядку їх декілька. 

Введення виразу закінчується натисненням клавіші Enter. При цьому маркер введення (жирна миготлива вертикальна риска - курсор) може бути в будь-якій позиції виконуваного рядку. Якщо треба перенести введення на новий рядок (тобто продовжити рядок з огляду на його довжину), слід натискати клавіші Shift та Enter одночасно. 

За допомогою одного, двох або трьох знаків %  можна викликати перший, другий або третій вираз з кінця сесії (сесія - декілька рядків введення), наприклад:

> a+b: 4: x^2+1:
> %; 
[image: image10.wmf] + 
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> a+b: 4: x^2+1:
> %%;
[image: image11.wmf]4


> a+b: 4: x^2+1:
> %%%;
[image: image12.wmf] + 
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> 2+4:%;
[image: image13.wmf]6


> %%-3;
[image: image14.wmf]3


Особлива роль при введенні виразів належить знакам прямого апострофа (одиночного ' або подвійного ''). Вміщений поміж такими знаками вираз під час виводу результату звільняється від однієї пари (закриваючого і відкриваючого знаків ' ):

> ''factor(a^2-2*a*b+b^2)'';
[image: image15.wmf]'
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> 'factor(a^2-2*a*b+b^2)';
[image: image16.wmf](
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> factor(a^2-2*a*b+b^2);
[image: image17.wmf](
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Зверніть увагу, операція factor (факторизація виразу) виконується лише тоді, коли вона не замкнена у апострофи. Інакше вона розглядається просто як звичайний текстовий рядок. Деякі інші можливості обрамлення виразів апострофами ми розглянемо пізніше. Найважливіша з них — тимчасова відміна виконаного раніше привласнення змінним величинам конкретних значень. Для завершення роботи з поточним документом достатньо виконати команди quit, done або stop, набрану в рядку введення (із знаком ; в кінці).

3.2.  Прості типи даних. Дані множинного типу. Рядки та коментарі
Прості типи даних. Дані множинного типу.
Maple  працює з числами наступного типу: цілими ( 0, 1, 123, -456 і т. д.), раціональними числами у вигляді відношення цілих чисел, тобто дробів (7/9, -123/127 і т. д.), дійсними числами з мантисою і порядком (1.23Е5=1.23*10^5, 123.4567Е-10=123.4567*10^(-10)). Ознакою дійсного числа є десятинна крапка . Приклади простих операцій з числами наведені нижче: 

> 12+34/47;
[image: image18.wmf]598
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> -12+34*47;
[image: image19.wmf]1586


> 12*10^(-15)*3; 

12.0*10^(-15)*3;

12E-15*3;
[image: image20.wmf]9

250000000000000


[image: image21.wmf]0.3600000000

10

-13


[image: image22.wmf]0.36

10

-13


> (2.03+3.06*I)^(-1/2);

I^2;
[image: image23.wmf] - 
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Як видно з цих прикладів, введення і вивід чисел має наступні особливості:  

для відділення цілої частини мантиси від дробової використовується розділова крапка;  

нульова мантиса не відображається (число починається з розділової крапки);  

мантиса відділяться від порядку пропуском, який розглядається як знак множення;  

уявна частина комплексних чисел задається множенням її на символ уявної одиниці I (квадратний корінь з -1). 

Десятинна крапка в числах має особливий статус — вказівка її в будь-якому місці числа, навіть в кінці, робить число дійсним і веде до переходу обчислень у режим роботи з дійсними числами. При цьому кількістю цифр, що виводяться після десяткинної крапки, можна управляти, задаючи значення системної змінної оточення Digits: 
> Digits:=3: exp(-1.2);

Digits:=8: exp(-1.2);
[image: image25.wmf]0.301
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Maple , як бачимо, може працювати також і з комплексними числами. Уявна одиниця в комплексному числі (корінь квадратний з  -1) позначається як I. Функції Re(x) і Im(x) повертають дійсну і уявну частині комплексних чисел. Приклади завдання комплексного числа і виводу його дійсної і уявної частин представлені нижче:

> x:=3.14+I*Pi;

Re(x);

Im(x);
[image: image27.wmf] := 
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[image: image29.wmf]p


Будь-які вирази можуть включатися також в набори. Такі набори у вигляді множин створюються за допомогою фігурних дужок { } з  різного типу виразів: 

> {a,b,a,a,b,d,c,a+d};

{10,3+2,4+5,1,0,1-3,4+6};
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Відмінна риса множин (наборів, set) — автоматичне усунення з них елементів, що повторюються. Крім того, Maple  розставляє елементи множин у певному порядку — числа у порядку збільшення значення (причому спочатку цілі числа, а за ними дійсні), а символи і рядки в алфавітному порядку (причому з урахуванням регістру - саме тому рядок "Вас" опинилося після рядку "я").  Для множин у математицы немає строгого математичного визначення, і ми вважатимемо їх наборами, що задовольняють перерахованим вище ознакам.

Для створення впорядкованих наборів – списків (list) – служать квадратні дужки [ ]: 

 Як неважко помітити, елементи списків, на відміну від наборів, перетворюються і виводяться строго в тому порядку, в якому вони були задані. Списки також широко застосовуються для завдання векторів і матриць. 

Рядки та коментарі.

Рядки як тип даних — це просто ланцюжки символів. Вони звичайно використовуються для створення текстових коментарів. Рядки повинні яким-небудь чином виділятися, щоб Maple не ототожнювала їх з іменами констант і змінних. Для цього рядки-коментарі мають внутрішню розділову ознаку, яка встановлюється при їх введенні (наприклад натисненням клавіші F5, яке приводить до зникнення знака >, або натисненням кнопки Т - текст на панелі інструментів). В інших випадках послідовність символів розглядається як рядок, якщо вона укладена в зворотні апострофи, тобто в знаки '. Два апострофи підряд формують апостроф як знак символьного рядка, наприклад `abc``def ` дає рядок abc`def. Будь-який математичний вираз може входити в рядок, зрозуміло, воно при цьому не виконується:

> "2+2 не завжди 'чотири'";
Досить часто виникає також необхідність в завданні програмних коментарів. Будь-який текст після знака # розглядається як програмний коментар, що не виводиться (він є невиконуваний), — навіть якщо це математичний вираз. При цьому він не обчислюється. Наприклад: 

> 2+z; # Це приклад виразу, який обчислюється. А ось цей вираз не обчислюється: 2+у, оскільки він розглядається як програмний коментар (йде після символу #) ;
[image: image32.wmf] + 
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Коментарі корисні в програмах на Maple-мові і звичайно використовуються для пояснення особливостей реалізованих алгоритмів.

5.3  Константи та змінні. Оператор привласнення значення та команда "restart;"

Константи - це найпростіші іменовані об'єкти, маючі наперед визначені значення. Їх імена (ідентифікатори) також наперед визначені і не можуть мінятися. Докладну інформацію про константи можна знайти, виконавши команду ?constant. Звичайні числові константи не мають імені і представлені просто числами, типи яких були вказані вище. Можна вважати, що ім'ям такої константи є саме її значення. Наприклад, у виразі 2*sin(1.25) числа 2 і 1.25 є числовими константами. При цьому вказівка десяткової крапки робить константу дійсним числом — наприклад, 2 — це цілочисельна константа, а  2., 2.0 або 1.25 — це вже дійсні константи.

Рядковими константами є довільні ланцюжки символів, замкнені в зворотні апострофи, наприклад "Hello" "Привіт", "My number" і тощо. Числа, замкнені в апострофи, наприклад "123456", також стають рядковими константами, які не можна використовувати в арифметичних виразах. Рядкові константи представляють значення рядкових змінних. В них можна використовувати символи кирилиці за умови, що відповідний шрифт є на машині. 

Є також низка констант, які правильніше вважати  певними глобальними змінними:  

false — логічне значення «помилково»; 

gamma — константа Ейлера, яка дорівнює 0.5772156649...; 

infinity — позитивна нескінченність (негативна задається як -infinity); true — логічне значення «істинне»; 

Catalan — константа Каталана, дорівнює 0.915965594...; 

FAIL — спеціальна константа (див. довідку, видавану по команді ?FAIL); 

I — уявна одиниця (квадратний корінь з  -1); 

Pi — представляє константу [image: image33.wmf]p

 = 3.14159... 

Цікаво, що в цей список не входить основання натурального логарифма — число е. Як цю константу рекомендується використовувати вираз ехр(1). Вона відображається як жирна пряма буква Е. А вираз exp(l.0) виводить число  2.71828... (що і  слід було чекати).

Як випливає з самої назви, змінні — це об'єкти, значення яких можуть мінятися по ходу виконання документа. Поки ми розглядаємо лише глобальні змінні, доступні для модифікації значень в будь-якому місці документа. Тип змінної в системі Maple  визначається привласненим їй значенням — це можуть бути цілочисельні (integer), раціональні (rational), дійсні (real), комплексні (complex) або рядкові (string) змінні, тощо. Змінні можуть також бути символьного типу (їх значенням є математичний вираз) або типу списку. 

Для явної вказівки типу змінних використовується конструкція: name::type де name — ім'я (ідентифікатор) змінної, type — тип змінної, наприклад цілочисельний (integer), дійсний з плаваючою крапкою (float), з ненегативним значенням (nonneg), комплексний (complex), тощо.

Змінні задаються своїм ім'ям — ідентифікатором, який повинен починатися з букви і бути унікальним. Це значить, що ключові (зарезервовані) слова мови Maple не можна використовувати як імена змінних. Хоча імена ряду команд і функцій можна використовувати як ідентифікатори змінних, робити це украй не бажано. Обмежень на довжину ідентифікатора практично немає — точніше, вона не повинна перевищувати 524 275 символів! Отже складнощів з підбором ідентифікаторів для змінних у вас не буде. Імена змінних можуть містити одну букву (наприклад, х, У або Z) або ряд букв (Xmin або Хmах). У будь-якому випадку ім'я змінної треба починати з букви. Деякі символи, наприклад знак _, можуть використовуватися в іменах (наприклад, Var_l, Var_2). Не можна, проте, вводити в імена змінних знаки, позначаючі оператори, — наприклад, а/b або а-b програма тлумачитиме як поділ а на b або віднімання із змінної а змінної b. 

Рядкові і прописні букви в ідентифікаторах розрізняються, так що Var1 і var1 — це різні змінні. Для перевірки передбачуваного імені на унікальність достатньо виконати команду ?name, де name — вибране ім'я. Якщо при цьому відкриється вікно довідки з цим ім'ям, значить, воно вже використано в Maple. Краще утриматися від його вживання, оскільки пов'язана з цим ім'ям команда або функція перестає працювати, як тільки це ім'я закріплюється за якою-небудь змінною.

Оскільки Maple  перш за все система символьної математики, то за умовчанням будь-які змінні розглядаються як об'єкти символьного типу. Завдяки цьому такі змінні можуть фігурувати в математичних виразах (таких, як sin(x)/x) без їх попереднього оголошення. На відміну від звичайних мов програмування таке використовування змінних не спричиняє за собою появи повідомлень про помилки і є більш природним. 

Для привласнення змінним конкретних значень використовується комбінований символ привласнення «:=», наприклад:  

> n:=1; # змінної n привласнюється, цілочисельне значення 1;  
[image: image34.wmf] := 
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> х:=123.456; # змінної х привласнюється дійсне  значення 123.456; 
[image: image35.wmf] := 
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> у:=17/19; # змінній у привласнюється раціональне значення 17/18;
[image: image36.wmf] := 
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> name1:='My_name'; name2:="Your name"; # змінної name1 привласнюється рядкове значення 'My_name, змінній name2 - рядкове значення "Your name". Зверніть увагу на різницю оформлення пробілів (пустих інтервалів) у першому випадку (одинарні апострофи), та у другому (подвійні апострофи);
[image: image37.wmf] := 
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> expr:=2*Pi/3;# змінної ехрг привласнюється значення виразу 2л/3;
[image: image39.wmf] := 
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> V:=[1,2,3];# змінній V привласнюється значення списку чисел [1,2,3]; 
[image: image40.wmf] := 
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> М:=[[1,2,4],[3,5,б]];# змінній М привласнюється значення двовимірного масиву; 
[image: image41.wmf] := 
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> f :=t->t^2+1-a; f0:=f(0); # змінної f привласнюється значення функції користувача f(t)=t^2+1-a, а змінній f0- значення цієї функції за умови t=0 :
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Права частина кожного виразу привласнення визначає тип змінної. Наприклад, вона може бути цілочисельною, дійсною, рядковою, індексованою (елемент масиву), тощо. 

Змінна, має яке-небудь значення, займає в пам'яті набагато більше місця, ніж невизначена змінна. У останньої місце в пам'яті займають тільки символи ідентифікатора. Тому нерідко доцільно відмінити привласнення у тих змінних, які надалі можна не використовувати. Це може знадобитися і у тому випадку, коли яку-небудь змінну з чисельним або іншим значенням потрібно використовувати просто як невизначену змінну. Для відміни привласнення треба використовувати наступний вираз: 

> n:='n';
[image: image44.wmf] := 
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Отже, заключення  імені змінної в прямі апострофи ліквідовує попердені привласнення конкретних значень цій змінній. Тому запис х:='х' означає, що змінній х повертається статус невизначеної змінної. Для відміни привласнення значень одночасно і разом всім змінним (і введеним функціям користувача) можна використовувати команду restart.

4. Вбудовані в ядро системи оператори та функції
4.1 Математичні функції ядра
Математичні функції ядра. 
Maple  має повний набір елементарних математичних функцій. Всі вони, окрім арктангенса (arctan(y,x)) двох аргументів, мають один аргумент х, наприклад sin(x). Він може бути цілим, раціональним, дробово-раціональним, дійсним або комплексним числом. У відповідь на звернення до них елементарні функції повертають відповідне значення. Тому вони можуть бути включені в математичні вирази. Всі описані тут функції називаються вбудованими, оскільки вони реалізовані в ядрі системи. 

Як правило, якщо аргументом функції є фундаментальна константа, ціле або раціональне число, то функція виводиться з таким аргументом без отримання результату у формі дійсного числа з плаваючою крапкою. Наприклад:

> sin(Pi); exp(1); ln(2); ln(Pi); arcsin(1/2); arcsin(1/4);
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Неважко помітити, що є і виключення з цього правила — наприклад, на екрані монітора ехр(1) буде виведенf як константа е, а значення функції arcsin(1/2) все ж таки обчислено і результат одержаний як 1/6 від константи Pi. Взагалі кажучи, якщо результат виражається через фундаментальну математичну константу, то він буде обчислений і представлений нею. Інакше функція з цілочисельним і раціональним аргументом або з константою просто повторюється в рядку виводу у встановленому для цього рядка форматі. 

Для отримання докладної інформації про деяку довільну функцію <f> достатньо задати команду: ?<f> 
Зважаючи на загальновідомість елементарних функцій ми не обговорюватимемо ні їх властивості, ні допустимі для них межі зміни аргументу. 

5.  Засоби математичного аналізу
5.1. Обчислення сум послідовностей. Обчислення добутків.

5.2. Обчислення похідних та меж функцій. Обчислення інтегралів. 

5.3. Розкладання функцій в ряди. Рішення рівнянь та систем рівнянь.

5.1.  Обчислення сум послідовностей. Обчислення добутків

> restart;
Обчислення сум послідовностей.
Вживання систем символьної математики особливо ефективне при вирішенні задач математичного аналізу. Maple  володіє багатою базою даних по формулах математичного аналізу і може повноцінно замінювати томи книг з довідковими даними. При цьому важливо, що Maple не тільки «знає» багато формул, але і може успішно використовувати їх при вирішенні достатньо складних задач в аналітичному (символьному) вигляді. 

Почнемо розгляд таких операцій з обчислення сум послідовностей. Обчислення суми членів деякої послідовності f(k) при зміні цілочисельного індексу k до від значення m до значення n з кроком +1, тобто вирази типу:

> sum(f[k],k);
[image: image51.wmf]å
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є достатньо поширеною операцією математичного аналізу. Для обчислюваної  форм сум послідовностей служать наступні функції:

sum(f, k);  sum(f, k=m..n)  
Sum(f, k);  Sum(f, k=m..n)  
Тут f — функція, що задає члени підсумовуваного ряду, k — індекс сумування; m,n — цілочисельні межі зміни індексу k. Значення n може бути рівне, зокрема, нескінченності. В цьому випадку для n використовується позначення infinity.

 Допускається, а часто й рекомендується, з метою виключення передчасної оцінки суми, заключення f і k  у  апострофи, наприклад sum('f', 'k'=m. .n). Це робиться, зокрема, у всіх прикладах довідкової системи Maple , які відносяться до функції sum. Це робиться для того, аби  уникнути плутанини, пов'язаної з тим, що символам f і k ще до використання їх під знаком суми  десь раніше могли бути привласнені певні значення, а їх використання під знаком суми потребує звільнення від цих значень, що і робиться прямими апострофами. Рекомендується також всі приклади сумування перевіряти після команди restart, що відміняє попередні приизначення для f і k . 

Якщо команда сумування записується з великої літери:

> S1:=Sum('2*k','k'=0..n);
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результат не обчислюється,   виводиться лише запис формули для суми (так звана неактивна або інертна форма команди сумування). Якщо ж та сама команда записана з маленькою літерою на початку, то результат обчислюється і виводиться отримана сума:

> S1:=sum('2*k','k'=0..n); 
[image: image53.wmf] := 
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Як бачимо, активна форма команди сумування дозволила нам отримати суму простого ряду. Підставляюючи в результат різні значення верхньої межі суммування (n=3,4,100) за допомогою команди підстановки subs
> subs(n=3,S1); 

subs(n=4,S1); 

subs(n=100,S1);
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Можемо оцінити значення суми при різних межах сумування.

Ще один приклад знаходження суми:

> S2:=Sum(1/'n'^2,'n'=1..infinity);

S2:=sum(1/'n'^2,'n'=1..infinity);
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[image: image58.wmf] := 
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Красивий і дещо неочікуваний (щоправда,  не для професійних математиків) результат. 

В цих прикладах перші аргументи команди sum  є виразами. Втім, команда sum та її інертна форма Sum  працює також із функціями:

> fun:=n->1/n^2;
[image: image59.wmf] := 
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> S3:=Sum(fun(n),n=1..infinity);
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> S3:=sum(fun(n),n=1..infinity);
[image: image61.wmf] := 
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Можливо також обчислювати подвійні (багатократні) суми:

> S4:=3*Sum(Sum('2*k',k=0..n),n=0..N);

S4:=3*sum(sum('2*k',k=0..n),n=0..N);
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[image: image63.wmf] := 
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УВАГА : При обчисленні сум послідовностей треба строго дотримувати прямий (наростаючий) порядок задання значень індексної змінної суми. Порушення цього порядку веде до грубих помилок (наприклад n=1..5, але ніколи не n=5..1, хоча, здавалося б, від зміни порядку сумування сума не змінюється). 

 Обчислення добутків.
Обчислення добутків дуже схоже на обчислення сум. Виконується командами:

product(f, k);        product(f, k = m..n)  
Product(f, k);       Product(f, k = m..n)  

які так само поділяються на активні (виконувані) та інертні.

Приклади обчислення добутків наводяться нижче:

> p1:=Product('k'^2,k=1..3);

p1:=product('k'^2,k=1..3);
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> Product('n+k',k=1..4)=product('n+k',k=1..4);
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> Product('k',k=1..n)=product('k',k=1..n); 

product('k',k=1..n)=n!;
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Останній приклад дає так звану Гамма-функцію, яка є при цілочисленому аргументі k просто факторіалом, в чому неважко переконатися.

5.2.  Обчислення похідних та меж функцій. Обчислення інтегралів
> restart;
 Обчислення похідних та меж функцій.

Знаходження меж функцій - базова ідея математичного аналізу, і Maple знає як це робити. Наприклад, треба знайти межу такого вигляду: 
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Застосовуємо команду limit з таким синтаксисом:
limit(f, x=a, dir)
 Limit(f, x=a, dir)
(активна та інертна форми відповідно). Тут f -вираз, або функція; x - ім'я змінної,  a - значення змінної на межі, можливо навіть a=infinity, або вираз для такого значення; dir=[right,left,real,complex] - одна з необов'язкових опцій, яка показує, яку саме межу ми шукаємо: праву, ліву, дійсну, чи комплексну. 

Знайдемо зазначену вище межу:

> Limit(sin(3*x)/x,x=0)=limit(sin(3*x)/x,x=0);
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Ще два приклади знаходження межі:

> Limit((cos(x)-1)/(x^2),x = 0)=limit((cos(x)-1)/(x^2),x = 0);
[image: image71.wmf] = 
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> Limit((1+1/x)^x,x=infinity)=limit((1+1/x)^x,x=infinity);
[image: image72.wmf] = 
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Взяття похідних є відносно простою операцією, отже, подальші пояснення також будуть простими. Maple може брати похідні від елементарних функцій а також від спеціальних функцій однаково легко, так що тут нам майже немає чого робити, хіба що розібратися у відмінностях дифференціювання виразів та функцій.

Спершу займемося виразами.  Припустимо, ви використовуєте такі форми для узяття першої, другої, і третьої похідної від виразів, які ілюстровані нижче .Ви можете при цьому також використовувати активну та пасивну форму команди (diff, або Diff).  Diff  фактично більш корисний, ніж ви можете думати, тому що це надає  шанс подивитися, що похідна від виразу, яку ви попросили взяти - це саме те, чого ви дійсно хочете. Отже, диференціюємо вирази, користуючись синтаксисом:

diff(a, x1, x2, ..., xn)
Diff(a, x1, x2, ..., xn)
де a - вираз, який діфференціюється;  x1,x2,..,xn -перелік зміних по яким треба взяти похідні.

> Diff(exp(x)*x^(-3)+3*x-1/x,x)=diff(exp(x)*x^(-3)+3*x-1/x,x);
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> Diff(exp(x)*x^(-3)+3*x-1/x,x$2)=diff(exp(x)*x^(-3)+3*x-1/x,x$2);
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> Diff(exp(x)*x^(-3)+3*x-1/x,x$3)=diff(exp(x)*x^(-3)+3*x-1/x,x$3);
[image: image75.wmf] = 
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Можна диференціювати вираз і по декількох змінних:

> Diff(exp(x)*y^(-3)+3*x-1/z,[x,y])=diff(exp(x)*y^(-3)+3*x-1/z,[x,y]);

Diff(exp(x)*y^(-3)+3*x-1/z,[x,z])=diff(exp(x)*y^(-3)+3*x-1/z,[x,z]);

Diff(exp(x)*y^(-3)+3*x-1/z,[y,z])=diff(exp(x)*y^(-3)+3*x-1/z,[y,z]);
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Тепер визначимо деяку функцію, припустимо, що від двох змінних:

> F:=(x,y)->tan(x*y)/(y^2)+sin(x)+cos(y);
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Диференціювання функції двох змінних можливо за допомогою такого синтаксису:

D[i](F)

де [i]- номер змінної, по якій бажано знайти похідну. Для функцій однієї змінної номер, зрозуміло не вказується:

> Diff(F,x)=D[1](F);
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> Diff(F,x,y)=D[1,2](F);
[image: image81.wmf] = 
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> Diff(F,x$3,y$2)=D[1$3,2$2](F);
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Ось, власне, й все. Розібравши ці приклади, можна впевнено дифференціювати як вирази так і функції довільної кількості аргументів.
 Обчислення інтегралів. 

Одна з речей, для якої  найчастіше використовувають Maple  - це інтегрування.  Фактично, багато хто з студентів не має повної уяви того, як виглядає повна таблиця інтегралів, хоча б від елементарних функцій, скоріше це фрагментарні знання.  

Втім і  Maple не знає  як знайти всі інтеграли (як ви побачите з деяких  прикладів  цієї секції), так що ви повинні знати, куди звертатися, коли Maple відмовляється брати певний "капосний" інтеграл.  Можливо, що найкраще рішення у таких випадках звернутися  до відомого в світі довідника - книги  під назвою "Таблиця сум та інтегралів" , авторів   Градштейна і Рижіка.  Ви можете знайти її  в  нашій бібліотеці, якщо її не взяв раніше інший студент (або доцент) з такою ж проблемою.

Maple досить просто вирішує проблеми інтеграції, які ви вивчали на вашому першому курсі математичного аналізу.  Команда, яка виконує інтегрування виразу це 

int(expr, x)
Int(expr, x)
 Як звичайно, існує інертна (Int) та активна (int) форми команди:

> restart;
> Int(sin(x),x);

int(sin(x),x);
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Інший приклад інтегрування виразу:

> f:=x*sin(x); int(f,x);
[image: image85.wmf] := 
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Зверніть увагу: не можна уживати символу f(x) під командою інтегрування int, тому що  f  - у цьому прикладі є виразом, а не функцією.

З функціями команди інтегрування діють таким чином:

> g:=(x,y)->sin(x*y)*x; 

# Об'являємо, що g- функція двох змінних  x та y 
[image: image87.wmf] := 
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> int(g(x,y),x); 

# Інтегруємо як функцію двох змінних, уживаючи символ функції, g(x,y), по одній із змінних, а саме по змінній x.
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Є також інертна форма int,  а саме Int, яка використовується, щоб просто показати інтеграли з іх підінтегральними функціями.  Ви можете уживати  цю форму для документування робочого листа.  Спробуйте так:

> s1:=Int(x*exp(x),x);
[image: image89.wmf] := 
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Втім майте на увазі:  Int  тільки показує, але не робить обчислення інтегралу.  

"Але якщо команда не робить щось, навіщо використовувати її?"- спитає кожен студент. Відповідь проста:  тому що це допоможе вам подивитися, чи належним чином ви ввели в інтеграл підінтегральну функцію , і саме це робить Int  дуже цінним інструментом наладки програм.  Після того, як ви побачили, що ваш інтеграл виглядає правильно в комірці виводу, скористайтеся спеціальною командою value(s1), щоб одержати значення інтегралу.  Отже, правильний спосіб взяти простий інтеграл, записаний вище, може виглядати так: 

> s1:=Int(x*exp(x),x);

s1:=value(s1);
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Зверніть увагу: константи інтегрування у невизначених інтегралах Maple  не виводить. Тому для остаточної коректності відповіді її треба дописувати "руками":

> s1:=s1+C1;
[image: image92.wmf] := 
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І лише після цього можна інтегрувати цей вираз вдруге:

> s2:=Int(s1,x);s2:=value(s2)+C2;
[image: image93.wmf] := 
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Рекомендується завжди брати інтеграли саме таким чином, об'єднуючи команди Int  і  value.  Це - одна з тих корисних звичок, які дуже зменшують кількість годин, котрі користувач Maple витрачатиме на пошук абсолютно безглуздих помилок запису.

Зрозуміло, що можна також брати визначені інтеграли, так як у поданому прикладі:

> s2:=Int(tan(x),x=0..1);
> s2:=value(s2);
[image: image95.wmf] := 

s2

d

ó

õ

ô

ô

0

1

(

)

tan

x

x
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Якщо ж нам потрібен числовий результат, то скористаємось командою evalf (числова оцінка):

> s2:=evalf(s2);
[image: image97.wmf] := 
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Ви повинні також знати, що Maple може брати інтеграли, де межі нескінченні:

> s3:=Int(x^2*exp(-x^2),x=0..infinity);

s3:=value(s3);
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[image: image99.wmf] := 
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а також інтеграли від спеціальних функцій (наприклад функція Бесселя нульового порядку):

> s4:=Int(BesselJ(0,x),x=0..1);

s4:=value(%);
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Багаторазове інтегрування  з'явилися спершу в проблемах фізики, а вже потім в математичному аналізі, наприклад
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де erf(z) - відома в теорії ймовірностей функція помилок. Подвійний інтеграл такого типу береться у такий спосіб:

> s5:=Int(Int(erf(x*sin(y)),x=0..1),y=0..1);

s5:=value(s5);
[image: image103.wmf] := 

s5

d

ó

õ

ô

ô

0

1

d

ó

õ

ô

ô

0

1

(

)

erf

x

(

)

sin

y

x

y


[image: image104.wmf] := 
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Ми вперше бачимо, що програма не виконала інтегрування до кінця: взявши внутрішній інтеграл, Maple залишив зовнішній без обчислення. Завжди, коли Maple видає кінцевий результат у вигляді інтегралу, це означає, що він не може отримати відповідь у відомих йому елементарних та спеціальних функціях.  Втім, якщо ви хочете числову відповідь, ви можете використовувати команду evalf, і  Maple видасть вам числову оцінку цього інтегралу:

> s5:=evalf(s5);
[image: image105.wmf] := 
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5.3.  Розкладання функцій в ряди. Рішення рівнянь та нерівностей
Розкладання функцій в ряди. 
> restart;
Одна з найважливіших ідей математики і  фізики - це ідея послідовного наближення до рішення задачі.  Це особливо важливо у фізиці, тому що ми звичайно не зацікавлені в найточнішому рішенні фізичної задачі, але швидше у найбільш простому і прозорому, нехай і наближенному, її рішенні.

Розглянемо, наприклад, функцію  [image: image106.wmf](
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.  Це функція, яку ви повинні знати, і навіть колись вивчали, але цілком можливо, дещо призабули.  І навіть якщо ви, а таке трапляється, пам'ятаєте, що це - зворотна величина від функції  гіперболічного косинуса, це не сильно допомагає вам  виразно уявити собі цю функцію у деталях.  

Але якщо  вам сказати, що в околі нуля ця функцію наближається (апроксимується) більш простою функцією  [image: image107.wmf] - 
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 ?  Тоді ви можете побачити, що ця функція дорівнює 1 при [image: image108.wmf] = 
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 , і що вона зменшується подібно параболі в обох напрямах від точки  [image: image109.wmf] = 
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 наша функція має максимум. Якщо далі вам повідомляють, що для   дуже великих за модулем значень змінної [image: image111.wmf]x
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?  Зараз ви можете зорієнтуватися, що функція спадає екеспоненціально при віддаленні від точки максимуму [image: image113.wmf] = 

x

0

, так що ця функція дуже схожа на стіг сіна.  

Maple знає, як знайти наближення до більшості функцій, з якими він має справу.  Команди, які знаходять ці наближення - це taylor, series, та asympt; ми розглянемо в цій секції, як вони працюють.  

Теорема Taylor стверджує: що якщо функція  [image: image114.wmf](
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  поблизу від  [image: image117.wmf]a

  функції може наближатися рядом
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Maple знає цю теорему і може використовувати її, щоб генерувати всі види рядів з командою taylor, яка має наступний синтаксис:

taylor(expr, eq/nm, n)
де eq/nm -  рівняння(як наприклад x = а ) або ім'я (як наприклад x ), n - ціле число (номер останнього фактора в ряду Тейлора).

Наприклад, знайдемо розкладання в рял Тейлора для функції, яку обговорювали вище з точністю до 10 фактору:

> f1:=taylor(sech(x),x=0,12):
Конвертуємо (перетворимо) наш ряд в поліном 10 порядку:

> f1:=convert(f1,polynom):
З цим виразом можна далі робити що завгодно пам"ятаючи, що він є певним наближенням для  функції   sech(x). Переконаємось візуально, наскільки це добре наближення:

>plot([sech(x),f1],x=-2..2,1.5..-1.5,color=[black,brown],  linestyle=[SOLID,DASH],thickness=[2,1], tickmarks=[4,4]);
Графік показує, що приблизно до x=1.2 наше наближення є непоганим, але для x>1.5 воно вже абсолютно не годиться. Треба додавати в розкладання наступні фактори (підвищувати точність наближення). Втім, ви швидко переконаєтесь, що саме цю "капосну функцію" не вдасться наблизити рядом Тейлора (схоже розкладання дає також команда series, яка зокрема дозволяє отримувати асімптотичні розкладання при x=infinity), для великих (хоча б і для x=2 ) значень аргументу навіть при n=50!  Не вдається також знайти асимптоти нашої функції (тобто її розкладання  за умови, що x=infinity): 

> asympt(sech(x),x);

series(sech(x),x=infinity);

Maple повідомляє нам,  що нездатен цього зробити. Хоча для інших функцій відшукує асимптоти залюбки:

> asympt(exp(x^2)*(1-erf(x)),x,10);

convert(%,polynom);
> F:=unapply(exp(-x*y^2)+sin(x+y)+2,x,y);# Завдання функції
> F1:=mtaylor(F(x,y),[x=1,y=1],4);# Розкладання функції у подвійний ряд Тейлора навколо точки [1,1]

F2:=convert(F1,polynom); # Перетворення ряду Тейлора у поліном
>plot3d([F(x,y),F2(x,y)],x=0..2,y=0..2, style=[patchnogrid,hidden],axes=BOXED,shading=zgrayscale,tickmarks=[2,2,2]);
У поданому вище прикладі функція двох змінних розкладена у подвійний ряд Тейлора поблизу від точки [1,1], далі конвертована в поліном четвертого ступеню. Нарешті вихідна функція та наближення у вигляді поліному четвертого ступеню виведено на графік (апроксимована функція позначена суцільною сірою заливкою, її апроксимація - сіткою)

Рішення рівнянь та систем рівнянь.
> restart;
Розглянемо звичайне алгебраїчне рівняння третього ступеня (кубічне рівняння). В Maple можна надавати рівнянням імена, наприклад:

> Eq1:=3*x^3-4*x^2-43*x+84=0;
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Рішення рівняння Eq1 знайдемо за допомогою команди solve(expr,vars), де параметром vars ми вказуємо відносно якої змінної потребуємо рішення:
> sols1:=solve(Eq1,x);
[image: image120.wmf] := 
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Програма знайшла рішення, які тепер можна відсортувати від найменшого до найбільшого  за допомогою команди sort :
> sols:=sort([sols1]);
[image: image121.wmf] := 
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Перевіримо наші рішення. Вочевідь підстановка трьох рішень (sols[1],sols[2],sols[3]) у рівняння Eq1 повинна давати тотожності:

> eval(Eq1,x=sols[1]);
[image: image122.wmf] = 
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> eval(Eq1,x=sols[2]);
[image: image123.wmf] = 
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> eval(Eq1,x=sols[3]);
[image: image124.wmf] = 
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Як і мало бути. 

Можемо також вирішувати системи рівнянь:

> eqn1 := 3*x+2*y=3;

eqn2 := x-y=-4;
[image: image125.wmf] := 
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[image: image126.wmf] := 
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> q:=solve({eqn1,eqn2});
[image: image127.wmf] := 
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Зверніть увагу: система рівнянь подається як множина - у фігурних дужках.

Рішення рівнянь інколи виглядають досить дивно. Розглянемо одне трансцендентне рівняння:

> s1:=solve(exp(-x)=x,x);
[image: image128.wmf] := 
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Точне рішення, щоправда виписане через досить екзотичну спеціальну функцію. Якщо нас цікавлять суто числові розв'язки рівнянь, можна застосувати функцію числового їх рішення fsolve:

> fsolve(exp(-x)-x=0,x);
[image: image129.wmf]0.5671432904


Ця команда дозволяє отримати числові (наближені) рішеня рівнянь, навіть трансцендентних. Втім також можна отримати наближені числові оцінки точних рішень таким шляхом:

> solve(exp(x)=3/(3-x),x);
[image: image130.wmf],
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> evalf(%);

sort([%]);
[image: image131.wmf],
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6.  Аналіз функцій та поліномів
6.1. Аналіз функцій.

6.2. Функції, створені з окремих частин. 

6.3. Інтерполяція та апроксимація функцій.

6.4. Операції з поліномами.

6.1. Аналіз функцій

Важливим розділом математики є дослідження аналітичних функцій. Воно звичайно полягає у визначенні координат особливих точок функції і її значень у цих точках, а також у з'ясуванні особливостей функції, таких як наявність точок розриву, асимптот, крапок перегинів, розривів і т.д. На жаль, поки немає засобів, що відразу виявляє всі особливості функцій, оскільки навіть засоби, що вирішують часні задачі аналізу функцій, досить складні і специфічні. Досить відзначити проблему пошуку екстремумів функцій (особливо функцій декількох змінних). Тому функції приходиться аналізувати індивідуально. 

За допомогою функції fsolve легко знаходяться значення незалежної перемінної х функцій виду f(x), при яких f(x)=0  (корені цього рівняння). При цьому дана функція дозволяє (на відміну від функції solve) ізолювати корені функції f(x) вказівкою інтервалу їхнього існування. Якщо спочатку знайти похідну від функції, то можна за допомогою функції fsolve знайти екстремальні точки:

> restart:

f:=x->x^6+5*x^3-8*x-10:

df:=diff(f(x),x);

fsolve(df);

plot([f(x),df],x=-2..2,color=[red,green],view=[DEFAULT,-20..10]);
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У пакеті Maple є ряд функцій для обчислення екстремумів, максимумів і мінімумів функцій, а також для визначення їхньої безперервності. Одна з таких функцій, extrema, дозволяє знайти екстремуми виразу ехрr (як максимуми, так і мінімуми) при обмеженнях constrs і перемінних vars, по яких шукається екстремум: 

extrema(expr, constrs) 

extrema(expr, constrs, vars) 

extrema(expr, constrs, vars, 's') 

Обмеження contrs і змінні vars можуть задаватися одиночними об'єктами або списками ряду обмежень і змінних. Знайдені координати точок екстремуму привласнюються змінної 's'. При відсутності обмежень у виді рівностей або нерівностей замість них записується порожній список {}. 

Функція extrema дає непогані результати при пошуку екстремумів простих аналітичних функцій, що не мають особливостей. Однак при аналізі складних функцій, що містять функції з порівнянням аргументу (наприклад, abs(x), signum(x) та ін.), функція extrema часто відмовляється працювати і просто повторює запис звертання до неї. 

> restart:

f:=x->x^6+5*x^3-8*x-10:

extrema(f(x),{},x,'w');

evalf(w);
[image: image136.wmf]min
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Часто потрібно знайти мінімум або максимум заданої функції. Для пошуку мінімумів і максимумів виразів (функцій) служать функції: 

minimize(expr, opt1, opt2, ..., optn) 

maximize(expr, opt1, opt2, ..., optn) 

Ці функції можуть знаходити максимуми і мінімуми для функцій як однієї, так і декількох змінних. За допомогою опцій opt1, opt2,..., optn можна вказувати додаткові дані для пошуку. Наприклад, параметр 'infinity' означає, що пошук мінімуму або максимуму виконується по всій числовій осі, а параметр location (або location=true) дає розширений висновок результатів пошуку - видається не тільки значення мінімуму (або максимуму), але і значення змінних у цієї точці.

> w:=minimize(f(x),x=-2..2,location=true);

evalf(w);

w:=maximize(f(x),x=-2..2,location=true);

evalf(w);
[image: image139.wmf]w
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Як можна побачити з прикладів, ці функції щукають найбільше та найменше значення на заданому інтервалі.

Для дослідження функцій на безперервність Maple має функцію iscont, що має наступний синтаксис: 

iscont(expr. х - а .. Ь) 

iscont(expr. х = а .. b, 'closed') 

iscont(expr. х - а .. b, 'open') 

Вона дозволяє досліджувати вираз ехрr, задане у виді залежності від змінної х, на безперервність. Якщо вираз безперервний, повертається логічне значення true, інакше - false. Можливий також результат типу FAIL. Параметр 'closed' показує, що кінцеві точки повинні також перевірятися, а зазначений за замовчуванням параметр 'open' - що вони не повинні перевірятися. 

> iscont( 1/x, x=0..1 );
[image: image145.wmf]true


> iscont( 1/x, x=0..1, 'closed' );
[image: image146.wmf]false


Визначити точки, у яких порушується безперервність функції f(x) дозволяє функція

discont(f,х). 

Вона обчислює всі точки в межах змінах від -[image: image147.wmf]¥

 до +[image: image148.wmf]¥

. Результати обчислень можуть містити особливі змінні з іменами вигляду:

_Zn~ - усі натуральні значення, 

_NNn~ - будь-яке ціле, 

_Bn~ - бінарна підстановка.

> discont(arctan(1/2*tan(2*x))/(x^2-1),x);
[image: image149.wmf]{
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Багато операцій, такі як інтегрування і диференціювання, чутливі до особливостей функцій, зокрема до їхніх розривів і особливих точок. Функція 

singular (ехрr, vars) 

дозволяє знайти особливі (сингулярні) точки виразу ехрr, у яких вона знаходить розриви. Додатково у числі параметрів може вказуватися необов'язковий список змінних. 

> singular(ln(x)/(x^2-1));
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6.2. Функції, створені з окремих частин
Для створення функцій, складених з окремих частин, Maple має у своєму розпорядженні цікаву функцію:  

piecewise(cond_1,f_1, cond_2,f_2, ..., cond_n, f_n, f_otherwise)

де f_1 - вираз, cond_1 - логічне вираз, f_otherwise - необов'язковий додатковий вираз. У залежності від тієї або іншої умови ця функція  дозволяє формувати відповідну аналітичну залежність. До кускових функцій (часом у схованій формі) приводять функції з елементами порівняння  аргументу, наприклад abs, signum, max і ін. Тому в Maple 8 уведений досить  могутній апарат обробки і перетворень таких функцій. 

> piecewise(x>0,x);
[image: image151.wmf]{
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> piecewise(x*x>4 and x<8,x^2+1,2);
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> func:=simplify(%);
[image: image153.wmf] := 
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· plot(func,x=-2..12);
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6.3. Інтерполяція та апроксимація функцій
Якщо функція задана аналітично, то найбільш простим способом знаходження її апроксимуючої  залежності є застосування функції convert. 
> intfun:=convert(series(exp(-x)+2,x),polynom);
[image: image155.wmf] := 
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Для інтерполяції експериментальних даних Maple має вбудовану функцію 
interp(X,Y,v) 
або в інертній формі 
Interp(X,Y,v)  
Змінна v указує ім'я змінної інтерполяційного полінома. Вектори X й Y повинні  містити n + 1  координат крапок вихідної залежності, де n - ступінь  полінома, що інтерполює.  
> restart:

a:=[0,1,2,3]:

b:=[0,3,1,3]:

fint:=interp(a, b, z);

f:=zip((x,y)->[x,y],a,b);

plot([f,fint],z=-1..4,style=[POINT,LINE]);
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Для одержання сплайн- інтерполяцій використається Maple-функція 
spline (X, Y, var, d).  
Тут X й Y - одномірні вектори однакового розміру, що несуть значення координат вузлових крапок  вихідної функції (причому в довільному порядку), var - ім'я змінної, щодо якої  обчислюється сплайн-функция, нарешті, необов'язковий параметр d задає вид сплайна. Він може  мати наступні значення: 
linear - лінійна функція, або поліном першого порядку, 
quadratic -  квадратична функція, або поліном другого порядку, 
cubic - поліном третього порядку, 
quartic -  поліном четвертого порядку. 
Якщо параметр d не зазначений, то сплайн-функция буде будуватися на основі  поліномів третього порядку (кубічні сплайни).  
> ee:=spline([0,1,2,3],[0,1,4,3],x,linear);

plot(ee, x=-2..5);
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> ee:=spline([0,1,2,3],[0,1,4,3],x,cubic);

plot(ee, x=-2..5);
[image: image161.wmf] := 
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6.4. Операції з поліномами
Для виділення коефіцієнтів поліномів у Maple є наступні функції:

coeff(p, х) - повертає коефіцієнт при х полінома р;

coeff(p,x,n) - повертає коефіцієнт для члена зі ступенем n полінома р;

coeff(p,x^n) - повертає коефіцієнти при х^n полінома р;

coeffs(p, х, 't') - повертає коефіцієнти полінома декількох змінних, стосовні до змінної х (або список змінних) з опцією 't', що задає ім'я змінної;

> s := 3*v^2*y^2+2*v*y^3;
[image: image163.wmf] := 
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> coeffs( s );
[image: image164.wmf],
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> coeffs( s, v, 't' );
[image: image165.wmf],

2

y

3

3

y

2


> t;
[image: image166.wmf],
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collect(p,x) - повертає поліном, поєднуючи коефіцієнти при ступенях змінної х.

Функція degree повертає вищий ступінь полінома, а  ldegree - нижчий ступінь. Ці функції  мають такий синтаксис:   

degree(a,x)

ldegree(a,x)

> restart:

a:=x^5+3*x^3-x^2;

degree(a,x);

ldegree(a,x);
[image: image167.wmf] := 
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Перед викликом  degree варто застосовувати до полінома функції collect або expand.
Для обчислення дійсних і комплексних коренів поліномів служить уже відома функція  solve(p,x), що повертає список коренів полінома р однієї перемінної. Крім того, маються наступні  функції для обчислення коренів поліномів:  

roots(p) ,            

roots(p, К) ,   

roots(p, x),          

roots(p, x, К)  

    Ці функції обчислюють точні корені в раціональній або алгебраїчній області чисел. Корені  повертаються у виді [ [r1,m1], .... [rn,mn] ], де ri - це  корінь полінома, a mi - кратність кореня, K - опціональне задання поля значень, через які можна виразити розв'язки.

> roots(a,x);
[image: image170.wmf][
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> solve(a,x);
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З поліномами можуть виконуватися різні операції. Насамперед відзначимо деякі функції,  що відносяться до одного полінома:   

psqrt(p) - повертає квадрат полінома;   

proot(p,n) - повертає n -ю степінь полінома;   

realroot(p) - повертає інтервал, у якому знаходяться дійсні корені полінома;   

randpoly(vars, eqns) - повертає випадковий поліном по змінним vars (список) з максимальним  ступенем eqns; 

discrim(p,var) - обчислення дискримінанта полінома по змінній var; 
7. Основні засоби графічного відображення інформації
7.1. Основні типи двовимірних графіків

7.2. Графіки функцій в полярній системі координат 

7.3. Побудова тривимірних графіків

7.4. Поняття про графічні структури та операції з ними 

7.1. Основні типи двовимірних графіків
У системі Maple графіки  будуються на площині у виді ряду крапок yi(xi), що з'єднуються відрізками  прямих. Таким чином, використовується кусочно-лінійна інтерполяція двовимірних  графіків. Якщо число крапок графіка досить велика (десятки або сотні), то  наближеність побудови не дуже помітна.  Для побудови двовимірних графіків служить функція plot. Вона задається у вигляді: 

plot(f, h, v)   

plot(f, h, v, оpt)  
де f - функція, що візуалізується, h - аргумент з вказанням області його зміни, v - необов'язковий параметр, вказівка області  зміни функції, оpt - параметр або набір параметрів, що задають стиль побудови  графіка (товщину і колір кривих, тип кривих, мітки на них і т.д.). Найпростішими формами завдання цієї функції є наступні:   

plot(f, xmin..xmax) - побудова графіка функції f, заданої тільки своїм  ім'ям;   

plot(f(x),x=xmin..xmax) - побудова графіка функції f(x),  

Діапазон зміни незалежної змінної х задається як xmin..xmax, де xmin і  xmax - мінімальне і максимальне значення х. Ім'я х  тут дано умовно - незалежна змінна може мати будь-яке припустиме  ім'я.  

> plot(sin,-Pi..Pi);
[image: image172.png]



> plot(sin(e),e=-Pi..Pi);

[image: image173.png]



> plot(sin(y),y=-Pi..Pi,-0.5..0.5);

[image: image174.png]



Спеціальний параметр adaptive задає роботу спеціального адаптивного  алгоритму для побудови графіків найкращого виду. При цьому Maple  автоматично враховує кривизну зміни графіка і збільшує число  відрізків прямих у тих частинах графіків, де їхній хід помітно відрізняється від прямої, що інтерполює. При завданні adaptive=false адаптивний алгоритм  побудови графіків відключається, а при adaptive=true включається (значення по  умовчанню).

> plot(sin(x),x=-Pi..Pi,0.95..1.05,adaptive=true);

plot(sin(x),x=-Pi..Pi,0.95..1.05,adaptive=false);
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Якщо необхідно побудувати декілька графіків, то всі параметри, що стосуються функцій, задаються списком.

В Maple введені функції швидкої побудови  графіків. Функція smartplot(f) призначена для створення двовимірних графіків. Параметр f може  задаватися у виді одиночного виразу або набору виразів, що поділяються комами. Завдання  керуючих параметрів у цих графічних функціях не передбачено; таким чином, їх можна  вважати первинними, або чорновими. Для функції побудови двовимірного графіка за замовчуванням заданий  діапазон зміни аргументу -10.. 10. Аргумент першого виразу приймається за абсциссу, інші - за ординати!
> smartplot(sin(x),tan(s),30*sqrt((x-3)*(x+4))/(x+1)/(x+2));
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7.2. Графіки функцій в полярній системі координат

Полярні координати є широко вживаними для побудови замкнених ліній, при центральносиметричних процесах на площині та ін. Формат використання полярних координат наступний:
plot([r(t), theta(t), t=діапазон t], h, v, coords=polar)

r(t) - відстань від початку координат, як функція від t
theta(t) - кут оберту
h - горизонтальний діапазон
v - вертикальний діапазон
Декілька функцій задаються як множинний тип даних, тобто {}.

За замовчанням функція будується у діапазоні від -[image: image178.wmf]p

 до [image: image179.wmf]p

 
> plot({x^2/10,[1,t,t=0..2*Pi]},x=-Pi..Pi,coords=polar);
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> plot([cos(t),2*t,t=0..Pi],-1..1,-0.5..1,coords=polar);
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Ще один формат побудови графіків у полярних координатах

 polarplot(L, options) де L - функція.

Опції такіж самі, як і у функції plot
> with(plots):

polarplot(1);

polarplot([cos(t),sin(t),t=0..4*Pi],color=gold);

polarplot({t,[2*cos(t),sin(t),t=-Pi..Pi]},t=-Pi..Pi,numpoints=50);
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> S := t->100/(100+(t-Pi/2)^8): R := t -> S(t)*(2-sin(7*t)-cos(30*t)/2):

polarplot([R,t->t,-Pi/2..3/2*Pi],numpoints=2000,axes=NONE);

[image: image185.png]



7.3. Побудова тривимірних графіків
Тривимірними називають графіки, що відображають функції двох змінних  z(х,у). Кожна точка zi таких  графіків є висотою (аплікатою) точки, що лежить у площині XY і представлена  координатами (х,у). 

Для побудови графіків тривимірних поверхонь Maple має вбудовану в ядро функцію plot3d.  Вона може використовуватися в наступних форматах:

plot3d(expr, x=a..b, y=c..d, p)  
plot3d(f, a..b, c..d, p) 

plot3d({exprf,exprg,exprh}, s=a..b, t=c..d, p) 

plot3d({f, g, h}, a..b, c..d, p)  

У двох перших формах plot3d застосовується для побудови звичайного графіка однієї поверхні, в  інших формах - для побудови графіка з параметричною формою завдання поверхні. У  приведених формах запису f, g і h - функції; expr - вираз, що залежить від х та у;  exprf, exprg і exprh - вирази, що задають поверхню параметрично; р - керуючі параметри. 

За допомогою параметрів р можна в широких межах керувати видом тривимірних графіків, виводячи  або прибираючи лінії каркасної сітки, вводячи функціональне фарбування поверхонь, змінюючи кут їхнього огляду і  параметри освітлення, змінюючи вид координатних осей і т.д. Наступні параметри функції plot3d  задаються аналогічно їхньому завданню для функції plot:  

axesfont, font,  color,  coords, font , labelfont,  linestyle, numpoints, scaling, style, symbol, thickness, title, titlefont.  

Однак функція plot3d має ряд додаткових специфічних параметрів:   

ambientlight=[r, g, b] - задає інтенсивність червоного (r), зеленого (g) і синього (b) кольорів  підсвітлення у відносних одиницях (від 0 до 1);   

axes-задає вигляд координатних осей (BOXED, NORMAL, FRAME і NONE, за замовчуванням NONE);

grid=[m,n] - задає число ліній каркасу поверхні;   

gridstyle=x - задає стиль ліній каркасу х ('rectangular' або 'triangular');   

labels=[x,y,z] - задає написи по осях (х, у и z - рядки, за замовчуванням - порожні);   

light=[phi ,theta,r,g,b] - задає кути, під якими розташоване джерело висвітлення поверхні і  інтенсивності складових кольорів;

lightmodel=x - задає схему висвітлення (відповідно 'none', 'light1', 'light2', 'light3' і 'light4');

orientation=[theta,phi]- задає кути орієнтації поверхні (за замовчуванням 45°);

projections - задає перспективу при огляді поверхні (може бути числом 0 або 1, що задає  включення або вимикання перспективи, а також однієї з рядків 'FISHEYE', 'NORMAL' або  'ORTHOGONAL' (це відповідає чисельним значенням, рівним 0, 0,5 або 1, причому по  умовчанню задане projection=ORTHOGONAL));

shading=s - задає напрямки, по яких змінюється колір функціонального фарбування (значення s  можуть бути XYZ, XY, Z, ZGREYSCALE, ZHUE, NONE);   

tickmarks=[l,n,m] - задає характер маркірування по осям x, у и z (числа l, n і m мають значення не  менш 1);

view=zmin..zmax або view=[xmin. .xmax, ymin. .ymax, zmin..zmax] - задає мінімальні і  максимальні координати поверхні для її видимих ділянок.

style - задає стиль поверхні. Може бути patch - кольорова поверхня з сіткою, point - точками, contour - контурними лініями, line - лініями, hidden - лініями каркаса з видаленням  невидимих ліній, wireframe - лініями каркаса з усіма видимими лініями, patchnogrid - з  розфарбуванням, але без ліній каркаса, patchcontour - розфарбування з лініями рівного рівня. 

Колір тривимірного графіка може задаватися (як і для двовимірного) параметром соlоr=s, де s - колір  (відтінки кольору перелічувалися раніше). Можливо ще два алгоритми завдання кольору:   

HUE - алгоритм із завданням кольору у виді color=f(x,y);   

RGB - алгоритм із завданням кольору у виді color=[exprr,exprg,exprb], де вираз ехрrr, ехрrg і  exprb задають відносну значимість (від 0 до 1) основних кольорів (червоного - ехрrr, зеленого  - ехрrg і синього - exprb).
> plot3d(sin(x*y)*x^2*y^2-2*x*y,x=-5..5,y=-5..5,color=cos(x*y));

plot3d(sin(x*y)*x^2*y^2-2*x*y,x=-5..5,y=-5..5,color=[cos(x*y),sin(x*y),sin(x*y)*cos(x*y)]);

[image: image186.png]
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>plot3d(x^2*y^2-2*x*y,x=-5..5,y=-5..5,color=cos(x*y),view=0..100,axes=BOXED, gridstyle='triangular',orientation=[15,30],projection=0.5, title="Поверхня");
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Дуже корисним для побудови поверхонь є використання різних систем координат:

conical (конічні), cylindrical (циліндричні), ellipsoidal (еліптичні), spherical (сферичні),toroidal (тороідальні) та ін.
> restart:

plot3d(height,angle=0..2*Pi,height=-5..5, coords=cylindrical);

plot3d(t,t=0..3*Pi,p=0..Pi,coords=spherical,scaling=constrained);

plot3d(theta,theta=0..8*Pi,z=-1..1, coords=cylindrical, style=patch,numpoints=10000);

plot3d(1,theta=0..2*Pi,phi=0..2*Pi, coords=toroidal, style=wireframe);
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[image: image190.png]



[image: image191.png]



[image: image192.png]



Швидку побудову тривимірних графіків забезпечує функція smartplot3d Для цієї  функції заданий діапазон зміни обох аргументів -5..5. 

· smartplot3d(x^2*y^2-2*x*y);
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7.4. Поняття про графічні структури та операції з ними

Функції PLOT і PLOT3D (з іменами, набраними великими буквами) дозволяють  створювати графічні структури, що містять ряд графічних об'єктів. Кожен об'єкт може являти собою точку або фігуру, полігон, напис  і т.д., позиціоновану   з високою точністю в заданій системі координат.  Координатні осі також відносяться до графічних об'єктів. 
Графічна структура двовимірної графіки задається у вигляді:  
PLOT(s1, s2, s3....,о);  
де s1, s2, s3 ... - графічні об'єкти (або елементарні структури -  примітиви), о - спільні для структури параметри.  Основними об'єктами є:   
POINTS([xl,yl],[x2,y2],...[xn,yn]) - побудова точок, заданих їхніми координатами;   
CURVES([[x11,y11],...[x1n,y1n]], [[х21,у21],...[х2n,у2n]],... [[xm1,ym1]....[xmn,ymn]]) - побудова кривих по точках;   
POLYGONS([[x11,y11]....[x1n,y1n]], [[x21,y21]....[x2n,y2n]].... [[xm1,ym1]....[xmn,ymn]]) - побудова замкнутої області - полігона-багатокутника;   
ТЕХТ([х, у], 'string', horizontal ,vertical) - вивід текстового напису 'string',  позиціонованого у точці з координатами [х.у], з горизонтальною або  вертикальною орієнтацією. Параметр horizontal може мати значення  ALIGNLEFT або ALIGNRIGHT, що вказують, у яку сторону (вліво або вправо)  йде напис. Аналогічно параметр vertical може мати значення  ALIGNABOVE або ALIGNBELOW, що вказує в якому напрямку (нагору або  вниз) йде напис.  
При завданні графічних об'єктів (структур) s1, s2, s3 і т.д. можна використовувати  описані вище параметри і параметри, наприклад, для завдання стилю побудови  - STYLE (POINT, LINE/PATCH, PATCHNOGRID); товщини ліній- THICKNESS (крім  координатних осей); символу, яким будуються точки кривих - SYMBOL (BOX,  CROSS, CIRCLE, POINT, DIAMOND і DEFAULT); стилю ліній - LINESTYLE; кольору - COLOR , типу  шрифту - FONT; виводу титульного напису - TITLE (string); імені об'єкта -  NAME (string); стилю координатних осей - AXESSTYLE (BOX, FRAME, NORMAL,  NONE або DEFAULT) і т.д.  Слід зазначити, що параметри в графічних структурах задаються трохи  інакше - за допомогою круглих дужок. Наприклад, для завдання шрифту TIMES ROMAN  з розміром символів 16 пунктів треба записати FONT(TIMES,ROMAN, 16), для  завдання стилю координатних осей у виді прямокутника - AXESSTYLE (BOX) і т.д.
>PLOT(CURVES([[0,0],[1,3],[2,7],[3,12]],[[0,0],[1,2],[2,10],[7,12]]),TEXT([10,10],"Графічний об'єкт"));
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За допомогою команди rotate можна повертати графічні об'єкти. Вона знаходиться у пакеті plottools:
rotate(p, ang)
rotate(q,alpha,beta,gamma)

Перший формат для двовимірних графіків, другий формат - для тривимірних. ang, alpha, beta,gamma - кути оберту.
> with(plottools):

yy:=plot(sin(x),x);

rotate(yy,Pi/6);
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Графічні структури тривимірної графіки будуються функцією PLOT3D:  
PLOT3D(s1,s2,s3.....o)  
У якості елементарних графічних структур можна використовувати вже описані  вище об'єкти POINTS, CURVES, POLYGONS і TEXT - зрозуміло, з  додаванням у списки параметрів третьої координати.  Крім того, можуть використовуватися деякі спеціальні тривимірні структури.  Одна з них - структура GRID:   
GRID(a. .b,c..d, listlist) - завдання поверхні над ділянкою координатної  площини, обмеженої відрізками[а, b] і [c, d], за даними, заданим  списком listlist:=[[z11,...z1n],[z21,...z2n],...[zm1...zmn]] з розмірністю  nxm. Помітимо, що ця змінна задає координату z для рівновіддалених  точок поверхні.  Зображення являє собою лінії, що з'єднують задані точки.  Ще один тип тривимірної графічної структури - це MESH:    
MESH(listlist) - завдання тривимірної поверхні за даними облікової  змінної listlist, що містить повні координати всіх точок поверхні. Звичайна форма завдання цієї структури наступна:  
MESH([[[x11,y11,z11]....[x1n,y1n,z1n]]. [[x21,y21,z21]....[x2n,y2n, z2n]]
...[[xm1,ym1,zm1]...[xmn,ymn,zmn]]])
> PLOT3D(POLYGONS([[0,0,0],[1,0,0],[1,1,0],[0,1,0]],

                [[0,0,0],[0,1,0],[0,1,1],[0,0,1]],

                [[1,0,0],[1,1,0],[1,1,1],[1,0,1]],

                [[0,0,0],[1,0,0],[1,0,1],[0,0,1]],

                [[0,1,0],[1,1,0],[1,1,1],[0,1,1]],

                [[0,0,1],[1,0,1],[1,1,1],[0,1,1]]),

       LIGHT(0,0,0.0,0.7,0.0), LIGHT(100,45,0.7,0.0,0.0),

       LIGHT(100,-45,0.0,0.0,0.7), AMBIENTLIGHT(0.4,0.4,0.4),

       TITLE(Куб),STYLE(PATCH),COLOR(ZHUE));
[image: image196.png]Kyb





> PLOT3D(GRID([[0,5,0],[1,-2,0],[1,1,0],[0,1,0]],

                [[0,0,0],[0,1,0],[4,1,1],[0,0,1]],

                [[1,3,0],[1,1,2],[1,1,1],[1,0,1]],

                [[0,0,0],[1,0,0],[1,0,3],[0,0,1]],

                [[3,1,0],[1,1,0],[1,1,1],[0,1,1]],

                [[0,0,1],[1,0,1],[1,1,1],[0,1,1]]),

       LIGHT(0,0,0.0,0.7,0.0), LIGHT(100,45,0.7,0.0,0.0),

       LIGHT(100,-45,0.0,0.0,0.7), AMBIENTLIGHT(0.4,0.4,0.4),

       TITLE("Поверхня"),STYLE(PATCH),COLOR(ZHUE));

[image: image197.png]MogepxHa




Дуже корисною при роботі з графічними об'єктами є функція display
display(L, options), де L-графічний об'єкт
Функція знаходиться в пакеті plots
> with(plots):

with(plottools):

F:=plot(cos(x),x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi,style=line):

G:=plot(tan(x),x=-Pi..Pi,-Pi..Pi,style=point):

display({rotate(F,Pi/4),G},axes=boxed,scaling=constrained,title=`Cosine and Tangent`);
Warning, the name arrow has been redefined

Warning, the name arrow has been redefined

[image: image198.png]Cosine and Tangent





8. Рішення диференційних рівнянь
8.1.Головні засоби вирішення диференційних рівнянь. Пакет рішення диференційних рівнянь DEtools. 

8.2. Графічне представлення рішень. 

8.3. Поглиблений аналіз диференційних рівнянь.

8.1. Головні засоби вирішення диференційних рівнянь. Пакет рішення диференційних рівнянь DEtools

> restart;
Головні засоби вирішення диференційних рівнянь.

Важливе місце в математичних розрахунках займає рішення диференційних рівнянь. До нього, зокрема, звичайно відноситься аналіз поведінки різних систем в часі (аналіз динаміки), а також обчислення різних полів (поля тяжіння, полів електричних зарядів тощо). Важко переоцінити роль диференційних рівнянь в моделюванні фізичних і технічних об'єктів і систем, Maple  дозволяє вирішувати одиночні диференційні рівняння і системи диференційних рівнянь як аналітично, так і у числовому вигляді. Розробниками системи оголошено про істотне розширення засобів рішення диференційних рівнянь і про підвищення їх надійності в значенні знаходження рішень для більшості класів диференційних рівнянь. Для вирішення одиночних простих диференційних рівнянь (задача Коші) використовується функція dsolve в різних формах запису: 

dsolve(ODE)  
dsolve(ODE, y(x), extra_args)  
dsolve({ODE, ICs}, y(x), extra_args)
Тут ODE - звичайне диференційне рівняння, y(x) - функція однієї змінної, ICs- початкові умови, extra_args - необов`язкова опція, яка задає тип рішення диференційного рівняння. Відзначимо основні значення цього параметра:  

exact — аналітичне рішення (прийнято за умовчанням);  

explicit — рішення в явному вигляді;  

system — рішення системи диференційних рівнянь;  

ICs — рішення системи диференційних рівнянь із заданими початковими умовами;  

formal series — рішення у формі поліному;  

integral transform — рішення на основі інтегральних перетворень Лапласа, Фурье тощо.;  

series — рішення у вигляді ряду з порядком, який вказується значенням змінної Order; 

numeric — рішення в чисельному вигляді. 

 Давайте почнемо з того, щоб отримати  рішення  протсого диференційного рівняння, яке Ви ймовірно бачили в курсі загальної фізики, а саме рівняння для радіоактивного розпаду ядер.  Якщо стала розпаду атомів в зразку є [image: image199.wmf]l

 ([image: image200.wmf]l

 має розмірність 1/с), то рівняння, що визначає швидкість розпаду ядер, є наступним:

> ODE1:=diff(N(t),t)=-lambda*N(t);
[image: image201.wmf] := 
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З початковою умовою, що у момент часу [image: image202.wmf] = 

t

0

 кількість ядер складає [image: image203.wmf]N

0

. Якщо потрібно знайти саме залежність кількості ядер, які ще не розпалися від часу, то використовуємо команду:

> dsolve(ODE1);
[image: image204.wmf] = 
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Як слід було очікувати, рішення диференційного рівняння містить невизначену константу інтегрування [image: image205.wmf]_C1

 через те, що ми ніяк не визначили початкових умов. Якщо ми хотіли би задати їх, то слід було виористати дещо інший синтаксис команди dsolve:

> dsolve({ODE1,N(0)=N[0]},N(t));
[image: image206.wmf] = 

(

)

N

t

N

0

e

(

)

-

l

t


Або, наприклад, у такій формі:

> Pochatkova_Umova:=N(0)=N[0]:

dsolve({ODE1,Pochatkova_Umova},N(t)); 
[image: image207.wmf] = 
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Диференційні рівняння другого порядку надзвичайно поширені у фізиці, хоча б тому, що другий закон Ньютона є диференційним рівнянням другого порядку, так само як і рівняння дифузії, хвильове рівняння, рівняння Шредінгера в квантовій механіці, тощо. 

Запишемо таке диференційне рівняння для випадку вертикального руху матеріальної точки у полі сил тяжіння Землі (тоді [image: image208.wmf]g

 - прискорення ввільного падіння).  З другого закону Ньютона отримаємо, що прискорення [image: image209.wmf]d
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  дорівнює [image: image210.wmf]-
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, якщо вісь [image: image211.wmf]Oy

  спрямована вгору:

> ode2:=diff(y(t),t$2)=-g;
[image: image212.wmf] := 
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Випишемо початкові умови:

> PU:=y(0)=y[0],D(y)(0)=v[0];
[image: image213.wmf] := 
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> dsolve({ode2,PU},y(t));
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Зверніть увагу, по-переше ми використали оператор похідної [image: image215.wmf](
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, після чого підставили у цей оператор ([image: image217.wmf]0

), тобто створили форму [image: image218.wmf](
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, яка означає, що похідна береться в точці [image: image219.wmf] = 
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Ось ще одне выдоме рівняння другого порядку, рівняння гармонічного осцилятора:

> ode3:=diff(x(t),t$2)+omega^2*x(t)=0;
[image: image220.wmf] := 
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Maple вирішує це рівняння в його загальному вигляді лінійної комбінації двох гаромнічних функцій  із двома невизначеними константами інтегрування:

> dsolve(ode3,x(t));
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Часто більш зручно мати справу з системами диференційних рівнянь, аніж з одиночними диференційними рівняннями другого, третього, або ще вищого порядку. Можна записати наше диференційне рівняння високого порядку як систему диференційних рівнянь першого порядку.

Для іллюстрації є простий приклад.  Якщо ми позначимо dv/dt як прискорення, а dx/dt як швидкість, то рівняння другого порядку, яке ми щойно вирішили для лінійного гармонічного осцилятора може бути записано, як наступна система рівнянь першого порядку:

> Eq1:=diff(x(t),t)=v(t);

Eq2:=diff(v(t),t)=-omega^2*x(t);
[image: image222.wmf] := 
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[image: image223.wmf] := 
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І далі вирішимо цю систему з двох диференційних рівнянь першого порядку:

> dsolve({Eq1,Eq2},{v(t),x(t)});
[image: image224.wmf]{

}

,

 = 

(

)

x

t

-

 - 

_C1

(

)

cos

w

t

_C2

(

)

sin

w

t

w

 = 

(

)

v

t

 + 

_C1

(

)

sin

w

t

_C2

(

)

cos

w

t


 Пакет рішення диференційних рівнянь DEtools. 
Рішення диференційних рівнянь найрізноманітніших типів — одна з переваг системи Maple . Пакет DEtools надає великий набір корисних функцій для вирішення диференційних рівнянь і систем з такими рівняннями. Пакет підключається таким способом:

> with (DEtools);
Загальна кількість функцій та команд у цьому пакеті перевищує можливості будь-якої лекції. Зупинимося побіжно лише на описові деяких з них:

DEnormal — повертає нормалізовану форму диференційних рівнянь;  

DEplot — будує графіки рішення диференційних рівнянь;   

DEplot3d — будує тривимірні графіки для рішеннь систем диференційних рівнянь;   

Dchangevar — зміна перемінних у диференційних рівняннях;  

PDEchangecoords — зміна координатних систем для диференційних рівнянь у часткових похідних;   

PDEplot — побудова графіків рішення диференаціальних рівнянь у часткових похідних;  

autonomous — тестує диференційні рівняння на автономність;  

convertAlg — повертає список коефіцієнтів для диференційних рівнянь;  

convertsys — перетворить систему диференційних рівнянь в систему одиночних рівнянь;  

dfieldplot — будує графік рішень диференційних рівнянь у вигляді векторного поля;  

indicialeq — перетворить диференційні рівняння у поліноміальні;  

phaseportrait — будує графік рішення диференційних рівнянь у формі фазового портрету;  

reduceOrder — знижує порядок диференційних рівнянь;  

regularsp — обчислює регулярні особливі точки для диференційних рівнянь другого порядку; 

translate — перетворить диференційні рівняння в список операторів;  

untranslate — перетворить список операторів в диференційні рівняння;  

varparam — знаходить загальне рішення диференційних рівнянь методом варіації параметрів. 

Решта функцій пакету DEtools детальніше описується у довідковій системі Maple.
8.2.  Графічне представлення рішень
Maple  в змозі вирішувати і складніші рівняння, ніж ті простенькі фізичні задачі, які ми розглянули вище. Ускладнимо задачу про гармонічний осцилятор і врахуємо опір в системі шляхом запровадження сили опору: [image: image225.wmf] = 
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 - час релаксації осцилятора, а [image: image227.wmf]mv

 - його імпульс. Диференційне рівняння згасаючих коливань, як відомо, може бути записане у формі:

> restart:Eqn:=diff(x(t),t$2) + diff(x(t),t)/tau + omega^2*x(t)=0;
[image: image228.wmf] := 
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> dsolve(Eqn,x(t));
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Рішення виглядає доволі солідно. Втім ми нібито вирішували задачу про осцилятор з демпфером (опором), то де ж поділися наші періодичні функції - сінус і косінус?  Проблема в тому, що Maple не знає (так само як і Ви) як співвідносяться поміж собою і якими є параметри рівняння: [image: image230.wmf],

w

t

. 

Давайте думати як фізики: припустимо, що циклічна частота приблизно дорівнює [image: image231.wmf]2
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, отже період вільних коливань [image: image232.wmf] = 
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 складає 1 секунду. Далі припустимо, що осцилятор (нехай це звичайний  маятник) знаходиться у моторному маслі при  температурі у 10 градусах нижче нуля. Таким чином, що характерний час релаксації складає всього 0.05 секунди (в'язке тертя настільки сильне, що зупинка руху відбувається за 0.05 секунди). 

Ваша інтуїція повинна повідомити Вам, що якщо ви відхиляєте такий маятник і відпускаєте його, ви не сподіваєтесь побачити декілька його повних качань: все що може трапитися - це те, що маятник поволі повертатиметьсяся у вертикальне положення і залишаться далі в ньому. Давайте подивимось, що з цього приводу каже Maple:

> omega:=2*Pi; tau:=0.05;
[image: image233.wmf] := 
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> X:=dsolve({Eqn,x(0)=1,D(x)(0)=0},x(t));
[image: image235.wmf] := 
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· plot(rhs(X),t=0..8, style=point, color=navy, numpoints=40);

[image: image236.png]



Maple показує, що він згідний з Вашою інтуїцією: рух маятника в цьому випадку є аперіодичним, експоненціально згасаючим рухом до положення рівноваги. Зверніть увагу на команду [image: image237.wmf](
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 у тілі команди plot: ця команда пропонує створити графік правої частини виразу X, а в правій частині цього виразу саме й стоїть рішення нашого диференційного рівняння. Чи те саме вийде, якщо ми схочемо побудувати графік лівої частини ([image: image238.wmf](
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Тепер спробуємо змінити опір руху маятника і подивитися, що з того вийде. Ваша інтуїція знов підкаже, що якщо масло підігріти, або взагалі винести маятник у повітря, тобто збільшити час релаксації так, що [image: image239.wmf] < 
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, то маятник буде качатися, хіба що повільно зменшуючи амплітуду. Для прикладу, припустимо, що [image: image240.wmf] = 
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> omega:=2*Pi; tau:=5;
[image: image241.wmf] := 
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> X:=dsolve({Eqn,x(0)=1,D(x)(0)=0},x(t));
[image: image243.wmf] := 
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· plot(rhs(X),t=0..8,  color=navy, numpoints=500);
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Як бачимо, тепер маятник коливається, хоча амплітуда при цьому повільно зменшується. В рішенні ж з'явилися періодичні функції сінус і косінус. Секрет у тому, що існує формула Ейлера для експоненти:
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щойно показник експоненти у рішенні диференційного рівняння стає уявним, так саме рішення становиться осцилюючим.

У прикладі вивчення згасаючих коливань ми користувалися для графічного зображення рішень звичайною функцією візуалізації plot - це найбільш простий і природній засіб  графічного представлення рішень.

Втім у Maple є також спеціальні інструменти для графічного відтворення пішень диференційних рівнянь. Найбільш поширеною є команда odeplot з пакету plots. Підключимо цей пакет так:

> with(plots);
Warning, the name changecoords has been redefined

Серед переліку команд цього пакету команд є і команда odeplot  :
odeplot(dsn, vars, range, options)
де dsn - вихідна форма числового рішення диференційного рівняння, vars-лист (перелік) змінних та функцій у рішенні, range- визначення інтервалу, на якому будується графік, options- звичайні опції 2D-графіки.

Застосуємо цю функцію до вирішеної вже задачі. Перш за все отримаємо рішення, яке раніше отримували в аналітичному вигляді, у числовому форматі:

> X:=dsolve({Eqn,x(0)=1,D(x)(0)=0},x(t),numeric);
[image: image246.wmf] := 
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На перший погляд здається, що ми просто переписали вже одного разу отримане  рішення. Проте, це не так, адже ми  додали важливу опцію  numeric, отже задали вихід у числовій , а не в аналітичній формі. Вона виглядає не дуже прозоро, аналітичне рішення було значно зрозумілішим, а вітм  для графічного виводу це не перешкода.

До речі дуже важливо те, що і в тих випадках, коли  рішення не може бути отримане в аналітичному вигляді, воно завжди можливе у числовому форматі. Саме такий формат і використовує функція візуалізації рішення odeplot: 

· odeplot(X,[t,x(t)],0..8,color=navy,numpoints=400);

[image: image247.png]



Отриманий таким шляхом графік нічим не гірший  графіку аналітичного рішення, наведеного вище. За виключенням того, що аналітичне рішення існує не завжди, тоді як числове рішення можливе в кожному випадку.

Використання комп'ютерів в останні 30-40 років сприяло повному перегляду старих надважких задач класичної механіки. Система трьох диференційних рівнянь, яку ми зараз запишемо, винайдена Едвардом Лоренцем, який намагався моделювати... погоду:

> restart;
> Eq1:=diff(x(t),t) = sigma*(y(t)-x(t));
> Eq2:=diff(y(t),t) = r*x(t)-y(t)-x(t)*z(t);
> Eq3:=diff(z(t),t) = x(t)*y(t)-b*z(t);
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де константи [image: image251.wmf]s

, [image: image252.wmf]r

  та  [image: image253.wmf]b

 можна обирати, як Вам заманеться. Для більшості наборів цих параметрів рішення наведної системи є не дуже цікавими, але Лоренц відкрив, що є ряд таких наборів цих трьох параметрів, для яких рішення поводяться надзвичайно і незвично.  Якщо ми вибираємо

> sigma:=10;b:=8/3;
[image: image254.wmf] := 
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і далі змінюємо параметр [image: image256.wmf]r

  від 0 до приблизно 30 відбувається стрімкий перехід  від звичайної і нудної поведінки рішень наведеної системи рівнянь до такої незвичної і дивної, що цей факт революціонізував багато областей науки, включно з фізикою.  Щоб на конкретному прикладі прослідкувати цей перехід візуально, для конкретного вибору r, який ми використовуємо, знайдемо числове рішення системи:

> r:=10;s:=dsolve({Eq1,Eq2,Eq3,x(0)=1,y(0)=1,z(0)=1},{x(t),y(t),z(t)},type=numeric);
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і щоби подивитися на що схоже це рішення застосуємо plots[odeplot]:
> plots[odeplot](s,[[t,x(t)],[t,y(t)],[t,z(t)]],0..20,numpoints=200, thickness=3, tickmarks=[3,4]);

[image: image259.png]20




Не пошкодуйте пари хвилин і "проклацайте" наведені командні рядки з наступними значеннями параметру [image: image260.wmf]r

 : 10,  20,  28,  35, 45. Для r трохи більше 25  більш менш регулярні коливання формують неповторні ексцеси, такі собі "вибрики".  І що гірше, якщо ви використаєте трохи відмінні  початкові умови, ви одержите цілком інші ексцеси (Це і є знаменитий "ефект метелика".  Щоб спостерігати його змінити x(0)=1 у початкових умовах хоча б на  x(0) =1.0000001.). 

Все це виглядаєцілком непередбаченим.  Рівняння, які управляють цією поведінкою, є цілком визначеними і абсолютно простими - як може зовнішня випадковість засмітити щось у цій простій задачі?  Це по справжньому дивовижно, і цей тип поведінки назвали "динамічним хаосом" .  

У пакеті DEtools є й спеціальна більш тонка команда: DEplot. Її синтаксис може бути таким:

DEplot(deqns, vars, trange, xrange, yrange, options)
де deqns- система диференційних рівнянь у числовому форматі, vars- перелік змінних, trange, xrange, yrange - інтервали зміни перемінної та функцій, options - звичайні опції. Наведемо нижче приклад візуалізації вирішення складної фізичної задачі  за допомогою цього інструменту:
> DEtools[DEplot]([diff(x(t),t)=x(t)*(1-y(t)),diff(y(t),t)=.3*y(t)*(x(t)-1)],

[x(t),y(t)],t=-2..2,x=-1..2,y=-1..2,arrows=LARGE,

title=`Модель Лотка-Вольтерра`,color=[.3*y(t)*(x(t)-1),x(t)*(1-y(t)),.12]);
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Рішення системи рывнянь презентоване у вигляді векторного поля, стрілки якого є дотичними до кривих рішення (самі ці криві не будуються). Зверніть увагу на функціональне зафарбування стрілок векторного поля, що робить рішення особливо наочнимт на екрані дісплея. 

8.3.  Поглиблений аналіз диференційних рівнянь
Одиночне диференційне рівняння або система диференційних рівнянь називаються автономними, якщо їх права частина явно не залежить від незалежної змінної. Для автономних диференційних рівнянь або систем при побудові графіків рішень функцією DEplot не обов'язково задавати початкові умови, але потрібно указувати діапазон зміни шуканих змінних. Для перевірки рівнянь (або систем) на автономність використовується команда: 

autonomous(des,vars,ivar) 

де des — задане диференційне рівняння або (у вигляді списку) система диференційних рівнянь, vars — залежні змінні; ivar — незалежна змінна. Якщо система автономна, то ця функція повертаєзначення  true, інакше false. 

Наприклад

> with(DEtools):

DE2 := diff(x(u),u)-x(u)*cos(arctan(x(u)))=arctan(u);
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> autonomous(DE2,x,u);
[image: image263.wmf]false


Отже наше рівняння не є автономним.

Для поглибленого аналізу аналітичного рішення диференційного рівняння (або системи таких рівнянь) можна використовувати спеціальну можливість підказок щодо типу рівняння. Підказки надає функція odeadvisor 

> DEq:=diff(x(t),t$2) + diff(x(t),t)/tau + omega^2*x(t)=0;

odeadvisor(DEq);
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Що треба розуміти так, що перед нами рівняння другого порядку.  Рівняння другого порядку можуть бути типів:

Bessel,      Duffing,       ellipsoidal,      elliptic,    Emden,      

erf,         exact_linear,  exact_nonlinear,  Gegenbauer,  Halm,       

Hermite,     Jacobi,        Lagerstrom,       Laguerre,    Lienard,    

Liouville,   linear_ODEs,   linear_sym,       missing,     Painleve,   

quadrature,  reducible,     sym_Fx,           Titchmarsh,  Van_der_Pol  

Якщо ми вийдемо зараз на гіперпосилку типу missing, то зможемо багато дізнатися щодо того як вирішуються  рівняння саме такого типу.

У багатьох випадках аналітичні рішення навіть простих диференційних рівнянь виявляються вельми складними, наприклад містять спеціальні математичні функції. При цьому нерідко корисною є заміна такого рішення іншим, теж аналітичним, але наближеним рішенням. Найпоширенішим наближеним рішенням в цьому випадку може бути полиномиальное рішення, тобто заміна реального рішення поліномом того або іншого ступеню. При цьому порядок полінома задається значенням системної змінної Order (за умовчанням Order =6), а для отримання такого рішення функція dsolve повинна мати параметр series. Наприклад:

> res1:=dsolve({DE2,x(0)=1},x(u),numeric);

dsolve({DE2,x(0)=1},x(u),series);
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Зробимо пару маніпуляцій, щоби порявняти графічно рішення, отримані числовим методом, та наше наближоне рішення у вигляді поліному пятого ступеню:

> res2:=1+1/2*2^(1/2)*u+5/8*u^2+1/48*2^(1/2)*u^3-49/384*u^4+(-23/3840*2^(1/2))*u^5;
[image: image268.wmf] := 
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> g1:=plots[odeplot](res1,[u,x(u)],-2..2, color=red):

g2:=plot(res2,u=-2..2, color=navy):
> plots[display](g1,g2, style=point, title=`Точне (червоні точки) та наближене\n (сині точки) рішення DE2`);
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Як бачимо в інтервалі  [-1,1] наше наближене рішення виглядає цілком непогано. Перевагою наближеного рішення є те, що з ним можно працювати як з аналітичною функцією, тоді як більш точне числове рішення не є таким наочним.

9. Пакет лінійної алгебри та його можливості
9.1. Головні визначення лінійної алгебри

9.2. Пакет лінійної алгебри . Призначення та завантаження

9.3. Робота з векторами та матрицями

9.4. Рішення систем алгебраїчних рівнянь

9.1. Головні визначення лінійної алгебри

Перш ніж перейти до розгляду великих можливостей пакетів Maple в області рішення задач  лінійної алгебри, розглянемо короткі визначення, що відносяться до неї.  

   Матриця (m х n) - прямокутна двовимірна таблиця, що містить m рядків і n стовпців елементів,  кожний з яких може бути представлений числом, константою, перемінною, символьним або  математичним виразом.

   Квадратна матриця - матриця, у якої число рядків m дорівнює числу стовпців n. 

   Сингулярна (вироджена) матриця - квадратна матриця, у якої детермінант (визначник)  дорівнює 0. Лінійні рівняння з  майже сингулярними матрицями можуть давати великі погрішності при рішенні.  

   Одинична матриця - це квадратна матриця, у якої діагональні елементи рівні 1, а  інші елементи рівні 0. 

   Транспонована матриця - матриця, у  якої стовпці і рядки міняються місцями, тобто елементи транспонованої матриці  задовольняють умові [image: image270.wmf] = 
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   Зворотна матриця - це матриця [image: image271.wmf]M
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, що, будучи помножена на вихідну квадратну матрицю М,  дає одиничну матрицю Е.  

   Ранг матриці - найбільший з порядків відмінних від нуля мінорів квадратної матриці.  

   Слід матриці - сума діагональних елементів матриці.  

   Характеристичний багаточлен матриці - визначник різниці цієї матриці й одиничної матриці,  помножений на перемінну багаточлена, - |А - gE|. 
   Власні значення матриці - корені її  характеристичного багаточлена. 

   Матрична форма запису системи лінійних рівнянь - вираз АХ = У, де А - матриця  коефіцієнтів системи, X - вектор невідомих і В - вектор вільних членів. Один зі способів  рішення такої системи очевидна - X = [image: image272.wmf]A
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9.2. Пакет лінійної алгебри. Призначення та завантаження

У ядро Maple введені дуже скромні і мінімально необхідні засоби для рішення задач лінійної алгебри. Основний упор у їхній реалізації зроблений на пакети, що підключаються. Основним з них, успадкованим від попередніх реалізацій системи, є пакет рішення задач лінійної алгебри linalg. Це один із самих великих і могутніх пакетів в області рішення задач лінійної алгебри. Він містить понад сто функцій.
   Однак в останні роки розроблювачі систем символьної математики усвідомили, що мала швидкість виконання векторних і матричних операцій при рішенні задач лінійної алгебри обертається втратою помітної частини ринку систем комп'ютерної математики. Так як більшість обчислень у лінійній алгебрі вимагає саме чисельне обчислення, то нові версії таких систем відрізняються від колишніх насамперед різким підвищенням ефективності рішення задач лінійної алгебри в чисельному вигляді. У нових реалізаціях систем Maple  була зроблена ставка на використання давно апробованих швидких алгоритмах лінійної алгебри, запропонованих розробітниками Number Algorithm Group (NAG). Ці алгоритми здавна застосовуються на великих ЕОМ і суперкомп'ютерах, забезпечуючи прискорення чисельних матричних операцій від декількох разів до декількох десятків разів. Їхнє застосування забезпечує ефективне використання систем символьної математики в рішенні задач, що зводяться до задач лінійної алгебри. У числі таких задач численні задачі теоретичної електротехніки, механіки багатьох об'єктів, моделювання електронних пристроїв і т.д. У Maple 8 використання алгоритмів NAG реалізується новим пакетом LinearAlgebra.

Пакет linalg підключається так

> with(linalg);
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

Пакет LinearAlgebra підключається так

> with(LinearAlgebra);
Warning, the assigned name GramSchmidt now has a global binding

Неважко помітити, що багато функцій цього пакета повторює по призначенню функції більш старого пакета linalg. Ці функції задіють можливості швидких алгоритмів NAG і на відміну від функцій пакета linalg орієнтовані на чисельні розрахунки у форматі обробки речовинних чисел, характерному для комп'ютерної платформи. 

9.3. Робота з векторами та матрицями

У Maple є наступні функції для завдання векторів і матриць:  

vector(n,list) - створення вектора з n елементами, заданими в списку list; 

matrix(n,m,list) - створення матриці з числом рядків n і стовпців m з елементами, заданими списком list.
Або розширені
Vector[o](d, init, ro, sh, st, dt, f, a, o)
де основні з них:
[o] - опція, що задає горизонтальний [row] або вертикальний [column] вектор;
о - теж саме у вигляді orientation=name, 
d - опція, розмір вектора (починаючи з 1)
init - опція, процедура Maple, таблиця, масив, вектор, список та ін. - початкові значення вектора
Matrix(r, c, init, ro, sc, sh, st, o, dt, f, a)
r,c - опція, кількість рядків та стовпців матриці
init - опція, процедура Maple, таблиця, масив, вектор,матриця, список та ін. - початкові значення матриці
> restart:

vector(4,[1,x,x^2,x^3]);

Vector[row]([1, x, x^2, x^3]);

Vector[column]([1, x, x^2, x^3]);

> 
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> matrix(2,3,[x,y,z,a,b,c]);

Matrix([[1,2,3],[4,5,6]]);

Matrix(2,3,5);

Matrix(2,3);

[image: image276.wmf]é

ë

ê

ê

ù

û

ú

ú

x

y

z

a

b

c


[image: image277.wmf]é

ë

ê

ê

ù

û

ú

ú

1

2

3

4

5

6


[image: image278.wmf]é

ë

ê

ê

ù

û

ú

ú

5

5

5

5

5

5


[image: image279.wmf]é

ë

ê

ê

ù

û

ú

ú

0

0

0

0

0

0


Для інтерактивного введення матриць можна, визначивши розмірність деякого масиву, використовувати функцію entermatrix:

> A:=array(1..3,1..2):
Після виконання цього фрагмента документа діалог з користувачем має такий вигляд:

> with(linalg):

entermatrix(A);
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

enter element 1,1 > 1:
enter element 1,2 > 2:
enter element 2,1 > 3:
enter element 2,2 > 4:
enter element 3,1 > 5:
enter element 3,2 > 6:
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> with(LinearAlgebra);

M:=Matrix(6,6,x):

Vr:=Vector[row](6):

Vc:=Vector[column](6):
Для роботи з векторами і матрицями Maple 8 має безліч функцій, що входять у пакет LinearAlgebra. Обмежимося приведенням короткого опису найбільш розповсюджених функцій цієї категорії. 

Операції зі структурою окремого вектора V і матриці М:  

ColumnDimension(M) - повертає число стовпців матриці М;  

> ColumnDimension(M);
[image: image281.wmf]6


RowDimension(M) - повертає число рядків матриці М;

> RowDimension(M);
[image: image282.wmf]6


Dimension(V) - повертає розмірність вектора V або матриці М; 

> Dimension(Vc);

Dimension(Vr);

Dimension(M);
[image: image283.wmf]6
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Column(M,і) - повертає i-й стовпець матриці М; 

> Column(M,2);
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Row(M,і) - повертає i-ю рядок матриці М; 

> Row(M,3);
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 Minor(M,і, j) - повертає мінор матриці М для елемента з індексами й і j; 

> Minor(M,2, 2);
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DeleteColumn(M,і.. j) - видаляє стовпці матриці М від i-roдо j-ro; 

DeleteRow(M,і..j) - видаляє рядка матриці М від i-й до j-й; 

extend (М, m, n,х) - (пакет linalg)розширює матрицю М на m рядків і n стовпців із застосуванням заповнювача х. 

> DeleteColumn(M,2.. 4);

DeleteRow(M,2..2);

with(linalg):

extend(M, 2, 1, 0); 
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Warning, the previous binding of the name GramSchmidt has been removed and it now has an assigned value.
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected
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Основні векторні і матричні операції: 

> U:=Vector(3,[1,2,3]):

V:=Vector(3,[6,7,8]):

M:=Matrix(3,3,[[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]]):

M1:=Matrix(3,3,[[11,12,13],[14,15,16],[17,18,19]]):

DotProduct(U,V) - повертає скалярний добуток векторів U і V; 

CrossProduct(U,V) - повертає векторний добуток векторів U і V;

> evalm(DotProduct(U,V));

evalm(CrossProduct(U,V));
[image: image292.wmf]44
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Norm(V) або Norm(M) - повертає норму вектора або матриці;

> Norm(V);

Norm(M);

[image: image294.wmf]8


[image: image295.wmf]24


copyinto(A,B,і, j) - (пакет linalg) копіює матрицю А в В для елементів послідовно від і до j;

> m:=extend(M1,3,3,0);

copyinto(M,m,4, 4);
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m

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

11

12

13

0

0

0

14

15

16

0

0

0

17

18

19

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0


[image: image297.wmf]é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

11

12

13

0

0

0

14

15

16

0

0

0

17

18

19

0

0

0

0

0

0

1

2

3

0

0

0

4

5

6

0

0

0

7

8

9


[image: image298.wmf]CompanionMatrix


concat(Ml,M2) - (пакет linalg) повертає об'єднану матрицю з горизонтальним злиттям матриць Ml і М2; 

stackmatrix(Ml,M2) - (пакет linalg) повертає об'єднану матрицю з вертикальним злиттям Ml і М2;

> concat(M1,M);

stackmatrix(M1,M);
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Add(A,B) і evalm(A+B) - повертає суму матриць А и В; 

Multiply(A,B) і evalm(A&*B) - повертає добуток матриць А и В; 

> Add(M,M1);

Multiply(M,M1);
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CharacteristicPolynomial(M,lambda) - повертає характеристичний поліном матриці М щодо заданої перемінної lambda; 

> CharacteristicPolynomial(M,lambda);
[image: image303.wmf] - 
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Determinant(M) - повертає детермінант (визначник) матриці М;

> Determinant(M);
[image: image304.wmf]0


Eigenvalues(M,opt) - повертає власні значення матриці М; 

> Eigenvalues(M);
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Trace(M) - повертає слід матриці М;

> Trace(M);
[image: image306.wmf]15


Rank(M) - повертає ранг матриці М; 

> Rank(M);
[image: image307.wmf]2


Transpose(M) - повертає транспоновану матрицю М; 

> Transpose(M);
> 
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MatrixInverse(M) або evalm(l/M) - повертає матрицю, зворотну до М; 

> M2:=Matrix(2,2,[[1,2],[3,5]]);

MatrixInverse(M2);
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9.4. Рішення систем алгебраїчних рівнянь

Кінцевою метою більшості матричних операцій є рішення систем лінійних рівнянь. Для цього пакет LinearAlgebra пропонує безліч методів і засобів їхньої реалізації, один з яких - функція 
LinearSolve(A, B, m, t, c, ip, outopts, methopts) - знаходить рішення рівняння A . x = В
    m - визначення методу (опція) у вигляді method = name де name може бути 'none', 'solve',  'subs', 'Cholesky', 'LU', 'QR', 'SparseLU', 'SparseDirect' або 'SparseIterative'; 
   t  - задає ім'я невизначених змінних у вигляді free = name;
   ip - при зазначенні inplace замінює вектор В розв'язками
> restart:

with(LinearAlgebra):

A := <<1,0,0>|<2,1,0>|<1,0,0>|<-1,-1,-3>>;

b := <2,-1,-9>;

LinearSolve(A, b, free='s');
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> P := <<4,2,-1>|<2,4,3>|<-1,3,5>>:

z := <1,0,0>:

LinearSolve(P, z, inplace);
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> z;

[image: image315.wmf]é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

11

8

-13

8

5

4


10. Пакети для наближеного обчислення інтегралів (student)
та інтерполяції кривих (CurveFitting)
10.1. Функції пакету student

10.2. Функції інтегрування в пакеті student

10.3. Функції пакету CurveFitting

10.4. Метод найменших квадратів

10.5. Апроксимація сплайнами, безперервними дробами, поліномами

10.1. Функції пакету student

Пакет student - це, безсумнівно, один з пакетів, найбільш привабливих для студентів і аспірантів. У ньому зібрані найбільш розповсюджені і потрібні функції, що студенти університетів і інших вузів звичайно використовують на практичних заняттях, при підготовці курсових і дипломних проектів. У Maple 8 пакет має наступні функції (показані після виклику пакету):

> with(student);
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Це найбільш розповсюджені функції, в основному стосовні до математичного аналізу.

У цьому пакеті в попередній версії системи (Maple 7) було майже півсотні функцій. Нижче представлена більшість з них:

D - диференційний оператор;

Diff - інертна форма функції обчислення похідній;

Doubleint - інертна форма функції обчислення подвійного інтеграла;

Int - інертна форма функції інтегрування int;

Limit - інертна форма функції обчислення межі limit;

Lineint - інертна форма функції обчислення лінійного інтеграла lineint;

Point - тестування об'єкта на відповідність типу точки (point);

Product - інертна форма функції обчислення добутку членів послідовності;

Sum - інертна форма функції обчислення суми членів послідовності;

Tripleint - інертна форма функції обчислення потрійного інтеграла;

changevar - заміна змінної;

combine - об'єднання подібних членів;

completesquare - обчислення повного квадрата (багаточлена);

distance - обчислення відстані між точками;

equate - створення системи рівнянь зі списків, таблиці, масивів;

extrema - обчислення екстремуму виразу;

integrand - повертає підінтегральний вираз з-під знака інертного інтегралу;

intercept - знаходження крапки перетинання двох кривих;

intparts - інтегрування по частинах;

isolate - виділення підвиразу;

leftbox - графічна ілюстрація інтегрування методом лівих прямокутників;

leftsum - числове наближення до інтеграла лівими прямокутниками;

makeproc - перетворення виразу в процедуру Maple;

maximize - обчислення максимуму функції;

middlebox - графічна ілюстрація інтегрування методом центральних прямокутників;

middlesum - числове наближення до інтеграла центральними прямокутниками;

midpoint - обчислення середньої точки сегмента лінії;

minimize - обчислення мінімуму функції;

powsubs - підстановка для множників виразу;

rightbox - графічна ілюстрація інтегрування методом правих прямокутників;

rightsum - числове наближення до інтеграла правими прямокутниками;

showtangent - графік функції і дотичної лінії;

simpson - числове наближення до інтеграла по методу Симпсона;

slope - обчислення і побудова дотичної до заданої точки функції;

trapezoid - числове наближення до інтеграла методом трапецій;

value - обчислює інертні функції.

> distance([a, b], [c, d]);
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> a:=[x+y,x-y];

b:=[2,3];

equate(a,b);
[image: image318.wmf] := 
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> showtangent(x^2+5, x = 2);
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> p := (x+2)^3 + 1/(x+2) + sin(x+2);

powsubs(x+2 = z, p);
[image: image322.wmf] := 
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10.2. Функції інтегрування в пакеті student

 У ядрі й у пакетах розширення Maple 8 можна знайти безліч спеціальних функцій для обчислення інтегралів різного типу. Наприклад, у пакеті student маються наступні функції:

Int(expr, x) - інертна форма обчислення невизначеного інтеграла;

Doubleint(expr,x,y,Domain) - обчислення подвійного інтеграла по змінним х и у по області Domain;

Tripleint(expr,x,y,z) - обчислення потрійного інтеграла;

intparts(f,u) - інтегрування за частинами.
> with(student):

intparts(Int(x^k*ln(x), x), ln(x));
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Також у пакеті student є засоби чисельного інтегрування. Наприклад, метод лівих прямокутників:
leftbox(f(x), x=a..b, n, 'shading'=<color>, <plot options>) де n - кількість прямокутників

leftsum(f(x), x=a..b,n)
> leftbox(sin(x)*x+sin(x), x=0..2*Pi, 5, shading=BLUE);

leftsum(sin(x)*x+sin(x), x=0..2*Pi,5);

evalf(%);
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[image: image327.wmf]-5.433738024


Аналогічно використовуються інші наближення інтегрування прямокутниками.
Також можна використати інтегрування методом трапецій
trapezoid(f(x), x=a..b, n)
> trapezoid(x^3*ln(x), x=1..3);

evalf(%);
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[image: image329.wmf]18.03096539


або методом Сімпсона

simpson(f(x), x=a..b, n)
> simpson(x^3*ln(x), x=1..3);

evalf(%);
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10.3. Функції пакету CurveFitting

Новий пакет наближення кривих CurveFitting досить корисний тим, хто займається досить розповсюдженою задачею, як наближення кривих. Він містить ряд функцій: 

> with(CurveFitting);
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Доступ до функцій пакета можливий за допомогою конструкцій: 

CurveFitting[function](arguments)  

function(arguments)
Функції пакету: 

BSpline - обчислює В-сплайни

BsplineCurve - побудова B-cплайнів

LeastSquares - реалізація апроксимації за методом найменших квадратів

PolynomialInterpolation - реалізація поліноміальної інтерполяції

RationalInterpolation - раціональна інтерполяція

Spline - обчислення звичайних сплайнів

ThieleInterpolation - апроксимація безперервними дробами

10.4. Метод найменших квадратів

Функція LeastSquares служить для реалізації апроксимації по методу найменших квадратів: 

LeastSquares (xydata, v, opts)  

LeastSquares(xdata, ydata, v.,opts)
де
xydata - список, масив або матриця точок у формі [[xl.yl], [х2,у2],..., [хn,уn]]; 

xdata - список, масив або вектор значень незалежної змінної [xl,x2,... ,хn]; 

ydata - список, масив або вектор значень залежної змінної у формі [у1,у2,...,уn]; 

v - ім'я незалежної змінної; 

opt - необов'язкові опції weight=wlist, curve=f або params=pset
> LeastSquares([[0,1],[1,2],[2,3],[3,10]], v);
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> restart:

with(CurveFitting):

LeastSquares([0,1,3,5,6], [2,-1,-3,6,8], x, curve=a*x^2+b*x+c);
[image: image334.wmf] - 
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10.5. Апроксимація сплайнами, безперервними дробами, поліномами
         Функція обчислення звичайних сплайнов Spline 

Функція: 

Spline(xydata, v, dgr, endpts) 

Spline(xdata, ydata, v, opts, dgr, endpts) 
обчислює звичайні (не В-типу) сплайни
dgr - степінь сплайну, degree=d
endpts - тип граничних умов

> Spline([[0,0],[1,1],[2,4],[3,3]], v);
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> Spline([0,1,2,3], [0,1,4,3], v, degree=1);
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Функція апроксимації безперервними дробами ThieleInterpolation 
Функція ThieleInterpolation здійснює інтерполяцію на основі безперервних дробів. Вона задається у виді: 

ThieleInterpolation (xydata, v) 
ThieleInterpolation(xdata, ydata, v) 
> ThieleInterpolation([[1,3],[2,4],[4,5],[5,8]], v);
[image: image337.wmf] + 
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Функція поліноміальної апроксимації PolynomialInterpolation 
Функція PolynomialInterpolation реалізує поліноміальну інтерполяцію і може використовуватися у виді: 

PolynomialInterpolation (xydata, v)  

PolynomialInterpolation(xdata, ydata, v) 

v - може бути як змінною, так і будь-яким виразом
> PolynomialInterpolation([[0,0],[1,3],[2,1],[3,3]], z);
[image: image338.wmf] - 
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> PolynomialInterpolation([[0,0],[1,3],[2,1],[3,3]], 1);
[image: image339.wmf]3
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