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1. Для матриць вигляду 
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Зробити перевірку отриманих результатів. 
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
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


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

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;    

























100

027

111

025
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














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30) 













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2. Знайти псевдорозв’язок  Txxx 21
~,~~   рівняння bAx  , де A  – матричний 

оператор. Знайти регуляризований розв’язок  Txxx  21 ,~ , який апроксимує 

псевдорозв’язок  Txxx 21
~,~~   з точністю до 3-х правильних знаків методом 

регуляризації академіка А.М. Тихонова. 

1. 

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
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xx

xx
 16. 









.492

;9999,392

21

21

xx

xx
 

2. 








.94

;9999,84

21

21

xx

xx
 17. 









.3210

;9999,2210

21

21

xx

xx
 

3. 








.195

;9999,095

21

21

xx

xx
 18. 









.1157

;9999,1057

21

21

xx

xx
 

4. 








.932

;9999,832

21

21

xx

xx
 19. 









.536

;9999,436

21

21

xx

xx
 

5. 








.257

;9999,157

21

21

xx

xx
 20. 









.8710

;9999,7710

21

21

xx

xx
 

6. 








.465

;9999,365

21

21

xx

xx
 21. 









.143

;9999,043

21

21

xx

xx
 

7. 








.1062

;9999,962

21

21

xx

xx
 22. 









.347

;9999,247

21

21

xx

xx
 

8. 








.211

;9999,111

21

21

xx

xx
 23. 









.595

;9999,495

21

21

xx

xx
 

9. 








.6712

;9999,5712

21

21

xx

xx
 24. 









.212

;9999,112

21

21

xx

xx
 

10. 








.883

;9999,783

21

21

xx

xx
 25. 









.467

;9999,367

21

21

xx

xx
 

11. 








.10310

;9999,9310

21

21

xx

xx
 26. 









.745

;9999,645

21

21

xx

xx
 

12. 








.16

;9999,06

21

21

xx

xx
 27. 









.365

;9999,265

21

21

xx

xx
 



 

13. 








.623

;9999,523

21

21

xx

xx
 28. 









.9113

;9999,8113

21

21

xx

xx
 

14. 








.7311

;9999,6311

21

21

xx

xx
 29. 









.67

;9999,57

21

21

xx

xx
 

15. 








.849

;9999,749

21

21

xx

xx
 30. 









.15

;9999,05

21

21

xx

xx
 

 

3. Знайти квазірозв’язок рівняння bAx  , де ,

001

325

001

























п

А  

























3

5

2

п

п

п

b , n  – номер варіанту. У якості норми розглянути 



n

i
ixx

1

2

3
; у 

якості компакта використовувати 1:
3
xM : 
















































3

5

2

,

001

325

001

п

п

п

b

п

А , n  – номер варіанту. 

Знайти псевдорозв’язок рівняння bAx  . Знайти псевдорозв’язок 

рівняння bAx  , використовуючи теорію псевдообертання. Порівняти отримані 

результати. Зробити висновки. 

 

 

 



 

ЗРАЗОК ВИКОНАННЯ ІНДИВІДУАЛЬНОГО ЗАВДАННЯ 

 

 

Приклад 1. Знайти двома способами псевдообернену матрицю для 

матриці: 



























012

131

212

110

Q . 

Розв’язання. Для розв’язання задачі використаємо теорію з 

підпункту 1.4. Знайдемо псевдообернену матрицю за означенням, тобто за 

формулою       RRRSSSRSQ
11

, де RSQ   – скелетний розклад 

матриці Q , а   означає операцію транспонування. 

Ранг матриці Q  дорівнює 3, тому виберемо в якості матриці R  матрицю: 



























012

131

212

110

R . 

Тоді, очевидно, що в якості матриці S  треба взяти матрицю: 



















100

010

001

S . 

Запишемо транспоновані матриці: 





















0121

1311

2120

R , 


















100

010

001

S . 

Перемноживши матриці S  і S  та R  і R , знайдемо матриці, обернені до 

добутків: 

 



















100

010

001
1

SS ,  
































246

59

82

7

41

6
82

7

41

15

41

7
41

6

41

7

41

12

1
RR . 

Далі обчислимо Q : 

      RRRSSSQ
11

 



 






















































































0121

1311

2120

246

59

82

7

41

6
82

7

41

15

41

7
41

6

41

7

41

12

100

010

001

100

010

001

 































82

17

123

16

246

67

123

40
82

13

41

12

82

1

41

11
41

17

41

3

41

5

41

13

. 

Знайдемо псевдообернену матрицю Q  іншим способом, а саме за 

формулою   1

0
lim





  nIQQQQ ,  4n : 





























 

5551

51132

5393

1232

nIQQW . 

Знайдемо обернену матрицю 1W , до матриці W . Елементи матриці 1W  

дорівнюють: 

 24617627

10014025
23

23

11



w , 

 24617627

70373
23

2

12



w , 

 
 24617627

2072
23

2

13



w , 

 24617627

905
23

2

14



w , 

 24617627

70373
23

2

21



w , 

 24617627

495718
23

23

22



w , 

 24617627

28103
23

2

23



w , 

 24617627

63475
23

2

24



w , 

 
 24617627

2072
23

2

31



w , 

 24617627

28103
23

2

32



w , 

 24617627

163816
23

23

33



w , 

 24617627

36385
23

2

34



w , 

 24617627

905
23

2

41



w , 

 24617627

63475
23

2

42



w , 

 24617627

36385
23

2

43



w , 

 24617627

8111722
23

23

44



w . 



 

Знайдемо матрицю   1  nIQQQV . Елементи матриці V  

дорівнюють: 

 

24617627

3952
2311




v , 

24617627

30232
23

2

12



v , 

24617627

18
23

2

13



v , 

24617627

102292
23

2

14



v , 

24617627

66156
23

2

21



v , 

24617627

3
23

2

22



v , 

24617627

72383
23

2

23



v , 

24617627

39
23

2

24



v , 

24617627

8021
23

2

31



v , 

24617627

67362
23

2

32



v , 

24617627

3224
23

2

33



v , 

 

24617627

1723
2334




v . 

Знайдемо Q , обчисливши границю: 



















































82

17

123

16

246

67

123

40
82

13

41

12

82

1

41

11
41

17

41

3

41

5

41

13

limlim

34333231

24232221

14131211

00
vvvv

vvvv

vvvv

VQ . 

Приклад 2. Знайти псевдорозв’язок   21
~,~~ xxx  рівняння bAx  . Знайти 

регуляризований розв’язок   21 ,~ xxx , який апроксимує псевдорозв’язок 

  21
~,~~ xxx  з точністю до 3-х правильних знаків методом регуляризації 

академіка А.М. Тихонова. 

Розв’язання. Нехай bAx   має вигляд: 









.173

;9999,073

21

21

xx

xx
 

Знайдемо ранг матриці A  і ранг розширеної матриці: 

1
73

73
rangrang 












A ;     2

173

9999,073
rang|rang 












BA , 

отже, система bAx   несумісна, тобто розв’язку в звичайному сенсі не існує. 

Знайдемо псевдорозв’язок цього рівняння. 

Для цього знайдемо розв’язок системи: 

 bAAxA   ,  

де 











77

33
A . Обчислимо елементи відповідних матриць: 



 






































9842

4218

73

73

77

33
AA , 













9993,13

9997,5
bA . 

Система bAAxA    приймає вигляд: 









,9993,139842

;9997,54218

21

21

xx

xx
 або 









.9993,139842

;9993,139842

21

21

xx

xx
 

Нехай 1x  – довільна змінна, тоді маємо що: 

42

9997,518 1
2




x
x . 

Псевдорозв’язок задачі знаходимо на основі розв’язку задачі мінімізації 

квадрата норми 2
2

2
1

2
xxx  , тобто знайдемо: 




















 


2
12

1
42

9997,518
min

x
x . 

Позначимо 

2
12

11
42

9997,518
)( 







 


x
xx  і використовуючи необхідну 

умову екстремуму   01  x , зайдемо 1x . Спростимо )( 1x : 

  






 


2
12

11
42

9997,518x
xx  

500204061222,01224428571,0183673469,1 1
2
1  xx . 

Обчислимо похідну: 

  1224428571,0367346938,2 11  xx , 

01224428571,0367346938,2 1 x , 

тоді маємо: 

20517215517,01 x  

Позначимо 05172,0~
1 x , тоді 12068,0

42

9997,505172,018~
2 


x . 

Далі будемо вважати систему 








,173

;9999,073

21

21

xx

xx
 – точною, а систему 









,173

;10001,73

21

21

xx

xx
 наближеною. Запишемо матриці (згідно з теорією 

підрозділу 1.5): 








 


73

0001,73
hA , 










1

1
b . 



 

Тоді маємо: 

0001,0,0001,0,0001,0  hbb . 

Застосуємо метод регуляризації. Виберемо 01,0 h . Запишемо 

систему: 

  
  bAxEAA hhh  









.0001,140114,980003,42

;60003,4201,18

21

21

xx

xx
 

Розв’яжемо її: 















.1206786668,0

;50517190333,0

2

1

x

x
 

Тоді розв’язок  
21 ; xx  – апроксимує псевдорозв’язок  21

~,~ xx  з точністю до 

чотирьох знаків після коми. 

Приклад 3. Знайти квазірозв’язок рівняння bAx  , де 


















651

007

002

A , 



















2

2

2

b . У якості норми розглянути 



n

i
ixx

1

2

3
; у якості компакта 

використовувати 1:
3
xM . Знайти псевдорозв’язок рівняння bAx  . Знайти 

псевдорозв’язок рівняння bAx  , використовуючи теорію псевдообертання. 

Розв’язання. Очевидно, що   0

651

007

002

det A . Задача є некоректно 

поставленою, знайдемо її квазірозв’язок. Складемо функціонал: 

    2

3321 ,, bAxxxxfxf  , 

     2321
2

1
2

1
2

3
2652722  xxxxxbAx , 

де потрібно знайти  xfmin  при 1
3
x , тобто маємо задачу на умовний 

екстремум. Складемо допоміжну функцію Лагранжа (   1,,
2

3321  xxxx  – 

рівняння зв’язку): 

   1,,,
2

3

2

3321  xbAxxxxF , 

         12652722,,, 2
3

2
2

2
1

2
321

2
1

2
1321  xxxxxxxxxxxF . 

Знайдемо екстремум функції  ,,, 321 xxxF . Використаємо необхідну 

умову екстремуму: 



 

 






































.01

;0224726012

;0220605010

;02401210108

2
3

2
2

2
1

3321
3

2321
2

1321
1

xxx
F

xxxx
x

F

xxxx
x

F

xxxx
x

F

 (3.1) 

Розглянемо перші три рівняння системи (3.1), та розв’яжемо отриману 

систему відносно параметра  . 

 

 

 

 













.1236306

;1030255

;206554

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 (3.2) 

Розв’яжемо цю систему методом Крамера, тобто: 3,2,1, 



 ix i

i , де 

 







 3233115

36306

30255

6554
23 ,  

 



 109820

363012

302510

6520
2

1 ,  

 





 44010

36126

30105

62054
2

2 ,  

 



 52812

12306

10255

20554
2

3 .  

Одержимо розв’язки у вигляді: 

 
3233115

109820

3233115

109820
223

2

1








x , (3.3) 

 
3233115

44010

3233115

44010
223

2

2








x , (3.4) 

 
3233115

52812

3233115

52812
223

2

3








x . (3.5) 

Підставимо (3.3)-(3.5) в четверте рівняння системи (3.1), отримаємо 

рівняння відносно параметра  : 



 

01
3233115

52812

3233115

44010

3233115

109820
2

2

2

2

2

2







































,  

         032331155281244010109820
22222
 ,  

 0877430167819819047230 234  . (3.6) 

Застосуємо програмний пакет СКА Maple для знаходження коренів 

рівняння (3.6), а саме функцію fsolve: 

   ,0877430167819819047230 234fsolve .  

Маємо два корні: 53351324,901   та 53306653,352  . Знайдені 

корені 1  та 2  підставляємо у формули (3.3)-(3.5). 

Для 1 : 

 700094468,01 x ; (3.7) 

 4571238173,02 x ; (3.8) 

 5485485809,03 x . (3.9) 

Для 2 : 

 946353036,01 x ; (3.10) 

 32068665692,02 x ; (3.11) 

 248238830,03 x . (3.12) 

Підставимо знайдені значення (3.7)-(3.12) у функцію 
2

3
bAx : 

        2321
2

1
2

1
2

3
2652722  xxxxxbAxxf ,  

     6892233,127,, 32111  xxxfxf , (3.13) 

     55848293,23,, 32112  xxxfxf . (3.14) 

Серед знайдених значень (3.13)-(3.14) вибираємо найменше. В даному 

випадку ― це   55848293,232 xf , тобто значення (3.10)-(3.12) утворюють 

квазірозв’язок операторного рівняння bAx  : 

 


















248238830,0

32068665692,0

946353036,0

x . 

Знайдемо псевдорозв’язок рівняння bAx  . Для цього необхідно знайти 

розв’язок системи bAAxA    з найменшою нормою. Запишемо необхідні 

матриці: 

 


















600

500

172

A ,  

 




















































36306

30255

6554

651

007

002

600

500

172

AA ,  



 

 




















































12

10

20

2

2

2

600

500

172

bA .  

В результаті одержимо систему bAAxA    у вигляді: 

 















.1236306

;1030255

;206554

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 (3.15) 

Знайдемо ранг матриці системи, а потім ранг розширеної матриці 

системи. Для цього виконаємо такі перетворення: 

 ~

36306

30255

159013250

~

36306

30255

6554















 

















  

 































 

000

159013250

36306

~

36306

000

159013250

~ ,  

 тобто   2

000

159013250

36306


















 rangAArang .  

У системи (3.15) визначник дорівнює нулю, тому приведемо розширену 

матрицю системи (3.15) до трикутного вигляду і одну з змінних, наприклад 3x , 

позначимо через  : 

 
































0000

883182650

2651

~

1236306

1030252

206554

.  

Враховуючи позначення 3x , маємо таку систему: 

 








.88318265

;265

2

21

x

xx
 (3.16) 

Остаточно маємо: 

 
5

6

265

88
,

53

18
21 xx ,   3x . (3.17) 

Оскільки норма розв’язку повинна бути мінімальною, то псевдорозв’язок 

знаходимо на основі розв’язку задачі  2
3

2
2

2
1min xxx  : 

  





























 2

22
2
3

2
2

2
1

5

6

265

88

53

18
minmin xxx .  

Позначивши мінімізуючу функцію через    і використовуючи 

необхідну умову екстремуму   0 , знаходимо 



 

  
70225

15844

1325

1056

25

61 2  ,  

  
3233

528
0

1325

1056

25

122
 .  

Враховуючи (3.17), псевдорозв’язок системи дорівнює: 

 


















1633158058,0

1360965048,0

3396226415,0

x .  

Знайдемо псевдорозв’язок рівняння bAx  , використовуючи теорію 

псевдообертання. 

Система завжди має єдиний псевдорозв’язок, який визначається 

формулою bAx   , де A  можна знайти за наступною формулою: 

   1**

0
lim





  nIAAAA ,  

де nI  – одинична матриця. Запишемо необхідні матриці: 

 


















651

007

002

A ,   


















600

500

172

A ,  

 
































































6272

74914

2144

00

00

00

6272

74914

2144
*

nIAA .  

Знайдемо обернену матрицю   1* 
 nIAA . Для цього обчислимо 

визначник і відповідні алгебраїчні доповнення до елементів матриці. Маємо 

наступне: 

    3233115

6272

74914

2144

det 2* 







 nIAA ,  

 

 
 

 
 

   





























































 

3233115

53

3233115

7

3233115

2
3233115

7

3233115

24466

3233115

6114

3233115

2

3233115

6114

3233115

2989111

)(

222

22

2

2

222

2

1*
nIAA .  

Далі обчислимо маттрицю 



 

 

   

 

 






















































 

3233115

536

3233115

42

3233115

12
3233115

535

3233115

35

3233115

10
32331153233115

617

3233115

612

)(

222

222

222

1**
nIAAA   

і перейдемо до границі: 

   




 1**

0
lim nIAAAA   

 

   

 

 




































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Тоді псевдорозв’язок задачі має вигляд: 
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