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спец. курс «Чисельне моделювання індустріальних задач»

Лабораторна робота № 1

РОЗРАХУНОК НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ СКЛАДЕНИХ КРУГЛИХ ПЛАСТИН
Розглянемо круглу пластину дискретно-змінної товщини, осьовий переріз якої зображено на рис. 1. Нехай поставлена задача про визначення статичного деформування такої пластини, яка знаходиться під дією зовнішнього нормального навантаження інтенсивністю 
[image: image122.bmp] (див. рис.1).
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Рис.1
З огляду на осьову симетрію, розв’язок достатньо побудувати тільки вдовж радіуса пластини, яку будемо розглядати як складений об’єкт, що складається із круглої пластини радіуса 
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 і кільцевої пластини, що заповнює область 
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. Круглу пластину і кільце, які утворюють такий складений об’єкт, умовимося називати секціями складеної пластини. 

Вісесиметричний нормальний прогин 
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 кожної з секцій такої пластини повинен задовольняти рівнянню Софі Жермен – Лагранжа
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де
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 – оператор Лапласа (у вісесиметричному випадку)
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 – права частина, що враховує поверхневе нормальне навантаження та фізичні характеристики об’єкта, при цьому
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 – циліндрична жорсткість, 
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 – модуль Юнга, 
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 – коефіцієнт Пуассона, 
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 – товщина секції.
Фундаментальною системою розв’язків відповідного однорідного рівняння (при 
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 в рівнянні (1)) в цьому випадку можуть бути системи функцій вигляду:
1) для круглої пластини радіуса 
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2) для кільця, що заповнює область 
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Дійсно, знайдемо розв’язок рівняння (1) при 
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. З цією метою запишемо рівняння (1) у явному вигляді (при 
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) з врахуванням виразу для 
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(далі самостійно звести подібні члени)
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Отримали рівняння Ейлера, для розв’язання якого слід використати підстановку 
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(За аналогічною схемою отримати вирази для 
[image: image35.wmf]3

3

dr

W

d

, 
[image: image36.wmf]4

4

dr

W

d

, після цього все це підставити в рівняння 
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Отримали лінійне однорідне рівняння із сталими коефіцієнтами. З курсу диференціальних рівнянь відомо, що його розв’язок записується за виглядом коренів характеристичного рівняння
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2) 
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Повернемося до попередньої змінної 
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що і треба було довести (див. фундаментальні системи розв’язків для круглої пластини і кільця).

Зауваження. Розв’язок круглої пластини радіуса 
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 містить тільки функції 
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, оскільки вона має особливість: при 
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 функції 
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 обертаються на нескінченість. Тому константи при них поклали рівними нулю. Кільцева ж пластина такої особливості не має, тому її розв’язок зберіг всі чотири функції.

Частинний розв’язок, що враховує постійне навантаження, відповідного неоднорідного рівняння (при 
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 в рівнянні (1)) може мати вигляд:
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Для того, щоб переконатися в цьому, рівняння 
[image: image63.wmf](
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 (при ненульовій правій частині) запишемо у вигляді:
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Проінтегруємо ліву і праву частини останнього рівняння попередньо помноживши обидві його частини на 
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(оскільки відшукуємо частинний розв’язок, константу інтегрування поклали рівною нулю).
(процедуру повторити ще тричі)
Таким чином, загальні розв’язки неоднорідного рівняння (1) можуть бути записані у вигляді:
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(2)

де
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Для визначення сталих 
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 у формулах (2) скористаємося додатковими умовами. Наприклад, якщо межі складеної кільцевої пластини жорстко затиснені, то крайові умови мають вигляд:
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(3)

У місцях контакту секцій одна з одною (при 
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) слід сформулювати відповідні умови з’єднання. Вони мають вигляд:
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(4)

де згинальні моменти 
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 секцій пластини визначаються за формулами [2]:
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Підставляючи (5) в (4), а потім (2) в (3), (4), отримаємо систему шести лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих 
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(отримати цю систему; попередньо отримати
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Для розрахунків оберемо наступні значення вхідних параметрів: 
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