5 МЕТОДИ НАВЧАННЯ МАТЕМАТИКИ

5.1 Методи навчання та наукові методи у викладанні математики
Під «методом навчання» в дидактиці розуміють упорядковані засоби взаємозв’язаної діяльності вчителя та учнів, спрямовані на досягнення навчально-виховних задач. Відносно визначення поняття «прийом навчання» в дидактиці не прийшли до узгодженої думки та не знайшли чітких критеріїв, що дозволяють відділити методи від прийомів. Тому на практиці дуже важко провести різку границю.

Не має сенсу розділяти методи на «старі», традиційні та «нові», прогресивні. Нажаль, саме така тенденція спостерігається в педагогічній літературі. «Нові» методи так завзято рекламують, що «забувають» вказувати умови їх застосування, потенціальні недоліки, обов’язковість комбінування з іншими методами навчання. Одночасно вільно або мимовільно принижуються традиційні методи. Тільки комбінуючи різні методи – і традиційні, і «нові» – вчитель може досягти високих успіхів у своїй роботі.
В навчанні математики використовуються і загально дидактичні методи, і ті, що розроблені в специфічних умовах викладання математики Основою багатьох з них є наукові методи. Розглянемо сутність деяких з них та основні напрямки їх застосування.
Індукцією називається такий метод міркувань, при якому загальний висновок (гіпотеза) базується на вивченні окремих часткових фактів. Якщо розглядаються всі часткові факти (випадки), то індукція називається повною, інакше – неповною.

Приклад 1. Методом повної індукції доведіть, що 
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Приклад 2. Обчислюючи значення виразу 
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, отримуємо прості числа. Звідси можна зробити висновок: значення цього виразу – цілі числа. Проте, висновок зроблений на основі неповної індукції, тому може бути помилковим. Дійсно, при 
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 – складене число.
Приклад 3. Учень будує бісектриси внутрішніх кутів трикутника та помічає, що вони перетинаються в одній точці. Повторивши свій експеримент кілька разів, він помічає, що «бісектриси внутрішніх кутів трикутника перетинаються в одній точці». Цей висновок (гіпотеза), зроблений на основі неповної індукції, є вірним. Учням пояснюють, чому його треба довести.

У творчості учнів-математиків, а отже і в школі, неповна індукція займає важливе місце. Вона використовується у випадках:

1. для підведення учнів до самостійного «відкриття» математичних тверджень;

2. щоб переконати учнів у справедливості тієї чи іншої теореми, якщо повне доведення їм не під силу;
3. для ілюстрації за допомогою наочності теореми або її доведення;

4. як один з дієвих способів пошуку розв’язання задач.

Дедукція – форма мислення, при якій твердження логічно виводиться з кількох даних тверджень.

Щоб довести яку-небудь теорему, необхідно звести її до аксіом або раніше доведених теорем.
Повна індукція може служити прикладом дедуктивного доведення. Щоб переконатись у цьому, достатньо звернути увагу на характерний для повної індукції висновку: «Так як розглянуті всі можливі випадки, то твердження справедливе».

Аналогією називається міркування, що має наступну схему:
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 має властивості 
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	Можливо, 
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 має властивість 
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В творчості учених аналогія відіграє велику роль. Вона може підказувати існування ще невідомої теореми, спосіб її доведення, шлях розв’язання задачі. У викладанні математики аналогія є основою одного з найважливіших методів навчання – навчання за зразком. Проте багато помилок виникають при неконтрольованому та необґрунтованому використанню аналогії. Для запобігання помилок треба пам’ятати про закономірність Шеварьова.
5.2 Метод доцільних задач

Сутність цього методу полягає в тому, що для кращого розуміння матеріалу, що вивчається, учням пропонують підготовчі задачі. Вони можуть готувати учнів до розуміння нового означення, до «відкриття» теореми, до розуміння її доведення, до самостійного розв’язання задач. Іноді за допомогою доцільно підібраних задач викладається вся тема.
Метод доцільних задач широко розроблявся відомим методистом С.І. Шохор-Троцьким, хоча сама ідея була відома ще до нього.

Умова застосування методу доцільних задач:

При викладанні нової теми з використанням методу доцільних задач бажано підбирати мінімальну кількість підготовчих задач, причому одна і та сама задача може бути розглянута кілька разів, допомагаючи відтінити окремі деталі теми.

В основі методу доцільних задач лежить неповна індукція. У тих же випадках, коли ми готуємо учнів до розуміння доведення теореми, то тут частіше виступає дедуктивний метод. В свою чергу метод доцільних задач є різновидом більш загального методу викладання – евристичного.
5.3 Евристичний метод

Евристичним називається метод, при якому вчитель замість викладання навчального матеріалу в готовому вигляді підводить учнів до «перевідкриття теорем», їх доведення, до самостійного формулювання означень, до складання задач.

Умовно евристичний метод можна розділити на наступні види:

1. метод доцільних задач;

2. евристична бесіда, при якій учні підводяться до деякого висновку за допомогою системи питань;

3. постановка та розв’язання проблеми;

4. узагальнення способу розв’язання задач та складання рекомендацій для пошуку розв’язку подібних задач.

Розглянемо достоїнства та недоліки евристичного методу. Він дозволяє активізувати розумову діяльність учнів, підвищити їх інтерес і у відповідності до цілого ряду закономірностей (наприклад, 3.5, 5.4) може приводити до гарного засвоєння матеріалу, до розвитку мислення та здібностей учнів.
В той же час методу притаманні такі недоліки:

1. Він потребує більших, ніж при повідомленні готових знань, витрат часу.
2. При застосування цього методу особливо сильно позначаються індивідуальні розбіжності учнів: багато з них не встигають розв’язати поставлені проблеми, відповідати на питання вчителя, а вчитель на уроці не має змоги чекати, поки все самостійно прийдуть до потрібного висновку.
3. Активну участь при розв’язанні проблеми або в евристичній бесіді приймають лише окремі учні, а інші – пасивні. Це пояснюється тим, що увага окремих учнів ослаблюється при пошуку розв’язання проблеми (закономірність 3.6). Психологами встановлено, що учні, що колись зайняли другорядні ролі при розв’язанні проблеми, і в подальшому не можуть самостійно змінити свого положення в навчальній групі.

Отже, евристичному методу притаманні як достоїнства, так і недоліки. Тому явно не виправдане те надмірне захоплення, наприклад, проблемним навчанням, яке спостерігалось останнім часом у психолого-педагогічній літературі.
Для нейтралізації недоліків треба насамперед допомогти тим учням, які не встигають розв’язати поставлені проблеми. Необхідно (за закономірністю 3.3) сформувати у всіх учнів уміння та навички, необхідні для самостійного вирішення проблеми. З цією метою можна запропонувати учням наступний план розв’язання проблеми:
1. підібрати та розглянути часткові приклади;

2. скористатися аналогією з відомими фактами;

3. сформулювати своє твердження;

4. довести його.

В подальшому кожний учень, користуючись списком вказівок, знає, що і в якій послідовності треба робити, щоб розв’язати проблему, та приймає активну участь в роботі.
Також недоліки евристичного методу можна нейтралізувати, ставлячи нетрудомісткі проблеми, які встигають розв’язати всі учні класу з невеликою різницею у часі. Найбільш трудомісткі проблеми включаються в домашнє завдання. На уроках лише складається проблемна ситуація та ставиться проблема.
5.4 Питально-відповідний метод

Сутність цього методу зводиться до того, що нова тема викладається шляхом бесіди. Відповідаючи на ряд питань вчителя, учні самостійно приходять до деяких висновків.
Питально-відповідний метод має два різновиди: аналітичний та синтетичний. В першому випадку питання вчителя відповідають аналітико-синтетичному ходу міркувань, допомагаючи учням самим знайти шлях доведення. У другому випадку питання вчителя відповідають синтетичному ходу міркувань, коли учням не ясно, як самим знайти шлях доведення. Отже, тільки перший різновид питально-відповідного методу можна назвати евристичною бесідою.
Приклад 4. Проілюструємо ці різновиди питально-відповідного методу при доведенні однієї з властивостей нерівностей:

Дано: 
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Проводячи бесіду синтетичним методом, вчителі зазвичай не змінюють доведення теореми, запропоноване в підручнику. Вони лише ділять його на частини, пропонуючи учням обґрунтовувати їх, наприклад:

– Розглянемо різницю 
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– Який знак має різниця 
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– Вона додатна.
– Чому?
– Тому що 
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При такій бесіді учням не ясно, чому раптом знадобилося розглянути різницю 
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, навіщо встановлювати знак різниці і т.д.

Проводячи бесіду аналітико-синтетичним методом, вчителю доводиться змінювати структуру міркування, наведеного в підручнику, що потребує більш ретельної підготовки до уроку, наприклад:
– Згадаймо, що для відшукання способу доведення рекомендується замінювати поняття їх означеннями. Згадаймо, за якої умови 
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– За означенням 
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, якщо різниця 
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– Що достатньо знати для доведення нерівності 
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– Досить довести, що різниця 
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 додатна.
– Спробуйте це довести.
– 
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В методичній літературі приклади, що ілюструють питально-відповідний метод, зазвичай даються в аналітико-синтетичній формі.

Невдачі в застосуванні цього методу можна пояснити наступними причинами:

1. Питань занадто багато; вони бувають дуже прості. Через це обмежується самостійна робота та ініціатива учнів. Дав вчитель питання – розмірковують лише над цим питанням, далі не просуваються, чекають наступних вказівок.
2. Між питаннями не витримуються паузи достатньої тривалості та більшість учнів просто не встигає відповідати на ці питання.
3. Питання інколи бувають не продуманими, примітивними, часто ставляться в невизначеній формі, тому учні можуть відповісти все, що завгодно, лише не те, що чекає вчитель.
4. Деякі вчителі не враховують наступну психологічну особливість, що притаманна класному колективу під час навчального процесу. Якщо по ходу евристичної бесіди викликаний за бажанням учень невдало відповідає на питання, то, як правило, не кращим чином відповідають наступні 2-3 учня. Не враховуючи цього, учитель продовжує викликати один за одним ще 5-6 чоловік, поки не отримає правильну відповідь. Витрачається час, а головне, слабшає увага класу. В подібних випадках після невдалої відповіді учня вчителю краще самому відповісти на це питання, бо питання вже виконало свою функцію: заставило замислитись. Та класу і самому корисно почути чітку та ясну відповідь вчителя, ніж вислуховувати невдалі спроби своїх товаришів.
До недоліків можна віднести і те, що він займає багато учбового часу, питання порушують цілісність викладання нового матеріалу, його систематичність, увага учнів переключається на другорядні деталі.
5.5 Зразок відповіді як один з найважливіших методів навчання

Цей метод в педагогічній літературі називають пояснювально-ілюстративним, в методичній – шкільною лекцією або розповіддю вчителя. Ми наводимо своєрідну назву «зразок відповіді», щоб підкреслити одну з найважливіших особливостей лекційного методу.

В методичній літературі висловлюються суперечливі рекомендації щодо використання цього методу на уроках математики. Це пов’язане з тим, що в учнів молодших класів ще не розвинута увага, та вони не можуть довго слухати розповідь без діалогу. Проте, Н.Ф. Добринін встановив, що навіть учні молодших класів при визначених умовах можуть довгий час (понад 20 хвилин) зберігати стійку увагу до однієї і тієї ж діяльності. Педагогічний досвід підтверджує це. Так вчителі, що працюють за методикою В.Ф. Шаталова, постійно користуються лекційним методом та учні їх уважно слухають.
Основна вимога до розглядуваного методу зводиться до того, що пояснення вчителя (короткострокові або більш тривалі) необхідно розглядати як зразки відповідей. При цьому маються на увазі не тільки зразки викладання теоретичного матеріалу, а й, що головне, зразки розв’язання задач.

Зразок відповіді при розв’язанні задачі – один з найважливіших способів навчання зв’язній розповіді. Зразок виконання вчителем вправи нового типу включає в себе не тільки змістовні елементи (як виконувати?), але і чисто методичні компоненти (як коментувати, як розмістити записи, демонструвати рисунки і т.п.). Ці чисто методичні компоненти зразка відповіді може дати спочатку лише вчитель.
Однак зразок відповіді сам по собі, без умілого поєднання з іншими методами не приносить бажаних результатів: учні не запам’ятовують одразу всі рекомендації з пояснень вчителя, не запам’ятовують послідовність міркувань.
Головним при викладанні теоретичного матеріалу у вигляді зв’язної розповіді є активна розумова діяльність учнів. Багато з прийомів активізації розумової діяльності базуються на закономірності 5.4. Так, вчитель може: ставити класу конкретне завдання, що спрямовує на розуміння нового матеріалу; повідомити, що при розповіді навмисно допустить неточності, а учням пропонуватиме їх знайти; давати план доведення, що допомагає осмислити ідею доведення в цілому; запропонувати замітити, в якому місці доведення ми спираємось на ту чи іншу теорему, аксіому тощо. Отже, спираючись на психологічні закономірності та використовуючи ряд прийомів навчання, можна досягти максимальної активізації розумової діяльності учнів та при викладанні нового матеріалу успішно використовувати шкільну лекцію наряду з іншими методами.
5.6 Алгоритмічний метод

Кожен вчитель завжди вимагає ( у всякому разі, повинен вимагати), щоб учні пояснювали виконувані вправи. Проте багато учнів працюють біля дошки мовчки або насилу пояснюють розв’язання задачі. Для того, щоб виправити таке положення, учневі перш за все треба показати зразок відповіді. Але одного зразка явно недостатньо. Учні не засвоюють його з одного-двох разів. Як же тоді забезпечити кожному учневі можливість виконання вправ із поясненнями в повній відповідності із зразком, даним учителем? Причому цю можливість потрібно забезпечити кожному учневі з першого моменту розв’язання задач даного типу. Для цього необхідно розповідь вчителя (зразок) поєднувати з іншими методами і прийомами навчання. Одним з таких методів є алгоритмічний.

Аби кожному учневі забезпечити можливість виконання вправи з необхідними поясненнями і в тій же послідовності, яку показав вчитель, дається алгоритм, точніше – список вказівок. Він пропонується або в готовому вигляді, або складається разом з класом. Учні читають його і одночасно виконують вправу.

Успішне використання алгоритмічного методу залежить від ряду умов. Перш за все необхідне поєднання алгоритмічного методу із застосуванням зразка відповіді. Інакше вказівки алгоритму доводиться давати надмірно громіздкими і незручними для застосування.

Алгоритм має бути по можливості найбільш коротким. З коротким алгоритмом учні працюють значно охоче. Він є для них як би планом, схемою, своєрідним стимулом, що допомагає відновлювати в пам'яті тільки що прослухані, але ще не добре запам’ятовані міркування вчителя. Короткі вказівки легко запам'ятовуються, і вже після виконання декількох вправ багато учнів перестають читати окремі вказівки, вільно відтворюють їх по пам'яті, обмежуючись лише побіжним поглядом на них.

Важливе значення має наступна рекомендація вчителя: «Читаючи і застосовуючи алгоритм, старайтеся, запам'ятовувати його». Подібна рекомендація, а також відповідні вимоги і заохочення вчителя викликають в учнів установку на міцне запам'ятовування, що по закономірності 2.1 сприяє кращому запам'ятовуванню, полегшує його. Без такої установки формування умінь сповільнюється і багато учнів довго не запам'ятовують алгоритм, плутаються при поясненні розв’язання задачі.

Також важливе значення має пунктуальне дотримання даного вчителем зразка розв’язання задачі. Вчитель сам продумує і алгоритм, і зразок його застосування, та потім дотримується обраної послідовності міркувань. На жаль, ця рекомендація не завжди здійснюється на уроках, тому роз'яснимо її необхідність детальніше.

Розглянемо процеси, що протікають в свідомості учня при виконанні вправ.

Нехай
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 – усвідомлення умови вправи;
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 – проміжні міркування, що проводяться учнем відповідно до вказівок алгоритму і стосовно умови поточної вправи;
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 – виконання операції.

Внаслідок неодноразового повторення і варіювання цих процесів в учнів виникає ланцюг узагальнених асоціацій 
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. Вони відповідно до закономірності 5.2, та по мірі виконання вправ зливаються в «складену» асоціацію 
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. Вона у разі потреби легко «розгортається» в ланцюг проміжних міркувань, оскільки вони неодноразово повторювалися і закріплювалися в свідомості учня (це знову-таки виходить із закономірності 5.2).

Якщо ж послідовність міркувань, задана вчителем і алгоритмом, не дотримується, то формування асоціацій ускладнюється і сповільнюється (1.1). Вони, образно кажучи, виникають і відразу «руйнуються», тому що в учня немає твердої лінії, міцної основи, що повторюється, в цих міркуваннях. За таких умов учням важко проводити міркування і вони припиняють до них прислухатися. В результаті у них виникає зв'язок 
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, але він утворюється без проміжних міркувань. Тому надалі (по закономірності 5.2) учням дуже важко пояснювати свої дії.

Тут ми стикаємося з таким випадком, коли доводиться на якийсь час відступати від вірного загального положення методики математики, відповідно до якого вчителі рекомендують: «Можна пояснювати своїми словами». Викликаний учень вже міг би пояснювати своїми словами вправу нового типу, але для інших учнів класу на якийсь час це ще небажано.

Наведемо ще дві умови успішного застосування алгоритмічного методу.

В алгоритм бажано включати вказівки, що спонукають учнів контролювати свої дії. Це дозволяє попереджати типові помилки. Дії учнів по контролю неодноразово повторюються, і тому, поступово згортаючись, вони входять у сформовану узагальнену асоціацію як її необхідний компонент.

Вказівки в алгоритмі бажано давати у такому вигляді (і в такій формі), щоб вони містили в собі всі необхідні пояснення, які вчитель хоче чути від учнів по ходу розвязання (тому навіть дієслова у вказівках варто давати не в наказовому, а в дійсному способі).

Приклад 5. При розвязанні простих тригонометричних нерівностей даємо в готовому вигляді алгоритм. Алгоритм заздалегідь записується на дошці або демонструється на екрані.
Вчитель показує зразок виконання вправи. Читає послідовно вказівки алгоритму і виконує їх. Учні слухають, читають алгоритм і одночасно з вчителем розвязують нерівність. Потім аналогічно працюють з класом учні, яких викликано до дошки. При цьому вони керуються і алгоритмом, і зразком відповіді.

Наведений список вказівок разом із зразком відповіді, що показаний вчителем, дає можливість учням зв'язно пояснювати розвязання задачі і не лише самостійно виправляти помилки, але і уникати їх.

Уміння застосовувати алгоритми розвивають усну і писемну мову учнів такою мірою, що вони досить швидко переходять до складніших умінь – самостійного складання нових алгоритмів.

5.7 Методи елементарних та неелементарних задач

Методом елементарних задач називають такий метод, при якому на основі найпростіших 
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