Таблица 4 (кодопозитив)

Практична робота № 1

Тема: Логіко-математичний аналіз означень понять і об'єктів,

основні етапи їх формування

1.1 Означення математичних об'єктів і види означень

Питання про поняття, об'єкти і їх означення є дуже складним за змістом й може розглядатися з різних точок зору: логічної, змістовної (предметної), пізнавальної (гносеологічної) і ін., і в силу цього навіть у різних методичних посібниках даються різні його аспекти. Ми вважаємо, що як основу необхідно вибрати логічну структуру з урахуванням математичних трактувань. Враховуючи, що навчання можливе тільки в діяльності, необхідно розглядати дії, адекватні видам означень понять і об'єктів. Тому в зміст роботи буде входити актуалізація й систематизація знань за змістом операції «визначення понять», структурою означень (def) і їх видів.

Поняття – це форма мислення про цілісну сукупність істотних і несуттєвих властивостей об'єктів реального світу, зокрема й математичних об'єктів. Для формування математичних понять необхідне розуміння математичного об'єкта, який у понятті характеризується завдяки застосуванню певних розумових дій.

Коли ведеться мова про математичний об'єкт, наприклад, про ромб або квадратне рівняння й т.п., то мається на увазі конкретний емпіричний (реальний) об'єкт, представлений у вигляді малюнка, моделі або аналітичного запису, і одночасно теоретичний (ідеальний) об'єкт, що володіє всіма істотними властивостями. У прикладі з ромбом це не тільки намальований ромб, але й усі об'єкти, які суть геометричні фігури із чотирма сторонами, протилежні з яких паралельні, усі сторони рівні, діагоналі перпендикулярні й т.п.

Сформувати поняття про об'єкт – це означає розкрити всі суттєві властивості об'єкта в їхній цілісній сукупності. Діяльність учня (суб'єкта) при цьому спрямована на вивчення математичного об'єкта, а продуктом цієї діяльності буде правильне поняття.

Однією з дій вивчення математичного об'єкта для одержання поняття про нього є дія визначення.
Визначити об'єкт – це означає вибрати з його суттєвих властивостей такі й стільки, щоб кожна з них була необхідною, а всі разом достатніми для відмінності досліджуваного об'єкта від інших.

Виконується дія визначення різними шляхами (за допомогою різних розумових і предметних операцій) і результат його виконання фіксується в різного виду означеннях.

Логічна структура дії визначення математичних об'єктів, загалом кажучи, єдина.

Сутність дії визначення математичних об'єктів. Для розуміння сутності дії визначення математичних об'єктів необхідне розуміння структури аксіоматично побудованої теорії. Якщо навчальний предмет будується аксіоматично (або близько до аксіоматичного методу), то вибираються основні об'єкти (фігури) і їх суттєві властивості або зв'язки між ними розкриваються в системі аксіом. Так, у підручнику А. В. Погорєлова ([113]) основні фігури в планіметрії «точка» і «пряма» і відносини між ними «належати» і «лежати між» розкриваються за допомогою чотирьох аксіом.

Потім на основі побічно охарактеризованих властивостей основних об'єктів (фігур) предмета й відносин визначаються наступні об'єкти (фігури) предмета.

Приклад 1. Промінь уже можна визначити через уведення фігур «пряма» і «точка» і відношення «лежати по різні сторони» як еквівалентне відношення «лежати між» і загальні гносеологічні поняття «частини» і «множини».

Для конструювання означення фігури «промінь» на прямій вибирається її частина. Частина ця складається з таких точок, які лежать по одну сторону від фіксованої точки на прямій, яку називають початком променя. Тому що промінь – частина прямої, то більш широким поняттям для нього буде пряма; виходить, пряма – родове поняття, причому найближче. Видові відмінності: частина прямої; точка, що обмежує цю частину з однієї сторони.

Приклад 2. Кут – це фігура, яка складається із двох різних променів із спільною початковою точкою. Родовим найближчим об'єктом буде фігура; видові відмінності: два промені й спільний початок у цих променів.

Операції, що розкривають дію визначення об'єктів, будуть наступні: вибирається найближчий родовий об'єкт (фігура), потім на цей об'єкт накладаються як би обмеження, видові характеристики (відмінності). На основі видових характеристик (відмінностей) вводиться новий об'єкт, але з меншим обсягом, чим родовий, тому що в нього більше властивостей. От цьому об'єкту з більшим числом властивостей і меншим обсягом привласнюється нова назва (термін).

Приклад 3. З усіх рівностей рівнянням назвемо тільки такі рівності, у записі яких є змінні (букви). Із усіх рівнянь квадратними назвемо такі, які мають вигляд 
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Структура цієї дії може бути символічно виражена в такий спосіб:
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При виділенні видів означень математичних об'єктів часто ось цю загальну дію – визначення об'єктів – називають конкретним видом «визначення через найближчий рід і видові відмінності». Нам представляється більш правомірним вести мову про специфіку дій пo виділенню видових відмінностей і залежно від цього розрізняти означення й називати їх означеннями об'єктів конкретного виду.

Відповідно до цього можна назвати наступні види означень математичних об'єктів залежно від специфіки дій, за допомогою яких виділяють родові об'єкти й видові відмінності. Інакше можна ще сказати, що означення через найближчий рід і видові відмінності мають наступну конкретизацію: 1) означення об'єктів шляхом вказівки їх характеристичної властивості; 2) заперечні означення. І окремо слід назвати неявні означення основних (вихідних) об'єктів (фігур) предмета через систему аксіом: 3) конструктивні й рекурсивні означення.

Означення математичних об'єктів шляхом опису характеристичної властивості. Цей вид означень побудований на логічних діях і операціях установлення найближчого роду, видових відмінностей і логічної природи зв'язку між родом і видовими відмінностями. Залежно від логічної природи зв'язку властивостей у шкільному курсі математики розрізняють кон'юнктивні та диз'юнктивні означення.

Приклад 4. Означення паралелограма.

Паралелограмом називається чотирикутник, у якого протилежні сторони паралельні.

Термін – паралелограм.

Рід – чотирикутник.

Видові відмінності: 1) одна пара протилежних сторін паралельна; 2) інша пара протилежних сторін паралельна.

Усі властивості в означенні з'єднані союзом «і»; виходить, маємо кон'юнктивне означення.

Приклад 5. Означення неправильного дробу.

Дріб, у якому чисельник більше знаменника або дорівнює йому, називається неправильним дробом.

Термін – неправильний дріб.

Рід – дріб.

Видові відмінності: 1) чисельник більше знаменника; 2) чисельник дорівнює знаменнику.

Видові відмінності з'єднані союзом «або». Означення диз'юнктивне.

Приклад 6. Означення зростаючої функції.

Функція називається зростаючою на деякому проміжку, якщо більшому значенню аргументу із цього проміжку відповідає більше значення функції.

Термін – зростаюча функція на проміжку.

Рід – функція.

Видові відмінності: якщо 
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Означення за формою записане у вигляді імплікації.

Його можна переформулювати в такий спосіб:

Видові відмінності: 1)
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. Можна залишити тільки дві самостійні властивості: 1) 
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Означення такого виду або ті, що приводяться до них, становлять переважну більшість курсу.

Конструктивні й рекурсивні означення. Властивості об'єкта у такому означенні розкриваються шляхом показу операцій його конструювання, тобто його видові відмінності задані у вигляді дій.

Приклад 7. Поворотом навколо даної точки називається такий рух, при якому кожний промінь, що виходить із цієї точки, повертається на той самий кут у тому самому напрямку.

Термін – поворот.

Рід – рух.

Видові відмінності: 1) кожний промінь, що виходить із точки, повернути в тому самому напрямку; 2) кожний промінь повернути на той самий кут.

Приклад 8. Лінійною функцією називається функція, яку можна задати формулою виду
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Термін – лінійна функція.

Рід – функція.

Видові відмінності: 
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, тобто якщо ці дії між числами й змінною задані, то маємо лінійну функцію. Якщо дії інші, то немає лінійної функції.

Конструктивні дії можуть задаватися по-різному. Так, у рекурсивних означеннях вказуються деякі базисні об'єкти деякого класу й правила, що дозволяють одержати нові об'єкти цього ж класу.

Приклад 9. Означення арифметичної прогресії.

Арифметичною прогресією називається послідовність, у якій кожний член, починаючи з другого, дорівнює попередньому, складеному з одним і тим самим числом.

Термін – арифметична прогресія.

Рід – послідовність.

Видові відмінності: 
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Дії одержання наступного члена, якщо відомий попередній, зазначені у видових відмінностях.

Заперечні означення. Заперечні означення не задають властивості об'єкта. Вони виконують як би класифікаційну функцію. Якщо клас об'єктів розбитий на групи (множини) і об'єктам однієї групи, що володіють певними властивостями, привласнений термін і є об'єкти, які належать цьому класу, але відзначені властивості (усі або частина) їм не притаманні, то таким об'єктам дається заперечне означення.

Приклад 10. Мимобіжні прямі – це такі прямі, які не належать площині й не перетинаються.

Термін – мимобіжні прямі.

Рід – прямі.

Видові відмінності: 1) не належать одній .площині; 2) не перетинаються.

Таким чином, логічна дія – визначення об'єкта – скрізь однакова, але змістовні (математичні) дії в кожному з відзначених видів означень різні. В одних видові відмінності перелічуються як описові характеристики (бути паралельними, бути більше й т.п.); в інших вказуються дії, які треба зробити, щоб одержати (сконструювати) об'єкт; у третіх перелічуються властивості, які заперечуються.

Таким чином, головне в типології шкільних означень по видах – це розуміння специфіки дій, що розкривають (що характеризують) видові відмінності.

1.2 Основне навчальне завдання при навчанні означенням математичних об'єктів

Основним навчальним завданням при навчанні означенням математичних об'єктів буде формування логічної дії по розкриттю структури означення математичних об'єктів і дій, адекватних конкретному виду означень.

Дії, за допомогою яких буде вирішуватися це основне навчальне завдання, наступні:
· логічний аналіз структури означень різного виду (виділення логічної й змістовної функцій кожного слова в означенні об'єкта, відшукання зайвих слів в означеннях і ін.);

· підведення конкретного математичного об'єкта під означення;

· приведення конкретного прикладу, об'єкта, що ілюструє приналежність його даному означенню;

· заміна означення об'єкта еквівалентним означенням цього об'єкта. Іноді цю дію називають переформулюванням означення. Порівняння різних означень того самого об'єкта;

· одержання наслідків з факту, що об'єкт належить до класу об'єктів, охарактеризованих означенням;

· знаходження логічних і змістовних помилок у наведених означеннях .

Дія підведення під означення об'єкта складається з наступних операцій:

1) вичленовування всіх властивостей, зафіксованих в означенні;

2) установлення логічного зв'язку між родом і видовими відмінностями;

3) перевірка наявності у прикладі, що підводиться під означення об'єкта, відзначених властивостей і їх зв'язків;

4) одержання висновку – об'єкт належить до класу об'єктів, зафіксованих в означенні, чи ні.

Приклад 11. Означення рівнобедреного трикутника.

Трикутник називається рівнобедреним, якщо в нього дві сторони рівні.

Властивості рівнобедреного трикутника: 1) він трикутник, 2) дві сторони його рівні. Властивості з'єднані кон'юнктивно.

Дії підведення під поняття можна оформити в таблицю 1.
При з'єднанні видових відмінностей кон'юнктивно для приналежності конкретного об'єкта до класу певних об'єктів необхідне дотримання (наявність у прикладі) усіх властивостей одночасно.

Таблиця 1 – Рівнобедрений трикутник

	№
	Приклад
	Властивості об'єкта

	
	
	Трикутник
	Дві сторони рівні
	Висновок: даний об'єкт є рівнобедрений трикутник

	1
	2,5
	–
	
	–

	2
	
[image: image30]
	+
	–
	–

	3
	
[image: image31]
	+
	+
	+

	4
	
[image: image32]
	+
	+
	+


Приклад 12. Дріб, у якого чисельник більше знаменника або дорівнює йому, називається неправильним.

Властивості неправильного дробу: дріб, чисельник більше знаменника або чисельник дорівнює знаменнику. Видові властивості з'єднані диз'юнктивно (табл. 2).
Таблиця 2 – Неправильний дріб
	№
	Приклад
	Властивості об'єкта

	
	
	Дріб
	Чисельник більше знаменника
	Чисельник дорівнює знаменнику
	Вивід: даний об'єкт є неправильний дріб

	1
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Для приналежності конкретного об'єкта до класу, заданого в означенні, коли видові відмінності з'єднані диз'юнктивно, необхідне дотримання (наявність) родової властивості й хоча б однієї з видових відмінностей.

Приклад 13. Дано конкретний об'єкт паралелограм 
[image: image36.wmf]ABCD

. Які наслідки можна вивести з факту, що даний паралелограм належить до теоретичного (абстрактному) об'єкту – паралелограму? Виконання дії одержання наслідків з факту приналежності конкретного об'єкта теоретичному досить плідно не тоді, коли введене тільки означення об'єкта, а коли вивчені основні його властивості.

Дану дію можна виконувати при завданнях наступного виду: дано паралелограм 
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; що ви знаєте про цю фігуру?
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 – чотирикутник.
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Виконання даної дії сприяє систематизації властивостей об'єкта й тим самим створює більш ефективні передумови для використання їх при пошуку розв'язку завдань, в умові яких буде цей об'єкт.

Раніше виконані завдання дозволяють визначити основні етапи розкриття змісту математичного об'єкта (формування означення):

1. Логічний аналіз структури означення об'єкта (виділення терміна, роду, видових відмінностей і логічного зв'язку властивостей).

2. Виконання дії підведення під поняття (приведення прикладів).

3. Виконання дій одержання наслідків з факту, що конкретний об'єкт належить до класу об'єктів, охарактеризованих означенням.

4. Якщо вимагає педагогічна ситуація, заміна означення еквівалентним йому.

Зауваження. Ряд математичних об'єктів, особливо на початкових етапах навчання математики (V-VI класи), не має в підручниках означень у вигляді конкретних речень. Звичайно в таких випадках властивості об'єктів (модуль числа, одночлен і ін.) розкриваються на конкретних прикладах і потім вводиться термін.

Неважко бачити, що й у цих випадках ведеться така ж робота, як показано вище, але в силу непідготовленості дітей до узагальнення й складності структури означень об'єктів в етапах роботи над означенням об'єкта перший і четвертий етапи не виконуються, а другий виконується на емпіричному рівні.

У зв'язку з висловленим зауваженням необхідно особливо відзначити введення арифметичних дій додавання й множення. Визначення цих дій у математиці вводяться по-різному залежно від прийнятого трактування. Але всі вони складні й, звичайно ж, недоступні учням. Тому в підручниках найчастіше зміст цих дій показують на конкретних математичних завданнях, у змісті яких потрібно об'єднати об'єкти або знайти результат зміни або результати послідовних змін. Узагальненням, зокрема, названих дій виступає дія додавання. Для введення дії множення вживаються інші приклади. Тут важливо відзначити, що якщо визначається дія, то головне – показати операції, що їх реалізують. Ось їм у підручниках і надається істотне значення. Такий підхід до всіх дій існує й у курсі алгебри, й у курсі геометрії.

Теоретичні питання

1. Що таке поняття, об'єкт? У чому їх подібність і відмінність?

2. Суттєві та несуттєві властивості поняття. Засоби їх установлення.

3. Зміст і обсяг поняття, зв'язок між ними.

4. Логічна дія «означення понять».

5. Види означень понять і об'єктів.

6. Основні вимоги до означень понять.
7. Етапи вивчення математичних тверджень.

8. Способи введення математичних тверджень.

9. Методи засвоєння математичних тверджень.

10. Особливості складання вправ на засвоєння понять.

11. Прийоми закріплення математичних тверджень.

12. Зв'язок, відмінності та доцільність використання означень та пояснюючих описів.

13. «Робочі» та «неробочі» формулювання тверджень.
Завдання для виконання на заняттті
1. Запишіть вимоги до формулювань означень. Осмисліть кожне слово в наступних означеннях на основі вимог і зробіть висновок про їх відповідність цим вимогам:

· «Відрізок, що з'єднує вершину трикутника із серединою протилежної сторони, називається медіаною трикутника».

· «Дві площини, що перетинаються називаються перпендикулярними, якщо третя площина, перпендикулярна прямій перетину цих площин, перетинає їх по перпендикулярним прямим».

· «Ордината точки 
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 одиничного кола, отриманої при повороті точки 
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 на кут 
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 радіан, називається синусом кута 
[image: image53.wmf]a

».

· «Два числа, що відрізняються один від одного тільки знаком, називаються протилежними числами».

2. Установіть еквівалентність наступних означень об'єктів:

I. а) Дві площини, що перетинаються, називаються перпендикулярними, якщо третя площина, перпендикулярна прямій перетину цих площин, перетинає їх по перпендикулярних прямих.

б) Дві площини називаються взаємно перпендикулярними, якщо в кожній з них через будь-яку точку проходить пряма, перпендикулярна інший площині.

II. а) Кут у 
[image: image54.wmf]o
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 називається прямим кутом.

б) Прямим кутом називають половину розгорнутого кута.

в) Кут називають прямим, якщо його градусна міра дорівнює 90°.

III. а) Рівність, що містить невідоме число, позначене буквою, називають рівнянням.

б) Рівність, що містить змінну, називають рівнянням.

IV. а) Лінійною функцією називають функцію, яку можна задати формулою виду
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 – незалежна змінна; 
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 і 
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 – числа.

б) Лінійною функцією називається функція виду 
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 – незалежна змінна; 
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 і 
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 – задані числа.

3. Знайдіть помилки в наступних «означеннях» об'єктів:

а) Діаметром кола називається найбільша хорда, що проходить через центр.

б) Чотирикутник, у якого протилежні сторони рівні, називається паралелограмом.

в) Ромбом називається чотирикутник, у якого протилежні сторони паралельні, а дві суміжні рівні.
Завдання для самостійного опрацювання

1. На основі актуалізованих знань про означення математичних об'єктів і їх види виберіть із різних шкільних підручників: математики, алгебри й геометрії – по 3 означення об'єктів названих вище видів і результати оформіть у таблицю (табл. 3).

Таблиця 3 – Основні типи означень

	Означення об’єктів шляхом опису характеристичних властивостей
	Неявні означення
	Заперечні означення

	кон’юнктивні
	диз’юнктивні
	конструктивні
	рекурсивні
	

	
	
	
	
	


2. Виберіть по одному означенню з кожної колонки таблиці 3 і виконайте логічний аналіз цих означень, тобто виділіть рід, термін і видові відмінності. Охарактеризуйте видові відмінності в кожному з обраних вами означень.

3. Виконайте дії підведення під означення об'єкта для п’яти понять курсу математики (алгебри, геометрії). Результати дій занесіть у таблицю 2.

4. Розкрийте основні етапи формування означень математичних об'єктів з п. 3.

� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





О





Рисунок 1.1 – Паралелограм
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