
ІНДИВІДУАЛЬНЕ ЗАВДАННЯ 

 

Дослідити на стійкість розв’язок  xy   рівняння  yxfy , , що 

задовольняє початковій умові   00 yx  , використовуючи визначення 

стійкості й нестійкості за Ляпуновим. 

1.1. 
2

21

y

x
y


 ,   10  . 

1.2.   xyy ctg1 , 0
6








 
 . 

1.3. 
x

y

x

y
y ln ,   21 e . 

1.4. 
x

y

x

y
y  1 ,   01  . 

1.5. xyxey x 2
2

 
,   30  . 

1.6. 1
1

2 2

2



 x

x

xy
y ,   21  . 

1.7. y
x

x
y

2

12
1


 ,   e 11 . 

1.8. 
x

y

x

x
yy 

ln2 ,   11  . 

1.9. 
2

22

x

y

x

y
y  ,   12  . 

1.10. 
x

y

x

y
y ln ,   11  . 

Дослідити на стійкість частинний розв’язок  xy   рівняння 

 yyxfy  ,, , що задовольняє початковим умовам   00 yx  ,   00 yx  , 

використовуючи визначення стійкості й нестійкості за Ляпуновим. 

2.1. 
x

y

x

y
y


 ln ,   21  ,   11  . 

2.2. xyy  ,   00  ,   00  . 

2.3. 
1

2 2






y

y
y ,   01  ,   5,01  . 

2.4. 
x

y

x

y
y


 ln ,   21  ,   11  . 

2.5. 
y

y
y

2
 ,   10  ,   10  . 

2.6. 
y

y

y

y
y

2

1ln

1ln 





 ,   10  e ,  

e

2
0  . 
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2.7. 
y

y
y

2
 ,   10  ,   10  . 

2.8. 
1

2






x

yxy
y ,  

2
1


 ,   21  . 

2.9. 
y

y
y

21 
 ,   12  ,   02  . 

2.10. 
y

y
y

2

2
 ,   35  ,   25  . 

Дано однорідне лінійне диференціальне рівняння другого порядку й 

частинний розв’язок однорідного рівняння  xy 1 . Дослідити на стійкість 

розв’язок даного рівняння, що задовольняє початковим умовам   00 yx  , 

  00 yx  , використовуючи визначення стійкості й нестійкості за Ляпуновим. 

3.1.   0221 2  yyxyx , xy 1 ,   20  ,   40  . 

3.2. 0
2

 yy
x

y , 
x

x
y

sin
1  , 










 


2

2
, 0

2








 
 . 

3.3.       01222 22  yxyxyxx , 
xey 1 ,   01  ,   11  . 

3.4.   091 2  yyxyx , xxy 34 3
1  ,   10  ,   20  . 

3.5. 02tg  yxyy , xy sin1  ,   10  ,   20  . 

При будь-яких початкових умовах   00 yx  ,   00 yx   дослідити на 

стійкість розв’язок даного диференціального рівняння, використовуючи 

визначення стійкості й нестійкості за Ляпуновим. 

3.6. xyy 2cos52  . 

3.7. xyyy 2sin52  . 

3.8. 
xeyyy  122 . 

3.9. 
x

eyyy 2

5

15164  . 

3.10. 0ctg2  xyy . 

Дослідити на стійкість нульовий розв’язок диференціального рівняння 

або системи диференціальних рівнянь, використовуючи відповідні теореми 

Ляпунова про стійкість і нестійкість, характеристичні числа й умови Рауса-

Гурвіца. 

4.1. 02  yyyy . 

4.2. 02155  yyyy . 

4.3. 03623  yyyy . 

4.4. 02  yyyy . 

4.5. 
  08103 4  yyy . 

4.6. 
  0102927113 4  yyyyy . 
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4.7. 




















.
3

,
33

,
3

3
2

3

3
2

1
2

2
11

y
y

y

y
y

y
y

y
yy

  

4.8. 















.

,

,

213

312

321

yyy

yyy

yyy

 

4.9. 















.2

,2

,

323

3212

211

yyy

yyyy

yyy

 

4.10. 















.2

,2

,423

33

322

3211

yy

yyy

yyyy

 

Дослідити нульовий розв’язок зазначеної системи диференціальних 

рівнянь на стійкість: за першим наближенням; за допомогою функції 

Ляпунова v . 

5.1. 













,424

,

33 xyx
dt

dy

y
dt

dx

   
224

2

1
2 yxxv  . 

5.2. 













,422

,

35 xyx
dt

dy

y
dt

dx

   
224

2

1
yxxv  . 

5.3. 













,
2

1
3

,
2

1

22

23

xyyxxyy
dt

dy

xyxxyy
dt

dx

  
22 23 yxyxv  . 

5.4. 













,

,

3

2

x
dt

dy

xyy
dt

dx

    
24 2yxv  . 

5.5. 













,

,32 5

x
dt

dy

yx
dt

dx

    
62 yxv  . 
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5.6. 













,

,

2

3

yxx
dt

dy

y
dt

dx

    422 yxv  . 

5.7. 













,3

,4

3

5

yx
dt

dy

xy
dt

dx

    22 43 yxv  . 

5.8. 













,

,424 33

x
dt

dy

yxy
dt

dx

   
422 2

2

1
yyxv  . 

5.9. 

 

 











,

,

42

42

yxyx
dt

dy

yxxy
dt

dx

   22 yxv  . 

5.10. 













,
2

1

,
2

1
3

23

23

yxyxyx
dt

dy

yxxyxyx
dt

dx

  22 32 yxyxv  . 

Дослідити на стійкість нульовий розв’язок зазначеної системи 

диференціальних рівнянь. 

6.1. 

 

 











.2cos1

,sin3

xy
dt

dy

yx
dt

dx

 

6.2. 

 

 











.sin2

,cos1

xy
dt

dy

yx
dt

dx

 

6.3. 

 













.sin

,31
2

1

yx
dt

dy

ye
dt

dx x

 

6.4. 













.23

,cos4

2 yeyyx
dt

dy

yyx
dt

dx
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6.5. 

 











 

.1261

,4ln

3

3

yx
dt

dy

ey
dt

dx x

 

6.6. 











 

.284

,3cos2

y

yx

ex
dt

dy

xe
dt

dx

 

6.7. 













.13

,sin27

ye
dt

dy

yx
dt

dx

x
 

6.8. 

 











 

.6112

,4ln

3

3

yx
dt

dy

ex
dt

dx y

 

6.9. 













.5sin2

,13

yx
dt

dy

ex
dt

dx y

 

6.10. 

 











 .4ln

,6112

3

3

yex
dt

dy

yx
dt

dx

 

Дослідити на стійкість нульовий розв’язок диференціального рівняння, 

використовуючи критерій стійкості Михайлова. 

7.1. 
  03434  yyyyy . 

7.2. 
  012221874  yyyyy . 

7.3. 
  02324  yyyyy . 

7.4. 
  06010759114  yyyyy . 

7.5. 
  060531854  yyyyy . 

7.6. 
  010181564  yyyyy . 

7.7. 
  05121044  yyyyy . 

7.8. 
  010231274  yyyyy . 

7.9. 
  023334  yyyyy . 

7.10. 
  052424  yyyyy . 

Дослідити на стійкість нульовий розв’язок різницевих рівнянь, 

використовуючи критерій Рауса-Гурвіца. 



 6 

8.1.           0142838411  nfnfnfnfnf . 

8.2.       034  nfnfnf . 

8.3.           02122233412  nfnfnfnfnf . 

8.4.           03142303447  nfnfnfnfnf . 

8.5.           051224324  nfnfnfnfnf . 

8.6.         0518224  nfnfnfnf . 

8.7.       015  nfnfnf . 

8.8.       025  nfnfnf . 

8.9.       015  nfnfnf . 

8.10.           041235445  nfnfnfnfnf . 

 

РОЗВ’ЯЗАННЯ ТИПОВИХ ЗАВДАНЬ 

 

 1. Дослідити на стійкість розв’язок  xy   рівняння  yxfy , , що 

задовольняє початковій умові   00 yx  , використовуючи визначення 

стійкості й нестійкості за Ляпуновим: 

1) x
x

y
y ln21 ,   11  ; 

2) 
x

x

e

ye
y

2

2

1
 ,   20  ; 

3) 
x

y
xyy

sin
ctg

3

 , 
2

1

2








 
 . 

Розв’язання. 

1) Розв’яжемо дане лінійне рівняння: 

x
x

y
y ln21 ; 

заміна: uvy  , vuvuy  ; 

x
x

uv
vuvu ln21 , 

xvu
x

u
uv ln21








 , 

0
x

u
u , 

x

u
u  , xu lnln  , 

x
u

1
 ; 

x
x

v
ln21


,  xxv ln21 , cxxv  ln2 ; 

   
x

c
xxcxx

x
uvxfy  lnln

1 2 . 

Використовуючи початкову умову, обчислюємо значення довільної 

постійної: 
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1
1ln11

c
 , 1c . 

Отже, частинний розв’язок має вигляд  
x

xxxy
1

ln  . Для того, щоб 

дослідити його на стійкість, виберемо будь-який інший розв’язок  xfy   

даного диференціального рівняння при початкових даних  00 , yx , що досить 

мало відрізняються від початкових даних  1,1 . Тоді с буде досить мало 

відрізнятися від 1 і  
x

xxxf
1

ln  . Далі 

    0
1


xx

c
xxf  при x , 

тобто модуль зазначеної різниці можна зробити меншим кожного наперед 

заданого 0 , що й означає, згідно з визначенням, стійкість даного частинного 

розв’язку. Більше того, тому що модуль цієї різниці прагне до нуля при 

кожному с, то даний частинний розв’язок стійкий асимптотично в цілому. 

2) Знаходимо загальний розв’язок диференціального рівняння зі 

змінними, що розділяються: 

x

x

e

ye
y

2

2

1
 , 

x

x

e

ye

dx

dy
2

2

1
 , 

x

x

e

dxe

y

dy
2

2

1
 , 

 







x

x

e

ed

y

dy
2

2

1

1

2

1
, 

  cey x ln1ln
2

1
ln 2  , 

  xecxfy 21 . 

При даній початковій умові 

0212  ec , 2c  

і   xex 212  , тому 

    xecxxf 212  . 

Якщо x , то модуль зазначеної різниці прямує до нескінченності й 

перевершує кожне наперед задане 0 , яке б не було 0 . Це означає, що 

даний розв’язок нестійкий. 

3) Загальний розв’язок даного рівняння Бернуллі буде: 

x

y
xyy

sin
ctg

3

 , 

заміна: uvy  , vuvuy  ; 
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x

vu
xuvvuvu

sin
ctg

33

 , 

 
x

vu
vuxuuv

sin
ctg

33

 , 

0ctg  xuu , 
x

xu
u

sin

cos
 , xu sinlnln  , xu sin ; 

xvvx 23 sinsin  , xvv sin3 , 
cx

v



cos2

1
; 

 
cx

x
uvxfy




cos2

sin
. 

При початковій умові 

c






2
cos2

2
sin

2

1
, 4c  

і частинний розв’язок  
4cos2

sin




x

x
x , тому 

   
1

4cos2cos2cos24cos2sin


 xcxcxxxxxf . 

При значеннях с, досить близьких до 4 (досить малих 0 ), цей вираз 

можна зробити меншим кожного наперед заданого 0  при будь-яких 
2


x , 

тобто даний частинний розв’язок стійкий (неасимптотично). 

2. Дослідити на стійкість частинний розв’язок  xy   рівняння 

 yyxfy  ,, , що задовольняє початковим умовам   00 yx  ,   00 yx  , 

використовуючи визначення стійкості та нестійкості за Ляпуновим. 

1) 
2x

yxy
y


 ,   12  ,   12  ; 

2) 
1

2 2






y

y
y ,   20  ,   20  . 

Розв’язання. 

 1) Введемо заміну: yty  , tyyttytyy  2 . Будемо мати 

2

2

x

xyty
tyyt


 , 

x

t

x
tt 

2

2 1
, 2

2

1
t

xx

t
t  , 

uvt  , vuvut  , 

22

2

1
vu

xx

uv
vuvu  , 
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22

2

1
vu

x
vu

x

u
uv 








 , 

0
x

u
u , 

x

u
u  , xu lnln  , 

x
u

1
 ; 

2

2

2

1

x

v

xx

v



, 

x

v
v

21
 , 

1
2

2
1

cx

xc
v




 , 

1
2

2
11

cx

xc

x
uvt




 ; 

1
2

2
11

cx

xc

x
yy




 , 

1
2

2
11

cx

xc

xy

y







, 

 
x

c
xcxfy 2

1  . 

Знайдемо довільні постійні, використовуючи початкові умови: 
4

1
1 c , 

32 c . Шуканий частинний розв’язок 

 
x

x
x

3

4
 . 

Тоді 

    xc
x

c
xcxxf 






















4

13

4

1
1

2
1  при x , 

тобто модуль зазначеної різниці не можна зробити меншим кожного наперед 

заданого 0 , отже, знайдений частинний розв’язок нестійкий. 

 2) Введемо заміну:  yyty  , tyty  . Будемо мати 

1

2




y

yt
tyt , 

 
1

1






y

yt
ty , 

 1
1







yy

y

t

t
, 

 
y

yc
t

2
1 1

 , 

 
y

yc
yy

2
1 1

 ,  21 1 ycy , 

 
21

1
1

cxc
xfy


 . 

Частинний розв’язок, що задовольняє початковим умовам, має вигляд 

 
12

1
1




x
x . 

Тоді 
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   
12

11

12

1
1

1
1

2121 



















xcxcxcxc
xxf . 

Якщо 01 c  и 02 c , то модуль зазначеної різниці прагне до нуля при 

x . Звідси випливає, що знайдений частинний розв’язок стійкий 

асимптотично в цілому. 

3. Дослідити на стійкість нульовий розв’язок диференціального рівняння 

або системи диференціальних рівнянь, використовуючи відповідні теореми 

Ляпунова про стійкість та нестійкість, характеристичні числа й умови 

Рауса-Гурвіца. 

1)   0103946196 4  yyyyy ; 

2) 














.5

,25

,2

323

3212

211

yyy

yyyy

yyy

 

Розв’язання. 

1) Запишемо характеристичне рівняння: 

0103946196 234   або 0
3

5

2

13

3

23

6

19 234  . 

Складемо матрицю й перевіримо виконання умов Рауса-Гурвіца: 



























3

5
000

3

23

2

13

3

5
0

1
6

19

3

23

2

13

001
6

19

, 

0
6

19
1  , 0

9

160

2

13

18

437

3

23

2

13

1
6

19

2  , 

0
108

10675

2

13

3

5
0

6

19

3

23

2

13

01
6

19

3  , 0
324

53375

3

5
34  . 

Умови Рауса-Гурвіца виконані. Отже, дійсні частини всіх коренів 

характеристичного рівняння мають від’ємні значення й, згідно з відповідною 

теоремою Ляпунова, нульовий розв’язок даного рівняння стійкий 

асимптотично. 

2) Маємо лінійну систему. Її характеристичне рівняння 
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0

150

215

021









, 

    01201
3

 ,      02011
2

 ,    01921 2  . 

Це рівняння має два від’ємні та один додатний корені. Тому, згідно з 

теоремою Ляпунова про нестійкість, нульовий розв’язок нестійкий. 

4. Дослідити нульовий розв’язок зазначеної системи диференціальних 

рівнянь на стійкість: за першим наближенням; за допомогою функції 

Ляпунова v . 

1) 
 

 











,

,

24

24

yxyx
dt

dy

yxxy
dt

dx

   22 yxv  ; 

2) 












,4

,3

5

3

yx
dt

dy

xy
dt

dx

    22 34 yxv  . 

 Розв’язання. 

1) Запишемо дану систему в першому наближенні та її характеристичне 

рівняння: 













,

,

x
dt

dy

y
dt

dx

  0
1

1





, 012  . 

Характеристичні корені i 2,1 , тому загальний розв’язок лінійної 

системи буде лінійною комбінацією функцій tsin  і tcos . Звідси випливає 

стійкість (неасимптотична) нульового розв’язку системи за першим 

наближенням. 

 Скористаємося функцією Ляпунова. Знайдемо 
dt

dv
v   в силу даної 

системи 

      2424 2222 yxyxyyxxyxyyxxv   

   02 422246  yyxyxx , 

яка, як і функція Ляпунова v , є додатно-означеною. Згідно з першою теоремою 

Ляпунова про нестійкість, нульовий розв’язок даної системи нестійкий. 

2) Запишемо дану систему в першому наближенні та її характеристичне 

рівняння: 
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











,4

,3

x
dt

dy

y
dt

dx

  0
4

3





, 0122  . 

Характеристичні корені i322,1  , тому загальний розв’язок лінійної 

системи буде лінійною комбінацією функцій t32sin  и t32cos . Звідси 

випливає стійкість (неасимптотична) нульового розв’язку системи за першим 

наближенням. 

 Скористаємося функцією Ляпунова. Для цього знайдемо її повну похідну 

      0342463868 6453  yxyxyxyxyyxxv  . 

Вона від’ємно-означена й, згідно з теоремою Ляпунова про асимптотичну 

стійкість, нульовий розв’язок даної системи асимптотично стійкий. 

5. Дослідити на стійкість нульовий розв’язок диференціального рівняння, 

використовуючи критерій стійкості Михайлова: 
  02324  yyyyy . 

 Розв’язання. 

 Складемо характеристичний многочлен: 

  1232 234 f . 

Підставимо в нього iw , одержимо 

   wwiwwiwwiwwiwf 22131232 324234  , 

  13 24  wwwu , 

        wwwwwwwwv  1121222 23 . 

Будемо змінювати w  від 0 до   й побудуємо 

криву (див. рис.) 

 

 







,

,

wvv

wuu
 

w  0 
2

53
 1 

2

53
 

u  1 0 –1 0 

v  0 + 0 – 

Кут повороту радіус-вектора 

 
2

2
2

4




 mn . 

Звідси, 42  mn , 4n , отже, 0m . Таким чином, всі корені 

характеристичного рівняння лежать в лівій півплощині, тобто нульовий 

розв’язок даного рівняння асимптотично стійкий. 

6. Дослідити на стійкість нульовий розв’язок різницевого рівняння 

      0212  nfnfnf , використовуючи критерій Рауса-Гурвіца. 

 Розв’язання. 

u 

v 

O 1 –1 
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Запишемо характеристичне рівняння: 

022  . 

Покладемо 
1

1






w

w
, тоді характеристичне рівняння буде мати вигляд 

012 2 ww . 

Складемо матрицю й перевіримо виконання умов Рауса-Гурвіца: 










10

21
, 

011  , 011 12  . 

Умови Рауса-Гурвіца не виконані. Отже, нульовий розв’язок даного 

рівняння нестійкий. 

 


