Лабораторна робота "Математичні моделі в задачах елементарної математики"
Вказівки до вирішення типових задач
Загальні положення щодо того, як складати рівняння, систему рівнянь і тд.:
1. Здійснити вибір невідомої величини, що входить в умову задачі, щодо якої буде складатися рівняння (невідомих величин може бути і декілька).

2. Всі однорідні величини, що фігурують в умові завдання, виразити в одних і тих же одиницях.

3. Використовуючи умову задачі, визначити всі взаємозв'язки між даними величинами, а потім на цій основі скласти рівняння (або систему рівнянь і т.д.).

4. У процесі рішення складеного рівняння (або системи рівнянь і т.д.) потрібно завжди прагнути до відшукання оптимальних методів перетворень.

5. Отримане рішення рівняння (або системи рівнянь і т.д.) слід перевірити на предмет відповідності його умові завдання.

6. Перевести отриманий результат на мову умови задачі і записати чітку і коротку відповідь.

Задача 1

Було задумано два додатних числа. Якщо  на 50 зменшити перше число і збільшити друге то ці два числа стануть рівними. Якщо ж  на 100 зменшити друге и збільшити перше ,тоді перше стане у 2 рази більше ніж друге. Яка сума задуманих чисел?

Рішення.

I етап. Складання математичної моделі.

Нехай перше число у , (у[image: image2.png]>0),



а друге число х,([image: image4.png]x> 0).



Тоді згідно умови ми отримуємо: х + 50 = у – 50 (х – у = –100. Якщо враховувати друге зауваження, то ми отримуємо 2(х – 100) = у + 100. Звідки отримуємо: 
2х – 200 = у + 100 ( 2х – у = 300.
Виходячи зі сказаного вище, отримуємо систему двох лінійних рівнянь з двома невідомими: 
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Математична модель задачі складена.

II етап. Робота з математичною моделлю.

Вирішуємо цю систему, наприклад, методом алгебраїчного додавання:
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Якщох = 400, то 400 – у = –100 (у = 500. 

Отже (400; 500) - єдине рішення системи.

III етап. Відповідь на питання завдання.

Рішенням завдання - згідно з її змістом - є додатне число. Знайдені нами значення х і у задовольняють цій умові. Тому можна зробити висновок, що перше число 500, а друге 400. Звідси знаходимо відповідь на питання завдання: 500 + 400 = 900 – сума двох задуманих чисел
Відповідь: 900.
Вказівки до вирішення типових задач
При вирішенні завдання на рух приймають такі припущення:

1) якщо немає спеціальних застережень, то рух вважається рівномірним;

2) швидкість вважається величиною додатною;

3) повороти рухомих тіл, переходи на новий режим руху вважаються відбуваються миттєво.
Задача 2
Два туриста вийшли одночасно зі своїх сіл A і B назустріч один одному. Після зустрічі перший йшов 25 хвилин до села B, а другий ішов 36 хвилин до села A. Скільки хвилин вони йшли до зустрічі?

Рішення.

I етап. Складання математичної моделі.
Нехай х (км/год) - швидкість першого туриста, який вийшов з села А в село В, у (км/год) - швидкість другого пішохода, який вийшов з села В в село А, s (км) - це відстань між селами А і В. Звідси отримуємо, що 
[image: image7.wmf]x
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(хв.) - час 1-го туриста на шлях АВ і 
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(хв.) - час 2-го туриста на шлях АВ. Тоді робимо висновок, що 
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хв. - час, який витратив перший турист до зустрічі, а 
[image: image10.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

25

y

s

хв. - час, який витратив 2-й турист до зустрічі. Оскільки вони вийшли одночасно, то
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З іншого боку, знаходимо:

25х (км) - пройшов перший турист до пункту В з моменту зустрічі (тобто після зустрічі) з другим туристом. Аналогічно 36у(км) - пройшов другий турист до пункту А після зустрічі з першим туристом.

Разом вони пройшли повну відстань між селами, тому отримуєморівняння:25х + 36у = s.

Приходимодо системирівнянь:
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Друге рівняння ділимо на s і отримуємо систему рівнянь, рівносильну вхідній:
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Математична модель задачі складена.

II етап. Робота з математичною моделлю.

Вирішуємо цю систему. Для цього вводимо нові змінні 
[image: image14.wmf],
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приходимо до системи:
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З першого рівняння отримуємо:b – a = 11 (b = 11 + a.


Підставляємо в друге рівняння:
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Отже, отримуємо:

–а2 + 50а + 275 = 0, |((–1),

а2 – 50а – 275 = 0.


За теоремою Вієта знаходимо:

[image: image19.wmf].
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Обидва значення задовольняють умові а (11 + а) ( 0, тому є корнями рівняння.

Отже, отримуємо два рішення системи: (55; 66) і (-5; 6).

III етап. Відповідь на питання завдання.

За змістом задачі шукані величини виражаються позитивними числами. Значить, нам підходить перше рішення, яке дає


[image: image20.wmf]55

=

x

s

та
[image: image21.wmf].

66

=

y

s


Це означає, на весь шлях першому туристу знадобиться 55 хвилин, а другого туристу потрібно 66 хвилин. Знаючи, що після зустрічі, перший турист йшов до пункту В ще 25 хвилин, а другий турист до пункту А ще 36 хвилин, робимо висновок, що зустрічі вони йшли 30 хвилин.

Відповідь: 30 хвилин.
Вказівки до вирішення типових задач

При вирішенні цих завданнях на рух приймають такі припущення:

1) якщо немає спеціальних застережень, то вважається рівномірним;

2) швидкість вважається величиною додатньою;

3) якщо тіло з власною швидкістю х рухається по річці, швидкість течії якої дорівнює у, то швидкість руху тіла за течією вважається рівною (х + у), а проти течії - (х - у).
Задача 3

Катер відходить від села А, що знаходиться на притоці, йде за течією 80 км до впадання припливу в річку в село В, а потім йде вгору по річці до села С. На шлях від А до С він витратив 18 год, на зворотний шлях - 15 год. Знайти відстань від пункту А до пункту С, якщо відомо, що швидкість течії річки 3км/год, а власна швидкість катера 18 км/год.
Рішення.

I етап. Складання математичної моделі.
Нехай х км/год - швидкість течії припливу. Тоді від села А до села В катер йде зі швидкістю (18 + х) км/год, а від села В до села А - зі швидкістю (18 - х) км/год, витрачаючи на шлях від А до В 
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+

18

80

год, а на шлях від В до А 
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Нехай у км - відстань від В до С. Рухаючись від села В до села С, катер йде зі швидкістю 15 км/год, а від села С до села В зі швидкістю 21 км/год, витрачаючи на шлях від В до С 
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год, а на зворотний шлях від С до В 
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год. на весь шлях від А до С катер витрачає 
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год, що за умовою задачі становить 18 год, а на зворотний шлях - 
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Запишемо систему рівнянь 


[image: image28.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

-

=

+

+

.

15

21

18

80

18

15

18

80

y

x

y

x


Математична модель задачі складена.

II етап. Робота з математичною моделлю.

Вирішуємо складене вище рівняння.
Знаходимо: (2; 210) - єдине рішення системи.
III етап. Відповідь на питання завдання.
За змістом завдання підходить додатне рішення системи, що ми і отримали. Так як відстань від А до С дорівнює сумі відстаней від А до В (80 км) і від В до С (210 км), то весь шлях від А до С дорівнює 290 км.

Відповідь: 290 км.
Вказівки до вирішення типових задач
У завдання на сплави і суміші йде мова про складання сумішей, сплавів, розчинів і т.п. Вирішення цих завдань пов'язане з поняттями «концентрація», «процентний вміст», «проба», «вологість» і т.д. і засноване на наступних припущеннях:

1) всі отримані суміші (сплави, розчини) однорідні;

2) не робиться відмінності між літром як одиницею ємності і літром як одиниці маси.

Якщо суміш (сплав, розчин) маси m складається з речовин А, В, С (які мають маси відповідно [image: image30.png]My, My, My
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) називаються процентним вмістом речовини А (відповідно В, С) в суміші. Зрозуміло, що 
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, тобто від концентрації двох речовин залежить концентрація третього.
Задача 4
Є два сплаву магнію і олово: в одному маси цих металів знаходяться в відношенні 2: 3, в іншому - в співвідношенні 1: 4. Скільки кілограмів потрібно взяти від кожного сплаву, щоб отримати 8 кг нового сплаву, в якому магній і олово перебували б у відношенні 1: 3?

Рішення.

I етап. Складання математичної моделі.

Нехай потрібно взяти х (кг) від першого сплаву і (8 - х) кг від другого сплаву.

Тоді в новому сплаві магнію буде
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Висловимо тепер масу олова в новому сплаві:
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Користуючись тим, що в новому сплаві ставлення цих металів 1: 3, отримуємо рівняння:
[image: image38.wmf].
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Математична модель задачі складена.

II етап. Робота з математичною моделлю.

Вирішуємо складене вище рівняння.
3 ( (0,2х + 1,6) = 6,4 – 0,2х.

0,6х + 4,8 = 6,4 – 0,2х.

0,6х + 0,2х = 6,4 – 4,8.

0,8х = 1,6.

х = 2.

х = 2 –  єдиний корінь нашого рівняння.
III етап. Відповідь на питання завдання.

Шукана величина за змістом завдання виражається додатнім числом, що ми і отримали.

Отже, треба взяти 2 кг від першого сплаву і 8 - 2 = 6 кг від другого сплаву.

Відповідь: 2 кг і 6 кг.
Вказівки до вирішення типових задач
Завдання на спільну роботу. типу зводиться зазвичай до наступного. Деяку роботу, обсяг якої не вказується і не є шуканим (наприклад, передрук рукописи, риття котловану, заповнення резервуара і т.д.), виконують кілька осіб або механізмів, що працюють рівномірно (тобто з постійною для кожного з них продуктивністю). У таких завданнях обсяг всієї роботи, яка повинна бути виконана, приймається за одиницю (за одиницю виміру).

Якщо продуктивність праці, тобто величину роботи, що виконується за одиницю часу, позначити через v, а час, необхідний для виконання всієї роботи, позначити через t, то 
[image: image39.wmf].
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Задача 5
 У бригаді було 5 майстрів і 7 підмайстрів. За 5 робочих днів бригада виготовила 850 деталей. Але, застосувавши нові технології, майстри підвищили продуктивність праці на 20%, а підмайстри - на 10%, і тому за наступні 5 робочих днів бригада виготовила 985 деталей. Знайдіть денну продуктивність праці за старою і новою технологіями.
Рішення.

I етап. Складання математичної моделі.

Нехай х деталей - середня денна продуктивність праці одного майстра за старою технологією, а у деталей - підмайстри. Тоді за 5 днів 5 майстрів виготовили 25х деталей, а 7 підмайстрів виготовили 35у деталей. І, отже, з умови задачі випливає, що

25х + 35у = 850.

Оскільки після застосування нових технологій майстра підвищили продуктивність праці на 20%, а підмайстри - на 10%, то за 5 робочих днів майстри виготовили 
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 деталей, а підмайстри 
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 виготовили деталей. І, отже, відповідно до умови задачі, отримуємо:
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= 985.

Спрощуємо це рівняння і отримуємо:

30х + 38,5у = 985.

Отримані рівняння об'єднуємо в систему рівнянь, отримуємо:
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Математична модель задачі складена.

II етап. Робота з математичною моделлю.

Для вирішення системи застосуємо метод підстановки. З першого рівняння знаходимо:


[image: image45.wmf].
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Підставами це значення х в друге рівняння системи і отримаємо:
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3,5у = 35 ( у = 10. 
А так як 
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III етап. Відповідь на питання завдання.

Спираючись на рішення системи, робимо висновок, що первісна продуктивність праці у майстрів і у підмайстрів була, відповідно 20 і 10 деталей, а після застосування нових технологій вона склала:

 
[image: image50.wmf]24

20

100

20

20

=

×

+

 (дет.), 
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 (дет.).

Відповідь: 1) спочатку: 20 деталей і 10 деталей; 2) після застосування нових технологій: 24 деталі і 11 деталей.
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