
Êîîïåðàòèâíûå èãðû. C-ÿäðî èãðû. Âåêòîð Øåïëè

Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð (èãð ñ êîàëè-
öèÿìè). Òàê, èãðîêè îáîçíà÷àþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè è ìíîæåñòâî èãðîêîâ â èãðå
n ëèö èìååò âèä I = {1, 2, . . . , n}.

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà èãðîêîâ K ⊆ I íàçûâàåòñÿ êîàëèöèåé.
Ôóíêöèÿ v(K) : P(I) → R , ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé êîàëèöèè óâåðåííî

ïîëó÷àåìûé åþ âûèãðûø, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé èãðû. Ýòà
ôóíêöèÿ îáëàäàåò äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

1. v(∅) = 0 � ñâîéñòâî ïåðñîíàëüíîñòè;

2. v(K ∪ L) > v(K) + v(L), K ∩ L = ∅ � ñâîéñòâî ñóïåðàääèòèâíîñòè.

Èñõîä èãðû ìîæíî îïèñàòü òàê íàçûâàåìûì äåëåæîì. Òàê íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûé
âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn), ýëåìåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíè-
ÿì:

1. xi > v(i) � óñëîâèå èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè;

2.
∑
i∈I

xi = v(I) � óñëîâèå êîëëåêòèâíîé ðàöèîíàëüíîñòè.

Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî èãðîê â ðåçóëüòàòå äåëåæà ïîëó÷àåò íå ìåíüøèé âûèã-
ðûø, ÷åì îí ìîã áû ïîëó÷èòü è òàê, íå äîãîâàðèâàÿñü ñ äðóãèìè èãðîêàìè. Âòîðîå
óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äåëèòñÿ âåñü âîçìîæíûé ñóììàðíûé âûèãðûø. Åñëè ñóììà ýëå-
ìåíòîâ äåëåæà ìåíüøå ýòîé âåëè÷èíû, òî îáúåäèíÿòü óñèëèÿ áåññìûñëåííî. Åñëè áîëü-
øå � çíà÷èò, â èãðå ïîÿâèëèñü îòêóäà-òî ëèøíèå äåíüãè, ÷òî íàðóøàåò óñëîâèÿ.

Ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ äåëåæåé ìåæäó ñîáîé óñòàíàâëèâàåò îïðåäåëåíèå äîìèíèðîâà-
íèÿ äåëåæåé. À èìåííî, ãîâîðÿò, ÷òî äåëåæ x äîìèíèðóåò äåëåæ y, åñëè

1. xi > yi, i ∈ K � óñëîâèå åäèíîãëàñèÿ ;

2.
∑
i∈K

xi 6 v(K) � óñëîâèå ðåàëèçóåìîñòè.

Íàêîíåö, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå C-ÿäðà, êàê îäèí èç âàðèàíòîâ ïîíèìàíèÿ îïòèìàëüíî-
ãî ðåøåíèÿ â êîîïåðàòèâíîé èãðå. C-ÿäðîì êîîïåðàòèâíîé èãðû íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
äåëåæåé, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò äåëåæåé, èõ äîìèíèðóþùèõ. Ðàññìîòðèì íåñêîëü-
êî ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ ÿäðî ìîæíî ïîñòðîèòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî.

Ïðèìåð I.

Ðàññìîòðèì èãðó 3-õ ëèö ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñëåäóþùåãî âèäà:

K ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(K) 0 1 0 1 4 3 5 8

Íàéäåì C-ÿäðî ýòîé èãðû. Äåëåæîì áóäåò âåêòîð x = (x1, x2, x3) , óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì:

x1 + x2 + x3 = 8

x1 > 1, x2 > 0, x3 > 1 .

Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äåëåæè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, à îñòàëüíûå îïèñûâàþò
ìíîãîóãîëüíèê â ýòîé ïëîñêîñòè. Èçîáðàçèì ýòî íà ðèñóíêå.
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x3

x2

x1

A(1, 0, 7)

B(1, 6, 1)

C(7, 0, 1)

Ìíîæåñòâî äåëåæåé

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ äåëåæè, â êîòîðûõ ïî-
î÷åðåäíî ïî äâå êîìïîíåíòû ïðèíèìàþò ñâîè íàèìåíüøèå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ
äàëüíåéøåãî àíàëèçà óäîáíî ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèê îòäåëüíî, ââåäÿ áàðèöåíòðè÷å-
ñêèå êîîðäèíàòû. Âäîëü ñòîðîí òðåóãîëüíèêà îäíà èç êîìïîíåíò îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé,
êàê ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå íèæå.

Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì ïðèíàäëåæíîñòè äåëåæà C-ÿäðó, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â
âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

v(K) 6
∑
i∈K

xi

äëÿ êàæäîé êîàëèöèè K. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êîìïîíåíòû âåêòîðà
x = (x1, x2, x3) íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ:

K = {1, 2} : x1 + x2 > 4 ⇒ x3 6 8− (x1 + x2) = 4 ,

K = {1, 3} : x1 + x3 > 3 ⇒ x2 6 8− (x1 + x3) = 5 ,

K = {2, 3} : x2 + x3 > 5 ⇒ x1 6 8− (x2 + x3) = 3 .

×òîáû íàðèñîâàòü ìíîæåñòâî, íàïðèìåð, x1 + x2 > 4 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, x3 6 4,
äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðÿìàÿ x3 = 4 áóäåò ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà
è ïåðåñåêàòü äâå äðóãèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò âåðøèí B
è C. Ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî 4. À, ïîñêîëüêó êîîðäèíàòà x3 óáûâàåò ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ
ê ýòèì âåðøèíàì, òî ìíîæåñòâî òî÷åê òðåóãîëüíèêà, äëÿ êîòîðûõ x3 6 4, áóäåò ëåæàòü
ìåæäó ïðÿìîé x3 = 4 è îòðåçêîì BC, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå:
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A(1, 0, 7)

B(1, 6, 1)C(7, 0, 1) x3 = 1

x 2
=
0

x
1
=
1

x1 + x2 > 4

èëè x3 6 4

x3 = 4

Àíàëîãè÷íî ìîæíî èçîáðàçèòü è îñòàëüíûå óñëîâèÿ. Ïåðåñå÷åíèå ïîëó÷åííûõ ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ è áóäåò C-ÿäðîì èãðû. Îíî èçîáðàæåíî íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

A(1, 0, 7)

B(1, 6, 1)C(7, 0, 1) x3 = 1

x 2
=
0

x
1
=
1

C-ÿäðî

Ïðèìåð II.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èãðîâóþ ñèòóàöèþ. Íåêîìó òîðãîâöó êàðòèíàìè â ðóêè ïî-
ïàëî ðåäêîå ïîëîòíî, êîòîðîå îí îöåíèâàåò ñàìîå ìåíüøåå â a1 äîëëàðîâ. Îí õîòåë
áû ïðîäàòü êàðòèíó îäíîìó èç äâóõ ñâîèõ çíàêîìûõ ãàëåðèñòîâ, êîòîðûå îöåíèâàþò
êàðòèíó â a2 è a3 äîëëàðîâ ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì a1 < a2 < a3 . Åñëè òîðãîâåö íè
ñ êåì íå äîãîâîðèòñÿ, òî îí îñòàíåòñÿ ïðè ñâîèõ, òî åñòü v({1}) = a1 . Ãàëåðèñòû íè
ïî îòäåëüíîñòè, íè äàæå âìåñòå íèêàê êàðòèíîé íå çàâëàäåþò (ðàçâå ÷òî óêðàäóò åå).
Ïîýòîìó v({2}) = v({3}) = v({2, 3}) = 0 . Åñëè æå òîðãîâåö äîãîâîðèòñÿ î ïðîäàæå ñî
âòîðûì ãàëåðèñòîì, òî êàðòèíà óéäåò íå ìåíüøå ÷åì çà a3 äîëëàðîâ. Àíàëîãè÷íî ïðè
ñäåëêå ìåæäó òîðãîâöåì è ïåðâûì ãàëåðèñòîì öåíà êàðòèíû > a2 äîëëàðîâ. Çàïèøåì
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èãðû:

K ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(K) 0 a1 0 0 a2 a3 0 a3

Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé C-ÿäðà, ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:

K = {1, 2} : x1 + x2 > a2 ⇒ x3 6 a3 − (x1 + x2) = a3 − a2 ,
K = {1, 3} : x1 + x3 > a3 ⇒ x2 6 a3 − (x1 + x3) = 0 ,

K = {2, 3} : x2 + x3 > 0 ⇒ x1 6 a3 − (x2 + x3) = a3 .
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Êàê âèäèì, ïîëó÷èëè, ÷òî x2 = 0 . Çíà÷èò, C-ÿäðî áóäåò öåëèêîì ëåæàòü íà îäíîé èç
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

A(a1, 0, a3 − a2)

B(a1, a3 − a1, 0)C(a3, 0, 0) x3 = 0
x 2

=
0

x
1
=
a
1

x1 + x2 > a2

x1 = a2

C-ÿäðî

Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé ãàëåðèñò ìîæåò êóïèòü êàðòèíó çà ëþáóþ ñóììó α ïðè óñëîâèè,
÷òî a2 6 α 6 a3 . Òîðãîâåö ïîëó÷àåò âûèãðûø α, âòîðîé ãàëåðèñò � êàðòèíó, à ïåðâûé
ãàëåðèñò âîîáùå íå ó÷àñòâóåò â äåëåæå. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî åñëè áû åãî íå áûëî, òî
âòîðîé ãàëåðèñò ìîã áû ðàññ÷èòûâàòü êóïèòü êàðòèíó è ìåíüøå, ÷åì çà a2 äîëëàðîâ.
Îäíàêî ïðèñóòñòâèå ñîïåðíèêà ñîçäàåò óãðîçó è çàñòàâëÿåò òðàòèòü áîëüøå.

Ïðèìåð III.

Òðè îêñôîðäñêèõ ïðîôåññîðà ìàòåìàòèêè, íàçîâåì èõ A, B è C , ñîáèðàþòñÿ íà
ñëåäóþùåé íåäåëå ïîñåòèòü îäíîãî è òîãî æå äàíòèñòà. Êàæäîìó èç íèõ óæå íàçíà÷åí
äåíü âèçèòà: ïîíåäåëüíèê, âòîðíèê è ñðåäà, ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî ýòî ñîâñåì íå óñòðà-
èâàåò ãîñïîä ïðîôåññîðîâ. Ñïðàâåäëèâî ïîëàãàÿ, ÷òî òðè äæåíòëüìåíà âñåãäà ñìîãóò
äîãîâîðèòüñÿ, îíè ñîîáùèëè äðóã äðóãó ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ, âûðàçèâ èõ ÷èñëåííî:

Ïîíåäåëüíèê Âòîðíèê Ñðåäà
A 2 4 8
B 10 5 2
C 10 6 4

Åñëè äâà èëè áîëåå ïðîôåññîðà äîãîâîðÿòñÿ îá îáìåíå, òî îíè ìåíÿþòñÿ äíÿìè òàê, êàê
èì óäîáíåå âñåãî è ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèÿ åñòü ñóììà ðåàëèçîâàííûõ ïðåäïî÷òåíèé.
Òàê, åñëè äîãîâîðÿòñÿ A è B, A ñìîæåò ïîéòè ê äàíòèñòó âî âòîðíèê (è ïîëó÷àåò 4
áàëëà), à B � â ïîíåäåëüíèê (10 áàëëîâ). Çíà÷èò, v({A,B}) = 4 + 10 = 14 . Åñëè áû
îíè íå äîãîâîðèëèñü, òî A áûë áû óäîâëåòâîðåí íà 2 áàëëà, à B � íà 5 áàëëîâ.

Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ýòîé èãðû:

K ∅ {A} {B} {C} {A,B} {A,C} {B,C} {A,B,C}
v(K) 0 2 5 4 14 18 9 24

Íàéäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî C-ÿäðî ýòîé èãðû, ïðèìåíèâ îïèñàííûé âûøå ãðàôîàíàëèòè-
÷åñêèé ìåòîä. Ïðîâåðüòå, ÷òî èì áóäåò ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (15, 5, 4), (9, 5, 10),
(14, 6, 4), (8, 6, 10).
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî C-ÿäðî èñòîðè÷åñêè áûëî íå ïåðâîé ïîïûòêîé êîíêðåòèçè-
ðîâàòü ïîíÿòèå ðåøåíèÿ êîîïåðàòèâíîé èãðû. Åñëè îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ ê íåäîìè-
íèðóåìîñòè äåëåæåé, ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ ðåøåíèÿ ïî Íåéìàíó�Ìîðãåíøòåðíó.
Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå òàêîâî: ðåøåíèåì ïî Íåéìàíó�Ìîðãåíøòåðíó (Í�Ì�
ðåøåíèåì) êîîïåðàòèâíîé èãðû íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî R äåëåæåé, îáëàäàþùåå ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè:

1) âíóòðåííÿÿ óñòîé÷èâîñòü: íèêàêèå äâà äåëåæà èç R íå äîìèíèðóþò äðóã äðóãà;

2) âíåøíÿÿ óñòîé÷èâîñòü: êàêîâ áû íè áûë äåëåæ x /∈ R, íàéäåòñÿ äåëåæ y ∈ R
òàêîé, ÷òî y � x.

Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ Í�Ì�ðåøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáûå äâå íîðìû
ïîâåäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå Í�Ì�ðåøåíèþ, íå ìîãóò áûòü ïðîòèâîïîñòàâëåíû äðóã
äðóãó. Êàêîâî áû íè áûëî îòêëîíåíèå îò äîïóñòèìûõ ïîâåäåíèé, íàéäåòñÿ òàêàÿ êîà-
ëèöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê âîññòàíîâëåíèþ íîðìû.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè â êîîïåðàòèâíîé èãðå ñóùåñòâóåò C-ÿäðî è ðåøåíèå ïî
Íåéìàíó-Ìîðãåíøòåðíó R, òî C ⊂ R.

Ïðèìåð IV.

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ èãðó òðåõ ëèö, â êîòîðîé êîàëèöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ è òðåõ
èãðîêîâ, âûèãðûâàåò (ò. å. v(K) = 1), à êîàëèöèÿ, âêëþ÷àþùàÿ îäíîãî èãðîêà, ïðîèã-
ðûâàåò (v(K) = 0). Äëÿ ýòîé èãðû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òðåõ äåëåæåé

x1 =

(
1

2
,
1

2
, 0

)
, x2 =

(
1

2
, 0,

1

2

)
, x3 =

(
0,

1

2
,
1

2

)
.

Âèäíî, ÷òî íè îäèí èç äåëåæåé íå äîìèíèðóåò äðóãîé. Ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå âíóò-
ðåííåé óñòîé÷èâîñòè.

Ïóñòü òåïåðü x = (x1, x2, x3) � äðóãîé äåëåæ. Ïî îïðåäåëåíèþ äåëåæà xi > v({i}) =
0, x1 + x2 + x3 = v(1, 2, 3) = 1. Ïîýòîìó íå áîëåå äâóõ êîìïîíåíò äåëåæà ìîãóò áûòü íå

ìåíüøå
1

2
. Åñëè èõ â òî÷íîñòè äâå, òî îíè ðàâíû

1

2
. Åñëè æå òàêàÿ êîìïîíåíòà îäíà, òî

äâå äðóãèå ìåíüøå
1

2
. Â ëþáîì ñëó÷àå, x äîìèíèðóåòñÿ îäíèì èç äåëåæåé èç {x1, x2, x3}.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ è óñëîâèå âíåøíåé óñòîé÷èâîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R =
{x1, x2, x3} � ðåøåíèå ïî Íåéìàíó�Ìîðãåíøòåðíó.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ìû ïðîñòî óãàäàëè. ×åòêèõ êðèòåðèåâ, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû
âûäåëèòü ïîäõîäÿùèå äåëåæè. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò
íà ñàìîì äåëå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî äåëåæåé, ñîñòàâëÿþùèõ Í�Ì�ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

L3(c) = {(a, 1− a− c, c) | 0 6 a 6 1− c} , ãäå c ∈
[
0,

1

2

]
.

Èíòåðïðåòàöèÿ äåëåæà èç L3(c) ñëåäóþùàÿ: èãðîê 3 ïîëó÷àåò c, èãðîêè 1 è 2 äåëÿò
îñòàòîê 1−c ìåæäó ñîáîé â ðàçëè÷íûõ ïðîïîðöèÿõ. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
âíóòðåííåé è âíåøíåé óñòîé÷èâîñòè.

Ïóñòü x′ = (a′, 1−c−a′, c) è x′′ = (a′′, 1−a′′−c, c). Åñëè a′ > a′′, òî 1−c−a′ 6 1−c−a′′,
à çíà÷èò, x′ è x′′ íå äîìèíèðóþò äðóã äðóãà íè äëÿ êàêîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ c. Åñëè,
íàîáîðîò, a′ < a′′, òî 1− c− a′ > 1− c− a′′ è ñíîâà x′ è x′′ íå äîìèíèðóþò äðóã äðóãà.
Òàêèì îáðàçîì, L3(c) îáëàäàåò ñâîéñòâîì âíóòðåííåé óñòîé÷èâîñòè.
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Íåñêîëüêî ñëîæíåå äîêàçûâàåòñÿ âíåøíÿÿ óñòîé÷èâîñòü. Ðàññìîòðèì äåëåæ y /∈
L3(c). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà L3(c), ýòî âîçìîæíî, åñëè ëèáî y3 < c, ëèáî
y3 > c.

y3 = c+ ε, ε > 0

Ñêîíñòðóèðóåì äåëåæ ñ êîìïîíåíòàìè

x1 = y1 +
ε

2
;x2 = y2 +

ε

2
;x3 = c.

Î÷åâèäíî, x ∈ L3(c) è x1 > y1, x2 >
y2. Ñëåäîâàòåëüíî, x � y ïî êîàëèöèè
{1, 2}.

y3 < c

Îñòàâøèåñÿ äâå êîìïîíåíòû äåëåæà y

íå ìîãóò áûòü áîëüøå
1

2
.

Ïóñòü y1 6
1

2
. Ïîëîæèì x = (1− c, 0, c).

Òîãäà x1 = 1− c > 1

2
> y1 è x3 = c > y3.

Ïîýòîìó x � y ïî êîàëèöèè {1, 3}.
Ïóñòü y2 6

1

2
. Ïîëîæèì z = (0, 1− c, c).

Òîãäà z2 = 1 − c >
1

2
> y2 è z3 = c >

y3. Ñëåäîâàòåëüíî, z � y ïî êîàëèöèè
{2, 3}.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé äåëåæ y /∈ L3(c) äîìèíèðóåòñÿ êàêèì-òî äåëåæåì èç L3(c) è
óñëîâèå âíåøíåé óñòîé÷èâîñòè âûïîëíÿåòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò èñõîäíîãî ìíîæåñòâà R èç òðåõ äåëåæåé, îáëàäàâøåãî
ñèììåòðèåé, â L3(c) èãðîê 3 çàâåäîìî ïîëó÷àåò íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ äîëþ c,
â òî âðåìÿ êàê âûèãðûø îñòàëüíûõ èãðîêîâ ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî èãðîê 3
äèñêðèìèíèðîâàí. Â êðàéíåì ñëó÷àå c = 0 è èãðîê 3 ïîëíîñòüþ èñêëþ÷àåòñÿ èç äåëåæà.
Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ðåçóëüòàò ïðîòèâîðå÷èò èíòóèòèâíîìó ïîíèìàþ ñïðàâåäëèâîãî è
ðàöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà.

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêæå äâà ñåìåéñòâà Í�Ì�
ðåøåíèé L1(c) è L2(c), â êîòîðûõ äèñêðèìèíèðóþòñÿ èãðîêè 1 è 2.

Çàâåðøèì ðàññìîòðåíèå ðåøåíèÿ ïî Íåéìàíó�Ìîãðåíøòåðíó, ïåðå÷èñëèâ íåêîòî-
ðûå åãî ñâîéñòâà:

1) Í�Ì�ðåøåíèå íå ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç îäíîãî äåëåæà;

2) Í�Ì�ðåøåíèÿ ìîæåò íå áûòü. ×åòêèõ êðèòåðèåâ, ïîçâîëÿþùèõ ñóäèòü î íàëè÷èè
ó êîîïåðàòèâíîé èãðû òàêîãî ðîäà ðåøåíèÿ, íåò;

3) êîîïåðàòèâíàÿ èãðà ìîæåòü èìåòü áîëåå îäíîãî Í�Ì�ðåøåíèÿ;

4) Í�Ì�ðåøåíèå ëèøü â ìàëîé ñòåïåíè îòðàæàåò åñòåñòâåííîå ïîíèìàíèå ñïðàâäå-
ëèâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà â êîàëèöèè èãðîêîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîîïåðàòèâíûå èãðû ñ èíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðèâîäÿùåé ê ïîñòðî-
åíèþ åäèíñòâåííîãî îïòèìàëüíîãî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äåëåæà, à íå ìíîæåñòâà,
êàê â ñëó÷àå ñ C-ÿäðîì. Âåðíåìñÿ êî âòîðîìó ïðèìåðó. Ïðåäñòàâèì, ÷òî òðè èãðîêà
ñòîÿò ïåðåä äâåðüþ êîìíàòû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò äåëåæ. Îíè íà÷èíàþò çàõîäèòü
ïî î÷åðåäè: ñíà÷àëà òîðãîâåö, ïîòîì ïåðâûé ãàëåðèñò, è, íàêîíåö, âòîðîé ãàëåðèñò.
Òîðãîâåö çàõîäèò â êîìíàòó, â êîòîðîé åùå íèêîãî íåò è ïðèíîñèò òóäà êàðòèíó, ò.å.
w(1) = v({1}) = a1 äîëëàðîâ. Çàòåì âõîäèò ïåðâûé ãàëåðèñò. Îí îáðàçóåò ñ òîðãîâöåì
êîàëèöèþ, ïðè÷åì, êàê èçâåñòíî, v({1, 2}) = a2 . Çíà÷èò, âêëàä ïåðâîãî ãàëåðèñòà â
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âûèãðûø êîàëèöèè (åãî çíà÷èìîñòü) ðàâåí w(2) = v({1, 2})− v({1}) = a2− a1 , òàê êàê
òîðãîâåö ñ êàðòèíîé óæå íèêóäà íå äåíåòñÿ èç êîìíàòû. Çàòåì âõîäèò âòîðîé ãàëåðèñò
è åãî âêëàä îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî: w(3) = v({1, 2, 3})− v({1, 2}) = a3 − a2 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî w(1) + w(2) + w(3) = a1 + a2 − a1 + a3 − a2 = a3 = v({1, 2, 3}) .
Çíà÷èò, âåêòîð w = (w(1), w(2), w(3)) = (a1, a2− a1, a3− a2) ÿâëÿåòñÿ äåëåæîì. Åãî îñî-
áåííîñòü â òîì, ÷òî äîëÿ, äîñòàþùàÿñÿ êàæäîìó èãðîêó, ÿâëÿåòñÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå
"ñïðàâåäëèâîé îíà ñâÿçàíà ñ âàæíîñòüþ èãðîêîâ äëÿ êîàëèöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî äåëåæ çà-
âèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì èãðîêè âõîäÿò â êîìíàòó. ×òîáû ïîñòðîèòü äåéñòâèòåëüíî
ñïðàâåäëèâûé äåëåæ, ìîæíî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
âõîæäåíèé èãðîêîâ è íàéòè ñðåäíåå ýòèõ äåëåæåé. Òàêîé äåëåæ è áóäåò íàçûâàòüñÿ
âåêòîðîì Øåïëè. Ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùóþ òàáëè÷êó äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ:

w(1) w(2) w(3)
1 � 2 � 3 a1 a2 − a1 a3 − a2
1 � 3 � 2 a1 0 a3 − a1
2 � 1 � 3 a2 0 a3 − a2
2 � 3 � 1 a3 0 0
3 � 1 � 2 a3 0 0
3 � 2 � 1 a3 0 0
Ñóììà 2a1 + a2 + 3a3 a2 − a1 3a3 − 2a2 − a1

Âåêòîð Øåïëè
2a1 + a2 + 3a3

6

a2 − a1
6

3a3 − 2a2 − a1
6

Çàìåòèì, ÷òî äîëÿ ïåðâîãî ãàëåðèñòà ïðîïîðöèîíàëüíà òîìó, êàê âûñîêî îí ïîäûìàåò
öåíó íà êàðòèíó ïî ñðàâíåíèþ ñ ìèíèìóìîì â a1 äîëëàðîâ. Êàê âèäèì, çà èñêëþ÷åíèåì
ñëó÷àÿ, êîãäà a2 = a1, òî åñòü ìíåíèÿ òîðãîâöà è ïåðâîãî ãàëåðèñòà ïî ïîâîäó ñòîèìî-
ñòè êàðòèíû ñîâïàäàþò, âåêòîð Øåïëè íå ïðèíàäëåæèò C-ÿäðó èãðû. Òàêèì îáðàçîì,
ñïðàâåäëèâûé â óêàçàííîì ñìûñëå äåëåæ íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü óñòîé÷èâûì ïðè
ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè äåëåæàìè.

Âåêòîð Øåïëè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí è äðóãèì ñïîñîáîì, ïî ôîðìóëå

wi =
∑
S3i

(n− |S|)!(|S| − 1)!

n!
(v(S)− v(S \ i)) ,

ãäå n = |I| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èãðîêîâ. Âû÷èñëèì ïî ýòîé ôîðìóëå, íàïðèìåð,
äîëþ òîðãîâöà:

S {1} {1, 2} {1, 3} {1, 2, 3}
|S| 1 2 2 3
v(S) a1 a2 a3 a3

v(S \ 1) v(∅) = 0 v({2}) = 0 v({3}) = 0 v({2, 3}) = 0

(3− 1)!(1− 1)!

3!
a1

(3− 2)!(2− 1)!

3!
a2

(3− 2)!(2− 1)!

3!
a3

(3− 3)!(3− 1)!

3!
a3

w1
a1
3

+
a2
6

+
a3
6

+
a3
3

=
2a1 + a2 + 3a3

6

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî íàéòè îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà Øåïëè.
Íàéäåì òåïåðü âåêòîð Øåïëè äëÿ ñàìîãî ïåðâîãî ïðèìåðà. Íàïîìíèì âèä õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ýòîé èãðû:

K ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(K) 0 1 0 1 4 3 5 8
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Íàðèñóåì òàáëèöó, ñëåäóÿ ïåðâîìó ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà Øåïëè.

w(1) w(2) w(3)
1 � 2 � 3 1 4− 1 = 3 8− 4 = 4
1 � 3 � 2 1 3− 1 = 2 8− 3 = 5
2 � 1 � 3 4− 0 = 4 0 8− 4 = 4
2 � 3 � 1 8− 5 = 3 0 5− 0 = 5
3 � 1 � 2 3− 1 = 2 8− 3 = 5 1
3 � 2 � 1 8− 5 = 3 5− 1 = 4 1
Ñóììà 14 14 20

Âåêòîð Øåïëè
7

3

7

3

10

3

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äåëåæ Øåïëè

(
7

3
,
7

3
,
10

3

)
ïðèíàäëåæèò C-ÿäðó èãðû:

A(1, 0, 7)

B(1, 6, 1)C(7, 0, 1) x3 = 1

x 2
=
0

x
1
=
1

C-ÿäðî

Âåêòîð Øåïëè

Êàê âèäèì, â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâûé äåëåæ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è óñòîé÷èâûì, òî åñòü,
ïî êðàéíåé ìåðå, íå ñóùåñòâóåò äåëåæåé, åãî äîìèíèðóþùèõ.

Íàéäèòå äëÿ ýòîé èãðû âåêòîð Øåïëè ïî ôîðìóëå, ïðèâåäåííîé âûøå.
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