ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 7
Рішення задач лінійного програмування з використанням microsoft excel
Мета заняття: Отримати відомості і навички роботи з основними елементами лінійного програмування з використаннням Excel. Навчитися основним прийомам цілочисельного програмування та пошуку оптимального рішення.

План

1. Рішення одноіндексної задачі ЛП.

2. Цілочисельне програмування.

3. Задачі з булевими змінними.

4. Приклади моделей ЛП.

Теоретичні відомості

В моделях дослідження операцій змінні, від яких залежать обмеження і цільова функція, можуть бути дискретними (частіше всього цілочисельними) і контінуальними (безперервними). У свою чергу, обмеження і цільова функція діляться на лінійні і нелінійні. Задачі оптимізації, представлені цими моделями, дали поштовх до розробки різних методів рішення, які повинні враховувати відповідні математичні властивості цих моделей. Найвідомішими і ефективними з них є методи лінійного програмування, коли цільова функція і всі обмеження будуть лінійними. Для вирішення математичних моделей інших типів призначені методи динамічного програмування, цілочисельного програмування, нелінійного програмування, багатокритерійної оптимізації і методи мережних моделей.

Практично всі методи дослідження операцій породжують обчислювальні алгоритми, які є ітераційними по своїй природі. Це має на увазі, що задача розв'язується послідовно (ітераційно), коли на кожному кроці (ітерації) одержуємо рішення, поступово що сходяться до оптимального рішення. Ітераційна природа алгоритмів звичайно приводить до об'ємних однотипних обчислень.

Деякі математичні моделі можуть бути такими складними, що їх неможливо вирішити ніякими доступними методами оптимізації. В цьому випадку залишається тільки евристичний підхід: пошук відповідного рішення замість оптимального. Евристичний підхід припускає наявність емпіричних правил, відповідно до яких ведеться пошук відповідного рішення. Звичайно евристичні алгоритми виконуються значно швидше, ніж алгоритми знаходження точного рішення.

Імітаційне моделювання

Не дивлячись на результати математичного моделювання, багато реальних ситуацій неможливо адекватно представити за допомогою відповідних математичних моделей. Крім того, навіть якщо є можливість формалізувати дану життєву ситуацію за допомогою побудови математичної моделі, одержана на її основі задача оптимізації може бути дуже складною для сучасних алгоритмів рішення задач цього класу.

Альтернативою математичному моделюванню складних систем може служити імітаційне моделювання, яке часто є якнайкращим (якщо не єдиним) способом дослідження реальних систем. Відмінність між математичною і імітаційною моделями полягає в тому, що в останній відношення між "входом" і "виходом" моделі може не бути явно задано. Замість явного математичного опису взаємовідношення між вхідними і вихідними змінними математичної моделі, при імітаційному моделюванні реальна система розбивається на ряд достатньо малих (у функціональному відношенні) елементів або модулів. Потім поведінка початкової системи імітується як поведінка сукупності цих елементів, певним чином зв'язаних (шляхом встановлення відповідних взаємозв'язків між ними) в єдине ціле. Обчислювальна реалізація такої моделі починається з вхідного елемента, далі проходить по всіх елементах, поки не буде досягнутий вихідний елемент моделі.

Обчислювальні аспекти імітаційних моделей звичайно порівняльно нескладні, але, як правило, дуже трудомісткі. Тому реалізація таких моделей має на увазі використовування обчислювальної техніки.

Імітаційні моделі значно гнучкіше в представленні реальних систем, ніж їх математичні "конкуренти". Причина такої гнучкості полягає в тому, що при імітаційному моделюванні початкова система розглядається на елементному рівні, тоді як математичні моделі прагнуть описати системи на глобальному, якомога більш загальному рівні.

Реалізація методів дослідження операцій

Рішення реальних задач дослідження операцій повинні бути плодом колективної роботи, коли бік о бік працюють аналітики і клієнт-замовник задачі ухвалення рішень. Аналітикам з їх знаннями можливостей математичного моделювання необхідні досвід і знання реальної ситуації, що витікають від клієнта, для якого, власне, і розв'язується задача.

Дослідження операцій, як інструмент задачі ухвалення рішення, можна розглядати і як науку, і як мистецтво. Наука тут представлена всією потужністю математичних методів, а мистецтво — тією обставиною, що успіх на всіх етапах, передуючих отриманню оптимального рішення математичної моделі, яка більшою мірою залежить від творчості і досвіду всієї команди, що займається і рішенням задачі, а також від розуміння того, коли і як застосовувати той або інший метод або алгоритм.

Через людський чинник важко дати точні розпорядження для реалізації теорії дослідження операцій на практиці. Можна спробувати показати тільки загальну спрямованість такої реалізації.

На практиці реалізація методів дослідження операцій повинна включати наступні етапи:

1) формалізація початкової проблеми.

2) побудова математичної моделі.

3) рішення моделі.

4) перевірка адекватності моделі.

5) реалізація рішення.

Зі всіх п'яти приведених етапів тільки третій, рішення моделі, достатньо точно визначений і найбільш простий для реалізації в рамках методики дослідження операцій, оскільки дії на цьому етапі грунтуються на точній математичній теорії. Виконання решти етапів значною мірою є мистецтвом, а не наукою. Тому ми не можемо точно  описати процедури виконання цих етапів.

Формалізація проблеми вимагає дослідження тієї наочної області, де виникла дана проблема. Це початковий етап роботи будь-якої команди аналітиків. В результаті такого дослідження повинні бути одержано три принципові елементи вирішуваної задачі:

1) опис можливих альтернативних рішень;

2) визначення цільової функції;

3) побудова системи обмежень, що накладаються на можливі рішення.

Побудова математичної моделі означає переклад формалізованої задачі, опис якої одержаний на попередньому етапі, на чітку мову математичних співвідношень. Якщо одержана модель є однією із стандартних математичних моделей, таких як модель лінійного програмування, то рішення звичайно досягається шляхом використання відповідних існуючих алгоритмів. Якщо ж результуюча модель дуже складна і не приводиться до якого-небудь стандартного типу моделей, то команда дослідження операцій може або спростити модель, або застосувати евристичний підхід, або використати імітаційне моделювання. В деяких випадках комбінація математичної, імітаційної і евристичної моделей може привести до рішення початкової проблеми.

Рішення моделі, як вже згадувалося, — найбільш простий зі всіх етапів реалізації методів дослідження операцій, оскільки тут використовуються відомі алгоритми оптимізації. Важливим аспектом цього етапу є аналіз чутливості одержаного рішення. Це має на увазі отримання додаткової інформації про поведінку "оптимального" рішення при зміні деяких параметрів моделі. Аналіз чутливості особливо необхідний, коли неможливо точно оцінити параметри моделі. В цьому випадку важливо вивчити поведінку оптимального рішення в околиці первинних оцінок значень параметрів моделі.

Перевірка адекватності моделі припускає перевірку правильності моделі, тобто визначення того, чи відповідає поведінка моделі в певних ситуаціях поведінці початкової реальної системи. Але спочатку команда аналітиків повинна переконатися, що рішення, одержане в рамках побудованій моделі, має сенс і інтуїтивно прийнятне. Формальним загальноприйнятим методом перевірки адекватності моделі є порівняння одержаного рішення (поведінка моделі) з відомими раніше рішеннями або поведінкою реальної системи. Модель вважається адекватною, якщо за певних початкових умов її поведінка співпадає з поведінкою початкової системи за тих же початкових умов. Звичайно, це не гарантує, що за інших початкових умов поведінка моделі співпадатиме з поведінкою реальної системи. В деяких випадках через різні причини неможливе пряме порівняння моделі з реальною системою або порівняння рішень, одержаних в рамках цієї моделі, з відомими рішеннями (наприклад, через відсутність таких даних). В такій ситуації для перевірки адекватності математичної моделі можна використовувати імітаційне моделювання, тобто порівнювати поведінку математичної і імітаційної моделей.

Реалізація рішення має на увазі переклад результатів рішення моделі в рекомендації, представлені у формі, зрозумілій для осіб, що ухвалюють рішення, тобто замовників рішення початкової проблеми.

Обмеження в моделі лінійного програмування

Лінійне програмування (ЛП) — це метод математичного моделювання, розроблений для оптимізації використання обмежених ресурсів. ЛП успішно застосовується у військовій області, індустрії, сільському господарстві, транспортній галузі, економіці, системі медичного обслуговування і навіть в соціальних науках.

Задача (модель) лінійного програмування, як і будь-яка задача дослідження операцій, включає три основні елементи:

1) змінні, які слід визначити;
2) цільова функція, що підлягає оптимізації;
3) обмеження, яким повинні задовольняти змінні. 
Визначення змінних — перший крок в створенні моделі. Після і визначення змінних побудова обмежень і цільової функції звичайно не викликає труднощів.

Якщо цільова функція і всі обмеження будуть лінійними, то властивість лінійності функцій припускає наступне.

Значення лівих частин нерівностей обмежень і значення цільової функції прямо пропорційні значенням змінних.

Аддитивність змінних означає, що загальний внесок всіх змінних в значення цільової функції і лівих частин нерівностей обмежень є прямою сумою внесків кожної окремої змінної.

Хід роботи
Для того, щоб вирішити задачу ЛП в табличному редакторі Microsoft Excel необхідно виконати наступні дії:

1. Ввести умову задачі:

а) створити екранну форму для введення умови задачі:

- змінних;

- цільової функції (ЦФ);

- обмежень;

-  граничних умов;

б) ввести початкові дані в екранну форму:

- коефіцієнти ЦФ;

- коефіцієнти при змінних в обмеженнях;

-  праві частини обмежень;

в) ввести залежність з математичної моделі в екранну форму:

- формулу для розрахунку ЦФ;

- формули для розрахунку значень лівих частин обмежень;

г) задати ЦФ (у вікні «Поиск решения»):

- цільова комірка;

- напрям оптимізації ЦФ;

д) ввести обмеження і граничні умови (у вікні «Поиск решения»):

- комірки зі значеннями змінних;

- граничні умови для допустимих значень змінних;

- співвідношення між правими і лівими частинами обмежень.

2. Вирішити задачу:

а) встановити параметри рішення задачі (у вікні «Поиск решения»);

б) запустити задачу на рішення (у вікні «Поиск решения»);

в) вибрати формат висновку рішення (у вікні «Результаты поиска решения»).

Приклад розв’язання задачі

Розглянемо приклад знаходження рішення для наступної одноіндексної задачі ЛП:

L(X) = 130,5х1 + 20х2 + 56х3 + 87,8 х4 ( max
- 1,8х1 + 2х2 + х3 - х4 = 756

-6х1 + 2х2 + 4х3 - 4х4 ( 450

4х1 – 1,5х2 + 10,4х3 + 13х4 ( 89

хj ( 0; j = (1,4
Створення екранної форми і введення в неї умови задачі

Екранна форма для введення умов задачі разом з введеними в неї початковими даними надана на рисунку 7.1.

В екранній формі на рисунку 7.1 кожній змінній і кожному коефіцієнту задачі поставлені у відповідність конкретні комірки в Excel. Ім'я комірки складається з букви, що позначає стовпець, і цифри, що позначає рядок, на перетині яких знаходиться об'єкт задачі ЛП. Так, наприклад, змінним задачі відповідають комірки B3(х1), С3(х2), D3(x3), Е3(х4); коефіцієнтам ЦФ відповідають комірки В6(с1 = 130,5), С6(с2 = 20), D6(c3 = 56), E6(c4 = 87,8). Правим частинам обмежень відповідають комірки  Н10(b1 = 756),  Н11(b2 = 450), Н12(b3 = 89) і т.д.
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Рисунок 7.1 - Екранна форма задачі (курсор в комірці F6)
Введення залежності з математичної моделі в екранну форму

Залежність для ЦФ.

В комірці F6, в якій відображається значення ЦФ, необхідно ввести формулу, по якій це значення буде розраховано. Згідно умовам задачі значення ЦФ визначається виразом

130,5х1 + 20х2 + 56х3 + 87,8х4 
Використовуючи позначення відповідних комірок в Excel (рисунок 7.2), формулу для розрахунку ЦФ можна записати як суму добутків кожної з комірок, відведених для значень змінних задачі (ВЗ, СЗ, D3, ЕЗ), на відповідну комірку, відведений для коефіцієнтів ЦФ (В6, С6, D6, Е6), тобто

B6*B3 + C6*C3 + D6*D3 + E6*E3.
Щоб задати формулу необхідно в комірці F6 ввести наступний вираз і натиснути клавішу Enter: =СУММПРОИЗВ(В$3:Е$3;В6:Е6), де символ «$» перед номером рядка 3 означає, що при копіюванні цієї формули в інші місця листа Excel номер рядка 3 не зміниться; символ «:» означає, що у формулі будуть використані всі комірки, розташовані між комірками, вказаними зліва і праворуч від двокрапки (наприклад, запис В6:Е6 вказує на комірки В6, С6, D6 і Е6). Після цього в цільовій комірці з'явиться 0 (нульове значення), тому що значення змінних Х1…Х4 поки що не визначились.
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Рисунок 7.2 - Екранна форма задачі після введення всіх необхідні формул (курсор в комірці F6)

Існує інший спосіб завдання функцій в Excel за допомогою режиму Вставка функций, яку можна викликати з меню Вставка або при натисненні кнопки fx на стандартній панелі інструментів. Так, наприклад, формулу суми добутків можна задати таким чином:

- курсор в полі F6;

- натисніть кнопку fx , викличте вікно Мастер функций - шаг 1 з 2;

- виберіть у вікні «Категория» категорію Математические;

- у вікні Функция виберіть функцію СУММПРОИЗВ;

- у вікні СУММПРОИЗВ, що з'явилося, в рядок «Массив 1» введіть вираз В$3:Е$3, а в рядок «Массив 2» - вираз В6:Е6;

- після введення комірок в рядки «Массив 1» і «Массив 2» у вікні СУММПРОИЗВ з'являться числові значення введених масивів (рисунок 7.3), а в екранній формі в комірці F6 з'явиться поточне значення, обчислене по введеній формулі, тобто 0 (оскільки у момент введення формули значення змінних задачі нульові).
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Рисунок 7.3 - Введення формули для розрахунку ЦФ у вікно «Мастер функций»
Залежність для лівих частин обмежень

Ліві частини обмежень задачі є сумою добутків кожної з комірок, відведених для значень змінних задачі (В3, С3, D3, Е3), на відповідній комірці, відведений для коефіцієнтів конкретного обмеження (В10, С10, D10, Е10 1-е обмеження; В11, С11 D11, E11 - 2-е обмеження і В12, С12, D12, Е12 - 3-е обмеження). Формули, відповідні лівим частинам обмежень, представлені в таблиці 7.1.

Таблиця 7.1 - Формули, що описують обмеження моделі

	Ліва частина обмеження
	Формула Excel

	- 1,8х1 + 2x2 + х3 - 4х4 або 

В10*В3+  С10*СЗ+ D10*D3 + E10* Е3
	=СУММПРОИЗВ (В$3:Е$3;В10:Е10)

	- 6х1 + 2x2 + 4х3- х4 
або В11*В3 + С11*С3+ D11*D3 + E11*E3
	=СУММПРОИЗВ (В$3:Е$3;В11:Е11)

	4х1 - 1,5х2 +10,4х3 +13x4
або В12*В3 + С12*С3+ D12*D3 + E12*E3
	=СУММПРОИЗВ (В$3:Е$3;В12:Е12)


Як видно з таблиці 7.1, формули, які задають ліві частини обмежень задачі, відрізняються один від одного і від формули в цільовій комірці F6 тільки номером рядка в другому масиві. Цей номер визначається тим рядком, в якому обмеження записано в екранній формі. Тому для завдання залежності для лівих частин обмежень достатньо скопіювати формулу з цільової комірки в чарунку лівих частин обмежень. Для цього необхідно:

- помістити курсор в полі цільової комірки F6 і скопіювати в буфер вміст комірки F6 (клавішами Ctrl-Insert);

- поміщати курсор по черзі в поля лівої частини кожного з обмежень, тобто в F10, F11 і F12, і вставляти в ці поля вміст буфера (клавішами Shift-Insert) (при цьому номер комірки в другому масиві формули мінятиметься на номер того рядка, в який була проведена вставка з буфера);

-  на екрані в полях F10, F11 і F12 з'явиться 0 (нульове значення).

Перевірка правильності введення формул

Для перевірки правильності введених формул проводьте по черзі подвійне натиснення лівої клавіші миші на комірці з формулами. При цьому на екрані рамкою виділятимуться комірки, що використовуються у формулі (рисунки 7.4 і 7.5).
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Рисунок 7.4 - Перевірка правильності введення формули у цільову комірку F6
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Рисунок 7.5 - Перевірка правильності введення формули у комірку F12 для лівої частини обмеження 3

Завдання ЦФ

Подальші дії проводяться у вікні «Поиск решения», яке викликається з меню «Сервис» (рисунок 7.6):

- поставте курсор в полі «Установить целевую ячейку»;

- введіть адресу цільової комірки $F$6 або зробіть одне натиснення лівої клавіші миші на цільову комірку в екранній формі — це буде рівносильно введенню адреси з клавіатури;

- введіть напрям оптимізації ЦФ, клацнувши один раз лівою клавішею миші по селекторній кнопці «Максимальному значенню».

Введення обмежень і граничних умов

Завдання комірок змінних

У вікно «Поиск решения» в полі «Изменяя ячейки» впишіть адреси $В$3:$Е$3. Необхідні адреси можна вносити в полі «Изменяя ячейки» і автоматично, шляхом виділення мишею відповідних комірок змінних безпосередньо в екранній формі.
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Рисунок 7.6 - Вікно «Поиск решения задачі»
Завдання граничних умов для допустимих значень змінних

В нашому випадку на значення змінних накладається тільки гранична умова позитивності, тобто їх нижня межа повинна бути рівна нулю.

1. Натискуйте кнопку «Добавить», після чого з'явиться вікно «Добавление ограничения» (рисунок 7.7).
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Рисунок 7.7 - Додавання умови позитивності змінних задачі

2. В полі «Ссылка на ячейку» введіть адреси комірок змінних $В$3:$Е$3. Це можна зробити як з клавіатури, так і шляхом виділення мишею всіх комірок змінних безпосередньо в екранній формі.

3. В полі знака відкрийте список пропонованих знаків і виберіть (.

4. В полі «Ограничения» введіть адреси комірок нижньої межі значень змінних, тобто $В$4:$Е$4. їх також можна ввести шляхом виділення мишею безпосередньо в екранній формі.

Завдання знаків обмежень (, (, =.
1. Натискуйте кнопку «Добавить» у вікні «Добавление ограничения».

2. В полі «Ссылка на ячейку» введіть адресу комірки лівої частини конкретного обмеження, наприклад $F$10. Це можна зробити як з клавіатури, так і шляхом виділення мишею потрібної комірки безпосередньо в екранній формі.

3. Відповідно до умови задачі вибрати в полі знака необхідний знак, наприклад =.

4. В полі «Ограничение» введіть адресу комірки правої частини даного обмеження, наприклад $Н$10.

5. Аналогічно введіть обмеження: $F$11>=$Н$11 та $F$12<=$Н$ 12.

6. Підтвердить введення всіх перерахованих вище умов натисненням кнопки ОК.

Якщо при введенні умови задачі виникає необхідність в зміні або видаленні внесених обмежень або граничних умов, то це роблять, натискуючи кнопки «Изменить» або «Удалить».

Установка параметрів рішення задачі
Задача запускається на рішення у вікні «Поиск решения». Але заздалегідь для встановлення конкретних параметрів рішення задач оптимізації певного класу необхідно натискувати кнопку «Параметры» і заповнити деякі поля вікна «Параметры поиска решений» (рисунок 7.8).
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Рисунок 7.8 - Параметри пошуку рішення

Параметр «Максимальное время» служить для призначення часу (в секундах), що виділяється на рішення задачі. В полі можна ввести час, що не перевищує 32 767 секунд (більше 9 годин).

Параметр «Предельное число интеграций» служить для управління часом рішення задачі шляхом обмеження числа проміжних обчислень. В полі можна ввести кількість ітерацій, що не перевищує 32 767.

Параметр «Относительная погрешность» служить для задання точності, з якою визначається відповідність комірки цільовому чначенню або наближення до вказаних меж. Поле повинне містити число з інтервалу від 0 до 1. Чим менше кількість десяткових знаків у введеному числі, тим нижче точність. Висока точність збільшить час, який потрібен для того, щоб зійшовся процес оптимізації.

Параметр «Допустимое отклонение» служить для задання допуску на відхилення від оптимального рішення в цілочисельних задачах. При вказівці більшого допуску пошук рішення закінчується швидше.

Параметр «Сходимость» застосовується тільки при рішенні нелінійних задач.

Установка прапорця «Линейная модель» забезпечує прискорення пошуку рішення лінійної задачі за рахунок вживання симплекс-методу.

Підтвердить встановлені параметри натисненням кнопки ОК.

Запуск задачі на рішення проводиться з вікна «Поиск решения» шляхом натиснення кнопки «Выполнить».

Після запуску на рішення задачі ЛП на екрані з'являється вікно Результаты поиска решений з одним з повідомлень, представлених на рисунках 7.9, 7.10 і 7.11.
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Рисунок 7.8 - Повідомлення про успішне рішення задачі
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Рисунок 7.9 - Повідомлення при несумісній системі обмежень задачі
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Рисунок 7.10 - Повідомлення при необмеженості ЦФ в необхідному напрямі

Іноді повідомлення, представлені на рисунках 7.9 і 7.10, свідчать не про характер оптимального рішення задачі, а про те, що при введенні умов задачі в Excel були допущені помилки, не дозволяючі Excel знайти оптимальне рішення, яке насправді існує.

Якщо при заповненні полів вікна «Поиск решения» були допущені помилки, не дозволяючі Excel застосувати симплекс-метод для вирішення задачі або довести її рішення до кінця, то після запуску задачі на рішення на екран буде видано відповідне повідомлення з вказівкою причини, по якій рішення не знайдено. Іноді дуже мале значення параметра Относительная погрешность не дозволяє знайти оптимальне рішення. Для виправлення цієї ситуації збільшуйте погрішність порозрядний, наприклад від 0,000001 до 0,00001 і т.д.

У вікні «Результаты поиска решений» представлені назви трьох типів звітів: «Результаты», «Устойчивость», «Пределы». Вони необхідні при аналізі одержаного рішення на чутливість. Для отримання ж відповіді (значень змінних, ЦФ і лівих частин обмежень) прямо в екранній формі просто натискуйте кнопку ОК. Після цього в екранній формі з'являється оптимальне рішення задачі (рисунок 7.11).
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Рисунок 7.11 - Екранна форма задачі після отримання рішення
Цілочисельне програмування

Припустимо, що до умови задачі додалася вимога цілочисельності значень всіх змінних. В цьому випадку описаний вище процес введення умови задачі необхідно доповнити наступними кроками.

В екранній формі вкажіть, на які змінні накладається вимога цілочисельності (цей крок робиться для наочності сприйняття умови задачі) (рисунок 7.12).
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Рисунок 7.12 - Рішення задачі за умови цілочисельності її змінних
У вікні «Поиск решения» (меню Сервис-> Поиск решения), натискуйте кнопку «Добавить» і у вікні «Добавление ограничения», що з'явилося, введіть обмеження таким чином (рисунок 7.13):
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Рисунок 7.13 - Введення умови цілочисельності змінних задачі

- в полі Ссылка на ячейку введіть адреси комірок змінних задачі, тобто $В$3:$Е$3;

- в полі введення знака обмеження встановіть «Целое»;

- підтвердіть введення обмеження натисненням кнопки ОК. 
Задачі з булевими змінними

Окремим випадком задач з цілочисельними змінними є задачі, в результаті рішення яких шукані змінні хj можуть приймати тільки одне з двох значень: 0 або 1. Такі змінні на честь англійського математика Джорджа Буля, що запропонував їх, називають булевими. На рисунку 7.14 представлена екранна форма з рішенням деякої двохіндексної задачі з булевими змінними.
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Рисунок 7.14 - Рішення двохіндексної задачі з булевими змінними

Крім завдання вимоги цілочисельності при введенні умови задач з булевими змінними необхідно:

- для наочності сприйняття ввести в екранну форму слово "булеві" як характеристика змінних;

- у вікні «Поиск решения» додати граничні умови, що мають сенс обмеження значень змінних по їх одиничній верхній межі (рисунок 7.15).
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Рисунок 7.15 - Додавання умови одиничної верхньої межі значень змінних двохіндексної задачі з булевими змінними

Вид вікна «Поиск решения», який наведений на рисунку 7.16 для задачі з булевими змінними, представленої на рисунку 7.14.
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Рисунок 7.16 - Вікно «Поиск решения» для задачі з булевими змінними, представленої на рисунок 6.14

Приклади моделей ЛП

В цьому розділі досліджено декілька реалістичних моделей ЛП, в яких визначення змінних, побудова цільової функції і обмежень не так однозначне, як в раніше розглянутих моделях з двома змінними.

Задача 1. 

Перед інвестором стоїть проблема ухвалення рішення про вкладення наявного в нього капіталу. Набір характеристик потенційних об'єктів для інвестування, що мають умовні імена А, В, С, D, Е, F представлені в таблиці 7.2:

Таблиця 7.2

	Назва
	А
	В
	С
	D
	Е
	F

	Прибутковість, в%
	5,5
	6,0
	8,0
	7,5
	5,5
	7,0

	Термін викупу, рік
	2004
	2008
	2013
	2005
	2003
	2006

	Надійність, бали
	5
	4
	2
	3
	5
	4


Хід рішення задачі

Будемо вважати, що при ухваленні рішення про придбання активів повинні бути дотримані наступні умови:

1. Сумарний обсяг капіталу, що повинен бути вкладений, складає $100000.

2. Частка засобів, вкладена в один об'єкт, не може перевищувати чверті від всього обсягу.

3. Більш  половини  всіх  засобів  повинні   бути  вкладені  в довгострокові активи (допустимо, з терміном погашення після 2006 р.)

4. Частка активів, що мають надійність менше, ніж 4 бали, не може перевищувати третини від сумарного обсягу.

Побудуємо економіко-математичну модель даної задачі. Будемо вважати, що керовані змінні - обсяги засобів, вкладених в активи тієї чи іншої фірми. Позначимо їх ХА, ХB, ХC, XD, ХE, ХF. Тоді сумарний прибуток від розміщених активів, що одержить інвестор, може бути представлений у вигляді

Р = 0,055 ХА + 0,06 ХB + 0,08 ХC + 0,075 XD + 0,055 ХЕ + 0,07 XF.

Складемо систему обмежень за умовами задачі.

1.    Обмеження на сумарний обсяг активів: ХА + ХB + ХC + XD + ХE + ХF ( 100000.

2.    Обмеження на розмір частки кожного активу:

ХА ( 25000, ХB ( 25000, ХC ( 25000, XD ( 25000, ХЕ ( 25000, XF ( 25000.

3.    Обмеження, зв'язане з необхідністю вкладати половину засобів у довгострокові активи: 
ХB + ХC ( 50000.

4.  Обмеження на частку ненадійних активів: ХC + XD ( 30000.

5. У силу економічного змісту задачі, шукані змінні повинні задовольняти умові невід'ємності:

ХА ( 0, ХB ( 0, ХC ( 0, XD ( 0, ХЕ ( 0, XF ( 0.

Знайдемо такі значення змінних ХА, ХB, ХC, XD, ХЕ, XF, при яких досягається найбільше значення прибутку при виконанні всім умов.

Перед викликом надбудови «Поиск решения» заповнимо лист Excel вхідними даними з урахуванням обмежень. В комірках A1-F1 - імена змінних. В комірках А2-F2 деякі приблизні початкові значення, що у ході рішення задачі будуть корегуватися.

В комірку Н2 - значення цільової функції задачі (див. рядок уведення даних) (рисунок 7.17).
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Рисунок 7.17 - Лист Excel зі вхідними даними

В комірках D4, D5, D6 сформовані "складні" обмеження (типу ХВ + ХС ( 50000).

Після цього виконують команду меню Сервис ►Поиск решения (рисунок 7.18).
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Рисунок 7.18 — Діалогове вікно «Поиск решения»
У цьому вікні рисунка 7.18 встановлюють цільову комірку, вид екстремуму, список комірок, що містять шукані параметри, а також за допомогою кнопки «Добавить» формують систему обмежень. Після цього натискають на кнопку «Выполнить» (рисунок 7.19).
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Рисунок 7.19 - Діалогове вікно «Результаты поиска решений»
У вікні «Результаты поиска решений», що з'явилося, вибирають тип звіту. Наприклад, після вибору «Результаты» в основному вікні одержуємо шукані значення параметрів і відповідне значення цільової функції (рисунок 7.20).
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Рисунок 7.20 - Результати рішення задачі

Отже, при виконанні всіх умов максимальний прибуток становитиме $6725.

З приведеного приклада видно, що за допомогою надбудови «Поиск решения» можна знайти рішення будь-якої задачі лінійного програмування, якщо це рішення існує, чи дати повідомлення про неможливість рішення в протилежному випадку. Нагадаємо, що; задача лінійного програмування формулюється в такий спосіб: дана система обмежень у вигляді лінійних нерівностей і цільова функція, також лінійна; знайти такі значення змінних, які задовольняють системі обмежень (припустимі рішення), що доставляють екстремум цільової функції (оптимальне рішення).

Завдання для студентів

Представлено ряд задач. Кожна задача має математичну інтерпритацію рішення. Необхідно знайти оптимальне рішення сформульованих задач лінійного програмування з використанням надбудови «Поиск решения».

Задача 1. 
Кредитна політика банку. Банк «Прем'єр», що надає повний набір банківських послуг, знаходиться в процесі формування портфеля кредитів об'ємом 12 мільйонів доларів. В таблиці 7.3 представлені можливі типи банківських кредитів.

Таблиця 7.3

	Тип кредиту
	Ставка відсотка
	Вірогідність безнадійних боргів

	Кредити фізичним особам
	0.140
	0.10

	Кредити на покупку автомобілів
	0.130
	0.07

	Кредити на покупку житла
	0.120
	0.03

	Сільськогосподарські
	0.125
	0.05

	Комерційні
	0.100
	0.02


Безнадійні борги вважаються безповоротними, тому вони повинні відніматися з можливого доходу.

Конкурентна боротьба з іншими фінансовими інститутами вимушує банк не менше 40% капіталу поміщати в сільськогосподарські і комерційні кредити. Для сприяння будівельній індустрії свого регіону банк планує вкласти в кредити на покупку житла не менше 50% від загальної суми кредитів фізичних осіб, на покупку автомобілів і житла. Банк також підтримує державну політику, яка вказує, що відношення безнадійних боргів до всієї суми кредитів не повинне перевищувати 0,04.

Хід рішення задачі
Змінні для створюваної моделі можна визначити таким чином:

х1 — кредити фізичним особам;

х2 — кредити на покупку автомобілів;

х3 — кредити на покупку житла;

х4 — сільськогосподарські кредити;

х5 — комерційні кредити.

Банк «Прем'єр», природно, бажає максимізувати чистий прибуток, тобто різниця між доходом від сум, що інвестуються, і сумою неповернених кредитів. Оскільки безнадійні борги вважаються безповоротними, вони віднімаються як з сум, що інвестуються, так і загального прибутку. Виходячи з цих міркувань, цільову функцію можна записати таким чином:

Z=0,14*(0,9*x1)+0,13*(0,93*х2)+0,12*(0,97*х3)+0,125*(0,95*х4)+0,1*(0,98*х5)-0,1*х1-0,07*х2-0,03*х3-0,05*х4-0,02*х5. 

Після приведення подібних членів одержуємо: Z=0,026*xl+0,0509*x2+0,0864*х3+0,06875*x4+0,078*x5. 

Задача має п'ять обмежень:

1. Обмеження загальної суми кредитів х1 + х2 + х3 + х4 + х5 ( 12.

2. Обмеження на сільськогосподарські і комерційні кредити х4 + х5 ( 0.4(12 або х4 + х5 ( 4.8

3. Обмеження кредитів на покупку житла х3 > 0.5(х1 + х2 + х3)

4.  Обмеження на неповернені кредити 

0,1х1 + 0,07х2 + 0,03х3 + 0,05х4 + 0,02х5  ( 0,04*(х1 + х2 + х3 + х4 + х5)
або 0.06х1 + 0.03х2 - 0.01х3 + 0.01х4 - 0.02х5 ( 0.

5.  Умови позитивності

х1>0, х2>0, х3>0, х4>0, х5>0.

Необхідно зробити ще одне зауваження, що всі кредити виділяються приблизно в один і той же час. Це дозволить ігнорувати часовий чинник в процесі розміщення капіталу в різні кредити.

Оптимальне рішення сформульованої задачі лінійного програмування показано надбудовою «Поиск решения». Воно рекомендує використовувати тільки кредити на покупку житла, комерційні кредити. Серед невикористаних типів кредитів якнайменше привабливі кредити фізичним особам і не тільки через те, що коефіцієнт при змінній х, в цільовій функції якнайменший (рівний 0,026), але і тому, що приведена вартість таких кредитів найбільша (рівна 0,0604) серед всіх інших. Приведена вартість показує, що "рентабельність" цієї змінної повинна зрости до 0,0604, щоб кредити для фізичних осіб стали привабливими для інвестицій. Двоїста оцінка (ще одна назва вартості одиниці ресурсів; вона дорівнює внеску, який привносить в значення цільової функції зміна на одну одиницю ліміту, що визначає доступність ресурсу) першого обмеження показує, що збільшення суми всіх кредитів на одиницю (мільйон доларів) приводить до збільшення чистого прибутку на 0,0864 (мільйона доларів). Це еквівалентно 8,64% річних від суми інвестицій. Оскільки відповідний інтервал для значення правої частини цього обмеження тягнеться від 4,8 до безкінечності, звідси витікає, що вказаний відсоток річних гарантований для будь-якої загальної суми кредитів, що перевищують 12 мільйонів доларів. Але цей відсоток річних, звичайно, дуже малий, оскільки якнайменший відсоток по банківських вкладеннях складає 10% (для комерційних кредитів). Різниця у величинах цих відсотків обумовлюють неповернені кредити, які віднімаються із загальної суми кредитів, і чистого прибутку. У формулі цільової функції найбільший коефіцієнт (0,0864) стоїть перед змінною, відповідного обсягу кредитів на покупку житла. Цікаво, що в даному рішенні йому виявилася рівною двоїста оцінка першого обмеження. Звідси можна укласти, що будь-які нові вкладення слід розміщувати у вигляді кредитів на купівлю житла.

Друге обмеження даної задачі вказує нижню межу суми сільськогосподарських і комерційних кредитів. Негативна двоїста оцінка (-0,0084) показує, що збільшення цієї межі приведе до зменшення чистого прибутку банку. Іншими словами, економічно не вигідно встановлювати нижню межу для суми сільськогосподарських і комерційних кредитів. Це ще раз підтверджує, як було видно при розгляді першого обмеження, що будь-які додаткові вкладення слід поміщати в кредити на покупку житла, а не в сільськогосподарські і комерційні кредити. Якщо ми взагалі видалимо це обмеження, тоді всі інвестиції перемістяться в кредити на покупку житла. Перевірте це твердження, видаливши друге обмеження і вирішивши нову задачу за допомогою програми «Поиск решения».

Задача 2. 
Освоєння і використовування землі. Компанія В1 володіє 800 акрами необробленої землі з живописним озером в центрі гірського масиву Озерки. У минулому освоєння території навкруги озера відбувалося нерегулярно і потрохи. Зараз навкруги озера побудовано багато розкиданих будиночків для відпочиваючих. Оскільки каналізація відсутня, інтенсивно використовуються септичні танки (великі місткості для зберігання побутових відходів). В даний час багато септичних танків приходять в непридатність (течуть), тому з'явилися проблеми із забрудненням води в озері.

Щоб запобігти подальшому забрудненню озера, офіційна влада округу розробила строгі обмежувальні вимоги для можливого подальшого освоєння цієї території.

1. Дозволяється зводити будиночки тільки на одну, дві або три сім'ї, причому частка будиночків на одну сім'ю повинна складати не менше 50% від всіх побудованих.

2. Обмежується кількість септичних танків: мінімальна територія, відведена для розміщення одного танка, обслуговуючого один будиночок на одну, дві або три сім'ї, складає відповідно 2, 3 і 4 акри.

3. Рекреаційна зона розраховується, виходячи з норми — не менше одного акра на 200 сімей.

4. Для запобігання забруднення озера забороняється використовувати поверхневі води для поливу і побутових потреб.

Правління компанії В1 вирішило вивчити можливості подальшого освоєння тих 800 акрів землі, які їй належать. Подальше освоєння цих земель передбачає будівництво будиночків для відпочинку на одну, дві і три сім'ї. Підраховано, що необхідно відвести не менше 15% всієї території на прокладку доріг і будівництво допоміжних споруд. Компанія планує здавати будиночки відпочиваючим і розраховує одержати від одного будиночка такий прибуток (таблиця 7.4).

Таблиця 7.4

	Тип будиночка
	на одну сім'ю
	на дві сім'ї
	на три сім'ї

	Чистий прибуток($)
	10000
	12000
	15000


Вартість планованої водопровідної мережі пропорційна кількості будиночків, підключених до водопроводу. Проте влада округу наполягає на тому, що необхідно зібрати не менше $100 000, щоб цей проект був економічно здійсненним. Крім того, відомо, що навіть в піковий період водопровідна мережа не зможе поставити більше 200 000 галонів води в день. В таблиці 7.5 приведена вартість підключення до водопровідної мережі одного будиночка і вказана щоденна потреба у воді однієї середньої сім'ї.

Таблиця 7.5

	Тип будиночка
	на одну сім'ю
	на дві сім'ї
	на три сім'ї
	Рекреаційна зона

	Вартість підключення до водопроводу ($)
	1000
	1200
	1400
	800

	Потреба у воді (галон/день)
	400
	600
	840
	450


Хід розв’язання задачі

Компанія повинна визначити, скільки будувати будиночків різного типу і яка повинна бути рекреаційна зона, щоб задовольнити вимогам властей округу. Приймемо, що

х1 — кількість будиночків на одну сім'ю;
х2 — кількість будиночків на дві сім'ї;
х3 — кількість будиночків на три сім'ї;
х4 — кількість акрів землі, що відводяться під рекреаційну зону.
Очевидно, що компанія повинна максимізувати свій дохід, тому цільову функцію можна записати так:

Максимізувати Z = 1000х1 + 12000х2 + 15000х3.

Задача має наступні обмеження.

1. Обмеження на загальну площу землі, що використовується.

2. Обмеження, пов'язане з будівництвом будиночків переважно на одну сім'ю.

3. Обмеження, що враховує вимоги до рекреаційної зони.

4. Обмеження, пов'язане з будівництвом водопровідної мережі.

5. Обмеження на споживання води в піковий період.

Ці обмеження математично будуть записані таким чином.

1. Обмеження на загальну площу землі, що використовується: 
2х1 + 3х2 + 4х3 + 1х4 ( 680 (= 0,85 * 800).

2. Обмеження, пов'язане з будівництвом будиночків переважно на одну сім'ю х1:
(х1 + х2 + х3) ( 0,5 або 0.5х1 – 0.5х2 – 0.5х3 ( 0

3.  Обмеження, що враховує вимоги до рекреаційної зони
 х4 ( (х1 + 2х2 + 3х3) : 200 або 200х4 – x1 - 2х2 - 3х3 ( 0.

4.  Обмеження, пов'язане з будівництвом водопровідної мережі: 

1000х1 + 1200х2 + 1400х3 + 800х4 ( 100 000.

5. Обмеження на споживання води в піковий період: 

400х1 + 600х2 + 840х3 + 450х4 ( 200 000.

6.  Умови позитивності: х1 ( 0; х2 ( 0;  х3 ( 0;  х4 (  0.

Ще на етапі формулювання математичної моделі слід звертати увагу на можливі проблеми, які можуть виникнути через помилки машинного округлення. В нашій моделі коефіцієнти в четвертому і п'ятому обмеженнях значно більше по величині, ніж всі інші. Ця невідповідність (відносна) величин коефіцієнтів може привести до непередбачених помилок машинного округлення і, отже, до невірного результату. В нашому випадку ми можемо запобігти цій потенційній небезпеці шляхом масштабування коефіцієнтів, для чого всі коефіцієнти в четвертій і п'ятій нерівностях треба розділити на 1000. Після цього нерівності будуть записані таким чином:

х1 + 1,2х2 + 1,4х3 + 0,8х4 ( 100,

0,4х1 + 0,6х2 + 0,84х3 + 0,45х4 ( 200.

До подібних обчислювальних проблем може привести і наявність в нерівностях дуже малих по величині коефіцієнтів. В цьому випадку також застосовується масштабування коефіцієнтів, але вже у бік їх збільшення. Більшість програмного забезпечення, призначеного для вирішення задач ЛП (включаючи програму «Поиск решения»), намагається погоджувати величини коефіцієнтів ще до початку розрахунків. Проте це бажано зробити ще на етапі формалізації моделі.

В модулі «Поиск решения» одержимо оптимальне рішення для побудованої моделі. Відзначимо, що звичайна задача лінійного програмування не припускає цілочисельного рішення. Тому ми набули значення х1 = 33,152;  х4 = 1,696; х2 = х3 =0. Ми можемо округляти набуті значення, тоді х1 = 33 і х4 = 2 (ці значення в даному випадку співпадуть з оптимальним рішенням задачі цілочисельного лінійного програмування).
Оптимальне рішення не рекомендує будувати будиночки на дві і три сім'ї, не дивлячись на те, що прибутковість цих будиночків ($12 000 і $15 000) вище, ніж будиночків, розрахованих на одну сім'ю. Цей результат показує, що тільки по коефіцієнтах цільової функції не можна судити про "рентабельність" окремих видів економічної діяльності, яким відповідають дані коефіцієнти. Слід враховувати також вартість ресурсів, необхідних для здійснення такої діяльності. Це той чинник, який виражається приведеною вартістю. Приведені вартості для будиночків на дві і три сім'ї складають $3012,47 і $5024,94 відповідно. Це означає, для того, щоб такі будиночки були рентабельними, необхідно або на величини приведених вартостей зменшити вартість ресурсів, необхідних для їх будівництва і експлуатації, або на таку ж величину збільшити їх прибутковість.

В обмеженнях 2, 4 і 5 додаткові змінні мають позитивні значення, а це указує, що відповідні "ресурси" використані не повністю. В результаті двоїсті оцінки, відповідні цим обмеженням, рівні нулю. Двоїста оцінка першого обмеження (обмеження на загальну площу землі, що використовується) дорівнює $4987,53; це говорить про те, що збільшення загальної площі на один акр повинне принести $4987,53 чистого прибутку. Цю інформацію можна використовувати для визначення ціни при покупці додаткової земельної ділянки.

В третьому обмеженні двоїста оцінка дорівнює - $24,938, тому будь-яке збільшення цього "ресурсу" приведе до зниження загального доходу. Але чому так відбувається? Щоб відповісти на це питання, потрібно знати, скільки одиниць цього "ресурсу" міститься в даному обмеженні. Розглянемо докладніше це обмеження  200х4 – х1 - 2х2 - 3х3 ( 0.

Ця нерівність показує, що мінімальна площа рекреаційної зони залежить від кількості будиночків. В такому записі одиниці вимірювання лівої частини нерівності не видні. Тому ми розділимо всю нерівність на 200, в результаті одержимо

х4 - (0,005х1 + 0,01х2 + 0,015х3) ( 0.

Оскільки площа рекреаційної зони вимірюється в акрах, вираз в дужках також повинен вимірюватися в акрах. Тому збільшення на одну одиницю правої частини нерівності (тобто зростання від 0 до 1) можна інтерпретувати як збільшення на один акр площі рекреаційної зони. На підставі такого представлення обмеження можна сказати, що двоїста оцінка відповідає вартості збільшення на акр рекреаційної зони. Але новий запис обмеження показує, що двоїста оцінка повинна бути рівною 200*(-24,93 7) = -$4987,53. (Якщо повторити розрахунки програми «Поиск решения» при такому записі третього обмеження, то повинні одержати саме таку величину двоїстої оцінки - перевірте це).

Нова двоїста оцінка свідчить про те, що збільшення площі рекреаційної зони на один акр приведе до зменшення загального доходу на $4987,53. Цікаво, що це число в точності рівне двоїстій оцінці першого обмеження, але з протилежним знаком. Такий результат має економічний сенс, оскільки переклад акра землі в рекреаційну зону означає виключення цього акра землі з тієї площі, на якій можна побудувати будиночки, що приносять прибуток. Тому не варто дивуватися, що ці величини співпадають.

Задача 3. 
Задача розкладу руху автобусів. Міська транспортна компанія вивчає можливість ввести таку систему руху міських автобусів, яка понизила б проблему загазованості в місті шляхом зменшення кількості автобусів, що використовуються. Спочатку потрібно було визначити мінімальну кількість автобусів, необхідних для задоволення транспортних потреб городян. Виявилося, що в різний час доби потрібна різна кількість автобусів. Подальше вивчення цього питання дозволило апроксимувати добову потребу в автобусах дріботно-постійною функцією з 4-х годинними інтервалами постійних значень. Ця функція показана на малюнку. При складанні розкладу руху автобусів слід враховувати, що кожний автобус повинен знаходитися на лінії безперервно протягом 8 годин (одна робоча зміна) (рисунок 7.21).
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Рисунок 7.20 - Схема руху автобусів
Хід розв’язання задачі
Отже, необхідно визначити число автобусів, що виходять на лінію в певну зміну (змінні), так, щоб задовольнити мінімальні потреби в транспортних послугах (обмеження) і по можливості мінімізувати загальну кількість автобусів, що виходять на лінію протягом доби (цільова функція).

Неважко помітити, що таке визначення змінних неоднозначне. Ми знаємо, що кожний автобус повинен відпрацювати 8-ми годинну зміну, але ми не знаємо, коли ця зміна повинна починатися. Якщо слідувати схемі звичайної 3-змінної роботи (1-а зміна з 8:01 до 16:00, 2-я— з 16:01 до 24:00 і 3-я— з 00:01 до 8:00) і позначити через х1, х2 і х3 кількість автобусів, що працюють на лінії в ці зміни, тоді, виходячи з транспортних потреб, одержуємо х1 ( 10, х2 ( 12 і х3 ( 8, а загальна кількість автобусів, що щодня використовуються, складає х1 + х2 + х3 = 10 + 12 + 8 = 30.

Це рішення приймається, якщо зміни повинні починатися так, як при звичайній організації 3-змінної роботи. Проте можна оптимізувати розклад руху автобусів, якщо пошукати інший, "кращий" час початку робочих змін. Припустимо, що між початком "сусідніх" змін може бути 4 години, а не 8, як в звичайній схемі 3-змінної роботи. В нижній частині рисунка представлена така схема організації робочих змін, які перекриваються, коли вони повинні починатися в 00:01, 4:01, 8:01, 12:01, 16:01 і 20:01, при цьому кожна зміна продовжується 8 годин. Тепер ми готові визначити змінні:

х1 — кількість автобусів, що починають роботу в 00:01,

х2 — кількість автобусів, що починають роботу в 4:01

х3 — кількість автобусів, що починають роботу в 8:01,

х4 — кількість автобусів, що починають роботу в 12:01

х5 — кількість автобусів, що починають роботу в 16:01,

х6 — кількість автобусів, що починають роботу в 20:01.

Задача лінійного програмування буде записана таким чином.

Мінімізувати Z = х1 + x2 + х3 + x4 + x5 + x6 при виконанні умов:

х1 + х6 ( 4 (час від 00:01 до 4:00)

х1 + х2 ( 8 (час від 4:01 до 8:00)

х2 + х3 ( 10 (час від 8:01 до 12:00)

х3 + х4 (7(час від 12:01 до 16:00)

х4 + х5 ( 12 (час від 16:01 до 20:00)

х5 + х6 ( 4 (час від 20:01 до 24:00)

хj ( 0, j = 1,2,...,6

Результати рішення цієї задачі ЛП представимо програмою «Поиск решения».

Відзначимо, що в оптимальному рішенні загальна кількість автобусів дорівнює 26, при цьому х1 = 4, х2 = 10, х3 = 0, х4 = 8, х5 = 4 і х6 = 0. Приведені вартості всіх змінних рівні нулю; це вказує на альтернативні оптимальні рішення (але з тими ж значеннями цільової функції). Інтерес представляє інформація про розраховані двоїсті оцінки. Двоїста оцінка дорівнює 1. Це показує, що збільшення правої частини відповідної нерівності на одиницю приводить до зростання загальної кількості автобусів також на одиницю. Якщо двоїста оцінка дорівнює нулю, то збільшення значення правої частини відповідної нерівності не приводить до зростання загального числа автобусів, що використовуються. Проте ці твердження справедливі тільки тоді, коли значення правих частин нерівностей не виходять за межі відповідних інтервалів. Наприклад, права частина другої нерівності може зрости від 8 до 14, без збільшення загальної кількості автобусів, що використовуються. А збільшення на яке-небудь значення правої частини третьої нерівності (починаючи із значенням 10 і вище) приводить до такого ж збільшення загальної кількості автобусів. Ця інформація дуже важлива для аналізу оптимального рішення.

Аналіз чутливості коефіцієнтів цільової функції в даному випадку не має особливого сенсу, оскільки в цій моделі вони природним чином мають значення 1 і не можуть мати іншого значення. Якби цільова функція відображала яку-небудь іншу "мету" (наприклад, мінімізувала б вартість експлуатації автобусів), тоді ситуація могла бути іншою і аналіз цих коефіцієнтів мав би сенс.
Задача 4. 
Задача мінімізації втрат при розрізанні рулонів паперу. Тихоокеанська паперова фабрика виробляє стандартні рулони паперу завширшки в 20 футів. Спеціальні замовлення клієнтів вимагають розрізання стандартних рулонів. Типове замовлення (такі замовлення можуть мінятися щодня) приведено в наступній таблиці 7.6.

Таблиця 7.6

	Позиції замовлення
	Необхідна ширина рулону(фути)
	Необхідна кількість рулонів(шт.)

	1
	5
	150

	2
	7
	200

	3
	9
	300


На фабриці замовлення виконуються шляхом розрізання спеціальними ножами стандартних рулонів на ті, що вимагаються. Існує декілька варіантів розрізання стандартного рулону, три з яких показані на рисунку 7.22. Звичайно, існують і інші варіанти, не показані на цьому малюнку (вони будуть описані нижче), але зараз ми обмежимося тільки представленими — А, В і С. 

[image: image23.jpg]



Варіант А

[image: image24.jpg]20





Варіант В

[image: image25.jpg]



Варіант С 

Рисунок 7.22 - Схеми розрізання рулонів

Для виконання замовлення можна спільно використовувати декілька варіантів розрізання стандартних рулонів. Наприклад, для виконання замовлення, приведеного в таблиці, можна застосувати такі комбінації варіантів А, В і С.

1. Розрізати 300 стандартних рулонів, використовуючи варіант А, і 75 рулонів за допомогою варіанту В.

2. Розрізати 200 стандартних рулонів, використовуючи варіант А, і 100 рулонів за допомогою варіанту С.

Яка з цих комбінацій краще? Щоб відповісти на це питання, треба розглянути втрати від кожної з комбінацій. На рисунку права частина кожного рулону - це відходи паперу після кожного варіанту розрізання. Ми можемо оцінити переваги кожної комбінації, якщо підрахуємо сумарні відходи, одержані після їх застосування. Але оскільки відрізки рулонів, що йдуть у відходи, мають різну довжину, нам треба підрахувати обсягів цих відходів, а не просто кількість відрізків.

Припускаючи, що стандартний рулон паперу має площу поперечного перетину, рівну L квадратним футам, підраховуємо втрати для комбінацій 1 і 2:

Комбінація 1:300*(4*L)+75*(3*L) = 1425*L куб. футів.

Комбінація 2: 200*(4*L)+100*(l*L) = 900* L куб. футів.

Якщо число рулонів шириною 5, 7 або 9 футів, які були одержані в результаті застосування якої-небудь комбінації варіантів розрізання, перевищує кількість, необхідну для виконання замовлення, то різницю між ними також слід віднести до втрат. В першій комбінації при використанні варіанту А одержано 300-200=100 зайвих рулонів шириною 7 футів; застосування варіанту В додає ще 75 зайвих рулонів такої ж ширини. Таким чином, додаткові втрати складають 175*(7*L)=1225*L куб. футів. Комбінація 2 не дає зайвих рулонів шириною 7 і 9 футів, але застосування варіанту С приводить до появи 200-150=50 зайвих рулонів шириною 5 футів, що складає 50*(5*L) = 250*L куб. футів додаткових відходів паперу. В результаті цих викладень маємо наступне.

Обсяг відходів від комбінації 1 = 1425L + 1225L = 2650L куб. футів. Обсяг відходів від комбінації 2 = 90L + 250L = 1150L куб. футів.

Очевидно, що комбінація 2 краще, оскільки має менше відходів. Для отримання оптимального рішення даної задачі необхідно визначити всі допустимі варіанти розрізання стандартних рулонів і потім одержати всі можливі комбінації цих варіантів. Хоча визначити всі допустимі варіанти розрізання нескладно, перебір всіх комбінацій цих варіантів вже є нетривіальною задачею. Тут необхідний систематичний підхід до організації такого перебору. В даному випадку це може виконати задача лінійного програмування.

Хід рішення задачі

Ми повинні знайти комбінацію варіантів розрізання (змінні), за допомогою якого можна було б виконати замовлення (обмеження) з якнайменшими відходами паперу (цільова функція).

Змінні треба визначити так, щоб їх значення можна б було інтерпретувати в спосіб розрізання стандартних рулонів паперу. Тому визначимо змінні як кількість стандартних рулонів, що розрізають за допомогою конкретних варіантів розрізання. Це визначення вимагає опису всіх можливих варіантів розрізання. Три варіанти показано на рисунку, інші можливі варіанти приведені в таблиці 7.7. Переконайтеся, що не пропущені ще які-небудь варіанти розрізання, при цьому пам'ятаєте, що в допустимому варіанті розрізання ширина залишку стандартного рулону повинна бути менше 5 футів.
Таблиця 7.7

	Необхідна ширина(фути)
	Варіанти
	Необхідна кількість рулонів

	5
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	150

	7
	0
	2
	2
	4
	1
	0
	200

	9
	1
	1
	0
	0
	2
	0
	300

	
	1
	0
	1
	0
	0
	2
	

	Залишок (фути)
	4
	3
	1
	0
	1
	2
	


Тепер можна визначити змінні: хj— кількість стандартних рулонів, що розрізають варіантом  j,  j = 1, 2,..., 6.

Обмеженням в цій моделі є вимога того, що розрізаних рулонів заданих розмірів (5, 7 і 9 футів) буде достатньо для виконання замовлення. Якщо використовувати всі варіанти розрізання, приведені в таблиці, то одержимо, що:

кількість рулонів шириною 5 футів = 2х2 + 2х3 + 4х4 + х5,

кількість рулонів шириною 7 футів = х1 + х2 + 2х5,

кількість рулонів шириною 9 футів = х1 + х3 + 2х6.

Ці числа повинні бути не менше 150, 200 і 300 відповідно. Для побудови цільової функції помітимо, що загальний об'єм відходів можна підрахувати як різницю між об'ємом всіх використаних стандартних рулонів і об'ємом рулонів, необхідних для виконання замовлення. Запишемо це таким чином; об'єм використаних стандартних рулонів = 20L(x1 + х2 + х3 + х4 + х5 + х6), об'єм замовлених рулонів = L(150*5 + 200*7 + 300*9)= 4750L.

Оскільки обсяг рулонів, необхідних для виконання замовлення, постійний, а також постійна величина поперечного перетину L, цільову функцію можна записати просто як суму всіх змінних:

Z = х1 + х2 + х3 + х4 + х5 + х6.
Таким чином, одержуємо наступну задачу лінійного програмування.

Мінімізувати :

Z = х1 + х2 + х3 + х4 + х5 + х6  при виконанні умов:
2х2 + 2х3 + 4х4 + х5 ( 150 (обмеження на рулони шириною 5 футів);
х1 + х2 + 2х5 ( 200 (обмеження на рулони шириною 7 футів); 
х1 + х3+ 2х6 ( 300 (обмеження на рулони шириною 9 футів);  

хj ( 0,  j = 1,2...6.

Оптимальне рішення цієї задачі, представлене програмою «Поиск решения», показує, що задача має і інші оптимальні рішення, де для виконання того ж замовлення використовується така ж кількість рулонів стандартної довжини, але застосовуються інші варіанти розрізання. В приведеному рішенні 25 стандартних рулонів розрізають відповідно до варіанту 3, 100 стандартних рулонів — відповідно до варіанту 5, а 137,5 стандартних рулонів — з варіантом 6. У такому вигляді це рішення не можна реалізувати, оскільки значення змінної х6 неціле. В цій ситуації можна застосувати до даної задачі алгоритм цілочисельного програмування або округляти значення змінної х3 до 138.

При інтерпретації результатів, одержаних за допомогою програми «Поиск решения», слід враховувати вимогу цілочисельності значень змінних, яка неявно присутня в даній задачі. Наприклад, двоїста оцінка 0,25, відповідна першому обмеженню, показує, що збільшення на 1 кількості замовлених рулонів шириною 5 футів зажадає додатково ще четверть стандартного рулону (шириною 20 футів). Але ця інформація в даному випадку не має практичного сенсу. Її потрібно переформувати таким чином (виходячи з умови цілочисельності): буде потрібно додатковий стандартний рулон при збільшенні на 4 одиниці кількості замовлених рулонів шириною 5 футів. Це переформування слідує зробити при інтерпретації інших двоїстих оцінок.

Контрольні питання
1. Які основні етапи рішення задач ЛП в MS Excel?

2. Який вигляд і способи завдання формул для цільової комірки і комірки лівих частин обмежень?

3. Чому при введенні формул в комірки ЦФ і лівих частин обмежень в них відображаються нульові значення?

4. Яким чином в MS Excel задається напрям оптимізації ЦФ?

5. Як наочно відобразити в екранній формі комірки, що використовуються в конкретній формулі, з метою перевірки її правильності?

6. Поясніть загальний порядок роботи з вікном «Пошук рішення».

7. Яким чином можна змінювати, додавати, видаляти обмеження у вікні «Пошук рішення»?

8. Які повідомлення видаються в MS Excel у випадках: успішного рішення задачі ЛП; неспільності системи обмежень задачі; необмеженості ЦФ?

9. Поясніть значення параметрів, що задаються у вікні «Параметри пошуку рішення».

10. Які особливості рішення в MS Excel цілочисельних задач ЛП?

11. Які особливості рішення в MS Excel задач ЛП з булевими змінними?
