Теми для підготовки учнів 5-7 класів до математичних олімпіад

Вступ

Даний матеріал є продуктом діяльності групи слухачів курсів підвищення кваліфікації вчителів математики і розроблений з метою надати допомогу у підготовці та проведенні математичних олімпіад, а також може бути використаний для проведення математичних гуртків, факультативів, різноманітних інтелектуальних конкурсі, змагань тощо.
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Задачі на зважування та переливання
Теорія
Задачі на зважування - досить поширений вид математичних завдань. 

У таких завданнях той, хто розв’язує задачу повинен локалізувати предмет, що відрізняється від інших по вазі за обмежене число зважувань. Пошук розв’язування в цьому випадку здійснюється шляхом операцій порівняння, правда, не лише одиночних елементів, але і груп елементів між собою. Розв’язуючи такі задачі не забувайте розібрати всі варіанти. Якщо шукаєте фальшиву монету, то корисно поділити всі монети на три кучки, при цьому кількість зважувань зменшується.

Приклади розв’язування задач

1.У Буратіно є 27 золотих монет. Але відомо, що Кіт Базиліо замінив одну монету на фальшиву, і вона по вазі важче справжніх. Як за три зважування на чашкових вагах без гир Буратіно знайти фальшиву монету?
Розв’язання

Розділимо монети на 3 купки по 9 монет. Покладемо на чаші вагів першу і другу купки; в результаті цього зважування ми точно дізнаємось, в якій з купок знаходиться фальшивка (якщо ваги покажуть рівність, то вона - в третій купці). Тепер, аналогічно, розділимо вибрану купку на три частини по три монети, покладемо на ваги дві з цих частин і визначимо, в якій з частин знаходиться фальшива монета. Нарешті, залишається з трьох монет визначити важчу: кладемо на чаші вагів по 1 монеті - фальшивою є важча; якщо ж на вагах рівність, то фальшивою є третя монета з частини.
2. Серед 101 однакових за виглядом монет одна фальшива, така, що відрізняється за вагою. Як за допомогою чашкових вагів без гир за два зважування визначити, легшою або важчою є фальшива монета? Знаходити її  не потрібно.
Розв’язання

Зважуємо 50 і 50 монет, можуть бути  два випадки.

1 випадок. Монети мають однакову вагу. Беремо монету, що залишилася, і ставимо її в ліву купку замість однієї з тих, що є там:

а) ліва купка важча => фальшива монета важча;

б) ліва купка легша => фальшива монета легша.  

2 випадок. Монети мають різну вагу. Беремо важчу купку і розбиваємо її на дві купки по 25 монет: 

а) вага купок однакова => фальшива монета легша;

б) вага купок неоднакова => фальшива монета важча.
3. Є 8 монет. Одна з них фальшива і легша за справжню монету. Визначить за 3 зважування яка з монет фальшива.
Розв’язання
Ділимо монети на дві рівні купки – по 4 монети в кожній. Зважуємо. Ту купку, яка легша, знову ділимо на дві однакові купки – тепер по дві монети в кожній. Зважуємо. Визначаємо, яка з них легша. Кладемо на чаші вагів по 1 монеті з цієї купки. Фальшива та, яка легша. 
Задачі для самостійного розв’язання:

1. Лиса Аліса і Кіт Базиліо – фальшивомонетники. Базиліо робить монети важче справжніх, а Аліса – легше. В Буратіно є 15 однакових на вигляд монет, але якась одна – фальшива. Як двома зважуваннями на чашкових вагах без гир Буратіно може визначити, хто зробив фальшиву монету – Кіт Базиліо або Лиса Аліса?
2. Є 10 монет. Одна з них фальшива і легша за справжню монету. Як, за допомогою чашкових вагів без гир, визначити яка з монет фальшива? 

3. Є стандартні ваги з чашами та дві гирі: 10 і 2 кг. Як з їх допомогою зважити 3кг слив?
4. На столі лежить десять пронумерованих капелюхів. У кожному капелюсі лежить по десять золотих монет. В одному з капелюхів фальшиві монети. Справжня монета важить 10 грамів, а підроблена тільки 9. У допомогу надані ваги зі шкалою в грамах. Як визначити в якому з капелюхів знаходяться фальшиві монети, використовуючи ваги тільки для одного зважування? Ваги можуть зважувати не більше 750 грам. 
5. Є 9 монет. Є одні ваги. Терези звичайні, лабораторні (чашкові). Одна з 9 монет є легшою, ніж всі інші. Як визначити яка монета є легшою? Монети на вагах можна зважити лише 2 рази.
Задачі на переливання
Теорія

Задачі на переливання допомагають розвивати логічне мислення, просторову уяву, витримку, наполегливість у знаходженні оптимального розв’язку. Традиційно в задачах на переливання судини не мають ділень, тобто переливати можна лише до тих пір, поки судина, в яку наливаємо, не заповниться до кінця, або доки зовсім не спустіє судина, з якої переливаємо. Просто так зупинитися на середині або розлити вміст судини на дві рівні частини теж не вийде.
Приклади розв’язування задач.

1. Поряд з лабораторією протікає бурхлива річка. Як за допомогою двох посудин об'ємом 3 і 5 літрів відміряти рівно 4 літри річкової води?
Розв’язання 
	Крок
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	3л
	0
	0 
	3 
	0 
	2
	2 
	3

	5л
	0 
	5 
	2
	2 
	0 
	5 
	4

	річка
	
	
	+3
	
	
	
	


4 літра  можуть поміститися лише в 5-літрову судину. Вони можуть бути отримані після доливання 1 літра до 3, 2 літрів до 2, 3 літрів до 1, або шляхом відливання від 5 літрів 1 літра. Щоб можна було відлити рівно 1 літр, потрібно, щоб в судині призначення було вільне місце рівно для 1 літра, тобто щоб в 3-літровій судині перед цим було 2 літри. Різницю об'ємів судин легко отримати: 2 літра виходять, якщо набрати повну 5-літрову судину і відлити з неї в порожню 3-літрову судину. Після цього їх треба перелити в 3-літрову судину, заздалегідь випорожнивши її назад в річку. 

2. У великого алхіміка є нерозчинна колба, в якій міститься 12 мілілітров сірчаної кислоти, а також дві нерозчинні мензурки об'ємом 5 і 7 мілілітров. Як йому отримати дві порції по 6 мілілітров сірчаної кислоти, необхідних для досвіду? (Кислота розчинить будь-який інший посуд в лабораторії.)
Розв’язання 

	Крок
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	12ml
	12
	5
	5
	10
	10
	3
	3
	8
	8
	1
	1
	6

	5ml
	0
	0
	5
	0
	2
	2
	5
	0
	4
	4
	5
	0

	7ml
	0
	7
	2
	2
	0
	7
	4
	4
	0
	7
	6
	6


3. Одного дня Вінні-Пух захотів поласувати медом і пішов до бджіл в гості. По дорозі нарвав букет квітів, щоб подарувати бджілкам. Бджілки дуже зраділи, побачивши ведмедика з букетом квітів, і сказали: «У нас є велика бочка з медом. Ми дамо тобі меду, якщо ти зможеш за допомогою двох судин місткістю 3 л і 5 л налити собі 4 л!» Вінні-пух довго думав, але все-таки зміг розв’язати задачку. Як він це зробив?
Розв’язання 

	Крок
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 
	6 

	5 л 
	5 
	2 
	2 
	0 
	5 
	4 

	3 л 
	0 
	3 
	0 
	2 
	2 
	3 


Або

	Крок 
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 
	6 
	7 
	8 

	5 л 
	0 
	3 
	3 
	5 
	0 
	1 
	1 
	4 

	3 л 
	3 
	0 
	3 
	1 
	1 
	0 
	3 
	0


Задачі для самостійного розв’язання:
1. Дядько Федір зібрався їхати до батьків в гості і попросив у кота Матроскина 4 л простоквашинського молока. А в Матроскина лише 2 порожніх бідона: трилітровий і п'ятилітровий. І восьмилітрове відро, наповнене молоком. Як Матроскину відлити 4 літри молока за допомогою наявних судин?
2. У Карлсона є відро варення, воно вміщає 7 літрів. У нього є 2 порожніх відерка - 4-літрове і 3-літрове. Допоможіть Карлсону відлити 1 літр варення до чаю в менше (3-літрове) відерко, залишивши 6 літрів у великому (7-літровому) відрі.
3. Тому Сойєру потрібно пофарбувати паркан. Він має 12 л фарби і хоче відлити з цієї кількості половину, але у нього немає судини місткістю в 6 л. У нього 2 судини: одна – місткістю в 8 л, а інша – місткістю в 5 л. Яким чином налити 6 л фарби в судину на 8 л? Яке найменше число переливань необхідно при цьому зробити?
4. Губці Бобу терміново потрібно налити з водопровідного крану 6 л води. Але він має лише дві судини: 5-літрову і 7-літрову. Як йому це зробити?

5. Влітку Вінні-Пух зробив запас меду на зиму і вирішив розділити його навпіл, щоб з'їсти половину до Нового Року, а іншу половину - після Нового року. Весь мед знаходиться у відрі, яке вміщає 6 літрів, у нього є 2 порожніх банки - 5-літрова і 1-літрова. Чи може він розділити мед так, як задумав?
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Відсоткові розрахунки

Теоретичні відомості

Відсотком (процентом) називається одна сота частина
Правила відсоткового числення

1. Щоб знайти відсоток від числа, необхідно: 

· відсоток перетворити у дріб;

· число помножити на цей дріб.
2. Щоб знайти число за його відсотком, необхідно:

· відсоток перетворити у дріб;

· число помножити на цей дріб.
3. Щоб знайти відсоткове відношення, необхідно:
· [image: image2.png]-100%




4. Щоб знайти зміну числа у відсотках, необхідно:
· знайти різницю чисел а і b;
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5. Щоб знайти відсоток від відсотка, необхідно:
· відсоток перетворити у дріб;

· інший відсоток помножити на цей дріб.
Приклади розв’язування задач

Складність олімпіадних задач на відсотки полягає в тому, що мова йде про відсотки з різним значенням. Це добре видно з наступних задач.

Задача1

 За перший місяць ціна товару підвищилася на 20%, а за другий – ще на 15%. На скільки відсотків зросла ціна товару за два місяці?

Розв’язання. 

Після першого подорожчання ціна становила 100+20=120% від початкової. Зрозуміло, що відсоток другого подорожчання інший, бо він вираховується від більшого числа: 1% другого подорожчання становить 120:100=1,2% початкової ціни. Тому друге подорожчання становить 1,2 *15=18% початкової ціни. Отже, за два місяці ціна зросла на 20 +18=38%.   

Відповідь: на 38%

Задача 2

Чоловік поклав на депозит у банк 9000 грн. За три місяці його вклад збільшився на 4%, а за наступні три місяці – ще на 4%. На скільки відсотків збільшився вклад чоловіка за півроку?

Розв’язання.

 За перші три місяці вклад зріс на 9000:100*4=360 грн. і його величина становить 9000+360=9360 грн. За наступні три місяці вклад збільшився на 9360:100*4=374,4 грн. За півроку прибуток чоловіка склав 360+374,4=734,4 грн., що становить 734,4:(9000:100)=8,16%.

Відповідь: на 8,16%

Задача 3

Перше число складає 40% від другого. Скільки відсотків складає друге число від першого?

Розв’язання:

Нехай х – перше число, у – друге число. З умови задачі маємо: х = 0,4у 
[image: image5.wmf]Þ

у = 2,5 х. Отже, друге число складає 250% від першого.                          

Відповідь: 250%

Задача 4

До просушки вологість зерна дорівнювала 23%, а після просушки – 12%. На скільки відсотків зменшилася вага зерна після просушки?

Розв’язання:

Нехай а – початкова вага зерна, тоді суха маса зерна дорівнює 0,77а. Після просушки вона становить 
[image: image6.wmf].
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 Тому маса зерна зменшилась на 12,5%.

Відповідь: 12,5%.

 Задачі для самостійного розв’язування

1. Частина жителів міста говорить більше англійською, частина більше німецькою, а частина вміє говорити обома мовами. Німецькою мовою говорить 85% жителів, англійською 75%. Скільки відсотків жителів говорить обома мовами?

Відповідь: 60%

2. На скільки відсотків і в яку сторону змінився добуток двох додатних чисел, якщо перше число зменшили на 20%, а друге збільшили на 20%?

Відповідь: Зменшився на 4%

3. З мішка в контейнер пересипали спочатку 25% піску, який був у мішку, потім  ще 5 кг., а потім 10% від залишку. При цьому кількість піску в контейнері збільшилась на 6%. Скільки піску було в мішку, якщо в контейнері спочатку було 400 кг. Піску?

Відповідь: 60кг.

4. У парку росли липи та клени, кленів серед них було 60%. Весною в парку посадили липи, після чого кленів стало 20%. А восени посадили досадили клени і їх знову стало 60%. У скільки разів збільшили кількість дерев за рік?

Відповідь: збільшилась в 6 разів

5. Морська вода містить 5% олії (за масою). Скільки кілограм прісної воли треба додати до 40 кг. морської води, щоб кількість солі в суміші становила 2%?

Відповідь: 60 кг. прісної води

6. У класі кількість відсутніх учнів становить 12,5%, від кількості  присутніх. Якщо з класу вийдуть ще 2 учні то будуть відсутніми 20% від кількості учнів, які залишились в класі. Скільки учнів навчаються в цьому класі?

Відповідь: 32 кг.

7. У шаховому турнірі взяли участь 30 школярів, розряд присвоїли тим, хто набрав не менше 60% можливих очок, якій найбільшій кількості учасників міг бути присвоєний розряд? (Кожний з кожним зіграли по одному разу.)

Відповідь: 24

8. Якщо від задуманого числа знайти 60%, а потім від одержаного результату  знову знайти 60%, то матимемо 180. Знайти задумане число.

Відповідь:500

9. Бак кубічної форми з ребром 1 м. заповнений водою на 65%. Знайдіть об’єм води у баку?

Відповідь: 0,65

10. Магазин отримав 50 іграшок на суму 1000 грн., оптова націнка становить 2%, а

торгова надбавка 5%. Знайдіть роздрібну ціну іграшки.

Відповідь: 21, 42 грн.

11. 52% усіх учнів музичної школи навчаються гри на фортепіано, 28%  - на скрипці. Скільки учнів  навчаються по класу фортепіано, а скільки – по класу скрипки, якщо всього у школі 250 дітей?

Відповідь: 130, 70

12. Скільки води потрібно долити до 200 гр.  10%-го розчину солі, щоб отримати 4% розчин?

Відповідь: 300г

13. У двох бочках води було порівну. Кількість води в першій бочці спочатку зменшилась на 10%, а потім збільшилась на 10%, а в другій бочці навпаки – спочатку збільшилася на 10%, а потім зменшилася на 10%. В якій бочці стало більше води?

Відповідь: в другій

14. Поділити число 80 на дві частини так, що одна частина становила 60% від другої частини.

Відповідь: 30, 50

15. Оксана прочитала книгу, в якій 300 сторінок, за три дні. Першого дня вона прочитала 30% усіх книги, другого дня 40% тих сторінок, що залишились, а третього дня –  решту. Скільки сторінок дівчини прочитала третього дня?

Відповідь: 126 сторінок

16. Три ящики були заповнені горіхами. В другому ящику було на 10% горіхів більше,   ніж у першому і на 30% відсотків більше ніж у третьому. Скільки горіхів було у кожному ящику, якщо у першому було на 80 горіхів більше ніж у третьому.

      Відповідь: 360, 400, 280 кг.

17.  Картопля подешевшала на 20%. На скільки відсотків більше можна купити картоплі на ту саму суму?


Відповідь: на 25% більше. 

18. Один множник збільшили на 10%,  а другий зменшили на 10%. Як змінився добуток цих чисел?


Відповідь: добуток зменшиться на 1% відсоток.

19. На скільки відсотків збільшиться площа квадрата, якщо його сторону збільшити на 20%.


Відповідь:площа збільшилася на 44% .

20. Перше число на 25% більше другого. На скільки відсотків друге число менше першого?


Відповідь: на 20%.

21. Морська вода містить 5% солі. Скільки прісної води потрібно долити до 30 кг морської води, щоб сіль у воді містила 1,5%?


Відповідь: треба долити 70 кг прісної води.

 

22.  При 10% річних початковий капітал 100 грн.  поклали в банк. Яка сума грошей буде на рахунку  через 2 роки? 


Відповідь: 121 грн.

23. На скільки збільшується число при збільшенні числа на 50%?

         Відповідь: в 1,5 рази, бо 1а+0,5а = 1,5а.
24.  На скільки зменшується число при зменшенні числа на 25% ?


Відповідь: в 1+ 1/3 рази, бо 1а- 0,25а = 0,75а. 1:0,75= 4/3 = 1+ 1/3.
 

25. Число зменшили на 20%. Щоб одержати початкове число, на скільки треба збільшити нове число?


Відповідь: на 25%. 

 

26.  Відсоткове відношення міді до олова в бронзі становить 400%. Яке відношення олова до міді?


Відповідь:  1:4 відношення олово до міді, отже 25%.

 

27.  Латунь - сплав міді та цинку. Мідь складає 60% сплаву. Яке відсоткове відношення міді до цинку?

 
Відповідь: 150%.

28. Пройшовши половину шляху, потяг збільшив швидкість на 25% і тому прибув у пункт призначення на пів години раніше. За який час був пройдений весь шлях?

Відповідь: 4,5 год.

 

Рекомендована література:
1. Бесєдін Б.Б. Олімпіадні задачі: розв’язування задач ІІ етапу Всеукраїнської олімпіади з математики. –  К.: Видавничий центр «Маторін»., 2011. – 124 с.

2. Зуб В. Міські олімпіади юних математиків. –  К.: Шкільний світ., 2008. – 56 с.

3. Конет І.М. Обласні математичні олімпіади. – Кам’янець-Подільський: Абетка., 2000. – 300с.

4.  Тарасенкова Н.А. Математика: підручник для 5 класу загальноосвітніх навчальних закладів. – К.: Видавничий дім «Освіта», 2013. – 352 с.

5. vylivepage.cjm./blog/168/201_Цікаві_задачі_на_відсотки.
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5 – 7 классы
Логические задачи 
Задачи на логике представляют собой задачи на смекалку, а не на какие-либо серьезные вычисления. Предлагаем следующие логические задачи для 5-7 классов, которые можно использовать для подготовки к  олимпиадам по математике.
1.Расстваить скобки и математические знаки так, чтобы равенство было верным:
9999999=100.   
    Решение :(99-9):9+(99-9)=100
2.Горького перца - 30 горошин, душистого перца - 15 горошин,гвоздики - 12 штук, лаврового листа - 7 листиков. В чем же именно?                                            Ответ: В одном грамме.
3. На край стола поставили жестяную банку, плотно закрытую крышкой, так что 2/3 банки
свисало со стола. Через некоторое время банка упала. Что было в банке?
                                                                                                                 Ответ: Кусок льда
4.На столе лежат 2 монеты, в сумме которые дают 3 доллара. Одна из них – не один доллар. Какие это монеты?                                                              
                Ответ: 2 доллара и 1 доллар. Одна монета не один доллар ,а вот другая 1 доллар
5. 15 человек, отдыхающих в доме отдыха, любят играть в уголки. Они провели между собой соревнование. После каждой партии выбывал проигравший. В первый день состоялось 5 партий, во второй 6, а в третий день соревнование закончилось.
Сколько партий состоялось в третий день?
Решение: Если после каждой партии проигравший выбывает, то сколько будет победителей в этих соревнованиях? Конечно же, им станет человек, выигравший все сыгранные им партии. Если игроков было 15 человек, то сколько человек должно выбыть? 15-1=14 (чел)
А сколько человек выбывает в результате одной партии? Конечно же один.
Значит, сколько было партий? 14:1=14. В третий день будет сыграно 14-(5+6)=3 
Ответ: 3 партии.
6.  На поверхности пруда плавает одна кувшинка, которая постоянно делится и разрастается. Таким образом, каждый день площадь, которую занимают кувшинки, увеличивается в два раза. Через месяц покрытой оказывается вся поверхность пруда. За сколько времени покроется кувшинками вся поверхность пруда, если изначально на поверхности будут плавать две кувшинки?
                                     Ответ: Две кувшинки покроют озеро за месяц минус один день.
7. Один джентльмен, показывая своему другу портрет, нарисованный по его заказу одним художником, сказал: "У меня нет ни сестер, ни братьев, но отец этого человека был сыном моего отца".
Кто был изображен на портрете?
                                                        Ответ: На портрете изображен сын этого джентльмена.
8.  При издании книги потребовалось 2 775 цифр того, чтобы пронумеровать ее страницы. Сколько страниц в книге?
Решение: На первые 9 страниц требуется 9 цифр. С 10-й по 99-ю страницу (90 страниц) требуется 90х2=180 цифр. С 100-й по 999-ю страницу (900 страниц) требуется 900х3=2700 цифр (по 300 цифр на каждую сотню страниц с трехзначной нумерацией). Следовательно, на 999 страниц необходимо 2700+180+9=2889 цифр. Мы перебрали (2889-2775)/3=38 страниц. Итого: 999-38=961 страница была в книге. Ответ : 961 страница.


9.Даны шесть слов: ЗАНОЗА , ЗИПУНЫ,КАЗИНО,КЕФАЛЬ,ОТМЕЛЬ,ШЕЛЕСТ

За один шаг можно заменить любую букву в любом из этих слов на любую другую (например, за один шаг можно получить из слова ЗАНОЗА слово ЗКНОЗА. Сколько шагов нужно, чтобы сделать все слова одинаковыми (допускаются бессмысленные)? Приведите пример и докажите, что меньшим числом шагов обойтись нельзя. 
Ответ:  25 .Напишем слова в столбик:
ЗАНОЗА,ЗИПУНЫ,КАЗИНО,КЕФАЛЬ,ОТМЕЛЬ,ШЕЛЕСТ
После всех замен буквы в каждой колонке должны стать одинаковыми. Число замен будет наименьшим, если в каждой колонке сохранить наиболее частую букву (любую из них, если таких букв несколько). Например, в первой колонке можно оставить буквы З или К, они обе требуют четырёх замен. Минимальное число замен равно 4+4+5+4+4+4=25.
Среди слов, которые могут получиться в результате, есть осмысленные, например ЗЕЛЕНЬ, КАПЕЛЬ или КАФЕЛЬ.
10. Определить четырёхзначное число, если деление этого числа на однозначное производится по следующей схеме:
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а деление этого же числа на другое однозначное производится по такой схеме:
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Ответ: 1014 (при делении на 2 и на 3), 1035 (при делении на 5 и на 9) или 1512 (при делении на 3 и на 7). Вторая схема деления может быть только такой:
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Если данное число равно [image: image7.png]1abe



, то согласно второй схеме деления 10 + a - x = 1. Число x не превосходит 9 и является произведением двух натуральных чисел, меньших 10. Кроме того, согласно первой схеме деления число 10 + a является произведением двух натуральных чисел, отличных от 1. Для a остаются три возможности: a = 0, 5 или 6. В первой схеме производится деление, соответственно, на 2 или 5, на 3 или 5, на 4. Во второй — на 3 или 9, 2 или 7, 3 или 5. Далее, 10b+ c делится на число, на которое производится деление в первой схеме. Перебирая возникающие в результате варианты, находим подходящие четырёхзначные числа.

11. На улице стоят пять домов.

1. Англичанин живёт в красном доме.

2. У испанца есть собака.

3. В зелёном доме пьют кофе.

4. Украинец пьёт чай.

5. Зелёный дом стоит сразу справа от белого дома.

6. Тот, кто курит Old Gold, разводит улиток.

7. В жёлтом доме курят Kools.

8. В центральном доме пьют молоко.

9. Норвежец живёт в первом доме.

10. Сосед того, кто курит Chesterfield, держит лису.

11. В доме по соседству с тем, в котором держат лошадь, курят Kools.

12. Тот, кто курит Lucky Strike, пьёт апельсиновый сок.

13. Японец курит Parliament.

14. Норвежец живёт рядом с синим домом.

Кто пьёт воду? Кто держит зебру?

В целях ясности следует добавить, что каждый из пяти домов окрашен в свой цвет, а их жители — разных национальностей, владеют разными животными, пьют разные напитки и курят разные марки американских сигарет.

Ответ

	дом
	1
	2
	3
	4
	5

	цвет
	жёлтый
	синий
	красный
	белый
	зелёный

	национальность
	норвежец
	украинец
	англичанин
	испанец
	японец

	напиток
	вода
	чай
	молоко
	сок
	кофе

	сигареты
	Kools
	Chesterfield
	Old Gold
	Lucky Strikes
	Parliament

	животное
	лиса
	лошадь
	улитки
	собака
	зебра


12.Два пятиклассника Андрей и Валентина идут со школы и разговаривают.
-Когда «послезавтрa» станет «вчера»,-сказал один из них ,-то «сегодня» будет так же далеко от воскресенья, как и тот день, который был «сегодня», когда «позавчора» было  «завтра». В какой день недели они разговаривали?
   Ответ: В воскресенье
Рекомендованная литература .

1.Агаханов Н .Х. Математика. Районные олимпиады. 6-11 кл. Просвещение ,2010.-192с.
2. Загадка Эйнштейна — Википедия.
3.Единая коллекция цифровых образовательных ресурсов. Олимпиадные задачи по всем разделам математики. Логика и теория множеств.(Интернет)
4. Генкин С.А., Итенберг И.В., Фомин Д.В. Ленинградские математические кружки . - Киров, "Аса", 1994. - 272 с.
	
	Cоловей Світлана Василівна, Степанківська ЗОШ І-ІІІ ступенів Черкаської районної ради


ІНВАРІАНТИ. РОЗФАРБУВАННЯ

Теорія:

  Інваріант в математиці - це властивість деякого класу математичних об'єктів залишатися    незмінними при перетвореннях певного типу. Уролі інваріанта  може використовуватися парніть, залишок від ділення на деяке число та інше. Як правило відповіді на запитання
до задач на інваріанти негативна.
	
	Концепція інваріанта є однією з найважливіших в математиці, оскільки вивчення інваріанта безпосередньо пов'язане із завданнями класифікації об'єктів того чи іншого типу. По суті, метою якої математичної класифікації є побудова деякої повної системи інваріантів (по можливості, найбільш простий), тобто такої системи, яка розділяє будь-які два нееквівалентних об'єкта з розглянутої сукупності.  



Приклади розв’язання задач:

1. На дошці записано 11 чисел — 6 нулів і 5 одиниць. Дозволяється 10 раз виконати таку операцію: закреслити будь-які два числа і якщо вони будуть однакові, то дописати до тих чисел, що залишились, один нуль, а якщо різні — одиницю. Яке число залишиться на дошці?
Розв'язання:
Після кожної операції сума всіх дописаних чисел змінюється на 0 або на 2, тому її парність не змінюється. Оскільки на початку сума була непар​ною, той останнє число, що змінюється на дошці, має бути непарним, тобто 1.
2.Дано таблицю 3x3 (рис). Дозволяється змінювати знак одночасно у всіх клітинках одного рядка або одного стовпчика. Чи можна дістати таблицю з самими плюсами?

Розв'язання
     Замінимо плюси на 1, а мінуси — на -1. Тоді добуток чисел у чотирьох           кутових клітинках дорівнює -1 і з кожною операцією не змінюється. Отримати     таблицю з самими плюсами неможливо.

3.Автомат розмінює одну монету на п'ять інших. Чи можна за його допомогою розміняти металеву гривню на 26 монет?
Розв'язання
Після кожного розміну кількість монет зменшується на 4. Тому щора​зу остача від ділення кількості наявних монет на 4 не змінюється і дорівнює 1. Але остача від ділення 26 на 4 дорівнює 2. Тому такий розмін неможливий.

4.У Змія-Горинича 2004 голови. Ілля Муромець одним ударом меча може відрубати точно 1, 15, 31 або 45 голів, але при цьому у Змія виростає 10, 33, 4 або 0 голів. Чи зможе богатир перемогти Змія-Горинича?
Розв'язання
Щоразу після удару меча кількість голів у Змія буде змінюватись на число, кратне 9. Тому щоразу остача від ділення числа голів на 9 не зміню​ватиметься і буде дорівнювати 6. Отже, число голів Змія не зможе дорів​нювати 0, оскільки 0 ділиться на 9 без остачі. Тому перемогти Змія-Гори​нича неможливо.


5.У кожній клітинці клітчатої дошки 7x11 сидить жук. У певний мо​мент усі жуки переповзають в одну із сусідніх клітинок, що мають з ними спільну сторону. Доведіть, що після цього якась клітинка буде порожньою.
Розв'язання
Розфарбуємо дошку так, як пофарбована шахова дошка. Тоді кожна клітинка матиме з сусідніми тільки клітини, пофарбовані в протилежний колір. Оскільки всього клітинок 77, то матимемо 39 клітинок одного кольо​ру і 38 другого. Нехай для визначеності білих клітинок 39. Тоді 39 жуків, які сиділи на білих клітинках, мають переповзти у 38 чорних клітинок. Тому знайдеться клітинка, на якій будуть сидіти принаймні два жуки, а тому знайдеться і порожня клітинка.


Задачі для самостійного розв’язання.
1. Є набір паличок різної довжини. 4 паличкидовжиною 2 см, 7 паличок довжиною  3 см,  5 паличок довжиною 8см. Чи можна з усіх паличок скласти прямокутник ?

Відповідь: не можна

2. Було 4 аркуші паперу. Деякі з них розірвали на чотири частини потім деякі з четвертинок знову розірвали на 4 частини і тд. Коли полічили загальну кількість отриманих клаптиків паперу , то виявилось. Що їх 2000. Чи правильно полічили.

Відповідь: не правильно.  
3. На дошці написано числа 1, 2, 3, ..., 19, 20. Дозволяється стерти будь-які два числа а і b і замість них написати число а + b – 1. Яке число може залишитись на дошці після 19 таких операцій?
Відповідь: 191

4.На столі лежить купа із 2004 каменів. Хід полягає в тому, що з якої-небудь купи, що містить більше ніж один камінь, один викидають, а потім купу ділять на дві. Чи можна через декілька ходів залишити на столі тільки купи, що складаються з трьох каменів?

     Відповідь:  не можна

      5. На кожному з 44 дерев, що розміщені по колу сидить один горобець. Час від часу якісь два горобці перелітають на сусіднє дерево – один за ходом годинникової стрілки,  а другий  - проти. Чи можуть усі горобці зібратись на одному дереві?

       Відповідь: горобці не можуть зібратись на одному дереві. 

        6. Є 99 відрізків, довжини яких дорівнюють  1,2,3,4,…,99 Чи можна з них скласти квадрат?

          Відповідь: Ні, не можна.
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ГЕОМЕТРИЧНІ ЗАДАЧІ 

Пропонований підбір задач для учнів 5-7 класів дає змогу підготувати їх до участі в математичних олімпіадах. У запропонованому переліку геометричних задач є задачі і на обчислення, і на доведення, і на «розрізання». Для того, щоб розв’язати ці задачі, учням достатньо знань шкільного курсу математики.

Приклади розв’язування задач

1. Довжини всіх сторін трикутника в дециметрах виражаються цілими числами. Одна сторона містить 1 дм, друга 3 дм. Обчислити периметр трикутника.

Розв’язання

Нехай одна сторона трикутника а = 1 дм, b = 3 дм, а третя сторона – с. За нерівністю трикутника кожна із його сторін має бути меншою за суму двох інших. Отже, с ≠ 1, бо 
1 + 1 < 3; с ≠ 2, бо 1 + 1 = 3; с ≠ 4, 5, … , бо 4 – 3 = 1, 5 – 3 > 1 і т.д. Отже, єдиним можливим значенням с є 3.

Р = 1 дм + 3 дм + 3 дм = 7 дм.

Відповідь: 7 дм.   

2. Розміри куска мила, що має форму прямокутного паралелепіпеда, дорівнюють 12 см, 
6 см і 4 см. Щодня витрачають однакову масу мила. Через 14 днів усі розміри куска мила зменшились у 2 рази. На скільки днів вистачить куска мила, що залишилось? 

Розв’язання
Нехай а = 12 см, b = 6 cм, c = 4 см. Визначимо об’єм куска мила за формулою V = abc, 
V = 12 см 
[image: image8.wmf]´

6 см
[image: image9.wmf]´

4 см = 288 см
[image: image10.wmf]3

. Через 14 днів розміри мила розміри куска стали такими:
 а = 6 см, b = 3 см, с = 2 см. Знайдемо об’єм мила, що залишився: 6 см
[image: image11.wmf]´

3 см
[image: image12.wmf]´

2 см = 36 см
[image: image13.wmf]3

. Визначимо, який об’єм мила витратили за 14 днів: 288 – 36 = 252 (см
[image: image14.wmf]3

). Так як щодня витрачають однакову масу мила, визначимо, який об’єм мила витрачали одного дня: 
252 : 14 = 18 (см
[image: image15.wmf]3

). Отже, 36 см
[image: image16.wmf]3

: 18 = 2 (дні).

Відповідь: 2 дні.

3. Чи існують трикутники, в яких один із кутів дорівнює різниці двох інших кутів.

Розв’язання

У трикутнику АВС: 
[image: image17.wmf]Ð

А + 
[image: image18.wmf]Ð

В+ 
[image: image19.wmf]Ð

С = 180
[image: image20.wmf]o

(*). Нехай 
[image: image21.wmf]Ð

А = 
[image: image22.wmf]Ð

В -
[image: image23.wmf]Ð

С, тоді цей вираз підставимо у вираз (*) замість А. Маємо: 
[image: image24.wmf]Ð

В - 
[image: image25.wmf]Ð

С + 
[image: image26.wmf]Ð

В + 
[image: image27.wmf]Ð

С = 180
[image: image28.wmf]o

; звівши подібні доданки, одержимо: 2
[image: image29.wmf]Ð

В = 180
[image: image30.wmf]o

;
[image: image31.wmf]Ð

В = 90
[image: image32.wmf]o

. Отже, існує трикутник, у якого один з кутів дорівнює різниці двох інших, і він – прямокутний.   

Задачі для самостійного розв’язання

1. За якої умови з двох трикутників можна скласти чотирикутник? 
Відповідь: коли вони мають хоча б одну пару рівних сторін.

2. Перекласти 5 паличок так, щоб залишилось всього 2 квадрати





3. У рівнобедреному трикутнику основа в 2 рази більша за висоту, проведену до неї. Знайти кути трикутника.

Відповідь: 45
[image: image33.wmf]o

, 45
[image: image34.wmf]o

, 90
[image: image35.wmf]o

.

5. Периметр рівнобедреного трикутника 14 см. Одна з його сторін втроє більша за другу. Знайти сторони трикутника.

Відповідь: 6 см, 6 см, 2 см.

6. Уяви собі, що кубічний метр розрізано на кубічні міліметри. Якої висоти вийде стовп, складений з цих кубиків? 

Відповідь: 1000 км. 

7. Куб (рис.), пофарбований, наприклад, у зелений колір, розпиляно на маленькі кубики, як показано на рисунку. 






Скажи:

а) Скільки буде кубиків зовсім не пофарбованих?

б) У скількох кубиків пофарбованою буде одна грань?

в) У скількох кубиків будуть пофарбовані дві грані?

г) У скількох кубиків пофарбованими будуть три грані?

Відповідь: а) 1; б) 6; в) 12; г) 8.   

8. Проведи 2 прямі, які поділяють трикутник на 2 трикутники і 1 чотирикутник.

9. У Михайлика є лінійка, на шкалі якої позначено лише 0 см, 5 см, 13 см. Як, користуючись цією лінійкою, він зможе побудувати відрізок завдовжки: 1) 3 см; 2) 2 см; 3) 1 см? 

Відповідь: 1) 13-25=3; 2) 3
[image: image36.wmf]´

5-13=2; 3) 2
[image: image37.wmf]´

13-5
[image: image38.wmf]´

5=1.

10. На площині проведено три прямі. На яку найбільшу і яку найменшу кількість частин ці прямі можуть розбити площину?

Відповідь: сім і чотири.

11. Скільки трикутників зображено на рисунку? 



Відповідь: 7.

12. Як треба розрізати прямокутник зі сторонами 4 см і 8 см на чотири частини, щоб із них можна було скласти квадрат?


13. Як треба розрізати квадрат на трикутник і чотирикутник, щоб із них можна було скласти трикутник?


Відповідь: 25.

14. Розрізати прямокутник із сторонами 18 см і 8 см на дві частини так, щоб з них можна було скласти квадрат.







15. Побудувати бісектрису кута, вершина якого розміщена поза малюнком. 

Вказівка: скористайтеся тим, що бісектриси трикутника перетинаються в одній точці. 

16. В середині квадрата зі стороною 1 розміщені декілька кругів, сума радіусів яких дорівнює 0,51. Довести, що знайдеться пряма, паралельна  одній зі сторін квадрата і перетинає щонайменше 2 круга.

17. В прямокутному трикутнику добуток висот у 2 рази менший добутку сторін. Знайти кути трикутника. 

Відповідь: 45
[image: image39.wmf]o

, 45
[image: image40.wmf]o

, 90
[image: image41.wmf]o

.

18. Воду з трьох заповнених рівних посудин висотою m і з квадратною основою із стороною а перелили в посудину з квадратною основою із стороною 2а. Якою буде висота рівня води в останній посудині?

Відповідь: 0,75m.
19. У прямокутному трикутнику добуток сторін у 4 рази більший за добуток висот. Знайдіть гострі кути трикутника.

Відповідь: 15
[image: image42.wmf]o

, 75
[image: image43.wmf]o

.

20. Діаметр кола збільшили на 1 см. На скільки збільшилась довжина кола?

Відповідь: на 
[image: image44.wmf]p

 см.

21. З даної точки кола проведено дві взаємно перпендикулярні хорди, з яких перша віддалена від центра на 30 см, а друга – на 10 см. Знайдіть їх довжини.

Відповідь: 20 см, 60 см.

22. Кут між дотичними до кола дорівнює куту між радіусами, проведеними в точки дотику. Знайдіть цей кут.

Відповідь: 90
[image: image45.wmf]o

.

23. Під яким кутом перетинаються дві прямі, якщо сума трьох із чотирьох утворених кутів становить 
[image: image46.wmf]3

8

 від середнього арифметичного двох із цих кутів, що не є рівними?

Відповідь: 60
[image: image47.wmf]o

.

27. Поділіть відрізок АВ довжиною 16 см на 3 нерівні відрізки. Відстань між серединами крайніх відрізків дорівнює 14 см. Знайдіть довжину середнього відрізка.

Відповідь: 12 см.

28. ABCD – квадрат. CF = FD = AB. Знайдіть 
[image: image48.wmf]Ð

AFB.





Відповідь: 30
[image: image49.wmf]o

.
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Богуш Л.В., Шабельниківський НВК Золотоніської районної ради 
Задачі на стратегію гри
Теорія


   У математичних іграх припускається, що грають двоє (інколи троє), ходи роблять по черзі (жоден із гравців не може пропустити хід), при чому гравці не роблять помилок. А тому в таких іграх на перед можна визначити кінцевий результат, тобто передбачити, який з гравців може забезпечити собі виграш. Для розв’язання задачі-гри необхідно сформулювати виграшну стратегію одного з гравців та довести, що така стратегія веде до виграшу.
    Серед ігрових задач зустрічаються ігри-жарти, тобто ігри, результат яких не залежить від того,як грають суперники.







   У багатьох ігрових задачах виграшна стратегія досягається за допомогою вдалого ходу-відповіді на будь-який хід суперника. Існування такого ходу може забезпечуватись симетрією, розбиттям на пари, доповненням до числа.






  Найбільш поширеними є симетричні й парні стратегії, а також стратегії, які будуються на основі аналізу ігрових позицій.







  Симетричні стратегії – це виграшні стратегії, розроблені на основі симетрії стартової позиції гри. Аналіз розв’язування таких задач показує, що в іграх із симетричною стартовою позицією здебільшого виграє той, хто не порушує її симетрії, а порушену суперником симетрію стартової чи ігрової позиції може поновити. Цей простий висновок часто допомагає здобути перемогу в ігрових задачах з симетричною стартовою позицією.
  Виграшні позиції що характеризується такими властивостями:



а) за один хід з однієї виграшної позиції не можна перейти до іншої виграшної 
  
позиції;










б) з будь-якої невиграшної позиції за один хід можна перейти до деякої виграшної
 (відмінної від попередньої виграшної) позиції.





Знаходження такого класу виграшних позицій для гри рівносильна її розв’язанню. До перемоги веде стратегія – перехід до виграшних позицій. При цьому, якщо початкова позиція виграшна, то виграє другий гравець, а в протилежному випадку виграє той, що починає. Пошук виграшних позицій в більшості випадків доцільно проводити за допомогою аналізу кінцівки гри, іноді до таких позицій можна дійти інтуїтивно.


Симетрія ігрових позицій забезпечує існування множини пар «прообраз – образ». У розглянутих задачах такими є пари клітинок таблиць, пари пелюсток ромашки, пари чисел виразу тощо. Гравець, дбаючи про симетрію ігрової позиції, зберігав пари «прообраз-образ». Він давав можливість супернику під час виконання ходу використовувати «прообраз» із цим самим гарантував можливість виконання свого наступного ходу, використовуючи симетричний «образ».


Іноді пари, подібні симетричним парам, можна використовувати і в задачах,  стартова позиція яких не є симетричною. Виграшну стратегію, яка передбачає використання пар, називають парною стратегією. Зазначимо, що конкретних порад щодо вибору «пар» не існує. Кожного разу виділення «пар» здійснюється, виходячи з умови конкретної задачі.
Розглянемо спосіб побудови стратегії успіху, який базується на аналізі ігрових позицій. Ігрову позицію називають виграшною, якщо існує такий хід гравця, який забезпечує йому виграш. Ігрову позицію називають програшною, якщо з неї не можна виграти. Якість ігрової позиції визначається перед ходом гравця і не залежить від того, який хід виконуватиме гравець. Після виконання ходу виграшна позиція перетворюється у програшну, а програшна – у виграшну. Аналіз ігрових позицій здебільшого варто починати з фінальної частини гри. Аналізом ігрових позицій треба визначити, чи є стартова позиція виграшною, чи вона програшна. Гравець, який починає гру з виграшної позиції за правильної гри завжди виграє, а гравець, який починає гру з програшної позиції – програє за правильної гри свого суперника.
Приклади розв’язування задач.

Задача 1. Маємо три купи каменів: у першій - 1О,   у другій ​– 15,  у третій - 20. За хід дозволяється розділити будь-яку купу на дві менші; програє той, хто не може зробити хід. 
. 

 Розв'язання. Наприкінці гри, коли не можна зробити хід, маємо 45 куп по одному каменю. За будь-який хід кількість куп збільшується на одиницю, тому вся гра має тривати точно 45 - 3 = 42 ходи. 
Отже, другий гравець з'авжди виграє. 
Задача2. Двоє гравців по черзі виймають із двох ящиків кулі. За один хід кожен гравець може брати з будь-якого (тільки одно​го) ящика довільну кількість куль. Виграє той, хто бере останнім. Як має грати той гравець, що починає, щоб виграти, якщо в першому ящику 73 кулі, а в другому - 118 куль?
 Розв’язання. Якщо перший гравець спочатку візьме 45 куль з другого ящика, то в ящиках стане куль порівну. Після цього перший гравець на кожен хід суперника має симетричну відповідь, тобто, якщо другий гравець бере п куль з якогось яшика, то перший має брати п куль з іншого ящика.

Задача 3. Оксана й Оленка обривають на ромашці пелюстки. За один раз можна зірвати будь-яку одну пелюстку або дві, які розташовані поруч. Виграє та дівчина, яка зірве останню пелюстку. Гру починає Оксанка. Хто виграє, якщо на ромашці: а) 24 пелюстки? б) 25 пелюсток.

Розв’язання. а) Виграє Оленка, якщо, будуючи свою стратегію гри, використає центральну симетрію стартової позиції. 


б) У цьому випадку стартова позиція гри має осьові симетрії. Їх усього 25 – стільки, скільки ромашка має пелюсток. Оксанка своїм першим ходом не порушить симетрії відносно однієї з цих осей. Але своїм першим ходом й Оленка може не порушити симетрії. Для цього їй треба так зірвати одну або дві пелюстки, щоб між зірваними пелюстками їх залишилось по 11. Другим ходом Оксана вже змушена порушити симетрію. Відповідаючи за кожний хід Оксанки, Оленка щоразу може поновлювати симетрію ігрових позицій, що врешті-решт забезпечить їй перемогу у грі.

Задача4.  Дві дівчинки по черзі беругь цукерки з двох коробок. За один хід можна взяти або одну цукерку з першої коробки, або одну цукерку з другої коробки, або по одній цукерці з обох коробок. Виграє та дівчинка, яка візьме останню цукерку. Хто виграє за правильної гри, якщо в одній коробці було 23, а в іншій 32 цукерки? 
Розв’язання. Для розв'язання задачі розглянемо прямокугну клітчату таблицю розміром 24х 33 клітинки. Клітинки пронумеруємо так, як показано на рисунку З.З. Тоді номери клітинок по горизонталі відлові​датимугь кількості цукерок у другій коробці, а по вертикалі- у першій. Поставимо на клітинку, що міститься в лівому нижньому кутку таблиці, тобто клітинку (23; 32), фішку. Таке положення фішки вjдпювідатиме стартовій позиції гри. Якщо з першої коробки дівчинка бере одну цукерку, то фішка зміщується на одну клітинку по горизонталі праворуч, якщо одну цукерку взяти з другої коробки - фішка зміщу​ється на одну клітинку по вертикалі вгору, якщо ж взяти по одній цукерці з обох коробок, то фіщка зміститься по діагоналі праворуч і вгору. Переміщення фішки по клітинках таблиці відповідає переміщенню короля по клітинках шахівниці (див. задачу 3.12). Гра завершиться, коли обидві коробки будуть порожні - фішка стоятиме на верхній правій  клітинці таблиці. Використовуючи результати аналізу ігрових позицій, проведеного в попередній задачі, доходимо висновку, що програшним позиціям гри відповідатимуть клітинки .таблиці з парними номерами. Отже, стартова позиція гри - виграшна позиція, а тому виграє дівчинка, яка починає гру. Для того щоб виграти, їй треба залишати після свого ходу в обох коробках парну кількість цукерок. 
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Рис. 3.3
Насамкінець зауважимо, що далеко не всі ігрові задачі можна розв’язати, використовуючи описані способи вибору виграшної стратегії. Іноді для розв'язання задачі доводиться поєднувати відомі способи, іноді - розробляти оригінальні стратегії, притаманні одній-єдиній за​дачі. Розв’яжемо дві такі задачі. 
Задача 5. У коробці знаходиться 60 сірників. За один хід можна взяти будь-яку кількість від 1 до 5 сірників. Програє той, хто неможе зробити хід. Хто з гравців
 (перший чи другий) може забезпечити собі виграш? 
Розв'язання. Проаналізуємо кінцівку такої гри. Якщо кількість сірників менша за 5, то той гравець, чия черга ходити, закінчує гру. Якщо кількість сірників більша за 6, то гра закінчиться через два або більше ходи. Якщо ж кількість сірників дорівнює 6, то гравець, чий хід передував цій позиції, точно наступним своїм ходом закінчує гру (для цього він на хід суперника в k сірників бере 6 - k сірників). Тобто  така позиція є виграшною для цього гравця. Очевидно, що позиції 12, 18, 24 (і т. д.) сірників для нього також є виграшними, бо таким самим способом він від позиції "24 сірники" переходить до позиції" 18 cipників", від" 18 " до "12". 
Oтже, початкова позиція виграшна для другого гравця, а його виграшною стратегією є доповнення ним ходів першого гравця до 6 cipників.
Задачі для самостійного розв’язування.

Задача 1 . На столі лежать 1978 сірників. Два хлопчики по черзі можуть брати один чи два сірники. Який хлопчик виграє і як він має грати для цього?

 Відповідь: Перший гравець. Перший хід – 1 сірник, виграшна стратегія –доповнення до 3.
Задача 2. На колі розставлено 20 точок. За хід дозволяється сполучити будь-які дві з них відрізком, що не перетинає відрізків, які проведено раніше. Програє той, хто не може зробити хід.

 Відповідь: Перший гравець. Перший хід – провести хорду, по обидва боки від якої розміщено по 9 точок, виграшна стратегія – симетричні ходи.

Задача 3.  Ромашка має:а) 12 пелюсток; б) 11 пелюсток. За хід дозволяється відірвати або 1, або 2 пелюстки, що ростуть поруч. Програє той, хто не може зробити хід.

 Відповідь: Другий гравець. Не залежно від першого ходу суперника він може залишити після свого ходу два однакові за довжиною ланцюжки пелюсток, після чого буде застосовувати симетричну стратегію.

Задача 4. Двоє по черзі ставляють хрестики і нулики в клітини дошки 9×9. Перший гравець ставить хрестик, другий – нулик. Наприкінці гри треба підрахувати, скільки є рядочків і стовпчиків, у яких хрестиків більше, ніж нуликів – це є очки, набрані першим гравцем. Кількість рядків і стовпчиків, де нуликів більше – очки другого гравця. Перемагає той, у кого більше очок. 
Відповідь: Перший гравець; перший хід він робить у центральну клітинку, потім робить симетричні ходи – відповіді.
Задача 5. Гра починається з числа 2. За хід дозволяється додати до наявного числа будь-яке натуральне число, менше за нього. Виграє той, хто одержить 1000.
 Відповідь: Виграшні позиції: 500, 250,125,62,31,15,7,3. Перший гравець.
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ПРИНЦИП ДІРІХЛЕ 
Теоретичні відомості

Принцип Діріхле́ (також принцип коробок Діріхле, принцип голубів і кліток) — комбінаторне твердження, сформульоване німецьким математиком Петером Діріхле.

Під цим принципом розуміють таке твердження: «Якщо n + 1 об’єктів розміщати на n місцях, то знайдеться принаймні два об’єкти, які розмістяться на одному і тому самому місці». У жартівливій формі принцип Діріхле часто формулюють так: «П’ять кроликів не можна посадити у чотири клітки так, щоб кожний з них сидів в окремій клітці». 

Деколи буває корисним ще таке переформулювання принципу Діріхле: Якщо одне з кількох чисел більше від їх середнього арифметичного, то серед цих чисел знайдеться інше, що є меншим від їх середні арифметичного.

Принцип Діріхле можна також сформулювати зовсім "по-науковому", не використовуючи кліток і зайців.

Нехай А і В - скінчені множини, причому 

m - кількість елементів множини А, 

n - кількість елементів множини В (m> n). 

Тоді при будь-якому відображенні множини А в множину В знайдуться два елементи множини А, що мають той самий образ.

Приклади розв’язування задач

1)У магазин привезли 25 ящиків з яблуками трьох сортів, причому в кожному ящику лежали яблука якогось одного сорту. Чи можна знайти 9 ящиків з яблуками одного сорту

Розв’язування:   Нехай знайти 9 ящиків з яблуками одного сорту неможна, тобто ящиків з яблуками одного сорту буде 8 і менше. Тоді ящиків буде не більше чим  8 · 3 = 24.
У магазин привезли 25 ящиків з яблуками.  25  > 24.

 То можна знайти 9 ящиків з яблуками одного сорту. 

2)У мішку лежать кульки двох різних кольорів - чорного і білого. Яку найменшу кількість кульок потрібно вийняти з мішки, шоб серед них точно дві кульки виявились одного кольору?

Розв'язання. Зрозуміло, що узявши три кульки, ми виявимо, що дві з них одного кольору. У даному випадку роль зайців відіграють кульки, а роль кліток - чорний та білий кольори.

3) У школі 740 учнів. Довести, що принаймні троє з них в один і той самий день святкують свій день народження. 

Розв’язування: Якби щодня двоє учнів святкували свій день народження, то в школі було б 732 учні. У школі 740 учнів.  740 > 732. То принаймні троє з них в один і той самий день святкують свій день народження.

4) 2. У лісі росте мільйон ялинок. Відомо, що на кожній із них не більше ніж 800 000 голок. Доведіть, що в лісі знайдуться дві ялинки з однаковою кількістю голок.

Доведення. Припустімо, що в лісі всі ялинки мають різну кількість голок (на деякій ялинці голок могло не бути зовсім). Тоді в лісі не більше ніж 800 001 ялинка, що суперечить умові. Тут у ролі зайців були ялинки, а в ролі кліток - усі можливі варіанти кількості голок на них.

5) У районі 15 шкіл. Доведіть, що як би не розподіляли між ними 90 комп’ютерів, то обов’язково знайдуться дві школи, яким припаде однакова кількість комп’ютерів (можливо й жодного).

Розв’язування: Нехай у всіх школах буде різна кількість комп’ютерів, то всього комп’ютерів буде не менше ніж 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + + 7 + 8 + 9 + 10 + 11 + 12 + 13 + 14 = 105. Розподіляли 90 комп’ютерів. 105 > 90. протиріччя. Тоді обов’язково знайдуться дві школи, яким припаде однакова кількість комп’ютерів.

6) У класі 33 учні, а сума їх віків складає 430 років. Чи справедливе твердження, що знайдуться в класі 20 учнів, сума віків яких більше 260?

Розв’язання: Якби сума віків 20 старших  учнів класу була не більше 260 років, то серед них були б учні у віці не більше 13 років. Значить, кожен з 13 молодших школярів не старше 13 років. Звідки сума їх віків не перевищує 13 · 13 = 169 років. Тоді сума віків всіх однокласників не перевищувала б 260 + 169 = 429 років. Але сума віків учнів класу складає 430 років (за умовою),   430  > 429.

 Значить, сума віків 20 старших школярів більше 260.

7) У місті більше ніж 8 мільйонів жителів. Науковці вважають, що в кож­ної людини менш ніж 200 000 волосин на голові. Доведіть, що є принаймні 41 житель з однаковою кількістю волосин на голові.

Доведення. Оскільки 40-200000 = 8000000 (кількість волосин у людини коливається від  0  до   199 999,  усього  200 000  варіантів), то,   згідно з принципом Діріхле знайдеться принаймні 41 житель, що має однакову кількість волосин на голові. Тут роль предметів відіграють жителі, а роль ящиків - усі можливі варіанти кількості волосин на голові.

8) У бригаді 7, чоловік і їх сумарний вік складає 322 роки. Доведемо, що із них можна вибрати трьох осіб, сумарний вік яких не менший 138. 

Доведення. Оскільки середній вік членів бригади складає 46 років, то сумарний вік трьох найстарших людей не менший за 3∙46 = 138 років.

9) Декілька футбольних команд проводять турнір в один круг. Довести, що у будь-який момент турніру знайдуться дві команди, що зіграли до цього моменту однакове число матчів.

Доведення: Нехай n — кількість команд в турнірі. Всього кожна команда повинна зіграти   n - 1 матч  з кожною іншою командою, окрім себе. (n – 1) максимальна кількість матчів для будь-якої команди, 0 - мінімальна кількість матчів (в разі команди, що ще не зіграла жодного матчу). Розглянемо таблицю чемпіонату, а саме її графу "зіграно матчів". Якщо в цій графі число n - 1 зустрічається хоч би один раз, то це означає, що є як мінімум одна команда, що зіграла всі свої матчі, тобто зіграла зі всіма останніми командами. Це означає, що 0 в цій графі немає ні в однієї команди. Значить, пари значень кількості зіграних матчів виглядає: 0 і n - 2;    1 і n - 1; ... .

Пари: 0 і n - 1 не може бути присутній в графі зіграних матчів одночасно. Всього таких пар n - 1.

    n > n - 1. Тоді  знайдуться як мінімум дві команди, що зіграли однакову кількість матчів.

Задачі для самостійного розв’язання

1)Усередину квадрата зі стороною 10 см впала 101 точка. Чи можна аркушем паперу прямокутної формі з розмірами 
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см накрити принаймні 11 точок? (так)

2) Між двома електричними опорами, відстань між якими 30 м, натягнуто провід. На нього сів 61 горобець. Доведіть, що на цьому проводі знайдеться шматок завдовжки 1м, на якому сидять принаймні три горобці.

3) Всередині куба з ребром 1 м літає 2001 муха. Доведіть, що в цьому кубі можна виділити кубик з ребром 1 дм, в якому знаходяться три мухи.

4) У похід пішли 12 туристів. Наймолодшому з них 20 років, а найстаршому – 30. Чи є серед них однолітки? (так)

5) Усі точки площини пофарбовані у два кольори. Довести, що на площині є дві точки однакового кольору, відстань між якими дорівнює 1.

6) У п’ятому класі навчається 30 учнів. У диктанті один учень припустився 12 помилок, а решта – менше. Довести, що принаймні троє учнів припустились однакової кількості помилок.

7) Довести, що серед 100 довільних цілих чисел завжди знайдеться 15 таких, що різниця будь-яких двох з них ділиться на 7.

8)У школі 740 учнів. Довести, що принаймні троє з них народилися в один і той самий день.

9)На планеті Земля океан займає більше половини площі поверхні. Доведіть, що в світовому океані можна вказати дві діаметрально протилежні крапки.

 10) У класі 33 учні, а сума їх віків складає 430 років. Чи справедливе твердження, що знайдуться в класі 20 учнів, сума віків яких більше 260?(так)

11) Петя хоче написати на дошці 55 різних двозначних чисел так, щоб серед них не було двох чисел, що дають в сумі 100. Чи зможе він це зробити? (ні, не зможе)

12) У місті налічується 10000 телефонів, їх номери позначаються чотирма цифрами. У центральному районі встановлено більш як половину всіх телефонів. Довести, що хоча б один з номерів телефонів центрального району дорівнює сумі номерів двох інших телефонів цього ж району.

13)Заняття математичного кружка проходять в дев'яти аудиторіях. Серед інших, на ці заняття приходять 19 учнів з однієї і тієї ж школи. 
   1) Доведіть, що як їх не пересаджуй, хоч би в одній аудиторії виявиться не менше трьох таких школярів. 

   2) Чи вірно, що в якій-небудь аудиторії обов'язково виявиться рівно три таких школяра?

14) На співбесіду прийшли 65 школярів. Їм запропонували 3 контрольних роботи. За кожну контрольну ставилася одна з оцінок: 2, 3, 4 або 5. Чи вірно, що знайдуться два школярі, що отримали однакові оцінки на всіх контрольних?
 15) У змаганнях по вольній боротьбі брало участь 12 чоловік. Кожен учасник повинен був зустрітися з кожним з останніх по одному разу. Доведіть, що у будь-який момент змагання є два учасники, що провели однакове число сутичок.

16) Довести, що ніяка пряма не може перетнути усі три сторони трикутника.

17)Маємо 25 цукерок 3 сортів. Чи вірно, що принаймні 9 з них будуть одного сорту? (так)

18)Чи існує натуральне число, яке складається лише з нулів і одиниць, щоб ділилося на 2009?(так)

19)Довести, що в будь-який компанії є дві людини, які мають однакову кількість знайомих в цієї компанії. (від супротивного)

20) Сто осіб сидять за круглим столом, причому більш ніж половина з них – чоловіки. Довести, що двоє з них сидять напроти один одного.

21) Довести, що з будь-яких трьох натуральних чисел можна вибрати три числа, сума яких ділиться на три.

22) Учень намагався пронумерувати вершини куба числами від 1 до 8 так, щоб суми чисел на кінцях кожного ребра куба були різні. Чи вдасться це йому?(ні)
Рекомендована література:
1. «Принцип Діріхле. Задачі для самоперевірки» trushsnbv.ru/6/2/fsles/tema2_2.pdf
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3. Вороний О.М. Готуємось до олімпіад з математики.-Х.: Основа, 2008.-7с.

4. Калинин Д. статья «Принцип Дирихле», www.problems.ru/artscles/216.php
5. Маланюк М.П., Лукавецький В.І. Олімпіади юних математиків.-К.: Радянська школа, 1985.-4с

6. Негода С.П. Задачі, які використовують принцип Діріхле/ Принцип Діріхле для юних математиків

7. Черкасова Т.О. Готуємося до математичних конкурсів, Виставка педтехнологій  м.Черкаси, 2009.-114с.
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Комбінаторика
Теорія

Ключовим завданням навчання у загальноосвітній школі являється розвиток мислення. Прикладний зміст комбінаторних задач добре розвиває логічне мислення, захоплює своїм змістом, навчає учнів орієнтуватися в нестандартних ситуаціях. Математичний апарат  та розвиток абстрактного мислення учнів 5-6 класів не дає змогу знайомити їх з  формулами комбінаторики, тому краще на основі задач навчити школярів прийомам логічних міркувань, не вводячи термінів та формул.

Правило суми: якщо об’єкт а можна вибрати m способами, а об’єкт  в  можна вибрати k  способами, причому будь-який вибір об’єкта а відрізняється від вибору об’єкта в, то один із об’єктів а чи в можна вибрати m+k  способами.

Правило добутку:  якщо об’єкт а1 можна вибрати m1 способами, об’єкт а2-m2   способами, то вибір упорядкованої  системи об’єктів (а1, а2) можна здійснити m1+m 2 способами.

Приклади розв’язування задач

Задача 1. В Країні Чудес є три міста А,Б і В. З міста А в місто В   ведуть 6 доріг, а з міста Б у місто В-4 дороги. В Країні Чудес побудували ще одне місто-Г і 3 дороги від А до Г та 2 дороги від Г до В. Скількома способами тепер  можна проїхати від А до В?   

Розв`язок. Виділимо два випадки: шлях проходить через місто Б або через місто Г. 6*4=24, 3*2=6, 24+6=30.

Задача 2. У магазині чоловічого одягу продають 9 видів ексклюзивних сорочок та 5 видів ексклюзивних брюк. До магазину зайшли два покупці. Перший покупець може купити або одну сорочку або одні брюки. Після здійснення покупки першим покупцем другий покупець купує дві одиниці товару: одну сорочку й одні брюки. Яку покупку має зробити перший покупець, щоб у другого було більше можливих варіантів вибору товару?

 Розв`язок. 

Варіант 1. Перший покупець вибрав сорочку. Тоді другий покупець може здійснити вибір
 (9-1)*5=40 способами.

Варіант 2. Перший покупець вибрав брюки. Тоді другий покупець може здійснити вибір

9*(5-1)=36 способами.

Відповідь: Перший покупець має придбати сорочку.

Задача 3. Назвемо натуральне число «симпатичним», якщо в його запису зустрічаються тільки непарні  цифри. Скільки існує 4-цифрових «симпатичних» чисел?

Розв`язок. Одноцифрових «симпатичних» чисел-5. До кожного з них друга непарна цифра може бути дописана 5-ма різними способами 5*5=25 чисел. Аналогічно міркуючи 5*5*5*5=625 чотирицифрових «симпатичних» чисел існує.

Задача 4. Нехай А-множина всіх натуральних чисел до 700, які діляться на 3, а В- множина всіх натуральних чисел до 300, які діляться на 7. Скільки існує впорядкованих пар (а, в), таких, що  а+в-парне, а-належить множині А, в- належить множині В, а і в-різні?

Розв`язок. Множина А містить 233 елементи, з  яких 116-парних  і 117-непарних, а множина В містить 42 елементи, з яких 21-парних і 21-непарних,із них обом множинам належить 14 елементів. Тоді: 116*21=117*21-14=4879-кількість пар.

Задача 5. Ви маєте 5 прапорців синього, білого, червоного, рожевого та зеленого кольорів. Для передачі інформації вивішують  три прапорці, причому важливим є як колір так і порядок у якому розташовують прапорці. Скільки різних повідомлень можна передати таким способом?

Розв`язок. Перший колір можна вибрати 5-ма способами. Кожному вибору першого кольору відповідає 4-и вибори другого кольору, а на кожний вибір другого-3 вибори третього. 5*4*3=60 сигналів можна передати.

Задачі для самостійного розв’язання.

1) Необхідно скласти двопозиційний код для кодового замка. На першій позиції розміщають одну з букв української абетки, на другій одну з цифр десяткової системи числення. Скільки різних варіантів коду можна скласти?

(33*10=330)

2) Скільки натуральних п’ятизначних чисел існує в десятковій системі числення?

(9*104)

3)  Алфавіт племені Мумбо-Юмбо  складається з 3-ох літер А, Б, В. Слово-будь яка послідовність,що складається не більше як з 4-ох літер. Скільки слів у мові племені?

(3+32+33+34=120) 

4) Монету кидають тричі. Скільки різних послідовностей орлів та рішок при цьому отримують?

(23)

5) В одного учня є 5 книг з математики, а другого-6 книг з фізики. Скількома способами ці учні можуть обміняти один в одного по 3 книги.

(200)
Рекомендована література.
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МНОЖИНИ

  «За допомогою логіки доводять,а за допомогою інтуїції винаходять.»       Анрі Пуанкаре

Жуль Анрі Пуанкаре (1854-1912)-видатний французький математик,філософ і теоретик науки; голова Паризькоїакадемії наук і Французької академії наук.

  Пуанкаре називають одним із найвидатніших математиком- універсалом,людиною,що здатна осягнути всі математичні результати свого часу.[3,ст.84]  

Теоретичні  відомості
   Алгебра множин-розділ теорії множин,який визначає  закони композиції множин,виходячи з основних операцій над ними,а також пропонує певну систематичну процедуру для обчислення теоретико-множинних  рівнянь та співвідношень.[5,ст.6-13] 
Множиною називають  сукупність об’єктів довільної природи (з певними обмеженнями).Множини прийнято позначати великими літерами:А,В,С…

  Числові множини мають стандартне позначення:N-натуральні числа,Z-цілі числа,Q-раціональні числа,R-дійсні числа,C-комплексні числа.

 Множина без елементів називається порожньою(множина зайців на Місяці,крокодилів у Дніпрі).

Множина задається переліком елементів або характеристичною властивістю.  

  Дії над множинами зручно для наочності зображати(або дублювати) діаграмами Ейлера-Венна.[2, ст.61-87]

Приклади розв’язування задач

                                                Задача№1

    Як це може бути:два батька та два сина,а всього троє?Роз в’язати за допомогою дій з множинами.

   Ця задача-загадка належить до задач,які можна розв’язати за допомогою теорії  множин.Множини батьків А={а,б}(а-батько;б-дід,що є батьком а) та синів,                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            В={с,а }(с-хлопчик,а-його батько,що є сином б). Розв’язати цю задачу означає скласти з цих елементів таку множину,яка б включала три елементи .Ознака цієї множини в тому,що вна складається з тих і тільки з тих елементів,які належать  першій або другій множині,тобто множині батьків або синів.Тому знайдемо об’єднання цих множин:множина,що складається з хлопчика,його батька та його діда  і об’єднанням множин  батьків і синів:АUВ ={а,б, c}[3,ст..83]

                                              Задача№2

  Із 38 учнів 5 класу ізостудію відвідують 28,а лижну секцію-17.Скільки «лижників» відвідують ізостудію,якщо 4 учні не відвідують ні ізостудію, ні лижну секцію?


Обчислимо скільки учнів змістовно проводять дозвілля: 38-4=34(учні)

 Нехай х- кількість «лижників»,що відвідують ізостудію, тоді заишемо рівняння:28+17-х=38.  Розв’язавши це рівняння, отримаємо: х=7(учнів)

Відповідь:7 учнів.[3,ст.87]

                              Задача№3

   Чи можна всі натуральні числа від 1 до 65 розбити на кілька груп так, щоб у кожній групі найбільше число дорівнювало б сумі інших?

    Припустимо, що можна. Тоді в кожній групі сума чисел є парним числом, тому сума чисел від 1 до 65 теж має бути парним, отже сума 1+….+65=65*33- не являється парною. Отже ні.[1,ст.  16]

Задачі для самостійної роботи
                             Задача№1.1

   Назвіть три елементи множини: а)предметів, що вивчаються в 5 класі; б) дзвінких приголосних звуків українського алфавіту; в) натуральних чисел.[2;ст.62]

                              Задача №1.2

  Відгадайте загадку та запишіть множину, яка є об’єднанням літер слів- відгадок.

Летіла птиця на морозі 

Над хатами зимовим днем

Згубила літеру в дорозі

І стала цифрою з нулем.

Відповідь:{а,к,о,р,с}[4,ст..59]

Задача 1.3

    Задайте множину В={2,4,6,8,10,12,…} словами,зазначивши її характеристичну властивість.

Відповідь:множина парних чисел.[4,ст.53]

                      Задача 1.4

   У таборі відпочинку оздоровлювалося 70 учнів.27 з них відвідували театральний гурток,32 співали в хорі,22 відвідували спортивні секції.До того ж відомо, що в театральному гуртку -10 учасників хору та 8 спортсменів,у хорі -6 спортсменів.3 спортсмени відвідували театральний гурток і хор. Скільки учнів не відвідували театральний гурток і не захоплювалися спортом?

Відповідь:39 учнів.[3,ст.85]

                                 Задача№1.5

         Дано 6 чисел 1…6. Дозволяється до кожного другого додати 1.Чи можна зробити ці числа рівними?

Відповідь:ні.[1,ст.16]     

Рекомендована література
1. Готуємось до олімпіад з математики//Бібл. ж-лу Матем.  в шк. Укр.;-Харків: ВГ  «Основа»,2007;

2. Л.П.Стойлова, А.М.Пишкало «Основы начального курса математики;-М.: «Прсвещение»,1988;

3. О.І.Муковська, Д.В.Васильєва «Посібник з логіки для 5 класу» ТОВ ВД  «Весна»;2011;

4. О.І.Муковська, Д.В.Васильєва «Робочий зошит з логіки для 5 класу» ТОВ ВД«Весна»;2011;
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	Хряпак Ольга Федорівна, Руськополянська загальноосвітня 
школа І – ІІІ ст. № 1 Черкаської районної ради 


ПОДІЛЬНІСТЬ ЧИСЕЛ
Теорія
Одним із ефективних  засобів розвитку мислення є розв’язування задач, що пропонувалися на математичних олімпіадах. Розв’язування таких  задач розвивають кмітливість, логічність, винахідливість, гнучкість і критичність розуму. Серед олімпіад них задач часто зустрічаються задачі на подільність.

При розв’язуванні задач на подільність часто використовують ознаки подільності та кілька очевидних властивостей.

Властивість 1

Кожен множник розкладу деякого числа є дільником цього числа.

Властивість 2

Якщо один  множник ділиться на х , а другий множник ділиться на у, то добуток ділиться на ху.

Властивість 3

Якщо один з множників ділиться на деяке число, то й добуток ділиться на це число.

Властивість 4

Якщо натуральне число n ділиться на число m , то воно ділиться і на дільники числа m.

Властивість 5

Якщо два числа дають при діленні на третє число однакову остачу, то їх різниця кратна третьому числу.

Властивість 6

Якщо цілі числа а і b діляться на d, то їх різниця а – b теж ділиться на d.

Властивість 7

Якщо ціле число b та різниця a-b діляться на d, то й число a =b+(a-b )також ділиться на d.

Властивість 8

Якщо цілі числа a і b діляться на d, то при будь яких цілих x і y  число ax + by також ділиться на d.

Властивість 9

Сума двох довільних натуральних чисел і сума їх остач при ділення на деяке натуральне число дають однакові остачі.

Властивість 10

Добуток двох довільних натуральних чисел і добуток їх остач при ділення  на деяке натуральне число дають однакові остачі.

Приклади розв’язування задач

1. Доведіть , що добуток трьох  послідовних натуральних чисел ділиться на 6.

                                                Розв”язання
Серед трьох послідовних натуральних чисел  одне ділиться на  3 і принаймні одне парне. Оскільки числа 2 і 3 взаємно прості, то добуток трьох послідовних натуральних чисел ділиться на 2 *3 = 6.

2. Чи можна всі двоцифрові числа від 32 до 86 включно виписати у певному порядку одне за одним так, щоб дістати запис простого числа?

                                            Розв”язання 

В якому б порядку не були записані дані числа,сума цифр, що стоятимуть на парних місцях, дорівнюватиме 245. Різниця 300-245 = 55 ділиться на 11,яке не є простим.

3. Доведіть , n3 +2n ділиться на 3 при будь якому натуральному n.

                                       Розв”язання 

Число n  при діленні на 3 дає одну з трьох остач: 0, 1, 2. Тому можливі три випадки:

n = 3k;   n = 3k+1;     n = 3k + 2.

У першому випадку n3 і 2n діляться на 3 , а тому і n3  +2n також ділиться на 3.

4. Відомо , що  p; p + 10; p + 14 – прості числа. Знайдіть р.

                                                    Розв”язання
Якщо р > 3, то р = 3к + 1, або р = 3к + 2. Якщо р = 3к + 1 ,то р + 14 = 3к +15 – ділиться на 3 і теж не є простим числом. Отже , р ≤ 3, тому р = 3.

Відповідь . р = 3.

5. Скільки є  п’ятицифрових чисел, які діляться на 90, а дві перші цифри в них дорівнюють 57?

                                  Розв’язання 

Оскільки  числа діляться на 90, то вони діляться на 10 і на 9. Це означає, що остання цифра дорівнює 0 , а сума цифр ділиться на 9. Так як 

                                   18- (5+7) = 6   і

                                  27- ( 5+7) = 15,

То сума третьої і четвертої цифри дорівнюють 6 або 15. Можливі такі варіанти : 0 і 6, 1 і 5 і т.  д. до 6 і 0   або 6 і 9,7 і 8, 8 і 7, 9 і 6 – всього 7+ 4= 11 випадків.

Відповідь. 11 чисел.

6. Зустрілися дві жінки . Одна похвалилася, що в неї є три сини.

· Скльки їм років? – спитала друга.

· Якщо перемножити їх вік, то вийде 36, а якщо додати – то вийде № твоєї квартири, - відповіла перша. Подумавши , друга жінка сказала, що її не вистачає інформації. Тоді перша сказала:

· У мого старшого руде волосся.

· Тепер я знаю вік твоїх синів, - вигукнула друга жінка.

Визначте і ви вік кожного хлопчика.

                               Розв’язання

Вік кожного хлопчика є дільником числа 36. Це  чила 36, 18, 12, 9, 6, 4, 3, 2, 1. Розглянемо можливі розклади числа 36 на множники .

36*1*1 = 18*2*1=12*3*1 =9*4*1=9*2*2=6*6*1 =6*3*2=4*3*3.

Суми цих множників відповідно дорівнюють:

36+1+1 =38

18+2+1 =21

12+3+1 =16

9+4+1 =14

9+2+2 =13

6+6+1=13

6+3+2 = 11

4+3+3 = 10

Якби номер квартири другої жінки був 38,21,16, 14, 11 чи 10, то вона визначила б вік хлопців без додаткової інформації. Оскільки їй спочатку не вистачило інформації, то номер її квартири 13  і вона має два випадки – 9; 2; 2 або 6; 6; 1.

Фраза « У  старшенького руде волосся» , означає, що два старші сини мають різний вік. Цим самим виключається випадок  6; 6; і 1 рік. Отже , старшому було 9 років, двом іншим по 2 роки.

7.  Не перемножуючи , встановіть чи ділиться добуток 148*75 на 2, на 5, на 10.

                                       Розв’язання

Оскільки 148 ділиться на 2, то добуток ділиться на 2 оскільки 75 ділиться на 5, то добуток ділиться на 5. Оскільки 148 ділиться на 2, а 75 ділиться на 5, то 148*75 ділиться на 2*5 = 10.

8. Доведіть, що натуральні числа записані трьома однаковими цифрами, діляться на 37.

                                     Розв’язання

Всі трицифрові числа з однаковими цифрами можна подати у виді 111* n. Оскільки 111 ділиться на 37, то і 111 * n ділиться на 37.

9. Довести , що з будь яких чотирьох натуральних чисел знайдуться 2, різниця яких являється кратним числу 3.

                                      Розв’язання

При ділення натуральних чисел на 3 може бути 0, 1 або 2. Всі натуральні числа розподілимо в три групи за остачею при діленні на 3. Серед чотирьох довільних натуральних чисел принаймні  два потрапляють в одну групу – значить вони дають однакову остачу. 

10. Чи існує восьмицифрове число , у запису якого всі цифри різні , і яке ділиться на всі свої цифри?

                                     Розв’язання.

Ні , не існує. Цифра нуль відсутня. Сума інших дев’яти цифр дорівнює 45. Якщо ще одна відсутня цифра  - це 5 , то число не ділиться на 3. Якщо цифра 5 присутня, то число ділиться на 5 , цифрар 5 -  на останньому місці, але тоді не буде подільності на будь яку парну цифру.

Задачі для самостійного розв’язування

1. Відомо, що 56а = 65b, причому a i b натуральні числа. Доведіть , що a + b – складене число.

2. Доведіть, що квадрати натуральних чисел при діленні на 4 можуть давати лише остачі 0 або 1.

3. До числа 55 зліва і справа приписали по одній цифрі так, щоб одержане число ділилося на 18. Знайти ці числа. Відповідь . 8550, 6552, 4554, 2556.

4. Чи можна числа 1, 2, 3 …2000 записати в такому порядку, щоб сума будь-яких двох чисел, які записані через одне число, ділилась без остачі на 7?

Відповідь. Ні, не можна.

5. Яких п’ятицифрових натуральних чисел більше: які не діляться на 5 ,чи тих, у яких ані перша, ані друга зліва цифри не п’ятірки .

Відповідь. Порівно .

6. Перша цифра натурального числа N дорівнює 3. Якщо ми запишемо це число без цієї першої цифри 3, то одержимо число M. Знайти два таких числа N, для яких виконується рівність N = 25M, для деякого М.

Відповідь . 3125, 31250.

7. Знайти найменше натуральне число , яке при діленні на 2, 3, 4, 5 і 6 дає в остачі числа 1, 2, 3, 4, 5 відповідно.

Відповідь .59.
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