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  Даний посібник підготовлений членами районної творчої групи вчителів математики Лисянського району: Запарою О.Г., Васильченко С.А., Івлєвою О.В., Яцентюк Г.М., Свиденко Т.О., Гончар В.М.,  Якименко Л.М. 
 Він допоможе школярам опанувати методи та ідеї розв'язування олімпіадних задач з тем: «Цілі числа та многочлени, подільність», «Логічні задачі», «Принцип Діріхле», «Діафантові рівняння».

Посібник  містить довідниковий матеріал, приклади розв’язання та набір задач для підготовки учнів 5-7 класів до олімпіад з математики. Окремим розділом виділені задачі з підручника математики та рубрики «Розв’язуємо разом».


Збірник стане в пригоді вчителям у позакласній роботі, при підготовці учнів до математичних турнірів та олімпіад, а також на уроках математики для активізації їх розумової діяльності.


Рекомендовано вчителям і учням загальноосвітніх шкіл, ліцеїв та гімназій, керівникам математичних гуртків і всім тим, хто цікавиться математикою.
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Від авторів

Математика – наука молодих.
 Інакше  й не може бути. 
Заняття математикою – 
це така гімнастика  розуму,  
для  якої потрібна вся гнучкість
 і вся витривалість молодості.

                                                                                                                                   Н. Вінер

Математика – цікавий і такий потрібний  предмет. Сподіваємося, що ти встиг її полюбити. Ми маємо надію, що цьому сприятиме посібник, який ти тримаєш в руках.


Шановний друже! У сьогоденні важко обійтися без математики. У школі зазвичай навчають розв’язувати стандартні задачі, що також є важливими  та необхідними. Проте вміння розв’язувати нестандартні задачі розвиває кмітливість та креативність, що є мистецтвом. Цей посібник допоможе тобі опанувати основні методи розв’язання нестандартних задач з тем: «Цілі числа», «Логічні задачі», «Принцип Діріхле», «Многочлени». Серед задач є такі, де потрібна лише кмітливість, щоб їх розв’язати, а в інших, розв’язання потребує знання певних методів, наполегливості, творчості. 

Різноманітні завдання передбачають різні рівні складності. Рівень їх складності підвищується у межах кожного розділу від легких до більш складних. Розташування завдань за темами робить збірник зручним у користуванні. Надання поширених чи часткових розв’язків дасть змогу тобі перевірити рівень своїх знань та вмінь.

 Посібник містить необхідні теоретичні відомості, рубрики: «Задачі з підручників  5 - 7 класів», «Розв’язуємо разом», «Задачі для самостійного розв’язання», «Перевір себе», «Задачі Всеукраїнських математичних олімпіад»,  які ти можеш використати  при підготовці до  математичних олімпіад, конкурсів та турнірів. 
Тут же ти знайдеш поради учаснику олімпіад.
Посібник також стане у пригоді вчителям під час організації гурткових і факультативних занять, які готують учнів до участі в олімпіадах, і учнів, які бажають досягти олімпійських вершин.  
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  Поради учаснику олімпіади   

1. Уважно прочитай умову задачі,  визнач порядок, у якому будеш їх розв’язувати (краще починати з легших задач).
2. Якщо умову задачі ти зрозумів неоднозначно, то не вибирайте зручніший для себе, а звернись за консультацією до членів журі.

3. Якщо незрозуміло якесь твердження, то спробуй його довести або спростувати.

4. Не зациклюйся на одній задачі. Якщо немає ідеї розв’язання, то задачу краще (хоча б на деякий час) залишити.

5. Розв’язавши задачу, зразу ж оформляй розв’язання. Це допоможе перевірити його правильність і звільнить увагу для інших задач.

6. Кожен, навіть очевидний, крок розв’язання треба записувати. Громіздкі розв'язки краще записувати у вигляді кількох тверджень.

7. Перед тим як здати роботу, уважно перечитай її.

           [image: image1.png]


 
Кожна розв’язана мною задача
 ставала зразком, який служив 
потім для розв’язання інших задач.

Р.Декарт

І. Задачі з підручників  5 - 7 класів,

 які можна запропонувати учням, при підготовці їх до олімпіад

5 клас
Задача 1.День народження Сашка є п’ятнадцятим днем місяця, якщо лічити як спочатку, так і з кінця місяця. Назви день і місяць народження Сашка.
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Задача 2.  Іванко нижчий за Сашка, але вищий за Павлика, Василько вищий за Павлика, але нижчий за Іванка. Хто вищий: Василько чи Сашко?
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Задача 3. Сума років Толі та його сестрички Олі дорівнює 22. Скільки років Олі, якщо через 2 роки їй буде стільки, скільки тепер Толі?
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Задача 4.Один садівник отримав дивне завдання: посадити 24 кущі в 6 рядів так, щоб у кожному ряду було по 5 кущів. Як це зробити?

Задача 5.Оля, Ніна і Марійка прийшли на карнавал у різних костюмах:  червоному, жовтому та синьому. Оля була не в жовтому, Ніна – не в жовтому і не в синьому. В якому костюмі була кожна з них?

Задача 6. Скільки років Миколці, якщо минулого року він був старшим за сестру втричі, а три роки тому – в 7 разів?
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Задача 7. Сума двох чисел дорівнює 418. Одне з них закінчується нулем. Якщо цей нуль закреслити, то буде друге число. Які ці числа?

Задача 8. У школі навчається 370 учнів. Покажи, що принаймні два з них свій день народження відзначають в один день.
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Задача 9. Як 45 камінців розкласти в 9 купок так, щоб у кожній купці кількість камінців була різною? 
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Задача 10. Якщо троянди, що привезли в парк, посадити по 15 кущів на одну клумбу, то залишиться 7 кущів, а якщо по 17 кущів, то не вистачить 3 кущі. Скільки клумб у парку? Скільки всього троянд привезли в парк?

Задача 11. Мама попросила старшого сина поділити 12 цукерок між трьома братами, Старший віддав третю частину всіх цукерок найменшому брату, середній брат отримав половину тих цукерок, що залишилося і ще одну. Решту цукерок старший брат забрав собі. Скільки цукерок отримав кожен із братів?
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Задача 12. Зарплату в 200 грн. робітнику підвищили спочатку на 10%, а через рік – ще на 20% . На скільки відсотків підвищилася зарплата робітника порівняно з початковою?

Задача 13. Ціна краму спочатку знизилася на 10%, а потім ще на 10%. На скільки відсоткі змінилася вона після двох переоцінок?
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Задача 14. Свіжі гриби містять за масою 90% води, а сухі – 12% . Скільки сухих грибів можна отримати із 44 кг свіжих?
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6 КЛАС

Задача  15. Одне з двох чисел закінчується нулем. Якщо цей нуль закреслити, то вийде друге число. Знайдіть ці числа, якщо їх сума дорівнює 924.

Задача  16. З 9 монет одна фальшива (легша за інші). Як виявити фальшиву монету двома зважуваннями на терезах із двома шальками?
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Задача  17. У торбі є яблука трьох сортів. Скільки яблук треба взяти навмання, щоб серед узятих виявилося принаймні 2 яблука одного сорту?
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Задача 18. Собака доганяє зайця, який знаходиться від нього за 150 футів. Він стрибає на 9 футів кожного разу, коли заєць стрибає на 7 футів. Скільки разів має стрибнути собака, щоб наздогнати зайця?
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Задача 19. Андрій ходить до бібліотеки раз на 3 дні, Борис – раз на 4 дні, Віктор – раз на 5 днів. Утрьох вони зустрілися в бібліотеці в суботу. Коли наступного разу всі вони знову зустрінуться в бібліотеці?
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Задача 20. В одному місяці три неділі  випали на парні дати. Який день тижня був 20 числа того місяця?
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Задача 21. Котра тепер година, якщо до закінчення доби залишилася п’ята частина часу, який пройшов від її початку?
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Задача  22. Електричка пройшла повз мене за 5 с., а повз  платформу завдовжки 150 м – за 15 с. З якою швидкістю їхала електричка?

Задача  23. Знайдіть двоцифрове число, сума цифр якого дорівнює 14 і яке на 36 більше від числа, записаного тими самими цифрами в зворотному порядку.

Задача  24. До якого числа досить приписати справа 36, щоб від цього дане число збільшилося в 103 рази?

Задача 25. Чи при кожному натуральному значенні n число 10n + 17 ділиться на 9?
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Задача  26. Батькові стільки років, скільки дочці та синові разом. Син удвоє старший за дочку і на 20 років молодший за батька. Скільки років кожному?

7 клас

Задача  27. Знайдіть усі цілі значення а, при яких корінь рівняння (а+2)х=8 є натуральним числом. 

Задача  28. Перша цифра чотиризначного числа 7. Якщо цю цифру переставити на останнє місце, то дістанемо число, менше за початкове на 1746. Знайти початкове число.
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Задача  29. Поїзд проходить повз нерухомого пасажира за 7с, а уздовж платформи завдовжки 378м – за 25с. Знайти швидкість і довжину поїзда.
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Задача  30. Знайти кути рівнобедреного трикутника, якщо один з них становить 20 %  другого.

Задача  31. При якому значенні а коренем рівняння (а+3)х=а+3  буде будь-яке число?
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Задача  32. На скільки відсотків збільшиться площа прямокутника, якщо його довжину збільшити на 15%, а ширину – на 20%?

Задача  33. Доведіть, що число 2007∙2009+1 є квадратом деякого натурального числа. Якого саме?

Задача  34. Яке трицифрове число є квадратом двоцифрового числа і кубом одноцифрового числа?

Задача  35. Доведіть, що різниця кубів двох послідовних натуральних парних чисел при діленні на 48 дає в остачі 8.
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Задача  36. Порівняйте числа 515 і 323.

Задача  37. Чи можна, використовуючи шаблон кута 27(, побудувати перпендикулярні прямі?
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Задача  38. Периметр трикутника на 10 см. більший від однієї сторони, на 13 см. – від другої і на 9 см.  – від третьої. Знайдіть периметр трикутника.
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Задача  39. Всередині рівностороннього трикутника АВС узято довільну точку К. Довести, що АК< ВК+КС.

Задача  40. За допомогою циркуля та лінійки розділіть кут 54( на три рівні частини.

Задача  41. Побудуйте точку, яка лежить на даному колі і рівновіддалена від кінців відрізка. Скільки розв’язків має задача?
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Задача  42. У прямокутному трикутнику один з гострих кутів удвічі менший за другий, а сума гіпотенузи та меншого катета дорівнює а см. Знайдіть довжину гіпотенузи.

Задача  43. В якому з випадків утворюється більше пар  вертикальних кутів: при перетині трьох прямих в одній точці  чи в трьох точках?
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Відповіді та вказівки до задач розділу І
Задача 1. 14+1+14=29, 15 лютого.
Задача 2. Сашко.

Задача 3. 10 років. 
Задача 4. Посадити кущі по сторонах правильного шестикутника.

	
	червоний
	жовтий
	синій

	Оля
	-
	-
	+

	Ніна
	+
	-
	-

	Марійка
	-
	+
	-


Задача 5. Розв’язок таких задач зручно оформляти у вигляді таблиці:  Оля – в синьому, Ніна – в червоному, Марійка – в жовтому.
Задача 6. 10 років. 
Задача 7. 380 і 38.
Задача 8. Вказівка. Рік має 365 днів.
Задача 9.   1+2+3+4+5+6+7+8+9= 45.
Задача 10. 5 клуб, 82 троянди. 
Задача 11. 3; 4; 5.  
Задача 12.  32%. Розв’язання. 1). 200×1,1= 220 (грн.) стала зарплата робітника після першого збільшення.

   2). 220×1,2 = 264(грн.) стала зарплата робітника після другого збільшення.

   3). 264 – 200 = 64 (грн.) збільшилася зарплата робітника.

   4). 64:200×100= 32% збільшилася зарплата робітника після двох підвищень. 
Задача 13. На 19%. 
Задача 14. 5 кг.
Задача 15. 840 і 84.
Задача 16. Потрібно зважувати по три монети.
Задача 17. 4 яблука.
Задача 18. 75.
Задача 19. Через 60 днів  буде середа.
Задача 20. Четвер.
Задача 21. 8 година вечора.
Задача 22. 15 м/с.
Задача 23.  95.10.12.
Задача 24. Ділиться, так як сума цифр числа ділиться на 9. 
Задача 25. 12,  60, 40, 20.

Задача  27. -1; 0;2;6.

Задача  28. Позначте шукане число 7abc, після чого abc =х.

Задача  29. 21 м/с; 147 м.

Задача  30. 30(; 30(; 120( або 20(; 80( або 80(.

Задача  31. -3.

Задача  32.  38%.
Задача  33.  20082.

Задача  34. 729.

Задача  35. Вказівка. (2 n+2)3 – (2 n)3 = 24 n(n+1)+8.
Задача  36.  515<323.

Задача  37.  Так.
        Задача  38. 16 см.

Задача  39.  Вказівка: продовжте АК до перетину зі стороною СВ у точці D. Тоді один із кутів АDВ або АDС – негострий. Розглянте трикутник АВD.
        Задача  40. Оскільки 54·3=162, то можна побудувати кут 18( як 180(-162(.

Задача  41.  Жодного; 1 або 2.

Задача  42.  Оскільки гострі кути будуть 30( та 60(, то гіпотенуза вдвічі більша за менший катет і дорівнює 2а/3 см.

Задача  43. Однаково, по 6.
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ІІ. Задачі для першого знайомства
Задача 1. Чи можливо в паперовому листку зробити такий отвір, щоб крізь нього пролізла доросла людина?

Задача  2. Яка найбільша кількість неділь може бути в році?
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Задача  3. Біля стіни круглої кімнати  діаметром 3 м сидить коник-стрибунець. Він може стрибнути на 2 м.  Коник починає стрибати. В які точки кімнати при цьому він може попасти?
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Задача  4. Міста А та В розміщені на річці на відстані 10 км один від одного. На що пароплаву потрібно більше часу: пройти від А до   В та назад чи пройти 20 км по озеру?

Задача 5. Андрійко бігає на лижах швидше Віктора, але повільніше за Женю. Вони всі одночасно пробігли по кільцевій доріжці в одному напрямку і зупинилися в момент, коли всі троє були в одній точці. За цей час Женя обігнав Віктора 13 разів. Скільки всього було обгонів?
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Задача  6. За весну Коля схуд на 25%, потім за літо поправився на 20%, за осінь схуд на 10%, а за зиму набрав 20%. Схуд чи поправився Коля за рік?

Задача 7. В рівнянні ( х2 + …)(х + 1) = (х4 + 1)(х +2) одне число стерли і замінили на крапки. Знайти стерте число, якщо відомо, що один із коренів рівняння дорівнює одиниці.

Задача 8. Продаються дві дині одного сорту. Одна окружністю 60 см., а друга – 50 см. Перша у 1½ рази дорожча за другу. Яку диню вигідніше купити? 
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Відповіді та вказівки до задач розділу ІІ
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Здача 1. Можна.

Задача 3. Всі точки кільця, заштрихованого на малюнку.
Задача 4. Більше часу треба буде затратити на шлях річкою.

 Задача 5. 25.

 Задача 6. схуд. Якщо на початку зими Коля важив М кг, то до кінця року він важитиме 0,75 · 0,9 · 1,2М = 0,972 · М кг.
 Задача 7. Щоб знайти витерте число, достатньо підставити число 1 в рівняння. 
Задача 8. Кола відносяться між собою, як діаметри. А відношення їх об’ємів відноситься як куби діаметрів, тому (
[image: image28.wmf]5
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 )3 = 
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216

= 1,73. Більша диня повинна бути у 1,73 рази дорожча за меншу. Але просять за неї тільки на 50% більше. Зрозуміло, що її вигідно  купити.

   
[image: image30.png]



ІІІ. Задачі на логіку
  За допомогою логіки доводять, 
за допомогою інтуїції винаходять.

                                                А. Пуанкаре

Теоретичні відомості

Логіка (від грецького logike techne – наука про умовивід) – наука про мислення; наука, що вивчає математичні доведення; наука про закони, форми та прийоми людського мислення, застосування яких у процесі міркування й пізнання забезпечує досягнення об’єктивної істини.


Формальна логіка – наука, що вивчає форми мислення (поняття, судження, умовиводи) та структури наукового знання (дедуктивні системи, схеми доведення тощо).

Математична логіка – символічний вираз формальної логіки, найвищий етап її розвитку.

У початковий період розвитку її розглядали як алгебру логіки (символічну логіку), тобто як застосування математичного, в основному алгебраїчного, методу до логіки (так званої формальної логіки) – науки про закони і форми мислення.

Алгебра логіки  й тепер є частиною математичної логіки, яка вивчає висловлювання і називається численням висловлювань.
Висловлювання – це будь-яке твердження, відносно якого говорять  про те, що воно істинне або хибне. 
Засновником формальної логіки був Арістотель (IV ст. до н. е.). Удругій половині XVII ст. Г.Лейбніц почав застосовувати методи математики до логіки. Проте самостійною галузю науки математична логіка стає з середини XIX ст. завдяки працям Дж. Буля, де Моргана, П. С. Борецького, Е. Шредера, Г. Фреге і Дж. Пеано.
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Розв’язуємо разом
Задача 1. Четверо хлопців – Андрій, Борис, Василь та Григорій – змагалися з бігу. Наступного дня на запитання, хто яке місце посів, вони відповіли так: 
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Андрій. Я не був ні першим, ні останнім. 

Борис. Я не був останнім. 

Василь. Я був першим. 

Григорій. Я був останнім. 

Відомо, що три з цих відповідей правильні, а одна – неправильна. Хто сказав неправду? Хто був першим? 

Розв’язання. Якщо припус​тити, що неправду сказав Андрій, то вийде, що він був першим або ос​таннім, але тоді неправду сказав або Василь, або Григорій, а це суперечить умові – неправду сказав тільки один з хлопців. Аналогічно розглядаються і всі інші можливості.

Відповідь. Неправду сказав Василь, першим був Борис.
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Задача 2. У коробці з олівцями є олівці різної довжини і різного кольору. До​ведіть, що є два олівці, які відрізняються і за кольором, і за довжиною. 

Розв'язання. Візьмемо по одному олівцю кожного кольору. Позначимо цю множи​ну через А. Якщо в цій множині є олівці різної довжини, то задача розв'язана. Розглянемо випадок, коли в множині А всі олівці однієї дов​жини. В цьому випадку серед олівців, що не входять у множину А, є олівець з іншою довжиною. Тоді цей олівець і будь-який олівець з мно​жини А, що має інший колір, відрізняються і за кольором, і за довжиною.
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Задача 3. У трьох урнах лежать кулі: у першій – дві білі, у другій – дві чорні, у третій – біла і чорна. На урнах висять таблички: ББ, ЧЧ і БЧ, але вміст кожної з урн не відповідає табличці. Як, діставши тільки одну кулю, ви​значити, в якій урні що лежить? 

Розв'язання. Треба дістати одну кулю з урни з табличкою БЧ. Оскільки табличка не відповідає вмісту урни, то в цій урні або знаходяться дві кулі ЧЧ, або дві кулі ББ. Отже, якщо дістали білу кулю, то під табличкою БЧ маємо дві білі кулі, якщо дістали чорну кулю, то під табличкою БЧ маємо дві чорні кулі. В першому випадку під табличкою ЧЧ не можуть знаходитися дві білі кулі, отже, там знаходяться біла і чорна, тому під табличкою ББ знаходяться дві чорні кулі. Аналогічно, у другому випадку під табличкою ББ знаходяться біла і чорна, а під табличкою ЧЧ – дві білі.
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Задача 4. Тетянка сказала: «В Андрійка більше ста книг». Данилко заперечив: «Ні, менше». Марійка сказала: «Ну, хоча б одна книга у нього, напевне, є». Скільки книг може бути в Андрійка, якщо з цих трьох тверджень одне істинне?

Розв'язання. Можливі три випадки: правду сказала або Тетянка, або Данилко, або Марійка. Якщо правду сказала Тетянка, то Марійка теж сказала правду, що суперечить умові. Отже, цей випадок неможливий.

Якщо правду сказала Марійка, то Тетянка і Данилко, за умовою, по​винні сказати неправду. Це можливо, якщо в Андрійка рівно 100 книг.

Якщо правду сказав Данилко, то твердження Тетянки неправильне, а твердження Марійки теж повинно бути неправильним. Це можливо, якщо в Андрійка книг немає. 

Відповідь. 0 або 100.
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Задача 5. Червона Шапочка показала трьом поросятам п'ять беретиків – три червоних і два білих, зав'язала їм очі і одягла на кожного по беретику. Після цього вона розв'язала Ніф-Ніфу очі й спитала його, якого кольору в нього беретик. Ніф-Ніф не зміг відповісти. Потім вона розв'язала очі Наф-Нафу і задала йому те саме запитання. Наф-Наф також не зміг відповіс​ти. Нарешті Нуф-Нуф заявив: «Можете не знімати з мене пов'язку, я і так знаю, якого кольору мій беретик». Якого кольору беретик Нуф-Нуфа?

Розв'язання. Нуф-Нуф розмірковував так: Якби на мені та на Наф-Нафі були білі беретики, то Ніф-Ніф знав би, що на ньому червоний, оскільки білих беретиків всього два.

За реакцією Ніф-Ніфа, Наф-Наф зрозумів, що або на ньому, або на
мені, або на нас обох – червоні беретики.

Наф-Наф бачить колір мого беретика, але все одно не знає, який
беретик на ньому.

Якби на мені був білий беретик, то Наф-Наф зрозумів би, що на
ньому – червоний.

Значить, на мені – червоний беретик.

Задача 6. У класі дівчаток, яким подобається географія стільки ж, скільки й хлоп​чиків, яким не подобається географія. Кого в класі більше – учнів, яким подобається географія, чи хлопчиків?

Розв’язання.

Розділимо всіх учнів на дві групи: у першій – хлопчики, у другій – дів​чатка. Потім хлопчиків, які не люблять географію, переведемо у другу групу, а дівчаток, які люблять географію, - у першу. Число учнів у кож​ній групі від цього не зміниться. Тепер у першій групі будуть усі учні, які люблять географію. Тому учнів, які люблять географію, стільки ж, скільки і хлопчиків.

Відповідь. Учнів, які люблять географію, стільки ж, скільки і хлопчиків.
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Задача 7. Зустрілися три подруги: Сіренко, Золотаренко й Черненко. І одягнені вони були таким чином: в однієї чорне плаття, у другої – сіре, у третьої – золоте. Дівчинка в сірому (не Черненко) сказала подругам: «Давайте поміняємося платтями, щоб вони відповідали нашим прізвищам.
Визначте, якого кольору були плаття в кожної дівчини, якщо колір кож​ного не відповідав прізвищу?

Розв’язання. Дівчинка в сірому помітила, що її подружка Черненко одягнена в зо​лоте плаття, і попросила помінятися. Отже, дівчинка в сірому платті – Золотаренко. Після обміну Черненко (яка вже в сірому) має помінятися платтям із Сіренко (яка в чорному). Таким чином, Сіренко була в чорному платті, Золотаренко – у сірому, Черненко – у золотому. 

Відповідь. Сіренко була в чорному платті, Золотаренко – у сірому, Черненко – у золотому. 

 Задача 8. Петрик, Іванко і Аліна вчаться в одному класі. Серед них є кращий у класі художник, кращий хімік і кращий шахіст. Відомо, що:

• кращий художник не намалював свого портрета, але намалював
портрет Іванка;

• Аліна ніколи не програвала у шахи.

Хто в класі кращий художник, кращий хімік, кращий шахіст?

Розв’язання. Оскільки Аліна не програвала хлопчикам у шахи, то вона – кращий шахіст. Оскільки художник не намалював свого портрета, але намал вав портрет Іванка, то Іванко – не художник. Таким чином, кращий художник – Петрик, а Іванко – кращий хімік.

 Відповідь. Кращий художник – Петрик, а Іванко – кращий хімік.

Задача 9. У родині п'ятеро людей: чоловік, дружина, їх син, сестра чоловіка й батько дружини. Їх професії – інженер, юрист, програміст, учитель і економіст. Відомо, що юрист і вчитель – не кровні родичі. Програміст молодший за економіста, і обоє в дитинстві займалися боксом. Інженер молодший за вчителя, але старший за дружину свого брата. Назвіть професії кожного.

Розв’язання.

Тільки одна людина в родині має брата – це сестра чоловіка. Тому її професія – інженер. Дружина – не програміст і не економіст, а бокс – чоловічий вид спорту. Отже, вона учитель або юрист. Учителем вона бути не може, тому що в цьому випадку вона була б одночасно і старша, і молодша за інженера. Отже, дружина – юрист, а учитель – той, хто не є її кровним родичем, тобто її чоловік. Родичі, що залишилися (програ​міст і економіст за професією) – це рідні дідусь і онук. Оскільки програ​міст молодший, то програміст – це син, а економіст – його дідусь, тобто батько дружини.

Відповідь: Програміст – це син, а економіст – його дідусь, тобто батько дружини.
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Задача 10. У суперечці чотирьох хлопців Олексій сказав, що Павло каже неправду. Павло сказав, що Марко каже неправду. Марко сказав, що Павло каже неправду. Тарас сказав, що Олексій каже неправду. Скільки хлопців кажуть неправду?

Розв’язання. Якщо Олексій каже неправду (правду), то Павло каже правду (неправду), Марко неправду (правду), Тарас – правду (неправду). Отже, у будь-якому випадку два хлопці сказали неправду. 
Відповідь: У будь-якому випадку два хлопці сказали неправду.

Задача 11. У коробці лежать 7 карток з написаними на них числами від 1 до 7 (по одному числу на картці). Перший мудрець навмання бере три кар​тки з коробки, а другий – дві (ще дві картки залишаються в коробці). Перший мудрець, дивлячись на свої картки, говорить другому: «Я точно знаю, що сума чисел на твоїх картках парна». Чому дорівнює сума чи​сел, записаних на картках першого мудреця?

Розв’язання. Перший мудрець буде точно знати, що сума цифр на картках другого мудреця парна лише в тому випадку, якщо йому буде відомо, що всі чис​ла, що залишилися, – однієї парності. Отже, йому могли випасти тільки картки із числами 2, 4 і 6, їх сума дорівнює 12.

Відповідь. 2, 4 і 6, їх сума дорівнює 12.
Задача 12. Олег купив квиток на дискотеку. На білеті було зазначено його чотири​цифровий номер. Коли Олег побачив цей номер, він зазначив, що сума цифр цього номера дорівнює віку його батька. Визначите номер цього квитка, якщо відомо, що батько Олега легко розв'язав цю задачу.
Розв’язання. Батько Олега, знаючи свій вік, міг напевно назвати число, сума цифр якого дорівнює його віку, тільки у тому випадку, коли комбінація цифр єдина для даної суми. А це може бути тільки в єдиному випадку: коли номер складається з чотирьох дев'яток, а вік батька – 9 . 4 = 36. Отже, номер квитка – 9999.
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Відповідь: 9999.
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Задача 13. Для одержання жовтогарячої фарби треба змішати 6 частин жовтої фарби з 2 частинами червоної. У маляра є 3 кг жовтої фарби й 3 кг червоної. Скільки кілограмів жовтогарячої фарби може одержати маляр в цьому випадку? 
Розв’язання. За умовою, для одержання жовтогарячої фарби потрібно в три рази більше жовтої фарби, ніж червоної. Отже, з наявного кількості жовтої й червоної фарб (по 3 кг) треба взяти в три рази більше жовтої фарби, ніж червоної, тобто 3 кг жовтої й 1 кг червоної. Отже, маляр може одержати 4 кг жовтогарячої фарби.

Відповідь: 4 кг.
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Розв’яжіть самостійно
№1. У гаманці лежать дві монети на загальну суму 15 копійок. Одна з них не п'ятак. Що це за монети? 
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№2. У сім'ї троє дітей: два хлопчики і дівчинка. Їх імена починаються з літер А, Б, В. Серед А та Б тільки одна є початковою літерою імені хлоп​чика. Серед Б та В тільки одна є початковою літерою імені хлопчика. З якої літери починається ім'я дівчинки? 
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№3. Джин перетворив чотирьох розбійників у тварин. Одного – у свиню, другого – в осла, третього – у верблюда, четверто​го – в козла.

Ахмед – не став ні свинею, ні козлом.

Шариф – ні верблюдом, ні свинею.

Якщо Ахмед не був верблюдом, то Омар не був свинею.

Абу не обернувся ні козлом, ні свинею.

Омар – ні козлом, ні верблюдом. 

У кого перетворився кожен з братів?
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№4. Іван-Царевич стоїть у підземеллі перед дверима трьох темниць.
Відомо, що в одній з темниць знаходиться Василиса Прекрасна, в іншій –
Змій-Горинич, а третя порожня. На першій темниці написано: «Тут Васи​лиса Прекрасна», на другій: «Ця темниця порожня», на третій: «В другій
темниці Змій-Горинич». Іван може відчинити лише одні двері. Допо​можіть Івану знайти Василису.
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№5.  Кожний з чотирьох гномів – Беня, Веня, Геня і Женя – або зав​жди каже правду, або завжди бреше. Відбулась така розмова:

Б є н я (Вені). Ти брехун.

Геня (Бені). Це ти брехун.

Женя (Гені). Вони обидва брехуни. Та й ти теж.

Хто з них хто?

№6. Припустимо, що правильні такі твердження:

а) серед людей, які мають телевізори, немає малярів;

б) люди, які щодня купаються в басейні, але не є малярами, не мають телевізорів.

Чи випливає звідси, що не всі власники телевізорів щодня купаються в басейні?
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№7. На острові живуть тільки лицарі, які завжди кажуть правду, та брехуни, які завжди кажуть неправду.

а) У жителя острова спитали: «Ти лицар чи брехун?» Що можна сказа​ти про його відповідь? 
б)
Яке питання треба задати жителю острова, щоб дізнатись, куди веде певний шлях – у місто брехунів чи в місто лицарів?
в)
У кімнаті було десять жителів острова і кожний сказав решті: «Ви брехуни». Чи є серед них лицарі і скільки?
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г)
Є три чоловіки: А, В і С, про яких відомо, що один з них – лицар,другий – брехун, а третій – не житель острова, нормальна людина, яка може і говорити правду, і брехати.

А. Я нормальна людина.

В. А і С іноді говорять правду.

С. В – нормальна людина.

Хто з них брехун, хто лицар, а хто – нормальна людина?

№8. Жителі кварталу А завжди кажуть правду, Б – завжди брешуть, В –
говорять правду через раз. Черговому пожежної частини зателефонували:
«У нас пожежа!» – «Де?» – спитав він. – «У кварталі В». Куди поїхала пожежна машина?
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№9. Син батька професора розмовляє з батьком сина професора, при​ чому сам професор у розмові участі не бере. Чи може таке бути?

№10. У черзі у шкільному буфеті стоять Юра, Коля, Саша та Олег. Юра стоїть перед Колею, але після Олега, Володя і Олег не стоять поруч,
а Саша не знаходиться поруч ні з Олегом, ні з Юрою, ні з Володею. В яко​му порядку стоять хлопчики?
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№11. У парку з мамами гуляли п'ятеро хлопчиків – Остап, Богдан, Василько, Грицик і Тарасик. Усі хлопчики були різного віку: одному був один рік, другому два роки, третьому три, четвертому чотири, п'ятому п'ять
років. Василько був наймолодшим. Тарасику було стільки років, скільки Остапу і Грицику разом. Скільки років Богдану? Вік якого з хлопчиків можна ще визначити?
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№12. У родині четверо дітей. їм 5, 8, 13 і 15 років. Дітей звуть Аня, Юрко, Таня й Галя. Скільки років кожній дитині, якщо одна дівчинка ходить у дитячий садок, Аня старша за Юрка й сума років Ані й Тані ділиться на три.
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№13. На змаганнях зі спортивної ходьби один з учасників на заданій дис​танції досяг швидкості 3 м/сек. З якою швидкістю викидав   він при ходьбі ступню кожної ноги?
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№14.Тарас вирішив зробити олов'яних солдатиків з наявних у нього заго​товок металу. З однієї заготовки виходить один солдатик і трохи відходів. У процесі роботи з'ясувалося, що після виготовлення шести солдатиків можна зібрати відходи й виготовити ще одну заготовку. Скільки солда​тиків вийшло в підсумку в Тараса, якщо у нього було 36 олов'яних заго​товок?

№15. Фальшивомонетники виготовили чотири монети, які мали важити 1, 3, 4 і 7 грамів. Але одну із цих монет вони виготовили неякісно – з не​правильною вагою (невідомо, чи з більшою за правильну, чи з меншою). Як за два зважування на чашових терезах без гир визначити браковану монету?
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Відповіді та вказівки до задач  розділу  ІІІ
№1.  5 і 10 к.
 №2. З літери Б.
 №3. Омар перетворився у свиню, Шариф – у козла, Ахмед – у верблюда, Абу – в осла.
 №11. Богдану 4 роки, Васильку 1 рік, Тарасику 5 років. Вік Остапа і Грицика, напевно, визначити не можна.

№12. Ані – 13, Юркові – 8, Тані -5, Галі –15. 
№13. При ходьбі кожна нога половину часу перебуває в русі, а полови​ну стоїть. Отже, ступня викидається зі швидкістю, вдвічі більшою, ніж іде спортсмен, тобто зі швидкістю 6 м/сек. 
№14. Виготовлено 43 солдатики, оскільки з 36 заготовок Тарас отримає відходів ще на 6 заготовок, а з цих шести – ще на одну.
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ІV. Задачі на переливання та зважування
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Розв’язуємо  разом
Задача 1. На столі в один ряд стоять три наповнені водою склянки й три порожні. Яким чином зробити так, щоб повні й порожні склянки чергувалися, якщо можна взяти в руки тільки одну склянку?
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Розв’язання.

 Треба взяти другу наповнену склянку й перелити воду з неї в другу порожню склянку.

Задача 2. Винороб звичайно продає своє вино по 30 і по 50 літрів і викорис​товує для цього глечики тільки такого розміру. Один з покупців захотів купити 10 літрів вина. Як винороб відміряв  йому  10  літрів, користуючись своїми глечиками?
Розв’язання.
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Спочатку винороб наповнив 30-літровий глечик і вилив його вміст в 50-літровий. Потім знову наповнив 30-літровий і долив до повного запов​нення в 50-літровий. В результаті у нього в глечику залишиться 10 літрів.
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Задача 3.
На столі лежать дев'ять монет. Одна з них – фальшива. Як за допо​могою двох зважувань можна виявити фальшиву монету? (Фальшива монета легша за справжні.)
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Розв’язання.  Перше зважування: на кожну чашу терезів кладемо по три монети. Якщо терези врівноважені, то для другого зважування беруться дві із трьох монет, що залишилися. Якщо фальшива монета на терезах, то ясно, на якій вона чаші терезів. Якщо ж терези врівноважені, то фаль​шивою є незважена монета, що залишилася. Якщо при першому зва​жуванні одна із чаш переважує іншу, то фальшива монета знаходиться серед монет, вага яких виявляється меншою. Тоді другим зважуванням встановлюємо, яка з монет фальшива.
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Задача 4.
Як за допомогою чашових терезів без гир розділити 24 кг цвяхів на дві частини –  9 і 15 кг?  
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Розв’язання. Розкладемо усі цвяхи на чаші так, щоб терези урівноважилися, – от​римаємо по 12 кг цвяхів. Одну з частин вагою 12 кг відкладаємо убік. Від другої частини відважуємо 6 кг і відкладаємо їх ще в одну купку. Від тих 6 кг, що залишилися, відважуємо 3 кг і з'єднуємо їх з відкладеними 6 кг. Одержуємо 9 кг цвяхів. З'єднуємо разом усі інші цвяхи – одержує​мо 15 кг.

Задача 5.  Є 9 кг крупи й чашові терези з гирями 50 г і 200 г. Спробуйте за три прийоми відважити 2 кг цієї крупи.

Розв’язання. Потрібно розвісити крупу на дві рівні частини по 4,5 кг; потім розва​жити одну із цих частин ще раз навпіл, тобто по 2,25 кг, і від однієї із цих частин відняти за допомогою двох наявних гир по 250 г. Таким чином, ви одержите вагу 2 кг.

Задача 6.  10 мішків з монетами (кількість монет у кожному мішку однакова). У дев'яти мішках монети золоті, а в одному – фальшиві. Вага справж​ньої золотої монети 5 г, а вага фальшивої – 4 г. Як за одне зважування на терезах (терези зважують із точністю до одного грама) визначити, у якому з мішків монети фальшиві? 
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Розв’язання. Пронумеруємо мішки від 1 до 10. З першого мішка візьмемо 1 мо​нету, з другого – 2, з третього – 3, і так до 10 монет (сумарно 55 мо​нет). Зважимо ці монети. Якби всі монети були золотими, то вони важи​ли б 275 г. Якщо при зважуванні не буде вистачати 1 грама, то фальшиві монети в першому мішку, якщо 2 грамів – то в другому, і так далі до десяти.
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Задача 7. Чи можна розфарбувати 4 вершини куба в чорний колір, а чотири 4 інші – у білий так, щоб площина, що проходить через будь-які три точ​ки одного кольору, містила точку іншого кольору?

Відповідь: Можна. Шукане розфарбування вершин куба показано на малюнку,

Задача 8. Миша гризе кусок сиру кубічної форми з ребром 3, що розрізаний на 27 одиничних кубиків. Коли миша з'їдає який-небудь кубик, вона пе​реходить до кубика, що має спільну грань із попереднім. Чи може миша з'їсти весь куб, окрім центрального кубика (саме там, у центральному кубику, захований гачок  мишоловки)?

[image: image408.png]S



[image: image64.png]einka_ |
CANO A*°

| By





Розв’язання. Не може. Щоб пояснити відповідь, розфарбуємо кубики в білий і чор​ний кольори в шаховому порядку; нехай білими будуть 12 кубиків, роз​ташованих у серединах ребер великого куба (тобто кубики, дві грані кожного з яких розташовані на поверхні великого куба), а інші 14 ку​биків нехай будуть чорними. Миша не зможе з'їсти зазначені 26 куби​ків, оскільки інакше їх можна було б розбити на 13 пар, кожна з яких складалася б з білого й чорного кубиків, а в такому разі білих і чорних кубиків було б нарівно.
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Задачі для самостійного розв’язання
№1. Є трилітрова банка соку й дві порожні банки: одна – літрова, друга – дволітрова. Як розлити сік так, щоб у всіх трьох банках було по одному літру?
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№2. Як, користуючись тільки банками на 3 і 5 літрів, набрати з річки 4 літри води?
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№3.
Як за допомогою 5-літрового й 9-літрового відер набрати з річки З літри води? 
№4. У трьох бідонах налито 11, 7 і 6 літрів води. Треба за три рази пере​лити воду так, щоб у кожному бідоні було по 8 літрів води. При перели​ванні є можливість доливати в бідон лише стільки води, скільки в ньому вже є.
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№5.  У бочці 20 літрів води. Як за допомогою двох порожніх відер на 7 і 13 літрів за найменше число переливань набрати 5 літрів води.
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№6.
Троє хлопців прийшли до веселого молочника за молоком з бідонами З, 4 і 5 літрів й попросили налити кожному по 2 літри. У молочника є 2 повні великі фляги по 50 літрів кожна. Трохи поміркувавши, молочник легко впорався з цим завданням. Як він це зробив?

№7.
Фальшивомонетники виготовили чотири монети, які мали важити 1, 3, 4 і 7 грамів. Але одну із цих монет вони виготовили неякісно – з не​правильною вагою (невідомо, чи з більшою за правильну, чи з меншою). Як за два зважування на чашових терезах без гир визначити браковану монету?
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№8. Як розважити 20 фунтів чаю в 10 коробках по 2 фунти в кожній за дев'ять зважувань, маючи тільки гирі на 5 і на 9 фунтів? Використовують​ся звичайні терези з двома чашами. 
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№9. Маємо два пісочні годинники: на 7 хвилин і на 11 хвилин, яйце ва​риться 15 хвилин. Як відміряти цей час з допомогою годинників?



№10. Сказав Змій Івану-Царевичу: «Жити тобі до завтрашнього ранку. Вранці прийдеш до мене. Я задумаю три цифри а, b, с, а ти назвеш мені три числа – х, у, z. Після цього я тобі скажу, чому дорівнює значення ви​разу ах+bу+сz. Тоді мусиш вгадати, які цифри а, b, с я задумав. Не вгада​єш – голова з пліч». Допоможіть Івану-Царевичу.

[image: image71.png]



№11. Лікар повинен оглянути трьох хворих з різними інфекційними хво​ робами. Як це зробити, якщо він має тільки дві пари гумових рукавичок?

№12. Чи існують два послідовні натуральні числа такі, що сума цифр
кожного з них ділиться на 7?

№13. Чи існують декілька додатних чисел, сума яких дорівнює 1, а сума
квадратів яких менша від 0,01?

№14. За один хід число, записане на дошці, дозволяється або замінити на
подвоєне, або стерти в нього останню цифру. Спочатку на дошці було на​
писане число 458. Чи можна за декілька ходів дістати число 14? 

№15. Складіть із цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 три тризначних числа так, щоб
сума двох чисел дорівнювала третьому і при цьому в одного із цих чисел
цифра десятків дорівнювала б 8 (кожну цифру треба використовувати
один раз).

№16. Потяг рухався в одному напрямку 5,5 годин. Відомо, що за будь-який відрізок часу довжиною в одну годину він покривав відстань 100 км.

а) Чи правда, що поїзд рухався рівномірно?

в) Чи правда, що середня швидкість поїзда дорівнює 100 км/год?

№17. Один чоловік щомісяця записував свої прибутки і видатки. Чи може
бути так, що за будь-які п'ять місяців поспіль його загальні видатки переви​щували прибутки, а в цілому за рік його прибутки перевищили його видатки?


№18. Чи може бути так, що довжини всіх сторін одного трикутника менші від 1 см, довжини всіх сторін другого трикутника більші від 100 м, а площа першого трикутника більша від площі другого?

№19. Чи можна розташувати на площі шість точок і з'єднати їх відрізка​
ми без самоперетинів так, щоб кожна точка була з'єднана рівно:

а) з трьома іншими точками; б) з чотирма іншими точками?

№20. На площині розміщена певна опукла фігура. Відомо, що будь-які дві паралельні прямі, що мають з цією фігурою кожна лише по одній спільній точці, розміщена на відстані а одна від одної. Чи обов'яз​ково задана фігура є кругом з діаметром а?

№21. Чи існує чотирикутна піраміда, дві протилежні бічні грані якої перпен​дикулярні до площини основи? 

№22. Є 101 монета. Серед них 100 однакових справжніх монет і одна
фальшива, що відрізняється від них вагою. Необхідно дізнатися, легша чи
важча фальшива монета від справжньої. Як це зробити з допомогою двох
зважувань на шалькових терезах без гир?

№23. Є 101 монета. Серед них 50 фальшивих. Кожна фальшива монета
відрізняється від справжньої на 1 грам. За допомогою одного зважування
на терезах зі стрілкою (показує різницю мас на чашах) визначити, чи є мо​нета фальшивою.

       №24. Розкладіть гирі вагою 1, 2, 3,..., 555 на три купки, різні за вагою.

№25. Замок складається із 64 однакових квадратних кімнат, що мають двері в кожній стіні і кожна має вигляд квадрата 8x8. Підлога в кімнатах пофарбована в білий колір. Щоранку маляр прогулюється по замку, при​чому, коли він проходить через кімнати, то перефарбовує підлогу в ній з білого кольору в чорний, а з чорного – в білий. Чи можливо, що колись підлога в замку буде пофарбованою в шаховому порядку в чорний та білий кольори?

№26. Чи можна число 203 подати у вигляді суми декількох натуральних чисел так, щоб і добуток цих чисел також дорівнював 203?

№27. Як розташувати на площині декілька п'ятаків, щоб кожен з них до​тикався рівно до трьох інших?

№28. Зафарбуйте декілька клітинок у квадраті 10x10 так, щоб у кожній
клітинці було рівно дві сусідні за стороною зафарбовані клітинки.

№29. Чи можна покрити одиничний квадрат сімома такими самими квадратами так, щоб жодні два з них не перетиналися між собою, але кожен з них покривав хоч одну внутрішню точку заданого квадрата?


№30. Чи можна в кубі вирізати отвір, через який пройде куб таких самих розмірів? 
№31. Є 6 монет, серед яких дві – фальшиві, вони легші від справжніх. За три зважування на шалькових терезах без гир знайдіть обидві фальшиві
монети.

№32. Є 6 гир: по дві синіх, чорних і білих. У кожній парі одна гиря важка, а друга – легка, причому всі важкі і всі легкі гирі важать однаково. За два зважування на шалькових терезах визначте всі три важкі гирі.


№33. Є 16 монет, одна з яких – фальшива, однак невідомо, легша вона чи важча від справжньої. За чотири зважування на шалькових терезах без гир знайдіть фальшиву монету.

№34. Є 12 монет, одна з яких – фальшива, однак невідомо, легша вона чи важча від справжньої. За три зважування на шалькових терезах без гир
знайдіть фальшиву монету.

Відповіді і вказівки до розділу ІV
№1. 1 спосіб

	№
	Банка
	Банка
	Банка

	переливання
	на 3 л
	на 1 л
	на 2 л

	0
	3
	0
	0

	1
	1
	0
	2

	2
	1
	1
	1

	2 спосіб

	№ переливання
	Банка на 3 л
	Банка на 1 л
	Банка на 2 л

	
	
	
	

	0
	3
	0
	0

	1
	2
	1
	0

	2
	2
	0
	1

	3
	1
	1
	1


№2. 

	№
	Банка
	Банка

	переливання
	на 3 л
	на 5 л

	1
	0
	5

	2
	3
	2

	3
	0
	2

	4
	2
	0

	5
	2
	5

	6
	3
	4


№3.  

	№переливання
	Відро на 5 л
	Відро на 9л

	1
	0
	9

	2
	5
	4

	3
	0
	4

	4
	4
	0

	5
	4
	9

	6
	5
	8

	7
	0
	8

	8
	5
	3


№4. 
	Переливання
	Бідон на 11 л
	Бідон на 7л
	Бідон на 6л

	1
	4
	14
	6

	2
	4
	8
	12

	3
	8
	8
	8


№5.
	№
	Бочка на
	Відро на
	Відро на

	переливання
	20 л
	7л
	13 л

	0
	20
	0
	0

	І
	7
	0
	13

	2
	7
	7
	6

	3
	14
	0
	6

	4
	14
	6
	0

	5
	1
	6
	13

	6
	1
	7
	12

	7
	8
	0
	12

	8
	8
	7
	5


№6. 

	№
	Бідон
	Бідон
	Бідон
	Фляга 1
	Фляга 2

	переливання
	на 3 л
	на 4 л
	на 5 л
	на 50 л
	на 50 л

	0
	0
	0
	0
	50
	50

	1
	3
	4
	0
	46
	47

	2
	0
	2
	5
	46
	47

	3
	3
	2
	2
	46
	47

	4
	3
	2
	0
	46
	49

	5
	0
	2
	3
	46
	49

	6
	0
	2
	5
	44
	49

	7
	3
	2
	2
	44
	49

	8
	2
	2
	2
	44
	50


№7. Вказівка.  Спочатку покладемо на одну чашу терезів монети вагою 1 г і 3 г, а на іншу – монету 4 г; потім на одну чашу покладемо монети вагою 3 г й 4 г, а на іншу – монету вагою 7 г. Якщо при одному іі зважувань чаші терезів урівноважаться, то бракована монета – та, якої в цьому зважуванні не було. Якщо при обох зважуваннях важчою виявилася одна й та сама чаша терезів, то неякісна монета має вагу 3 г, інакше – вагу 4 г.

№8.  Вказівка.     1. На одну   чашу  терезів  покласти  гирю 5 фунтів, на

 іншу –  гирю 9 фунтів. Потім врівноважити терези, насипавши 4 фунти чаю в чашу з гирею на 5 фунтів.

2. Забрати гирі із чаш терезів, залишити 4 фунти в одній чаші й врів​новажити терези, насипавши в другу ще 4 фунти.

3.  Ще раз відважити 4 фунти.

4. І знову відважити 4 фунти. Таким чином, після чотирьох зважувань в залишку буде теж 4 фунти.

5. Розділити 4 фунти навпіл, урівноважуючи чаші терезів.

№9. Розв'язання. Поставити два годинники одночасно. Через 7 хвилин починати ввари​ти яйце. У другому годиннику пісок ще буде сипатись 4 хвилини. Після цього перевернути другий годинник і виміряти ще 11 хвилин.

№10. Розв'язання. Виберемо: х = 100, у = 10, z = 1.  Оскільки а, b, с –  цифри, то сума ах + bу + сz = 100а + 10b + с співпадає з тризначним числом 
[image: image72.wmf]abc

. Отже, за цією сумою цифри а, b, с однозначно відновлюються.

№11.  Розв'язання. Використавши дві пари рукавичок, лікар може оглянути двох хворих. Після чого одну з цих пар треба вивернути і вставити в ці рукавички із другої пари. Отримаємо пару подвійних рукавичок, у якої внутрішня і зовнішня поверхні дезінфіковані.

№12. Відповідь. Так, наприклад, 69999 та 70000.

№13. Відповідь. Так, наприклад, тисяча чисел, кожне з яких дорівнює 0,001.

№14. Відповідь. Наприклад, так: 

458 → 45 → 90 → 9 → 18 → 36 → 72 → 7 → 14.

№15. Відповідь. Наприклад, 162 + 783 = 945.

№16.  Розв'язання. Доведемо, що потяг міг рухатись нерівномірно і його середня швид​кість не обов'язково дорівнює 100 км/год. Розіб'ємо весь час руху потяга на 11 півгодинних інтервалів. Нехай кож​ної непарної півгодини потяг рухається так само, як і під час першої півгоди​ни, і проходить за кожні такі півгодини х км/год (0 ≤ х ≤ 100), а кожної парної півгодини він рухається точно так само, як і під час другої за рахунком півго​дини, і проходить кожної непарної півгодини (100-х) км/год. Тоді, як би не рухався потяг перші дві півгодини – рівномірно чи ні, – за кожну годину руху він проїде рівно 100 км.

Знайдемо тепер середню швидкість руху потяга. Відстань, яку проїде він за всі непарні півгодинні інтервали часу, дорівнює 6х км, а відстань, що проїде потяг за всі парні інтервали, дорівнює 5(100-х) км. Отже, за 5,5 год руху потяг проїхав 6х + 5(100 – x) = 500 + х (км).

Тому його середня швидкість дорівнює 
[image: image73.wmf]5
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 км/год. При х ≠ 50 ця швидкість не дорівнює 100 км/год.

№17. Розв'язання.  Може. Наведемо приклад: 2; 2; 2; 2; -9; 2; 2; 2; 2; -9; 2; 2. Тут виписані підряд різниці між його прибутками та видатками за кожен місяць року. Очевид​но, що сума будь-яких п'яти послідовних чисел цього набору дорівнює – 1, а в цілому за рік сума всіх чисел дорівнює 2.

№18.  Розв'язання. Може. Нехай перший трикутник – правильний зі стороною 0,5 см, а другий – рівнобедрений трикутник із основою 200 м і висотою 10-7 м. Його бічна сторо​на більша, ніж половина основи, тобто більша, ніж 100 м, а площа дорівнює 10-5 м2 і менша від площі першого трикутника, що дорівнює 
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№19. Відповідь, а) можна; б) можна. Приклади наведені на рисунках.
а) [image: image75.png]


     б)[image: image76.png]



№20.  Відповідь. Не обов'язково. Наведемо приклад такої фігури. Нехай АВС – правильний трикутник. Проведемо дугу ВС з центром А, дугу кола з центром В, дугу АВ з центром кола С. Легко побачити, що фігура, обмежена цими дугами, задо​вольняє умову задачі, але не є кругом.

№21. Відповідь. Існує. Наведемо приклад такої піраміди. Спочатку   розглянемо   трикутну піраміду SАВС, в якої бічне ребро SА перпендикулярне до площини основи  АВС. її бічні грані SАС та SАВ перпендикулярні до основи. Візьмемо тепер довільні точки М і N на сторонах АС і АВ відповідно. Піраміда SМNВС задовольняє умову задачі.

№22. Розв'язання. Покладемо на шальки по 50 монет. Якщо терези врівноважені, то всі монети справжні, тому фальшива монета та, що не на терезах. Легша чи важча вона від справжньої, визначається за другого зважування в порів​нянні зі справжньою монетою. Якщо ж за першого зважування терези не врівноважені, то візьмемо, наприклад, легші 50 монет і поділимо на дві купки по 25 монет, порівняємо вагу цих купок. Якщо їх ваги однакові, то всі ці монети справжні, й фальшива монета знаходиться у важчій купці з 50 монет. Якщо ж їх ваги не однакові, то фальшива монета легша від справжньої.

№23.  Розв'язання. Для визначення справжності монети покладемо на кожну чашу терезів по 50 монет і знайдемо різницю їх мас. Якщо вибрана справжня монета, то серед 100 монет, які залишились, 50 фальшивих і 50 справжніх. Якщо на одній чаші а фальшивих монет, то на ній 50-а справжніх, а на другій чаші а справжніх і 50-а фальшивих. Тому різниця мас на цих чашах дорівнює 50 – а – а = 50 – 2a грамів, тобто є парним числом. Якщо ж вибрана фальши​ва монета, а на першій чаші k фальшивих монет, то вказана різниця дорівнює 49-2k грамів, тобто виражається непарним числом. Отже, не​парне показання стрілки вказує на фальшивість вибраної монети, а пар​ність – на справжність.

V. Цілі числа, 

многочлени, подільність

Цілі числа – 
першоджерело математики.

                  Г. Мінковський

Теоретичні відомості


Вважають, що ціле число а ділиться на ціле число b,  якщо існує ціле число k, таке, що а= b k.


Якщо числа а та b діляться на с, то числа а+ b, а- b діляться на с. Якщо число а ділиться на с, число b ділиться на d, то а b ділиться на с d.

Для цілого числа а і натурального числа b можна знайти такі цілі числа q i r, де 0<r<b, що а =qb+r.
У різноманітних задачах про цілі числа використовуються основні поняття і теореми, пов’язані з подільністю. Кожне ціле число а можна розділити на натуральне число m з остачею, тобто подати у вигляді а =mq+r, де q та r (остача) – цілі числа і 0 (r<m.


Серед будь-яких m послідовних цілих чисел знайдеться рівно одне число, яке ділиться на m . Якщо два цілих числа а і в  при діленні на m  дають однакові остачі, то про них кажуть, що вони конгруентні за модулем m

Кожне натуральне число єдиним чином подається у вигляді добутку простих чисел. 

Якщо числа а і b - натуральні числа і а = bq + r (0 (r<в), то найбільший спільний дільник d цих чисел дорівнює НСД чисел r і b. ах+bу = d.Зрозуміло, що коли а та в взаємно прості, тобто d  = 1, то існують цілі числа х та у, такі, що ах+bу = 1. 


Кожне натуральне число єдиним чином подається у вигляді добутку простих чисел. Кількість простих чисел нескінченна.

ПОДІЛЬНІСТЬ І ОСТАЧІ

Важливі теоретичні відомості

· Сума двох довільних натуральних чисел і сума їх остач при діленні на
деяке натуральне число дають однакові остачі.

· Добуток двох довільних натуральних чисел і добуток їх остач при
діленні на деяке натуральне число дають однакові остачі.

· Якщо цілі числа a і b діляться на d, то їх різниця а – b теж ділиться на d.

· Якщо ціле число b та різниця а – b ділиться на d, то й число a = b +(a – b)
також ділиться на d.

· Якщо цілі числа a і b діляться на d, то при будь-яких цілих х і у число
ах+by також ділиться на d.

· Найбільший спільний дільник чисел а і b (a<b) дорівнює найбільшому спільному дільнику числа а та остачі від ділення b на а.

             Ці факти – основа алгоритму Евкліда.

Таблиця подільності
	Дільник
	Умова Подільності
	Приклади

	2
	Остання цифра є парною (0, 2, 4, 6, або 8).
	1,294: 4 є парне.

	3
	Сума цифр повинна ділитися на 3.
	405: 4 + 0 + 5 = 9. 9 ділиться на 3.

	4
	Якщо число, утворене двома останніми цифрами ділиться на 4.
	2,092: 92 ділиться на 4.

	5
	Остання цифра або 5 або 0.
	490: остання цифра 0.

	6
	Якщо число ділиться і на 2, і на 3.
	24: число ділиться на 2 і на 3.

	7
	Число розбивається на блоки по три цифри, починаючи з кінця. Число ділиться на 7, якщо різниця суми блоків, що стоять на парних місцях, і суми блоків, що стоять на непарних місцях, ділиться на 7.
	2,911,272: 911 - (2 + 272) = 637. 637 ділиться на 7.

	
	Якщо сума подвоєного числа без останніх двох цифр і останніх двох цифр ділиться на 7.
	364: (3x2) + 64 = 70. 70 ділиться на 7.

	
	Якщо сума числа без останньої цифри і останньої цифри, помноженої на 5, ділиться на 7.
	364: 36 + (5×4) = 56. 56 ділиться на 7.

	
	Різниця між числом без останньої цифри і подвоєної останньої цифри повинна ділитись на 7.
	364: 36 − (2×4) = 28. 28 ділиться на 7.

	8
	Якщо число, утворене останніми трьома цифрами, ділиться на 8.
	5,128: 128 ділиться на 8.

	
	Якщо число сотень є парне, то число, утворене двома останніми цифрами повинне ділитись на 8.
	624: 6 - парне, 24 ділиться на 8.

	
	Якщо число сотень є непарним, то до числа, утворенного двома останніми цифрами, потрібно додати 4. Таке число повинне ділитись на 8.
	352: 52+4 = 56. 56 ділиться на 8.

	9
	Сума всіх цифр повинна ділитись на 9.
	2,880: 2 + 8 + 8 + 0 = 18. 18 ділиться на 9.

	10
	Остання цифра 0.
	130: остання цифра 0.

	11
	Число розбивається на блоки по дві цифри, починаючи з кінця. Сума блоків повинна ділитись на 11.
	627: 6 + 27 = 33. 33 ділиться на 11.

	
	Якщо різниця між числом без останньої цифри і останньою цифрою ділиться на 11.
	627: 62 - 7 = 55. 55 ділиться на 11.

	
	Якщо сума цифр, що стоять на парних місцях відрізняється від суми цифр, що стоять на непарних місцях, починаючи з кінця, на число, що кратне 11.
	182,919: (9 + 9 + 8) - (1 + 2 + 1) = 22.

	12
	Якщо число ділиться на 3 і на 4.
	324: воно ділиться і на 3, і на 4.

	
	Число без останньої цифри множать на два і віднімають останню цифру. Таке число повинне ділитись на 12.
	324: (32x2) − 4 = 60. 60 ділиться на 12.


Многочлени

Якщо многочлен Р(х) має корінь х = а, то він ділиться на двочлен х – а, тобто його можна подати у вигляді Р(х) =(х-а)Q(х), де Q(х) – многочлен на одиницю меншого степеня.


Многочлен степеня n має не більше n дійсних коренів.звідси випливає, що коли два многочлена Р(х) та Q(х), степінь яких не більший n, набувають однакових значень більше ніж в n точках, то їх коефіцієнти при відповідних степенях рівні.

Розв’язуємо разом
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Задача 1. Учневі  прислали завдання, яке складається із 20 задач. За кожну правильно розв’язану задачу учень отримує 8 балів, за неправильно розв’язану – мінус 5 балів, за задачу, яку він не брався розв’язувати, - 0 балів. Учень в сумі отримав 13 балів. Скільки задач він брався розв’язувати?
Розв’язання. Нехай х – кількість правильно розв’язаних задач, у – неправильно розв’язаних. Тоді 8х – 5у = 13. Перепишемо рівняння у вигляді

 8(х + у)=13(1 + у), Тоді побачимо, що вираз х + у ділиться на 13, але з іншого боку він не більше ніж 20.Отже, х +у = 13, х =6, у = 7.

Відповідь.13 задач.

Задача 2. Розкласти многочлен на множники:
а) х8 + х4 +  1;           б) х5 + х + 1.    

      Розв’язання. а) х8 + х4 +  1 = х8 + 2х4 +  1 – х4 = (х4 +  1)2 – (х2)2 = (х4 + 1 – х2)(х4 + 1 + х2) = ( х4 +2х2 + 1 –х2)( (х4 + 1 – х2) = ((х2+1)2 –х2)(х4 – х2 +1) = (х2+х+1)(х2-х+1)(х4-х2+1).

Відповідь. (х2+х+1)(х2-х+1)(х4-х2+1).

б) х5 + х + 1 = (х5 + х 4+ х3) - (х 4+ х3 + х2) + ( х2 + х + 1) = х3(х2 + х + 1) – х2(х2 + х + 1) + (х2 + х + 1) = (х2 + х + 1)(х3- х2+1).

Відповідь. (х2 + х + 1)(х3- х2+1).
Задача 3. Доведіть, що суму квадратів двох різних натуральних чисел, помножену на суму квадратів двох інших різних натуральних чисел, можна подати у вигляді суми квадратів двох натуральних чисел.
Розв’язання. Маємо (а2+ в2)(с2 +d2) =а2с2 + а2d2 + в2с2 + в2d2=

=(а2с2+2авсd+ в2 d2) + (а2 d2 - 2авсd+в2с2)=(ас+вd)2+(аd-вс)2
Задача 4. Чи вірно, що із 100 довільних цілих чисел завжди можна вибрати 15 таких, у яких різниця довільних двох ділиться на 7?

Розв’язання.
Різниця двох чисел ділиться на 7, в тому і тільки в тому випадку, коли рівні остачі від ділення цих чисел на 7.(Наприклад, 30 і 16. 30/7-остача 2 і 16/7 - остача 2. Різниця 30-16 = 14, 14:7=2- без остачі).

При діленні на 7 існують сім різних остач:0,1,2,3,4,5,6.

Нехай не можна вибрати 15 потрібних чисел із 100. Це означає, що не більше14 чисел дають в остачі при діленні на 7 остачу 0, не більше 14 чисел - остачу 1 і т.д. але тоді чисел буде 14*7 = 98 < 100.


Отже, наше припущення не вірне і можна вибрати 15 чисел із 100, що задовольняють умову задачі.

Задача 5. Один майстер робить на довгій стрічці помітки синім олівцем від її початку через кожні 36 см. Інший майстер робить помітки червоним олівцем від початку стрічки через кожні 25 см. Чи може синя помітка бути на відстані 1 см від якоїсь червоної? 

Розв’язання. 
Відповідь: може. Наприклад, 9-та синя  та 13-та червона мітки знаходяться на відстані 1 см  одна від одної, так як 13·25 - 9·36 = 1.

Задача 6. Чи можливо за допомогою циркуля та лінійки розділити кут в 19º на 19 рівних частин?

Розв’язання. Якщо послідовно відкласти циркулем дугу на колі ще 18 разів, то знаючи що 19(19 = 361, остання засічка відсіче від першої дуги дугу в 1º. І т.д. ще 17 разів.

Відповідь: можна.

Задача 7. Дано р – просте число. Скільки існує натуральних чисел: а) менших за р і взаємно простих з ним; б) менших за p2 і взаємно простих з ним?

Розв'язання. а) Оскільки число р має тільки два дільники: 1 і р, то кожне натуральне число має тільки один спільний дільник із числом р – це число 1. Отже, всі числа, менші від р, взаємно прості з р, тому таких чисел р – 1.

б) Кожне число, менше за р2 і не, кратне р, не може мати з числом р2
інших спільних дільників, крім 1. Тому чисел, менших за р2 і взаємно
простих з ним, має бути р2 – 1 – (p – 1) = p2 – р. (Тут р – 1 – кількість чисел,
кратних р і менших від р2.)

Задача 8. Хлопчик написав на дошці приклад на множення двох двозначних чисел, а потім замінив у ньому всі цифри на букви, причому однакові цифри – на однакові букви, а різні – на різні. В результаті він дістав 
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Розв'язання. 
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 ділиться на 11. Але ні 
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 не ділиться на 11, оскільки двозначні числа, що діляться на 11, записуються однаковими цифрами.

Задача 9. Визначте дві останні цифри числа 22т.
Розв'язання. Переформулюємо нашу задачу інакше: знайдіть остачу від ділення числа 22004 на 100. Знайдемо послідовність остач від ділення на 100 чисел вигляду 2n. Вона має вигляд: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 28, 56, 12, 24, 48, 96, 92, 84, 68, 36, 72, 44, 88, 76, 52, 4, ... . Бачимо, що, починаючи з другої остачі 4 для п = 22, остачі від ділення повторюються з періодом 20. Оскільки 2004 при діленні на 20 дає остачу 4, то останні дві цифри числа 22004 такі ж, як дві ос​танні цифри числа 24, тобто 1 та 6.

Задача 10. Доведіть, що квадрати натуральних чисел при діленні на 3 можуть давати лише остачі 0 та 1.

Розв'язання. Число п при діленні на 3 може давати остачі 0, 1, 2.

Якщо п = 3k, то п2 = 9k2 ділиться на 3.

Якщо п = 3k + 1, то п2 = 9k2 + 6k + 1 дає в остачі 1.

Якщо п = 3k + 2, то п2 = 9k2 + 12k + 4дає в остачі 1.

Задача 11. Доведіть, що сума квадратів п'яти послідовних натуральних чисел не є точним квадратом.

Розв'язання. Серед п'яти послідовних натуральних чисел є або три, або два парних, квадрати яких діляться на 4. Якщо маємо два парних, то непарних чисел буде три і квадрати кожного з них при діленні на 4 дають в остачі 1, а тому сума квадратів всіх п'яти чисел дає в остачі 3.

Якщо ж парних чисел три, то непарних два і сума квадратів усіх п'яти чисел при діленні на 4 дає в остачі 2. Отже, ця сума не може бути точним квадратом.

Задача 12 Доведіть, що число 6n3 + 3 не може бути шостим степенем цілого
числа при жодному натуральному n.

Розв'язання. Оскільки k6 = (k2)3, то досить довести, що 6n3 + 3 не може бути кубом натурального числа. Розглянемо остачі при діленні 6n3 + 3 на 7. Відомо, що при діленні на 7 число n3 може давати остачі 0, 1, 6.

Якщо n3 дає остачу 0, то 6n3 + 3 дає остачу 3.

Якщо n3 дає остачу 1, то 6n3 + 3 дає остачу 2.

Якщо п3 дає остачу 6, то 6п3 + 3 дає остачу 4.

Отже, жодного разу при діленні 6n3 + 3 на 7 ми не маємо остачу 0, 1, 6. Тому 6n3 + 3 не може бути кубом натурального числа, а тому не може бути й шостим степенем.

Задача 13 Числа х, у і z — натуральні, причому х2 + у2 = z2. Доведіть, що ху ділиться на 12.

Розв'язання. Якщо з чисел х, у жодне не ділиться на 3, то z2 дає остачу 2 при діленні на 3, що неможливо. Отже, кожне з чисел х, уділиться на 3.

Доведемо тепер, що ху ділиться на 4. Зазначимо: 1) квадрат непарного числа при діленні на 8 дає остачу 1; 2) квадрат парного числа, що не ділиться на 4, дає остачу 4; 3) квадрат числа кратного 4 дає остачу 0.

Числа х2 і у2 не можуть бути обидва непарними, бо тоді їх остачі при діленні на 8, дорівнюють 1, а остача парного числа z2 або 4, або 0.

Якщо х2 і у2 обидва парні, то ху 
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Залишилося розглянути випадок, коли серед х і у одне число парне, а друге – непарне. Нехай х –  парне, у– непарне. Отже, z2 – непарне. Тоді при діленні на 8 z2 дає остачу 1, у2 – остачу 1, а х2 – або 0, або 4. Остача 4 неможлива, отже, х2 дає остачу 0, а тому х ділиться на 4 і ху ділиться на 4. Маємо: ху ділиться на 4 і на 3. Тому ху ділиться на 12.

Задача 14.На площині розташована 2001 шестерня, з’єднані одна з одною у вигляді замкнутого ланцюжка. Чи можуть всі шестерні рухатися одночасно?

Розв’язання. Пронумеруємо всі шестерні в порядку обходу їх вздовж ланцюжка числами від 1 до 2001. Припустимо, що перша шестерня рухається за годинниковою стрілкою. Тоді друга шестерня повинна рухатися  проти годинникової стрілки, і т. д. Зрозуміло, що при цьому кожна шестерня з непарним номером змушена буде рухатися за годинниковою стрілкою. Але перша та 2001-а шестерні є сусідніми і одночасно рухатися за годинниковою стрілкою не можуть. А тому і весь набір шестерень  не може рухатися одночасно.   

Задача 15. Автобусні квитки мають номери від 000000 до 999999. квиток вважається щасливим, якщо сума перших трьох цифр його номера дорівнює сумі решти трьох. Довести, що загальна кількість щасливих квитків є парною.

Розв’язання. Якщо у квитка 
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    перші три цифри  відповідно співпадають із трьома останніми, тобто 
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 , то такий квиток є щасливим, а всіх таких щасливих квитків стільки ж, скільки і квитків 
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 ,  тобто парне число 1000. Це легко підрахувати, враховуючи, що номери останніх міняються в межах від 000 до 999. якщо ж 
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, то поряд із щасливим квитком 
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 таким же  буде і відмінний від нього  квиток 
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 . Отже, такі щасливі квитки можна розбити на пари.   А тому їх загальна кількість теж є парною.  

Зауважимо, що коли в пару з таким квитком     
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  поставити квиток з цифрами 9-a,  9 -b,  9 -c, 9 –d,  9 -e,  9 -h, то зразу одержимо розбиття на пари, в кожну з яких входять або два різні щасливі квитки, або два квитки, жоден з яких не є щасливим.

Слід зазначити, що групування у пари за певним принципом дає можливість встановлювати й інші властивості досліджуваної системи. Можна довести, що при останньому способі групування сума цифр номерів кожної пари виявиться рівною 9+9+9+9+9+9=54. Звідси випливає, що й сума цифр номерів усіх щасливих квитків ділиться на 54.

При групуванні важливо слідкувати, щоб у кожну пару обов’язково попадали два різні квитки. Саме тому при першому способі групування квитків довелося розглядати два випадки. Крім того, необхідно також, щоб при цьому всі щасливі квитки були охоплені.

Задача 16. На дошці записані числа 1, 2, 3, …, 2001. Дозволяється витерти з дошки довільні два числа і замість них записати модуль їх різниці. Після 2000 таких кроків залишиться одне число. Чи може воно дорівнювати  нулю?

Розв’язання.  Оскільки числа 
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, однакової парності, то парність суми усіх записаних на дощі чисел після кожного витирання  не змінюється. Але спочатку ця сума дорівнювала  1+2+…+2001=(1+2001)+(2+1999)+…+(1000+1001)+2001=1001·2001 тобто була непарним числом. Тому єдине число, яке залишається, теж повинне бути непарним, а отже, не може бути нулем.

Задачу  можна розв’язувати і  зауваживши, що після кожного кроку кількість записаних на дощі непарних чисел або не змінюється, або зменшується на 2 (якщо витерли два непарні числа). Оскільки спочатку непарних чисел було 1001, то останнє число, яке залишається, теж буде непарним.

Ця ідея може бути застосованою і при розв’язанні наступної задачі. 

 Задача 17. На площині розміщені 11 зубчатих коліс, з'єднаних у вигляді замк​нутого ланцюжка. Чи зможуть вони всі обертатись одночасно?

Розв'язання. Пронумеруємо всі колеса в порядку обходу їх уздовж ланцюжка числа​ми від 1 до 11. Нехай перше колесо обертається за годинниковою стрілкою. Тоді всі колеса з непарними номерами будуть обертатися за годинниковою стрілкою, а всі колеса з парними номерами – проти годинникової стрілки. Зауважимо, що будь-які два сусідні колеса повинні обертатися в протилеж​них напрямках. Але перше й одинадцяте колеса – сусідні, обертаються в одному напрямку. Протиріччя показує, що всі зубчаті колесі обертатись одночасно не можуть.

Задача 18. Чи може пряма, що містить вершини замкненої 11-ланкової лама​ної, перетинати всі її ланки?

Розв'язання. Будемо обходити контур ламаної, переходячи з кожної вершини в наступну. При цьому кожного разу, коли будемо перетинати пряму, ми попадатимемо в іншу півплощину відносно цієї прямої. Отже, має місце чергування. Тому, щоб обійти контур ламаної і повернутися в початкову вершину, треба перетнути парну кількість ланок, але їх кількість непарна. Тому відповідь на питання задачі негативна.

№19.  Дано осьосиметричний опуклий 101-кутник. Доведіть, що вісь си​метрії проходить через одну з його вершин.

Розв'язання. Якщо вісь симетрії не проходить через вершину, то дані 101 точка по​винні розбиватися на пари симетричних, що неможливо.

№20. Чи можна опуклий 13-кутник розрізати на паралелограми?

Розв'язання. Якщо опуклий многокутник можна розрізати на паралелограми, то його сторони обов'язково розбиваються на пари паралельних. Але 13 сто​рін не можна розбити на пари. Тому таке розрізання неможливе.

№21. Дано шість чисел: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Дозволяється до будь-яких двох
з них додавати 1. Чи можна зробити всі числа рівними?

Розв'язання. Сума цих чисел дорівнює 21 і є числом непарним. Якщо до будь-яких двох чисел додати 1, то сума всіх чисел збільшиться на 2 і залишиться не​парною. Якби вдалося всі шість чисел зробити рівними, то їх сума була б числом парним. Отже, відповідь на питання задачі є негативною.

№22. Чи існує многогранник, у якого 777 граней – трикутники, а решта
граней – чотирикутники і шестикутники?

Розв'язання. Припустимо, що такий многогранник існує. Позначимо кількість його ребер через N, кількість чотирикутних граней – через k, шестикут​них – через т. Підрахувавши ребра, маємо: 

777 ∙ 3 + 4k + 6m = 2N, звідки 777 ∙ 3 = 2N – 4k – 6m. Остання рівність неможлива, тобто такого многогранника не існує.

№23. Одну з вершин правильного 2004-кутника пофарбовано в чорний колір, а решту його вершин – у білий. За один крок дозволяється вибрати будь-яку зафарбовану в чорний колір вершину та змінити колір на протилежний у неї та ще у двох сусідніх із нею вершин. Чи можливо за декілька зазначених кроків перефарбувати всі вершини даного 2004-кутника в білий колір?

Розв'язання. Легко бачити, що після кожного перефарбування кількість чорних вершин змінюється на непарне число. Тому якщо вказане перефарбуван​ня можливе, то воно складається з непарного числа кроків. Позначимо вершини через A1, А2, А3, ..., А2т, починаючи з вершини А1 чорного кольору. Нехай аk – кількість тих кроків, за яких центром зміни кольорів була вершина Аk. 

Тоді S = а1+а2+...+а2004 – це загальна кількість усіх кроків, і вона, згідно з доведеним, має бути непарним числом. Але

S = (а1 + а2 + а3) + (а4 + а5 + а6) + ... + (а2002 + а2003 +а2004).
Тут у кожних дужках суми трьох записаних доданків співпадають із загаль​ною кількістю змін кольору відповідно у вершинах А2, А5, ..., А2003. Оскільки в них і спочатку, і в кінці колір буде білим, то кожна з цих сум, а з ними і S, є парною. Одержане протиріччя доводить неможливість вказа​ного перефарбування.

№24. На координатній площині накреслено коло з центром у точці (0; 0) та радіусом 2004. У кожній з точок площини, що лежать всередині кола та обидві координати яких є цілі числа, сидить павук. У якийсь момент кожен з павуків переповзає на одиничну відстань праворуч, ліворуч, вгору або вниз, залишаючись всередині кола (різні павуки можуть рухатись у різні боки). Чи обов'язково після переповзання два павуки зустрінуться в одній точці?
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Розв'язання. Кількість павуків всередині кола є непарним числом, бо кожний павук змінює на одиницю одну зі своїх координат, тобто змінює парність суми своїх координат. Розіб'ємо павуків на дві групи: з парною сумою коорди​нат і непарною. Під час переповзання павуки з парною сумою координат займуть місце павуків з непарною сумою. І навпаки.

Припустимо, що після переповзання в кожній точці знову сидить один павук. Тоді під час переповзання кожен павук з першої групи займає місце павука з другої групи і навпаки. Звідси випливає, що в обох групах рівні кількості павуків, і тому загальна кількість павуків парна. Це супе​речить тому, що, як було сказано раніше, загальна кількість павуків не​парна. Отже, після переповзання знайдеться точка, в якій буде не менше ніж два павуки.

№25. Чи існують такі натуральні значення х, при яких многочлен 5х3  + 4х2 +3х + 2 буде непарним числом?

Розв’язання. Ні. Якщо х парне, всі доданки парні числа. Якщо х непарне, то 5х3 + 3х – сума двох непарних чисел – число парне, а 4х2 + 2 – сума двох парних чисел.

Задачі для самостійного розв'язування
№1. Доведіть, що n3 + 2n ділиться на 3 при будь-якому натуральному п.
№2. Доведіть, що р2–q2 ділиться на 24, якщо р і q– прості числа, більші від 3.

№3. Відомо, що р, р + 10, p + 14 – прості числа. Знайдіть р.
№4. Розкласти на множники: а) 125р3 – 150р3 + 60p – 8.

                                                     б) 25а2 – 30аb – 4c2 + 9b2
№5. Доведіть, що існує нескінченно багато простих чисел.

№6. Доведіть, що існує таке натуральне п, що числа n+1, n+2, n+2004 –
складені.

№7.  Знайдіть НСД(2n+13; n+7).

№8. Доведіть, що дріб 
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 – нескоротний при жодному натураль​ному п.
№9. Доведіть, що добуток довільних п'яти послідовних натуральних чисел ділиться на 120.

№10. Скількома нулями закінчується число 2004!?

№11. Доведіть, що для довільних натуральних чисел т і п справедлива
рівність НСД(m; п)∙НСК(m; п) = тп.
№12. Доведіть, що п5 + 4n ділиться на 5 при довільному натуральному п.
№13. Числа а і b – натуральні, причому а2 + b2 ділиться на 21. Доведіть,
що воно ділиться на 441.

№14. Доведіть, що сума квадратів трьох натуральних чисел, зменшена на 7, не ділиться на 8.

№15. Якою цифрою закінчується число 777777?

№16. Доведіть, що22225555 +55552222 ділиться на 7.

№17. Числа р і 8p2 + 1 – прості. Знайдіть р.
№18. Доведіть, що n9 – n3 ділиться на 504 при кожному натуральному п.
№19. Доведіть, що сума п послідовних непарних натуральних чисел при
п > 1 є складеним числом.

№20. Доведіть, що число 
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 ділиться на 37 тоді й тільки тоді, коли 
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№21. Доведіть, що існує нескінченно багато трійок цілих чисел, квадра​
ти яких утворюють арифметичну прогресію.

№22. Знайдіть НСД(2100 – 1;2120 – 1).

№23. Знайдіть НСД(111...111; 11..11) – у запису першого числа – 100 одиниць, у запису другого – 60.

№24. Чи може число, в десятковому записі якого використано 100 оди​
ниць, 100 двійок, а решта цифр –  нулі, бути точним квадратом?

№25. Знайти остачу від ділення числа n2+3 n+5 на число n+1, де n – натуральне число.

№26. Довести, що числа 104 і 106 дають однакову остачу  при діленні на 11.

№27. Із 7 аркушів паперу деякі розрізали на 7 частин, потім знову кілька аркушів розрізали на 7 частин і т.д. Чи можна у такий спосіб отримати 1984 аркуші?

№28. Довести,що серед будь-яких n+1 цілих чисел можна вибрати два числа, різниця яких ділиться на n.

№29. Довести, що серед будь-яких 100 чисел можна знайти 15 таких, що різниця будь-яких двох із них ділиться на 7 без остачі. Чи можна знайти 16 чисел, які задовольняли таку саму умову?

№30. На прямій взяли декілька точок. Потім між кожними сусідніми вставили ще по одній точці. Так  повторили декілька разів. Чи могли всього одержати: а) 2002 точки; б) 2003 точки?

№31. Чи можна у записі 1
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7 розставити замість зірочок знаки «+» чи «-» так, щоб одержати правильну рівність?

№32. На олімпіаді деякі учасники привіталися між собою. Доведіть, що кількість учасників, які зробили непарне число вітань, є парною.

№33. Коник стрибає вздовж прямої, причому кожен непарний стрибок він робить на 1см, а кожен парний – на 2см вліво або вправо. На якій найближчій відстані від початкової точки  він може опинитися після: а) 2002 стрибків; б) 2003 стрибків?

№34. При яких n число n2+n+1 ділиться на 2002?

№35. Всі непарні числа записані підряд: 135791113151719… Яка цифра стоїть на 2011 місці?

№36. Парним чи непарним є число 72011-2011?

№37.  Яке найменше натуральне n, якщо n! ділиться на 990?

№38. Чи можна всі двоцифрові числа від 32 до 86 включно виписати у пев​ному порядку одне за одним так, щоб дістати запис простого числа?

№39. Відомо, що 56а = 65b, причому дій – натуральні числа. Доведіть, що а+b –  складене число.

№40.  Знайдіть остачі від ділення: а) 2003∙2004∙2005+20043 на 7; б) 9100 на 8.

№41. Доведіть, що квадрати натуральних чисел при діленні на 4 можуть давати лише остачі 0 або 1.

№42. При яких n число 2п + 3п + 4п є точним квадратом?

№43. Доведіть, що куби натуральних чисел:

а) при діленні на 7 можуть давати лише остачі 0, 1, 6;

б) при діленні на 9 можуть давати лише остачі 0, 1, 8.

№44. Знайдіть усі натуральні числа х, у, z, для яких виконується рівність
100x + 211y = 106z.

№45. Знайдіть НСД (1381955; 690713).

№46.  Розставити замість зірочок знаки «+» чи «-» так, щоб одержати правильну рівність:
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№47.  У банці лежать білі і чорні зернята. Навмання виймають два з них. Якщо вони одного кольору, то замість них в банку кладуть чорне зернятко, якщо різного – то чорне зернятко забирають, а біле кладуть назад у банку. Врешті-решт  у банці залишилося одне зернятко. Якого воно кольору, якщо спочатку  білих зернят було 100?

№48. Чи можна скласти магічний квадрат із перших 36 простих чисел?

№49. У ряд виписані числа від 1 до 10. Чи можна розставити між ними
знаки «+» і «-» так, щоб значення здобутого виразу дорівнювало нулю?

№50. У банці лежать білі і чорні зернята. Навмання виймають два з них. Якщо вони одного кольору, то замість них у банку кладуть чорне зернятко, якщо різних – то чорне зернятко забирають, а біле кладуть назад у банку. Врешті-решт у банці залишилось одне зернятко. Якого воно кольору, якщо спочатку білих зернят було 100?

№51. 100 фішок поставлено в ряд. Дозволяється міняти місцями будь-
які дві фішки, що стоять через одну. Чи можна таким способом переста​
вити всі фішки у зворотному порядку?

№52. Автобусні квитки мають номери від 000000 до 999999. Квиток вважа​ється щасливим, якщо сума перших трьох цифр його номера дорівнює сумі
решти трьох. Доведіть, що загальна кількість щасливих квитків є парною.

№53. Петрик купив зошит обсягом 96 аркушів і занумерував сторінки:
1, 2, 3. ..., 192. Василько вирвав із зошита 25 аркушів (не обов'язково по порядку) і склав усі 50 чисел, які на них написані. Чи міг він дістати число 2004?

№54. Добуток 22 цілих чисел дорівнює 1. Доведіть, що їх сума не дорів​нює: 

а) нулю, б) одиниці.

№55. Чи можна всі натуральні числа від 1 до 65 розбити на кілька груп
так, щоб у кожній групі найбільше число дорівнювало сумі інших?

№56. Катруся та її друзі стали в коло. Виявилось, що обидва сусіди в кож​ної дитини однієї статі. Хлопчиків серед Катрусиних друзів п'ять. А скіль​ки дівчаток?

№57.  Якою цифрою  закінчується сума: 116 + 146 + 166?

№58. Довести, що сума двох будь-яких послідовних непарних чисел ділиться на 4.

№59. Обчислити зручним способом значення виразу х2 – 36х + 63 при х =37.

№60. Чи може сума трьох послідовних натуральних чисел бути простим числом?

№61. Довести, що сума двох будь-яких послідовних парних чисел не ділиться на 4.

№62. Довести, що різниця між швидкістю пароплава за течією і швидкість проти течії дорівнює подвоєній швидкості течії.

Відповіді та вказівки до задач розділу V
№1. Розв'язання. Число п при діленні на 3 дає одну з трьох остач: 0, 1, 2. Тому можливі три випадки: п = 3k, п = 3k + 1, п = 3k + 2.

У першому випадку п3 і 2п діляться на 3, а тому і п3+2п також ді​литься на 3. У другому випадку п3 дає остачу 1, 2п – остачу 2, а 1+2 ділиться на 3. 

У третьому випадку п3 дає остачу 2, 2п – остачу 1, а 2+1 ділиться на 3. Отже, задачу розв'язано.  

№2. Розв'язання. Доведемо спочатку, що р2 – 1 ділиться на 24. Оскільки 24 = 8 ∙ 3, то доведемо окремо, що р2 – 1 ділиться на 8 і ділиться на 3. р2 – l = (p – 1)(p + l) – ділиться на 8, як добуток двох послідовних парних чисел.

Оскільки р ≠ 3k, то остача від ділення р2 на 3 не дорівнює 0, але дорівнює 1. Отже, р2 – 1 ділиться на 3.

Ми довели, що р2 – 1 ділиться на 24. Далі р2 – q2 = (p2 – 1) – (q2 – 1). За доведеним раніше (р2 – 1) ділиться на 24 і (q2 – 1) ділиться на 24. Отже, р2 – q2 ділиться на 24. 

№3. Розв'язання. Число п при діленні на 3 дає одну з трьох остач: 0, 1, 2. Тому можливі три випадки: п = 3k, п = 3k + 1, п = 3k + 2.

У першому випадку п3 і 2п діляться на 3, а тому і п3+2п також ді​литься на 3. У другому випадку п3 дає остачу 1, 2п– остачу 2, а 1+2 ділиться на 3. 

У третьому випадку п3 дає остачу 2, 2п – остачу 1, а 2+1 ділиться на 3. 

Отже, задачу розв'язано.

№4. Розв'язання. а)125р3 – 150р3 + 60p – 8 = (5р)3 – 3(5р)3 . 2 + 3 . 5р . 22 – 23 =  (5p – 2)3.

  б) (25а2 – 30аb + 9b2 ) – 4с2 = (5а – 3b)2 – 4c2 = (5a – 3b + 2c) (5a – 3b – 2c).
№5. Розв'язання. Припустимо, що це не правильно. Нехай тоді р1, р2, ..., рп – усі прості числа. Розглянемо число р1р2...рn + 1. Це число не ділиться на жодне з чи​сел р1, р2, ..., рn, а тому не може бути розкладене в добуток простих чисел. Протиріччя доводить, що простих чисел нескінченно багато.

№6. Розв'язання. Доведемо, що такій умові відповідає число 2005!+1. Зауважимо, що число п! ділиться на кожне з чисел 2, 3. ..., п. Тому для всіх k, для яких 2 ≤ k ≤ п, число n!+k ділиться на k, тобто, є складеним. Отже, якщо вибрати n = 2005, то матимемо 2004 послідовні натуральні числа, серед яких немає жодного простого.

№7. Розв'язання. НСД (2n+13; n+7) = НСД(n+7; n+6) = НСД(n+6; 1) = 1.
№8.Розв'язання. НСД(30n+2; 12n+1) = НСД(12n+1; 6n) = НСД(6n; 1) = 1, тому даний дріб нескоротний.

№24. Розв'язання. Ні, не може, бо сума цифр цього числа дорівнює 300. Отже, воно діли​тися на 3. Тоді, щоб число було точним квадратом, воно повинно ділитися і на 9, але на 9 воно не ділиться.

№25. Розв'язання.  n2+3 n+5 =( n+1)( n+2)+3

якщо n+1>3, то остача від ділення дорівнює 3
якщо n+1=3, то остача від ділення дорівнює 0
якщо n+1=2, то остача від ділення дорівнює 1.

№26. Розв'язання.  Різниця 106-104 =104(100-1)=99·104 ділиться на 11.

№27. Розв'язання. Під час розрізання одного аркуша число всіх аркушів збільшується на 6. якщо було розрізано k аркушів, то загальне число аркушів становитиме 6 k+7. Рівність 6 k+7=1984 при натуральному k неможлива. Отже, відповідь – ні.

№28. Розв'язання. Поділимо  кожне з даних чисел на n. При цьому можуть буди остачі 0;1;2;…., n-1. Оскільки чисел n+1, то принаймні два з них від ділення на n дають однакову остачу. Зрозуміло, що  різниця цих чисел ділиться на n.

№29. Розв'язання. Різниця двох чисел ділиться на 7 тоді, коли остачі від ділення цих чисел на 7 – однакові. Поділяючи числа на 7 маємо сім різних остач 0,1,…6.

Припустимо, що не можна вибрати 15 чисел, які задовольняють умову. Це означає, що чисел, які при діленні на 7 дають остачу 0, не більш як 14; чисел, які при діленні на 7 дають  остачу 1, не більш як 14,  і т.д. У цьому разі маємо не більше як 7·14=98 чисел.  Дійшли до суперечності. Отже, є таких 15 чисел, що відповідають умові задачі.

Для 16 чисел : не можна виділити такі числа, які від ділення на 7 дають однакову остачу. 

№30. Розв'язання. а) ні, б) так. На кожному кроці кількість отриманих точок буде непарною.

№31. Розв'язання. Ні. Ліва і права частини виразу мають різні парності.

№32. Розв'язання. Врахуйте, що загальна кількість учасників всіх рукостискань є парною.

№33. Розв'язання. а) 1, б) 0. В кожній серії із чотирьох стрибків перші два дають непарну, а останні два – парну відстань від початкової точки.

№34. Розв'язання. При жодному n , оскільки дане число є непарним при кожному натуральному  n.

№35. Розв'язання. Одноцифрових непарних чисел 5, двоцифрових непарних чисел по 5 в кожному десятку, всього 9·5=45. Трицифрових чисел в кожній сотні по 50, всього 9·50=450. Всіх цифр у непарних числах до 1000, 5·1+45·2+450·3=1445. Для чотиризначних непарних чисел залишається 2011-1445=566 цифр. 566:4=141(ост.2). 141 непарне чотирицифрове число – це 1281, а 142 – це 1283, на другому місці стоїть цифра 2, отже на 2011 місці стоїть цифра 2.

№36. Розв'язання. Досить знайти останню цифру цього числа. Степені сімки закінчуються на цифри 7, 9, 3, 1 з періодом 4, тому  
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 закінчується на 3. Число 72011-2011 закінчується цифрою 2, а отже, є парним.

№45.  Розв'язання. Застосовуємо алгоритм Евкліда

НСД (1381955; 690713) = НСД (690713; 529) = НСД (529; 368) = 

= НСД (368; 161) = НСД (161; 46) = НСД (46; 23) = НСД (23; 0) = 23.

№46. Розв’язання.     Оскільки у виразі зліва записана непарна кількість непарних чисел, то як би ми не розставляли знаки «+» чи «-», значення цього виразу буде непарним числом. А тому рівність виконуватися не може. Автоматична заміна у задачі числа 10 на непарне число не обов’язково приведе до позитивного результату. Але для будь якого непарного числа з проміжку [-43; 45] задача завжди матиме один чи декілька розв’язків.  

№47. Розв’язання.   Зрозуміло, що після кожного кроку число білих зернят або не змінюється, або зменшується на 2. Тому залишитись може лише чорне зернятко. 

№48. Розв'язання. Просте число 2 – парне, всі інші прості числа – непарні. Тому в стов​пчику, де стоятиме число 2, сума чисел буде непарною, а в усіх інших сто​впчиках – парною. Отже, такого квадрата не існує.

№49. Розв'язання. Оскільки в цьому ряду непарна кількість непарних чисел, то як би ми не розставили знаки, значення виразу буде числом непарним, а 0 – число парне. Отже, не можна.

№50. Розв'язання. Після кожного кроку число білих і чорних зернят або не змінюється, або зменшується на 2. Тому кількість білих зернят у банці щоразу є числом парним. Отже, залишилось лише чорне зернятко.

№51. Розв'язання. Занумеруємо місця, на яких стоять фішки, від 1 до 100. Зауважимо, що фішка, яка стоїть на парному місці, може перейти лише на парне місце, а фішка, яка стоїть на непарному місці, – тільки на непарне. Тому, зокре​ма, не вдається поміняти місцями фішку, що стоїть на першому місці, з фішкою, що стоїть на останньому. Звідси випливає, що переставити фішки в зворотному порядку неможливо.

№52. Розв'язання. Якщо у квитка 
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 перші три цифри відповідно співпадають із трьома останніми, тобто 
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, то таких щасливих квитків стільки ж, скільки і квитків 
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, тобто парне число 1000. Якщо ж 
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, то поряд з щасливим квитком 
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 буде і квиток 
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. Отже, такі щасливі квит​ки можна розбити на пари. А тому їх загальна кількість теж є парною.

№53. Розв'язання. На кожному аркуші записані одне парне і одне непарне числа. Сума їх є число непарне. Тоді сума, що дістав Василько, це сума 25 непарних чи​сел, тому повинна бути непарною, а число 2004 – парне. Отже, відповідь на питання задачі негативна.

№54. Розв'язання. а) Легко бачити, що кожне з цих чисел дорівнює 1 або – 1. Для того, щоб їх добуток дорівнював додатному числу 1, треба, щоб кількість від'ємних множників була парною. З іншого боку, сума може дорівнювати нулю, якщо кількість чисел – 1 дорівнює кількості чисел 1, тобто 11. Але 11 – число непарне.

б) Нехай сума дорівнює 1. Кількість додатних доданків дорівнює п, кількість від'ємних доданків дорівнює 22-n. Тоді 1∙n – 1(22 – n) = 1, тобто        2n – 22 = 1. Але 2n і 22 – парні числа. Тому їх різниця не може бути не​парною.

№55. Розв'язання. Припустимо, що можна. Тоді в кожній групі сума чисел є парним чис​лом, тому сума всіх чисел від 1 до 65 теж має бути парною, але сума 1 + 2 + 3 + ... + 65 = 65∙33 – непарна. Отже, не може.

№56. Розв'язання. Якщо в когось із Катрусиних друзів сусіди – тієї ж статі, то очевидно, що всі, хто стоїть у колі, однієї статі. Тому хлопчики та дівчатка чергуються і, отже, дівчаток у колі стоїть стільки ж, скільки й хлопчиків: по п'ять. Отже, серед Катрусиних друзів є чотири дівчинки.

№57.  Відповідь.  цифрою 3. 14​​​​2n закінчується цифрою 6;
11 і 16 в будь-якому степені закінчується 1 і 6.

№58. Відповідь. (2n + 1) + (2n + 3) = 4n + 4.

№59. Відповідь.  372 – 36 
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 37 + 63 = 37 (37 – 36) + 63 =37 + 36 = 100.
№60. Відповідь.  Ні. (а – 1) + а + (а + 1) = 3а, а > 1.

№61. Відповідь.  2n + (2n +2) = 4n +2. Перший доданок 4n ділиться на 4, а другий 2 – ні. Отже і сума 4n + 2 не ділиться на 4.

№62. Доведення. Нехай х – власна швидкість пароплава, y –швидкість течії. Тоді х + у – швидкість за течією, х – у – швидкість проти течії. (х + у) – (х - у) = х + у – х + у = 2у.

VI. Принцип Діріхле

Теоретичні відомості

При розв’язуванні багатьох задач люди користуються способами міркувань, які одержали назву «принцип Діріхле» («принцип висунутих ящиків»). У найпростішій і дотепній формі принцип Діріхле звучить так: »Не можна посадити 7 зайців у 3 клітки так, щоб у кожній клітці було не більше, ніж 2 зайці». 

А взагалі твердження формулюється так:
У п клітках неможливо розсадити п + 1 зайців щоб кожний із них сидів у окремій клітці, тобто знайдеться клітка, де сидить не менше двох зайців.
Щоб застосувати принцип Діріхле до розв'язування задачі, ми повинні вказати, що саме будемо розуміти під «клітками» і «зайцями», а також спосіб, за яким будемо розсаджувати «зайців» у «клітки». 

Як правило, під час розв'язування задач використовують не принцип Діріхле, а деяке його узагальнення:
Дано п кліток і пк+1 зайців, які розміщено у ці клітки. Тоді знайдеться клітка, де сидить не менше к + 1 зайців.

Узагальнений принцип Діріхле: якщо множина із N елементів розбита на п підмножин, жодні дві з яких не мають спільних елементів, і при цьому N > kn, то знайдеться підмножина, що містить не менше ніж k+1 еле​мент.
Часто принцип Діріхле застосовують в якій-небудь геометричній формі, наприклад:

а) якщо відрізок довжиною l розбито на п відрізків, що не мають спільних внутрішніх точок, то довжина найбільшого відрізка не менша від 
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, а довжи​на найменшого відрізка не більша за 
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;

б) якщо на відрізку довжини l розташовано декілька відрізків, сума довжин яких більша від l, то принаймні два з цих відрізків мають спільну точку;

в) якщо всередині фігури з площею S розташовано декілька фігур, сума
площ яких більша за S, то принаймні дві з цих фігур мають спільну точку.

Принцип Діріхле використовується і під час розв'язування задач на подільність і зафарбовування.
Наведемо ще кілька схожих на«принцип Діріхле» тверджень, які використовуються в геометрії та аналітичних задачах:

· якщо сума площ декількох фігур менша за S, то ними не можна покрити фігуру, площа якої дорівнює  S;

· якщо на відрізку довжиною 1 розташовано декілька відрізків з сумою довжин l, то знайдеться точка цього відрізка, яка буде накрита не більше ніж  цими відрізками;

· якщо середнє арифметичне декількох чисел більше а, то хоча б одне з них більше а.

Розв’язуємо разом
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Задача 1. У класі навчається 29 учнів. Сашко Петренко зробив у диктанті 1З помилок, і ніхто інший не зробив більшої кількості помилок. Довести, що принаймні три учні зробили однакову кількість по​милок.

Розв'язання. Приймемо за «клітки» всі можливі варіанти кількості помилок. їх 14, оскільки учні можуть зробити 0, 1, ..., 13 помилок. «Зайцями» вважатимемо учнів, які писали диктант і яких за умовою 29. Кожного з них «садимо» у «клітку», що відповідає кількості зроблених помилок. Зрозуміло, що знайдеться «клітка», в якій «сидять» принаймні три «зайці», а це й означає, що знайдуться три учні, які зробили однакову кількість помилок.
Задача 2. У п'ятих класах школи навчається 160 учнів. Довести, що знайдуться 4 учні, у яких день народження припаде на один і той самий тиждень.




 Розв'язання. У році може бути максимум 53 тижні. їх і приймемо за «клітки», а за «зайців» – учнів. Розсаджуватимемо «зайців» у ті «клітки», що відповідають їх дням народження. Оскільки 160 : 53 = 
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, то за принципом Діріхле знайдеться «клітка», у якій принаймні 4 «зайці». Це означає, що знайдеться тиждень, на який припаде день народження відразу у чотирьох учнів.
Задача 3. У клітинках таблиці розмірами 3 
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 3 розмішено числа -1; 0; 1. Розглянемо вісім сум: суми всіх чисел у кожному рядку, кожному стовпці і на двох діагоналях таблиці. Чи можуть усі ці суми бути різними? 
Розв'язання. Нехай «клітками» будуть усі різні значення сум трьох чисел, кожне з яких набуває значення 0, 1 або -1. Зрозуміло, що таких значень 7. Це -3; -2; - 1; 0; 1; 2; З. «Зайцями» будуть набори із трьох чисел, що розмішені або в одному стовпці, або в одному рядку, або на одній із двох діагоналей таблиці. Таких наборів 8.
Як розсаджуватимемо «зайців»? Кожного «зайця» садитимемо в «клітку», що є значенням суми чисел «зайця». Тоді за принципом Діріхле знайдеться «клітка», де сидять не менше двох «зайців». А це й означає, що знайдуться дві розглядувані трійки чисел, для яких суми рівні.
Відповідь. Ні. 

Задача 4. У ящику лежать 10 пар чорних рукавичок і 10 пар червоних одного розміру. Скільки рукавичок потрібно витягнути з ящика навмання, щоб серед них були:
а)  хоча б дві рукавички одного кольору;
б)  хоча б одна пара рукавичок одного кольору?

Розв'язання. а)  Якщо за «клітки» прийняти кольори рукавичок, то взявши три довільні рукавички, ми отримаємо, що в одній із «кліток» знаходяться два «зайці»-рукавички. А це і вимагається в задачі.
б) Якщо взяти 20 рукавичок на одну руку, то з них не можна буде вибрати пару рукавичок одного кольору, тому шукана кількість рукавичок не менша ніж 21.
Справді, якщо за «клітки» прийняти кольори рукавичок (їх два), а за «зайців» – рукавички, то за узагальненим принципом Діріхле в одній з «кліток» буде не менше 11 «зайців». Це означає, що знайдеться 11 рукавичок одного кольору. Але ми маємо лише 10 пар рукавичок одного кольору. Тому всі вони не можуть бути на одну руку. Отже, серед цих 11 рукавичок знайдеться одна пара рукавичок одного кольору.
Задача 5. Довести, що серед довільних трьох цілих чисел можна знайти два, сума яких ділиться на 2.

 Розв'язання. Приймемо за «клітки» різні остачі від ділення чисел на 2. Їх усього дві: 0 і 1. «Зайцями» будемо вважати остачі від ділення на 2 трьох даних чисел. їх буде три. Розмістивши «зайців» у «клітки» (кожного «зайця» розміщаємо у «клітку», що дорівнює остачі від ділення його на 2), за принципом Діріхле отримаємо, що знайдеться «клітка» з двома «зайцями», тобто знайдуться два числа, що дають при діленні на 2 однакові остачі. їх сума і ділиться на 2.
Задача 6. Довести, що серед довільних семи чисел можна знайти три, сума яких ділиться на 3.


Розв'язання. За «клітки» приймаємо різні остачі від ділення на 3. Їх усього три: 0, 1, 2. «Зайцями» вважатимемо остачі від ділення на 3 даних семи чисел. Їх усього 7. Як і в попередній задачі, розмістивши «зайців» у «клітки» і використовуючи узагальнений принцип Діріхле, робимо висновок, що знайдуться три «зайці», що знаходяться в одній із «кліток». А це й означає, що знайдуться три числа, які дають одна​кові остачі від ділення на 3. Їх сума ділиться на 3.
Задача 7. Дано 12 довільних цілих чисел. Довести, що з них можна вибрати два, різниця яких ділиться на 11.




Розв'язання. Приймемо за «клітки» різні остачі від ділення чисел на 11. Їх усього 11. За «зайців» приймемо остачі від ділення даних чисел на 11. Їх усього 12. Розміщуючи «зайців» у «клітки» аналогічно до попередніх задач, за принципом Діріхле отримаємо, що знайдеться два «зайці» в одній із «кліток». А це означає, що знайдеться два числа, які дають однакові остачі від ділення на 11. Зрозуміло, що різниця цих чисел буде ділитися на 11.
Задача 8. Кожну грань куба зафарбовано у білий або чорний колір. Довести, що знайдуться однаково зафарбовані грані, що мають спільне ребро. 

 Розв'язання  Розглянемо довільну вершину куба. У ній перетинаються три грані. Приймемо за «клітки» кольори, а за «зайців» – грані, що перетинаються в одній вершині. Їх усього три. Тому за принципом Діріхле знайдеться клітка, у якій міститься два «зайці». А це означає, що знайдуться дві грані, які мають спільне ребро (оскільки вони мають спільну точку) і зафарбовані однаково.
Задача 9. На шаховій дошці розмірами 8 
[image: image126.wmf]´

 8 клітинок розставлено 31 фігуру. Довести, що знайдеться вільна фігура, яка складається з трьох клітинок і зображена на малюнку.




Розв'язання.  Для того щоб не було вільної фігури, складеної з трьох клітинок, у будь-якому квадраті розмірами 2х2 клітинки має розміститися не менше двох фігур. Оскільки можна покрити всю дошку 16-ма квадратиками розмірами 2x2 клітинки, що не перекриваються, то всього фігур має бути не менше 32, а у нас є 31. Отже, за сформульованим принципом знайдеться квадрат розмірами 2x2 клітинки, в якому опиниться лише одна фігура. У ній і міститься вільна фігура, що складається з трьох клітинок.

Задача 10.
Квадрат 4
[image: image128.wmf]´

4 розділений на 16 клітинок. Розфарбуйте квадрат по клі​тинках в сірий і білий кольори так, щоб у кожної чорної клітинки було три білі сусіди, а в кожної білої клітинки був один чорний сусід. (Сусідніми вважаються клітинки, що мають спільну сторону.)

Розв’язання.  Помітимо, що білих клітинок має бути втроє більше, ніж чорних. Тому білих клітинок буде 12, а чорних – 4. Після цього легко виконати по​ставлене завдання:

Задача 6. Кожна точка площини пофарбована в один з двох кольорів: чорний  чи білий. Доведіть, що існує прямокутник, усі вершини якого одного кольору.

Розв'язання. Нехай a, b, c– три паралельні прямі, що лежать у даній площині. Прямі d1, d2, ..., d9 – паралельні між собою, що перпендикулярні прямим а, b, с. Позначимо точки перетину кожної прямої d1 з прямими a, b, c відповідно А1, В1, С1. Існує 23 = 8 варіантів розфарбування трьох точок. А оскільки таких трійок маємо 9, то принаймні дві трійки точок пофарбо​вані однаково. Позначимо ці трійки Ат,Вт, Ст та Аn, Вп, Сп.

У першій трійці принаймні дві точки мають один колір. Відповідні їм точки другої трійки мають такий самий колір. Отже, маємо чотири точки одного кольору і ці точки є вершинами прямокутника.

Задача 7. Кожна точка площини пофарбована в білий або чорний колір. До​ведіть, що на цій площині знайдеться трикутник з кутами 30°, 60°, 90°
і гіпотенузою 2 см, вершини якого однокольорові.

Розв'язання. Легко довести, що існує відрізок довжиною 2 см, кінці якого одного кольору (задача 8). Позначимо його АВ. Розглянемо правильний шестикутник АМ1М2ВМ3M4.

Якщо якась із вершин М1, М2, М3, М4 має той самий колір, що А й В, то ця вершина разом із А й В є вершинами шуканого трикутника. Якщо ж кожна вершина М1, М2, М3, М4 має інший колір, ніж А й В, то трикутник М1М2М4, задовольняє умову задачі.

Задача 8. У ряд виписані 2n прості числа. Відомо, що серед них не менше ніж п різних. Доведіть, що можна вибрати групу із чисел, що стоять поряд, так, щоб їх добуток був повним квадратом.

Розв'язання. Для розв'язання задачі досить довести, що існує така група чисел, що стоять поряд, в якій кожне просте число зустрічається парну кількість разів. Нехай уданій послідовності {a1, а2, ..., 
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} зустрічається т різних простих чисел р1, р2, ..., рт. За умовою т > п. Позначимо Cij степінь числа pi (1 ≤ i ≤ т), в якому це число входить у добуток a1a2...aj перших j простих чисел даної послідовності, 1 ≤ j ≤ 2n. Нехай dij – остача від ділення Cij на 2: Cij = 2lij + dij, dij може набувати значення 0 або 1. Кожен набір вигляду (d1j,d2j, ...,dmj) складається з т нулів і одиниць, усього таких наборів 2n, оскільки 1 ≤ j ≤ 2n. Зазначимо, що всього існує 2т різних наборів (d1, ..., dm ), де 
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. Оскільки 2т < 2n за умовою, то серед побудованих 2n наборів знайдуться два однакові 

(d1j, d2j, ..., dmj) = (d1k, d2k, ..., dmk),

для яких 1 ≤ j ≤ к ≤ 2n. Тому dij = dik для всіх 1 ≤  і ≤ т. Звідки маємо, що 

Сik – Сij = 2(lik – lij) + (dik – dij) = 2(lik – lij)
ділиться на 2 при кожному 1 ≤ і ≤ т. Зазначимо, що за визначенням Сij число рi зустрічається в добутку 
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 рівно Сik – Сij разів. Тому кожне число pj входить у добуток 
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 у парному степені, тобто 
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 – точний квадрат.

Задача 9. Доведіть, що для будь-якого натурального числа т знайдуться цілі числа а і b такі, що |a| ≤ m, |b| ≤ m та 
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Розв'язання.  Розглянемо множину чисел 
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 подається у вигляді відношення цілих чисел), їх кількість (m+1)2. Усі вони лежать на числово​му відрізку 
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 і розбивають цей відрізок на (m+1)2 – 1 = т2 +2т час​тин, причому серед цих частин є різні. Тому довжина найменшої з цих частин строго менша, ніж 
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і числа а = а2 – a1 ,b = b2 – b1 задовольняють умову задачі.

Задача 10. У квадраті з площею 6 розташовані три прямокутники, кожний  із площею 3. Доведіть, що площа спільної частини принаймні двох із прямо​кутників не менша від 1.

Розв'язання. Нехай S12, S13, S23 відповідно площі спільних частин першого і друго​го, першого і третього та другого і третього прямокутників. Тоді разом ці прямокутники покривають площу, не меншу за 3 ∙ 3 – (S12 + S13 + S23), де 3∙3=9 – сума площ даних прямокутників (величину S12 + S13 + S23 слід відняти, щоб не враховувати двічі площі спільних частин). Оскільки всі три прямокутники помістились у квадраті з площею 6, то 9 – ( S12 + S13 + S23) ≤ 6.

Тому S12 + S13 + S23 ≥ 3. А отже, принаймні одне з чисел S12, S13, S23 не мен​ше ніж 1.

Задача 11. На аркуші паперу знаходиться клякса невизначеної форми із пло​щею, меншою за 1 см2. Доведіть, що на кожному аркуші можна побудува​ти систему координат із одиницею в 1 см так, що жодна точка з обома
цілочисловими координатами не лежатиме на кляксі.

Розв'язання. Розглянемо спочатку довільну систему координат із одиницею 1 см. Кожній точці М клякси із координатами (х; у) поставимо у відповідність точку Р із координатами ({х}; {у}), де {х} = х – [х] – дробова частина чис​ла х. Зрозуміло, що всі точки Р опиняться в одиничному квадраті, причо​му площа фігури, складеної з точок Р, не перевищить площі клякси, складеної з точок М. Отже, всередині цього одиничного квадрата знай​деться точка, яка не співпадає з точкою Р. Виберемо її за початок нової системи координат з осями, паралельними осям попередньої системи. Очевидно, що побудована таким чином система координат буде шуканою.

Задача 12. У правильному 9-кутнику одні вершини пофарбовані білим, а ін​ші – чорним кольором. Доведіть, що існують два рівні трикутники (з вершинами, що є вершинами даного 9-кутника), вершини кожного з яких за​фарбовані в один колір.

Розв'язання. Із 9 вершин, зафарбованих у два кольори, принаймні п'ять мають од​наковий колір. Можна вважати, що цей колір – білий. П'ять білих вершин утворюють 
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 одноколірних (білих) трикутників. Зауважимо, що поворот на кут 
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. Отже, знайдуться два білі трикутники ∆1 і ∆2, які після декількох поворотів суміщаються з одним і тим самим трикутни​ком ∆. Зауважимо, що трикутники ∆1 і ∆2 рівні, але різні. Дійсно, два одна​кові трикутники не можна дістати різними поворотами (які ми використову​вали) із одного і того ж трикутника. Оскільки кожен трикутник ∆1 і ∆2 суміщається після повороту самого з трикутником ∆, то і ∆2 можна дістати із ∆1 за допомогою деякого повороту. Отже, трикутники ∆1 і ∆2 – шукані.

Задача 1. На кожній із планет деякої сонячної системи   знаходиться астроном,  що  спостерігає найближчу планету.  Відстані  між планетами попарно різні. Доведіть, що  якщо число планет непарне, то якусь планету ніхто не спостерігає.


Доведення. Так як відстані  між планетами різні, то  існують  дві  планети,  відстань  між якими   є найменшими із всіх. Астрономи,   що  знаходяться  на цих планетах,   дивляться  "один  на одного".

Якщо  астроном з  одної із  планет, що  залишилися  спостерігає  одну із них, то для   спостереження  за   рештою планет астрономів не   вистачить (*).

Якщо  ж ні, то "відкинувши" перші  дві планети, повторимо  наші міркування  наново. Якщо він не перерветься на одному  із "кроків" (в випадку *), то залишиться одна планета, яку спостерігати  буде нікому.


Задача 3. В килимі   розміром 4 х 4 метри міль проїла 15 дірок. Чи  завжди  можна вирізати килимок розміром 1х1,   що  не  містить всередині   дірок? (Дірки вважаються точковими).

Розв’язання

Розіб’ємо килим   на 16 квадратів розміром 1х1. Так як дірок 15, то обов’язково, але   в крайньому   випадку, один квадрат 1х1 не буде   мати  дірок всередині.


Розв’яжіть самостійно

 №1.   В клітці  живуть  зайці: 7 чорних і 5 сірих. Скільки  голодному вовку в темноті   потрібно   витягнути із   клітки зайців, щоб серед них було не   менше 2-х  чорних і  не менше 3-х сірих? 

№2. В ящику лежать кулі двох різних кольорів: чорного і білого. Яку найменшу кількість куль требі взяти із ящика, не розглядаючи, так, щоб серед них напевно було дві кульки одного кольору?

№3. Дано 12 цілих чисел. Доведіть, що серед них можна вибрати два, різниця яких ділиться на 11.

№4. У квадраті зі стороною 1 см взяли 51 точку. Доведіть, що деякі три із цих точок можна накрити квадратом зі стороною 
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№5.  Доведіть, що в будь-якій компанії з 5 осіб є двоє, що мають однако​ве число знайомих у цій компанії.

№6. Доведіть, що для кожного натурального п існує число вигляду
11...100..0 (спочатку записані лише одиниці, а далі – тільки нулі), яке
ділиться на п без остачі.

№7.  В гуртку 10 школярів. Чи можна стверджувати, що серед цих гуртківців є хоча б 2, які відзначають день народження в одному й тому самому місяці?

№8.  В шести класах школи навчається 60 учнів. Довести, що хоча б двоє з них святкують день народження в один і той самий тиждень.

№9.  У школі 740 учнів. Довести, що принаймні троє з них народилися в один і той самий день.

№10.   У похід пішло 12 туристів. Наймолодшому з них 20 років, а найстаршому - 30.      Чи є серед них однолітки?

№11. Деякі клітинки квадрата 5 
[image: image148.wmf]´

 5 розфарбовано у зелений колір, а реш​та – у жовтий. Доведіть, що можна знайти чотири клітинки, що розфар​бовано одним кольором, які знаходяться на перетині двох рядків і двох стовпчиків.

№12. У квадраті 7 
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 7 клітинок зафарбуйте деякі клітинки так, щоб у кож​ному рядку й у кожному стовпчику виявилося по три зафарбовані клі​тинки.

№13. В шаховому турнірі кожен шахіст зіграв з кожним по одній партії. Всі отримали принаймні по одній перемозі. Довести, що якісь двоє шахістів у підсумку мають однакову кількість перемог. 

№14.  У вищій лізі першості України з футболу виступає 16 команд. У другому крузі чемпіонату кожні дві команди повинні зіграти між собою один матч. Довести, що завжди є дві команди, які провели однакову кількість ігор чемпіонату.

№15. В районі 15 шкіл. Довести, що як би між ними не розподіляли 90 комп'ютерів, обов'язково знайдуться дві школи, які отримали однакову кількість комп'ютерів (можливо –  жодного).

№16. В таксі їдуть 5 пасажирів. Доведіть, що серед них знайдуться два пасажири, які мають однакову кількість знайомих серед цих 5-ти пасажирів.

№17. На   планеті  Земля   океан    займає   більше   половини   площі   поверхні. Доведіть, що в світовому    океані   можна   показати   дві діаметрально     протилежні  точки.

[image: image150.jpg]



№18. Кінь вийшов з поля а1 і через декілька ходів повернувся на нього.
Доведіть, що він зробив парну кількість ходів.

№19. У районі 15 шкіл. Доведіть, що як би не розподіляли між ними 90 комп’ютерів, то обов’язково знайдуться дві школи, яким припаде однакова кількість  комп’ютерів (можливо, жодного).

№20. У першості з хокею беруть участь 5 команд. Кожні дві з них повинні зіграти між собою один матч. Доведіть, що у будь-який момент змагань є дві команди, які зіграли однакову кількість матчів.

№21. Чи можна вивезти 50 каменів вагою 370, 372, 374, …, 468 кг на семи тритонних вантажівках?

№22. Усередині квадрата зі стороною 1 розташовано декілька кіл, сума довжин яких дорівнює 10. Доведіть, що існує пряма, яка перетинає принаймні чотири із цих кіл.

№23. Доведіть, що в послідовності Фібоначчі є число, яке ділиться на 2004.

№24. У школі навчається 962 учні. Довести, що принаймні у двох учнів збігаються ініціали.

Відповіді та вказівки до задач розділу VІ
 №1.  Розв’язання. Так як   можливий   самий неблагополучний для вовка варіант: спочатку   він витягне  7 чорних, і лише потім 3 сірих зайців, то в темноті   йому  потрібно  витягнути із клітки 7 + 3 = 10 зайців.

№2. Розв'язання. Дістанемо з ящика 3 кулі, оскільки кольорів 2. Тоді, за принципом Діріхле, знайдуться принаймні дві кулі одного кольору. З іншого боку, зрозуміло, що двох куль може й не вистачити.

№3. Розв'язання. При діленні на 11 можна дістати одинадцять різних остач: 0, 1,2, ..., 10. За принципом Діріхле, при діленні дванадцяти чисел на 11 знайдуться принаймні два, які даватимуть однакову остачу. Тоді різниця цих двох чи​сел ділиться на 11 без остачі.

№4. Розв'язання. Розіб'ємо цей квадрат на 25 менших квадратів зі стороною 
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 см. Оскільки 51 > 25∙2, то в один з цих менших квадратів попаде принаймні три точки.

№5.  Розв'язання. Можливі два випадки: коли в компанії є хтось, хто знає чотирьох осіб, і коли в компанії такого немає. В першому випадку в цій компанії немає нікого, хто знав би 0 осіб. Отже, тоді маємо чотири варіанти знайомих: 1; 2; 3; 4. У другому випадку теж маємо чотири варіанти кількості знайомих: 0; 1; 2 і 3. Оскільки 5 > 4, то, за принципом Діріхле, серед п'яти осіб є принаймні дві, які мають однакову кількість знайомих.

№6. Розв'язання. Розглянемо n+1 число вигляду 1, 11, 111, ..., 11...1 (останнє записане з допомогою n+1 одиниць). При діленні на п можна мати не більше ніж п різних остач. А тому, за принципом Діріхле, знайдуться два числа, що да​дуть однакову остачу при діленні на п. Різниця цих чисел ділиться не п і є числом потрібного вигляду.

№11. Розв’язання. У кожному рядку квадрата є не менше трьох клітинок, що розфарбо​вані одним кольором (за принципом Дирихлє). Оскільки рядків п'ять, то обов'язково знайдуться три, в кожному з яких є не менше трьох кліти​нок одного кольору. Припустимо, в них немає двох стовпчиків однако​вого кольору, тобто один стовпчик одного кольору, а в інших чотирьох стовпчиках по одній клітинці одного кольору. Тоді, додавши третій рядок, обов'язково отримаємо те, що вимагається в задачі.


№12. Розв’язання. Приклади зафарбування показано на малюнку.

№17. Доведення. 
Припустимо, що кожній   точці   світового океану    відповідає    протилежна    точка суші, тоді    світовий   океан і суша    центрально симетричні, а площі    їх рівні, що протирічить   умові  задачі. Значить, в  світовому     океані   можна    показати    дві   діаметрально протилежні   точки.

№18. Розв'язання. З кожним ходом коня міняється колір поля, на якому стоїть кінь, тоб​то має місце чергування кольорів – білого і чорного. Після першого ходу кінь стоятиме на білому полі, а після останнього – на чорному полі а1. Отже, кінь має зробити парну кількість ходів.

№19.  Розв'язання. Якщо в усіх школах буде різна кількість комп’ютерів, то всього комп’ютерів буде 0+1+2+3+…..14 = 105, що більше за 90.

№20. Розв'язання.  Припустимо, що кожна команда зіграла різну кількість матчів. Більше 4 матчів жодна команда зіграти не могла.

№21.  Розв'язання. Якщо це можна зробити, то хоча б одну вантажівку потрібно буде завантажити принаймні 8 камінням (7··7 = 49 < 50). Але навіть найлегших 8 каменів матимуть сумарну вагу 370+372+….+384 = 3016, що більше 3 т. Відповідь. Ні, не можна. 

№22. Розв'язання.Можливо мати лише 7 варіантів сум: -3; -2; -1; 0; 1; 2; 3. Отже, за принципом Діріхле, якийсь варіант має повторитися.

№23. Розв'язання. Позначимо через ап остачу від ділення ип на 2004. Розглянемо послідов​ність пар остачі (а1; а2), (а2; а3), (а3; а4), … . Кількість таких різних пар дорівнює 20042, а загальна кількість пар нескінченна. Тому в цій послідовності знайдуться дві однакові пари. Тобто для деяких k i р (k<р) будуть мати місце рівності аk = ар, аk+1 = ар+1. Тому аk-1 = ар-1, ак-2 = ар-2, ..., а2 = ар-к+2, а1 = ар-к+1 Оскільки аk = ап = 1, то up-k+2 та u p-k+1 при діленні на 2004 дають однакові остачі. Тому число ир-k = ир-k+2 – ир-k+1 ділиться на 2004.

№24. Розв'язання. Двох  букв можна утворити 2·2=4 різних пар ініціалів. В українському алфавіті 31 буква, що може входити о складу ініціалів, тому утворюється31 · 31 = 961 різних пар ініціалів. 962>961.Отже, принаймні два учні мають однакові ініціали.

VІІ.  Діофантові рівняння

Теоретичні відомості

Лінійним рівнянням з двома змінними називається рівняння виду ах+ву=с, де   х, у - змінні, а, в, с – числа, а та в одночасно не дорівнюють 0.

Діофантові рівняння – це алгебраїчні рівняння з цілими або раціональним коефіцієнтами, в яких вимагається визначити цілі або раціональні розв'язки. У   діофантових рівняннях кількість невідомих більша за кількість рівнянь, тому їх ще називають невизначеними.

Алгоритм Евкліда.  Спосіб відшукання найбільшого спільного дільника двох чисел за допомогою послідовного ділення з остачею називають алгоритмом Евкліда. Він ґрунтується на таких властивостях:

1. Якщо числа а і в мають дільником одне і те ж саме число п, то п є дільником остачі r від ділення цих чисел. Коли одне з чисел і остача мають спільний дільник, то він буде дільником і другого числа.

2. Нехай а і в цілі числа, в
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0. Якщо а ділиться на в, то НСД(а;в)=в.

3. Якщо а=вq+r, де а, в і r відмінні від нуля цілі числа, то НСД(а;в)=НСД(в;r).
4. Для будь-яких чисел а і в, які одночасно не дорівнюють 0, найбільший спільний дільник завжди існує і дорівнює останній відмінній від 0 остачі алгоритму Евкліда.

Приклад 1. Знайти НСД(893; 987).

Розв’язання. Знайдемо остачу від ділення більшого числа на менше:

978 = 893 
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×

+ 94. Остача не дорівнює 0. Знайдемо остачу від ділення числа 893 на 94:

893 = 94 
[image: image154.wmf]´

 9 + 47. Далі знову виконаємо ділення  94 на 47: 94 = 47 
[image: image155.wmf]´

 2.

В останньому випадку остача дорівнює 0. Згідно властивостей ( 2 і 3 ) маємо:

НСД(893;987) = НСД(893;94) = НСД(94;47) = 47.

Відповідь: 47.

Умови існування цілих розв'язків лінійних діофантових рівнянь.


Нехай дано рівняння виду ах + ву = с, де х та у- змінні, а, в, с – цілі числа. Якщо НСД(а; в)= 1, то рівняння має безліч цілих розв'язків.


Нехай НСД(а; в) = d ≠ 1. Якщо число с не ділиться на d, то рівняння не має  цілих розв'язків. Якщо число с  ділиться на d, то рівняння має безліч цілих розв'язків.

Розв’язування лінійних рівнянь з двома змінними в цілих числах способом підбору

Нехай знайдено пару цілих чисел (х0; у0), що задовольняє рівняння   ах + ву = с. Тоді справедлива рівність: ах0+ву0=с. праві частини двох останніх рівностей рівні, тому прирівняємо ліві частини цих рівностей:

ах + ву = ах0+ву0 ,тобто а(х-х0)=-в(у-у0), звідси:
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     Ліва частина рівності є цілим числом, тому і права частина повинна бути цілим числом, а і в – взаємно простими, тоді 
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, у-у0=-аn, nєZ.

 З останніх рівностей знайдемо змінні х і у: х=х0+вn, у=у0 – аn, nєZ. Це і буде загальний розв’язок рівняння ах+ву=с в цілих числах.

Алгоритми розв′язування в цілих числах деяких видів діофантових рівнянь
1). х + ву= с. Рівняння має цілі корені, бо НСД(1; в)= 1. Виразимо х через у:

х = с – ву. Якщо змінна у набуватиме будь-яких цілих значень, то можна обчислити відповідні значення змінної х. Отже рівняння має цілі розв'язки:

 х = с – вк,  у = к,   к є Z. 

2).ах + у = с. НСД(а; 1) = 1, тому рівняння має цілі розв'язки: х = к, у = с – ак,

 к є Z.

3). Якщо в рівнянні ах + ву = с  а + в = с  (а – в =с), то пара (1; 1) ((1 ; -1)) є цілим розв′язком даного рівняння. Тоді загальні формули цілих розв’язків рівняння будуть такими: х = 1 + вп, у = 1 – ап, де п є Z (х = 1+ вп, у = -1– ап, п є Z ).

  Приклади:
  Розв’язати рівняння в цілих числах:

   а) 2х + у =5;      б)5х – 3у = 8;      в) 3х + 5у =9;      г) ах + ву = 0.

Розв’язання.
           а) Оскільки НСД(2;1) = 1, то рівняння має цілі розв’язки. Маємо: у = -2х+5. Звідси х = к і у = -2к+5, де к
[image: image159.wmf]Î

Z – загальний вигляд цілих розв’язків даного рівняння. 
Відповідь: х = к, у = -2к=5, к
[image: image160.wmf]Î

Z.
            б) НСД(5;3) = 1,тому дане рівняння має цілі розв’язки. Оскільки а-в=с, то пара чисел (1;-1) є розв’язком рівняння. Тоді загальні формули цілих розв’язків мають вигляд: х = 1+3п, у = -1+5п, п є Z.
 Відповідь: х =1+ 3п, у = -1+5п, п
[image: image161.wmf]Î

Z. 

            в) Рівняння має цілі розв’язки. Число 9 ділиться на 3 націло. Отже, (3;0) – цілий розв’язок рівняння. Звідси: х = 3+5п, у = -3п, п є Z.

      Відповідь: х = 3+5п, у = -3п, п
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Z.

            г) Рівняння має цілий розв’язок (0; 0). Звідси: х = вп, у = -ап,

 п
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Z.    Відповідь: х = вп, у = -ап, п
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Z.

          Знаходження натуральних розв’язків діофантових рівнянь.


Спосіб оцінювання. При знаходженні натуральних розв’язків лінійних рівнянь виду ах+ву = с, де коефіцієнти є натуральними числами, доцільніше оцінити найбільші значення, яких можуть набувати змінні.

    Приклади.

Розв’язати рівняння в натуральних числах:

а) 8х+15у = 105;

б) 7х+4у = 63;

в) 5х+6у = 74.

  Розв’язання. а) Рівняння має цілі розв’язки. (0; 7)- один із розв’язків. у=6 – найбільше можливе натуральне значення змінної у. Якщо у=0, то х=13,125. х=13- найбільше можливе значення змінної х. у=-
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8

х+7. Оскільки х
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13 і х кратне 15, то не існує натурального значення, яке б задовольняло  ці умови. Відповідь: рівняння не має натуральних розв’язків.

        б) Рівняння має цілі розв’язки. Якщо х=0, то у=15,75. у=15- найбільше можливе натуральне значення у. Якщо у=0, то х=9. Найбыльше можливе натуральне значення змынноъ х- число 8. Виразимо змінну х (63 ділиться  на 7):    х=-
[image: image167.wmf]7

4

у+9.

Значення у має бути кратне 7 і не більше 15. Отже, у=7 або у=14. Відповідні значення х: х=5 або х=1. Відповідь: (5;7), (1;14).

         в)рівняння має цілі розв’язки. Коли х=0, то у=12
[image: image168.wmf]3

1

. Найбільше можливе натуральне значення змінної у - число 12. Якщо у=0, то х=14,8. Найбільше можливе натуральне значення змінної х - число 14. Число 14 не ділиться ні на4, ні на 6. Виразимо змінну х через у:

                                х=
[image: image169.wmf]5

6

74

ó

-

=14-у+
[image: image170.wmf]5

4

ó

-

. Підставимо замість у значення від 1 до 12, намагаючись одержати ціле значення дробу. Маємо у=4 або у=9, відповідні значення х: х=10 або х=4. Відповідь: ( 10; 4 ), (4 ; 9 ).

     Лінійне представлення найбільшого спільного дільника. 


Нехай дано рівняння ах + ву = с і НСД(а; в) = d. Тоді має місце така властивість: якщо число d є найбільшим спільним дільником чисел а і в, то існують такі цілі числа k i l, що виконується рівність: d = ka + bl. 

 Приклади. а) Знайти найменший натуральний розв’язок рівняння

                                           500х-7у=1.

       б) розв’язати в натуральних числах рівняння

                                     201х-1999у =12.

Розв’язання.

  а) Застосовуємо алгоритм Евкліда для пошукуНСД чисел 500 і 7 : 

500= 7
[image: image171.wmf]´

71+3, 7=3
[image: image172.wmf]´

2+1. Отже, НСД (500;7)=1. З останньої рівності виразимо число 1:  1=7-3
[image: image173.wmf]´

2. З першої рівності виразимо число 3 і підставимо його  в останню рівність:

   1=7-(500-7
[image: image174.wmf]´

71) 
[image: image175.wmf]´

2=-500
[image: image176.wmf]´

2+7
[image: image177.wmf]´

143.

Маємо рівність:

                                            -500
[image: image178.wmf]´

2+7
[image: image179.wmf]´

143=1.

Порівняємо ліву чпстину рівняння і ліву частину останньої рівності.

Числа х=-2 і у=-143 задовольняють рівняння. Загальний розв’язок запишемо у вигляді:      х=-2+7n,у=-143+500n, n 
[image: image180.wmf]Î

 Z.

 Нам потрібні натуральні розв’язки, тому: 
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[image: image183.wmf]
  .

Отже,   n=1;2;3… Найменший натуральний розв’язок при  n=1:  х=5, у=357.

  Відповідь: (5;357).

 б) розглянемо спочатку рівняння  201х-1999у=1. Розв’яжемо його як попереднє рівняння. Знайдемо НСД чисел 201 і 1999 за допомогою алгоритму Евкліда:

                                                1999=201
[image: image184.wmf]´

9+190,

                                                 201=190
[image: image185.wmf]´

1+11,

                                                  190=11
[image: image186.wmf]´

17+3,                                                     

                                                   11=3
[image: image187.wmf]´

3+2,

                                                     3=3
[image: image188.wmf]´

1+1.

    Запишемо лінійне представлення НСД(1999;201)=1:

1=3-2
[image: image189.wmf]´

1=3-(11-3
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3)=3
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4-11
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1=(190-11
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17)
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4-11
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1=190
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4--- 

-11
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69=190
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4-69
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(201-190)=190
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73-69
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201=73
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(1999-201
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9)-  

-69
[image: image204.wmf]´

201=73
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1999-201
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726.

Маємо рівність: 73
[image: image207.wmf]´

1999-201
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726=1 або -201
[image: image209.wmf]´

726+1999
[image: image210.wmf]´

73=1.

Помножимо обидві частини останньої рівності на 12, щоб  праві частини рівняння і останньої рівності стали рівні:

                                            -201
[image: image211.wmf]´

726
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12+1999
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73
[image: image214.wmf]´

12=12

Або                                      201
[image: image215.wmf]´

 (-8712)- 1999
[image: image216.wmf]´

 (-876)=12.

        Пара чисел(-8712;-876) задовольняє дане рівняння.

Загальні формули розв’язків 
[image: image217.wmf]{

х=-8712+1999k, у=-876+201k, k
[image: image218.wmf]Î

Z.

   Знайдемо натуральні розв’язки, розв’язавши систему нерівностей:
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Одержимо: 
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             k=5;6;7;...

Kоли k=5, матимемо найменший натуральний розв'язок: х= 1283, у=129.

Отже, загальні формули натуральних розв'язків такі:
                            х=1283+1999n,       y=129+201n, n=0;1;…

Відповідь:       х=1283+1999n,         y=129+201n,  n=0;1;…

Розв’язуємо разом
[image: image221.png]



Задача  1. Голодні Малюк і Карлсон  з’їли торт і стали ситими. Відомо, що голодний Карлсон легший від ситого Малюка, А ситий Карлсон має таку вагу, як два голодні Малюки. Чия маса більша: торта чи голодного Малюка?

Розв’язання.  Нехай m i k – вага голодних Малюка і Карлсона відповідно, а M i K – відповідно їхня вага, коли вони ситі. Тоді, за умовою задачі, М > k  і  K=2m. Тому вага торта становить:

                  (M+K) – (m+k) =M+2m – m-k=M-k+m>m,бо M>k.

Відповідь: вага торта більша.

Задача 2.  У натурального числа п є такі два різні натуральні дільники  а і в, що (а-1)(в+2)=п-2. Доведіть, що 2n – квадрат натурального числа.

Розв’язання. Оскільки ab+2a – b=n, a I b- різні дільники числа n, то b ділиться на а, а  2а ділиться на b. Звідси маємо: b=2a i 2n = 4a2 = (2a)2 , що і треба було довести.

Задача 3. На одній із фірм працюють 10 співробітників. Щомісяця директор фірми підвищує зарплату на 1 грн. рівно дев’яти співробітникам (за своїм вибором). Як директору підвищувати  зарплату так, щоб зробити її однаковою для всіх співробітників? (На початок заснування фірми зарплати всіх співробітників були різними і виражались цілими числами гривень).

Розв’язання.    Той, кому недодали 1 гривню до зарплати, відносно інших співробітників, цю одну гривню втрачає. Небудемо доплачувати співробітникуз найбільшою зарплатою до тих пір, доки його зарплата не зрівняється з тією, яка була найменшою. Відтак, найменшу зарплату будуть одержувати два співробітники. Потім знову виберемо співробітника з найменшою зарплатою і не будемо йому доплачувати доки його зарплата не зрівняється з тією зарплатою, яка була найменшою. Одержимо три співробітники з найменшою однаковою зарплатою. Зробивши таке рівно дев’ять разів, директор вирівняє всі зарплати співробітників.

 Задача 4.  На складі є цвяхи у ящиках по 24, 23, 17 і 16кг. Чи можна відпустити зі складу 100кг цвяхів, не розкриваючи ящиків? 

Розв’язання. Задачу можна розв’язати безпосередньо методом підбору .

     Наведемо алгебраїчний спосіб розв’язання цієї задачі.

     Нехай x, y ,z ,t – кількості ящиків по 24, 23,17,і 16кг відповідно. Маємо рівняння: 24x+23y+17z+16t = 100.

Розв’яжемо рівняння методом розсіювання.
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         Виразимо змінну з останньої рівності:

                                             z= 4-8x-7y-16n .

  Маємо цілі розв’язки рівняння:

(m;k;4-8m-7k-16n;17n+7m+6k+2), m,n,k
[image: image224.wmf]Z

Î
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Для пошуку невід’ємних розв’язків  розв’яжемо систему нерівностей:
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Невід’ємний  розв’язок: (0;0;4;2)

Відповідь: 4 ящики по 17кг, 2 ящики по 16 кг.

Задача 5. Шалтай-Болтай ходить лише вздовж однієї прямої. Рухаючись вліво він за хвилину робить 37 кроків, а рухаючись вправо – 47 кроків. Чи може він так організувати свої рухи, щоб менше ніж за годину опинитися через ціле число хвилин на відстані одного кроку від свого початкового розміщення.

 Розв’язання. Нехай  х - кількість кроків апри русі вліво, у - кількість кроків при русі вправо. Рівняння: 37х + 47у = 1. Розв’яжемо його за допомогою ланцюгових дробів:
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 EMBED Equation.3  [image: image228.wmf];
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 Запишемо рівність, утворену з чисельників останніх дробів: 14·37-11·47=1.

Порівнявши останню рівність і умову, одержимо цілий розв’язок (14;-11).

Загальні формули цілих розв’язків: х=14+47n; y= -11-37n; n
[image: image230.wmf]Z
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         Нехай Шалтай-Болтай   опинився на один крок ліворуч від початкового місця, тоді х>0,y<0:   
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 EMBED Equation.3  [image: image233.wmf]ï
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         Нехай Шалтай – Болтай опинився на один крок праворуч від початкового місця, тоді x<0,y>0:
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Відповідь: Може або за 14 кроків вліво і 11 кроків вправо, або за 33 кроки вліво і 26 кроків вправо.

Задача 6. Знайдіть усі натуральні числа m і n, які задовольняють рівність mn2=2009(n+1).

 Розв’язання. Числа n i n+1 –взаємно прості. Якби у них був спільний дільник d>1, то n=k1d, n+1=k2d, тоді 1=(n+1)-n =d(k2-k1), тобто d є дільником одиниці, що суперечить припущенню. Тому для заданої рівності мають виконуватись такі  умови: m повинно ділитися на n+1, а  2009 на n2. Оскільки 2009 = 72
[image: image238.wmf]´

41, то можливі два випадки: n=1, або n=7. При n=1маємо m=2009
[image: image239.wmf]´

2=4018.При  n=7 маємо  49m=2009
[image: image240.wmf]´

8,звідки m=41
[image: image241.wmf]´

8=328.

Відповідь: (4018;1); (328;7).

Задача 7. Розв'яжіть рівняння х2 – ху – 2у2 = 7 у цілих числах.

Розв'язання. Перепишемо рівняння у вигляді (х – 2у)(х + у) = 7. 

Оскільки х, у — цілі числа, то можливі такі випадки:  

1) 
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Розв'язавши ці системи, дістанемо розв'язки: 
(3; -2), (5; 2), (-3; 2), (-5; -2).

Задача 8. Додали суму, різницю, добуток і частку від ділення двох цілих
чисел і дістали 450. Знайдіть ці числа.

Розв'язання. Позначимо одне з цих чисел через х, а друге –  через у. Тоді 
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Бачимо, що 
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x

 повинно бути цілим числом. Перепишемо наше рівнян​ня у вигляді 
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. Зауважимо, що 450 = 1∙2∙32∙52. Тому (у + 1) може набувати лише значення: 12; 32; 52; 152. Переберемо всі випадки і дістанемо    

 такі пари чисел:
 (28; 14), (100; 2), (72; 4), (-32; -16), (-200; -4), (-108; -6), (-900; -2).

Задача 9. Знайдіть у цілих числах розв'язки рівняння х + у = х2 – ху + у2.
Розв'язання. Розв'яжемо рівняння відносно у. Дістанемо: 
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.  Оскільки корені рівняння мають бути дійсними, то 3(х – 1)2 ≤ 4, тобто 
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. Розв'яжемо цю нерівність в цілих числах і дістанемо х = 0, x = 1, x = 2. Для кожного з цих значень х дістанемо відповідні цілі значення у. Остаточно матимемо такі пари: (0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 2), (2; 1), (2; 2).

Задача 10. Доведіть, що рівняння 
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 не має розв'язків у нату​ральних числах.

Розв'язання. Нехай х0, у0 – натуральні числа, що задовольняють це рівняння. Не​хай для визначеності х0 ≥ у0 > 0. Тоді 
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. Тому у0 = 1 в рівнянні, і доходимо рівності 
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, яка для натуральних значень х0 не виконується. Отже, вихідне рівняння не має розв'язків у нату​ральних числах.

Задача 11. Сума декількох послідовних натуральних чисел, починаючи з чис​ла 1, дорівнює тризначному числу, всі цифри якого рівні. Скільки взято чисел?

Розв'язання. Тризначне число 
[image: image255.wmf]ааа

 можна подати так: 


[image: image256.wmf]ааа

 = 100а +10a + a = 111а = 37∙3а, 

де а – одна з цифр 1, 2, 3, ..., 9. Оскільки 1 + 2 + ... + п = 
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, то 

n(n + 1) = 2∙3∙37а. Отже, або п, або n + 1 ділиться на 37. 

Якщо п = 37k, то k(37k + 1) = 6а < 54, звідки к = 1. 

Якщо п = 37, то 
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 не задовольняє умову задачі.

Якщо п + 1 = 37k, то k(37k – 1) = 6а < 54. Тому k = 1. У цьому випадку 
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Отже, n = 36.

Задача 12. Розв'яжіть у цілих числах рівняння 35x – 2004у = 11.

Розв'язання.  Для знаходження конкретного розв'язку скористаємось алгоритмом Евкліда. НСД(2004; 35) = НСД(35; 9) = НСД(9; 8) = НСД(8; 1) = 1. Запи​шемо цей процес у зворотному напрямку:

1 = 8 – 7 ∙ 1 = 8 – 7(9 – 8) = 8 ∙ 8 – 7 ∙ 9 = 8(35 – 3∙9) – 7∙9 =

= 8 ∙ 35 – 31 ∙ 9 = 8 ∙ 35 – 31 – (2004 – 57 ∙ 35) = 1775 ∙ 35 – 31∙2004.

Отже, пара (1775; 31) є розв'язком рівняння 35х – 2004у = 1. Тоді пара чисел х0 = 1775∙11 = 19525, у0 = 31 ∙ 11 = 341 є розв'язком рівняння 

35х – 2004у = 11.

Міркуючи так, як і в попередній задачі, дістанемо загальний розв'язок рівняння: х = 19525 + 2004k, у = 341 + 35k, k 
[image: image260.wmf]Î
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Задача 13. Розв'яжіть у цілих числах рівняння x3 + 3y3 = 9z3. 

Розв'язання.  Легко бачити, що x = y = z = 0 є розв'язком даного рівняння. Доведемо, що інших розв'язків немає. Припустимо протилежне, що існують інші цілі розв'язки. Тоді принаймні одне з чисел х, у, z відмінне від 0. Нехай р – найбільший спільний дільник х, у, z. При цьому якщо одне з них дорівнює нулю, то будемо вважати, що р– найбільший спільний дільник двох інших чисел. Очевидно, що два числа одночасно дорівнювати нулю не можуть. Нехай х = px1, y = py1, z = pz1. Тоді принаймні в одній парі чи​сел x1, y1, z1 маємо взаємно прості числа. Тоді 
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. З цієї рівності випливає, що х1 ділиться на 3, тобто х1 = 3х2. Поділивши ліву й праву частини на 3, матимемо 
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. Тому у1 = 3у2 і 
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. А тому z1 = 3z2. Отже, серед чисел х1, y1, z1 немає жодної пари взаємно простих. Суперечність доводить, що інших цілих розв'язків, крім x = y = z= 0, немає.

Задача 14. Розв'яжіть у натуральних числах рівняння 3∙2т + 1 = n2.

Розв'язання.  Очевидно, що n не ділиться на 3. Тому можливі випадки, коли п при діленні на 3 дає остачу 1 і коли п дає остачу 2. Розглянемо обидва випадки.

1) п = 3k + 2. Тоді 3∙2т + 1 = 9k2 + 12k + 4 або 2m =3k2 + 4k + 1= (3k+1)(k+l).

Отже, і k+1, і 3k+1 –  степені числа 2. А це тільки k =0 і k =1.

Підходять k = 0 і k = 1.

При k ≥ 2 4(k+1)>3k+1>2(k+1), а тому k+1 і 3k+1 не можуть одночасно бути степенями двійки. Отже, розгляд першого випадку дає розв'язки: п = 2, т =1 і  п = 5, т = 3.
2) п = 3k+1. Тоді 3∙2т + 1 = 9k2 + 6k + 1 або 2т = 3k2 +2k = k(3k+2). Отже,  і   k,  і  3k+2 –  степені  числа 2.  Очевидно, що k = 1 не підходить, а  k = 2 – підходить. При k ≥ 3 маємо: 4k > 3k + 2 > 2k, а тому k і 3k + 2 не можуть бути степенями числа 2. Розглянувши цей випадок, маємо ще один розв'язок: п=7, т=4.

Задача 15. Для фіксованого простого числа р знайдіть усі пари (х; у) цілих чи​сел, що задовольняють співвідношення р(х + у) = ху.
Розв'язання. Перепишемо рівняння у вигляді 
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. Права частина – ціле число. У правій частині дріб або скоротний, або нескоротний. Якщо він нескоротний, то х – р = ± 1 і маємо два розв'язки: х = р + 1, у = р(р + 1) і х = р – 1, у = (1 – р) ∙ р.  Розглянемо випадок, коли 
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 скоротний дріб.

НСД(х; х-р) = НСД(х; р) = НСД(р; х-р). Тому цей дріб може бути скоротним лише на р, тобто х=kр. Тоді 
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. Але НСД(k; k-1) = НСД(k; 1) = 1, тому р має ділитись на k – 1, а це можливо у таких випадках: 

1) k – 1 = 1, k = 2, х = 2р, у = 2р;   2) k – 1= -1, k = 0, х = 0, у = 0;

3) k – 1 = р, k = р +1, х = р(р + 1), у = р + 1;

4) k + 1= - р, k = 1 – р, х = р(1 – р), у = р – 1.

Задачі для самостійного розв'язування

№ 1.  Знайдіть найменше натуральне n таке, що чило n2+n ділиться без остачі на 2006.

№2. Розв'яжіть у цілих числах рівняння х2 + у2 + z2 – 2x + 4y – 6z = -l4.
№3. Доведіть, що рівняння х2 - у2 = 2006 не має розв'язків у цілих числах.

№4.   Цілі числа х, у, z такі, що ху+уz+zх=1. Доведіть, що число

                                   (1+х2 )(1+у2 )(1+z2) є квадратом цілого числа.

№5. Розв'яжіть у цілих числах рівняння х2 + у2 = 4z – 1.

№6. Трицифрове число починається цифрою 4. Якщо цю цифру переставити наперед, то одержане число буде становити 0,75 даного. Знайти дане число.

№7. Розв'яжіть у цілих числах рівняння:
 а) x2 = 14 + у2;   б) х2 + у2 = x + y + 2.

№8. Розв'яжіть у цілих числах рівняння: а) х2 – 7у = 10; б)15х2 – 7у2 = 9.

№9. Знайдіть усі розв'язки рівняння 19х + 99у = 2002 у натуральних числах.

№10. Учневі прислали 20 задач. За кожну розв'язану задачу він отримує
8 балів, неправильно розв'язану — лише 5 балів, і задачу, яку він не брався розв'язувати — 0 балів. Скільки задач пробував розв'язати учень, якщо він набрав 13 балів?

№11. Знайдіть усі цілі розв'язки рівняння: 
                      а)21х + 48у = 6;                    б) 1990х – 173y = 11.

№12. Розв'яжіть у натуральних числах рівняння 3т + 7 = 2m.

№13. Чи існують натуральні числа х, у, які задовольняють рівняння 

                       х3 – х = 3у2 + 2003?

№14. Доведіть, що коли рівняння х2 + у2 = п має розв'язки в натуральних
числах, то й рівняння х2 + у2 = 2n також має розв'язки в натуральних числах. Чи правильним є обернене твердження?

№15. Знайдіть усі цілі розв'язки рівняння: а) 2x + 1 = 3y; б) 2x + 1 = уz.

№16. Розв'яжіть у простих числах рівняння: а) ху + 1 = z;  б) xyz = 5(x + y + z).
№17. Розв'яжіть у цілих числах рівняння 
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№18. Знайдіть цілі розв'язки системи 
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№19. Розв'яжіть у цілих числах рівняння х(х + 1)(х + 7)(х + 8) = у2.

№20. Доведіть, що не існує простих чисел a, b, с, d, які задовольняють
рівняння a2 + b2 + c2 + d2 = abed + 4. Чи може це рівняння мати розв'язки
в натуральних числах?

№21. Розв'яжіть рівняння 1! + 2! + ... + х! = у2.

№22. Учневі прислали 20 задач. За кожну розв’язану задачу він отримує 8 балів, неправильно розв’язану – мінус 5 балів і задачу, яку він не брався розв’зувати – 0 балів. Скільки задач пробував розв’язувати учень, якщо він набрав 13 балів?

№23. Довести, що для будь якого натурального n існує таке натуральне m, що 
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 буде цілим числом.

№24. Чи існують декілька (більше одного) натуральних чисел, сума і добуток яких дорівнюють 64?  

№25. Знайдіть усі прості числа, що задовольняють рівняння х2 – 2у2 = 1.

№26. Розв'яжіть рівняння 3х + 5у = 7 у цілих числах. 
Відповіді та вказівки до задач розділу VII
№ 1.  Розв’язання. Оскільки  2006= 2·7·59 і  n2+n=n·(n+1), то або n,або n+1 повинно ділитися без остачі на 59.Безпосередня перевірка показує, що n=58, n=59 та n=117 не задовольняють умову задачі, а n=118 задовольняє. 

Відповідь: 118
№2. Відповідь: х = 1, у = -2, z = 3.

Перепишемо задане рівняння у вигляді (x – 1)2 + (у + 2)2 + (z – 3)2 = 0. Тепер очевидно, що рівняння має єдиний розв'язок: х = 1, у = -2, z = 3.

№3. Відповідь: 2006 – парне число, не кратне 4.

 Нехай такий розв'язок (х0; у0) існує. Тоді (х0 – y0 )(х0 + у0) = 2006. Але числа (x0 – у0) та (х0 + у0) мають однакову парність. Тому їх добу​ток – або непарне число, або число, кратне 4. Але 2006 – парне число, не кратне 4.

№4.   Очевидно, що 1+х2 = xy+yz+zx+x2= (x+y)(x+z); 1+y2=(y+x)(y+z) i 1+z2=(z+x)(z+y). Отже,  (1+х2 )(1+у2 )(1+z2) = (x+y)2(y+z)2(z+x)2 – 

квадрат цілого числа, що і треба було довести.

№5.  Відповідь:Рівняння розв'язків не має. Розглянемо остачі від ділення лівої і правої частини на 4; х2 та у2 мо​жуть давати в остачі 0 або 1, 4z – 1 дає остачу – 1. Оскільки сума остач, які дають х2 та у2, не може дорівнювати – 1, то наше рівняння розв'язків не має.

№6.  Відповідь:  432.
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, тоді нове число 
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.Матимемо рівняння:

                            100х+10у+4=
[image: image273.wmf]4
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(400+10х+у),

                              370х+37у=1184,

                              10х+у=32, х=3, у=2.     

№22. Відповідь:  13 задач, з яких 6 розв’язав правильно.

№23.   Припустимо, що m = n2+1. Тоді одержимо:
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  що і треба було довести.

№24. Одна з можливих відповідей:  

                        32+2+
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№25. Оскільки х2 = 2у2 + 1– непарне, то й х – непарне. Нехай х = 2n + 1, х 
[image: image277.wmf]Î

 N. Тоді у2 = 2(п2 + п) – парне. Звідки у – парне число. Але існує єдине парне просте число 2. Підставимо це значення в рівняння і знаходимо х = 3. Отже, єдина проста пара, що задовольняє умову задачі – це (3; 2).

№26. Відповідь: загальний розв'язок: х = 14 + 5k, у = -7 – 3k, k 
[image: image278.wmf]Î

Z.
Знайдемо спочатку який-небудь конкретний розв'язок. 

Оскільки 3∙2 + 5∙(-1) = 1, то 3∙14 + 5∙(-7) = 7. Отже, х0 = 14, у0 = -7 — один із розв'язків даного рівняння. Тоді 3(х – x0) + 5(у – y0) = 0. Звідки бачимо, що х – х0 ділиться на 5, у – у0 ділиться на 3. Покладемо: х - x0 = 5k, у – у0 = 3k, k 
[image: image279.wmf]Î

 Z. Отже, загальний розв'язок: х = 14 + 5k, у = -7 – 3k, k 
[image: image280.wmf]Î
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VIІІ. Задачі з «Кенгуру»



Розв’язуємо разом
Задача 1. (№24, 2010, «Кадет») На кожній з вісімнадцяти карток записано число 4, або число 5. сума всіх записаних чисел ділиться на 17. На скількох картках записано число 4?

Розв’язання. (Б: 5). Нехай   
[image: image281.wmf]n

 – кількість карток, на яких записане число 4. Тоді  
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Задача 2. (№25, 2010, «Кадет») На дошці записані натуральні числа від 1 до 10. Іванко витирає будь-які  два з цих чисел, а замість них записує їх суму, зменшену на одиницю. Цю процедуру хлопець повторює, аж поки на дошці не залишиться тільки одне число. Яке?

Розв’язання. (В: 46). За один хід на дошці стає на одне число менше, а сума чисел зменшується на 1. Після дев'яти  ходів число, що залишиться, дорівнюватиме 1+…+10-9=46.

Задача 3.( (№24, 2010, «Школярик») Іван,  написавши двоцифрове число, дописує до нього суму його цифр. Наприклад, 12→ 123, або 29 → 2911. Потім він повторює цю операцію для двох останніх цифр отриманого числа і т. д.. Наприклад, 12 123 1235 12358 1235813 і т.д. Якщо Іван почне з числа 31, то якою буде 2010-та цифра в утвореній за вказаним правилом послідовності цифр?

Розв’язання. (А: 1). Зауважимо, що якщо записати дану послідовність цифр і відкинути першу цифру, тобто 3, то отримаємо періодичну послідовність 
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(2010=1+1+502·4). Тоді 2010 символ шуканої послідовності дорівнює 1.

Задача 4. (№16 2011 «Кадет»). П’ятицифрове число 
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ділиться на 4, 5 і 9. Чому дорівнює сума цифр X і Y?

Розв’язання. (Д: 4). Оскільки число 
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 повинно ділитися на 4 і на 5, то Y=0. З іншого боку, 
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 ділиться на 9, а отже, 2+4+X+8+Y=14+X ділиться  на 9, тобто, X=4. Тому X+Y=4.


ІХ. Перевір себе
Задачі із Всеукраїнських математичних олімпіад для самостійного розв’язання

LXVII Київська міська олімпіада юних математиків

7 клас

№1. Чи існують попарно різні натуральні числа a, b, c, d, що утворюють два нескоротні дроби 
[image: image290.wmf]b

a

 та 
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№2. Відомо, що числа 
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 задовольняють умову 
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№3. У трикутнику 
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 проведена медіана 
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, яка ділиться на три рівні частини точками 
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№4. Яку найбільшу кількість різних натуральних чисел можна виписати на дошці, так щоби різниця будь-яких двох із них (від більшого віднімають менше) була простим числом?

№5. Квадрат 
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4

´

 розбитий на 16 квадратиків 
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. В деякі з цих квадратиків поставили кубики 
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. Далі ці кубики спочатку притягуються до правої сторони квадрата, доки це можливо (тобто поки кожен не досягне лівого краю або інших кубиків, як це показано на рисунках). Після того кубики аналогічним чином притягуються до верхньої сторони квадрата, далі до правої сторони квадрата. І нарешті — до нижньої сторони квадрата. Чи існує таке початкове розташування кубиків, що серед кубиків можна вибрати два, які у початковий та кінцевий моменти міняються місцями?

6 клас
Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математикі

(м. Вінниця, 2004-2005н.р.)

№6. Заданий прямокутник розрізали на декілька прямокутників, периметр кожного із яких – ціле число. Чи правильно, що периметр даного прямокутника також ціле число?



       №7. Один хлопчик 20 листопада 2004 року сказав: ”Різниця між числами прожитих мною місяців і прожитих мною (повних)років сьогодні вперше стала рівною 111”. Коли народився цей хлопчик?

№8. Є 68 монет, попарно різних за вагою. За 100 зважувань на терезах без гирок знайти найтяжчу і найлегшу монету.

№9. Трамвайні квитки мають номери від 000000 до 999999. Номер називається щасливим, якщо в нього сума трьох перших цифр дорівнює сумі трьох останніх. Довести, що кількість усіх щасливих номерів дорівнює кількості номерів, у кожного з яких сума цифр дорівнює 27.


№10. На острові живуть лицарі, які завжди говорять правду, і брехуни, кожне твердження яких - хибне. Мандрівник зустрів трьох жителів цього острова і запитав кожного з них: “Скільки лицарів серед твоїх попутників?”. перший відповів:”Жодного”, другий: “Один”. Яку відповідь дав третій? 

[image: image307.png]



6 клас
Завдання ІІ етапу Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики 2007- 2008 н.р.

№11. З числа 12345123451234512345 викресліть 10 цифр таким чином, щоб число, яке залишилося, було найбільшим із можливих.

№12. В одному з під’їздів восьмиповерхового будинку на першому поверсі розміщено квартири від №97 до №102. На якому поверсі і в якому під’їзді розміщена квартира №222, якщо на кожному поверсі однакова кількість квартир?

№13. Чи правильно, що коли натуральне число ділиться на 4 та 6, то воно ділиться на 24. Відповідь пояснити.

№14. Назвемо натуральне число «симпатичним», якщо в його записі зустрічаються тільки непарні цифри. Скільки існує 4-цифрових «симпатичних» чисел?

№15. За 9 однакових посібників заплатили більше ніж 11 грн., але менше, ніж 12грн. За 13 таких посібників заплатили 15 грн. і кілька копійок, але не більше 16 грн. Скільки коштує один посібник?   

6 клас
Завдання ІІ етапу Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики 2008- 2009 н.р.


        №16. У тризначному числі закреслили останню цифру нуль, і воно зменшилося на 405. Яке число отримали?


№17. Впродовж паркану ростуть 8 кущів малини. Число ягід на сусідніх кущах відрізняється на 1. Чи може на всіх кущах разом бути 225 ягід?

№18. У класі 30 учнів. Вони сидять по двоє за 15 партами так, що рівно половина всіх дівчаток сидить з хлопчиками. Доведіть, що їх не можна пересадити(за ті ж 15 парт) так, щоб рівно половина всіх хлопчиків класу сиділи з дівчаткам.
№19. Серед чисел 1, 2, 3, …, 1997 відмітили ті числа, які не можна подати у вигляді суми двох або декількох послідовних натуральних чисел. Знайдіть суму всіх відмічених чисел.
№20. Петрик задумав число, помножив його на 13, закреслив останню цифру результату, одержане число помножив на 8, знову закреслив останню цифру результату і одержав число 20. Яке число задумав Петрик?

7 клас

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків
(м.Вінниця, 2004 -2005 навчальний рік)

№21. У школі відбулися три олімпіади. З’ясувалося, що в кожній з них брали участь по 50 школярів. При цьому 60 учнів приходили тільки на одну олімпіаду, а 30 – рівно на дві. Скільки учнів брали участь в усіх трьох олімпіадах?

№22. Петрик правильно розв’язав у чернетці  приклад на обчислення значення числового виразу. Потім записав розв’язання в зошит, але забув поставити дужки. Ось що в нього було записано в зошиті:

6· 8 + 20:4 - 2 = 40. Розставте забуті Петриком дужки.

№23. У кошику лежать 13 яблук. Є вага, за допомогою одного зважування якої   можна знайти сумарну вагу будь-яких двох яблук. Як за допомогою 8 зважувань знайти сумарну вагу всіх 13 яблук?

№24. На одній із фірм працюють 10 співробітників. Кожний місяць директор фірми підвищує зарплату на 1 грн. рівно 9 співробітникам (на свій вибір). Як директору підвищувати зарплату так, щоб зробити її однаковою для всіх співробітників? ( на початок роботи зарплата всіх робітників була різною і складала ціле число гривень).
№25. Чи можна записати натуральні числа від 1 до 2004 у ряд так, щоб сума будь-яких чотирьох чисел, записаних один за одним, ділилася на 7?   

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків
2006 – 2007  навчальний рік

№26. Вік дідуся – між 50 і 70 роками. У кожного з його синів стільки ж дітей, скільки братів. Загальна кількість синів та внуків дідуся дорівнює його віку. Скільки років дідусеві.

№27. У лісосмузі 18 дубів. На них порівну жолудів. Подув вітер, жолуді посипались, з деяких дубів половина, з деяких - 
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, а з інших – жодного. При цьому з дубів разом упало 
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 частина жолудів. Зі скількох дубів жолуді не падали?

№28. n≠1, m≠1, n, m(N, n·m = 2005. Знайти m + n.

№29. Воду з трьох заповнених рівних посудин висотою m і з квадратною основою зі стороною а, перелили в посудину із основою 2а. Якою буде висота рівня води?

№30. Чи можна всі натуральні числа від 1 до 65 розбити на кілька груп так, щоб у кожній групі найбільше число дорівнювало сумі інших?

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків
2011 -2012 навчальний рік

№31. У підводного царя служать восьминоги, у яких шість, сім, або вісім ніг. Ті, що мають 7 ніг, завжди брешуть, а ті, що мають 6 або 8 ніг, завжди говорять правду. Зустрілися чотири восьминоги. Синій сказав: «Разом у нас 28 ніг», зелений: «Разом у нас 27 ніг», жовтий: «разом у нас 26 ніг», червоний: «Разом у нас 25 ніг». У кого скільки ніг?

№32. Велосипедист, рухаючись із пункту А в пункт В, збільшив свою швидкість на 30% і повертаючись назад, зменшив свою швидкість на 20%. На скільки відсотків зросла початкова швидкість?

№33. Цифру 9, із якої починається трицифрове число, написали в кінці числа. Нове число на 216 менше, ніж початкове.  Яке було початкове число?

№34. Довести, що 22011 + 32011 ділиться на 5.

№35. Є 9 монет, одна  з них фальшива (легша від справжньої). За два зважування на шалькових терезах без гир знайдіть фальшиву монету.

Завдання ІІ етапу
Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики
2011 – 2012 навчальний рік
№36. У парку росли липи та клени. Кленів серед них було 60%. Весною в парку посадили липи, після чого кленів стало 20%. А восени посадили клени і кленів стало знову 60%. У скільки разів збільшилась кількість дерев у парку за рік?
№37. В одному місяці три середи випали на парні числа. Якого числа в цьому місяці була друга неділя?
№38. Розшифрувати рівність А
[image: image310.wmf]´
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АС = ССС.
№39. Знайти два числа, якщо їх сума дорівнює 432, а найбільший спільний дільник дорівнює 36.

№40. Довжина ребра куба 1 метр. Цей куб розрізали на кубики, довжина ребра кожного з них дорівнює 2мм. Потім їх розклали в один ряд. Знайти довжину цього ряду.

Відповіді та вказівки до задач розділу ІХ
№1. не існує. Припустимо, що така рівність виконується, тобто 
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Остання рівність можлива лише за виконання хоча б однієї з двох умов: або 
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. Із першої з цих умов, поділивши на bd, маємо, що справджується рівність 
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, а з другої умови, подівши на ad, 
[image: image320.wmf]d

c

a

b

=

. Кожне з цих співвідношень означає рівність двох дробів із різними чисельниками, а тому принаймні один із таких дробів повинен бути скоротним, що суперечить умові.

№2. 9. Зробимо такі перетворення:
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Легко зрозуміти, що значення 
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, які задовольняють початкову умову, існують: наприклад, 
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№4.  4 числа. Наведемо приклад чотирьох чисел, які задовольняють умову: 1, 3, 6, 8. Їхні попарні різниці дорівнюють 2, 3, 5, 7 і є простими числами. Покажемо тепер, що набір із п’яти або більшої кількості чисел умову задовольняти не може.

Нехай умову задовольняють 
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 чисел. Впорядкуймо всі такі числа в порядку від найменшого до найбільшого та запишімо як 
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 — прості числа, більші за 2, а отже непарні. Тоді різниця 
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 — парне число, що суперечить її простоті. Суперечність.

№5. існує. Розгляньмо зображену на рис. 3-1 початкову позицію чотирьох кубиків. Розташування кубиків після кожного з чотирьох притягувань до відповідних сторін дошки показані відповідно на рис. 3-2, 3-3, 3-4 і 3-5. У підсумку кубики 2 та 3 помінялися місцями.


№10.  ні. 2. 12х+у-х=111. (х-роки, у-місяці) у=1, х =10 5. Один.

№21. 10 учнів. Вказівка. Нехай x учнів брали участь в усіх 3 олімпіадах. Ті, які працювали один раз, підписали 60 робіт, ті, хто приходили двічі, теж 30 · 2 = 60 робіт, а ті, хто тричі, - 3 x роботи. Усього було підписано 50 · 3 = 150 робіт. Отже, 60+60+3 x = 150, звідки x = 10.

№22. Відповідь. 6 ·( 8 + 20 ) : 4 – 2 = 40. Вказівка. Зважимо яблука парами, 6 пар. Це буде 6 зважувань. На 7 зважування взяти 11 та 13 яблука, на 8 зважування – 12 і 13 яблука. Додавши результати трьох останніх зважувань, одержимо подвоєну сумарну вагу 11, 12 та 13 яблук. Поділимо її на два та додамо перші п’ять зважувань.

№24. Вказівка. Не будемо доплачувати співробітнику з найвищою зарплатнею до тих пір, поки його зарплата не зрівняється з найнижчою. Потім знову виберемо співробітника з найвищою платнею і не будемо йому доплачувати, поки його зарплата не зрівняється з тією, яка була найнижчою. Вже буде три співробітника з найнижчою однаковою зарплатою. Зробивши таке рівно 9 разів, директор вирівняє всі зарплати.

№25. Відповідь. Ні, не можна. Вказівка. Розіб’ємо всі числа на четвірки: 1 -4; 5 -8; 9 – 12 і т.д. за умовою сума чисел у кожній четвірці повинна ділитися на 7. Отже, і сума всіх чисел ділиться на 7. А це неправильно, 1+2+3+4+…+2001+2002+2003+2004 = 2005 · 1002 – не ділиться на 7.  

№32.  на 4%.
№38.   975 . 975 – 759 = 216.
№35. Вказівка. Зважувати монети по три.
№36.  у 6 разів.

№37.  13.

№38. 3·7·37 = 777.

№39.  36 і 396.

№40. 50 км.
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