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3.  Функціональне рівняння для логарифмічної функції
4.  Функціональне рівняння для степеневої функції
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7.  Задачі математичних конкурсів
Список використаної літератури
ВСТУП
Традиційно під розв’язками рівнянь ми розуміємо число чи декілька чисел. В цій роботі ви познайомитеся з такими рівняннями, коренями яких є функції.

Розв’язуючи функціональне рівняння потрібно добре знати властивості всіх функцій, а саме, як поводять себе їх абсциси і ординати.

В цій роботі розглянуто п’ять методів розв’язування функціональних рівнянь: метод Коші (аналітичний), метод підстановок, диференціювання, ітераційний та графічний метод. Розкрито поняття «адитивної функції» і наведено характеристичне для неї рівняння (таке рівняння, яке повністю розкриває її властивості).

Також наведені і доведені характеристичні рівняння для лінійної однорідної, показникової, логарифмічної, степеневої функції.

Але в даній роботі наведені лише теоретичні міркування: функціональні рівняння  можна розглядати з практичної сторони, оскільки вони мають велике прикладне значення, а саме, вони є знаряддям дослідження багатьох задач природознавства і техніки. Їх широко використовують в механіці, астрономії, фізиці, у багатьох задачах хімії, біології. Це пояснюється тим, що досить часто об’єктивні закони, яким підпорядковуються певні явища (процеси), записують у формі таких рівнянь, а самі ці рівняння є засобом для кількісного вираження цих законів.

Розв’язування і складання функціональних рівнянь – одне з найстаріших питань в математиці, але багато хто і не чув про нього. Нажаль, цієї теми немає в шкільній програмі, тому вона не дуже легко засвоюється при самостійному вивченні. 
Рекомендовано вчителям математики та учням при підготовці до математичних конкурсів.

ЗАГАЛЬНІ ТЕОРЕТИЧНІ ТА ІСТОРИЧНІ ВІДОМОСТІ ПРО ФУНКЦІОНАЛЬНІ РІВНЯННЯ
Нехай нам задано деяку функцію f  і рівність між виразами, складеними із значень цієї функції (або функції F від цієї функції) для вибраних однієї або кількох змінних, наприклад x і y, або для якої-небудь комбінації цих змінних.

Такі рівності, призначені для визначення однієї невідомої функції f (або кількох), називають функціональними рівняннями.

Найпростішими прикладами функціональних рівнянь є такі:
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  і т.п.

Розв’язком заданого найпростішого рівняння буде таке значення f(x), або такий клас функцій, що задовольняють функціональне рівняння, при значеннях змінного з області визначення (при деяких додаткових умовах). Додатковими умовами можуть бути умова неперервності функції f , умова диференційованості, обмеженості та ін.

Характер шуканої функції звичайно визначається поставленою метою, наявними можливостями і обмеженнями. Так, наприклад, розв’язком рівняння 
[image: image10.wmf](

)

(

)

(

)

y

f

x

f

y

x

f

+

=

+

  буде ax, якщо припустити, що шукана функція f  неперервна. Якщо ж умову неперервності виключити, то виявляється, що існують розривні функції, необмежені в будь-якому інтервалі, але такі, що задовольняють задане функціональне рівняння.

 Розв’язком рівняння 
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 є будь-яка парна функція з області визначення; рівняння 
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 є умова періодичності. Іншим функціональним рівнянням, наведеним вище, відповідають цілком визначені функції, однозначні з точністю до коефіцієнтів, що задовольняють певні умови.

Питання про розв’язування функціональних рівнянь – одне з найстаріших у математиці. Такі визначні математики, як Л. Ейлер, Н. Абель, К. Гаусс, О. Коші, М.І. Лобачевський, Г. Монж та ін. не раз зверталися до таких рівнянь при розробці якої-небудь теорії.

Ейлер застосовував функціональні рівняння при розв’язуванні деяких диференціальних рівнянь в частинних похідних.

Основоположник неевклідової геометрії М.І. Лобачевський функціональне рівняння 

 використав для визначення кута паралельності. Він же звертався при обґрунтуванні неевклідової геометрії й до інших функціональних рівнянь.

Рівняння 
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 використовується у проективній геометрії та теорії ймовірностей. 

Функціональне рівняння 
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 має цікаве застосування в механіці, зокрема для обґрунтування закону додавання сил.

Нарешті, виходячи із задання певного функціонального рівняння, можна аналітично обґрунтувати побудову різних елементарних функцій, наприклад показникової, логарифмічної, тригонометричних. Такий підхід має переваги перед поширеним геометричним, бо він не обумовлений вибором геометрії, і є законним як в евклідовій, так і в неевклідовій геометрії.

МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ФУНКЦІОНАЛЬНИХ РІВНЯНЬ
Існують такі методи розв’язування функціональних рівнянь:

· метод Коші (аналітичний метод);

· метод підстановок;

· метод диференціювання;

· ітераційний метод.

МЕТОД КОШІ (аналітичний метод)
Цей метод полягає в тому, що розв’язок рівняння, тобто функцію f(x) знаходять спочатку для x

N, потім для всіх x

Q і, нарешті, для всіх x

R  (цей метод застосований при умові неперервності і монотонності функції f(x)).

Приклад 1. Розв’яжемо методом Коші функціональне рівняння 
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тобто знайдемо f(x), припускаючи, що ця функція монотонна і неперервна на 
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Розв’язання. Покладемо послідовно 
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 f(nx)=f(x)f((n-1)x)= ...f n(x)

(за методом математичної індукції).

Покладемо в (2) x=1: 
f(n)=f n(1).

Вважаючи  f(1)= a = const, дістанемо 
f(n)=an, 

тобто 

(x=n, x

N) 

(f(x)=ax).
Покладемо тепер у (2) x=

, де m, n 

Z і n

0. Тоді

f(m)=f n 

,
або                 a m =f n

,

звідси             f 

= a

.
Зокрема, при m=1,:

f 

= a

.

Оскільки за умовою функція f(x) визначена  при довільних значеннях x, то 

матиме смисл при довільному n

N, звідки

f(1)=a

0.

Поклавши в (1) y=0, дістанемо при довільному a
f(x)=f(x)f(0).

І, оскільки f(x) будучи монотонною (зростаючою або спадною), не дорівнює тотожно нулю, то

f(0) = 1 = a0.

Поклавши в (1) y = -x, дістанемо:

f(x)f(-x)=f(0).

Звідси            f(-x)=

.

Отже, при x = 

:
f 

=

=

=

.

(Отже, рівність a=0 виключається).

З викладеного випливає, що при всіх раціональних x функція  f(x)  має значення, що дорівнює ax, тобто є показниковою функцією.

Нехай x=

 – ірраціональне дійсне число; тоді в силу монотонності f(x) маємо:   f(

)


для зростаючої f(x), або 


для спадної f(x).

Тут 



 EMBED Equation.2  
 і 



 EMBED Equation.2  
 – наближені десяткові значення

 з недостачею і надлишком, тобто 



 EMBED Equation.2  
, 



 EMBED Equation.2  


Q.

Оскільки f 

) = a

   і  f 

 і єдиним числом, що міститься між a

  і  a

 , є  

, то    f(

)=

.

Отже, 

 (x

R)

(f(x)=ax).
Рівняння (1) – характеристичне для показникової функції.

Приклад 2. Знайти всі розв’язки функціонального рівняння

f(xy)=yf(x)+xf(y)                                                           (3)

де f неперервна на 

 функція, що задовольняє (3) при довільних x, y 



.
Розв’язання. Покладемо в (3) y= x, тоді 

f(x2)=2xf(x).

Якщо ж y= x2, то 

f(x3) = x2 f(x) + x f(x2) = x2 f(x) + 2 x2 f(x) = 3 x2 f(x).

Використовуючи метод математичної індукції, легко показати, що при довільному n

N
f(xn) =n xn-1 f(x)                                                            (4)

Припустимо, що рівність (4) – правильна і доведемо, що 
f(xn+1) = (n+1) xn f(x).
Справді f(xn+1) =  f(x

) = xnf(x) + xf(xn) = xnf(x) + nxnf(x) = (n+1)xnf(x).
Рівність (4) виконується при n= 0. Справді, покладемо в (3) y=1, тоді

f(x) = f(x)+ xf(1)

f(1)=0.

Якщо ж покласти в (3) 

, то 



,

тобто співвідношення (4) виконується і при n=-1. Використовуючи метод математичної індукції, легко показати, що рівність (4) зберігатиметься при довільному цілому від’ємному значенні. Отже, (4) має місце при довільному 

Z.

Замінимо тепер у (3) x і y відповідно на 

 і 

, де 

Z. Використовуючи (4) маємо:




Отже              

                                                     (5) 

Для довільного числа 

Q, що має вигляд 

, дістанемо




Отже, для довільного числа 

Q :



                                                      (6)

(при будь-якому додатному x).

Розглянемо довільне число 

R і виділимо послідовність раціональних чисел 

, збіжну до 

.

Згідно з (6), матимемо 

 ( x – довільне додатне число). Переходячи в цьому співвідношенні до границі при 

 дістанемо (в силу неперервності функції f на 

):



                                                   (7)

( x– довільне додатне число).

Підставимо в (7) значення 

 ( y – довільне додатне число). Тоді 

. Звідси     

.

Тут x і y – довільні додатні значення, а тому 

 (c – довільна стала) при всіх 



 EMBED Equation.2  
.

Таким чином, шуканим розв’язком функціонального рівняння (3) є функція f(x)=

  (c – довільна стала).

Аналітичний метод – основа для подальшого вивчення деяких класів функціональних рівнянь.

МЕТОД ПІДСТАНОВОК
Метод підстановок полягає в тому, що застосовуючи замість змінних різні підстановки і комбінуючи знайдені рівняння, визначають f(x). Це найпоширеніший метод розв’язування функціональних рівнянь.

Приклад 1. Розв’язати рівняння 

 f 

=

.
Розв’язання. Замінимо x на 

, а  y – на 0:




або                          

,

де b= f(0). Порівнюючи це рівняння з даним, дістанемо:




розв’язком  якого є функція 

.

Приклад 2. Знайти всі розв’язки функціонального рівняння



                                      (8) 

де f визначена на R функція, що задовольняє рівняння (8) при довільних  

R, причому f(0)=0.

Розв’язання. Покладемо спочатку в рівнянні (8) x=0 і y=x. Тоді воно набере вигляду:



                                                       (9)

Якщо y=2x, то 



                                          (10)

При y=-2x


                                        (11)

Додаючи і віднімаючи рівняння (10) і (11), матимемо:







звідки                    

                                                        (12)

Комбінуючи, нарешті, рівняння (9) і (12), дістанемо:



.
Ця єдина функція справді задовольняє рівняння (8) і буде його розв’язком при всіх x

R.

Приклад 3. Нехай  a і b, a 

 b – додатні числа, відмінні від 1. Знайти всі функції f: R

R такі, що для довільних дійсних чисел  x і y виконується рівність: 
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РОЗВ’ЯЗАННЯ. Підставимо   x=y=0  в дане рівняння і отримаємо 
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 звідки  f (0)=0.

З тотожності  f (x+y)

f (y+x)  і з умови задачі слідує, що для довільних  x  і  y виконується рівність: 
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 ,                            (15)
 яку при  x, y  

0  перепишемо у вигляді:
 

.
 Це означає, що  

= const = C, тобто  f (x) = C (ax - bx), де  C 

 R. А так як 
C (ax - bx)=0, то будь – яка шукана функція описується отриманою формулою і при   x=0. Перевірка показує, що при довільному  C 

 R  функція   f (x)= C (ax - bx) задовольняє потрібну рівність (13).
Приклад 4. Розв’яжемо методом підстановок функціональне рівняння



                                     (16)

припускаючи, що шукана функція неперервна в множині R.
Розв’язання. Нехай а) 

; б) 

 ; в) 

 і введемо позначення 

.

Дістанемо відповідно три рівняння:



                                                     (17)



                                                         (18)



                                                (19)

Додавши рівняння (17) і (18) і віднявши від суми рівняння (19) дістанемо




Отже, розв’язком рівняння (16) є функція виду



                                                     (20)

Безпосередньою перевіркою пересвідчуємося, що функція (20) є розв’язком рівняння




Приклад 5. Знайти функцію f з областю визначення 

, що задовольняє функціональне рівняння



                                                         (21)

Розв’язання. Поклавши 

, дістанемо в результаті підстановки в (21):        




Позначивши t через x, матимемо:



                                                        (22)
Розв’язавши систему рівнянь (21) – (22), остаточно маємо:



   

Ця функція з областю значення 

справді задовольняє функціональне рівняння (21).

Приклад 6. Знайти функцію f  з областю визначення 

, що задовольняє функціональне рівняння



                                                   (23)

Розв’язання. Поклавши 

, отже, 

, звідки 

, при підстановці в (23) дістанемо:




Позначивши t через x, матимемо:



                               (24)

Розв’язавши систему рівнянь (23) – (24), дістанемо:




Ця функція справді задовольняє функціональне рівняння (23).

Приклад 7. Знайти функцію f з областю визначення 

, що задовольняє функціональне рівняння



                                 (25)   

Розв’язання. Поклавши 

, отже, 

, звідки 

, і врахувавши, що 


дістанемо при підстановці в (25):




Позначивши t через x, матимемо:



                          (26)

Розв’язавши систему рівнянь (25) – (26), дістанемо:




і, нарешті, поклавши 

 так, що 

, дістанемо: 

.

Отже, остаточно, шукана функція f з областю визначення 

, яка справді задовольняє функціональне рівняння (25) – 

.
МЕТОД ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ

Цей метод полягає в тому, що фіксуючи одну змінну, ми беремо похідну всього рівняння і розв’язуємо його відносно другої змінної.

Приклад 1. Знайти всі функції для сяких виконується рівність

f (x+y) = f (x) + f (y)                                                   (27)

для будь-яких x,y. 

Розв’язання. Зафіксуємо y. Візьмемо похідну від (27):

f ‘ (x+y) = f ‘(x) + f ‘(y)

f ‘(x+y) = f ‘(x)=а.

Якщо f ‘(x)=a, то f(x)=ax+c.

f(x)=ax+c,

f(y)=ay+c,

f(x+y)=a(x+y)+c

f(x)+f(y)=ax+c+ay+c 

, коли c=0.

Розв’язком (27) буде y=ax.

Приклад 2. Знайти всі функції, визначені на множині R, для сяких при умові 

, виконується рівність




Розв’язання. Будемо вважати, що функція f  має похідну в кожній точці.

Перетворимо 

: 




Зафіксуємо число y і з одержаної тотожності будемо мати 




або                          


Оскільки ця рівність виконується при 

то f ‘(x) – постійна; так що 
f(x)=ax+b, де a,b

R.
Але f(x)-2f(y)+f(2y-x)=(ax+b)-2(ay+b)+a(2y-x)+b=0 при любих  a і b, так що розв’язками задачі (в класі диференційних функцій) є лінійні функції.

ІТЕРАЦІЙНИЙ МЕТОД
Цим методом розв’язують більш складніші функціональні рівняння. Назва «ітераційний» походить від слова «ітерація», що означає необоротні повтори. 

Приклад. Знайти функцію f з областю визначення D(f)=R|{0;1}, що задовольняє функціональне рівняння 
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РОЗВ’ЯЗАННЯ. Поклавши 

= t    (x

0), і, отже, x–1=tx, звідки x=

   (t

1), дістанемо при підстановці в (28):
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Позначивши  t  через  x, матимемо:

[image: image25.wmf](

)

x

x

x

f

x

f

-

-

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

1

2

1

1

            (x

1).                                  (29)
Поклавши в (28)   x=

   (u

1), і, отже, 
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1), дістанемо з урахуванням того, що


=
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        (u
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при підстановці в (28) 
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Позначивши   u  через  x, матимемо: 
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R/{0;1}              (30)
Розв’язуючи систему рівнянь (28) – (30), додавши, наприклад, перші два з них, і віднявши третє, дістанемо: 
f (x)=

,       x

R/{0;1}.
Отже, шукана функція f з областю визначення  D(f)=R/{0;1}, яка справді задовольняє (28), має вигляд (31).

Під цей метод підходять розв’язки рівнянь
 f (x+y)+f (x-y)=2f (x)cosy,
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 які подано в методі підстановок.
 ГРАФІЧНИЙ МЕТОД.
Цей метод полягає в побудові графіка такої функції, яка б задовольняла відповідне функціональне рівняння.

Приклад 1. Що буде являти собою графік функції y=f(x), що задовольняє функціональне рівняння f(x)=f(f(x)), і є неперервною на всій числовій осі.
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Графіком такої функції є лінія, що має характерні «злами». Спочатку графічно отримаємо точку з ординатою 

, припускаючи відомим розташування графіка функції 

, це ордината точки 

 (рис.1).

Висновок 1. Якщо справедлива рівність 

, то кожній точці графіка 

, що лежить поза прямою y=x, відповідає точка графіка, яка лежить на прямій y=x і має ту ж ординату. 

Для обґрунтування такого висновку помітимо, що на рис.1 ординати точок М1 і М3 повинні співпасти, тоді точка  М3 графіка 

співпаде з точкою М2 прямої y=x.
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Таким чином, доки ситуація з графіком функції 

, що задовольняє умову 

, виглядає як на рис.2, точки Mi  і  Ni  належать графіку.

Зробимо тепер основний висновок.

Висновок 2. Якщо функція 

неперервна на всій числовій осі і задовольняє рівнянню 

, то частинами її графіка обов’язково є частини прямої (чи вся її пряма, чи її промінь, чи її відрізок, чи її точка), а сам графік 

має один з п’яти видів, зображених на рис.3.
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N

Для обґрунтування цього висновку візьмемо дві точки графіка 

, що лежать на прямій y=x: 

і 

Як відомо значення функції f(x) в силу її неперервності заповнять на осі Oy весь відрізок з кінцями в точках f(x1) і f(x2).  А цьому відрізку буде на прямій y=x відповідати відрізок N1N2 графіка 

 (рис.4).

Таким чином, на прямій y=x графіку функції 

 належить множина, яка або складається  тільки з одної точки, або, поряд з двома різними точками, містить і весь відрізок між ними. Подібні множини на прямій називають однозв’язними. Необхідно звернути увагу на те, що в силу неперервності функції 

 на всій числовій прямій розглядуваній множині належать його граничні точки.

Геометрично очевидно, що на прямій однозв’язними множинами, які містять і всі свої граничні точки, являються тільки сама пряма, окремі її точки, промені, відрізки.

Частина графіка  

, що лежить на прямій y=x, визначає верхню і нижню границі для частин графіка , що не лежать на прямій. В іншому ці частини довільні – настільки, наскільки можуть бути довільними частини графіка неперервної на всій числовій прямій функції, оскільки не важко перевірити, що для довільної неперервної функції, графік якої належить одному з пяти видів, вказаних на рис. 3, справедлива рівність  

.

Приклад 2. Цей приклад є узагальненням попереднього і стосується графічного розв’язку рівняння

f (x)=f 

,
де функція  

 неперервна й строго монотонна на всій числовій осі.

 Як відомо для такої функції  

 існує строго монотонна та неперервна обернена функція  

, значення якої заповнюють всю числову вісь.

Спочатку на рисунку, аналогічному рис.1, графічно одержимо точку з ординатою f 

, приймаючи за відоме розташування графіків функцій  y=f (x)  та   y=

, – це ордината точки  M3 (рис.5).
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Абсциса точки  M2 повинна дорівнювати саме  

, щоб отримати ординату 
f (x)=

 f 

.
Тепер неважко зробити висновок, який узагальнює висновок 2: якщо       функція  y=f (x)  неперервна на всій числовій осі й задовольняє рівняння f (x)=f 

,
де функція  y=

 неперервна та строго монотонна на всій числовій осі, то частинами графіка  y=f (x)  обов’язково є частини графіка  y=

 (чи він увесь, чи його промінь, чи його відрізок, чи його точка); а сам графік   y=f (x)   має один з п’яти видів, зображених на рис.6. 
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АДИТИВНІ ФУНКЦІЇ
Нехай на   R



 EMBED Equation.2  
визначено деяку функцію f, що задовольняє при довільних x, y

 R функціональне рівняння 
f (x+y)=f (x)+ f (y).                                                      (32)

Це рівняння характеризує так звані адитивні функції. 
Легко побачити: лінійна однорідна функція f (x)= ax (a – довільна стала) задовольнятиме (32). Виявляється, що для досить широкого класу функцій лінійна однорідна функція – єдина серед усіх, що задовольняють (32).

ЗАДАЧА 1. Довести, що визначена на R функція f, яка задовольняє (32) і обмежена зверху хоча б на одному інтервалі (s, s+t) (t – деяке додатне число), є лінійна однорідна функція.

РОЗВ’ЯЗАННЯ. Із співвідношення (32) при x=y матимемо f (2x)=2f (x). Припустимо, що 
f (nx)= nf (x),   n

 N                                                  (33)

 і доведемо, що f [(n+1)x]= (n+1) f (x).

Справді 
f [(n+1)x]=f (nx+x)=nf (x)+f (x)= (n+1) f (x).
Отже, згідно з принципом математичної індукції рівність (33) має місце для будь-якого натурального числа n.

Вважатимемо тепер у рівності (33), яка виконана при довільному x

 R, x рівним 



 EMBED Equation.2  
. Маємо:

f (

) = 

 f (x),   n

 N.

Нехай тепер r – довільне додатне раціональне число, тобто r=

 (m,               n

 N). Тоді, згідно з доведеним, 

f (rx)= f  (

x)= mf (

)=

f (x)= rf (x).
 Отже, якщо функція f адитивна, то для довільного додатного числа r

 Q має місце рівність 
f (rx)= rf (x)                                                                 (34)

 (при будь-якому x

 R).

Співвідношення (34) дає можливість для довільної адитивної функції f, що задовольняє (32), обчислювати її значення при будь-якому додатному r

 Q, якщо задане тільки одне її значення, зокрема: f (1). Справді, покладаючи в (34) x=1, дістанемо: 
f ( r)= rf (1).

Більше того, формула (34) діє також і при від’ємних раціональних значеннях змінної. Для того, щоб переконатися в цьому, покажемо спочатку, що f (0)= 0. Покладемо в (34) x=y=0, тоді f (0)=2f (0). Отже, f (0)= 0. Візьмемо тепер у (34) y= - x, тоді 
f (x–x)= f (x)+ f (- x)= f (0)=0

і, отже, f (- x)= f (x) для довільного x

 R .

Таким чином, для довільного від’ємного раціонального числа  – r:
f (-rx)= - f (rx)= - rf (x). 

Отже, для будь-якого r

 Q
 f (rx)= rf (x),  x

 R                                                    (35) 
 і, зокрема, при  x=1

f ( r)= rf (1),  r

 Q.                                                     (36)
Це для визначеної на R адитивної функції f, що задовольняє функціональне рівняння (32), але це справедливо, коли значення змінної раціональні.

Поширимо формулу (36) на всі дійсні значення x, використавши те, що f обмежена зверху хоча б на одному інтервалі (s; s+t) (t – деяке додатне число).

Зазначимо, що з умови f (x)<M на інтервалі (s; s+t) випливає обмеженість зверху функції f на інтервалі (0; t). Справді, нехай x

 (0; t), тоді x+s

 (s; s+t) i, отже, f (x+s)<M. Виходячи з (32), маємо f (x)+f (s)<M  і, отже, 
f (x)<M – f (s)=M1

 при довільному x

(0; t).

Введемо до розгляду допоміжну функцію: 
g(x)=f (x) – 

 x,    x

 R.                                          (37)

 На проміжку (0; t) функція g обмежена зверху:
g(x)<M1+|f (t)|=M2.
 Очевидно також, що g(t)=0  i при довільних x, y

 R
g(x+y)=g(x)+g(y).
 Звідки випливає, що 
g(x+t)=g(x)+g(t)=g(x),
 тобто функція g – періодична з періодом t >0. З періодичності цієї функції та її обмеженості зверху на проміжку (0; t) випливає обмеженість зверху g при довільному x

 R , тобто g (x)< M2.

Доведемо тепер, що g(x)

0. Припустимо супротивне: нехай при деякому x0

 (0; t) значення функції g(x0)

0. З формули (34) матимемо тоді для адитивної функції g: 
g(rx0)=rg(x0),    r

 Q.

Очевидно, завжди можна підібрати число r

 Q  так, щоб rg (x0)>M2. Отже, при значенні змінної rx0 матимемо g(rx0)>M2, а це суперечить тому, що g(x)< M2 при довільному x

 R. 
Суперечність доводить, що g(x)

0 при будь-якому x

 (0; t), а отже, враховуючи періодичність, g(x)

0 при довільному x

 R.

З формули (37) дістанемо:
 f (x)=

x.
Поклавши a=

, остаточно матимемо:
f (x)=ax,   x

 R,
 що й треба було довести. З останньої формули очевидно, що a=f(1) (a – довільна стала).

Не слід думати, що довільна визначена на R функція f, що задовольняє (32), є лінійною однорідною. У 1905 р. німецький математик Г.Гамель (1977–1954) побудував адитивну функцію, що була відмінною від лінійної однорідної. Основна її властивість полягає в тому, що вона не обмежена зверху на довільному інтервалі. На жаль, результат Гамеля дуже складний, і я не наводжу його. 
ФУНКЦІОНАЛЬНЕ РІВНЯННЯ ДЛЯ ОДНОРІДНОЇ ЛІНІЙНОЇ ФУНКЦІЇ
ЗАДАЧА 2. Довести, що єдина неперервна на R функція f, яка задовольняє функціональне рівняння (32), є лінійна однорідна функція f (x)=ax, де a=f (1) – довільна стала.

РОЗВ’ЯЗАННЯ. Співвідношення (36), встановлене в попередній задачі, доводить потрібне твердження для будь-яких раціональних чисел.

Розглянемо довільне число 
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 R і виділимо послідовність раціональних чисел {rn}, збіжну до 

. Згідно з (35), матимемо f (rn x)=rn f (x) (x – довільне дійсне число). Переходячи до границі в цьому співвідношенні при n
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, дістанемо в силу неперервності функції f:
f (

x)= 

f (x)

 (x – довільне дійсне число).

Покладаючи x=1, матимемо звідси f (

)=

f (1)  (
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 R ) і, отже, f (x)=ax при всіх x

 R, де a=f (1) – довільна стала.
ФУНКЦІОНАЛЬНЕ РІВНЯННЯ ДЛЯ ПОКАЗНИКОВОЇ ФУНКЦІЇ
ЗАДАЧА 3. Довести, що визначена на R функція f, яка тотожно не дорівнює нулю при всіх x, y

 R, задовольняє функціональне рівняння 
f (x+y)=f (x) f (y)                                                         (38)

і обмежена зверху хоча б на одному інтервалі (s; s+t)  (t – деяке додатне число), є показниковою f (x)=ax, де a=f (1) – додатна стала.

РОЗВ’ЯЗАННЯ. Покладемо в співвідношення (38) x=y=

, тоді 
f (z)=f 2(

)

0

 тобто функція f  невід’ємна. Переконаємося, що в дійсності f (z)>0 при всіх z 

 R. Нехай при деякому значенні x   f (x)=0, тоді в силу (38) при довільному значенні  z=x+y  (адже ж  y – довільне) f (z)=0.

Позначивши f (1)=a>0, введемо до розгляду допоміжну функцію 
g(x)=loga f (x),
 тобто f (x)=a g(x). Тоді рівняння (38) матиме вигляд: 
a g(x+y)=a g(x) a g(y)

або 
g(x+y)=g(x) g(y).

Останнє рівняння – типу (32). Зазначивши, що з обмеженості f  зверху хоча б на одному інтервалі  (s; s+t)  (t – деяке додатне число), випливає обмеженість зверху функції g на цьому інтервалі, скористаємося результатом задачі 1. Дістанемо g(x)=kx (k – деяка стала) або f (x)=akx.Оскільки f (1)=a, то k=1 і, отже, f (x)=ax.

З результату задачі 2 для нашого випадку випливає, що єдина функція f, яка не дорівнює тотожно нулю, неперервна на R і задовольняє рівняння (38), – є саме показниковою f (x)=ax.
ФУНКЦІОНАЛЬНЕ РІВНЯННЯ ДЛЯ ЛOГАРИФМІЧНОЇ ФУНКЦІЇ
ЗАДАЧА 4. Довести, що єдина функція f, яка не дорівнює тотожно нулю, неперервна на проміжку (0;+

) і при всіх додатних x і y задовольняє функціональне рівняння 
f (xy)=f (x)+f (y)                                                          (39)

 є логарифмічна f (x)=loga x, де a – додатна стала.

РОЗВ’ЯЗАННЯ. Зробимо таку заміну змінної  x=bt, де b>0, b

1, тобто покладемо t=logbx    (t 

 R). Нехай y=bs, тобто s=logby    (s

 R). Рівняння (39) матиме тоді вигляд
f (bt bs)=f (bt)+f (bs).

Введемо допоміжну функцію g(x)=bx, яка неперервна на R. З останнього співвідношення матимемо: 
g(t+s)=g(t)+g(s).
 Останнє рівняння типу (32). З результату задачі 2 для нашого випадку випливає, що єдина неперервна на R функція g, яка задовольняє це рівняння, є        g(x)=cx (c – довільна стала). Звідси f (ax)=cx , тобто f (x)=c logbx (x>0). Враховуючи, що c 

0 (інакше f (x)

0), матимемо, покладаючи c=

, тобто a=

 (a – додатна стала): 
f (x)=

=logax,
 що й треба довести.

ФУНКЦІОНАЛЬНЕ РІВНЯННЯ ДЛЯ СТЕПЕНЕВОЇ ФУНКЦІЇ
ЗАДАЧА 5. Довести, що єдина функція f, яка тотожно не дорівнює нулю, неперервна на (0;+

)  при всіх додатних x, y і задовольняє функціональне рівняння 
f (xy)=f (x) f (y)                                                            (40)   
 є степенева f (x)=

 , де 

 – стала.

РОЗВ’ЯЗАННЯ. Зробимо ту саму заміну, що й в попередній задачі, а саме: покладемо x=bt    (t 

 R), де b>0, b 

1. Нехай  y=bs   (s

 R), тоді рівняння (40) матиме вигляд: 
f (bt bs)= f (bt +s)=f (bt) f (bs).

Введемо допоміжну функцію g(z)=bz , яка неперервна на R. З останнього співвідношення матимемо 
g(t+s)=g(t) g(s).
Це рівняння типу (38). Припускаючи , що функція g тотожно не дорівнює нулю, дістаємо з результату задачі 3  , що g(z)=az  ( a – додатна стала), тобто   

 f (az)=az, або f (x)=

=

=

. Отже, справді f (x)=

 , де 

=logba – стала.
ФУНКЦІОНАЛЬНЕ РІВНЯННЯ ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧНОГО ТАНГЕНСА.

ЗАДАЧА 6. Знайти всі розв’язки функціонального рівняння: 



,                                           (41)

 де  f – диференційована функція, що задовольняє рівняння (41) при довільних   x, y, для яких воно має зміст.

РОЗВ’ЯЗАННЯ. Нехай  

D(f), тоді 


. 
Враховуючи (41), маємо:
     

 .

Покладемо в (41)  y=0, тоді  

, звідки  f (0)[1+f 2(x)]=0  і, отже,  f(0)=0).

Зауважимо, що 



 і з неперервності функції ( адже  f – диференційована функція) 


.

Остаточно, 


                                               (42)
Таким чином, функціональне рівняння (41) зведено до диференціального рівняння (42) з початковою умовою  f (0)=0 (див.: Призва Г.Й. Диференціальні рівняння в природознавстві та техніці.—У кн.: У світі математики. Вип. 8. К.,1977).

Розв’яжемо це рівняння. Нехай   u=f (x), тоді (42) матиме вигляд:


.

Очевидно тепер, що   arctg u-ax=b (b – довільна стала) і отже,  arctg u=ax+b, тобто   u= tg(ax+b).

З початкової умови встановлюємо, що  b=0  і, остаточно, 


.
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ, ЯК ВИД ФУНКЦІОНАЛЬНИХ РІВНЯНЬ.

До рівнянь, розв’язками яких є функції, належать диференціальні рівняння. В диференціальному рівняння невідома функція міститься під знаком похідної або диференціала. Порядок диференціального рівняння визначає найвищій порядок похідної, яка входить до його складу. Наприклад, рівняння 

+2xy=5x2 є диференціальним рівнянням І – го порядку, а         

–4y+ex=0  –  диференціальне рівняння ІІ – го порядку. Розв’язком диференціального рівняння на певному проміжку називають усяку функцію, яка перетворює його на цьому проміжку в тотожність.

Задача відшукання конкретного окремого розв’язку даного диференціального рівняння за початковими умовами називається задачею Коші.

Кожне диференціальне рівняння є функціональним, але не кожне функціональне являє собою диференціальне.

Вивчення процесу чи явища математичними методами починається із складання математичної моделі. Якщо процес характеризується залежністю між певними величинами та швидкістю зміни цих величин, то вивчення такого процесу, пов’язане із дослідженням диференціального рівняння. Чим складніше явище, тим складнішим рівнянням воно описується. А розв’язування такого рівняння зовсім не залежить від конкретної природи явища, якому це рівняння відповідає.

Найпростіші диференціальні рівняння з’явилися в працях І.Ньютона (1643 – 1727) та Г.Лейбніца (1646 – 1716). У ХVIII ст. теорія диференціальних рівнянь стала могутнім засобом дослідження різноманітних явищ і процесів, наприклад: розмноження бактерій, радіоактивний розпад радію, механічний рух матеріальної точки, інтенсивність світла, коливання пружної пружини, розряд конденсатора через котушку та ін.
Приклад 1. (розмноження бактерій). На дослідах встановлено, що швидкість розмноження бактерій пропорційна їх кількості (якщо для них вистачає їжі).

Вважають, що з часом маса бактерій змінюється неперервно ( бо самі бактерії дуже малі, а їх кількість велика).

Тоді швидкість приросту маси бактерій називається швидкістю розмноження. Нехай x(t)  –  маса всіх бактерій на момент часу t. Тоді 

 є швидкістю розмноження, яка пропорційна кількості бактерій. Існує таке  k, що                                     

=kx   (1).
За умовою,   x(t)  і  

 –  невід’ємні. Розглянемо лише випадок, коли  k>0, бо якщо   k=0, то ніякого розмноження не відбувається.

Неважко перевірити, що будь-яка функція  x=Cekt  (2), де  C –  деяка стала, є розв’язком рівняння (1).

Справді,
 

=

= Ckekt=k(Cekt)=kx.
 Функція  x=Cekt  є загальним розв’язком рівняння (1).

Коефіцієнт  k  залежить від виду бактерій і від зовнішніх умов. Якщо відоме значення коефіцієнта  k  і маса бактерій у деякий момент часу  t0, то за формулою (2) знайдемо масу бактерій у будь-який момент часу  t.

Отже,  x(t0)=m0, тоді  m0=Cekt.
C=

,        x(t)=

.
Розв’язування багатьох задач у фізиці, техніці і біології, соціальних науках зводиться до математичної задачі знаходження функції f, яка задовольняє рівняння


,                                                      (3)

 де  k –  деяка константа.

За властивостями похідних показникових функцій знаходимо, що розв’язком рівняння (1) буде будь-яка функція виду 
f(x)=Cekx,                                                                       (4)

 де  C –  стала. Оскільки  C –  довільне, то розв’язків у диференціального рівняння (1) нескінченно багато. Доведено, що інших розв’язків, крім функції виду (2), у рівняння (1) немає.
Приклад 2. (диференціальне рівняння радіоактивного розпаду). Нехай у початковий момент часу маса радіоактивної речовини дорівнює 

m(0)=m0.                                                                     (5)
 Відомо, що швидкість зменшення маси речовини  m(t)  з часом пропорційна її кількості, тобто виконується рівняння 


,   де  k>0.                                       (6)

 Скористаємося (без доведення) встановленою залежністю  m(t)=Ce-kt.

Константу  C  знаходимо з умови (5). Маємо:  m(0)=Ce0, тобто  C=m(0)=m0, звідки  m(t)=m0 e-kt.

Нагадаємо, що інтервал часу T, за який маса радіоактивної речовини зменшується вдвічі, називають періодом піврозпаду цієї речовини. Отже,  k  і  T пов’язані рівнянням   e-kT=

, з якого дістанемо:  ekT=2,   kT=ln2,   k=

. Для радію  T

1550  років, тому  k=

0,000447. Через мільйон років від початкової маси радію  m0  залишиться
m(

)=m0 e-447



.
ЗАДАЧІ МАТЕМАТИЧНИХ КОНКУРСІВ
ЗАДАЧА 1.   Знайти всі функції, визначені на R, для 

 R, і задовольняють рівності:

                    

                            (1)

Розв’язання. Зробимо такі заміни:

1)  x=y, тоді 

                                                             (2)

2)  y=-x, тоді 

                                                          (3)

З (2) і (3) маємо: 

                                                (4)

Підставимо в (4) x=1 

.

Отже:            

.

При x=x+y, маємо: 

,

при 

, маємо: 

.

Підставимо в (1) і отримаємо: 
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.

Отже шукані функції, які задовольняють рівняння (1): 

                       

.

ЗАДАЧА 2. Знайти всі функції, визначені на R, для 

 R, і задовольняють рівності:

                       

                                  (1)

Розв’язання. Зафіксуємо y і продиференціюємо (1):

                      

                                              (2)

Тобто: 

.

Тепер зафіксуємо x і продиференціюємо (1):

                      

                                                              (3)

З (2) і (3) отримаємо, що a=1.

Отже шукана функція має вигляд:

                      

.

ЗАДАЧА 3. Знайти всі функції, визначені на R, для 

 R, і задовольняють рівності:  
                    

                        (1) 

де f визначена на R функція, що задовольняє рівняння (1) при довільних  

R, причому f(0)=0.

Розв’язання. Покладемо спочатку в рівнянні (1) x=0 і y=x. Тоді воно набере вигляду:



                                                       (2)

Якщо y=2x, то 



                                           (3)

При y=-2x


                                         (4)

Додаючи і віднімаючи рівняння (3) і (4), матимемо:







звідки                    

                                                        (5)

Комбінуючи, нарешті, рівняння (2) і (5), дістанемо:



.
Ця єдина функція справді задовольняє рівняння (1) і буде його розв’язком при всіх x

R.

ЗАДАЧА  4. Розв’язати рівняння  

f (x)+f (

)= x  для  

R / {2}.                           (1)
РОЗВ’ЯЗАННЯ. Зробимо таку заміну  

= u, звідси   x =

. Підставимо в (1):
f (

)+f (u)= 

.                                               (2)
Тепер в (2) покладемо  x= u :

f (

)+f (x)=

.                                               (3)
Від (1) віднімемо (3):

f (

) - f (

)=

.                                     (4)
 Тепер зробимо заміну в отриманому рівнянні:  

=

, звідси  4x=4x-8-2xu+4u.  Виражаємо  x:

x=

=

.
 Тоді, підставивши в (4), отримаємо 
f (

) - f(

)=

=

=

=

.
 І , нарешті, поклавши    x=u , отримаємо: 
f (x)-f (

)=

.                                              (5)
Додамо рівності (1) і (5):
2 f (x)=

=

.

Звідки отримуємо шукану функцію
f (x)= 

. 
СПИСОК ВИКОРИСТАНОЇ ЛІТЕРАТУРИ. 

1.  Шкіль М.І., Слєпкань З.І., Дубінчук О.С. Алгебра і початки аналізу: Проб. підруч. для 10 – 11 кл. серед. шк. К.: Зодіак – ЕКО, 1995. – 608 с.

2.  Шкіль М.І., Колесник Т.В., Хмара Т.М. Алгебра: Проб. підруч. для 11 кл. шк. та кл. з поглиб. вивченням математики. – К.: Освіта, 1994. – 304 с.
3.  У світі математики. Збірник науково – популярних статей. Випуск 9. К.: Радянська школа, 1978. – 236 с.    
4.  У світі математики. Збірник науково – популярних статей. Випуск 10. К.: Радянська школа, 1979. – 207 с.
5.  У світі математики. Збірник науково – популярних статей. Випуск 14. К.: Радянська школа, 1983. – 255 с.
6.  Фихтенгольц Г.М. «Курс дифференциального и интегрального исчисления», т.1. М.,1969.– 608с.
7.  Большая Советская Энциклопедия, т.45. М., 1956.
M3(f(x);f(f(x)))





M2(f(x);f(x))





M1(x;f(x))





x





y=x





y=f(x)





x





y





Ni





N2





N1





Mi





M2





M1





y





x





y=x





N1(x1;f(x1))





f(x2)





f(x1)





x





y





y





x





y=f (x)





y=� EMBED Equation.2  ���





M1(x; f(x))





M1





M3(� EMBED Equation.2  ���; f (� EMBED Equation.2  ���)) 





M2(� EMBED Equation.2  ���; f (x)) 





M3





M2





x





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





N





N





N





N2





N1





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





Рис. 6





y=f (x)





y=f (x)





y=f (x)





y=f (x)





y=f (x)





y=f (x)





y=f (x)





y=f (x)





x





x





x





x





x





y





y





y





y





y





y=f (x)





Рис. 5





Рис. 4





Рис. 2





Рис. 1





y





y





y





y





y





x





x





x





x





x





y=x





y=x





y=x





y=x





y=x





y=f(x)





y=f(x)





y=f(x)





y=f(x)





y=f(x)





y=f(x)





y=f(x)





y=f(x)





y=f(x)





N





N1





N2





N





N





�





�





Рис. 3
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