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�ëàâà 1Åëåìåíòèêîìáiíàòîðèêè1.1 Îñíîâíèé ïðèíöèï êîìáiíàòîðèêèÊîìáiíàòîðèêà âèâ÷à¹ ñêií÷åííi ìíîæèíè. Ìíîæèíèïîçíà÷àòèìåìî âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè A,B,
C, . . . , ¨õíi åëåìåíòè � ìàëèìè. ×èñëî åëåìåíòiâ ñêií÷åí-íî¨ ìíîæèíè A ïîçíà÷àòèìåìî n(A).Îá÷èñëþþ÷è ÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè A, çðó÷íî êî-ðèñòóâàòèñÿ òàêèì �àêòîì: ÿêùî ìiæ ìíîæèíàìè A i Bâñòàíîâëåíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, òî

n(A) = n(B)(÷àñòî ÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè B îá÷èñëèòè ïðîñòiøå,íiæ ÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè A).Ïðÿìèé äîáóòîê ìíîæèí. Íåõàé A i B � äîâiëü-íi ìíîæèíè. Êîæíi äâà åëåìåíòè a ∈ A i b ∈ B âèçíà-÷àþòü óïîðÿäêîâàíó ïàðó (a, b). Ìíîæèíó âñiõ óïîðÿä-êîâàíèõ ïàð (a, b), a ∈ A, b ∈ B íàçèâàòèìåìî ïðÿìèì
(äåêàðòîâèì) äîáóòêîì ìíîæèí A i B i ïîçíà÷àòèìåìî
A×B.Ïðèêëàä 1.1.1 . Çíàéòè ïðÿìi äîáóòêè A × B i
B ×A, äå A = {1, 2} i B = {3, 4, 5}.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. A×B = {(1; 3), (1; 4), (1; 5), (2; 3), (2; 4),
(2; 5)}, B ×A = {(3; 1), (3; 2), (4; 1), (4; 2), (5; 1), (5; 2)}.5



6 �ëàâà 1. Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêèÍåõàé çàäàíî k ìíîæèí A1, A2, . . . , Ak. Ìíîæèíó âïî-ðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ (a1, a2, . . . , ak), ó ÿêèõ a1 ∈ A1,
a2 ∈ A2, . . . , ak ∈ Ak, íàçèâàòèìåìî ïðÿìèì (äåêàðòîâèì)äîáóòêîì ìíîæèí A1, A2, . . . , Ak i ïîçíà÷àòèìåìî

A1 ×A2 × · · · ×Ak.Ïðèêëàä 1.1.2 . ßêùî A1 = R
1, A2 = R

1, A3 =
= R

1, òî ïðÿìèé äîáóòîê A1 × A2 = R
1 × R

1 = R
2 ¹ïëîùèíîþ, à A1 × A2 × A3 = R

1 × R
1 × R

1 = R
3 � òðè-âèìiðíèì ïðîñòîðîì.Ïðàâèëî ìíîæåííÿ (îñíîâíèé ïðèíöèï êîìái-íàòîðèêè). ×èñëî n(A × B) åëåìåíòiâ äåêàðòîâîãî äî-áóòêó A×B ñêií÷åííèõ ìíîæèí A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó

n(A)n(B) ÷èñëà n(A) åëåìåíòiâ ìíîæèíè A i ÷èñëà n(B)åëåìåíòiâ ìíîæèíè B:
n(A×B) = n(A)n(B).Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ A iñíó¹ n(B) åëå-ìåíòiâ (a, b), b ∈ B, äåêàðòîâîãî äîáóòêó A×B. I îñêiëüêèìíîæèíà A ìiñòèòü n(A) åëåìåíòiâ, òî ÷èñëî n(A×B) åëå-ìåíòiâ äåêàðòîâîãî äîáóòêó A×B äîðiâíþ¹ n(B)+n(B)+

. . . + n(B) = n(B)n(A) (ó ëiâié ÷àñòèíi n(A) äîäàíêiâ �çà ÷èñëîì åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi A).Ïðàâèëî ìíîæåííÿ äëÿ äåêàðòîâîãî äîáóòêó k ìíî-æèí: ÷èñëî n(A1 ×A2 × · · · ×Ak) åëåìåíòiâ äåêàðòîâîãîäîáóòêó A1×A2×· · ·×Ak ñêií÷åííèõ ìíîæèí A1, A2, . . .

. . . , Ak äîðiâíþ¹ äîáóòêó n(A1)n(A2) . . . n(Ak) ÷èñëà åëå-ìåíòiâ n(A1), n(A2), . . . , n(Ak) öèõ ìíîæèí:
n(A1 ×A2 × · · · ×Ak) = n(A1)n(A2) . . . n(Ak).Ïðèêëàä 1.1.3. Íåõàé A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7}.Çíàéòè n(A×B).�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. n(A×B) = n(A)n(B) = 3 · 4 = 12.Ïðàâèëî ìíîæåííÿ â òåðìiíàõ äié. ×àñòî ïðàâè-ëî ìíîæåííÿ �îðìóëþþòü ó òåðìiíàõ äié.Íåõàé íåîáõiäíî âèêîíàòè îäíó çà îäíîþ k äié. ßêùîïåðøó äiþ ìîæíà âèêîíàòè n1 ÷èñëîì ñïîñîáiâ, äðóãó �



1.1. Îñíîâíèé ïðèíöèï êîìáiíàòîðèêè 7
n2 ÷èñëîì ñïîñîáiâ i òàê äî k-¨ äi¨, ÿêó ìîæíà âèêîíà-òè nk ÷èñëîì ñïîñîáiâ, òî âñi k äié ðàçîì ìîæóòü áóòèâèêîíàíi n1n2 . . . nk ÷èñëîì ñïîñîáiâ.Ñïðàâäi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç A1 ìíîæèíó ñïîñîáiâ âèêî-íàííÿ ïåðøî¨ äi¨, A2 � äðóãî¨, . . . , Ak � k-î¨ äi¨. Òîäi åëå-ìåíò (a1, a2, . . . , ak) äåêàðòîâîãî äîáóòêó A1×A2×· · ·×Akçàäà¹ ñïîñiá âèêîíàííÿ âñiõ k äié ðàçîì. Òîìó ÷èñëî âñiõñïîñîáiâ âèêîíàòè k äié äîðiâíþ¹ ÷èñëó åëåìåíòiâ äåêàð-òîâîãî äîáóòêó A1 ×A2 × · · · ×Ak. Îòæå,
n(A1×A2×· · ·×Ak) = n(A1)n(A2) . . . n(Ak) = n1n2 . . . nk.Ïðèêëàä 1.1.4 . Ñêiëüêè ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñåë ìî-æíà çàïèñàòè öè�ðàìè 0, 1, 2, 3, 4, 5, ÿêùî æîäíà öè�ðàíå ïîâòîðþ¹òüñÿ áiëüøå îäíîãî ðàçó?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çàïèñóþ÷è ÷îòèðèçíà÷íå ÷èñëî, ìèâèêîíó¹ìî ÷îòèðè äi¨: çàïèñó¹ìî (çëiâà íàïðàâî) ïåðøó,äðóãó, òðåòþ, ÷åòâåðòó öè�ðè. Ïåðøó äiþ ìîæíà âèêîíà-òè ï'ÿòüìà ñïîñîáàìè (íóëü íà ïåðøîìó ìiñöi íå ïèøóòü),äðóãó � ï'ÿòüìà ñïîñîáàìè (îäíó öè�ðó âæå âèêîðèñòà-íî ïðè çàïèñóâàííi ïåðøî¨ çëiâà öè�ðè, àëå, ïî÷èíàþ÷è çäðóãîãî ìiñöÿ, ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íóëü), òðåòþ äiþ� ÷îòèðìà ñïîñîáàìè, ÷åòâåðòó � òðüîìà. Òîìó çãiäíî çïðàâèëîì ìíîæåííÿ âñi ÷îòèðè äi¨ ðàçîì ìîæíà âèêîíàòè
5·5·4·3 = 300 ñïîñîáàìè. Îòæå, öè�ðàìè âiä 0 äî 5 ìîæíàçàïèñàòè 300 ðiçíèõ ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñåë, ó çàïèñó ÿêèõöè�ðè íå ïîâòîðþâàòèìóòüñÿ.Óïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè.Ìíîæèíó, ùî ñêëàäà¹òüñÿç n åëåìåíòiâ, íàçèâàòèìåìî n-åëåìåíòíîþ.Îçíà÷åííÿ. n-Åëåìåíòíó ìíîæèíó Ω íàçèâàòèìåìîâïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî êîæíîìó ¨¨ åëåìåíòó ïîñòàâëåíî óâiäïîâiäíiñòü ÷èñëî (íîìåð åëåìåíòà) âiä 1 äî n, ïðè÷îìóòàê, ùî ðiçíèì åëåìåíòàì ïîñòàâëåíi ó âiäïîâiäíiñòü ðiçíiíîìåðè (iíàêøå êàæó÷è, âñòàíîâëåíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íàâiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ Ω i ïiäìíîæèíîþ 1, 2, . . . , nìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë).Óïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ¹ ðiçíèìè, ÿêùî âîíè âiäðiç-íÿþòüñÿ àáî ñâî¨ìè åëåìåíòàìè, àáî ¨õíiì ïîðÿäêîì.Êîæíó ñêií÷åííó ìíîæèíó ìîæíà âïîðÿäêóâàòè òàê:çàïèñàòè âñi ¨¨ åëåìåíòè â ñïèñîê a, b, c, . . . , f , à ïîòiìêîæíîìó åëåìåíòó ïðèïèñàòè íîìåð ìiñöÿ, íà ÿêîìó âií



8 �ëàâà 1. Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêèñòî¨òü ó ñïèñêó; iíàêøå êàæó÷è, ðîçìiñòèòè åëåìåíòè ìíî-æèíè íà çàíóìåðîâàíèõ ìiñöÿõ i ïðèïèñàòè êîæíîìó åëå-ìåíòó íîìåð ìiñöÿ, íà ÿêîìó âií îïèíèâñÿ. Çàçâè÷àé òàêi ðîáèòèìåìî.Ïåðåñòàíîâêè. Óïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè, ÿêi âiäðiçíÿ-þòüñÿ òiëüêè ïîðÿäêîì åëåìåíòiâ, àëå íå ñàìèìè åëåìåí-òàìè, íàçèâàòèìåìî ïåðåñòàíîâêàìè.Îçíà÷åííÿ. Ïåðåñòàíîâêîþ n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíèíàçèâàòèìåìî ¨¨ n-åëåìåíòíó âïîðÿäêîâàíó ïiäìíîæèíó.Ïðèêëàä 1.1.5. Âèïèñàòè âñi ïåðåñòàíîâêè ìíîæè-íè Ω = {a, b, c}.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. (a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b),
(c, b, a).×èñëî ïåðåñòàíîâîê. ×èñëî Pn óñiõ ïåðåñòàíîâîê
n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè (÷èñëî ñïîñîáiâ óïîðÿäêóâàííÿ
n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè) äîðiâíþ¹ n!, òîáòî

Pn = n!Ïðèêëàä 1.1.6 . Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âïî-ðÿäêóâàòè ìíîæèíó ÷èñåë 1, 2, . . . , 2n òàê, ùîá ïàðíi÷èñëà îäåðæàëè ïàðíi íîìåðè?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ùîá óïîðÿäêóâàòè ìíîæèíó 1, 2, . . .
. . . , 2n, ðîçìiñòèìî 2n ÷èñåë íà 2n ìiñöÿõ, ïðè÷îìó òàê,ùîá ïàðíi ÷èñëà îïèíèëèñÿ íà ìiñöÿõ ç ïàðíèìè íîìåðà-ìè (à îòæå, íåïàðíi � íà ìiñöÿõ ç íåïàðíèìè íîìåðàìè).Âèêîíà¹ìî öå çà äâi äi¨.Äiþ ïåðøó � ðîçìiñòèòè n ïàðíèõ ÷èñåë íà n ïàðíèõìiñöÿõ (óïîðÿäêóâàòè n-åëåìåíòíó ìíîæèíó) � ìîæíàâèêîíàòè n! ñïîñîáàìè, äiþ äðóãó � ðîçìiñòèòè n íåïàð-íèõ ÷èñåë íà n íåïàðíèõ ìiñöÿõ � n! ñïîñîáàìè.Äâi äi¨ ðàçîì (ðîçìiñòèòè ïàðíi ÷èñëà íà ïàðíèõ ìiñ-öÿõ, íåïàðíi íà íåïàðíèõ) çãiäíî ç ïðàâèëîì ìíîæåííÿìîæíà âèêîíàòè (n!)2 ñïîñîáàìè.�îçìiùåííÿ. �îçìiùåííÿì ç n åëåìåíòiâ ïî k íàçè-âàòèìåìî âïîðÿäêîâàíó k-åëåìåíòíó ïiäìíîæèíó n-åëå-ìåíòíî¨ ìíîæèíè.�îçìiùåííÿ ç n åëåìåíòiâ ïî k ¹ ðiçíèìè, ÿêùî âîíèâiäðiçíÿþòüñÿ àáî ñâî¨ìè åëåìåíòàìè, àáî ¨õíiì ïîðÿä-êîì.



1.1. Îñíîâíèé ïðèíöèï êîìáiíàòîðèêè 9Ïðèêëàä 1.1.7 . Íåõàé Ω = {a, b, c}. Âèïèñàòè âñiðîçìiùåííÿ ç 3 åëåìåíòiâ ïî 2.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b).×èñëî ðîçìiùåíü. ×èñëî Ak
n óñiõ óïîðÿäêîâàíèõ

k-åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè (÷è-ñëî ðîçìiùåíü ç n åëåìåíòiâ ïî k) äîðiâíþ¹
n(n− 1) . . . (n− (k − 1)),òîáòî

Ak
n = n(n− 1) . . . (n− (k − 1)).Ïðèêëàä 1.1.8 . Ñêiëüêè òðèçíà÷íèõ òåëå�îííèõíîìåðiâ ìîæíà ñêëàñòè ç öè�ð âiä 0 äî 9 òàê, ùîá óçàïèñó íîìåðà âñi öè�ðè áóëè ðiçíi?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Òðèçíà÷íèé òåëå�îííèé íîìåð ç ðiç-íèõ öè�ð ¹ 3-åëåìåíòíîþ âïîðÿäêîâàíîþ ïiäìíîæèíîþìíîæèíè 0, 1, . . . , 9. À êiëüêiñòü A3

10 3-åëåìåíòíèõ óïî-ðÿäêîâàíèõ ïiäìíîæèí, ÿêi ìîæíà ñêëàñòè ç åëåìåíòiâ10-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè, äîðiâíþ¹ 10 · 9 · 8, òîáòî
A3

10 = 10 · 9 · 8 = 720.Ñïîëóêè (êîìáiíàöi¨). Ñïîëóêîþ (êîìáiíàöi¹þ) ç
n åëåìåíòiâ ïî k íàçèâàòèìåìî k-åëåìåíòíó ïiäìíîæèíó
n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè.Ñïîëóêè ç n åëåìåíòiâ ïî k ¹ ðiçíèìè, ÿêùî âîíè âiä-ðiçíÿþòüñÿ ñâî¨ìè åëåìåíòàìè (ïðèíàéìíi îäíèì). Ïîðÿ-äîê åëåìåíòiâ ó ñïîëóöi íå ¹ iñòîòíèì � ñïîëóêè, ùî ñêëà-äàþòüñÿ ç îäíèõ i òèõ ñàìèõ åëåìåíòiâ, íåðîçðiçíåííi.Ïðèêëàä 1.1.9 . Íåõàé Ω = {a, b, c}. Âèïèñàòè âñiñïîëóêè ç 3 åëåìåíòiâ ïî 1 i ç 3 ïî 2.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. {a}, {b}, {c} � óñi ñïîëóêè ç 3 åëåìåí-òiâ ïî 1, {a, b}, {a, c}, {b, c} � ç 3 ïî 2.Çàçíà÷èìî, ùî ÿê ñïîëóêè {a, b} i {b, a}; {b, c} i {c, b}òà {a, c} i {c, a} ñïiâïàäàþòü.×èñëî ñïîëóê. ×èñëî Ck

n óñiõ k-åëåìåíòíèõ ïiäìíî-æèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè (÷èñëî ñïîëóê ç n åëåìåí-òiâ ïî k) äîðiâíþ¹ n!/(k!(n − k)!), òîáòî
Ck
n =

n!

k!(n − k)!
.



10 �ëàâà 1. Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêèÏðèêëàä 1.1.10 (øàõîâå ìiñòî). �îçãëÿíåìî ïðÿ-ìîêóòíó ñiòêó êâàäðàòiâ � �øàõîâå ìiñòî�, ÿêå ñêëà-äà¹òüñÿ ç m × n êâàäðàòíèõ êâàðòàëiâ, âiäîêðåìëåíèõ
n − 1 �ãîðèçîíòàëüíèìè� i m − 1 �âåðòèêàëüíèìè� âó-ëèöÿìè (ðèñ. 1.1.1). Ñêiëüêè íà öié ñiòöi ðiçíèõ íàé-êîðîòøèõ øëÿõiâ, ÿêi âåäóòü ç ëiâîãî íèæíüîãî êóòà
(òî÷êè (0, 0)) äî ïðàâîãî âåðõíüîãî êóòà (ó òî÷êó (m,n))?

(0,   )n

(    ,   )m 0

0

(m,n)

�èñ. 1.1.1: �Øàõîâå ìiñòî�� î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ïîçíà÷èìî áóêâîþ � ãîðèçîíòàëüíèéâiäðiçîê øëÿõó, áóêâîþ Â � âåðòèêàëüíèé. Êîæåí íàé-êîðîòøèé øëÿõ ç (0, 0) ó (m,n) ìà¹ n âåðòèêàëüíèõ âiä-ðiçêiâ i m ãîðèçîíòàëüíèõ. Âií öiëêîì çàäà¹òüñÿ âïîðÿä-êîâàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ çàâäîâæêè n + m, ñêëàäåíîþ ç
m áóêâ � i n áóêâ Â i íàâïàêè. Òîìó ÷èñëî íàéêîðîòøèõøëÿõiâ äîðiâíþ¹ ÷èñëó ïîñëiäîâíîñòåé çàâäîâæêè n+m,ñêëàäåíèõ ç m áóêâ � i n áóêâ Â. Êîæíà òàêà ïîñëiäîâ-íiñòü îäíîçíà÷íî çàäà¹òüñÿ âèáîðîì m ìiñöü ç n+m äëÿáóêâè � (ìiñöÿ, ùî çàëèøàþòüñÿ, çàïîâíþþòüñÿ áóêâà-ìè Â), òîìó ¨õí¹ ÷èñëî äîðiâíþ¹ Cm

n+m.�îçáèòòÿ ìíîæèíè. �îçáèòòÿì n-åëåìåíòíî¨ ìíî-æèíè Ω íà m ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíî-æèí, ùî ìiñòÿòü k1, k2, . . . , km åëåìåíòiâ (k1 + k2 + . . .
. . .+ km = n), íàçèâàòèìåìî âïîðÿäêîâàíèé íàáið

(A,B,C, . . . , S)



1.1. Îñíîâíèé ïðèíöèï êîìáiíàòîðèêè 11íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí Ω, ùî ìiñòÿòü âiäïîâiäíî k1, k2,
. . . , km åëåìåíòiâ.Äâà ðîçáèòòÿ íàm ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ íåïîðîæíiõïiäìíîæèí, ùî ìiñòÿòü âiäïîâiäíî k1, k2, . . . , km åëåìåí-òiâ, ðiçíi, ÿêùî õî÷à á â îäíié iç ïàð âiäïîâiäíèõ kj-åëå-ìåíòíèõ ïiäìíîæèí (j = 1, 2, . . . ,m) ¹ ðiçíi åëåìåíòè.Ïðèêëàä 1.1.11 . Íàâåñòè âñi ìîæëèâi ðîçáèòòÿìíîæèíè Ω = {a, b, c, d} íà òðè ïîïàðíî íåïåðåòèííiïiäìíîæèíè A, B, C, ùî ìiñòÿòü âiäïîâiäíî k1 = 1,
k2 = 2, k3 = 1 åëåìåíòiâ.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ.

({a}, {b, c}, {d}); ({a}, {c, d}, {b}); ({a}, {b, d}, {c});
({b}, {a, c}, {d}); ({b}, {c, d}, {a}); ({b}, {a, d}, {c});
({c}, {a, b}, {d}); ({c}, {a, d}, {b}); ({c}, {b, d}, {a});
({d}, {a, b}, {c}); ({d}, {a, c}, {b}); ({d}, {b, c}, {a}).Çàçíà÷èìî, ùî, íàïðèêëàä, ðîçáèòòÿ ({a}, {b, c}, {d})i ({d}, {b, c}, {a}) ìíîæèíè Ω = {a, b, c, d} ¹ ðiçíèìè.×èñëî ðîçáèòòiâ ìíîæèíè íà ïiäìíîæèíè. ×èñ-ëî Cn(k1, k2, . . . , km) âñiõ ðîçáèòòiâ n-åëåìåíòíî¨ ìíî-æèíè Ω íà m ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí, ùîìiñòÿòü âiäïîâiäíî k1, k2, . . . , km åëåìåíòiâ (k1+k2+ . . .

. . .+ km = n), äîðiâíþ¹ n!/(k1!k2! . . . km!), òîáòî
Cn(k1, k2, . . . , km) =

n!

k1!k2! . . . km!
.Ïåðåñòàíîâêè ç ïîâòîðåííÿìè. Ïåðåñòàíîâêîþ çïîâòîðåííÿìè (ñëîâîì) çàâäîâæêè n, óòâîðåíîþ ç k1 åëå-ìåíòiâ (áóêâ) a1, k2 åëåìåíòiâ (áóêâ) a2, . . . , km åëåìåíòiâ(áóêâ) am (k1 + k2 + . . . + km = n) íàçèâàòèìåìî âïîðÿä-êîâàíó ïîñëiäîâíiñòü çàâäîâæêè n, ñêëàäåíó ç k1 åëåìåí-òiâ (áóêâ) a1, k2 åëåìåíòiâ (áóêâ) a2, . . . , km åëåìåíòiâ(áóêâ) am.Äâà ñëîâà çàâäîâæêè n, óòâîðåíi ç k1 áóêâ a1, k2 áóêâ

a2, . . . , km áóêâ am ðiçíi, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ ïî-ðÿäêîì áóêâ.×èñëî ïåðåñòàíîâîê ç ïîâòîðåííÿìè. ×èñëî ïå-ðåñòàíîâîê ç ïîâòîðåííÿìè (ñëiâ) çàâäîâæêè n, ÿêiìîæíà óòâîðèòè ç k1 åëåìåíòiâ (áóêâ) a1, k2 åëåìåí-



12 �ëàâà 1. Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêèòiâ (áóêâ) a2, . . . , km åëåìåíòiâ (áóêâ) am (k1 + k2 + . . .
. . .+ km = n), äîðiâíþ¹ Cn(k1, k2, . . . , km).Ïðèêëàä 1.1.12. Ñêiëüêè iñíó¹ ñïîñîáiâ ðîçìiùåííÿ
n ðiçíèõ ÷àñòèíîê ïî m êîìiðêàõ òàê, ùîá äî ïåðøî¨êîìiðêè ïîòðàïèëî k1 ÷àñòèíîê, äî äðóãî¨ � k2, . . . , äî
m-¨ � km?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. �îçiá'¹ìî n-åëåìåíòíó ìíîæèíó ðîç-ðiçíåííèõ ÷àñòèíîê íà m íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí:
k1-åëåìåíòíó ïiäìíîæèíó ÷àñòèíîê, ÿêi ïîòðàïëÿþòü äîïåðøî¨ êîìiðêè, k2-åëåìåíòíó � äî äðóãî¨, . . . , km-åëå-ìåíòíó ïiäìíîæèíó ÷àñòèíîê, ÿêi ïîòðàïëÿþòü äî m-¨êîìiðêè (k1 + k2 + . . . + km = n). À ÷èñëî ñïîñîáiâ ðîç-áèòè n-åëåìåíòíó ìíîæèíó, ÿê îïèñàíî âèùå, äîðiâíþ¹
Cn(k1, k2, . . . , km).Ñïîëóêè (êîìáiíàöi¨) ç ïîâòîðåííÿìè. Ñïîëóêîþ
(êîìáiíàöi¹þ) ç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâòîðåííÿìè íà-çèâàòèìåìî íàáið (ìíîæèíó) ç n åëåìåíòiâ, êîæåí ç ÿêèõíàëåæèòü îäíîìó ç m òèïiâ.Ñïîëóêà ç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâòîðåííÿìè îäíîç-íà÷íî çàäà¹òüñÿ ÷èñëîì x1 åëåìåíòiâ ïåðøîãî òèïó, ÷èñ-ëîì x2 åëåìåíòiâ äðóãîãî òèïó i ò. ä., ÷èñëîì xm åëåìåí-òiâ m-ãî òèïó, ùî äî íå¨ âõîäÿòü, òîáòî âèçíà÷à¹òüñÿ ïî-ñëiäîâíiñòþ (x1, x2, . . . , xm) íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, òà-êèõ, ùî x1 + x2 + . . . + xm = n, i íàâïàêè � ñïîëó-êà ç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâòîðåííÿìè çàäà¹ ïîñëiäîâ-íiñòü (x1, x2, . . . , xm) öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêó, ùî
x1 + x2 + . . . + xm = n (x1 � ÷èñëî åëåìåíòiâ ïåðøîãîòèïó, x2 � äðóãîãî i ò. ä., xm � ÷èñëî åëåìåíòiâ m-ãîòèïó).Äâi ñïîëóêè ç ïîâòîðåííÿìè ç m åëåìåíòiâ ïî n ðiç-íi, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ õî÷à áîäíîãî òèïó. Ïîðÿäîê åëåìåíòiâ ó ñïîëóöi ç ïîâòîðåííÿìèíåiñòîòíèé.Ïðèêëàä 1.1.13. Íàâåñòè âñi ñïîëóêè ç ïîâòîðåí-íÿìè ç 4 åëåìåíòiâ a, b, c, d ïî 2.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. aa, bb, cc, dd, ab, ac, ad, bc, bd, dc.×èñëî ñïîëóê ç ïîâòîðåííÿìè. ×èñëî fnm ñïîëóêç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâòîðåííÿìè äîðiâíþ¹ Cm−1

n+m−1,òîáòî
fnm = Cm−1

n+m−1.



1.2. Çàäà÷i 13ßêùî n > m, òî ÷èñëî òàêèõ ñïîëóê ç m åëåìåíòiâïî n ç ïîâòîðåííÿìè, â ÿêèõ êîæåí åëåìåíò çóñòði-÷à¹òüñÿ õî÷à á îäèí ðàç, äîðiâíþ¹ Cm−1
n−1 .Ïðèêëàä 1.1.14 . Ñêiëüêè íåâiä'¹ìíèõ ðîçâ'ÿçêiâ óöiëèõ ÷èñëàõ ìà¹ ðiâíÿííÿ x1 + x2 + . . .+ xm = n?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. �îçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

x1 + x2 + . . .+ xm = nó öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñëàõ ¹ ïîñëiäîâíiñòü (x1, x2, . . . , xm)öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, ó ÿêî¨ x1+x2+ . . .+xm = n. Êî-æíà òàêà ïîñëiäîâíiñòü çàäà¹ ñïîëóêó ç m åëåìåíòiâ ïî nç ïîâòîðåííÿìè (i íàâïàêè). Òîìó øóêàíå ÷èñëî ðîçâ'ÿç-êiâ äîðiâíþ¹ ÷èñëó fnm ñïîëóê ç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâ-òîðåííÿìè.Ñïîëóêè ç ïîâòîðåííÿìè i ñëîâà. Íåõàé ìè ìà-¹ìî ñëîâî çàâäîæêè n, ñêëàäåíå ç m áóêâ (åëåìåíòiâ):
x1 áóêâ a1, x2 áóêâ a2, i ò. ä., xm áóêâ am (x1 + x2 + . . .
. . . + xm = n). �Çñèïåìî� áóêâè ñëîâà â óðíó, îòðèìà¹ìîíàáið iç n åëåìåíòiâ, ó ÿêîìó ÷èñëî åëåìåíòiâ ïåðøîãîòèïó äîðiâíþ¹ x1, äðóãîãî � x2, i ò. ä., m-ãî òèïó � xm,òîáòî îòðèìà¹ìî ñïîëóêó ç m åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâòîðåí-íÿìè (îäíó) iç çàäàíèì ÷èñëîì åëåìåíòiâ êîæíîãî òèïó,ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñëîâîì.Íàâïàêè. Íåõàé ìè ìà¹ìî ñïîëóêó ç m åëåìåíòiâ ïî
n ç ïîâòîðåííÿìè, ó ÿêié ÷èñëî åëåìåíòiâ ïåðøîãî òè-ïó äîðiâíþ¹ x1, äðóãîãî � x2 i ò. ä., m-ãî òèïó � xm(ìà¹ìî íàáið iç n åëåìåíòiâ, �çñèïàíèõ� â óðíó: x1 åëå-ìåíòiâ a1, x2 åëåìåíòiâ a2 i ò. ä., xm åëåìåíòiâ am). �îç-ìiñòèâøè åëåìåíòè íà n çàíóìåðîâàíèõ ìiñöÿõ (óïîðÿä-êóâàâøè ¨õ), îòðèìà¹ìî ñëîâî. ×èñëî âñiõ òàêèõ ñëiâ äî-ðiâíþ¹ Cn(x1, x2, . . . , xm).1.2 Çàäà÷iÀÇ: 1.3◦, 1.10, 1.14, 1.16◦ , 1.18, 1.19◦ , 1.22, 1.23, 1.25.ÑÇ: 1.4◦, 1.5◦, 1.11◦, 1.15, 1.17◦ , 1.20, 1.24, 1.27, 1.30, 1.32.Ó çàäà÷àõ, ùî ïðîïîíóþòüñÿ, ïåðø íiæ ïiäðàõîâóâàòè÷èñëî åëåìåíòiâ òi¹¨ ÷è iíøî¨ ìíîæèíè, òðåáà ÷iòêî ç'ÿñó-âàòè: ùî ñàìå ÿâëÿþòü ñîáîþ öi åëåìåíòè (òîáòî, ùî



14 �ëàâà 1. Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêèïiäðàõîâóâàòè). Ïåðø íiæ âiäïîâiäàòè íà ïèòàííÿ �ñêiëü-êè? �, òðåáà âiäïîâiñòè íà ïèòàííÿ �ùî? � (ùî ðàõóâàòè-ìåìî).1.1◦. Ç ìiñòà A äî ìiñòà B âåäå n äîðiã, à ç B äî C �
m äîðiã. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà çäiéñíèòè ïîäîðîæçà ìàðøðóòîì A−B − C?1.2◦. Íà âåðøèíó ãîðè âåäå ñiì ñòåæîê. Ñêiëüêîìàñïîñîáàìè òóðèñò ìîæå ïiäíÿòèñÿ íà ãîðó é ñïóñòèòèñÿç íå¨? Âiäïîâiñòè íà öå ïèòàííÿ çà óìîâè, ùî ñõîäæåííÿòà ñïóñê âiäáóâàþòüñÿ ðiçíèìè øëÿõàìè.1.3◦. Ó ðîçiãðàøó ïåðøîñòi êðà¨íè ç �óòáîëó áåðóòüó÷àñòü 17 êîìàíä. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæóòü áóòè ðîç-ïîäiëåíi ìiæ íèìè çîëîòà, ñðiáíà òà áðîíçîâà ìåäàëi?1.4◦. Ñêiëüêè òðèçíà÷íèõ ÷èñåë ìîæíà çàïèñàòè öè�-ðàìè 0, 1, 2, 3, 4?1.5◦. Ñêiëüêè òðèçíà÷íèõ ÷èñåë ìîæíà çàïèñàòè öè�-ðàìè 0, 1, 2, 3, 4, ÿêùî êîæíó ç íèõ âèêîðèñòîâóâàòè íåáiëüøå îäíîãî ðàçó?1.6◦. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ñiì îñiá ìîæóòü ñòàòè â÷åðãó äî êàñè?1.7◦. Ó÷íi âèâ÷àþòü 10 ïðåäìåòiâ. Ó ïîíåäiëîê çà ðîç-êëàäîì 6 óðîêiâ, ïðè÷îìó âñi âîíè ðiçíi. Ñêiëüêîìà ñïîñî-áàìè ìîæíà ñêëàñòè ðîçêëàä íà ïîíåäiëîê?1.8◦. Ñêiëüêè ¹ ï'ÿòèçíà÷íèõ ÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà 5?1.9◦. Àâòîìîáiëüíèé íîìåð ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ëiòåð i÷îòèðüîõ öè�ð. ßêå ÷èñëî ðiçíèõ íîìåðiâ ìîæíà ñêëàñòè,âèêîðèñòîâóþ÷è 26 ëiòåð ëàòèíñüêîãî àë�àâiòó?1.10. Ó ðîçiãðàøó ïåðøîñòi êðà¨íè ç �óòáîëó áåðóòüó÷àñòü 16 êîìàíä. Êîìàíäè, ÿêi çäîáóäóòü ïåðøå, äðóãå éòðåò¹ ìiñöÿ, íàãîðîäæóþòü âiäïîâiäíî çîëîòîþ, ñðiáíîþi áðîíçîâîþ ìåäàëÿìè, à êîìàíäè, ÿêi îïèíÿòüñÿ íà äâîõîñòàííiõ ìiñöÿõ, çàëèøàòü âèùó ëiãó. Ñêiëüêè ðiçíèõ ðå-çóëüòàòiâ ïåðøîñòi ìîæå áóòè?1.11◦. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ç 9 îñiá âèáðàòèêîìiñiþ ó ñêëàäi 4 îñiá?1.12◦. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ÷èòà÷ ìîæå âèáðàòè òðèêíèãè ç ï'ÿòè?1.13◦. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçìiñòèòè íà ïî-ëèöi 4 ðiçíi êíèãè?1.14. Íåõàé p1, p2, . . . , pn � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà. Ñêiëü-



1.2. Çàäà÷i 15êè äiëüíèêiâ ìà¹ ÷èñëî
m = pα1

1 pα2
2 . . . pαn

n ,äå α1, α2, . . . , αn � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà?1.15. Ñêiëüêè ¹ ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ, ó ÿêèõäâà âêàçàíi ñòîÿòü ïîðÿä?1.16◦. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçñàäèòè 4 ó÷íiâíà 25 ìiñöÿõ?1.17◦. Ñòóäåíòó íåîáõiäíî ïðîòÿãîì 8 äíiâ ñêëàñòè4 åêçàìåíè (çà îäèí äåíü ñòóäåíò ñêëàäà¹ íå áiëüøå îäíî-ãî åêçàìåíó). Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè öå ìîæíà çðîáèòè?1.18. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ìíî-æèíó {1, 2, 3, . . . , n} òàê, ùîá ÷èñëà 1, 2, 3 ñòîÿëè ïîðÿäi â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ?1.19. Ñêiëüêè ¹ ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ êîæíàíàñòóïíà öè�ðà áiëüøà çà ïîïåðåäíþ?1.20. Ñêiëüêè ¹ ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ êîæíàíàñòóïíà öè�ðà ìåíøà çà ïîïåðåäíþ?1.21∗. Ó ïðÿìîêóòíó òàáëèöþ ç m ðÿäêiâ i n ñòîâïöiâòðåáà çàïèñàòè ÷èñëà +1 i −1 òàê, ùîá äîáóòîê ÷èñåë óêîæíîìó ðÿäêó é êîæíîìó ñòîâïöi äîðiâíþâàâ 1. Ñêiëü-êîìà ñïîñîáàìè öå ìîæíà çðîáèòè?1.22. Ìà¹ìî p áiëèõ i q ÷îðíèõ êóëü (p > q). Ñêiëüêî-ìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçìiñòèòè ó ðÿä óñi êóëi òàê, ùîáæîäíi 2 ÷îðíi êóëi íå ëåæàëè ïîðÿä?1.23. Íà ïëîùèíi ïðîâåäåíî n ïðÿìèõ òàê, ùî íiÿêiäâi ç íèõ íå ïàðàëåëüíi é íiÿêi òðè íå ïåðåòèíàþòüñÿ âîäíié òî÷öi.1) Çíàéäiòü êiëüêiñòü òî÷îê ïåðåòèíó ïðÿìèõ.2) Ñêiëüêè òðèêóòíèêiâ óòâîðþþòü ïðÿìi?3) Íà ñêiëüêè ÷àñòèí ïîäiëÿòü ïëîùèíó ïðÿìi?4) Ñêiëüêè ñåðåä ÷àñòèí, íà ÿêi ïîäiëÿ¹òüñÿ ïëîùèíàïðÿìèìè, îáìåæåíèõ i ñêiëüêè íåîáìåæåíèõ?1.24. Ñêiëüêè äiàãîíàëåé ìà¹ îïóêëèé n-êóòíèê?1.25.Ó ñêiëüêîõ òî÷êàõ ïåðåòèíàþòüñÿ äiàãîíàëi îïóê-ëîãî n-êóòíèêà, ÿêùî æîäíi òðè ç íèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿâ îäíié òî÷öi?1.26∗. Â îïóêëîìó n-êóòíèêó ïðîâåäåíî âñi äiàãîíàëi.Âiäîìî, ùî æîäíi òðè ç íèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíiéòî÷öi. Íà ñêiëüêè ÷àñòèí áóäå ïîäiëåíî ïðè öüîìó n-êóò-íèê?



16 �ëàâà 1. Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêè1.27. Äîâåñòè, ùî
n(A1 ×A2 × · · · ×Ak) = n(A1)n(A2) . . . n(Ak).1.28. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî ñïîñîáiâ óïîðÿäêóâàòè n-åëå-ìåíòíó ìíîæèíó äîðiâíþ¹ n!1.29. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî Ak

n ðîçìiùåíü ç n åëåìåíòiâïî k äîðiâíþ¹ n(n− 1) . . . (n− (k − 1)).1.30. Äîâåñòè, ùî Ck
n � ÷èñëî k-åëåìåíòíèõ ïiäìíî-æèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè � äîðiâíþ¹ n!/(k!(n − k)!).1.31. Äîâåñòè, ùî

(a+ b)n =

n∑

k=0

Ck
na

kbn−k.1.32. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî Cn(k1, k2, . . . , km) ñïîñîáiâðîçáèòè n-åëåìåíòíó ìíîæèíó íà m íåïåðåòèííèõ ïiä-ìíîæèí âiäïîâiäíî ç k1, k2, . . . , km åëåìåíòàìè äîðiâíþ¹
n!/(k1!k2! . . . km!).1.33. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ Cn(k1, k2, . . . , km) ñëiâ çàâ-äîâæêè n ç k1 áóêâ a1, k2 áóêâ a2, . . . , km áóêâ am.1.34. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïîäiëèòè m+n+ sïðåäìåòiâ íà òðè ãðóïè òàê, ùîá â îäíié ãðóïi áóëî mïðåäìåòiâ, ó äðóãié � n, ó òðåòié � s?1.35. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïîäiëèòè 3n ïðåä-ìåòiâ ìiæ òðüîìà îñîáàìè òàê, ùîá êîæíà îñîáà îòðèìàëà
n ïðåäìåòiâ?1.36. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî fnm ñïîëóê ç m åëåìåíòiâ ïî
n ç ïîâòîðåííÿìè äîðiâíþ¹ Cm−1

n+m−1.1.37. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî ñïîëóê ç m åëåìåíòiâ ïî n çïîâòîðåííÿìè (n > m), â ÿêèõ êîæåí åëåìåíò çóñòði÷à-¹òüñÿ õî÷à á îäèí ðàç, äîðiâíþ¹ Cm−1
n−1 .



�ëàâà 2Ñòîõàñòè÷íèéåêñïåðèìåíò2.1 Ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié,àëãåáðà ïîäiéÒåîðiÿ éìîâiðíîñòåé âèâ÷à¹ ñòîõàñòè÷íi åêñïåðèìåí-òè, äîñëiäæóþ÷è ¨õíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi. Ïiä ñòîõàñ-òè÷íèì åêñïåðèìåíòîì ðîçóìiòèìåìî åêñïåðèìåíò, ðåçóëü-òàò ÿêîãî íåìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè çàçäàëåãiäü (äî ïðîâå-äåííÿ åêñïåðèìåíòó), àëå ÿêèé ìîæíà ïîâòîðèòè â íåçà-ëåæíèé ñïîñiá (ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíiõ åêñïåðèìåíòiâ íåâïëèâàþòü íà íàñòóïíi) ó ïðèíöèïi íåîáìåæåíå ÷èñëî ðà-çiâ.Ïðèêëàäè ñòîõàñòè÷íèõ åêñïåðèìåíòiâ1. Ïîñëiäîâíî ïiäêèäàþòü äâi ìîíåòè i ðå¹ñòðóþòüñòîðîíè, ÿêèìè ëÿãëà êîæíà ç ìîíåò. �åçóëüòàò åêñïåðè-ìåíòó � �ãåðá, ãåðá�, �ãåðá, ðåøêà�, �ðåøêà, ãåðá�, �ðåøêà,ðåøêà� � ïåðåäáà÷èòè çàçäàëåãiäü íåìîæëèâî.2. Ïiäêèäàþòü ãðàëüíèé êóáèê i ðå¹ñòðóþòü ÷èñëîî÷îê, ùî âèïàëè. �åçóëüòàò åêñïåðèìåíòó � ïîÿâó 1, 2, . . .
. . . , 6 � ïåðåäáà÷èòè çàçäàëåãiäü íåìîæëèâî.3. Ïiäêèäàþòü ìîíåòó i ðå¹ñòðóþòü ÷èñëî ïiäêèäàíüäî ïåðøî¨ ïîÿâè ãåðáà. �åçóëüòàò åêñïåðèìåíòó � ÷èñëîïiäêèäàíü: 0, 1, 2, . . . � çàçäàëåãiäü ïåðåäáà÷èòè íåìîæ-ëèâî. 17



18 �ëàâà 2. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò4. �å¹ñòðóþòü iíòåðâàë ÷àñó äî âèõîäó ç ëàäó ïðèëà-äó. �åçóëüòàò � òåðìií áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè ïðèëàäó �çàçäàëåãiäü ïåðåäáà÷èòè íåìîæëèâî.5. ×àñòèíêà áåðå ó÷àñòü ó áðîóíiâñüêîìó ðóñi � ðó-õà¹òüñÿ ïiä äi¹þ óäàðiâ ìîëåêóë ðiäèíè (ìîëåêóëè çàâæ-äè ïåðåáóâàþòü ó õàîòè÷íîìó òåïëîâîìó ðóñi). �åçóëüòàòåêñïåðèìåíòó � òðà¹êòîðiþ ðóõó ÷àñòèíêè � çàçäàëåãiäüïåðåäáà÷èòè íåìîæëèâî.Çàçíà÷èìî, ùî êîæåí ç ïåðåëi÷åíèõ âèùå åêñïåðèìåí-òiâ ìîæíà â íåçàëåæíèé ñïîñiá ïîâòîðèòè íåîáìåæåíå÷èñëî ðàçiâ.Ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié. Êîæíîìó ñòîõàñòè÷-íîìó åêñïåðèìåíòó âiäïîâiäà¹ ïðîñòið (ìíîæèíà)éîãî íàñëiäêiâ. Ïðîñòið íàñëiäêiâ ïîçíà÷àòèìåìî Ω, à ñà-ìi íàñëiäêè, ÿê ïðàâèëî (àëå íå îáîâ'ÿçêîâî), ïîçíà÷àòè-ìåìî ÷åðåç ω (ìîæëèâî ç iíäåêñàìè). Íàñëiäêè ñòîõàñ-òè÷íîãî åêñïåðèìåíòó ùå íàçèâàþòü åëåìåíòàðíèìè ïî-äiÿìè.Ó ïðèêëàäi 1 çà ïðîñòið íàñëiäêiâ ïðèðîäíî ðîçãëÿ-äàòè ìíîæèíó Ω = {��, ��, ��, ��}, ó ïðèêëàäàõ 2, 3, 4âiäïîâiäíî ìíîæèíè Ω = {1, 2, . . . , 6}, Ω = {0, 1, . . .},
Ω = [0,∞), ó ïðèêëàäi 5 çà Ω ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè ìíî-æèíó òðà¹êòîðié ÷àñòèíêè.�åàëiçàöiþ ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó ìè iíòåðïðå-òó¹ìî ÿê âèïàäêîâèé âèáið òî÷êè ω ç ïðîñòîðó Ω.Ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω íàçèâàòèìåìî äèñêðåò-íèì, ÿêùî ìíîæèíà Ω ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà, òîáòî ¨¨åëåìåíòè ìîæíà ïðîíóìåðóâàòè ÷èñëàìè 1, 2, . . .Àëãåáðà ïîäié. Ó êîæíîìó ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðè-ìåíòi ìîæíà ñïîñòåðiãàòè ïåâíó ñóêóïíiñòü ïîäié, ìè ¨õíàçèâàòèìåìî âèïàäêîâèìè ïîäiÿìè é ïîçíà÷àòèìåìî
A,B,C, . . . , ñóêóïíiñòü âñiõ ïîäié, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ óäàíîìó ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòi ïîçíà÷àòèìåìî ÷å-ðåç A. Ó ïðèêëàäi 1 ïîäiÿìè, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ ¹ A ��âèïàâ õî÷à á îäèí ãåðá�, B � �ìîíåòè ëÿãëè îäíi¹þ ñòî-ðîíîþ�, . . .Êîæíó ïîäiþ A ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó ìîæíàîïèñàòè äåÿêîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó íàñëiäêiâ Ω,à ñàìå:

A = {ω : ω ∈ Ω, ÿêi ñïðè÷èíÿþòü ïîäiþ A}.



2.1. Ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié 19Òîìó ó ïîäàëüøîìó âèïàäêîâó ïîäiþ ìè îòîòîæíþ-âàòèìåìî ç ïiäìíîæèíîþ íàñëiäêiâ, ÿêà öþ ïîäiþ îïèñó¹i ïîçíà÷àòèìåìî ¨õ îäíi¹þ i òi¹þ ñàìîþ áóêâîþ.ßêùî â ðåçóëüòàòi ïðîâåäåííÿ ñòîõàñòè÷íîãî åêñïå-ðèìåíòó òî÷êà ω ïîòðàïèëà äî ìíîæèíè A, ÿêà îïèñó¹ïîäiþ A, ãîâîðèòèìåìî, ùî ïîäiÿ A âiäáóëàñÿ, ó ñóïðî-òèâíîìó ðàçi � íå âiäáóëàñÿ.Ó ïðèêëàäi 1 ïîäiÿ �ìîíåòè ëÿãëè ðiçíèìè ñòîðîíàìè�îïèñó¹òüñÿ ïiäìíîæèíîþ {��, ��} ïðîñòîðó Ω =
= {��, ��, ��, ��}, ó ïðèêëàäi 2 ïîäiÿ �âèïàëî ïàðíå÷èñëî î÷îê� îïèñó¹òüñÿ ïiäìíîæèíîþ {2, 4, 6} ïðîñòîðó
Ω = {1, 2, . . . , 6}, ó ïðèêëàäi 3 ïîäiÿ �åêñïåðèìåíò çàêií-÷èâñÿ äî ÷åòâåðòîãî ïiäêèäàííÿ� îïèñó¹òüñÿ ïiäìíîæè-íîþ {0, 1, 2, 3} ïðîñòîðó Ω = {0, 1, . . .}, ó ïðèêëàäi 4 ïîäiÿ�òåðìií áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè ïðèëàäó ïîíàä 100 îäèíèöü÷àñó� îïèñó¹òüñÿ ïiäìíîæèíîþ (100,∞) ïðîñòîðó Ω =
= [0,∞).Ñåðåä ïîäié ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó âèäiëÿþòüñÿäâi � ïîäiÿ, ÿêà âiäáóâà¹òüñÿ çà êîæíî¨ ðåàëiçàöi¨ ñòî-õàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó (âîíà íàçèâà¹òüñÿ äîñòîâiðíîþé îïèñó¹òüñÿ ìíîæèíîþ Ω), i ïîäiÿ, ÿêà íå âiäáóâà¹òüñÿçà æîäíî¨ ðåàëiçàöi¨ åêñïåðèìåíòó (âîíà íàçèâà¹òüñÿ íå-ìîæëèâîþ é îïèñó¹òüñÿ ìíîæèíîþ ∅).Íåõàé A i B � âèïàäêîâi ïîäi¨ ñòîõàñòè÷íîãî åêñïå-ðèìåíòó, ÿêi îïèñóþòüñÿ âiäïîâiäíî ïiäìíîæèíàìè A i Bïðîñòîðó åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω.ßêùî ùîðàçó, êîëè âiäáóâà¹òüñÿ ïîäiÿ A, âiäáóâà¹òü-ñÿ i ïîäiÿ B, òî êàæåìî, ùî ç ïîäi¨ A âèïëèâà¹ ïîäiÿ B iïîçíà÷à¹ìî öå òàê: A ⊂ B (ó òåðìiíàõ ïiäìíîæèí, ÿêèìèîïèñóþòüñÿ ïîäi¨, A ¹ ïiäìíîæèíîþ B).Ïîäi¨ A i B, òàêi ùî A ⊂ B i B ⊂ A (òîáòî A i
B âiäáóâàþòüñÿ ðàçîì), ó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé íå ðîçðiç-íÿþòü. �õ îòîòîæíþþòü i ïîçíà÷àþòü öå òàê: A = B(ó òåðìiíàõ ïiäìíîæèí, ùî îïèñóþòü ïîäi¨, ïiäìíîæèíè
A i B ðiâíi).Ïîäiÿ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäáóâà¹òüñÿ ïðèíàéìíiîäíà ç ïîäié A àáî B, íàçèâà¹òüñÿ ñóìîþ (îá'¹äíàííÿì)1ïîäié A i B i ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê: A ∪ B (ñóìà ïîäié A i Bîïèñó¹òüñÿ îá'¹äíàííÿì A ∪B ìíîæèí A i B).1Ùîäî îïåðàöié íàä ïîäiÿìè äèâ. ðîçä. 7.1. ó ãë 7.



20 �ëàâà 2. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíòÏîäiÿ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäáóâàþòüñÿ ÿê ïî-äiÿ A, òàê i ïîäiÿ B, íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì (ïåðåòèíîì)ïîäié A i B i ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê: A ∩B (äîáóòîê ïîäié A i
B îïèñó¹òüñÿ ïåðåòèíîì A ∩B ìíîæèí A i B).ßêùî ïîäi¨ A i B òàêi, ùî A ∩B = ∅, òî âîíè íàçèâà-þòüñÿ íåñóìiñíèìè (íåïåðåòèííèìè).Ïîäiÿ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî A âiäáóâà¹òüñÿ, à B íåâiäáóâà¹òüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ ðiçíèöåþ ïîäié A i B i ïîçíà÷à-¹òüñÿ òàê: A\B (ðiçíèöÿ ïîäié A i B îïèñó¹òüñÿ ðiçíèöåþ
A \B ìíîæèí A i B ).Ïîäiÿ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî A íå âiäáóâà¹òüñÿ, íà-çèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ äî ïîäi¨ A i ïîçíà÷à¹òüñÿ A (ïî-äiÿ A îïèñó¹òüñÿ äîïîâíåííÿì A ìíîæèíè A äî Ω).Êëàñ A ïîäié, ÿêèé ðàçîì ç êîæíîþ ïîäi¹þ A ìiñòèòüïîäiþ A, ðàçîì ç êîæíèìè äâîìà ïîäiÿìè A i B ìiñòèòüïîäiþ A∪B, íàçèâàòèìåìî àëãåáðîþ ïîäié. Òàêèì ÷èíîì,ñóêóïíiñòü ïîäié, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ ó ñòîõàñòè÷íîìóåêñïåðèìåíòi, ¹ àëãåáðîþ (äîêëàäíî âëàñòèâîñòi àëãåáðèïîäié âèâ÷àþòüñÿ ó ãë. 7).Íåõàé â åêñïåðèìåíòi 1 ïîäiÿ B � �ìîíåòè ëÿãëè ðiç-íèìè ñòîðîíàìè�, A � �ó ðåçóëüòàòi ïåðøîãî ïiäêèäàííÿâèïàâ ãåðá�. Ïîäi¨ B i A ÿê ïiäìíîæèíè ïðîñòîðó åëå-ìåíòàðíèõ ïîäié Ω = {��, ��, ��, ��} îïèøóòüñÿ òàê:
B = {��, ��}, A = {��, ��}. Òîäi, çãiäíî ç íàâåäåíèìèîçíà÷åííÿìè îïåðàöié íàä ïîäiÿìè, ìà¹ìî: A∩B = {��}� �ó ðåçóëüòàòi ïåðøîãî ïiäêèäàííÿ âèïàâ ãåðá, à â ðå-çóëüòàòi äðóãîãî � ðåøêà�, A∪B = {��, ��, ��} � �ïðè-íàéìíi îäèí ðàç ç'ÿâèâñÿ ãåðá�, A\B = {��} � �ç'ÿâèëîñÿäâà ãåðáè�, B = {��, ��} � �ìîíåòè ëÿãëè îäíi¹þ ñòîðî-íîþ�.Íàâåäåìî ùå êëàñè÷íó iëþñòðàöiþ îïåðàöié íàä ïîäi-ÿìè.Ïðèêëàä 2.1.1. Ó êâàäðàò íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷-êó (äèâ. ðèñ. 2.1.1). ßêùî òî÷êà ïîòðàïèëà äî �âåðòè-êàëüíîãî� ïðÿìîêóòíèêà, êàæåìî, ùî âiäáóëàñÿ ïîäiÿ A,à ÿêùî äî �ãîðèçîíòàëüíîãî� � ïîäiÿ B. Ïîäi¨ A, B, A,
A∪B, A∩B, B \A âiäáóâàþòüñÿ, êîëè òî÷êà ïîòðàïëÿ¹äî âiäïîâiäíî¨ �iãóðè, çîáðàæåíî¨ íà ðèñ. 2.1.1.



2.2. Çàäà÷i 21
A B A

A A AB B B�èñ. 2.1.1: Äiàãðàìè Â¹ííà2.2 Çàäà÷iÀÇ: 2.2◦, 2.5, 2.8◦, 2.11, 2.12, 2.15, 2.16, 2.17.ÑÇ: 2.3◦, 2.4, 2.6◦ , 2.7◦, 2.10◦, 2.13, 2.14, 2.18, 2.19.Ç à ó â àæåíí ÿ. Òåðìiíè �åëåìåíòàðíà ïîäiÿ ñòîõàñ-òè÷íîãî åêñïåðèìåíòó�, �íàñëiäîê ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðè-ìåíòó�, �ðåçóëüòàò ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó� îçíà÷à-þòü îäíå é òå ñàìå.2.1◦. Óêàçàòè ïîäi¨, ïðîòèëåæíi äî òàêèõ: à) A � �ïî-ÿâà ãåðáà â ðåçóëüòàòi äâîõ ïiäêèäàíü ìîíåòè�; á) B ��òðè âëó÷åííÿ â ðåçóëüòàòi òðüîõ ïîñòðiëiâ ïî ìiøåíi�;â) C � �ïðèíàéìíi îäíå âëó÷åííÿ â ðåçóëüòàòi òðüîõ ïî-ñòðiëiâ ïî ìiøåíi�.2.2◦. Çðîáëåíî òðè ïîñòðiëè ïî ìiøåíi. Íåõàé ïîäiÿ Aiïîëÿãà¹ â òîìó, ùî â ðåçóëüòàòi i-ãî ïîñòðiëó ¹ âëó÷åííÿ,
i = 1, 2, 3. Âèðàçèòè ÷åðåç Ai òàêi ïîäi¨: à) A � �âiäáó-ëîñÿ òðè âëó÷åííÿ�; á) B � �íå áóëî æîäíîãî âëó÷åííÿ�;â) C � �âiäáóëîñÿ ëèøå îäíå âëó÷åííÿ�; ã) D � �âiäáóëîñÿíå ìåíøå äâîõ âëó÷åíü�.2.3◦. Íåõàé A,B,C � âèïàäêîâi ïîäi¨. Çàïèñàòè ïî-äi¨, ÿêi ïîëÿãàþòü ó òîìó, ùî íå âiäáóëîñÿ æîäíî¨ ç ïî-



22 �ëàâà 2. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíòäié A,B,C; ç ïîäié A,B,C âiäáóëèñÿ: à) òiëüêè ïîäiÿ A;á) ïîäi¨ A òà B i íå âiäáóëàñÿ ïîäiÿ C; â) óñi òðè ïîäi¨;ã) ïðèíàéìíi îäíà ïîäiÿ; ä) îäíà é òiëüêè îäíà ïîäiÿ;å) íå áiëüøå äâîõ ïîäié.2.4. �àäiîëîêàöiéíà ñòàíöiÿ ñòåæèòü çà êîñìi÷íèìîá'¹êòîì, ïðè öüîìó ïðîâåäåíî n öèêëiâ îãëÿäó. Âèÿâ-ëåííÿ îá'¹êòà â i-ìó öèêëi � âèïàäêîâà ïîäiÿ, ïîçíà÷èìî¨¨ ÷åðåç Ai, i = 1, 2, . . . , n.Âèðàçèòè ÷åðåç Ai, i = 1, 2, . . . , n, òàêi ïîäi¨: A � �îá'-¹êò íå áóäå âèÿâëåíî (ó æîäíîìó öèêëi)�; B � �îá'¹êòáóäå âèÿâëåíî (ïðèíàéìíi â îäíîìó öèêëi)�; C � �îá'¹êòáóäå âèÿâëåíî òiëüêè â îäíîìó öèêëi�.2.5. Êîæíà ç m ðàäiîëîêàöiéíèõ ñòàíöié, ùî ñòåæàòüçà êîñìi÷íèì îá'¹êòîì, ðîáèòü n öèêëiâ ñïîñòåðåæåíü.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aji ïîäiþ �îá'¹êò áóäå âèÿâëåíî j-þ ñòàí-öi¹þ â i-ìó öèêëi�, j = 1, 2, . . . ,m, i = 1, 2, . . . , n.Âèðàçèòè ÷åðåç Aji òàêi ïîäi¨: A � �îá'¹êò áóäå âè-ÿâëåíî (ïðèíàéìíi îäíi¹þ ñòàíöi¹þ)�; B � �îá'¹êò áóäåâèÿâëåíî êîæíîþ ñòàíöi¹þ�.2.6◦. Äâi÷i ïiäêèäàþòü ìîíåòó; ïîáóäóâàòè ïðîñòiðåëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω öüîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó.Îïèñàòè ÿê ïiäìíîæèíè Ω ïîäi¨: A� �ïðèíàéìíi îäèí ðàçç'ÿâèòüñÿ ãåðá�, B � �ïðè äðóãîìó ïiäêèäàííi ç'ÿâèòüñÿãåðá�. Çíàéòè ÷èñëî âñiõ åëåìåíòàðíèõ ïîäié; ÷èñëî åëå-ìåíòàðíèõ ïîäié, ùî âõîäÿòü äî A; äî B.2.7◦. �ðàëüíèé êóáèê ïiäêèäàþòü äâi÷i. Ïîáóäóâàòèïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω. Îïèñàòè ÿê ïiäìíîæè-íè Ω ïîäi¨: A � �ñóìà î÷îê, ùî ç'ÿâèëèñÿ, äîðiâíþ¹ 8�;
B � �ïðèíàéìíi îäèí ðàç ç'ÿâèòüñÿ 6�; C � �ïðè ïåð-øîìó ïiäêèäàííi ç'ÿâèòüñÿ ïàðíå ÷èñëî î÷îê�; D � �ïðèîáîõ ïiäêèäàííÿõ ç'ÿâèòüñÿ íåïàðíå ÷èñëî î÷îê�. Çíàéòè÷èñëî åëåìåíòàðíèõ ïîäié â Ω, A, B, C, D.2.8◦. Ïiäêèäàþòü ìîíåòó, à ïiñëÿ öüîãî ãðàëüíèé êó-áèê. Ïîáóäóâàòè ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω. Îïèñà-òè ÿê ïiäìíîæèíè Ω ïîäi¨: A � �ç'ÿâèòüñÿ ãåðá�; B ��ç'ÿâèòüñÿ öè�ðà 5�. Çíàéòè ÷èñëî åëåìåíòàðíèõ ïîäié â
Ω, A, B.2.9◦. Íåõàé åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó âèìiðþâàííi äâîõâåëè÷èí, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü ç âiäðiçêà [0; 1]. Îïèñàòèïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié.



2.2. Çàäà÷i 232.10◦. Iç öè�ð 1, 2, 3, 4, 5 ñïî÷àòêó âèáèðàþòü îäíó,à ïîòiì ç ÷îòèðüîõ, ùî çàëèøèëèñÿ, � äðóãó. Ïîáóäó-âàòè ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω. Îïèñàòè ÿê ïiäìíî-æèíè Ω ïîäi¨: A � �íà ïåðøîìó êðîöi áóäå âèáðàíà ïàðíàöè�ðà�, B � �íà äðóãîìó êðîöi áóäå âèáðàíà ïàðíàöè�ðà�. Çíàéòè ÷èñëî åëåìåíòàðíèõ ïîäié â Ω, A, B.2.11. Ç ïàðòi¨ âèðîáiâ îáñÿãîì N , ñåðåä ÿêèõM áðàêî-âàíèõ, íàâìàííÿ âèáèðàþòü n âèðîáiâ. Ïîáóäóâàòè ïðî-ñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω. Îïèñàòè ÿê ïiäìíîæèíó Ω ïî-äiþ A� �ñåðåä n âèáðàíèõ âèðîáiâ ¹ òî÷íîm áðàêîâàíèõ�
(n ≤ N,m ≤ M,m ≤ n). Çíàéòè ÷èñëî åëåìåíòàðíèõ ïî-äié â Ω, A.2.12. Ó ëi�òi 7 ïàñàæèðiâ, ëi�ò çóïèíÿ¹òüñÿ íà 10 ïî-âåðõàõ. Äëÿ êîæíîãî ïàñàæèðà �iêñó¹òüñÿ íîìåð ïîâåð-õó, íà ÿêîìó âií âèõîäèòü. Ïîáóäóâàòè ïðîñòið åëåìåí-òàðíèõ ïîäié Ω. Îïèñàòè ÿê ïiäìíîæèíó Ω ïîäiþ A ��óñi ïàñàæèðè âèõîäÿòü íà ðiçíèõ ïîâåðõàõ�. Çíàéòè ÷èñ-ëî åëåìåíòiâ ó Ω, A.2.13. Äâî¹ ãðàâöiâ ïî ÷åðçi ïiäêèäàþòü ìîíåòó. Âè-ãðà¹ òîé, ó êîãî âïåðøå âèïàäå ãåðá. Ïîáóäóâàòè ïðîñòiðåëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω. Îïèñàòè ÿê ïiäìíîæèíè Ω ïîäi¨:
A � �ãðà çàêií÷èòüñÿ íà k-ìó ïiäêèäàííi�, B � �ãðà çàêií-÷èòüñÿ äî k-ãî ïiäêèäàííÿ�, C � �âèãðà¹ òîé, õòî ïî÷èíà¹ãðó ïåðøèì�, D � �âèãðà¹ òîé, õòî ïî÷èíà¹ ãðó äðóãèì�.2.14. Â óðíi ìiñòèòüñÿ îäíà êóëÿ, ïðî ÿêó âiäîìî,ùî âîíà àáî áiëà, àáî ÷îðíà. Â óðíó ïîêëàëè áiëó êóëþ,à ïîòiì ïiñëÿ ðåòåëüíîãî ïåðåìiøóâàííÿ áåðóòü îäíó çàîäíîþ îáèäâi êóëi. Çàïðîïîíóâàòè ïðîñòið åëåìåíòàðíèõïîäié Ω öüîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó. Îïèñàòè ÿêïiäìíîæèíè Ω ïîäi¨: A � �ïåðøîãî ðàçó áóäå âçÿòî áiëóêóëþ�, B � �äðóãîãî ðàçó áóäå âçÿòî áiëó êóëþ�.2.15. �ðàëüíèé êóáèê ïîñëiäîâíî ïiäêèäàþòü n ðàçiâ.Çàïðîïîíóâàòè ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω. Îïèñàòèÿê ïiäìíîæèíó Ω ïîäiþ A � �âèïàäå n1 îäèíèöü, n2 äâi-éîê, . . . , n6 øiñòîê� (n1 + n2 + . . . + n6 = n). Îá÷èñëèòèêiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó Ω,A.2.16. Ó òóðíiði áåðóòü ó÷àñòü 2n ÷îëîâiê, ÿêi çà æå-ðåáêóâàííÿì ïîäiëåíi íà äâi ãðóïè ïî n ÷îëîâiê ó êîæíié.Çàïðîïîíóâàòè ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω. Îïèñàòèÿê ïiäìíîæèíè Ω ïîäi¨: A � �äâî¹ íàéñèëüíiøèõ ãðàâöiâãðàòèìóòü â ðiçíèõ ãðóïàõ�, B � �÷åòâåðî íàéñèëüíiøèõ



24 �ëàâà 2. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíòãðàâöiâ ãðàòèìóòü ïî äâî¹ â ðiçíèõ ãðóïàõ� (óñi ãðàâöiðiçíi çà ñèëîþ). Îá÷èñëèòè ÷èñëî åëåìåíòiâ ó Ω,A,B.2.17. Ó íàâìàííÿ âèáðàíié ãðóïi, ùî íàëi÷ó¹ r
(r ≤ 12) ñòóäåíòiâ, öiêàâèìîñÿ ìiñÿöÿìè ¨õíüîãî íàðîä-æåííÿ. Çàïðîïîíóâàòè ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω. Îïè-ñàòè ÿê ïiäìíîæèíè Ω ïîäi¨: A� �ïðèíàéìíi äâà ñòóäåíòèíàðîäèëèñÿ â îäíîìó ìiñÿöi�, B � �òiëüêè îäèí ñòóäåíòíàðîäèâñÿ ó âåðåñíi�, C � �ïðèíàéìíi îäèí ñòóäåíò íà-ðîäèâñÿ ó âåðåñíi�, D � �æîäåí ñòóäåíò íå íàðîäèâñÿ óâåðåñíi�. Çíàéòè ÷èñëî åëåìåíòiâ ó Ω,A,B,C,D.2.18. ×èñëà 1, 2, . . . , n ðîçìiùóþòü íàâìàííÿ. Êîæíî-ìó ç íèõ ïðèïèñóþòü íîìåð ìiñöÿ, íà ÿêîìó ðîçìiùå-íå ÷èñëî. Çàïðîïîíóâàòè ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω.Îïèñàòè ÿê ïiäìíîæèíè Ω ïîäi¨: A � �÷èñëî 1 äiñòàíåíîìåð 1�, B � �÷èñëî 1 äiñòàíå íîìåð 1, à ÷èñëî n � íî-ìåð n�. Çíàéòè ÷èñëî åëåìåíòiâ ó Ω,A,B.2.19. Ïiäêèäàþòü òðè ãðàëüíi êóáèêè. Çàïðîïîíóâà-òè ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω. Îïèñàòè ÿê ïiäìíî-æèíè Ω ïîäi¨: A � �îäèíèöÿ âèïàäå òiëüêè íà îäíîìóêóáèêó�, B � �øiñòêà âèïàäå òiëüêè íà äâîõ êóáèêàõ�,
C � �íà âñiõ êóáèêàõ âèïàäóòü ðiçíi ãðàíi�, D � �íà âñiõòðüîõ êóáèêàõ âèïàäå îäíàêîâå ÷èñëî î÷îê�. Çíàéòè ÷èñ-ëî åëåìåíòiâ ó Ω,A,B,C,D.2.20. Ìîíåòó i ãðàëüíèé êóáèê ïiäêèäàþòü ïî ÷åðçiíåîáìåæåíå ÷èñëî ðàçiâ. Çàïðîïîíóâàòè ïðîñòið åëåìåí-òàðíèõ ïîäié Ω. Îïèñàòè ÿê ïiäìíîæèíè Ω ïîäi¨: A ��ãåðá âèïàäå ðàíiøå øiñòêè�, B � �ï'ÿòiðêà âèïàäå ðàíi-øå ãåðáà�.2.21∗. Êîæíà ç n ðiçíèõ ÷àñòèíîê ïîòðàïëÿ¹ äî îäíi¹¨ç m êîìiðîê. Çàïðîïîíóâàòè ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïî-äié Ω. Îïèñàòè ÿê ïiäìíîæèíó Ω ïîäiþ: A � �äî ïåðøî¨êîìiðêè ïîòðàïèòü k1 ÷àñòèíîê, äî äðóãî¨ � k2, . . . , äî
m-¨ � km�. Çíàéòè ÷èñëî åëåìåíòiâ ó Ω, A.2.22∗. Êîæíà ç n íåðîçðiçíåííèõ ÷àñòèíîê ïîòðàïëÿ¹äî îäíi¹¨ ç m (n ≥ m) êîìiðîê. Çàïðîïîíóâàòè ïðîñòiðåëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω. Îïèñàòè ÿê ïiäìíîæèíó Ω ïîäiþ:
A � �êîæíà ç êîìiðîê ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäíó ÷àñòèíêó�.Çíàéòè ÷èñëî åëåìåíòiâ ó Ω,A.



�ëàâà 3Äèñêðåòíèéiìîâiðíiñíèé ïðîñòið3.1 Iìîâiðíiñòü, êëàñè÷íà ìîäåëü×àñòîòà ïîäi¨. Iìîâiðíiñòü. Äîñâiä ñâiä÷èòü, ùî âñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòi ïîäi¨ âiäðiçíÿþòüñÿ ÷àñòî-òîþ ñâî¹¨ ïîÿâè (îäíi ñïîñòåðiãàþòüñÿ ÷àñòiøå, iíøi �ðiäøå). Íàïðèêëàä, ïðè ïiäêèäàííi ãðàëüíîãî êóáèêà ïî-äiÿ B � �øåñòiðêà íå âèïàëà� âiäáóâà¹òüñÿ ÷àñòiøå, íiæïîäiÿ C � �øåñòiðêà âèïàëà�. Ïðè ïiäêèäàííi ñèìåòðè÷-íî¨ ìîíåòè äî ïåðøî¨ ïîÿâè ãåðáà ïîäiÿ B � �ãåðá âïåðøåâèïàäå ïðè ïåðøîìó ïiäêèäàííi� âiäáóâà¹òüñÿ ÷àñòiøå,íiæ ïîäiÿ C � �ãåðá âïåðøå âèïàäå ïðè îäèíàäöÿòîìóïiäêèäàííi�.Êiëüêiñíîþ ìiðîþ ÷àñòîòè ïîÿâè ïîäi¨ A ¹ ÷àñòîòà
νn(A) ïîäi¨ A â ïîñëiäîâíîñòi n åêñïåðèìåíòiâ, ÿêà îçíà-÷à¹òüñÿ òàê. Ïðîâåäåìî ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ó íå-çàëåæíèé ñïîñiá n ðàçiâ; íåõàé kn(A) � ÷èñëî òèõ åêñïå-ðèìåíòiâ, ó ÿêèõ âiäáóëàñÿ ïîäiÿ A. Òîäi

νn(A) = kn(A)/n.×àñòîòà νn(A) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi.1. Äëÿ êîæíî¨ ïîäi¨ A
νn(A) ≥ 0. (3.1.1)25



26 �ëàâà 3. Äèñêðåòíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið2. Äëÿ íåñóìiñíèõ ïîäié A i B
νn(A ∪B) = νn(A) + νn(B). (3.1.2)3. Äëÿ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨ Ω

νn(Ω) = 1. (3.1.3)×àñòîòà νn(A) ïîäi¨ A â ïîñëiäîâíîñòi åêñïåðèìåíòiâ ¹ñòiéêîþ � êîëèâà¹òüñÿ íàâêîëî äåÿêîãî ÷èñëà, ïðè÷îìóçi çðîñòàííÿì n çíà÷íi âiäõèëåííÿ νn(A) âiä öüîãî ÷èñëàçóñòði÷àþòüñÿ âñå ðiäøå � ÷àñòîòà νn(A) ñòàáiëiçó¹òüñÿ.Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ÷àñòîòè ¹ éìîâiðíiñòü.Iìîâiðíiñòü � �óíêöiÿ
P : A→ P (A),çàäàíà íà êëàñi ïîäié, òàêà, ùî1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîäi¨ A
P (A) ≥ 0. (3.1.4)2. Äëÿ íåñóìiñíèõ (íåïåðåòèííèõ) ïîäié

Ai, i = 1, 2, . . . (Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j)

P

( ∞⋃

i=1

Ai

)

=

∞∑

i=1

P (Ai). (3.1.5)3. Äëÿ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨ Ω
P (Ω) = 1. (3.1.6)Çíà÷åííÿ P (A) �óíêöi¨ P íà A íàçèâàþòü iìîâiðíiñòþïîäi¨ A.Iìîâiðíiñòü íà äèñêðåòíîìó ïðîñòîði. Ïàðó

{Ω, P}, äå Ω � äèñêðåòíèé ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäiéñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó, à P � éìîâiðíiñòü íà êëàñiïîäié (ïiäìíîæèí Ω), íàçèâàòèìåìî äèñêðåòíèì iìîâið-íiñíèì ïðîñòîðîì.



3.1. Iìîâiðíiñòü, êëàñè÷íà ìîäåëü 27Ó äèñêðåòíîìó ïðîñòîði {Ω, P} êîæíó ïîäiþ A ìîæ-íà ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ (íå áiëüø íiæ çëi÷åííîãî÷èñëà) íàñëiäêiâ ωi:
A =

⋃

ωi∈A
{ωi},à òîìó

P (A) =
∑

ωi∈A
P (ωi), (3.1.7)çîêðåìà

1 = P (Ω) =
∑

ωi∈Ω
P (ωi).�iâíiñòü (3.1.7) îçíà÷à¹, ùî ó äèñêðåòíîìó éìîâiðíiñíî-ìó ïðîñòîði éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A äîðiâíþ¹ ñóìi éìîâið-íîñòåé P (ωi) íàñëiäêiâ ωi, ÿêi îïèñóþòü ïîäiþ A (ó çà-ãàëüíîìó âèïàäêó � íå äèñêðåòíîãî Ω � öå íå òàê). I îò-æå, ùîá çàäàòè éìîâiðíiñòü íà äèñêðåòíîìó ïðîñòî-ði Ω, äîñòàòíüî çàäàòè éìîâiðíîñòi íàñëiäêiâ P (ω),

ω ∈ Ω, ïðè öüîìó ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (3.1.7).Äèñêðåòíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið {Ω, P} ¹ ìàòåìàòè÷-íîþ ìîäåëëþ ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó çi ñêií÷åííîþàáî çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ íàñëiäêiâ.Ïðèì i ò ê à. Iìîâiðíiñòü p = P (A) ïîäi¨ A ìîæíà ií-òåðïðåòóâàòè ÿê êiëüêiñíó ìiðó ïðîãíîçó ¨¨ ïîÿâè: ÷àñòî-òà ïîÿâè ïîäi¨ A ó äîâãié ñåði¨ íåçàëåæíèõ åêñïåðèìåíòiâáëèçüêà äî ¨¨ éìîâiðíîñòi p.Ïðèêëàä 3.1.1 . Ïiäêèäàþòü ãðàëüíèé êóáèê, ìàñàÿêîãî ðîçïîäiëåíà òàê, ùî ÷àñòîòà ïîÿâè ïåâíî¨ ãðàíiïðîïîðöiéíà ¨¨ íîìåðó (÷èñëó î÷îê íà íié). Ïîáóäóâàòèéìîâiðíiñíèé ïðîñòið öüîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåí-òó. Îïèñàòè ÿê ïiäìíîæèíè Ω ïîäi¨: A � �âèïàäå ÷èñëîî÷îê, êðàòíå 3�, B � �âèïàäå ïàðíå ÷èñëî î÷îê�. Îá÷èñ-ëèòè éìîâiðíîñòi öèõ ïîäié.Ïiäêèäàþòü ñèìåòðè÷íèé ãðàëüíèé êóáèê (óñi ãðà-íi âèïàäàþòü îäíàêîâî ÷àñòî). ßêèì áóäå éìîâiðíiñíèéïðîñòið öüîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó? Îá÷èñëè-òè éìîâiðíîñòi ïîäié A i B.



28 �ëàâà 3. Äèñêðåòíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çà ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié ïåð-øîãî ç îïèñàíèõ ñòîõàñòè÷íèõ åêñïåðèìåíòiâ ïðèðîäíîðîçãëÿäàòè Ω = {1, 2, . . . , 6}. Iìîâiðíiñòü ïîÿâè îäèíèöiïîçíà÷èìî p, òîäi éìîâiðíiñòü ïîÿâè ãðàíi ç íîìåðîì jáóäå jp, i îñêiëüêè ∑

ω∈Ω
P (ω) = 1, òî p+ 2p + . . .+ 6p = 1.Çâiäñè p = 1/21, P (j) = j/21, j = 1, 2, . . . , 6. Îòæå, iìî-âiðíiñíèé ïðîñòið {Ω, P} ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó ïî-áóäîâàíî.Ïîäi¨ A i B îïèøóòüñÿ âiäïîâiäíî ïiäìíîæèíàìè A =

= {3; 6} i B = {2; 4; 6} ïðîñòîðó Ω.Iìîâiðíîñòi ïîäié A i B (ÿê iìîâiðíîñòi ïîäié ó äèñ-êðåòíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði, äèâ. (3.1.7)) îá÷èñëþ-þòüñÿ òàê:
P (A) = P ({3; 6}) = P (3) + P (6) =

3

21
+

6

21
=

3

7
;

P (B) = P ({2; 4; 6}) = P (2)+P (4)+P (6) =
2

21
+

4

21
+

6

21
=

4

7
.Ó ðàçi ïiäêèäàííÿ ñèìåòðè÷íîãî ãðàëüíîãî êóáèêà ïðîñ-òið åëåìåíòàðíèõ ïîäié áóäå òàêèì ñàìèì:

Ω = {1, 2, . . . 6},à éìîâiðíîñòi åëåìåíòàðíèõ ïîäié ïðèðîäíî çàäàòè òàê:
P (i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6.Òîäi

P (A) = P ({3; 6}) = P (3) + P (6) =
1

6
+

1

6
=

1

3
;

P (B) = P ({2; 4; 6}) = P (2)+P (4)+P (6) =
1

6
+

1

6
+

1

6
=

1

2
.Çà ó â àæåíí ÿ. Çàçíà÷èìî, ùî òóò �àêòè÷íî ðîçâ'ÿ-çóþòüñÿ äâi çàäà÷i (i öå ñòàíäàðòíà ñèòóàöiÿ).Ç à ä à ÷ à 1. Áóäó¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñòîõàñòè÷-íîãî åêñïåðèìåíòó (iìîâiðíiñíèé ïðîñòið), òîáòî âèçíà÷à-¹òüñÿ ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω i çàäà¹òüñÿ éìîâið-íiñòü êîæíî¨ åëåìåíòàðíî¨ ïîäi¨:

P (i) = i/21, i = 1, 2, . . . , 6



3.1. Iìîâiðíiñòü, êëàñè÷íà ìîäåëü 29(äëÿ íåñèìåòðè÷íîãî êóáèêà) i
P (i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6(äëÿ ñèìåòðè÷íîãî êóáèêà). Ïðè öüîìó íåîáõiäíî çàóâà-æèòè, ùî òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé íiÿêèõ âêàçiâîê i ðåêîìåí-äàöié âiäíîñíî òîãî, ÿê çàäàâàòè éìîâiðíîñòi åëåìåíòàð-íèõ ïîäié, íå äà¹ � iç æîäíî¨ òåîðåìè íå âèïëèâà¹, ùî,ñêàæiìî, äëÿ ñèìåòðè÷íîãî êóáèêà
P (i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6.I ùîðàçó, êîëè (ç òèõ ÷è iíøèõ ìiðêóâàíü) iìîâiðíiñíèéïðîñòið âèáðàíî, ïèòàííÿ ïðî éîãî àäåêâàòíiñòü ñòîõàñ-òè÷íîìó åêñïåðèìåíòó çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì (âiäïîâiñ-òè íà íüîãî äîïîìàãà¹, çîêðåìà, ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòè-êà).Çàçíà÷èìî, ùî ïîáóäîâà (âèáið) iìîâiðíiñíîãî ïðîñòî-ðó íå ¹ çàäà÷åþ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé.Ç à ä à ÷ à 2. Ïiñëÿ âèáîðó éìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó

{Ω, P} îá÷èñëþþòü iìîâiðíîñòi òèõ ÷è iíøèõ ïîäié (êî-ðèñòóþ÷èñü òåîðåìàìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé).Êëàñè÷íà ìîäåëü. Äèñêðåòíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñ-òið {Ω, P}, óñi åëåìåíòàðíi ïîäi¨ ωi ÿêîãî ðiâíîéìîâiðíi,òîáòî P (ωi) = P (ωj), i, j = 1, 2, . . . , íàçèâà¹òüñÿ êëàñè÷-íîþ ìîäåëëþ.Ó êëàñè÷íié ìîäåëi {Ω, P} ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïî-äié Ω ñêií÷åííèé, i éìîâiðíiñòü P (ωi) åëåìåíòàðíî¨ ïîäi¨
ωi ∈ Ω äîðiâíþ¹ 1/n(Ω), òîáòî

P (ωi) =
1

n(Ω)
, i = 1, 2, . . . , n(Ω),à äëÿ äîâiëüíî¨ ïîäi¨ A

P (A) =
n(A)

n(Ω)
. (3.1.8)Îñòàííÿ �îðìóëà íàçèâà¹òüñÿ �îðìóëîþ êëàñè÷íî¨ éìî-âiðíîñòi.



30 �ëàâà 3. Äèñêðåòíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòiðÏðèêëàä 3.1.2. Ñèìåòðè÷íèé ãðàëüíèé êóáèê ïiäêè-äàþòü øiñòü ðàçiâ. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëüöüîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó. Îïèñàòè ïîäiþ A� �âèïàäóòü óñi øiñòü ãðàíåé� i îá÷èñëèòè ¨¨ éìîâið-íiñòü.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çà ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié ñòî-õàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó ïðèðîäíî âçÿòè ìíîæèíó âïî-ðÿäêîâàíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ïîáóäîâàíèõ iç øåñòè ÷èñåë(âiä 1 äî 6). Íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíiñòü (6, 1, 6, 3, 2, 4) îïè-ñó¹ íàñëiäîê ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó, ÿêèé ïîëÿãà¹ âòîìó, ùî ïðè ïåðøîìó ïiäêèäàííi ãðàëüíîãî êóáèêà âè-ïàëà 6, ïðè äðóãîìó � 1, . . . , ïðè øîñòîìó � 4.Ïîäiÿ A � �âèïàëè âñi ãðàíi� îïèøåòüñÿ ÿê ïiäìíî-æèíà Ω, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíîñòåé, ó çàïèñó ÿêèõçóñòði÷à¹òüñÿ êîæíà ç öè�ð 1, 2, . . . , 6.Äàëi, îñêiëüêè êîæåí iç íàñëiäêiâ ñòîõàñòè÷íîãî åêñ-ïåðèìåíòó íi÷èì íå êðàùèé i íå ãiðøèé çà iíøèé (êóáèêñèìåòðè÷íèé), òî ïðèðîäíî ââàæàòè, ùî âñi åëåìåíòàðíiïîäi¨ ðiâíîéìîâiðíi (ç æîäíî¨ òåîðåìè öå òâåðäæåííÿ íåâèïëèâà¹). Iíàêøå êàæó÷è, çà ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äàíî-ãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó ïðèéìà¹ìî êëàñè÷íó ìî-äåëü. Òèì ñàìèì iìîâiðíiñíèé ïðîñòið (ìîäåëü ñòîõàñòè÷-íîãî åêñïåðèìåíòó) ïîáóäîâàíî � çàïðîïîíîâàíî Ω i äëÿêîæíîãî ω ∈ Ω âèçíà÷åíî P (ω): P (ω) = 1/n(Ω).Òåïåð îá÷èñëèìî éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A � �âèïàäóòü óñiøiñòü ãðàíåé�. Îñêiëüêè ïðèéíÿòî êëàñè÷íó ìîäåëü, òîçãiäíî ç �îðìóëîþ êëàñè÷íî¨ éìîâiðíîñòi (3.1.8), iìîâið-íiñòü ïîäi¨ A äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ ÷èñëà n(A) åëåìåí-òàðíèõ ïîäié, ùî âõîäÿòü äî ïîäi¨ A, äî ÷èñëà n(Ω) âñiõåëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω.Åëåìåíòàðíèõ ïîäié â Ω ñòiëüêè, ñêiëüêè ¹ ïîñëiäîâ-íîñòåé çàâäîâæêè 6, ÿêi ìîæíà ïîáóäóâàòè ç øåñòè ÷è-ñåë (âiä 1 äî 6). Çãiäíî ç ïðàâèëîì ìíîæåííÿ ¨õ 66. Åëå-ìåíòàðíèõ ïîäié, ùî âõîäÿòü äî ïîäi¨ A, ñòiëüêè, ñêiëü-êè ¹ ïîñëiäîâíîñòåé, ÿêi ìîæíà ïîáóäóâàòè ç ðiçíèõ ÷è-ñåë âiä 1 äî 6 (ñêiëüêè ¹ ïåðåñòàíîâîê ç ÷èñåë 1, 2, . . .
. . . , 6) � ¨õ 6!Îòæå, øóêàíà éìîâiðíiñòü

P (A) =
6!

66
.



3.2. Çàäà÷i 313.2 Çàäà÷iÀÇ: 3.1, 3.5, 3.6, 3.7, 3.14, 3.16, 3.21, 3.27, 3.28∗ .ÑÇ: 3.2, 3.9, 3.10, 3.11, 3.18, 3.19, 3.20, 3.21, 3.22.Ó çàäà÷àõ, ùî ïðîïîíóþòüñÿ äàëi, ïåðø íiæ îá÷èñëþ-âàòè éìîâiðíiñòü òi¹¨ ÷è iíøî¨ âèïàäêîâî¨ ïîäi¨ A, íåîáõi-äíî ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñòîõàñòè÷íîãî åêñ-ïåðèìåíòó, òîáòî çàäàòè ïðîñòið Ω åëåìåíòàðíèõ ïîäié ωi ¨õíi éìîâiðíîñòi P (ω), ω ∈ Ω. Ïîòiì îïèñàòè ïîäiþ Aÿê ïiäìíîæèíó Ω i îá÷èñëèòè ¨¨ éìîâiðíiñòü ó äèñêðåòíî-ìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω, P} (çàçâè÷àé öå êëàñè÷íàìîäåëü).Ïðèì i ò ê à. Çàäà÷i ç ïiäêèäàííÿì ãðàëüíèõ êóáèêiâ,ìîíåò ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ó ïðèïóùåííi, ùî êóáèêè é ìîíåòèñèìåòðè÷íi (ÿêùî íå íàâåäåíî âiäïîâiäíîãî çàñòåðåæåí-íÿ).3.1. Ó íàâìàííÿ âèáðàíié ãðóïi, ÿêà íàëi÷ó¹ r ñòó-äåíòiâ, öiêàâèìîñü ¨õíiìè äíÿìè íàðîäæåííÿ. Îá÷èñëèòèéìîâiðíiñòü ïîäi¨ A, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðèíàéìíi óäâîõ ñòóäåíòiâ äíi íàðîäæåííÿ ñïiâïàäàþòü.3.2. Ó íàâìàííÿ âèáðàíié ãðóïi, ÿêà íàëi÷ó¹ r ñòóäåí-òiâ, öiêàâèìîñÿ ìiñÿöÿìè ¨õíüîãî íàðîäæåííÿ. Îá÷èñëè-òè éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðèíàéìíiäâî¹ çi ñòóäåíòiâ íàðîäèëèñÿ â îäíîìó é òîìó ñàìîìó ìi-ñÿöi.3.3. Äëÿ çìåíøåííÿ çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi iãîð 2n êî-ìàíä (ðiçíèõ çà ñèëîþ) ìàþòü áóòè ïîäiëåíi íà äâi ïiä-ãðóïè ïî n êîìàíä êîæíà.1. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äâi íàéñèëüíiøi êîìàíäèîïèíÿòüñÿ: à) â ðiçíèõ ïiäãðóïàõ; á) â îäíié ïiäãðóïi?2. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷îòèðè íàéñèëüíiøi êî-ìàíäè îïèíÿòüñÿ: à) â ðiçíèõ ïiäãðóïàõ (ïî äâi ó êîæíié);á) â îäíié ïiäãðóïi; â) ó ðiçíèõ ïiäãðóïàõ, ïðè÷îìó â îäíiéïiäãðóïi 3 êîìàíäè, â iíøié � 1?3.4◦. Ó êîðîáöi ìiñòÿòüñÿ ï'ÿòü îäíàêîâèõ êóáèêiâ,çàíóìåðîâàíèõ ÷èñëàìè âiä 1 äî 5. Íàâìàííÿ ïî îäíîìóâèéìàþòü óñi êóáèêè. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íîìåðèêóáèêiâ ç'ÿâëÿòüñÿ ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ?3.5. ×èñëà 1, 2, . . . , n óïîðÿäêîâóþòü íàâìàííÿ. ßêàéìîâiðíiñòü òîãî, ùî 1 i 2 áóäóòü ðîçìiùåíi ïîðÿä?



32 �ëàâà 3. Äèñêðåòíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið3.6. Ñòóäåíò ïðèéøîâ íà åêçàìåí, çíàþ÷è 20 ç 25 ïè-òàíü ïðîãðàìè. Åêçàìåíàòîð ñòàâèòü ñòóäåíòó òðè çàïè-òàííÿ. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñòóäåíò: 1) çíà¹âiäïîâiäi íà âñi ïèòàííÿ; 2) çíà¹ âiäïîâiäi íà äâà ïèòàí-íÿ; 3) ñêëàäå iñïèò (ÿêùî äëÿ öüîãî òðåáà âiäïîâiñòè íåìåíø íiæ íà äâà ïèòàííÿ); 4) íå ñêëàäå iñïèò.3.7. �ðàëüíèé êóáèê ïiäêèäàþòü 6 ðàçiâ. Îá÷èñëèòèéìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèïàäóòü òiëüêè ïàðíi ãðàíi.3.8. Iç êàðòîê ðîçðiçíî¨ àçáóêè ñêëàäåíî ñëîâî �ñòà-òèñòèêà�. Ïîòiì ç öèõ äåñÿòè êàðòîê íàâìàííÿ âèáèðà-þòü ñiì. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ç âèáðàíèõ êàðòîêìîæíà ñêëàñòè ñëîâî �ñòàòèêà�.3.9.Äèòèíà ãðà¹òüñÿ äåñÿòüìà ëiòåðàìè ðîçðiçíî¨ àçáó-êè À, À, À, Å, È, Ê, Ì, Ì, Ò, Ò. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî,ùî ïðè âèïàäêîâîìó ðîçìiùåííi ëiòåð ó ðÿä óòâîðèòüñÿñëîâî �ìàòåìàòèêà�?3.10. Íåõàé n îñiá, ñåðåä ÿêèõ ïðèñóòíi A i B, øèêó-þòüñÿ â øåðåíãó â äîâiëüíîìó ïîðÿäêó. ßêà éìîâiðíiñòüòîãî, ùî ìiæ A i B ñòîÿòèìå ðiâíî r îñiá?3.11. Ó øàõîâîìó òóðíiði áåðóòü ó÷àñòü 20 ÷îëîâiê(ðiçíèõ çà ñèëîþ), ÿêi çà æåðåáêóâàííÿì ìàþòü áóòè ïî-äiëåíi íà äâi ãðóïè ïî 10 ÷îëîâiê êîæíà. ßêà éìîâiðíiñòüòîãî, ùî: à) äâî¹ íàéñèëüíiøèõ ó÷àñíèêiâ ãðàòèìóòü óðiçíèõ ãðóïàõ; á) ÷åòâåðî íàéñèëüíiøèõ ó÷àñíèêiâ ãðàòè-ìóòü ïî äâà â ðiçíèõ ãðóïàõ?3.12. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñåðåä äâîõ ÷èñåë,âèáðàíèõ íàâìàííÿ ç ïîñëiäîâíîñòi 1, 2, . . . , n, îäíå âè-ÿâèòüñÿ ìåíøèì, à iíøå áiëüøèì íiæ çàäàíå ÷èñëî k
(1 < k < n).3.13. Äåâ'ÿòü ïàñàæèðiâ ñiäàþòü ó òðè âàãîíè. ßêàéìîâiðíiñòü òîãî, ùî:à) äî êîæíîãî âàãîíà ñÿäå ïî òðè ïàñàæèðè;á) â îäèí âàãîí ñÿäóòü ÷îòèðè, ó äðóãèé � òðè, ó òðå-òié � äâà ïàñàæèðè?3.14. Ó ëi�òi 7 ïàñàæèðiâ. Ëi�ò çóïèíÿ¹òüñÿ íà äå-ñÿòè ïîâåðõàõ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî æîäíi äâà ïàñà-æèðè íå âèéäóòü íà îäíîìó é òîìó ñàìîìó ïîâåðñi?3.15◦. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äíi íàðîäæåí-íÿ 12 îñiá ïðèïàäóòü íà ðiçíi ìiñÿöi ðîêó.3.16. Ñåðåä N âèðîáiâ M áðàêîâàíèõ. Íàâìàííÿ áå-ðóòü n âèðîáiâ (n < M, n < N − M). ßêà éìîâiðíiñòü



3.2. Çàäà÷i 33òîãî, ùî ñåðåä íèõ m áðàêîâàíèõ (m < M)? ßêà éìîâið-íiñòü òîãî, ùî ñåðåä íèõ áiëüøå íiæ m áðàêîâàíèõ?3.17. Ó ëîòåðå¨ n áiëåòiâ, ñåðåä íèõ m òàêèõ, ùî âè-ãðàþòü. ßêà éìîâiðíiñòü âèãðàøó äëÿ òîãî, õòî ìà¹ r ái-ëåòiâ?3.18. Íà åêçàìåíi ïðîïîíóþòüñÿ N ïèòàíü. Ñòóäåíòçíà¹ âiäïîâiäi íà n ïèòàíü. Åêçàìåíàòîð ñòàâèòü ñòóäåíòó
k çàïèòàíü, à äëÿ òîãî ùîá ñêëàñòè åêçàìåí, òðåáà âiäïî-âiñòè íå ìåíø íiæ íà r (r < k) ïèòàíü. ßêà éìîâiðíiñòüòîãî, ùî ñòóäåíò ñêëàäå åêçàìåí?3.19. Ó÷àñíèê ëîòåðå¨ �Ñïîðòëîòî� iç 49 íàçâ âèäiâñïîðòó (ïîçíà÷åíèõ ÷èñëàìè 1, 2, . . . , 49) ìà¹ íàçâàòè 6.Ïîâíèé âèãðàø îòðèìó¹ òîé, õòî ïðàâèëüíî âêàæå âñiøiñòü íàçâ. Âèãðàø îòðèìàþòü i òi, õòî âãàäà¹ íå ìåí-øå òðüîõ íàçâ. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü ïîâíîãî âèãðàøóâ �Ñïîðòëîòî�. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ó÷àñíèê�Ñïîðòëîòî� âãàäà¹ 5, 4, 3 íàçâè. ßêà éìîâiðíiñòü îòðè-ìàòè âèãðàø ó �Ñïîðòëîòî�?3.20. Ïiäêèäàþòü 12 ãðàëüíèõ êóáèêiâ. ßêà éìîâið-íiñòü òîãî, ùî êîæíå ç ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 5, 6 âèïàäå äâi÷i?3.21. Ïiäêèäàþòü n ãðàëüíèõ êóáèêiâ. ßêà éìîâið-íiñòü òîãî, ùî âèïàäóòü n1 îäèíèöü, n2 äâiéîê, . . . , n6øiñòîê (n1 + n2 + . . .+ n6 = n)?3.22◦. ×îòèðèòîìíó çáiðêó òâîðiâ ðîçìiùóþòü íà ïî-ëèöi íàâìàííÿ. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî òîìè ñòî-ÿòèìóòü ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ¨õíiõ íîìåðiâ.3.23◦. Äâi÷i ïiäêèäàþòü ñèìåòðè÷íó ìîíåòó. Ïîáóäó-âàòè éìîâiðíiñíèé ïðîñòið öüîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðè-ìåíòó. Îïèñàòè ïîäi¨: A� �çà ïåðøîãî ïiäêèäàííÿ âèïàäåãåðá�, B � �çà äðóãîãî ïiäêèäàííÿ âèïàäå ãåðá�. Îá÷èñëè-òè éìîâiðíîñòi P (A), P (B), P (A ∩B).3.24◦. Òðè÷i ïiäêèäàþòü ñèìåòðè÷íó ìîíåòó. Ïîáó-äóâàòè éìîâiðíiñíèé ïðîñòið öüîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïå-ðèìåíòó. Îïèñàòè ïîäi¨: A � �äâi÷i âèïàäå ãåðá�, B ��ïðèíàéìíi îäèí ðàç âèïàäå ãåðá�. Îá÷èñëèòè éìîâiðíîñ-òi P (A), P (B), P (A ∩B), P (B/A).3.25.Ïiäêèäàþòü n ãðàëüíèõ êóáèêiâ. Îá÷èñëèòè éìî-âiðíiñòü òîãî, ùî íà âñiõ ãðàëüíèõ êóáèêàõ ç'ÿâèòüñÿ îäíà-êîâå ÷èñëî î÷îê.3.26◦. Ïiäêèäàþòü øiñòü ãðàëüíèõ êóáèêiâ. Îá÷èñëè-òè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñóìàðíå ÷èñëî î÷îê íà êóáèêàõäîðiâíþâàòèìå 7.



34 �ëàâà 3. Äèñêðåòíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið3.27. Íåõàé n îñiá ñiäàþòü ó ðÿä íàâìàííÿ. ßêà éìî-âiðíiñòü òîãî, ùî äâi ïåâíi îñîáè îïèíÿòüñÿ ïîðÿä? Îá÷èñ-ëèòè òó ñàìó éìîâiðíiñòü, ÿêùî îñîáè ñiäàþòü äî êðóãëî-ãî ñòîëó.3.28∗. Äîâåñòè, ùî éìîâiðíiøå îäåðæàòè ïðèíàéìíiîäíó îäèíèöþ ïðè ïiäêèäàííi ÷îòèðüîõ ãðàëüíèõ êóáè-êiâ, íiæ ó ðàçi 24 ïiäêèäàíü äâîõ êóáèêiâ îäåðæàòè ïðè-íàéìíi îäèí ðàç äâi îäèíèöi.Ïðèì i ò ê à. Çàäà÷à âiäîìà ÿê ïàðàäîêñ äå Ìåðå. Ïðè-äâîðíèé êàâàëåð òà àçàðòíèé ãðàâåöü øåâàëü¹ äå Ìåðå,ñó÷àñíèê Áëåçà Ïàñêàëÿ, ââàæàâ, ùî éìîâiðíîñòi öèõ ïî-äié îäíàêîâi, i çâèíóâà÷óâàâ ìàòåìàòèêiâ ó ñâî¨õ ïðîãðà-øàõ.3.29. Äîâåñòè, ùî â êëàñè÷íié ìîäåëi {Ω, P} ïðîñòiðåëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω ñêií÷åííèé i äëÿ êîæíî¨ åëåìåí-òàðíî¨ ïîäi¨ ωi ∈ Ω çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi
P (ωi) = 1/n(Ω), i = 1, 2, . . . , n(Ω),äå n(Ω) � ÷èñëî âñiõ åëåìåíòàðíèõ ïîäié.3.30.Äîâåñòè, ùî â êëàñè÷íié ìîäåëi {Ω, P} äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîäi¨ A (ïiäìíîæèíè A ïðîñòîðó Ω)

P (A) =
n(A)

n(Ω)
,äå n(Ω) � ÷èñëî âñiõ åëåìåíòàðíèõ ïîäié, à n(A) � ÷èñëîòèõ iç íèõ, ùî âõîäÿòü äî ñêëàäó A.3.31 (ñòàòèñòèêà Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà).Êîæíàç n ðîçðiçíåííèõ ÷àñòèíîê ïîòðàïëÿ¹ äî îäíi¹¨ ç m êîìi-ðîê.ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â ïåðøié, äðóãié, . . . , m-éêîìiðöi áóäå âiäïîâiäíî k1, k2, . . . , km ÷àñòèíîê?3.32. Äî êðóãëîãî ñòîëó ñiäàþòü n îñiá. Îá÷èñëèòèéìîâiðíiñòü òîãî, ùî òðè ïåâíi îñîáè îïèíÿòüñÿ ïîðó÷.3.33◦. Ïiäêèäàþòü òðè ìîíåòè. Çíàéòè éìîâiðíîñòiïîäié: A � �íà ïåðøié ìîíåòi âèïàäå ãåðá�, B � �âèïà-äå ðiâíî äâà ãåðáè�, C � �âèïàäå íå áiëüøå äâîõ ãåðáiâ�.3.34. Iç ìíîæèíè âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé çàâäîâæêè n,ñêëàäåíèõ iç öè�ð 0, 1, 2 âèïàäêîâî âèáèðà¹òüñÿ îäíà.Çíàéòè éìîâiðíîñòi ïîäié: A � �ïîñëiäîâíiñòü ïî÷èíà¹òü-ñÿ ç 0�, B � �ïîñëiäîâíiñòü ìiñòèòü m+ 2 íóëiâ, ïðè÷îìó



3.2. Çàäà÷i 35äâà ç íèõ � íà êiíöÿõ ïîñëiäîâíîñòi�, C � �ïîñëiäîâíiñòüìiñòèòü m îäèíèöü�, D � �ïîñëiäîâíiñòü ñêëàäåíà ç m0íóëiâ, m1 îäèíèöü, m2 äâiéîê�.3.35◦. Ïiäêèäàþòü äâà ãðàëüíi êóáèêè. Çíàéòè éìî-âiðíiñòü ïîäié: A � �ñóìà î÷îê, ùî âèïàëè, êðàòíà 6�, B� �ñóìà î÷îê, ùî âèïàëè, êðàòíà 2�, C � �äîáóòîê î÷îê,ùî âèïàëè, ¹ ïàðíå ÷èñëî�.3.36. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷îòèðèçíà÷íèéíîìåð íàâìàííÿ âèáðàíîãî ó âåëèêîìó ìiñòi àâòîìîáiëÿ:à) ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiçíèõ öè�ð; á) ìà¹ òiëüêè äâi îäíàêîâiöè�ðè; â) ìà¹ äâi ïàðè îäíàêîâèõ öè�ð; ã) ìà¹ òiëüêèòðè îäíàêîâi öè�ðè; ä) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíàêîâèõ öè�ð.3.37. Ç óðíè, ùî ìiñòèòü M1 êóëü ç íîìåðîì 1, M2êóëü ç íîìåðîì 2, . . . , MN êóëü ç íîìåðîì N , íàâìàí-íÿ âèáèðàþòü n êóëü. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü ïîäi¨ �ç'ÿ-âèòüñÿ m1 êóëü ç íîìåðîì 1, m2 êóëü ç íîìåðîì 2, . . . ,ç'ÿâèòüñÿ mN êóëü ç íîìåðîì N �.3.38. Iç ìíîæèíè {1, 2, . . . , N} íàâìàííÿ ïîñëiäîâíîáåç ïîâåðíåííÿ âèáèðàþòü äâà ÷èñëà ξ1 i ξ2. Îá÷èñëèòèéìîâiðíiñòü ïîäi¨ {ξ1 < ξ2}.Iç ìíîæèíè {1, 2, . . . , N} íàâìàííÿ ïîñëiäîâíî áåç ïî-âåðíåííÿ âèáèðàþòü òðè ÷èñëà ξ1, ξ2, ξ3. Îá÷èñëèòè éìî-âiðíiñòü òîãî, ùî äðóãå ÷èñëî áóäå ðîçòàøîâàíå ìiæ ïåð-øèì i òðåòiì, iíàêøå êàæó÷è îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü ïîäi¨
{ξ1 < ξ2 < ξ3}.Iç ìíîæèíè {1, 2, . . . , N} íàâìàííÿ ïîñëiäîâíî áåç ïî-âåðíåííÿ âèáèðàþòü n ÷èñåë ξ1, ξ2, . . . , ξn (n ≤ N). Îá-÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷èñëà ξ1, ξ2, . . . , ξn ç'ÿâëÿ-þòüñÿ ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ.3.39. Êóá, óñi ãðàíi ÿêîãî ïî�àðáîâàíî, ðîçïèëÿëèíà òèñÿ÷ó êóáèêiâ îäíàêîâîãî ðîçìiðó. Êóáèêè ïåðåìiøà-ëè. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿòèé êóáèê:à) ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó ïî�àðáîâàíó ãðàíü; á) ìà¹ äâi ïî-�àðáîâàíi ãðàíi; â) ìà¹ òðè ïî�àðáîâàíi ãðàíi.3.40 (ïðèçîâà ãðà). Âè ó÷àñíèê ïðèçîâî¨ ãðè (ïðèç� àâòîìîáiëü). Ïåðåä âàìè òðî¹ çà÷èíåíèõ äâåðåé. Çàîäíèìè ç íèõ àâòîìîáiëü. Âåäó÷èé ïðîïîíó¹ âàì âèáðàòèäâåði. Âè âèáèðà¹òå. Ïåðø íiæ âiä÷èíèòè âèáðàíi âàìèäâåði âåäó÷èé âiä÷èíÿ¹ îäíi ç äâåðåé, ùî çàëèøèëèñÿ �çà íèìè àâòîìîáiëÿ íåìà¹. Ïiñëÿ öüîãî âåäó÷èé ïðîïî-íó¹ âàì äâà âàðiàíòè íàñòóïíèõ äié: âiä÷èíèòè äâåði, ÿêi



36 �ëàâà 3. Äèñêðåòíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòiðâè âèáðàëè ðàíiøå, àáî âiä÷èíèòè äâåði, ùî çàëèøèëèñÿ.ßêùî çà çà÷èíåíèìè äâåðèìà àâòîìîáiëü � âií âàø.ßêèé âèáið çðîáèòè � âiä÷èíèòè äâåði, âèáðàíi âàìèðàíiøå, ÷è âiä÷èíèòè äâåði, ùî çàëèøèëèñÿ?Çðîçóìiëî, ùî ïåðåâàãó òðåáà íàäàòè òîìó âèáîðó,äëÿ ÿêîãî éìîâiðíiñòü âèãðàøó àâòîìîáiëÿ áiëüøà.Ó çâ'ÿçêó ç òàêîþ ïîñòàíîâêîþ çàäà÷i îá÷èñëiòü éìîâið-íiñòü âèãðàøó àâòîìîáiëÿ, ÿêùî: 1) âè âiä÷èíÿ¹òå âèáðàíiðàíiøå äâåði; 2) âè âiä÷èíÿ¹òå äâåði, ùî çàëèøèëèñÿ.Çàäà÷à i ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ îñîáëèâî �ïðîçîði�, ÿêùî àâ-òîìîáiëü çíàõîäèòüñÿ çà îäíèìè ç n äâåðåé (íåõàé äëÿíàî÷íîñòi n = 1000).Âè âèáèðà¹òå äâåði, ïiñëÿ ÷îãî âåäó÷èé äåìîíñòðó¹,ùî çà n− 2 äâåðèìà ç n− 1, ùî çàëèøèëèñÿ ïiñëÿ âàøî-ãî âèáîðó, àâòîìîáiëÿ íåìà¹. Äàëi âèáið çà âàìè � âiä-÷èíèòè ïî÷àòêîâî âèáðàíi äâåði ÷è âiä÷èíèòè äâåði, ùîçàëèøèëèñÿ.



�ëàâà 4Óìîâíà éìîâiðíiñòü4.1 Ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi.Ôîðìóëè Áàé¹ñàÓìîâíà éìîâiðíiñòü. Íåõàé {Ω, P} � iìîâiðíiñíèéïðîñòið. Óìîâíîþ éìîâiðíiñòþ P (A/B) ïîäi¨ A âiäíîñíîïîäi¨ B (P (B) > 0) íàçèâàòèìåìî âåëè÷èíó P (A ∩B)
P (B)

,òîáòî
P (A/B) =

P (A ∩B)

P (B)
. (4.1.1)Ç (4.1.1) ìà¹ìî

P (A ∩B) = P (A/B)P (B) (P (B) > 0).Öþ ðiâíiñòü íàçèâàþòü �îðìóëîþ ìíîæåííÿ.Ó êëàñè÷íié ìîäåëi
P (A/B) =

P (A ∩B)

P (B)
=
n(A ∩B)

n(B)
,òîáòî óìîâíà éìîâiðíiñòü P (A/B) ïîäi¨ A âiäíîñíî ïî-äi¨ B äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ ÷èñëà n(A∩B) åëåìåíòàðíèõïîäié, ùî íàëåæàòü äî A∩B, äî ÷èñëà n(B) åëåìåíòàðíèõïîäié, ùî íàëåæàòü äî B. 37



38 �ëàâà 4. Óìîâíà éìîâiðíiñòüÏðèì i ò ê à. Óìîâíó éìîâiðíiñòü p = P (A/B) ïîäi¨ Aâiäíîñíî ïîäi¨ B ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê êiëüêiñíó ìiðóïðîãíîçó ïîÿâè A, êîëè äîäàòêîâî âiäîìî, ùî âiäáóëàñÿïîäiÿ B.Ïðèêëàä 4.1.1. Ïiäêèäàþòü òðè ñèìåòðè÷íi ãðàëü-íi êóáèêè. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî õî÷à á íà îäíî-ìó âèïàäå îäèíèöÿ, ÿêùî âiäîìî, ùî íà òðüîõ âèïàëèðiçíi ãðàíi.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Êóáèêè ââàæàòèìåìî ðîçðiçíåííèìè.ßê ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω ðîçãëÿäàòèìåìî âïî-ðÿäêîâàíi òðiéêè, ñêëàäåíi ç ÷èñåë 1, 2, . . . , 6. Îñêiëüêèêóáèêè ñèìåòðè÷íi, òî ïðèðîäíî ââàæàòè âñi åëåìåíòàðíiïîäi¨ ðiâíîéìîâiðíèìè. Òèì ñàìèì éìîâiðíiñíèé ïðîñòiðñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó ïîáóäîâàíî.Íåõàé B � ïîäiÿ �íà òðüîõ êóáèêàõ âèïàëè ðiçíi ãðà-íi�, A � �õî÷à á íà îäíîìó êóáèêó âèïàëà îäèíèöÿ�. Ó çà-äà÷i íåîáõiäíî îá÷èñëèòè óìîâíó éìîâiðíiñòü P (A/B).Ìà¹ìî
P (A/B) =

P (A ∩B)

P (B)
,

P (B) =
6 · 5 · 4

63
; P (A ∩B) =

C1
3 · 5 · 4
63

;

P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
=
C1
3 · 5 · 4
63

/6 · 5 · 4
63

=
1

2
.Iìîâiðíiñòü P (A/B) ìîæíà îá÷èñëèòè, ñêîðèñòàâøèñüòèì, ùî â êëàñè÷íié ìîäåëi {Ω, P} óìîâíà éìîâiðíiñòü

P (A/B) äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïîäié,ùî íàëåæàòü A∩B, äî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïîäié, ùî íà-ëåæàòü B, òîáòî
P (A/B) =

C1
3 · 5 · 4
6 · 5 · 4 =

1

2
.Ïðèêëàä 4.1.2 (çàäà÷à Ëüþ¨ñà Êåððîëà). Â óðíiìiñòèòüñÿ îäíà êóëÿ, ïðî ÿêó âiäîìî, ùî âîíà àáî áiëà

(ç iìîâiðíiñòþ 1/2), àáî ÷îðíà. Â óðíó ïîêëàëè áiëó êó-ëþ, i ïiñëÿ ðåòåëüíîãî ïåðåìiøóâàííÿ âçÿëè íàâìàííÿîäíó êóëþ, ÿêà âèÿâèëàñÿ áiëîþ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî,ùî ïiñëÿ öüîãî ç óðíè âiçüìóòü áiëó êóëþ?



4.1. Ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi. Ôîðìóëè Áàé¹ñà 39� î ç â' ÿ ç à í í ÿ 1. Åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâ-íîìó âèéìàííi ç óðíè äâîõ êóëü. Ïîçíà÷èìî áiëó êóëþ÷åðåçW , ÷îðíó � ÷åðåç B. Ìíîæèíîþ âñiõ íàñëiäêiâ ñòî-õàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó ¹
Ω = {WW,WB,BW}.Íàïðèêëàä, ïàðà WB îçíà÷à¹ íàñëiäîê: �ïåðøîþ âçÿòîáiëó êóëþ, äðóãîþ � ÷îðíó�. Íåõàé A1 � ïîäiÿ �áiëà êó-ëÿ âèáðàíà ïåðøîþ�, A2 � �áiëà êóëÿ âèáðàíà äðóãîþ�.Íåîáõiäíî îá÷èñëèòè P (A2/A1). Ïîäi¨ A1, A2, A1

⋂
A2 ÿêïiäìíîæèíè Ω îïèøóòüñÿ òàê:

A1 = {WW,WB}, A2 = {WW,BW}, A1 ∩ A2 = {WW}.Îñêiëüêè äî Ω âõîäÿòü òðè åëåìåíòàðíi ïîäi¨, äî A1 �äâi, äî A1 ∩ A2 � îäíà, òî
P (A2/A1) =

P (A2 ∩A1)

P (A1)
=

1/3

2/3
=

1

2
.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ 2. Íà áiëié êóëi, ùî êëàäóòü äî óð-íè, ïîñòàâèìî ìiòêó, íàïðèêëàä, çiðî÷êó é ïîçíà÷èìî öþêóëþ ÷åðåç W ∗. Òîäi ìíîæèíîþ âñiõ íàñëiäêiâ ñòîõàñòè-÷íîãî åêñïåðèìåíòó ¹

Ω∗ = {WW ∗, W ∗W, BW ∗,W ∗B}.Ïîäi¨ A1, A2, A1 ∩ A2 ÿê ïiäìíîæèíè Ω∗ îïèøóòüñÿ òàê:
A1 = {WW ∗,W ∗W,W ∗B}, A2 = {WW ∗,W ∗W,BW ∗},

A1 ∩ A2 = {WW ∗,W ∗W}.Òîìó
P (A2/A1) =

P (A2 ∩A1)

P (A1)
=

2/4

3/4
=

2

3
.Äâà ðîçâ'ÿçàííÿ � äâi ðiçíi âiäïîâiäi.Ï è ò à í í ÿ 1. ßêå ðîçâ'ÿçàííÿ íåïðàâèëüíå?Ïè ò à í í ÿ 2. Äå ïðèïóñòèëèñÿ ïîìèëêè?



40 �ëàâà 4. Óìîâíà éìîâiðíiñòüÑïðîáóéòå ñïî÷àòêó âiäïîâiñòè íà ïèòàííÿ 1 i 2, íå÷èòàþ÷è äàëi.Â i ä ï î â i ä ü äî ïðèêëàäó 4.1.2.�îçâ'ÿçàííÿ 1 íåïðàâèëüíå. Ìîäåëü íå ¹ êëàñè÷íîþ,à éìîâiðíîñòi ïîäié îá÷èñëþþòüñÿ ÿê ó êëàñè÷íié ìîäå-ëi. Iìîâiðíîñòi åëåìåíòàðíèì ïîäiÿì íåîáõiäíî ïðèïèñàòèòàê:
P (WW ) = 1/2, P (WB) = 1/4, P (BW ) = 1/4.Îñêiëüêè ñïî÷àòêó â óðíi áóëà áiëà êóëÿ (ç iìîâiðíiñ-òþ 1/2) àáî ÷îðíà (ç iìîâiðíiñòþ 1/2), òî ïiñëÿ òîãî, ÿê âóðíó ïîêëàëè îäíó áiëó êóëþ, â óðíi çíàõîäÿòüñÿ ç iìî-âiðíiñòþ 1/2 êóëi îäíîãî êîëüîðó é ç iìîâiðíiñòþ 1/2 �ðiçíîãî. Ó öié ìîäåëi ìà¹ìî:

P (A1 ∩ A2) = P (WW ) = 1/2,

P (A1) = P ({WW,WB}) =
= P (WW ) + P (WB) = 1/2 + 1/4 = 3/4,

P (A2/A1) =
P (A2 ∩ A1)

P (A1)
=

1/2

3/4
=

2

3
.Ó ðîçâ'ÿçàííi 2 êîæíîìó íàñëiäêó ïðèïèñó¹ìî éìî-âiðíiñòü 1/4. Çàçíà÷èìî, ùî â óðíi ïiñëÿ òîãî, ÿê äî íå¨ïîêëàëè îäíó áiëó êóëþ i äî òîãî, ÿê êóëi ïî÷àëè âèéìà-òè, áóëî: äâi áiëi êóëi (ç iìîâiðíiñòþ 1/2), àáî îäíà áiëà,à äðóãà ÷îðíà (ç iìîâiðíiñòþ 1/2).Êîìåíòàð äî ïðèêëàäó. Ïðèêëàä, çîêðåìà, iëþñ-òðó¹ òîé �àêò, ùî äëÿ îäíîãî é òîãî ñàìîãî ñòîõàñòè÷-íîãî åêñïåðèìåíòó ìîæíà çàïðîïîíóâàòè ðiçíi ïðîñòîðèåëåìåíòàðíèõ ïîäié, à ðàçîì iç íèìè é ðiçíi éìîâiðíiñíiïðîñòîðè, ÿêi àäåêâàòíî îïèñóþòü ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðè-ìåíò. Ó ïðèêëàäi áóëî çàïðîïîíîâàíî äâà ïðîñòîðè åëå-ìåíòàðíèõ ïîäié:

Ω = {WW,WB,BW} i Ω∗ = {WW ∗,W ∗W, BW ∗,W ∗B}.�îçïîäië iìîâiðíîñòåé íà ïðîñòîði åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ωòàêèé:
P (WW ) = 1/2, P (WB) = 1/4, P (BW ) = 1/4,



4.1. Ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi. Ôîðìóëè Áàé¹ñà 41à íà ïðîñòîði Ω∗ òàêèé:
P (WW ∗) = 1/4, P (W ∗W ) = 1/4,

P (W ∗B) = 1/4, P (BW ∗) = 1/4.Îáèäâi ìîäåëi àäåêâàòíî îïèñóþòü ñòîõàñòè÷íèé åêñïå-ðèìåíò. Çàçíà÷èìî, ùî îäíà ç íèõ êëàñè÷íà, iíøà � íi.Ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi. Ïîäi¨ Bi ⊂ Ω,
i = 1, 2, . . . , n, íàçèâàòèìåìî ïîâíîþ ãðóïîþ ïîäié, ÿêùîâîíè ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ (Bi ∩ Bj = ∅, i 6= j) i âîá'¹äíàííi äàþòü äîñòîâiðíó ïîäiþ ( n⋃

i=1
Bi = Ω

)

.Òåîðåìà. Íåõàé B1, B2, . . . , Bn � ïîâíà ãðóïà ïîäié i
P (Bi) > 0, i = 1, 2, . . . , n. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîäi¨ A ìà¹ìiñöå �îðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P (A) =
n∑

i=1

P (A/Bi)P (Bi).Ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ çëi-÷åííî¨ ïîâíî¨ ãðóïè ïîäié.Ïðèêëàä 4.1.3 . �îçãëÿíåìî ñòàðîäàâíþ ïðîöåäóðóæåðåáêóâàííÿ, ÿêà â íàøi äíi ïîâòîðþ¹òüñÿ ùîðàçó ïiä÷àñ ñêëàäàííÿ ñòóäåíòàìè iñïèòó.Ñåðåä N åêçàìåíàöiéíèõ áiëåòiâ ¹ n �ùàñëèâèõ� (óñiñòóäåíòè ¨õ çíàþòü). Ñòóäåíòè îäèí çà îäíèì ïiäõî-äÿòü çà áiëåòàìè. Ó êîãî áiëüøà éìîâiðíiñòü âçÿòè�ùàñëèâèé� áiëåò: ó òîãî, õòî ïiäiéøîâ ïåðøèì, ÷è óòîãî, õòî ïiäiéøîâ äðóãèì?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Al
i ïîäiþ �i-é ñòó-äåíò óçÿâ ùàñëèâèé áiëåò�, i = 1, 2, à ÷åðåç Au

1 � �1-éñòóäåíò óçÿâ íåùàñëèâèé áiëåò�. Äàëi îá÷èñëèìî P (Al
1) i

P (Al
2).Çãiäíî ç �îðìóëîþ êëàñè÷íî¨ éìîâiðíîñòi

P (Al
1) =

n

N
.



42 �ëàâà 4. Óìîâíà éìîâiðíiñòüIìîâiðíiñòü ïîäi¨ P (Al
2) îá÷èñëèìî çà �îðìóëîþ ïîâíî¨éìîâiðíîñòi, âðàõîâóþ÷è, ùî Al

1 i Au
1 óòâîðþþòü ïîâíóãðóïó ïîäié:

P (Al
2) = P (Al

2/A
l
1)P (A

l
1) + P (Al

2/A
u
1)P (A

u
1 ) =

=
n− 1

N − 1

n

N
+

n

N − 1

N − n

N
=

n

N
.Îòæå, éìîâiðíiñòü óçÿòè �ùàñëèâèé� áiëåò äëÿ îáîõñòóäåíòiâ îäíàêîâà.Ïðèì i ò ê à. Òàêó âiäïîâiäü ìà¹ìî, ÿêùî ïåðøèé ñòó-äåíò íå ãîâîðèòü, ÿêèé âií óçÿâ áiëåò. Ó ñóïðîòèâíîìóðàçi éìîâiðíiñòü òîãî, ùî �ùàñëèâèé� áiëåò óçÿâ äðóãèéñòóäåíò, êîëè ïåðøèé óçÿâ �ùàñëèâèé� áiëåò (i ñêàçàâ ïðîöå), äîðiâíþ¹ (n− 1)/(N − 1), òîáòî

P (Al
2/A

l
1) = (n− 1)/(N − 1),à êîëè ïåðøèé óçÿâ �íåùàñëèâèé� áiëåò (i ñêàçàâ ïðî öå),

P (Al
2/A

u
1 ) = n/(N − 1).Ôîðìóëè Áàé¹ñà. Íåõàé B1, B2, . . . , Bn � ïîâíà ãðó-ïà ïîäié i P (Bi) > 0, i = 1, 2, . . . , n. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ïîäi¨ A (P (A) > 0)

P (Bi/A) =
P (A/Bi)P (Bi)

n∑

k=1

P (A/Bk)P (Bk)

, i = 1, 2, . . . , n.Ïðèêëàä 4.1.4 (ñèãíàë íà �îíi øóìó). Íà �îíiøóìó íà âõiä ðàäiîëîêàöiéíîãî ïðèñòðîþ ç iìîâiðíiñòþ
p (0 < p < 1) íàäõîäèòü ñèãíàë. ßêùî íàäõîäèòü ñèãíàë
(iç øóìîì), òî ïðèñòðié ðå¹ñòðó¹ íàÿâíiñòü ñèãíàëóç iìîâiðíiñòþ p1, ÿêùî òiëüêè øóì, òî ïðèñòðié ðå¹-ñòðó¹ íàÿâíiñòü ñèãíàëó ç iìîâiðíiñòþ p2. Âiäîìî, ùîïðèñòðié çàðå¹ñòðóâàâ ñèãíàë. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî,ùî íà âõiä ðàäiîëîêàöiéíîãî ïðèñòðîþ íàäiéøîâ ñèãíàë?



4.2. Íåçàëåæíi ïîäi¨ 43� î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: Ac � íà âõiä íà-äiéøîâ ñèãíàë (iç øóìîì), A � íà âõiä íàäiéøîâ òiëü-êè øóì, Bc � ïðèñòðié çàðå¹ñòðóâàâ íàÿâíiñòü ñèãíàëó,
B � ïðèñòðié çàðå¹ñòðóâàâ øóì. Íåîáõiäíî îá÷èñëèòè
P (Ac/Bc). Ñêîðèñòàâøèñü �îðìóëîþ Áàé¹ñà (ïîäi¨ Ac i Aóòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîäié), îäåðæèìî

P (Ac/Bc) =
P (Bc/Ac)P (Ac)

P (Bc/Ac)P (Ac) + P (Bc/A)P (A)
.Çà óìîâîþ çàäà÷i

P (Ac) = p, P (A) = 1− p, P (Bc/Ac) = p1, P (Bc/A) = p2.Îòæå, øóêàíà éìîâiðíiñòü
P (Ac/Bc) =

p1p

p1p+ p2(1− p)
.4.2 Íåçàëåæíi ïîäi¨Iíòó¨òèâíî, âèïàäêîâi ïîäi¨ íåçàëåæíi, ÿêùî ií�îðìà-öiÿ ïðî îäíó ïîäiþ (âiäáóëàñÿ, íå âiäáóëàñÿ) íå çìiíþ¹ïðîãíîçó ïîÿâè iíøî¨. (Íàïðèêëàä, ïðè ïiäêèäàííi ìîíå-òè i ãðàëüíîãî êóáèêà ií�îðìàöiÿ ïðî òå, ùî íà êóáèêóâèïàëà øiñòêà íå çìiíþ¹ ïðîãíîç ïîÿâè ãåðáà íà ìîíåòi.)Òîìó �îðìàëüíî íåçàëåæíi ïîäi¨ A i B ìîæíà îçíà÷èòèÿê òàêi, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

P (A/B) = P (A)àáî, ùî òå ñàìå,
P (A ∩B)

P (B)
= P (A).Îñòàííþ ðiâíiñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè i òàê:

P (A ∩B) = P (A)P (B).



44 �ëàâà 4. Óìîâíà éìîâiðíiñòüÎçíà÷åííÿ.Íåõàé {Ω, P}� iìîâiðíiñíèé ïðîñòið. Ïî-äi¨ A i B (A ⊂ Ω, B ⊂ Ω) íàçèâàòèìåìî íåçàëåæíèìè,ÿêùî
P (A ∩B) = P (A)P (B).Ïîäi¨ A1, A2, . . . , An íàçèâàòèìåìî íåçàëåæíèìè â ñó-êóïíîñòi, ÿêùî äëÿ k = 2, 3, . . . , n òà äîâiëüíèõ i1, i2, . . .

. . . , ik òàêèõ, ùî 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n ìà¹ ìiñöåðiâíiñòü
P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik) = P (Ai1)P (Ai2) . . . P (Aik).Ïîäi¨ A1, A2, . . . , An íàçèâàòèìåìî ïîïàðíî íåçàëåæíè-ìè, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ðiçíèõ iíäåêñiâ s i k

P (As ∩ Ak) = P (As)P (Ak).ßêùî ïîäi¨ A i B íåçàëåæíi, òî ïîäi¨ A i B; A i Bòàêîæ íåçàëåæíi.Ïðèêëàä 4.2.1 (Ñ. Í. Áåðíøòåéí). Ïiäêèäàþòüïðàâèëüíèé òåòðàåäð, òðè ãðàíi ÿêîãî ïî�àðáîâàíî âiä-ïîâiäíî ó ÷åðâîíèé, ñèíié i çåëåíèé êîëüîðè, à ó çàáàðâ-ëåííi ÷åòâåðòî¨ ãðàíi ¹ âñi òðè êîëüîðè. Ïîäi¨: R � �÷åð-âîíèé�, B � �ñèíié�, G � �çåëåíèé� îçíà÷àþòü, ùî ó çà-áàðâëåííi ãðàíi, ÿêà ñòèêà¹òüñÿ ç ïîâåðõíåþ, ¹ âiäïîâiäíiêîëüîðè. Ïåðåâiðèòè, ùî ïîäi¨ R, B, G ïîïàðíî íåçàëåæ-íi, àëå íå ¹ íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Íàñëiäîê åêñïåðèìåíòó � òåòðàåäðäàíîþ ãðàííþ ñòèêà¹òüñÿ ç ïîâåðõíåþ. Îñêiëüêè òåòðà-åäð ïðàâèëüíèé, òî ïðèéìà¹ìî êëàñè÷íó ìîäåëü.Êîæåí êîëið íàÿâíèé â çàáàðâëåííi äâîõ ãðàíåé, òîìó
P (R) = 2/4 = 1/2, P (B) = 1/2, P (G) = 1/2.Äâà é áiëüøå êîëüîðiâ íàÿâíi â çàáàðâëåííi îäíi¹¨ ãðàíi,òîìó

P (R ∩B ∩G) = 1/4, P (R ∩B) = 1/4,

P (R ∩G) = 1/4, P (B ∩G) = 1/4.Çâiäñè
P (R ∩B) = P (R)P (B), P (R ∩G) = P (R)P (G),
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P (B ∩G) = P (B)P (G).Îòæå, ïîäi¨ R,B,G � ïîïàðíî íåçàëåæíi. Àëå

P (R ∩B ∩G) = 1/4 6= 1/2 · 1/2 · 1/2 = P (R)P (B)P (G).Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî ïîäi¨ R,B,G íå ¹ íåçàëåæíèìè âñóêóïíîñòi.4.3 Çàäà÷iÀÇ: 4.11◦, 4.12, 4.13, 4.22, 4.23, 4.24.ÑÇ: 4.3◦, 4.5, 4.7◦ , 4.9, 4.10◦ , 4.13, 4.16, 4.19, 4.24, 4.26.4.1◦. Ïîäi¨ A i B � íåçàëåæíi. Äîâåñòè, ùî ïîäi¨ Ai B, A i B òàêîæ íåçàëåæíi.4.2◦. Ïîäi¨ A1, A2, . . . , An íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi é
P (Ak) = pk, k = 1, 2, . . . , n. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî:à) íå âiäáóäåòüñÿ æîäíà ç ïîäié A1, A2, . . . , An;á) âiäáóäåòüñÿ ïðèíàéìíi îäíà ç ïîäié A1, A2, . . . , An;â) âiäáóäåòüñÿ îäíà é òiëüêè îäíà ç ïîäié A1, A2, . . .
. . . , An?4.3◦. Çà îäèí öèêë îãëÿäó ðàäiîëîêàöiéíî¨ ñòàíöi¨, ùîñòåæèòü çà êîñìi÷íèì îá'¹êòîì, âií áóäå âèÿâëåíèé ç iìî-âiðíiñòþ p. Îá'¹êò ó êîæíîìó öèêëi âèÿâëÿ¹òüñÿ íåçà-ëåæíî âiä iíøèõ. Ïðîâåäåíî n öèêëiâ ñïîñòåðåæåíü. ßêàéìîâiðíiñòü òîãî, ùî îá'¹êò áóäå âèÿâëåíî?4.4◦. Ïðèëàä, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n áëîêiâ, âèõîäèòü çëàäó, ÿêùî âèõîäèòü ç ëàäó ïðèíàéìíi îäèí áëîê. Áëîêèâèõîäÿòü ç ëàäó íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî. Íàäiéíiñòü1êîæíîãî áëîêó ñòàíîâèòü p. Îá÷èñëèòè íàäiéíiñòü ïðè-ëàäó.4.5. Äëÿ ïiäâèùåííÿ íàäiéíîñòi ïðèëàäó âií äóáëþ-¹òüñÿ òàêèì ñàìèì ïðèëàäîì; íàäiéíiñòü êîæíîãî ïðè-ëàäó ñòàíîâèòü p. Ó ðàçi âèõîäó ç ëàäó ïåðøîãî ïðèëàäóâiäáóâà¹òüñÿ ìèòò¹âå ïåðåìèêàííÿ íà äóáëþâàëüíèé ïðè-ëàä. Çíàéòè íàäiéíiñòü:1Íàäàëi ïiä íàäiéíiñòþ ïðèëàäó àáî áëîêó ïðèëàäiâ ðîçóìiòèìå-ìî éìîâiðíiñòü éîãî áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè íà ïåâíîìó �iêñîâàíîìóiíòåðâàëi ÷àñó.



46 �ëàâà 4. Óìîâíà éìîâiðíiñòü1) öi¹¨ ñèñòåìè ïðèëàäiâ;2) ñèñòåìè ïðèëàäiâ, ÿêùî ïðèñòðié ïåðåìèêàííÿ ñïðà-öüîâó¹ ç íàäiéíiñòþ p1.4.6. Äëÿ ïiäâèùåííÿ íàäiéíîñòi ïðèëàäó âií äóáëþ-¹òüñÿ n−1 òàêèìè ñàìèìè ïðèëàäàìè; íàäiéíiñòü êîæíî-ãî ïðèëàäó ñòàíîâèòü p. Ïðèëàäè âèõîäÿòü ç ëàäó íåçà-ëåæíî îäèí âiä îäíîãî. Çíàéòè íàäiéíiñòü:1) öi¹¨ ñèñòåìè ïðèëàäiâ;2) ñèñòåìè ïðèëàäiâ, ÿêùî êîæåí ç ïðèñòðî¨â, ÿêèéâìèêà¹ äóáëþâàëüíèé ïðèëàä, ìà¹ íàäiéíiñòü p1.Ñêiëüêè òðåáà âçÿòè ïðèëàäiâ, ùîá íàäiéíiñòü áóëà íåìåíøà íiæ P?4.7◦. Ïiäêèäàþòü äâà ãðàëüíi êóáèêè: ÷åðâîíîãî é ðî-æåâîãî êîëüîðiâ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñóìà î÷îê íàêóáèêàõ áiëüøà àáî äîðiâíþ¹ 10, êîëè âiäîìî, ùî:à) íà ÷åðâîíîìó êóáèêó âèïàëî 5 î÷îê;á) íà îäíîìó ç êóáèêiâ âèïàëî 5 î÷îê (ìîæëèâiñòüâèïàäàííÿ 5 î÷îê íà îáîõ êóáèêàõ íå âèêëþ÷åíà)?4.8◦. Â óðíi ìiñòèòüñÿ n êóëü. Óñi ìîæëèâi ïðèïóùåí-íÿ ïðî êiëüêiñòü áiëèõ êóëü â óðíi ðiâíîéìîâiðíi. Íàâìàí-íÿ ç óðíè áåðóòü îäíó êóëþ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî öÿêóëÿ áiëà?4.9◦. Â N óðíàõ ìiñòèòüñÿ n1, n2, . . . , nN êóëü, ñåðåäíèõ áiëèõ âiäïîâiäíî m1,m2, . . . ,mN . Íàâìàííÿ âèáèðà-þòü óðíó, à ç íå¨ � êóëþ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî öÿêóëÿ âèÿâèòüñÿ áiëîþ?4.10◦. Ó äâîõ óðíàõ ìiñòèòüñÿ n1 i n2 êóëü, iç íèõ ái-ëèõ êóëü âiäïîâiäíîm1 im2. Ç ïåðøî¨ óðíè ïåðåêëàäàþòüó äðóãó îäíó êóëþ, êîëið ÿêî¨ íåâiäîìèé. Ïiñëÿ öüîãî çäðóãî¨ óðíè áåðóòü îäíó êóëþ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùîöÿ êóëÿ áiëà?4.11◦. Ïiäêèäàþòü äâà ãðàëüíi êóáèêè. ßêà éìîâið-íiñòü òîãî, ùî ñóìà î÷îê íå ìåíøà äåâ'ÿòè, ÿêùî íà îäíî-ìó ç êóáèêiâ âèïàëî ÷îòèðè î÷êè?4.12. �àäiîëîêàöiéíà ñòàíöiÿ âåäå ñïîñòåðåæåííÿ çàêîñìi÷íèì îá'¹êòîì, ÿêèé ìîæå ñòâîðþâàòè ïðîòèëîêà-öiéíi ïåðåøêîäè. ßêùî îá'¹êò íå ñòâîðþ¹ ïåðåøêîä, òî çàîäèí öèêë îãëÿäó ñòàíöiÿ âèÿâëÿ¹ éîãî ç iìîâiðíiñòþ p0,ÿêùî ñòâîðþ¹, òî ç iìîâiðíiñòþ p1 (p1 < p0). Iìîâiðíiñòüòîãî, ùî ïðîòÿãîì öèêëó îãëÿäó áóäóòü ñòâîðåíi ïåðå-øêîäè, ñòàíîâèòü p i íå çàëåæèòü âiä òîãî, ÿê i êîëè



4.3. Çàäà÷i 47ñòâîðþâàëèñÿ ïåðåøêîäè â iíøèõ öèêëàõ. Çíàéòè éìî-âiðíiñòü òîãî, ùî îá'¹êò áóäå âèÿâëåíî ïðèíàéìíi îäèíðàç ïðîòÿãîì n öèêëiâ îãëÿäó.4.13. Ïðèëàä ñêëàäà¹òüñÿ ç n áëîêiâ, ÿêi äóáëþþòüîäèí îäíîãî i ìîæóòü ïðàöþâàòè ÿê çà ñïðèÿòëèâèõ óìîâ,òàê i çà íåñïðèÿòëèâèõ. Çà íåñïðèÿòëèâèõ óìîâ íàäié-íiñòü ðîáîòè êîæíîãî áëîêó äîðiâíþ¹ p1, à çà ñïðèÿò-ëèâèõ � p2. Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðèëàä ïðàöþâàòèìåçà ñïðèÿòëèâèõ óìîâ äîðiâíþ¹ p, à çà íåñïðèÿòëèâèõ �
(1−p). Áëîêè âèõîäÿòü ç ëàäó íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî.Îá÷èñëèòè íàäiéíiñòü ïðèëàäó.4.14◦. Â óðíó, ÿêà ìiñòèòü n êóëü, êëàäóòü áiëó êóëþ.ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèáðàíà ç óðíè êóëÿ áóäå áiëîþ,ÿêùî âñi ïðèïóùåííÿ ïðî ïî÷àòêîâó êiëüêiñòü áiëèõ êóëüâ óðíi ðiâíîéìîâiðíi?4.15◦. Â óðíi ìiñòèòüñÿ n êóëü. Óñi ïðèïóùåííÿ ïðîêiëüêiñòü áiëèõ êóëü â óðíi ðiâíîéìîâiðíi. Íàâìàííÿ âè-áðàíà ç óðíè êóëÿ âèÿâèëàñÿ áiëîþ. Îá÷èñëèòè éìîâið-íîñòi âñiõ ïðèïóùåíü ùîäî êiëüêîñòi áiëèõ êóëü â óðíi.ßêå ïðèïóùåííÿ íàéiìîâiðíiøå?4.16◦. Ó êîæíié ç k1 óðí (ïåðøà ãðóïà) ìiñòèòüñÿ m1áiëèõ i n1 ÷îðíèõ êóëü, à â êîæíié ç k2 óðí (äðóãà ãðóïà)ìiñòèòüñÿ m2 áiëèõ i n2 ÷îðíèõ êóëü. Iç íàâìàííÿ âèáðà-íî¨ óðíè âçÿëè êóëþ, ÿêà âèÿâèëàñÿ áiëîþ. ßêà éìîâið-íiñòü òîãî, ùî ¨¨ âçÿëè ç ïåðøî¨ ãðóïè óðí?4.17. Ñòðiëåöü A âëó÷à¹ â öiëü ç iìîâiðíiñòþ p1 =
= 0,6, ñòðiëåöü B � ç iìîâiðíiñòþ p2 =0,5, ñòðiëåöü C �ç iìîâiðíiñòþ p3 =0,4. Ñòðiëüöi îäíî÷àñíî ñòðiëÿþòü ïîìiøåíi. Âiäîìî, ùî ¹ òî÷íî äâà âëó÷åííÿ. Ùî éìîâiðíiøå:âëó÷èâ ñòðiëåöü C ó ìiøåíü ÷è íi?4.18. Â óðíi ìiñòèòüñÿ 12 áiëèõ, 8 ÷îðíèõ i 10 ÷åðâîíèõêóëü. Íàâìàííÿ áåðóòü äâi êóëi. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùîöi êóëi ðiçíîãî êîëüîðó, ÿêùî âiäîìî, ùî ÷åðâîíà êóëÿ íåâèáðàíà?4.19. Ç óðíè, ùî ìiñòèòü 3 áiëi i 2 ÷îðíi êóëi, ïåðå-êëàëè äâi êóëi äî óðíè, â ÿêié áóëî 4 áiëi i 4 ÷îðíi êóëi.ßêà éìîâiðíiñòü òåïåð âçÿòè áiëó êóëþ ç äðóãî¨ óðíè?4.20.Äåòàëi âèãîòîâëÿþòü íà äâîõ çàâîäàõ. Îáñÿã ïðî-äóêöi¨ äðóãîãî çàâîäó â n ðàç ïåðåâèùó¹ îáñÿã ïðîäóêöi¨ïåðøîãî çàâîäó. ×àñòêà áðàêó íà ïåðøîìó çàâîäi p1, íà



48 �ëàâà 4. Óìîâíà éìîâiðíiñòüäðóãîìó � p2. Íàâìàííÿ âèáðàíà äåòàëü âèÿâèëàñÿ áðà-êîâàíîþ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà âèãîòîâëåíà íàäðóãîìó çàâîäi?4.21. Âè ó÷àñíèê ïðèçîâî¨ ãðè, îïèñàíî¨ ó çàäà÷i 3.40,àëå ïiñëÿ òîãî, ÿê âè âèáðàëè äâåði, âåäó÷èé ç äâåðåé,ùî çàëèøèëèñÿ ïiñëÿ âàøîãî âèáîðó, îäíó âèáèðà¹ íàâ-ìàííÿ i âiä÷èíÿ¹. ßêùî çà íèìè âèÿâèâñÿ àâòîìîáiëü, òîãðà ïðèïèíÿ¹òüñÿ, ÿêùî àâòîìîáiëÿ íåìà¹, âåäó÷èé ïðî-ïîíó¹ âàì âiä÷èíèòè àáî äâåði, ÿêi âè âèáðàëè ðàíiøå,àáî äâåði, ùî çàëèøèëèñÿ. ßêùî çà âiä÷èíåíèìè äâåðè-ìà àâòîìîáiëü � âií âàø. Çíàéòè éìîâiðíiñòü âèãðàøóàâòîìîáiëÿ.Ìè ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíó çàäà÷ó: àâòîìîáiëü çíà-õîäèòüñÿ çà îäíi¹þ ç n äâåðåé. Ïiñëå âèáîðó âàìè äâåðåéâåäó÷èé ç (n − 1) äâåðåé, ùî çàëèøèëèñÿ ïiñëÿ âàøîãîâèáîðó, íàâìàííÿ âèáèðà¹ (n − 2) äâåðåé, ÿêùî çà íèìèâèÿâèâñÿ àâòîìîáiëü, òî ãðà ïðèïèíÿ¹òüñÿ (âè çàëèøà¹-òåñÿ áåç ïðèçà), ÿêùî àâòîìîáiëÿ íåìà¹, âàì íàäà¹òüñÿïðàâî âiä÷èíèòè îäíi ç äâåðåé, ùî çàëèøèëèñÿ.ßêèé âèáið çðîáèòè? ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âè âè-ãðà¹òå àâòîìîáiëü?4.22. Òðüîì ðàäiîñòàíöiÿì äîçâîëåíà ðîáîòà íà îäíiéiç òðüîõ çàäàíèõ ÷àñòîò. Iìîâiðíiñòü âèáîðó ðàäiîñòàíöi¹þêîæíî¨ ç ÷àñòîò äîðiâíþ¹ 1/3 i íå çàëåæèòü âiä òîãî, ÿêi÷àñòîòè âèáðàíi iíøèìè ðàäiîñòàíöiÿìè. Çíàéòè éìîâið-íîñòi ïîäié: �óñi ðàäiîñòàíöi¨ ïðàöþþòü íà îäíié ÷àñòîòi�,�óñi ðàäiîñòàíöi¨ ïðàöþþòü íà ðiçíèõ ÷àñòîòàõ�.4.23. Ïiä ÷àñ ðåíòãåíiâñüêîãî îáñòåæåííÿ éìîâiðíiñòüâèÿâèòè çàõâîðþâàííÿ ó õâîðîãî íà òóáåðêóëüîç ñòàíî-âèòü 1 − β. Iìîâiðíiñòü âèçíàòè çäîðîâó ëþäèíó õâîðîþäîðiâíþ¹ α. Íåõàé ÷àñòêà õâîðèõ íà òóáåðêóëüîç âiäíîñíîâñüîãî íàñåëåííÿ ñòàíîâèòü γ. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî,ùî ëþäèíà çäîðîâà, ÿêùî âîíà áóëà âèçíàíà õâîðîþ ïiä÷àñ îáñòåæåííÿ.4.24. Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèðiá ïiäïðè¹ìñòâà çàäî-âîëüíÿ¹ ñòàíäàðò, äîðiâíþ¹ 0,96. Ïðîïîíó¹òüñÿ ñïðîùåíàñèñòåìà êîíòðîëþ, ÿêà êëàñè�iêó¹ ñòàíäàðòíèé âèðiá ÿêñòàíäàðòíèé ç iìîâiðíiñòþ 0,98, à íåñòàíäàðòíèé âèðiá ÿêñòàíäàðòíèé ç iìîâiðíiñòþ 0,05. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùîâèðiá, ÿêèé âèòðèìàâ êîíòðîëü, çàäîâîëüíÿ¹ ñòàíäàðò?



4.3. Çàäà÷i 494.25◦. Ïiäêèäàþòü äâà ãðàëüíi êóáèêè. ßêà éìîâið-íiñòü òîãî, ùî âèïàäå ïðèíàéìíi îäíà ï'ÿòiðêà, ÿêùî âi-äîìî, ùî ñóìà î÷îê äîðiâíþ¹ âîñüìè?4.26. Äâî¹ ñòðiëüöiâ ñòðiëÿþòü ó öiëü. Îäèí ç íèõâëó÷à¹ â öiëü ó ñåðåäíüîìó â 5 âèïàäêàõ ç 10, à äðóãèé �ó 8 âèïàäêàõ ç 10. Ïåðåä ïîñòðiëîì âîíè ïiäêèäàþòü ñè-ìåòðè÷íó ìîíåòó äëÿ âèçíà÷åííÿ ÷åðãîâîñòi. Ñòîðîííiéñïîñòåðiãà÷ çíà¹ óìîâè ñòðiëüáè, àëå íå çíà¹, õòî â äàíèéìîìåíò ñòðiëÿ¹. Âií áà÷èòü, ùî ñòðiëåöü âëó÷èâ ó öiëü.ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñòðiëÿâ ïåðøèé ñòðiëåöü?4.27. � òðè óðíè: ó ïåðøié çíàõîäèòüñÿ N1 áiëèõ iM1÷îðíèõ êóëü, ó äðóãié � N2 áiëèõ i M2 ÷îðíèõ, ó òðåòié� N3 áiëèõ iM3 ÷îðíèõ êóëü (Ni ≥ 2, Mi ≥ 2, i = 1, 2, 3).Íàâìàííÿ âèáèðàþòü îäíó ç óðí i ç íå¨ áåç ïîâåðíåí-íÿ äâi êóëi. Îäíà ç íèõ âèÿâèëàñÿ áiëîþ, iíøà � ÷îðíîþ.Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèáið áóâ çðîáëåíèé à) ç ïåð-øî¨; á) ç äðóãî¨; â) ç òðåòüî¨ óðíè.4.28 (çàäà÷à ïðî ïîäië ñòàâêè). Äâà ãðàâöi ãðà-þòü ó ñïðàâåäëèâó ãðó � ó îáîõ øàíñè âèãðàòè îäíàêîâi.(Íàïðèêëàä, ïiäêèäàþòü ñèìåòðè÷íó ìîíåòó, ÿêùî ïðèöüîìó ìîíåòà ëÿãëà ãåðáîì, ïàðòiþ âèãðàâ ïåðøèé ãðà-âåöü, ÿêùî ðåøêîþ � äðóãèé.) �ðàâöi äîìîâèëèñÿ, ùîòîé, õòî ïåðøèì âèãðà¹ 6 ïàðòié, îòðèìó¹ óâåñü ïðèç.Àëå ãðà çóïèíèëàñÿ äî òîãî, ÿê îäèí ç ãðàâöiâ âèãðàâïðèç (íàïðèêëàä, ïåðøèé âèãðàâ 5 ïàðòié, à äðóãèé � 3).ßê ñïðàâåäëèâî ðîçäiëèòè ïðèç?Çàäà÷à ïðî ïîäië ñòàâêè ìà¹ äàâíi êîðåíi. Âïåðøå ¨¨îïóáëiêóâàâ ó Âåíåöi¨ ó 1494 ð. âiäîìèé ìàòåìàòèê ÔðàËóêà Ïà÷îëi. � ïiäñòàâè ââàæàòè, ùî çàäà÷à ìà¹ àðàá-ñüêå ïîõîäæåííÿ. Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ áóëî äîêëàäåíî ÷è-ìàëî çóñèëü çíàìåíèòèõ ìàòåìàòèêiâ. Ñàì Ïà÷îëi íå áà-÷èâ çâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ç òåîði¹þ éìîâiðíîñòåé. Íåïðà-âèëüíèé ðîçâ'ÿçîê äàâ Íiêêîëî Òàðòàëüÿ (1499�1557), õî-÷à âií áóâ äîñèòü ãåíiàëüíèì, ùîá çà îäíó íi÷ çíàéòè �îð-ìóëó êîðåíiâ êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ. Ïðàâèëüíèé ðîçâ'ÿçîêíåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî îòðèìàëè Ïàñêàëü i Ôåðìà ó1654 ð. Öå âiäêðèòòÿ âèãëÿäàëî íàñêiëüêè âàæëèâèì, ùîáàãàòî ââàæàþòü 1654 ð. ðîêîì íàðîäæåííÿ òåîði¨ éìî-âiðíîñòåé.



50 �ëàâà 4. Óìîâíà éìîâiðíiñòü4.29. Äâà ãðàâöi ãðàþòü ó ñïðàâåäëèâó ãðó. Òîé, õòîïåðøèì âèãðà¹ 7 ïàðòié, îòðèìó¹ óâåñü ïðèç. �ðà çóïè-íèëàñÿ, êîëè ïåðøèé âèãðàâ 6 ïàðòié, à äðóãèé � 3.ßê ñïðàâåäëèâî ðîçäiëèòè ïðèç?4.30 (óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i Ëüþ¨ñà Êåððîëà).Â óðíi çíàõîäèòüñÿ îäíà êóëÿ, ïðî ÿêó âiäîìî, ùî âîíààáî áiëà (ç iìîâiðíiñòþ 1/2), àáî ÷îðíà. Â óðíó ïîêëà-ëè n áiëèõ êóëü, à ïîòiì ïiñëÿ ðåòåëüíîãî ïåðåìiøóâàííÿïîñëiäîâíî âçÿëè n êóëü, ÿêi âèÿâèëèñÿ áiëèìè.ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî îñòàííÿ êóëÿ, âçÿòà ç óðíè,âèÿâèòüñÿ áiëîþ?4.31◦. Ç óðíè, ÿêà ìiñòèòü 5 áiëèõ i 2 ÷îðíèõ êóëi,çàãóáèëè îäíó êóëþ. Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè ñêëàä óð-íè, ç íå¨ âçÿëè 2 êóëi, ÿêi âèÿâèëèñÿ áiëèìè. Îá÷èñëèòèéìîâiðíiñòü òîãî, ùî áóëà çàãóáëåíà áiëà êóëÿ.4.32.Ïðàöþ¹m ðàäiîëîêàöiéíèõ ñòàíöié, êîæíà ç ÿêèõçà îäèí öèêë îãëÿäó âèÿâëÿ¹ îá'¹êò ç iìîâiðíiñòþ p (íå-çàëåæíî âiä iíøèõ öèêëiâ òà iíøèõ ñòàíöié). Çà ÷àñ Têîæíà ñòàíöiÿ âñòèãà¹ çäiéñíèòè n öèêëiâ. Çíàéòè éìî-âiðíîñòi òàêèõ ïîäié: A � �çà ÷àñ T îá'¹êò áóäå âèÿâëåíîïðèíàéìíi îäíi¹þ çi ñòàíöié�, B � �çà ÷àñ T îá'¹êò áóäåâèÿâëåíî êîæíîþ çi ñòàíöié�.



�ëàâà 5Äèñêðåòíàâèïàäêîâà âåëè÷èíàòà ¨¨ ðîçïîäië5.1 Îá÷èñëåííÿ ðîçïîäiëó �óíêöi¨âiä âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíèÂèïàäêîâà âåëè÷èíà íà äèñêðåòíîìó éìîâið-íiñíîìó ïðîñòîði. Iíòó¨òèâíî, âèïàäêîâà âåëè÷èíà �öå âåëè÷èíà, ÿêà íàáóâà¹ òèõ ÷è iíøèõ çíà÷åíü çàëåæíîâiä íàñëiäêó ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó (÷èñëî êîñìi÷-íèõ ÷àñòèíîê, ùî äîñÿãëè ëi÷èëüíèêà, ÷èñëî ìóòàöié óêëiòèíàõ ïðè ðàäiîàêòèâíîìó îïðîìiíåííi, ÷èñëî ñïàëà-õiâ íà Ñîíöi, . . .). Íàñëiäêè ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòóîïèñóþòüñÿ òî÷êàìè ω ìíîæèíè íàñëiäêiâ Ω éìîâiðíiñíî-ãî ïðîñòîðó {Ω, P}, òîìó �îðìàëüíî âèïàäêîâó âåëè÷èíóìè îçíà÷à¹ìî ÿê �óíêöiþ ξ = ξ(ω) íà ìíîæèíi Ω.Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ íà äèñêðåòíîìóéìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω, P} íàçèâàòèìåìî �óíêöiþ
ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) çi çíà÷åííÿìè â R

n,çàäàíó íà ïðîñòîði åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω.ßêùî n > 1, òî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω),
ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) íàçèâàþòü áàãàòîâèìiðíîþ àáî âèïàäêî-âîþ âåëè÷èíîþ çi çíà÷åííÿìè â R

n (âèïàäêîâèì âåêòî-ðîì), çîêðåìà, ÿêùî n = 2 � äâîâèìiðíîþ, ÿêùî n = 1 �51



52 �ëàâà 5. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ...îäíîâèìiðíîþ (ñêàëÿðíîþ) àáî ïðîñòî âèïàäêîâîþ âåëè-÷èíîþ.Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà íàáóâà¹ íåáiëüø íiæ çëi÷åííå ÷èñëî çíà÷åíü, íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåò-íîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.Âèïàäêîâà âåëè÷èíà, çàäàíà íà äèñêðåòíîìó éìîâið-íiñíîìó ïðîñòîði, çàâæäè äèñêðåòíà.�îçïîäië äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Äèñ-êðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà îïèñó¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿ-ìè i éìîâiðíîñòÿìè, ç ÿêèìè âîíà öèõ çíà÷åíü íàáóâà¹(êîðîòêî, ñâî¨ì ðîçïîäiëîì).Òî÷êó x ∈ R
n íàçèâàòèìåìî ìîæëèâèì çíà÷åííÿì âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ξ(ω) çi çíà÷åííÿìè â R

n, çàäàíî¨íà äèñêðåòíîìó ïðîñòîði {Ω, P}, ÿêùî
P{ξ = x} > 0;ìíîæèíó ìîæëèâèõ çíà÷åíü ξ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç X

(X ⊂ R
n).Îçíà÷åííÿ. �îçïîäiëîì äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè-÷èíè ξ = ξ(ω) çi çíà÷åííÿìè â Rn íàçèâàòèìåìî �óíêöiþ

Pξ : x→ Pξ(x), x ∈ X,îçíà÷åíó íà ìíîæèíi X ðiçíèõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìóìîæëèâîìó çíà÷åííþ x ∈ X iìîâiðíiñòü
Pξ(x) = P{ξ = x},ç ÿêîþ ξ íàáóâà¹ öå çíà÷åííÿ.�îçïîäië

Pξ(xi, yj, . . . , zk) = P{ξ1 = xi, ξ2 = yj, . . . , ξn = zk}âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) çi çíà÷åííÿìèâ R
n (n > 1) ùå íàçèâàþòü ñïiëüíèì ðîçïîäiëîì âèïàä-êîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.�îçïîäië äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ξ(ω)çi çíà÷åííÿìè â R

1 ÷àñòî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi òàáëèöi,ó âåðõíüîìó ðÿäêó ÿêî¨ âêàçóþòü ðiçíi ìîæëèâi çíà÷å-ííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, à â íèæíüîìó � éìîâiðíîñòi,ç ÿêèìè öi çíà÷åííÿ íàáóâàþòüñÿ:



5.1. Îá÷èñëåííÿ ðîçïîäiëó �óíêöi¨ ... 53
x1 x2 . . . xn . . .

Pξ(x1) Pξ(x2) . . . Pξ(xn) . . .�îçïîäië
Pζ : (xi, yj) → Pζ(xi, yj), (xi, yj) ∈ X ⊂ R

2,âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, η) çi çíà÷åííÿìè ó R
2 çðó÷íîçàïèñóâàòè ó âèãëÿäi òàáë. 5.1.1.Òà á ë è ö ÿ 5.1.1. �îçïîäië ζ = (ξ, η)Çíà÷åí- Çíà÷åííÿ ηíÿ ξ y1 y2 · · · ym · · ·

x1 Pζ(x1, y1) Pζ(x1, y2) · · · Pζ(x1, ym) · · ·

x2 Pζ(x2, y1) Pζ(x2, y2) · · · Pζ(x2, ym) · · ·... ... ... ... ... ...
xn Pζ(xn, y1) Pζ(xn, y2) · · · Pζ(xn, ym) · · ·... ... ... ... ... ...Ïðèêëàä 5.1.1 . Íåõàé ξ � ÷èñëî ãåðáiâ, ÿêi âèïà-ëè ó ðåçóëüòàòi ïiäêèäàííÿ äâîõ ñèìåòðè÷íèõ ìîíåò.Çíàéòè ðîçïîäië ξ.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ � �óíêöiÿ

ξ = ξ(ω) íà äèñêðåòíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω, P},äå Ω = {��, ��, ��, ��}, à éìîâiðíiñòü êîæíî¨ åëåìåí-òàðíî¨ ïîäi¨ äîðiâíþ¹ 1/4 (ìîíåòè ñèìåòðè÷íi); ξ íàáóâà¹çíà÷åíü 0, 1, 2, ïðè÷îìó P{ξ = 0} = P{ω : ξ(ω) = 0} =
= P (��) = 1/4, P{ξ = 1} = P (��, ��) = P (��) +
+P (��) = 1/4 + 1/4 = 1/2, P{ξ = 2} = P (��) = 1/4.Îòæå, ðîçïîäiëîì ξ ¹

xi 0 1 2

Pξ(xi) 1/4 1/2 1/4



54 �ëàâà 5. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ...Îá÷èñëåííÿ ðîçïîäiëó �óíêöi¨ âiä âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè. Çà ðîçïîäiëîì Pζ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζçàâæäè ìîæíà çíàéòè ðîçïîäië áóäü-ÿêî¨ �óíêöi¨ g(ζ)âiä ζ.Òåîðåìà. Íåõàé ζ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà çi çíà÷åííÿ-ìè â R
n íà äèñêðåòíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω, P},

Pζ : x → Pζ(x) � ¨¨ ðîçïîäië, g = g(x) � �óíêöiÿ íà R
nçi çíà÷åííÿìè â R

l.Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ç R
l

P{g(ζ) ∈ B} =
∑

x:g(x)∈B
Pζ(x). (5.1.1)Çîêðåìà, ÿêùî ζ = (ξ, η), g = g(x, y) i Pζ(xi, yj) � ðîçïî-äië ζ = (ξ, η), òî

P{g(ζ) ∈ B} = P{g(ξ, η) ∈ B} =
∑

(xi,yj):g(xi,yj)∈B
Pζ(xi, yj).(5.1.2)Ïðèêëàä 5.1.2 . Äâi÷i ïiäêèäàþòü ïàðó ñèìåòðè÷-íèõ ìîíåò, ξ � ÷èñëî ãåðáiâ ïðè ïiäêèäàííi ïàðè ìîíåòïåðøîãî ðàçó, η � äðóãîãî.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè min{ξ, η}.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ðîçïîäië âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, η).Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ζ = ζ(ω) = (ξ(ω), η(ω)) � �óíê-öiÿ íà äèñêðåòíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω, P}. Ïðîñ-òið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω óòâîðþþòü ïîñëiäîâíîñòi çàâ-äîâæêè ÷îòèðè ç áóêâ � i �; íàïðèêëàä, åëåìåíòàðíàïîäiÿ ω = (����) îçíà÷à¹, ùî ïðè ïåðøîìó ïiäêèäàí-íi ïàðè ìîíåò íà ïåðøié ìîíåòi âèïàâ ãåðá, íà äðóãié� ðåøêà, à ïðè äðóãîìó � íà îáîõ ìîíåòàõ âèïàëè ãåð-áè. Åëåìåíòàðíi ïîäi¨ ðiâíîéìîâiðíi (ìîíåòè ñèìåòðè÷íi),iìîâiðíiñòü êîæíî¨ ç íèõ äîðiâíþ¹ 1/16.Îá÷èñëèâøè Pζ(i, j) äëÿ êîæíî¨ ïàðè (i, j), îäåðæèìîðîçïîäië ζ = (ξ, η) (äèâ. òàáë. 5.1.2).Íàïðèêëàä,

Pζ(1, 1) = P{ζ = (1, 1)} = P{(ξ, η) = (1, 1)} =
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= P{ω : (ξ(ω), η(ω)) = (1, 1)} =

= P{����, ����, ����, ����} =

= P (����) + P (����) + P (����) + P (����) =
= 1/16 + 1/16 + 1/16 + 1/16 = 1/4.Òà á ë è ö ÿ 5.1.2. �îçïîäië ζ = (ξ, η)Çíà÷åí- Çíà÷åííÿ ηíÿ ξ 0 1 20 1/16 1/8 1/161 1/8 1/4 1/82 1/16 1/8 1/16Çà ðîçïîäiëîì Pζ(i, j), i, j = 0, 1, 2, âèïàäêîâî¨ âåëè-÷èíè ζ = (ξ, η) çàâæäè ìîæíà çíàéòè ðîçïîäië áóäü-ÿêî¨�óíêöi¨ âiä íå¨ (äèâ. (5.1.2)), çîêðåìà, ðîçïîäië

g(ζ) = g(ξ, η) = min{ξ, η}.Äëÿ B = {k}, k = 0, 1, 2, ìà¹ìî:
P{min{ξ, η} = k} =

∑

(i,j):min(i,j)=k

Pζ(i, j).Íàïðèêëàä, êîëè k = 0

P{min{ξ, η} = 0} =
∑

(i,j):min(i,j)=0

Pζ(i, j) =

= Pζ(0, 0) + Pζ(0, 1) + Pζ(0, 2) + Pζ(1, 0) + Pζ(2, 0) =

= 1/16 + 1/8 + 1/16 + 1/8 + 1/16 = 7/16.Àíàëîãi÷íî
P{min{ξ, η} = 1} = 1/2, P{min{ξ, η} = 2} = 1/16.Îòæå, ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè min{ξ, η} ¹
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xi 0 1 2

Pg(ζ)(xi) 7/16 8/16 1/16Íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Âèïàäêîâi âåëè-÷èíè ξ i η íàçèâàòèìåìî íåçàëåæíèìè, ÿêùî äëÿ âñiõìîæëèâèõ çíà÷åíü xi, yj âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η
Pξη(xi, yj) = Pξ(xi)Pη(yj). (5.1.3)(�îçïîäië Pξη, äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (5.1.3),íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì ðîçïîäiëiâ Pξ i Pη .) Iíàêøå êàæó-÷è, âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íåçàëåæíi, ÿêùî ¨õíié ñïiëü-íèé ðîçïîäië äîðiâíþ¹ äîáóòêîâi ðîçïîäiëiâ ξ i η.Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ1, ξ2, . . . , ξn íàçèâàòèìåìî íåçà-ëåæíèìè, ÿêùî ¨õíié ñïiëüíèé ðîçïîäië äîðiâíþ¹ äîáóò-êîâi ðîçïîäiëiâ ξ1, ξ2, . . . , ξn.Ôóíêöi¨ âiä íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ¹ íåçà-ëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè.Ïðèì i ò ê à. Iíòó¨òèâíî, âèïàäêîâi âåëè÷èíè íåçàëåæ-íi, ÿêùî ií�îðìàöiÿ ïðî çíà÷åííÿ, íàáóòå îäíi¹þ âèïàä-êîâîþ âåëè÷èíîþ, íå çìiíþ¹ ïðîãíîç ïîÿâè çíà÷åíü, ùîíàáóâàþòüñÿ iíøîþ.Ïðèêëàä 5.1.3. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âè-ïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ðîçïîäië

P{ξl = k} =
λk

k!
e−λ, λ > 0, k = 0, 1, . . . (l = 1, 2, . . . , n).Âèïèñàòè ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1,

ξ2, . . . , ξn.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çà ðîçïîäiëàìè Pξ1 , Pξ2 , . . . , Pξn íåçà-ëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2 . . . , ξn ¨õíié ñïiëüíèéðîçïîäië
Pξ(k1, k2, . . . , kn) = P{ξ1 = k1, ξ2 = k2, . . . , ξn = kn}îäåðæó¹ìî ÿê äîáóòîê ðîçïîäiëiâ öèõ âèïàäêîâèõ âåëè-÷èí:

Pξ(k1, k2, . . . , kn) =
n∏

i=1

Pξi(ki) =
n∏

i=1

λki

ki!
e−λ =
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=
λ

n∑

i=1
ki

k1!k2! . . . kn!
e−nλ; k1 = 0, 1, . . . ; k2 = 0, 1, . . . ;

. . . ; kn = 0, 1, . . .5.2 Äèñêðåòíi ðîçïîäiëè íà R
1Âèïðîáóâàííÿ Áåðíóëëi. Áiíîìíèé ðîçïîäië,ïóàññîíiâ ðîçïîäië. Ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïðî-áóâàíü (åêñïåðèìåíòiâ) ç äâîìà íàñëiäêàìè (�óñïiõ�, �íå-âäà÷à�) òà éìîâiðíiñòþ óñïiõó, ÿêà íå çìiíþ¹òüñÿ âiä âè-ïðîáóâàííÿ äî âèïðîáóâàííÿ, íàçèâà¹òüñÿ âèïðîáóâàííÿ-ìè Áåðíóëëi.Ïðîñòið Ω íàñëiäêiâ ó n âèïðîáóâàííÿõ Áåðíóëëi óòâî-ðþþòü ïîñëiäîâíîñòi ω = (1, 0, 1, . . . , 1) çàâäîâæêè n, ñêëà-äåíi ç 1 i 0 (1 iíòåðïðåòó¹ìî ÿê óñïiõ, 0 � ÿê íåâäà÷ó).Iìîâiðíiñòü íàñëiäêó ω îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

P (ω) = pµ(ω)(1− p)n−µ(ω) (0 < p < 1),äå µ(ω) � ÷èñëî îäèíèöü ó ïîñëiäîâíîñòi ω, p � iìîâið-íiñòü óñïiõó â îäíîìó âèïðîáóâàííi (äàëi ìè òàêîæ âè-êîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ q = 1 − p). Ïàðà {Ω, P}¹ éìîâiðíiñíèì ïðîñòîðîì n âèïðîáóâàíü Áåðíóëëi.Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ áiíîìíèé ðîç-ïîäië ç ïàðàìåòðàìè (n; p), ÿêùî
Pξ(k) = Ck

np
k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n. (5.2.1)Äàëi Ck

np
k(1 − p)n−k ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Bn;p(k) (äëÿ

k ≥ n+ 1 ââàæàòèìåìî, ùî Bn;p(k) = 0).×èñëî ξ óñïiõiâ ó n âèïðîáóâàííÿõ Áåðíóëëi ç iìî-âiðíiñòþ óñïiõó p â îäíîìó âèïðîáóâàííi ìà¹ áiíîìíèéðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (n; p).Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ïóàññîíiâ ðîç-ïîäië (ðîçïîäië Ïóàññîíà) ç ïàðàìåòðîì λ (λ > 0), ÿêùî
Pξ(k) =

λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . (5.2.2)



58 �ëàâà 5. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ...Ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü îá÷èñëþâàòè
Bn;p(k), êîëè n i k âåëèêi (ñîòíi é òèñÿ÷i). Ïðè öüîìó,ÿê ïðàâèëî, êîðèñòóþòüñÿ òåîðåìîþ Ïóàññîíà (êîëè nâåëèêå, à p ìàëå) i òåîðåìîþ Ìóàâðà�Ëàïëàñà.Òåîðåìà Ïóàññîíà. ßêùî np → λ (λ > 0), êîëè
n→ ∞, òî äëÿ êîæíîãî �iêñîâàíîãî k, k = 0, 1, 2, . . .

lim
n→∞

Bn;p(k) =
λk

k!
e−λ. (5.2.3)Iç òåîðåìè Ïóàññîíà âèïëèâà¹, ùî äëÿ âåëèêèõ n iìàëèõ p ïóàññîíiâ ðîçïîäië ¹ õîðîøîþ àïðîêñèìàöi¹þ äëÿáiíîìíîãî ðîçïîäiëó.Â óìîâàõ òåîðåìè Ïóàññîíà ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

∞∑

k=0

∣
∣
∣
∣
Bn;p(k)−

λk

k!
e−λ

∣
∣
∣
∣
≤ 2λmin{2, λ}

n(çà Þ. Â. Ïðîõîðîâèì).Òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà. ßêùî npq → ∞, êîëè
n→ ∞, òî äëÿ m, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∣
∣
∣
∣

m− np√
npq

∣
∣
∣
∣
≤ C

(C � äîâiëüíà, àëå �iêñîâàíà êîíñòàíòà),
lim
n→∞

Bn;p(m)
/ 1√

2πnpq
exp

{

−1

2

(
m− np√
npq

)2
}

= 1.(5.2.4)Iíòåãðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëà-ñà. Íåõàé m � ÷èñëî óñïiõiâ ó n âèïðîáóâàííÿõ Áåðíóëëiç iìîâiðíiñòþ óñïiõó p â îäíîìó âèïðîáóâàííi. Äëÿ äî-âiëüíèõ x1 < x2

lim
n→∞

P

{

x1 <
m− np√
npq

< x2

}

=
1√
2π

x2∫

x1

exp

{

− t
2

2

}

dt.(5.2.5)
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1 59�åîìåòðè÷íèé ðîçïîäië.Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì p (p > 0), ÿêùî

Pξ(k) = (1− p)kp, k = 0, 1, . . . (5.2.6)×èñëî âèïðîáóâàíü äî ïåðøîãî óñïiõó â ïîñëiäîâíîñòiíåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü ç iìîâiðíiñòþ óñïiõó p â êîæíî-ìó ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì p (p > 0).Âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïîäië. Âèïàäêîâà âåëè÷è-íà ξ ìà¹ âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (r; p),ÿêùî
Pξ(k) = Cr−1

k+r−1p
r(1− p)k, k = 0, 1, . . . (5.2.7)×èñëî íåâäà÷ äî r-ãî óñïiõó â ïîñëiäîâíîñòi íåçàëåæ-íèõ âèïðîáóâàíü ç iìîâiðíiñòþ óñïiõó p ó êîæíîìó âè-ïðîáóâàííi ìà¹ âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåò-ðàìè (r; p).Çàçíà÷èìî, ùî êîëè r = 1, âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïî-äië ñïiâïàäà¹ ç ãåîìåòðè÷íèì.�iïåðãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië. Âèïàäêîâà âåëè÷è-íà ξ ìà¹ ãiïåðãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè

(N,M,n), n ≤M,n ≤ N −M , ÿêùî
Pξ(m) = PN,M,n(m) =

Cm
MC

n−m
N−M

Cn
N

, (5.2.8)
m = 0, 1, . . . , n.Íåõàé â óðíi ìiñòèòüñÿ N êóëü, ñåðåä íèõ M � ái-ëi, ðåøòà (N − M) � ÷îðíi. ×èñëî áiëèõ êóëü ñåðåä n
(n ≤ M, n ≤ N − M) íàâìàííÿ âèáðàíèõ ç óðíè ìà¹ãiïåðãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (N,M,n).Êîëè N,M → ∞ òàê, ùî M/N → p (0 < p < 1), òî

PN,M,n(m) → Cm
n p

m(1− p)n−m, m = 0, 1, . . . , n.



60 �ëàâà 5. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ...5.3 Çàäà÷iÀÇ: 5.3◦, 5.8(1â), 5.8(2¹), 5.8(3á), 5.13, 5.29, 5.30.ÑÇ: 5.1◦, 5.4◦, 5.8(1á), 5.8(2ç), 5.14, 5.18, 5.31, 5.40.5.1◦. Ïiäêèäàþòü ñèìåòðè÷íèé ãðàëüíèé êóáèê. Íå-õàé ξ � ÷èñëî î÷îê, ùî âèïàëè ïðè öüîìó. Çíàéòè ðîçïî-äië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = sin π3 ξ.5.2◦. �ðàëüíèé êóáèê âèãîòîâëåíî òàê, ùî éìîâið-íiñòü âèïàäàííÿ ãðàíi ïðîïîðöiéíà ÷èñëó î÷îê íà íié.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = sign
(

cos π3 ξ
),äå ξ � ÷èñëî î÷îê, ùî âèïàëè íà ãðàëüíîìó êóáèêó.5.3◦. Ç óðíè, â ÿêié ìiñòèòüñÿ 3 áiëi é 2 ÷îðíi êóëi,ïåðåêëàëè äâi êóëi äî óðíè, â ÿêié ¹ 1 áiëà é 2 ÷îðíi êóëi.Ïîòiì ç äðóãî¨ óðíè áåðóòü 2 êóëi. Íåõàé ξ � ÷èñëî áiëèõêóëü ñåðåä íèõ. Çíàéòè ðîçïîäië ξ.5.4◦. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè-÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðà-ìåòðîì p :

P{ξl = k} = Pξl(k) = (1− p)kp, k = 0, 1, 2, . . . ;

l = 1, 2, . . . , n.Çíàéòè ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2,
. . . , ξn.5.5◦. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè-÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè
(m, p) :

P{ξl = k} = Ck
mp

k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m;

l = 1, 2, . . . , n.Çíàéòè ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2,
. . . , ξn.5.6∗. Íåõàé ξj = ξj(ω), j = 1, 2, . . . , n, � íåçàëåæíiâèïàäêîâi âåëè÷èíè, äëÿ ÿêèõ
P{ξj > 0} = p, P{ξj < 0} = q, P{ξj = 0} = f, p+q+f = 1,

j = 1, 2, . . . , n;
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s � êiëüêiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ñåðåä ξj , j = 1, 2, . . . , n,âiäìiííèõ âiä íóëÿ, à µ � ÷èñëî äîäàòíèõ ñåðåä ξj , j =
= 1, 2, . . . , n.Çíàéòè ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ âåëè÷èí µ òà s.5.7. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó ïiäêèäàííiïàðè ñèìåòðè÷íèõ ãðàëüíèõ êóáèêiâ. Ïîáóäóâàòè éìîâið-íiñíèé ïðîñòið {Ω, P} öüîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó.Íåõàé ζ = (ξ, η) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà íà {Ω, P} çi çíà-÷åííÿìè â R

2, äå ξ � ÷èñëî î÷îê íà ïåðøîìó ãðàëüíîìóêóáèêó, η � íà äðóãîìó. Çíàéòè ñïiëüíèé ðîçïîäië âè-ïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η (ðîçïîäië âåêòîðíî¨ âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè ζ = (ξ, η)). Äîâåñòè, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i
η � íåçàëåæíi.5.8. Ïiäêèäàþòü ïàðó ñèìåòðè÷íèõ ãðàëüíèõ êóáèêiâi ðîçãëÿäàþòü âèïàäêîâó âåëè÷èíó ζ = (ξ, η), äå ξ � ÷èñ-ëî î÷îê íà ïåðøîìó ãðàëüíîìó êóáèêîâi, η � íà äðóãîìó.1. Çíàéòè ðîçïîäiëè:à) max{ξ, η};á) min{ξ, η};â) ξ + η.2. Îá÷èñëèòè:à) P{ξ ≤ 2,max{ξ, η} ≥ 4};á) P{max{ξ, η} ≥ 4};â) P{|η − ξ| ≥ 3};ã) P{4 ≤ ξ + η ≤ 6};ä) P{ξ ≤ 1,max{ξ, η} ≥ 3};å) P{max{ξ, η} ≤ 4};¹) P{min{ξ, η} ≤ 1,max{ξ, η} ≥ 5};æ) P{max{ξ, η} ≥ 3};ç) P{ξ ≥ 2,max{ξ, η} ≥ 3}.3. Çíàéòè ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ âåëè÷èí:à) ξ i ξ+η; ÷è ¹ âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i ξ+η íåçàëåæ-íèìè?á) ξ i max{ξ, η}; ÷è ¹ âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i max{ξ, η}íåçàëåæíèìè?â) ξ i min{ξ, η}; ÷è ¹ âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i min{ξ, η}íåçàëåæíèìè?5.9. Ïiäêèäàþòü ïàðó ñèìåòðè÷íèõ ìîíåò i ñèìåòðè÷-íèé ãðàëüíèé êóáèê.



62 �ëàâà 5. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ...Çàïðîïîíóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü (iìîâiðíiñíèéïðîñòið {Ω, P}) öüîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó.Íåõàé ζ = (ξ, η) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà íà {Ω, P} çiçíà÷åííÿìè â R
2, äå ξ � ÷èñëî ãåðáiâ, ÿêi âèïàëè íà ïàðiìîíåò, η � ÷èñëî î÷îê íà ãðàíi ãðàëüíîãî êóáèêà.Çíàéòè ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ïåðåëi÷åíèõ óçàäà÷i 5.8, îá÷èñëèòè éìîâiðíîñòi, âiäïîâiñòè íà ïèòàííÿ.5.10. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíèç ðîçïîäiëàìè

P{ξ = xk} = ak, P{η = xk} = bk, k = 1, 2, . . . , n.Îá÷èñëèòè P{ξ = η}.5.11. Çà ñïiëüíèì ðîçïîäiëîì âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
ξ i η, çàäàíèì òàáëèöåþ 5.3.3, çíàéòè ðîçïîäiëè âèïàä-êîâèõ âåëè÷èí, ïåðåëi÷íèõ ó çàäà÷i 5.8, îá÷èñëèòè éìî-âiðíîñòi âiäïîâiäíèõ ïîäié.Òà á ë è ö ÿ 5.3.3. Ñïiëüíèé ðîçïîäië ξ i ηÇíà÷åí- Çíà÷åííÿ ηíÿ ξ 1 2 3 4 5 6 7 81 1/16 1/32 0 1/32 1/32 1/32 1/32 1/322 1/32 1/16 1/32 0 1/32 1/32 1/32 1/323 1/32 1/32 1/16 1/32 0 1/32 1/32 1/324 1/32 1/32 1/32 1/16 1/32 0 1/32 1/325.12. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíèç ðîçïîäiëàìè
P{ξ = i} = 1/(n+1), P{η = i} = 1/(n+1), i = 0, 1, . . . , n.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ξ + η.5.13. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêiìàþòü ðîçïîäië Ïóàññîíà âiäïîâiäíî ç ïàðàìåòðàìè λ i µ.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ξ + η.



5.3. Çàäà÷i 635.14. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêiìàþòü ðîçïîäië Ïóàññîíà âiäïîâiäíî ç ïàðàìåòðàìè λ i µ.Äîâåñòè, ùî óìîâíèì ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-íè ξ çà óìîâè ξ+η = n ¹ áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè
(n, λ/(λ+ µ)), òîáòî
P{ξ = k/ξ + η = n} = Ck

n

(
λ

λ+ µ

)k (

1− λ

λ+ µ

)n−k

,

k = 0, 1, . . . , n.5.15.Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi ãåîìåòðè÷íî ðîçïîäiëåíiç ïàðàìåòðîì p âèïàäêîâi âåëè÷èíè:
P{ξ = k} = p(1− p)k, P{η = k} = p(1− p)k, k = 0, 1, . . .Çíàéòè ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i
max{ξ, η}; ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè max{ξ, η}.5.16. Ïiäêèäàþòü äâà ãðàëüíi êóáèêè. Íåõàé ξ � âè-ïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà äîðiâíþ¹ íóëåâi, ÿêùî íà ïåðøîìóêóáèêó âèïàäà¹ ÷èñëî î÷îê, ìåíøå íiæ 3, i îäèíèöi � ó ñó-ïðîòèâíîìó ðàçi; η � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ùî äîðiâíþ¹÷èñëó î÷îê íà äðóãîìó êóáèêîâi.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ξ + η.5.17. Ïiäêèäàþòü ñèìåòðè÷íi ìîíåòè: îäíà âàðòiñòþ25 êîï. i äâi âàðòiñòþ 50 êîï.; ξ1 � ÷èñëî ãåðáiâ, ùî âè-ïàëî íà ìîíåòi âàðòiñòþ 25 êîï., à ξ2 � íà äâîõ ìîíåòàõâàðòiñòþ 50 êîï. Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
η = (ξ1, ξ2).5.18∗. Äîâåñòè, ùî êîëè êîæíà ç íåçàëåæíèõ âèïàä-êîâèõ âåëè÷èí ξ1 i ξ2 ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië, òî iâèïàäêîâà âåëè÷èíà η = min{ξ1, ξ2} ìà¹ ãåîìåòðè÷íèéðîçïîäië. Çíàéòè ïàðàìåòð öüîãî ðîçïîäiëó, ÿêùî ïàðà-ìåòðè ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1 i ξ2 äîðiâíþþòüâiäïîâiäíî p1 i p2.5.19◦. Ñèìåòðè÷íèé ãðàëüíèé êóáèê ïiäêèäàþòü 5 ðà-çiâ. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî: 1) äâi÷i ç'ÿâèòüñÿ ÷èñ-ëî î÷îê, êðàòíå òðüîì; 2) áiëüøå íiæ äâà ðàçè ç'ÿâèòüñÿ÷èñëî î÷îê, êðàòíå òðüîì.5.20◦. Ïàðó ñèìåòðè÷íèõ ãðàëüíèõ êóáèêiâ ïiäêèäà-þòü 6 ðàçiâ. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íà îáîõ êó-áèêàõ òðè÷i âèïàäå îäíàêîâå ÷èñëî î÷îê.



64 �ëàâà 5. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ...5.21◦. Ñèìåòðè÷íèé ãðàëüíèé êóáèê ïiäêèäàþòü 6 ðà-çiâ. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî òðè÷i âèïàäå ïàðíå÷èñëî î÷îê.5.22. Ïiä ÷àñ òåõíi÷íîãî êîíòðîëþ âèðîáiâ êîæåí çíèõ, íåçàëåæíî âiä iíøèõ, ìîæå ç iìîâiðíiñòþ p âèÿâèòè-ñÿ äå�åêòíèì.1. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ç 10 ïåðåâiðåíèõ âèðîáiâòiëüêè îäèí âèÿâèòüñÿ äå�åêòíèì?2. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðøèì äå�åêòíèì âè-ðîáîì âèÿâèòüñÿ k-é ïåðåâiðåíèé âèðiá.3. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàñòóïíi 10 âèðîáiâ âè-ÿâëÿòüñÿ ñòàíäàðòíèìè, çà óìîâè, ùî ïîïåðåäíi l âèðîáiâáóëè ñòàíäàðòíèìè. ×è çàëåæèòü öÿ éìîâiðíiñòü âiä l?5.23∗ (çàäà÷à Áàíàõà). Ìàòåìàòèê íîñèòü iç ñîáîþäâi êîðîáêè ñiðíèêiâ. Ùîðàçó, êîëè éîìó ïîòðiáåí ñiðíèê,âií íàâìàííÿ áåðå îäíó ç êîðîáîê. Êîëèñü íàñòàíå òàêèéìîìåíò, ùî âèéíÿòà êîðîáêà âèÿâèòüñÿ ïîðîæíüîþ. Çíà-éòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî iíøà (äðóãà) êîðîáêà ìiñòèòü
r ñiðíèêiâ, ïðèïóñêàþ÷è, ùî ñïî÷àòêó êîæíà ç êîðîáîêìiñòèòü ïî N (N ≥ r) ñiðíèêiâ.5.24. Çíàéòè éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïðèíàéìíi:à) îäíi¹¨ øiñòêè ïðè ïiäêèäàííi 6 ãðàëüíèõ êóáèêiâ;á) äâîõ øiñòîê ïðè ïiäêèäàííi 12 ãðàëüíèõ êóáèêiâ;â) òðüîõ øiñòîê ïðè ïiäêèäàííi 18 ãðàëüíèõ êóáèêiâ.5.25◦. Ñèìåòðè÷íó ìîíåòó ïiäêèäàþòü 10 ðàçiâ. Çíàé-òè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ � ÷èñëà ãåðáiâ, ùîâèïàëè.5.26◦. Ñèìåòðè÷íèé ãðàëüíèé êóáèê ïiäêèäàþòü 10ðàçiâ. Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ � ÷èñëàòðiéîê, ùî âèïàëè.5.27◦. Ïàðó ñèìåòðè÷íèõ ìîíåò ïiäêèäàþòü òðè÷i,
ξ � ÷èñëî òèõ ïiäêèäàíü, ïðè ÿêèõ íà îáîõ ìîíåòàõ ç'ÿ-âèâñÿ ãåðá. Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.5.28. Ùî éìîâiðíiøå, âèãðàòè ó ãðàâöÿ, îäíàêîâîãîçà ñèëîþ (ãðà âåäåòüñÿ áåç íi÷è¨õ):1) 4 ïàðòi¨ ç 8 ÷è 3 ç 5?2) 3 ïàðòi¨ ç 6 ÷è 2 ç 4?3) 3 ïàðòi¨ ç 4 ÷è 5 ç 8?4) íå ìåíøå íiæ 3 ïàðòi¨ ç 4 ÷è íå ìåíøå íiæ 5 ç 8?5) íå áiëüøå íiæ n ïàðòié ç 2n ÷è áiëüøå íiæ n ïàðòiéç 2n?



5.3. Çàäà÷i 656) íå áiëüøå íiæ n ïàðòié ç 2n + 1 ÷è áiëüøå íiæ nïàðòié ç 2n?5.29. Çíàéòè ðîçïîäië ñóìè η = ξ1 + ξ2 + . . . + ξr íå-çàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ãåîìåò-ðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì p.5.30. Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî â äîâiäêîâå áþðî ïðîòÿãîìãîäèíè çâåðíåòüñÿ k îñiá, äîðiâíþ¹
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . ,(λ > 0). Äëÿ êîæíî¨ ëþäèíè éìîâiðíiñòü âiäìîâè äîðiâ-íþ¹ p. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âïðîäîâæ ãîäèíè sîñiá íå îòðèìàþòü âiäïîâiäi íà ñâî¹ ïèòàííÿ.5.31. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà êîìàõà ç iìîâiðíiñòþ

λk

k!
e−λ âiäêëàäà¹ k (k = 0, 1, . . .) ÿ¹öü. Iìîâiðíiñòü ïîÿâèêîìàõè ç ÿéöÿ äîðiâíþ¹ p. Ïðèïóñêàþ÷è âçà¹ìíó íåçà-ëåæíiñòü ïîÿâè êîìàõ ç ÿ¹öü, çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî,ùî ïîòîìñòâî êîìàõè ñòàíîâèòèìå i îñîáèí.5.32. Â åêñïåðèìåíòàõ íà çóñòði÷íèõ åëåêòðîííî-ïî-çèòðîííèõ ïó÷êàõ iìîâiðíiñòü òîãî, ùî çà îäèíèöþ ÷àñóâiäáóäåòüñÿ j çiòêíåíü, ÿêi ñóïðîâîäæóâàòèìóòüñÿ íàðîä-æåííÿì íîâèõ åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê, ñòàíîâèòü

pj =
λj

j!
e−λ, j = 0, 1, . . . ,

λ � äîäàòíèé ïàðàìåòð. Ïiä ÷àñ êîæíîãî çiòêíåííÿ ó ðå-çóëüòàòi âçà¹ìîäi¨ ìîæóòü âèíèêíóòè ðiçíi ãðóïè åëåìåí-òàðíèõ ÷àñòèíîê, iìîâiðíiñòü ïîÿâè êîæíî¨ ãðóïè ñòàëà iíå çàëåæèòü âiä ðåçóëüòàòiâ âçà¹ìîäi¨ ïðè iíøèõ çiòêíåí-íÿõ. Çà îäíó ç òàêèõ ãðóï ðîçãëÿíåìî ïàðó µ-ìåçîíiâ iïîçíà÷èìî ÷åðåç p éìîâiðíiñòü ¨õ ïîÿâè ïðè îäíîìó çiò-êíåííi. Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè � êiëüêîñ-òi ïàð íàðîäæåíèõ µ-ìåçîíiâ.5.33. Àâòîìàòè÷íà òåëå�îííà ñòàíöiÿ A íà 500 àáî-íåíòiâ ìà¹ áóòè ç'¹äíàíà ç òåëå�îííîþ ñòàíöi¹þ B. Âi-äîìî, ùî êiëüêiñòü çàïèòiâ çâ'ÿçêó àáîíåíòiâ òåëå�îííî¨ñòàíöi¨ ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà.ßêùî ïàðàìåòð ïóàññîíîâîãî ðîçïîäiëó: à) λ = 5;á) λ = 8; â) λ = 10, òî ÿêèì ìà¹ áóòè ìiíiìàëüíå ÷èñ-



66 �ëàâà 5. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ...ëî ëiíié çâ'ÿçêó ñòàíöi¨ A çi ñòàíöi¹þ B, ùîá iìîâiðíiñòüâiäìîâ íå ïåðåâèùóâàëà 0,01; 0,02; 0,05?5.34. Òåàòð, ùî âìiùó¹ 1000 ÷îëîâiê, ìà¹ äâà ðiçíiâõîäè. Áiëÿ êîæíîãî ç íèõ ¹ ãàðäåðîá. Êiëüêiñòü ìiñöü óãàðäåðîáàõ îäíàêîâà.ßêà ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü ìiñöü ìà¹ áóòè â ãàðäåðîáàõ,ùîá ó ñåðåäíüîìó â 9 âèïàäêàõ iç 10 óñi ãëÿäà÷i ìîãëè ðîç-äÿãòèñÿ ó ãàðäåðîái òîãî âõîäó, ÷åðåç ÿêèé âîíè óâiéøëè?�îçãëÿíüòå äâà âèïàäêè: à) ãëÿäà÷i ïðèõîäÿòü ïàðàìè;á) ãëÿäà÷i ïðèõîäÿòü ïîîäèíöi. Ïðèïóñòiòü, ùî ãëÿäà÷iâèáèðàþòü âõîäè ç îäíàêîâèìè éìîâiðíîñòÿìè.5.35. Íåõàé ξ � äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíàç ðîçïîäiëîì
xi x1 x2 . . . xn

Pξ(xi) p1 p2 . . . pnÄëÿ êîæíîãî x ∈ (−∞,∞) îá÷èñëèòè P{ξ < x}. Ïî-áóäóâàòè ãðà�iê �óíêöi¨ F (x) = P{ξ < x}, x ∈ (−∞,∞).ßêèõ çíà÷åíü íàáóâà¹ F (x)? Äîñëiäèòè �óíêöiþ F (x) íàìîíîòîííiñòü i íåïåðåðâíiñòü.5.36∗. Äîâåñòè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ãåîìåò-ðè÷íèé ðîçïîäië òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî n,
n = 1, 2, . . . , ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

P{ξ = n+m/ξ ≥ n} = P{ξ = m}, m = 0, 1, . . .(âëàñòèâiñòü âiäñóòíîñòi ïiñëÿäi¨ ãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîäi-ëó).5.37. Äâî¹ ãðàâöiâ ïiäêèäàþòü ïî ÷åðçi ìîíåòó. Âè-ãðà¹ òîé, ó êîãî âïåðøå âèïàäå ãåðá. Çíàéòè éìîâiðíiñòü
pk òîãî, ùî ãðà çàêií÷èòüñÿ íà k-ìó ïiäêèäàííi. Ó ñêiëü-êè ðàçiâ áiëüøà éìîâiðíiñòü âèãðàøó äëÿ ãðàâöÿ, ÿêèéïî÷èíà¹ ïåðøèì?5.38. Äâî¹ îäíàêîâî öiëêèõ ñòðiëüöiâ ïî ÷åðçi ñòðiëÿ-þòü ó ìiøåíü. Êîæåí ìà¹ çðîáèòè íå áiëüøå äâîõ ïîñòði-ëiâ. Òîé, õòî ïåðøèì âëó÷èòü ó ìiøåíü, îòðèìà¹ ïðèç.1. ßêùî éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ p = 1/5, òî ùî éìîâið-íiøå: çäîáóäóòü ñòðiëüöi ïðèç ÷è íi?



5.3. Çàäà÷i 672. ×îìó äîðiâíþ¹ âiäíîøåííÿ éìîâiðíîñòi îòðèìàòèïðèç ïåðøèì ñòðiëüöåì äî éìîâiðíîñòi îòðèìàòè ïðèçäðóãèì, ÿêùî éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ ñòàíîâèòü p = 1/3i êiëüêiñòü ïîñòðiëiâ íå îáìåæó¹òüñÿ?5.39. Äëÿ åêñïåðèìåíòàëüíî¨ ïåðåâiðêè âëàñòèâîñòiñòiéêîñòi ÷àñòîòè â ðiçíèé ÷àñ áóëè ïðîâåäåíi òàêi äî-ñëiäè.1◦ Ìîíåòó ïiäêèíóëè 4040 ðàçiâ, ïðè öüîìó ãåðá âèïàâ2043 ðàçè (Áþ��îí).2◦ Ìîíåòó ïiäêèíóëè 12 000 ðàçiâ, ïðè öüîìó ÷àñòîòàâèïàäàííÿ ãåðáà ñòàíîâèëà 0,5016; â iíøîìó åêñïåðèìåí-òi ïðè ïiäêèäàííi ìîíåòè 24 000 ðàçiâ ÷àñòîòà âèïàäàííÿãåðáà ñòàíîâèëà 0,5005 (Ê. Ïiðñîí).Äëÿ êîæíîãî ç åêñïåðèìåíòiâ:à) çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â ðàçi ïîâòîðåííÿ åêñ-ïåðèìåíòó âiäõèëåííÿ ÷àñòîòè âiä 1/2 çà àáñîëþòíîþ âå-ëè÷èíîþ íå ïåðåâèùèòü âiäõèëåííÿ ÷àñòîòè âiä 1/2 â åêñ-ïåðèìåíòàõ, ïðîâåäåíèõ Áþ��îíîì i Ïiðñîíîì;á) ââàæàþ÷è, ùî ïîäiÿ, éìîâiðíiñòü ïîÿâè ÿêî¨ ñòàíî-âèòü 0,9999, ïðàêòè÷íî äîñòîâiðíà, çíàéòè òàêå íàéìåí-øå ε, ùî ïîäiÿ �÷àñòîòà çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ âiäõè-ëÿ¹òüñÿ âiä 1/2 ìåíøå íiæ íà ε� ¹ ïðàêòè÷íî äîñòîâiðíîþïîäi¹þ.5.40. Ó ñèìåòðè÷íîãî êóáèêà ãðàíi çàíóìåðîâàíi äâî-ìà îäèíèöÿìè, äâîìà äâiéêàìè i äâîìà òðiéêàìè.Ó êâàäðàòíîìó ðiâíÿííi
ξx2 + ηx+ ζ = 0

ξ, η, ζ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ðåçóëüòàòè òðüîõ ïîñëiäîâíèõ ïiä-êèäàíü êóáèêà. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ðiâíÿííÿ:1) ìà¹ äiéñíi êîðåíi; 2) ìà¹ ðàöiîíàëüíi êîðåíi; 3) íå ìà¹äiéñíèõ êîðåíiâ.5.41. Çà ðîçïîäiëîì
Pζ : (xk, yl) → Pζ(xk, yl)âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, η) çi çíà÷åííÿìè â R2 çíàéòèðîçïîäië ξ.5.42. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi öiëî÷èñëîâi âèïàäêîâiâåëè÷èíè ç ðîçïîäiëàìè



68 �ëàâà 5. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ...
P{ξ = k} = pk, k = 0, 1, . . . ; P{η = l} = ql, l = 0, 1, . . .Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ξ + η.5.43. Íåõàé ξ � ïóàññîíîâà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ïà-ðàìåòðîì λ. Äëÿ êîæíîãî x îá÷èñëèòè P{ξ < x}. Ïîáó-äóâàòè ãðà�iê �óíêöi¨

F (x) = P{ξ < x}.5.44. Ñèìåòðè÷íó ìîíåòó ïiäêèäàþòü 10 ðàçiâ. ßê âi-äîìî, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ãåðá âèïàäå 4 ðàçè, äîðiâíþ¹
B10;1/2(4) = C4

10(1/2)
10.À ÷îìó äîðiâíþ¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðè ïîñëiäîâíîìóïiäêèäàííi ìîíåòè äëÿ ïîÿâè 4-õ ãåðáiâ, ìîíåòó íåîáõiäíîïiäêèíóòè 10 ðàçiâ?5.45.Íàâåñòè ïðèêëàä äèñêðåòíîãî éìîâiðíiñíîãî ïðî-ñòîðó {Ω, P} i âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ = ξ(ω), η = η(ω) íàíüîìó òàêèõ, ùî ðîçïîäiëè Pξ i Pη âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξi η ñïiâïàäàþòü, àëå ξ 6= η ó êîæíié òî÷öi ω ∈ Ω.5.46◦. Òðè÷i ïiäêèäàþòü ìîíåòó, iìîâiðíiñòü ïîÿâè ãåð-áà ÿêî¨ ñòàíîâèòü 1/3; ξ � ÷èñëî ãåðáiâ, ùî ïðè öüîìóâèïàëè. Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.5.47. �ðàëüíèé êóáèê, iìîâiðíiñòü âèïàäiííÿ øiñòêèÿêîãî äîðiâíþ¹ p, ïîñëiäîâíî ïiäêèäàþòü n ðàçiâ. Iìîâið-íiñòü òîãî, ùî øiñòêà âèïàäå r ðàçiâ, äîðiâíþ¹

Bn;p(r) = Cr
np

r(1− p)n−r.À ÿêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðè ïîñëiäîâíîìó ïiäêèäàííiãðàëüíîãî êóáèêà äëÿ ïîÿâè r øiñòîê êóáèê íåîáõiäíîïiäêèíóòè n ðàçiâ?



�ëàâà 6Ìàòåìàòè÷íåñïîäiâàííÿ äèñêðåòíî¨âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè6.1 Îçíà÷åííÿ, âëàñòèâîñòi,îá÷èñëåííÿÂèïàäêîâà âåëè÷èíà îïèñó¹òüñÿ ñâî¨ì ðîçïîäiëîì
Pξ : xi → Pξ(xi) = P{ξ = xi}.�îçïîäië çàäà¹ çíà÷åííÿ, ÿêèõ íàáóâà¹ âèïàäêîâà âåëè-÷èíà i éìîâiðíîñòi, ç ÿêèìè öi çíà÷åííÿ íàáóâàþòüñÿ. Ií-�îðìàöiþ ïðî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ìè îòðèìó-¹ìî ç åêñïåðèìåíòó (íåçàëåæíèõ ñïîñòåðåæåíü âèïàäêî-âî¨ âåëè÷èíè). Àëå ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ îòðèìàòè ðîçïî-äië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè áåçïîñåðåäíüî ç åêñïåðèìåíòóíå âäà¹òüñÿ. Òîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü îïèñóâàòè ðîçïî-äië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè õàðàêòåðèñòèêàìè, ÿêi, ìîæëè-âî, i íå çàâæäè ïîâíiñòþ îïèñóþòü ðîçïîäië, àëå äàþòüäîñèòü äîáðå óÿâëåííÿ ïðî íüîãî i ÿêi ìîæíà îöiíèòè çàåêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè. Òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè,çîêðåìà, ¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiÿ âèïàäêî-âî¨ âåëè÷èíè. (Äåÿêi ðîçïîäiëè ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàí-íÿì i äèñïåðñi¹þ îïèñóþòüñÿ ïîâíiñòþ.)Îçíà÷åííÿ.Ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿìMξ âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ξ(ω), çàäàíî¨ íà äèñêðåòíîìó éìîâið-69



70 �ëàâà 6. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿíiñíîìó ïðîñòîði {Ω, P}, íàçèâàòèìåìî ñóìó ðÿäó
Mξ =

∑

ω∈Ω
ξ(ω)P (ω),ÿêùî âií àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ.Âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.1. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ êîíñòàíòè äîðiâíþ¹ öiéñàìié êîíñòàíòi:

Mc = c (c− êîíñòàíòà).2. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ñóìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èíäîðiâíþ¹ ñóìi ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü öèõ âèïàäêîâèõâåëè÷èí:
M(ξ + η) =Mξ +Mη.3. Êîíñòàíòà âèíîñèòüñÿ çà çíàê ìàòåìàòè÷íîãî ñïî-äiâàííÿ:

Maξ = aMξ.4. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äîáóòêó íåçàëåæíèõ âè-ïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õíiõ ìàòåìàòè÷íèõñïîäiâàíü:
Mξη =MξMη.Îá÷èñëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè çà ¨¨ ðîçïîäiëîì. Çà ðîçïîäiëîì âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè çàâæäè ìîæíà îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷-íå ñïîäiâàííÿ �óíêöi¨ âiä íå¨ (ÿêùî òiëüêè âîíî iñíó¹).Òåîðåìà 6.1.1. Íåõàé ξ = ξ(ω) � âèïàäêîâà âåëè÷è-íà çi çíà÷åííÿìè â R
1, Pξ : xi → Pξ(xi) � ¨¨ ðîçïîäië,

g � �óíêöiÿ íà R
1 çi çíà÷åííÿìè â R

1.ßêùî ðÿä ∑
xi

g(xi)Pξ(xi) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, òî
Mg(ξ) =

∑

xi

g(xi)Pξ(xi), (6.1.1)çîêðåìà, ÿêùî ðÿä ∑
xi

xiPξ(xi) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, òî
Mξ =

∑

xi

xiPξ(xi). (6.1.2)



6.1. Îçíà÷åííÿ, âëàñòèâîñòi, îá÷èñëåííÿ 71Òåîðåìà ïðî îá÷èñëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ�óíêöi¨ âiä âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè çà ¨¨ ðîçïîäiëîì ìà¹ ìiñ-öå é äëÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çi çíà÷åííÿìè â R
n.ßêùî ðÿä

∑

x1,x2,...,xn

g(x1, x2, . . . , xn)Pξ(x1, x2, . . . , xn)çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, òî
Mg(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

=
∑

x1,x2,...,xn

g(x1, x2, . . . , xn)Pξ(x1, x2, . . . , xn), (6.1.3)äå Pξ : (x1, x2, . . . , xn) → Pξ(x1, x2, . . . , xn) � ðîçïîäië âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).Ïðèì i ò ê à. ×àñòî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ (ñåðåäí¹)âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè îçíà÷àþòü ðiâíiñòþ (6.1.2).Ïðèêëàä 6.1.1 . Íåõàé ξ � ÷èñëî î÷îê, ùî âèïà-äà¹ ïðè ïiäêèäàííi ãðàëüíîãî êóáèêà. Êóáèê âèãîòîâëåíîòàê, ùî ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹
xi 1 2 3 4 5 6

Pξ(xi) 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/2Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ξ.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çãiäíî ç (6.1.2)
Mξ = 1 · 1

10
+ 2 · 1

10
+ . . .+ 5 · 1

10
+ 6 · 1

2
= 4,5.Çàçíà÷èìî, ùî êîëè êóáèê ñèìåòðè÷íèé, òîáòî ðîçïî-äiëîì ξ ¹

xi 1 2 3 4 5 6
Pξ(xi) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6



72 �ëàâà 6. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿòî
Mξ = 1 · 1

6
+ 2 · 1

6
+ . . .+ 5 · 1

6
+ 6 · 1

6
= 3,5.Ïðèêëàä 6.1.2. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäiëÏóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ. Îá÷èñëèòè

M
1

ξ + 1
.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çà âiäîìèì ðîçïîäiëîì Pξ âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè ξ çàâæäè ìîæíà îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäi-âàííÿMg(ξ) �óíêöi¨ âiä ξ, ÿêùî âîíî iñíó¹ (äèâ. (6.1.1)).Ó äàíîìó ðàçi g(t) = 1/(1 + t), à âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξìà¹ ïóàññîíiâ ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ:

Pξ(k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .Òîìó

M
1

1 + ξ
=

∞∑

k=0

1

1 + k
Pξ(k) =

∞∑

k=0

1

1 + k

λk

k!
e−λ =

=
e−λ

λ

∞∑

k=0

λk+1

(1 + k)!
=
e−λ

λ
(eλ − 1) =

1− e−λ

λ
.Äèñïåðñiÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Äèñïåðñi¹þ Dξâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâàòèìåìî M(ξ −Mξ)2 (ÿêùî

M(ξ −Mξ)2 <∞ ), òîáòî
Dξ =M(ξ −Mξ)2.Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ äiñòà¹ìî
Dξ =Mξ2 − (Mξ)2. (6.1.4)Íàâåäåíi äàëi âëàñòèâîñòi äèñïåðñi¨ âèïëèâàþòü ç ¨¨îçíà÷åííÿ.



6.1. Îçíà÷åííÿ, âëàñòèâîñòi, îá÷èñëåííÿ 731. Äèñïåðñiÿ êîíñòàíòè äîðiâíþ¹ íóëåâi:
Dc = 0 (c− êîíñòàíòà).2.Êîíñòàíòà âèíîñèòüñÿ çà çíàê äèñïåðñi¨ ç êâàäðàòîì:

Daξ = a2Dξ.3. Äèñïåðñiÿ ñóìè íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èíäîðiâíþ¹ ñóìi ¨õíiõ äèñïåðñié:
D(ξ + η) = Dξ +Dη.Ïðèêëàä 6.1.3. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàí-íÿ é äèñïåðñiþ áiíîìíî ðîçïîäiëåíî¨ ç ïàðàìåòðàìè (n; p)âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. �îçïîäiëîì ξ ¹

P{ξ = k} = Pξ(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.Çãiäíî ç (6.1.2)
Mξ =

n∑

k=0

kPξ(k) =
n∑

k=0

kCk
np

k(1− p)n−k =

=

n∑

k=0

k
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k =

= np

n∑

k=1

(n− 1)!

(k − 1)!(n − k)!
pk−1(1− p)n−k.Ïîçíà÷èâøè k − 1 = s, îñòàííþ ñóìó ïåðåïèøåìî òàê:

np
n−1∑

s=0

(n− 1)!

s!((n − 1)− s)!
ps(1− p)(n−1)−s =

= np(p+ (1− p))n−1 = np.
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Mξ = np.Àíàëîãi÷íî

Mξ2 =

n∑

k=0

k2Ck
np

k(1− p)n−k = np(np− p+ 1).Çâiäñè
Dξ =Mξ2 − (Mξ)2 = np(np− p+ 1)− (np)2 = np(1− p).Ïðèêëàä 6.1.4. Ïiäêèäàþòü äâà ñèìåòðè÷íi ãðàëüíiêóáèêè. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåð-ñiþ ñóìè î÷îê, ùî âèïàëè.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé ξ � ÷èñëî î÷îê, ùî âèïàëè íàïåðøîìó ãðàëüíîìó êóáèêó, η � íà äðóãîìó, òîäi ζ =
= ξ + η � ñóìà î÷îê, ùî âèïàëè íà äâîõ êóáèêàõ. Êó-áèêè ñèìåòðè÷íi, òîìó ðîçïîäiëîì êîæíî¨ ç âèïàäêîâèõâåëè÷èí ξ i η ¹

xi 1 2 3 4 5 6
P (xi) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6Çâiäñè

Mζ =M(ξ + η) =Mξ +Mη = 7/2 + 7/2 = 7,

Dξ =Mξ2−(Mξ)2 = 12·1
6
+22·1

6
+. . .+62·1

6
−(7/2)2 = 35/12.À îñêiëüêè ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî

Dζ = D(ξ + η) = Dξ +Dη = 35/12 + 35/12 = 35/6.Çàçíà÷èìî, ùî áåçïîñåðåäí¹ îá÷èñëåííÿ ìàòåìàòè÷íî-ãî ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñi¨ ñóìè î÷îê áóëî á ãðîìiçäêèì.Îçíà÷åííÿ. Êîâàðiàöi¹þ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i ηíàçèâàòèìåìî âåëè÷èíó
cov(ξ, η) =M(ξ −Mξ)(η −Mη).



6.2. Çàäà÷i 75Îçíà÷åííÿ. Êîå�iöi¹íòîì êîðåëÿöi¨ âèïàäêîâèõ âå-ëè÷èí ξ i η íàçèâàòèìåìî âåëè÷èíó
r(ξ, η) =

M(ξ −Mξ)(η −Mη)√
Dξ

√
Dη

.ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η òàêi, ùî r(ξ, η) = 0, òî¨õ íàçèâàòèìåìî íåêîðåëüîâàíèìè.Òåîðåìà 6.1.2 (íåðiâíiñòü ×åáèøîâà). ßêùî
Dξ <∞, òî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0

P{|ξ −Mξ| ≥ ε} ≤ Dξ

ε2
.Ç íåðiâíîñòi ×åáèøîâà, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî êîëèäèñïåðñiÿ Dξ ìàëà, âåëèêi âiäõèëåííÿ (áiëüøi íiæ ε)âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âiä ñâîãî ñåðåäíüîãî çóñòði÷àþòüñÿçðiäêà.Òåîðåìà 6.1.3 (çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë). Íåõàé

ξ1, ξ2, . . . � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âå-ëè÷èíè ç ñåðåäíiì Mξi = a i ñêií÷åíèìè äèñïåðñiÿìè
Dξi <∞, i = 1, 2, . . . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0

P

{∣
∣
∣
∣
∣

1

n

n∑

i=1

ξi − a

∣
∣
∣
∣
∣
≥ ε

}

→ 0,êîëè n→ ∞.6.2 Çàäà÷iÀÇ: 6.1◦(1),6.2,6.4◦,6.5,6.16,6.18,6.21,6.27∗ , 6.31∗,6.32;ÑÇ: 6.3◦,6.6◦,6.13◦,6.15,6.17,6.20, 6.24◦,6.30,6.33.6.1◦. Ïiäêèäàþòü ñèìåòðè÷íó ìîíåòó i ïðàâèëüíèéãðàëüíèé êóáèê; ξ � ÷èñëî ãåðáiâ, η � ÷èñëî î÷îê, ùîïðè öüîìó âèïàëè.Îá÷èñëèòè:
1)M

1

ξ + 1
cos

π

6
η; 2)Meξ sin

π

6
η.



76 �ëàâà 6. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ6.2. Â óðíi ìiñòèòüñÿ 2 áiëi é 8 ÷îðíèõ êóëü. Ç óðíèíàâìàííÿ áåðóòü òðè êóëi. Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè ξ � ÷èñëà âèáðàíèõ áiëèõ êóëü; îá÷èñëèòè Mξòà Dξ.6.3◦. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè âiä-ïîâiäíî ç ðîçïîäiëàìè
xi 0 1 2 3 yj 0 1 2

Pξ(xi) 1/2 1/6 1/6 1/6 Pη(yj) 1/2 1/4 1/4Îá÷èñëèòè
M

ξ

η2 + 1
.6.4◦. Äâi÷i ïiäêèäàþòü ñèìåòðè÷íó ìîíåòó, ξ � ÷èñëîãåðáiâ, ùî ïðè öüîìó âèïàëè. Îá÷èñëèòè

M(−1)ξ sin
π

3
ξ.6.5. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàáóâà¹ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõçíà÷åíü. Äîâåñòè, ùî

Mξ =
∞∑

m=1

P{ξ ≥ m}.6.6◦. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè âiä-ïîâiäíî ç ðîçïîäiëàìè
xi 1 2 3 4 yj −1 0 1

Pξ(xi) 1/4 1/4 1/4 1/4 Pη(yj) 1/3 1/3 1/3Îá÷èñëèòè
Mη2 sin

(π

2
ξ
)

.



6.2. Çàäà÷i 776.7◦. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië
xi −2 −1 1 2

Pξ(xi) 1/4 1/4 1/4 1/4Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-íè η:
1) η = sin

π

ξ
; 2) η = ξ2|ξ|; 3) η = ξ sin

π

3
ξ.6.8◦. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië

xi −2 −1 1
Pξ(xi) 1/2 1/4 1/4Îá÷èñëèòè

Mξ22−ξ.6.9◦. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië
xi −1 1 2

Pξ(xi) 1/4 1/4 1/2Îá÷èñëèòè:
1)Mξ2 sin

π

3
ξ; 2)M2|ξ| cos2

π

12
ξ.6.10. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië

xi −2 −1 0 1
Pξ(xi) 1/4 1/4 1/6 1/3Çíàéòè:1) ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = |ξ|;2) ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ η.



78 �ëàâà 6. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ6.11◦. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië
xi −2 −1 1 2

Pξ(xi) 1/6 1/6 1/2 1/6Îá÷èñëèòè
Mξ sin2

π

12
ξ.6.12◦. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië

xi −2 −1 2
Pξ(xi) 1/2 1/4 1/4Îá÷èñëèòè:

1)M2|ξ| cos2
π

12
ξ; 2)Mξ2|ξ|.6.13◦. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíèâiäïîâiäíî ç ðîçïîäiëàìè

xi 0 1 2 3 yj −1 0 1
Pξ(xi) 1/2 1/6 1/6 1/6 Pη(yj) 1/4 1/2 1/4Îá÷èñëèòè

M
ξ + 1

η4 + 2
.6.14◦. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíèâiäïîâiäíî ç ðîçïîäiëàìè

xi 0 1 2 yj −1 0 1
Pξ(xi) 2/3 1/6 1/6 Pη(yj) 1/3 1/3 1/3



6.2. Çàäà÷i 79Îá÷èñëèòè
M
η4 − η

ξ + 1
.6.15. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàáóâà¹ çíà÷åíü

−n,−(n − 1), . . . ,−1, 0, 1, . . . , n − 1, n ç iìîâiðíîñòÿìè
1/(2n + 1). Îá÷èñëèòè: 1)Mξ; 2)M |ξ|.6.16. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíàç ïàðàìåòðîì λ. Îá÷èñëèòè: Mξ, Mξ2, Dξ.6.17. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ. Îá-÷èñëèòè:

1)M
ξ

1 + η
; 2)Mξη; 3)Dξη; 4)D(ξ + η).6.18. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïî-äië ç ïàðàìåòðîì p. Îá÷èñëèòè: Mξ, Mξ2, Dξ.6.19. Ñèìåòðè÷íèé ãðàëüíèé êóáèê ïiäêèäàþòü äîïåðøî¨ ïîÿâè øiñòêè.1. Ñêiëüêè ðàçiâ ó ñåðåäíüîìó íåîáõiäíî ïiäêèíóòè êó-áèê?2. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî áóäå âèêîíàíî íå áiëüøåäâîõ ïiäêèäàíü?6.20. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïî-äië ç ïàðàìåòðîì p. Îá÷èñëèòè:

1)Mxξ , |x| < 1; 2)Meitξ .6.21. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíàç ïàðàìåòðîì λ. Îá÷èñëèòè: 1)Mxξ, |x| < 1; 2)Meitξ .6.22◦. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåð-ñiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ � ÷èñëà ïîÿâè ïîäi¨ ó 100 íå-çàëåæíèõ âèïðîáóâàííÿõ, ó êîæíîìó ç ÿêèõ iìîâiðíiñòüïîäi¨ äîðiâíþ¹ 0,7.6.23◦. Òðè÷i ïiäêèäàþòü ìîíåòó, éìîâiðíiñòü ïîÿâèãåðáà ÿêî¨ ñòàíîâèòü 1/3. Íåõàé ξ � ÷èñëî ãåðáiâ, ùî ïðèöüîìó âèïàëè.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ. Îá÷èñëèòè
Mξ òà Dξ.



80 �ëàâà 6. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ6.24◦. Ñèìåòðè÷íó ìîíåòó ïiäêèäàþòü 10 ðàçiâ. Çíà-éòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ � ÷èñëà ãåðáiâ, ùîâèïàëè. Îá÷èñëèòè Mξ òà Dξ.6.25◦. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåð-ñiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ iç çàäà÷i 5.26.6.26◦. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåð-ñiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ iç çàäà÷i 5.27.6.27∗. �îçãëÿäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïðî-áóâàíü ç iìîâiðíiñòþ óñïiõó p (0 < p < 1) â îäíîìó âè-ïðîáóâàííi. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà äîðiâíþ¹÷èñëó íåâäà÷ äî r-ãî óñïiõó. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (r, p):
P{ξ = k} = Ck

r+k−1p
r(1− p)k, k = 0, 1, . . .Äîâåñòè, ùî

Mξ = r
1− p

p
, Dξ = r

1− p

p2
.6.28.1 Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, η) iç çàäà÷i5.8 îá÷èñëèòè:

1)M max{ξ, η}; 2)M sin(πmax{ξ, η}/6); 3)M min{ξ, η}.6.29. Çà ñïiëüíèì ðîçïîäiëîì âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i ηiç çàäà÷i 5.10 îá÷èñëèòè:
1)M min{ξ, η}; 2)M cos(πmax{ξ, η}/3);

3)M max{ξ, η − ξ}; 4)M sin(πmin{η, η − ξ}/4).6.30. Âèïàäêîâèé âåêòîð µ = (µ1, µ2, . . . , µr) ìà¹ ðîç-ïîäië
P{(µ1, µ2, . . . , µk, . . . , µr) = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)} = pk,ó ïîñëiäîâíîñòi (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) íà k-ìó ìiñöi ðîçòà-øîâàíà îäèíèöÿ, íà iíøèõ � íóëi , k = 1, 2, . . . , r.1Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ 6.28 � 6.31 ñëiä ñêîðèñòàòèñÿ �îðìóëîþ(6.1.3).



6.2. Çàäà÷i 81Îá÷èñëèòè
M exp{i(t, µ)} =M exp{i(t1µ1 + t2µ2 + . . . + trµr)}.6.31∗. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîç-ïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çi çíà÷åííÿìè â R

1;
R
1 =

r⋃

j=1

Xj , Xs ∩Xl = ∅, s 6= l,

P{ξk ∈ Xj} = pj, j = 1, 2, . . . , r;

ν = (ν1, ν2, . . . , νr) � âèïàäêîâèé âåêòîð, j-òà êîìïîíåí-òà νj ÿêîãî äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç ξ1, ξ2,
. . . , ξn, ùî ïîòðàïèëè äî Xj , j = 1, 2, . . . , r.Îá÷èñëèòè

M exp{i(t, ν)} =M exp{i(t1ν1 + t2ν2 + . . . + trνr)},

tu ∈ R
1, u = 1, 2, . . . , r.6.32. Ó âåëèêî¨ êiëüêîñòi k ëþäåé îáñòåæóþòü êðîâ.Îáñòåæåííÿ ìîæíà îðãàíiçóâàòè äâîìà ñïîñîáàìè.Ñï î ñ i á 1. Êðîâ êîæíî¨ ëþäèíè îáñòåæóþòü îêðåìî.Ó öüîìó ðàçi íåîáõiäíî âèêîíàòè k àíàëiçiâ.Ñ ï î ñ i á 2. Êðîâ k ëþäåé çìiøóþòü i àíàëiçóþòü îòðè-ìàíó ñóìiø. ßêùî ðåçóëüòàò àíàëiçó íåãàòèâíèé (äiàãíîçíå ïiäòâåðäæó¹òüñÿ), òî îäíîãî öüîãî àíàëiçó äîñèòü äëÿ

k ëþäåé. ßêùî ðåçóëüòàò ïîçèòèâíèé, òî êðîâ êîæíî¨ ëþ-äèíè àíàëiçóþòü îêðåìî é ó öiëîìó íà k ÷îëîâiê íåîáõiä-íî âèêîíàòè k + 1 àíàëiç. Ïðèïóñòèìî, ùî éìîâiðíiñòü pïîçèòèâíîãî ðåçóëüòàòó àíàëiçó îäíà é òà ñàìà äëÿ âñiõëþäåé i ùî ðåçóëüòàòè àíàëiçiâ íåçàëåæíi.1. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî àíàëiç çìiøàíî¨ êðîâi këþäåé ïîçèòèâíèé.2. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ÷èñëà àíàëi-çiâ ξ, íåîáõiäíèõ ó äðóãîìó ñïîñîái îáñòåæåííÿ.6.33. Â óðíi ìiñòèòüñÿ 2 áiëi, 3 ÷îðíi i 5 ÷åðâîíèõêóëü. Ç óðíè íàâìàííÿ áåðóòü òðè êóëi. Çíàéòè ðîçïîäi-ëè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí: ξ � ÷èñëà âèáðàíèõ áiëèõ êóëü,
η � ÷îðíèõ, ζ � ÷åðâîíèõ. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïî-äiâàííÿ é äèñïåðñiþ êîæíî¨ ç âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.



82 �ëàâà 6. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ6.34. Íåõàé ξ � íåâiä'¹ìíà öiëî÷èñëîâà âèïàäêîâà âå-ëè÷èíà ç ðîçïîäiëîì
P{ξ = k} = pk, k = 0, 1, . . .Ôóíêöiþ P (t), îçíà÷åíó ðiâíiñòþ

P (t) =Mtξ =

∞∑

k=0

tkpk, |t| ≤ 1,íàçèâàòèìåìî òâiðíîþ �óíêöi¹þ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ(ðîçïîäiëó {pk}).Îá÷èñëèòè òâiðíó �óíêöiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ,ùî ìà¹: 1◦ ïóàññîíiâ ðîçïîäië; 2◦ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië;
3◦ áiíîìíèé ðîçïîäië.6.35. Äîâåñòè, ùî ðiçíi äèñêðåòíi éìîâiðíiñíi ðîçïî-äiëè ìàþòü ðiçíi òâiðíi �óíêöi¨ (òåîðåìà ¹äèíîñòi).6.36. Äîâåñòè, ùî òâiðíà �óíêöiÿ ñóìè íåçàëåæíèõâèïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþ¹ äîáóòêó òâiðíèõ �óíêöiéäîäàíêiâ (ìóëüòèïëiêàòèâíà âëàñòèâiñòü òâiðíèõ �óíêöié).6.37. Äîâåñòè, ùî ñóìà íåçàëåæíèõ ïóàññîíîâèõ âè-ïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η ç ïàðàìåòðàìè θ1 i θ2 âiäïîâiäíî¹ ïóàññîíîâà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ïàðàìåòðîì θ1 + θ2.6.38. Äîâåñòè, ùî ñóìà íåçàëåæíèõ áiíîìíî ðîçïîäi-ëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η âiäïîâiäíî ç ïàðàìåòðàìè
(n; θ) i (m; θ) ¹ áiíîìíî ðîçïîäiëåíîþ âèïàäêîâîþ âåëè-÷èíîþ ç ïàðàìåòðàìè (n+m; θ).6.39. Íåõàé

Ω = {0, 1, 2, . . .}, P (ω) = apω, ω = 0, 1, . . . ,

p � äîâiëüíå �iêñîâàíå ÷èñëî ç (0; 1). Çà ÿêèõ çíà÷åíüïàðàìåòðà a �óíêöiÿ P (ω) = apω, ω ∈ Ω, âèçíà÷à¹ éìî-âiðíiñòü íà Ω?Íåõàé ξ = ξ(ω) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà íà {Ω, P}, çà-äàíà ðiâíiñòþ ξ = ξ(ω) = 2−ω. Îá÷èñëèòè Mξ, Mξ2.6.40. Íåõàé
Ω = {0, 1, 2, . . .}, P (ω) = a

1

ω!
, ω ∈ Ω.Çà ÿêèõ çíà÷åíü a ïàðà {Ω, P} ¹ éìîâiðíiñíèì ïðîñòîðîì?



6.2. Çàäà÷i 83Íåõàé ξ = ξ(ω) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà íà {Ω, P}, çà-äàíà ðiâíiñòþ ξ = ξ(ω) = 2ω. Îá÷èñëèòè Mξ, Dξ.6.41. Íåõàé
Ω = {0, 1, . . .}, P (ω) = a

λω

ω!
, ω ∈ Ω,

λ � äîâiëüíå �iêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî. Çà ÿêèõ çíà÷åíü
a ïàðà {Ω, P} çàäà¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið?Íåõàé ξ = ξ(ω) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà íà {Ω, P}, çà-äàíà ðiâíiñòþ ξ = ξ(ω) = 2ω. Îá÷èñëèòè Mξ, Dξ.6.42. Äîâåñòè íåðiâíiñòü ×åáèøîâà (òåîðåìà 6.1.2).6.43. Äîâåñòè çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë (òåîðåìà 6.1.3).6.44.Íåõàé Pζ(xi, yj)� ðîçïîäië âèïàäêîâîãî âåêòîðà
ζ = (ξ, η). Îá÷èñëèòè Mξ.6.45. Ïiäêèäàþòü òðè ñèìåòðè÷íèõ ãðàëüíèõ êóáèêà.Ó ïåðøîãî òðè ãðàíi çàíóìåðîâàíi îäèíèöåþ, òðè ãðàíi� äâiéêîþ, ó äðóãîãî òðè ãðàíi çàíóìåðîâàíi òðiéêîþ,òðè ãðàíi � ÷åòâiðêîþ, à ó òðåòüîãî êóáèêà òðè ãðàíiçàíóìåðîâàíi ï'ÿòiðêîþ, òðè ãðàíi � øåñòiðêîþ. Çíàéòèìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñiþ i ðîçïîäië ñóìè î÷îê,ùî âèïàëè íà êóáèêàõ.6.46. Ïiäêèäàþòü òðè ñèìåòðè÷íèõ ãðàëüíèõ êóáèêà.�ðàíi ïåðøîãî êóáèêà çàíóìåðîâàíi ÷èñëàìè âiä îäèíèöiäî øåñòè. Ó äðóãîãî êóáèêà äâi ãðàíi çàíóìåðîâàíi îäèíè-öåþ, äâi � äâiéêîþ, äâi � òðiéêîþ. À ó òðåòüîãî êóáèêàòðè ãðàíi çàíóìåðîâàíi îäèíèöåþ, òðè � äâiéêîþ. Çíà-éòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ è äèñïåðñiþ ñóìè î÷îê, ùîâèïàëè íà êóáèêàõ.6.47. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêiìàþòü ñêií÷åííi äèñïåðñi¨, Sn = ξ1+ξ2+ . . .+ξn. Äîâåñòè,ùî

DSn =

n∑

k=1

Dξk + 2
∑

i<j

cov(ξi, ξj),à ÿêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ1, ξ2, . . . , ξn ïîïàðíî íåçà-ëåæíi, òî
DSn =

n∑

k=1

Dξk.



84 �ëàâà 6. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ6.48. Íåõàé ζ1, ζ2 � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çîäíàêîâèìè ðîçïîäiëàìè i ξ = ζ1+ζ2, η = ζ1−ζ2. Äîâåñòè,ùî r(ξ, η) = 0.6.49. Íåõàé ξ i η � âiäïîâiäíî ñóìà i ðiçíèöÿ î÷îê,ÿêi ç'ÿâèëèñÿ ïðè ïiäêèäàííi äâîõ ãðàëüíèõ êóáèêiâ. Äî-âåñòè, ùî r(ξ, η) = 0. Äîâåñòè, ùî âåëè÷èíè ξ i η íå ¹íåçàëåæíi.6.50. Íåõàé ξ íàáóâà¹ çíà÷åíü −1,+1,−2,+2 êîæíå çiìîâiðíiñòþ 1/4, à η = ξ2. Çíàéòè ñïiëüíèé ðîçïîäië ξ i
η. Äîâåñòè, ùî: 1) r(ξ, η) = 0; 2) ξ i η íå ¹ íåçàëåæíèìèâèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè.6.51. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè ξ iç çàäà÷i 5.3.6.52. Íåõàé ξ � ÷èñëî î÷îê, ùî âèïàëè ïðè ïiäêèäàí-íi ñèìåòðè÷íîãî ãðàëüíîãî êóáèêà, η � ÷èñëî ãåðáiâ, ùîâèïàëè ïðè ïiäêèäàííi øåñòè ñèìåòðè÷íèõ ìîíåò. Îá÷èñ-ëèòè

Mξ, Dξ, Mη, Dη, M(ξ + η), D(ξ + η).



�ëàâà 7Àêñiîìàòèêàòåîði¨ éìîâiðíîñòåé7.1 Àëãåáðè, σ-àëãåáðèÎïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè.Äàëi ìè ìàòèìåìî ñïðà-âó ç ìíîæèíîþ (ïðîñòîðîì) Ω åëåìåíòiâ ω i éîãî ïiäìíî-æèíàìè. Ïiäìíîæèíè Ω ïîçíà÷àòèìåìî âåëèêèìè ëàòèí-ñüêèìè ëiòåðàìè A,B,C, . . . Ìíîæèíà âèçíà÷à¹òüñÿ (çà-äà¹òüñÿ) ñâî¨ìè åëåìåíòàìè. ßêùî ω ¹ åëåìåíòîì ìíî-æèíè A, òî çàïèñóâàòèìåìî öå òàê: ω ∈ A (÷èòàòèìåìî:�ω íàëåæèòü A�); ÿêùî ω íå ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè A, òîçàïèñóâàòèìåìî öå òàê: ω /∈ A (÷èòàòèìåìî: �ω íå íàëå-æèòü A�).Ìíîæèíó, ùî íå ìiñòèòü æîäíîãî åëåìåíòà, íàçèâà-òèìåìî ïîðîæíüîþ é ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì ∅.ßêùî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè A ¹ åëåìåíòîì ìíî-æèíè B, òî ïîçíà÷àòèìåìî öå òàê: A ⊂ B (÷èòàòèìåìî:�A � ïiäìíîæèíà B�).ßêùî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè A ¹ åëåìåíòîì ìíîæè-íè B (A ⊂ B) i êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè B ¹ åëåìåíòîììíîæèíè A (B ⊂ A) (iíàêøå êàæó÷è, ñóêóïíiñòü åëåìåí-òiâ ìíîæèí A i B îäíà é òà ñàìà), òî ìíîæèíè A i Bîòîòîæíþâàòèìåìî é ïîçíà÷àòèìåìî öå òàê: A = B. Äëÿòîãî ùîá óñòàíîâèòè ðiâíiñòü A = B, äîñòàòíüî ïåðåâiðè-òè, ùî A ⊂ B i B ⊂ A, òîáòî êîæåí åëåìåíò ω ìíîæèíè85



86 �ëàâà 7. Àêñiîìàòèêà òåîði¨ éìîâiðíîñòåé
A ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè B, i êîæåí åëåìåíò ω ìíîæèíè
B ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè A.Ç åëåìåíòiâ ìíîæèí A i B ìîæíà áóäóâàòè íîâi ìíî-æèíè.Ìíîæèíó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ, êîæåí ç ÿêèõíàëåæèòü ïðèíàéìíi îäíié iç ìíîæèí A àáî B, íàçèâàòè-ìåìî îá'¹äíàííÿì ìíîæèí A i B i ïîçíà÷àòèìåìî A ∪B.Ìíîæèíó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòüÿê ìíîæèíi A, òàê i B, íàçèâàòèìåìî ïåðåòèíîì ìíîæèí
A i B i ïîçíà÷àòèìåìî A ∩B.Ìíîæèíó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòüìíîæèíi A, àëå íå íàëåæàòü B, íàçèâàòèìåìî ðiçíèöåþìíîæèí A i B i ïîçíà÷àòèìåìî A \B.Ìíîæèíó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ Ω, ÿêi íå íàëå-æàòü ìíîæèíi A, íàçèâàòèìåìî äîïîâíåííÿì äî ìíîæèíè
A i ïîçíà÷àòèìåìî A.Êàçàòèìåìî, ùî ìíîæèíè A i B íå ïåðåòèíàþòüñÿ(íåïåðåòèííi), ÿêùî A ∩B = ∅.Ïðèêëàä 7.1.1. Íåõàé {An} � ïîñëiäîâíiñòü íåïå-ðåòèííèõ ìíîæèí (Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j) i

Bn =
∞⋃

i=n

Ai, n = 1, 2, . . .Äîâåñòè, ùî ∞⋂

n=1
Bn = ∅.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ∞⋂

n=1
Bn 6= ∅, i íå-õàé ω ∈

∞⋂

n=1
Bn. Òîäi ω ∈ B1 =

∞⋃

i=1
Ai i, îòæå, ω íàëå-æèòü õî÷à á îäíié ç ìíîæèí Ai, i = 1, 2, . . . , à îñêiëüêè

Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, òî òiëüêè îäíié ìíîæèíi, ïîçíà÷èìî ¨¨÷åðåç An0 . Òîìó
ω /∈

∞⋃

i=n0+1

Ai = Bn0+1.À îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ω ∈
∞⋂

n=1
Bn.



7.1. Àëãåáðè, σ-àëãåáðè 87Àëãåáðà ìíîæèí. Íåïîðîæíié êëàñ A ïiäìíîæèíïðîñòîðó Ω íàçèâàòèìåìî àëãåáðîþ ìíîæèí, ÿêùî:
1◦ ðàçîì iç áóäü-ÿêîþ ìíîæèíîþ A ∈ A ¨ ¨ äîïîâíåííÿ

A íàëåæèòü äî A;
2◦ ðàçîì iç áóäü-ÿêèìè äâîìà ìíîæèíàìè A,B ∈ A¨õí¹ îá'¹äíàííÿ A ∪B íàëåæèòü äî A.Îçíà÷åííÿ. Íåõàé K � äåÿêèé êëàñ ïiäìíîæèí Ω.Íàéìåíøîþ àëãåáðîþ, ùî ìiñòèòü êëàñ K (àëãåáðîþ, ïî-ðîäæåíîþ êëàñîì K), íàçèâàòèìåìî àëãåáðó A(K), ÿêà:
1◦ ìiñòèòü êëàñ K, òîáòî K ⊂ A(K);
2◦ ìiñòèòüñÿ ó áóäü-ÿêié iíøié àëãåáði A, ÿêà ìiñòèòüêëàñ K, òîáòî A(K) ⊂ A.
σ-Àëãåáðà ìíîæèí. Íåïîðîæíié êëàñ F ïiäìíîæèíïðîñòîðó Ω íàçèâàòèìåìî σ-àëãåáðîþ ìíîæèí, ÿêùî:
1◦ ðàçîì iç êîæíîþ ìíîæèíîþ A ∈ F ¨ ¨ äîïîâíåííÿ Aíàëåæèòü F;
2◦ ðàçîì iç áóäü-ÿêîþ çëi÷åííîþ ïîñëiäîâíiñòþ ìíî-æèí Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , ¨õí¹ îá'¹äíàííÿ ∞⋃

i=1
Ai íàëåæèòüäî F.Ìíîæèíè iç σ-àëãåáðè F ùå íàçèâàþòü ïîäiÿìè.Îçíà÷åííÿ. Íåõàé K � äåÿêèé êëàñ ïiäìíîæèí Ω.Íàéìåíøîþ σ-àëãåáðîþ, ùî ìiñòèòü êëàñ K (σ-àëãåá-ðîþ, ïîðîäæåíîþ êëàñîì K), íàçèâàòèìåìî σ-àëãåáðó

σ(K), ÿêà:
1◦ ìiñòèòü êëàñ K, òîáòî K ⊂ σ(K);
2◦ ìiñòèòüñÿ ó áóäü-ÿêié σ-àëãåáði F, ùî ìiñòèòü êëàñ

K, òîáòî σ(K) ⊂ F.Ïðèêëàä 7.1.2. Íåõàé K1 i K2 � äâà êëàñè ïiäìíî-æèí ïðîñòîðó Ω, ïðè÷îìó K1 ⊂ K2. Äîâåñòè, ùî
σ(K1) ⊂ σ(K2).�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çà îçíà÷åííÿì K2 ⊂ σ(K2), à çà óìî-âîþ K1 ⊂ K2, òîìó K1 ⊂ σ(K2). I îñêiëüêè σ(K1) � íàé-ìåíøà σ-àëãåáðà, ïîðîäæåíà êëàñîì K1, à σ(K2) � îäíàiç σ-àëãåáð, ùî ìiñòèòü êëàñ K1, òî σ(K1) ⊂ σ(K2).Áîðåëåâi ìíîæèíè íà R

1. σ-Àëãåáðîþ áîðåëåâèõìíîæèí íà R
1 íàçèâàòèìåìî σ-àëãåáðó B1, ïîðîäæåíó



88 �ëàâà 7. Àêñiîìàòèêà òåîði¨ éìîâiðíîñòåéêëàñîì K ïðîìiæêiâ âèãëÿäó [a, b). Ìíîæèíè ç σ-àëãåáðè
B1 íàçèâàòèìåìî áîðåëåâèìè ìíîæèíàìè íà R

1.Ïðèêëàä 7.1.3. Äîâåñòè, ùî áîðåëåâîþ ìíîæèíîþíà R
1 ¹:

1) ìíîæèíà {a} äëÿ êîæíîãî a ∈ R
1;

2) çëi÷åííà ìíîæèíà ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨;
3) iíòåðâàë (a, b);
4) âiäêðèòà ìíîæèíà íà ÷èñëîâié ïðÿìié;
5) çàìêíåíà ìíîæèíà íà ÷èñëîâié ïðÿìié.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çàçíà÷èìî, ùî σ-àëãåáðà ìíîæèí çàìê-íåíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ïåðåòèíó â çëi÷åííîìó ÷èñëi, îñêiëü-êè

∞⋂

i=1

Ai =
∞⋃

i=1

Ai.1) Î÷åâèäíî, {a} =
∞⋂

n=1
[a, a + 1/n). À îñêiëüêè êîæåíiç ïðîìiæêiâ [a, a + 1/n) íàëåæèòü B1, à B1 çàìêíåíàâiäíîñíî îïåðàöi¨ ïåðåòèíó â çëi÷åííîìó ÷èñëi, òî

{a} =

∞⋂

n=1

[a, a+ 1/n) ∈ B1.2) Çëi÷åííó ìíîæèíó A ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ∞⋃

i=1
{ai},i îñêiëüêè {ai} ∈ B1 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . (äèâ. ïóíêò 1),òî A ∈ B1.3) Îñêiëüêè (a, b) = [a, b) ∩ {a}, [a, b) ∈ B1, {a} ∈ B1i B1 çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ïåðåòèíó, òî (a, b) ∈ B1.4) Êîæíó âiäêðèòó ìíîæèíó O íà R

1 ìîæíà ïîäàòè óâèãëÿäi îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ àáî çëi÷åííî¨ ìíîæèíè âiä-êðèòèõ íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ: O =
⋃

i
(ai, bi). Âiäêðèòiiíòåðâàëè (ai, bi) íàëåæàòü B1, òîìó O =
⋃

i
(ai, bi) ∈ B1.5) Çàìêíåíà ìíîæèíà íàëåæèòü B1 ÿê äîïîâíåííÿâiäêðèòî¨.



7.2. Àêñiîìè Êîëìîãîðîâà 89Ïðèêëàä iëþñòðó¹ òîé �àêò, ùî êëàñ áîðåëåâèõ ìíî-æèí äîñèòü �øèðîêèé�. Ó äàíîìó ïiäðó÷íèêó âñi ïiäìíî-æèíè R
n, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, ¹ áîðåëåâèìè.Áîðåëåâi ìíîæèíè íà R

2. σ-Àëãåáðîþ áîðåëåâèõìíîæèí íà R
2 íàçèâàòèìåìî σ-àëãåáðó B2, ïîðîäæåíóêëàñîì K ïðÿìîêóòíèêiâ âèãëÿäó [a1, b1)× [a2, b2).Áîðåëåâi ìíîæèíè íà R

n. σ-Àëãåáðîþ áîðåëåâèõìíîæèí íà R
n íàçèâàòèìåìî σ-àëãåáðó Bn, ïîðîäæåíóêëàñîì K ïàðàëåëåïiïåäiâ âèãëÿäó [a1, b1) × [a2, b2) × . . .

. . .× [an, bn).Áîðåëåâi ìíîæèíè ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði.
σ-Àëãåáðîþ áîðåëåâèõ ìíîæèí ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, ρ) íàçèâàòèìåìî σ-àëãåáðó B(X), ïîðîäæåíó êëàñîìâiäêðèòèõ ó (X, ρ) ïiäìíîæèí.7.2 Àêñiîìè ÊîëìîãîðîâàÍåõàé Ω � ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié i F �
σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí Ω.Iìîâiðíiñòü. Iìîâiðíiñòþ, çàäàíîþ íà σ-àëãåáði Fïiäìíîæèí ïðîñòîðó Ω, íàçèâàòèìåìî íåâiä'¹ìíó çëi÷åí-íîàäèòèâíó íîðìîâàíó �óíêöiþ.Iíàêøå êàæó÷è, iìîâiðíiñòü P � öå �óíêöiÿ ìíîæèíè,çàäàíà íà σ-àëãåáði F ïiäìíîæèí Ω, òàêà, ùî:

1◦ äëÿ êîæíî¨ A ∈ F

P (A) ≥ 0;

2◦ äëÿ äîâiëüíèõ Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , òàêèõ, ùî
Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j,

P

(∞⋃

i=1

Ai

)

=

∞∑

i=1

P (Ai);

3◦ P (Ω) = 1.Çîêðåìà, ÿêùî Ω = R
n, à F = Bn, òî éìîâiðíiñòüíàçèâàþòü iìîâiðíiñíèì ðîçïîäiëîì íà R

n.Àêñiîìè 1◦, 2◦ ç îçíà÷åííÿ σ-àëãåáðè é àêñiîìè
1◦, 2◦, 3◦ ç îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi óòâîðþþòü ñèñòåìó



90 �ëàâà 7. Àêñiîìàòèêà òåîði¨ éìîâiðíîñòåéàêñiîì òåîði¨ éìîâiðíîñòåé. Ó òàêîìó âèãëÿäi âîíà áóëàçàïðîïîíîâàíà À. Ì. Êîëìîãîðîâèì.Àêñiîìè 1◦, 2◦, 3◦ éìîâiðíîñòi ¹ àíàëîãàìè âëàñòèâîñ-òåé íåâiä'¹ìíîñòi, àäèòèâíîñòi é íîðìîâàíîñòi ÷àñòîòè,äèâ. (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3).Îçíà÷åííÿ. Iìîâiðíiñíèì ïðîñòîðîì íàçèâàòèìåìîòðiéêó {Ω,F, P}, äå Ω � ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié,
F � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí ïðîñòîðó Ω, P � iìîâiðíiñòüíà σ-àëãåáði F.Iìîâiðíiñíèé ïðîñòið {Ω,F, P} ¹ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåë-ëþ ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó. Ïðè öüîìó Ω � ïðîñ-òið åëåìåíòàðíèõ ïîäié � öå ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìíî-æèíè íàñëiäêiâ ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó, F � σ-àë-ãåáðà ïiäìíîæèí ïðîñòîðó Ω � öå ìàòåìàòè÷íà ìîäåëüàëãåáðè âèïàäêîâèõ ïîäié, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ â åêñïå-ðèìåíòi, P � iìîâiðíiñòü íà F � öå ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü÷àñòîòè ïîäié ó ïîñëiäîâíîñòi åêñïåðèìåíòiâ.Âëàñòèâîñòi éìîâiðíîñòi. Óñi ïåðåëi÷åíi äàëi âëàñ-òèâîñòi éìîâiðíîñòi ¹ íàñëiäêàìè àêñiîì 1◦, 2◦, 3◦.1. Iìîâiðíiñòü íåìîæëèâî¨ ïîäi¨ äîðiâíþ¹ íóëåâi:

P (∅) = 0.2. Iìîâiðíiñòü áóäü-ÿêî¨ ïîäi¨ A ∈ F íå ïåðåâèùó¹ 1:
P (A) ≤ 1.3. ßêùî A ⊂ B (A,B ∈ F), òî éìîâiðíiñòü ðiçíèöiïîäié B i A äîðiâíþ¹ ðiçíèöi éìîâiðíîñòåé öèõ ïîäié:

P (B \ A) = P (B)− P (A).4. P (A) = 1− P (A).5. Äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ F

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) (7.2.1)(òåîðåìà äîäàâàííÿ).Ïðèêëàä 7.2.1. Òåîðåìà äîäàâàííÿ äîïóñêà¹ òàêåóçàãàëüíåííÿ:
P (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪An) =
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=

∑

1≤i1≤n

P (Ai1)−
∑

1≤i1<i2≤n

P (Ai1 ∩ Ai2) + . . .

. . .+(−1)n−1
∑

1≤i1<i2<...<in≤n

P (Ai1∩Ai2∩. . .∩Ain). (7.2.2)� î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨iíäóêöi¨. Äëÿ äâîõ ìíîæèí ðiâíiñòü (7.2.2) ñïðàâäæó¹òüñÿ(äèâ. (7.2.1)). Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíiñòü (7.2.2) ìà¹ ìiñöåäëÿ n − 1 ìíîæèí, i äîâåäåìî, ùî âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿäëÿ n ìíîæèí. Ìà¹ìî:
P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪ An) = P (A1) + P (A2 ∪ A3 ∪ . . . ∪ An)−

−P ((A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩ A3) ∪ . . . ∪ (A1 ∩An)) = P (A1)+

+
∑

2≤i1≤n

P (Ai1)−
∑

2≤i1<i2≤n

P (Ai1 ∩Ai2) + . . .

. . . + (−1)n−2
∑

2≤i1<i2<...<in≤n

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Ain)−

−P ((A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩ A3) ∪ . . . ∪ (A1 ∩An)).Ùîá çàâåðøèòè äîâåäåííÿ, çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî
∑

2≤i1<i2<...<ik≤n

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik)+

+
∑

2≤i1<i2<...<ik−1≤n

P ((A1 ∩ Ai1) ∩ (A1 ∩ Ai2) ∩ . . .

. . . ∩ (A1 ∩ Aik−1
)) =

=
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik),

k = 2, 3, . . . , n.Ïðèêëàä 7.2.2 . ×èñëà 1, 2, . . . , n ðîçòàøîâàíi íàâ-ìàííÿ. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðèíàéìíi îäíå÷èñëî ñïiâïàäà¹ ç íîìåðîì ñâîãî ìiñöÿ. Äî ÿêî¨ ãðàíèöiïðÿìó¹ öÿ éìîâiðíiñòü, êîëè n→ ∞?



92 �ëàâà 7. Àêñiîìàòèêà òåîði¨ éìîâiðíîñòåé�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Åëåìåíòàðíà ïîäiÿ ñòîõàñòè÷íîãî åêñ-ïåðèìåíòó, ùî ïîëÿãà¹ â ðîçòàøóâàííi íàâìàííÿ n ÷èñåëíà n ìiñöÿõ, � óïîðÿäêîâàíà ïîñëiäîâíiñòü öèõ ÷èñåë.Ïðèðîäíî ââàæàòè, ùî âñi åëåìåíòàðíi ïîäi¨ ðiâíîéìîâið-íi, òîìó ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò îïèñóâàòèìåìî êëà-ñè÷íîþ ìîäåëëþ. Çàçíà÷èìî, ùî êiëüêiñòü óñiõ åëåìåí-òàðíèõ ïîäié äîðiâíþ¹ n!Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ais ïîäiþ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî÷èñëî is çíàõîäèòüñÿ íà ìiñöi ç íîìåðîì is, òîäi ïåðåòèí
Ai1 ∩Ai2 ∩ . . .∩Aik , k = 1, 2, . . . , n, îïèñó¹ ïîäiþ �÷èñëî i1çíàõîäèòüñÿ íà ìiñöi ç íîìåðîì i1, ÷èñëî i2 � íà ìiñöi çíîìåðîì i2, . . . , ÷èñëî ik � íà ìiñöi ç íîìåðîì ik� (ðåøòà
n−k ÷èñåë íà n−k ìiñöÿõ óïîðÿäêîâàíi äîâiëüíî). Çàäà÷àçâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi ïîäi¨

A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An.Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ äîäàâàííÿ (äèâ. (7.2.2)):
P (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪An) =

=
∑

1≤i1≤n

P (Ai1)−
∑

1≤i1<i2≤n

P (Ai1 ∩ Ai2) + . . .

. . .+ (−1)n−1
∑

1≤i1<i2<...<in≤n

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩ Ain).Îá÷èñëèìî êîæíó ñóìó â ïðàâié ÷àñòèíi. Ïî÷íåìî iç ñóìè∑

1≤i1≤n
P (Ai1). Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî P (Ai1). Äî ïîäi¨ Ai1âõîäÿòü óñi ïîñëiäîâíîñòi çàâäîâæêè n, ó ÿêèõ íà ìiñöi çíîìåðîì i1 çíàõîäèòüñÿ ÷èñëî i1. Òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé,î÷åâèäíî, (n − 1)! Çãiäíî ç �îðìóëîþ êëàñè÷íî¨ éìîâið-íîñòi

P (Ai1) =
(n− 1)!

n!
=

1

n
.Òîìó

∑

1≤i1≤n

P (Ai1) =
∑

1≤i1≤n

1

n
= 1.Äàëi ðîçãëÿíåìî ∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik).



7.2. Àêñiîìè Êîëìîãîðîâà 93Îá÷èñëèìî P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik). Äî Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . .
. . .∩Aik âõîäÿòü ïîñëiäîâíîñòi çàâäîâæêè n, ó ÿêèõ íà ìi-ñöi ç íîìåðîì i1 çíàõîäèòüñÿ ÷èñëî i1, íà ìiñöi ç íîìåðîì
i2 � ÷èñëî i2, . . . , íà ìiñöi ç íîìåðîì ik � ÷èñëî ik, à ðåø-òà n − k ÷èñåë íà n − k ìiñöÿõ, ùî çàëèøèëèñÿ, âïîðÿä-êîâàíi äîâiëüíî. Òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé, î÷åâèäíî, (n−k)!Çà �îðìóëîþ êëàñè÷íî¨ éìîâiðíîñòi

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩ Aik) =
(n− k)!

n!
.Òîìó

∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik) =

=
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

(n− k)!

n!
.Êiëüêiñòü îäíàêîâèõ äîäàíêiâ â îñòàííié ñóìi äîðiâíþ¹÷èñëó ñïîñîáiâ âèáðàòè k iíäåêñiâ i1, i2, . . . , ik ç ïðîìiæêó

[1, n] òàê, ùîá 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n. Î÷åâèäíî, öå÷èñëî äîðiâíþ¹ Ck
n. Îòæå,

∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik) = Ck
n
(n− k)!

n!
=

1

k!
.Òàêèì ÷èíîì,

P (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An) = 1− 1

2!
+

1

3!
+ . . .+ (−1)n−1 1

n!
.Çàçíà÷èìî, ùî êîëè n → ∞, îñòàííÿ ñóìà çáiãà¹òüñÿäî 1− 1/e.



94 �ëàâà 7. Àêñiîìàòèêà òåîði¨ éìîâiðíîñòåé7.3 Çàäà÷iÀÇ: 7.1, 7.12, 7.13, 7.14, 7.15(1, 2), 7.16(1), 7.19.ÑÇ: 7.2, 7.9, 7.10, 7.15(3, 4, 5), 7.16(2), 7.20.7.1◦. Äîâåñòè, ùî:à) A∪B = A∪(B\(A∩B)), ïðè÷îìó A∩(B\(A∩B)) = ∅;á) A ∩ (∪iBi) = ∪i(A ∩ Bi), ïðè÷îìó, ÿêùî Bi ∩ Bj =
= ∅, i 6= j, òî (A ∩Bi) ∩ (A ∩Bj) = ∅, i 6= j.7.2◦. Ïîñëiäîâíiñòü ïiäìíîæèí {An} ïëîùèíè îçíà-÷åíà òàê:

An = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1/n2}, n = 1, 2, . . .Îïèñàòè ïiäìíîæèíè
A =

∞⋃

n=1

An, B =

∞⋂

n=1

An.7.3◦. Äîâåñòè ðiâíîñòi:à) A \B = A \ (A ∩B) = (A ∪B) \B;á) A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C);â) (A \ C) ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ C.7.4◦. Íåõàé An =
[
1
2n,

1
n

)

, n = 1, 2, . . . Îïèñàòè ìíî-æèíè
A =

∞⋃

n=1

An, B =

∞⋂

n=1

An.7.5. 1◦ Íåõàé {An} � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí.Äîâåñòè, ùî
∞⋃

n=1

An =

∞⋃

n=1

Bn,äå B1 = A1, Bn = An \
n−1⋃

i=1
Ai, ïðè÷îìó ìíîæèíè Bn ïî-ïàðíî íåïåðåòèííi.



7.3. Çàäà÷i 952◦ Íåõàé {Ai} � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí,òîáòî
Ai ⊂ Ai+1, i = 1, 2, . . .Äîâåñòè, ùî
∞⋃

i=1

Ai =

∞⋃

i=1

(Ai \ Ai−1),äå A0 = ∅, ïðè÷îìó
(Ai \Ai−1) ∩ (Aj \ Aj−1) = ∅, i 6= j.7.6. Íåõàé I � äåÿêà ìíîæèíà iíäåêñiâ. Äîâåñòè, ùî
⋃

α∈I
Aα =

⋂

α∈I
Aα;

⋂

α∈I
Aα =

⋃

α∈I
Aα.7.7◦. Íåõàé A � àëãåáðà ìíîæèí, A,B ∈ A. Äîâåñ-òè, ùî A⋂B ∈ A (àëãåáðà çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ïåðåòèíó).7.8◦. Íåõàé A � àëãåáðà ìíîæèí. Äîâåñòè:à) ÿêùî Ak ∈ A, k = 1, 2, . . . , n, òî n⋃

k=1

Ak ∈ A;á) ÿêùî Ak ∈ A, k = 1, 2, . . . , n, òî n⋂

k=1

Ak ∈ A;â) Ω ∈ A; ∅ ∈ A.7.9. Äîâåñòè, ùî:à) êëàñ óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè Ω ¹ àëãåáðîþ;á) äëÿ êîæíîãî êëàñó K ïiäìíîæèí Ω iñíó¹ ïðèíàéìíiîäíà àëãåáðà, ÿêà ìiñòèòü êëàñ K;â) ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ ñóêóïíîñòi àëãåáð ¹ àëãåáðîþ.7.10. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî êëàñó K iñíó¹ íàéìåí-øà àëãåáðà, ÿêà ìiñòèòü êëàñ K.7.11◦. Íåõàé F � σ-àëãåáðà ìíîæèí, An ∈ F, n =

= 1, 2, . . . Äîâåñòè, ùî ∞⋂

n=1
An ∈ F.7.12. Äîâåñòè, ùî:à) êëàñ óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè Ω ¹ σ-àëãåáðîþ;á) äëÿ êîæíîãî êëàñó K ïiäìíîæèí Ω iñíó¹ ïðèíàéìíiîäíà σ-àëãåáðà, ÿêà ìiñòèòü êëàñ K;



96 �ëàâà 7. Àêñiîìàòèêà òåîði¨ éìîâiðíîñòåéâ) ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ ñóêóïíîñòi σ-àëãåáð ¹ σ-àëãåáðîþ.7.13. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî êëàñó K iñíó¹ íàéìåí-øà σ-àëãåáðà σ(K), ÿêà ìiñòèòü êëàñ K.7.14. Íåõàé K � êëàñ âiäêðèòèõ iíòåðâàëiâ (a, b) íà÷èñëîâié ïðÿìié. Äîâåñòè, ùî íàéìåíøà σ-àëãåáðà σ(K),ÿêà ìiñòèòü êëàñ K, ¹ σ-àëãåáðîþ áîðåëåâèõ ìíîæèí íà R1.7.15. Äîâåñòè, ùî σ-àëãåáðè, ïîðîäæåíi êîæíèì ç ïå-ðåëi÷åíèõ äàëi êëàñiâ, ¹ σ-àëãåáðàìè áîðåëåâèõ ìíîæèííà R
1 :1) K1 = {[a, b]; a, b ∈ R

1};2) K2 = {(−∞, x];x ∈ R
1};3) K3 = {(−∞, x);x ∈ R
1};4) K4 = {(x,+∞);x ∈ R
1};5) K5 = {[x,+∞);x ∈ R
1}.7.16. Äîâåñòè, ùî σ-àëãåáðà áîðåëåâèõ ìíîæèí íà ÷è-ñëîâié ïðÿìié ïîðîäæó¹òüñÿ:1) êëàñîì âiäêðèòèõ ìíîæèí;2) êëàñîì çàìêíåíèõ ìíîæèí.7.17. Íåõàé A � àëãåáðà ìíîæèí íà R

1, åëåìåíòà-ìè ÿêî¨ ¹ ñêií÷åííi îá'¹äíàííÿ ïðîìiæêiâ âèãëÿäó [a, b),
(−∞, b), [a,+∞), äå a, b ∈ R

1.Äîâåñòè, ùî àëãåáðà A ïîðîäæó¹ σ-àëãåáðó áîðåëåâèõìíîæèí íà R
1.7.18. Íåõàé F � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí Ω, B � äîâiëü-íà, àëå �iêñîâàíà ìíîæèíà ç F. Äîâåñòè, ùî êëàñ ìíîæèí

FB âèãëÿäó A ∩B, äå A ∈ F, ¹ σ-àëãåáðîþ.Ïðèì i ò ê à. Äîïîâíåííÿ áåðåòüñÿ äî ìíîæèíè B.7.19. Íåõàé B1 � σ-àëãåáðà áîðåëåâèõ ìíîæèí íà R1,
B � äîâiëüíà, àëå �iêñîâàíà ìíîæèíà ç B1. Íåõàé B1

B �êëàñ ìíîæèí âèãëÿäó B ∩A, äå A ∈ B1. Äîâåñòè, ùî B1
B¹ σ-àëãåáðîþ.Ïðèì i ò ê à. Äîïîâíåííÿ áåðåòüñÿ äî ìíîæèíè B.7.20.B1 � σ-àëãåáðà áîðåëåâèõ ìíîæèí íà R1. Íåõàé

B1
[a,b) � êëàñ ìíîæèí âèãëÿäó B ∩ [a, b), B ∈ B1, [a, b) ��iêñîâàíèé ïðîìiæîê. Äîâåñòè, ùî B1

[a,b) ¹ σ-àëãåáðîþ.Ïðèì i ò ê à. Äîïîâíåííÿ áåðåòüñÿ äî ìíîæèíè [a, b).7.21. Íåõàé êëàñ K óòâîðþþòü ìíîæèíè Ai ⊂ Ω,
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i = 1, 2, . . . , n, ïðè÷îìó Ai

⋂
Aj = ∅, i 6= j, i n⋃

i=1
Ai = Ω.Îïèñàòè σ-àëãåáðó, ïîðîäæåíó êëàñîì K.7.22. Íåõàé êëàñ K óòâîðþþòü ìíîæèíè Ai ⊂ Ω, i =

= 1, 2, . . . , ïðè÷îìó Ai
⋂
Aj = ∅, i 6= j, i ∞⋃

i=1
Ai = Ω.Îïèñàòè àëãåáðó, ïîðîäæåíó êëàñîì K. Îïèñàòè

σ-àëãåáðó, ïîðîäæåíó êëàñîì K.7.23∗. Äîâåñòè, ùî â R
n áîðåëåâîþ ìíîæèíîþ ¹:à) ìíîæèíà {a}, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè a ∈ R

n;á) çëi÷åííà ìíîæèíà;â) âiäêðèòà ìíîæèíà;ã) çàìêíåíà ìíîæèíà.7.24. Äîâåñòè, ùî êëàñ íåñêií÷åííèõ iíòåðâàëiâ
Ia1,a2,...,an =

= {(x1, x2, . . . , xn) : x1 < a1, x2 < a2, . . . , xn < an},

ai ∈ R
1, i = 1, 2, . . . , n, ïîðîäæó¹ σ-àëãåáðó Bn.7.25. Äîâåñòè, ùî êëàñ K âiäêðèòèõ ìíîæèí ó R

n ïî-ðîäæó¹ σ-àëãåáðó áîðåëåâèõ ìíîæèí Bn.7.26. Äîâåñòè, ùî êëàñ K çàìêíåíèõ ìíîæèí ó R
n ïî-ðîäæó¹ σ-àëãåáðó áîðåëåâèõ ìíîæèí Bn.7.27. Íåõàé (X, ρ) � ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñ-òið. Äîâåñòè, ùî:1) îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹ áîðåëåâîþ;2) çëi÷åííà ìíîæèíà ¹ áîðåëåâîþ;3) çàìêíåíà ìíîæèíà ¹ áîðåëåâîþ.7.28. Íåõàé (X, ρ) � ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñ-òið, F � êëàñ çàìêíåíèõ ìíîæèí, V � êëàñ ìíîæèí âè-ãëÿäó B(x, r) = {y : ρ(x, y) < r}, W � êëàñ ìíîæèí âè-ãëÿäó B(x, r) = {y : ρ(x, y) ≤ r}.Äîâåñòè, ùî êîæåí ç ïåðåëi÷åíèõ êëàñiâ ïîðîäæó¹

σ-àëãåáðó áîðåëåâèõ ìíîæèí ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, ρ).7.29.Íåõàé {An}� ïîñëiäîâíiñòü ïiäìíîæèí Ω; limAn� ìíîæèíà òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ ω, ÿêi íàëåæàòüíåñêií÷åííîìó ÷èñëó ìíîæèí An; limAn � ìíîæèíà òèõi òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü óñiì ìíîæèíàì An,çà âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà.
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limAn ⊂ limAn;

limAn =

∞⋃

n=1

∞⋂

m=n

Am; limAn =

∞⋂

n=1

∞⋃

m=n

Am.7.30. Íåõàé {An} � ìîíîòîííî ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòüïiäìíîæèí Ω, òîáòî äëÿ âñiõ n ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ
An+1 ⊂ An.Äîâåñòè, ùî

limAn = limAn =

∞⋂

n=1

An.7.31. Íåõàé {An} � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâ-íiñòü ïiäìíîæèí Ω, òîáòî äëÿ âñiõ n ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ
An ⊂ An+1.Äîâåñòè, ùî

limAn = limAn =

∞⋃

n=1

An.7.32. Iíäèêàòîðîì ìíîæèíè A ⊂ Ω íàçèâàòèìåìî �óíê-öiþ IA, ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ
IA(ω) =

{
1, ÿêùî ω ∈ A;
0, ÿêùî ω /∈ A.Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ:

1) IA∩B = IAIB ;
2) IA = 1− IA;
3) IA∪B = IA + IB , ÿêùî A ∩B = ∅;
4) ÿêùî Ai

⋂
Aj = ∅, i 6= j, A =

∞⋃

k=1

Ak, òî IA =
∞∑

k=1

IAk
;

5) ÿêùî {Ak} � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü i
A =

∞⋃

k=1

Ak, òî lim
k
IAk

= IA.



�ëàâà 8�åîìåòðè÷íiéìîâiðíîñòi8.1 Îçíà÷åííÿ. ÏðèêëàäèÍåõàé ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó êèäàííiíàâìàííÿ òî÷êè â ìíîæèíó B ç Rn (íàïðèêëàä, íà âiäði-çîê [a, b], ó ïðÿìîêóòíèê [a1, b1] × [a2, b2], ïàðàëåëåïiïåä
[a1, b1]×[a2, b2]×[a3, b3] i ò. ií.). Íàäàëi â ñëîâà �òî÷êó íàâ-ìàííÿ êèäàþòü ó ìíîæèíó B� ìè âêëàäàòèìåìî öiëêîìêîíêðåòíèé çìiñò: êèíóòà òî÷êà ìîæå ïîòðàïèòè â áóäü-ÿêó (áîðåëåâó) ïiäìíîæèíó A ìíîæèíè B, i éìîâiðíiñòüòîãî, ùî òî÷êà îïèíèòüñÿ â A, ïðîïîðöiéíà ìiði Ëåáåãà
L(A) ìíîæèíè A. Ôîðìàëüíî öå îçíà÷à¹, ùî ÿê ìàòåìà-òè÷íó ìîäåëü ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó, ùî ïîëÿãà¹ óêèäàííi íàâìàííÿ òî÷êè ó ìíîæèíó B, ðîçãëÿäàòèìåìî
{B,Bn

B , P}, äå Bn
B � êëàñ áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí B, P �iìîâiðíiñòü íà êëàñi Bn

B , ÿêà äëÿ êîæíîãî A ç Bn
B îçíà-÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

P (A) =
L(A)

L(B)
,äå L � ìiðà Ëåáåãà íà R

n. (Çíà÷åííÿ L íà ïàðàëåëåïi-ïåäi [a1, b1] × [a2, b2] × . . . × [an, bn] äîðiâíþ¹ n∏

i=1
(bi − ai),çîêðåìà, L([a, b]) = b− a, L([a1, b1]× [a2, b2]) = (b1 − a1)×

×(b2 − a2)). Îçíà÷åíó â òàêèé ñïîñiá iìîâiðíiñòü íàçèâà-99



100 �ëàâà 8. �åîìåòðè÷íi éìîâiðíîñòiòèìåìî ãåîìåòðè÷íîþ iìîâiðíiñòþ (çðîçóìiëî, ùî ìíî-æèíà B ìà¹ çàäîâîëüíÿòè óìîâó 0 < L(B) <∞).Ïðèêëàä 8.1.1. Íà âiäðiçîê [0; 1] íàâìàííÿ êèäàþòüïàðó òî÷îê. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âiäñòàíüìiæ íèìè ìåíøà íiæ 1/2.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Òî÷êè ââàæàòèìåìî ðîçðiçíåííèìè(íàïðèêëàä, ââàæàòèìåìî, ùî âîíè ïî�àðáîâàíi â ðiçíiêîëüîðè). Íåõàé x i y � êîîðäèíàòè öèõ òî÷îê.Óïîðÿäêîâàíié ïàði òî÷îê íà âiäðiçêó [0; 1] ç êîîðäè-íàòàìè x i y âiäïîâiäà¹ îäíà òî÷êà ó êâàäðàòi [0; 1]× [0; 1]ç êîîðäèíàòàìè (x, y) i íàâïàêè. Òîìó êèäàííÿ íàâìà-ííÿ ïàðè òî÷îê íà âiäðiçîê [0; 1] ðiâíîñèëüíå êèäàííþíàâìàííÿ îäíi¹¨ òî÷êè ó êâàäðàò [0; 1]× [0; 1]. Ïðè öüîìóïàðàì òî÷îê íà âiäðiçêó [0; 1], âiäñòàíü ìiæ ÿêèìè ìåí-øà íiæ 1/2 (òîáòî |y − x| < 1/2), âiäïîâiäà¹ ìíîæèíàòî÷îê (x, y) êâàäðàòà [0; 1]× [0; 1], êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäî-âîëüíÿþòü óìîâó |y − x| < 1/2, i íàâïàêè. Ïîçíà÷èìî öþìíîæèíó ÷åðåç A:
A = {(x, y) ∈ [0; 1] × [0; 1] : |y − x| < 1/2} =

= {(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] : x− 1/2 < y < x+ 1/2}(äèâ. ðèñ. 8.1.1, ìíîæèíà A çàøòðèõîâàíà).
x

y

0

1

1

1/2

1/2�èñ. 8.1.1: Äî ïðèêëàäó 8.1.1Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåí-òó, ÿêèé ïîëÿãà¹ â êèäàííi íàâìàííÿ òî÷êè ó êâàäðàò
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[0; 1] × [0; 1], ¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið {B,B2

B , P}, äå B =
= [0; 1] × [0; 1], B2

B � σ-àëãåáðà áîðåëåâèõ ïiäìíîæèíêâàäðàòà [0; 1] × [0; 1], P � ãåîìåòðè÷íà éìîâiðíiñòü íà
B2

B . Òîìó
P (A) =

L(A)

L(B)
=

3/4

1
=

3

4
.Ïðèêëàä 8.1.2. Ñòåðæåíü çàâäîâæêè 1 íàâìàííÿðîçëàìóþòü íà òðè ÷àñòèíè. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòüòîãî, ùî ç ÷àñòèí, ÿêi óòâîðèëèñÿ, ìîæíà ïîáóäóâàòèòðèêóòíèê.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ñòåðæåíü çàâäîâæêè 1 çðó÷íî iíòåð-ïðåòóâàòè ÿê âiäðiçîê [0; 1] íà êîîðäèíàòíié ïðÿìié. �îç-ëàìóâàòèìåìî âiäðiçîê [0; 1] íà òðè ÷àñòèíè òàê: íàâìàí-íÿ êèíåìî íà íüîãî äâi òî÷êè é ðîçëàìà¹ìî âiäðiçîê ó öèõòî÷êàõ (òî÷êè ââàæàòèìåìî ðîçðiçíåííèìè, ¨õíi êîîðäè-íàòè ïîçíà÷èìî x, y). Ïðè öüîìó óòâîðÿòüñÿ òðè âiäðiçêè:êðàéíié ëiâèé (çàâäîâæêè min{x, y}), ñåðåäíié (çàâäîâæ-êè |x− y|), êðàéíié ïðàâèé (çàâäîâæêè 1−max{x, y}). Içöèõ âiäðiçêiâ ìîæíà ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê, ÿêùî äîâæè-íà êîæíîãî ç íèõ ìåíøà, íiæ ñóìà äîâæèí äâîõ iíøèõ:

{
min{x, y} < |x− y|+ (1−max{x, y});
|x− y| < min{x, y}+ (1−max{x, y});
1−max{x, y} < min{x, y}+ |x− y|.

(8.1.1)Êèäàííÿ äâîõ òî÷îê íà âiäðiçîê [0; 1] ðiâíîñèëüíå êè-äàííþ îäíi¹¨ òî÷êè ó êâàäðàò [0; 1] × [0; 1] (äèâ. òàêîæïðèêëàä 8.1.1). Ïðè öüîìó ïàðàì òî÷îê íà âiäðiçêó [0; 1],êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (8.1.1), âiä-ïîâiäàþòü òî÷êè (x, y) êâàäðàòà [0; 1] × [0; 1], êîîðäèíà-òè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü òi ñàìi íåðiâíîñòi. Ïîçíà÷èìî öþìíîæèíó òî÷îê êâàäðàòà ÷åðåç A. �¨ çðó÷íî ïîäàòè ó âè-ãëÿäi
A = A ∩ ({(x, y) : x ≤ y} ∪ {(x, y) : x > y}) =

= (A ∩ {(x, y) : x ≤ y}) ∪ (A ∩ {(x, y) : x > y}) =
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= {(x, y) : x < 1/2, x+ 1/2 > y, y > 1/2} ∪

∪ {(x, y) : y < 1/2, x− 1/2 < y, x > 1/2} .

x

y

0

1

1

1/2

1/2�èñ. 8.1.2: Äî ïðèêëàäó 8.1.2Îòæå, îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi ïîäi¨ �ç ÷àñòèí âiäðiçêàìîæíà ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê� çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿéìîâiðíîñòi òîãî, ùî êèíóòà ó êâàäðàò [0; 1] × [0; 1] òî÷-êà ïîòðàïèòü äî ìíîæèíè A (äèâ. ðèñ. 8.1.2, ìíîæèíà Açàøòðèõîâàíà). À îñêiëüêè òî÷êó êèäàþòü íàâìàííÿ, òîøóêàíà éìîâiðíiñòü îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê ãåîìåòðè÷íà:
P (A) =

L(A)

L([0; 1] × [0; 1])
=

1/4

1
=

1

4
.Ïðèêëàä 8.1.3 (çàäà÷à Áþ��îíà). Ïëîùèíà ðîç-ãðà�ëåíà ïàðàëåëüíèìè ïðÿìèìè, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ íà âiä-ñòàíi 2a îäíà âiä îäíî¨. Íà ïëîùèíó íàâìàííÿ 1 êèäàþòüãîëêó çàâäîâæêè 2l (2l < 2a). Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî,ùî ãîëêà ïåðåòíå îäíó ç ïðÿìèõ.1Ó ïðèêëàäi ñëîâî �íàâìàííÿ� îçíà÷à¹: 1◦ ñåðåäèíà ãîëêè (òî÷-êà) ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà âiäðiçêó äîâæèíîþ 2a, ïåðïåíäèêó-ëÿðíîìó ïàðàëåëüíèì ïðÿìèì; 2◦ êóò ϕ, óòâîðåíèé ãîëêîþ ç ïà-ðàëåëüíèìè ïðÿìèìè, ìà¹ ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië íà ïðîìiæêó [0, π];3◦ âiäñòàíü x âiä ñåðåäèíè ãîëêè äî íàéáëèæ÷î¨ ïðÿìî¨ i êóò ϕ ¹íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè.



8.1. Îçíà÷åííÿ. Ïðèêëàäè 103� î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x âiäñòàíü âiä ñåðå-äèíè ãîëêè äî íàéáëèæ÷î¨ ïðÿìî¨, ÷åðåç ϕ � êóò ìiæãîëêîþ i ïðÿìîþ (ϕ âiäêëàäàòèìåìî âiä ãîëêè äî ïðÿìî¨ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè (äèâ. ðèñ. 8.1.3)).
' l sin '

x

2a

�èñ. 8.1.3: �îëêà íà ðîçãðà�ëåíié ïëîùèíi�îëêà íà ïëîùèíi, ùî ðîçãðà�ëåíà ïàðàëåëüíèìè ïðÿ-ìèìè, çàäà¹ âïîðÿäêîâàíó ïàðó ÷èñåë (ϕ, x), ϕ ∈ [0, π],
x ∈ [0, a]. Òà ñàìà ïàðà ÷èñåë (ϕ, x) çàäà¹ íà êîîðäèíà-òíié ïëîùèíi ϕ, x òî÷êó ç êîîðäèíàòàìè (ϕ, x), ùî íàëå-æàòü ïðÿìîêóòíèêó B = [0, π] × [0, a] (äèâ. ðèñ. 8.1.4).È íàâïàêè: êîæíà òî÷êà ç ïðÿìîêóòíèêà B âèçíà÷à¹ ïà-ðó ÷èñåë (ϕ, x), à ðàçîì ç íåþ i ïîëîæåííÿ ãîëêè âiä-íîñíî ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ íà ïëîùèíi. Òîìó êèäàííÿãîëêè íà ïëîùèíó, ðîçãðà�ëåíó ïàðàëåëüíèìè ïðÿìè-ìè, i ðå¹ñòðàöiÿ ¨¨ ïîëîæåííÿ âiäíîñíî ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ.8.1.3) ðiâíîñèëüíå êèäàííþ íàâìàííÿ òî÷êè â ïðÿìîêó-òíèê B = [0, π] × [0, a] (äèâ. ðèñ. 8.1.4). Ïðè öüîìó ãîëêàïåðåòíå ïðÿìó òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ñïðàâäæó¹òüñÿ íå-ðiâíiñòü x ≤ l sinϕ (äèâ. ðèñ. 8.1.3) àáî, ùî òå ñàìå, êîëèêèíóòà â ïðÿìîêóòíèê B = [0, π]× [0, a] òî÷êà ïîòðàïëÿ¹äî �iãóðè A, ùî îáìåæåíà êðèâîþ x = l sinϕ i âiññþ Oϕ(äèâ. ðèñ. 8.1.4). À îñêiëüêè òî÷êó êèäàþòü íàâìàííÿ, òîéìîâiðíiñòü p òîãî, ùî òî÷êà ïîòðàïèòü äî ìíîæèíè A(éìîâiðíiñòü ïåðåòèíó ãîëêîþ ïðÿìî¨), îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê
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p =

1

aπ

π∫

0

l sinϕdϕ =
2l

aπ
.Öiêàâî, ùî îäåðæàíå ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà âèêîðèñ-òàòè äëÿ åêñïåðèìåíòàëüíîãî âèçíà÷åííÿ ÷èñëà π.

0

x

a

x = l sin '

π '�èñ. 8.1.4: Äî çàäà÷i Áþ��îíàÓÿâiìî, ùî ãîëêà êèíóòà íà ïëîùèíó n ðàçiâ (n � âå-ëèêå), ïðè öüîìó ãîëêà m ðàçiâ ïåðåòíóëà ïðÿìó. ßêùîïîáóäîâàíà ìîäåëü àäåêâàòíî îïèñó¹ åêñïåðèìåíò, òî çàâåëèêèõ n ÷àñòîòà m/n ÷èñëà ïåðåòèíiâ ãîëêîþ ïðÿìî¨ìà¹ áóòè áëèçüêîþ äî éìîâiðíîñòi p, òîáòî ìà¹ ñïðàâ-äæóâàòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿ 2l
aπ ≈ m

n . Çâiäñè
π ≈ 2l

a

n

m
.



8.2. Çàäà÷i 1058.2 Çàäà÷iÀÇ: 8.1◦(1, 2, 3, 10), 8.2◦(1, 2, 3), 8.4(1, 7, 11, 14), 8.12◦ ,
8.18, 8.20, 8.29, 8.31.ÑÇ: 8.3◦(3, 6, 8), 8.4(2, 10, 15), 8.11◦ , 8.16, 8.17◦ , 8.19, 8.25,
8.28, 8.30.8.1◦. Ó êâàäðàò [0;1℄×[0;1℄ íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó.Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äëÿ ¨¨ êîîðäèíàò (x, y)ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:1) xy ≤ 1/2; 6) x2 + y2 < 1/4;2) min{e−x,

√
y} ≥ e−1/2 ; 7) x+ y ≤ 1/3;3) min{y − x2, x− y2} ≥ 0; 8) y + 1/2 ≤ 1/x;4) max{y − e−x, y − 3/4} ≥ 0; 9) y < x2/2;5) y > −x2 + 1/9; 10) |y − x| ≥ 2/3.8.2◦. Ó êâàäðàò [0;1℄×[0;1℄ íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó.Ïîçíà÷èìî ¨¨ êîîðäèíàòè ÷åðåç (x, y).Çíàéòè éìîâiðíîñòi òàêèõ ïîäié:1) ïëîùà ïðÿìîêóòíèêà çi ñòîðîíàìè x i y áiëüøà íiæ1/2;2) âiäñòàíü âiä êèíóòî¨ òî÷êè äî ïî÷àòêó êîîðäèíàòìåíøà íiæ 1/4;3) âiäñòàíü âiä êèíóòî¨ òî÷êè äî òî÷êè (1,1) áiëüøàíiæ 1;4) âiäñòàíü âiä êèíóòî¨ òî÷êè äî òî÷êè (0,1) ìåíøàíiæ 1.8.3◦. Íà âiäðiçîê [0;1℄ íàâìàííÿ êèäàþòü ïàðó òî÷îê.Íåõàé x � êîîðäèíàòà îäíi¹¨ òî÷êè, y � iíøî¨. Çíàéòèéìîâiðíîñòi òàêèõ ïîäié:1) max{x, y} < 1/2; 8) max{x2, y} < a, 0 < a < 1;2) max{x, y} > 1/3; 9) max{x, y2} > a, 0 < a < 1;3) min{x, y} < 1/4; 10) yex ≤ 1;4) min{x, y} > 1/2; 11) y +√

1− x2 − 1 ≥ 0;5) x+
√

1− y2 ≤ 1; 12) y +√
x− x2 ≤ 1.6) y +√

2x− x2 ≤ 1; 13) x2 − y2 − x+ y ≥ 0.7) x+
√

y − y2 ≥ 1; 14) (y − x)(y − 1/2) ≥ 0.



106 �ëàâà 8. �åîìåòðè÷íi éìîâiðíîñòi8.4. Íà âiäðiçîê [−2; 2] íàâìàííÿ êèäàþòü ïàðó òî÷îê.Íåõàé x � êîîðäèíàòà îäíi¹¨ òî÷êè, y � iíøî¨. Çíàéòèéìîâiðíîñòi òàêèõ ïîäié:1) x+ |x| = y + |y|; 8) (y − 2x)(y + 2x) ≥ 0;2) x− |x| = y − |y|; 9) (|x|+ |y| − 1)(|x| + |y| − 2) ≤ 0;3) [y] = [x]; 10) |x− 1|+ |y − 1| ≤ 1;4) [y] = −[x]; 11) (y − x)(y + x− 2) ≥ 0;5) [y] = [x− 1]; 12) ([y]− [x])({y} − {x}) ≥ 0;6) {y} ≤ {x}; 13) (x− signx)2 + (y − sign y)2 ≤ 1;7) |x|+ |y| ≤ 1; 14) |x− sign x|+ |y − sign y| ≤ 1;15) (|x− 1|+ |y − 1| − 1)(|x − 1|+ |y − 1| − 2) ≤ 0;16) ((x− signx)2 + (y − sign y)2 − 1)(|x − sign x|+
+ |y − sign y| − 1) ≤ 0;([a] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a, {a} = a− [a] � äðîáîâà ÷àñ-òèíà ÷èñëà a).8.5◦. Íà ïàðêåòíó ïiäëîãó êèäàþòü ìîíåòó ðàäióñà r.Ïàðêåò ìà¹ �îðìó ïðÿìîêóòíèêiâ iç ñòîðîíàìè a i b

(a < b, 2r < a).Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ìîíåòà ïåðåòíå ìåíøóñòîðîíó ÿêîãî-íåáóäü ïðÿìîêóòíèêà, ÿêùî âiäîìî, ùî âî-íà ïåðåòíóëà îäíó çi ñòîðií.8.6. Íà âiäðiçêîâi çàâäîâæêè l íàâìàííÿ âçÿòî äâiòî÷êè. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âiäñòàíü ìiæ íèìè íåïåðåâèùó¹ kl (0 < k < 1)?8.7. Äâà ñóäíà ìàþòü ïiäiéòè äî îäíîãî ïðè÷àëó. Ìî-ìåíòè ïiäõîäó ñóäåí äî ïðè÷àëó � íåçàëåæíi âèïàäêîâiïîäi¨, ðiâíîìîæëèâi ïðîòÿãîì äîáè. Çíàéòè éìîâiðíiñòüòîãî, ùî îäíîìó iç ñóäåí äîâåäåòüñÿ ÷åêàòè çâiëüíåííÿïðè÷àëó, ÿêùî ÷àñ ñòîÿíêè ïåðøîãî ñóäíà (ñóäíà íîìåð 1)� 1 ãîä, à äðóãîãî � 2 ãîä.8.8◦. Íà ïàðêåòíó ïiäëîãó íàâìàííÿ êèäàþòü ìîíå-òó äiàìåòðà d. Ïàðêåò ìà¹ �îðìó êâàäðàòiâ çi ñòîðîíîþ
a (a > d). ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ìîíåòà íå ïåðåòíåæîäíî¨ ñòîðîíè êâàäðàòiâ ïàðêåòó?8.9. Ó êðóã ðàäióñà R íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó. ßêàéìîâiðíiñòü òîãî, ùî òî÷êà îïèíèòüñÿ âñåðåäèíi ïðàâèëü-íîãî n-êóòíèêà, âïèñàíîãî â êðóã?8.10. Íà êîëi îäèíè÷íîãî ðàäióñà ç öåíòðîì ó ïî÷àòêóêîîðäèíàò íàâìàííÿ âèáèðàþòü òî÷êó. ßêà éìîâiðíiñòü



8.2. Çàäà÷i 107òîãî, ùî: à) ïðîåêöiÿ òî÷êè íà âiñü Ox çíàõîäèòüñÿ âiäöåíòðà êîëà íà âiäñòàíi, ÿêà íå ïåðåâèùó¹ r (r < 1); á) âiä-ñòàíü âiä âèáðàíî¨ òî÷êè äî òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè (1; 0)íå ïåðåâèùó¹ r?8.11◦. Ó êðóã ðàäióñà R íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó. ßêàéìîâiðíiñòü òîãî, ùî âiäñòàíü âiä öi¹¨ òî÷êè äî öåíòðàêðóãà: 1) íå ïåðåâèùó¹ r? 2) áiëüøà íiæ r?8.12◦. Ó êðóã ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi O íàâìàííÿíåçàëåæíî îäíà âiä îäíî¨ êèäàþòü N òî÷îê.Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî:1) âiäñòàíü âiä öåíòðà êðóãà äî íàéâiääàëåíiøî¨ òî÷êèíå ïåðåâèùó¹ r (r < R);2) âiäñòàíü âiä öåíòðà êðóãà äî íàéáëèæ÷î¨ òî÷êè ïå-ðåâèùó¹ r (r < R);3) óñi òî÷êè ïîòðàïëÿòü óñåðåäèíó êðóãà ðàäióñà r
(r < R) ç öåíòðîì ó òî÷öi O;4) æîäíà òî÷êà íå ïîòðàïèòü óñåðåäèíó êðóãà ðàäió-ñà r (r < R) ç öåíòðîì ó òî÷öi O;5) óñi òî÷êè ïîòðàïëÿòü óñåðåäèíó äàíîãî êðóãà ðàäi-óñà r (r < R), ùî ìiñòèòüñÿ ó êðóçi ðàäióñà R;6) æîäíà òî÷êà íå ïîòðàïèòü óñåðåäèíó äàíîãî êðóãàðàäióñà r (r < R), ùî ìiñòèòüñÿ ó êðóçi ðàäióñà R;7) óñi òî÷êè ïîòðàïëÿòü óñåðåäèíó äàíîãî êâàäðàòà çiñòîðîíîþ a, ùî ìiñòèòüñÿ ó êðóçi ðàäióñà R;8) æîäíà òî÷êà íå ïîòðàïèòü óñåðåäèíó äàíîãî êâà-äðàòà çi ñòîðîíîþ a, ùî ìiñòèòüñÿ ó êðóçi ðàäióñà R.8.13. Íà âiäðiçîê AB çàâäîâæêè a íàâìàííÿ íåçàëå-æíî îäíà âiä îäíî¨ êèíóòî ï'ÿòü òî÷îê. Çíàéòè éìîâið-íiñòü òîãî, ùî äâi òî÷êè îïèíÿòüñÿ íà âiäñòàíi, ìåíøiéíiæ b (b < a) âiä òî÷êè A, à òðè � íà âiäñòàíi, áiëüøiéíiæ b.8.14. Íà ïiäñòàâi ñïîñòåðåæåíü (iç òåëåñêîïîì i ñïåê-òðîìåòðîì) ìîæíà äiéòè âèñíîâêó, ùî íèçêà õiìi÷íèõåëåìåíòiâ, çíàéäåíèõ ó çåìíié êîði, ¹ òàêîæ i íà Ñîíöi.Öåé âèñíîâîê  ðóíòó¹òüñÿ íà �içè÷íîìó çàêîíi, âiäêðè-òîìó �óñòàâîì Êiðõãî�îì, çãiäíî ç ÿêèì ïàðè åëåìåí-òiâ ïîãëèíàþòü òi ñàìi ïðîìåíi ñâiòëà, ÿêi âîíè âèïðî-ìiíþþòü (çà âèñîêî¨ òåìïåðàòóðè õiìi÷íi åëåìåíòè ïåðå-òâîðþþòüñÿ ó ïàðó, ùî ñâiòèòüñÿ). Âèïðîìiíþâàííÿ Ñîí-öÿ, ïðîõîäÿ÷è ÷åðåç ïðèçìó, óòâîðþ¹ äåÿêó ïîñëiäîâíiñòü



108 �ëàâà 8. �åîìåòðè÷íi éìîâiðíîñòiïàðàëåëüíèõ ëiíié, ¨õ íàçèâàþòü ñïåêòðàëüíèìè ëiíiÿìè(�ðàóíãî�åðîâèìè ëiíiÿìè). Ïîñëiäîâíiñòü ïàðàëåëüíèõñïåêòðàëüíèõ ëiíié ìîæíà âèÿâèòè òàêîæ ó âèïðîìiíþ-âàííi iíøèõ åëåìåíòiâ, çîêðåìà, çàëiçà. (ßê ìîäåëü �ðà-óíãî�åðîâèõ ëiíié � ñïåêòðàëüíèõ ëiíié âèïðîìiíþâàííÿõiìi÷íèõ åëåìåíòiâ � ðîçãëÿäàòèìåìî ïîñëiäîâíiñòü ïà-ðàëåëüíèõ ëiíié íà ïëîùèíi.)Ó ñïîñòåðåæåííÿõ �. Êiðõãî�à 60 ñïåêòðàëüíèõ ëiíiéâèïðîìiíþâàííÿ çàëiçà çáiãëèñÿ2 ç �ðàóíãî�åðîâèìè ëi-íiÿìè âèïðîìiíþâàííÿ Ñîíöÿ. Îöiíiòü iìîâiðíiñòü òîãî,ùî öåé çáiã âèïàäêîâèé, ÿêùî íà øêàëi, ÿêîþ êîðèñòó-âàâñÿ �. Êiðõãî�, ëiíi¨ íà âiäñòàíi, ìåíøié 0,5 ìì, óæåíåðîçðiçíåííi, à ñåðåäíÿ âiäñòàíü ìiæ ñóñiäíiìè ñîíÿ÷íè-ìè �ðàóíãî�åðîâèìè ëiíiÿìè ñòàíîâèòü 2 ìì.8.15. Íà âiäðiçîê [0; 1] íàâìàííÿ êèäàþòü òðè òî÷êè,
ξ, η, ζ � ¨õíi êîîðäèíàòè.1. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ç âiäðiçêiâ çàâ-äîâæêè ξ, η, ζ ìîæíà ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê.2. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ξ + η + ζ ≤ 3/2.3. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî max{ξ, η, ζ} ≤ t,
0 < t < 1.8.16. Äâi îñîáè, ÿêi âèðiøèëè çóñòðiòèñÿ ïðîòÿãîì ãî-äèíè, äîìîâèëèñÿ, ùî êîæíà íåçàëåæíî âiä iíøî¨ ïðèõî-äèòü íà ìiñöå çóñòði÷i ó íàâìàííÿ âèáðàíèé ìîìåíò çà-çíà÷åíî¨ ãîäèíè.1. ßêùî îñîáè äîìîâèëèñÿ, ùî êîæíà ÷åêàòèìå iíøóâïðîäîâæ ÷àñó t (t < 1), ïiñëÿ ÷îãî ïiäå ç ìiñöÿ çóñòði÷i,òî ÿêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çóñòði÷ âiäáóäåòüñÿ?2. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äàíà îñîáà ïðèéäå íà ìiñ-öå çóñòði÷i: à) ðàíiøå âiä iíøî¨; á) ðàíiøå âiä iíøî¨ íà÷àñ, íå ìåíøèé íiæ q (q < 1)?8.17◦.Ó ñ�åðó ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi O íàâìàí-íÿ íåçàëåæíî îäíó âiä îäíî¨ êèíóëè N òî÷îê. Îá÷èñëèòèéìîâiðíiñòü òîãî, ùî:1) âiäñòàíü âiä öåíòðà äî íàéâiääàëåíiøî¨ òî÷êè íåïåðåâèùó¹ r (r < R);2Çàçíà÷èìî, ùî íiÿêå �içè÷íå ñïîñòåðåæåííÿ íå ¹ àáñîëþòíîòî÷íèì. Òîìó äâi ëiíi¨, ÿêi ìè êëàñè�iêó¹ìî ÿê òàêi, ùî çáiãàþòü-ñÿ, íàñïðàâäi ìîæóòü áóòè ðiçíèìè, àëå â ìåæàõ òî÷íîñòi íàøèõñïîñòåðåæåíü ìè íå ìîæåìî ¨õ ðîçðiçíèòè.



8.2. Çàäà÷i 1092) âiäñòàíü âiä öåíòðà äî íàéáëèæ÷î¨ òî÷êè ïåðåâè-ùó¹ r (r < R);3) óñi òî÷êè ïîòðàïëÿòü óñåðåäèíó ñ�åðè ðàäióñà r
(r < R) ç öåíòðîì ó òî÷öi O;4) æîäíà òî÷êà íå ïîòðàïèòü óñåðåäèíó ñ�åðè ðàäióñà
r (r < R) ç öåíòðîì ó òî÷öi O;5) óñi òî÷êè ïîòðàïëÿòü óñåðåäèíó äàíî¨ ñ�åðè ðàäi-óñà r (r < R), ùî ìiñòèòüñÿ ó ñ�åði ðàäióñà R;6) æîäíà òî÷êà íå ïîòðàïèòü óñåðåäèíó äàíî¨ ñ�åðèðàäióñà r (r < R), ùî ìiñòèòüñÿ ó ñ�åði ðàäióñà R;7) óñi òî÷êè ïîòðàïëÿòü óñåðåäèíó äàíîãî êóáà çi ñòî-ðîíîþ a, ùî ìiñòèòüñÿ ó ñ�åði ðàäióñà R;8) æîäíà òî÷êà íå ïîòðàïèòü óñåðåäèíó äàíîãî ïðÿìî-êóòíîãî ïàðàëåëåïiïåäà çi ñòîðîíàìè a, b, c, ùî ìiñòèòüñÿó ñ�åði ðàäióñà R.8.18. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ç òðüîõ íàâìàííÿ âçÿ-òèõ âiäðiçêiâ, äîâæèíà ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 1, ìîæíà ïî-áóäóâàòè òðèêóòíèê?8.19. Íà âiäðiçêó [−1; 1] íàâìàííÿ âèáèðàþòü äâi òî÷-êè. Íåõàé p òà q � êîîðäèíàòè öèõ òî÷îê. Çíàéòè éìî-âiðíiñòü òîãî, ùî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ x2 + px + q = 0:1) ìà¹ äiéñíi êîðåíi; 2) íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ.8.20. Íà âiäðiçîê íàâìàííÿ îäíó çà îäíîþ êèäàþòüòðè òî÷êè. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî òðåòÿ çà ëiêîì òî÷êàïîòðàïèòü ìiæ äâîìà ïåðøèìè?8.21◦. Ó êðóã âïèñàíî êâàäðàò. Òî÷êó íàâìàííÿ êèäà-þòü ó êðóã. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà ïîòðàïèòüó êâàäðàò.8.22∗. Íåõàé x = (x1, x2) � êîîðäèíàòè òî÷êè, íàâ-ìàííÿ êèíóòî¨ ó êâàäðàò [0; 1] × [0; 1]. Çà ÿêèõ çíà÷åíü rïîäi¨ Ar = {|x1−x2| ≥ r} i Br = {x1+x2 ≤ 3r} íåçàëåæíi?8.23. Íåõàé x = (x1, x2) � êîîðäèíàòè òî÷êè, íàâìàí-íÿ êèíóòî¨ ó êâàäðàò [0; 1] × [0; 1],
A1 = {(x1, x2) : x1 ≤ 1/2}, A2 = {(x1, x2) : x2 ≤ 1/2},

A3 = {(x1, x2) : (x1 − 1/2)(x2 − 1/2) ≤ 0}.Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêi äâi ç ïîäié A1, A2, A3 íåçàëåæíi, àëåâñi òðè íå ¹ íåçàëåæíèìè.



110 �ëàâà 8. �åîìåòðè÷íi éìîâiðíîñòi8.24.Ïëîùèíà ðîçáèòà ñiòêîþ ïðÿìèõ: 1) íà êâàäðàòèçi ñòîðîíîþ 1; 2) íà ïðàâèëüíi òðèêóòíèêè çi ñòîðîíîþ 1.Íà ïëîùèíó íàâìàííÿ êèíóëè ìîíåòó äiàìåòðà 1. ßêàéìîâiðíiñòü òîãî, ùî ìîíåòà çàêðè¹ îäíó ç âåðøèí ñiòêè?8.25. Íà âiäðiçêó [0; 1] íàâìàííÿ ïîñëiäîâíî âèáèðà-þòü òðè ÷èñëà. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî:1) ÷èñëî, âèáðàíå îñòàííiì, íàéáiëüøå;2) ÷èñëà âèáðàíî ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ?8.26. Âiäðiçîê ïîäiëèëè íà òðè ðiâíi ÷àñòèíè. ßêàéìîâiðíiñòü òîãî, ùî òðè òî÷êè, íàâìàííÿ êèíóòi íà âiä-ðiçîê, ïîòðàïëÿòü ó òðè ðiçíi ÷àñòèíè?8.27∗. Ìîíåòó, ðàäióñ ÿêî¨ r i âèñîòà h, íàâìàííÿ êè-äàþòü íà ãîðèçîíòàëüíó ïëîùèíó. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òî-ãî, ùî ìîíåòà ñòàíå íà ðåáðî.8.28. Íà âiäðiçîê [0; 1], ÿêèé ðîçäiëåíî íà òðè ðiâíi÷àñòèíè, íàâìàííÿ êèäàþòü òðè òî÷êè. Îá÷èñëèòè éìî-âiðíîñòi òàêèõ ïîäié:1) óñi òðè òî÷êè ïîòðàïëÿòü â îäíó ÷àñòèíó;2) çàéíÿòèìè âèÿâëÿòüñÿ íå ìåíøå äâîõ ÷àñòèí;3) íà ñåðåäíþ ÷àñòèíó íå ïîòðàïèòü æîäíî¨ òî÷êè;4) íà êðàéíi ÷àñòèíè íå ïîòðàïèòü æîäíî¨ òî÷êè.8.29. Íà êîëi íàâìàííÿ âèáèðàþòü òðè òî÷êè. ßêàéìîâiðíiñòü òîãî, ùî òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè ó öèõ òî÷-êàõ ãîñòðîêóòíèé?8.30. Íà êîëi íàâìàííÿ âèáðàíî òðè òî÷êè. Îá÷èñëè-òè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â òðèêóòíèêó ç âåðøèíàìè â öèõòî÷êàõ:1) ¹ êóò, ìåíøèé íiæ 30◦;2) óñi êóòè áiëüøi íiæ 30◦;3) ¹ êóò 90◦.8.313. Íà êîëi íàâìàííÿ âèáðàíî òî÷êè A,B,C,D. Îá-÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âiäðiçêè AC i BD ïåðåòè-íàþòüñÿ.8.32∗. Íà ïëîñêié ãîðèçîíòàëüíî ðîçìiùåíié �îëüçiçíàõîäèòüñÿ òî÷êîâå äæåðåëî ðàäiîàêòèâíîãî âèïðîìiíþ-âàííÿ, ùî ïîñèëà¹ ïðîìåíi ðiâíîìiðíî â óñiõ íàïðÿìàõïðîñòîðó. ßêùî ïàðàëåëüíî �îëüçi íà îäèíè÷íié âiäñòàíi3Âàñèëüåâ Í. Á. �åîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè // Êâàíò. � 1991.� �1. � Ñ. 47�53.



8.2. Çàäà÷i 111âiä íå¨ ïîñòàâèòè åêðàí, òî íà íüîìó ìîæíà ñïîñòåðiãà-òè òî÷êîâi ñïàëàõè, ñïðè÷èíåíi ðàäiîàêòèâíèì âèïðîìi-íþâàííÿì. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷åðãîâèé ñïàëàõâiäáóäåòüñÿ íà åêðàíi âñåðåäèíi êðóãà, ðàäióñ ÿêîãî äî-ðiâíþ¹ R, à öåíòð çíàõîäèòüñÿ íàä äæåðåëîì âèïðîìiíþ-âàííÿ.8.33∗. Äëÿ òîãî ùîá çiáðàòè øàðèêîïiäøèïíèê, ðàäi-óñ R çîâíiøíüîãî êiëüöÿ, ðàäióñ r âíóòðiøíüîãî êiëüöÿ iäiàìåòð d øàðèêà ìàþòü çàäîâîëüíÿòè óìîâè
0 ≤ R− r − d ≤ δ.Ïðèïóñòèìî, ùî R, r, d � íåçàëåæíi é ðiâíîìiðíî ðîç-ïîäiëåíi âiäïîâiäíî íà âiäðiçêàõ [50,0; 51,0℄, [40,0; 41,0℄,[9,5; 10,0℄ âèïàäêîâi âåëè÷èíè.Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî øàðèêîïiäøèïíèê áóäåçiáðàíî, ÿêùî δ = 0, 5 ìì.8.34. Íà âiäðiçîê [0, nd], ðîçáèòèé òî÷êàìè kd,

k = 0, 1, . . . , n, íà ÷àñòèíè, íàâìàííÿ êèäàþòü âiäðiçîêâèïàäêîâî¨ äîâæèíè.Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âiäðiçîê �íàêðè¹� îäíóç òî÷îê ïîäiëó, ÿêùî éîãî äîâæèíà ðîçïîäiëåíà 1◦ ðiâ-íîìiðíî íà âiäðiçêó [0, d]; 2◦ ðiâíîìiðíî íà âiäðiçêó [0, l]
(0 < l < d).8.35◦. Â îäèíè÷íèé êâàäðàò íàâìàííÿ êèíóòî òî÷êó.ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî òî÷êà áóäå âiääàëåíà âiä öåíòðàêâàäðàòà íà âiäñòàíü, ìåíøó íiæ 1/3, ÿêùî âiäîìî, ùîâiä êîæíî¨ çi ñòîðií êâàäðàòà âîíà âiääàëåíà áiëüøå íiæíà 1/6?8.36◦. Íà ïëîùèíi ïðîâåäåíî ïàðàëåëüíi ïðÿìi, âiä-ñòàíü ìiæ ÿêèìè ñòàíîâèòü 2a. Íà ïëîùèíó íàâìàííÿêèäàþòü ìîíåòó ðàäióñà r (r < a). ßêà éìîâiðíiñòü òîãî,ùî ìîíåòà íå ïåðåòíå æîäíî¨ ç ïðÿìèõ?8.37◦. Íåõàé íà âiäðiçîê çàâäîâæêè L íàâìàííÿ êè-äàþòü òî÷êó. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà âïàäåíå äàëi, íiæ íà l (l < L/2) âiä ñåðåäèíè âiäðiçêà.8.38◦. Âèïàäêîâà òî÷êà A ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà âêâàäðàòi çi ñòîðîíîþ 1. Çíàéòè éìîâiðíîñòi òàêèõ ïîäié:à) âiäñòàíü âiä òî÷êè A äî �iêñîâàíî¨ ñòîðîíè êâàäðà-òà íå ïåðåâèùó¹ x;á) âiäñòàíü âiä òî÷êè A äî íàéáëèæ÷î¨ ñòîðîíè êâàä-ðàòà íå ïåðåâèùó¹ x;



112 �ëàâà 8. �åîìåòðè÷íi éìîâiðíîñòiâ) âiäñòàíü âiä òî÷êè A äî öåíòðà êâàäðàòà íå ïåðå-âèùó¹ x;ã) âiäñòàíü âiä òî÷êè A äî �iêñîâàíî¨ âåðøèíè êâàä-ðàòà íå ïåðåâèùó¹ x.8.39◦. Âèïàäêîâà òî÷êà A ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà âïðÿìîêóòíèêó çi ñòîðîíàìè 1 i 2. Çíàéòè éìîâiðíîñòi òà-êèõ ïîäié:à) âiäñòàíü âiä òî÷êè A äî íàéáëèæ÷î¨ ñòîðîíè ïðÿ-ìîêóòíèêà íå ïåðåâèùó¹ x;á) âiäñòàíi âiä òî÷êè A äî äiàãîíàëåé ïðÿìîêóòíèêàíå ïåðåâèùóþòü x (x < 1/
√
5).8.40◦. Âèïàäêîâà òî÷êà A ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà âêâàäðàòi çi ñòîðîíîþ a. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âiä-ñòàíü âiä òî÷êè A äî íàéáëèæ÷î¨ ñòîðîíè êâàäðàòà ìåí-øà, íiæ âiäñòàíü âiä A äî íàéáëèæ÷î¨ äiàãîíàëi êâàäðàòà.8.41◦. Âèïàäêîâà òî÷êà X ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà âêâàäðàòi A = {(x, y) : |x| ≤ a, |y| ≤ a}. Çíàéòè éìîâið-íiñòü òîãî, ùî êâàäðàò ç öåíòðîì ó òî÷öi X i ñòîðîíàìèçàâäîâæêè b, ïàðàëåëüíèìè îñÿì êîîðäèíàò, öiëêîì ìiñ-òèòüñÿ â êâàäðàòi A.8.42. Íà âiäðiçîê [0; 1], ðîçáèòèé íà n ðiâíèõ ÷àñòèí(âiäðiçêiâ), íàâìàííÿ íåçàëåæíî îäíà âiä îäíî¨ êèäàþòü

n òî÷îê. Îá÷èñëèòè éìîâiðíîñòi òàêèõ ïîäié:1) óñi òî÷êè ïîòðàïëÿòü íà îäíó ÷àñòèíó;2) óñi ÷àñòèíè âèÿâëÿòüñÿ çàéíÿòèìè;3) íå áóäå çàéíÿòà òiëüêè êðàéíÿ ëiâà ÷àñòèíà;4) âèÿâëÿòüñÿ çàéíÿòèìè ðiâíî äâi ÷àñòèíè;5) âèÿâëÿòüñÿ çàéíÿòèìè ðiâíî òðè ÷àñòèíè;6) âèÿâëÿòüñÿ çàéíÿòèìè ðiâíî s ÷àñòèí.



�ëàâà 9�îçïîäië âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè9.1 Ôóíêöiÿ i ùiëüíiñòü ðîçïîäiëóÂèïàäêîâà âåëè÷èíà � �óíêöiÿ âiä íàñëiäêó ñòîõàñ-òè÷íîãî åêñïåðèìåíòó (äèâ. ãë. 5) ìîæå íàáóâàòè çíà÷åíüíå òiëüêè çi ñêií÷åííî¨ àáî çëi÷åííî¨ ìíîæèíè, ¨¨ çíà÷åí-íÿ ìîæóòü �çàïîâíþâàòè� ïðîìiæêè. Íàïðèêëàä, ÷àñ áåç-âiäìîâíî¨ ðîáîòè ïðèëàäó, ðåçóëüòàò âèìiðþâàííÿ i ò. ií.Ôîðìàëüíî âèïàäêîâó âåëè÷èíó îçíà÷àþòü òàê.Îçíà÷åííÿ. Íåõàé {Ω,F, P} � iìîâiðíiñíèé ïðîñòið.Âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ íàçèâàòèìåìî �óíêöiþ
ξ = ξ(ω)íà Ω çi çíà÷åííÿìè â R

1 òàêó, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ R
1

{ω : ξ(ω) < x} ∈ F.ßêùî ξ = ξ(ω) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, òî äëÿ äîâiëü-íî¨ ìíîæèíè B (áîðåëåâî¨)
{ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ F.Âëàñòèâîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. ßêùî ξ i η �âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ¹

ξ + η, ξ − η, ξη, ξ/η (η 6= 0).113



114 �ëàâà 9. �îçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíèÔóíêöiÿ âiä âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ¹ âèïàäêîâîþ âå-ëè÷èíîþ. Äîêëàäíiøå, ÿêùî ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà,
g � áîðåëåâà1 �óíêöiÿ íà R

1 çi çíà÷åííÿìè â R
1, òî g(ξ)� âèïàäêîâà âåëè÷èíà.ßêùî ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . � âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî âè-ïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ¹

sup
n
ξn, inf

n
ξn, limξn, limξn,çîêðåìà, ãðàíèöÿ lim ξn (ÿêùî âîíà iñíó¹) ¹ âèïàäêîâîþâåëè÷èíîþ.Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Äèñ-êðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ îïèñó¹òüñÿ ñâî¨ì ðîçïîäi-ëîì

Pξ : xi → Pξ(xi) = P{ξ = xi}.Ó çàãàëüíié ñèòóàöi¨ âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ îïèñó¹òüñÿ òàêçâàíîþ �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó, çà ÿêîþ çàâæäè ìîæíà îá-÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ξ ïîòðàïèòü äî äàíîãî ïðî-ìiæêó [a, b).Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ
Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x}, x ∈ R

1,íàçèâàþòü �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.Âëàñòèâîñòi �óíêöi¨ ðîçïîäiëó Fξ(x) âèïàäêîâî¨ âåëè-÷èíè ξ.1. 0 ≤ Fξ(x) ≤ 1.2. Fξ(x) � íåñïàäíà: ÿêùî x1 < x2, òî
Fξ(x1) ≤ Fξ(x2).3. Fξ(x) íåïåðåðâíà çëiâà.4. lim

x→−∞
Fξ(x) = 0, lim

x→+∞
Fξ(x) = 1.5. Äëÿ äîâiëüíèõ a i b (a < b)

P{ξ ∈ [a, b)} = Fξ(b)− Fξ(a).1Ôóíêöiÿ g : R1 → R
1 áîðåëåâà, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ áîðåëåâî¨ìíîæèíè B ¨¨ ïðîîáðàç g−1(B) � áîðåëåâà ìíîæèíà. Íåïåðåðâíi�óíêöi¨ ¹ áîðåëåâèìè, àëå êëàñ áîðåëåâèõ �óíêöié çíà÷íî øèðøèé.



9.1. Ôóíêöiÿ i ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó 1156. Äëÿ äîâiëüíîãî x0
P{ξ = x0} = Fξ(x0 + 0)− Fξ(x0 − 0).Ôóíêöiþ
Pξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B}, B ∈ B1,îçíà÷åíó íà êëàñi áîðåëåâèõ ìíîæèí ïðÿìî¨, íàçèâàòèìå-ìî ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. ßê-ùî �óíêöiþ ðîçïîäiëó F (x) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ìîæ-íà ïîäàòè ó âèãëÿäi

F (x) =

x∫

−∞

p(t)dt, x ∈ R
1, (9.1.1)òî êàæóòü, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ àáñîëþòíî íå-ïåðåðâíèé ðîçïîäië (àáñîëþòíî íåïåðåðâíà), à �óíêöiþ

p(x) íàçèâàþòü ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-íè ξ.Çà ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó p(x) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξçàâæäè ìîæíà îá÷èñëèòè P{ξ ∈ [a, b)}:
P{ξ ∈ [a, b)} =

b∫

a

p(x)dx. (9.1.2)Áåçïîñåðåäíüî ç ðiâíîñòi (9.1.1) âèïëèâà¹, ùî ìàéæåäëÿ âñiõ x
d

dx
F (x) = p(x).Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó p(x) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè íåâiä'¹ì-íà i

+∞∫

−∞

p(x)dx = 1.



116 �ëàâà 9. �îçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíèÎá÷èñëåííÿ ðîçïîäiëó g(ζ) çà ùiëüíiñòþ ðîç-ïîäiëó ζ. Íåõàé ζ � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà âèïàäêîâàâåëè÷èíà çi çíà÷åííÿìè â R
1 i p(x) � ¨¨ ùiëüíiñòü ðîç-ïîäiëó, g(x) � áîðåëåâà �óíêöiÿ íà R

1 çi çíà÷åííÿìè â
R
1. Òîäi

P{g(ζ) ∈ B} =

∫

x:g(x)∈B

p(x)dx, (9.1.3)çîêðåìà
P{g(ζ) < t} =

∫

x:g(x)<t

p(x)dx, (9.1.4)
P{ζ ∈ B} =

∫

B

p(x)dx. (9.1.5)9.2 Ôóíêöiÿ i ùiëüíiñòü ðîçïîäiëóâèïàäêîâîãî âåêòîðàÎçíà÷åííÿ. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèïàäêîâi âåëè÷è-íè íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω,F, P}. Ôóíêöiþ ξ =
= ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) íàçèâàòèìåìî âèïàäêî-âèì âåêòîðîì, àáî âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ çi çíà÷åííÿìèâ R

n.ßêùî ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî
{ω : ξ1(ω) < x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn(ω) < xn} ∈ F(äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2, . . . , xn).Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiÿ

F (x1, x2, . . . , xn) =

= P{ω : ξ1(ω) < x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn(ω) < xn},îçíà÷åíà íà R
n, íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèïàä-êîâîãî âåêòîðà ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).



9.2. Ôóíêöiÿ i ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ... 117Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ
Pζ : B → Pζ(B) = P{ω : ζ(ω) ∈ B} =

= P{ω : (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) ∈ B}, B ∈ Bn,îçíà÷åíó íà êëàñi áîðåëåâèõ ìíîæèí ïðîñòîðó R
n, íàçè-âàòèìåìî ðîçïîäiëîì âèïàäêîâîãî âåêòîðà ζ = (ξ1, ξ2, . . .

. . . , ξn).Îçíà÷åííÿ. ßêùî �óíêöiþ ðîçïîäiëó F (x1, x2, . . .

. . . , xn) âèïàäêîâîãî âåêòîðà ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ìîæíà ïî-äàòè ó âèãëÿäi
F (x1, x2, . . . , xn) =

=

x1∫

−∞

x2∫

−∞

. . .

xn∫

−∞

p(t1, t2, . . . , tn)dtndtn−1 . . . dt1, (9.2.1)òî êàæóòü, ùî âåêòîð ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ìà¹ àáñîëþòíîíåïåðåðâíèé ðîçïîäië (âåêòîð àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé),à �óíêöiþ p(x1, x2, . . . , xn) íàçèâàþòü éîãîùiëüíiñòþ ðîç-ïîäiëó, àáî ñïiëüíîþ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âå-ëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó p(x1, x2, . . . , xn) âèïàäêîâîãî âåê-òîðà ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) íåâiä'¹ìíà i
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

. . .

+∞∫

−∞

p(t1, t2, . . . , tn)dtndtn−1 . . . dt1 = 1.Îá÷èñëåííÿ ðîçïîäiëó g(ζ) çà ùiëüíiñòþ ðîçïî-äiëó ζ. Íåõàé ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � àáñîëþòíî íåïåðåðâ-íà âèïàäêîâà âåëè÷èíà çi çíà÷åííÿìè â Rn, p(x1, x2, . . . , xn)� ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó, g(x1, x2, . . . , xn)� áîðåëåâà �óí-êöiÿ íà R
n çi çíà÷åííÿìè â R

l, B � áîðåëåâà ìíîæèíàâ R
l. Òîäi

P{g(ζ) ∈ B} =

∫

x:g(x)∈B

p(x)dx, x ∈ R
n, (9.2.2)
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P{ζ ∈ B} =

∫

B

p(x)dx, x ∈ R
n. (9.2.3)ßêùî ðîçïîäië ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äèñêðåòíèé, òî ðîç-ïîäië g(ζ) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà �îðìóëàìè (5.1.1) i (5.1.2).Íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Âèïàäêîâi âåëè-÷èíè ξ1, ξ2, . . . , ξn çi çíà÷åííÿìè â R

1 íàçèâàòèìåìî íåçà-ëåæíèìè, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2, . . . , xn ∈ R
1

P{ξ1 < x1, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn} =

= P{ξ1 < x1}P{ξ2 < x2} . . . P{ξn < xn}.ßêùî ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi àáñîëþòíî íåïåðåðâíiâèïàäêîâi âåëè÷èíè âiäïîâiäíî çi ùiëüíîñòÿìè ðîçïîäiëiâ
p1(x1), p2(x2), . . . , pn(xn), òî iñíó¹ ñïiëüíà ùiëüíiñòü ðîç-ïîäiëó p(x1, x2, . . . , xn) âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn,i âîíà äîðiâíþ¹ äîáóòêó ùiëüíîñòåé ðîçïîäiëiâ p1(x1),
p2(x2), . . . , pn(xn):

p(x1, x2, . . . , xn) = p1(x1)p2(x2) . . . pn(xn).Ïðèêëàä 9.2.1. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi îäíà-êîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà çi ùiëüíiñ-òþ ðîçïîäiëó p(x):
p(x) =

1√
2πσ2

exp

{

−(x− a)2

2σ2

}

.Âèïèñàòè ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Îñêiëüêè âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn � íåçàëåæíi é àáñîëþòíî íåïåðåðâíi, òî iñíó¹ ¨õíÿñïiëüíà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó p(x1, x2, . . . , xn), i âîíà äîðiâ-íþ¹ äîáóòêîâi ùiëüíîñòåé ðîçïîäiëiâ p(x1), p(x2), . . . , p(xn)âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn :

p(x1, x2, . . . , xn) =
n∏

i=1

p(xi) =
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=

n∏

i=1

1√
2πσ2

exp

{

−(xi − a)2

2σ2

}

=

=

(
1√
2πσ2

)n

exp

{

− 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − a)2
}

.Ïðèêëàä 9.2.2. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâiâåëè÷èíè âiäïîâiäíî çi ùiëüíîñòÿìè pξ(s) i pη(t). Çíà-éòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ξ + η.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çíàéäåìî �óíêöiþ ðîçïîäiëó Fζ(z)ñóìè ζ = ξ + η. Çà îçíà÷åííÿì
Fζ(z) = P{ζ < z} = P{ξ + η < z}.Îá÷èñëèìî P{ξ+ η < z}. Îñêiëüêè ξ i η � íåçàëåæíi,òî iñíó¹ ñïiëüíà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó p(s, t) âèïàäêîâèõâåëè÷èí ξ òà η i

p(s, t) = pξ(s)pη(t).Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ (9.2.2), ðîçãëÿíóâøè ÿê x ïàðó (s, t) ∈
∈ R

2, ÿê g(x) � �óíêöiþ g(s, t) = s + t, à ÿê ìíîæèíó B� ïðîìiæîê (−∞, x). Ìà¹ìî
Fζ(z) = P{ξ + η < z} =

=

∫ ∫

(s,t):s+t<z

p(s, t)dsdt =

∫ ∫

(s,t):s+t<z

pξ(s)pη(t)dsdt =

=

+∞∫

−∞





z−t∫

−∞

pξ(s)ds



 pη(t)dt =

=

+∞∫

−∞





z∫

−∞

pξ(u− t)du



 pη(t)dt =

=

z∫

−∞





+∞∫

−∞

pξ(u− t)pη(t)dt



 du.
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Fζ(z) =

z∫

−∞





+∞∫

−∞

pξ(u− t)pη(t)dt



 du.Òîìó çà îçíà÷åííÿì (äèâ. (9.1.1)) �óíêöiÿ
p(u) =

+∞∫

−∞

pξ(u− t)pη(t)dt (9.2.4)¹ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ξ + η.Ùiëüíiñòü p(u), îçíà÷åíó ðiâíiñòþ (9.2.4), íàçèâàþòüçãîðòêîþ ùiëüíîñòåé pξ(t) i pη(t).Ïðèêëàä 9.2.3 . Íåõàé ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçà-ëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà ç �óíêöi¹þ ðîçïîäi-ëó F (x). Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

η = min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì �óíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè-÷èíè
Fη(x) = P{η < x}.Çâiäñè

1− Fη(x) = 1− P{η < x} = P{η ≥ x} =

= P{min{ξ1, ξ2, . . . , ξn} ≥ x} =

= P{ξ1 ≥ x, ξ2 ≥ x, . . . , ξn ≥ x} =

n∏

i=1

P{ξi ≥ x} =

=

n∏

i=1

(1− F (x)) = (1− F (x))n(ìè ñêîðèñòàëèñÿ íåçàëåæíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn). Îòæå,

Fη(x) = 1− (1− F (x))n.



9.3. Àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ðîçïîäiëè íà R
1 1219.3 Àáñîëþòíî íåïåðåðâíiðîçïîäiëè íà R

1Íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹íîðìàëüíèé ðîçïîäië iç ïàðàìåòðàìè (a;σ2) (ãàóññiâ ðîç-ïîäië, ðîçïîäië Na;σ2), ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó
p(x) =

1√
2πσ2

exp

{

−(x− a)2

2σ2

}

.�iâíîìiðíèé ðîçïîäië. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië íà âiäðiçêó [a; b], ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòüðîçïîäiëó
p(x) =

{
1

b− a
, ÿêùî x ∈ [a; b];

0, ÿêùî x 6∈ [a; b].�àììà-ðîçïîäië. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ãàììà-ðîçïîäië iç ïàðàìåòðàìè (ν; θ), ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïî-äiëó
p(x) =

{
θν

Γ(ν)
xν−1 exp {−θx} , ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0,

θ > 0, ν > 0.Ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië.Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië iç ïàðàìåòðîì θ (θ > 0), ÿêùî ¨¨ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó
p(x) =

{

θ exp{−θx}, ÿêùî x > 0;
0, ÿêùî x ≤ 0.Ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ¹ ãàììà-ðîçïîäiëîì iç ïàðàìåòðà-ìè (1; θ).�îçïîäië Åðëàíãà. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîç-ïîäië Åðëàíãà ç ïàðàìåòðàìè (m; θ), ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü
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p(x) =

{
θm

(m− 1)!
xm−1 exp {−θx} , ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.�îçïîäië Åðëàíãà ¹ ãàììà-ðîçïîäiëîì iç ïàðàìåòðàìè
(m; θ), m = 1, 2, . . .�îçïîäië χ2. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië χ2iç n ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi, ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó
p(x) =







(
1
2

)n/2

Γ
(
n
2

) xn/2−1 exp
{

−1
2x
}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.�îçïîäië χ2 iç n ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi ¹ ãàììà-ðîçïîäiëîìiç ïàðàìåòðàìè (n/2; 1/2).�îçïîäië Êîøi. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäiëÊîøi ç ïàðàìåòðîì a, ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó
p(x) =

1

π

a

a2 + x2
.Ëîãàðè�ìi÷íî íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Âèïàäêîâàâåëè÷èíà ξ ìà¹ ëîãàðè�ìi÷íî íîðìàëüíèé ðîçïîäië iç ïà-ðàìåòðàìè (µ;σ2), ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó

p(x) =







1√
2πσ2x

exp

{

−(lnx− µ)2

2σ2

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.�îçïîäië Ïàðåòî. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïî-äië Ïàðåòî ç ïàðàìåòðàìè (λ; θ), ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü ðîç-ïîäiëó
p(x) =

{

θλθ

xθ+1 , ÿêùî x > λ;

0, ÿêùî x ≤ λ,

λ > 0, θ > 2.



9.4. Çàäà÷i 1239.4 Çàäà÷iÀÇ: 9.2◦, 9.4◦(5), 9.5, 9.6, 9.12∗ , 9.14, 9.19, 9.23, 9.28.ÑÇ: 9.1◦, 9.4◦(1−4, 6), 9.7, 9.10, 9.16, 9.24, 9.25, 9.29, 9.38,
9.42.9.1◦. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà çi ùiëüíiñòþ ðîç-ïîäiëó

p(x) =

{

0, ÿêùî x 6∈ [−1; 1];
1− |x|, ÿêùî x ∈ [−1; 1].Îá÷èñëèòè P{ξ2 > 1/4}.9.2◦. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíàíà âiäðiçêó [−1; 3]. Îá÷èñëèòè P{|ξ| ≥ 1/2}.9.3◦. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië çi ùiëüíiñòþ
p(x) =

1

π

1

1 + x2
.Îá÷èñëèòè: 1)P{−√

3 ≤ ξ ≤ 1}; 2)P{|ξ| ≥
√
3}.9.4◦. Íà âiäðiçîê [0; 1℄ íàâìàííÿ êèäàþòü ïàðó òî÷îê.Íåõàé ξ � êîîðäèíàòà îäíi¹¨ òî÷êè, η � iíøî¨. Çíàéòè�óíêöi¨ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí:1) ζ = max{ξ; η}; 4) ζ = ξ + η;2) ζ = min{ξ; η}; 5) ζ = max{ξ2; η};3) ζ = ξη; 6) ζ = |η − ξ|.9.5◦. Íà âiäðiçîê [0, l] íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó,

ξ � ¨¨ êîîðäèíàòà. Çíàéòè �óíêöiþ i ùiëüíiñòü ðîçïîäiëóâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.9.6. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íàâiäðiçêó [−1; 3]. Çíàéòè �óíêöiþ i ùiëüíiñòü ðîçïîäiëóâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = ξ2.9.7. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íàâiäðiçêó [−2; 2]. Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè η = |ξ|.9.8. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íàâiäðiçêó [0; 1]. Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè η = 1/ξ (ÿêùî ξ = 0, òî çà îçíà÷åííÿì η = 0).



124 �ëàâà 9. �îçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè9.9. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íàâiäðiçêó [−2; 1]. Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè η = 1/ξ2.9.10. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíàíà âiäðiçêó [0; 2]. Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè η = |ξ − 1|.9.11. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíîíà âiäðiçêó [a, b]. Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè η, ÿêùî η = eξ.9.12∗. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà ïîêàçíèêî-âî ç ïàðàìåòðîì λ. Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêî-âî¨ âåëè÷èíè η = 1/(1 − ξ).9.13. Íåõàé F (x) � �óíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè ξ. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-íè η = −ξ.9.14. Íåõàé F (x) � �óíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè ξ. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-íè η = sign ξ.9.15. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà ïîêàçíèêîâîç ïàðàìåòðîì 1. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè η = 1− e−ξ.9.16. Íåõàé p(x) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè ξ. Çíàéòè ùiëüíîñòi ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âå-ëè÷èí 1) η = |ξ|; 2) η = aξ, a 6= 0.9.17. Íåõàé F (x) � �óíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè ξ. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-íè η = ξ2.9.18. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà ïîêàçíèêîâîç ïàðàìåòðîì λ. Çíàéòè ùiëüíîñòi ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõâåëè÷èí: 1) η = |ξ − 1|; 2) η = (ξ − 1)3.9.19. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξñòðîãî ìîíîòîííà é íåïåðåðâíà. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïî-äiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = F (ξ).9.20. Íåõàé p(x) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè ξ. Çíàéòè ùiëüíîñòi ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âå-ëè÷èí: 1) η = −2ξ + 1; 2) η = ξ2.9.21. Íåõàé F (x) � �óíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè ξ. Çíàéòè �óíêöi¨ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè-÷èí: 1) η = eξ; 2) η = |ξ|.



9.4. Çàäà÷i 1259.22. Íà âiäðiçîê [0; 1] íàâìàííÿ êèäàþòü ïàðó òî÷îê.Íåõàé ξ � êîîðäèíàòà îäíi¹¨, η � iíøî¨. Äëÿ 0 ≤ x ≤ 1çíàéòè: 1)P{|η − ξ| < x}; 2)P{ξη < x}.9.23. Íåõàé ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàëåæíi âèïàäêî-âi âåëè÷èíè, êîæíà ç �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x). Çíàéòè�óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.9.24. Íåõàé ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàëåæíi âèïàäêîâiâåëè÷èíè âiäïîâiäíî ç �óíêöiÿìè ðîçïîäiëó Fi(x),

i = 1, 2, . . . , n. Çíàéòè �óíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âå-ëè÷èí:
1) max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 2) min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.9.25. Íåõàé ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàëåæíi âèïàäêî-âi âåëè÷èíè âiäïîâiäíî çi ùiëüíîñòÿìè ðîçïîäiëó pi(x),

i = 1, 2, . . . , n. Çíàéòè ùiëüíîñòi ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõâåëè÷èí:
1) max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 2) min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.9.26. Íåõàé ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàëåæíi âèïàäêî-âi âåëè÷èíè, êîæíà çi ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó p(x). Çíàéòèùiëüíîñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí:
1) max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 2) min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.9.27. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ìà¹ ñâî¹þ ùiëüíiñòþ ðîç-ïîäiëó �óíêöiþ p(x) = ae−λ|x|, λ > 0. Çíàéòè: 1) êîå�iöi-¹íò a; 2) �óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.9.28. Íà âiäðiçîê [0; 1] íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó, ÿêàäiëèòü éîãî íà äâi ÷àñòèíè. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëóäîâæèíè ìåíøî¨ ÷àñòèíè.9.29. Íà âiäðiçîê [0; l] íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó, ÿêàäiëèòü éîãî íà äâi ÷àñòèíè. Çíàéòè ðîçïîäië äîâæèíèáiëüøî¨ ÷àñòèíè.9.30. Íà âiäðiçîê [0;T ] íàâìàííÿ êèäàþòü äâi òî÷êè.Çíàéòè �óíêöiþ i ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âiäñòàíi ìiæ íèìè.9.31. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïî-äiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà çi ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó

p(x):
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1) p(x) =

{
1

b− a
, ÿêùî x ∈ [a; b];

0, ÿêùî x 6∈ [a; b];

2) p(x) =

{

θ exp{−θx}, ÿêùî x > 0;
0, ÿêùî x ≤ 0;

3) p(x) = 1
2a exp

{

−1
a |x− b|

};
4) p(x) =







1
a exp

{

−1
a(x− b)

}

, ÿêùî x > b;

0, ÿêùî x ≤ b.Âèïèñàòè ñïiëüíó ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âå-ëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.9.32. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà íîð-ìàëüíî ç ïàðàìåòðàìè (0; 1). Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó
η = 1/ξ.9.33. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà íîð-ìàëüíî ç ïàðàìåòðàìè (0; 1). Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëóâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = 1/ξ2.9.34. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ(ñèìåòðè÷íî ðîçïîäiëåíîþ), ÿêùî ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõâåëè÷èí ξ i −ξ ñïiâïàäàþòü.Äîâåñòè, ùî N0;σ2-ðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ¹ñèìåòðè÷íî ðîçïîäiëåíîþ.Ñ�îðìóëþâàòè óìîâó ñèìåòðè÷íîñòi âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè â òåðìiíàõ: à) �óíêöi¨ ðîçïîäiëó; á) ùiëüíîñòiðîçïîäiëó.9.35. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíàíà ïðîìiæêó [0; 1]. Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè:1) η = 1− ξ; 2) η = ln ξ.9.36. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ðîçïîäiëåíà Na;σ2 . Äî-âåñòè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ = (η − a)/σ ðîçïîäiëå-íà N0;1.9.37. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà N0;1. Çíàéòèðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = a+ σξ (σ > 0).9.38. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ðîçïîäiëåíà N0;1. Çíàéòèðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η+ = max{0, η}.9.39. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ðîçïîäiëåíà N0;σ2 . Çíà-éòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η+ = max{0, η}.



9.4. Çàäà÷i 1279.40. Íåõàé F (x) � �óíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè ξ. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó Fη(x) âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè η = (ξ − a)+ = max{0, ξ − a} (a � ñòàëà).Çà ãðà�iêîì �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F (x) ïîáóäóâàòè ãðà-�iê �óíêöi¨ ðîçïîäiëó Fη(x).9.41. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà çiùiëüíiñòþ p(x). Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè η = (ξ − a)+ = max{0, ξ − a} (a � ñòàëà).×è ¹ η àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷è-íîþ?9.42. Íåõàé F (x) � �óíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè ξ. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-íè η = min{ξ, L} (L � ñòàëà).9.43. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà çiùiëüíiñòþ p(x). Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè η = min{ξ, L} (L � ñòàëà).×è ¹ η àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷è-íîþ?9.44◦. Çà ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíèçíàéòè ¨¨ �óíêöiþ ðîçïîäiëó, ÿêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà:1) íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíà ç ïàðàìåòðàìè (a;σ2);2) ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà âiäðiçêó [a; b]; íà âiäðiçêó
[0; 1];3) ìà¹ ãàììà-ðîçïîäië;4) ìà¹ ðîçïîäië Êîøi;5) ìà¹ ðîçïîäië Åðëàíãà;6) ìà¹ ðîçïîäië Ïàðåòî.9.45◦. Ïîáóäóâàòè ãðà�iêè ùiëüíîñòåé ðîçïîäiëiâ i�óíêöié ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ïåðåëi÷åíèõ óçàäà÷i 9.44◦.9.46◦. Íåõàé ξ ðîçïîäiëåíà Na;σ2 . Îá÷èñëèòè:1) P{a− σ ≤ ξ ≤ a+ σ}; 2) P{a− 2σ ≤ ξ ≤ a+ 2σ};3) P{a− 3σ ≤ ξ ≤ a+ 3σ}; 4) P{a− 4σ ≤ ξ ≤ a+ 4σ}.Ï ð èì i ò ê à. Ñêîðèñòàòèñÿ òàáëèöåþ íîðìàëüíîãî ðîç-ïîäiëó (äèâ. òàáë. 22.1.1).9.47. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè-÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðà-ìåòðîì λ.



128 �ëàâà 9. �îçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíèÄîâåñòè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà
η = min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì nλ.9.48. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè-÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðà-ìåòðîì λ. Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
ζ = max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.9.49. Ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç n áëîêiâ. Íåõàé ξi �÷àñ áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè i-ãî áëîêó. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè

ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi i êîæíà ç íèõ ìà¹ ïîêàçíèêî-âèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ. Ñèñòåìà âèõîäèòü ç ëàäó,ÿêùî âèõîäèòü ç ëàäó ïðèíàéìíi îäèí iç áëîêiâ. Çíàéòè�óíêöiþ ðîçïîäiëó òà ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ÷àñó áåç-âiäìîâíî¨ ðîáîòè ñèñòåìè.9.50. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξi = ξi(ω), i = 1, 2, 3, çà-äàíi íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω,F, P} (äå Ω = [0; 1],
F = B[0;1], P = L) ðiâíîñòÿìè:

1) ξ1 = ξ1(ω) =

{
ω, ÿêùî ω ∈ [0; 1/3);

ω + 1/3, ÿêùî ω ∈ [1/3; 2/3);
ω − 1/3, ÿêùî ω ∈ [2/3; 1];

2) ξ2 = ξ2(ω) =

{
ω + 2/3, ÿêùî ω ∈ [0; 1/3);

ω, ÿêùî ω ∈ [1/3; 2/3);
ω − 2/3, ÿêùî ω ∈ [2/3; 1];

3) ξ3 = ξ3(ω) =







ω, ÿêùî ω ∈ [0; 1/4);
1/4, ÿêùî ω ∈ [1/4; 2/4);

ω − 1/4, ÿêùî ω ∈ [2/4; 3/4);
1/2, ÿêùî ω ∈ [3/4; 1].Çíàéòè ¨õíi �óíêöi¨ ðîçïîäiëó.9.51. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè

ξi = ξi(ω), i = 1, 2, ηj = ηj(ω), j = 1, 2,çàäàíi íà îäíîìó é òîìó ñàìîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòî-ði {Ω,F, P}. �îçïîäiëè ξ1 i ξ2 ñïiâïàäàþòü, ñïiâïàäàþòü iðîçïîäiëè η1 i η2. ×è áóäóòü ñïiâïàäàòè ðîçïîäiëè âèïàä-êîâèõ âåëè÷èí 1) ξ1η1 i ξ2η2; 2) ξ1 + η1 i ξ2 + η2?



�ëàâà 10Ìàòåìàòè÷íåñïîäiâàííÿ10.1 Îçíà÷åííÿ, âëàñòèâîñòi,îá÷èñëåííÿ�îçïîäiëè àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè-÷èí ÷àñòî ìîæíà îïèñàòè êiëüêîìà ÷èñëîâèìè õàðàêòå-ðèñòèêàìè. Íàéâàæëèâiøèìè ç íèõ ¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäi-âàííÿ i äèñïåðñiÿ (äèâ. òàêîæ ðîçä. 6.1 ó ãë. 6).Íåõàé ξ = ξ(ω) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà íà éìîâiðíiñ-íîìó ïðîñòîði {Ω,F, P} çi çíà÷åííÿìè â R
1.Îçíà÷åííÿ. Ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì Mξ íå-âiä'¹ìíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâàòèìåìî

Mξ =

∫

Ω

ξ(ω)P (dω) =

= lim
n→∞

(2nn∑

j=1

j − 1

2n
P

{

ω :
j − 1

2n
≤ ξ(ω) <

j

2n

}

+

+nP{ω : ξ(ω) ≥ n}
)

.129



130 �ëàâà 10. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿÁóäü-ÿêó âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ ìîæíà ïîäàòè ó âè-ãëÿäi ðiçíèöi íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
ξ+ = max{0, ξ} i ξ− = max{0,−ξ},à ñàìå

ξ = ξ+ − ξ−.Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ Mξ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ,ÿêà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ îáîõ çíàêiâ, îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ
Mξ =Mξ+ −Mξ−,ÿêùî òiëüêè Mξ+ i Mξ− îäíî÷àñíî íå äîðiâíþþòü +∞.Âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ:1. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ êîíñòàíòè äîðiâíþ¹ öiéñàìié êîíñòàíòi:

Mξ =Mc = c (c− êîíñòàíòà).2. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ñóìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èíäîðiâíþ¹ ñóìi ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü öèõ âèïàäêîâèõâåëè÷èí:
M(ξ + η) =Mξ +Mη.3. Êîíñòàíòà âèíîñèòüñÿ çà çíàê ìàòåìàòè÷íîãî ñïî-äiâàííÿ:

Maξ = aMξ.4. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äîáóòêó íåçàëåæíèõ âè-ïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õíiõ ìàòåìàòè÷íèõñïîäiâàíü:
Mξη =Mξ ·Mη.Îá÷èñëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè (i �óíêöi¨ âiä íå¨), ÿêùî òiëüêè âîíî iñíó¹, çàâæ-äè ìîæíà îá÷èñëèòè çà ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.Òåîðåìà 10.1.1. Íåõàé ξ = ξ(ω) � âèïàäêîâà âåëè-÷èíà çi çíà÷åííÿìè â R

1, g � áîðåëåâà �óíêöiÿ íà R
1 çiçíà÷åííÿìè â R

1.



10.1. Îçíà÷åííÿ, âëàñòèâîñòi, îá÷èñëåííÿ 131ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà i
p(x) � ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó, òî çà óìîâè iñíóâàííÿiíòåãðàëà +∞∫

−∞
g(x)p(x)dx

Mg(ξ) =

+∞∫

−∞

g(x)p(x)dx, (10.1.1)çîêðåìà çà óìîâè iñíóâàííÿ iíòåãðàëà +∞∫

−∞
xp(x)dx

Mξ =

+∞∫

−∞

xp(x)dx. (10.1.2)ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ äèñêðåòíà ç ðîçïîäiëîì,
Pξ : xi → Pξ(xi), xi ∈ X,òî çà óìîâè àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó ∑

xi

g(xi)Pξ(xi)

Mg(ξ) =
∑

xi

g(xi)Pξ(xi),çîêðåìà çà óìîâè àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó∑
xi

xiPξ(xi)

Mξ =
∑

xi

xiPξ(xi).Äèñïåðñiÿ. Äèñïåðñi¹þ Dξ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξíàçèâàòèìåìîM(ξ−Mξ)2 (ÿêùîM(ξ−Mξ)2 <∞), òîáòî
Dξ =M(ξ −Mξ)2.



132 �ëàâà 10. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿÂëàñòèâîñòi äèñïåðñi¨:1. Äèñïåðñiÿ êîíñòàíòè äîðiâíþ¹ íóëåâi:
Dc = 0 (c− êîíñòàíòà).2.Êîíñòàíòà âèíîñèòüñÿ çà çíàê äèñïåðñi¨ ç êâàäðàòîì:

Daξ = a2Dξ.3. Äèñïåðñiÿ ñóìè íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èíäîðiâíþ¹ ñóìi ¨õíiõ äèñïåðñié:
D(ξ + η) = Dξ +Dη.Ïðèêëàä 10.1.1 . Íà âiäðiçîê [0; 1] íàâìàííÿ êèäà-þòü òî÷êó. Âîíà äiëèòü âiäðiçîê íà äâi ÷àñòèíè. Çíà-éòè ðîçïîäië i îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿäîâæèíè êîëà, ðàäióñ ÿêîãî äîðiâíþ¹ äîâæèíi áiëüøî¨÷àñòèíè âiäðiçêà.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé ξ � êîîðäèíàòà íàâìàííÿ êè-íóòî¨ íà âiäðiçîê [0; 1] òî÷êè, òîäi η = max{ξ, 1 − ξ} �äîâæèíà áiëüøî¨ ÷àñòèíè âiäðiçêà, à ζ = 2πη � äîâæèíàêîëà, ðàäióñ ÿêîãî äîðiâíþ¹ η.Ñïî÷àòêó çíàéäåìî �óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè η = max{ξ, 1 − ξ}. Î÷åâèäíî, äëÿ x < 1/2

P{η < x} = 0,äëÿ x > 1
P{η < x} = 1.À äëÿ 1/2 < x ≤ 1 ìà¹ìî

P{η < x} = P{max{ξ, 1− ξ} < x} = P{ξ < x, 1− ξ < x} =

= P{1− x < ξ < x} = (x− (1− x))/(1 − 0) = 2x− 1(P{1−x < ξ < x} îá÷èñëåíà ÿê ãåîìåòðè÷íà éìîâiðíiñòü,îñêiëüêè òî÷êó êèäàþòü íà âiäðiçîê [0; 1] íàâìàííÿ). Òà-êèì ÷èíîì, �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó η ¹
Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 1/2;

2x− 1, ÿêùî 1/2 < x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1,



10.1. Îçíà÷åííÿ, âëàñòèâîñòi, îá÷èñëåííÿ 133òîáòî η ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà âiäðiçêó [1/2; 1]. Çâiäñèîòðèìà¹ìî �óíêöiþ ðîçïîäiëó ζ:
Fζ(x) = P{ζ < x} = P{2πη < x} = Fη

( x

2π

)

=

=







0, ÿêùî x/(2π) ≤ 1/2;

2
(
x
2π

)

− 1, ÿêùî 1/2 < x/(2π) ≤ 1;

1, ÿêùî x/(2π) > 1.Àáî
Fζ(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ π;

x
π − 1, ÿêùî π < x ≤ 2π;
1, ÿêùî x > 2π.Äàëi, îñêiëüêè η ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà âiäðiçêó

[1/2; 1], òî
Mζ =M2πη = 2πMη = 3π/2.Çàçíà÷èìî, ùî Mζ ìîæíà îá÷èñëèòè ÿê ìàòåìàòè÷íåñïîäiâàííÿ �óíêöi¨ ζ = 2πmax{ξ, 1− ξ} âèïàäêîâî¨ âåëè-÷èíè ξ çà ¨¨ ðîçïîäiëîì (äèâ. �îðìóëó (10.1.1). �îçïîäië ξðiâíîìiðíèé íà âiäðiçêó [0; 1], òîìó

Mζ =M2πmax{ξ, 1− ξ} = 2π

+∞∫

−∞

max{x, 1− x}pξ(x)dx =

= 2π

1∫

0

max{x, 1− x}dx = 3π/2.Ïðèêëàä 10.1.2. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïî-äiëåíà ïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì λ.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = [ξ], îá÷èñ-ëèòè Mη ([x] � öiëà ÷àñòèíà x).



134 �ëàâà 10. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà η = [ξ] íàáóâà¹çíà÷åíü 0, 1, 2, . . . (¹ äèñêðåòíîþ). Çíàéäåìî ¨¨ ðîçïîäië:
Pη(k) = P{η = k} = P{[ξ] = k} = P{k ≤ ξ < k + 1} =

=

k+1∫

k

λe−λxdx = e−λk(1− e−λ) = p(1− p)k,äå p = 1− e−λ. Îòæå, η = [ξ] ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäiëç ïàðàìåòðîì p = 1− e−λ.Çà âiäîìèì ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η ìîæå-ìî îá÷èñëèòè ¨¨ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ (äèâ. �îðìóëó(6.1.2) i çàäà÷ó 6.18):
Mη =

∞∑

k=0

kPη(k) =

∞∑

k=0

k(1− p)kp =
1− p

p
=

e−λ

1− e−λ
.Ïðèêëàä 10.1.3. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäi-âàííÿ i äèñïåðñiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ðîçïîäiëåíî¨íîðìàëüíî ç ïàðàìåòðàìè (a;σ2).�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ùiëüíiñòþ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíî¨ çïàðàìåòðàìè (a;σ2) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹

p(x) =
1√
2πσ2

exp

{

−(x− a)2

2σ2

}

.Îá÷èñëèìî M(ξ − a). Ñêîðèñòà¹ìîñÿ �îðìóëîþ (10.1.1)(ïðè öüîìó âèêîíà¹ìî çàìiíó (x− a)/σ = t):
M(ξ − a) =

+∞∫

−∞

(x− a)p(x)dx =

=

+∞∫

−∞

(x− a)
1√
2πσ2

exp

{

−(x− a)2

2σ2

}

dx =
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=

1√
2π

+∞∫

−∞

x− a

σ
exp

{

−1

2

(
x− a

σ

)2}

dx =

=
σ√
2π

+∞∫

−∞

t exp

{

− t
2

2

}

dt =

=
σ√
2π

lim
n

∫

[−n,n]

t exp

{

− t
2

2

}

dt = 0(îñòàííié iíòåãðàë äîðiâíþ¹ íóëåâi ÿê iíòåãðàë âiä íåïàð-íî¨ �óíêöi¨ çà ñèìåòðè÷íèì ïðîìiæêîì). Òàêèì ÷èíîì,
M(ξ − a) = 0, à îòæå,

Mξ = a.Äàëi,
Dξ =M(ξ −Mξ)2 =M(ξ − a)2 =

=

+∞∫

−∞

(x− a)2
1√
2πσ2

exp

{

−(x− a)2

2σ2

}

dx,ïiñëÿ çàìiíè çìiííî¨ (x− a)/σ = t ìà¹ìî
σ2√
2π

+∞∫

−∞

t2 exp

{

− t
2

2

}

dt = − σ2√
2π

+∞∫

−∞

t d exp

{

− t
2

2

}

=

=
σ2√
2π

+∞∫

−∞

exp

{

− t
2

2

}

dt = σ2(îñòàííié iíòåãðàë ÿê iíòåãðàë Åéëåðà�Ïóàññîíà äîðiâ-íþ¹ √2π).Òàêèì ÷èíîì,
Dξ = σ2.



136 �ëàâà 10. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿÏðèêëàä 10.1.4. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäi-âàííÿ, äðóãèé ìîìåíò i äèñïåðñiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξçi ùiëüíiñòþ
p(x) =

{
θν

Γ(ν)
xν−1 exp {−θx} , ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0

(p(x) � ùiëüíiñòü ãàììà-ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (ν; θ)).�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çà âiäîìîþ ùiëüíiñòþ p(x) âèïàäêî-âî¨ âåëè÷èíè ξ çãiäíî ç �îðìóëîþ (10.1.2) îòðèìà¹ìî
Mξ =

+∞∫

−∞

xp(x)dx =

+∞∫

0

x
θν

Γ(ν)
xν−1 exp {−θx}dx =

=
Γ(ν + 1)

θΓ(ν)

+∞∫

0

θν+1

Γ(ν + 1)
xν exp {−θx}dx =

=
Γ(ν + 1)

θΓ(ν)
· 1 =

νΓ(ν)

θΓ(ν)
=
ν

θ
.Ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî iíòåãðàë

+∞∫

0

θν+1

Γ(ν + 1)
xν exp {−θx}dxäîðiâíþ¹ îäèíèöi ÿê iíòåãðàë âiä ùiëüíîñòi ãàììà-ðîçïî-äiëó ç ïàðàìåòðàìè (ν + 1, θ).Àíàëîãi÷íî

Mξ2 =
ν(ν + 1)

θ2
.Çâiäñè

Dξ =Mξ2 − (Mξ)2 =
ν

θ2
.



10.2. Çàäà÷i 137Ïðèêëàä 10.1.5. Íåõàé ξ � àáñîëþòíî íåïåðåðâíàâèïàäêîâà âåëè÷èíà çi ñêií÷åííèì ìàòåìàòè÷íèì ñïî-äiâàííÿì Mξ i ùiëüíiñòþ f(x), x ∈ R
1, ãðà�iê ÿêî¨ ñè-ìåòðè÷íèé âiäíîñíî ïðÿìî¨ x = a. Çíàéòè Mξ.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Îñêiëüêè ãðà�iê �óíêöi¨ f(x) ñèìåò-ðè÷íèé âiäíîñíî ïðÿìî¨ x = a, òî

f(a+ t) = f(a− t)(òàì, äå f(a + t) i f(a − t) âèçíà÷åíi). Îñòàííÿ ðiâíiñòüîçíà÷à¹, ùî �óíêöiÿ f(a+ t) ¹ ïàðíîþ.Äàëi,
Mξ =

+∞∫

−∞

xf(x)dx.Â îñòàííüîìó iíòåãðàëi çðîáèìî çàìiíó x = t+ a. Ìà¹ìî
+∞∫

−∞

xf(x)dx =

+∞∫

−∞

(t+ a)f(t+ a)dt =

= a

+∞∫

−∞

f(t+ a)dt+

+∞∫

−∞

tf(t+ a)dt = a · 1 + 0 = a.Iíòåãðàë +∞∫

−∞
tf(t + a)dt äîðiâíþ¹ íóëåâi ÿê iíòåãðàë âiäíåïàðíî¨ �óíêöi¨ ïî ñèìåòðè÷íîìó ïðîìiæêó.Îòæå, ÿêùî ξ � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âå-ëè÷èíà çi ñêií÷åííèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì Mξi ùiëüíiñòþ f(x), x ∈ R

1, ãðà�iê ÿêî¨ ñèìåòðè÷íèé âiä-íîñíî ïðÿìî¨ x = a, òî
Mξ = a.



138 �ëàâà 10. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ10.2 Çàäà÷iÀÇ: 10.1◦(2), 10.2◦(1), 10.6◦(1), 10.7, 10.12, 10.13, 10.16,
10.19(1à), 10.19(3á), 10.21, 10.20(5).ÑÇ: 10.1◦(1), 10.2◦(2), 10.6◦(2, 3), 10.8, 10.10(1), 10.16(1),
10.14, 10.17(2), 10.19(1á), 10.19(3à), 10.20(1, 2), 10.22(2, 3),
10.26.10.1◦. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî ðîç-ïîäiëåíà íà ïðîìiæêó: 1) [−a; a]; 2) [a; b]. Îá÷èñëèòè Mξi Dξ.10.2◦. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíîíà ïðîìiæêó [0; 1]. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η: 1) η = ln(1/ξ); 2) η = sin2 πξ;
3) η = eξ.10.3◦. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíîíà ïðîìiæêó [a; b]. Îá÷èñëèòè:1) Mξ2, ÿêùî a = 0, b = 3;2) Mξe−ξ, ÿêùî a = 0, b = 1;3) M(ξ − 1)2, ÿêùî a = 1, b = 4;4) Mξe|ξ|, ÿêùî a = −1, b = 1;5) Me2ξ, ÿêùî a = 0, b = 1/2.10.4. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà çi ùiëüíiñòþ ðîç-ïîäiëó

p(x) =
1

π(1 + x2)
.Îá÷èñëèòè 1) M min{|ξ|, 1}; 2) M min{|ξ|,

√
3}.10.5. Íåõàé ξ � íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âå-ëè÷èíà ç ïàðàìåòðàìè (0;σ2). Îá÷èñëèòè Meξ.10.6◦. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà çi ùiëüíiñòþðîçïîäiëó

p(x) =
1

π(1 + x2)
.Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-íè η : 1) η = (ξ2 + 1)I[0;

√
3](ξ); 2) η = ξ2I[1;

√
3](ξ) ;3) η = I[1/3;3](ξ

2); 4) η = I[−1;1](ξ)



10.2. Çàäà÷i 139äå IA(x) � iíäèêàòîð ìíîæèíè A � �óíêöiÿ, ÿêà íà Aíàáóâà¹ çíà÷åííÿ 1, à íà A � çíà÷åííÿ 0.10.7. Íåõàé ξ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåò-ðîì λ. Îá÷èñëèòè: 1)Mξ; 2)Dξ; 3)P{ξ > 1}; 4)Mξk.10.8. Òðèâàëiñòü ðîáîòè åëåêòðîííî¨ ëàìïè (îäèíèöÿâèìiðó ÷àñó � äîáà) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ìà¹ ïî-êàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ = 0, 003. ×åðåç ðiêëàìïó çàìiíþþòü, íàâiòü ÿêùî âîíà íå âèéøëà ç ëàäó.Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ÷àñó ðîáîòè ëàìïè.10.9. Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ äî-áóòêó ζ = ξη íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η çðiâíîìiðíèìè ðîçïîäiëàìè íà âiäðiçêàõ [0; 1] i [1; 3] âiäïî-âiäíî.10.10◦. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà çi ùiëüíiñòþðîçïîäiëó
p(x) =

{
0, ÿêùî x 6∈ [a, a+ 2);

x− a, ÿêùî x ∈ [a, a+ 1);
−x+ a+ 2, ÿêùî x ∈ [a+ 1, a + 2).Îá÷èñëèòè: 1)Mξ; 2)Mξ2.10.11. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà çi ùiëüíiñòþðîçïîäiëó

p(x) =
1

2
e−|x|.Îá÷èñëèòè MI[0;4](ξ

2).10.12. Ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹
p(x) =

λ

2
e−λ|x|, λ > 0(äâîñòîðîííié ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ).Îá÷èñëèòè Mξ i Dξ.10.13. Ç òî÷êè A, ùî ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà êî-ëi ðàäióñà R ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ïðîâåäåíîäîòè÷íó äî êîëà. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó i ùiëüíiñòüðîçïîäiëó äîâæèíè ξ âiäðiçêà äîòè÷íî¨ ìiæ òî÷êîþ A iòî÷êîþ ïåðåòèíó öi¹¨ äîòè÷íî¨ ç âiññþ Ox. ×è iñíó¹ Mξ?10.14. Òî÷êà P ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà â êðóçi ðàäió-ñà R. Íåõàé η � âiäñòàíü âiä òî÷êè P äî öåíòðà êðóãà.



140 �ëàâà 10. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿÇíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó F (x) i ùiëüíiñòü ðîçïî-äiëó p(x) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η. Ïîáóäóâàòè ãðà�iêè�óíêöié F (x) òà p(x). Îá÷èñëèòè Mη i Dη.10.15. Òî÷êà A ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà êîëi îäè-íè÷íîãî ðàäióñà ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íåõàé ξ� ïðîåêöiÿ òî÷êè A íà âiñü Ox.Çíàéòè: 1) �óíêöiþ ðîçïîäiëó |ξ|; 2) ùiëüíiñòü ðîçïî-äiëó |ξ|; 3) M |ξ|; 4) îá÷èñëèòè P{|ξ| > 1/2}.10.16. Äîâæèíà ñòîðîíè êâàäðàòà ξ � âèïàäêîâà âå-ëè÷èíà, ÿêà1) ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [a; b], a > 0,
a < b;2) ìà¹ ãàììà-ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (ν; θ);3) ðîçïîäiëåíà ïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì λ.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η � ïëîùi êâàä-ðàòà çi ñòîðîíîþ ξ � é îá÷èñëèòè ¨¨ ìàòåìàòè÷íå ñïîäi-âàííÿ.10.17. �àäióñ êîëà ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà1) ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [a; b], a > 0,
a < b;2) ìà¹ ãàììà-ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (ν; θ);3) ðîçïîäiëåíà ïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì λ.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η � äîâæèíèêîëà ðàäióñà ξ � é îá÷èñëèòè ¨¨ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ.10.18. Äîâæèíà ðåáðà êóáà ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà,ðîçïîäiëåíà:1) ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [a; b], a > 0, a < b;2) ïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì λ.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η � îá'¹ìó êóáàç ðåáðîì ξ, îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ η.10.19. Íà âiäðiçîê [0; 1] íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó. Âî-íà äiëèòü éîãî íà äâi ÷àñòèíè.Çíàéòè ðîçïîäië é îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η.1. Äîâæèíè êîëà, ðàäióñ ÿêîãî äîðiâíþ¹ äîâæèíi:à) ìåíøî¨ ÷àñòèíè âiäðiçêà; á) áiëüøî¨ ÷àñòèíè âiäðiçêà.2. Ïëîùi êðóãà, ðàäióñ ÿêîãî äîðiâíþ¹ äîâæèíi:à) ìåíøî¨ ÷àñòèíè âiäðiçêà; á) áiëüøî¨ ÷àñòèíè âiäðiçêà.3. Ïëîùi êâàäðàòà çi ñòîðîíîþ, ùî äîðiâíþ¹ äîâæèíi:à) ìåíøî¨ ÷àñòèíè âiäðiçêà; á) áiëüøî¨ ÷àñòèíè âiäðiçêà.



10.2. Çàäà÷i 1414. Îá'¹ìó êóáà ç ðåáðîì, ùî äîðiâíþ¹ äîâæèíi:à) ìåíøî¨ ÷àñòèíè âiäðiçêà; á) áiëüøî¨ ÷àñòèíè âiäðiçêà.10.20. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷è-íè. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâèõ âå-ëè÷èí: 1◦ min{ξ, η}; 2◦ max{ξ, η}; 3◦ ξη; 4◦ η/(ξ + 1);5◦ η exp{ξ}; 6◦ exp{−min{ξ, η}}, ÿêùî: à) ξ i η ðîçïîäi-ëåíi ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [0; 1]; á) ξ ðîçïîäiëåíà ðiâíî-ìiðíî íà ïðîìiæêó [0; 1], η � íà ïðîìiæêó [0; 2];â) ξ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [0; 1], η ìà¹ ïî-êàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ; ã) ξ i η ìàþòü ïî-êàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ (äëÿ 1◦, 2◦, 3◦, 6◦).10.21. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âå-ëè÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ñâî¹þ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó
p(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ α;

exp{α− x}, ÿêùî x > α.Îá÷èñëèòè M min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.10.22. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âå-ëè÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà âiäðiçêó
[a; b].Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâèõ âåëè-÷èí:
1) min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 2) max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 3) 1n

n∑

i=1
ξi.10.23. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âå-ëè÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ñâî¹þ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó

p(x) =

{

0, ÿêùî x 6∈ [θ − h; θ + h];
1/2h, ÿêùî x ∈ [θ − h; θ + h].Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâèõ âåëè-÷èí:

1) min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 2) max{ξ1, ξ2, . . . , ξn};
3) (max{ξ1, ξ2, . . . , ξn} −min{ξ1, ξ2, . . . , ξn})/2.10.24. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âå-ëè÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ñâî¹þ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó
p(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ θ;

1
α exp

{

− 1
α(x− θ)

}

, ÿêùî x > θ.



142 �ëàâà 10. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿÎá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâèõ âåëè-÷èí:
1) ξ =

1

n

n∑

i=1

ξi; 2) min{ξi};

3) θ̂1 = min{ξi} −
ξ −min{ξi}

n
; 4) θ̂2 = ξ − θ̂1.10.25. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ1, ξ2, . . . , ξn ðîçïîäiëåíiïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì 1/θ.Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè-÷èíè ξ = 1

n

n∑

i=1
ξi.10.26. Íà âiäðiçîê [0;T ] íàâìàííÿ êèäàþòü äâi òî÷êè.Íåõàé ξ � âiäñòàíü ìiæ íèìè. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëói ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ξ, îá÷èñëèòè Mξ, Dξ, Mξn.10.27. Òî÷êà P ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà êîëi

x2 + y2 = 1.Íåõàé η � äîâæèíà ïðîåêöi¨ ðàäióñ-âåêòîðà OP òî÷êè Píà âiñü Ox. Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó é ìàòåìàòè÷íåñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η.10.28∗. Íà êîëi ðàäióñà R íàâìàííÿ âèáèðàþòü äâiòî÷êè. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó âiäñòàíi η ìiæ íèìè iîá÷èñëèòè Mη.10.29. Íà âiäðiçîê îñi îðäèíàò ç êiíöÿìè (0; 0) i (0;R)íàâìàííÿ êèíóòî òî÷êó, îðäèíàòà ÿêî¨ ðiâíîìiðíî ðîçïî-äiëåíà â iíòåðâàëi (0;R). ×åðåç öþ òî÷êó ïðîâåäåíî õîð-äó êîëà x2 + y2 = R2 ïåðïåíäèêóëÿðíî äî îñi Oy. Çíàéòè�óíêöiþ ðîçïîäiëó äîâæèíè öi¹¨ õîðäè.10.30∗. Íåõàé Ax = {(u, v) : u + v < x} � ìíîæèíàâ R
2, x � äîâiëüíå, àëå �iêñîâàíå ÷èñëî.Îá÷èñëèòè MIAx(ξ, η), ÿêùî âiäîìî:1) ðîçïîäië Q âåêòîðà ζ = (ξ, η);2) ðîçïîäiëè F i G íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

ξ i η;3) ùiëüíîñòi f i g àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ íåçàëåæíèõâèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η.



10.2. Çàäà÷i 14310.31. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ðîçïîäiëåíà N0;1. Îá-÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
η+ = max{0, η}.10.32. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ðîçïîäiëåíà N0;σ2 . Îá-÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
η+ = max{0, η}.10.33.Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, äðóãèé ìî-ìåíò i äèñïåðñiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ çi ùiëüíiñòþ

p(x) =

{

θ exp{−θx}, ÿêùî x > 0;
0, ÿêùî x ≤ 0,

θ > 0 (p(x) � ùiëüíiñòü ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðà-ìåòðîì θ).10.34.Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñiþi äðóãèé ìîìåíò âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ çi ùiëüíiñòþ
p(x) =

{
θm

(m− 1)!
xm−1 exp {−θx} , ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0,ïàðàìåòð θ > 0 (p(x) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó Åðëàíãà çïàðàìåòðàìè (m; θ), m = 1, 2, . . .).10.35.Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñiþi äðóãèé ìîìåíò âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ çi ùiëüíiñòþ
p(x) =







(
1
2

)n/2

Γ
(
n
2

) xn/2−1 exp
{

−1
2x
}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0(p(x) � ùiëüíiñòü χ2-ðîçïîäiëó ç n ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi).10.36.Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñiþi äðóãèé ìîìåíò âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ çi ùiëüíiñòþ
p(x) =







1√
2πσ2x

exp

{

−(lnx− µ)2

2σ2

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0,



144 �ëàâà 10. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿïàðàìåòð σ > 0 (p(x)�ùiëüíiñòü ëîãàðè�ìi÷íî íîðìàëü-íîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (µ;σ2)).10.37.Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñiþi äðóãèé ìîìåíò âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ çi ùiëüíiñòþ
p(x) =

{

θλθ

xθ+1 , ÿêùî x > λ > 0;

0, ÿêùî x ≤ λ,ïàðàìåòð θ > 2 (p(x) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó Ïàðåòî çïàðàìåòðàìè (λ; θ)).10.38. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,ïðè÷îìó ξ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà âiäðiçêó [1; 2], η ìà¹ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì θ. Çíàéòè ìàòåìà-òè÷íi ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí:
1) ζ1 = ξη; 2) ζ2 = ξ + η; 3) ζ3 = η/ξ.10.39. Òî÷êà A ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà êîëi îäè-íè÷íîãî ðàäióñà ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íåõàé ξ� ïðîåêöiÿ òî÷êè A íà âiñü Ox.Çíàéòè: 1) �óíêöiþ ðîçïîäiëó ξ; 2) ùiëüíiñòü ðîçïî-äiëó ξ; 3) Mξ; 4) îá÷èñëèòè P{ξ > 1/2}.10.40. Íåõàé ζ = (ξ, η) � àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé âåê-òîð çi ùiëüíiñòþ fζ(x, y). Îá÷èñëèòè Mξ, Mη.10.41. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîç-ïîäiëåíi (êîæíà ç ðîçïîäiëîì F ) âèïàäêîâi âåëè÷èíè çiçíà÷åííÿìè â R

1,
R
1 =

r⋃

i=1

Xi, Xi ∩Xj = ∅, i 6= j,

νi � ÷èñëî âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, ùî ïîòðàïè-ëè äîXi, pi = F (Xi)� éìîâiðíiñòü, òîãî, ùî ξk ïîòðàïèòüäî Xi, i = 1, 2, . . . , r. Îá÷èñëèòè
Mνi, Dνi, i = 1, 2, . . . , r.



�ëàâà 11Çãîðòêà11.1 Çãîðòêà éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâÎçíà÷åííÿ. Iìîâiðíiñíèì ðîçïîäiëîì íà R
1 íàçèâà-òèìåìî íåâiä'¹ìíó, íîðìîâàíó, çëi÷åííîàäèòèâíó �óíêöiþ

F íà σ-àëãåáði B1 áîðåëåâèõ ìíîæèí R
1.Iíàêøå êàæó÷è, iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië íà R1 � öå éìî-âiðíiñòü íà σ-àëãåáði B1 (äèâ. ðîçä. 7.2 ó ãë. 7).Îçíà÷åííÿ. Íåõàé F � iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië íà R1.Ôóíêöiþ òî÷êè F (x), x ∈ R

1, îçíà÷åíó ðiâíiñòþ
F (x) = F ((−∞, x)),íàçèâàòèìåìî �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó F .�îçïîäië F îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¹þ �óíêöi¹þðîçïîäiëó F (x).Îçíà÷åííÿ. ßêùî �óíêöiþ ðîçïîäiëó F (x) ìîæíàïîäàòè ó âèãëÿäi
F (x) =

x∫

−∞

f(y)dy,òî ðîçïîäië F íàçèâàþòü àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì, à �óíê-öiþ f � ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó F .Iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië F íàçèâàòèìåìî äèñêðåòíèì,ÿêùî iñíó¹ íå áiëüøå íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà X ⊂ R
1145



146 �ëàâà 11. Çãîðòêàòî÷îê xi, òàêèõ, ùî
F ({xi}) > 0,

∑

xi∈X
F ({xi}) = 1,òî÷êè xi íàçèâàòèìåìî àòîìàìè ðîçïîäiëó F i êàçàòèìå-ìî, ùî ðîçïîäië F çîñåðåäæåíèé íà ìíîæèíi X.Íàãàäà¹ìî, ùî iíòåãðàë Ëåáåãà

∫

X

g(y)F (dy)âiä �óíêöi¨ g(y) çà ðîçïîäiëîì F äîðiâíþ¹
∫

X

g(y)f(y)dy,ÿêùî F � àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ðîçïîäië çi ùiëüíiñ-òþ f , i
∑

xi∈X
g(xi)F ({xi}),ÿêùî F � äèñêðåòíèé ðîçïîäië, çîñåðåäæåíèé íà ìíîæè-íi X.Çãîðòêè. Íåõàé ϕ � áîðåëåâà �óíêöiÿ íà R

1 çi çíà-÷åííÿìè â R
1 i F � iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië íà R

1.Îçíà÷åííÿ. Çãîðòêîþ �óíêöi¨ ϕ ç iìîâiðíiñíèì ðîç-ïîäiëîì F íàçèâàòèìåìî �óíêöiþ u(x), îçíà÷åíó äëÿ êîæ-íîãî x ∈ R
1 ðiâíiñòþ

u(x) =

∫

R1

ϕ(x− y)F (dy).Ïîçíà÷àòèìåìî çãîðòêó ϕ ç F òàê:
u = F ∗ ϕ.



11.1. Çãîðòêà éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ 147Îçíà÷åííÿ. Çãîðòêîþ éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ G i Fíàçèâàòèìåìî éìîâiðíiñíèé ðîçïîäië Q, �óíêöiÿ ðîçïî-äiëó Q(x) ÿêîãî ¹ çãîðòêîþ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó G(x) ç ðîç-ïîäiëîì F :
Q(x) =

∫

R1

G(x− y)F (dy).Ïîçíà÷àòèìåìî çãîðòêó éìîâiðíiñíîãî ðîçïîäiëó G ç iìî-âiðíiñíèì ðîçïîäiëîì F ñèìâîëîì F ∗G.Çàçíà÷èìî, ùî êîëè ðîçïîäië F àáñîëþòíî íåïåðåðâ-íèé i f � éîãî ùiëüíiñòü, òî
Q(x) =

∫

R1

G(x− y)F (dy) =

∫

R1

G(x− y)f(y)dy. (11.1.1)Ó êëàñi éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ îïåðàöiÿ çãîðòêè êî-ìóòàòèâíà é àñîöiàòèâíà. Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî F , G,
Q � iìîâiðíiñíi ðîçïîäiëè, òî

F ∗G = G ∗ F,

(F ∗G) ∗Q = F ∗ (G ∗Q).ßêùî õî÷à á îäèí ç iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ àáñîëþòíîíåïåðåðâíèé, òî ¨õíÿ çãîðòêà òàêîæ àáñîëþòíî íåïåðåðâ-íà. Áiëüø òîãî, ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.Òåîðåìà. Çãîðòêà V = F∗G àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãîéìîâiðíiñíîãî ðîçïîäiëó G ç iìîâiðíiñíèì ðîçïîäiëîì F¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì ðîçïîäiëîì i éîãî ùiëüíiñòü v¹ çãîðòêîþ ùiëüíîñòi g ðîçïîäiëó G ç ðîçïîäiëîì F :
v(x) =

∫

R1

g(x− t)F (dt). (11.1.2)Çîêðåìà, ÿêùî F i G � àáñîëþòíî íåïåðåðâíi, òî òå-îðåìó ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè òàê:Çãîðòêà àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ iìîâiðíiñíèõ ðîçïî-äiëiâ G i F âiäïîâiäíî çi ùiëüíîñòÿìè g i f ¹ àáñîëþò-íî íåïåðåðâíèì ðîçïîäiëîì, i éîãî ùiëüíiñòü v äîðiâíþ¹
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v(x) =

∫

R1

g(x− y)f(y)dy =

∫

R1

f(x− y)g(y)dy. (11.1.3)Çãîðòêó ùiëüíîñòåé g i f ïîçíà÷àòèìåìî òàê
v = f ∗ g = g ∗ f.Ïðèêëàä 11.1.1. Äîâåñòè, ùî êëàñ ãàììà-ðîçïîäiëiâçàìêíåíèé âiäíîñíî îïåðàöi¨ çãîðòêè, à ñàìå:
fµ;θ ∗ fν;θ = fν+µ;θ.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ùiëüíiñòþ ãàììà-ðîçïîäiëó ç ïàðàìåò-ðàìè (ν; θ) ¹

fν;θ(x) =

{
θν

Γ(ν)
xν−1 exp {−θx} , ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0,

θ > 0, ν > 0.Êîëè x ≤ 0, ðiâíiñòü fµ;θ ∗ fν;θ = fν+µ;θ î÷åâèäíà.Ïðè x > 0 ìà¹ìî
fµ;θ ∗ fν;θ(x) =

+∞∫

0

fν;θ(x− y)fµ;θ(y)dy =

=

x∫

0

fν;θ(x− y)fµ;θ(y)dy =

=

x∫

0

θν

Γ(ν)
(x− y)ν−1e−θ(x−y) θµ

Γ(µ)
yµ−1e−θydy =

=
θν+µ

Γ(ν)Γ(µ)
e−θx

x∫

0

(x− y)ν−1yµ−1dy.



11.2. �îçïîäië ñóìè 149Â îñòàííüîìó iíòåãðàëi âèêîíà¹ìî çàìiíó y = xt:
θν+µ

Γ(ν)Γ(µ)
e−θx

x∫

0

(x− y)ν−1yµ−1dy =

=
θν+µ

Γ(ν + µ)
xν+µ−1e−θx Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫

0

tµ−1(1− t)ν−1dt =

= fν+µ;θ(x)
Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫

0

tµ−1(1− t)ν−1dt.Òàêèì ÷èíîì,
fµ;θ ∗ fν;θ(x) = fν+µ;θ(x)

Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫

0

tµ−1(1− t)ν−1dt.Îñêiëüêè fµ;θ ∗fν;θ i fν+µ;θ � ùiëüíîñòi, òî çiíòåãðóâàâøèîñòàííþ ðiâíiñòü ïî ïðÿìié äiñòàíåìî
Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫

0

tµ−1(1− t)ν−1dt = 1.Îòæå,
fµ;θ ∗ fν;θ = fν+µ;θ.11.2 �îçïîäië ñóìè íåçàëåæíèõâèïàäêîâèõ âåëè÷èíÍàñòóïíå òâåðäæåííÿ âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ çãîðò-êîþ éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ i ðîçïîäiëîì ñóìè íåçàëåæ-íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.



150 �ëàâà 11. ÇãîðòêàÒåîðåìà. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ñóìè íåçàëåæíèõ âè-ïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþ¹ çãîðòöi �óíêöié ðîçïîäiëiâäîäàíêiâ.Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âå-ëè÷èíè ç ðîçïîäiëàìè F i G âiäïîâiäíî, à Q(x) � �óíêöiÿðîçïîäiëó ñóìè, òî
Q(x) =

∫

R1

G(x− y)F (dy).Çâiäñè i ç �îðìóë (11.1.2), (11.1.3) äiñòà¹ìî òàêå òâåð-äæåííÿ:Ñóìà íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, õî÷à á îäíàç ÿêèõ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà, ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþâèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, i ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó äîðiâíþ¹çãîðòöi ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó àáñîëþòíî íåïåðåðâíî¨ âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç ðîçïîäiëîì iíøî¨.Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ñóìè íåçàëåæíèõ àáñîëþòíî íå-ïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþ¹ çãîðòöi ùiëü-íîñòåé ðîçïîäiëiâ äîäàíêiâ. Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî ξ i η �íåçàëåæíi àáñîëþòíî íåïåðåðâíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çiùiëüíîñòÿìè pξ(t) i pη(t) âiäïîâiäíî, òî ùiëüíiñòü u(x)ðîçïîäiëó ñóìè ξ + η äîðiâíþ¹ çãîðòöi ùiëüíîñòåé pξ(t)i pη(t), òîáòî
u(x) =

∫

R1

pξ(x− y)pη(y)dy =

∫

R1

pη(x− y)pξ(y)dy. (11.2.1)Çà òèõ ñàìèõ ïðèïóùåíü ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó v(x)ðiçíèöi ζ = ξ − η ¹
v(x) =

∫

R1

pξ(x+ y)pη(y)dy. (11.2.2)Ïðèêëàä 11.2.1. Íåõàé ξ òà η � íåçàëåæíi âè-ïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíàíà [0; 1].
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1◦ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ñóìè ζ = ξ + η;
2◦ �óíêöiþ ðîçïîäiëó ñóìè ζ = ξ + η;
3◦ iìîâiðíiñòü P{|ξ + η − 1/2| < 1}.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. 1◦ Çà âiäîìèìè ùiëüíîñòÿìè ðîçïîäi-ëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η:

fξ(y) =

{

1, ÿêùî y ∈ [0; 1];
0, ÿêùî y 6∈ [0; 1],

fη(y) =

{

1, ÿêùî y ∈ [0; 1];
0, ÿêùî y 6∈ [0; 1],ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ñóìè ζ = ξ + η äiñòà¹ìî ÿê çãîðòêóùiëüíîñòåé äîäàíêiâ (äèâ. (11.2.1)):

fζ(x) =

∫

R1

fξ(x− y)fη(y)dy =

1∫

0

fξ(x− y)dy =

x∫

x−1

fξ(t)dt(ñêîðèñòàëèñÿ çàìiíîþ çìiííî¨ x − y = t). Îá÷èñëèâøèîñòàííié iíòåãðàë äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ x ∈ R
1, äiñòà¹-ìî:ÿêùî x < 0, òî x∫

x−1

fξ(t)dt =
x∫

x−1

0dt = 0;ÿêùî 0 ≤ x < 1, òî x∫

x−1

fξ(t)dt =
0∫

x−1

0dt+
x∫

0

1dt = x;ÿêùî 0 ≤ x − 1 < 1, òî x∫

x−1

fξ(t)dt =
1∫

x−1

1dt +
x∫

1

0dt =

= 2− x;ÿêùî x− 1 ≥ 1, òî x∫

x−1

fξ(t)dt =
x∫

x−1

0dt = 0.Òàêèì ÷èíîì, ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
ζ = ξ + η ¹

fζ(x) =







0, ÿêùî x < 0;
x, ÿêùî 0 ≤ x < 1;

2− x, ÿêùî 1 ≤ x < 2;
0, ÿêùî x ≥ 2.
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2◦ Ôóíêöiþ ðîçïîäiëó Fζ(x) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ çà¨¨ ùiëüíiñòþ fζ(t) äiñòà¹ìî òàê:

Fζ(x) =

x∫

−∞

fζ(t)dt =

=







x∫

−∞
0dt = 0, ÿêùî x < 0;

0∫

−∞
0dt+

x∫

0

tdt = x2/2, ÿêùî x ∈ [0, 1);

1∫

0

tdt+
x∫

1

(2− t)dt = −(x− 2)2/2 + 1, ÿêùî x ∈ [1, 2);

0∫

−∞
0dt+

1∫

0

tdt+
2∫

1

(2− t)dt = 1, ÿêùî x ≥ 2.

3◦ Çà âiäîìîþ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó fζ(t) âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè ζ iìîâiðíiñòü òîãî, ùî çíà÷åííÿ ζ ïîòðàïëÿòüäî ìíîæèíè B, îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê:
P{ζ ∈ B} =

∫

B

fζ(t)dt(äèâ. �îðìóëó (9.1.5)). Çîêðåìà,
P {|ξ + η − 1/2| < 1} = P {|ζ − 1/2| < 1} =

= P {−1/2 < ζ < 3/2} =

=

3/2∫

−1/2

fζ(t)dt =

0∫

−1/2

0dt+

1∫

0

tdt+

3/2∫

1

(2− t)dt =
7

8
.Ïðèêëàä 11.2.2 . Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíiâèïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ðîçïîäiëåíà N0;1. Çíàé-òè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

η =
n∑

i=1

ξ2i .



11.2. �îçïîäië ñóìè 153� î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî, ùî êîëè ξ ðîç-ïîäiëåíà N0;1, òî η = ξ2 ìà¹ ãàììà-ðîçïîäië ç ïàðàìåòðà-ìè (1/2; 1/2). Ñïðàâäi
Fη(x) = P{η < x} = P{ξ2 < x}.Ïðè x ≤ 0 çíà÷åííÿ Fη(x) = P{ξ2 < x} äîðiâíþ¹ íóëåâi,à ïðè x > 0

Fη(x) = P{|ξ| < √
x} =

1√
2π

√
x∫

−√
x

exp{−t2/2}dt =

=
1√
2π

x∫

0

s−1/2e−s/2ds =
(1/2)1/2

Γ(1/2)

x∫

0

s1/2−1e−s/2ds(ñêîðèñòàëèñÿ çàìiíîþ t2 = s i ðiâíiñòþ Γ(1/2) =
√
π).Òàêèì ÷èíîì,

Fη(x) =
(1/2)1/2

Γ(1/2)

x∫

0

s1/2−1e−s/2ds,à öå ¹ �óíêöiÿ ãàììà-ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (1/2; 1/2).Äàëi, îñêiëüêè ãàììà-ðîçïîäië çàìêíåíèé âiäíîñíî îïå-ðàöi¨ çãîðòêè (äèâ. ïðèêëàä 11.1.1), òî ñóìà n íåçàëåæíèõãàììà-ðîçïîäiëåíèõ ç ïàðàìåòðàìè (1/2; 1/2) âèïàäêîâèõâåëè÷èí ¹ ãàììà-ðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ïàðà-ìåòðàìè (n/2; 1/2).�àììà-ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (n/2; 1/2) ùå íàçèâà-þòü χ2-ðîçïîäiëîì ç n ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.



154 �ëàâà 11. Çãîðòêà11.3 Çàäà÷iÀÇ: 11.2(1), 11.4(1, 3), 11.13(1), 11.17.ÑÇ: 11.2(2, 3), 11.3, 11.4(2, 6), 11.13(2), 11.18.11.1. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè;
ξ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [0; 1], η ìà¹ ñâî¨ìðîçïîäiëîì Pη(k) = P{η = k} = 1/2, k = 0, 1. Çíàéòèðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ξ + η.11.2. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ òà η íåçàëåæíi é ðîçïî-äiëåíi ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó: 1) [a; b], a < b; 2) [0; a],
a > 0; 3) [−a; a], a > 0; 4) [−1/2; 1/2].Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ñóìè ζ = ξ + η.11.3. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi âiäïîâiäíî íà ïðîìiæêàõ [0; 1] i
[0; 2]. Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó p(x) ñóìè ζ = ξ + η.11.4. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè;
ξ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [−1; 1], η � íà ïðî-ìiæêó [0; 1].Îá÷èñëèòè:1) P{ξ2 + η > 1/2};2) P{ξ + η > 1};3) P{|ξ + η| > 1/2};4) P{|η − ξ| < 1/2};5) P{η2 − ξ > 0};6) P{|ξ|+ η > 1}.11.5. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η � íåçàëåæíi é ðîç-ïîäiëåíi ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó: 1) [a; b], a < b; 2) [0; a],
a > 0; 3) [−a; a], a > 0; 4) [0; 1].Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó pζ(x) ðiçíèöi ζ = ξ − η.11.6. Íà âiäðiçîê [0; 1] íàâìàííÿ êèäàþòü äâi òî÷êè.Íåõàé ξ � êîîðäèíàòà îäíi¹¨ òî÷êè, η � iíøî¨. Çíàéòè�óíêöiþ ðîçïîäiëó êîîðäèíàòè ñåðåäèíè âiäðiçêà ç êií-öÿìè ξ i η.11.7. Íåõàé ξ � êîîðäèíàòà òî÷êè, íàâìàííÿ êèíóòî¨íà âiäðiçîê [0; 1], η � ÷èñëî î÷îê, ùî âèïàëè â ðåçóëü-òàòi ïiäêèäàííÿ ñèìåòðè÷íîãî ãðàëüíîãî êóáèêà. Çíàéòèðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ξ + η.11.8. Íà âiäðiçîê [0; 1] íàâìàííÿ êèäàþòü äâi òî÷êè,
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ξ � êîîðäèíàòà îäíi¹¨ òî÷êè, η � iíøî¨. Äëÿ 0 < x < 1çíàéòè P{|η − ξ| < x}.11.9. Êîîðäèíàòè êîæíî¨ ç äâîõ âèïàäêîâî âèáðàíèõíà âiäðiçêó [0; 1] òî÷îê ðîçïîäiëåíi ðiâíîìiðíî. Çíàéòè ìà-òåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiäñòàíi ìiæ íèìè.11.10. Íåõàé ξ1 i ξ2 � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíèçi ùiëüíîñòÿìè

pi(x) =

{

λie
−λix, ÿêùî x > 0;
0, ÿêùî x ≤ 0;

λi > 0, i = 1, 2; λ1 6= λ2.Çíàéòè ùiëüíîñòi ðîçïîäiëiâ: 1) ñóìè ξ1+ξ2; 2) ðiçíèöi
ξ2 − ξ1.11.11. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,ðîçïîäiëeíi ïîêàçíèêîâî ç îäíèì i òèì ñàìèì ïàðàìåò-ðîì λ. Çíàéòè ùiëüíîñòi ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí:1) ξ + η; 2) ξ − η; 3) |ξ − η|.11.12. Íåõàé ξ1 i ξ2 � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,ðîçïîäiëåíi ïîêàçíèêîâî âiäïîâiäíî ç ïàðàìåòðàìè 1 i 2.Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ1 + ξ2.11.13. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíiâèïàäêîâi âåëè÷èíè çi ùiëüíîñòÿìè p(x) = exp{−|x|}/2.Çíàéòè ùiëüíîñòi ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí:1) ξ + η; 2) ξ − η.11.14. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè;
ξ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [−a; a], η ìà¹ ïî-êàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ. Çíàéòè ùiëüíiñòüðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ξ + η.11.15. Íåõàé ξ1 i ξ2 � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷è-íè; ξ1 ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [−1; 1], ξ2 ìà¹ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ = 1. Çíàéòè ùiëü-íiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = ξ1 + ξ2.11.16. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëå-íà íà ïðîìiæêó [−h;h], ξ ìà¹ ñâî¹þ �óíêöi¹þ ðîçïîäi-ëó F (x), ξ i η � íåçàëåæíi. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó éùiëüíiñòü ðîçïîäiëó (ÿêùî âîíà iñíó¹) ñóìè ζ = ξ + η.11.17. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè.Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië

P
{

ξ = (−1)k
}

= G
(

{(−1)k}
)

= 1/2, k = 0, 1,



156 �ëàâà 11. Çãîðòêàà η � ðîçïîäië Q. Çíàéòè �óíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè ζ = ξ + η.11.18. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè;
ξ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [0; 1], η ìà¹ ñâî¨ìðîçïîäiëîì

P{η = k} = (1/4)k(3/4)1−k , k = 0, 1.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ξ + η.11.19. Çíàéòè ðîçïîäië ñóìè n íåçàëåæíèõ âèïàäêî-âèõ âåëè÷èí, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië çïàðàìåòðîì λ. Ïîðiâíÿéòå ¨¨ çi ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó Åð-ëàíãà (äèâ. 9.3).11.20.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi ðiâíîìiðíî ðîç-ïîäiëåíi íà [0; 1] âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Çíàéòè �óíêöiþðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
η = ξ1ξ2 . . . ξn.Îá÷èñëèòè Mη.11.21. Íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η � ìàþòüãàììà-ðîçïîäiëè ç ïàðàìåòðàìè (ν, θ) i (µ, θ). Çíàéòè ùiëü-íiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ + η.11.22. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η � íåçàëåæíi éìàþòü χ2-ðîçïîäiëè âiäïîâiäíî ç n im ñòóïåíÿìè âiëüíîñ-òi. Äîâåñòè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ+η ìà¹ χ2-ðîçïîäiëç n+m ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.11.23. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íåçàëåæíi, ξ ìà¹ ãàì-ìà-ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (ν, θ), η � ïîêàçíèêîâî ðîç-ïîäiëåíà ç ïàðàìåòðîì θ. Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè ζ = ξ + η.11.24. Íåõàé ξ � êîîðäèíàòà òî÷êè, ÿêó êèíóëè íàâ-ìàííÿ íà âiäðiçîê [0; 1], à η � ÷èñëî ãåðáiâ, ùî âèïàëèïiä ÷àñ ïiäêèäàííÿ ñèìåòðè÷íî¨ ìîíåòè. Çíàéòè ðîçïîäiëâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ξ + η.11.25. Íåõàé F i Q � iìîâiðíiñíi ðîçïîäiëè íà R

1,
u(s) � îáìåæåíà �óíêöiÿ íà R

1. Äîâåñòè, ùî
∫

R2

u(x+ y)(F ×Q)(d(x, y)) =

∫

R1

u(s)(F ∗Q)(ds).



�ëàâà 12Çáiæíiñòü ðîçïîäiëiâ12.1 Îçíà÷åííÿ. ÏðèêëàäèÌè ðîçãëÿäàòèìåìî éìîâiðíiñíi ðîçïîäiëè íà R1 (äèâ.ðîçä. 11.1 â ãë. 11).Äëÿ ðîçïîäiëó F i éîãî �óíêöi¨ ðîçïîäiëó
F (x) = F ((−∞, x))ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

F ([a; b)) = F (b)− F (a)(ïðè a < b).Çíà÷åííÿ F ({x0}) ðîçïîäiëó F íà îäíîòî÷êîâié ìíî-æèíi {x0} ÷åðåç �óíêöiþ ðîçïîäiëó F (x) îá÷èñëþ¹òüñÿòàê:
F ({x0}) = F (x0 + 0)− F (x0 − 0).Îçíà÷åííÿ. �îçïîäië F íà R1 íàçèâàòèìåìî âëàñíèìiìîâiðíiñíèì ðîçïîäiëîì (iìîâiðíiñíèì ðîçïîäiëîì), ÿêùî

F (R1) = 1, i íåâëàñíèì, ÿêùî F (R1) < 1. Ó òåðìiíàõ�óíêöi¨ ðîçïîäiëó: F � âëàñíèé iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië,ÿêùî F (+∞) = 1 i F (−∞) = 0; F � íåâëàñíèé iìîâiðíi-ñíèé ðîçïîäië, ÿêùî ìà¹ ìiñöå õî÷à á îäíà ç íåðiâíîñòåé
F (+∞) < 1 àáî F (−∞) > 0.Íåâëàñíi éìîâiðíiñíi ðîçïîäiëè ïðèðîäíî âèíèêàþòüÿê ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòåé iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ.157



158 �ëàâà 12. Çáiæíiñòü ðîçïîäiëiâÎçíà÷åííÿ. Òî÷êó x0 íàçèâàòèìåìî àòîìîì ðîçïî-äiëó F , ÿêùî F ({x0}) > 0. �îçïîäië F íàçèâàòèìåìî àòî-ìi÷íèì, ÿêùî âií çîñåðåäæåíèé íà ìíîæèíi ñâî¨õ àòîìiâ.Îçíà÷åííÿ. Iíòåðâàë I âèãëÿäó [a; b) (ñêií÷åííèé àáîíåñêií÷åííèé) íàçèâàòèìåìî iíòåðâàëîì íåïåðåðâíîñòiðîçïîäiëó F , ÿêùî òî÷êè a i b íå ¹ àòîìàìè ðîçïîäiëó F .Îçíà÷åííÿ.Ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Fn} çáiãà¹òüñÿäî ðîçïîäiëó F , êîëè n→ ∞, ÿêùî
Fn(I) → F (I)äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîãî iíòåðâàëó íåïåðåðâíîñòi I ðîç-ïîäiëó F , ïîçíà÷àòèìåìî öå òàê:
Fn → Fàáî

lim
n
Fn = F.ßêùî ïðè öüîìó F � âëàñíèé iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië, òîêàçàòèìåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Fn} çáiãà¹òüñÿ äî F âëàñ-íî, ÿêùî F � íåâëàñíèé iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië, òî � íå-âëàñíî.×àñòî êîðèñíèìè ¹ òàêi äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi ðîç-ïîäiëiâ:

1◦ ßêùî ïîñëiäîâíiñòü �óíêöié ðîçïîäiëiâ {Fn(x)} çái-ãà¹òüñÿ äî �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F (x) ó êîæíié òî÷öi íåïå-ðåðâíîñòi îñòàííüî¨, òî ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Fn}çáiãà¹òüñÿ äî ðîçïîäiëó F (âëàñíî ÷è íåâëàñíî).
2◦ Âëàñíi éìîâiðíiñíi ðîçïîäiëè Fσ ç îäíèì i òèì ñà-ìèì ñåðåäíiì a i äèñïåðñi¹þ σ2, ùî ïðÿìó¹ äî 0, çáiãà-þòüñÿ äî âëàñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãîó òî÷öi a.Ïðèêëàä 12.1.1 . Íåõàé {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü ðîç-ïîäiëiâ iç �óíêöiÿìè ðîçïîäiëó

Fn(x) =

{
0, ÿêùî x < 0;
nx, ÿêùî 0 ≤ x ≤ 1/n;
1, ÿêùî x > 1/n.Äîñëiäèòè ïîñëiäîâíiñòü {Fn} íà çáiæíiñòü.



12.1. Îçíà÷åííÿ. Ïðèêëàäè 159� î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Äîâåäåìî, ùî êîëè n→ ∞, ïîñëiäîâ-íiñòü �óíêöié {Fn(x)} çáiãà¹òüñÿ äî �óíêöi¨
F (x) =

{
1, ÿêùî x > 0;
0, ÿêùî x ≤ 0àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi x = 0, ó êîæ-íié òî÷öi, êðiì òî÷êè x = 0 (òî÷êà x = 0 ¹ òî÷êîþ ðîçðè-âó F (x)).Ñïðàâäi, çà óìîâîþ äëÿ äîâiëüíî¨, àëå �iêñîâàíî¨ òî÷-êè x, ùî ëåæèòü ëiâîðó÷ âiä íóëÿ, ïðè êîæíîìó n ìà¹ìiñöå ðiâíiñòü Fn(x) = 0, òîìó lim

n
Fn(x) = 0 = F (x). Äëÿäîâiëüíî¨, àëå �iêñîâàíî¨ òî÷êè x, ùî ëåæèòü ïðàâîðó÷âiä íóëÿ, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî N (n ≥ N) ñïðàâäæó¹òüñÿíåðiâíiñòü 1/n < x. Òîìó äëÿ n ≥ N çíà÷åííÿ Fn(x) äî-ðiâíþ¹ 1, i îòæå, lim

n
Fn(x) = 1 = F (x). Òàêèì ÷èíîì,êîëè n→ ∞,
Fn(x) → F (x)ó êîæíié òî÷öi x ∈ R
1 çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, òî÷êè 0.Çâiäñè, çãiäíî ç äîñòàòíüîþ óìîâîþ 1◦ çáiæíîñòi ðîçïîäi-ëiâ, ìà¹ìî
Fn → F,êîëè n→ ∞.Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Fn} çáiãà¹òüñÿ äî âëà-ñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi 0.Ïðèêëàä 12.1.2. Íåõàé {Qn} � ïîñëiäîâíiñòü ðîç-ïîäiëiâ çi ùiëüíîñòÿìè

qn(x) =
n√
2π

exp

{

−(x− (−1)n)2n2

2

}

, n = 1, 2, . . .Äîñëiäèòè ïîñëiäîâíiñòü {Qn} íà çáiæíiñòü.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çà äîñòàòíüîþ óìîâîþ çáiæíîñòi 2◦äëÿ ïàðíèõ n ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Qn} çáiãà¹òüñÿäî âëàñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷-öi 1, à äëÿ íåïàðíèõ � äî âëàñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó,çîñåðåäæåíîãî ó òî÷öi −1. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü {Qn} íå ¹çáiæíîþ.



160 �ëàâà 12. Çáiæíiñòü ðîçïîäiëiâÏðèêëàä 12.1.3. Íåõàé Fh � iìîâiðíiñíi ðîçïîäiëèçi ùiëüíîñòÿìè
fh(x) =

1√
2πh

exp

{

−(x− a)2

2h2

}

.Äîñëiäèòè Fh íà çáiæíiñòü 1◦ êîëè h → ∞; 2◦ êîëè
h→ 0.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. 1◦ Çàçíà÷èìî, ùî �óíêöiÿ F (x) = c,
x ∈ R

1, äå c � êîíñòàíòà ç ïðîìiæêó [0; 1], ¹ �óíêöi¹þíåâëàñíîãî éìîâiðíiñíîãî ðîçïîäiëó, ÿêèé òîòîæíî äîðiâ-íþ¹ íóëåâi. Ñïðàâäi, çíà÷åííÿ F ([a; b)) ðîçïîäiëó F íàïðîìiæêó [a; b) äîðiâíþ¹ F (b)− F (a) = 0, òîìó F (A) = 0i íà ìíîæèíàõ A ç àëãåáðè A ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü íåïå-ðåòèííèõ ïðîìiæêiâ âèãëÿäó [a; b) (a i b íå îáîâ'ÿçêîâî ìà-þòü áóòè ñêií÷åííèìè), à îòæå, i íà áîðåëåâèõ ìíîæèíàõ,îñêiëüêè σ(A) = B1. Òîìó, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü {Fn(x)}�óíêöié ðîçïîäiëiâ çáiãà¹òüñÿ äî �óíêöi¨ F (x) = c (c �êîíñòàíòà ç ïðîìiæêó [0; 1]), òî Fh ïðè h→ ∞ çáiãà¹òüñÿäî ðîçïîäiëó F , ÿêèé òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëåâi.Äàëi,
Fh(x) =

x∫

−∞

fh(t)dt =
1√
2πh

x∫

−∞

exp

{

−(t− a)2

2h2

}

dt =

=
1√
2π

(x−a)/h∫

−∞

exp

{

−u
2

2

}

du(ìè ñêîðèñòàëèñÿ çàìiíîþ çìiííî¨ (t − a)/h = u). Äëÿêîæíîãî �iêñîâàíîãî x
lim
h→∞

Fh(x) =
1√
2π

0∫

−∞

exp

{

−u
2

2

}

du =
1

2
.Òîìó Fh ïðè h→ ∞ çáiãà¹òüñÿ äî ðîçïîäiëó, ÿêèé òîòîæ-íî äîðiâíþ¹ íóëåâi.



12.1. Îçíà÷åííÿ. Ïðèêëàäè 1612◦ Êîëè h → 0 ñiì'ÿ ðîçïîäiëiâ Fh çáiãà¹òüñÿ äî âëà-ñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi a (çàäîñòàòíüîþ óìîâîþ çáiæíîñòi äî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó).Îçíà÷åííÿ.Ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Fn} ñëàáêî çái-ãà¹òüñÿ äî ðîçïîäiëó F ïðè n→ ∞ âiäíîñíî êëàñó �óíê-öié U , ÿêùî äëÿ êîæíî¨ �óíêöi¨ u ∈ U

∫

R1

u(x)Fn(dx) →
∫

R1

u(x)F (dx) ïðè n→ ∞.Äàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç C(−∞; +∞) � êëàñ íåïå-ðåðâíèõ îáìåæåíèõ �óíêöié íà R
1; ÷åðåç C0[−∞; +∞] �êëàñ íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ �óíêöié, äëÿ ÿêèõ

lim
x→+∞

u(x) = 0, lim
x→−∞

u(x) = 0.Òåîðåìà 12.1.1. Çi çáiæíîñòi (âëàñíî¨ ÷è íåâëàñíî¨)ïîñëiäîâíîñòi éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ {Fn} äî ðîçïîäiëó
F âèïëèâà¹ ñëàáêà çáiæíiñòü {Fn} äî F âiäíîñíî êëàñó
C0[−∞; +∞] i íàâïàêè.Iç âëàñíî¨ çáiæíîñòi éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ {Fn} äîðîçïîäiëó F âèïëèâà¹ ñëàáêà çáiæíiñòü {Fn} äî F âiäíî-ñíî êëàñó C(−∞; +∞).Ïðèêëàä 12.1.4. Íåõàé {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü iìî-âiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ çi ùiëüíîñòÿìè

fn(x) =
n√
2π

exp

{

−x
2n2

2

}

, n = 1, 2, . . .Îá÷èñëèòè
lim
n→∞

∫

R1

eitxFn(dx).�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Fn} çáiãà-¹òüñÿ äî âëàñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó F , çîñåðåäæåíîãîâ òî÷öi 0 (çãiäíî ç äîñòàòíüîþ óìîâîþ 2◦ çáiæíîñòi ðîçïî-äiëiâ). Òîìó çà òåîðåìîþ 12.1.1 ïîñëiäîâíiñòü {Fn} ñëàá-êî çáiãà¹òüñÿ äî F âiäíîñíî êëàñó C(−∞; +∞). I îñêiëüêè



162 �ëàâà 12. Çáiæíiñòü ðîçïîäiëiâ
eitx ∈ C(−∞; +∞), òî

lim
n→∞

∫

R1

eitxFn(dx) =

∫

R1

eitxF (dx) = eit0F ({0}) = 1.Ïðèêëàä 12.1.5. Íåõàé F � iìîâiðíiñíèé ðîçïîäiëç ñåðåäíiì m i äèñïåðñi¹þ σ2. Äîâåñòè, ùî äëÿ a > 0

F{x : |x−m| ≥ a} ≤ σ2

a2
.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ.

σ2 =

∫

R1

(x−m)2F (dx) ≥
∫

x:|x−m|≥a

(x−m)2F (dx) ≥

≥
∫

x:|x−m|≥a

a2F (dx) = a2
∫

x:|x−m|≥a

F (dx) = a2F{x : |x−m| ≥ a}.Ïðèêëàä 12.1.6. Íåõàé {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü âëàñ-íèõ ðîçïîäiëiâ âiäïîâiäíî ç ñåðåäíiìè an, ÿêi çáiãàþòüñÿäî a, i äèñïåðñiÿìè σ2n, ÿêi çáiãàþòüñÿ äî 0.Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Fn} çáiãà¹òüñÿ äî âëàñ-íîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi a.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Äîñèòü äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{Fn(x)} �óíêöié ðîçïîäiëó çáiãà¹òüñÿ äî �óíêöi¨ Fa(x)àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi a, òîáòî äî

Fa(x) =
{

0, ÿêùî x ≤ a;
1, ÿêùî x > a,ó âñiõ òî÷êàõ x 6= a.Íåõàé t > 0, x = a−2t. Îñêiëüêè an → a, êîëè n→ ∞,òî çà äîñòàòíüî âåëèêèõ n

Fn(x) = Fn(a−2t) = Fn((−∞, a−2t)) ≤ Fn((−∞, an−t)) =

= Fn{y : y < an − t} ≤ Fn{y : |y − an| ≥ t} ≤ σ2n
t2
,à òîìó Fn(a − 2t) → 0, êîëè n → ∞ (ñêîðèñòàëèñü ïðè-êëàäîì 12.1.5).Àíàëîãi÷íî ïåðåñâiä÷ó¹ìîñÿ, ùî Fn(a+ 2t) → 1, êîëè

n→ ∞.



12.2. Çàäà÷i 16312.2 Çàäà÷iÀÇ: 12.1, 12.3, 12.5, 12.7(2, 5), 12.9, 12.11, 12.12, 12.15∗ .ÑÇ: 12.2, 12.4, 12.6, 12.7(1, 3, 4), 12.10, 12.16∗ .12.1. Íåõàé {Na;σ2
n
} � ïîñëiäîâíiñòü íîðìàëüíèõ ðîç-ïîäiëiâ âiäïîâiäíî ç ñåðåäíiì a é äèñïåðñiÿìè σ2n. Äîâåñ-òè, ùî êîëè σ2n çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ, òî {Na;σ2

n
} çáiãà¹òüñÿäî âëàñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî ó òî÷-öi a.12.2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fa àòîìi÷íèé ðîçïîäië, çîñåðå-äæåíèé ó òî÷öi a. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü ïîñëiäîâíiñòüðîçïîäiëiâ {Fn} 1◦ êîëè n→ +∞; 2◦ êîëè n→ −∞.12.3. Íåõàé F (x) � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à �óíêöiÿðîçïîäiëó. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü ïîñëiäîâíiñòü ðîçïî-äiëiâ {Fn}, çàäàíèõ ñâî¨ìè �óíêöiÿìè ðîçïîäiëó

Fn(x) =







0, ÿêùî x ≤ −1/n;
F (x)− F (−1/n)
F (1/n) − F (−1/n)

, ÿêùî − 1/n < x ≤ 1/n;

1, ÿêùî x > 1/n.12.4. Íåõàé {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ iç �óíê-öiÿìè ðîçïîäiëó
Fn(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ −1/n;

n(x+ 1/n)/2, ÿêùî − 1/n < x ≤ 1/n;
1, ÿêùî x > 1/n.Ç'ÿñóâàòè, ÷è çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Fn}.12.5. Íåõàé {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ çi ùiëü-íîñòÿìè

fn(x) =

{

n/2, ÿêùî x ∈ [−1/n; 1/n];
0, ÿêùî x 6∈ [−1/n; 1/n].Ç'ÿñóâàòè, ÷è çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Fn}.



164 �ëàâà 12. Çáiæíiñòü ðîçïîäiëiâ12.6. Íåõàé {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ âiäïîâiä-íî çi ùiëüíîñòÿìè
fn(x) =







0, ÿêùî x ≤ −1/n;
n2(x+ 1/n), ÿêùî − 1/n < x ≤ 0;
−n2(x− 1/n), ÿêùî 0 < x ≤ 1/n;

0, ÿêùî x > 1/n.Ç'ÿñóâàòè, ÷è çáiãà¹òüñÿ {Fn}, êîëè n→ ∞.12.7. Íåõàé F (x) � �óíêöiÿ ðîçïîäiëó íåïåðåðâíîãîâëàñíîãî éìîâiðíiñíîãî ðîçïîäiëó.Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü êîæíó ç ïîäàíèõ äàëi ïîñëi-äîâíîñòåé ðîçïîäiëiâ, çàäàíèõ ñâî¨ìè �óíêöiÿìè ðîçïî-äiëó:1) Fn(x) = F (x+ 1/n), n = 1, 2, . . . ;2) Gn(x) = F (x+ n), n = 1, 2, . . . ;3) Sn(x) = F (x− n), n = 1, 2, . . . ;4) Pn(x) = F (x/n), n = 1, 2, . . . ;5) Qn(x) = F (x+ (−1)nn), n = 1, 2, . . .12.8. Ç'ÿñóâàòè, ÷è çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäi-ëiâ {Pn} âiäïîâiäíî çi ùiëüíîñòÿìè
pn(x) =

n√
2π

exp

{

−(x− 1)2n2

2

}

, n = 1, 2, . . .12.9. Ç'ÿñóâàòè, ÷è çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäi-ëiâ:
1) Fn :

(
−n n
1/2 1/2

)

, n = 1, 2, . . . ;

2) Gn :

(

−1/n 1/n
1/2 1/2

)

, n = 1, 2, . . .12.10. Íåõàé {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ âiäïî-âiäíî çi ùiëüíîñòÿìè
fn(x) =

{

n/2, ÿêùî x ∈ [(−1)n − 1/n; (−1)n + 1/n];
0, ÿêùî x 6∈ [(−1)n − 1/n; (−1)n + 1/n].Ç'ÿñóâàòè, ÷è çáiãà¹òüñÿ {Fn}, êîëè n→ ∞.



12.2. Çàäà÷i 16512.11∗. Íåõàé
Nx;σ2(y) =

1√
2πσ

y∫

−∞

exp

{

−(t− x)2

2σ2

}

dt; x, y ∈ R
1, σ > 0.Îá÷èñëèòè

lim
σ→0

Nx;σ2(y).12.12. Íåõàé {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü iìîâiðíiñíèõ ðîç-ïîäiëiâ çi ùiëüíîñòÿìè
fn(x) =

n√
2π

exp

{

−(x− 1)2n2

2

}

, n = 1, 2, . . .Îá÷èñëèòè
lim
n→∞

∫

R1

sinxFn(dx).12.13. Íåõàé {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü iìîâiðíiñíèõ ðîç-ïîäiëiâ ç �óíêöiÿìè ðîçïîäiëó iç çàäà÷i 12.12.Îá÷èñëèòè
lim
n→∞

∫

R1

cos xFn(dx).12.14∗. Íåõàé F � âëàñíèé iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië,
Nx;σ2(y) =

1√
2πσ

y∫

−∞

exp

{

−(t− x)2

2σ2

}

dt; x, y ∈ R
1, σ > 0.Îá÷èñëèòè

lim
σ→0

+∞∫

−∞

Nx;σ2(y)F (dx),ÿêùî y � òî÷êà íåïåðåðâíîñòi F .
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Fλ(y) =

∑

k:0≤k<y

λk

k!
e−λ, y > 0;

Fλ(y) = 0, y ≤ 0, λ > 0.Îá÷èñëèòè
lim
λ→0

Fλ(y).12.16∗. Íåõàé
Fλ(y) =

∑

k:0≤k<y

λk

k!
e−λ, y > 0;

Fλ(y) = 0, y ≤ 0, λ > 0.Îá÷èñëèòè
lim
λ→0

+∞∫

−∞

e−y2/2Fλ(dy).12.17. Íåõàé {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ çi ùiëü-íîñòÿìè
fn(x) =

{

n/2, ÿêùî x ∈ [(−1)n/n − 1/n; (−1)n/n + 1/n];
0, ÿêùî x 6∈ [(−1)n/n − 1/n; (−1)n/n + 1/n]âiäïîâiäíî.Ç'ÿñóâàòè, ÷è çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {Fn} ïðè

n→ ∞.12.18. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {Fn} iìîâiðíiñíèõ ðîçïî-äiëiâ i ðîçïîäië F çîñåðåäæåíi íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ÷èñåë i ïðè n→ ∞

Fn({k}) → F ({k})äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k. Äîâåñòè, ùî Fn → F .



�ëàâà 13Õàðàêòåðèñòè÷íà�óíêöiÿ13.1 Îçíà÷åííÿ, âëàñòèâîñòi,îá÷èñëåííÿÎçíà÷åííÿ. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, F � ¨¨ðîçïîäië. Õàðàêòåðèñòè÷íîþ �óíêöi¹þ âèïàäêîâî¨ âåëè-÷èíè ξ (ðîçïîäiëó F ) íàçèâàòèìåìî êîìïëåêñíîçíà÷íó�óíêöiþ ϕ(t), îçíà÷åíó äëÿ âñiõ t ∈ R
1 ðiâíiñòþ

ϕ(t) =Meitξ =

∫

R1

eitxF (dx).ßêùî ðîçïîäië F (ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ) ìà¹ùiëüíiñòü f , òî
ϕ(t) =Meitξ =

∫

R1

eitxf(x)dx;ÿêùî ðîçïîäië F äèñêðåòíèé, òîáòî
F : xk → F ({xk}) > 0, k = 1, 2, . . . ;

∑

xk

F ({xk}) = 1,167
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ϕ(t) =Meitξ =

∑

xk

exp{itxk}F ({xk}).×èñëåííi çàñòîñóâàííÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ �óíêöié ðóíòóþòüñÿ íà íàâåäåíié äàëi âëàñòèâîñòi.Ìóëüòèïëiêàòèâíà âëàñòèâiñòü õàðàêòåðèñòè÷-íèõ �óíêöié.Õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ ñóìè íåçàëåæ-íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþ¹ äîáóòêîâi õàðàêòåðèñ-òè÷íèõ �óíêöié äîäàíêiâ. Ó òåðìiíàõ çãîðòîê � õà-ðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ çãîðòêè éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäi-ëiâ äîðiâíþ¹ äîáóòêîâi ¨õíiõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ �óíêöié.Òåîðåìà (ïðî äè�åðåíöiéîâíiñòü õàðàêòåðèñòè-÷íî¨ �óíêöi¨). ßêùî n-é àáñîëþòíèé ìîìåíò ðîçïîäi-ëó F ñêií÷åííèé, òî iñíó¹ n-íà ïîõiäíà õàðàêòåðèñòè÷-íî¨ �óíêöi¨
ϕ(t) =

+∞∫

−∞

eitxF (dx)ðîçïîäiëó F , i ¨¨ ìîæíà îòðèìàòè äè�åðåíöiþâàííÿìïiä çíàêîì iíòåãðàëà:
ϕ(n)(t) = in

+∞∫

−∞

eitxxnF (dx).Íà ñ ë i ä î ê. Çà óìîâ òåîðåìè
ϕ(n)(0) = in

+∞∫

−∞

xnF (dx) = inMξni äëÿ ϕ(t) ìà¹ ìiñöå ðîçâèíåííÿ
ϕ(t) = 1 +

t

1!
ϕ(1)(0) +

t2

2!
ϕ(2)(0) + . . . +

tn

n!
ϕ(n)(0) + o(tn),êîëè t→ 0.



13.1. Îçíà÷åííÿ, âëàñòèâîñòi, îá÷èñëåííÿ 169Ïðèêëàä 13.1.1. Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíê-öiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ùî ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà çïàðàìåòðîì λ:
P{ξ = k} =

λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì

ϕ(t) =Meitξ =

∞∑

k=0

eitk
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑

k=0

(eitλ)k

k!
=

= exp{−λ} exp{λeit} = exp{λ(eit − 1)}.Ïðèêëàä 13.1.2. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþíîðìàëüíî ðîçïîäiëåíî¨ ç ïàðàìåòðàìè (a;σ2) âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî õàðàêòåðèñòè÷íó�óíêöiþ ϕ(t) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ðîçïîäiëåíî¨ íîð-ìàëüíî ç ïàðàìåòðàìè (0; 1).Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì
ϕ(t) =Meitξ =

+∞∫

−∞

eitx
1√
2π
e−x2/2dx =

=
1√
2π

+∞∫

−∞

e−x2/2 cos txdx+
i√
2π

+∞∫

−∞

e−x2/2 sin txdx.Îñòàííié iíòåãðàë äîðiâíþ¹ íóëåâi îñêiëüêè
+∞∫

−∞

e−x2/2 sin tx dx = lim
n→+∞

+n∫

−n

e−x2/2 sin tx dx = 0.Çäè�åðåíöiþ¹ìî ϕ(t), ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ ïðî äè-�åðåíöiéîâíiñòü õàðàêòåðèñòè÷íî¨ �óíêöi¨ (ïåðøèé ìî-ìåíò íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ñêií÷åííèé):
ϕ

′

(t) =
1√
2π

+∞∫

−∞

x(− sin tx)e−x2/2dx =
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=

1√
2π

+∞∫

−∞

sin txde−x2/2 =

= − 1√
2π

+∞∫

−∞

t cos tx · e−x2/2dx = −tϕ(t).Çâiäñè
ϕ

′

(t)/ϕ(t) = −t.�îçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ, äiñòà¹ìî
ϕ(t) = e−t2/2(ìè âðàõóâàëè, ùî ϕ(0) = 1).Äàëi, ÿêùî ξ ðîçïîäiëåíà N0;1, òî η = σξ + a ðîçïîäi-ëåíà íîðìàëüíî ç ïàðàìåòðàìè (a;σ2) (ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåç-ïîñåðåäíüî), òîìó õàðàêòåðèñòè÷íîþ �óíêöi¹þ ψ(t) âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η, ðîçïîäiëåíî¨ Na;σ2 , ¹

ψ(t) =Meitη =Meit(σξ+a) = eitaMei(σt)ξ = eitaϕ(σt) =

= exp{ita} exp{−σ2t2/2} = exp{ita− σ2t2/2}.13.2 Òåîðåìè ¹äèíîñòiòà íåïåðåðâíîñòiÒåîðåìà ¹äèíîñòi. �içíèì iìîâiðíiñíèì ðîçïîäiëàìâiäïîâiäàþòü ðiçíi õàðàêòåðèñòè÷íi �óíêöi¨.Ó çàäà÷àõ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ ÷àñòî âè-êîðèñòîâó¹òüñÿ òåîðåìà íåïåðåðâíîñòi.Òåîðåìà íåïåðåðâíîñòi. Äëÿ òîãî ùîá ïîñëiäîâ-íiñòü {Fn} iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ âëàñíî çáiãàëàñÿ, íå-îáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü õàðà-êòåðèñòè÷íèõ �óíêöié {ϕn(t)} çáiãàëàñÿ äî íåïåðåðâíî¨�óíêöi¨ ϕ(t) ó êîæíié òî÷öi t ∈ R
1. Ïðè öüîìó ãðàíèöÿ

ϕ(t) ïîñëiäîâíîñòi õàðàêòåðèñòè÷íèõ �óíêöié {ϕn(t)} ¹



13.2. Òåîðåìè ¹äèíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi 171õàðàêòåðèñòè÷íîþ �óíêöi¹þ ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó F i
{ϕn(t)} çáiãà¹òüñÿ äî ϕ(t) ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó ñêií-÷åííîìó ïðîìiæêó.Ïðèêëàä 13.2.1. Íåõàé F i Q � íîðìàëüíi ðîçïîäi-ëè âiäïîâiäíî ç ïàðàìåòðàìè (a1;σ

2
1) i (a2;σ22). Çíàéòèçãîðòêó F ∗Q ðîçïîäiëiâ Q i F .�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ñêîðèñòàâøèñü ìóëüòèïëiêàòèâíîþâëàñòèâiñòþ õàðàêòåðèñòè÷íèõ �óíêöié (õàðàêòåðèñòè÷-íà �óíêöiÿ çãîðòêè éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ äîðiâíþ¹ äî-áóòêó õàðàêòåðèñòè÷íèõ �óíêöié öèõ ðîçïîäiëiâ), çà õà-ðàêòåðèñòè÷íèìè �óíêöiÿìè

ϕ1(t) = exp
{
ita1 − t2σ21/2

} i ϕ2(t) = exp
{
ita2 − t2σ22/2

}íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ F i Q ç ïàðàìåòðàìè (a1;σ
2
1) i

(a2;σ
2
2) âiäïîâiäíî (äèâ. ïðèêëàä 13.1.2) çíàõîäèìî õà-ðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ çãîðòêè F ∗Q:

ϕ(t) = ϕ1(t)ϕ2(t) = exp
{
it(a1 + a2)− t2(σ21 + σ22)/2

}
.Äàëi, ç îäíîãî áîêó, ϕ(t) � õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿçãîðòêè F ∗Q, ç iíøîãî,

ϕ(t) = exp
{
it(a1 + a2)− t2(σ21 + σ22)/2

}¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ �óíêöi¹þ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó çïàðàìåòðàìè (a1 + a2;σ
2
1 + σ22), òîáòî õàðàêòåðèñòè÷íà�óíêöiÿ ðîçïîäiëó F ∗Q i õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ íîð-ìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (a1+a2;σ

2
1 +σ

2
2) ñïiâ-ïàäàþòü. À òîìó çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi ñïiâïàäàþòü i ñàìiðîçïîäiëè. Îòæå, çãîðòêà íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç ïàðà-ìåòðàìè (a1;σ

2
1) i (a2;σ22) ¹ íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì ç ïà-ðàìåòðàìè (a1+a2;σ

2
1+σ

2
2) (êëàñ íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâçàìêíåíèé âiäíîñíî îïåðàöi¨ çãîðòêè).Ïðèêëàä 13.2.2 . Íåõàé F i Q � ïóàññîíîâi ðîçïî-äiëè âiäïîâiäíî ç ïàðàìåòðàìè λ1 i λ2. Çíàéòè çãîðòêó

F ∗Q ðîçïîäiëiâ Q i F .�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Õàðàêòåðèñòè÷íèìè �óíêöiÿìè ïó-àññîíîâèõ ðîçïîäiëiâ âiäïîâiäíî ç ïàðàìåòðàìè λ1 i λ2 ¹
ϕ1(t) = exp{λ1(eit − 1)} i ϕ2(t) = exp{λ2(eit − 1)}



172 �ëàâà 13. Õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ(äèâ. ïðèêëàä 13.1.1), òîìó õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ ϕ(t)çãîðòêè F ∗Q, çãiäíî ç ìóëüòèïëiêàòèâíîþ âëàñòèâiñòþ,äîðiâíþ¹ ϕ1(t)ϕ2(t), òîáòî
ϕ(t) = ϕ1(t)ϕ2(t) = exp{(λ1 + λ2)(e

it − 1)}.Àëå exp{(λ1 + λ2)(e
it − 1)} � õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿïóàññîíîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì λ1 + λ2. Òîìó çàòåîðåìîþ ¹äèíîñòi ðîçïîäië F ∗Q ñïiâïàäà¹ ç ïóàññîíîâèìðîçïîäiëîì ç ïàðàìåòðîì λ1 + λ2.Îòæå, çãîðòêà ïóàññîíîâèõ ðîçïîäiëiâ ç ïàðàìåòðàìè

λ1 i λ2 ¹ ïóàññîíîâèì ðîçïîäiëîì ç ïàðàìåòðîì λ1 + λ2
(êëàñ ïóàññîíîâèõ ðîçïîäiëiâ çàìêíåíèé âiäíîñíî îïåðàöi¨çãîðòêè).Ïðèêëàä 13.2.3 (òåîðåìà Ïóàññîíà). Íåõàé âè-ïàäêîâà âåëè÷èíà ξn,pn ðîçïîäiëåíà áiíîìíî ç ïàðàìåò-ðàìè (n; pn). Äîâåñòè, ùî êîëè npn → λ ïðè n → ∞,òî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξn,pn çáiãà¹òüñÿ äî ïó-àññîíîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì λ.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Îá÷èñëèìî õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ
ϕn(t) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξn,pn i ïîêàæåìî, ùî êîëè
n→ ∞, ïîñëiäîâíiñòü õàðàêòåðèñòè÷íèõ �óíêöié {ϕn(t)}çáiãà¹òüñÿ äî õàðàêòåðèñòè÷íî¨ �óíêöi¨ ïóàññîíîâîãî ðîç-ïîäiëó ç ïàðàìåòðîì λ.Õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ ϕn(t) áiíîìíî ðîçïîäiëåíî¨ç ïàðàìåòðàìè (n; pn) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξn,pn äîðiâíþ¹(
1 + pn

(
eit − 1

))n, òîáòî
ϕn(t) =

(
1 + pn

(
eit − 1

))n(äèâ. ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 13.7). Äàëi, îñêiëüêè npn → λ,êîëè n→ ∞, òî pn → 0 i äëÿ
lnϕn(t) = n ln

(
1 + pn

(
eit − 1

))ïðè êîæíîìó �iêñîâàíîìó t ìà¹ìî
lnϕn(t) ∼ npn

(
eit − 1

)
, êîëè n→ ∞.Çâiäñè ïðè n→ ∞ äiñòà¹ìî

lnϕn(t) → λ
(
eit − 1

)
,



13.3. Çàäà÷i 173
ϕn(t) → exp{λ(eit − 1)}.Àëå exp{λ(eit − 1)} � õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ ïóàññî-íîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì λ, òîìó çà òåîðåìîþ íåïå-ðåðâíîñòi ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξn,pn çáiãà¹òüñÿäî ïóàññîíîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì λ.13.3 Çàäà÷iÀÇ: 13.1, 13.2, 13.5, 13.6, 13.7, 13.9, 13.10, 13.16, 13.17,

13.27.ÑÇ: 13.2, 13.4, 13.8, 13.14, 13.18, 13.19, 13.20, 13.21, 13.23,
13.25.13.1. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàáóâà¹ çíà÷åíü 1i −1, êîæíå ç iìîâiðíiñòþ 1/2. Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷-íó �óíêöiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.13.2. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàáóâà¹ çíà÷åíü
−1, 0, 1, êîæíå ç iìîâiðíiñòþ 1/3. Îá÷èñëèòè õàðàêòå-ðèñòè÷íó �óíêöiþ ξ.13.3. Äîâåñòè, ùî ϕ(z) = cos2 z ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ�óíêöi¹þ; çíàéòè âiäïîâiäíèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé.13.4. Äîâåñòè, ùî

ϕ1(z) =

∞∑

k=0

ak cos kz, ϕ2(z) =

∞∑

k=0

ake
iλkz

(

ak ≥ 0,
∞∑

k=0

ak = 1

) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèìè �óíêöiÿìè.Çíàéòè âiäïîâiäíi ðîçïîäiëè éìîâiðíîñòåé.13.5. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè-÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ íàáóâà¹ çíà÷åíü 1 i −1 ç iìîâiðíiñ-òþ 1/2. Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè
Sn = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn.13.6. Äîâåñòè, ùî ϕ(z) = cosn z ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ�óíêöi¹þ (äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n).



174 �ëàâà 13. Õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ13.7. Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ âèïàäêî-âî¨ âåëè÷èíè ξ, ðîçïîäiëåíî¨ áiíîìíî ç ïàðàìåòðàìè (n; p):
P{ξ = k} = Ck

np
k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.13.8. Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ âèïàäêî-âî¨ âåëè÷èíè ξ, ðîçïîäiëåíî¨ ãåîìåòðè÷íî ç ïàðàìåòðîì p:

P{ξ = k} = p(1− p)k, k = 0, 1, . . .13.9. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ùî ìà¹ ðîçïîäiëÏóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ.Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè (ξ − λ)/
√
λ.13.10. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ íà ïðîìiæêó [−a; a].13.11. Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ íà ïðîìiæêó [a; b].13.12. Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè çi ùiëüíiñòþ p(x) = e−|x|/2.13.13.Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ ïîêàçíè-êîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì a.13.14. Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ äâîñòî-ðîííüîãî ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì a. Ùiëü-íiñòü äâîñòîðîííüîãî ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó:
f(x) =

a

2
e−a|x|, a > 0.13.15. Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ òðèêóò-íîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì a (a > 0). Ùiëüíiñòü òðè-êóòíîãî ðîçïîäiëó:

p(x) =

{
0, ÿêùî |x| ≥ a;

(a− |x|)/a2, ÿêùî |x| < a.13.16∗. Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ ðîçïî-äiëó Êîøi ç ïàðàìåòðîì a. Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó Êîøi:
p(x) =

1

π

a

a2 + x2
, x ∈ R

1.



13.3. Çàäà÷i 17513.17. Íåõàé F i Q � ðîçïîäiëè Êîøi âiäïîâiäíî çïàðàìåòðàìè a i b. Çíàéòè çãîðòêó ðîçïîäiëiâ Q i F .13.18. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíiâèïàäêîâi âåëè÷èíè âiäïîâiäíî ç ïàðàìåòðàìè (a1;σ
2
1) i

(a2;σ
2
2). Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ + η.13.19. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,ÿêi ìàþòü ðîçïîäiëè Êîøi ç ïàðàìåòðàìè a i b âiäïîâiäíî.Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ + η.13.20. Íåõàé ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,ÿêi ìàþòü ïóàññîíîâi ðîçïîäiëè âiäïîâiäíî ç ïàðàìåòðàìè

λ1 i λ2. Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = = ξ+η.13.21. Íåõàé ϕ(t) � õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè ξ, äëÿ ÿêî¨ Mξ = a i Dξ = σ2 < ∞. Âè-ïèñàòè ðîçâèíåííÿ Òåéëîðà äëÿ ϕ(t) â îêîëi òî÷êè t = 0,ÿêå ìiñòèòü t2.13.22. Íåõàé {ξn} � ïîñëiäîâíiñòü íîðìàëüíî ðîçïî-äiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí âiäïîâiäíî ç ïàðàìåòðàìè
(an;σ

2
n), ïðè÷îìó an → a, σ2n → 0, êîëè n→ ∞.Äîâåñòè, ùî êîëè n → ∞, ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè ξn çáiãà¹òüñÿ äî âëàñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó,çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi a.13.23. Íåõàé ξ � ïóàññîíîâà âèïàäêîâà âåëè÷èíà çïàðàìåòðîì λ <∞.Äîâåñòè, ùî êîëè λ → ∞, ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè-÷èíè (ξ − λ)/

√
λ çáiãà¹òüñÿ äî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó çïàðàìåòðàìè (0; 1).13.24. Ó êîæíié ç òî÷îê xk = k/n, k = 0, 1, . . . , n,âiäðiçêà [0; 1] çîñåðåäæåíà ìàñà 1/(n+ 1). Ïîçíà÷èìî ÷å-ðåç Fn îòðèìàíèé ó òàêèé ñïîñiá iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië.1◦ Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ ϕn(t) ðîçïîäi-ëó Fn.2◦ Îá÷èñëèòè ãðàíèöþ ϕn(t), êîëè n→ ∞ .3◦ Äîâåñòè, ùî êîëè n → ∞, ïîñëiäîâíiñòü {Fn} çái-ãà¹òüñÿ äî ðiâíîìiðíîãî íà ïðîìiæêó [0; 1] ðîçïîäiëó.13.25. Íåõàé {ξn} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíà-êîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç ñåðåäíiì 0 iäèñïåðñi¹þ σ2 (Dξk = σ2 <∞). Äîâåñòè, ùî êîëè n→ ∞,



176 �ëàâà 13. Õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
Sn =

1

σ
√
n

n∑

i=1

ξiçáiãà¹òüñÿ äî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (0; 1).Â ê à ç i â ê à. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕ(t) õàðàêòåðèñòè÷íó�óíêöiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξk (k = 1, 2, . . .), à ÷åðåç
ψn(t) � âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 1

σ
√
n

n∑

k=1

ξk.Ïîñëiäîâíî ðîçâ'ÿæiòü òàêi çàäà÷i:
1◦ Ïîäàòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ ψn(t) ÷åðåç õà-ðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ ϕ(t).
2◦ Âèïèñàòè ðîçâèíåííÿ Òåéëîðà äëÿ ϕ(t) â îêîëi òî-÷êè t = 0, ÿêå ìiñòèòü t2.
3◦ Ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ïóíêòiâ 1◦ i 2◦, çíàé-òè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi õàðàêòåðèñòè÷íèõ �óíêöié

{ψn(t)}, êîëè n→ ∞.
4◦ Ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòîì ðîçâ'ÿçàííÿ ïóíêòó 3◦i òåîðåìîþ íåïåðåðâíîñòi, äîâåñòè, ùî êîëè n→ ∞, ðîç-ïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 1

σ
√
n

n∑

k=1

ξk çáiãà¹òüñÿ äî íîð-ìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (0; 1).13.26. Íåõàé {ξn} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíà-êîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.ßêùî
Dξk = σ2 <∞,òî ç íåðiâíîñòi ×åáèøîâà (äèâ. òåîðåìó 6.1.2) âèïëèâà¹,ùî êîëè n→ ∞ ïîñëiäîâíiñòü
Sn =

1

n

n∑

k=1

ξkçáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî a = Mξk, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0
P{|Sn − a| ≥ ε} → 0,êîëè n→ ∞.



13.3. Çàäà÷i 177Òåïåð íå âèìàãàòèìåìî, ùîá σ2 <∞, àëå íåõàé
Mξk = a 6= ∞.Äîâåñòè, ùî êîëè n → ∞, ïîñëiäîâíiñòü Sn çáiãà¹òüñÿ çàéìîâiðíiñòþ äî a (çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë ó �îðìi Õií÷èíà).13.27. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäi-ëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ðîçïîäië Êîøiç ïàðàìåòðîì a.Äîâåñòè, ùî
Sn =

1

n

n∑

k=1

ξkíå çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî êîíñòàíòè (æîäíî¨).Â ê à ç i â ê à. 1◦ Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ Sn.
2◦ Îá÷èñëèòè ïðè n → ∞ ãðàíèöþ õàðàêòåðèñòè÷íî¨�óíêöi¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Sn.Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ùî ìà¹ ðîçïî-äië Êîøi, ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ íå iñíó¹.13.28. Íåõàé {ξn} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíà-êîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èíè iç ñåðåäíiì a

(Mξk = a 6= ∞) i äèñïåðñi¹þ σ2 (Dξk = σ2 < ∞). Äî-âåñòè, ùî ïðè n→ ∞ ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
Sn =

1

σ
√
n

(
n∑

k=1

ξk − na

)çáiãà¹òüñÿ äî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (0; 1).Â ê à ç i â ê à. Äèâ. çàäà÷ó 13.25.13.29. Íåõàé ξ1,n, ξ2,n, . . . , ξk,n, . . . , ξn,n � íåçàëåæíiîäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà ç ðîç-ïîäiëîì
P{ξk,n = j} = pjn(1− pn)

1−j , j = 0, 1,

k = 1, 2, . . . , n, ïðè÷îìó
npn → λ,êîëè n→ ∞.



178 �ëàâà 13. Õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿÄîâåñòè, ùî êîëè n → ∞, ðîçïîäië ñóìè n∑

k=1

ξk,n çái-ãà¹òüñÿ äî ïóàññîíîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì λ:
P

{
n∑

k=1

ξk,n = m

}

→ λm

m!
e−λ, m = 0, 1, . . .13.30. Íåõàé νi � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, îçíà÷åíà óçàäà÷i 10.41.Äîâåñòè, ùî êîëè n→ ∞, ðîçïîäië

νi − npi
√

npi(1− pi)çáiãà¹òüñÿ äî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (0; 1).13.31. Íåõàé N(−1)n;1/n2 � ïîñëiäîâíiñòü íîðìàëüíèõðîçïîäiëiâ ç ïàðàìåòðàìè ((−1)n; 1/n2).Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü ïîñëiäîâíiñòü éìîâiðíiñíèõ ðîç-ïîäiëiâ N(−1)n;1/n2 (ïðè n→ ∞).13.32. Íåõàé {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü iìîâiðíiñíèõ ðîç-ïîäiëiâ ç �óíêöiÿìè ðîçïîäiëó
Fn(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;
nx, ÿêùî 0 < x ≤ 1/n;
1, ÿêùî x > 1/n.Äîâåñòè, ùî êîëè n→ ∞, ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ Fnçáiãà¹òüñÿ äî âëàñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæå-íîãî â òî÷öi 0.13.33. {Fn} � ïîñëiäîâíiñòü iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ ç�óíêöiÿìè ðîçïîäiëó

Fn(x) =

{
0, ïðè x ≤ −1/n;
n(x+ 1/n)/2, ïðè − 1/n < x ≤ 1/n;
1, ïðè x > 1/n.Äîâåñòè, ùî ïðè n → ∞ ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ Fnçáiãà¹òüñÿ äî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷-öi 0.



�ëàâà 14Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâðîçïîäiëiâ14.1 Òî÷êîâi îöiíêèÒèïîâà çàäà÷à òåîði¨ éìîâiðíîñòåé � çà ìàòåìàòè÷-íîþ ìîäåëëþ ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó îá÷èñëèòè éìî-âiðíiñòü òèõ ÷è iíøèõ ïîäié i òèì ñàìèì ñïðîãíîçóâàòèéîãî íàñëiäêè.Òèïîâà çàäà÷à ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè � çà ðåçóëü-òàòîì ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó çàïðîïîíóâàòè (âèáðà-òè) ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ÿêà á àäåêâàòíî éîãî îïèñóâàëà.Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ðîçâ'ÿçóâàííÿ îñòàííüî¨ çàäà÷i çâî-äèòüñÿ äî îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ i ïåðåâiðêèñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç.Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâèé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) çiçíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Rn íàçèâàòèìåìî âèáiðêîþ (âèáið-êîâèì âåêòîðîì).Âèáiðêó ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), óòâîðåíó ïîñëiäîâíiñòþíåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . , ξn, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ðîçïîäië G, íàçèâàþòü âè-áiðêîþ ç ðîçïîäiëó (çàêîíó) G îáñÿãîì n.Çíà÷åííÿ ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) âèáiðêè ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn) íàçèâàòèìåìî ¨¨ ðåàëiçàöi¹þ.Ìíîæèíó X óñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü (ðåàëiçàöié) âè-áiðêè íàçèâàòèìåìî âèáiðêîâèì ïðîñòîðîì (âèáiðêîâèéïðîñòið X � öå Rn àáî éîãî ïiäìíîæèíà).179



180 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâÌè ìàòèìåìî ñïðàâó ç âèáiðêàìè, ðîçïîäiëè (�óíêöi¨ðîçïîäiëó) ÿêèõ çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà θ. Çà ìíîæèíóìîæëèâèõ çíà÷åíü Θ ïàðàìåòðà θ ðîçãëÿäàòèìåìî ïiä-ìíîæèíè ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó R
s. (�îçïîäiëàìè,ùî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ, íàïðèêëàä, ¹ íîðìàëüíèé,ïóàññîíiâ, ïîêàçíèêîâèé, ðiâíîìiðíèé i ò. ií.)Ïîñòàíîâêà çàäà÷i îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîç-ïîäiëiâ. Íåõàé ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) � ðåàëiçà-öiÿ âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ç ðîçïîäiëîì F (·; θ). �îçïî-äië F (·; θ) çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà θ, ÿêèé íàáóâà¹ çíà-÷åíü iç ìíîæèíè Θ . Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà θ íåâiäîìå i éî-ãî íåîáõiäíî îöiíèòè (âèçíà÷èòè) çà ðåàëiçàöi¹þ ξ(ω) =

= (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ çàäà÷à îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîç-ïîäiëiâ.�äèíå, ùî íàì âiäîìî äëÿ îöiíþâàííÿ íåâiäîìîãî ïà-ðàìåòðà θ, � öå ðåàëiçàöiÿ ξ(ω) âèáiðêè ξ. Êðiì ðåàëiçàöi¨
ξ(ω) âèáiðêè, ìè íå ìà¹ìî íi÷îãî, ùî íåñëî á ií�îðìàöiþïðî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà θ. Òîìó �îöiíèòè (âèçíà÷èòè) θçà ðåàëiçàöi¹þ ξ(ω) (òî÷íî ÷è õî÷à á íàáëèæåíî)� îçíà÷à¹ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ðåàëiçàöi¨ ξ(ω) âèáiðêè ξ çíà-÷åííÿ θ̂ iç Θ , ÿêå ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ÿê íåâiäîìèéïàðàìåòð θ. Ôîðìàëüíî öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ îöiíþâàííÿ θíà âèáiðêîâîìó ïðîñòîði X � ìíîæèíi ðåàëiçàöié âèái-ðîê � íåîáõiäíî âèçíà÷èòè (ïîáóäóâàòè, çàäàòè) �óí-êöiþ h(·) çi çíà÷åííÿìè â Θ � ìíîæèíi ìîæëèâèõ çíà-÷åíü ïàðàìåòðà θ � òàêó, ùî h(ξ(ω)) äîðiâíþ¹ θ àáî
h(ξ(ω)) õî÷à á íàáëèæåíî äîðiâíþ¹ θ. Çíà÷åííÿ

θ̂ = h(ξ(ω))ìè é âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ÿê θ. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ êîæ-íî¨ ðåàëiçàöi¨ ξ(ω) çíà÷åííÿ θ̂ = h(ξ(ω)), ÿêå âèêîðèñòî-âó¹òüñÿ ÿê θ, áóäå ñâî¹. Òîìó θ̂ ÿê �óíêöiÿ ξ = ξ(ω) ¹âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.Îçíà÷åííÿ. Íåõàé ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âèáiðêà çiçíà÷åííÿìè â R
n i F (·, θ) ¨ ¨ ðîçïîäië (θ ∈ Θ ⊂ R

n).Áîðåëåâó �óíêöiþ h(·), çàäàíó íà âèáiðêîâîìó ïðîñòîði
X ⊂ R

n, çi çíà÷åííÿìè â Θ � ìíîæèíi ìîæëèâèõ çíà÷åíüïàðàìåòðà θ � íàçèâàòèìåìî ñòàòèñòèêîþ, à âèïàäêîâó



14.1. Òî÷êîâi îöiíêè 181âåëè÷èíó
θ̂ = h(ξ) = h(ξ1, ξ2, . . . , ξn)� áîðåëåâó �óíêöiþ âiä âèáiðêè � îöiíêîþ.Áóäóâàòè ñòàòèñòèêè h(·), òàêi, ùîá

θ = h(ξ(ω)) = θ̂,òîáòî ñòàòèñòèêè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ çà ξ(ω) ìîæíà áó-ëî á òî÷íî âèçíà÷èòè θ, ÿâíî íå âäàñòüñÿ âæå õî÷à á òîìó,ùî θ ¹ êîíñòàíòîþ, à îöiíêà θ̂ = h(ξ(ω)) ÿê �óíêöiÿ âèáið-êè (âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè) ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Òîæïîäîáà¹òüñÿ íàì öå ÷è íi, äëÿ âèçíà÷åííÿ θ ìè áóäåìîçìóøåíi âäîâîëüíÿòèñÿ îöiíêàìè θ̂ = h(ξ) ÿê íàáëèæåíè-ìè çíà÷åííÿìè θ.Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ îäíîãî é òîãî ñàìîãî ïàðàìåòðà θìîæíà çàïðîïîíóâàòè áàãàòî îöiíîê. Íàïðèêëàä, äëÿ îöi-íþâàííÿ ïàðàìåòðà θ ðîçïîäiëó ðiâíîìiðíîãî íà ïðîìiæ-êó [θ − 1, θ + 1] çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2, . . . , ξn ç íüîãî ìîæíàçàïðîïîíóâàòè îöiíêè
θ̂1 =

1

n

n∑

i=1

ξi; θ̂2 =
ξ1 + ξn

2
; θ̂3 =

1

2
(max {ξi}+min {ξi}).Ïðè öüîìó ïðèðîäíî âèíèêàþòü çàïèòàííÿ: �ßêà ç íà-âåäåíèõ îöiíîê êðàùà?�, �ßê ïîáóäóâàòè íàéêðàùó îöií-êó?� i ò. ií.Ïîõèáêè îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ. Ó çâ'ÿçêó ç ïî-ñòàíîâêîþ çàäà÷i îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ ÿêçàäà÷i çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü θ̂ = h(ξ) ïàðà-ìåòðà θ òðåáà âìiòè âiäïîâiäàòè íà çàïèòàííÿ: íàñêiëüêèâåëèêîþ ¹ ïîõèáêà θ̂−θ ïðè çàìiíi θ íà θ̂, iíàêøå êàæó÷è,ÿê äàëåêî ìîæóòü âiäõèëÿòèñÿ çíà÷åííÿ îöiíêè

θ̂ = h(ξ1, ξ2, . . . , ξn),îá÷èñëåíî¨ çà âèáiðêîþ ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), âiä îöiíþâàíî¨âåëè÷èíè θ?Âiä îöiíêè θ̂ = h(ξ), ÿêà ïðîïîíó¹òüñÿ äëÿ îöiíþâàí-íÿ òîãî ÷è iíøîãî ïàðàìåòðà, ïðèðîäíî âèìàãàòè ìàëî-ãî ðîçêèäó ¨¨ çíà÷åíü, iíàêøå êàæó÷è, êîíöåíòðàöi¨ ¨õ ó



182 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiââóçüêîìó îêîëi. ßê êiëüêiñíó ìiðó ðîçêèäó çíà÷åíü âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè θ̂ = h(ξ) ðîçãëÿäàòèìåìî
Dθ̂ =M(θ̂ −Mθ̂)2(äëÿ íàî÷íîñòi θ � îäíîâèìiðíèé ïàðàìåòð).Êiëüêiñíî ìiðó ïîõèáêè ïðè çàìiíi θ íà θ̂ (ìiðó ðîçêè-äó θ̂ âiäíîñíî θ) îïèñóâàòèìåìî âåëè÷èíîþ

M |θ̂ − θ|2.Ñåðåä óñiõ îöiíîê ç îäíi¹þ i òi¹þ ñàìîþ äèñïåðñi¹þ Dθ̂(ìiðîþ ðîçêèäó) ìiíiìàëüíó ìiðó ðîçêèäó âiäíîñíî θ ìà-þòü îöiíêè, äëÿ ÿêèõ Mθ̂ = θ.Îçíà÷åííÿ.Îöiíêó θ̂ íàçèâàòèìåìî íåçñóíåíîþ îöií-êîþ ïàðàìåòðà θ, ÿêùî
Mθ̂ = θ,àáî, ùî òå ñàìå, M(θ̂ − θ) = 0.Òîé �àêò, ùî θ̂ ¹ íåçñóíåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ,ìîæíà òðàêòóâàòè òàê: çà áàãàòîðàçîâîãî âèêîðèñòàííÿîöiíêè θ̂ ÿê çíà÷åííÿ θ, òîáòî çà áàãàòîðàçîâî¨ çàìiíè θíà θ̂, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïîõèáêè θ̂ − θ äîðiâíþ¹ íóëåâi.×àñòî ðîçãëÿäàþòü íå îäíó îöiíêó

θ̂ = h(ξ) = h(ξ1, ξ2, . . . , ξn),ïîáóäîâàíó çà âèáiðêîþ ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), à ïîñëiäîâ-íiñòü îöiíîê̂
θn = hn(ξ1, ξ2, . . . , ξn), n = 1, 2, . . .Ó öié ñèòóàöi¨ ïðèðîäíî ãîâîðèòè ïðî àñèìïòîòè÷íó ïî-âåäiíêó ïîñëiäîâíîñòi îöiíîê.Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü îöiíîê {θ̂n} íàçèâàòèìåìîñïðîìîæíîþ ïîñëiäîâíiñòþ îöiíîê ïàðàìåòðà θ, ÿêùîäëÿ êîæíîãî ε > 0

P{|θ̂n − θ| > ε} → 0



14.1. Òî÷êîâi îöiíêè 183ïðè n → ∞, àáî, ùî òå ñàìå, {θ̂n} çáiãà¹òüñÿ çà éìîâið-íiñòþ äî θ ïðè n→ ∞.Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü îöiíîê {θ̂n} íàçèâàòèìå-ìî àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ îöiíîê ïà-ðàìåòðà θ, ÿêùî
M(θ̂n − θ) → 0ïðè n→ ∞, àáî, ùî òå ñàìå,
Mθ̂n → θïðè n→ ∞.Ïðèêëàä 14.1.1. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîç-ïîäiëó çi ùiëüíiñòþ

f(x; a, b) =

{
1

b− a
, ÿêùî x ∈ [a; b];

0, ÿêùî x /∈ [a; b].�îçãëÿäàþòüñÿ îöiíêè
θ̂1 = min {ξ1, ξ2, . . . , ξn}, θ̂2 = max {ξ1, ξ2, . . . , ξn},

θ̂3 =
1

n

n∑

i=1

ξi, θ̂4 =
ξn−1 + ξn

2
.ßêi ç îöiíîê θ̂1, θ̂2, θ̂3, θ̂4 òà ÿêèõ ïàðàìåòðiâ (ìîæëèâî,âiäìiííèõ âiä a i b) ¹ íåçñóíåíèìè îöiíêàìè? Ñïðîìîæ-íèìè îöiíêàìè?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. �îçãëÿíåìî îêðåìî êîæíó ç îöiíîê

θ̂1, θ̂2, θ̂3, θ̂4.Î ö i í ê à θ̂2 = max {ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Çíàéäåìî ñïî÷àòêóðîçïîäië θ̂2. Çà óìîâîþ ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðiâíî-ìiðíîãî íà âiäðiçêó [a; b] ðîçïîäiëó, òîáòî ξ1, ξ2, . . . , ξn �íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ðîçïîäiëå-íà ðiâíîìiðíî íà âiäðiçêó [a; b]. Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùîðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn àáñîëþòíî íå-ïåðåðâíi çi ùiëüíîñòÿìè f(x; a, b), ìà¹ìî
Fθ̂2

(x) = P{θ̂2 < x} = P{max {ξ1, ξ2, . . . , ξn} < x} =
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= P{ξ1 < x, ξ2 < x, . . . , ξn < x} =

n∏

i=1

P{ξi < x} =

=
n∏

i=1

x∫

−∞

f(y; a, b) dy =





x∫

−∞

f(y; a, b) dy





n

.Òîìó θ̂2 � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà i ¨¨ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó
fθ̂2(x) =

d

dx
Fθ̂2

(x) = nf(x; a, b)





x∫

−∞

f(y; a, b) dy





n−1

.À îñêiëüêè
x∫

−∞

f(y; a, b) dy =







0, ÿêùî x < a;
x− a
b− a , ÿêùî a ≤ x ≤ b;

1, ÿêùî x > b,òî
fθ̂2(x) =

{

0, ÿêùî x 6∈ [a; b];
n

(b− a)n
(x− a)n−1, ÿêùî x ∈ [a; b].�ðà�iê ùiëüíîñòi fθ̂2(x) çîáðàæåíî íà ðèñ. 14.1.1.Çà âiäîìîþ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó îöiíêè θ̂2 ìîæåìî îá-÷èñëèòè ¨¨ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ:

Mθ̂2 =

∞∫

−∞

xfθ̂2(x) dx =

=

b∫

a

x
n

(b− a)n
(x− a)n−1 dx =

n

n+ 1
b+

a

n+ 1
.



14.1. Òî÷êîâi îöiíêè 185Îòæå, îöiíêà θ̂2 íå ¹ íåçñóíåíîþ îöiíêîþ íi ïàðàìåòðà a,íi ïàðàìåòðà b, ïðîòå êîëè n→ ∞,
Mθ̂2 =

n

n+ 1
b+

a

n+ 1
→ b.Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî θ̂2 ¹ àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíîþ îöií-êîþ ïàðàìåòðà b.

f       (x)               
θ2

n
b    a

  a b 0 x�èñ. 14.1.1: Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó îöiíêè θ̂2Ç'ÿñó¹ìî, ÷è ¹ θ̂2 ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà b,òîáòî ÷è çáiãà¹òüñÿ θ̂2 çà éìîâiðíiñòþ äî b.Äëÿ äîñèòü ìàëèõ ε ìà¹ìî
P{|θ̂2 − b| > ε} = P{θ̂2 ∈ (−∞, b− ε) ∪ (b+ ε,+∞)} =

=

b−ε∫

−∞

fθ̂2(x) dx+

+∞∫

b+ε

fθ̂2(x) dx =

b−ε∫

a

fθ̂2(x) dx =

=

b−ε∫

a

n

(b− a)n
(x− a)n−1 dx =

(

1− ε

b− a

)n

,



186 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâùî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ, êîëè n→ ∞. Îòæå,
P{|θ̂2 − b| > ε} → 0,êîëè n→ ∞. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî θ̂2 ¹ ñïðîìîæíîþ îöií-êîþ ïàðàìåòðà b.Î ö i í ê à θ̂1 = min {ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Îöiíêà θ̂1 äîñëiäæó-¹òüñÿ àíàëîãi÷íî îöiíöi θ̂2.�îçïîäië îöiíêè θ̂1 àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé çi ùiëüíiñ-òþ

fθ̂1(x) =

{

0, ÿêùî x 6∈ [a; b];
n

(b− a)n
(b− x)n−1, ÿêùî x ∈ [a; b].Çâiäñè

Mθ̂1 =
n

n+ 1
a+

b

n+ 1
.Òîìó θ̂1 íå ¹ íåçñóíåíîþ îöiíêîþ íi ïàðàìåòðà a, íi ïà-ðàìåòðà b, àëå âîíà ¹ àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíîþ îöiíêîþïàðàìåòðà a.Îöiíêà θ̂1 ¹ ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà a (äèâ.äîñëiäæåííÿ îöiíêè θ̂2).Îö i í ê à θ̂3 = 1

n

n∑

i=1
ξi. Îñêiëüêè ξi, i = 1, 2, . . . , n, �ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà âiäðiçêó [a; b] âèïàäêîâi âåëè-÷èíè, à äëÿ íèõ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ m1, ÿê âiäîìî,äîðiâíþ¹ (a+ b)/2, òî

Mθ̂3 =M
1

n

n∑

i=1

ξi = m1 =
a+ b

2
.Îòæå, θ̂3 íå ¹ íåçñóíåíîþ îöiíêîþ íi ïàðàìåòðà a, íi ïà-ðàìåòðà b, àëå θ̂3 � íåçñóíåíà îöiíêà ïàðàìåòðà

m1 = (a+ b)/2� ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó [a; b]ðîçïîäiëó.



14.1. Òî÷êîâi îöiíêè 187Äàëi, çãiäíî iç çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë
θ̂3 =

1

n

n∑

i=1

ξiçáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî m1 = (a + b)/2, òîáòî θ̂3 �ñïðîìîæíà îöiíêà ïàðàìåòðà m1 = (a+ b)/2.Î ö i í ê à θ̂4 = (ξn−1 + ξn)/2. Äëÿ îöiíêè θ̂4
Mθ̂4 =M

ξn−1 + ξn
2

=
1

2
(Mξn−1 +Mξn) =

a+ b

2
.Îòæå, θ̂4 � íåçñóíåíà îöiíêà ïàðàìåòðà m1 = (a+ b)/2.Îöiíêà θ̂4 íå çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî æîäíî¨ êîí-ñòàíòè (ïàðàìåòðà). Ñïðàâäi, ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè θ̂4 = (ξn−1 + ξn)/2 ¹ �óíêöiÿ

fθ̂4(x) =







0, ÿêùî x 6∈ [a; b];
4

(b− a)2
(x− a), ÿêùî x ∈ [a, a+ b

2 ];

4
(b− a)2

(b− x), ÿêùî x ∈ [a+ b
2 , b](fθ̂4(x) çíàéäåíî ÿê çãîðòêó ùiëüíîñòåé ðiâíîìiðíèõ íàâiäðiçêó [a; b] ðîçïîäiëiâ, ãðà�iê fθ̂4(x) çîáðàæåíî íà ðèñ.

14.1.2).
f       (x)               

θ2

2
b    a

  a b 0 xθ    −ε θ             +εθ    �èñ. 14.1.2: Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó îöiíêè θ̂4



188 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâÒîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî ïàðàìåòðà θ, êîæíîãî äîñòàòíüî ìà-ëîãî ε > 0 éìîâiðíiñòü
P{|θ̂4 − θ| > ε} =

∫

{x:|x−θ|>ε}

fθ̂4(x)dx > 0íå çàëåæèòü âiä n (÷èñåëüíî äîðiâíþ¹ ïëîùi �iãóðè, ùîçàøòðèõîâàíà (äèâ. ðèñ. 14.1.2)). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî θ̂4íå çáiãà¹òüñÿ äî θ çà éìîâiðíiñòþ, êîëè n→ ∞.14.2 Äîâið÷i iíòåðâàëèÊðiì òî÷êîâîãî îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó, âè-êîðèñòîâóþòü òàê çâàíå iíòåðâàëüíå îöiíþâàííÿ, ñóòüÿêîãî ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî äëÿ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà çíà-õîäÿòü iíòåðâàë, ÿêèé iç çàäàíîþ éìîâiðíiñòþ ìiñòèòü íå-âiäîìèé ïàðàìåòð. �îçãëÿíåìî äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïà-ðàìåòðiâ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ a.Äëÿ âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . .

. . . , ξn) ç ðîçïîäiëó Na;σ2 âèïàäêîâà âåëè÷èíà (ξ−a)
/

s√
nìà¹ t-ðîçïîäië ç n− 1 ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi. Òîìó

P

{

|ξ − a|
/ s√

n
< tα;n−1

}

= 1− 2αàáî
P

{

ξ − s√
n
tα;n−1 < a < ξ +

s√
n
tα;n−1

}

= 1− 2α,äå tα;m � âåðõíÿ α-ìåæà t-ðîçïîäiëó ç m ñòóïåíÿìè âiëü-íîñòi (äèâ. ãë. 21 i òàáë. 22.3.1). Iíàêøå êàæó÷è, iíòåðâàë
(

ξ − s√
n
tα;n−1; ξ +

s√
n
tα;n−1

) (14.2.1)



14.2. Äîâið÷i iíòåðâàëè 189ìiñòèòü íåâiäîìèé ïàðàìåòð a ç iìîâiðíiñòþ 1−2α. Iíòåð-âàë (14.2.1) íàçèâàþòü äîâið÷èì iíòåðâàëîì ïàðàìåòðà aç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi 1− 2α (êîîðäèíàòà ξ ñåðåäèíèäîâið÷îãî iíòåðâàëó i éîãî äîâæèíà 2 s√
n
tα;n−1 � âèïàä-êîâi âåëè÷èíè). Çàçâè÷àé äëÿ êîå�iöi¹íòà íàäiéíîñòi âè-áèðàþòü çíà÷åííÿ 0,99; 0,98; 0,95; 0,90.Êîå�iöi¹íòó íàäiéíîñòi 1 − 2α ìîæíà äàòè òàêó ÷àñ-òîòíó iíòåðïðåòàöiþ: ÿêùî ïðîâåñòè äîñèòü äîâãó ñåðiþíåçàëåæíèõ åêñïåðèìåíòiâ, ñêàæiìî 100, òî ÷àñòêà òèõ içíèõ, ó ÿêèõ äîâið÷èé iíòåðâàë (14.2.1) ìiñòèòü íåâiäîìèéïàðàìåòð a, áëèçüêà äî 100(1 − 2α).Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ σ2. ßêùî ξ = (ξ1, ξ2, . . .

. . . , ξn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Na;σ2 , âèïàäêîâà âåëè÷èíà
(n− 1)s2/σ2 ìà¹ ðîçïîäië χ2 ç n− 1 ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.Òîìó

P

{

χ2
1−α;n−1 <

(n− 1)s2

σ2
< χ2

α;n−1

}

= 1− 2αàáî
P

{

(n− 1)s2

χ2
α;n−1

< σ2 <
(n− 1)s2

χ2
1−α;n−1

}

= 1− 2α(χ2
β;m � âåðõíÿ β-ìåæà χ2-ðîçïîäiëó ç m ñòóïåíÿìè âiëü-íîñòi, äèâ. ãë. 21 i òàáë. 22.2.1). Òîáòî iíòåðâàë

(

(n− 1)s2

χ2
α;n−1

;
(n− 1)s2

χ2
1−α;n−1

) (14.2.2)ìiñòèòü íåâiäîìèé ïàðàìåòð σ2 ç iìîâiðíiñòþ 1−2α. Iíàê-øå êàæó÷è, iíòåðâàë (14.2.2) ¹ äîâið÷èì iíòåðâàëîì äëÿïàðàìåòðà σ2 (äèñïåðñi¨ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó) ç êîå�i-öi¹íòîì íàäiéíîñòi 1− 2α.Ïðèêëàä 14.2.1. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ìà-òåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ïîêàçiâ ìiêðîñêîïà I (äèâ. ïðè-êëàä 17.2.1) ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: 1) 0,90; 2) 0,99.



190 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ïîêàçè ìiêðîñêîïà ïðèðîäíî ââàæà-òè ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Äîâið-÷èé iíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà a (ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-íÿ) íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ìà¹ âèãëÿä (14.2.1). Ó ïðèêëà-äi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, n = 12, ξ = 2,34, s2 = 1,66, t0,05;11 =
= 1,796, t0,005;11 = 3,106. Òîìó äîâið÷èì iíòåðâàëîì äëÿïàðàìåòðà a ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi 0,90 ¹ iíòåðâàë
(1,68; 3), à äîâið÷èì iíòåðâàëîì ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñ-òi 0,99 � iíòåðâàë (1,19; 3,49) (�àêòè÷íî çíàéäåíî ðåàëi-çàöi¨ äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ, õî÷à ìè ãîâîðèìî ïðî äîâið÷iiíòåðâàëè).Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî çà çðîñòàííÿ íàäiéíîñòi ìè�ïëàòèìî� ðîçøèðåííÿì äîâið÷îãî iíòåðâàëó, i íàâïàêè �âóæ÷èé äîâið÷èé iíòåðâàë ìà¹ ìåíøèé êîå�iöi¹íò íàäié-íîñòi.Ïðèêëàä 14.2.2. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ äèñ-ïåðñi¨ ðiçíèöi âðîæà¨â (äèâ. ïðèêëàä 17.1.1) ç êîå�iöi¹í-òîì íàäiéíîñòi: 1) 0,90; 2) 0,98.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. �içíèöþ óðîæà¨â ïðèðîäíî ââàæàòèðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Äîâið÷èéiíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà σ2 (äèñïåðñi¨) íîðìàëüíîãî ðîç-ïîäiëó ìà¹ âèãëÿä (14.2.2). Ó ïðèêëàäi, ùî ðîçãëÿäà¹-òüñÿ, n = 10, s2 = 0,667; χ2

0,95;9 = 3,32, χ2
0,05;9 = 16,92;

χ2
0,99;9 = 2,9, χ2

0,01;9 = 21,67. Òîìó äîâið÷èì iíòåðâàëîìäëÿ ïàðàìåòðà σ2 ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi 0,90 ¹ iíòåð-âàë (0,35; 1,81), à ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi 0,98 � iíòåð-âàë (0,28; 2,07).14.3 Îöiíêè ç ìiíiìàëüíîþäèñïåðñi¹þÎñíîâíå ïèòàííÿ çàäà÷i îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîç-ïîäiëiâ: íàñêiëüêè âåëèêîþ ¹ ïîõèáêà ïðè çàìiíi ïàðàìåò-ðà θ îöiíêîþ θ̂?Îöiíêè θ̂, ùî ïðîïîíóþòüñÿ äëÿ îöiíþâàííÿ ïàðàìåò-ðà θ, ïîâèííi áóòè íåçñóíåíèìè, òîáòî Mθ̂ = θ. Òàêi îöií-êè ìàþòü ìåíøó ìiðó ðîçêèäó âiäíîñíî θ ïîðiâíÿíî ç



14.3. Îöiíêè ç ìiíiìàëüíîþ äèñïåðñi¹þ 191îöiíêàìè, äëÿ ÿêèõ Mθ̂ 6= θ. Äëÿ îöiíþâàííÿ ïàðàìåò-ðà θ ìîæíà çàïðîïîíóâàòè áàãàòî íåçñóíåíèõ îöiíîê. Içñóêóïíîñòi òàêèõ îöiíîê ïðèðîäíî âèáðàòè òi, ùî ìàþòüìiíiìàëüíî ìîæëèâó ìiðó ðîçêèäó (äèñïåðñiþ).Îçíà÷åííÿ. Íåçñóíåíó îöiíêó θ∗ ïàðàìåòðà θ íàçè-âàòèìåìî éîãî íàéêðàùîþ îöiíêîþ, îöiíêîþ ìiíiìàëüíî¨äèñïåðñi¨ àáî å�åêòèâíîþ îöiíêîþ, ÿêùî
Dθ∗ = inf

θ̂:Mθ̂=θ
Dθ̂.Ó çâ'ÿçêó ç öèì îçíà÷åííÿì ïðèðîäíî âèíèêà¹ çàïèòàí-íÿ: íàñêiëüêè ìàëîþ ìîæå áóòè ìiíiìàëüíî ìîæëèâà äèñ-ïåðñiÿ îöiíêè (íàñêiëüêè ìàëèìè ìîæóòü áóòè âiäõèëåí-íÿ θ̂ âiä θ)? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êîëè ñóêóïíiñòü ðîçïîäi-ëiâ F (·; θ), θ ∈ Θ , âèáiðêè ξ=(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ðåãóëÿðíî çà-ëåæèòü âiä îöiíþâàíîãî ïàðàìåòðà θ, òî ìîæíà âêàçàòèíèæíþ ìåæó äèñïåðñié óñiõ íåçñóíåíèõ îöiíîê ïàðàìåò-ðà (íåðiâíiñòü Êðàìåðà��àî). Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ iñíó-þòü îöiíêè ïàðàìåòðà, íà ÿêèõ íèæíÿ ìåæà äîñÿãà¹òüñÿ.Öi îöiíêè ¹ å�åêòèâíèìè. Ïîðiâíþþ÷è äèñïåðñiþ äàíî¨îöiíêè ç íèæíüîþ ìåæåþ äèñïåðñié íåçñóíåíèõ îöiíîê,ìîæíà ç'ÿñóâàòè, íàñêiëüêè îöiíêà áëèçüêà äî íàéêðàùî¨ìîæëèâî¨.Íåõàé âèáiðêà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) �iêñîâàíîãî îáñÿãó nìà¹ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó f(x; θ) = f(x1, x2, . . . , xn; θ). Ïà-ðàìåòð θ ââàæàòèìåìî îäíîâèìiðíèì, à ùîäî ìíîæèíèéîãî ìîæëèâèõ çíà÷åíü Θ ïðèïóñòèìî, ùî âîíà ¹ ñêií-÷åííèì iíòåðâàëîì ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨.Ó ïîäàëüøîìó ìè êîðèñòóâàòèìåìîñÿ íàâåäåíèìè íèæ-÷å òâåðäæåííÿìè.Ëåìà 14.3.1. ßêùî ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ R

n iñíóþòüïîõiäíi
∂
∂θ
f(x; θ) i ∂2

∂θ2
f(x; θ), θ ∈ Θ ,ìàæîðîâíi iíòåãðîâíèìè �óíêöiÿìè:

∣
∣
∣
∣

∂i

∂θi
f(x; θ)

∣
∣
∣
∣
≤ ui(x),

∫

Rn

ui(x) dx <∞, i = 1, 2,



192 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâi âèêîíóþòüñÿ óìîâè
M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

<∞, M

∣
∣
∣
∣

∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ)

∣
∣
∣
∣
<∞, θ ∈ Θ ,òî äëÿ âñiõ θ ∈ Θ

M
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = 0,

D
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) =M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

= −M ∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ).Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ

I(θ) =M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2(êîëè âîíà âèçíà÷åíà) íàçèâàþòü ií�îðìàöi¹þ çà Ôiøå-ðîì.Ó ëåìi 14.3.1 íàâåäåíî äîñòàòíi óìîâè, çà ÿêèõ ií�îð-ìàöiÿ I(θ) iñíó¹. Çàçíà÷èìî, ùî
I(θ) =M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

= −M ∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ).Òåîðåìà 14.3.1 (íåðiâíiñòü Êðàìåðà��àî). Íå-õàé âèáiðêà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ìà¹ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó

f(x; θ), x ∈ R
n, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 14.3.1i θ̂ = h(ξ) � íåçñóíåíà îöiíêà ïàðàìåòðà θ òàêà, ùî�óíêöiÿ

h(x)
∂

∂θ
f(x, θ), θ ∈ Θ ,ìàæîðîâíà iíòåãðîâíîþ �óíêöi¹þ:

∣
∣
∣
∣
h(x)

∂

∂θ
f(x; θ)

∣
∣
∣
∣
≤ U(x),

∫

Rn

U(x) dx <∞.
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Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
, (14.3.1)ïðè÷îìó íåðiâíiñòü (14.3.1) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíiñòüòîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ∂

∂θ
ln f(x; θ) ìîæíà ïîäàòè óâèãëÿäi

∂

∂θ
ln f(x; θ) = c(θ)(h(x) − θ).Íà ñ ë i ä î ê 1. ßêùî îöiíêà θ̂ = θ∗ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâèòåîðåìè i äëÿ íå¨ íåðiâíiñòü Êðàìåðà��àî

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíiñòü, òî θ∗ ¹ å�åêòèâíîþ îöií-êîþ ïàðàìåòðà θ.Í à ñ ë i ä î ê 2. ßêùî äëÿ ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó f(x; θ)âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . ξn) i îöiíêè θ̂ = h(ξ), ùî çàäîâîëü-íÿþòü óìîâè òåîðåìè, ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ
∂

∂θ
ln f(x; θ) = c(θ)(h(x) − θ),òî h(ξ) � å�åêòèâíà îöiíêà ïàðàìåòðà θ.Íåðiâíiñòü Êðàìåðà��àî (ðîçïîäië äèñêðåò-íèé). Íåðiâíiñòü Êðàìåðà��àî i òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íiíàâåäåíèì âèùå, ìàþòü ìiñöå òàêîæ òîäi, êîëè ðîçïî-äië P (·; θ) âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äèñêðåòíèé, òîá-òî iñíó¹ íå áiëüøå, íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà òî÷îê x =

= (x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n, äëÿ ÿêèõ

Pξ(x) = P (x; θ) = P (x1, x2, . . . , xn; θ) =

= P (ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . , ξn = xn; θ) > 0;

∑

(x1,x2,...,xn)

P (x1, x2, . . . , xn; θ) = 1.



194 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâËåìà 14.3.2 (ðîçïîäië äèñêðåòíèé). ßêùî äëÿ âñiõìîæëèâèõ çíà÷åíü x = (x1, x2, . . . , xn), x ∈ X, âèáiðêè
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) iñíóþòü ïîõiäíi

∂

∂θ
P (x; θ) i ∂2

∂θ2
P (x; θ), θ ∈ Θ ,ðÿäè

∑

x

∂

∂θ
P (x; θ) i ∑

x

∂2

∂θ2
P (x; θ)çáiãàþòüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî âiäíîñíî θ ∈ Θ i âè-êîíóþòüñÿ óìîâè

M

(
∂

∂θ
lnP (ξ; θ)

)2

<∞, M

∣
∣
∣
∣

∂2

∂θ2
lnP (ξ; θ)

∣
∣
∣
∣
<∞, θ ∈ Θ ,òî äëÿ âñiõ θ ∈ Θ

M
∂

∂θ
lnP (ξ; θ) = 0,

D
∂

∂θ
lnP (ξ; θ) =M

(
∂

∂θ
lnP (ξ; θ)

)2

= −M ∂2

∂θ2
lnP (ξ; θ).Òåîðåìà 14.3.2 (íåðiâíiñòü Êðàìåðà��àî, ðîç-ïîäië äèñêðåòíèé). Íåõàé âèáiðêà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)ìà¹ äèñêðåòíèé ðîçïîäië P (x; θ), x ∈ X, äëÿ ÿêîãî âèêî-íóþòüñÿ óìîâè ëåìè 14.3.2 i θ̂ = h(ξ) � íåçñóíåíà îöiíêàïàðàìåòðà θ òàêà, ùî ðÿä

∑

x

∂

∂θ
h(x)P (x; θ)çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî âiäíîñíî θ ∈ Θ . Òîäi

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
,



14.3. Îöiíêè ç ìiíiìàëüíîþ äèñïåðñi¹þ 195ïðè÷îìó íåðiâíiñòü ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíiñòü òîäi éòiëüêè òîäi, êîëè ∂
∂θ

lnP (x; θ) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
∂

∂θ
lnP (x; θ) = c(θ)(h(x) − θ).Íà ñ ë i ä î ê 1. ßêùî îöiíêà θ̂ = θ∗ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâèòåîðåìè i äëÿ íå¨ íåðiâíiñòü Êðàìåðà��àî

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíiñòü, òî θ∗ ¹ å�åêòèâíîþ îöií-êîþ ïàðàìåòðà θ.Í à ñ ë i ä î ê 2. ßêùî äëÿ ðîçïîäiëó P (x; θ), x ∈ X, âè-áiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . ξn) i îöiíêè θ̂ = h(ξ), ùî çàäîâîëüíÿ-þòü óìîâè òåîðåìè, ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ
∂

∂θ
lnP (x; θ) = c(θ)(h(x) − θ),òî h(ξ) � å�åêòèâíà îöiíêà ïàðàìåòðà θ.Ïðèêëàä 14.3.1. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç íîð-ìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (θ; 1), θ íàëåæèòüâiäðiçêó [a; b]. ×è ¹

θ̂ = ξ =
1

n

n∑

i=1

ξiå�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Îöiíêà θ̂ = ξ ¹ íåçñóíåíîþ îöiíêîþìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ θ. Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÷è áóäå
θ̂ = ξ å�åêòèâíîþ îöiíêîþ θ, ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþÊðàìåðà��àî (äèâ. íàñëiäîê 1 ç òåîðåìè 14.3.1): ÿêùî

Dθ̂ = 1/I(θ),òî îöiíêà θ̂ � å�åêòèâíà.



196 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâÑïî÷àòêó ïåðåñâiä÷èìîñÿ, ùî äëÿ âèáiðêè ç íîðìàëü-íîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (θ; 1) i �óíêöi¨
h(x) =

1

n

n∑

k=1

xkâèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 14.3.1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç g(t; θ)ùiëüíiñòü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (θ; 1).Ùiëüíiñòü
f(x; θ) =

n∏

i=1

g(xi; θ)ðîçïîäiëó âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äâi÷i äè�åðåíöiéîâ-íà ïî θ i
∂

∂θ
ln f(x; θ) =

∂

∂θ
ln

n∏

i=1

g(xi; θ) =

=

n∑

i=1

∂

∂θ
ln g(xi; θ) =

n∑

i=1

(xi − θ);

∂2

∂θ2
ln f(x; θ) =

∂

∂θ

n∑

i=1

(xi − θ) = −n;

M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

=M

(
n∑

i=1

(ξi − θ)

)2

= n;

M

∣
∣
∣
∣

∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ)

∣
∣
∣
∣
=M | − n| = n.Äàëi, �óíêöiÿ h(x)f(x; θ) äè�åðåíöiéîâíà ïî θ, ïðè÷îìó

∂

∂θ
(h(x)f(x, θ)) =

∂

∂θ
(h(x1, x2, . . . , xn)f(x1, x2, . . . , xn; θ)) =

=
∂

∂θ
x

n∏

j=1

g(xj ; θ) =

n∑

i=1

x

(
∂

∂θ
g(xi; θ)

) n∏

j=1,j 6=i

g(xj ; θ) =
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=

1

n

n∑

i=1

n∑

k=1

xk

(
∂

∂θ
g(xi; θ)

) n∏

j=1,j 6=i

g(xj ; θ) =

=
1

n

n∑

i=1

n∑

k=1

xk(xi − θ)

n∏

j=1

g(xj ; θ).Ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî
∂

∂θ
g(xi; θ) =

∂

∂θ

1√
2π

exp

{

−(xi − θ)2

2

}

=

= (xi − θ)
1√
2π

exp

{

−(xi − θ)2

2

}

= (xi − θ)g(xi; θ).Ùîá ïåðåñâiä÷èòèñÿ, ùî äëÿ äëÿ �óíêöi¨ h(x) ∂
∂θ
f(x; θ),iñíó¹ iíòåãðîâíà ìàæîðàíòà, äîñòàòíüî âñòàíîâèòè, ùîâîíà iñíó¹ äëÿ êîæíî¨ ç �óíêöié

xkxi

n∏

j=1

g(xj ; θ), k, i = 1, 2, . . . , n; θ ∈ [a; b].Íåõàé
c = max

t,θ∈[a;b]
g(t; θ), k = 1, 2, . . . , n,i v(t) � �óíêöiÿ, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

v(t) =

{
g(t; b), ÿêùî t > b;
g(t; a), ÿêùî t < a;
c, ÿêùî a ≤ t ≤ b.Ôóíêöiÿ |t|v(t) ¹ iíòåãðîâíîþ ìàæîðàíòîþ äëÿ �óíêöi¨

tg(t; θ), θ ∈ [a; b]. Â îñòàííüîìó ïåðåñâiä÷ó¹ìîñÿ áåçïîñå-ðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ. Òîìó �óíêöiÿ
|xk|v(xk)|xi|v(xi)

n∏

j=1,j 6=i,j 6=k

v(xj)
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xkxi

n∏

j=1

g(xj ; θ).Ó öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþÔóáiíi.Îòæå, óìîâè òåîðåìè 14.3.1 âèêîíóþòüñÿ. Òîìó ñïðàâä-æó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Êðàìåðà��àî
Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
.Ïðè öüîìó

I(θ) =M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

= −M
(
∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ)

)

= n;

Dθ̂ = D

(

1

n

n∑

i=1

ξi

)

=
1

n2
nDξi =

1

n
1 =

1

n
,i íåðiâíiñòü Êðàìåðà��àî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíiñòü,ùî ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ å�åêòèâíîñòi îöiíêè θ̂ ïàðàìåò-ðà θ.Iíøèé ñïîñiá ðîçâ'ÿçàííÿ ïðèêëàäó ïîëÿãà¹ â ïåðåâið-öi äîñòàòíüî¨ óìîâè ïåðåòâîðåííÿ íåðiâíîñòi Êðàìåðà��àî íà ðiâíiñòü, à ñàìå, â ïåðåâiðöi ñïiââiäíîøåííÿ

∂

∂θ
ln f(x; θ) = c(θ)(h(x) − θ), x ∈ R

n.Ìà¹ìî
∂

∂θ
ln f(x; θ) =

∂

∂θ
ln f(x1, x2, . . . , xn; θ) =

=
∂

∂θ
ln

n∏

i=1

g(xi; θ) =
∂

∂θ

n∑

i=1

ln g(xi; θ) =
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=

n∑

i=1

∂

∂θ
ln

1√
2π

exp

{

−(xi − θ)2

2

}

=

=

n∑

i=1

∂

∂θ

(

−(xi − θ)2

2

)

=

n∑

i=1

xi − nθ =

= n

(

1

n

n∑

i=1

xi − θ

)

= n(h(x)− θ).Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî θ̂ = ξ � å�åêòèâíà îöiíêà ïàðàìåò-ðà θ.Ïðèêëàä 14.3.2. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ïó-àññîíîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì λ (λ íàëåæèòü âiä-ðiçêó [a; b], a > 0). ×è ¹ λ̂ = ξ å�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïà-ðàìåòðà λ?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çàçíà÷èìî, ùî λ̂ = ξ ¹ íåçñóíåíîþîöiíêîþ λ. Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþ Êðàìåðà��àî.Äëÿ öüîãî ïåðåñâiä÷èìîñÿ, ùî äëÿ âèáiðêè ç ïóàññîíîâîãîðîçïîäiëó i �óíêöi¨
h(x) =

1

n

n∑

k=1

xkâèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 14.3.2 (íåðiâíiñòü Êðàìåðà��àî). Ïîçíà÷èìî λx
x!
e−λ ÷åðåç g(x;λ), x = 0, 1, . . . , n. �îç-ïîäiëîì âèáiðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn ¹

P (x;λ) = P (x1, x2, . . . , xn;λ) =

n∏

j=1

g(xj ;λ) =

n∏

j=1

λxj

xj!
e−λ.Ôóíêöiÿ P (x;λ) äâi÷i äè�åðåíöiéîâíà ïî λ i

∂

∂λ
lnP (x;λ) =

∂

∂λ
ln

n∏

j=1

g(xj ;λ) =
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=

n∑

j=1

∂

∂λ
ln g(xj ;λ) =

1

λ

n∑

j=1

(xj − λ);

∂2

∂λ2
lnP (x;λ) =

∂

∂λ




1

λ

n∑

j=1

(xj − λ)



 = − 1

λ2

n∑

j=1

xj .Ôóíêöiÿ
h(x1, x2, . . . , xn)P (x1, x2, . . . , xn;λ) = xP (x1, x2, . . . , xn;λ)äè�åðåíöiéîâíà ïî λ, ïðè÷îìó

h(x1, x2, . . . , xn)
∂

∂λ
P (x1, x2, . . . , xn;λ) =

= x
∂

∂λ

n∏

j=1

g(xj ;λ) = x
n∑

i=1

(
∂

∂λ
g(xi;λ)

) n∏

j=1,j 6=i

g(xj ;λ) =

=
1

n

n∑

k=1

n∑

i=1

xk

(xi
λ

− 1
) λxi

xi!
e−λ

n∏

j=1,j 6=i

g(xj ;λ) =

=
1

n

n∑

k=1

n∑

i=1

xk

(xi
λ

− 1
) n∏

j=1

g(xj ;λ),îñêiëüêè
∂

∂λ
g(xi;λ) =

∂

∂λ

(
λxi

xi!
e−λ

)

=
(xi
λ

− 1
)

g(xi;λ).Äàëi, ïðè ïiäñóìîâóâàííi ïî x = (x1, x2, . . . , xn) âå-ëè÷èíè xi (i = 1, 2, . . . , n) íàáóâàþòü öiëèõ íåâiä'¹ìíèõçíà÷åíü.�ÿä
∑

x

h(x)
∂

∂λ
P (x;λ) =
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=

∑

(x1,x2,...,xn)




1

n

n∑

k=1

n∑

i=1

xk

(xi
λ

− 1
) n∏

j=1

g(xj ;λ)



 =

=
1

n

n∑

k=1

n∑

i=1




∑

(x1,x2,...,xn)

xk

(xi
λ

− 1
) n∏

j=1

g(xj ;λ)



ìàæîðîâíèé ðÿäîì
1

n

n∑

k=1

n∑

i=1




∑

(x1,x2,...,xn)

xk

∣
∣
∣
xi
λ

− 1
∣
∣
∣

n∏

j=1

g(xj ;λ)



 =

=
1

n

n∑

k=1

n∑

i=1

((
∑

x1

g(x1;λ)

)(
∑

x2

g(x2;λ)

)

. . .

. . .

(
∑

xk

xkg(xk;λ)

)

. . .

(
∑

xi

∣
∣
∣
xi
λ

− 1
∣
∣
∣ g(xi;λ)

)

. . .

. . .

(
∑

xn

g(xn;λ)

))

.Îñòàííié çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî é ðiâíîìiðíî âiäíîñíî
λ ∈ [a; b], îñêiëüêè

∑

x

g(x;λ) =
∑

x

λx

x!
e−λ ≤ e−a

∑

x

bx

x!
= eb−a;

∑

x

xg(x;λ) =
∑

x

x
λx

x!
e−λ ≤

≤ e−a
∑

x

x
bx

x!
≤ eb−a

∑

x

x
bx

x!
e−b = beb−a;

∑

x

∣
∣
∣
x

λ
− 1
∣
∣
∣
λx

x!
e−λ ≤ eb−a

(
b

a
+ 1

)

.
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h(x) =

1

n

n∑

i=1

xiâèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 14.3.2 i, îòæå, ìà¹ ìiñöå íå-ðiâíiñòü Êðàìåðà��àî
Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
.Ïðè öüîìó

I(λ) =M

(
∂

∂λ
lnPλ(ξ)

)2

= −M ∂2

∂λ2
lnPλ(ξ) =

n

λ
;

Dλ̂ = D




1

n

n∑

j=1

ξj



 =
1

n2
nDξ1 =

1

n2
nλ =

λ

n
.Òîìó äëÿ âèáiðêè ç ïóàññîíîâîãî ðîçïîäiëó é îöiíêè

λ̂ = ξíåðiâíiñòü Êðàìåðà��àî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíiñòü, à îò-æå, ξ � å�åêòèâíà îöiíêà ïàðàìåòðà λ.Iíøèé ñïîñiá ðîçâ'ÿçàííÿ ïðèêëàäó ïîëÿãà¹ ó ïåðåâið-öi äîñòàòíüî¨ óìîâè ïåðåòâîðåííÿ íåðiâíîñòi Êðàìåðà��àî íà ðiâíiñòü, à ñàìå, óìîâè
∂

∂λ
lnP (x;λ) = c(λ)(h(x) − λ).Ìà¹ìî

∂

∂λ
lnP (x;λ) =

∂

∂λ
ln

n∏

j=1

g(xj ;λ) =
n∑

j=1

∂

∂λ
ln g(xj ;λ) =

=
1

λ

n∑

j=1

(xj − λ) =
1

λ





n∑

j=1

xj − nλ



 =
n

λ




1

n

n∑

j=1

xj − λ



 .Òîìó λ̂ = ξ � å�åêòèâíà îöiíêà ïàðàìåòðà λ.



14.4. Çàäà÷i 20314.4 Çàäà÷iÀÇ: 14.4, 14.6, 14.27, 14.43.ÑÇ: 14.9, 14.12, 14.22, 14.47.14.1.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ùiëü-íiñòþ
f(x; θ, h) =

{
1
2h, ÿêùî x ∈ [θ − h; θ + h];

0, ÿêùî x 6∈ [θ − h; θ + h](f(x; θ, h)�ùiëüíiñòü ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó [θ−h, θ+ h]ðîçïîäiëó) i (θ̂, ĥ) � òî÷êà, â ÿêié �óíêöiÿ
L(θ, h) =

n∏

i=1

f(ξi; θ, h)äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ.×è ¹ θ̂, ĥ îöiíêàìè i, ÿêùî òàê, òî ÷è áóäóòü âîíèíåçñóíåíèìè îöiíêàìè ïàðàìåòðiâ θ òà h? Ñïðîìîæíèìèîöiíêàìè öèõ ïàðàìåòðiâ? ßêùî íi, òî, ìîæëèâî, θ̂ i ĥ ¹íåçñóíåíèìè é ñïðîìîæíèìè îöiíêàìè iíøèõ ïàðàìåòðiâðîçïîäiëó?14.2. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó
P (k; r, θ) = Cr−1

r−1+k

(
1

1 + θ

)r( θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, 2, . . . ,äå r � �iêñîâàíå é âiäîìå, ïàðàìåòð θ > 0.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç θ̂ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
m1(θ̂) =

1

n

n∑

i=1

ξi,äå
m1(θ) =

∞∑

k=0

kP (k; r, θ).



204 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ×è ¹ θ̂ îöiíêîþ i ÿêùî òàê, òî ÷è áóäå âîíà íåçñóíåíîþîöiíêîþ ïàðàìåòðà θ? Ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ θ?Çà ó â àæåíí ÿ. ßêùî ïîçíà÷èòè 1
1 + θ

= p, òî ðîçïî-äië
P (k; r, θ) = Cr−1

r−1+k

(
1

1 + θ

)r( θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, . . . ,íàáóâà¹ âèãëÿäó
P (k; r, p) = Cr−1

r−1+k p
r(1− p)k, k = 0, 1, . . . ,äîáðå âiäîìîãî âiä'¹ìíîãî áiíîìíîãî ðîçïîäiëó (äèâ. çà-äà÷ó 15.35).14.3.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ùiëü-íiñòþ

f(x;σ2) =
1√
2πσ2

exp

{

− x2

2σ2

}

,

σ2 íàëåæèòü ñêií÷åííîìó âiäðiçêó [a; b], a > 0.×è ¹
σ̂2 =

1

n

n∑

i=1

ξ2iå�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà σ2?14.4.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ùiëü-íiñòþ
f(x; a, b) =

{
1

b− a
, ÿêùî x ∈ [a; b];

0, ÿêùî x /∈ [a; b].�îçãëÿäàþòüñÿ îöiíêè
θ̂1 = min {ξi}; θ̂2 = max {ξi}; θ̂3 =

1

n

n∑

i=1

ξi;

θ̂4 =
ξn−1 + ξn

2
; θ̂5 = max {ξi} −min {ξi};
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θ̂6 =

1

2
(max {ξi}+min {ξi});

θ̂7 = min {ξi} −
1

n− 1
(max {ξi} −min {ξi});

θ̂8 = max {ξi}+
1

n− 1
(max {ξi} −min {ξi}).Ñåðåä θ̂i, i = 1, 2, . . . , 8, âèçíà÷èòè íåçñóíåíi, ñïðî-ìîæíi îöiíêè ïàðàìåòðiâ a i b. Ìîæëèâî, ñåðåä íèõ ¹íåçñóíåíi é ñïðîìîæíi îöiíêè ïàðàìåòðiâ, âiäìiííèõ âiä

a i b?14.5.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ïóàññîíîâîãî ðîç-ïîäiëó ç ïàðàìåòðîì λ:
P (k;λ) =

λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .Ïîçíà÷èìî ÷åðåç λ̂ òî÷êó, â ÿêié �óíêöiÿ

L(λ) =
n∏

i=1

P (ξi;λ)äîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ.×è ¹ λ̂ îöiíêîþ i ÿêùî òàê, òî ÷è áóäå âîíà íåçóíåíîþîöiíêîþ ïàðàìåòðà λ? Ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ λ?14.6.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ùiëü-íiñòþ
p(x) =







1√
2πσ2x

exp

{

−(lnx− µ0)
2

2σ2

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0(p(x) � ùiëüíiñòü ëîãàðè�ìi÷íî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó),
µ0 � âiäîìå, σ2 > 0 i íàëåæèòü ñêií÷åííîìó âiäðiçêó
[a; b], a > 0.×è ¹ σ̂2 = 1

n

n∑

i=1
(ln ξi − µ0)

2 å�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïà-ðàìåòðà σ2?



206 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ14.7.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ùiëü-íiñòþ
f(x; θ) =

{
1
2 , ÿêùî x ∈ [θ − 1, θ + 1];

0, ÿêùî x /∈ [θ − 1, θ + 1].Ïîçíà÷èìî ÷åðåç θ̂ òî÷êó, â ÿêié �óíêöiÿ
L(θ) =

n∏

i=1

f(ξi; θ)äîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ.×è ¹ θ̂ îöiíêîþ i ÿêùî òàê, òî ÷è áóäå âîíà íåçñóíåíîþîöiíêîþ ïàðàìåòðà θ? Ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ θ?14.8.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ùiëü-íiñòþ
f(x;α, θ) =







1
α exp

{

− 1
α(x− θ)

}

, ÿêùî x ≥ θ;

0, ÿêùî x < θ.�îçãëÿäàþòüñÿ îöiíêè
θ̂1 = min {ξi} −

ξ −min {ξi}
n

; θ̂2 = ξ − θ̂1.Íåçñóíåíèìè, ñïðîìîæíèìè îöiíêàìè ÿêèõ ïàðàìåò-ðiâ ¹ θ̂1 i θ̂2 (ìîæëèâî, öi ïàðàìåòðè âiäìiííi âiä α i θ)?14.9.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ùiëü-íiñòþ
f(x; θ) =

1
√

2πσ20
exp

{

−(x− θ)2

2σ20

}

,

σ0 � âiäîìå, θ íàëåæèòü ñêií÷åííîìó âiäðiçêó [a; b].×è ¹
θ̂ = ξ =

1

n

n∑

i=1

ξiå�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ?



14.4. Çàäà÷i 20714.10. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ) =

{

0, ÿêùî x < θ;
exp {θ − x}, ÿêùî x ≥ θ.×è ¹

θ̂ = − 1

n
+min {ξi}íåçñóíåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ? Ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ θ?14.11. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ

f(x; a, σ2) =
1√
2πσ2

exp

{

−(x− a)2

2σ2

}

.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (â, σ̂2) òî÷êó, â ÿêié �óíêöiÿ
L(a, σ2) =

n∏

i=1

f(ξi; a, σ
2)äîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ.×è ¹ â òà σ̂2 îöiíêàìè i ÿêùî òàê, òî ÷è áóäóòü âî-íè íåçñóíåíèìè îöiíêàìè âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ a òà σ2?Ñïðîìîæíèìè îöiíêàìè öèõ ïàðàìåòðiâ?14.12. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó

P (k; θ) = Cr−1
r−1+k

(
1

1 + θ

)r( θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, . . . ; θ > 0,

r � �iêñîâàíå é âiäîìå, θ íàëåæèòü ñêií÷åííîìó âiäðiç-êó [a; b].×è ¹
θ̂ =

1

nr

n∑

i=1

ξiå�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ?Âêà ç i â ê à. Äèâ. çàäà÷i 14.2 i 15.35.



208 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ14.13. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ) =

{
1

2h0
, ÿêùî x ∈ [θ − h0, θ + h0];

0, ÿêùî x 6∈ [θ − h0, θ + h0].Ïîçíà÷èìî ÷åðåç θ̂ òî÷êó, â ÿêié �óíêöiÿ
L(θ) =

n∏

i=1

f(ξi; θ)äîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ.×è ¹ θ̂ îöiíêîþ i ÿêùî òàê, òî ÷è áóäå âîíà íåçñóíåíîþîöiíêîþ ïàðàìåòðà θ? Ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ θ?14.14. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ, σ2) =

{
1

2
√
3σ
, ÿêùî x ∈ [θ −

√
3σ, θ +

√
3σ];

0, ÿêùî x 6∈ [θ −
√
3σ, θ +

√
3σ].Ïîçíà÷èìî ÷åðåç θ̂, σ̂2 ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

m1(θ̂; σ̂
2) =

1

n

n∑

i=1

ξi,

m2(θ̂; σ̂
2) =

1

n

n∑

i=1

ξ2i ,äå
mk(θ;σ

2) =

∫

R1

xkf(x; θ, σ2) dx, k = 1, 2.×è ¹ θ̂ òà σ̂2 îöiíêàìè i, ÿêùî òàê, ÷è ¹ âîíè íåçñóíå-íèìè îöiíêàìè âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ θ òà σ2? Ñïðîìîæ-íèìè îöiíêàìè öèõ ïàðàìåòðiâ?



14.4. Çàäà÷i 20914.15. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó
P (k; θ) =

1

1 + θ

(
θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, . . . ,äå θ > 0 i íàëåæèòü ñêií÷åííîìó âiäðiçêó [a; b].×è ¹
ξ =

1

n

n∑

i=1

ξiå�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ?Âêà ç i â ê à. ßêùî ïîçíà÷èòè 1
1 + θ

= p, òî ðîçïîäië
P (k; θ) =

1

1 + θ

(
θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, . . .íàáóâà¹ äîáðå âiäîìîãî âèãëÿäó ãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó
P (k; p) = p(1− p)k, k = 0, 1, . . .14.16. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ

f(x; θ) =

{
1

2h0
, ÿêùî x ∈ [θ − h0, θ + h0];

0, ÿêùî x /∈ [θ − h0, θ + h0],

h0 � âiäîìå (f(x; θ) � ùiëüíiñòü ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó
[θ − h0, θ + h0] ðîçïîäiëó).�îçãëÿäàþòüñÿ îöiíêè

θ̂1 = min {ξi}; θ̂2 = max {ξi}; θ̂3 =
1

n

n∑

i=1

ξi;

θ̂λ = λ(max {ξi} − h0) + (1− λ)(min {ξi}+ h0), λ ∈ [0; 1].Âèçíà÷èòè ñåðåä îöiíîê θ̂i (i = 1, 2, 3), θ̂λ íåçñóíåíi,ñïðîìîæíi îöiíêè ïàðàìåòðà θ. Ìîæëèâî, ñåðåä íèõ ¹ íå-çñóíåíi, ñïðîìîæíi îöiíêè iíøèõ ïàðàìåòðiâ? Ç'ÿñóâàòè,ÿêèõ ñàìå?



210 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ14.17. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç íîðìàëüíîãîðîçïîäiëó çi ùiëüíiñòþ
f(x; a, σ2) =

1√
2πσ2

exp

{

−(x− a)2

2σ2

}

.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç â, σ̂2 ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü
m1(â; σ̂

2) =
1

n

n∑

i=1

ξi,

m2(â; σ̂
2) =

1

n

n∑

i=1

ξ2i ,äå
mk(a;σ

2) =

∫

R1

xkf(x; a, σ2) dx, k = 1, 2.×è ¹ â òà σ̂2 îöiíêàìè? I ÿêùî òàê, òî ÷è ¹ â i σ̂2 íå-çñóíåíèìè îöiíêàìè âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ a i σ2? Ñïðî-ìîæíèìè îöiíêàìè öèõ ïàðàìåòðiâ?14.18. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x;m, θ) =







1
θm(m− 1)!

xm−1 exp

{

−1
θ
x

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0(f(x;m, θ) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó Åðëàíãà ç ïàðàìåòðà-ìè (m, θ)), m � âiäîìå; θ íàëåæèòü ñêií÷åííîìó âiäðiç-êó [a; b].×è ¹
θ̂ =

1

mn

n∑

i=1

ξiå�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ?



14.4. Çàäà÷i 21114.19. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; a, b) =

{
1

b− a
, ÿêùî x ∈ [a; b];

0, ÿêùî x 6∈ [a; b].Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (â, b̂) òî÷êó, â ÿêié �óíêöiÿ
L(a, b) =

n∏

i=1

f(ξi; a, b)äîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ (ìîæå iñíóâàòè íåîäíà òàêà òî÷êà).×è ¹ â òà b̂ îöiíêàìè? ßêùî òàê, òî ÷è ¹ â i b̂ íåçñóíåíè-ìè îöiíêàìè âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ a i b? Ñïðîìîæíèìèîöiíêàìè öèõ ïàðàìåòðiâ?14.20. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó
P (k; θ) =

(
1

1 + θ

)(
θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, . . . ; θ > 0.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç θ̂ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
m1(θ̂) =

1

n

n∑

i=1

ξi,äå
m1(θ) =

∞∑

k=0

kP (k; θ).×è ¹ θ̂ îöiíêîþ? I ÿêùî òàê, òî ÷è ¹ âîíà íåçñóíåíîþîöiíêîþ ïàðàìåòðà θ? Ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ θ?Âêà ç i â ê à. Äèâ. âêàçiâêó äî çàäà÷i 14.15.14.21. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ) =







1
θ
exp

{

−1
θ
x

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0,
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θ > 0 i íàëåæèòü ñêií÷åííîìó âiäðiçêó [a; b]. ×è ¹

θ̂ =
1

n

n∑

i=1

ξiå�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ?14.22. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ, h) =

{
1
2h, ÿêùî x ∈ [θ − h, θ + h];

0, ÿêùî x 6∈ [θ − h, θ + h].�îçãëÿäàþòüñÿ îöiíêè
θ̂1 =

1

2
(max {ξi} −min {ξi}) ; θ̂2 =

1

2
(max {ξi}+min {ξi});

θ̂3 = min {ξi} −
1

n− 1
(max {ξi} −min {ξi});

θ̂4 = max {ξi}+
1

n− 1
(max {ξi} −min {ξi}).Âèçíà÷èòè ñåðåä θ̂i, i = 1, 2, 3, 4, íåçñóíåíi, ñïðîìîæíiîöiíêè ïàðàìåòðiâ θ i h. Ìîæëèâî, ñåðåä íèõ ¹ íåçñóíå-íi, ñïðîìîæíi îöiíêè iíøèõ ïàðàìåòðiâ? Ç'ÿñóâàòè, ÿêèõñàìå.14.23. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó

Q(k; p) = pk(1− p)1−k, k = 0; 1, 0 < p < 1.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç p̂ òî÷êó, â ÿêié �óíêöiÿ
L(p) =

n∏

i=1

pξi(1− p)1−ξiäîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ.×è ¹ p̂ íåçñóíåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà p? Ñïðîìîæíîþîöiíêîþ öüîãî ïàðàìåòðà?



14.4. Çàäà÷i 21314.24. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ) =







1
θ
exp

{

−1
θ
(x−m0)

}

, ÿêùî x > m0;

0, ÿêùî x ≤ m0,

θ > 0,m0 � âiäîìå, θ íàëåæèòü ñêií÷åííîìó âiäðiçêó [a; b].×è ¹ θ̂ = ξ −m0 å�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ?14.25. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x;h) =

{
1
2h, ÿêùî x ∈ [θ0 − h, θ0 + h];

0, ÿêùî x 6∈ [θ0 − h, θ0 + h];

θ0 � âiäîìå.�îçãëÿäàþòüñÿ îöiíêè
θ̂1 =

1

2
(max {ξi} −min{ξi}) ; θ̂2 = θ0 − θ̂1;

θ̂3 = θ0 + θ̂1; θ̂4 = max {max {ξi} − θ0, θ0 −min {ξi}} .Âèçíà÷èòè ñåðåä θ̂i, i = 1, 2, 3, 4, íåçñóíåíi, ñïðîìîæ-íi îöiíêè ïàðàìåòðà h. Ìîæëèâî, ñåðåä íèõ ¹ íåçñóíå-íi, ñïðîìîæíi îöiíêè iíøèõ ïàðàìåòðiâ? Ç'ÿñóâàòè, ÿêèõñàìå.14.26. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x;α) =







1
α exp

{

− 1
αx

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.Äîâåñòè, ùî
θ̂1 =

1

n

n∑

i=1

ξi¹ íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà α.



214 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ×è ¹
θ̂2 =

1

2
(ξn−1 + ξn)íåçñóíåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà α? Ñïðîìîæíîþ îöiíêîþöüîãî ïàðàìåòðà?14.27. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç áiíîìíîãî ðîç-ïîäiëó

P (k; θ) = Ck
Nθ

k(1− θ)N−k, k = 0, 1, . . . , N,äå N � âiäîìå öiëå ÷èñëî; θ íàëåæèòü ñêií÷åííîìó âiä-ðiçêó [a; b].×è ¹
θ̂ =

1

nN

n∑

i=1

ξiå�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ?14.28. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ, b) =

{
1
θ
exp {−1

θ
(x− b)}, ÿêùî x > b;

0, ÿêùî x ≤ b.�îçãëÿäàþòüñÿ îöiíêè
θ̂1 =

1

n

n∑

i=1

ξi; θ̂2 = min {ξi}; θ̂3 = θ̂1 − θ̂2.×è ¹ ñåðåä θ̂1, θ̂2, θ̂3 íåçñóíåíi, ñïðîìîæíi îöiíêè ïà-ðàìåòðiâ θ i b? Ìîæëèâî, ñåðåä íèõ ¹ íåçñóíåíi i ñïðî-ìîæíi îöiíêè iíøèõ ïàðàìåòðiâ? Ç'ÿñóâàòè, ÿêèõ ñàìå.14.29. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç áiíîìíîãî ðîç-ïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè m i θ:
P (k; θ) = Ck

mθ
k(1− θ)m−k, k = 0, 1, . . . ,m,

m � âiäîìå.
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L(θ) =

n∏

i=1

Cξi
mθ

ξi(1− θ)m−ξiäîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ (ìîæå iñíóâàòè íå îäíà òà-êà òî÷êà). Íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ ÿêèõ ïàðà-ìåòðiâ ¹ θ̂?14.30. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç äâîái÷íîãî ïî-êàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó çi ùiëüíiñòþ
f(x; θ) =

1

2θ
exp

{

−1

θ
|x−m0|

}

, θ > 0,

m0 � âiäîìà êîíñòàíòà, θ íàëåæèòü ñêií÷åííîìó âiäðiç-êó [a; b].×è ¹
θ̂ =

1

n

n∑

i=1

|ξi −m0|å�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ?14.31. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x;h) =

{
1
2h
, ÿêùî x ∈ [θ0 − h, θ0 + h];

0, ÿêùî x 6∈ [θ0 − h, θ0 + h].Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ĥ òî÷êó, â ÿêié �óíêöiÿ
L(h) =

n∏

i=1

f(ξi;h)äîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ.×è ¹ ĥ îöiíêîþ i ÿêùî òàê, òî ÷è ¹ âîíà íåçñóíåíîþîöiíêîþ ïàðàìåòðà h? Ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ öüîãî ïàðà-ìåòðà?



216 �ëàâà 14. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ14.32. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x;σ2) =







√
2
πσ2

exp

{

− x2

2σ2

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0(f(x;σ2) � ùiëüíiñòü íàïiâíîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó).Íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ i å�åêòèâíîþ îöiíêîþ ÿêî-ãî ïàðàìåòðà ¹
θ̂ =

1

n

n∑

i=1

ξ2i ?14.33. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ) =







x
θ exp

{

−x22θ
}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0(f(x; θ) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó �åëåÿ), θ íàëåæèòü ñêií-÷åííîìó âiäðiçêó [a; b].×è ¹
θ̂ =

1

2n

n∑

i=1

ξi
2å�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ?14.34. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ

f(x; b) =

{
1

b− a0
, ÿêùî x ∈ [a0; b];

0, ÿêùî x 6∈ [a0; b].�îçãëÿäàþòüñÿ îöiíêè
θ̂1 = max {ξi}; θ̂2 =

1

n

n∑

i=1

ξi;
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θ̂3 = max {ξi}+

1

n− 1
(max {ξi} − a0)(a0 � âiäîìå).Ñåðåä θ̂i, i = 1, 2, 3, âèçíà÷èòè íåçñóíåíi îöiíêè ïà-ðàìåòðà b. Ìîæëèâî, ñåðåä íèõ ¹ íåçñóíåíi é ñïðîìîæíiîöiíêè iíøèõ ïàðàìåòðiâ? Ç'ÿñóâàòè, ÿêèõ ñàìå.14.35. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç áiíîìíîãî ðîç-ïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè m i p:

P (k; p) = Ck
mp

k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m.×è ¹
p̂ =

1

mn

n∑

i=1

ξiñïðîìîæíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà p?14.36. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x;µ) =







1√

2πσ20x
exp

{

−(lnx− µ)2

2σ20

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0,

σ0 > 0 (f(x;µ) � ùiëüíiñòü ëîãàðè�ìi÷íî íîðìàëüíîãîðîçïîäiëó); σ0 � âiäîìå, µ íàëåæèòü ñêií÷åííîìó âiäðiç-êó [a; b].×è ¹
µ̂ =

1

n

n∑

i=1

ln ξiå�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà µ?14.37. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ, λ) =

{

θλθ

xθ+1 , ÿêùî x > λ;

0, ÿêùî x ≤ λ,

λ > 0, θ > 2 (ðîçïîäië Ïàðåòî); θ � âiäîìå.
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λ̂1 =

θ − 1

θn

n∑

i=1

ξi; λ̂2 =
θ − 2

θn

n∑

i=1

ξ2i .Íåçñóíåíèìè i ñïðîìîæíèìè îöiíêàìè ÿêèõ ïàðàìåò-ðiâ ¹ λ̂1 òà λ̂2?14.38. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ) =







1
θνΓ(ν)

xν−1 exp

{

−1
θ
x

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0,

ν � âiäîìèé ïàðàìåòð.×è ¹
θ̂ =

1

nν

n∑

i=1

ξiå�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ?14.39. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðiâíîìiðíîãîíà âiäðiçêó [a; a+1] ðîçïîäiëó. �îçãëÿäàþòüñÿ äâi îöiíêèïàðàìåòðà a:
â1 =

1

n

n∑

i=1

ξi −
1

2
; â2 = max {ξi} −

n

n+ 1
.Äîâåñòè, ùî â1 òà â2 ¹ íåçñóíåíèìè îöiíêàìè ïàðà-ìåòðà a.Çíàéòè Dâ1 i Dâ2. Äîâåñòè, ùî êîëè n→ ∞,

Dâ2 = o(Dâ1).14.40. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñåðåäíüîãî ìåæi ìiöíîñòi ïðîòè ðîçðèâó ìàòåðiàëó(äèâ. ïðèêëàä 17.4.1) ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90;á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ ìåæi ìiöíîñòi ïðîòè ðîçðèâó ìàòåðiàëó çêîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,98 (äëÿ âèìiðþâàíü,ùî ïðîâîäèëèñÿ íà ñòåíäi A).



14.4. Çàäà÷i 21914.41. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñåðåäíüîãî âìiñòó çîëîòà íà êóái÷íèé ìåòð ïîðî-äè, ùî äîáóâà¹òüñÿ óäàðíî-êàíàòíèì ñâåðäëiííÿì (äèâ.çàäà÷ó 17.8) ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ âìiñòó çîëîòà ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi:à) 0,90; á) 0,98.14.42. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñåðåäíüîãî âìiñòó çîëîòà íà êóái÷íèé ìåòð ïîðîäè,ùî äîáóâà¹òüñÿ iç øóð�iâ (äèâ. çàäà÷ó 17.8), ç êîå�iöi¹í-òîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ âìiñòó çîëîòà ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi:à) 0,90; á) 0,98.14.43. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñåðåäíüîãî òîâùèíè ïëàñòèêîâîãî ïîêðèòòÿ äðî-òó (äèâ. çàäà÷ó 18.46) ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90;á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ òîâùèíè ïëàñòèêîâîãî ïîêðèòòÿ äðîòó çêîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,98.14.44. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ çíà÷åííÿ âåëè÷èíè e, çíàéäåíî¨ �. Ìiëiêåíîì ïiä÷àñ âèçíà÷åííÿ çàðÿäó åëåêòðîíà (äèâ. çàäà÷ó 18.34) çêîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ âèìiðþâàííÿ çíà÷åííÿ âåëè÷èíè e ç êî-å�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,98.14.45. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ: 1◦ ñåðåäíüîãîâìiñòó ìàðãàíöþ ó ñòàëi, âèïëàâëåíié ó êîíâåðòîði I (äèâ.çàäà÷ó 17.17) ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ âìiñòó ìàðãàíöþ ó ñòàëi, âèïëàâëåíié óêîíâåðòîði I, ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,98.14.46. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñåðåäíüîãî âiäáèâíî¨ çäàòíîñòi �àðáè A (äèâ. çàäà-÷ó 17.2) ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ âiäáèâíî¨ çäàòíîñòi �àðáè B ç êîå�iöi¹í-òîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,98.14.47. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñåðåäíüîãî âìiñòó õðîìó ó íåðæàâiþ÷ié ñòàëi òèïó18Cr10Ni2Mo (äèâ. çàäà÷ó 17.22) ç êîå�iöi¹íòîì íàäié-íîñòi: à) 0,90; á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ âìiñòó õðîìó ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi:à) 0,90; á) 0,98.
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1◦ ñåðåäíüîãî îïîðó äðîòó òèïó A (äèâ. çàäà÷ó 17.24)ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ îïîðó äðîòó ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi:à) 0,90; á) 0,98.14.49. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñåðåäíüîãî ïîðèñòîñòi êîíäåíñàòîðíîãî ïàïåðó ïàð-òi¨ I (äèâ. çàäà÷ó 19.36) ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90;á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ ïîðèñòîñòi êîíäåíñàòîðíîãî ïàïåðó ïàð-òi¨ I ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,98.14.50. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñåðåäíüîãî òåìïåðàòóðè ëiâî¨ øèíè àâòîáóñà (äèâ.çàäà÷ó 17.31) ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ òåìïåðàòóðè ëiâî¨ øèíè àâòîáóñà ç êîå-�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,98.14.51. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñåðåäíüîãî äîâæèíè âèðîáiâ ïiñëÿ âiäïàëþâàííÿ(äèâ. çàäà÷ó 17.37) ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90;á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ äîâæèíè âèðîáiâ ïiñëÿ âiäïàëþâàííÿ çêîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,98.14.52. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñåðåäíüîãî ãëèáèíè êàíàâêè íà øèíi, çíàéäåíî¨ êîí-òðîëåðîì I (äèâ. ïðèêëàä 19.2.1) ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñ-òi: à) 0,90; á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ ãëèáèíè êàíàâêè ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñ-òi: à) 0,90; á) 0,98.14.53. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñåðåäíüîãî ðiçíèöi òîâùèíè ïëèòîê ïðè ñòèðàííiäëÿ: âiäíîñíî¨ êîíöåíòðàöi¨ íàïîâíþâà÷à 1 äî 1 (äèâ. ïðè-êëàä 19.2.1) ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,99;
2◦ äèñïåðñi¨ ðiçíèöi òîâùèíè ïëèòîê ïðè ñòèðàííi çêîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi: à) 0,90; á) 0,98.



�ëàâà 15Ìåòîäè ïîáóäîâèîöiíîê15.1 Åìïiðè÷íi îöiíêèÅìïiðè÷íà �óíêöiÿ ðîçïîäiëó. Íåõàé ξ � âèïàä-êîâà âåëè÷èíà, �óíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) ÿêî¨ íåâiäîìà. Ìèìà¹ìî n íåçàëåæíèõ ñïîñòåðåæåíü ξ1, ξ2, . . . , ξn âèïàäêî-âî¨ âåëè÷èíè ξ � âèáiðêó ç ðîçïîäiëó F . Çà âèáiðêîþ
ξ1, ξ2, . . . , ξn ìîæíà ïîáóäóâàòè �õîðîøó� îöiíêó �óíêöi¨ðîçïîäiëó F (x).Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ F̂n(x), îçíà÷åíó íà R

1 ðiâíiñòþ
F̂n(x) =

1

n

n∑

k=1

I(−∞,x)(ξk),íàçèâàòèìåìî åìïiðè÷íîþ �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó (IA(t) �iíäèêàòîð ìíîæèíè A).Åìïiðè÷íó �óíêöiþ ðîçïîäiëó ùå ìîæíà îçíà÷èòè òàê:
F̂n(x) =

µ(x)

n
,äå µ(x) � êiëüêiñòü âèáiðêîâèõ çíà÷åíü ξk, äëÿ ÿêèõ

ξk < x, îñêiëüêè
µ(x) =

n∑

k=1

I(−∞,x)(ξk).221



222 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîêÄëÿ êîæíîãî �iêñîâàíîãî x åìïiðè÷íà �óíêöiÿ ðîç-ïîäiëó F̂n(x) ÿê �óíêöiÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Òîìó F̂n(x) ¹ �óíêöi¹þi âiä ω, òîáòî F̂n(x) = F̂n(x, ω), ω ∈ Ω, x ∈ R

1.Åìïiðè÷íà �óíêöiÿ ðîçïîäiëó F̂n(x) äëÿ êîæíîãî �i-êñîâàíîãî x ¹ íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ çíà÷åí-íÿ F (x) �óíêöi¨ ðîçïîäiëó.Çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2, . . . , ξn îçíà÷èìî âèïàäêîâi âåëè÷è-íè ξ∗1 , ξ∗2 , . . . , ξ∗n: äëÿ êîæíîãî �iêñîâàíîãî ω ∈ Ω âïîðÿä-êó¹ìî çíà÷åííÿ ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω) â ïîðÿäêó çðîñòàí-íÿ:
ξk1(ω) ≤ ξk2(ω) ≤ . . . ≤ ξkn(ω)i ïîçíà÷èìî

ξ∗1(ω) = ξk1(ω), ξ
∗
2(ω) = ξk2(ω), . . . , ξ

∗
n(ω) = ξkn(ω).Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü ξ∗1 , ξ

∗
2 , . . . , ξ

∗
n íàçèâà¹òüñÿâàðiàöiéíèì ðÿäîì ïîñëiäîâíîñòi ξ1, ξ2, . . . , ξn, à âèïàäêî-âi âåëè÷èíè ξ∗1 , ξ∗2 , . . . , ξ∗n íàçèâàòèìåìî ïîðÿäêîâèìè ñòà-òèñòèêàìè.Ó òåðìiíàõ ïîðÿäêîâèõ ñòàòèñòèê åìïiðè÷íó �óíêöiþðîçïîäiëó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

F̂n(x) =
µ∗(x)
n

, (15.1.1)äå µ∗(x) � êiëüêiñòü ξ∗k, äëÿ ÿêèõ ξ∗k < x. Áåçïîñåðåäíüî çðiâíîñòi (15.1.1) äiñòà¹ìî, ùî äëÿ �iêñîâàíîãî ω çíà÷åííÿ
F̂n(x) äîðiâíþ¹ 0 ó êîæíié òî÷öi x ïðîìiæêó (−∞, ξ∗1 ],îñêiëüêè êiëüêiñòü òèõ k, äëÿ ÿêèõ ξ∗k < x, äîðiâíþ¹ 0;
F̂n(x) = 1/n ó êîæíié òî÷öi ïðîìiæêó (ξ∗1 , ξ

∗
2 ], òîìó ùîêiëüêiñòü òèõ k, äëÿ ÿêèõ ξ∗k < x, äîðiâíþ¹ 1 i ò. ä. i,íàðåøòi, F̂n(x) = 1 äëÿ êîæíîãî x ç ïðîìiæêó (ξ∗n,+∞).Iç íàâåäåíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî �iêñî-âàíîãî ω �óíêöiÿ F̂n(x) = F̂n(x, ω) íåâiä'¹ìíà; âîíà ¹ñòàëîþ íà êîæíîìó ç ïðîìiæêiâ (−∞, ξ∗1 ], (ξ
∗
k, ξ

∗
k+1], k =

= 1, 2, . . . , n − 1, (ξ∗n,+∞) (à îòæå, íåïåðåðâíîþ çëiâà)i íåñïàäíîþ � çðîñòà¹ â òî÷êàõ ξ∗k, k = 1, 2, . . . , n, ñòðèá-êàìè 1/n.



15.1. Åìïiðè÷íi îöiíêè 223�ðà�iê åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x) (òî÷íiøå,ðåàëiçàöi¨ F̂n(x, ω)) çîáðàæåíî íà ðèñ. 15.1.1.Ç à ó â àæåíí ÿ 1. Äëÿ âèáiðîê ξ1, ξ2, . . . , ξn iç íåïå-ðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ iìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèáiðêîâi çíà÷åí-íÿ ñïiâïàäóòü, äîðiâíþ¹ íóëåâi, àëå îñêiëüêè ìè �iêñó¹ìîðåçóëüòàòè iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ (íàïðèêëàä, äî òðåòüîãîçíàêà), äåÿêi âèáiðêîâi çíà÷åííÿ ìîæóòü ñïiâïàñòè. Ïðèöüîìó ñòðèáîê åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó â òî÷öi ξkäîðiâíþ¹ l/n, äå l � êiëüêiñòü âèáiðêîâèõ çíà÷åíü, ÿêiñïiâïàäàþòü ç ξk, âðàõîâóþ÷è é ξk.Ç à ó â àæåíí ÿ 2. �îçïîäië, ùî âiäïîâiäà¹ åìïiðè÷íié�óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x), íàçèâàòèìåìî åìïiðè÷íèì. Äëÿêîæíîãî �iêñîâàíîãî ω öå äèñêðåòíèé ðîçïîäië, ÿêèéñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié òî÷öi ξk, k = 1, 2, . . . , n,�ìàñó� 1/n (àáî l/n, ÿêùî ç ξk ñïiâïàäàþòü l âèáiðêîâèõçíà÷åíü, âðàõîâóþ÷è i ξk).
x

F            (x)n

ξ1* ξ2* ξ3* ξ*n-1 ξ*n

1

ξ4*

^

�èñ. 15.1.1: �ðà�iê ðåàëiçàöi¨ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ðîçïîäiëó F̂n(x)Ïðî âiäõèëåííÿ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó
F̂n(x) âiä �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F (x). Äëÿ êîæíîãî �iê-ñîâàíîãî x çíà÷åííÿ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x),ïîáóäîâàíî¨ çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2, . . . , ξn iç F , ¹ íåçñóíåíîþ iñïðîìîæíîþ îöiíêîþ F (x) (äà¹ õîðîøå íàáëèæåííÿ äëÿ
F (x)). Ïðèðîäíî ïîñòàâèòè çàïèòàííÿ: íàñêiëüêè åìïi-ðè÷íà �óíêöiÿ ðîçïîäiëó F̂n(x) âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä F (x)?



224 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîêßêèìè ìîæóòü áóòè âiäõèëåííÿ F̂n(x) âiä F (x)? Çàçíà-÷èìî, ùî âiäõèëåííÿ F̂n(x) âiä F (x) ¹ âèïàäêîâîþ âåëè-÷èíîþ (îñêiëüêè F̂n(x) = F̂n(x, ω)), i êîëè ìè ãîâîðèìîïðî òàêå âiäõèëåííÿ, òî ìà¹ìî íà óâàçi éîãî ðîçïîäië.Ìiðó âiäõèëåííÿ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x)âiä �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F (x) ìîæíà ââîäèòè ðiçíèìè ñïîñî-áàìè. �îçãëÿíåìî âiäõèëåííÿ F̂n(x) âiä F (x), çàïðîïîíî-âàíå À. Ì. Êîëìîãîðîâèì (äëÿ íåïåðåðâíî¨ F (x)):
sup

−∞<x<∞

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ ,äàëi ïèñàòèìåìî sup

x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣. Öÿ ìiðà âiäõèëåííÿìà¹ âàæëèâó âëàñòèâiñòü: äëÿ äîñèòü âåëèêèõ n ðîçïîäiëíîðìîâàíîãî âiäõèëåííÿ

sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣

/ 1√
n
,íåçàëåæíî âiä ðîçïîäiëó F , ç ÿêîãî äîáóòî âèáiðêó ξ1, ξ2,

. . . , ξn, áëèçüêèé äî ðîçïîäiëó Êîëìîãîðîâà (äèâ. ãëàâó 19).Îá÷èñëåííÿ sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣.Íåõàé F̂n(x)� åì-ïiðè÷íà �óíêöiÿ ðîçïîäiëó, ïîáóäîâàíà çà âèáiðêîþ

ξ1, ξ2, . . . , ξn, òî÷íiøå � çà ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè; F (x) �íåïåðåðâíà �óíêöiÿ ðîçïîäiëó. ×àñòî âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòüîá÷èñëèòè
sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .Çàçíà÷èìî, ùî ξ1, ξ2, . . . , ξn � íå îáîâ'ÿçêîâî âèáiðêà çðîçïîäiëó F .Îñêiëüêè F̂n(x) ñòàëà íà ïðîìiæêàõ

(−∞, ξ∗1 ], (ξ
∗
1 , ξ

∗
2 ], . . . , (ξ

∗
n−1, ξ

∗
n], (ξ

∗
n,+∞), (15.1.2)òî äëÿ îá÷èñëåííÿ

sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ ,
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1, çíà÷åííÿ sup

x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ äîñ-òàòíüî îá÷èñëèòè íà êîæíîìó iç çàçíà÷åíèõ ïðîìiæêiâ iç äîáóòèõ ÷èñåë âèáðàòè íàéáiëüøå.Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó

sup
x∈(ξ∗

k
,ξ∗

k+1]

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ , k = 1, 2, . . . , n− 1.Ôóíêöiÿ F̂n(x) ñòàëà íà êîæíîìó iç ïðîìiæêiâ (15.1.2),

F (x) � íåñïàäíà �óíêöiÿ, à îòæå i �óíêöiÿ F (x)− F̂n(x)íà ïðîìiæêàõ (15.1.2) íåñïàäíà, i òîìó (ðèñ. 15.1.2) çíà-÷åííÿ
sup

x∈(ξ∗k ,ξ∗k+1]

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣äîðiâíþ¹ îäíîìó iç ÷èñåë

∣
∣
∣
∣
∣

sup
x∈(ξ∗k ,ξ∗k+1]

(

F (x)− F̂n(x)
)
∣
∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣
∣

inf
x∈(ξ∗

k
,ξ∗

k+1]

(

F (x)− F̂n(x)
)
∣
∣
∣
∣
∣
.Äàëi,

sup
x∈(ξ∗k ,ξ∗k+1]

(

F (x)− F̂n(x)
)

=

= lim
x↑ξ∗

k+1

(

F (x)− F̂n(x)
)

= F (ξ∗k+1)− F̂n(ξ
∗
k+1);

inf
x∈(ξ∗

k
,ξ∗

k+1]

(

F (x)− F̂n(x)
)

= lim
x↓ξ∗k

(

F (x)− F̂n(x)
)

=

= F (ξ∗k)− lim
x↓ξ∗k

F̂n(x) = F (ξ∗k)− F̂n(ξ
∗
k+1).Îá÷èñëþþ÷è ãðàíèöi, ìè âðàõóâàëè, ùî �óíêöiÿ F̂n(x)ñòàëà íà ïðîìiæêàõ (15.1.2), à îòæå, íåïåðåðâíà çëiâà(äèâ. ðèñ. 15.1.2).Òàêèì ÷èíîì,

sup
x∈(ξ∗k ,ξ∗k+1]

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣äîðiâíþ¹
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∣
∣
∣
∣
∣

sup
x∈(ξ∗k ,ξ∗k+1]

(

F (x)− F̂n(x)
)
∣
∣
∣
∣
∣
=
∣
∣
∣F (ξ∗k+1)− F̂n(ξ

∗
k+1)

∣
∣
∣àáî

∣
∣
∣
∣
∣

inf
x∈(ξ∗

k
,ξ∗

k+1]

(

F (x)− F̂n(x)
)
∣
∣
∣
∣
∣
=
∣
∣
∣F (ξ∗k)− F̂n(ξ

∗
k+1)

∣
∣
∣ ,

k = 1, 2, . . . , n− 1.
x

F           (x)

ξ*0 k ξ*
k+1

^
F            (      )n ξ*

k+1

F            (      )n ξ*
k+1

F            (    )n ξ*
k�èñ. 15.1.2: Äî îá÷èñëåííÿ sup

x
|F (x)− F̂n(x)|Äëÿ ïðîìiæêiâ (−∞, ξ∗1 ] òà (ξ∗n,+∞)

sup
x∈(−∞,ξ∗1 ]

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ = F (ξ∗1) =

∣
∣
∣F (ξ∗1)− F̂n(ξ

∗
1)
∣
∣
∣ ;

sup
x∈(ξ∗n,+∞)

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ = |F (ξ∗n)− 1| = 1− F (ξ∗n).ßêùî ÷åðåç ξ∗n+1 ïîçíà÷èòè äîâiëüíó òî÷êó, ùî ëåæèòüïðàâîðó÷ âiä ξ∗n, òî çà îçíà÷åííÿì �óíêöi¨ F̂n(x) ¨ ¨ çíà÷å-ííÿ F̂n(ξ

∗
n+1) äîðiâíþ¹ îäèíèöi é îñòàííþ ðiâíiñòü ìîæíà



15.1. Åìïiðè÷íi îöiíêè 227çàïèñàòè â òié ñàìié �îðìi, ùî é iíøi:
sup

x∈(ξ∗n,+∞)

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣F (ξ∗n)− F̂n(ξ

∗
n+1)

∣
∣
∣ .Îòæå,

sup
x

|F (x)− F̂n(x)|äîðiâíþ¹ íàéáiëüøîìó iç ÷èñåë
∣
∣
∣F (ξ∗k)− F̂n(ξ

∗
k)
∣
∣
∣ ,
∣
∣
∣F (ξ∗k)− F̂n(ξ

∗
k+1)

∣
∣
∣ , k = 1, 2, . . . , n,äå F̂n(ξ

∗
n+1) = 1.Ïðèêëàä 15.1.1. Íåõàé 2,4; 1,0; 0,7; 0, 0; 1,1; 1,6; 1,1;

−0,4; 0,1; 0,7 � âèáiðêà ç íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëó.Ïîáóäóâàòè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîç-ïîäiëó F̂n(x) i ãðà�iêè �óíêöié íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó
Na;σ2(x) ç ïàðàìåòðàìè: 1) a = 0,8; σ = 0,8; 2) a =
= 1; σ = 0,5. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ

sup
x

∣
∣
∣Na;σ2(x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ùîá ïîáóäóâàòè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åì-ïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x), ðîçìiñòèìî âèáiðêîâiçíà÷åííÿ ó âàðiàöiéíèé ðÿä:

−0,4; 0,0; 0,1; 0,7; 0,7; 1,0; 1,1; 1,1; 1,6; 2,4.Îñêiëüêè âèáiðêó äîáóòî ç íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëó,îäíàêîâèõ âèáiðêîâèõ çíà÷åíü íå ìà¹ áóòè. Ïðîòå ó âè-áiðöi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, âîíè âñå-òàêè ¹: 0,7 i 1,1 çóñòði-÷àþòüñÿ äâi÷i. Öå çóìîâëåíî òèì, ùî âèìiðþâàííÿ ïðî-âàäÿòüñÿ ç îáìåæåíîþ êiëüêiñòþ çíàêiâ, ó ïðèêëàäi, ùîðîçãëÿäà¹òüñÿ, � äî äåñÿòèõ. ×åðåç âiäêèíóòi çíàêè äåÿêiâèáiðêîâi çíà÷åííÿ ìîæóòü ñïiâïàäàòè.Äëÿ ïîáóäîâè ãðà�iêà ðåàëiçàöi¨ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ðîçïîäiëó F̂10(x, ω) íàíåñåìî íà âiñü àáñöèñ ïîðÿäêîâi ñòà-òèñòèêè ξ∗k, k = 1, 2, . . . , 10. Åìïiðè÷íà �óíêöiÿ ðîçïîäi-ëó F̂10(x, ω) ñòàëà íà ïðîìiæêàõ (−∞, ξ∗1 ], (ξ
∗
k, ξ

∗
k+1], k =
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= 1, 2, . . . , 9, (ξ∗10,+∞). Íà ïðîìiæêó (−∞, ξ∗1 ] âîíà äî-ðiâíþ¹ íóëåâi é, ïåðåõîäÿ÷è ÷åðåç òî÷êè ξ∗k (çà âèíÿòêîì0,7 i 1,1), çðîñòà¹ ñòðèáêàìè 1/10, à ïðè ïåðåõîäi ÷åðåçòî÷êè 0,7 i 1,1 � ñòðèáêàìè 2/10 (âèáiðêîâi çíà÷åííÿ 0,7òà 1,1 ó âèáiðöi çóñòði÷àþòüñÿ äâi÷i). �ðà�iê ðåàëiçàöi¨
F̂10(x, ω) åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂10(x) çîáðàæåíîíà ðèñ. 15.1.3.

F               (x,w)
^

x-0,4 0,1 0,7 1 1,1 1,6 2,4

1

N       (x)

N      (x)

0,8;0,64

1;0,2510

�èñ. 15.1.3: Äî îá÷èñëåííÿ
sup
x

∣
∣
∣N0,8;0,64(x)− F̂10(x)

∣
∣
∣ i sup

x

∣
∣
∣N1;0,25(x)− F̂10(x)

∣
∣
∣Äëÿ îá÷èñëåííÿ

sup
x

∣
∣
∣Na;σ2(x)− F̂n(x)

∣
∣
∣êðiì çíà÷åíü F̂n(x), ùå íåîáõiäíî çíàòè çíà÷åííÿ �óíêöi¨ðîçïîäiëó

Na;σ2(x) =
1√
2πσ2

x∫

−∞

exp

{

−(t− a)2

2σ2

}

dtó òî÷êàõ ξ∗1 , ξ∗2 , . . . , ξ∗n. Çíà÷åííÿ �óíêöi¨Na;σ2(x) âèçíà÷à-¹ìî çà çíà÷åííÿìè òàáóëüîâàíî¨ �óíêöi¨ N0;1(x) íîðìàëü-íîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (0;1) (äèâ. òàáë. 22.1.1).



15.1. Åìïiðè÷íi îöiíêè 229Ïiñëÿ çàìiíè çìiííî¨ (t−a)/σ = y â îñòàííüîìó iíòåãðàëiäiñòà¹ìî
Na;σ2(x) =

1√
2πσ2

x∫

−∞

exp

{

−(t− a)2

2σ2

}

dt =

=
1√
2π

(x−a)/σ∫

−∞

exp

{

− t
2

2

}

dt = N0;1

(
x− a

σ

)

.Åòàïè îá÷èñëåííÿ
δ = sup

x

∣
∣
∣F (x)− F̂10(x)

∣
∣
∣ ,êîëè F (x) = N0,8;0,64(x), çâåäåíî â òàáë. 15.1.1, çãiäíî çÿêîþ δ = 0,16.Òà á ë è ö ÿ 15.1.1. Äî îá÷èñëåííÿ sup

x

∣
∣
∣N0,8;0,64(x)− F̂10(x)

∣
∣
∣

ξ∗k F̂10(ξ
∗

k) F (ξ∗k) |F (ξ∗k)− F̂10(ξ
∗

k)| |F (ξ∗k)− F̂10(ξ
∗

k+1)|
−0,4 0 0,07 0,07 0,03
0,0 0,1 0,16 0,06 0,04
0,1 0,2 0,19 0,01 0,11

(2) 0,7 0,3 0,45 0,15 0,05
1,0 0,5 0,58 0,08 0,02

(2) 1,1 0,6 0,64 0,04 0,16
1,6 0,8 0,84 0,04 0,06
2,4 0,9 0,98 0,08 0,02

ξ∗n+1 1,0Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî, ùî
sup
x

∣
∣
∣N1;0,25(x)− F̂10(x)

∣
∣
∣ = 0,26.Åìïiðè÷íi (âèáiðêîâi) çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ.Çà äîïîìîãîþ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó ìîæíà áó-äóâàòè iíòó¨òèâíî-íàî÷íi îöiíêè ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó.



230 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîêÍåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó F (·; θ), ùîçàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà θ. Ïàðàìåòð θ íåâiäîìî, i éîãîíåîáõiäíî îöiíèòè çà âèáiðêîþ.Ïðèïóñòèìî, ùî ïàðàìåòð θ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿðîçïîäiëîì (�óíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x; θ)), òîáòî
θ = Φ (F (x; θ)) ,äå Φ � �óíêöiîíàë, çàäàíèé íà äåÿêié ìíîæèíi �óíêöiéðîçïîäiëó. Íàïðèêëàä, a =Mξ, σ2 = Dξ (êîëè âîíè iñíó-þòü) ¹ �óíêöiîíàëàìè �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F (x) âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè:

a =

∫

R1

xF (dx); σ2 =

∫

R1

(

x−
∫

R1

tF (dt)

)2

F (dx).Âèáiðêà ξ1, ξ2, . . . , ξn âèçíà÷à¹ åìïiðè÷íó �óíêöiþ ðîçïî-äiëó F̂n(x). I îñêiëüêè îñòàííÿ áëèçüêà äî �óíêöi¨ ðîçïî-äiëó F (x; θ) (F̂n(x) ïðè êîæíîìó x ¹ íåçñóíåíîþ i ñïðî-ìîæíîþ îöiíêîþ F (x; θ)), à θ = Φ(F (x; θ)), òî çà îöiíêóïàðàìåòðà θ ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè
θ̂n = Φ(F̂n(x)).Íàïðèêëàä, äëÿ ïàðàìåòðà a �îðìóëà θ̂n = Φ(F̂n(x)) äà¹îöiíêó

â =

∫

R1

xF̂n(dx) =
1

n

n∑

i=1

ξi,à äëÿ ïàðàìåòðà σ2 � îöiíêó
σ̂2 =

∫

R1

(

x−
∫

R1

tF̂n(dt)

)2

F̂n(dx) =

=
1

n

n∑

i=1

(

ξi −
1

n

n∑

k=1

ξk

)2

=
1

n

n∑

i=1

(ξi − â)2.



15.1. Åìïiðè÷íi îöiíêè 231Iíòåãðàëè îá÷èñëþþòüñÿ ÿê iíòåãðàëè Ëåáåãà çà äèñêðåò-íèì ðîçïîäiëîì, çîñåðåäæåíèì ó òî÷êàõ ξ1, ξ2, . . . , ξn(ç �ìàñîþ� 1/n ó êîæíié).Îçíà÷åííÿ. Îöiíêó θ̂n ïàðàìåòðà θ = Φ (F (x; θ)), ïî-áóäîâàíó çà �îðìóëîþ̂
θn = Φ

(

F̂n(x)
)

,íàçèâàòèìåìî åìïiðè÷íèì (âèáiðêîâèì) çíà÷åííÿì ïàðà-ìåòðà θ.Çîêðåìà,
â =

1

n

n∑

i=1

ξi� åìïiðè÷íå (âèáiðêîâå) ñåðåäí¹, à
σ̂2 =

1

n

n∑

i=1

(ξi − â)2� åìïiðè÷íà (âèáiðêîâà) äèñïåðñiÿ.Òåîðåìà 15.1.1. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîç-ïîäiëó F i g(x) � áîðåëåâà �óíêöiÿ íà R
1 çi çíà÷åííÿìèâ R

1. ßêùî
G =

∫

R1

g(x)F (dx) 6= ∞,òî âèáiðêîâå çíà÷åííÿ
Ĝn =

∫

R1

g(x)F̂n(dx) =
1

n

n∑

k=1

g(ξk)âåëè÷èíè G ¹ ¨¨ ñïðîìîæíîþ i íåçñóíåíîþ îöiíêîþ.Íà ñ ë i ä î ê. Íåõàé
G =

1∫

0

g(x)dx 6= ∞,
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ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðiâíîìiðíîãî íà ïðîìiæêó [0; 1]ðîçïîäiëó, òîäi

Ĝn =
1

n

n∑

k=1

g(ξk)¹ ñïðîìîæíîþ i íåçñóíåíîþ îöiíêîþ G.Íàñëiäîê ç òåîðåìè îçíà÷à¹, ùî çà âåëèêèõ n çíà÷íiâiäõèëåííÿ ñóìè Ĝn âiä G çóñòði÷àþòüñÿ çðiäêà i òîìóçà íàáëèæåíå çíà÷åííÿ iíòåãðàëà G ìîæíà ðîçãëÿäàòèñóìó Ĝn.Îïèñàíèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ âiäîìèé ïiäíàçâîþ ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî (ìåòîä ñòàòèñòè÷íèõ âèïðî-áóâàíü). Âií îñîáëèâî å�åêòèâíèé ïðè îá÷èñëåííi iíòå-ãðàëiâ âåëèêî¨ êðàòíîñòi, êîëè iíøi ìåòîäè íàáëèæåíîãîàíàëiçó íåïðèäàòíi.Ïðèêëàä 15.1.2 . Íà âiäðiçîê [0; 2] íàâìàííÿ êèäà-þòü òî÷êó, ÿêà äiëèòü éîãî íà äâi ÷àñòèíè, i �iêñóþòüêîîðäèíàòó ξ òî÷êè ïîäiëó.Åêñïåðèìåíò ïðîâåäåíî 10 ðàçiâ. Ïðè öüîìó îòðè-ìàíî 10 çíà÷åíü íåçàëåæíèõ ñïîñòåðåæåíü âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè ξ: 0,00; 0,31; 0,70; 1,40; 0,08; 1,93; 0,79; 1,43;
1,42; 1,69.Îöiíèòè çà âèáiðêîþ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ îá'¹-ìó êóáà ç ðåáðîì, ùî äîðiâíþ¹ áiëüøié ÷àñòèíi âiäðiçêà.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Çà óìîâîþ çàäà÷i äîâæèíà ðåáðà êó-áà äîðiâíþ¹ max{ξ, 2− ξ}. Îá'¹ì g(ξ) = (max{ξ, 2− ξ})3êóáà � �óíêöiÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ. Çíà÷åííÿ G =
= Mg(ξ) ñêií÷åííå, îñêiëüêè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè-÷èíè ξ çîñåðåäæåíèé íà ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó [0;2℄, à�óíêöiÿ g(x) íà öüîìó ïðîìiæêó îáìåæåíà. Òîìó íåçñó-íåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿîá'¹ìó êóáà G =Mg(ξ) =M(max{ξ, 2− ξ})3 ¹

Ĝn =
1

n

n∑

i=1

g(ξi) =
1

n

n∑

i=1

(max{ξi, 2− ξi})3.Ó ïðèêëàäi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, n = 10, à âèáiðêîâi çíà÷å-ííÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn íàâåäåíî â óìîâi. Çíà÷åííÿ Ĝ10 = 4,44.



15.2. Ìåòîä ìîìåíòiâ 23315.2 Ìåòîä ìîìåíòiâÍåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó F (· ; θ) =
= F (· ; θ1, θ2, . . . , θs). Ïàðàìåòðè θ1, θ2, . . . , θs íåâiäîìi. �õíåîáõiäíî îöiíèòè çà âèáiðêîþ.Ïåðøèì çàãàëüíèì ìåòîäîì ïîáóäîâè îöiíîê ïàðàìåò-ðiâ çà âèáiðêîþ áóâ ìåòîä ìîìåíòiâ, çàïðîïîíîâàíèéÊ. Ïiðñîíîì. Çãiäíî ç öèì ìåòîäîì ïåâíó êiëüêiñòü âè-áiðêîâèõ ìîìåíòiâ m̂k ïðèðiâíþþòü äî âiäïîâiäíèõ ìî-ìåíòiâ

mk(θ1, θ2, . . . , θs) =

∫

R1

xkF (dx, θ1, θ2, . . . , θs) (15.2.1)ðîçïîäiëó F (·; θ1, θ2, . . . , θs), îá÷èñëåíèõ ïðè çíà÷åííÿõ ïà-ðàìåòðiâ θ1, θ2, . . . , θs, ùî äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî îöiíêàì
θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s öèõ ïàðàìåòðiâ (ìîìåíòè mk = mk(θ1, θ2, . . .
. . . , θk) ¹ �óíêöiÿìè ïàðàìåòðiâ θ1, θ2, . . . , θs). Òàê, ïåð-øèé âèáiðêîâèé ìîìåíò̂

m1 =
1

n

n∑

i=1

ξiïðèðiâíþþòü äî ïåðøîãî òåîðåòè÷íîãî ìîìåíòó
m1(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s) =

∫

R1

xF (dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s),äðóãèé âèáiðêîâèé ìîìåíò
m̂2 =

1

n

n∑

i=1

ξ2i� äî äðóãîãî òåîðåòè÷íîãî ìîìåíòó
m2(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s) =

∫

R1

x2F (dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s)



234 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîêi ò. ä. �îçãëÿäàþ÷è êiëüêiñòü ìîìåíòiâ, ùî äîðiâíþ¹ ÷èñ-ëó íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi òðåáà îöiíèòè, äiñòàþòü òà-êó ñàìó êiëüêiñòü ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ïà-ðàìåòðiâ:
m̂1 =

∫

R1

xF (dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s);

m̂2 =

∫

R1

x2F (dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s);...
m̂s =

∫

R1

xsF (dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s).�îçâ'ÿçóþ÷è öi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s, çíàõîäÿòüøóêàíi îöiíêè.Ïðèì i ò ê à. Äåÿêi ç òåîðåòè÷íèõ ìîìåíòiâ ìîæóòüíå çàëåæàòè âiä íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ. Ó öüîìó ðàçi äîâèïèñàíèõ ðiâíÿíü äîäàþòü íàñòóïíi, òàê ùîá êiëüêiñòüðiâíÿíü äîðiâíþâàëà êiëüêîñòi íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ.Ìåòîä ìîìåíòiâ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè òîäi, êîëè iñíó-þòü óñi ïåðåëi÷åíi ìîìåíòè. Íà ïðàêòèöi âií çâîäèòüñÿ äîïîðiâíÿíî ïðîñòèõ îá÷èñëåíü.Ïðèêëàä 15.2.1. Çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ a i σ2íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó
Na;σ2(x) =

1√
2πσ2

x∫

−∞

exp

{

−(t− a)2

2σ2

}

dtìåòîäîì ìîìåíòiâ.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Äëÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðà-ìåòðàìè a òà σ2
m1(a, σ

2) =
1√
2πσ2

∫

R1

x exp

{

−(x− a)2

2σ2

}

dx = a;
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m2(a, σ

2) =
1√
2πσ2

∫

R1

x2 exp

{

−(x− a)2

2σ2

}

dx = a2 + σ2.Ìîìåíòàìè m1(a, σ
2) i m2(a, σ

2), îá÷èñëåíèìè çà çíà÷åíüïàðàìåòðiâ a òà σ2, ÿêi äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî â i σ̂2, ¹
m1(â; σ̂

2) = â; m2(â; σ̂
2) = σ̂2 + â2.Ïåðøèì i äðóãèì åìïiðè÷íèìè ìîìåíòàìè ¹

m̂1 =
1

n

n∑

i=1

ξi; m̂2 =
1

n

n∑

i=1

ξ2i .Ïðèðiâíþþ÷è ïåðøèé ìîìåíò m1(â; σ̂
2) äî ïåðøîãîåìïiðè÷íîãî ìîìåíòó m̂1, äðóãèé ìîìåíòm2(â, σ̂

2) äî äðó-ãîãî åìïiðè÷íîãî ìîìåíòó m̂2 äiñòà¹ìî ðiâíÿííÿ
m1(â; σ̂

2) = m̂1;

m2(â; σ̂
2) = m̂2,àáî äîêëàäíiøå

â =
1

n

n∑

i=1

ξi;

σ̂2 + (â)2 =
1

n

n∑

i=1

ξ2i .�îçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî â òà σ̂2 i ¹ îöiíêàìè âiäïî-âiäíî ïàðàìåòðiâ a i σ2, çíàéäåíèìè çà ìåòîäîì ìîìåíòiâ:
â =

1

n

n∑

i=1

ξi;

σ̂2 =
1

n

n∑

i=1

ξ2i − â2 =
1

n

n∑

i=1

ξ2i −
( 1

n

n∑

i=1

ξi

)2

=
1

n

n∑

i=1

(ξi−ξ)2.



236 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîê15.3 Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòiÍåõàé ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëîì
F (· ; θ) = F (· ; θ1, θ2, . . . , θs), ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà
θ = (θ1, θ2, . . . , θs) ∈ Θ ⊂ R

s. Ïàðàìåòð θ ∈ Θ íåâiäîìèé iéîãî íåîáõiäíî îöiíèòè çà âèáiðêîþ (ξ1, ξ2, . . . , ξn).Çàãàëüíèì (âàæëèâèì ÿê ç òî÷êè çîðó òåîði¨, òàê i çàñ-òîñóâàíü) ìåòîäîì ïîáóäîâè îöiíîê ¹ ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi, çàïðîïîíîâàíèé �. Ôiøåðîì.Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöi¹þ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñ-òi âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) íàçèâàòèìåìî �óíêöiþ
L(θ) = L(θ1, θ2, . . . , θs) ïàðàìåòðà θ ∈ Θ , ùî îçíà÷à¹òüñÿðiâíiñòþ

L(θ) = f(ξ; θ), θ ∈ Θ ,ÿêùî âèáiðêîâèé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) àáñîëþòíî íå-ïåðåðâíèé çi ùiëüíiñòþ f(x; θ) = f(x1, x2, . . . , xn; θ) i ðiâ-íiñòþ
L(θ) = P (ξ; θ), θ ∈ Θ ,ÿêùî âèáiðêîâèé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äèñêðåòíèé çðîçïîäiëîì P (x; θ) = P (x1, x2, . . . , xn; θ).Çãiäíî ç ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ÿêîöiíêó ïàðàìåòðà θ = (θ1, θ2, . . . . . . , θs) ðîçãëÿäàþòü òî÷-êó θ̂ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s), â ÿêié �óíêöiÿ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâ-äîïîäiáíîñòi L(θ) äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ.Îçíà÷åííÿ. Îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñ-òi ïàðàìåòðà θ íàçèâàòèìåìî òî÷êó θ̂, â ÿêié �óíêöiÿìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi L(θ) äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãîçíà÷åííÿ.Iíàêøå êàæó÷è, îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiá-íîñòi ïàðàìåòðà θ íàçèâàòèìåìî âiäìiííi âiä êîíñòàíòèðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
L(θ̂) = max

θ∈Θ
L(θ),ÿêùî òàêi ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü. Êîðåíi, ÿêi íå çàëåæàòü âiäâèáiðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn, òîáòî ìàþòü âèãëÿä θ̂ = c, äå c �êîíñòàíòà, ñëiä âiäêèíóòè (îöiíêà � öå �óíêöiÿ âèáiðêè).



15.3. Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi 237Ëîãàðè�ì lnL(θ) âiä �óíêöi¨ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïî-äiáíîñòi L(θ) íàçèâàþòü ëîãàðè�ìi÷íîþ �óíêöi¹þ ìàêñè-ìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.Çàçíà÷èìî, ùî �óíêöi¨ L(θ) òà lnL(θ) äîñÿãàþòü íàé-áiëüøîãî çíà÷åííÿ â îäíié i òié ñàìié òî÷öi. À âiäøóêàòèòî÷êó, â ÿêié �óíêöiÿ lnL(θ) äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷å-ííÿ, ÷àñòî çðó÷íiøå.ßêùî �óíêöiÿ L(θ) = L(θ1, θ2, . . . , θs) äè�åðåíöiéîâ-íà ïî θ1, θ2, . . . , θs, òî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ
L(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s) = max

θ1,θ2,...,θs∈Θ
L(θ1, θ2, . . . , θs) (15.3.1)äîñòàòíüî çíàéòè ñòàöiîíàðíi òî÷êè �óíêöi¨

lnL(θ1, θ2, . . . , θs),ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ
∂

∂θi
lnL(θ1, θ2, . . . , θs) = 0, i = 1, 2, . . . , s,i, ïîðiâíþþ÷è çíà÷åííÿ �óíêöi¨ lnL(θ1, θ2, . . . , θs) ó ñòà-öiîíàðíèõ òî÷êàõ i íà ìåæi ìíîæèíè Θ , âèáðàòè òî÷êó

θ̂ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s), â ÿêié �óíêöiÿ lnL(θ1, θ2, . . . , θs) äî-ñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ. Öÿ òî÷êà i áóäå ðîçâ'ÿçêîìðiâíÿííÿ (15.3.1).�iâíÿííÿ
∂

∂θi
lnL(θ1, θ2, . . . , θs) = 0, i = 1, 2, . . . , s,íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ïðèêëàä 15.3.1. Çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2, . . . , ξn ç ðîçïîäi-ëó çi ùiëüíiñòþ

p(x; θ) =

{

θ exp {−θx}, ÿêùî x > 0;
0, ÿêùî x ≤ 0

(ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì θ) çíàéòè îöiíêóìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðà θ.



238 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîê�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ñïiëüíîþ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó íåçà-ëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ¹
p(x1, x2, . . . , xn; θ) = p(x1; θ)p(x2; θ) . . . p(xn; θ) =

= θ exp{−θx1}θ exp{−θx2} . . . θ exp{−θxn} =

= θn exp

{

−θ
n∑

i=1

xi

}

,ÿêùî âñi xi > 0, i = 1, 2, . . . , n, à ÿêùî õî÷à á îäíå xi ≤ 0,òî
p(x1, x2, . . . , xn; θ) = 0.Ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn ¹

L(θ) = θn exp

{

−θ
n∑

i=1

ξi

}

,ÿêùî âñi ξi > 0, i = 1, 2, . . . , n, i L(θ) = 0 � ó ñóïðî-òèâíîìó ðàçi. Ôóíêöiÿ L(θ) äè�åðåíöiéîâíà ïî θ, à òîìóìîæåìî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi:
∂

∂θ
lnL(θ) = 0,àáî (ïiñëÿ äè�åðåíöiþâàííÿ)

n
1

θ
−

n∑

i=1

ξi = 0.�îçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi ¹
θ =

(

1

n

n∑

i=1

ξi

)−1

= (ξ)
−1
.Íà ìåæi îáëàñòi äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà θ �óíê-öiÿ L(θ) íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 0, òîìó â òî÷öi θ̂ = 1/ξ �óíêöiÿìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi L(θ) äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãîçíà÷åííÿ, à îòæå,

θ̂ = 1/ξ¹ îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðà θ.



15.4. Çàäà÷i 23915.4 Çàäà÷iÀÇ: 15.3, 15.18, 15.28, 15.32, 15.33.ÑÇ: 15.13, 15.24, 15.31, 15.38, 15.51.15.1. Íåõàé 1,31; 1,18; 1,50; 1,06; 1,01; 1,06; 1,33; 1,80;1,30; 1,35 � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ùiëüíiñòþ
p(x; a, b) =







1
a exp

{

−1
a(x− b)

}

, ÿêùî x > b;

0, ÿêùî x ≤ b(çìiùåíèé ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië) çà çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ
a=0,5; b=1.Çà âèáiðêîþ ïîáóäóâàòè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åìïiðè÷íî¨�óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x). Ïîáóäóâàòè ãðà�iê �óíêöi¨ F (x)çìiùåíîãî ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè a =
= 0,5; b = 1. Îá÷èñëèòè

sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .15.2. Íà âiäðiçîê [0;2℄ íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó i �iê-ñóþòü ¨¨ êîîðäèíàòó ξ. Åêñïåðèìåíò ïðîâåäåíî 15 ðàçiâ.Ïðè öüîìó äîáóòî 15 çíà÷åíü íåçàëåæíèõ ñïîñòåðåæåíüâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ: 0,14; 1,81; 1,58; 1,28; 1,39; 0,80;0,31; 0,70; 1,40; 0,08; 1,93; 0,79; 1,43; 1,42; 1,68.Îöiíèòè çà âèáiðêîþ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ îá'¹ìóêóáà, ðåáðî ÿêîãî äîðiâíþ¹ ìåíøié ÷àñòèíi âiäðiçêà [0;2℄çà éîãî ïîäiëó òî÷êîþ ξ.15.3.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ùiëü-íiñòþ

p(x;µ, σ2) =







1√
2πσ2x

exp

{

−(lnx− µ)2

2σ2

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0,

σ > 0 (p(x;µ, σ2) � ùiëüíiñòü ëîãàðè�ìi÷íî íîðìàëüíîãîðîçïîäiëó).Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðiâ µ i σ2 ìåòîäîì ìîìåíòiâ.



240 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîêÇà ó â àæåíí ÿ. Îá÷èñëþþ÷è ïåðøèé i äðóãèé ìîìåí-òè, äîöiëüíî çðîáèòè çàìiíó lnx− µ
σ = t.15.4.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ùiëü-íiñòþ

f(x; θ) =

{
1

2h0
, ÿêùî x ∈ [θ − h0, θ + h0];

0, ÿêùî x 6∈ [θ − h0, θ + h0].Çíàéòè îöiíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ θ̂ íåçñóíåíîþ, ñïðîìî-æíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ.15.5. Ñêîðèñòàâøèñü òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷èñåë (äèâ.òàáë. 22.10.1), äîáóòè âèáiðêó îáñÿãîì n = 20 ç íîðìàëü-íîãî ðîçïîäiëó iç ñåðåäíiì a = 2 òà äèñïåðñi¹þ σ2 = 4(äèâ. òàêîæ ïðèêëàä 19.1.1). Çà öi¹þ âèáiðêîþ ïîáóäóâà-òè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x).Ïîáóäóâàòè ãðà�iê �óíêöi¨ N2;4(x). Îá÷èñëèòè
sup
x

∣
∣
∣N2;4(x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .15.6. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi âèïàäêîâèõ ÷èñåë (äèâ.òàáë. 22.10.1) îöiíèòè çíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ïóàññîíà

+∞∫

−∞

exp

{

−x
2

2

}

dx.Âêà ç i â ê à 1. Çðîáèòè â iíòåãðàëi çàìiíó
y =

1

π
arctg x+

1

2
.Âêà ç i â ê à 2. Çà òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷èñåë (äèâ.òàáë. 22.10.1) äîáóòè âèáiðêó ç ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó

[0; 1] ðîçïîäiëó i ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 15.1.1.15.7.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ùiëü-íiñòþ
f(x; θ, b) =

1

2
√
θ
exp

{

− 1√
θ
|x− b|

}

,



15.4. Çàäà÷i 241
θ > 0 (f(x; θ, b) � ùiëüíiñòü çìiùåíîãî äâîái÷íîãî ïîêàç-íèêîâîãî ðîçïîäiëó).Çíàéòè îöiíêè θ̂ i b̂ âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ θ i b ìåòîäîììîìåíòiâ.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ θ̂ i b̂ íåçñóíåíèìè i ñïðîìîæíèìè îöií-êàìè ïàðàìåòðiâ θ i b.15.8. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó

P (k; θ) = Cr−1
r−1+k

(
1

1 + θ

)r( θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, . . . ;

θ > 0, r � âiäîìî.Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñ-òi θ̂ íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ, å�åêòèâíîþ îöiíêîþ ïà-ðàìåòðà θ.Â ê à ç i â ê à. Äèâ. çàäà÷ó 14.2.15.9. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi âèïàäêîâèõ ÷èñåë äîáóòèâèáiðêó îáñÿãîì n = 20 ç ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó [0;1℄ðîçïîäiëó (äèâ. çàäà÷ó 19.4). Çà öi¹þ âèáiðêîþ ïîáóäóâà-òè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x).Ïîáóäóâàòè ãðà�iê �óíêöi¨ F (x) ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiç-êó [0;1℄ ðîçïîäiëó. Îá÷èñëèòè
sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .15.10. Íà âiäðiçîê [0;4℄ íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó i �i-êñóþòü ¨¨ êîîðäèíàòó ξ. Åêñïåðèìåíò ïðîâåäåíî 15 ðàçiâ.Ïðè öüîìó äîáóòî 15 çíà÷åíü íåçàëåæíèõ ñïîñòåðåæåíüâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ: 0,55; 2,94; 0,65; 1,49; 3,08; 1,01;2,38; 1,18; 1,63; 3,18; 0,39; 1,71; 2,72; 0,95; 1,18.Îöiíèòè çà âèáiðêîþ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïëîùiïîâåðõíi êóëi, ðàäióñ ÿêî¨ äîðiâíþ¹ ìåíøié ÷àñòèíi âiä-ðiçêà [0;4℄ çà éîãî ïîäiëó òî÷êîþ ξ.15.11. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ãåîìåòðè÷íîãîðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì p:Îöiíèòè ïàðàìåòð p ìåòîäîì ìîìåíòiâ.



242 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîê15.12*. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; a, b) =

1

2a
exp

{

−1

a
|x− b|

}

, a > 0.Çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ a i b ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi.15.13. Âèïèøiòü 10 âèïàäêîâèõ, íà âàø ïîãëÿä, ÷è-ñåë ç âiäðiçêà [0;1℄ (äëÿ âèçíà÷åíîñòi � ç ÷îòèðìà çíàêàìèïiñëÿ êîìè). �õ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âèáiðêó ç äåÿêîãîðîçïîäiëó. Çà öi¹þ âèáiðêîþ ïîáóäóâàòè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x). Ïîáóäóâàòè ãðà�iê�óíêöi¨ F (x) ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó [0;1℄ ðîçïîäiëó. Îá-÷èñëèòè
sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .15.14. Òðèâàëiñòü ðîáîòè åëåìåíòà äî ïåðøîãî âèõî-äó ç ëàäó ¹ ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíîþ âèïàäêîâîþ âåëè-÷èíîþ. Ñïîñòåðiãàëè çà ðîáîòîþ 20 åëåìåíòiâ i �iêñóâà-ëè òðèâàëiñòü ¨õíüî¨ ðîáîòè äî ïåðøîãî âèõîäó ç ëàäó(â ãîäèíàõ): 11, 149, 846, 563, 384, 950, 864, 63, 990, 77,685, 158, 348, 318, 25, 278, 1803, 83, 1544, 380.Çà âèáiðêîþ çíàéòè îöiíêó ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿòðèâàëîñòi áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè åëåìåíòà, êîëè éîãî çàìi-íþâàòèìóòü ïiñëÿ 200 ãîäèí áåçïåðåðâíî¨ ðîáîòè, íàâiòüÿêùî åëåìåíò íå âèéøîâ ç ëàäó.15.15. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ

f(x; a, θ) =

=







(x− (a−
√
θ))/θ, ÿêùî x ∈ [a−

√
θ, a];

−(x− (a+
√
θ))/θ, ÿêùî x ∈ [a, a+

√
θ];

0, ÿêùî x 6∈ [a−
√
θ, a+

√
θ].Çíàéòè îöiíêè â i θ̂ ïàðàìåòðiâ a i θ ìåòîäîì ìîìåíòiâ.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ â i θ̂ íåçñóíåíèìè é ñïðîìîæíèìè îöií-êàìè ïàðàìåòðiâ a i θ âiäïîâiäíî.



15.4. Çàäà÷i 243Âê à ç i â ê à. Îá÷èñëþþ÷è äðóãèé ìîìåíò, äîöiëüíî ñêî-ðèñòàòèñü òèì, ùî σ2 = m2 −m2
1.15.16. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó

Q(x) = px(1− p)1−x, x = 0; 1, p ∈ (0; 1).Çíàéòè îöiíêó ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðà-ìåòðà p.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòiïàðàìåòðà p éîãî íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ, å�åêòèâíîþîöiíêîþ.15.17. Äîáóòè âèáiðêó îáñÿãîì n = 10 iç N0;1-ðîçïîäi-ëó. Çà öi¹þ âèáiðêîþ ïîáóäóâàòè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åìïi-ðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x). Ïîáóäóâàòè ãðà�iê �óí-êöi¨ N0;1(x) íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (0;1).Îá÷èñëèòè
sup
x

∣
∣
∣N0;1(x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .Âêà ç i â ê à. ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ñâî¹þ�óíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x), òî âèïàäêîâà âåëè÷èíà

η = F (ξ)ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [0; 1]. Çâiäñè � ÿêùîâèïàäêîâà âåëè÷èíà η ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæ-êó [0; 1], òî âèïàäêîâà âåëè÷èíà
ξ = F−1(η)ìà¹ ñâî¹þ �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x).15.18. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi âèïàäêîâèõ ÷èñåë (äèâ.òàáë. 22.10.1) îöiíèòè çíà÷åííÿ iíòåãðàëà
∞∫

0

sinx

1 + x2
dx.Âêà ç i â ê à 1. Çðîáèòè â iíòåãðàëi çàìiíó

y =
2

π
artg x.



244 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîêÂêà ç i â ê à 2. Çà òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷èñåë äîáóòèâèáiðêó ç ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó [0;1℄ ðîçïîäiëó i ñêî-ðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 15.1.1.15.19. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ) =

1

2
√
θ
exp

{

− 1√
θ
|x|
}(f(x; θ) � ùiëüíiñòü äâîái÷íîãî ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäi-ëó).Çíàéòè îöiíêó äèñïåðñi¨ ìåòîäîì ìîìåíòiâ i ç'ÿñóâàòè,÷è ¹ âîíà íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨.15.20. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ

f(x;h) =

{
1
2h
, ÿêùî x ∈ [θ0 − h, θ0 + h];

0, ÿêùî x 6∈ [θ0 − h, θ0 + h].Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðà h ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòiïàðàìåòðà h éîãî íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ.15.21. Ñïîñòåðiãàþòüñÿ öè�ðîâi ÷àñòèíè íîìåðiâ10 àâòîìîáiëiâ (ó íîìåði ï'ÿòü öè�ð), ùî ïðî¨çäÿòü ïîâçâàñ. Íåõàé ai, bi, ci, di, ei � öè�ðè, ùî çóñòði÷àëèñÿ ó íî-ìåði i-ãî àâòîìîáiëÿ, ÿêùî éîãî ÷èòàòè çëiâà íàïðàâî.Áóäó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë
ξi = 10−1ai + 10−2bi + 10−3ci + 10−4di + 10−5ei,

i = 1, 2, . . . , 10. �õ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âèáiðêó ç äåÿêîãîðîçïîäiëó.Çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2, . . . , ξ10 ïîáóäóâàòè ãðà�iê åìïiðè÷-íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x) (n = 10). Ïîáóäóâàòè ãðà�iê�óíêöi¨ F (x) ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó [0;1℄ ðîçïîäiëó. Îá-÷èñëèòè
sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .



15.4. Çàäà÷i 245Ïðèì i ò ê à. ßêùî íîìåð àâòîìîáiëÿ ìiñòèòü ÷îòèðèöè�ðè, òî ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü
ζi = 10−1ai + 10−2bi + 10−3ci + 10−4di,

i = 1, 2, . . . , 10.15.22. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ, p) =

{
p
θ

(
x
θ

)p−1
exp

{

−
(
x
θ

)p}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0,

θ > 0, p > 0 (f(x; θ, p) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó Âåéáóëëà),
p � âiäîìå.Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi.15.23. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðiâíîìiðíîãî íàâiäðiçêó [θ − σ

√
3, θ + σ

√
3] ðîçïîäiëó, σ > 0.Çíàéòè îöiíêè θ̂ i σ̂2 ïàðàìåòðiâ θ i σ2 ìåòîäîì ìî-ìåíòiâ.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêè θ̂ i σ̂2 íåçñóíåíèìè, ñïðîìîæíè-ìè îöiíêàìè âiäïîâiäíèõ ïàðàìåòðiâ.15.24. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ

f(x; θ) =







x
θ
exp

{

−x2
2θ

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0,(f(x; θ) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó �åëåÿ).Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâ-äîïîäiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòiïàðàìåòðà θ éîãî íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ, å�åêòèâíîþîöiíêîþ.15.25.Ìà¹ìî âèáiðêó: 2,22; 0,67; −0,14; −0,33; −0,97;
−1,81; −0,94; −0,91; 0,11; 3,94 ç ðîçïîäiëó çi ùiëüíiñòþ

f(x; a, c) =
a

π(a2 + (x− c)2)
,



246 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîêäå a = 0,5 i c = 1 (f(x; a, c) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó Êîøi).Çà âèáiðêîþ ïîáóäóâàòè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åìïiðè÷-íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x). Ïîáóäóâàòè ãðà�iê �óíê-öi¨ F (x) ðîçïîäiëó Êîøi ç ïàðàìåòðàìè a = 0,5; c = 1.Îá÷èñëèòè
sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .15.26. Íà âiäðiçîê [0;3℄ íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó i�iêñóþòü ¨¨ êîîðäèíàòó ξ. Åêñïåðèìåíò ïðîâåäåíî 20 ðà-çiâ. Ïðè öüîìó äîáóòî 20 çíà÷åíü íåçàëåæíèõ ñïîñòåðå-æåíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ: 1,91; 1,08; 1,25; 0,87; 2,42;1,49; 2,10; 2,21; 0,33; 0,09; 0,39; 0,54; 2,39; 0,51; 2,51; 1,44;0,96; 1,85; 2,38; 0,67.Îöiíèòè çà âèáiðêîþ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ îá'¹ìóêóëi, ðàäióñ ÿêî¨ äîðiâíþ¹ áiëüøié ÷àñòèíi âiäðiçêà [0;3℄çà éîãî ïîäiëó òî÷êîþ ξ.15.27. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Åð-ëàíãà ç ïàðàìåòðàìè m i λ. Îöiíèòè ïàðàìåòðè m i λìåòîäîì ìîìåíòiâ.Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó Åðëàíãà ç ïàðàìåòðàìèm i λ ìà¹âèãëÿä

f(x;λ,m) =

{
λm

(m− 1)!
xm−1 exp {−λx}, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.15.28. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; a, b) =







1
a exp

{

−1
a(x− b)

}

, ÿêùî x > b;

0, ÿêùî x ≤ b(f(x; a, b)�ùiëüíiñòü çìiùåíîãî ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó).Çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ a i b ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñ-òi ïàðàìåòðiâ a i b ¨õíiìè íåçñóíåíèìè i ñïðîìîæíèìèîöiíêàìè.



15.4. Çàäà÷i 24715.29. Ñêîðèñòàâøèñü òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷èñåë(äèâ. òàáë. 22.10.1), äîáóòè 10 íåçàëåæíèõ âèáiðîê îáñÿ-ãîì 12 iç ðiâíîìiðíîãî íà ïðîìiæêó [0;1℄ ðîçïîäiëó (äèâ.òàêîæ çàäà÷ó 19.4). Ïîçíà÷èìî ¨õ
ξk,1, ξk,2, . . . , ξk,12, k = 1, 2, . . . , 10.Íåõàé
ηk =

12∑

i=1

ξk,i − 6, k = 1, 2, . . . , 10.Ïîñëiäîâíiñòü η1, η2, . . . , η10 ¹ âèáiðêîþ ç äåÿêîãî ðîçïî-äiëó. Çà öi¹þ âèáiðêîþ ïîáóäóâàòè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åì-ïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂10(x). Ïîáóäóâàòè ãðà�iê�óíêöi¨ N0;1(x) íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè(0;1). Îá÷èñëèòè
sup
x

∣
∣
∣N0;1(x)− F̂10(x)

∣
∣
∣ .15.30. Iíòåðâàëè áåçâiäìîâíî¨ åêñïëóàòàöi¨ (ãîäèíèìiæ ïîñëiäîâíèìè âiäìîâàìè) àïàðàòóðè êîíäèöiþâàííÿïîâiòðÿ íà ëiòàêó �Áî¨íã-720� çâåäåíî â òàáëèöþ (÷èòàòèçà ðÿäêàìè):6 23 261 87 7 120 14 62 32 2447 225 71 246 21 42 20 5 97 1812 120 11 3 14 71 11 14 100 711 16 90 1 16 52 95 97 98 551 11 4 141 18 142 68 77 85 9180 1 16 106 206 82 54 31 3 230216 46 111 39 63 18 191 18 3 131163 24 50 44 102 72 22 39 18 953 15 197 188 79 88 46 5 62 745 36 22 139 210 97 30 23 81 48Çíàéòè åìïiðè÷íó îöiíêó ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿòðèâàëîñòi áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè àïàðàòóðè, ÿêùî ¨¨ ïðî-�iëàêòè÷íèé ðåìîíò çäiéñíþ¹òüñÿ ïiñëÿ 100 ãîäèí åêñ-ïëóàòàöi¨.



248 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîê15.31. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; ν, α) =

{
αν

Γ(ν)
xν−1 exp {−αx}, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0;

ν ≥ 0, α > 0 (f(x; ν, α) � ùiëüíiñòü ãàììà-ðîçïîäiëó çïàðàìåòðàìè (ν;α)).Çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ ν i α ìåòîäîì ìîìåíòiâ.15.32. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó
P (k; θ) =

1

1 + θ

(
θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, . . . , θ > 0.Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòða θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêa ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòiïàðàìåòða θ éîãî íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ, å�åêòèâíîþîöiíêîþ.15.33. Ñêîðèñòàâøèñü òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷èñåë(äèâ. òàáë. 22.10.1), äîáóòè âèáiðêó îáñÿãîì 20 ç ðîçïî-äiëó àðêñèíóñà (äèâ. òàêîæ ïðèêëàä 19.1.1). Çà öi¹þ âè-áiðêîþ ïîáóäóâàòè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ðîçïîäiëó F̂n(x), n = 20. Ïîáóäóâàòè ãðà�iê �óíêöi¨ ðîç-ïîäiëó àðêñèíóñà
A(x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;
2
πarsin√x, ÿêùî x ∈ (0; 1];

1, ÿêùî x > 1.Îá÷èñëèòè
sup
x

∣
∣
∣A(x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .15.34. Íà âiäðiçîê [0;1℄ íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó i�iêñóþòü ¨¨ êîîðäèíàòó ξ. Åêñïåðèìåíò ïðîâåäåíî 20 ðà-çiâ. Ïðè öüîìó äîáóòî 20 çíà÷åíü íåçàëåæíèõ ñïîñòåðå-æåíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ: 0,33; 0,93; 0,62; 0,38; 0,65;0,53; 0,31; 0,07; 0,61; 0,04; 0,70; 0,85; 0,83; 0,81; 0,40; 0,59;0,93; 0,24; 0,55; 0,17.



15.4. Çàäà÷i 249Îöiíèòè çà âèáiðêîþ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïëîùiêðóãà, ðàäióñ ÿêîãî äîðiâíþ¹ áiëüøié ÷àñòèíi âiäðiçêà [0;1℄çà éîãî ïîäiëó òî÷êîþ ξ.15.35. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ âèïàäêîâó âåëè÷èíó � ÷èñ-ëî íåâäà÷ äî ïîÿâè r-ãî óñïiõó â íåîáìåæåíié ïîñëiäîâ-íîñòi íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü ç iìîâiðíiñòþ óñïiõó p âîäíîìó âèïðîáóâàííi. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïî-äië
P{ξ = k} = Cr−1

r−1+k p
r(1− p)k, k = 0, 1, . . .Öåé ðîçïîäië íàçèâàþòü âiä'¹ìíèì áiíîìíèì ç ïàðàìåò-ðàìè (r; p) àáî ðîçïîäiëîì Ïàñêàëÿ.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç âiä'¹ìíîãî áiíîìíîãîðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (r; p), r � âiäîìî. Çíàéòè îöiíêóïàðàìåòðà p ìåòîäîì ìîìåíòiâ.Â ê à ç i â ê à. Çàãàëüíó êiëüêiñòü íåâäà÷ äî r-ãî óñïiõóìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè

ξ = η1 + η2 + . . . + ηr,äå η1, η2, . . . , ηr � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíàç ÿêèõ ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì p.15.36. Ìàþ÷è íà ìåòi âèçíà÷èòè êiëüêiñòü N ðèáèí âîçåði, âèëîâèëè K ðèáèí, ïîìiòèëè ¨õ i âèïóñòèëè â îçåðî.×åðåç äåÿêèé ÷àñ â îçåði âèëîâèëè n ðèáèí. Ïðè öüîìó kç íèõ âèÿâèëèñÿ ïîìi÷åíèìè.ßêà íàéiìîâiðíiøà êiëüêiñòü ðèáèí â îçåði?Âê à ç i â ê à. Çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàòè çà ïðèïóùåííÿ, ùî êiëü-êiñòü N ðèáèí â îçåði âåëèêà ïîðiâíÿíî ç n. Çà öüîãîïðèïóùåííÿ âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ � êiëüêiñòü ïîìi÷å-íèõ ðèáèí ñåðåä n âèëîâëåíèõ � ìîæíà ââàæàòè áiíîìíîðîçïîäiëåíîþ.15.37. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâ-íîìó ïiäêèäàííi ìîíåòè ÷îòèðè ðàçè é ðå¹ñòðàöi¨ ðåçóëü-òàòiâ ó òàêèé ñïîñiá: âèïàäàííÿ ãåðáà (�) ïîçíà÷à¹òüñÿîäèíèöåþ, ðåøêè (�) � íóëåì. ßêùî, ñêàæiìî, ðåçóëü-òàòè åêñïåðèìåíòó òàêi: ����, ����, . . . , òî âîíè ðå¹ñ-òðóþòüñÿ âiäïîâiäíî ÿê 1001, 0101, . . . Îòðèìàíèì ïîñëi-äîâíîñòÿì iç íóëiâ i îäèíèöü ñòàâëÿòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü÷èñëà ç ïðîìiæêó [0;1℄, ÿêi ó äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿìîæíà ïîäàòè òàê: 0,1001; 0,0101; . . . , òîáòî 0,1001 � öå



250 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîêçàïèñ ó äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëà
1 · 1

2
+ 0 · 1

22
+ 0 · 1

23
+ 1 · 1

24
=

9

16
,à 0,0101 � ÷èñëà

0 · 1
2
+ 1 · 1

22
+ 0 · 1

23
+ 1 · 1

24
=

5

16
.Åêñïåðèìåíò ïðîâåäåíî 16 ðàçiâ. Äîáóòî 16 ÷èñåë. �õ ìîæ-íà ðîçãëÿäàòè ÿê âèáiðêó ç äåÿêîãî ðîçïîäiëó. Çà öi¹þâèáiðêîþ ïîáóäóâàòè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åìïiðè÷íî¨ �óíê-öi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x) (n = 16). Ïîáóäóâàòè ãðà�iê �óíêöi¨

F (x) ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó [0;1℄ ðîçïîäiëó. Îá÷èñëèòè
sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .15.38. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi âèïàäêîâèõ ÷èñåë (äèâ.òàáë. 22.10.1) îöiíèòè çíà÷åííÿ iíòåãðàëà

1∫

0

arctg x

x
dx = G.Âêà ç i â ê à. Çà òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷èñåë äîáóòèâèáiðêó ç ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó [0; 1] ðîçïîäiëó i ñêî-ðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 15.1.1.Çíà÷åííÿ G = 0, 915965 . . . âiäîìå ïiä íàçâîþ �ñòàëî¨Êàòàëàíà�.15.39. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ

f(x; a, b) =







1
a exp

{

−1
a(x− b)

}

, ÿêùî x > b;

0, ÿêùî x ≤ b.Çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ a i b ìåòîäîì ìîìåíòiâ.



15.4. Çàäà÷i 25115.40. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; a, b) =

{
1

b− a
, ÿêùî x ∈ [a; b];

0, ÿêùî x 6∈ [a; b].Çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ a i b ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi
â i b̂ ïàðàìåòðiâ a i b ¨õ íåçñóíåíèìè îöiíêàìè? Cïðîìîæ-íèìè îöiíêàìè?15.41. ×àñ, ÿêèé ïîêàçóþòü ñòðiëêè ìåõàíi÷íîãî ãî-äèííèêà, ùî çóïèíèâñÿ, ïðèðîäíî ââàæàòè âèïàäêîâîþâåëè÷èíîþ, ðîçïîäiëåíîþ ðiâíîìiðíî íà âiäðiçêó [0;12℄.Íèæ÷å íàâåäåíî ïîêàçè 14 ãîäèííèêiâ ç âiòðèíè ãî-äèííèêîâîãî ìàãàçèíó: 9 ãîä 18 õâ; 8 ãîä 35 õâ; 10 ãîä45 õâ; 11 ãîä 30 õâ; 3 ãîä 06 õâ; 7 ãîä 50 õâ; 4 ãîä 22 õâ;10 ãîä 12 õâ; 7 ãîä 47 õâ; 4 ãîä 28 õâ; 11 ãîä 16 õâ; 7 ãîä08 õâ; 5 ãîä 53 õâ; 8 ãîä 00 õâ. Çà öi¹þ âèáiðêîþ ïîáóäóâà-òè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x).Ïîáóäóâàòè ãðà�iê �óíêöi¨ F (x) ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiç-êó [0;12℄ ðîçïîäiëó. Îá÷èñëèòè

sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .15.42. Íà âiäðiçîê [0;1℄ íàâìàííÿ êèäàþòü òî÷êó i�iêñóþòü ¨¨ êîîðäèíàòó ξ. Åêñïåðèìåíò ïðîâåäåíî 10 ðà-çiâ. Ïðè öüîìó äîáóòî 10 çíà÷åíü íåçàëåæíèõ ñïîñòåðå-æåíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ: 0,33; 0,93; 0,62; 0,38; 0,65;0,53; 0,81; 0,07; 0,61; 0,04.Îöiíèòè çà âèáiðêîþ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïëîùiêâàäðàòà çi ñòîðîíîþ, ùî äîðiâíþ¹ ìåíøié ÷àñòèíi âiä-ðiçêà [0;1℄ çà éîãî ïîäiëó òî÷êîþ ξ.15.43. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç áiíîìíîãî ðîç-ïîäiëó

P (k;m) = Ck
mp

k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m,

m âiäîìî.



252 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîêÇíàéòè îöiíêó p̂ ïàðàìåòðà p ìåòîäîì ìîìåíòiâ. Ç'ÿ-ñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêa p̂ íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ i å�åêòèâ-íîþ îöiíêîþ p.15.44. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ, h) =

{
1
2h
, ÿêùî x ∈ [θ − h; θ + h];

0, ÿêùî x 6∈ [θ − h; θ + h](f(x; θ, h)�ùiëüíiñòü ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó [θ−h, θ+ h]ðîçïîäiëó).Çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ θ i h ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi
θ̂ òà ĥ ïàðàìåòðiâ θ i h íåçñóíåíèìè îöiíêàìè? Ñïðîìîæ-íèìè îöiíêàìè?15.45. Ìà¹ìî âèáiðêó: 0,04; 1,95; 0,38; 0,20; 0,24; 1,14;0,10; 1,96; 1,00; 0,07 iç ðîçïîäiëó çi ùiëüíiñòþ

f(x; a) =







1
a exp

{

−xa
}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.Çà öi¹þ âèáiðêîþ ïîáóäóâàòè ãðà�iê ðåàëiçàöi¨ åìïi-ðè÷íî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x). Ïîáóäóâàòè ãðà�iê ïî-êàçíèêîâî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F (x) ç ïàðàìåòðîì 1. Îá-÷èñëèòè
sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .15.46. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi âèïàäêîâèõ ÷èñåë (äèâ.òàáë. 22.10.1) îöiíèòè çíà÷åííÿ iíòåãðàëà

∞∫

0

cos βx

α2 + x2
dx,

α > 0, β > 0, ÿêùî α = 1, β = 1.



15.4. Çàäà÷i 253Âê à ç i â ê à 1. Çðîáèòè â iíòåãðàëi çàìiíó
y =

2

π
artg x.Âêà ç i â ê à 2. Çà òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷èñåë äîáóòèâèáiðêó ç ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó [0;1℄ ðîçïîäiëó i ñêî-ðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 15.1.1.15.47. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ

f(x; θ, h) =

{
1

2
√
3h
, ÿêùî x ∈ [θ −

√
3h; θ +

√
3h];

0, ÿêùî x 6∈ [θ −
√
3h; θ +

√
3h].Çíàéòè îöiíêè θ̂ òà ĥ ïàðàìåòðiâ θ i h ìåòîäîì ìîìåí-òiâ.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ θ̂ i ĥ íåçñóíåíèìè, ñïðîìîæíèìè îöií-êàìè ïàðàìåòðiâ θ òà h âiäïîâiäíî.15.48. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ

f(x;µ, σ2) =







1√
2πσ2x

exp

{

−(lnx− µ)2

2σ2

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0,

σ > 0 (f(x;µ, σ2) � ùiëüíiñòü ëîãàðè�ìi÷íî íîðìàëüíîãîðîçïîäiëó).Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðiâ µ i σ2 ìåòîäîì ìàêñèìàëü-íî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.15.49. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó
P (k; θ) = Cr−1

r−1+k (1/θ)
r (1− 1/θ)k, k = 0, 1, . . . ,

r âiäîìî (äèâ. òàêîæ çàäà÷ó 15.35).Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòiïàðàìåòðà θ éîãî íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ, å�åêòèâíîþîöiíêîþ.



254 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîê15.50. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; b) =

{
1

b− a0
, ÿêùî x ∈ [a0; b];

0, ÿêùî x 6∈ [a0; b].Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðà b ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòiïàðàìåòðà b éîãî íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ.15.51. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Ïó-àññîíà
P (k;λ) =

λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðà λ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòiïàðàìåòðà λ éîãî íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ, å�åêòèâíîþîöiíêîþ.15.52. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó

P (k; θ) = Cr−1
r−1+k

(
1

1 + θ

)r( θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, . . . ;

θ > 0, r âiäîìî.Çíàéòè îöiíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìîìåíòiâ.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ θ̂ íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ, å�åêòèâ-íîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ.Â ê à ç i â ê à. Äèâ. çàäà÷ó 14.2.15.53. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç áiíîìíîãî ðîç-ïîäiëó
P (k;m) = Ck

mp
k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m,

m âiäîìå.Îöiíèòè ïàðàìåòð p ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïî-äiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòiïàðàìåòðà p éîãî íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ i å�åêòèâíîþîöiíêîþ.



15.4. Çàäà÷i 25515.54. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ) =







x
θ2

exp

{

− x2

2θ2

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.Çíàéòè îöiíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìîìåíòiâ.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ θ̂ íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþïàðàìåòðà θ.15.55. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x; θ, λ) =

{

θλθ

xθ+1 , ÿêùî x > λ;

0, ÿêùî x ≤ λ,

θ > 1, λ > 0 (f(x; θ, λ) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó Ïàðåòî).Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðiâ θ òà λ ìåòîäîì ìàêñèìàëü-íî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.15.56. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çiùiëüíiñòþ
f(x;σ2) =







√
2
πσ2

exp

{

− x2

2σ2

}

, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0(f(x;σ2) � ùiëüíiñòü íàïiâíîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó).Çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðà θ = σ2 ìåòîäîì ìàêñèìàëü-íî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòiïàðàìåòðà σ2 éîãî íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ i å�åêòèâ-íîþ îöiíêîþ.15.57. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç ðiâíîìiðíîãîðîçïîäiëó íà ïðîìiæêó 1) [θ − 1; θ + 1]; 2) [θ; θ + 1];3) [θ − h0; θ + h0].Çíàéòè îöiíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìîìåíòiâ. Ç'ÿ-ñóâàòè, ÷è ¹ îöiíêà θ̂ íåçñóíåíîþ ñïðîìîæíîþ, îöiíêîþïàðàìåòðà θ.



256 �ëàâà 15. Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîê15.58. ×àñòîòà p̂ = µ/n ïîäi¨ A â ïîñëiäîâíîñòi åêñ-ïåðèìåíòiâ ¹ íåçñóíåíîþ, ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ ¨¨ éìîâið-íîñòi p = P (A).Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ÷àñòîòà p̂ = µ/n å�åêòèâíîþ îöií-êîþ p.



�ëàâà 16Çàäà÷à ïåðåâiðêèñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç16.1 Êðèòåðié, �óíêöiÿ ïîòóæíîñòiêðèòåðiþÇàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç. ×àñòîçàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè �îðìóëþþòüñÿ òàê:Ìà¹ìî íàñëiäîê ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) ñòîõà-ñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó, ùî ïîëÿãà¹ ó ñïîñòåðåæåííi âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) çi çíà÷åííÿìèâ R
n. Ùîäî ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = (ξ1, ξ2, . . .

. . . , ξn), àáî, ùî òå ñàìå, âèáiðêè, ó êðàùîìó âèïàäêó âi-äîìî òiëüêè òå, ùî âií íàëåæèòü äî äåÿêîãî êëàñó ðîçïî-äiëiâ P. Äàëi êëàñ P ââàæàòèìåìî ïàðàìåòðè÷íèì:
P = {Pθ, θ ∈ Θ ⊂ R

s}.Çà çíà÷åííÿì ξ(ω), ÿêîãî íàáóëà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ,íåîáõiäíî âèáðàòè ¨¨ ðîçïîäië iç êëàñó P.Äiÿòèìåìî ó òàêèé ñïîñiá. Iç êëàñó P ìîæëèâèõ ðîç-ïîäiëiâ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ âèáèðà¹ìî äåÿêèé ðîçïî-äië G � �êàíäèäàòóðó� íà ðîçïîäië ξ. Iíàêøå êàæó÷è,ñòîñîâíî ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ âèñóâà¹ìî ãi-ïîòåçó (ïðèïóùåííÿ): ðîçïîäiëîì ξ ¹ G. Äàëi ïðîâîäèìîåêñïåðèìåíò � äîáóâà¹ìî ðåàëiçàöiþ ξ(ω) âèïàäêîâî¨ âå-ëè÷èíè ξ i çà çíà÷åííÿì ξ(ω), ÿêîãî íàáóëà ξ, äîõîäèìî257



258 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåçâèñíîâêó: âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìîæå ìàòè ñâî¨ì ðîçïîäi-ëîì G ÷è G íå ìîæå áóòè ðîçïîäiëîì ξ. Ïðè öüîìó äiÿòè-ìåìî òàê, ÿê äiÿâ ñâîãî ÷àñó Ñîêðàò, êîëè õîòiâ ñïðîñòó-âàòè òâåðäæåííÿ ñâîãî îïîíåíòà. À ñàìå, ÿêùî ãiïîòåçà�G ¹ ðîçïîäiëîì ξ� � ñóïåðå÷èòü íàñëiäêó åêñïåðèìåíòó,òî ¨¨ ñëiä âiäõèëèòè (G íå ìîæå áóòè ðîçïîäiëîì âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè ξ), ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi (ãiïîòåçó íåâàðòî âiäõèëÿòè, òîáòî G ìîæå áóòè ðîçïîäiëîì ξ).Ñ�îðìóëüîâàíà çàäà÷à íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ ïåðåâið-êè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç.Äîìîâëåíîñòi é îçíà÷åííÿ. Ó òåîði¨ ïåðåâiðêè ñòà-òèñòè÷íèõ ãiïîòåç ïðèéíÿòî òàêi îçíà÷åííÿ i äîìîâëå-íîñòi.�iïîòåçè ùîäî ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íàçè-âàþòü ñòàòèñòè÷íèìè.Âèáið ðîçïîäiëó (÷è êëàñó ðîçïîäiëiâ) iç ñóêóïíîñòi
P = {Pθ, θ ∈ Θ ⊂ R

s}ìîæëèâèõ ðîçïîäiëiâ ξ íàçèâàòèìåìî âèáîðîì îñíîâíî¨
(íóëüîâî¨) ãiïîòåçè ñòîñîâíî ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè-÷èíè ξ. Ïiñëÿ âèáîðó íóëüîâî¨ ãiïîòåçè âñi iíøi ãiïîòåçèñòîñîâíî ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ñòàþòü àëüòåð-íàòèâíèìè (êîíêóðóþ÷èìè) äî íóëüîâî¨. (Îñêiëüêè ñóêóï-íiñòü P ìîæëèâèõ ðîçïîäiëiâ ξ ¹ ïàðàìåòðè÷íîþ, òî iàëüòåðíàòèâíi ãiïîòåçè óòâîðþþòü ïàðàìåòðè÷íó ñóêóï-íiñòü, ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ òàê: Hθ, θ ∈ Θ, θ 6= 0.)Ïðîiëþñòðó¹ìî ââåäåíi ïîíÿòòÿ íà ïðèêëàäi áiíîìíî-ãî ðîçïîäiëó.Ìîíåòó, éìîâiðíiñòü âèïàäàííÿ ãåðáà θ ÿêî¨ íåâiäîìà,ó íåçàëåæíèé ñïîñiá ïiäêèäàþòü n ðàçiâ. ×èñëî ãåðáiâ, ùîïðè öüîìó âèïàëî, âèÿâèëîñÿ ðiâíèì ξ. ×è ìîæíà ââàæà-òè, ùî ìîíåòà ñèìåòðè÷íà?Ñ�îðìóëþ¹ìî öþ çàäà÷ó â òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñ-òè÷íèõ ãiïîòåç.�îçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ìîæå áóòè áóäü-ÿêèé ðîçïîäië iç êëàñó P = {Pθ, θ ∈ (0; 1)}, äå

Pθ(k) = Ck
nθ

k(1− θ)n−k, k = 0, 1, . . . , n; θ ∈ (0; 1).Îñêiëüêè ìè öiêàâèìîñÿ ñèìåòðè÷íiñòþ ìîíåòè, òî ÿêêàíäèäàòóðó íà ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ iç ñóêóï-



16.1. Êðèòåðié, �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ 259íîñòi ðîçïîäiëiâ P âèáèðà¹ìî ðîçïîäië
P1/2(k), k = 0, 1, . . . , n.Òèì ñàìèì âèáðàíà íóëüîâà ãiïîòåçà H0: ðîçïîäiëîì ξ ¹

P1/2(k), k = 0, 1, . . . , n. Êîíêóðóþ÷èìè äî H0 ¹ ãiïîòåçè
Hθ: ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ¹

Pθ(k), θ ∈ (0, 1/2) ∪ (1/2, 1).Ïèòàííÿ ùîäî ñèìåòðè÷íîñòi ìîíåòè çâîäèòüñÿ äî ïå-ðåâiðêè ãiïîòåçè H0.�iïîòåçà âiäíîñíî ðîçïîäiëó, ÿêà îäíîçíà÷íî éîãî âè-çíà÷à¹, íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ; ÿêùî ãiïîòåçà íå âèçíà÷à¹ðîçïîäië îäíîçíà÷íî, âîíà íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíîþ.Íàïðèêëàä, ãiïîòåçà H0: âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ðîçïîäië
Pθ0(k) = Ck

nθ0
k(1− θ0)

n−k, k = 0, 1, . . . , n,äå θ0 � �iêñîâàíå, n âiäîìå, ïðîñòà. �iïîòåçà H: âèïàä-êîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðîçïîäië
Pθ(k) = Ck

nθ
k(1− θ)n−k, k = 0, 1, . . . , n,äå θ ∈ (0; 1/2), ñêëàäíà.Ôîðìóëþþ÷è çàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç,ÿê íóëüîâó ãiïîòåçó (äëÿ íàî÷íîñòi òà ïðîñòîòè) ìè âè-áðàëè ïðîñòó ãiïîòåçó: ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ξ ¹ G, äå G � öiëêîì âèçíà÷åíèé ðîçïîäië.Çàçíà÷èìî, ùî ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà íå äà¹ ðåêî-ìåíäàöié ùîäî âèáîðó íóëüîâî¨ ãiïîòåçè, öåé âèáið âèçíà-÷à¹òüñÿ ïîñòàâëåíîþ çàäà÷åþ i äîñëiäíèêîì.Êðèòåðié. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà çi çíà÷åí-íÿìè â R
n. Âiäíîñíî íåâiäîìîãî ðîçïîäiëó ξ âèñóâà¹òüñÿãiïîòåçà H0: ðîçïîäiëîì ξ ¹ G; àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà:

G íå ¹ ðîçïîäiëîì ξ.Íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó H0, òîáòî äiéòè âèñíîâ-êó: G ìîæå áóòè ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ (êà-çàòèìåìî �ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ�) àáî G íå ìîæåáóòè ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ (êàçàòèìåìî �ãi-ïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ�).



260 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåçÇãiäíî ç íàøèì çàãàëüíèì ïiäõîäîì, ïðîâîäèìî ñòî-õàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò: äîáóâà¹ìî âèáiðêó � ðåàëiçàöiþ
ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn). Äàëi, ÿêùî ãiïîòåçà H0 ñóïåðå÷èòüðåçóëüòàòó åêñïåðèìåíòó, âîíà âiäõèëÿ¹òüñÿ, ó ñóïðîòèâ-íîìó ðàçi � íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. (Çàçíà÷èìî, ùî êðiì ðåà-ëiçàöi¨ ξ(ω) âèáiðêè ξ, ìè íå ìà¹ìî íi÷îãî, ùî íåñëî áií�îðìàöiþ ïðî ðîçïîäië ξ.) Ùîá ìîæíà áóëî äiéòè âè-ñíîâêó ïðî âiäõèëåííÿ àáî íåâiäõèëåííÿ ãiïîòåçè H0, íå-îáõiäíî âèçíà÷èòè ìíîæèíó S ⊂ R

n òèõ íàñëiäêiâ ξ(ω) =
= (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) åêñïåðèìåíòó, ÿêèì ãiïîòåçà ñó-ïåðå÷èòü. Ìàþ÷è òàêó ìíîæèíó, ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòè-ìåìî, ÿêùî ξ(ω) ïîòðàïëÿ¹ äî S, i íå âiäõèëÿòèìåìî óñóïðîòèâíîìó ðàçi.Îçíà÷åííÿ. Áîðåëåâó ìíîæèíó S âèáiðêîâîãî ïðî-ñòîðó òàêó, ùî ïðè ξ ∈ S ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, àïðè ξ 6∈ S � íå âiäõèëÿ¹òüñÿ, íàçèâàòèìåìî êðèòè÷íîþìíîæèíîþ (êðèòè÷íîþ îáëàñòþ) àáî êðèòåði¹ì äëÿ ïå-ðåâiðêè ãiïîòåçè H0.Äàëi, ïðèðîäíî, ïîñòà¹ çàäà÷à (öå îñíîâíà çàäà÷à ïå-ðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç): ÿê âèáðàòè êðèòè÷íó ìíî-æèíó S ⊂ R

n äëÿ ïåðåâiðêè äàíî¨ ãiïîòåçè (áîðåëåâèõìíîæèí S ó ïðîñòîði Rn áàãàòî i, ÿñíà ði÷, ùî íå âñi âîíè,ÿê êðèòåði¨ äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0, îäíàêîâî õîðîøi).Ùîá âêàçàòè øëÿõè ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i, ñïî÷àòêóðîçãëÿíåìî òàê çâàíi ïîìèëêè ïåðøîãî é äðóãîãî ðîäó,ùî íåìèíó÷i ïiä ÷àñ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç.Ïîìèëêè ïåðøîãî é äðóãîãî ðîäó. Íåõàé H0 �íóëüîâà ãiïîòåçà ñòîñîâíî ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-íè ξ, ξ(ω)� ðåàëiçàöiÿ ξ, S � áîðåëåâà ìíîæèíà ó ïðîñòî-ði Rn. Ïåðåâiðÿòèìåìî H0, êîðèñòóþ÷èñü ìíîæèíîþ S ÿêêðèòè÷íîþ, à ñàìå, ÿêùî ξ(ω) ïîòðàïëÿ¹ äî S, òî ãiïîòåçó
H0 âiäxèëÿ¹ìî, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi.Ïðè öüîìó ìîæëèâi òàêi ñèòóàöi¨: ãiïîòåçà H0 ñïðàâ-äæó¹òüñÿ àáî íå ñïðàâäæó¹òüñÿ (àïðiîði ìè öüîãî íå çíà-¹ìî), ðåàëiçàöiÿ ξ(ω) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ïîòðàïèëàäî S àáî íi. �îçãëÿíåìî ¨õ äîêëàäíiøå.1◦ �iïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ. �åàëiçàöiÿ ξ(ω) íå ïî-òðàïèëà äî S, òîìó çãiäíî ç êðèòåði¹ì S ãiïîòåçà H0 íåâiäõèëÿ¹òüñÿ.



16.1. Êðèòåðié, �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ 2612◦ �iïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ. �åàëiçàöiÿ ξ(ω) íåïîòðàïèëà äî S, i, îòæå, çãiäíî ç êðèòåði¹ì S ãiïîòåçà H0íå âiäõèëÿ¹òüñÿ.3◦ �iïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ. �åàëiçàöiÿ ξ(ω) ïîòðà-ïèëà äî S, i òîìó çãiäíî ç êðèòåði¹ì S ãiïîòåçà H0 âiäõè-ëÿ¹òüñÿ.4◦ �iïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ. �åàëiçàöiÿ ξ(ω) ïî-òðàïèëà äî S, i îòæå çãiäíî ç êðèòåði¹ì S ãiïîòåçà H0âiäõèëÿ¹òüñÿ.Iç ÷îòèðüîõ ñèòóàöié äâi (1◦ òà 4◦) çàäîâiëüíi, i äâi(2◦ i 3◦) � íåçàäîâiëüíi. Ó ñèòóàöiÿõ 2◦ i 3◦ ìè ïðèïóñêà-¹ìîñÿ ïîìèëêè. Ïðè öüîìó ïîìèëêè ó ñèòóàöi¨ 2◦ (ãiïîòå-çà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ, êîëè âîíà íå ñïðàâäæó¹òüñÿ) i âñèòóàöi¨ 3◦ (ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, êîëè âîíà ñïðàâ-äæó¹òüñÿ) iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ.Ïðîiëþñòðó¹ìî âiäìiííiñòü ìiæ ïîìèëêàìè ó ñèòóàöi-ÿõ 2◦ i 3◦ íà ïðèêëàäi ïåðåâiðêè ìåäè÷íîãî ïðåïàðàòó íàòîêñè÷íiñòü áiîëîãi÷íèìè ìåòîäàìè.Äîñëiäæóþ÷è ïðåïàðàò íà òîêñè÷íiñòü, ïåâíó éîãî äî-çó ââîäÿòü ïiääîñëiäíèì òâàðèíàì (êðîëèêàì) i ðå¹ñòðó-þòü ÷èñëî ëåòàëüíèõ êiíöiâ (çàçíà÷èìî, ùî öå ÷èñëî ¹âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ). Íåîáõiäíî çà ðåàëiçàöi¹þ ξ(ω)âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ (÷èñëîì ëåòàëüíèõ êiíöiâ) äiéòèâèñíîâêó ùîäî òîêñè÷íîñòi ïðåïàðàòó. Çðîçóìiëî, ùî êî-ëè ÷èñëî ξ(ω) âåëèêå, ïðåïàðàò ñëiä ââàæàòè òîêñè÷íèì,ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi.Çàäà÷ó äîñëiäæåííÿ ïðåïàðàòó íà òîêñè÷íiñòü áiîëî-ãi÷íèìè ìåòîäàìè ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè â òåðìiíàõ ïå-ðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç. À ñàìå, ñòîñîâíî òîêñè-÷íîñòi ïðåïàðàòó âèñóâàþòüñÿ ãiïîòåçè: H0 � ïðåïàðàòòîêñè÷íèé i H1 � ïðåïàðàò íåòîêñè÷íèé. Íåîáõiäíî ïå-ðåâiðèòè ãiïîòåçóH0, òîáòî âiäõèëèòè ¨¨ àáî íå âiäõèëèòè.Âèáið ìiæ öèìè äiÿìè çäiéñíþ¹òüñÿ çà ðåàëiçàöi¹þ ξ(ω)âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ � ÷èñëà ëåòàëüíèõ êiíöiâ: ÿêùî
ξ(ω) ∈ S = {x : x ≤ k}, òî ãiïîòåçà âiäõèëÿ¹òüñÿ, ó ñó-ïðîòèâîìó ðàçi � íi (S � êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòå-çè H0).ßê i â êîæíié çàäà÷i ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåçó çàäà÷i, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ìîæëèâi ïîìèëêè:ãiïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, àëå çãiäíî ç êðèòåði¹ìâîíà íå âiäõèëÿ¹òüñÿ;



262 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåçãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, àëå çãiäíî ç êðèòåði¹ì âî-íà âiäõèëÿ¹òüñÿ.Ïîäèâèìîñÿ, ÿêi íàñëiäêè öèõ ïîìèëîê i ÿêà ¨õíÿ �öi-íà�.1. Íåõàé çðîáëåíà ïîìèëêà: ãiïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó-¹òüñÿ, àëå çãiäíî ç êðèòåði¹ì íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Òâåðäæåííÿ�ãiïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ� ó çàäà÷i, ùî ðîçãëÿäà¹òü-ñÿ, îçíà÷à¹, ùî ïðåïàðàò íåòîêñè÷íèé (íå ¹ íåáåçïå÷íèìäëÿ çäîðîâ'ÿ ïàöi¹íòiâ), à òâåðäæåííÿ �H0 íå âiäõèëÿ-¹òüñÿ� îçíà÷à¹, ùî ïðåïàðàò êëàñè�iêó¹òüñÿ ÿê òîêñè÷-íèé. Òàêèì ÷èíîì, íåòîêñè÷íèé ïðåïàðàò çãiäíî ç êðè-òåði¹ì êëàñè�iêó¹òüñÿ ÿê òîêñè÷íèé i ïîâåðòà¹òüñÿ ïî-ñòà÷àëüíèêó (äëÿ ïåðåðîáëåííÿ àáî çíèùåííÿ). Íàñëiäêèïîìèëêè òàêîãî ðîäó � çðîñòàííÿ âàðòîñòi òîâàðó (öiíàïîìèëêè � �iíàíñîâi çáèòêè).2. Íåõàé çðîáëåíà ïîìèëêà: ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òü-ñÿ, àëå çãiäíî ç êðèòåði¹ì âiäõèëÿ¹òüñÿ. Òâåðäæåííÿ �ãi-ïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ� îçíà÷à¹, ùî ïðåïàðàò òîêñè-÷íèé (íåáåçïå÷íèé äëÿ çäîðîâ'ÿ ïàöi¹íòiâ). Òâåðäæåííÿ�ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ� îçíà÷à¹, ùî ïðåïàðàò êëàñè-�iêó¹òüñÿ ÿê íåòîêñè÷íèé (íå ¹ íåáåçïå÷íèì äëÿ çäîðîâ'ÿïàöi¹íòiâ). Òàêèì ÷èíîì, òîêñè÷íèé ïðåïàðàò (íåáåçïå÷-íèé äëÿ çäîðîâ'ÿ ïàöi¹íòiâ) âiäïîâiäíî äî êðèòåðiþ êëà-ñè�iêó¹òüñÿ ÿê íåòîêñè÷íèé (íå ¹ íåáåçïå÷íèì äëÿ çäî-ðîâ'ÿ ïàöi¹íòiâ) i éäå ó ïðîäàæ. Íàñëiäêîì ïîìèëêè òà-êîãî ðîäó ìîæå ñòàòè ñìåðòü ïàöi¹íòà, ÿêèé âæèâà¹ öåéïðåïàðàò (öiíà ïîìèëêè � ëåòàëüíèé êiíåöü äëÿ ïàöi¹í-òà).Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî îïèñàíi âèùå ïîìèëêè iñ-òîòíî ðiçíÿòüñÿ çà ñâî¹þ öiíîþ.Îçíà÷åííÿ. Ïîìèëêà, ÿêà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ãiïî-òåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ, íàçèâà-¹òüñÿ ïîìèëêîþ ïåðøîãî ðîäó.Ïîìèëêà, ÿêà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ãiïîòåçà H0 íå âiä-õèëÿ¹òüñÿ, êîëè âîíà íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ ïî-ìèëêîþ äðóãîãî ðîäó.Âèáið íóëüîâî¨ ãiïîòåçè. ßê çàçíà÷àëîñÿ, íóëüîâóãiïîòåçó iç ñóêóïíîñòi âñiõ ìîæëèâèõ ãiïîòåç ìè âèáèðà¹-ìî ñàìi. Öåé âèáið òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ç ïîìèëêàìè, ÿêèõ ìèïðèïóñêà¹ìîñÿ, ïåðåâiðÿþ÷è ãiïîòåçè. ßê ïðàâèëî, çà íó-ëüîâó ãiïîòåçó âèáèðà¹ìî òó, äëÿ ÿêî¨ âàæëèâiøå óíèêíó-



16.1. Êðèòåðié, �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ 263òè ïîìèëêè, ùî ïîëÿãà¹ ó âiäõèëåííi öi¹¨ ãiïîòåçè, êîëèâîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ. (Ïðî ïîìèëêè, ïîâ'ÿçàíi ç ïåðåâið-êîþ ãiïîòåç, ÿêi ïîëÿãàþòü ó òîìó, ùî ãiïîòåçóHθ (θ ∈ Θ)ìè âiäõèëÿ¹ìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ, ìîæíà ãîâîðè-òè i íå âèáðàâøè íóëüîâó ãiïîòåçó.)�iâåíü çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ, �óíêöiÿ ïîòóæ-íîñòi êðèòåðiþ. ×è ìîæíà ïîáóäóâàòè êðèòè÷íó ìíî-æèíó äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè, ÿêà á íå ïðèçâîäèëà äî ïî-ìèëîê? Íi, íå ìîæíà. Àäæå, ÿêîþ á íå áóëà êðèòè÷íàìíîæèíà S 6= ∅, çíà÷åííÿ ξ(ω) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ(íàñëiäîê ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó) ìîæå ïîòðàïèòèäî S, êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, ïðè öüîìó áóäåçðîáëåíà ïîìèëêà ïåðøîãî ðîäó. Çíà÷åííÿ ξ(ω) ìîæå ïî-òðàïèòè i äî S, êîëè H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ (ïðè öüîìóáóäå çðîáëåíà ïîìèëêà äðóãîãî ðîäó). I îñêiëüêè ïîáóäó-âàòè êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0, ÿêèé áè íå ïðè-çâîäèâ äî ïîìèëîê, íåìîæëèâî â ïðèíöèïi, ìè, ïðèðîäíî,íàìàãàòèìåìîñÿ áóäóâàòè òàêi êðèòåði¨, ÿêi á ãàðàíòóâà-ëè ìiíiìàëüíó ÷àñòîòó ïîìèëîê ïðè ¨õ âèêîðèñòàííi.Íåõàé H0 � îñíîâíà ãiïîòåçà, H1 � êîíêóðóþ÷à (äëÿíàî÷íîñòi ïðèïóñòèìî, ùî âîíè ïðîñòi), S � êðèòåðié äëÿïåðåâiðêè H0. Êîðèñòóþ÷èñü êðèòåði¹ì S, ìè ìîæåìîïðèïóñòèòèñÿ ïîìèëîê äâîõ òèïiâ:H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, àëåçãiäíî ç êðèòåði¹ì S âiäõèëÿ¹òüñÿ (ïîìèëêà ïåðøîãî ðî-äó);H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, àëå çãiäíî ç êðèòåði¹ì S íå âiä-õèëÿ¹òüñÿ (ïîìèëêà äðóãîãî ðîäó). Iìîâiðíiñòü ïîìèëêèïåðøîãî ðîäó äîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi çíà÷åííþ ξ ïîòðàïè-òè äî êðèòè÷íî¨ ìíîæèíè S, êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó-¹òüñÿ, òîáòî P{ξ ∈ S|H0} (P{ξ ∈ S|H0} ñòèñëî çàïèñóâà-òèìåìî òàê: P (S|H0)). Iìîâiðíiñòü ïîìèëêè äðóãîãî ðîäóäîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi âèáiðêîâîìó çíà÷åííþ ïîòðàïèòèäî ìíîæèíè S, êîëè ñïðàâäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà H1, òîáòî
P{ξ ∈ S|H1} (P{ξ ∈ S|H1} ñòèñëî çàïèñóâàòèìåìî òàê:
P (S|H1)).Çàçíà÷èìî, ùî P{ξ ∈ S|H0} � öå éìîâiðíiñòü ïî-äi¨ {ξ ∈ S}, îá÷èñëåíà çà ïðèïóùåííÿ, ùî ãiïîòåçà H0ñïðàâäæó¹òüñÿ; âîíà íå ìà¹ íi÷îãî ñïiëüíîãî ç óìîâíîþéìîâiðíiñòþ.Iìîâiðíîñòi ïîìèëîê ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó îäíî-çíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ êðèòè÷íîþ ìíîæèíîþ S. Òîìó, âè-



264 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåçáèðàþ÷è S, ñêàæiìî, çà óìîâè, ùî éìîâiðíiñòü ïîìèëêèïåðøîãî ðîäó ìàëà, âîäíî÷àñ îäåðæèìî éìîâiðíiñòü ïî-ìèëêè äðóãîãî ðîäó, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ âèáðàíîþ êðèòè-÷íîþ ìíîæèíîþ S i áóäå òàêîþ, ÿêîþ âèéäå. Ìîæíà âè-áðàòè S i çà óìîâè, ùî éìîâiðíiñòü ïîìèëêè äðóãîãî ðîäóìàëà, àëå ïðè öüîìó éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäóîäíîçíà÷íî âèçíà÷èòüñÿ âèáðàíîþ ìíîæèíîþ S. Îòæå,âèáðàòè S òàê, ùîá îäíî÷àñíî áóëè êîíòðîëüîâàíi éìî-âiðíîñòi ïîìèëîê ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó, íå âäàñòüñÿ.À îñêiëüêè âàæëèâiøå óíèêíóòè ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó(¨¨ öiíà âèùà), òî ïåðøà âèìîãà äî êðèòè÷íî¨ ìíîæèíè Sòàêà: iìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó P (S|H0) ìà¹ áó-òè ìàëîþ. (Öå îçíà÷à¹, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåðié S óäîâãié ñåði¨ åêñïåðèìåíòiâ, ãiïîòåçó H0, êîëè âîíà ñïðàâ-äæó¹òüñÿ, âiäõèëÿòèìåìî çðiäêà.) Ôîðìàëiçó¹ìî öþ âè-ìîãó.Ôiêñó¹ìî ìàëå α i âèáèðà¹ìî êðèòè÷íó ìíîæèíó Sòàê, ùîá iìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó íå ïåðåâè-ùóâàëà α:
P (S|H0) ≤ α.ßêùî îñòàííþ íåðiâíiñòü çàäîâîëüíÿ¹ íå îäíà ìíîæè-íà S, òî îñòàòî÷íèé âèáið êðèòåðiþ çäiéñíþ¹òüñÿ òàê, ùîáiìîâiðíiñòü P (S|H1) âiäõèëåííÿ ãiïîòåçè H0, êîëè âîíàíå ñïðàâäæó¹òüñÿ, áóëà ìàêñèìàëüíîþ. Äëÿ öüîãî ìíî-æèíó S âèáèðà¹ìî ÿêîìîãà �øèðøîþ�.Îçíà÷åííÿ. ×èñëî α, ÿêå îáìåæó¹ çâåðõó éìîâið-íiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó, íàçèâà¹òüñÿ ðiâíåì çíà÷ó-ùîñòi.ßêùî êðèòè÷íà ìíîæèíà S çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
P (S|H0) ≤ α,òî êàçàòèìåìî, ùî S âiäïîâiäà¹ ðiâíþ çíà÷óùîñòi α.Îçíà÷åííÿ. Iìîâiðíiñòü P (S|H1) âiäõèëèòè îñíîâíóãiïîòåçó, êîëè ñïðàâäæó¹òüñÿ àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà H1,íàçèâà¹òüñÿ ïîòóæíiñòþ êðèòåðiþ S.ßêùî àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà ñêëàäíà, ïðè÷îìó êîëèâîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ, ñïðàâäæó¹òüñÿ îäíà ç ïðîñòèõ ãiïî-òåç Hθ, θ ∈ Θ , θ 6= 0, òî äëÿ êîæíîãî θ ∈ Θ , θ 6= 0, ìîæíàîá÷èñëèòè P (S|Hθ).Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiÿ

β(θ) = P (S|Hθ), θ ∈ Θ , θ 6= 0,



16.1. Êðèòåðié, �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ 265ÿêà äëÿ êîæíîãî θ ∈ Θ äîðiâíþ¹ iìîâiðíîñòi âiäõèëè-òè îñíîâíó ãiïîòåçó H0, êîëè ñïðàâäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà Hθ,íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.Ç à ó â àæåíí ÿ. Ïèòàííÿ ïðî òå, ÿêèì ìà¹ áóòè ðiâåíüçíà÷óùîñòi, íå ¹ ñòàòèñòè÷íîþ çàäà÷åþ. Çäåáiëüøîãî çàðiâåíü çíà÷óùîñòi ïðèéìàþòü ÷èñëà 0,10; 0,05; 0,01; 0,001.×èì ñåðéîçíiøi íàñëiäêè ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó, òèì ìåí-øèì ìà¹ áóòè ðiâåíü çíà÷óùîñòi.Ïðèêëàä 16.1.1 (âèáiðêîâèé êîíòðîëü). Ïðèçíà-÷åíà äëÿ ïðîäàæó ïàðòiÿ âèðîáiâ êiëüêiñòþ N = 10000øòóê ïðîõîäèòü âèáiðêîâèé êîíòðîëü íà ÿêiñòü. Ïî-ñòà÷àëüíèê óïåâíåíèé, ùî ÷àñòêà äå�åêòíèõ âèðîáiâ äî-ðiâíþ¹ 1% (àáî ìåíøå), i áàæà¹, ùîá êîæíîãî ðàçó, êîëè÷àñòêà äå�åêòíèõ âèðîáiâ ñòàíîâèòü 1%, iìîâiðíiñòüòîãî, ùî ïàðòiÿ âèòðèìà¹ êîíòðîëü, äîðiâíþâàëà 0,9.Ïîêóïåöü ââàæà¹, ùî ïàðòiþ äîöiëüíî çàêóïèòè íàâiòüòîäi, êîëè ÷àñòêà äå�åêòíèõ âèðîáiâ ïåðåâèùóâàòèìå
1%, àëå 6% äå�åêòíèõ âèðîáiâ âií ââàæà¹ ãðàíè÷íî äî-ïóñòèìîþ ÷àñòêîþ i áàæà¹, ùîá êîíòðîëü âèÿâëÿâ ïàð-òi¨ iç 6%-ì âìiñòîì äå�åêòíèõ âèðîáiâ ç iìîâiðíiñòþ
0,95. Ïîñòà÷àëüíèê i ïîêóïåöü äîìîâèëèñÿ çäiéñíþâàòèêîíòðîëü òàê: iç ïàðòi¨ âèðîáiâ äîáóâàþòü âèïàäêîâóâèáiðêó îáñÿãîì n. ßêùî ïðè öüîìó êiëüêiñòü ξ(ω) äå-�åêòíèõ âèðîáiâ ó âèáiðöi âèÿâèòüñÿ ìàëîþ (ìåíøå äå-ÿêîãî l), òî ïàðòiÿ âèòðèìó¹ êîíòðîëü i çàêóïîâó¹òüñÿ,ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi� íi.ßêèìè ìàþòü áóòè îáñÿã n âèáiðêè ç ïàðòi¨ âèðîáiâi çíà÷åííÿ l?Äàòè âiäïîâiäü íà öi ïèòàííÿ, ñ�îðìóëþâàâøè i ðîç-â'ÿçàâøè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòà-òèñòè÷íèõ ãiïîòåç.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Âèñíîâîê ïðî çàêóïiâëþ àáî âiäõè-ëåííÿ ïàðòi¨ âèðîáiâ ðîáèòèìåìî çà ðåàëiçàöi¹þ ξ(ω) âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ � êiëüêîñòi äå�åêòíèõ âèðîáiâ iç nâèáðàíèõ.Âèðîáè äî âèáiðêè îáñÿãîì n âèáèðàòèìåìî ïîñëiäîâ-íî. Îñêiëüêè îáñÿã N ïàðòi¨ âåëèêèé (N = 10000), à nïîðiâíÿíî äî N ìàëå, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî âèïàäêîâàâåëè÷èíà ξ ìà¹ áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (n; p):

P{ξ = k} = Pp(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n



266 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç(ïàðàìåòð p � iìîâiðíiñòü âèáîðó äå�åêòíîãî âèðîáó �íåâiäîìî). Iíàêøå êàæó÷è, ñóêóïíiñòþ ìîæëèâèõ ðîçïî-äiëiâ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹
P = {Pp : p ∈ (0; 1)}.Çàçíà÷èìî, ùî ðîçïîäië iç ñóêóïíîñòi P îäíîçíà÷íî âè-çíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà p i íàâïàêè.Çà ðåàëiçàöi¹þ ξ(ω) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íåîáõiäíîäiéòè âèñíîâêó ùîäî ðîçïîäiëó ξ àáî, ùî òå ñàìå, ùîäîçíà÷åííÿ ïàðàìåòðà p. Ñòàíîâëÿòü iíòåðåñ òàêi çíà÷åííÿïàðàìåòðà p: p1 = 0,01 i p2 = 0,06 (¨ì âiäïîâiäà¹ 1%-é i

6%-é âìiñò äå�åêòíèõ âèðîáiâ ó ïàðòi¨).Âiäïîâiäíî äî âèêëàäåíî¨ ìåòîäèêè iç ñóêóïíîñòi ìîæ-ëèâèõ ãiïîòåç P = {Pp, p ∈ (0; 1)} íåîáõiäíî âèáðàòè íó-ëüîâó, à ïîòiì ïåðåâiðèòè ¨¨. Îñêiëüêè ìiæ ïîêóïöåì i ïî-ñòà÷àëüíèêîì iñíó¹ óãîäà: �ÿêùî êiëüêiñòü ξ(ω) äå�åêò-íèõ âèðîáiâ ó âèáiðöi ìàëà, òî ïàðòiÿ âèòðèìó¹ êîíòðîëüi çàêóïîâó¹òüñÿ, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi�, òî çà íóëüî-âó âèáåðåìî ãiïîòåçó �ξ ìà¹ áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðà-ìåòðàìè (n; 0,06)� (àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà Pp ∈ {Pp :
p ∈ (0; 0,06)}. Íåâiäõèëåííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòåçè îçíà÷à¹êëàñè�iêàöiþ ïàðòi¨ ÿê òàêî¨, ùî ìiñòèòü 6% (àáî áiëü-øå) äå�åêòíèõ âèðîáiâ, iç ïîäàëüøîþ âiäìîâîþ çàêóïèòèïàðòiþ. (ßêùî ïðè öüîìó ÿêóñü iç ïàðòié ç ìàëèì âiä-ñîòêîì äå�åêòíèõ âèðîáiâ áóäå çàáðàêîâàíî, òî öå âæåïðîáëåìà ïîñòà÷àëüíèêà.) Âiäõèëåííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòåçèîçíà÷à¹ êëàñè�iêàöiþ ïàðòi¨ ÿê òàêî¨, ùî ìiñòèòü ìåí-øå 6% äå�åêòíèõ âèðîáiâ, i çàêóïiâëþ ïàðòi¨. (ßêùî ïðèöüîìó ÿêóñü iç ïàðòié ç âåëèêèì âiäñîòêîì äå�åêòíèõ âè-ðîáiâ íå áóäå çàáðàêîâàíî, à îòæå, áóäå çàêóïëåíî, ïîêó-ïåöü, ÿñíà ði÷, çàçíà¹ çáèòêiâ.)Äëÿ ïåðåâiðêèH0 ÿê êðèòè÷íó ïðèðîäíî âèáðàòè ìíî-æèíó âèãëÿäó S = {k : k ≤ l}. Öÿ ìíîæèíà âèçíà÷à¹òüñÿ÷èñëîì l i îáñÿãîì âèáiðêè n.Çà äîìîâëåíiñòþ ìiæ ïîêóïöåì i ïîñòà÷àëüíèêîì ìíî-æèíà S = {k : k ≤ l}, à �àêòè÷íî ÷èñëà n i l, ìàþòü áóòèòàêèìè, ùîá âèêîíóâàëèñÿ íàâåäåíi äàëi óìîâè. Ïàðòiÿ ç
6%-ì âìiñòîì äå�åêòíèõ âèðîáiâ ïîâèííà âèÿâëÿòèñÿ çiìîâiðíiñòþ 0,95, òîáòî

P (S|H0) ≥ 0,95,



16.1. Êðèòåðié, �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ 267àáî, ùî òå ñàìå,
P (S|H0) = P{ξ ∈ S|H0} = P0{ξ ≤ l} =

=

l∑

k=0

Ck
n(0,06)

k(0,94)n−k ≤ α = 0,05.Îñòàííÿ íåðiâíiñòü � �îðìàëiçîâàíèé çàïèñ âèìîã ïî-êóïöÿ, âiäïîâiäíî äî ÿêèõ ïàðòi¨ ç 6%-ì âìiñòîì áðàêóìàþòü âèÿâëÿòèñÿ ç iìîâiðíiñòþ, íå ìåíøîþ íiæ 0,95.Çíà÷åííÿ β(p) = P (S|Hp) �óíêöi¨ ïîòóæíîñòi êðèòå-ðiþ S ó òî÷öi p = 0, 01 ìà¹ áóòè íå ìåíøèì íiæ 0,9:
β(0,01) = P (S|H0,01) = P{ξ ∈ S|H0,01} =

= P{ξ ≤ l|H0,01} =
l∑

k=0

Ck
n(0,01)

k(0,99)n−k ≥ 0,9.Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ¹ �îðìàëüíèì çàïèñîì ïîáàæàíü ïî-ñòà÷àëüíèêà, çãiäíî ç ÿêèìè ïàðòi¨ ç 1%-ì âìiñòîì áðàêóìàþòü âèòðèìóâàòè êîíòðîëü ç iìîâiðíiñòþ, íå ìåíøîþíiæ 0,9.Òàêèì ÷èíîì, øóêàíi n i l ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ñïiâ-âiäíîøåííÿ
l∑

k=0

Ck
n(0,06)

k(0,94)n−k ≤ 0,05; (16.1.1)
l∑

k=0

Ck
n(0,01)

k(0,99)n−k ≥ 0,9. (16.1.2)Ó çàäà÷i, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, áiíîìíèé ðîçïîäië
Bn,p(m) = Cm

n p
m(1− p)n−m, m = 0, 1, . . . , n,ìîæíà àïðîêñèìóâàòè ïóàññîíîâèì, îñêiëüêè ïàðàìåòð pìàëèé (iìîâiðíiñòü p âèáîðó äå�åêòíîãî âèáîðó ìàëà),à n � îáñÿã âèáiðêè � âåëèêèé. Ïiäñòàâîþ äëÿ öüîãî ¹òåîðåìà Ïóàññîíà. Íàãàäà¹ìî ¨¨ çìiñò.



268 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåçÍåõàé np → λ > 0, êîëè n → ∞. Òîäi äëÿ êîæíîãî�iêñîâàíîãî m, m = 0, 1, . . . ,

lim
n→∞

Cm
n p

m(1− p)n−m =
λm

m!
e−λ.Ùîá ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ áiíîìíîãî ðîçïîäiëó ïóàñ-ñîíîâèì áóëà íåçíà÷íîþ, n ìà¹ áóòè íå ìåíøèì êiëüêîõäåñÿòêiâ (êðàùå ñîòåíü), à äîáóòîê np ìà¹ çàäîâîëüíÿòèíåðiâíîñòi

1 ≤ np ≤ 10.Âëàñíå êàæó÷è, ìè ç ñàìîãî ïî÷àòêó çà ðîçïîäië âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ � êiëüêîñòi äå�åêòíèõ âèðîáiâ ó âè-áiðöi � ìîãëè á óçÿòè ïóàññîíiâ ðîçïîäië (îñêiëüêè éìî-âiðíiñòü óñïiõó ìàëà, à êiëüêiñòü âèïðîáóâàíü âåëèêà).Òàêèì ÷èíîì, âèõîäèòèìåìî ç òîãî, ùî n i l ìàþòü çà-äîâîëüíÿòè íåðiâíîñòi
l∑

k=0

λk0
k!
e−λ0 ≤ 0,05, λ0 = n · 0,06; (16.1.3)

l∑

k=0

λk1
k!
e−λ1 ≥ 0,90, λ1 = n · 0,01 (16.1.4)(ïîðiâíÿéòå ç íåðiâíîñòÿìè (16.1.1) i (16.1.2)). Âèçíà÷àþ-÷è n i l, ìè, ïðèðîäíî, íàìàãàòèìåìîñÿ âèáèðàòè n ÿêî-ìîãà ìåíøèì.Ïîäèâèìîñÿ, ÷è ìîæíà äëÿ n = 100 âèçíà÷èòè l òàê,ùîá ñïiââiäíîøåííÿ (16.1.3) i (16.1.4) ñïðàâäæóâàëèñÿ.ßêùî íi, âèáèðà¹ìî n áiëüøèì, i òàê äi¹ìî äîòè, äîêèçíàéäåìî n i l, ÿêi çàäîâîëüíÿòèìóòü íåðiâíîñòi (16.1.3) i(16.1.4).Ïðè n = 100 ìà¹ìî λ0 = 100 · 0,06 = 6; λ1 = 100 ×

×0,01 = 1. Ç òàáëèöi ðîçïîäiëó Ïóàññîíà çíàõîäèìî, ùîíåðiâíiñòü (16.1.3) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ, êîëè l ≤ 1, à (16.1.4) �êîëè l ≥ 2. Òîìó äëÿ n = 100 íå iñíó¹ l, ÿêå á çàäîâîëü-íÿëî íåðiâíîñòi (16.1.3) i (16.1.4).



16.1. Êðèòåðié, �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ 269Ïðè n = 150 ìà¹ìî λ0 = 150 · 0,06 = 9; λ1 = 150 ×
×0,01 = 1,5. Äëÿ òàêèõ λ0 i λ1 íåðiâíiñòü (16.1.3) çà-äîâîëüíÿ¹òüñÿ, êîëè l ≤ 4, à íåðiâíiñòü (16.1.4) � êî-ëè l ≥ 3. Ñïðîáó¹ìî çìåíøèòè n. Íåõàé n = 130. Òî-äi λ0 = 130 · 0,06 = 7,8; λ1 = 130 · 0,01 = 1,3; íåðiâ-íiñòü (16.1.3) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ, êîëè l ≤ 3, à íåðiâíiñòü(16.1.4) � êîëè l ≥ 3. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ n = 130 i l =
= 3 îáèäâi íåðiâíîñòi (16.1.3) i (16.1.4) çàäîâîëüíÿþòüñÿ.I îòæå, øóêàíîþ êðèòè÷íîþ ìíîæèíîþ (êðèòåði¹ì) ¹

S = {k : k ≤ 3}.Äëÿ öüîãî êðèòåðiþ éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó
P (S|H0) = P0(S) =

3∑

k=0

λk0
k!
e−λ0 =

3∑

k=0

7,8k

k!
e−7,8 = 0,048.Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ β(p) = P (S|Hp)â òî÷öi p = 0,01:

β(0,01) = P (S|H0,01) = P0,01(S) =

=
3∑

k=0

λk1
k!
e−λ1 =

3∑

k=0

1,3k

k!
e−1,3 = 0,957.Iìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó, ùî äîðiâíþ¹ 0,048,ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè òàê. Âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñàíèé êðè-òåðié, íà 100 ïàðòié âèðîáiâ, ÿêi ìiñòÿòü 6% áðàêó, áëèçü-êî ï'ÿòè ïàðòié êëàñè�iêóâàòèìóòüñÿ ÿê òàêi, ùî ìiñòÿòüìåíøå 6% áðàêó.Çíà÷åííÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ P (S|H0,01) = 0,957 ií-òåðïðåòó¹òüñÿ òàê: íà 100 ïàðòié âèðîáiâ iç 1%-ì âìiñòîìáðàêó, áëèçüêî 96 ïàðòié áóäóòü êëàñè�iêóâàòèñÿ ÿê òàêi,ùî ìiñòÿòü 1% áðàêó.Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿòàáë. 22.6.1.



270 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç16.2 Çàäà÷iÀÇ: 16.1, 16.15.ÑÇ: 16.9, 16.11.16.1 (ïðî òåëåïàòiâ). � ëþäè, ÿêi ñòâåðäæóþòü, ùîâîíè ìîæóòü ÷èòàòè äóìêè íà âiäñòàíi, òîáòî ¹ òåëåïàòà-ìè. Ïðè öüîìó òåëåïàò íå ïðåòåíäó¹ íà òå, ùî âií áåçïî-ìèëêîâî ÷èòà¹ äóìêè, àëå ñòâåðäæó¹, ùî, iíîäi ïîìèëÿ-þ÷èñü, âií óñå-òàêè ÷àñòiøå ÷èòà¹ äóìêè ïðàâèëüíî, íiæíåïðàâèëüíî.Òðåáà ïåðåâiðèòè çäiáíîñòi òåëåïàòà ÷èòàòè äóìêè íàâiäñòàíi. Äëÿ öüîãî ïðîïîíó¹òüñÿ ïðîâåñòè òàêèé åêñïå-ðèìåíò. Çàäóìàéòå íàâìàííÿ ÷èñëî (äëÿ ïðîñòîòè íóëüàáî îäèíèöþ) i çà�iêñóéòå éîãî, íàïðèêëàä, íà ïàïåði.Òåëåïàò ÷èòà¹ âàøó äóìêó � çàäóìàíå ÷èñëî i òàêîæ �iê-ñó¹ éîãî, i òàê n ðàçiâ. ßêùî òåëåïàò ñïðàâäi ÷èòà¹ âàøiäóìêè, òî ÷àñòêà ïðàâèëüíî ïðî÷èòàíèõ íóëiâ (íóëü ÷è-òà¹òüñÿ ÿê íóëü) i îäèíèöü (îäèíèöÿ ÷èòà¹òüñÿ ÿê îäèíè-öÿ), òîáòî ÷àñòêà óñïiõiâ (óñïiõ � ïðàâèëüíî ïðî÷èòàíèéñèìâîë) áóäå âåëèêîþ.Âè ïðîïîíó¹òå òåëåïàòó ïðî÷èòàòè n ñèìâîëiâ, ξ(ω) çíèõ áóëè ïðî÷èòàíi ïðàâèëüíî. ×è ñâiä÷èòü öå ïðî çäiá-íîñòi òåëåïàòà ÷èòàòè äóìêè íà âiäñòàíi?Çàïðîïîíóéòå ïðàâèëî (êðèòåðié), çà ÿêèì ìîæíà âè-ÿâèòè çäiáíîñòi òåëåïàòà ÷èòàòè äóìêè íà âiäñòàíi.Ñ�îðìóëþéòå é ðîçâ'ÿæiòü ïîñòàâëåíó çàäà÷ó â òåð-ìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç, à ñàìå:ñ�îðìóëþéòå íóëüîâó (îñíîâíó) é àëüòåðíàòèâíi ãiïî-òåçè;ç'ÿñóéòå, ó ÷îìó ïîëÿãàþòü ïîìèëêè ïåðøîãî òà äðó-ãîãî ðîäó;âèçíà÷òå âèïàäêîâó âåëè÷èíó, ÿêà ñïîñòåðiãà¹òüñÿ âåêñïåðèìåíòi (ùî îçíà÷àþòü âèñóíóòi ãiïîòåçè ñòîñîâíîðîçïîäiëó öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè?);çàïðîïîíóéòå êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè íóëüîâî¨ ãiïîòå-çè; ïðèçíà÷òå ðiâåíü çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ, îá ðóíòóéòåñâié âèáið;îá÷èñëiòü iìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó;



16.2. Çàäà÷i 271äîñëiäiòü ïîâåäiíêó �óíêöi¨ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ;äàéòå ÷àñòîòíó iíòåðïðåòàöiþ äîáóòèõ ðåçóëüòàòiâ.16.2. Òðåáà äîñëiäèòè íà ñèìåòðè÷íiñòü ìîíåòó (âî-íà ìîæå áóòè ÿê ñèìåòðè÷íîþ � iìîâiðíiñòü âèïàäàííÿãåðáà ñòàíîâèòü 0,5, òàê i íåñèìåòðè÷íîþ � iìîâiðíiñòüâèïàäàííÿ ãåðáà âiäìiííà âiä 0,5; íåñèìåòðè÷íó é ñèìå-òðè÷íó ìîíåòè çîâíi ðîçðiçíèòè íåìîæëèâî). Äëÿ öüîãîïiäêèäà¹ìî ìîíåòó n ðàçiâ (n = 5, 10, 15, . . .) i ðå¹ñòðó¹-ìî êiëüêiñòü ãåðáiâ, ùî âèïàëè.Çàïðîïîíóâàòè ïðàâèëî (êðèòåðié) äîñëiäæåííÿ ìî-íåòè íà ñèìåòðè÷íiñòü.ßêó ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü ðàçiâ íåîáõiäíî ïiäêèíóòèìîíåòó, ùîá ñèìåòðè÷íà ìîíåòà êëàñè�iêóâàëàñÿ ÿê íå-ñèìåòðè÷íà ç iìîâiðíiñòþ, íå áiëüøîþ íiæ 0,1, à íåñèìåò-ðè÷íà, éìîâiðíiñòü âèïàäàííÿ ãåðáà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 0,8,âèÿâëÿëàñÿ ç iìîâiðíiñòþ 0,95?�îçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòà-òèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).Íåõàé òåïåð ðiâåíü çíà÷óùîñòi é ÷èñëî ïiäêèäàíü ìî-íåòè ìè ìîæåìî âèáèðàòè. Äîñëiäèòè ÿê çìiíþ¹òüñÿ �óí-êöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ çàëåæíî âiä éîãî ðiâíÿ çíà-÷óùîñòi i âiä n, ïîáóäóâàòè ãðà�iêè �óíêöi¨ ïîòóæíîñòiêðèòåðiþ.16.3 (ïðî äiàãíîñòèêó ïî÷àòêîâî¨ �îðìè òóáåð-êóëüîçó). �îçãëÿíåìî çàäà÷ó äiàãíîñòèêè òóáåðêóëüîçó,ïîâ'ÿçàíó ç òèì �àêòîì, ùî ìåòîä ðåíòãåíiâñüêîãî àíàëi-çó íå ¹ àáñîëþòíî íàäiéíèì ïðè âèçíà÷åííi íàÿâíîñòi àáîâiäñóòíîñòi çàõâîðþâàííÿ: çäîðîâèé iíäèâiäóóì ÷è íi, ðå-çóëüòàò ðåíòãåíiâñüêîãî äîñëiäæåííÿ íà òóáåðêóëüîç ìî-æå áóòè ÿê ïîçèòèâíèì, òàê i íåãàòèâíèì.Ç ïîïåðåäíüîãî äîñâiäó âiäîìî, ùî:a) ÿêùî ïàöi¹íò õâîðèé íà òóáåðêóëüîç, òî éìîâið-íiñòü òîãî, ùî îêðåìèé ðåíòãåíiâñüêèé àíàëiç âèÿâèòüõâîðîáó (àíàëiç áóäå ïîçèòèâíèì), ñòàíîâèòü p0;á) ÿêùî ó ïàöi¹íòà íåìà¹ íiÿêèõ îçíàê òóáåðêóëüîçó,òî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî îêðåìèé ðåíòãåíiâñüêèé àíàëiçáóäå ïîçèòèâíèì (ïàöi¹íò áóäå êëàñè�iêîâàíèé ÿê õâîðèéíà òóáåðêóëüîç), ñòàíîâèòü p1.Óÿâiìî, ùî ó ïåâíié êëiíiöi ïiä ÷àñ îáñòåæåííÿ ñòàíóçäîðîâ'ÿ ïàöi¹íòà íà âèÿâëåííÿ ìîæëèâèõ îçíàê òóáåðêó-ëüîçó îäíèì i òèì ñàìèì ñïîñîáîì âèãîòîâëÿþòü n ðåíò-



272 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåçãåíiâñüêèõ çíiìêiâ. Òëóìà÷åííÿ çíiìêiâ çäiéñíþ¹òüñÿ òàê,ùîá áóëà çàáåçïå÷åíà íåçàëåæíiñòü äiàãíîçó çà êîæíèìçíiìêîì âiä âèñíîâêiâ, çðîáëåíèõ çà iíøèìè çíiìêàìè.Íåõàé p0 = 0,90, p1 = 0,05 i çà óìîâ îïèñàíîãî åêñïå-ðèìåíòó âèãîòîâèëè äâà çíiìêè. Ïðè öüîìó îäèí iç äâîõàíàëiçiâ âèÿâèâñÿ ïîçèòèâíèì. Âèçíà÷èòè, õâîði¹ ïàöi¹íòíà òóáåðêóëüîç ÷è íi. Âiäïîâiñòè íà öå ïèòàííÿ, ñ�îðìó-ëþâàâøè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñ-òè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).Äîñëiäèòè ÿê çìiíþ¹òüñÿ �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòå-ðiþ çàëåæíî âiä éîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi, ïîáóäóâàòè ãðà-�iêè �óíêöié ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.16.4 (ïðî òåëåïàòiâ). � ëþäè, ÿêi ñòâåðäæóþòü, ùîâîíè ìîæóòü ÷èòàòè äóìêè íà âiäñòàíi, òîáòî ¹ òåëåïà-òàìè (ñòâåðäæóþòü, ùî ÷èòàþòü, àëå íå ãàðàíòóþòü, ùîïðàâèëüíî áóäóòü ïðî÷èòàíi âñi äóìêè, òîáòî âèçíàþòü,ùî iíîäi ïîìèëÿþòüñÿ � àäæå äóìêè íà âiäñòàíi ÷èòàòèíåëåãêî).Ïðîïîíó¹òüñÿ ïåðåâiðèòè çäiáíîñòi òåëåïàòà ÷èòàòèäóìêè. Ç öi¹þ ìåòîþ ïðîâåäiòü òàêèé åêñïåðèìåíò. Ïiä-êèíüòå ïðàâèëüíó ìîíåòó i çà�iêñóéòå ðåçóëüòàò, íàïðè-êëàä íà ïàïåði. Òåëåïàò ÷èòà¹ âàøó äóìêó � ãåðá ÷èðåøêà � i òàêîæ �iêñó¹ ðåçóëüòàò. Äàëi ïiäðàõîâó¹ìîêiëüêiñòü ïðàâèëüíî ïðî÷èòàíèõ ãåðáiâ (ãåðá ÷èòà¹òüñÿÿê ãåðá) òà ðåøîê (ðåøêà ÷èòà¹òüñÿ ÿê ðåøêà). ßêùîòåëåïàò äiéñíî ÷èòà¹ âàøi äóìêè, òî ÷àñòêà ïðàâèëüíîïðî÷èòàíèõ ãåðáiâ i ðåøîê, òîáòî ÷àñòêà óñïiõiâ, áóäå âå-ëèêîþ (óñïiõ � ïðàâèëüíî ïðî÷èòàíèé ñèìâîë, íåâäà÷à� íåïðàâèëüíî ïðî÷èòàíèé ñèìâîë).Ìîíåòó ïiäêèíóëè n ðàçiâ. Ïðè öüîìó òåëåïàò ïðà-âèëüíî ïðî÷èòàâ ξ ñèìâîëiâ. ßêîãî âèñíîâêó âè äiéäåòåùîäî çäiáíîñòåé òåëåïàòà ÷èòàòè äóìêè?Ïåðåâiðòå òåëåïàòè÷íi çäiáíîñòi ñâîãî òîâàðèøà çà îïè-ñàíèì âèùå åêñïåðèìåíòîì. Çàïðîïîíóéòå êðèòåðié, çàäîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà áóëî á âèÿâèòè éîãî òåëåïàòè÷-íi çäiáíîñòi.Ñ�îðìóëþéòå é ðîçâ'ÿæiòü ïîñòàâëåíó çàäà÷ó â òåð-ìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).Ç'ÿñóéòå, ÿê çìiíþ¹òüñÿ �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòå-ðiþ çàëåæíî âiä éîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi òà êiëüêîñòi n ïiä-êèäàíü ìîíåòè, ïîáóäóéòå ãðà�iêè �óíêöié ïîòóæíîñòiêðèòåðiþ.



16.2. Çàäà÷i 27316.5 (ïðî ñòàòèñòèêà é åêñïåðèìåíòàòîðà). Äâàñòóäåíòè (îäíîãî íàçèâàòèìåìî ñòàòèñòèêîì, iíøîãî �åêñïåðèìåíòàòîðîì) ìàþòü ìîíåòè: ñèìåòðè÷íó i íåñè-ìåòðè÷íó, éìîâiðíiñòü âèïàäàííÿ ãåðáà ÿêî¨ ñòàíîâèòü p
(p 6= 1/2). Åêñïåðèìåíòàòîð i ñòàòèñòèê äîìîâëÿþòüñÿïðî òàêå: åêñïåðèìåíòàòîð âèõîäèòü äî ñóñiäíüî¨ êiìíà-òè, âèáèðà¹ îäíó ç ìîíåò (ÿêó � ñòàòèñòèê íå çíà¹), ïiä-êèäà¹ ¨¨ n ðàçiâ i ðåçóëüòàò (êiëüêiñòü âèïàäêiâ, êîëè âè-ïàâ ãåðá) ïîâiäîìëÿ¹ ñòàòèñòèêó. Îñòàííié ñòâåðäæó¹, ùîìîæå âèçíà÷èòè, ÿêó ç äâîõ ìîíåò ïiäêèäàâ åêñïåðèìåí-òàòîð. Îäíàê òîé ñòàâèòü ïiä ñóìíiâ öi çäiáíîñòi ñòàòèñ-òèêà i ÿê àðãóìåíò âèñóâà¹ òàêi çàïåðå÷åííÿ: îñêiëüêèðåçóëüòàò åêñïåðèìåíòó (÷èñëî âèïàäàíü ãåðáà) ïåðåäáà-÷èòè íåìîæëèâî, ïðè÷îìó ÿê äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ìîíåòè,òàê i äëÿ íåñèìåòðè÷íî¨ öèì ÷èñëîì ìîæå áóòè áóäü-ÿêåç ÷èñåë 0, 1, . . . , n, òî âèçíà÷èòè, ÿêà ç ìîíåò ïiäêèäàëàñÿ,íåìîæëèâî.Õòî ìà¹ ðàöiþ � ñòàòèñòèê ÷è åêñïåðèìåíòàòîð?Ñ�îðìóëþéòå ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ç ïîçèöié ñòàòèñòè-êà, òîáòî ÿê çàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ.çàäà÷ó 16.1).Äîñëiäiòü ÿê çìiíþ¹òüñÿ �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòå-ðiþ çàëåæíî âiä éîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi é êiëüêîñòi n ïiä-êèäàíü ìîíåòè, ïîáóäóéòå ãðà�iêè �óíêöié ïîòóæíîñòiêðèòåðiþ.Ùî ìîæíà ñêàçàòè ñòîñîâíî ìîæëèâîñòi ðîçðiçíèòèñèìåòðè÷íó é íåñèìåòðè÷íó ìîíåòè?Íåõàé n = 25. ßêèì áóäå âèñíîâîê, ÿêùî ãåðá âèïàâ21 ðàç?16.6 (êîíòðîëü íà òîêñè÷íiñòü). Ïðîöåñ âèðîáíèö-òâà äåÿêîãî ìåäè÷íîãî ïðåïàðàòó äîñèòü ñêëàäíèé, òî-ìó íåiñòîòíi íà ïåðøèé ïîãëÿä âiäõèëåííÿ âiä òåõíîëîãi¨ìîæóòü çóìîâèòè ïîÿâó âèñîêîòîêñè÷íèõ ïîái÷íèõ äîìi-øîê. Òîêñè÷íiñòü îñòàííiõ ìîæå âèÿâèòèñÿ òàêîþ âèñî-êîþ, ùî íàâiòü íåçíà÷íà ¨õíÿ êiëüêiñòü, ÿêó íå ìîæíàâñòàíîâèòè çà äîïîìîãîþ çâè÷àéíîãî õiìi÷íîãî àíàëiçó,íåáåçïå÷íà äëÿ ëþäèíè, ùî âæèâàòèìå öåé ïðåïàðàò. Òî-ìó äî ðåàëiçàöi¨ ïàðòi¨ ïðåïàðàòó éîãî äîñëiäæóþòü íàòîêñè÷íiñòü áiîëîãi÷íèìè ìåòîäàìè. Ïåâíà äîçà ïðåïàðà-òó ââîäèòüñÿ ïiääîñëiäíèì òâàðèíàì i ðå¹ñòðó¹òüñÿ ðå-çóëüòàò (÷èñëî ëåòàëüíèõ êiíöiâ). ßêùî ïðåïàðàò òîê-



274 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåçñè÷íèé, òî âñi àáî ìàéæå âñi òâàðèíè ãèíóòü � ÷èñëîëåòàëüíèõ êiíöiâ ξ(ω) âåëèêå (ξ(ω) ≥ l). Ó ñóïðîòèâíî-ìó ðàçi ÷èñëî ëåòàëüíèõ êiíöiâ ξ(ω) ìàëå (ξ(ω) < l), àáî,ùî òå ñàìå, êiëüêiñòü òâàðèí, ÿêi çàëèøèëèñÿ æèâèìè,âåëèêà.Âiäîìî, ùî äëÿ òîêñè÷íîãî ïðåïàðàòó éìîâiðíiñòü ëå-òàëüíîãî êiíöÿ íå ìåíøà íiæ 0,9, à ÿêùî ïðåïàðàò íåòî-êñè÷íèé, òî éìîâiðíiñòü ëåòàëüíîãî êiíöÿ íå ïåðåâèùó¹0,05. ßêó ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü n òâàðèí ñëiä ií'¹êòóâàòè,ùîá òîêñè÷íèé ïðåïàðàò âèÿâëÿâñÿ (êëàñè�iêóâàâñÿ ÿêòîêñè÷íèé) ç iìîâiðíiñòþ, íå ìåíøîþ íiæ 0,999, à íåòîê-ñè÷íèé âèòðèìóâàâ êîíòðîëü (êëàñè�iêóâàâñÿ ÿê íåòîê-ñè÷íèé) ç iìîâiðíiñòþ 0,98?Çíàéòè n, ñ�îðìóëþâàâøè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çà-äà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).16.7 (ïðî âèáiðêîâèé êîíòðîëü). ßêiñòü ïàðòi¨ âè-ðîáiâ ââàæà¹òüñÿ çàäîâiëüíîþ, ÿêùî äå�åêòíi âèðîáè óíié ñòàíîâëÿòü íå áiëüøå íiæ 2%. ßêó ìiíiìàëüíó êiëü-êiñòü âèðîáiâ ç ïàðòi¨ íåîáõiäíî âèïðîáóâàòè äëÿ òîãî,ùîá ïàðòiÿ, ÿêà ìiñòèòü 8% äå�åêòíèõ âèðîáiâ, âèÿâëÿ-ëàñÿ ç iìîâiðíiñòþ, íå ìåíøîþ íiæ 0,95, à ïàðòiÿ, ùî ìi-ñòèòü 2% òàêèõ âèðîáiâ, ïðèéìàëàñÿ ç iìîâiðíiñòþ, íåìåíøîþ íiæ 0,9?Ñ�îðìóëþâàòè òà ðîçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó â òåð-ìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1 iïðèêëàä 16.1.1).Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ �óíêöi¨ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ óòî÷êàõ 0,04; 0,06; 0,1 i éìîâiðíiñòü âiäõèëåííÿ ïàðòi¨, ùîìiñòèòü 4; 6; 10% äå�åêòíèõ âèðîáiâ, ïîáóäóâàòè ãðà�iêè�óíêöié ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.Ç à ó â àæåíí ÿ. Îñêiëüêè âèáiðêó äëÿ êîíòðîëþ ìîæ-íà âçÿòè âåëèêîãî îáñÿãó, à âiäñîòîê äå�åêòíèõ âèðîáiâìàëèé, òî çà ðîçïîäië ÷èñëà ξ äå�åêòíèõ âèðîáiâ ó âèáiðöiìîæíà ïðèéíÿòè ïóàññîíiâ ðîçïîäië.16.8.Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ õâîðîáà ïåðåõiäíîþ, áiîëîãïðèùåïëþ¹ ¨¨ ï'ÿòè ìèøàì i ðîçìiùó¹ ¨õ â îäíié êëiòöi ç
n íåùåïëåíèìè ìèøàìè. ßêùî õâîðîáà ïåðåäà¹òüñÿ, òîéìîâiðíiñòü òîãî, ùî íåùåïëåíà ìèøà çàõâîði¹ ïðîòÿãîì10 äíiâ, ñòàíîâèòü 0,9; ÿêùî æ õâîðîáà íå ïåðåäà¹òüñÿ, òîéìîâiðíiñòü òîãî, ùî íåùåïëåíà ìèøà çàõâîði¹ ïðîòÿãîì



16.2. Çàäà÷i 275çàçíà÷åíîãî ÷àñó, ñòàíîâèòü 0,05. ×åðåç 10 äíiâ �iêñó¹òü-ñÿ êiëüêiñòü íåùåïëåíèõ ìèøåé ç îçíàêàìè õâîðîáè.ßêó ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü íåùåïëåíèõ ìèøåé íåîáõiä-íî âèêîðèñòàòè â åêñïåðèìåíòi, ùîá ç iìîâiðíiñòþ, íå ìåí-øîþ íiæ 0,999, âèÿâèòè ïåðåõiäíó õâîðîáó i ç iìîâiðíiñòþ,íå áiëüøîþ íiæ 0,01, êëàñè�iêóâàòè õâîðîáó, ùî íå ïåðå-äà¹òüñÿ, ÿê òàêó, ùî ïåðåäà¹òüñÿ?Ñ�îðìóëþâàòè òà ðîçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿêçàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).16.9 (ïðî êîíòðîëü ÷èñòîòè âîäè). Äëÿ ïîòðåá äå-ÿêîãî õiìi÷íîãî âèðîáíèöòâà íåîáõiäíî, ùîá âîäà, ÿêàâèêîðèñòîâó¹òüñÿ, áóëà ÷èñòîþ, òîáòî ìiñòèëà íåçíà÷íóêiëüêiñòü áàêòåðié. Âîäà, íà îäèíèöþ îá'¹ìó ÿêî¨ â ñåðåä-íüîìó ïðèïàäà¹ ìåíøå îäíi¹¨ áàêòåði¨, ââàæà¹òüñÿ ïðè-äàòíîþ äëÿ çàçíà÷åíîãî õiìi÷íîãî âèðîáíèöòâà. ßêùî æñåðåäíÿ êiëüêiñòü áàêòåðié íà îäèíèöþ îá'¹ìó âîäè äî-ðiâíþ¹ îäíié àáî áiëüøå, òî âîäà íåïðèäàòíà äëÿ âèêî-ðèñòàííÿ.Çâè÷àéíà ìåòîäèêà êîíòðîëþ âîäè íà ÷èñòîòó òàêà.Áåðåòüñÿ 10 (ó çàãàëüíîìó âèïàäêó n) ïðîá âîäè îäèíè÷-íîãî îá'¹ìó. Ïîòiì êîæíó ç öèõ ïðîá äîäàþòü ó êîëáè içæèâèëüíèì ñåðåäîâèùåì, ÿêi òðèìàþòü çà òåìïåðàòóðè,ñïðèÿòëèâî¨ äëÿ ðîñòó áàêòåðié. ßêùî ïðîáà çàáðóäíåíà,òîáòî ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäíó áàêòåðiþ, òî êîëîíiÿ áàê-òåðié ðîñòå i ðîç÷èí, ÿêèé ñïî÷àòêó áóâ ïðîçîðèé, ñòà¹êàëàìóòíèì. Ïðî ÷èñòîòó âîäè ñóäÿòü çà êiëüêiñòþ ξ çà-áðóäíåíèõ ïðîá: ÿêùî öÿ êiëüêiñòü íå ïåðåâèùó¹ ïåâíî-ãî ÷èñëà l, òî âîäà ââàæà¹òüñÿ ÷èñòîþ; ó ñóïðîòèâíîìóðàçi � çàáðóäíåíîþ, òîäi ïðîâàäèòüñÿ äîäàòêîâå î÷èùåí-íÿ âîäè i âîíà çíîâó äîñëiäæó¹òüñÿ íà ÷èñòîòó. Äîäàòêî-âå î÷èùåííÿ âîäè, ïðèðîäíî, âèìàãà¹ äîäàòêîâîãî òðóäài âèòðàò ïðîòå, ÿêùî âîäà, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ, ìiñòèòüçíà÷íó êiëüêiñòü áàêòåðié, òî çóìîâëåíi öèì çáèòêè çíà÷-íî áiëüøi.ßêèì ìà¹ áóòè l, ùîá âîäà ç ñåðåäíiì âìiñòîì áàêòå-ðié, ùî äîðiâíþ¹ îäíié áàêòåði¨ íà îäèíèöþ îá'¹ìó, âè-ÿâëÿëàñÿ ç iìîâiðíiñòþ 0,99? Çíàéòè l, ñ�îðìóëþâàâøèïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãi-ïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).Íåõàé òåïåð ðiâåíü çíà÷óùîñòi é ÷èñëî n ïðîá âîäè íå�iêñîâàíi. Äîñëiäèòè ÿê çìiíþ¹òüñÿ �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi



276 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåçêðèòåðiþ çàëåæíî âiä éîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi i âiä n, ïî-áóäóâàòè ãðà�iêè �óíêöi¨ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.Ç à ó â àæåíí ÿ. ßê ðîçïîäië êiëüêîñòi áàêòåðié â îäè-íè÷íîìó îá'¹ìi âîäè ç ñåðåäíiì âìiñòîì λ áàêòåðié íàîäèíèöþ îá'¹ìó ïðèðîäíî ïðèéíÿòè ïóàññîíiâ ðîçïîäië çïàðàìåòðîì λ.16.10 (ïðî ïàíi, ÿêà ñìàêó¹ ÷àé). Îäíà ïàíi ñòâåð-äæó¹, ùî, ïîêóøòóâàâøè ÷àøêó ÷àþ ç ìîëîêîì, ìîæåâèçíà÷èòè, ùî áóëî ñïî÷àòêó íàëèòî ó ÷àøêó � ìîëîêî÷è ÷àé (ðîçðiçíÿ¹ ðåöåïòè ïðèãîòóâàííÿ ÷àþ). Ïðè öüîìóâîíà íå ïðåòåíäó¹ íà áåçïîìèëêîâå âèçíà÷åííÿ ðiçíèöi íàñìàê, àëå ñòâåðäæó¹, ùî, íåõàé iíîäi ïîìèëÿþ÷èñü, ÷àñòi-øå âèçíà÷à¹ ïðàâèëüíî, íiæ íåïðàâèëüíî.Ïåðø íiæ âèçíàòè çäiáíîñòi ïàíi, ¨é ïðîïîíóþòü âçÿòèó÷àñòü ó òàêîìó åêñïåðèìåíòi. Ïàíi íåîáõiäíî ïîêóøòó-âàòè i êëàñè�iêóâàòè n ïàð ÷àøîê ÷àþ (ïî ïàði ÷àøîê çàñíiäàíêîì ïðîòÿãîì n äíiâ). Äî êîæíî¨ ïàðè âõîäèòü ïî÷àøöi ÷àþ, ÿêèé ãîòóâàâñÿ çà ðiçíèìè ðåöåïòàìè. Êiëü-êiñòü ξ ïðàâèëüíî êëàñè�iêîâàíèõ ïàð ðå¹ñòðó¹òüñÿ. Íå-õàé ïàíi ç n ïàð ÷àøîê ïðàâèëüíî êëàñè�iêóâàëà ξ(ω)ïàð. ×è ñâiä÷èòü öå ïðî ¨¨ çäiáíîñòi ðîçðiçíÿòè ðåöåïòè,çà ÿêèìè ãîòó¹òüñÿ ÷àé?Âè � ÷ëåí äîáðîçè÷ëèâîãî æóði � íå õî÷åòå íåñïðà-âåäëèâî íåõòóâàòè çäiáíîñòÿìè ïàíi ðîçðiçíÿòè ðåöåïòèïðèãîòóâàííÿ ÷àþ, êîëè âîíà ñïðàâäi ¨õ ìà¹. Çàïðîïîíóé-òå ïðàâèëî (êðèòåðié), ÿêèì âàðòî êåðóâàòèñÿ, ðîáëÿ÷èâèñíîâîê ùîäî çäiáíîñòåé ïàíi.Ñ�îðìóëþéòå i ðîçâ'ÿæiòü ïîñòàâëåíó çàäà÷ó â òåð-ìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).Ç'ÿñóéòå, ÿê çìiíþ¹òüñÿ �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòå-ðiþ çàëåæíî âiä éîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi òà êiëüêîñòi n ïàð÷àøîê ÷àþ, ùî ïðîïîíó¹òüñÿ äëÿ êëàñè�iêàöi¨, ïîáóäóé-òå ãðà�iêè �óíêöi¨ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.Ç à ó â àæåíí ÿ. ßê ÷ëåí æóði, âè, çðîçóìiëî, íå õî-÷åòå âèçíàòè çäiáíîñòi ïàíi, ÿêùî âîíà ¨õ íå ìà¹; òîìóçà íóëüîâó ãiïîòåçó ïðîïîíó¹òå ãiïîòåçó H0: ïàíi íå ìà¹çäiáíîñòåé. Àëå ÿê ÷ëåí äîáðîçè÷ëèâîãî æóði, âè íå õî÷å-òå íåñïðàâåäëèâî íåõòóâàòè çäiáíîñòÿìè ïàíi, ÿêùî âîíà¨õ ìà¹, i òîìó íå ïðèçíà÷à¹òå çàíàäòî ìàëèé ðiâåíü çíà-÷óùîñòi êðèòåðiþ.16.11 (âèáiðêîâèé êîíòðîëü). Ñïîæèâà÷ êóïó¹ âå-ëèêi ïàðòi¨ òîâàðiâ. Ùîá óíèêíóòè çíà÷íî¨ ÷àñòêè äå-



16.2. Çàäà÷i 277�åêòíèõ âèðîáiâ, ïðîâîäèòüñÿ âèáiðêîâèé êîíòðîëü. Ç êî-æíî¨ ïàðòi¨ äëÿ êîíòðîëþ âèáèðà¹òüñÿ n âèðîáiâ. Ïàðòiÿïðèéìà¹òüñÿ, ÿêùî ÷èñëî äå�åêòíèõ âèðîáiâ ñåðåä n ïå-ðåâiðåíèõ íå ïåðåâèùó¹ l.Ñïîæèâà÷ âèñóâà¹ òàêi âèìîãè äî êîíòðîëþ: ÿêùî÷àñòêà äå�åêòíèõ âèðîáiâ ó ïàðòi¨ ìåíøà íiæ 8%, òî ïàð-òiÿ âèòðèìó¹ êîíòðîëü i çàêóïîâó¹òüñÿ, àëå 8% äå�åêò-íèõ âèðîáiâ ó ïàðòi¨ ìàþòü âèÿâëÿòèñÿ ç iìîâiðíiñòþ, íåìåíøîþ íiæ 0,9. Ó ïîñòà÷àëüíèêà ñâî¨ ïîáàæàííÿ ùîäîêîíòðîëþ: âií õî÷å, ùîá ïàðòiÿ, ÷àñòêà äå�åêòíèõ âèðî-áiâ ó ÿêié ñòàíîâèòü 1%, áðàêóâàëàñÿ ç iìîâiðíiñòþ, íåáiëüøîþ íiæ 0,04.ßêèìè ìàþòü áóòè îáñÿã (çðîçóìiëî, ìiíiìàëüíèé) âè-áiðêè n ç ïàðòi¨ òà çíà÷åííÿ l?Ñ�îðìóëþéòå i ðîçâ'ÿæiòü ïîñòàâëåíó çàäà÷ó â òåð-ìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1i ïðèêëàä 16.1.1).ßêà éìîâiðíiñòü çàáðàêóâàòè ïàðòiþ òîâàðiâ, ùî ìiñ-òèòü 1; 2; 4; 8; 10% äå�åêòíèõ âèðîáiâ?Ïîáóäóéòå ãðà�iêè �óíêöi¨ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.16.12 (ïðî ãðàëüíi êóáèêè). Ìà¹ìî ïàðó ãðàëü-íèõ êóáèêiâ: îäèí � ñèìåòðè÷íèé (iìîâiðíiñòü âèïàäàí-íÿ êîæíî¨ ãðàíi äîðiâíþ¹ 1/6), iíøèé � íåñèìåòðè÷íèé,öåíòð òÿæiííÿ ÿêîãî çìiùåíî òàê, ùî éìîâiðíiñòü ïîÿâè÷èñëà î÷îê, áiëüøîãî íiæ 3, ïåðåâèùó¹ 1/2.Ùîá âèÿâèòè íåñèìåòðè÷íèé êóáèê, áåðåìî îäèí êó-áèê (ÿêèé ñàìå íåâiäîìî � êóáèêè çîâíi ðîçðiçíèòè íå-ìîæëèâî), ïiäêèäà¹ìî éîãî n ðàçiâ i ðå¹ñòðó¹ìî êiëüêiñòüî÷îê, ùî âèïàëè. ßêó ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü ïiäêèäàíü íå-îáõiäíî âèêîíàòè, ùîá ñèìåòðè÷íèé êóáèê êëàñè�iêóâàâ-ñÿ ÿê íåñèìåòðè÷íèé ç iìîâiðíiñòþ, íå áiëüøîþ íiæ 0,1,à íåñèìåòðè÷íèé, iìîâiðíiñòü âèïàäàííÿ êiëüêîñòi î÷îêáiëüøî¨ íiæ 3 ÿêîãî ñòàíîâèòü 0,9, âèÿâëÿâñÿ ç iìîâiðíi-ñòþ 0,95?�îçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó, ñ�îðìóëþâàâøè ¨¨ ÿêçàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).Îá÷èñëèòè éìîâiðíîñòi òîãî, ùî íåñèìåòðè÷íèé êó-áèê, iìîâiðíiñòü âèïàäàííÿ êiëüêîñòi î÷îê áiëüøî¨ íiæ 3ÿêîãî ñòàíîâèòü 0,6; 0,7; 0,8; 0,9 áóäå âèÿâëåíèé; íå áóäåâèÿâëåíèé.



278 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç16.13. �îçâ'ÿçàòè çàäà÷ó 16.9 çà óìîâè, ùî â åêñïåðè-ìåíòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ n ïðîá âîäè.Ç'ÿñóâàòè, ÿê çìiíþ¹òüñÿ �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòå-ðiþ çàëåæíî âiä ðiâíÿ éîãî çíà÷óùîñòi òà êiëüêîñòi ïðîáâîäè, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â åêñïåðèìåíòi.Ïîáóäóéòå ãðà�iêè �óíêöi¨ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.16.14.Ìà¹ìî äâà ãðàëüíèõ êóáèêè: îäèí � ñèìåòðè÷-íèé (iìîâiðíiñòü âèïàäàííÿ êîæíî¨ ãðàíi äîðiâíþ¹ 1/6),i íåñèìåòðè÷íèé, öåíòð òÿæiííÿ ÿêîãî çìiùåíî òàê, ùîéìîâiðíiñòü ïîÿâè ÷èñëà î÷îê, áiëüøîãî íiæ 3, íå ìåíøà0,6. Âèáèðà¹ìî îäèí iç êóáèêiâ (ÿêèé ñàìå, íåâiäîìî �ãðàëüíi êóáèêè çîâíi íåðîçðiçíåííi), ïiäêèäà¹ìî éîãî nðàçiâ i ðå¹ñòðó¹ìî êiëüêiñòü î÷îê, ùî âèïàëè. ×è ìîæ-íà çà ðåçóëüòàòîì åêñïåðèìåíòó âèÿâèòè íåñèìåòðè÷íèéãðàëüíèé êóáèê?Ñ�îðìóëþéòè i ðîçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó â òåð-ìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).Äîñëiäèòè ÿê çìiíþ¹òüñÿ �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòå-ðiþ çàëåæíî âiä éîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi i âiä ÷èñëà n ïiä-êèäàíü ãðàëüíîãî êóáèêà, ïîáóäóâàòè ãðà�iêè �óíêöiéïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.16.15 (ïðî áóëî÷êè ç ðîäçèíêàìè). Äåðæàâíèìñòàíäàðòîì óñòàíîâëåíî, ùî ïðè âèïiêàííi ñîëîäêèõ áó-ëî÷îê íà 1000 âèðîáiâ ìà¹ ïðèïàäàòè 10 000 ðîäçèíîê(ó ñåðåäíüîìó 10 íà îäíó áóëî÷êó). Ó íàñ, îäíàê, ¹ ñóìíiâ,ùî âñi ðîäçèíêè âèêîðèñòàíî çà ïðèçíà÷åííÿì (¨õ ìîãëè,ïðèíàéìíi ÷àñòêîâî, âèêîðèñòàòè íà iíøi ïîòðåáè), i ìèõî÷åìî ïåðåâiðèòè, ÷è öå òàê. Äëÿ öüîãî êóïó¹ìî îäíóáóëî÷êó é ðàõó¹ìî êiëüêiñòü ðîäçèíîê ó íié: âèÿâèëîñÿ,ùî â áóëî÷öi ¹ ξ(ω) ðîäçèíîê. Çà êiëüêiñòþ ξ(ω) ðîäçèíîêó áóëî÷öi òðåáà äiéòè âèñíîâêó, ÷è âñi ðîäçèíêè âèêîðèñ-òàíî çà ïðèçíà÷åííÿì.�îçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó, ñ�îðìóëþâàâøè ¨¨ ÿêçàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).ßê çìiíèòüñÿ âèñíîâîê, êîëè ðîäçèíêè ïiäðàõîâóþòüó äâîõ áóëî÷êàõ?Äîñëiäèòè ÿê çìiíþ¹òüñÿ �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòå-ðiþ çàëåæíî âiä éîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi, ïîáóäóâàòè ãðà-�iêè �óíêöié ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.16.16 (êîíòðîëü íà òîêñè÷íiñòü). Ìåäè÷íèé ïðå-ïàðàò ïðîõîäèòü êîíòðîëü íà òîêñè÷íiñòü çà ìåòîäèêîþ,îïèñàíîþ â çàäà÷i 16.6.



16.2. Çàäà÷i 279Âiäîìî, ùî éìîâiðíiñòü ëåòàëüíîãî êiíöÿ âiä âèêîðèñ-òàííÿ òîêñè÷íîãî ïðåïàðàòó íå ìåíøà íiæ 0,8, à ÿêùîïðåïàðàò íåòîêñè÷íèé, òî éìîâiðíiñòü ëåòàëüíîãî êiíöÿíå ïåðåâèùó¹ 0,02.×è ìîæíà, ií'¹êòóâàâøè 10 ìèøåé, ç iìîâiðíiñòþ 0, 999âèÿâèòè òîêñè÷íèé ïðåïàðàò (òîêñè÷íèé ïðåïàðàò êëàñè-�iêóâàòè ÿê òîêñè÷íèé)? ßêùî òàê, òî ÿêà éìîâiðíiñòüòîãî, ùî íåòîêñè÷íèé ïðåïàðàò âèòðèìà¹ êîíòðîëü (áóäåêëàñè�iêîâàíèé ÿê íåòîêñè÷íèé)?Ïðåïàðàò áóëî ââåäåíî 10 ìèøàì, ïðè öüîìó çà�iêñî-âàíî çàãèáåëü äâîõ ìèøåé. ßêèé âèñíîâîê ùîäî òîêñè÷-íîñòi ïðåïàðàòó íåîáõiäíî çðîáèòè?�îçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó, ñ�îðìóëþâàâøè ¨¨ ÿêçàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).Íåõàé òåïåð ðiâåíü çíà÷óùîñòi é êiëüêiñòü n ïiääîñ-ëiäíèõ ìèøåé ìè ìîæåìî âèáèðàòè ñàìi. Äîñëiäèòè ÿêçìiíþ¹òüñÿ �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ çàëåæíî âiäéîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi é âiä n, ïîáóäóâàòè ãðà�iêè �óíê-öi¨ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.16.17.Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ õâîðîáà ïåðåõiäíîþ, áiîëîãïðèùåïëþ¹ ¨¨ ï'ÿòè ìèøàì i ðîçìiùó¹ ¨õ â îäíié êëiòöiç òðüîìà íåùåïëåíèìè ìèøàìè. ßêùî õâîðîáà ïåðåäà-¹òüñÿ, òî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íåùåïëåíà ìèøà çàõâîði¹ïðîòÿãîì äâîõ òèæíiâ, äîðiâíþ¹ 0,95; ÿêùî æ õâîðîáàíå ïåðåäà¹òüñÿ, òî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íåùåïëåíà ìèøàçàõâîði¹ ïðîòÿãîì çàçíà÷åíîãî ÷àñó, ñòàíîâèòü 0,04. ×å-ðåç äâà òèæíi �iêñó¹òüñÿ êiëüêiñòü íåùåïëåíèõ ìèøåé çîçíàêàìè õâîðîáè.×è ìîæíà, ñïîñòåðiãàþ÷è òðüîõ íåùåïëåíèõ ìèøåé,ç iìîâiðíiñòþ, íå ìåíøîþ 0,99, âèÿâèòè ïåðåõiäíó õâîðî-áó i ç iìîâiðíiñòþ, ùî íå ïåðåâèùó¹ 0,05, êëàñè�iêóâàòèíåïåðåõiäíó õâîðîáó ÿê ïåðåõiäíó? ßêùî íi, òî ñêiëüêèíåùåïëåíèõ ìèøåé íåîáõiäíî äëÿ öüîãî? ßêùî òàê, ÿêåìiíiìàëüíå ÷èñëî ìèøåé áóäå äîñòàòíiì?Ñ�îðìóëþéòå i ðîçâ'ÿæiòü ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çà-äà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).ßêîãî âèñíîâêó âè äiéäåòå, ÿêùî ó äâîõ iç òðüîõ íå-ùåïëåíèõ ìèøåé áóëè âèÿâëåíi îçíàêè çàõâîðþâàííÿ?Íåõàé òåïåð ðiâåíü çíà÷óùîñòi é êiëüêiñòü n ïiääîñ-ëiäíèõ ìèøåé ìè ìîæåìî âèáèðàòè ñàìi. Äîñëiäèòè, ÿêçìiíþ¹òüñÿ �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ çàëåæíî âiä



280 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåçéîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi é âiä n, ïîáóäóâàòè ãðà�iêè �óíê-öié ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.16.18 (ïðî ìîíåòè). Ìà¹ìî ï'ÿòü çîâíi íåðîçðiçíåí-íèõ ìîíåò, iìîâiðíiñòü âèïàäàííÿ ãåðáà ÿêèõ ñòàíîâèòüâiäïîâiäíî 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9.Ùîá âèÿâèòè ñèìåòðè÷íó ìîíåòó, áåðåìî îäíó ç íèõ(ÿêó ñàìå, íåâiäîìî � ìîíåòè íåðîçðiçíåííi) i ïiäêèäà¹ìî20 ðàçiâ.Çà ðåçóëüòàòàìè ïiäêèäàíü äiéòè âèñíîâêó ïðî ñèìåò-ðè÷íiñòü ìîíåòè.Ñ�îðìóëþéòå i ðîçâ'ÿæiòü ïîñòàâëåíó çàäà÷ó â òåð-ìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1),âèáðàâøè ãiïîòåçó �ìîíåòà ñèìåòðè÷íà� ÿê îñíîâíó. Ïî-áóäóéòå êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè öi¹¨ ãiïîòåçè ç ðiâíåì çíà-÷óùîñòi α = 0,05, ïîáóäóéòå �óíêöiþ ïîòóæíîñòi êðèòå-ðiþ. ßêà éìîâiðíiñòü âèÿâèòè íåñèìåòðè÷íó ìîíåòó, éìî-âiðíiñòü âèïàäàííÿ ãåðáà ÿêî¨ ñòàíîâèòü 0,6; 0,7; 0,8; 0,9?Íåõàé òåïåð ðiâåíü çíà÷óùîñòi é ÷èñëî n ïiäêèäàíüìîíåòè ìè ìîæåìî âèáèðàòè ñàìi. Äîñëiäèòè ÿê çìiíþ-¹òüñÿ �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ çàëåæíî âiä éîãî ðiâ-íÿ çíà÷óùîñòi i âiä n, ïîáóäóâàòè ãðà�iêè �óíêöi¨ ïîòóæ-íîñòi êðèòåðiþ.16.19 (ïðî ÿêiñòü iíñåêòèöèäó). ßê �àõiâöÿ ç ìà-òåìàòè÷íîþ ïiäãîòîâêîþ âàñ çàïðîøóþòü ïðîàíàëiçóâà-òè ðåçóëüòàòè äîñëiäíèöüêî¨ ðîáîòè, ïîâ'ÿçàíî¨ ç âèðîá-íèöòâîì iíñåêòèöèäiâ. ßêiñòü iíñåêòèöèäó âèçíà÷à¹òüñÿâiäñîòêîì óðàæåííÿ � âiäñîòêîì êîìàõ, ÿêi ãèíóòü ó ïî-ïóëÿöi¨, îáðîáëåíié ïðåïàðàòîì. Êðàùèé ç íàÿâíèõ iíñåê-òèöèäiâ ìà¹ âiäñîòîê óðàæåííÿ 92. Ó ëàáîðàòîði¨ ñòâîðå-íî íîâèé iíñåêòèöèä INC. Âèíèêà¹ çàïèòàííÿ: ÷è ¹ âiíÿêiñíiøèì?Ùîá ç'ÿñóâàòè öå, ïðîïîíó¹òüñÿ îáðîáèòè íîâèì ií-ñåêòèöèäîì 100 êîìàõ i ïiäðàõóâàòè êiëüêiñòü òèõ, ÿêi âè-æèëè. ßêùî êiëüêiñòü êîìàõ, ùî âèæèëè, ìåíøà âiä ïåâ-íîãî ÷èñëà l, òî INC ÿêiñíiøèé, â ñóïðîòèâíîìóðàçi � íi.Àâòîðè íîâîãî ïðåïàðàòó ñòâåðäæóþòü, ùî ïðåïàðàòìà¹ âiäñîòîê óðàæåííÿ íå ìåíøèé 98, i õî÷óòü, ùîá öÿéîãî âëàñòèâiñòü ïðîÿâëÿëàñÿ ç iìîâiðíiñòþ, íå íèæ÷îþíiæ 0,96. Iíñåêòèöèä INC äîðîæ÷èé çà íàÿâíi ó ïðîäà-æó ïðåïàðàòè ç âiäñîòêîì óðàæåííÿ 92, i ïîêóïåöü, ïðè-ðîäíî, âiäìîâëÿ¹òüñÿ êóïóâàòè INC, ÿêùî éîãî âiäñîòîê



16.2. Çàäà÷i 281óðàæåííÿ 92, i íàïîëÿãà¹, ùîá ïðè òåñòóâàííi iíñåêòèöè-äó INC ïðåïàðàò, âiäñîòîê óðàæåííÿ ÿêîãî ñòàíîâèòü 92,âèÿâëÿâñÿ ç iìîâiðíiñòþ íå ìåíøîþ íiæ 0,95.×è ìîæíà, âèêîðèñòàâøè â åêñïåðèìåíòi 100 êîìàõ,äiéòè âèñíîâêó ùîäî ÿêîñòi iíñåêòèöèäó INC, çàáåçïå÷èâ-øè ïåðåëi÷åíi âèùå óìîâè? ßêùî 100 êîìàõ ó äîñëiäiçàìàëî, òî ÿêîþ ìà¹ áóòè ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü êîìàõ óãðóïi, ùî îáðîáëÿ¹òüñÿ, ùîá ìîæíà áóëî âiäïîâiñòè íàïîñòàâëåíå çàïèòàííÿ?Äàéòå âiäïîâiäü íà ïåðåëi÷åíi ïèòàííÿ, ñ�îðìóëþâàâ-øè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).Íåõàé òåïåð ðiâåíü çíà÷óùîñòi é êiëüêiñòü n êîìàõ ìèìîæåìî âèáèðàòè ñàìi. Äîñëiäèòè ÿê çìiíþ¹òüñÿ �óíêöiÿïîòóæíîñòi êðèòåðiþ çàëåæíî âiä éîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi iâiä n, ïîáóäóâàòè ãðà�iêè �óíêöi¨ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ.16.20 (ïðî ÿêiñòü iíñåêòèöèäó).Âè çàéìà¹òåñü äîñ-ëiäæåííÿìè, ïîâ'ÿçàíèìè ç âèðîáíèöòâîì iíñåêòèöèäiâ.ßêiñòü iíñåêòèöèäó âèçíà÷à¹òüñÿ âiäñîòêîì óðàæåííÿ �âiäñîòêîì êîìàõ, ÿêi ãèíóòü âiä ïðåïàðàòó â ïîïóëÿöi¨,ùî äîñëiäæó¹òüñÿ. Êðàùèé ç íàÿâíèõ iíñåêòèöèäiâ ìà¹âiäñîòîê óðàæåííÿ 90. Ó ëàáîðàòîði¨ ñòâîðåíî íîâèé ií-ñåêòèöèä NIP. Âèíèêà¹ çàïèòàííÿ: ÷è ¹ öåé ïðåïàðàò êðà-ùèì?Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÷è âiäðiçíÿþòüñÿ iíñåêòèöèäè çà ÿêiñ-òþ, ïîïóëÿöiÿ ç n êîìàõ îáðîáëÿ¹òüñÿ NIP i ïiäðàõîâó¹-òüñÿ êiëüêiñòü êîìàõ, ÿêi âèæèëè. ßêùî ¨õ ìåíøå ïåâíî-ãî ÷èñëà l, òî ââàæà¹òüñÿ, ùî iíñåêòèöèä NIP ÿêiñíiøèé,ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi.Àâòîðè íîâîãî ïðåïàðàòó ñòâåðäæóþòü, ùî âií ìà¹âiäñîòîê óðàæåííÿ íå ìåíøèé íiæ 99, i õî÷óòü, ùîá öÿéîãî âëàñòèâiñòü ïðîÿâëÿëàñÿ ç iìîâiðíiñòþ íå ìåíøîþíiæ 0,98. Iíñåêòèöèä NIP äîðîæ÷èé çà íàÿâíi ó ïðîäàæóïðåïàðàòè, i ïîêóïåöü, ïðèðîäíî, âiäìîâëÿ¹òüñÿ êóïóâà-òè NIP, ÿêùî éîãî âiäñîòîê óðàæåííÿ 90, i íàïîëÿãà¹, ùîáiíñåêòèöèä NIP, âiäñîòîê óðàæåííÿ ÿêîãî ñòàíîâèòü 90,âèÿâëÿâñÿ ç iìîâiðíiñòþ 0,95.ßêèìè ìàþòü áóòè n (ÿêîìîãà ìåíøèì) i l, ùîá ií-ñåêòèöèä, âiäñîòîê óðàæåííÿ ÿêîãî 90, âèÿâëÿâñÿ ç iìî-âiðíiñòþ 0,95, à iíñåêòèöèä, âiäñîòîê óðàæåííÿ ÿêîãî 99,êëàñè�iêóâàâñÿ ÿê ñàìå òàêèé ç iìîâiðíiñòþ íå ìåíøîþíiæ 0,98?



282 �ëàâà 16. Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåçÑ�îðìóëþâàòè é ðîçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çà-äà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).16.21. Íåõàé â óìîâàõ åêñïåðèìåíòó, îïèñàíîãî â çà-äà÷i 16.3, çíà÷åííÿ p0 = 0,98, p1 = 0,01.ßêó ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü n çíiìêiâ íåîáõiäíî çðîáè-òè ïiä ÷àñ îáñòåæåííÿ êîæíîãî ïàöi¹íòà, ùîá ïàöi¹íòà çîçíàêàìè òóáåðêóëüîçó ìîæíà áóëî âèÿâèòè ç iìîâiðíiñ-òþ 0,95, à ïàöi¹íò, ÿêèé íå ìà¹ òàêèõ îçíàê, âèòðèìóâàâïåðåâiðêó íà òóáåðêóëüîç ç iìîâiðíiñòþ 0,90.Âèçíà÷èòè n, ñ�îðìóëþâàâøè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿêçàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).16.22. �îçãëÿíåìî åêñïåðèìåíò, îïèñàíèé ó çàäà÷i16.5. Íåõàé iìîâiðíiñòü âèïàäàííÿ ãåðáà íåñèìåòðè÷íî¨ìîíåòè ñòàíîâèòü 0,8. Ùî âè ìîæåòå ñêàçàòè ñòîñîâíîìîæëèâîñòi ðîçðiçíèòè ñèìåòðè÷íó i íåñèìåòðè÷íó ìîíå-òè? Ñâîþ âiäïîâiäü àðãóìåíòóéòå. Äàéòå êiëüêiñíi îöiíêè.Ñ�îðìóëþéòå i ðîçâ'ÿæiòü öþ çàäà÷ó ÿê çàäà÷ó ïåðå-âiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (äèâ. çàäà÷ó 16.1).



�ëàâà 17Ïåðåâiðêà ãiïîòåçïðî ïàðàìåòðèðîçïîäiëó Na;σ217.1 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: a = a0Ïiä ðóíòÿì êðèòåði¨â äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåç ïðî ïàðà-ìåòðè íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ¹ òåîðåìà:Òåîðåìà 17.1.1. ßêùî ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âèáiðêàç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó Na;σ2 , òî îöiíêè
ξ =

1

n

n∑

i=1

ξi i s2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(ξi − ξ)
2¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ïðè÷îìó

(n− 1)s2/σ2 ìà¹ ðîçïîäië χ2 ç (n− 1) ñòóïåíÿìè âiëüíî-ñòi, à ξ ðîçïîäiëåíà Na;σ2/n.Í à ñ ë i ä î ê. ßêùî ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âèáiðêà ç íîð-ìàëüíîãî ðîçïîäiëó Na;σ2 , òî âèïàäêîâà âåëè÷èíà
(ξ − a)

/ s√
n283



284 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n− 1 ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi(ùîäî ðîçïîäiëiâ χ2 i Ñòüþäåíòà, äèâ. ãë. 21).Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0:
a = a0. Íåõàé ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) � ðåàëi-çàöiÿ âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäi-ëó Na;σ2 . Ïàðàìåòðè a i σ2 íåâiäîìi. Âiäíîñíî çíà÷åííÿíåâiäîìîãî ïàðàìåòðà a âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: a = a0,àáî, ùî òå ñàìå, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âèáiðêà ç íîðìàëü-íîãî ðîçïîäiëó Na0;σ2 . Àëüòåðíàòèâà äî ãiïîòåçè H0 ìîæåáóòè ÿê îäíîái÷íà: ÿêùî a 6= a0, òî a > a0 (âîíà ìîæå áó-òè i òàêà: a < a0), òàê i äâîái÷íà: ÿêùî a 6= a0, òî a > a0àáî a < a0. Àëüòåðíàòèâà ó êîæíié çàäà÷i ñâîÿ.Íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè íóëüîâó ãiïîòåçó, òîáòî çà ðåà-ëiçàöi¹þ âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äiéòè âèñíîâêó: âiä-õèëÿòè H0 ÷è íi.Âèáið ñòàòèñòèêè äëÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ. Íåçà-ëåæíî âiä òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ ÷è íi ãiïîòåçà H0:
a = a0 (i âçàãàëi, âèñóâàëèñü ÿêiñü ãiïîòåçè ÷è íå âèñóâà-ëèñÿ), îöiíêà

ξ =
1

n

n∑

i=1

ξi,ïîáóäîâàíà çà âèáiðêîþ ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ç Na;σ2 , ¹ íåç-ñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà a, òîáòî ξ äà¹õîðîøå íàáëèæåííÿ äëÿ a. Òîìó ÿêùî a = a0 (ãiïîòå-çà ñïðàâäæó¹òüñÿ), òî âiäõèëåííÿ ξ − a0 ìiæ îöiíêîþ ξïàðàìåòðà a i éîãî ãiïîòåòè÷íèì çíà÷åííÿì a0 ìàëå, óñóïðîòèâíîìó ðàçi � âåëèêå. I îòæå, äëÿ ïåðåâiðêè ãiïî-òåçè H0: a = a0 îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ âiäõèëåííÿ ξ − a0 içàëåæíî âiä òîãî, âåëèêèì ÷è ìàëèì âîíî âèÿâèòüñÿ, âiä-õèëÿ¹ìî ãiïîòåçó H0 àáî íå âiäõèëÿ¹ìî. (Íàì áóäå çðó÷íîíîðìóâàòè ξ− a0 âåëè÷èíîþ s√
n
i ðîçãëÿäàòè íîðìîâàíåâiäõèëåííÿ t = (ξ − a0)

/
s√
n
, äå s2 = 1

n− 1

n∑

i=1
(ξi − ξ)

2.)Ùîá òàê ìîæíà áóëî äiÿòè, íåîáõiäíî çíàòè, ÿêèõ çíà-÷åíü íàáóâà¹ âiäõèëåííÿ
t = (ξ − a0)

/ s√
n



17.1. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: a = a0 285(â iäåàëi çíàéòè ðîçïîäië t), êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó-¹òüñÿ i êîëè âîíà íå ñïðàâäæó¹òüñÿ.Êîëè ãiïîòåçà H0: a = a0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, âiäõèëåí-íÿ t, ÿêå ïðè öüîìó ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç tn−1:
tn−1 = (ξ − a)

/ s√
n
,ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç (n − 1) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi(äèâ. òåîðåìó 17.1.1), òîáòî ìàëi âiäõèëåííÿ t ìàþòü

tn−1-ðîçïîäië. Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî
Mt =Mtn−1 = 0i ìàëi çíà÷åííÿ t = tn−1 �ìàéæå çàâæäè� (ç iìîâiðíiñòþ

1 − 2α) íàëåæàòü ïðîìiæêó (−tα;n−1, tα;n−1), äå tα;n−1 �âåðõíÿ
α-ìåæà tn−1-ðîçïîäiëó.ßêùî ãiïîòåçà H0: a = a0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ (íåõàéäëÿ âèçíà÷åíîñòi a > a0), òî âiäõèëåííÿ t ìîæíà ïîäàòèó âèãëÿäi

t = (ξ − a0)
/ s√

n
= (ξ − a)

/ s√
n
+ (a− a0)

/ s√
n
=

= tn−1 + (a− a0)
/ s√

n
. (17.1.1)Ç ðiâíîñòi (17.1.1), çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ïðè n→ ∞

Mt→ ∞,

t = (ξ − a0)
/ s√

n

P−→ ∞� êîëè ãiïîòåçà H0: a = a0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, âiäõèëåííÿ
t íàáóâà¹ âåëèêèõ çíà÷åíü.ßê ìåæi, ùî âiäîêðåìëþþòü âåëèêi çíà÷åííÿ t âiä ìà-ëèõ, ïðèðîäíî âèáðàòè ÷èñëà −tα;n−1 i tα;n−1. Ïðè öüîìóçíà÷åííÿ t, ùî íàëåæàòü ïðîìiæêó (−tα;n−1, tα;n−1), êëà-ñè�iêóâàòèìåìî ÿê ìàëi, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � ÿê âå-ëèêi. (Ìàëi çíà÷åííÿ t �ìàéæå çàâæäè� � ç iìîâiðíiñòþ
(1− 2α) � ëåæàòü ó ïðîìiæêó (−tα;n−1, tα;n−1).)



286 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: a = a0 îá-÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ
t = (ξ − a0)

/ s√
níîðìîâàíîãî âiäõèëåííÿ ξ âiä a0 i ç'ÿñîâó¹ìî, âåëèêå âî-íî ÷è ìàëå, ïîðiâíþþ÷è t ç ìåæàìè −tα;n−1, tα;n−1, ùîâiäîêðåìëþþòü âåëèêi çíà÷åííÿ t âiä ìàëèõ. ßêùî ïðèöüîìó t íàáóëî âåëèêèõ çíà÷åíü, òîáòî |t| > tα;n−1, ãiïî-òåçó H0: a = a0 âiäõèëÿ¹ìî, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi.Êðèòåðié Ñòüþäåíòà äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçèH0:

a = a0. Íåõàé ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âèáiðêà ç Na;σ2-ðîç-ïîäiëó, tα;(n−1) � âåðõíÿ α-ìåæà t-ðîçïîäiëó ç (n − 1)ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.ßêùî ãiïîòåçó H0: a = a0 âiäõèëÿòè ïðè
|ξ − a0|

/ s√
n
> tα;(n−1)i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ 2αãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ

(àëüòåðíàòèâà äâîái÷íà: a > a0 àáî a < a0).ßêùî àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà, íàïðèêëàä a > a0, òî
(ξ − a0)

/
s√
n
ïîðiâíþ¹ìî ç tα;(n−1): ïðè

(ξ − a0)
/ s√

n
> tα;(n−1)ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi

(ðiâåíü çíà÷óùîñòi îäíîái÷íîãî êðèòåðiþ äîðiâíþ¹ α).Ïîìèëêè ïðè ïåðåâiðöi ãiïîòåçè H0: a = a0.Íåçàëåæíî âiä òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ ÷è íi ãiïîòåçà H0:
a = a0, âèïàäêîâà âåëè÷èíà (ξ − a)

/
s√
n
ìà¹ ðîçïîäiëÑòüþäåíòà ç n − 1 ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi i, ÿê íàñëiäîê,

ξ �ìàéæå çàâæäè� (ç iìîâiðíiñòþ 1− 2α) íàáóâà¹ çíà÷åíüç îêîëó (

a− s√
n
tα;(n−1), a+

s√
n
tα;(n−1)

)



17.1. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: a = a0 287òî÷êè a, àëå ìîæå, õî÷à é çðiäêà (ç iìîâiðíiñòþ 2α), íàáó-âàòè çíà÷åíü ïîçà çàçíà÷åíîãî îêîëó òî÷êè a. Òîìó, êîëèãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, âiäõèëåííÿ t = (ξ − a0)
/

s√
nìîæå, õî÷à é çðiäêà (ç iìîâiðíiñòþ 2α), íàáóâàòè âåëèêèõçíà÷åíü, òîáòî |ξ−a0|

/
s√
n
> tα;(n−1), ïðè öüîìó ãiïîòåçó

H0, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ, ìè âiäõèëÿ¹ìî i òèì ñàìèì ïðè-ïóñêà¹ìîñÿ ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó.Äàëi, êîëè ãiïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, ξ, �ìàéæåçàâæäè� íàáóâàþ÷è çíà÷åíü ç îêîëó òî÷êè a, ìîæå (õî÷àé çðiäêà) íàáóòè çíà÷åííÿ, ÿêå ìàëî âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä a0(òîáòî |ξ − a0|
/

s√
n

≤ tα;(n−1)). Ïðè öüîìó ìè ãiïîòåçó
H0: a = a0 íå âiäõèëÿ¹ìî (õî÷à âîíà é íå ñïðàâäæó¹òüñÿ)i òèì ñàìèì ïðèïóñêà¹ìîñÿ ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó.Ïðèêëàä 17.1.1 (å�åêò âiä âèêîðèñòàííÿ ñïåöi-àëüíî¨ ñiâàëêè). Äëÿ òîãî, ùîá âèÿâèòè å�åêò âèêî-ðèñòàííÿ ñïåöiàëüíî¨ ñiâàëêè, 10 äiëÿíîê çåìëi çàñiÿëèçâè÷àéíîþ ñiâàëêîþ i 10 � ñïåöiàëüíîþ, à ïîòiì ïîðiâ-íÿëè îòðèìàíi âðîæà¨.Ñïî÷àòêó 20 äiëÿíîê îäíàêîâî¨ ïëîùi áóëè ïîäiëåíiíà ïàðè, ïðè÷îìó äî êîæíî¨ ïàðè âõîäèëè ñóìiæíi äi-ëÿíêè. Ïèòàííÿ ïðî òå, ÿêà ç äâîõ ñóìiæíèõ äiëÿíîêìàëà îáðîáëÿòèñÿ ñïåöiàëüíîþ ìàøèíîþ, âèðiøóâàëîñÿïiäêèäàííÿì ìîíåòè.�içíèöi âðîæà¨â ç ïàð ñóìiæíèõ äiëÿíîê, çàñiÿíèõñïåöiàëüíîþ ñiâàëêîþ i çâè÷àéíîþ, ïîäàíi ó òàáëèöi.Íîìåð �içíèöÿ Íîìåð �içíèöÿïàðè âðîæà¨â ïàðè âðîæà¨â1 2,4 6 1,62 1,0 7 −0,43 0,7 8 1,14 0,0 9 0,15 1,1 10 0,7×è ñâiä÷àòü íàâåäåíi äàíi ïðî íàÿâíiñòü å�åêòó âiäâèêîðèñòàííÿ ñïåöiàëüíî¨ ñiâàëêè, iíàêøå êàæó÷è, ÷èäà¹ âèêîðèñòàííÿ ñïåöiàëüíî¨ ñiâàëêè íàäáàâêó âðîæàþ?



288 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõãiïîòåç çàäà÷ó ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè òàê. Ìà¹ìî 10 íåçà-ëåæíèõ ñïîñòåðåæåíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè � ðåàëiçàöiþ
ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξ10(ω) âèáiðêè ξ1, ξ2, . . . , ξ10 ç íîðìàëüíî-ãî ðîçïîäiëó Na;σ2 , ïàðàìåòðè a i σ2 ÿêîãî íåâiäîìi (ïðè-ïóùåííÿ ùîäî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ðåçóëüòàòiâ âèìi-ðþâàíü ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ ñïðàâäæó¹òüñÿ). Ñòîñîâíîïàðàìåòðà a ðîçïîäiëó Na;σ2 âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0:
a = 0 (îáðàçëèâà äëÿ ðîçðîáíèêiâ íîâî¨ ñiâàëêè). Àëü-òåðíàòèâà îäíîái÷íà: a > 0 (ñïåöiàëüíà ñiâàëêà ñòâîðþâà-ëàñÿ äëÿ ïiäâèùåííÿ âðîæàéíîñòi). Âiäõèëåííÿ ãiïîòåçè
H0: a = 0 íà êîðèñòü àëüòåðíàòèâè a > 0 òðàêòóâàòèìåìîÿê íàÿâíiñòü å�åêòó âèêîðèñòàííÿ ñïåöiàëüíî¨ ñiâàëêè,íåâiäõèëåííÿ � ÿê âiäñóòíiñòü å�åêòó.Íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó H0. Çãiäíî ç êðèòåði¹ìÑòüþäåíòà äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: a = a0 çà àëüòåð-íàòèâè a > a0 îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ

t = (ξ − a0)
/ s√

ni ïîðiâíþ¹ìî éîãî ç tα;n−1 � âåðõíüîþ α-ìåæåþ tn−1-ðîç-ïîäiëó. ßêùî
t = (ξ − a0)

/ s√
n
> tα;n−1,ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿ¹ìî, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi (ðiâåíüçíà÷óùîñòi êðèòåðiþ äîðiâíþ¹ α).Ó ïðèêëàäi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, n = 10,

ξ =
1

n

n∑

i=1

ξi =
1

10
(2,4 + 1,0 + . . . + 0,7) = 0,83;

s2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(ξi − ξ)
2
=

1

9
((2,4− 0,83)2+

+(1,0− 0,83)2 + . . .+ (0,7− 0,83)2) = 0,667;

t = ξ
/
√

s2

n
= 0,83

/
√

0,667

10
= 3,22.



17.2. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: aξ = aη 289Òàêèì ÷èíîì,
t = ξ

/ s√
n
= 3,22 > 2,26 = t0,025;9.Òîìó çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ñòüþäåíòà ãiïîòåçó H0: a = 0âiäõèëÿ¹ìî íà êîðèñòü àëüòåðíàòèâè a > 0. Iíàêøå êà-æó÷è, ãiïîòåçà ïðî òå, ùî âèáiðêó äîáóòî ç íîðìàëüíîãîðîçïîäiëó ç ñåðåäíiì íóëü, ñóïåðå÷èòü íàÿâíèì äàíèì.Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè òàê.Ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî ðiçíèöÿ âðîæà¨â ç äiëÿíîê, çà-ñiÿíèõ ñïåöiàëüíîþ ñiâàëêîþ i çâè÷àéíîþ, íåiñòîòíî âiä-õèëÿ¹òüñÿ âiä íóëÿ, ñóïåðå÷èòü íàÿâíèì äàíèì. Äëÿ ñi-âàëêè, çàñòîñóâàííÿ ÿêî¨ íå äà¹ å�åêòó, òàêi âiäõèëåííÿðiçíèöi óðîæà¨â âiä íóëÿ, ÿê íàâåäåíî â òàáëèöi, íåìîæ-ëèâi (òî÷íiøå, ìîæëèâi, àëå âêðàé ðiäêî). Îòæå, åêñïåðè-ìåíò äà¹ ïiäñòàâè ñòâåðäæóâàòè: å�åêò âiä âèêîðèñòàííÿñïåöiàëüíî¨ ñiâàëêè iñíó¹ (íà ðàäiñòü ðîçðîáíèêiâ ñïåöi-àëüíî¨ ñiâàëêè).17.2 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: aξ = aηÏîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .

. . . , ξn(ω)) i η(ω) = (η1(ω), η2(ω), . . . , ηm(ω)) � ðåàëiçàöi¨íåçàëåæíèõ âèáiðîê ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) i η = (η1, η2, . . .

. . . , ηm) âiäïîâiäíî ç ðîçïîäiëiâ Naξ;σ2 i Naη ;σ2 . Ñåðåäíi
aξ é aη i äèñïåðñiÿ σ2 (îäíà é òà ñàìà äëÿ îáîõ ðîçïîäiëiâ)íåâiäîìi.Ùîäî ïàðàìåòðiâ aξ é aη âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0:
aξ = aη àáî, ùî òå ñàìå, ξ1, ξ2, . . . , ξn i η1, η2, . . . , ηm � âè-áiðêè ç îäíîãî é òîãî ñàìîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Àëü-òåðíàòèâà ãiïîòåçi H0 ìîæå áóòè ÿê îäíîái÷íîþ: ÿêùî
aξ 6= aη, òî aξ > aη (âîíà ìîæå áóòè é òàêîþ: aξ < aη),òàê i äâîái÷íîþ: ÿêùî aξ 6= aη, òî aξ > aη àáî aξ < aη.Àëüòåðíàòèâà ó êîæíié çàäà÷i ñâîÿ.Íåîáõiäíî çà âèáiðêàìè ξ1, ξ2, . . . , ξn i η1, η2, . . . , ηm âiä-ïîâiäíî ç ðîçïîäiëiâ Naξ ;σ2 i Naη ;σ2 äiéòè âèñíîâêó: âiä-õèëÿòè ãiïîòåçó H0 ÷è íi.



290 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2Âèáið ñòàòèñòèêè äëÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ.Íåçàëåæíî âiä òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ ÷è íi ãiïîòåçà H0:
aξ = aη, îöiíêè ξ i η ¹ íåçñóíåíèìè i ñïðîìîæíèìè îöií-êàìè âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ aξ i aη, à ðiçíèöÿ ξ − η ¹ íåç-ñóíåíîþ é ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ ðiçíèöi aξ − aη. Òîìó,êîëè aξ = aη (êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ) ðiçíèöÿ
ξ − η ìàëî âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä íóëÿ, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçiâiäõèëåííÿ ðiçíèöi âiä íóëÿ âåëèêå. Îòæå, äëÿ ïåðåâiðêèãiïîòåçè H0: aξ = aη ïðèðîäíî îá÷èñëèòè ðiçíèöþ ξ − η içàëåæíî âiä òîãî, ÿêîãî çíà÷åííÿ âîíà íàáóëà: âåëèêîãî÷è ìàëîãî � âiäõèëÿòè ÷è íå âiäõèëÿòè ãiïîòåçó H0. (Íàìáóäå çðó÷íî íîðìóâàòè ξ − η âåëè÷èíîþ s

√
n+m
nm i ðîç-ãëÿäàòè íîðìîâàíå âiäõèëåííÿ t = (ξ − η)

/(

s
√
n+m
nm

),äå s2 îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (17.2.2).) Ùîá òàê ìîæíà áóëîäiÿòè, íåîáõiäíî çíàòè, ÿêèõ çíà÷åíü íàáóâà¹ âiäõèëåííÿ
t = (ξ − η)

/
(

s

√

n+m

nm

)(à â iäåàëi çíàéòè ðîçïîäië t), êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâ-äæó¹òüñÿ i êîëè âîíà íå ñïðàâäæó¹òüñÿ.ßêùî ãiïîòåçà H0: aξ = aη ñïðàâäæó¹òüñÿ, íîðìîâàíàðiçíèöÿ t, ÿêó â öüîìó ðàçi ïîçíà÷èìî ÷åðåç tn+m−2, òîáòî
tn+m−2 = (ξ − η)

/
(

s

√

n+m

nm

)

,ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç (m+n−2) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî
Mtn+m−2 = 0i çíà÷åííÿ tn+m−2 �ìàéæå çàâæäè� (ç iìîâiðíiñòþ 1− 2α)íàëåæèòü ïðîìiæêó (−tα;(n+m−2), tα;(n+m−2)), äå tα;(n+m−2)� âåðõíÿ α-ìåæà t-ðîçïîäiëó ç (n+m−2) ñòóïåíÿìè âiëü-íîñòi.



17.2. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: aξ = aη 291ßêùî ãiïîòåçà H0: aξ − aη = 0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ (íå-õàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi aξ > aη), ðiçíèöþ ìîæíà ïîäàòè óâèãëÿäi
t = (ξ − η)

/
(

s

√

n+m

nm

)

=

= ((ξ−aξ)−(η−aη))
/
(

s

√

n+m

nm

)

+(aξ−aη)
/
(

s

√

n+m

nm

)

=

= tn+m−2 + (aξ − aη)
/
(

s

√

n+m

nm

)

. (17.2.1)Iç ðiâíîñòåé (17.2.1) âèïëèâà¹, ùî ïðè n,m→ ∞

Mt→ ∞,

t = tn+m−2 + (ξ − η)
/
(

s

√

n+m

nm

)

P−→ ∞.� êîëè ãiïîòåçà H0: aξ − aη = 0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, âiäõè-ëåííÿ íàáóâà¹ âåëèêèõ çíà÷åíü.ßê ìåæi, ùî âiäîêðåìëþþòü âåëèêi çíà÷åííÿ t âiäìàëèõ ïðèðîäíî âèáðàòè ÷èñëà −tα;n+m−2, tα;n+m−2. Ïðèöüîìó çíà÷åííÿ t, ùî íàëåæàòü ïðîìiæêó
(−tα;n+m−2, tα;n+m−2),êëàñè�iêóâàòèìåìî ÿê ìàëi, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � ÿêâåëèêi (ìàëi çíà÷åííÿ t �ìàéæå çàâæäè� � ç iìîâiðíiñòþ

(1− 2α) � ëåæàòü ó ïðîìiæêó (−tα;n+m−2, tα;n+m−2)).Äàëi äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: aξ − aη = 0 îá÷èñëþ-¹ìî çíà÷åííÿ íîðìîâàíî¨ ðiçíèöi
t = (ξ − η)

/
(

s

√

n+m

nm

)i ç'ÿñîâó¹ìî, âåëèêå âîíî ÷è ìàëå, ïîðiâíþþ÷è t ç ìå-æàìè −tα;(n+m−2) i tα;(n+m−2), ùî âiäîêðåìëþþòü âåëèêi



292 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2çíà÷åííÿ t âiä ìàëèõ. ßêùî ïðè öüîìó t íàáóëî âåëèêî-ãî çíà÷åííÿ, òîáòî |t| > tα;n+m−2, ãiïîòåçó âiäõèëÿ¹ìî,ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi.Íàãàäà¹ìî, ùî
s2 =

1

n+m− 2

(
(n− 1)s2ξ + (m− 1)s2η

)
, (17.2.2)äå

s2ξ =
1

n− 1

n∑

i=1

(ξi − ξ)2, s2η =
1

m− 1

m∑

i=1

(ηi − η)2.Êðèòåðié Ñòüþäåíòà äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçèH0:
aξ = aη (ïðî ðiâíiñòü ñåðåäíiõ íîðìàëüíèõ ðîçïî-äiëiâ). Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn i η1, η2, . . . , ηm � íåçàëåæíiâèáiðêè âiäïîâiäíî ç ðîçïîäiëiâ Naξ ;σ2 i Naη ;σ2 , tα;(n+m−2)� âåðõíÿ α-ìåæà t-ðîçïîäiëó ç (n +m − 2) ñòóïåíÿìèâiëüíîñòi.ßêùî ãiïîòåçó H0: aξ = aη âiäõèëÿòè ïðè

|t| = |ξ − η|
/
(

s

√

n+m

nm

)

≥ tα;(n+m−2)i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ 2αãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ
(àëüòåðíàòèâà äâîái÷íà: aξ < aη àáî aξ > aη).ßêùî àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà, íàïðèêëàä aξ > aη,òî t ïîðiâíþ¹ìî ç tα;(n+m−2): ïðè

t = (ξ − η)
/
(

s

√

n+m

nm

)

≥ tα;(n+m−2)ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi
(ðiâåíü çíà÷óùîñòi îäíîái÷íîãî êðèòåðiþ äîðiâíþ¹ α).Ïðèêëàä 17.2.1 . Äàëi íàâåäåíî äàíi ïðî âèìiðþ-âàííÿ íåðiâíîñòåé ïîâåðõíi îäíi¹¨ é òi¹¨ ñàìî¨ ÷èñòîòèîáðîáëåííÿ çà äîïîìîãîþ äâîõ ïîäâiéíèõ ìiêðîñêîïiâ.



17.2. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: aξ = aη 293Ìiêðîñêîï I: 0,8; 1,9; 3,0; 3,5; 3,8; 2,5; 1,7; 0,9; 1,0; 2,3;3,3; 3,4.Ìiêðîñêîï II: 1,4; 2,1; 3,1; 3,6; 2,7; 1,7; 1,1; 0,2; 1,6; 2,8;4,0; 4,7.×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ìiæ ïîêàçàìè ïðèëàäiâ íå-ìà¹ ñèñòåìàòè÷íî¨ ðîçáiæíîñòi?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ïîçíà÷àòèìåìî ÷å-ðåç ξ1, ξ2, . . . , ξn äàíi âèìiðþâàíü, äîáóòi çà äîïîìîãîþïåðøîãî ìiêðîñêîïà, ÷åðåç η1, η2, . . . , ηm � äðóãîãî.Ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç öþ çàäà-÷ó ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè òàê. Ìà¹ìî ðåàëiçàöi¨ äâîõ íå-çàëåæíèõ âèáiðîê ξ1, ξ2, . . . , ξn i η1, η2, . . . , ηm âiäïîâiäíîç ðîçïîäiëiâ Naξ ;σ2 i Naη ;σ2 (ïðèïóùåííÿ ïðî íîðìàëüíèéðîçïîäië ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàíü ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ âè-ïðàâäîâó¹ ñåáå). Âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ aξ i aη âèñóâà¹òüñÿãiïîòåçà H0: aξ = aη. Öå ãiïîòåçà ïðî âiäñóòíiñòü ñèñòå-ìàòè÷íî¨ ðîçáiæíîñòi ìiæ ïîêàçàìè ïðèëàäiâ. Àïðiîði,ÿêùî aξ 6= aη, òî ìîæå áóòè ÿê aξ < aη, òàê i aξ > aη,òîìó àëüòåðíàòèâà äâîái÷íà. Âiäõèëåííÿ ãiïîòåçè H0 íàêîðèñòü öi¹¨ àëüòåðíàòèâè iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê íàÿâíiñòüñèñòåìàòè÷íî¨ ðîçáiæíîñòi ïîêàçiâ ïðèëàäiâ, íåâiäõèëåí-íÿ � ÿê âiäñóòíiñòü ðîçáiæíîñòi ïîêàçiâ.Çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ñòüþäåíòà äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè
H0: aξ = aη çà äâîái÷íî¨ àëüòåðíàòèâè aξ < aη àáî aξ > aηòðåáà ïîðiâíÿòè çíà÷åííÿ

|t| = |ξ − η|
/(

s

√

n+m

nm

)ç tα;(n+m−2) � âåðõíüîþ α-ìåæåþ t(n+m−2)-ðîçïîäiëó. ßê-ùî
|t| = |ξ − η|

/(

s

√

n+m

nm

)

≥ tα;(n+m−2),ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿ¹ìî, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi (ðiâåíüçíà÷óùîñòi êðèòåðiþ 2α).Ó ïðèêëàäi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, n = 12, m = 12,
ξ =

1

12
(0,8 + 1,9 + . . . + 3,4) = 2,34,
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η =
1

12
(1,4 + 2,1 + . . .+ 4,7) = 2,42,

s2ξ =
1

n− 1

n∑

i=1

(ξi − ξ)2, s2η =
1

m− 1

m∑

i=1

(ηi − η)2,

s2 =
1

n+m− 2
((n − 1)s2ξ + (m− 1)s2η) = 1,44,

|t| = |ξ − η|
/
(

s

√

n+m

nm

)

=

= |2,42− 2,34|
/
√

1,44(12 + 12)

(12 · 12) = 0,16.Òàêèì ÷èíîì,
|t| = 0,16 < 2,074 = t0,025; 22.Òîìó çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ñòüþäåíòà ãiïîòåçó H0 ïðî ðiâ-íiñòü aξ = aη íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi íå âiäõèëÿ¹ìî.Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà òðàêòóâàòè òàê. Ïðèïóùåííÿïðî âiäñóòíiñòü ñèñòåìàòè÷íî¨ ðîçáiæíîñòi ìiæ ïîêàçà-ìè ìiêðîñêîïiâ íå ñóïåðå÷èòü åêñïåðèìåíòàëüíèì äàíèì.(Òàêi ïîêàçè ìîãëè áóòè îòðèìàíi ïiä ÷àñ ðîáîòè ç îäíèìi òèì ñàìèì ïðèëàäîì.) Iíàêøå êàæó÷è, åêñïåðèìåíò íåäà¹ ïiäñòàâ ãîâîðèòè ïðî iñíóâàííÿ ñèñòåìàòè÷íî¨ ðîç-áiæíîñòi ìiæ ïîêàçàìè ìiêðîñêîïiâ.17.3 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: σ2/σ2

0 = 1Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . , ξn(ω)) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ç ðîç-ïîäiëó Na;σ2 . Ïàðàìåòðè a i σ2 íåâiäîìi. Âiäíîñíî çíà÷åí-íÿ ïàðàìåòðà σ2 âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà

H0 : σ
2/σ20 = 1.



17.3. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: σ2/σ20 = 1 295Àëüòåðíàòèâà ãiïîòåçi H0: σ2/σ20 = 1 ìîæå áóòè ÿê îäíî-ái÷íîþ: ÿêùî σ2/σ20 6= 1, òî σ2/σ20 > 1 (âîíà ìîæå áóòè éòàêîþ: σ2/σ20 < 1), òàê i äâîái÷íîþ: ÿêùî σ2/σ20 6= 1, òî
σ2/σ20 > 1 àáî σ2/σ20 < 1. Àëüòåðíàòèâà ó êîæíié çàäà÷iñâîÿ.Íåîáõiäíî çà ðåàëiçàöi¹þ ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . , ξn(ω)) âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ç ðîçïîäiëó Na;σ2äiéòè âèñíîâêó: âiäõèëÿòè ãiïîòåçó H0 ÷è íi.Âèáið ñòàòèñòèêè äëÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ. Íåçà-ëåæíî âiä òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: σ2/σ20 = 1 ÷èíi,

s2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(ξi − ξ)2¹ íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà σ2. Òîìóÿêùî ãiïîòåçà H0: σ2/σ20 = 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ, âiäíîøåííÿ
s2/σ20 = s2/σ2 ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä 1 ïîðiâíÿíî ç âiäíî-øåííÿì s2/σ20 , êîëè ãiïîòåçà H0: σ2/σ20 = 1 íå ñïðàâäæó-¹òüñÿ. À ñàìå, ÿêùî σ2/σ20 = 1, òî

M(s2/σ20) =M(s2/σ2) = 1,

s2/σ20
P→ σ2/σ20 = 1.À ÿêùî σ2/σ20 6= 1, òî

M(s2/σ20) = σ2/σ20 6= 1,

s2/σ20
P→ σ2/σ20 6= 1.Òîìó êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: σ2/σ20 = 1 ïðè-ðîäíî áóäóâàòè, ïîðiâíþþ÷è âiäíîøåííÿ s2/σ20 ç 1. ßêùîâiäíîøåííÿ s2/σ20 iñòîòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä 1, òî ãiïîòå-çó H0: σ2/σ20 = 1 ïðèðîäíî âiäõèëÿòè, ó ñóïðîòèâíîìóðàçi � íi. Ìåæi, ùî âiäîêðåìëþþòü çíà÷åííÿ s2/σ20 , ÿêiiñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä 1, âiä çíà÷åíü s2/σ20 , ùî ìàëî



296 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2(äîïóñòèìî) âiäõèëÿþòüñÿ âiä 1, âñòàíîâëþþòüñÿ íà ïiä-ñòàâi òîãî, ùî äëÿ âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ç ðîçïîäiëó
Na;σ2 âèïàäêîâà âåëè÷èíà

(n− 1)s2/σ2ìà¹ ðîçïîäië χ2 ç (n− 1) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi (ùîäî ðîç-ïîäiëó χ2 äèâ. ãë. 21).Êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçèH0: σ2/σ2
0 = 1.Íåõàé ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âèáiðêà ç Na;σ2 , χ2

β;(n−1) �âåðõíÿ β-ìåæà χ2
(n−1)-ðîçïîäiëó.ßêùî ãiïîòåçó H0: σ2/σ20 = 1 âiäõèëÿòè ïðè

s2

σ20
6∈
(

1

n− 1
χ2
(1−α);(n−1),

1

n− 1
χ2
α;(n−1)

)i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ 2αãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ
(àëüòåðíàòèâà äâîái÷íà: σ2/σ20 < 1 àáî σ2/σ20 > 1).ßêùî àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà, íàïðèêëàä σ2/σ20 > 1,òî ïðè

s2

σ20
>

1

n− 1
χ2
α;(n−1)ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿ¹ìî, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi (ði-âåíü çíà÷óùîñòi îäíîái÷íîãî êðèòåðiþ äîðiâíþ¹ α).17.4 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: σ2

ξ/σ
2
η = 1Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .

. . . , ξn(ω)) i η(ω) = (η1(ω), η2(ω), . . . , ηm(ω)) � ðåàëiçàöi¨íåçàëåæíèõ âèáiðîê ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) i η = (η1, η2, . . .

. . . , ηm) âiäïîâiäíî ç ðîçïîäiëiâ Naξ ;σ
2
ξ
i Naη ;σ2

η
. Ïàðàìåò-ðè aξ, aη, σ2ξ i σ2η íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ íåâiäîìi. Ùîäîçíà÷åíü σ2ξ i σ2η âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà

H0 : σ
2
ξ/σ

2
η = 1



17.4. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: σ2ξ/σ2η = 1 297àáî, ùî òå ñàìå, âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) i η = (η1, η2, . . .
. . . , ηm) äîáóòî ç íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç îäíi¹þ i òi¹þñàìîþ äèñïåðñi¹þ. Àëüòåðíàòèâà ãiïîòåçi H0: σ2ξ/σ2η = 1ìîæå áóòè ÿê îäíîái÷íîþ: ÿêùî σ2ξ/σ2η 6= 1, òî σ2ξ/σ2η > 1(âîíà ìîæå áóòè é òàêîþ: σ2ξ/σ2η < 1), òàê i äâîái÷íîþ:ÿêùî σ2ξ/σ2η 6= 1, òî σ2ξ/σ2η < 1 àáî σ2ξ/σ2η > 1. Âèáið àëü-òåðíàòèâè âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñòàâëåíîþ çàäà÷åþ.Íåîáõiäíî çà ðåàëiçàöiÿìè âèáiðîê ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) i
η = (η1, η2, . . . , ηm) ç ðîçïîäiëiâ Naξ ;σ

2
ξ
i Naη ;σ2

η
âiäïîâiäíîäiéòè âèñíîâêó: âiäõèëÿòè ãiïîòåçó H0 ÷è íi.Âèáið ñòàòèñòèêè äëÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ. Íåçà-ëåæíî âiä òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: σ2ξ/σ2η = 1 ÷èíi,

s2ξ =
1

n− 1

n∑

i=1

(ξi − ξ)
2 i s2η =

1

m− 1

m∑

i=1

(ηi − η)2¹ ñïðîìîæíèìè îöiíêàìè âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ σ2ξ i σ2η ,à òîìó s2ξ/s2η çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî σ2ξ/σ2η , êîëè
n → ∞, m → ∞. Îòæå, ÿêùî σ2ξ/σ2η = 1, òî âiäíîøåííÿ
s2ξ

/

s2η çà âåëèêèõ n im ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä σ2ξ/σ2η = 1.ßêùî æ σ2ξ

/

σ2η 6= 1, òî âiäíîøåííÿ s2ξ/s2η, áóäó÷è áëèçü-êèì äî σ2ξ/σ2η, âiä 1 âiäðiçíÿ¹òüñÿ iñòîòíî. Òîìó êðèòåðiéäëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0:σ2ξ/σ2η = 1 ïðèðîäíî áóäóâàòè,ïîðiâíþþ÷è âiäíîøåííÿ s2ξ/s2η ç 1: ÿêùî öå âiäíîøåííÿiñòîòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä 1, òî ãiïîòåçó H0 ïðèðîäíî âiä-õèëÿòè, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi. Ìåæi, ÿêi âiäîêðåìëþ-þòü çíà÷åííÿ s2ξ/s2η, ùî iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä 1, âiäçíà÷åíü s2ξ/s2η, ÿêi ìàëî (äîïóñòèìî) âiäõèëÿþòüñÿ âiä 1,âñòàíîâëþþòüñÿ íà ïiäñòàâi òîãî, ùî êîëè σ2ξ

/

σ2η = 1



298 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2(òîáòî êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ) âèïàäêîâà âå-ëè÷èíà s2ξ/s2η ìà¹ F -ðîçïîäië ç (n − 1,m − 1) ñòóïåíÿìèâiëüíîñòi (ùîäî F -ðîçïîäiëó äèâ. ãë. 21).Êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçèH0: σ2
ξ/σ

2
η = 1.Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn i η1, η2, . . . , ηm � íåçàëåæíi âèáiðêèâiäïîâiäíî ç ðîçïîäiëiâ Naξ ;σ

2
ξ
i Naη ;σ2

η
; Fβ;s;k � âåðõíÿ

β-ìåæà F -ðîçïîäiëó ç s, k ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.ßêùî ãiïîòåçó H0: σ2ξ/σ2η = 1 âiäõèëÿòè ïðè
s2ξ
s2η

6∈
(

1

Fα;(m−1);(n−1)
, Fα;(n−1);(m−1)

)i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ 2αãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ
(öèì êðèòåði¹ì êîðèñòó¹ìîñü, ÿêùî àëüòåðíàòèâà äâî-ái÷íà: σ2ξ/σ2η < 1 àáî σ2ξ/σ2η > 1).ßêùî àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà, íàïðèêëàä σ2ξ/σ2η > 1,òî ïðè

s2ξ
s2η

> Fα;(n−1);(m−1)ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿ¹ìî, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi (ði-âåíü çíà÷óùîñòi öüîãî îäíîái÷íîãî êðèòåðiþ äîðiâíþ¹ α).Ïðèêëàä 17.4.1. Âèçíà÷à¹òüñÿ ìåæà ìiöíîñòi íàðîçðèâ ìàòåðiàëó íà äâîõ ðiçíèõ ñòåíäàõ A i B. Äîáóòîòàêi âèáiðêè çíà÷åíü ìåæi ìiöíîñòi íà ðîçðèâ.Ñòåíä A: 1,32; 1,35; 1,32; 1,35; 1,30; 1,30; 1,37; 1,31;1,39; 1,39.Ñòåíä B: 1,35; 1,31; 1,31; 1,41; 1,39; 1,37; 1,32; 1,34.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ìîæíà ââàæàòè, ùî òî÷íiñòü âèìi-ðþâàíü ìåæi ìiöíîñòi íà ðîçðèâ íà ñòåíäàõ A i B îäíà-êîâà.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõãiïîòåç öþ çàäà÷ó ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè òàê. Ìà¹ìî äâiðåàëiçàöi¨ íåçàëåæíèõ âèáiðîê iç íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ
Naξ ;σ

2
ξ
i Naη ;σ2

η
(íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)� âèáiðêà, äîáóòà íà ñòåíäi A, η = (η1, η2, . . . , ηm) � íà



17.4. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: σ2ξ/σ2η = 1 299ñòåíäi B). Âiäíîñíî íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ σ2ξ i σ2η âèñó-âà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: σ2ξ/σ2η = 1 (öå ãiïîòåçà ïðî îäíàêîâóòî÷íiñòü âèìiðþâàíü íà ñòåíäàõ A i B). Àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà: σ2ξ/σ2η < 1 àáî σ2ξ/σ2η > 1, îñêiëüêè íåìà¹ íiÿêî¨àïðiîðíî¨ ií�îðìàöi¨ ùîäî òî÷íîñòi ðîáîòè ñòåíäiâ A i B.Âiäõèëåííÿ ãiïîòåçè H0 íà êîðèñòü öi¹¨ àëüòåðíàòèâè ií-òåðïðåòóâàòèìåìî ÿê íàÿâíiñòü âiäìiííîñòåé ó òî÷íîñòiâèìiðþâàíü íà ñòåíäàõ, íåâiäõèëåííÿ � ÿê âiäñóòíiñòüâiäìiííîñòåé.Çãiäíî ç êðèòåði¹ì äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè
H0 : σ

2
ξ/σ

2
η = 1çà äâîái÷íî¨ àëüòåðíàòèâè ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿ¹ìî, ÿêùî

s2ξ
s2η

6∈
(

1

Fα;(m−1);(n−1)
, Fα;(n−1);(m−1)

)

,i íå âiäõèëÿ¹ìî â ñóïðîòèâíîìó ðàçi.Ó ïðèêëàäi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, n = 10, m = 8, ξ =
= 1,34; η = 1,35,

s2ξ =
1

n− 1

n∑

i=1

(ξi − ξ)2 = 12,2 · 10−4;

s2η =
1

m− 1

m∑

j=1

(ηi − η)2 = 14,0 · 10−4;

s2ξ
s2η

=
12,2 · 10−4

14,0 · 10−4
= 0,87;

Fα;(n−1);(m−1) = F0,01;9;7 = 6,72;

1

Fα;(m−1);(n−1)
=

1

5,61
= 0,18.Çíà÷åííÿ s2ξ/s2η íàëåæèòü ïðîìiæêó

(
1

Fα;(m−1);(n−1)
, Fα;(n−1);(m−1)

)

= (0,18; 6,72),



300 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2òîìó ãiïîòåçó H0: σ2ξ/σ2η = 1 íà 2%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòiíå âiäõèëÿ¹ìî.Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè òàê. Ïðèïóùåí-íÿ (ãiïîòåçà), ùî ñòåíäè A i B ìàþòü îäíàêîâó òî÷íiñòüâèìiðþâàíü ìåæi ìiöíîñòi íà ðîçðèâ, íå ñóïåðå÷èòü åêñ-ïåðèìåíòàëüíèì äàíèì. (Òàêi äàíi ìîãëè áóòè îòðèìàíiïiä ÷àñ ðîáîòè íà îäíîìó é òîìó ñàìîìó ñòåíäi.) Iíàêøåêàæó÷è, åêñïåðèìåíò íå äà¹ ïiäñòàâ ñòâåðäæóâàòè, ùîòî÷íiñòü âèìiðþâàíü ìåæi ìiöíîñòi íà ðîçðèâ íà ñòåíäàõ
A i B ðiçíà.17.5 Çàäà÷iÀÇ: 17.1, 17.6, 17.8, 17.15.ÑÇ: 17.4, 17.9, 17.14, 17.33.17.1. Ïðîòÿãîì ëiòíiõ êàíiêóë 10 øêîëÿðiâ ïåðåáóâà-ëè ó ñïîðòèâíîìó òàáîði. Íà ïî÷àòêó ñåçîíó i ïiñëÿ éîãîçàâåðøåííÿ ó íèõ âèçíà÷àëè ¹ìíiñòü ëåãåíiâ (ó ìiëiëiò-ðàõ). Çà ðåçóëüòàòàìè âèìiðþâàíü íåîáõiäíî âèçíà÷èòè,÷è iñòîòíî çìiíèâñÿ öåé ïîêàçíèê ïiä âïëèâîì iíòåíñèâ-íèõ �içè÷íèõ âïðàâ.�ìíiñòü ëåãåíiâ �ìíiñòü ëåãåíiâØêî- íà ïî- ïî çàêií- Øêî- íà ïî- ïî çàêií-ëÿð ÷àòêó ÷åííi ëÿð ÷àòêó ÷åííiñåçîíó ñåçîíó ñåçîíó ñåçîíó1 3400 3800 6 3100 32002 3600 3700 7 3200 32003 3000 3300 8 3400 33004 3500 3600 9 3200 35005 2900 3100 10 3400 360017.2. Ùîá ïîðiâíÿòè âiäáèâíó çäàòíiñòü äâîõ âèäiâ�àðáè (A i B), ïðîâåëè òàêèé åêñïåðèìåíò: ç 10 âèáðà-íèõ íàâìàííÿ ïðîáíèõ çðàçêiâ ï'ÿòü ïî�àðáóâàëè îäíi¹þ�àðáîþ, ðåøòó � iíøîþ i âèìiðÿëè ¨õíþ âiäáèâíó çäàò-íiñòü çà äîïîìîãîþ îïòè÷íîãî ïðèëàäó. Îòðèìàëè òàêiðåçóëüòàòè.Ôàðáà A: 195; 150; 205; 120; 160.Ôàðáà B: 200; 115; 220; 185; 170.



17.5. Çàäà÷i 301×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî âiäìiííiñòü âiäáèâíî¨ çäàòíîñ-òi �àðá?17.3.Îäèí iç ìåòîäiâ êiëüêiñíîãî àíàëiçó ñòóïåíÿ ñïðà-öþâàííÿ øèíè ïîëÿãà¹ ó âèìiðþâàííi ãëèáèíè ïðîíèê-íåííÿ ùóïà1 ó ïåâíîìó ìiñöi øèíè. � ïiäîçðà, ùî ïîÿâàçíà÷íî¨ ÷àñòêè äèñïåðñi¨ âèìiðþâàíü ïîâ'ÿçàíà ç äiÿìèêîíòðîëåðiâ. Ùîá âèëó÷èòè iç çàãàëüíî¨ äèñïåðñi¨ âèìi-ðþâàíü çàçíà÷åíó ÷àñòèíó, äâîì êîíòðîëåðàì (X i Y )çàïðîïîíóâàëè ïðîâåñòè ïî 12 âèìiðþâàíü â îäíié i òiéñàìié òî÷öi øèíè. Îòðèìàëè òàêi ðåçóëüòàòè.Êîíòðîëåð X: 121; 121; 126; 130; 127; 131; 127; 124;125; 119; 126; 123.Êîíòðîëåð Y : 120; 129; 128; 136; 117; 138; 124; 119; 136;136; 134; 132.×è iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ äèñïåðñi¨ âèìiðþâàíü, ïðî-âåäåíèõ êîíòðîëåðàìè X i Y ?17.4. Íà âèðîáíèöòâi åëåêòðè÷íi ëi÷èëüíèêè, ùî ìà-þòü îáåðòîâèé äèñê, âiäðåãóëþâàëè òàê, ùî ¨õíÿ ðîáî-òà ñòàëà ñèíõðîííîþ ç ðîáîòîþ ñòàíäàðòíîãî ëi÷èëüíè-êà (ðîáîòà ëi÷èëüíèêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñòàëîþ, ÿêà ìà¹äîðiâíþâàòè îäèíèöi). Ïåðåâiðêà 10 ëi÷èëüíèêiâ, ÿêà ïî-ëÿãàëà ó âèçíà÷åííi ¨õíüî¨ ñòàëî¨ çà äîïîìîãîþ òî÷íèõâàòìåòðiâ i ñåêóíäîìiðiâ, äàëà òàêi ðåçóëüòàòè:Íîìåð Çíà÷åííÿ Íîìåð Çíà÷åííÿëi÷èëüíèêà ñòàëî¨ ëi÷èëüíèêà ñòàëî¨1 0,983 6 0,9882 1,002 7 0,9943 0,998 8 0,9914 0,996 9 1,0055 1,003 10 0,986Ñòàëà ñòàíäàðòíîãî ëi÷èëüíèêà äîðiâíþ¹ 1,000.×è ìîæíà âiäõèëåííÿ âiä ñòàíäàðòó ðîçãëÿäàòè ÿêâèïàäêîâi, ÷è, íàâïàêè, ðåçóëüòàòè âêàçóþòü íà òå, ùîñòàëi âiäðåãóëüîâàíèõ ëi÷èëüíèêiâ ñèñòåìàòè÷íî âiäðiç-íÿþòüñÿ âiä ñòàëî¨ ñòàíäàðòíîãî ëi÷èëüíèêà?Âiäïîâiñòè íà öå ïèòàííÿ, ïåðåâiðèâøè ãiïîòåçó ïðîòå, ùî 10 âèìiðþâàíü óòâîðþþòü âèáiðêó, äîáóòó ç íîð-ìàëüíîãî ðîçïîäiëó iç ñåðåäíiì 1,000.1Òóò ùóï � òîíêà ïðîäîâãóâàòà ìåòàëåâà ïëàñòèíêà ïðÿìîêóò-íî¨ �îðìè.



302 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ217.5. Ùîá ïîðiâíÿòè äâà ñîðòè ñòàëi (I i II) çà çäàò-íiñòþ äî ãëèáîêîãî âiäïóñêó, âèãîòîâèëè ïî ñiì çðàçêiâç êîæíîãî ñîðòó é âèïðîáóâàëè ¨õ çà ìåòîäîì Åðiêñîíà,çãiäíî ç ÿêèì ó çðàçîê âäàâëþ¹òüñÿ êîíóñ ç êóëüêîâèìíàêîíå÷íèêîì. �ëèáèíó ïðîíèêíåííÿ êóëüêè âèìiðþþòüó ìiëiìåòðàõ. �åçóëüòàòè âèïðîáóâàíü íàâåäåíî íèæ÷å.Ñòàëü ñîðòó I: 10,85; 10,24; 10,48; 10,35; 11,07; 9,54;11,18.Ñòàëü ñîðòó II: 11,05; 10,07; 10,03; 10,57; 10,27; 9,97;9,92.×è ìîæíà ââàæàòè, ùî îáèäâà ñîðòè ñòàëi ìàþòü îäíà-êîâó çäàòíiñòü äî ãëèáîêîãî âiäïóñêó?�îçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó, ñ�îðìóëþâàâøè ¨¨ ÿêçàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç.17.6. Ìàñà ïàêóíêà ç ïðèðîäíèì áàðâíèêîì ìà¹ ñòà-íîâèòè 50 êã, à äèñïåðñiÿ ìàñè ïàêóíêà íå ïîâèííà ïå-ðåâèùóâàòè 0,01 êã2. Çâàæóâàííÿ 10 ïàêóíêiâ äàëî òàêiðåçóëüòàòè: 50,10; 50,07; 49,93; 49,81; 49,70; 49,76; 50,08;50,18; 49,79; 51,02 (ìàñà ó êiëîãðàìàõ).×è ñâiä÷àòü íàâåäåíi äàíi, ùî çàçíà÷åíi âèìîãè:1◦ äî ìàñè ïàêóíêà âèêîíóþòüñÿ,2◦ äî äèñïåðñi¨ ìàñè ïàêóíêà âèêîíóþòüñÿ?17.7. Ïîäàíi íèæ÷å äàíi õàðàêòåðèçóþòü òâåðäiñòü 14çðàçêiâ ñïëàâó â óìîâíèõ îäèíèöÿõ: 12,1; 13,7; 11,0; 11,6;11,9; 13,4; 12,2; 12,5; 11,9; 11,5; 12,9; 13,0; 10,5; 11,7.Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäiñòü ñïëàâó ðîçïîäiëåíà íîð-ìàëüíî. ×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ñåðåäí¹ a íîðìàëüíîãîðîçïîäiëó äîðiâíþ¹ 12,0?17.8. Äîñëiäæóâàëàñÿ ìîæëèâiñòü çìåíøåííÿ âèäàò-êiâ íà ðîçâiäóâàííÿ ïîêëàäiâ çîëîòà íà îäíié iç äiëÿíîêðîçñèïíîãî ðîäîâèùà. Äëÿ öüîãî çàìiñòü ÷àñòèíè çàïëà-íîâàíèõ äëÿ çàêëàäàííÿ øóð�iâ ïðîáóðèëè ñâåðäëîâè-íè óäàðíî-êàíàòíîãî ñâåðäëiííÿ (âèäàòêè íà ñâåðäëiííÿìåíøi). Îòðèìàëè òàêi ðåçóëüòàòè âèïðîáóâàíü íà âìiñòçîëîòà çðàçêiâ ïîðiä iç øóð�iâ i ñâåðäëîâèí (âìiñò çîëîòàâ ìiëiãðàìàõ íà êóái÷íèé ìåòð ïîðîäè).Ñâåðäëîâèíè: 322; 250; 225; 315; 399; 348; 192; 375; 381;538; 198; 317; 293.Øóð�è: 478; 299; 541; 457; 251; 221; 548; 431; 397; 462;457; 251; 221; 548.×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ðåçóëüòàòè âèïðîáóâàíü çðàç-



17.5. Çàäà÷i 303êiâ íà âìiñò çîëîòà iç ñâåðäëîâèí i çðàçêiâ iç øóð�iâ ðiç-íÿòüñÿ íåiñòîòíî?17.9. Íà âåðñòàòi-àâòîìàòi âèãîòîâëÿ¹òüñÿ îäèí âèäïðîäóêöi¨. Êðèòè÷íèì ðîçìiðîì âèðîáiâ ¹ çîâíiøíié äià-ìåòð. Ïiñëÿ íàëàãîäæåííÿ âåðñòàòà âiäiáðàëè 20 âèðîáiâ.Ïðè öüîìó âèÿâèëîñÿ, ùî âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ ðîçìiðóçîâíiøíüîãî äiàìåòðà ñòàíîâèòü 0,84 ìì2. ×åðåç ïåâíèé÷àñ äëÿ êîíòðîëþ òî÷íîñòi ðîáîòè âåðñòàòà âiäiáðàëè 15âèðîáiâ. Îá÷èñëåíà çà íèìè âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ âèÿâèëà-ñÿ ðiâíîþ 1,07 ìì2. ×è ñâiä÷àòü íàâåäåíi äàíi ïðî çìiíóòî÷íîñòi ðîáîòè âåðñòàòà?17.10. Øâèäêiñòü ïîëiìåðèçàöi¨ ïåðåâiðèëè íà êiëü-êîõ çðàçêàõ ïîëiìåðó. �îçðàõóíêîâà øâèäêiñòü ïîëiìåðè-çàöi¨ ñòàíîâèòü 24% çà ãîäèíó. Ó âîñüìè åêñïåðèìåíòàõîòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè (ó %): 23,6; 22,8; 25,7; 24,8; 26,4;24,3; 23,9; 25,0.×è ¹ äîñòàòíi ïiäñòàâè ââàæàòè, ùî ðîçðàõóíêîâà øâèä-êiñòü ïîëiìåðèçàöi¨ óçãîäæó¹òüñÿ ç öèìè äàíèìè?17.11. Ùîá ïåðåâiðèòè, ÷è âïëèâà¹ íà ìiöíiñòü áåòî-íó ñïåöiàëüíèé ñïîñiá éîãî âèãîòîâëåííÿ, ïðîâåëè åêñïå-ðèìåíò. Iç ïàðòi¨ ñèðîâèíè âçÿëè øiñòü âèáiðîê. Ïîòiìâèáiðêè íàâìàííÿ ïîäiëèëè íà äâi ãðóïè ïî òðè ó êîæ-íié. Ïiñëÿ öüîãî âèáiðêè ç äðóãî¨ ãðóïè ïiääàëè ñïåöi-àëüíié îáðîáöi i ç êîæíî¨ âèãîòîâèëè ïðîáíèé êóá. Ïiñëÿ28-äåííî¨ âèòðèìêè øåñòè ïðîáíèõ êóáiâ ïðîâåëè ¨õ âè-ïðîáóâàííÿ íà ñòèñê. �å¹ñòðóâàëè çíà÷åííÿ íàâàíòàæåí-íÿ, çà ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ðóéíóâàííÿ çðàçêiâ (ãðàíèöÿ ìi-öíîñòi íà ñòèñê). Îòðèìàëè òàêi ðåçóëüòàòè.Áåòîí (áåç îáðîáêè) 290 311 284Áåòîí (ç îáðîáêîþ) 309 318 318×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî íàÿâíiñòü å�åêòó ñïåöiàëüíî¨îáðîáêè áåòîíó?17.12.Ùîá çìåíøèòè âèõiä íåáàæàíîãî ïîái÷íîãî ïðî-äóêòó, çàñòîñîâóâàëè êàòàëiçàòîðè A i B. Äëÿ êîæíîãîç íèõ áóëî äîáóòî âèáiðêè âèõîäó íåáàæàíîãî ïðîäóê-òó (ó %).Êàòàëiçàòîð A: 41; 52; 29; 43; 38; 45; 52; 42; 36.Êàòàëiçàòîð B: 40; 27; 59; 42; 25; 58; 42; 26; 37.



304 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ðîçêèä âèõîäó íåáàæàíîãîïðîäóêòó ïðè âèêîðèñòàííi êàòàëiçàòîðiâ A i B îäíàêî-âèé?Ïðèì i ò ê à. �îçêèä õàðàêòåðèçó¹òüñÿ äèñïåðñi¹þ.17.13. Íà êîìï'þòåði ìîäåëþ¹òüñÿ íîðìàëüíî ðîçïî-äiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà. �åàëiçàöiÿ âèáiðêè öi¹¨ âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè: 2,41; 2,26; 2,10; 2,53; 1,96; 1,31; 2,32;2,66.×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî âèáiðêó äîáóòî ç íîð-ìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ñåðåäíiì 2,5?17.14. Ó êëàñi ç 20 äiòåé íàâìàííÿ âiäiáðàëè 10, ÿêèìùîäåííî ïî÷àëè äàâàòè àïåëüñèíîâèé ñiê, ðåøòi ùîäíÿäàâàëè ìîëîêî. ×åðåç äåÿêèé ÷àñ çà�iêñóâàëè çáiëüøåí-íÿ âàãè äiòåé ó �óíòàõ (1 �óíò = 453,6 ã).Ñiê 4,0 2,5 3,5 4,0 1,5 1,0 3,5 3,0 2,5 3,5Ìîëîêî 1,5 3,5 2,5 3,0 2, 5 2,0 2,0 2,5 1,5 3,0Ñåðåäí¹ çáiëüøåííÿ âàãè îäíîãî øêîëÿðà â ãðóïi, äåäàâàëè àïåëüñèíîâèé ñiê, ñòàíîâèëî 2,9 �óíòà, à â ãðóïi,äå äàâàëè ìîëîêî, � 2,4. ×è iñòîòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ çáiëü-øåííÿ âàãè äiòåé ó ãðóïàõ?17.15. Âèìiðþâàëè íåðiâíîñòi ïîâåðõíi ç ðåãóëÿðíèìïðî�iëåì (îäíîãî é òîãî ñàìîãî ðiâíÿ ÷èñòîòè) çà äîïî-ìîãîþ ïîäâiéíèõ ìiêðîñêîïiâ (I i II). Ïðè öüîìó îòðèìàëèòàêi ðåçóëüòàòè.Ìiêðîñêîï I: 0,8; 2,0; 3,1; 3,5; 2,1; 1,7; 0,9; 1,1; 3,3.Ìiêðîñêîï II: 0,7; 2,1; 3,1; 0,9; 3,6; 2,7; 0,8; 4,7; 0,3; 4,1;2,8; 0,6.Ç'ÿñóâàòè, ÷è ìîæíà ââàæàòè òî÷íiñòü âèìiðþâàííÿìiêðîñêîïàìè îäíàêîâîþ?Ïðèì i ò ê à. Òî÷íiñòü âèìiðþâàíü õàðàêòåðèçó¹òüñÿäèñïåðñi¹þ.17.16. Íîìiíàëüíèé îïið ðåçèñòîðà 2000 Îì. Äëÿ êîí-òðîëþ âiäiáðàëè ïàðòiþ ç 12 ðåçèñòîðiâ. Ïiñëÿ âèìiðþâàí-íÿ îïîðó êîæíîãî îòðèìàëè òàêi ðåçóëüòàòè: 2130; 2090;2030; 2080; 1920; 2020; 2015; 2000; 2045; 1940; 1980; 1970.×è ìîæíà âiäõèëåííÿ îïîðó ðåçèñòîðiâ âiä íîìiíàëó(2000 Îì) ðîçãëÿäàòè ÿê äîïóñòèìi, ÷è, íàâïàêè, ðåçóëü-òàòè âèìiðþâàíü ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî îïið ðåçèñòîðiâ iñ-òîòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íîìiíàëó?



17.5. Çàäà÷i 30517.17. Íà ñòàëåëèâàðíîìó çàâîäi äëÿ êîíòðîëþ âìiñ-òó ìàðãàíöþ â îäíié iç ìàðîê ñòàëi çðîáèëè 10 âiäëèâêiâ içêîíâåðòîðà I i ñòiëüêè æ iç êîíâåðòîðà II. Íèæ÷å íàâåäåíîâìiñò ìàðãàíöþ (ó %) ó êîæíîìó âiäëèâêó.Êîíâåðòîð I: 1,20; 1,17; 1,15; 1,21; 1,14; 1,17; 1,18; 1,21;1,25; 1,14.Êîíâåðòîð II: 1,39; 1,29; 1,28; 1,34; 1,32; 1,30; 1,28; 1,35;1,35; 1,30.×è ìîæíà ââàæàòè âìiñò ìàðãàíöþ â ñòàëi, âèïëàâ-ëåíié ó öèõ êîíâåðòîðàõ, îäíàêîâèì?17.18. Äëÿ çìåíøåííÿ äèñïåðñi¨ âiäáèâíî¨ çäàòíîñòi�àðáè áóëî âíåñåíî çìiíè â òåõíîëîãiþ ¨¨ âèãîòîâëåííÿ.Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òàêi çìiíè ñïðàâäi äàþòü å�åêò,âèãîòîâèëè 10 ïðîáíèõ çðàçêiâ. Çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíî-ãî îïòè÷íîãî ïðèëàäó âèçíà÷èëè âiäáèâíó çäàòíiñòü �àð-áè, âèãîòîâëåíî¨ ç âèêîðèñòàííÿì çâè÷àéíî¨ (A) i íîâî¨
(B) òåõíîëîãié (ó âiäíîñíèõ îäèíèöÿõ). Îòðèìàëè òàêiðåçóëüòàòè.Òåõíîëîãiÿ A: 40; 45; 195; 65; 145.Òåõíîëîãiÿ B: 110; 55; 120; 50; 80.×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî çìiíó äèñïåðñi¨ âiäáèâíî¨ çäàò-íîñòi �àðáè?17.19. Äëÿ êîíòðîëþ íàïðóãè â îñâiòëþâàëüíié ìåðå-æi ùîãîäèíè ïðîòÿãîì äîáè ðå¹ñòðóâàëè íàïðóãó (ó âîëü-òàõ): 220; 222; 220; 220; 220; 222; 220; 218; 218; 220; 220;222; 222; 220; 218; 220; 222; 216; 218; 214; 210; 218; 223;215.×è ìîæíà âiäõèëåííÿ âiä ñòàíäàðòó (ñòàíäàðò ñòàíî-âèòü 220 Â) ðîçãëÿäàòè ÿê âèïàäêîâi? ×è, íàâïàêè, íàâå-äåíi äàíi âêàçóþòü íà ñèñòåìàòè÷íå âiäõèëåííÿ íàïðóãèâiä ñòàíäàðòó?17.20. Äîñëiäæåííÿ, ùî ïðîâîäèëèñÿ ïðîòÿãîì êiëü-êîõ ðîêiâ ïiñëÿ òîãî, ÿê ó ïðàêòèöi ëèæíîãî ñïîðòó ïî-÷àëà çàñòîñîâóâàòèñÿ òåõíiêà êîâçíî¨ õîäè, äàþòü ïiäñòà-âó ââàæàòè, ùî âîíà, çà óìîâ ñïåöiàëüíî ïiäãîòîâëåíî¨òðàñè, çàáåçïå÷ó¹ íà äèñòàíöi¨ 15 êì ó ÷îëîâiêiâ âèãðàøïîðiâíÿíî ç òðàäèöiéíîþ òåõíiêîþ áiëüøå íiæ 1 õâ. Íèæ-÷å íàâåäåíî ðåçóëüòàòè çìàãàíü (ó õâèëèíàõ) äâîõ ãðóïëèæíèêiâ (äèñòàíöiÿ 15 êì: îäíi ïðîõîäèëè äèñòàíöiþòðàäèöiéíîþ õîäîþ, à iíøi � êîâçíîþ).



306 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2Òðàäèöiéíà õîäà: 37,02; 36,74; 37,82; 38,12; 36,91; 37,98;38,21; 37,51; 37,56; 38,03.Êîâçíà õîäà: 35,81; 35,61; 35,02; 35,53; 35,84; 35,12;36,12; 36,49; 35,62; 36,28.×è ìîæíà çà ðåçóëüòàòàìè öèõ çìàãàíü äiéòè âèñíîâ-êó, ùî å�åêò òåõíiêè êîâçíî¨ õîäè ñòàíîâèòü áiëüøåíiæ 1 õâ.?17.21. Íà âåðñòàòàõ A i B îäíîãî êëàñó òî÷íîñòi âèãî-òîâëÿþòü îäíàêîâó ïðîäóêöiþ. Êðèòè÷íèì ðîçìiðîì âè-ðîáó ¹ éîãî çîâíiøíié äiàìåòð. Íèæ÷å íàâåäåíî çíà÷åí-íÿ îöiíîê çîâíiøíüîãî äiàìåòðà é íåçñóíåíèõ îöiíîê éîãîäèñïåðñi¨, îá÷èñëåíi çà âèáiðêàìè îáñÿãîì 15 i 10, äîáó-òèìè âiäïîâiäíî äëÿ âåðñòàòiâ A i B:
ξA = 45,3; s2A = 1,07; ξB = 46,1; s2B = 0,84.×è ñâiä÷àòü íàâåäåíi äàíi, ùî çîâíiøíié äiàìåòð âè-ðîáiâ, âèãîòîâëåíèõ íà âåðñòàòàõ A i B, îäíàêîâèé?17.22. Äîñëiäæóâàëàñÿ êîðîçiéíà ñòiéêiñòü íåðæàâiþ-÷î¨ ñòàëi 18Cr10Ni2Mo (ñòàëü, ùî ìiñòèòü 18% õðîìó,10% íiêåëþ, 2% ìîëiáäåíó). Åêñïåðèìåíò ïðîâîäèëè íà12 çðàçêàõ. Ïåðø íiæ äîñëiäèòè çðàçêè íà êîðîçiéíó ñòié-êiñòü, âèçíà÷èëè âìiñò õðîìó, íiêåëþ i ìîëiáäåíó ó ñòà-ëi, ç ÿêî¨ áóëè âèãîòîâëåíi çðàçêè. Çîêðåìà âìiñò õðîìó(ó âiäñîòêàõ ìàñè) ó äîñëiäæóâàíèõ çðàçêàõ áóâ òàêèé:17,4; 17,9; 17,6; 18,1; 17,6; 18,9; 16,9; 17,5; 17,8; 17,4; 24,6;21,0.×è ìîæíà íà ïiäñòàâi íàâåäåíèõ äàíèõ ñòâåðäæóâàòè,ùî âìiñò õðîìó â ñòàëi ñòàíîâèòü 18%?17.23. Ó ëàáîðàòîði¨, äå âèâ÷à¹òüñÿ âïëèâ äîâêiëëÿ íàëþäèíó, äëÿ âèçíà÷åííÿ êiìíàòíî¨ òåìïåðàòóðè, çà ÿêî¨íàéáiëüø êîì�îðòíî ïî÷óâàþòü ñåáå ÷îëîâiêè é æiíêè,áóëè îáñòåæåíi 10 ÷îëîâiêiâ i 10 æiíîê. Îòðèìàëè òàêiçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè íàéáiëüøî¨ êîì�îðòíîñòi (çà Ôà-ðåíãåéòîì).×îëîâiêè: 74; 71; 77; 76; 72; 75; 73; 74; 75; 72.Æiíêè: 75; 77; 78; 79; 77; 73; 78; 78; 80; 76.×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî òå, ùî òåìïåðàòóðà, çà ÿêî¨ëþäèíà ïî÷óâà¹ ñåáå êîì�îðòíî, äëÿ ÷îëîâiêiâ i æiíîêîäíàêîâà?Ïðèì i ò ê à. t ◦F= (9/5)t ◦C+32, äå t ◦F � òåìïåðà-òóðà çà Ôàðåíãåéòîì, t ◦C � òåìïåðàòóðà çà Öåëüñi¹ì.



17.5. Çàäà÷i 30717.24.Âèìiðþþ÷è îïið äðîòó äâîõ òèïiâ (A i B), îòðè-ìàëè òàêi äàíi.Äðiò A: 0,126; 0,131; 0,126; 0,127; 0,124; 0,130; 0,128;0,124.Äðiò B: 0,121; 0,121; 0,124; 0,122; 0,120; 0,124; 0,125;0,120.Ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî ìiæ ðîçêèäîì îïîðó äðîòó òèïó Ai òèïó B íåìà¹ ðiçíèöi.×è íå ñóïåðå÷èòü öå òâåðäæåííÿ íàâåäåíèì äàíèì?17.25. �îçðàõóíêîâà ìiöíiñòü ãóìè íà çãèí ñòàíîâèòü11 óìîâíèõ îäèíèöü. Ùîá ïåðåñâiä÷èòèñü, ÷è öå ñïðàâäiòàê, âèïðîáóâàëè íà çãèí 16 çðàçêiâ ãóìè.×è ìîæíà çà íàâåäåíèìè íèæ÷å äàíèìè äiéòè âèñíîâ-êó, ùî ãóìà ìà¹ ðîçðàõóíêîâó ìiöíiñòþ íà çãèí?Ìiöíiñòü íà çãèí: 10,3; 11,1; 11,8; 12,0; 10,8; 13,6; 12,0;12,5; 11,6; 12,2; 12,3; 12,5; 12,6; 13,7; 13,3; 10,5.17.26. Ó çàäà÷i 17.21 ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî âåðñòàòè, íàÿêèõ âèãîòîâëÿ¹òüñÿ ïðîäóêöiÿ, ìàþòü îäíàêîâèé êëàñòî÷íîñòi. ×è ñïðàâäi öå òàê?17.27. Ïðîïîíó¹òüñÿ íîâà ìåòîäèêà âèçíà÷åííÿ âìiñ-òó ìàðãàíöþ â îäíié iç ìàðîê ñòàëåé. Î÷iêó¹òüñÿ, ùî öÿìåòîäèêà äà¹ ìåíøèé ðîçêèä ðåçóëüòàòiâ ïîðiâíÿíî ç òðà-äèöiéíîþ. Íèæ÷å íàâåäåíî ïðîöåíòíèé âìiñò ìàðãàíöþ ó10 âiäëèâêàõ, âèçíà÷åíèé çà òðàäèöiéíîþ ìåòîäèêîþ, é ó8 âiäëèâêàõ � çà íîâîþ.Òðàäèöiéíà ìåòîäèêà: 1,22; 1,15; 1,17; 1,22; 1,26; 1,27;1,19; 1,22; 1,20; 1,15.Íîâà ìåòîäèêà: 1,21; 1,24; 1,18; 1,17; 1,15; 1,18; 1,17;1,17.×è ¹ ïiäñòàâè ââàæàòè, ùî íîâà ìåòîäèêà âèçíà÷åííÿâìiñòó ìàðãàíöþ äà¹ ìåíøèé ðîçêèä ïîðiâíÿíî ç òðàäè-öiéíîþ?17.28. Ñòàëåâèé äðiò, ç ÿêîãî âèãîòîâëÿþòü êàíàòè,ìà¹ âèòðèìóâàòè çóñèëëÿ íà ðîçðèâ, ùî ñòàíîâèòü 6720êã/ñì2.Ïðîâåäåíà ðàíiøå ñåðiÿ ñïîñòåðåæåíü äà¹ ïiäñòàâè ââà-æàòè, ùî çíà÷åííÿ çóñèëëÿ íà ðîçðèâ, ÿêå âèòðèìóþòüîêðåìi çðàçêè äðîòó, ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië.Äëÿ êîíòðîëþ ÿêîñòi äðîòó ç êîæíî¨ ïàðòi¨, ùî íàäõî-äÿòü íà çàâîä, 20 çðàçêiâ âèïðîáîâóþòü íà ðîçðèâ. Ôiêñó-þòü çíà÷åííÿ çóñèëëÿ, çà ÿêîãî çðàçîê ðóéíó¹òüñÿ (ìåæó



308 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2ìiöíîñòi íà ðîçðèâ). �åçóëüòàòè îäíîãî ç âèïðîáóâàíü âè-ÿâèëèñÿ òàêèìè.Ìåæà ìiöíîñòi íà ðîçðèâ: 6300; 6870; 6720; 6980; 6780;6780; 6780; 6720; 6630; 6660; 6900; 7130; 6690; 6750; 6560;6700; 6930; 6720; 6950; 6960.×è ìîæíà íà ïiäñòàâi íàâåäåíèõ äàíèõ ñòâåðäæóâà-òè, ùî äëÿ öi¹¨ ïàðòi¨ äðîòó ìåæà ìiöíîñòi íà ðîçðèâ íåìåíøà íiæ 6720 êã/ñì2?17.29. Äâà ïiäïðè¹ìñòâà (A i B) âèãîòîâëÿþòü öåãëÿ-íó �óòåðiâêó äëÿ êèñíåâèõ êîíâåðòîðiâ. Ñïîæèâà÷ õî-÷å ç'ÿñóâàòè, ÷è âiäðiçíÿ¹òüñÿ �óòåðiâêà ïiäïðè¹ìñòâ çàñâî¨ìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ùîá íàäàëi çàêóïîâóâàòè ïðî-äóêöiþ ç êðàùèìè ïîêàçíèêàìè. Äëÿ öüîãî âií ðå¹ñòðó¹êiëüêiñòü ïëàâîê, ïðîâåäåíèõ ó êîíâåðòîði äî ÷åðãîâî¨ çà-ìiíè �óòåðiâêè. Ïðè öüîìó îòðèìàíî òàêi äàíi.Ïiäïðè¹ìñòâî A: 237; 224; 218; 227; 234; 215; 219; 225;230.Ïiäïðè¹ìñòâî B: 216; 202; 205; 200; 207; 198; 222; 214;226; 204.×è ìîæíà íà ïiäñòàâi öèõ äàíèõ äiéòè âèñíîâêó ïðîiñòîòíó ðiçíèöþ êiëüêîñòi ïëàâîê äî çàìiíè �óòåðiâêè,âèãîòîâëåíî¨ íà ïiäïðè¹ìñòâàõ A i B?17.30. Äèñïåðñiÿ ìåæi ìiöíîñòi íà ðîçðèâ âîëîêíàñòàíîâèòü 35,63 �óíòà2 (ìåæà ìiöíîñòi � çóñèëëÿ, çà ÿêî-ãî âîëîêíî ðâåòüñÿ). Î÷iêó¹òüñÿ, ùî âíåñåíi ó òåõíîëîãi-÷íèé ïðîöåñ çìiíè çìåíøàòü çàçíà÷åíó äèñïåðñiþ. Çàðå-¹ñòðîâàíî òàêi çíà÷åííÿ ìiöíîñòi íà ðîçðèâ (ó �óíòàõ,1 �óíò=453,6 ã): 151; 156; 147; 153; 155; 148; 160; 149; 156;161; 154; 162; 163; 149; 150.×è çìåíøèëàñÿ äèñïåðñiÿ ìåæi ìiöíîñòi íà ðîçðèâ âî-ëîêíà çi çìiíîþ òåõíîëîãi÷íîãî ïðîöåñó?17.31. Íà àâòîìàòè÷íîìó âåðñòàòi îáðîáëÿþòü âòóë-êè. Ïiñëÿ íàëàãîäæåííÿ âåðñòàòà äîáóëè âèáiðêó iç 10âèðîáiâ. Âèÿâèëîñÿ, ùî âèáiðêîâå ñåðåäí¹ äiàìåòðà âòóë-êè ξ = 2,059 ìì, à çíà÷åííÿ íåçñóíåíî¨ îöiíêè äèñïåðñi¨äiàìåòðà s2ξ = 4,4 ìêì2. ×åðåç ïåâíèé ÷àñ äëÿ êîíòðîëþíàëàãîäæåííÿ âåðñòàòà íà çàäàíèé äiàìåòð âòóëêè çíîâóäîáóëè âèáiðêó iç 10 âèðîáiâ, äëÿ ÿêî¨ âèáiðêîâå ñåðåä-í¹ η = 2,063 ìì, à çíà÷åííÿ íåçñóíåíî¨ îöiíêè äèñïåðñi¨
s2η = 8,6 ìêì2. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîòÿãîì çàçíà÷åíîãî ií-



17.5. Çàäà÷i 309òåðâàëó ÷àñó çìiíè â ðîáîòi âåðñòàòà ìîæóòü ïîçíà÷èòèñÿòiëüêè íà éîãî íàëàãîäæåííi íà çàäàíèé äiàìåòð âòóëêè,àëå òî÷íiñòü ðîáîòè âåðñòàòà íå çìiíþ¹òüñÿ.×è ñâiä÷àòü íàâåäåíi äàíi ïðî çìiíó íàëàãîäæåííÿâåðñòàòà çà iíòåðâàë ÷àñó, ùî âiäîêðåìëþ¹ ìîìåíòè îòðè-ìàííÿ âèáiðîê?Ïðèì i ò ê à. Òî÷íiñòü ðîáîòè âåðñòàòà õàðàêòåðèçó-¹òüñÿ äèñïåðñi¹þ.17.32. Äëÿ ðîçðîáëåííÿ ìîäè�iêàöi¨ àâòîáóñíèõ øèí,ÿêi á ìàëè áiëüøèé ïðîáiã, ïðîâîäèëîñÿ äîñëiäæåííÿ íèç-êè ¨õíiõ ïàðàìåòðiâ. Çîêðåìà, ðå¹ñòðóâàëè òåìïåðàòóðó,äî ÿêî¨ íàãðiâàëèñÿ ïåðåäíi øèíè ïiä ÷àñ ðóõó àâòîáóñà.Çà íàâåäåíèìè â òàáëèöi çíà÷åííÿìè òåìïåðàòóðè(â óìîâíèõ îäèíèöÿõ) ëiâî¨ i ïðàâî¨ øèí, ùî âèêîðèñòî-âóâàëèñÿ íà 12-òè àâòîáóñàõ, ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ iñòîòíèìèâiäìiííîñòi öèõ ïàðàìåòðiâ.Àâòî- Øèíà Àâòî- Øèíàáóñ ëiâà ïðàâà áóñ ëiâà ïðàâà1 36 27 7 41 602 42 45 8 40 343 55 84 9 100 1174 59 84 10 58 785 79 70 11 38 566 108 99 12 73 8817.33. Çà êiìíàòíî¨ òåìïåðàòóðè äîñëiäæóâàëàñÿ ñè-ëà ç÷åïëåííÿ äâîõ òèïiâ êëåéêèõ ðå÷îâèí: içîáóòèëó2-öiàíàêðèëàòó i MBR-4197. Íèæ÷å äëÿ êîæíîãî çðàçêàíàâåäåíî çíà÷åííÿ ñèëè ç÷åïëåííÿ, ùî âèìiðþâàëèñÿ ó�óíòàõ íà êâàäðàòíèé äþéì (1 �óíò = 453,6 ã, 1 äþéì == 0,0254 ì).Içîáóòèë 2-öiàíàêðèëàò: 365; 169; 210; 297; 228; 146;163; 213; 300; 218.MBR-4197: 518; 403; 473; 329; 457; 419; 437; 396; 424;363.×è ìîæíà ââàæàòè, ùî äèñïåðñi¨ ñèëè ç÷åïëåííÿ içî-áóòèëó 2-öiàíàêðèëàòà i MBR-4197 îäíàêîâi?17.34. Ùîá ïîðiâíÿòè ìåæó ìiöíîñòi íà ðîçòÿãàííÿ(çíà÷åííÿ çóñèëëÿ, çà ÿêîãî çðàçîê ðóéíó¹òüñÿ) ãóìîâèõñóìiøåé òèïiâ A i B âèãîòîâèëè ïàðòiþ ç âîñüìè çðàçêiâïðÿìîêóòíî¨ �îðìè (ïî ÷îòèðè ç êîæíî¨ ñóìiøi) i ïiääà-ëè ¨õ ïîâçäîâæíüîìó ðîçòÿãàííþ. (Îäèí iç çðàçêiâ ñóìi-



310 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2øi A, ÿêèé âèçíàëè ÿê äå�åêòíèé, áóâ âèëó÷åíèé ç ïàðòi¨äî ïî÷àòêó âèïðîáóâàíü.) Ôiêñóâàëàñÿ ìåæà ìiöíîñòi íàðîçòÿãàííÿ çðàçêiâ äâîõ ãóìîâèõ ñóìiøåé. Îòðèìàëè òàêiðåçóëüòàòè.Ìåæà ìiöíîñòi (ñóìiø A): 3210; 3000; 3315.Ìåæà ìiöíîñòi (ñóìiø B): 3225; 3320; 3365; 3145.×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ñêëàä ãóìè íå âïëèâà¹ íà ¨¨ìiöíiñòü?17.35. Ó òàáëèöi íàâåäåíî äàíi âèìiðþâàííÿ äîâæèíèçðàçêiâ âèðîáiâ (ó ìiëiìåòðàõ) äî i ïiñëÿ âiäïàëþâàííÿ ¨õó âèñîêî÷àñòîòíié ïå÷i.Äîâæèíà, ìì Äîâæèíà, ììÇðà- äî âiäïà- ïiñëÿ âiä- Çðà- äî âiäïà- ïiñëÿ âiä-çîê ëþâàííÿ ïàëþâàííÿ çîê ëþâàííÿ ïàëþâàííÿ1 11,94 12,00 6 11,96 11,982 11,99 11,99 7 11,95 12,033 11,98 11,95 8 11,96 12,024 12,03 12,07 9 11,92 12,015 12,03 12,03 10 12,00 11,99×è çóìîâèëî òåðìîîáðîáëåííÿ çìiíè ðîçìiðiâ âèðî-áiâ?17.36. Ó çàäà÷i 17.32 îïèñó¹òüñÿ ïðîöåñ êîíòðîëþ ðî-áîòè âåðñòàòà-àâòîìàòà. Ïðè öüîìó ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùîòî÷íiñòü ðîáîòè âåðñòàòà íå çìiíþ¹òüñÿ, õî÷à çíà÷åííÿíåçñóíåíèõ îöiíîê äèñïåðñié ïiñëÿ íàëàãîäæåííÿ âåðñòà-òà i ÷åðåç ïåâíèé ÷àñ ñòàíîâëÿòü âiäïîâiäíî s2ξ = 4,4 ìêì2i s2η = 8,6 ìêì2.×è ¹ ñëóøíèì ïðèïóùåííÿ ïðî íåçìiííiñòü òî÷íîñòiðîáîòè âåðñòàòà?17.37. Ïîðiâíþ¹òüñÿ äiÿ çíåáîëþâàëüíèõ ïðåïàðàòiâ
A i B. (Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ îäíèì iç ëiêiâ ìîæå áóòè iíåðò-íå ïëàöåáî � ïóñòóøêà, ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ êîí-òðîëþ ïðè äîñëiäæåííi äi¨ iíøîãî ïðåïàðàòó.)Ó ãðóïi õâîðèõ, ÿêi âèÿâèëè áàæàííÿ âçÿòè ó÷àñòüâ åêñïåðèìåíòi, íàëi÷óâàëîñÿ âiñiì ÷îëîâiê. Öiëêîì ìîæ-ëèâî, ùî ó öèõ õâîðèõ âiê, ñòàòü, çàãàëüíèé ñòàí òîùîðiçíi. Òîìó êîæíîìó õâîðîìó äàþòü îáèäâà ïðåïàðàòè iùîðàçó �iêñóþòü òðèâàëiñòü çíåáîëþâàëüíî¨ äi¨ êîæíî-ãî ç íèõ. Ùîá çàáåçïå÷èòè ÷èñòîòó åêñïåðèìåíòó, âæèòîâñi âèïðàâäàíi çàñòåðåæíi çàõîäè: äðóãèé ïðåïàðàò äàþòü



17.5. Çàäà÷i 311íå ðàíiøå, íiæ çàêií÷èòüñÿ äiÿ ïåðøîãî, ÷åòâåðî õâîðèõîäåðæóþòü ñïî÷àòêó ïðåïàðàò A, à iíøi ÷åòâåðî � ñïî-÷àòêó B, ïðè öüîìó æîäåí iç õâîðèõ íå çíà¹, ÿêèé ñàìåïðåïàðàò âií âæèâà¹, i ò. ií. �åçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó íà-âåäåíî â òàáëèöi.Õâî- Òðèâàëiñòü äi¨ �içíèöÿ òðèâàëîñòiðèé ïðåïàðàòó, ãîä äi¨ ïðåïàðàòiâ
A B B i A, ãîä1 3,2 3,8 0,62 1,6 1,0 −0,63 5,7 8,4 2,74 2,8 3,6 0,85 5,5 5,0 −0,56 1,2 3,5 2,37 6,1 7,3 1,28 2,9 4,8 1,9×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ïðåïàðàòè A iB âiäðiçíÿþòüñÿçà ñâî¹þ å�åêòèâíiñòþ çà ïðèïóùåííÿ, ùî:1◦ âiäñóòíÿ àïðiîðíà ií�îðìàöiÿ ïðî å�åêòèâíiñòü ïðå-ïàðàòiâ;2◦ å�åêòèâíiñòü äi¨ ïðåïàðàòó B íå ïîñòóïà¹òüñÿ äi¨ïðåïàðàòó A.Âiäïîâiäü äàòè ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãi-ïîòåç.17.38. Äâà îïåðàòîðè (A i B) ïðîâåëè 14 íåçàëåæíèõåêñïåðèìåíòiâ, äîñëiäæóþ÷è òåìïåðàòóðó çàéìàííÿ åìà-ëi îäíîãî é òîãî ñàìîãî ñêëàäó. Êîæåí iç îïåðàòîðiâ âè-ïðîáóâàâ ïî ñiì çðàçêiâ. Â åêñïåðèìåíòi îòðèìàíî òàêiðåçóëüòàòè.Îïåðàòîð A: 1450; 1425; 1420; 1410; 1370; 1360; 1270.Îïåðàòîð B: 1430; 1420; 1380; 1320; 1320; 1290; 1280.×è ¹ iñòîòíîþ ðiçíèöÿ ìiæ ðåçóëüòàòàìè, äîáóòèìèðiçíèìè îïåðàòîðàìè?17.39. Ïðè âèðîáíèöòâi ñèíòåòè÷íîãî âîëîêíà äëÿçìåíøåííÿ óñàäêè ïðîäóêöi¨, ùî âèðîáëÿòèìåòüñÿ ç íüî-ãî, âîëîêíî, ùî ðóõà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì ïîòîêîì, ïðîõî-äèòü òåðìi÷íó îáðîáêó.Äàëi íàâåäåíi äàíi âåëè÷èíè óñàäêè âîëîêíà (ó %) ïiñ-ëÿ îáðîáêè çà òåìïåðàòóð 120 ◦C i 140 ◦Ñ.Óñàäêà ïðè 120 ◦C: 3,45; 3,62; 3,60; 3,49; 4,64; 3,56; 3,52;3,53; 3,57; 3,44; 3,56; 3,43.



312 �ëàâà 17. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè Na;σ2Óñàäêà ïðè 140 ◦Ñ: 3,72; 4,01; 3,54; 3,67; 4,03; 3,40; 3,96;3,60; 3,76; 3,91.Íåîáõiäíî ç'ÿñóâàòè, ÷è óñàäêà çà òåìïåðàòóðè 140 ◦Ñáiëüøà, íiæ çà òåìïåðàòóðè 120 ◦C.17.40. Àñòðîíîìè Ì. �óìàñîí i Í. Ìàéàë âèçíà÷àëèïîïðàâêó íà ÷åðâîíå çìiùóâàííÿ (ó êiëîìåòðàõ çà ñåêóí-äó) ãàëàêòèê òèïó SO. �åçóëüòàòè, äîáóòi ó ñåði¨ iç 10ñïîñòåðåæåíü, íàâåäåíi ó òàáëèöi (íîìåðè ãàëàêòèê ïî-äàíi çà êàòàëîãîì NGC).Íîìåð ãà- Ì. �ó- Íîìåð ãà- Ì. �ó-ëàêòèêè ìàñîí Í. Ìàéàë ëàêòèêè ìàñîí Í. Ìàéàë1332 1507 1471 5866 924 10333607 858 778 6661 4607 44303998 1205 1155 6703 2592 26704111 832 915 7625 1930 20505308 2206 2194 7679 5378 5278×è ñâiä÷àòü íàâåäåíi äàíi ïðî ðîçáiæíiñòü ó ðåçóëü-òàòàõ, äîáóòèõ äâîìà àñòðîíîìàìè?Ñ�îðìóëþâàòè i ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó â òåðìiíàõ ïåðå-âiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç.17.41. Äîñëiäæóâàëàñÿ âòðàòà ìàñè äåñÿòè îäíàêîâèõãóìîâèõ ñòåðæíiâ ó âèïðîáóâàííÿõ íà ñïðàöþâàííÿ.Äëÿ ïðîâåäåííÿ äîñëiäæåíü âiä êîæíîãî ñòåðæíÿ âiä-ðiçàëè ïî äâà çðàçêè. Îäèí iç íèõ ïðîéøîâ âóëêàíiçàöiþïðè òåìïåðàòóði 80 ◦C, à iíøèé � ïðè òåìïåðàòóði 150 ◦C.Ñòåð- Âòðàòà ìàñè Ñòåð- Âòðàòà ìàñèæåíü 80 ◦C 150 ◦C æåíü 80 ◦C 150 ◦C1 3,02 2,91 6 3,11 3,202 2,22 2,30 7 2,70 2,503 4,60 4,15 8 2,58 2,294 4,53 2,63 9 3,27 3,115 2,31 2,40 10 4,19 3,80×è ìîæíà íà ïiäñòàâi íàâåäåíèõ äàíèõ ñòâåðäæóâàòè,ùî âiäìiííiñòü ìiæ ñåðåäíiìè âòðàòàìè ìàñè çðàçêiâ, ÿêiïðîéøëè ðiçíó âóëêàíiçàöiþ, ¹ iñòîòíîþ?



�ëàâà 18Êðèòåðié χ2

18.1 Êðèòåðié χ2 (ïàðàìåòðè âiäîìi)Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . , ξn(ω)) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè ç íåâiäîìîãî ðîçïîäiëó F .Ñòîñîâíî ðîçïîäiëó F âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: F = G, äå
G íàëåæèòü çàäàíîìó êëàñó ðîçïîäiëiâ (çîêðåìà, G ìîæåáóòè ïîâíiñòþ âèçíà÷åíèì ðîçïîäiëîì). �iïîòåçó H0 ìî-æíà ñ�îðìóëþâàòè i òàê: ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ¹ âèáiðêîþ çðîçïîäiëó G iç çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè.Íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó H0, òîáòî çà ðåàëiçàöi-¹þ âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äiéòè âèñíîâêó: âiäõèëÿòèãiïîòåçó H0 ÷è íi.Âèáið ñòàòèñòèêè äëÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ. Íåçà-ëåæíî âiä òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà H0 ÷è íi, åìïi-ðè÷íèé ðîçïîäië F̂n, ïîáóäîâàíèé çà âèáiðêîþ ξ = (ξ1, ξ2,
. . . , ξn) ç F , ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðîçïîäiëó F , à ñàìå,äëÿ êîæíîãî �iêñîâàíîãî x çíà÷åííÿ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ðîçïîäiëó F̂n(x) ¹ íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ F (x).Òîìó, ÿêùî ââåñòè âiäõèëåííÿ D(F̂n, G) åìïiðè÷íîãî F̂nðîçïîäiëó âiä ãiïîòåòè÷íîãî G, ïðè÷îìó òàê, ùîá âîíî íà-áóâàëî ìàëèõ çíà÷åíü, êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ,i âåëèêèõ, êîëè ãiïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ (à öå âè-äà¹òüñÿ öiëêîì ìîæëèâèì, îñêiëüêè F̂n(x) ìàëî âiäðiçíÿ-¹òüñÿ âiä F (x)), òî ãiïîòåçó H0 ïðèðîäíî âiäõèëÿòè àáî313



314 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2íå âiäõèëÿòè çàëåæíî âiä òîãî, ÿêîãî çíà÷åííÿ íàáóëîâiäõèëåííÿ D(F̂n, G) � âåëèêîãî ÷è ìàëîãî.Âèáið D(F̂n, G) âèçíà÷à¹ òîé ÷è iíøèé êðèòåðié äëÿïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: F = G.Âiäõèëåííÿ Ïiðñîíà åìïiðè÷íîãî ðîçïîäiëó âiäãiïîòåòè÷íîãî. Äâà iìîâiðíiñíi ðîçïîäiëè F i G, çàäàíiíà X ⊂ R
1, ñïiâïàäàþòü, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ áîðåëåâî¨ ìíî-æèíè B ç X ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü F (B) = G(B). ßêùî

F i G ðiçíi, òî çíàéäåòüñÿ áîðåëåâà ìíîæèíà B′ ⊂ X òà-êà, ùî F (B′) 6= G(B′). Òîìó ÿê âiäõèëåííÿ ìiæ äâîìàðîçïîäiëàìè F i G ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè âåëè÷èíó
r∑

i=1

ci(F (Xi)−G(Xi))
2,äå {Xi} � ðîçáèòòÿ X íà íåïåðåòèííi áîðåëåâi ìíîæèíè:

r⋃

i=1

Xi = X, Xi ∩Xj = ∅, i 6= j, 2 ≤ r <∞,

ci � íåâiä'¹ìíi êîíñòàíòè. Âiäõèëåííÿ Ïiðñîíà ìiæ åìïi-ðè÷íèì ðîçïîäiëîì F̂n, ïîáóäîâàíèì çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2,
. . . , ξn, i ãiïîòåòè÷íèì G ç öèõ ìiðêóâàíü i áóäó¹òüñÿ.À ñàìå, çà âiäõèëåííÿ ìiæ F̂n i G ðîçãëÿäàòèìåìî

D(F̂n, G) =
r∑

i=1

ci(F̂n(Xi)−G(Xi))
2,äå G(Xi) � iìîâiðíiñòü âèáiðêîâîìó çíà÷åííþ ïîòðàïè-òè äî ìíîæèíè Xi, îá÷èñëåíà çà ãiïîòåòè÷íèì ðîçïîäi-ëîì G (äàëi ïîçíà÷àòèìåìî G(Xi) = pi); F̂n(Xi) � iìîâið-íiñòü âèáiðêîâîìó çíà÷åííþ ïîòðàïèòè äî ìíîæèíè Xi,îá÷èñëåíà çà åìïiðè÷íèì ðîçïîäiëîì F̂n (F̂n(Xi) ÷èñåëü-íî äîðiâíþ¹ ÷àñòîòi νi/n âèáiðêîâîìó çíà÷åííþ ïîòðàïè-òè äî ìíîæèíè Xi, îá÷èñëåíié çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2, . . . , ξn,

νi � êiëüêiñòü âèáiðêîâèõ çíà÷åíü ç ξ1, ξ2, . . . , ξn, ùî ïî-òðàïèëè äî Xi); ci � êîå�iöi¹íòè, ÿêi âèáèðàþòüñÿ áiëüø-



18.1. Êðèòåðié χ2 (ïàðàìåòðè âiäîìi) 315ìåíø äîâiëüíî (F̂n i G çàäàíi íà îäíié i òié ñàìié ìíîæè-íi X âèáiðêîâèõ çíà÷åíü ξk). Ê. Ïiðñîí ÿê ci çàïðîïîíó-âàâ ðîçãëÿäàòè n/pi, i = 1, 2, . . . , r. Ïðè öüîìó âiäõèëåííÿ
D(F̂n, G) íàáóâà¹ âèãëÿäó:
D(F̂n, G) =

r∑

i=1

n

pi
(F̂n(Xi)−G(Xi))

2 =

r∑

i=1

n

pi

(νi
n

− pi

)2
.Äàëi, íåçàëåæíî âiä òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ H0: F = G÷è íi, ÷àñòîòà νi/n âèáiðêîâîìó çíà÷åííþ ïîòðàïèòè äîXi,îá÷èñëåíà çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2, . . . , ξn ç F ¹ íåçñóíåíîþ iñïðîìîæíîþ îöiíêîþ F (Xi) (äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , r), òîá-òî

M(νi/n) = F (Xi),

νi/n
P−→ F (Xi)êîëè n → ∞. Òîìó, ÿêùî ãiïîòåçà H0: F = G ñïðàâäæó-¹òüñÿ, òî

F (Xi) = G(Xi) = pii, îòæå,
(νi/n− pi)

2 = (νi/n− F (Xi))
2çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî íóëÿ, êîëè n→ ∞ (äëÿ âñiõ

i = 1, 2, . . . , r), ïðè öüîìó ðîçïîäië âiäõèëåííÿ Ê. Ïiðñîíà
D(F̂n, F ) =

r∑

i=1

n

pi

(νi
n

− pi

)2çáiãà¹òüñÿ äî χ2-ðîçïîäiëó ç (r − 1) ñòóïåíÿìè âiëüíîñ-òi. ßêùî ãiïîòåçà H0: F = G íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, òîáòî
F 6= G, òî

D(F̂n, G) =
r∑

i=1

n

pi

(νi
n

− pi

)2çáiãà¹òüñÿ äî +∞, êîëè n→ ∞, îñêiëüêè
(νi
n

− pi

)2 P−→ (F (Xi)− pi)
2 = (F (Xi)−G(Xi))

2 ,



316 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2à ñåðåä
(F (Xi)−G(Xi))

2 , i = 1, 2, . . . , r,çà äîñòàòíüî �äðiáíîãî� ðîçáèòòÿ âèáiðêîâîãî ïðîñòîðó Xçíàéäóòüñÿ ÷èñëà ñòðîãî áiëüøi íóëÿ. Òàê ùî âiäõèëåííÿÊ. Ïiðñîíà
D(F̂n, G) =

r∑

i=1

n

pi

(νi
n

− pi

)2
=

r∑

i=1

(νi − npi)
2

npi
,êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íàáóâà¹ ìàëèõ çíà÷åíü(ïðè öüîìó ðîçïîäiëD(F̂n, F ) áëèçüêèé äî ðîçïîäiëó χ2

r−1),à êîëè ãiïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ � âåëèêèõ:
D(F̂n, G) → +∞,êîëè n→ ∞.I îòæå, äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: ξ1, ξ2, . . . , ξn � âè-áiðêà ç ðîçïîäiëó G, îá÷èñëþ¹ìî âiäõèëåííÿ D(F̂n, G).ßêùî ïðè öüîìó D(F̂n, G) íàáóëî ìàëîãî çíà÷åííÿ, òîãiïîòåçó H0 íå âiäõèëÿ¹ìî, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � âiäõè-ëÿ¹ìî.Ìåæi, ùî âiäîêðåìëþþòü âåëèêi çíà÷åííÿ âiäõèëåí-íÿ D(F̂n, G) âiä ìàëèõ, çíàõîäÿòü íà ïiäñòàâi òîãî, ùîäëÿ âèáiðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn ç ðîçïîäiëó F ïðè âåëèêèõ nðîçïîäië D(F̂n, F ) (ðîçïîäië ìiíiìàëüíî ìîæëèâîãî âiä-õèëåííÿ) ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðîçïîäiëó χ2 ç (r − 1)ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.Êðèòåðié χ2 (ãiïîòåòè÷íèé ðîçïîäië íå çàëå-æèòü âiä íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ). Íåõàé ξ = (ξ1, ξ2, . . .

. . . , ξn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó F i χ2
α;(r−1) � âåðõíÿ

α-ìåæà χ2-ðîçïîäiëó ç (r − 1) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.ßêùî ãiïîòåçó H0: ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ¹ âèáiðêà ç ðîç-ïîäiëó G âiäõèëÿòè ïðè
D(F̂n, G) =

r∑

i=1

(νi − npi)
2

npi
> χ2

α;(r−1),



18.1. Êðèòåðié χ2 (ïàðàìåòðè âiäîìi) 317i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ αãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ.Ïðî âèáið êëàñiâ. Ñïî÷àòêó çâåðíåìî óâàãó íà îäèíìîìåíò ç ïðàêòèêè âèêîðèñòàííÿ êðèòåðiþ χ2.Àñèìïòîòè÷íà òåîðiÿ êðèòåðiþ χ2 ñïðàâäæó¹òüñÿ çàäîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ âèáiðêîâîãî ïðîñòîðó X íà íåïåðå-òèííi êëàñè Xi (i = 1, 2, . . . , r):
X =

r⋃

i=1

Xi, Xi ∩Xj = ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , r,çà ÿêèìè ðîçïîäiëÿþòüñÿ ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü, ÿêùîòiëüêè êëàñè âèçíà÷àþòüñÿ íåçàëåæíî âiä îñòàííiõ (íå-çàëåæíî âiä âèáiðêè). Àëå çàçâè÷àé êëàñè âèáèðàþòü çàâèáiðêîþ, à öå îçíà÷à¹, ùî ìåæi êëàñiâ ¹ âèïàäêîâèìè.×è ìîæíà ïðè öüîìó êîðèñòóâàòèñÿ êðèòåði¹ì χ2? Âè-ÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìîæíà � àñèìïòîòè÷íà òåîðiÿ ñïðàâäæó-¹òüñÿ i â îïèñàíié ñèòóàöi¨.Äàëi ùîäî ïðîáëåìè âèáîðó êëàñiâ.
1◦ ßêùî äàíi ó çàäà÷i äèñêðåòíi àáî ìè ìà¹ìî âèáið-êó ç äèñêðåòíîãî ðîçïîäiëó, òî çàäà÷à ïðî âèáið êëàñiââèíèêà¹ òiëüêè ó ñåíñi îá'¹äíàííÿ äåÿêèõ êëàñiâ ç ìå-òîþ çìåíøåííÿ ïîõèáêè ïðè çàìiíi ðîçïîäiëó âiäõèëåííÿ

D(F̂n, F ) ðîçïîäiëîì χ2 àáî ç ìåòîþ îá'¹äíàííÿ êëàñiâ,ãiïîòåòè÷íi éìîâiðíîñòi ïîòðàïèòè ó ÿêi ìàëi, ÿê, íàïðè-êëàä, äëÿ ïóàññîíîâîãî ðîçïîäiëó íåîáõiäíî îá'¹äíóâàòèêëàñè ç ìàëèìè ãiïîòåòè÷íèìè éìîâiðíîñòÿìè.Àëå íàñïðàâäi ïðîáëåìà âèáîðó êëàñiâ âèíèêà¹ òîäi,êîëè ìè ìà¹ìî âèáiðêó ç íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëó.
2◦ Âèáið êëàñiâ çà ìåòîäîì ðiâíèõ iìîâiðíîñòåé.ßêùî ç òèõ ÷è iíøèõ ìiðêóâàíü ÷èñëî êëàñiâ r âèçíà-÷åíå, òî ìåæi êëàñiâ íåîáõiäíî âèáèðàòè òàê, ùîá ãiïîòå-òè÷íi éìîâiðíîñòi äîðiâíþâàëè 1/r (i, îòæå, áóëè ðiâíèìèìiæ ñîáîþ) àáî, íàñêiëüêè öå ìîæëèâî, áëèçüêèìè äî 1/r.(Ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi ïîõèáêà ïðè çàìiíi ðîçïîäiëó âiä-õèëåííÿ D(F̂n, F ) ðîçïîäiëîì χ2 áóäå áiëüøîþ.)Âèçíà÷èâøèñü ç ìåæàìè êëàñiâ, ìè ïðèõîäèìî äî çà-äà÷i ïðî âèáið ÷èñëà êëàñiâ.
3◦ Ïðîáëåìà âèáîðó ÷èñëà êëàñiâ ó ìåòîäi ðiâíèõ iìî-âiðíîñòåé ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó: ÿêùî r íå äîñòàòíüî âå-



318 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2ëèêå, òî êðèòåðié ìîæå âòðà÷àòè �÷óòëèâiñòü� íà �õâîñ-òàõ� ðîçïîäiëó. À ÿêùî ÷èñëî êëàñiâ r âåëèêå, òî êiëüêiñòüâèáiðêîâèõ çíà÷åíü, ùî ïîòðàïèëè äî êëàñó, ìîæå áóòèìàëîþ, à öå çáiëüøó¹ ïîõèáêó ïðè àïïðîêñèìàöi¨ ðîçïî-äiëó âiäõèëåííÿ D(F̂n, F ) ðîçïîäiëîì χ2. Íà ïðàêòèöi êå-ðóþòüñÿ òàêèì ïðàâèëîì: r âèáèðà¹ìî òàê, ùîá
npi ≥ 10, i = 1, 2, . . . , r.Ìàíí i Âàëüä äîâåëè, ùî îïòèìàëüíå ÷èñëî r = rnêëàñiâ çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííþ
rn ∼ 4 · 21/5

(
n

N0;1;α

)2/5

,êîëè n → ∞, äå N0;1;α � âåðõíÿ α-ìåæà N0;1-ðîçïîäiëó(α � ðiâåíü çíà÷óùîñòi). Ïiçíiøå áóëî âñòàíîâëåíî, ùîáåç ñóòò¹âèõ âòðàò ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ ìîæíà ââàæàòè,ùî çà âåëèêèõ n
rn ≈ 2 · 21/5

(
n

N0;1;α

)2/5

.�åêîìåíäàöi¨ ùîäî âèêîðèñòàííÿ êðèòåðiþ χ2.
1◦ Âèêîðèñòîâóâàòè êëàñè ç ðiâíèìè àáî áëèçüêèìèäî ðiâíèõ iìîâiðíîñòÿìè.
2◦ Êîðèñòóâàòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

rn ≈ 2 · 21/5
(

n

N0;1;α

)2/5

,êîëè n ≥ 450 i α = 0,05 i êîëè n ≥ 300 i α = 0,01.
3◦ Êîëè n ≤ 450 ÷èñëî r êëàñiâ âèáèðàþòü ÿêîìîãàáiëüøèì, àëå ïðè öüîìó ìàþòü âèêîíóâàòèñÿ óìîâè

npi ≥ 10, i = 1, 2, . . . , r.ßêùî çà äàíîãî ðîçáèòòÿ äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ Xi çíà-÷åííÿ
npi < 10,



18.1. Êðèòåðié χ2 (ïàðàìåòðè âiäîìi) 319òî öi Xi îá'¹äíóþòü ç iíøèìè (àáî ðîçãëÿäàþòü íîâå ðîç-áèòòÿ) òàê, ùîá äëÿ íîâèõ X ′
j íåðiâíîñòi

np′i ≥ 10, i = 1, 2, . . . , r′,ìàëè ìiñöå. ßêùî n íàñòiëüêè ìàëå, ùî öå çðîáèòè íå-ìîæëèâî, êðèòåði¹ì χ2 íå êîðèñòóþòüñÿ.Çàçâè÷àé χ2-ðîçïîäië òàáóëüîâàíî äëÿ ÷èñëà ñòóïå-íiâ âiëüíîñòi ìåíøèõ 30. ßêùî ÷èñëî ñòóïåíiâ âiëüíîñòiáiëüøå 30, òî çàìiñòü χ2
r-ðîçïîäiëó âèêîðèñòîâóþòü íîð-ìàëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (r; 2r).Ïðèêëàä 18.1.1. Ó òàáëèöi íàâåäåíî ïîêàçè 500 íàâ-ìàííÿ âèáðàíèõ ìåõàíi÷íèõ ãîäèííèêiâ, âèñòàâëåíèõ óâiòðèíàõ ãîäèííèêîâèõ ìàãàçèíiâ.×è óçãîäæó¹òüñÿ ç íàâåäåíèìè äàíèìè ãiïîòåçà ïðîòå, ùî ïîêàçè ãîäèííèêiâ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà ií-òåðâàëi [0; 12)?

i ni i ni0 41 6 411 34 7 332 54 8 373 39 9 414 49 10 475 45 11 39�àçîì 500Ó òàáëèöi: i � íîìåð iíòåðâàëó âiä i-¨ ãîäèíè äî
(i+1)-¨, i = 0, 1, . . . , 11; ni � êiëüêiñòü ãîäèííèêiâ, ïîêà-çè ÿêèõ íàëåæàòü i-ìó iíòåðâàëó.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ïîêàçè 500 ãîäèííèêiâ ìîæíà ðîç-ãëÿäàòè ÿê ðåàëiçàöiþ âèáiðêè îáñÿãîì 500 ç äåÿêîãî íå-ïåðåðâíîãî íà iíòåðâàëi [0;12) ðîçïîäiëó F . Ùîäî ðîçïî-äiëó F âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ (ïîêàçiâ ãîäèííèêiâ) âèñó-âà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: F � ðiâíîìiðíèé íà iíòåðâàëi [0;12)ðîçïîäië, iíàêøå êàæó÷è, ùiëüíiñòü f(x) ðîçïîäiëó F ìà¹âèãëÿä

f(x) =

{

1/12, ÿêùî x ∈ [0; 12);
0, ÿêùî x 6∈ [0; 12).



320 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2Äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçèH0 ñêîðèñòà¹ìîñÿ êðèòåði¹ì χ2.Ïîäiëèìî ìíîæèíó ìîæëèâèõ çíà÷åíü X = [0; 12) âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè ξ íà íåïåðåòèííi ïiäìíîæèíè
Xi = [i, i + 1), i = 0, 1, . . . , 11.Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ξ ïîòðàïèòü äî Xi, îá÷èñëåíà çà ãi-ïîòåòè÷íèì ðîçïîäiëîì:

pi = P{ξ ∈ [i, i + 1)} =

i+1∫

i

1

12
dx =

1

12
.I îñêiëüêè

npi = 500 · 1

12
= 41,7 > 10, i = 0, 1, . . . , 11,òî ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ êðèòåði¹ì χ2 ó íàâåäåíié âèùå�îðìi.Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ âiäõèëåííÿ ìiæ åìïiðè÷íèì ðîç-ïîäiëîì F̂n i ãiïîòåòè÷íèì G. Ìà¹ìî

D(F̂n, G) =
r∑

i=1

(νi − npi)
2

npi
=

=
1

41,7

(

(41− 41,7)2 + . . .+ (39− 41,7)2
)

= 9,99.Òàêèì ÷èíîì,
D(F̂n, G) = 9,99 < 19,7 = χ2

0,05;11 = χ2
α;(r−1).Òîìó, çãiäíî ç êðèòåði¹ì χ2, ãiïîòåçà ïðî ðiâíîìiðíèé íàiíòåðâàëi [0;12) ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ � ïîêàçiâìåõàíi÷íèõ ãîäèííèêiâ ó âiòðèíàõ ìàãàçèíiâ � íå âiäõè-ëÿ¹òüñÿ. Iíàêøå êàæó÷è, ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî ïîêàçèãîäèííèêiâ ðîçïîäiëåíi ðiâíîìiðíî íà iíòåðâàëi [0;12), íåñóïåðå÷èòü ñïîñòåðåæåííÿì.



18.2. Êðèòåðié χ2 (ïàðàìåòðè íåâiäîìi) 32118.2 Êðèòåðié χ2 (ïàðàìåòðèíåâiäîìi)Íåõàé ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âèáiðêà ç íåâiäîìîãî ðîç-ïîäiëó F , ñòîñîâíî ÿêîãî âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà
H0 : F (·) = G(· ; θ1, θ2, . . . , θk), (θ1, θ2, . . . , θk) = θ ∈ Θ .�îçïîäië G(· ; θ1, θ2, . . . , θk) çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ θ1, θ2,

. . . , θk, ÿêi íåâiäîìî, ïðè÷îìó ¹äèíèì äæåðåëîì ií�îðìà-öi¨ ïðî çíà÷åííÿ öèõ ïàðàìåòðiâ ¹ âèáiðêà ξ = (ξ1, ξ2, . . .

. . . , ξn). Iíàêøå êàæó÷è, ãiïîòåçà H0 ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ¹ âèáiðêîþ ç ðîçïîäiëó, ÿêèé íàëåæèòüäî êëàñó ðîçïîäiëiâ

G(· ; θ1, θ2, . . . , θk), θ = (θ1, θ2, . . . , θk) ∈ Θ ,òîáòî F (·) ñïiâïàäà¹ ç ðîçïîäiëîì G(· ; θ1, θ2, . . . , θk) ïðèäåÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ θ1, θ2, . . . , θk. Íåîáõiäíî çàðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . ξn) äiéòè âèñíîâêó: âiä-õèëÿòè ãiïîòåçó H0 ÷è íi. Ïðèðîäíî äiÿòè òàê. �îçãëÿ-íåìî ÿê çíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ θ1, θ2, . . . , θk ¨õíiîöiíêè θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k, çíàéäåíi çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2, . . . , ξn, à ÿêãiïîòåòè÷íèé ðîçïîäië � G(· ; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k). Âiäõèëåííÿ
D(F̂n, G) áóäó¹ìî òàê ñàìî, ÿê i ðàíiøå:

D(F̂n, G) =

r∑

i=1

(νi − npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k))
2

npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k)
,äå pi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k) � iìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèáiðêîâå çíà-÷åííÿ ïîòðàïèòü äî ìíîæèíè Xi, i = 1, 2, . . . , r, îá÷èñëåíàçà ãiïîòåòè÷íèì ðîçïîäiëîì. �. Ôiøåð âñòàíîâèâ, ùî êîëèãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ é îöiíêè θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k çíàéäå-íî çà ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, òî ðîçïî-äië âiäõèëåííÿ D(F̂n, G) ìiæ F̂n i G çáiãà¹òüñÿ äî ðîçïîäi-ëó χ2 ç (r−1−k) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi, êîëè n→ ∞, äå k �êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ, ùî îöiíåíi çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2, . . . , ξn.



322 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2Òàêèì ÷èíîì, êîëè ïàðàìåòðè îöiíþþòüñÿ çà âèáið-êîþ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, ìîæíà êî-ðèñòóâàòèñÿ êðèòåði¹ì χ2 ó òàêié �îðìi.ßêùî ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòè ïðè
D(F̂n, G) =

r∑

i=1

(νi − npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k))
2

npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k)
> χ2

α;(r−1−k)i íå âiäõèëÿòè ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ αãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ.Ïðèêëàä 18.2.1. Ñåðåä 2020 äâîäiòíèõ ñiìåé 527 ìà-þòü äâîõ õëîï÷èêiâ, 476 � äâî¹ äiâ÷àòîê, ó ðåøòè 1017ñiìåé äiòè ðiçíî¨ ñòàòi.×è ìîæíà ââàæàòè, ùî êiëüêiñòü õëîï÷èêiâ ó ñiì'¨,ÿêà ìà¹ äâîõ äiòåé, ¹ áiíîìíî ðîçïîäiëåíîþ âèïàäêîâîþâåëè÷èíîþ?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ êiëüêiñòü õëîï÷è-êiâ ó ñiì'¨, ùî ìà¹ äâîõ äiòåé, ξ íàáóâà¹ çíà÷åíü: 0, 1, 2.Ùîäî ðîçïîäiëó Pξ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ âèñóâà¹òüñÿãiïîòåçà
H0 : Pξ(k) = G(k; p) = Ck

2 p
k(1− p)2−k, k = 0, 1, 2,(ãiïîòåçà ïðî áiíîìíèé ðîçïîäië ξ), ÿêó íåîáõiäíî ïåðåâi-ðèòè.�iïîòåòè÷íèé ðîçïîäië çàëåæèòü âiä íåâiäîìîãî ïàðà-ìåòðà p. Îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðà-ìåòðà p áiíîìíîãî ðîçïîäiëó

P (k; p) = Ck
mp

k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m,çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2, . . . , ξn ¹
p̂ =

1

mn

n∑

k=1

ξk.Ó ïðèêëàäi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, çíà÷åííÿ îöiíêè ìàêñè-ìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðà p äîðiâíþ¹
p̂ =

0 · 476 + 1 · 1017 + 2 · 527
2 · 2020 = 0,513.



18.3. Êðèòåðié χ2 ÿê êðèòåðié íåçàëåæíîñòi 323Òàêèì ÷èíîì, ãiïîòåòè÷íèì ðîçïîäiëîì ¹
G(k; p) = Ck

2 (0, 513)
k(1− 0, 513)2−k, k = 0, 1, 2,éîãî ìîæíà çàïèñàòè i â òàêîìó âèãëÿäi:

G =
(

0 1 2
0,237 0,500 0,263

)

.ßê ïîäië âèáiðêîâîãî ïðîñòîðó X = {0, 1, 2} ðîçãëÿíå-ìî X0 = {0}, X1 = {1}, X2 = {2}. Îöiíêè p̂i ãiïîòåòè÷íèõiìîâiðíîñòåé pi âèáiðêîâîìó çíà÷åííþ ïîòðàïèòè äî Xi,
i = 1, 2, 3, âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 0,237; 0,500; 0,263; îáñÿãâèáiðêè n = 2020, îòæå

np̂i ≥ 10, i = 0, 1, 2,i òîìó êîðèñòóâàòèñÿ êðèòåði¹ì χ2 ìîæíà.Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ âiäõèëåííÿ Ïiðñîíà ìiæ åìïi-ðè÷íèì F̂n i ãiïîòåòè÷íèì G ðîçïîäiëàìè:
D(F̂n, G) =

(ν0 − np̂0)
2

np̂0
+

(ν1 − np̂1)
2

np̂1
+

(ν2 − np̂2)
2

np̂2
=

=
(476 − 478,74)2

478,74
+

(1017 − 1010)2

1010
+

(527 − 531,26)2

531,26
=

= 0,098.Çâiäñè ìà¹ìî
D(F̂n, G) = 0,098 < 3,84 = χ2

0,05;1 = χ2
α;(r−1−k)(r − 1 − k = 3 − 1 − 1; k = 1 � êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ,ùî áóëè îöiíåíi çà âèáiðêîþ; r = 3 � êiëüêiñòü ïiäìíî-æèí, íà ÿêi ïîäiëÿ¹òüñÿ âèáiðêîâèé ïðîñòið). Òîìó çãiäíîç êðèòåði¹ì χ2 ãiïîòåçà ïðî áiíîìíèé ðîçïîäië âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè ξ íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Ïðèïóùåííÿ, ùî êiëüêiñòüõëîï÷èêiâ ó äâîäiòíèõ ñiì'ÿõ ìà¹ áiíîìíèé ðîçïîäië, íåñóïåðå÷èòü íàÿâíèì äàíèì.



324 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ218.3 Êðèòåðié χ2 ÿê êðèòåðiéíåçàëåæíîñòiÏîñòàíîâêà çàäà÷i. Ìà¹ìî n íåçàëåæíèõ ñïîñòåðå-æåíü (ai, bj), i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k âåêòîðíî¨ âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, η): çíà÷åííÿ (ai, bj) âèïàäêî-âà âåëè÷èíà ζ = (ξ, η) íàáóëà νij ðàçiâ, i = 1, 2, . . . , s;

j = 1, 2, . . . , k (çðîçóìiëî, ùî s∑

i=1

k∑

j=1
νij = n). �åçóëüòà-òè ñïîñòåðåæåíü çðó÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi òàáëèöi ñïðÿ-æåíîñòi îçíàê (òàáë. 18.3.2). Àëå íi ðîçïîäië âåêòîðíî¨âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, η)

P{ζ = (ai, bj)} = pij, i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k(äèâ. òàêîæ òàáë. 18.3.1), íi ðîçïîäiëè ¨¨ êîìïîíåíò ξ i η:
P{ξ = ai} = pi·, i = 1, 2, . . . , s;

P{η = bj} = p·j, j = 1, 2, . . . , k,íåâiäîìi. Òà á ë è ö ÿ 18.3.1. Ñïiëüíèé ðîçïîäiëâèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i ηÇíà÷åí- Çíà÷åííÿ ηíÿ ξ b1 b2 · · · bk Ñóìà
a1 p11 p12 · · · p1k p1·

a2 p21 p22 · · · p2k p2·... ... ... ... ... ...
as ps1 ps2 · · · psk ps·Ñóìà p·1 p·2 · · · p·k 1



18.3. Êðèòåðié χ2 ÿê êðèòåðié íåçàëåæíîñòi 325Ó òàáë. 18.3.1
pi· =

k∑

j=1

pij , i = 1, 2, . . . , s; p·j =
s∑

i=1

pij, j = 1, 2, . . . , k.

s∑

i=1

pi· =
k∑

j=1

p·j =
s∑

i=1

k∑

j=1

pij = 1.Ùîäî ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η(äèâ. òàáë. 18.3.1) âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà
H0 : pij = pi·p·j; i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k,iíàêøå êàæó÷è, ãiïîòåçà ïðî íåçàëåæíiñòü ξ i η (ùå êà-æóòü, ãiïîòåçà ïðî íåçàëåæíiñòü îçíàê).Çà ðåçóëüòàòàìè ñïîñòåðåæåíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ζ = (ξ, η) íåîáõiäíî äiéòè âèñíîâêó: âiäõèëÿòè ÷è íi ãi-ïîòåçó H0 ïðî íåçàëåæíiñòü êîìïîíåíò ξ i η âåêòîðà ζ =
= (ξ, η).Òà á ë è ö ÿ 18.3.2. Òàáëèöÿ ñïðÿæåíîñòi îçíàêÇíà÷åí- Çíà÷åííÿ ηíÿ ξ b1 b2 · · · bk Ñóìà

a1 ν11 ν12 · · · ν1k ν1·

a2 ν21 ν22 · · · ν2k ν2·... ... ... ... ... ...
as νs1 νs2 · · · νsk νs·Ñóìà ν·1 ν·2 · · · ν·k nÓ òàáëèöi

νi· =
k∑

j=1

νij , i = 1, 2, . . . , s; ν·j =
s∑

i=1

νij , j = 1, 2, . . . , k;
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s∑

i=1

νi· =
k∑

j=1

ν·j =
s∑

i=1

k∑

j=1

νij = n.Äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ñêîðèñòà¹ìîñÿ êðèòåði¹ì
χ2, êîëè ãiïîòåòè÷íèé ðîçïîäië çàëåæèòü âiä íåâiäîìèõïàðàìåòðiâ. Íåâiäîìèìè ïàðàìåòðàìè ¹ pi· i p·j, i = 1, 2, . . .
. . . , s; j = 1, 2, . . . , k, ïðè÷îìó

s∑

i=1

pi· = 1;

k∑

j=1

p·j = 1.ßê ïîäië âèáiðêîâîãî ïðîñòîðó
X = {(ai, bj), i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k}ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíè
Xij = {(ai, bj)}, i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k.Âiäõèëåííÿ åìïiðè÷íîãî ðîçïîäiëó
F̂n{(ai, bj)} =

νij
n
, i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k,âiä ãiïîòåòè÷íîãî

G{(ai, bj)} = pi·p·j, i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k,îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê
D(F̂n, G) =

s∑

i=1

k∑

j=1

(νij − np̂i·p̂·j)
2

np̂i·p̂·j
,äå

p̂i· = νi·/n, i = 1, 2, . . . , s, p̂·j = ν·j/n, j = 1, 2, . . . , k,¹ îöiíêàìè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi âiäïîâiäíî ïà-ðàìåòðiâ pi·, i = 1, 2, . . . , s, i p·j, j = 1, 2, . . . , k. Òîáòî
D(F̂n, G) =

s∑

i=1

k∑

j=1

(νij − (νi·ν·j)/n)
2

(νi·ν·j)/n
.



18.3. Êðèòåðié χ2 ÿê êðèòåðié íåçàëåæíîñòi 327Êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ, ùî îöiíåíi çà âèáiðêîþ, äîðiâíþ¹
(s − 1) + (k − 1). Êiëüêiñòü ïiäìíîæèí Xij , i = 1, 2, . . .
. . . , s; j = 1, 2, . . . , k, íà ÿêi ïîäiëÿ¹òüñÿ âèáiðêîâèé ïðîñ-òið X, ñòàíîâèòü sk. Òîìó ÷èñëî ñòóïåíiâ âiëüíîñòi
χ2-ðîçïîäiëó, ãðàíè÷íîãî äëÿ D(F̂n, G), äîðiâíþ¹

sk − 1− ((s− 1) + (k − 1))àáî, ùî òå ñàìå, (s − 1)(k − 1).Òàêèì ÷èíîì, ãiïîòåçó H0 ïðî íåçàëåæíiñòü âèïàä-êîâèõ âåëè÷èí ξ i η âiäõèëÿòèìåìî, ÿêùî
s∑

i=1

k∑

j=1

(νij − (νi·ν·j)/n)
2

(νi·ν·j)/n
> χ2

α;(s−1)(k−1),i íå âiäõèëÿòèìåìî â ñóïðîòèâíîìó ðàçi; ïðè öüîìó çiìîâiðíiñòþ α ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, êîëè âîíàñïðàâäæó¹òüñÿ.Çíà÷åííÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η ùå íàçèâàþòü îçíà-êàìè, i â öüîìó ðàçi ãîâîðÿòü ïðî êðèòåðié χ2 äëÿ íåçà-ëåæíîñòi îçíàê.Ïîäië âèáiðêîâîãî ïðîñòîðó (X,Y ) äâîâèìiðíî¨ âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, η) íà íåïåðåòèííi ïiäìíîæèíè
Xi × Yj ìè ïðîâîäèìî ñàìi. Ïðè öüîìó íåîáõiäíî ñòåæè-òè, ùîá äëÿ ãiïîòåòè÷íèõ iìîâiðíîñòåé p̂i·p̂·j âèáiðêîâèìçíà÷åííÿì (ξ, η) ïîòðàïèòè äî Xi × Yj âèêîíyâàëèñÿ íå-ðiâíîñòi

(p̂i·p̂·j)n = νi·ν·j/n ≥ 10(çà âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü i i j ), äå n � îáñÿã âèáiðêè.Ç à ó â àæåíí ÿ. Çàñòåðåæåìî, ùî, ìàþ÷è ñïðàâó çiñòàòèñòè÷íèìè çàëåæíîñòÿìè, òðåáà áóòè äóæå îáåðåæ-íèì. Iç íàÿâíîñòi ñòàòèñòè÷íî¨ çàëåæíîñòi (âiäñóòíîñòiñòàòèñòè÷íî¨ íåçàëåæíîñòi) íå âèïëèâà¹ ïðè÷èííà çàëåæ-íiñòü. Iäå¨ ùîäî ïðè÷èííîãî çâ'ÿçêó ìàþòü ïðèõîäèòè�ççîâíi� ñòàòèñòèêè.Ïðèêëàä 18.3.1. Ó òàáëèöi (�ðiíâóä, Þë, 1915) íà-âåäåíî äàíi ïðî 818 âèïàäêiâ, êëàñè�iêîâàíèõ çà äâîìàîçíàêàìè: íàÿâíiñòü ùåïëåííÿ ïðîòè õîëåðè i âiäñóò-íiñòü çàõâîðþâàííÿ.



328 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2×è ìîæíà íà ïiäñòàâi öèõ äàíèõ äiéòè âèñíîâêó ïðîiñíóâàííÿ çàëåæíîñòi ìiæ âiäñóòíiñòþ çàõâîðþâàííÿ iíàÿâíiñòþ ùåïëåííÿ?Íàÿâíiñòü Íàÿâíiñòü çàõâîðþâàííÿùåïëåííÿ Íå çàõâîðiëè Çàõâîðiëè �àçîìÙåïëåíi 276 3 279Íåùåïëåíi 473 66 539�àçîì 749 69 818�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõãiïîòåç ïîñòàâëåíà çàäà÷à �îðìóëþ¹òüñÿ ÿê çàäà÷à ïå-ðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî íåçàëåæíiñòü îçíàê (íàÿâíiñòü ùåï-ëåííÿ i âiäñóòíiñòü çàõâîðþâàííÿ).Ó ïðèêëàäi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, s = 2, k = 2, n = 818(äèâ. òàáë. 18.3.2). Çíà÷åííÿ νij, νi·, ν·j, i, j = 1, 2, íàâå-äåíî ó òàáëèöi ñïðÿæåíîñòi îçíàê.Îñêiëüêè
(p̂i·p̂·j)n = νi·ν·j/n ≥ 10, i, j = 1, 2,òî ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ êðèòåði¹ì χ2.Çíà÷åííÿ âiäõèëåííÿ ìiæ åìïiðè÷íèì ðîçïîäiëîì F̂ni ãiïîòåòè÷íèì G:

D(F̂n, G) =

s∑

i=1

k∑

j=1

(νij − (νi·ν·j)/n)
2

(νi·ν·j)/n
=

=
(276 − 279 · 749/818)2

279 · 749/818 +
(3− 279 · 69/818)2

279 · 69/818 +

+
(473 − 539 · 749/818)2

539 · 749/818 +
(66− 539 · 69/818)2

539 · 69/818 = 29,61.Òàêèì ÷èíîì,
D(F̂n, G) = 29,61 > 3,84 = χ2

0,05;1 = χ2
α;(s−1)(k−1).Òîìó çãiäíî ç êðèòåði¹ì χ2 ãiïîòåçà ïðî íåçàëåæíiñòüîçíàê (âiäñóòíiñòü çàõâîðþâàííÿ i íàÿâíiñòü ùåïëåííÿ)âiäõèëÿ¹òüñÿ; âîíà ñóïåðå÷èòü íàÿâíèì äàíèì. Iíàêøåêàæó÷è, íàâåäåíi åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi äàþòü ïiäñòàâèñòâåðäæóâàòè, ùî å�åêò ùåïëåííÿ ïðîòè õîëåðè iñíó¹.



18.4. Çàäà÷i 32918.4 Çàäà÷iÀÇ: 18.2, 18.7, 18.17, 18.20.ÑÇ: 18.14, 18.23, 18.29, 18.52.18.1 (àäåêâàòíiñòü ìîäåëi). Ó ÷èñëåííèõ ïðèêëàä-íèõ çàäà÷àõ ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäiâ òåîði¨ éìîâiðíî-ñòåé, ïåðø íiæ îá÷èñëþâàòè éìîâiðíiñòü òi¹¨ ÷è iíøî¨ ïî-äi¨, íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñòîõàñòè÷-íîãî åêñïåðèìåíòó (éìîâiðíiñíèé ïðîñòið); iìîâiðíiñòü ïî-äi¨ ìîæíà îá÷èñëèòè òiëüêè òîäi, êîëè âèçíà÷åíî (ÿâ-íî ÷è íåÿâíî) éìîâiðíiñíèé ïðîñòið. Òåîðiÿ éìîâiðíîñ-òåé íàäà¹ ïðàâèëà, çà ÿêèìè ó çàäàíié ìîäåëi îá÷èñëþ-þòüñÿ éìîâiðíîñòi ïîäié, àëå íi÷îãî íå êàæå ïðî âèáiðìîäåëi ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó. I ïðèíöèïîâå çàïè-òàííÿ �×è àäåêâàòíî îïèñó¹ çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü ñòî-õàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò?� çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì. Äàòèâiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ äîïîìàãà¹ ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñ-òèêà. Âiäïîâiäü äà¹òüñÿ â òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷-íèõ ãiïîòåç.Íàïðèêëàä, ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò,ÿêèé ïîëÿãà¹ ó ïiäêèäàííi ãðàëüíîãî êóáèêà. Íåîáõiäíîîá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèïàäå ïàðíå ÷èñëî î÷îê.ßê ìíîæèíó åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω ðîçãëÿíåìî {1, 2, 3,
4, 5, 6}. Iìîâiðíîñòi åëåìåíòàðíèõ ïîäié ìîæíà çàäàòè, ñêà-æiìî, òàê:

P (i) =
1

6
, i = 1, 2, . . . , 6.Òèì ñàìèì iìîâiðíiñíèé ïðîñòið çàäàíî. ×îìó ñàìå

P (i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6, òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé íå äà¹ âiä-ïîâiäi. Iìîâiðíîñòi ìè çàäà¹ìî ñàìi. Õòîñü iíøèé ìîæåçàäàòè öi éìîâiðíîñòi, íàïðèêëàä, òàê:
P (i) =

i

21
, i = 1, 2, . . . , 6,� ïðîïîðöiéíî ÷èñëó î÷îê íà ãðàíi (àáî ùå â ÿêèéñü ií-øèé ñïîñiá), i öå (ÿê ìîæëèâà ãiïîòåçà) áóäå àíiòðîõè íåãiðøå.



330 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2Çà âiäîìîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ {Ω, P} îá÷èñëèòèéìîâiðíiñòü âèïàäêîâî¨ ïîäi¨ ïðîñòî. Íàïðèêëàä, iìîâið-íiñòü ïîäi¨ A � �âèïàëî ïàðíå ÷èñëî î÷îê�, îá÷èñëþ¹òüñÿòàê:
P (A) = P ({2, 4, 6}) = P (2)+P (4)+P (6) =

1

6
+

1

6
+

1

6
=

1

2
.Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü àäåêâàòíî îïè-ñó¹ åêñïåðèìåíò, òî P (A) = 1/2.Îäíàê, ÷è àäåêâàòíî îïèñó¹òüñÿ åêñïåðèìåíò çàïðî-ïîíîâàíîþ ìîäåëëþ?Ùîá âiäïîâiñòè íà öå ïèòàííÿ, íåîáõiäíî ïðîâåñòè åêñ-ïåðèìåíò: ïiäêèíóòè êóáèê äîñòàòíþ êiëüêiñòü ðàçiâ, çà-�iêñóâàòè ðåçóëüòàò i äàëi ïåðåâiðèòè, ÷è óçãîäæó¹òüñÿìîäåëü ç ðåçóëüòàòîì åêñïåðèìåíòó.�åçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü çðó÷íî ïîäàòè ó òàêîìó âè-ãëÿäi:

i 1 2 3 4 5 6
niäå i � êiëüêiñòü î÷îê, ùî âèïàëè; ni � ÷èñëî ïiäêèäàíü,ó ÿêèõ áóëî çà�iêñîâàíî i î÷îê.18.2 (êiëüêiñòü ñìåðòåé âiä óäàðó êîïèòîì). Äà-ëi íàâåäåíî êëàñè÷íi äàíi �îí Áîðòêåâè÷à ïðî êiëüêiñòüîñiá, óáèòèõ óäàðîì êîïèòà êîíÿ â 10 ïðóññüêèõ àðìié-ñüêèõ êîðïóñàõ çà 20 ðîêiâ (1875�1895):

i 0 1 2 3 4 5 i áiëüøå �àçîì
ni 109 65 22 3 1 0 200äå i � êiëüêiñòü ñìåðòåé â îäíîìó êîðïóñi çà ðiê; ni �êiëüêiñòü ñïîñòåðåæåíü, ó ÿêèõ òðàïèëîñÿ i ñìåðòåé.Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî ïóàññîíiâ ðîçïîäië êiëüêîñòiñìåðòåé âiä óäàðó êîïèòîì êîíÿ â îäíîìó êîðïóñi ïðîòÿ-ãîì ðîêó.18.3. Ó òàáëèöi íàâåäåíî äàíi Ê. Ïiðñîíà ïðî âiê êàí-äèäàòiâ, ÿêi ñêëàëè i íå ñêëàëè âñòóïíi åêçàìåíè äî Ëîí-äîíñüêîãî óíiâåðñèòåòó â 1908 i 1909 ðð. (äëÿ äâîõ ñòàð-øèõ âiêîâèõ ãðóï óêàçàíî îöiíêè ñåðåäíüîãî âiêó).



18.4. Çàäà÷i 331Âiê �åçóëüòàò åêçàìåíóêàíäèäàòà Ñêëàëè Íå ñêëàëè �àçîì16 583 563 114617 666 980 164618 525 868 139319�21 383 814 119722�30 (ñåðåäíié âiê 25) 214 439 653Ïîíàä 30 (ñåðåäíié âiê 33) 40 81 121�àçîì 2411 3745 6156×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî íàÿâíiñòü çàëåæíîñòi ìiæ âi-êîì êàíäèäàòiâ i óñïiøíî ñêëàäåíèìè åêçàìåíàìè?18.4. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó ïiäêèäàííiäâîõ ãðàëüíèõ êóáèêiâ îäèí ðàç i ðå¹ñòðàöi¨ ìiíiìàëüíîãî÷èñëà î÷îê, ùî âèïàëè íà íèõ.Çàïðîïîíóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü öüîãî ñòîõàñòè÷-íîãî åêñïåðèìåíòó. Ïåðåâiðèòè ¨¨ àäåêâàòíiñòü åêñïåðè-ìåíòó. Äëÿ öüîãî ïðîâåñòè åêñïåðèìåíò äîñòàòíþ êiëü-êiñòü ðàçiâ i ïåðåâiðèòè, ÷è óçãîäæó¹òüñÿ çàïðîïîíîâàíàìîäåëü iç äîáóòèìè äàíèìè.Ñ�îðìóëþâàòè i ðîçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çà-äà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç (ñêîðèñòàòèñÿ êðè-òåði¹ì χ2).�åçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó çðó÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi òàá-ëèöi:
i 1 2 3 4 5 6
niäå i � ìiíiìàëüíå ÷èñëî î÷îê, ùî âèïàëè íà ãðàëüíèõêóáèêàõ; ni � êiëüêiñòü åêñïåðèìåíòiâ, ó ÿêèõ ìiíiìàëüíå÷èñëî î÷îê íà ãðàëüíèõ êóáèêàõ ñòàíîâèòü i, i = 1, 2, . . .

. . . , 6.Ç à ó â àæåíí ÿ. Ïðî âèáið ìîäåëi åêñïåðèìåíòó i ïå-ðåâiðêó ¨¨ àäåêâàòíîñòi äèâ. çàäà÷ó 18.1.Â ê à ç i â ê à. Ùîá çàïðîïîíóâàòè ãiïîòåòè÷íèé ðîçïî-äië (çà ïðèïóùåííÿ, ùî ãðàëüíi êóáèêè ñèìåòðè÷íi), çíà-éäiòü ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè min{ξ, η}, äå ξ, η �÷èñëî î÷îê íà ãðàëüíèõ êóáèêàõ. �îçïîäië �óíêöi¨
g(ζ) = min{ξ, η}



332 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2âiä âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, η) çà ðîçïîäiëîì Pζ ìîæ-íà çíàéòè, ñêîðèñòàâøèñü �îðìóëîþ
P{g(ζ) ∈ B} = P{g(ξ, η) ∈ B} =

∑

(xi,yj):g(xi,yj)∈B
Pζ(xi, yj)(ùîäî ðîçïîäiëó �óíêöié âiä âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äèâ.òàêîæ ãë. 5 i, çîêðåìà, ïðèêëàä 5.1.2).18.5 (iìîâiðíiñòü íàðîäæåííÿ õëîï÷èêà). Ç 1871ïî 1900 ðð. ó Øâåéöàði¨ íàðîäèëîñÿ 1 359 671 õëîï÷èêiâ i1 285 086 äiâ÷àòîê.×è óçãîäæó¹òüñÿ ç öèìè äàíèìè ãiïîòåçà H0: iìîâið-íiñòü íàðîäæåííÿ õëîï÷èêà ñòàíîâèòü: à) 0,5? á) 0,515?18.6 (ðîçïîäië α-÷àñòèíîê). Â åêñïåðèìåíòi �åçåð-�îðäà i �åéãåðà ðàäiîàêòèâíà ðå÷îâèíà ñïîñòåðiãàëàñÿïðîòÿãîì N = 2612 iíòåðâàëiâ ÷àñó (êîæíèé òðèâàëiñòþ1/8 õâ), äëÿ ÿêèõ ðå¹ñòðóâàëàñÿ êiëüêiñòü α-÷àñòèíîê, ùîäîñÿãëè ëi÷èëüíèêà.Ó òàáëèöi íàâåäåíî êiëüêiñòü Nk iíòåðâàëiâ ÷àñó, ïðî-òÿãîì ÿêèõ ñïîñòåðiãàëîñÿ òî÷íî k α-÷àñòèíîê. Çàãàëü-íà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê T =

∑

k

kNk = 10132. Ñåðåäíÿ ¨õêiëüêiñòü, ùî ðå¹ñòðóâàëàñÿ çà îäèí iíòåðâàë, ñòàíîâèòü
λ = T/N = 10132/2 612 = 3,879.

k Nk k Nk0 57 6 2731 203 7 1392 383 8 493 525 9 274 532 10 105 408 > 10 6�àçîì 2612Ñêîðèñòàâøèñü êðèòåði¹ì χ2, ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðîòå, ùî êiëüêiñòü ÷àñòèíîê, ÿêi äîñÿãàþòü ëi÷èëüíèêà, ïiä-ïîðÿäêîâó¹òüñÿ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà.18.7 (êìiòëèâiñòü i ìàòåðiàëüíi óìîâè). Ó òàáëèöiíàâåäåíî ðåçóëüòàòè îáñòåæåííÿ 697 øêîëÿðiâ.Õëîï÷èêiâ áóëî âïîðÿäêîâàíî çãiäíî ç IQ i âiäïîâiäíîäî óìîâ ¨õíüîãî æèòòÿ âäîìà. Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíîïîçíà÷åííÿ: A � äóæå çäiáíèé, B � äîñèòü ðîçóìíèé,



18.4. Çàäà÷i 333
C � ìà¹ ñåðåäíi çäiáíîñòi, D � íåäîñòàòíüî ðîçâèíåíèé,
E � ðîçóìîâî âiäñòàëèé.Ìàòåðiàëüíà �iâåíü êìiòëèâîñòi õëîï÷èêiâçàáåçïå÷åíiñòü A B C D E �àçîìÄîáðà 33 137 125 47 8 350Ïîãàíà 21 127 129 61 9 347�àçîì 54 264 254 108 17 697×è ìîæíà ââàæàòè, ùî óìîâè æèòòÿ (çàáåçïå÷åíiñòü)äiòåé âïëèâàþòü íà ¨õíþ êìiòëèâiñòü?Ç à ó â àæåíí ÿ. IQ � Intelletual quality (ðîçóìîâiçäiáíîñòi) � ïîêàçíèê ðîçóìîâèõ çäiáíîñòåé ó÷íiâ ó áà-ëàõ, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â àìåðèêàíñüêié ïåäàãîãi÷íiéïðàêòèöi.18.8. Ìà¹ìî òðè ìîíåòè: îäíó âàðòiñòþ 1 êîï. i äâi �âàðòiñòþ 10 êîï. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó âè-áîði íàâìàííÿ îäíi¹¨ ç ìîíåò (ç ïîâåðíåííÿì) i ðå¹ñòðàöi¨êiëüêîñòi ñïðîá (êðîêiâ) äî ïåðøî¨ ïîÿâè ìîíåòè âàðòiñ-òþ 10 êîï., òîáòî ðå¹ñòðàöi¨ ÷èñëà ïîÿâ ìîíåòè âàðòiñòþ1 êîï. äî ïåðøî¨ ïîÿâè ìîíåòè âàðòiñòþ 10 êîï.Çàïðîïîíóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü öüîãî ñòîõàñòè÷-íîãî åêñïåðèìåíòó. Ïåðåâiðèòè ¨¨ àäåêâàòíiñòü åêñïåðè-ìåíòó. Äëÿ öüîãî äîáóòè âèáiðêó (äîñòàòíüîãî îáñÿãó)i ïåðåâiðèòè, ÷è óçãîäæó¹òüñÿ çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü içðåçóëüòàòàìè åêñïåðèìåíòó � äîáóòîþ âèáiðêîþ.�åçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó çðó÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
niäå i �êiëüêiñòü êðîêiâ äî ïåðøî¨ ïîÿâè ìîíåòè âàðòiñòþ10 êîï.; ni � êiëüêiñòü åêñïåðèìåíòiâ, ó ÿêèõ äî ïîÿâèìîíåòè âàðòiñòþ 10 êîï. áóëî çðîáëåíî i êðîêiâ.Ç à ó â àæåíí ÿ. Ïðî âèáið ìîäåëi ñòîõàñòè÷íîãî åêñ-ïåðèìåíòó é ïåðåâiðêó ¨¨ àäåêâàòíîñòi åêñïåðèìåíòó äèâ.çàäà÷ó 18.1.18.9. ×îòèðè ìîíåòè áóëî ïiäêèíóòî 20 160 ðàçiâ, ïðèöüîìó êîìáiíàöi¨: ÷îòèðè ãåðáè, òðè ãåðáè i ðåøêà, äâàãåðáè i äâi ðåøêè, îäèí ãåðá i òðè ðåøêè, ÷îòèðè ðåøêè� ç'ÿâèëèñÿ âiäïîâiäíî òàêó êiëüêiñòü ðàçiâ:

1181, 4909, 7583, 5085, 1402



334 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2(íàâåäåíî äàíi åêñïåðèìåíòó, ïðîâåäåíîãî Â.I. �îìàíîâ-ñüêèì).×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî òå, ùî êiëüêiñòü ãåðáiâ, ÿêàç'ÿâèëàñÿ íà ÷îòèðüîõ ìîíåòàõ, ¹ áiíîìíî ðîçïîäiëåíîþâèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ?Ñ�îðìóëþâàòè i ðîçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çà-äà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç.18.10 (àðîìàò ñèãàðåò).Ìåíåäæåðè òþòþíîâî¨ �ið-ìè õîòiëè á çíàòè, ÷è ìîæíà âiäïðàâëÿòè çàìîâíèêàì ñè-ãàðåòè i ëþëüêîâèé òþòþí ó ñïiëüíié óïàêîâöi. (ßêùîïðè öüîìó ÿêiñòü ñèãàðåò íå ïîãiðøó¹òüñÿ, òî ìîæíà iñ-òîòíî ñêîðîòèòè âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ.) Äëÿ öüîãî ïðî-âåëè åêñïåðèìåíò. Âèãîòîâèëè 400 êàðòîííèõ êîðîáîê i ó250 ç íèõ ïîêëàëè òþòþíîâi âèðîáè îáîõ òèïiâ, à â ðåø-òó � ëèøå ñèãàðåòè. ×åðåç ìiñÿöü êîðîáêè âiäêðèëè i âñi400 óïàêîâîê ñèãàðåò ðîçêëàëè ó âèïàäêîâîìó ïîðÿäêó.Êiëüêà åêñïåðòiâ àíàëiçóâàëè àðîìàò ñèãàðåò, íàìàãàþ-÷èñü âèÿâèòè éîãî âiäìiííiñòü âiä ïî÷àòêîâîãî. �åçóëüòà-òè åêñïåðèìåíòó íàâåäåíî â òàáëèöi.Âèñíîâîê Òèï óïàêîâêèùîäî àðîìàòó Ñïiëüíà Îêðåìà �àçîìÍå çìiíèâñÿ 72 119 191Çìiíèâñÿ 178 31 209�àçîì 250 150 400×è ìîæíà íà ïiäñòàâi öèõ äàíèõ ñòâåðäæóâàòè, ùîçâ'ÿçîê ìiæ àðîìàòîì ñèãàðåò i òèïîì óïàêîâêè âiäñó-òíié?18.11 (åêñïåðèìåíò Ñâåäåáîðãà). Íà ïî÷àòêó XIXñòîëiòòÿ áóëî âiäêðèòî ÿâèùå, ÿêå äiñòàëî íàçâó áðîóíiâ-ñüêîãî ðóõó (çà iì'ÿì àíãëiéñüêîãî áîòàíiêà �. Áðîóíà,ÿêèé âiäêðèâ éîãî). Öå ÿâèùå ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî íàéäði-áíiøi ÷àñòèíêè ðå÷îâèíè, çàâèñëi â ðiäèíi, ïåðåáóâàþòüó õàîòè÷íîìó ðóñi áåç âèäèìèõ íà òå ïðè÷èí.Ïðè÷èíè öüîãî, çäàâàëîñÿ á, ìèìîâiëüíîãî ðóõó äîâãîíå ìîãëè ïîÿñíèòè, äîêè êiíåòè÷íà òåîðiÿ ãàçiâ íå äàëàïðîñòîãî é âè÷åðïíîãî ïîÿñíåííÿ: ðóõ çàâèñëèõ ÷àñòè-íîê ¹ ðåçóëüòàòîì óäàðiâ ìîëåêóë ðiäèíè ïî öèõ ÷àñòèí-êàõ. Êiíåòè÷íà òåîðiÿ äà¹ ìîæëèâiñòü îá÷èñëèòè éìîâið-íiñòü òîãî, ùî â äàíîìó îá'¹ìi ðiäèíè íå áóäå æîäíî¨ ÷à-



18.4. Çàäà÷i 335ñòèíêè çàâèñëî¨ ðå÷îâèíè, òàêèõ ÷àñòèíîê áóäå îäíà, äâi,òðè i ò. ä.Äëÿ ïåðåâiðêè ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ áóëî ïðîâåäåíî íèç-êó åêñïåðèìåíòiâ. Äàëi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåí-òó øâåäñüêîãî �içèêà Ñâåäåáîðãà.Åêñïåðèìåíò ïîëÿãàâ ó ñïîñòåðåæåííi i ðå¹ñòðàöi¨ ÷èñ-ëà äðiáíèõ ÷àñòèíîê çîëîòà, ùî ïîòðàïèëè â ïîëå çîðóìiêðîñêîïà ÷åðåç îäíàêîâi ïðîìiæêè ÷àñó. Áóëî ïðîâå-äåíî 518 òàêèõ ñïîñòåðåæåíü. Ïðè öüîìó îäåðæàíî òàêiðåçóëüòàòè:
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 i áiëüøå
ni 112 168 130 69 32 5 1 1 0Ó òàáëèöi i � êiëüêiñòü ÷àñòèíîê çîëîòà ó ïîëi çîðó ìi-êðîñêîïà; ni � êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ ÷àñó, ïðîòÿãîì ÿêèõ�iêñóâàëîñÿ i ÷àñòèíîê çîëîòà.Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî ïóàññîíiâ ðîçïîäië êiëüêîñòi÷àñòèíîê çîëîòà, ùî ñïîñòåðiãàëèñÿ ó ïîëi çîðó ìiêðîñêî-ïà. 18.12. Ó òàáëèöi íàâåäåíî î�iöiéíi äàíi øâåäñüêî¨ñòàòèñòèêè çà 1935 ð. ïðî ðîçïîäië íîâîíàðîäæåíèõ çàñòàòòþ âiäïîâiäíî äî îêðåìèõ ìiñÿöiâ.Ìiñÿöü Äiâ÷àòêà Óñüîãî Ìiñÿöü Äiâ÷àòêà Óñüîãîäiòåé äiòåéÑi÷åíü 3537 7280 Ëèïåíü 3621 7585Ëþòèé 3407 6957 Ñåðïåíü 3596 7393Áåðåçåíü 3866 7883 Âåðåñåíü 3491 7203Êâiòåíü 3711 7884 Æîâòåíü 3391 6903Òðàâåíü 3775 7892 Ëèñòîïàä 3160 6552×åðâåíü 3665 7609 �ðóäåíü 3371 7132�àçîì 42 591 88 273×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî òå, ùî êîæíîãî ìiñÿöÿ ïðî-òÿãîì ðîêó äiòè íàðîäæóþòüñÿ îäíàêîâî ÷àñòî? Ùî äiâ-÷àòêà íàðîäæóþòüñÿ îäíàêîâî ÷àñòî?18.13 (íåóïåðåäæåíiñòü åêñïåðèìåíòàòîðà). Êî-æåí iç 150 ñiðíèêiâ ðîçëàìàéòå íàâìàííÿ íà äâi ÷àñòèíè.Ëiíiéêîþ ç ìiëiìåòðîâèìè ïîäiëêàìè âèìiðÿéòå ç òî÷íiñ-òþ äî äåñÿòèõ ÷àñòîê ìiëiìåòðà äîâæèíó 300 îòðèìàíèõ÷àñòèí. Ïðè öüîìó äîâåäåòüñÿ îöiíþâàòè ïåðøèé çíàê



336 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2ïiñëÿ êîìè â äåñÿòêîâîìó çàïèñó äîâæèíè ÷àñòèíè ñið-íèêà â ìiëiìåòðàõ. Çà�iêñóéòå öåé çíàê (îñòàííþ öè�ðóçàïèñó).�åçóëüòàòè âèìiðþâàíü çðó÷íî ïîäàòè ó òàêîìó âèã-ëÿäi:
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
niäå i � îñòàííÿ öè�ðà â çàïèñó ðåçóëüòàòó âèìiðþâàííÿäîâæèíè ÷àñòèíè ñiðíèêà, i = 0, 1, . . . , 9; ni � ÷èñëî ïîÿâîñòàííüî¨ öè�ðè i ó âèìiðþâàííÿõ.Ïåðåâiðòå çà äîïîìîãîþ êðèòåðiþ χ2 íåóïåðåäæåíiñòüâàøèõ âèìiðþâàíü.Ç à ó â àæåíí ÿ. Óïåðåäæåíiñòü ïiä ÷àñ çíÿòòÿ ïîêàçiâñïîñòåðiãà¹òüñÿ äîñèòü ÷àñòî. Ñóìíiâíî, ùîá áóëà ÿêàñüîá'¹êòèâíà ïðè÷èíà, ÿêà á çóìîâëþâàëà ÷àñòiøó ïîÿâóîäíèõ öè�ð ïîðiâíÿíî ç iíøèìè; òîìó ïðèðîäíî ïðèïóñ-òèòè, ùî íåîäíàêîâà ÷àñòîòà ïîÿâè öè�ð óêàçó¹ íà óïåðå-äæåíiñòü ñïîñòåðiãà÷à. Íàâiòü òi äîñëiäíèêè, ÿêi çíàþòüïðî ìîæëèâiñòü óïåðåäæåíîñòi é ïðî íåîáõiäíiñòü îáåðå-æíîñòi ïðè çíÿòòi ïîêàçiâ, óñå-òàêè íå çàâæäè ìîæóòüóíèêíóòè ¨¨.18.14 (ïîìèëêîâå ç'¹äíàííÿ òåëå�îííèõ íîìå-ðiâ). Ó òàáëèöi íàâåäåíî äàíi ïðî êiëüêiñòü ïîìèëêîâèõç'¹äíàíü òåëå�îííèõ íîìåðiâ. Óñüîãî ñïîñòåðiãàëîñÿ 267íîìåðiâ.

k nk k nk k nk0 0 6 22 12 181 1 7 43 13 122 0 8 31 14 73 5 9 40 15 64 11 10 35 16 25 14 11 20 �àçîì 267äå k � êiëüêiñòü ïîìèëêîâèõ ç'¹äíàíü; nk � ÷èñëî íî-ìåðiâ, äëÿ ÿêèõ áóëî çà�iêñîâàíî òî÷íî k ïîìèëêîâèõç'¹äíàíü, k = 0, 1, . . . , 16.Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî ïóàññîíiâ ðîçïîäië êiëüêîñòiïîìèëêîâèõ ç'¹äíàíü.18.15 (êîëið âîëîññÿ i êîëið î÷åé). Ó òàáëèöi íà-âåäåíî äàíi ïðî 147 íàâìàííÿ âèáðàíèõ ñòóäåíòiâ, ÿêèõ



18.4. Çàäà÷i 337áóëî ðîçïîäiëåíî çãiäíî ç êîëüîðîì ¨õíüîãî âîëîññÿ (ñâiò-ëå, òåìíå) i î÷åé (áëàêèòíi, êàði).Êîëið Êîëið î÷åéâîëîññÿ Áëàêèòíi Êàði �àçîìÒåìíå 31 41 72Ñâiòëå 40 35 75�àçîì 71 76 147×è ìîæíà íà ïiäñòàâi öèõ äàíèõ äiéòè âèñíîâêó ïðîòå, ùî êîëið î÷åé ïîâ'ÿçàíèé ç êîëüîðîì âîëîññÿ?18.16. �îçãëÿäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò, ÿêèéïîëÿãà¹ â ïiäêèäàííi ÷îòèðüîõ ìîíåò i ðå¹ñòðàöi¨ êiëüêîñ-òi ãåðáiâ, ùî âèïàëè. Çàïðîïîíóéòå ìàòåìàòè÷íó ìîäåëüöüîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó. Ïåðåâiðòå ¨¨ àäåêâàò-íiñòü åêñïåðèìåíòó. Äëÿ öüîãî ïðîâåäiòü åêñïåðèìåíò äîñ-òàòíþ êiëüêiñòü ðàçiâ i ñêîðèñòàéòåñÿ êðèòåði¹ì χ2.�åçóëüòàòè ïiäêèäàíü ÷îòèðüîõ ìîíåò çðó÷íî ïîäàòèó âèãëÿäi òàáëèöi:
i 0 1 2 3 4
niäå i � êiëüêiñòü ãåðáiâ, ùî âèïàëè íà ÷îòèðüîõ ìîíåòàõ;

ni � êiëüêiñòü åêñïåðèìåíòiâ, ó ÿêèõ âèïàëî i ãåðáiâ.Ç à ó â àæåíí ÿ. Ïðî âèáið ìîäåëi ñòîõàñòè÷íîãî åêñ-ïåðèìåíòó é ïåðåâiðêó ¨¨ àäåêâàòíîñòi åêñïåðèìåíòó äèâ.çàäà÷ó 18.1.18.17 (óïåðåäæåíiñòü ñïîñòåðiãà÷à).Ïåðåä äàò÷è-êîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êðóãëîãî äèñêà, ÿêèé ïîäiëåíî íà10 îäíàêîâèõ ñåêòîðiâ, çàíóìåðîâàíèõ âiä 0 äî 9, ïîñòà-âèëè ñïîñòåðiãà÷à. Äèñê îáåðòàâñÿ ç âåëèêîþ øâèäêiñòþ.×àñ âiä ÷àñó ïåðåä íèì ñïàëàõóâàëà åëåêòðè÷íà ëàìïî÷-êà íà òàêó êîðîòêó ìèòü, ùî äèñê çäàâàâñÿ íåðóõîìèì.Ñïîñòåðiãà÷ ïîâèíåí áóâ äèâèòèñÿ íà äèñê i çàïèñóâà-òè íîìåð òîãî ñåêòîðà, ÿêèé ó ìîìåíò ñïàëàõó ëàìïî÷êèçíàõîäèâñÿ íàïðîòè �iêñîâàíîãî ïîêàæ÷èêà.Ïðèëàä ïðèçíà÷àâñÿ äëÿ äîáóâàííÿ âèïàäêîâèõ ÷èñåëi ñïðàâäi ¨õ íàäàâàâ, êîëè çàëó÷àâñÿ iíøèé ñïîñòåðiãà÷.Îäíàê ñïîñòåðiãà÷, ïðî ÿêîãî éøëîñÿ âèùå, çíiìàâ ïîêàçèç ïîìiòíèì óïåðåäæåííÿì.



338 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2×àñòîòó ïîÿâè öè�ðè â 10 000 âèêîíàíèõ íèì ñïîñòå-ðåæåíü íàâåäåíî â òàáëèöi (ó òàáëèöi ÷àñòîòà öè�ðè �êiëüêiñòü ¨¨ ïîÿâ ó 10 000 ñïîñòåðåæåíü).Öè�ðà ×àñòîòà Öè�ðà ×àñòîòà0 1083 5 10071 865 6 10812 1053 7 9973 884 8 10254 1057 9 948�àçîì 10 000Ïåðåâiðèòè, ÷è ñïðàâäi öi äàíi ñâiä÷àòü ïðî óïåðåä-æåíiñòü ñïîñòåðiãà÷à.Ç à ó â àæåíí ÿ. ßêáè ñïîñòåðiãà÷ áóâ íåóïåðåäæåíèé,òî öè�ðè ç'ÿâëÿëèñÿ á ïðèáëèçíî ç îäíàêîâîþ ÷àñòîòîþ.Ç òàáëèöi, îäíàê, âèäíî, ùî âií ìàâ ïðèñòðàñòü äî ïàð-íèõ öè�ð i óïåðåäæåíiñòü ïðîòè íåïàðíèõ öè�ð 1, 3 i 9.Ïðè÷èíà òàêî¨ ïîâåäiíêè é óïåðåäæåíîñòi íåçðîçóìiëà iíàâiòü çàãàäêîâà, îñêiëüêè ñïîñòåðiãà÷ íå ïîâèíåí áóâ äà-âàòè îöiíêó, à ìóñèâ òiëüêè çàïèñóâàòè òå, ùî áà÷èòü, àáîäóìàâ, ùî áà÷èòü. Ïîÿñíåííÿ, ìàáóòü, ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîñïîñòåðiãà÷ âiääàâàâ çíà÷íó ïåðåâàãó îêðåìèì öè�ðàì,òîáòî �iêñóâàâ íå òi ç íèõ, ÿêi â ìîìåíò ñïàëàõó ëàì-ïî÷êè íàñïðàâäi áà÷èâ íàïðîòè ïîêàæ÷èêà. Òóò ìà¹ìîñïðàâó iç îäíi¹þ ç íàäçâè÷àéíî ñèëüíèõ �îðì ïñèõîëî-ãi÷íî¨ óïåðåäæåíîñòi.18.18 (ïåðåáóäîâà õðîìîñîì ó êëiòèíi). �åíòãå-íiâñüêå îïðîìiíåííÿ âèêëèêà¹ â îðãàíi÷íèõ êëiòèíàõ ïåâ-íi ïðîöåñè, ÿêi íàçèâàòèìåìî ïåðåáóäîâîþ õðîìîñîì. ×èñ-ëî ïåðåáóäîâ õðîìîñîì ó êëiòèíi çãiäíî ç òåîði¹þ ìà¹ïiäïîðÿäêîâóâàòèñÿ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà. Â åêñïåðèìåí-òi ïiäðàõîâóâàëè êiëüêiñòü ïåðåáóäîâ õðîìîñîì ïiä äi¹þðåíòãåíiâñüêèõ ïðîìåíiâ. �åçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó âèÿâè-ëèñÿ òàêèìè:
i 0 1 2 3 4 i áiëüøå �àçîì
ni 434 195 44 9 0 682äå i � êiëüêiñòü ïåðåáóäîâ ó êëiòèíi; ni � êiëüêiñòü êëi-òèí, ó ÿêèõ ñïîñòåðiãàëîñÿ i ïåðåáóäîâ õðîìîñîì.×è óçãîäæó¹òüñÿ ç íàâåäåíèìè äàíèìè ãiïîòåçà ïðîïóàññîíiâ ðîçïîäië ÷èñëà ïåðåáóäîâ?



18.4. Çàäà÷i 33918.19 (ãëóõîíiìîòà i ñòàòü). Ïiä ÷àñ ïåðåïèñó íà-ñåëåííÿ Àíãëi¨ òà Óåëüñó â 1901 ð. áóëî çàðå¹ñòðîâàíî(ç òî÷íiñòþ äî òèñÿ÷) 15 729 000 ÷îëîâiêiâ i 16 799 000 æi-íîê, ç íèõ 3497 ÷îëîâiêiâ i 3072 æiíêè ãëóõîíiìi âiä íà-ðîäæåííÿ.Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî òå, ùî ãëóõîíiìîòà íå ïîâ'ÿ-çàíà çi ñòàòòþ.18.20 (âèïàäêîâî i äîâiëüíî). Âèïàäêîâî íå îçíà-÷à¹ äîâiëüíî: âèïàäêîâiñòü ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ ñâî¨ì ñòðî-ãèì çàêîíàì. Íàïðèêëàä, íà ïåðøèé ïîãëÿä çäà¹òüñÿ, ùîçàïðîïîíóâàòè âèïàäêîâó ïîñëiäîâíiñòü öè�ð ïðîñòî.Ïðîòå íàñïðàâäi öå ìàëî õòî ìîæå çðîáèòè. Ïîñëiäîâ-íiñòü âèïàäêîâèõ öè�ð ìà¹ çàäîâîëüíÿòè íèçêó âèìîãâèïàäêîâîñòi. Çîêðåìà, âiä òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïðèðîäíîâèìàãàòè, ùîá ïîÿâà öè�ð 0, 1, . . . , 9 áóëà ðiâíîéìîâið-íîþ.Ïåðåâiðòå ñâî¨ çäiáíîñòi, à ñàìå: âèïèøiòü âèïàäêîâó(íà âàø ïîãëÿä) ïîñëiäîâíiñòü: 1) iç 150 �÷îòèðèçíà÷íèõ�÷èñåë (íóëü ìîæå çàéìàòè ïåðøå ìiñöå çëiâà, ÿê i áóäü-ÿêà iíøà öè�ðà); 2) iç 600 öè�ð. Ïåðåâiðòå çà äîïîìîãîþêðèòåðiþ χ2, ÷è ñïðàâäi â çàïðîïîíîâàíèõ âàìè ïîñëiäîâ-íîñòÿõ öè�ðè 0, 1, . . . , 9 çóñòði÷àþòüñÿ ç iìîâiðíiñòþ 1/10.Ïîðiâíÿéòå ðåçóëüòàòè öèõ åêñïåðèìåíòiâ.Ïðèì i ò ê à. Âèïèñóþ÷è ïîñëiäîâíiñòü, íå ïåðåäèâ-ëÿéòåñü i íå âèêîðèñòîâóéòå â ÿêèé-íåáóäü iíøèé ñïî-ñiá óæå âèïèñàíó ÷àñòèíó ïîñëiäîâíîñòi: êîæíå íàñòóïíå÷èñëî (êîæíó íàñòóïíó öè�ðó) âèïèñóéòå òàê, íiáè âèéîãî (¨¨) ïèøåòå âïåðøå, íiáè äî öüîãî íi÷îãî íå âèïèñó-âàëîñÿ.Ç à ó â àæåíí ÿ. Òðàïëÿþòüñÿ ëþäè, â ÿêèõ ïñèõîëî-ãi÷íi ïðîöåñè íàñòiëüêè äîáðå çáàëàíñîâàíi, ùî âîíè ìî-æóòü äîáóâàòè âèïàäêîâi âèáiðêè. Òàêi îñîáè çäåáiëüøîãîââàæàþòü ñåáå íàäçâè÷àéíî îáäàðîâàíèìè. Äèâ. òàêîæçàóâàæåííÿ äî çàäà÷i 18.17.18.21. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâ-íîìó ïiäêèäàííi ìîíåòè òðè ðàçè i ðå¹ñòðàöi¨ ðåçóëüòàòiâó òàêèé ñïîñiá: âèïàäàííÿ ãåðáà (�) ïîçíà÷à¹òüñÿ îäèíè-öåþ, à ðåøêè (�) � íóëåì. Îòæå, âèïàäàííÿ, íàïðèêëàä,��� ðå¹ñòðó¹òüñÿ ÿê 101. �îçãëÿäàòèìåìî öi ïîñëiäîâíîñ-òi iç íóëiâ i îäèíèöü ÿê çàïèñ ÷èñåë ó äâiéêîâié ñèñòåìi÷èñëåííÿ, òîáòî 101 � öå çàïèñ ó äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñ-



340 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2ëåííÿ ï'ÿòiðêè. Íàéáiëüøå ÷èñëî, ÿêå ìîæíà äîáóòè óòàêèé ñïîñiá, ¹ ñiì � éîãî çàïèñ ó äâiéêîâié ñèñòåìi 111.�åçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó â äåñÿòêîâié ñèñòåìi ÷èñëåí-íÿ çðó÷íî ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:
i 0 1 2 3 4 5 6 7
niäå ni � êiëüêiñòü åêñïåðèìåíòiâ, ó ÿêèõ áóëî çàðå¹ñòðî-âàíî ÷èñëî i.×è ìîæíà ââàæàòè ïîÿâó öè�ð 0, 1, 2, . . . , 7 â îïèñà-íîìó åêñïåðèìåíòi ðiâíîéìîâiðíîþ?Äàòè âiäïîâiäü ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãi-ïîòåç. Äëÿ öüîãî çàïðîïîíóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñòî-õàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó, ïðîâåñòè éîãî äîñòàòíþ êiëü-êiñòü ðàçiâ i, ñêîðèñòàâøèñü êðèòåði¹ì χ2, ïåðåâiðèòè àäåê-âàòíiñòü ìîäåëi åêñïåðèìåíòó.18.22 (ðîçóìîâi çäiáíîñòi i ÿêiñòü îäÿãó). Ó òà-áëèöi íàâåäåíî äàíi (îäåðæàíi �iëái) ïðî 1725 øêîëÿðiâ,êëàñè�iêîâàíèõ âiäïîâiäíî äî: 1) ÿêîñòi ¨õíüîãî îäÿãó;2) ðîçóìîâèõ çäiáíîñòåé. Ïðè öüîìó äëÿ õàðàêòåðèñòèêèðîçóìîâèõ çäiáíîñòåé âèêîðèñòàíà òàêà ãðàäàöiÿ: A� ðî-çóìîâî âiäñòàëèé; B � ìëÿâèé i íåäîñòàòíüî ðîçâèíåíèé;

C � íåäîñòàòíüî ðîçâèíåíèé; D � ìëÿâèé, àëå ðîçóì-íèé; E � äîñèòü ðîçóìíèé; F � ÿâíî çäiáíèé; G � äóæåçäiáíèé. Îäÿã�îçóìîâi Äóæå Äîáðèé Çàäî- Äóæå �àçîìçäiáíîñòi äîáðèé âiëüíèé ïîãàíèé
A i B 33 41 39 17 130
C 48 100 58 13 219
D 113 202 70 22 407
E 209 255 61 10 535
F 194 138 33 10 375
G 39 15 4 1 59�àçîì 636 751 265 73 1725×è ìîæíà íà ïiäñòàâi öèõ äàíèõ äiéòè âèñíîâêó, ùîÿêiñòü îäÿãó øêîëÿðiâ i ¨õíi ðîçóìîâi çäiáíîñòi � íåçà-ëåæíi îçíàêè?18.23 (áàêòåði¨ ó ÷àøöi Ïåòði). Ó ÷àøöi Ïåòði ñïî-ñòåðiãàþòüñÿ êîëîíi¨ áàêòåðié. Ïiä ìiêðîñêîïîì ¨õ âèäíî



18.4. Çàäà÷i 341ÿê òåìíi öÿòî÷êè. ×àøêó Ïåòði (¨¨ äíî) ïîäiëåíî íà ìà-ëåíüêi êâàäðàòè, ó êîæíîìó ç ÿêèõ ïiäðàõîâó¹òüñÿ êiëü-êiñòü êîëîíié (öÿòîê). �åçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü çðó÷íîïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:
k 0 1 2 3 4 5 6 7
nk 5 19 26 26 21 13 8 0äå k � êiëüêiñòü êîëîíié ó êâàäðàòi; nk � êiëüêiñòü êâàä-ðàòiâ iç k êîëîíiÿìè.Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî ïóàññîíiâ ðîçïîäië êiëüêîñòiêîëîíié íà êâàäðàò.18.24 (ïðî ìîâè). Ñó÷àñíi óêðà¨íñüêà é ðîñiéñüêàìîâè, ç îäíîãî áîêó, ìàþòü áàãàòî ñïiëüíîãî, à ç iíøîãî �êîæíà ç íèõ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñâî¹ðiäíèìè, âëàñòèâèìèëèøå ¨é ðèñàìè.Ïðèðîäíî ïîñòàâèòè çàäà÷i: ó ÷îìó ïîëÿãà¹ ñâî¹ðiä-íiñòü ìîâ? ßêi ðèñè ìîâ iñòîòíî âiäìiííi? (Áåçóìîâíî, öåäîñèòü çàãàëüíi é íåïðîñòi çàäà÷i.) Çîêðåìà, öiêàâî ç'ÿ-ñóâàòè, ÷è îäíàêîâà ÷àñòîòà ïîÿâè â óêðà¨íñüêèõ i ðîñié-ñüêèõ òåêñòàõ ãîëîñíèõ, ïðèãîëîñíèõ, øèïëÿ÷èõ (àíàëî-ãi÷íèõ çàäà÷ ìîæíà ïîñòàâèòè áàãàòî).Ñ�îðìóëþâàòè é ðîçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíi çàäà÷i ÿê çà-äà÷i ïåðåâiðêè âiäïîâiäíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç.Ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî éìîâiðíîñòi ïîÿâè â ðîñiéñüêî-ìó òåêñòi îêðåìèõ ëiòåð (âêëþ÷àþ÷è ïðîïóñê, âií ïî-çíà÷åíèé ðèñêîþ), âiäîìî (äèâ. íèæ÷å). ßê óêðà¨íñüêèéòåêñò ìîæíà âçÿòè, íàïðèêëàä, ïîåìó Ò. �. Øåâ÷åíêà�Ñîí�. � 0,175 è 0,062 ð 0,040 ì 0,026î 0,090 ò 0,053 â 0,038 ä 0,025å,¼ 0,072 í 0,053 ë 0,035 ï 0,023à 0,062 ñ 0,045 ê 0,028 ó 0,021ÿ 0,018 á 0,014 õ 0,009 ö 0,004û 0,016 ã 0,013 æ 0,007 ù 0,003ç 0,016 ÷ 0,012 þ 0,006 ý 0,003ü,ú 0,014 é 0,010 ø 0,006 � 0,00218.25. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó ðå¹ñòðà-öi¨ êiëüêîñòi ïîÿâ ïàðè (1;1) íà 100 ïàð, äîáóòèõ ç òàáëèöiâèïàäêîâèõ ÷èñåë, íàïðèêëàä ç òàáë. 22.10.1.



342 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2Çàïðîïîíóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñòîõàñòè÷íîãîåêñïåðèìåíòó. Ïåðåâiðèòè ¨¨ àäåêâàòíiñòü åêñïåðèìåíòî-âi. Äëÿ öüîãî ïðîâåñòè éîãî äîñòàòíþ êiëüêiñòü ðàçiâ iñêîðèñòàòèñÿ êðèòåði¹ì χ2.Äàíi çðó÷íî ïîäàòè â òàêîìó âèãëÿäi:
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
niäå i � êiëüêiñòü ïîÿâè ïàðè (1; 1) íà 100 ïàð, äîáóòèõ çòàáëèöi âèïàäêîâèõ ÷èñåë; ni � êiëüêiñòü òèõ åêñïåðè-ìåíòiâ, ó ÿêèõ ïàðà (1;1) çóñòði÷àëàñÿ i ðàçiâ.Ç à ó â àæåíí ÿ. Ïðî âèáið ìîäåëi ñòîõàñòè÷íîãî åêñ-ïåðèìåíòó i ïåðåâiðêó ¨¨ àäåêâàòíîñòi åêñïåðèìåíòó äèâ.çàäà÷ó 18.1.18.26. Ïiä ÷àñ Äðóãî¨ ñâiòîâî¨ âiéíè íà Ëîíäîí óïàëî537 ëiòàêiâ-ñíàðÿäiâ. Óñþ òåðèòîðiþ Ëîíäîíà ïîäiëèëè íà576 äiëÿíîê ç ïëîùåþ 0,25 êì2. Íèæ÷å âêàçàíî êiëüêiñòü

νi äiëÿíîê, íà ÿêi âïàëî i ñíàðÿäiâ.
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 i áiëüøå �àçîì
νi 229 211 93 35 7 0 0 1 0 576Ñêîðèñòàâøèñü êðèòåði¹ì χ2, ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðîïóàññîíiâ ðîçïîäië êiëüêîñòi ëiòàêiâ-ñíàðÿäiâ, ÿêi âïàëèíà äiëÿíêó.18.27 (êìiòëèâiñòü i ÿêiñòü õàð÷óâàííÿ). Ó ñîöi-àëüíîìó îãëÿäi (Ïiðñîí i Ìîóë, 1925) 618 õëîï÷èêiâ áóëèêëàñè�iêîâàíi çãiäíî ç ¨õíiì ðiâíåì êìiòëèâîñòi òà ÿêiñòþõàð÷óâàííÿ.�åçóëüòàòè îáñòåæåíü íàâåäåíî ó òàáëèöi. Ïðè öüîìóâèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ: A � äóæå çäiáíèé, B � çäiáíèé,

C � êìiòëèâèé, D � íåäîñòàòíüî êìiòëèâèé, E � ìëÿâèé,
F � äóæå ìëÿâèé.ßêiñòü �iâåíü êìiòëèâîñòiõàð÷óâàííÿ A B C D E F �àçîìÄîáðà 9 27 60 63 24 5 188Çàäîâiëüíà 5 41 126 120 36 6 334Ïîãàíà 5 12 38 32 8 1 96�àçîì 19 80 224 215 68 12 618



18.4. Çàäà÷i 343×è iñíó¹ çâ'ÿçîê ìiæ ÿêiñòþ õàð÷óâàííÿ äiòåé òà ¨õ-íüîþ êìiòëèâiñòþ?18.28 (àâòîìîáiëüíi íîìåðè). Ñòîõàñòè÷íèé åêñïå-ðèìåíò ïîëÿãà¹ ó �iêñóâàííi öè�ð ÷èñëîâî¨ ÷àñòèíè íî-ìåðiâ àâòîìîáiëiâ, ùî ïðî¨çäÿòü ïîâç ñïîñòåðiãà÷à. Ùî-äî ïîÿâè öè�ð âèñóâà¹òüñÿ öiëêîì ïðèðîäíà ãiïîòåçà:öè�ðè â àâòîìîáiëüíèõ íîìåðàõ çóñòði÷àþòüñÿ îäíàêîâî÷àñòî (iìîâiðíiñòü ïîÿâè öè�ð â àâòîìîáiëüíèõ íîìåðàõîäíàêîâà).Ùîá ïåðåâiðèòè âèñóíóòó ãiïîòåçó, çàðå¹ñòðóéòå ÷èñ-ëîâó ÷àñòèíó íîìåðiâ 40�50 àâòîìîáiëiâ, ùî ïðî¨çäÿòüïîâç âàñ (÷îìó öüîãî áóäå äîñòàòíüî?) i ñêîðèñòàéòåñÿêðèòåði¹ì χ2. Äàíi çðó÷íî ïîäàòè â òàêîìó âèãëÿäi:
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
niäå ni � êiëüêiñòü ïîÿâ öè�ðè i â ÷èñëîâèõ ÷àñòèíàõ àâ-òîìîáiëüíèõ íîìåðiâ.18.29 (ñåëåêöiÿ ãîðîõó �. Ìåíäåëåì). Â åêñïåðè-ìåíòàõ iç ñåëåêöi¹þ ãîðîõó �. Ìåíäåëü ñïîñòåðiãàâ ÷àñ-òîòó ïîÿâè ðiçíèõ âèäiâ íàñiííÿ (ó öié çàäà÷i ÷àñòîòà� êiëüêiñòü íàñiííÿ ïåâíîãî âèäó), ùî îäåðæóþòü ó ðå-çóëüòàòi ñõðåùåííÿ ðîñëèí iç êðóãëèì æîâòèì i çìîð-øêóâàòèì çåëåíèì íàñiííÿì. Öi äàíi é çíà÷åííÿ òåîðå-òè÷íèõ iìîâiðíîñòåé, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà òåîði¹þ ñïàä-êîâîñòi Ìåíäåëÿ, íàâåäåíî â òàáëèöi.Âèä íàñiííÿ ×àñòîòà IìîâiðíiñòüÊðóãëå æîâòå 315 9/16Çìîðøêóâàòå æîâòå 101 3/16Êðóãëå çåëåíå 108 3/16Çìîðøêóâàòå çåëåíå 32 1/16�àçîì 556 1×è óçãîäæóþòüñÿ iìîâiðíîñòi, çíàéäåíi âiäïîâiäíî äîòåîði¨ Ìåíäåëÿ, ç íàâåäåíèìè åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíè-ìè?18.30. Îäíî÷àñíî ïiäêèäàþòü 12 ãðàëüíèõ êóáèêiâ iðå¹ñòðóþòü çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ � êiëüêîñòiêóáèêiâ, íà ÿêèõ âèïàëî 4, 5 àáî 6 î÷îê. Äàíi 4096 åêñïå-ðèìåíòiâ íàâåäåíî â òàáëèöi



344 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2

i ni i ni0 0 7 8471 7 8 5362 60 9 2573 198 10 714 430 11 115 731 12 06 948 �àçîì 4096äå i � çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ; ni � êiëüêiñòüåêñïåðèìåíòiâ, ó ÿêèõ âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàáóëà çíà-÷åííÿ i, i = 0, 1, . . . , 12.Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî áiíîìíèé ðîçïîäië âèïàäêî-âî¨ âåëè÷èíè ξ.18.31. Ïîñëiäîâíî äâi÷i ïiäêèäàþòü ïàðó ìîíåò i ðå-¹ñòðóþòü ÷èñëî ξ ãåðáiâ, ùî âèïàëè ïðè ïåðøîìó ïiä-êèäàííi i η � ïðè äðóãîìó, òîáòî ðå¹ñòðóþòü çíà÷åííÿâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, η).Çàïðîïîíóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü öüîãî ñòîõàñòè÷-íîãî åêñïåðèìåíòó. Ïåðåâiðèòè ¨¨ àäåêâàòíiñòü åêñïåðè-ìåíòó. Äëÿ öüîãî ïðîâåñòè åêñïåðèìåíò äîñòàòíþ êiëü-êiñòü ðàçiâ i ñêîðèñòàòèñÿ êðèòåði¹ì χ2.�åçóëüòàòè ïiäêèäàíü çðó÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi òàêî¨òàáëèöi: Çíà÷åí- Çíà÷åííÿ ηíÿ ξ 0 1 2 Ñóìà
0 ν00 ν01 ν02 ν0·

1 ν10 ν11 ν12 ν1·

2 ν20 ν21 ν22 ν2·Ñóìà ν·0 ν·1 ν·2 näå νij � êiëüêiñòü åêñïåðèìåíòiâ, ó ÿêèõ âèïàäêîâà âå-ëè÷èíà ζ = (ξ, η) íàáóëà çíà÷åííÿ (i, j),
νi· =

2∑

j=0

νij, ν·j =
2∑

i=0

νij , i, j = 0, 1, 2, n =
2∑

i=0

2∑

j=0

νij.



18.4. Çàäà÷i 345Ç à ó â àæåíí ÿ. Ùîäî âèáîðó ìîäåëi ñòîõàñòè÷íîãîåêñïåðèìåíòó i ïåðåâiðêè ¨¨ àäåêâàòíîñòi åêñïåðèìåíòóäèâ. çàäà÷ó 18.1.18.32. Ó òàáëèöi íàâåäåíî äàíi äîñëiäæåííÿ âçà¹ìî-çâ'ÿçêó ìiæ ðîçâèòêîì î÷åé (ÿêèé âèçíà÷àëè çà àñòèãìà-òèçìîì, ãîñòðîòîþ çîðó, . . .) i ðîçâèòêîì ðóê (ÿêèé âè-çíà÷àëè çà ïiäíÿòîþ ìàñîþ).ÎñîáèÎñîáè Ëiâîîêi Äâîîêi Ïðàâîîêi �àçîìËiâîðóêi 34 62 28 124Äâîðóêi 27 28 20 75Ïðàâîðóêi 57 105 52 214�àçîì 118 195 100 413×è ìîæíà íà ïiäñòàâi öèõ äàíèõ äiéòè âèñíîâêó ïðîíåçàëåæíiñòü ðîçâèòêó î÷åé i ðîçâèòêó ðóê?18.33. Ó òàáëèöi íàâåäåíî äîâæèíè iíòåðâàëiâ ìiæïîñëiäîâíèìè iìïóëüñàìè âçäîâæ íåðâîâîãî âîëîêíà (îäè-íèöÿ âèìiðó 1/50 ñ), îäåðæàíi Ï. Ôåòîì i ïðî�. Á. Êàöó(Ëîíäîíñüêèé óíiâåðñèòåò).3,0 25,5 5,5 14,5 18,0 7,0 27,5 14,02,0 0,5 47,0 36,5 2,5 3,5 5,5 19,010,5 24,5 19,0 19,0 0,5 3,0 6,5 3,00,5 8,0 2,5 5,0 8,0 3,0 3,0 3,05,5 22,0 2,5 4,5 2,0 13,5 25,0 12,512,5 4,0 0,5 35,0 2,0 4,0 8,0 19,04,0 16,0 19,5 29,0 28,0 37,0 7,5 13,012,5 8,5 32,5 30,5 7,5 13,0 1,5 2,517,0 3,5 5,0 4,5 1,0 15,0Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî: à) íîðìàëüíèé ðîçïîäië äîâ-æèí iíòåðâàëiâ ìiæ iìïóëüñàìè; á) ðiâíîìiðíèé ðîçïîäiëäîâæèí iíòåðâàëiâ ìiæ iìïóëüñàìè.18.34. Ó òàáëèöi íàâåäåíî äàíi ïðî 1426 óâ'ÿçíåíèõ,ÿêèõ áóëî êëàñè�iêîâàíî ùîäî àëêîãîëüíî¨ çàëåæíîñòi(àëêîãîëiê, íåàëêîãîëiê) i õàðàêòåðó çëî÷èíiâ, çà ÿêi ¨õçàñóäèëè (äàíi �îðiíãà, öèòîâàíi Ê. Ïiðñîíîì). �ÿäêè òàá-ëèöi âïîðÿäêîâàíî âiäïîâiäíî äî �iíòåëåêòóàëüíîñòi� âè-äó çëî÷èíó, õî÷à öå âïîðÿäêóâàííÿ äîñèòü óìîâíå.



346 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2Âèä çëî÷èíó Àëêîãîëiêè Íåàëêîãîëiêè �àçîìÏiäïàë 50 43 93Ç âàëòóâàííÿ 88 62 150Íàñèëüíèöüêi äi¨ 155 110 265Êðàäiæêà 379 300 679Âèãîòîâëåííÿ�àëüøèâèõ ãðîøåé 18 14 32Øàõðàéñòâî 63 144 207�àçîì 753 673 1426×è ìîæíà íà ïiäñòàâi öèõ äàíèõ äiéòè âèñíîâêó ïðîíàÿâíiñòü çâ'ÿçêó ìiæ àëêîãîëiçìîì i õàðàêòåðîì çëî-÷èíó?18.35 (çàðÿä åëåêòðîíà). Ó òàáëèöi íàâåäåíî 58 çíà-÷åíü âåëè÷èíè e, çíàéäåíèõ �. Ìiëëiêåíîì ïðè âèçíà÷åííiçàðÿäó åëåêòðîíà, ùî äîðiâíþ¹ e · 10−10 îä. Ñ�ÑÅ.1 4,740 13 4,769 25 4,778 37 4,788 49 4,7952 4,747 14 4,771 26 4,779 38 4,788 50 4,7973 4,749 15 4,771 27 4,779 39 4,789 51 4,7994 4,758 16 4,772 28 4,779 40 4,789 52 4,7995 4,761 17 4,772 29 4,781 41 4,790 53 4,8016 4,764 18 4,772 30 4,781 42 4,790 54 4,8057 4,764 19 4,774 31 4,782 43 4,790 55 4,8068 4,764 20 4,775 32 4,783 44 4,791 56 4,8089 4,765 21 4,775 33 4,783 45 4,791 57 4,80910 4,767 22 4,776 34 4,785 46 4,791 58 4,81011 4,768 23 4,777 35 4,785 47 4,79212 4,769 24 4,777 36 4,785 48 4,792Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî íîðìàëüíèé ðîçïîäië ðåçóëü-òàòiâ âèìiðþâàííÿ âåëè÷èíè e ïðè âèçíà÷åííi çàðÿäóåëåêòðîíà.18.36 (ïðî òåëåïàòiâ). Ó �àðâàðäñüêîìó óíiâåðñè-òåòi, óíiâåðñèòåòi Äþêà òà iíøèõ çàêëàäàõ ïðè ïåðåâiðöiçäiáíîñòåé òåëåïàòiâ �÷èòàòè� äóìêè, çîêðåìà, ñòàâèëèñüåêñïåðèìåíòè ç ÷èòàííÿ öè�ð 0, 1, . . . , 9.Ïðîâåäiòü àíàëîãi÷íèé åêñïåðèìåíò. Íàâìàííÿ çàäó-ìàéòå öè�ðó: 0, 1, . . . , 9 i çà�iêñóéòå ðåçóëüòàò. Òåëåïàò÷èòà¹ çàäóìàíó âàìè öè�ðó i òàêîæ �iêñó¹ ðåçóëüòàò.Åêñïåðèìåíò ïðîâåäiòü äîñòàòíþ êiëüêiñòü ðàçiâ. ßêùîòåëåïàò äiéñíî ìà¹ çäiáíîñòi ÷èòàòè äóìêè, òî ÷àñòêà ïðà-âèëüíî ïðî÷èòàíèõ öè�ð: íóëü ÷èòà¹òüñÿ ÿê íóëü, îäè-íèöÿ � ÿê îäèíèöÿ i ò. ä., äåâ'ÿòêà � ÿê äåâ'ÿòêà, òîáòî



18.4. Çàäà÷i 347÷àñòêà óñïiõiâ áóäå âåëèêîþ (óñïiõ � ïðàâèëüíî ïðî÷è-òàíà öè�ðà, íåâäà÷à � íåïðàâèëüíî ïðî÷èòàíà).Çà ðåçóëüòàòàìè ïðîâåäåíîãî åêñïåðèìåíòó äiéòè âèñ-íîâêó ùîäî çäiáíîñòåé òåëåïàòà ÷èòàòè äóìêè íà âiäñòà-íi. Â ê à ç i â ê à. Äëÿ ÷èñòîòè åêñïåðèìåíòó, çàäóìóþ÷èöè�ðè 0, 1, . . . , 9, êîðèñòóéòåñÿ òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷è-ñåë.18.37. Ïîñëiäîâíî äâi÷i ïiäêèäàþòü ïàðó ìîíåò i ðå-¹ñòðóþòü êiëüêiñòü ξ ãåðáiâ, ùî âèïàëè ó ïåðøîìó ïiä-êèäàííi i ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü ãåðáiâ η, ÿêi âèïàëè óïåðøîìó i äðóãîìó ïiäêèäàííÿõ, òîáòî ðå¹ñòðóþòü çíà-÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, η).Çàïðîïîíóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü öüîãî ñòîõàñòè-÷íîãî åêñïåðèìåíòó. ×è àäåêâàòíî îïèñó¹ éîãî çàïðîïî-íîâàíà ìîäåëü? ×è ¹ âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íåçàëåæíè-ìè?Äàòè âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòà-òèñòè÷íèõ ãiïîòåç. Äëÿ öüîãî ïðîâåñòè ñòîõàñòè÷íèé åêñ-ïåðèìåíò äîñòàòíþ êiëüêiñòü ðàçiâ i ñêîðèñòàòèñÿ êðèòå-ði¹ì χ2. Äàíi çðó÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi òàáëèöi:Çíà÷åí- Çíà÷åííÿ ηíÿ ξ 0 1 2 Ñóìà
0 ν00 ν01 ν02 ν0·

1 ν10 ν11 ν12 ν1·

2 ν20 ν21 ν22 ν2·Ñóìà ν·0 ν·1 ν·2 näå νij �êiëüêiñòü åêñïåðèìåíòiâ, ó ÿêèõ âèïàäêîâà âåëè-÷èíà ζ = (ξ, η) íàáóëà çíà÷åííÿ (i, j), i, j = 0, 1, 2;
νi· =

2∑

j=0

νij , ν·j =
2∑

i=0

νij, i, j = 0, 1, 2; n =
2∑

i=0

2∑

j=0

νij .Ç à ó â àæåíí ÿ 1. Ïðî âèáið ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ñòî-õàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó òà ïåðåâiðêó ¨¨ àäåêâàòíîñòi äèâ.çàäà÷ó 18.1.



348 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2Çà ó â àæåíí ÿ 2. �îçïîäië �óíêöi¨ g(ζ) âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè ζ = (ξ, η), çîêðåìà �óíêöi¨
g(ζ) = g(ξ, η) = (ξ,max{ξ, η}),çà ðîçïîäiëîì ζ ìîæíà çíàéòè, ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíî-øåííÿì

P{g(ξ, η) = (x, y)} =
∑

{(i,j):g(i,j)=(x,y)}
Pζ(i, j).18.38 (íåùàñíi âèïàäêè ç âîäiÿìè àâòîáóñiâ).×àñòîòíèé ðîçïîäië 166 âîäi¨â ëîíäîíñüêèõ àâòîáóñiâ âiä-ïîâiäíî äî êiëüêîñòi íåùàñíèõ âèïàäêiâ, ùî òðàïèëèñÿ içíèìè âïðîäîâæ îäíîãî ðîêó, íàâåäåíî â òàáëèöi.

i ni i ni0 45 6 31 36 7 22 40 8 13 19 9 04 12 10 i áiëüøå 05 8 �àçîì 166äå i � ÷èñëî íåùàñíèõ âèïàäêiâ, ni � êiëüêiñòü âîäi¨â,ç ÿêèìè òðàïèëîñÿ i íåùàñíèõ âèïàäêiâ, i = 0, 1, . . .×è ìîæíà ââàæàòè, ùî êiëüêiñòü íåùàñíèõ âèïàäêiâ,ÿêi ñòàëèñÿ çà ó÷àñòþ âîäiÿ ïðîòÿãîì ðîêó, ïiäïîðÿäêî-âó¹òüñÿ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà?18.39 (òiñòå÷êà i áàêòåðiàëüíi êîëîíi¨). Ó òàáëèöiíàâåäåíî äàíi ïðî êîëîíi¨ áàêòåðié, ùî ìiñòÿòüñÿ ó òðüîõâèäàõ òiñòå÷îê (äàíi À. Àáðàõàìñîíà)Âèä �îçìiðè êîëîíi¨òiñòå÷êà ìàëi ñåðåäíi âåëèêi �àçîìÅêëåð 92 37 46 175Íàïîëåîí 53 15 19 87�îðiõîâå 75 19 12 106�àçîì 220 71 77 368×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî iñíó¹ çàëåæíiñòü ìiæ âè-äàìè òiñòå÷îê i ðîçìiðàìè áàêòåðiàëüíèõ êîëîíié, ùî ìiñ-òÿòüñÿ ó íèõ?



18.4. Çàäà÷i 349Âiäïîâiäü äàòè â òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãi-ïîòåç.18.40 (ìîìåíò îñòàííüîãî çðiâíÿííÿ). Ñèìåòðè÷-íó ìîíåòó ïiäêèäàþòü ÷îòèðè ðàçè i ðå¹ñòðóþòü çíà÷åííÿâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè � ìîìåíò, êîëè âîñòàíí¹ êiëüêiñòüãåðáiâ çðiâíÿ¹òüñÿ ç êiëüêiñòþ ðåøîê (ìîìåíò îñòàííüîãîçðiâíÿííÿ), öèìè ìîìåíòàìè â åêñïåðèìåíòi ¹ 0; 2; 4.Ùîäî ìîìåíòó îñòàííüîãî çðiâíÿííÿ âèñóâà¹òüñÿ ãi-ïîòåçà � ðîçïîäiëîì ìîìåíòó îñòàííüîãî çðiâíÿííÿ ¹ äèñ-êðåòíèé ðîçïîäië àðêñèíóñà ïîðÿäêó 2:
(

0 2 4
3/8 2/8 3/8

)Ïåðåâiðèòè âèñóíóòó ãiïîòåçó. Äëÿ öüîãî äîáóòè âè-áiðêó ìîìåíòó îñòàííüîãî çðiâíÿííÿ (äîñòàòíüîãî îáñÿãó)i ñêîðèñòàòèñÿ êðèòåði¹ì χ2.�åçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó çðó÷íî ïîäàòè ó òàêîìó âè-ãëÿäi:
i 0 2 4
niäå i � ìîìåíò îñòàííüîãî çðiâíÿííÿ êiëüêîñòi ãåðáiâ i ðå-øîê; ni � êiëüêiñòü ñïîñòåðåæåíü (åêñïåðèìåíòiâ), â ÿêèõìîìåíò îñòàííüîãî çðiâíÿííÿ ñòàíîâèâ i.18.41 (ïîêàçè ìåõàíi÷íèõ ãîäèííèêiâ).Ìåõàíi÷íiãîäèííèêè, âèñòàâëåíi ó âiòðèíàõ ãîäèííèêîâèõ ìàãàçè-íiâ, ïîêàçóþòü âèïàäêîâèé ÷àñ. Âèñóâà¹òüñÿ ïðèðîäíà ãi-ïîòåçà: ïîêàçè ãîäèííèêiâ ðîçïîäiëåíi ðiâíîìiðíî íà ií-òåðâàëi [0;12). �åçóëüòàòè 1000 ñïîñòåðåæåíü íàâåäåíî âòàáëèöi (âåñü iíòåðâàë [0;12) ïîäiëåíî íà 12 ðiâíèõ ÷à-òèí: [i, i+ 1), i = 0, 1, . . . , 11),

i ni i ni0 77 6 731 81 7 702 95 8 773 86 9 824 98 10 845 90 11 87�àçîì 1 000



350 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2äå i � íîìåð iíòåðâàëó âiä i-¨ ãîäèíè äî (i + 1)-¨, i =
= 0, 1, . . . , 11; ni �êiëüêiñòü ãîäèííèêiâ, ïîêàçè ÿêèõ íà-ëåæàòü i-ìó iíòåðâàëó.×è óçãîäæó¹òüñÿ âèñóíóòà ãiïîòåçà ç öèìè äàíèìè?18.42. Äàíi ïðî êiëüêiñòü òðiùèí ó ñòåðæíi, âèÿâëå-íèõ ïðè âèïðîáóâàííi 600 íåéëîíîâèõ ñòåðæíiâ, íàâåäåíîó òàáëèöi

i 0 1 2 3 4 5 6 i áiëüøå �àçîì
ni 275 207 81 23 8 6 0 600äå i � ÷èñëî òðiùèí ó ñòåðæíi; ni � êiëüêiñòü ñòåðæíiâ,ó ÿêèõ âèÿâëåíî i òðiùèí.Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî ïóàññîíiâ ðîçïîäië êiëüêîñòiòðiùèí ó ñòåðæíi.18.43 (êìiòëèâiñòü i ñòàòóðà). Äàíi ïðî ñòóïiíüêìiòëèâîñòi øêîëÿðiâ, ÿêi ìàþòü àòëåòè÷íó é íåàòëåòè÷íóñòàòóðó, íàâåäåíî â òàáëèöi.Ñòàòóðà Ñòóïiíü êìiòëèâîñòiøêîëÿðà âèñîêèé íèçüêèé �àçîìÀòëåòè÷íà 581 567 1 148Íåàòëåòè÷íà 209 351 560�àçîì 790 918 1 708Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî çâ'ÿçîê ìiæ êìiòëèâiñòþ øêî-ëÿðiâ i ¨õíüîþ ñòàòóðîþ?Âiäïîâiäü äàòè â òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãi-ïîòåç.18.44 (åêñïåðèìåíò Ê. Ïiðñîíà). Ó ðåçóëüòàòi24 000 ïiäêèäàíü ìîíåòè Ê. Ïiðñîí çàðå¹ñòðóâàâ 12 012âèïàäêiâ ïîÿâè ãåðáà.×è óçãîäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà ïðî ñèìåòðè÷íiñòü ìîíåòèç öèìè äàíèìè?18.45. Ó ðåçóëüòàòi ïåðåâiðêè 500 êîíòåéíåðiâ çi ñêëÿ-íèìè âèðîáàìè äîáóòî òàêi äàíi ïðî êiëüêiñòü ïîøêîäæå-íèõ âèðîáiâ:

i ni i ni0 199 5 31 169 6 12 87 7 13 31 8 i áiëüøå 04 9 �àçîì 500



18.4. Çàäà÷i 351äå i � ÷èñëî ïîøêîäæåíèõ âèðîáiâ; ni � êiëüêiñòü êîí-òåéíåðiâ ç i ïîøêîäæåíèìè âèðîáàìè, i = 0, 1, . . .×è ìîæíà ââàæàòè, ùî êiëüêiñòü ïîøêîäæåíèõ âèðî-áiâ, ÿêà ïðèïàäà¹ íà êîíòåéíåð, ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ ðîç-ïîäiëó Ïóàññîíà?18.46. Çíà÷åííÿ òîâùèíè (ó ìiêðîìåòðàõ) ïëàñòèêî-âîãî ïîêðèòòÿ ìiäíîãî äðîòó íàâåäåíî â òàáëèöi (äî âè-áiðêè óâiéøëè 225 áîáií äðîòó).×è ìîæíà íà ïiäñòàâi öèõ äàíèõ ââàæàòè, ùî òîâùèíàïîêðèòòÿ äðîòó ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië?Òîâùèíà ×àñòîòà Òîâùèíà ×àñòîòà145 1 153 37146 3 154 25147 3 155 23148 7 156 11149 11 157 9150 25 158 2151 33 159 0152 34 160 1Ç à ó â àæåíí ÿ. Ó öié çàäà÷i ÷àñòîòà � öå êiëüêiñòüáîáií, äëÿ ÿêèõ áóëà çàðå¹ñòðîâàíà çàäàíà òîâùèíà ïî-êðèòòÿ.18.47 (âiê ìîëîäèõ i ðiâåíü ¨õíiõ äîõîäiâ). Ïðî-âîäèëîñü îáñòåæåííÿ äëÿ âèÿâëåííÿ çâ'ÿçêó ìiæ âiêîìòèõ, õòî îäðóæó¹òüñÿ âïåðøå, i ðiâíåì ¨õíiõ äîõîäiâ. �å-çóëüòàòè îáñòåæåííÿ (êiëüêiñòü ñiìåéíèõ ïàð) íàâåäåíî âòàáëèöi: �iâåíü Âiê îáîõ ìîëîäèõäîõîäiâ Äî 18 18�21 Ñòàðøi 21Íèçüêèé 45 25 15Ñåðåäíié 35 60 25Âèñîêèé 10 28 24×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî íàÿâíiñòü çâ'ÿçêó ìiæ âiêîìïåðøîãî îäðóæåííÿ òà ðiâíåì äîõîäiâ ìîëîäèõ?18.48. Â åêñïåðèìåíòi ñïîñòåðiãàëàñÿ íåâiä'¹ìíà íåïå-ðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ. Äëÿ n = 48 ñïîñòåðåæåíüîäåðæàíî òàêi ¨¨ çíà÷åííÿ (óïîðÿäêîâàíi é îêðóãëåíi äî0,01):



352 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ20,01 0,04 0,17 0,18 0,22 0,25 0,25 0,290,42 0,46 0,47 0,56 0,59 0,67 0,70 0,720,76 0,78 0,83 0,85 0,87 0,93 1,00 1,011,01 1,02 1,03 1,05 1,32 1,34 1,37 1,471,50 1,52 1,54 1,58 1,71 1,90 2,10 2,352,46 2,46 2,50 3,73 4,07 6,03 6,21 7,02Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî òå, ùî öi äàíi ¹ ðåàëiçàöi¹þâèáiðêè ç ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì λ = 1(éîãî �óíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) = 1− e−x, êîëè x > 0).18.49 (åêñïåðèìåíò Óåëäîíà). Â îäíîìó ç åêñïå-ðèìåíòiâ ç ãðàëüíèìè êóáèêàìè Óåëäîí ïiäêèíóâ êóáèêè49 152 ðàçè. Ïðè öüîìó ó 25 145 âèïàäêàõ âèïàëè ÷èñëà4, 5 àáî 6.×è óçãîäæó¹òüñÿ ç öèìè äàíèìè ãiïîòåçà ïðî ñèìåò-ðè÷íiñòü êóáèêiâ?18.50. Äîñëiäæóâàâñÿ çâ'ÿçîê ìiæ äèõàëüíîþ �óíê-öi¹þ i çâè÷êîþ äî ïàëiííÿ. �åçóëüòàòè ëåãåíåâèõ ïðîá óãðóïi ñïiâðîáiòíèêiâ óñòàíîâè áóëè çiñòàâëåíi ç íàÿâíiñ-òþ íiêîòèíîâî¨ çàëåæíîñòi. Â îäíié ç òàêèõ ïðîá (ïðîáà
FEV1) âèìiðþâàâñÿ îá'¹ì ïîâiòðÿ (ó ëiòðàõ), ùî âèäèõà-¹òüñÿ ÷åðåç 1 ñ ïiñëÿ �îðñîâàíîãî âèäèõó.Ó òàáëèöi íàâåäåíî äàíi ëåãåíåâèõ ïðîá ó ñïiâðîáiòíè-êiâ, ÿêi ïàëÿòü i ÿêi íå ïàëÿòü.Âiäíîøåííÿ äîËåãåíåâà íiêîòèíîâî¨ çàëåæíîñòiïðîáà Íå ïàëÿòü Ïàëÿòü �àçîìÇ îçíàêàìèïàòîëîãi¨ 2 16 18Íîðìàëüíà 64 83 147�àçîì 66 99 165×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî çâ'ÿçîê ìiæ ïàëiííÿì i äè-õàëüíîþ �óíêöi¹þ?18.51 (ãiïîòåçà Ä'Àëàìáåðà). Ñòîõàñòè÷íèé åêñ-ïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó ïiäêèäàííi ïàðè ñèìåòðè÷íèõ ìîíåò.Âèäàòíèé �ðàíöóçüêèé â÷åíèé i ìàòåìàòèê Ä'Àëàìáåðââàæàâ, ùî ïîäi¨ A � �îáèäâi ìîíåòè âèïàëè ãåðáîì�,
B � �îáèäâi ìîíåòè âèïàëè ðåøêîþ�, C � �ìîíåòè âèïàëèðiçíèìè ñòîðîíàìè�, ðiâíîéìîâiðíi é, îòæå, éìîâiðíiñòü



18.4. Çàäà÷i 353êîæíî¨ ç íèõ ñòàíîâèòü 1/3. À âòiì i äî Ä'Àëàìáåðà i ïiñ-ëÿ íüîãî áóâ âiäîìèé ïðàâèëüíèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿöi¹¨ çàäà÷i: ìîíåòè íåîáõiäíî ðîçðiçíÿòè. Äëÿ ñèìåòðè÷-íèõ ðîçðiçíåííèõ ìîíåò êîæíîìó ç íàñëiäêiâ ��, ��, ��,�� íåîáõiäíî ïðèïèñàòè éìîâiðíiñòü 1/4 (áóêâà � îçíà÷à¹ïîÿâó ãåðáà, áóêâà � � ðåøêè). Òîäi
P (A) = P (��) = 1/4, P (B) = P (��) = 1/4,

P (C) = P ({��,��}) = P (��)+P (��) = 1/4+1/4 = 1/2.Àëå, ìàáóòü, íåìîæëèâî ëîãi÷íî îá ðóíòóâàòè, ÷îìó íåìàâ ðàöi¨ Ä'Àëàìáåð, ââàæàþ÷è, ùî ïîäi¨ A,B,C ðiâíî-éìîâiðíi. Ó �içèöi åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê çóñòði÷àþòüñÿñèòóàöi¨, â ÿêèõ ðàäøå ìà¹ ðàöiþ Ä'Àëàìáåð.�îçãëÿíüòå äâi ìîäåëi ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó, ùîïîëÿãà¹ â ïiäêèäàííi ïàðè ìîíåò.Ìîäåëü 1◦ (ãiïîòåçà Ä'Àëàìáåðà).
Ω∗ = {A,B,C}, P (A) = 1

3
, P (B) =

1

3
, P (C) =

1

3(ïîäi¨ A,B,C îçíà÷åíi âèùå).Ìîäåëü 2◦.
Ω = {��,��,��,��},

P (��) = 1

4
, P (��) = 1

4
, P (��) = 1

4
, P (B) = P (��) = 1

4
.Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ îïèñàííÿ îäíîãî é òîãî ñàìîãî ñòî-õàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòà ìîæíà çàïðîïîíóâàòè íå îäíóìîäåëü, ÿêà àäåêâàòíî éîãî îïèñó¹, àëå ñåðåä çàïðîïîíî-âàíèõ ìîäåëåé îäíà íå áóäå àäåêâàòíîþ åêñïåðèìåíòîâi,îñêiëüêè éìîâiðíîñòi, íàïðèêëàä, ïîäi¨ �ìîíåòè ëÿãëè ðiç-íèìè áîêàìè�, îá÷èñëåíi ó öèõ iìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðàõ,ðiçíi.Ùîá ïåðåâiðèòè àäåêâàòíiñòü îïèñàííÿ öèìè ìîäåëÿ-ìè ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó, ïðîâåäiòü éîãî äîñòàòí¹÷èñëî ðàçiâ i ïåðåâiðòå:1. ×è àäåêâàòíî îïèñó¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíòìîäåëëþ 1◦ (÷è ïîãîäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà Ä'Àëàìáåðà ç ðå-çóëüòàòàìè åêñïåðèìåíòó)?



354 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ22. ×è àäåêâàòíî îïèñó¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíòìîäåëëþ 2◦?Äëÿ ïåðåâiðêè àäåêâàòíîñòi ìîäåëi 1◦ �iêñóâàòèìå-ìî ÷èñëî ïiäêèäàíü, â ÿêèõ îáèäâi ìîíåòè ëÿãëè ãåðáîì;îáèäâi � ðåøêîþ; ìîíåòè ëÿãëè ðiçíèìè ñòîðîíàìè.Äëÿ ïåðåâiðêè àäåêâàòíîñòi ìîäåëi 2◦ ðå¹ñòðóâàòèìå-ìî ÷èñëî ïiäêèäàíü, â ÿêèõ îáèäâi ìîíåòè ëÿãëè ãåðáîì;îáèäâi � ðåøêîþ; ïåðøà ìîíåòà ëÿãëà ãåðáîì, à äðóãà �ðåøêîþ; ïåðøà ìîíåòà ëÿãëà ðåøêîþ, à äðóãà � ãåðáîì.�åçóëüòàòè åêñïåðèìåíòiâ çðó÷íî çàïèñóâàòè ó âèãëÿ-äi íàâåäåíèõ äàëi òàáëèöü (ïåðøà òàáëèöÿ äëÿ ïåðåâiðêèàäåêâàòíîñòi ìîäåëi 1◦, äðóãà � ìîäåëi 2◦), äå, íàïðè-êëàä, Nãð � êiëüêiñòü ïiäêèäàíü ç N ïðîâåäåíèõ, â ÿêèõíà ïåðøié ìîíåòi âèïàâ ãåðá, íà äðóãié � ðåøêà.
A B C
NA NB NC�� �� �� ��

Nãã Nðð Nãð Nðã18.52 (ãîñòðîòà çîðó). Ó òàáëèöi íàâåäåíî äàíi ïðîãîñòðîòó çîðó 3242 ÷îëîâiêiâ âiêîì 30�39 ðîêiâ � ñëóæ-áîâöiâ Êîðîëiâñüêèõ àðòèëåðiéñüêèõ çàâîäiâ Âåëèêîáðè-òàíi¨ (1943 � 1946 ðð.). �îñòðîòà çîðó âèçíà÷à¹òüñÿ íå-îçáðî¹íèì îêîì çà ñòóïåíÿìè: âèùèé, äðóãèé, òðåòié, íèæ-÷èé.Ñòóïiíü ãîñò-ðîòè çîðó Ñòóïiíü ãîñòðîòè çîðó (ëiâå îêî)(ïðàâå îêî) Âèùèé Äðóãèé Òðåòié Íèæ÷èé �àçîìÂèùèé 821 112 85 35 1053Äðóãèé 116 494 145 27 782Òðåòié 72 151 583 87 893Íèæ÷èé 43 34 106 331 514�àçîì 1052 791 919 480 3242×è ìîæíà íà ïiäñòàâi íàâåäåíèõ äàíèõ äiéòè âèñíîâêóïðî òå, ùî ãîñòðîòà çîðó ïðàâîãî é ëiâîãî î÷åé íå ïîâ'ÿ-çàíi ìiæ ñîáîþ?18.53 (êîëið âîëîññÿ i êîëið áðiâ). Ó òàáëèöi íà-âåäåíî ðîçïîäië êîëüîðó âîëîññÿ i êîëüîðó áðiâ ó 46 542øâåäñüêèõ ïðèçîâíèêiâ.



18.4. Çàäà÷i 355Êîëið Êîëið âîëîññÿáðiâ Ñâiòëå, ðóäå Òåìíå �àçîìÑâiòëi, ðóäi 30 472 3238 33 710Òåìíi 3364 9468 12 832�àçîì 33 836 12 706 46 542×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî çâ'ÿçîê ìiæ êîëüîðîì âîëîññÿi êîëüîðîì áðiâ?18.54 (êàòàñòðî�è íà âóãiëüíèõ øàõòàõ). Ó òà-áëèöi íàâåäåíî iíòåðâàëè (ó äíÿõ) ìiæ ÷åðãîâèìè êàòà-ñòðî�àìè íà âóãiëüíèõ øàõòàõ Âåëèêîáðèòàíi¨ ç 1875 ïî1951 ð. (äàíi B. Ìåã'þ, E. Ïiðñîíà i A. Âiííà).378 36 15 31 215 11 137 415 72 96 124 50 120 203 17655 93 59 315 59 61 1 13189 345 20 81 286 114 108 188233 28 22 61 78 99 326 27554 217 113 32 23 151 361 312354 58 275 78 17 1205 644 467871 48 123 457 498 49 131 182255 195 224 566 390 72 228 271208 517 1613 54 326 1312 348 745217 120 275 20 66 291 4 369338 336 19 329 330 312 171 14575 364 37 19 156 47 129 163029 217 7 18 1357Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië iíòåð-âàëiâ ìiæ êàòàñòðî�àìè.Ïðèì i ò ê à. Êàòàñòðî�îþ ââàæà¹òüñÿ òàêà ñèòóàöiÿ,ùî ïðèçâîäèòü äî çàãèáåëi 10 i áiëüøå îñiá.18.55 (åêñïåðèìåíò Æ.Áþ��îíà). Ó ðåçóëüòàòi
n = 4040 ïiäêèäàíü ìîíåòè Æ. Áþ��îí çàðå¹ñòðóâàâ
ν1 = 2048 âèïàäêiâ ïîÿâè ãåðáà i ν0 = 1992 âèïàäêiâ ïîÿâèðåøêè.×è óçãîäæó¹òüñÿ ç öèìè äàíèìè ãiïîòåçà: éìîâiðíiñòüâèïàäàííÿ ãåðáà äîðiâíþ¹ 1/2?18.56 (óïåðåäæåíiñòü åêñïåðèìåíòàòîðà). Êiëü-êiñòü âèïàäêiâ ïîÿâè îñòàííüî¨ öè�ðè â ðåçóëüòàòàõ 1000âèìiðþâàíü, âèêîíàíèõ åêñïåðèìåíòàòîðîì, íàâåäåíî óòàáëèöi. Ñóìíiâíî, ùîá iñíóâàëè îá'¹êòèâíi �àêòîðè, ÿêiçóìîâëþþòü ÷àñòiøó ïîÿâó îäíèõ öè�ð ïîðiâíÿíî ç ií-øèìè; òîìó öiëêîì ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî âiäõèëåííÿ



356 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2âiä îäíàêîâî¨ éìîâiðíîñòi ïîÿâè öè�ð ñâiä÷èòü ïðî óïå-ðåäæåíiñòü åêñïåðèìåíòàòîðà.
k nk k nk0 158 5 711 97 6 902 125 7 563 73 8 1254 76 9 129�àçîì 1 000äå k � îñòàííÿ öè�ðà â ðåçóëüòàòàõ âèìiðþâàíü; nk �êiëüêiñòü ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàíü, â ÿêèõ îñòàííüîþ áóëàöè�ðà k, k = 0, 1, . . . , 9.×è ñâiä÷àòü íàâåäåíi äàíi ïðî óïåðåäæåíiñòü åêñïåðè-ìåíòàòîðà?Ïðèì i ò ê à. Ïðî óïåðåäæåíiñòü ïiä ÷àñ âèìiðþâàíüäèâ. çàóâàæåííÿ äî çàäà÷i 18.13.18.57 (÷àñ ÷åêàííÿ). �îçãëÿäà¹òüñÿ ÷àñ ÷åêàííÿ ïàð-íîãî ÷èñëà â ïîñëiäîâíîñòi öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ÷èñåë, ìåíøèõ çà 100. Iíàêøå êàæó÷è, ðîçãëÿäà¹òüñÿ âè-ïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåïàðíèõ ÷èñåëìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè (ñóñiäíiìè) ïàðíèìè ÷èñëàìè,ìåíøèìè çà 100.Çàïðîïîíóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü (ðîçïîäië) âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè � ÷àñó ÷åêàííÿ ïàðíîãî ÷èñëà. Ïåðåâi-ðèòè àäåêâàòíiñòü çàïðîïîíîâàíî¨ ìîäåëi ñòîõàñòè÷íîìóåêñïåðèìåíòîâi. Ñêîðèñòàâøèñü òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷è-ñåë (òàáë. 22.10.1), äîáóòè âèáiðêó ÷àñó ÷åêàííÿ ïàðíîãî÷èñëà (äîñòàòíüîãî îáñÿãó) i ïåðåâiðèòè, ÷è óçãîäæó¹òüñÿçàïðîïîíîâàíà ìîäåëü iç ðåçóëüòàòîì åêñïåðèìåíòó � äî-áóòîþ âèáiðêîþ.�åçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü çðó÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
niäå i � ÷àñ ÷åêàííÿ ïàðíîãî ÷èñëà; ni � ÷èñëî ñïîñòåðå-æåíü, â ÿêèõ ÷àñ ÷åêàííÿ äîðiâíþ¹ i.Ç à ó â àæåíí ÿ. Ïðî âèáið ìîäåëi ñòîõàñòè÷íîãî åêñ-ïåðèìåíòó i ïåðåâiðêó ¨¨ àäåêâàòíîñòi åêñïåðèìåíòó äèâ.çàäà÷ó 18.1.



18.4. Çàäà÷i 35718.58. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ç âiäîìî¨ çàäà÷iËüþ¨ñà Êåððîëà (äèâ. ïðèêëàä 4.1.2) ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâ-íîìó âèéìàííi ç óðíè äâîõ êóëü. Ìîæíà çàïðîïîíóâàòèïðèíàéìíi äâi ìîäåëi (äâà éìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðè) öüîãîñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó (ÿê i â ïðèêëàäi 4.1.2, áiëóêóëþ ïîçíà÷èìî ÷åðåç W , ÷îðíó � ÷åðåç B, áiëó êóëþ,ÿêó ïîêëàëè äî óðíè, ïîçíà÷èìî ÷åðåç W ∗).Ìîäåëü 1◦.
Ω = {WW,WB,BW},

P (WW ) =
1

3
, P (WB) =

1

3
, P (BW ) =

1

3
.Ìîäåëü 2◦.

Ω = {WW ∗,W ∗W,W ∗B,BW ∗},

P (WW ∗) =
1

4
, P (W ∗W ) =

1

4
, P (W ∗B) =

1

4
, P (BW ∗) =

1

4
.Ïðàâäîïîäiáíi ìiðêóâàííÿ (äèâ. ïðèêëàä 4.1.2) ñõèëÿ-þòü íàñ äî äóìêè, ùî àäåêâàòíîþ ìîäåëëþ ñòîõàñòè÷íî-ãî åêñïåðèìåíòó ¹ ìîäåëü 2◦. Àëå ÷è íàñïðàâäi öå òàê?Ïðîâåäiòü ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò äîñòàòíþ êiëü-êiñòü ðàçiâ i ïåðåâiðòå:

1. ×è àäåêâàòíî îïèñó¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíòìîäåëëþ 1◦?
2. ×è àäåêâàòíî îïèñó¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíòìîäåëëþ 2◦?Çàçíà÷èìî, ùî õî÷à äëÿ îäíîãî é òîãî ñàìîãî åêñïå-ðèìåíòó ìîæíà çàïðîïîíóâàòè íå îäíó ìîäåëü, ÿêà àäå-êâàòíî éîãî îïèñó¹, àëå äëÿ äàíîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïå-ðèìåíòó ïðèíàéìíi îäíà ç ìîäåëåé íå áóäå àäåêâàòíîþåêñïåðèìåíòó âæå õî÷à á òîìó, ùî éìîâiðíiñòü îäíi¹¨ éòi¹¨ ñàìî¨ ïîäi¨, îá÷èñëåíà â ðiçíèõ iìîâiðíiñíèõ ïðîñòî-ðàõ, ðiçíà (äèâ. ïðèêëàä 4.1.2).Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïðîâîäèòèìåìî ó òàêèéñïîñiá. Âiçüìåìî äâi óðíè: äîïîìiæíó é îñíîâíó. Ó äî-ïîìiæíié çíàõîäÿòüñÿ äâi êóëi: áiëà é ÷îðíà. Ç äîïîìi-æíî¨ óðíè íàâìàííÿ âèáåðåìî îäíó ç êóëü i ïåðåêëàäåìîäî îñíîâíî¨, íå ðå¹ñòðóþ÷è ðåçóëüòàòó. Òàêèì ÷èíîì, âîñíîâíié óðíi çíàõîäèòüñÿ áiëà êóëÿ (ç iìîâiðíiñòþ 1/2)



358 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2àáî ÷îðíà. Äàëi â îñíîâíó óðíó êëàäåìî áiëó êóëþ, ¨¨ ïðèïåðåâiðöi àäåêâàòíîñòi ìîäåëi 2 ïîçíà÷èìî çiðî÷êîþ. I íà-ðåøòi, ç îñíîâíî¨ óðíè ïîñëiäîâíî âèéìà¹ìî îáèäâi êóëi,�iêñóþ÷è ðåçóëüòàò åêñïåðèìåíòó:
WW,WB,BW� ó ðàçi ïåðåâiðêè àäåêâàòíîñòi ìîäåëi 1◦ i

WW ∗,W ∗W,W ∗B,BW ∗� ó ðàçi ïåðåâiðêè àäåêâàòíîñòi ìîäåëi 2◦.Äàíi åêñïåðèìåíòiâ çðó÷íî çàïèñàòè ó âèãëÿäi òàáëèöü(ïåðøà � äëÿ ïåðåâiðêè àäåêâàòíîñòi ìîäåëi 1◦, äðóãà �ìîäåëi 2◦), äå, íàïðèêëàä, NWW � êiëüêiñòü åêñïåðèìåí-òiâ ç N ïðîâåäåíèõ, â ÿêèõ íàñëiäêîì áóëà ïàðà WW .
WW WB BW
NWW NWB NBW

WW ∗ W ∗W W ∗B BW ∗

NWW∗ NW∗W NW∗B NBW∗18.59. Ïiäêèäàþòü ïàðó ìîíåò i ãðàëüíèé êóáèê i ðå-¹ñòðóþòü ÷èñëî ξ ãåðáiâ, ùî âèïàëî íà ïàði ìîíåò, ÷èñëî
η î÷îê, ùî âèïàëî íà ãðàëüíîìó êóáèêó i çíà÷åííÿ âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, θ), äå θ = I{2,4,6}(η).Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî íåçàëåæíiñòü êîìïîíåíò âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, θ). Äëÿ öüîãî ïiäêèíóòè ìîíåòói ãðàëüíèé êóáèê äîñòàòíþ êiëüêiñòü ðàçiâ i ñêîðèñòàòèñÿêðèòåði¹ì χ2.�åçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü çðó÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi òàá-ëèöi: Çíà÷åí- Çíà÷åííÿ θ Ñóìàíÿ ξ 0 1

0 ν00 ν01 ν0·

1 ν10 ν11 ν1·

2 ν20 ν21 ν2·Ñóìà ν·0 ν·1 n



18.4. Çàäà÷i 359äå νij � êiëüêiñòü ïiäêèäàíü, â ÿêèõ âèïàäêîâà âåëè÷èíà
ζ = (ξ, θ) íàáóëà çíà÷åííÿ (i, j), i = 0, 1, 2; j = 0, 1;

νi· =
1∑

j=0

νij , ν·j =
2∑

i=0

νij, i = 0, 1, 2; j = 0, 1.Ç à ó â àæåíí ÿ. Ïðî âèáið ìîäåëi ñòîõàñòè÷íîãî åêñ-ïåðèìåíòó i ïåðåâiðêó ¨¨ àäåêâàòíîñòi äèâ. çàäà÷ó 18.1.18.60 (ïðî òåëåïàòiþ i êàðòè Çåíåðà). Iç äâàä-öÿòèõ ðîêiâ XX ñòîëiòòÿ ó �àðâàðäñüêîìó óíiâåðñèòåòi,óíiâåðñèòåòi Äþêà òà iíøèõ óíiâåðñèòåòàõ �iíàíñóþòüñÿåêñïåðèìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ ç òåëåïàòi¨ (�÷èòàííÿ� äó-ìîê íà âiäñòàíi), â ÿêèõ, çîêðåìà, âèêîðèñòîâóþòüñÿ êàð-òè Çåíåðà iç çîáðàæåííÿì ï'ÿòè ñèìâîëiâ: êîëî, êâàäðàò,ïëþñ, òðè õâèëÿñòi ëiíi¨, çiðêà (ðèñ. 18.4.1).Çà äîïîìîãîþ êàðò Çåíåðà ïåðåâiðèòè çäiáíîñòi òåëå-ïàòà �÷èòàòè� äóìêè íà âiäñòàíi. Ç öi¹þ ìåòîþ ïðîâåñòèòàêèé åêñïåðèìåíò. Iç êîëîäè êàðò Çåíåðà íàâìàííÿ âè-áðàòè îäíó é çà�iêñóâàòè ðåçóëüòàò. Òåëåïàò ÷èòà¹, ÿêóêàðòó âè âèáðàëè, i òàêîæ �iêñó¹ ðåçóëüòàò. Åêñïåðèìåíòïðîâîäèòüñÿ äîñòàòíþ êiëüêiñòü ðàçiâ.ßêùî òåëåïàò ñïðàâäi ÷èòà¹ äóìêè, òî ÷àñòîòà ïðà-âèëüíî ïðî÷èòàíèõ ñèìâîëiâ (êîëî ÷èòà¹òüñÿ ÿê êîëî,êâàäðàò � ÿê êâàäðàò, . . .), òîáòî ÷àñòîòà óñïiõiâ, áóäåâåëèêîþ (óñïiõ � ïðàâèëüíî ïðî÷èòàíèé ñèìâîë, íåâäà-÷à � íåïðàâèëüíî ïðî÷èòàíèé).Çà ðåçóëüòàòàìè ïðîâåäåíîãî åêñïåðèìåíòó äiéòè âè-ñíîâêó ùîäî çäiáíîñòi òåëåïàòà ÷èòàòè äóìêè íà âiäñòàíi.
�èñ. 18.4.1: Êàðòè ÇåíåðàÂê à ç i â ê à 1. Ñ�îðìóëþâàòè çàäà÷ó ïåðåâiðêè çäiá-íîñòåé òåëåïàòà ÷èòàòè äóìêè íà âiäñòàíi ÿê çàäà÷ó ïåðå-



360 �ëàâà 18. Êðèòåðié χ2âiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç. Çà íóëüîâó ðîçãëÿíóòè ãiïî-òåçó: òåëåïàò äóìêè íå ÷èòà¹. Ñêîðèñòàòèñÿ êðèòåði¹ì χ2.Â ê à ç i â ê à 2. Ïåðåâiðèòè òåëåïàòè÷íi çäiáíîñòi ñâîãîòîâàðèøà, çíàéîìîãî (ïîïðîñèòè ïðî÷èòàòè âàøi äóìêè).18.61. Ñèìåòðè÷íó ìîíåòó ïiäêèäàþòü äî ïåðøî¨ ïî-ÿâè ãåðáà i ðå¹ñòðóþòü êiëüêiñòü µ ðåøîê, ùî ïðè öüîìóâèïàëè (êiëüêiñòü ñïðîá äî ïåðøî¨ ïîÿâè ãåðáà).Çàïðîïîíóéòå ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü öüîãî ñòîõàñòè÷íî-ãî åêñïåðèìåíòó. Ïåðåâiðòå ¨¨ àäåêâàòíiñòü åêñïåðèìåíòî-âi. Äëÿ öüîãî ïðîâåäiòü åêñïåðèìåíò äîñòàòíþ êiëüêiñòüðàçiâ i ñêîðèñòàéòåñÿ êðèòåði¹ì χ2.18.62. Ïiäêèäàþòü ïàðó ìîíåò i ðå¹ñòðóþòü ïîäiþ:�íà îáîõ ìîíåòàõ âèïàâ ãåðá�.Çàïðîïîíóéòå ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü öüîãî ñòîõàñòè÷íî-ãî åêñïåðèìåíòó. Ïåðåâiðòå ¨¨ àäåêâàòíiñòü åêñïåðèìåíòî-âi. Äëÿ öüîãî ïðîâåäiòü åêñïåðèìåíò äîñòàòíþ êiëüêiñòüðàçiâ i ñêîðèñòàéòåñÿ êðèòåði¹ì χ2.



�ëàâà 19Íåïàðàìåòðè÷íiêðèòåði¨19.1 Êðèòåðié ÊîëìîãîðîâàÏîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . , ξn(ω)) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ç íå-âiäîìîãî íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëó F . Ñòîñîâíî F âèñóâà-¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: F = G àáî, ùî òå ñàìå, ξ = (ξ1, ξ2,
. . . , ξn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó G, äå G � ïîâíiñòþ âèçíà-÷åíèé íåïåðåðâíèé ðîçïîäië.Íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó H0, òîáòî çà ðåàëiçà-öi¹þ âèáiðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äiéòè âèñíîâêó: âiäõèëÿòèãiïîòåçó H0 ÷è íi.Ñòàòèñòèêà Êîëìîãîðîâà. Äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè
H0: F = G ïðèðîäíî ââåñòè âiäõèëåííÿ D(F̂n, G) åìïi-ðè÷íîãî ðîçïîäiëó F̂n âiä ãiïîòåòè÷íîãî G (äèâ. ãë. 18).À.Ì. Êîëìîãîðîâ ÿê âiäõèëåííÿ åìïiðè÷íîãî ðîçïî-äiëó F̂n, ïîáóäîâàíîãî çà âèáiðêîþ ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), âiäãiïîòåòè÷íîãî G çàïðîïîíóâàâ ðîçãëÿäàòè

D(F̂n, G) = sup
x

∣
∣
∣G(x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ .Ââåäåíå â òàêèé ñïîñiá âiäõèëåííÿ, êîëè ãiïîòåçàH0 ñïðàâ-äæó¹òüñÿ, òîáòî êîëè F = G, íàáóâà¹ çíà÷åíü

Dn = D(F̂n, F ) = sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣361



362 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨i ¹ ìàëèì ïîðiâíÿíî ç âiäõèëåííÿì D(F̂n, G), êîëè ðîçïî-äië G âiäìiííèé âiä F . Îñòàíí¹ öiëêîì ïðèðîäíî, îñêiëü-êè äëÿ êîæíîãî �iêñîâàíîãî x åìïiðè÷íà �óíêöiÿ ðîçïî-äiëó F̂n(x) ¹ íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ çíà÷åí-íÿ F (x). Äî òîãî æ ðîçïîäië âiäõèëåííÿ Dn åìïiðè÷íîãîðîçïîäiëó âiä ãiïîòåòè÷íîãî, ïî-ïåðøå, íå çàëåæèòü âiä F(îäèí i òîé ñàìèé äëÿ âñiõ íåïåðåðâíèõ F ) i, ïî-äðóãå, ïðèâåëèêèõ n ÿê ðîçïîäië íîðìîâàíîãî âiäõèëåííÿ
Dn

/ 1√
n
= sup

x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣

/ 1√
nìîæíà ðîçãëÿäàòè ðîçïîäië Êîëìîãîðîâà, éîãî �óíêöi¹þðîçïîäiëó ¹

K(λ) =
+∞∑

k=−∞
(−1)k exp{−2k2λ2}, λ > 0,(îñòàíí¹ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Êîëìîãîðîâà).Òåîðåìà. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âèáiðêà ç íåïåðåðâ-íîãî ðîçïîäiëó F , F̂n(x) � åìïiðè÷íà �óíêöiÿ ðîçïîäiëó,ïîáóäîâàíà çà âèáiðêîþ ξ1, ξ2, . . . , ξn, òîäi

lim
n
P

{

sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣

/ 1√
n
< λ

}

= K(λ), λ > 0.Òàêèì ÷èíîì, êîëè ãiïîòåçà H0: F = G ñïðàâäæó¹òü-ñÿ, âiäõèëåííÿ
D(F̂n, G) = sup

x

∣
∣
∣G(x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ = sup

x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ìàëå, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � âåëèêå. Òîìó, ïåðåâiðÿþ÷èãiïîòåçóH0, ¨ ¨ ïðèðîäíî âiäõèëÿòè, ÿêùîD(F̂n, G) íàáóëîâåëèêîãî çíà÷åííÿ, i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi.Ìåæi εα;n, ùî âiäîêðåìëþþòü âåëèêi çíà÷åííÿ âiäõè-ëåííÿ D(F̂n, G) âiä ìàëèõ, çíàõîäÿòü çà âiäîìèì ðîçïîäi-ëîì âiäõèëåííÿ Dn = D(F̂n, F ). À ñàìå, εα;n âèçíà÷à¹òüñÿ



19.1. Êðèòåðié Êîëìîãîðîâà 363ÿê âåðõíÿ α-ìåæà (êðèòè÷íå çíà÷åííÿ) ðîçïîäiëó âiäõè-ëåííÿ
D(F̂n, F ) = sup

x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ ,òîáòî ÿê íàéìåíøå ε, äëÿ ÿêîãî

P

{

sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ ≥ ε

}

≤ α.Çíà÷åííÿ εα;n äëÿ çàäàíèõ α (ðiâíÿ çíà÷óùîñòi) òà n(îáñÿãó âèáiðêè) íàâåäåíi â òàáë. 22.7.1. ßêùî çíà÷åííÿ
n âåëèêå (n ≥ 100), ÿê εα;n ðîçãëÿäà¹òüñÿ λα/√n, òîáòî

εα;n =
λα√
n
,äå λα � âåðõíÿ α-ìåæà ðîçïîäiëó Êîëìîãîðîâà, òîáòî

λα � êîðiíü ðiâíÿííÿ K([λα,+∞)) = α.Êðèòåðié Êîëìîãîðîâà. Íåõàé ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)� âèáiðêà ç íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëó F . ßêùî ãiïîòåçó H0:
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ¹ âèáiðêîþ iç ðîçïîäiëó G âiäõèëÿòèïðè

D(F̂n, G) = sup
x

∣
∣
∣G(x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ ≥ εα;ni íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ,ùî íå ïåðåâèùó¹ α, ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, êîëèâîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ.Ç à ó â àæåíí ÿ. Êðèòåði¹ì Êîëìîãîðîâà ìîæíà êî-ðèñòóâàòèñÿ òiëüêè òîäi, êîëè ãiïîòåòè÷íèé ðîçïîäië Gïîâíiñòþ âèçíà÷åíèé i íåïåðåðâíèé.Ïðèêëàä 19.1.1 . Ñêîðèñòàâøèñü òàáëèöåþ âèïàä-êîâèõ ÷èñåë (òàáë. 22.10.1), äîáóòè âèáiðêó îáñÿãîì 10çi ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.Çà äîïîìîãîþ êðèòåðiþ Êîëìîãîðîâà ïåðåâiðèòè, ÷èñïðàâäi öþ âèáiðêó äîáóòî iç çàçíà÷åíîãî ðîçïîäiëó.�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé �óíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) âè-ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à i íåïåðåðâíà,òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà η, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

η = F (ξ), (19.1.1)



364 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà [0, 1]. Ñïðàâäi,
Fη(x) = P{η < x} = P{F (ξ) < x}.ßêùî x ≤ 0, òî

P{F (ξ) < x} = 0,ÿêùî x > 1, òî
P{F (ξ) < x} = 1,ÿêùî x ∈ [0, 1), òî

P{F (ξ) < x} = P{ξ < F−1(x)} = F (F−1(x)) = x.Ç ðiâíîñòi (19.1.1), çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî
ξ = F−1(η)ìà¹ ñâî¹þ �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x), ÿêùî η ðîçïîäiëå-íà ðiâíîìiðíî íà [0, 1]. Öå òâåðäæåííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü çàâèáiðêîþ η = (η1, η2, . . . , ηn) ç ðiâíîìiðíîãî íà ïðîìiæ-êó [0;1℄ ðîçïîäiëó áóäóâàòè âèáiðêó ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) içðîçïîäiëó F , à ñàìå:

ξi = F−1(ηi), i = 1, 2, . . . , n,¹ âèáiðêîþ ç ðîçïîäiëó F . Çîêðåìà, ÿêùî ÿê F (x) ðîçãëÿ-íóòè
N0;1(x) =

1√
2π

x∫

−∞

exp

{

−s
2

2

}

ds� �óíêöiþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó, òî
ξi = N−1

0;1 (ηi), i = 1, 2, . . . , 10,áóäå âèáiðêîþ ç N0;1.Âèáiðêó ç ðiâíîìiðíîãî íà ïðîìiæêó [0;1℄ ðîçïîäiëóìîæíà äîáóòè, ñêîðèñòàâøèñü òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷è-ñåë (òàáë. 22.10.1) (äèâ. òàêîæ çàäà÷ó 19.4).Âèáåðåìî ç òàáë. 22.10.1 ïîñëiäîâíiñòü iç 10 ÷èñåë (äëÿâèçíà÷åíîñòi � ÷îòèðèçíà÷íèõ). Âèáið ìîæíà ïî÷èíàòèç áóäü-ÿêîãî ìiñöÿ òàáëèöi (ñêàæiìî, ç âåðõíüîãî ïðàâîãîêóòà) i ïðîäîâæóâàòè â áóäü-ÿêèé íàïåðåä îáóìîâëåíèéñïîñiá. Íàïðèêëàä, ðóõàþ÷èñü ïî äiàãîíàëi, äiñòàíåìî



19.1. Êðèòåðié Êîëìîãîðîâà 3651009 5420 2689 2529 70803407 5718 1656 7048 7835×èñëà 0,1009 0,5420 0,2689 0,2529 0,70800,3407 0,5718 0,1656 0,7048 0,7835ç ïðîìiæêó [0;1℄ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðåàëiçàöiþ âèáiðêè
η1, η2, . . . , η10 ç ðiâíîìiðíîãî íà ïðîìiæêó [0; 1] ðîçïîäi-ëó. Çà çíà÷åííÿìè ηi, i = 1, 2, . . . , 10, êîðèñòóþ÷èñü òèì,ùî �óíêöiþ N0;1(x) òàáóëüîâàíî (òàáë. 22.1.1), îòðèìà¹-ìî ðåàëiçàöiþ âèáiðêè çi ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîç-ïîäiëó ÿê çíà÷åííÿ ξi = N−1

0;1 (ηi):
−1,27 0,11 −0,62 −0,67 0,55
−0,41 0,18 −0,97 0,54 0,78Îñòàííié çíàê çíàéäåíî ìåòîäîì ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨.Äàëi, êîðèñòóþ÷èñü êðèòåði¹ì Êîëìîãîðîâà, ïåðåâi-ðèìî ãiïîòåçó H0: âèáiðêó äîáóòî ç ðîçïîäiëó N0;1. Äëÿöüîãî îá÷èñëèìî âiäõèëåííÿ
D(F̂n, G) = sup

x

∣
∣
∣G(x)− F̂n(x)

∣
∣
∣(äå G(x) = N0;1(x) � �óíêöiÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó çïàðàìåòðàìè (0;1); F̂n(x)� ðåàëiçàöiÿ åìïiðè÷íî¨ �óíêöi¨ðîçïîäiëó, ïîáóäîâàíà çà âèáiðêîþ) i ïîðiâíþ¹ìî éîãî çêðèòè÷íèì çíà÷åííÿì εα;n. Çíà÷åííÿ

D(F̂n, N0;1) = sup
x

∣
∣
∣N0;1(x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ = 0,21(ìåòîäèêó îá÷èñëåííÿ sup

x

∣
∣
∣G(x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ îïèñàíî â ãë. 15).Ìà¹ìî

D(F̂n, N0;1) = 0,21 < 0,4087 = ε0,05;10 = εα;n(êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ε0,05;10 äîáóòî ç òàáë. 22.7.1).



366 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨Òîìó çãiäíî ç êðèòåði¹ì Êîëìîãîðîâà ãiïîòåçà: âèáið-êó äîáóòî ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (0;1)íå âiäõèëÿ¹òüñÿ.Äëÿ âèáiðêè îáñÿãîì 10 iç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó çïàðàìåòðàìè (0;1) ìàêñèìàëüíå âiäõèëåííÿ ìiæ åìïiðè-÷íîþ �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó F̂10(x) i �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó
N0;1(x), ÿêå äîðiâíþ¹ 0,21, íå ¹ âåëèêèì, òàêå âiäõèëåííÿöiëêîì äîïóñòèìå.19.2 Êðèòåðié çíàêiâÏîñòàíîâêà çàäà÷i (ñïîñòåðåæåííÿ ïîâòîðíi).Ìà¹ìî n ïàð âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

(ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . , (ξn, ηn),ñòîñîâíî ÿêèõ âiäîìî, ùî ðiçíèöi ζj = ηj − ξj ìîæíà ïî-äàòè ó âèãëÿäi
ζj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n,äå θ � êîíñòàíòà, à âèïàäêîâi âåëè÷èíè e1, e2, . . . , en:1◦ íåçàëåæíi (ñàìi ηj i ξj ìîæóòü áóòè çàëåæíèìè);2◦ ñèìåòðè÷íî ðîçïîäiëåíi âiäíîñíî íóëÿ (ðîçïîäiëè eji −ej ñïiâïàäàþòü) i àáñîëþòíî íåïåðåðâíi (äàëi öå îáìå-æåííÿ áóäå óñóíåíî).Ùîäî íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà

H0 : θ = 0.Àëüòåðíàòèâà ãiïîòåçi H0: θ = 0 ìîæå áóòè ÿê îäíîái÷-íîþ � ÿêùî θ 6= 0, òî θ > 0 (âîíà ìîæå áóòè i òàêîþ:
θ < 0), òàê i äâîái÷íîþ � ÿêùî θ 6= 0, òî θ > 0 àáî θ < 0.Ó êîæíié çàäà÷i àëüòåðíàòèâà ñâîÿ. Íåîáõiäíî ïîáóäóâà-òè êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: θ = 0.Ïàðè (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . , (ξn, ηn) ìîæíà iíòåðïðåòóâà-òè ÿê 2n ñïîñòåðåæåíü � ïî äâà ñïîñòåðåæåííÿ íà êîæíi
n îá'¹êòiâ, ïàöi¹íòiâ, ïðèëàäiâ, . . . , ïðè öüîìó ξj íàçè-âàþòü ñïîñòåðåæåííÿì �äî îáðîáëåííÿ�, à ηj � ñïîñòå-ðåæåííÿì �ïiñëÿ îáðîáëåííÿ�, j = 1, 2, . . . , n. Çíà÷åííÿ



19.2. Êðèòåðié çíàêiâ 367ïàðàìåòðà θ, ÿêå ÷àñòî íàçèâàþòü å�åêòîì îáðîáëåííÿ,íåâiäîìå. Âiäõèëåííÿ ãiïîòåçè H0: θ = 0 ñâiä÷èòü íà êî-ðèñòü íàÿâíîñòi å�åêòà îáðîáëåííÿ, íåâiäõèëåííÿ � âiä-ñóòíîñòi.Ñòàòèñòèêà äëÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ. Ñïðàâäæó-¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: θ = 0 ÷è íi, âèïàäêîâi âåëè÷èíè ej ,
j = 1, 2, . . . , n, íåçàëåæíi, ñèìåòðè÷íî ðîçïîäiëåíi âiäíîñ-íî íóëÿ i àáñîëþòíî íåïåðåðâíi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âè-ïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ej , j = 1, 2, . . .
. . . , n, ùî íàáóëè äîäàòíèõ çíà÷åíü, ìà¹ áiíîìíèé ðîç-ïîäië ç ïàðàìåòðàìè (n; 1/2) i òîìó êiëüêiñòü äîäàòíèõâåëè÷èí ñåðåä ej , j = 1, 2, . . . , n, áëèçüêà äî ïîëîâèíè íà-ÿâíèõ, òîáòî äî n/2.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç µ êiëüêiñòü äîäàòíèõ ðiçíèöü ñåðåä

ζj = ηj − ξj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n. (19.2.1)ßêùî ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, òîáòî θ = 0, òî êiëü-êiñòü äîäàòíèõ ðiçíèöü ñåðåä (19.2.1) ñïiâïàäà¹ ç êiëü-êiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ej , j = 1, 2, . . . , n, ÿêi íàáó-ëè äîäàòíèõ çíà÷åíü, à îòæå, ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä n/2� ïîëîâèíè íàÿâíèõ ðiçíèöü. ßêùî æ ãiïîòåçà H0: θ =
= 0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, òî êiëüêiñòü äîäàòíèõ ðiçíèöü ñå-ðåä ζj, j = 1, 2, . . . , n, iñòîòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä n/2: áó-äå iñòîòíî áiëüøîþ àáî ìåíøîþ (çàëåæíî âiä çíàêà θ)âiä n/2.Òàêèì ÷èíîì, êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, êiëü-êiñòü µ äîäàòíèõ ðiçíèöü ñåðåä ζj , j = 1, 2, . . . , n (ïîçíà-÷èìî ¨¨ ÷åðåç µ0) ìàëî âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä n/2 ïîðiâíÿíî çâiäõèëåííÿì µ âiä n/2, êîëè ãiïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹-òüñÿ. Òîìó, ïåðåâiðÿþ÷è ãiïîòåçó H0: θ = 0, ¨ ¨ ïðèðîä-íî âiäõèëÿòè, ÿêùî êiëüêiñòü äîäàòíèõ ðiçíèöü µ iñòîòíîâiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä n/2, i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi.Ìåæi mα;n, ùî âiäîêðåìëþþòü âåëèêi çíà÷åííÿ âiä-õèëåíü ìiæ µ i n/2 âiä ìàëèõ, áóäóþòüñÿ çà âiäîìèì ðîç-ïîäiëîì êiëüêîñòi µ0 äîäàòíèõ ðiçíèöü

ζj = ηj − ξj = ej , j = 1, 2, . . . , n,ÿêà ìiíiìàëüíî âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä n/2. À ñàìå, mα;n âèçíà-÷à¹òüñÿ ÿê ìiíiìàëüíå ÷èñëî m, äëÿ ÿêîãî
P{µ0 > m} ≤ α, (19.2.2)



368 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨äå µ0 � áiíîìíî ðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ïàðà-ìåòðàìè (n; 1/2).Çíà÷åííÿ mα;n çà çàäàíèìè ðiâíåì çíà÷óùîñòi α i îá-ñÿãîì âèáiðêè n òàáóëüîâàíî (äèâ. òàáë. 22.9.1).Êðèòåðié çíàêiâ. Íåõàé (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . , (ξn, ηn)� n ïàð âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, äëÿ ÿêèõ ðiçíèöi ζj = ηj−ξjìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
ζj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n,âèïàäêîâi âåëè÷èíè ej ¹: 1◦ íåçàëåæíèìè, 2◦ ñèìåòðè÷-íî ðîçïîäiëåíèìè âiäíîñíî íóëÿ é àáñîëþòíî íåïåðåðâ-íèìè; ÷èñëî mα;n îçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (19.2.2).ßêùî ãiïîòåçó H0: θ = 0 âiäõèëÿòè ïðè

µ > mα;ni íå âiäõèëÿòè ïðè
µ ≤ mα;n,òî ç iìîâiðíiñòþ, ùî íå ïåðåâèùó¹ α, ãiïîòåçó H0 âiä-õèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ (îäíîái÷íèé êðè-òåðié çíàêiâ, àëüòåðíàòèâà: θ > 0).ßêùî ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòè ïðè

µ 6∈ [n−mα;n; mα;n]i íå âiäõèëÿòè ïðè
µ ∈ [n−mα;n; mα;n],òî ç iìîâiðíiñòþ, ùî íå ïåðåâèùó¹ 2α, ãiïîòåçó H0 âiä-õèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ (äâîái÷íèé êðè-òåðié çíàêiâ, àëüòåðíàòèâà: θ > 0 àáî θ < 0).Ïîìèëêè ïåðøîãî i äðóãîãî ðîäó. Êîëè ãiïîòåçà

H0: θ = 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, âèïàäêîâà âeëè÷èíà µ � êiëü-êiñòü äîäàòíèõ ðiçíèöü ζj = ηj − ξj, j = 1, 2, . . . , n, ìà¹áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (n; 1/2). Òîìó µ, ìàéæåçàâæäè ìàëî âiäõèëÿþ÷èñü âiä n/2, ìîæå (õî÷à é çðiä-êà) íàáóâàòè çíà÷åíü, ÿêi iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä n/2.Ïðè öüîìó ãiïîòåçó H0: θ = 0 âiäõèëÿ¹ìî i òèì ñàìèì



19.2. Êðèòåðié çíàêiâ 369ïðèïóñêà¹ìîñÿ ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó (¨¨ éìîâiðíiñòü íåïåðåâèùó¹ âèáðàíîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi).Êîëè ãiïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, íàïðèêëàä,
θ > 0, òî, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà µ(êiëüêiñòü äîäàòíèõ ðiçíèöü) ìàéæå çàâæäè íàáóâà¹ âå-ëèêèõ çíà÷åíü (iñòîòíî áiëüøèõ íiæ n/2), âîíà ìîæå, õî-÷à é çðiäêà, íàáóâàòè çíà÷åíü, ÿêi ìàëî âiäðiçíÿþòüñÿâiä n/2. Ïðè öüîìó ãiïîòåçó H0 íå âiäõèëÿ¹ìî i òèì ñà-ìèì ïðèïóñêà¹ìîñÿ ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó.Çâ'ÿçêè. ßêùî çíÿòè âèìîãó ïðî íåïåðåðâíiñòü ðîç-ïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ηj i ξj , òî ðiçíèöi ζj = ηj− ξj ,
j = 1, 2, . . . , n, ìîæóòü íàáóâàòè íóëüîâèõ çíà÷åíü ç íåíó-ëüîâîþ éìîâiðíiñòþ (êàæóòü, ùî ¹ çâ'ÿçêè). ×è ìîæíà âöüîìó ðàçi êîðèñòóâàòèñÿ êðèòåði¹ì çíàêiâ äëÿ ïåðåâiðêèãiïîòåçè H0: θ = 0? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìîæíà, ïîïåðåäíüîâiäêèíóâøè ðiâíi íóëåâi ðiçíèöi é çàñòîñîâóþ÷è êðèòåðiéçíàêiâ äî âiäìiííèõ âiä íóëÿ ðiçíèöü, ùî çàëèøèëèñÿ (ði-çíèöi, ÿêi äîðiâíþþòü íóëþ, íå âðàõîâóþòüñÿ, íåíà÷å ¨õâçàãàëi íå áóëî).Êðèòåðié çíàêiâ çà íàÿâíîñòi çâ'ÿçêiâ. Íåõàé
(ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . , (ξn, ηn) � n ïàð âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,äëÿ ÿêèõ ðiçíèöi ζj = ηj − ξj , j = 1, 2, . . . , n, ìîæíà ïî-äàòè ó âèãëÿäi

ζj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n,äå âèïàäêîâi âåëè÷èíè ej ¹: 1◦ íåçàëåæíèìè; 2◦ ñèìåò-ðè÷íî ðîçïîäiëåíèìè âiäíîñíî íóëÿ.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç s êiëüêiñòü ðiçíèöü ζj = ηj − ξj ,
j = 1, 2, . . . , n, âiäìiííèõ âiä íóëÿ, à ÷åðåç µ � êiëü-êiñòü äîäàòíèõ ñåðåä íèõ. Äëÿ êîæíîãî �iêñîâàíîãî s
(s = 1, 2, . . . , n) îçíà÷èìî ÷èñëî mα;s ÿê ìiíiìàëüíå m,äëÿ ÿêîãî

P{µ > m} ≤ α,äå µ � áiíîìíî ðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ïàðà-ìåòðàìè (s; 1/2).ßêùî ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòè ïðè
µ > mα;si íå âiäõèëÿòè ïðè
µ ≤ mα;s,



370 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨òî ç iìîâiðíiñòþ, ùî íå ïåðåâèùó¹ α, ãiïîòåçó H0 âiä-õèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ (àëüòåðíàòèâàîäíîái÷íà: θ > 0).ßêùî ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòè ïðè
µ 6∈ [s−mα;s, mα;s]i íå âiäõèëÿòè ïðè
µ ∈ [s−mα;s, mα;s],òî ç iìîâiðíiñòþ, ùî íå ïåðåâèùó¹ 2α, ãiïîòåçó H0 âiä-õèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ (àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà: θ > 0 àáî θ < 0).Äâîâèáiðêîâèé êðèòåðié çíàêiâ. Íåõàé ξ1, ξ2, . . .

. . . , ξn i η1, η2, . . . , ηn � íåçàëåæíi âèáiðêè âiäïîâiäíî çðîçïîäiëiâ F i G òàêèõ, ùî
G(x) = F (x− θ),ïðè÷îìó íi ðîçïîäië F , íi ïàðàìåòð θ íåâiäîìi. Ñòîñîâíîïàðàìåòðà θ âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà

H0 : θ = 0(àáî, ùî òå ñàìå, F = G), ÿêó òðåáà ïåðåâiðèòè.�iïîòåçó H0 : θ = 0 ìîæíà ïåðåâiðÿòè, êîðèñòóþ÷èñüêðèòåði¹ì çíàêiâ ó òîìó ñàìîìó �îðìóëþâàííi, ùî i äëÿïîâòîðíèõ ñïîñòåðåæåíü: ïiäðàõóâàòè êiëüêiñòü µ äîäàò-íèõ ðiçíèöü ζj = ηj − ξj ñåðåä ζ1, ζ2, . . . , ζn, i ïîðiâíÿòè ¨¨ç mα;s.Ïðèêëàä 19.2.1 . Îäèí iç ìåòîäiâ êiëüêiñíîãî àíà-ëiçó ñòóïåíÿ ñïðàöþâàííÿ øèíè àâòîìîáiëÿ ïîëÿãà¹ óâèìiðþâàííi ãëèáèíè ïðîíèêíåííÿ ùóïà â êàíàâêó ïðî-òåêòîðà ó ïåâíîìó ìiñöi øèíè.Ïiä ÷àñ äîðîæíüî-åêñïëóàòàöiéíèõ äîñëiäæåíü äâàêîíòðîëåðè âèìiðþþòü ãëèáèíó êàíàâîê íà øèíàõ ïiñëÿêîæíîãî åêñïåðèìåíòó. Îñíîâíà ñêëàäíiñòü ïðîâåäåííÿâèìiðþâàíü ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî êîæíèé êîíòðîëåð ìà¹ñâîþ, âëàñòèâó ëèøå éîìó çìiùóâàíiñòü ðåçóëüòàòiâ



19.2. Êðèòåðié çíàêiâ 371âèìiðþâàíü, ïîâ'ÿçàíó ç íàòèñêóâàííÿì íà ùóï1 (âiä íà-òèñêóâàííÿ çàëåæèòü ãëèáèíà ïðîíèêíåííÿ ùóïà â êà-íàâêó ïðîòåêòîðà).�åçóëüòàòè 10 âèìiðþâàíü, âèêîíàíèõ êîíòðîëåðà-ìè â 10 �iêñîâàíèõ òî÷êàõ øèíè, íàâåäåíî â òàáëèöi.Òî÷- Ïåðøèé Äðóãèé Òî÷- Ïåðøèé Äðóãèéêà êîíòðîëåð êîíòðîëåð êà êîíòðîëåð êîíòðîëåð1 126 125 6 159 1522 128 120 7 152 1503 157 163 8 138 1364 131 118 9 138 1405 142 129 10 142 136� ïðèïóùåííÿ, ùî ïåðøèé êîíòðîëåð îòðèìó¹ âèùiðåçóëüòàòè, íiæ äðóãèé.×è óçãîäæó¹òüñÿ öå ïðèïóùåííÿ ç ðåçóëüòàòàìèåêñïåðèìåíòó?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. �åçóëüòàòè âèìiðþâàíü, âèêîíàíèõïåðøèì êîíòðîëåðîì, ïîçíà÷èìî ÷åðåç ηj , à äðóãèì �÷åðåç ξj , j = 1, 2, . . . , 10. �içíèöi ζj = ηj − ξj , j = 1, 2, . . .
. . . , 10, ïðèðîäíî ââàæàòè çîáðàæóâàíèìè ó âèãëÿäi

ζj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , 10,äå ej � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Ïàðàìåòð θ õàðàê-òåðèçó¹ âiäìiííîñòi (ÿêùî âîíè ¹) ó íàòèñêóâàííi ïåðøèìi äðóãèì êîíòðîëåðàìè íà ùóï (ÿêùî θ = 0, òî âiäìiííîñ-òåé íåìà¹, à ÿêùî θ 6= 0, òî âîíè ¹).Íåîáõiäíî çà ðåçóëüòàòàìè âèìiðþâàíü äiéòè âèñíîâ-êó ïðî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà θ, à ñàìå: θ = 0 ÷è θ 6= 0.Ñ�îðìóëþ¹ìî ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòà-òèñòè÷íèõ ãiïîòåç.Âiäíîñíî ïàðàìåòðà θ âèñóâà¹ìî ãiïîòåçó H0 : θ = 0,òîáòî êîíòðîëåðè îòðèìóþòü îäíàêîâi ðåçóëüòàòè. Îñ-êiëüêè ¹ ïiäîçðà, ùî ïåðøèé êîíòðîëåð îòðèìó¹ âèùiðåçóëüòàòè, çà àëüòåðíàòèâó îñíîâíié ãiïîòåçi âèáåðåìîîäíîái÷íó àëüòåðíàòèâó: θ > 0.Âiäõèëåííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòåçè òðàêòóâàòèìåìî íà êî-ðèñòü âèùèõ ðåçóëüòàòiâ ïåðøîãî êîíòðîëåðà ïîðiâíÿíî1Òóò ùóï � òîíêà ïðîäîâãóâàòà ìåòàëåâà ïëàñòèíêà ïðÿìîêóò-íî¨ �îðìè.



372 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨ç ðåçóëüòàòàìè äðóãîãî, íåâiäõèëåííÿ � ÿê âiäñóòíiñòüâiäìiííîñòåé ó âèìiðþâàííÿõ êîíòðîëåðiâ.Äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ñêîðèñòà¹ìîñÿ êðèòåði¹ìçíàêiâ. Ìà¹ìî òàêi çíàêè ðiçíèöü:
++−+++++−+ .Óñüîãî 10 ðiçíèöü (óñi âîíè âiäìiííi âiä íóëÿ), êiëüêiñòü µäîäàòíèõ ñåðåä íèõ äîðiâíþ¹ 8. Ïðè öüîìó

µ = 8 ≤ 8 = m0,025;10 = mα;n.Òîìó çãiäíî ç êðèòåði¹ì çíàêiâ äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè
H0: θ = 0 ïðîòè àëüòåðíàòèâè θ > 0 ãiïîòåçà H0 íà ðiâíiçíà÷óùîñòi 0,025 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ (ïîÿâà âîñüìè äîäàòíèõðiçíèöü ç 10 ìîæëèâèõ äîïóñòèìà).Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà òðàêòóâàòè òàê. Åêñïåðèìåíòíå äà¹ ïiäñòàâ ñòâåðäæóâàòè, ùî ðåçóëüòàòè âèìiðþâàíü(äèâ. òàáëèöþ), îòðèìàíi ïåðøèì êîíòðîëåðîì, âèùi ïî-ðiâíÿíî ç ðåçóëüòàòàìè, äîáóòèìè äðóãèì êîíòðîëåðîì.(Òàêi ðåçóëüòàòè ìiã äîáóòè îäèí i òîé ñàìèé êîíòðîëåð.)19.3 Êðèòåðié ÂiëêîêñîíàÏîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . ξn(ω)) i η(ω) = (η1(ω), η2(ω), . . . , ηm(ω)) � ðåàëiçàöi¨íåçàëåæíèõ âèáiðîê ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) i η = (η1, η2, . . . , ηm)âiäïîâiäíî ç íåïåðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ F i G. Ñòîñîâíî ðîç-ïîäiëiâ F i G âiäîìî ëèøå òå, ùî ¨õíi �óíêöi¨ ðîçïîäiëiâçâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

G(x) = F (x− θ).Ïàðàìåòð θ íåâiäîìèé. Ùîäî íüîãî âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà
H0 : θ = 0.Àëüòåðíàòèâà íóëüîâié ãiïîòåçi H0 ìîæå áóòè ÿê äâîái÷-íîþ: ÿêùî θ 6= 0, òî θ > 0 àáî θ < 0, òàê i îäíîái÷íîþ:ÿêùî θ 6= 0, òî θ > 0 (îäíîái÷íà àëüòåðíàòèâà ìîæå áóòè i



19.3. Êðèòåðié Âiëêîêñîíà 373òàêîþ: θ < 0). Âèáið àëüòåðíàòèâè âèçíà÷à¹òüñÿ çàäà÷åþ,ùî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ.Äàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ êðèòåðié Âiëêîêñîíà äëÿ ïåðåâið-êè ãiïîòåçè H0: θ = 0.Ñòàòèñòèêà W (ñòàòèñòèêà Âiëêîêñîíà). �îçìiñ-òèìî âèáiðêîâi çíà÷åííÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn i η1, η2, . . . , ηmó ñïiëüíèé âàðiàöiéíèé ðÿä. Iíäåêñè, ÿê ïðàâèëî, îïóñêà-òèìåìî. Îòðèìà¹ìî ïåðåñòàíîâêó ç n ëiòåð ξ i m ëiòåð η,íàïðèêëàä
ω = (ξηξηηηξξ . . . ξη). (19.3.1)Íàäàëi äëÿ âèçíà÷åíîñòi ÷åðåç ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ïîçíà-÷àòèìåìî âèáiðêó ìåíøîãî îáñÿãó, à ÿêùî îáñÿãè âèáiðîêîäíàêîâi, òî äîâiëüíó.Âèçíà÷èìî ðàíã êîæíîãî âèáiðêîâîãî çíà÷åííÿ ÿê íî-ìåð ìiñöÿ, íà ÿêîìó âîíî çíàõîäèòüñÿ ó ñïiëüíîìó âàði-àöiéíîìó ðÿäi (19.3.1). Îñêiëüêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) i η =

= (η1, η2, . . . , ηm)� âèáiðêè ç íåïåðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ, iìî-âiðíiñòü òîãî, ùî âèáiðêîâi çíà÷åííÿ ñïiâïàäóòü, äîðiâíþ¹íóëþ, àëå íà ïðàêòèöi âèáiðêîâi çíà÷åííÿ ðå¹ñòðóþòüñÿ çiñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ çíàêiâ i òîìó âîíè ìîæóòü ñïiâïà-äàòè ç íåíóëüîâîþ iìîâiðíiñòþ. Ó öüîìó ðàçi âèáiðêîâèìçíà÷åííÿì, ùî ñïiâïàäàþòü, ïðèïèñó¹ìî îäèí i òîé ñàìèéñåðåäíié ðàíã. Íàïðèêëàä, ÿêùî ξi = 7,1; ηj = 7,1, ïðè-÷îìó, ñêàæiìî, ¹ ÷îòèðè âèáiðêîâi çíà÷åííÿ, ìåíøi íiæ7,1, òî êîæíîìó ç âèáiðêîâèõ çíà÷åíü ξi i ηj (âîíè çíà-õîäÿòüñÿ íà 5-ìó é 6-ìó ìiñöÿõ) ïðèïèñó¹òüñÿ ñåðåäíiéðàíã (5+6)/2=5,5.Äàëi îçíà÷èìî W ÿê ñóìó ðàíãiâ âèáiðêè ìåíøîãî îá-ñÿãó, òîáòî âèáiðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn, à ñàìå:
W = r1 + r2 + . . .+ rn,äå r1, r2, . . . , rn � ðàíãè âèáiðêîâèõ çíà÷åíü ξ1, ξ2, . . . , ξnó ïåðåñòàíîâöi (19.3.1).Âåëè÷èíîþ W ìîæíà îïèñóâàòè ìiðó çìiøàíîñòi ëi-òåð ξ i η ó ñïiëüíîìó âàðiàöiéíîìó ðÿäi: ÿêùî ñóìà ðàíãiâ

W âåëèêà (áiëüøiñòü âèáiðêîâèõ çíà÷åíü ξi ðîçìiùó¹òüñÿïðàâîðó÷ âiä âèáiðêîâèõ çíà÷åíü ηj) àáî ìàëà (áiëüøiñòüâèáiðêîâèõ çíà÷åíü ξi ðîçìiùó¹òüñÿ ëiâîðó÷ âiä âèáiðêî-âèõ çíà÷åíü ηj), òî ëiòåðè ξ i η ó ñïiëüíîìó âàðiàöiéíîìóðÿäi çìiøàíi ïîãàíî, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � äîáðå.



374 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨Çàçíà÷èìî, ùî ìiíiìàëüíî ìîæëèâèì çíà÷åííÿì ñóìèðàíãiâ W ¹
1 + 2 + 3 + . . .+ n =

n(n+ 1)

2
,ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèì �

(m+ 1) + (m+ 2) + . . .+ (m+ n) = mn+
n(n+ 1)

2
,ñåðåäíiì �

1

2

(
n(n+ 1)

2
+

(

mn+
n(n+ 1)

2

))

=
n(n+m+ 1)

2
.Êîëè ãiïîòåçà H0: θ = 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, ìàòåìàòè÷íåñïîäiâàííÿ W äîðiâíþ¹ n(n + m + 1)/2 (çàçíà÷èìî, ùî

n(n+m+1)/2 � êîîðäèíàòà ñåðåäèíè âiäðiçêà ç êiíöÿìè
n(n+ 1)/2 i nm+ n(n+ 1)/2).Âåëè÷èíóW íàçèâàþòü ñòàòèñòèêîþ Âiëêîêñîíà. Çàñòàòèñòèêîþ W áóäó¹òüñÿ êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòå-çè H0 : F = G.ßêùî ãiïîòåçà H0: F = G ñïðàâäæó¹òüñÿ, òî ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn) i η = (η1, η2, . . . , ηm) ¹ íåçàëåæíèìè âè-áiðêàìè ç îäíîãî é òîãî ñàìîãî ðîçïîäiëó; òîìó ëiòåðè
ξ i η ó ïåðåñòàíîâöi (19.3.1) çìiøàíi äîáðå i W íàáóâà¹çíà÷åíü, áëèçüêèõ äî ñâîãî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ

n(n+m+ 1)/2(ñòàòèñòèêó W , êîëè ãiïîòåçà ñïðàâäæó¹òüñÿ, ïîçíà÷à-òèìåìî W0). ßêùî æ ãiïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, Wíàáóâà¹ çíà÷åíü, ÿêi iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä
n(n+m+ 1)/2(ïðè θ > 0 ñòàòèñòèêà W íàáóâà¹ ìàëèõ çíà÷åíü, à ïðè

θ < 0 � âåëèêèõ). Îòæå, ÿêùî ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òü-ñÿ, âèïàäêîâà âåëè÷èíà W = W0 ìàëî âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä
n(n+m+1)/2 ïîðiâíÿíî ç âiäõèëåííÿìè âåëè÷èíè W âiä
n(n+m+ 1)/2, êîëè ãiïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ.



19.3. Êðèòåðié Âiëêîêñîíà 375Òîìó, ïåðåâiðÿþ÷è ãiïîòåçó H0, ¨ ¨ ïðèðîäíî íå âiäõè-ëÿòè, êîëè W íàáóëî çíà÷åííÿ, ÿêå ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿâiä n(n+m+ 1)/2, i âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi.Ìåæi, ùî âiäîêðåìëþþòü çíà÷åííÿW , ÿêi ìàëî âiäði-çíÿþòüñÿ âiä n(n+m+1)/2, âiä çíà÷åíü W , ùî âiäðiçíÿ-þòüñÿ âiä n(n +m + 1)/2 iñòîòíî, áóäóþòüñÿ çà âiäîìèìðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè W0.Çà äàíèìè α (ðiâíåì çíà÷óùîñòi) i n,m (îáñÿãàìè âè-áiðîê) ÷èñëî Wα;n;m âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéáiëüøå öiëå t,äëÿ ÿêîãî
P{W0 ≤ t} ≤ α.Òîäi øóêàíèìè ìåæàìè ¹

Wα;n;m i n(n+m+ 1)−Wα;n;m.Çíà÷åííÿ Wα;n;m òàáóëüîâàíî (äèâ. òàáë. 22.8.1).Êðèòåðié Âiëêîêñîíà. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn i η1, η2,
. . . , ηm � íåçàëåæíi âèáiðêè âiäïîâiäíî ç íåïåðåðâíèõ ðîç-ïîäiëiâ F i G, ïðè÷îìó

G(x) = F (x− θ).ßêùî ãiïîòåçó
H0 : θ = 0âiäõèëÿòè ïðè
W ≤Wα;n;mi íå âiäõèëÿòè ïðè
W > Wα;n;m,òî ç iìîâiðíiñòþ, íå áiëüøîþ íiæ α, ãiïîòåçó H0 âiä-õèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ (àëüòåðíàòèâàîäíîái÷íà: θ > 0).ßêùî ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòè ïðè

W ≥ n(n+m+ 1)−Wα;n;mi íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ,íå áiëüøîþ íiæ α, ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, êîëè âî-íà ñïðàâäæó¹òüñÿ (àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà: θ < 0).



376 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨ßêùî ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòè ïðè
W 6∈ (Wα;n;m;n(n+m+ 1)−Wα;n;m)i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ,íå áiëüøîþ íiæ 2α, ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, êîëèâîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ (àëüòåðíàòèâà äâîái÷íà: θ < 0 àáî

θ > 0).ßêùî îáñÿãè âèáiðîê n i m âåëèêi � ó êðèòåði¨ Âiëêî-êñîíà çíà÷åííÿ n i m âåëèêi, êîëè
min{n,m} ≥ 6, m+ n ≥ 20� òî ÿê Wα;n;m âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

Wα;n;m =
1

2
n(n+m+ 1) + zα

√

1

12
nm(n+m+ 1),äå zα � α-êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðà-ìè (0;1), òîáòî zα � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ N0;1(zα) = α (äèâ.òàáë. 22.1.1). Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîëè n,m → ∞,ñòàòèñòèêà W àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíà iç ñåðåäíiì

n(n+m+ 1)/2 i äèñïåðñi¹þ nm(n+m+ 1)/12.Ïîìèëêè ïåðøîãî i äðóãîãî ðîäó. Êîëè ãiïîòåçà
H0: F = G ñïðàâäæó¹òüñÿ, âèïàäêîâà âåëè÷èíà W � ñó-ìà ðàíãiâ âèáiðêè ìåíøîãî îáñÿãó, íàáóâàþ÷è çíà÷åíü çïðîìiæêó

[n(n+ 1)/2, nm+ n(n+ 1)/2]i ìàéæå çàâæäè ìàëî âiäõèëÿþ÷èñü âiä ñåðåäíüîãî çíà-÷åííÿ n(n+m+ 1)/2, òîáòî
W ∈ (Wα;n;m;n(n +m+ 1)−Wα;n;m) ,ìîæå, õî÷à é çðiäêà, íàáóòè çíà÷åííÿ, ùî iñòîòíî âiäðiç-íÿ¹òüñÿ âiä n(n+m+ 1)/2, òîáòî

W ≤Wα;n;m àáî W ≥ n(n+m+ 1)−Wα;n;m.Ïðè öüîìó ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿ¹ìî i òèì ñàìèì ïðèïóñ-êà¹ìîñÿ ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó.



19.3. Êðèòåðié Âiëêîêñîíà 377ßêùî æ ãiïîòåçà H0 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, òî W , ìàéæåçàâæäè íàáóâàþ÷è çíà÷åíü, ÿêi iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä
n(n+m+1)/2 (ìàëèõ àáî âåëèêèõ), ìîæå, õî÷à é çðiäêà,íàáóòè çíà÷åííÿ, áëèçüêîãî äî ñåðåäíüîãî n(n+m+1)/2,òîáòî

W ∈ (Wα;n;m;n(n+m+ 1)−Wα;n;m) .Ïðè öüîìó ãiïîòåçó H0 íå âiäõèëÿ¹ìî i òèì ñàìèì ïðè-ïóñêà¹ìîñÿ ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó.Ïðèêëàä 19.3.1 . Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi íàñòèðàííÿ åïîêñèäíî¨ ïëàñòìàñè ç âèêîðèñòàííÿì ÿê íà-ïîâíþâà÷à îêñèäó àëþìiíiþ ó ðiçíié êîíöåíòðàöi¨ âèãî-òîâèëè äâi ïàðòi¨ ïëèòîê.�îçãëÿäàëèñÿ äâà çíà÷åííÿ âiäíîñíî¨ êîíöåíòðàöi¨ íà-ïîâíþâà÷à â ñìîëi, ùî âiäïîâiäàëè âiäíîøåííÿì 1/2 äî 1i 1 äî 1. Âèãîòîâèëè ïî 18 çðàçêiâ ïëèòîê, ïðè öüîìóäâi ç íèõ iç êîíöåíòðàöi¹þ 1/2 äî 1 áóëè çàáðàêîâàíi éíå âèïðîáîâóâàëèñÿ. Ïîòiì êîæíó ç ïëèòîê ïðèâîäèëèó çâîðîòíî-ïîñòóïàëüíèé ðóõ ïî àáðàçèâíîìó ìàòåðiàëó
(10 000 öèêëiâ äëÿ êîæíî¨ ïëèòêè).Âèìiðþâàëàñÿ ðiçíèöÿ òîâùèíè ïëèòîê äî i ïiñëÿ âè-ïðîáóâàíü; òî÷íiñòü âèìiðþâàíü ñòàíîâèëà 10−4 äþéìà
(1 äþéì = 0, 0254 ì.).Êîíöåíòðàöiÿ 1/2 äî 1: 7,0; 6,4; 7,3; 5,1; 5,7; 6,6; 5,0;
7,7; 6,8; 5,1; 4,6; 5,5; 5,8; 6,2; 4,8; 5,8.Êîíöåíòðàöiÿ 1 äî 1: 7,1; 5,0; 6,4; 6,9; 5,7; 6,5; 6,5;
4,0; 6,2; 6,8; 4,0; 7,5; 7,2; 5,2; 7,8; 4,8; 4,4; 6,0.×è âiäðiçíÿþòüñÿ ïëèòêè ç åïîêñèäíî¨ ïëàñòìàñè,â ÿêèõ íàïîâíþâà÷åì áóâ îêñèä àëþìiíiþ ó ðiçíèõ êîí-öåíòðàöiÿõ, çà ñòiéêiñòþ íà ñòèðàííÿ? Iíàêøå êàæó-÷è, ÷è âïëèâà¹ êîíöåíòðàöiÿ íàïîâíþâà÷à íà ñòiéêiñòüïëèòêè íà ñòèðàííÿ?�î ç â' ÿ ç à í í ÿ. Ñ�îðìóëþ¹ìî ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿêçàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F i G ðîçïîäiëè âåëè÷èíè ñòèðàííÿïëèòîê âiäïîâiäíî ç êîíöåíòðàöi¹þ íàïîâíþâà÷à 1/2 äî 1i 1 äî 1. �îçïîäiëè F i G íåïåðåðâíi. Ïðèïóñòèìî òàêîæ,ùî G(x) = F (x − θ) (θ � ïàðàìåòð, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹âiäìiííîñòi âåëè÷èíè ñòèðàííÿ, ÿêùî âîíè ¹).Ùîäî âiäìiííîñòåé ïëèòîê ç ðiçíîþ êîíöåíòðàöi¹þíàïîâíþâà÷à âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: êîíöåíòðàöiÿ íà-



378 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨ïîâíþâà÷à íå âïëèâà¹ íà ñòiéêiñòü ïëèòêè íà ñòèðàííÿ.Öþ ãiïîòåçó ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè òàê: H0: F = G àáî,ùî òå ñàìå, H0 : θ = 0. Îñêiëüêè ùîäî âïëèâó êîíöåíòðà-öi¨ íàïîâíþâà÷à íà ñòèðàííÿ íi÷îãî íåâiäîìî, ðîçãëÿäà-òèìåìî äâîái÷íó àëüòåðíàòèâó: θ < 0 àáî θ > 0.Íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó H0, òîáòî çà ðåàëiçà-öi¹þ âèáiðêè äiéòè âèñíîâêó � âiäõèëÿòè ãiïîòåçó H0 ÷èíi. Âiäõèëåííÿ ãiïîòåçè H0 iíòåðïðåòóâàòèìåìî ÿê íà-ÿâíiñòü âïëèâó êîíöåíòðàöi¨ íàïîâíþâà÷à íà ñòèðàííÿïëèòîê. ßêùî æ ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ, òî ìîæíàñòâåðäæóâàòè, ùî â åêñïåðèìåíòi âïëèâ êîíöåíòðàöi¨ íà-ïîâíþâà÷à íà ñòèðàííÿ íå âèÿâèâñÿ.Äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ñêîðèñòà¹ìîñÿ êðèòåði¹ìÂiëêîêñîíà. �iïîòåçó H0 âiäõèëÿòèìåìî, êîëè
W 6∈ (Wα;n;m;n(n +m+ 1)−Wα;n;m) ,i íå âiäõèëÿòèìåìî â ñóïðîòèâíîìó ðàçi.Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî W � ñóìó ðàíãiâ âèáiðêè ìåí-øîãî îáñÿãó â ñïiëüíîìó âàðiàöiéíîìó ðÿäi: 4,0; 4,0; 4,4;4,6; 4,8; 4,8; 5,0; 5,0; 5,1; 5,1; 5,2; 5,5; 5,7; 5,7; 5,8; 5,8; 6,0;6,2; 6,2; 6,4; 6,4; 6,5; 6,5; 6,6; 6,8; 6,8; 6,9; 7,0; 7,1; 7,2; 7,3;7,5; 7,7; 7,8 (ïiäêðåñëåíi âèáiðêîâi çíà÷åííÿ âèáiðêè ìåí-øîãî îáñÿãó).

W = 4 + (5 + 6)/2 + (7 + 8)/2 + (9 + 10)/2 + (9 + 10)/2 +
+12+(13+14)/2+(15+16)/2+(15+16)/2+(18+19)/2+
+(20 + 21)/2 + 24 + (25 + 26)/2 + 28 + 31 + 33 = 273.Äàëi, âðàõîâóþ÷è, ùî âèáiðêè âåëèêîãî îáñÿãó:

n = 16 > 6, m = 18 > 6, n+m = 34 > 20,ÿê Wα;n;m ìîæíà ðîçãëÿäàòè
1

2
n(n+m+ 1) + zα

√

1

12
nm(n+m+ 1),äå zα � α-êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðà-ìè (0;1).Çà òàáëèöåþ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó (äèâ. òàáë. 22.1.1)çíàõîäèìî zα = z0,025 = −1,96. Òàêèì ÷èíîì,

Wα;n;m =W0,025;16;18 =
1

2
16(16 + 18 + 1)−



19.4. Çàäà÷i 379
−1,96

√

1

12
16 · 18(16 + 18 + 1) = 223,2;

n(n+m+ 1)−Wα;n;m =

= 16(16 + 18 + 1)−W0,025;16;18 = 336,8.Äëÿ ñóìè ðàíãiâ W = 273 ìà¹ìî
Wα;n;m =W0,025;16;18 = 223,2 < 273 < 336,8 =

= 16 · 35−W0,025;16;18 = n(n+m+ 1)−Wα;n;m.Òîìó çãiäíî ç êðèòåði¹ì Âiëêîêñîíà ãiïîòåçà H0: θ = 0íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Âîíà íå ñóïåðå÷èòü ðåçóëüòàòàì åêñïå-ðèìåíòó. (Ñóìà ðàíãiâ W = 273 ïðèðîäíà (òèïîâà) äëÿâèáiðîê îáñÿãó n = 16 i m = 18 ç îäíîãî é òîãî ñàìîãîðîçïîäiëó.)Îòæå, åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi íå äàþòü ïiäñòàâ ñòâåðä-æóâàòè, ùî ïëèòêè ç ðiçíîþ êîíöåíòðàöi¹þ íàïîâíþâà÷àâiäðiçíÿþòüñÿ ñòiéêiñòþ íà ñòèðàííÿ.19.4 Çàäà÷iÀÇ: 19.7, 19.11, 19.12.ÑÇ: 19.1, 19.13, 19.30.19.1 (àíêåòóâàííÿ �Âèêëàäà÷ î÷èìà ñòóäåíòiâ�� å�åêò åêçàìåíàöiéíî¨ îöiíêè). Ïèòàííÿ ïðî íå-óïåðåäæåíiñòü îöiíþâàííÿ ÿêîñòåé, âåëè÷èí, ïàðàìåòðiâi ò. ií. äîñèòü öiêàâå. Ïðè öüîìó óïåðåäæåíiñòü â îöi-íþâàííi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ÷àñòiøå, íiæ íåóïåðåäæåíiñòü.Ó çàäà÷àõ 18.12, 18.17 îïèñàíî ïðîñòi åêñïåðèìåíòè, ÿêiiëþñòðóþòü òîé �àêò, ùî ïðè îöiíþâàííi âåëè÷èí (i íà-âiòü ïðè çíÿòòi ïîêàçiâ ïðèëàäó) òèïîâiøîþ ¹ óïåðåäæå-íiñòü, íiæ íåóïåðåäæåíiñòü (îñòàííÿ øâèäøå âèíÿòîê,àíiæ ïðàâèëî).Ó äåÿêèõ ñèòóàöiÿõ ïðè÷èíè óïåðåäæåíîñòi ìîæíàïîÿñíèòè, iíêîëè æ âîíè àáñîëþòíî çàãàäêîâi é íåçðî-çóìiëi (äèâ., íàïðèêëàä, çàäà÷ó 18.17, äå íàâåäåíî ïðè-êëàä ÿâíîãî óïåðåäæåííÿ ïðè ç÷èòóâàííi öè�ð ç êðóãà,ùî îáåðòà¹òüñÿ ç âåëèêîþ øâèäêiñòþ).



380 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨Ïiä ÷àñ îáðîáëåííÿ ðåçóëüòàòiâ àíêåòóâàííÿ �Âèêëà-äà÷ î÷èìà ñòóäåíòiâ�, ÿê i ïiä ÷àñ áóäü-ÿêîãî iíøîãî îöi-íþâàííÿ, âèíèêàþòü ïèòàííÿ: 1) ïðî íåóïåðåäæåíiñòü îöi-íþâàííÿ (ÿêó ñêîðiø çà âñå íå âàðòî î÷iêóâàòè) i 2) ïðîïðè÷èíè óïåðåäæåíîñòi (ó öüîìó îöiíþâàííi çäåáiëüøîãîöiëêîì çðîçóìiëi).Äîñëiäæóþ÷è ìîæëèâi ïðè÷èíè óïåðåäæåíîãî îöiíþ-âàííÿ, ðîçãëÿíåìî:1) å�åêò åêçàìåíàöiéíî¨ îöiíêè (çàäà÷à 19.2);2) å�åêò åêçàìåíó (çàäà÷à 19.20);3) å�åêò ïðàêòè÷íîãî çàíÿòòÿ � çàëåæíiñòü îöiíêèâèêëàäà÷à ñòóäåíòàìè âiä òîãî, ÷è ïðîâîäèòü âèêëàäà÷ óãðóïi (ïàðàëåëüíî ç ÷èòàííÿì ëåêöié) ïðàêòè÷íi çàíÿòòÿ(çàäà÷à 19.5).Ìîæíà äîñëiäèòè é iíøi �àêòîðè ÿê ìîæëèâi ïðè÷è-íè óïåðåäæåíîãî îöiíþâàííÿ.Å�åêò åêçàìåíàöiéíî¨ îöiíêè.Ùå äî ïî÷àòêó àí-êåòóâàííÿ âèñëîâëþâàëàñÿ äóìêà, ùî îöiíêà õàðàêòåðèñ-òèê âèêëàäà÷à ñòóäåíòàìè íå ìîæå áóòè íåóïåðåäæåíîþ.ßê íà ïðè÷èíó óïåðåäæåíîãî îöiíþâàííÿ âêàçóâàëîñÿ íàòå, ùî ñòóäåíòó íà åêçàìåíi âèêëàäà÷ âèñòàâëÿ¹ îöiíêó, iòîìó, îöiíþþ÷è âèêëàäà÷à, ñòóäåíò ñâiäîìî ÷è ïiäñâiäîìîâðàõîâó¹ ðåçóëüòàò åêçàìåíó � îòðèìàíó îöiíêó, îñîáëè-âî ÿêùî âîíà íåçàäîâiëüíà.Ó çâ'ÿçêó ç âèñóíóòîþ ãiïîòåçîþ ïðî iñíóâàííÿ å�åê-òó åêçàìåíàöiéíî¨ îöiíêè âèíèêà¹ çàïèòàííÿ: ÷è óçãîäæó-¹òüñÿ âîíà ç åêñïåðèìåíòîì (ðåçóëüòàòàìè àíêåòóâàííÿ)?Ó òàáë. 19.4.1 (ñòîâïöi 1 i 2) íàâåäåíî ðåçóëüòàòè àí-êåòóâàííÿ ó ñòóäåíòñüêèõ ãðóïàõ: ñòîâïåöü 1 � ó ãðóïiÏÌ-84-4, ñòîâïåöü 2 � ó ãðóïi ÏÌ-84-1 (ÏÌ � ïðèêëàäíàìàòåìàòèêà). Ïðè öüîìó îáèäâi ñòóäåíòñüêi ãðóïè ïåðå-áóâàëè â îäíàêîâèõ óìîâàõ ùîäî âèêëàäà÷à: â îáîõ ãðó-ïàõ ïðîòÿãîì ðîêó âií ÷èòàâ ëåêöi¨, ïðîâîäèâ ïðàêòè÷íiòà ëàáîðàòîðíi çàíÿòòÿ, ïðèéìàâ çàëiêè, åêçàìåíè. Ïðîòåðåçóëüòàòè åêçàìåíó â öèõ ãðóïàõ ïîìiòíî âiäðiçíÿþòüñÿêiëüêiñòþ îòðèìàíèõ äâiéîê (äèâ. òàáë. 19.4.2 i ïðèìiò-êó 1).Ñ�îðìóëþâàòè çàäà÷ó ïðî å�åêò åêçàìåíàöiéíî¨ îöií-êè ÿê çàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç i ðîçâ'ÿçà-òè ¨¨:



19.4. Çàäà÷i 381âèáðàòè îñíîâíó ãiïîòåçó é àëüòåðíàòèâíi (ùî îçíà÷à¹âiäõèëåííÿ îñíîâíî¨ ãiïîòåçè? ¨¨ íåâiäõèëåííÿ?);çàïðîïîíóâàòè ðiâåíü çíà÷óùîñòi òà êðèòåðié äëÿ ïå-ðåâiðêè îñíîâíî¨ ãiïîòåçè;ïåðåâiðèòè îñíîâíó ãiïîòåçó;äàòè ÷àñòîòíó iíòåðïðåòàöiþ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.Òà á ë è ö ÿ 19.4.1. Îöiíþâàííÿ ñòóäåíòàìè õàðàêòåðèñòèêâèêëàäà÷àÕàðàêòåðèñòèêà âèêëàäà÷à Îöiíêà1 2 3 4 5 6Âèêëàäà¹ ÿñíî é äîõiäëèâî 8,4 7,3 7,9 7,9 7,1 8,1�îç'ÿñíþ¹ ñêëàäíi ìiñöÿ 8,3 7,3 8,5 8,0 7,5 8,3Âèäiëÿ¹ ãîëîâíi ìîìåíòè 8,5 7,5 8,5 8,4 7,8 8,5Óìi¹ âèêëèêàòè iíòåðåñàóäèòîði¨ äî ïðåäìåòà 8,6 6,4 7,9 8,7 5,8 7,2Ñòåæèòü çà ðåàêöi¹þàóäèòîði¨ 8,4 8,3 7,9 7,3 6,1 7,6Ñòàâèòü çàïèòàííÿ,ñïîíóêà¹ äî äèñêóñi¨ 8,2 5,5 7,2 6,0 4,7 6,7Äîòðèìó¹òüñÿ ëîãi÷íî¨ïîñëiäîâíîñòi âèêëàäó 8,5 7,7 8,9 8,6 8,4 8,8Äåìîíñòðó¹ êóëüòóðóìîâè, ÷iòêiñòü äèêöi¨, íîð-ìàëüíèé òåìï âèêëàäàííÿ 7,0 3,9 6,5 6,4 5,5 6,5Óìi¹ çíÿòè íàïðóæåííÿ 8,1 5,6 7,1 5,8 5,1 6,5Îði¹íòó¹ íà âèêîðèñ-òàííÿ ìàòåðiàëó âìàéáóòíié äiÿëüíîñòi 6,9 6,1 7,9 5,1 3,9 6,5Òâîð÷èé ïiäõiä òà iíòå-ðåñ äî ñâî¹¨ ñïðàâè 8,5 7,2 7,9 7,9 7,1 8,1Äîáðîçè÷ëèâiñòü i òàêòó ñòàâëåííi äî ñòóäåíòiâ 8,0 6,6 7,9 8,1 7,7 7,9Òåðïiííÿ 8,2 5,8 8,5 8,0 7,1 8,3Âèìîãëèâiñòü 8,8 8,3 8,9 8,7 8,8 8,8Çàöiêàâëåíiñòü â óñïiõàõñòóäåíòiâ 8,4 6,4 8,0 7,7 7,2 7,8Îá'¹êòèâíiñòü â îöiíþ-âàííi çíàíü ñòóäåíòiâ 8,7 6,2 7,4 7,7 7,3 7,5Øàíîáëèâå ñòàâëåííÿäî ñòóäåíòiâ 8,6 6,5 8,5 8,3 7,9 8,4Ïðèâàáëþ¹ âèñîêîþ åðóäè-öi¹þ, ìàíåðîþ ïîâåäiíêè 8,8 6,5 7,9 8,4 8,1 8,2Ïðèì i ò ê à 1. Ó òàáë. 19.4.1 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îöi-íþâàííÿ àâòîðà öüîãî ïiäðó÷íèêà ÿê âèêëàäà÷à ñòóäåíòà-



382 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨ìè ãðóï ÏÌ-84-4, ÏÌ-84-1, ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ÏÌ-85-3,ÏÌ-85-4, à ñàìå: îöiíêè ó áàëàõ õàðàêòåðèñòèê âèêëàäà-÷à � ñåðåäí¹ ó ãðóïi àáî ó êiëüêîõ ãðóïàõ (ìàêñèìàëüíîìîæëèâà îöiíêà õàðàêòåðèñòèêè � 9 áàëiâ):ñòîâïåöü 1 � ó ãðóïi ÏÌ-84-4 íà åêçàìåíi øiñòü ñòó-äåíòiâ îòðèìàëè íåçàäîâiëüíi îöiíêè (÷åòâåðî ç íèõ âiä-ìîâèëèñÿ âiäïîâiäàòè ïiñëÿ îçíàéîìëåííÿ çi çìiñòîì åê-çàìåíàöiéíîãî áiëåòà, òîáòî �àêòè÷íî ñàìi îöiíèëè ñâî¨çíàííÿ ÿê íåçàäîâiëüíi (äèâ. òàáë. 19.4.2));ñòîâïåöü 2 � ó ãðóïi ÏÌ-84-1 íà åêçàìåíi äåâ'ÿòü ñòó-äåíòiâ îòðèìàëè íåçàäîâiëüíi îöiíêè (äèâ. òàáë. 19.4.2);ñòîâïåöü 3 � ó ãðóïàõ ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, äå ëåêòîðïðîâîäèâ òàêîæ ïðàêòè÷íi çàíÿòòÿ;ñòîâïåöü 4 � ó ãðóïàõ ÏÌ-85-3, ÏÌ-85-4, äå ëåêòîðíå ïðîâîäèâ ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü (¨õ ïðîâîäèâ iíøèé âè-êëàäà÷);ñòîâïåöü 5 � ó ãðóïàõ ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ÏÌ-85-3,ÏÌ-85-4 (àíêåòóâàííÿ ïðîâåäåíî äî åêçàìåíó);ñòîâïåöü 6 � ó ãðóïàõ ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ÏÌ-85-3,ÏÌ-85-4 (àíêåòóâàííÿ ïðîâåäåíî ïiñëÿ åêçàìåíó).Àíêåòà íàâîäèòüñÿ â îðèãiíàëüíîìó âèãëÿäi.Òà á ë è ö ÿ 19.4.2. �åçóëüòàòè åêçàìåíóÎöiíêà íà Êiëüêiñòü îöiíîê ó ãðóïàõåêçàìåíi ÏÌ-84-4 ÏÌ-84-1 ÏÌ-85-1 ÏÌ-85-3ÏÌ-85-2 ÏÌ-85-4Âiäìiííî 1 4 3 4Äîáðå 7 2 10 6Çàäîâiëüíî 4 6 7 6Íåçàäîâiëüíî 6 9 11 15Ïðèì i ò ê à 2. Ó òàáë. 19.4.2 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ïåð-øîãî ñêëàäàííÿ åêçàìåíó: éäåòüñÿ ïðî åêçàìåíè ç êóð-ñó �Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé i ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà� íà�àêóëüòåòi ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè Äíiïðîïåòðîâñüêîãîäåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó ïiä ÷àñ çèìîâèõ ñåñié 1986/87 i1987/88 íàâ÷àëüíèõ ðîêiâ.19.2. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâ-íîìó ïiäêèäàííi ñèìåòðè÷íîãî ãðàëüíîãî êóáèêà òðè÷i éðå¹ñòðàöi¨ ðåçóëüòàòiâ ó òàêèé ñïîñiá: ïîÿâó 1 àáî 2 î÷îê



19.4. Çàäà÷i 383ïîçíà÷à¹ìî íóëåì, 3 àáî 4 � îäèíèöåþ, 5 àáî 6 � äâié-êîþ. ßêùî, íàïðèêëàä, ðåçóëüòàò åêñïåðèìåíòó: âèïàëî3, 5, 1 î÷îê, òî öå ðå¹ñòðó¹òüñÿ ÿê 120, ÿêùî ðåçóëüòàò:âèïàëî 6, 1, 4 î÷îê, òî öå ðå¹ñòðó¹òüñÿ ÿê 201 i ò. ä.�àçîì iç öèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ç íóëiâ, îäèíèöü i äâi-éîê ðîçãëÿíåìî ÷èñëà ç ïðîìiæêó [0;1℄, ÿêi ó òðiéêîâiéñèñòåìi ÷èñëåííÿ çàïèñóþòüñÿ òàê: 0,120; 0,201; . . . Òàêèì÷èíîì, 0,120 � öå çàïèñ ó òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëà
1

3
+ 2 · 1

32
+ 0 · 1

33
=

5

9
,à 0,201 � ÷èñëà

2 · 1
3
+ 0 · 1

32
+ 1 · 1

33
=

19

27
.Åêñïåðèìåíò ïðîâîäèòüñÿ âiñiì ðàçiâ.×è ìîæíà ââàæàòè, ùî äîáóòi ó òàêèé ñïîñiá âiñiì÷èñåë ¹ ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè îáñÿãîì 8 iç ðiâíîìiðíîãî íàïðîìiæêó [0;1℄ ðîçïîäiëó?Äàòè âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêèñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç, ñêîðèñòàòèñÿ êðèòåði¹ì Êîëìîãî-ðîâà.19.3. �å¹ñòðóþòüñÿ iíòåðâàëè ìiæ ïîñëiäîâíèìè iì-ïóëüñàìè âçäîâæ íåðâîâîãî âîëîêíà ó iíäèâiäóóìiâ A i B(îäèíèöÿ âèìiðþâàííÿ � 1/50 ). Âîíè âèÿâèëèñÿ òàêè-ìè.Iíäèâiäóóì A: 2,5; 2,0; 7,0; 4,0; 10,5; 1,0; 31,5; 17,5; 0,5;19,5; 21,5; 1,5; 19,5; 2,0; 8,5; 11,5; 39,0; 7,0; 4,0; 5,5; 3,5;22,5; 23,0; 10,0; 9,5; 25,5; 4,5; 11,0; 14,5; 0,5.Iíäèâiäóóì B: 9,5; 3,0; 19,5; 4,0; 1,5; 14,0; 4,5; 8,5; 22,5;20,0; 3,5; 15,0; 8,0; 12,0; 40,5; 67,5; 0,5; 1,0; 1,5; 3,0; 6,0;16,5; 32,5; 4,0; 7,5; 34,0; 15,0; 3,0.×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî âiäìiííîñòi â iíòåðâàëàõ ìiæiìïóëüñàìè â iíäèâiäóóìiâ A i B?19.4. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi âèïàäêîâèõ ÷èñåë (äèâ.òàáë. 22.10.1) ìîæíà äîáóòè (çìîäåëþâàòè) ðåàëiçàöiþâèáiðêè ç ðiâíîìiðíîãî íà ïðîìiæêó [0;1℄ ðîçïîäiëó îïèñà-íèì íèæ÷å ñïîñîáîì (äî ðå÷i, çà âèáiðêîþ ç ðiâíîìiðíîãîíà ïðîìiæêó [0;1℄ ðîçïîäiëó ìîæíà ïîáóäóâàòè âèáiðêó ç



384 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨áóäü-ÿêîãî çàäàíîãî ðîçïîäiëó F , ùî ìà¹ ìîíîòîííî çðî-ñòàþ÷ó íåïåðåðâíó �óíêöiþ ðîçïîäiëó F (x) (äèâ. ïðèê-ëàä 19.1.1).Âèáåðåìî ç òàáëèöi âèïàäêîâèõ ÷èñåë ïîñëiäîâíiñòü n÷èñåë. Íåõàé, íàïðèêëàä, n = 10. Âèáið ÷èñåë ç òàáëè-öi ìîæíà ïî÷èíàòè ç áóäü-ÿêîãî ¨¨ ìiñöÿ áóäü-ÿêèì íà-ïåðåä îáóìîâëåíèì ñïîñîáîì. Ïî÷èíàþ÷è, ñêàæiìî, ç ëi-âîãî âåðõíüîãî êóòà òàáëèöi é ðóõàþ÷èñü äîíèçó (äëÿ âè-çíà÷åíîñòi âèáèðàòèìåìî ÷îòèðèçíà÷íi ÷èñëà), îòðèìà-¹ìî 1009, 3754, 0842, 9901, 1280, 6606, 3106, 8526, 6357,7379.Äàëi ðîçãëÿíåìî ÷èñëà iç ïðîìiæêó [0;1℄, ÿêi âèçíà-÷àþòüñÿ âèáðàíèìè âèùå âèïàäêîâèìè ÷èñëàìè: 0,1009;0,3754; 0,0842; 0,9901; 0,1280; 0,6606; 0,3106; 0,8526; 0,6357;0,7379.Äîáóòó ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë ìîæíà ââàæàòè ðåàëiçà-öi¹þ âèáiðêè ç ðiâíîìiðíîãî íà ïðîìiæêó [0;1℄ ðîçïîäiëó.Ïåðåêîíàéòåñÿ ó öüîìó, ñêîðèñòàâøèñü êðèòåði¹ì Êîëìî-ãîðîâà.19.5 (àíêåòóâàííÿ �Âèêëàäà÷ î÷èìà ñòóäåíòiâ�� å�åêò ïðàêòè÷íîãî çàíÿòòÿ). Ïðè îöiíþâàííi ñòó-äåíòàìè âèêëàäà÷à âèñóâà¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ ïðî íàÿâ-íiñòü å�åêòó ïðàêòè÷íîãî çàíÿòòÿ: ÿêùî â ãðóïi ïàðà-ëåëüíî ç ÷èòàííÿì ëåêöié âèêëàäà÷ ïðîâîäèòü ïðàêòè÷íi(ëàáîðàòîðíi) çàíÿòòÿ, òî îöiíêà éîãî ñòóäåíòàìè âèùà.Ó òàáë. 19.4.1 íàâåäåíî îöiíêè õàðàêòåðèñòèê âèêëà-äà÷à ñòóäåíòàìè: ñòîâïåöü 3 � ó ãðóïàõ ÏÌ-85-1 iÏÌ-85-2, äå âèêëàäà÷ ÷èòàâ ëåêöi¨ i ïðîâîäèâ ïðàêòè÷íiòà ëàáîðàòîðíi çàíÿòòÿ, òà ñòîâïåöü 4 � ó ãðóïàõ ÏÌ-85-3i ÏÌ-85-4, äå ïðàêòè÷íi òà ëàáîðàòîðíi çàíÿòòÿ ïðîâîäèâiíøèé âèêëàäà÷ (àíêåòóâàííÿ ïðîâåäåíî ïiñëÿ åêçàìåíó).Ïåðåâiðèòè, ÷è íàñïðàâäi iñíó¹ å�åêò ïðàêòè÷íîãî (ëà-áîðàòîðíîãî) çàíÿòòÿ.Ñ�îðìóëþâàòè çàäà÷ó ïðî íàÿâíiñòü å�åêòó ïðàêòè÷-íîãî (ëàáîðàòîðíîãî) çàíÿòòÿ ÿê çàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòà-òèñòè÷íèõ ãiïîòåç i ðîçâ'ÿçàòè ¨¨ (âèáåðiòü 5% ðiâåíü çíà-÷óùîñòi, äîêëàäíiøå äèâ. çàäà÷ó 19.1).19.6. �îçâ'ÿçàòè çàäà÷ó 17.8, ñêîðèñòàâøèñü êðèòåði-¹ì Âiëêîêñîíà.



19.4. Çàäà÷i 38519.7. Øèéêè ðîáî÷î¨ ÷àñòèíè ñâåðäåë îáðîáëÿþòüñÿíà øëi�óâàëüíîìó âåðñòàòi. Íîìiíàëüíèé äiàìåòð øèéêèñòàíîâèòü 9,8 ìì ç òåõíi÷íèì äîïóñêîì 0,05 ìì.Âèìiðþâàííÿ ðîáî÷î¨ ÷àñòèíè øèéêè 20 ñâåðäåë äàëèòàêi ðåçóëüòàòè (ó ìiëiìåòðàõ): 9,76; 9,77; 9,83; 9,79; 9,80;9,81; 9,79; 9,75; 9,80; 9,78; 9,75; 9,81; 9,82; 9,76; 9,78; 9,77;9,81; 9,79; 9,77; 9,79.×è ìîæíà ââàæàòè, ùî íîìiíàëüíèé äiàìåòð øèéêèñâåðäëà äîðiâíþ¹ 9,8 ìì ç òåõíi÷íèì äîïóñêîì 0,05 ìì çàíîðìè âiäõîäó 1%, iíøèìè ñëîâàìè, ùî äiàìåòð øèéêè íåâèõîäèòü çà ìåæi âiä 9,75 äî 9,85 ìì ç iìîâiðíiñòþ 0,99?Ñ�îðìóëþâàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿê çàäà÷ó ïåðåâið-êè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç. Ñêîðèñòàòèñÿ êðèòåði¹ì Êîëìî-ãîðîâà.19.8 (âïëèâ ðîáîòè ìåòðîíîìà íà ïëàâíiñòü ìî-âè). Ó òàáëèöi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó, â ÿêî-ìó âèâ÷àâñÿ âïëèâ ðîáîòè ìåòðîíîìà íà ìîâó ëþäåé, ùîñòðàæäàþòü íà çà¨êàííÿ.Îáñòåæóâàëè 12 îñiá iç òÿæêîþ �îðìîþ çàõâîðþâàí-íÿ. Êîæíà îñîáà iìïðîâiçóâàëà òðèõâèëèííó ïðîìîâó çàóìîâ N, R, A:
N � ãîâîðèòè áåç ìåòðîíîìà;
R � ãîâîðèòè çà ðåãóëÿðíî¨ (ðèòìi÷íî¨) ðîáîòè ìåò-ðîíîìà (120 óäàðiâ çà õâèëèíó), ïðè÷îìó îñîáó çàçäàëå-ãiäü ïðîiíñòðóêòóâàëè ïðî íåîáõiäíiñòü ïðîìîâëÿòè îäèíñêëàä ñëîâà íà êîæíèé óäàð ìåòðîíîìà;
A � ãîâîðèòè çà íåðèòìi÷íî¨ ðîáîòè ìåòðîíîìà (120óäàðiâ çà õâèëèíó, iíòåðâàëè ìiæ óäàðàìè âèïàäêîâi: âiä0,3 äî 0,7 ñ). Çà óìîâè A, ÿê i çà óìîâè R, îñîáà ìàëàïðîìîâëÿòè îäèí ñêëàä íà êîæåí óäàð ìåòðîíîìà.Êiëüêiñòü çà¨êàíü Êiëüêiñòü çà¨êàíüÓ÷àñíèê çà óìîâè Ó÷àñíèê çà óìîâèäîñëiäó N R A äîñëiäó N R A1 15 3 5 7 10 0 22 11 3 3 8 8 0 33 18 1 3 9 13 0 24 21 5 4 10 4 1 05 6 2 2 11 11 2 46 17 0 2 12 17 2 1Íàâåäåíi äàíi ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî ðîáîòà ìåòðîíî-ìà (ÿê ðèòìi÷íà, òàê i íåðèòìi÷íà) çìåíøó¹ êiëüêiñòü



386 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨çà¨êàíü. À ÷è iñíóþòü âiäìiííîñòi ó âïëèâi íà çà¨êàííÿìåòðîíîìiâ, ÿêi ïðàöþþòü ðèòìi÷íî é íåðèòìi÷íî?19.9. Ïðîáè ÷èñòîãî çàëiçà, îòðèìàíîãî çà ìåòîäàìè
A i B, ìàëè òàêi òî÷êè ïëàâëåííÿ (ó ãðàäóñàõ Öåëüñiÿ).Ìåòîä A: 1439, 1519, 1518, 1512, 1514, 1489, 1508, 1503.Ìåòîä B: 1509, 1494, 1512, 1483, 1507, 1491.×è ðiçíÿòüñÿ òî÷êè ïëàâëåííÿ çàëiçà, äîáóòîãî ðiçíè-ìè ìåòîäàìè?19.10 (âèïàäêîâî i äîâiëüíî). Âèïàäêîâî � íå îç-íà÷à¹ äîâiëüíî. Âèïàäêîâiñòü ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ ñâî¨ìñòðîãèì çàêîíàì (äèâ. çàäà÷i 18.12, 18.17, 18.20). Ñêàæi-ìî, âèïèñàòè âèïàäêîâó ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë íå òàê ïðî-ñòî, ÿê çäà¹òüñÿ íà ïåðøèé ïîãëÿä.Ïåðåâiðòå ñâî¨ çäiáíîñòi: âèïèøiòü 50 âèïàäêîâèõ, íàâàø ïîãëÿä, ÷èñåë ç âiäðiçêà [0;1℄ (äëÿ âèçíà÷åíîñòi �ç ÷îòèðìà çíàêàìè ïiñëÿ êîìè). ßêùî çàïðîïîíîâàíi ÷è-ñëà ñïðàâäi âèïàäêîâi, òî âîíè ìàþòü áóòè ðiâíîìiðíîðîçïîäiëåíi íà ïðîìiæêó [0;1℄.Ñêîðèñòàâøèñü êðèòåði¹ì Êîëìîãîðîâà, ç'ÿñóéòå, ÷èìîæíà çàïðîïîíîâàíó ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë ââàæàòè âè-ïàäêîâîþ.Ïðèì i ò ê à. Âèïèñóþ÷è âèïàäêîâó ïîñëiäîâíiñòü ÷è-ñåë ç ïðîìiæêó [0;1℄, íå ïåðåãëÿäàéòå i íå âèêîðèñòîâóéòåÿêèìîñü iíøèì ñïîñîáîì óæå âèïèñàíó ÷àñòèíó ïîñëiäîâ-íîñòi.19.11. Àñòðîíîìè A i B âèìiðþâàëè â ìiíóòàõ âåëè-êèé äiàìåòð íàéÿñêðàâiøèõ ãàëàêòèê. Êîæíèé âèìiðÿâäiàìåòðè 18 ãàëàêòèê. �åçóëüòàòè âèìiðþâàíü íàâåäåíî âòàáëèöi. Íîìåð Àñòðîíîì Íîìåð Àñòðîíîìãàëàêòèêè A B ãàëàêòèêè A B224 2,3 2,4 441 1,1 1,1272 1,5 1,5 557 5,5 5,6313 1,5 1,3 563 2,0 2,1354 4,5 4,1 773 1,7 1,7377 3,5 4,5 604 1,9 2,2391 1,5 1,3 638 1,4 1,3407 1,0 1,2 796 2,3 2,8427 3,0 2,0 805 2,3 2,6436 1,2 1,1 808 0,8 1,0×è âêàçóþòü öi äàíi íà iñòîòíó ðiçíèöþ ðåçóëüòàòiââèìiðþâàíü?



19.4. Çàäà÷i 38719.12. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi íà ñòèðàííÿ åïîê-ñèäíî¨ ïëàñòìàñè âèãîòîâèëè äâi ïàðòi¨ ïëèòîê iç âèêîðèñ-òàííÿì ÿê íàïîâíþâà÷à çàëiçíèõ i ìiäíèõ îøóðîê. Âèãî-òîâèëè ïî 27 çðàçêiâ ïëèòîê iç êîæíèì íàïîâíþâà÷åì.Ïîòiì êîæíó ïëèòêó ïðèâîäèëè ó çâîðîòíî-ïîñòóïàëü-íèé ðóõ ïî àáðàçèâíîìó ìàòåðiàëó (10 000 öèêëiâ äëÿ êî-æíî¨ ïëèòêè). Âèìiðþâàëè ðiçíèöþ òîâùèíè ïëèòîê óäþéìàõ (1 äþéì = 0,0254 ì.) äî i ïiñëÿ âèïðîáóâàíü; òî-÷íiñòü âèìiðþâàíü ñòàíîâèëà 10−4 äþéìà. Îòðèìàíî òàêiðåçóëüòàòè.Çàëiçíi îøóðêè: 3,6; 1,6; 2,3; 3,8; 1,0; 2,5; 2,9; 1,6; 2,4;2,1; 1,1; 1,7; 2,6; 1,1; 1,0; 1,6; 0,9; 1,4; 2,3; 1,1; 1,8; 2,6; 1,2;2,0; 2,1; 0,7; 2,4.Ìiäíi îøóðêè: 2,8; 1,5; 2,4; 2,6; 1,1; 2,1; 1,9; 1,4; 2,0;2,1; 1,0; 1,5; 1,0; 1,6; 1,5; 1,2; 1,7; 2,6; 1,3; 2,6; 2,9; 1,5; 3,3;2,8; 1,2; 2,7; 1,8.×è âêàçóþòü öi äàíi íà iñòîòíó âiäìiííiñòü ñòiéêîñòiíà ñòèðàííÿ çðàçêiâ åïîêñèäíèõ ïëàñòìàñ, âèãîòîâëåíèõç ðiçíèìè íàïîâíþâà÷àìè?19.13 (ìîìåíò îñòàííüîãî çðiâíÿííÿ). Åêñïåðè-ìåíò ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâíîìó ïiäêèäàííi ìîíåòè 2n = 40ðàçiâ i ðå¹ñòðàöi¨ ìîìåíòó (íîìåðà âèïðîáóâàííÿ), êîëèâîñòàíí¹ êiëüêiñòü ãåðáiâ i ðåøîê, ÿêi âèïàëè, áóëà îäíà-êîâîþ. Êàçàòèìåìî: ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ìîìåíò îñòàííüîãîçðiâíÿííÿ êiëüêîñòi ãåðáiâ i ðåøîê. Â åêñïåðèìåíòi öèìèìîìåíòàìè ìîæóòü áóòè 0, 2, 4, . . . , 40.Ùîäî ðîçïîäiëó ìîìåíòó îñòàííüîãî çðiâíÿííÿ âèñó-âà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: ìîìåíò 2k îñòàííüîãî çðiâíÿííÿ ìà¹ðîçïîäië àðêñèíóñà; äîêëàäíiøå, H0: âèïàäêîâà âåëè÷èíà
2k/2n = k/n ìà¹ ñâî¹þ �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó

A(x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;
2
π arcsin

√
x, ÿêùî 0 < x ≤ 1;

1, ÿêùî x > 1.Ïðîâåñòè åêñïåðèìåíò ï'ÿòü ðàçiâ, �iêñóþ÷è ìîìåíòîñòàííüîãî çðiâíÿííÿ êiëüêîñòi ãåðáiâ i ðåøîê.×è ìîæíà íà ïiäñòàâi îòðèìàíèõ äàíèõ ââàæàòè, ùîìîìåíò îñòàííüîãî çðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçïîäië àðêñèíóñà?Âiäïîâiäü äàòè â òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãi-ïîòåç. Ñêîðèñòàòèñÿ êðèòåði¹ì Êîëìîãîðîâà.



388 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨Çà ó â àæåíí ÿ 1. Åêñïåðèìåíò çðó÷íî ïðîâîäèòè òàê.Ïiäêèäà¹ìî ìîíåòó i âèïàäàííÿ ãåðáà ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç+1, à ðåøêè � ÷åðåç −1. Ïiñëÿ 40 ïiäêèäàíü ìàòèìåìîïîñëiäîâíiñòü, óòâîðåíó ç ÷èñåë +1 i −1. Ïîñëiäîâíî äî-äàþ÷è ÷ëåíè öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi, ïî÷èíàþ÷è ç ïåðøîãî,çà�iêñó¹ìî ìîìåíò, êîëè ñóìà äîðiâíþâàòèìå íóëþ � öåáóäå ìîìåíò äðóãîãî çðiâíÿííÿ (ìîìåíò ïåðøîãî çðiâíÿ-ííÿ äîðiâíþ¹ íóëþ); i òàê ïðîäîâæóâàòèìåìî äîòè, äîêèçíàéäåìî çíà÷åííÿ ìîìåíòó îñòàííüîãî çðiâíÿííÿ (äèâ.òàêîæ çàäà÷ó 19.22).Ç à ó â àæåíí ÿ 2. Íèæ÷å íàâåäåíî çíà÷åííÿ �óíêöi¨ðîçïîäiëó àðêñèíóñà A(x) ó òî÷êàõ 0,05·i, i = 0, 1, 2, . . . , 10.
x A(x) x A(x)0,00 0,000 0,30 0,3690,05 0,144 0,35 0,4030,10 0,205 0,40 0,4360,15 0,253 0,45 0,4680,20 0,295 0,50 0,5000,25 0,333Äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü A(x), êîëè 0,5 < x < 1,0,ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿì
A(x) = 1−A(1− x).19.14.Ïiä ÷àñ âèïðîáóâàíü íà ñòèðàííÿ ëþìiíåñöåíò-íî¨ �àðáè òèïiâ A-102 i A-108 âèìiðþâàëè âòðàòó ìàñè(ó ãðàìàõ) ÷åðåç ïåâíèé iíòåðâàë ÷àñó, ïðè÷îìó âiäîìî,ùî ñòiéêiñòü íà ñòèðàííÿ �àðáè A-108 íå ìåíøà, íiæ�àðáè A-102. Ôàðáó êîæíîãî ç äâîõ òèïiâ íàíîñèëè íàâiñiì ïàíåëåé. Îòðèìàëè òàêi ðåçóëüòàòè:Âòðàòà ìàñè Âòðàòà ìàñèA-102 A-108 A-102 A-10817 19 33 3510 17 20 2519 16 22 2317 12 28 21×è ìîæíà íà ïiäñòàâi öèõ äàíèõ ââàæàòè, ùî �àðáèiñòîòíî ðiçíÿòüñÿ çà ñòóïåíåì ñòèðàííÿ?



19.4. Çàäà÷i 38919.15. Iç âåëèêî¨ ãðóïè ðîáiòíèêiâ, ÿêi ïðàöþþòü íàñêëàäàëüíîìó êîíâå¹ði, íàâìàííÿ âèáèðàþòü äâîõ i êiëü-êà ðàçiâ õðîíîìåòðóþòü òðèâàëiñòü ñêëàäàííÿ íèìè ïåâ-íîãî âèðîáó (ó õâèëèíàõ). Îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè.Ïåðøèé ðîáiòíèê: 19,4; 21,1; 16,2; 21,2; 21,6; 17,8; 19,6.Äðóãèé ðîáiòíèê: 19,9; 15,7; 15,2; 19,8; 18,9; 16,1; 16,2;18,5; 17,3; 20,4.×è iñòîòíà ðiçíèöÿ ó ÷àñi ñêëàäàííÿ âèðîáó öèìè ðî-áiòíèêàìè?19.16 (ïîêàçè ìåõàíi÷íèõ ãîäèííèêiâ). Ìåõàíi÷-íi ãîäèííèêè, âèñòàâëåíi ó âiòðèíàõ ãîäèííèêîâèõ ìàãà-çèíiâ, ÷åðåç äåÿêèé ÷àñ çóïèíÿþòüñÿ. Ìîìåíò çóïèíêèãîäèííèêà � âèïàäêîâà âåëè÷èíà. Ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè,ùî ïîêàçè ãîäèííèêiâ ðîçïîäiëåíi ðiâíîìiðíî íà iíòåðâàëi[0;12℄. Ñïîñòåðåæåííÿ 20 ãîäèííèêiâ äàëè òàêó âèáiðêó:10 ãîä 57 õâ, 3 ãîä 28 õâ, 5 ãîä 18 õâ, 1 ãîä 32 õâ, 3 ãîä 21õâ, 4 ãîä 13 õâ, 4 ãîä 06 õâ, 10 ãîä 10 õâ, 6 ãîä 48 õâ, 2 ãîä51 õâ, 0 ãîä 44 õâ, 3 ãîä 57 õâ, 4 ãîä 16 õâ, 4 ãîä 58 õâ, 7ãîä 47 õâ, 11 ãîä 04 õâ, 7 ãîä 54 õâ, 10 ãîä 30 õâ, 11 ãîä06 õâ, 11 ãîä 52 õâ.×è óçãîäæó¹òüñÿ ç öèìè äàíèìè ãiïîòåçà ïðî ðiâíî-ìiðíèé ðîçïîäië íà iíòåðâàëi [0;12℄ ïîêàçiâ ãîäèííèêiâ?19.17. Ñåðåäíié îáñÿã ñòîêó âîäè â ði÷öi (ó êóái÷íèõ�óòàõ çà ñåêóíäó, 1 �óò = 0,3048 ì) �iêñó¹òüñÿ ùîìiñÿ-öÿ ïðîòÿãîì äâîõ ðîêiâ (ïîçíà÷èìî ¨õ I i II). Ïîðiâíþþ÷èñòiê çà âiäïîâiäíi ìiñÿöi (ñòiê ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ ði÷íèìöèêëàì), ìîæíà äiéòè âèñíîâêó ùîäî âiäñóòíîñòi (àáî íà-ÿâíîñòi) çìií îáñÿãó ñòîêó âîäè çà ðiçíi ðîêè.�iê �iêÌiñÿöü I II Ìiñÿöü I IIÑi÷åíü 14,1 14,2 Ëèïåíü 92,8 88,1Ëþòèé 12,2 10,5 Ñåðïåíü 74,4 80,0Áåðåçåíü 104,0 123,0 Âåðåñåíü 75,4 75,6Êâiòåíü 220,0 190,0 Æîâòåíü 51,7 48,8Òðàâåíü 110,0 138,0 Ëèñòîïàä 29,3 27,1×åðâåíü 86,0 98,1 �ðóäåíü 16,0 15,7Ïåðåâiðèòè íóëüîâó ãiïîòåçó ïðî âiäñóòíiñòü ñèñòåìà-òè÷íèõ çìií îáñÿãó ñòîêó çà âêàçàíi ðîêè.



390 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨19.18. �å¹ñòðóâàëè iíòåðâàëè áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè(ó ãîäèíàõ) êîíäèöiîíåðíîãî îáëàäíàííÿ íà äâîõ ëiòàêàõ�Áî¨íã-720�. Îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè.Ëiòàê I: 74, 57, 48, 29, 502, 12, 70, 21, 386, 59, 22, 153,26, 326.Ëiòàê II: 55, 320, 56, 104, 220, 239, 47, 246, 176, 182, 33,15, 104, 35.×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ÷àñ áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè êîí-äèöiîíåðiâ íà öèõ ëiòàêàõ îäíàêîâèé?19.19. Îòðèìàëè 10 ÷èñåë ñïîñîáîì, îïèñàíèì ó çà-äà÷i 15.37.×è ìîæíà ââàæàòè, ùî äîáóòi â òàêèé ñïîñiá 10 ÷èñåë¹ ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè ç ðiâíîìiðíîãî íà ïðîìiæêó [0;1℄ðîçïîäiëó?Âiäïîâiäü äàòè â òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãi-ïîòåç, ñêîðèñòàâøèñü êðèòåði¹ì Êîëìîãîðîâà.19.20 (àíêåòóâàííÿ �Âèêëàäà÷ î÷èìà ñòóäåíòiâ�� å�åêò åêçàìåíó). Àíêåòóâàííÿ �Âèêëàäà÷ î÷èìà ñòó-äåíòiâ� ìà¹ ïðîâîäèòèñÿ ïiñëÿ åêçàìåíó, àëå â ãðóïàõÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ÏÌ-85-3, ÏÌ-85-4 éîãî ïîìèëêîâî ïðî-âåëè äî åêçàìåíó (ðåçóëüòàòè àíêåòóâàííÿ ó ñòîâïöi 5òàáë. 19.4.1). Ïîòiì àíêåòóâàííÿ ïðîâåëè i ïiñëÿ åêçàìå-íó (ñòîâïåöü 6 òàáë. 19.4.1). Öÿ ïîìèëêà äàëà ìîæëè-âiñòü ïîñòàâèòè çàäà÷ó ïðî íàÿâíiñòü å�åêòó åêçàìåíó(à ìîæå, öå å�åêò ùå ÿêîãîñü iíøîãî �àêòîðà?): ÷è iñòî-òíî âïëèâà¹ íà îöiíþâàííÿ âèêëàäà÷à ñòóäåíòàìè ïðî-âåäåííÿ åêçàìåíó? Ó çâ'ÿçêó ç öi¹þ ãiïîòåçîþ ç'ÿñóâàòè,÷è óçãîäæó¹òüñÿ âîíà ç äàíèìè àíêåòóâàííÿ. Iäåòüñÿ ïðîåêçàìåí ç ði÷íîãî êóðñó �Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé i ìàòåìà-òè÷íà ñòàòèñòèêà� (ðåçóëüòàòè åêçàìåíó íàâåäåíî â òàáë.19.4.2).Ñ�îðìóëþâàòè çàäà÷ó ïðî iñíóâàííÿ å�åêòó åêçàìå-íó ïðè îöiíþâàííi âèêëàäà÷à ÿê çàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñ-òè÷íèõ ãiïîòåç i ðîçâ'ÿçàòè ¨¨ (äîêëàäíiøå äèâ. çàäà÷ó19.1).Ïðèì i ò ê à. Å�åêò åêçàìåíó âèÿâèâñÿ äîñèòü íåñïî-äiâàíèì: íåçâàæàþ÷è íà âèñîêó âèìîãëèâiñòü âèêëàäà÷à(äèâ. òàáë. 19.4.2, à òàêîæ ðÿäîê �Âèìîãëèâiñòü� ó òàáë.19.4.1), äàíi àíêåòóâàííÿ ïiñëÿ åêçàìåíó ïîìiòíî âèùi,íiæ äî åêçàìåíó (äèâ. ñòîâïöi 5 i 6 òàáë. 19.4.1).



19.4. Çàäà÷i 39119.21. Äëÿ âèãîòîâëåííÿ êîðäó ç îäíàêîâèìè íîìi-íàëüíèìè äàíèìè äâà çàâîäè (A i B) âèêîðèñòîâóþòüðiçíi âèðîáíè÷i ïðîöåñè. Ïðîâåäåíî ïî 20 âèïðîáóâàíüïðîäóêöi¨ êîæíîãî çàâîäó íà ðîçðèâ. Êîòóøêó êîðäó äëÿâèïðîáóâàíü i ìiñöå ðîçðèâó íà íié âèáèðàëè íàâìàííÿ.Íàâåäåíi äàíi ¹ âiäõèëåííÿìè ìiöíîñòi âiä 21,5 �óí-òà (1 �óíò = 453,6 ã). Îäèíèöÿ âèìiðþâàííÿ ñòàíîâèòü0,1 �óíòà.Çàâîä A:−1; −5; 1; 10; 2; −3; 6; 10; −1; 4; −8; −1;
−10; −9; −2; −2; −8; 1; 2; 5.Çàâîä B: 10; 8; 9; 12; 0; 8; 5; 9; −1; −1; 7; 16; −5;
1; 10; 9; −5; 6; 6; 15.×è iñòîòíî ðiçíèòüñÿ êîðä, âèãîòîâëåíèé íà çàâîäàõ
A i B?19.22 (÷àñ ïåðåáóâàííÿ íà �äîäàòíîìó� áîöi).Åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ â ïîñëiäîâíîìó ïiäêèäàííi ìîíåòè
2n = 40 ðàçiâ (îäíå ïiäêèäàííÿ çà îäèíèöþ ÷àñó). Ïîÿâóãåðáà ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç +1, à ïîÿâó ðåøêè � ÷åðåç
−1. Òàêèì ÷èíîì, íà k-ìó êðîöi, k = 1, 2, . . . , 2n, ç'ÿâ-ëÿ¹òüñÿ ñèìâîë εk, ùî äîðiâíþ¹ +1 àáî −1 çàëåæíî âiäòîãî, ÿêèì áîêîì ëÿãëà ìîíåòà. Íåõàé

sk = ε1 + ε2 + . . .+ εk, s0 = 0, k = 1, 2, . . . , 2n,òîáòî sk � ðiçíèöÿ ìiæ êiëüêiñòþ �ïëþñiâ� i �ìiíóñiâ�(ìiæ êiëüêiñòþ ãåðáiâ i ðåøîê). ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ãåî-ìåòðè÷íîþ òåðìiíîëîãi¹þ i ñèñòåìîþ êîîðäèíàò (t, x), òîðåçóëüòàò åêñïåðèìåíòó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ëàìàíî¨ç âåðøèíàìè ó òî÷êàõ (k, sk), k = 1, 2, . . . , 2n (ðèñ. 19.4.1).Ïiäðàõó¹ìî ÷àñ, êîëè ìîíåòà çíàõîäèëàñÿ íà �äîäàò-íîìó� áîöi, òîáòî êîëè ðiçíèöÿ ìiæ êiëüêiñòþ ãåðáiâ iðåøîê áóëà äîäàòíîþ. Íàïðèêëàä, ÿêùî ïåðøi 10 ïiäêè-äàíü ìîíåòè äàþòü ðåçóëüòàò +1,+1,−1,−1,−1,−1,
−1,+1,+1,−1 (äèâ. òàêîæ ðèñ. 19.4.1), òî ÷àñ ïåðåáóâàí-íÿ ìîíåòè íà äîäàòíîìó áîöi ñòàíîâèòü 4 îäèíèöi.Íåõàé 2k � êiëüêiñòü îäèíèöü ÷àñó (ç 2n îäèíèöü),êîëè ìîíåòà ïåðåáóâàëà íà äîäàòíîìó áîöi. Ùîäî ÷àñóïåðåáóâàííÿ íà äîäàòíîìó áîöi âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0:÷àñ ïåðåáóâàííÿ íà äîäàòíîìó áîöi ìà¹ ðîçïîäië àðêñè-íóñà, òîáòî âèïàäêîâà âåëè÷èíà 2k/2n = k/n ìà¹ ñâî¹þ



392 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨�óíêöi¹þ ðîçïîäiëó
A(x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;
2
π arcsin

√
x, ÿêùî 0 < x ≤ 1;

1, ÿêùî x > 1.Ïðîâåñòè åêñïåðèìåíò ï'ÿòü ðàçiâ, �iêñóþ÷è ÷àñ ïå-ðåáóâàííÿ ìîíåòè íà äîäàòíîìó áîöi.×è ìîæíà íà ïiäñòàâi îòðèìàíèõ äàíèõ ââàæàòè, ùî÷àñ ïåðåáóâàííÿ ìîíåòè íà äîäàòíîìó áîöi ìà¹ ðîçïîäiëàðêñèíóñà?
x

t2n0

4 7 10

�èñ. 19.4.1: �åçóëüòàò åêñïåðèìåíòó � ëàìàíà çâåðøèíàìè â òî÷êàõ (k, sk), k = 0, 1, . . . , 2nÂiäïîâiäü äàòè ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãi-ïîòåç, ñêîðèñòàéòåñü êðèòåði¹ì Êîëìîãîðîâà i çàóâàæåí-íÿì 1 äî çàäà÷i 19.13.19.23. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ å�åêòèâíîñòi äâîõ ìåòîäiâ âè-êëàäàííÿ ìàòåìàòèêè ñ�îðìóâàëè äâi ãðóïè ó÷íiâ(A i B) îäíîãî ðiâíÿ ïiäãîòîâêè, ó êîæíié ç ÿêèõ ìà-òåìàòèêó âèâ÷àëè iç çàñòîñóâàííÿì ñâîãî ìåòîäó. Ïiñëÿçàêií÷åííÿ íàâ÷àëüíîãî ðîêó êîæíîìó ó÷íåâi áóâ çàïðî-ïîíîâàíèé òåñò. �åçóëüòàòè òåñòó (ó áàëàõ) âèÿâèëèñÿ òà-êèìè.�ðóïà A: 94, 92, 90, 86, 86, 84, 82, 90.�ðóïà B: 90, 86, 84, 82, 80, 82, 78.×è ìîæíà íà ïiäñòàâi öèõ äàíèõ äiéòè âèñíîâêó, ùîîöiíêè, îòðèìàíi ó ãðóïàõ A i B, iñòîòíî ðiçíÿòüñÿ?



19.4. Çàäà÷i 39319.24. Ïðèëàäè òèïiâ A i B äëÿ âèìiðþâàííÿ êiëü-êîñòi îïàäiâ ðîçìiùåíi íàâìàííÿ íà äåÿêié äiëÿíöi. Çàïåâíèé iíòåðâàë ÷àñó íàä êîíòðîëüîâàíîþ îáëàñòþ ïðî-éøëî 14 óðàãàíiâ. Ñåðåäíþ êiëüêiñòü îïàäiâ, âèìiðÿíèõçà äîïîìîãîþ ïðèëàäiâ A i B, íàâåäåíî ó òàáëèöi.Ïðèëàä òèïó Ïðèëàä òèïóÓðàãàí A B Óðàãàí A B1 1,38 1,42 8 2,63 2,692 9,69 10,37 9 2,44 2,683 0,39 0,36 10 0,56 0,534 1,42 1,46 11 0,69 0,725 0,54 0,55 12 0,72 0,726 6,94 6,15 13 0,95 0,937 0,59 0,61 14 0,50 0,53×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ïðèëàäè A i B äàþòü îäíàêîâiðåçóëüòàòè?19.25. Ó òàáëèöi íàâåäåíî çíà÷åííÿ îá'¹ìó áóëîê(ó ìiëiëiòðàõ), âèïå÷åíèõ çi 100-ãðàìîâèõ ïîðöié òiñòà,âèãîòîâëåíîãî ç 12 ðiçíèõ ñîðòiâ áîðîøíà, ùî ìiñòèëî1 i 2 ìã áðîìèñòîãî êàëiþ (KBr).Ñîðò Îá'¹ì áóëêè, ìë Ñîðò Îá'¹ì áóëêè, ìëáî- Âìiñò Âìiñò áî- Âìiñò Âìiñòðîøíà KBr 1 ìã KBr 2 ìã ðîøíà KBr 1 ìã KBr 2 ìã1 1075 1055 7 900 9052 980 955 8 860 8703 850 820 9 940 10004 815 765 10 1000 10155 1040 1065 11 935 9656 960 985 12 835 870×è ñâiä÷àòü íàâåäåíi äàíi ïðî âïëèâ âìiñòó áðîìèñòî-ãî êàëiþ íà îá'¹ì áóëîê?Âiäïîâiäü äàòè ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãi-ïîòåç.19.26. Ïðîâåñòè ñåðiþ ç 10 åêñïåðèìåíòiâ, êîæíèé çÿêèõ ïîëÿãà¹ â ïiäêèäàííi 16 ìîíåò i ðå¹ñòðàöi¨ êiëüêîñ-òi si ãåðáiâ, ùî âèïàëè (i � íîìåð åêñïåðèìåíòó, i =
= 1, 2, . . . , 10). �îçãëÿíóòè ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë

ξi =
si − 8

2
, i = 1, 2, . . . , 10.



394 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ξ1, ξ2, . . . , ξ10 ¹ âèáiðêîþ çiñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó?Ç ÿêèõ ìiðêóâàíü âèñóíóòî ñ�îðìóëüîâàíó ãiïîòåçó?Ïðèì i ò ê à. Åêñïåðèìåíò, ùî ïîëÿãà¹ ó ïiäêèäàííi16 ìîíåò, çðó÷íî çäiéñíèòè, íàïðèêëàä, òàê: ïîìiñòèòè âêîðîáêó âñi 16 ìîíåò, à ïîòiì, ñòðóñíóâøè ¨¨ êiëüêà ðàçiâ,ïiäðàõóâàòè êiëüêiñòü ãåðáiâ, ùî âèïàëè.19.27 (êàòàñòðî�è íà âóãiëüíèõ øàõòàõ). Ó òà-áëèöÿõ íàâåäåíî iíòåðâàëè ó äíÿõ ìiæ êàòàñòðî�àìè (êà-òàñòðî�à ñïðè÷èíÿ¹ ñìåðòü 10 i áiëüøå ÷îëîâiê) íà âó-ãiëüíèõ øàõòàõ Âåëèêîáðèòàíi¨ ç 1875 ïî 1951 ð. (äàíiÂ. Ìåã'þ, Ê. Ïiðñîíà, À. Âiííà, ¨õ ñëiä ÷èòàòè çà ðÿäêà-ìè).Iíòåðâàëè ìiæ êàòàñòðî�àìè ç 1875 ïî 1900 ð.378 36 15 31 215 11 137 415 72 96 124 50 120 203 17655 93 59 315 59 61 1 13189 345 20 81 286 114 108 188233 28 22 61 78 99 326 27554 217 113 32 23 151 361 312354 58 275 78 17 1205 644Iíòåðâàëè ìiæ êàòàñòðî�àìè ç 1901 ïî 1951 ð.467 871 48 123 457 498 49 131182 255 195 224 566 390 72 228271 208 517 1613 54 326 1312 348745 217 120 275 20 66 291 4369 338 336 19 329 330 312 171145 75 364 37 19 156 47 1291630 29 217 7 18 1357×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî íàÿâíiñòü iñòîòíèõ âiäìiííîñ-òåé ìiæ iíòåðâàëàìè ÷àñó âiä êàòàñòðî�è äî êàòàñòðî�èçà ïåðiîä ç 1875 ïî 1900 ð. i ç 1901 ïî 1951 ð.?19.28. Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó ðå¹ñòðà-öi¨ ñóìè öè�ðîâèõ ÷àñòèí íîìåðiâ àâòîìîáiëiâ, ùî ïðî-¨çäÿòü ïîâç âàñ (íîìåð ìiñòèòü ï'ÿòü öè�ð). Äëÿ i-ãî àâ-òîìîáiëÿ ïîçíà÷èìî öþ ñóìó ÷åðåç si. Ïðîâåñòè åêñïåðè-ìåíò 20 ðàçiâ i ðîçãëÿíóòè ïîñëiäîâíiñòü
ξi =

si − 22,5

6,43
, i = 1, 2, . . . , 20.



19.4. Çàäà÷i 395×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü ξ1, ξ2, . . . , ξ20¹ âèáiðêîþ ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó iç ñåðåäíiì a = 0i äèñïåðñiþ σ2 = 1? Ç ÿêèõ ìiðêóâàíü ñòîñîâíî ðîçïîäiëóâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ âèñóíóòî ñàìå öþ ãiïîòåçó?Âiäïîâiäü äàòè ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãi-ïîòåç, ñêîðèñòàâøèñü êðèòåði¹ì Êîëìîãîðîâà.Ïðèì i ò ê à. ßêùî íîìåð àâòîìîáiëÿ ìiñòèòü ÷îòèðèöè�ðè, òî ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü
ξi =

si − 18

5,74
, i = 1, 2, . . . , 20.19.29. Ïðîâîäèëèñÿ âèïðîáóâàííÿ íà òðèâàëiñòü åêñ-ïëóàòàöi¨ àâiàöiéíèõ ïíåâìàòè÷íèõ øèí ìàðîê U òà V íàëiòàêàõ, ÿêi áàçóþòüñÿ íà àâiàíîñöÿõ. Äëÿ âèïðîáóâàíüâiäiáðàëè 10 ëiòàêiâ. Íàâåäåíi â òàáëèöi äàíi � öå êiëü-êiñòü ïîñàäîê äî ðóéíóâàííÿ øèí.Ëi- Êiëüêiñòü ïîñàäîê Ëi- Êiëüêiñòü ïîñàäîêòàê Ìàðêà U Ìàðêà V òàê Ìàðêà U Ìàðêà V1 5 5 6 7 242 55 14 7 14 383 5 24 8 32 414 32 27 9 10 325 56 24 10 8 24×è ìîæíà çà ðåçóëüòàòàìè öèõ âèïðîáóâàíü äiéòè âèñ-íîâêó ïðî íàÿâíiñòü âiäìiííîñòåé ó òðèâàëîñòi åêñïëóà-òàöi¨ øèí ìàðîê U òà V?19.30. Ïàðíå ÷èñëî ìèøåé ðîçñàäèëè íàâìàííÿ ïîîäíié ó êëiòêó. Ïîòiì êëiòêè çíîâó-òàêè íàâìàííÿ îá'¹ä-íàëè ó äâi îäíàêîâi çà êiëüêiñòþ ìèøåé ãðóïè. Ìèøi ïåð-øî¨ ãðóïè (A) ïðèçíà÷àëèñÿ äëÿ êîíòðîëþ, à äðóãî¨ �ïiääîñëiäíî¨ (B) çàçíàâàëè äi¨ ïåâíîãî ïðåïàðàòó. Ïiñëÿöüîãî âñi òâàðèíè ó âèïàäêîâié ïîñëiäîâíîñòi ií�iêóâàëè-ñÿ òóáåðêóëüîçîì.Çàçíà÷èìî, ùî åêñïåðèìåíòàòîðè, ÿê ïðàâèëî, ií�iêó-þòü ñïî÷àòêó òâàðèí êîíòðîëüíî¨ ãðóïè, à ïîòiì � ïiä-äîñëiäíî¨, ùî àáñîëþòíî íåïðàâèëüíî.Äíi çàãèáåëi ìèøåé ïiñëÿ ií�iêóâàííÿ âèÿâèëèñÿ òà-êèìè (äàíi ïðî îäíó ç ìèøåé áóëè âòðà÷åíi).



396 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨�ðóïà A: 5, 6, 6, 7, 8, 9, 11, 12.�ðóïà B: 7, 7, 8, 8, 9, 10, 13, 14, 15.Ó ïîïåðåäíiõ åêñïåðèìåíòàõ âñòàíîâëåíî, ùî ïðåïà-ðàò, ÿêèé âèêîðèñòîâóâàëè, íå òîêñè÷íèé. Òîìó ìîæíàïðèïóñòèòè, ùî ìèøi ó ïiääîñëiäíié ãðóïi ãèíóòü íå øâèä-øå, íiæ ó êîíòðîëüíié ãðóïi.×è ñâiä÷àòü íàâåäåíi äàíi ïðî íàÿâíiñòü å�åêòó âiäïðåïàðàòó?Âê à ç i â ê à. Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçóH0: ïðåïàðàò íå âïëè-âà¹ íà ïåðåáiã òóáåðêóëüîçó. Ñêîðèñòàòèñÿ êðèòåði¹ì Âië-êîêñîíà.19.31 (ìàíòèñè ëîãàðè�ìiâ ÷èñåë n!). Ó òàáëèöiíàâåäåíî çíà÷åííÿ äåñÿòêîâèõ ëîãàðè�ìiâ ÷èñåë n!
n n! lg n!1 1 0,0000002 2 0,3010303 6 0,7781514 24 1,3802115 120 2,0791816 720 2,8573327 5040 3,7024318 40320 4,6055219 362880 5,55976310 3628800 6,55976311 39916800 7,60115612 47900160 ·10 8,68033713 62270208 ·102 9,79428014 87178291 ·103 10,94040815 13076744 ·105 12,11649916 20922790 ·106 13,320619×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ìàíòèñè ëîãàðè�ìiâ ÷èñåë n!ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà ïðîìiæêó [0; 1]?19.32 (àâòîìîáiëüíi íîìåðè). Âèïèøiòü öè�ðîâi÷àñòèíè íîìåðiâ 20 àâòîìîáiëiâ (íîìåð ìiñòèòü ï'ÿòü öè�ð),ùî ïðî¨çäÿòü ïîâç âàñ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ai, bi, ci, di, eiöè�ðè, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ ó íîìåði, êîëè éîãî ÷èòàòè çëi-âà íàïðàâî.�îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë

ζi = 10−1ai + 10−2bi + 10−3ci + 10−4di + 10−5ei,äå i = 1, 2, . . . , 20.



19.4. Çàäà÷i 397×è ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü ζi, i = 1, 2, . . .
. . . , 20, ¹ ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè ç ðiâíîìiðíîãî íà ïðîìiæêó[0;1℄ ðîçïîäiëó?Ïðèì i ò ê à. ßêùî íîìåð àâòîìîáiëÿ ìiñòèòü ÷îòèðèöè�ðè, òî ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

ζi = 10−1ai + 10−2bi + 10−3ci + 10−4di,äå i = 1, 2, . . . , 10.19.33 (åëåêòðîøîê i àêîìîäàöiÿ). Ïðè ïîñëiäîâ-íîìó ÷èòàííi âãîëîñ îñîáàìè, ùî ñòðàæäàþòü íà çà¨êàí-íÿ, îäíîãî é òîãî ñàìîãî òåêñòó êiëüêà ðàçiâ ïîñïiëü ÷èñ-ëî çà¨êàíü ìà¹ òåíäåíöiþ äî çìåíøåííÿ. Åëåêòðîøîê ÿêìåòîä áîðîòüáè iç çà¨êàííÿì ïðåòåíäó¹ íà ïðèñêîðåííÿöüîãî ïðîöåñó (àêîìîäàöiþ). Ìåòà îïèñàíîãî íèæ÷å åêñ-ïåðèìåíòó � âiäïîâiñòè íà çàïèòàííÿ: ÷è öå òàê?Âiñiìíàäöÿòü ñòóäåíòiâ, õâîðèõ íà çà¨êàííÿ, ÿêi ïîãî-äèëèñÿ âçÿòè ó÷àñòü â åêñïåðèìåíòi, ÷èòàëè âãîëîñ �ðàã-ìåíò òåêñòó ïîñëiäîâíî ïî ï'ÿòü ðàçiâ (áåç äi¨ åëåêòðîøî-êó). Ïîòiì âîíè ÷èòàëè âãîëîñ ï'ÿòü ðàçiâ iíøèé �ðàã-ìåíò òåêñòó i â ìîìåíò çà¨êàííÿ çàçíàâàëè äi¨ åëåêòðî-øîêó.Ó òàáëèöi íàâåäåíî îòðèìàíi çà ñïåöiàëüíîþ ìåòîäè-êîþ îöiíêè àêîìîäàöi¨ ó áàëàõ (äàíi Ä. Äåéëi òà Å. Êó-ïåðà). Âèñîêèé áàë âiäïîâiäà¹ êðàùié àêîìîäàöi¨.Íîìåð Áàëè Íîìåð Áàëèó÷àñ- áåç iç øî- ó÷àñ- áåç iç øî-íèêà øîêó êîì íèêà øîêó êîì1 57 51 10 50 502 59 56 11 44 563 41 44 12 50 464 51 44 13 70 745 43 50 14 42 576 49 54 15 68 747 48 50 16 54 488 56 40 17 38 489 44 50 18 48 44×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî òå, ùî øîê ó ìîìåíò çà¨êàííÿâïëèâà¹ íà àêîìîäàöiþ?19.34. Òîêñè÷íiñòü äâîõ ïðåïàðàòiâ (A i B) ïîðiâíþ-âàëè íà äâîõ ãðóïàõ ìèøåé (ïî 50 ó êîæíié). Ìèøàì ïåð-øî¨ ãðóïè ââåëè ïðåïàðàò A, à äðóãî¨ � òàêó ñàìó äîçó



398 �ëàâà 19. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨ïðåïàðàòó B. Êiëüêiñòü ìèøåé, ùî çàëèøèëèñÿ æèâèìèó êîæíié ãðóïi ÷åðåç ïåâíèé ÷àñ ïiñëÿ ââåäåííÿ ïðåïàðà-òiâ, íàâåäåíî â òàáëèöi.×àñ ïiñëÿ ââåäåííÿ Êiëüêiñòü æèâèõ ìèøåéïðåïàðàòó, ãîä ïiñëÿ äi¨ A ïiñëÿ äi¨ B1 29 353 21 238 16 1616 12 1324 10 1048 9 872 7 896 6 7×è ñâiä÷àòü öi äàíi ïðî ðiçíó òîêñè÷íiñòü ïðåïàðàòiâ
A i B?19.35.Øèéêè ðîáî÷î¨ ÷àñòèíè ñâåðäåë îáðîáëÿþòüñÿíà øëi�óâàëüíîìó âåðñòàòi. Íîìiíàëüíèé äiàìåòð øèéêèñòàíîâèòü 9,8 ìì ç òåõíi÷íèì äîïóñêîì 0,04 ìì.Âèìiðÿëè äiàìåòðè ðîáî÷î¨ ÷àñòèíè øèéêè 16 ñâåð-äåë. �õíi çíà÷åííÿ (ó ìiëiìåòðàõ) âèÿâèëèñÿ òàêèìè: 9,76;9,78; 9,81; 9,77; 9,75; 9,78; 9,75; 9,77; 9,74; 9,78; 9,77; 9,83;9,78; 9,81; 9,79; 9,80.×è ìîæíà ââàæàòè, ùî íîìiíàëüíèé äiàìåòð øèéêèäîðiâíþ¹ 9,8 ìì ç òåõíi÷íèì äîïóñêîì 0,04 ìì çà íîðìèâiäõîäó 5%, òîáòî äiàìåòð íå âèõîäèòü çà ìåæi: 9,76�9,84ìì ç iìîâiðíiñòþ 0,95?Âê à ç i â ê à 1. Ñ�îðìóëþâàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ÿêçàäà÷ó ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç i ñêîðèñòàòèñÿ êðè-òåði¹ì Êîëìîãîðîâà.Â ê à ç i â ê à 2. �îçâ'ÿçàòè çàäà÷ó â ïðèïóùåííi, ùî ðå-çóëüòàòè âèìiðþâàíü ¹ âèáiðêîþ ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó(äèâ. òàêîæ ðîçâ'ÿçàííÿ äî çàäà÷i 19.7).19.36. Âèìiðþâàëè ïîðèñòiñòü êîíäåíñàòîðíîãî ïàïå-ðó äâîõ ïàðòié (ç êîæíî¨ ïàðòi¨ ðóëîíè áðàëè íàâìàííÿ).�åçóëüòàòè âèìiðþâàíü âèÿâèëèñÿ òàêèìè.Ïàðòiÿ I : 1,5; 1,5; 2,7; 3,0; 1,6; 1,9; 2,4; 1,6; 1,7; 2,0.Ïàðòiÿ II : 1,9; 2,3; 1,8; 1,9; 1,5; 2,4; 2,9; 3,5; 4,7.×è ìîæíà çà öèìè äàíèìè äiéòè âèñíîâêó, ùî ïîðèñ-òiñòü êîíäåíñàòîðíîãî ïàïåðó â ïàðòiÿõ I i II ðiçíà?



�ëàâà 20Ëiíiéíà ðåãðåñiÿ20.1 Íîðìàëüíà ëiíiéíà ðåãðåñiÿÓ ìàòåìàòè÷íié ñòàòèñòèöi ÷àñòî çóñòði÷à¹òüñÿ òàêàçàäà÷à.Ïðèïóñòèìî, ùî âåëè÷èíè y i x çâ'ÿçàíi �óíêöiîíàëü-íîþ çàëåæíiñòþ
y = a+ bx,àëå êîå�iöi¹íòè (ïàðàìåòðè) a i b íåâiäîìi. (Çàëåæíiñòü

y âiä x ìîæå áóòè é ñêëàäíiøîþ, íàïðèêëàä, âîíà ìîæåáóòè òàêîþ: y = a0 + a1x + a2x
2 àáî òàêîþ: y = a cos x+

+b sinx + cx, y ìîæå çàëåæàòè âiä äåêiëüêîõ çìiííèõ:
y = b0 + b1x1 + b2x2 + . . . + bdxd.) Ìè ìà¹ìî ìîæëèâiñòüó äàíèõ öiëêîì âèçíà÷åíèõ òî÷êàõ x1, x2, . . . , xn ñïîñòåði-ãàòè çíà÷åííÿ ξi âåëè÷èíè

yi = a+ bxi, i = 1, 2, . . . , n,àëå íå òî÷íî, à ç äåÿêîþ ïîõèáêîþ ei, òîáòî �àêòè÷íîñïîñòåðiãà¹ìî
ξi = a+ bxi + ei.Ïîõèáêè ei, i = 1, 2, . . . , n, íåâiäîìi, ïðîòå ¨õ ïðèðîäíîââàæàòè íåçàëåæíèìè (îñêiëüêè ñïîñòåðåæåííÿ íåçàëåæ-íi) íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè içñåðåäíiì 0 i äèñïåðñi¹þ σ2 (íåâiäîìîþ íàì).Çà ñïîñòåðåæåííÿìè ξi, i = 1, 2, . . . , n, íåîáõiäíî âè-çíà÷èòè (îöiíèòè) íåâiäîìi ïàðàìåòðè a, b, σ2. (Çðîçóìiëî,399



400 �ëàâà 20. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿùî êîëè çíà÷åííÿ yi = a + bxi, i = 1, 2, . . . , n, ñïîñòåðiãà-þòüñÿ ç ïîõèáêîþ, òî ïàðàìåòðè a, b, σ2 íåìèíó÷å áóäóòüâèçíà÷àòèñÿ ç ïîõèáêîþ.)Ó ñòðîãié ìàòåìàòè÷íié ïîñòàíîâöi öþ çàäà÷ó ìîæíàñ�îðìóëþâàòè òàê. Ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ íîð-ìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn âiä-ïîâiäíî ç ñåðåäíiìè yi = a+bxi i äèñïåðñi¹þ σ2. Ïàðàìåò-ðè íåâiäîìi, ¨õ íåîáõiäíî îöiíèòè çà ξ1, ξ2, . . . , ξn. Ôóíêöiþ
y = a+ bx,íàçèâàòèìåìî ïðîñòîþ íîðìàëüíîþ ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ,êîðîòêî � ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ (�ïðîñòà� îçíà÷à¹ çàëåæ-íiñòü âiä îäíi¹¨ çìiííî¨, �íîðìàëüíà� � ñïîñòåðåæåííÿíîðìàëüíî ðîçïîäiëåíi). Êîëè çìiííà y ¹ �óíêöi¹þ âiä x,òî ãîâîðèìî �ðåãðåñiÿ y íà x�, êîëè x ¹ �óíêöi¹þ âiä y,òî ãîâîðèìî �ðåãðåñiÿ x íà y�. Äàëi ëiíiéíó ðåãðåñiþ áóäåçðó÷íî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi

y = α+ β(x− x̄),äå x = 1
n

n∑

i=1
xi, x1, x2, . . . , xn � çíà÷åííÿ çìiííî¨ x; α, β, σ2� íåâiäîìi ïàðàìåòðè.Äëÿ îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ñêîðèñòà¹ìîñÿìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.Ïîçíà÷èìî

x =
1

n

n∑

i=1

xi, S
2
1 =

1

n

n∑

i=1

(xi − x)2, S1 =
√

S2
1 ,

ξ =
1

n

n∑

i=1

ξi, S
2
2 =

1

n

n∑

i=1

(ξi − ξ)2, S2 =
√

S2
2 ,

R12 =
1

n

n∑

i=1

(xi − x)(ξi − ξ).



20.1. Íîðìàëüíà ëiíiéíà ðåãðåñiÿ 401Òåîðåìà 20.1.1 (ïðî îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâ-äîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ α, β, σ2). Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn� íåçàëåæíi íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíèiç ñåðåäíiìè
Mξi = α+ β(xi − x)i äèñïåðñi¹þ σ2.Îöiíêàìè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ

α, β, σ2 ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨
y = α+ β(x− x)¹

α̂ = ξ; β̂ =
R12

S2
1

; σ̂2 =
1

n

n∑

i=1

(ξi − (α̂ + β̂(xi − x)))2.Ç à ó â àæåíí ÿ. Îöiíêó σ̂2 ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
σ̂2 = S2

2

(

1−
R2

1,2

S2
1S

2
2

)

.Äàëi êîðèñòóâàòèìåìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè σ̂ =
√

σ̂2.Òåîðåìà 20.1.2 (ïðî ðîçïîäië îöiíîê α̂, β̂, σ̂2).Îöiíêè
α̂ = ξ; β̂ =

R12

S2
1

; σ̂2 =
1

n

n∑

i=1

(ξi − (α̂+ β̂(xi − x)))2ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ α, β, σ2 íîð-ìàëüíî¨ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨
y = α+ β(x− x)ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

1) α̂, β̂, σ̂2 � íåçàëåæíi ó ñóêóïíîñòi âèïàäêîâi âå-ëè÷èíè;



402 �ëàâà 20. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿ
2) α̂, β̂ � íåçñóíåíi é ñïðîìîæíi îöiíêè âiäïîâiäíî

α i β, σ̂2 � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöií-êà σ2;
3)

α̂− α
√

σ̂2/(n − 2)

∼ tn−2; (20.1.1)
β̂ − β

√

σ̂2/(S2
1(n− 2))

∼ tn−2; (20.1.2)
n
σ̂2

σ2
∼ χ2

n−2; (20.1.3)
(

(α̂− α)2 + S2
1(β̂ − β)2

)

/2

σ̂2/(n− 2)
∼ F2;n−2, (20.1.4)(çíàê ∼ çàìiíþ¹ âèðàç �ìà¹ ðîçïîäië�).Çà âiäîìèìè ðîçïîäiëàìè îöiíîê α̂, β̂, σ̂2 (äèâ. (20.1.1),(20.1.2), (20.1.3), (20.1.4)) ìîæíà ïîáóäóâàòè êðèòåði¨ äëÿïåðåâiðêè ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè α, β, σ2 i äîâið÷i iíòåð-âàëè äëÿ öèõ ïàðàìåòðiâ.Êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: β = β0.ßêùî ãiïîòåçó H0 : β = β0 âiäõèëÿòè ïðè

∣
∣
∣
∣
∣

β̂ − β0

σ̂/(S1
√
n− 2)

∣
∣
∣
∣
∣
> tγ;n−2 (20.1.5)i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ 2γãiïîòåçà H0 áóäå âiäõèëÿòèñÿ, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òü-ñÿ. Çîêðåìà, ãiïîòåçà H0: β = 0 (ãiïîòåçà ïðî çíà÷óùiñòüëiíi¨ ðåãðåñi¨) ïåðåâiðÿ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ êðèòåðiþ: ÿêùîãiïîòåçó H0 : β = 0 âiäõèëÿòè ïðè

∣
∣
∣
∣
∣

β̂

σ̂/(S1
√
n− 2)

∣
∣
∣
∣
∣
> tγ;n−2 (20.1.6)



20.1. Íîðìàëüíà ëiíiéíà ðåãðåñiÿ 403i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ 2γãiïîòåçà H0 áóäå âiäõèëÿòèñÿ, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òü-ñÿ. Êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: α = α0.ßêùî ãiïîòåçó H0: α = α0 âiäõèëÿòè ïðè
∣
∣
∣
∣

α̂− α0

σ̂/
√
n− 2

∣
∣
∣
∣
> tγ;n−2 (20.1.7)i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ 2γãiïîòåçà H0 áóäå âiäõèëÿòèñÿ, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òü-ñÿ. Çîêðåìà, ãiïîòåçà H0: α = 0 ïåðåâiðÿ¹òüñÿ çà äîïîìî-ãîþ êðèòåðiþ: ÿêùî ãiïîòåçó H0: α = 0 âiäõèëÿòè ïðè

∣
∣
∣
∣

α̂

σ̂/
√
n− 2

∣
∣
∣
∣
> tγ;n−2 (20.1.8)i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ 2γãiïîòåçà H0 áóäå âiäõèëÿòèñÿ, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òü-ñÿ. Êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: σ2 = σ2

0.ßêùî ãiïîòåçó H0: σ2 = σ20 âiäõèëÿòè ïðè
n
σ̂2

σ20
> χ2

γ;n−2 (20.1.9)i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ γãiïîòåçà H0 áóäå âiäõèëÿòèñÿ, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ
(àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿ: σ2 > σ20).Êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: α = α0,
β = β0. ßêùî ãiïîòåçó H0: α = α0, β = β0 âiäõèëÿòèïðè

(

(α̂− α)2 + S2
1(β̂ − β)2

)

/2

σ̂2/(n − 2)
> Fγ;2;n−2 (20.1.10)i íå âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ γãiïîòåçà H0 áóäå âiäõèëÿòèñÿ, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ

(àëüòåðíàòèâà: α 6= α0 àáî β 6= β0).



404 �ëàâà 20. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿÄîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ ïðîñòî¨ íîð-ìàëüíî¨ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨. Äîâið÷i iíòåðâàëè ç êîå�i-öi¹íòîì íàäiéíîñòi 1− 2γ äëÿ ïàðàìåòðiâ α, β, σ2 äîñèòüïðîñòî îòðèìàòè ç (20.1.1), (20.1.2), (20.1.3):
α̂− σ̂√

n− 2
tγ;n−2 ≤ α ≤ α̂+

σ̂√
n− 2

tγ;n−2, (20.1.11)
β̂ − σ̂

S1
√
n− 2

tγ;n−2 ≤ β ≤ β̂ +
σ̂

S1
√
n− 2

tγ;n−2, (20.1.12)
nσ̂2

χ2
γ;n−2

≤ σ2 ≤ nσ̂2

χ2
1−γ;n−2

. (20.1.13)Äîâið÷èì iíòåðâàëîì ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi 1−2γäëÿ çíà÷åííÿ y0 = α+ β(x0 − x̄) ëiíi¨ ðåãðåñi¨
y = α+ β(x− x̄),ó òî÷öi x0 ¹

α̂+ β̂(x0 − x̄)− tγ;n−2

√

1

n− 2
σ̂2
(

1 +
(x0 − x̄)2

S2
1

)

≤

≤ α+ β(x0 − x̄) ≤

≤ α̂+ β̂(x0 − x̄) + tγ;n−2

√

1

n− 2
σ̂2
(

1 +
(x0 − x̄)2

S2
1

)(20.1.14)Ñïiëüíà äîâið÷à îáëàñòü äëÿ ïàðàìåòðiâ α i β,äîâið÷à îáëàñòü äëÿ ðåãðåñi¨. Ç (20.1.4) ìîæíà îòðè-ìàòè äîâið÷ó îáëàñòü ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi 1−γ äëÿïàðè (α, β):
(α− α̂)2

2Fγ;2;n−2 σ̂2/(n − 2)
+

(β − β̂)2

2Fγ;2;n−2 σ̂2/(S
2
1(n− 2))

≤ 1.(20.1.15)



20.1. Íîðìàëüíà ëiíiéíà ðåãðåñiÿ 405Äîâið÷îþ îáëàñòþ ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi 1−γ äëÿëiíi¨ ðåãðåñi¨ y = α+ β(x− x̄) ¹
α̂+ β̂(x− x̄)− σ̂

√

Fγ;2;n−2

√

1

n− 2

(

1 +
(x− x̄)2

S2
1

)

≤

≤ α+ β(x− x̄) ≤

≤ α̂+ β̂(x− x̄) + σ̂
√

Fγ;2;n−2

√

1

n− 2

(

1 +
(x− x̄)2

S2
1

)(20.1.16)(ç iìîâiðíiñòþ 1 − γ ëiíiÿ ðåãðåñi¨ y = α + β(x − x̄) ïðèâñiõ çíà÷åííÿõ x ëåæèòü ó çàçíà÷åíié îáëàñòi).Ïåðåâiðêà àäåêâàòíîñòi ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨. ßêùîó òî÷êàõ xj , j = 1, 2, . . . , k, ¹ ïîâòîðíi ñïîñòåðåæåííÿ, òîìîæíà äàòè âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ: �×è àäåêâàòíî îïèñó¹ëiíiÿ ðåãðåñi¨ y = α+ β(x− x̄) âèõiäíi äàíi?�Ïiä ïîâòîðíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè ó òî÷öi xj çíà÷åí-íÿ yj = f(xj) ðîçóìiòèìåìî íåçàëåæíi íîðìàëüíî ðîçïî-äiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξj,1, ξj,2, . . . , ξj,nj
� iç ñåðåäíiì

yj = f(xj) i äèñïåðñi¹þ σ2:
Mξj,ν = f(xj), Dξj,ν = σ2, ν = 1, 2, . . . , nj . (20.1.17)Âñüîãî ¹ k òî÷îê xj , ó ÿêèõ ïðîâîäèëèñÿ ñïîñòåðåæåííÿ,òîáòî j = 1, 2, . . . , k. ×èñëî (êiëüêiñòü) ñïîñòåðåæåíü, ÿêi ðàíiøå, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç n, òàê ùî

n =
k∑

j=1

nj.Âèïèñóþ÷è îöiíêè α̂, β̂, σ̂2 âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ α,
β, σ2 i çíà÷åííÿ x, êîëè ìè ìà¹ìî ïîâòîðíi ñïîñòåðå-æåííÿ, çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ ïîäâiéíèìè iíäåêñàìè íåòiëüêè äëÿ ñïîñòåðåæåíü:

ξj,ν, ν = 1, 2, . . . , nj; j = 1, 2, . . . , k,



406 �ëàâà 20. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿàëå i äëÿ òî÷îê xj , ó ÿêèõ ïðîâîäèëèñÿ ñïîñòåðåæåííÿ,à ñàìå
xj,ν = xj , ν = 1, 2, . . . , nj , j = 1, 2, . . . , k.Ïðè öüîìó äëÿ x, S2

1 , ξ, S
2
2 , R12 (äèâ. òåîðåìó 20.1.1 ïðîîöiíêè ïàðàìåòðiâ) ìè îòðèìà¹ìî òàêi âèðàçè:

x =
1

n

k∑

j=1

nj∑

ν=1

xj,ν =
1

n

k∑

j=1

njxj ;

S2
1 =

1

n

k∑

j=1

nj∑

ν=1

(xj,ν − x)2 =
1

n

k∑

j=1

nj∑

ν=1

(xj − x)2 =

=
1

n

k∑

j=1

nj(xj − x)2;

ξ =
1

n

k∑

j=1

nj∑

ν=1

ξj,ν, S
2
2 =

1

n

k∑

j=1

nj∑

ν=1

(ξj,ν − ξ)2;

R12 =
1

n

k∑

j=1

nj∑

ν=1

(xj,ν − x)(ξj,ν − ξ) =

=
1

n

k∑

j=1

nj∑

ν=1

(xj − x)(ξj,ν − ξ).Äëÿ äèñïåðñi¨ σ2 ñïîñòåðåæåíü (äèñïåðñi¨ âèïàäêîâèõâåëè÷èí ξj,ν, ν = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . , k) ìîæíà çà-ïðîïîíóâàòè îöiíêó
s21 =

1

n− k

k∑

j=1

nj∑

ν=1

(ξj,ν − ξj)
2,
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ξj =

1

nj

nj∑

ν=1

ξj,ν, j = 1, 2, . . . , k, n =

k∑

j=1

nj.Îöiíêà s21 îïèñó¹ ðîçñiþâàííÿ ñïîñòåðåæåíü ξj,ν íåçàëåæ-íî âiä òîãî, ãîâîðèìî ìè ïðî ðåãðåñiþ ÷è íi.Îöiíêà
s22 =

1

k − 2

k∑

j=1

nj(ξj − (α̂ + β̂(xj − x))2îïèñó¹ ðîçñiþâàííÿ ñïîñòåðåæåíü ξj,ν âiäíîñíî åìïiðè÷-íî¨ ëiíi¨ ðåãðåñi¨
y = α̂+ β̂(x− x).ßêùî ìàþòü ìiñöå ïðèïóùåííÿ (20.1.17), i �óíêöiÿ

f(x) ìà¹ âèãëÿä
f(x) = α+ β(x− x),òî âiäíîøåííÿ s22/s21 ìà¹ Fk−2;n−k-ðîçïîäië. Òîìó äëÿ ïå-ðåâiðêè ãiïîòåçè

H0 :Mξj,ν = α+ β(xj − x), ν = 1, 2, . . . , nj , j = 1, 2, . . . , k(ãiïîòåçè ïðî àäåêâàòíiñòü îïèñàííÿ ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þâèõiäíèõ äàíèõ) ìà¹ìî òàêèé êðèòåðié.ßêùî ãiïîòåçó H0 ïðî àäåêâàòíiñòü ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨âiäõèëÿòè ïðè
s22
s21
> Fγ;k−2;n−k (20.1.18)i íå âiäõèëÿòè ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî ç iìîâiðíiñòþ γãiïîòåçó âiäõèëÿòèìåìî, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ.Ïðèì i ò ê à. ßêùî ïîâòîðíi ñïîñòåðåæåííÿ âiäñóòíi,òîáòî nj = 1, j = 1, 2, . . . , k, òî

n =
k∑

j=1

nj = k, ξj = ξj, j = 1, 2, . . . , k.



408 �ëàâà 20. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿÏðè öüîìó îöiíêó s21 äèñïåðñi¨ σ2 îòðèìàòè íåìîæëèâî i,ÿê íàñëiäîê, íåìîæëèâî îòðèìàòè i êðèòåðié äëÿ ïåðåâið-êè àäåêâàòíîñòi ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨.Ïåðåâiðêà àäåêâàòíîñòi òåîði¨ åêñïåðèìåíòîâi.Âèìiðþ¹òüñÿ âåëè÷èíà, äëÿ ÿêî¨ âiäîìî òåîðåòè÷íî çàâ-áà÷åíi (îá÷èñëåíi) çíà÷åííÿ, ïîçíà÷àòèìåìî ¨õ ÷åðåç
x1, x2, . . . , xn; �àêòè÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èíè, äîáóòi ó ñïîñ-òåðåæåííÿõ (ó åêñïåðèìåíòi) ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ξ1, ξ2,
. . . , ξn. ßêùî ïðè öüîìó

ξi = xi, i = 1, 2, . . . , n,òîáòî òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ x âåëè÷èíè i çíà÷åííÿ ξ, ùîñïîñòåðiãà¹òüñÿ, ñïiâïàäàþòü:
ξ = x,òî ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî òåîðiÿ ïîãîäæó¹òüñÿ ç åêñ-ïåðèìåíòîì. Àëå ó âèìiðþâàííÿõ çàâæäè ïðèñóòíÿ ïî-õèáêà, à îòæå, íàâiòü êîëè òåîðiÿ ïîãîäæó¹òüñÿ ç åêñïå-ðèìåíòîì, ðîçõîäæåííÿ

ξ1 − x1, ξ2 − x2, . . . , ξn − xníåìèíó÷i. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ � ÷è ìîæíà ïðè öüîìó ç òî÷-íiñòþ äî ïîõèáêè ââàæàòè, ùî òåîðiÿ ïîãîäæó¹òüñÿ ç åêñ-ïåðèìåíòîì (ñïîñòåðåæåííÿìè)? Iíàêøå êàæó÷è, ÷è ìîæ-íà ðîçõîäæåííÿ ξ1−x1, ξ2−x2, . . . , ξn−xn ïîÿñíèòè ïîõèá-êîþ ñïîñòåðåæåíü, ÷è âîíè ñâiä÷àòü ïðî íåàäåêâàòíiñòüòåîði¨?Îäèí ç ìîæëèâèõ ïiäõîäiâ òàêèé. Ïðèïóñòèìî, ùîçàâáà÷åíi òåîði¹þ çíà÷åííÿ x âåëè÷èíè òà ¨¨ çíà÷åííÿ, ùîñïîñòåðiãàþòüñÿ y, çâ'ÿçàíi ëiíiéíîþ çàëåæíiñòþ (çà íå-îáõiäíîñòi ó öüîìó ìîæíà ïåðåñâiä÷èòèñÿ, äèâ. ïåðåâiðêóàäåêâàòíîñòi ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨)
y = α+ β(x− x)(x = 1

n

n∑

i=1
xi ââåäåíî äëÿ çðó÷íîñòi). Â åêñïåðèìåíòi ìè�àêòè÷íî ñïîñòåðiãà¹ìî íå âåëè÷èíè
yi = α+ β(xi − x), i = 1, 2, . . . , n,
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ξi = α+ β(xi − x) + ei, i = 1, 2, . . . , n,äå ei � ïîõèáêè ñïîñòåðåæåíü (óíèêíóòè ïîõèáêè ó ñïî-ñòåðåæåííÿõ íåìîæëèâî � ñïîñòåðåæåíü áåç ïîõèáîê íåáóâà¹).Âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ α, β âèñóíåìî ãiïîòåçè

1) H0;1 : β = 0; 2) H0;2 : β = 1;

3) H0;3 : β = β0 = 1; α = α0 = x,ïåðåâiðêà ÿêèõ äà¹ ìîæëèâiñòü ãîâîðèòè ïðî ïîãîäæåííÿ÷è íåïîãîäæåííÿ òåîði¨ ç åêñïåðèìåíòîì.1. �iïîòåçà H0;1 : β = 0. Íåâiäõèëåííÿ ãiïîòåçè îçíà-÷à¹, ùî çàâáà÷åíèé òåîði¹þ å�åêò âçàãàëi âiäñóòíié.2. �iïîòåçà H0;2 : β = 1. Íåâiäõèëåííÿ ãiïîòåçè ñâiä-÷èòü íà êîðèñòü ïîãîäæåííÿ òåîði¨ ç åêñïåðèìåíòîì, ÿêùîïðè öüîìó α− x 6= 0, òî ïðèñóòíÿ ñèñòåìàòè÷íà ïîõèáêà.3. �iïîòåçà H0;3 : β = β0 = 1; α = α0 = x. Íåâiäõèëåí-íÿ ãiïîòåçè òðàêòó¹òüñÿ ÿê ïîãîäæåííÿ òåîði¨ ç åêñïåðè-ìåíòîì.Ïðèêëàä 20.1.1 (åêñïåðèìåíò Åääiíãòîíà). �îç-ãëÿíåìî ïðèêëàä ïåðåâiðêè àäåêâàòíîñòi òåîði¨ åêñïåðè-ìåíòîâi. Ìîâà éäå ïðî ïåðåâiðêó çàãàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñ-íîñòi çà âiäõèëåííÿì ïðîìåíÿ ñâiòëà ó ïîëi òÿæiííÿÑîíöÿ. Äàíi äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ îáðîáêè âçÿòi çi çáið-íèêà ñòàòåé Àëüáåðòà Åéíøòåéíà �Ôèçèêà è ðåàëü-íîñòü� (Ì., 1965).Ïiä êåðiâíèöòâîì Åääiíãòîíà áóëî ïðîâåäåíî òàêèéåêñïåðèìåíò. Íåõàé çiðêà ëåæèòü ïðèáëèçíî â ïëîùèíiçåìíî¨ îðáiòè (ðèñ. 20.1.1). Òîäi â ìîìåíò, êîëè Çåìëÿçíàõîäèòüñÿ ó ïîëîæåííi 1, çiðêó âèäíî â äåÿêîìó íàï-ðÿìi 1.×åðåç ïiâðîêó Çåìëÿ áóäå çíàõîäèòüñÿ ó ïîëîæåí-íi 2, i ÿêáè ïðîìiíü ñâiòëà ó ïîëi òÿæiííÿ Ñîíöÿ íåâiäõèëÿâñÿ, òî çiðêà ç ïîëîæåííÿ 2 Çåìëi â íàïðÿìi 2íå ñïîñòåðiãàëàñÿ á. Àëå çiðêà ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ç ïîëî-æåííÿ 2 â íàïðÿìi 2, âîíà íåìîâ áè ïåðåìiùó¹òüñÿ, i öåïåðåìiùåííÿ ìîæíà îá÷èñëèòè. (Çðîçóìiëî, ùî ñïîñòå-ðiãàòè çiðêó ç ïîëîæåííÿ 2 ìîæíà òiëüêè â ìîìåíòïîâíîãî ñîíÿ÷íîãî çàòåìíåííÿ.)



410 �ëàâà 20. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿÄëÿ ñïîñòåðåæåííÿ áóëî âèáðàíî 7 çiðîê. �õíi âèäè-ìi ïåðåìiùåííÿ (âåêòîðè íà íåáåñíié ñ�åði, ÿêi ó çâ'ÿç-êó ç ìàëiñòþ ìîæíà ââàæàòè âåêòîðàìè íà ïëîùèíi)ðîçêëàäàëèñÿ çà äâîìà îñÿìè êîîðäèíàò. Çíàéäåíi ðå-çóëüòàòè (ó êóòîâèõ ñåêóíäàõ) íàâåäåíi â òàáë. 20.1.1,
20.1.2, äå xi � êîîðäèíàòè âåêòîðà ïåðåìiùåííÿ, îá÷è-ñëåíi çãiäíî ç çàãàëüíîþ òåîði¹þ âiäíîñíîñòi, ξi � êîîð-äèíàòè âåêòîðà ïåðåìiùåííÿ, ùî ñïîñòåðiãàëèñÿ.

*

*

Сонце

Місяць

 Земна

орбіта
    Земля у

положенні 1 Напрям 1 Зірка

Напрям 2    Земля у

положенні 2

   Видиме

положення

    зірки

         Промінь світла,

      відхилений Сонцем

�èñ. 20.1.1: Âiäõèëåííÿ ïðîìåíÿ ñâiòëà çiðêèâ ïîëi òÿæiííÿ Ñîíöÿ×è óçãîäæóþòüñÿ îá÷èñëåíi çíà÷åííÿ êîîðäèíàò âåê-òîðà ïåðåìiùåííÿ çiðîê iç çíà÷åííÿìè, ùî ñïîñòåðiãàëè-ñÿ? Òà á ë è ö à 20.1.1. Ïåðøà êîîðäèíàòà
xi −0, 22 +0, 31 +0, 10 +0, 12 +0, 04 +0, 09 +0, 85
ξi −0, 19 +0, 29 +0, 11 +0, 20 +0, 10 −0, 08 +0, 95Òà á ë è ö à 20.1.2. Äðóãà êîîðäèíàòà
xi +0, 02 −0, 43 +0, 74 +0, 87 +0, 40 +0, 32 −0, 09
ξi +0, 16 −0, 46 +0, 83 +1, 00 +0, 57 +0, 35 −0, 27



20.1. Íîðìàëüíà ëiíiéíà ðåãðåñiÿ 411� î ç â ' ÿ ç à í í ÿ. �îçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî ïîãîäæåííÿîá÷èñëåíèõ çíà÷åíü xi êîîðäèíàò iç çíà÷åííÿìè ξi, ùîñïîñòåðiãàëèñÿ äëÿ ïåðøî¨ êîîðäèíàòè (äèâ. òàáë. 20.1.1)Ïðèïóñòèìî, ùî îá÷èñëåíi (çàâáà÷åíi òåîði¹þ) çíà÷åí-íÿ x êîîðäèíàò i çíà÷åííÿ y, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ, çâ'ÿçàíiëiíiéíîþ çàëåæíiñòþ
y = α+ β(x− x),äå

x =
1

7

7∑

i=1

xi = 0, 184.Çà ðåçóëüòàòàìè ñïîñòåðåæåíü (äèâ. òàáë. 20.1.1) çíàéäå-ìî îöiíêè íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ α, β, σ2 ðåãðåñi¨:
α̂ = ξ = 0,197; β̂ = 1,081, σ̂2 = 0,006, S2

1 = 0,0948(äèâ. òåîðåìó 20.1.1). Äàëi ïåðåâiðèìî ãiïîòåçè ïðî ïàðà-ìåòðè ëiíi¨ ðåãðåñi¨.Ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìî ãiïîòåçó H0;1 : β = 0, íåâiäõè-ëåííÿ ÿêî¨ ñâiä÷èòèìå ïðî âiäñóòíiñòü çâ'ÿçêó ìiæ òåîði-¹þ òà åêñïåðèìåíòîì.Çãiäíî ç (20.1.6)
∣
∣
∣
∣
∣

β̂

σ̂/(S1
√
n− 2)

∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
∣

1,081
√

0,006/(0,0948 · 5)

∣
∣
∣
∣
∣
= 9,61 > t0,01;5 = 3,365.Òàê ùî îáðàçëèâà äëÿ Åéíøòåéíà ãiïîòåçà ïðî âiäñóò-íiñòü çâ'ÿçêó òåîði¨ ç åêñïåðèìåíòîì âiäõèëÿ¹òüñÿ.Ïåðåâiðèìî ãiïîòåçó H0;2 : β = β0 = 1.Çãiäíî ç (20.1.5)

∣
∣
∣
∣
∣

β̂ − β0

σ̂/(S1
√
n− 2)

∣
∣
∣
∣
∣
=
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=

∣
∣
∣
∣
∣

1,081− 1
√

0,006/(0,0948 · 5)

∣
∣
∣
∣
∣
= 0,72 < t0,01;5 = 3,365,òîìó ãiïîòåçà H0;2 : β = β0 = 1 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Îñòàí-í¹ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïîãîäæåííÿ òåîði¨ ç åêñïåðèìåí-òîì, àëå ïðè öüîìó ìîæëèâà ñèñòåìàòè÷íà ïîìèëêà (êîëè

α 6= x).Ïåðåñâiä÷èòèñÿ ó ïîãîäæåííi (÷è íåïîãîäæåííi) òå-îði¨ ç åêñïåðèìåíòîì ìîæíà ïåðåâiðÿþ÷è ãiïîòåçó H0;3:
β = β0 = 1, α = α0 = x.Çãiäíî ç (20.1.10)

((α̂− α0)
2 + S2

1(β̂ − β0)
2)/2

σ̂2/(n − 2)
=

=
((0,197 − 0,184)2 + 0,0948(1,081− 1)2)/2

0,006/5
=

= 0,33 < F0,05;2;5 = 5,79.Òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî β = 1, α = 0,184, i çàëåæíiñòü
y âiä x ìà¹ âèãëÿä

y = x,ùî ñâiä÷èòü íà êîðèñòü ïîãîäæåííÿ òåîði¨ ç åêñïåðèìåí-òîì.Ïðèêëàä 20.1.2 . Ó êíèçi Ä.I. Ì¹íä¹ë¹¹âà �Îñíî-âè õiìi¨� íàâåäåíî äàíi ïðî ðîç÷èííiñòü àçîòíî-êèñëîãîíàòðiþ NaNO3 çàëåæíî âiä òåìïåðàòóðè âîäè. Ó 100÷àñòèíàõ âîäè ðîç÷èíÿ¹òüñÿ òàêå ÷èñëî óìîâíèõ ÷à-ñòèí NaNO3 ïðè âiäïîâiäíèõ òåìïåðàòóðàõ
x ξ x ξ0 66,7 29 92,94 71,0 36 99,410 76,3 51 113,615 80,6 68 125,121 85,7äå x � òåìïåðàòóðà ó ãðàäóñàõ çà Öåëüñi¹ì, ξ � ðîç÷èí-íiñòü â óìîâíèõ ÷àñòèíàõ íà 100 ÷àñòèí âîäè.



20.1. Íîðìàëüíà ëiíiéíà ðåãðåñiÿ 413Òåîðåòè÷íi ìiðêóâàííÿ äàþòü ïiäñòàâè ââàæàòè, ùîçàëåæíiñòü êiëüêîñòi ðîç÷èíåíî¨ ðå÷îâèíè âiä òåìïåðà-òóðè ¹ ëiíiéíîþ:
y = α+ β(x− x).Çíàéòè îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåò-ðiâ α, β i äèñïåðñi¨ σ2. Ïîáóäóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ

α, β, σ2. Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó H0 : β = 0 ïðî çíà÷óùiñòüðåãðåñi¨.�î ç â ' ÿ ç à í í ÿ.
x =

1

9

9∑

i=1

xi = 26; ξ =
1

9

9∑

i=1

ξi = 90,14,

S2
1 =

1

9

9∑

i=1

(xi − x)2 = 451,11,

S2
2 =

1

9

9∑

i=1

(ξi − ξ)2 = 342,66,

R12 =
1

9

9∑

i=1

(xi − x)(ξi − ξ) = 392,75.Îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi êîå�iöi¹íòiâ
α, β ïðîñòî¨ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨:

α̂ = ξ = 90,14; β̂ =
R12

S2
1

= 0,87.Îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi äèñïåðñi¨ σ2:
σ̂2 = S2

2

(

1− R2
12

S2
1S

2
2

)

= 0,72.�iâíÿííÿ åìïiðè÷íî¨ ëiíi¨ ðåãðåñi¨
y = 90,14 + 0,87(x − 26).



414 �ëàâà 20. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿÏåðåâiðèìî ãiïîòåçó H0: β = 0 ïðî çíà÷óùiñòü ðåãðå-ñi¨. Çãiäíî ç (20.1.6)
∣
∣
∣
∣
∣

β̂

σ̂/
√

S2
1(n − 2)

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

0,87
√

0,7158/451,11(9− 2)

∣
∣
∣
∣
∣
=

= 57,83 > t0,05;7 = 1,895,òîìó ãiïîòåçà H0: β = 0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ëiíiéíà ðåãðåñiÿçíà÷óùà.Çãiäíî ç (20.1.11), (20.1.12), (20.1.13) äîâið÷èìè iíòåð-âàëàìè ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi 0,90 äëÿ ïàðàìåòðiâ ðå-ãðåñi¨ ¹: (89,54; 90,75) � äëÿ α; (0,84; 0,90) � äëÿ ïàðà-ìåòðà β; (0,46; 2,97) � äëÿ ïàðàìåòðà σ2.20.2 Çàäà÷i20.1. Äîñëiäæó¹òüñÿ âìiñò àñêîðáiíîâî¨ êèñëîòè, ùîçáåðåãëàñÿ â îâî÷àõ ïðîòÿãîì ¨õ ñóøiííÿ òà çáåðiãàííÿ.Äàëi íàâåäåíî âìiñò ñóõî¨ ðå÷îâèíè ó ñâiæîìó øïè-íàòi òà âìiñò àñêîðáiíîâî¨ êèñëîòè, ùî çáåðåãëàñÿ, ïiñëÿñóøiííÿ øïèíàòó ïðè òåìïåðàòóði 900C.
x y x y x y7,8 69,4 10,0 66,7 11,2 89,68,2 50,9 10,0 88,9 11,2 83,88,9 74,0 10,1 76,0 11,2 67,98,9 58,6 10,2 77,2 11,8 79,99,0 66,4 10,3 69,8 12,3 83,19,2 80,6 10,7 69,0 12,5 74,29,5 61,9 10,8 65,2 12,9 86,010,0 70,9 11,1 77,2 14,9 88,2

x � âìiñò ñóõî¨ ðå÷îâèíè ó ñâiæîìó øïèíàòi (ó âiäñîò-êàõ); y � âìiñò àñêîðáiíîâî¨ êèñëîòè ïiñëÿ ñóøiííÿ(ó âiäñîòêàõ).� ïiäñòàâè ââàæàòè, ùî çàëåæíiñòü âìiñòó àñêîðái-íîâî¨ êèñëîòè, ùî çáåðåãëàñÿ, âiä âìiñòó ñóõî¨ ðå÷îâèíèëiíiéíà: y = α+ β(x− x).Çíàéòè îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðà-ìåòðiâ α, β ïðîñòî¨ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ òà äèñïåðñi¨ σ2, ïî-áóäóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ α, β, òà σ2,



20.2. Çàäà÷i 415ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî çíà÷óùiñòü ðåãðåñi¨, ãiïîòåçó ïðîàäåêâàòíiñòü ðåãðåñi¨.Íà ïëîùèíi (x, y) çîáðàçèòè âèõiäíi äàíi òà ïîáóäóâà-òè åìïiðè÷íó ëiíiþ ðåãðåñi¨.20.2 (òîðìîçíèé øëÿõ i øâèäêiñòü). Âèâ÷àþ÷èðóõ òðàíñïîðòó, �iêñóâàëè âiäñòàíü s, ÿêó ïðîõîäèâ àâ-òîìîáiëü çà iíåðöi¹þ ïiñëÿ ñèãíàëó �Çóïèíèòèñÿ� (òîð-ìîçíèé øëÿõ) çàëåæíî âiä øâèäêîñòi v. Ñïîñòåðåæåííÿïðîâîäèëèñÿ íà ðiçíèõ àâòîìîáiëÿõ, ç ðiçíèìè âîäiÿìè,ðiçíèìè ïîâåðõíåâèì ïîêðèòòÿì äîðîãè i ò. ií. �åçóëüòàòèñïîñòåðåæåíü ïîäàíi ó âèãëÿäi òàáëèöi, äå s � òîðìîçíèéøëÿõ àâòîìîáiëÿ ó ìåòðàõ, v � øâèäêiñòü àâòîìîáiëÿ óêì/ãîä. ó ìîìåíò ñèãíàëó �Çóïèíèòèñÿ�.
v s v s v s v s6 0,6 19 7,3 26 9,8 32 14,66 3,0 19 8,5 26 12,2 32 15,611 1,2 21 7,9 27 9,8 32 17,111 6,7 21 10,4 27 12,2 32 19,513 4,9 21 10,4 27 15,2 35 20,114 3,0 21 14,0 29 12,8 37 16,516 5,5 23 7,9 29 17,1 39 21,316 7,9 23 11,0 29 23,2 39 28,016 10,4 23 18,3 29 25,6 39 28,418 5,2 23 24,4 31 11,0 39 36,618 8,5 24 6,1 31 14,0 40 25,919 4,3 24 7,9 31 20,819 6,1 24 16,5 32 9,8Ïðèïóñêàþ÷è, ùî çàëåæíiñòü òîðìîçíîãî øëÿõó àâ-òîìîáiëÿ âiä øâèäêîñòi ëiíiéíà:

s = α+ β(v − v),çíàéòè îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ
α, β òà äèñïåðñi¨ σ2. Ïîáóäóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿïàðàìåòðiâ α, β, σ2. Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî çíà÷óùiñòüðåãðåñi¨, ãiïîòåçó ïðî àäåêâàòíiñòü ðåãðåñi¨.Íà ïëîùèíi (v, s) çîáðàçèòè âèõiäíi äàíi òà ïîáóäóâà-òè åìïiðè÷íó ëiíiþ ðåãðåñi¨.20.3. Ó òàáëèöi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëü-íîãî äîñëiäæåííÿ êiëüêîñòi òåïëà, ùî âèäiëÿ¹òüñÿ ïiä ÷àñçàòâåðäiííÿ ïîðòëàíäñüêîãî öåìåíòó (x � âìiñò ó êëiíêå-ðàõ àëþìiíàòó êàëüöiþ 3CaO·Al2O3 ó âiäñîòêàõ âiä ìàñè



416 �ëàâà 20. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿêëèíêåðiâ; y � êiëüêiñòü òåïëà, ùî âèäiëèëîñÿ ïðîòÿãîì180 äíiâ, ó êàëîðiÿõ íà ãðàì öåìåíòó).Ïðèïóñêàþ÷è, ùî êiëüêiñòü òåïëà y ¹ ëiíiéíîþ �óíê-öi¹þ âìiñòó x àëþìiíàòó êàëüöiþ â êëiíêåðàõ:
y = α+ β(x− x),çíàéòè îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ

α, β ïðîñòî¨ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ òà äèñïåðñi¨ σ2, ïîáóäóâàòèäîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ α, β, σ2, ïåðåâiðèòè ãi-ïîòåçó ïðî çíà÷óùiñòü ðåãðåñi¨, ãiïîòåçó ïðî àäåêâàòíiñòüëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨.
x y x y x y1 74,3 7 78,5 11 109,21 72,5 7 95,9 11 113,31 83,8 10 109,4 21 115,92 93,1 11 104,33 102,7 11 87,6Íà ïëîùèíi (x, y) çîáðàçèòè âèõiäíi äàíi òà ïîáóäóâà-òè åìïiðè÷íó ëiíiþ ðåãðåñi¨.20.4 (îñòåîïåíiÿ i êàëüöié, ùî âèâîäèòüñÿ iç îð-ãàíiçìó). Âòðàòà êàëüöiþ ó êiñòêîâié òêàíèíi ëþäèíè� îñòåîïåíiÿ 1, 2, 3, 4 ñòóïåíÿ ó ñâî¨õ òÿæêèõ �îðìàõ(4-à ñòóïiíü îñòåîïåíi¨ � îñòåîïîðîç) âåäå äî ðóéíóâàí-íÿ êiñòêîâî¨ òêàíèíè. Ó íàø ÷àñ îñòåîïîðîç íàáóâ �îðìèøèðîêî ðîçïîâñþäæåíîãî çàõâîðþâàííÿ. Ñòóïiíü âòðàòèêàëüöiþ ó êiñòêîâié òêàíèíi ëþäèíè âèçíà÷àþòü çà äîïî-ìîãîþ óëüòðàçâóêîâî¨ äåíñèòîìåòði¨, ÿêà ìàëî äîñòóïíàÿê ÷åðåç ¨¨ äîðîãîâèçíó, òàê i íåäîñòàòíþ çàáåçïå÷åíiñòüâiäïîâiäíîþ àïàðàòóðîþ. Ïðîïîíó¹òüñÿ ìåòîä äiàãíîñòè-êè ñòóïåíÿ îñòåîïåíi¨ � çà âìiñòîì êàëüöiþ, ùî âèâîäèòü-ñÿ ç ñå÷åþ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T ðåçóëüòàò äåíñèòîìåòðè÷-íîãî äîñëiäæåííÿ, ùî õàðàêòåðèçó¹ ùiëüíiñòü êiñòêîâî¨òêàíèíè òà âìiñò êàëüöiþ ó íié.ßêùî çíà÷åííÿ T íàëåæèòü ïðîìiæêó [−i − 0, 5;−i),òî ñòàí êiñòêîâî¨ òêàíèíè îçíà÷à¹òüñÿ ÿê i-à ñòóïiíü îñòå-îïåíi¨, i = 1, 2, 3, 4. Ïðè çíà÷åíi T ç ïðîìiæêà [−2;−1)ñòóïiíü îñòåîïåíi¨ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ÿê ñåðåäíÿ, ïðè

T < −2 � ÿê òÿæêà. ×åðåç Ca ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü êàëü-öiþ, ùî âèâîäèòüñÿ ç ñå÷åþ. Âèõîäÿ÷è ç äàíèõ Iíñòèòóòó



20.2. Çàäà÷i 417ãàñòðîåíòåðîëîãi¨ Àêàäåìi¨ ìåäè÷íèõ íàóê Óêðà¨íè (äèâ.òàáëèöþ), ïåðåñâiä÷èòèñÿ, ùî ìiæ âåëè÷èíàìè T i Caiñíó¹ ëiíiéíà çàëåæíiñòü: ïîáóäóéòå ëiíiéíó ðåãðåñiþ Tíà Ca, ïåðåâiðòå ãiïîòåçè ïðî çíà÷óùiñòü i àäåêâàòíiñòüðåãðåñi¨.Çà âiäîìîþ çàëåæíiñòþ T âiä Ca äè�åðåíöiþéòå òÿæ-êó �îðìó îñòåîïåíi¨ (îñòåîïîðîç) çà âìiñòîì Ca, ùî âè-âîäèòüñÿ ç ñå÷åþ.Ca T Ca T Ca T Ca T2,20 0,23 3,12 �1,63 3,84 �2,10 4,40 �1,772,20 0,60 3,20 �0,21 4,10 �1,51 4,63 �1,612,24 �1,21 3,20 2,06 4,12 �1,86 4,80 �1,042,32 �0,04 3,20 �1,20 4,12 �0,65 5,80 �2,132,50 0,14 3,20 -1,49 4,20 �0,80 5,84 �2,942,60 0,49 3,35 �0,90 4,20 �0,60 5,90 �2,342,60 0,07 3,50 �1,40 4,20 0,54 6,10 �2,562,62 �0,02 3,50 0,23 4,20 �2,23 6,70 �1,622,64 �0,27 3,60 �0,15 4,24 0,15 6,80 �2,672,67 �1,62 3,60 �0,20 4,24 0,00 6,82 �2,962,76 �0,05 3,60 �0,20 4,30 �1,43 7,82 �4,082,80 �1,84 3,60 1,00 4,32 �1,80 7,82 �3,612,80 �2,04 3,64 �1,46 4,40 �1,61 7,82 �2,91Íà ïëîùèíi (Ca,T ) çîáðàçèòè âèõiäíi äàíi òà ïîáóäó-âàòè åìïiðè÷íó ëiíiþ ðåãðåñi¨.20.5 (áàðîìåòðè÷íèé òèñê i òî÷êà êèïiííÿ âî-äè).Äîñëiäæóâàëàñÿ çàëåæíiñòü ìiæ áàðîìåòðè÷íèì òèñ-êîì i òî÷êîþ êèïiííÿ âîäè. Ìåòà äîñëiäæåííÿ � îöiíèòèâèñîòó íàä ðiâíåì ìîðÿ çà òåìïåðàòóðîþ êèïiííÿ âîäè.Ó ãiðñüêèõ óìîâàõ äëÿ âèçíà÷åííÿ áàðîìåòðè÷íîãî òèñêóçðó÷íiøå âèçíà÷èòè òåìïåðàòóðó êèïiííÿ âîäè. Ó òàáëè-öi íàâåäåíi äàíi ùîäî âèìiðþâàíü áàðîìåòðè÷íîãî òèñêói òî÷êè êèïiííÿ âîäè ó 17 åêñïåðèìåíòàõ.Òî÷êà Òî÷êàÍîìåð Òèñê êèïiííÿ Íîìåð Òèñê êèïiííÿ1 20,79 194,5 10 24,01 201,32 20,79 194,3 11 25,14 203,63 22,40 197,9 12 26,57 204,64 22,67 198,4 13 28,49 209,55 23,15 199,4 14 27,76 208,66 23,35 199,9 15 29,04 210,77 23,89 200,9 16 29,88 211,98 23,99 201,1 17 30,66 212,29 24,02 201,4



418 �ëàâà 20. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿÏðèïóñòèâøè, ùî çàëåæíiñòü òèñêó y âiä òî÷êè êèïií-íÿ x ëiíiéíà:
y = α+ β(x− x),çíàéòè îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ

α, β i äèñïåðñi¨ σ2. Ïîáóäóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïà-ðàìåòðiâ α, β, σ2. Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî çíà÷óùiñòü ðå-ãðåñi¨.Íà ïëîùèíi (x, y) çîáðàçèòè âèõiäíi äàíi òà ïîáóäóâà-òè åìïiðè÷íó ëiíiþ ðåãðåñi¨.20.6 (âæèâàííÿ âèíà i ñìåðòü âiä ñåðöåâîãî íà-ïàäó). ×è êîðèñíå âèíî äëÿ çäîðîâ'ÿ? � ïiäñòàâè ââàæà-òè, ùî ïîìiðíå âæèâàííÿ âèíà çàïîáiãà¹ ñåðöåâèì íàïà-äàì.Ó òàáëèöi íàâåäåíi äàíi ùîäî ði÷íîãî îáñÿãó âæèâàí-íÿ âèíà íà îñîáó (ó ëiòðàõ l àëêîãîëþ, âèïèòîãî ç âèíîì)i êiëüêîñòi n ñìåðòåé (íà 100 000 îñiá) íà ðiê âiä ñåðöåâèõíàïàäiâ ó 19 ðîçâèíåíèõ êðà¨íàõ.Ïðèïóñêàþ÷è, ùî çàëåæíiñòü êiëüêîñòi n ñìåðòåé âiäði÷íîãî âæèâàííÿ l âèíà ëiíiéíà:
n = α+ β(l − l),çíàéòè îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ

α, β i äèñïåðñi¨ σ2. Ïîáóäóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïà-ðàìåòðiâ α, β, σ2. Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî çíà÷óùiñòü ðåã-ðåñi¨.Íà ïëîùèíi (l, n) çîáðàçèòè âèõiäíi äàíi òà ïîáóäóâà-òè åìïiðè÷íó ëiíiþ ðåãðåñi¨.Êðà¨íà l n Êðà¨íà l nÀâñòðàëiÿ 2,5 211 Íiäåðëàíäè 1,8 167Àâñòðiÿ 3,9 167 Íîâà Çåëàíäiÿ 1,9 266Áåëüãiÿ 2,9 131 Íîðâåãiÿ 0,8 227Êàíàäà 2,4 191 Iñïàíiÿ 6,5 86Äàíiÿ 2,9 220 Øâåöiÿ 1,6 207Ôiíëÿíäiÿ 0,8 297 Øâåéöàðiÿ 5,8 115Ôðàíöiÿ 9,1 71 Âåëèêîáðèòàíiÿ 1,3 285Iñëàíäiÿ 0,8 211 ÑØÀ 1,2 199Iðëàíäiÿ 0,7 300 Íiìå÷÷èíà 2,7 172Iòàëiÿ 7,9 10720.7. Ó òàáëèöi íàâåäåíî âìiñò y (ó âiäñîòêàõ) ïðî-òå¨íó òà x êðîõìàëþ ó çåðíàõ ïøåíèöi, ùî õàðàêòåðèçó¹



20.2. Çàäà÷i 419ÿêiñòü ïøåíèöi. Âèçíà÷åííÿ ïðîòå¨íó âèìàãà¹ ñêëàäíîãîõiìi÷íîãî àíàëiçó, ó òîé ÷àñ ÿê âìiñò êðîõìàëþ âèçíà÷à-¹òüñÿ áåç ïðèëàäiâ.
y x y x y x10,3 60 10,8 45 14,4 8512,2 75 11,4 51 15,8 9614,5 87 11,0 17 15,6 9211,1 55 10,2 36 15,0 9410,9 34 17,0 97 13,3 8418,1 98 13,8 74 19,0 9914,0 91 10,1 24Ïðèïóñêàþ÷è, ùî çàëåæíiñòü âìiñòó ïðîòå¨íó âiä âìiñ-òó êðîõìàëþ ëiíiéíà: y = α + β(x − x), çíàéòè îöiíêèìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ α, β òà äèñ-ïåðñi¨ σ2. Ïîáóäóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ

α, β, σ2. Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî çíà÷óùiñòü ðåãðåñi¨.Íà ïëîùèíi (x, y) çîáðàçèòè âèõiäíi äàíi òà ïîáóäóâà-òè åìïiðè÷íó ëiíiþ ðåãðåñi¨.20.8. Ó òàáëèöi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè âèìiðþâàíüøâèäêîñòi v òóìàííîñòi (â êì/ñ) òà âiäñòàíi s âiä Çåìëiäî òóìàííîñòi (â ìëí ïàðñåê) äëÿ äåñÿòè ïîçàãàëàêòè÷-íèõ òóìàííîñòåé.
v s v s1,20 630 9,12 48201,82 890 10,97 52303,31 2350 14,45 75007,24 3810 22,91 118008,92 4630 36,31 19600Ïðèïóñêàþ÷è, ùî øâèäêiñòü v ¹ ëiíiéíîþ �óíêöi¹þâiäñòàíi s: v = α + β(s − s), çíàéòè îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ α, β òà äèñïåðñi¨ σ2. Ïîáóäó-âàòè äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ α, β, σ2. Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçóïðî çíà÷óùiñòü ðåãðåñi¨.Íà ïëîùèíi (s, v) çîáðàçèòè âèõiäíi äàíi òà ïîáóäóâà-òè åìïiðè÷íó ëiíiþ ðåãðåñi¨.20.9. Ó òàáëèöi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó,äîáóòi ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ íîâîãî ìåòîäó äëÿ âèìiðþâàí-íÿ øâèäêîñòi êðîâi â îðãàíiçìi ëþäèíè.Ïðèïóñêàþ÷è, ùî çàëåæíiñòü øâèäêîñòi êðîâi, çíàé-äåíî¨ çà äîïîìîãîþ íîâîãî ìåòîäó, âiä øâèäêîñòi êðîâi,



420 �ëàâà 20. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿçíàéäåíî¨ ñòàíäàðòíèì ìåòîäîì, ëiíiéíà, çíàéòè îöiíêèìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ α, β òà äèñ-ïåðñi¨ σ2. Ïîáóäóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ α, β, σ2. Ïå-ðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî çíà÷óùiñòü ðåãðåñi¨.Íà ïëîùèíi (x, y) çîáðàçèòè âèõiäíi äàíi òà ïîáóäóâà-òè åìïiðè÷íó ëiíiþ ðåãðåñi¨.
x y x y x y1190 1115 1900 1830 2720 26301455 1425 1920 1920 2710 27401550 1515 1960 1970 2530 23901730 1795 2295 2300 2900 28001745 1715 2335 2280 2760 26301770 1710 2490 2520 3010 2970

x � øâèäêiñòü êðîâi, çíàéäåíà ñòàíäàðòíèì ìåòîäîì, y �øâèäêiñòü êðîâi, çíàéäåíà çà äîïîìîãîþ íîâîãî ìåòîäó.20.10 (âàðòiñòü åêñïëóàòàöi¨ ëiòàêà i éîãî âiê).Äèðåêöiÿ àâiàêîìïàíi¨ ç ìåòîþ ïëàíóâàííÿ âèòðàò õî÷åâñòàíîâèòè, ÿê âàðòiñòü åêñïëóàòàöi¨ ëiòàêà ïîâ'ÿçàíà ç÷àñîì, ïðîòÿãîì ÿêîãî âií åêñïëóàòó¹òüñÿ. Âàðòiñòü åêñ-ïëóàòàöi¨ ëiòàêà, î÷åâèäíî, çàëåæèòü âiä ñòðîêó åêñïëó-àòàöi¨, iíøèìè ñëîâàìè, âiä �âiêó ëiòàêà�. Iç ÷àñîì ÷åðåçñòàðiííÿ äåòàëåé i âóçëiâ ëiòàêà êîìïàíiÿ íåñå âåëèêi âè-òðàòè íà ïiäòðèìàííÿ éîãî ó ðîáî÷îìó ñòàíi, çîêðåìà, íå-îáõiäíî ÷àñòiøå ïðîâîäèòè ðåìîíòíî-ïðî�iëàêòè÷íi ðî-áîòè, çìiíþâàòè îêðåìi âóçëè.Äàëi íàâåäåíî äàíi ïðî âàðòiñòü åêñïëóàòàöi¨ òðàíñ-ïîðòíèõ ëiòàêiâ çàëåæíî âiä ¨õ �âiêó�:
x y x y4,5 619 5,5 9874,5 1049 0,5 1634,5 1033 0,5 1824,0 495 6,0 7644,0 723 6,0 13734,0 681 1,0 9785,0 890 1,0 4665,0 1522 1,0 5495,0 1194

x � âiê ëiòàêà (â ðîêàõ); y � âàðòiñòü (ó äîëàðàõ) åêñ-ïëóàòàöi¨ ëiòàêà ïðîòÿãîì ïiâðîêó.Ïðèïóñêàþ÷è, ùî çàëåæíiñòü âàðòîñòi åêñïëóàòàöi¨ ëi-òàêà âiä éîãî �âiêó� ëiíiéíà, çíàéòè îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨



20.2. Çàäà÷i 421ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ α, β òà äèñïåðñi¨ σ2. Ïîáó-äóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ α, β, σ2. Ïåðåâi-ðèòè ãiïîòåçó ïðî çíà÷óùiñòü ðåãðåñi¨, ãiïîòåçó ïðî àäåê-âàòíiñòü ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨.Íà ïëîùèíi (x, y) çîáðàçèòè âèõiäíi äàíi òà ïîáóäóâà-òè åìïiðè÷íó ëiíiþ ðåãðåñi¨.20.11. Ôóíêöiîíàëüíîþ i ñòðóêòóðíîþ îäèíèöåþ íåð-âîâî¨ ñèñòåìè ¹ íåéðîí (íåðâîâà êëiòèíà), îñíîâíîþ ñêëà-äîâîþ ÿêîãî ¹ äåíäðèò (âií çà �îðìîþ íàãàäó¹ äåðåâî).Áiëüøiñòü õàðàêòåðèñòèê äåíäðèòà íåéðîíà � âèïàäêîâiâåëè÷èíè, çîêðåìà äiàìåòð ñåãìåíòà äåíäðèòà íåéðîíà.Ó òàáëèöi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè âèìiðþâàíü (ó ìêì)äiàìåòðà y ïî÷àòêó äî÷iðíüîãî ñåãìåíòà òà äiàìåòðà xêiíöÿ ìàòåðèíñüêîãî ñåãìåíòà.
x y x y x y x y0,40 0,40 0,60 0,60 0,75 0,60 1,00 0,450,45 0,45 0,60 0,60 0,75 0,70 1,00 0,550,45 0,45 0,60 0,60 0,75 0,75 1,00 0,750,45 0,45 0,65 0,35 0,75 0,75 1,00 0,850,45 0,45 0,65 0,45 0,80 0,40 1,00 0,850,45 0,45 0,65 0,45 0,80 0,50 1,00 1,000,50 0,40 0,65 0,45 0,80 0,50 1,05 0,600,50 0,40 0,65 0,50 0,80 0,50 1,05 0,650,50 0,45 0,65 0,50 0,80 0,60 1,05 0,750,50 0,45 0,65 0,50 0,80 0,60 1,10 0,900,50 0,50 0,65 0,60 0,80 0,80 1,15 0,600,50 0,50 0,65 0,60 0,85 0,50 1,15 0,650,50 0,70 0,65 0,65 0,85 0,55 1,20 0,650,55 0,35 0,65 0,65 0,85 0,55 1,25 0,850,55 0,40 0,65 0,65 0,85 0,60 1,25 1,000,55 0,45 0,65 0,65 0,85 0,65 1,30 0,850,55 0,45 0,65 0,65 0,85 0,65 1,35 0,900,55 0,55 0,70 0,45 0,85 0,65 1,35 0,900,55 0,55 0,70 0,45 0,85 0,85 1,35 1,000,55 0,55 0,70 0,50 0,90 0,90 1,35 1,600,55 0,55 0,70 0,50 0,90 0,90 1,40 0,750,55 0,55 0,70 0,55 0,95 0,60 1,45 0,750,55 0,55 0,70 0,65 0,95 0,60 1,50 0,900,60 0,50 0,70 0,80 0,95 0,80 1,60 0,950,60 0,55 0,75 0,50 0,95 0,95 1,65 0,650,60 0,60 0,75 0,50 0,95 1,05Ïðèïóñêàþ÷è, ùî çàëåæíiñòü äiàìåòðà y âiä x ëiíié-íà: y = α + β(x − x), çíàéòè îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâ-äîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðiâ α, β òà äèñïåðñi¨ σ2. Ïîáóäóâàòè



422 �ëàâà 20. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿäîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ α, β, σ2. Ïåðåâiðèòè ãi-ïîòåçó ïðî çíà÷óùiñòü ðåãðåñi¨, ãiïîòåçó ïðî àäåêâàòíiñòüëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨.Íà ïëîùèíi (x, y) çîáðàçèòè âèõiäíi äàíi òà ïîáóäóâà-òè åìïiðè÷íó ëiíiþ ðåãðåñi¨.20.12. Ïåðåâiðèòè, ÷è óçãîäæó¹òüñÿ òåîðiÿ ç åêñïå-ðèìåíòîì çà äðóãîþ êîîðäèíàòîþ (äèâ. ïðèêëàä 20.1.1 iäàíi òàáëèöi 20.1.2).Çíàéòè îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðà-ìåòðiâ α, β òà äèñïåðñi¨ σ2, ïîáóäóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëèäëÿ ïàðàìåòðiâ α, β, σ2.



�ëàâà 21�îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè,âiäïîâiäi21.1 Äî ãëàâè 11.1◦. mn. 1.2◦. 49; 42. 1.3◦. 17 · 16 · 15.1.4◦. 4 · 5 · 5. 1.5◦. 4 · 4 · 3. 1.6◦. 7!1.7◦. A6
10. 1.8◦. 9 · 10 · 10 · 10 · 2. 1.9◦. 262 · 104.1.10. 16 · 15 · 14 · C2

13. 1.11◦. C4
9 . 1.12◦. C3

5 .1.13◦. 4!1.14. Äiëüíèêè ÷èñëà m = pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n ìàþòü âè-ãëÿä pβ1

1 p
β2
2 . . . pβn

n i âèçíà÷àþòüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ öiëèõ íå-âiä'¹ìíèõ ÷èñåë (β1, β2, . . . , βn) òàêèõ, ùî 0 ≤ βi ≤ αi,
i = 1, 2, . . . , n. Êiëüêiñòü òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé (à ðàçîì çíèìè i äiëüíèêiâ) çãiäíî ç ïðàâèëîì ìíîæåííÿ äîðiâíþ¹

(α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αn + 1).1.15. 2 · (n− 1)! 1.16◦. A4
25. 1.17◦. A4

8.1.18. (n− 2)!1.19. C4
9 , âêàçàíi ÷èñëà âèçíà÷àþòüñÿ ìíîæèíîþ ñâî¨õöè�ð.1.20. C4
10.1.21∗. Çàïîâíþ¹ìî âñi êëiòèíè òàáëèöi, êðiì êëiòèíîñòàííüîãî ðÿäêà é îñòàííüîãî ñòîâïöÿ (ïðàâîãî), ÷èñëà-ìè+1 i−1 (çãiäíî ç ïðàâèëîì ìíîæåííÿ, öå ìîæíà çðîáè-òè 2(n−1)(m−1) ñïîñîáàìè). Çàïîâíþ¹ìî n−1 êëiòèí îñòàí-423



424 �ëàâà 20. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiíüîãî ðÿäêà, êðiì îñòàííüî¨ (ïðàâî¨) òàê, ùîá äîáóòîê ÷è-ñåë ó êîæíîìó ç (n−1) ñòîâïöiâ äîðiâíþâàâ +1. Çàïîâíþ-¹ìî êëiòèíè îñòàííüîãî ñòîâïöÿ òàê, ùîá äîáóòîê ÷èñåëó êîæíîìó ç m− 1 ïåðøèõ ðÿäêiâ i â îñòàííüîìó ñòîâïöiäîðiâíþâàâ +1. Îòæå, äîáóòîê ÷èñåë ó êîæíiì ñòîâïöiäîðiâíþâàòèìå +1 i ó êîæíiì ç m− 1 ïåðøèõ ðÿäêiâ äî-ðiâíþâàòèìå +1, àëå òîäi äîáóòîê ÷èñåë i â îñòàííüîìóðÿäêó äîðiâíþâàòèìå +1, îñêiëüêè ó òàáëèöi äîáóòîê ÷è-ñåë çà ðÿäêàìè äîðiâíþ¹ äîáóòêîâi çà ñòîâïöÿìè.Âiäïîâiäü: 2(n−1)(m−1).1.22. Iç p + 1 ïðîìiæêiâ ìiæ áiëèìè êóëÿìè (âðà-õîâóþ÷è äâà êiíöåâi íåñêií÷åííi ïðîìiæêè) âèáåðåìî q,â ÿêèõ ðîçìiñòèìî ÷îðíi êóëi. Öå ìîæíà âèêîíàòè Cq
p+1ñïîñîáàìè.1.23 (3). Ïîñëiäîâíî ïðîâîäèòèìåìî íà ïëîùèíi ïðÿ-ìi. Íåõàé ïðîâåäåíî n− 1 ïðÿìèõ i An−1 � ÷èñëî ÷àñòèíïëîùèíè, ÿêi ïðè öüîìó óòâîðèëèñÿ. Ïðîâåäåìî n-ó ïðÿ-ìó. Äî An−1 ÷àñòèí n-à ïðÿìà äîäàñòü ùå n ÷àñòèí, òîìó

An = An−1 + n.Äîêëàäíiøå: A1 = 2, A2 = A1 + 2, . . . , An = An−1 + n, . . .Äîäàþ÷è ïî÷ëåííî ïåðøi n ðiâíîñòåé, îäåðæèìî
An =

n(n+ 1)

2
+ 1.Âiäïîâiäi: 1)C2

n; 2)C3
n; 3)n(n+ 1)/2 + 1; 4) 2n � êiëü-êiñòü íåîáìåæåíèõ ÷àñòèí, n(n−3)/2+1� êiëüêiñòü îáìå-æåíèõ.1.24. n(n− 3)/2.1.25. Êîæíà òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé çàäà¹ ÷îòèðèâåðøèíè n-êóòíèêà i íàâïàêè, òîìó ÷èñëî òî÷îê ïåðåòèíóäiàãîíàëåé äîðiâíþ¹ C4

n.1.26∗. Ó îïóêëîìó n-êóòíèêó âñüîãî n(n − 3)/2 = Näiàãîíàëåé.Íåõàé k − 1 ïåðøèõ äiàãîíàëåé äiëÿòü ìíîãîêóòíèêíà Ak−1 ÷àñòèí. Ïðîâåäåìî k-òó äiàãîíàëü. Ïîçíà÷èìî÷åðåç pk ÷èñëî òî÷îê ïåðåòèíó k-¨ äiàãîíàëi ç ïåðøèìè
k − 1 äiàãîíàëÿìè. Òîäi

Ak = Ak−1 + (pk + 1), k = 2, 3, . . . , N.



21.2. Äî ãëàâè 2 425Äîäàþ÷è ïî÷ëåííî öi ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî
AN = 1 + C4

n + n(n− 3)/2.1.27. Ñêîðèñòàòèñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.1.28. Çàïèñàòè åëåìåíòè ó ñïèñîê i ïðèïèñàòè êîæíî-ìó ç íèõ íîìåð ìiñöÿ ó ñïèñêó.1.29. Ñêîðèñòàòèñÿ ïðàâèëîì ìíîæåííÿ.1.30. Ç îäíîãî áîêó, n-åëåìåíòíó ìíîæèíó ìîæíà âïî-ðÿäêóâàòè n! ñïîñîáàìè. Ç iíøîãî, Ck
nk!(n − k)! ñïîñîáà-ìè � ñïî÷àòêó ðîçáèòè ¨¨ íà äâi íåïåðåòèííi ïiäìíîæèíè(Ck

n ñïîñîáàìè), à ïîòiì óïîðÿäêóâàòè êîæíó ç íèõ (âiä-ïîâiäíî k! i (n− k)! ñïîñîáàìè). Òîìó n! = Ck
nk!(n− k)!1.32. Ïiäðàõó¹ìî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-åëåìåíòíî¨ìíîæèíè äâîìà ñïîñîáàìè. Ç îäíîãî áîêó, öå ÷èñëî äî-ðiâíþ¹ n! À ç iíøîãî, éîãî ìîæíà çíàéòè òàê: ðîçáèâà¹-ìî n-åëåìåíòíó ìíîæèíó íà m íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí,ÿêi ìiñòÿòü âiäïîâiäíî k1, k2, . . . , km åëåìåíòiâ (öå ìîæíàâèêîíàòè Cn(k1, k2, . . . , km) ñïîñîáàìè), à ïîòiì óïîðÿä-êîâó¹ìî êîæíó ç íèõ âiäïîâiäíî k1!, k2!, . . . , km! ÷èñëîìñïîñîáiâ. Îòæå

n! = Cn(k1, k2, . . . , km)k1!k2! . . . km!1.33. Ñëîâî âèçíà÷à¹òüñÿ âèáîðîì ìiñöü ïiä áóêâóêîæíîãî òèïó (ðîçáèòòÿì ìíîæèíè íà ïiäìíîæèíè).1.34. Cm+n+s(m,n, s). 1.35. C3n(n, n, n).1.36. Êîæíié ñïîëóöi ç ïîâòîðåííÿìè ç m åëåìåí-òiâ ïî n ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíiñòü ç
n íóëiâ, âiäîêðåìëåíèõ m−1 îäèíèöÿìè (ïðè÷îìó ÷èñëîíóëiâ ìiæ îäèíèöÿìè äîðiâíþ¹ ÷èñëó åëåìåíòiâ äàíîãîòèïó) i íàâïàêè.1.37. Äèâ. ïîïåðåäíþ çàäà÷ó, m − 1 îäèíèöü ìàþòüñòîÿòè ó n− 1 ïðîìiæêàõ ìiæ íóëÿìè21.2 Äî ãëàâè 22.1◦. à) A � ãåðá íå âèïàâ; á) B � ïðèíàéìíi îäèíïðîìàõ ó òðüîõ ïîñòðiëàõ; â) C � æîäíîãî âëó÷åííÿ óòðüîõ ïîñòðiëàõ.



426 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi2.2◦. à) A = A1 ∩ A2 ∩ A3; á) B = A1 ∩ A2 ∩ A3;â) C = (A1 ∩ A2 ∩ A3)∪ (A1 ∩ A2 ∩ A3)∪ (A1 ∩ A2 ∩ A3);ã) D = (A1 ∩A2 ∩A3) ∪ (A1 ∩A2 ∩A3) ∪ (A1 ∩A2 ∩A3) ∪
∪(A1 ∩ A2 ∩A3).2.3◦. à)A ∩ B ∩ C; á)A ∩ B ∩ C; â)A ∩ B ∩ C;ã) A∪B ∪C; ä) (A∩B ∩C)∪ (A∩B ∩C)∪ (A∩B ∩C);å) A ∩B ∩C.2.4.

A =

n⋂

i=1

Ai, B =

n⋃

i=1

Ai,

C = (A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ . . . ∩An) ∪ (A1 ∩ A2 ∩A3 ∩ . . .
. . . ∩An) ∪ . . . ∪ (A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ . . . ∩An).2.5.

A =
m⋃

j=1

n⋃

i=1

Aji, B =
m⋂

j=1

n⋃

i=1

Aji.2.7◦. Ïðîñòið Ω � ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ ïàð (i, j),
i, j = 1, 2, . . . , 6, çãiäíî ç ïðàâèëîì ìíîæåííÿ n(Ω) =
= 6·6 = 36; A = {(2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2)}, n(A) = 5;
B � ìíîæèíà ïàð (i, j), â ÿêèõ çóñòði÷à¹òüñÿ 6, n(B) =
= 11; C � ìíîæèíà ïàð (i, j), â ÿêèõ i íàáóâà¹ çíà÷åíü
2, 4, 6, n(C) = 18; D = {(i, j) : i, j = 1, 3, 5}, n(D) = 9.2.11. Ïðîñòið Ω ñêëàäà¹òüñÿ ç n-åëåìåíòíèõ ïiäìíî-æèí N -åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè âèðîáiâ; äî ïîäi¨ A âõîäÿòüòi ç íèõ, ùî ìiñòÿòü ðiâíî m áðàêîâàíèõ âèðîáiâ; n(Ω) =
= Cn

N ; n(A) = Cm
MC

n−m
N−M .2.12. Ïðîñòið Ω ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíîñòåé çàâ-äîâæêè 7, óòâîðåíèõ iç 10 ÷èñåë (íîìåðiâ ïîâåðõiâ, íàÿêèõ çóïèíÿ¹òüñÿ ëi�ò); äî ïîäi¨ A âõîäÿòü ïîñëiäîâíîñ-òi, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ðiçíèõ ÷èñåë; n(Ω) = 107; n(A) =

= 10 · 9 . . . 4.2.13. Ω = {�,��,���, . . .}; A = {�� . . .��
︸ ︷︷ ︸

k

}, B =

= {�,��,���, . . . ,�� . . .��
︸ ︷︷ ︸

k−1

}; C = {�,���,�����, . . .};
D = {��,����,������, . . .}.



21.3. Äî ãëàâè 3 4272.14. Ìîæíà çàïðîïîíóâàòè ïðèíàéìíi äâà ïðîñòîðèåëåìåíòàðíèõ ïîäié. ßêùî ïîçíà÷èòè áiëó êóëþ ÷åðåçW ,÷îðíó � ÷åðåç B, òî ìíîæèíîþ íàñëiäêiâ ñòîõàñòè÷íîãîåêñïåðèìåíòó áóäå Ω = {WW,WB,BW}. ßêùî áiëó êó-ëþ, ÿêó êëàäóòü äî óðíè, ïîçíà÷èòè, íàïðèêëàä, ÷åðåç
W ∗, òî Ω∗ = {WW ∗,W ∗W,BW ∗,W ∗B}.2.15. Ω ñêëàäà¹òüñÿ çi ñëiâ çàâäîâæêè n, óòâîðåíèõ iç�áóêâ� 1, 2, . . . , 6; n(Ω) = 6n. Ïîäiÿ A îïèñó¹òüñÿ ñëîâàìèçàâäîâæêè n, óòâîðåíèìè ç n1 áóêâ 1, n2 áóêâ 2, . . . , n6áóêâ 6; n(A) = n!/(n1!n2! . . . n6!).2.16. n(Ω) = Cn

2n; n(A) = Cn−1
2n−2C

1
2 ; n(B) = Cn−2

2n−4C
2
4 .Äèâ. òàêîæ çàäà÷ó 3.3. i 3.11.2.17. n(A) = 12r − 12 · 11 . . . (12 − (r − 1)); n(B) =

= r11r−1; n(C) = 12r − 11r; n(D) = 11r; n(Ω) = 12r.2.18. n(Ω) = n!; n(A) = (n − 1)!; n(B) = (n− 2)!2.19. Ω � ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ òðiéîê, ñêëàäåíèõiç ÷èñåë âiä 1 äî 6; A � ïiäìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ òði-éîê, â ÿêèõ 1 çóñòði÷à¹òüñÿ îäèí ðàç; B � ó ÿêèõ 6 çó-ñòði÷à¹òüñÿ ðiâíî äâà ðàçè; C � ñêëàäåíà ç ðiçíèõ ÷è-ñåë;D = {(1; 1; 1), (2; 2; 2), . . . , (6; 6; 6)}; n(Ω) = 63; n(A) =
= C1

35
2; n(B) = C2

35; n(C) = 6 · 5 · 4; n(D) = 6.2.20. Ω � ìíîæèíà âñiõ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé,óòâîðåíèõ áóêâàìè �, � íà íåïàðíèõ ìiñöÿõ i öè�ðàìè
1, 2, . . . , 6 íà ïàðíèõ. Ïîäiÿ A îïèñó¹òüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìèç Ω, ÿêi çàïèñóþòüñÿ äî ïîÿâè âïåðøå áóêâè � áóêâàìè� íà íåïàðíèõ ìiñöÿõ i öè�ðàìè 1, 2, . . . , 5 � íà ïàðíèõ.Ïîäiÿ B îïèñó¹òüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè ç Ω, ÿêi çàïèñóþòüñÿäî ïîÿâè âïåðøå öè�ðè 5 áóêâàìè � íà íåïàðíèõ ìiñöÿõi öè�ðàìè 1, 2, 3, 4, 6 � íà ïàðíèõ.2.21∗. Êîæíié ÷àñòèíöi ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü íî-ìåð êîìiðêè, â ÿêié âîíà îïèíèëàñü. Ω � ìíîæèíà ïî-ñëiäîâíîñòåé, çàâäîâæêè n, ñêëàäåíà ç ÷èñåë 1, 2, . . . ,m.Ïîäiÿ A îïèñó¹òüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè çàâäîâæêè n, ñêëà-äåíèìè ç k1 îäèíèöü, k2 äâiéîê, . . . , km ÷èñåë m.2.22∗. Ω � ìíîæèíà ïîñëiäîâíîñòåé (x1, x2, . . . , xm),ñêëàäåíèõ ç íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, òàêèõ, ùî

x1 + x2 + . . .+ xm = n.Ïîäiÿ A îïèñó¹òüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè (x1, x2, . . . , xm), óòâî-ðåíèìè äîäàòíèìè öiëèìè ÷èñëàìè.



428 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi21.3 Äî ãëàâè 33.1. P (A) = 1− P (Ā) = 1−Ar
365/365

r.3.2. P (A) = 1 − Ar
12/12

r, ÿêùî r ≤ 12, i P (A) = 1,ÿêùî r > 12.3.3. �îçðiçíÿòèìåìî ïiäãðóïè: ïiäãðóïà 1◦ i ïiäãðó-ïà 2◦. Íàñëiäîê åêñïåðèìåíòó � óïîðÿäêîâàíà ïàðà
n-åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí 2n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè (ïðîñ-òið åëåìåíòàðíèõ ïîäié � ìíîæèíà âñiõ òàêèõ ïàð). Ïðèöüîìó âèáið îäíi¹¨ ç n-åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí ïàðè (îäíi-¹¨ ç ïiäãðóï, íàïðèêëàä 1◦), âèçíà÷à¹ ñêëàä iíøî¨ ïiäìíî-æèíè (ïiäãðóïè 2◦). Òîìó íàñëiäêiâ âñüîãî Cn

2n. Ìîäåëüêëàñè÷íà.Ïîäiÿ A � �äâi íàéñèëüíiøi êîìàíäè âèÿâèëèñÿ â ði-çíèõ ïiäãðóïàõ� � îïèñó¹òüñÿ óïîðÿäêîâàíèìè ïàðàìè
n-åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí, ó ÿêèõ äî ñêëàäó êîæíî¨ n-åëå-ìåíòíî¨ ïiäìíîæèíè âõîäèòü ðiâíî îäíà ç íàéñèëüíiøèõêîìàíä. Òîìó

P (A) = C1
2C

n−1
2n−2/C

n
2n.Ïîäiÿ B � �äâi íàéñèëüíiøi êîìàíäè âèÿâèëèñÿ â îäíiéïiäãðóïi� îïèñó¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèìè ïàðàìè n-åëåìåíò-íèõ ïiäìíîæèí, ó ÿêèõ äî ñêëàäó îäíi¹¨ n-åëåìåíòíî¨ ïiä-ìíîæèíè (1- àáî 2-¨) âõîäÿòü äâi íàéñèëüíiøi êîìàíäè,äî iíøî¨ � æîäíî¨. Òîìó ñïî÷àòêó âèáåðåìî ïiäãðóïó(1◦ àáî 2◦), äî ñêëàäó ÿêî¨ óâiéäóòü äâi íàéñèëüíiøi êî-ìàíäè (C1

2 ñïîñîáàìè), à ïîòiì äîïîâíèìî ¨¨ äî ïîâíîãîñêëàäó Cn−2
2n−2 ñïîñîáàìè. Çâiäñè

P (B) = C1
2C

n−2
2n−2/C

n
2n.3.4◦. 1/5! 3.5. 2/n.3.6. 1)C3

20/C
3
25; 2) C2

20C
1
5/C

3
25; 3) C2

20C
1
5/C

3
25+C3

20/C
3
25;4) 1− C3

20/C
3
25 − C2

20C
1
5/C

3
25.3.7. 1/26.3.9. �î ç â' ÿ ç à í í ÿ 1. Ââàæàòèìåìî áóêâè ðîçðiçíåí-íèìè, íàïðèêëàä, À1,À2,À3,Ì1,Ì2,Ò1,Ò2. Íàñëiäîê åêñ-ïåðèìåíòó � ïåðåñòàíîâêà ç 10 ðîçðiçíåííèõ áóêâ. Ìî-äåëü êëàñè÷íà. Äî ïîäi¨ A � óòâîðèëîñÿ ñëîâî �ìàòå-ìàòèêà� � âõîäÿòü ïåðåñòàíîâêè, ó ÿêèõ áóêâè ñòîÿòü



21.3. Äî ãëàâè 3 429íà ñâî¨õ ìiñöÿõ. Òàêèõ ïåðåñòàíîâîê 3!2!2! Òîìó P (A) =
= 3!2!2!/10!�î ç â' ÿ ç à í í ÿ 2. Íàñëiäîê åêñïåðèìåíòó � ñëîâî çàâ-äîâæêè 10, ñêëàäåíå ç áóêâ À,À,À,Å,È,Ê,Ì,Ì, Ò,Ò. Òà-êèõ ñëiâ 10!/3!2!2! Äî ïîäi¨ A âõîäèòü îäíå ñëîâî, òîìó
P (A) = 3!2!2!/10!3.10. Íàñëiäîê åêñïåðèìåíòó � ïåðåñòàíîâêà ç
n åëåìåíòiâ. Ïîäiÿ �ìiæ A i B ñòîÿòü r îñiá� îïèñó¹òü-ñÿ ïåðåñòàíîâêàìè, ó ÿêèõ ìiæ åëåìåíòàìè A i B ðîç-ìiùåíî r åëåìåíòiâ. ×èñëî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê äîðiâíþ¹
(n− r − 1)2!(n − 2)! Øóêàíà éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹

2(n − r − 1)/(n(n − 1)).3.11. à) C1
2C

9
18/C

10
20 ; á) C2

4C
8
16/C

10
20 .3.12. (k − 1)(n − k)/C2

n.3.13. Êîæíîìó ïàñàæèðîâi ïðèïèøåìî íîìåð âàãîíà,â ÿêèé âií ñiäà¹, ω � ïîñëiäîâíiñòü çàâäîâæêè 9, ñêëàäåíàç ÷èñåë 1,2,3 (ñëîâî çàâäîâæêè 9, óòâîðåíå ç �áóêâ� 1,2,3);ìîäåëü êëàñè÷íà.Ïîäiÿ �äî êîæíîãî âàãîíà ñÿäóòü ïî òðè ïàñàæèðè�îïèñó¹òüñÿ ñëîâàìè çàâäîâæêè 9, óòâîðåíèìè ç 3 îäè-íèöü, 3 äâiéîê, 3 òðiéîê; òàêèõ ñëiâ 9!/(3!3!3!). Òîìó øó-êàíà éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ 9!/(3!3!3!)
39

.Ïîäiÿ �â îäèí âàãîí ñÿäóòü ÷îòèðè, äðóãèé � òðè, òðå-òié � äâà ïàñàæèðè� îïèñó¹òüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè (ñëîâà-ìè) çàâäîâæêè 9, óòâîðåíèìè öè�ðàìè (áóêâàìè) 1, 2, 3,ïðè÷îìó îäíà öè�ðà çóñòði÷à¹òüñÿ ÷îòèðè, äðóãà òðè,òðåòÿ äâà ðàçè. Ïiäðàõó¹ìî ÷èñëî òàêèõ ñëiâ. Ïåðøîþäi¹þ âèáèðà¹ìî áóêâó (öè�ðó), ÿêà çóñòði÷à¹òüñÿ ÷îòè-ðè ðàçè (òðüîìà ñïîñîáàìè), ïîòiì òó, ÿêà çóñòði÷à¹òüñÿòðè ðàçè (äâîìà ñïîñîáàìè); òà, ùî çóñòði÷à¹òüñÿ äâàðàçè, ìîæå áóòè âèáðàíà îäíèì ñïîñîáîì. Äðóãîþ äi-¹þ ç âèáðàíèõ áóêâ (öè�ð) óòâîðþ¹ìî ñëîâî çàâäîâæ-êè 9 iç çàäàíèì ÷èñëîì áóêâ (9!/(4!3!2!) ñïîñîáàìè). Òî-ìó îïèñàíèõ âèùå ñëiâ, çãiäíî ç ïðàâèëîì ìíîæåííÿ, ¹
3! · 9!/(4!3!2!). Îòæå, øóêàíà éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹

3!9!/(4!3!2!)

39
.
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10/10

7, ùî íàáëèæåíî äîðiâíþ¹ 0, 06.3.15. 12!/1212. 3.16. Cm
MC

n−m
N−M

Cn
N

,
min{M,n}∑

k=m+1

Ck
MC

n−k
N−M

Cn
N

.3.17. min{m,r}∑

s=1

Cs
mC

r−s
n−m

Cr
n

. 3.18. min{n,k}∑

s=r

Cs
nC

k−s
N−n

Ck
N

.3.19. Ar = {ó÷àñíèê óãàäàâ r âèäiâ}, r = 3, 4, 5, 6;
P (A3) = 0, 017650, P (A4) = 0, 000969, P (A5) = 0, 000018,
P (A6) = 0, 00000007151, P{ó÷àñíèê îòðèìàâ âèãðàø} =
= P (A3∪A4∪A5∪A6) = P (A3)+P (A4)+P (A5)+P (A6) =
= 0, 01863707115.3.20. 12!/(26612), ùî ñòàíîâèòü ïðèáëèçíî 0,0034.3.21. n!/(6nn1!n2! . . . n6!). 3.22◦. 1/4!3.24◦. P (A) = 3/8, P (B) = 7/8, P (A ∩ B) = 3/8,
P (B/A) = 1.3.25. 1/6n−1. 3.26◦. 1/65.3.27. Êîëè îñîáè ñiäàþòü ó ðÿä, øóêàíà éìîâiðíiñòüäîðiâíþ¹ 2/n.Ñïîñîáè ðîçìiùåííÿ îñiá çà êðóãëèì ñòîëîì âiäðiçíÿ-þòüñÿ âçà¹ìíèì ðîçìiùåííÿì îñiá ìiæ ñîáîþ.Ñïî÷àòêó ðîçìiñòèìî çà êðóãëèì ñòîëîì ïåðøó ç äâîõóêàçàíèõ îñiá (íå ìà¹ çíà÷åííÿ íà ÿêîìó ìiñöi � ñòiëêðóãëèé). Äàëi ïåðåíóìåðó¹ìî ìiñöÿ, ùî çàëèøèëèñÿ, íà-ïðèêëàä ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, i ðîçìiñòèìî íà íèõðåøòó (n − 1) îñiá, (n − 1)! ñïîñîáàìè. Ïðè öüîìó ÷èñ-ëî ñïîñîáiâ, êîëè äâi âêàçàíi îñîáè ñèäiòèìóòü ïîðó÷,äîðiâíþ¹ 2!(n − 2)! Òîìó øóêàíà éìîâiðíiñòü ñòàíîâèòü
(2!(n − 2)!)/(n − 1)! = 2/(n − 1).3.28∗. Ïiäêèäàþòü ÷îòèðè ãðàëüíi êóáèêè. Íàñëiäîêåêñïåðèìåíòó � ïîñëiäîâíiñòü çàâäîâæêè 4 ñêëàäåíà ç÷èñåë âiä 1 äî 6, ÷èñëî òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé äîðiâíþ¹ 64,÷èñëî ïîñëiäîâíîñòåé, ó ÿêèõ 1 íå çóñòði÷à¹òüñÿ, äîðiâ-íþ¹ 54. Òîìó éìîâiðíiñòü ïîÿâè îäèíèöi õî÷à á îäèí ðàçó ÷îòèðüîõ ïiäêèäàííÿõ êóáèêà äîðiâíþ¹ 1− (5/6)4.Ïàðó ãðàëüíèõ êóáèêiâ ïiäêèäàþòü 24 ðàçè. Íàñëiäîêåêñïåðèìåíòó � ïîñëiäîâíiñòü çàâäîâæêè 24, åëåìåíòà-ìè ÿêî¨ ¹ ïàðè (i, j), i, j = 1, 2, . . . , 6. ×èñëî òàêèõ ïîñëi-äîâíîñòåé 3624, ÷èñëî ïîñëiäîâíîñòåé, ó ÿêèõ ïàðà (1,1)íå âèïàëà æîäíîãî ðàçó, äîðiâíþ¹ 3524, òîìó éìîâiðíiñòü



21.3. Äî ãëàâè 3 431ïîÿâè ïàðè (1, 1) õî÷à á îäèí ðàç ó 24 ïiäêèäàííÿõ ïàðèãðàëüíèõ êóáèêiâ äîðiâíþ¹ 1− (35/36)24 .Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî 1− (5/6)4 > 1− (35/36)24. Äëÿöüîãî äîñèòü óñòàíîâèòè, ùî
(35/36)24 > (5/6)4àáî (35/36)6 > 5/6. Îñòàíí¹ âèïëèâà¹, íàïðèêëàä, ç íå-ðiâíîñòi

(1 + x)n > 1 + nx, x > −1, n ≥ 1;äëÿ n = 6, x = −1/36.3.29. Ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî
∑

ω∈Ω
P (ω) = 1.3.31. Êîæíié ç n ÷àñòèíîê ïðèïèøåìî íîìåð êîìið-êè, â ÿêó âîíà ïîòðàïèëà. Íàñëiäîê ω ñòîõàñòè÷íîãî åêñ-ïåðèìåíòó � ïîñëiäîâíiñòü (ñëîâî) çàâäîâæêè n ç ÷è-ñåë 1, 2, . . . ,m. Çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ íàñëiäêiâ óñüîãî �

mn. Îñêiëüêè ùîäî êîìiðîê óñi ÷àñòèíêè çíàõîäÿòüñÿ âîäíàêîâèõ óìîâàõ, òî êîæíîìó íàñëiäêó ïðèðîäíî ïðè-ïèñàòè îäíó é òó ñàìó éìîâiðíiñòü (ìîäåëü êëàñè÷íà).Ïîäiÿ �ó ïåðøié, äðóãié, . . . , m-é êîìiðêàõ áóäå âiäïî-âiäíî k1, k2, . . . , km ÷àñòèíîê� óòâîðåíà ñëîâàìè çàâäîâæ-êè n, ñêëàäåíèìè ç k1 îäèíèöü, k2 äâiéîê, . . . , km ÷èñåë
m. Óñüîãî òàêèõ ñëiâ n!/(k1!k2! . . . km!). I îñêiëüêè ìîäåëüêëàñè÷íà, òî øóêàíà éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹

n!

k1!k2! . . . km!mn .3.32. 6
(n− 2)(n − 1)

(äèâ. òàêîæ ðîçâ'ÿçàííÿ äî çàäà÷i3.27).3.36. Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷îòèðèçíà÷íèé íîìåð ñêëà-äà¹òüñÿ ç ðiçíèõ öè�ð äîðiâíþ¹ 10 · 9 · 8 · 7
104

.



432 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiIìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷îòèðèçíà÷íèé íîìåð ìà¹ òiëüêèäâi îäíàêîâi öè�ðè äîðiâíþ¹ 10C2
94!/(2!1!1!)
104×îòèðèçíà÷íèé àâòîìîáiëüíèé íîìåð � óïîðÿäêîâà-íà ïîñëiäîâíiñòü çàâäîâæêè 4 (ñëîâî), óòâîðåíà ç öè�ð

0, 1, 2, . . . , 9; óñüîãî òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé 104. Íîìåðè, ùîìàþòü äâi ïàðè îäíàêîâèõ öè�ð, � öå ïîñëiäîâíîñòi çàâ-äîâæêè 4 (ñëîâà), óòâîðåíi äâîìà ðiçíèìè öè�ðàìè, ùîçóñòði÷àþòüñÿ ïî äâà ðàçè, ¨õ óñüîãî C2
104!/(2!2!). (Ñïî÷à-òêó ç 10 öè�ð âèáèðà¹ìî äâi (C2

10 ñïîñîáàìè), à ïîòiì çíèõ óòâîðþ¹ìî ñëîâî çàâäîâæêè 4, äî ÿêîãî êîæíà áóê-âà âõîäèòü äâi÷i (4!/(2!2!) ñïîñîáàìè)). Òîìó éìîâiðíiñòüòîãî, ùî ÷îòèðèçíà÷íèé íîìåð ìà¹ äâi ïàðè îäíàêîâèõöè�ð, äîðiâíþ¹ C2
104!/(2!2!)

104
(äèâ. òàêîæ çàäà÷ó 3.13).Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷îòèðèçíà÷íèé íîìåð ìà¹ òðèîäíàêîâi öè�ðè, äîðiâíþ¹ 10 · 9 · 4!/(3!1!)

104
(äèâ. çàäà÷ó3.13).Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷îòèðèçíà÷íèé íîìåð ñêëàäà¹òü-ñÿ ç îäíàêîâèõ öè�ð äîðiâíþ¹ 1

103
.3.37. Cm1

M1
Cm2
M2

. . . CmN

MN
/Cn

M1+M2+...+MN
.3.38. Íàñëiäîê åêñïåðèìåíòó � âïîðÿäêîâàíà öiëî÷è-ñåëüíà ïàðà (i, j), 1 ≤ i < j ≤ N , ó ÿêî¨ i 6= j. ×èñëî âñiõíàñëiäêiâ äîðiâíþ¹ N(N − 1). ×èñëî ïàð, ó ÿêèõ i < j,äîðiâíþ¹ C2

N , îñêiëüêè êîæíà òàêà ïàðà çàäà¹òüñÿ ìíî-æèíîþ ÷èñåë, ùî ¨¨ óòâîðþþòü.Íàñëiäîê åêñïåðèìåíòó (êîëè âèáèðàþòü n ÷èñåë) �öiëî÷èñåëüíà ïîñëiäîâíiñòü (i1, i2, . . . , in), óòâîðåíà ç ðiç-íèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi 1 ≤ ik ≤ N ,
k = 1, 2, . . . , n. ×èñëî âñiõ òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé äîðiâíþ¹
N(N − 1) . . . (N − (n− 1)). ×èñëî ïîñëiäîâíîñòåé, ó ÿêèõ
i1 < i2 < . . . < in äîðiâíþ¹ Cn

N , îñêiëüêè êîæíà òàêà ïî-ñëiäîâíiñòü çàäà¹òüñÿ ìíîæèíîþ ÷èñåë, ùî ¨¨ óòâîðþþòü.3.40. Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî àâòîìîáiëü çíàõîäèòüñÿ çàâèáðàíèìè âàìè äâåðèìà äîðiâíþ¹ 1/3, à îòæå éìîâið-íiñòü òîãî, ùî çà âèáðàíèìè âàìè äâåðèìà àâòîìîáiëÿíåìà¹, òîáòî âií çíàõîäèòüñÿ çà îäíèìè ç äâîõ iíøèõ äâå-ðåé äîðiâíþ¹ 2/3. Òîìó âàðòî âiäìîâèòèñÿ âiä ïî÷àòêî-



21.4. Äî ãëàâè 4 433âîãî âèáîðó i âèáðàòè äâåði, ùî çàëèøèëèñÿ (îäíi äâåðiâåäó÷èé âæå âiä÷èíèâ � çà íèìè àâòîìîáiëÿ íåìà¹). (Çà-çíà÷èìî, ùî âiä÷èíÿ¹ âåäó÷èé äâåði ÷è íi, éìîâiðíiñòüòîãî, ùî àâòîìîáiëü çíàõîäèòüñÿ çà íå âèáðàíèìè âàìèäâåðèìà, äîðiâíþ¹ 2/3.)Çàïðîïîíîâàíå ðîçâ'ÿçàííÿ îñîáëèâî �ïðîçîðå�, ÿêùîàâòîìîáiëü çíàõîäèòüñÿ çà îäíèìè ç n äâåðåé (íåõàé, íà-ïðèêëàä, n = 1000).Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî àâòîìîáiëü çíàõîäèòüñÿ çà âè-áðàíèìè âàìè äâåðèìà äîðiâíþ¹ 1/n, i îòæå, éìîâiðíiñòüïðîòèëåæíî¨ ïîäi¨ � àâòîìîáiëü çíàõîäèòüñÿ çà îäíèìèç n − 1 äâåðåé, ùî çàëèøèëèñÿ äîðiâíþ¹ 1 − 1/n. Äëÿ
n = 1000 öÿ éìîâiðíiñòü ñòàíîâèòü 0, 999. Îòæå, ÿêùî âèâiä÷èíèòå äâåði, ùî çàëèøèëèñÿ, âè ìàéæå íàïåâíå ïî-¨äåòå äîäîìó íà àâòîìîáiëi.21.4 Äî ãëàâè 44.2◦.à) n∏

i=1
(1− pi); á) 1− n∏

i=1
(1− pi); â) n∑

i=1
pi

n∏

k=1,k 6=i

(1− pk).4.3◦. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ai ïîäiþ �îá'¹êò âèÿâëåíî â
i-ìó öèêëi�, i = 1, 2, . . . , n; ïîäi¨ Ai, i = 1, 2, . . . , n, íåçàëå-æíi. Ïîäiþ C � �îá'¹êò âèÿâëåíî� � ÷åðåç ïîäi¨ A1, A2, . . .

. . . , An ìîæíà ïîäàòè òàê: C =
n⋃

i=1
Ai;

P (C) = 1− P (C) = 1− P

(
n⋂

i=1

Ai

)

= 1− (1− p)n.4.4◦. Ai � ïîäiÿ �i-é áëîê ïðàöþ¹�, i = 1, 2, . . . , n;ïîäi¨ Ai íåçàëåæíi. A =
n⋂

i=1
Ai � ïîäiÿ �ïðèëàä ïðàöþ¹�;

P (A) = P

(
n⋂

i=1
Ai

)

= pn (äèâ. òàêîæ çàäà÷ó 4.6).4.5. 1) 1− (1− p)2; 2) 1− (1− p)(1− pp1).



434 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi4.6. 1) 1− (1−p)n, ùîá íàäiéíiñòü áóëà íå ìåíøîþ P ,íåîáõiäíî ùîá
n ≥ ln(1− P )

/

ln(1− p).2) A1 � �ïðèëàä ïðàöþ¹�; Ai � �ïðàöþ¹ i-é äóáëþ-âàëüíèé ïðèëàä�, i = 2, 3, . . . , n; Bi � �ïðàöþ¹ ïðèëàäâìèêàííÿ i-ãî ïðèëàäó�, i = 2, 3, . . . , n (óñi ïîäi¨ íåçàëå-æíi); C � �ñèñòåìà íå ïðàöþ¹�,
C = A1

n⋂

i=2

(
Bi ∪

(
Bi ∩ Ai

))
;

P (C) = 1− P (C) = 1− (1− p)(1− pp1)
n−1.4.7◦. à) 1/3; á) 3/11. 4.8◦. 1/2.4.9◦. 1

N

N∑

i=1

mi
ni . 4.10◦. m1 + n1m2

n1(n2 + 1)
.4.11◦. 4/11. 4.12. 1− (1− pp1 − (1− p)p0)

n.4.13. 1− (1− pp2 − (1− p)p1)
n. 4.14◦. n+ 2

2(n + 1)
.4.15◦. Iìîâiðíiñòü ïðèïóùåííÿ �â óðíi k áiëèõ êóëü�äîðiâíþ¹ 2k/(n(n + 1)).4.17. Iìîâiðíiøå, ùî ñòðiëåöü C â ìiøåíü óëó÷èâ.4.18. 48/95. 4.19. 0, 52. 4.20. np2

p1 + np2
.4.21. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A ïîäiþ �çà âèáðàíèìè Âàìèäâåðèìà çíàõîäèòüñÿ àâòîìîáiëü�, ÷åðåç B � �çà âiä÷èíå-íèìè âåäó÷èì n−2 äâåðèìà çíàõîäèòüñÿ àâòîìîáiëü�. Îá-÷èñëèìî P (B) çà �îðìóëîþ ïîâíî¨ iìîâiðíîñòi (ÿê ïîâíóãðóïó ïîäié ðîçãëÿíåìî A i A). Îäåðæèìî:

P (B) = P (B/A)P (A) + P (B/A)P (A) =

= 0 · 1
n
+
n− 2

n− 1
· n− 1

n
= 1− 2

n
.Çàçíà÷èìî, ùî

P (B) = 2/n



21.4. Äî ãëàâè 4 435� iìîâiðíiñòü òîãî, ùî çà âiä÷èíåíèìè âåäó÷èì äâåðèìààâòîìîáiëÿ íåìà¹.Îá÷èñëèìî P (A/B) è P (A/B):
P (A/B) =

P (B/A)P (A)

P (B)
=

1/n

2/n
=

1

2
,òîäi é P (A/B) = 1− P (A/B) = 1/2.Îòæå, ÿêùî àâòîìîáiëÿ íåìà¹ çà âèáðàíèìè âåäó÷èìäâåðèìà, òî âií ç iìîâiðíiñòþ 1/2 çíàõîäèòüñÿ çà ïî÷àòêî-âî âèáðàíèìè âàìè äâåðìè (i ç éìîâiðíiñòþ 1/2 çà òèìè,ùî çàëèøèëèñÿ).Îá÷èñëèìî P (B ∩ A) i P (B ∩ A):

P (B ∩ A) = (B/A)(A) = 1 · 1
n
=

1

n
,

P (B ∩ A) = P (B/A)(A) =
1

n− 1

n− 1

n
=

1

n
.Òàê ùî

P (B ∩ A) = 1

n
, P (B ∩ A) = 1

n
.Òîìó ÿêi á äâåði âè íå âèáðàëè (ïiñëÿ âèáîðó âåäó÷îãî),éìîâiðíiñòü âèãðàøó äëÿ âàñ ñòàíîâèòü 1/n.4.22. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aij ïîäiþ �i-òà ðàäiîñòàíöiÿïðàöþ¹ íà j-é ÷àñòîòi�, i, j = 1, 2, 3. Òîäi ïîäiÿ B � �âñiðàäiîñòàíöi¨ ïðàöþþòü íà îäíié ÷àñòîòi� îïèøåòüñÿ òàê:

B =

3⋃

j=1

(A1j ∩ A2j ∩ A3j),à ïîäiÿ C � �âñi ðàäiîñòàíöi¨ ïðàöþþòü íà ðiçíèõ ÷àñòî-òàõ� � òàê
C =

⋃

(k,l,m)

(A1k ∩ A2l ∩A3m)(îá'¹äíàííÿ ïî òðiéêàì (k, l,m), ÿêi óòâîðåíi ðiçíèìè ÷èñ-ëàìè k, l,m = 1, 2, 3); P (B) = 1/9; P (C) = 2/9.



436 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi4.23. Íåõàé ïîäiÿ S � �ëþäèíà õâîðà�, S � �ëþäèíàçäîðîâà�, RS � �ðåçóëüòàò ðåíòãåíiâñüêîãî àíàëiçó ïîçè-òèâíèé� (ëþäèíà çà ðåçóëüòàòîì ðåíòãåíiâñüêîãî àíàëiçóâèçíàíà õâîðîþ). Çà óìîâîþ çàäà÷i
P (RS |S) = 1− β, P (S) = γ, P (S) = 1− γ, P (RS |S) = α.Íåîáõiäíî îá÷èñëèòè P (S|RS).

P (S|RS) = α(1− γ)/(α(1 − γ) + (1− β)γ).4.24. Íåõàé ïîäiÿ S � �âèðiá ñòàíäàðòíèé�, S � �âèðiáíåñòàíäàðòíèé�, DS � �êëàñè�iêàöiÿ âèðîáó ÿê ñòàíäàðò-íîãî�. Çà óìîâîþ P (S) = 0, 96, P (DS |S) = 0, 98, P (DS |S) =
= 0, 05. Íåîáõiäíî îá÷èñëèòè P (S|DS).Âiäïîâiäü: P (S|DS) = 0, 9978.4.25◦. 2/5. 4.26. 5/13.4.27.

NkMk

(Nk +Mk)(Nk +Mk − 1)

(
3∑

i=1

NiMi

(Ni +Mi)(Ni +Mi − 1)

)−1

.4.28. Çàäà÷ó ïðî ïîäië ñòàâêè Ïàñêàëü i Ôåðìà ðîç-ãëÿäàëè ÿê iìîâiðíiñíó.Íåõàé çà ãðàâöiâ, ùî ïðèïèíèëè ãðó, ¨¨ ïðîäîâæóþòüäâî¹ íîâèõ ãðàâöiâ (îäèí çà ïåðøîãî, iíøèé � çà äðóãîãî,ÿê i ðàíiøå íàçèâàòèìåìî ¨õ ïåðøèì i äðóãèì ãðàâöÿìè).Âîíè ãðàþòü äî âèãðàøó îäíèì ç ãðàâöiâ øåñòè ïàðòié.Ïðè öüîìó 6 ïàðòié ìîæå âèãðàòè ÿê ïåðøèé ãðàâåöü,òàê i äðóãèé. Îò òiëüêè ç ðiçíèìè éìîâiðíîñòÿìè. Öiëêîìïðèðîäíî ââàæàòè ñïðàâåäëèâèì ïîäië ïðèçó ïðîïîðöié-íî éìîâiðíîñòÿì âèãðàòè 6 ïàðòié âiäïîâiäíî ïåðøèì iäðóãèì ãðàâöÿìè ïðè ïðîäîâæåííi ãðè.�ðà ïðîäîâæóâàòèìåòüñÿ íå áiëüøå íiæ òðè ïàðòi¨.Íåõàé Bi � ïîäiÿ �äðóãèé ãðàâåöü âèãðàâ i-òó ïàðòiþ�, i =
= 1, 2, 3, D � ïîäiÿ �ãðó âèãðàâ äðóãèé ãðàâåöü�. Î÷åâèä-íî,

D = B1 ∩B2 ∩B3.Îñêiëüêè ïîäi¨ íåçàëåæíi, òî
P (D) = P (B1 ∩B2 ∩B3) = P (B1)P (B2)P (B3) = 1/23.



21.4. Äî ãëàâè 4 437Òàê ùî iìîâiðíiñòü òîãî, ùî äðóãèé ãðàâåöü âèãðà¹ ãðóäîðiâíþ¹ 1/8.Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðøèé ãðàâåöü âèãðà¹ ãðó
P (D) = 1− 1/8 = 7/8.Òîìó ïðèç íåîáõiäíî ðîçäiëèòè ó âiäíîøåííi 7 : 1.4.29. Ïðèç íåîáõiäíî ðîçäiëèòè ó âiäíîøåííi 15 : 1.4.30. Ïîçíà÷èìî áiëó êóëþ, ÿêà çíàõîäèòüñÿ â óðíi÷åðåç W , ÷îðíó � ÷åðåç B, à áiëi êóëi, ÿêi êëàäóòü äîóðíè ïîçíà÷èìî ÷åðåç Wi, i = 1, 2, . . . , n (¨õ ââàæàòèìå-ìî ðîçðiçíåííèìè). Åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâíî-ìó âèéìàííi ç óðíè (n + 1) êóëü. Íàñëiäîê åêñïåðèìåí-òó � ïîñëiäîâíiñòü äîâæèíîþ (n + 1), ñêëàäåíà ç áóêâ

W1,W2, . . . ,Wn,W àáî ç áóêâ W1,W2, . . . ,Wn, B. Îñêiëü-êè ñïî÷àòêó â óðíi ç iìîâiðíîñòþ 1/2 çíàõîäèòüñÿ áiëààáî ÷îðíà êóëÿ, òî ïðèðîäíî ââàæàòè ìîäåëü êëàñè÷íîþ.Íåõàé An � ïîäiÿ �ïåðøi n âèáðàíèõ êóëü áiëi�,
A � ïîäiÿ �îñòàííÿ âèáðàíà êóëÿ áiëà�. Çðîçóìiëî, ùîíåîáõiäíî îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü

P (A|An) =
P (A ∩ An)

P (An)
.Îá÷èñëèìî éìîâiðíîñòi P (An) i P (A ∩ An) çà �îðìóëîþïîâíî¨ éìîâiðíîñòi, ðîçãëÿäàþ÷è ÿê ïîâíó ãðóïó ïîäi¨:

W � �ñïî÷àòêó â óðíi çíàõîäèòüñÿ áiëà êóëÿ�, B � �ñïî-÷àòêó â óðíi çíàõîäèòüñÿ ÷îðíà êóëÿ�. Ìà¹ìî
P (An) = P (An/W )P (W ) + P (An/B)P (B) =

= 1 · 1
2
+

n!

(n+ 1)!

1

2
=

1

2

(

1 +
1

n+ 1

)

;

P (A∩An) = P ((A∩An)/W )P (W )+P ((A∩An)/B)P (B) =

= 1 · 1
2
+ 0 · 1

2
=

1

2
.Òàê ùî

P (A/An) =
1/2

(1/2)(1 + 1/(n + 1))
=
n+ 1

n+ 2
.



438 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäißêùî â óðíi çíàõîäèòüñÿ ÷îðíà êóëÿ, òî
P (An/B) =

n

n+ 1
,i âîíà ñêîðiø çà âñå ç'ÿâèòüñÿ ñåðåä ïåðøèõ n âèáðàíèõêóëü. ßêùî ÷îðíà êóëÿ ñåðåä ïåðøèõ n âèáðàíèõ êóëü íåç'ÿâèëàñÿ, òî ñêîðiø çà âñå ¨¨ â óðíi i íå áóëî:

P (B/An) =
P (B ∩ An)

P (An)
=

1

n+ 2
.Òîìó ïðèðîäíî, ùî êîëè ñåðåä ïåðøèõ n êóëü âñi áiëi, òîi (n + 1)-à êóëÿ êóëÿ ñêîðiø çà âñå áóäå áiëîþ:

P (A/An) =
n+ 1

n+ 2
.�îçâ'ÿçîê çàäà÷i öiëêîì ïîãîäæó¹òüñÿ ç íàøîþ iíòó¨-öi¹þ.Äî ðå÷i, â îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè n = 1, ìè ìà¹ìîñïðàâó iç çàäà÷åþ Ëüþ¨ñà Êåððîëà, ïðè öüîìó

P (A/A1) =
n+ 1

n+ 2
=

2

3
.4.32. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aji ïîäiþ �îá'¹êò áóäå âèÿâëå-íî j-þ ñòàíöi¹þ â i-ìó öèêëi�, j = 1, 2, . . . ,m; i = 1, 2, . . .

. . . , n; ÷åðåç Aj ïîäiþ � �îá'¹êò áóäå âèÿâëåíî j-þ ñòàí-öi¹þ�, j = 1, 2, . . . ,m. Î÷åâèäíî,
Aj =

n⋃

i=1

Aji;

A =

m⋃

j=1

Aj =

m⋃

j=1

n⋃

i=1

Aji;

B =
m⋂

j=1

Aj =
m⋂

j=1

(
n⋃

i=1

Aji

)

.



21.5. Äî ãëàâè 5 439Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è íåçàëåæíiñòü ïîäié Aji, j = 1, 2, . . .
. . . ,m; i = 1, 2, . . . , n, ìà¹ìî

P (A) = 1− P (A) = 1− P





m⋃

j=1

n⋃

i=1

Aji



 =

= 1− P





m⋂

j=1

n⋂

i=1

Aji



 = 1− (1− p)nm;

P (B) = P





m⋂

j=1

(
n⋃

i=1

Aji

)

 =

m∏

j=1

P

(
n⋃

i=1

Aji

)

=

=
m∏

j=1

(

1− P

(
n⋃

i=1

Aji

))

=
m∏

j=1

(

1− P

(
n⋂

i=1

Aji

))

=

=

m∏

j=1

(1− (1− p)n) = (1− (1− p)n)m.21.5 Äî ãëàâè 55.1◦.
xi −

√
3/2 0 √

3/2

Pξ(xi) 1/3 1/3 1/35.2◦.
yj −1 1

Pη(yj) 3/7 4/7



440 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi5.3◦.
xi 0 1 2

Pξ(xi) 0, 27 0,58 0,155.4◦.
P{ξ1 = k1, ξ2 = k2, . . . , ξn = kn} =

n∏

i=1

p(1− p)ki ,

k1 = 0, 1, . . . ; k2 = 0, 1, . . . ; . . . , kn = 0, 1, . . .5.6∗. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà (µ, s) = (µ(ζ∗), s(ζ∗))��óí-êöiÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà ζ∗ = (sign ξ1, sign ξ2, . . . , sign ξn).Ùîá çíàéòè ðîçïîäië (µ, s) = (µ(ζ∗), s(ζ∗)), ñïî÷àòêó çíàé-äåìî ðîçïîäië ζ∗. Ìà¹ìî:
P{ζ∗ = x} =

= P{(sign ξ1, sign ξ2, . . . , sign ξn) = (x1, x2, . . . , xn, )} =

=
n∏

i=1

P{sign ξi = xi} = pµ(x)qs(x)−µ(x)fn−s(x),äå xi íàáóâà¹ çíà÷åíü −1, 0, 1, i = 1, 2, . . . , n, s(x) � êiëü-êiñòü êîìïîíåíò âåêòîðà x âiäìiííèõ âiä íóëÿ, µ(x) �êiëüêiñòü êîìïîíåíò ðiâíèõ +1.
P{µ = k, s = j} = P{µ(ζ∗) = k, s(ζ∗) = j} =

=
∑

x:µ(x)=k,s(x)=j

Pζ∗(x) =

=
∑

x:µ(x)=k,s(x)=j

pµ(x)qs(x)−µ(x)fn−s(x) =

= Cj
nC

k
j p

kqj−kfn−j,

k = 1, 2, . . . , j; j = 1, 2, . . . , n.



21.5. Äî ãëàâè 5 4415.7. Äèâ. ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 5.8.5.8. �î ç â' ÿ ç à í í ÿ ä î ï ó í ê ò ó 2(æ). Ñïî÷àòêó çíà-éäåìî ðîçïîäië ζ = (ξ, η).Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ζ = ζ(ω) = (ξ(ω), η(ω)) ¹ �óíêöi-¹þ íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω, P}. Ïðîñòið åëåìåíòàð-íèõ ïîäié óòâîðþþòü ïàðè (i, j), i, j = 1, 2, . . . , 6,à P (i, j) = 1/36 äëÿ âñiõ (i, j), i, j = 1, 2, . . . , 6 (âèáðà-íà êëàñè÷íà ìîäåëü, îñêiëüêè êóáèêè ñèìåòðè÷íi). Òîìóðîçïîäiëîì ζ = (ξ, η) ¹
Pζ(i, j) = P{ζ = (i, j)} = 1/36, i, j = 1, 2, . . . , 6.Òàáëè÷íà �îðìà çàïèñó ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ζ = (ξ, η) íàâåäåíà â òàáë. 21.5.1.Çà âiäîìèì ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = (ξ, η)(äèâ. òàáë. 21.5.1), êîðèñòóþ÷èñü �îðìóëîþ (5.1.2)(ÿê g(s, t) i B ðîçãëÿäàòèìåìî g = g(s, t) = max{s, t} i
B = [3,+∞)), çíàõîäèìî

P{max{ξ, η} ≥ 3} = 1− P{max{ξ, η} < 3} =

= 1−
∑

(i,j):max{i,j}<3

Pζ(i, j) = 1− (Pζ(1, 1) + Pζ(1, 2)+

+Pζ(2, 1) + Pζ(2, 2)) = 1− 4/36 = 8/9.Òà á ë è ö ÿ 21.5.1. �îçïîäië ζ = (ξ, η)Çíà÷åí- Çíà÷åííÿ ηíÿ ξ 1 2 3 4 5 61 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/362 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/363 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/364 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/365 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/366 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36



442 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi�î ç â' ÿ ç à í í ÿ ä î ï ó í ê ò ó 3(â). Ñïiëüíèé ðîçïîäië
ξ i min{ξ, η} (ðîçïîäië âåêòîðà (ξ,min{ξ, η})) çíàõîäèìîÿê ðîçïîäië �óíêöi¨

θ = g(ξ, η) = (ξ,min{ξ, η})âiä ζ = (ξ, η) çà âiäîìèì ðîçïîäiëîì ζ = (ξ, η) (äèâ.òàáë. 21.5.1). Êîðèñòóþ÷èñü �îðìóëîþ (5.1.2), îá÷èñëèìîêiëüêà çíà÷åíü Pθ(i, j) = P{(ξ,min{ξ, η}) = (i, j)}. Ìà¹ìî
P{(ξ,min{ξ, η}) = (1, 1)} =

∑

(i,j):(i,min{i,j})=(1,1)

Pζ(i, j) =

= Pζ(1, 1) + Pζ(1, 2) + . . .+ Pζ(1, 6) = 6/36;

P{(ξ,min{ξ, η}) = (1, 2)} =
∑

(i,j):(i,min{i,j})=(1,2)

Pζ(i, j) = 0;

P{(ξ,min{ξ, η}) = (1, k)} =
∑

(i,j):(i,min{i,j})=(1,k)

Pζ(i, j) = 0;

k = 3, 4, 5, 6.Ñïiëüíèé ðîçïîäië ξ i min{ξ, η} (ðîçïîäië âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè θ = (ξ,min{ξ, η})) íàâåäåíî â òàáë. 21.5.2.Òàáëèöÿ 21.5.2. �îçïîäië θ = (ξ,min{ξ, η})Çíà÷åí- Çíà÷åííÿ min{ξ, η}íÿ ξ 1 2 3 4 5 61 6/36 0 0 0 0 02 1/36 5/36 0 0 0 03 1/36 1/36 4/36 0 0 04 1/36 1/36 1/36 3/36 0 05 1/36 1/36 1/36 1/36 2/36 06 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36



21.5. Äî ãëàâè 5 443Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i min{ξ, η} íå ¹ íåçàëåæíèìè,îñêiëüêè ¨õíié ñïiëüíèé ðîçïîäië âiäìiííèé âiä äîáóòêóðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i min{ξ, η} (ðîçïîäië
min{ξ, η} íàâåäåíî ó âiäïîâiäi äî ïóíêòó 1(á)).Âiäïîâiäü äî ïóíêòó 1(à):1 2 3 4 5 61/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36Âiäïîâiäü äî ïóíêòó 1(á):1 2 3 4 5 611/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36Âiäïîâiäi: 2(à) 1/6; 2(á) 3/4; 2(â) 1/3; 2(ã) 1/3; 2(ä) 1/9;2(å) 4/9; 2(¹) 1/9; 2(æ) 8/9; 2(ç) 7/9.Âiäïîâiäü äî ïóíêòó 3(á).�îçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè θ = (ξ,max{ξ, η}) (ñïiëü-íèé ðîçïîäië ξ òà max{ξ, η}) íàâåäåíî â òàáë. 21.5.3.Òà á ë è ö ÿ 21.5.3. Ñïiëüíèé ðîçïîäië ξ i max{ξ, η}Çíà÷åí- Çíà÷åííÿ max{ξ, η}íÿ ξ 1 2 3 4 5 61 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/362 0 2/36 1/36 1/36 1/36 1/363 0 0 3/36 1/36 1/36 1/364 0 0 0 4/36 1/36 1/365 0 0 0 0 5/36 1/366 0 0 0 0 0 6/36



444 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiÂèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i max{ξ, η} íå ¹ íåçàëåæíèìè,îñêiëüêè ¨õíié ñïiëüíèé ðîçïîäië (äèâ. òàáë. 21.5.3), âiä-ìiííèé âiä äîáóòêó ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i
max{ξ, η} (ðîçïîäiëmax{ξ, η} íàâåäåíî ó âiäïîâiäi äî ïóíê-òó 1(à)).5.10. P{ξ = η} =

n∑

k=1

akbk.5.12.
P{ξ + η = k} =







k + 1
(n+ 1)2

, ÿêùî 0 ≤ k ≤ n;

2n− k + 1
(n+ 1)2

, ÿêùî n < k ≤ 2n.5.13. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ζ = ξ + η ìà¹ ðîçïîäië Ïó-àññîíà ç ïàðàìåòðîì λ+ µ.Ñêîðèñòàéòåñÿ �îðìóëîþ (5.1.2) (êîëè ñïiëüíèé ðîç-ïîäië âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η äîðiâíþ¹ äîáóòêîâi ïóàñ-ñîíîâèõ ðîçïîäiëiâ, à g = g(x, y) = x+ y).5.15. Ñïiëüíèé ðîçïîäië ξ i max{ξ, η}:
P{(ξ,max{ξ, η}) = (i, j)} =

=







p2(1− p)i+j, ÿêùî i < j;
p(1− p)i(1− (1− p)i+1), ÿêùî i = j;

0, ÿêùî i > j;

i, j = 0, 1, . . .�îçïîäië max{ξ, η}: P{max{ξ, η} = k} =
= p2(1− p)k

(
2(1− (1− p)k)/p + (1− p)k

)
, k = 0, 1, . . .5.16. 1 2 3 4 5 6 71/18 3/18 3/18 3/18 3/18 3/18 2/18



21.5. Äî ãëàâè 5 4455.17.�îçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = (ξ1, ξ2)Çíà÷åí- Çíà÷åííÿ ξ2íÿ ξ1 0 1 20 1/8 1/4 1/81 1/8 1/4 1/85.18∗. p1 + p2 − p1p2.5.19◦. 1) 80/243. 5.20◦. 0,0536. 5.21◦. 5/16.5.22. Äàëi �óñïiõ� � âèðiá äå�åêòíèé, �íåâäà÷à� �âèðiá ñòàíäàðòíèé.1. Iìîâiðíiñòü îäíîãî óñïiõó â 10 âèïðîáóâàííÿõ Áåð-íóëëi ç iìîâiðíiñòþ óñïiõó p â îäíîìó âèïðîáóâàííi äî-ðiâíþ¹ C1
10p(1− p)9.2. Êiëüêiñòü íåâäà÷ äî ïåðøîãî óñïiõó ó ïîñëiäîâíîñ-òi íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië,òîìó øóêàíà éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ (1− p)k−1p.3. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî ñòàíäàðòíèõ âèðîáiâ(÷èñëî íåâäà÷) äî ïåðøî¨ ïîÿâè äå�åêòíîãî âèðîáó (äîïåðøîãî óñïiõó) ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåò-ðîì p:
P{ξ = m} = (1− p)mp, m = 0, 1, 2, . . .Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàñòóïíi 10 âèðîáiâ áóäóòü ñòàíäàð-òíèìè, ÿêùî ïåðøi l áóëè ñòàíäàðòíèìè äîðiâíþ¹

P{ξ ≥ l + 10 | ξ ≥ l} =

=
P{ξ ≥ l + 10, ξ ≥ l}

P{ξ ≥ l} =
P{ξ ≥ l + 10}
P{ξ ≥ l} =

=

∞∑

k=l+10

(1− p)kp

/ ∞∑

k=l

(1− p)kp = (1− p)10.Iíøå ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 1 ïîÿâó ó âèïðî-áóâàííi ñòàíäàðòíîãî âèðîáó, ÷åðåç 0 � äå�åêòíîãî. Ñòî-õàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò � ïðîâåäåííÿ (l+10) íåçàëåæíèõ



446 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiâèïðîáóâàíü, íàñëiäîê ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó � ïî-ñëiäîâíiñòü çàâäîâæêè (l + 10) ñêëàäåíà ç 0 i 1, ïðè öüî-ìó äàíié ïîñëiäîâíîñòi çàâäîâæêè (l + 10) ç k îäèíèöü i
((l+10)−k) íóëiâ ïðèïèñó¹òüñÿ iìîâiðíiñòü (1−p)kpl+10−k.Íåõàé Ak � ïîäiÿ �ó ïîñëiäîâíîñòi çàâäîâæêè (k+10)ïåðøi k åëåìåíòiâ îäèíèöi�, Bk+10 � ïîäiÿ �ó ïîñëiäîâ-íîñòi çàâäîâæêè (k + 10) îñòàííi 10 åëåìåíòiâ îäèíèöi�.Øóêàíà éìîâiðíiñòü

P (Bl+10|Al) =
P (Bl+10 ∩Al)

P (Al)
=

=
P (Al+10)

P (Al)
=

(1− p)l+10

(1− p)l
= (1− p)10.5.23∗. Êîðîáêè áåðóòü íàâìàííÿ äîòè, ïîêè îäíà çêîðîáîê íå âèÿâèòüñÿ ïóñòîþ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ �êiëüêiñòü ñiðíèêiâ, ùî çàëèøèëèñÿ, íàáóâà¹ çíà÷åíü 1, 2,

. . . , N . Íåîáõiäíî çíàéòè ðîçïîäië ξ.Ïîäiÿ {ξ = r} âiäáóâà¹òüñÿ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëèâiäáóâà¹òüñÿ ïîäiÿ Ar � �îäíà êîðîáêà áðàëàñÿ N ðàçiâ,à äðóãà � (N−r) ðàçiâ� (êîðîáêè áðàëèñÿ (2N−r) ðàçiâ).Iìîâiðíiñòü ïîäi¨ Ar ìîæíà îá÷èñëèòè òàê. Ïîçíà÷èìîîäíó ç êîðîáîê, ñêàæiìî, çíà÷êîì ∗. ×åðåç B∗ ïîçíà÷è-ìî ïîäiþ �ïóñòîþ âèÿâèëàñÿ ïîçíà÷åíà êîðîáêà�, ÷åðåç
B � �ïóñòîþ âèÿâèëàñÿ íåïîçíà÷åíà êîðîáêà�. Ïîäi¨ B∗i B óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîäié, iç ìiðêóâàíü ñèìåòði¨ïðèðîäíî ââàæàòè, ùî P (B∗) = 1/2, P (B) = 1/2. Òîäi

P (Ar) =
1

2
P (Ar/B

∗) +
1

2
P (Ar/B).Iìîâiðíiñòü P (Ar/B

∗) îá÷èñëèìî ÿê iìîâiðíiñòü N óñïi-õiâ (�óñïiõiâ� � âèáðàíà ïîçíà÷åíà êîðîáêà) ó (2N − r)âèïðîáóâàííÿõ Áåðíóëëi ç iìîâiðíiñòþ óñïiõó â îäíîìóâèïðîáóâàííi 1/2, òîáòî
P (Ar/B

∗) = CN−r
2N−r(1/2)

N (1/2)N−r = CN
2N−r(1/2)

2N−r .Àíàëîãi÷íî äiñòà¹ìî
P (Ar/B) = CN

2N−r(1/2)
2N−r .



21.5. Äî ãëàâè 5 447Òàê ùî øóêàíà éìîâiðíiñòü
P ({ξ = r}) = P (Ar) = CN

2N−r(1/2)
2N−r .5.24.a) 1− 56

66
; á) 1− 17 · 511

612
; â) 1− 268 · 516

618
.5.25◦. P{ξ = k} = Ck

10/2
10; k = 0, 1, . . . , 10.5.26◦.

P{ξ = k} = Ck
10

(
1

6

)k (5

6

)10−k

, k = 0, 1, . . . , 10.5.27◦.
P{ξ = k} = Ck

3

(
1

4

)k (3

4

)3−k

, k = 0, 1, 2, 3.5.28. Iìîâiðíiøå âèãðàòè:1) 3 ïàðòi¨ ç 5;2) 2 ïàðòi¨ ç 4;3) 3 ïàðòi¨ ç 4;4) íå ìåíøå íiæ 5 ïàðòié ç 8;5) íå áiëüøå íiæ n ç 2n ïàðòié;6) íå áiëüøå íiæ n ç 2n+ 1 ïàðòié.5.29. Ñïî÷àòêó âèïèøåìî ñïiëüíèé ðîçïîäië ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξr, à ïîòiì ðîçïîäië �óíêöi¨ η = ξ1 + ξ2 + . . . + ξr âiäâèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξr.Ñïiëüíèì ðîçïîäiëîì ξ1, ξ2, . . . , ξr ¹

P (k1, k2, . . . , kr) = P{ξ1 = k1, ξ2 = k2, . . . , ξr = kr} =

=
r∏

i=1

p(1− p)ki = pr(1− p)k1+k2+···+kr ,

k1 = 0, 1, . . . ; k2 = 0, 1, . . . ; . . . ; kr = 0, 1, . . .Äëÿ êîæíîãî k, k = 0, 1, . . . ,

Pη(k) = P{η = k} = P{ξ1 + ξ2 + . . .+ ξr = k} =
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=

∑

(k1,k2,...,kr):k1+k2+···+kr=k

pr(1− p)k1+k2+···+kr =

=
∑

(k1,k2,...,kr):k1+k2+···+kr=k

pr(1− p)k = Cr−1
k+r−1p

r(1− p)k(ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà âñiìà ïîñëiäîâíîñòÿìè íå-âiä'¹ìíèõ ÷èñåë k1, k2, . . . , kr, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ
x1 + x2 + · · · + xr = k, óñüîãî òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ � Cr−1

k+r−1,äèâ. ïðèêëàä 1.1.14).Îòæå, ñóìà
η = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξríåçàëåæíèõ ãåîìåòðè÷íî ðîçïîäiëåíèõ ç ïàðàìåòðîì pâèïàäêîâèõ âåëè÷èí ìà¹ âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïîäië çïàðàìåòðàìè (r, p).5.30. Íåõàé ξ � êiëüêiñòü ëþäåé, ùî çâåðíóëèñÿ äîáþðî, η � êiëüêiñòü âiäìîâ. Ïîäi¨ {ξ = k}, k = 0, 1, 2 . . .,óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîäié. Çà �îðìóëîþ ïîâíî¨ éìî-âiðíîñòi

P{η = s} =

∞∑

k=0

P{η = s|ξ = k}P{ξ = k} =

=

∞∑

k=s

P{η = s|ξ = k}P{ξ = k} =

=

∞∑

k=s

k!

s!(k − s)!
ps(1− p)k−sλ

k

k!
e−λ =

=
e−λpsλs

s!

∞∑

k=s

1

(k − s)!
(1− p)k−sλk−s =

=
e−λpsλs

s!
eλ(1−p) =

(λp)s

s!
e−λp.Îòæå, êiëüêiñòü âiäìîâ ìà¹ ïóàññîíiâ ðîçïîäië ç ïàðàìåò-ðîì λp.



21.5. Äî ãëàâè 5 4495.31. (λp)ii! e−λp (äèâ. çàäà÷ó 5.30).5.32. Ïóàññîíiâ ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λp (äèâ. çàäà-÷ó 5.30).5.34. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç k êiëüêiñòü ìiñöü ó êîæíîìóãàðäåðîái. Íåõàé µi � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ùî íàáóâà¹çíà÷åííÿ 1, ÿêùî i-é ãëÿäà÷ âèáðàâ âõiä 1, i 0, ÿêùî âè-áðàâ âõiä 2, i = 1, 2, . . . , 1000; µi � íåçàëåæíi âèïàäêîâiâåëè÷èíè, êîæíà ç ðîçïîäiëîì
P{µi = x} = (1/2)x(1/2)1−x, x = 0, 1.Òîäi µ =
1000∑

i=1
µi � êiëüêiñòü ãëÿäà÷iâ, ùî óâiéøëè ÷åðåçâõiä 1, à (1000 − µ) � ÷åðåç âõiä 2.Ïîäiÿ �óñi ãëÿäà÷i ìàþòü çìîãó ðîçäÿãòèñÿ� ó òåðìi-íàõ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè µ çàïèøåòüñÿ òàê:

{µ < k, 1000 − µ < k} = {1000 − k < µ < k}.Êiëüêiñòü ìiñöü k (ó êîæíîìó ãàðäåðîái) çíàõîäèòüñÿÿê ìiíiìàëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
P{1000 − k < µ < k} ≥ 0, 90.Ùîá çíàéòè k, ñêîðèñòà¹ìîñÿ iíòåãðàëüíîþ òåîðåìîþÌóàâðà�Ëàïëàñà (�îðìóëà (5.2.5)). Äèâ. òàêîæ çàäà÷ó5.39.Âiäïîâiäü: k = 527.5.35. Óïîðÿäêóâàòè x1, x2, . . . , xn çà çðîñòàííÿì.5.37. pk = (1/2)k . Iìîâiðíiñòü âèãðàøó äëÿ òîãî, õòîïî÷èíà¹ ïåðøèì, óäâi÷i áiëüøà.5.38. 1) Iìîâiðíiøå, ùî ñòðiëüöi îòðèìàþòü ïðèç, îñ-êiëüêè P{ñòðiëüöi íå îòðèìàþòü ïðèçó} = (1 − 1/5)4 <

< 0, 5; 2) 3/2.5.39. �î ç â' ÿ ç à í í ÿ (1◦à). ×àñòîòà νn äîðiâíþ¹ µ/n,äå µ � ÷èñëî òèõ åêñïåðèìåíòiâ ç n ïðîâåäåíèõ, â ÿêèõâiäáóëàñÿ ïîäiÿ.Âiäõèëåííÿ â åêñïåðèìåíòi Áþ��îíà ñòàíîâèòü
2048/4040 − 0, 5 = 0, 007 = ε.
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P{|νn − 0, 5| < ε}äëÿ n = 4040.×àñòîòó νn = µ/n ïîäàìî ó âèãëÿäi

νn = µ/n =
1

n

n∑

i=1

µi,äå µi íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 1, ÿêùî â åêñïåðèìåíòi ïîäiÿ âiä-áóëàñÿ i 0 � ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè µiíåçàëåæíi é q = P{µi = 0} = 1/2, p = P{µi = 1} = 1/2.Îñêiëüêè ÷èñëî åêñïåðèìåíòiâ n âåëèêå (n = 4040), òîäëÿ îá÷èñëåííÿ P{|νn − 0, 5| < ε} ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿiíòåãðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþÌóàâðà�Ëàïëàñà (äèâ.(5.2.5)):
P{|νn − 0, 5| ≤ ε} = P

{

0, 5− ε ≤ µ

n
≤ 0, 5 + ε

}

=

= P

{
n(0, 5− ε)− np√

npq
≤ µ− np√

npq
≤ n(0, 5 + ε)− np√

npq

}

=

= P

{

−0, 88 ≤ µ− np√
npq

≤ 0, 88

}

.À îñòàííÿ éìîâiðíiñòü ç íåçíà÷íîþ ïîõèáêîþ äîðiâíþ¹
1√
2π

0,88∫

−0,88

exp

{−t2
2

}

dt = 0, 6212;çíà÷åííÿ iíòåãðàëà çíàéäåíî çà òàáë. 22.1.1 íîðìàëüíîãîðîçïîäiëó.5.40. Áåçïîñåðåäíüî �ïåðåáèðà¹ìî� âñi âàðiàíòè.1) 4/27; 2) 1/9; 3) 23/27.5.41.
Pξ(xi) = P{ξ = xi} = P{(ξ, η) ∈ {xi} × R

1} =
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=

∑

(xk,yj)∈{xi}×R1

Pζ(xk, yj) =
∑

yj

Pζ(xi, yj).5.42. Îñêiëüêè âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íåçàëåæíi,òî ¨õíiì ñïiëüíèì ðîçïîäiëîì ¹
P{(ξ, η) = (k, l)} = pkql, k = 0, 1, . . . ; l = 0, 1, . . .Äàëi, çãiäíî ç (5.1.2) ìà¹ìî

P{ζ = m} = P{ξ + η = m} =

=
∑

(k,l):k+l=m

pkql =

m∑

k=0

pkqm−k, m = 0, 1, . . .�îçïîäië
fm =

m∑

k=0

pkqm−k = p0qm+p1qm−1+ . . .+pmq0, m = 0, 1, . . .íàçèâàþòü çãîðòêîþ ðîçïîäiëiâ {pk} i {ql}.Òàê ùî ðîçïîäië ñóìè íåçàëåæíèõ öiëî÷èñëîâèõ âè-ïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþ¹ çãîðòöi ðîçïîäiëiâ äîäàíêiâ.5.44.×èñëî íåâäà÷ ξ äî r-ãî óñïiõó ó ïîñëiäîâíîñòi íå-çàëåæíèõ âèïðîáóâàíü ç iìîâiðíiñòþ óñïiõó p â êîæíîìóâèïðîáóâàííi ìà¹ âiä'¹ìíèé áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåò-ðàìè (r; p):
Pξ(k) = Ck

k+r−1p
r(1− p)k, k = 0, 1, . . .�îçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ éìîâið-íîñòi òîãî, ùî ÷èñëî íåâäà÷ äî 4-ãî óñïiõó äîðiâíþ¹ 6(éìîâiðíiñòü óñïiõó â êîæíîìó âèïðîáóâàííi 1/2). Øóêà-íà éìîâiðíiñòü

C4−1
6+4−1(1/2)

4(1− 1/2)6 = C3
9 (1/2)

10.5.45. Íåõàé Ω = {ω1, ω2}; P (ω1) = 1/2, P (ω2) = 1/2.Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ = ξ(ω), η = η(ω) çàäàìî ðiâíîñòÿ-ìè
ξ(ω1) = −1, ξ(ω2) = 1;
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η(ω1) = 1, η(ω2) = −1.�îçïîäiëè
Pξ((−1)i) = 1/2, i = 1, 2;

Pη((−1)j) = 1/2, j = 1, 2,ñïiâïàäàþòü, àëå
ξ 6= η.5.46◦.

P{ξ = k} = Ck
3

(
1

3

)k (2

3

)3−k

, k = 0, 1, 2, 3.5.47. Iìîâiðíiñòþ k = n − 1 íåâäà÷ äî r-ãî óñïiõó äî-ðiâíþ¹
Ck
k+r−1p

r(1− p)k = Cn−1
n+r−2 p

r(1− p)n−1,äèâ. òàêîæ ðîçâ'ÿçàííÿ äî çàäà÷i 5.44.21.6 Äî ãëàâè 66.1◦. 1) − 1/8; 2) (1 + e)(2 +
√
3)/12.6.2. Mξ = 3/5, Dξ = 28/75,

xi 0 1 2
Pξ(xi) 7/15 7/15 1/156.3◦. 27/40. 6.4◦. −√

3/8. 6.6◦. 0.6.7◦. 1) 0; 2) 0; 3) 3
√
3/4. 6.8◦. 69/8.6.9◦. 1)√3; 2) (8 +

√
3)/4.6.10. Mη = 13/12; Dη = 59/144,

yj 0 1 2
Pξ(yj) 1/6 7/12 1/4
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3)/12. 6.12◦. 1) (20 +√

3)/8; 2) − 5/2.6.13. 5/6. 6.14. 29/54.6.15. 1)Mξ = 0; 2)M |ξ| = n(n+ 1)
2n + 1 .6.16. Mξ = λ, Mξ2 = λ+ λ2, Dξ = λ.6.17. �îçâ'ÿçàííÿ äî ïóíêòó 3):

Dξη =M(ξη −Mξη)2 =M(ξη)2 − 2MξηMξη + (Mξη)2 =

=Mξ2η2 − (Mξη)2 =Mξ2Mη2 − (Mξ)2(Mη)2.Âiäïîâiäi: 1) 1− e−λ; 2)λ2; 3)λ2(1 + 2λ); 4) 2λ.6.18. Äëÿ |x| < 1

∞∑

k=0

xk =
1

1− x
.Çäè�åðåíöiþâàâøè îñòàííþ ðiâíiñòü i ïåðåìíîæèâøè íà x,îäåðæèìî

∞∑

k=1

kxk =
x

(1− x)2
. (21.6.1)Çäè�åðåíöiþâàâøè ðiâíiñòü (21.6.1) i ïåðåìíîæèâøè ¨¨íà x, îäåðæèìî

∞∑

k=0

k2xk =
x(x+ 1)

(1− x)3
. (21.6.2)Ç òåîðåìè 6.1.1, ñêîðèñòàâøèñü ðiâíîñòÿìè (21.6.1) i (21.6.2)(êîëè x = 1− p), ìà¹ìî:

Mξ =

∞∑

k=0

k(1− p)kp = p

∞∑

k=0

k(1− p)k = p
1− p

p2
=

1− p

p
,

Mξ2 =

∞∑

k=0

k2(1− p)kp = p

∞∑

k=0

k2(1− p)k =
(1− p)(2− p)

p2
,
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Dξ =Mξ2 − (Mξ)2 =

1− p

p2
.6.19. ×èñëî ïiäêèäàíü ξ êóáèêà äî ïåðøî¨ ïîÿâè øiñ-òêè � ãåîìåòðè÷íî ðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ïà-ðàìåòðîì p = 1/6. Òîìó Mξ = 5; P{ξ ≤ 2} = 91/63.6.20.

1)Mxξ =
p

1− (1− p)x
; 2)Meitξ =

p

1− (1− p)eit
.6.21. 1)Mxξ = eλ(x−1); 2)Meitξ = exp

{
λ(eit − 1)

}
.6.22◦. Mξ = 70; Dξ = 21.6.24◦. P{ξ = k} = Ck

10/2
10, k = 0, 1, . . . , 10;

Mξ = 5; Dξ = 2,5.6.25◦. P{ξ = k} = Ck
10(1/6)

k(5/6)10−k , k = 0, 1, . . . , 10;
Mξ = 5/3; Dξ = 25/18.6.26◦. Mξ = 3/4; Dξ = 9/16.6.27∗. �îçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ñïiâïàäà¹ çðîçïîäiëîì ñóìè ξ1 + ξ2 + . . . + ξr íåçàëåæíèõ âèïàäêî-âèõ âåëè÷èí ξi, i = 1, 2, . . . , r, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ãåîìåò-ðè÷íèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì p. Äèâ. òàêîæ çàäà÷i 5.29i 6.18.6.30. r∑

k=1

pk exp{itk}.6.31∗. Ïîäàéòå âåêòîð ν = (ν1, ν2, . . . , νr) ÿê ñóìó âåê-òîðiâ
(µk1 , µ

k
2 , . . . , µ

k
r) = (IX1(ξk), IX2(ξk), . . . , IXr(ξk)) ,

k = 1, 2, . . . , r, äå IA � iíäèêàòîð ìíîæèíè A.Äèâ. òàêîæ çàäà÷ó 6.30.Âiäïîâiäü: ( r∑

k=1

pk exp{itk}
)n.6.32. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç η êiëüêiñòü ïîçèòèâíèõ àíà-ëiçiâ íà k ïðîâåäåíèõ (çà ñïîñîáîì 1). Âèïàäêîâà âåëè-÷èíà η ìà¹ áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (n; p). Iìî-âiðíiñòü õî÷à á îäíîãî ïîçèòèâíîãî àíàëiçó íà k, à îòæåïîçèòèâíîãî àíàëiçó çìiøàíî¨ êðîâi k ëþäåé, äîðiâíþ¹

P{η ≥ 1} = 1−P{η = 0} = 1−C0
kp

0(1−p)k = 1− (1−p)k .



21.6. Äî ãëàâè 6 455Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ � êiëüêiñòü àíàëiçiâ, íå-îáõiäíèõ äëÿ îáñòåæåííÿ êðîâi k îñiá, êîëè îáñòåæåííÿâåäåòüñÿ ñïîñîáîì 2. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìîæå íàáó-âàòè äâà çíà÷åííÿ: 1 i k + 1. Î÷åâèäíî,
P{ξ = 1} = P{η = 0} = C0

kp
0(1− p)k = (1− p)k,

P{ξ = k + 1} = P{η ≥ 1} = 1− P{η = 0} = 1− (1− p)k.Çà ðîçïîäiëîì ξ çíàõîäèìî Mξ:
Mξ = 1(1− p)k +(k+1)(1− (1− p)k) = k(1− (1− p)k)+ 1.6.34.

1◦ Íåõàé
P{ξ = k} =

θk

k!
e−θ, θ > 0, k = 0, 1, . . .Òîäi

P (t) =Mtξ =
∞∑

k=0

tk
θk

k!
e−θ =

∞∑

k=0

(tθ)k

k!
e−θ = eθ(t−1).

2◦ Íåõàé
P{ξ = k} = (1− θ)kθ, θ ∈ (0; 1), k = 0, 1, . . .Òîäi

P (t) =Mtξ =
∞∑

k=0

tk(1−θ)kθ = θ
∞∑

k=0

(t(1−θ))k =
θ

1− t(1− θ)
.

3◦ Íåõàé
P{ξ = k} = Ck

nθ
k(1− θ)n−k, θ ∈ (0; 1), k = 0, 1, . . . , n.Òîäi

P (t) =Mtξ =

n∑

k=0

tkCk
nθ

k(1− θ)n−k =
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=

n∑

k=0

Ck
n(tθ)

k(1− θ)n−k = (tθ + (1− θ))n.6.35. Íåõàé pk, k = 0, 1, . . . , i fn, n = 0, 1, . . . , � iìî-âiðíiñíi ðîçïîäiëè,
P (t) =

∞∑

k=0

tkpk, |t| ≤ 1, F (t) =

∞∑

k=0

tkfk, |t| ≤ 1¨õíi òâiðíi. Ïðèïóñòèìî, ùî
P (t) = F (t), |t| ≤ 1.Òîäi P (0) = F (0), òîìó p0 = q0. Îñêiëüêè ñòåïåíåâi àá-ñîëþòíî çáiæíi ðÿäè ìîæíà ïî÷ëåííî äè�åðåíöiþâàòè,òî

P ′(t) =
∞∑

k=1

ktk−1pk = Q′(t) =
∞∑

k=1

ktk−1fk.Îòæå, äëÿ t = 0 ìà¹ìî P ′(0) = F ′(0) àáî p1 = q1 i ò. ä.
pk = qk, k = 0, 1, . . .6.36. ßêùî ξ i η � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî

Pξ+η(t) =Mtξ+η =Mtξtη =MtξMtη = Pξ(t)Pη(t).6.37. Òâiðíà ñóìè íåçàëåæíèõ ïóàññîíîâèõ âèïàäêî-âèõ âåëè÷èí
Pξ+η(t) = Pξ(t)Pη(t) = eθ1(t−1)eθ2(t−1) = e(θ1+θ2)(t−1).Ç iíøîãî áîêó e(θ1+θ2)(t−1) � òâiðíà �óíêöiÿ ïóàññîíîâî¨âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç ïàðàìåòðîì θ1 + θ2. Òîìó çãiäíî çòåîðåìîþ ¹äèíîñòi (äèâ. çàäà÷ó 6.35) ðîçïîäië ξ + η çái-ãà¹òüñÿ ç ïóàññîíîâèì ðîçïîäiëîì ç ïàðàìåòðîì θ1 + θ2.6.38. Òâiðíà ñóìè íåçàëåæíèõ áiíîìíî ðîçïîäiëåíèõâèïàäêîâèõ âåëè÷èí

Pξ+η(t) = Pξ(t)Pη(t) =
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= (tθ + (1− θ))n(tθ + (1− θ))m = (tθ + (1− θ))n+m.Ç iíøîãî áîêó (tθ + (1 − θ))n+m � òâiðíà �óíêöiÿ ái-íîìíî ðîçïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç ïàðàìåòðàìè

(n+m, θ). Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ ¹äèíîñòi (äèâ. çàäà÷ó6.35) ðîçïîäië ñóìè ξ+η çáiãà¹òüñÿ ç áiíîìíèì ðîçïîäiëîìç ïàðàìåòðàìè (n+m, θ).6.39.
1 = P (Ω) =

∑

ω∈Ω
apω = a

∑

ω∈Ω
pω = a

1

1− p
= 1.Çâiäñè a = 1− p, òîìó P (ω) = (1− p)pω,ω ∈ Ω, àáî, ùî òåñàìå

P (k) = (1− p)pk, k = 0, 1, . . .

Mξ =
∑

ω∈Ω
ξ(ω)P (ω) =

∞∑

k=0

2−k(1− p)pk =
2(1 − p)

2− p
.6.40.

1 = P (Ω) =
∑

ω∈Ω
a
1

ω!
=

∞∑

k=0

a
1

k!
= ae.Çâiäñè a = e−1, òîìó P (ω) = e−1 1

ω!
, ω ∈ Ω, àáî, ùî òåñàìå

P (k) =
1

k!
e−1, k = 0, 1, . . .

Mξ =
∑

ω∈Ω
ξ(ω)P (ω) =

∞∑

k=0

2k
1

k!
e−1 = e−1e2 = e.

Mξ = e, Dξ =M(ξ)2 − (Mξ)2 = e3 − e2.6.41. Äèâ. ðîçâ'ÿçàííÿ äî çàäà÷ 6.39, 6.40.
a = e−λ, Mξ = eλ, Dξ =M(ξ)2 − (Mξ)2 = e3λ − e2λ.6.42.
Dξ =M(ξ −Mξ)2 =

∑

ω∈Ω
(ξ(ω)−Mξ(ω))2P (ω) ≥
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≥

∑

ω:|ξ(ω)−Mξ(ω)|≥ε

(ξ(ω)−Mξ(ω))2P (ω) ≥

≥ ε2
∑

ω:|ξ(ω)−Mξ(ω)|≥ε

P (ω) = ε2P{ω : |ξ(ω)−Mξ(ω)| ≥ ε}.6.43.
P

{∣
∣
∣
∣
∣

1

n

n∑

i=1

ξi − a

∣
∣
∣
∣
∣
≥ ε

}

=

= P

{∣
∣
∣
∣
∣

1

n

n∑

i=1

ξi −M

(

1

n

n∑

i=1

ξi

)∣
∣
∣
∣
∣
≥ ε

}

≤ 1

ε2
D

(

1

n

n∑

i=1

ξi

)

=

=
1

ε2
1

n2
D

(
n∑

i=1

ξi

)

=
1

ε2
1

n2
nσ2 =

σ2

nε2
→ 0.6.44. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ¹ �óíêöi¹þ âiä âåêòîðà

ζ = (ξ, η):
ξ = g(ζ) = g(ξ, η).Òîìó

Mξ =Mg(ξ, η) =
∑

xi,yj

xiPζ(xiyj).6.45. Ïîçíà÷èìî ÷èñëî î÷îê, ùî âèïàëè íà i-ó êóáèêó,÷åðåç ξi, i = 1, 2, 3. Òîäi ξ = ξ1 + ξ2 + ξ3 � ñóìà î÷îê, ùîâèïàëè íà òðüîõ êóáèêàõ. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ1, ξ2, ξ3 �íåçàëåæíi, ìàþòü òàêi ðîçïîäiëè:
Pξ1(i) = 1/2, i = 1, 2;

Pξ2(j) = 1/2, j = 3, 4;

Pξ3(k) = 1/2, k = 5, 6.Òîìó
Mξ =Mξ1 +Mξ2 +Mξ3;

Dξ = Dξ1 +Dξ2 +Dξ3.



21.7. Äî ãëàâè 7 459Çíàéäåìî ðîçïîäië ξ = ξ1+ξ2+ξ3. Îçíà÷èìî âèïàäêîâiâåëè÷èíè η1, η2, η3 òàê:
ξ1 = (ξ1 − 1) + 1 = η1 + 1,

ξ2 = (ξ2 − 3) + 3 = η2 + 3,

ξ3 = (ξ3 − 5) + 5 = η3 + 5.Âèïàäêîâi âåëè÷èíè η1, η2, η3 íåçàëåæíi ÿê �óíêöi¨ âiäíåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, ξ3 i îäíàêîâî ðîç-ïîäiëåíi, êîæíà ç ðîçïîäiëîì
n 0 1
pn 1/2 1/2Òîäi

ξ = ξ1 + ξ2 + ξ3 = η1 + η2 + η3 + 9 = η + 9,äå η = η1 + η2 + η3. Î÷åâèäíî η ìà¹ áiíîìíèé ðîçïîäiëç ïàðàìåòðàìè (3, 1/2). �îçïîäië �óíêöi¨ ξ = η + 9 âiäâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η çíàõîäèìî çãiäíî ç (5.1.1).21.7 Äî ãëàâè 77.2. A = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}; B = {(0, 0)}.7.10. �îçãëÿíüòå ñóêóïíiñòü óñiõ àëãåáð Aα, ÿêi ìiñ-òÿòü êëàñ K , i äîâåäiòü, ùî ⋂
α
Aα = A (K ).7.13. �îçãëÿíüòå ñóêóïíiñòü óñiõ σ-àëãåáð Fα, ÿêi ìiñ-òÿòü êëàñ K , i äîâåäiòü, ùî ⋂

α
Fα = σ(K ).7.14. Íåõàé K 1 � êëàñ ïðîìiæêiâ {[a, b) : a, b ∈ R

1}(íàãàäà¹ìî, ùî σ(K 1) = B 1). Ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ
K 1 ⊂ σ(K ).Ñïðàâäi, σ(K ) ìiñòèòü {a}, îñêiëüêè

{a} =
n⋂

n=1

(a− 1/n, a+ 1/n),



460 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäià ïðîìiæîê [a, b) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
[a, b) = (a, b) ∪ {a}.Ç îçíà÷åííÿ σ-àëãåáðè, ïîðîäæåíî¨ êëàñîì K 1, i âêëþ-÷åííÿ K 1 ⊂ σ(K ) ìà¹ìî
σ(K 1) ⊂ σ(K ).À îñêiëüêè σ(K 1) = B 1, òî B 1 ⊂ σ(K ).Äàëi, K ⊂ σ(K 1) = B 1 (öå âñòàíîâëþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íîòîìó, ÿê âñòàíîâëþ¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ K 1 ⊂ σ(K )). Òîìó çîçíà÷åííÿ σ-àëãåáðè, ïîðîäæåíî¨ êëàñîì K , i âêëþ÷åííÿ

K ⊂ B1 ìà¹ìî
σ(K ) ⊂ B

1.Îòæå,
σ(K ) = B

1.7.15. Âêàçiâêà. Äèâ. ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 7.14.7.16. Âêàçiâêà. Äèâ. ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 7.14.7.17. Âêàçiâêà. Äèâ. ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 7.14.7.22. σ-Àëãåáðó σ(K ) óòâîðþ¹ êëàñ íå áiëüø íiæ çëi-÷åííèõ îá'¹äíàíü íåïåðåòèííèõ ìíîæèí Ai.Íåõàé
B =

⋃

i∈I
Ai, I ⊂ N, Ai ∩Aj = ∅, i 6= j,òîäi

B = Ω \
⋃

i∈I
Ai =

⋃

i∈I

Ai, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j.Íåõàé
Bk =

⋃

i∈Ik
Ai, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, Ik ⊂ N, k = 1, 2, . . . ,òîäi

⋂

k

Bk =
⋂

k

(⋃

i∈Ik
Ai

)

=
⋃

i∈I
Ai, I =

⋂

k

Ik.



21.8. Äî ãëàâè 8 46121.8 Äî ãëàâè 88.1◦. 1) (1 + ln 2)/2; 2) (1 − e−1)/2; 3) 1/3; 4) 1/4 +
+e−1+3(ln 3−ln 4)/4; 5) 1−2/34; 6)π/16; 7) 1/18; 8) 1/2+
+ ln 3− ln 2; 9) 1/6; 10) 1/9.8.2◦. 1) (1− ln 2)/2; 2)π/64; 3) 1 − π/4; 4)π/4.8.3◦. 1) 1/4; 2) 8/9; 3) 7/16; 4) 3/16; 5) 1 − π/4;
6) 1−π/4; 7)π/8; 8) a

√
a; 9) 1−a√a; 10) 1−1/e; 11)π/4;

12) 1 − π/8; 13) 1/2; 14) 3/4.8.4. 1) 1/4; 2) 1/4; 3) 1/4; 4) 1/4; 5) 3/16; 6) 1/2; 7) 1/8;
8) 1/4; 9) 3/8; 10) 1/8; 11) 1/2; 12) 5/8; 13)π/4; 14) 1/2;
15) 1/4; 16) (π − 2)/4.8.5◦. a/(a+ b− 2r). 8.6. 1− (1− k)2.8.7. ßêùî ξ � ìîìåíò ïiäõîäó äî ïðè÷àëó ïåðøîãîñóäíà, η � äðóãîãî, òî ïîäiÿ �îäíîìó ç ñóäåí äîâåäåòüñÿ÷åêàòè çâiëüíåííÿ ïðè÷àëó� ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

{(ξ, η) : η ∈ [ξ, ξ + 1]} ∪ {(ξ, η) : ξ ∈ [η, η + 2]}.Âiäïîâiäü: 0,12065.8.8◦. (a− d)2/a2. 8.9. 1
2πn sin

2π
n .8.10. à) 1− 2

π arccos r; á){ 2
π arcsin r2 , ÿêùî r ≤ 2;

1, ÿêùî r > 2.8.11◦. 1) r2/R2. 8.12◦. 1) r2N/R2N .8.13. C2
5 (b/a)

2(1− b/a)3. 8.14. 1/260.8.15. 1) 1/2; 2) 1/2; 3) t3.8.16. 1) 1− (1− t)2; 2)(à) 1/2; 2)(á) (1− q)2/2.8.17◦. Íåõàé ξi � âiäñòàíü âiä i-¨ òî÷êè äî öåíòðà ñ�å-ðè, i = 1, 2, . . . , N . Òîäi øóêàíà éìîâiðíiñòü
P{min{ξi} > r} = P

(
n⋂

i=1

{ξi > r}
)

=

=

n∏

i=1

P {ξi > r} = (1− r3/R3)N .8.18. 1/2. 8.19. 13/24; 11/24. 8.20. 1/3.



462 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi8.21◦. 2/π. 8.24. 1)π/4; 2)π/(2
√
3).8.25. 1) 1/3; 2)1/6. 8.26. 2/9.8.27∗.Ìîíåòó ðîçãëÿäàòèìåìî ÿê öèëiíäð, ðàäióñ ÿêî-ãî r i âèñîòà h. Ñëîâà �íàâìàííÿ êèäàþòü� ïðèðîäíî ðî-çóìiòè ÿê ðiâíîéìîâiðíó îði¹íòàöiþ öèëiíäðà âiäíîñíîâåðòèêàëüíîãî íàïðÿìó. Îñêiëüêè öèëiíäð îäíîðiäíèé, òîöåíòð îïèñàíî¨ íàâêîëî íüîãî ñ�åðè ñïiâïàäà¹ ç éîãî öåí-òðîì ìàñ. Öèëiíäð óïàäå íà áîêîâó ïîâåðõíþ, ÿêùî ïðî-ìiíü, ñïðÿìîâàíèé âåðòèêàëüíî âíèç iç öåíòðó ìàñ, ïåðå-òíå éîãî áîêîâó ïîâåðõíþ. Âiäïîâiäíó éìîâiðíiñòü îá÷è-ñëþ¹ìî ÿê âiäíîøåííÿ ïëîùi ñ�åðè÷íîãî ïîÿñó, îïèñàíî-ãî íàâêîëî öèëiíäðà, äî ïëîùi âñi¹¨ ñ�åðè.8.28. 1) 1/9; 2) 8/9; 3) 8/27.8.29. Çà áóäü-ÿêîãî ïîâîðîòó êîëà éìîâiðíiñòü ïîäi¨�òðèêóòíèê ãîñòðîêóòíèé� (i íå òiëüêè öi¹¨ ïîäi¨) çàëèøà-¹òüñÿ íåçìiííîþ, òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî ç òðüîõ âåð-øèí A,B,C îäíà, íàïðèêëàä C, �iêñîâàíà. Äâi iíøi âè-áèðàþòü íàâìàííÿ. Çàäàâàòèìåìî ïîëîæåííÿ òî÷îê A i Bâiäíîñíî òî÷êè C âåëè÷èíàìè äóã CA = α i CB = β (ðèñ.21.8.1), âiäêëàäàþ÷è ¨õ ïðîòè ðóõó ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè,äóãè âèìiðþâàòèìåìî â ðàäiàíàõ.

A

B

C

αβ−α

2π−β�èñ. 21.8.1: Äî çàäà÷i 8.29Òðèêóòíèê ABC ãîñòðîêóòíèé (êîëè α < β), ÿêùî êîæíàç äóã CA = α,AB = β − α,BC = 2π − β ìåíøà π, òîáòî
β > α, α < π, β − α < π, β > π, (21.8.1)



21.8. Äî ãëàâè 8 463àáî (êîëè β < α) êîæíà ç äóã CB = β,BA = α − β,
CA = 2π − α ìåíøà π, òîáòî

β < α, β < π, α− β < π, α > π. (21.8.2)Äàëi, óïîðÿäêîâàíié ïàði ÷èñåë (α, β), 0 < α < 2π,
0 < β < 2π âiäïîâiäà¹ îäíà òî÷êà êâàäðàòà [0, 2π] ×
×[0, 2π] íà ïëîùèíi ç îñÿìè Oα i Oβ i íàâïàêè. À îò-æå, ìíîæèíi äóã α, β, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îäíó ç óìîâ:(21.8.1) àáî (21.8.2), âiäïîâiäà¹ ìíîæèíà òî÷îê êâàäðàòà
[0, 2π] × [0, 2π], êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü îäíó çóìîâ: (21.8.1) àáî (21.8.2). Öÿ ìíîæèíà òî÷îê êâàäðàòàìà¹ âèãëÿä, àíàëîãi÷íèé çîáðàæåíîìó íà ðèñ. 8.1.2.Øóêàíà éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ 2π2/2

(2π)2
= 1

4 .8.30. 1) 3/4; 2) 1/4 (äèâ. òàêîæ çàäà÷ó 8.29).8.31. Çà�iêñó¹ìî îäíó ç òî÷îê, íàïðèêëàä A. Òîäi ïî-ëîæåííÿ iíøèõ ìîæíà îïèñàòè äóãàìè AB, AC, AD, ÿêiâiäêëàäàþòüñÿ ïðîòè ðóõó ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè (äèâ. òà-êîæ çàäà÷ó 8.29).Âiäïîâiäü: 1/3.8.34(1◦). Äîâæèíó âiäðiçêà ïîçíà÷èìî ÷åðåç ζ (ζ ðîç-ïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà [0; d]). Ïîëîæåííÿ âiäðiçêà âiäíîñ-íî òî÷îê kd (k = 0, 1, . . . , n) âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî ñåðåäèíîþ(ïîçíà÷èìî ¨¨ êîîðäèíàòó ÷åðåç η).Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè êèäàííÿ íàâìàííÿ ñåðåäèíè âiä-ðiçêà íà [d/2, 3d/2]. Âiäðiçîê �íàêðèâà¹� òî÷êó ç êîîðäè-íàòîþ d òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |d − η| ≤ ζ/2. Íåîáõiäíîîá÷èñëèòè
P{|d − η| ≤ ζ/2}.Öÿ éìîâiðíiñòü îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê ãåîìåòðè÷íà éìîâiðíiñòüïîäi¨ |d − η| ≤ ζ/2 ïðè êèäàííi íàâìàííÿ òî÷êè (η, ζ) óêâàäðàò [d/2, 3d/2] × [0, d] è äîðiâíþ¹ 1/2.Âiäïîâiäü äî 8.34(2◦): l/(2d).8.35◦. π/4. 8.36◦. (a− r)/a. 8.37◦. 2l/L.8.38◦. à) x, 0 ≤ x ≤ 1.8.42. Çàíóìåðó¹ìî ÷àñòèíè âiäðiçêà çëiâà íàïðàâî ÷è-ñëàìè âiä 1 äî n. Òî÷êè ââàæàòèìåìî ðîçðiçíåííèìè, íà-ïðèêëàä, çàíóìåðîâàíèìè. Êîæíié òî÷öi ïðèïèøåìî íî-ìåð ÷àñòèíè âiäðiçêà, íà ÿêó âîíà ïîòðàïèëà.



464 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiÒàêèì ÷èíîì, íàñëiäêîì ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó,ùî ïîëÿãà¹ ó êèäàííi n òî÷îê íà âiäðiçîê [0; 1], ðîçáèòèéíà n ÷àñòèí i ðå¹ñòðàöi¨ íîìåðiâ ÷àñòèí, íà ÿêi ïîòðàïèëèòî÷êè, ¹ ïîñëiäîâíiñòü çàâäîâæêè n, ñêëàäåíà ç ÷èñåë âiä
1 äî n.Îñêiëüêè òî÷êè íà âiäðiçîê êèäàþòü íàâìàííÿ, òî iìî-âiðíiñòü òî÷öi ïîòðàïèòè íà äàíó ÷àñòèíó âiäðiçêà äî-ðiâíþ¹ 1/n. Òî÷êè íà âiäðiçîê êèäàþòü íåçàëåæíî, òîìóiìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíè ïîòðàïëÿòü íà ÷àñòèíè ñ íî-ìåðàìè u1, u2, . . . , un, äîðiâíþ¹ 1

n · 1n · · · 1n = 1
nn (iìîâið-íiñòü äîáóòêó íåçàëåæíèõ ïîäié äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õíiõiìîâiðíîñòåé). Ç iíøîãî áîêó, nn � öå ÷èñëî ïîñëiäîâíîñ-òåé çàâäîâæêè n, ñêëàäåíèõ ç ÷èñåë âiä 1 äî n. Òîìó ÿêìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó ðîçãëÿ-äàòèìåìî êëàñè÷íó ìîäåëü.1) Ïîäiÿ �óñi òî÷êè ïîòðàïëÿòü äî îäíi¹¨ ÷àñòèíè� îïè-ñó¹òüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè çàâäîâæêè n, ñêëàäåíèìè ç îäíà-êîâèõ ÷èñåë. Òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé n, òîìó øóêàíà éìî-âiðíiñòü äîðiâíþ¹ n/nn = 1/nn−1.2) Ïîäiÿ �âñi ÷àñòèíè âèÿâëÿòüñÿ çàéíÿòèìè� îïèñó¹-òüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè çàâäîâæêè n, ñêëàäåíèìè ç ÷èñåë

1, 2, . . . , n, ó ÿêèõ çóñòði÷à¹òüñÿ êîæíå ç ÷èñåë 1, 2, . . . , n.Òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé n!, òîìó øóêàíà éìîâiðíiñòü äîðiâ-íþ¹ n!/nn.3) Ïîäiÿ �íå çàéíÿòà òiëüêè êðàéíÿ ëiâà ÷àñòèíà� îïè-ñó¹òüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè çàâäîâæêè n, ñêëàäåíèìè ç ÷è-ñåë 2, 3, . . . , n, êîæíå ç ÿêèõ çóñòði÷à¹òüñÿ õî÷à á îäèí ðàç.×èñëî òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé äîðiâíþ¹ C2
n(n − 1)(n − 2)!,à, îòæå, øóêàíà éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ C2
n(n− 1)!/nn.6) Ïîäiÿ �çàéíÿòi ðiâíî s ÷àñòèí� îïèñó¹òüñÿ ïîñëi-äîâíîñòÿìè çàâäîâæêè n, ñêëàäåíèìè ç s ðiçíèõ ÷èñåë(êîæíå âiä 1 äî n). Ñïî÷àòêó âèáåðåìî s ðiçíèõ ÷èñåë(Cs

n ñïîñîáàìè). ×èñëî ïîñëiäîâíîñòåé, ñêëàäåíèõ ç öèõ
s ÷èñåë, äîðiâíþ¹

∑

Cn(k1, k2, . . . , ks)(ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà ïîñëiäîâíîñòÿì (k1, k2, . . . , ks),äëÿ ÿêèõ k1+k2+ . . .+ks = n, k1 ≥ 1, k2 ≥ 1, . . . , ks ≥ 1).



21.9. Äî ãëàâè 9 465Îòæå øóêàíà éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹
Cs
n

∑

Cn(k1, k2, . . . , ks)/n
n.21.9 Äî ãëàâè 99.1◦. 1/4. 9.2◦. 3/4. 9.3◦. 1) 7/12; 2) 1/3.9.4◦. �î ç â' ÿ ç à í í ÿ (ïóíêò (5)). Êèäàííÿ ïàðè òî-÷îê íà âiäðiçîê [0; 1] ðiâíîñèëüíå êèäàííþ îäíi¹¨ òî÷êèó êâàäðàò [0; 1] × [0; 1] i íàâïàêè (äèâ. òàêîæ ïðèêëàäè8.1.1, 8.1.2, 8.1.3).Ïîçíà÷èìî

Fζ(x) = P{ζ < x} = P{max{ξ2, η} < x}.Î÷åâèäíî, Fζ(x) = 0, ÿêùî x < 0, i Fζ(x) = 1, ÿêùî x > 1.ßêùî 0 < x ≤ 1, òî
Fζ(x) = P{max{ξ2, η} < x} =

= P{ξ < √
x, η < x} = P{(ξ, η) ∈ A},äå A = [0;

√
x]× [0;x]. Iìîâiðíiñòü ïîäi¨

{(ξ, η) ∈ A}îá÷èñëþ¹ìî ÿê ãåîìåòðè÷íó éìîâiðíiñòü:
Fζ(x) = P{(ξ, η) ∈ A} =

L(A)

L([0; 1] × [0; 1])
=
x
√
x

12
= x3/2.Îòæå,

Fζ(x) =

{
0, ÿêùî x < 0;

x3/2, ÿêùî 0 ≤ x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1.
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1)Fζ(x) =

{
0, ÿêùî x < 0;
x2, ÿêùî 0 ≤ x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1;

2)Fζ(x) =

{
0, ÿêùî x < 0;

1− (1− x)2, ÿêùî 0 ≤ x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1;

3)Fζ(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

x(1− lnx), ÿêùî 0 < x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1;

4)Fζ(x) =







0, ÿêùî x < 0;
x2/2, ÿêùî 0 ≤ x < 1;

1− (2− x)2/2, ÿêùî 1 ≤ x < 2;
1, ÿêùî x ≥ 2;

6)Fζ(x) =

{
0, ÿêùî x < 0;

1− (1− x)2, ÿêùî 0 ≤ x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1.9.5◦. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ξ:

Fξ(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;
x/l, ÿêùî 0 < x ≤ l;
1, ÿêùî x > l;ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ξ:

pξ(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;
1/l, ÿêùî 0 < x ≤ l;
0, ÿêùî x > l.9.6.

Fη(x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;√
x/2, ÿêùî 0 < x ≤ 1;

(
√
x+ 1)/4, ÿêùî 1 < x ≤ 9;
1, ÿêùî x > 9.9.7.

pη(x) =

{

0, ÿêùî x 6∈ [0; 2];
1/2, ÿêùî x ∈ [0; 2].9.8.

pη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 1;

1/x2, ÿêùî x > 1.
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pη(x) =







0, ÿêùî x ≤ 1/4;

x−
3
2/6, ÿêùî 1/4 < x ≤ 1;

x−
3
2/3, ÿêùî x > 1.9.10.

pη(x) =

{

0, ÿêùî x 6∈ [0; 1];
1, ÿêùî x ∈ [0; 1].9.11.

pη(x) =

{
1

(b− a)x
, ÿêùî x ∈ [ea; eb];

0, ÿêùî x 6∈ [ea; eb].9.12∗. Ñêîðèñòàéòåñü (9.1.3).
pη(x) =

{
0, ÿêùî x ∈ [0; 1];

λ exp {−λ(1− 1/x)} /x2, ÿêùî x 6∈ [0; 1].9.13.
Fη(x) = 1− F (−x+ 0).9.14. Ñïî÷àòêó çíàéòè ðîçïîäië äèñêðåòíî¨ âèïàäêî-âî¨ âåëè÷èíè η = sign ξ, ïîòiì çà ðîçïîäiëîì η âèïèñàòè¨¨ �óíêöiþ ðîçïîäiëó:
Fη(x) =







0, ÿêùî x ≤ −1;
F (0), ÿêùî − 1 < x ≤ 0;

F (0 + 0), ÿêùî 0 < x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1.9.15.

Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;
x, ÿêùî 0 < x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1.9.16.

1) pη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

p(x) + p(−x), ÿêùî x > 0,

2) pη(x) =
1
|a|p(x/a).9.17.

Fη(x) =

{

F (
√
x)− F (−√

x+ 0), ÿêùî x > 0;
0, ÿêùî x ≤ 0.9.18. Âiäïîâiäü äî ïóíêòó (1):

pη(x) =







0, ÿêùî x < 0;

λ
(
e−λ(x+1) + eλ(x−1)

)
, ÿêùî x ∈ [0; 1];

λe−λ(x+1), ÿêùî x > 1.



468 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi9.19. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà η = F (ξ) ðîçïîäiëåíà ðiâ-íîìiðíî íà âiäðiçêó [0; 1].9.20. 1) pη(x) = 1
2p
(
1− x
2

);
2) pη(x) =

{
1

2
√
x
(p(

√
x) + p(−√

x)), ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.9.21.
1) Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

F (ln x), ÿêùî x > 0;

2) Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

F (x)− F (−x+ 0), ÿêùî x > 0.9.22. 1) 2x − x2; 2)x(1− lnx). 9.23. (F (x))n.9.24. 1) n∏

i=1
Fi(x); 2) 1 −

n∏

i=1
(1− Fi(x)).9.25.

1)
n∑

i=1

pi(x)
n∏

j=1,j 6=i





x∫

−∞

pj(y)dy



 ;

2)
n∑

i=1

pi(x)
n∏

j=1,j 6=i





+∞∫

x

pj(y)dy



 .9.26.
1)np(x)





x∫

−∞

p(y)dy





n−1

; 2)np(x)





+∞∫

x

p(y)dy





n−1

.9.27. a = λ/2, Fη(x) =

{

eλx/2, ÿêùî x ≤ 0;
1− e−λx/2, ÿêùî x > 0.9.28.Ìîæíà çàïðîïîíóâàòè äâà ïiäõîäè äî ðîçâ'ÿçàí-íÿ öi¹¨ çàäà÷i.Íåõàé ξ � êîîðäèíàòà êèíóòî¨ íà âiäðiçîê [0; 1] òî÷êè,òîäi äîâæèíà η ìåíøî¨ ÷àñòèíè âiäðiçêà äîðiâíþ¹

η = g(ξ) = min{ξ, 1− ξ}.
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Fη(x) = P{η < x} = P{min{ξ, 1 − ξ} < x}.Î÷åâèäíî, Fη(x) = 0, ÿêùî x ≤ 0 i Fη(x) = 1, ÿêùî x ≥

≥ 1/2. ßêùî 0 < x ≤ 1/2, òî
Fη(x) = P{min{ξ, 1−ξ} < x} = 1−P{min{ξ, 1−ξ} ≥ x} =

= 1− P{ξ ≥ x, 1− ξ ≥ x} = 1− P{x ≤ ξ ≤ 1− x}.Iìîâiðíiñòü P{x ≤ ξ ≤ 1 − x} îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê ãåîìåò-ðè÷íà éìîâiðíiñòü.Iíøèé ïiäõiä.
Fη(x) = P{η < x} = P{g(ξ) < x} =

∫

t:g(t)<x

pξ(t)dt =

=

∫

t:min{t,1−t}<x

pξ(t)dt.Îòæå,
Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;
2x, ÿêùî 0 < x ≤ 1/2;
1, ÿêùî x > 1/2.9.29. Äèâ. ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 9.28.

Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ l/2;

(2x− l)/l, ÿêùî l/2 < x ≤ l;
1, ÿêùî x > l.9.30.

F (x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

1− (1− x/T )2, ÿêùî 0 < x ≤ T ;
1, ÿêùî x > T ;

p(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

2(1 − x/T )/T, ÿêùî 0 < x ≤ T ;
0, ÿêùî x > T.9.32. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ �îðìóëîþ (9.1.3):

F (x) = P

{
1

ξ
< x

}

=
1√
2π

∫

t: 1/t<x

exp
{
−t2/2

}
dt =
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=







1√
2π

0∫

1/x

exp
{
−t2/2

}
dt, ÿêùî x < 0;

1/2, ÿêùî x = 0;

1
2 + 1√

2π

+∞∫

1/x

exp
{
−t2/2

}
dt, ÿêùî x > 0.9.33. Fη(x) = 0, ÿêùî x ≤ 0, à ÿêùî x > 0, òî

Fη(x) =
1√
2π

−1/
√
x∫

−∞

exp{−t2/2} dt+ 1√
2π

+∞∫

1/
√
x

exp{−t2/2} dt.9.34. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ñèìåòðè÷íî ðîçïîäiëåíà,ÿêùî
F (x) = 1− F (−x+ 0)(óìîâà ñèìåòðè÷íîñòi â òåðìiíàõ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó).Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ñèìåòðè÷íî ðîçïîäiëåíà, ÿêùî

p(x) = p(−x)(óìîâà ñèìåòðè÷íîñòi â òåðìiíàõ ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó).9.35. �î ç â' ÿ ç à í í ÿ (ïóíêò (1)):
Fη(x) = P{η < x} = P{1− ξ < x} =

= 1− P{ξ < 1− x} = 1− Fξ(1− x),

pη(x) =
d

dx
Fη(x) =

d

dx
(1− Fξ(1− x)) = pξ(1− x) = pξ(x).Âiäïîâiäü: η = 1 − ξ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà ïðî-ìiæêó [0; 1].9.36.

Fξ(x) = P{ξ < x} = P

{
η − a

σ
< x

}

= P{η < a+ σx} =

=
1√
2πσ

a+σx∫

−∞

exp

{

−(t− a)2

2σ2

}

dt =
1√
2π

x∫

−∞

exp
{
−u2/2

}
du.



21.9. Äî ãëàâè 9 4719.37. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ðîçïîäiëåíà Na;σ2 .9.38. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ �îðìóëîþ (9.1.4):
Fη+(x) = P{max{0, η} < x} =

=

∫

t:max{0,t}<x

1√
2π

exp
{
−t2/2

}
dt =

=







1
2 + 1√

2π

x∫

0

exp
{
−t2/2

}
dt, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.9.39. Fη+(x) =

=







1
2 + 1√

2πσ2

x∫

0

exp
{

− t2

2σ2

}

dt, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.9.40.
Fη(x) = P{(ξ − a)+ < x} =

=

∫

t:(t−a)+<x

Pξ(dt) =

∫

t:max{0,t−a}<x

Pξ(dt) =

=

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

Pξ(−∞, x+ a), ÿêùî x > 0.Îòæå,
Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

F (x+ a), ÿêùî x > 0.9.41. Ñêîðèñòàéòåñÿ �îðìóëîþ (9.1.4) (äèâ. òàêîæ ðîçâ'ÿ-çàííÿ äî çàäà÷i 9.40).
Fη(x) =







x+a∫

−∞
p(t) dt, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.



472 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiÂèïàäêîâà âåëè÷èíà η = (ξ − a)+ ¹ àáñîëþòíî íåïå-ðåðâíîþ, ÿêùî p(t) = 0 äëÿ t ≤ a.9.42.
Fη(x) = P{η < x} = P{min{ξ, L} < x} =

=

∫

t:min{t,L}<x

Pξ(dt) =

{

Pξ(−∞, x), ÿêùî x ≤ L;
1, ÿêùî x > L.Îòæå,

Fη(x) =

{

F (x), ÿêùî x ≤ L;
1, ÿêùî x > L.9.43. Äèâ. ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 9.42.9.50.

1) Fξ1(x) =

{
0, ÿêùî x ∈ (−∞; 0];
x, ÿêùî x ∈ (0; 1];
1, ÿêùî x ∈ (1;∞);

2) Fξ2(x) =

{
0, ÿêùî x ∈ (−∞; 0];
x, ÿêùî x ∈ (0; 1];
1, ÿêùî x ∈ (1;∞);

3) Fξ3(x) =







0, ÿêùî x ∈ (−∞; 0];
x, ÿêùî x ∈ (0; 1/4];

x+ 1/4, ÿêùî x ∈ (1/4; 1/2];
1, ÿêùî x ∈ (1/2;∞);9.51.Íåõàé Ω = [0; 1], F = B[0;1], P = L,

ξ1 = ξ1(ω) =

{

1, ÿêùî ω ∈ [0; 1/2);
0, ÿêùî ω ∈ [1/2; 1];

ξ2 = ξ2(ω) =

{

0, ÿêùî ω ∈ [0; 1/2);
1, ÿêùî ω ∈ [1/2; 1];

η1 = η1(ω) =

{

1, ÿêùî ω ∈ [0; 1/2);
0, ÿêùî ω ∈ [1/2; 1];

η2 = η2(ω) =

{

1, ÿêùî ω ∈ [0; 1/2);
0, ÿêùî ω ∈ [1/2; 1];Òàê îçíà÷åíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çàäîâîëüíÿþòü óìî-âè çàäà÷i, àëå 1) ðîçïîäiëè ξ1η1 i ξ2η2 ðiçíi; 2) ðîçïîäiëè

ξ1 + η1 i ξ2 + η2 ðiçíi.



21.10. Äî ãëàâè 10 47321.10 Äî ãëàâè 1010.1◦. 1)Mξ = 0, Dξ = a2/3; 2)Mξ = (a + b)/2,
Dξ = (b− a)2/12. 10.2◦. 1) 1; 2) 1/2; 3) e − 1.10.3◦. 1) 3; 2) 1 − 2/e; 3) 3; 4) 0; 5) e − 1.10.4. 1) (ln 2)/π + 1/2. 10.5. exp{σ2/2}.10.6◦. �î ç â' ÿ ç à í í ÿ (ï ó í ê ò (3)). Ìàòåìàòè÷íåñïîäiâàííÿ �óíêöi¨ η = I[1/3,3](ξ

2) âiä âèïàäêîâî¨ âåëè-÷èíè ξ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó ξ çãiäíî ç�îðìóëîþ (10.1.1):
Mη =MI[1/3,3](ξ

2) =

+∞∫

−∞

I[1/3,3](x
2)

1

π(1 + x2)
dx =

= 2

+∞∫

0

I[1/3,3](x
2)

1

π(1 + x2)
dx =

2

π

√
3∫

1/
√
3

1

1 + x2
dx =

1

3
.Âiäïîâiäi: 1)√3/π; 2) (√3−1)/π−1/12; 3) 1/3; 4) 1/2.10.7. 1)Mξ = 1/λ; 2)Dξ = 1/λ2; 3)P{ξ > 1} =

= e−λ; 4) k!/λk .10.8.
M min{ξ, 365} =

+∞∫

0

min{x, 365}λ exp{−λx}dx =

= λ

365∫

0

x exp{−λx}dx+ 365λ

+∞∫

365

exp{−λx}dx =

= (1− exp{−365λ})/λ = 222.10.9. Mζ = 1; Dζ = 4/9.10.10◦. 1)Mξ = a+ 1; 2)Mξ2 = (a+ 1)2 + 1/6.10.11. 1− 1/e2. 10.12. Mξ = 0, Dξ = 2/λ2.



474 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi10.13. Âèðàç �òî÷êà A ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà êî-ëi ç öåíòðîì ó òî÷öi O� îçíà÷à¹, ùî êóò ϕ ìiæ âiññþ Oxi ðàäióñîì-âåêòîðîì OA ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé íà âiä-ðiçêó [0; 2π]. Î÷åâèäíî ξ = |R tgϕ|.Âiäïîâiäü:
pξ(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;
2R

π(x2 +R2)
, ÿêùî x > 0.Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ äî-ðiâíþ¹ +∞.10.14.

F (x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

x2/R2, ÿêùî 0 < x ≤ R;
1, ÿêùî x > R;

p(x) =

{
0, ÿêùî x 6∈ (0;R];

2x/R2, ÿêùî x ∈ (0;R];

Mη = 2R/3; Dη = R2/18.10.15. Âèðàç �òî÷êà A ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà êî-ëi� îçíà÷à¹, ùî êóò ϕ ìiæ âiññþ Ox i ðàäióñîì-âåêòîðîì
OA ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé íà âiäðiçêó [0; 2π]. Âèïàäêî-âà âåëè÷èíà ξ äîðiâíþ¹ cosϕ, òîìó

F|ξ|(x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;

1− 2
π arccos x, ÿêùî 0 < x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1;

p|ξ|(x) =

{
0, ÿêùî x 6∈ (0; 1];
2

π
√
1− x2

, ÿêùî x ∈ (0; 1];

M |ξ| = 2/π.10.16.
1)F (x) =







0, ÿêùî x ≤ a2;√
x− a
b− a

, ÿêùî a2 < x ≤ b2;

1, ÿêùî x > b2;

Mη = b3 − a3

3(b− a)
;
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2)F (x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;√
x∫

0

θν

Γ(ν)
tν−1e−θtdt, ÿêùî x > 0;

Mη =
ν(ν + 1)

θ2
;

3)F (x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

1− e−λ
√
x, ÿêùî x > 0;

Mη = 2/λ2.10.17.
1)F (x) =







0, ÿêùî x ≤ 2πa;
x− 2πa
2π(b− a)

, ÿêùî 2πa < x ≤ 2πb;

1, ÿêùî x > 2πb;
Mη = π(a+ b);
2)F (x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;
x/(2π)∫

0

θν

Γ(ν)
tν−1e−θtdt, ÿêùî x > 0;

Mη = 2πν/θ;
3)F (x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

1− exp
{

− λ
2πx

}

, ÿêùî x > 0;10.18. 1)Mη = b4 − a4

4(b− a)
; 2) 6

λ4
.10.19.

1(à) Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;
x/π, ÿêùî 0 < x ≤ π;
1, ÿêùî x > π;

Mη = π/2;
1(á) Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ π;

x/π − 1, ÿêùî π < x ≤ 2π;
1, ÿêùî x > 2π;

Mη = 3π/2;
2(à) Fη(x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;

2
√

x/π, ÿêùî 0 < x ≤ π/4;
1, ÿêùî x > π/4;

Mη = π/12;
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2(á) Fη(x) =







0, ÿêùî x ≤ π/4;

2
√

x/π − 1, ÿêùî π/4 < x ≤ π;
1, ÿêùî x > π;

Mη = 7π/12;
3(à) Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

2
√
x, ÿêùî 0 < x ≤ 1/4;

1, ÿêùî x > 1/4;
Mη = 1/12;
3(á) Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 1/4;

2
√
x− 1, ÿêùî 1/4 < x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1;

Mη = 7/12;
4(à) Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

2 3
√
x, ÿêùî 0 < x ≤ 1/8;

1, ÿêùî x > 1/8;
Mη = 1/32;
4(á) Fη(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 1/8;

2 3
√
x− 1, ÿêùî 1/8 < x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1;

Mη = 15/32.10.20. Ó çàäà÷àõ 1◦, 2◦, 6◦ äîöiëüíî ñïî÷àòêó çíàéòèðîçïîäiëè âiäïîâiäíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ó ðåøòi çàäà÷çðó÷íiøå ñêîðèñòàòèñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ âëàñòèâiñòþìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.
1◦à) 1/3; 2◦à) 2/3; 2◦á) 13/12; 3◦à) 1/4; 3◦á) 1/2;

3◦â) 1/(2λ); 3◦ã) 1/λ2; 5◦â) (e− 1)/λ; 6◦ã) 1/(λ3(1 + λ)).10.21. α+ 1/n.10.22.
1)

n

n+ 1
a+

1

n+ 1
b; 2)

n

n+ 1
b+

1

n+ 1
a; 3)

a+ b

2
.10.23. 1) θ − n− 1

n+ 1h; 2) θ + n− 1
n+ 1h; 3) n− 1

n+ 1h.10.24. 1)Mξ = θ + α; 2)M min{ξi} = θ + α/n;

3)Mθ̂1 = θ + α/n2; 4)Mθ̂2 = α(1− 1/n2).10.25. Mξ = θ.
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F (x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;

1− (T − x)2

T 2 , ÿêùî 0 < x ≤ T ;

1, ÿêùî x > T.

p(x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;
2(T − x)

T 2 , ÿêùî 0 < x ≤ T ;

0, ÿêùî x > T.

Mξ = T
3 ; Dξ =

T 2

18 ; Mξn = 2T n

(n+ 1)(n+ 2)
.10.27.

p(x) =

{
0, ÿêùî x 6∈ (0; 1);
2

π
√
1− x2

, ÿêùî x ∈ (0; 1);

Mη = 2/π.10.28∗. Îñêiëüêè çà áóäü-ÿêîãî ïîâîðîòó êîëà éìîâið-íiñòü ïîäi¨, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä âiäñòàíi ìiæ äâîìàòî÷êàìè êîëà, çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ, òî îäíó ç òî÷îêìîæíà ââàæàòè �iêñîâàíîþ;
Fη(x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;
2
π arcsin x

2R, ÿêùî 0 < x ≤ 2R;

1, ÿêùî x > 2R.10.31. Mη+ = 1/
√
2π. 10.32. Mη+ = σ/

√
2π.10.33. Mξ = 1

θ ; Dξ = 1
θ2

; Mξ2 = 2
θ2

(äèâ. òàêîæïðèêëàä 10.1.4).10.34. Mξ = m
θ
; Dξ = m

θ2
; Mξ2 =

m(m+ 1)
θ2

(äèâ.òàêîæ ïðèêëàä 10.1.4).10.35.Mξ = n; Dξ = 2n; Mξ2 = n(n+2) (äèâ. òàêîæïðèêëàä 10.1.4).10.36. Mξ = exp{µ + σ2/2}; Mξ2 = exp{2µ + 2σ2};
Dξ = exp{2µ+ σ2}(exp{σ2} − 1).10.37. Mξ = θλ

1− θ
; Mξ2 = θλ2

2− θ
.
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2θ

; Dζ1 = 29
12θ2

; 2)Mζ2 = 3
2 + 1

θ
;

Dζ2 =
1
12 + 1

θ2
; 3)Mζ3 =

ln 2
θ ; Dζ3 =

ln2 2− 1
θ2

.21.11 Äî ãëàâè 1111.1. ξ � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà,òîìó ζ = ξ + η òàêîæ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà i
fζ(x) =

∫

R1

fξ(x− y)P (dy) =
1

2
fξ(x) +

1

2
fξ(x− 1) =

=







0, ÿêùî x < 0;
fξ(x)/2, ÿêùî 0 ≤ x < 1;

fξ(x− 1)/2, ÿêùî 0 ≤ x− 1 < 1;
0, ÿêùî x− 1 ≥ 1.Àáî

fζ(x) =

{

0, ÿêùî x /∈ [0; 2];
1/2, ÿêùî x ∈ [0; 2].Âiäïîâiäü:

Fζ(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;
x/2, ÿêùî 0 < x ≤ 2;
1, ÿêùî x > 2.11.2. Âiäïîâiäü äî ïóíêòó 1):

pζ(x) =







0, ÿêùî x ≤ 2a;
(x− 2a)/(b − a)2, ÿêùî 2a < x ≤ a+ b;
(2b− x)/(b− a)2, ÿêùî a+ b < x ≤ 2b;

0, ÿêùî x > 2b.11.3.
p(x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;
x/2, ÿêùî 0 < x ≤ 1;
1/2, ÿêùî 1 < x ≤ 2;

(3− x)/2, ÿêùî 2 < x ≤ 3;
0, ÿêùî x > 3.



21.11. Äî ãëàâè 11 47911.4. Ñïî÷àòêó çíàéòè ðîçïîäië ñóìè (ðiçíèöi) âiäïî-âiäíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Iíøèé ïiäõiä � çíàéòè ñïiëü-íó ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ξ i η, à ïîòiì ñêîðèñòàòèñÿ ðiâíiñ-òþ (9.1.3).Âiäïîâiäi: 1) 1− 1/(3
√
2); 2) 1/4; 3) 9/16; 4) 7/16;

5) 2/3; 6) 1/2.11.5. Âiäïîâiäü äî ïóíêòó 1):
pζ(x) =

=







0, ÿêùî x ≤ −(b− a);
(x+ (b− a))/(b− a)2, ÿêùî − (b− a) < x ≤ 0;
((b− a)− x)/(b− a)2, ÿêùî 0 < x < b− a;

0, ÿêùî x ≥ b− a.11.6.
Fζ(x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;
2x2, ÿêùî 0 < x ≤ 1/2;

1− 2(1− x)2, ÿêùî 1/2 < x ≤ 1;
1, ÿêùî x > 1.11.7. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ζ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíîíà ïðîìiæêó [1; 7].11.8. 1− (1− x)2. 11.9. 1/3.11.10.

1) p(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

λ1λ2
λ1 − λ2

(e−λ2x − e−λ1x), ÿêùî x > 0;

2) f(x) =







λ1λ2
λ1 + λ2

eλ1x, ÿêùî x ≤ 0;

λ1λ2
λ1 + λ2

e−λ2x, ÿêùî x > 0.11.11.
1) p(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

λ2xe−λx, ÿêùî x > 0;

2) p(x) =

{

λeλx/2, ÿêùî x ≤ 0;
λe−λx/2, ÿêùî x > 0;

3) p(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

λe−λx, ÿêùî x > 0.11.12. Âêàçiâêà: äèâ. çàäà÷ó 11.10(1).



480 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi11.13. Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó f(x) ñóìè ξ + η:
f(x) =

1

4

+∞∫

−∞

e−|x−y|e−|y|dy =

=
1

4

0∫

−∞

e−|x−y|e−|y|dy +
1

4

+∞∫

0

e−|x−y|e−|y|dy.Çðîáèìî â iíòåãðàëàõ çàìiíó x− y = t. Äiñòàíåìî
f(x) =

1

4



ex
+∞∫

x

e−|t|e−tdt+ e−x

x∫

−∞

e−|t|e−tdt



 .�îçãëÿíåìî äâà âèïàäêè, à ñàìå: x < 0 i x > 0.Êîëè x < 0 ìà¹ìî
f(x) =

1

4



ex





0∫

x

ete−tdt+

+∞∫

0

e−2tdt



+ e−x

x∫

−∞

e−|t|e−t



 =

= ex(1− x)/4.Êîëè x > 0 ìà¹ìî
f(x) =

1

4



ex
+∞∫

x

e−2tdt+ e−x





0∫

−∞

e2tdt+

x∫

0

e−tetdt







 =

= e−x(1 + x)/4.Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî ùiëüíiñòü g(x) ðîçïîäiëó ξ − ηÎòæå
1) f(x) =

{

ex(1− x)/4, ÿêùî x ≤ 0;
e−x(1 + x)/4, ÿêùî x > 0;
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2) g(x) =

{
ex(1− x)/4, ÿêùî x ≤ 0;
e−x(1 + x)/4, ÿêùî x > 0.11.14.

pζ(x) =







0, ÿêùî x ≤ −a;
(1− e−λ(x+a))/2a, ÿêùî − a < x ≤ a;

(e−λ(x−a) − e−λ(x+a))/2a, ÿêùî x > a.11.16. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ñóìè ζ = ξ + η íåçàëåæíèõâèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η äîðiâíþ¹ çãîðòöi �óíêöié ðîç-ïîäiëiâ F (x) i H(x) äîäàíêiâ ξ i η (H(x) � �óíêöiÿ ðîç-ïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η), òîáòî
Fζ(x) =

∫

R1

F (x− y)H(dy) =

∫

R1

H(x− y)F (dy).Îñêiëüêè ðîçïîäië H ìà¹ ùiëüíiñòü
h(y) =

{

1/2h, ÿêùî y ∈ [−h;h];
0, ÿêùî y /∈ [−h;h],òî

Fζ(x) =

∫

R1

F (x− y)H(dy) =

∫

R1

F (x− y)h(y)dy =

=
1

2h

h∫

−h

F (x− y)dy =
1

2h

x+h∫

x−h

F (t)dt(ñêîðèñòàëèñÿ çàìiíîþ x − y = t). Äàëi, ðîçïîäië âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè η àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé, òîìó ðîçïîäiëñóìè ζ = ξ+η òàêîæ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé i éîãî ùiëü-íiñòü fζ(x) äîðiâíþ¹ çãîðòöi ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó h = h(t)âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η ç ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-íè ξ:
fζ(x) =

∫

R1

h(x− y)F (dy).
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h(x− y) =

{
0, ÿêùî x− y < −h;

1/(2h), ÿêùî − h ≤ x− y ≤ h;
0, ÿêùî x− y > h,àáî

h(x− y) =

{
0, ÿêùî y < x− h;

1/(2h), ÿêùî x− h ≤ y ≤ x+ h;
0, ÿêùî y > x+ h.Òîìó

fζ(x) =

∫

R1

h(x− y)F (dy)ÿê iíòåãðàë âiä ïðîñòî¨ �óíêöi¨, ÿêà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ
1/(2h) íà ïðîìiæêó [x − h;x + h] i çíà÷åííÿ 0 ïîçà ïðî-ìiæêîì [x−h;x+h], äîðiâíþ¹ F ([x−h;x+h])/(2h). Îòæå,

fζ(x) =
1

2h
F ([x− h;x+ h]).11.17. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ñóìè ζ = ξ + η íåçàëåæíèõâèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η äîðiâíþ¹ çãîðòöi �óíêöié ðîç-ïîäiëiâ äîäàíêiâ, òîáòî

Fζ(x) =

∫

R1

Q(x− y)G(dy).Âðàõîâóþ÷è, ùî G � äèñêðåòíèé ðîçïîäië, çîñåðåäæåíèéó òî÷êàõ −1 i 1 (ç �ìàñîþ� 1/2 ó êîæíié), ìà¹ìî
Fζ(x) =

∫

R1

Q(x− y)G(dy) =
1

2
Q(x− 1) +

1

2
Q(x+ 1).11.18. Ñóìà íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, îäíàç ÿêèõ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà, ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþâèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, i ¨¨ ùiëüíiñòü äîðiâíþ¹ çãîðòöi



21.12. Äî ãëàâè 12 483ùiëüíîñòi àáñîëþòíî íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè çðîçïîäiëîì iíøî¨ (äèâ. òàêîæ çàäà÷ó 11.17):
pζ(x) =







0, ÿêùî x ≤ 0;
3/4, ÿêùî 0 < x ≤ 1;
1/4, ÿêùî 1 < x ≤ 2;
0, ÿêùî x > 2.11.19.

f(x) =

{
λn

(n− 1)!
xn−1e−λx, ÿêùî x > 0;

0, ÿêùî x ≤ 0.11.25. Íåõàé ξ i η � íåçëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíèâiäïîâiäíî ç ðîçïîäiëàìè F i Q. Îá÷èñëiòü Mu(ξ + η).21.12 Äî ãëàâè 1212.2.Ïîñëiäîâíiñòü {Fn} çáiãà¹òüñÿ äî íåâëàñíîãî ðîç-ïîäiëó, òîòîæíüî ðiâíîãî íóëåâi.12.3 � 12.6. Ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Fn} çáiãà¹òüñÿäî âëàñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî ó òî÷-öi 0.12.7. Ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Fn} âëàñíî çáiãà¹òü-ñÿ äî F ; ïîñëiäîâíîñòi ðîçïîäiëiâ {Gn}, {Sn}, {Pn}, {Qn}çáiãàþòüñÿ äî íåâëàñíîãî ðîçïîäiëó, ÿêèé òîòîæíî äîðiâ-íþ¹ íóëþ (äèâ. òàêîæ ïðèêëàä 12.1.3).12.8. Ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Pn} âëàñíî çáiãà¹òüñÿäî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi 1.12.9. Ñêîðèñòàéòåñÿ äîñòàòíüîþ óìîâîþ 1◦ (äèâ.ãë. 12) çáiæíîñòi éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ (äèâ. òàêîæïðèêëàä 12.1.3).Âiäïîâiäi: 1) ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Fn} çáiãà¹òüñÿäî íåâëàñíîãî ðîçïîäiëó, ÿêèé òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ;2) ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Gn} çáiãà¹òüñÿ äî âëàñíîãîàòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi 0.12.10. Ïîñëiäîâíiñòü ðîçïîäiëiâ {Fn} íå ¹ çáiæíîþ.12.11∗. I(−∞;y)(x) äëÿ êîæíî¨ ïàðè (x, y), x 6= y.12.12. sin 1. 12.13. cos 1.12.14∗. Ñïî÷àòêó çíàéòè lim
σ→0

Nx;σ2(y).Âiäïîâiäü: F ((−∞; y)).



484 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi12.15∗. Äîñòàòíþ óìîâó 2◦ çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ ìî-æíà ñ�îðìóëþâàòè â çàãàëüíiøîìó âèãëÿäi (äèâ. ïðè-êëàä 12.1.6).Âëàñíi éìîâiðíiñíi ðîçïîäiëè Fa,σ2 iç ñåðåäíiì
a → a0 i äèñïåðñi¹þ σ2 → 0 çáiãàþòüñÿ äî âëàñíîãî àòî-ìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi a0.Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiÿ ïóàññîíîâîãî ðîç-ïîäiëó äîðiâíþ¹ λ, òîìó, êîëè λ → 0, ïóàññîíiâ ðîçïî-äië çáiãà¹òüñÿ äî âëàñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðå-äæåíîãî â òî÷öi 0 (éîãî �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó ¹ I(0,∞)(y)).Çi çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi ðîçïîäiëiâ âèïëèâà¹ çáiæíiñòüïîñëiäîâíîñòi �óíêöié ðîçïîäiëiâ, òîìó �óíêöiÿ

Fλ(y) =
∑

k:k<y

λk

k!
e−λïóàññîíîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì λ, êîëè λ→ 0, çái-ãà¹òüñÿ äî I(0,∞)(y).12.16∗. Ñêîðèñòàòèñü ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i 12.15∗.Âiäïîâiäü: 1.12.17. Ïîñëiäîâíiñòü {Fn} çáiãà¹òüñÿ äî âëàñíîãî àòî-ìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi 0, îñêiëüêè

an → 0 i σn → 0 (äèâ. ïðèêëàä 12.1.6).21.13 Äî ãëàâè 1313.1. cos t. 13.2. (eit + e−it + 1)/3.13.3. Âêàçiâêà. Äèâ. çàäà÷i 13.1, 13.5, 13.7.13.4. Äèâ. çàäà÷ó 13.1.13.5. cosnz (äèâ. çàäà÷ó 13.1).13.7. ßê âiäîìî, âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ, ùî ìà¹ ái-íîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (n; p), ìîæíà ïîäàòè óâèãëÿäi ñóìè
ξ =

n∑

k=1

µkíåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí µ1, µ2, . . . , µn, êîæíà çÿêèõ ìà¹ ðîçïîäië
P{µk = s} = ps(1− p)1−s, s = 0, 1; k = 1, 2, . . . , n.



21.13. Äî ãëàâè 13 485Çâiäñè, êîðèñòóþ÷èñü ìóëüòèïëiêàòèâíîþ âëàñòèâiñòþ õà-ðàêòåðèñòè÷íèõ �óíêöié, äiñòà¹ìî
ϕξ(t) =

n∏

k=1

ϕk(t),äå
ϕk(t) =Meitµk =

= eit·1p+ eit·0(1− p) = peit + 1− p = 1 + p(eit − 1).Îòæå,
ϕξ(t) =

(
1 + p(eit − 1)

)n
.13.8. ϕ(t) = p

1− eit(1− p)
.13.9. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ ϕξ(t) âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè ξ i ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî õàðàêòåðèñòè÷íà�óíêöiÿ ϕη(t) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = a + σξ äîðiâíþ¹

eitaϕξ(σt).Âiäïîâiäü: exp{−λ− it
√
λ+ λ exp{it/

√
λ}
}.13.10. ϕ(t) = eita − e−ita

2ita . 13.11. ϕ(t) = eitb − eita

i(b− a)t
.13.12. ϕ(t) = 1

1 + t2
. 13.13. ϕ(t) = a

a− it .13.14. ϕ(z) = a2

a2 + z2
. 13.15. ϕ(z) = 21− cos az

a2z2
.13.16∗. Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî õàðàêòåðèñòè÷íó �óíê-öiþ ϕ(t) äâîñòîðîííüîãî ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðà-ìåòðîì a çà éîãî ùiëüíiñòþ

f(x) =
a

2
e−a|x|, x ∈ R

1.Çà îçíà÷åííÿì:
ϕ(t) =

∫

R1

eitxf(x)dx =

+∞∫

−∞

eitx
a

2
e−a|x|dx =

a2

a2 + t2
.



486 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiÄàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ òâåðäæåííÿì, âiäîìèì ïiä íàçâîþ òå-îðåìè îáåðíåííÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ �óíêöié.ßêùî õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ ϕ(t) iìîâiðíiñíîãîðîçïîäiëó F iíòåãðîâíà íà R
1, òî ðîçïîäië F àáñîëþòíîíåïåðåðâíèé, i éîãî ùiëüíiñòü f(x) ìîæå áóòè çîáðàæå-íà ó âèãëÿäi

f(x) =
1

2π

∫

R1

e−ixtϕ(t)dt. (21.13.1)Õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ ϕ(t) = a2

a2 + t2
äâîñòîðîí-íüîãî ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó iíòåãðîâíà íà R

1, òîìóìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (21.13.1):
a

2
e−a|x| =

1

2π

+∞∫

−∞

e−ixt a2

a2 + t2
dt,ÿêó ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

e−a|x| =

+∞∫

−∞

eixt
1

π

a

a2 + t2
dt.Çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî îñòàííié iíòåãðàë � íå ùîiíøå ÿê õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ ðîçïîäiëó Êîøi ç ïà-ðàìåòðîì a.13.17. Çãîðòêà F ∗ Q ¹ ðîçïîäiëîì Êîøi ç ïàðàìåò-ðîì a+ b.13.18. Ñóìà ξ + η ðîçïîäiëåíà íîðìàëüíî ç ïàðàìåò-ðàìè (a1 + a2;σ

2
1 + σ22).13.19. Ñóìà ξ + η ìà¹ ðîçïîäië Êîøi ç ïàðàìåòðîì

a+ b.13.20. Ñóìà ξ+η ìà¹ ïóàññîíiâ ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì
λ1 + λ2.13.21. ϕ(t) = 1 + ita− 1

2(σ
2 + a2)t2 + o(t2).13.23. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ ϕλ(t) âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè (ξ − λ)/

√
λ; äîñëiäèòè ϕλ(t) íà çáiæíiñòüêîëè λ→ ∞.



21.13. Äî ãëàâè 13 48713.24. Ñêîðèñòàéòåñÿ òåîðåìîþ íåïåðåðâíîñòi.13.25.
1◦ ψn(t) =

(

ϕ

(

t
σ
√
n

))n

; 2◦ ϕ(t) = 1 − 1
2σ

2t2 + o(t2);

3◦ lim
n→∞

ψn(t) = exp
{
−t2/2

}.13.26. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕ(t) õàðàêòåðèñòè÷íó �óíê-öiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξk (k = 1, 2, . . .), à ÷åðåç ψn(t)� õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
Sn =

1

n

n∑

k=1

ξk.Ïîñëiäîâíî ðîçâ'ÿæiòü òàêi çàäà÷i:
1◦ Ïîäàéòå õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ ψn(t) ÷åðåç õà-ðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ ϕ(t).
2◦ Âèïèøiòü ðîçâèíåííÿ Òåéëîðà äëÿ ϕ(t) â îêîëi òî÷-êè t = 0, ÿêå âêëþ÷à¹ t.
3◦ Ñêîðèñòàâøèñü ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i iç ïóíêòiâ 1◦i 2◦, çíàéäiòü ãðàíèöþ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ �óíêöi¨ ψn(t),êîëè n→ ∞.
4◦ Ñêîðèñòàâøèñü ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i iç ïóíêòó 3◦ i òå-îðåìîþ íåïåðåðâíîñòi, äîâåäiòü, ùî êîëè n→ ∞ ðîçïîäiëâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Sn çáiãà¹òüñÿ äî âëàñíîãî àòîìi÷íî-ãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi a.
5◦ Äîâåäiòü, ùî çi çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âå-ëè÷èí Sn äî âëàñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíî-ãî â òî÷öi a, âèïëèâà¹ çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ âèïàäêî-âèõ âåëè÷èí Sn äî a.Ñïðàâäi, çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {Fn} ðîçïîäiëiâ âè-ïàäêîâèõ âåëè÷èí Sn/n äî âëàñíîãî àòîìi÷íîãî ðîçïîäiëó

F0, çîñåðåäæåíîãî â òî÷öi a, ðiâíîñèëüíà çáiæíîñòi �óíê-öié ðîçïîäiëiâ Fn(x) äî �óíêöi¨ ðîçïîäiëó F0(x), òîáòî
Fn(x) = P{|Sn/n < x|} → F0(x) =

{
0, ÿêùî x ≤ a;
1, ÿêùî x > a.Äàëi íåñêëàäíî ïåðåñâiä÷èòèñÿ, ùî çi çáiæíîñòi

Fn(x) → F0(x)



488 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiâèïëèâà¹
P{|Sn − a| ≥ ε} → 0,êîëè n→ ∞.13.29. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ âèïàäêîâî¨âåëè÷èíè n∑

k=1

ξk,n i ñêîðèñòàòèñü òåîðåìîþ íåïåðåðâíîñòi.13.30. Ïîäàòè âèïàäêîâó âåëè÷èíó νi ó âèãëÿäi
νi =

n∑

k=1

IXi
(ξk), i = 1, 2, . . . , r.i ñêîðèñòàòèñü öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ.21.14 Äî ãëàâè 1414.1. Ôóíêöiÿ L(θ, h) äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ óòî÷öi

(θ̂, ĥ) = ((max{ξi}+min{ξi})/2, (max{ξi} −min{ξi})/2).Âðàõîâóþ÷è, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ1, ξ2, . . . , ξn � íå-çàëåæíi é êîæíà ç íèõ ìà¹ ñâî¹þ ùiëüíiñòþ f(x; θ, h),ñïî÷àòêó çíàõîäèìî ùiëüíîñòi
max{ξi}, min{ξi},ïîòiì îá÷èñëþ¹ìî

M max{ξi}, M min{ξi}, P− lim
n→∞

max{ξi}, P− lim
n→∞

min{ξi}é ïåðåñâiä÷ó¹ìîñÿ, ùî θ̂ ¹ íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöií-êîþ θ, à ĥ ¹ àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöií-êîþ h.14.2. θ̂ = 1
rn

n∑

i=1
ξi ¹ íåçñóíåíîþ i ñïðîìîæíîþ îöií-êîþ θ.14.3. Òàê.



21.14. Äî ãëàâè 14 48914.4. Ùîäî îöiíîê θ̂1, θ̂2, θ̂3, θ̂4 äèâ. ïðèêëàä 14.1.1;
θ̂5 � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà ïàðà-ìåòðà b − a; θ̂6, θ̂7, θ̂8 � íåçñóíåíi òà ñïðîìîæíi îöiíêèâiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ (a+ b)/2, a, b.14.5. λ̂ � íåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà λ.14.6. Òàê.14.7. Ôóíêöiÿ

L(θ) =

{

1/2n, ÿêùî âñi ξi ∈ [θ − 1, θ + 1];
0, ÿêùî iñíó¹ ξj 6∈ [θ − 1, θ + 1]íàáóâà¹ äâîõ çíà÷åíü: 1/2n i 0. Íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ, ùîäîðiâíþ¹ 1/2n, �óíêöiÿ L(θ) íàáóâà¹, êîëè

θ − 1 ≤ ξi ≤ θ + 1, i = 1, 2, . . . , n,àáî, ùî òå ñàìå, êîëè
max{ξi} − 1 ≤ θ ≤ min{ξi}+ 1,iíàêøå êàæó÷è, � ó òî÷êàõ

θ̂λ = λ(max{ξi} − 1) + (1− λ)(min{ξi}+ 1), λ ∈ [0; 1],ïðîìiæêó [max{ξi} − 1,min{ξi}+ 1].Ùîäî íåçñóíåíîñòi òà ñïðîìîæíîñòi θ̂λ äèâ. ïðèêëàä14.1.1.14.8. θ̂1, θ̂2 � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíi òà ñïðîìîæíiîöiíêè âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ θ, α.14.9. Òàê.14.10. θ̂ � íåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà θ.14.11. â � íåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà a, σ̂2 �àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà σ2.14.12. Òàê.14.13. L(θ) äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ ó òî÷êàõ
θ̂λ = λ(max{ξi} − h0) + (1− λ)(min{ξi}+ h0), λ ∈ [0; 1],ïðîìiæêó [max{ξi} − h0,min{ξi} + h0]. Äèâ. òàêîæ çàäà-÷ó 14.7.



490 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi14.14.
θ̂ =

1

n

n∑

i=1

ξi, σ̂2 =
1

n

n∑

i=1

ξi
2 −

(

1

n

n∑

i=1

ξi

)2

.

θ̂ � íåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà θ; σ̂2 � àñèìïòîòè÷íîíåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà σ2.14.15. Òàê.14.16. θ̂1, θ̂2, θ̂λ � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíi òà ñïðî-ìîæíi îöiíêè ïàðàìåòðiâ θ − h0, θ + h0, θ âiäïîâiäíî;
θ̂3 � íåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà θ.14.17.

â =
1

n

n∑

i=1

ξi, σ̂2 =
1

n

n∑

i=1

ξi
2 −

(

1

n

n∑

i=1

ξi

)2

.

â � íåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà a; σ̂2 � àñèìïòîòè÷íîíåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà σ2.14.18. Òàê.14.19. Ôóíêöiÿ L(a, b) äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿó òî÷öi (â, b̂) = (min{ξi},max{ξi}); â i b̂ � àñèìïòîòè÷-íî íåçñóíåíi òà ñïðîìîæíi îöiíêè âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ
a i b.14.20. θ̂ = 1

n

n∑

i=1
ξi � íåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêàïàðàìåòðà θ.14.21. Òàê.14.22. θ̂2, θ̂3, θ̂4 � íåçñóíåíi òà ñïðîìîæíi îöiíêè âiä-ïîâiäíî ïàðàìåòðiâ θ, θ − h, θ + h; θ̂1 � àñèìïòîòè÷íîíåçñóíåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà h.14.23. p̂ = 1

n

n∑

i=1
ξi ¹ íåçñóíåíîþ òà ñïðîìîæíîþ îöií-êîþ ïàðàìåòðà (1− p)/p.14.24. Òàê.14.25. θ̂1, θ̂2, θ̂3, θ̂4, � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíi òà ñïðî-ìîæíi îöiíêè âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ h, θ − h0, θ + h0, h.Ùîäî îöiíîê θ̂1, θ̂2, θ̂3 äèâ. ïðèêëàä 14.1.1.



21.14. Äî ãëàâè 14 491Ùîá äîñëiäèòè îöiíêó θ̂4, ñïî÷àòêó çíàéäåìî ¨¨ �óíê-öiþ ðîçïîäiëó G(x).Îñêiëüêè âèïàäêîâà âåëè÷èíà
θ̂4 = max{θ0 −min{ξi},max{ξi} − θ0}íåâiä'¹ìíà, òî äëÿ x ≤ 0 çíà÷åííÿ G(x) = P{θ̂4 < x} = 0.Äëÿ x > 0, âðàõîâóþ÷è íåçàëåæíiñòü ξ1, ξ2, . . . ξn, ìà¹ìî

G(x) = P{θ̂4 < x} =

= P{max{θ0 −min{ξi},max{ξi} − θ0} < x} =

= P{θ0 − x < min{ξi},max{ξi} < θ0 + x} =

= P

{
n⋂

n=1

{θ0 − x < ξi < θ0 + x}
}

=

=
n∏

n=1

P{θ0 − x < ξi < θ0 + x} =

= (P{θ0 − x < ξi < θ0 + x})n = (F (θ0 + x)− F (θ0 − x))n ,äå
F (t) =

{
0, ÿêùî t ≤ θ0 − h;

(t− (θ0 − h))/2h, ÿêùî θ0 − h < t ≤ θ0 + h;
1, ÿêùî t > θ0 + h� �óíêöiÿ ðiâíîìiðíîãî íà âiäðiçêó [θ0−h, θ0+h] ðîçïî-äiëó. Ïðè x > 0

F (θ0 + x) =

{

(x+ h)/2h, ÿêùî 0 < x ≤ h;
1, ÿêùî x > h;

F (θ0 − x) =

{

(h− x)/2h, ÿêùî 0 < x ≤ h;
0, ÿêùî x > h.Ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü äiñòàíåìî

p(x) =
d

dx
G(x) =

{

nxn−1/hn, ÿêùî x ∈ [0, h];
0, ÿêùî x 6∈ [0, h].



492 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiÇíàþ÷è ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó îöiíêè θ̂4, çíàõîäèìî
Mθ̂4 =

n

n+ 1
h,

P{|θ4 − h| > ε} =
(

1− ε

h

)n
(0 < ε < h).Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî θ̂4 � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíà é ñïðî-ìîæíà îöiíêà h.14.26. θ̂2 ¹ íåçñóíåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà α, àëå íå ¹éîãî ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ.14.27. Òàê.14.28. θ̂1 � íåçñóíåíà é ñïðîìîæíà îöiíêà θ+b; θ̂2, θ̂3� àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíi é ñïðîìîæíi îöiíêè âiäïîâiäíîïàðàìåòðiâ b i θ.14.29. θ̂ = 1

mn

n∑

i=1
ξi ¹ íåçñóíåíîþ é ñïðîìîæíîþ îöií-êîþ θ.14.30. Òàê.14.31. L(h) äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ â òî÷öi

ĥ = max {max{ξi} − θ0, θ0 −min{ξi}} ,

ĥ ¹ àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíîþ é ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ h(äèâ. òàêîæ çàäà÷ó 14.25).14.32. θ̂ � íåçñóíåíà é ñïðîìîæíà îöiíêà σ2.14.33. Òàê.14.34. θ̂2 � íåçñóíåíà é ñïðîìîæíà îöiíêà ïàðàìåòðà
(a + b)/2; θ̂1, θ̂3 � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíi é ñïðîìîæíiîöiíêè b.14.35. Òàê.21.15 Äî ãëàâè 1515.1. 0,3. 15.2. 0,18. 15.3. µ̂ = 2 ln m̂1 − (ln m̂2)/2.15.4. Îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi θ ¹
θ̂λ = λ(max{ξi} − h0) + (1− λ)(min{ξi}+ h0), λ ∈ [0; 1];
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θ̂λ � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíà é ñïðîìîæíà îöiíêà ïàðà-ìåòðà θ; θ̂1/2 � íåçñóíåíà é ñïðîìîæíà îöiíêà θ.15.7. b̂ = m̂1, θ̂ = (m̂2 + (m̂1)

2)/2; b̂ � íåçñóíåíà éñïðîìîæíà îöiíêà ïàðàìåòðà b; θ̂ � àñèìïòîòè÷íî íåçñó-íåíà é ñïðîìîæíà îöiíêà ïàðàìåòðà θ.15.8. θ̂ = 1
rn

n∑

i=1
ξi; θ̂ � íåçñóíåíà, ñïðîìîæíà é å�åê-òèâíà îöiíêà θ.15.10. 5, 4π. 15.11. p̂ = 1/(ξ̄ + 1).15.12. Ôóíêöi¹þ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ¹

L(a, b) =
1

(2a)n
exp

{

−1

a

n∑

i=1

|ξi − b|
}

, a > 0.ßêùî b̂ � òî÷êà, â ÿêié Q(b) =
n∑

i=1
|ξi − b| äîñÿãà¹ íàé-ìåíøîãî çíà÷åííÿ, à â � òî÷êà, â ÿêié L(a, b̂) äîñÿãà¹íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ, òî â òî÷öi (â, b̂) �óíêöiÿ L(a, b)äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ. Öå òâåðäæåííÿ ïåðåâiðÿ-¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî.Íåõàé ξ∗1 , ξ∗2 , . . . , ξ∗n � âàðiàöiéíèé ðÿä âèáiðêè ξ1, ξ2, . . .

. . . , ξn.ßêùî n = 2k, �óíêöiÿ Q(b) äîñÿãà¹ íàéìåíøîãî çíà-÷åííÿ ó êîæíié òî÷öi ïðîìiæêó [ξ∗k, ξ∗k+1], òîìó îöiíêîþ b ¹
b̂λ = λξ∗k + (1− λ)ξ∗k+1, λ ∈ [0; 1].ßêùî n = 2k + 1, �óíêöiÿ Q(b) äîñÿãà¹ íàéìåíøîãîçíà÷åííÿ ó òî÷öi

b̂ = ξ∗k+1.Öå äîáðå âèäíî ç ãðà�iêiâ �óíêöi¨ y = Q(b).Ïîçíà÷èìî Q∗ = Q(b̂). Ôóíêöiÿ
L(a, b̂) =

1

(2a)n
exp

{

−1

a
Q∗
}



494 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiäîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ ó òî÷öi â = Q∗/n. Îòæå,îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi (â, b̂) ïàðàìåòðà
(a, b) ¹ (Q∗/n, b̂).15.14. 158,3.15.15. Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè çi ùiëüíiñòþ ðîçïî-äiëó
f(x; a, θ) =

=







(x− (a−
√
θ))/θ, ÿêùî x ∈ [a−

√
θ, a];

−(x− (a+
√
θ))/θ, ÿêùî x ∈ [a, a+

√
θ];

0, ÿêùî x /∈ [a−
√
θ, a+

√
θ]ìà¹ìî

m1 = m1(a, θ) = a, m2 = m2(a, θ) = a2 + θ/6.Çãiäíî ç ìåòîäîì ìîìåíòiâ îöiíêè â i θ̂ äiñòà¹ìî ÿê ðîçâ'ÿ-çîê ñèñòåìè ðiâíÿíü
{
m̂1 = â;

m̂2 = â2 + θ̂/6.Çâiäñè
â = m̂1; θ̂ = 6(m̂2 − (m̂1)

2).Ç òåîðåìè 15.1.1 âèïëèâà¹, ùî â i θ̂ � ñïðîìîæíi îöií-êè âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ a i θ; â � íåçñóíåíà îöiíêà a.Îñêiëüêè âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ σ̂2 ¹ àñèìïòîòè÷íî íåçñó-íåíîþ îöiíêîþ σ2, òî θ̂ ¹ àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíîþ îöií-êîþ θ.15.16. p̂ = ξ; p̂ � íåçñóíåíà, ñïðîìîæíà, å�åêòèâíàîöiíêà ïàðàìåòðà p.15.20. Îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi h ¹
ĥ = max {max{ξi} − θ0, θ0 −min{ξi}} .Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ĥ

F (x) = P{ĥ < x} =
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= P{max {max{ξi} − θ0, θ0 −min{ξi}} < x} =

= P{max{ξi} − θ0 < x, θ0 −min{ξi} < x} =

= P

((
n⋂

i=1

{ξi < θ0 + x}
)
⋂
(

n⋂

i=1

{ξi > θ0 − x}
))

=

= P

(
n⋂

i=1

{θ0 − x < ξi < θ0 + x}
)

=

=

n∏

i=1

P{θ0−x < ξi < θ0+x} = (P{θ0−x < ξi < θ0+x})n.I îñêiëüêè âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξi, i = 1, 2, . . . , n, ðîçïîäi-ëåíi ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [θ0 − h, θ0 + h], òî
F (x) =

{
0, ÿêùî x ≤ 0;

(x/h)n, ÿêùî 0 < x ≤ h;
1, ÿêùî x > h.Çâiäñè

Mĥ =
n

n+ 1
h→ h,êîëè n→ ∞, òîáòî ĥ ¹ àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíà îöiíêà h.Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0

P{|ĥ− h| < ε} = P{h− ε < ĥ < h+ ε} =

= P{h− ε < ĥ} = 1− P{ĥ < h− ε} = 1−
(
h− ε

h

)n

,ùî çáiãà¹òüñÿ äî 1, êîëè n → ∞, òîáòî ĥ � ñïðîìîæíàîöiíêà h.15.22. θ̂ = ( 1
n

n∑

i=1
ξp
)1/p.15.23. θ̂ = m̂1, σ̂

2 = m̂2−(m̂1)
2; θ̂ � íåçñóíåíà é ñïðî-ìîæíà îöiíêà θ; σ̂2 � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíà é ñïðîìîæ-íà îöiíêà σ2.



496 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi15.24. θ̂ = 1
2n

n∑

i=1
ξ2i ; θ̂ � íåçñóíåíà, ñïðîìîæíà é å�åê-òèâíà îöiíêà ïàðàìåòðà θ.15.26. 15, 52 · π.15.27. m̂ = 1/

(
m̂2/(m̂1)

2 − 1
); λ̂ = 1/ (m̂2/m̂1 −m1).15.28. Ôóíêöiÿ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi:

L(a, b) =







1
an exp

{

−1
a

n∑

i=1
(ξi − b)

}

, ÿêùî âñi ξi > b;

0, ÿêùî iñíó¹ ξj ≤ b.ßêùî b̂ � òî÷êà, â ÿêié Q(b) =
n∑

i=1
(ξi − b) äîñÿãà¹íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ, à â � òî÷êà, â ÿêié L(a, b̂) äîñÿãà¹íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ, òî â òî÷öi (â, b̂) �óíêöiÿ L(a, b)äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ. Çàçíà÷åíèìè òî÷êàìè ¹

b̂ = min{ξi}, â = Q(b̂)/n;

â, b̂ � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíi é ñïðîìîæíi îöiíêè âiäïî-âiäíî ïàðàìåòðiâ a, b.15.31. ν̂ = 1/
(
m̂2/m̂

2
1 − 1

); α̂ = 1/ (m̂2/m̂1 − m̂1).15.32. θ̂ = m̂1 � íåçñóíåíà, ñïðîìîæíà é å�åêòèâíàîöiíêà θ.15.34. 0,56 · π. 15.35. p̂ = (1 + 1
rn

n∑

i=1
ξi

)−1.15.36. N̂ = (nK/k).15.39. â =
√

m̂2 − (m̂1)2; b̂ = m̂1 − â.15.40. Îñêiëüêè ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâiâåëè÷èíè, òî ¨õíÿ ñïiëüíà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó äîðiâíþ¹
n∏

i=1
f(xi; a, b), à �óíêöiÿ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi

L(a, b) =
n∏

i=1

f(ξi; a, b) =
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=

{

1/(b − a)n, ÿêùî âñi ξi ∈ [a, b];
0, ÿêùî iñíó¹ ξj 6∈ [a, b].Ôóíêöiÿ L(a, b) íàáóâà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ó òî÷öi

(â, b̂), äå ðiçíèöÿ (b − a) íàáóâà¹ ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ,îñòàííÿ æ íàáóâà¹ ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðè
a = â = min{ξi}; b = b̂ = max{ξi}.Îöiíêè â, b̂ � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíi é ñïðîìîæíiîöiíêè âiäïîâiäíî ïàðàìåòðiâ a, b (äèâ. òàêîæ ïðèêëàä14.1.1).15.41. Ïîêàçè ãîäèííèêiâ ïîäàòè â ãîäèíàõ;

sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂14(x)

∣
∣
∣ = 0, 306.15.42. 0, 09.15.43. p̂ = 1

mn

n∑

i=1
ξi; p̂ � íåçñóíåíà, ñïðîìîæíà éå�åêòèâíà îöiíêà p.15.44. Îöiíêîþ ïàðàìåòðà (θ, h) ¹

(θ̂, ĥ) = ((max{ξi}+min{ξi})/2; (max{ξi} −min{ξi})/2);

θ̂, ĥ � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíi é ñïðîìîæíi îöiíêè âiä-ïîâiäíî ïàðàìåòðiâ θ i h.15.45. sup
x

∣
∣
∣F (x)− F̂n(x)

∣
∣
∣ = 0, 287.15.47. θ̂ = m̂1, ĥ = m̂2− (m̂1)

2, θ̂ � íåçñóíåíà é ñïðî-ìîæíà îöiíêà θ; ĥ � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíà é ñïðîìî-æíà îöiíêà h.15.48. µ̂ = 1
n

n∑

i=1
ln ξi; σ̂2 = 2

n

n∑

i=1

(

ln ξi −
n∑

i=1
ln ξi

)2.15.49. θ̂ = 1 + 1
rn

n∑

i=1
ξi.15.50. b̂ = max{ξi}; b̂ � àñèìïòîòè÷íî íåçñóíåíà éñïðîìîæíà îöiíêà b.



498 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi15.51. λ̂ = ξ̄; λ̂ � íåçñóíåíà, ñïðîìîæíà é å�åêòèâíàîöiíêà λ.15.53. p̂ = 1
mn

n∑

i=1
ξi; p̂ � íåçñóíåíà, ñïðîìîæíà éå�åêòèâíà îöiíêà p.15.54. θ̂ =

√

2
πm̂1; θ̂ � íåçñóíåíà é ñïðîìîæíà îöií-êà θ.15.55. Ôóíêöiÿ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi

L(θ, λ) =







θnλnθ
( n∏

i=1
ξi

)θ+1 , ÿêùî âñi ξi > λ;

0, ÿêùî õî÷à á îäíå ξi ≤ λ,

θ > 1, λ > 0.Çà�iêñó¹ìî çíà÷åííÿ çìiííî¨ θ, òîáòî θ � äîâiëüíå,àëå �iêñîâàíå. Ôóíêöiÿ L(θ, λ) îäíi¹¨ çìiííî¨ λ (íå äè�å-ðåíöiéîâíà) äîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ ó òî÷öi
λ̂ = min{ξi}.Ôóíêöiÿ L(θ, λ̂) äè�åðåíöiéîâíà i äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãîçíà÷åííÿ ó òî÷öi

θ̂ = 1
/( 1

n

n∑

i=1

ln ξi − lnmin{ξi}
)

.I îñêiëüêè L(θ, λ) ≤ L(θ, λ̂) ≤ L(θ̂, λ̂), òî (θ̂, λ̂) � îöiíêàìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðà (θ, λ).15.56. Îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðà-ìåòðà σ2:
σ̂2 =

1

n

n∑

i=1

ξ2i ;

σ̂2 � íåçñóíåíà, ñïðîìîæíà, å�åêòèâíà îöiíêà ïàðàìåò-ðà σ2.



21.16. Äî ãëàâè 16 49915.57. 1) θ̂ = 1
n

n∑

i=1
ξi; θ̂ � íåçñóíåíà, ñïðîìîæíà,å�åêòèâíà îöiíêà ïàðàìåòðà θ.2) θ̂ = 1

n

n∑

i=1
ξi − 1

2 ; θ̂ � íåçñóíåíà, ñïðîìîæíà, å�åê-òèâíà îöiíêà ïàðàìåòðà θ.3) θ̂ = 1
n

n∑

i=1
ξi; θ̂ � íåçñóíåíà, ñïðîìîæíà, å�åêòèâíàîöiíêà ïàðàìåòðà θ.15.58. ×àñòîòà p̂ = µ/n ¹ å�åêòèâíîþ îöiíêîþ p.21.16 Äî ãëàâè 1616.1. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: òåëåïàò äóìêè íå ÷èòà¹.16.2. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: ìîíåòà ñèìåòðè÷íà, àëü-òåðíàòèâà � äâîái÷íà.16.3. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: ïàöi¹íò õâîði¹ íà òóáåðêó-ëüîç.16.4. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: òåëåïàò äóìêè íå ÷èòà¹.16.5. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: ìîíåòà ñèìåòðè÷íà, àëü-òåðíàòèâà � äâîái÷íà.16.6. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: ïðåïàðàò òîêñè÷íèé.16.8. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: õâîðîáà ïåðåäà¹òüñÿ, àëü-òåðíàòèâà � õâîðîáà íå ïåðåäà¹òüñÿ.16.9. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: λ = 1 � ñåðåäíié âìiñòáàêòåðié íà îäèíèöþ îá'¹ìó âîäè ñòàíîâèòü 1. Àëüòåðíà-òèâíà ãiïîòåçà Hλ (λ < 1) � ñåðåäíié âìiñò áàêòåðié íàîäèíèöþ îá'¹ìó âîäè ìåíøèé íiæ 1.Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ � êiëüêiñòü çà-áðóäíåíèõ ïðîá; ξ ìà¹ áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðà-ìè (10; p), äå p � éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â ïðîái áóäå ïðè-íàéìíi îäíà áàêòåðiÿ. Êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ,òîáòî ñåðåäíié âìiñò λ áàêòåðié íà îäèíèöþ îá'¹ìó äîðiâ-íþ¹ 1, p = p0 = 1−e−1. Êðèòè÷íà ìíîæèíà äëÿ ïåðåâiðêèãiïîòåçè H0 ìà¹ âèãëÿä S = {k : k ≤ l}.16.11. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: ÷àñòêà äå�åêòíèõ âèðî-áiâ ñòàíîâèòü 0,08; àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçàHp: p ∈ (0; 0,08)(âîíà ¹ ñêëàäíîþ). Êðèòè÷íà ìíîæèíà S = {k : k < l}.



500 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiÂèìîãà ñïîæèâà÷à �îðìóëþ¹òüñÿ òàê:
P (S|H0,08) ≥ 0,90,ïîáàæàííÿ ïîñòà÷àëüíèêà
P (S|H0,01) ≥ 0,96.16.12. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: ãðàëüíèé êóáèê ñèìåò-ðè÷íèé, àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà Hp: p ∈ (0,5; 1]. Êðèòè-÷íà ìíîæèíà S = {k : k > l}.16.15. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: óñi ðîäçèíêè âèêîðèñòàíîçà ïðèçíà÷åííÿì, àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà Hλ : ÷àñòêà λðîäçèíîê âèêîðèñòàíà íå çà ïðèçíà÷åííÿì, λ ∈ (0, 1).16.16. �å¹ñòðó¹ìî êiëüêiñòü ìèøåé, ùî çàãèíóëè.Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: ïðåïàðàò òîêñè÷íèé. Êðèòè÷íóìíîæèíó øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi
S = {k : k ≤ l}.Çà óìîâîþ
P{S|H0} ≤ 0,0001àáî

l∑

k=0

Ck
10(0,8)

k(0,2)10−k ≤ 0,0001.Îñòàííþ íåðiâíiñòü çàäîâîëüíÿþòü l ∈ [0; 2], òîìó
S = {k : k ≤ 2}.Iìîâiðíiñòü òî, ùî ïðè ïåðåâiðöi íà òîêñè÷íiñòü êðèòåði-¹ì S íåòîêñè÷íèé ïðåïàðàò âèòðèìà¹ êîíòðîëü

P{S|H1} =
2∑

k=0

Ck
10(0,02)

k(0,98)10−k ≥ 0,996.�åçóëüòàò åêñïåðèìåíòó ñâiä÷èòü íà êîðèñòü íåòîêñè-÷íîñòi ïðåïàðàòó.



21.17. Äî ãëàâè 17 50116.18. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: ìîíåòà ñèìåòðè÷íà, àëü-òåðíàòèâíà ãiïîòåçà Hp: p äîðiâíþ¹ îäíîìó ç ÷èñåë
0,6; 0,7; 0,8; 0,9 (àëüòåðíàòèâà ñêëàäíà).16.19. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: âiäñîòîê óðàæåííÿ iíñåê-òèöèäó θ = 98, àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà Hθ: θ ∈ (0, 98).Êðèòè÷íà ìíîæèíà S = {k : k < l}. Âèìîãà àâòîðiâ íî-âîãî iíñåêòèöèäó

P (S|H0) ≥ 0,96,Âèìîãà ïîêóïöÿ
P (S|H92) ≥ 0,95.21.17 Äî ãëàâè 17Äàëi, ïåðåâiðÿþ÷è ãiïîòåçó H0: a = a0, ÷åðåç t ïî-çíà÷àòèìåìî (ξ̄ − a0)
/

s√
n
, à ïåðåâiðÿþ÷è ãiïîòåçó H0:

aξ = aη, ÷åðåç t ïîçíà÷àòèìåìî (ξ̄ − η̄)
/(

s
√
n+m
nm

).17.1. �îçãëÿíåìî ðiçíèöþ ζ = η − ξ ìiæ ¹ìíîñòÿìèëåãåíiâ ïiñëÿ i äî ñåçîíó (ó äàíîìó ðàçi êîðèñòóâàòèñÿêðèòåði¹ì Ñòüþäåíòà äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0: aξ = aηíå ìîæíà, îñêiëüêè âèáiðêè ¹ìíîñòåé ëåãåíiâ ïiñëÿ i äîñåçîíó íå ¹ íåçàëåæíèìè). Ùîäî ñåðåäíüîãî ðiçíèöi ζ âè-ñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: a = 0 (ãiïîòåçà ïðî âiäñóòíiñòüå�åêòó �içè÷íèõ âïðàâ), àëüòåðíàòèâîþ äî ãiïîòåçè H0¹ ãiïîòåçà a > 0. Çíà÷åííÿ t = ζ̄
/

s√
n

= 3,36 > 1,833 =

= t0,05;9 = tα;n−1. Òîìó çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ñòüþäåíòà ãi-ïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi), ùîiíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê iñòîòíå çáiëüøåííÿ ¹ìíîñòi ëåãåíiâ ïiäâïëèâîì �içè÷íèõ âïðàâ.17.2. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà äâî-ái÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = 0,51 < 2,306 = t0,025;8 = tα;n+m−2.



502 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiÒîìó çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ñòüþäåíòà ãiïîòåçà H0 íå âiä-õèëÿ¹òüñÿ (íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi), ùî iíòåðïðåòó-¹ìî ÿê âiäñóòíiñòü âiäìiííîñòåé âiäáèâíèõ âëàñòèâîñòåé�àðá.17.3. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: σ2ξ/σ2η = 1, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà. Çíà÷åííÿ s2ξ/s
2
η = 0, 24. �iïîòåçà H0 íà

2%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi âiäõèëÿ¹òüñÿ. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹,ùî òî÷íiñòü ðîáîòè êîíòðîëåðiâ ðiçíà.17.4. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: a = 1, àëüòåðíàòèâà äâîái-÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = 2,35 > 2,262 = t0,025;9 = tα;n−1. ÒîìóãiïîòåçàH0 (íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi) âiäõèëÿ¹òüñÿ, ùîâêàçó¹ íà òå, ùî ëi÷èëüíèêè âiäðåãóëüîâàíi íåçàäîâiëüíî.17.5. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà äâî-ái÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = 0,891 < 2,262 = t0,025;9 = tα;n+m−2.Òîìó ãiïîòåçà H0 íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi íå âiäõèëÿ-¹òüñÿ (íå ñóïåðå÷èòü åêñïåðèìåíòàëüíèì äàíèì). Iíàêøåêàæó÷è, åêñïåðèìåíò íå äà¹ ïiäñòàâ ñòâåðäæóâàòè, ùîñòàëü I i ñòàëü II âiäðiçíÿþòüñÿ çäàòíiñòþ äî ãëèáîêîãîâiäïóñêó.17.6(2◦). Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: σ2/0, 01 = 1, àëüòåðíà-òèâà îäíîái÷íà: σ2/0, 01 > 1 (íàñ öiêàâèòü òiëüêè ïåðåâè-ùåííÿ äèñïåðñi¹þ çàäàíîãî ðiâíÿ). Çíà÷åííÿ s2/0, 01 =
= 14,53, χ2

α;(n−1)/(n − 1) = χ2
0,05;9/9 = 1,88 < 14,53 =

= s2/0,01. Òîìó ãiïîòåçà H0 íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòiâiäõèëÿ¹òüñÿ. �åçóëüòàòè çâàæóâàííÿ 10 ïàêóíêiâ äàþòüïiäñòàâè ñòâåðäæóâàòè, ùî âèìîãè ùîäî äèñïåðñi¨ ìàñèïàêóíêiâ íå âèêîíóþòüñÿ � ðîçêèä ìàñè ïàêóíêà ïåðåâè-ùó¹ çàäàíó íîðìó.17.7. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: a = 12,0, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = |ξ̄ − 12,0|
/

s√
n

= 0,42; |t| =

= 0,42 < 2,16 = t0,025;13 = tα;n−1. Òîìó ãiïîòåçà H0 íåâiäõèëÿ¹òüñÿ.17.8. Íåõàé aη � ñåðåäí¹ âìiñòó çîëîòà ó çðàçêàõ,âçÿòèõ iç øóð�iâ, à aξ � çi ñâåðäëîâèí, H0: aξ = aη,àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà: aξ < aη (ðåçóëüòàò âèïðîáóâàíüçðàçêiâ íà âìiñò çîëîòà iç ñâåðäëîâèí íå áiëüøèé, íiæ içøóð�iâ). Ìè íå õî÷åìî íåõòóâàòè ìîæëèâèì çìåíøåí-íÿì âèäàòêiâ (çà ðàõóíîê áóðiííÿ ñâåðäëîâèí çàìiñòü çà-



21.17. Äî ãëàâè 17 503êëàäàííÿ øóð�iâ), òîìó ïðèçíà÷à¹ìî íå äóæå âåëèêèéðiâåíü çíà÷óùîñòi, ñêàæiìî, α = 0,025. Çíà÷åííÿ
t = (η̄ − ξ̄)

/
(

s

√

n+m

nm

)

= 1,82;

t = 1,82 < 2,06 = t0,025;25 = tα;n+m−2. Òîìó ãiïîòåçà H0 íåâiäõèëÿ¹òüñÿ.Îòæå, äëÿ ðîçâiäêè ðîçñèïíîãî ðîäîâèùà çîëîòà ìî-æíà ðåêîìåíäóâàòè áóðèòè ñâåðäëîâèíè çàìiñòü òîãî, ùîáçàêëàäàòè øóð�è, ùî çìåíøó¹ âèòðàòè íà ðîçâiäêó.17.9. Íåõàé σ2ξ , σ2η � äèñïåðñi¨ ðîçìiðó çîâíiøíüîãîäiàìåòðà âiäïîâiäíî ïiñëÿ íàëàãîäæåííÿ ñòàíêà i ÷åðåçïåâíèé iíòåðâàë ÷àñó ïiñëÿ öüîãî. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0:
σ2ξ/σ

2
η = 1, àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà: σ2ξ/σ2η < 1, îñêiëü-êè ç ÷àñîì òî÷íiñòü ðîáîòè âåðñòàòà ìîæå òiëüêè çìåí-øèòèñÿ (äèñïåðñiÿ êðèòè÷íîãî ðîçìiðó âèðîáó ìîæå õiáàùî çáiëüøèòèñÿ). Çíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ s2ξ/s

2
η = 0,77 >

> 0,44 = 1/F0,05;14;19. Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ.Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî íàâåäåíi äàíi íå äàþòü ïiäñòàâ ãî-âîðèòè ïðî çíèæåííÿ òî÷íîñòi ðîáîòè âåðñòàòà.17.10. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: a = 24, àëüòåðíàòèâà äâî-ái÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = |ξ̄ − 24|
/

s√
n

= 1,363 < 2,365 =

= t0,025;7 = tα;n−1. Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà
5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi). Îòæå, ìîæíà ââàæàòè, ùî ðîç-ðàõóíêîâà øâèäêiñòü ïîëiìåðèçàöi¨ ñòàíîâèòü 24% íà ãî-äèíó.17.11.Íåõàé aξ i aη � ñåðåäíi îïîðè íà ñòèñê âiäïîâiä-íî äëÿ áåòîíó âèãîòîâëåíîãî áåç îáðîáêè òà äëÿ áåòîíóâèãîòîâëåíîãî ç îáðîáêîþ. Âiäíîñíî aξ i aη âèñóâà¹òü-ñÿ ãiïîòåçà H0: aξ = aη � ãiïîòåçà ïðî âiäñóòíiñòü å�å-êòó ñïåöiàëüíîãî ñïîñîáó âèãîòîâëåííÿ áåòîíó (îáðàçëè-âà äëÿ àâòîðiâ íîâîãî ñïîñîáó). Àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà:
aξ < aη (ñïåöiàëüíèé ñïîñiá âèãîòîâëåííÿ áåòîíó îði¹íòî-âàíî íà ïiäâèùåííÿ éîãî ìiöíîñòi íà ñòèñê). Âè � ÷ëåíäîáðîçè÷ëèâî¨ êîìiñi¨ ç ïåðåâiðêè å�åêòó ñïåöiàëüíîãîñïîñîáó âèãîòîâëåííÿ áåòîíó (íå õî÷åòå íåñïðàâåäëèâîíåõòóâàòè å�åêòîì, êîëè âií iñíó¹), òîìó ïðèçíà÷à¹òå íå



504 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiäóæå ìàëèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi. Âèáåðåìî, ñêàæiìî, 5%-éðiâåíü. Çíà÷åííÿ
t = (η̄ − ξ̄)

/
(

s

√

n+m

nm

)

= 2,29 >

> 2,13 = t0,05;4 = tα;n+m−2.Òîìó íóëüîâà ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹,ùî åêñïåðèìåíò äà¹ ïiäñòàâè ñòâåðäæóâàòè, ùî ñïåöiàëü-íèé ñïîñiá âèãîòîâëåííÿ áåòîíó ïiäâèùó¹ éîãî îïið íàñòèñê.17.12. Íåõàé σ2ξ , σ2η � äèñïåðñi¨ âèõîäó ïðîäóêòiâ ïðèçàñòîñóâàííi êàòàëiçàòîðiâ A i B. �iïîòåçà H0: σ2ξ/σ2η = 1,àëüòåðíàòèâà äâîái÷íà: σ2ξ/σ2η < 1 àáî σ2ξ/σ2η > 1, îñêiëüêèàïðiîði íi÷îãî íåâiäîìî ïðî ñòàáiëüíiñòü âèõîäó íåáàæà-íîãî ïðîäóêòó ÿê ó ðàçi çàñòîñóâàííÿ îäíîãî êàòàëiçàòî-ðà, òàê i iíøîãî. Çíà÷åííÿ s2ξ/s2η = 0, 335; 1/Fα;(m−1);(n−1) =

= 1/F0,01;8;8 = 0,166 < s2ξ/s
2
η < 6,03 = F0,01;8;8 =

= Fα;(n−1);(m−1). Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Åêñ-ïåðèìåíò íå äà¹ ïiäñòàâ ââàæàòè, ùî ñòàáiëüíiñòü âèõîäóíåáàæàíîãî ïðîäóêòó ïðè çàñòîñóâàííi êàòàëiçàòîðiâ A i
B ðiçíà.17.13. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: a = 2,5, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = |ξ̄ − 2,5|

/
s√
n

= 2,08 <

< 2,365 = t0,025;7 = tα;n−1, òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹-òüñÿ (íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi). Îòæå, ìîæíàñòâåðäæóâàòè, ùî âèáiðêó äîáóòî ç íîðìàëüíîãî ðîçïî-äiëó ç ñåðåäíiì 2,5.17.14. Íåõàé aξ i aη � ñåðåäíi çáiëüøåííÿ ìàñè äi-òåé, ÿêèì âèäàâàëè âiäïîâiäíî ñiê i ìîëîêî. Íóëüîâà ãi-ïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà äâîái÷íà: aξ < aη àáî
aξ > aη. Çíà÷åííÿ |t| = 1,30 < 2,01 = t0,025;18 = tα;n+m−2.Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ, ùî iíòåðïðåòó¹ìî ÿêíåiñòîòíó âiäìiííiñòü çáiëüøåííÿ ñåðåäíüî¨ ìàñè äiòåé óãðóïàõ.17.15. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: σ2ξ/σ2η = 1, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà: σ2ξ/σ2η > 1 àáî σ2ξ/σ2η < 1 (ÿêùîH0 íå ñïðàâäæó-



21.17. Äî ãëàâè 17 505¹òüñÿ, òî àïðiîði íåâiäîìî, òî÷íiñòü ÿêîãî ìiêðîñêîïà âè-ùà, à ÿêîãî íèæ÷à). Çíà÷åííÿ s2ξ/s
2
η = 0,47;

1/Fα;(m−1);(n−1) = 1/F0,01;11;8 = 0,17 < s2ξ/s
2
η < 4,47 =

= F0,01;8;11 = Fα;(n−1);(m−1). Òîìó ãiïîòåçà H0 íà
2%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Åêñïåðèìåíò íåäà¹ ïiäñòàâ ñòàâèòè ïiä ñóìíiâ îäíàêîâó òî÷íiñòü âèìiðþ-âàíü ìiêðîñêîïàìè I i II.17.16. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: a = 2000, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà (îïið ðåçèñòîðiâ ìîæå áóòè ÿê ìåíøèì, òàê iáiëüøèì 2000). Çíà÷åííÿ |t| = 1,02 < 2,20 = t0,025;11 =
= tα;n−1. Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5%-ìóðiâíi çíà÷óùîñòi). Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî òàêi âiäõèëåííÿçíà÷åííÿ îïîðó ðåçèñòîðiâ âiä íîìiíàëó äîïóñòèìi (âîíèïðèðîäíi é óíèêíóòè ¨õ íåìîæëèâî).17.17. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = 8,566 > 2,10 = t0,025;18 =
= tα;n+m−2. Òîìó ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5%-ìóðiâíi çíà÷óùîñòi).17.18. Íåõàé σ2ξ , σ2η � äèñïåðñi¨ âiäáèâíèõ çäàòíîñòåé�àðáè, âèãîòîâëåíî¨ âiäïîâiäíî çà òåõíîëîãiÿìè A i B.Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: σ2ξ/σ2η = 1, àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà:
σ2ξ/σ

2
η > 1 (çìiíè â òåõíîëîãi¨ ñïðÿìîâàíi íà çìåíøåí-íÿ äèñïåðñi¨ âiäáèâíèõ çäàòíîñòåé �àðáè). Âiäõèëåííÿíà êîðèñòü öi¹¨ àëüòåðíàòèâè ñâiä÷èòèìå ïðî çìåíøåí-íÿ äèñïåðñi¨. Çíà÷åííÿ s2ξ/s

2
η = 4,74 < 6,39 = F0,05;4;4.

= Fα;(n−1);(m−1). Òîìó ãiïîòåçà H0 íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷ó-ùîñòi íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Åêñïåðèìåíò íå äà¹ ïiäñòàâ ñòâåð-äæóâàòè, ùî çìiíè â òåõíîëîãi¨, ñïðÿìîâàíi íà çìåíøåííÿäèñïåðñi¨ âiäáèâíèõ çäàòíîñòåé �àðáè, âèÿâèëèñÿ å�åê-òèâíèìè.17.19. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: a = 220, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà: a > 220 àáî a < 220. Çíà÷åííÿ |t| =

= |ξ̄ − 220|
/

s√
n

= 1,48 < 2,07 = t0,025;23 = tα;n−1. Òîìóãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi).Âiäõèëåííÿ âiä ñòàíäàðòó ìîæíà ââàæàòè äîïóñòèìèìè.17.20. Íåõàé aξ i aη � ñåðåäíi çíà÷åííÿ ðåçóëüòàòiââiäïîâiäíî òðàäèöiéíî¨ é êîâçíî¨ õîäè. Íóëüîâà ãiïîòåçà
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H0: aξ − 1 = aη, àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà: aξ − 1 > aη.Âiäõèëåííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòåçè íà êîðèñòü àëüòåðíàòèâíî¨
aξ − 1 > aη ñâiä÷èòèìå ïðî íàÿâíiñòü áiëüø íiæ îäíîõâè-ëèííîãî å�åêòó êîâçíî¨ õîäè, íåâiäõèëåííÿ ãiïîòåçè H0ñâiä÷èòèìå ïðî âiäñóòíiñòü òàêîãî å�åêòó. Çíà÷åííÿ

t = ((ξ̄ − 1)− η̄)
/

s

√

n+m

nmïîðiâíþ¹ìî ç tα;n+m−2, ÿêùî t > tα;n+m−2 ãiïîòåçàH0 âiä-õèëÿ¹òüñÿ, ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi � íi. Ìà¹ìî t = 3,774 >
> 2,10 = t0,05;18 = tα;n+m−2. Òîìó çãiäíî ç êðèòåði¹ìÑòüþäåíòà ãiïîòåçà H0: aξ − 1 = aη íà 5%-ìó ðiâíi çíà-÷óùîñòi âiäõèëÿ¹òüñÿ, ùî iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê áiëüø íiæîäíîõâèëèííèé âèãðàø ó ÷àñi â ðàçi âèêîðèñòàííÿ òåõíi-êè êîâçíî¨ õîäè ïîðiâíÿíî ç òðàäèöiéíîþ.17.21. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà: aξ < aη àáî aξ > aη, îñêiëüêè íåìà¹ àïðiîð-íî¨ ií�îðìàöi¨ ñòîñîâíî äiàìåòðiâ âèðîáiâ, âèãîòîâëåíèõíà âåðñòàòàõ A i B. Çíà÷åííÿ |t| = 1,98; |t| = 1,98 <
< 2,07 = t0,025;23 = tα;n−1. Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõè-ëÿ¹òüñÿ. Åêñïåðèìåíò íå äà¹ ïiäñòàâ ñòâåðäæóâàòè, ùîäiàìåòðè âèðîáiâ, âèãîòîâëåíèõ íà ðiçíèõ âåðñòàòàõ, âiä-ìiííi.17.22. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: a = 18, àëüòåðíàòèâà äâî-ái÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = 0,89 < 2,20 = t0,025;11 = tα;n−1. Òîìóãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi).Îñòàíí¹ òðàêòó¹òüñÿ ÿê âèêîíàííÿ âèìîã ñòàíäàðòó ùî-äî âìiñòó õðîìó â ñòàëi 18Cr10Ni2Mo.17.23. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = 2,55 > 2,10 = t0,025;18 =
= tα;n+m−2. Òîìó ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5%-ìóðiâíi çíà÷óùîñòi). Åêñïåðèìåíò äà¹ ïiäñòàâè ñòâåðäæó-âàòè, ùî êîì�îðòíà òåìïåðàòóðà äëÿ æiíîê i ÷îëîâiêiâðiçíà.17.24. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: σ2ξ/σ2η = 1, àëüòåðíàòèâíàãiïîòåçà äâîái÷íà. Çíà÷åííÿ s2ξ/s

2
η äîðiâíþ¹ 1,71;

1/Fα;(m−1);(n−1) = 1/F0,01;7;7 = 0,14 < s2ξ/s
2
η < 6,99 =

= F0,01;7;7 = Fα;(n−1);(m−1). Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ-¹òüñÿ (íà 2%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi). Åêñïåðèìåíò íå äà¹



21.17. Äî ãëàâè 17 507ïiäñòàâ ñòâåðäæóâàòè, ùî ìiæ ðîçêèäîì îïîðó äðîòó òè-ïiâ A i B iñíóþòü âiäìiííîñòi.17.25. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: a = 11, àëüòåðíàòèâàîäíîái÷íà: a < 11 (ìiöíiñòü íà çãèí ìåíøà 11). Çíà÷å-ííÿ t = (ξ̄ − 11)
/

s√
n
= 3,8 > −1,75 = −t0,05;15 = −tα;n−1.Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5%-ìó ðiâíi çíà-÷óùîñòi). Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ââàæàòè, ùî ìiöíiñòü íàçãèí íå ìåíøà íiæ 11.17.26.Òî÷íiñòü âåðñòàòà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ äèñïåðñi¹þ:ìåíøà äèñïåðñiÿ � áiëüøà òî÷íiñòü, áiëüøà äèñïåðñiÿ �ìåíøà òî÷íiñòü.Ïåðåâiðÿ¹ìî ãiïîòåçó H0: σ2A/σ2B = 1, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà: σ2A/σ2B > 1 àáî σ2A/σ2B < 1, îñêiëüêè íåâiäîìî,òî÷íiñòü ÿêîãî âåðñòàòà áiëüøà, à ÿêîãî ìåíøà. Çíà÷åí-íÿ s2A/s2B = 1, 27; 1/Fα;(m−1);(n−1) = 1/F0,01;9;14 = 0,25 <

< 1,27 = s2A/s
2
B < 5,00 = F0,01;14;9 = Fα;(n−1);(m−1). Òîìóãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 2%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi).Åêñïåðèìåíò íå äà¹ ïiäñòàâ ñòâåðäæóâàòè, ùî âåðñòàòèíàëåæàòü äî ðiçíîãî êëàñó òî÷íîñòi.17.27. �îçêèä õàðàêòåðèçó¹òüñÿ äèñïåðñi¹þ, áiëüøàäèñïåðñiÿ � áiëüøèé ðîçêèä. Íåõàé σ2ξ � äèñïåðñiÿ âìiñòóìàðãàíöþ â ðàçi éîãî âèçíà÷åííÿ çà òðàäèöiéíîþ ìåòîäè-êîþ, à σ2η � çà íîâîþ. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: σ2ξ/σ2η = 1,àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà: σ2ξ/σ2η > 1 (î÷iêó¹òüñÿ, ùî íîâàìåòîäèêà âèçíà÷åííÿ âìiñòó ìàðãàíöþ äà¹ ìåíøèé ðîç-êèä ðåçóëüòàòiâ). Âiäõèëåííÿ H0 íà êîðèñòü öi¹¨ àëüòåð-íàòèâè ñâiä÷èòèìå ïðî çìåíøåííÿ äèñïåðñi¨. Çíà÷åííÿ

s2ξ/s
2
η = 1,55; s2ξ/s

2
η = 1,55 < 3,68 = F0,05;9;7 =

= Fα;(n−1);(m−1). Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. ßê íåïðèêðî àâòîðàì íîâî¨ ìåòîäèêè, ÿêà çà ¨õíiìè î÷iêóâàí-íÿìè äà¹ ìåíøèé ðîçêèä ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàíü ïîðiâ-íÿíî ç òðàäèöiéíîþ, åêñïåðèìåíò íå äà¹ ïiäñòàâ ãîâîðèòèïðî çìåíøåííÿ ðîçêèäó.17.28. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: a = 6720; àëüòåðíàòèâàîäíîái÷íà: a < 6720 (ãîëîâíå � âèÿâèòè äðiò, ÿêèé ðâå-òüñÿ, êîëè çíà÷åííÿ çóñèëëÿ íà ðîçðèâ ìåíøå ãðàíè÷íî-ãî). Çíà÷åííÿ t = (ξ̄ − 6720)
/

s√
n

= 1,38; t >
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> −1,729 = −t0,05;19 = −tα;n−1. Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiä-õèëÿ¹òüñÿ. Åêñïåðèìåíò äà¹ ïiäñòàâè ñòâåðäæóâàòè, ùîâèìîãè äî ìiöíîñòi ïàðòi¨ äðîòó, ç ÿêîãî âèãîòîâëÿþòüêàíàòè, âèêîíàíi.17.29. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà (íåìà¹ àïðiîðíî¨ ií�îðìàöi¨ ùîäî õàðàêòåðèñ-òèê �óòåðiâêè ïiäïðè¹ìñòâ A i B). Çíà÷åííÿ |t| =
= 4,05 > 2,11 = t0,025;17 = tα;n+m−2. Òîìó ãiïîòåçà H0âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi). Åêñïåðèìåíòäà¹ ïiäñòàâè ñòâåðäæóâàòè, ùî �óòåðiâêà, âèãîòîâëåíàíà ïiäïðè¹ìñòâàõ A i B, âiäðiçíÿ¹òüñÿ çà ñâî¨ìè õàðàêòå-ðèñòèêàìè.17.30. Íåõàé H0: σ2/35,63 = 1, àëüòåðíàòèâà îäíî-ái÷íà: σ2/35,63 < 1. Âiäõèëåííÿ H0 íà êîðèñòü öi¹¨ àëü-òåðíàòèâè ñâiä÷èòèìå ïðî çìåíøåííÿ äèñïåðñi¨, ó ñóïðî-òèâíîìó ðàçi � íi. Çíà÷åííÿ s2/35,63 = 0,842 > 0,47 =
= χ2

0,95;14/14 = χ2
(1−α);(n−1)/(n − 1). Òîìó ãiïîòåçà H0 íåâiäõèëÿ¹òüñÿ. Åêñïåðèìåíò íå äà¹ ïiäñòàâ ñòâåðäæóâà-òè, ùî äèñïåðñiÿ çà ðàõóíîê òåõíîëîãi÷íèõ çìií ïðîöåñóçìåíøèëàñÿ (ïîïðè ñïîäiâàííÿ ¨õ àâòîðiâ).17.31. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = 3,5 > 2,10 = t0,025;18 = tα;n+m−2(ó ðîçðàõóíêàõ çíà÷åííÿ |t| ó ìiêðîìåòðàõ áóëè ïåðåâåäå-íi ó ìiëiìåòðè). Òîìó ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ. Åêñïåðè-ìåíò äà¹ ïiäñòàâè ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðîòÿãîì çàäàíîãîiíòåðâàëó ÷àñó âiäáóëèñÿ çìiíè ó ðiâíi íàëàãîäæåííÿ âåð-ñòàòà.17.32. Îñêiëüêè ðå¹ñòðó¹òüñÿ òåìïåðàòóðà ïðàâî¨ iëiâî¨ øèí äëÿ îäíîãî é òîãî ñàìîãî àâòîáóñà, òî âèáið-êè íå ¹ íåçàëåæíèìè (à îòæå, íå ìîæíà êîðèñòóâàòè-ñÿ êðèòåði¹ì äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî ðiâíiñòü ñåðåä-íiõ), òîìó ðîçãëÿäàòèìåìî ðiçíèöþ ζ = η − ξ òåìïåðà-òóð, ñêàæiìî, ïðàâî¨ i ëiâî¨ øèí. Ùîäî ñåðåäíüîãî a ði-çíèöi ζ âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: a = 0, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = |ξ̄|

/
s√
n

= 2,16. Òàêèì ÷èíîì,
|t| = 2,16 < 2,20 = t0,025;11 = tα;n+m−2. Òîìó ãiïîòåçà H0íå âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñòi), ùî ñâiä÷èòüïðî íåñóòò¹âó ðiçíèöþ òåìïåðàòóðè, äî ÿêî¨ íàãðiâàþòüñÿïðàâà é ëiâà øèíè àâòîáóñà ïiä ÷àñ ðóõó.



21.17. Äî ãëàâè 17 50917.34. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà. Çíà÷åííÿ |t| = 0,916 < 2,015 = t0,05;5 =
= tα;n+m−2. Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Ïðèïó-ùåííÿ, ùî ñêëàä ãóìè íå âïëèâà¹ íà ¨¨ ìiöíiñòü, íå ñóïå-ðå÷èòü åêñïåðèìåíòîâi.17.35. �îçãëÿíåìî ðiçíèöþ ζ = η − ξ ìiæ äîâæèíîþçðàçêiâ ïiñëÿ âiäïàëþâàííÿ i äî íüîãî. (Êîðèñòóâàòèñÿêðèòåði¹ì Ñòüþäåíòà äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî ðiâíiñòüñåðåäíiõ íå ìîæíà, îñêiëüêè âèáiðêè íå ¹ íåçàëåæíèìè �âèìiðþ¹òüñÿ äîâæèíà îäíîãî é òîãî ñàìîãî çðàçêà äî âiä-ïàëþâàííÿ é ïiñëÿ íüîãî.) Âiäíîñíî ñåðåäíüîãî a ðiçíèöi
ζ âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0: a = 0, àëüòåðíàòèâà äâîái÷íà:
a > 0 àáî a < 0. Çíà÷åííÿ |t| = 2,14 < 2,262 = t0,025;9.Òîìó ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Åêñïåðèìåíò íå äà¹ïiäñòàâ ãîâîðèòè ïðî çìiíó äîâæèíè çðàçêiâ âèðîáiâ ïiñ-ëÿ ¨õíüîãî âiäïàëþâàííÿ.17.36.Òî÷íiñòü ðîáîòè âåðñòàòà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ äèñ-ïåðñi¹þ i ç ÷àñîì íå çðîñòà¹ (à äèñïåðñiÿ âiäïîâiäíî íåçìåíøó¹òüñÿ). Ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïî-òåç ïðèïóùåííÿ ïðî íåçìiííiñòü òî÷íîñòi ðîáîòè âåðñòà-òà �îðìóëþ¹òüñÿ ÿê ãiïîòåçà H0: σ2ξ/σ2η = 1, àëüòåðíà-òèâà îäíîái÷íà: σ2ξ/σ2η < 1. Çíà÷åííÿ s2ξ/s

2
η = 0,51 >

> 0,31 = 1/F0,05;9;9 = 1/Fα;(m−1);(n−1). Òîìó íóëüîâà ãi-ïîòåçà íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ââàæàòè,ùî òî÷íiñòü ðîáîòè âåðñòàòà íå çìåíøèëàñÿ (õî÷à çíà÷å-ííÿ îöiíêè äèñïåðñi¨ é çðîñëî ç s2ξ = 4,4ìêì2 äî s2η =

= 8,6ìêì2, àëå öå äîïóñòèìå çáiëüøåííÿ äèñïåðñi¨).17.37. �îçãëÿäàòèìåìî ðiçíèöþ ζ = η − ξ ìiæ òðè-âàëiñòþ çíåáîëþâàëüíî¨ äi¨ ïðåïàðàòiâ B i A. (Ó äàíîìóðàçi êîðèñòóâàòèñÿ êðèòåði¹ì Ñòüþäåíòà äëÿ ïåðåâiðêèãiïîòåçè H0: aξ = aη íå ìîæíà, îñêiëüêè âèáiðêè íå ¹íåçàëåæíèìè.) Ùîäî ñåðåäíüîãî a ðiçíèöi ζ âèñóâà¹òüñÿãiïîòåçà H0: a = 0, ïðè öüîìó ó âèïàäêó 1◦ (çà âiäñóòíîñòiàïðiîðíî¨ ií�îðìàöi¨ ïðî å�åêòèâíiñòü ïðåïàðàòiâ) àëü-òåðíàòèâà äâîái÷íà: a < 0 àáî a > 0; à ó âèïàäêó 2◦, êîëèâiäîìî, ùî B ìà¹ íå ìåíøó �àðìàêîëîãi÷íó àêòèâíiñòüíiæ A, àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà: a > 0. Äàëi, t = ζ̄
/

s√
n
=

= 2,43; |t| = 2,43 > 2,365 = t0,025;7 = tα;n−1. Òîìó ó âèïàä-



510 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiêó 1◦ ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5%-ìó ðiâíi çíà÷óùîñ-òi), ùî òðàêòó¹ìî ÿê ðiçíó �àðìàêîëîãi÷íó àêòèâíiñòüïðåïàðàòiâ B i A.Âiäõèëÿ¹òüñÿ ãiïîòåçà H0 i çà íàÿâíîñòi àïðiîðíî¨ ií-�îðìàöi¨ (�àðìàêîëîãi÷íà àêòèâíiñòü B íå ìåíøà íiæ A),îñêiëüêè t = 2,43 > 1,895 = t0,05;7. Öå ñâiä÷èòü íà êîðèñòüáiëüøî¨ �àðìàêîëîãi÷íî¨ àêòèâíîñòi ïðåïàðàòó B ïîðiâ-íÿíî ç A.17.38. Íóëüîâà ãiïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâàäâîái÷íà: aξ < aη àáî aξ > aη. Çíà÷åííÿ |t| = 1,14 <
< 2,179 = t0,025;12. Òîìó ãiïîòåçà íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Åêñ-ïåðèìåíò íå âèÿâèâ iñòîòíî¨ ðiçíèöi ìiæ ðåçóëüòàòàìè,äîáóòèìè ðiçíèìè îïåðàòîðàìè.21.18 Äî ãëàâè 18Ïðèêëàäè iíòåðïðåòàöi¨ íåâiäõèëåííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòå-çè, âiäõèëåííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòåçè íà êîðèñòü òi¹¨ ÷è iíøî¨àëüòåðíàòèâè ìîæíà çíàéòè ó ðîçâ'ÿçàííÿõ i âêàçiâêàõäî çàäà÷ ãë. 17.18.7.Ùîá çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ óìîâè νi·ν·j/n ≥ 10äëÿ âñiõ i, j, íå âèêëþ÷åíî, ùî îçíàêè D i E íåîáõiäíîáóäå îá'¹äíàòè â îäíó îçíàêó S � íåäîñòàòíüî ðîçâèíåíèéàáî ðîçóìîâî âiäñòàëèé.18.8. Ìîæíà çàïðîïîíóâàòè äâi ìîäåëi: ó ïåðøié �ìîíåòè ñèìåòðè÷íi, ó äðóãié � ií�îðìàöiÿ ïðî ñèìåòðè-÷íiñòü âiäñóòíÿ. Â îñòàííié ìîäåëi ãiïîòåòè÷íèé ðîçïîäiëçàëåæèòü âiä íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà, ÿêèé íåîáõiäíî îöi-íèòè çà âèáiðêîþ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñ-òi. 18.9. Äèâ. âêàçiâêó äî çàäà÷i 18.8.18.19. Ôîðìàëüíî ãiïîòåçà ïðî íåçàëåæíiñòü ãëóõî-íiìîòè âiä ñòàòi �îðìóëþ¹òüñÿ ÿê ãiïîòåçà ïðî íåçàëå-æíiñòü îçíàê: ñòàòü i ãëóõîíiìîòà.Ñïî÷àòêó íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè òàáëèöþ ñïðÿæåíîñòiîçíàê. Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ 15 729 000+16 799 000 çíà÷åíü (çàêiëüêiñòþ æèòåëiâ Àíãëi¨ é Óåëüñó) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
(ξ, η), äå ξ � ñòàòü (íàáóâà¹, íàïðèêëàä, çíà÷åííÿ 0 äëÿ



21.19. Äî ãëàâè 19 511æiíî÷î¨ ñòàòi i 1 äëÿ ÷îëîâi÷î¨), η � íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 1,ÿêùî ëþäèíà ãëóõîíiìà i 0 � ó ñóïðîòèâíîìó ðàçi.18.22. Ùîá çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ óìîâè
νi·ν·j/n ≥ 10äëÿ âñiõ i, j, íå âèêëþ÷åíî, ùî äâi îçíàêè: F i G (àáîäâi îçíàêè: �çàäîâiëüíî� i �äóæå ïîãàíî�) íåîáõiäíî áóäåîá'¹äíàòè â îäíó.18.25. �iïîòåçà H0: ÷èñëî ïîÿâ (1, 1) íà 100 ïàð ìà¹ïóàññîíiâ ðîçïîäië.18.27. Íå âèêëþ÷åíî, ùî ÿêiñü îçíàêè íåîáõiäíî áó-äå îá'¹äíàòè â îäíó (äèâ., íàïðèêëàä, âêàçiâêó äî çàäà-÷i 18.7).18.30. Äèâ. âêàçiâêó äî çàäà÷i 18.8.18.36. ßêùî òåëåïàò äóìêè íå ÷èòà¹, òî éìîâiðíiñòüïðàâèëüíî ïðî÷èòàòè çàäóìàíó öè�ðó äîðiâíþ¹ 1/10,i êiëüêiñòü ξ ïðàâèëüíî ïðî÷èòàíèõ öè�ð ó ñåði¨ ç n ñïî-ñòåðåæåíü ìà¹ áiíîìíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè (n; 1/10):

P{ξ = k} = Bn;1/10(k) = Ck
n

(
1

10

)k (

1− 1

10

)n−k

,

k = 0, 1, . . . , n.21.19 Äî ãëàâè 19Ïðèêëàäè iíòåðïðåòàöi¨ íåâiäõèëåííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòå-çè, ¨¨ âiäõèëåííÿ íà êîðèñòü òi¹¨ ÷è iíøî¨ àëüòåðíàòèâèìîæíà çíàéòè ó ðîçâ'ÿçàííÿõ i âêàçiâêàõ äî çàäà÷ ãë. 17.19.7. Íîìiíàëüíèé äiàìåòð øèéêè ðîáî÷î¨ ÷àñòèíèñâåðäëà ñòàíîâèòü 9,8 ìì, àëå ó ïðîöåñi âèðîáíèöòâà âè-õîäèòü òå, ùî âèõîäèòü (äèâ. âèáiðêó), iíøîãî â ïðèíöèïiíå ìîæå áóòè � äóæå âæå áàãàòî âèïàäêîâèõ (íåêîíòðî-ëüîâàíèõ) �àêòîðiâ âïëèâà¹ íà êiíöåâèé ðåçóëüòàò. Òîìóâèìiðþâàííÿ äiàìåòðiâ øèéîê 20 ñâåðäåë, êîæåí ç ÿêèõìà¹ äîðiâíþâàòè 9,8 ìì, äàþòü íå îäíå ÷èñëî 9,8, à ðåà-ëiçàöiþ âèáiðêè äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ, ÿêó ìè éíàçèâà¹ìî äiàìåòðîì øèéêè ñâåðäëà.



512 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiÑòîñîâíî ðîçïîäiëó çíà÷åíü äiàìåòðà øèéêè ñâåðäëàïðèéìà¹ìî öiëêîì ïðèðîäíå ïðèïóùåííÿ: ζ � íîðìàëüíîðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà (òåîðåòè÷íèì îá ðóí-òóâàííÿì öüîãî ïðèïóùåííÿ, ÿêå ó áiëüøîñòi ñèòóàöiéñïðàâäæó¹òüñÿ, ¹ öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà). Íîð-ìàëüíèé ðîçïîäië Na;σ2 âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà ïàðàìåòðà-ìè: a i σ2; éîãî �óíêöiÿ ðîçïîäiëó
Na;σ2(x) =

1√
2πσ2

x∫

−∞

exp

{

−(t− a)2

2σ2

}

dt.Îñêiëüêè íîìiíàëüíèé äiàìåòð øèéêè ñâåðäëà 9,8 ìì,òî a = 9,8. Âèìîãà �íîðìà âiäõîäó çà òåõíi÷íîãî äîïóñêó
0,05 ìì ìà¹ ñòàíîâèòè 1%� îçíà÷à¹, ùî

P{9, 75 ≤ ζ ≤ 9, 85} = 0, 99.Îñòàííþ ðiâíiñòü, ç óðàõóâàííÿì ïðèïóùåííÿ ïðî íîð-ìàëüíiñòü ðîçïîäiëó ζ, ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:
1√
2πσ2

9,85∫

9,75

exp

{

−(t− 9, 8)2

2σ2

}

dt = 0, 99,à ïiñëÿ çàìiíè (t− 9, 8)/σ = u òàê:
1√
2π

0,05/σ∫

−0,05/σ

exp

{

−u
2

2

}

du = 0, 99,àáî
1√
2π

0,05/σ∫

0

exp

{

−u
2

2

}

du = 0, 495.Çà òàáëèöåþ 22.1.1 íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó çíàõîäèìî
0, 05/σ = 2, 575, σ = 0, 02. Òàêèì ÷èíîì, �óíêöiÿ ãiïî-



21.20. Äî ãëàâè 20 513òåòè÷íîãî ðîçïîäiëó äiàìåòðà øèéêè ñâåðäëà ìà¹ âèãëÿä
Na;σ2(x) =

1√
2π

(x−a)/σ∫

−∞

exp

{

−u
2

2

}

du.Çàëèøèëîñÿ, ñêîðèñòàâøèñü êðèòåði¹ì À. Ì. Êîëìî-ãîðîâà, ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó H0: äiàìåòð øèéêè ñâåðäëàìà¹ ðîçïîäië Na;σ2 ; a = 9, 8, σ2 = 0, 0004.19.16. Ïîêàçè ãîäèííèêiâ çàïèñàòè â ãîäèíàõ.19.26. Âèïàäêîâó âåëè÷èíó si ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
si =

16∑

k=0

ε
(i)
k ,äå ε(i)k , k = 0, 1, . . . , 16, � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíiâèïàäêîâi âåëè÷èíè, ðîçïîäiëîì êîæíî¨ ç ÿêèõ ¹

P{ε(i)k = j} = 1/2, j = 0, 1.Çãiäíî ç öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ, íîðìîâàíàñóìà íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âå-ëè÷èí (çi ñêií÷åíèìè äèñïåðñiÿìè) ìà¹ ðîçïîäië, áëèçü-êèé äî N0;1-ðîçïîäiëó. Çàçíà÷èìî, ùî
Msi =M

16∑

k=0

ε
(i)
k = 8, Dsi = D

16∑

k=0

ε
(i)
k = 4,òîìó

si −Msi√
Dsi

=
si − 8

2
.19.27. Àëüòåðíàòèâà îäíîái÷íà.19.28. Äèâ. çàäà÷ó 19.25.



514 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi21.20 Äî ãëàâè 2020.1. Îöiíêè α̂ = 73,98; β̂ = 3,85; σ̂2 = 59,44. Äîâið-÷èìè iíòåðâàëàìè äëÿ ïàðàìåòðiâ ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñ-òi 0,90 ¹: (71,15; 76,80) äëÿ ïàðàìåòðà α; (2,06; 5,64) äëÿïàðàìåòðà β; (42,06; 115,6) äëÿ ïàðàìåòðà σ2.�iâíÿííÿ ðåãðåñi¨
y = 73,98 + 3,85(x− 10,53).Çíà÷åííÿ |t| = 3,689 > 1,717 = t0,05;22, òîìó çãiäíî ç(20.1.6) ãiïîòåçà H0: β = 0 âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5% ðiâíi çíà-÷óùîñòi). �åãðåñiÿ çíà÷óùà.Ïåðåâiðêà àäåêâàòíîñòi ðåãðåñi¨: ìà¹ìî n1 = 1, n2 =

= 1, n3 = 2, . . . , n19 = 1; n = 24, k = 19; s21 = 129,84; s22 =
= 45,72; çíà÷åííÿ s22/s21 = 0,35 < Fγ;k−2;n−k = F0,05;17;5 =
= 4,59, òîìó ãiïîòåçà ïðî àäåêâàòíîñòü íå âiäõèëÿ¹òüñÿ.20.2. Îöiíêè α̂ = 13,11; β̂ = 0,74; σ̂2 = 20,57. Äîâið-÷èìè iíòåðâàëàìè äëÿ ïàðàìåòðiâ ç êîå�iöi¹íòîì íàäié-íîñòi 0,90 ¹: (12,01; 14,21) äëÿ ïàðàìåòðà α; (0,61; 0,87)äëÿ ïàðàìåòðà β; (15,78; 31,08) äëÿ ïàðàìåòðà σ2.�iâíÿííÿ ðåãðåñi¨

s = 13,11 + 0,74(v − 24,78).Çíà÷åííÿ |t| = 9,661 > 1,677 = t0,05;48, òîìó çãiäíî ç(20.1.6) ãiïîòåçà H0: β = 0 âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5% ðiâíi çíà-÷óùîñòi). �åãðåñiÿ çíà÷óùà.Ùîá ïåðåâiðèòè àäåêâàòíiñòü ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨, îá÷èñ-ëèìî
s21 =

1

n− k

k∑

j=1

nj∑

ν=1

(sj;ν − s̄j)
2,

s22 =
1

k − 2

k∑

j=1

nj(s̄j − (α̂+ β̂(vj − v̄))2,

s̄j =
1

nj

nj∑

ν=1

sj;ν, j = 1, 2, . . . , k, n =
k∑

j=1

nj, v̄ =
1

n

n∑

i=1

vi.



21.19. Äî ãëàâè 20 515Ó çàäà÷i
n = 50, k = 19, n1 = 2, n2 = 2, n3 = 1, . . . , n19 = 1.

s21 = 20,31; s22 = 23,55; s22/s
2
1 = 1,16;

1,16 = s22/s
2
1 < Fγ;k−2;n−k = F0,05;17;31 = 1,96.Òîìó çãiäíî ç (20.1.18) ãiïîòåçà ïðî àäåêâàòíiñòü îïèñàí-íÿ ëiíiéíîþ ìîäåëëþ çàëåæíîñòi òîðìîçíîãî øëÿõó s àâ-òîìîáiëÿ âiä øâèäêîñòi v íå âiäõèëÿ¹òüñÿ.20.3. Îöiíêè α̂ = 95,42; β̂ = 1,87; σ̂2 = 97,36. Äîâið-÷èìè iíòåðâàëàìè äëÿ ïàðàìåòðiâ ç êîå�iöi¹íòîì íàäié-íîñòi 0,90 ¹: (90,08; 100,76) äëÿ ïàðàìåòðà α; (0,92; 2,82)äëÿ ïàðàìåòðà β; (64,31; 276,35) äëÿ ïàðàìåòðà σ2.�iâíÿííÿ ðåãðåñi¨

y = 95,42 + 1,87(x− 7,46).Çíà÷åííÿ |t| = 3,55 > 1,796 = t0,05;11, òîìó çãiäíî ç (20.1.6)ãiïîòåçà H0: β = 0 âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5% ðiâíi çíà÷óùîñòi).�åãðåñiÿ çíà÷óùà.Ïåðåâiðêà àäåêâàòíîñòi ðåãðåñi¨. Ìà¹ìî n1 = 3, n2 =
= 1, n3 = 1, . . . , n7 = 1; n = 13, k = 7; s21 = 101, 17; s22 =
= 48, 83; s22/s21 = 0, 48 < Fγ;k−2;n−k = F0,05;5;6 = 4,39, òîìóãiïîòåçà ïðî àäåêâàòíiñòü íå âiäõèëÿ¹òüñÿ.20.4. Îöiíêè α̂ = −1,10; β̂ = −0,59; σ̂2 = 0,75. Äîâið-÷èìè iíòåðâàëàìè äëÿ ïàðàìåòðiâ ç êîå�iöi¹íòîì íàäié-íîñòi 0,90 ¹: (−1,31;−0,90) äëÿ ïàðàìåòðà α; (−0,73;−0,45)äëÿ ïàðàìåòðà β; (0,58; 1,12) äëÿ ïàðàìåòðà σ2.�iâíÿííÿ ðåãðåñi¨

T = −1,10− 0,59(Ca − 4,09).Çíà÷åííÿ |t| = 7,19 > 1,676 = t0,05;50, òîìó çãiäíî ç (20.1.6)ãiïîòåçà H0: β = 0 âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5% ðiâíi çíà÷óùîñòi).�åãðåñiÿ çíà÷óùà. �åãðåñiÿ àäåêâàòíà.Ïåðåâiðêà àäåêâàòíîñòi ðåãðåñi¨: ìà¹ìî n1 = 2, n2 =
= 1, n3 = 1, . . . , n34 = 3; n = 52, k = 34; s21 = 0,87; s22 =
= 0,73; s22/s21 = 0,84 < 2,19 = Fγ;k−2;n−k = F0,05;32;18,



516 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiòîìó ãiïîòåçà ïðî àäåêâàòíiñòü îïèñàííÿ ëiíiéíîþ ìîäåë-ëþ çàëåæíîñòi çíà÷åííÿ T äåíñèòîìåòðè÷íîãî àíàëiçó âiäêiëüêîñòi Ca, ùî âèâîäèòüñÿ, íå âiäõèëÿ¹òüñÿ.Âiäïîâiäíî äî ðiâíÿííÿ ðåãðåñi¨ çíà÷åííþ T = −2 (ìå-æi ìiæ ñåðåäíüîþ i òÿæêîþ �îðìîþ îñòåîïåíi¨) âiäïîâi-äà¹ çíà÷åííÿ 5,7 ììîëü/ë Ca. Òîìó êîëè Ca>5,7 (êàëü-öiþ âèâîäèòüñÿ áiëüøå íiæ 5,7 îäèíèöü) ñòóïiíü îñòåîïå-íi¨ ïðèðîäíî êëàñè�iêóâàòè ÿê òÿæêèé.20.7. Îöiíêè α̂ = 13,425; β̂ = 0,078; σ̂2 = 1,648. Äî-âið÷èìè iíòåðâàëàìè ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi 0,90 ¹:(12,90; 13,95) äëÿ ïàðàìåòðà α; (0,061; 0,096) äëÿ ïàðà-ìåòðà β; (1,141; 3,509) äëÿ ïàðàìåòðà σ2.�iâíÿííÿ ðåãðåñi¨
ŷ = 13,425 + 0,078(x − 67).Çíà÷åííÿ |t| = 7, 737 > 1, 734 = t0,05;18, òîìó çãiäíî ç(20.1.6) ãiïîòåçà H0: β = 0 âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5% ðiâíi çíà-÷óùîñòi). �åãðåñiÿ çíà÷óùà.20.9. Îöiíêè α̂ = 2125, 28; β̂ = 0, 97; σ̂2 = 2826, 22.Äîâið÷èìè iíòåðâàëàìè ç êîå�iöi¹íòîì íàäiéíîñòi 0,90äëÿ ïàðàìåòðà α ¹: (2102,07; 2148,48); äëÿ ïàðàìåòðà β¹ (0,93; 1,02); äëÿ ïàðàìåòðà σ2 ¹ (1934,29; 6390,95).�iâíÿííÿ ðåãðåñi¨
y = 2125,28 + 0,97(x− 2165).Çíà÷åííÿ |t| = 38,74 > 1,746 = t0,05;16, òîìó çãiäíî ç(20.1.6) ãiïîòåçà H0 : β = 0 âiäõèëÿ¹òüñÿ (íà 5% ðiâíiçíà÷óùîñòi). �åãðåñiÿ çíà÷óùà.



21.20. Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè 51721.21 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ðîáîòè Çàâäàííÿ 1Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò.Äèñêðåòíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòiðÂàðiàíò Çàäà÷à1 1.10 2.15 2.11 3.14 3.36 4.2 4.172 1.14 2.14 2.12 3.13 3.37 4.3 4.183 1.15 2.13 2.15 3.12 3.36 4.4 4.194 1.19 2.12 2.24 3.11 3.4 4.5 4.205 1.20 2.10 2.23 3.9 3.32 4.6 4.216 1.22 2.9 2.22 3.8 3.28 4.7 4.227 1.24 2.8 2.21 3.7 3.27 4.8 4.238 1.25 2.7 2.20 3.6 3.25 4.9 4.249 1.23 2.5 2.19 3.5 3.21 4.10 4.2510 1.33 2.4 2.18 3.3 3.20 4.12 4.1911 1.37 2.3 2.17 3.2 3.16 4.13 4.2312 1.39 2.2 2.16 3.1 3.15 4.16 4.12Çàâäàííÿ 2Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà,¨¨ ðîçïîäië i ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêèÂàðiàíò Çàäà÷à1 5.3 5.8(1à) 5.10(3à) 5.28 6.1 6.322 5.4 5.8(1á) 5.11 5.29 6.2 6.313 5.5 5.8(1â) 5.12 5.30 6.3 6.28(1)4 5.6 5.8(2à) 5.13 5.31 6.4 6.275 5.7 5.8(2á) 5.14 5.32 6.5 6.216 5.19 5.8(2â) 5.15 5.34(à) 6.6 6.207 5.20 5.8(2ã) 5.16 5.34(á) 6.7 6.188 5.21 5.8(2ä) 5.18 5.38 6.8 6.179 5.22 5.8(2å) 5.19 5.39 6.9 6.1610 5.23 5.8(3à) 5.8(2¹) 5.40(1) 6.10 6.3011 5.24 5.8(3á) 5.8(2æ) 5.40(2) 6.11 6.28(2)12 5.27 5.8(3â) 5.8(2ç) 5.39 6.12 6.28(3)



518 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiÇàâäàííÿ 3Àêñiîìàòèêà òåîði¨ éìîâiðíîñòåéÂàðiàíò Çàäà÷à1 7.1 7.7 7.15(1) 7.182 7.2 7.8 7.17 7.193 7.3 7.9 7.15(3) 7.204 7.4 7.10 7.15(4) 7.295 7.5 7.7 7.15(5) 7.306 7.6 7.8 7.15(1) 7.317 7.1 7.9 7.15(2) 7.328 7.2 7.10 7.15(3) 7.219 7.3 7.7 7.15(4) 7.2210 7.4 7.8 7.15(2) 7.3011 7.5 7.9 7.16 7.3112 7.6 7.10 7.17 7.32Çàâäàííÿ 4�åîìåòðè÷íi éìîâiðíîñòiÂàðiàíò Çàäà÷à1 8.3(1) 8.4(1) 8.6 8.18 8.332 8.3(2) 8.4(2) 8.7 8.17 8.15(3)3 8.3(3) 8.4(3) 8.5 8.19 8.13(2)4 8.3(4) 8.4(6) 8.8 8.20 8.185 8.3(5) 8.4(7) 8.9 8.23 8.196 8.3(6) 8.4(8) 8.10 8.25 8.207 8.3(7) 8.4(9) 8.11 8.26 8.238 8.3(8) 8.4(11) 8.12 8.28 8.259 8.2(1) 8.4(13) 8.13(1) 8.24 8.2810 8.2(2) 8.4(14) 8.14 8.30 8.1611 8.2(3) 8.4(15) 8.15(1) 8.31 8.612 8.2(4) 8.4(16) 8.15(2) 8.34 8.7



21.20. Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè 519Çàâäàííÿ 5Âèïàäêîâà âåëè÷èíà i ¨¨ ðîçïîäiëÂàðiàíò Çàäà÷à1 9.1 9.12 9.23 9.332 9.2 9.11 9.24(1) 9.343 9.3 9.13 9.24(2) 9.35(1)4 9.4(1,2) 9.14 9.25(1) 9.35(2)5 9.4(3,4) 9.15 9.25(2) 9.366 9.4(5,6) 9.16 9.26(1) 9.377 9.5 9.17 9.26(2) 9.388 9.6 9.18 9.27 9.399 9.7 9.19 9.28 9.4010 9.8 9.20 9.29 9.4111 9.9 9.21 9.30 9.4212 9.10 9.22 9.32 9.43Çàâäàííÿ 6Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíèÂàðiàíò Çàäà÷à1 10.1(1) 10.10 10.19(1à) 10.21 10.312 10.1(2) 10.11 10.19(1á) 10.22(1) 10.323 10.2 10.12 10.19(2à) 10.23(1) 10.334 10.3(1,2) 10.13 10.19(2á) 10.23(2) 10.345 10.3(3,4) 10.14 10.19(3à) 10.24(1) 10.356 10.4 10.15 10.19(3á) 10.24(2) 10.217 10.5 10.16(1) 10.19(4à) 10.24(3) 10.23(1)8 10.6(1,2) 10.16(2) 10.19(4á) 10.25 10.23(2)9 10.6(3,4) 10.16(3) 10.20(1à) 10.26 10.3110 10.7 10.17(1) 10.20(2á) 10.27 10.3211 10.8 10.17(2) 10.20(3à) 10.28 10.22(1)12 10.9 10.17(3) 10.20(4á) 10.29 10.22(2)



520 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiÇàâäàííÿ 7ÇãîðòêàÂàðiàíò Çàäà÷à1 11.1 11.10(1) 11.162 11.2(1) 11.10(2) 11.173 11.2(2) 11.8 11.164 11.2(3) 11.6 11.195 11.2(4) 11.11(1) 11.206 11.3 11.11(2) 11.97 11.4(1) 11.11(3) 11.188 11.4(2) 11.12 11.59 11.4(3) 11.13(1) 11.1810 11.4(4) 11.13(2) 11.1911 11.4(5) 11.14 11.2012 11.4(6) 11.15 11.7Çàâäàííÿ 8Çáiæíiñòü ðîçïîäiëiâ.Õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿÂàðiàíò Çàäà÷à1 12.1 12.9(1) 13.1 13.16 13.232 12.2 12.9(2) 13.2 13.15 13.243 12.3 12.10 13.3 13.13 13.254 12.4 12.11 13.4 13.17 13.265 12.5 12.12 13.5 13.18 13.76 12.6 12.13 13.6 13.19 13.97 12.7(1) 12.14 13.7 13.20 13.268 12.7(2) 12.3 13.8 13.17 13.259 12.7(3) 12.9(1) 13.9 13.18 13.2410 12.7(4) 12.9(2) 13.10 13.19 13.2311 12.7(5) 12.10 13.11 13.20 13.1912 12.8 12.11 13.12 13.22 13.18



21.20. Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè 521Çàâäàííÿ 9Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ.Íåçìiùåíi îöiíêè. Ñïðîìîæíi îöiíêè.Îöiíêè ç ìiíiìàëüíîþ äèñïåðñi¹þÂàðiàíò Çàäà÷à1 14.1 14.2 14.3 14.402 14.4 14.5 14.6 14.413 14.7 14.8 14.9 14.424 14.10 14.11 14.12 14.435 14.13 14.14 14.15 14.446 14.16 14.17 14.18 14.457 14.19 14.20 14.21 14.468 14.22 14.23 14.24 14.479 14.25 14.26 14.27 14.4810 14.28 14.29 14.30 14.4911 14.31 14.32 14.33 14.4012 14.34 14.35 14.36 14.41Çàâäàííÿ 10Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîêÂàði- Çàäà÷à Âàði- Çàäà÷ààíò àíò1 15.1 15.2 15.3 15.4 7 15.25 15.26 15.27 15.282 15.5 15.6 15.7 15.8 8 15.29 15.30 15.31 15.323 15.9 15.10 15.11 15.12 9 15.33 15.34 15.35 15.564 15.13 15.14 15.15 15.16 10 15.37 15.38 15.39 15.405 15.17 15.18 15.19 15.20 11 15.41 15.42 15.43 15.446 15.21 15.22 15.23 15.24 12 15.45 15.46 15.47 15.48Çàâäàííÿ 11Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç.Êðèòåðié, �óíêöiÿ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþÂàðiàíò Çàäà÷à Âàðiàíò Çàäà÷à1 16.1 16.2 7 16.13 16.142 16.3 16.4 8 16.15 16.163 16.5 16.6 9 16.17 16.184 16.7 16.8 10 16.19 16.205 16.9 16.10 11 16.21 16.106 16.11 16.12 12 16.5 16.10



522 �ëàâà 21. �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäiÇàâäàííÿ 12Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðèíîðìàëüíîãî ðîçïîäiëóÂàðiàíò Çàäà÷à Âàðiàíò Çàäà÷à1 17.1 17.2 17.3 7 17.19 17.20 17.262 17.4 17.5 17.6 8 17.22 17.23 17.243 17.7 17.8 17.9 9 17.25 17.21 17.274 17.10 17.11 17.12 10 17.28 17.29 17.305 17.13 17.14 17.15 11 17.31 17.32 17.336 17.16 17.17 17.18 12 17.34 17.35 17.36Çàâäàííÿ 13Êðèòåðié χ2Âàði- Çàäà÷à Âàði- Çàäà÷ààíò àíò1 18.1 18.2 18.3 18.4 8 18.29 18.30 18.31 18.322 18.5 18.6 18.7 18.8 9 18.33 18.34 18.35 18.363 18.9 18.10 18.11 18.12 10 18.37 18.38 18.39 18.404 18.13 18.14 18.15 18.16 11 18.41 18.42 18.43 18.485 18.17 18.18 18.19 18.20 12 18.45 18.46 18.47 18.486 18.21 18.22 18.23 18.24 13 18.49 18.50 18.51 18.527 18.25 18.26 18.27 18.28 14 18.54 18.53 18.56 18.55Çàâäàííÿ 14Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨: êðèòåðiéÀ. Ì. Êîëìîãîðîâà, êðèòåðié Âiëêîêñîíà,êðèòåðié çíàêiâÂàðiàíò Çàäà÷à Âàðiàíò Çàäà÷à1 19.2 19.1 19.3 7 19.19 19.20 19.212 19.4 19.5 19.6 8 19.22 19.23 19.243 19.7 19.8 19.9 9 19.25 19.26 19.274 19.10 19.11 19.12 10 19.28 19.29 19.305 19.13 19.14 19.15 11 19.31 19.32 19.216 19.16 19.17 19.18 12 19.34 19.35 19.36



�ëàâà 22Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ñòàòèñòèêèÓ öié ãëàâi âìiùåíî âñi íåîáõiäíi äëÿ ðîáîòè ç ïiäðó÷-íèêîì òàáëèöi. Çîêðåìà, íàâåäåíî êâàíòèëi, âåðõíi ìåæi(êðèòè÷íi çíà÷åííÿ) îñíîâíèõ ðîçïîäiëiâ ìàòåìàòè÷íî¨ñòàòèñòèêè: ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî, Ñòüþäåíòà, Ôi-øåðà, χ2-ðîçïîäiëó.Íåõàé F � àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ðîçïîäië. Äëÿ êîæ-íîãî β ∈ (0; 1) ÷èñëî xβ, ÿêå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
F (xβ) = β,àáî, ùî òå ñàìå, F ((−∞, xβ)) = β, íàçèâà¹òüñÿ β-êâàí-òèëåì ðîçïîäiëó F .Äëÿ êîæíîãî α ∈ (0; 1) ÷èñëî zα, ÿêå ¹ ðîçâ'ÿçêîìðiâíÿííÿ

1− F (zα) = α,àáî, ùî òå ñàìå, F ([zα,+∞)) = α, íàçèâàòèìåìî âåðõíüîþ
α-ìåæåþ (âåðõíüîþ 100α-âiäñîòêîâîþ ìåæåþ, 100α-âiä-ñîòêîâîþ òî÷êîþ, 100α-êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì) ðîçïîäi-ëó F .Î÷åâèäíî, âåðõíÿ α-ìåæà zα ðîçïîäiëó F i éîãî
(1− α)-êâàíòèëü ñïiâïàäàþòü: x1−α = zα.

523



524 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè22.1 Íîðìàëüíèé ðîçïîäiëÇíà÷åííÿ �óíêöi¨ Φ(t) íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïà-ðàìåòðàìè (0;1) (êâàíòèëi íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó) íàâå-äåíî ó òàáë. 22.1.1; äëÿ çàäàíèõ t òàáóëüîâàíi çíà÷åííÿ�óíêöi¨
N0;1(t) = Φ(t) =

1√
2π

t∫

−∞

exp

{

−s
2

2

}

ds.Äëÿ êîæíîãî t çíà÷åííÿ N0;1(t) ÷èñåëüíî äîðiâíþ¹ ïëîùiçàøòðèõîâàíî¨ íà ðèñ. 22.1.1 �iãóðè.
xt0

f(x)

N      (t)0;1�èñ. 22.1.1: Äî îçíà÷åííÿ êâàíòèëÿ íîðìàëüíîãîðîçïîäiëó; f(x) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó N0;1Çíà÷åííÿ Na;σ2(x) � �óíêöi¨ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó çïàðàìåòðàìè (a;σ2) � îá÷èñëþ¹òüñÿ çà çíà÷åííÿìè òàáó-ëüîâàíî¨ �óíêöi¨ N0;1(x) = Φ(x) íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëóç ïàðàìåòðàìè (0; 1) òàê:
Na;σ2(x) = Φ

(
x− a

σ

)

.



22.1. Íîðìàëüíèé ðîçïîäië 525Òà á ë è ö ÿ 22.1.1. Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ Φ(t)
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

−0,0 ,5000 ,4960 ,4920 ,4880 ,4840 ,4801 ,4761 ,4721 ,4681 ,4641
−0,1 ,4602 ,4562 ,4522 ,4483 ,4443 ,4404 ,4364 ,4325 ,4286 ,4247
−0,2 ,4207 ,4168 ,4129 ,4090 ,4052 ,4013 ,3974 ,3936 ,3897 ,3859
−0,3 ,3821 ,3783 ,3745 ,3707 ,3669 ,3632 ,3594 ,3557 ,3520 ,3483
−0,4 ,3446 ,3409 ,3372 ,3336 ,3300 ,3264 ,3228 ,3192 ,3156 ,3121
−0,5 ,3085 ,3050 ,3015 ,2981 ,2946 ,2912 ,2877 ,2843 ,2810 ,2776
−0,6 ,2743 ,2709 ,2676 ,2643 ,2611 ,2578 ,2546 ,2514 ,2483 ,2451
−0,7 ,2420 ,2389 ,2358 ,2327 ,2297 ,2266 ,2236 ,2206 ,2177 ,2148
−0,8 ,2119 ,2090 ,2061 ,2033 ,2005 ,1977 ,1949 ,1922 ,1894 ,1867
−0,9 ,1841 ,1814 ,1788 ,1762 ,1736 ,1711 ,1685 ,1660 ,1635 ,1611
−1,0 ,1587 ,1562 ,1539 ,1515 ,1492 ,1469 ,1446 ,1423 ,1401 ,1379
−1,1 ,1357 ,1335 ,1314 ,1292 ,1271 ,1251 ,1230 ,1210 ,1190 ,1170
−1,2 ,1151 ,1131 ,1112 ,1093 ,1075 ,1056 ,1038 ,1020 ,1003 ,0985
−1,3 ,0968 ,0951 ,0934 ,0918 ,0901 ,0885 ,0869 ,0853 ,0838 ,0823
−1,4 ,0808 ,0793 ,0778 ,0764 ,0749 ,0735 ,0721 ,0708 ,0694 ,0681
−1,5 ,0668 ,0655 ,0643 ,0630 ,0618 ,0606 ,0594 ,0582 ,0571 ,0559
−1,6 ,0548 ,0537 ,0526 ,0516 ,0505 ,0495 ,0485 ,0475 ,0465 ,0455
−1,7 ,0446 ,0436 ,0427 ,0418 ,0409 ,0401 ,0392 ,0384 ,0375 ,0367
−1,8 ,0359 ,0351 ,0344 ,0336 ,0339 ,0322 ,0314 ,0307 ,0301 ,0294
−1,9 ,0288 ,0281 ,0274 ,0268 ,0262 ,0256 ,0250 ,0244 ,0239 ,0233
−2,0 ,0228 ,0222 ,0217 ,0212 ,0207 ,0202 ,0197 ,0192 ,0188 ,0183
−2,1 ,0179 ,0174 ,0170 ,0166 ,0162 ,0158 ,0154 ,0150 ,0146 ,0143
−2,2 ,0139 ,0136 ,0132 ,0129 ,0125 ,0122 ,0119 ,0116 ,0113 ,0110
−2,3 ,0107 ,0104 ,0102 ,0099 ,0096 ,0094 ,0091 ,0089 ,0087 ,0084
−2,4 ,0082 ,0080 ,0078 ,0075 ,0073 ,0071 ,0069 ,0068 ,0066 ,0064
−2,5 ,0062 ,0060 ,0059 ,0057 ,0055 ,0054 ,0052 ,0051 ,0049 ,0048
−2,6 ,0047 ,0045 ,0044 ,0043 ,0041 ,0040 ,0039 ,0038 ,0037 ,0036
−2,7 ,0035 ,0034 ,0033 ,0032 ,0031 ,0030 ,0029 ,0028 ,0027 ,0026
−2,8 ,0026 ,0025 ,0024 ,0023 ,0023 ,0022 ,0021 ,0021 ,0020 ,0019
−2,9 ,0019 ,0018 ,0018 ,0017 ,0016 ,0016 ,0015 ,0015 ,0014 ,0014
t −3,0 −3,1 −3,2 −3,3 −3,4 −3,5 −3,6 −3,7 −3,8 −3,9

Φ(t) ,0013 ,0010 ,0007 ,0005 ,0003 ,0002 ,0002 ,0001 ,0001 ,0000



526 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêèÇàêií÷åííÿ òàáë. 22.1.1
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 90,0 ,5000 ,5040 ,5080 ,5120 ,5160 ,5199 ,5239 ,5279 ,5319 ,53590,1 ,5398 ,5438 ,5478 ,5517 ,5557 ,5596 ,5636 ,5675 ,5714 ,57530,2 ,5793 ,5832 ,5871 ,5910 ,5948 ,5987 ,6026 ,6064 ,6103 ,61410,3 ,6179 ,6217 ,6255 ,6293 ,6331 ,6368 ,6406 ,6443 ,6480 ,65170,4 ,6554 ,6591 ,6628 ,6664 ,6700 ,6736 ,6772 ,6808 ,6844 ,68790,5 ,6915 ,6950 ,6985 ,7019 ,7054 ,7088 ,7123 ,7157 ,7190 ,72240,6 ,7257 ,7291 ,7324 ,7357 ,7389 ,7422 ,7454 ,7486 ,7517 ,75490,7 ,7580 ,7611 ,7642 ,7673 ,7703 ,7734 ,7764 ,7794 ,7823 ,78520,8 ,7881 ,7910 ,7939 ,7967 ,7995 ,8023 ,8051 ,8078 ,8106 ,81330,9 ,8159 ,8186 ,8212 ,8238 ,8264 ,8289 ,8315 ,8340 ,8365 ,83891,0 ,8413 ,8438 ,8461 ,8485 ,8508 ,8531 ,8554 ,8577 ,8599 ,86211,1 ,8643 ,8665 ,8686 ,8708 ,8729 ,8749 ,8770 ,8790 ,8810 ,88301,2 ,8849 ,8869 ,8888 ,8907 ,8925 ,8944 ,8962 ,8980 ,8997 ,90151,3 ,9032 ,9049 ,9066 ,9082 ,9099 ,9115 ,9131 ,9147 ,9162 ,91771,4 ,9192 ,9207 ,9222 ,9236 ,9251 ,9265 ,9279 ,9292 ,9306 ,93191,5 ,9332 ,9345 ,9357 ,9370 ,9382 ,9394 ,9406 ,9418 ,9429 ,94411,6 ,9452 ,9463 ,9474 ,9484 ,9495 ,9505 ,9515 ,9525 ,9535 ,95451,7 ,9554 ,9564 ,9573 ,9582 ,9591 ,9599 ,9608 ,9616 ,9625 ,96331,8 ,9641 ,9649 ,9656 ,9664 ,9671 ,9678 ,9686 ,9693 ,9699 ,97061,9 ,9713 ,9719 ,9726 ,9732 ,9738 ,9744 ,9750 ,9756 ,9761 ,97672,0 ,9772 ,9778 ,9783 ,9788 ,9793 ,9798 ,9803 ,9808 ,9812 ,98172,1 ,9821 ,9826 ,9830 ,9834 ,9838 ,9842 ,9846 ,9850 ,9854 ,98572,2 ,9861 ,9864 ,9868 ,9871 ,9875 ,9878 ,9881 ,9884 ,9887 ,98902,3 ,9893 ,9896 ,9898 ,9900 ,9904 ,9906 ,9909 ,9911 ,9913 ,99162,4 ,9918 ,9920 ,9922 ,9925 ,9927 ,9929 ,9931 ,9923 ,9934 ,99362,5 ,9938 ,9940 ,9941 ,9943 ,9945 ,9946 ,9948 ,9949 ,9951 ,99522,6 ,9953 ,9955 ,9956 ,9957 ,9959 ,9960 ,9961 ,9962 ,9963 ,99642,7 ,9965 ,9966 ,9967 ,9968 ,9969 ,9970 ,9971 ,9972 ,9973 ,99742,8 ,9974 ,9975 ,9976 ,9977 ,9977 ,9978 ,9979 ,9979 ,9980 ,99812,9 ,9981 ,9982 ,9982 ,9983 ,9984 ,9984 ,9985 ,9985 ,9986 ,9986
t 3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9

Φ(t) ,9987 ,9990 ,9993 ,9995 ,9997 ,9998 ,9998 ,9999 ,9999 ,1000



22.2. �îçïîäië Ïiðñîíà 52722.2 �îçïîäië Ïiðñîíà�îçïîäiëîì Ïiðñîíà àáî χ2-ðîçïîäiëîì ç n ñòóïåíÿìèâiëüíîñòi (êîðîòêî χ2
n-ðîçïîäiëîì) íàçèâàòèìåìî ðîçïî-äië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
χ2
n =

n∑

i=1

ξ2i , (22.2.1)äå ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ðîçïî-äiëîì êîæíî¨ ç ÿêèõ ¹ N0;1.Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ χ2
α;n, àáî, ùî òå ñàìå, âåðõíi α-ìåæi(100α-êðèòè÷íi çíà÷åííÿ) ðîçïîäiëó Ïiðñîíà íàâåäåíî óòàáë. 22.2.1.Äëÿ çàäàíèõ α òà n çíà÷åííÿ χ2

α;n âèçíà÷à¹òüñÿ ÿêðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
+∞∫

χ2
α;n

f(x)dx = α,äå f(x) � ùiëüíiñòü χ2
n-ðîçïîäiëó (äèâ. ðèñ. 22.2.1).

α

χ0

f(x)

x
α;n
2�èñ. 22.2.1: Äî îçíà÷åííÿ χ2

α;n � âåðõíüî¨ α-ìåæi
χ2
n-ðîçïîäiëó, f(x) � ùiëüíiñòü χ2

n-ðîçïîäiëó



528 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêèÒà á ë è ö ÿ 22.2.1. Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ χ2
α;nÇíà÷åííÿ α

n 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 0,025 0,0101 0,00 0,00 0,00 0,02 2,71 3,84 5,02 6,642 0,02 0,05 0,10 0,21 4,61 5,99 7,38 9,213 0,12 0,22 0,35 0,58 6,23 7,82 9,35 11,344 0,30 0,48 0,71 1,06 7,78 9,48 11,14 13,285 0,55 0,83 1,14 1,61 9,24 11,07 12,83 15,096 0,87 1,24 1,64 2,20 10,64 12,59 14,45 16,817 1,24 1,69 2,17 2,83 12,02 14,07 16,01 18,488 1,65 2,18 2,73 3,49 13,36 15,51 17,53 20,099 2,90 2,70 3,32 4,17 14,68 16,92 19,02 21,6710 2,56 3,25 3,94 4,86 15,99 18,31 20,48 23,2111 3,05 3,82 4,58 5,58 17,28 19,68 21,92 24,7212 3,57 4,40 5,23 6,30 18,55 21,03 23,34 26,2213 4,11 5,01 5,89 7,04 19,81 22,36 24,74 27,6914 4,66 5,63 6,57 7,79 21,06 23,68 26,12 29,1415 5,23 6,26 7,26 8,55 22,31 25,00 27,49 30,5816 5,81 6,91 7,96 9,31 23,54 26,30 28,85 32,0017 6,41 7,56 8,67 10,09 24,77 27,59 30,19 33,4118 7,02 8,23 9,39 10,86 25,99 28,87 31,53 34,8119 7,63 8,91 10,12 11,65 27,20 30,14 32,85 36,1920 8,26 9,59 10,85 12,44 28,41 31,41 34,17 37,5721 8,90 10,28 11,59 13,24 29,62 32,67 35,48 38,9322 9,54 10,98 12,34 14,04 30,81 33,92 36,78 40,2923 10,20 11,69 13,09 14,85 32,01 35,17 38,08 41,6424 10,86 12,40 13,85 15,66 33,20 36,42 39,36 42,9225 11,52 13,12 14,61 16,47 34,38 37,65 40,65 44,3126 12,20 13,84 15,38 17,29 35,56 38,89 41,92 45,6427 12,88 14,57 16,15 18,11 36,74 40,11 43,19 46,9628 13,56 15,31 16,93 18,94 37,92 41,34 44,46 48,2629 14,26 16,05 17,71 19,77 39,09 42,56 45,72 49,5930 14,95 16,79 18,49 20,60 40,26 43,77 46,98 50,89



22.3. �îçïîäië Ñòüþäåíòà 529Çàêií÷åííÿ òàáë. 22.2.1Çíà÷åííÿ α
n 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 0,025 0,01040 22,16 24,43 26,51 29,05 51,80 55,76 59,34 63,6950 29,71 32,36 34,76 37,69 63,17 67,50 71,42 76,1560 37,48 40,48 43,19 46,46 74,40 79,08 83,30 88,3870 45,44 48,76 51,74 55,33 85,53 90,53 95,02 100,480 53,54 57,15 60,39 64,28 96,58 101,9 106,6 112,390 61,75 65,65 69,13 73,29 107,6 113,1 118,1 124,1100 70,06 74,22 77,93 82,36 118,5 124,3 129,6 135,822.3 �îçïîäië Ñòüþäåíòà�îçïîäiëîì Ñòüþäåíòà àáî t-ðîçïîäiëîì ç n ñòóïå-íÿìè âiëüíîñòi (êîðîòêî, tn-ðîçïîäiëîì) íàçèâàòèìåìîðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

tn =
ξ

√

1
nχ

2
n

, (22.3.2)äå ξ i χ2
n � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ξ ðîçïîäiëåíà

N0;1, à χ2
n ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç n ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ tα;n, àáî, ùî òå ñàìå, âåðõíi α-ìåæi(100α-êðèòè÷íi çíà÷åííÿ) ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç n ñòó-ïåíÿìè âiëüíîñòi (tn-ðîçïîäiëó) íàâåäåíî ó òàáë. 22.3.1.Äëÿ çàäàíèõ α òà n çíà÷åííÿ tα;n âèçíà÷à¹òüñÿ ÿêðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

+∞∫

tα;n

f(x)dx = α,äå f(x) � ùiëüíiñòü tn-ðîçïîäiëó; tα;n � ÷èñëî, ùî âiäòè-íà¹ ïðàâèé "õâiñò"tn-ðîçïîäiëó, íà ÿêèé ïðèïàäà¹ "ìàñà"α(ðèñ. 22.3.1).



530 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè
f(x)

x0 t

α

α,n�èñ. 22.3.1: Äî îçíà÷åííÿ tα;n � âåðõíüî¨ α-ìåæi
tn-ðîçïîäiëó, f(x) � ùiëüíiñòü tn-ðîçïîäiëóÒà á ë è ö ÿ 22.3.1. Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ tα;nÇíà÷åííÿ α Çíà÷åííÿ α

n 0,050 0,025 0,010 0,005 n 0,050 0,025 0,010 0,0051 6,314 12,706 31,821 63,657 18 1,734 2,101 2,552 2,8782 2,920 4,303 6,965 9,925 19 1,729 2,093 2,539 2,8613 2,353 3,182 4,541 5,841 20 1,725 2,086 2,528 2,8454 2,132 2,776 3,747 4,604 21 1,721 2,080 2,518 2,8315 2,015 2,571 3,365 4,032 22 1,717 2,074 2,508 2,8196 1,943 2,447 3,143 3,707 23 1,714 2,069 2,500 2,8077 1,895 2,365 2,998 3,499 24 1,711 2,064 2,492 2,7978 1,860 2,306 2,896 3,355 25 1,708 2,060 2,485 2,7879 1,833 2,262 2,821 3,250 26 1,706 2,056 2,479 2,77910 1,812 2,228 2,764 3,169 27 1,703 2,052 2,473 2,77111 1,796 2,201 2,718 3,106 28 1,701 2,048 2,467 2,76312 1,782 2,179 2,681 3,055 29 1,699 2,045 2,462 2,75613 1,771 2,160 2,650 3,012 30 1,697 2,042 2,457 2,75014 1,761 2,145 2,624 2,977 40 1,684 2,021 2,423 2,70415 1,753 2,131 2,602 2,947 60 1,671 2,000 2,390 2,66016 1,746 2,120 2,583 2,921 120 1,658 1,980 2,358 2,61717 1,740 2,110 2,567 2,898 ∞ 1,645 1,960 2,326 2,576



22.4. �îçïîäië Ôiøåðà 53122.4 �îçïîäië Ôiøåðà�îçïîäiëîì Ôiøåðà àáî F -ðîçïîäiëîì ç n,m ñòóïå-íÿìè âiëüíîñòi (êîðîòêî Fn,m-ðîçïîäiëîì) íàçèâàòèìåìîðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
Fn,m =

1

n
χ2
n

/ 1

m
χ2
m, (22.4.3)äå χ2

n i χ2
m � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, χ2

n ìà¹ ðîçïî-äië Ïiðñîíà ç n ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi, χ2
m � çm ñòóïåíÿìèâiëüíîñòi.Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ Fα;n;m, àáî, ùî òå ñàìå, âåðõíi

α-ìåæi (100α-êðèòè÷íi çíà÷åííÿ) Fn;m-ðîçïîäiëó íàâåäå-íî ó òàáë. 22.4.1 i 22.4.2.Äëÿ çàäàíèõ α, n,m çíà÷åííÿ Fα;n;m âèçíà÷à¹òüñÿ ÿêðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
+∞∫

Fα;n;m

f(x)dx = α,äå f(x) � ùiëüíiñòü Fn;m-ðîçïîäiëó (ðèñ. 22.4.1).
α

f(x)

0 xFα;n;m�èñ. 22.4.1: Äî îçíà÷åííÿ Fα;n;m � âåðõíüî¨
α-ìåæi Fn;m-ðîçïîäiëó, f(x) � ùiëüíiñòü

Fn;m-ðîçïîäiëó



532 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêèÒà á ë è ö ÿ 22.4.1. Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ Fα;n;m(ðiâåíü çíà÷óùîñòi 0,05)
n(÷èñëî ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ÷èñåëüíèêà)

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 103 10,1 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,794 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,965 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,746 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,067 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,648 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,359 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,1410 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,9811 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,8512 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,7513 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,6714 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,6015 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,5416 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,4917 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,4518 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,4119 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,3820 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,3522 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,3024 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,2526 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,2228 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,1930 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,1640 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,0850 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 2,0360 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97 1,93



22.4. �îçïîäië Ôiøåðà 533Çàêií÷åííÿ òàáë. 22.4.1
n(÷èñëî ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ÷èñåëüíèêà)

m 12 14 16 18 20 30 40 50 60 1003 8,74 8,71 8,69 8,67 8,66 8,62 8,59 8,58 8,57 8,554 5,91 5,87 5,84 5,82 5,80 5,75 5,72 5,70 5,69 5,665 4,68 4,64 4,60 4,58 4,56 4,50 4,46 4,44 4,43 4,416 4,00 3,96 3,92 3,90 3,87 3,81 3,77 3,75 3,74 3,717 3,57 3,53 3,49 3,47 3,44 3,38 3,34 3,32 3,30 3,278 3,28 3,24 3,20 3,17 3,15 3,08 3,04 3,02 3,01 2,979 3,07 3,03 2,99 2,96 2,94 2,86 2,83 2,80 2,79 2,7610 2,91 2,86 2,83 2,80 2,77 2,70 2,66 2,64 2,62 2,5911 2,79 2,74 2,70 2,67 2,65 2,57 2,53 2,51 2,49 2,4612 2,69 2,64 2,60 2,57 2,54 2,47 2,43 2,40 2,38 2,3513 2,60 2,55 2,51 2,48 2,46 2,38 2,34 2,31 2,30 2,2614 2,53 2,48 2,44 2,41 2,39 2,31 2,27 2,24 2,22 2,1915 2,48 2,42 2,38 2,35 2,33 2,25 2,20 2,18 2,16 2,1216 2,42 2,37 2,33 2,30 2,28 2,19 2,15 2,12 2,11 2,0717 2,38 2,33 2,29 2,26 2,23 2,15 2,10 2,08 2,06 2,0218 2,34 2,29 2,25 2,22 2,19 2,11 2,06 2,04 2,02 1,9819 2,31 2,26 2,21 2,18 2,16 2,07 2,03 2,00 1,98 1,9420 2,28 2,22 2,18 2,15 2,12 2,04 1,99 1,97 1,95 1,9122 2,23 2,17 2,13 2,10 2,07 1,98 1,94 1,91 1,89 1,8524 2,18 2,13 2,09 2,05 2,03 1,94 1,89 1,86 1,84 1,8026 2,15 2,09 2,05 2,02 1,99 1,90 1,85 1,82 1,80 1,7628 2,12 2,06 2,02 1,99 1,96 1,87 1,82 1,79 1,77 1,7330 2,09 2,04 1,99 1,96 1,93 1,84 1,79 1,76 1,74 1,7040 2,00 1,95 1,90 1,87 1,84 1,74 1,69 1,66 1,64 1,5950 1,95 1,89 1,85 1,81 1,78 1,69 1,63 1,60 1,58 1,5260 1,92 1,86 1,82 1,78 1,75 1,65 1,59 1,56 1,53 1,48100 1,85 1,79 1,75 1,71 1,68 1,57 1,52 1,48 1,45 1,39



534 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêèÒà á ë è ö ÿ 22.4.2. Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ Fα;n;m(ðiâåíü çíà÷óùîñòi 0,01)
n(÷èñëî ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ÷èñåëüíèêà)

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 103 34,1 30,8 29,5 28,7 28,2 27,9 27,7 27,5 27,3 27,24 21,2 18,0 16,7 16,0 15,5 15,2 15,0 14,8 14,7 14,55 16,3 13,3 12,1 11,4 11,0 10,7 10,5 10,3 10,2 10,16 13,7 10,9 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,877 12,2 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,628 11,3 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91 5,819 10,6 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35 5,2610 10,0 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94 4,8511 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63 4,5412 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,3013 9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,1014 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,9415 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,8016 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,6917 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,5918 8,29 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60 3,5119 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 3,4320 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46 3,3722 7,95 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35 3,2624 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26 3,1726 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18 3,0928 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12 3,0330 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 2,9840 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89 2,8050 7,17 5,06 4,20 3,72 3,41 3,19 3,02 2,89 2,79 2,7060 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72 2,63100 6,90 4,82 3,98 3,51 3,21 2,99 2,82 2,69 2,59 2,50



22.4. �îçïîäië Ôiøåðà 535Çàêií÷åííÿ òàáë. 22.4.2
n(÷èñëî ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ÷èñåëüíèêà)

m 12 14 16 18 20 30 40 50 60 1003 27,1 26,9 26,8 26,8 26,7 26,5 26,4 26,4 26,3 26,24 14,4 14,2 14,2 14,1 14,0 13,8 13,7 13,7 13,7 13,65 9,89 9,77 9,68 9,61 9,55 9,38 9,29 9,24 9,20 9,136 7,72 7,60 7,52 7,45 7,40 7,23 7,14 7,09 7,06 6,997 6,47 6,36 6,27 6,21 6,16 5,99 5,91 5,86 5,82 5,758 5,67 5,56 5,84 5,41 5,36 5,20 5,12 5,07 5,03 4,969 5,11 5,00 4,92 4,86 4,81 4,65 4,57 4,52 4,48 4,4210 4,71 4,60 4,52 4,46 4,41 4,25 4,17 4,12 4,08 4,0111 4,40 4,29 4,21 4,15 4,10 3,94 3,86 3,81 3,78 3,7112 4,16 4,05 3,97 3,91 3,86 3,70 3,62 3,57 3,54 3,4713 3,96 3,86 3,78 3,72 3,66 3,51 3,43 3,38 3,34 3,2714 3,80 3,70 3,62 3,56 3,51 3,35 3,27 3,22 3,18 3,1115 3,67 3,56 3,49 3,42 3,37 3,21 3,13 3,08 3,05 2,9816 3,55 3,45 3,37 3,31 3,26 3,10 3,02 2,97 2,93 2,8617 3,46 3,35 3,27 3,21 3,16 3,00 2,92 2,87 2,83 2,7618 3,37 3,27 3,19 3,13 3,08 2,92 2,84 2,78 2,75 2,6819 3,30 3,19 3,12 3,05 3,00 2,84 2,76 2,71 2,67 2,6020 3,23 3,13 3,05 2,99 2,94 2,78 2,69 2,64 2,61 2,5422 3,12 3,02 2,94 2,88 2,83 2,67 2,58 2,53 2,50 2,4224 3,03 2,93 2,85 2,79 2,74 2,58 2,49 2,44 2,40 2,3326 2,96 2,86 2,78 2,72 2,66 2,50 2,42 2,36 2,33 2,2528 2,90 2,79 2,72 2,65 2,60 2,44 2,35 2,30 2,26 2,1930 2,84 2,74 2,66 2,60 2,55 2,39 2,30 2,25 2,21 2,1340 2,66 2,56 2,48 2,42 2,37 2,20 2,11 2,06 2,02 1,9450 2,56 2,46 2,38 2,32 2,27 2,10 2,01 1,95 1,91 1,8260 2,50 2,39 2,31 2,25 2,20 2,03 1,94 1,88 1,84 1,75100 2,37 2,26 2,19 2,12 2,07 1,89 1,80 1,73 1,69 1,60



536 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè22.5 Áiíîìíèé ðîçïîäiëÒà á ë è ö ÿ 22.5.1. Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ Bn;p(i) = Ci
np

i(1− p)
n−i

p
n i 0,1 0,2 0,3 0,4 0,50 0,34868 0,10737 0,02825 0,00605 0,00098 101 ,38742 ,26844 ,12106 ,04031 ,00977 92 ,19371 ,30199 ,23347 ,12093 ,04395 83 ,05740 ,20133 ,26683 ,21499 ,11719 74 ,01116 ,08808 ,20012 ,25082 ,20508 610 5 0,00149 0,02642 0,10292 0,20066 0,24609 5 106 ,00014 ,00551 ,03676 ,11148 ,20508 47 ,00001 ,00079 ,00900 ,04247 ,11719 38 ,00007 ,00145 ,01062 ,04395 29 ,00014 ,00157 ,00977 110 ,00001 ,00010 ,00098 00 0,20589 0,03518 0,00475 0,00047 0,00003 151 ,34315 ,13194 ,03052 ,00470 ,00046 142 ,26690 ,23090 ,09156 ,02194 ,00320 133 ,12851 ,25014 ,17004 ,06339 ,01389 1215 4 ,04284 ,18760 ,21862 ,12678 ,04166 11 155 0,01047 0,10318 0,20613 0,18594 0,09164 106 ,00194 ,04299 ,14724 ,20660 ,15274 97 ,00028 ,01382 ,08113 ,17708 ,19638 88 ,00003 ,00345 ,03477 ,11806 ,19638 79 ,00067 ,01159 ,06121 ,15274 60,9 0,8 0,7 0,6 0,5 i n

p



22.5. Áiíîìíèé ðîçïîäië 537Ïðîäîâæåííÿ òàáë. 22.5.1
p

n i 0,1 0,2 0,3 0,4 0,510 0,00010 0,00298 0,02449 0,09164 511 ,00001 ,00058 ,00742 ,04166 415 12 ,00008 ,00165 ,01389 3 1513 ,00001 ,00025 ,00320 214 ,00002 ,00046 115 ,00003 00 0,12158 0,01153 0,00080 0,00004 201 ,27017 ,05765 ,00684 ,00049 ,00002 192 ,28518 ,13691 ,02785 ,00309 ,00018 183 ,19012 ,20536 ,07160 ,01235 ,00109 174 ,08978 ,21820 ,13042 ,03499 ,00462 165 0,03192 0,17456 0,17886 0,07465 0,01479 156 ,00887 ,10910 ,19164 ,12441 ,03696 147 ,00197 ,05455 ,16426 ,16588 ,07393 138 ,00036 ,02216 ,11440 ,17971 ,12013 129 ,00005 ,00739 ,06537 ,15974 ,16018 1120 10 0,00001 0,00203 0,03082 0,11714 0,17620 10 2011 ,00046 ,01201 ,07099 ,16018 912 ,00009 ,00386 ,03550 ,12013 813 ,00001 ,00102 ,01456 ,07393 714 ,00022 ,00485 ,03696 615 0,00004 0,00129 0,01479 516 ,00001 ,00027 ,00462 417 ,00004 ,00109 318 ,00018 219 ,00002 120 00,9 0,8 0,7 0,6 0,5 i n
p



538 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêèÇàêií÷åííÿ òàáë. 22.5.1
p

n i 0,1 0,2 0,3 0,4 0,50 0,07179 0,00378 0,00013 251 ,19942 ,02361 ,00144 ,00005 242 ,26589 ,07084 ,00739 ,00038 ,00001 233 ,22650 ,13577 ,02428 ,00194 ,00007 224 ,13842 ,18668 ,05723 ,00710 ,00038 215 0,06459 0,19602 0,10302 0,01989 0,00158 206 ,02392 ,16335 ,14717 ,04420 ,00528 197 ,00722 ,11084 ,17119 ,07999 ,01433 188 ,00180 ,06235 ,16508 ,11998 ,03223 179 ,00038 ,02944 ,13364 ,15109 ,06089 1610 0,00007 0,01178 0,09164 0,16116 0,09742 1511 ,00001 ,00401 ,05355 ,14651 ,13284 1412 ,00117 ,02678 ,11395 ,15498 1325 13 ,00029 ,01148 ,07597 ,15498 12 2514 ,00006 ,00422 ,04341 ,13284 1115 0,00001 0,00132 0,02122 0,09742 1016 ,00035 ,00884 ,06089 917 ,00008 ,00312 ,03223 818 ,00002 ,00092 ,01433 719 ,00023 ,00528 620 0,00005 0,00158 521 ,00001 ,00038 422 ,00007 323 ,00001 20,9 0,8 0,7 0,6 0,5 i n
p



22.6. �îçïîäië Ïóàññîíà 53922.6 �îçïîäië ÏóàññîíàÒà á ë è ö ÿ 22.6.1. Çíà÷åííÿ �óíêöi¨
Pλ(k) =

λk

k!
e−λÇíà÷åííÿ λ

k 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,90 ,9048 ,8187 ,7408 ,6703 ,6065 ,5488 ,4966 ,4493 ,40661 ,0905 ,1637 ,2222 ,2681 ,3033 ,3293 ,3476 ,3595 ,36592 ,0045 ,0164 ,0333 ,0536 ,0758 ,0988 ,1217 ,1438 ,16473 ,0002 ,0011 ,0033 ,0072 ,0126 ,0198 ,0284 ,0383 ,04944 ,0001 ,0003 ,0007 ,0016 ,0030 ,0050 ,0077 ,01115 ,0001 ,0002 ,0004 ,0007 ,0012 ,00206 ,0001 ,0002 ,0003Çíà÷åííÿ λ
k 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,00 ,3679 ,1353 ,0498 ,0183 , 0067 ,0025 ,0009 ,0003 ,00011 ,3679 ,2707 ,1494 ,0733 , 0337 ,0149 ,0064 ,0027 ,00112 ,1839 ,2707 ,2240 ,1465 , 0842 ,0446 ,0223 ,0107 ,00503 ,0613 ,1804 ,2240 ,1954 , 1404 ,0892 ,0521 ,0286 ,01504 ,0153 ,0902 ,1680 ,1954 , 1755 ,1339 ,0912 ,0573 ,03375 ,0031 ,0361 ,1008 ,1563 , 1755 ,1606 ,1277 ,0916 ,06076 ,0005 ,0120 ,0504 ,1042 , 1462 ,1606 ,1490 ,1221 ,09117 ,0001 ,0034 ,0216 ,0595 , 1044 ,1377 ,1490 ,1396 ,11718 ,0009 ,0081 ,0298 , 0653 ,1033 ,1304 ,1396 ,13189 ,0002 ,0027 ,0132 , 0363 ,0688 ,1014 ,1241 ,131810 ,0008 ,0053 , 0181 ,0413 ,0710 ,0993 ,118611 ,0002 ,0019 , 0082 ,0225 ,0452 ,0722 ,097012 ,0001 ,0006 , 0034 ,0113 ,0264 ,0481 ,072813 ,0002 , 0013 ,0052 ,0142 ,0296 ,050414 ,0001 , 0005 ,0022 ,0071 ,0169 ,032415 , 0002 ,0009 ,0033 ,0090 ,019416 ,0003 ,0014 ,0045 ,010917 ,0001 ,0006 ,0021 ,0058



540 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè22.7 Êðèòåðié À. Ì. Êîëìîãîðîâà.Êðèòè÷íi çíà÷åííÿÓ òàáë. 22.7.1 íàâåäåíî êðèòè÷íi çíà÷åííÿ εα;n ñóïðå-ìóìà ìîäóëÿ ðiçíèöi iñòèííî¨ òà åìïiðè÷íî¨ �óíêöié ðîç-ïîäiëiâ.Çíà÷åííÿ εα;n äëÿ çàäàíèõ α òà n âèçíà÷à¹òüñÿ ÿêìiíiìàëüíå ε, äëÿ ÿêîãî
P{sup

x
|F (x)− F̂n(x)| ≥ ε} ≤ α.Òà á ë è ö ÿ 22.7.1. Êðèòè÷íi çíà÷åííÿ εα;n äëÿ ñóïðåìóìàìîäóëÿ ðiçíèöi iñòèííî¨ òà åìïiðè÷íî¨ �óíêöié ðîçïîäiëiâÇíà÷åííÿ α Çíà÷åííÿ α

n 0,05 0,02 0,01 n 0,05 0,02 0,011 0,9750 0,9900 0,9950 25 0,2640 0,2952 0,31662 0,8419 0,9000 0,9293 30 0,2417 0,2702 0,28993 0,7076 0,7846 0,8290 35 0,2243 0,2507 0,26904 0,6239 0,6889 0,7342 40 0,2101 0,2349 0,25205 0,5633 0,6272 0,6685 45 0,1984 0,2218 0,23806 0,5193 0,5774 0,6166 50 0,1884 0,2107 0,22607 0,4834 0,5384 0,5758 55 0,1798 0,2011 0,21578 0,4543 0,5065 0,5418 60 0,1723 0,1927 0,20679 0,4300 0,4796 0,5133 65 0,1657 0,1853 0,198810 0,4093 0,4566 0,4889 70 0,1598 0,1786 0,191711 0,3912 0,4367 0,4677 75 0,1544 0,1727 0,185312 0,3754 0,4192 0,4491 80 0,1496 0,1673 0,179513 0,3614 0,4036 0,4325 85 0,1452 0,1624 0,174214 0,3489 0,3897 0,4176 90 0,1412 0,1579 0,169415 0,3376 0,3771 0,4042 95 0,1375 0,1537 0,164920 0,2941 0,3287 0,3524 100 0,1340 0,1499 0,1608Äëÿ n > 100 ñëiä êîðèñòóâàòèñÿ àñèìïòîòè÷íèìè ìå-æàìè:
ε0,05;n =

1,36√
n
; ε0,01;n =

1,63√
n
.



22.8. Êðèòåðié Âiëêîêñîíà 54122.8 Êðèòåðié Âiëêîêñîíà.Íèæíi êðèòè÷íi çíà÷åííÿÍèæíi êðèòè÷íi çíà÷åííÿWα;n;m ðîçïîäiëóW � ñóìèðàíãiâ âèáiðêè ìåíøîãî îáñÿãó íàâåäåíî ó òàáë. 22.8.1.Çíà÷åííÿ Wα;n;m äëÿ çàäàíèõ α (ðiâíÿ çíà÷óùîñòi) òà
n i m � îáñÿãiâ âèáiðîê (n � îáñÿã ìåíøî¨ âèáiðêè, m �áiëüøî¨) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéáiëüøå öiëå t, äëÿ ÿêîãî

P{W ≤ t} ≤ α.Äëÿ çíà÷åíü n i m, áiëüøèõ, íiæ íàâåäåíi â òàáëè-öi (à �àêòè÷íî äëÿ n i m, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
min{n,m} ≥ 6,m + n ≥ 20), ìîæíà ââàæàòè, ùî Wα;n;mäîðiâíþ¹

1

2
n(n+m+ 1) + zα

√

1

12
nm(n+m+ 1),äå zα � α-êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðà-ìè (0;1) (äèâ. òàáë. 22.1.1).Òà á ë è ö ÿ 22.8.1. Íèæíi êðèòè÷íi çíà÷åííÿ Wα;n;mðîçïîäiëó WÎá- Îá-ñÿã Çíà÷åííÿ α ñÿã Çíà÷åííÿ α

n m 0,005 0,01 0,025 0,05 n m 0,005 0,01 0,025 0,056 6 23 24 26 28 6 18 37 40 45 497 24 25 27 29 19 38 41 46 518 25 27 29 31 7 7 32 34 36 399 26 28 31 33 8 34 35 38 4110 27 29 32 35 9 35 37 40 4311 28 30 34 37 10 37 39 42 4512 30 32 35 38 11 38 40 44 4713 31 33 37 40 12 40 42 46 4914 32 34 38 42 13 41 44 48 5215 33 36 40 44 14 43 45 50 5416 34 37 42 46 15 44 47 52 5617 36 39 43 47 16 46 49 54 58



542 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêèÇàêií÷åííÿ òàáë. 22.8.1Îá- Îá-ñÿã Çíà÷åííÿ α ñÿã Çíà÷åííÿ α
n m 0,005 0,01 0,025 0,05 n m 0,005 0,01 0,025 0,057 17 47 51 56 61 9 13 65 68 73 7818 49 52 58 63 14 67 71 76 818 8 43 45 49 51 15 69 73 79 849 45 47 51 54 16 72 76 82 8710 47 49 53 56 10 10 71 74 78 8211 49 51 55 59 11 73 77 81 8612 51 53 58 62 12 76 79 84 8913 53 56 60 64 13 79 82 88 9214 54 58 62 67 14 81 85 91 9615 56 60 65 69 15 84 88 94 9916 58 62 67 72 11 11 87 91 96 10017 60 64 70 75 12 90 94 99 1049 9 56 59 62 66 13 93 97 103 10810 58 61 65 69 14 96 100 106 11211 61 63 68 72 12 12 105 109 115 12012 63 66 71 75 13 109 113 119 12522.9 Êðèòåðié çíàêiâ.Ìåæi êðèòè÷íî¨ îáëàñòiËiâó n−mα;n (ëiâèé ñòîâïåöü) òà ïðàâó mα;n (ïðàâèéñòîâïåöü) ìåæi êðèòè÷íî¨ îáëàñòi êðèòåðiþ çíàêiâ (ìåæiîáëàñòi âiäõèëåííÿ ãiïîòåçè H0: θ = 0) íàâåäåíî ó òàáë.22.9.1.Çíà÷åííÿ mα;n äëÿ çàäàíèõ α (ðiâíÿ çíà÷óùîñòi) òà n(÷èñëà âiäìiííèõ âiä íóëÿ ðiçíèöü) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìiíi-ìàëüíå öiëå m, äëÿ ÿêîãî P{µ > m} ≤ α, äå µ � áiíîìíîðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ïàðàìåòðàìè n òà 1/2.



22.9. Êðèòåðié çíàêiâ 543Êðèòè÷íi îáëàñòi êðèòåðiþ çíàêiâ:
(mα;n;n] äëÿ îäíîái÷íî¨ àëüòåðíàòèâè θ > 0;
[0;n −mα;n) äëÿ îäíîái÷íî¨ àëüòåðíàòèâè θ < 0;
[0;n − mα;n) ∪ (mα;n;n] äëÿ äâîái÷íî¨ àëüòåðíàòèâè

θ < 0 àáî θ > 0.�iâåíü çíà÷óùîñòi îäíîái÷íîãî êðèòåðiþ íå ïåðåâè-ùó¹ α, äâîái÷íîãî � 2α.Òà á ë è ö ÿ 22.9.1. �ðàíèöi êðèòè÷íèõ îáëàñòåé êðèòåðiþçíàêiâÇíà÷åííÿ α Çíà÷åííÿ α
n 0,025 0,010 0,005 n 0,025 0,010 0,0055 0 5 0 5 0 5 25 8 17 7 18 6 196 1 5 0 6 0 6 26 8 18 7 19 7 197 1 6 1 6 0 7 27 8 19 8 19 7 208 1 7 1 7 1 7 28 9 19 8 20 7 219 2 7 1 8 1 8 29 9 20 8 21 8 2110 2 8 1 9 1 9 30 10 20 9 21 8 2211 2 9 2 9 1 10 31 10 21 9 22 8 2312 3 9 2 10 2 10 32 10 22 9 23 9 2313 3 10 2 11 2 11 33 11 22 10 23 9 2414 3 11 3 11 2 12 34 11 23 10 24 10 2415 4 11 3 12 3 12 35 12 23 11 24 10 2516 4 12 3 13 3 13 36 12 24 11 25 10 2617 5 12 4 13 3 14 37 13 24 11 26 11 2618 5 13 4 14 4 14 38 13 25 12 26 11 2719 5 14 5 14 4 15 39 13 26 12 27 12 2720 6 14 5 15 4 16 40 14 26 13 27 12 2821 6 15 5 16 5 16 41 14 27 13 28 12 2922 6 16 6 16 5 17 42 15 27 14 28 13 2923 7 16 6 17 5 18 43 15 28 14 29 13 3024 7 17 6 18 6 18 44 16 28 14 30 14 30



544 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêèÇàêií÷åííÿ òàáë. 22.9.1Çíà÷åííÿ α Çíà÷åííÿ α
n 0,025 0,010 0,005 n 0,025 0,010 0,00545 16 29 15 30 14 31 73 28 45 27 46 26 4746 16 30 15 31 14 32 74 29 45 27 47 26 4847 17 30 16 32 15 32 75 29 46 27 48 26 4948 17 31 16 32 15 33 76 29 47 28 48 27 4949 18 31 16 33 16 33 77 30 47 28 49 27 5050 18 32 17 33 16 34 78 30 48 29 49 28 5051 19 32 17 34 16 35 79 31 48 29 50 28 5152 19 33 18 34 17 35 80 31 49 30 50 29 5153 19 34 18 35 17 36 81 32 49 30 51 29 5254 20 34 19 35 18 36 82 32 50 31 51 29 5355 20 35 19 36 18 37 83 33 50 31 52 30 5356 21 35 19 37 18 38 84 33 51 31 53 30 5457 21 36 20 37 19 38 85 33 52 32 53 31 5458 22 36 20 38 19 39 86 34 52 32 54 31 5559 22 37 21 38 20 39 87 34 53 33 54 32 5560 22 38 21 39 20 40 88 35 53 33 55 32 5661 23 38 21 40 21 40 89 35 54 34 55 32 5762 23 39 22 40 21 41 90 36 54 34 56 33 5763 24 39 22 41 21 42 91 36 55 34 57 33 5864 24 40 23 41 22 42 92 37 55 35 57 34 5865 25 40 23 42 22 43 93 37 56 35 58 34 5966 25 41 24 42 23 43 94 38 56 36 58 35 5967 26 41 24 43 23 44 95 38 57 36 59 35 6068 26 42 24 44 23 45 96 38 58 37 59 35 6169 26 43 25 44 24 45 97 39 58 37 60 36 6170 27 43 25 45 24 46 98 39 59 38 60 36 6271 27 44 26 45 25 46 99 40 59 38 61 37 6272 28 44 26 46 25 47 100 40 60 38 62 37 63



22.10. �iâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi ÷èñëà 54522.10 �iâíîìiðíî ðîçïîäiëåíiâèïàäêîâi ÷èñëàÖè�ðè, íàâåäåíi â òàáë. 22.10.1, ìîæíà ðîçãëÿäàòèÿê ðåàëiçàöi¨ íåçàëåæíèõ é îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàä-êîâèõ âåëè÷èí, ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9ç îäíi¹þ i òi¹þ ñàìîþ éìîâiðíiñòþ 0,1.Òàáóëüîâàíi öè�ðè çãðóïîâàíî ïî äâi. Ïàðè ìîæíàðîçãëÿäàòè ÿê ðåàëiçàöi¨ íåçàëåæíèõ é îäíàêîâî ðîçïîäi-ëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü âiä 00äî 99 ç îäíàêîâèìè éìîâiðíîñòÿìè 0,01.Àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè, ÿêùîöè�ðè ãðóïóâàòè ïî òðè, ÷îòèðè . . .�îçãëÿíåìî ãðóïè ç k öè�ð ÿê öiëi ÷èñëà. Ïåðåìíîæè-ìî êîæíå ç íèõ íà 10−k. Îäåðæàíi ÷èñëà ìîæíà ââàæàòèðåàëiçàöiÿìè íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ðiâíîìið-íî ðîçïîäiëåíèõ íà âiäðiçêó [0; 1].Òà á ë è ö ÿ 22.10.1. �iâíîìiðíî ðîçïîäiëåíiâèïàäêîâi ÷èñëà10 09 73 25 33 76 52 01 35 86 34 67 35 48 76 80 95 90 91 1737 54 20 48 05 64 89 47 42 96 24 80 52 40 37 20 63 61 04 0208 42 26 89 53 19 64 50 93 03 23 20 90 25 60 15 95 33 47 6499 01 90 25 29 09 37 67 07 15 38 31 13 11 65 88 67 67 43 9712 80 79 99 70 80 15 73 61 47 64 03 23 66 53 98 95 11 68 7766 06 57 47 17 34 07 27 68 50 36 69 73 61 70 65 81 33 98 8531 06 01 08 05 45 57 18 24 06 35 30 34 26 14 86 79 90 74 3985 26 97 76 02 02 05 16 56 92 68 66 57 48 18 73 05 38 52 4763 57 33 21 35 05 32 54 70 48 90 55 35 75 48 28 46 82 87 0973 79 64 57 53 03 52 96 47 78 35 80 83 42 82 60 93 52 03 4498 52 01 77 67 14 90 56 86 07 22 10 94 05 58 60 97 09 34 3311 80 50 54 31 39 80 82 77 32 50 72 56 82 48 29 40 52 42 0183 45 29 96 34 06 28 89 80 83 13 74 67 00 78 18 47 54 06 1088 68 54 02 00 86 50 75 84 01 36 76 66 79 51 90 36 47 64 9399 59 46 73 48 87 51 76 49 69 91 82 60 89 28 93 78 56 13 68



546 �ëàâà 22. Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêèÏðîäîâæåííÿ òàáë. 22.10.165 48 11 76 74 17 46 85 09 50 58 04 77 69 74 73 03 95 71 8680 12 43 56 35 17 72 70 80 15 45 31 82 23 74 21 11 57 82 5374 35 09 98 17 77 40 27 72 14 43 23 60 02 10 45 52 16 42 3769 91 62 68 03 66 25 22 91 48 36 93 68 72 03 76 62 11 39 9009 89 32 05 05 14 22 56 85 14 46 42 75 67 88 96 29 77 88 2291 49 91 45 23 68 47 92 76 86 46 16 28 35 54 94 75 08 99 2380 33 69 45 98 26 94 03 68 58 70 29 73 41 35 53 14 03 33 4044 10 48 19 49 85 15 74 79 54 32 97 92 65 75 57 60 04 08 8112 55 07 37 42 11 10 00 20 40 12 86 07 46 97 96 64 48 94 3963 60 64 93 29 16 50 53 44 84 40 21 95 25 63 43 65 17 70 8261 19 69 04 46 26 45 74 77 74 51 92 43 37 29 65 39 45 95 9315 47 44 52 66 95 27 07 99 53 59 36 78 38 48 82 39 61 01 1894 55 72 85 73 67 89 75 43 87 54 62 24 44 31 91 19 04 25 9242 48 11 62 13 97 34 40 87 21 16 86 84 87 67 03 07 11 20 5923 52 37 83 17 73 20 88 98 37 68 93 59 14 16 26 25 22 96 6304 49 35 24 94 75 24 63 38 24 45 86 25 10 25 61 96 27 93 3500 54 99 76 54 64 05 18 81 59 96 11 96 38 96 54 69 28 23 9135 96 31 53 07 26 89 80 93 54 33 35 13 54 62 77 97 45 00 2459 80 80 83 91 45 42 72 68 42 83 60 94 97 00 13 02 12 48 9246 05 88 52 36 01 39 09 22 86 77 28 14 40 77 93 91 08 36 4732 17 90 05 97 87 37 92 52 41 05 56 70 70 07 86 74 31 71 5769 23 46 14 06 20 11 74 52 04 15 95 66 00 00 18 74 39 24 2319 56 54 14 30 01 75 87 53 79 40 41 92 15 85 66 67 43 68 0645 15 51 49 38 19 47 60 72 46 43 66 79 45 43 59 04 79 00 3394 86 43 19 94 36 16 81 08 51 34 88 88 15 53 01 54 03 54 5698 08 62 48 26 45 24 02 84 04 44 99 90 88 96 39 09 47 34 0733 18 51 62 32 41 94 15 09 49 89 43 54 85 81 88 69 54 19 9480 95 10 04 06 96 38 27 07 74 20 15 12 33 87 25 01 62 52 9879 75 24 91 40 71 96 12 82 96 69 86 10 25 91 74 85 22 05 3918 63 33 25 37 98 14 50 65 71 31 01 02 46 74 05 45 56 14 27
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Çìiñò1 Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêè 51.1 Îñíîâíèé ïðèíöèï êîìáiíàòîðèêè . . . . . . 51.2 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò 172.1 Ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié,àëãåáðà ïîäié . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 Äèñêðåòíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið 253.1 Iìîâiðíiñòü, êëàñè÷íà ìîäåëü . . . . . . . . . 253.2 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314 Óìîâíà éìîâiðíiñòü 374.1 Ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi.Ôîðìóëè Áàé¹ñà . . . . . . . . . . . . . . . . . 374.2 Íåçàëåæíi ïîäi¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . 434.3 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455 Äèñêðåòíàâèïàäêîâà âåëè÷èíàòà ¨¨ ðîçïîäië 515.1 Îá÷èñëåííÿ ðîçïîäiëó �óíêöi¨âiä âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè . . . . . . . . . . . . 515.2 Äèñêðåòíi ðîçïîäiëè íà R
1 . . . . . . . . . . . 575.3 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60551



6 Ìàòåìàòè÷íåñïîäiâàííÿ äèñêðåòíî¨âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 696.1 Îçíà÷åííÿ, âëàñòèâîñòi,îá÷èñëåííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 696.2 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 757 Àêñiîìàòèêàòåîði¨ éìîâiðíîñòåé 857.1 Àëãåáðè, σ-àëãåáðè . . . . . . . . . . . . . . . 857.2 Àêñiîìè Êîëìîãîðîâà . . . . . . . . . . . . . 897.3 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 948 �åîìåòðè÷íi éìîâiðíîñòi 998.1 Îçíà÷åííÿ. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . 998.2 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1059 �îçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 1139.1 Ôóíêöiÿ i ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó . . . . . . . . 1139.2 Ôóíêöiÿ i ùiëüíiñòü ðîçïîäiëóâèïàäêîâîãî âåêòîðà . . . . . . . . . . . . . . 1169.3 Àáñîëþòíî íåïåðåðâíiðîçïîäiëè íà R
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1219.4 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12310 Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ 12910.1 Îçíà÷åííÿ, âëàñòèâîñòi,îá÷èñëåííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12910.2 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13811 Çãîðòêà 14511.1 Çãîðòêà éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ . . . . . . . 14511.2 �îçïîäië ñóìè íåçàëåæíèõâèïàäêîâèõ âåëè÷èí . . . . . . . . . . . . . . 14911.3 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15412 Çáiæíiñòü ðîçïîäiëiâ 15712.1 Îçíà÷åííÿ. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . 15712.2 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163552



13 Õàðàêòåðèñòè÷íà �óíêöiÿ 16713.1 Îçíà÷åííÿ, âëàñòèâîñòi,îá÷èñëåííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16713.2 Òåîðåìè ¹äèíîñòiòà íåïåðåðâíîñòi . . . . . . . . . . . . . . . . . 17013.3 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17314 Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ 17914.1 Òî÷êîâi îöiíêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17914.2 Äîâið÷i iíòåðâàëè . . . . . . . . . . . . . . . . 18814.3 Îöiíêè ç ìiíiìàëüíîþäèñïåðñi¹þ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19014.4 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20315 Ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîê 22115.1 Åìïiðè÷íi îöiíêè . . . . . . . . . . . . . . . . 22115.2 Ìåòîä ìîìåíòiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . 23315.3 Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi . . . . . . . . . . . . . . . . 23615.4 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23916 Çàäà÷à ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç 25716.1 Êðèòåðié, �óíêöiÿ ïîòóæíîñòiêðèòåðiþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25716.2 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27017 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçïðî ïàðàìåòðèðîçïîäiëó Na;σ2 28317.1 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: a = a0 . . . . . . . . 28317.2 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: aξ = aη . . . . . . . 28917.3 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: σ2/σ2
0 = 1 . . . . . . 29417.4 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0: σ2

ξ/σ
2
η = 1 . . . . . . 29617.5 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30018 Êðèòåðié χ2 31318.1 Êðèòåðié χ2 (ïàðàìåòðè âiäîìi) . . . . . . . 31318.2 Êðèòåðié χ2 (ïàðàìåòðèíåâiäîìi) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321553



18.3 Êðèòåðié χ2 ÿê êðèòåðiéíåçàëåæíîñòi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32418.4 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32919 Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨ 36119.1 Êðèòåðié Êîëìîãîðîâà . . . . . . . . . . . . . 36119.2 Êðèòåðié çíàêiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . 36619.3 Êðèòåðié Âiëêîêñîíà . . . . . . . . . . . . . . 37219.4 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37920 Ëiíiéíà ðåãðåñiÿ 39920.1 Íîðìàëüíà ëiíiéíà ðåãðåñiÿ . . . . . . . . . . 39920.2 Çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41421 �îçâ'ÿçàííÿ, âêàçiâêè, âiäïîâiäi 42321.1 Äî ãëàâè 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42321.2 Äî ãëàâè 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42521.3 Äî ãëàâè 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42821.4 Äî ãëàâè 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43321.5 Äî ãëàâè 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43921.6 Äî ãëàâè 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45221.7 Äî ãëàâè 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45921.8 Äî ãëàâè 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46121.9 Äî ãëàâè 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46521.10 Äî ãëàâè 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47321.11 Äî ãëàâè 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47821.12 Äî ãëàâè 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48321.13 Äî ãëàâè 13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48421.14 Äî ãëàâè 14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48821.15 Äî ãëàâè 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49221.16 Äî ãëàâè 16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49921.17 Äî ãëàâè 17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50121.18 Äî ãëàâè 18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51021.19 Äî ãëàâè 19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51121.20 Äî ãëàâè 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51421.21 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ðîáîòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 517554



22 Òàáëèöi ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè 52322.1 Íîðìàëüíèé ðîçïîäië . . . . . . . . . . . . . . 52422.2 �îçïîäië Ïiðñîíà . . . . . . . . . . . . . . . . 52722.3 �îçïîäië Ñòüþäåíòà . . . . . . . . . . . . . . 52922.4 �îçïîäië Ôiøåðà . . . . . . . . . . . . . . . . 53122.5 Áiíîìíèé ðîçïîäië . . . . . . . . . . . . . . . 53622.6 �îçïîäië Ïóàññîíà . . . . . . . . . . . . . . . 53922.7 Êðèòåðié À. Ì. Êîëìîãîðîâà.Êðèòè÷íi çíà÷åííÿ . . . . . . . . . . . . . . . 54022.8 Êðèòåðié Âiëêîêñîíà.Íèæíi êðèòè÷íi çíà÷åííÿ . . . . . . . . . . . 54122.9 Êðèòåðié çíàêiâ.Ìåæi êðèòè÷íî¨ îáëàñòi . . . . . . . . . . . . 54222.10 �iâíîìiðíî ðîçïîäiëåíiâèïàäêîâi ÷èñëà . . . . . . . . . . . . . . . . . 545Áiáëiîãðà�iÿ 549
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Íàâ÷àëüíå âèäàííÿ
Âàëåðié Ìèêîëàéîâè÷ Òóð÷èíÒÅÎ�Iß ÉÌÎÂI�ÍÎÑÒÅÉI ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀÎñíîâíi ïîíÿòòÿ, ïðèêëàäè, çàäà÷iÂèäàííÿ äðóãå,ïåðåðîáëåíå i äîïîâíåíåÏiäðó÷íèê äëÿ ñòóäåíòiââèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäiâ�åäàêòîð Êîçà÷åíêî Þ.Â.Âiäïîâiäàëüíèé çà âèïóñê Òóð÷èí �.Â.Õóäîæíèê Òêà÷åíêî Ê.Ä.Êîðåêòîð Òóð÷èí �.Â.Îðèãiíàë-ìàêåò Òóð÷èí Â.Ì.Ïiäïèñàíî äî äðóêó 11.04.2014 ð. Ôîðìàò 84× 108 1
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