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Запоріжжя 



づÜ£Ñi¿ 1. ずiÖiúÖñ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 
だÑÖi．0 £ Öíúçí¢¿óç：üóê £íÑíô Üäöó½：£íî：； ． £íÑíôí ½íöñ½íöóôÖÜÇÜ 

äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, àÜ äÜ¿　Çí． ç äÜüÜ¡Ü ñ¡ïöëñ½Ü½Ü (½：Ö：½Ü½Ü íßÜ ½í¡ïó½Ü½Ü) 

âÜÖ¡î：； f ( x ) äëó Ü½Üçíê gi ( x ) ≤0 , i = 1,...,m, x∈X⊂E n. 

é¡àÜ âÜÖ¡î：； f ( x ), gi ( x ), i = 1,...,m, � ¿：Ö：úÖ：, í Üß¿íïöá X £íÑí．öáï　 

Üß½ñ¢ñÖÖ　½ó çóÇ¿　ÑÜ lj ≤ xj ≤ rj, j = 1,...,n, öÜ ç¡í£íÖí £íÑíôí Öí£óçí．öáï　 £íÑíôñ0 

¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (げずぢ). ばäñëüñ äÜïöíÖÜç¡í げずぢ öí ÜÑóÖ ：£ ½ñöÜÑ：ç ；； 
ëÜ£ç'　£íÖÖ　 ßÜ¿ó £íäëÜäÜÖÜçíÖ： ず.ゑ. とíÖöÜëÜçóôñ½ Ü ëÜßÜö： "ぜíöñ½íöóôñï¡óñ 
½ñöÜÑ▲ ÜëÇíÖó£íîóó ó ä¿íÖóëÜçíÖó　 äëÜó£çÜÑïöçí" Ü 1939 ëÜî：. ば 1947 ëÜî： 
が¢. がíÖîiÇ ëÜ£ëÜßóç ïó½ä¿ñ¡ïÖóú ½ñöÜÑ (ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ) � ÜÑóÖ ：£ ÜïÖÜçÖóê 
½ñöÜÑ：ç ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 げずぢ. げ öóê ä：ë öñÜë：　 ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 ßÜëê¿óçÜ 
ëÜ£çóçí¿íï　 i ÖóÖ： ÖÜïóöá îi¿iïÖóú, ç ÜïÖÜçÖÜ½Ü, £í¡：ÖôñÖóú êíëí¡öñë. 

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ Öí ëÜ£çóöÜ¡ öñÜë：； ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 ïÜöö．çÜ çä¿óçí¿Ü 
；； £íïöÜïÜçíÖÖ　 ÑÜ ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 (£ üóëÜ¡ó½ çó¡ÜëóïöíÖÖ　½ ぎだぜ) äëó¡¿íÑÖóê 
£íÑíô, äÜç'　£íÖóê £ Üäöó½í¿áÖó½ ä¿íÖÜçíÖÖ　½, ÜëÇíÖ：£íî：．0 öí Üäëíç¿：ÖÖ　½ Ü 
ë：£ÖÜ½íÖ：öÖóê ïâñëíê ¿0Ñïá¡Ü； Ñ：　¿áÖÜïö：. 

でóïöñ½íöóôÖñ çóçôñÖÖ　 öñÜë：； ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 ëÜ£äÜôÖñ½Ü £ 
ëÜ£Ç¿　ÑÜ öóäÜçóê, àÜ ïöí¿ó ¡¿íïóôÖó½ó, äëó¡¿íÑ：ç げずぢ. 

§ 1. ぢëó¡¿íÑó £íÑíô ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 

1. げíÑíôí äëÜ äñëñçñ£ñÖÖ　 (öëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí) 
ば äÜÖ¡öíê Pi ( i = 1,...,m ) çóëÜß¿　．öáï　 Ññ　¡óú ÜÑÖÜë：ÑÖóú äëÜÑÜ¡ö, äëóôÜ½Ü ç 

äÜÖ¡ö： Pi çóëÜß¿　．öáï　 a i ÜÑóÖóîá îáÜÇÜ äëÜÑÜ¡öÜ. ば äÜÖ¡ö： Q j ( j = 1,...,n ) 

ïäÜ¢óçí．öáï　 b j ÜÑóÖóîá îáÜÇÜ ¢ äëÜÑÜ¡öÜ. ぢëóäÜï¡í．½Ü, àÜ 

a bi
i

m

j
j

n

= =
∑ ∑=

1 1

.

 
ぞñêíú c i j � ïÜß：çíëö：ïöá äñëñçñ£ñÖÖ　 ÜÑóÖóî： äëÜÑÜ¡öÜ £ äÜÖ¡öÜ çóëÜßÖóîöçí 

Pi Ü äÜÖ¡ö ïäÜ¢óçíÖÖ　 Q j (öëíÖïäÜëöÖ： çóöëíöó). ぞñÜßêiÑÖÜ £Öíúöó ä¿íÖ 

äñëñçñ£ñÖá äëÜÑÜ¡öÜ öí¡ó½ ôóÖÜ½, àÜß £íÑÜçÜ¿áÖóöó äÜöëñßó çï：ê ïäÜ¢óçíô：ç, 
½iÖi½i£Ü0ôó äëó îáÜ½Ü £íÇí¿áÖ： öëíÖïäÜëöÖ： çóöëíöó. 

ぞñêíú x i j � Öñç：ÑÜ½í ¡：¿á¡：ïöá äëÜÑÜ¡öÜ, àÜ ä¿íÖÜ．öáï　 Ñ¿　 äñëñçñ£ñÖÖ　 £ Pi 

ç Q j . どÜÑ： öëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí, 　¡Ü äëóúÖ　öÜ Öí£óçíöó öëíÖïäÜëöÖÜ0 £íÑíôñ0 

¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (どげずぢ ), äÜ¿　Çí． Ü £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ： ½íöëóî： äñëñçñ£ñÖá 
X = || x i j || , i = 1,...,m, j = 1,...,n, àÜ ½iÖi½i£Ü． £íÇí¿áÖ： öëíÖïäÜëöÖ： çóöëíöó 

c xi j i j
j

n

i

m

==
∑∑
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äëó Üß½ñ¢ñÖÖ　ê 

x a i mi j
j

n

i
=
∑ = =

1

1, ,..., ,  
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x b j n

x i m j

i j
i

m

j

i j

=
∑ = =

≥ = =
1

1

0 1 1

, ,..., ,

, ,..., , ,..., .n

 

2. げíÑíôí äëÜ êíëôÜçóú ëíî：ÜÖ (£íÑíôí äëÜ Ñ：．öÜ) 
びíëôÜçóú ëíî：ÜÖ ½Ü¢ñ ï¡¿íÑíöóï　 £ äëÜÑÜ¡ö：ç P1,...,Pn (ê¿：ß, ½íï¿Ü, ½Ü¿Ü¡Ü i 

ö. iÖ.). ゑiÑÜ½Ü, àÜ ç ÜÑóÖóî： äëÜÑÜ¡öÜ Pj ½：ïöóöáï　 a i j , i = 1,...m, ÜÑóÖóîá äÜ¢óçÖÜ； 
ëñôÜçóÖó Vi (ß：¿¡ó, ¢óëó, çÜÇ¿ñçÜÑó i ö. iÖ.) ぞñêíú c j  � çíëö：ïöá ÜÑóÖóî： äëÜÑÜ¡öÜ 

Pj . ぢëóäÜï¡í．öáï　, àÜ êíëôÜçóú ëíî：ÜÖ äÜçóÖñÖ ½：ïöóöó Öñ ½ñÖüñ b i  ÜÑóÖóîá 

ëñôÜçóÖó Vi . ぢëó ç¡í£íÖóê Üß½ñ¢ñÖÖ　ê äÜöë：ßÖÜ £Öíúöó ëíî：ÜÖ Öíú½ñÖüÜ； 
çíëöÜïö：. 

ぱÜë½í¿i£Ü．½Ü î0 £íÑíôÜ. ぞñêíú x j � ¡：¿á¡：ïöá äëÜÑÜ¡öÜ Pj Ü üÜ¡íÖÜ½Ü 

ëíî：ÜÖ：. どÜÑ： çñ¡öÜë x = (x1,...,xn ) çó£Öíôí． Ññ　¡óú ëíî：ÜÖ çíëö：ïö0 

c xj
j

n

j
=
∑

1

.

 
とi¿á¡iïöá äÜ¢óçÖÜ； ëñôÜçóÖó Vi  Ü ëíî：ÜÖ： x ÑÜë：çÖ0． 

a xi j
j

n

j
=
∑

1

.

 
どí¡ó½ ôóÖÜ½, £íÑíôí äëÜ êíëôÜçóú ëíî：ÜÖ £çÜÑóöáï　 ÑÜ ½：Ö：½：£íî：； âÜÖ¡î：； 

c xj
j

n

j
=
∑

1  
äëó Üß½ñ¢ñÖÖ　ê 

a x b ,  i =1,...,m,i j
j

n

j i
=
∑ ≥

1  
xj ≥ 0, j = 1,...,n. 

3. げíÑíôí ëÜ£äÜÑ：¿Ü ëñïÜëï：ç 
がñ　¡ñ ä：Ñäëó．½ïöçÜ ½Ü¢ñ ëñí¿：£Üçíöó n çóëÜßÖóôÜ-öñêÖÜ¿ÜÇiôÖóê äëÜîñï：ç 

P1,...,Pn , çó¡ÜëóïöÜçÜ0ôó Ñ¿　 îáÜÇÜ ëñïÜëïó R1,...,Rm . 

ゑiÑÜ½Ü, àÜ 
í) ä：Ñäëó．½ïöçÜ ½í． b i  ÜÑóÖóîá ëñïÜëïÜ R i , i = 1,...,m; 

ß) çóöëíöó ëñïÜëïÜ R i  Öí ÜÑóÖóî0 äëÜÑÜ¡î：；, àÜ çóÇÜöÜç¿　．öáï　 £í 

öñêÖÜ¿ÜÇ：．0 P j , ÑÜë：çÖ00öá a i j ; 

ç) ëñí¿：£íî：　 ÜÑóÖóî： äëÜÑÜ¡î：；, çóÇÜöÜç¿ñÖÜ； £í öñêÖÜ¿ÜÇ：．0 P j , äëóÖÜïóöá 

ä：Ñäëó．½ïöçÜ äëóßÜöÜ¡ c j . 

げíÑíôí äÜ¿　Çí． Ü çó£ÖíôñÖÖ： Üß'．½Ü çóëÜßÖóîöçí x j  äëÜÑÜ¡î：； £í öñêÖÜ¿ÜÇ：．0 

P j , j = 1,...,n, àÜ ½í¡ïó½i£Ü． £í îóê Ü½Üç äëóßÜöÜ¡ ä：Ñäëó．½ïöçí. 

ずñÇ¡Ü ßíôóöó, àÜ ïâÜë½Ü¿áÜçíÖí £íÑíôí âÜë½í¿áÖÜ £çÜÑóöáï　 ÑÜ 
£ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 çñ¡öÜëí x = (x1,...,xn ), àÜ ½í¡ïó½i£Ü． âÜÖ¡î：0 
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c xj
j

n

j
=
∑

1  
äëó Üß½ñ¢ñÖÖ　ê 

a x b ,  i =1,...,mi j
j

n

j i
=
∑ ≤

1

,

x

≤

 
xj ≥ 0, j = 1,...,n. 

ぞñ£çí¢í0ôó Öí £½：ïöÜçÖ： ç：Ñ½：ÖÖÜïö：, Üï： äëóçñÑñÖ： äëó¡¿íÑó ½í0öá ßíÇíöÜ 
ïä：¿áÖÜÇÜ. ぴñ ïä：¿áÖñ äÜ¿　Çí． ç ¿：Ö：úÖÜïö： âÜÖ¡î：ú, àÜ ä：Ñ¿　Çí0öá ½：Ö：½：£íî：； 
(½í¡ïó½i£íîi；) öí âÜÖ¡î：ú, àÜ çêÜÑ　öá ç Üß½ñ¢ñÖÖ　 (ë：çÖÜïö： íßÜ Öñë：çÖÜïö：). 

§ 2. げíÇí¿áÖí £íÑíôí ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 

げíÇí¿áÖí げずぢ (げげずぢ) âÜë½Ü¿0．öáï　 öí¡ó½ ôóÖÜ½. 

げÖíúöó çñ¡öÜë x = (x1,...,xn ) ∈ E n, àÜ ½iÖi½i£Ü． (½í¡ïó½i£Ü．) ¿：Ö：úÖÜ âÜÖ¡î：0 

L c j
j

n

j( )x =
=
∑

1

,  (1.1) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü ¿：Ö：úÖóê Üß½ñ¢ñÖá 

a x R b , j =1,...,m,i j
j

n

j i i
=
∑

1

 (1.2) 

xj ≥ 0, j = 1,...,k, k ≤ n, (1.3) 

Ññ ïó½çÜ¿ R i  £í½：Ö0． ÜÑóÖ ：£ £Öí¡：ç ≤ , =, ≥ . 

だß½ñ¢ñÖÖ　 (1.3) Öí£óçí0öáï　 äë　½ó½ó i, 　¡ äëíçó¿Ü, Öñ ç¡¿0ôí0öáï　 ÑÜ 
Öñäë　½óê Üß½ñ¢ñÖá (1.2). 

ゑñ¡öÜë ê , àÜ £íÑÜçÜ¿áÖ　． Üß½ñ¢ñÖÖ　 (1.2), (1.3), Öí£óçí．öáï　 ÑÜäÜïöó½ó½ 
ëÜ£ç'　£¡Ü½ (çñ¡öÜëÜ½, öÜô¡Ü0, ä¿íÖÜ½) げずぢ. 

ぜÖÜ¢óÖí ÑÜäÜïöó½óê ëÜ£ç'　£¡iç げずぢ Öí£óçí．öáï　 ÑÜäÜïöó½Ü0 Üß¿íïö0 
(½ÖÜ¢óÖÜ0) げずぢ, äÜ£Öíôí．öáï　 ßÜ¡çÜ0 D ： £íäóïÜ．öáï　 öí¡Ü¢ Ü çóÇ¿　Ñ： 

D x ,...,x E a x R b , i =1,...,m, x 0, j =1,...,k, k n1 n
n

i j
j

n

j i i j= = ( ) :x ∈ ≥










=
∑

1

.  

ぱÜÖ¡îi　 L (x ) Öí£óçí．öáï　 î：¿áÜçÜ0, x * ∈ D, àÜ ÑÜïöíç¿　． î：¿áÜç：ú âÜÖ¡î：； 
½：Ö：½Ü½ (½í¡ïó½Ü½), Öí£óçí．öáï　 Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ げずぢ i ôíïöÜ 
£íäóïÜ．öáï　 Ü çóÇ¿　Ñ： 

).((max)minarg xx
x

L*
D∈

=  

ゑñ¿óôóÖí L (x * ) Öí£óçí．öáï　 Üäöó½í¿áÖó½ £ÖíôñÖÖ　½ î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：；. 
げíÜçí¢ó½Ü öí¡Ü¢, àÜ öÜú âí¡ö, àÜ î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 L (x )  ½í． ßÜöó 

½iÖi½i£ÜçíÖí (½í¡ïó½i£ÜçíÖí), ôíïöÜ £íäóïÜ．öáï　 Ü çóÇ¿　Ñ： 

L c xj
j

n

j( )   min (max) .x = →
=
∑

1
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§ 3. ゑ¿íïöóçÜïö： ÑÜäÜïöó½Ü； Üß¿íïö： 
ぞñêíú ∈E n, i = 1,...,r, r ≥ 2 . だäÜ¡¿Ü0 ¿：Ö：úÖÜ0 ÜßÜ¿ÜÖ¡Ü0 

öÜôÜ¡ x 1,...,x r Öí£óçí．öáï　 ïÜ¡ÜäÖ：ïöá öÜôÜ¡ çóÑÜ 

x i i
n
ix x= ( ,..., )

1

x x=
=
∑ α i
i

r
i

1

,  

Ññ αi , i = 1,...,r, � ßÜÑá-　¡i ôóï¿í, àÜ £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá Ü½Üçí½ 

α αi i
i

r

0, ≥ =
=
∑

1

1 .  

ゐÜÑá-　¡í öÜô¡í ÜäÜ¡¿Ü； ¿：Ö：úÖÜ； ÜßÜ¿ÜÖ¡ó Öí£óçí．öáï　 ÜäÜ¡¿Ü0 ¿：Ö：úÖÜ0 

¡Ü½ß：Öíî：．0 öÜôÜ¡ x 1,...,x r. 

ぢëó r = 2 ÜäÜ¡¿í ¿：Ö：úÖí ÜßÜ¿ÜÖ¡í Öí£óçí．öáï　 ç：Ñë：£¡Ü½, àÜ £'．ÑÖÜ． öÜô¡ó x 1, 

x 2, i äÜ£Öíôí．öáï　 [ x 1, x 2] , öÜßöÜ 

[ x 1, x 2]  = {x :  x =αx 1 + (1�α) x 2,  0 ≤α≤ 1}. 

ぜÖÜ¢óÖí W Öí£óçí．öáï　 ÜäÜ¡¿Ü0, 　¡àÜ Ñ¿　 ÑÜç：¿áÖóê x 1, x 2∈ W 

çó¡ÜÖÜ．öáï　 [ x 1, x 2]  ⊆ W. 
ぞíÇíÑí．½Ü öí¡Ü¢, àÜ ½ÖÜ¢óÖí 

P = ∈ ≤ ≥










=
∑x E a xn

j j
j

n

: (

1

b)  

Öí£óçí．öáï　 äiçäëÜïöÜëÜ½ Ü E n, í ½ÖÜ¢óÖí 

G = ∈ =










=
∑x E a x bn

j j
j

n

:

1

−  (1.4) 

Çiäñëä¿ÜàóÖÜ0 ç E n. 
ぢñëñöóÖÜ½ ÑçÜê ½ÖÜ¢óÖ Öí£óçí．öáï　 ½ÖÜ¢óÖí öóê i ö：¿á¡ó öóê öÜôÜ¡, àÜ 

Öí¿ñ¢íöá ÜßÜ½ ½ÖÜ¢óÖí½. 

ずñ½í 1.1.  ぢñëñöóÖ ÜäÜ¡¿óê ½ÖÜ¢óÖ ． ÜäÜ¡¿Ü0 ½ÖÜ¢óÖÜ0. 

がÜçñÑñÖÖ　.  ぞñêíú A öí B ÜäÜ¡¿： ½ÖÜ¢óÖó, A∩B � ；ê äñëñöóÖ. づÜ£Ç¿　Öñ½Ü 

ÑÜç：¿áÖ： öÜô¡ó x1,x2 ∈ A∩B. げí Ü£ÖíôñÖÖ　½ äñëñöóÖÜ ½ÖÜ¢óÖ x1,x2∈A, x1,x2∈B . 

だï¡：¿á¡ó A öí B � ÜäÜ¡¿： ½ÖÜ¢óÖó, öÜ [ x 1, x 2] ⊆ A, [ x 1, x 2] ⊆ B . げçiÑïó £í 

Ü£ÖíôñÖÖ　½ äñëñöóÖÜ [ x 1, x 2] ⊆ A∩B . 

ずñ½í 1.2.  ぢiçäëÜïöië ． ÜäÜ¡¿Ü0 ½ÖÜ¢óÖÜ0. 

がÜçñÑñÖÖ　.  づÜ£Ç¿　Öñ½Ü, Öíäëó¡¿íÑ, äiçäëÜïöië 

P = ∈ ≤










=
∑x E a xn

j j
j

n

:

1

b

2,

 

i Öñêíú x 1, x 2 ∈ P. ぴñ Ü£Öíôí．, àÜ 

a j j
k

j

n

x b , k =1,≤
=
∑

1

 (1.5) 
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Ññ  � ¡ÜÜëÑóÖíöó öÜô¡ó x k. づÜ£Ç¿　Öñ½Ü Ññ　¡Ü ÑÜç：¿áÖÜ öÜô¡Ü x ç：Ñë：£¡í 

[ x 1, x 2] i äÜ¡í¢ñ½Ü, àÜ çÜÖí öí¡Ü¢ Öí¿ñ¢óöá づ. ぞñêíú 

x xk
n
k

1
,...,

x =αx 1 + (1�α) x 2,  0 ≤ α ≤ 1. 

ぜí．½Ü £ çëíêÜçíÖÖ　½ (1.5) 

( )( ) ( )a a a aj j j j j
j

n

j

n

j j
j

n

j j
j

n

x x x x= + − = + −
== =
∑∑ ∑α α α α1 2

11

1

1

2

1

1 1 x ≤
=
∑  

≤ αb + (1�α) b = b. 

ぴñ Ü£Öíôí．, àÜ ÑÜç：¿áÖí öÜô¡í x ç：Ñë：£¡í [ x 1, x 2] Öí¿ñ¢óöá P. だö¢ñ 
äiçäëÜïöië ． ÜäÜ¡¿Ü0 ½ÖÜ¢óÖÜ0. 

ずñ½í 1.3.  ゎiäñëä¿ÜàóÖí ． ÜäÜ¡¿Ü0 ½ÖÜ¢óÖÜ0. 

がÜçñÑñÖÖ　.  ゎiäñëä¿ÜàóÖí (1.4) ． äñëñöóÖ äiçäëÜïöÜëiç 

P1 = ∈ ≤










=
∑x E a xn

j j
j

n

:
1

b  

öí 

P2 = ∈ ≥










=
∑x E a x bn

j j
j

n

: ,

1

 

àÜ ． ÜäÜ¡¿ó½ó ½ÖÜ¢óÖí½ó £Ç：ÑÖÜ ¿ñ½ó 1.2, Üö¢ñ, Çiäñëä¿ÜàóÖí ． ÜäÜ¡¿Ü0 
½ÖÜ¢óÖÜ0 £Ç：ÑÖÜ ¿ñ½ó 1.1. 

だ£ÖíôñÖÖ　 1.1. ぜÖÜÇÜÇëíÖÖÜ0 ½ÖÜ¢óÖÜ0 Öí£óçí．öáï　 äñëñöóÖ 
ï¡iÖôñÖÖÜÇÜ ôóï¿í äiçäëÜïöÜëiç. だß½ñ¢ñÖí ½ÖÜÇÜÇëíÖÖí ½ÖÜ¢óÖí Öí£óçí．öáï　 
½ÖÜÇÜÇëíÖÖó¡Ü½. 

げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ ÑÜäÜïöó½í ½ÖÜ¢óÖí D げずぢ ． ½ÖÜÇÜÇëíÖÖÜ0 ½ÖÜ¢óÖÜ0 (　¡àÜ 
çÜÖí Öñ äÜëÜ¢Ö　). IÖ¡Ü¿ó Üß¿íïöá D Öí£óçí0öá ½ÖÜÇÜÇëíÖÖó¡Ü½, ÑÜÑí0ôó ï¿Üçí 
"Üß½ñ¢ñÖóú" íßÜ "ÖñÜß½ñ¢ñÖóú". 

ゐñ£äÜïñëñÑÖi½ Öíï¿：Ñ¡Ü½ îóê Ü£ÖíôñÖá öí ÑÜçñÑñÖóê öçñëÑ¢ñÖá ． öí¡í 
öñÜëñ½í. 

どñÜëñ½í 1.1. がÜäÜïöó½í ½ÖÜ¢óÖí D げずぢ ． ÜäÜ¡¿Ü0 ½ÖÜÇÜÇëíÖÖÜ0 
½ÖÜ¢óÖÜ0. 

だö¢ñ, げずぢ äÜ¿　Çí． Ü £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ： ½：Ö：½Ü½Ü (½í¡ïó½Ü½Ü) ¿：Ö：úÖÜ； âÜÖ¡î：； L(x ) 
Öí ÜäÜ¡¿：ú ½ÖÜÇÜÇëíÖÖiú ½ÖÜ¢óÖ： D. 

だ£ÖíôñÖÖ　 1.2.  どÜô¡í x ÜäÜ¡¿Ü； ½ÖÜ¢óÖó X Öí£óçí．öáï　 ¡ÜöÜçÜ0 
(¡ëíúÖáÜ0), 　¡àÜ ；； Öñ ½Ü¢Öí äëñÑïöíçóöó Ü çóÇ¿　Ñ： 

x =αx 1 + (1�α) x 2, Ññ x 1, x 2 ∈ X, x 1 ≠ x 2, 0<α<1. 

げ ÇñÜ½ñöëóôÖÜ； öÜô¡ó £ÜëÜ öÜô¡í x ． ¡ëíúÖáÜ0 öÜô¡Ü0 ½ÖÜ¢óÖó X , 　¡àÜ ；； Öñ 
½Ü¢Öí ëÜ£öíüÜçíöó ÜïñëñÑóÖ： ç：Ñë：£¡í, ¡：Öî： 　¡ÜÇÜ Öí¿ñ¢íöá X . 

とÜöÜç： öÜô¡ó ÜäÜ¡¿Ü； ½ÖÜÇÜÇëíÖÖÜ； ½ÖÜ¢óÖó Öí£óçí0öáï　 ；； çñëüóÖí½ó. 

§ 4. ゎñÜ½ñöëóôÖñ ö¿Ü½íôñÖÖ　 £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 

づÜ£Ç¿　Öñ½Ü ¡ÜÖ¡ëñöÖ： äëó¡¿íÑó Ü ÑçÜçó½：ëÖÜ½Ü äëÜïöÜë：. 

 7 



ぢëó¡¿íÑ 1.1. づÜ£Ç¿　Öñ½Ü げずぢ 

L(x ) =    x1 +    x2 → max, 

 � x1 + 2 x2 ≤   6, 

9 x1 + 4 x2 ≤ 56, 

3 x1 + 5 x2 ≥   4, 

   x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 

がÜäÜïöó½í Üß¿íïöá D î：．； げずぢ £Üßëí¢ñÖí Öí ëóï.1.1 i 　ç¿　． ïÜßÜ0 
ä'　öó¡ÜöÖó¡ £ çñëüóÖí½ó V1(0,4 /5 ), V2(0,3 ), V3(4,5 ), V4(56 / 9 , 0 ), V5(4 /3,0 ). 

O
x

x
2

1

1

1

D

n

V

V

V

VV

1

2

3

45  
づóï. 1.1 

だ£ÖíôñÖÖ　 1.3.  ぜÖÜ¢óÖí £ÖíôñÖá x∈ E n öí¡óê, àÜ L(x ) = const, 
Öí£óçí．öáï　 ¿：Ö：．0 ë：çÖ　 î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：；. 

ば ëÜ£Ç¿　ÖÜöÜ½Ü äëó¡¿íÑ： ¿：Ö：； ë：çÖ　 î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； x1 + x2 = const äëó ë：£Öóê 

£ÖíôñÖÖ　ê const ． ï：½ñúïöçÜ½ äíëí¿ñ¿áÖóê äë　½óê £： ïä：¿áÖó½ çñ¡öÜëÜ½ ÖÜë½í¿： 
n (1,1). 

ゑiÑÜ½Ü, àÜ £ÖíôñÖÖ　 const £ëÜïöí．, 　¡àÜ î： äë　½： äñëñ½：àÜçíöó Ü Öíäë　½¡Ü 
ÖÜë½í¿： n. 

げçiÑïó £ ÜôñçóÑÖ：ïö0 çóä¿óçí．, àÜ ½í¡ïó½í¿áÖÜÇÜ £ÖíôñÖÖ　 î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 
ÑÜï　Çí． Ü çñëüóÖ： V3(4,5 ) Üß¿íïö： D, öÜßöÜ x * = (4,5 ), L(x * ) = 9. 

ぢëó¡¿íÑ 1.2. づÜ£Ç¿　Öñ½Ü げずぢ 

L(x ) =    x1 +    x2 → max, 

� x1 + 2 x2 ≤   6, 

3 x1 + 5 x2 ≥   4, 

   x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 
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O
x

x
2

1

1

1

D

n

 
づóï. 1.2 

ぴñú äëó¡¿íÑ ÜÑñë¢íÖÜ £ äÜäñëñÑÖáÜÇÜ, Ññ ç：Ñ¡óÖÜöÜ ÑëÜÇñ Öñäë　½ñ 
Üß½ñ¢ñÖÖ　. げ ëóï. 1.2 çóä¿óçí．, àÜ 

.L
D

∞=
∈

)(max x
x

  

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ, ç£íÇí¿： ¡í¢Üôó, £ ÖñÜß½ñ¢ñÖÜïö： Üß¿íïö： D Öñ çóä¿óçí． 
ÖñÜß½ñ¢ñÖ：ïöá £çñëêÜ (£Öó£Ü) î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； Ü ÑÜäÜïöó½：ú Üß¿íïö：. 

ぢëó¡¿íÑ 1.3. づÜ£Ç¿　Öñ½Ü げずぢ 

L(x ) = 9 x1 + 4 x2 → max, 

� x1 + 2 x2 ≤   6, 

9 x1 + 4 x2 ≤ 56, 

3 x1 + 5 x2 ≥   4, 

   x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 

ぴñú äëó¡¿íÑ ç：Ñë：£Ö　．öáï　 ç：Ñ äñëüÜÇÜ ¿óüñ î：¿áÜçÜ0 âÜÖ¡î：．0. 

O
x

x
2

1

1

1

D

n

V

V

V

VV

1

2

3

45  
づóï. 1.3 

んÖí¿i£Ü0ôó ëóï. 1.3, äëóêÜÑó½Ü ÑÜ çóïÖÜç¡Ü, àÜ ½í¡ïó½í¿áÖÜÇÜ £ÖíôñÖÖ　, 
ë：çÖÜÇÜ 56, î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 ÑÜï　Çí． Ü ßÜÑá-　¡iú öÜôî： ïöÜëÜÖó V3V4 ä'　öó¡ÜöÖó¡í D. 
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§ 5. ゑ¿íïöóçÜïö： ëÜ£ç'　£¡iç £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 

ぢëó¡¿íÑó, ëÜ£Ç¿　ÖÜö： Ü äÜäñëñÑÖáÜ½Ü äíëíÇëíâ：, ÖíçÜÑ　öá Öí ÑÜ½¡Ü, àÜ 
Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ げずぢ (　¡àÜ ç：Ö ：ïÖÜ．) ïä：çäíÑí． £ çñëüóÖÜ0 ÑÜäÜïöó½Ü； 
Üß¿íïö： (Ü Ññ　¡óê çóäíÑ¡íê � £ ；； ÇëíÖÖ0 íßÜ ëñßëÜ½). 

げíëíÑó äëÜïöÜöó ëÜ£Ç¿　Öñ½Ü çóäíÑÜ¡, ¡Ü¿ó D � ½ÖÜÇÜÇëíÖÖó¡. 
ぞíçñÑñ½Ü ßñ£ ÑÜçñÑñÖÖ　 ÑÜäÜ½：¢Öñ öçñëÑ¢ñÖÖ　, 　¡ñ ÖñÜßê：ÑÖñ Ñ¿　 

äÜÑí¿áüÜÇÜ çó¡¿íÑÜ. 

ずñ½í 1.4.  ゐÜÑá-　¡í öÜô¡í ½ÖÜÇÜÇëíÖÖó¡í ． ÜäÜ¡¿Ü0 ¿：Ö：úÖÜ0 ¡Ü½ß：Öíî：．0 
úÜÇÜ çñëüóÖ. 

どñÜëñ½í 1.2. ぴi¿áÜçí âÜÖ¡î：　 げずぢ ÑÜï　Çí． Üäöó½í¿áÖÜÇÜ £ÖíôñÖÖ　 Ü 
çñëüóÖ： ½ÖÜÇÜÇëíÖÖó¡í ëÜ£ç'　£¡iç. é¡àÜ î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 ÑÜï　Çí． îáÜÇÜ £ÖíôñÖÖ　 
Ü ÑçÜê öí ß：¿áüñ öÜô¡íê, öÜ çÜÖí ÑÜï　Çí． öÜÇÜ ¢ £ÖíôñÖÖ　 Ü ßÜÑá-　¡iú öÜôî：, àÜ 
． ；ê ÜäÜ¡¿Ü0 ¿：Ö：úÖÜ0 ¡Ü½ß：Öíî：．0. 

がÜçñÑñÖÖ　. ぞñêíú x i, i = 1,...,r, � çñëüóÖó ½ÖÜÇÜÇëíÖÖó¡í D i , ëÜ£Ç¿　Ñí0ôó 
£íÑíôÜ ½：Ö：½：£íî：；, äÜ¡¿íÑñ½Ü 

.L*
D

)(minarg xx
x∈

=   

だïöíÖÖ． ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 Ü£Öíôí．, àÜ 

c x c x Dj
j

n

j j
j

n

j
= =
∑ ∑≤ ∈

1 1

* ,   ,x

 
íßÜ £ çó¡ÜëóïöíÖÖ　½ äÜ£ÖíôñÖÖ　 ï¡í¿　ëÖÜÇÜ ÑÜßÜö¡Ü 

(c , x * ) ≤ (c , x ),  x ∈ D, (1.6) 

Ññ c = (c1 , . . . ,cn ). 

é¡àÜ x * � çñëüóÖí D, öÜ äñëüÜ ôíïöóÖÜ öñÜëñ½ó ÑÜçñÑñÖÜ. ぞñêíú x * Öñ ． 

çñëüóÖÜ0 D. げí ¿ñ½Ü0 1.4 ：ïÖÜ0öá αi ≥ 0, i =1,...,r, α1+...+αr =1, öí¡：, àÜ 

x x* .=
=
∑ α i
i

r
i

1

 

ゑó¡ÜëóïöÜçÜ0ôó ç：ÑÜ½： ç¿íïöóçÜïö： ï¡í¿　ëÖÜÇÜ ÑÜßÜö¡Ü, ½í．½Ü 

( ) ( ) ( ) (c x c x c x c x c x, , , , ,* ,=










 = ≥ =

= = =
∑ ∑ ∑α α αi
i

r
i

i
i

r
i k

i
i

r
k

1 1 1
)  (1.7) 

Ññ x k  � öí¡í çñëüóÖí, àÜ 

.c,c, i

ri1

k )(min)( xx
≤≤

=   

I£ ïä：çç：ÑÖÜüñÖá (1.6) öí (1.7) çóä¿óçí．, àÜ ( c , x * ) = ( c , x k), í îñ Ü£Öíôí．, àÜ 

：ïÖÜ． çñëüóÖí x k ÑÜäÜïöó½Ü； Üß¿íïö： D, Ññ î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 äëóú½í． Öíú½ñÖüñ 
£ÖíôñÖÖ　. 

がÜçñÑñ½Ü ÑëÜÇÜ ôíïöóÖÜ öñÜëñ½ó. ぞñêíú î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 ÑÜï　Çí． 

½：Ö：½í¿áÖÜÇÜ £ÖíôñÖÖ　 Ü öÜô¡íê x 1,...,x s öÜßöÜ 

.s,...,1i,Llc,
D

i ===
∈

)(min)( xx
x
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づÜ£Ç¿　Öñ½Ü ÜäÜ¡¿Ü ¿：Ö：úÖÜ ¡Ü½ß：Öíî：0 

x x* = ≥
=
∑ α α α αi
i

s
i

i s0 ,  i =1,...,s,   +...+ =1.
1

1,   

 
ぢÜ¡í¢ñ½Ü, àÜ L(x * ) = l. がiúïÖÜ, 

( ) ( )L(x c x c x c x*) , * , , .= =










 = =

= = =
∑ ∑ ∑α α αi
i

s
i

i
i

s
i

i
i

s

l l

1 1 1

=  

げÇiÑÖÜ ÑÜçñÑñÖÜ； öñÜëñ½ó ëÜ£ç'　£¡ó げずぢ ï¿：Ñ üÜ¡íöó ïñëñÑ çñëüóÖ ；； 
ÑÜäÜïöó½Ü； ½ÖÜ¢óÖó. だÑÖí¡ äë　½í ëñí¿：£íî：　 î：．； ：Ññ； äëí¡öóôÖÜ Öñ½Ü¢¿óçí ôñëñ£ 
çñ¿ó¡Ü ¡：¿á¡：ïöá çñëüóÖ Ü £íÇí¿áÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü öí ï¡¿íÑÖ：ïöá ；ê £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　. がí¿： 
ßÜÑÜöá çó¡¿íÑñÖ： ÑÜïóöá äëÜïö： ½ñöÜÑó, àÜ ÑÜ£çÜ¿　0öá ÜÖó¡ÖÜöó îóê öëÜÑÖÜà：ç. 

§ 6. でöíÖÑíëöÖí £íÑíôí ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. 
ゐí£óïÖ： ëÜ£ç'　£¡ó 

でöíÖÑíëöÖí げずぢ (でげずぢ) ½í． çóÇ¿　Ñ 

L c xj
j

n

j( ) min,x = →
=
∑

1

 (1.8) 

a x b , i =1,...,mi j
j

n

j i
=
∑ =

1

, (1.9) 

xj ≥ 0 ,  j = 1,...,n. (1.10) 

ぴñ でげずぢ Ü ¡ÜÜëÑóÖíöÖ：ú âÜë½：. ぜó ßÜÑñ½Ü öí¡Ü¢ çó¡ÜëóïöÜçÜçíöó 
çñ¡öÜëÖÜ öí ½íöëóôÖÜ âÜë½ó でげずぢ. 

ゑñ¡öÜëÖí âÜë½í でげずぢ : 

L(x ) = (c , x ) → min, (1.11) 

j

n

j jx
=
∑ =

1

A b ,

 

(1.12)

 
x ≥ 0 , (1.13) 

Ññ c = (c1 , . . . ,cn ), A j = ( a 1 j , . . . , a m j )', j = 1,...,n, � çñ¡öÜë Ü½Üç, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． 

£½：ÖÖ：ú x j ,  b = ( b 1 , . . . , b m )' � çñ¡öÜë Üß½ñ¢ñÖá, í üöëóê ( ' ) Ü£Öíôí． 

öëíÖïäÜÖÜçíÖÖ　. 

ぜíöëóôÖí âÜë½í でげずぢ : 

L(x ) = c x → min, (1.14) 

A x = b, (1.15) 

x ≥ 0, (1.16) 

Ññ A = || a i j || , i = 1,...m, j = 1,...,n, � ½íöëóî　 Ü½Üç (；； ïöÜçäî　½ó ． çñ¡öÜëó Ü½Üç 

A j ), x = ( x 1 , . . . , x n )', b = ( b 1 , . . . , b m )'. 

 げíÜçí¢ó½Ü, àÜ でげずぢ ． ôíïöóÖÖó½ çóäíÑ¡Ü½ げげずぢ. ば ïçÜ0 ôñëÇÜ ßÜÑá-　¡í 
げげずぢ £çÜÑóöáï　 ÑÜ ïöíÖÑíëöÖÜ； âÜë½ó: 
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í) £íÑíôí ½í¡ïó½i£íîi； L(x ) ñ¡ç：çí¿ñÖöÖí £íÑíô： ½：Ö：½：£íî：； � L(x ); 
ß) Üß½ñ¢ñÖÖ　 Öñë：çÖÜïö： 

a x bi j
j

n

j i
=
∑ ≤ ≥

1

( )

 
äñëñöçÜë00öáï　 ç Üß½ñ¢ñÖÖ　-ëiçÖÜïöi ççñÑñÖÖ　½ ÑÜÑíö¡Üçóê (ßí¿íÖïÖóê) 
Öñç：Ñ'．½Öóê £½：ÖÖóê xn+i öí¡ó½ ôóÖÜ½ : 

a x x bi j
j

n

j n i
=

+∑ + − =
1

( ) ;i

 
ç) Ñ¿　 £½：ÖÖóê xj, àÜ ½Ü¢Üöá äëóú½íöó i ç：Ñ'．½Ö： £ÖíôñÖÖ　, ççÜÑóöáï　 

£í½：Öí x x . x x xj j j j j
= − ≥ ≥+ − + −, ,0 0

ぢÜ£Öíôó½Ü ôñëñ£ A ëÜ£üóëñÖÜ ½íöëóî0 ïóïöñ½ó A x = b . ぞíÑí¿：, Öñ 
Üß½ñ¢Ü0ôó £íÇí¿áÖÜïö：, äëóäÜï¡í．öáï　, àÜ Ñ¿　 でげずぢ 

rang A = rang A = m < n. (1.17) 

é¡ ç：ÑÜ½Ü, Ü îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ïóïöñ½í ë：çÖ　Öá A x = b ïÜ½：ïÖí i ½í． Öñï¡：ÖôñÖÖÜ 
½ÖÜ¢óÖÜ ëÜ£ç'　£¡iç. とëi½ öÜÇÜ, ½í¡ïó½í¿áÖñ ôóï¿Ü ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Öóê çñ¡öÜë：ç 
Ü½Üç A j , j = 1,...,n, ÑÜë：çÖ0． m. 

é¡àÜ ïñëñÑ ëÜ£ç'　£¡iç î：．； ïóïöñ½ó Öñ½í． Öñç：Ñ'．½Öóê, öÜ ÑÜäÜïöó½í Üß¿íïöá 
D ． äÜëÜ¢ÖáÜ0. 

だ£ÖíôñÖÖ　 1.4.  ぞñÖÜ¿áÜçóú ÑÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ x げずぢ Öí£óçí．öáï　 
ßí£óïÖó½, 　¡àÜ ïóïöñ½í çñ¡öÜë：ç Ü½Üç A j , àÜ ç：ÑäÜç：Ñí0öá ÑÜÑíöÖó½ 

¡Ü½äÜÖñÖöí½ x j îáÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü, ． ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢ÖÜ0. ぞÜ¿áÜçóú ÑÜäÜïöó½óú 

ëÜ£ç'　£Ü¡ £íç¢Ñó ßÜÑñ½Ü ççí¢íöó ßí£óïÖó½. 

げÇ：ÑÖÜ (1.17) ½í．½Ü, àÜ ½í¡ïó½í¿áÖñ ôóï¿Ü ÑÜÑíöÖóê ¡Ü½äÜÖñÖö ßí£óïÖÜÇÜ 
ëÜ£ç'　£¡Ü げずぢ ÑÜë：çÖ0． m. 

だ£ÖíôñÖÖ　 1.5.  ゐí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ Öí£óçí．öáï　 ÖñçóëÜÑ¢ñÖó½, 　¡àÜ ç：Ö 
½：ïöóöá ë：çÖÜ m ÑÜÑíöÖóê ¡Ü½äÜÖñÖö, öí çóëÜÑ¢ñÖó½, 　¡àÜ ôóï¿Ü ÑÜÑíöÖóê 
¡Ü½äÜÖñÖö ½ñÖüñ m. 

ぞñ Üß½ñ¢Ü0ôó £íÇí¿áÖÜïö：, äëóäÜïöó½Ü, àÜ Ü çóäíÑ¡Ü ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜÇÜ 
ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü ÑÜÑíöÖó½ó ． äñëü： m ¡Ü½äÜÖñÖö, öÜßöÜ 

x = (x 1 , . . . , x m , . . . , 0 , . . . , 0 ),  x j  > 0,  j = 1,...,m, (1.18) 

äëóôÜ½Ü çñ¡öÜëó Ü½Üç A1,...,A m � ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Ö：. ゐÜÑñ½Ü Öí£óçíöó î： çñ¡öÜëó 

ßí£óïÜ½, àÜ äÜëÜÑ¢Ü． ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x , í ÜöçÜëñÖÜ Öó½ó ½íöëóî0 
B = (A1,..., A m ) � ßí£óïÖÜ0 ½íöëóîñ0. だôñçóÑÖÜ, àÜ £ öÜôÖ：ïö0 ÑÜ äÜë　Ñ¡Ü 

çñ¡öÜë：ç ßí£óï Ü îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ．ÑóÖóú. 
んÖí¿ÜÇiôÖÜ (1.18) Ü çóëÜÑ¢ñÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ½í．½Ü 

x = (x 1 , . . . , x r , . . . , 0 , . . . , 0 ),  xj > 0,  j = 1,...,r,  r < m, (1.19) 

äëóôÜ½Ü çñ¡öÜëó Ü½Üç A1,...,A r � ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Ö：. ば îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ßí£óïÜ½, àÜ 

äÜëÜÑ¢Ü． ëÜ£ç'　£Ü¡ (1.19), ． ßÜÑá-　¡í ïóïöñ½í m ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Öóê çñ¡öÜë：ç Ü½Üç, 
àÜ ç¡¿0ôí． çñ¡öÜëó A1,...,A r . ぴ　 ïóïöñ½í çñ¡öÜë：ç âÜë½Ü． ßí£óïÖÜ ½íöëóî0. 

だôñçóÑÖÜ, àÜ Ü îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ßí£óï i, ç：ÑäÜç：ÑÖÜ, ßí£óïÖí ½íöëóî　 Öñ ． ．ÑóÖó½ó. 
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が¿　 ÜßÜê ëÜ£Ç¿　ÖÜöóê çóäíÑ¡：ç £½：ÖÖ： x j , àÜ ç：ÑäÜç：Ñí0öá ßí£óïÖó½ 

çñ¡öÜëí½, ßÜÑñ½Ü Öí£óçíöó ßí£óïÖó½ó, ëñüöÜ � Öñßí£óïÖó½ó. げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ Ü 
ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü çï： ßí£óïÖ： £½：ÖÖ： ÑÜÑíöÖ：, Öñßí£óïÖi � ÖÜ¿áÜç：, í Ü 
çóëÜÑ¢ñÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü i ïñëñÑ ßí£óïÖóê £½：ÖÖóê ． ë：çÖ： ÖÜ¿0. 

ぢëó¡¿íÑ 1.4. ぞñêíú Üß½ñ¢ñÖÖ　 げずぢ ½í0öá çóÇ¿　Ñ 
x1     + 2 x3 +    x4 = 7, 

    x2 +    x3 � 3 x4 = 2, 

xj ≥ 0,  j=1,...,4. 

づÜ£ç'　£Ü¡ (7 , 2 , 0 , 0 ) ． ÖñçóëÜÑ¢ñÖó½ ßí£óïÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½, ç：ÑäÜç：ÑÖóú ßí£óï 
ÜöçÜë00öá çñ¡öÜëó Ü½Üç A1 = (1, 0 )', A2 = (0 , 1 )', B � ÜÑóÖóôÖí ½íöëóî　 

ëÜ£½：ëÖÜïö： 2×2 , £½：ÖÖ： x1 , x2 � ßí£óïÖ：, x3 , x4 � Öñßí£óïÖi. 

どñÜëñ½í 1.3. がÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ x げずぢ ． çñëüóÖÜ0 ；； ÑÜäÜïöó½Ü； 
½ÖÜ¢óÖó D öÜÑ： i ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó x � ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡. 

がÜçñÑñÖÖ　. ぞñÜßêiÑÖiïöá. ぞñêíú x � çñëüóÖí D. ぢÜ¡í¢ñ½Ü, àÜ x � 
ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡. ゐñ£ Üß½ñ¢ñÖÖ　 £íÇí¿áÖÜïö： ½Ü¢Öí ççí¢íöó, àÜ 

x = (x 1 , . . . , x k , . . . , 0 , . . . , 0 ),  xj > 0,  j = 1,...,k,  k < n. 

ぢÜöëißÖÜ ÑÜçñïöó, àÜ çñ¡öÜëó A 1,...,A k ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Ö：. がÜçñÑñ½Ü îñ ç：Ñ 

ïÜäëÜöóçÖÜÇÜ. ぞñêíú çñ¡öÜëó A 1,...,A k ¿：Ö：úÖÜ £í¿ñ¢Ö：, öÜßöÜ ：ïÖÜ0öá ôóï¿í α j , Öñ 

çï： ë：çÖ： ÖÜ¿0 ÜÑÖÜôíïÖÜ i öí¡：, àÜ 

.0A =∑
=

jj

k

1j

α  (1.20) 

ぶñëñ£ öñ, àÜ x � ÑÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡, öÜ 

.bA =∑
=

jj

k

1j

x  (1.21) 

ぢÜ½ÖÜ¢ó½Ü ÜßóÑç： ôíïöóÖó (1.20) Öí ε > 0 i ëñ£Ü¿áöíö ÑÜÑí½Ü öí ç：ÑÖ：½ñ½Ü 
ç：Ñ (1.21). だÑñë¢ó½Ü 

(x j
j

k

j j±
=
∑ ε α

1

) A b= .  (1.22) 

づÜ£Ç¿　Öñ½Ü çñ¡öÜëó 

x 1 = (x1 + ε α1 ,..., xk + ε αk ,..., 0 ,..., 0 ), (1.23) 

x 2 = (x1 � ε α1 ,..., xk � ε αk ,..., 0 ,..., 0 ). (1.24) 

どÜ½Ü àÜ xj > 0, j=1,...,k, öÜ ε ½Ü¢Öí çóßëíöó öí¡ó½ ôóÖÜ½, àÜß x 1≥ 0 , x 2≥ 0 . 

が¿　 îáÜÇÜ ÑÜïóöá äÜ¡¿íïöó 

ε
α α

=








 −





















> <
min , .min min

: :j

j

j j

j

jj j

x x

α α0 0
 

 13 



だö¢ñ, çëíêÜçÜ0ôó (1.22) äëóêÜÑó½Ü ÑÜ çóïÖÜç¡Ü, àÜ x 1, x 2 ∈ D.  とëi½ öÜÇÜ, 

x 1≠ x 2, ßÜ Öñ çï： αj ë：çÖ： ÖÜ¿0. げ (1.23)� (1.24) çóä¿óçí．, àÜ x = (1 / 2 ) x 1+ (1 / 2 ) x 2, 

í, £Öíôóöá, x Öñ ． çñëüóÖÜ0, àÜ ïÜäñëñôóöá Ü½Üç：. 
がÜïöíöÖiïöá. ぞñêíú x � ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡. ぢÜ¡í¢ñ½Ü, àÜ x � çñëüóÖí D. 

ぞñêíú 
x = (x 1 , . . . , x k , . . . , 0 , . . . , 0 ),  xj > 0,  j = 1,...,k,  k < m. 

だö¢ñ 

bA =∑
=

jj

k

1j

x  

i çñ¡öÜëó A 1,..., A k � ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Ö：. 
づñüöÜ ÑÜçñÑñÖÖ　 äëÜçñÑñ½Ü ç：Ñ ïÜäëÜöóçÖÜÇÜ. ぞñêíú x Öñ ． çñëüóÖÜ0 D. ば 

îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ：ïÖÜ0öá öÜô¡ó x 1 , x 2∈D , öí¡： àÜ x 1≠x 2 , x =α x 1 + (1�α) x 2 , 0 <α
< 1. げ îáÜÇÜ çóä¿óçí．, àÜ 

x x1
1
1 1 2

1
2 20 0 0 0= =( ,..., , ,..., ), ( ,..., , ,..., )x x x x

k k  
i, ¡ë：½ îáÜÇÜ, 

,bA =∑
=

j
1
j

k

1j

x  (1.25) 

.bA =∑
=

j
2
j

k

1j

x  (1.26) 

ゑiÑÖi½í0ôó äÜô¿ñÖÖÜ (1.26) £ (1.25), ÜÑñë¢ó½Ü 

( )
j

k

j j jx x

=
∑ − =

1

1 2 A 0 ,  

äëóôÜ½Ü Öñ çï： x  ÑÜë：çÖ00öá ÖÜ¿0. だïöíÖÖ． ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 Ü£Öíôí． ¿：Ö：úÖÜ 

£í¿ñ¢Ö：ïöá çñ¡öÜë：ç Ü½Üç A1,...,Ak , àÜ ïÜäñëñôóöá Ü½Üç：. 

x
j
1 −

j
2

§ 7. とíÖÜÖiôÖí £íÑíôí ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぢñëñßië çñëüóÖ 
ÑÜäÜïöó½Ü； Üß¿íïö： ½ñöÜÑÜ½ çó¡¿0ôñÖÖ　 ぐÜëÑíÖí-ゎíÜïïí 

でöíÖÑíëöÖí げずぢ 

  L(x ) = c x → min, 

 A x = b, 

  x ≥ 0 , 

Öí£óçí．öáï　 ¡íÖÜÖ：ôÖÜ0 (とげずぢ), 　¡àÜ ç ½íöëóî： A ：ïÖÜ． ÜÑóÖóôÖí äiÑ½íöëóî　 i 
çñ¡öÜë Ü½Üç b � Öñç：Ñ'．½Öóú. ゐñ£ Üß½ñ¢ñÖÖ　 £íÇí¿áÖÜïö： ßÜÑñ½Ü ççí¢íöó, àÜ 
äñëü： m ïöÜçäîiç ½íöëóî： A ÜöçÜë00öá ÜÑóÖóôÖÜ äiÑ½íöëóî0. どÜÑ： とげずぢ 
½Ü¢Öí £íäóïíöó Ü çóÇ¿　Ñ ： : 
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,min)( →= ∑
=

j

n

1j
j xcL x  (1.27) 

m,1,...,=i,xx ij

n

1mj
jii βα =+ ∑

+=
 (1.28) 

xj ≥ 0, j = 1,...,n,  βi ≥ 0, i = 1,...,m. (1.29) 

が¿　 とげずぢ ¿ñÇ¡Ü £ÖíêÜÑóöáï　 äÜôíö¡Üçóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡, ßí£óï öí 
ßí£óïÖí ½íöëóî　 : 

x = (β1 , . . . ,βm, 0 , . . . , 0 ) � ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡, 
(1 , 0 , . . . , 1 )', (0 , 1 , . . . , 0 )',...,(0 , 0 , . . . , 1 )' � ßí£óï, 

1 0 ... 0  
0 1 ... 0 � ßí£óïÖí ½íöëóî　 (ëÜ£½：ëÖÜïö： m×m), 
... ... ... ...  
0 0 ... 1  

x1 ,..., xm  �  ßí£óïÖ： £½：ÖÖ：, xm+1 ,..., xn  �  Öñßí£óïÖi £½：ÖÖ：. 
でä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 (1.27)� (1.29) � îñ とげずぢ Ü ¡ÜÜëÑóÖíöÖ：ú âÜë½：. んÖí¿ÜÇiôÖÜ 

でげずぢ とげずぢ ½Ü¢ñ ßÜöó £íäóïíÖí Ü çñ¡öÜëÖ：ú öí ½íöëóôÖ：ú âÜë½íê. げÜ¡ëñ½í, 
　¡àÜ 

β= (β1 ,...,βm)', x =(x1,...,xn)', α= ( I,αm+1,...,αn ), 

Ññ I � ÜÑóÖóôÖí ½íöëóî　 ëÜ£½：ëÖÜïö： m×m , αj = (α1j , ...,αm j )', öÜ Ü½Üçó (1.28) öí 

(1.29) Ü ½íöëóôÖ：ú âÜë½： Öíßóëí0öá çóÇ¿　ÑÜ : 

αx =β ,  x ≥ 0 ,  β ≥ 0 . (1.30) 

げí Ü£ÖíôñÖÖ　½ とげずぢ ． でげずぢ. ば ïçÜ0 ôñëÇÜ でげずぢ ½Ü¢ñ ßÜöó £çñÑñÖí ÑÜ 
とげずぢ. どñÜëñöóôÖÜ Ñ¿　 îáÜÇÜ ÑÜïóöá, äëóäÜï¡í0ôó ßñ£ Üß½ñ¢ñÖÖ　 £íÇí¿áÖÜïö：, àÜ 
çñ¡öÜëó Ü½Üç A 1,...,A m ÜöçÜë00öá ßí£óï i B = (A 1,...,A m ) � ç：ÑäÜç：ÑÖí ßí£óïÖí 

½íöëóî　, ÑÜ½ÖÜ¢óöó ÜßóÑç： ôíïöóÖó ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 A x = b £¿：çí Öí B−1. 
だôñçóÑÖÜ, àÜ 

α= B−1 A ,  β= B−1 b . (1.31) 

ぢëí¡öóôÖ： ü¿　êó äñëñöçÜëñÖÖ　 でげずぢ ÑÜ とげずぢ ½ó ÜßÇÜçÜëó½Ü ä：£Ö：üñ. 
ぢñëñúÑñ½Ü ç：Ñ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 

x = (β1 , . . . ,β l � 1 ,β l ,β l + 1 , . . . ,βm , 0 , . . . , 0 ), 

àÜ çó£Öíôí．öáï　 Üß½ñ¢ñÖÖ　½ó (1.28), (1.29) とげずぢ, ÑÜ ÖÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 

x ' ' ' ' ' '
,..., , , ,..., , ,..., , , ,..., ,= 



− +β β β β β1 1 10 0 0 0l l m l 0  

　¡Ü½Ü ç：ÑäÜç：Ñí． ÖÜçí とげずぢ, Ññ £ ôóï¿í ßí£óïÖóê çó¡¿0ôñÖí £½：ÖÖí x l ( l = 1,...,m ), 

í £½：ÖÖí x k ( k = m+1,...,n ) ÜçñÑñÖí ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê. 

ゑó　ç¿　．öáï　, àÜ îñ ½Ü¢Öí £ëÜßóöó £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ç：ÑÜ½ÜÇÜ ½ñöÜÑÜ 
çó¡¿0ôñÖÖ　 ぐÜëÑíÖí-ゎíÜïïí, äÜöÜëßÜçíçüóïá äëó îáÜ½Ü ¿óüñ äëÜ öñ, àÜß 
äñëñöçÜëñÖí げずぢ £ÖÜçÜ ½í¿í ¡íÖÜÖ：ôÖÜ âÜë½Ü. づÜßóöáï　 îñ öí¡. ゑó¡¿0ôó½Ü £ Üï：ê 

ë：çÖ　Öá ïóïöñ½ó (1.28),  ¡ë：½ l-ÇÜ,  £½：ÖÖÜ x k .  が¿　  îáÜÇÜ  ç：Ñ  i-ÇÜ  ë：çÖ　ÖÖ　 ( i≠ l ) 
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ç：ÑÖ：½ñ½Ü l-ñ ë：çÖ　ÖÖ　, ÑÜ½ÖÜ¢ñÖñ Öí αi k / αl k  (αl k ≠ 0 ). づiçÖ　ÖÖ　 £í ÖÜ½ñëÜ½ l 

ÑÜ½ÖÜ¢ó½Ü Öí 1 / α l k . だÑñë¢ó½Ü ïóïöñ½Ü, ñ¡ç：çí¿ñÖöÖÜ (1.28), çóÑÜ : 

x x x i l

x x i l

i =1,...,m.

i i l l i j
j m

n

j i

i l l i j
j m

n

j i

+ + = ≠

+ = =














= +

= +

∑

∑

α α β

α α β

' ' '

' ' '

, ,

, ,

1

1

 (1.32) 

ば ïóïöñ½： ë：çÖ　Öá (1.32) 

α

α

α

α
α α

α

β

β
α

β
β α

α

i j

i j

l k

i j
l j i k

lk

i

i

l k

i
l i k

lk

i l

i l

i l

i l

' '
, ,

, ,

, ,

, ,

=

=

− ≠













=

=

− ≠











 (1.33) 

i, £Ü¡ëñ½í, 

α l k

i l

i l

' , ,

, .
=

=
≠





1

0
 

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ äñëñöçÜëñÖÖ　 (1.33) ¿ñÇ¡Ü ëñí¿：£Ü．öáï　 £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 
ç：ÑÜ½ÜÇÜ äëíçó¿í äë　½Ü¡ÜöÖó¡í. 

でóïöñ½í ë：çÖ　Öá (1.32) ½íöó½ñ ¡íÖÜÖ：ôÖÜ âÜë½Ü, 　¡àÜ β j' ≥ 0 , i = 1,...,m. 

ゑóêÜÑ　ôó £ îáÜÇÜ, ：ÖÑñ¡ïó l öí k ï¿：Ñ çóßóëíöó öí¡, àÜß çó¡ÜÖÜçí¿óï　 
ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 

.li,0,0
kl

kil
i

kl

l ≠≥−≥
α

αβ
β

α
β

 (1.34) 

ずñÇ¡Ü ßíôóöó, àÜ Ñ¿　 îáÜÇÜ êÜôí ß ÜÑÖí ¡Ü½äÜÖñÖöí çñ¡öÜëí Ü½Üç α k =  

= (α 1 k,...,αm k )' ½í． ßÜöó ïöëÜÇÜ ÑÜÑíöÖÜ0 (α l k > 0 ), í ：ÖÑñ¡ï l ½í． çóßóëíöóï　 £ 
Ü½Üçó 

.k
ki

i

0ikl

l

ki

θ
α
β

α
β

α
==

>:
min  (1.35) 

がiúïÖÜ, 　¡àÜ α i k ≤ 0 ( i ≠ l ), öÜ ÑëÜÇí £ Öñë：çÖÜïöñú (1.34) çó¡ÜÖÜ．öáï　. é¡àÜ ¢ 

α i k > 0, öÜ l ï¿：Ñ çóßóëíöó öí¡, àÜß 

β
β α

α
β
α

β
αi

l i k

l k

l

l k

i

i k
− ≥ ≤0 íßÜ .

 
だö¢ñ, 

x ' = ,..., , , ,..., ,

0 ,...,0 , ,0 ,...,0

1 k 1k l -1 k l -1k l+1 k l+1k m k mk

k

(

) .

β θ α β θ α β θ α β θ α

θ

− − − −0

 
げíÜçí¢ó½Ü, àÜ l-í ¡ÜÜëÑóÖíöí çñ¡öÜëí x ', àÜ ÑÜë：çÖ0． ÖÜ¿0, ½Ü¢ñ ßÜöó 

£íäóïíÖí Ü çóÇ¿　Ñ： β l � θ kα l k. 
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ゑó　ïÖó½Ü öñäñë, 　¡ äÜç'　£íÖ： ½：¢ ïÜßÜ0 £ÖíôñÖÖ　 î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； ç öÜô¡íê x ' 
öí x . ぜí．½Ü 

L ' = c c c

L

i

m

i k ik k i

m

i k i

m

ik

k k

( ) ( ) ( ) =

= ( )

x

x

i
k

i
k

i

c c
=

−
=

+
=

∑ ∑+ = −

+
1 1

β θ α θ β θ α

θ ∆ ,

∑
1

 
Ññ 

kkki

m

1i
ikk zccc −−= ∑

=
=α∆  (1.36) 

i Öí£óçí．öáï　 ç：ÑÖÜïÖÜ0 Üî：Ö¡Ü0 £½：ÖÖÜ； xk , íßÜ ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîñ0. 

げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ âÜë½Ü¿í 

ki

m

1i
ik cz α∑

=
=  

ç：ÑäÜç：Ñí． çóäíÑ¡Ü, ¡Ü¿ó ßí£óïÖó½ó £½：ÖÖó½ó ． x1,...,xm . ば £íÇí¿áÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü, 

¡Ü¿ó ßí£óïÖó½ó ． £½：ÖÖ： x , öÜ xj j m1
,...,

,)( kßí£ki

m

1i
jk ,cz
i

αα c== ∑
=

 (1.37) 

Ññ c , αk = (α1 k ,..., α m k ). ßí£ j jc c
m

= ( ,..., )
1

ゐñ£äÜïñëñÑÖáÜ ½Ü¢Öí äñëñç：ëóöó, àÜ ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi ßí£óïÖóê £½：ÖÖóê 
ÑÜë：çÖ00öá ÖÜ¿0. 

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ θ k ≥ 0 . é¡àÜ θ k > 0 , öÜ, ÜôñçóÑÖÜ, ：ÖÑñ¡ï k £½：ÖÖÜ；, àÜ 

ççÜÑóöáï　 ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê, ï¿：Ñ çóßëíöó öí¡ó½, àÜ ∆ k < 0 . ぢëó îáÜ½Ü £ÖíôñÖÖ　 

î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； äëó äñëñêÜÑ： ç：Ñ x ÑÜ x ' £½ñÖüóöáï　, öÜßöÜ L ( x ' ) < L ( x ) . 

é¡àÜ ¢ θ k = 0, öÜ L ( x ' ) = L ( x ) . げ âÜë½Ü¿ó (1.35) çóä¿óçí．, àÜ ÜïöíÖÖ：ú 

çóäíÑÜ¡ ½í． ½：ïîñ Ñ¿　 çóëÜÑ¢ñÖÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü. 

§ 8. とëóöñëiú Üäöó½í¿áÖÜïö：. 
だ£Öí¡í ÖñÜß½ñ¢ñÖÜïö： î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； 

ぞíçñÑñÖ： Ü äÜäñëñÑÖáÜ½Ü äíëíÇëíâ： ½：ë¡ÜçíÖÖ　 ï¡¿íÑí0öá ÜïÖÜçÜ ïó½ä¿ñ¡ï-
½ñöÜÑÜ ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 げずぢ. 

ぢñëü, Ö：¢ ïâÜë½Ü¿0çíöó í¿ÇÜëóö½ îáÜÇÜ ½ñöÜÑÜ, ÑÜçñÑñ½Ü Ññ¡：¿á¡í 
ÖñÜßê：ÑÖóê Ñ¿　 úÜÇÜ ÜßÇëÜÖöÜçíÖÖ　 öçñëÑ¢ñÖá. 

どñÜëñ½í 1.4 (¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö： ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü げずぢ). é¡àÜ 

Ñ¿　 Ññ　¡ÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü x * ïäëíçÑ¢Ü0öáï　 Öñë：çÖÜïö： ∆ j ≥ 0, j = 1,...,n, 

öÜ x * � Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ げずぢ. 

がÜçñÑñÖÖ　. ぞñêíú Ñ¿　 ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü x * = (β1,...,βm , 0 ,..., 0 ), àÜ 

çó£Öíôí．öáï　 ¡íÖÜÖ：ôÖÜ0 âÜë½Ü0 Üß½ñ¢ñÖá げずぢ 

αx =β ,  x ≥ 0 ,  β ≥ 0 , 

çó¡ÜÖÜ．öáï　 Ü½Üçí öñÜëñ½ó, öÜßöÜ 
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∆ j j
i

i jc j= − ≥ =
=
∑ c i

m

1

0 1α , ,..., .n

,

 
ぜó äÜçóÖÖ： ÑÜçñïöó, àÜ Ñ¿　 ßÜÑá-　¡ÜÇÜ ÑÜäÜïöó½ÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü y = ( y 1 , . . . , y n ) 

(αy =β , y≥0 ) çó¡ÜÖÜ．öáï　 Öñë：çÖ：ïöá L ( y )≥L ( x * ) , í îñ ： ßÜÑñ Ü£Öíôíöó, àÜ x * � 
Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ げずぢ. 

が：úïÖÜ, £ Ü½Üçó öñÜëñ½ó öí £ ÑÜäÜïöó½Üïö： ëÜ£ç'　£¡Ü y ½í．½Ü 

L c y y c Lj j
j

n

i
i j j

j

n

i i
i

m
( ) ( )y x= ≥ = =

= == =
∑ ∑∑ ∑

1 11 1

c i

m
α β *

 

àÜ ： ÑÜçÜÑóöá öñÜëñ½Ü. 

どñÜëñ½í 1.5 (¡ëóöñë：ú ÖñÜß½ñ¢ñÖÜïö： î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； げずぢ Öí 
ÑÜäÜïöó½：ú ½ÖÜ¢óÖ：). é¡àÜ Ñ¿　 Ññ　¡ÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü x げずぢ ：ïÖÜ． êÜôí 

ß ÜÑÖñ j, öí¡ñ, àÜ ∆ j < 0 i çñ¡öÜë Ü½Üç α j öí¡óú, àÜ α j ≤ 0 , öÜ î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 

げずぢ ÖñÜß½ñ¢ñÖí Öí ÑÜäÜïöó½：ú ½ÖÜ¢óÖ：, öÜßöÜ 

min L(x ) = −∞, x ∈ D. 

がÜçñÑñÖÖ　. ぞñêíú Ñ¿　 ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü x = (β1,...,βm , 0 ,..., 0 ), àÜ 

çó£Öíôí．öáï　 ¡íÖÜÖ：ôÖÜ0 âÜë½Ü0 Üß½ñ¢ñÖá げずぢ 

αx =β ,  x ≥ 0 ,  β ≥ 0 , 

çó¡ÜÖÜ．öáï　 Ü½Üçí öñÜëñ½ó (∃ j : ∆ j < 0, α i j ≤ 0, i = 1,...,m). 

づÜ£Ç¿　Öñ½Ü çñ¡öÜë 

y = (β1 − θα 1j ,...,βm − θαm j ,0 ,..., 0 ,θ ,0 ,..., 0 ) , 

Ññ θ  ． j-0 ¡ÜÜëÑóÖíöÜ0 îáÜÇÜ çñ¡öÜëí ： θ  > 0 . ぢÜ¡í¢ñ½Ü, àÜ y ∈ D. 

がiúïÖÜ, y ½í． Öñç：Ñ'．½Ö： ¡ÜÜëÑóÖíöó (β i ≥ 0, α i j ≤ 0, i = 1,...,m, θ> 0 ) i 

£íÑÜçÜ¿áÖ　． Üß½ñ¢ñÖÖ　 αx =β , àÜ äñëñç：ë　．öáï　 ßñ£äÜïñëñÑÖáÜ0 ä：ÑïöíÖÜç¡Ü0. 
だßôóï¿ó½Ü öñäñë £ÖíôñÖÖ　 î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； Ü öÜôî： y 

L c c c c c Li i
i

m

i j j i i
i

m

j i i j
i

m

j( ) ( ) ( )y x= − + = + −










 = +

= = =
∑ ∑ ∑β θα θ β θ α θ

1 1 1

∆ .  

ぶñëñ£ öñ, àÜ θ> 0  i ∆ j < 0  £ÖíôñÖÖ　 î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； ½Ü¢Öí ÖñÜß½ñ¢ñÖÜ 

£½ñÖüÜçíöó, £í¿óüí0ôóïá Ü ÑÜäÜïöó½：ú Üß¿íïö：, àÜ ú £íçñëüÜ． ÑÜçñÑñÖÖ　 
öñÜëñ½ó. 

§ 9. ん¿ÇÜëóö½ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ 

1. げずぢ £íäóïÜ．öáï　 Ü ¡íÖÜÖ：ôÖ：ú âÜë½：, àÜ çó£Öíôí． äÜôíö¡Üçóú ßí£óïÖóú 

ëÜ£ç'　£Ü¡ x 0 げずぢ. 
2. ぞñêíú Öí s-Ü ¡ëÜîi ． とげずぢ 

c x → min,  α s x =β s,  x ≥ 0 ,  β s ≥ 0 , 

Ññ , àÜ çó£Öíôí． ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ α α αs s
n
s= ( ,..., )

1

.0,...,0,,...,
s

m
s

1
s )'( ββ=x  
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3. だßôóï¿0．½Ü ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi 

∆
j
s

j
i

i j
s

c j= − =
=
∑ c i

m

1

1α , ,...,n .

 

é¡àÜ  ≥ 0 , j=1,...,n, öÜ ¡：Öñîá Üßôóï¿ñÖá : x s ． Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ 

げずぢ. IÖí¡üñ 

∆
j
s

4. é¡àÜ ：ïÖÜ． äëóÖíú½Ö： ÜÑóÖ ：ÖÑñ¡ï j öí¡óú, àÜ ∆  < 0  ：  ≤ 0 , i=1,...,m, 

öÜ ¡：Öñîá Üßôóï¿ñÖá : げずぢ ëÜ£ç'　£¡Ü Öñ ½í． (î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 ÖñÜß½ñ¢ñÖí £Öó£Ü Öí 

ÑÜäÜïöó½：ú ½ÖÜ¢óÖ：, min L(x ) = − ∞, x ∈ D ). IÖí¡üñ 

j
s α

i j
s

5. げÖíêÜÑó½Ü ：ÖÑñ¡ïó k öí l, ç：ÑäÜç：ÑÖÜ, £ Ü½Üç 

∆ ∆
∆

k
s

j
j
s

j
s

=
<

min
: 0

,

 

β

α

β

α
θ

α

l
s

l k
s

i

i
s

i k
s k

s

i k
s

= =
>

min

: 0

,

 

½ñöÜÑÜ½ çó¡¿0ôñÖÖ　 ぐÜëÑíÖí-ゎíÜïïí äñëñëíêÜçÜ．½Ü ½íöëóî0 α s  Ü α s+1, çñ¡öÜë 

β s  Ü β s+1 (£½：ÖÖÜ x l çó¡¿0ôí．½Ü £ ôóï¿í ßí£óïÖóê, £½：ÖÖÜ x k ÜçÜÑó½Ü ÑÜ ôóï¿í 

ßí£óïÖóê) £í âÜë½Ü¿í½ó 

α

α

α

α
α α

α

β

β

α

β
β α

α

i j
s

i j
s

lk
s

i j
s l j

s
i k
s

lk
s

i
s

i
s

lk
s

i
s l

s
ik
s

lk
s

i l

i l

i l

i l

+ +
=

=

− ≠















=

=

− ≠















1 1

, ,

, ,

, ,

, ,

 

i äñëñêÜÑó½Ü ÑÜ äÜÖ¡öÜ 2 í¿ÇÜëóö½Ü, £í½：Ö　0ôó s Öí s+1. 

げíÜçí¢ñÖÖ　. 

1. l-ú ë　ÑÜ¡, k-ú ïöÜçäñîá öí ñ¿ñ½ñÖö  ½íöëóî： Ü½Üç α s Öí£óçí0öáï　 

çñÑÜôó½ó (ëÜ£ç'　£Üçí¿áÖó½ó). 

α
l k
s

2. ぢñëñöçÜëñÖÖ　 ½íöëóî： α s  Ü α s+1, çñ¡öÜëí β s  Ü β s+1 £í ç：ÑÜ½ó½ çñÑÜôó½ 
ñ¿ñ½ñÖöÜ½ Öí£óçí0öáï　 ïó½ä¿ñ¡ïÖó½ äñëñöçÜëñÖÖ　½ (ïó½ä¿ñ¡ï-
äñëñöçÜëñÖÖ　½). 

3. ぢÜï¿iÑÜçÖiïöá Ñ：ú 2−5 ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ Öí£óçí．öáï　 iöñëíîi．0. 
4. が¿　 ÑçÜê äÜï¿：ÑÜçÖóê iöñëíîiú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ ½í．½Ü 

L ( x s+1) = L ( x s) + . θ
k
s

k
s∆

é¡àÜ äëíÇÖÜöó ÑÜ ½í¡ïó½í¿áÖÜÇÜ £½ñÖüñÖÖ　 £ÖíôñÖÖ　 î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； £í 
ÜÑÖÜ iöñëíîi0, öÜ k ï¿：Ñ çóßóëíöó öí¡, àÜß 
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θ θ
k
s

k
s

j
j
s

j
s

j
s

∆ ∆
∆

=
<

min .

: 0
 

だï¡i¿á¡ó ÜïöíÖÖ　 £íÑíôí ÑÜïóöá ï¡¿íÑÖí, öÜ ç：ÑÑí0öá äñëñçíÇÜ çóßÜëÜ k öí¡, 
　¡ Ü¡í£íÖÜ ç äÜÖ¡ö： 5 í¿ÇÜëóö½Ü. 

5. ば ç：öôó£Ö　Ö：ú ¿：öñëíöÜë： ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ ：Ö¡Ü¿ó àñ Öí£óçí0öá ½ñöÜÑÜ½ 
äÜï¿：ÑÜçÖÜÇÜ äÜ¿：äüñÖÖ　 ä¿íÖÜ. 

6. é¡àÜ ：ÖÑñ¡ï k Ü äÜÖ¡ö： 5 í¿ÇÜëóö½Ü çó£Öíôí．öáï　 ÖñÜÑÖÜ£ÖíôÖÜ, öÜ ÑÜ 
ôóï¿í ßí£óïÖóê ÜçÜÑóöáï　 ßÜÑá-　¡í £ ç：ÑäÜç：ÑÖóê £½：ÖÖóê. ぢëÜß¿ñ½ó, äÜç'　£íÖ： £ 
ÖñÜÑÖÜ£ÖíôÖ：ïö0 çóßÜëÜ ：ÖÑñ¡ïÜ l, ÜßÇÜçÜë00öáï　 Ñí¿：. 

§ 10. でó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óîi 

でäÜôíö¡Ü ëÜ£Ç¿　Öñ½Ü ÑÜäÜ½：¢Öñ öçñëÑ¢ñÖÖ　, àÜ ÑÜ£çÜ¿　． ïöíÖÑíëöÖó½ 
ôóÖÜ½ (£í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ïó½ä¿ñ¡ï-äñëñöçÜëñÖÖ　) Üßôóï¿0çíöó ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi Ñ¿　 
£½：ÖÖóê Ü とげずぢ. 

ぞñêíú Öí s-Ü ¡ëÜîi ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ ． とげずぢ 

L(x ) min= → ≥
= = +
∑ ∑c x x x , i =1,...,m, , .j j
j

n

i i j
s

j
j m

n

i
s s

1 1

, + =α β x 0 0β ≥
 

ずñ½í 1.5.  é¡àÜ £ î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； L(x ) とげずぢ çó¡¿0ôóöó ßí£óïÖ： £½：ÖÖ：, öÜ 
¡Üñâ：î：．Ööí½ó äëó Öñßí£óïÖóê £½：ÖÖóê ßÜÑÜöá ç：ÑäÜç：ÑÖ： ；½ ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi i 
£'　ç¿　．öáï　 ç：¿áÖóú ô¿ñÖ, àÜ ÑÜë：çÖ0． £ÖíôñÖÖ0 î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； ç ßí£óïÖ：ú 
öÜôî：, àÜ ëÜ£Ç¿　Ñí．öáï　. 

がÜçñÑñÖÖ　. がiúïÖÜ, äëóú½í0ôó ÑÜ ÜçíÇó, àÜ とげずぢ çó£Öíôí． ßí£óïÖóú 
ëÜ£ç'　£Ü¡ 

x s s
m
s= ( )β β

1
0 0,..., , ,..., ' ,

 
äëóôÜ½Ü 

L(x s
i i

s

i

m
c) =

=
∑ β

1

,

  
½í．½Ü 

L( )x = = + = −










 + =

= = = + = = + = +
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑c x c x c x c x c xj j
j

n

i i
i

m

j j
j m

n

i
i

m

i
s

i j
s

j
j m

n

j j
j m

n

1 1 1 1 1 1

β α  

= + −








 = +

= = + = = +
∑ ∑ ∑ ∑c c c xi i

s

i

m

j m

n

j i i j
s

i

m

j
s

j
s

j
j m

n

β α
1 1 1 1

L( )x ∆ .x  

ぞíçñÑñÖ： ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 ÑÜçÜÑ　öá ¿ñ½Ü. 

どñäñë ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi £½：ÖÖóê Ü とげずぢ ¿ñÇ¡Ü ÜÑñë¢íöó, 　¡àÜ Öí äÜôíö¡Üç：ú 
iöñëíîi； ÑÜÑíöó ÑÜ çóê：ÑÖóê Öñäë　½óê Üß½ñ¢ñÖá げずぢ ë：çÖ　ÖÖ　 L(x ) = 0 , £ 　¡ÜÇÜ 
çó¡¿0ôñÖ： ßí£óïÖ： £½：ÖÖ：. ぞí ÖíïöÜäÖóê iöñëíîi　ê ïó½ä¿ñ¡ïÖñ äñëñöçÜëñÖÖ　 
£íïöÜïÜçÜ．öáï　 öí¡Ü¢ i ÑÜ îáÜÇÜ ÖÜçÜÇÜ ë：çÖ　ÖÖ　. 

ぢëó äëÜçñÑñÖÖ： ëÜôÖóê ëÜ£ëíêÜÖ¡：ç, äÜç'　£íÖóê £ ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　½ げずぢ 
ïó½ä¿ñ¡ïÖó½ ½ñöÜÑÜ½, £ëÜôÖÜ çï： Üßôóï¿ñÖÖ　 Öí ¡Ü¢Ö：ú iöñëíîi； £íÖÜïóöó ÑÜ 
ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óîi, àÜ ½í． öí¡óú çóÇ¿　Ñ : 
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どíß¿óî　 1.1 

xßí£ x1 ... xl ... xm xm+1 ... xk ... xn β θ 

x1 1 ... 0 ... 0 α1m+1 ... α1k ... α1n β  1  

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...  

xl 0 ... 1 ... 0 α lm+1 ... αl k ... α l n β l  

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...  

xm 0 ... 0 ... 1 αmm+1 ... αmk ... αmn β m  

∆ 0 ... 0 ... 0 ∆ m+1 ... ∆ k ... ∆ n −L(xs)  

だïÜß¿óçÜïö： çó¡ÜëóïöíÖÖ　 ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óîá äëÜï¿iÑ¡Ü．½Ü äëó ëÜ£ç'　£íÖÖ： 
äëó¡¿íÑ：ç. がÜ½Üçó½Üïá çóÑ：¿　öó çñÑÜôóú ñ¿ñ½ñÖö αl k ½íöëóî： Ü½Üç ¢óëÖó½ 

üëóâöÜ½. 

ぢëó¡¿íÑ 1.5. づÜ£ç'　£íöó げずぢ : 

L(x) =�2 x1 �    x2 �   7 x3 → min, 

     x1 + 2 x2 +   3 x3 ≤ 4, 

  � x1 � 4 x2 + 10 x3 ≤ 7, 

     xj ≥ 0, j = 1,...,3. 

ぢñëñöçÜë00ôó げげずぢ ÑÜ でげずぢ, ÜÑñë¢ó½Ü ç：Ñëí£Ü とげずぢ : 

L(x) = � 2 x1 �    x2 �   7 x3 → min, 

      x1 + 2 x2 +   3 x3 + x4       = 4, 

   � x1 � 4 x2 + 10 x3       + x5 = 7, 

      xj ≥ 0, j = 1,...,5. 

づÜ£ç'　£Ü¡ ÖíçÜÑóöáï　 Ü äÜï¿：ÑÜçÖÜïö： ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óîá (Ñóç. öíß¿óî0 1.2). 

x * = (19/ 13 , 0 , 11 / 13 , 0 , 0 ) � Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ とげずぢ. 
x * = (19/ 13 , 0 , 11 / 13 ) � Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ çóê：ÑÖÜ； げずぢ. 

L(x * ) = −115 / 13. 
どíß¿óî　 1.2 

xßí£ x1 x2 x3 x4 x5 β θ 

x4 1 2 3 1 0 4 4/3 

x5 −1 −4 10 0 1 7 7/10 

∆ −2 −1 −7 0 0 0  

x4 13/10 32/10 0 1 −3/10 19/10 19/32 

x3 −1/10 −4/10 1 0 1/10 7/10  

∆ −27/10 −38/10 0 0 7/10 49/10  

x2 13/32 1 0 10/32 −3/32 19/32 19/13 

x3 1/16 0 1 1/8 1/16 15/16 15 
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∆ −37/32 0 0 19/16 11/32 229/32  

x1 1 32/13 0 10/13 −3/13 19/13  

x3 0 −2/13 1 1/13 1/13 11/13  

∆ 0 37/13 0 27/13 1/13 115/13  

ぢëó¡¿íÑ 1.6. づÜ£ç'　£íöó げずぢ : 

L(x) = � x1 �    x2 → min, 

� x1 +    x2 ≤ 1, 

   x1 � 2 x2 ≤ 2, 

   xj ≥ 0, j = 1,2. 

ぢñëñöçÜë00ôó げげずぢ ÑÜ でげずぢ, ÜÑñë¢ó½Ü ç：Ñëí£Ü とげずぢ : 

L(x) = � x1 �    x2 → min, 

� x1 +    x2 + x3        = 1, 

   x1 � 2 x2       + x4 = 2, 

    xj ≥ 0, j = 1,...,4. 

だßôóï¿ñÖÖ　 çñÑÜöáï　 Ü äÜï¿：ÑÜçÖÜïö： ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óîá (Ñóç. öíß¿óî0 1.3). 

どíß¿óî　 1.3 

xßí£ x1 x2 x3 x4 β θ 

x3 �1 1 1 0 1  

x4 1 �2 0 1 2 2 

∆ �1 �1 0 0 0  

x3 0 �1 1 1 3  

x1 1 �2 0 1 2  

∆ 0 �3 0 1 2  

ゐíôó½Ü, àÜ Ñ¿　 Öñßí£óïÖÜ； £½：ÖÖÜ； x2 Öí ÜïöíÖÖ：ú ：öñëíî：； α 12 = �1 < 0 ,  

α 22 =�2 < 0 äëó  ∆2  = -3. だö¢ñ çóê：ÑÖí げずぢ ëÜ£ç'　£¡：ç Öñ ½í． (min L(x)=�∞, x∈D ). 

§ 11. で¡iÖôñÖÖiïöá ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ. ぢÜäñëñÑ¢ñÖÖ　 £íîó¡¿0çíÖÖ　 

げずぢ ßÜÑñ½Ü Öí£óçíöó ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜ0, 　¡àÜ ÖñçóëÜÑ¢ñÖó½ó ． çï： ；； ßí£óïÖ： 
ëÜ£ç'　£¡ó. 

づÜ£Ç¿　Öñ½Ü ïäÜôíö¡Ü ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜ げずぢ. é¡àÜ çÜÖí £íäóïíÖí Ü ¡íÖÜÖ：ôÖ：ú 
âÜë½： 

c x → min,  α s x =β s,  x ≥ 0 ,  β s ≥ 0 , 

öÜ îñ Ü£Öíôí．, àÜ çñ¿óôóÖó , i = 1,...,m, ïöëÜÇÜ ÑÜÑíöÖ：. ぢëó îáÜ½Ü ÑÜÑíöÖÜ0 ． 

öí¡Ü¢ çñ¿óôóÖí 

β
i
s
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θ
β

αα
k
s

i

i
s

ik
s

i k
s

=
>

min .

: 0
 

だï¡i¿á¡ó £ÖíôñÖÖ　 î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； Ü ÑçÜê äÜï¿：ÑÜçÖóê iöñëíîiúÖóê öÜô¡íê x s 

öí x s+1 äÜç'　£íÖ： ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　½ 

L ( x s+1) = L ( x s) +  , θ
k
s

k
s∆

äëóôÜ½Ü  < 0 , öÜ L ( x s+1) < L ( x s). げçiÑïó, äëóú½í0ôó ÑÜ ÜçíÇó, àÜ ôóï¿Ü 

çñëüóÖ ÑÜäÜïöó½Ü； ½ÖÜ¢óÖó ï¡iÖôñÖÖñ, äëóêÜÑó½Ü ÑÜ çóïÖÜç¡Ü äëÜ ï¡：ÖôñÖÖ：ïöá 
ïó½ä¿ñ¡ïÖÜÇÜ ½ñöÜÑÜ. 

∆
k
s

ば çóäíÑ¡Ü çóëÜÑ¢ñÖÜ； げずぢ ÜÑÖí íßÜ Ññ¡：¿á¡í ßí£óïÖóê £½：ÖÖóê ßí£óïÖÜÇÜ 

ëÜ£ç'　£¡Ü ½Ü¢Üöá ßÜöó ë：çÖó½ó ÖÜ¿0. ぢëó îáÜ½Ü  = 0 i, Üö¢ñ, L ( x s+1) = L ( x s) . 

ぴñ ½Ü¢ñ äëóçñïöó ÑÜ öÜÇÜ, àÜ Öí äëÜö　£： ë　ÑÜ iöñëíîiú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ ßÜÑñ 
ëÜ£Ç¿　Ñíöóï　 ÜÑÖí i öí ¢ çñëüóÖí, í £½：Ö0çíöó½Üöáï　 ¿óüñ ßí£óïÖ： çñ¡öÜëó, àÜ 
ç：ÑäÜç：Ñí0öá ÖÜ¿áÜçó½ ßí£óïÖó½ £½：ÖÖó½ i ½Ü¢¿óçñ äÜçñëÖñÖÖ　 ÑÜ äÜôíö¡ÜçÜÇÜ 
ßí£óïÜ, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． î：ú çñëüóÖ：. どí¡ñ 　çóàñ Öí£óçí．öáï　 £íîó¡¿0çíÖÖ　½ 
ïó½ä¿ñ¡ïÖÜÇÜ ½ñöÜÑÜ. ぜÜ¢¿óçiïöá £íîó¡¿0çíÖÖ　 ． ëñí¿áÖÜ0 ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó Ñ¿　 
ëÜ£Ç¿　ÑÜçíÖÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü äëóÖíú½Ö： Ñç： ßí£óïÖ： £½：ÖÖ： ÑÜë：çÖ00öá ÖÜ¿0. 
ば îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ：ïÖÜ． ÖñÜÑÖÜ£ÖíôÖ：ïöá äëó çóßÜë： çñ¡öÜëí, àÜ ä：Ñ¿　Çí． 

çóçñÑñÖÖ0 £ ßí£óïÖóê äëó = 0 . どí¡í ¢ ÖñÜÑÖÜ£ÖíôÖ：ïöá ½Ü¢ñ ½íöó ½：ïîñ i Ñ¿　 

ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü. だÑÖí¡ Ü îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü > 0  i ÖÜçóú 

ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ äëóçÜÑóöá ÑÜ £½ñÖüñÖÖ　 £ÖíôñÖÖ　 î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：；. ぢëó 
îáÜ½Ü, çÖíï¿：ÑÜ¡ £ÇíÑíÖÜ； ÖñÜÑÖÜ£ÖíôÖÜïö：, ÖÜçóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ ßÜÑñ 
çóëÜÑ¢ñÖó½. 

θ
k
s

θ
k
s

θ
k
s

ぞñ£çí¢í0ôó Öí öñ, àÜ äëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： äëí¡öóôÖóê £íÑíô £íîó¡¿0çíÖÖ　 
ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ Öñ £Üïöë：ôí¿Üï　 i àÜ äÜßÜÑÜçíÖÜ ¿óüñ Ññ¡：¿á¡í üöÜôÖóê 
äëó¡¿íÑ：ç, Ññ îñ 　çóàñ ½í． ½：ïîñ, ëÜ£ëÜß¿ñÖ： ë：£Ö： ½ñöÜÑó úÜÇÜ äÜäñëñÑ¢ñÖÖ　 
(çóêÜÑÜ £ îó¡¿Ü). げëÜß¿ñÖ： çóàñ £íÜçí¢ñÖÖ　 ïç：Ñôíöá äëÜ öñ, àÜ ßÜÑá-　¡óú £ îóê 
½ñöÜÑ：ç ½í． ÇíëíÖöÜçíöó ÜÑÖÜ£ÖíôÖ：ïöá çóßÜëÜ çñ¡öÜëí, àÜ ä：Ñ¿　Çí． çóçñÑñÖÖ0 £ 
ßí£óïÖóê. 

づÜ£Ç¿　Öñ½Ü ¡ÜëÜö¡Ü £½：ïö ½ñöÜÑÜ £ßÜëñÖÖ　, £íäëÜäÜÖÜçíÖÜÇÜ ぶíëÖñïÜ½ . 
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O

A 1

2

3

A

A

b εb (   )

 
づóï. 1.4 

げ ÇñÜ½ñöëóôÖÜ； öÜô¡ó £ÜëÜ çóëÜÑ¢ñÖóú çóäíÑÜ¡ ½í． ½：ïîñ, ¡Ü¿ó çñ¡öÜë 
Üß½ñ¢ñÖá b ¿ñ¢óöá Öí ÇëíÖóôÖ：ú Çiäñëä¿ÜàóÖi íßÜ Öí öç：ëÖ：ú ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡ÜÖÜïí,  àÜ  
çó£Öíôí．öáï　  ßí£óïÖó½ó  çñ¡öÜëí½ó.  ぞíäëó¡¿íÑ,  çñ¡öÜë  b  Öí ëóï. 1.4 
çóëí¢í．öáï　 ¿：Ö：úÖÜ0 ¡Ü½ß：Öíî：．0 çñ¡öÜë：ç A 1 öí A 2 £ ÑÜÑíöÖó½ó ¡Üñâ：î：．Ööí½ó, 

í¿ñ çóëí£óöó îñú çñ¡öÜë Ü çóÇ¿　Ñ： Öñç：Ñ'．½ÖÜ； ¡Ü½ß：Öíî：； ßí£óïÖóê çñ¡öÜë：ç A 1, 

A 2, A 3 ½Ü¢Öí ¿óüñ äëó Ü½Üç：, àÜ x3 = 0 , öÜßöÜ 

b = x1 A 1 + x2 A 2 + 0 A 3 . 

ぴñ ． äëó¡¿íÑ çóëÜÑ¢ñÖÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü. だÑÖí¡, 　¡àÜ £½：ïöóöó çñ¡öÜë 
b öí¡ó½ ôóÖÜ½, àÜß ç：Ö ¿ñ¢íç çïñëñÑóÖ： ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡ÜÖÜïí, äÜëÜÑ¢ñÖÜÇÜ çñ¡öÜëí½ó 
A 1, A 2 , A 3 , öÜ ç：ÑäÜç：ÑÖóú ä¿íÖ ßÜÑñ Ü¢ñ ÖñçóëÜÑ¢ñÖó½. ぴáÜÇÜ ½Ü¢Öí ÑÜï　ÇÖÜöó, 

　¡àÜ ÑÜ çñ¡öÜëí b ÑÜÑíöó ¿：Ö：úÖÜ ¡Ü½ß：Öíî：0 îóê çñ¡öÜë：ç £ ÑÜÑíöÖó½ó 
¡Üñâ：î：．Ööí½ó. べÜß äÜ½：öÖÜ Öñ ïäÜöçÜëóöó çóê：ÑÖÜ £íÑíôÜ, î0 ¡Ü½ß：Öíî：0 ï¿：Ñ 
çóßóëíöó ÑÜïóöá ½í¿Ü0, ë：çÖÜ0, Öíäëó¡¿íÑ, 

ε A 1 + ε2 A 2 + ε3 A 3 , 

Ññ ε > 0 � Ññ　¡ñ ½í¿ñ ôóï¿Ü, öÜßöÜ, Üß½ñ¢ñÖÖ　 ÖÜçÜ； £íÑíô： ÖíßÜçí0öá çóÇ¿　ÑÜ 

x1 A 1 + x2 A 2 + x3 A 3 = b + ε A 1 + ε2 A 2 + ε3 A 3 = b (ε). 
ゎñÜ½ñöëóôÖÜ çñ¡öÜë b (ε) £Üßëí¢ñÖÜ Öí ëóï. 1.4. 
ば £íÇí¿áÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü Öñäë　½： Üß½ñ¢ñÖÖ　 

j

n

j jx
=
∑ =

1

A b

 
げずぢ äñëñöçÜë00öáï　 ÑÜ çóÇ¿　ÑÜ 

j

n

j j
j

n
j

jx
= =
∑ ∑= + =

1 1

A b A bε ε( ).

 

(1.38)

 
ぞñêíú çñ¡öÜëó A 1,...,A m ÜöçÜë00öá ßí£óï i B � ç：ÑäÜç：ÑÖí ßí£óïÖí ½íöëóî　. 

どÜÑ： 
x = B �1b =β ≥ 0 , 

x (ε ) = B �1b (ε ) (1.39) 

çó£Öíôí0öá ßí£óïÖ： ¡Ü½äÜÖñÖöó çóê：ÑÖÜ； öí £½：ÖñÖÜ； £íÑíô ç：ÑäÜç：ÑÖÜ. 
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ぞñêíú α j = B �1A j , j=1,...,n. どÜÑ： ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 (1.39) ÖíßÜçí． çóÇ¿　ÑÜ 

x ( ) =   +  ε β ε
j

n
j

j
=
∑

1

α .  

だï¡i¿á¡ó çñ¡öÜë α j , j = 1,...,m, ． ÜÑóÖóôÖó½, ：ÖÑñ¡ï ÜÑóÖóôÖÜ； ¡Ü½äÜÖñÖöó 

　¡ÜÇÜ ÑÜë：çÖ0． j , öÜ 

x  i i
i

j m

n
j

i j( ) =   +   +ε β ε ε
= +
∑

1

α .

 

(1.40)

 
ゑóßóëí0ôó ε > 0 ÑÜïöíöÖáÜ ½í¿ó½, ½Ü¢Öí ÑÜßóöóï　, àÜß Öñë：çÖ：ïöá x i (ε )>0 

çó¡ÜÖÜçí¿íïá Ñ¿　 çï：ê i = 1,...,m. が¿　 £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 çñ¡öÜëí A l , àÜ ½í． ßÜöó 

çó¡¿0ôñÖó½ £ ôóï¿í ßí£óïÖóê £íÑíô： (1.38), Üßôóï¿0．½Ü 

θ
ε

α
ε

α

β ε α

αα α
k

l

lk i

i

ik i

i
j

i j
j

n

ik

x x

i k i k

= = =

+

> >

=
∑

( )
min

( )
min

: :0 0

1
.  (1.41) 

げ ë：çÖÜïö： (1. 41) çóä¿óçí．, àÜ ：ÖâÜë½íî：　, ÖñÜßê：ÑÖí Ñ¿　 £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 θ k , 

½：ïöóöáï　 Ü ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óîi (β i öí α i j ). げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ Ñ¿　 ÑÜïöíöÖáÜ ½í¿ÜÇÜ ε 
ïÜöö．çó½ó äëó ïöñäñÖ　ê ε ． äñëü： ¡Üñâ：î：．Ööó, àÜ ëÜ£äÜôóÖí0öáï　 £ j = 1,...,n. ゑïñ 
îñ äëóçÜÑóöá ÑÜ öÜÇÜ, àÜ £Üçï：½ Öñ ÜßÜç'　£¡ÜçÜ äñëñöçÜë0çíöó Öñäë　½： 
Üß½ñ¢ñÖÖ　 げずぢ ÑÜ çóÑÜ (1.38). ん äëÜîñï çó£ÖíôñÖÖ　 çñ¡öÜëí, àÜ ä：Ñ¿　Çí． 
çóçñÑñÖÖ0 £ ôóï¿í ßí£óïÖóê, ½Ü¢Öí ÜäÜë　Ñ¡Üçíöó öí¡. é¡àÜ ½：Ö：½Ü½ Ü 
ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ： 

θ
β

αα
k

i

i

i ki k

=
>

min
: 0

 
ÑÜï　Çí．öáï　 Ñ¿　 ÜÑÖÜÇÜ ：ÖÑñ¡ïÜ i = l, öÜ çñ¡öÜë A l çóçÜÑóöáï　 £ ôóï¿í ßí£óïÖóê. 

é¡àÜ ¢ îñú ½：Ö：½Ü½ ÑÜï　Çí．öáï　 Ñ¿　 Ññ¡：¿á¡Üê ：ÖÑñ¡ï：ç i , öÜ Ñ¿　 çï：ê öí¡óê ：ÖÑñ¡ï：ç 

äëó j = 1 Üßôóï¿00öáï　 i äÜë：çÖ00öáï　 ç：ÑÖÜüñÖÖ　 α i j / α i k . IÖÑñ¡ï, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． 

í¿Çñßëí；ôÖÜ Öíú½ñÖüÜ½Ü ç：ÑÖÜüñÖÖ0, çó£Öíôí． çñ¡öÜë, àÜ ä：Ñ¿　Çí． çóçñÑñÖÖ0 £ 
ßí£óïÜ. é¡àÜ ¢ ÖñÜÑÖÜ£ÖíôÖ：ïöá £ßñë：Çí．öáï　, öÜ äÜë：çÖ0．½Ü íÖí¿ÜÇ：ôÖ： 
ç：ÑÖÜüñÖÖ　 Ñ¿　 ïöÜçäî　 j = 2 i ö. Ñ. I£ ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 (1.40) çóä¿óçí．, àÜ £ëñüöÜ0 
£ÇíÑíÖóú ½：Ö：½Ü½ ßÜÑñ ÑÜï　ÇÖÜöÜ Ñ¿　 ÜÑÖÜÇÜ ：ÖÑñ¡ïÜ. ぞíäëó¡¿íÑ, 　¡àÜ Ñ¿　 ßí£óïÜ 
A 1 ,..., A m , çó¡ÜÖÜ．öáï　 

θ k =β 1 / α 1k =β 2 / α 2k , 

öÜ ä：ÑëíêÜçÜ．½Ü i äÜë：çÖ0．½Ü ç：ÑÖÜüñÖÖ　 α 11 / α 1k  öí  α 21 / α 2k . é¡àÜ 

min (α 11 / α 1k ,α 21 / α 2k ) = α 11 / α 1k , 

öÜ £ ßí£óïÜ çóçÜÑóöáï　 çñ¡öÜë Ü½Üç A1, 　¡àÜ ¢ 

min (α 11 / α 1k ,α 21 / α 2k ) = α 21 / α 2k ,  

öÜ � A2 . é¡àÜ ¢ α 11 / α 1k =α 21 / α 2k , öÜ äÜë：çÖ0．½Ü ç：ÑÖÜüñÖÖ　 α 12 / α 1k  öí 

α 22 / α 2k i ö. Ñ. 
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ぢëó¡¿íÑ 1.7. づÜ£ç'　£íöó げずぢ : 

L(x) = � (3/4) x1 + 150 x2 � (1/50) x3 + 6 x4 → min, 

    (1/4) x1 �   60 x2 � (1/25) x3 + 9 x4 + x5            = 0 , 

    (1/2) x1 �   90 x2 � (1/50) x3 + 3 x4       + x6      = 0 , 

   x3          + x7 = 0 , 

xj ≥ 0 , j = 1,...,7. 

ぢëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： î：．； とげずぢ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½ Öí äñëü：ú, öëñö：ú öí ä'　ö：ú 
iöñëíîi　ê çñ¡öÜë, àÜ çóçÜÑóöáï　 £ ôóï¿í ßí£óïÖóê, çó£Öíôí．öáï　 ÖñÜÑÖÜ£ÖíôÖÜ. ば 
¡Ü¢Ö：ú ：£ îóê ïóöÜíî：ú ：£ ßí£óïÜ çóçÜÑóöáï　 çñ¡öÜë £ ½ñÖüó½ ：ÖÑñ¡ïÜ½. だïöíÖÖ　 
ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óî　 ïä：çäíÑí． £ äÜôíö¡ÜçÜ0. ぴñ ． ÜÑóÖ £ ÖñßíÇíöáÜê äëó¡¿íÑ：ç, Ññ 
½í． ½：ïîñ £íîó¡¿0çíÖÖ　 ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ. ぢëÜäÜÖÜ．öáï　 ïí½Üïö：úÖÜ ëÜ£ç'　£íöó 
î0 ¢ げずぢ, £íïöÜïÜçÜ0ôó ïâÜë½Ü¿áÜçíÖñ çóàñ äëíçó¿Ü äÜäñëñÑ¢ñÖÖ　 
£íîó¡¿0çíÖÖ　. げíÜçí¢ó½Ü ¿óüñ, àÜ Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ ½í． çóÇ¿　Ñ: 
x * = ( 1/25 , 0 , 1 , 0 , 3/100, 0 , 0 ), L ( x * ) = � 1/20. 

ぢóöíÖÖ　 äëÜ ôóï¿Ü ：öñëíî：ú でぜ, ÖñÜßê：ÑÖóê Ñ¿　 £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 Üäöó½í¿áÖÜÇÜ 
ëÜ£ç'　£¡Ü げずぢ, ÑÜïóöá ï¡¿íÑÖñ. ぢëí¡öó¡í äÜ¡í£Ü．, àÜ Ü ïñëñÑÖáÜ½Ü îñ ôóï¿Ü 
äëóß¿ó£ÖÜ ÑÜë：çÖ0． ôóï¿Ü m Öñäë　½óê Üß½ñ¢ñÖá とげずぢ. で¿：Ñ ç：Ñ½：öóöó, àÜ 
äÜßÜÑÜçíÖ： üöÜôÖ： äëó¡¿íÑó げずぢ, äëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： 　¡óê ïó½ä¿ñ¡ï-í¿ÇÜëóö½ 
"äñëñßóëí．" çï： çñëüóÖó ÑÜäÜïöó½Ü； Üß¿íïö：. だö¢ñ, ïó½ä¿ñ¡ï-í¿ÇÜëóö½ ． 
í¿ÇÜëóö½Ü½ ñ¡ïäÜÖñÖî：í¿áÖÜ； ï¡¿íÑÖÜïö：. 

§ 12. ぜñöÜÑó äÜüÜ¡Ü äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 

げÇiÑÖÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ Üßôóï¿ñÖÖ　 ëÜ£äÜôóÖí0öáï　 £ とげずぢ, àÜ 
íçöÜ½íöóôÖÜ çó£Öíôí． äÜôíö¡Üçóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡. だÑÖí¡ Ñí¿ñ¡Ü Öñ £íç¢Ñó 
çóê：ÑÖí £íÑíôí ½í． ¡íÖÜÖ：ôÖÜ âÜë½Ü. べÜß ëÜ£ç'　£íöó げずぢ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½ Ü 
îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü, ôíïö：üñ £í çïñ çó¡ÜëóïöÜçÜ0öá öí¡ £çíÖ： ½ñöÜÑó üöÜôÖÜÇÜ 
ßí£óïÜ, £½：ïö 　¡óê £çÜÑóöáï　 ÑÜ öÜÇÜ, àÜ ßÜÑÜ．öáï　 äñçÖí ÑÜäÜ½：¢Öí とげずぢ £ 
ç：ÑÜ½ó½ äÜôíö¡Üçó½ ßí£óïÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½, £í Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ 　¡Ü； ¿ñÇ¡Ü 
£ÖíêÜÑóöáï　, íßÜ äëÜïöÜ ßí£óïÖóú, íßÜ Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ çóê：ÑÖÜ； げずぢ. 
づÜ£Ç¿　Öñ½Ü Ñçí çíë：íÖöó ½ñöÜÑÜ üöÜôÖÜÇÜ ßí£óïÜ. 

1. ぜñöÜÑ üöÜôÖÜÇÜ ßí£óïÜ 
ぞñêíú ëÜ£Ç¿　Ñí．öáï　 でげずぢ 

L(x) → min,  A x = b ,  x ≥ 0 , (1.42) 

Ññ ßñ£ Üß½ñ¢ñÖÖ　 £íÇí¿áÖÜïö： b ≥ 0 . ぞíÇíÑí．½Ü, àÜ ßÜÑá-　¡í げげずぢ £çÜÑóöáï　 ÑÜ 
でげずぢ (Ñóç. § 6 îáÜÇÜ ëÜ£Ñ：¿Ü). 

づÜ£Ç¿　Öñ½Ü ÑÜäÜ½：¢ÖÜ とげずぢ 

L  = y1 +...+ ym  → min,  A x + I y = b,  x ≥ 0 ,  y ≥ 0 ,  b ≥ 0 , (1.43) 

Ññ y = (y1 ,...,ym )', I � ÜÑóÖóôÖí ½íöëóî　 ëÜ£½：ëÖÜïö： m×m. ぞñêíú D öí D � 

ÑÜäÜïöó½： Üß¿íïö： £íÑíô (1.42) öí (1.43) ç：ÑäÜç：ÑÖÜ, x  = (x , y ). げíÜçí¢ó½Ü, àÜ 
£½：ÖÖ： y i , i = 1,...,m, £çÜöáï　 üöÜôÖó½ó, í ç：ÑäÜç：ÑÖ： ；½ çñ¡öÜëó Ü½Üç ÜöçÜë00öá 

üöÜôÖóú ßí£óï. 

づÜ£ç'　¢ñ½Ü ÑÜäÜ½：¢ÖÜ とげずぢ (1.43) ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½. だï¡i¿á¡ó y ≥ 0 , öÜ 

½Ü¢¿óç： Ñçí çóäíÑ¡ó:    1) min L  = 0, x  ∈ D,    2) min L  > 0, x  ∈ D. 
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づÜ£Ç¿　Öñ½Ü äñëüóú çóäíÑÜ¡. だï¡i¿á¡ó y≥0 , öÜ ë：çÖ：ïöá min L= 0, x∈D, 

½Ü¢¿óçí ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó y i = 0 , i = 1,...,m. どÜ½Ü Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x * £íÑíô： 

(1.43) ½í． çóÇ¿　Ñ: x * = ( ,0,...,0 ) i, Üï¡：¿á¡ó x x
n1

*,..., * x * � ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡, 
ïñëñÑ xj*, j = 1,...,n, Öñ ß：¿áüñ m ç：Ñ½：ÖÖóê ç：Ñ ÖÜ¿　. é¡àÜ öñäñë äñëñúöó ç：Ñ 

çñ¡öÜëí x * ÑÜ çñ¡öÜëí x * = ( ), öÜ, ÜôñçóÑÖÜ, x *∈D i £ßñë：Çí． äëó îáÜ½Ü 

ç¿íïöóç：ïöá ßí£óïÖÜïöi. だö¢ñ, x * � ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ でげずぢ (1.42). 

x
1
*,...,x

n
*

がëÜÇóú çóäíÑÜ¡ ½Ü¢¿óçóú ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó äëóÖíú½Ö： ÜÑÖí £ ¡Ü½äÜÖñÖö  

Üäöó½í¿áÖÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 

y
i
*

x * = ( x *, y * ) とげずぢ (1.43) ． ïöëÜÇÜ ÑÜÑíöÖÜ0. 

ぢÜ¡í¢ñ½Ü, àÜ Ü îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü D = ∅. ゑiÑ ïÜäëÜöóçÖÜÇÜ. ぞñêíú x = (x1,...,xn ) � 

ÑÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ でげずぢ (1.42). どÜÑ： x *=(x1,...,xn ,0,...,0 ) ． ÑÜäÜïöó½ó½ 

ëÜ£ç'　£¡Ü½ とげずぢ (1.43) (x  ∈ D). ん¿ñ äëó îáÜ½Ü L  = 0 , àÜ ïÜäñëñôóöá Ü½Üç：  min 

L  > 0, x  ∈ D. 

げíÜçí¢ñÖÖ　. ぞñ ï¿：Ñ £¿Üç¢óçíöó ççñÑñÖÖ　½ "ÖíÑ½：ëÖÜ；" ¡：¿á¡Üïö： üöÜôÖóê 
£½：ÖÖóê. é¡àÜ Ññ　¡ñ £ Öñäë　½óê Üß½ñ¢ñÖá ½í． ¡íÖÜÖ：ôÖÜ âÜë½Ü (½：ïöóöá £ 
¡Üñâ：î：．ÖöÜ½ 1 　¡Üïá £½：ÖÖÜ, àÜ ç：ÑïÜöÖ　 ç ：Öüóê Üß½ñ¢ñÖÖ　ê), öÜ ç îñ Üß½ñ¢ñÖÖ　 
Öñ ½í． ïñÖïÜ ççÜÑóöó üöÜôÖÜ £½：ÖÖÜ. がÜ ëñô：, げげずぢ çóÇ¿　ÑÜ 

L(x) = c x → min,  A x ≤ b ,  x ≥ 0 ,  b ≥ 0 , 

　¡ Öñçí¢¡Ü äñëñ¡ÜÖíöóïá, äëó £çñÑñÖÖ： ；； ÑÜ でげずぢ (ççñÑñÖÖ　½ ÑÜÑíö¡Üçóê 
Öñç：Ñ'．½Öóê £½：ÖÖóê Ü ¿：ç： ôíïöóÖó Öñäë　½óê Üß½ñ¢ñÖá) ÜÑëí£Ü ¢ ïöí． ¡íÖÜÖ：ôÖÜ0. 

げíïöÜïÜçíÖÖ　 ½ñöÜÑÜ üöÜôÖÜÇÜ ßí£óïÜ äëóçÜÑóöá ÑÜ öÜÇÜ, àÜ £íÑíôÜ (1.42) 
äÜöë：ßÖÜ ëÜ£ç'　£Üçíöó £í Ñçí ñöíäó : ïäÜôíö¡Ü ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 £íÑíôí (1.43), í äÜö：½, 
ç¿íïÖñ, £íÑíôí (1.42). ぞíïöÜäÖóú ½ñöÜÑ ÑÜ£çÜ¿　． Üß'．ÑÖíöó î： Ñçí ñöíäó. 

2. ぜ-½ñöÜÑ 
ぞñêíú ëÜ£Ç¿　Ñí．öáï　 でげずぢ (1.42). づÜ£Ç¿　Öñ½Ü ÑÜäÜ½：¢ÖÜ とげずぢ 

LM = c x + M (y1 +...+ ym ) → min, A x + I y = b , x≥0 , y≥0 , b≥0 , (1.44) 

àÜ £çñöáï　 M-£íÑíôñ0, Ññ M � ÑÜïóöá çñ¿ó¡ñ ôóï¿Ü, ：Öü： äÜ£ÖíôñÖÖ　 � öí¡： ¢ 
ïí½：, 　¡ ç (1.43). づÜ£ç'　£Ü0ôó î0 £íÑíôÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½, ÜÑñë¢ó½Ü ÜÑóÖ ：£ 
öëáÜê çóäíÑ¡：ç : 

1) ç Üäöó½í¿áÖÜ½Ü ëÜ£ç'　£¡Ü  = ( , ) ぜ-£íÑíô： çï： yj * = 0, 

i = 1,...,m ; 

x
M
* x x

n1
* *,..., y y

m1
*,..., *

2) ç x  äëóÖíú½Ö： ÜÑÖí £ ¡Ü½äÜÖñÖö yj * > 0 ; 
M
*

3) M-£íÑíôí ëÜ£ç'　£¡Ü Öñ ½í． (min LM = − ∞, (x ,y ) ∈ DM). 

ぜÜ¢Öí ÑÜçñïöó, àÜ Ü îóê çóäíÑ¡íê ç：ÑäÜç：ÑÖÜ ½í．½Ü : 

1) Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ çóê：ÑÖÜ； £íÑíô： (1.42) ½í． çóÑ x * = ( x x ), 

öÜßöÜ, ÜÑñë¢Ü．öáï　 £  ç：Ñ¡óÑíÖÖ　½ ÖÜ¿áÜçóê ¡Ü½äÜÖñÖö, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí0öá y i , 

i = 1,...,m ; 

n1
* *,...,

x
M
*

2) でげずぢ (1.42) Öñ ½í． ¢ÜÑÖÜÇÜ ÑÜäÜïöó½ÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü (D = ∅); 

3) でげずぢ (1.42) ëÜ£ç'　£¡Ü Öñ ½í． (min L = − ∞, x ∈ D). 
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げíÜçí¢ó½Ü, àÜ Ü ぜ-½ñöÜÑi ¡ÜÖïöíÖö： ぜ Öñ ÜßÜç'　£¡ÜçÜ ÖíÑíçíöó äñçÖÜÇÜ 
£ÖíôñÖÖ　. がÜïóöá ¿óüñ çó½íÇíöó, àÜß ぜ ßÜ¿Ü ß：¿áüó½ ßÜÑá-　¡ÜÇÜ ôóï¿í, £ 　¡ó½ 
ÖñÜßê：ÑÖÜ äÜë：çÖ0çíöó úÜÇÜ ç äëÜîñï： ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 £íÑíô：. ぞí äëí¡öóî： ôíïöÜ 
çóßóëí0öá ぜ öí¡ó½, àÜ 

M > max { |a i j | ,  |b i | ,  |c j | ,  i = 1,...,m ,  j = 1,...,n }. 

ぢëó¡¿íÑ 1.8. づÜ£ç'　£íöó げずぢ : 

L(x) = � 5 x1 � 3 x2 � 4 x3 +    x4 → min, 

       x1 + 3 x2 + 2 x3 + 2 x4 = 3, 

    2 x1 + 2 x2 +    x3 +    x4 = 3, 

       xj ≥ 0, j = 1,...,4. 

げíïöÜïÜ．½Ü ïäÜôíö¡Ü ½ñöÜÑ üöÜôÖÜÇÜ ßí£óïÜ. だö¢ñ, ëÜ£Ç¿　Ñí．½Ü ÑÜäÜ½：¢ÖÜ 
とげずぢ çóÑÜ 

L  =  y1 + y2 → min, 

   x1 + 3 x2 + 2 x3 + 2 x4 + y1         = 3, 

2 x1 + 2 x2 +    x3 +    x4         + y2 = 3, 

   xj ≥ 0, j = 1,...,4, yi ≥ 0, i = 1,2 . 

ゑó¡¿0ôí0ôó £ î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； ßí£óïÖ： £½：ÖÖ： y1 öí y2 , £çÜÑó½Ü ；； ÑÜ çóÑÜ 

L  = � 3 x1 � 5 x2 � 3 x3 � 3 x4 + 6. 

づÜ£ç'　£Ü．½Ü î0 £íÑíôÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½ (Ñóç. öíß¿óî0 1.4). ぞí äñëü：ú 
iöñëíî：； £½：ÖÖí x2 ççÜÑóöáï　 ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê £í½：ïöá üöÜôÖÜ； £½：ÖÖÜ； y1, Öí 

ÑëÜÇÜ½Ü ¡ëÜîi ßí£óïÖÜ0 ïöí． x1 £í½：ïöá y2 . だï¡i¿á¡ó Ñ¿　 ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 

(3/4,3/4,0,0,0,0) ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； とげずぢ çó¡ÜÖÜ．öáï　 ¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö：, öÜ 
(3/4,3/4,0,0) ． ßí£óïÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ çóê：ÑÖÜ； げずぢ. 

どíß¿óî　 1.4 

Xßí£ x1 x2 x3 x4 y1 y2 β θ 

y
1 1 3 2 2 1 0 3 1 

y
2 2 2 1 1 0 1 3 3/2 

∆ �3 �5 �3 �3 0 0 �6  

x
2 1/3 1 2/3 2/3 1/3 0 1 3 

y
2 4/3 0 �1/3 �1/3 �2/3 1 1 3/4 

∆ �4/3 0 1/3 1/3 5/3 0 �1  

x
2 0 1 3/4 3/4 1/6 �1/4 3/4  

x
1 1 0 �1/4 �1/4 1/2 3/4 3/4  

∆ 0 0 0 0 1 1 0  

どñäñë Öñäë　½： Üß½ñ¢ñÖÖ　 çóê：ÑÖÜ； げずぢ ½í0öá çóÇ¿　Ñ 

      x2 + (3/4) x3 + (3/4) x4 = 3/4, 
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x1       − (1/4) x3 − (1/4) x4 = 3/4, 

í î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 ä：ï¿　 çó¡¿0ôñÖÖ　 £ Öñ； ßí£óïÖóê £½：ÖÖóê x1 öí x2 � 

L(x ) = � 3 x3 + 2 x4 � 6. 

ゑïñ îñ ÑÜ£çÜ¿　． Öí½ £íäÜçÖóöó äÜôíö¡ÜçÜ ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óî0 i ëÜ£ç'　£Üçíöó 
î0 とげずぢ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½ (Ñóç. öíß¿óî0 1.5). é¡ ßíôó½Ü, ；； Üäöó½í¿áÖóú 

ëÜ£ç'　£Ü¡ x * = (1,0,1,0 ), L(x * ) = − 9. 
どíß¿óî　 1.5 

xßí£ x1 x2 x3 x4 β θ 

x
2 0 1 3/4 3/4 3/4 1 

x
1 1 0 �1/4 �1/4 3/4  

∆ 0 0 �3 2 6  

x
3 0 4/3 1 1 1  

x
1 1 1/3 0 0 1  

∆ 0 4 0 5 9  

づÜ£ç'　¢ñ½Ü î0 ¢ げずぢ, çó¡ÜëóïöÜçÜ0ôó ぜ-½ñöÜÑ. ぜ-£íÑíôí ½í． çóÇ¿　Ñ : 

LM = � 5 x1 � 3 x2 � 4 x3 +    x4 + M y1 + M y2 → min, 

     x1 + 3 x2 + 2 x3 + 2 x4 +     y1            = 3, 

  2 x1 + 2 x2 +    x3 +    x4               +  y2 = 3, 

     xj ≥ 0, j = 1,...,4, yi ≥ 0, i = 1,2. 

ぢÜï¿：ÑÜçÖ： Ñ：； ；； ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 £Ç：ÑÖÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ äëó M = 10 ÖíçÜÑ　öáï　 
Ü öíß¿óî： 1.6. 

どíß¿óî　 1.6 

xßí£ x1 x2 x3 x4 y1 y2 β θ 

y
1 1 3 2 2 1 0 3 1 

y
2 2 2 1 1 0 1 3 3/2 

∆ �35 �53 �34 �29 0 0 �60  

x
2 1/3 1 2/3 2/3 1/3 0 1 3 

y
2 4/3 0 �1/3 �1/3 �2/3 1 1 3/4 

∆ �52/3 0 4/3 19/3 53/3 0 �7  

x
2 0 1 3/4 3/4 1/6 �1/4 3/4 1 

x
1 1 0 �1/4 �1/4 1/2 3/4 3/4  

∆ 0 0 �3 2 9 13 6  

x
3 0 4/3 1 1 2/9 �1/3 1  

x
1 1 1/3 0 0 5/9 2/3 1  

∆ 0 4 0 5 29/3 12 9  
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é¡ ： ëíÖ：üñ, Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ çóê：ÑÖÜ； げずぢ ½í． çóÇ¿　Ñ : x * = (1,0,1,0 ), 

L(x * ) = − 9. 

§ 13. ぜÜÑóâi¡ÜçíÖóú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ 

ぞñêíú でげずぢ 

c x → min,  A x = b ,  x ≥ 0 , (1.45) 

ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½ i Öí s-ú iöñëíîi； ；； Öñäë　½： Üß½ñ¢ñÖÖ　 ½í0öá 
¡íÖÜÖ：ôÖÜ âÜë½Ü 

α s x =β s,  x ≥ 0 ,  β s ≥ 0 . (1.46) 

ぞñêíú ç Üß½ñ¢ñÖÖ　ê (1.46) ßí£óïÖó½ó £½：ÖÖó½ó ． x1,...,xm , öÜßöÜ ßí£óïÖí 

½íöëóî　 B ( s ) = (A1 ,...,Am ). ぢëó îáÜ½Ü, 　¡ ç：ÑÜ½Ü, 

α s = B−1( s ) A,  β s = B−1( s ) b. (1.47) 

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ äñëüÜ £ ë：çÖÜïöñú (1.47) ½Ü¢Öí £íäóïíöó Ü çóÇ¿　Ñ： : 

α
j
s 1

js j 1,...= =−B A( ) , .,n

n=

 
(1.48)

 

ぞíÇíÑí．½Ü, àÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ ç ÜïÖÜçÖÜ½Ü £çÜÑóöáï　 ÑÜ £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 

çñÑÜôÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí  ïó½ä¿ñ¡ïÖÜÇÜ äñëñöçÜëñÖÖ　, äñëñëíêÜçÜçíÖÖ　 ½íöëóî： α s 

ç α s+1, çñ¡öÜëí β s Ü β s+1 öí çñ¡öÜëí ∆s Ü ∆s+1, öÜßöÜ ëñí¿：£Ü．öáï　 öí¡ó½ó Ñ：　½ó : 

α
l k
s

1) £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 k : 

∆ ∆ ∆
∆

k
s

j
j
s

j
s

j
i

i j
s

j
s

c j= = −
< =

∑min ;
: 0 1

1, , ,...,c i

m
α

 
2) £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 l : 

β

α

β

α
θ

α

l
s

l k
s

i

i
s

i k
s k

s

i k
s

= =
>

min ;

: 0
 

3) äñëñÜßôóï¿ñÖÖ　 £í çñÑÜôó½  ñ¿ñ½ñÖöÜ½  çï：ê  ñ¿ñ½ñÖö：ç  ½íöëóî： α s, 

çñ¡öÜë：ç β s öí ∆s. 

α
l k
s

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ £Ç：ÑÖÜ ÜïöíÖÖáÜ； äëÜîñÑÜëó, 　¡í Ñ¿　 でぜ ． ïÜöö．çÜ0, Öí ¡Ü¢Ö：ú 

iöñëíîi； ÖñÜßê：ÑÖÜ äñëñëíêÜçÜçíöó (m+1)×(n+1) ñ¿ñ½ñÖö：ç ç¡í£íÖÜ； ½íöëóî： öí 

çñ¡öÜë：ç. ゑó　ç¿　．öáï　, àÜ Ñ¿　 çó¡ÜÖíÖÖ　 ç¡í£íÖóê Ñ：ú £Öíöó çï0 ½íöëóî0 α s Öñ 

ÜßÜç'　£¡ÜçÜ, ；ê ½Ü¢Öí çó¡ÜÖíöó, £Öí0ôó ½íöëóî0 B−1( s ) öí çóê：ÑÖÜ ：ÖâÜë½íî：0 :  
A,  b ,  c . 

がiúïÖÜ, Ñ¿　 £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 k ÑÜïóöá ä：ÑëíêÜçíöó 

∆
j
s

j
i

i j
s

j ßí£ j
s

c c= − = −
=
∑ c i

m

1

α c α ,

 

Ññ cßí£ = (c1 ,...,cm ), öÜßöÜ, îñ ． çñ¡öÜë, ¡ÜÜëÑóÖíöí½ó 　¡ÜÇÜ ． ¡Üñâ：î：．Ööó 

î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：；, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí0öá ßí£óïÖó½ £½：ÖÖó½. ゑëíêÜçÜ0ôó (1.48) öí 
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ççÜÑ　ôó ÑÜ ëÜ£Ç¿　ÑÜ çñ¡öÜë , àÜ Öí£óçí．öáï　 

çñ¡öÜëÜ½ ïó½ä¿ñ¡ï-½ÖÜ¢Öó¡iç, £ ÜïöíÖÖáÜÇÜ ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 ½í．½Ü 

u cs s
m
s

ßí£u u= = −( )
1

1,..., B s( )

n,∆
j
s

j ßí£ j j
s

jc s c j= − = − =−c A u AB 1 1( ) , ,... . 

が¿　 £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 l Üßôóï¿00öáï　 çñ¡öÜëó 

β s = B−1(s ) b,  . α
k
s

ks= −B 1( ) A

だö¢ñ, £Öó¡í． ÖñÜßê：ÑÖ：ïöá çó¡ÜÖíÖÖ　 äÜÖ¡öÜ 3 £ÇíÑíÖóê Ñ：ú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ. 
げí½iïöá  îáÜÇÜ  äëó  äñëñêÜÑ：  ÑÜ  ÖíïöÜäÖÜ；  iöñëíîi；  äÜöë：ßÖÜ  ¿óüñ  äñëñëíêÜçíöó 

B−1( s )  Ü  B−1( s +1 ). 

づÜßóöáï　 îñ £Ç：ÑÖÜ ÖíïöÜäÖÜ； öñÜëñ½ó, 　¡Ü ½ó äëóçÜÑó½Ü ßñ£ ÑÜçñÑñÖÖ　. 

どñÜëñ½í 1.6. ぞñêíú 
B ( s ) = (A1 , . . . ,A l - 1 ,A l ,A l +1 , . . . ,Am ) ,  

B (s+1 ) = (A1 , . . . ,A l - 1 ,Ak ,A l +1 , . . . ,Am ) ,  

B B− − += + = =1 1 1
1 1( ) ( )s b s b i j

i j
s

i j
s

, , m, ,..., , 

äñëñê：Ñ ç：Ñ B ( s ) ÑÜ B (s+1 )  ëñí¿：£Ü．öáï　 ïöíÖÑíëöÖó½ Ñ¿　 ïó½ä¿ñ¡ïÖÜÇÜ 
½ñöÜÑÜ ççñÑñÖÖ　½ çñ¡öÜëí A k ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê i çóçñÑñÖÖ　½ çñ¡öÜëí A l £ 
ôóï¿í ßí£óïÖóê. どÜÑ： 

b

b
i l

b
b

i l

i j
s

i j
s

lk
s

i j
s l j

s
ik
s

lk
s

+
=

=

− ≠















1 α

α

α

, ,

, .

 (1.49) 

ゑó¡¿íÑñÖ： ½：ë¡ÜçíÖÖ　 ï¡¿íÑí0öá ÜïÖÜçÜ ½ÜÑóâ：¡ÜçíÖÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ 
(ぜでぜ ), àÜ âÜë½Ü¿0．öáï　 Öó¢ôñ. 

ん¿ÇÜëóö½ ½ÜÑóâ：¡ÜçíÖÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ 
1. げçÜÑó½Ü çóê：ÑÖÜ げずぢ ÑÜ とげずぢ, àÜ çó£Öíôí． ；； äÜôíö¡Üçóú ßí£óïÖóú 

ëÜ£ç'　£Ü¡ x 0, 　¡Ü½Ü ç：ÑäÜç：Ñí． ßí£óïÖí ½íöëóî　 B ( 0 ). ぞñêíú B−1( 0 ) � ½íöëóî　 
ÜßñëÖñÖí ÑÜ B ( 0 ). 

2. ぞñêíú Öí s-ú iöñëíîi； ÜÑñë¢íÖÜ ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x s, B ( s ), B−1( s ) � 
ç：ÑäÜç：ÑÖÜ, ßí£óïÖí öí ÜßñëÖñÖí ；ú ½íöëóî：. 

3. だßôóï¿0．½Ü çñ¡öÜë ïó½ä¿ñ¡ï-½ÖÜ¢Öó¡iç 

u cs s
m
s

ßí£u u= = −( )
1

1,..., B s( ), (1.50) 

Ññ cßí£ � çñ¡öÜë, ¡ÜÜëÑóÖíöí½ó 　¡ÜÇÜ ． ¡Üñâ：î：．Ööó î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：；, àÜ 

ç：ÑäÜç：Ñí0öá ßí£óïÖó½ £½：ÖÖó½ x s. 
4. だßôóï¿0．½Ü ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi 
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∆
j
s

j
s

jc j= − =u A , ,...,1 n. (1.51) 

5. é¡àÜ , j = 1,...,n, öÜ ¡：Öñîá Üßôóï¿ñÖá : x s ． Üäöó½í¿áÖó½ 

ëÜ£ç'　£¡Ü½. IÖí¡üñ 

∆
j
s ≥ 0

6. げÖíêÜÑó½Ü k £ Ü½Üçó 

∆ ∆
∆

k
s

j
j
s

j
s

=
<

min ,
: 0

 
Üßôóï¿0．½Ü çñ¡öÜëó 

β s = B−1( s ) b,  . (1.52) α
k
s

ks= −B 1( ) A

é¡àÜ , i = 1,...,m, öÜ ¡：Öñîá Üßôóï¿ñÖá : î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 とげずぢ 

ÖñÜß½ñ¢ñÖí £Öó£Ü Öí ÑÜäÜïöó½：ú ½ÖÜ¢óÖ：. IÖí¡üñ 

α
i k
s ≤ 0

7. げÖíêÜÑó½Ü l £ Ü½Üçó 

β

α

β

α
θ

α

l
s

l k
s

i

i
s

i k
s k

s

i k
s

= =
>

min

: 0

.

 
ゑñ¡öÜë A k ÜçÜÑóöáï　 ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê, çñ¡öÜë, àÜ ． ßí£óïÖó½ Ü l-Ü 

Öñäë　½Ü½Ü Üß½ñ¢ñÖÖ：, çóçÜÑóöáï　 £ ôóï¿í ßí£óïÖóê. ぱÜë½Ü．½Ü ½íöëóî0 B (s+1), 

Üßôóï¿0．½Ü ½íöëóî0 B−1(s+1 ) (Öíäëó¡¿íÑ, £í âÜë½Ü¿í½ó (1.49) îáÜÇÜ ¢ 
äíëíÇëíâÜ) i äñëñêÜÑó½Ü ÑÜ äÜÖ¡öÜ 2 í¿ÇÜëóö½Ü, £í½：Ö　0ôó s Öí s+1. 

ぢëó¡¿íÑ 1.9. づÜ£ç'　£íöó げずぢ : 

 L(x) =   2 x3 � 2 x4 �   x5 → min, 

x1      � 2 x3 +   x4 +    x5 = 4, 

     x2 + 3 x3 �   x4 + 2 x5 = 2 , 

xj ≥ 0 , j = 1,...,5. 

é¡ ßíôó½Ü, çóê：ÑÖí げずぢ ． ¡íÖÜÖ：ôÖÜ0. ぢëó äëÜçñÑñÖÖ： ëÜôÖóê ëÜ£ëíêÜÖ¡：ç, 
äÜç'　£íÖóê £ ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　½ げずぢ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ぜでぜ, çï： Üßôóï¿ñÖÖ　 Öí ¡Ü¢Ö：ú 
：öñëíî：； £ëÜôÖÜ ÜâÜë½¿　öó Ü çóÇ¿　Ñ： öíß¿óîá. だâÜë½ó½Ü çóê：ÑÖ： ÑíÖ： Ü çóÇ¿　Ñ： 
öíß¿óî：, àÜ Öí£óçí．öáï　 ÑÜäÜ½：¢ÖÜ0, ÑÜ 　¡Ü； ç äÜÑí¿áüÜ½Ü Öí ¡Ü¢Ö：ú iöñëíîi； 
ßÜÑñ½Ü çÖÜïóöó ¡ÜÜëÑóÖíöó çñ¡öÜëí u öí Üßôóï¿ñÖ： ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi ∆ (Ñóç. 
öíß¿óî0 1.7). 

どíß¿óî　 1.7 

b A1 A2 A3 A4 A5 u 0 u 1 u 2 

4 1 0 �2 1 1 0 �2 �4 

2 0 1 3 �1 2 0 0 �2 

c 0 0 2 �2 �1    

∆0 0 0 2 �2 �1    

∆1 2 0 �2 0 1    

∆2 4 2 0 0 7    
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だï¡i¿á¡ó ßí£óïÖí ½íöëóî　 B ( 0 ) ． ÜÑóÖóôÖÜ0, öÜ ÜÑóÖóôÖÜ0 ． i ÜßñëÖñÖí ；ú. 
げíäÜçÖ0．½Ü ÜïÖÜçÖÜ öíß¿óî0, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． ßí£óïÜ A 1, A 2 , (Ñóç. öíß¿óî0 1.8). 

どíß¿óî　 1.8 

ゐí£óï cßí£
0

 β0 B−1( 0 ) A4 α
4

0
 

A1 0 4 1 0 1 1 

A2 0 2 0 1 �1 �1 

  u 0 0 0   

とÜÜëÑóÖíöó çñ¡öÜëí u 0 Üßôóï¿ñÖ： £Ç：ÑÖÜ âÜë½Ü¿ó (1.50). ぢiï¿　 îáÜÇÜ çñ¡öÜë 

u 0 £íÖÜïóöáï　 ç ÑÜäÜ½：¢ÖÜ öíß¿óî0 (ïöÜçäñîá u 0), Ññ £ úÜÇÜ ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 £í 

âÜë½Ü¿í½ó (1.51) Üßôóï¿ñÖ： ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí0öá x 0= ( 4 , 2 , 0 , 0 , 0 ) 

(ë　ÑÜ¡ ∆0). とëóöñëiú Üäöó½í¿áÖÜïö： Öñ çó¡ÜÖÜ．öáï　, ÑÜ ßí£óïÜ ççÜÑóöáï　 çñ¡öÜë 
A 4 . げíÖÜïó½Ü çñ¡öÜë A 4 ÑÜ ÜïÖÜçÖÜ； öíß¿óî： öí Üßôóï¿0．½Ü úÜÇÜ ¡ÜÜëÑóÖíöó 

(çñ¡öÜë ) Ü ßí£óï： A 1, A 2 , çó¡ÜëóïöÜçÜ0ôó âÜë½Ü¿ó (1.52). どñäñë £çóôíúÖó½ 

ôóÖÜ½ çó£Öíôí．öáï　 çñ¡öÜë, àÜ ä：Ñ¿　Çí． çóçñÑñÖÖ0 £ ôóï¿í ßí£óïÖóê (A 1). 

α
4
0

どíß¿óî　 1.9 

ゐí£óï cßí£
1

 β1 B−1( 1 ) A3 α
3

1
 

A4 �2 4 1 0 �2 �2 

A2 0 6 1 1 3 1 

  u 1 �2 0   

ぢñëñëíêÜçÜ．½Ü £í ç：ÑäÜç：ÑÖó½ó âÜë½Ü¿í½ó ÜïÖÜçÖÜ ôíïöóÖÜ öíß¿óî： 1.8 

(Ñóç. öíß¿óî0 1.9). ぞÜçóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x 1 = (0,6 ,0 ,4 ,0 ) öí¡Ü¢ Öñ ． 
Üäöó½í¿áÖó½, ÑÜ ßí£óïÜ ççÜÑóöáï　 çñ¡öÜë A3 , £ ßí£óïÜ çóçÜÑóöáï　 çñ¡öÜë A2 . 

どíß¿óî　 1.10 

ゐí£óï cßí£
2

 β2 B−1( 2 ) 

A4 �2 16 3 2 

A3 2 6 1 1 

  u 2 �4 �2 

げíäÜçÖ0．½Ü ÜïÖÜçÖÜ öíß¿óî0 Ñ¿　 ÖíïöÜäÖÜ； iöñëíîi； (Ñóç. öíß¿óî0 1.10). 

だï¡i¿á¡ó Ñ¿　 ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü x 2 = x * = (0,0 ,6 ,16,0 ) çó¡ÜÖÜ．öáï　 ¡ëóöñë：ú 
Üäöó½í¿áÖÜïö：, öÜ Üßôóï¿ñÖÖ　 äëóäóÖ　0öáï　. 
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げíÜçí¢ñÖÖ　. 

1. ぜÜÑóâ：¡ÜçíÖóú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ ：Ö¡Ü¿ó àñ Öí£óçí0öá ½ñöÜÑÜ½ ÜßñëÖñÖÜ； 
½íöëóî：. 

2. げíïöÜïÜçíÖÖ　 ½ÜÑóâ：¡ÜçíÖÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ ÜïÜß¿óçÜ çóÇ：ÑÖÜ äëó 
ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： げずぢ, Ü 　¡óê ÑÜ ½íöëóî： Ü½Üç A ÑÜÑí0öáï　 ÖÜç： çñ¡öÜëó-ïöÜçäî：. 
ぢëó îáÜ½Ü Ñ¿　 £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 ëÜ£ç'　£¡Ü ÖÜçóê £íÑíô çó¡ÜëóïöÜçÜ．öáï　 
：ÖâÜë½íî：　, àÜ ÜÑñë¢íÖí ëíÖ：üñ. 

3. ずñÇ¡Ü äñëñç：ëóöó, àÜ 　¡àÜ ëÜ£Ç¿　ÖÜöó öí¡ £çíÖÜ ñ¿ñ½ñÖöíëÖÜ ½íöëóî0 

E ( )s

k
s

lk
s

k
s

lk
s

l k
s

lk
s

lk
s

l k
s

lk
s

=

−

−

−

−

−

+

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0
1

0 0

0 0 0 1 0

1

2

1

1

... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

α

α

α

α

α

α

α

α

α

0 0 0 0 1... ...

,

−























































α

α
mk
s

lk
s

 

öÜ 

B−1( s +1 )  =  E ( s )  B−1( s ) . 

ゑó¡ÜëóïöÜçÜ0ôó î0 âÜë½Ü¿Ü Ñ¿　 ½íöëóî： B−1( s ) , äÜö：½ B−1( s �1 ) i ö. Ñ., 
½í．½Ü 

B−1( s +1 )  =  E ( s )  E ( s �1 )  . . .  E ( 0 )  B−1( 0 ) . 

だöëó½íÖí âÜë½Ü¿í ÖÜïóöá Öí£çÜ ½Ü¿áöóä¿i¡íöóçÖÜÇÜ äÜÑíÖÖ　 ÜßñëÖñÖÜ； 
½íöëóî：. づñí¿áÖ： げずぢ, 　¡ äëíçó¿Ü, ëÜ£ç'　£Ü0öáï　 £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ぜでぜ £ 
çó¡ÜëóïöíÖÖ　½ ½Ü¿áöóä¿i¡íöóçÖÜÇÜ äëñÑïöíç¿ñÖÖ　 ÜßñëÖñÖÜ； ½íöëóî：. 

§ 14. がçÜ；ïö： £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 

ぞñêíú げずぢ ½í． ïöíÖÑíëöÖÜ âÜë½Ü 

c x → min,  A x = b ,  x ≥ 0 . (1.53) 

ぢÜ£Öíôó½Ü, 　¡ £íç¢Ñó, ôñëñ£ D ；； ÑÜäÜïöó½Ü Üß¿íïöá i ëÜ£Ç¿　Öñ½Ü ÑÜäÜ½：¢ÖÜ 
£íÑíôÜ : £Öíúöó Öó¢Ö0 Üî：Ö¡Ü Ñ¿　 £ÖíôñÖá î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； c x Öí ½ÖÜ¢óÖ： D. 

ぶñëñ£ öñ, àÜ b � A x = 0 , öÜ Ñ¿　 ßÜÑá-　¡ÜÇÜ çñ¡öÜëí u = ( u 1 ,..., u m ) 

çó¡ÜÖÜ．öáï　 ë：çÖ：ïöá u ( b � A x ) = 0 i öÜ½Ü 

c x = c x + u ( b � A x )  = u b + (c � u A ) x . (1.54) 
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ぢÜïöíçó½Ü çó½ÜÇÜ, àÜß c � u A ≥ 0 , íßÜ, àÜ öñ¢ ïí½ñ, u A ≤ c . どÜÑ： £ (1.54) 

çóä¿óçí．, àÜ c x ≥ u b . 
ぢëóëÜÑÖÜ öí¡Ü¢ ïäÜÑ：çíöóï　, àÜ 

min max .
x u A c

cx u b
∈ ≤

=
D  

だ£ÖíôñÖÖ　 1.6.   がçÜ；ïöÜ0 ÑÜ でげずぢ (1.53) Öí£óçí．öáï　 げずぢ 

u b → max,  u A ≤ c . (1.55) 

ば £ç'　£¡Ü £ îó½ でげずぢ (1.53) Öí£çñ½Ü äë　½Ü0 (çóê：ÑÖÜ0) げずぢ. 
ゑóàñ Öí½ó ÑÜçñÑñÖí 

どñÜëñ½í 1.7. げÖíôñÖÖ　 î：¿áÜçóê âÜÖ¡î：ú äë　½Ü； (1.53) öí ÑçÜ；ïöÜ； (1.55) 
げずぢ äÜç'　£íÖ： ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　½ 

.
:D cuAux
ubcx

≤∈
≥  (1.56) 

ぜó £íäóïí¿ó äë　½Ü öí ÑçÜ；ïöÜ ；ú £íÑíô： Ü ½íöëóôÖ：ú âÜë½：. とÜÜëÑóÖíöÖí 
âÜë½í îóê £íÑíô öí¡í : 

でげずぢ : 

c x a x b i =1,...,m,  x 0  j =1,...,nj
j

n

j i j
j

n

j i j
= =
∑ ∑→ = ≥

1 1

min, , , ;

 
ÑçÜ；ïöí げずぢ : 

b u a u c  j =1,...,n .i
i

m

i i j
i

m

i j
= =
∑ ∑→ ≤

1 1

max, ,

 

だ£ÖíôñÖÖ　 1.7.   げ½：ÖÖ： u i , i = 1,...,m, ÑçÜ；ïöÜ； げずぢ Öí£óçí0öáï　 ÑçÜ；ïöó½ó 

£½：ÖÖó½ó (½ÖÜ¢Öó¡í½ó ずíÇëíÖ¢í, ïó½ä¿ñ¡ï-½ÖÜ¢Öó¡í½ó). 

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ 　¡àÜ äë　½í げずぢ ½í． ïöíÖÑíëöÖÜ âÜë½Ü, öÜ ÑçÜ；ïöí ；ú げずぢ Öñ 

½：ïöóöá äë　½óê Üß½ñ¢ñÖá Öí ÑçÜ；ïö： £½：ÖÖ： (−∞ < ui < ∞ , i = 1,...,m). 

べÜß äÜßÜÑÜçíöó ÑçÜ；ïöÜ ÑÜ げげずぢ, ÖñÜßê：ÑÖÜ äñëñöçÜëóöó ；； ÑÜ ïöíÖÑíëöÖÜ； 
âÜë½ó, í äÜö：½ Ñ：　öó £Ç：ÑÖÜ Ü£ÖíôñÖÖ　. 

ぢëó¡¿íÑ 1.10. ぞñêíú げげずぢ ½í． çóÇ¿　Ñ 

c x → min,  A x ≥ b ,  x ≥ 0 . (1.57) 

げíäóüñ½Ü î0 £íÑíôÜ Ü ïöíÖÑíëöÖ：ú âÜë½： 
c  x  → min,  (A,− I  ) x  = b ,  x  ≥ 0 , 

Ññ c  = (c1,...,cn,0,...,0 ), x  = (x1,...,xn ,xn+1,...,xn+m )' � (n+m)-çó½：ëÖ： çñ¡öÜëó, 

I � ÜÑóÖóôÖí ½íöëóî　 ëÜ£½：ëÖÜïö： m×m,  xn+1 , . . . ,xn+m � ÑÜÑíö¡Üç： £½：ÖÖ：. 
がçÜ；ïöÜ0 ÑÜ î：．； でげずぢ (í, Üö¢ñ, i ÑÜ げげずぢ (1.57)) £í Ü£ÖíôñÖÖ　½ ． 

u b → max,  u (A,− I  ) ≤ c , íßÜ 

u b → max,  u A ≤ c ,  u ≥ 0 . (1.58) 

ずñÇ¡Ü äñëñ¡ÜÖíöóï　, àÜ ÑçÜ；ïöÜ0 ÑÜ げずぢ (1.58) ßÜÑñ (1.57). ぴ： £íÑíô： 
Öí£óçí0öáï　 ïó½ñöëóôÖó½ó ÑçÜ；ïöó½ó げずぢ. 
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げíÜçí¢ó½Ü, àÜ i ç £íÇí¿áÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü äÜÖ　öö　 ÑçÜ；ïöÜïö： ． ç£í．½Öó½, öÜßöÜ, 
£íÑíôí, ÑçÜ；ïöí ÑÜ ÑçÜ；ïöÜ；, ïä：çäíÑí． £ äë　½Ü0. ば £ç'　£¡Ü £ îó½ ß：¿áü ¿ÜÇ：ôÖÜ 
ÇÜçÜëóöó Öñ äëÜ äë　½Ü öí ÑçÜ；ïöÜ げずぢ, í äëÜ äíëÜ ÑçÜ；ïöóê げずぢ. 

ぢëó¡¿íÑ 1.11. ずñÇ¡Ü çäñçÖóöóï　 (£í¿óüí．½Ü îñ, 　¡ çäëíçÜ), àÜ ÖíïöÜäÖ： 
Ñç： げずぢ 　ç¿　0öá ïÜßÜ0 äíëÜ ÑçÜ；ïöóê げずぢ : 

   x1 � 2 x2 +    x3 �    x4 +    x5 → min, 

   x1 � 2 x2 +    x3 + 3 x4 � 2 x5 = 6, 

2 x1 + 3 x2 � 2 x3 �    x4 +    x5 ≤ 4, 

   x1            + 3 x3            � 4 x5 ≥ 8, 

   x1 ≥ 0,           x3 ≥ 0,           x5 ≥ 0; 

  6 u1 � 4 u2 + 8 u3 → max, 

     u1 � 2 u2 +    u3 ≤  1, 

�2 u1 � 3 u2           = �2, 

     u1 + 2 u2 + 3 u3 ≤  1, 

  3 u1 +    u2           = �1, 

�2 u1 �    u2 �  4 u3 ≤  1, 

                u2 ≥ 0 , u3 ≥ 0. 

§ 15. どñÜëñ½í ÑçÜ；ïöÜïö： 
ば äÜäñëñÑÖáÜ½Ü äíëíÇëíâ： ½Üçó¿Üï　 äëÜ äëóëÜÑÖ：ïöá ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 

min max .
x u A c

cx u b
∈ ≤

=
D  

がiúïÖÜ, ½í． ½：ïîñ öí¡ñ öçñëÑ¢ñÖÖ　. 

どñÜëñ½í 1.8 (öñÜëñ½í ÑçÜ；ïöÜïö：). 
1. é¡àÜ ÜÑÖí £ ÑçÜ；ïöóê げずぢ ½í． Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡, öÜ ：Öüí öí¡Ü¢ 

½í． Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡, äëóôÜ½Ü Üäöó½í¿áÖ： £ÖíôñÖÖ　 î：¿áÜçóê âÜÖ¡î：ú 
ïä：çäíÑí0öá. 

2. é¡àÜ î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 ÜÑÖ：．； £ ÑçÜ；ïöóê げずぢ ÖñÜß½ñ¢ñÖí Öí ÑÜäÜïöó½：ú 
½ÖÜ¢óÖ： (Ñ¿　 £íÑíô： ½：Ö：½：£íî：； � £Öó£Ü, Ñ¿　 £íÑíô： ½í¡ïó½i£íîi； � £çñëêÜ), öÜ 
：Öüí £íÑíôí Öñ ½í． ÑÜäÜïöó½óê ëÜ£ç'　£¡iç. 

がÜçñÑñÖÖ　. 
1. ぞñêíú ëÜ£Ç¿　Ñí．öáï　 äíëí ÑçÜ；ïöóê げずぢ 

c x → min,  A x = b ,  x ≥ 0 , 

u b → max,  u A ≤ c , 

i äñëüí £ Öóê ½í． Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x *, 　¡Ü½Ü ç：ÑäÜç：Ñí． ßí£óï A1 ,...,Am , B 

� ßí£óïÖí ½íöëóî　. ゑó¡ÜëóïöÜçÜ0ôó äëóúÖ　ö： äÜ£ÖíôñÖÖ　, äñëñúÑñ½Ü ç：Ñ でげずぢ 
ÑÜ とげずぢ : 

c x → min,  αx =β,  x ≥ 0 ,  β ≥ 0 , 
Ññ 

α= B−1 A ,  β= B−1 b . (1.60) 
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げíÜçí¢ó½Ü, àÜ äëó îáÜ½Ü x * = (β1, . . . ,βm,0 , . . . , 0 )' ： 

c x * .=
=
∑ c i i
i

m
β

1  

(1.61)

 

げÇiÑÖÜ ¡ëóöñë：0 Üäöó½í¿áÖÜïö： Ñ¿　 x * 

∆ = c z = c c  = c 0 ,  j =1,...,nj j j j i i j
i

m

j ßí£ j− − − ≥
=
∑ α

1

c * α , 

Ññ c =(c1 ,..., cm ). ßí£
*

だïöíÖÖ0 Öñë：çÖ：ïöá £íäóüñ½Ü Ü ½íöëóôÖ：ú âÜë½： c−c α≥0 , íßÜ, 

äëóú½í0ôó ÑÜ ÜçíÇó (1.60), 

ßí£
*

c c− ≥−
ßí£  
*

B A 01 .
 

ぞñêíú 

u * = c  B−1. (1.62) ßí£
*

どÜÑ： ÜïöíÖÖ． ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 Öíßóëí． çóÇ¿　ÑÜ c−u *A≥0 , íßÜ u *A≤c , Üö¢ñ, 
çñ¡öÜë u * ． ÑÜäÜïöó½ó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ ÑçÜ；ïöÜ； げずぢ. 

だßôóï¿ó½Ü £ÖíôñÖÖ　 î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； ÑçÜ；ïöÜ； げずぢ Ü öÜôî： u *. ぢëóú½í0ôó 
ÑÜ ÜçíÇó (1.62), (1.60) öí (1.61), ½í．½Ü 

u b c B b c c x c x
x

* ** *= = = = =−

= ∈
∑ßí£ ßí£ i i
i

m

D
c1

1

β β min .

 
げçiÑïó çóä¿óçí．, àÜ 

max min .
:u u A c x

u b u * b c x
≤ ∈

≥ =
D  

(1.63)
 

げ ÑÜçñÑñÖÜ； çóàñ Öñë：çÖÜïö： 

cuAux
ubcx

≤∈
≥

:D
 (1.64) 

½í．½Ü, àÜ 

min max .
:x u u A c

c x u b
∈ ≤

≥
D  

(1.65)
 

ぢÜëiçÖ00ôó (1.63) öí (1.65), äëóêÜÑó½Ü ÑÜ çóïÖÜç¡Ü, àÜ £í Ü½Üçó ：ïÖÜçíÖÖ　 
Üäöó½í¿áÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü x * ÜÑÖ：．； £ äíëó ÑçÜ；ïöóê げずぢ ：ïÖÜ． Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ 
u * ÑçÜ；ïöÜ； ；ú £íÑíô： i äëó îáÜ½Ü c x * = u * b . 

2. ぞñêíú 

.
D

−∞=
∈

cx
x
min   

げ (1.64) ½í．½Ü 

.
:D cuAux
ubcx

≤∈
≥min   

だö¢ñ, 

,
: cuAu
ub

≤
≥∞−   
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àÜ Öñ ½í． ïñÖïÜ. ぴñ Ü£Öíôí．, àÜ ÑçÜ；ïöí £íÑíôí Öñ ½í． ÑÜäÜïöó½óê ëÜ£ç'　£¡iç. 
どñÜëñ½í ÑÜçñÑñÖí. 

だö¢ñ, ¡Ü¢Ö：ú げずぢ ç：ÑäÜç：Ñí． ÑçÜ；ïöí ；ú げずぢ, äëóôÜ½Ü îñ äÜÖ　öö　 ． 
ç£í．½Öó½ i ëÜ£ç'　£¡ó äíëó ÑçÜ；ïöóê £íÑíô ö：ïÖÜ äÜç'　£íÖ： ½：¢ ïÜßÜ0. ぴñú âí¡ö 
ßÜÑñ, £Ü¡ëñ½í, çó¡ÜëóïöÜçÜçíöóïá äëó ëÜ£Ç¿　Ñ： ÑçÜ；ïöÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ. 

§ 16. がçÜ；ïöóú ¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö： 
づÜ£Ç¿　Öñ½Ü でげずぢ 

c x → min,  A x = b ,  x ≥ 0 . (1.66) 

é¡ ç：ÑÜ½Ü, げずぢ 

u b → max,  u A ≤ c , (1.67) 

． ÑçÜ；ïöÜ0 ÑÜ (1.66). 

どñÜëñ½í 1.9 (ÑçÜ；ïöóú ¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö：). ゐí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x * 

げずぢ (1.66) ． Üäöó½í¿áÖó½ öÜÑ： ： ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó ：ïÖÜ． çñ¡öÜë  

öí¡óú, àÜ çó¡ÜÖÜ0öáï　 ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 

u u u
m

* * *( ,..., )=
1

u A

u A

* ,

* ,

* *

* *

j j i i j j
i

m

j

j j i i j j
i

m

j

c u a c x

c u a c x

= =








 >

≤ ≤








 =

=

=

∑

∑

1

1

0

0

　¡àÜ

　¡àÜ

,

.

 (1.68) 

がÜçñÑñÖÖ　. ぞñÜßêiÑÖiïöá. ぞñêíú x * � Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ げずぢ (1.66). 
がÜçñÑñ½Ü, àÜ äëó îáÜ½Ü çó¡ÜÖÜ0öáï　 ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 (1.68). がiúïÖÜ, £Ç：ÑÖÜ 
öñÜëñ½ó ÑçÜ；ïöÜïö： ：ïÖÜ． Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ u * ÑçÜ；ïöÜ； £íÑíô： (1.67) i äëó 
îáÜ½Ü c x * = u * b . げçiÑïó, çëíêÜçÜ0ôó, àÜ A x * = b , ½í．½Ü 

0 = c x * � u * b = c x * � u * b � u * (A x * � b ) = (c � u * A ) x * 
íßÜ 

( )* *c xj j j
j

n
− =

=
∑ u A 0

1

.

 
げ ÜïöíÖÖáÜ； ë：çÖÜïö： çóä¿óçí． ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 (1.68). 
がÜïöíöÖiïöá. ぢÜ¡í¢ñ½Ü, àÜ äëó çó¡ÜÖíÖÖ： Ü½Üç (1.68) x * � Üäöó½í¿áÖóú 

ëÜ£ç'　£Ü¡ げずぢ (1.66). がiúïÖÜ, £ (1.68) ½í．½Ü 

( )* *c xj j j
j

n
− =

=
∑ u A 0

1  
íßÜ (c � u *A ) x * = 0 . だö¢ñ, c x * = u * A x * = u * b . とëi½ öÜÇÜ, £ (1.68) çóä¿óçí．, àÜ 
u * � ÑÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ ÑçÜ；ïöÜ； £íÑíô： (1.67). どÜ½Ü 

.***
D

cxbucx
x

=≥
∈

 

だö¢ñ, x * � Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ げずぢ (1.66). 
がÜçñÑñÖÖ　 £íçñëüñÖñ. 
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げíÜçí¢ó½Ü, àÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ÖÜ¢Öó¡ó u1 ,..., um ,  àÜ â：ÇÜëÜ0öá Ü ぜでぜ i 

ç：ÑäÜç：Ñí0öá Üäöó½í¿áÖÜ½Ü ëÜ£ç'　£¡Üçi äë　½Ü； げずぢ, ． Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ 
ÑçÜ；ïöÜ； げずぢ. 

§ 17. がçÜ；ïöóú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ 

づÜ£Ç¿　Öñ½Ü ½ñöÜÑ ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 げずぢ, àÜ ßí£Ü．öáï　 Öí öñÜë：； ÑçÜ；ïöÜïö：, i 
Öí£óçí．öáï　 ÑçÜ；ïöó½ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½. ぞíçñÑñ½Ü úÜÇÜ ÜßÇëÜÖöÜçíÖÖ　. 

ぞñêíú ëÜ£Ç¿　Ñí．öáï　 でげずぢ 

c x → min,  A x = b ,  x ≥ 0 . (1.69) 

é¡ ç：ÑÜ½Ü, ÑçÜ；ïöÜ0 ÑÜ Öñ； ． げずぢ 

u b → max,  u A ≤ c . (1.70) 

ぞñêíú çñ¡öÜëó Ü½Üç A1 ,...,Am Ü  £íÑíô： (1.69) ． ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Öó½ó, 

B = (A1,...,Am ) � ßí£óïÖí ½íöëóî　. でäëÜßÜ．½Ü äñëñúöó ç：Ñ でげずぢ (1.69) ÑÜ とげずぢ, 

Ñ¿　 ôÜÇÜ äÜ½ÖÜ¢ó½Ü Öñäë　½： Üß½ñ¢ñÖÖ　 A x = b £¿：çí Öí B−1. だÑñë¢ó½Ü   αx =β ,  

Ññ α= ( I ,αm+1,...,α n ),  I  �  ÜÑóÖóôÖí  ½íöëóî　 ëÜ£½：ëÖÜïö： m×m. é¡àÜ äëó îáÜ½Ü 

β ≥0 , öÜ ÜÑñë¢íÖí げずぢ ． ¡íÖÜÖ：ôÖÜ0, 　¡àÜ ¢ Ññ　¡： ¡Ü½äÜÖñÖöó çñ¡öÜëí β ç：Ñ'．½Ö：, 
öÜ, £çóôíúÖÜ, Ö：. 

だ£ÖíôñÖÖ　 1.8. ぜíú¢ñ ¡íÖÜÖ：ôÖÜ0 げずぢ (ぜとげずぢ ) Öí£óçí．öáï　 でげずぢ (1.69), 
　¡àÜ ½íöëóî　 Ü½Üç A ½：ïöóöá ÜÑóÖóôÖÜ äiÑ½íöëóî0. 

だ£ÖíôñÖÖ　 1.9. ゑñ¡öÜë x = (x1 ,...,xn ) Öí£óçí．öáï　 ½íú¢ñ ÑÜäÜïöó½ó½ 

ßí£óïÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ (ぜがゐづ), 　¡àÜ ç：Ö £íÑÜçÜ¿áÖ　． Üß½ñ¢ñÖÖ　½ A x = b (í¿ñ Öñ 

ÜßÜç'　£¡ÜçÜ Üß½ñ¢ñÖÖ　½ x≥0 ) i úÜÇÜ ÖñÖÜ¿áÜçó½ ¡Ü½äÜÖñÖöí½ ç：ÑäÜç：Ñí0öá 
¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Ö： çñ¡öÜëó Ü½Üç. 

ぞñêíú Ñ¿　 çó£ÖíôñÖÜïö： x = (x1 ,..., xm, 0 ,..., 0 ), çñ¡öÜëó Ü½Üç A1 ,...,Am � 

¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Ö：, B =(A1 , . . . ,Am ). げ½：ÖÖ： x1 , . . . , xm ßÜÑñ½Ü Öí£óçíöó ßí£óïÖó½ó, 

xm+1 , . . . , xn � Öñßí£óïÖó½ó. ぞíÑí¿： ßÜÑñ½Ü ëÜ£Ç¿　Ñíöó ¿óüñ ö： ぜがゐづ (íßÜ ¢ ö： 
ぜとげずぢ, àÜ ；ê çó£Öíôí0öá), Ñ¿　 　¡óê ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi Öñç：Ñ'．½Ö：, öÜßöÜ 

∆ j i

m

i jc= − = − − − ≥
=

−∑c z c c  c  j j j
i

j ßí£ j j ßí£ j
1

1α = =c c Bα 0A

 

(1.71)

 
Ñ¿　 çï：ê j = 1,...,n. 

が¿　 öí¡óê ぜがゐづ ． ÜôñçóÑÖó½ ¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö： : ぜがゐづ ． 
Üäöó½í¿áÖó½, 　¡àÜ ç：Ö ． ÑÜäÜïöó½ó½. 

げíÜçí¢ó½Ü,  àÜ  Ñ¿　  ぜがゐづ,  Ñ¿　  　¡ÜÇÜ  çó¡ÜÖÜ．öáï　  (1.71),  çñ¡öÜë 

u = c ßí£B −1 ． ÑÜäÜïöó½ó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ ÑçÜ；ïöÜ； げずぢ (u A ≤ c ) . 

だö¢ñ, ëÜ£Ç¿　Öñ½Ü ぜとげずぢ 

c xj
j

n

j
=
∑ →

1

min,

 

x x  i =1,...,m ,i i j
j m

n

j i+ =
= +
∑ α β

1

,
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x j ≥ 0 , j = 1,...,n, 

Ñ¿　 　¡Ü； ∆ j ≥0 , j = 1,...,n. ゑó¡¿0ôóçüó £ î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； ßí£óïÖ： £½：ÖÖ： x 1 , . . . , x m , 

½í．½Ü 

∆ j
j m

n

jx
= +
∑ →

1

min,

 

x x  i =1,...,m ,i i j
j m

n

j i+ =
= +
∑ α β

1

,

 

(1.72)

 
x j ≥ 0, j = 1,...,n. 

がçÜ；ïöí ÑÜ げずぢ (1.72) ½í． çóÇ¿　Ñ 

β i
i

m

iv
=
∑ →

1

max ,

 

α i j
i

m

i jv j = m +1,...,n,
=
∑ ≤

1

∆ ,

 
v i ≤ 0 , i = 1,...,m, 

íßÜ, çó¡ÜÖÜ0ôó £í½：ÖÜ u i = − v i , i = 1,...,m, 

− →
=
∑ β i
i

m

iu
1

max,

 

− ≤
=
∑ α i j
i

m

i ju j = m +1,...,n,
1

∆ ,

 
u i ≥ 0, i = 1,...,m. 

だïöíÖÖ0 £íÑíôÜ ¿ñÇ¡Ü äñëñöçÜë0．½Ü ÑÜ ¡íÖÜÖ：ôÖÜÇÜ çóÇ¿　ÑÜ, ççÜÑ　ôó 
ÑÜÑíö¡Üç： Öñç：Ñ'．½Ö： £½：ÖÖ： u j , j = m+1,...,n, öí çëíêÜçÜ0ôó, àÜ ½í¡ïó½i£íîi　 

î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； ñ¡ç：çí¿ñÖöÖí ½：Ö：½：£íî：； î：．； ¢ âÜÖ¡î：； £ ÜßñëÖñÖó½ £Öí¡Ü½ : 

β i
i

m

iu
=
∑ →

1

min,

 

u u j = m +1,j i j
i

m

i j− =
=
∑ α

1

∆ , ...,n,

 

(1.73)

 
u i ≥ 0, i = 1,...,n. 

だö¢ñ, ÑçÜ；ïöÜ0 ÑÜ ぜとげずぢ (1.72) ． とげずぢ (1.73). げ½iïö ÑçÜ；ïöÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-
½ñöÜÑÜ äÜ¿　Çí． Ü £íïöÜïÜçíÖÖ： £çóôíúÖÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ Ñ¿　 ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 
ÑçÜ；ïöÜ； げずぢ (1.73). だï¡i¿á¡ó ëÜ£Ç¿　ÑÜçíÖóú ½ñöÜÑ î：¡íçóöá Öíï 　¡ ½ñöÜÑ 
ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 £íÑíô： (1.72), çó　ïÖó½Ü, àÜ Ü£Öíôí0öá Ñ¿　 げずぢ (1.72) äñëñöçÜëñÖÖ　 
¡Ü¢ÖÜ； iöñëíîi； ïó½ä¿ñ¡ïÖÜÇÜ ½ñöÜÑÜ, £íïöÜïÜçíÖÜÇÜ ÑÜ £íÑíô： (1.73). 

ぞñäë　½： Üß½ñ¢ñÖÖ　 とげずぢ (1.73) çó£Öíôí0öá ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ î：．； £íÑíô： � 

n-çó½iëÖóú çñ¡öÜë u = ( 0 ,... , 0 ,∆ m + 1 , . . . ,∆n ), Ñ¿　 　¡ÜÇÜ çñ¡öÜë (β1,..., β m ,0,... ,0 ) 
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ö：．； ¢ çó½：ëÖÜïö： ． çñ¡öÜëÜ½ ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîá. é¡àÜ β i ≥0 , i = 1,...,m, öÜ u ． 

Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ £íÑíô： (1.73), í, Üö¢ñ, x = (β1,...,βm ,0,... ,0 ) ． 

Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ げずぢ (1.72) (¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö： ぜがゐづ). IÖí¡üñ £Ç：ÑÖÜ 
ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ çó£Öíôí0öáï　 ôóï¿í l öí k £ Ü½Üç : 

β β
β

l
i

i
i

=
<

min ,
: 0

 

(1.74)

 
∆ ∆k

lk j

j

l j
l

l j−
=

−
=

<α α
γ

α
min ,

: 0
 

(1.75)

 
öÜßöÜ, çó£Öíôí．öáï　 çñÑÜôóú ñ¿ñ½ñÖö α l k ïó½ä¿ñ¡ïÖÜÇÜ äñëñöçÜëñÖÖ　. 

でöÜïÜçÖÜ £íÑíô： (1.72) ç¡í£íÖ： Ñ：； öí¡Ü¢ çó£Öíôí0öá çñÑÜôóú ñ¿ñ½ñÖö α l k 

ïó½ä¿ñ¡ïÖÜÇÜ äñëñöçÜëñÖÖ　, äëó îáÜ½Ü £ ôóï¿í ßí£óïÖóê çóçÜÑóöáï　 çñ¡öÜë A l , í 

çñ¡öÜë A k ÜçÜÑóöáï　 ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê. ゑó¡ÜÖíçüó ç¡í£íÖñ äñëñöçÜëñÖÖ　, 

ÜÑñë¢ó½Ü ぜとげずぢ, àÜ çó£Öíôí． ぜがゐづ (íÖí¿ÜÇ：ôÖÜ §7 îáÜÇÜ ëÜ£Ñ：¿Ü) 

x ' = ,..., , , ,..., ,

0 ,...,0 , ,0 ,...,0

1 k 1k l -1 k l -1k l+1 k l+1k m k mk

k

(

) .

β θ α β θ α β θ α β θ α

θ

− − − −0

 
Ññ θ k = β l / α l k > 0 . げ îáÜÇÜ ¢ äñëñöçÜëñÖÖ　 çóä¿óçí． öí¡Ü¢, àÜ ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi 

∆'j , j = 1,...,n, Ñ¿　 x ' äÜç'　£íÖ： £ ∆ j ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　½ 

∆ ∆ ∆
j j

l j

l k
k

' = −
α

α
.

 

(1.76)

 
ゑëíêÜçÜ0ôó, àÜ ∆ k ≥ 0 , α l k < 0 , ëÜßó½Ü çóïÖÜçÜ¡, àÜ äëó α l j ≥ 0 çó¡ÜÖÜ．öáï　 

∆'j ≥ 0 . é¡àÜ ¢ α l j < 0 , öÜ, £íäóïíçüó (1.75) Ü çóÇ¿　Ñ： 
∆ ∆k

lk

j

l j−
≤
−α α

,

 
½í．½Ü, àÜ 

∆ ∆j
l j

l k
k− ≥

α

α
0 .

 
だö¢ñ, Ñ¿　 ÖÜçÜÇÜ ぜがゐづ x ' ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi öí¡Ü¢ Öñç：Ñ'．½Ö：. 
ずñÇ¡Ü ä：ÑëíêÜçíöó öí¡Ü¢, àÜ 

L( x ' ) = L( x ) +θ k ∆ k , 

öÜßöÜ, äëó äñëñêÜÑ： ç：Ñ öÜô¡ó x ÑÜ x ' £ÖíôñÖÖ　 î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； £ß：¿áüÜ．öáï　, 　¡àÜ 
u ． ÖñçóëÜÑ¢ñÖó½ ßí£óïÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ ÑçÜ；ïöÜ； げずぢ i £í¿óüí．öáï　 Öñ£½：ÖÖó½ Ü 
çóëÜÑ¢ñÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü. 

げíÜçí¢ó½Ü Öíëñüö：, àÜ ¡Ü¿ó Ñ¿　 Ññ　¡ÜÇÜ β i < 0 Ü £íÑíô： (1.73) α i j ≥ 0 , öÜ î　 

£íÑíôí ëÜ£ç'　£¡Ü Öñ ½í． ôñëñ£ ÖñÜß½ñ¢ñÖ：ïöá î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； Öí ÑÜäÜïöó½：ú 
½ÖÜ¢óÖ：, í £íÑíôí (1.72) £Ç：ÑÖÜ öñÜëñ½ó ÑçÜ；ïöÜïö： Öñ ½í． ëÜ£ç'　£¡Ü ôñëñ£ öñ, àÜ ． 
äÜëÜ¢ÖáÜ0 ；； ÑÜäÜïöó½í ½ÖÜ¢óÖí. 

ゑïñ îñ Ñí． ½Ü¢¿óç：ïöá ïâÜë½Ü¿0çíöó 

ん¿ÇÜëóö½ ÑçÜ；ïöÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ (がでぜ ) 
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1. げçÜÑó½Ü çóê：ÑÖÜ げずぢ ÑÜ ぜとげずぢ i £ÖíêÜÑó½Ü ；； ぜがゐづ x(0), Ñ¿　 　¡ÜÇÜ 
ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi Öñç：Ñ'．½Ö：. 

2. ぞñêíú Öí s-ú iöñëíîi； ½í．½Ü ぜとげずぢ, àÜ çó£Öíôí． ぜがゐづ x(s), 　¡Ü½Ü 
ç：ÑäÜç：Ñí0öá Öñç：Ñ'．½Ö： ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi. ゐñ£ Üß½ñ¢ñÖÖ　 £íÇí¿áÖÜïö： ßÜÑñ½Ü 
ççí¢íöó, àÜ x(s) çó£Öíôí．öáï　 ïóïöñ½Ü0 Öñäë　½óê Üß½ñ¢ñÖá 

x x i =1,...,m,i
s

j m

n

j i
s

i j
+ =

= +
∑ α β

1

,

 

(1.77)

 

öÜßöÜ, x ( s ) = (  i ,..., , ,..., )β β
1

0 0
s

m
s

∆
j

s
j

i
ij

s
c , j= ..,n1 . .= − ≥

=
∑ ci

m

1

0α ,

 

3. é¡àÜ ≥0 , öÜ ¡：Öñîá : x ( s ) ． Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ çóê：ÑÖÜ； げずぢ. 

IÖí¡üñ 

β
i
s

4. é¡àÜ ：ïÖÜ． äëóÖíú½Ö： ÜÑÖñ <0 , öí¡ñ, àÜ ≥0 , j = 1,...,n, öÜ ¡：Öñîá : 

çóê：ÑÖí げずぢ ëÜ£ç'　£¡Ü Öñ ½í． (；； ÑÜäÜïöó½í ½ÖÜ¢óÖí ． äÜëÜ¢ÖáÜ0). IÖí¡üñ 

β
i
s α

i j
s

5. げÖíêÜÑó½Ü l £ Ü½Üçó 

β β
βl

s

i i
s

i

=
<

min .
: 0

 
ゑñ¡öÜë A l çóçÜÑóöáï　 £ ôóï¿í ßí£óïÖóê. 

6. げÖíêÜÑó½Ü k £ Ü½Üçó 

∆ ∆
k
s

lk
s

j

j
s

l j
s

l j
s−

=
−<α αα

min .
: 0

 

ゑñ¡öÜë A k ÜçÜÑóöáï　 ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê. ゑó¡ÜÖÜ．½Ü ïó½ä¿ñ¡ïÖñ 

äñëñöçÜëñÖÖ　 ÖíÑ ñ¿ñ½ñÖöí½ó ëÜ£üóëñÖÜ； ½íöëóî： ïóïöñ½ó (1.77) £ çñÑÜôó½ 

ñ¿ñ½ñÖöÜ½  i äÜçñëöí．½Üïá ÑÜ äÜÖ¡öÜ 2 í¿ÇÜëóö½Ü, £í½：Ö　0ôó s Öí s+1. α
i j
s

ぢëó¡¿íÑ 1.12. づÜ£ç'　£íöó げずぢ : 

L(x) = x3 + x4 + 2 x5 → min, 

x1      � x3 + x4 �    x5 = �2 , 

     x2 � x3 � x4 +    x5 =   1, 

xj ≥ 0 , j = 1,...,5. 

ぞíçñÑñÖí げずぢ ． ぜとげずぢ. ゆ； ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 çñÑñöáï　 ç ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óî　ê 
(Ñóç. öíß¿óî0 1.11), 　¡： Öñ£ÖíôÖó½ ôóÖÜ½ ç：Ñë：£Ö　0öáï　 ç：Ñ £çóôíúÖóê ïó½ä¿ñ¡ï-
öíß¿óîá. 

どíß¿óî　 1.11 

xßí£ x1 x2 x3 x4 x5 β 

x1 1 0 �1 1 �1 �2 

x2 0 1 �1 �1 1 1 

∆ 0 0 1 1 2 0 
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γ   1  2  

x3 �1 0 1 �1 1 2 

x2 �1 1 0 �2 2 3 

∆ 1 0 0 2 1 �2 

だäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ £íÑíô：: x * = (0,3,2,0,0 ). ぢëó îáÜ½Ü L(x * ) = 2. 

ぢóöíÖÖ　 äëÜ öñ, 　¡ ßÜÑá-　¡Ü でげずぢ £çñïöó ÑÜ ぜとげずぢ, £í¿óüó½Ü ç：Ñ¡ëóöó½. 
げíÜçí¢ó½Ü ¿óüñ, àÜ Öí äëí¡öóî： ôíïöÜ ½í0öá ½：ïîñ çóäíÑ¡ó, ¡Ü¿ó çóê：ÑÖí げずぢ ． 
ぜとげずぢ, íßÜ ñ¿ñ½ñÖöíëÖÜ £çÜÑóöáï　 ÑÜ Öñ； (Ñóçóïá, Öíäëó¡¿íÑ, ëÜ£Ñ：¿ 4). 

ぢ：Ñ¡ëñï¿ó½Ü, àÜ £íïöÜïÜçíÖÖ　 がでぜ ÜïÜß¿óçÜ çóÇ：ÑÖñ äëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： げずぢ 
：£ £ëÜïöí0ôÜ0 ¡：¿á¡：ïö0 ÑÜÑíö¡Üçóê Üß½ñ¢ñÖá. ぢëó îáÜ½Ü Ñ¿　 £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 
ëÜ£ç'　£¡Ü ÖÜçóê £íÑíô çó¡ÜëóïöÜçÜ．öáï　 ：ÖâÜë½íî：　, àÜ ÜÑñë¢íÖí ëíÖ：üñ. 

づÜ£Ñ：¿ 2. どëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí 
¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 

ゑó¡¿íÑñÖ： çóàñ ½ñöÜÑó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 げずぢ ． ÜÖ：çñëïí¿áÖó½ó. だÑÖí¡ ：ïÖÜ． 
î：¿óú ë　Ñ げずぢ, Ñ¿　 　¡óê çÖíï¿：ÑÜ¡ ；ê ïäñîóâ：¡ó £íïöÜïÜçíÖÖ　 £íÇí¿áÖóê ½ñöÜÑ：ç 
ïäëÜàÜ．öáï　. だÑÖÜ0 £ öí¡óê £íÑíô ． öëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 
(どげずぢ). 

ぞíÇíÑí．½Ü, àÜ ½íöñ½íöóôÖí ½ÜÑñ¿á どげずぢ ½í． çóÇ¿　Ñ : 

L c xi j i j
j

n

i

m
( ) min ,x = →

==
∑∑

11  

(2.1)

 

x a i mi j
j

n

i
=
∑ = =

1

1, ,..., ,

,

 

(2.2)

 

x b j ni j
i

m

j
=
∑ = =

1

1, ,...,

 

(2.3)

 
 x i j ≥ 0,  i = 1,...,m,  j = 1,...,n, (2.4) 

a bi
i

m

j
j

n

= =
∑ ∑=

1 1

.

 

(2.5)

 
げíÜçí¢ó½Ü, àÜ Ü½Üçí (2.5) çó£Öíôí． £ßí¿íÖïÜçíÖÜ (£í¡ëóöÜ) ½ÜÑñ¿á どげずぢ, 

　¡：ú ßÜÑñ äëóÑ：¿ñÖí ÇÜ¿ÜçÖí ÜçíÇí. 
だôñçóÑÖÜ, àÜ (2.1)�(2.4) � îñ でげずぢ Ü ¡ÜÜëÑóÖíöÖ：ú âÜë½：. ゆ； ½Ü¢Öí 

£íäóïíöó öí¡Ü¢ Ü ½íöëóôÖ：ú âÜë½：. が¿　 îáÜÇÜ ççñÑñ½Ü öí¡： äÜ£ÖíôñÖÖ　 : 
x = (x11 , . . . ,x1n ,x21 , . . . ,x2n , . . . ,xm1 , . . . ,xmn) ' � çñ¡öÜë äñëñçñ£ñÖá , 

b = (a1 , . . . ,am,b1 , . . . ,bn)' � çñ¡öÜë çóëÜßÖóîöçí-ïäÜ¢óçíÖÖ　, 

A i j = (0,... ,0,1,0,.. . ,0,1,0,.. . ,0)' � çñ¡öÜë ¡Ü½ÜÖ：¡íî：； Pi Q j (úÜÇÜ ëÜ£½：ëÖ：ïöá 

ÑÜë：çÖ0． m+n, äñëüí 1 ïöÜ；öá Öí i-Ü ½：ïî：, ÑëÜÇí � Öí m+j-Ü), 
c = (c11,...,c1n,c21,...,c2n ,...,cm1,...,cmn) � çñ¡öÜë öëíÖïäÜëöÖóê çóöëíö , 

A = (A11 , . . . ,A1n ,A21 , . . . ,A2n , . . . ,Am1 , . . . ,Amn) � ½íöëóî　 Ü½Üç. 
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どÜÑ： どげずぢ (2.1)�(2.4) Öíßóëí． çóÇ¿　ÑÜ : 

L ( x ) = c x → min,  A x = b,  x ≥ 0. 

でäñîóâi¡í î：．； £íÑíô： äÜ¿　Çí． ç öÜ½Ü, àÜ ñ¿ñ½ñÖöí½ó ½íöëóî： Ü½Üç A ． ¿óüñ 
ÖÜ¿： öí ÜÑóÖóî：, äëóôÜ½Ü ÖÜ¿：ç � ß：¿áü：ïöá. 

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ äëó ÖñÜßê：ÑÖÜïö： çñ¡öÜë öëíÖïäÜëöÖóê çóöëíö c ½Ü¢Öí 
ëÜ£Ç¿　Ñíöó 　¡ ½íöëóî0 c = || c i j || , i = 1,...,m, j = 1,...,n, í çñ¡öÜë äñëñçñ£ñÖá x � 　¡ 
½íöëóî0 x = || x i j || , i = 1,...,m, j = 1,...,n. 

ぢëó ëÜôÖóê Üßôóï¿ñÖÖ　ê ÑíÖ： Ñ¿　 どげずぢ öí ëñ£Ü¿áöíöó Üßôóï¿ñÖá, äÜç'　£íÖóê 
£ ；； ëÜ£ç'　£íÖÖ　½, £íÖÜï　öáï　 ÑÜ öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：. 

どëíÖïäÜëöÖí öíß¿óî　 

 Q1 . . . Q j . . . Qn a 

 

P1 

c11 

 

 

. . . 

c1j 

 

 

. . . 

c1n  

a1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 

Pi 

ci1  

. . . 

ci j  

. . . 

cin  

a i 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 

Pm 

cm1  

. . . 

cmj  

. . . 

cmn  

am 

b b1 . . . b j . . . bn  

ぢëó îáÜ½Ü öëíÖïäÜëöÖ： çóöëíöó c i j  £íäóïÜ0öáï　 Ü çñëêÖáÜ½Ü  äëíçÜ½Ü ¡Üö： 
ç：ÑäÜç：ÑÖÜ； ¡¿：öóÖ¡ó öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：. é¡ äëíçó¿Ü, ¡Ü½äÜÖñÖöó x i j  çñ¡öÜëí 

äñëñçñ£ñÖá £íÖÜï　öáï　 ÑÜ öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî： ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó x i j > 0 . ば îáÜ½Ü 

çóäíÑ¡Ü ç：ÑäÜç：ÑÖí ¡¿：öóÖ¡í öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî： Öí£óçí．öáï　 £íäÜçÖñÖÜ0, iÖí¡üñ 
� ç：¿áÖÜ0. 

§ 1. ゑ¿íïöóçÜïö： öëíÖïäÜëöÖÜ； £íÑíô： 
1. どげずぢ (2.1)�(2.4) £íç¢Ñó ½í． ëÜ£ç'　£Ü¡. 
がiúïÖÜ, ÑÜäÜïöó½í ½ÖÜ¢óÖí D どげずぢ Öñ ． äÜëÜ¢ÖáÜ0, ßÜ 

x
a b

d
b i m j ni j

i j
j

j

n
= = =∑ ∑

=
, , ,..., , ,..., ,Ññ d = a i

i=1

m

1

1 1=
 

． ÑÜäÜïöó½ó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ どげずぢ : 

x
a b

d
a i 1 m

x
a b

d
b j n

i j
j

n i j

j

n

i

i j
i

m i j

i

m

j

= =

= =

∑ ∑

∑ ∑

= = =

= = =

1 1

1 1

1

, ,..., ,

, ,..., ,
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x
a b

d
i m j ni j

i j
= ≥ = =0 1 1, ,..., , ,..., .

 
とëi½ öÜÇÜ, D ． Üß½ñ¢ñÖÜ0 ½ÖÜ¢óÖÜ0, ßÜ 0 ≤ x i j ≤ min( a i , b j ), i=1,...,m, j=1,...,n. 

どÜ½Ü î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 L ( x ) ÑÜï　Çí． ïçÜÇÜ ½：Ö：½Ü½Ü Öí Üß½ñ¢ñÖ：ú ½ÖÜ¢óÖ： D.  

2. づíÖÇ ½íöëóî： Ü½Üç A ÑÜë：çÖ0． m+n�1. 

ずñÇ¡Ü ßíôóöó, àÜ ïÜ½í äñëüóê m ë　Ñ¡：ç ½íöëóî： A ÑÜë：çÖ0． ïÜ½： n ëñüöó ；； 
ë　Ñ¡：ç. どÜ½Ü rang A≤m+n�1. づÜ£Ç¿　Öñ½Ü öñäñë ；； ½：ÖÜë, 　¡óú ÜöçÜëñÖóú £ äñëüóê 
m+n�1 ¡Ü½äÜÖñÖö çñ¡öÜë：ç Ü½Üç A1n, A2n, ..., Amn, A11, A12, ... , A1,n-1 : 

1 0 ... 0  1 1 ... 1  
0 1 ... 0  0 0 ... 0  
... ... ... ...  ... ... ... ...  
0 0 ... 1  0 0 ... 0  
0 0 ... 0  1 0 ... 0 . 
0 0 ... 0  0 1 ... 0  
... ... ... ...  ... ... ... ...  
0 0 ... 0  0 0 ... 1  

é¡ ßíôó½Ü, îñú ½：ÖÜë ½í． öëó¡ÜöÖóú çóÇ¿　Ñ, úÜÇÜ çñ¿óôóÖí ÑÜë：çÖ0． 1. だö¢ñ, 
rang A = m+n�1. 

ぴ　 ç¿íïöóç：ïöá どげずぢ Ü£Öíôí．, àÜ ïñëñÑ ；； Üß½ñ¢ñÖá (2.2), (2.3) m+n�1 
¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Öóê, Üö¢ñ, ÜÑÖñ £ Öóê (ßÜÑá-　¡ñ) ½Ü¢Öí ç：Ñ¡óÖÜöó. げçóôíúÖÜ îáÜÇÜ 
Öñ ëÜß¿　öá Ñ¿　 £ßñëñ¢ñÖÖ　 ïó½ñöë：； £íäóïÜ £íÑíô：. 

3. é¡àÜ çï： a i , i = 1,...,m, b j , j = 1,...,n, � î：¿：, öÜ êÜôí ß ÜÑóÖ Üäöó½í¿áÖóú 

ëÜ£ç'　£Ü¡ どげずぢ ． î：¿Üôóïñ¿áÖó½. 

ば ïäëíçñÑ¿óçÜïö： î：．； ç¿íïöóçÜïö： ½ó äñëñ¡ÜÖí．½Üïá, ëÜ£Ç¿　ÖÜçüó ½ñöÜÑ 
äÜöñÖî：í¿：ç ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 どげずぢ. 

é¡ i Ñ¿　 ßÜÑá-　¡Ü； げずぢ, Ñ¿　 どげずぢ çí¢¿óçÜ ëÜ¿á ç：Ñ：Çëí． äÜÖ　öö　 ßí£óïÖÜÇÜ 
ëÜ£ç'　£¡Ü. ぞñçóëÜÑ¢ñÖóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ どげずぢ £Ç：ÑÖÜ ç¿íïöóçÜïö： 2 ½：ïöóöá 
m+n�1 ÑÜÑíöÖÜ ¡Ü½äÜÖñÖöÜ, í çóëÜÑ¢ñÖóú � ½ñÖüÜ ¡：¿á¡：ïöá ÑÜÑíöÖóê 
¡Ü½äÜÖñÖö. 

ば どげずぢ äÜÖ　öö0 ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü ½Ü¢Öí ÖíÑíöó ÖíÜôÖÜÇÜ ÇñÜ½ñöëóôÖÜÇÜ 
ö¿Ü½íôñÖÖ　. が¿　 îáÜÇÜ ççñÑñ½Ü ë　Ñ Ü£ÖíôñÖá öí ïâÜë½Ü¿0．½Ü Ññ　¡： öçñëÑ¢ñÖÖ　. 

だ£ÖíôñÖÖ　 2.1.  ぜíëüëÜöÜ½, àÜ £'．ÑÖÜ． äÜÖ¡öó  Öí£óçí．öáï　 

äÜï¿：ÑÜçÖ：ïöá ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú 

P öí Qi s1 j

P Q P Q P Q P Q P Qi j i j i j i j i js s s s1 1 2 1 2 2 1
, , ,..., ,−  

(Ñóç. ëóï. 2.1). ぢÜ£Öíôó½Ü îñú ½íëüëÜö ôñëñ£ M . 

だ£ÖíôñÖÖ　 2.2.  ぜíëüëÜö M , ÑÜ 　¡ÜÇÜ ÑÜÑí．öáï　 ¡Ü½ÜÖ：¡íî：　 , 

Öí£óçí．öáï　 £í½¡ÖñÖó½ íßÜ îó¡¿Ü½. 

P Qi js1

ぢÜ£Öíôóçüó îó¡¿ ôñëñ£ C , ½í．½Ü : C = ぜ ∪ P Q . i js1

P i1    
P i 2

P i s
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.  .  .

 
Q j1     

Q j 2
Q i s−1 Q j s

づóï. 2.1 

どñÜëñ½í 2.1.  でóïöñ½í çñ¡öÜë：ç Ü½Üç A i j , ( i , j )∈U, どげずぢ ． ¿：Ö：úÖÜ 

Öñ£í¿ñ¢ÖÜ0 öÜÑ： ： ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó £ ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí0öá îó½ 
çñ¡öÜëí½, Öñ½Ü¢¿óçÜ ÜöçÜëóöó îó¡¿. 

がÜçñÑñÖÖ　,  ぞñÜßê：ÑÖ：ïöá. ぢÜ¡í¢ñ½Ü, àÜ £ Öñ£í¿ñ¢ÖÜïö： çñ¡öÜë：ç Ü½Üç A i j , 

( i , j )∈U, çóä¿óçí． Öñ½Ü¢¿óç：ïöá ÜöçÜëñÖÖ　 îó¡¿Ü £ ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú P i Q j , ( i , j )∈U. ゑiÑ 

ïÜäëÜöóçÖÜÇÜ. ぞñêíú £ ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú P i Q j , ( i , j )∈U, ½Ü¢Öí ÜöçÜëóöó îó¡¿ C . 

ゑóäóüñ½Ü çñ¡öÜëó A i j , 　¡： ç：ÑäÜç：Ñí0öá ¡Ü½ÜÖ：¡íî：　½, àÜ ÜöçÜë00öá îó¡¿ C , 

ç：Ñ½：ôí0ôó ¿óüñ ÜÑóÖóî： : 
A

A

A

i j
i j

i j
i j

i j
i j

1 1
1 1

2 1
2 1

2 2
2 2

1 1

1 1

1 1

= ′

= ′

= ′

( )

( )

( )

K KKKKKKKKKKK KKKKKKKKKKKKK

KKK KKKKKKKKK KKKKKKKKKKKKK

KKK KKKKKKKKKKKK KKKKKKKKKK

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

KKKKKKKKKK KKKKKKKKKKK KKK

KKKKKKKKKK KKKKKKKKKKKKKK K

K KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK K

A

A

A

i j
i j

i j
i j

i j
i j

s s
s s

s s
s s

s
s

−
−

= ′

= ′

= ′

1
1

1
1

1 1

1 1

1 1

( )

( )

( )

,

,

,

,

,

.

.

 

ずñÇ¡Ü äñëñç：ëóöó, àÜ 

A A A A A Ai j i j i j i j i j i js s s s s1 1 2 1 2 2 1 1
0− + − − + − =−... , 

í îñ ïÜäñëñôóöá ¿：Ö：úÖ：ú Öñ£í¿ñ¢ÖÜïö： çñ¡öÜë：ç A i j , ( i , j )∈U. 

がÜïöíöÖ：ïöá. とÜ½ÜÖi¡íîi； P i Q j , ( i , j )∈U, Öñ ÜöçÜë00öá îó¡¿Ü. ぢÜ¡í¢ñ½Ü, àÜ 

îáÜÇÜ ÑÜïöíöÖáÜ Ñ¿　 ¿：Ö：úÖÜ； Öñ£í¿ñ¢ÖÜïö： çñ¡öÜë：ç Ü½Üç A i j , ( i , j )∈U. ゑiÑ 

ïÜäëÜöóçÖÜÇÜ : Öñêíú ：ïÖÜ0öá α i j , Öñ çï： ë：çÖ： ÖÜ¿0 ÜÑÖÜôíïÖÜ, öí¡：, àÜ 

α i j
i j U

i j
( ),

0.
∈
∑ =A  (2.6) 

ぞñêíú . ぢëóçñÑñ½Ü (2.6) ÑÜ çóÇ¿　ÑÜ : α i j1 1
0≠

α αi j
i j U

i j i j i j 1 1 1

1

1 1 1 1
U U i j

( )

( )
,

, \ ,
∈
∑ = − =A A  (2.7) 
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Bñ¡öÜë, àÜ ïöÜ；öá äëíçÜëÜô, ½í． ç：Ñ½：ÖÖÜ ç：Ñ ÖÜ¿　 (m+j1)-y ¡Ü½äÜÖñÖöÜ. どÜ½Ü 

£¿：çí ïñëñÑ çñ¡öÜë：ç α i j A i j , ( i , j )∈U1 ½í． ÜßÜç'　£¡ÜçÜ £Öíúöóïá çñ¡öÜë, ç 　¡ÜÇÜ ． 

ç：Ñ½：ÖÖÜ0 ç：Ñ ÖÜ¿　 ¡Ü½äÜÖñÖöí £ öí¡ó½ ¢ñ ÖÜ½ñëÜ½. ぞñêíú îñ çñ¡öÜë 

. α αi j i j i j2 1 2 1 2 1
0A ( )≠

げíäóïÜ．½Ü öñäñë (2.7) Ü çóÇ¿　Ñ： : 

α α αi j
i j U

i j i j i j i j i j 2 1 1

2

1 1 1 1
U U i j

( )

(
,

, \ ,
∈
∑ = − − =A A A

2 1 2 1 2 ) .  (2.8) 

んÖí¿ÜÇiôÖÜ, Üï¡：¿á¡ó çñ¡öÜë, àÜ ïöÜ；öá ïäëíçí, ½í． ç：Ñ½：ÖÖÜ ç：Ñ ÖÜ¿　 i2-y 

¡Ü½äÜÖñÖöÜ, öÜ ïñëñÑ çñ¡öÜë：ç α i j A i j , ( i , j )∈U2 ÜßÜç'　£¡ÜçÜ £ÖíúÑñöáï　 çñ¡öÜë, i2-

í ¡Ü½äÜÖñÖöí 　¡ÜÇÜ ç：Ñ½：ÖÖí ç：Ñ ÖÜ¿　. ぞñêíú îñ . ぴñú 

çñ¡öÜë äñëñÖÜïóöáï　 Ü äëíçÜ ôíïöóÖÜ i ö. Ñ. ゑóÖó¡í． äóöíÖÖ　 : ÑÜ 　¡óê ä：ë ßÜÑñ 
äëÜÑÜç¢Üçíöóï　 î　 äëÜîñÑÜëí? がÜ öóê ä：ë, äÜ¡ó Öí ôñëÇÜçÜ½Ü ¡ëÜîi ÖÜ½ñë ik (íßÜ 

jk) Öñ ïä：çäíÑñ £ ÜÑÖó½ ：£ äÜäñëñÑÖ：ê ÖÜ½ñë：ç i l  ( j l ). A îñ Ü£Öíôí．, àÜ £ ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú 

α αi j i j i j2 2 2 2 2 2
0A ( )≠

P Q P Q P Qi j i j i j1 1 2 1 2 2
, , ,..., 

àÜ ç：ÑäÜç：Ñí0öá çñ¡öÜëí½ Ü½Üç 

A A Ai j i j i j1 1 2 1 2 2
, , ,..., 

½Ü¢Öí ÜöçÜëóöó îó¡¿. ん îñ ïÜäñëñôóöá äëóäÜàñÖÖ0. 

だ£ÖíôñÖÖ　 2.3.   とÜ½ÜÖ：¡íî：； P i Q j  Öí£óçí0öáï　 ÜïÖÜçÖó½ó Ñ¿　 ëÜ£ç'　£¡Ü x , 

　¡àÜ x i j > 0 . 

ば¡í¢ñ½Ü äëÜïöóú Öíï¿：ÑÜ¡ ÑÜçñÑñÖÜ； öñÜëñ½ó. 

どñÜëñ½í 2.2.   がÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ どげずぢ ． ßí£óïÖó½ öÜÑ： ： ¿óüñ öÜÑ：, 
¡Ü¿ó £ úÜÇÜ ÜïÖÜçÖóê ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú Öñ½Ü¢¿óçÜ ÜöçÜëóöó îó¡¿. 

げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ çïñ çóàñçó¡¿íÑñÖñ ½Ü¢Öí öëíÖïâÜë½Üçíöó ïöÜïÜçÖÜ 
öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：. げÜ¡ëñ½í, 　¡àÜ Öñ½Ü¢¿óçÜ ÜöçÜëóöó îó¡¿ ：£ £íäÜçÖñÖóê 
¡¿：öóÖÜ¡ (x i j > 0 ) Ññ　¡ÜÇÜ ÑÜäÜïöó½ÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü どげずぢ, öÜ îñú ëÜ£ç'　£Ü¡ ． ßí£óïÖó½, 

iÖí¡üñ � Ö：. ぞíäëó¡¿íÑ, Ü öíß¿óî： 2.1 ç¡í£íÖÜ ÑÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ どげずぢ, àÜ Öñ ． 
ßí£óïÖó½, ßÜ ：ïÖÜ0öá îó¡¿ó, ÜöçÜëñÖ： £íäÜçÖñÖó½ó ¡¿：öóÖ¡í½ó (ÜÑóÖ ：£ Öóê 
£Üßëí¢ñÖÜ Öí öíß¿óî： £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 £：ëÜôÜ¡). ぢëó öóê ¢ñ çóê：ÑÖóê ÑíÖóê Ü öíß¿óî： 
2.2 ÖíçÜÑóöáï　 ÑÜäÜïöó½óú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ どげずぢ, àÜ ． ÖñçóëÜÑ¢ñÖó½. 

どíß¿óî　 2.1 どíß¿óî　 2.2 

 Q1 Q2 Q3 Q4 a   Q1 Q2 Q3 Q4 a 

P1 3 3 * 2 * 2 10  P1 3 5 2  10 

P2  2 * 8 * 5 15  P2   8 7 15 

P3    7 7  P3    7 7 

b 3 5 10 14 32  b 3 5 10 14 32 

ぜí． ½：ïîñ ÖíïöÜäÖí öñÜëñ½í (ßñ£ ÑÜçñÑñÖÖ　). 
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どñÜëñ½í 2.3. どげずぢ ． ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜ0 (çï： ；； ßí£óïÖ： ëÜ£ç'　£¡ó ． 
ÖñçóëÜÑ¢ñÖó½ó) öÜÑ： ： ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó Ñ¿　 ÑÜç：¿áÖóê ÖíßÜë：ç ：ÖÑñ¡ï：ç i1 , . . . , i t  
( t<m ) öí j1 , . . . , js (s<n ) ½í． ½：ïîñ Öñë：çÖ：ïöá 

a bi r
r

t

j
r

s

r
= =
∑ ∑≠

1 1

.

 
ば öíß¿óî： 2.3  ÖíçñÑñÖÜ äëó¡¿íÑ çóëÜÑ¢ñÖÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü どげずぢ. 

が¿　 ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü (Ñóç. öíß¿óî0 2.2) ßí£óïÖ： £½：ÖÖ： 
çó£Öíôí0öáï　 ÜÑÖÜ£ÖíôÖÜ : ê11, ê12 , ê13 , ê23 , ê24 , ê34 ; ÜÑÖÜ£ÖíôÖÜ çó£Öíôí0öáï　 i 

ç：ÑäÜç：ÑÖ： ßí£óïÖ： çñ¡öÜëó : 
A11 = (1,0,0,1,0,0,0 )', A12 = (1,0,0,0,1,0,0 )', 

A13 = (1,0,0,0,0,1,0 )', A23 = (0,1,0,0,0,1,0 )', 

A24 = (0,1,0,0,0,0,1 )', A34 = (0,0,1,0,0,0,1 )'. 

どíß¿óî　 2.3 

 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 a 

P1 10 10    20 

P2  5 15 •  20 

P3    8 9 17 

b 10 15 15 8 9 57 

が¿　 çóëÜÑ¢ñÖÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü どげずぢ (Ñóç. öíß¿óî0 2.3) ßí£óïÖ： £½：ÖÖ： 
(çñ¡öÜëó) çó£Öíôí0öáï　 ÖñÜÑÖÜ£ÖíôÖÜ : Öíäëó¡¿íÑ: x11, x12 , x22 , x23 , x24 , x34 , x35  

(A11, A12, A22, A23, A24, A34, A35 ). どÜö ÑÜ ßí£óïÖóê ç：ÑÖñïñÖí £½：ÖÖí x24 = 0 . 

ば ½ñöÜÑ： äÜöñÖî：í¿：ç ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 どげずぢ, àÜ çó¡¿íÑí．öáï　 Öó¢ôñ, Ü çóäíÑ¡Ü 
çóëÜÑ¢ñÖÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü ÑÜ ÖñÖÜ¿áÜçóê ßí£óïÖóê äñëñçñ£ñÖá ï¿：Ñ ÑÜÑíöó 
ÖñÜßê：ÑÖÜ ¡：¿á¡：ïöá ÖÜ¿áÜçóê äñëñçñ£ñÖá (　¡ ßí£óïÖóê) öí¡ó½ ôóÖÜ½, àÜß Ü 
ïÜ¡ÜäÖÜïö： ÜÑñë¢íÖ： äñëñçñ£ñÖÖ　 Öñ ÜöçÜë0çí¿ó îó¡¿Ü. 

だ£ÖíôñÖÖ　 2.4.  と¿：öóÖ¡ó öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí0öá 
ßí£óïÖó½ £½：ÖÖó½, Öí£óçí0öáï　 ßí£óïÖó½ó, ëñüöí � Öñßí£óïÖó½ó. 

§ 2. がçÜ；ïöiïöá Ü öëíÖïäÜëöÖ：ú £íÑíô： 
é¡ £í£Öíôí¿Üï　 çóàñ, どげずぢ ． でげずぢ : 

c x → min, A x = b , x ≥ 0 , 

Üö¢ñ, ÑçÜ；ïöÜ0 ；ú £íÑíôñ0 ． 

u b → max, u A ≤ c , (2.9) 

Ññ u � (m+n)-çó½：ëÖóú çñ¡öÜë-ë　ÑÜ¡ ÑçÜ；ïöóê £½：ÖÖóê. だï¡i¿á¡ó ¡Ü½äÜÖñÖöó 
çñ¡öÜëí u £í £Öí¡Ü½ Öñ Üß½ñ¢ñÖ：, öÜ çó£Öíôó½Ü ；ê öí¡ó½ ôóÖÜ½ : 

u = ( � u 1 , . . . , � u m , v 1 , . . . , v n ). 

だôñçóÑÖÜ, àÜ ÑçÜ；ïöí £½：ÖÖí � u i  ç：ÑäÜç：Ñí． Üß½ñ¢ñÖÖ0 

x a i mi j
j

n

i
=
∑ = =

1

1, ,..., ,
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í ÑçÜ；ïöí £½：ÖÖí v j  � Üß½ñ¢ñÖÖ0 

x b j ni j
i

m

j
=
∑ = =

1

1, ,..., ,

 
どげずぢ. 

ば ¡ÜÜëÑóÖíöÖ：ú âÜë½： £íÑíôí (2.9) äëóú½í． çóÇ¿　Ñ : 

b v a u

v u c i m j n

j
j

n

j i
i

m

i

j i i j

= =
∑ ∑− →

− ≤ = =
1 1

1 1

max,

, ,..., , ,..., .
 

だ£ÖíôñÖÖ　 2.5.  げ½：ÖÖí u i Öí£óçí．öáï　 äÜöñÖî：í¿Ü½ äÜÖ¡öÜ çóëÜßÖóîöçí 

Pi , i = 1,...,m, í £½：ÖÖí v j  � äÜöñÖî：í¿Ü½ äÜÖ¡öÜ ïäÜ¢óçíÖÖ　 Q j , j = 1,...,n. 

がçÜ；ïöóú ¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö： ïöÜïÜçÖÜ どげずぢ âÜë½Ü¿0．öáï　 öí¡: 
ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x = ||x i j || , i = 1,...,m, j = 1,...,n, どげずぢ ． Üäöó½í¿áÖó½ öÜÑ： ： ¿óüñ 

öÜÑ：, ¡Ü¿ó ：ïÖÜ0öá äÜöñÖî：í¿ó u i , i=1,....,m, v j , j=1,...,n, öí¡：, àÜ 

v j  � u i = c i j , 　¡àÜ x i j  − ßí£óïÖñ, 

v j  � u i ≤ c i j , 　¡àÜ x i j  − Öñßí£óïÖñ. (2.10) 

ぴñú ¡ëóöñë：ú ¿ñ¢óöá ç ÜïÖÜç： ½ñöÜÑÜ äÜöñÖî：í¿：ç ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 どげずぢ, àÜ 
çó¡¿íÑí．öáï　 Öó¢ôñ. 

ん £íëí£ ëÜ£Ç¿　Öñ½Ü £íÑíôÜ £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 
どげずぢ. 

§ 3. がñ　¡： ½ñöÜÑó £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 

ゑiÑÜ½Ü, àÜ Ñ¿　 £çóôíúÖÜ； でげずぢ äÜüÜ¡ äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 
äÜç'　£íÖóú £ ÖñÜßê：ÑÖ：ïö0 £íïöÜïÜçíÖÖ　 ぜ-½ñöÜÑÜ. が¿　 どげずぢ çÖíï¿：ÑÜ¡ ；； 
ïäñîóâ：¡ó äÜüÜ¡ äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü £ÖíôÖÜ ïäëÜàÜ．öáï　. 
づÜ£Ç¿　Öñ½Ü Ñçí Öíúß：¿áü äÜäÜ¿　ëÖóê ½ñöÜÑó. 

1. ぜñöÜÑ äiçÖiôÖÜ-£íêiÑÖÜÇÜ ¡Üöí 
ゑóßóëí．öáï　 ¡¿：öóÖ¡í (1,1) öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî： (；； äiçÖiôÖÜ-£íêiÑÖóú ¡Üö) i 

£íçíÖöí¢Ü．öáï　 ½í¡ïó½í¿áÖÜ ½Ü¢¿óçó½ äñëñçñ£ñÖÖ　½. ぢëó îáÜ½Ü ½Ü¢¿óç： öëó 
çóäíÑ¡ó : 

1) x11 = min (a1, b1) = a1, 

2) x11 = min (a1, b1) = b1, 

3) x11 = min (a1, b1) = a1 = b1. 

ば äñëüÜ½Ü çóäíÑ¡Ü £ äÜÑí¿áüÜÇÜ ëÜ£Ç¿　ÑÜ çó¡¿0ôí．öáï　 äñëüóú ë　ÑÜ¡ 
öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：, äÜ¡¿íÑí．½Ü b1 = b1 � x11, Ü ÑëÜÇÜ½Ü çóäíÑ¡Ü çó¡¿0ôí．öáï　 

äñëüóú ïöÜçäñîá, äÜ¡¿íÑí．½Ü a1 = a1 � x11, Ü öëñöáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü £ äÜÑí¿áüÜÇÜ 

ëÜ£Ç¿　ÑÜ çó¡¿0ôí0öáï　 　¡ äñëüóú ïöÜçäñîá, öí¡ i äñëüóú ë　ÑÜ¡. ば £½ñÖüñÖ：ú 
öí¡ó½ ôóÖÜ½ öëíÖïäÜëöÖ：ú öíß¿óî： £ÖíêÜÑóöáï　 ；； çñëêÖ　 ¿：çí ¡¿：öóÖ¡í (äiçÖiôÖÜ-
£íêiÑÖóú ¡Üö), £íçíÖöí¢Ü．öáï　 ½í¡ïó½í¿áÖÜ ½Ü¢¿óçó½ ôóÖÜ½ i ö. Ñ. 

げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ äÜßÜÑÜçíÖóú öí¡ó½ ôóÖÜ½ ä¿íÖ äñëñçñ£ñÖá ． ÑÜäÜïöó½ó½ 
ëÜ£ç'　£¡Ü½ どげずぢ. とëi½ öÜÇÜ, îñú ä¿íÖ ． ßí£óïÖó½. 
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げíÜçí¢ó½Ü, àÜ äëó äÜßÜÑÜç： äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü ½ñöÜÑÜ½ 
äiçÖiôÖÜ-£íêiÑÖÜÇÜ ¡Üöí £Üçï：½ Öñ çëíêÜçÜ0öáï　 ïÜß：çíëöÜïö： äñëñçñ£ñÖá c i j . どÜ½Ü, 

　¡ äëíçó¿Ü, öí¡óú ä¿íÖ ． Ñí¿ñ¡ó½ ç：Ñ Üäöó½í¿áÖÜÇÜ. 
づÜ£Ç¿　Öñ½Ü ÜÑóÖ ：£ ½ñöÜÑ：ç, Ññ äëó £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ： äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ 

ëÜ£ç'　£¡Ü äëóú½í0öáï　 ÑÜ ÜçíÇó ïÜß：çíëöÜïö： äñëñçñ£ñÖá c i j . 

2. ぜñöÜÑ ½：Ö：½í¿áÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí 
やÑñ　 ½ñöÜÑÜ äÜ¿　Çí． Ü öÜ½Ü, àÜß ½í¡ïó½í¿áÖó½ ôóÖÜ½ £íçíÖöí¢óöó 

äñëñçñ£ñÖÖ　½ó ¡Ü½ÜÖ：¡íî：； £ ½：Ö：½í¿áÖÜ0 ïÜß：çíëö：ïö0 äñëñçñ£ñÖá. ぱí¡öóôÖÜ ¢ 
îñú ½ñöÜÑ ç：Ñë：£Ö　．öáï　 ç：Ñ ½ñöÜÑÜ äiçÖiôÖÜ-£íêiÑÖÜÇÜ ¡Üöí ¿óüñ öó½, àÜ Öí 
¡Ü¢ÖÜ½Ü ¡ëÜîi äÜßÜÑÜçó äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü Ñ¿　 £íçíÖöí¢ñÖÖ　 
çóßóëí．öáï　 ¡¿：öóÖ¡í £ ½：Ö：½í¿áÖó½ £ÖíôñÖÖ　½ c i j . 

ぜñöÜÑ ½：Ö：½í¿áÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí ç ëñ£Ü¿áöíö： öí¡Ü¢ Ñí． ÑÜäÜïöó½óú ßí£óïÖóú 
ëÜ£ç'　£Ü¡ どげずぢ. 

ば öíß¿óî　ê 2.2 öí 2.3 ÖíçñÑñÖ： äÜôíö¡Üç： ßí£óïÖ： ëÜ£ç'　£¡ó どげずぢ, äÜßÜÑÜçíÖ： 
£í ½ñöÜÑÜ½ äiçÖiôÖÜ-£íêiÑÖÜÇÜ ¡Üöí (ÖñçóëÜÑ¢ñÖóú öí çóëÜÑ¢ñÖóú). 

ぞíçñÑñ½Ü äëó¡¿íÑ äÜßÜÑÜçó äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü ½ñöÜÑÜ½ 
½：Ö：½í¿áÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí (öíß¿óî　 2.4). 

どíß¿óî　 2.4 

 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 a 

 
P1 

8 
30 

 

12 
 

4 
15 

9 
 

10 
15 

 
60 

 
P2 

7 
 
 

5 
 

15 
 

3 
35 

6 
5 

 
40 

 
P3 

9 
 
 

4 
80 

6 
 

12 
 

7 
20 

 
100 

 
P4 

5 
 
 

3 
 

2 
50 

6 
 

4 
 

 
50 

b 30 80 65 35 40 250 

§ 4. MñöÜÑ äÜöñÖî：í¿：ç 

ぞíÇíÑí．½Ü, àÜ Ü ½ñöÜÑ： äÜöñÖî：í¿：ç ：ïöÜöÖÜ çó¡ÜëóïöÜçÜ．öáï　 ÑçÜ；ïöóú 
¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö： Ñ¿　 どげずぢ. ざÜÇÜ ½Ü¢Öí ïâÜë½Ü¿0çíöó ÑñàÜ ç ：ÖüÜ½Ü 
çóÇ¿　Ñ：. 

ぞñêíú u i , i = 1,...,m, v j , j = 1,...,n ,  � äÜöñÖî：í¿ó äÜÖ¡ö：ç Pi öí Q j ç：ÑäÜç：ÑÖÜ. 

ゑñ¿óôóÖÜ c i j  �  (v j  �  u i ) = ∆ i j  Öí£çñ½Ü ïó½ä¿ñ¡ï-ë：£Öóîñ0 (ç：ÑÖÜïÖÜ0 Üî：Ö¡Ü0) 

£½：ÖÖÜ； x i j . 

がçÜ；ïöóú ¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö： Ñ¿　 どげずぢ.  ゐí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x = || x i j || , 

i = 1,...,m, j = 1,...n, どげずぢ ． Üäöó½í¿áÖó½ öÜÑ： i ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó ：ïÖÜ0öá 
äÜöñÖî：í¿ó u i , i = 1,...,m, v j , j = 1,...,n ,  öí¡：, àÜ 
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∆ i j  = 0 Ñ¿　 ßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡, (2.11) 

∆ i j  ≥ 0 Ñ¿　 Öñßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡. (2.12) 

ぜñöÜÑ äÜöñÖî：í¿：ç äÜ¿　Çí． Üïá Ü ôÜ½Ü. 

1. げÖíêÜÑóöáï　 äÜôíö¡Üçóú ÖñçóëÜÑ¢ñÖóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ ê どげずぢ ÜÑÖó½ 
£ ç：ÑÜ½óê ½ñöÜÑ：ç. 

2. げÖíêÜÑ　öáï　 äÜöñÖî：í¿ó u i , i = 1,...,m, v j , j = 1,...,n ,  öí¡, àÜß Ü ¡Ü¢Ö：ú 

ßí£óïÖ：ú ¡¿：öóÖî： çó¡ÜÖÜçí¿Üï　 ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 ∆ i j = 0, íßÜ, àÜ öñ ¢ ïí½ñ, 

v j  � u i  = ï i j , ( i , j ) � ßí£óïÖ： ¡¿：öóÖ¡ó. (2.13) 

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ ïóïöñ½í (2.13) ½：ïöóöá m+n�1 ë：çÖ　Öá £ m+n Öñç：ÑÜ½ó½ó. 
どÜ½Ü ÜÑÖí £ Öñç：ÑÜ½óê çñ¿óôóÖ (u1, Öíäëó¡¿íÑ) äÜ¡¿íÑí．öáï　 ë：çÖÜ0 ÑÜç：¿áÖ：ú 

¡ÜÖïöíÖö：, àÜ, 　¡ äëíçó¿Ü, ÑÜë：çÖ0． ÖÜ¿0. づñüöí Öñç：ÑÜ½óê £ÖíêÜÑóöáï　 £ ïóïöñ½ó 
(2.13). 

3. だßôóï¿00öáï　 ∆ i j  Ñ¿　 Öñßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡. é¡àÜ çï： çÜÖó Öñç：Ñ'．½Ö：, öÜ 

ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x ． Üäöó½í¿áÖó½. IÖí¡üñ úÜÇÜ ½Ü¢Öí äÜ¿：äüóöó, 　¡àÜ ççñïöó 

ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê ÜÑÖÜ £ ¡¿：öóÖÜ¡, Ññ ∆ i j < 0 (　¡ äëíçó¿Ü, öÜ ¡¿：öóÖ¡Ü ( i 0 , j 0 ), Ñ¿　 

　¡Ü； 
∆ ∆i j

i j
i j0 0

= min
,

.  

づÜ£Ç¿　Öñ½Ü äóöíÖÖ　 äëÜ öñ, 　¡í ¡¿：öóÖ¡í çóçÜÑóöáï　 £ ôóï¿í ßí£óïÖóê. げ 
¡¿：öóÖÜ¡ öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî： ÜöçÜë0．½Ü îó¡¿ öí¡ó½ ôóÖÜ½, àÜß ÜÑÖ：．0 £ úÜÇÜ 
¡¿：öóÖÜ¡ (çñëüóÖ) ßÜ¿í ¡¿：öóÖ¡í ( i 0 , j 0 ), í ëñüöí ¡¿：öóÖÜ¡ ßÜ¿ó ßí£óïÖó½ó. ぜÜ¢Öí 

ÑÜçñïöó, àÜ Ü ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü Ñ¿　 £íÑíÖÜ； Öñßí£óïÖÜ； ¡¿：öóÖ¡ó îó¡¿, àÜ ；ú 
ç：ÑäÜç：Ñí．, ßÜÑÜ．öáï　 ÜÑÖÜ£ÖíôÖÜ. 

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ îó¡¿ Ñ¿　 çóßëíÖÜ； Öñßí£óïÖÜ； ¡¿：öóÖ¡ó ç £íÇí¿áÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü 
ßÜÑÜ．öáï　 £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ½ñöÜÑÜ çó¡ëñï¿0çíÖÖ　. 

でÜöá úÜÇÜ ç öÜ½Ü, àÜ ßÜÑÜ．öáï　 "½íï¡í" ：ïÖÜ0ôÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü, Ññ çëíêÜçÜ．öáï　, 
àÜ çóßëíÖí ¡¿：öóÖ¡í ． ßí£óïÖÜ0. が¿　 äëó¡¿íÑÜ ç öíß¿óî： 2.5 äëóçÜÑóöáï　 "½íï¡í" 
ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü £ öíß¿óî： 2.4 Ñ¿　 Öñßí£óïÖÜ； ¡¿：öóÖ¡ó (4,4). ぢÜöi½ 
çó¡ëñï¿00öáï　 ë　Ñ¡ó öí ïöÜçäîi (Ü ßÜÑá-　¡Ü½Ü äÜë　Ñ¡Ü), àÜ ½：ïö　öá ．ÑóÖñ ÑÜÑíöÖñ 
äñëñçñ£ñÖÖ　. ば ëÜ£Ç¿　ÑÜçíÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ½Ü¢Öí çó¡ëñï¿óöó äñëüóú, ÑëÜÇóú 
ïöÜçäñîá öí öëñö：ú ë　ÑÜ¡. ぶíïöóÖí ½íï¡ó, àÜ £í¿óüí．öáï　, ÜöçÜë0． îó¡¿, àÜ 
ç：ÑäÜç：Ñí． çóßëíÖ：ú Öñßí£óïÖiú ¡¿：öóÖî：. ぢÜ£Öíôó½Ü úÜÇÜ ôñëñ£ C. 

どíß¿óî　 2.5 

ß  ß  ß 

   ß ß 

 ß   ß 

  ß ゐ  

ぢÜ£Öíôó½Ü çñëüóÖó îó¡¿Ü öí¡ : çóßëíÖÜ Öñßí£óïÖÜ � £Öí¡Ü½ "+", í ëñüöÜ � 
£Öí¡í½ó "+" öí "�", í¿ñ öí¡, àÜß Ñç： ïÜï：ÑÖ： (äÜ ë　Ñ¡Ü íßÜ ïöÜçäôó¡Ü) çñëüóÖó îó¡¿Ü 

½í¿ó ë：£Ö： £Öí¡ó. ぞñêíú C + öí C - � ½ÖÜ¢óÖó çñëüóÖ îó¡¿Ü C , àÜ äÜ£ÖíôñÖ： 
£Öí¡Ü½ "+" öí "�" ç：ÑäÜç：ÑÖÜ. げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ C = C + ∪ C -. 

げßi¿áüó½Ü äñëñçñ£ñÖÖ　 Ü ¡¿：öóÖ¡íê ( i , j )∈C + Öí θ , í Ü ¡¿：öóÖ¡íê ( i , j )∈C - 

£½ñÖüó½Ü ；ê Öí θ . べÜß ÖÜçóú çñ¡öÜë äñëñçñ£ñÖá ßÜç ÑÜäÜïöó½ó½, ÖñÜßê：ÑÖÜ, àÜß 
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0 ≤ ≤
∈ −

θ min
:( )i j i j

i jx
, ,

.
C  

é¡àÜ ¢ çóßëíöó 

θ =
∈ −

min
:( )i j i j

i jx
, ,

,
C  

öÜ äëóÖíú½Ö： ÜÑÖí £ ßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ ïöíÖñ ç：¿áÖÜ0. げí½iïöá Öñ； ßí£óïÖÜ0 ïöí． 
¡¿：öóÖ¡í ( i 0 , j 0 ). げíÜçí¢ó½Ü, àÜ 　¡àÜ min x i j  ëñí¿：£Ü．öáï　 Öí ÑçÜê i ß：¿áüñ 

¡¿：öóÖ¡íê, öÜ ¿óüñ ÜÑÖÜ £ Öóê (ßÜÑá-　¡Ü) çíëöÜ çóçñïöó £ ôóï¿í ßí£óïÖóê, 
£í¿óüóçüó ç ëñüö： ÖÜ¿áÜç： ßí£óïÖ： äñëñçñ£ñÖÖ　 Ñ¿　 £ßñëñ¢ñÖÖ　 ßí£óïÖÜïöi 
ÖÜçÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü. 

だö¢ñ, ßÜÑÜ．½Ü ÖÜçóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x ' £Ç：ÑÖÜ ïä：çç：ÑÖÜüñÖá 

x

x

x

x

i j

i j

i j

i j

'

,

,

,

=

∉

+ ∈

− ∈










　¡àÜ ( )

　¡àÜ ( )

　¡àÜ ( ) .

i, j

i, j

i, j

C

C

C

+

-

θ

θ

,

,  

ぢëó îáÜ½Ü L ( x ' ) = L ( x ) + θ . ∆ i j0 0

がiúïÖÜ, Öñêíú îó¡¿ C ½：ïöóöá, ¡ë：½ ( i 0 , j 0 ), ¡¿：öóÖ¡ó ( i 0 , j 1 ), ( i 1 , j 1 ),..., ( i s , j s ), 

( i s , j 0 ) (Ñóç. ëóï. 2.2). 

x       = 0
i   j0 0

+
i   j0

i   j
+

i   j 0 i   j
+

−

−

.  .  .

1

1

1

s ss
x

x

x

x

 
づóï. 2.2 

ぢÜ£Öíôó½Ü ôñëñ£ L 0 öÜ ôíïöóÖÜ î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； どげずぢ, àÜ Öñ £½：Ö0．öáï　 äëó 

äñëñêÜÑ： ç：Ñ x ÑÜ x '. どÜÑ： 
L L c x c x c x c xi j i j i j i j i j i j i j i js s s s s s

( )x = + + + + +0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0
... ,

 

L L c c x c x

c x c x

L c c c c c

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

s s s s s s

s s s

( ' ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x

x

= + + − + + +

+ + + − =

= + − + − + −

0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1

0 0

0 0 0 1 1 1 0

θ θ θ

θ θ

θ

...

... .

+

 

ゑ ÜïöíÖÖáÜ½Ü çóëí£： ÑÜÑíÖ¡ó ç ÑÜ¢¡íê, ¡ë：½ äñëüÜÇÜ, ç：ÑäÜç：Ñí0öá ßí£óïÖó½ 
¡¿：öóÖ¡í½, Ññ ï i j = v j � u i . どÜ½Ü 
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L L c v u v u

v u v u L c v u

L

i j j i j i

j i j i i j j i

i j

s s s

( ) ( ) ( ( ) ( )

( ) ( )) ( ) ( (

( )

x x

x

x

' .

,

= + − − + − − +

+ − − − = + − −

= +

θ

θ

θ

0 0 1 0 1 1

0 0 0

0 0
∆

))

..

=
0 0

 

àÜ ú äÜöë：ßÖÜ ßÜ¿Ü ÑÜçñïöó. 

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ Ü ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü θ> 0  i L ( x ' ) < L ( x ). ば çóëÜÑ¢ñÖÜ½Ü 

çóäíÑ¡Ü θ= 0  i L ( x ' ) = L ( x ), öÜßöÜ äñëñê：Ñ ç：Ñ x ÑÜ x ' äÜç'　£íÖóú ¿óüñ ：£ £½：ÖÜ0 
ÖÜ¿áÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ äñëñçñ£ñÖÖ　. 

4. げ ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ÜäóïíÖÜ； çóàñ äëÜîñÑÜëó äñëñëÜ£äÜÑ：¿Ü äñëñçñ£ñÖá ç£ÑÜç¢ 
îó¡¿Ü C ¡¿：öóÖ¡í ( i0 , j0 ) (£½：ÖÖí ) ççÜÑóöáï　 ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê, ¡¿：öóÖ¡í 

( k , l ) , Ñ¿　 　¡Ü； 
x i j0 0

x xk l
i j i j

i j= =
∈ −

θ min
: ( ), ,

,
C  

(£½：ÖÖí xk l ) çóçÜÑóöáï　 £ ôóï¿í ßí£óïÖóê. ぢñëñêÜÑó½Ü ÑÜ ä.2 í¿ÇÜëóö½Ü. 

ぢëó¡¿íÑ 2.1. ぜñöÜÑÜ½ äÜöñÖî：í¿：ç ëÜ£ç'　¢ñ½Ü どげずぢ, ÑíÖ： Ñ¿　 　¡Ü； ÖíçñÑñÖ： 
ç öíß¿óî： 2.4. げçiÑïó ¢ ç：£á½ñ½Ü i äÜôíö¡Üçóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡, äÜßÜÑÜçíÖóú 
½ñöÜÑÜ½ ½：Ö：½í¿áÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí. ばï： î： ÑíÖ： äñëñÖñïñÖ： ç öíß¿óî0 2.6. 

どíß¿óî　 2.6 

 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 a u 

 
P1 

 

0        8 
30 

5      12 
 

0        4 
15  + 

2        9 
 

0      10 
15  � 

 
60 

 
0 

 
P2 

 

3        7 
 

2        5 
 

15    15 
 

0        3 
35 

0        6 
5 

 
40 

 
4 

 
P3 

 

4        9 
 

0        4 
80 

5        6 
 

8      12 
 

0        7 
20 

 
100 

 
3 

 
P4 

 

�1      5 
 

�2      3 
 

0       2 
50  � 

1        6 
 

�4      4 
+ 

 
50 

 
2 

b 30 80 65 35 40 250  

v 8 7 4 7 10   

とëi½ îáÜÇÜ ÑÜ öíß¿óî： 2.6 £íÖñïñÖ： äÜöñÖî：í¿ó u i , i = 1,...,4, (ÜïöíÖÖ：ú 

ïöÜçäñîá), v j , j = 1,...,5, (ÜïöíÖÖ：ú ë　ÑÜ¡), àÜ ． ëÜ£ç'　£¡Ü½ ïóïöñ½ó v j � u i = c i j , ( i , j ) :  

x i j  � ßí£óïÖñ, Ññ äÜ¡¿íÑñÖÜ u1 = 0. ば çñëêÖ：ê ¿：çóê ¡Üöíê ¡Ü¢ÖÜ； £ ¡¿：öóÖÜ¡ 
£íäóïíÖ： çñ¿óôóÖó ∆ i j . ゐíôó½Ü, àÜ ëÜ£Ç¿　ÑÜçíÖóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ Öñ ． 

Üäöó½í¿áÖó½. 
が¿　 ççñÑñÖÖ　 ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê çóßóëí．öáï　 ¡¿：öóÖ¡í (4,5) £ ½：Ö：½í¿áÖÜ0 

ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîñ0, θ = 15 . ぞÜçóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ i ç：ÑäÜç：ÑÖ： Üßôóï¿ñÖÖ　 
ÖíçñÑñÖ： Ü öíß¿óî： 2.7. 
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げíÜçí¢ó½Ü, àÜ äëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： ïóïöñ½ó Ñ¿　 £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 äÜöñÖî：í¿：ç u i , 

i = 1,...,4, öí v j , j = 1,...,5, äÜ¡¿íÑñÖÜ v5 = 0. 

どíß¿óî　 2.7 

 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 a u 

 
P1 

 

0        8 
30  � 

9      12 
 

0        4 
+   30 

6        9 
 

4      10 
 

 
60 

 
�6 

 
P2 

 

�1      7 
 

2        5 
 

11   15 
 

0        3 
35 

0        6 
5 

 
40 

 
�6 

 
P3 

 

0        9 
 

0        4 
80 

1        6 
 

8     12 
 

0        7 
20 

 
100 

 
�7 

 
P4 

 

�1      5 
+ 

2        3 
 

0        2 
�   35 

5        6 
 

0        4 
15 

 
50 

 
�4 

b 30 80 65 35 40 250  

v 2 �3 �2 �3 0   

どíß¿óî　 2.8 

 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 a u 

 
P1 

 

1       8 
 

9     12 
 

0       4 
60 

6       9 
 

4     10 
 

 
60 

 
�2 

 
P2 

 

0       7 
 

2        5 
 

11   15 
 

0       3 
35 

0       6 
5 

 
40 

 
�2 

 
P3 

 

1       9 
 

0        4 
80 

1       6 
 

8     12 
 

0       7 
20 

 
100 

 
-3 

 
P4 

 

0      5 
30 

2        3 
 

0       2 
5 

5       6 
 

0       4 
15 

 
50 

 
0 

b 30 80 65 35 40 250  

v 5 1 2 1 4   

ば öíß¿óî： 2.8 ÖíçñÑñÖ： ëñ£Ü¿áöíöó Üßôóï¿ñÖá Ñ¿　 ÖíïöÜäÖÜ； iöñëíîi；. ば îáÜ½Ü 
çóäíÑ¡Ü äëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： ïóïöñ½ó Ñ¿　 £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 äÜöñÖî：í¿：ç äÜ¡¿íÑñÖÜ u 4 = 0 . 

ずñÇ¡Ü £ëÜ£Ü½：öó, àÜ äëó ëÜôÖóê Üßôóï¿ñÖÖ　ê £ëÜôÖÜ äÜ¡¿íïöó ë：çÖó½ ÖÜ¿0 
äÜöñÖî：í¿ öÜÇÜ äÜÖ¡öÜ çóëÜßÖóîöçí (ïäÜ¢óçíÖÖ　), Ñ¿　 　¡ÜÇÜ Ü ç：ÑäÜç：ÑÖÜ½Ü ë　Ñ¡Ü 
(ïöÜçäîi) öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî： ½：ïöóöáï　 Öíúß：¿áüí ¡：¿á¡：ïöá ßí£óïÖóê äñëñçñ£ñÖá. 

é¡ ßíôó½Ü, ¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö： çó¡ÜÖÜ．öáï　, Üö¢ñ, 
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x * =

0 0 60 0 0

0 0 0 35 5

0 80 0 0 20

30 0 5 0 15  

． Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ どげずぢ, L ( x * ) = 1055 . 

げíÜçí¢ñÖÖ　. 
1. ぜñöÜÑ äÜöñÖî：í¿：ç ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 どげずぢ � îñ, äÜ ïÜö：, ½ÜÑóâ：¡ÜçíÖóú 

ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ, £íïöÜïÜçíÖóú ÑÜ どげずぢ. IïÖÜ0öá ：Öü： ½ñöÜÑó ；； ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　. 
2. げÇíÑíÖí çóàñ öëñö　 ç¿íïöóç：ïöá どげずぢ çóä¿óçí． £ öÜÇÜ, àÜ äëó 

£ÖíêÜÑ¢ñÖÖ： äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü öí äëó äñëñêÜÑ： ÑÜ ÖÜçóê ßí£óïÖóê 
ëÜ£ç'　£¡iç £í ½ñöÜÑÜ½ äÜöñÖî：í¿：ç ÖíÑ çñ¿óôóÖí½ó í i , b j , x i j , i=1,...,m, j=1,...,n, 

çó¡ÜÖÜ0öáï　 Üäñëíî：；, àÜ Öñ çóçÜÑ　öá £í ëí½¡ó î：¿óê ôóïñ¿. 

§ 5. ぞñ£ßí¿íÖïÜçíÖi öëíÖïäÜëöÖ： £íÑíô： 
ば äÜäñëñÑÖ：ê äíëíÇëíâíê ëÜ£Ç¿　Ñí¿íï　 £ßí¿íÖïÜçíÖí ½ÜÑñ¿á どげずぢ, 　¡í 

êíëí¡öñëó£Üçí¿íï　 çó¡ÜÖíÖÖ　½ Ü½Üçó 

a bi
i

m

j
j

n

= =
∑ ∑=

1 1

.

 

(2.14)

 

é¡àÜ Ü½Üçí (2.14) äÜëÜüÜ．öáï　, öÜ ÇÜçÜë　öá äëÜ Öñ£ßí¿íÖïÜçíÖÜ (ç：Ñ¡ëóöÜ ) 
½ÜÑñ¿á どげずぢ. げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ äëó îáÜ½Ü £½：Ö0．öáï　 i ½íöñ½íöóôÖñ âÜë½Ü¿0çíÖÖ　 
£íÑíô：. ぞíäëó¡¿íÑ, 　¡àÜ 

a bi
i

m

j
j

n

= =
∑ ∑<

1 1

,

 
öÜ どげずぢ Öíßóëí． çóÇ¿　ÑÜ : 

L c xi j i j
j

n

i

m
( ) min,x = →

==
∑∑

11  

x a i mi j
j

n

i
=
∑ = =

1

1, ,..., ,

n, ,

 

x b ji j
i

m

j
=
∑ ≤ =

1

1, ,...

 
  x i j ≥ 0,  i = 1,...,m,  j = 1,...,n. 

んÖí¿ÜÇiôÖÜ £íäóïÜ．öáï　 ½íöñ½íöóôÖí ½ÜÑñ¿á どげずぢ Ñ¿　 ÑëÜÇÜÇÜ çóäíÑ¡Ü. 
げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ Ü äñëüÜ½Ü çóäíÑ¡Ü Öñ Ü çï：ê äÜÖ¡öíê ïäÜ¢óçíÖÖ　 Q j , j = 1,...,n, 

ßÜÑñ £íÑÜçÜ¿ñÖí äÜöëñßí Ü äëÜÑÜ¡î：；. げíÇí¿áÖóú Üß'．½ Öñ£íÑÜçÜ¿ñÖÜÇÜ äÜäóöÜ 
ÑÜë：çÖ0． 

b aj
j

n

i
i

m

= =
∑ ∑−

1 1

.

 
ば ÑëÜÇÜ½Ü çóäíÑ¡Ü Ü Ññ　¡óê äÜÖ¡öíê çóëÜßÖóîöçí P i , i = 1,...,m, £í¿óüí．öáï　 

Öñ ëñí¿：£ÜçíÖí äëÜÑÜ¡î：　 £íÇí¿áÖÜÇÜ Üß'．½Ü 
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a bi
i

m

j
j

n

= =
∑ ∑−

1 1

.

 
ぢëÜöñ Ü ¡Ü¢ÖÜ½Ü £ îóê çóäíÑ¡：ç ä¿íÖ äñëñçñ£ñÖá, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． ½：Ö：½Ü½Ü 

öëíÖïäÜëöÖóê çóöëíö, äÜßÜÑÜçíöó ½Ü¢Öí. が¿　 îáÜÇÜ Ü äñëüÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ççÜÑóöáï　 
â：¡öóçÖóú äÜÖ¡ö çóëÜßÖóîöçí Pm+1 £ Üß'．½Ü½ çóëÜßÖóîöçí 

a bm j
j

n

i
i

m

+
= =

= −∑ ∑1
1 1

a

ÜÑóÖóîá äëÜÑÜ¡î：；, ïÜß：çíëöÜïö： äñëñçñ£ñÖá £ ¡ÜöëÜÇÜ ë：çÖ： ÖÜ¿0, öÜßöÜ ïm+1,j = 0 , 

j = 1,...,n. ば ÑëÜÇÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ÑÜÑí．öáï　 â：¡öóçÖóú ïäÜ¢óçíô Q n+1 £ çñ¿óôóÖÜ0 

äÜäóöÜ 

b

 

b an i
i

m

j
j

n

+
= =

= −∑ ∑1
1 1  

ÜÑóÖóîá äëÜÑÜ¡î：；, ïÜß：çíëöÜïö： äñëñçñ£ñÖá ÑÜ 　¡ÜÇÜ ë：çÖ： ÖÜ¿0, öÜßöÜ ï i , n+1 = 0, 

i = 1,...,m. 
ずñÇ¡Ü ßíôóöó, àÜ £íäëÜäÜÖÜçíÖ： ëÜ£üóëñÖÖ　 çóê：ÑÖóê Öñ£ßí¿íÖïÜçíÖóê 

£íÑíô 　ç¿　0öá ïÜßÜ0 £ßí¿íÖïÜçíÖ： どげずぢ, 　¡： ½Ü¢Üöá ßÜöó ëÜ£ç'　£íÖ：, Öíäëó¡¿íÑ, 
½ñöÜÑÜ½ äÜöñÖî：í¿：ç. ぞñêíú *x  ；x Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡. どÜÑ： Üäöó½í¿áÖóú 
ëÜ£ç'　£Ü¡ x * çóê：ÑÖÜ； £íÑíô： Ü äñëüÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ÜÑñë¢Ü．öáï　 ç：Ñ¡óÑíÖÖ　½ 
ÜïöíÖÖáÜÇÜ ë　Ñ¡í ëÜ£ç'　£¡Ü *x , àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． â：¡öóçÖÜ½Ü äÜÖ¡öÜçi çóëÜßÖóîöçí. 
がÜÑíöÖ： ñ¿ñ½ñÖöó îáÜÇÜ ë　Ñ¡í çó£Öíôí0öá Üß'．½ó ÖñÑÜäÜïöíôíÖÖ　 ç：ÑäÜç：ÑÖó½ 
ïäÜ¢óçíôí½. んÖí¿ÜÇ：ôÖÜ, Ñ¿　 ÑëÜÇÜÇÜ çóäíÑ¡Ü : Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x * 
ÜÑñë¢Ü．öáï　 ç：Ñ¡óÑíÖÖ　½ ÜïöíÖÖáÜÇÜ ïöÜçäî　 ëÜ£ç'　£¡Ü *x , ÑÜÑíöÖ： ñ¿ñ½ñÖöó 
　¡ÜÇÜ çó£Öíôí0öá Üß'．½ó Öñëñí¿i£ÜçíÖÜ； äëÜÑÜ¡î：； Ü ç：ÑäÜç：ÑÖóê çóëÜßÖó¡：ç. 

げíÜçí¢ñÖÖ　.  ぢëó £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ： äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü ëÜ£üóëñÖóê 
どげずぢ ½ñöÜÑÜ½ ½：Ö：½í¿áÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí (íßÜ ：Öüó½ ½ñöÜÑÜ½, àÜ çëíêÜçÜ． 
ïÜß：çíëöÜïö： äñëñçñ£ñÖá) Ü äñëüÜ ôñëÇÜ äÜöë：ßÖÜ çóßóëíöó ¡¿：öóÖ¡ó Ñ¿　 
£íçíÖöí¢ñÖÖ　 ïñëñÑ ëñí¿áÖóê çóëÜßÖó¡：ç öí ïäÜ¢óçíô：ç, í ¡¿：öóÖ¡ó â：¡öóçÖÜÇÜ 
ïöÜçäôó¡í (ë　Ñ¡í) � ç ÜïöíÖÖ0 ôñëÇÜ. ぴñ ÑÜ£çÜ¿óöá ÜÑñë¢íöó ä¿íÖ ß¿ó¢ôóú ÑÜ 
Üäöó½í¿áÖÜÇÜ. ぴi．； ¢ ½ñöó ½Ü¢Öí ÑÜï　ÇÖÜöó, äÜ¡¿íçüó 

,cc,cc ij
j,i

1n,iij
j,i

j,1m maxmax >> ++  

ç：ÑäÜç：ÑÖÜ. 

ぢëó¡¿íÑ 2.2.  づÜ£ç'　£íöó どげずぢ: í = (30,40 ,70 ,60 ), b = (35,80 ,25 ,70 ), 

c =

1 9 7 2

3 1 5 5

6 8 3 4

2 3 1 3

.

 

é¡ ßíôó½Ü, a1 + a2 + a3 + a4 = 200, b1 + b2 + b3 + b4 = 210. だö¢ñ, ççÜÑó½Ü 

â：¡öóçÖÜÇÜ çóëÜßÖóôÖó¡í P5 , a 5 =10, c5 j = 0, j = 1,2,3,4 (öíß¿óî　 2.9). だÑñë¢íÖÜ 

£ßí¿íÖïÜçíÖÜ どげずぢ ëÜ£ç'　£Ü．½Ü ½ñöÜÑÜ½ äÜöñÖî：í¿：ç. ぞí ÜïöíÖÖ：ú ：öñëíî：； 
öëíÖïäÜëöÖí öíß¿óî　 ÖíßÜçí． çóÇ¿　ÑÜ 
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どíß¿óî　 2.9 

 Q1 Q2 Q3 Q4 a 

P1 
  30  1         

9         
7         

2 30 

P2 
        

3   40  1         
5         

5 40 

P3 
        

6         
8         

3   70  4 70 

P4 
    5  2   30  3   25  1     0  3 60 

P5 
        

0   10  0         
0         

0 10 

b 35 80 25 70  

げç：Ñïó ½í．½Ü Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ çóê：ÑÖÜ； どげずぢ : 

x * =

30 0 0 0

0 40 0 0

0 0 0 70

5 30 25 0

, L * = 475 .( )x

 
ぢëó îáÜ½Ü ïäÜ¢óçíôñç： Q2 ÖñÑÜäÜïöíç¿　．öáï　 10 ÜÑóÖóîá äëÜÑÜ¡î：；. 

ぢëó¡¿íÑ 2.3.  づÜ£ç'　£íöó どげずぢ:  í = (30, 70 , 50 ), b = (10, 40 , 20 , 60 ), 

c =
2 7 3 6

9 4 5 7

5 7 6 2

.

 
だï¡i¿á¡ó a1 + a2 + a3 =150, b1 + b2 + b3 + b4 =130, öÜ ççÜÑóöáï　 â：¡öóçÖóú 

ïäÜ¢óçíô Q 5 , b5 = 20 , ci 5 = 0, i = 1, 2 , 3 (öíß¿óî　 2.10). げßí¿íÖïÜçíÖí どげずぢ 

ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ½ñöÜÑÜ½ äÜöñÖî：í¿：ç. ぞí ÜïöíÖÖ：ú ：öñëíî：； öëíÖïäÜëöÖí öíß¿óî　 
ÖíßÜçí． çóÇ¿　ÑÜ 

どíß¿óî　 2.10 

 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 a 

P1 
  10  2         

7   20  3         
6         

0 30 

P2 
        

9   40  4     0  5   10  7   20  0 70 

P3 
        

5         
7         

6   50  2         
0 50 

b 10 40 20 60 20  

だäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ çóê：ÑÖÜ； どげずぢ ½í． çóÇ¿　Ñ 
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x * =
10 0 20 0

0 40 0 10

0 0 50 0

, L * = 410 .( )x

 

ぢëó îáÜ½Ü Ü çóëÜßÖó¡í P2 £í¿óüí．öáï　 20 ÜÑóÖóîá Öñëñí¿i£ÜçíÖÜ； äëÜÑÜ¡î：；. 

§ 6.  どëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí £ Üß½ñ¢ñÖó½ó äëÜäÜï¡Öó½ó 
ïäëÜ½Ü¢ÖÜïö　½ó. ぜñöÜÑ äÜöñÖî：í¿：ç 

どげずぢ £ Üß½ñ¢ñÖó½ó äëÜäÜï¡Öó½ó ïäëÜ½Ü¢ÖÜïö　½ó (どげずぢだ) ßÜÑñ½Ü 
Öí£óçíöó げずぢ çóÇ¿　ÑÜ : 

L c xi j i j
j

n

i

m
( ) min,x = →

==
∑∑

11  

(2.15)

 

x a i mi j
j

n

i
=
∑ = =

1

1, ,..., ,

n, ,

 

(2.16)

 

x b ji j
i

m

j
=
∑ = =

1

1, ,...

 

(2.17)

 
0 ≤ x i j ≤ r i j ,  i = 1,...,m,  j = 1,...,n, (2.18) 

a bi
i

m

j
j

n

= =
∑ ∑=

1 1

.

 

(2.19)

 
é¡ ßíôó½Ü, î　 £íÑíôí ç：Ñë：£Ö　．öáï　 ç：Ñ £çóôíúÖÜ； どげずぢ Öí　çÖ：ïö0 Üß½ñ¢ñÖÖ　 

x i j ≤ r i j Öí äëÜäÜï¡ÖÜ ïäëÜ½Ü¢Ö：ïöá ¡Ü½ÜÖ：¡íî：； Pi Q j , i = 1,...m, j = 1,...n. ぴñ 

äëó£çÜÑóöá ÑÜ ÖñÜßê：ÑÖÜïö： çÖñïöó Öí¿ñ¢Ö： £½：Öó Ü ç：ÑäÜç：ÑÖ： Ü£ÖíôñÖÖ　 öí 
öçñëÑ¢ñÖÖ　. 

だ£ÖíôñÖÖ　 2.6.  がÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ x = || x i j || , i = 1,...m, j = 1,...n, どげずぢだ 

Öí£óçí．öáï　 ßí£óïÖó½, 　¡àÜ úÜÇÜ äñëñçñ£ñÖÖ　½ xi j , öí¡ó½, àÜ 0 < x i j < r i j , 

ç：ÑäÜç：Ñí． ïóïöñ½í ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Öóê çñ¡öÜë：ç Ü½Üç A i j . é¡àÜ ôóï¿Ü 

äñëñçñ£ñÖá x i j : 0 < x i j < r i j , ÑÜë：çÖ0． m+ n � 1, öÜ ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x 

Öí£óçí．öáï　 ÖñçóëÜÑ¢ñÖó½, 　¡àÜ ¢ ôóï¿Ü öí¡óê ¡Ü½äÜÖñÖö ½ñÖüñ Ö：¢ m+ n � 1, 
öÜ � çóëÜÑ¢ñÖó½. 

どñÜëñ½í 2.4  (ÑçÜ；ïöóú ¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö： Ñ¿　 どげずぢだ). ゐí£óïÖóú 
ëÜ£ç'　£Ü¡ x = || x i j || , i = 1,...m, j = 1,...n, Üäöó½í¿áÖóú öÜÑ： i ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó 

：ïÖÜ0öá äÜöñÖî：í¿ó u i , i = 1,...,m, v j , j = 1,...n, öí¡：, àÜ Ñ¿　 ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîá 

∆ i j  = c i j  � (v j  � u i ) 

çó¡ÜÖÜ0öáï　 ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 

∆ i j  = 0 , 　¡àÜ x i j  � ßí£óïÖñ, (2.20) 

∆ i j  ≥ 0 , 　¡àÜ x i j  � Öñßí£óïÖñ öí x i j  = 0, (2.21) 

∆ i j  ≤ 0 , 　¡àÜ x i j  � Öñßí£óïÖñ öí x i j  = r i j . (2.22) 

ゑ ÜïöíÖÖáÜ½Ü äÜÖ　öö　 öí öçñëÑ¢ñÖÖ　 Ñ¿　 どげずぢだ öí¡： ¢, 　¡ i Ñ¿　 £çóôíúÖÜ； 
どげずぢ. 
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ぞí ÜïÖÜç： ïâÜë½Ü¿áÜçíÖÜÇÜ ¡ëóöñë：0 ßÜÑÜ．öáï　 ½ñöÜÑ äÜöñÖî：í¿：ç 
ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 どげずぢだ. ゑiÖ äÜ¿　Çí． Üïá Ü ôÜ½Ü. 

1. ぞñêíú ． ç：ÑÜ½ó½ äÜôíö¡Üçóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ どげずぢだ. げíÜçí¢ó½Ü, àÜ 
Öí ç：Ñ½：ÖÜ ç：Ñ £çóôíúÖÜ； どげずぢ îñú ëÜ£ç'　£Ü¡ ½Ü¢ñ i Öñ ：ïÖÜçíöó, Öíäëó¡¿íÑ, 　¡àÜ 
Ñ¿　 Ññ　¡ÜÇÜ i çó¡ÜÖÜ．öáï　 Öñë：çÖ：ïöá 

r ai j
j

n

i
=
∑ <

1

.

 
とëi½ öÜÇÜ, Ü çóäíÑ¡Ü úÜÇÜ ：ïÖÜçíÖÖ　 äëÜîñÑÜëí úÜÇÜ £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 ． ÑÜïóöá 

ï¡¿íÑÖÜ0. ぢëÜ îñ úöó½ñ ½Üçí öëÜêó Öó¢ôñ. 
2. げÖíêÜÑó½Ü äÜöñÖî：í¿ó u i  öí v j  　¡ ëÜ£ç'　£Ü¡ ïóïöñ½ó 

v j  � u i  = c i j , ( i , j ) : x i j  � ßí£óïÖñ äñëñçñ£ñÖÖ　, 

àÜ ½：ïöóöá m+ n �1 ë：çÖ　Öá öí m+ n Öñç：ÑÜ½óê. ぢÜ¡¿íÑí0ôó ÜÑóÖ ：£ äÜöñÖî：í¿：ç 
ë：çÖó½, Öíäëó¡¿íÑ, 0, £ÖíêÜÑó½Ü ëñüöÜ Öñç：ÑÜ½óê. 

げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ äëó îáÜ½Ü ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi ∆ i j  Ñ¿　 ßí£óïÖóê £½：ÖÖóê ë：çÖ： 0, 

öÜßöÜ çó¡ÜÖÜ．öáï　 Ü½Üçí (2.20). é¡àÜ äëó îáÜ½Ü çó¡ÜÖÜ0öáï　 Ü½Üçó (2.21) öí 
(2.22), öÜ ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x = || x i j || , i = 1,...m, j = 1,...n, ． Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ 

どげずぢだ. IÖí¡üñ ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x ½Ü¢Öí äÜ¿：äüóöó Öí ÖíïöÜäÖÜ½Ü ¡ëÜîi. 
3.1. ぞñêíú ：ïÖÜ． ¡¿：öóÖ¡í ( i0 , j0 )  öí¡í, àÜ x  = 0, ∆  < 0. i j0 0 i j0 0

é¡ i Ü £çóôíúÖ：ú どげずぢ, ßÜÑÜ．½Ü îó¡¿ C , àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． ¡¿：öóÖî： ( i 0 , j 0 ), 

ëÜ£ßóçí．½Ü úÜÇÜ Öí ÑÜÑíöÖóú C + öí ç：Ñ'．½Öóú C - äiçîó¡¿ó. 
げÖíêÜÑó½Ü 

θ ' =
∈ −

min
:( )i j i j

i jx
, ,

,
C  

θ " = −
∈ +

min ( )
:( )i j i j

i j i jr x
, ,

,
C  

θ  = min {θ ',θ "} . 

げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ Ü ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü θ> 0 . ゐÜÑÜ．½Ü ÖÜçóú ëÜ£ç'　£Ü¡ 
x ' = || x ' i j || , i = 1,...m, j = 1,...n, £Ç：ÑÖÜ ïä：çç：ÑÖÜüñÖá 

x

x

x

x

i j

i j

i j

i j

'

,

,

,

=

∉

+ ∈

− ∈










　¡àÜ ( )

　¡àÜ ( )

　¡àÜ ( )

i, j

i, j

i, j

C

C

C

+

-

θ

θ

,

,

.

 (2.23) 

ずñÇ¡Ü ßíôóöó, àÜ x' � ÑÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡. ぜÜ¢Öí ÑÜçñïöó öí¡Ü¢, àÜ x ' � 

ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡. ぢëó îáÜ½Ü L ( x ' ) = L ( x ) +θ , öÜßöÜ L ( x ' ) < L ( x ) Ü 

ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü. 

∆ i j0 0

3.2. ぞñêíú ：ïÖÜ． ¡¿：öóÖ¡í ( i 0 , j 0 ) öí¡í, àÜ  = r ,  > 0. é¡ i 

ëíÖ：üñ ßÜÑÜ．½Ü îó¡¿ C , àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． ¡¿：öóÖî： ( i 0 , j 0 ), ëÜ£ßóçí．½Ü úÜÇÜ Öí 

ÑÜÑíöÖóú C + öí ç：Ñ'．½Öóú C - äiçîó¡¿ó, ç¡¿0ôí0ôó Öí îñú ëí£ ¡¿：öóÖ¡Ü ( i 0 , j 0 ) ÑÜ 

C -. げÖíêÜÑó½Ü 

x i j0 0 i j0 0
∆ i j0 0

θ ' =
∈ −

min
:( )i j i j

i jx
, ,

,
C  
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θ " = −
∈ +

min ( )
:( )i j i j

i j i jr x
, ,

,
C  

θ  = min {θ ',θ "} . 

げëÜ£Ü½i¿Ü, àÜ Ü ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü θ> 0 . げÇiÑÖÜ ïä：çç：ÑÖÜüñÖá (2.23) 
ßÜÑÜ．öáï　 ÖÜçóú ÑÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ x' どげずぢだ, äëó îáÜ½Ü 

L ( x ' )  = L ( x ) � θ , ∆ i j0 0

öÜßöÜ Ü ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü £ÖÜçÜ £íßñ£äñôÜ．öáï　 £½ñÖüñÖÖ　 î：¿áÜçÜ； 
âÜÖ¡î：；. 

ぢiï¿　 îáÜÇÜ äÜçñëöí．½Üï　 ÑÜ çó¡ÜÖíÖÖ　 äÜÖ¡öÜ 2. 
げíÜçí¢ó½Ü, àÜ Ü çóäíÑ¡Ü çóëÜÑ¢ñÖÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü ÑÜ ôóï¿í 

ßí£óïÖóê ç¡¿0ôí0öáï　 ¡¿：öóÖ¡ó, Ññ x i j = 0 íßÜ x i j = r i j , í¿ñ öí¡, àÜß Ü ïÜ¡ÜäÖÜïö： çï： 
ßí£óïÖ： ¡¿：öóÖ¡ó Öñ ÜöçÜë0çí¿ó îó¡¿Ü. 

どñäñë £ÜäóÖó½Üï　 Öí äÜßÜÑÜç： äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü どげずぢだ. 
ぢÜüÜ¡ äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü どげずぢだ (　¡àÜ ç：Ö ：ïÖÜ．) ëÜ£ßóçí．öáï　 

Öí Ñçí ñöíäó. 

I ñöíä. 
1) げÖíêÜÑó½Ü ½：Ö：½í¿áÖóú ñ¿ñ½ñÖö  ½íöëóî： c = || c i j || , i = 1,...m, 

j = 1,...n. 

c i j1 1

2) だßôóï¿0．½Ü x a . ぢëó îáÜ½Ü ½Ü¢¿óç： öëó çóäíÑ¡ó : b ri j i j i j1 1 1 1 1 1
= min { , , }

í) x . ぢÜ¡¿íÑñ½Ü x = 0 , j ≠ j1, ë　ÑÜ¡ i1 ½íöëóî： ï £ äÜÑí¿áüÜÇÜ 

ëÜ£Ç¿　ÑÜ çó¿Üôí．öáï　 ; 

ai j i1 1 1
= i j1

ß) x . ぢÜ¡¿íÑñ½Ü = 0 , i ≠ i1, ïöÜçäñîá j1 ½íöëóî： ï ÖíÑí¿： Öñ 

ëÜ£Ç¿　Ñí．öáï　 ; 

bi j j1 1 1
= x i j1

ç) . ば îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü £ äÜÑí¿áüÜÇÜ 

ëÜ£Ç¿　ÑÜ çó¿Üôí．öáï　 ¿óüñ ñ¿ñ½ñÖö c  ½íöëóî： c. 

x r r a r bi j i j i j i i j j1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= <( , < )

1

i j1 1

3) ぢÜ¡¿íÑñ½Ü a a  x b b xi i i j j j i j1 1 1 1 1 1 1
= − = −, .

ぢÜÑí¿áü： ¡ëÜ¡ó îáÜÇÜ ñöíäÜ äÜ¿　Çí0öá Ü çó¡ÜÖíÖÖ： Ñ：ú 1, 2, 3 ïöÜïÜçÖÜ 
Öñçó¡ëñï¿ñÖóê ñ¿ñ½ñÖö：ç ½íöëóî： c i äëÜÑÜç¢Ü0öáï　 ÑÜ ÜïöíöÜôÖÜÇÜ £íäÜçÖñÖÖ　 
öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：. 

どíß¿óî　 2.11 

 Q1 Q2 Q3 Q4 a a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 

P1 
3 3 1 1 0 4 2 2 2 1 0 5 6 3 3 3 3 3 1 1 

P2 
1 0 2 1 1 1 1 0 4 2 2 1 3 3 2 2 0 0 0 0 

P3 
2 1 3 1 1 2 1 1 1 1 0 3 3 3 3 2 2 1 1 0 

b 4 2 4 2 12        

b1 1 2 4 2         

b2 1 1 4 2         

b3 1 1 3 2         

b4 1 1 3 0         
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b5 1 0 3 0         

b6 1 0 1 0         

b7 0 0 1 0         

ぢëó¡¿íÑ 2.4.  ぢñëüóú ñöíä £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 
どげずぢだ ：¿0ïöëÜ．öáï　 öíß¿óîñ0 2.11 (Ü Öó¢ÖáÜ½Ü ¿：çÜ½Ü ¡ÜöÜç： ¡¿：öóÖÜ¡ 
öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî： £íäóïÜ0öáï　 çñ¿óôóÖó r i j ) . ぞí äñëüóê öëáÜê ¡ëÜ¡íê 

çó¡ëñï¿00öáï　 ç：ÑäÜç：ÑÖÜ ñ¿ñ½ñÖöó c11, c22 öí c33 ½íöëóî： ï , Öí ôñöçñëöÜ½Ü � 

ÑëÜÇóú ë　ÑÜ¡ öí ôñöçñëöóú ïöÜçäñîá, Öí ä'　öÜ½Ü � ÑëÜÇóú ïöÜçäñîá, Öí üÜïöÜ½Ü � 
ñ¿ñ½ñÖö c13 , Öí ïáÜ½Ü½Ü � äñëüóú ïöÜçäñîá öí öëñö：ú ë　ÑÜ¡. だö¢ñ, ½ó ÜÑñë¢í¿ó 

½íöëóî0 x = || x i j || , i = 1,...,m, j = 1,...,n. げí äÜßÜÑÜçÜ0 ½í．½Ü : 

x a x b 0 x r , i = 1,...,m, j = 1,...,n.i j
j

n

i i j
i

m

j i j i j
= =

≤∑ ∑≤ ≤ ≤
1 1

, ,  

ぞñêíú 

x a x i =1,...,m, x b x , j =1,...,n.i n i i j
j

n

m j j i j
i

m

, ,,+
=

+
=

= − = −∑ ∑1
1

1
1  

é¡àÜ xi,n+1 = xm+1,j = 0, i = 1,...m, j = 1,...n, öÜ, ÜôñçóÑÖÜ, x ． ÑÜäÜïöó½ó½ 

ëÜ£ç'　£¡Ü½ どげずぢだ. IÖí¡üñ 

x xi n
i

m

m j
j

n

, ,+
=

+
=

∑ ∑= =1
1

1
1

0ω >
 

i Ñ¿　 ÜÑñë¢íÖÖ　 äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ÑÜäÜïöó½ÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü ï¿：Ñ äëÜçñïöó Öí ÑëÜÇÜ½Ü ñöíä： 
Ññ¡：¿á¡í iöñëíîiú ½ñöÜÑÜ äÜöñÖî：í¿：ç Ñ¿　 ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； ëÜ£üóëñÖÜ； どげずぢだ. 

II ñöíä. 
づÜ£üóëñÖí どげずぢだ ÖíçñÑñÖí ç öíß¿óî： 2.12. 

どíß¿óî　 2.12 

 Q1 ... Qj ... Qn Qn+1 a 

 
P1 

 

c11 

x11 
r11 

 
... 

c1j 

x1j 
r1j 

 
... 

c1n 

x1n 
r1n 

M 
x1,n+1 

∞ 

 
a1 

. . . . . . ... . . . ... . . . . . . . . . 

 
Pi 
 

ci1 

xi1 
ri1 

 
... 

cij 

xij 
rij 

 
... 

cin 

xin 
rin 

M 
xi,n+1 

∞ 

 
ai 

. . . . . . ... . . . ... . . . . . . . . . 

 
Pm 

 

cm1 

xm1 
rm1 

 
... 

cmj 

xmj 
rmj 

 
... 

cmn 

xmn 
rmn 

M 
xm,n+1 

∞ 

 
am 

 
Pm+1 

 

M 
xm+1,1 

∞ 

 
... 

M 
xm+1,j 

∞ 

 
... 

M 
xm+1,n 

∞ 

0 
xm+1,n+1=0 

∞ 

 

am+1=ω 

b b1 ... bj ... bn bn+1=ω  
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どÜö M � ôóï¿Ü, ß：¿áüñ ßÜÑá-　¡Ü； â：¡ïÜçíÖÜ； çñ¿óôóÖó, £ 　¡Ü0 úÜÇÜ 
äëóúÑñöáï　 äÜë：çÖ0çíöó äëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： £íÑíô：. ぜíöëóî　 x  = ||x i j || , i = 1,...,m+1, 

j = 1,...,n+1, Ññ x i j  � äñëñçñ£ñÖÖ　, £ÖíúÑñÖ： Öí äñëüÜ½Ü ñöíä：, xm+1,n+1 = 0, 

ÜôñçóÑÖÜ, ． ÑÜäÜïöó½ó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ ëÜ£üóëñÖÜ； どげずぢだ. がiúïÖÜ, 

x a , i =1,...,m, x b , j =1,...,n,i j
j

n

i i j
i

m

j
=

+

=

+
∑ ∑= =

1

1

1

1

 

x xm j
j

n

i n
i

m

+
=

+
+

=

+
∑ ∑= =1

1

1

1
1

1

, ,, ,ω ω
 

0 ≤ x i j  ≤ r i j ,  i = 1,...,m+1, j = 1,...,n+1. 

げíïöÜïÜçÜ0ôó ÑÜ î：．； £íÑíô： çó¡¿íÑñÖóú çóàñ ½ñöÜÑ äÜöñÖî：í¿：ç, £ÖíêÜÑó½Ü 

；； ëÜ£ç'　£Ü¡ *x . ぢëó îáÜ½Ü  íßÜ . ぜÜ¢Öí äÜ¡í£íöó, àÜ Ü 

äñëüÜ½Ü çóäíÑ¡Ü äñëñçñ£ñÖÖ　 ½：¢ äÜÖ¡öí½ó Pi öí Q j , i = 1,...,m, j = 1,...,n, 

ÜÑñë¢íÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 

xm n+ + =1 1, ω* *xm n+ + <1 1, ω

 ÜöçÜë00öá äÜôíö¡Üçóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç`　£Ü¡ çóê：ÑÖÜ； 
どげずぢだ, í Ü ÑëÜÇÜ½Ü çóäíÑ¡Ü çóê：ÑÖí どげずぢだ Öñ ½í． ¢ÜÑÖÜÇÜ ÑÜäÜïöó½ÜÇÜ 

ëÜ£ç'　£¡Ü. げíÜçí¢ó½Ü, àÜ ÑëÜÇóú ñöíä ½Ü¢Öí £í¡：Öôóöó äëó . xm n+ + =1 1, ω

*x

ぢëó¡¿íÑ 2.5.  ぢëÜÑÜç¢ó½Ü £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 äÜôíö¡ÜçÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 
どげずぢだ, ÑíÖ： Ñ¿　 　¡Ü； ÖíçñÑñÖ： ç öíß¿óî： 2.11. づÜ£Ç¿　Ñí．½Ü ëÜ£üóëñÖÜ どげずぢだ 
(Ñóç. öíß¿óî0 2.13). 

どíß¿óî　 2.13 

 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 a u 

P1 
3  3  1 1  0  4 2  2  2 1  0  5 ∞ 1  M 6 0 

P2 
1  0  2 1  1  1 1  0  4 2  2  1 ∞  0 M 3 4 

P3 
2  1  3 1  1  2 1  1  1 1  0  3 ∞  0 M 3 2M�3 

P4 ∞  0 M ∞  0 M ∞  1 M ∞  0 M ∞  0  0 1 M 

b 4 2 4 2 1 13  

v 2M 2M�1 2M 5 M   

é¡ ßíôó½Ü, ¿óüñ öëó äñëñçñ£ñÖÖ　 x x x15 31 43, ,  £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá Ü½ÜçÜ 

i j i j , öÜßöÜ ． ßí£óïÖó½ó. がÜäÜçÖ0．½Ü ；ê ÖñÜßê：ÑÖÜ0 ¡：¿á¡：ïö0 äñëñçñ£ñÖá 

x i j = 0  öí x r=i j i j , 　¡： ëÜ£Ç¿　Ñí．½Ü 　¡ ßí£óïÖ： (£íÇí¿áÖí ¡：¿á¡：ïöá ßí£óïÖóê 

£½：ÖÖóê � 8 ). げíÜçí¢ó½Ü, àÜ ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê ï¿：Ñ ççÜÑóöó ç äñëüÜ ôñëÇÜ 
¡¿：öóÖ¡ó, 　¡： äÜç'　£íÖ： £ â：¡öóçÖó½ó äÜÖ¡öí½ó. ば öíß¿óî： 2.13 ßí£óïÖ： £½：ÖÖ： 
çóÑ：¿ñÖÜ. 

0 < <x r

げÖíêÜÑó½Ü äÜöñÖî：í¿ó u i öí v j öí¡, àÜß Ñ¿　 ßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ çó¡ÜÖÜçí¿íïá 

Ü½Üçí v j � u i = c i j , i £íÖÜïó½Ü ；ê Ü öíß¿óî0 2.13. 
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だßôóï¿0．½Ü ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi ∆ i j = c i j � v j + u i Ñ¿　 Öñßí£óïÖóê £½：ÖÖóê x i j  i 

£íäóïÜ．½Ü ；ê £íëíÑó £ëÜôÖÜïö： ç Ü¡ëñ½Ü ½íöëóî0 (£çóôíúÖÜ çÜÖó £íÖÜï　öáï　 Ü 
çñëêÖ： ¿：ç： ¡Üöó ¡¿：öóÖÜ¡ öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：): 

1 � 2M 5 � 2M 2 � 2M 0 0  
6 � 2M 6 � 2M 8 � 2M 0 4  
0 0 � 2 2M � 5 2M � 3 . 
0 1 0 2M � 5 0  

んÖí¿i£Ü0ôó  ÜÑñë¢íÖ：  ∆ i j ,  äëóêÜÑó½Ü  ÑÜ  çóïÖÜç¡Ü,   àÜ   Ñ¿　   Öñßí£óïÖóê 

r-¡¿iöóÖÜ¡ (x ) (1,1), (1,3 ), (2 , 2 ), (3 , 3 ) ¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö： (∆ i j ≤ 0 ) 

çó¡ÜÖÜ．öáï　, 　¡àÜ M � ÑÜïóöá çñ¿ó¡ñ ôóï¿Ü. が¿　 Öñßí£óïÖóê 0-¡¿：öóÖÜ¡ (
ri j i j=

x = 0 ) 

(1,2), (2,1), (2,3) ¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö： (∆ i j ≥ 0 ) Öñ çó¡ÜÖÜ．öáï　. だÑÖÜ £ Öóê ï¿：Ñ 

Üçñïöó ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê. é¡ i ç £çóôíúÖ：ú どげずぢ ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê ÜçÜÑóöáï　 
Öñßí£óïÖí £½：ÖÖí £ ½：Ö：½í¿áÖÜ0 ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîñ0. ばçñÑñ½Ü ÑÜ ôóï¿í ßí£óïÖóê 
£½：ÖÖÜ 

i j

x23 . が¿　 îáÜÇÜ ½ñöÜÑÜ½ çó¡ëñï¿0çíÖÖ　 ßÜÑÜ．½Ü îó¡¿, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． 

¡¿：öóÖî： (2 , 3 ) (Ñóç. ëóï. 2.3). 

 

+

−

1-ú ë　ÑÜ¡

2-ú ë　ÑÜ¡

4-ú ë　ÑÜ¡

3-ú ïöÜçäñîá 4-ú ïöÜçäñîá 5-ú ïöÜçäñîá

+

+

−

−

0

1 2

4

5 M
0

0

0

M

1

1

1

2
1

oo

oo

oo

 
づóï. 2.3 

だôñçóÑÖÜ, àÜ ½í． ½：ïîñ çóäíÑÜ¡ 3.1 ÜäóïíÖÜÇÜ çóàñ í¿ÇÜëóö½Ü. 
ぢÜ£Öíôí0ôó ¡¿：öóÖ¡ó îó¡¿Ü £Öí¡í½ó "+" öí "�", 　¡ äÜ¡í£íÖÜ Öí ëóïÜÖ¡Ü, 

£ÖíêÜÑó½Ü θ ' =min (1,1,2 )=1, θ "=min(1�0,1�0,∝�0 )=1, θ=min(1,1)=1. 
どñäñë äñëñëíêÜçÜ．½Ü x  ç x ′  £Ç：ÑÖÜ âÜë½Ü¿ (2.23). がÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ x ′  

ßÜÑñ ½íöó çóÇ¿　Ñ 

3 0 2 1 0  
0 1 1 1 0  
1 1 1 0 0 . 
0 0 0 0 1  

だï¡i¿á¡ó x45 = 1 = ω, öÜ äÜôíö¡Üçóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ çóê：ÑÖÜ； どげずぢだ ½í． 

çóÇ¿　Ñ 
 3 0 2 1  
x = 0 1 1 1 . 
 1 1 1 0  
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ПЕРЕЛІК ЗАВДАНЬ ДО САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

 

Самостійна робота №1 

Розв’язати ЗЛП, спряжену до заданої 
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Самостійна робота №2 

Розв’язати задачі транспортного типу 1-10. Знайти опорний та оптимальний плани 
перевезень вантажу. 
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Самостійна робота №3 

 

ТЕМАТИКА ЗАВДАНЬ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ №3 

 

№ теми Завдання Література 

1. Побудова прикладів оптимізаційних задач. [1, 3, 6-7, 9, 11] 

2. Аналіз методів одновимірної оптимізації [1, 2, 3] 

3. 
Порівняння чисельних методів безумовної 
оптимізації. [4, 6, 7,11] 

4. 
Вивчення можливостей застосування методів 
нелінійного та дискретного програмування 

[1, 5, 8] 

5. 
Побудова моделей економічних та технологічних 
процесів 

[1, 2, 3, 6] 

6. 
Аналіз практичних задач, які описуються 
потоками у мережах 

[1, 4, 6, 11] 

 

Рекомендована література 

 

1. Сухарев А.Г., Тимохов А.В. Федоров В.В. Курс методов оптимизации. – М.: Наука, 
1986. – 328 с. 

2.  Карманов В.Г. Математическое программирование. – М.: Наука, 1975. – 228 с. 
3.  Пшеничный Б.Н., Данилин Ю.М. Численные методы в экстремальных задачах. – М.: 

Наука, 1975. – 319 с. 
4.  Пшеничный Б.Н. Метод линеаризации. – М.: Наука, 1983. – 136 с.  
5.  Ляшенко И.Н. и др. Линейное и нелинейное программирование. – К.: Вища школа, 

1975. – 372 с. 
6.  Воробьев Н.Н. Теория игр. – М.: Наука, 1985. – 272 с. 
7.  Емеличев В.А. и др. Лекции по теории графов. – М.: Наука, 1990. – 384 с. 
8.  Сергиенко И.В. Математические модели и методы решения задач дискретной 

оптимизации. – К.: Наукова думка, 1988. – 472 с. 
9.  Таха Х. Введение в исследование операций. – М.: Мир,1985, т.1 – 479 с. 
10.  Вентцель Е.С. Исследование операций. – М.: Советское радио, 1972. – 553 с. 
11.  Форд Л., Фалкерсон Д. Потоки в сетях. – М.: Мир, 1966. – 276 с. 


