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Запоріжжя 



げíÇí¿áÖ： ëñ¡Ü½ñÖÑíî：； ÑÜ çó¡ÜëóïöíÖÖ　 äëÜÇëí½ÖÜÇÜ 

£íßñ£äñôñÖÖ　 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　 ぢげ�ぜだ ï¡¿íÑí0öá Ñ：í¿ÜÇÜç： Öíçôí0ô： äëÜÇëí½ó £ 
¿：Ö：úÖóê öí Öñ¿：Ö：úÖóê ½ñöÜÑ：ç Üäöó½：£íî：； (½íöñ½íöóôÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　), ¡Ü¢Öí £ 
　¡óê £íçíÖöí¢Ü．öáï　 ç：ÑäÜç：ÑÖÜ0 ¡Ü½íÖÑÜ0 £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 öí¡óê ½ñÖ0. 

ぜ  ぎ ど  だ  が ご    だ  ぢ  ど  ご  ぜ  や  げ  ん ぴ  や  ゆ  
ず：Ö：úÖñ  äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　  

ぞñ¿：Ö：úÖñ  äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　  
ゑóê：Ñ  ç  DOS 

 

ず  I  ぞ I  ざ  ぞ ぎ   ぢ  づ だ  ゎ づ ん ぜ  ば  ゑ ん ぞ ぞ é 
ぎ¿ñ½ñÖöíëÖ：  äñëñöçÜëñÖÖ　  ½íöëóîá  
ゎñÜ½ñöëóôÖí  ：Ööñëäëñöíî：　  げずぢ  

げずぢ ,  ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ  
げずぢ ,  ½ÜÑóâ：¡ÜçíÖóú  ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ  

げずぢ ,  ÑçÜ；ïöóú  ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ  
どëíÖïäÜëöÖí  £íÑíôí ,  ½ñöÜÑ  äÜöñÖî：í¿：ç  
どげ  £  Üß½ñ¢ñÖÖ　½ó ,  ½ñöÜÑ  äÜöñÖî：í¿：ç  
どげ  £  Üß½ñ¢ñÖÖ　½ó ,  Öíß¿ó¢ñÖ：  ½ñöÜÑó  

げíÑíôí  äëÜ  Öíú¡ÜëÜöüóú  ü¿　ê,  ½ñöÜÑ  ぜ iÖö i  
げíÑíôí  äëÜ  ½í¡ïó½í¿áÖóú  äÜö：¡ ,  ½ñöÜÑ  ぱÜëÑí-ぱí¿¡ñëïÜÖí  

ぴ i¿Üôóïñ¿áÖí  げずぢ ,  1-ú  ½ñöÜÑ  ゎÜ½Üë i  
ぶíïö¡ÜçÜ  î i¿Üôóïñ¿áÖí  げずぢ ,  2-ú  ½ñöÜÑ  ゎÜ½Üë i  

ぴ i¿Üôóïñ¿áÖí  げずぢ ,  3-ú  ½ñöÜÑ  ゎÜ½Üë i  
がóï¡ëñöÖí  げずぢ ,  ½ñöÜÑ  がí¿áöÜÖí-ず¿ñçñ¿ iÖí  
ぴ i¿Üôóïñ¿áÖí  げずぢ ,  ½ñöÜÑ  ç：öÜ¡  i  ÇëíÖóîá  
げíÑíôí  äëÜ  äëó£ÖíôñÖÖ　 ,  ÜÇÜëïá¡óú  ½ñöÜÑ  
げíÑíôí  äëÜ  äëó£ÖíôñÖÖ　 ,  ½ñöÜÑ  ぜí¡í 

げíÑíôí  äëÜ  äëó£ÖíôñÖÖ　 ,  Öíß¿ó¢ñÖ：  ½ñöÜÑó  
ぜíöëóôÖ：  ：Çëó ,  ½ñöÜÑ  ゐëíÜÖí-づÜß iÖïÜÖ  

ゑごび Iが  がだ   ゎだずだゑぞだゎだ   ぜぎぞù  

 

ぞ ぎ ず  I  ぞ I  ざ  ぞ ぎ   ぢ  づ だ  ゎ づ ん ぜ  ば  ゑ ん ぞ ぞ é 
ぜñöÜÑó  ÜÑÖÜçó½：ëÖÜ；  Üäöó½：£íî：； 
ゎñÜ½ñöëóôÖí  ：Ööñëäëñöíî：　  げぞずぢ  
とçíÑëíöóôÖóú  ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ  
ぜñöÜÑ  ÖíúüçóÑüÜÇÜ  ïäÜï¡Ü 

Eureka: The Solver 
ゑごび Iが  がだ   ゎだずだゑぞだゎだ   ぜぎぞù  

 

 3 



ぢ：ï¿　 £íäÜï¡Ü äëÜÇëí½ó Öí Ñóïä¿ñ； £'　ç¿　．öáï　 £íïöíç¡í £ Öí£çÜ0 £íÑíô：, àÜ 
ëÜ£Ç¿　Ñí．öáï　, i ½ñöÜÑÜ ；； ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　, ä：ï¿　 ôÜÇÜ ñ¡ëíÖ äÜÑ：¿　．öáï　 Öí ¡：¿á¡í 

£ÜÖ. ゑ ÜÑÖ：ú £ Öóê ëÜ£½：àñÖñ ÇÜ¿ÜçÖñ ½ñÖ0. とÜ¢Öñ ï¿ÜçÜ ½ñÖ0 ． ¡Ü½íÖÑÜ0 
çóàÜÇÜ ë：çÖ　. ゑóßië ¡Ü½íÖÑó ç ½ñÖ0 £Ñ：úïÖ0．öáï　 £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡¿íç：ü 
Üäëíç¿：ÖÖ　 ¡ÜëïÜëÜ½, íßÜ Öíöóï¡ÜçíÖÖ　½ ¡¿íç：ü： £ çóÑ：¿ñÖÜ0 ¿：öñëÜ0 (Ü¡ëí；Öïá¡óú 
í¿âíç：ö). ゑ ½ñÖ0 î： ¿：öñëó çóÑ：¿　0öáï　 ëÜ£½：ëÜ½ i ä：ÑçóàñÖÜ0 　ï¡ëíç：ïö0. 

ゑ ëÜßÜô：ú Üß¿íïö： ñ¡ëíÖÜ ëÜ£½：àÜ．öáï　 öíß¿óî　 £ ÑíÖó½ó £íÑíô： (ïó½ä¿ñ¡ï-
öíß¿óî　, öëíÖïäÜëöÖí öíß¿óî　 i ö. i.) íßÜ ¡ëñï¿ñÖÖ　, àÜ ÜäóïÜ． £íÑíôÜ (Çëíâ：¡, 
½ñëñ¢í i ö. i.). 

ゑ ë　Ñ¡íê ïöíÖÜ ÖíÑí．öáï　 ：ÖâÜë½íî：　 äëÜ ÖÜ½ñë £íÑíô：, àÜ ëÜ£ç'　£Ü．öáï　, 
¡ëÜ¡ í¿ÇÜëóö½Ü, Öí　çÖ：ïöá üöÜôÖóê £½：ÖÖóê i ö. i. 

ゑóêiÑ £ äëÜÇëí½ó £Ñ：úïÖ0．öáï　 £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «ゑóêiÑ» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ 
½ñÖ0. 

がÜ çóêÜÑÜ Öí ¡Ü½ä'0öñë ïöÜÑñÖö äÜçóÖñÖ çóçôóöó âÜë½Ü¿0çíÖÖ　 
Üäöó½i£íîiúÖÜ； £íÑíô： öí ½ñöÜÑ ；； ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 (Ñóç., Öíäëó¡¿íÑ, [1]). ぢiÑ ôíï 
ëÜßÜöó Öí ¡Ü½ä'0öñë： ÖñÜßê：ÑÖÜ ÑÜç：Ñ¡ÜçÜ ：ÖâÜë½íî：0 çï： äëÜÇëí½ó ÖíÑí0öá, 　¡àÜ 

çó¡ÜÖíöó ¡Ü½íÖÑÜ «がÜçiÑ¡í» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (íßÜ ÖíöóïÖÜöó ¡¿íç：üÜ F1). がÜ öÜÇÜ 
¢, äëÜÇëí½ó äÜçÖ：ïö0 ¡ÜÖöëÜ¿00öá Ñ：； ¡ÜëóïöÜçíôí, Ñí0öá ÖñÜßê：ÑÖ： ä：Ñ¡í£¡ó, 
ÖíëíêÜçÜ0öá üöëíâÖ： ßí¿ó äëó ç：Ñêó¿ñÖÖ　ê ç：Ñ í¿ÇÜëóö½Ü. 

とÜ¢Öí äëÜÇëí½í ½：ïöóöá ÑÜ 9 ë：£Öóê ¡ÜÖ¡ëñöÖóê äëó¡¿íÑ：ç, 　¡： ½Ü¢Öí ççñïöó 

Ñ¿　 ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0. ぜÜ¢¿óçñ öí¡Ü¢ 
ççñÑñÖÖ　 ÑíÖóê £ ¡¿íç：íöÜëó. 

ば ß：¿áüÜïö： äëÜÇëí½ äñëñÑßíôñÖí Ññ½ÜÖïöëíî：　 ëÜßÜöó ç íçöÜ½íöóôÖÜ½Ü 
ëñ¢ó½： Ü ç：ÑäÜç：ÑÖÜïö： £ í¿ÇÜëóö½Ü½ ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 Üäöó½i£íîiúÖÜ； £íÑíô：. が¿　 

îáÜÇÜ ÖñÜßê：ÑÖÜ çó¡ÜÖíöó ¡Ü½íÖÑÜ «がñ½ÜÖïöëíîi　» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0. 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 1. 

ぎ¿ñ½ñÖöíëÖ： äñëñöçÜëñÖÖ　 ½íöëóîá. ぜñöÜÑ ゎíÜïïí 

ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíô：. 
づÜ£ç'　£íöó ïóïöñ½Ü ¿：Ö：úÖóê í¿Çñßëí；ôÖóê ë：çÖ　Öá 

a11 x1  + . . . + a1n  xn = a10 , 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  (1.1) 
am1 x1 + . . . + amn xn = am0 , 

àÜ Ü£Öíôí． : 

1. çó£Öíôóöó, ôó ïÜ½：ïÖí ÑíÖí ïóïöñ½í (öÜßöÜ, ôó ½í． çÜÖí êÜôí ß ÜÑóÖ 
ëÜ£ç'　£Ü¡ ) ; 

2. 　¡àÜ ïóïöñ½í ïÜ½：ïÖí, öÜ, ôó ½í． çÜÖí ．ÑóÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡, ôó öí¡óê ëÜ£ç'　£¡iç 
ßñ£¿：ô ; 

3. £Öíúöó ëÜ£ç'　£Ü¡, 　¡àÜ ç：Ö ．ÑóÖóú, i £Öíúöó £íÇí¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ Ü çóäíÑ¡Ü 
：ïÖÜçíÖÖ　 ßñ£¿：ô： ëÜ£ç'　£¡iç. 

ぢóöíÖÖ　 ïÜ½：ïÖÜïö： ïóïöñ½ó (1.1) ëÜ£ç'　£Ü． öñÜëñ½í とëÜÖñ¡ñëí-とíäñ¿¿i, 
âÜë½Ü¿0çíÖÖ　 　¡Ü； öí¡ñ : 

でóïöñ½í ¿：Ö：úÖóê í¿Çñßëí；ôÖóê ë：çÖ　Öá (1.1) ïÜ½：ïÖí ç öÜ½Ü i ö：¿á¡ó ç öÜ½Ü 
çóäíÑ¡Ü, ¡Ü¿ó ïä：çäíÑí0öá ëíÖÇó ÜïÖÜçÖÜ； i ëÜ£üóëñÖÜ； ½íöëóîá 
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 a11 . . . a1n   a11 . . . a1n a10  

A = . . . . . . . . . , A* = . . . . . . . . . . . . . 

 am1 . . . amn   am1 . . . amn am0  

ぢëó îáÜ½Ü ëÜ£ç'　£Ü¡ ．ÑóÖóú öÜÑ： i ö：¿á¡ó öÜÑ：, ¡Ü¿ó rang(A)=n. é¡àÜ ¢ 

rang(A)= r < n, öÜ ÜßÜç'　£¡ÜçÜ £ÖíúÑÜöáï　 öí¡： r £½：ÖÖóê , àÜ çóê：ÑÖí 

ïóïöñ½í (1.1) ßÜÑñ ñ¡ç：çí¿ñÖöÖÜ0 ïóïöñ½： çóÇ¿　ÑÜ : 

x xi r1
,..., i

b 0

i

x b x

x b x b

i j j

i r r j j r

1 1 1

0

+ =

+ =

∑

∑

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

,
 

(1.2)

 

Ññ ä：ÑïÜ½ÜçÜçíÖÖ　 çñÑñöáï　 äÜ j=1,...,n, ç：Ñ½：ÖÖóê ç：Ñ i1,...,ir . 
ぢëÜ ïóïöñ½Ü (1.2) ÇÜçÜë　öá, àÜ çÜÖí ëÜ£ç'　£íÖí ç：ÑÖÜïÖÜ £½：ÖÖóê  i 

½í． ¡íÖÜÖ：ôÖóú çóÇ¿　Ñ. 

x xi ir1
,...,

げíÇí¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ ïóïöñ½ó (1.2) çó£Öíôí．öáï　 öëóç：í¿áÖÜ : 

.xbbx

,...................

,xbbx

jrjrri

jji

0

1011

∑

∑

−=

−=

 (1.3) 

ゑ ë：çÖÜïö　ê (1.3) £½：ÖÖ： x j ( j ç：Ñ½：ÖÖñ ç：Ñ i1, . . . , i r ) � ç：¿áÖ： £½：ÖÖ：, çÜÖó ½Ü¢Üöá 
ÖíßÜçíöó ÑÜç：¿áÖóê £ÖíôñÖá. とÜ¢Öí ïÜ¡ÜäÖ：ïöá ；ê £ÖíôñÖá ÜÑÖÜ£ÖíôÖÜ çó£Öíôí． 
£ÖíôñÖÖ　 £½：ÖÖóê x  � ßí£óïÖóê £½：ÖÖóê. xi r1

,...,

ぜñöÜÑ ゎíÜïïí ． ÜïÖÜçÖó½ ï¡：ÖôñÖó½ ½ñöÜÑÜ½ ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 ïóïöñ½ ¿：Ö：úÖóê 
í¿Çñßëí；ôÖóê ë：çÖ　Öá (1.1) i äÜ¿　Çí． Ü çó¡ÜÖíÖÖ： ÜÑÖÜöóäÖóê äñëñöçÜëñÖá 
çó¡¿0ôñÖÖ　. 

ぞí 1-Ü ¡ëÜîi ½ñöÜÑÜ £ÖíêÜÑ　öá £½：ÖÖÜ  Ü 1-Ü ë：çÖ　ÖÖ：, ¡Üñâ：î：．Öö ß：¿　 　¡Ü； 
Öñ ÑÜë：çÖ0． ÖÜ¿0, i çó¡¿0ôí0öá î0 £½：ÖÖÜ ：£ çï：ê ：Öüóê ë：çÖ　Öá. é¡àÜ, Öíäëó¡¿íÑ, 
a11 Öñ ÑÜë：çÖ0． ÖÜ¿0, öÜ äñëñöçÜëñÖÖ　 1-ÇÜ ¡ëÜ¡Ü öí¡：: ÑÜ i-ÇÜ ë：çÖ　ÖÖ　 ÑÜÑíöó 1-ñ 

ë：çÖ　ÖÖ　, äÜ½ÖÜ¢ñÖñ Öí ôóï¿Ü �a i1/a11 , i=2,...,m. 

x i 1

ゑ ëñ£Ü¿áöíö： äñëñöçÜëñÖá 1-ÇÜ ¡ëÜ¡Ü ïóïöñ½í (1.1) ÖíßÜçí． çóÇ¿　ÑÜ : 

a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n  xn = a10 , 

a′22 x2 + . . . + a′2n  xn = a′20 , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  (1.4) 

a′m2 x2 + . . . + a′mn xn = a′m0 . 

ぞí ÖíïöÜäÖÜ½Ü ¡ëÜîi î　 ¢ äÜï¿：ÑÜçÖ：ïöá Ñ：ú £íïöÜïÜçÜ．öáï　 ÑÜ ôíïöóÖó 
ïóïöñ½ó, àÜ ï¡¿íÑí．öáï　 £ ïóïöñ½ó (1.4) ßñ£ 1-ÇÜ ë：çÖ　ÖÖ　 i ö. Ñ. げÇíÑíÖóú äëÜîñï 
äëÜÑÜç¢Ü．öáï　 ÑÜöó, äÜ¡ó Öñ ßÜÑñ Üöëó½íÖí ïóïöñ½í öëíäñîi．çóÑÖÜÇÜ (£Ü¡ëñ½í, 
öëó¡ÜöÖÜÇÜ) çóÇ¿　ÑÜ, íßÜ Öñ ßÜÑñ ä：ÑöçñëÑ¢ñÖí Ü£Öí¡í ÖñïÜ½：ïÖÜïö： ïóïöñ½ó. 

だäóïíÖ： äñëñöçÜëñÖÖ　 ï¡¿íÑí0öá äë　½óú ê：Ñ ½ñöÜÑÜ ゎíÜïcí. ぢëó äë　½Ü½Ü 
êÜÑ： äñëñöçÜëñÖÖ　 çó¡ÜÖÜ0öáï　 «£çñëêÜ çÖó£» � ç：Ñ äñëüÜÇÜ ë：çÖ　ÖÖ　 ÑÜ 
ÜïöíÖÖáÜÇÜ. げçÜëÜöÖóú ê：Ñ ½ñöÜÑÜ ゎíÜïïí ï¡¿íÑí0öá äñëñöçÜëñÖÖ　 çó¡¿0ôñÖÖ　 
ç：ÑÜ¡ëñ½¿ñÖóê äëó äë　½Ü½Ü êÜÑ： ßí£óïÖóê £½：ÖÖóê, äëó îáÜ½Ü äñëñöçÜëñÖÖ　 
çó¡ÜÖÜ0öáï　 ç £çÜëÜöÖÜ½Ü äÜë　Ñ¡Ü: ç：Ñ ÜïöíÖÖáÜÇÜ ë：çÖ　ÖÖ　 ÑÜ äñëüÜÇÜ � «£Öó£Ü 
ççñëê». 
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ぢë　½óú öí £çÜëÜöÖóú ê：Ñ ½ñöÜÑÜ ゎíÜïïí Ñ：ïöíç Öí£çÜ ½ñöÜÑÜ äÜçÖÜÇÜ 
çó¡¿0ôñÖÖ　 ぐÜëÑíÖí-ゎíÜïïí. 

とëi½ ÜïÖÜçÖÜÇÜ äëó£ÖíôñÖÖ　 (　¡ ½ñöÜÑÜ ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 ïóïöñ½ ¿：Ö：úÖóê 
í¿Çñßëí；ôÖóê ë：çÖ　Öá) ½ñöÜÑ ゎíÜïcí ½í． i ：Öü： çí¢¿óç： £íïöÜïÜçíÖÖ　. 

げí ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 äë　½ÜÇÜ êÜÑÜ ½ñöÜÑÜ ゎíÜïcí ½Ü¢Öí Üßôóï¿0çíöó ôóïñ¿áÖ： 
çó£ÖíôÖó¡ó (ü¿　êÜ½ £çñÑñÖÖ　 çó£ÖíôÖó¡í ÑÜ öëó¡ÜöÖÜÇÜ çóÇ¿　ÑÜ). 

ぜñöÜÑ ぐÜëÑíÖí-ゎíÜïcí ÑÜ£çÜ¿　． £ÖíêÜÑóöó ÜßñëÖñÖ： ½íöëóî：. 
ぞñêíú ½í．½Ü Ññ　¡Ü ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜ ¡çíÑëíöÖÜ ½íöëóî0 : 

 a11 . . . a1n  

 A = . . . . . . . . . . 

 an1 . . . ann   

ぢÜßÜÑÜ．½Ü ëÜ£üóëñÖÜ ½íöëóî0 çóÇ¿　ÑÜ : 

a11 . . . a1n 1 . . . 0 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 
an1 . . . ann  0 . . . 1 

i £íïöÜïÜ．½Ü ÑÜ Öñ； ½ñöÜÑ ぐÜëÑíÖí-ゎíÜcïí. é¡àÜ ç ëñ£Ü¿áöíö： Üöëó½í．½Ü ½íöëóî0 
çóÇ¿　ÑÜ : 

1 . . . 0 b11 . . . b1n  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . , 
0 . . . 1 bn1 . . . bnn   

öÜ 
b11 . . . b1n  
. . . . . . . . .  
bn1 . . . bnn   

め ÜßñëÖñÖÜ0 ½íöëóîñ0 ÑÜ çóê：ÑÖÜ； ½íöëóî： A. 

ぢëoÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぜÜÑÜ¿á, 　¡óú çó¡ÜÖÜ． ñ¿ñ½ñÖöíëÖ： äñëñöçÜëñÖÖ　 ½íöëóîá, àÜ ¿ñ¢íöá ç 
ÜïÖÜç： ½ñöÜÑÜ ゎíÜcïí, £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» 
ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ ゎíÜcïí ïóïöñ½ó ¿：Ö：úÖóê í¿Çñßëí；ôÖóê ë：çÖ　Öá, ëÜ£üóëñÖ： 
½íöëóî： 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 
(£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô：. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ ゎíÜïïí ïóïöñ½ó ¿：Ö：úÖóê í¿Çñßëí；ôÖóê ë：çÖ　Öá, àÜ £íÑíÖ： 
ëÜ£üóëñÖó½ó ½íöëóî　½ó : 

 1) 2 -2  0  1 -3  2) 1  1 -6 -4  6  3) 2 -1  3  4  5 

 2  3  1 -3 -6  3 -1 -6 -4  2  4 -2  5  6  7 
 3  4 -1  2  0  2  3  9  2  6  6 -3  7  8  9 
 1  3  1 -1  2  3  2  3  8 -7  8 -4  9 10 11 

だßôóï¿óöó öí¡： çó£ÖíôÖó¡ó : 
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 4) 0 1 1 1   5) 1 1 6 4   6) 3  6  5 6 4 

 1 0 1 1   3 1 6 4   5  9  7 8 6 
 1 1 0 1   2 3 9 2   6 12 13 9 7 
 1 1 1 0   3 2 3 8   2  5  4 5 3 
             4  6  6 5 4 

げÖíúöó ÜßñëÖñÖ： ÑÜ öí¡óê ½íöëóîá : 

 7) 1  1  1  1   8) 1 2 3 4   9) 3  6  5 6 

 1  1 -1 -1   2 3 1 2   5  9  7 8 
 1 -1  1 -1   1 1 1 1   6 12 13 9 
 1 -1 -1  1   1 0 2 6   2  5  4 5 

 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 2. 

げíÑíôí ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. でó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ 

ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 ç ïöíÖÑíëöÖ：ú âÜë½： (でげずぢ). 

げÖíúöó çñ¡öÜë x = (x1 , . . . ,xn), àÜ ½iÖi½i£Ü． î：¿áÜçÜ âÜÖ¡î：0 

L (x ) = c1 x1 + ... + cn xn (2.1) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü Üß½ñ¢ñÖá 

a11 x1  + . . . + a1n  xn = a10 , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  (2.2) 
am1 x1 + . . . + amn xn = am0 , 

x j≥0, j=1,... ,n. (2.3) 

ゑ £íÑíô： (2.1)�(2.3) ßÜÑñ½Ü Öí£óçíöó ½íöëóî0 A = ||a i j || , i=1,...,m, j=1,...,n, 

½íöëóîñ0 Ü½Üç; çñ¡öÜë-ïöÜçäñîá A j = (a1 j , . . . ,amj )
ö, j=1,...,n, � j-½ çñ¡öÜëÜ½ 

Ü½Üç; çñ¡öÜë A0 = (a10 , . . . ,am0 )ö � çñ¡öÜëÜ½ Üß½ñ¢ñÖá. 

だïÖÜçÖ： Ü£ÖíôñÖÖ　. 

ゑñ¡öÜë x = (x1 , . . . ,xn) Öí£óçí．öáï　 ÑÜäÜïöó½ó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ げずぢ, 　¡àÜ úÜÇÜ 
¡Ü½äÜÖñÖöó £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá Üß½ñ¢ñÖÖ　 (2.2)�(2.3). 

ぞñÖÜ¿áÜçóú ÑÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ x � ßí£óïÖóú (がゐづ), 　¡àÜ úÜÇÜ ÑÜÑíöÖó½ 

¡Ü½äÜÖñÖöí½ x j ç：ÑäÜç：Ñí0öá ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Ö： çñ¡öÜëó Ü½Üç A j . (ぞÜ¿áÜçóú 
ÑÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ ßÜÑñ½Ü £íç¢Ñó ççí¢íöó ßí£óïÖó½). 

でóïöñ½í m ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Öóê çñ¡öÜë：ç Ü½Üç, àÜ ç¡¿0ôí． ç¡í£íÖ： çñ¡öÜëó A j , 
Öí£óçí．öáï　 ßí£óïÜ½. 

ゑñ¡öÜëó ßí£óïÜ ÜöçÜë00öá ßí£óïÖÜ ½íöëóî0. 

ゑó¡¿íÑ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ. 

でó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ (でぜ) ßñ£äÜïñëñÑÖáÜ £íïöÜïÜçÜ．öáï　 ÑÜ ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 
¡íÖÜÖ：ôÖÜ； £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (とげずぢ) i £Ñ：úïÖ0． î：¿ñïäë　½ÜçíÖñ 
äñëñßóëíÖÖ　 ÑÜäÜïöó½óê ßí£óïÖóê ëÜ£ç'　£¡iç (がゐづ) (çñëüóÖ ÑÜäÜïöó½ÜÇÜ 
½ÖÜÇÜÇëíÖÖó¡í ëÜ£ç'　£¡iç げずぢ, àÜ çó£Öíôí．öáï　 Üß½ñ¢ñÖÖ　½ó (2.2)�(2.3)), ÑÜ 
½ÖÜ¢óÖó 　¡óê Öí¿ñ¢óöá Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡, 　¡àÜ ç：Ö ：ïÖÜ．; íßÜ çó£Öíôí．, àÜ 
げずぢ Öñ ½í． Üäöó½í¿áÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü. 

げずぢ � ¡íÖÜÖ：ôÖí, 　¡àÜ ；； Üß½ñ¢ñÖÖ　 (2.2) ½í0öá ¡íÖÜÖ：ôÖÜ âÜë½Ü : 
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x i + a i,m+1 xm+1 + ... + a in xn = a i0 ,   a i0 ≥0,  i=1,...,m, 

öÜßöÜ, ½íöëóî　 Ü½Üç A = ||a i j || , i=1,...,m, j=1,...,n, ½：ïöóöá ç ïÜß： ÜÑóÖóôÖÜ 

äiÑ½íöëóî0 ëÜ£½：ëÜ m×m i çñ¡öÜë Üß½ñ¢ñÖá A0 = (a10 , . . . ,am0 )ö � Öñç：Ñ'．½Öóú. 
とげずぢ ñ¿ñ½ñÖöíëÖÜ çó£Öíôí． öí¡： ÜïÖÜçÖ： ç ¿：Ö：úÖÜ½Ü äëÜÇëí½ÜçíÖÖ： 

¡ÜÖïöëÜ¡î：； : 
• Ññ　¡óú がゐづ � x (0 )= (a10 , . . . ,am0 , 0 , . . . , 0 )ö; 
• úÜÇÜ ßí£óï � m-çó½iëÖi ÜÑóÖóôÖ： çñ¡öÜëó (1,0,...,0)ö, (0,1,...,0)ö,..., (0,...,0,1)ö; 
• úÜÇÜ ßí£óïÖÜ ½íöëóî0 B � ÜÑóÖóôÖÜ ½íöëóî0 ëÜ£½：ëÜ m×m; 

• ßí£óïÖ： £½：ÖÖ： � x1 , . . . ,xm. 
でöíÖÑíëöÖí げずぢ (2.1)�(2.3) £çÜÑóöáï　 ç £íÇí¿áÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ÑÜ ¡íÖÜÖ：ôÖÜ； 

げずぢ ÑÜÑíçíÖÖ　½ üöÜôÖóê Öñç：Ñ'．½Öóê £½：ÖÖóê ÑÜ ¿：çóê ôíïöóÖ Üß½ñ¢ñÖá (2.2) i 
ççñÑñÖÖ　½ îóê ¢ñ £½：ÖÖóê £ ÑÜïóöá çñ¿ó¡ó½ ¡Üñâ：î：．ÖöÜ½ ぜ> 0 ÑÜ î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； 
(2.1) (ぜ-½ñöÜÑ). 

ぜ-£íÑíôí ½í． çóÇ¿　Ñ : 

L (x ) = c1 x1 + ... + cn xn + M (y1 + ... + ym ) → min, 

a11 x1  + . . . + a1n  xn + y1       = a10 , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 
am1 x1 + . . . + amn xn +      ym = am0 , 

x j ≥0, j=1,... ,n, y i ≥0, i=1,... ,m, 

a i0 ≥0, i=1,... ,m. 

だ£Öí¡í Üäöó½í¿áÖÜïö： : é¡àÜ Öí Ññ　¡Ü½Ü ¡ëÜîi でぜ ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi (Ñóç. 

í¿ÇÜëóö½) がゐづ x * Öñç：Ñ'．½Ö：, öÜ x * � Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ とげずぢ. 

ば½Üçó ç：ÑïÜöÖÜïö： ëÜ£ç'　£¡Ü : 

1. げずぢ Öñ ½í． Üäöó½í¿áÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü, 　¡àÜ Öí 　¡Ü½Ü-ÖñßÜÑá ¡ëÜîi êÜôí ß ÜÑóÖ 

çñ¡öÜë Ü½Üç A j £ ç：Ñ'．½ÖÜ0 Üî：Ö¡Ü0 ∆ j Öñ ½í． ÑÜÑíöÖóê ¡Ü½äÜÖñÖö ; 

2. げずぢ Öñ ½í． ëÜ£ç'　£¡iç, 　¡àÜ êÜôí ß ÜÑÖí üöÜôÖí £½：ÖÖí ÑÜÑíöÖí Ü çóäíÑ¡Ü, 
¡Ü¿ó çó¡ÜÖÜ．öáï　 Ü£Öí¡í Üäöó½í¿áÖÜïö：. 
ん¿Çoëóö½ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöoÑÜ. 

ぞí ¡Ü¢ÖÜ½Ü ¡ëÜîi でぜ çó¡ÜÖÜ0öáï　 öí¡： Ñ：； (ëÜ£ëíêÜÖ¡Üç： âÜë½Ü¿ó ÖíçÜÑ　öáï　 
¿óüñ Ñ¿　 äñëüÜÇÜ ¡ëÜ¡Ü). 

1. づÜ£Ç¿　Ñí．öáï　 がゐづ x =(a10 , . . . ,am0 , 0 , . . . , 0 )ö. 
だßôóï¿00öáï　 ç：ÑÖÜïÖ： Üî：Ö¡ó (ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi) ∆ j Öñßí£óïÖóê £½：ÖÖóê x j , 

j=m+1,...,n, £í âÜë½Ü¿Ü0 : 

∆ j = c j � (cß , A j ) , 

Ññ cß = (c1 , . . . ,cm)ö, A j  � çñ¡öÜë Ü½Üç, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． £½：ÖÖ：ú x j  (ç：ÑÖÜïÖ： 
Üî：Ö¡ó ßí£óïÖóê £½：ÖÖóê ÑÜë：çÖ00öá ÖÜ¿0). 

é¡àÜ Ñ¿　 çï：ê j=1,... ,n, çó¡ÜÖÜ．öáï　 Ü½Üçí ∆ j ≥ 0 , öÜ がゐづ x ． Üäöó½í¿áÖó½ 
ëÜ£ç'　£¡Ü½ とげずぢ. é¡àÜ ÑÜ öÜÇÜ ¢ Üï： üöÜôÖ： £½：ÖÖ： ÑÜë：çÖ00öá ÖÜ¿0, öÜ, 
ç：Ñ¡óÑí0ôó ；ê, Üöëó½í．½Ü Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ çóê：ÑÖÜ； げずぢ; ：Öí¡üñ 
çóê：ÑÖí げずぢ Öñ ½í． ëÜ£ç'　£¡iç (；； ÑÜäÜïöó½í Üß¿íïöá äÜëÜ¢Ö　). 

 8 



é¡àÜ ：ïÖÜ． öí¡ñ j , àÜ ∆ j < 0 , í çñ¡öÜë Ü½Üç A j Öñ ½í． ÑÜÑíöÖóê ¡Ü½äÜÖñÖö, 
öÜ げずぢ Öñ ½í． Üäöó½í¿áÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü (；； î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 L (x ) Öñ Üß½ñ¢ñÖí 
£Öó£Ü Öí ÑÜäÜïöó½Ü½Ü ½ÖÜÇÜÇëíÖÖó¡Ü ëÜ£ç'　£¡iç). とiÖñîá Üßôóï¿ñÖá. 

2. é¡àÜ ：ïÖÜ0öá ：ÖÑñ¡ïó j , Ñ¿　 　¡óê ∆ j < 0 , í ç：ÑäÜç：ÑÖ： çñ¡öÜëó Ü½Üç A j ½í0öá 
ÑÜÑíöÖ： ¡Ü½äÜÖñÖöó, öÜ £ÖíêÜÑ　öá k £í âÜë½Ü¿Ü0 

k = argmin ∆ j , 

 j : ∆ j < 0  

i, Üßôóï¿00ôó Ñ¿　 a i k > 0 ç：ÑÖÜüñÖÖ　 θi = a i0 /a i k , çó£Öíôí0öá l , àÜ 
£íÑÜçÜ¿áÖ　． ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 

l = argmin θi . 
i : a i k > 0 

3. ぢñëñêÜÑ　öá ÑÜ ÖÜçÜÇÜ がゐづ, ü¿　êÜ½ ççñÑñÖÖ　 ç ßí£óï çñ¡öÜëí Ak i çóçñÑñÖÖ　 

£ ßí£óïÜ çñ¡öÜëí A l . どí¡óú äñëñê：Ñ £Ñ：úïÖ0．öáï　 £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ïó½ä¿ñ¡ï-
äñëñöçÜëñÖá (ñ¿ñ½ñÖöíëÖóê äñëñöçÜëñÖá ぐÜëÑíÖí-ゎíÜïïí) £ çñÑÜôó½ 
ñ¿ñ½ñÖöÜ½ a l k  ÖíÑ ñ¿ñ½ñÖöí½ó ëÜ£üóëñÖÜ； ½íöëóî： Ü½Üç (2.2). ぢñëñêiÑ ÑÜ 
äÜÖ¡öÜ 1. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ げずぢ ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ 
¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ  
ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 

ゎñÜ½ñöëóôÖí ：Ööñëäëñöíî：　 £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 £Ñ：úïÖ0．öáï　 
½ÜÑÜ¿ñ½, 　¡óú £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ öÜÇÜ ¢ ïí½ÜÇÜ ëÜ£Ñ：¿Ü. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½ £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, Ü½Üçó 　¡óê 

£íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： ヽ1−
ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô： . 

ゑ Üï：ê £íÑíôíê, àÜ äëÜäÜÖÜ0öáï　 Öó¢ôñ, Üï： £½：ÖÖ： Öñç：Ñ'．½Ö：. 
 

1) x1 + x2 + x3 → min, 2) 2 x1 + x2 �    x3 � x4 → min, 
 x1                 �    x4            � 2 x6 = 5,     x1 + x2 + 2 x3 � x4 = 2, 
          x2        + 2 x4 � 3 x5 +    x6 = 3,  2 x1 + x2 � 3 x3 + x4 = 6, 
                 x3 + 2 x4 � 5 x5 + 6 x6 = 5;     x1 + x2 +    x3 + x4 = 7; 
 

3)     x1 � 2x2 + 3x3 → min, 4) 2x1 � 3x2 → max, 5) 6 x1 + 4 x2 → min, 
   2x1 + 3x2 + 4x3 = 1,  5x1 + 2x2 ≥ 10,  2 x1 +    x2 ≥ 3, 
 �2x1 +   x2 + 3x3 = 2;    x1 + 3x2 ≤ 12;     X1 �    x2 ≤ 1; 
 

6) 2 x1 � 4 x2 → min, 7) 7 x1 + 5 x2 → max, 8) 3 x1 + 2 x2 → max, 
 8 x1 � 5 x2 ≤ 16,  7 x1 + 5 x2 ≥   7,  4 x1 + 2 x2 ≥ 12, 
    x1 + 3 x2 ≥   2,  7 x1 � 5 x2 ≥ 35,     x1 + 2 x2 ≤ 10, 
 2 x1 + 7 x2 ≤   9;     x1 �     x2 ≤   0;  2 x1 + 2 x2 =   6; 
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9) 4 x1 + 5 x2 +  9 x3 + 11 x4 → max, 10)    + x1 − x2 −2 x3  + x4 → max, 
    x1 +    x2 +     x3 +       x4 ≤ 15,     2 x1 + x2 +   x3  � x4 = 2, 

 7 x1 + 5 x2 +  3 x3 +    2 x4 ≤ 80,  � 3 x1 + x2 +2 x3  + x4 = 6, 

 3 x1 + 5 x2 + 10 x3 + 15 x4 ≤ 60;        x1 + x2 +   x3  + x4 = 7; 

 

11) 4x1 +  x2 � 2x3 �   x4 �   x5 → min, 12)    x1 + 2 x2 + 3 x3 � x4 → max, 
                       x3 �  x4 +   x5 = 1,     x1 + 2 x2 + 3 x3    = 15, 
             x2          + 2x4 �   x5 = 1,  2 x1 +     x2 � 3 x3    = 20, 
   x1 + 2x2                    + 2x5 = 4;     x1 + 2 x2        + x4 = 10. 
 
ゑ：ÑäÜç：Ñ：:  
1) x* = (7.1; 0; 0; 1.3; 0; 0.4),  L(x*) = 7.1. 

2) x* = (0; 4.13; 0.25; 2.63),  L(x*) = 1.25. 

3) づÜ£ç�　£¡Ü Öñ½í． ( D = ∅ ). 

4) x* = (12; 0),  L(x*) = 24. 

5) x* = (1.33; 0.33),  L(x*) = 9.33. 

6) x* = (0; 1.29),  L(x*) = −5.14. 

7) づÜ£ç�　£¡Ü Öñ½í． (î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 ÖñÜß½ñ¢ñÖí £çñëêÜ Öí ÑÜäÜïöó½：ú 
½ÖÜ¢óÖ：). 

8) x* = (3; 0),  L(x*) = 9. 

9) x* = (10.16; 0; 2.95; 0),  L(x*) = 67.21. 

10) x* = (0.25; 4.13; 0; 2.63),  L(x*) = −1.25. 

11) x* = (0; 0; 0.5; 1.5; 2),  L(x*) = −4.5. 

12) づÜ£ç�　£¡Ü Öñ½í． ( D = ∅ ). 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 3. 

げíÑíôí ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜÜÑóâ：¡ÜçíÖóú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ 

ゑó¡¿íÑ ½ÜÑóâ：¡ÜçíÖÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ. 

ぜÜÑóâi¡ÜçíÖóú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ (ぜでぜ) ßñ£äÜïñëñÑÖáÜ £íïöÜïÜçÜ．öáï　 ÑÜ 
ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 とげずぢ i £Ñ：úïÖ0． î：¿ñïäë　½ÜçíÖñ äñëñßóëíÖÖ　 がゐづ, ÑÜ ½ÖÜ¢óÖó 
　¡óê Öí¿ñ¢óöá Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡, 　¡àÜ ç：Ö ：ïÖÜ．; íßÜ çó£Öíôí．, àÜ げずぢ Öñ 
½í． Üäöó½í¿áÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü. 

ば ぜでぜ Öí ç：Ñ½：ÖÜ ç：Ñ でぜ ïó½ä¿ñ¡ï-äñëñöçÜëñÖÖ　 £íïöÜïÜçÜ0öáï　 ö：¿á¡ó ÑÜ 

ßí£óïÖÜ； ôíïöóÖó ½íöëóî： Ü½Üç A . 
だ£Öí¡í Üäöó½í¿áÖÜïö： öí Ü½Üçó ç：ÑïÜöÖÜïö： Üäöó½í¿áÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü げずぢ Ñ¿　 

ぜでぜ i でぜ ÜÑÖí¡Üç：. 
ん¿ÇÜëóö½ ½ÜÑóâ：¡ÜçíÖÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ. 

ぞí s-Ü ¡ëÜîi ぜでぜ çó¡ÜÖÜ0öáï　 öí¡： Ñ：； : 
1. だßôóï¿00öáï　 ç：ÑÖÜïÖ： Üî：Ö¡ó (ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi) 

∆ j [ s ] = c j � ( u [ s ] ,  A j ) , 

Ññ u [ s ] ö= cß [ s ] öゑÜß [ s ] � çñ¡öÜë ïó½ä¿ñ¡ï-½ÖÜ¢Öó¡iç, ゑÜß [ s ] � ½íöëóî　, 

ÜßñëÖñÖí ÑÜ ßí£óïÖÜ；, cß [ s ]  � ßí£óïÖí ôíïöóÖí çñ¡öÜëí c . é¡àÜ ∆ j [ s ] ≥ 0 
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Ñ¿　 çï：ê j=1,...,n, öÜ ¡：Öñîá Üßôóï¿ñÖá: äÜöÜôÖóú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ 
Üäöó½í¿áÖóú. é¡àÜ ：ïÖÜ． j öí¡ñ, àÜ ∆ j [ s ] < 0 , öÜ äñëñúöó ÑÜ äÜÖ¡öÜ 2. 

2. ゑóßóëí．öáï　 k £í âÜë½Ü¿Ü0 

k = argmin∆ j [ s ] . 

j : ∆ j [ s ] < 0  

だßôóï¿00öáï　 çñ¡öÜëó A k [ s ]  = ゑÜß [ s ] A k  öí A 0 [ s ] = ゑÜß [ s ] A 0 . 

é¡àÜ A k [ s ] ≤0 , öÜ ¡：Öñîá: îi¿áÜçí âÜÖ¡î：　 ÖñÜß½ñ¢ñÖí £Öó£Ü Öí ÑÜäÜïöó½：ú 
½ÖÜ¢óÖ： . é¡àÜ ：ïÖÜ0öá i öí¡：, àÜ a i k [ s ] > 0 , öÜ äñëñúöó ÑÜ äÜÖ¡öÜ 3. 

3. だßôóï¿00öáï　 ç：ÑÖÜüñÖÖ　 θi [ s ] = a i 0 [ s ] /a i k [ s ]  Ñ¿　 çï：ê a i k [ s ] > 0  öí 
çóßóëí．öáï　 l öí¡, àÜ 

l = argminθi [ s ] . 
i : a i k [ s ] > 0 

ゑñ¡öÜë A k  Öí¿ñ¢óöá ççñïöó ÑÜ ßí£óïÜ, í çñ¡öÜë, àÜ ． ßí£óïÖó½ Ü l−½Ü 
Öñäë　½Ü½Ü Üß½ñ¢ñÖÖ：, äÜçóÖñÖ ßÜöó çóçñÑñÖóú £ ßí£óïÜ. 

4. ぜíöëóî　 ゑÜß [ s + 1 ] Üßôóï¿0．öáï　 £í ½íöëóîñ0 ゑÜß [ s ] £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 
£çóôíúÖóê ïó½ä¿ñ¡ï-äñëñöçÜëñÖá £ çó¡ÜëóïöíÖÖ　½ çñÑÜôÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí 

a l k [ s ] . ぢÜÑißÖó½ ôóÖÜ½ ½Ü¢ñ ßÜöó çó£ÖíôñÖóú i çñ¡öÜë A 0 [s+1 ] . が¿　 とげずぢ 

ゑÜß [ 0 ] � ÜÑóÖóôÖí ½íöëóî　 ëÜ£½：ëÖÜïö： m×m. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ げずぢ ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ 
¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ 
ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ÜÑóâ：¡ÜçíÖó½ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½ £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ 
äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» 
ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô： .  

ゑ Üï：ê £íÑíôíê, àÜ äëÜäÜÖÜ0öáï　 Öó¢ôñ, çï： £½：ÖÖ： Öñç：Ñ'．½Ö：. 
 

1)    x1 �   x2           + 3x4 +   x5 → min, 2) 3 x1 + x2      + x4 + x5 → min, 
    x1 + 2x2 + 3x3 + 3x4 +   x5 = 15,  2 x1 � x2       + x4 � x5 = 9, 
 2 x1 �   x2 � 3x3 +   x4 �   x5 =   4,  4 x1 � x2 � x3       � x5 = 4, 
 2 x1 � 2x2 �   x3           + 2x5 =   8;     x1 � x2 � x3        � x5 = 6; 

 

3)   x1 � 2x2 + 2x3 +   x4 + 2x5 → max, 4)   x1 + 2x2 + x3 �   x4 → min, 
 �x1 +   x2 � 2x3 + 3x4 +   x5 = 2,  �x1 + 5x2 + x3 +   x4 +   x5 = 10, 
 �x1 + 2x2 �   x3 + 2x4           = 3,  2x1 �   x2 + x3 � 3x4          =    6, 
 2x1 + 3x2           +   x4 �   x5 = 6;          10x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 25; 

 

5)    x1 �    x2 +   x3 + x4 �    x5 → min, 6)   x1 �   x2 +   x3 + 2x4 → max, 
    x1                     + x4 + 6 x5 = 9,    x1 +   x2 +   x3 + 2x4 + 3x5 =  7, 
 3 x1 +    x2 � 4 x3        + 2 x5 = 2,    x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 + 2x5 = 12, 
    x1 + 2 x2                   + 2 x5 = 6;  2x1 + 3x2 + 4x3 + 4x4 �   x5 = 22; 
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7) x1 + 2 x2 �    x3 � x4 → min, 8)   x1 � x2 +   x3 + x4 + x5 �     x6 → min, 
 x1 +    x2 + 2 x3 � x4 = 2,  4x1 + x2 � 4x3 + x4         +   8x6 = 15, 
 x1 + 2 x2 � 3 x3 + x4 = 6,  4x1 + x2 � 2x3         + x5 +   4x6 =   8, 
 x1 +    x2 +    x3 + x4 = 7;  5x1 + x2 � 2x3 + x4 + x5 + 10x6 = 21; 

 

9)   x1 + 2x2 + 3x3 + x4 + x5 → max, 10)   x1 �  x2 +   x3 � 3x4 + 2x5 → min, 
   x1 +   x2 + 4x3 � x4 + x5 = 1,    x1 + 2x2 �   x3 + 2x4 +   x5 ≥   8, 
   x1 +   x2 � 2x3 + x4 + x5 = 1,  �x1 �   x2 +   x3 � 3x4 � 2x5 = 10, 
 �x1 +   x2 � 6x3 + x4 + x5 = 1;  2x1 �   x2 + 3x3 �   x4 + 2x5 ≤   4. 

ゑ：ÑäÜç：Ñ：:  
1) x* = (5.11; 3.67; 0; 0; 2.56),  L(x*) = 4. 

2) づÜ£ç�　£¡Ü Öñ½í． ( D = ∅ ). 

3) づÜ£ç�　£¡Ü Öñ½í． (î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 ÖñÜß½ñ¢ñÖí £çñëêÜ Öí ÑÜäÜïöó½：ú 
½ÖÜ¢óÖ：). 

4) x* = (1; 0; 4; 0; 7),  L(x*) = 5. 

5) x* = (0; 1.5; 0.63; 0; 1.5),  L(x*) = −2.38. 

6) x* = (1; 0; 4; 1; 0),  L(x*) = 7. 

7) x* = (4.13; 0; 1.25; 2.62),  L(x*) = 1.25. 

8) x* = (0; 1; 0.83; 0; 0; 2.17),  L(x*) = −2.33. 

9) x* = (0; 1; 0; 0; 0),  L(x*) = 2. 

10) づÜ£ç�　£¡Ü Öñ½í． ( D = ∅ ). 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 4. 

げíÑíôí ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. がçÜ；ïöóú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ 

ゑó¡¿íÑ ÑçÜ；ïöÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ. 

がçÜ；ïöóú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ (がでぜ) ßñ£äÜïñëñÑÖáÜ £íïöÜïÜçÜ．öáï　 ÑÜ 
ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 ½íú¢ñ ¡íÖÜÖ：ôÖÜ； £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (ぜとげずぢ), 　¡í 
âÜë½Ü¿0．öáï　 öí¡ó½ ôóÖÜ½: 

げÖíúöó çñ¡öÜë x = (x1,...,xn), àÜ ½iÖi½i£Ü． ¿：Ö：úÖÜ âÜÖ¡î：0 

L (x ) = c1 x1 + ... + cn xn (4.1) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü ¿：Ö：úÖóê Üß½ñ¢ñÖá 

x i + a i,m+1 xm+1 + ... + a in xn = a i0 ,  i=1,...,m, (4.2) 

x j≥0, j=1,... ,n, (4.3) 

(¡Ü½äÜÖñÖöó a i0  çñ¡öÜëí Üß½ñ¢ñÖá A 0 ½Ü¢Üöá ßÜöó ç：Ñ'．½Öó½ó) äëó ÑÜÑíö¡Üç：ú 

Ü½Üç： : ç：ÑÖÜïÖ： Üî：Ö¡ó (ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi) ∆ j £½：ÖÖóê x j Öñç：Ñ'．½Ö：. 
ゑñ¡öÜë x = (x1 , . . . ,xn) Öí£óçí．öáï　 ½íú¢ñ ÑÜäÜïöó½ó½ ßí£óïÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ 

(ぜがゐづ) ぜとげずぢ, 　¡àÜ úÜÇÜ ¡Ü½äÜÖñÖöó £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá Üß½ñ¢ñÖÖ　 (4.2), i 

ÖñÖÜ¿áÜçó½ ¡Ü½äÜÖñÖöí½ x j ç：ÑäÜç：Ñí0öá ¿：Ö：úÖÜ Öñ£í¿ñ¢Ö： çñ¡öÜëó Ü½Üç A j . 
ゐí£óï i ßí£óïÖí ½íöëóî　 ぜがゐづ çó£Öíôí0öáï　 äÜÑ：ßÖÜ öÜ½Ü, 　¡ îñ ëÜßóöáï　 

Ñ¿　 でげずぢ. 
ぜとげずぢ ． ôíïöóÖÖó½ çóäíÑ¡Ü½ でげずぢ. IïÖÜ0öá ½ñöÜÑó £çñÑñÖÖ　 ÑÜç：¿áÖÜ； げずぢ 

ÑÜ ½íú¢ñ ¡íÖÜÖ：ôÖÜÇÜ çóÇ¿　ÑÜ. 
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だ£Öí¡í Üäöó½í¿áÖÜïö： : é¡àÜ Öí Ññ　¡Ü½Ü ¡ëÜîi がでぜ ¡Ü½äÜÖñÖöó ぜがゐづ x * 

Öñç：Ñ'．½Ö：, öÜ x * � Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ ぜとげずぢ. 

だ£Öí¡í ç：ÑïÜöÖÜïö： ëÜ£ç'　£¡Ü : だäöó½í¿áÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü ぜとげずぢ Öñ ：ïÖÜ．, 　¡àÜ 

Öí 　¡Ü½Ü-ÖñßÜÑá ¡ëÜîi がでぜ ç ë　Ñ¡Ü £ a i0 < 0 çï： ¡Ü½äÜÖñÖöó a i j ≥ 0, j=1,... ,n. ゑ 
îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ÑÜäÜïöó½í ½ÖÜ¢óÖí ëÜ£ç'　£¡iç ぜとげずぢ äÜëÜ¢Ö　. 

ん¿ÇÜëóö½ ÑçÜ；ïöÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ. 

ぞí ¡Ü¢ÖÜ½Ü ¡ëÜîi がでぜ çó¡ÜÖÜ0öáï　 öí¡： Ñ：； (ëÜ£ëíêÜÖ¡Üç： âÜë½Ü¿ó 
ÖíçÜÑ　öáï　 ¿óüñ Ñ¿　 äñëüÜÇÜ ¡ëÜ¡Ü). 

1. づÜ£Ç¿　Ñí．öáï　 ぜがゐづ x =(a10 , . . . ,am0 , 0 , . . . , 0 ). 

だßôóï¿00öáï　 ç：ÑÖÜïÖ： Üî：Ö¡ó (ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi) ∆ j Öñßí£óïÖóê £½：ÖÖóê x j , 
j=m+1,...,n, £í âÜë½Ü¿Ü0 : 

∆ j = c j � (cß , A j ) , 

Ññ cß = (c1 , . . . ,cm), A j  � çñ¡öÜë Ü½Üç, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． £½：ÖÖ：ú x j  (ç：ÑÖÜïÖ： 
Üî：Ö¡ó ßí£óïÖóê £½：ÖÖóê ÑÜë：çÖ00öá ÖÜ¿0). 

é¡àÜ Ñ¿　 çï：ê i=1,... ,m çó¡ÜÖÜ．öáï　 Ü½Üçí a i0 ≥ 0 , öÜ ぜがゐづ x ßÜÑñ 
Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ ぜとげずぢ. とiÖñîá Üßôóï¿ñÖá. 

é¡àÜ ：ïÖÜ． öí¡ñ i , àÜ a i0 < 0 , í ¡Üñâ：î：．Ööó a i j ≥ 0 , j=1,... ,n, öÜ ぜとげずぢ Öñ ½í． 
ÑÜäÜïöó½óê ëÜ£ç'　£¡iç. とiÖñîá Üßôóï¿ñÖá. 

2. é¡àÜ ：ïÖÜ0öá ：ÖÑñ¡ïó i , Ñ¿　 　¡óê a i0 < 0 , í ïñëñÑ ç：ÑäÜç：ÑÖóê ¡Ü½äÜÖñÖö a i j , 
j=1,... ,n, ． ç：Ñ'．½Ö：, öÜ £ÖíêÜÑ　öá l : 

l = argmin a i0 , 
i : a i0 < 0  

Üßôóï¿00öá ç：ÑÖÜüñÖÖ　 γ j = � ∆ j/a l j  Ñ¿　 çï：ê a l j < 0  öí çó£Öíôí0öá k : 

k = argmin γ j . 
i : a l j < 0  

3. ぢñëñêÜÑ　öá ÑÜ ÖÜçÜÇÜ ぜがゐづ, çó¡¿0ôí0ôó £ ßí£óïÜ çñ¡öÜë A l i ççÜÑ　ôó ÑÜ 

ßí£óïÜ çñ¡öÜë Ak . げÇíÑíÖóú äñëñê：Ñ £Ñ：úïÖ0．öáï　 £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ïó½ä¿ñ¡ï-
äñëñöçÜëñÖá (ñ¿ñ½ñÖöíëÖóê äñëñöçÜëñÖá ぐÜëÑíÖí-ゎíÜïïí £ çñÑÜôó½ 

ñ¿ñ½ñÖöÜ½ a l k ) ÖíÑ ñ¿ñ½ñÖöí½ó ëÜ£üóëñÖÜ； ½íöëóî： Ü½Üç. ぢñëñêiÑ ÑÜ ä. 1. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ げずぢ ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ 
¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ 
ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ÑçÜ；ïöó½ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½ £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, 
Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 
(£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô： . 

ゑ Üï：ê £íÑíôíê, àÜ äëÜäÜÖÜ0öáï　 Ñí¿：, çï： £½：ÖÖ： Öñç：Ñ'．½Ö：. 
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1) 6 x1 + 4 x2 → min, 2) 2 x1 + 3 x2 → min, 3) �6 x1 � 4 x2 → max, 
 2 x1 +    x2 ≥ 3,     x1 + 5 x2 ≥ 16,    2 x1 +    x2 ≥ 3, 
    x1 �    x2 ≤ 1,  3 x1 + 2 x2 ≥ 12,       x1 � 2 x2 ≤ 2, 
 � x1 + 2 x2 ≥ 1;  2 x1 + 4 x2 ≥ 16;    3 x1 + 2 x2 ≥ 1; 
 

4) 6 x1 + 4 x2 → min, 5) 7 x1 +    x2 → min, 6) 7 x1 + 10 x2 → min, 
 2 x1 +    x2 ≥ 3,     x1 +    x2 ≥ 3,  2 x1 + 28 x2 ≥ 17, 
 3 x1 + 2 x2 ≥ 1,  5 x1 +    x2 ≥ 5,     x1 +   2 x2 ≥   3; 
 � x1 �    x2 ≥ 6;     x1 + 5 x2 ≥ 5;     x1 + 17 x2 ≥ 19; 

 

7)    x1 +    x2 + 2 x3 → min, 8) �15x1 � 33 x2 → max, 
 2 x1 �    x2 � 3 x3 + x4        = � 3,       3 x1 +   2 x2 ≥ 6, 
    x1 � 3 x2 � 4 x3        + x5 = � 1;       6 x1 +      x2 ≥ 6; 

 

9)    x1 + 2 x2 → min, 10)   78 x1 + 52 x2 → min, 11) 5 x1 + 4 x2 → min, 
 2 x1 +    x2 ≤ 18,      6 x1 +   2 x2 ≥  9,     x1 +    x2 ≤   6, 
    x1 + 2 x2 ≥ 14,  −10 x1 + 14 x2 ≥13,  2 x1 +    x2 ≥   9, 
    x1 � 2 x2 ≤ 10;    11 x1 −      x2 ≥  6;  3 x1 +    x2 ≥ 11. 
 
ゑ：ÑäÜç：Ñ：:  
1) x* = (1; 1),  L(x*) = 10. 

2) x* = (2; 3),  L(x*) = 13. 

3) x* = (1.5; 0),  L(x*) = −9. 

4) づÜ£ç�　£¡Ü Öñ½í． ( D = ∅ ). 

5) x* = (0; 5),  L(x*) = 5. 

6) x* = (0; 1.5),  L(x*) = 15. 

7) x* = (0; 0; 1; 0; 3),  L(x*) = 2. 

8) x* = (2; 0),  L(x*) = −30. 

9) x* = (7.33; 3.33),  L(x*) = 14. 

10) x* = (0.96; 1.62),  L(x*) = 159.12. 

11) x* = (4.5; 0),  L(x*) = 22.5. 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 5. 

どëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí. ぜñöÜÑ äÜöñÖî：í¿：ç 

ぢÜïöíÖÜç¡í öëíÖïäÜëöÖÜ； £íÑíô：. 
ゑ ¡Ü¢ÖÜ½Ü £ äÜÖ¡ö：ç Pi , i=1,...,m, çóëÜß¿　．öáï　 a i ÜÑóÖóîá Ññ　¡ÜÇÜ 

ÜÑÖÜë：ÑÖÜÇÜ äëÜÑÜ¡öÜ, í ç ¡Ü¢ÖÜ½Ü £ äÜÖ¡ö：ç Q j , j=1,...,n, ïäÜ¢óçí．öáï　 b j ÜÑóÖóîá 
öÜÇÜ ¢ äëÜÑÜ¡öÜ. ぜÜ¢¿óçñ öëíÖïäÜëöÜçíÖÖ　 äëÜÑÜ¡öÜ ：£ ¡Ü¢ÖÜÇÜ äÜÖ¡öÜ 
çóëÜßÖóîöçí Pi  ç ¡Ü¢Öóú äÜÖ¡ö ïäÜ¢óçíÖÖ　 Q j . ゑíëöiïöá äñëñçñ£ñÖÖ　 ÜÑóÖóî： 
äëÜÑÜ¡öÜ £ äÜÖ¡öÜ Pi  ç äÜÖ¡ö Q j  ç：ÑÜ½í i ï¡¿íÑí． c i j  ÜÑóÖóîá. ゑçí¢í0ôó, àÜ 
ïÜ½íëÖóú Üß'．½ çóëÜßÖóîöçí ÑÜë：çÖ0． ïÜ½íëÖÜ½Ü Üß'．½Ü ïäÜ¢óçíÖÖ　, äÜöë：ßÖÜ 
ï¡¿íïöó ä¿íÖ äñëñçñ£ñÖá äëÜÑÜ¡öÜ, àÜ ½iÖi½i£Ü． ïÜ½íëÖ： öëíÖïäÜëöÖ： çóöëíöó. 

ぜíöñ½íöóôÖí ½ÜÑñ¿á öëíÖïäÜëöÖÜ； £íÑíô： ½í． çóÇ¿　Ñ : 
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L (x ) = c11 x11 +...+ c1n x1n +...+ cm1 xm1 +...+ cmn xmn → min, 

x i 1  +...+ x i n   = a i , i=1,... ,m,  

x 1 j  +...+ x m j  = b j , j=1,... ,n, 

x i j≥0 , i=1,... ,m, j=1,... ,n, 

a 1 +...+ a m = b 1 +...+ b n . 

だïöíÖÖ　 Ü½Üçí çó£Öíôí． £ßí¿íÖïÜçíÖÜ öëíÖïäÜëöÖÜ £íÑíôÜ. 

ば £íäëÜäÜÖÜçíÖ：ú ½ÜÑñ¿： Öí£çñ½Ü çñ¡öÜë x=(x11,...,x1n,...,xm1,...,xmn)ö 
çñ¡öÜëÜ½ äñëñçñ£ñÖá, çñ¡öÜë b=(a1,...,am,b1,...,bn)ö � çñ¡öÜëÜ½ £íäíïiç-äÜöëñß, 

çñ¡öÜë A i j = (0,...,0,1,0...,0,0,...,0,1,0,...,0)ö � çñ¡öÜëÜ½ ¡Ü½ÜÖ：¡íî：； Pi Q j (çñ¡öÜë 

A i j  ½í． ëÜ£½：ëÖ：ïöá m+n, äëóôÜ½Ü äñëüí ÜÑóÖóî　 ïöÜ；öá Öí i-Ü ½：ïî：, í ÑëÜÇí � Öí 

m+j-Ü) i, Öíëñüö：, çñ¡öÜë c=(c11,...,c1n,...,cm1,...,cmn)ö � çñ¡öÜëÜ½ öëíÖïäÜëöÖóê 
çóöëíö. 

だïÖÜçÖ： Ü£ÖíôñÖÖ　. 

だï¡i¿á¡ó öëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí ． ôíïöóÖÖó½ çóäíÑ¡Ü½ £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ 
äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, Ñ¿　 Öñ； ½í0öá ïó¿Ü çï： £íÇí¿áÖ： Ü£ÖíôñÖÖ　 ÜïöíÖÖáÜ；. げÜ¡ëñ½í, 
£íÜçí¢ñÖñ ç：ÑÖÜïóöáï　 öí¡Ü¢ i ÑÜ ÑÜäÜïöó½ÜÇÜ ßí£óïÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü (がゐづ), 　¡ 
ÖñçóëÜÑ¢ñÖÜÇÜ, öí¡ i çóëÜÑ¢ñÖÜÇÜ. 

ぢÜï¿iÑÜçÖiïöá ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú, ïñëñÑ 　¡óê Öñ½í． ÜÑÖí¡Üçóê, çóÇ¿　ÑÜ: 

P Q P Q P Q P Qi j i j i j i js s1 1 2 1 2 2
, , ,..., , 

Öí£óçí．öáï　 ½íëüëÜöÜ½, àÜ £ç'　£Ü． äÜÖ¡öó P  i . i1
Q js

ぜíëüëÜö, ÑÜ 　¡ÜÇÜ ÑÜÑíÖí ¡Ü½ÜÖ：¡íî：　 , Öí£óçí．öáï　 £í½¡ÖñÖó½ 

½íëüëÜöÜ½ (îó¡¿Ü½). 

P Qi js1

とÜ½ÜÖi¡íîi　 Pi Q j Öí£óçí．öáï　 ÜïÖÜçÖÜ0 ¡Ü½ÜÖ：¡íî：．0 ëÜ£ç'　£¡Ü x , 　¡àÜ 
ç：ÑäÜç：ÑÖí ；ú ¡Ü½äÜÖñÖöí ëÜ£ç'　£¡Ü x i j > 0 . 

ぢÜÑ：ßÖ： Ü£ÖíôñÖÖ　 ½í0öá ½：ïîñ i Ñ¿　 ¡¿：öóÖÜ¡ öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：. 
ゑ¿íïöóçÜïö： öëíÖïäÜëöÖÜ； £íÑíô：. 

1. げßí¿íÖïÜçíÖí öëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí £íç¢Ñó ÑÜäÜïöó½í i ½í． Üäöó½í¿áÖóú 
ëÜ£ç'　£Ü¡. 

2. づíÖÇ ½íöëóî： A Üß½ñ¢ñÖá öëíÖïäÜëöÖÜ； £íÑíô： ÑÜë：çÖ0． m+n�1, çÖíï¿：ÑÜ¡ 
ôÜÇÜ ÑÜäÜïöó½óú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ £íÑíô： ½：ïöóöá Öñ ß：¿áüñ m+n�1 
ÖñÖÜ¿áÜçóê äñëñçñ£ñÖá x i j . 

3. é¡àÜ ç öëíÖïäÜëöÖ：ú £íÑíô： çï： ôóï¿í a i , i=1,...,m, b j , j=1,...,n, � î：¿：, öÜ 
êÜôí ß ÜÑóÖ Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ £íÑíô： � îi¿Üôóïñ¿áÖóú. 

だïÖÜçÖ： öñÜëñ½ó. 

1. づÜ£ç'　£Ü¡ öëíÖïäÜëöÖÜ； £íÑíô： ßí£óïÖóú, 　¡àÜ £ úÜÇÜ ÜïÖÜçÖóê ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú 
Öñ½Ü¢¿óçÜ ï¡¿íïöó £í½¡ÖñÖóú ½íëüëÜö (îó¡¿). 

2. がゐづ x=(x i j , i=1,...,m, j=1,...,n) Üäöó½í¿áÖóú öÜÑ： i ö：¿á¡ó öÜÑ：, ¡Ü¿ó 
：ïÖÜ0öá äÜöñÖî：í¿ó u i , v j  öí¡：, àÜ 

v j  � u i  = c i j , 　¡àÜ x i j  − ßí£óïÖñ äñëñçñ£ñÖÖ　, 

v j  � u i  ≤ c i j , 　¡àÜ x i j  − Öñßí£óïÖñ äñëñçñ£ñÖÖ　. 
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ぜñöÜÑó äÜüÜ¡Ü çóê：ÑÖÜÇÜ がゐづ. 

ぜñöÜÑ äiçÖiôÖÜ-£íêiÑÖÜÇÜ ¡Üöí. 

ぜñöÜÑ ï¡¿íÑí．öáï　 £ ÜÑÖÜöóäÖóê ¡ëÜ¡：ç, öÜ½Ü úÜÇÜ âÜë½í¿áÖóú çó¡¿íÑ Ñí½Ü 
¿óüñ Ñ¿　 1-ÇÜ ¡ëÜ¡Ü. げíäÜçÖ0．½Ü äiçÖiôÖÜ-£íêiÑÖÜ ¡¿：öóÖ¡Ü öíß¿óî：, äÜ¡¿íÑí0ôó 
x11 = min {a1, b1 } . ぜÜ¢¿óç： öëó çóäíÑ¡ó : 
1. a1 < b1 , öÜÑ： x11 = a1 i çó¡ëñï¿0．öáï　 1-ú ë　ÑÜ¡ öíß¿óî：; 
2. a1 > b1 , öÜÑ： x11 = b1 i çó¡ëñï¿0．öáï　 1-ú ïöÜçäñîá öíß¿óî：; 
3. a1 = b1 , öÜÑ： x11 = a1 = b1 i çó¡ëñï¿0．öáï　 　¡ 1-ú ë　ÑÜ¡, öí¡ i 1-ú ïöÜçäñîá. ゑ 

ÜïöíÖÖáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ç ÜÑÖÜ £ çó¡ëñï¿ñÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ £íÖÜïóöáï　 ÖÜ¿áÜçñ 
ßí£óïÖñ äñëñçñ£ñÖÖ　 (ç：ÑäÜç：ÑÖóú çóê：ÑÖóú ÑÜäÜïöó½óú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ 
ßÜÑñ çóëÜÑ¢ñÖó½). 
ゑ Üï：ê çóäíÑ¡íê ä：ï¿　 £íäÜçÖñÖÖ　 ßí£óïÖÜ； ¡¿：öóÖ¡ó Üß'．½ó £íäíï：ç a1 i äÜöëñß 

b1 £½ñÖüÜ0öá Öí çñ¿óôóÖÜ, àÜ ÑÜë：çÖ0． x11. とiÖñîá ¡ëÜ¡Ü. 
ぞí ¡Ü¢ÖÜ½Ü £ ÖíïöÜäÖóê ¡ëÜ¡：ç ëÜ£Ç¿　Ñí0öáï　 ¿óüñ Öñçó¡ëñï¿ñÖ： ¡¿：öóÖó 

öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：, öÜßöÜ çó¡ëñï¿ñÖ： ë　Ñ¡ó i ïöÜçäîi ：ÇÖÜëÜ0öáï　. 

ぜñöÜÑ ½：Ö：½í¿áÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí. 

ぜñöÜÑ ç：Ñë：£Ö　．öáï　 ç：Ñ äÜäñëñÑÖáÜÇÜ öó½, àÜ £í½：ïöá äiçÖiôÖÜ-£íêiÑÖÜ； 
¡¿：öóÖ¡ó Öí ¡Ü¢ÖÜ½Ü ¡ëÜîi çóßóëí．öáï　 ¡¿：öóÖ¡í £ Öíú½ñÖüó½ £ÖíôñÖÖ　½ 
öëíÖïäÜëöÖóê çóöëíö c i j . 

ぜñöÜÑ çó¡ëñï¿0çíÖÖ　. 

ぜñöÜÑ £íïöÜïÜçÜ．öáï　 äëó äÜßÜÑÜç： îó¡¿Ü. ぞí ¡Ü¢ÖÜ½Ü ¡ëÜîi ½ñöÜÑÜ ç 
öëíÖïäÜëöÖ：ú öíß¿óî： çó¡ëñï¿0．öáï　 íßÜ ë　ÑÜ¡, íßÜ ïöÜçäñîá, 　¡： ç äÜÑí¿áüÜ½Ü 
：ÇÖÜëÜ0öáï　. ゑó¡ëñï¿0çíöó Öí¿ñ¢óöá ë　Ñ¡ó (ïöÜçäîi), 　¡： ½í0öá Öñ ß：¿áüñ ÜÑÖ：．；  
ßí£óïÖÜ； ¡¿：öóÖ¡ó. ぞñçó¡ëñï¿ñÖi ¡¿：öóÖ¡ó öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî： ÜöçÜë00öá îó¡¿. 

ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ äÜöñÖî：í¿：ç. 

1. げÖíêÜÑóöáï　 äÜôíö¡Üçóú ÑÜäÜïöó½óú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ (がゐづ), Öíäëó¡¿íÑ, 
£í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ÜÑÖÜÇÜ ：£ ëÜ£Ç¿　ÖÜöóê çóàñ ½ñöÜÑ：ç. 

2. ぞíÑí¿： ½ñöÜÑ äÜöñÖî：í¿：ç ï¡¿íÑí．öáï　 £ ÜÑÖÜöóäÖóê ¡ëÜ¡：ç, Öí ¡Ü¢ÖÜ½Ü £ 
　¡óê: 
i) だßôóï¿00öáï　 äÜöñÖî：í¿ó ë　Ñ¡：ç u i , i=1,...,m, i ïöÜçäîiç v j , j=1,...,n, 

öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî： 　¡ ëÜ£ç'　£Ü¡ ïóïöñ½ó v j � u i = c i j , Ññ i öí j äëóú½í0öá 
öí¡： £ÖíôñÖÖ　, àÜ ¡¿：öóÖ¡ó ( i , j ) � ßí£óïÖ：. 

ii) だßôóï¿00öáï　 Üî：Ö¡ó £½：ÖÖóê x i j Ñ¿　 çï：ê Öñßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ ( i , j ) £í 

âÜë½Ü¿Ü0 ∆ i j = c i j � v j + u i  (Üî：Ö¡ó ßí£óïÖóê £½：ÖÖóê � ÖÜ¿áÜç：). 
iii) げÖíúÑñÖ： Üî：Ö¡ó ∆ i j  äñëñç：ë　0öáï　 Öí ÖñçiÑ'．½Öiïöá. é¡àÜ çï： ∆ i j ≥ 0, 

i=1,...,m, j=1,...,n, öÜ äÜöÜôÖóú がゐづ Üäöó½í¿áÖóú. やÖí¡üñ äñëñêÜÑ　öá ÑÜ 
äÜ¿：äüñÖÖ　 がゐづ (äÜÖ¡ö iv)). 

iv) ゑó£Öíôí0öá ¡¿：öóÖ¡Ü (k , l ) £ ½：Ö：½í¿áÖÜ0 ç：Ñ'．½ÖÜ0 Üî：Ö¡Ü0, i äëó．ÑÖÜ0öá 
；； ÑÜ ïÜ¡ÜäÖÜïö： ßí£óïÖóê. げÖíêÜÑ　öá îó¡¿ (Öíäëó¡¿íÑ, ½ñöÜÑÜ½ 
çó¡ëñï¿0çíÖÖ　). ぢÜÑi¿　0öá îó¡¿ Öí ÑÜÑíöÖóú i ç：Ñ'．½Öóú äiçîó¡¿ó, 

äÜï¿：ÑÜçÖÜ äÜ£Öíôí0ôó ¡¿：öóÖ¡ó − çñëüóÖó îó¡¿Ü £Öí¡í½ó «+» i «�«, 
äÜôóÖí0ôó £ ¡¿：öóÖ¡ó (k , l ), 　¡Ü äñëüÜ0 ç：ÑÖÜï　öá ÑÜ ÑÜÑíöÖÜÇÜ äiçîó¡¿Ü, 
ÖíïöÜäÖÜ £í Öñ0 � ÑÜ ç：Ñ'．½ÖÜÇÜ, öëñö0 � ÑÜ ÑÜÑíöÖÜÇÜ i ö. Ñ. でñëñÑ 
¡¿：öóÖÜ¡ ç：Ñ'．½ÖÜÇÜ äiçîó¡¿Ü çó£Öíôí0öá ¡¿：öóÖ¡Ü (s , r ) £ ½：Ö：½í¿áÖÜ0 
çñ¿óôóÖÜ0 äñëñçñ£ñÖÖ　 x i j (　¡àÜ öí¡óê ¡¿：öóÖÜ¡ ¡：¿á¡í, öÜ çóßóëí0öá 
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ö：¿á¡ó ÜÑÖÜ £ Öóê). ぢÜ¡¿íÑí0öá θ = xs r . げßi¿áüÜ0öá Öí £ÖíôñÖÖ　 θ 
äñëñçñ£ñÖÖ　 xij ç ¡¿：öóÖ¡íê ÑÜÑíöÖÜÇÜ äiçîó¡¿Ü i £½ñÖüÜ0öá ；ê Öí öñ ¢ 
£ÖíôñÖÖ　 ç ¡¿：öóÖ¡íê ç：Ñ'．½ÖÜÇÜ äiçîó¡¿Ü. ゑ ëñ£Ü¿áöíö： £Ñ：úïÖñÖÖ　 
ç¡í£íÖóê äëÜîñÑÜë ¡¿：öóÖ¡í (k , l ) ççÜÑóöáï　 ÑÜ ïÜ¡ÜäÖÜïö： ßí£óïÖóê, í 
¡¿：öóÖ¡í (s , r ) äñëñïöí． ßÜöó ßí£óïÖÜ0 (Öí Ö：ú ëÜ£ëóçí0öá îó¡¿). とiÖñîá 
¡ëÜ¡Ü. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ öëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç 
Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü 
«ずIぞIざぞぎ  ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ äÜöñÖî：í¿：ç öëíÖïäÜëöÖ： £íÑíô：, Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 
½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ 
ÖíïöÜäÖ： £íÑíô： : 

 1) a\b 25 40 50 35 45  2) a\b 35 30 50 25 65 

 20   7   3   4   8   6  50   8   6   7   3   4 
 60   5   7   2   3   5  50   7   4   9   3   4 
 45    1   4   5   2   6  55   6   1   4   5   2 
 70   3   4   2   7   8  50   7   8   3   4   2 

 

 3) a\b 10 40 20 60 20  4) a\b 70 40 30 60 50 

 30   5   1   5   2   4  20   6   1   7   3   3 
 70   5   7   6   3   2  90   7   4   4   8   4 
 25    1   5   4   2   6  80   8   2   3   5   7 
 25   1   6   3   3   5  60   3   4   2   8   5 

 

 5) a\b 30 90 80 20 30  6) a\b 10 30 25 15 20 

 95   2   8   4   6   3  20   9   1   5   7   1 
 55   3   2   5   2   6  15   2   8   4   8   1 
 40    6   5   8   7   4  45   2   3   2   8   5 
 60   3   4   4   2   1  20   6   1   3   4   7 

 

 7) a\b 13 13 13 13 28  8) a\b 11 13 26 10 10 

 28   8   4   6   3   1  24   9   1   3   2   7 
 13   9   3   8   5   7  12   6   9   4   1   5 
 19   7   3   5   9   8  18   9   1   2   8   5 
 20   2   1   4   5   7  16   3   3   9   6   8 

 

 9) a\b 10 35 15 25 35 10) a\b 30 80 65 35 40 

 30   7   3   1   5   4  60   8   2   4   9   1 
 25   7   5   8   3   2  55   7   5   5   3   6 
 45    6   4   8   3   2  85   9   4   6   2   7 
 20   3   1   7   6   2  50   5   3   2   6   4 

ゑ：ÑäÜç：Ñ：:  
1) L(x*) = 575.  2) L(x*) = 710.  3) L(x*) = 360.  4) L(x*) = 910.   5) L(x*) = 750. 

6) L(x*) = 200.  7) L(x*) = 209.  8) L(x*) = 184.  9) L(x*) = 285. 10) L(x*) = 785. 

 17 



ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 6. 

どëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí £ Üß½ñ¢ñÖó½ó äëÜäÜï¡Öó½ó 

ïäëÜ½Ü¢ÖÜïö　½ó. ぜñöÜÑ äÜöñÖî：í¿：ç 

ぢÜïöíÖÜç¡í öëíÖïäÜëöÖÜ； £íÑíô： £ Üß½ñ¢ñÖó½ó äëÜäÜï¡Öó½ó 
ïäëÜ½Ü¢ÖÜïö　½ó (どげだ). 

ゑ äÜÖ¡ö： Pi (i=1,...,m) çóëÜß¿　．öáï　 ai ÜÑóÖóîá Ññ　¡ÜÇÜ äëÜÑÜ¡öÜ, í ç äÜÖ¡ö： Qj 
(j=1,...,n) ïäÜ¢óçí．öáï　 bj ÜÑóÖóîá öÜÇÜ ¢ äëÜÑÜ¡öÜ. どëíÖïäÜëöÖ： çóöëíöó Öí 
äñëñçñ£ñÖÖ　 ÜÑóÖóî： äëÜÑÜ¡öÜ £ äÜÖ¡öÜ Pi ç äÜÖ¡ö Qj ïöíÖÜç¿　öá cij ÜÑóÖóîá. 
とÜ½ÜÖ：¡íî：　 Pi Qj ½í． äëÜäÜï¡ÖÜ ïäëÜ½Ü¢Ö：ïöá rij. ゑçí¢í0ôó, àÜ ïÜ½íëÖóú Üß'．½ 
çóëÜßÖóîöçí ÑÜë：çÖ0． ïÜ½íëÖÜ½Ü Üß'．½Ü ïäÜ¢óçíÖÖ　, äÜöë：ßÖÜ ï¡¿íïöó ä¿íÖ 
äñëñçñ£ñÖá äëÜÑÜ¡öÜ, àÜ ½iÖi½i£Ü． ïÜ½íëÖ： öëíÖïäÜëöÖ： çóöëíöó. 

ぜíöñ½íöóôÖí ½ÜÑñ¿á どげだ ½í． çóÇ¿　Ñ : 

L (x ) = c11 x11 +...+ c1n x1n +...+ cm1 xm1 +...+ cmn xmn → min, 

x i 1  +...+ x i n   = a i , i=1,... ,m,  

x 1 j  +...+ x m j  = b j , j=1,... ,n, 

0 ≤ x i j ≤ r i j , i=1,... ,m, j=1,... ,n, 

a 1 +...+ a m = b 1 +...+ b n . 

だïöíÖÖ　 Ü½Üçí çó£Öíôí． £ßí¿íÖïÜçíÖÜ どげだ. 

だ¡ëi½ çñ¡öÜë：ç äñëñçñ£ñÖá x , çóëÜßÖóîöçí-ïäÜ¢óçíÖÖ　 b , ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú A i j öí 

öëíÖïäÜëöÖóê çóöëíö c , Ü£ÖíôñÖÖ　 　¡óê ÖíçñÑñÖ： äëó âÜë½Ü¿0çíÖÖ： £çóôíúÖÜ； 
£ßí¿íÖïÜçíÖÜ； öëíÖïäÜëöÖÜ； £íÑíô： (Ñóç. ¿íß. ëÜß. 5), ÜçñÑñ½Ü çñ¡öÜë Üß½ñ¢ñÖá 
äëÜäÜï¡Öóê ïäëÜ½Ü¢ÖÜïöñú ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú 

r = ( r11 , . . . , r1n , . . . , rm1 , . . . , rmn ). 

ぢÜë　Ñ £ çñ¡öÜëí½ó x, c , r ßÜÑñ½Ü öí¡Ü¢ ëÜ£Ç¿　Ñíöó i ½íöëóî： X = ||x i j || , 

C = ||c i j || , R = || r i j || , i=1,...,m, j=1,...,n. 

だïÖÜçÖ： Ü£ÖíôñÖÖ　. 

がÜäÜïöó½óú ëÜ£ç'　£Ü¡ どげだ x = ||x i j || , i=1,...,m, j=1,...,n, ßí£óïÖóú, 　¡àÜ úÜÇÜ 
äñëñçñ£ñÖÖ　½ x i j , 　¡： £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá Ü½ÜçÜ 0 < x i j < r i j , ç：ÑäÜç：Ñí． ïóïöñ½í ¿：Ö：úÖÜ 

Öñ£í¿ñ¢Öóê çñ¡öÜë：ç ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú A i j . 

ぢÜï¿iÑÜçÖiïöá ë：£Öóê ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú 
P Q P Q P Q P Qi j i j i j i js s1 1 2 1 2 2

, , ,..., , 

Öí£óçí．öáï　 ½íëüëÜöÜ½, àÜ £ç'　£Ü． äÜÖ¡öó P  i . i1
Q js

ぜíëüëÜö, ÑÜ 　¡ÜÇÜ ÑÜÑíÖí ¡Ü½ÜÖ：¡íî：　 , Öí£óçí．öáï　 £í½¡ÖñÖó½ 

½íëüëÜöÜ½ (îó¡¿Ü½). 

P Qi js1

とÜ½ÜÖi¡íîi　 Pi Q j Öí£óçí．öáï　 ÜïÖÜçÖÜ0 ¡Ü½ÜÖ：¡íî：．0 ëÜ£ç'　£¡Ü x , 　¡àÜ Ñ¿　 
îáÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü 0 < x i j < r i j . 

んÖí¿ÜÇ：ôÖ： Ü£ÖíôñÖÖ　 ïäëíçñÑ¿óç： i Ñ¿　 ¡¿：öóÖÜ¡ öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：. 
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ゑ¿íïöóçÜïö： どげだ öí ÜïÖÜçÖ： öñÜëñ½ó. 

1. づíÖÇ ï¡¿íÑñÖÜ； £ çñ¡öÜë：ç A i j  ½íöëóî： A Üß½ñ¢ñÖá öëíÖïäÜëöÖÜ； £íÑíô： 
ÑÜë：çÖ0． m+n�1, £ç：Ñ¡ó çóä¿óçí．, àÜ ÑÜäÜïöó½óú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ £íÑíô： 
(　¡àÜ ç：Ö ：ïÖÜ．) ½í． Öñ ß：¿áüñ m+n�1 äñëñçñ£ñÖá x i j , 　¡： £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá 
Ü½ÜçÜ 0 < x i j < r i j . 

2. づÜ£ç'　£Ü¡ どげだ ． ßí£óïÖó½, 　¡àÜ £ úÜÇÜ ÜïÖÜçÖóê ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú Öñ½Ü¢¿óçÜ 
ï¡¿íïöó £í½¡ÖñÖóú ½íëüëÜö (îó¡¿). 

3. がゐづ x=(x i j , i=1,...,m, j=1,...,n) Üäöó½í¿áÖóú öÜÑ： i ö：¿á¡ó öÜÑ：, ¡Ü¿ó 
：ïÖÜ0öá äÜöñÖî：í¿ó u i , v j  öí¡：, àÜ 

v j  � u i  = c i j , 　¡àÜ x i j  − ßí£óïÖñ äñëñçñ£ñÖÖ　, 

v j  � u i  ≤ c i j , 　¡àÜ x i j  = 0 , Öñßí£óïÖñ äñëñçñ£ñÖÖ　, 

v j  � u i  ≥ c i j , 　¡àÜ x i j  = r i j , Öñßí£óïÖñ äñëñçñ£ñÖÖ　. 

ぜñöÜÑ äÜüÜ¡Ü çóê：ÑÖÜÇÜ がゐづ. 

ゑóêiÑÖóú がゐづ どげだ (Öí ç：Ñ½：ÖÜ ç：Ñ どげ ßñ£ Üß½ñ¢ñÖá), 　¡àÜ ç：Ö ：ïÖÜ．, 
£ÖíêÜÑóöáï　 ïÜöö．çÜ ß：¿áü ï¡¿íÑÖÜ. ざÜÇÜ äÜüÜ¡ äëÜçÜÑóöáï　 ç Ñçí ñöíäó. 

ぢñëüóú ñöíä (äÜäñëñÑÖ：ú) ÖíÇíÑÜ． ½ñöÜÑ ½：Ö：½í¿áÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí ç どげ ßñ£ 
Üß½ñ¢ñÖá i ç £íÇí¿áÖÜ½Ü çóäíÑ¡Ü Öñ Ñí． ÑÜäÜïöó½ÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü. 

がëÜÇóú ñöíä ½：ïöóöá ë　Ñ iöñëíîiú ½ñöÜÑÜ äÜöñÖî：í¿：ç, 　¡óú £íïöÜïÜçÜ．öáï　 ÑÜ 
Ññ　¡Ü； ëÜ£üóëñÖÜ； どげだ, äÜßÜÑÜçíÖÜ； £í ëñ£Ü¿áöíöí½ó äñëüÜÇÜ ñöíäÜ. 

ゑóêiÑÖóú がゐづ どげだ.  I ñöíä. 

ぞí ½ÖÜ¢óÖ： Öñçó¡ëñï¿ñÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî： £ÖíêÜÑ　öá ¡¿：öóÖ¡Ü 
( i1 , j1 ) £ ½：Ö：½í¿áÖó½ó öëíÖïäÜëöÖó½ó çóöëíöí½ó c . i j1 1

ぢÜ¡¿íÑí0öá x a . bi j i j i j1 1 1 1 1 1
= min { }, , r

)

b

é¡àÜ , öÜ çó¡ëñï¿00öá i1-ú ë　ÑÜ¡ öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：. x ai j i1 1 1
=

é¡àÜ , öÜ çó¡ëñï¿00öá j1-ú ïöÜçäñîá öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：. x bi j j1 1 1
=

é¡àÜ , öÜ çó¡ëñï¿00öá ö：¿á¡ó ¡¿：öóÖ¡Ü 

( i1 , j1 ) öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：. 
x r r a r bi j i j i j i i j j1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

= < <( ,

é¡àÜ , öÜ Ü ÑÜç：¿áÖÜ, Öñçó¡ëñï¿ñÖÜ Öí äÜäñëñÑÖ：ê ¡ëÜ¡íê 

¡¿：öóÖ¡Ü, 　¡í ¿ñ¢óöá íßÜ ç i1-Ü ë　Ñ¡Ü íßÜ ç j1-Ü ïöÜçäîi, £íÖÜï　öá ÖÜ¿áÜçñ ßí£óïÖñ 
äñëñçñ£ñÖÖ　. 

x ai j i j1 1 1 1
= =

ぢiï¿　 £íäÜçÖñÖÖ　 ¡¿：öóÖ¡ó Ü çï：ê çóäíÑ¡íê çñ¿óôóÖó  öí  £½ñÖüÜ0öáï　 

Öí x . 

ai1
b j1

i j1 1

ば¡í£íÖ： Ñ：； çó¡ÜÖÜ0öá ÑÜöó, äÜ¡ó Öñ ßÜÑÜöá çó¡ëñï¿ñÖ： çï： ¡¿：öóÖ¡ó 
öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî：. 

ゑóêiÑÖóú がゐづ どげだ.  II ñöíä. 

ぞñêíú X = ||x i j || , i=1,...,m, j=1,...,n, � ½íöëóî　 äñëñçñ£ñÖá, äÜßÜÑÜçíÖí Öí 
äñëüÜ½Ü ñöíäi. ぢÜ¡¿íÑñ½Ü 

x i , n+1  = a i � ( x i1 +...+ x i n  ) ,  i=1,...,m, 

xm+1 , j = b j � ( x1j +...+ xmj  ) , j=1,...,n. 

ぢÜ£Öíôó½Ü 
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ω = x1, n+1 +...+ xm,n+1 = xm+1,1 +...+ xm+1, n . 

é¡àÜ ω= 0 , öÜ x � çóê：ÑÖóú がゐづ. 

é¡àÜ ω> 0 , öÜ çóê：ÑÖí どげ ëÜ£üóë0．öáï　 £í ëíêÜÖÜ¡ â：¡öóçÖóê äÜÖ¡ö：ç 

çóëÜßÖóîöçí Pm+1 öí ïäÜ¢óçíÖÖ　 Qn +1 £ am+1 = bn+1 = ω, Ññ 

c i ,n+1  = M,  r i ,n+1  = ∞,  i=1,...,m, 

cm+1, j = M,  rm+1, j = ∞,  j=1,...,n, 

cm+1,n+1 = 0, rm+1,n+1 = ∞, 

M � ÑÜïóöá çñ¿ó¡ñ ÑÜÑíöÖñ ôóï¿Ü, ∞ � Öñï¡：ÖôñÖÖ：ïöá. 

ぞñëÜ£äÜÑi¿ñÖi Öí äñëüÜ½Ü ñöíä： £í¿óü¡ó äëÜÑÜ¡öÜ (　¡ äÜ Üß'．½íê 
çóëÜßÖóîöçí, öí¡ i äÜ Üß'．½íê ïäÜ¢óçíÖÖ　) ëÜ£äÜÑ：¿　0öáï　 äÜ â：¡öóçÖóê äÜÖ¡öíê 
Pm+1 öí Qn +1 . ゑ：ÑäÜç：ÑÖ： £íäÜçÖñÖ： ¡¿：öóÖ¡ó ççí¢í0öáï　 ßí£óïÖó½ó (Üï¡：¿á¡ó 
äëÜäÜï¡Ö： ïäëÜ½Ü¢ÖÜïö： ç：ÑäÜç：ÑÖóê ；½ ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú ÖñÜß½ñ¢ñÖ：) i äëó．ÑÖÜ0öáï　 ÑÜ 
ïÜ¡ÜäÖÜïö： ßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ £íäÜçÖñÖóê Öí äñëüÜ½Ü ñöíä：. é¡àÜ ä：ï¿　 îáÜÇÜ 
£íÇí¿áÖí ¡：¿á¡：ïöá ßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ Öñ ë：çÖí (m+1 )+ (n+1 )�1, öÜ ½ÖÜ¢óÖÜ 
ßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ ÑÜäÜçÖ00öá ÑÜ îáÜÇÜ ôóï¿í £í ëíêÜÖÜ¡ Öñ£íäÜçÖñÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ 
íßÜ £íäÜçÖñÖóê ÑÜ äëÜäÜï¡ÖÜ； ïäëÜ½Ü¢ÖÜïö：, í¿ñ öí¡, àÜß ëÜ£üóëñÖí ½ÖÜ¢óÖí 
ßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ Öñ ½：ïöó¿í îó¡¿：ç. 

づÜ£üóëñÖí どげ ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ½ñöÜÑÜ½ äÜöñÖî：í¿：ç. 

é¡àÜ ç Üäöó½í¿áÖÜ½Ü ëÜ£ç'　£¡Ü x*m+1,n+1 = ω, öÜ, ç：Ñ¡óÑí0ôó â：¡öóçÖ： 
äÜÖ¡öó, Üöëó½í．½Ü çóê：ÑÖóú がゐづ, iÖí¡üñ どげだ Öñ ½í． ëÜ£ç'　£¡iç. 

ぢÜöñÖîií¿ó. 

ぢÜöñÖîií¿ó ë　Ñ¡：ç u i , i=1,...,m, öí ïöÜçäîiç v j , j=1,...,n, çó£Öíôí0öáï　 　¡ 
ëÜ£ç'　£Ü¡ ïóïöñ½ó v j � u i = c i j , Ññ i öí j äëóú½í0öá öí¡： £ÖíôñÖÖ　, àÜ ¡¿：öóÖ¡ó ( i , j ) 
� ßí£óïÖ：. 

ゑ¡í£íÖí ïóïöñ½í ½：ïöóöá m+n�1 ë：çÖ　Öá (£í ôóï¿Ü½ ßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡) öí 
m+n  £½：ÖÖóê. どÜ½Ü ÜÑÖí ：£ £½：ÖÖóê £íÑí．öáï　 ÑÜç：¿áÖÜ (Öíäëó¡¿íÑ , u1=0 ) . 

だîiÖ¡ó. 

だîiÖ¡ó ∆ i j  £½：ÖÖóê x i j  Ñ¿　 çï：ê Öñßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ Üßôóï¿00öáï　 £í 

âÜë½Ü¿Ü0 ∆ i j = c i j � v j + u i  (Üî：Ö¡ó ßí£óïÖóê £½：ÖÖóê � ÖÜ¿áÜç：). 
ぢÜöÜôÖóú がゐづ X = ||x i j || , i=1,...,m, j=1,...,n, Üäöó½í¿áÖóú, ¡Ü¿ó 

∆ i j = 0 , 　¡àÜ x i j  − ßí£óïÖñ äñëñçñ£ñÖÖ　, 

∆ i j ≥ 0 , 　¡àÜ x i j  = 0 , Öñßí£óïÖñ äñëñçñ£ñÖÖ　, 

∆ i j ≤ 0 , 　¡àÜ x i j  = r i j , Öñßí£óïÖñ äñëñçñ£ñÖÖ　. 

ぴó¡¿.  ぜñöÜÑ çó¡ëñï¿0çíÖÖ　. 

ぢëó äÜßÜÑÜç： îó¡¿Ü £íïöÜïÜçÜ．öáï　 ½ñöÜÑ çó¡ëñï¿0çíÖÖ　. ぞí ¡Ü¢ÖÜ½Ü ¡ëÜîi 
½ñöÜÑÜ ç öëíÖïäÜëöÖ：ú öíß¿óî： çó¡ëñï¿0．öáï　 íßÜ ë　ÑÜ¡, íßÜ ïöÜçäñîá, 　¡： ç 
äÜÑí¿áüÜ½Ü ：ÇÖÜëÜ0öáï　. げí¡ëñï¿ñÖÖ0 ä：Ñ¿　Çí0öá ë　Ñ¡ó (ïöÜçäîi), 　¡： ½：ïö　öá Öñ 
ß：¿áüñ ÜÑÖ：．； ßí£óïÖÜ； ¡¿：öóÖ¡ó. ぞñçó¡ëñï¿ñÖi ¡¿：öóÖ¡ó öëíÖïäÜëöÖÜ； öíß¿óî： 
ÜöçÜë00öá îó¡¿. 
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ぞÜçóú がゐづ. 

でñëñÑ çï：ê ¡¿：öóÖÜ¡ ( i , j ) , Ñ¿　 　¡óê Öñ çó¡ÜÖÜ．öáï　 ¡ëóöñë：ú Üäöó½í¿áÖÜïö：, 
Üßóëí0öá ¡¿：öóÖ¡Ü £ Öíúß：¿áüó½ ½ÜÑÜ¿ñ½ Üî：Ö¡ó ∆ i j . ぢÜ£Öíôó½Ü öí¡Ü ¡¿：öóÖ¡Ü 
ôñëñ£ ( i0 , j0 ) . 

ぞñêíú ¡¿：öóÖ¡í ( i0 , j0 ) , Ñ¿　 　¡Ü； , äëó．ÑÖÜ．öáï　 ÑÜ 

ïÜ¡ÜäÖÜïö： ßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡. 
x i j i j0 0 0 0

0= , ∆ 0<

>

げÖíêÜÑóöáï　 îó¡¿, àÜ ÜöçÜë0．öáï　 îó½ó ¡¿：öóÖ¡í½ó. ぴó¡¿ ëÜ£ßóçí．öáï　 Öí 

ÑÜÑíöÖóú (C+) öí ç：Ñ'．½Öóú (C�) äiçîó¡¿ó, ¡¿：öóÖ¡ó 　¡óê ôñëÇÜ0öáï　 ÜÑÖí £ ÜÑÖÜ0, 
äëóôÜ½Ü ¡¿：öóÖ¡í ( i0 , j0 )  ç：ÑÖÜïóöáï　 ÑÜ ÑÜÑíöÖÜÇÜ äiçîó¡¿Ü. だßôóï¿00öáï　 
çñ¿óôóÖó 

θ1 = min { x i j } äÜ C� , 

θ2 = min{rij � xij} äÜ C+, 

θ   = min{θ1, θ2}. 

げßi¿áüÜ0öá Öí £ÖíôñÖÖ　 θ äñëñçñ£ñÖÖ　 x i j  ç ¡¿：öóÖ¡íê äiçîó¡¿Ü C+  i 

£½ñÖüÜ0öá ；ê Öí öñ ¢ £ÖíôñÖÖ　 ç ¡¿：öóÖ¡íê C� . 
が¿　 ¡¿：öóÖ¡ó ( i0 , j0 )  öí¡Ü；, àÜ , ç：Ñ½：Öí äÜ¿　Çí． ç 

öÜ½Ü, àÜ çÜÖí ç：ÑÖÜïóöáï　 ÑÜ ç：Ñ'．½ÖÜÇÜ äiçîó¡¿Ü. 

x ri j i j i j0 0 0 0 0 0
0= , ∆

ゑ ëñ£Ü¿áöíö： çó¡ÜÖíÖÖ　 ç¡í£íÖóê äëÜîñÑÜë ¡¿：öóÖ¡í ( i0 , j0 )  ççÜÑóöáï　 ÑÜ 

½ÖÜ¢óÖó ßí£óïÖóê, í ¡¿：öóÖ¡í, äÜç'　£íÖí £ θ, ïöí． Öñßí£óïÖÜ0. é¡àÜ θ ÑÜï　Çí．öáï　 
Öí ¡¿：öóÖî： ( i0 , j0 ) , öÜ ½ÖÜ¢óÖí ßí£óïÖóê ¡¿：öóÖÜ¡ Öñ £½：Ö0．öáï　 ä：ï¿　 

äñëñëÜ£äÜÑ：¿Ü äñëñçñ£ñÖá ç£ÑÜç¢ îó¡¿Ü Öí ïöí¿Ü θ i ÖÜçóú がゐづ ½íöó½ñ öÜ ¢ ïí½Ü 
ïóïöñ½Ü äÜöñÖî：í¿：ç i ö： ¢ ïí½： Üî：Ö¡ó, àÜ i äÜäñëñÑÖ：ú. どÜ½Ü Ü îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ä：ï¿　 
Üßôóï¿ñÖÖ　 ÖÜçÜÇÜ がゐづ ßñ£äÜïñëñÑÖáÜ äñëñêÜÑ　öá ÑÜ äñëñç：ë¡ó úÜÇÜ Öí 
Üäöó½í¿áÖ：ïöá. 

ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ äÜöñÖî：í¿：ç. 

1. ゐÜÑÜ．öáï　 çóê：ÑÖóú がゐづ. 

2. がí¿： ½ñöÜÑ äÜöñÖî：í¿：ç ï¡¿íÑí．öáï　 £ ÜÑÖÜöóäÖóê ¡ëÜ¡：ç, Öí ¡Ü¢ÖÜ½Ü £ 　¡óê : 
i)  だßôóï¿00öáï　 äÜöñÖî：í¿ó u i , i=1,...,m, öí v j , j=1,...,n; 

ii) だßôóï¿00öáï　 Üî：Ö¡ó ∆ i j  £½：ÖÖóê x i j , i=1,...,m, j=1,...,n; 

iii) んÖí¿i£Ü0öáï　 £ÖíúÑñÖ： Üî：Ö¡ó ∆ i j . é¡àÜ ∆ i j ≥ 0  Ñ¿　 x i j  = 0  öí ∆ i j ≤ 0  Ñ¿　 
x i j  = r i j , öÜ äÜöÜôÖóú がゐづ Üäöó½í¿áÖóú. ゑ ：ÖüÜ½Ü çóäíÑ¡Ü äñëñêÜÑ　öá ÑÜ 
äÜ¡ëíàíÖÖ　 äÜöÜôÖÜÇÜ がゐづ (ä. ä. iv) öí v)). 

iv) ゐÜÑÜ．öáï　 îó¡¿. 
v) げÖíêÜÑóöáï　 ÖÜçóú がゐづ. 
とëÜ¡ £í¡：ÖôñÖóú. ぢñëñêiÑ ÑÜ äÜÖ¡öÜ i). 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ öëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí £ Üß½ñ¢ñÖó½ó 
äëÜäÜï¡Öó½ó ïäëÜ½Ü¢ÖÜïö　½ó ¡Ü½ÜÖ：¡íî：ú ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ 
£í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ  
ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 
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げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ äÜöñÖî：í¿：ç öëíÖïäÜëöÖ： £íÑíô：, Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 
½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ 
ÖíïöÜäÖ： £íÑíô： : 

 

 1)   6  2  5  3   16 34 15 19  

 C =  3  6  9  7 , R = 13 17 12   4 , 

   7  1  6  5   17 19   2   4  

a = (74, 33, 19 ),  b = (28, 70, 15, 13); 
 

 2)   2  1  5  5   13 10 31 15  

 C =  2  3  7  4 , R = 20 28   7 22 , 

   9  5  7  1   19   6 15   8  

a = (63, 72, 17 ),  b = (33, 40, 43, 36); 
 

 3)   3  6   6  4     5   8   6   4  

 C =  3  2   2  6 , R = 29 24 15 17 , 

   1  4 10  7   20   5 10   6  

a = (13, 79, 34 ),  b = (49, 30, 22, 25); 
 

 4)   5  1  2   7     4 12   5   5  

 C =  6  1  8   7 , R = 20 10 37 10 , 

   2  9  4 10   25 10 10 15  

a = (20, 76, 54 ),  b = (40, 30, 52, 28); 
 

 5)   9   6  6  1   15 10 34   7  

 C =  8 10  9  2 , R = 31 23 20 11 , 

   5   9  2  6   11 15   4 10  

a = (64, 75, 21),  b = (57, 33, 44, 26); 
 

 6)   6  4  8  5   20   5 15 12  

 C =  2  8  3  2 , R = 45 20 21 19 , 

   1  7  2  8     8 20 12   4  

a = (42, 99, 27 ),  b = (68, 40, 30, 30); 
 

 7)   5  6 10  3   37 20   7 21  

 C =  6  4   7  2 , R =   5 26   7 11 , 

   8  8   3  7     5 20 25 10  

a = (78, 37, 53 ),  b = (38, 60, 30, 40); 
 

 8)   6  1   9  3   16 30 21 30  

 C =  9  2   9  7 , R = 18   4   5 11 , 

   3  2 10  6   30   4 29 15  

a = (77, 24, 70 ),  b = (56, 30, 40, 45); 
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 9)   8   4  6  8   12 20 30 20  

 C =  8   9  9  6 , R = 25   4   3   2 , 

   9 10  4  7   33 10 30 10  

a = (72, 29, 68 ),  b = (65, 24, 50, 30); 
 

10)   1  3  8   7   10 26 23   8  

 C =  9  4  5 10 , R =   6 18 30   5 , 

   9  7  2   8     9   2 25   3  

a = (53, 45, 38 ),  b = (21, 30, 75, 10). 

ゑ：ÑäÜç：Ñ：:  
1) L(x*) = 444.  2) L(x*) = 538.  3) L(x*) = 413.  4) L(x*) = 837.     5) L(x*) = 1091. 

6) L(x*) = 700.  7) L(x*) = 800.  8) L(x*) = 885.  9) L(x*) = 1134. 10) L(x*) = 649. 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 7. 

げíÑíôí äëÜ Öíú¡ÜëÜöüóú ü¿　ê Öí ½ñëñ¢：. ぜñöÜÑ ぜ：Öö： 
ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíô： äëÜ Öíú¡ÜëÜöüóú ü¿　ê Öí ½ñëñ¢：. 
ぞí ½ñëñ¢：, àÜ £íÑí．öáï　 ÇëíâÜ½ ( I ,U ) , Ññ I � ½ÖÜ¢óÖí çñëüóÖ, U � 

½ÖÜ¢óÖí ÑÜÇ, £ çó£ÖíôñÖÜ0 Öí Ö：ú âÜÖ¡î：．0 çíëöÜïö： c i j  (( i , j ) � ÑÜÇí £ U ), Ñ¿　 
â：¡ïÜçíÖóê i1 öí is £Öíúöó ü¿　ê 

L = ( ( i1 , i2 ) , ( i2 , i3 ) , . . . , ( is-1 , is ) )  

：£ çñëüóÖó i1 Ü çñëüóÖÜ is , ÑÜç¢óÖí 　¡ÜÇÜ 

C L = c c ci i i i i is s
( )

1 2 2 3 1
+ + + −. . .

 
Öíú½ñÖüí. 

ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ ぜiÖöi. 

ぜñöÜÑÜ½ ぜiÖöi ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 £íÑíôí äÜßÜÑÜçó Ññëñçí Öíú¡ÜëÜöüóê ü¿　ê：ç Öí 
½ñëñ¢： £ ¡ÜëñÖñ½ Ü â：¡ïÜçíÖ：ú çñëüóÖ： i1. 

ん¿ÇÜëóö½ ï¡¿íÑí．öáï　 ：£ ï¡iÖôñÖÖÜÇÜ ôóï¿í ¡ëÜ¡：ç, Öí ¡Ü¢ÖÜ½Ü £ 　¡óê 
äÜ£Öíôí0öáï　 çñëüóÖó ½ñëñ¢： i çóÑ：¿　0öáï　 ÑÜÇó, àÜ Öí¿ñ¢íöá ÑñëñçÜ 
Öíú¡ÜëÜöüóê ü¿　ê：ç. 

ぞñêíú Pr � ½ÖÜ¢óÖí çñëüóÖ, äÜ£ÖíôñÖóê Öí ¡ëÜîi r, í I r � ½ÖÜ¢óÖí çñëüóÖ, 
äÜ£ÖíôñÖóê £í r ¡ëÜ¡：ç. 

とづだと 0. とÜëiÖá Ññëñçí (çñëüóÖí i1) äÜ£Öíôí．öáï　 ïöí¿Ü0 h1=0 ; 

i1 (h1)= i1 (0 ). ぢiï¿　 ÖÜ¿áÜçÜÇÜ ¡ëÜ¡Ü P0={ i1 (0 ) } , I0={ i1 (0 ) } . 
ぞñêíú çó¡ÜÖíÖÜ r ¡ëÜ¡：ç, £í 　¡： äÜßÜÑÜçíÖí ½ÖÜ¢óÖí 

I r = { i1 (0 ) , . . . , ik (hk ) , . . . }  

äÜ£ÖíôñÖóê çñëüóÖ ik (hk ) , ¡Ü¢Ö：ú £ 　¡óê äÜïöíç¿ñÖñ Ü ç：ÑäÜç：ÑÖ：ïöá ôóï¿Ü hk 
(ôóïñ¿áÖÜ ë：çÖñ ÑÜç¢óÖ： Öíú¡ÜëÜöüÜÇÜ ü¿　êÜ ：£ çñëüóÖó i1 Ü çñëüóÖÜ ik ). 

とづだと r+1. ゐÜÑÜ．öáï　 ëÜ£ë：£ ½ñëñ¢：, 　¡óú äÜëÜÑ¢Ü．öáï　 ½ÖÜ¢óÖÜ0 

äÜ£ÖíôñÖóê çñëüóÖ I r , i çó£Öíôí．öáï　 ½ÖÜ¢óÖí J r = {... , im, . . .} ÖñäÜ£ÖíôñÖóê 
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çñëüóÖ im ½ñëñ¢：, ç 　¡： £íêÜÑ　öá ÑÜÇó ëÜ£ë：£Ü. が¿　 ¡Ü¢ÖÜ； ÑÜÇó ( ik , im) ëÜ£ë：£Ü 
Üßôóï¿00öá ïÜ½Ü hk+  i äÜ£Öíôí0öá ö： £ ÑÜÇ, Ñ¿　 　¡óê î　 ïÜ½í ½：Ö：½í¿áÖí. 

ぢÜöi½ çóÑ：¿　0öá äÜ£ÖíôñÖ： ÑÜÇó öí¡, àÜß ç ¡Ü¢ÖÜ ÖñäÜ£ÖíôñÖÜ çñëüóÖÜ ½ÖÜ¢óÖó 

J r , ç 　¡Ü £íêÜÑ　öá äÜ£ÖíôñÖ： ÑÜÇó ëÜ£ë：£Ü, £íêÜÑó¿í ß ö：¿á¡ó ÜÑÖí çóÑ：¿ñÖí ÑÜÇí. 
ぢiï¿　 çóÑ：¿ñÖÖ　 ÑÜÇ äÜ£Öíôí0öá çñëüóÖó � ¡：Öî： çóÑ：¿ñÖóê ÑÜÇ. ゑñ¿óôóÖí 
äÜ£Öíô¡ó ë：çÖí ½：Ö：½í¿áÖ：ú ：£ ïÜ½ hk+ , Üßôóï¿ñÖóê Ñ¿　 çï：ê ÑÜÇ ëÜ£ë：£Ü. 

だß'．ÑÖÜ0ôó ½ÖÜ¢óÖÜ I r  £ ½ÖÜ¢óÖÜ0 Pr+1 çñëüóÖ, äÜ£ÖíôñÖóê Öí (r+1)-Ü ¡ëÜîi, 

Üöëó½Ü0öá ½ÖÜ¢óÖÜ I r+1 çñëüóÖ, äÜ£ÖíôñÖóê £í (r+1) ¡ëÜ¡：ç. ぢñëñêÜÑ　öá ÑÜ 

ÖíïöÜäÖÜÇÜ ¡ëÜ¡Ü, 　¡àÜ ：ïÖÜ． ëÜ£ë：£, àÜ äÜëÜÑ¢Ü．öáï　 ½ÖÜ¢óÖÜ0 I r+1 . 

c i ik m

c i ik m

ば¡í£íÖóú äëÜîñï äëÜÑÜç¢Ü0öá ÑÜöó, äÜ¡ó ½Ü¢¿óçñ ëÜ£üóëñÖÖ　 ½ÖÜ¢óÖó 
äÜ£ÖíôñÖóê çñëüóÖ. 

é¡àÜ Ññ　¡í çñëüóÖí in ½ñëñ¢： £í¿óüó¿íïá ÖñäÜ£ÖíôñÖÜ0 ä：ï¿　 £í¡：ÖôñÖÖ　 
äëÜîñÑÜëó ぜiÖöi, öÜ ü¿　êÜ, àÜ äÜôóÖí．öáï　 Ü çñëüóÖ： i1 i £í¡：ÖôÜ．öáï　 Ü çñëüóÖ： 
in , Öñ ：ïÖÜ．. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ £íÑíôí äëÜ Öíú¡ÜëÜöüóú ü¿　ê Öí 
½ñëñ¢： ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, 
£íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí 
ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ ぜiÖöi £íÑíô： äëÜ Öíú¡ÜëÜöüóú ü¿　ê Öí ½ñëñ¢：, Ü½Üçó 
　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： 
ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô：, ç ¡Ü¢Ö：ú £ 　¡óê ½ñëñ¢í £íÑí．öáï　 ôóï¿Ü½ 

çñëüóÖ N i ½íöëóîñ0 L , àÜ ÜäóïÜ． ½ÖÜ¢óÖÜ ÑÜÇ ½ñëñ¢： (¡Ü¢Öóú ïöÜçäñîá î：．； 
½íöëóî： ç：ÑäÜç：Ñí． ：ïÖÜ0ô：ú ÑÜ£： ½ñëñ¢：, äëó îáÜ½Ü, äñëüóú ñ¿ñ½ñÖö ïöÜçäî　 ． 
äÜôíöÜ¡ ÑÜÇó, ÑëÜÇóú � ¡：Öñîá ÑÜÇó, öëñö：ú � ÑÜç¢óÖí ÑÜÇó) : 

1) N = 10,   L = 
1   1   1 2   2   2   3   3 4 4   5 5   5 6 6 7 7   8   9 
2   3   4 3   5   6   4   6 6 7   8 9 10 5 9 6 9 10 10 
5 10 20 5 20 17 12 17 5 4 10 6 20 7 5 1 5 11 15 

2) N = 10,   L = 
  1   1 2   2   3   3 3   4 4   5   5   6   6 7 7   7   8   8   9   9 
  2   3 4   5   2   7 8   3 7   9 10   5 10 6 8   9   4   9   6 10 
20 12 9 20 12 20 7 20 2 10 18 10 18 1 7 16 18 17 20   8 

3) N = 10,   L = 
  1   1   1 2 2   2 3 4 4 4   4 5 5   6 7   7 7   8   8   9 
  2   3   4 3 5   6 5 3 5 7   9 6 7   8 6   8 9   9 10 10 
18 20 19 8 2 11 2 7 1 6 12 9 5 12 6 15 6 16   2   4 

4) N = 10,   L = 
  1 1   1 2   2   2   3   3   4 4 4 5 5   5 6   6 7   8   9 
  2 3   4 4   5   6   2   4   5 7 8 7 9 10 5   9 8 10 10 
15 2 20 9 20 17 13 12 15 8 5 4 3   7 7 11 5   6   4 

5) N = 10,   L = 
  1 1 2   2 2   3   3   3   3   4   4 5   5   6   6   7   7   8   9 10 
  2 3 4   5 6   2   6   7   8   5   9 6   9   7   9   9 10   7 10   8 
13 2 8 18 2 11 13 20 20 10 20 4 20 20 20 11 20 11 14   5 

 24 



6) N = 10,   L = 
  1   1   1   1 2   2 3 3   3   3 4   4 5   5   6   7   7   8   8   9 
  2   3   4   5 3   6 4 6   7 10 7   8 4   8 10   9 10   7   9 10 
10 18 20 20 8 15 9 7 17 12 8 10 7 15   5 10 19 20 10   2 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 8. 

げíÑíôí äëÜ ½í¡ïó½í¿áÖóú äÜö：¡ Öí ½ñëñ¢：. ぜñöÜÑ ぱÜëÑí-

ぱí¿¡ñëïÜÖí 

ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíô： äëÜ ½í¡ïó½í¿áÖóú äÜö：¡ Öí ½ñëñ¢：. 
ぞí ½ñëñ¢：, àÜ £íÑí．öáï　 ÇëíâÜ½ ( I ,U ) , Ññ I � ½ÖÜ¢óÖí çñëüóÖ, U � 

½ÖÜ¢óÖí ÑÜÇ, £ çó£ÖíôñÖÜ0 Öí Ö：ú âÜÖ¡î：．0 äëÜäÜï¡Öóê ïäëÜ½Ü¢ÖÜïöñú rij (( i , j ) � 

ÑÜÇí £ U ), £íâ：¡ïÜçíÖ： Ñç： çñëüóÖó � i1 öí in . ゑñëüóÖí i1 (Ñ¢ñëñ¿Ü) ½í． 
：ÖöñÖïóçÖ：ïöá d, çñëüóÖí in (ïö：¡) � ：ÖöñÖïóçÖ：ïöá �d, çï： ：Öü： çñëüóÖó 
Öñúöëí¿áÖ：. ぢÜöëißÖÜ £Öíúöó ½í¡ïó½í¿áÖÜ ：ÖöñÖïóçÖ：ïöá Ñ¢ñëñ¿í d, äëó 　¡：ú 
½ñëñ¢í ÑÜäÜï¡í． äÜö：¡. ぢÜöi¡, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． öí¡Ü½Ü ½í¡ïó½í¿áÖÜ½Ü £ÖíôñÖÖ0 
：ÖöñÖïóçÖÜïö： d*, Öí£óçí．öáï　 ½í¡ïó½í¿áÖó½ äÜöÜ¡Ü½, í ïí½ñ £ÖíôñÖÖ　 d* � 
çñ¿óôóÖÜ0 îáÜÇÜ äÜöÜ¡Ü. 

ん¿ÇÜëóö½ ぱÜëÑí-ぱí¿¡ñëïÜÖí £íïöÜïÜçÜ．öáï　 Ñ¿　 äÜßÜÑÜçó ½í¡ïó½í¿áÖÜÇÜ 
äÜöÜ¡Ü Öí ½ñëñ¢： ：£ £íÑíÖÜ； äÜôíö¡ÜçÜ； çñëüóÖó-Ñ¢ñëñ¿í ç £íÑíÖÜ ¡：ÖîñçÜ 
çñëüóÖÜ-ïöi¡. 

ゐÜÑñ½Ü ççí¢íöó, àÜ çñëüóÖÜ0-Ñ¢ñëñ¿Ü½ ． 1-í çñëüóÖí, çñëüóÖÜ0-ïöÜ¡Ü½ 
� çñëüóÖí £ ÖÜ½ñëÜ½ n . 

ゑê：ÑÖ： ÑíÖ：. 
が¿　 ëÜßÜöó í¿ÇÜëóö½Ü ÖñÜßê：ÑÖÜ £íÑíöó ÖíïöÜäÖÜ ：ÖâÜë½íî：0 : 

1. ぶóï¿Ü çñëüóÖ ½ñëñ¢：. 
2. ぜíöëóî0 ïÜ½：¢ÖÜïöñú で , ñ¿ñ½ñÖöó 　¡Ü； ï i j çó£Öíôí0öáï　 

ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　½ó : 

ï i j = 1 , 　¡àÜ ：ïÖÜ． ÑÜÇí ( i , j ) ; 
ï i j = 0 , 　¡àÜ ÑÜÇí ( i , j )  ç：ÑïÜöÖ　. 

3. ゑñ¿óôóÖó r i j äëÜäÜï¡Öóê ïäëÜ½Ü¢ÖÜïöñú ÑÜÇ ( i , j ) . 

4. ぢÜôíö¡Üçóú äÜö：¡ Öí ½ñëñ¢：, öÜßöÜ çñ¿óôóÖó x i j , àÜ £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá Ü½Üçó : 

a) 0 ≤ x i j ≤ r i j ; 
b) が¿　 ÑÜç：¿áÖÜ； çñëüóÖó (¡ë：½ äñëüÜ； i ÜïöíÖÖáÜ；) äÜö：¡, àÜ çêÜÑóöá Ü 

çñëüóÖÜ, ÑÜë：çÖ0． äÜöÜ¡Ü, àÜ çóêÜÑóöá £ Öñ；. 
ゑó¡¿íÑ í¿ÇÜëóö½Ü ぱÜëÑí-ぱí¿¡ñëïÜÖí. 

ん¿ÇÜëóö½ ï¡¿íÑí．öáï　 £ äÜï¿：ÑÜçÖóê iöñëíîiú, 　¡： äëÜçÜÑ　öáï　 ÑÜöó, äÜ¡ó Öñ 
ßÜÑñ çó¡ÜÖÜçíöóïá Ü£Öí¡í Üäöó½í¿áÖÜïö：. 

ゑ ¡Ü¢Ö：ú iöñëíîi； ½Ü¢Öí çóÑ：¿óöó Ñçí ñöíäó. 

ぎöíä 1 (ñöíä çóïöíç¿ñÖÖ　 äÜ£ÖíôÜ¡). 
1. ゑ ¡Ü¢Öóú ½Ü½ñÖö ôíïÜ ¡Ü¢Öí çñëüóÖí ½Ü¢ñ £ÖíêÜÑóöóïá ç ÜÑÖÜ½Ü £ öëáÜê 

äÜ¿Ü¢ñÖá : 
í) Öñ äÜ£ÖíôñÖí; 
ß) äÜ£ÖíôñÖí, í¿ñ Öñ äëÜÇ¿　ÖÜöí; 
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ç) äÜ£ÖíôñÖí i äëÜÇ¿　ÖÜöí. 

げíÇí¿áÖóú çóÇ¿　Ñ äÜ£Öíô¡ó j-； çñëüóÖó: [ i+ ,θj ] , íßÜ [ i� ,θj ] , Ññ i � ÖÜ½ñë 
Ññ　¡Ü； äÜ£ÖíôñÖÜ； çñëüóÖó, äëó äëÜÇ¿　ÑíÖÖi 　¡Ü； ßÜ¿í äÜ£ÖíôñÖí çñëüóÖí j . 

ゑñëüóÖí 1 £íç¢Ñó äÜ£ÖíôñÖí öí ½í． äÜ£Öíô¡Ü [1+,θ1 ] , Ññ θ1 ë：çÖñ + ∞ 
(Öñï¡：ÖôñÖÖÜïö：). 

2. ぢëÜÇ¿　ÑíÖÖ　 ÑÜç：¿áÖÜ； äÜ£ÖíôñÖÜ； çñëüóÖó j äÜ¿　Çí． ç ÖíïöÜäÖÜ½Ü : 
a) ÑÜç：¿áÖí ÖñäÜ£ÖíôñÖí çñëüóÖí k , Ñ¿　 　¡Ü； ：ïÖÜ． ÑÜÇí ( j ,k ) i ½í． ½：ïîñ 

Öñë：çÖ：ïöá x j k< r j k , Üöëó½Ü． äÜ£Öíô¡Ü çóÇ¿　ÑÜ [ j+ ,θk ] , Ññ 

θk = min {θj , r j k  � x j k } ; 

ß) ÑÜç：¿áÖí ÖñäÜ£ÖíôñÖí çñëüóÖí k, Ñ¿　 　¡Ü； ：ïÖÜ． ÑÜÇí (k, j ) i ½í． ½：ïîñ 

Ü½Üçí xk j > 0 , Üöëó½Ü． äÜ£Öíô¡Ü çóÇ¿　ÑÜ [ j� ,θk ] , Ññ 

θk = min {θj , xk j } . 

3. ぢëÜîñï çóïöíç¿ñÖÖ　 äÜ£ÖíôÜ¡ £í¡：ÖôÜ．öáï　 ç ÜÑÖÜ½Ü £ ÑçÜê çóäíÑ¡：ç : 
í) çñëüóÖí £ ÖÜ½ñëÜ½ n äÜ£ÖíôñÖí; 
ß) Ü½Üçí í) Öñ çó¡ÜÖÜ．öáï　, í¿ñ ¢ÜÑÖÜ； çñëüóÖó ß：¿áüñ äÜ£Öíôóöó Öñ 

½Ü¢Öí. 
ゑ äñëüÜ½Ü çóäíÑ¡Ü äñëñêÜÑó½Ü ÑÜ ñöíäÜ £½：Öó äÜöÜ¡Ü Öí ½ñëñ¢：. ゑ ÑëÜÇÜ½Ü 
� ÑÜ çó£ÖíôñÖÖ　 ½：Ö：½í¿áÖÜÇÜ ëÜ£ë：£Ü ½ñëñ¢： i ½í¡ïó½í¿áÖÜÇÜ äÜöÜ¡Ü. 

ぎöíä 2 (ñöíä £½：Öó äÜöÜ¡Ü). 

ぢÜöi¡ ç ½ñëñ¢： £½：Ö0．öáï　 Öí çñ¿óôóÖÜ θn £í öí¡ó½ äëíçó¿Ü½. 

é¡àÜ çñëüóÖí n ½í． äÜ£Öíô¡Ü [k+,θn ] , Ññ k � ÖÜ½ñë Ññ　¡Ü； çñëüóÖó, öÜ 

xkn = xkn +θn . é¡àÜ äÜ£Öíô¡í ½í． çóÇ¿　Ñ [k� ,θn ] , öÜ xnk = xnk �θn . ぢñëñêÜÑó½Ü ÑÜ 

çñëüóÖó £ ÖÜ½ñëÜ½ k . é¡àÜ äÜ£Öíô¡í çñëüóÖó k ½í． çóÇ¿　Ñ [ j+ ,θk ] , öÜ x j k= x j k+θ
n ; 　¡àÜ çÜÖí ÑÜë：çÖ0． [ j � ,θk ] , öÜ xk j = xk j �θn . ぢÜÑ：ßÖ： Ñ：； äëÜÑÜç¢Ü．½Ü ÑÜöó, äÜ¡ó 
Öñ ßÜÑñ ÑÜï　ÇÖÜöí äÜôíö¡Üçí çñëüóÖí. ゑ îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü çï： ïöíë： äÜ£Öíô¡ó 
çóöóëí．½Ü i äÜçñëöí．½Üïá ÑÜ äñëüÜÇÜ ñöíäÜ. 

ゑ ëñ£Ü¿áöíö： ëÜßÜöó £Ç：ÑÖÜ í¿ÇÜëóö½Ü çó£Öíôí0öáï　 ½：Ö：½í¿áÖóú ëÜ£ë：£ 
½ñëñ¢： i, 　¡ Öíï¿：ÑÜ¡, ½í¡ïó½í¿áÖóú äÜö：¡. 

ぜiÖi½í¿áÖóú ëÜ£ë：£ çó£Öíôí．öáï　 ïÜ¡ÜäÖ：ïö0 ÑÜÇ, àÜ çóêÜÑ　öá £ ½ÖÜ¢óÖó 
äÜ£ÖíôñÖóê çñëüóÖ i £íêÜÑ　öá Ü ½ÖÜ¢óÖÜ ÖñäÜ£ÖíôñÖóê. 

ゑñ¿óôóÖí ½í¡ïó½í¿áÖÜÇÜ äÜöÜ¡Ü ë：çÖí ïÜ½íëÖ：ú äëÜäÜï¡Ö：ú ïäëÜ½Ü¢ÖÜïö： 
½：Ö：½í¿áÖÜÇÜ ëÜ£ë：£Ü. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ £íÑíôí äëÜ ½í¡ïó½í¿áÖóú äÜö：¡ Öí 
½ñëñ¢： ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, 
£íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí 
ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ ぱÜëÑí-ぱí¿¡ñëïÜÖí £íÑíô： äëÜ ½í¡ïó½í¿áÖóú äÜö：¡ Öí 
½ñëñ¢：, Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ 
½ñÖ0 (£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô：, ç ¡Ü¢Ö：ú £ 　¡óê ½ñëñ¢í £íÑí．öáï　 

½íöëóî　½ó ïÜ½：¢ÖÜïöñú C i äëÜäÜï¡Öóê ïäëÜ½Ü¢ÖÜïöñú R . ば çï：ê £íÑíôíê 
Ñ¢ñëñ¿Ü½ ççí¢í．öáï　 çñëüóÖí 1, í ïöÜ¡Ü½ � çñëüóÖí 6. 
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   1)  0 1 1 0 0 0     0 10 18   0   0   0  

  0 0 0 0 1 1     0   0   0   0 14   1  
  C = 0 1 0 1 0 0 ,  R =   0 10   0 17   0   0 ; 

  0 1 0 0 1 1     0   9   0   0 22 12  
  0 0 0 0 0 1     0   0   0   0   0 18  
  0 0 0 0 0 0     0   0   0   0   0   0  

 

   2)  0 1 1 0 0 0     0 11 33   0   0   0  

  0 0 0 1 1 0     0   0   0 14   4   0  
  C = 0 1 0 1 1 0 ,  R =   0   5   0 15 23   0 ; 

  0 0 0 0 0 1     0   0   0   0   0 23  
  0 0 0 1 0 1     0   0   0 11   0 22  
  0 0 0 0 0 0     0   0   0   0   0   0  

 

   3)  0 1 1 1 0 0     0 20 21 22   0   0  

  0 0 1 1 1 0     0   0   5 13 14   0  
  C = 0 0 0 0 1 1 ,  R =   0   0   0   0 12 28 ; 

  0 0 1 0 1 1     0   0 12   0 11 10  
  0 0 0 0 0 1     0   0   0   0   0 17  
  0 0 0 0 0 0     0   0   0   0   0   0  

 

   4)  0 1 1 1 0 0     0   5 19 27   0   0  

  0 0 0 0 1 1     0   0   0   0 17 15  
  C = 0 1 0 0 1 1 ,  R =   0 23   0   0   7   8 ; 

  0 1 1 0 1 0     0   5 12   0 11   0  
  0 0 0 0 0 1     0   0   0   0   0 28  
  0 0 0 0 0 0     0   0   0   0   0   0  

 

   5)  0 1 1 1 1 0     0 24 33   6 12   0  

  0 0 1 1 1 0     0   0 10 15   7   0  
  C = 0 0 0 1 1 1 ,  R =   0   0   0 11 15 17 ; 

  0 0 0 0 1 1     0   0   0   0 12 26  
  0 0 0 0 0 1     0   0   0   0   0 25  
  0 0 0 0 0 0     0   0   0   0   0   0  

 

   6)  0 1 1 1 1 0     0 19 16   8 18   0  

  0 0 1 1 0 0     0   0 20   1   0   0  
  C = 0 0 0 0 1 1 ,  R =   0   0   0   0 32 42 . 

  0 0 1 0 0 1     0   0 45   0   0   2  
  0 0 0 1 0 1     0   0   0 31   0 20  
  0 0 0 0 0 0     0   0   0   0   0   0  

ゑ：ÑäÜç：Ñ：: 
1) d* = 28. 2) d* = 44. 3) d* = 55. 4) d* = 51. 5) d* = 68. 6) d* = 61. 
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ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 9. 

げíÑíôí î：¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ ゎÜ½Üë：-1 

ぢÜïöíÖÜç¡í îi¿Üôóïñ¿áÖÜ； £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. 

げÖíúöó çñ¡öÜë x = (x1 , . . . ,xn), àÜ ½iÖi½i£Ü． î：¿áÜçÜ âÜÖ¡î：0 

L (x ) = c1 x1 + ... + cn xn (9.1) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü Üß½ñ¢ñÖá 

a11 x1  + . . . + a1n  xn = a10 , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  (9.2) 
am1 x1 + . . . + amn xn = am0 , 

x j≥0, j=1,... ,n, (9.3) 

x j � î：¿：, j=1,... ,n. (9.4) 

ゑó¡¿íÑ ½ñöÜÑÜ ゎÜ½Üëi-1. 

ぜñöÜÑ ゎÜ½Üëi-1 ． ÜÑÖó½ £ ½ñöÜÑ：ç ç：ÑöóÖíÖÖ　, ：Ññ　 　¡óê öí¡í. 
づÜ£ç'　£Ü．öáï　 ÑÜäÜ½：¢Öí げずぢ (9.1)�(9.3), 　¡Ü Üöëó½Ü0öá £ çóê：ÑÖÜ； ぴげずぢ 

(9.1)�(9.4) ç：Ñ¡óÑíÖÖ　½ Ü½Üçó îi¿Üôóïñ¿áÖÜïöi £½：ÖÖóê (9.4). é¡àÜ Üäöó½í¿áÖóú 
ëÜ£ç'　£Ü¡ ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ � îi¿oôóïñ¿áÖóú, öÜ ç：Ö ßÜÑñ ： ëÜ£ç'　£¡Ü½ çóê：ÑÖÜ； 
ぴげずぢ. é¡àÜ ¢ Üöëó½íÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； £íÑíô： Öñ ． îi¿Üôóïñ¿áÖó½, öÜ ç：Ñ 
ëÜ£ç'　£íÖÜ； げずぢ äñëñêÜÑ　öá ÑÜ ÖÜçÜ； ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ äëó．ÑÖíÖÖ　½ ¿：Ö：úÖÜÇÜ 
Üß½ñ¢ñÖÖ　, 　¡ñ £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá îi¿Üôóïñ¿áÖi ëÜ£ç'　£¡ó çóê：ÑÖÜ； ぴげずぢ i 　¡ñ Öñ 
£íÑÜçÜ¿áÖ　． Üöëó½íÖóú Öñîi¿Üôóïñ¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ. げÇíÑíÖñ 
ÑÜÑíö¡Üçñ ¿：Ö：úÖñ Üß½ñ¢ñÖÖ　 çó£Öíôí． Ññ　¡Ü çiÑöóÖí0ôÜ ä¿ÜàóÖÜ i Öí£óçí．öáï　 
äëíçó¿áÖó½ çiÑöóÖÜ½. ぢëó．ÑÖíÖÖ　 ÖÜçóê äëíçó¿áÖóê çiÑöóÖiç ÑÜ äÜôíö¡ÜçÜ； 
ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ £Ñ：úïÖ0．öáï　 ÑÜöó, äÜ¡ó Öí Ññ　¡Ü½Ü ¡ëÜîi Öñ ßÜÑñ Üöëó½íÖóú 
îi¿Üôóïñ¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； £íÑíô：, 　¡óú, ÜôñçóÑÖÜ, ßÜÑñ Üäöó½í¿áÖó½ 
ëÜ£ç'　£¡Ü½ çóê：ÑÖÜ； ぴげずぢ. ゑ ½ñöÜÑ： ゎÜ½Üëi-1 äëíçó¿áÖóú çiÑöóÖ ßÜÑÜ．öáï　 öí¡ó½ 
ôóÖÜ½. 

ぞñêíú Öí ÜïöíÖÖ：ú iöñëíîi； ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ äëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； 
げずぢ Öñäë　½： Üß½ñ¢ñÖÖ　 î：．； £íÑíô： ÖíßÜ¿ó çóÇ¿　ÑÜ : 

x i   + a′ i ,m+1 xm+1 +...+ a′ i n xn = a′ i 0 ,  i=1,...,m, 

i, öí¡ó½ ôóÖÜ½, ëÜ£ç'　£¡Ü½ ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ ßÜÑñ çñ¡öÜë 

x = (a′10 , . . . ,  a′m0 ,0,.. . ,0 ). 

ぞñêíú ：ïÖÜ． ÖÜ½ñë r öí¡óú, àÜ a′r 0  � Ñë：ß, i, 　¡ £íç¢Ñó, {z} � ÑëÜßÜçí 
ôíïöóÖí z . どÜÑ： äëíçó¿áÖóú çiÑöóÖ ½ñöÜÑÜ ゎÜ½Üëi-1 £íÑí．öáï　 Öñë：çÖ：ïö0 : 

{ a′r ,m+1} xm+1 +...+ { a′r n } xn ≥ { a′r 0 } . 

ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ ゎÜ½Üëi-1. 

1. づÜ£ç'　£Ü．½Ü ÑÜäÜ½：¢ÖÜ げずぢ (9.1)�(9.3). ぞñêíú x ( 0 ) � ；； Üäöó½í¿áÖóú 
ëÜ£ç'　£Ü¡. é¡àÜ Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ Öñ ：ïÖÜ．, öÜ çóê：ÑÖí ぴげずぢ öí¡Ü¢ Öñ 
½í． Üäöó½í¿áÖÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü. 

2. ぞñêíú Öí s-ú iöñëíîi； ëÜ£ç'　£íÖí ÑÜäÜ½：¢Öí げずぢ, àÜ ½í． M Üß½ñ¢ñÖá i N 

£½：ÖÖóê, x ( s ) � ；； Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡. 
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ゐÜÑñ½Ü ççí¢íöó, àÜ x ( s ) çó£Öíôí．öáï　 ¡íÖÜÖ：ôÖó½ó Üß½ñ¢ñÖÖ　½ó ÜïöíÖÖáÜ； 
iöñëíîi；, öÜßöÜ : 

  x i   + b i ,M+1 xM+1 +...+ b i N xN = b i 0 ,  i=1,... ,M, 

げçiÑ¡ó 

  x ( s ) = ( b1 0 , . . . , bM 0 , 0 , . . . , 0 ). 

3. é¡àÜ b i 0  ( i=1,... ,M ) � î：¿：, öÜ � ¡：Öñîá, x ( s ) ． Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ 
çóê：ÑÖÜ； ぴげずぢ. é¡àÜ ：ïÖÜ． êÜôí ß ÜÑÖñ i öí¡ñ, àÜ b i 0  � Ñë：ß, öÜ äñëñê：Ñ ÑÜ 
äÜÖ¡öÜ 4. 

4. げÖíêÜÑó½Ü r = min{ i } äÜ çï：ê i öí¡óê, àÜ b i 0  � Ñë：ß öí ßÜÑÜ．½Ü ÑÜÑíö¡Üçñ 
Üß½ñ¢ñÖÖ　 

  xN+1 � {b r ,M+1} xM+1 � . . .� {b r N} xN =  � {b r 0 } , 

Ññ xN+1 ≥ 0 � ÑÜÑíö¡Üçí £½：ÖÖí. 

5. づÜ£üóë0．½Ü ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óî0 £í ëíêÜÖÜ¡ (M+1)-ÇÜ ë　Ñ¡í (ÑÜÑíö¡Üçñ 
Üß½ñ¢ñÖÖ　) öí (N+1)-ÇÜ ïöÜçäî　, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． ÑÜÑíö¡Üç：ú £½：ÖÖ：ú xN+1 . 

6. づÜ£ç'　£Ü．½Ü ëÜ£üóëñÖÜ öí¡ó½ ôóÖÜ½ げずぢ ÑçÜ；ïöó½ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½ i 
äñëñêÜÑó½Ü ÑÜ äÜÖ¡öÜ 2 £ £í½：ÖÜ0 s Öí s+1. é¡àÜ äëó îáÜ½Ü Öí 　¡iú-ÖñßÜÑá 
iöñëíîi； ÑçÜ；ïöÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ ÜÑÖí £ ÑÜÑíö¡Üçóê £½：ÖÖóê £íÑíô： 
äÜçöÜëÖÜ ïöí． ßí£óïÖÜ0, öÜ çó¡¿0ôí0öáï　 £ äÜÑí¿áüÜÇÜ ëÜ£Ç¿　ÑÜ ç：ÑäÜç：ÑÖ： 
；ú ë　ÑÜ¡ i ïöÜçäñîá. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ äÜçÖ：ïö0 îi¿Üôóïñ¿áÖí £íÑíôí 
¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ 
í¿ÇÜëóö½Ü½, £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ 
½ñÖ0 äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ ゎÜ½Üëi-1 £íÑíô： îi¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, 
Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 
(£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô： . 

ゑ Üï：ê £íÑíôíê, àÜ äëÜäÜÖÜ0öáï　 Öó¢ôñ, çï： £½：ÖÖ： Öñç：Ñ'．½Ö： öí î：¿：. 
 

1) 5 x1 + 6 x2 + 6 x3 → min, 2) 6 x1 + 4 x2 → min, 
 2 x1 + 4 x2            ≥ 10,  2 x1 +     x2 ≥ 3, 
 3 x1 + 2 x2 + 2 x3 ≥ 10;     x1  �     x2 ≤ 1; 

 

3) 6 x1 + 4 x2 → min, 4)      x1 +    x2 → min, 
 2 x1 +    x2 ≥ 3,    � x1 �    x2               + x5 = �1, 

    x1 � 2 x2 ≤ 2,  �2 x1 + 2 x2 + x3               = �2, 

 3 x1 + 2 x2 ≥ 1;  �4 x1 + 2 x2        + x4        = �1; 

 

5) 6 x1 + 4 x2 → min, 6) 2 x1 + 3 x2 → min, 
 2 x1 +    x2 ≥ 3,     x1 + 2 x2 ≥ 16, 
    x1 �    x2 ≥ 1;  2 x1 +    x2 ≥ 16; 
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7)   5 x1  � 3 x2 → max, 8)          5 x2         + 7 x4 → min, 
   3 x1  + 2 x2 ≥    6,      � 10 x2 + x3 +     x4         = �16, 

   2 x1  � 3 x2 ≥ � 6,  x1 �   3 x2         � 3 x4         = �12, 

      x1  �    x2 ≤ 4,       �   6 x2         � 2 x4 + x5 = �17; 

 

9)                � 5 x4 � 7 x5 → max, 10)    8 x1 + 2 x2 → max, 
 x1            �    x4 � 2 x5 = � 7,        x1 � 4 x2 + x3             = 4, 
        � x3 + 3 x4 � 6 x5 = � 3,  � 4 x1 +    x2        + x4      = 4, 
     x2       �    x4  � 4 x5 = �11;        x1 +    x2             + x5 = 6. 

 
ゑ：ÑäÜç：Ñ：:  
1) x* = (3; 1; 0),  L(x*) = 21. 

2) x* = (1; 1),  L(x*) = 10. 

3) x* = (1; 1),  L(x*) = 10. 

4) x* = (1; 0; 0; 3; 0),  L(x*) = 1. 

5) x* = (2; 0),  L(x*) = 12. 

6) x* = (6; 5),  L(x*) = 27. 

7) x* = (18; 14),  L(x*) = 48. 

8) x* = (0; 4; 24; 0; 7),  L(x*) = 20. 

9) x* = (0; 0; 0; 3; 2),  L(x*) = −29. 

10) x* = (5; 1; 0; 0; 0),  L(x*) = 42. 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 10. 

げíÑíôí ôíïö¡ÜçÜ î：¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ 

ゎÜ½Üë：-2 

ぢÜïöíÖÜç¡í ôíïö¡ÜçÜ îi¿Üôóïñ¿áÖÜ； £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 
(ぶぴげずぢ). 

げÖíúöó çñ¡öÜë x = (x1 , . . . ,xn), àÜ ½iÖi½i£Ü． î：¿áÜçÜ âÜÖ¡î：0 

L (x ) = c1 x1 + ... + cn xn (10.1) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü Üß½ñ¢ñÖá 

a11 x1  + . . . + a1n  xn = a10 , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  (10.2) 
am1 x1 + . . . + amn xn = am0 , 

x j≥0, j=1,... ,n, (10.3) 

x j � î：¿：, j=1,... ,p, (p ≤ n ) . (10.4) 

ゑó¡¿íÑ ½ñöÜÑÜ ゎÜ½Üëi-2. 

ぜñöÜÑ ゎÜ½Üëi-2, 　¡ i ½ñöÜÑ ゎÜ½Üëi-1, ． ÜÑÖó½ £ ½ñöÜÑ：ç ç：ÑöóÖíÖÖ　 i äÜ¿　Çí． ç 
ÖíïöÜäÖÜ½Ü. 

づÜ£ç'　£Ü．öáï　 ÑÜäÜ½：¢Öí げずぢ (10.1)�(10.3), 　¡Ü Üöëó½Ü0öá £ çóê：ÑÖÜ； げずぢ 
(10.1)�(10.4) ç：Ñ¡óÑíÖÖ　½ Ü½Üçó îi¿Üôóïñ¿áÖÜïöi £½：ÖÖóê (10.4). é¡àÜ ；； ëÜ£ç'　£Ü¡ 
£íÑÜçÜ¿áÖ　． Ü½ÜçÜ (10.4), öÜ ç：Ö ¢ñ ． i ëÜ£ç'　£¡Ü½ çóê：ÑÖÜ； ぶぴげずぢ. IÖí¡üñ ç：Ñ 
ëÜ£ç'　£íÖÜ； げずぢ äñëñêÜÑ　öá ÑÜ ÖÜçÜ； ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ äëó．ÑÖíÖÖ　½ ¿：Ö：úÖÜÇÜ 
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Üß½ñ¢ñÖÖ　, 　¡ñ £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá îi¿Üôóïñ¿áÖi (Ü ëÜ£Ü½：ÖÖ： Ü½Üç (10.4)) ëÜ£ç'　£¡ó 
çóê：ÑÖÜ； ぶぴげずぢ, í¿ñ Öñ £íÑÜçÜ¿áÖ　． Üöëó½íÖóú Öñîi¿Üôóïñ¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ 
çóê：ÑÖÜ； げずぢ. げÇíÑíÖñ ÑÜÑíö¡Üçñ Üß½ñ¢ñÖÖ　 çó£Öíôí． Ññ　¡Ü çiÑöóÖí0ôÜ ä¿ÜàóÖÜ i 
Öí£óçí．öáï　 äëíçó¿áÖó½ çiÑöóÖÜ½. ぢëó．ÑÖíÖÖ　 ÖÜçóê äëíçó¿áÖóê çiÑöóÖiç 
£Ñ：úïÖ0．öáï　 ÑÜöó, äÜ¡ó Öí Ññ　¡Ü½Ü ¡ëÜîi Öñ ßÜÑñ Üöëó½íÖÜ îi¿Üôóïñ¿áÖóú (Ü 
ëÜ£Ü½：ÖÖ： Ü½Üç (10.4)) ëÜ£ç'　£Ü¡ ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； £íÑíô：, 　¡óú i ． Üäöó½í¿áÖó½ 
ëÜ£ç'　£¡Ü½ çóê：ÑÖÜ； ぶぴげずぢ. ゑ ½ñöÜÑ： ゎÜ½Üëi-2 äëíçó¿áÖóú çiÑöóÖ ßÜÑÜ．öáï　 öí¡. 

ぞñêíú Öí ÜïöíÖÖ：ú iöñëíîi； ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ äëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； 
げずぢ ；； Öñäë　½： Üß½ñ¢ñÖÖ　 ÖíßÜ¿ó çóÇ¿　ÑÜ : 

x i   + Q i ,m+1 xm+1 +...+ Q i n  xn = Q i 0 ,  i=1,...,m, 

i, £Öíôóöá, ëÜ£ç'　£¡Ü½ ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ ． çñ¡öÜë 

x = ( Q1 0 , . . . ,Qm0 ,0 , . . . , 0  ). 

ぞñêíú ：ïÖÜ． ÖÜ½ñë r ( r ≤ p ) öí¡óú, àÜ Q r 0  � Öñîi¿ñ, i {z } � ÑëÜßÜçí ôíïöóÖí 
z . どÜÑ： äëíçó¿áÖóú çiÑöóÖ ½ñöÜÑÜ ゎÜ½Üëi-2 ½í． çóÇ¿　Ñ : 

xn+1 � D r ,m+1xm+1 � . . .� D r n  xn = � {Q r 0 } , (10.5) 

Ññ xn+1 ≥ 0 � ÑÜÑíö¡Üçí £½：ÖÖí, öí 
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 (10.6) 

ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ ゎÜ½Üëi-2. 

1. づÜ£ç'　£Ü．½Ü ÑÜäÜ½：¢ÖÜ げずぢ (10.1)�(10.3). ぞñêíú x (0 ) � ；； Üäöó½í¿áÖóú 
ëÜ£ç'　£Ü¡. é¡àÜ î　 £íÑíôí Öñ ½í． ëÜ£ç'　£¡Ü, öÜ çóê：ÑÖí ぶぴげずぢ öí¡Ü¢ Öñ ½í． 
ëÜ£ç'　£¡Ü. 

2. ぞñêíú Öí s-ú iöñëíîi； ëÜ£ç'　£íÖí ÑÜäÜ½：¢Öí げずぢ, àÜ ½í． M Üß½ñ¢ñÖá i N 

£½：ÖÖóê, x (s ) � ；； Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡. ぢëóäÜïöó½Ü, àÜ x (s ) çó£Öíôí．öáï　 
¡íÖÜÖ：ôÖó½ó Üß½ñ¢ñÖÖ　½ó ÜïöíÖÖáÜ； iöñëíîi；, í ïí½ñ : 

xi   + Q i ,M+1 xM+1 +...+ Q iN xN = Q i0 ,  i=1,...,M, 

£ç：Ñ¡ó çóä¿óçí．, àÜ 

x (s ) = ( Q1 0 , . . . ,QM 0 ,0 , . . . , 0  ). 

3. é¡àÜ Q i0  (i=1,...,p) � î：¿：, öÜ ¡：Öñîá : x (s ) ． Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ 
çóê：ÑÖÜ； ぶぴげずぢ. é¡àÜ ：ïÖÜ． êÜôí ß ÜÑÖñ i öí¡ñ, àÜ Q i0  � Öñîi¿ñ (i=1,...,p), 
öÜ äñëñê：Ñ ÑÜ äÜÖ¡öÜ 4. 

4. げÖíêÜÑó½Ü r = min{ i } äÜ çï：ê i (i=1,...,p) öí¡óê, àÜ Q i0  � Öñîi¿ñ öí ßÜÑÜ．½Ü 

ÑÜÑíö¡Üçñ Üß½ñ¢ñÖÖ　 £í âÜë½Ü¿í½ó (10.5)−(10.6) äëó m = M öí n = N . 

5. づÜ£üóë0．½Ü ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óî0 £í ëíêÜÖÜ¡ (M+1)-ÇÜ ë　Ñ¡í (ÑÜÑíö¡Üçñ 
Üß½ñ¢ñÖÖ　) öí (N+1)-ÇÜ ïöÜçäî　, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． ÑÜÑíö¡Üç：ú £½：ÖÖ：ú xN+1 . 

6. づÜ£ç'　£Ü．½Ü ëÜ£üóëñÖÜ げずぢ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ÑçÜ；ïöÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ (がでぜ ) 
i äñëñêÜÑó½Ü ÑÜ äÜÖ¡öÜ 2 £ £í½：ÖÜ0 s Öí s+1, M Öí M+1, N Öí N+1. é¡àÜ Öí 
Ññ　¡：ú iöñëíîi； がでぜ ÜÑÖí £ ÑÜÑíö¡Üçóê £½：ÖÖóê £íÑíô： £ÖÜçÜ ïöí． ßí£óïÖÜ0, öÜ 
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£ äÜÑí¿áüÜÇÜ ëÜ£Ç¿　ÑÜ çó¡¿0ôí0öáï　 ç：ÑäÜç：ÑÖ： ；ú ë　ÑÜ¡ öí ïöÜçäñîá i äëó 
äñëñêÜÑ： ÑÜ äÜÖ¡öÜ 2 £í½：Ö0．öáï　 ¿óüñ s Öí s+1. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ ôíïö¡ÜçÜ îi¿Üôóïñ¿áÖí £íÑíôí 
¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ 
í¿ÇÜëóö½Ü½, £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ 
½ñÖ0 äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ ゎÜ½Üëi-2 £íÑíô： ôíïö¡ÜçÜ îi¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ 
äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» 
ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô： .  

 

1)         x1 + 8 x2 → max, 2)    � 6 x1 �    x2 → min, 
      3 x1 +    x2 ≤ 9,  � 2.9 x1 + 6 x2 ≤ 17.4, 
 0.16 x1 +    x2 ≤ 1.9,         3 x1 �    x2 ≤   1, 
          xj ≥ 0, xj � î：¿ñ, j = 1,2;            xj ≥ 0, xj � î：¿ñ, j = 1,2; 

 

3) 0.25 x1 +        x2 → max, 4) � 2 x1 � 4 x2 → min, 
    0.5 x1 +       x2 ≤ 1.75,      2 x1 +    x2 ≤ 19.33, 
          x1 + 0.3 x2 ≤ 1.5,         x1 + 3 x2 ≤ 10, 
          xj ≥ 0, xj � î：¿ñ, j = 1,2;         xj ≥ 0, xj � î：¿ñ, j = 1,2; 

 

5)    x1 +      x2 → max, 6)    x1 +      x2 → max, 
 2 x1 + 11 x2 ≤ 38,  2 x1 + 11 x2 ≤ 38, 
    x1 +      x2 ≤   7,     x1 +       x2 ≤   7, 
 4 x1 �   5 x2 ≤   5,  4 x1 �    5 x2 ≤   5, 
    xj ≥ 0, j = 1,2, x2 � î：¿ñ;     xj ≥ 0, j = 1,2, x1 � î：¿ñ; 

 

7)    x1 → max, 8) � 8 x1 � 6 x2 → min, 
    x1 + 3 x2 ≤ 12,      3 x1 + 5 x2 + x3       = 11, 

 3 x1 � 8 x2 ≤ 24,      4 x1 +    x2       + x4 =   8, 

    xj ≥ 0, j = 1,2, x1 � î：¿ñ;         xj ≥ 0, j = 1,2, x1 � î：¿ñ. 
 
ゑ：ÑäÜç：Ñ：:  
1) x* = (2; 1),  L(x*) = 10. 

2) x* = (1; 3),  L(x*) = �9. 

3) x* = (1; 1),  L(x*) = 1.25. 

4) x* = (7; 1),  L(x*) = �18. 

5) x* = (3.75; 2),  L(x*) = 5.75. 

6) x* = (4; 2.73),  L(x*) = 6.73. 

7) x* = (9; 0.38),  L(x*) = 9. 

8) x* = (1; 1.6; 0; 2.41), L(x*) = �17.6. 
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ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 11. 

げíÑíôí î：¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ ゎÜ½Üë：-3 

ぢÜïöíÖÜç¡í îi¿Üôóïñ¿áÖÜ； £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (ぴげずぢ). 

げÖíúöó çñ¡öÜë x = (x1 , . . . ,xn), àÜ ½iÖi½i£Ü． î：¿áÜçÜ âÜÖ¡î：0 

L (x ) = c1 x1 + ... + cn xn (11.1) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü Üß½ñ¢ñÖá 

a11 x1  + . . . + a1n  xn = a10 , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  (11.2) 
am1 x1 + . . . + amn xn = am0 , 

x j≥0, j=1,... ,n, (11.3) 

x j � î：¿：, j=1,... ,n. (11.4) 

ゑó¡¿íÑ ½ñöÜÑÜ ゎÜ½Üëi-3. 

ぞñêíú Üß½ñ¢ñÖÖ　 (11.2) げずぢ (11.1)�(11.3) äëóçñÑñÖ： ÑÜ ½íú¢ñ ¡íÖÜÖ：ôÖÜÇÜ 
çóÇ¿　ÑÜ : 

x i   +αi ,m+1 xm+1 +...+αi n xn =αi 0 ,  i=1,... ,m, (11.5) 

Ññ αi j , i=1,...,m, j=0,m+1,...,n, � î：¿： öí ïó½ä¿ñ¡ï-ëi£Öóîi ∆ j ≥ 0 , j=1,... ,n. 

é¡àÜ αi 0 ≥ 0 , i=1,... ,m, öÜ Üß½ñ¢ñÖÖ　 (11.5) çó£Öíôí0öá Üäöó½í¿áÖóú 
ëÜ£ç'　£Ü¡ ぴげずぢ (11.1)�(11.4), iÖí¡üñ çó£Öíôí．öáï　 Ññ　¡óú îi¿Üôóïñ¿áÖóú ½íú¢ñ 
ÑÜäÜïöó½óú ßí£óïÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ (ぜがゐづ ) çóê：ÑÖÜ； げずぢ. ぜÜ¢Öí ßÜ¿Ü ß, £çóôíúÖÜ, 

çóßëíöó ÜÑóÖ £ ：ÖÑñ¡ï：ç i, Ñ¿　 　¡ÜÇÜ αi 0 < 0 , öí çó¡ÜÖíöó iöñëíîi0 ÑçÜ；ïöÜÇÜ 
ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ. ぢëÜöñ ç îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü îi¿Üôóïñ¿áÖiïöá ÖÜçóê äíëí½ñöë：ç ßÜ¿í 
ß, ç£íÇí¿： ¡í¢Üôó, äÜëÜüñÖí ôñëñ£ ÖñÜßê：ÑÖ：ïöá Ñ：¿ñÖÖ　 Öí çñÑÜôóú ñ¿ñ½ñÖö 
äñëñöçÜëñÖÖ　. ぴáÜÇÜ ½Ü¢Öí ÜÖó¡ÖÜöó ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó çñÑÜôóú ñ¿ñ½ñÖö ÑÜë：çÖ0． �
1. ゑó　ç¿　．öáï　, àÜ ½Ü¢Öí äÜßÜÑÜçíöó ÑÜÑíö¡Üçñ Üß½ñ¢ñÖÖ　, 　¡Ü½Ü 
£íÑÜçÜ¿áÖ　0öá çï： îi¿Üôóïñ¿áÖi ëÜ£ç'　£¡ó ぴげずぢ i 　¡ñ ëí£Ü½ £ öó½ çó£Öíôí． 
çñÑÜôóú ë　ÑÜ¡ äñëñöçÜëñÖÖ　, àÜ ½í． çñÑÜôóú ñ¿ñ½ñÖö �1. ゐÜÑÜ．öáï　 çÜÖÜ £í l-½ 

Üß½ñ¢ñÖÖ　½ ïóïöñ½ó (11.5), Ñ¿　 　¡ÜÇÜ αi 0  ½：Ö：½í¿áÖñ ïñëñÑ ç：Ñ'．½Öóê αi 0 , i ½í． 
çóÇ¿　Ñ : 

xn+1 +αm+1 ,m+1 xm+1 +...+αm+1 ,n xn =αm+1,0 , 

Ññ xn+1 ≥ 0 � ÑÜÑíö¡Üçí £½：ÖÖí, 

αm+1 , j = [αl j /α] , j=0,m+1,...,n, 

α = max { �αl j } , j=m+1,...,n. 

だö¢ñ, Öí　çÖí ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óî　 ëÜ£üóë0．öáï　 £í ëíêÜÖÜ¡ (m+1)-ÇÜ ë　Ñ¡í £ 
ñ¿ñ½ñÖöí½ó αm+1 , j (αm+1 , j = 0 äëó j=1,...,m) öí ÜÑóÖóôÖÜÇÜ ïöÜçäî　 An+1 , àÜ 
ç：ÑäÜç：Ñí． ÑÜÑíö¡Üç：ú £½：ÖÖ：ú xn+1 . ぢÜöi½ çó¡ÜÖÜ．öáï　 iöñëíîi　 ÑçÜ；ïöÜÇÜ 
ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ £ (m+1)-½ çñÑÜôó½ ë　Ñ¡Ü½. 
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ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ ゎÜ½Üëi-3. 

1. げçÜÑó½Ü çóê：ÑÖÜ げずぢ (11.1)�(11.3) ÑÜ ½íú¢ñ ¡íÖÜÖ：ôÖÜ； げずぢ (ぜとげずぢ) £ 
îi¿Üôóïñ¿áÖó½ó ¡Üñâ：î：．Ööí½ó, àÜ çó£Öíôí． îi¿Üôóïñ¿áÖóú ぜがゐづ x (0 ) , Ñ¿　 

　¡ÜÇÜ ∆ j ≥ 0 , j=1,... ,n. 

2. ぞñêíú Öí s-ú iöñëíîi； Üöëó½íÖí äÜçÖ：ïö0 îi¿Üôóïñ¿áÖí ぜとげずぢ 

x i   +αi ,M+1 xM+1 +...+αiN xN =αi 0 ,  i=1,... ,M, 

àÜ çó£Öíôí． îi¿Üôóïñ¿áÖóú N-çó½iëÖóú ぜがゐづ 

x (s ) = (α10 , . . ,αM0 ,0 , . . ,0 ). 

3. é¡àÜ αi 0 ≥ 0 , i=1,... ,M, öÜ ¡：Öñîá : x (s ) � Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ ぴげずぢ. 
IÖí¡üñ 

4. é¡àÜ Ñ¿　 Ññ　¡ÜÇÜ i öí¡ÜÇÜ, àÜ αi 0 < 0 , αi j≥ 0 , j=1,...,N, öÜ ¡：Öñîá : çóê：ÑÖí 
ぴげずぢ Öñ ½í． ÑÜäÜïöó½óê ëÜ£ç'　£¡iç. é¡àÜ öí¡óê i Öñ½í．, öÜ 

5. げÖíêÜÑó½Ü l = argmin{αi 0 }, Ññ i : αi 0 < 0. ゑó£Öíôí．½Ü α= max{�αl j } , 
j=M+1,...,N, ： ßÜÑÜ．½Ü ÑÜÑíö¡Üçñ Üß½ñ¢ñÖÖ　 

xN+1 +αM+1,M+1 xM+1 +...+αM+1,N xN =αM+1,0 , 

Ññ xN+1 ≥ 0 � ÑÜÑíö¡Üçí £½：ÖÖí, αM+1,j � î：¿í ôíïöóÖí ç：ÑÖÜüñÖÖ　 αl j /α, 
j=0,M+1,...,N. 

6. づÜ£üóë0．½Ü ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óî0 £í ëíêÜÖÜ¡ (M+1)-ÇÜ ë　Ñ¡í (ÑÜÑíö¡Üçñ 
Üß½ñ¢ñÖÖ　) öí (N+1)-ÇÜ ïöÜçäî　, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． ÑÜÑíö¡Üç：ú £½：ÖÖ：ú xN+1 . 

7. げÖíêÜÑó½Ü k = argmin{∆ j } , Ññ j : αM+1,j < 0 . ぢñëñêÜÑó½Ü ÑÜ ÖÜçÜÇÜ 

îi¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ぜがゐづ x (s+1 ) , çó¡ÜÖÜ0ôó ïó½ä¿ñ¡ï-äñëñöçÜëñÖÖ　 £ 
çñÑÜôó½ó ë　Ñ¡Ü½ M+1 öí ïöÜçäîñ½ k. é¡àÜ k � ：ÖÑñ¡ï ÜÑÖ：．； £ ÑÜÑíö¡Üçóê 
£½：ÖÖóê, öÜ äñëñêÜÑó½Ü ÑÜ ä. 8, iÖí¡üñ � ÑÜ ä. 3, £í½：Ö　0ôó M Öí M+1, N Öí 
N+1, s Öí s+1. 

8. ゑó¡¿0ôí．½Ü £ äÜÑí¿áüÜÇÜ ëÜ£Ç¿　ÑÜ (çó¡ëñï¿0．½Ü) k-ú ïöÜçäñîá öí (M+1)-ú 
(ÜïöíÖÖ：ú) ë　ÑÜ¡ ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óîi, äñëñÖÜ½ñëÜçÜ．½Ü ëñüöÜ ÑÜÑíö¡Üçóê 
£½：ÖÖóê Ñ¿　 £ßñëñ¢ñÖÖ　 ÖñäñëñëçÖÜ； ÖÜ½ñëíî：； çï：ê £½：ÖÖóê £íÑíô： i 
äñëñêÜÑó½Ü ÑÜ ä. 3, £í½：Ö　0ôó s Öí s+1. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ îi¿Üôóïñ¿áÖí £íÑíôí ¿：Ö：úÖÜÇÜ 
äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, 
£íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí 
ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ ゎÜ½Üëi-3 £íÑíô： îi¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, 
Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 
(£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô： . 

ゑ Üï：ê £íÑíôíê, àÜ äëÜäÜÖÜ0öáï　 Öó¢ôñ, çï： £½：ÖÖ： Öñç：Ñ'．½Ö： öí î：¿：. 
 

1)    � x1 � 5 x2 → max, 2)    3 x1 + 2 x2 → min, 3)      x1 +    3x2 → min, 
  12 x1 � 3 x2 ≥ 8,             � 3 x2 ≤ 2,       x1 +    6x2 ≥   5, 
 � 3 x1 + 9 x2 ≥ 8,  � 2 x1 + 2 x2 ≤ 2,  � 5x1 + 19x2 ≥ 13, 
    � x1 + 3 x2 ≥ 3;     2 x1 �     x2 ≥ 1;  � 3x1 +   6x2 ≥   2; 
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4)     7x1 + 12x2 → min, 5) �3x1 �   8x2 → max, 6) 10x1 +   7x2 → min, 
     4x1 � 23x2 ≤ �14,  �2x1 + 10x2 ≥     4,    2x1 � 12x2 ≤ �9, 
 �12x1 +   2x2 ≤   �9,  �3x1 �   5x2 ≤ �10,      x1 +    4x2 ≥ 10, 
 �13x1 �     x2 ≤ �10;    2x1 �      x2 ≥     2;    4x1 �    2x2 ≥ 14; 

 

7)           � 3 x4 �   2 x5 → max, 8)        3 x2               +      x5 → min, 
 x1       � 5 x4 +      x5 = �15,      � 2 x2 + x3       � 18 x5 = �20, 
        x3 +   x4 �   8 x5 =  � 9,  x1 +    x2               � 15 x5 =  � 7, 
    x2     �   x4 � 10 x5 = �19;       � 5 x2      + x4 +       x5 =  � 9. 

ゑ：ÑäÜç：Ñ：:  
1) x* = (2; 2),  L(x*) = �12. 

2) x* = (1; 0),  L(x*) = 3. 

3) x* = (0; 1),  L(x*) = 3. 

4) x* = (1; 1),  L(x*) = 19. 

5) x* = (2; 1),  L(x*) = �14. 

6) x* = (5; 2),  L(x*) = 64. 

7) x* = (3; 5; 3; 4; 2),  L(x*) = �16. 

8) x* = (6; 2; 2; 0; 1), L(x*) = 7. 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 12. 

げíÑíôí ôíïö¡ÜçÜ Ñóï¡ëñöÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ 

がí¿áöÜÖí-ず¿ñçñ¿：Öí 

ぢÜïöíÖÜç¡í ôíïö¡ÜçÜ Ñóï¡ëñöÖÜ； £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (ぶがげずぢ). 

げÖíúöó çñ¡öÜë x = (x1 , . . . ,xn), àÜ ½iÖi½i£Ü． î：¿áÜçÜ âÜÖ¡î：0 

L (x ) = c1 x1 + ... + cn xn (12.1) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü Üß½ñ¢ñÖá 

a11 x1  + . . . + a1n  xn = a10 , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  (12.2) 
am1 x1 + . . . + amn xn = am0 , 

x j≥0, j=1,... ,n, (12.3) 

x j∈ {X j 1 , . . . ,X j , n j } ,  j=1,...,p,  (p≤n) , (12.4) 

Ññ 0 = X j 1  <...< X j , n j . 

ゑó¡¿íÑ ½ñöÜÑÜ がí¿áöÜÖí-ず¿ñçñ¿iÖí. 

ぜñöÜÑ がí¿áöÜÖí-ず¿ñçñ¿iÖí, 　¡ i ½ñöÜÑó ゎÜ½Üëi, ． ÜÑÖó½ £ ½ñöÜÑ：ç 
ç：ÑöóÖíÖÖ　 i äÜ¿　Çí． ç ÖíïöÜäÖÜ½Ü. 

づÜ£ç'　£Ü．öáï　 ÑÜäÜ½：¢Öí げずぢ (12.1)�(12.3), 　¡Ü Üöëó½Ü0öá £ çóê：ÑÖÜ； £íÑíô： 
(12.1)�(12.4) ç：Ñ¡óÑíÖÖ　½ Ü½Üçó Ñóï¡ëñöÖÜïö： £½：ÖÖóê (12.4). é¡àÜ ；； ëÜ£ç'　£Ü¡ 
£íÑÜçÜ¿áÖ　． Ü½ÜçÜ (12.4), öÜ ç：Ö ¢ñ ． i ëÜ£ç'　£¡Ü½ çóê：ÑÖÜ； ぶがげずぢ. IÖí¡üñ ç：Ñ 
ëÜ£ç'　£íÖÜ； げずぢ äñëñêÜÑ　öá ÑÜ ÖÜçÜ； ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ äëó．ÑÖíÖÖ　½ ¿：Ö：úÖÜÇÜ 
Üß½ñ¢ñÖÖ　, 　¡ñ £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá Ñóï¡ëñöÖ： (ç ëÜ£Ü½：ÖÖ： Ü½Üç (12.4)) ëÜ£ç'　£¡ó 
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çóê：ÑÖÜ； ぶがげずぢ, í¿ñ Öñ £íÑÜçÜ¿áÖ　． Üöëó½íÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ çóê：ÑÖÜ； げずぢ. ぴñ 
ÑÜÑíö¡Üçñ Üß½ñ¢ñÖÖ　 çó£Öíôí． Ññ　¡Ü çiÑöóÖí0ôÜ ä¿ÜàóÖÜ i £çñöáï　 äëíçó¿áÖó½ 
çiÑöóÖÜ½. 

ぢëó．ÑÖíÖÖ　 ÖÜçóê äëíçó¿áÖóê çiÑöóÖiç ÑÜ äÜôíö¡ÜçÜ； ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ 
£Ñ：úïÖ0．öáï　 ÑÜöó, äÜ¡ó Öí Ññ　¡Ü½Ü ¡ëÜîi Öñ ßÜÑñ Üöëó½íÖóú Ñóï¡ëñöÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ 
ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ, 　¡óú, ÜôñçóÑÖÜ, ßÜÑñ i Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ çóê：ÑÖÜ； ぶがげずぢ. 

ゑ ½ñöÜÑ： がí¿áöÜÖí-ず¿ñçñ¿iÖí äëíçó¿áÖóú çiÑöóÖ ßÜÑÜ．öáï　 öí¡ó½ ôóÖÜ½. 
ぞñêíú Öí ÜïöíÖÖ：ú iöñëíîi； ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ äëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ ；； 
Öñäë　½： Üß½ñ¢ñÖÖ　 ÖíßÜ¿ó çóÇ¿　ÑÜ : 

x i   + Q i ,m+1 xm+1 + . . .+ Q i n xn = Q i 0 ,  i=1,... ,m, 

i, Üö¢ñ, ëÜ£ç'　£¡Ü½ ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； げずぢ ． çñ¡öÜë 

x = (Q10 , . . . ,Qm0 ,0, . . . ,0 ). 

ぞñêíú ：ïÖÜ． ÖÜ½ñë r (r ≤ p) öí¡óú, àÜ Q r 0 Öñ £íÑÜçÜ¿áÖ　． (12.4), ÑÜ öÜÇÜ ¢ X r t 

< Q r 0 < X r , t+1 Ñ¿　 Ññ　¡ÜÇÜ t=1, . . . ,n r−1 . 
どÜÑ： äëíçó¿áÖóú çiÑöóÖ ½ñöÜÑÜ がí¿áöÜÖí-ず¿ñçñ¿iÖí ½í． çóÇ¿　Ñ: 

xn+1 � D r ,m+1 xm+1 � . . .� D rn xn = � (Q r 0 � X r t ) , (12.5) 

Ññ xn+1 ≥ 0 � ÑÜÑíö¡Üçí £½：ÖÖí, 
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 (12.6) 

ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ がí¿áöÜÖí-ず¿ñçñ¿iÖí. 

1. づÜ£ç'　£Ü．½Ü ÑÜäÜ½：¢ÖÜ げずぢ (12.1)�(12.3). ぞñêíú x (0 ) � ；； Üäöó½í¿áÖóú 
ëÜ£ç'　£Ü¡. é¡àÜ î　 £íÑíôí Öñ ½í． ëÜ£ç'　£¡Ü, öÜ çóê：ÑÖí ぶがげずぢ öí¡Ü¢ Öñ ½í． 
ëÜ£ç'　£¡Ü. 

2. ぞñêíú Öí s-ú iöñëíîi； ëÜ£ç'　£íÖí ÑÜäÜ½：¢Öí げずぢ, àÜ ½í． M Üß½ñ¢ñÖá öí N 

£½：ÖÖóê, x (s ) � ；； Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡. 
ぢëóäÜïöó½Ü, àÜ x (s ) çó£Öíôí．öáï　 £í ¡íÖÜÖ：ôÖó½ó Üß½ñ¢ñÖÖ　½ó ÜïöíÖÖáÜ； 
iöñëíîi；, í ïí½ñ : 

x i   + Q i ,M+1 xM+1 + . . .+ Q iN xN = Q i0 ,  i=1,... ,M, 

£ç：Ñ¡ó çóä¿óçí．, àÜ 

x (s ) = (Q10 , . . . ,QM0 ,0,0, . . . ,0 ). 

3. é¡àÜ Q i0  ( i=1,... ,p) £íÑÜçÜ¿áÖ　． Ü½ÜçÜ (12.4), öÜ ¡：Öñîá: x (s ) ． ëÜ£ç'　£¡Ü½ 
çóê：ÑÖÜ； ぶがげずぢ. IÖí¡üñ 

4. げÖíêÜÑó½Ü r = min{ i } äÜ çï：ê i ( i=1,... ,p) öí¡óê, àÜ äëó Ññ　¡Ü½Ü t 

( t=1,... ,n i−1) X i t < Q i0 < X i , t+1 , i ßÜÑÜ．½Ü ÑÜÑíö¡Üçñ Üß½ñ¢ñÖÖ　 £í 
âÜë½Ü¿í½ó (12.5)�(12.6) äëó m = M öí n = N. 

5. づÜ£üóë0．½Ü ïó½ä¿ñ¡ï-öíß¿óî0 £í ëíêÜÖÜ¡ (M+1)-ÇÜ ë　Ñ¡í (ÑÜÑíö¡Üçñ 
Üß½ñ¢ñÖÖ　) öí (N+1)-ÇÜ ïöÜçäî　, àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． ÑÜÑíö¡Üç：ú £½：ÖÖ：ú xN+1 . 

6. づÜ£ç'　£Ü．½Ü ëÜ£üóëñÖÜ げずぢ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ÑçÜ；ïöÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ (がでぜ) 
i äñëñêÜÑó½Ü ÑÜ äÜÖ¡öÜ 2 £ £í½：ÖÜ0 s Öí s+1, M Öí M+1, N Öí N+1. é¡àÜ Öí 
Ññ　¡：ú iöñëíîi； がでぜ ÜÑÖí £ ÑÜÑíö¡Üçóê £½：ÖÖóê £íÑíô： £ÖÜçÜ ïöí． ßí£óïÖÜ0, öÜ 
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£ äÜÑí¿áüÜÇÜ ëÜ£Ç¿　ÑÜ çó¡¿0ôí0öáï　 ç：ÑäÜç：ÑÖ： ；ú ë　ÑÜ¡ öí ïöÜçäñîá i äëó 
äñëñêÜÑ： ÑÜ äÜÖ¡öÜ 2 £í½：Ö0．öáï　 ¿óüñ s Öí s+1. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ £íÑíôí ôíïö¡ÜçÜ Ñóï¡ëñöÖÜÇÜ 
¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ 
í¿ÇÜëóö½Ü½, £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ 
½ñÖ0 äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ がí¿áöÜÖí-ず¿ñçñ¿iÖí £íÑíô： ôíïö¡ÜçÜ Ñóï¡ëñöÖÜÇÜ 
¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó 
«がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô： .  

ゑ Üï：ê £íÑíôíê, àÜ äëÜäÜÖÜ0öáï　 Öó¢ôñ, çï： £½：ÖÖ： Öñç：Ñ'．½Ö：. 
 

1)   2 x1 + 3 x2 → min, 2) 5 x1 + 3 x2 → max, 3)    x1 +    x2 → max, 
 �3 x1 � 2 x2 ≤ �6,  3 x1 + 5 x2 ≤ 15,     x1 + 2 x2 ≤ 10, 
      x1 + 4 x2 ≥   4,  5 x1 + 2 x2 ≤ 10,  2 x1 +    x2 ≤ 10, 
    x1 ∈ {0,1,3,4},     x1 ∈ {0,1,2},     x1 ∈ {0,3,4}, 
    x2 ∈ {0,2,3,5};     x2 ∈ {0,2,3};     x2 ∈ {0,1,2,4}; 

 

4) � 2 x1 + 3 x2 → max, 5) � x1 � 3 x2 → min, 6) x1 � 2 x2 → min, 
    4 x1 + 5 x2 ≤ 20,     x1 +    x2 ≤    5,  x1 �    x2 ≤ 2, 
    2 x1 +    x2 ≥   6,  � x1 + 2 x2 ≥ � 4,  x1 +    x2 ≤ 3, 
    x1 ∈ {0,2,4},     x1 ∈ {0,2,4},  x1 ∈ {0,1,2,4}, 
    x2 ∈ {0,1,2,5};     x2 ∈ {0,1,3,6};  x2 ∈ {0,2,4}; 

 

7)    x1 �    x2 → max, 8) � x1 �    x2 → min, 9) 3 x1 + 4 x2 → max, 
 2 x1 � 2 x2 ≥ �5,  � x1 + 4 x2 ≤ 12,  � x1 + 2 x2 ≤ 4, 
 2 x1 + 2 x2 ≤   7,  4 x1 �    x2 ≤ 12,  3 x1 �    x2 ≤ 7, 
    x1 ∈ {0,2,3},     x1 ∈ {0,1,4},     x1 ∈ {0,1,3,5}, 
    x2 ∈ {0,1,3};     x2 ∈ {0,1,3,5};     x2 ∈ {0,2,3,5}. 

ゑ：ÑäÜç：Ñ：:  
1) x* = (1; 2),  L(x*) = 8. 

2) x* = (1; 2),  L(x*) = 11. 

3) x* = (4; 2),  L(x*) = 6. 

4) x* = (2; 2),  L(x*) = 2. 

5) x* = (2; 3),  L(x*) = �11. 

6) x* = (0; 2),  L(x*) = �4. 

7) x* = (2; 0),  L(x*) = 2. 

8) x* = (1; 3),  L(x*) = �4. 

9) x* = (3; 3),  L(x*) = 21. 
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ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 13. 

げíÑíôí î：¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ ç：öÜ¡ ： 
ÇëíÖóîá 

ぢÜïöíÖÜç¡í îi¿Üôóïñ¿áÖÜ； £íÑíô： ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (ぴげずぢ). 

げÖíúöó çñ¡öÜë x = (x1 , . . . ,xn), àÜ ½iÖi½i£Ü． î：¿áÜçÜ âÜÖ¡î：0 

L (x ) = c1 x1 + ... + cn xn (13.1) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü Üß½ñ¢ñÖá 

a11 x1  + . . . + a1n  xn  R1    a10 , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  (13.2) 
am1 x1 + . . . + amn xn  Rm  am0 , 

x j≥0, j=1,... ,n, (13.3) 

x j � î：¿：, j=1,... ,n. (13.4) 

Ññ ïó½çÜ¿ R i ( i=1,... ,m) £í½：Ö0． ÜÑóÖ ：£ £Öí¡：ç: ≤ , = , ≥ . 
ゑçí¢í．öáï　 öí¡Ü¢, àÜ ½ÖÜÇÜÇëíÖÖí ½ÖÜ¢óÖí, 　¡í çó£Öíôí．öáï　 

ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　½ó (13.2)�(13.3), Üß½ñ¢ñÖí, í ¡Üñâ：î：．Ööó c j î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； (13.1) 
� î：¿： ôóï¿í. 

がí¿： ÖíçÜÑóöáï　 í¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ ずñÖÑ-がÜúÇ, 　¡óú 　ç¿　． ïÜßÜ0 ëñí¿：£íî：0 
½ñöÜÑÜ ç：öÜ¡ öí ÇëíÖóîá Ñ¿　 ïâÜë½Ü¿áÜçíÖÜ； çóàñ £íÑíô：. 

ゑó¡¿íÑ ½ñöÜÑÜ ずñÖÑ-がÜúÇ. 

づÜ£ç'　£Ü．öáï　 ÑÜäÜ½：¢Öí げずぢ (13.1)�(13.3), 　¡í Üöëó½íÖí £ çóê：ÑÖÜ； ぴげずぢ 

(13.1)�(13.4) ç：Ñ¡óÑíÖÖ　½ Ü½Üçó îi¿Üôóïñ¿áÖÜïöi £½：ÖÖóê (13.4) (ç：ö¡í 0;1). é¡àÜ ；； 
ëÜ£ç'　£Ü¡ x(0;1) � îi¿Üôóïñ¿áÖóú, öÜ ç：Ö ¢ñ ． i ëÜ£ç'　£¡Ü½ çóê：ÑÖÜ； ぴげずぢ. やÖí¡üñ 

çñ¿óôóÖí ξ(0;1) = L(x(0;1)) Ñí． Öó¢Ö0 Üî：Ö¡Ü (ÇëíÖóî0) î：¿áÜçÜ； âÜÖ¡î：； ぴげずぢ Öí 

½ÖÜ¢óÖ： D(0;1) = D, àÜ çó£Öíôí．öáï　 ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　½ó (13.2), (13.3). 

ぞñêíú Ññ　¡í ¡ÜÜëÑóÖíöí x j (0;1) ( j=1,... ,n) ëÜ£ç'　£¡Ü x(0;1) Öñ ． 

îi¿Üôóïñ¿áÖÜ0. ゑ îáÜ½Ü çóäíÑ¡Ü £Ñ：úïÖ0．öáï　 ëÜ£Çí¿Ü¢ñÖÖ　 ½ÖÜ¢óÖó D(0;1) Öí 

Ñç： äiÑ½ÖÜ¢óÖó D(1;1) i D(1;2) ÑÜÑíçíÖÖ　½ ÑÜ Üß½ñ¢ñÖá, àÜ £íÑí0öá D(0;1), 

Üß½ñ¢ñÖá x j ≤ [xj (0;1)] öí x j ≥ [xj (0;1)]+1 ç：ÑäÜç：ÑÖÜ, Ññ [z ] � î：¿í ôíïöóÖí ôóï¿í 
z . がí¿： ëÜ£ç'　£Ü0öáï　 ÖÜç： ÑÜäÜ½：¢Ö： げずぢ £ Üß½ñ¢ñÖÖ　½ó, 　¡： çó£Öíôí0öáï　 

äiÑ½ÖÜ¢óÖí½ó D(1;1) öí D(1;2), £ÖíêÜÑ　öáï　 ÇëíÖóî： ξ(1;1) öí ξ(1;2) i ö. Ñ. 

が¿　 äÜÑí¿áüÜÇÜ ëÜ£Çí¿Ü¢ñÖÖ　 Üßóëí．öáï　 äñëïäñ¡öóçÖí ½ÖÜ¢óÖí D(k;r) £ 
Öíú½ñÖüÜ0 ÇëíÖóîñ0 ξ(k;r). ぢëÜîñï äëÜÑÜç¢Ü．öáï　 ÑÜöó, äÜ¡ó Öñ ßÜÑñ Üöëó½íÖÜ 
ëÜ£ç'　£Ü¡, 　¡óú £íÑÜçÜ¿áÖ　． Ü½ÜçÜ îi¿Üôóïñ¿áÖÜïöi i Ñ¿　 　¡ÜÇÜ çó¡ÜÖÜ．öáï　 Ü£Öí¡í 
Üäöó½í¿áÖÜïö： (Ñóç. ä. 4 í¿ÇÜëóö½Ü). ゑÖíï¿iÑÜ¡ Üß½ñ¢ñÖÜïö： ÑÜäÜïöó½Ü； ½ÖÜ¢óÖó 
げずぢ (ï¡：ÖôñÖÖÜïö： ÑÜäÜïöó½Ü； ½ÖÜ¢óÖó ぴげずぢ) ½ñöÜÑ ずñÖÑ-がÜúÇ ï¡iÖôñÖÖóú. 

ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ ずñÖÑ-がÜúÇ. 

1. ゑó£Öíôí0öáï　 ½ÖÜ¢óÖó D(k;r ) Ü½Üçí½ó (13.2), (13.3) i ÑÜÑíö¡Üçó½ó 

Üß½ñ¢ñÖÖ　½ó, 　¡： çóÖó¡í0öá ç äëÜîñï： ëÜ£Çí¿Ü¢ñÖÖ　 (Ñóç. äÜÖ¡ö 5). ぞí 0-Ü 

¡ëÜîi äÜ¡¿íÑí．½Ü D(0;1) = D, Ññ D £íÑí．öáï　 Ü½Üçí½ó (13.2), (13.3). 

2. づÜ£ç'　£Ü0öáï　 ÑÜäÜ½：¢Ö： げずぢ Öí ½ÖÜ¢óÖíê D(k;r ). ぞñêíú x(k;r ) � 
Üäöó½í¿áÖ： ëÜ£ç'　£¡ó ç¡í£íÖóê げずぢ. 

 38 



3. だßôóï¿00öáï　 ÇëíÖóî： Öí ½ÖÜ¢óÖíê D(k;r ) £í âÜë½Ü¿Ü0 ξ(k;r ) = 

]L(x(k;r ))[ , Ññ ]z [ � Öíú½ñÖüñ î：¿ñ ôóï¿Ü, Öñ ½ñÖüñ z . 

4. é¡àÜ ：ïÖÜ0öá k, l öí¡：, àÜ x(k;l ) � îi¿Üôóïñ¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ öí Ñ¿　 çï：ê ç：öÜ¡ r 
Öí k-Ü ¡ëÜîi çó¡ÜÖÜ0öáï　 ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 

L(x(k;l )) = ξ(k;l ) ≤  ξ(k;r ), 

öÜ x * = x(k;l ) � Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ ぴげずぢ. 

5. づÜ£Çí¿Ü¢ñÖÖ　 £Ñ：úïÖ0．öáï　 äÜ Öñîi¿Üôóïñ¿áÖiú ¡Ü½äÜÖñÖö： xj (k;r ) (£ 
½：Ö：½í¿áÖó½ j ) ëÜ£ç'　£¡Ü x(k;r ), àÜ ç：ÑäÜç：Ñí． äñëïäñ¡öóçÖ：ú ç：öî： k;r (　¡àÜ 

öí¡óê ç：öÜ¡ Ññ¡：¿á¡í, öÜ çóßóëí．öáï　 ç：ö¡í £ ½：Ö：½í¿áÖó½ r ), ÑÜÑíçíÖÖ　½ ÑÜ 

D(k;r ) ÜÑÖ：．； £ äiÑ½ÖÜ¢óÖ xj ≤ [xj (k;r ) ] íßÜ xj ≥ [xj (k;r ) ]+1. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ £íÑíôí îi¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ 
äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, 
£íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí 
ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ ç：öÜ¡ öí ÇëíÖóîá £íÑíô： îi¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ 
äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» 
ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô： (ßñ£ çó¡ÜëóïöíÖÖ　 
äëÜÇëí½ÖÜÇÜ £íßñ£äñôñÖÖ　). 

ゑ Üï：ê £íÑíôíê çó¡ÜÖÜ0öáï　 Ü½Üçó : x j≥0, x j � î：¿ñ, j=1,2. 
 

1)    x1 +       x2 → max, 2) �2 x1 �    x2 → min, 3)   6 x1 +  4 x2 → min, 
 2 x1 + 11 x2 ≤ 38,    6 x1 + 4 x2 ≤ 24,    2 x1 +     x2 ≥ 3, 
    x1 +       x2 ≤   7,        x1 �    x2 ≤   3,       x1 �  2 x2 ≤ 2, 
 4 x1 �    5 x2 ≤   5;     � x1 + 3 x2 ≤   3;     3x1 +    2x2 ≥ 1; 

 

4)        x1 +   x2 → min, 5)     5 x1 + 7 x2 → min, 6) 2 x1 � x2 → max, 
     � x1 �     x2 ≤ � 1,  � 10 x1 +   x2 ≤ � 16,  2 x1 +    x2 ≤ 8, 
  � 2 x1 +  2 x2 ≤ � 2,   � 3 x1 �  3 x2 ≤ � 12,     x1 + 3 x2 ≥ 6, 
  � 4 x1 +  2 x2 ≤ � 1;   � 6 x1 �  2 x2 ≤ � 17,  3 x1 +    x2 ≥ 3; 

 

7)    x1 +   4 x2 → min, 8) �5 x1 � 7 x2 → max, 9)    x1 + 2 x2 → min, 
    x1 �   3 x2 ≤ �1,    2 x1 +    x2 ≥   3,  2 x1 + 2 x2 ≥   5, 
 8 x1 �      x2 ≥   6,  20 x1 �    x2 ≥ 15,     x1 � 3 x2 ≤ �1, 
 3 x1 � 11 x2 ≤ �7;        x1 �    x2 ≤ �2;     x1 �    x2 ≥   2. 

ゑ：ÑäÜç：Ñ：:  
1) x* = (3; 2) íßÜ x* = (2; 3),  L(x*) = 5. 

2) x* = (3; 1),  L(x*) = �7. 

3) x* = (1; 1),  L(x*) = 10. 

4) x* = (1; 0),  L(x*) = 1. 

5) x* = (4; 0),  L(x*) =20. 

6) x* = (3; 1),  L(x*) = 5. 
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7) x* = (1; 1),  L(x*) = 5. 

8) x* = (1; 3),  L(x*) = �26. 

9) x* = (4; 2),  L(x*) = 8. 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 14. 

げíÑíôí äëÜ äëó£ÖíôñÖÖ　. ばÇÜëïá¡óú ½ñöÜÑ 

ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíô： äëÜ äëó£ÖíôñÖÖ　. 

げÖíúöó çñ¡öÜë (½íöëóî0) X = (x i j ,  i , j =1 , . . . , n ) , àÜ ½iÖi½i£Ü． î：¿áÜçÜ âÜÖ¡î：0 

L (X ) = c11 x11 +...+ c1n x1n +...+ cn1 xn1 +...+ cnn xnn (14.1) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü Üß½ñ¢ñÖá 

x i1 + ... + x in = 1,  i=1,... ,n, (14.2) 

x1 j + ... + xnj = 1,  j=1,... ,n, (14.3) 

x i j = 0 íßÜ 1,  i , j=1,... ,n, (14.4) 

Ññ c i j � çóöëíöó, äÜç'　£íÖ： £ çó¡ÜëóïöíÖÖ　½ i-ÇÜ çó¡ÜÖíçî　 Ñ¿　 çó¡ÜÖíÖÖ　 j-； 
ëÜßÜöó ( i , j=1,... ,n). ぎ¿ñ½ñÖöó c i j ÜöçÜë00öá ½íöëóî0 çóöëíö C . 

げíÑíôí (14.1)�(14.4) ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ÜÇÜëïá¡ó½ ½ñöÜÑÜ½, àÜ ÇëÜÖöÜ．öáï　 Öí 
öÜ½Ü âí¡ö：, àÜ ç：ÑÖ：½íÖÖ　 ôóï¿í a i , i=1,... ,n, ç：Ñ ¡Ü¢ÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí i-ÇÜ ë　Ñ¡í öí 

ôóï¿í b j , j=1,... ,n, ç：Ñ ¡Ü¢ÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí j-ÇÜ ïöÜçäî　 ½íöëóî： çóöëíö C Öñ £½：Ö0． 
½ÖÜ¢óÖó Üäöó½í¿áÖóê äëó£ÖíôñÖá. ゑ îáÜ½Ü ëÜ£Ü½：ÖÖ： ½Ü¢Öí ÇÜçÜëóöó, àÜ ç¡í£íÖ： 
Ñ：； äñëñöçÜë00öá ½íöëóî0 çóöëíö C ç ñ¡ç：çí¿ñÖöÖÜ ；ú. ゑ í¿ÇÜëóö½：, àÜ Ñí．öáï　 

Öó¢ôñ, ½íöëóî：, ñ¡ç：çí¿ñÖöÖ： çóê：ÑÖ：ú ½íöëóî： çóöëíö C , Öí£óçí0öáï　 äëÜïöÜ 
½íöëóî　½ó çóöëíö. 

ん¿ÇÜëóö½ ÜÇÜëïá¡ÜÇÜ ½ñöÜÑÜ. 

1. ゑiÑÖi½í．½Ü ç ½íöëóî： C ç：Ñ ¡Ü¢ÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí i-ÇÜ ë　Ñ¡í ½：Ö：½í¿áÖóú ñ¿ñ½ñÖö 
îáÜÇÜ ë　Ñ¡í (i=1,...,n). 

2. ゑiÑÖi½í．½Ü ç：Ñ ¡Ü¢ÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí j-ÇÜ ïöÜçäî　 äñëñöçÜëñÖÜ； ½íöëóî： çóöëíö 
úÜÇÜ ½：Ö：½í¿áÖóú ñ¿ñ½ñÖö (j=1,...,n). ゑ ëñ£Ü¿áöíö： çó¡ÜÖíÖÖ　 ÑçÜê äÜÖ¡ö：ç 

¡Ü¢Öóú ë　ÑÜ¡ öí ¡Ü¢Öóú ïöÜçäñîá ½íöëóî： çóöëíö ½í0öá äëóÖíú½Ö： ÜÑóÖ 0 . 

3. ぢëÜÇ¿　Ñí．½Ü äÜï¿：ÑÜçÖÜ ë　Ñ¡ó ½íöëóî： çóöëíö, äÜôóÖí0ôó £ äñëüÜÇÜ. é¡àÜ 

ë　ÑÜ¡ ½í． ¿óüñ ÜÑóÖ ÖñäÜ£ÖíôñÖóú 0 , äÜ£Öíôí．½Ü úÜÇÜ äÜ£Öíô¡Ü0 * öí 

£í¡ëñï¿0．½Ü (£í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 äÜ£Öíô¡ó ^) ëñüöÜ ÖÜ¿：ç ç îáÜ½Ü ¢ ïöÜçäîi. 0 

ççí¢í．öáï　 äÜ£ÖíôñÖó½, 　¡àÜ ç：Ö ½í． äÜ£Öíô¡Ü *. ぢÜçöÜë0．½Ü î： Ñ：；, äÜ¡ó 
¡Ü¢Öóú ë　ÑÜ¡ Öñ ßÜÑñ ½íöó ÖñäÜ£ÖíôñÖóê ÖÜ¿：ç, íßÜ ßÜÑñ ½íöó ；ê äëóÖíú½Ö： 
Ñçí. 

4. が：； ä. 3 äÜçöÜë0．½Ü Ñ¿　 çï：ê ïöÜçäîiç ½íöëóî： çóöëíö. 
5. が：； ä. ä. 3 öí 4 äÜçöÜë0．½Ü äÜï¿：ÑÜçÖÜ (　¡àÜ ÖñÜßê：ÑÖÜ) äÜ¡ó Öñ öëíäóöáï　 

ÜÑóÖ £ öëáÜê ½Ü¢¿óçóê çóäíÑ¡：ç : 

i) ¡Ü¢Öóú ë　ÑÜ¡ ½í． äëó£ÖíôñÖÖ　 (½í． 0 £ äÜ£Öíô¡Ü0 * ); 
ii) ． äëóÖíú½Ö： Ñçí ÖñäÜ£ÖíôñÖóê ÖÜ¿： ç Ññ　¡óê ë　Ñ¡íê i Ññ　¡óê ïöÜçäî　ê 

½íöëóî： çóöëíö; 
iii) Öñ½í． ÖñäÜ£ÖíôñÖóê ÖÜ¿：ç i äÜçÖñ äëó£ÖíôñÖÖ　 àñ Öñ Üöëó½íÖñ (ôóï¿Ü 

ÖÜ¿：ç £ äÜ£Öíô¡Ü0 * ½ñÖüñ n). 

6. ば çóäíÑ¡Ü i) £íÑíôí äëÜ Üäöó½í¿áÖ： äëó£ÖíôñÖÖ　 ëÜ£ç'　£íÖí : x i j , àÜ 

ç：ÑäÜç：Ñí0öá 0*, ÑÜë：çÖ00öá 1, ëñüöí � 0 , ¡：Öñîá. ば çóäíÑ¡Ü ii) ÑÜç：¿áÖÜ 
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çóßóëí．½Ü ÜÑóÖ £ ÖñäÜ£ÖíôñÖóê ÖÜ¿：ç, äÜ£Öíôí．½Ü úÜÇÜ äÜ£Öíô¡Ü0 *, 
£í¡ëñï¿0．½Ü ëñüöÜ ÖÜ¿：ç ç öÜ½Ü ¢ ë　Ñ¡Ü i ç öÜ½Ü ¢ ïöÜçäîi i äÜçñëöí．½Üï　 ÑÜ 
ä. 3. ば çóäíÑ¡Ü iii) äñëñêÜÑó½Ü ÑÜ ä. 7. 

7. ぢÜ£Öíôí．½Ü äÜ£Öíô¡Ü0 # ë　Ñ¡ó, Ñ¿　 　¡óê Öñ Üöëó½íÖñ äëó£ÖíôñÖÖ　 (ç 　¡óê 

Öñ½í． 0* ). どí¡： ë　Ñ¡ó ççí¢í．½Ü äÜ£ÖíôñÖó½ó, ëñüöÜ � ÖñäÜ£ÖíôñÖó½ó. 
んÖí¿ÜÇiôÖÜ Öí£óçí0öáï　 i ïöÜçäîi ½íöëóî： çóöëíö. 

8. ぢÜ£Öíôí．½Ü äÜ£Öíô¡Ü0 # àñ ÖñäÜ£ÖíôñÖi ïöÜçäîi, 　¡： ½í0öá £í¡ëñï¿ñÖóú 0 

(äÜ£ÖíôñÖóú äÜ£Öíô¡Ü0 ^) Ü äÜ£ÖíôñÖóê ë　Ñ¡íê. 

9. ぢÜ£Öíôí．½Ü äÜ£Öíô¡Ü0 # àñ ÖñäÜ£ÖíôñÖi ë　Ñ¡ó, 　¡： ½í0öá äëó£ÖíôñÖÖ　 

(öÜßöÜ 0 * ) Ü äÜ£ÖíôñÖóê ïöÜçäî　ê. 

10. ぢÜçöÜë0．½Ü Ñ：； ä. ä. 8 öí 9 ÑÜöó, äÜ¡ó ß：¿áüñ Öñ ½Ü¢Öí ßÜÑñ äÜ£Öíôóöó 
¢ÜÑÖÜÇÜ ë　Ñ¡í öí ïöÜçäî　 ½íöëóî： çóöëíö. 

11. ゑó¡ëñï¿0．½Ü (£í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 äÜ£Öíô¡ó & ) ÖñäÜ£ÖíôñÖi ë　Ñ¡ó i äÜ£ÖíôñÖ： 
ïöÜçäîi ½íöëóî： çóöëíö. 

12. げÖíêÜÑó½Ü ½：Ö：½í¿áÖóú Öñçó¡ëñï¿ñÖóú ñ¿ñ½ñÖö ½íöëóî： çóöëíö, ç：ÑÖ：½í．½Ü 
úÜÇÜ ç：Ñ ñ¿ñ½ñÖö：ç ¡Ü¢ÖÜÇÜ £ Öñçó¡ëñï¿ñÖóê ë　Ñ¡：ç, ÑÜÑí．½Ü ÑÜ ñ¿ñ½ñÖö：ç 
çï：ê çó¡ëñï¿ñÖóê ïöÜçäîiç i äñëñêÜÑó½Ü ÑÜ ä. 3. ぢëó îáÜ½Ü äÜ£Öíô¡ó 

ñ¿ñ½ñÖö：ç ½íöëóî： çóöëíö ( * öí ^ ) çöëíôí0öá ïçÜ0 ïó¿Ü. 

げíÜçí¢ñÖÖ　. 

1. é¡àÜ ç £íÑíô： äëÜ Üäöó½í¿áÖ： äëó£ÖíôñÖÖ　 (14.1)�(14.4) î：¿áÜçÜ 
âÜÖ¡î：0 (14.1) öëñßí ½í¡ïó½i£Üçíöó, öÜ Ñ¿　 ；； ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 ½Ü¢Öí £íïöÜïÜçíöó 

ÜÇÜëïá¡óú ½ñöÜÑ, £í½：Öóçüó ½íöëóî0 C Öí �C . 

2. げí Ü£ÖíôñÖÖ　½ ç £íÑíô： äëÜ Üäöó½í¿áÖ： äëó£ÖíôñÖÖ　 ½íöëóî　 çóöëíö 
¡çíÑëíöÖí. é¡àÜ ½íöëóî　 C Öñ ． ¡çíÑëíöÖÜ0, öÜ çÜÖí äñëñöçÜë0．öáï　 ÑÜ öí¡Ü； 
ÑÜÑíçíÖÖ　½ ÖñÜßê：ÑÖÜÇÜ ôóï¿í ÑÜÑíö¡Üçóê ë　Ñ¡：ç íßÜ ïöÜçäîiç £ ç：ÑäÜç：ÑÖó½ó 
ñ¿ñ½ñÖöí½ó c i j = 0 . ゑ 1-Ü çóäíÑ¡Ü ëÜßÜöó, àÜ Üöëó½í¿ó Üäöó½í¿áÖ： äëó£ÖíôñÖÖ　 ç 
ÑÜÑíö¡Üçóê ë　Ñ¡íê, £í¿óüí0öáï　 ßñ£ çó¡ÜÖíçî：ç. ゑ 2-Ü � çó¡ÜÖíçî：, 　¡： Üöëó½í¿ó 
Üäöó½í¿áÖ： äëó£ÖíôñÖÖ　 ç ÑÜÑíö¡Üçóê ïöÜçäî　ê, £í¿óüí0öáï　 ßñ£ ëÜßÜöó. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ £íÑíôí äëÜ Üäöó½í¿áÖ： äëó£ÖíôñÖÖ　 
ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, 
£íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí 
ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ÜÇÜëïá¡ó½ ½ñöÜÑÜ½ £íÑíô： äëÜ Üäöó½í¿áÖ： äëó£ÖíôñÖÖ　, Ü½Üçó 
　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： 
ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô： £ ½íöëóî　½ó çóöëíö C : 

 

 1)   3   4   2   8   1   7   3  2)   6   2 15   2   4   9   5 

   2   3 13   9   1   6   2  12 11   1 13   8 11 13 
 12   4 12   5   3   1   4    3   2 12   9 10 14   1 

   5   6   1   7 11   8   6    7   1   3   4   5   6   8 
 11   4 10 10   5 13   7    8   9 14   3 11 18 12 
   9   6 11 12   7   1   2    1   7   5   6 15 16   2 
   2   4   8   5   9   3 10  13 10   4   7 10 16 17 
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 3)   5  7   5 12 11   6   4  4) 21   7   2 12 15   2 17 

 10   9   6 10 12 16   4  23 15 24 20 12   5 11 
   9   3   2   8 13 14   8  17 24   4 17   2 22 15 
 13   1   7 11   7 18 19  19   7   8   1 13 14   4 
   1   7 12   8   3   1   5  15   6   6 14 19   3 16 
   3 11 13   9 14 20 21  23   6   5 19 15 11 19 
 10   2   6   6 15 15 22  16 18 22 22   1   1   7 

 

 5)   2   4   5 10   4   6   8  6)   7   9   4   6   4 12   3 

   3   6   4 13   6   7   9    2   4   4   7   8   8   5 
   4   7 10   5 10   4   5    4   5   6   5 12   7   3 
   6   5 12   4   7   5   4    3   6   8   4   6   6   7 
   7   4 13   6   6   7   5    5 10   9   3   8   5   4 
 10   8   5   2   8   9 10    6   9   5 10   9   6   7 
 11   9   4   8   4   5   4    7   4   3   6   2   5   4 

 
づÜ£ç'　£íöó ÜÇÜëïá¡ó½ ½ñöÜÑÜ½ £íÑíô： äëÜ Üäöó½í¿áÖ： äëó£ÖíôñÖÖ　, Ñ¿　 　¡óê 

£íÑíÖ： ½íöëóî： ñâñ¡öóçÖÜïöñú : 
 

 7)   6   7   8   9 10 12   5   8) 12   4   8   9 12   4   5 

   2   3   4   8   9 16   8    6   5 10   7   3   6   8 
   9   6   3   6   8   9   3    3 10   4 12   5   6 10 
   5   7   6   7 10   7   8  11 12 16   5   7   8 12 
   4   8 18   8   6   2   3    6   7   4   6   7   2   1 
 12   9   2 10   8   4   5  12   5   7 12   9   4   5 
   3 10   3   5   4   3   8    4   6   8   4   3   6   7 

 

 9)   6   3   5   4   6   7   8 10)   4   3   5   4   8   9 10 

   5   2   4   3   8   9 10    7   6   2   5 12 13   4 
   4   3   3   5   4   6   7    6   5   1   6   7   8   9 
   7   5   3   2   1   4   5    7   4   6 10   4   7   3 
   8   6   6 10 12   5   4    4   3 10   8   5   3   2 
 12   7   8   7   4   8   9    3   8 12   6   3   6 12 
   4   8   9   6   7   4   3    5   9   4   7   8   9   1 

ゑ：ÑäÜç：Ñ：:  
1) L(x*) = 16.  2) L(x*) = 24.  3) L(x*) = 25.  4) L(x*) = 38.   5) L(x*) = 24. 

6) L(x*) = 25.  7) L(x*) = 81.  8) L(x*) = 73.  9) L(x*) = 60. 10) L(x*) = 68. 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 15. 

げíÑíôí äëÜ äëó£ÖíôñÖÖ　. ぜñöÜÑ ぜí¡í 

ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíô： öí¡í ¢ ïí½í, 　¡ ： ç äÜäñëñÑÖáÜ½Ü ëÜ£Ñ：¿： (14.1�14.4). 

ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ ぜí¡í. 

1. ぢÜ£Öíôí．½Ü ½：Ö：½í¿áÖóú ñ¿ñ½ñÖö ë　Ñ¡í äÜ£Öíô¡Ü0 * . é¡àÜ ½：Ö：½í¿áÖóê 
ñ¿ñ½ñÖö：ç Ññ¡：¿á¡í, äÜ£Öíôí．½Ü ßÜÑá-　¡óú £ Öóê. 

2. が：； ä. 1 äÜçöÜë0．½Ü Ñ¿　 çï：ê ë　Ñ¡：ç ½íöëóî： çóöëíö. 
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3. é¡àÜ ë　ÑÜ¡ ½í． àñ ÜÑóÖ ½：Ö：½í¿áÖóú ñ¿ñ½ñÖö, äëÜÇ¿　Ñí．½Ü ïöÜçäñîá, ÑÜ 
　¡ÜÇÜ îñú ñ¿ñ½ñÖö Öí¿ñ¢óöá. ぜÜ¢¿óç： çóäíÑ¡ó : 
i) でöÜçäñîá Öñ ½í． äÜ£ÖíôñÖóê ñ¿ñ½ñÖö：ç; 
ii) でöÜçäñîá ½í． äëóÖíú½Ö： ÜÑóÖ äÜ£ÖíôñÖóú ñ¿ñ½ñÖö. 

4. ば çóäíÑ¡Ü i) äÜ£Öíôí．½Ü ½：Ö：½í¿áÖóú ñ¿ñ½ñÖö ë　Ñ¡í äÜ£Öíô¡Ü0 *. ゑï： ：Öü： 
äÜ£Öíô¡ó ç îáÜ½Ü ë　Ñ¡Ü £Ö：½í0öáï　. ば çóäíÑ¡Ü ii) äÜ£Öíôí．½Ü ½：Ö：½í¿áÖóú 

ñ¿ñ½ñÖö ë　Ñ¡í äÜ£Öíô¡Ü0 ^, 　¡àÜ ñ¿ñ½ñÖö îáÜÇÜ ë　Ñ¡í £ äÜ£Öíô¡Ü0 * Öñ ． 
．ÑóÖó½ äÜ£ÖíôñÖó½ ñ¿ñ½ñÖöÜ½ Ü ïçÜ．½Ü ïöÜçäîi. 

5. が：； ä. ä. 3 öí 4 äÜçöÜë0．½Ü äÜï¿：ÑÜçÖÜ Ñ¿　 çï：ê ë　Ñ¡：ç, àÜ ½í0öá ß：¿áüñ 
ÜÑÖÜÇÜ ½：Ö：½í¿áÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí. 

6. é¡àÜ ¡Ü¢Öóú ïöÜçäñîá ½íöëóî： çóöëíö ½í． ñ¿ñ½ñÖö £ äÜ£Öíô¡Ü0 *, öÜÑ： 
£íÑíôí äëÜ Üäöó½í¿áÖ： äëó£ÖíôñÖÖ　 ëÜ£ç'　£íÖí. IÖí¡üñ äñëñêÜÑó½Ü ÑÜ 
ÖíïöÜäÖÜÇÜ äÜÖ¡öÜ. 

7. ぢÜ£Öíôí．½Ü (äÜ£Öíô¡Ü0 & ) ïöÜçäîi, àÜ ½í0öá ß：¿áüñ ÜÑÖÜÇÜ äÜ£ÖíôñÖÜÇÜ 

ñ¿ñ½ñÖöí. ゑÜÖó ÜöçÜë00öá ½ÖÜ¢óÖÜ ゑ , ：Öü： ïöÜçäîi ½íöëóî： çóöëíö 
ÜöçÜë00öá ½ÖÜ¢óÖÜ A . 

8. ぢëÜÇ¿　Ñí．½Ü äÜï¿：ÑÜçÖÜ ë　Ñ¡ó ½íöëóî： çóöëíö, äÜôóÖí0ôó £ äñëüÜÇÜ, i 

£ÖíêÜÑó½Ü ë　ÑÜ¡, ç 　¡Ü½Ü ñ¿ñ½ñÖö £ äÜ£Öíô¡Ü0 * Öí¿ñ¢óöá ½ÖÜ¢óÖ： ゑ . 

9. げÖíêÜÑó½Ü Ñ¿　 ë　Ñ¡í ½：Ö：½í¿áÖÜ ë：£Öóî0 ½：¢ ñ¿ñ½ñÖöí½ó ½ÖÜ¢óÖó A i 

ñ¿ñ½ñÖöÜ½ £ äÜ£Öíô¡Ü0 *. 

10. が：； ä. ä. 8 öí 9 äÜçöÜë0．½Ü äÜï¿：ÑÜçÖÜ Ñ¿　 çï：ê ë　Ñ¡：ç, àÜ ½í0öá ç¿íïöóçÜïö：, 
　¡： ç¡í£íÖ： ç ä. 8. 

11. ゑóßóëí．½Ü Öíú½ñÖüÜ £ ½：Ö：½í¿áÖóê ë：£Öóîá. 

12. がÜÑí．½Ü îñ ôóï¿Ü ÑÜ ¡Ü¢ÖÜÇÜ ñ¿ñ½ñÖöí ½ÖÜ¢óÖó ゑ . 

13. ぢÜçñëöí．½Üïá ÑÜ ä. 3. 

げíÜçí¢ñÖÖ　 ö： ¢ ïí½：, 　¡ ç äÜäñëñÑÖáÜ½Ü ëÜ£Ñ：¿：. 
ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ £íÑíôí äëÜ Üäöó½í¿áÖ： äëó£ÖíôñÖÖ　 
ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, 
£íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí 
ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ ぜí¡í £íÑíô： äëÜ Üäöó½í¿áÖ： äëó£ÖíôñÖÖ　, Ü½Üçó 　¡óê 
£íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： ヽ1�

ヽ9), í öí¡Ü¢ £íÑíô：, ½íöëóî： çóöëíö C 　¡óê £íÑíÖ： ç äÜäñëñÑÖáÜ½Ü ëÜ£Ñ：¿：. 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 16. 

ぜíöëóôÖ： ：Çëó. げç�　£Ü¡ £ £íÑíôñ0 ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ 

ゐëíÜÖí-づÜß：ÖïÜÖ 

ぢÜïöíÖÜç¡í ½íöëóôÖÜ； Çëó ÑçÜê Üï：ß £ ÖÜ¿áÜçÜ0 ïÜ½Ü0. 

げÖíúöó î：ÖÜ Çëó öí Üäöó½í¿áÖ： £½：üíÖ： ïöëíöñÇ：； Çëíçî：ç Ñ¿　 ½íöëóôÖÜ； Çëó 

ÑçÜê Üï：ß £ ÖÜ¿áÜçÜ0 ïÜ½Ü0 i £íÑíÖÜ0 ä¿íö：¢ÖÜ0 ½íöëóîñ0 C = ||c i j || , i=1,...,m, 

j=1,...,n (Çëíçî　 I1 Çëíçî0 I2 ). 
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だïÖÜçÖ： Ü£ÖíôñÖÖ　 i öñÜëñ½ó. 

げ½：üíÖ： ïöëíöñÇ：； Çëíçî：ç I1 öí I2 � îñ çñ¡öÜëó x = (x1 , . . . ,xm) i 

y = (y1 , . . . ,yn)', ¡Ü½äÜÖñÖöó 　¡óê £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá Ü½Üçó : 

x i ≥ 0,  i=1,...,m,  x1 +...+ xm = 1, 

y j ≥ 0,  j=1,...,n,   y1 +...+ yn  = 1. 

ぜÜ¢Öí ççí¢íöó, àÜ ôóï¿í x i (i=1,...,m) öí y j (j=1,...,n) ． Öñ àÜ ：Öüñ, 　¡ 
ú½Üç：ëÖÜïö： çóßÜëÜ i-； öí j-； ïöëíöñÇ：ú, ç：ÑäÜç：ÑÖÜ, Çëíçî　½ó I1 öí I2 ( i-ÇÜ ë　Ñ¡í 

½íöëóî： C äñëüó½ Çëíçîñ½ öí j-ÇÜ ïöÜçäî　 î：．； ¢ ½íöëóî： ÑëÜÇó½ Çëíçîñ½). 

ぱÜÖ¡îi　 F (x ,y ) = xCy' Öí£óçí．öáï　 ½íöñ½íöóôÖó½ ïäÜÑ：çíÖÖ　½ ä¿íöñ¢Ü 

Çëíçî　 I1 Çëíçî0 I2 (ïñëñÑÖ：½ çóÇëíüñ½ Çëíçî　 I2). 

どÜô¡í (x *, y * ) (x *∈X , y *∈Y ) Öí£óçí．öáï　 ïiÑ¿ÜçÜ0 öÜô¡Ü0 âÜÖ¡î：； f (x ,y ) , x

∈X , y∈Y, 　¡àÜ Ñ¿　 ÑÜç：¿áÖóê x∈X , y∈Y ½í． ½：ïîñ Öñë：çÖ：ïöá 

f (x *, y ) ≤ f (x *, y * ) ≤ f (x,y * ). 

どñÜëñ½í. ぞñêíú £íÑíÖí Ñ：úïÖí âÜÖ¡î：　 f (x ,y ) , x∈X , y∈Y, Ñ¿　 　¡Ü； 
：ïÖÜ0öá 

min  max f (x ,y ) , max  min f (x ,y ) . 

x∈X y∈Y y∈Y  x∈X 

が¿　 öÜÇÜ, àÜß çó¡ÜÖÜçí¿Üïá ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 

min  max f (x ,y )  = max  min f (x ,y ) . 

x∈X y∈Y y∈Y  x∈X 

ÖñÜßê：ÑÖÜ ： ÑÜïöíöÖáÜ, àÜß âÜÖ¡î：　 f (x ,y )  ½í¿í ï：Ñ¿ÜçÜ öÜô¡Ü. 

どñÜëñ½í. ぱÜÖ¡î：　 F (x ,y ) (ïñëñÑÖ：ú çóÇëíü Çëíçî　 I2 ) £íç¢Ñó ½í． ï：Ñ¿ÜçÜ 
öÜô¡Ü. 

とÜ½äÜÖñÖöó x *, y *  ï：Ñ¿ÜçÜ； öÜô¡ó (x *, y * ) âÜÖ¡î：； F (x ,y ) çó£Öíôí0öá 

Üäöó½í¿áÖ： £½：üíÖ： ïöëíöñÇ：； Çëíçî：ç I1  öí I2 , ç：ÑäÜç：ÑÖÜ, í î：Öí Çëó v 
çó£Öíôí．öáï　 ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　½ : 

v = min  max F (x ,y ) = max  min F (x ,y ) = F (x *, y * ), 

 x∈X y∈Y  y∈Y x∈X 

X = { x = (x1 , . . . ,xm) : x i ≥ 0,  i=1,...,m,  x1 +...+ xm = 1 } , 

Y = { y = (y1 , . . . ,yn) '  : y j ≥ 0 ,  j=1,...,n,   y1 +...+ yn = 1 } . 

どñÜëñ½í. げíÑíôí çó£ÖíôñÖÖ　 Üäöó½í¿áÖóê £½：üíÖóê ïöëíöñÇ：ú x * öí y * 

Çëíçî：ç I1 öí I2 ñ¡ç：çí¿ñÖöÖí äíë： ÑçÜ；ïöóê £íÑíô ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 : 

v → min, 

c1 j  x1  +...+ cmj  xm ≤  v, j=1,... ,n,  

x1  +...+ xm  = 1 ,   x i  ≥  0, i=1,... ,m;  

v → max, 

c i1  y1  +...+ c in  yn  ≥  v ,  i=1,... ,m,  

y1  +...+ yn   = 1,  y j  ≥  0 ,  j=1,... ,n.  
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ぜñöÜÑ ゐëíÜÖí-づÜßiÖïÜÖ. 

ぜñöÜÑ ゐëíÜÖí-づÜßiÖïÜÖ 　ç¿　． ïÜßÜ0 ：öñëíöóçÖóú ½ñöÜÑ ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 
½íöëóôÖÜ； Çëó, £ ¡Ü¢Öó½ ¡ëÜ¡Ü½ 　¡ÜÇÜ £ç'　£Ü．öáï　 Ññ　¡í â：¡öóçÖí Çëí, àÜ 
ëÜ£：ÇëÜ．öáï　 ç ôóïöóê ïöëíöñÇ：　ê. 

ぞñêíú Öí s-Ü ¡ëÜîi Üöëó½íÖ： çñ¡öÜëó 

M(s)  = (m1(s) , . . . ,mm(s)) ,   N(s)  = (n1(s) , . . . ,nn(s)) ,  

¡Ü½äÜÖñÖöó 　¡óê m i (s ) öí n j (s ) ç：ÑäÜç：ÑÖÜ ë：çÖ： ¡：¿á¡Üïö　½ çóßÜëÜ i-； öí j-； ôóïöóê 
ïöëíöñÇ：ú äñëüó½ öí ÑëÜÇó½ Çëíçî　½ó Öí äÜäñëñÑÖ：ê ¡ëÜ¡íê. ば¡í£íÖ： çñ¡öÜëó 
çó£Öíôí0öá ÜôñçóÑÖÜ ôíïöÜöó çóßÜëÜ ç：ÑäÜç：ÑÖóê ôóïöóê ïöëíöñÇ：ú Çëíçî：ç. 
づÜ£Ç¿　Ñí0öáï　 öí¡Ü¢ çñ¡öÜëó ç：ÑÖÜïÖóê ôíïöÜö 

x(s)  = (x1(s) , . . . ,xm(s))   öí   y(s)  = (y1(s) , . . . ,yn(s)) ' ,  

Ññ x i (s ) = m i (s )/s , i=1,...,m,  y j (s ) = n j (s )/s , j=1,...,n. 
ぞí s-Ü ¡ëÜîi çñ¿óôóÖí 

c i1  y1(s) +...+ c in  yn(s),   i=1,... ,m,  

çó£Öíôí． ïñëñÑÖ：ú ä¿íö：¢ äñëüÜÇÜ Çëíçî　 ÑëÜÇÜ½Ü äëó Ü½Üç：, àÜ äñëüóú Çëíçñîá 
çóßóëí． i-ú ë　ÑÜ¡, çñ¿óôóÖí 

c1 j  x1(s) +...+ cmj  xm(s) ,   j=1,... ,n,  � 

ïñëñÑÖ：ú çóÇëíü ÑëÜÇÜÇÜ Çëíçî　 äëó Ü½Üç：, àÜ ÑëÜÇóú Çëíçñîá çóßóëí． j-ú 
ïöÜçäñîá. 

ぞí ¡Ü¢ÖÜ½Ü ¡ëÜîi äñëüóú Çëíçñîá çóßóëí． ë　ÑÜ¡, 　¡Ü½Ü ç：ÑäÜç：Ñí． 
½：Ö：½í¿áÖñ £ÖíôñÖÖ　 ç¡í£íÖÜÇÜ ïñëñÑÖáÜÇÜ ä¿íöñ¢Ü; ÑëÜÇóú Çëíçñîá çóßóëí． 
ïöÜçäñîá, 　¡óú ç：ÑäÜç：Ñí． ½í¡ïó½í¿áÖÜ½Ü £ÖíôñÖÖ0 ç¡í£íÖÜÇÜ ïñëñÑÖáÜÇÜ 
çóÇëíüÜ. 

é¡àÜ ç¡í£íÖ： Üäöó½Ü½ó ÑÜï　Çí0öáï　 ß：¿áü Ö：¢ Ñ¿　 ÜÑÖÜÇÜ ë　Ñ¡í (Ñ¿　 
äñëüÜÇÜ Çëíçî　) íßÜ ß：¿áü Ö：¢ Ñ¿　 ÜÑÖÜÇÜ ïöÜçäî　 (Ñ¿　 ÑëÜÇÜÇÜ Çëíçî　), öÜ 
çóßóëí．öáï　 ë　ÑÜ¡ íßÜ ïöÜçäñîá £ ½：Ö：½í¿áÖó½ ÖÜ½ñëÜ½. ぢiï¿　 çó¡ÜÖíÖÖ　 
Çëíçî　½ó ç¡í£íÖóê Ñ：ú äñëñÜßôóï¿00öáï　 çï： £ÇíÑíÖ： çñ¿óôóÖó. 

どñÜëñ½í ゐëíÜÖí-づÜßiÖïÜÖ. 

ぢëó ÖñÜß½ñ¢ñÖÜ½Ü £ëÜïöíÖÖ： s çñ¿óôóÖó x (s ) öí y (s ) äë　½Ü0öá ÑÜ 

Üäöó½í¿áÖóê £½：üíÖóê ïöëíöñÇ：ú x * öí y * äñëüÜÇÜ öí ÑëÜÇÜÇÜ Çëíçî：ç 
ç：ÑäÜç：ÑÖÜ. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

 ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ ½íöëóôÖí Çëí ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： 
£ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í í¿ÇÜëóö½Ü½ ゐëíÜÖí-づÜßiÖïÜÖ, £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü 
«ずIぞIざぞぎ  ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ ゐëíÜÖí-づÜßiÖïÜÖ ½íöëóôÖ： ：Çëó, Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 
½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： ヽ1�ヽ9). 

ぷ¿　êÜ½ £çñÑñÖÖ　 ÑÜ äíëó ÑçÜ；ïöóê £íÑíô ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 öí 
½ñöÜÑÜ½ ゐëíÜÖí-づÜßiÖïÜÖ £Öíúöó Üäöó½í¿áÖ： £½：üíÖ： ïöëíöñÇ：； öí î：ÖÜ Çëó 
½íöëóôÖóê ：ÇÜë £ öí¡ó½ó ä¿íö：¢Öó½ó ½íöëóî　½ó : 
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1) -8  2 2)  2 -5 3) -1  5 4)  5 -6 5) -3  1  

  1 -8 , -4  3 , 6 -4 , -3  0 ,  2 -1 , 
 

6) -3  3  3 7)  0  1  6 8)  1  0 -1 9)  1  0 -1  

 -5  5 -3   7  1  3   0  2  1  -1  2  3  
  3 -9  2 ,  1  2  0 ,  1 -1  3 , -2 -3  3 . 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 17. 

ぜñöÜÑó ÜÑÖÜçó½：ëÖÜ； Üäöó½：£íî：； 
ぜñöÜÑ £Ü¿ÜöÜÇÜ äñëñë：£Ü. 

ぜñöÜÑ £Ü¿ÜöÜÇÜ äñëñë：£Ü (ぜげぢ) £íïöÜïÜçÜ．öáï　 Ñ¿　 äÜüÜ¡Ü ½：Ö：½Ü½Ü 
ÜÖi½ÜÑí¿áÖÜ； âÜÖ¡î：； ÜÑÖ：．； £½：ÖÖÜ； y=F (x ) , àÜ £íÑíÖí Öí äëÜ½：¢¡Ü [A ,B ] . 
ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ ëñí¿：£Ü．öáï　 Ü çóÇ¿　Ñ： äÜï¿：ÑÜçÖÜïö： ¡ëÜ¡：ç, Öí ¡Ü¢ÖÜ½Ü £ 　¡óê 
£Ñ：úïÖ0．öáï　 £çÜ¢ñÖÖ　 ：Ööñëçí¿Ü, àÜ ½：ïöóöá öÜô¡Ü ½：Ö：½Ü½Ü. 

ぞí äÜôíö¡Ü Üßôóï¿ñÖá äÜ¡¿íÑí0öá A {0 } = A, B{0 } = B. 
ぞí s-Ü ¡ëÜîi çó£Öíôí0öá çñ¿óôóÖó 

L {s }  =  B {s }  �  G (B {s }  �  A {s } ) ,  
R {s }  =  A {s }  +  G (B {s }  �  A {s } ) ,  

Ññ ïöí¿í G = (√5 �1 )/2 ≈ 0.618. ぢÜ¡¿íÑí0öá 

A {s+1} = A {s } ,   B {s+1} = R {s } ,  　¡àÜ  F (L {s } ) ≤ F (R {s } ) , 
A {s+1} = L {s } ,   B {s+1} = B {s } ,   　¡àÜ  F (L {s } ) > F (R {s } ) .  

Iöñëíîi； äëÜÑÜç¢Ü0öá ÑÜöó, äÜ¡ó Öñ ßÜÑñ çó¡ÜÖÜçíöóïá Öñë：çÖ：ïöá 

B {s } � A {s } ≤ ε , 

Ññ ε > 0 � £íÑíÖñ ôóï¿Ü, 　¡ñ çó£Öíôí． äÜêóß¡Ü ëÜ£ç'　£¡Ü £íÑíô：. 
ぞí ¡Ü¢ÖÜ½Ü ¡ëÜîi ぜげぢ, äÜôóÖí0ôó £ 1-ÇÜ, Üßôóï¿0．öáï　 ¿óüñ ÜÑÖñ £ÖíôñÖÖ　 

âÜÖ¡î：； F (x ) , öÜ½Ü àÜ ÜÑÖí £ öÜôÜ¡ £Ü¿ÜöÜÇÜ äñëñë：£Ü Öí äÜäñëñÑÖáÜ½Ü ¡ëÜîi 
£Ñ：úïÖ0． £Ü¿Üöóú äñëñë：£ äëÜ½：¢¡Ü Öí ÖíïöÜäÖÜ½Ü ¡ëÜîi. 

げí Öíß¿ó¢ñÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ £íÑíô： äëóú½í0öá 

x* = (A {s } + B {s } )/2,  y* = F (x* ) . 

ぢëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： £íÑíô： ½í¡ïó½i£íîi； âÜÖ¡î：； F (x) ÖñÜßê：ÑÖÜ £í½：Öóöó ；； Öí 
âÜÖ¡î：0 �F (x ) . 

ぜñöÜÑ çóäíÑ¡ÜçÜÇÜ äÜüÜ¡Ü. 

ぜñöÜÑ çóäíÑ¡ÜçÜÇÜ äÜüÜ¡Ü £íïöÜïÜçÜ．öáï　 Ñ¿　 £ÖíêÜÑ¢ñÖÖ　 ½：Ö：½Ü½Ü 

(½í¡ïó½Ü½Ü) ÑÜç：¿áÖÜ； âÜÖ¡î：； y=F (x ) , àÜ £íÑíÖí ç ßÜÑá-　¡iú ÑÜäÜïöó½：ú Üß¿íïö： 
D. 

ゑ äëÜÇëí½： ëÜ£Ç¿　Ñí．öáï　 ëñí¿：£íî：　 ÑíÖÜÇÜ ½ñöÜÑÜ Ñ¿　 âÜÖ¡î：； ÜÑÖ：．； 
£½：ÖÖÜ；. 

がÜçi¿áÖí âÜÖ¡î：　 F (x ) £íÑíÖí Öí äëÜ½：¢¡Ü [A,B ] . げí ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 Ñíçíôí 
çóäíÑ¡Üçóê ôóïñ¿, ë：çÖÜ½：ëÖÜ ëÜ£äÜÑ：¿ñÖóê Öí äëÜ½：¢¡Ü [0,1 ] , ßÜÑÜ．öáï　 
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äÜï¿：ÑÜçÖ：ïöá çóäíÑ¡Üçóê ôóïñ¿ x {k } , k=1,...,N, ë：çÖÜ½：ëÖÜ ëÜ£äÜÑ：¿ñÖóê Öí 
äëÜ½：¢¡Ü [A,B ] . だßôóï¿00öáï　 öí äÜë：çÖ00öáï　 ½：¢ ïÜßÜ0 £ÖíôñÖÖ　 âÜÖ¡î：； F (x ) 
ç öÜô¡íê x {k } . ぜiÖi½í¿áÖñ £ Öóê äëóú½í．öáï　 £í Üî：Ö¡Ü ½：Ö：½Ü½Ü âÜÖ¡î：； F (x ) Öí 
äëÜ½：¢¡Ü [A,B ] . 

é¡àÜ N äë　½Ü． ÑÜ Öñï¡：ÖôñÖÖÜïö：, Üöëó½íÖí Üî：Ö¡í £í ú½Üç：ëÖ：ïö0 £ß：Çí．öáï　 
ÑÜ Ç¿Üßí¿áÖÜÇÜ ½：Ö：½Ü½Ü âÜÖ¡î：；, àÜ ëÜ£Ç¿　Ñí．öáï　. 

ぢëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： £íÑíô： ½í¡ïó½i£íîi； âÜÖ¡î：； F (x ) ÖñÜßê：ÑÖÜ £í½：Öóöó ；； Öí 
âÜÖ¡î：0 �F (x ) . 

ぜñöÜÑ ぱißÜÖíôôi. 

ぜñöÜÑ ぱißÜÖíôôi (ぜぱ ) £íïöÜïÜçÜ．öáï　 Ñ¿　 äÜüÜ¡Ü ½：Ö：½Ü½Ü ÜÖi½ÜÑí¿áÖÜ； 
âÜÖ¡î：； ÜÑÖ：．； £½：ÖÖÜ； y=F (x ) , àÜ £íÑíÖí Öí äëÜ½：¢¡Ü [A,B ] . 

ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ ëñí¿：£Ü．öáï　 Ü çóÇ¿　Ñ： äÜï¿：ÑÜçÖÜïö： ¡ëÜ¡：ç, Öí ¡Ü¢ÖÜ½Ü £ 
　¡óê £Ñ：úïÖ0．öáï　 £çÜ¢ñÖÖ　 ：Ööñëçí¿Ü, àÜ ½：ïöóöá öÜô¡Ü ½：Ö：½Ü½Ü. 

ぞí äÜôíö¡Ü Üßôóï¿ñÖá äÜ¡¿íÑí0öá A {0 } = A, B{0 } = B. 
ぞí s-Ü ¡ëÜîi çó£Öíôí0öá çñ¿óôóÖó 

L {s }  =  B {s } � G {s } (B {s } � A {s } ) ,  
R {s }  =  A {s } + G {s } (B {s } � A {s } ) ,  

Ññ G{s} = Fi(N�s�1)/Fi(N�s) , s=0,... ,N�3, G{N�2} = (1+ε )/2 íßÜ (1�ε )/2, N � 

£íÑíÖñ ôóï¿Ü iöñëíîiú, ε >0 , Fi ( j ) � ôóï¿í ぱißÜÖíôôi, àÜ £íÑí0öáï　 ëñ¡ÜëñÖöÖó½ 

ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　½ 

Fi ( j ) = Fi ( j�1) + Fi ( j�2 ) ,  j ≥ 2,  Fi(0 ) = Fi (1 ) = 1. 

ぢÜ¡¿íÑí0öá 

A {s+1} = A {s } ,   B {s+1} = R {s } ,  　¡àÜ  F (L {s } ) ≤ F (R {s } ) , 
A {s+1} = L {s } ,   B {s+1} = B {s } ,   　¡àÜ  F (L {s } ) > F (R {s } ) .  

げí Öíß¿ó¢ñÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ £íÑíô： äëóú½í0öá 

x* = (A {N } + B {N } )/2,   y* = F (x* ) . 

が¿　 ぜぱ Ü çóäíÑ¡Ü £í£Ñí¿ñÇ：Ñá â：¡ïÜçíÖÜÇÜ ôóï¿í iöñëíîiú ÑÜç¢óÖí ¡：ÖîñçÜÇÜ 
：Ööñëçí¿Ü äÜüÜ¡Ü ½：Ö：½í¿áÖí. 

ぢëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： £íÑíô： ½í¡ïó½i£íîi； âÜÖ¡î：； F (x ) ÖñÜßê：ÑÖÜ £í½：Öóöó ；； Öí 
âÜÖ¡î：0 �F (x ) . 

ぜñöÜÑ ÑóêÜöÜ½：；. 
ぜñöÜÑ ÑóêÜöÜ½：； (ぜが) £íïöÜïÜçÜ．öáï　 Ñ¿　 äÜüÜ¡Ü ½：Ö：½Ü½Ü ÜÖi½ÜÑí¿áÖÜ； 

âÜÖ¡î：； ÜÑÖ：．； £½：ÖÖÜ； y=F (x ) , àÜ £íÑíÖí Öí äëÜ½：¢¡Ü [A,B ] . 
ん¿ÇÜëóö½ ½ñöÜÑÜ ëñí¿：£Ü．öáï　 Ü çóÇ¿　Ñ： äÜï¿：ÑÜçÖÜïö： ¡ëÜ¡：ç, Öí ¡Ü¢ÖÜ½Ü £ 

　¡óê £Ñ：úïÖ0．öáï　 £çÜ¢ñÖÖ　 ：Ööñëçí¿Ü, àÜ ½：ïöóöá öÜô¡Ü ½：Ö：½Ü½Ü. 
ぞí äÜôíö¡Ü Üßôóï¿ñÖá äÜ¡¿íÑí0öá A {0 } = A, B{0 } = B. 
ぞí s-Ü ¡ëÜîi çó£Öíôí0öá çñ¿óôóÖó 

L {s }  = (A {s } + B {s } � ∆ )/2, 

R {s } = (A {s } + B {s } + ∆ )/2, 

Ññ ∆ > 0 � ÑÜïöíöÖáÜ ½í¿ñ ôóï¿Ü. ぢÜ¡¿íÑí0öá 

A {s+1} = A {s } ,   B {s+1} = R {s } ,  　¡àÜ  F (L {s } ) ≤ F (R {s } ) , 
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A {s+1} = L {s } ,   B {s+1} = B {s } ,   　¡àÜ  F (L {s } ) > F (R {s } ) .  

Iöñëíîi； äëÜÑÜç¢Ü0öá ÑÜöó, äÜ¡ó Öñ ßÜÑñ çó¡ÜÖÜçíöóïá Öñë：çÖ：ïöá 

B {s } � A {s } ≤ ε , 

Ññ ε >0  � £íÑíÖñ ôóï¿Ü, 　¡ñ çó£Öíôí． äÜêóß¡Ü ëÜ£ç'　£¡Ü £íÑíô：. 
げí Öíß¿ó¢ñÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ £íÑíô： äëóú½í0öá 

x* = (A {s } + B {s } )/2,   y* = F (x* ) . 

ぢëó ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ： £íÑíô： ½í¡ïó½i£íîi； âÜÖ¡î：； F (x ) ÖñÜßê：ÑÖÜ £í½：Öóöó ；； Öí 
âÜÖ¡î：0 �F (x ) . 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ £íÑíô： ÜÑÖÜçó½：ëÖÜ； Üäöó½：£íî：； 
ëÜ£ç'　£Ü0öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ó í¿ÇÜëóö½í½ó, 
£íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ぞぎずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 
äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑí½ó £Ü¿ÜöÜÇÜ äñëñöóÖÜ, çóäíÑ¡ÜçÜÇÜ äÜüÜ¡Ü, ぱißÜÖíôôi öí 
ÑóêÜöÜ½：； £íÑíô： ÜÑÖÜçó½：ëÖÜ； Üäöó½：£íî：；, Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í 
ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0, í öí¡Ü¢ £Öíúöó Öíúß：¿áüñ öí 
Öíú½ñÖüñ £ÖíôñÖÖ　 ÖíïöÜäÖóê âÜÖ¡î：ú Öí ç¡í£íÖóê äëÜ½：¢¡íê : 

1) F(x) = | | |x2�1 |�1 |�1 | , x ∈ [�2, 2] ; 

2) F(x) = 2x3�3x2�12x+1+ ))(-( 22 x21x4 + , x ∈ [�2, 2] ; 

3) F(x) = (x+1)2 ln(x+1)+x exp(�x), x ∈ [0, e] ; 

4) F(x) = sin(x ) sin(2x ) + arccos(x2) , x ∈ [�0.75, 0.75 ] ; 

5) F(x) = arctg(x ) � ln(x )/2, x ∈ [0.65, 1.75 ] ; 

6) F(x) = x+ x  + exp(x ) x2, x ∈ [0, 4] ; 

7) F(x) = 4 x/(x2 + 4 )� [x2 (x � 2)] (2/5 ), x ∈ [�2, 2] . 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 18. 

げíÑíôí ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡çíÑëíöóôÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. とçíÑëíöóôÖóú 

ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ. 

ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíô： Öñ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. 

げÖíúöó çñ¡öÜë x = (x1 , . . . ,xn ) , àÜ ½iÖi½i£Ü． (½í¡ïó½i£Ü．) âÜÖ¡î：0 

F (x ) = F (x1 , . . . ,xn )  (18.1) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü Üß½ñ¢ñÖá 

G i (x1 , . . . ,xn )  R i 0 ,  i=1,...,m, (18.2) 

Ññ ïó½çÜ¿ R i £í½：Ö0． ÜÑóÖ ：£ £Öí¡：ç ≤ , = , ≥ . 
é¡àÜ êÜôí ß ÜÑÖí £ âÜÖ¡î：ú F, G i (i=1,...,m) ． Öñ¿：Ö：úÖÜ0, öÜ ç¡í£íÖí 

äÜïöíÖÜç¡í çó£Öíôí． £íÑíôÜ Öñ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (げぞずぢ). 

でÜ¡ÜäÖiïöá öÜôÜ¡ (çñ¡öÜë：ç) x , àÜ £íÑÜçÜ¿áÖ　0öá (18.2), £çñöáï　 ÑÜäÜïöó½Ü0 
Üß¿íïö0 (½ÖÜ¢óÖÜ0) i äÜ£Öíôí．öáï　 ôñëñ£ D. 
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がÜçi¿áÖí öÜô¡í D £çñöáï　 ÑÜäÜïöó½ó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ (öÜô¡Ü0, ä¿íÖÜ½, 
çñ¡öÜëÜ½). 

ぱÜÖ¡îi　 F (x ) ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 (18.1) £çñöáï　 î：¿áÜçÜ0 âÜÖ¡î：．0. 

ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíô： ÜäÜ¡¿ÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. 

げÖíúöó çñ¡öÜë x = (x1 , . . . ,xn ) , àÜ ½iÖi½i£Ü． î：¿áÜçÜ âÜÖ¡î：0 

F (x ) = F (x1 , . . . ,xn )  (18.3) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü Üß½ñ¢ñÖá 

G i (x1 , . . . ,xn )≤0 ,  i=1,...,m, (18.4) 

x j ≥0,  j=1,...,n, (18.5) 

Ññ âÜÖ¡î：； F, G i (i=1,...,m) � ÜäÜ¡¿：. 
どí¡ó½ ôóÖÜ½, Ñ¿　 £íÑíô： ÜäÜ¡¿ÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (げだぢ) î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 

(18.3) � ÜäÜ¡¿í, Üß½ñ¢ñÖÖ　 (18.4)�(18.5) çó£Öíôí0öá ÜäÜ¡¿Ü ÑÜäÜïöó½Ü ½ÖÜ¢óÖÜ. 

ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíô： ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡çíÑëíöóôÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. 

げÖíúöó çñ¡öÜë x , àÜ ½iÖi½i£Ü． î：¿áÜçÜ âÜÖ¡î：0 

F (x ) = x D xど + c xど (18.6) 

i £íÑÜçÜ¿áÖ　． ïóïöñ½Ü Üß½ñ¢ñÖá 

A xど ≤ bど,  x ≥ 0 , (18.7) 

Ññ c = (c1 , . . . ,cn ) , x = (x1 , . . . ,xn ) , D = ||dk l || , k,l=1,...n, A = ||a i j || , i=1,...,m, 

j=1,...,n, b = (b1 , . . . ,bm) , ½íöëóî　 D ïó½ñöëóôÖí öí Öñç：Ñ'．½ÖÜ çó£ÖíôñÖí. 
どí¡ó½ ôóÖÜ½, Ñ¿　 £íÑíô： ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡çíÑëíöóôÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (げだとぢ) 

î：¿áÜçí âÜÖ¡î：　 (18.6) � ÜäÜ¡¿í ¡çíÑëíöóôÖí, Üß½ñ¢ñÖÖ　 (18.7) � ¿：Ö：úÖ： i 
çó£Öíôí0öá ÜäÜ¡¿Ü ½ÖÜÇÜÇëíÖÖÜ ÑÜäÜïöó½Ü ½ÖÜ¢óÖÜ. 

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ Ñ¿　 çóäíÑ¡Ü n=2, m=1 げだとぢ ½í． çóÇ¿　Ñ : 

d11 x1
2 + d22 x2

2 + 2 d12 x1 x2 + c1 x1 + c2 x2 → min, 

a11 x1 + a12 x2 ≤ a10 ,  x j ≥ 0,  j=1,2, 

ÑÜ öÜÇÜ ¢ D = ||dk l || , k,l=1,2, d12 = d21 . 

だïÖÜçÖ： öçñëÑ¢ñÖÖ　. 

だ£ÖíôñÖÖ　. ぜÖÜ¢óÖí W £çñöáï　 ÜäÜ¡¿Ü0, 　¡àÜ Ñ¿　 ÑÜç：¿áÖóê öÜôÜ¡ x ,y∈
W , öí t∈ [0,1 ] çó¡ÜÖÜ．öáï　 t x + ( 1 � t ) y∈W . 

だ£ÖíôñÖÖ　. ぱÜÖ¡îi　 H (x ) , x∈W⊂E n, Ññ W � ÜäÜ¡¿í ½ÖÜ¢óÖí, £çñöáï　 

ÜäÜ¡¿Ü0, 　¡àÜ Ñ¿　 ÑÜç：¿áÖóê öÜôÜ¡ x ,y∈W  öí t∈ [0,1 ] çó¡ÜÖÜ．öáï　 Öñë：çÖ：ïöá 

H ( t x + ( 1 � t ) y )≤ t H ( x ) + ( 1 � t ) H ( y ) . 

どñÜëñ½í. ぜÖÜ¢óÖí { x : H ( x )≤0 } , Ññ âÜÖ¡î：　 H ( x )  � ÜäÜ¡¿í, ． ÜäÜ¡¿Ü0. 

どñÜëñ½í. ぢñëñöóÖ ÜäÜ¡¿óê ½ÖÜ¢óÖ ． ÜäÜ¡¿Ü0 ½ÖÜ¢óÖÜ0. 

どñÜëñ½í. とçíÑëíöóôÖí âÜÖ¡î：　 F ( x ) = x D x ど+ c x ど ÜäÜ¡¿í, 　¡àÜ ½íöëóî　 

D � Öñç：Ñ'．½ÖÜ çó£ÖíôñÖí. 

どñÜëñ½í. ぜíöëóî　 D � Öñç：Ñ'．½ÖÜ çó£ÖíôñÖí, 　¡àÜ çï： ；； Ñ：íÇÜÖí¿áÖ： 
½：ÖÜëó Öñç：Ñ'．½Ö： : 

det (D (k ) )≥0 ,  D (k )= || d i j || ,  i,j=1,...k. 
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どñÜëñ½í とÜÖí-どí¡¡ñëí-1. 

ぞñêíú ÑÜäÜïöó½í Üß¿íïöá D={x∈En : G i (x )≤0 , i=1 , . . . ,m , x≥0 } £íÑíô： 
ÜäÜ¡¿ÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (18.3)�(18.5) £íÑÜçÜ¿áÖ　． Ü½ÜçÜ で¿ñúöñëí : ：ïÖÜ． x∈D 

öí¡ñ, àÜ Ñ¿　 çï：ê i=1,...,m  G i (x )<0 , öÜßöÜ ½ÖÜ¢óÖí D ½í． çÖÜöë：üÖ： öÜô¡ó. 

どÜÑ： Ñ¿　 öÜÇÜ, àÜß çñ¡öÜë x * ßÜç Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ £íÑíô： ÜäÜ¡¿ÜÇÜ  

äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, ÖñÜßê：ÑÖÜ i ÑÜïöíöÖáÜ, àÜß ：ïÖÜçíç çñ¡öÜë u * ≥0 öí¡óú, àÜ 

äíëí (x *, u * ) ． ïiÑ¿ÜçÜ0 öÜô¡Ü0 âÜÖ¡î：； ずíÇëíÖ¢í : 

L (x ,u )=  F (x )+ (u1  G1 (x )  + . . .+  um Gm (x ) ) ,  

x=(x1 , . . . ,xn )≥0 ,  u=(u1 , . . . ,um )≥0 . 

とí¢Üöá, àÜ öÜô¡í (x *, u * ) ． ïiÑ¿ÜçÜ0 öÜô¡Ü0 âÜÖ¡î：； L (x ,u ) , 　¡àÜ Ñ¿　 çï：ê x

≥0 ,  u≥0  ½í0öá ½：ïîñ Öñë：çÖÜïö： 
L (x *, u ) ≤ L (x *, u * ) ≤ L (x , u * ). 

どñÜëñ½í とÜÖí-どí¡¡ñëí-2. 

が¿　 ÖñäñëñëçÖÜ ÑóâñëñÖîiúÜçÖóê âÜÖ¡î：ú F ( x ) , G i ( x ) , i=1,...,m, öñÜëñ½í 
とÜÖí-どí¡¡ñëí ½Ü¢ñ ßÜöó äñëñâÜë½Ü¿áÜçíÖí öí¡. 

ゑñ¡öÜë x * ． Üäöó½í¿áÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ £íÑíô： ÜäÜ¡¿ÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (18.3)

�(18.5) öÜÑ： i ¿óüñ öÜÑ：, ¡Ü¿ó ：ïÖÜ． çñ¡öÜë u * ≥0 öí¡óú, àÜ Ñ¿　 äíëó (x *, u * ) 
çó¡ÜÖÜ0öáï　 Ü½Üçó : 

∇x L ( x * , u * )≥0 ,  ∇x L ( x * , u * ) ( x * )ど= 0 ,  j=1,... ,n, 

∇u L ( x * , u * )≤0 ,  ∇u L ( x * , u * ) ( u * )ど= 0 ,  i=1,... ,m. 

が¿　 £íÑíô： (18.6)�(18.7) ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡çíÑëíöóôÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 ÜïöíÖÖ： 
ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 ÖíßÜçí0öá çóÇ¿　ÑÜ 

 c + 2 x D + u A     ≥0 , (18. 8) 

( c + 2 x D + u A ) xど= 0 , (18. 9) 

 x Aど� b      ≤0 , (18.10) 

( x Aど� b ) uど = 0 , (18.11) 

x ≥ 0 ,  u ≥ 0 . 

がÜäÜ½i¢Öí げずぢ Ñ¿　 げだとぢ. 

é¡àÜ ççñïöó çñ¡öÜëó y =(y1 , . . . ,yn )≥0 öí v =(v1 , . . . ,vm )≥0 , öÜ 
ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　 (18.8)�(18.11) ½íöó½Üöá çóÇ¿　Ñ : 

c + 2 x D + u A � y = 0 , (18.12) 

x Aど � b + v = 0 , (18.13) 

y xど = 0 ,  v uど = 0 , (18.14) 

x ≥ 0 ,  u ≥ 0 ,  y ≥ 0 ,  v ≥ 0 . 

げíÜçí¢ó½Ü, àÜ Ñ¿　 çóäíÑ¡Ü n=2,  m=1  ½íöó½ñ½Ü 

2 d11 x1 + 2 d12 x2 + a11 u � y1          = � c1 , 
2 d12 x1 + 2 d22 x2 + a12 u      � y2     = � c2 , 
   a11 x1 +    a12 x2                        + v =  a10 , 
x1 y1 = 0 ,  x2 y2 = y2,  u v = 0 , 

x1 , x2 , u , y1 , y2 , v ≥ 0 . 

でóïöñ½í (18.12)�(18.13) ï¡¿íÑí．öáï　 £ n+m ¿：Ö：úÖóê ë：çÖ　Öá ç：ÑÖÜïÖÜ 2(m+n) 
Öñç：ÑÜ½óê x j ,  y j  (j=1,...,n), u i ,  v i  (i=1,...,m). 
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とëi½ öÜÇÜ, 　¡ çóä¿óçí． £ Ü½Üç (18.14), äÜçóÖÖÜ ßÜöó : 

　¡àÜ  x j > 0, öÜ  y j = 0 , (18.15) 
　¡àÜ  y j > 0, öÜ  x j = 0 , (18.16) 
　¡àÜ  u i > 0, öÜ  v i = 0 , (18.17) 
　¡àÜ  v i > 0, öÜ  u i = 0 . (18.18) 

だö¢ñ, üÜ¡íÖó½ ëÜ£ç'　£¡Ü½ ïóïöñ½ó (18.12)�(18.13) ½Ü¢ñ ßÜöó ÑÜç：¿áÖóú 
Öñç：Ñ'．½Öóú ßí£óïÖóú ；； ëÜ£ç'　£Ü¡, í¿ñ öí¡óú, àÜ £½：ÖÖ： x j öí y j (í öí¡Ü¢ u i öí v i ) £ 
ÜÑÖí¡Üçó½ó ：ÖÑñ¡ïí½ó Öñ ½Ü¢Üöá ßÜöó çÜÑÖÜôíï ßí£óïÖó½ó. が¿　 ç：ÑüÜ¡íÖÖ　 
öí¡ÜÇÜ ëÜ£ç'　£¡Ü ½Ü¢Öí £íïöÜïÜçíöó ßÜÑá-　¡óú ：£ ç：ÑÜ½óê ½ñöÜÑ：ç ずぢ, £Ü¡ëñ½í, 
½ñöÜÑ üöÜôÖÜÇÜ ßí£óïÜ. げ î：．0 ½ñöÜ0 £íäóüñ½Ü ïóïöñ½Ü (18.12)�(18.13) Ü 
çóÇ¿　Ñ： 

2 x D + u A � y  = � c , (18.19) 

x Aど + v  = b . (18.20) 

ぞñ Üß½ñ¢Ü0ôó £íÇí¿áÖÜïö：, ßÜÑñ½Ü ççí¢íöó, àÜ äëíç： ôíïöóÖó î：．； ïóïöñ½ó 

Öñç：Ñ'．½Ö： : �c≥0 , b≥0 (Üï¡：¿á¡ó, ç ：ÖüÜ½Ü çóäíÑ¡Ü ç：ÑäÜç：ÑÖ： ë：çÖ　ÖÖ　, ；ê äëíçÜ i 
¿：çÜ ôíïöóÖÜ, ÑÜïóöá äÜ½ÖÜ¢óöó Öí �1). げÇiÑÖÜ ½ñöÜÑÜ üöÜôÖÜÇÜ ßí£óïÜ ç ¡Ü¢Öñ 
ë：çÖ　ÖÖ　 ïóïöñ½ó (18.19)�(18.20), 　¡ñ Öñ ½：ïöóöá ßí£óïÖÜ； £½：ÖÖÜ；, ççÜÑó½Ü üöÜôÖÜ 
£½：ÖÖÜ. だï¡i¿á¡ó £½：ÖÖ： v i (i=1,...,m) ½Ü¢Öí ççí¢íöó ßí£óïÖó½ó, öÜ üöÜôÖ： £½：ÖÖ： 
z=(z1 , . . . ,zn )≥0 ççÜÑó½Ü ö：¿á¡ó ç ë：çÖ　ÖÖ　 (18.19) i ëÜ£Ç¿　Ñí．½Ü ÑÜäÜ½：¢ÖÜ とげずぢ 

z iど → min, (18.21) 

2 x D + u A � y + z = � c , (18.22) 

x Aど+ v  = b , (18.23) 

x ≥ 0 , u ≥ 0 , y ≥ 0 , v ≥ 0 , z ≥ 0 , (18.24) 

Ññ i = (1,1,...,1) � n-çó½：ëÖóú ÜÑóÖóôÖóú çñ¡öÜë. 

とçíÑëíöóôÖóú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ. 

げíÑíôí (18.21)�(18.24) ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½. 
é¡àÜ £ÖíúÑñÖóú がゐづ î：．； £íÑíô： £íÑÜçÜ¿áÖ　． Ü½Üçó ÑÜäÜçÖ00ôÜ； 

Öñ¢Üëïö¡Üïöi (18.15)�(18.18), öÜ ç：Ö çó£Öíôí． Üäöó½í¿áÖóú ëÜ£ç'　£Ü¡ çóê：ÑÖÜ； 
げだとぢ. IÖí¡üñ öëñßí äñëñúöó ÑÜ ÖÜçÜÇÜ がゐづ. ぢëó îáÜ½Ü ÑÜ ßí£óïÖóê ç¡¿0ôí．öáï　 
ÖÜçí £½：ÖÖí £ ÖÜ¿áÜçÜ0 Üî：Ö¡Ü0. 

でó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ £ Ü½Üçí½ó (18.15)�(18.18) Ñ¿　 ëÜ£ç'　£ÜçíÖÖ　 ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； 
とげずぢ (18.21)�(18.24), äÜßÜÑÜçíÖÜ； Öí ÜïÖÜç： £íÑíô： ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡çíÑëíöóôÖÜÇÜ 
äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (18.6)�(18.7), i Öí£óçí0öá ¡çíÑëíöóôÖó½ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½ 
(í¿ÇÜëóö½ £çóôíúÖÜÇÜ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ, í öí¡Ü¢ çï： £ç'　£íÖ： £ Öó½ Ü£ÖíôñÖÖ　 i 
öçñëÑ¢ñÖÖ　 ÖíçñÑñÖ： ç ½ñöÜÑóôÖóê ç¡í£：ç¡íê ÑÜ çó¡ÜÖíÖÖ　 ¿íßÜëíöÜëÖÜ； ëÜßÜöó 
ヽ2). 

é¡àÜ ç Üäöó½í¿áÖÜ½Ü ëÜ£ç'　£¡Ü ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； とげずぢ (18.21)�(18.24) çï： üöÜôÖ： 
£½：ÖÖ： z j  (j=1,...,n) äëóú½í0öá ÖÜ¿áÜç： £ÖíôñÖÖ　, öÜ, ç：Ñ¡óÑí0ôó ；ê, Üöëó½í．½Ü 
がゐづ ïóïöñ½ó (18.19)�(18.20). どí úÜÇÜ ôíïöóÖí, 　¡í ç：ÑäÜç：Ñí． £½：ÖÖó½ äÜôíö¡ÜçÜ； 
£íÑíô： ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡çíÑëíöóôÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 (18.6)�(18.7), i ßÜÑñ ；； Üäöó½í¿áÖó½ 
ëÜ£ç'　£¡Ü½. 

é¡àÜ ¢ ç Üäöó½í¿áÖÜ½Ü ëÜ£ç'　£¡Ü ÑÜäÜ½：¢ÖÜ； とげずぢ (18.21)�(18.24) £ÖíôñÖÖ　 
êÜôí ß ÜÑÖ：．； ：£ üöÜôÖóê £½：ÖÖóê ç：Ñ½：ÖÖñ ç：Ñ ÖÜ¿　, öÜ ïóïöñ½í (18.19)�(18.20) 
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ëÜ£ç'　£¡iç Öñ ½í．, í, Üö¢ñ, ½ÖÜ¢óÖí ïiÑ¿Üçóê öÜôÜ¡ âÜÖ¡î：； ずíÇëíÖ¢í äÜôíö¡ÜçÜ； 
£íÑíô： ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡çíÑëíöóôÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 äÜëÜ¢Ö　. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ £íÑíôí ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡çíÑëíöóôÖÜÇÜ 
äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ £í çó¡¿íÑñÖó½ í¿ÇÜëóö½Ü½, 
£íçÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ぞぎずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 äí¡ñöí 
ぢげ�ぜだ. 

ゎñÜ½ñöëóôÖí ：Ööñëäëñöíî：　 £íÑíô： Öñ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　 £Ñ：úïÖ0．öáï　 
½ÜÑÜ¿ñ½, 　¡óú £íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ öÜÇÜ ¢ ïí½ÜÇÜ ëÜ£Ñ：¿Ü. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ¡çíÑëíöóôÖó½ ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑÜ½ £íÑíô： ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡çíÑëíöóôÖÜÇÜ 
äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　, Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» 
ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 (£íÑíô： ヽ1�ヽ9), í öí¡Ü¢ ÖíïöÜäÖ： £íÑíô：. 

ば çï：ê £íÑíôíê çó¡ÜÖÜ0öáï　 Ü½Üçó :  x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0. 
 

1) x1
2

 + x2
2 �2 x1 � 4 x2 → min, 2) �2 x1

2
 � 3 x2

2 + 4 x1 x2 + 12 x2 → max, 
 2 x1 + 3 x2 ≤ 6;  3 x1 + 4 x2 ≤ 12; 
 

3) 2 x1
2

 + x2
2 � x1 x2 � x1 → min, 4) x1

2 + 3 x2
2 � x1 � 2 x2 → min, 

 x1 + 2 x2 ≤ 1;  x1 + 4 x2 ≤ 7; 
 

5) �2 x1
2 � 3 x2

2 + 16 x1+ 24 x2 → max, 6) x1
2+ x2

2 � 3 x1 � 8 x2 → min, 
 2 x1 + x2 ≤ 4;  x1 +2 x2 ≤ 4 ; 
 

7) �x1
2 � x2

2 + x1 + 2 x2 → max, 8) �x1
2 � x2

2 + x1 x2 + 5 x1 + 2 x2 → max, 
 x1 + 2 x2 ≤ 16;  2 x1 +3 x2 ≤ 15. 
 
ゑ：ÑäÜç：Ñ：: 

1) x * = (0.69; 1.54).   2) x * = (1.23; 2.07).  3) x * = (0.29; 0.14).   4) x * = (0.5; 0.33). 

5) x * = (0.57; 2.86).   6) x * = (0.4; 1.8).      7) x * = (0.5; 1).          8) x * = (3.63; 2.58). 

ずíßÜëíöÜëÖí ëÜßÜöí 19. 

げíÑíôí ßñ£Ü½ÜçÖÜ； Üäöó½：£íî：；. ぜñöÜÑ ÖíúüçóÑüÜÇÜ ïäÜï¡Ü 

ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíô： ßñ£Ü½ÜçÖÜ； Üäöó½：£íî：；. 
げÖíúöó çñ¡öÜë x= (x1 , . . . , xn ) , àÜ ½iÖi½i£Ü． (½í¡ïó½i£Ü．) âÜÖ¡î：0 

F (x )=F (x1 , . . . , xn ) .  

ゎëíÑ：．ÖöÖ： ½ñöÜÑó ßñ£Ü½ÜçÖÜ； Üäöó½：£íî：；. 
が¿　 £íÑíô： ßñ£Ü½ÜçÖÜ； ½：Ö：½：£íî：； ½ñöÜÑ äÜ¿　Çí． ç Üßôóï¿ñÖÖ： äÜï¿：ÑÜçÖÜïö： 

Öíß¿ó¢ñÖá x [s ] £í äëíçó¿Ü½ 

x [ s +1] = x [ s ] � ρ[s ] ∇F ( x [ s ] ) , 

Ññ ∇F (.) � ÇëíÑ：．Öö âÜÖ¡î：； F (.) , 　¡óú £íÑí．öáï　 ïä：çç：ÑÖÜüñÖÖ　½ 

 52 



∇






F

x
F

x
F

n

(.) = ( ) ( )
∂

∂
∂

∂1

. , . . . , . ,  

ρ[s ] > 0 � ¡ëÜ¡, çñ¿óôóÖí 　¡ÜÇÜ çó£Öíôí．öáï　 ¡ÜÖ¡ëñöÖó½ ÇëíÑ：．ÖöÖó½ ½ñöÜÑÜ½. 

ぢÜôíö¡Üçóú ëÜ£ç'　£Ü¡ x [ 0 ] Üßóëí．öáï　 ÑÜç：¿áÖÜ. Iöñëíîi； äëóäóÖ　0öá, 　¡àÜ Öí 

Ññ　¡Ü½Ü ¡ëÜîi s çó¡ÜÖÜ．öáï　 Öñë：çÖ：ïöá ||∇F ( x [ s ] ) || < ε, Ññ ÖÜë½í ÇëíÑ：．Ööí 
çó£Öíôí．öáï　 âÜë½Ü¿Ü0 

|| (.)||= ( ) ( )∇

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






 + +











F

x
F

xn
F

∂
∂

∂
∂1

. . . . .

2 2

,  

í ε> 0 � Ññ　¡í ÖíäñëñÑ £íÑíÖí çñ¿óôóÖí, àÜ çó£Öíôí． öÜôÖ：ïöá ëÜ£ç'　£¡Ü. 
ぜñöÜÑ ÖíúüçóÑüÜÇÜ ïäÜï¡Ü. 

ぜñöÜÑ ÖíúüçóÑüÜÇÜ ïäÜï¡Ü 　ç¿　． ïÜßÜ0 ÇëíÑ：．ÖöÖóú ½ñöÜÑ, ç 　¡Ü½Ü 
çñ¿óôóÖí ¡ëÜ¡Ü ρ[s ]  çóßóëí．öáï　 £í äëíçó¿Ü½ 

F ( x [ s ] �ρ [s ] ∇F ( x [ s ] ) ) = min ( F ( x [ s ] �ρ∇F ( x [ s ] ) ) ) ,  

Ññ ½：Ö：½Ü½ ßñëñöáï　 äÜ çï：ê ρ> 0 . 

ぢëó Ññ　¡óê Ü½Üçíê x [ s ]  äë　½Ü． ÑÜ ïöíî：ÜÖíëÖÜ； öÜô¡ó âÜÖ¡î：； F ( x ), 　¡àÜ s 
äë　½Ü． ÑÜ Öñï¡：ÖôñÖÖÜïö：. 

ぢëÜÇëí½Öñ £íßñ£äñôñÖÖ　. 

ぞíçôí0ôóú ½ÜÑÜ¿á, £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 　¡ÜÇÜ £íÑíôí ßñ£Ü½ÜçÖÜ； Üäöó½：£íî：； 
ëÜ£ç'　£Ü．öáï　 ç Ñ：í¿Ü£： £ ¡ÜëóïöÜçíôñ½ ½ñöÜÑÜ½ ÖíúüçóÑüÜÇÜ ïäÜï¡Ü, 
£íçíÖöí¢Ü．öáï　 £ ëÜ£Ñ：¿Ü «ぞぎずIぞIざぞぎ ぢづだゎづんぜばゑんぞぞé» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 
äí¡ñöí ぢげ�ぜだ. 

げíçÑíÖÖ　. 

づÜ£ç'　£íöó ½ñöÜÑÜ½ ÖíúüçóÑüÜÇÜ ïäÜï¡Ü £íÑíô： ßñ£Ü½ÜçÖÜ； Üäöó½：£íî：；, 
Ü½Üçó 　¡óê £íÑí0öáï　 ½ÜÑÜ¿ñ½ £í ÑÜäÜ½ÜÇÜ0 ¡Ü½íÖÑó «がíÖ：» ÇÜ¿ÜçÖÜÇÜ ½ñÖ0 
(£íÑíô： ヽ1�ヽ9). 

ず：öñëíöÜëí 

1. ù.ぜ.ぎë½Ü¿áñç, ご.ご.ず　ü¡Ü, ゑ.で.ぜóêí¿ñçóô, ゑ.ご.ど0äö　. ぜíöñ½íöóôñï¡óñ 
½ñöÜÑ▲ óïï¿ñÑÜçíÖó　 Üäñëíîóú. とóñç, «ゑóàí ü¡Ü¿í», 1979. 

2. ù.が.ぢÜäÜç, ゑ.や.ど0äö　, ゑ.や.ぷñçôñÖ¡Ü. ぜñöÜÑó Üäöó½：£íî：；. とóñç, んßëóï, 
1999. 

3. ぱ.ぢ.ゑíïó¿áñç. ぶóï¿ñÖÖ▲ñ ½ñöÜÑ▲ ëñüñÖó　 ~¡ïöëñ½í¿áÖ▲ê £íÑíô. ぜÜï¡çí, 
«ぞíÜ¡í», 1980. 

4. ご.ず.とí¿óê½íÖ. でßÜëÖó¡ £íÑíô äÜ ½íöñ½íöóôñï¡Ü½Ü äëÜÇëí½½óëÜçíÖó0. 
ぜÜï¡çí, «ゑ▲ïüí　 ü¡Ü¿í», 1975. 

5. ゑ.ぱ.とíäÜïöóÖ. ぢëí¡öóôñï¡óñ £íÖ　öó　 äÜ ¡ÜëïÜ ½íöñ½íöóôñï¡ÜÇÜ 
äëÜÇëí½½óëÜçíÖó　. ご£Ñíöñ¿áïöçÜ ずñÖóÖÇëíÑï¡ÜÇÜ ÜÖóçñëïóöñöí, 1976. 

6. ù.ぢ.げíúôñÖ¡Ü, で.ん.ぷÜ½ó¿Üçí. ごïï¿ñÑÜçíÖóñ Üäñëíîóú, ïßÜëÖó¡ £íÑíô. 
とóñç, «ゑóàí ü¡Ü¿í», 1990. 

 

 53 



げ½：ïö 
げíÇí¿áÖ： ëñ¡Ü½ñÖÑíî：； ÑÜ çó¡ÜëóïöíÖÖ　 äëÜÇëí½ÖÜÇÜ £íßñ£äñôñÖÖ　 ................3 

ぎ¿ñ½ñÖöíëÖ： äñëñöçÜëñÖÖ　 ½íöëóîá. ぜñöÜÑ ゎíÜïïí ..............................................4 

げíÑíôí ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. でó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ ..............................................7 

げíÑíôí ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜÜÑóâ：¡ÜçíÖóú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ................10 

げíÑíôí ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. がçÜ；ïöóú ïó½ä¿ñ¡ï-½ñöÜÑ ............................12 

どëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí. ぜñöÜÑ äÜöñÖî：í¿：ç................................................................14 

どëíÖïäÜëöÖí £íÑíôí £ Üß½ñ¢ñÖó½ó äëÜäÜï¡Öó½ó ïäëÜ½Ü¢ÖÜïö　½ó. ぜñöÜÑ 

äÜöñÖî：í¿：ç..................................................................................................................18 

げíÑíôí äëÜ Öíú¡ÜëÜöüóú ü¿　ê Öí ½ñëñ¢：. ぜñöÜÑ ぜ：Öö： ......................................23 

げíÑíôí äëÜ ½í¡ïó½í¿áÖóú äÜö：¡ Öí ½ñëñ¢：. ぜñöÜÑ ぱÜëÑí-ぱí¿¡ñëïÜÖí ..........25 

げíÑíôí î：¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ ゎÜ½Üë：-1 .................28 

げíÑíôí ôíïö¡ÜçÜ î：¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ ゎÜ½Üë：-2 30 

げíÑíôí î：¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ ゎÜ½Üë：-3 .................33 

げíÑíôí ôíïö¡ÜçÜ Ñóï¡ëñöÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ がí¿áöÜÖí-

ず¿ñçñ¿：Öí ....................................................................................................................35 

げíÑíôí î：¿Üôóïñ¿áÖÜÇÜ ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ ç：öÜ¡ ： ÇëíÖóîá ......38 

げíÑíôí äëÜ äëó£ÖíôñÖÖ　. ばÇÜëïá¡óú ½ñöÜÑ ..........................................................40 

げíÑíôí äëÜ äëó£ÖíôñÖÖ　. ぜñöÜÑ ぜí¡í....................................................................42 

ぜíöëóôÖ： ：Çëó. げç�　£Ü¡ £ £íÑíôñ0 ¿：Ö：úÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. ぜñöÜÑ ゐëíÜÖí-

づÜß：ÖïÜÖ ......................................................................................................................43 

ぜñöÜÑó ÜÑÖÜçó½：ëÖÜ； Üäöó½：£íî：； ...........................................................................46 

げíÑíôí ÜäÜ¡¿ÜÇÜ ¡çíÑëíöóôÖÜÇÜ äëÜÇëí½ÜçíÖÖ　. とçíÑëíöóôÖóú ïó½ä¿ñ¡ï-

½ñöÜÑ............................................................................................................................48 

げíÑíôí ßñ£Ü½ÜçÖÜ； Üäöó½：£íî：；. ぜñöÜÑ ÖíúüçóÑüÜÇÜ ïäÜï¡Ü ............................52 

ず：öñëíöÜëí ...................................................................................................................53 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 54 


