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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время новые достижения математики и современной 
вычислительной техники находят всё более широкое применение в 
экономических исследованиях и планировании. Этому способствует 
развитие таких разделов математики как математическое программи-
рование, теория игр, теория массового обслуживания, а также бурное 
развитие персональных компьютеров. Особенно успешно развиваются 
методы оптимального планирования, которые и составляют сущность 
оптимального программирования. Составными частями математиче-
ского программирования являются: линейное, нелинейное и динами-
ческое программирования. Слово “программирование” здесь и в ана-
логичных терминах обязано отчасти историческому недоразумению, 
отчасти неточному переводу с английского. По-русски лучше было бы 
употребить слово “планирование”.  

Пособие содержит теоретическую часть и практические реко-
мендации по решению каждого типа задач, освещающие все разделы 
дисциплины "Линейное программирование". Целью данного пособия 
является подготовка студентов к выполнению лабораторных работ и 
индивидуальных контрольных заданий. Для понимания излагаемого 
материала достаточно знаний, полученных студентами в курсе линей-
ной алгебры, умения работать в стандартной офисной программе 
Excel. Полученные студентами знания, умения и навыки, а также  
развиваемые этим курсом профессиональные компетенции – умение  
выбирать рациональные ИС, ИКТ для управления бизнесом (ПК-3),  
использовать соответствующий математический аппарат и инструмен-
тальные средства для обработки, анализа и систематизации информа-
ции по теме исследования (ПК-20) – используются при изучении мето-
дов социально-экономического прогнозирования. 

Учебное пособие составлено в соответствии с требованиями ФГОС 
подготовки бакалавра по направлению 080500 – Бизнес-информатика с 
квалификацией выпускника "Бакалавр". 
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1. ТЕХНОЛОГИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ В ТАБЛИЧНОМ ПРОЦЕССОРЕ 

ЕХСЕL 

Временем рождения линейного программирования принято считать 
1939 г., когда была напечатана брошюра Леонида Витальевича Канто-
ровича “Математические методы организации и планирования произ-
водства”.  

Линейное программирование — наука о методах исследования и 
отыскивания наибольших и наименьших значений линейной функции, 
на неизвестные которой наложены линейные ограничения. 

Американский математик А.Данциг в 1947 г. разработал весьма 
эффективный конкретный метод численного решения задач линейного 
программирования (он получил название симплекс-метода). Идеи ли-
нейного программирования в течение пяти-шести лет получили гран-
диозное распространение в мире и имя Данцига стало повсюду широко 
известно. 

Свое второе рождение линейное программирование получило в на-
чале пятидесятых годов с появлением ЭВМ. Тогда началось всеобщее 
увлечение линейным программированием, вызвавшее, в свою очередь, 
развитие других разделов математического программирования. В 
1975 г. академик Л.В. Канторович и американский профессор Тьяллинг 
Купманс получили Нобелевскую премию по экономическим наукам за 
“вклад в разработку теории и оптимального использования ресурсов в 
экономике”. 

Основой реализации любой задачи управления является принятие  
конкретным лицом оптимального решения. Примерами задач линейного 
программирования (ЗЛП) в данной сфере могут быть, например, задача о 
наилучшем использовании ресурсов, задача о выборе оптимальных техно-
логий, задача о смесях или о раскрое материала, простейшая транспортная 
задача, т.е. такие, в которых обеспечивается выполнение поставленной 
задачи с минимальными затратами и с максимальным эффектом. 
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Пределы (Limits). Помимо исходных и конечных значений изме-
няемых и целевой ячеек в отчет включаются верхние и нижние грани-
цу значений, которые могут принимать влияющие ячейки при соблю-
дении ограничений. 

Для нас представляет интерес отчет «Результаты» (рис. 1.11). 
После вкладки «Результаты» выбрать лист «Отчет по результатам». 

В отчете содержатся оптимальные значения вычисленных неизвест-
ных: x1 = 0, x2 = 3, x3 = 0, x4 = 8, и значение целевой функции  
Fmax = 36. 

Ответ: (0;3;0;8). Fmax = 36. 
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Лабораторная работа №1 
 

Цель работы: ознакомление с разделом математики «Линейное 
программирование» как главным инструментом оценки эффективно-
сти управленческих решений, освоение технологии решения задач ли-
нейного программирования в табличном процессоре Excel. 

Содержание лабораторной работы 

В работе необходимо решить оптимизационную задачу линейного 
программирования (ЗЛП) с использованием встроенных функций таб-
личного процессора Excel и проинтерпретировать полученное реше-
ние, сравнив его эффективность с различными начальными прибли-
жениями. Индивидуальные задания для работы приведены ниже – 
выбрать по номеру варианта. 

Порядок выполнения работы 

1. Создать форму для ввода условий (см. рис 1.2) и выполнить 
рассмотренные пункты 2 – 6. 

2. Запустить встроенную функцию табличного процессора Excel 
"Поиск решения", которая позволяет решать оптимизационные задачи 
(см. рис.1.1). 

3. В диалоговом окне "Поиск решения" в рабочие поля ввести 
данные (см. рис. 1.8) по пунктам 7 – 9. 

4. Сравнить значение целевой функции для оптимального реше-
ния с полученными ранее начальными приближениями. 

5. Создать отчет по результатам. 
6. Применить полученные навыки для задачи своего варианта. 
7. Ответить на контрольные вопросы. 

 

Требования к отчету 

В отчете должны быть приведены: название и цель работы. Отчет 
должен быть  представлен  в Microsoft Word со вставками рисунков из 
Excel для задачи своего варианта. 
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Отчет должен содержать ответы на контрольные вопросы. 
 

Контрольные вопросы 

1. С помощью какой встроенной функции EXCEL решаются оп-
тимизационные задачи? 

2. Как связана целевая ячейка с другими ячейками этого рабочего 
листа? 

3. Наибольшее или наименьшее значение можно найти, используя 
встроенную функцию "Поиск решения"? 

 
Индивидуальные задания 

 

Найти максимум линейной функции при заданной системе ограни-
чений и условиях неотрицательности. 

 

Вариант ЦФ Система ограничений Условия  
неотрицательности 

 

ܨ 1 ൌ ଵݔ2 ൅ ଵݔଶ ൜ݔ3 ൅ ଶݔ3 ൑ 9,
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 7.  

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 2 ൌ ଵݔ3 ൅ ଵݔଶ ൜2ݔ2 ൅ ଶݔ3 ൑ 12,
ଵݔ2 ൅ ଶݔ ൑ 8.  

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 3 ൌ ଵݔ2 ൅ ଶ ൜ݔ3 ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 4,
ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൑ 6. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 4 ൌ ଵݔ3 ൅ ଶ ൜ݔ2 ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 4,
ଵݔ2 ൅ ଶݔ ൑ 6. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 5 ൌ ଵݔ ൅ ଶ ൜ݔ ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൑ 8,
ଵݔ3 ൅ ଶݔ2 ൑ 18. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 6 ൌ ଵݔ ൅ ଵݔଶ ൜3ݔ3 ൅ ଶݔ2 ൑ 12,
ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൑ 8.  

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 7 ൌ ଵݔ2 ൅ ଵݔଶ ൜ݔ3 ൅ ଶݔ2 ൑ 10,
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 7.  

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 
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ܨ 8 ൌ ଵݔ2 ൅ ଶ ൜ݔ3 ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 8,
ଵݔ ൅ ଶݔ3 ൑ 18. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 9 ൌ ଵݔ3 ൅ ଵݔଶ ൜ݔ5 ൅ ଶݔ2 ൑ 8,
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 6.  

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 10 ൌ ଵݔ ൅ ଵݔଶ ൜ݔ ൅ ଶݔ3 ൑ 9,
ଵݔ2 ൅ ଶݔ ൑ 8. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 11 ൌ ଵݔ2 ൅ ଵݔଶ ൜െ2ݔ3 െ ଶݔ3 ൑ 9,
ଵݔ2 െ ଶݔ3 ൑ 7.  

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 12 ൌ ଵݔ10 ൅ ଵݔଶ ൜2ݔ3 ൅ ଶݔ3 ൑ 33,
ଵݔ െ ଶݔ2 ൑ 6.  

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 13 ൌ ଵݔ2 ൅ ଵݔଶ ൜ݔ3 ൑ 100,
ଶݔ ൑ 30.  

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 14 ൌ ଵݔ1,2 ൅ ଶ ൜ݔ0,8 ଵݔ0,5 ൅ ଶݔ0,5 ൒ 30,
ଵݔ1,25 ൅ ଶݔ2,5 ൒ 100. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 15 ൌ ଵݔ250 ൅ ଵݔଶ ൜30ݔ300 ൅ ଶݔ25 ൑ 4500,
ଵݔ40 ൅ ଶݔ30 ൑ 3500. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 16 ൌ ଵݔ ൅ ଵݔଶ ൜3ݔ െ ଶݔ ൑ 1,
ଵݔ2 ൅ ଶݔ ൑ 2. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 17 ൌ ଵݔ2 ൅ ଵݔଶ ൜4ݔ െ ଶݔ ൑ 2,
ଵݔ െ ଶݔ2 ൒ 2. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 18 ൌ ଵݔ20 ൅ ଵݔଶ ൜2ݔ30 ൅ ଶݔ3 ൑ 8,
ଵݔ2 ൅ ଶݔ3 ൑ 6. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 19 ൌ ଵݔ25 ൅ ଵݔଶ ൜ݔ13 ൅ ଶݔ3 ൑ 9,
ଵݔ2 ൅ ଶݔ ൑ 7. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 20 ൌ ଵݔ4 ൅ ଵݔଶ ൜4ݔ3 ൅ ଶݔ3 ൑ 9,
ଵݔ2 ൅ ଶݔ5 ൑ 7. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 21 ൌ ଵݔ2 ൅ ଵݔଶ ൜2ݔ4 ൅ ଶݔ5 ൑ 9,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ3 ൑ 7. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 
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ܨ 22 ൌ ଵݔ2,5 ൅ ,ଶ ൜2ݔ3,5 ଵݔ5 ൅ 3, ଶݔ5 ൑ 9,
2, ଵݔ5 ൅ ଶݔ3 ൑ 7.  

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 23 ൌ ଵݔ2 ൅ ଵݔଶ ൜2ݔ8 ൅ ଶݔ3 ൑ 9,
ଵݔ2 ൅ ଶݔ3 ൑ 7. 

 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 

ܨ 24 ൌ 6 ൅ ଵݔଶ ൜2ݔ3 ൅ ଶݔ3 ൑ െ9,
െݔଵ ൅ ଶݔ3 ൑ 7.  

 
 

൜ݔଵ ൒ 0,
ଶݔ ൒ 0. 
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2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО  
ПРОГРАММИРОВАНИЯ В ТАБЛИЧНОМ ПРОЦЕССОРЕ 

ЕХСЕL 
 

Решение экстремальных экономических задач можно разделить на 
три этапа:  

1. Построение экономико-математической модели. Оно состо-
ит в создании такой математической модели изучаемого экономиче-
ского процесса, которая отражала бы его сущность, то есть в ней 
должны учитываться существенные особенности задачи, а также огра-
ничивающие условия, которые могут повлиять на результат.  

2. Нахождение оптимального решения одним из математиче-
ских методов. 

3. Практическое внедрение в производство. 
 
Построение математической модели экономической задачи вклю-

чает следующие этапы: 
1. Выбор переменных задачи. 
2. Составление системы ограничений. 
3. Выбор целевой функции. 

Переменными задачи называются величины nхxx ...,,, 21 , которые 

полностью характеризуют экономический процесс. Их обычно запи-
сывают в виде вектора )...,,,( 21 nхxxх = . 

Система ограничений включает в себя систему уравнений и нера-
венств, которым удовлетворяют переменные задачи и которые следу-
ют из ограниченности ресурсов или других экономических или физи-
ческих условий. 

Целевой функцией называют функцию переменных задачи, которая 
характеризует качество выполнение задачи и экстремум которой тре-
буется найти. 
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В общем случае ЗЛП может быть записана в таком виде: 
(min)max...)( 2211 →+++= nn xcxcxcxZ  – целевая функция. 

⎪
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....
.......

,...
,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

 − ограничения. 

njх j ,1,0 =≥  − условия неотрицательности. 

Данная запись означает следующее: найти экстремум целевой 
функции задачи и соответствующие ему переменные при условии, что 
эти переменные удовлетворяют системе ограничений и условиям не-
отрицательности. 

Допустимым решением (планом) ЗЛП называется любой n-мерный 
вектор )...,,,( 21 nхxxх = , удовлетворяющий системе ограничений и 

условиям неотрицательности. 
Множество допустимых решений (планов) задачи образуют об-

ласть допустимых решений (ОДР). 
Оптимальным решением (планом) ЗЛП называется такое допусти-

мое решение (план), при котором целевая функция достигает экстре-
мума. Линейная целевая функция может достигать своего максималь-
ного или минимального значения лишь на границе ОДР. 

 

Каноническая форма записи задач линейного  
программирования 

В общем случае ЗЛП записываются так, что ограничениями явля-
ются как уравнения, так и неравенства, а переменные могут быть как 
неотрицательные, так и произвольно изменяющиеся. В том случае, ко-
гда все ограничения являются уравнениями и все переменные удовле-
творяют условиям неотрицательности, ЗЛП называют канонической.  

Рассмотренная технология решения ЗЛП с помощью табличного 
процессора Excel позволяет достаточно наглядно  и просто решать лю-
бую задачу линейного программирования. 
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Пример 2.1. Записать в канонической форме исходную задачу ли-
нейного программирования. 

Найти максимум функции ܨ୫ୟ୶ ൌ ଵݔ4 െ ଶݔ2 െ ସݔ5 ൅ -ହ  при услоݔ
виях: 

     

  
Решение: 
Исходную задачу линейного программирования, имеющую вид ограни-

чения-неравенства со знаком ≤ , можно преобразовать в ограничение-равен-
ство добавлением к его левой части дополнительной неотрицательной пере-
менной. Задача, имеющая вид ограничения-неравенства со знаком ≥ , пре-
образуется в ограничение-равенство вычитанием из его левой части 
дополнительной неотрицательной переменной.  

В соответствии с условием задачи необходимо найти ܨ୫ୟ୶ . Чтобы за-
писать имеющуюся систему неравенств в канонической форме, следует 
перейти от ограничений-неравенств к ограничениям-равенствам. В ре-
зультате для ограничений-равенств получаем новую систему уравнений: 

 

൞

ଵݔ4 ൅ ଷݔ െ ସݔ ൅ ହݔ ൅ ଺ݔ ൌ 2,
ଵݔ െ ଷݔ ൅ ସݔ2 ൅ ହݔ ൅ ଻ݔ ൌ 3,

ଶݔ2 ൅ ଷݔ െ ସݔ ൅ ହݔ2 ൅ ଼ݔ ൌ 6,
ଵݔ ൅ ସݔ െ ହݔ5 െ ଽݔ ൌ 8.

 

,ଵݔ   ,ଶݔ ,ଷݔ ,ସݔ , ହݔ , ଺ݔ , ଻ݔ ,଼ݔ ଽݔ ൒ 0 
для функции  ܨ୫ୟ୶ ൌ ଵݔ4 െ ଶݔ2 െ ସݔ5 ൅  .ହݔ

 

Дополнительные переменные входят в целевую функцию с нуле-
выми коэффициентами и поэтому не влияют на ее значение. 

Замечание. Иногда возникает также необходимость перейти в зада-
чи от нахождения минимума к нахождению максимума или наоборот. 
Для этого достаточно изменить знаки всех коэффициентов целевой 
функции на противоположные, а в остальном задачу оставить без из-
менения. Оптимальные решения полученных таким образом задач на 
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максимумах и минимумах совпадают, а значения целевых функций 
при оптимальных решениях отличаются только знаком. 

 
Пример 2.2.  
Записать задачу, состоящую в минимизации функции ܨ୫୧୬ ൌ 

ൌ െݔଵ ൅ ଶݔ2 െ ଷݔ ൅  : ସ при условияхݔ

൞

ଵݔ2 െ ଶݔ െ ଷݔ ൅ ସݔ ൑ 6,
ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ െ ସݔ ൒ 8,

ଵݔ3 െ ଶݔ ൅ ଷݔ2 ൅ ସݔ2 ൑ 10,
െݔଵ ൅ ଶݔ3 ൅ ଷݔ5 െ ସݔ3 ൌ 15.

,ଵݔ          ,ଶݔ ,ଷݔ ସݔ ൒ 0 

в канонической форме записи задачи линейного программирования. 
В данной задаче требуется найти минимум целевой функции, а 

система ограничений содержит три неравенства. Следовательно, нужно 
вместо нахождения ܨ୫୧୬ найти ܨ୫ୟ୶ ൌ െܨ୫୧୬. Чтобы записать имею-
щуюся систему неравенств в форме основной задачи, следует перейти от 
ограничений-неравенств к ограничениям-равенствам. В результате для 
ограничений-равенств получаем новую систему уравнений: 

 

൞

ଵݔ2 െ ଶݔ െ ଷݔ ൅ ସݔ ൅ ହݔ ൌ 6,
ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ െ ସݔ െ ଺ݔ ൌ 8,

ଵݔ3 െ ଶݔ ൅ ଷݔ2 ൅ ସݔ2 ൅ ଻ݔ ൌ 10,
െݔଵ ൅ ଶݔ3 ൅ ଷݔ5 െ ସݔ3 ൌ 15.

,ଵݔ    ,ଶݔ ,ଷݔ  ,ସݔ , ହݔ  , ଺ݔ  ଻ݔ   ൒ 0 

 

Таким образом, все задачи линейного программирования эквивалент-
ны по форме записи, что позволяет им с помощью несложных преобразова-
ний взаимозаменяться. Так, чтобы перейти от одной формы записи задачи 
линейного программирования к другой, необходимо: 

• Свести задачу минимизации функции к задаче максимизации. 
Например, если требуется найти минимум функции 

୫୧୬ܨ ൌ ܽଵ · ଵݔ ൅ ܽଶ · ଶݔ ൅ ܽଷ · ଷݔ ൅ ڮ ൅ ܽ௡ ·  ,௡ݔ

то можно найти максимум функции: 

୫ୟ୶ܨ ൌ െܨ୫୧୬ ൌ െሺܽଵ · ଵݔ ൅ ܽଶ · ଶݔ ൅ ܽଷ · ଷݔ ൅ ڮ ൅ ܽ௡ ·  ௡ሻݔ
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с учетом того, что 

୫ୟ୶ܨ ൌ െܨ୫୧୬. 

• Перейти от ограничений-неравенств к ограничениям-равенствам и 
наоборот. 

 

Пример 2.3. Решить ЗЛП, используя встроенную функцию "Поиск 
решений" в табличном процессоре ЕХСЕL. 

 

Для подготовки трех учебных пособий A, B, и C в типографии исполь-
зуются четыре вида копировального оборудования К, М, N и  Р. Затраты 
времени на подготовку одного учебного пособия с помощью соответст-
вующего оборудования приведены в табл. 2.1. Там же приведены дан-
ные о фонде времени использования соответствующего оборудования, а 
также о прибыли, которую может получить типография в результате реа-
лизации учебных пособий. 

 
Таблица 2.1 

Тип  
копировального 
оборудования 

Затраты времени для каждого оборудования  
на подготовку одного учебного пособия, ч 

Общий фонд 
времени  

эксплуатации 
оборудования, ч 

А В С 

K 2 4 5 60 

M 1 8 6 140 

N 7 4 5 120 

P 4 6 7 180 

Прибыль, руб. 10 14 12  

 
Следует определить, сколько учебных пособий каждого типа следует 

выпустить, чтобы прибыль от их реализации была максимальной. Необ-
ходимо построить математическую модель решения задачи. 

Решение. Условно примем, что учебных пособий типа А будет вы-
пущено ݔଵ  шт., типа В – ݔଶ шт., типа С – ݔଷ шт. То есть для выпуска тако-
го количества учебных пособий потребуется затратить 2ݔଵ ൅ ଶݔ4 ൅  ଷݔ5
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эксплуатационного времени на оборудовании типа К (в часах). Так как об-
щее время эксплуатации оборудования типа К не должно превышать 60 ча-
сов, можно составить неравенство : 

ଵݔ2 ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ5 ൑ 60. 

Таким же образом можно составить неравенства и для других типов обору-
дования: 

൞

ଵݔ2 ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ5 ൑ 60,
ଵݔ ൅ ଶݔ8 ൅ ଷݔ6 ൑ 140,

ଵݔ7 ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ5 ൑ 120,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ6 ൅ ଷݔ7 ൑ 180.

 

При этом количество выпускаемых учебных пособий не может быть 
отрицательной величиной, т. е. ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ  ൒ 0. 

Если учебных пособий типа А будет выпущено ݔଵ шт., типа В – ݔଶ шт., 
типа С – ݔଷ шт., то прибыль типографии составит: 

୫ୟ୶ܨ  ൌ ଵݔ10 ൅ ଶݔ14 ൅  .ଷݔ12

Получена система линейных неравенств с тремя неизвестными, а 
также линейная функция с этими же переменными, для которой необхо-
димо определить максимум функции ܨ୫ୟ୶. Так как рассматриваемые 
функции линейны, рассматриваемая задача относится к классу линейно-
го программирования. 

Для решения ЗЛП с использованием встроенной функции "Поиск 
решений" в табличном процессоре ЕХСЕL необходимо: 

1. Создать форму для ввода условий задачи. 
2. Указать адреса ячеек, в которые будет помещен результат ре-

шения (изменяемые ячейки). 
3. Ввести исходные данные. 
4. Ввести зависимость для целевой функции. 
5. Ввести зависимости для ограничений. 
6. Указать назначение целевой функции (установить целевую 

ячейку). 
7. Ввести ограничения. 
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Лабораторная работа № 2 
 

Цель работы: освоение понятия математической модели задачи ли-
нейного программирования, ознакомление с различными формами за-
писи задачи линейного программирования, решение задачи линейного 
программирования в табличном процессоре ЕХСЕL. 

 

Содержание лабораторной работы 

Дана задача линейного программирования. Требуется найти реше-
ние задачи с помощью встроенной функции "Поиск решения" таблич-
ного процессора Excel. Индивидуальные задания для работы приведе-
ны ниже – выбрать по номеру варианта. 

 
Порядок выполнения работы 

1. Изучить формы записи ЗЛП, их эквивалентность и способы 
преобразования.  

2. Записать в канонической форме исходную задачу линейного 
программирования.  

3. Составить математическую модель задачи линейного програм-
мирования. Ввести зависимость для целевой функции. 

4. Решить ЗЛП с помощью встроенной функции "Поиск реше-
ния"в среде EXCEL. 

5. Создать отчет по результатам поиска решения. 
 

Требования к отчету 

В отчете должны быть приведены: название и цель работы. Отчет 
должен быть представлен в Microsoft Word со вставками рисунков из 
Excel для задачи своего варианта. 

Отчет должен содержать ответы на контрольные вопросы. 
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Контрольные вопросы 

1. Дайте определение линейного  программирования. 
2. Что называется математической моделью экономической зада-

чи и как она строится? 
3. Какие виды ограничений могут содержаться в задаче линейного  

программирования? 
4. Как перейти от неравенств к уравнениям? 
5. Какие переменные называются дополнительными и какой ко-

эффициент соответствует им в линейной функции задачи линейного 
программирования? 

 
Индивидуальные задания 

Задача. 
Предприятие выпускает продукцию двух типов: П1 и П2. Запас сы-

рья и нормы расхода сырья на условную единицу продукции каждого 
типа заданы в табл.2.2. Прибыль от реализации продукции типа П1 
составляет Д1 (ден. ед.), а прибыль от реализации продукции типа П2 
составляет Д2 (ден.ед.). Как следует спланировать выпуск продукции, 
чтобы прибыль была наибольшей?  

Таблица 2.2 
Вариант Вид  

сырья 
Запас 
сырья 

Расход  
на ед. продукции 

Прибыль  
от реализации 

П1 П2 Д1 Д2 
1 1 

2 
3 
4 

19 
13 
15 
18 

2 
2 
0 
3 

3 
1 
3 
0 

7 5 

2 1 
2 
3 
4 

5 
8 
3 
4 

1 
2 
0 
1 

1 
1 
1 
0 

1 3 

3 1 
2 
3 
4 

8 
10 
3 
7 

1 
3 
0 
1 

2 
1 
1 
0 

1 2 
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Продолжение табл. 2.2 

4 1 
2 
3 

100 
80 

150 

1 
0 
1 

0 
1 
1 

1 2 

5 1 
2 
3 
4 

15 
9 
15 
16 

2 
1 
3 
0 

3 
2 
0 
4 

2 3 

6 1 
2 
3 
 

25 
9 
21 

1 
1 
3 

5 
1 
1 

1 2 

7 1 
2 
3 

7 
12 
15 

1 
1 
3 

1 
2 
1 

2 3 

8 1 
2 
3 

12 
9 
20 

1 
1 
1 

2 
1 
4 

2 3 

9 1 
2 
3 

16 
7 
12 

1 
1 
2 

4 
1 
1 

2 5 

10 1 
2 
3 

21 
18 
24 

2 
1 
3 

3 
3 
2 

3 3 

11 1 
2 
3 
 

14 
8 
3 

3 
1 
0 

1 
2 
1 

4 3 

12 1 
2 
3 

6 
10 
24 

0 
1 
3 

1 
1 
1 

4 3 

13 1 
2 
3 
 

12 
6 
10 

1 
1 
2 

3 
1 
1 

2 3 

14 1 
2 
3 
4 

80 
80 

260 
410 

0 
1 
1 
4 

1 
0 
3 
3 

2 3 
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Окончание табл. 2.2 

15 1 
2 
3 
4 

20 
4 
11 
10 

1 
0 
1 
1 

4 
1 
1 
0 

3 3 

16 1 
2 
3 
4 

10 
18 
5 
8 

1 
1 
0 
1 

1 
3 
1 
0 

1 2 

17 1 
2 
3 

54 
7 
5 

6 
1 
1 

9 
1 
0 

4 2 

18 1 
2 
3 

10 
24 
28 

1 
3 
1 

1 
1 
4 

3 6 

19 1 
2 
3 

18 
18 
8 

1 
3 
1 

3 
1 
1 

2 4 

20 1 
2 
3 

20 
8 
6 

4 
1 
0 

1 
1 
1 

3 8 

21 1 
2 
3 

40 
50 
32 

1 
1 
1 

2 
2 
0 

6 4 

22 1 
2 
3 

40 
50 
48 

1 
1 
2 

1 
0 
3 

4 8 

23 1 
2 
3 

90 
300 
168 

3 
0 
5 

6 
0 
4 

5 10 

24 1 
2 
3 

100 
40 
40 

2 
4 
1 

1 
2 
0 

4 5 
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3. ГРАФИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ  
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ В ТАБЛИЧНОМ 

ПРОЦЕССОРЕ EXCEL 
 

Задачи линейного программирования, содержащие не более двух 
переменных и имеющие простую геометрическую интерпретацию, мо-
гут быть решены графически с учетом некоторых правил, позволяющих 
наглядно определять область допустимых решений и максимальное 
или минимальное значение целевой функции. При трех переменных 
применение графического метода становится затруднительным, так 
как допустимым множеством решений является многогранник, но уже 
в трехмерном пространстве. Задачу пространства размерности больше 
трёх изобразить графически вообще невозможно. 

Если максимальное значение функции определяется точкой, лежа-
щей в одной из вершин многоугольника решений, то можно сказать, 
что целевая функция имеет единственный максимум/минимум (при 
условии, что функция ограничена сверху/снизу на множестве планов). 
Когда максимальное/минимальное значение функции определяется не 
только в одной вершине, это же значение будет в любой точке пря-
мой, соединяющей две вершины многоугольника. 

Таким образом, геометрически ЗЛП представляет собой отыскива-
ние такой точки многогранника решений, координаты которой достав-
ляют линейной функции максимальное (минимальное) значение, при-
чём допустимыми решениями служат все точки многогранника 
решений. 

Множество вариантов основной задачи линейного программирова-
ния образует выпуклый многоугольник, каждая вершина которого оп-
ределяет некоторый опорный план. 

Ограничения образуют выпуклое множество, называемое много-
угольником решений, а целевая функция задачи линейного программи-
рования определяет максимум/минимум выпуклой функции на выпук-
лом множестве. 
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В тех случаях, когда определяется минимальное значение целевой 
функции, линия уровня перемещается в направлении, противополож-
ном направлению нормального вектора линии уровня, при нахожде-
нии максимального значения целевой функции линия уровня пере-
мещается в направлении этого вектора. 

Алгоритм графического метода решения ЗЛП 
 

1. Построить ОДР, удовлетворяющую системе ограничений и ус-
ловиям неотрицательности. 

2. Найти допустимые решения (допустимый план). 
3. Найти оптимальное решение.  

 

Рассмотрим предложенный метод на примере. 
 

Пример 3.1. 
 

Швея-скорняк выпускает два вида продукции: женские и мужские 
шапки. Причем мужских она может сшить не более 8 штук в неделю, а 
женских – не более 10 штук. Если она начинает шить и те, и другие 
вместе, то она сошьет не более 12 шапок. В результате реализации ка-
ждой мужской шапки она получает прибыль в 3 тысячи рублей, а жен-
ской – в 2 тысячи рублей. Прибыль от пошива подкладок для шапок 
составляет в неделю 4 тысячи рублей. Найти такое сочетание объемов 
выпуска продукции, которое дает наибольшую сумму прибыли. 

Составим математическую модель задачи. Обозначим через ݔଵ и   
-ଶ соответственно количество мужских и женских шапок, выпускаеݔ
мых швеей за неделю. Учитывая ее возможности, получаем: ݔଵ ൑ 8, 
ଶݔ ൑ 10. По смыслу задачи ݔଵ, ଶݔ   ൒ 0. В принятых обозначениях цель 
задачи – максимизировать прибыль за неделю – можно выразить в ви-
де следующей функции:  

୫ୟ୶ܨ ൌ 4 ൅ ଵݔ2 ൅  .ଶݔ3
Итак, задача сводится к определению таких значений ݔଵ и  ݔଶ, что 

функция, имеющая две переменные и заданная выражением 
୫ୟ୶ܨ ൌ 4 ൅ ଵݔ2 ൅  ,ଶݔ3
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удовлетворяющая условиям ൝
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 12,

ଵݔ ൑ 8,
ଶݔ ൑ 10

     и   ݔଵ, ଶݔ  ൒ 0, достигает 

максимального значения. 
Решим задачу графическим методом. 

Решение: 
1. Строим оси ܱݔଵ и ܱݔଶ , которые задаются соответственно урав-

нениями ݔଶ ൌ 0 и ݔଵ ൌ 0. Для построения любой прямой достаточно 
двух точек. 

• Построим оси через точки (0,0) и (10,0), (0,25) и (0,-15). Для 
этого зададим  в столбце D в ячейках D12:D13 и в ячейках 
D16:D17 значения ݔଵ, а в столбце E в ячейках E12:E13 и 
E16:E17 – значения ݔଶ . 

• Выберем из МЕНЮ пункт "Вставка", затем выберем тип 
"Точечная" и "Вид" – один из графиков. 

• В появившемся окне выберем пункт "Данные", в окне "Вы-
бор источника данных" нажать клавишу "Добавить", в поя-
вившемся окне набрать "имя ряда" – ось ܱݔଵ, добавить зна-
чения Х и значения Y и нажать "ОК". 

• Аналогично построить ось ܱݔଶ . 
 

2. Строим первую прямую из системы ограничений, уравнение 
которой получается в результате замены в ограничении знака неравен-
ства на знак точного равенства, т.е.  ݔଵ ൅ ଶݔ ൌ 12.  

• Для этого зададим  в столбце А, начиная с ячейки А2,  по-
следовательность значений  ݔଵ с интервалом 0,3 и первым 
значением, равным нулю (по условию неотрицательности) 
и предельным значением 8 (второе ограничение) (рис. 3.1); 
для наглядности изображения лучше область изменения ݔଵ 
несколько увеличить, например до 9,3. 

• В ячейку B2 записать формулу =12-А2 и методом «протас-
кивания» маркера скопировать ее в соответствующий диа-
пазон ячеек столбца F (рис. 3.1). 
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• Получим пятиугольник OABCD — есть область допусти-
мых решений задачи. 

5. Построение линий уровня. 
• Для построения линии уровня можно принять ܨ୫ୟ୶ = 0,  
тогда уравнение целевой функции примет вид: 4 ൅ ଵݔ2 ൅
൅3ݔଶ = 0, отсюда 

x2 = – 
4൅2x1

3
. 

• Переменную ݔଶ  представим в виде табличных значений. В 
ячейку F2 записать формулу = – (4+2·А2)/3. Методом «про-
таскивания» маркера скопировать эту формулу в соответст-
вующий диапазон ячеек столбца F (рис. 3.1). 

• Задавая различные значения целевой функции, можно по-
строить несколько линий уровня. 

• На рис. 3.2 линии уровня 1 и 2 построены пунктирной ли-
нией. 

6. Нахождение точки (точек), в которых целевая функция прини-
мает максимальное значение либо устанавливает неограниченность 
сверху функции на множестве планов.  

• Чтобы найти оптимальный план, достаточно ''переходить'' с 
одной линии уровня на другую в направлении возрастания 
целевой функции, если решается задача на нахождение 
максимума функции или в направлении убывания целевой 
функции, если решается задача на нахождение минимума 
функции. Линия уровня 1 двигается вверх, т.е. к линии 
уровня 2, т.к. решается задача на нахождение максимума 
функции. 

• Точка B оказалась в данном случае критической точкой, 
через неё проходит прямая из семейства рассматриваемых 
параллельных прямых; всякая точка любой прямой из того 
же семейства, проходящей ''выше'' точки B, доставляет це-
левой функции большее значение, однако всякая такая 
прямая не будет с ОДР иметь общих точек. А прямая, про-
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Лабораторная работа № 3 
 

Цель работы: освоение технологии графического решения задач 
линейного программирования в табличном процессоре Excel. 

 
Содержание лабораторной работы 

 

Дана задача линейного программирования на плоскости. Требуется 
найти решение ЗЛП в табличном процессоре Excel. Воспользоваться 
условиями задач лабораторной работы №2. 

 
Порядок выполнения работы 

 

1. Построение прямых, уравнения которых получаются в резуль-
тате замены в ограничениях знаков неравенства на знаки точных ра-
венств. 

2. Нахождение полуплоскостей, определяемых каждым из огра-
ничений задачи. 

3. Нахождение многоугольника решений. 
4. Построение опорной линии уровня. 
5. Нахождение точки (точек), в которых целевая функция прини-

мает максимальное значение, либо установление неограниченности 
сверху функции на множестве планов. 

6. Определение координаты точки максимума функции и вычис-
ление значения целевой функции в этой точке. 

 
Требования к отчету 

 

В отчете должны быть приведены: название и цель работы. Отчет 
должен быть представлен в Microsoft Word со вставками рисунков из 
Excel для задачи своего варианта. 

Отчет должен содержать ответы на контрольные вопросы. 
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Контрольные вопросы 

1. Дайте геометрическое истолкование задачи линейного про-
граммирования. 

2. В какой точке многогранника решений линейная функция зада-
чи линейного программирования достигает своего оптимального зна-
чения? 

3. Какие планы необходимо исследовать, чтобы найти оптималь-
ное значение линейной функции? 

4. На чем основан графический метод решения  задачи линейного 
программирования? 

5. Как определить по рисунку, имеет задача линейного програм-
мирования решение или ее оптимум находится в  ± ∞ ? 

6. Какие задачи линейного программирования можно решать гра-
фическим методом? 

Индивидуальные задания 

Воспользоваться условиями задач лабораторной работы №2. 
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4. ТЕХНОЛОГИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО  
ПРОГРАММИРОВАНИЯ СИМПЛЕКС – МЕТОДОМ  

В ТАБЛИЧНОМ ПРОЦЕССОРЕ EXCEL 
 

Симплекс-метод принадлежит к числу аналитических методов ре-
шения основной задачи линейного программирования. Применяется 
он, как правило, в случае трёх и большего числа переменных, когда 
становится невозможным графический метод.  

Система ограничений обычно задается системой линейных уравне-
ний:  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

...

... ,

n n

n n

m m mn n m

а х а х а x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪

+ + + =⎪
⎨
⎪
⎪

+ + + =⎩

      (4.1) 

где jia , jb  — произвольные числа, 
___
1,i n= , 

___
1, ,j m=  называемые соот-

ветственно коэффициентами при переменных и свободными членами 
уравнения.  

Среди неотрицательных решений системы уравнений (4.1) надо 
найти такие, которые максимизировали бы линейную функцию: 

ܼ୫ୟ୶ ൌ ܿଵ · ଵݔ ൅ ܿଶ · ଶݔ ൅ ܿଷ · ଷݔ ൅ ڮ ൅ ܿ௡ · ௡ݔ ൅ ܿ௡ାଵ. 

Выразим rxxx ...,,, 21   (r ≤ m) через остальные переменные: 

1 1. 1 1 1. 1

2 2. 1 1 2. 2

. 1 1 .

' ... ' '
' ... ' '

.......
' ... ' ' ,

r r n n

r r n n

r r r r r n n r

x a x a x b
x a x a x b

x a x a x b

+ +

+ +

+ +

= + + +

= + + +

= + + +

            (4.2) 

где 1 2' 0, ' 0, ... , ' 0.rb b b≥ ≥ ≥   
Если ограничительные условия заданы неравенствами, то их нужно 

преобразовать в равенства путем введения новых неотрицательных 
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переменных, так называемых балансовых (выравнивающих). Так, на-
пример, в неравенстве bxaxaxa nn ≤+++ ...2211  достаточно доба-

вить в левой части некоторую величину 1+nx ≥ 0 и мы получим равен-

ство bxxaxaxa nnn =++++ +12211 ... . 

Ограничительные условия могут задаваться и смешанным образом, 
т. е. неравенствами и уравнениями, тогда указанным путем их можно 
свести к уравнениям. Переменные 1 2, , ..., rx x x  называются базисны-
ми, весь набор ሼݔଵ, ,ଶݔ … , -௥ሽ – базисом, остальные переменные наݔ
зываются свободными, система ограничений (4.2) называется систе-
мой, приведенной к единичному базису. Подставляя в линейную 
функцию ܼ୫ୟ୶ вместо базисных переменных их выражения через сво-
бодные из (4.2), получим 

ma x 0 1 1 ... .r r n nZ x xγ γ γ+ += + + +  

Теперь, положив все свободные переменные равными 0, найдем 
значение базисных переменных:  

.'...,,',' 2211 rr bxbxbx ===  

Таким образом, решение системы ሺܾଵ
, , ܾଶ

, , … , ܾ௥
, ,   0, 0, … ,0ሻ будет 

допустимым, оно будет базисным. Для полученного базисного реше-
ния значение линейной функции будет равно .01 γ=Z  

Решение задачи при помощи симплекс-метода распадается на ряд 
шагов, заключающихся в том, что мы переходим от одного базиса Б1 к 
другому базису Б2 с таким расчетом, чтобы значение 1БZ  уменьшалось 

или, по крайней мере, не увеличивалось, т. е. 
12 ББ ZZ ≤ . 

Примечание 1. Так как число опорных решений системы конечно, конеч-
ным будет и процесс решения задачи линейного программирования. 

Примечание 2. Если в задаче линейного программирования необходимо 
найти минимум целевой функции Z, то вводится функция ܨ ൌ െܼ. Вследст-
вие равенства ܼ ൅ ܨ ൌ 0,   Z୫୧୬ ൌ െܨ୫ୟ୶, а поэтому, решая задачу максимиза-
ции функции F, мы одновременно решаем задачу минимизации функции Z. 
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В основе решения задач линейного программирования симплекс-
методом лежит способ замещения одного опорного плана другим, при 
котором целевая функция достигает своего оптимального значения. 
Указанное замещение возможно, если известен некоторый исходный 
опорный план. 

Рассмотрим технологию симплекс-метода с использованием таб-
личного процессора Excel на примере.  

Пример 4.1. Максимизировать линейную целевую функцию 
୫ୟ୶ܨ ൌ ଵݔ 3 ൅  :ଶ при ограниченияхݔ 2

൝
ଵݔ  ൅ ଶݔ  ൅ ଷݔ   ൌ 13,
ଵݔ  െ ଶݔ  ൅ ସݔ  ൌ 6 ,

െ 3 ݔଵ ൅ ଶݔ  ൅ ହݔ  ൌ 9 
 

 

и условиях неотрицательности: ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ,ସݔ ହݔ   ൒ 0. 
 

Решение: создать форму для ввода условий (рис. 4.1); 
• записать в ячейки диапазона B1 : F3 коэффициенты уравнений 

системы; 
• записать в ячейки диапазона A1 : A3 свободные коэффициенты 

системы уравнений;  
• записать в ячейки диапазона А4 : F4 коэффициенты целевой 

функции; 
• наибольший положительный элемент диапазона ячеек В1 : F3 

находится в ячейке В2, следовательно столбец В является разре-
шающим; 

• в столбце В выбрать разрешающий элемент, например В2. Если 
он равен 1, то вторую строку оставляем без изменения; если нет, 
следует разделить элементы строки  на значение выбранного раз-
решающего элемента, который станет равным 1; 

• выполнить операции, приравнивающие остальные элементы 
выбранного столбца В к нулю. 
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В новой симплекс-таблице в ячейках А14 : F14 все значения равны 
нулю или меньше нуля. Поэтому решение считается оптимальным, 
корни уравнений находятся слева в столбце А напротив единичных 
значений тех столбцов, где только одна единица, а все остальные  
нули. Переменные, соответствующие другим столбцам, берутся рав-
ными нулю: 

ଵݔ ൌ 9,5, ଶݔ ൌ 3,5, ଷݔ ൌ 0, ସݔ ൌ 0, ହݔ ൌ 34 . 

    F୫ୟ୶ ൌ ଵݔ 3 ൅ ଶݔ 2 ൌ 3 · 9,5 ൅ 2 · 3,5 ൌ 35,5. 

Пример 4.2. Максимизировать линейную целевую функцию 

ma x 1 27 5Z x x= +  при ограничениях: 

൞

ଵݔ2 ൅ ଶݔ3  ൅ ଷݔ2 ൌ 19,
ଵݔ2  ൅ ଶݔ ൅ ସݔ ൌ 13,

ଶݔ 3 ൅ ହݔ ൌ 15,
ଵݔ3 ൅ ଺ݔ ൌ 18

 

и условиях неотрицательности:  

,ଵݔ ,ଶݔ ,ଷݔ ,ସݔ ,ହݔ ଺ݔ ൒ 0. 
 

Решение: 
Воспользуемся симплекс-методом по примеру 4.1, получим  

рис. 4.4. 
В симплекс-таблице в ячейках B18 : H18 все значения равны нулю 

или меньше нуля. Поэтому решение считается оптимальным, корни 
уравнений находятся слева в столбце В напротив единичных значе-
ний тех столбцов, где только одна единица, а все остальные нули.  
Переменные, соответствующие другим столбцам, берутся равными 
нулю: 

ଵݔ ൌ 5, ଶݔ ൌ 3, ଷݔ ൌ 0, ସݔ ൌ 0, ହݔ ൌ 6, ଺ݔ ൌ 3 . 

୫ୟ୶ܨ ൌ ଵݔ 7 ൅ ଶݔ 5 ൌ 7 · 5 ൅ 5 · 3 ൌ 50. 
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Рис 4
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Лабораторная работа № 4 
 

Цель работы: освоение технологии решения задач линейного про-
граммирования симплекс-методом в табличном процессоре ЕХСЕL. 

Содержание лабораторной работы 
 

Дана задача линейного программирования. Требуется найти реше-
ние ЗЛП в табличном процессоре Excel симплекс-методом. Воспользо-
ваться условиями задач, приведенных ниже в индивидуальных зада-
ниях. 

Порядок выполнения работы 
 

1. Рассмотреть на примере 4.1 технологию решения ЗЛП с помо-
щью симплекс-таблиц в табличном процессоре EXCEL. 

2. Используя полученные навыки в п.1, рассмотреть  пример 4.2 и 
оформить вычисления  в табличном процессоре EXCEL с подробными 
пояснениями. 

2.1. Создать форму для ввода условий задачи в виде симплекс-
таблицы. 

2.2. Ввести исходные данные. 
2.3. Провести переход от одного опорного плана к другому, по-

ка не будет найден оптимальный план. Сверить полученную сим-
плекс-таблицу с таблицей, представленной в методических поясне-
ниях. 
3. Решить в табличном процессоре Excel задачу своего варианта, 

составив вначале математическую модель решаемой задачи. 
4. Представить подробный отчет. 

Требования к отчету 
 

В отчете должны быть приведены: название и цель работы. Отчет 
должен быть  представлен в Microsoft Word со вставками рисунков из 
Excel для задачи своего варианта. 

Отчет должен содержать ответы на контрольные вопросы. 
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Контрольные вопросы 

1. Как построить первоначальный опорный план задачи линейно-
го программирования? 

2. Перечислите условия оптимальности опорного плана. 
3. Как определяется вектор для включения в базис, если первона-

чальный план неоптимальный? 
4. Когда линейная функция не ограничена на многограннике ре-

шений? 
5. Как определить вектор , подлежащий исключению из базиса? 

Какой элемент называется разрешающим? 
6. Какой метод решения систем линейных уравнений лежит в ос-

нове симплексного метода? 
7. Какую простейшую геометрическую интерпретацию можно 

дать симплексному методу? 
 

Индивидуальные задания 
 

Прочти внимательно указания по выбору задания. 
Варианты индивидуальных заданий приведены в табл. 4.1. Напри-

мер, для варианта 12 (первый столбец, 12-я строка) следует решить 
задачу 2 с коэффициентами  ܽ௜௝, b, с из 12-й строки. Значения этих ко-
эффициентов даны в табл. 4.2 (строка 4), табл. 4.3 (строка 4) и в табл. 
4.4 (строка 2). 

 

Таблица 4.1 
Номер  
варианта 

Номер  
задачи 

ܽ௜௝ 
Номер строки 

табл. 4.2 

b 
Номер строки 

табл. 4.3 

с 
Номер строки 

табл. 4.4 
1 1 2 5 1 
2 2 4 4 2 
3 3 1 3 3 
4 4 3 2 4 
5 2 5 1 5 
6 1 2 5 5 
7 2 4 4 4 
8 3 1 3 3 
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9 4 3 2 2 
10 2 5 1 1 
11 1 2 5 1 
12 2 4 4 2 
13 3 1 3 3 
14 4 3 2 4 
15 1 5 1 5 
16 1 2 5 5 
17 2 4 4 4 
18 3 1 3 3 
19 4 3 2 2 
20 1 4 2 3 
21 2 5 2 4 
22 4 2 4 1 
23 2 3 3 3 
24 3 2 2 5 
25 2 5 4 1 
26 1 5 1 5 
27 2 3 2 4 
28 3 1 2 4 
29 2 4 5 1 
30 3 5 3 4 

 
Таблица 4.2. Значения коэффициентов ܽ௜௝ 

 

№ 
п/п 

ܽଵଵ ܽଵଶ  ܽଶଵ  ܽଶଶ ܽଷଵ ܽଷଶ ܽସଵ ܽସଶ ܽହଵ  ܽହଶ 

1 5 8 2 3 6 10 4 2 5 4 
2 8 3 6 7 6 2 0 1 7 8 
3 5 7 6 4 3 2 4 4 7 10 
4 11 10 12 8 4 3 6 6 5 4 
5 10 8 7 6 5 8 4 8 6 5 

 
Таблица 4.3. Значение коэффициентов b 

 

№ п/п ܾଵ ܾଶ ܾଷ ܾସ ܾହ 
1 20 18 23 30 28 
2 12 12 24 28 25 
3 15 15 12 19 25 
4 18 20 16 21 30 
5 28 27 22 22 16 
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Таблица 4.4. Значение коэффициентов с 
 

№ п/п ܿଵ ܿଶ 
1 15 15 
2 10 20 
3 8 4 
4 17 10 
5 13 10 

 
Задача 1. 
На арендном предприятии для изготовления двух типов кабеля А и 

В выполняется пять технологических операций. Нормы затрат времени 
на изготовление 1000 м кабеля каждого вида по каждой операции, до-
ход от реализации 1000 м кабеля, а также общий фонд рабочего време-
ни по каждой операции приведены в табл. 4.5. Определить оптималь-
ный выпуск продукции, при котором будет получен наибольший 
доход.  

Таблица 4.5 

Вид  
технологической  

операции 

Нормы затрат времени  
для производства кабеля 

Общий фонд  
времени 

Типа А Типа В 
Получение проволоки ܽଵଵ  ܽଵଶ  ܾଵ 
Изоляция ܽଶଵ  ܽଶଶ  ܾଶ 
Скручивание ܽଷଵ  ܽଷଶ  ܾଷ 
Освинцовывание ܽସଵ  ܽସଶ  ܾସ 
Испытание ܽହଵ  ܽହଶ  ܾହ 
Доход от реализации ܿଵ ܿଶ  

 
Задача 2. 
Кондитерский цех выпускает два вида тортов А и В, для выпечки 

которых используются продукты, приведенные в табл. 4.6. В ней же 
указаны нормы расхода продуктов, их наличный объем в плановый 
период и отпускная цена. Определить оптимальный выпуск тортов ка-
ждого типа, при котором будет получен наибольший доход.  
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Таблица 4.6 

Наименование  
продуктов 

Нормы расхода продуктов  
для выпечки   

Наличие  
продуктов 

Типа А Типа В 
Мука ܽଵଵ  ܽଵଶ  ܾଵ 
Масло ܽଶଵ  ܽଶଶ  ܾଶ 
Сахар ܽଷଵ  ܽଷଶ  ܾଷ 
Яйца ܽସଵ  ܽସଶ  ܾସ 

Молоко сгущенное ܽହଵ  ܽହଶ  ܾହ 
Доход от реализации ܿଵ ܿଶ  

 
Задача 3. 
Для изготовления двух видов изделий А и В используется токар-

ное, сварочное, шлифовальное и сверлильное оборудование. Затраты 
времени на обработку одного изделия для каждого из типов оборудо-
вания указаны в табл. 4.7. В ней же приведен общий фонд рабочего 
времени по каждому типу оборудования и доход от реализации одного 
изделия. 

Требуется определить, сколько изделий каждого вида следует изго-
тавливать предприятию в плановый период, чтобы доход его был мак-
симальным.  

 
Таблица 4.7 

Тип  
оборудования 

Затраты времени на обработку  
одного изделия  

Общий  
фонд рабочего 

времени Типа А Типа В 

Фрезерное ܽଵଵ  ܽଵଶ  ܾଵ 

Токарное ܽଶଵ  ܽଶଶ  ܾଶ 

Сварочное ܽଷଵ  ܽଷଶ  ܾଷ 

Шлифовальное ܽସଵ  ܽସଶ  ܾସ 

Сверлильное ܽହଵ  ܽହଶ  ܾହ 

Доход от реализации ܿଵ ܿଶ  
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Задача 4. 
 

Из стандартных листов необходимо вырезать пять видов заготовок 
в количествах, соответственно, ܾଵ, ܾଶ ,   ܾଷ, ܾସ, ܾହ штук. Каждый лист 
может быть разрезан на заготовки двумя способами. Количество полу-
чаемых при этом из одного листа заготовок приведено в табл. 4.8. В 
ней же указана величина отходов, которая получается при конкретном 
способе раскроя листа.  

 
Таблица 4.8 

Вид заготовки Количество заготовок  
при раскрое по способу 

Потребность  
в заготовках 

Типа А Типа В 

А ܽଵଵ  ܽଵଶ  ܾଵ 

В ܽଶଵ  ܽଶଶ  ܾଶ 

С ܽଷଵ  ܽଷଶ  ܾଷ 

D ܽସଵ  ܽସଶ  ܾସ 

E ܽହଵ  ܽହଶ  ܾହ 

Величина отхода ܿଵ ܿଶ  
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5. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО  
ПРОГРАММИРОВАНИЯ МЕТОДОМ ИСКУССТВЕННОГО 
БАЗИСА. ДВОЙСТВЕННОСТЬ В ЗАДАЧАХ ЛИНЕЙНОГО 

ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Метод искусственного базиса 

Чтобы задача линейного программирования могла быть реше-
на с помощью симплексных таблиц, необходимо, чтобы ее система 
ограничений имела предпочтительный вид. Говорят, что система ог-
раничений имеет непредпочтительный вид, если перед свободными 
членами правой части и коэффициентами при фиктивных переменных 
в левой части стоят противоположные знаки. 

Допустим, что некоторое ограничение задачи линейного програм-
мирования имеет вид неравенства. Ее можно преобразовать в ограни-
чение-равенство добавлением или вычитанием в  его левой части дополни-
тельной неотрицательной переменной.  

Что же делать, если в уравнении некоторой системы нет базисных 
переменных (т.е. равенство не имеет предпочтительного вида).  

Для решения задач линейного программирования с ограничениями, 
имеющими непредпочтительный вид, применяют метод искусственно-
го базиса или М-метод. 

Смысл М-метода заключается в том, что в качестве исходного 
опорного решения задачи выбирается точка в области допустимых ре-
шений, заведомо удаленная за пределы данной области в определен-
ную сторону. В сторону положительного направления вектора нормали 
(указывающего направление возрастания целевой функции) – при ми-
нимизации целевой функции и в сторону отрицательного направления 
вектора нормали – в случае максимизации целевой функции. Или вве-
дем в данное уравнение новую искусственную (фиктивную) перемен-
ную ݓ௜ . В целевую функцию ее вводят с коэффициентом М в случае 
решения задачи на минимум и коэффициентом –М для задачи на 
максимум, где М – большое положительное число.  
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Принято говорить, что введение в условие задачи линейного про-
граммирования фиктивных переменных типа ݓ௜ переводит исходную 
задачу линейного программирования в М-задачу. Она всегда имеет 
предпочтительный вид. При этом оптимальное решение М-задачи 
совпадает с оптимальным решением исходной задачи, если отбро-
сить все фиктивные переменные (равные нулю в этом решении). 

 

Пример 5.1.   
Минимизировать функцию ܨ୫୧୬ ൌ ଵݔ 3 െ  :ଶ при ограниченияхݔ 4

൝
ଵݔ  ൅ ଶݔ  ൒ 1,

ଵݔ2  ൅ ଶݔ3 ൑ 6 ,
ଵݔ  െ ଶݔ2  ൌ െ2 

 

и условиях неотрицательности: ݔଵ, ଶݔ  ൒ 0. 

Решение.  
Проведем преобразование задачи линейного программирова-

ния поэтапно. 
1. Ликвидация отрицательных свободных членов. Максимизи-

ровать функцию ܼ୫ୟ୶ ൌ െܨ୫୧୬ ൌ െ3 ݔଵ ൅  :ଶ при условияхݔ 4

൝
ଵݔ  ൅ ଶݔ  ൒ 1,

ଵݔ2  ൅ ଶݔ3 ൑ 6 ,
െ ݔଵ ൅ ଶݔ2  ൌ 2 

 

и условиях неотрицательности: ݔଵ, ଶݔ  ൒ 0. 

2. Введение балансовых переменных — ликвидация неравенств. 
Максимизировать функцию ܼ௠௔௫ ൌ െ3 ݔଵ ൅  :ଶ при условияхݔ 4

൝
ଵݔ  ൅ ଶݔ  െ ଷݔ  ൌ 1,

ଵݔ 2 ൅ ଶݔ 3 ൅ ସݔ  ൌ 6 ,
െ  ݔଵ ൅ ଶݔ2  ൌ 2 

 

и условиях неотрицательности: ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସݔ ,   ൒ 0. 

3. Введение фиктивных — базисных переменных, переход к М-
задаче. 
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Максимизировать функцию Z୫ୟ୶ ൌ െ3 ݔଵ ൅ ଶݔ 4 െ ଵݓܯ  െ    ଶݓܯ
при условиях: 

 

൝
ଵݔ  ൅ ଶݔ  െ ଷݔ  ൅  ݓଵ  ൌ 1,

ଵݔ 2 ൅ ଶݔ 3 ൅ ସݔ  ൌ 6 ,
െ  ݔଵ ൅ ଶݔ2 ൅ ଶݓ ൌ 2 

  

и условиях неотрицательности: ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ଶݓ   ,ଵݓ   ,ସݔ  ൒ 0. 

Система уравнений приведена к представительному виду, а по-
тому задача вводится в симплексную табл. 5.1. 

Таблица 5.1 

№ 
итер. 

БП СБ А0 ݔଵ ࢞૛ ݔଷ ݔସ ݓଵ ݓଶ Симплексные  
отношения -3 4 0 0 -M -M 

ଵ - M 1 1 1 -1 0 1 0 ૚ݓ 0
૚
 =1, min 

ସ 0 6 2 3 0 1 0 0 6ݔ
3 

ଶ - M 2 -1 2 0 0 0 1 2ݓ
2 

௝ܼ െ ௝ܿ ܼ଴ ൌ 
ൌ െ3ܯ 

3 -3M-4 M 0 0 0  

 
Начальное решение не является оптимальным, так как в строке 

оценок есть отрицательные, значит решение можно улучшить. 
Определим переменную, которая войдет в список базисных. Для 

этого найдем максимальную по абсолютному значению оценку среди 
отрицательных. Она находится в столбце  ݔଶ и равна 3М+4. Следова-
тельно, этот столбец разрешающий. 

Теперь определим переменную, которая выйдет из базиса, для чего 
вычислим отношения элементов столбца свободных членов к соответ-
ствующим элементам разрешающего столбца и среди полученных от-
ношений найдем минимальное: 

1 6 2min , , min {1,2,1} 1
1 3 2
⎧ ⎫ = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 
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Значит разрешающей строкой будет первая, из базиса выйдет пе-
ременная ݓଵ и разрешающий элемент  ܽଵଶ ൌ 1. В базис войдет пере-
менная ݔଶ. 

Перейдем к новой симплекс-таблице (табл. 5.2). Разрешающий 
элемент при пересчете должен стать единицей (он в нашем случае сра-
зу равен единице), а остальные элементы в разрешающем столбце 
должны стать нулями. 

Для того чтобы элемент, стоящий в разрешающем столбце во вто-
рой строке, стал нулем, умножим разрешающую строку на ( – 3) и 
прибавим ее ко второй строке. Аналогично, для того чтобы элемент, 
стоящий в разрешающем столбце в третьей строке, стал нулем, умно-
жим разрешающую строку на ( – 2) и прибавим ее к третьей строке. 
Пересчитаем оценки. 

 

Таблица 5.2. 

№ 
итер. 

БП СБ А0 ݔଵ ݔଶ ࢞૜ ݔସ ݓଵ ݓଶ Симплексные 
отношения -3 4 0 0 -M -M 

 - ଶ   4 1 1 1 -1 0 1 0ݔ 1

ସ 0 3 -1 0 3 1 -3 0 3ݔ
3 ൌ 1 

ଶ –M 0 -3 0 2 0 -2 1 ૙ݓ
૛

ൌ ૙, min 

௝ܼ െ ௝ܿ ܼଵ ൌ 
ൌ 4 

3M+7 0 -2M-4 0 3M+4 0  

 
Второе решение тоже не является оптимальным, так как в строке 

оценок есть отрицательные, значит решение можно улучшить. 
Определим переменную, которая войдет в список базисных. Для 

этого найдем максимальную по абсолютному значению оценку среди 
отрицательных. Она находится в столбце  ݔଷ и равна 2М+4. Следова-
тельно, этот столбец разрешающий. 

Теперь определим переменную, которая выйдет из базиса, для чего 
вычислим отношения элементов столбца свободных членов к соответ-
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ствующим элементам разрешающего столбца и среди полученных от-
ношений найдем минимальное: 

3 0mi n , mi n {1,0} 0
3 2

⎧ ⎫ = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

Значит разрешающей строкой будет третья, из базиса выйдет пере-
менная ݓଶ и разрешающий элемент  ܽଷଷ ൌ 2. В базис войдет перемен-
ная ݔଷ. 

Перейдем к новой симплекс-таблице (табл. 5.3). Разрешающий 
элемент при пересчете должен стать единицей, а остальные элементы в 
разрешающем столбце должны стать нулями. 

Для того чтобы элемент, стоящий в разрешающем столбце в первой 
строке, стал нулем, умножим разрешающую строку на 1 и прибавим ее 
к первой строке. Аналогично, для того чтобы элемент, стоящий в раз-
решающем столбце во второй строке, стал нулем, умножим разре-
шающую строку на ( – 3) и прибавим ее ко второй строке. Пересчитаем 
оценки. 

Таблица 5.3 

№ 
итер. 

БП СБ А0 ݔଵ ݔଶ ݔଷ ݔସ ݓଵ ݓଶ Симплексные 
отношения -3 4 0 0 -M -M 

  ଶ   4 1 -1/2 1 0 0 0 2ݔ 2

  ସ 0 3 7/2 0 0 1 0 -3/2ݔ

  ଷ 0 0 -3/2 0 1 0 -1 1/2ݔ

௝ܼ െ ௝ܿ ܼଶ ൌ 
ൌ 4 

1 0 0 0 M M+2  

 
Полученное решение {х1 = 0, х2 = 1, х3 = 0, х4 = 3, ω1 = 0, ω2 = 0} оп-

тимально, так как среди оценок нет отрицательных. 
Подставим полученные значения переменных в целевую функ- 

цию z: 
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столбце свободных членов С напротив единичных значений. Перемен-
ные, соответствующие не базисным столбцам, берутся равными нулю 
(рис. 5.3). 

ଵݔ ൌ 0, ଶݔ ൌ 1, ଷݔ ൌ 0, ସݔ ൌ 3 . 

ܼ୫ୟ୶ ൌ െ3 ݔଵ ൅ ଶݔ 4 ൌ െ3 · 0 ൅ 4 · 1 ൌ 4. 

୫୧୬ܨ ൌ െ4. 

Двойственность в задачах линейного программирования 

С каждой задачей линейного программирования тесно связана дру-
гая линейная задача, называемая двойственной; первоначальная задача 
называется исходной, или прямой. 

Связь исходной и двойственной задач заключается, в частности, в 
том, что решение одной из них может быть получено непосредствен-
но из решения другой. 

Каждая из задач двойственной пары фактически является самостоя-
тельной задачей линейного программирования и может быть решена 
независимо от другой. 

Двойственная задача по отношению к исходной составляется со-
гласно следующим правилам: 

1. Целевая функция исходной задачи формулируется на максимум, 
а целевая функция двойственной задачи – на минимум, при этом в зада-
че на максимум все неравенства в функциональных ограничениях 
имеют вид  ≤  , в задаче на минимум – вид  ≥  . 

2. Матрица А, составленная из коэффициентов при неизвестных в 
системе ограничений исходной задачи, и аналогичная матрица АТ в 
двойственной задаче получаются друг из друга транспонированием. 

3. Число переменных в двойственной задаче равно числу функ-
циональных ограничений исходной задачи, а число ограничений в 
системе двойственной задачи – числу переменных в исходной задаче. 

4. Коэффициентами при неизвестных в целевой функции двой-
ственной задачи являются свободные члены в системе ограничений 
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исходной задачи, а правыми частями в ограничениях двойственной 
задачи – коэффициенты при неизвестных в целевой функции исходной 
задачи. 

5. Каждому ограничению одной задачи соответствует переменная 
другой задачи: номер переменной совпадает с номером ограничения; 
при этом ограничению, записанному в виде неравенства ≤  , соответст-
вует переменная, связанная с условием неотрицательности. Если функ-
циональное ограничение исходной задачи является равенством, то со-
ответствующая переменная двойственной задачи может принимать как 
положительные, так и отрицательные значения. 

Математические модели пары двойственных задач могут быть 
симметричными и несимметричными. В несимметричных двойствен-
ных задачах система ограничений исходной задачи задается в виде 
равенств, а двойственной – в виде неравенств, причем в последней пе-
ременные могут быть и отрицательными. В симметричных задачах 
система ограничений как исходной, так и двойственной задачи задает-
ся неравенствами, причем на двойственные переменные налагается 
условие неотрицательности. 

Модель исходной (прямой) задачи в общем виде может быть запи-
сана следующим образом: 

୫݂ୟ୶ ൌ ܿଵ · ଵݔ ൅ ܿଶ · ଶݔ ൅ ܿଷ · ଷݔ ൅ ڮ ൅ ܿ௡ ·  ௡   (5.1)ݔ

⎪
⎪
⎩

⎪
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⎨

⎧
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≤+++
≤+++
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2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxахаха

    (5.2) 

,ଵݔ ଶݔ ,   … , ௡ݔ  ൒ 0.       (5.3) 

Модель двойственной задачи имеет вид: 

݃୫୧୬ ൌ ܾଵ · ଵݕ ൅ ܾଶ · ଶݕ ൅ ܾଷ · ଷݕ ൅ ڮ ൅ ܾ௠ ·  ௠   (5.4)ݕ
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⎪
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    (5.5) 

,ଵݕ ଶݕ ,   … , ௠ݕ  ൒ 0.       (5.6) 

Две приведенные задачи образуют пару симметричных двойствен-
ных задач. Согласно теории линейного программирования каждой ЗЛП  
вида (5.1) – (5.3) соответствует двойственная ей ЗЛП: (5.4) – (5.6).  

Решая ЗЛП (5.1) – (5.3) симплексным методом, мы одновременно 
решаем двойственную ЗЛП (5.4) – (5.6). Переменные двойственной 
задачи ݕ௜   называют объективно обусловленными оценками. 

Рассмотрим экономическую интерпретацию двойственной задачи 
на примере задачи оптимального использования ресурсов. 

Пример 5.2. Рассмотрим задачу оптимального использования ре-
сурсов. 

Фабрика имеет в своем распоряжении определенное количество ре-
сурсов: рабочую силу, деньги, сырье, оборудование, производственные 
площади и т.п. Допустим, например, ресурсы трех видов: рабочая сила, 
сырье и оборудование имеются в количестве соответственно 80 
(чел./дней), 480 (кг) и 130 (станко/ч). Фабрика может выпускать ковры 
четырех видов. Информация о количестве единиц каждого ресурса, 
необходимых для производства одного ковра каждого вида, и доходах, 
получаемых предприятием от единицы каждого вида товаров, приведе-
на в табл. 5.4. 

Таблица 5.4 

Ресурсы Нормы расхода ресурсов на единицу изделия Наличие 
ресурсов ковер 

«Лужайка» 
ковер 

«Силуэт» 
ковер 

«Детский» 
ковер 

«Дымка» 
Труд 7 2 2 6 80 
Сырье 5 8 4 3 480 
Оборудование 2 4 1 8 130 
Цена (тыс.руб.) 3 4 3 1  
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Целевая функция двойственной задачи формулируется на минимум. 
Коэффициентами при неизвестных в целевой функции двойственной 
задачи являются свободные члены в системе ограничений исходной 
задачи.  

݃୫୧୬ ൌ 80 · ଵݕ ൅ 480 · ଶݕ ൅ 130 ·  .ଷݕ

Необходимо найти такие «цены» на ресурсы  ௜ܻ   , чтобы общая 
стоимость используемых ресурсов была минимальной. 

Ограничения. Число ограничений в системе двойственной задачи 
равно числу переменных в исходной задаче. В исходной задаче четыре 
переменных, следовательно в двойственной задаче – четыре ограниче-
ния. Правыми частями в ограничениях двойственной задачи являются 
коэффициенты при неизвестных в целевой функции исходной задачи. 
Левая часть ограничения определяет стоимость ресурсов, затраченных 
на производство единицы продукции. Каждое ограничение соответст-
вует определенному виду продукции и показывает, что рыночная 
стоимость ресурсов, затраченных на выпуск единицы продукции, не 
ниже цены продукции данного вида. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

7 5 2 3,

2 8 4 4,

2 4 1 3,

6 3 8 1.

y y y

y y y

y y y

y y y

+ + ≥⎧
⎪
⎪ + + ≥⎪
⎨

+ + ≥⎪
⎪

+ + ≥⎪⎩

     

,ଵݕ  ଷ  ൒ݕ   ,ଶݕ 0 

Решение двойственной задачи можно найти в отчете Поиска реше-
ний – отчете по устойчивости (рис. 5.6). Теневые цены ресурсов 
«труд», «сырье» и «оборудование» соответственно равны 4/3, 0, 1/3 
или в десятичных дробях 1,3333; 0; 0,3333. 

Проведем анализ полученного оптимального решения исходной за-
дачи с помощью двойственных оценок. 
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Лабораторная работа № 5 

Цель работы: изучение метода искусственного базиса решения за-
дач линейного программирования и построение математических моделей 
двойственных задач. 

Содержание лабораторной работы 

Дана задача линейного программирования с системой ограничений 
непредпочтительного вида. Преобразовать исходную задачу в  М-задачу 
и решить ее симплексным методом, используя табличный процессор Ex-
cel. Воспользоваться условиями задач из индивидуальных заданий. 

Порядок выполнения работы 

1. Рассмотреть на примере 5.1 использование метода искусствен-
ного базиса решения задач линейного программирования. Найти опти-
мальное решение, используя табличный процессор Excel. 

2. Рассмотреть на примере 5.2 понятие двойственности в задачах 
линейного программирования. 

3. Решить М-задачу своего варианта. 
4. Представить подробный отчет. 

Требования к отчету 

В отчете должны быть приведены: название и цель работы. Отчет 
должен быть представлен в Microsoft Word со вставками рисунков из 
Excel для задачи своего варианта. 

Отчет должен содержать ответы на контрольные вопросы. 

Контрольные вопросы 

1. В чем заключается сущность двойственности в линейном про-
граммировании? 

2. Как по решению исходной найти решение двойственной зада-
чи? (и наоборот).  

3. Какие задачи линейного программирования относятся к сим-
метричным и несимметричным, в чем их отличие? 
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Индивидуальные задания 
 

1. Решить задачи методом искусственного базиса. 
 

5.1 ݂ ൌ ଵݔ8 െ ଶݔ6 െ ଷݔ5 ൅ ସݔ2 ՜ max 
ଵݔ ൅ ଶݔ4 െ ଷݔ ൅ ସݔ ൌ 16;

ଵݔ4 െ ଶݔ6 ൅ ଷݔ3 െ ସݔ7 ൌ 20.ൠ 

௝ݔ ൒ 0 ሺ݆ ൌ 1,4ሻ 
 

5.2 ݂ ൌ ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ3 െ ସݔ4 ՜ max 
ଵݔ ൅ ଶݔ െ ଷݔ ൅ ସ ൌݔ 2;

ଵݔ ൅ ଶݔ14 ൅ ଷݔ10 െ ସݔ10 ൌ 24.ൠ 

௝ݔ ൒ 0 ሺ݆ ൌ 1,4ሻ 
 

5.3 ݂ ൌ ଵݔ െ ଶݔ ൅ ଷݔ3 െ ସݔ2 ൅ ହݔ ՜ min 
ଵݔ3 ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ2 ൅ ସݔ ൅ ହݔ ൌ 2;
ଵݔ2 െ ଶݔ ൅ ଷݔ ൅ ସݔ ൅ ହݔ4 ൌ 3.ൠ 

௝ݔ ൒ 0 ሺ݆ ൌ 1,5ሻ 
 

5.4 ݂ ൌ ଵݔ െ ଶݔ ൅ ଷݔ ൅ ସݔ ൅ ହݔ െ ଺ݔ ՜ min 
ଵݔ ൅ ସݔ ൅ ଺ݔ6 ൌ 9;

ଵݔ3 ൅ ଶݔ െ ଷݔ4 ൅ ଺ݔ2   ൌ 2;
ଵݔ ൅ ଶݔ2  ൅ ହݔ ൅ ଺ݔ2 ൌ 6.

ൡ 

௝ݔ ൒ 0 ሺ݆ ൌ 1,6ሻ 
 

5.5 ݂ ൌ ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ2 െ ସݔ ൅ ହݔ െ ଺ݔ ՜ max 
ଵݔ ൅ ଶݔ3 ൅ ଷݔ െ ସݔ3 ൅ ହݔ4 ൅ ଺ݔ ൌ 6;

ଵݔ െ ଶݔ െ ଷݔ ൅ ସݔ ൅ ଺ݔ ൌ 2. ൠ 

௝ݔ ൒ 0 ሺ݆ ൌ 1,6ሻ 
 

2. Проанализировать результаты решения задачи лабораторной ра-
боты № 4 с точки зрения двойственных оценок и значений дополни-
тельных неизвестных.  
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6. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ В ТАБЛИЧНОМ ПРОЦЕССОРЕ 

EXCEL 
 
Под задачей линейного целочисленного программирования пони-

мается задача, в которой все или некоторые переменные должны при-
нимать целые значения. 

Математическая модель задачи целочисленного линейного про-
граммирования имеет вид: 

݂ ൌ ෍ ௝ܿݔ௝

௡

௝ୀଵ

՜ max  ሺminሻ 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ෍ ܽ௜௝ݔ௝

௡

௝ୀଵ

൑ ܾ௜     ݅ ൌ 1, ݉ଵതതതതതതത,

෍ ܽ௜௝ݔ௝

௡

௝ୀଵ

൒ ܾ௜     ݅ ൌ ݉ଵ ൅ 1, ݉ଶ,തതതതതതതതതതതതതതത

෍ ܽ௜௝ݔ௝

௡

௝ୀଵ

ൌ ܾ௜     ݅ ൌ ݉ଶ ൅ 1, ݉,തതതതതതതതതതതതതത

௝ݔ א ܼ    ݆ ൌ 1, ݌തതതതത  ሺ݌ ൑ ݊ሻ.

 

Здесь Z – множество целых чисел. Если p = n, то задачу называют 
полностью целочисленной, если p < n, то частично целочисленной. 

Задачи целочисленного линейного программирования решаются 
при помощи различных методов. Наиболее часто используется метод 
«ветвей и границ». 

Метод «ветвей и границ» – это метод направленного перебора 
множества вариантов решений задачи. В качестве верхней границы на 
множестве планов рассматривают значение целевой функции без усло-
вий целочисленности. Пусть ݔ௜ – целочисленная переменная, значение 
௜ݔ

-которой в оптимальном решении исходной задачи является дроб כ
ным. Рассмотрим интервал ሾݔ௜

ሿכ ൏ ௜ݔ ൏ ሾݔ௜
ሿכ ൅ 1. Он не содержит  
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допустимых целочисленных компонент решения. Поэтому допустимое 
целое значение ݔ௜ должно удовлетворять одному из неравенств: 
௜ݔ   ൑ ሾݔ௜

௜ݔ ሿ  илиכ ൒ ሾݔ௜
ሿכ ൅ 1. Два последних неравенства разбивают 

область допустимых решений для переменной xi на две подобласти. То 
есть исходная задача разветвилась на две подзадачи, каждая их кото-
рых решается отдельно как ЗЛП с целевой функцией исходной задачи. 

Схематически метод "ветвей и границ" можно представить в виде 
схемы (рис. 6.1). 

 
Рис. 6.1. Схематическое изображение решения метода «ветвей и границ» 

 
Алгоритм метода «ветвей и границ» 

• Если полученное оптимальное решение оказывается допус-
тимым для целочисленной задачи, то его следует зафиксировать 
как наилучшее. 

• Иначе задача должна быть разбита на две подзадачи. 
• Как только полученное допустимое целочисленное решение 

одной из подзадач оказывается лучше имеющегося, оно фикси-
руется вместо зафиксированного ранее. 

• Процесс ветвления продолжается до тех пор, пока каждая 
подзадача не приведет к целочисленному решению  или пока не 
будет установлена невозможность улучшения уже имеющегося. 
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Именно этот метод реализован во встроенной функции "Поиск ре-
шений" табличного процессора Excel. Дискретная оптимизация прово-
дится аналогично решению соответствующих непрерывных задач. Ос-
новное отличие  заключается при выборе опции целое в раскрывшемся 
списке "Ограничения" (рис. 6.3). 

Исходя из требований целочисленности, в случае дискретной оп-
тимизации возможен вызов только отчета по результатам. При по-
пытке получить другие виды отчетов будет выдано сообщение, приве-
денное на рис. 6.7. 

Рассмотрим применение табличного процессора Excel для задач 
целочисленного линейного программирования. 

Пример 6.1. 

На приобретение оборудования для нового цеха выделено 35 ден. 
ед. Оборудование должно быть размещено на площади, не превы-
шающей 36 м2   (с учетом проходов). Предприятие может заказать обо-
рудование двух видов: менее мощные машины типа А стоимостью  
5 ден. ед., требующие площадь в 4 м2 и обеспечивающие производи-
тельность 2 тыс.ед. продукции за смену, и более мощные машины типа 
В стоимостью 7 ден. ед., занимающие площадь 9 м2 и дающие за смену 
3 тыс. ед. продукции. Найти оптимальный вариант приобретения обо-
рудования, обеспечивающий новому цеху максимальную производи-
тельность. 

Решение. 

Пусть ݔଵ – количество машин типа А, ݔଶ – типа В, которые плани-
руется приобрести,  f – общая производительность нового участка. 

Математическая модель задачи представлена так: 

f = 2x1 + 3x2 → max 

൝
ଵݔ5 ൅ ଶݔ7 ൑ 35,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ9 ൑ 36,

,ଵݔ ଶݔ ൒ ,ଵݔ   ,0 ଶݔ א ܼ.
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В результате решения подзадачи 1.2 получили решение: х1 = 2,25,  
х2 = 3. Значение целевой функции находится в ячейке F4: f = 13,5. 

На следующем шаге осуществляется выбор одной из подзадач 1.1 
или 1.2 для решения и при, необходимости, для дальнейшего ветвле-
ния. Не существует точных способов реализации указанного выбора. 
Выбор различных альтернатив приводит к разным последовательно-
стям подзадач и, следовательно, к различным количествам итераций. 

Проведем ветвление  вершины 1.1. Как видно, ответ получился не 
целочисленным (значения х1 не целое число). Выбор переменной х1 
порождает две подзадачи: 2.1 и 2.2 с дополнительными ограничениями 
соответственно, т.е.  ݔଵ  ൑ 4  или   ݔଵ  ൒ 5. 

2.1 2.2 

f=2x1 + 3x2 → max 

൝
ଵݔ5 ൅ ଶݔ7 ൑ 35,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ9 ൑ 36,

,ଵݔ ଶݔ ൒ ,ଵݔ   ,0 ଶݔ א ܼ.
 

ଶݔ  ൑ 2, ଵݔ ൑ 4 

 

f=2x1 + 3x2 → max 

൝
ଵݔ5 ൅ ଶݔ7 ൑ 35,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ9 ൑ 36,

,ଵݔ ଶݔ ൒ ,ଵݔ   ,0 ଶݔ א ܼ.
 

ଶݔ ൑ 2, ଵݔ ൒ 5 

 

Порожденные подзадачи содержат все допустимые целочисленные 
решения исходной задачи, т.е.исходное множество допустимых цело-
численных решений остается неизменным в процессе ветвления. 

Добавим ограничение ݔଵ  ൑ 4 в задачу  2.1 и решим ее с помощью 
встроенной функции "Поиск решения" без условия целочисленности 
(рис. 6.11). 

В результате решения подзадачи 2.1 получили решение: х1 = 4,   
х2 = 2. Значение целевой функции находится в ячейке F4: f = 14. 

Добавим ограничение   ݔଵ  ൒ 5 в задачу  2.2 и решим ее с помощью 
встроенной функции "Поиск решения" без условия целочисленности 
(рис. 6.12). 
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0. 
f=2x1+3x2 → max 

 ൝
ଵݔ5 ൅ ଶݔ7 ൑ 35,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ9 ൑ 36,

,ଵݔ ଶݔ ൒ ,ଵݔ   ,0 ଶݔ א ܼ.
 

Ответ: х1=3,705882, х2=2,352941.  
Значение целевой функции: f = 14,47059. 

1.1. 
f=2x1+3x2 → max 

൝
ଵݔ5 ൅ ଶݔ7 ൑ 35,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ9 ൑ 36,

,ଵݔ ଶݔ ൒ ,ଵݔ   ,0 ଶݔ א ܼ.
 

ଶݔ  ൑ 2 
Ответ: х1=4,2, х2=2.  
Значение целевой функции: 
 f = 14,4. 
 

1.2. 
f=2x1+3x2 → max 

൝
ଵݔ5 ൅ ଶݔ7 ൑ 35,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ9 ൑ 36,

,ଵݔ ଶݔ ൒ 0, ,ଵݔ ଶݔ א ܼ.
ଶݔ ൒  3 

Ответ: х1=2,25,  
х2=3. Значение целе-
вой функции:  
f = 13,5. 

2.1. 
f=2x1+3x2 → max 

൝
ଵݔ5 ൅ ଶݔ7 ൑ 35,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ9 ൑ 36,

,ଵݔ ଶݔ ൒ 0, ,ଵݔ ଶݔ א ܼ.
 

ଶݔ  ൑ 2,
ଵݔ ൑ 4 

Ответ: 
х1=4,  х2=2. 
Значение ЦФ:  
f = 14. 

2.2. 
f=2x1+3x2 → max 

൝
ଵݔ5 ൅ ଶݔ7 ൑ 35,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ9 ൑ 36,

,ଵݔ ଶݔ ൒ ,ଵݔ   ,0 ଶݔ א ܼ.
 

ଶݔ ൑ 2, ଵݔ ൒ 5 
Ответ: 
 х1=5,   х2=1,428571.  
Значение ЦФ: f = 14,28571. 

 

 3.1. 
f=2x1+3x2 → max 

൝
ଵݔ5 ൅ ଶݔ7 ൑ 35,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ9 ൑ 36,

,ଵݔ ଶݔ ൒ 0, ,ଵݔ ଶݔ א ܼ.
ଶݔ  ൑ 2,
ଵݔ ൒ 5 
ଶݔ  ൑1 

Ответ: х1=5,6, 
х2=1.  
Значение ЦФ: 
 f = 14,2. 

3.2. 
f=2x1+3x2 → max 

൝
ଵݔ5 ൅ ଶݔ7 ൑ 35,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ9 ൑ 36,

,ଵݔ ଶݔ ൒ 0, ,ଵݔ ଶݔ א ܼ.
ଶݔ ൑ 2, 
ଵݔ ൒ 5 
ଶݔ  ൒ 2 

Ответ: пустое 
множество до-
пустимых реше-
ний. 

 

Рис. 6.15. Схематическое изображение хода решения задачи  
методом «ветвей и границ»  
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Лабораторная работа №6 
 

Цель работы: изучение математической модели задачи целочис-
ленного линейного программирования, освоение технологии решения 
задачи целочисленного линейного программирования в табличном 
процессоре ЕХСЕL. 

Содержание лабораторной работы 

Дана задача целочисленного линейного программирования. Требу-
ется найти решение задачи методом «ветвей и границ» с помощью 
встроенной функции "Поиск решения" табличного процессора Excel. 
Индивидуальные задания приведены ниже. 

Порядок выполнения работы 
 

1. Составить математическую модель предложенной задачи. 
2. Решить задачу целочисленного линейного программирования 

из примера 6.1. через встроенную функцию "Поиск решений" в таб-
личном процессоре ЕХСЕL с использованием условия ограничения  
"целое".  

3. Решить задачу целочисленного линейного программирования 
из примера 6.1 через встроенную функцию "Поиск решений" в таблич-
ном процессоре ЕХСЕL без использования условия ограничения "целое"  
с выбором ветви 1.1 (ݔଶ  ൑ 2) (рассмотрен в методических поясне-
ниях).  

4. Решить задачу целочисленного линейного программирования 
из примера 6.1 через встроенную функцию "Поиск решений" в таблич-
ном процессоре ЕХСЕL без использования условия ограничения "целое"  
с выбором ветви 1.2 (ݔଶ ൒  3). 

5. Сравнить количество проведенных итераций пункта 3 и 4. Сде-
лать вывод, предложив схематическое изображение хода решения раз-
ными путями.  

6. Сравнить полученные результаты решения исходной задачи с 
использованием условия ограничения "целое" и без его использования. 
Сделать вывод. 
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7. Решить в табличном процессоре EXCEL пример своего вариан-
та двумя предложенными методами. 

8. Представить подробный отчет. 
 

Требования к отчету 

В отчете должны быть приведены: название и цель работы. Отчет 
должен быть представлен в Microsoft Word со вставками рисунков из 
Excel для задачи своего варианта. 

Отчет должен содержать ответы на контрольные вопросы. 

Контрольные вопросы 

1. Каковы особенности задачи целочисленного линейного програм-
мирования? 

2. Какие методы решения задачи целочисленного линейного про-
граммирования Вы знаете? 

3. Каким образом формируются подзадачи в методе «ветвей и 
границ»?  

4. Каким условиям должны удовлетворять подзадачи в методе 
«ветвей и границ»? 

5. Что является первым оптимальным решением, организующем 
процесс ветвления? 

6. Сформулируйте математическую модель задачи целочисленно-
го линейного программирования. 

 

Индивидуальные задания 
 

Найти оптимальное целочисленное решение ЗЛП. 
 

Задача 1. Решается студентами с вариантами 1 – 10. 

На приобретение оборудования для нового цеха выделено ܾଵ тыс. 
ден. ед. Оборудование должно быть размещено на площади, не пре-
вышающей ܾଶ м2. Предприятие может заказать оборудование двух ви-
дов: машины типа А стоимостью ܽଵଵ тыс. ден. ед., требующие площадь 
(с учетом проходов) в ܽଶଵ м2 и обеспечивающие производительность 
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ܿଵ ед. продукции за смену и машины типа В стоимостью ܽଵଶ тыс. ден. 
ед., занимающие площадь ܽଶଶ м 2 и дающие за смену ܿଶ ед. продукции. 
При этом следует учесть, что машин типа А можно заказать не более 
ܾଷ штук. Найти оптимальный вариант приобретения оборудования, 
обеспечивающий новому цеху максимальную производительность. 

Все необходимые числовые данные приведены в табл. 6.1. 
 

Таблица 6.1 

 НОМЕР ВАРИАНТА 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ܾଵ 30 20 272 36 80 49 50 48 24 72 

ܾଶ 850 660 27 672 5200 2128 3875 2604 984 1968 

ܾଷ 4 3 8 5 7 5 9 11 10 7 

ܽଵଵ  5 5 17 6 8 7 5 4 2 8 

ܽଵଶ  3 2 52 3 5 3 3 3 4 4 

ܽଶଵ  85 55 3 32 208 112 155 124 41 82 

ܽଶଶ  111 102 3 91 505 228 543 363 322 191 

ܿଵ 9 8 6 7 10 10 8 7 4 10 

ܿଶ 7 5 9 10 13 12 13 12 14 13 

 
Задача 2. Решается студентами с вариантами 11 – 20. 
 

Из Самары в Москву необходимо перевезти оборудование трех ти-
пов: ܾଵ  ед. типа А,  ܾଶ  ед. типа В и ܾଷ ед. типа С. Для перевозки обо-
рудования завод может заказать два вида транспорта: Т1 и Т2. На еди-
ницу транспорта вида Т1 может быть погружено оборудования типа А 
не более ܽଵଵ ед., оборудования типа В – не более  ܽଶଵ ед., оборудова-
ния типа С – не более ܽଷଵ ед.; на единицу транспорта вида Т2 – не бо-
лее ܽଵଶ, ܽଶଶ, ܽଷଶ ед. оборудования соответственно типа А, В, С. Смен-
ные затраты, связанные с эксплуатацией единицы транспорта вида Т1, 
составляют ܿଵ ден. ед., единицы транспорта вида Т2 – ܿଶ ден. ед. 

Найти оптимальный план заказывания транспорта для перевозки с 
минимальными затратами. 



92 

Все необходимые числовые данные приведены в табл. 6.2. 
 

Таблица 6.2 

 НОМЕР ВАРИАНТА 

 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

ܾଵ 20 69 555 92 1953 594 22 50 40 138 

ܾଶ 40 84 138 128 147 24 560 4060 468 60 

ܾଷ 968 1911 135 686 126 105 138 20 20 2090 

ܽଵଵ  4 3 111 4 279 27 2 10 8 23 

ܽଶଵ  4 21 6 8 7 3 28 290 36 5 

ܽଷଵ  44 147 9 98 9 21 23 1 1 95 

ܽଵଶ  1 16 28 23 100 158 3 3 2 6 

ܽଶଶ 3 4 23 12 21 2 177 357 49 4 

ܽଷଶ 177 304 12 39 10 5 6 4 4 276 

ܿଵ 6 4 13 12 12 3 4 4 7 6 

ܿଶ 10 12 10 11 9 6 9 3 5 10 

 
Задача 3. Решается студентами с вариантами 21 – 30. 

Для выполнения работ Р1, Р2, Р3 сельскохозяйственное предприятие 
может приобрести тракторы марок А и В, стоимость соответственно ܿଵ 
и  ܿଶ ден. ед. каждый. С использованием новой техники необходимо 
выполнить не менее ܾଵ   условных единиц работы Р1, не менее  ܾଶ  ус-
ловных единиц работы Р2 и не менее ܾଷ условных единиц работы Р3. За 
рассматриваемый промежуток времени с использованием трактора 
марки А можно выполнить ܽଵଵ условных единиц работы Р1, ܽଶଵ – ра-
боты Р2 или ܽଷଵ – работы Р3; с использованием трактора марки В – ܽଵଶ 
условных единиц работы Р1, ܽଶଶ – работы Р2 или ܽଷଶ – работы Р3. Тре-
буется найти оптимальный вариант приобретения тракторов, чтобы 
затраты на новую технику были минимальные. 

Все необходимые числовые данные приведены в табл. 6.3. 
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Таблица 6.3 

 НОМЕР ВАРИАНТА 

 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

ܾଵ 20 45 63 77 2020 1357 92 60 3025 138 

ܾଶ 190 138 147 40 104 84 3712 1128 140 8460 

ܾଷ 88 1215 588 138 20 39 56 105 20 110 

ܽଵଵ  4 9 9 7 404 59 4 3 605 23 

ܽଶଵ  19 6 7 2 8 21 232 141 10 705 

ܽଷଵ  4 81 42 23 1 3 8 21 1 5 

ܽଵଶ  1 2 3 12 105 318 23 14 186 6 

ܽଶଶ 15 23 21 12 10 4 357 98 12 574 

ܽଷଶ 15 118 49 6 4 6 3 5 4 14 

ܿଵ 3 4 8 1 4 2 24 6 8 3 

ܿଶ 5 3 6 2 3 6 22 12 6 5 
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7. ТЕХНОЛОГИЯ РЕШЕНИЯ ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧИ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ В ТАБЛИЧНОМ 

ПРОЦЕССОРЕ EXCEL 

В практических приложениях линейного программирования наи-
более часто встречается транспортная задача. Это классическая задача 
линейного программирования о нахождении наиболее рационального с 
точки зрения затрат плана перевозок однородного продукта от изгото-
вителя (поставщика) к потребителю. В новых условиях хозяйствова-
ния, когда необходимо максимально сокращать расходы, в том числе и 
транспортные, решение транспортной задачи приобретает важнейшее 
значение. 

Постановка транспортной задачи. Некоторый однородный про-
дукт, сосредоточенный у m поставщиков ܣ௜ ; в количестве ܽ௜   (i = 1,..., 
т) единиц, необходимо доставить п потребителям ܤ௝   в количестве ௝ܾ    
(j = 1, ..., n) ед. Известна стоимость ܿ௜௝  перевозки единицы груза от i-го 
поставщика к  j-му потребителю. 

Необходимо составить план перевозок, позволяющий вывезти все 
грузы, полностью удовлетворить потребности и имеющий минималь-
ную стоимость. 

Сформулируем экономико-математическую модель транспортной 
задачи. Обозначим через ݔ௜௝   количество единиц груза, запланирован-
ных к перевозке от i-го поставщика к j-му потребителю. Так как от i-го 
поставщика к j-му потребителю запланировано к перевозке  ݔ௜௝   еди-
ниц груза, то стоимость перевозки составит ܿ௜௝ݔ௜௝  . 

Стоимость всего плана, таким образом, составит: 

ܼ ൌ ෍ ෍ ܿ௜௝  ݔ௜௝  

௡

௝ୀଵ 

௠

௜ୀଵ

. 

Она должна быть минимальной.  
При этом должны быть выполнены следующие условия-ограниче-

ния задачи:  
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а) все грузы должны быть перевезены: 

1

,
n

i j i
j

x a
=

=∑  i  = 1,..., m, 

б) все потребности должны быть удовлетворены, т.е. 

1

,
=

=∑
m

i j j
i

x b  j  = 1,..., n. 

Должны выполняться условия неотрицательности: ݔ௜௝  ൒ 0  (i = 1,..., 
m, j = 1,..., n). 

Для наглядности условия ТЗ представим в виде распределительной 
табл. 7.1. 

Таблица 7.1 

Поставщик Потребитель Запас 
груза, 

ai 

B1 B2 ... Bn 

Затраты на перевозку 1 ед. груза, доставка 
A1 c11 

x11 
c12 

x12 
... c1n 

x1n 
a1 

A2 c21 

x21 
c22 

x22 
... c21 

x21 
a2 

... ... ... ... ... ... 
Am cm1 

xm1 
cm2 

xm2 
... cmn 

xmn 
am 

Потребность  
в грузе bj 

b1 b2 ... bn  

 
В рассмотренной модели предполагается, что суммарные запасы 

равны суммарным потребностям, т.е. 

1 1

.
m n

i j
i j

a b
= =

=∑ ∑  

Модель, в которой спрос и производство равны, называется закры-
той (сбалансированной). 
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Если баланс производства и потребления нарушен, т. е. часть про-
изведенного продукта не вывозится, тогда  модель транспортной зада-
чи будет открытой.  

Для решения открытой модели ее приводят к виду закрытой, вводя 
фиктивный пункт потребления. В случае, когда спрос превышает 
мощность пунктов-изготовителей, также имеем вариант открытой мо-
дели. Подход к ее решению аналогичен ранее приведенному: откры-
тую модель сводим к закрытой, вводя соответственно фиктивного по-
ставщика.  

Удовлетворение критериального условия — минимизация транс-
портных расходов — возможно только при учете реальных затрат, 
связанных с поставкой продукции реальным потребителям. Это не-
обходимо иметь в виду, чтобы в процессе решения задачи блокиро-
вать прикрепление к фиктивному потребителю реальных поставщи-
ков. 

Рассмотрим технологию использования табличного процессора Ex-
cel для решения транспортных задач. 

 

Пример 7.1. 
Три подразделения предприятия специализируются на производст-

ве крепежа, который поставляется в четыре пункта; количество произ-
водимой и потребляемой однородной продукции (в тыс. шт. комплек-
тов) дифференцированно по потребителям и поставщикам. Данные о 
расстояниях между ними приведены в распределительной табл. 7.2. 
Принять стоимость 1 тыс. шт. на км за постоянную величину. 

Таблица 7.2 

Подразделение-
изготовитель 

Потребитель Всего изго-
товлено,  

тыс. шт. ком-
плектов 

B1 B2 B3 B4 

Расстояния между подразделениями –  
изготовителем и потребителем, км  

A1 80 120 270 90 70 
A2 130 180 250 110 80 
A3 210 170 140 150 150 

Потребность 
потребителя 

50 90 100 60 300 
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x12 = 70 тыс. шт.  комплектов следует перевезти от 1-го поставщика 
2-му потребителю; 

x21 = 50 тыс. шт.  комплектов следует перевезти от 2-го поставщика 
1-му потребителю; 

x22 = 20 тыс. шт.  комплектов следует перевезти от 2-го поставщика 
2-му потребителю; 

x24 = 10 тыс. шт.  комплектов следует перевезти от 2-го поставщика 
4-му потребителю; 

x33 = 100 тыс. шт.  комплектов следует перевезти от 3-го поставщи-
ка 3-му потребителю; 

x34 = 50 тыс. шт.  комплектов следует перевезти от 3-го поставщика 
4-му потребителю. 
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Лабораторная работа № 7 
 

Цель работы: освоение технологии решения транспортной задачи в 
табличном процессоре ЕХСЕL. 

 

Содержание лабораторной работы 

Дана транспортная задача линейного программирования. Необхо-
димо составить математическую модель ТЗ и решить ее с помощью 
встроенной функции "Поиск решения" табличного процессора Excel. 
Индивидуальные задания приведены ниже. 

 

Порядок выполнения работы 
 

1. Познакомиться с математической моделью транспортной зада-
чи. 

2. Научиться составлять распределительную таблицу. 
3. Познакомиться с открытой  и закрытой моделями транспортной 

задачи. 
4. Освоить решение задачи через встроенную функцию "Поиск 

решений" в табличном процессоре ЕХСЕL.  
5. Решить в табличном процессоре EXCEL пример своего вари-

анта. 
6. Представить подробный отчет. 
 

Требования к отчету 

В отчете должны быть приведены: название и цель работы. Отчет 
должен быть представлен в Microsoft Word со вставками рисунков из 
Excel для задачи своего варианта. 

Отчет должен содержать ответы на контрольные вопросы. 

Контрольные вопросы 

1. Дайте постановку транспортной задачи и запишите ее матема-
тически. 
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2. Что такое закрытая математическая модель? 
3. Как определить, является ли модель линейного программиро-

вания транспортного типа открытой? 

Индивидуальные задания 
 

Найти оптимальное решение ТЗ. 
 

Задача 1.  
Решается студентами с вариантами 1 – 10, 11 – 20, 21 – 30. 

Некоторый однородный продукт, сосредоточенный у трех постав-
щиков ܣ௜  в количестве ܽ௜   (i  = 1,.2, 3) единиц, необходимо доставить 
четырем потребителям ܤ௝   в количестве ௝ܾ    (j = 1, 2, 3, 4) единиц. Из-
вестна стоимость ܿ௜௝  перевозки единицы груза от i-го поставщика к 
j-му потребителю. Себестоимость единицы продукции в i-м пункте 
равна  ܿ௜. 

Необходимо составить план перевозок, позволяющий вывезти все 
грузы, полностью удовлетворить потребности и имеющий минималь-
ную стоимость. 

Все необходимые числовые данные приведены в табл. 7.4 

Таблица 7.4 

 НОМЕР ВАРИАНТА 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ܽଵ 400 750 250 300 450 350 250 200 500 500 

ܽଶ  300 200 550 700 200 750 650 500 900 200 

ܽଷ  500 550 350 400 350 300 300 300 100 600 

ܿଵ 2 4 4 2 3 2 2 4 2 4 

ܿଶ 3 3 1 1 5 4 1 5 5 5 

ܿଷ 1 1 5 4 1 3 5 2 3 3 

ܾଵ 350 450 300 250 150 200 350 150 200 250 

ܾଶ 250 300 150 450 300 50 50 450 650 150 
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Окончание табл. 7.4 

ܾଷ 150 350 400 150 50 600 150 50 150 350 

ܾସ 250 250 150 350 400 400 450 250 300 250 

ܿଵଵ  2 1 2 3 6 4 5 3 7 4 

ܿଵଶ  6 6 6 7 4 5 10 4 7 8 

ܿଵଷ  4 5 3 6 8 8 4 8 8 3 

ܿଵସ  7 3 5 4 3 6 6 2 4 7 

ܿଶଵ  6 4 8 7 5 4 7 4 6 5 

ܿଶଶ  2 3 7 5 1 7 8 1 1 1 

ܿଶଷ  7 5 10 4 4 1 10 4 2 6 

ܿଶସ  1 7 5 9 4 2 9 5 7 4 

ܿଷଵ  6 5 2 3 7 2 1 9 4 4 

ܿଷଶ  10 8 7 6 11 6 5 10 7 6 

ܿଷଷ  7 10 5 5 9 4 4 6 5 5 

ܿଷସ  5 4 3 1 6 7 2 5 6 3 
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8. РЕШЕНИЕ ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ МЕТОДОМ ПОТЕНЦИАЛОВ  

В ТАБЛИЧНОМ ПРОЦЕССОРЕ EXCEL 

Для решения транспортной задачи линейного программирования 
используются различные методы: распределительный, модифициро-
ванный распределительный, потенциалов, дельта-метод. Названные 
методы образуют группу последовательного улучшения планов.  

Разработка отправного варианта распределения может выполняться 
методами северо-западного угла, минимального элемента и др.  

Построение опорных планов, а также преобразование их будем 
производить непосредственно в распределительной таблице. Если в 
плане перевозок переменная ݔ௜ ௞ равна некоторому числу a, отличному 
от нуля, то это число записываем в соответствующую клетку (i;k) и 
считаем ее занятой (или базисной), если же ݔ௜ ௞ ൌ 0 , то клетку (i;k) ос-
тавляем свободной. Это хорошо видно на рис. 8.5 в ячейках B10 : D13. 

Метод северо-западного угла выполняется следующим образом. 
Строится матрица, в которой по вертикали располагаются предпри-
ятия-изготовители, а по горизонтали — потребители. В поле матрицы 
в качестве ее элементов выступают распределенные по потребителям 
количества изготовленной продукции. Продукция распределяется по 
определенному правилу: в первую очередь удовлетворяется потреб-
ность первого по записи в матрице потребителя. Поэтому продукция, 
изготовленная первым по записи в матрице изготовителем, закрепля-
ется за указанным потребителем в пределах заявленного количества.  

 

Алгоритм правила “северо-западного угла” 
 

1. Распределять груз будем с левой верхней клетки (1;1), двигаясь 
затем от нее по строке вправо или по столбцу вниз. В клетку (1;1) за-
несем меньшее из чисел  a1,b1, т.е. x11 = min (a1,b1). 

• Если a1>b1,то x11=b1 и первый потребитель В1 будет полно-
стью удовлетворен. В дальнейшем первый столбец таблицы 
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в расчет не принимается; в нем переменные ݔ௜ ଵ ൌ 0 для   
i=2,3,…,m. 

• Двигаясь вправо по первой строке таблицы, заносим в со-
седнюю клетку (1; 2) меньшее из чисел a1 – b1 и b2,т.е.  
x12 = min (a1–b1 ,b2). Если a1 – b1 < b2 , то запасы первого по-
ставщика исчерпаны, и первая строка таблицы в дальней-
шем в расчет не принимается. Переходим к аналогичному 
распределению запаса груза второго поставщика. 

• Если b1 > a1, то x11 = min (a1,b1) = a1. При этом запас первого 
поставщика будет исчерпан, а поэтому ݔଵ ௞ ൌ 0  для  
k = 2,3,…,n. Первая строка из дальнейшего рассмотрения 
исключается. Переходим к  распределению запасов второго 
поставщика. 

 

2. В клетку (2;1) заносим наименьшее из чисел b1 – a1 и a2. Запол-
нив таким образом клетку (1;2) или (2;1), переходим к загрузке сле-
дующей клетки по второй строке либо по второму столбцу. Процесс 
распределения по второй, третьей и последующим строкам (столбцам) 
производится аналогично распределению по первой строке или перво-
му столбцу до тех пор, пока не исчерпаются ресурсы. Последней за-
полняется клетка  (m;n). 

В  заполненной матрице общее число заполненных клеток равно 
(m+n – 1), где m — число строк формируемой матрицы, n – число 
столбцов. Может встретиться и такой случай, когда число заполнен-
ных клеток не равно (m+n – 1). Это будет вырожденная матрица, кото-
рую в процессе решения необходимо привести к нормальной, заполнив 
для этого любую из свободных (незаполненных) клеток нулем. Такая 
клетка считается заполненной. Общее число занятых (заполненных) 
клеток должно быть обязательно равно (m+n – 1). 

Решим методом потенциалов ТЗ с использованием табличного 
процессора Excel. 
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Запас зерна второго района исчерпан, переходим  к перевозке зерна 
третьего района. 

Заполняем клетку (3.2). Для этого активизируем ячейку C12 и за-
пишем в нее формулу =МИН(E6;C8-C11). Результат в ячейке С12 – 
число 600 (рис. 8.5). 

Мощность 2-го элеватора полностью использована.Поставку зерна 
производим на 3-й элеватор. 

Заполняем клетку (3.3). Для этого активизируем ячейку D12 и за-
пишем в нее формулу =МИН(D8;E6-C12) Результат в ячейке D12 – 
число 400 (рис. 8.5). 

Отгрузка зерна из третьего района полностью завершена. Произво-
дим отгрузку зерна из четвертого района. 

Заполняем клетку (4.3). Для этого активизируем ячейку D13 и за-
пишем в нее формулу =МИН(E7;D8-D12). Результат в ячейке D13 – 
число 500 (рис. 8.5). 

В результате полной отгрузки зерна на элеваторы получили план 
перевозок Х1 (рис. 8.5). В заполненной матрице общее число запол-
ненных клеток равно (m+n – 1) = 4 + 3 – 1 = 6, где m  = 4 – число строк 
формируемой матрицы, n = 3 – число столбцов. 

Распределение закончено. 

Выполним проверку. 

Активизируем ячейку В14 и запишем в нее формулу 
=СУММ(B10:B13) и методом "протаскивания" маркера скопируем ее 
на С14: Е14. Сравним с исходными мощностями.  

Активизируем ячейку Е10 и запишем в нее формулу 
=СУММ(B10:D10) и методом "протаскивания" маркера скопируем ее 
на Е11: Е13. Сравним с исходными запасами (рис. 8.6). 

Мы имеем случай сбалансированности спроса и предложения. 
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Однако в процессе формирования этого варианта по правилу севе-
ро-западного угла при выборе той или иной клетки матрицы для за-
полнения не учитывается величина издержек, связанных с транспор-
тировкой продукции от изготовителя к потребителю. 

При равенстве удельных затрат общие затраты будут определяться 
расстоянием от изготовителя к потребителю. 

 
Формирование матрицы распределения поставок с учетом вели-

чины издержек можно осуществить, используя метод минимального 
элемента. При этом также формируется матрица распределения поста-
вок. 

Распределение производится на базе сопоставления спроса и пред-
ложения. Приоритет отдается тому потребителю, поставка продукции 
которому характеризуется минимальными удельными затратами либо 
минимальным расстоянием до поставщика и т. п.  

Указанные признаки записываются в виде оценочных коэффициен-
тов. Клетка матрицы, соответствующая минимальному значению коэф-
фициента, выбирается первой для заполнения, затем из числа остав-
шихся клеток выбирается такая, значение коэффициента которой 
минимально.  

В выбранную таким образом клетку в качестве элемента матрицы 
ставится строго определенное количество продукции, регламентируе-
мое спросом и предложением.  

Выбор клеток матрицы для заполнения и определение :ее элементов 
производится до полного распределения ресурсов. 
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Алгоритм правила "минимального элемента" 

1. Просматриваются тарифы табл. 8.1 и в первую очередь запол-
няется клетка с минимальным значением тарифа. При этом в клетку 
записывается максимально возможное значение поставки.  

2. Из рассмотрения исключают строку, соответствующую по-
ставщику, запасы которого полностью израсходованы, или столбец, 
соответствующий потребителю, спрос которого полностью удовлет-
ворен. 

3.  Из оставшихся клеток таблицы снова выбирают клетку с наи-
меньшим тарифом.  

4. Процесс распределения заканчивается, когда все запасы по-
ставщиков исчерпаны, а спрос потребителей полностью удовлетворен. 

5. В результате получаем опорный план, который должен содер-
жать т + п – 1 загруженных клеток.  

 

Замечание. В процессе заполнения таблицы могут быть одновре-
менно исключены строка и столбец. Так бывает, когда полностью ис-
черпывается запас груза и полностью удовлетворяется спрос (вырож-
денная задача). В этом случае в свободные клетки надо записать число 
0 – "нуль-загрузку", условно считая такую клетку занятой. Однако чис-
ло 0 записывается в те свободные клетки, которые не образуют циклов 
с ранее занятыми клетками. 

Проиллюстрируем правило "минимального элемента" для транс-
портной задачи, представленной табл. 8.1, и сравним значения целевых 
функций для планов, полученных по правилам "северо-западного угла" 
и "минимального элемента". 

Сформируем на базе заданной исходной информации опорный 
план распределения, используя метод минимального элемента  
(рис. 8.8). 
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Если все ∆௜௝ ൑ 0, то оптимальное решение найдено, в противном 
случае из положительных ∆௜௝ выбирается максимальная оценка. 

Для перерасчета таблицы строится контур перераспределения пе-
ревозок. Для этого знаком «+» отмечают клетку, которую надо загру-
зить. Контур строится таким образом, что две и только две соседние 
клетки расположены в одном столбце или одной строке, причем по-
следняя клетка находится в той же строке или столбце, что и первая. 
Построение контура начинают с клетки, отмеченной знаком «+», к 
другой занятой клетке (по столбцу или строке в ней), делают поворот 
под прямым углом и движутся к следующей занятой клетке. Занятые 
клетки отмечают последовательным чередованием знаков «+» и « – ». 
В контуре находят значение: 

ߣ ൌ min൫ݔ௜௝ ൯ ,    ݅ , א ݆  ,ܫ

где I – множество индексов перевозок, стоящих в вершинах контура, от-
меченных знаком « – ». 

Затем в соответствии с расставленными знаками производят опера-
цию увеличения или уменьшения величины перевозки на значение  ߣ. 

Для вновь найденного плана строят систему потенциалов и прово-
дят проверку на оптимальность так, как это было указано выше. 

Пример 8.2. 
С трех складов A1,  A2,  A3 необходимо доставить овощи в четыре 

торговые точки B1, B2, B3 и B4. Требуется закрепить склады за торго-
выми точками так, чтобы общая сумма затрат на перевозку грузов бы-
ла минимальной. Исходные данные ТЗ заданы табл. 8.2. 

Найти перевозки грузов с наименьшей общей стоимостью. 
Таблица 8.2 

 B1 B2 B3 B4 ai 
A1 5 10 7 8 160 
A2 8 12 4 9 170 
A3 15 4 11 8 150 
bj 14 120 60 130  
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Оценки всех свободных клеток неотрицательные, следовательно 
получен оптимальный план. 

Так как среди оценок имеются равные нулю, то за счет загрузки 
клеток (1;5) можно получить новый план, но значение целевой функ-
ции не изменится.  

Это случай бесчисленного множества оптимальных планов. 

Итак, в последней таблице получен оптимальный план 

כܺ ൌ  ൭
140 0 0

0 0 60
0 120 0

   
20
80
30 

  
0

30
0

൱, 

для которого значение целевой функции ܼሺܺכሻ ൌ 2540 ሺден. ед. ሻ. 

30 ед. груза, находящегося у поставщика А2, осталось нераспреде-
ленным. 
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Лабораторная работа №8 
 

Цель работы: изучение методов северо-западного угла, минималь-
ного элемента  для построения первого опорного плана, изучение ме-
тода потенциалов для решения транспортных задач. 

Содержание лабораторной работы 

Дана транспортная задача линейного программирования. Необхо-
димо составить математическую модель ТЗ, составить опорный план 
методами северо-западного угла, минимального элемента и решить ее 
методом потенциалов. С помощью встроенной функции "Поиск реше-
ния" табличного процессора Excel решить данную ТЗ и сравнить полу-
ченные результаты. 

Индивидуальные задания расположены ниже. 

Порядок выполнения работы 

1. Составить математическую модель транспортной задачи ли-
нейного программирования. 

2. Научиться составлять опорный план распределения методами 
северо-западного угла, минимального элемента по примеру 8.1. 

3. Познакомиться с одним из методов решения транспортной за-
дачи линейного программирования  – методом потенциалов по при-
меру 8.2. 

4. Решить ТЗ через встроенную функцию "Поиск решений" в таб-
личном процессоре Еxcel. 

5. Сравнить полученные решения в пункте 4 и 5.  
6. Решить аналогично пример своего варианта. 
7. Представить подробный отчет. 

Требования к отчету 

В отчете должны быть приведены: название и цель работы. Отчет 
должен быть представлен в Microsoft Word со вставками рисунков из 
Excel для задачи своего варианта. 
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Отчет должен содержать ответы на контрольные вопросы. 

Контрольные вопросы 

1. Каковы особенности транспортной задачи? 
2. Какие методы решения транспортной задачи линейного програм-

мирования Вы знаете? 
3. Перечислите методы поиска опорного решения транспортной 

задачи. 
4. Каковы признаки получения оптимального плана решения 

транспортной задачи линейного программирования методом потен-
циалов? 

Индивидуальные задания 

Четыре предприятия данного экономического района для произ-
водства продукции используют три вида сырья. Потребности в сырье 
каждого из предприятий соответственно равны bj, j=1, 2, 3, 4. Сырье 
сосредоточено в трех местах его получения, а запасы соответственно 
равны ai, i=1, 2, 3. На каждое из предприятий сырье может завозиться 
из любого пункта его получения. Тарифы перевозок представлены в 
таблицах задания. Составить такой план перевозок, при котором общая 
стоимость перевозок является минимальной. 

 
Вариант 1. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 16 30 17 14 16 
A2 14 38 26 9 26 
A3 6 22 18 34 18 

Потребности, ௝ܾ  30 8 12 10  
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Вариант 2. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 15 1 22 10 32 
A2 14 38 26 9 14 
A3 4 12 28 30 14 

Потребности, ௝ܾ  15 15 15 15  
 
Вариант 3. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 17 15 19 4 24 
A2 12 32 10 4 28 
A3 6 22 18 34 28 

Потребности, ௝ܾ  20 20 20 20  
 

Вариант 4. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 20 29 26 23 32 
A2 10 27 30 7 14 
A3 16 29 20 3 14 

Потребности, ௝ܾ  15 15 15 15  
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Вариант 5. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 10 4 24 90 24 
A2 16 25 5 4 4 
A3 11 17 10 29 32 

Потребности, ௝ܾ  20 15 12 13  
 
Вариант 6. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 4 24 26 26 13 
A2 24 30 10 29 6 
A3 12 11 24 22 21 

Потребности, ௝ܾ  10 12 10 8  
 
Вариант 7. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 30 24 11 12 20 
A2 26 4 22 24 15 
A3 6 14 18 32 15 

Потребности, ௝ܾ  12 18 8 12  
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Вариант 8. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 28 14 6 8 30 
A2 14 28 16 20 16 
A3 12 12 22 30 34 

Потребности, ௝ܾ  24 26 15 15  
 
Вариант 9. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 27 19 19 23 21 
A2 10 25 26 7 17 
A3 6 22 15 24 16 

Потребности, ௝ܾ  13 19 9 13  
 
Вариант 10. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 26 13 10 14 18 
A2 11 28 16 9 27 
A3 12 16 19 24 19 

Потребности, ௝ܾ  31 9 13 11  
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Вариант 11. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 19 13 20 7 33 
A2 18 25 16 10 16 
A3 8 12 28 26 15 

Потребности, ௝ܾ  16 16 16 16  
 
Вариант 12. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 28 13 17 12 25 
A2 22 12 5 6 6 
A3 3 8 18 23 33 

Потребности, ௝ܾ  21 16 13 14  
 
Вариант 13. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 36 11 19 7 14 
A2 3 38 26 9 14 
A3 6 22 18 34 12 

Потребности, ௝ܾ  10 10 10 10  
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Вариант 14. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 20 8 25 15 14 
A2 14 38 26 9 16 
A3 4 12 28 30 20 

Потребности, ௝ܾ  8 18 18 14  
 
Вариант 15. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 21 13 6 9 18 
A2 44 38 12 4 18 
A3 12 9 28 23 24 

Потребности, ௝ܾ  15 15 15 15  
 
Вариант 16. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 25 28 20 15 14 
A2 14 18 21 7 8 
A3 26 20 15 22 22 

Потребности, ௝ܾ  11 13 11 9  
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Вариант 17. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 14 25 18 19 25 
A2 22 28 10 8 29 
A3 24 18 13 20 30 

Потребности, ௝ܾ  21 21 21 21  
 
Вариант 18. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 27 10 10 4 25 
A2 12 2 7 21 20 
A3 22 16 11 18 29 

Потребности, ௝ܾ  16 16 16 26  
 
Вариант 19. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 26 19 17 14 22 
A2 19 18 28 9 21 
A3 6 28 18 30 31 

Потребности, ௝ܾ  19 23 16 16  
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Вариант 20. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 23 21 9 7 31 
A2 21 18 26 11 18 
A3 9 21 16 23 35 

Потребности, ௝ܾ  25 27 16 16  
 
Вариант 21. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 15 25 19 4 8 
A2 12 2 7 21 12 
A3 6 22 18 34 20 

Потребности, ௝ܾ  15 5 10 10  
 
Вариант 22. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 19 20 7 16 15 
A2 15 5 26 13 14 
A3 16 7 4 32 16 

Потребности, ௝ܾ  8 12 15 5  
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Вариант 23. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 24 5 16 10 29 
A2 4 31 16 14 11 
A3 3 15 9 16 20 

Потребности, ௝ܾ  24 16 12 8  
 
Вариант 24. 

Пункты  
отправления 

Пункты назначения Запасы, 
ܽ௜ B1 B2 B3 B4 

Затраты на перевозку, ден. ед. 
A1 17 6 20 25 28 
A2 25 30 19 4 16 
A3 3 27 17 35 6 

Потребности, ௝ܾ  11 9 15 15  
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