
ПРАКТИЧНІ ЗАВДАННЯ №7 і 8. Метод суперпозиції зведення 

крайових задач для лінійних диференціальних рівнянь до задач Коші 

 

§1 Завдання для виконання  і варіанти практичних завдань №7 і 8 
 

Нехай дана крайова задача 
 

( ) ( ) ( )y p x y q x y f x + + =              (5.42) 
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Диференціальні рівняння звести до задач Коші методами: 

практичне завдання №7: методом суперпозиції; 

практичне завдання №8: методом стрільби. 
 

Порівняти отримані результати з результатами, отриманими іншими методами 

(наприклад, чисельний розв’язок засобами Maple) 
 

Таблиця 5.1  Таблиця варіантів [Ошибка! Источник ссылки не найден.] 
 

Шифр 

по 

вертик
алі 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1k  −1 2 −3 −1 −2 −4 −3 −4 2 −2.7 

2k  −4.8 −3.1 2.5 1.7 2 1.2 2 3.2 3 −1.3 
 

Шифр 

по 
горизо

нталі 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

A  0.5 1.3 2.4 −1 0 1 0 0,8 −4 0 

B  0.5 0.7 0 1 −2 0.5 0 0.3 −0.6 2 
a  1 −1 −1 0.5 0 2 −1 −0.5 −1 0 

b  2 0 1.4 1.5 1 3 0 1.5 1 1 

1  2 0 0 −3 2 0 0 −1 0 0 

0  0 2 −1 0 0 5 −4 0 1 −1 

0  −1 0 0 3 −2 0 0 −1 0 0 

1  0 −1 2 0 0 −5 4 0 1 −1 

h  0.1 0.1 0.25 0.1 0.1 0.1 0.1 0.2 0.2 0.1 
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h  - крок розбиття відрізка [ , ]a b  в методі кінцевих різниць (див. індивідуальне 

завдання) 
 



§2 Методичні рекомендації до виконання практичного завдання №7 

 

Задача 5.1 Розв’язати крайову задачу (5.42), (5.43) з параметрами 

2 2 2

1
( ) , ( ) , ( )

4.8 1

x
p x x q x f x

x x
= − = − =

+ +
, 0.5, 0.5A B= = , 

(а) 0 1 0 12, 0, 1, 0;   = = = − =  

(б) 0 1 0 10, 2, 1, 0;   = = = − =  

(в) 0 1 0 12, 0, 0, 1.   = = = = −  
 

Розв’язання. (а) Визначаємо допоміжні параметри один з який (eq) 

відповідає лівій частині неоднорідного диференціального рівняння, що 

підлягатиме розв’язанню: 
 

>  

 

 

>  

 

Реалізуємо метод суперпозиції.  

Крок 1. Засобами Maple чисельно розв’язуємо задачу Коші №1 (див. 

(5.12а), (5.12б)) для диференціального рівняння з правою частиною ( )f x :   
 

>  
 

Система Maple дозволяє знайти значення чисельного розв’язку в будь-

якій точці відрізка [ ; ]a b , наприклад, на його кінцях: 
 

>  

 

>  

 

 

Крок 2. Обираємо значення 1h  функції-розв’язку в точці b : 
 

>  

 

Крок 3. Розв’язуємо задачу Коші №2 (див. 5.12в, 5.12г) для 

диференціального рівняння з нульовою правою частиною: 
 

>  
 

Крок 4. Знаходимо значення функції-розв’язку 2h  в точці b : 
 

>  

 



Крок 5. Обчислюємо значення шуканого параметру   за формулою 

(5.12д): 
 

>  

 
 

Отже, крайову задачу 5.1  (а) зведено до задачі Коші (5.12е): 
 

( ) ( ) ( )y p x y q x y f x + + = ,  ( ) , ( )Ay a A y a = = . 
 

Знайдемо її чисельній розв’язок засобами Maple: 
 

>  
 

Перевірте самостійно, які значення набуває отриманий розв’язок на кінцях 

відрізка! 

Також знайдемо чисельний розв’язок даної крайової задачі: 
 

>  

>  
 

Функція odeplot дозволяє побудувати графіки розв’язків F1 і FKZ, а 

display – об’єднати їх в один рисунок. Графічне подання наближеного 

розв’язку крайової задачі (пунктирна лінія) і остаточної задачі Коші (суцільна 

лінія) наведено на рис. 5.2. 
 

 
Рис. 5.2 

 

Зауваження. Розв’язки задач Коші №1 і №2 краще знайти програмним 

кодом методом Рунге-Кутти, а даної крайової задачі – будь-яким із чисельних 

або наближений методів (методом кінцевих різниць, точковим методом 

найменших квадратів або ін.). Написання програмних кодів методу Рунге-

Кутти буде стимульовано додатковими балами. 
 

(б) В задачах (б) і (в) зупинимося лише на відмінностях, які диктують 

крайові умови: 

1) допоміжні параметри 
 



>  

 

 

 

2) розв’язуємо модифіковані задачі Коші №1 і №2 і знаходимо значення 

чисельних розв’язків в точці b  : 
 

>  

>  

 

>  

>  

 

3) обчислюємо значення параметру  : 
 

>  

 

Отже, крайову задачу 5.1 (б) зведено до задачі Коші: 
 

( ) ( ) ( )y p x y q x y f x + + = ,  ( ) , ( ) Ay a y a A = = . 
 

Зверніть увагу на відмінності в записі задачі Коші (а) і (б)! 

Графічне подання наближеного розв’язання крайової задачі (пунктирна 

лінія)  і остаточної задачі Коші (суцільна лінія) наведено на рис. 5.3. 
 

 
Рис. 5.3 

 

(в) Зупинимося лише на відмінностях: 

1) допоміжні параметри 
 

>  

 

 



2) розв’язуємо задачі Коші №1 і №2 і знаходимо значення похідних 

чисельних розв’язків в точці b  : 
 

>  

>  

 

>  

>  

 

3) обчислюємо  : 
 

>  

 

Отже, крайову задачу 5.1 (в) зведено до задачі Коші: 
 

( ) ( ) ( )y p x y q x y f x + + = ,  ( ) , ( )Ay a A y a = = . 
 

Графічне подання наближеного розв’язання крайової задачі (пунктирна 

лінія) і остаточної задачі Коші (суцільна лінія) наведено на рис. 5.4. 
 

 
Рис. 5.4 

 

§3 Методичні рекомендації до виконання практичного завдання №8 
 

Методом пристрілки будемо розв’язувати задачу 5.1 

У кожному випадку задачі 5.1 (а), (б), (в) вводяться такі самі допоміжні 

параметри, як і в методі суперпозиції. 
 

(а) Для того, щоб знайти кути пристрілки 
0  і 

1 , при яких розв’язки 

відповідні їм задачі Коші (5.37) і (5.38) задовольняють умову (5.39), проведемо 

табуляцію значень ( , ) By b B −  для різних кутів   із діапазону [ 1.5;1,5]− : 

 

>  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Першій колонці відповідають значення кута, другій – різниці ( , ) By b B − . 

Отже, зміна знаку значення ( , ) By b B −  має місце при переході від 

0 0.6 = −  до 
1 0.5 = − . 

Тепер реалізуємо метод половинного ділення для рівняння ( , ) By b B −  

на відрізку 0 1[ ; ]   
 

>  
>  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Отже, крайову задачу зведено до задачі Коші 

( , , )y f x y y = , *( ) , ( ) tgAy a A y a = = . 

де 
* 0.543359750 = .  

Додатково потрібно знайти чисельний розв’язок даної крайової задачі і 

побудувати його графіки разом з графіком розв’язку задачі Коші. Результати 

візуально не відрізняються і відповідають рис. 5.2. Вони також повторюються 

на рис. 5.5 (суцільна і пунктирна лінії). На рис. 5.5 додатково побудуємо 

розв’язки задачі Коші для початкових значень кутів 
0 0.6 = −  і 1 0.5 = − . 

Можна спостерігати, що вони розміщувалися нижче і вище отриманого 

розв’язку задачі Коші. 
 

 
Рис. 5.5 

 

(б) Запропонуємо один із способів розв’язання даної задачі. Оскільки 

значення функції в точці b  є відомим, то пристрілку будемо проводити в 

точку b . 



У даному випадку будемо шукати, на якому відрізку зміни кута має 

місце чергування знаку значення різниці ( , ) Ay a A −  в точці a . Проведемо 

табуляцію значень кута і ( , ) Ay a A − : 
 

>  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Отже, зміна знаку значення ( , ) Ay a A −  має місце при переході від 

0 1.1 =  до 
1 1.2 = . 

Метод половинного ділення матиме вигляд: 
 

>  



>  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Щоб реалізувати перехід до задачі Коші, потрібно додатково (!) ще 

знайти значення   чисельного розв’язку в точці a , після чого й отримати 

шукану задачу Коші: 
 

( , , )y f x y y = , ( ) , ( ) Ay a y a A = = . 
 

Реалізація в системі Maple може бути поданою у вигляді: 
 

>  

 

 

Графічного зображення потребують розв’язки для задачі Коші і 

чисельний розв’язок, отриманий в Maple. Пропонуємо студентові реалізувати 

це самостійно. На рис. 5.6, окрім зазначених розв’язків (суцільна і пунктирна 

лінія, які майже зливаються), побудуємо ще й розв’язки задач 
 

( , , )y f x y y = , ( ) , ( ) tg( ), 0,1B sy b B y b s= = = . 
 

для значень кутів 
0 1.1 =  і 

1 1.2 = .  



 
Рис. 5.6 

 

(в) Реалізація в системі Maple алгоритму методу пристрілки для задачі 

5.1 (в) незначною мірою відрізняється від задачі 5.1 (а), тому наведемо лише 

відмінності. Базуються вони на тому, що в даному випадку потрібно добитися 

того, щоб розв’язок задачі Коші мав в точці b  похідну із значенням BB . 

1) при табуляції потрібно оператор 

замінити на оператор  

2) значення кутів пристрілки, при яких різниця ( , ) By b B −  змінює знак, 

дорівнюють 
0 0.5 = −  і 

1 0.4 = − ; 

3) в методі половинного ділення потрібно замінити Fs(b)[2] на Fs(b)[3] 

(s=0,1,2), що і буде відповідати значенням саме похідних розв’язків в точці b , 

замість значень в цій точці. 

При зазначених змінах буде отримано зведення крайової задачі до задачі 

Коші 

( , , )y f x y y = , *( ) , ( ) tgAy a A y a = = . 

де 
* 0.4202148438 = − . 

Так само, як і у випадках задачі 5.1 (а) і (б), на рис. 5.7 наведемо на 

одному рисунку відразу чотири графіки для задачі 5.1 (в): розв’язок отриманої 

задачі Коші (суцільна жирна лінія), чисельний розв’язок даної крайової задачі 

(пунктирна жирна лінія), розв’язки задачі Коші 
 

( , , )y f x y y = , ( ) , ( ) tg , 0,1A sy a A y a s= = = , 
 

де 
0 0.5 = −  і 1 0.4 = − .  

 
Рис. 5.7 



Питання для самоконтролю з теми 5: 

1. Неітераційний метод суперпозиції (або метод часткових розв’язків, або 

метод додаткових функцій) зведення крайових задач для звичайних 

диференціальних рівнянь другого порядку до задач Коші. 

2. Метод суперпозиція для диференціальних рівнянь третього порядку. 

3. Метод суперпозиції триточкової задачі для диференціального рівняння 

третього порядку. 

4. Ітераційний метод стрільби зведення крайових задач для звичайних 

диференціальних рівнянь другого порядку до задач Коші: основні ідеї та 

алгоритм розв’язання. Реалізація алгоритму в Maple. 
 


