
Л.2.  Конструктивні підходи до побудови  С.Ф.Л. 

 

 

Метод диференційних наслідків;  

метод Н.Н. Красовського; 

градієнтний метод 

 

 
 

 



 

 
 

 



 
 

 

 
 

 



 
 

 

 
 

 
 

 



 



 



Одним из практических приемов построения квадратичной функции 

Ляпунова может служить построение знакопостоянной линейной 

комбинации дифференциалов квадратичных функций фазовых переменных 

системы. Дифференциалы квадратичных функций фазовых переменных 

определяются из дифференциальных уравнений возмущенного движения при 

умножении последних на подходящие фазовые переменные. Если это удается 

(производная вспомогательной функции – знакопостоянна), то условие ее 

положительной определенности является одновременно и условием 

асимптотической устойчивости нулевого решения, нарушение этого условия 

(положительной определенности) влечет неустойчивость нулевого решения.  

А. Определим условия асимптотической устойчивости нулевого 

решения линейного дифференциального уравнения второго порядка (любая 

система двух линейных дифференциальных уравнений может быть сведена к 

такому уравнению): 
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(1.10) 

 

чисто мнимые собственные значения: i ; -i ; 

 

вид общего решения 
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Из уравнения (1.1.11),  как дифференциальное следствие, получим 

дифференциал квадратичной формы:  
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(1.11) 

 

Полученная квадратичная форма является функцией Ляпунова 

(положительно определенной) 
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 ее производная  в силу уравнения  (1.10) равна нулю. 
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В данном случае функция Ляпунова имет механический смысл полной 

механической энергии системы (линейного осциллятора без диссипации). В 

консервативных системах полная механическая энергия сохраняется. На 

рисунке 1.1.10 представлен фазовый портрет системы – положению 

равновесия в начале координат соответствует центр (характеристическое 

уравнение имеет чисто мнимые корни). 

 

 
Рис.1.1 Поведение фазовых траекторий в окрестности центра. 

   

Особую точку типа центр (рис.1.1.) окружают замкнутые фазовые 

траектории; центр   является структурно неустойчивой особой точкой – 

малые структурные изменения в системе могу привести к существенной 

перестройке фазового портрета.  

Введем, например,  в систему малую диссипацию  

                                                                         

                        ;                                    

(1.12) 

 

вид общего решения 
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              . 

комплексно-сопряженные собственные значения имеют ненулевую 

действительную часть :   + i    ;    -i  .  

 

 














2

t2
( )x t 2  











t
( )x t 2 ( )x t 0

( )x t ( )_C1 ( )cos  2 2 t _C2 ( )sin  2 2 t e
( )t 

  2 2   2 2



Фазовый портрет системы представлен на рис.1.2: фазовые траектории 

являются скручивающимися к началу координат спиралями. 

 

 

 
Рис.1.2 Поведение фазовых траекторий в окрестности устойчивого 

фокуса. 

 

Из уравнения (1.12) получим дифференциал квадратичной формы:  
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Функция Ляпунова в этом случае представляет собой приведенную 

полную механическую энергию осциллятора 
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ее производная в силу уравнения (1.1.12) неположительна 
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Из теоремы Барбашина-Красовского следует, что положение равновесия   асимптотически 

устойчиво (областью асимптотической устойчивости является вся фазовая плоскость). 


