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Çìiñò

Âñòóï

Ïîñiáíèê ïðèçíà÷åíî äëÿ ïðîâåäåííÿ ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü ç
êóðñó �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ� ïðîòÿãîì 32 àêàäåìi÷íèõ ãî-
äèí. Ó íèõ ïîäàíî ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ, ÿêi ðåêîìåíäîâàíî ðîçâ'ÿ-
çóâàòè ñòóäåíòàì ïðîòÿãîì ñåìåñòðó. Êóðñ ñêëàäà¹òüñÿ ç 17 çà-
íÿòü, ñåðåä ÿêèõ � òðè êîíòðîëüíi ðîáîòè. Ìàòåðiàë çàíÿòòÿ 8
ñòóäåíòàì ïðîïîíó¹ìî îïðàöþâàòè ñàìîñòiéíî. Íà ïåðøó êîí-
òðîëüíó ðîáîòó âèíîñèìî ìàòåðiàë çàíÿòü 1-4, íà äðóãó � çàíÿòü
6, 7, 9-11, íà òðåòþ � çàíÿòü 13-16. Ïðèêëàäè ç òåìè 8 ïðîïîíó-
¹ìî íå âêëþ÷àòè â çàâäàííÿ íà êîíòðîëüíèõ ðîáîòàõ, à âèíåñòè
íà åêçàìåí.

Êîæíå çàíÿòòÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç òåîðåòè÷íî¨ òà ïðàêòè÷íî¨ ÷àñ-
òèí. Â òåîðåòè÷íié ÷àñòèíi ñòèñëî ïîäàíî ìàòåðiàë, ÿêèé ñòóäåí-
òè ïîâèííi îïðàöþâàòè âäîìà. Ïðàêòè÷íà ÷àñòèíà ïîäiëåíà íà
äâi ìàéæå îäíàêîâi çà ñêëàäíiñòþ òà çìiñòîì ãðóïè ïðèêëàäiâ,
îäíó ç ÿêèõ ïðîïîíó¹ìî ðîçãëÿíóòè çi ñòóäåíòàìè â àóäèòîði¨, à
äðóãà ãðóïà � äîìàøí¹ çàâäàííÿ.

Äëÿ íàïèñàííÿ ïîñiáíèêà âèêîðèñòàíî ïðàöi [1]-[4]. Ïðèêëà-
äè ìàþòü ïîòðiéíó íóìåðàöiþ. Ïåðøi äâà íîìåðè îçíà÷àþòü ïiä-
ðîçäië êíèãè [1] ç ÿêî¨ âçÿòî ïðèêëàä, îñòàííié � ïîðÿäêîâèé íî-
ìåð öüîãî ïðèêëàäó â ïiäðîçäiëi. Ïðèêëàäè, ùî ïîçíà÷àþòüñÿ *,
àâòîðè ñêîìïîíóâàëè îêðåìî âiä [1].

Ïîñiáíèê ðîçðàõîâàíî íà ñòóäåíòiâ òà íàóêîâöiâ, ÿêi õî÷óòü
îçíàéîìèòèñü ç êëàñè÷íèìè ðîçäiëàìè ñó÷àñíî¨ òåîði¨ çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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Ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

�1. Ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëþâàíèìè çìiííèìè
òà çâiäíi äî íèõ

1. Çâè÷àéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó,
ðîçâ'ÿçàíèì ñòîñîâíî ïîõiäíî¨, íàçèâàòèìåìî ðiâíÿííÿ â íîð-
ìàëüíié ôîðìi

y′ = f(x, y), (1.1)

àáî ðiâíÿííÿ â ñèìåòðè÷íié ôîðìi

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0. (1.2)

Çðîçóìiëî, ùî (1.1) ìîæíà òàê çàïèñàòè ó âèãëÿäi (1.2):

f(x, y) dx− dy = 0. (1.1′)

Òóò i äàëi ââàæàòèìåìî, ùî f,M,N � íåïåðåðâíi íà äåÿêié âiäê-
ðèòié çâ'ÿçíié ìíîæèíi D ⊂ R2 ôóíêöi¨.

Ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.1) àáî (1.2) íàçè-
âàòèìåìî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó ôóíêöiþ, ÿêà ïðè ïiäñòà-
íîâöi â ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðþ¹ éîãî â òîòîæíiñòü.

Iíòåãðàëîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.1) àáî (1.2) íàçè-
âàòèìåìî òàêó ôóíêöiþ U = U(x, y) , ùî ðiâíiñòü

U(x, y) = C, (1.3)

íåÿâíî çàäà¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.1) àáî (1.2) âiäïîâiäíî. Òóò
C � äåÿêà ñòàëà ç îáëàñòi çíà÷åíü U .

Çàäà÷à Êîøi äëÿ (1.1) àáî (1.2) ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi òàêîãî
ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

y(x0) = y0, (1.4)

äå (x0, y0) � äåÿêà òî÷êà ç D .
2. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó íàçèâàòèìå-

ìî ðiâíÿííÿì ç âiäîêðåìëþâàíèìè çìiííèìè, ÿêùî éîãî ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi

y′ = h(x) g(y) (1.5)
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Çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

àáî
M1(x)M2(y) dx+N1(x)N2(y) dy = 0. (1.6)

Äëÿ òîãî ùîá ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (1.5), éîãî òðåáà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi (1.6), òîáòî (1.1'). Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ (1.6) ðîçäiëèìî öå
ðiâíÿííÿ íà M2(y)N1(x) i çiíòåãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü∫

M1(x)

N1(x)
dx+

∫
N2(y)

M2(y)
dy = 0. (1.7)

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (1.6) áóäóòü òàêîæ ôóíêöi¨
x = k1 i y = k2 , äå N1(k1) = 0 i M2(k2) = 0 (çâiñíî, ÿêùî òàêi
÷èñëà k1 , k2 iñíóþòü).

3. Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

y′ = f(ax+ by + c), (1.8)

äå a, b, c � ÷èñëà, çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëþâàíèìè
çìiííèìè çàìiíîþ çìiííèõ y(x) z(x) , äå

z = ax+ by + c. (1.9)

4. Äèôåðåöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó (1.1) íàçèâà¹-
òüñÿ îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì, ÿêùî éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

y′ = f
(y
x

)
. (1.10)

Çàìiíà y(x) z(x) , äå y = zx , òîáòî
y

x
= z, (1.11)

çâîäèòü öå ðiâíÿííÿ äî ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëþâàíèìè çìiííèìè.
Ôóíêöiÿ F = F (x, y) íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ ôóíêöi¹þ âè-

ìiðó k , ÿêùî F (λx, λy) = λkF (x, y) äëÿ âñiõ λ > 0 .
Ðiâíÿííÿ (1.1) ¹ îäíîðiäíèì, ÿêùî f = f(x, y) � îäíîðiäíà

ôóíêöiÿ íóëüîâîãî âèìiðó. Ðiâíÿííÿ (1.2) ¹ îäíîðiäíèì, ÿêùî
M = M(x, y) i N = N(x, y) � îäíîðiäíi ôóíêöi¨ òîãî ñàìîãî
âèìiðó.
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Ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

Àóäèòîðíi âïðàâè

Ïåðåâiðèòè, ÷è çàäàíi ôóíêöi¨ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ:

1.1*. y = eCx , y = e
xy′
y .

1.2*. x = ay2 + by , x′′′x′ = 3x′′2 .
Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (÷è çàäà÷ó Êîøi):
1.2.9. 1.3*. (x2 − 1)y′ + 2xy2 = 0 , y(0) = 1 . 1.2.11.

1.4*. xy′ − y = x tg
(y
x

)
. 1.3.1. 1.3.13.

1.5*. (3y − 2x) dx+ (y − 2x) dy = 0 .

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Ïåðåâiðèòè, ÷è çàäàíi ôóíêöi¨ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ:
1.6*. y = sin(x+ C) , y2 + y′2 = 1 .
1.7*. y = ax2 + bx , x(x− 2)y′′ − (x2 − 2)y′ + 2(x− 1)y = 0 .
Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (÷è çàäà÷ó Êîøi):
1.2.12. 1.2.13. 1.8*. xy′ + y = y2 , y(1) = 0, 5 .
1.3.2. 1.3.14. 1.3.15. 1.3.16.

�2. Ðiâíÿííÿ, çâiäíi äî îäíîðiäíèõ

1. Äî îäíîðiäíèõ çâîäÿòüñÿ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

y′ = f
(a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
(2.1)

çà òàêî¨ óìîâè:
a1
a2
6= b1
b2
. (2.2)

Öå äîñÿãà¹òüñÿ ëiíiéíîþ çàìiíîþ çìiííèõ (x, y) (ξ, η) , äå{
x = ξ + x0,
y = η + y0,

(2.3)

x0, y0 � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü{
a1x0 + b1y0 + c1 = 0,
a2x0 + b2y0 + c2 = 0.

(2.4)

- 7 -



Çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Ó âèïàäêó
a1
a2

=
b1
b2

(2.5)

ðiâíÿííÿ (2.1) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëþâàíèìè çìií-
íèìè çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ y(x) z(x) , äå

z = a1x+ b1y. (2.6)

Ó âèïàäêó c1 = c2 = 0 ðiâíÿííÿ (2.1) âæå ¹ îäíîðiäíèì.
2. Çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

y′ = f(x, y) (2.7)

àáî
M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (2.8)

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì, ÿêùî iñíó¹ òàêå
α ∈ R \ {0, 1} , ùî çàìiíà çìiííèõ y(x) z(x) , äå

y = zα, (2.9)

çâîäèòü íàøå ðiâíÿííÿ äî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ. Ïàðàìåòð α
ìîæíà çíàéòè ç óìîâè, ùîá ïðè ôîðìàëüíié çàìiíi x  λx ,
y  λαy , y′  λα−1y′ (àáî dx  λdx , dy  λαdy ) âèãëÿä
ðiâíÿííÿ íå çìiíþâàâñÿ (òîáòî ïàðàìåòð λ ñêîðîòèòüñÿ).

Àóäèòîðíi âïðàâè

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:
1.3.28. 2.1*. 2(y3 − 2x

√
y3) dx+ 3x2

√
y dy = 0 .

2.2*. y′ = y2 − 2

x2
. 2.3*. y3 dx+ 2(x2 − xy2) dy = 0 .

2.4*. 4xy2 dx+ (3x2y − 1) dy = 0 .

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:
1.3.21. 1.3.22. 1.3.23. 1.3.24. 1.3.25. 1.3.26.
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Ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

�3. Ëiíiéíi ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó.
Ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi

1. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

y′ = a(x)y + b(x), (3.1)

äå a 6≡ 0 , b � íåïåðåðâíi íà (x1, x2) ⊂ R ôóíêöi¨, íàçèâàòèìå-
ìî ëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ïðè
b 6≡ 0 (3.1) íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì íåîäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì. ßêùî
b ≡ 0 , òî ðiâíÿííÿ (3.1) íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì äèôå-
ðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Äëÿ òîãî ùîá ðîçâ'ÿçàòè íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (3.1), ìîæíà
âèêîðèñòàòè ìåòîä âàðiàöi¨ ñòàëî¨ :

1) ðîçâ'ÿçàòè âiäïîâiäíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ, òîáòî ðiâíÿííÿ

y′ = a(x)y (3.2)

(âîíî ¹ ðiâíÿííÿì ç âiäîêðåìëþâàíèìè çìiííèìè i éîãî çàãàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

y(x) = Ce
∫ x
x0
a(t) dt

, (3.3)

äå x0 ∈ (x1, x2) � ôiêñîâàíà òî÷êà);
2) çàïèñàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.1) ó âèãëÿäi

y = ϕ(x)e
∫ x
x0
a(t) dt

, (3.4)

äå ϕ � íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ;
3) çíàéòè ôóíêöiþ ϕ , ïiäñòàâèâøè äëÿ öüîãî (3.4) â (3.1).
2. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

y′ = a(x)y + b(x)yα, (3.5)

äå a i b � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà (x1, x2) ⊂ R , α ∈ R ,

α 6= 0, α 6= 1, (3.6)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Áåðíóëëi.
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Çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Äëÿ òîãî ùîá ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi, òðåáà îáèäâi
éîãî ÷àñòèíè ïîäiëèòè íà yα i çðîáèòè çàìiíó y(x) z(x) , äå

z = y1−α. (3.7)

Îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ, ÿêå ¹ ëiíiéíèì ñòîñîâíî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨
z . Ïðè α > 0 ðîçâ'ÿçêîì (3.5) áóäå òàêîæ ôóíêöiÿ y = 0 .

Àóäèòîðíi âïðàâè

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:
1.5.4. 1.5.5. 1.5.6. 1.5.7. 1.5.16. 1.5.17.

1.5.18.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:
1.5.2. 1.5.9. 1.5.12. 1.5.13. 1.5.19. 1.5.27.

1.5.29.

�4. Ðiâíÿííÿ â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ.
Iíòåãðóâàëüíèé ìíîæíèê

1. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (4.1)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ, ÿêùî éîãî ëiâà
÷àñòèíà ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì äåÿêî¨ ôóíêöi¨ U = U(x, y) .
Ùîá ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (4.1), òðåáà çíàéòè öþ ôóíêöiþ U .
Òîäi çàãàëüíèé iíòåãðàë ðiâíÿííÿ (4.1) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

U(x, y) = C, (4.2)

äå C � äîâiëüíà ñòàëà ç ìíîæèíè çíà÷åíü U .
ßêùî ôóíêöi¨ M , N , ∂M

∂y , ∂N
∂x � íåïåðåðâíi â äåÿêié îäíî-

çâ'ÿçíié îáëàñòi D , òî òîòîæíiñòü â D

∂M

∂y
− ∂N

∂x
≡ 0 (4.3)
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Ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ òîãî, ùîá ðiâíÿííÿ (4.1) áóëî
â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ. Òîäi U øóêà¹ìî ç ñèñòåìè ðiâíÿíü{

∂U
∂x = M(x, y),

∂U
∂y = N(x, y).

(4.4)

2. Iíîäi ðiâíÿííÿ (4.1), ÿêå íå ¹ ðiâíÿííÿì â ïîâíèõ äè-
ôåðåíöiàëàõ, ìîæíà çâåñòè äî ðiâíÿííÿ òàêîãî òèïó. Iíòåãðó-
âàëüíèì ìíîæíèêîì äëÿ ðiâíÿííÿ (4.1) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ
µ = µ(x, y) , µ 6≡ 0 , ïiñëÿ äîìíîæåííÿ íà ÿêó ðiâíÿííÿ (4.1) ïå-
ðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíÿííÿ â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ. Ùîá çíàéòè
iíòåãðóâàëüíèé ìíîæíèê, òðåáà ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

∂(µM)

∂y
− ∂(µN)

∂x
= 0. (4.5)

Öå çðîáèòè ìîæíà íå çàâæäè. Â íàéïðîñòiøèõ âèïàäêàõ ìîæíà
ââàæàòè, ùî µ = µ(x) àáî µ = µ(y) . Íå äëÿ êîæíîãî ðiâíÿííÿ
iñíó¹ iíòåãðóâàëüíèé ìíîæíèê. Íàâiòü êîëè âií iñíó¹, òî çíàéòè
éîãî áóâà¹ âàæêî.

Àóäèòîðíi âïðàâè

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (àáî çàäà÷ó Êîøi):

1.4.11. 1.4.5. 4.1*. 3x2(1 + ln y) dx =
(

2y − x3

y

)
dy .

4.2*. dx+ (x+ e−yy2) dy = 0 .

4.3*.
(y3
x3
− 1

x2

)
dy =

y

x3
dx . 1.4.17. 1.4.20.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:
1.4.1. 1.4.12. 1.4.13. 1.4.22. 1.4.27. 1.4.28.

�5. Êîíòðîëüíà ðîáîòà 1

Íà ïåðøó êîíòðîëüíó ðîáîòó âèíîñèìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâ-
íÿííÿ òèõ òèïiâ, ÿêi âèâ÷àëè íà çàíÿòòÿõ 1-4.
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Çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

�6. Íåÿâíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

Çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

F (x, y, y′) = 0 (6.1)

íàçèâàòèìåìî ðiâíÿííÿì, íå ðîçâ'ÿçàíèì ñòîñîâíî ïîõiäíî¨, àáî
íåÿâíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó.

1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.1) ìîæíà ó òàêèõ âèïàäêàõ:
1) àëãåáðè÷íî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (6.1) ñòîñîâíî y′ . Îòðè-

ìà¹ìî ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü âèãëÿäó y′ = f1(x, y),
...
y′ = fk(x, y),

(6.2)

äå k ≥ 1 . Êîæíå ç öèõ ðiâíÿíü ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè;
2) àëãåáðè÷íî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (6.1) ñòîñîâíî x àáî y ,

òîáòî çàïèñàòè éîãî ó âèãëÿäi

y = g(x, y′) (àáî x = h(y, y′)). (6.3)

Ó öüîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèêîíó¹ìî ìåòîäîì ââåäåííÿ
ïàðàìåòðà. Âií ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.1) øó-
êà¹òüñÿ ó ïàðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi, äå ïàðàìåòðîì ¹ ïîõiäíà y′ .
Îòæå, ââîäèìî ïàðàìåòð

p =
dy

dx
= y′. (6.4)

Òîäi ìàòèìåìî

y = g(x, p) (àáî x = h(y, p)). (6.5)

ßêùî òåïåð âçÿòè ïîâíèé äèôåðåíöiàë âiä îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñ-
òi (6.5) i çàìiíèòè ïðàâi ÷àñòèíè îòðèìàíèõ ðiâíîñòåé çãiäíî ç
ôîðìóëîþ

dy = p dx
(
àáî dx =

dy

p

)
, (6.4′)
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Ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

òî îäåðæèìî ðiâíÿííÿ, ÿêå ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ñòîñîâíî ïîõiäíî¨
dx

dp

(
àáî

dy

dp

)
. Ðîçâ'ÿæåìî éîãî i çàïèøåìî iíòåãðàë öüîãî ðiâ-

íÿííÿ ó âèãëÿäi Φ(x, p, C) = 0, (àáî Ψ(y, p, C) = 0). Òîäi
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.1) ìàòèìå âèãëÿä{

y = g(x, p),
Φ(x, p, C) = 0,

(
àáî

{
x = h(y, p),
Ψ(y, p, C) = 0,

)
. (6.6)

2. Ðîçâ'ÿçîê y = y(x) ðiâíÿííÿ (6.1) íàçèâà¹òüñÿ îñîáëè-
âèì ðîçâ'ÿçêîì, ÿêùî ÷åðåç êîæíó òî÷êó éîãî ãðàôiêà ïðîõî-
äèòü ãðàôiê ùå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó (6.1), ÿêèé ìà¹ â öié òî÷öi òó
ñàìó äîòè÷íó, ùî i ðîçâ'ÿçîê y = y(x) , àëå íå çáiãà¹òüñÿ ç íèì
ó ÿê çàâãîäíî ìàëîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè.

ßêùî ôóíêöi¨ F, ∂F
∂y ,

∂F
∂y′ � íåïåðåðâíi, òî äîâiëüíèé

îñîáëèâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.1) çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ñïiââiä-
íîøåíü 

F (x, y, y′) = 0,

∂F (x, y, y′)

∂y′
= 0.

(6.7)

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêèé îòðèìó¹ìî ôîðìàëüíèì âèëó÷åí-
íÿì y′ ç öèõ äâîõ ðiâíÿíü, íàçèâàòèìåìî äèñêðèìiíàíòíîþ êðè-
âîþ. Êðiì òîãî, îñîáëèâi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè òàêîæ ñåðåä
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè 

F (x, y, y′) = 0,

1

∂F (x, y, y′)

∂y

= 0, (6.8)

ÿêi òàêîæ îäåðæó¹ìî ôîðìàëüíèì âèëó÷åííÿì ôóíêöi¨ y′ ç öèõ
ðiâíÿíü.

ßêùî äèñêðèìiíàíòíà êðèâà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (6.1), òî
òðåáà ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ âîíà îñîáëèâèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (6.1).
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Çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Ðîáèìî öå òàê. Íåõàé y = y1(x) � äèñêðèìiíàíòíà êðèâà, à
y=y2(x,C) � îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ðîçâ'ÿçêiâ (6.1) (ÿâíà ôîð-
ìà çàïèñó ðîçâ'ÿçêó (6.6)). ßêùî ç îäíîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

y1(x) = y2(x,C),

y′1(x) =
∂y2(x,C)

∂x
,

(6.9)

ìîæíà âèêëþ÷èòè çìiííó x ÷è C , ïiäñòàâèòè â äðóãå ðiâíÿííÿ
i îòðèìàòè òîòîæíiñòü, òî y1 � îñîáëèâèé ðîçâ'ÿçîê (6.1).

3. Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

y = xϕ(y′) + ψ(y′) (6.10)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ëàãðàíæà. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ââåäåí-
íÿ ïàðàìåòðà öå ðiâíÿííÿ çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ñòî-
ñîâíî ôóíêöi¨ x = x(p) . Êðiì òîãî, ðiâíÿííÿ (6.10) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè
âèãëÿäó

y = ϕ(q)x+ ψ(q), (6.11)

äå q � êîðiíü ðiâíÿííÿ ϕ(q) = q .
4. Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

y = x y′ + ψ(y′) (6.12)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Êëåðî. Ìåòîä ââåäåííÿ ïàðàìåòðà çâî-
äèòü éîãî äî ðiâíîñòi

(x+ ψ′(p)) dp = 0. (6.13)

ßêùî dp = 0 , òî p = C i

y = Cx+ ψ(C) (6.14)

� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.12). ßêùî x + ψ′(p) = 0 i p = α(x) �
ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ, òî îòðèìó¹ìî ùå îäèí ðîçâ'ÿçîê (6.12)

y = xα(x) + ψ(α(x)). (6.15)

Öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ îñîáëèâèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (6.12).
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Ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó

Àóäèòîðíi âïðàâè

Ðîçâ'ÿçàâøè ñòîñîâíî y′ , çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ, à òà-
êîæ çíàéòè äèñêðèìiíàíòíi êðèâi:

2.3.2.

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ìåòîäîì ââåäåííÿ ïàðàìåòðà i çíàéòè
äèñêðèìiíàíòíi êðèâi:

6.1*. xy′ − y = y′ ln(yy′) . 6.2*. y = xy′ − (y′ + 2)3 .
2.3.9. 2.3.10. 2.3.11. 2.3.12.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Ðîçâ'ÿçàâøè ñòîñîâíî y′ , çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ, à òà-
êîæ çíàéòè äèñêðèìiíàíòíi êðèâi:

6.3*. x y′2 − 2y y′ + x = 0 .
Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ìåòîäîì ââåäåííÿ ïàðàìåòðà i çíàéòè

äèñêðèìiíàíòíi êðèâi:
2.3.13. 2.3.14. 2.3.15. 2.3.16. 2.3.17. 2.3.22.

�7. Ðiâíÿííÿ, ÿêi äàþòü çìîãó çíèçèòè
¨õíié ïîðÿäîê (I)

Ðîçãëÿíåìî çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ n -ãî ïîðÿäêó

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, n ≥ 2, (7.1)

äå F � äåÿêà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ öüî-
ãî ðiâíÿííÿ çäåáiëüøîãî òðåáà ïîíèçèòè éîãî ïîðÿäîê, òîáòî
çâåñòè éîãî äî ðiâíÿííÿ ìåíøîãî çà n ïîðÿäêó. Ðîáèòè òàê òðåáà
äîêè íå îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ìåòîäè iíòåãðó-
âàííÿ ÿêîãî ìè âæå ðîçãëÿíóëè.

Ïîðÿäîê ðiâíÿííÿ (7.1) ìîæíà ïîíèçèòè íà îäèíèöþ ó òàêèõ
âèïàäêàõ:

1) ÿêùî ðiâíÿííÿ (7.1) íå ìiñòèòü øóêàíî¨ ôóíêöi¨, òîáòî
âîíî ìà¹ âèãëÿä

F (x, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0, (7.2)
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Çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

òî éîãî ïîðÿäîê ïîíèæó¹òüñÿ ïðè çàìiíi y(x) z(x) , äå

y′ = z(x); (7.3)

2) ÿêùî ðiâíÿííÿ (7.1) íå ìiñòèòü íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ x , òîá-
òî ìà¹ âèãëÿä

F (y, y′, . . . , y(n)) = 0, (7.4)

òî éîãî ïîðÿäîê ïîíèæó¹òüñÿ ïðè çàìiíi y(x) z(y) , äå

y′ = z(y). (7.5)

Ïðè öié çàìiíi iíîäi ìîæíà âòðàòèòè ðîçâ'ÿçêè y = const ;
3) ÿêùî ðiâíÿííÿ (7.1) îäíîðiäíå ñòîñîâíî y i éîãî ïîõiäíèõ,

òîáòî íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè îäíî÷àñíié çàìiíi

y  λy, y′  λy′, . . . , y(n)  λy(n), (7.6)

òî éîãî ïîðÿäîê ïîíèæó¹òüñÿ ïðè çàìiíi y(x) z(x) , äå

y′

y
= z(x). (7.7)

Àóäèòîðíi âïðàâè

Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó:
3.2.6. 7.1*. y′′ = 6y2y′ , y(0) = 1 , y′(0) = 2 .
7.2*. xyy′′ − xy′2 = yy′ . 3.2.13.

7.3*. x4y′′′ + 2x3y′′ − 1 = 0 .

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó:
3.2.4. 3.2.9. 3.2.14. 3.2.17. 3.2.29.

�8. Ðiâíÿííÿ, ÿêi äàþòü çìîãó çíèçèòè
¨õíié ïîðÿäîê (II)

1. Óçàãàëüíåíî îäíîðiäíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì âè-
ùîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (8.1)
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Ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó

ÿêùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî α , ùî äëÿ âñiõ äîäàòíèõ λ

F (λx, λαy, λα−1y′, . . . , λα−ny(n)) = λmF (x, y, y′, . . . , y(n)). (8.2)

Ó öüîìó âèïàäêó çàìiíà çìiííèõ y(x) z(t) , äå{
x = et,
y = z(t)eαt,

äëÿ x > 0
(
àáî

{
x = −et,
y = z(t)eαt,

äëÿ x < 0
)
, (8.3)

çâåäå íàøå ðiâíÿííÿ äî ðiâíÿííÿ, ÿêå íå ìiñòèòü íåçàëåæíî¨
çìiííî¨ t . Éîãî ïîðÿäîê ïîíèæó¹ìî çàìiíîþ z(t) u(z) , äå

z′ = u(z). (8.4)

Ïðè âèêîíàííi çàìiíè (8.3) çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ òàêîþ ôîð-
ìóëîþ äëÿ ïåðåðàõóíêó ïîõiäíèõ

d

dx
= e−t

d

dt

(
àáî

d

dx
= −e−t d

dt

)
(8.5)

1. Ëiíiéíèì îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì âèùîãî ïîðÿäêó íàçè-
âà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + . . .+ a1(x)y′ + a0(x)y = 0. (8.6)

Éîãî ïîðÿäîê ìîæíà ïîíèçèòè íà îäèíèöþ, çðîáèâøè çàìiíó
çìiííèõ y(x) u(x) , äå

y(x) = y1(x)

∫
u(x)dx, (8.7)

y1 � ÿêèé-íåáóäü íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.6). Éîãî iíîäi
ìîæíà çíàéòè ó âèãëÿäi

y1(x) = eax, àáî y1(x) = xm + bm−1x
m−1 + . . .+ b1x+ b0, (8.8)

äå ñòàëi a,m, bm−1, . . . , b1, b0 øóêà¹ìî, ïiäñòàâëÿþ÷è (8.8) â (8.6).
Çàóâàæèìî, ùî çàìiíà (8.6) çâîäèòü ðiâíÿííÿ (8.4) äî ëiíié-

íîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó n− 1 .

Àóäèòîðíi âïðàâè

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ 3.2.21.
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Çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Çíèçèâøè ïîðÿäîê ðiâíÿíü, çâåñòè ¨õ äî ðiâíÿíü ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó (ðîçâ'ÿçóâàòè îòðèìàíi ðiâíÿííÿ íå òðåáà):

3.2.33. 3.2.34.

Ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíi ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó:
3.3.17. 3.3.16. 3.3.18. 3.3.19.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:
3.2.22.

Çíèçèâøè ïîðÿäîê ðiâíÿíü, çâåñòè ¨õ äî ðiâíÿíü ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó (ðîçâ'ÿçóâàòè îòðèìàíi ðiâíÿííÿ íå òðåáà):

3.2.35. 3.2.36.

Ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíi ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó:
3.3.11. 3.3.20. 3.3.21. 3.3.22.

�9. Ëiíiéíi îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ Åéëåðà

1. Ëiíiéíèì îäíîðiäíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì n -ãî
ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

any
(n) + an−1y

(n−1) + . . .+ a2y
′′ + a1y

′ + a0y = 0, (9.1)

ÿêùî an, an−1, . . . , a1, a0 ∈ R , an 6= 0 . Äëÿ îòðèìàííÿ çàãàëüíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (9.1) çíàõîäèìî âñi ðîçâ'ÿçêè

λ1, . . . , λ`, α1 ± iβ1, . . . , αs ± iβs (9.2)

òàê çâàíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äëÿ (9.1)

anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a2λ
2 + a1λ+ a0 = 0. (9.3)

Êîæíîìó ÷èñëó ç (9.2) ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ïåâíó êiëüêiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (9.1) çà òàêèì ïðàâèëîì:
1) ÿêùî λj ∈ R � êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ êðàòíîñòi
kj = 1 , òî éîìó âiäïîâiäà¹ îäèí ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (9.1)

yj(x) = eλjx; (9.4)
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Ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó

2) ÿêùî λj ∈ R � êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ êðàòíîñòi
kj ≥ 2 , òî éîìó âiäïîâiäàþòü kj ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (9.1)

y1j (x) = eλjx, y2j (x) = xeλjx, . . . , y
kj
j (x) = xkj−1eλjx; (9.5)

3) ÿêùî αj± iβj ∈ C � äâà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi êîðåíi õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (9.3) êðàòíîñòi kj = 1 , òî ¨ì âiäïîâiäàþòü
äâà ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (9.1)

y1j (x) = eαjx cos(βjx), y2j (x) = eαjx sin(βjx); (9.6)

4) ÿêùî αj± iβj ∈ C � äâà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi êîðåíi õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (9.3) êðàòíîñòi kj ≥ 2 , òî ¨ì âiäïîâiäàþòü
2kj ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (9.1)

y1j (x) = eαjx cos(βjx), y2j (x) = eαjx sin(βjx),
...

y
2kj−1
j (x)=xkj−1eαjx cos(βjx), y

2kj
j (x)=xkj−1eαjx sin(βjx). (9.7)

Çiáðàâøè âñi çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè y1 , y2 , . . . , yn ðiâíÿííÿ
(9.1) (¨õ ìà¹ áóòè òî÷íî n ), çàïèñó¹ìî çàãàëüíèé äiéñíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ðiâíÿííÿ (9.1)

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x), (9.8)

äå C1, C2, . . . , Cn ∈ R � äîâiëüíi ñòàëi.
2. Îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì Åéëåðà n -ãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ

òàêå ëiíiéíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè:

anx
ny(n) + an−1x

n−1y(n−1) + . . .+ a1xy
′ + a0y = 0, (9.9)

äå an, an−1, . . . , a1, a0 ∈ R , an 6= 0 . Ïðè x > 0 çàìiíîþ çìiííèõ
y(x)  u(t) , äå x = et , ðiâíÿííÿ (9.9) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ
(9.1), ÿêå ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäàìè ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó.

Äðóãèì ìåòîäîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (9.9) ¹ òàêèé ìåòîä.
Äëÿ îòðèìàííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (9.9) çíàõîäèìî
âñi ðîçâ'ÿçêè

λ1, . . . , λ`, α1 ± iβ1, . . . , αs ± iβs (9.10)
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Çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

òàê çâàíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äëÿ (9.9), à ñàìå

anλ(λ− 1) · . . . · (λ− (n− 1)) + an−1λ(λ− 1) · . . . · (λ− (n− 2)) +

+ . . .+ a2λ(λ− 1) + a1λ+ a0 = 0. (9.11)

Êîæíîìó ÷èñëó ç (9.10) ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ïåâíó êiëüêiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (9.9) çà òàêèì ïðàâèëîì:
1) ÿêùî λj ∈ R � êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ êðàòíîñòi
kj = 1 , òî éîìó âiäïîâiäà¹ îäèí ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (9.9)

yj(x) = xλj ; (9.12)

2) ÿêùî λj ∈ R � êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ êðàòíîñòi
kj ≥ 2 , òî éîìó âiäïîâiäàþòü kj ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (9.9)

y1j (x) = xλj , y2j (x) = xλj lnx, . . . , y
kj
j (x) = xλj (lnx)kj−1; (9.13)

3) ÿêùî αj± iβj ∈ C � äâà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi êîðåíi õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (9.11) êðàòíîñòi kj = 1 , òî ¨ì âiäïîâiäàþòü
äâà ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (9.9)

y1j (x) = xαj cos(βj lnx), y2j (x) = xαj sin(βj lnx); (9.14)

4) ÿêùî αj± iβj ∈ C � äâà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi êîðåíi õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (9.11) êðàòíîñòi kj ≥ 2 , òî ¨ì âiäïîâiäà¹
2kj ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (9.9)

y1j (x) = xαj cos(βj lnx), y2j (x) = xαj sin(βj lnx),...

y
2kj−1
j (x) = (lnx)kj−1xαj cos(βj lnx),

y
2kj
j (x) = (lnx)kj−1xαj sin(βj lnx). (9.15)

Çiáðàâøè âñi çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè z1 , z2 , . . . zn ðiâíÿííÿ (9.9)
(¨õ ìà¹ áóòè òî÷íî n ), çàïèñó¹ìî çàãàëüíèé äiéñíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (9.9) ó âèãëÿäi (9.8).
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Àóäèòîðíi âïðàâè

Ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíi ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè:
9.1*. y′′ + 3y′ = 0 , y(0) = 2 , y′(0) = −1 . 3.4.6. 3.4.7.

9.2*. 9y′′ − 6y′ + y = 0 . 9.3*. y(IV ) + y = 0 .
Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ Åéëåðà:
3.4.11. 3.4.12. 3.4.13. 3.4.14.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíi ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè:
3.4.1. 3.4.4. 3.4.9. 3.4.10.

9.4*. y(IV ) + 16y = 0 .
Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ Åéëåðà:
3.4.15. 3.4.16. 3.4.18. 3.4.20.

�10. Ëiíiéíi íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ âèùîãî
ïîðÿäêó: ìåòîä âàðiàöi¨ ñòàëèõ,

ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ (I)

Ëiíiéíèì íåîäíîðiäíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì n -ãî
ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + . . .+ a1(x)y′ + a0(x)y = f(x), (10.1)

ÿêùî an 6≡ 0 , f 6≡ 0 . Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (10.1) ìà¹ âèãëÿä

y(x) = y0(x) + z(x), (10.2)

äå
y0(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x) (10.3)

� çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî (10.1) ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ n -ãî ïîðÿäêó

an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + . . .+ a1(x)y′ + a0(x)y = 0, (10.4)

z � ÿêèé-íåáóäü ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ (10.1). Ôóíêöiþ z ìîæíà øóêàòè ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòà-
ëèõ àáî ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ.
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1. Ìåòîä âàðiàöi¨ ñòàëèõ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî z øóêà¹ìî ó
âèãëÿäi (10.3), äå çàìiñòü äîâiëüíèõ ñòàëèõ ñòîÿòü äîâiëüíi íåâi-
äîìi ôóíêöi¨, òîáòî ó âèãëÿäi

z(x) = ϕ1(x)y1(x) + ϕ2(x)y2(x) + . . .+ ϕn(x)yn(x). (10.5)

Íåâiäîìi ôóíêöi¨ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn øóêà¹ìî ç ñèñòåìè ðiâíÿíü

ϕ′1(x)y1(x) + . . .+ ϕ′n(x)yn(x) = 0,

ϕ′1(x)y′1(x) + . . .+ ϕ′n(x)y′n(x) = 0,

· · ·
ϕ′1(x)y

(n−2)
1 (x) + . . .+ ϕ′n(x)y

(n−2)
n (x) = 0,

ϕ′1(x)y
(n−1)
1 (x) + . . .+ ϕ′n(x)y

(n−1)
n (x) =

f(x)

an(x)
.

(10.6)

Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = f(x), (10.1′)

äå a2(x) 6= 0 , éîãî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê z øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

z(x) = ϕ1(x)y1(x) + ϕ2(x)y2(x), (10.5′)

äå ϕ1, ϕ2 � ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü
ϕ′1(x)y1(x) + ϕ′2(x)y2(x) = 0,

ϕ′1(x)y1
′(x) + ϕ′2(x)y2

′(x) =
f(x)

a2(x)
.

(10.6′)

2. Ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè
òîäi, êîëè ðiâíÿííÿ (10.1) ¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì çi ñòàëèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè, à ïðàâà ÷àñòèíà f ðiâíÿííÿ (10.1) � êâàçiïîëiíîì.
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1. ßêùî
f(x) = eαxPm(x), (10.7)

äå α � ôiêñîâàíå ÷èñëî, Pm(x) � ïîëiíîì ñòåïåíÿ m , òî ÷àñò-
êîâèé ðîçâ'ÿçîê z ðiâíÿííÿ (10.1) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

z(x) = xkeαxQm(x), (10.8)

äå Qm(x) � ïîëiíîì ñòåïåíÿ m ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi
çíàéäåìî, ïiäñòàâèâøè (10.8) â (10.1), k = 0 ÿêùî α íå ¹ êî-
ðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ (10.1). ßêùî
α � êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ (10.1), òî
k � öå êðàòíiñòü öüîãî êîðåíÿ.

2. ßêùî

f(x) = eαx(P 1
m1

(x) cos(βx) + P 2
m2

(x) sin(βx)), (10.9)

äå α, β ∈ R � ôiêñîâàíi ÷èñëà, P 1
m1

(x) , P 2
m2

(x) � ïîëiíîì ñòå-
ïåíÿ m1 òà m2 âiäïîâiäíî, òî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê z ðiâíÿííÿ
(10.1) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

z(x) = xkeαx(Q1
m(x) cos(βx) +Q2

m(x) sin(βx)), (10.10)

äå m = max{m1,m2} , Q1
m(x) , Q2

m(x) � äâà ðiçíi ïîëiíîìè ñòå-
ïåíÿ m ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi çíàéäåìî, ïiäñòàâèâøè
(10.10) â (10.1), k = 0 ÿêùî α+ iβ íå ¹ êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷-
íîãî ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ (10.1). ßêùî α + iβ � êîðiíü õà-
ðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ (10.1), òî k � öå êðàò-
íiñòü öüîãî êîðåíÿ.

3. Ëiíiéíèì íåîäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì Åéëåðà n -ãî ïîðÿäêó
íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

anx
ny(n) + an−1x

n−1y(n−1) + . . .+ a1xy
′ + a0y = f(x), (10.11)

ÿêùî an 6= 0 , f 6≡ 0 . Òóò an, an−1, . . . , a1, a0 ∈ R . Ïðè x > 0
çàìiíîþ y(x)  u(t) , äå x = et , ðiâíÿííÿ (10.11) çâîäèòüñÿ
äî ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ n -ãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Çàñòîñóâàâøè (ÿêùî öå ìîæëèâî) äî íüîãî ìåòîä
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íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ, çíàéäåìî âèãëÿä éîãî ÷àñòêîâîãî ðî-
çâ'ÿçêó u = z(t) . Çðîáèâøè â öié ôóíêöi¨ çàìiíó t = lnx , îòðè-
ìà¹ìî âèãëÿä ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (10.11).

Àóäèòîðíi âïðàâè

Ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíi íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ, çíàõîäÿ÷è ÷àñòêî-
âèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ:

10.1*. 9y′′ + y = ctg
(x

3

)
. 3.4.22. 3.4.24.

Ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíi íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ, çíàõîäÿ÷è ÷àñòêî-
âèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êî-
åôiöi¹íòiâ:

3.4.45. 10.2*. y′′ + 4y = 3 cosx .
10.3*. x2y′′ + 3xy′ + 2y = 5x3 .

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíi íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ, çíàõîäÿ÷è ÷àñòêî-
âèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ:

3.4.25. 3.4.35. 3.4.36.

Ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíi íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ, çíàõîäÿ÷è ÷àñòêî-
âèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîå-
ôiöi¹íòiâ:

10.4*. y′′ − 9y = 2e3x cosx . 10.5*. x2y′′ − xy′ − 3y = 5x4 .
3.4.39.

�11. Ëiíiéíi íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ âèùîãî
ïîðÿäêó: ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ

êîåôiöi¹íòiâ (II)

ßêùî ïðàâà ÷àñòèíà ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹
âèãëÿä

f = f1 + f2, (11.1)

òî iíîäi çðó÷íiøå çàïèñàòè ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ
ó âèãëÿäi

z = z1 + z2, (11.2)
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äå ôóíêöi¨ z1 òà z2 çíàéòè îêðåìî, ÿê ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíèõ íåî-
äíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè f1 òà f2 âiäïîâiäíî.

Àóäèòîðíi âïðàâè

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ):
3.4.50. 11.1*. y′′′ − 2y′′ = 2− 12x .
3.4.38. 3.4.56.

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ çàïèñàòè
çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (çíà÷åííÿ íå-
âiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ øóêàòè íå òðåáà):

11.2*. y′′ − 9y′ = 3x2 + e3x + x sin 3x .
11.3*. y′′ + 4y = sin 2x− e−2x + 1 .

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ):
3.4.53. 3.4.54. 3.4.57.

11.4*. y′′ + y = 7 cosx .
Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ çàïèñàòè

çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (çíà÷åííÿ íå-
âiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ øóêàòè íå òðåáà):

11.5*. y′′ + y′ = 4x3 + 5e−x + 7 sin 2x .
11.6*. y′′ − 2y′ = 1 + 6e2x + 5x sinx .

�12. Êîíòðîëüíà ðîáîòà 2

Íà äðóãó êîíòðîëüíó ðîáîòó âèíîñèìî ïðèêëàäè ç òåì, ÿêi
âèâ÷àëè íà çàíÿòòÿõ 6, 7 òà 9-11. Ïðèêëàäè ç òåìè 8 ïåðåíîñèìî
íà åêçàìåí.
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�13. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Ñòiéêiñòü

1. Íåõàé −→w � ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè çâè÷àé-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

·−→w (t) = A−→w (t), (13.1)

äå
·−→w = d−→w

dt , A � ÷èñëîâà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ðîçìiðó n × n .
Çãiäíî ìåòîäó Åéëåðà, ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ïî÷èíà¹ìî øóêàòè
ó âèãëÿäi

−→w (t) = −→γ eλt, (13.2)

äå λ � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

det (A− λE) = 0 (13.3)

(E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðó n× n ), âåêòîð −→γ � ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü

(A− λE)−→γ = 0. (13.4)

Îòæå, λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi A , γ � âiäïîâiäíèé éîìó
âëàñíèé âåêòîð.

Ðiâíÿííÿ (13.3) äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi
A íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì äëÿ ñèñòåìè (13.1).
Íàãàäà¹ìî, ùî àëãåáðè÷íîþ êðàòíiñòþ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ ìà-
òðèöi A íàçèâàþòü ÷èñëî k � êðàòíiñòü λ ÿê êîðåíÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ. Ãåîìåòðè÷íîþ êðàòíiñòþ âëàñíîãî çíà-
÷åííÿ λ ìàòðèöi A íàçèâàþòü ÷èñëî m � êiëüêiñòü ëiíiéíî íå-
çàëåæíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ùî âiäïîâiäàþòü λ .

Âåêòîð-ôóíêöiþ −→w � äiéñíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (13.1) øó-
êà¹ìî òàê. Çíàõîäèìî âëàñíi çíà÷åííÿ A òà âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi
âåêòîðè.
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1. ßêùî λj ∈ R � îäíîêðàòíå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi A ,
òî éîìó âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçîê

−→wj = Cj
−→γj eλjt (13.5)

ñèñòåìè (13.1), äå Cj ∈ R � äîâiëüíà ñòàëà, −→γj � âëàñíèé âåêòîð
ìàòðèöi A , ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ λj .

2. ßêùî λj = αj ± iβj ∈ C � êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi âëàñíi
çíà÷åííÿ ìàòðèöi A (îáìåæèìîñÿ ëèøå âèïàäêîì, êîëè ¨õíÿ àë-
ãåáðè÷íà êðàòíiñòü äîðiâíþ¹ îäèíèöi), òî ¨ì âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçîê

−→wj = Cj1 Re(−→γj e(αj+iβj)t) + Cj2 Im(−→γj e(αj+iβj)t) (13.6)

ñèñòåìè (13.1), äå Cj1 , C
j
2 ∈ R � äîâiëüíi ñòàëà, −→γj � çàãàëîì

êîìïëåêñíèé âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi A , ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó
çíà÷åííþ αj + iβj .

3. ßêùî λj ∈ R � âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi A ç àëãåáðè÷íîþ
êðàòíiñòþ k òà ãåîìåòðè÷íîþ êðàòíiñòþ m , òî ó âèïàäêó k = m
éîìó âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçîê

−→wj = Cj1
−→γj,1 eλjt + . . .+ Cjk

−→γj,k eλjt (13.7)

ñèñòåìè (13.1), äå Cj1 , C
j
2 ∈ R � äîâiëüíi ñòàëi, −→γ1,j , . . . ,−−→γk,j �

ëiíiéíî íåçàëåæíi âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A , ùî âiäïîâiäàþòü
öüîìó λj .

4. Ó âèïàäêó k > m ðîçâ'ÿçîê −→wj , ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó λ ,
øóêà¹ìî ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ ó âèãëÿäi

−→wj =


 a1

...
an

 tk−m + . . .+

 b1
...
bn

 t+

 c1
...
cn


 eλjt. (13.8)

Íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè øóêà¹ìî, ïiäñòàâèâøè (13.8) â (13.1). Ñàìå
k êîåôiöi¹íòiâ ó ôîðìóëi (13.8) áóäóòü äîâiëüíèìè.

Çíàéøîâøè äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ A ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè (13.1) ó çàçíà÷åíîìó âèãëÿäi òà ïiäñóìóâàâøè îòðèìàíi
ðîçâ'ÿçêè, îäåðæèìî çàãàëüíèé äiéñíèé ðîçâ'ÿçîê (13.1).
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2. Ðîçãëÿíåìî (13.1) ïðè t ≥ t0 , äå t0 ∈ R � ôiêñîâàíå ÷èñ-
ëî. Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê w0(t) ≡ 0 ñèñòåìè (13.1) íà ïðîìiæ-
êó [t0,+∞) íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì ïðè t → +∞ ,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêå δ = δ(ε) > 0 , ùî
äëÿ äîâiëüíîãî iíøîãî ðîçâ'ÿçêó w öi¹¨ ñèñòåìè íà ïðîìiæêó
[t0,+∞) ç âèêîíàííÿ óìîâè |w(t0)| < δ âèïëèâà¹, ùî |w(t)| < ε
äëÿ âñiõ t ≥ t0 . ßêùî òàêà âëàñòèâiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ðîçâ'ÿ-
çîê w0 íàçèâà¹òüñÿ íåñòiéêèì (ïðè t→ +∞ ).

Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì
çà Ëÿïóíîâèì ïðè t → +∞ , ÿêùî âií ñòiéêèé i äëÿ êîæíîãî
t1 ≥ t0 iñíó¹ òàêå σ = σ(t1) > 0 , ùî äëÿ äîâiëüíîãî iíøîãî
ðîçâ'ÿçêó w ñèñòåìè (13.1) íà ïðîìiæêó [t1,+∞) ïðè âèêîíàííi
óìîâè |w(t1)| ≤ σ ìà¹ìî òàêå: lim

t→+∞
|w(t)| = 0 .

Àíàëîãi÷íi ïîíÿòòÿ ââîäÿòüñÿ i äëÿ çàãàëüíèõ ñèñòåì.
Âiäîìî òàêå (äèâ. [3, c. 433]):

1) òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè äiéñíi ÷àñòèíè âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi
A ¹ íåäîäàòíèìè, ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷å-
ííÿ ç íóëüîâîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ àëãåáðè÷íà i ãåîìåòðè-
÷íà êðàòíîñòi ñïiâïàäàþòü;

2) òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì çà Ëÿïó-
íîâèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äiéñíi ÷àñòèíè âñiõ âëàñíèõ
çíà÷åíü ìàòðèöi A ¹ âiä'¹ìíèìè;

3) ÿêùî õî÷à á îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi A ìà¹ äîäàòíó
äiéñíó ÷àñòèíó, òî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ íåñòiéêèì.

Iíîäi äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíî¨
ñèñòåìè ìîæíà çâåñòè äî äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó äåÿêî¨
ëiíiéíî¨ ñèñòåìè. Ðîçãëÿíåìî ïðè t ≥ t0 ñèñòåìó

·
w(t) = Aw(t) + g(w(t), t), (13.9)

äå A � ÷èñëîâà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ðîçìiðó n × n , g � íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
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lim
|w|→+0

|g(w, t)|
|w|

= 0 ðiâíîìiðíî çà t ≥ t0. (13.10)

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè
(13.1) íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ äëÿ, âçàãàëi
êàæó÷è, íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè (13.9). Óìîâà (13.10) âèêîíó¹òüñÿ,
ÿêùî g(0, t) = 0, ∂g

∂w (0, t) = 0.
Âiäîìî (äèâ. [4]) òàêå:

1) ÿêùî äiéñíi ÷àñòèíè âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi A âiä'-
¹ìíi, òî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (13.9) ¹ àñèìïòî-
òè÷íî ñòiéêèì;

2) ÿêùî ñåðåä âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi A ¹ õî÷à á îäíå
âëàñíå çíà÷åííÿ ç äîäàòíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ, òî òðèâi-
àëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (13.9) ¹ íåñòiéêèì;

3) ÿêùî ñåðåä âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi A ¹ õî÷à á îäíå âëà-
ñíå çíà÷åííÿ ç íóëüîâîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ, à iíøi ìàþòü
âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè, òî çi ñòiéêîñòi ñèñòåìè ïåðøîãî
íàáëèæåííÿ (13.1) íå ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ñòié-
êiñòü ïîâíî¨ ñèñòåìè (13.9).

Äëÿ çàãàëüíî¨ ñèñòåìè{ ·
x(t) = f1(x, y, t),
·
y(t) = f2(x, y, t),

(13.11)

äå f1, f2 � äîñèòü ãëàäêi ôóíêöi¨, f1(0, 0) = 0 , f2(0, 0) = 0 ,
ñèñòåìîþ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ¹

·
x(t) =

∂f1
∂x

(0, 0, t)x(t) +
∂f1
∂y

(0, 0, t) y(t),

·
y(t) =

∂f2
∂x

(0, 0, t)x(t) +
∂f2
∂y

(0, 0, t) y(t).

(13.12)
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Àóäèòîðíi âïðàâè

Çíàéøîâøè âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi âåêòîðè âiäïîâiäíî¨
ìàòðèöi, ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ðiâíÿíü òà äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü
¨õíié òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê:

4.3.1. 4.3.2.

Âèêîðèñòàâøè ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ, ðîçâ'ÿçàòè
ñèñòåìè òà äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü ¨õíié òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê:

4.3.3. 4.3.15. 4.3.4.

Äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåì:

13.1*.

{ ·
x(t) = − sin(x+ y),
·
y(t) = 2x+ ln(1− y).

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çíàéøîâøè âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi âåêòîðè âiäïîâiäíî¨
ìàòðèöi, ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ðiâíÿíü òà äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü
¨õíié òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê:

4.3.6. 4.3.7. 4.3.8.

Âèêîðèñòàâøè ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ, ðîçâ'ÿçàòè
ñèñòåìè òà äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü ¨õíié òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê:

4.3.9. 4.3.10.

Äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåì:

13.2*.

{ ·
x(t) = 2x− ln(1 + y) + sinx,
·
y(t) = ex + sin(x+ y)− cos2 y.

�14. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

Ìåòîäèêó ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ñèñòåì çâè-
÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðîi-
ëþñòðó¹ìî íà ïðèêëàäi ñèñòåìè äðóãîãî ïîðÿäêó.
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Íåõàé −→w =

(
x(t)
y(t)

)
� ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñ-

òåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

·−→w (t) = A−→w (t) +
−→
f (t), (14.1)

äå A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ðîçìiðó 2 × 2 , f(t) =

(
f1(t)
f2(t)

)
�

âåêòîð-ôóíêöiÿ, f 6≡ 0 .
Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (14.1) ìà¹ âèãëÿä

−→w (t) = −→w0(t) +−→z (t), (14.2)

äå
−→w0(x) = C1

(
x1(t)
y1(t)

)
+ C2

(
x2(t)
y2(t)

)
(14.3)

� çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ (14.1) ñèñòåìè ëiíiéíèé îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü

·−→w (t) = A−→w (t), (14.4)
−→z � ÿêèé-íåáóäü ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè íåîäíîðiäíèõ ðiâ-
íÿíü (14.1), ÿêèé ìîæíà øóêàòè ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ, àáî
ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ.

1. Ìåòîä âàðiàöi¨ ñòàëèõ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî w̃ øóêà¹ìî ó
âèãëÿäi (14.3), äå çàìiñòü äîâiëüíèõ ñòàëèõ ñòîÿòü äîâiëüíi íåâi-
äîìi ôóíêöi¨, òîáòî ó âèãëÿäi

−→z (t) = ϕ1(t)

(
x1(t)
y1(t)

)
+ ϕ2(t)

(
x2(t)
y2(t)

)
. (14.5)

Íåâiäîìi ôóíêöi¨ ϕ1, ϕ2 øóêà¹ìî ç ñèñòåìè ðiâíÿíü{
ϕ′1(t)

(
x1(t)
y1(t)

)
+ ϕ′2(t)

(
x2(t)
y2(t)

)
=

(
f1(t)
f2(t)

)
. (14.6)

2. Ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè
òîäi, êîëè âiëüíèé ÷ëåí f ñèñòåìè ¹ âåêòîðíèì êâàçiïîëiíîìîì.
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1. ßêùî −→
f (t) = eαt

−→
Pm(t), (14.7)

äå α � ôiêñîâàíå ÷èñëî,
−→
Pm(t) � âåêòîð-ïîëiíîì ñòåïåíÿ m , òî

÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê −→z ñèñòåìè (14.1) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

−→z (t) = eαt
−−−→
Qm+k(t), (14.8)

äå
−−−→
Qm+k(x) � âåêòîð-ïîëiíîì ñòåïåíÿ m+k ç íåâiäîìèìè êîåôi-

öi¹íòàìè, ÿêi çíàéäåìî, ïiäñòàâèâøè (14.8) â (14.1), k = 0 , ÿêùî
α íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ìàòðèöi A . ßêùî α � âëàñíå çíà÷åí-
íÿ A , òî k � öå àëãåáðè÷íà êðàòíiñòü öüîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ.

2. ßêùî
−→
f (t) = eαt(

−−→
P 1
m1

(t) cos(βt) +
−−→
P 2
m2

(t) sin(βt)), (14.9)

äå α, β ∈ R � ôiêñîâàíi ÷èñëà,
−−→
P 1
m1

(t) ,
−−→
P 2
m2

(t) � âåêòîð-ïîëiíîìè
ñòåïåíÿ m1 òà m2 âiäïîâiäíî, òî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê −→z ñèñòå-
ìè (14.1) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

−→z (t) = eαt(
−−−→
Q1
m+k(t) cos(βt) +

−−−→
Q2
m+k(t) sin(βt)), (14.10)

äå m = max{m1,m2} ,
−−−→
Q1
m+k(x) ,

−−−→
Q2
m+k(x) � äâà ðiçíi âåêòîð-

ïîëiíîìè ñòåïåíÿ m ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi çíàéäåìî,
ïiäñòàâèâøè (14.10) â (14.1), k = 0 , ÿêùî α + iβ íå ¹ âëàñíèì
çíà÷åííÿì ìàòðèöi A . ßêùî α � âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi A ,
òî k � öå àëãåáðè÷íà êðàòíiñòü öüîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ.

3. ×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
·−→w (t) = A−→w (t) +

−→
f1(t) +

−→
f2(t) (14.11)

ìà¹ âèãëÿä
−→z = −→z1 +−→z2 , (14.12)

äå −→z1 , −→z2 � ÷àñòêîâi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî ñèñòåì
·−→w (t) = A−→w (t) +

−→
f1(t) òà

·−→w (t) = A−→w (t) +
−→
f2(t). (14.13)
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Àóäèòîðíi âïðàâè

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó âàðiàöi¨ ñòàëèõ ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ëi-
íiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü:

4.3.16. 4.3.17.

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ ðîçâ'ÿçàòè
ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü:

14.1*.

{ ·
x = y + 2et,
·
y = x+ t2.

4.3.22. 4.3.23.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó âàðiàöi¨ ñòàëèõ ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ëi-
íiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü:

4.3.18. 4.3.21.

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ ðîçâ'ÿçàòè
ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü:

4.3.24. 4.3.25. 4.3.26.

�15. Çàãàëüíi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Äëÿ òîãî ùîá ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü â ñèìåòðè÷íié ôîðìi

dx1
f1(x1, . . . , xn)

= . . . =
dxn

fn(x1, . . . , xn)
, (15.1)

òðåáà çíàéòè n− 1 íåçàëåæíèõ ïåðøèõ iíòåãðàëiâ u1 , u2 , . . . ,
un−1 ñèñòåìè (15.1). Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ u = u(x1, . . . , xn) ¹
ïåðøèì iíòåãðàëîì ñèñòåìè (15.1) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∂u

∂x1
f1(x1, . . . , xn) + . . .+

∂u

∂xn
fn(x1, . . . , xn) ≡ 0. (15.2)

Äëÿ íåçàëåæíîñòi ïåðøèõ iíòåãðàëiâ u1, u2, . . . , un−1 ñèñòåìè
ðiâíÿíü (15.1) äîñòàòíüî, ùîá
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rang


∂u1
∂x1

∂u1
∂x2

. . .
∂u1
∂xn

...
...

...
...

∂un−1
∂x1

∂un−1
∂x2

. . .
∂un−1
∂xn

 = n− 1. (15.3)

Çà äîïîìîãîþ n−1 íåçàëåæíîãî ïåðøîãî iíòåãðàëó ñèñòåìè
ðiâíÿíü (15.1) 

u1(x1, . . . , xn) = C1,
...
un−1(x1, . . . , xn) = Cn−1,

(15.4)

äå C1, . . . , Cn−1 � äîâiëüíi ñòàëi, ñèñòåìó (15.1) ìîæíà çâåñòè äî
ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, à îòæå, ðîçâ'ÿçàòè. Äëÿ öüîãî ðîáèìî
çàìiíó çìiííèõ x z , äå

z1 = u1(x), . . . , zn−1 = un−1(x), zn = xn. (15.5)

Îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

z′1 = 0, . . . , z′n−1 = 0, z′n = g(z1, . . . , zn), (15.6)

ÿêà çâåäåòüñÿ äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà zn .
Äëÿ âiäøóêàííÿ ïåðøèõ iíòåãðàëiâ ñèñòåìè (15.1) òðåáà çíà-

éòè iíòåãðîâíó êîìáiíàöiþ � öå çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâ-
íÿííÿ, ìîæëèâî, óòâîðåíå ç (15.1) ðiâíiñòþ

dxi
fi(x1, . . . , xn)

=
dxj

fj(x1, . . . , xn)
. (15.7)

ßêùî (15.7) ìîæíà ïåðåòâîðèòè òàê, ùîá iíøèõ, êðiì çìiííèõ
xi, xj , íå áóëî i çàïèñàòè iíòåãðàë (15.7) ó âèãëÿäi

w(xi, xj) = C, (15.8)

òî ôóíêöiÿ w ¹ ïåðøèì iíòåãðàëîì ñèñòåìè (15.1).
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Ïðè âiäøóêàííi iíòåãðîâíèõ êîìáiíàöié ìîæíà êîðèñòóâàòè-
ñÿ òàêîþ âëàñòèâiñòþ ðiâíèõ äðîáiâ: ÿêùî

a1
b1

=
a2
b2

= . . . =
ak
bk

= t, (15.9)

òî äëÿ äîâiëüíèõ c1, c2, . . . , ck âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
c1a1 + c2a2 + . . .+ ckak
c1b1 + c2b2 + . . .+ ckbk

= t. (15.10)

Àóäèòîðíi âïðàâè

Çâåñòè ñèñòåìó äî ñèìåòðè÷íî¨ ôîðìè i ðîçâ'ÿçàòè:

5.2.1. 15.1*.

{
y′ = y/(2y − z),
z′ = z/(2y − z).

Çíàéòè ïîâíèé íàáið ïåðøèõ iíòåãðàëiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü:
5.1.2. 5.1.4. 5.1.3. 5.1.5.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çâåñòè ñèñòåìó äî ñèìåòðè÷íî¨ ôîðìè i ðîçâ'ÿçàòè:

5.2.3. 15.2*.

{
y′ = x/y,
z′ = z/y.

Çíàéòè ïîâíèé íàáið ïåðøèõ iíòåãðàëiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü:
5.1.7. 5.1.8. 5.1.9. 5.1.10.

�16. Ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

1. Ëiíiéíèì îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-
ìè ïåðøîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

a1(x1, . . . , xn)
∂u

∂x1
+ . . .+ an(x1, . . . , xn)

∂u

∂xn
= 0. (16.1)

Ùîá çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (16.1), òðåáà âiäøóêàòè n − 1
íåçàëåæíèõ ïåðøèõ iíòåãðàëiâ

u1(x1, . . . , xn) = C1,
...
un−1(x1, . . . , xn) = Cn−1

(16.2)
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ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dx1
a1(x1, . . . , xn)

= . . . =
dxn

an(x1, . . . , xn)
. (16.3)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (16.1) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u = Φ(u1(x1, . . . , xn), . . . , un−1(x1, . . . , xn)), (16.4)

äå Φ � äîâiëüíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ.
2. Êâàçiëiíiéíèì ðiâíÿííÿì ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåð-

øîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

b1(x, u)
∂u

∂x1
+ . . .+ bn(x, u)

∂u

∂xn
= bn+1(x, u). (16.5)

Ùîá çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (16.5), òðåáà âiäøóêà-
òè n íåçàëåæíèõ ïåðøèõ iíòåãðàëiâ

u1(x1, . . . , xn, u) = C1,
...
un(x1, . . . , xn, u) = Cn

(16.6)

ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dx1
b1(x, u)

= . . . =
dxn

bn(x, u)
=

du

bn+1(x, u)
. (16.7)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (16.5) â íåÿâíîìó âèãëÿäi çàäà¹òü-
ñÿ ôîðìóëîþ

Φ(u1(x1, . . . , xn, u), . . . , un(x1, . . . , xn, u)) = 0, (16.8)

äå Φ � äîâiëüíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ.
ßêùî ôóíêöiÿ u âõîäèòü òiëüêè â îäèí ç ïåðøèõ iíòåãðàëiâ

ñèñòåìè (16.7), íàïðèêëàä, â un , òî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (16.5)
ìîæíà çàïèñàòè òàê:

un(x1, . . . , xn, u) = Ψ(u1(x1, . . . , xn), . . . , un−1(x1, . . . , xn)), (16.8′)
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äå Ψ � äîâiëüíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ. Ðîçâ'ÿçàâ-
øè ðiâíÿííÿ (16.8') ñòîñîâíî u , îäåðæèìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (16.5) ó ÿâíîìó âèãëÿäi

u = Θ(u1(x1, . . . , xn), . . . , un−1(x1, . . . , xn)), (16.8′′)

äå Θ � äîâiëüíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ.
3. Çàäà÷à Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ó ÷àñ-

òèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó (16.1) ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (16.1), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

u|xn=0 = ϕ(x1, . . . , xn−1). (16.9)

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè öþ ñèñòåìó òðåáà:
1) çíàéòè n−1 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ïåðøèõ iíòåãðàëiâ (16.2) ñèñ-
òåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (16.3);
2) âçÿâøè â (16.2) xn = 0 , ðîçâ'ÿçàòè öþ ñèñòåìó ñòîñîâíî çìií-
íèõ x1, . . . , xn−1

x1 = ω1(C1, . . . , Cn−1),
...
xn−1 = ωn−1(C1, . . . , Cn−1);

(16.10)

3) çàïèñàòè âiäïîâiäü ó âèãëÿäi

u = ϕ(ω1(C1, . . . , Cn−1), . . . , ωn−1(C1, . . . , Cn−1)), (16.11)

à ïîòiì çàìiñòü C1, . . . , Cn−1 ïiäñòàâèòè âiäïîâiäíi ïåðøi iíòåã-
ðàëè ç ðiâíîñòåé (16.2).

4. Çàäà÷à Êîøi â óçàãàëüíåíîìó ôîðìóëþâàííi äëÿ êâàçi-
ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó
(16.5), íàïðèêëàä, ó âèïàäêó n = 2 ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi òà-
êîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ:

b1(x1, x2, u)
∂u

∂x1
+ b2(x1, x2, u)

∂u

∂x2
= b3(x1, x2, u), (16.5′)
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Ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç êðèâó â R3

x1 = ϕ(t), x2 = ψ(t), u = χ(t). (16.12)

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó Êîøi òðåáà:
1) çíàéòè äâà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ïåðøèõ iíòåãðàëà{

u1(x1, x2, u) = C1,

u2(x1, x2, u) = C2

(16.6′)

ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dx1
b1(x1, x2, u)

=
dx2

b2(x1, x2, u)
=

du

b3(x1, x2, u)
; (16.7′)

2) ïiäñòàâèòè êðèâó (16.12) â ñèñòåìó (16.6'), âèêëþ÷èòè ç îòðè-
ìàíèõ ñïiââiäíîøåíü ïàðàìåòð t i îäåðæàòè âèðàç âèãëÿäó

Φ(C1, C2) = 0; (16.13)

3) ïiäñòàâèâøè â (16.13) çàìiñòü C1, C2 âiäïîâiäíi ïåðøi iíòåãðà-
ëè ç (16.6'), îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi â íåÿâíîìó âèãëÿäi.

Àóäèòîðíi âïðàâè

Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü:
6.1.1. 6.1.2.

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷i Êîøi:
6.1.7. 6.1.8. 6.1.9. 6.1.10.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü:
6.1.3. 6.1.4.

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷i Êîøi:
6.1.11. 6.1.12. 6.1.13. 6.1.14.

�17. Êîíòðîëüíà ðîáîòà 3

Íà òðåòþ êîíòðîëüíó ðîáîòó âèíîñèìî ïðèêëàäè ç òåì 13-15.
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Äîäàòîê

Äîäàòîê

Òàáëèöÿ îñíîâíèõ iíòåãðàëiâ

1.
∫
xa dx =

xa+1

a+ 1
+ C , äå a 6= −1 .

2.
∫ dx
x

= ln |x|+ C .

3.
∫
ax dx =

ax

ln a
+ C , äå a > 0 , a 6= 1 .

4.
∫

sinx dx = − cosx+ C .

5.
∫

cosx dx = sinx+ C .

6.
∫ dx

sin2 x
= − ctg x+ C .

7.
∫ dx

cos2 x
= tg x+ C .

8.
∫ dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

(x
a

)
+ C , äå a 6= 0 .

9.
∫ dx

x2 − a2
=

1

2a
ln
∣∣∣x− a
x+ a

∣∣∣+ C , äå a > 0 .

10.
∫ dx√

x2 ± a2
= ln

∣∣∣x+
√
x2 ± a2

∣∣∣+ C , äå a > 0 .

11.
∫ dx√

a2 − x2
= arcsin

(x
a

)
+ C , äå a > 0 .

12.
∫ √

a2 − x2 dx =
x

2

√
a2 − x2+

a2

2
arcsin

(x
a

)
+C , äå a > 0 .

13.
∫ √

x2 ± a2 dx=
x

2

√
x2 ± a2±a

2

2
ln
∣∣∣x+√x2±a2∣∣∣+C , a > 0 .
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