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Лекція 1
Поняття інтегрального рівняння. Класифікація інтегральних

рівнянь

Означення 1. Інтегральним рівнянням називається рівняння, яке містить невідому фун-
кцію під знаком інтеграла.

Наприклад,

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(t)ds+ f(t), t ∈ [a; b], (1.1)

або
φ(t) = λ

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t). (1.2)

Тут K(t, s), f(t) – задані функції, λ – комплексний параметр, φ(t) – шуканий розв’язок.
ФункціїK(t, s) та f(t) називаються ядром і вільним членом інтегрального рівняння.

Найпростіші лінійні інтегральні рівняння класифікуються таким чином:
1. Якщо шукана функція міститься тільки під знаком інтеграла, то рівняння називається

інтегральним рівнянням першого роду. Прикладами таких рівнянь є∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds = f(t), (1.3)

або ∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds = f(t). (1.4)

Рівняння (1.1) і (1.2), в яких шукана функція міститься також і поза інтегральним додан-
ком, називається рівнянням другого роду.

2. Рівняння із фіксованими межами інтегрування вигляду (1.1) і (1.3) називаються інте-
гральними рівняннями Фредгольма1. Якщо ж маємо рівняння зі змінними межами інте-
грування вигляду (1.2) і (1.4), то такі інтегральні рівняння називають рівнянням Вольтер-
ри2.
Формально рівняння Вольтерри можна розглядати як частинний випадок рівняння Фре-
дгольма, поклавши, наприклад, в (1.2) K(t, s) ≡ 0 при s > t. Однак фізичні задачі, які
приводять до рівнянь Вольтерри і Фредгольма, а також властивості розв’язків цих рів-
нянь істотно різняться. Тому рівняння Вольтерри виокремлюють у власний клас.

1Erik Ivar Fredholm (1866 – 1927) – шведський математик, відомий здобутками у теорії інтегральних та операторних рівнянь
2Vito Volterra (1860 – 1940) – італійський математик і фізик, один із засновників функціонального аналізу
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3. Рівняння (1.1) – (1.4) називаються однорідними, якщо f(t) ≡ 0. Якщо це не так, ці рів-
няння називаються неоднорідними.

4. Якщо ядро інтегрального рівняння залежить лише від різниці змінних,K(t, s) ≡ K(t−
s), то рівняння називається різницевим. Відповідні інтеграли у рівнянні називаються ін-
тегралами типу згортки.

Означення 2. Розв’язком інтегрального рівняння називається функціяφ(t), яка у результаті
підставляння до цього рівняння дає тотожність.

Зауваження. Тут і надалі, змінну від якої залежить функція можна вважати координата-
ми деякої точки у просторі, а усі інтеграли у рівняннях вважати інтегралами Лебеґа3. Втім,
заради простоти теоретичних викладень, ми не акцентуватимемо на цьому увагу, розглядаю-
чи лише одновимірні випадки і пишучи звичайні інтеграли Рімана, без використання поняття
міри.

Історично, одними з перших відомих інтегральних рівнянь були інтегральні рівняння,
пов’язані із інтегральними перетвореннями. Прикладом є рівняння, які визначають перетво-
рення Фур’є

Φ(ω) =

∫ ∞

−∞
e−iωtφ(t)dt, t ∈ R,

φ(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωtΦ(ω)dω.

Якщо розглядати одне з цих рівнянь як інтегральне рівняння щодо невідомої функції, то
інше рівняння дає розв’язок цього рівняння у вигляді інтеграла від відомої функції (оригіналу
чи перетворення).

Важливе місце у розв’язанні задач механіки займають парні інтегральні рівняння. У ви-
падку одної незалежної змінної такі рівняння можна представити у вигляді

aφ(t)−
∫ +∞

−∞
K1(t− s)φ(s)ds = f(t); t > 0,

bφ(t)−
∫ +∞

−∞
K2(t− s)φ(s)ds = f(t); t < 0,

де a і b – сталі. Такі рівняння, зокрема, є наслідком застосування інтегральних перетворень
для розв’язування контактних задач теорії пружності.

Особливий клас інтегральних рівнянь являють собою сингулярні інтегральні рівняння.
Одновимірне сингулярне рівняння має вигляд

a(t)φ(t)− b(t)

πi

∫
Γ

φ(ζ)

ζ − t
dζ +

∫
Γ

K(t, ζ)φ(ζ)dζ = f(t).

Тут Γ – скінченна або зліченна сукупність простих дуг, замкнених або розімкнених, ζ і t –
комплексні координати точок на Γ, a(t), b(t) і f(t) – задані на Γ функції. Другий інтеграл у
записаній формі рівняння є сингулярним, його значенням вважають головне значення інте-
грала (інтеграл типу Коші).

3Henri Léon Lebesgue (1875 – 1941) – французький математик, відомий роботами з теорії інтеграла
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Сингулярні інтегральні рівняння широко використовуються у механіці руйнування та
теорії пружності. Методика розв’язування сингулярних інтегральних рівнянь значно відрі-
зняється від методики розв’язування рівнянь без сингулярності, тому у межах цього курсу
ми її не розглядатимемо.

Важливим узагальненням лінійних рівнянь є нелінійні інтегральні рівняння. Вигляд та-
ких рівнянь може бути найрізноманітнішим. Втім, серед них виокремлюють такі:

φ(t)−
∫
Ω

K(t, s)F (s, φ(s))ds = 0 (1.5)

– інтегральне рівняння Гамерштайна4.

φ(t)−
∫
Ω

K(t, s, φ(s))ds = 0 (1.6)

– інтегральне рівняння Урисона5. Тут Ω – деяка обмежена множина. Звичайно ж, відшу-
кання розв’язку нелінійних рівнянь є складнішою задачею за отримання розв’язку лінійних
рівнянь. Втім, обчислювальні методики відшукання таких розв’язків є подібними.

4Adolf Hammerstein – німецький математик
5Pavel Urysohn (1898 – 1924) – російський математик (народився в Одесі), один із засновників топології, співавтор сучасного

означення компактності
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Лекція 2
Приклади задач, розв’язування яких зводиться до

розв’язування інтегральних рівнянь

Розгляньмо деякі прості задачі, розв’язки яких можна знайти за допомогою інтегральних
рівнянь.

2.1 Задача Абеля
Задача Абеля – це історично перша задача, розв’язування якої було виконано за допомо-

гою інтегральних рівнянь.

�

�

�

�=x

O

Рисунок 2.1 – Рух матеріальної точки за таутохроною.

Нехай матеріальна точка, на яку діє сила тяжіння, рухається у вертикальній площині
(ξ, η) за деякою кривою (Рис. 2.1). За умовою задачі слід визначити цю криву так, щоб ма-
теріальна точка, почавши свій рух без початкової швидкості у точці кривої з ординатою x,
досягла вісі Oξ за час t = f1(x), де f1(x) – задана функція.

Розв’язування. Абсолютна величина швидкості точки, що рухається під дією сили ваги
обчислюється за формулою v =

√
2g(x− η). Нехай β = β(η) – кут нахилу дотичної до вісі

Oξ. Тоді матимемо dη
dt = −

√
2g(x− η) sin β. Звідси dt = − dη√

2g(x− η) sin β
. Проінтегру-

ємо останній вираз від 0 до x і покладемо 1

sin β = φ(η). Дістанемо

∫ x

0

φ(η)√
x− η

dη = −
√
2gf1(x). (2.1)
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Нехай f(x) = −
√
2gf1(x). Тоді (2.1) запишеться у вигляді∫ x

0

φ(η)√
x− η

dη = f(x), (2.2)

де φ(η) – невідома, а f(x) – відома функції. Рівняння типу (2.2) називають інтегральним
рівнянням Абеля. Воно є частинним випадком лінійного інтегрального рівняння Вольтерри
1-го роду.

З (2.2) визначимо φ(η) і складемо рівняння шуканої кривої. Дійсно, φ(η) = 1

sin β , тоді
η = Φ(β). Далі,

dξ = dη
tg β =

Φ′(β)dβ
tg β , ξ =

∫
Φ′(β)

tg β dβ = Φ1(β).

Таким чином, крива визначається параметричними рівняннями: ξ = Φ1(β), η = Φ(β).
Зокрема, коли f(x) = C = const такою кривою є циклоїда.

РівнянняАбеля є одним з інтегральних рівнянь, до яких зводиться постановка конкретної
задачі механіки чи фізики, без використання проміжних диференціальних рівнянь.

2.2 Задача про розподіл яскравості світла
Згідно із законом геометричної оптики, зображення об’єкта подібне до самого об’єкта.

Отже, відрізок відображається у відрізок, при цьому довжина відрізків у загальному випадку
різна.

У заданій системі лінз приладу P оберемо масштаб на осях Ot (об’єкта) і Os (спосте-
рігача) так, щоб для двох взаємно відповідних точок T (t) і S(s) мала місце відповідність
t→ s.

Точка t об’єктаAB, що світиться, впливає на освітлення всього зображенняA′B′, причо-
му найбільша яскравість освітлення у точці s. Отже, інтенсивність освітленняK є функцією
від s та t, тобтоK = K(s, t).

Нехай η(t) – щільність яскравості об’єкта. Тоді величина η(t)K(s, t)∆t визначає набли-
жене значення яскравості зображення у точці s, яке породжується елементом об’єкта ∆t,
що світиться. У нашому прикладі величина K(s, t) визначається властивостями оптичного
приладу P .

Яскравість зображення у точці s, згідно з принципом суперпозиції, можна наближено
подати у вигляді ∑

k

η(tk)K(s, tk)∆tk (2.3)

Нехай довжина відрізка AB дорівнює l. Знайдемо границю (2.3) при max
k

∆tk → 0 і
дістанемо розподіл яскравості зображення у вигляді

φ(s) =

∫ l

0

K(s, t)η(t)dt. (2.4)

Залежно від постановки фізичної задачі, із (2.4) отримаємо різні типи інтегральних рів-
нянь. ФункціяK(s, t) є відомою функцією, що визначається властивостями оптичного при-
ладу. Якщощільність яскравості зображенняφ(s) відома, і треба знайти розподіл яскравості
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об’єкта, який надає задану яскравість зображення, тоді φ(s) – задана функція, η(s) – шука-
на. Отже, (2.4) – інтегральне рівняння Фредгольма першого роду. Це рівняння є частинним
випадком загальнішого рівняння рендеринґу.

У випадку, коли зображення таке, що крім геометричної подібності, яскравість зображе-
ння також подібна яскравості об’єкта, то φ(s) і η(s) пропорційні, тобто φ(s) = 1

λη(s), і (2.4)
перетворюється в однорідне інтегральне рівняння Фредгольма другого роду:

0 = φ(s)− λ

∫ l

0

K(s, t)φ(t)dt,

де φ(s) – шукана функція. При цьому виникає питання: чи може коефіцієнт пропорційності
мати будь-яке значення, а якщо це не так, то для яких λ фізична задача має розв’язок.

Якщо змінити фізичну постановку й вимагати, щоб різниця яскравості між точкою
об’єкта й точкою зображення мала всюди задану величину f(s) = η(s)−φ(s), то підставля-
ючи до (2.4) φ(s) = η(s) − f(s), отримаємо неоднорідне інтегральне рівняння Фредгольма
другого роду:

f(s) = η(s)− λ

∫ l

0

K(s, t)η(t)dt,

де η(s) – шукана функція.

2.3 Задача Коші для звичайного лінійного диференційного
рівняння n-го порядку з неперервними коефіцієнтами

Задачу Коші для лінійного диференціального рівняння

dnx
dtn + a1(t)

dn−1x

dtn−1
+ . . .+ an(t)x(t) = F (t),

з неперервними коефіцієнтами ai(t) (i = 1, n) за початкових умов

x(0) = C0, x
′(0) = C1, . . . , x

(n−1)(0) = Cn−1

може бути зведено до інтегрального рівняння Вольтерри 2-го роду.
Продемонструємо методику зведення на прикладі диференційного рівняння 2-го поряд-

ку.
d2x
dt2 + a1(t)

dx
dt + a2(t)x(t) = F (t), (2.5)

x(0) = C0, x′(0) = C1. (2.6)
Покладемо

d2x
dt2 = φ(t). (2.7)

Враховуючи початкові умови та формулу∫ t

0

dt
∫ t

0

dt...
∫ t

0︸ ︷︷ ︸
n

f(t)dt = 1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− s)n−1f(s)ds, (2.8)
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послідовно знаходимо

dx
dt =

∫ t

0

φ(s)ds+ C1,

x(t) =

∫ t

0

(t− s)φ(s)ds+ C1t+ C0.

(2.9)

Беручи до уваги (2.7) та (2.9), рівняння (2.5) можна записати так:

φ(t) +

∫ t

0

[a1(t) + a2(t)(t− s)]φ(s)ds = F (t)− C1a1(t)− C1ta2(t)− C0a2(t). (2.10)

Позначимо

K(t, s) = −[a1(t) + a2(t)(t− s)], f(t) = F (t)− C1a1(t)− C1ta2(t)− C0a2(t).

Тоді (2.10) набуває вигляду

φ(t) =

∫ t

0

K(t, s)φ(s)ds+ f(t). (2.11)

Таким чином, задачу Коші (2.5), (2.6) зведено до розв’язання інтегрального рівняння (2.11).
Знайдену функцію φ(t) підставимо у друге співвідношення (2.9) і отримаємо розв’язок x(t)
задачі (2.5), (2.6).

Існування єдиного розв’язку рівняння (2.11) випливає з існування єдиного розв’язку за-
дачі Коші (2.5), (2.6) для лінійного диференційного рівняння з неперервними коефіцієнтами
в околі точки t = 0.

Можна показати, що у випадку, коли коефіцієнти ai(t), i = 1, n сталі, ядро відповідного
інтегрального рівняння залежить лише від різниці аргументів K(t, s) = K(t − s), тобто є
різницевим.

Отримати відповідні співвідношення для рівняння n-го порядку можна аналогічним чи-
ном.
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Лекція 3
Теорія Фредгольма розв’язування рівняння Фредгольма 2-го

роду

Повну теорію розв’язування інтегрального рівняння

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t) (3.1)

з неперервним ядромK(t, s) і вільним членом f(t) при довільних значення параметра x бу-
ло побудовано Фредгольмом. Ідея Фредгольма полягає у наступному. Задача розв’язання
інтегрального рівняння (3.1) розглядається як аналітичний аналог алгебраїчної проблеми
розв’язання системи n лінійних алгебраїчних рівнянь із n невідомими. А саме, інтеграл у
рівнянні (3.1) замінюється інтегральною сумою, що відповідає розбиттю відрізка [a; b] зміни
змінної s на n частин однакової довжини

δ =
b− a

n
.

При цьому, точне рівняння (3.1) замінюється наближеним

φ(t) = λ
n∑

j=1

K(t, sj)φ(sj)δ + f(t), (3.2)

де замість sj можна взяти, наприклад, абсциси середин інтервалів розбиття.
Покладаючи у формулі (3.2) t = s1, s2, . . . , sn, отримуємо систему лінійних алгебраїчних

рівнянь відносно n невідомих φ(sj):

φ(si) = λ
n∑

j=1

K(si, sj)φ(sj)δ + f(si) (i = 1, 2, . . . , n). (3.3)

Будемо вважати, що φ(s) і f(s) зберігають на i-му інтервалі сталі значення, рівні відпо-
відно φ(si) і f(si), а ядроK(t, s) зберігає на кожному частковому квадраті з індексами i і j
стале значення, рівнеK(si, sj).

Визначник системи (3.3)

Dn(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λK(s1, s1)δ −λK(s1, s2)δ . . . −λK(s1, sn)δ
−λK(s2, s1)δ 1− λK(s2, s2)δ . . . −λK(s2, sn)δ

... ... . . . ...
−λK(sn, s1)δ −λK(sn, s2)δ . . . 1− λK(sn, sn)δ

∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.4)
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є поліном відносно λ.
Якщо λ не є коренем поліномаDn(λ), то система (3.3) має єдиний розв’язок за будь-якої

правої частини рівняння, і цей розв’язок може бути знайдено за відомими формуламиКраме-
ра. Розв’язуючи систему, ми знайдемо всі φ(si) і, таким чином, одержимо наближений вираз
шуканої функції φ(t) у вигляді кусково-сталої функції φn(t). Метод заміни інтегрального
рівняння системою лінійних алгебраїчних рівнянь до сьогодні широко використовується на
практиці.

Чим більшим є n, тим точніше функція φn(t) наближає шукану функцію.
У граничному випадку при n→ ∞ лінійна система (3.3) перетворюється на інтегральне

рівняння (3.1), а φn(t) перетворюється на шуканий розв’язок φ(t) інтегрального рівняння
(3.1).

Зрозуміло, що ці міркування мають лише навести на думку щодо характеру розв’язку й
потребують обґрунтування.

Можна вчинити трохи інакше. Розв’язавши систему (3.3) і підставивши отримані значе-
ння φ(sj) до формули (3.2), одержимо наближене аналітичне представлення розв’язку рів-
няння (3.1):

φ(t) ≈ f(t) +
λQ(t, s1.s2, . . . , sn;λ)

Dn(λ)
(3.5)

Можна показати, що якщоK(t, s) і f(t) неперервні, чисельник і знаменник другого доданка
у (3.5) при δ = b−a

n → 0 прямують відповідно до границь λ
∫ b

a D(t, s;λ)f(s)ds та D(λ), де
D(λ) іD(t, s;λ) – деякі цілі функції1 від λ.

Покладаючи

R(t, s;λ) =
D(t, s;λ)

D(λ)
резольвента Фредгольма,

одержимо витончену формулу

φ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

R(t, s;λ)f(s)ds, (3.6)

за допомогою якої можна отримати розв’язок рівняння (3.1) для усіх значень λ, при яких
D(λ) ̸= 0.

Фредгольм побудував функції D(λ) і D(t, s;λ) у вигляді рядів за степенями λ. Ці ря-
ди було отримано суто формальним граничним переходом, і показано, що при D(λ) ̸= 0
формула (3.6) визначає єдиний розв’язок рівняння (3.1).

Доведення того, що розв’язок системи (3.3) при n → ∞ прямує до розв’язку рівняння
(3.1), було наведено пізніше Гільбертом для випадку неперервного ядра.

Знайдемо вираз дляD(λ), використовуючи «правдоподібні міркування».
Покладемо n = 3. Тоді

D3(λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λK(s1, s1)δ −λK(s1, s2)δ −λK(s1, sn)δ
−λK(s2, s1)δ 1− λK(s2, s2)δ −λK(s2, sn)δ
−λK(s3, s1)δ −λK(s3, s2)δ 1− λK(s3, s3)δ

∣∣∣∣∣∣
1Функція g(z) комплексного аргументу z називається цілою, якщо вона аналітична у всій площині C комплексної змінної, тобто

не має скінченних особливих точок (поліном, ez тощо).
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Покладаючи для скорочення записуK(si, sj) = Kij (i, j = 1, 2, 3), будемо мати

D3(λ) = (−λδ)3
∣∣∣∣∣∣
K11 + t K12 K13

K21 K22 + t K23

K31 K32 K33 + t

∣∣∣∣∣∣ (3.7)

де
t = −1/λδ.

Покладемо

F (t) =

∣∣∣∣∣∣
K11 + t K12 K13

K21 K22 + t K23

K31 K32 K33 + t

∣∣∣∣∣∣ (3.8)

Очевидно,щоF (t) є поліномом третього степеня відносно t. ПредставимоF (t) за формулою
Тейлора за степенями t:

F (t) = F (0) +
F ′(0)

1!
t+

F ′′(0)

2!
t2 +

F ′′′(0)

3!
t3. (3.9)

З (3.8) випливає, що

F (0) =

∣∣∣∣∣∣
K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33

∣∣∣∣∣∣ (3.10)

За правилом диференціювання визначника

F ′(t) =

∣∣∣∣∣∣
1 K12 K13

0 K22 + t K23

0 K32 K33 + t

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
K11 + t 0 K13

K21 1 K23

K31 0 K33 + t

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
K11 + t K12 0
K21 K22 + t 0
K31 K32 1

∣∣∣∣∣∣ , (3.11)

отже
F ′(0) =

∣∣∣∣K22 K23

K32 K33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣K11 K13

K31 K33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣K11 K12

K21 K22

∣∣∣∣ , (3.12)

Таким чином, величина F ′(0) дорівнює сумі визначників, які отримуються з визначника
(3.10) викреслюванням i-ro стовпця та i-го рядка. Неважко бачити, що

F ′(0) =
1

2!

3∑
α1=1

3∑
α2=1

∣∣∣∣Kα1α1
Kα1α2

Kα2α1
Kα2α2

∣∣∣∣ , (3.13)

Насправді, при α1 = α2 визначники у правій частині (3.13) дорівнюють нулю, а визначни-
ки, що отримуються один з одного перестановкою індексів α1 і α2, рівні між собою. Звідси
випливає справедливість формули (3.13).

Аналогічно, величина F (0) може бути представлена у вигляді

F (0) =
1

3!

3∑
α1=1

3∑
α2=1

3∑
α3=1

∣∣∣∣∣∣
Kα1α1

Kα1α2
Kα1α3

Kα2α1
Kα2α2

Kα2α3

Kα3α1
Kα3α2

Kα3α3

∣∣∣∣∣∣ , (3.14)
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Диференціюючи (3.11) за t і покладаючи потім t = 0, знаходимо

F ′′(0) = K33 +K22 +K33 +K11 +K22 +K11,

тобто F ′′(0) дорівнює сумі «визначників» першого порядку, які отримуються з (3.10) викре-
слюванням двох рядків із номерами i та j та двох стовпчиків із тими самими номерами:

F ′′(0) = 2
3∑

α1=1

Kα1α1
. (3.15)

І нарешті, F ′′′(t) = 6.
Таким чином,

F (t) =
1

3!

3∑
α1=1

3∑
α2=1

3∑
α3=1

∣∣∣∣∣∣
Kα1α1

Kα1α2
Kα1α3

Kα2α1
Kα2α2

Kα2α3

Kα3α1
Kα3α2

Kα3α3

∣∣∣∣∣∣+
+

1

2!

3∑
α1=1

3∑
α2=1

∣∣∣∣Kα1α1
Kα1α2

Kα2α1
Kα2α2

∣∣∣∣ t1! + 2
3∑

α1=1

Kα1α1

t2

2!
+ 6

t3

3!
. (3.16)

Заміняючи у (3.16) t на −1/λδ, отримаємо

D3(λ) = (−λδ)3F (t) = 1− λ

1!

3∑
α1=1

Kα1α1
δ+

+
λ2

2!

3∑
α1=1

3∑
α2=1

∣∣∣∣Kα1α1
Kα1α2

Kα2α1
Kα2α2

∣∣∣∣ δ2 − λ3

3!

3∑
α1=1

3∑
α2=1

3∑
α3=1

∣∣∣∣∣∣
Kα1α1

Kα1α2
Kα1α3

Kα2α1
Kα2α2

Kα2α3

Kα3α1
Kα3α2

Kα3α3

∣∣∣∣∣∣ δ3.
Аналогічно одержуємо для будь-якого n:

Dn(λ) = 1 +
n∑

m=1

(−1)mλm

m!

n∑
α1=1

. . .
n∑

αm=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Kα1α1

Kα1α2
. . . Kα1αm

Kα2α1
Kα2α2

. . . Kα2αm

. . . . . . . . . . . .
Kαmα1

Kαmα2
. . . Kαmαm

∣∣∣∣∣∣∣∣ δ
m.

Зазначимо, що сума
n∑

α1=1

Kα1α1
δ =

n∑
j=1

K(sj, sj)δ

у граничному випадку δ → 0 переходить в інтеграл
∫ b

a K(s, s)ds, так званий слід ядра
K(t, s).

Точно так само при δ → 0 сума

n∑
m=1

(−1)mλm

m!

n∑
α1=1

. . .
n∑

αm=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Kα1α1

Kα1α2
. . . Kα1αm

Kα2α1
Kα2α2

. . . Kα2αm

. . . . . . . . . . . .
Kαmα1

Kαmα2
. . . Kαmαm

∣∣∣∣∣∣∣∣ δ
m
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переходить в інтеграл

Cm =

∫ b

a

. . .

∫ b

a

∣∣∣∣∣∣∣∣
K(α1, α1) K(α1, α2) . . . K(α1, αm)
K(α2, α1) K(α2, α2) . . . K(α2, αm)

. . . . . . . . . . . .
K(αm, α1) K(αm, α2) . . . K(αm, αm)

∣∣∣∣∣∣∣∣ dα1 . . . dαm (3.17)

Позначаючи черезD(λ) границюDn(λ) при n→ ∞, матимемо

D(λ) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!
Cmλ

m (3.18)

де Cm визначаються за формулами (3.17), причому C0 = 1.
Покажемо, що ряд (3.18) збігається всюди, тобто D(λ) є цілою функцією λ. Скористає-

мося нерівністю Адамара2: якщо ∆ – визначник n-го порядку

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
то

|∆| ⩽ σ1σ2 . . . σn, (3.19)
де σ2i є сумою квадратів елементів i-го рядка визначника

σ2i = a2i1 + a2i2 + . . .+ a2in (i = 1, 2, . . . , n).

У випадку n = 3 ця нерівність має простий геометричний зміст. Справді, вважаючи ai1, ai2,
ai3 координатами вектора a⃗i (i = 1, 2, 3), знаходимо, що ∆ є мішаним добутком векторів
a⃗1, a⃗2, a⃗3, яке за абсолютною величиною дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на
векторах a⃗1, a⃗2, a⃗3. Величини σ1, σ2, σ3 визначають довжини цих векторів, довжини ребер па-
ралелепіпеда. Нерівність (3.19) Адамара виражає у цьому випадку очевидний геометричний
факт: об’єм паралелепіпеда не може бути більшим добутку довжин його ребер.

Нерівність перетворюється на рівність тільки у тому випадку, коли паралелепіпед пря-
мокутний, тобто коли вектори a⃗1, a⃗2, a⃗3 попарно ортогональні.

Нехай |K(t, s)| ⩽M для усіх t, s, a ⩽ t, s ⩽ b. Тоді для Cm маємо наступну оцінку:

|Cm| ⩽
∫ b

a

. . .

∫ b

a

Mmmm/2dα1 . . . dαm =Mmmm/2(b− a)m.

Отже, ряд (3.18) допускає мажоранту

1 +
∞∑

m=1

mm/2

m!
[M(b− a)]mλm. (3.20)

2Jacques SalomonHadamard (1865 – 1963) – французький математик, відомий внеском у теорію чисел, теоріюфункцій комплексної
змінної, диференціальну геометрію та теорію диференціальних рівнянь у частинних похідних
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Радіус збіжності ряду (3.20)

R = lim
m→∞

Mm(b− a)mmm/2(m+ 1)!

m!Mm+1(b− a)m+1(m+ 1)m+1/2
=

=
1

M(b− a)
lim

m→∞

m+ 1
√
m+ 1

(
1 + 1

m

)m/2
= ∞.

Значить, ряд (3.18) також збігається при всіх значеннях λ і визначає цілу функціюD(λ),
яку називають визначником Фредгольма.

Аналогічно можна встановити, що функціяD(t, s;λ) визначається рядом Фредгольма

D(t, s;λ) =
∞∑

m=0

(−1)m
λm

m!
Bm(t, s), (3.21)

де

Bm(t, s) =

∫ b

a

. . .

∫ b

a

∣∣∣∣∣∣∣∣
K(t, s) K(t, α1) . . . K(t, αm)
K(α1, s) K(α1, α1) . . . K(α1, αm)
. . . . . . . . . . . .

K(αm, s) K(αm, α1) . . . K(αm, αm)

∣∣∣∣∣∣∣∣ dα1 . . . dαm (3.22)

причому B0(t, s) = K(t, s). Зазначимо, що

Cn =

∫ b

a

Bn−1(t, t)dt, n > 0 (C0 = 1).

Ряд (3.21) збігається при всіх значеннях λ, томуD(t, s;λ) є цілою аналітичною функцією λ.
Її називають мінором визначника Фредгольма.

Таким чином, резольвента Фредгольма

R(t, s;λ) =
D(t, s;λ)

D(λ)
(3.23)

не залежить від f(t) і являє собою частку двох цілих аналітичних функцій, тобто є меромор-
фною функцією від λ.

У будь-якій скінченній частині λ-площини вона може мати як особливі точки лише по-
люси у скінченній кількості.

Полюсами резольвенти можуть бути тільки нуліD(λ). Виконується і обернене твердже-
ння: нуліD(λ) є полюсами резольвенти.

Формули Фредгольма (3.18) і (3.21) надають змогу побудувати розв’язувальне ядро
R(t, s;λ) інтегрального рівняння (3.1).

Незручність користування цими формулами полягає у тому, що ряди (3.18), (3.21), як
правило, складні для обчислення через кратні інтеграли, що визначають коефіцієнти рядів.

Значення λ, для яких існує резольвента рівняння Фредгольма, будемо називати регуляр-
ними, а значенняλ, для яких резольвента не існує, – характеристичними. Характеристичні
числа збігаються з полюсами резольвенти або, що те ж саме, з нулямиD(λ).

Фундаментальний результат Фредгольма ми можемо тепер сформулювати так:
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Якщо значення λ регулярне, то інтегральне рівняння (3.1), з неперервним ядром
K(t, s) і правою частиною f(t) має єдиний неперервний розв’язок, який дається фор-
мулою

φ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

R(t, s;λ)f(s)ds.

Як наслідок дістаємо: якщо λ регулярне, то однорідне рівняння

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds.

має лише тривіальний розв’язок φ(t) ≡ 0.
Тому, якщо однорідне рівняння має нетривіальні розв’язки, то це можливе тільки тоді,

коли значення λ характеристичне. Нетривіальні розв’язки однорідного інтегрального рівня-
ння називаються власними або фундаментальними функціями ядра K(t, s), що відповід-
ають даному характеристичному числу.

Оскільки D(λ) є цілою функцією від λ, не рівною тотожно нулеві (D(0) = 1), то, як це
випливає із загальної теорії функцій, множина нулів D(λ) не може мати граничної точки у
обмеженій області площини λ.

Отже, у будь-якому крузі |λ| < R таких нулів може бути лише скінченна кількість. Про-
ведемо кола у комплексній λ-площині із центром у початку координат і радіусами 1, 2, 3, …
Ці кола розіб’ють площину на зліченну множину областей. У колі будь-якого радіуса n мі-
ститься скінченна кількість нулівD(λ), і, виходить, у кожному кільці n < |λ| < n+1 їх теж
міститься лише скінченна кількість. Тому множина всіх нулівD(λ) є об’єднанням зліченної
множини скінченних множин, отже, є не більше ніж зліченною. Нулі функції D(λ) є хара-
ктеристичними числами ядраK(t, s), тому рівняння Фредгольма (3.1) з неперервним ядром
K(t, s) має не більше зліченної множини характеристичних чисел, які можуть згущуватися
тільки на нескінченності.

3.1 Інтегральні рівняння з виродженим ядром. ТеоремиФре-
дгольма. Альтернатива Фредгольма

Розглянемо один частинний вигляд інтегральних рівнянь Фредгольма 2-го роду, на при-
кладі яких чітко можна бачити основні результати фредгольмової теорії таких рівнянь.
Означення 3. ЯдроK(t, s) інтегрального рівняння називається виродженим, якщо його мо-
жна представити у вигляді скінченної суми добутків двох функцій, з яких одна залежить
тільки від t, а інша тільки від s:

K(t, s) =
n∑

i=1

ai(t)bi(s). (3.24)

Будемо вважати, що функції ai(t), так само як і функції bi(s), між собою лінійно незале-
жні (у протилежному випадку можна було б зменшити кількість доданків у сумі (3.24)).

Припустимо, що функції ai(t) і bi(s) неперервні відрізку [a; b] зміни їхніх аргументів; тоді
ядроK(t, s) буде неперервним у прямокутнику Q = {a ⩽ t, s ⩽ b}.
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Розглянемо інтегральне рівняння Фредгольма 2-го роду з виродженим ядромK(t, s):

φ(t) = λ
n∑

i=1

ai(t)

∫ b

a

bi(s)φ(s)ds+ f(t) (3.25)

де f(t) – неперервна на відрізку [a; b] функція.
Нехай рівняння (3.25) має розв’язок φ = φ(t). Покладемо

ci =

∫ b

a

φ(s)bi(s)ds(i = 1, 2, . . . , n) (3.26)

Тоді з (3.25) дістанемо

φ(t) = f(t) + λ
n∑

i=1

ciai(t) (3.27)

звідки видно, що розв’язок інтегрального рівняння з виродженим ядром зводиться до визна-
чення сталих ci (i = 1, 2, . . . , n). Замінимо у рівності (3.27) індекс підсумовування i на j,
помножимо обидві частини цієї рівності на bi(t) і проінтегруємо за t у межах від a до b:∫ b

a

φ(t)bi(t)dt =
∫ b

a

f(t)bi(t)dt+ λ

n∑
j=1

cj

∫ b

a

aj(t)bi(t)dt (i = 1, 2, . . . , n). (3.28)

Вводячи позначення ∫ b

a

aj(t)bi(t)dt = kij,

∫ b

a

f(t)bi(t)dt = fi,

дістанемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь, якій мають задовольняти коефіцієнти ci:

ci − λ
n∑

j=1

kijcj = fi (i = 1, 2, . . . , n). (3.29)

Якщо ця система нерозв’язна, то, очевидно, інтегральне рівняння (3.25) також нерозв’язне.
Нехай тепер система (3.29) має розв’язок c1, c2, …, cn. Підставивши ці значення коефі-

цієнтів до формули (3.27), дістанемо функцію φ(t), яка є розв’язком інтегрального рівняння
(3.25), у чому неважко переконатися безпосередньою перевіркою.

Таким чином, інтегральне рівняння (3.25) і система лінійних алгебраїчних рівнянь (3.29)
еквівалентні у тому сенсі, що з можливості розв’язання системи (3.29) випливає можливість
розв’язання рівняння (3.25) і навпаки.

Визначник системи (3.29)D(λ) дорівнює

D(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λk11 −λk12 . . . −λk1n
−λk21 1− λk22 . . . −λk2n

... ... . . . ...
−λkn1 −λkn2 . . . 1− λknn

∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.30)
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і є поліномом відносно λ степеня не вище n, не дорівнює тотожно нулеві, оскільки

D(0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1. (3.31)

Отже,D(λ) має не більше n різних коренів.
D(λ) називають визначником Фредгольма для інтегрального рівняння (3.25), а його ну-

лі, тобто корені рівнянняD(λ) = 0, називають характеристичними числами ядраK(t, s) або
рівняння (3.25).
1. Якщоλ не збігається з жодним з нулівD(λ), тобтоD(λ) ̸= 0, то система лінійних рівнянь

(3.29) однозначно розв’язна за будь-яких правих частин fi (i = 1, 2, . . . , n).
Отже,
Теорема 1. Якщо λ не є характеристичним числом, то інтегральне рівняння (3.25) має
єдиний розв’язокφ(t), що визначається формулою (3.27), при будь-якому вільному члені
f(t).
Це – перша теорема Фредгольма.
У випадкуD(λ) ̸= 0 відповідне однорідне інтегральне рівняння

φ(t) = λ
n∑

i=1

ai(t)

∫ b

a

bi(s)φ(s)ds, (3.32)

що відповідає випадку f(t ≡ 0 на [a; b] має тільки тривіальний розв’язок φ(t) ≡ 0.
Справді, якщо f(t) ≡ 0 на [a; b], то всі fi (i = 1, 2, . . . , n) дорівнюють нулю й система
(3.29) буде системою однорідних лінійних рівнянь з визначником, відмінним від нуля.
Така система має лише нульовий розв’язок c1 = c2 = . . . = cn = 0.
Тому першу теорему Фредгольма іноді формулюють так:
Теорема 2. Для того щоб рівняння (3.25) мало єдиний розв’язок за будь-якої функції
f(t), необхідно й достатньо, щоб відповідне однорідне рівняння мало тільки тривіальний
розв’язок φ(t) ≡ 0.
Якщо розв’язувати систему (3.29) за формуламиКрамера, а потім визначники, які стояти-
муть у чисельниках, розкладати за елементами стовпця вільних членів, дістанемо вирази
вигляду

ci =
1

D(λ)

n∑
k=1

Dik(λ)fk (i = 1, 2 . . . , n),

деDik(λ) – деякі поліноми від λ степеня не вище n− 1.
Підставляючи ці вирази для ci до формули (3.27), матимемо

φ(t) = f(t) + λ
n∑

i=1

1

D(λ)

n∑
k=1

Dik(λ)ai(t)

∫ b

a

f(s)bk(s)ds,

або
φ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

R(t, s;λ)f(s)ds, (3.33)
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де

R(t, s;λ) =
1

D(λ)

n∑
i=1

n∑
k=1

Dik(λ)ai(t)bk(s) (3.34)

Функція R(t, s;λ) є резольвентою (розв’язувальним ядром) інтегрального рівняння
(3.25). При фіксованих t, s вона являє собою дробову раціональну функцію комплексної
змінної λ, і при будь-якому значенні λ, відмінному від характеристичного, R(t, s;λ) є
неперервною функцією t, s.

2. Нехай тепер λ збігається з одним з нулів визначника ФредгольмаD(λ), тобто є характе-
ристичним числом ядраK(t, s).
Тоді визначник системи (3.29) буде дорівнювати нулеві. Відповідна однорідна система

ci − λ
n∑

i=1

kijcj = 0 (3.35)

має при цьому деяку кількість p (1 ⩽ p < n) лінійно незалежних ненульових векторів-
розв’язків

{c(l)1 , c
(l)
2 , . . . , c

(l)
n } (l = 1, 2, . . . , p).

Функції

φl(t) =
n∑

i=1

c
(l)
i ai(t) (l = 1, 2, . . . , p) (3.36)

будуть нетривіальними розв’язками відповідного однорідного інтегрального рівняння

φ(t) = λ
n∑

i=1

ai(t)

∫ b

a

bi(s)φ(s)ds. (3.37)

Як і у загальному випадку рівняння з невиродженим ядром, нетривіальні розв’язки одно-
рідного рівняння називаються власними абофундаментальними функціями цього рів-
няння (або ядра K(t, s)), що відповідають даному характеристичному числу. Кількість
лінійно незалежних функцій, що відповідає даному характеристичному числу, називає-
ться його рангом або кратністю.
Неважко помітити, що якщо φ1(t) і φ2(t) – власні функції, що відповідають тому самому
характеристичному числу λ, то їхня сума φ1(t) + φ2(t) буде також власною функцією,
що відповідає цьому ж числу λ. Точно так само, якщо φ(t) – власна функція, то αφ(t),
де α – будь-яка стала, буде власною функцією ядраK(t, s).
Таким чином, власні функції φi(t), що відповідають даному характеристичному числу λ,
утворюють лінійний простір, розмірність якого рівна p.
Загальним розв’язком однорідного рівняння (3.37), що відповідає даному характеристи-
чному числу, буде функція

φ(t) =

p∑
l=1

αlφl(t), (3.38)

де αi – довільні сталі.
Нагадаємо деякі відомості з лінійної алгебри.
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Нехай маємо квадратну матрицю порядку n

U = (αij)
j=1,2,...,n
i=1,2,...,n (3.39)

(αij – дійсні числа).
Матриця U∗, яку отримують з U заміною всіх її рядків відповідними стовпцями і навпаки,
називається спряженою до матриці U. Тому якщо U = (αij), то U∗ = (αji).
Якщо дано систему лінійних алгебраїчних рівнянь

UX = F, (3.40)

де

X =


x1
x2
...
xn

 , F =


F1

F2
...
Fn

 ,

то система
U∗Y = G (3.41)

називається спряженою із системою (3.40).
Мінором k-го порядку матриці U називається визначник k-ro порядку, складений з еле-
ментів αij матриці U, розташованих на перетині якихось її k рядків і k стовпців (k ⩽ n).
Якщо у матриці U усі мінори порядку k > r рівні нулеві, а серед її мінорів порядку r є
хоч один, відмінний від нуля, то число r називається рангом матриці U.
Теорема 3. Якщо визначник системи рівний нулеві, то однорідна система UX = 0 і
спряжена з нею система U∗Y = 0 мають кожна p = n−r лінійно незалежних розв’язків,
де r – ранг матриці U.
Уведемо наступні поняття. Нехай маємо інтегральне рівняння Фредгольма

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t) (3.42)

Означення 4. Ядро K∗(t, s), одержане з ядра K(t, s) заміною t на s і навпаки, називає-
ться спряженим3 з ядромK(t, s):

K∗(t, s) = K(s, t). (3.43)

Рівняння
ψ(t) = λ

∫ b

a

K∗(t, s)ψ(s)ds+ g(t) (3.44)

називається спряженим (союзним) з рівнянням (3.42).
Для інтегрального рівняння (3.25) з виродженим ядром спряжене з ним рівняння має ви-
гляд

ψ(t) = λ

∫ b

a

n∑
i=1

ai(s)bi(t)ψ(s)ds+ g(t). (3.45)

3У випадку, коли K(t, s) є комплекснозначною функцією дійсних аргументів t, s, покладаємо за означенням

K∗(t, s) = K(s, t),

де K(s, t) означає величину, комплексно спряжену з K(s, t).
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Для нього

ψ(t) = g(t) + λ

n∑
i=1

c∗i bi(t), (3.46)

де

c∗i =

∫ b

a

ψ(s)ai(s)ds (i = 1, n) (3.47)

Якщо g(t) ≡ 0, тобто рівняння (3.45) однорідне, то для визначення c∗i дістаємо однорідну
систему

c∗i − λ
n∑

j=1

kjic
∗
j = 0, (3.48)

спряжену із системою (3.35).
Унаслідок теореми 3 обидві ці системи мають однакову кількість p лінійно незалежних
векторів-розв’язків.
Якщо {c∗(l)1 , . . . , c

∗(l)
n } (l = 1, 2, . . . , p) є ненульовими векторами-розв’язками системи

(3.48), то функції

ψl(t) =
n∑

i=1

c
∗(l)
i bi(t) (l = 1, 2, . . . , p)

будуть власними функціями однорідного рівняння

ψ(t) = λ

n∑
i=1

bi(t)

∫ b

a

ai(s)ψ(s)ds, (3.49)

спряженого з рівнянням (3.32).
Отже,
Теорема 4. Якщоλ є характеристичним число ядраK(t, s), то однорідне інтегральне рів-
няння (3.37) і спряжене з ним рівняння (3.49) мають ту саму скінченну кількість лінійно
незалежних власних функцій.
Це – друга теорема Фредгольма.

3. Розглянемо, нарешті, неоднорідне рівняння (3.25) у випадку, коли λ – характеристичне
число.
Як ми зазначали, можливість його розв’язання еквівалентна можливості розв’язання не-
однорідної системи (3.29) лінійних алгебраїчних рівнянь.
Скористаємося наступною теоремою.
Теорема 5. Для того щоб неоднорідна система лінійних алгебраїчних рівнянь була
розв’язна, необхідно й достатньо, щоб вектор вільних членів цієї системи був ортого-
нальний до усіх векторів-розв’язків спряженої однорідної системи.
Згідно із цією теоремою, неоднорідна система (3.29) буде розв’язна тоді й тільки тоді,
коли вектор {f1, f2, . . . , fn} буде ортогональним до кожного з векторів {c∗(l)1 , . . . , c

∗(l)
n }

(l = 1, 2, . . . , p), тобто коли
n∑

i=1

fic
∗(l)
i = 0 (l = 1, 2, . . . , p). (3.50)
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Але fi =
∫ b

a f(t)bi(t)dt, і, отже, умову (3.50) можна записати так:∫ b

a

f(t)
n∑

i=1

c
∗(l)
i bi(t)dt =

∫ b

a

f(t)ψl(t)dt = 0 (l = 1, 2, . . . , p) (3.51)

Таким чином,
Теорема 6. Неоднорідне інтегральне рівняння (3.25) з виродженим ядром при характе-
ристичному значенні λ буде розв’язним тоді й тільки тоді, коли вільний член f(t) буде
ортогональним до усіх розв’язків спряженого однорідного інтегрального рівняння (3.49).
Це – третя теорема Фредгольма.
Підкреслимо, що надання відповіді на питання про можливість розв’язання рівняння
(3.25) вимагає перевірки скінченної кількості p умов∫ b

a

f(t)ψl(t)dt = 0 (l = 1, 2, . . . , p).

Якщо ці умови виконано, то рівняння (3.25) має нескінченну множину розв’язків. Усі ці
розв’язки можна описати формулою

φ(t) = φз. о.(t) + φн.(t),

де φн.(t) – якийсь розв’язок неоднорідного рівняння (3.25), а φз. о.(t). – загальний
розв’язок відповідного однорідного рівняння.
Умови (3.51) будуть очевидно виконані, якщо виконуються умови∫ b

a

f(t)bi(t)dt = 0 (i = 1, 2, . . . , n).

Як наслідок з доведених теорем випливає важлива теорема про альтернативу.
Теорема 7 (АльтернативаФредгольма). Якщо однорідне інтегральне рівнянняФредголь-
ма з виродженим ядром має тільки тривіальний розв’язок, то відповідне неоднорідне рів-
няння завжди має один і лише один розв’язок. Якщо ж однорідне рівняння має нетриві-
альний розв’язок, то неоднорідне інтегральне рівняння залежно від вільного члена f(t)
або зовсім не має розв’язку, або має нескінченну кількість розв’язків.
Нехай тепер маємо інтегральне рівняння

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t) (3.52)

з довільним (невиродженим) неперервним ядром K(t, s) і неперервною f(t). Як ми зго-
дом покажемо, якщо побудувати досить близьке до ядра K(t, s) вироджене ядро H(t, s),
то, розв’язавши рівняння з виродженим ядром H(t, s), ми дістанемо розв’язок, близький до
розв’язку рівняння з ядром K(t, s) при тій же правій частині. Більше того, якщо ми побу-
дуємо послідовність {Hn(t, s)} вироджених ядер, рівномірно збіжну до ядра K(t, s), то по-
слідовність розв’язків рівнянь з ядрамиHn(t, s) буде рівномірно збігатися до розв’язку φ(t)
рівняння (3.52) з ядромK(t, s).
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Способи побудови вироджених ядер, близьких до даного ядраK(t, s), можуть бути абсо-
лютно довільними. Наприклад, ядроK(t, s) можна наближати частковими сумами степене-
вого або подвійного тригонометричного ряду, якщо ядроK(t, s) розкладається у рівномірно
збіжний у прямокутнику Q = {a ⩽ t, s ⩽ b} степеневий або тригонометричний ряд, або
наближати його алгебраїчними або тригонометричними інтерполяційними поліномами.

Приклад. Знайти розв’язок інтегрального рівняння

φ(t) = 3t+

∫ 1

0

t3sφ(s)ds.

Розв’язування.
Винесемо з підінтегрального виразу у правій частині рівняння множник t3, який не залежить від змінної

інтегрування: ∫ 1

0

t3sφ(s)ds = t3
∫ 1

0

sφ(s)ds.

Очевидно, визначений інтеграл за сталим проміжком інтегрування матиме стале значення, яке позначимо C:

C =

∫ 1

0

sφ(s)ds. (3.53)

Тоді, з початкового рівняння
φ(t) = 3t+ t3C. (3.54)

Підставляючи (3.54) до (3.53), дістанемо

C =

∫ 1

0

sφ(s)ds =
∫ 1

0

s
(
3s+ s3C

)
ds =

[
s3 + C

s5

5

]∣∣∣∣1
0

= 1 +
C

5
. (3.55)

Звідки
C =

5

4
.

Отже,
φ(t) = 3t+

5

4
t3.

Приклад. Знайти розв’язок інтегрального рівняння

φ(t) = 3t2 + 4 +

∫ 1

0

(
t3s+ ts3

)
φ(s)ds.

Розв’язування.
Розкриємо дужки у підінтегральному виразі у правій частині рівняння і винесемо з-під інтегралів множни-

ки, які не залежать від змінної інтегрування:

φ(t) = 3t2 + 4 + t3
∫ 1

0

sφ(s)ds+ t

∫ 1

0

s3φ(s)ds.

Очевидно, визначені інтеграли за сталим проміжком інтегрування матимуть сталі значення, які позначимо C1

і C2 відповідно:

C1 =

∫ 1

0

sφ(s)ds; (3.56)

C2 =

∫ 1

0

s3φ(s)ds. (3.57)

Тоді, з початкового рівняння
φ(t) = 3t2 + 4 + t3C1 + tC2. (3.58)
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Підставляючи (3.58) до (3.56), дістанемо

C1 =

∫ 1

0

sφ(s)ds =
∫ 1

0

s
(
3s2 + 4 + s3C1 + sC2

)
ds =

[
3s4

4
+ 2s2 + C1

s5

5
+ C2

s3

3

]∣∣∣∣1
0

=
11

4
+
C1

5
+
C2

3
;

C2 =

∫ 1

0

s3φ(s)ds =
∫ 1

0

s3
(
3s2 + 4 + s3C1 + sC2

)
ds =

[
s6

2
+ s4 + C1

s7

7
+ C2

s5

5

]∣∣∣∣1
0

=
3

2
+
C1

7
+
C2

5
.

Звідки 
4

5
C1 −

1

3
C2 =

11

4
;

−1

7
C1 +

4

5
C2 =

3

2
.

Розв’язуючи цю систему (наприклад, методом Крамера), дістанемо

C1 =
2835

622
;C2 =

3345

1244
.

Отже,
φ(t) = 3t2 + 4 +

2835

622
t3 +

3345

1244
t.

Приклад. Знайти розв’язок інтегрального рівняння

φ(t) = 3 +

∫ π/2

0

cos(t− s)φ(s)ds.

Розв’язування.
Скористаємося для доведення виродженості ядра цього рівняння формулою косинуса різниці. Далі, роз-

криємо дужки у підінтегральному виразі у правій частині рівняння і винесемо з-під інтегралів множники, які
не залежить від змінної інтегрування:

φ(t) = 3 +

∫ π/2

0

cos(t− s)φ(s)ds = 3 +

∫ π/2

0

(cos t cos s+ sin t sin s)φ(s)ds =

3 + cos t
∫ π/2

0

cos sφ(s)ds+ sin t
∫ π/2

0

sin sφ(s)ds.

Очевидно, визначені інтеграли за сталим проміжком інтегрування матимуть сталі значення, які позначимо C1

і C2 відповідно:

C1 =

∫ π/2

0

cos sφ(s)ds;

C2 =

∫ π/2

0

sin sφ(s)ds.
(3.59)

Тоді, з початкового рівняння
φ(t) = 3 + C1 cos t+ C2 sin t. (3.60)

Підставляючи (3.60) до (3.59), дістанемо

C1 =

∫ π/2

0

cos sφ(s)ds =
∫ π/2

0

cos s (3 + C1 cos s+ C2 sin s) ds =

=

(
3 sin s+

[
s

2
+

sin 2s
4

]
C1 −

C2

4
cos 2s

)∣∣∣∣π/2
0

= 3 +
π

4
C1 +

C2

2
;

C2 =

∫ π/2

0

sin sφ(s)ds =
∫ π/2

0

sin s (3 + C1 cos s+ C2 sin s) ds =

=

(
−3 cos s+ C1

4
cos 2s+

[
s

2
− sin 2s

4

]
C2

)∣∣∣∣π/2
0

= 3 +
C1

2
+
π

4
C2.
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Звідки 
(
1− π

4

)
C1 −

1

2
C2 = 3;

−1

2
C1 +

(
1− π

4

)
C2 = 3.

Розв’язуючи цю систему (наприклад, методом Крамера), дістанемо

C1 = C2 = − 12

π − 2
.

Отже,
φ(t) = 3− 12

π − 2
cos t− 12

π − 2
sin t.

� Задачі для самостійного розв’язування
1. Знайти розв’язок інтегрального рівняння

φ(t) = 2t3 −
∫ 1

0

4t2φ(s)ds.

2. Знайти розв’язок інтегрального рівняння

φ(t) = 2t3 − 3t+

∫ 1

0

(
4t2s− 2s2t

)
φ(s)ds.

3. Знайти розв’язок інтегрального рівняння

φ(t) = 2−
∫ π

0

sin(t− s)φ(s)ds.

Приклад. Знайти характеристичне число та відповідну йому власну функцію ядра рівняння

φ(t) = λ

∫ 1

0

e3tφ(s)ds.

Розв’язування. Виносячи з-під інтеграла у правій частині рівняння e3t і позначаючи

C =

∫ 1

0

φ(s)ds,

дістанемо
φ(t) = λe3t · C,

отже
C =

∫ 1

0

φ(s)ds =
∫ 1

0

λe3s · Cds = λC
e3s

3

∣∣∣∣1
0

= Cλ
e3 − 1

3
.

Це рівняння матиме нетривіальний розв’язок для C , тобто λ у ньому буде характеристичним значенням,
лише якщо

λ =
3

e3 − 1
.

При цьому, очевидно, власною функцією буде функція φ(t) = C∗e3t, де C∗ – довільна стала.
Приклад. Знайти характеристичні числа та відповідні їм власні функції ядра рівняння

φ(t) = λ

∫ 1

0

(
3t3s− s2t2

)
φ(s)ds.

Розв’язування.
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Розкриємо дужки у підінтегральному виразі й винесемо з-під кожного з отриманих інтегралів множник,
який не залежить від змінної інтегрування:

φ(t) = λ

(
3t3
∫ 1

0

sφ(s)ds− t2
∫ 1

0

s2φ(s)ds
)
.

Оскільки визначені інтеграли у останньому виразі є сталими значеннями, уведемо позначення

C1 =

∫ 1

0

sφ(s)ds;C2 =

∫ 1

0

s2φ(s)ds. (3.61)

Тоді,
φ(t) = λ

(
3t3C1 − t2C2

)
. (3.62)

Далі, підставляючи (3.62) до (3.61), матимемо

C1 =

∫ 1

0

sφ(s)ds = λ

∫ 1

0

s
(
3t3C1 − t2C2

)
ds = λ

[
3

5
C1 −

1

4
C2

]
;

C2 =

∫ 1

0

s2φ(s)ds == λ

∫ 1

0

s2
(
3t3C1 − t2C2

)
ds = λ

[
1

2
C1 −

1

5
C2

]
;

або 
(
1− 3

5
λ

)
C1 +

λ

4
C2 = 0;

−λ
2
C1 +

(
1 +

λ

5

)
C2 = 0.

(3.63)

Ця система лінійних алгебраїчних рівнянь щодоC1 таC2 має нетривіальний розв’язок, лише якщо її визначник
дорівнює нулеві, тобто

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
1− 3

5
λ

λ

4

−λ
2

1 +
λ

5

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

звідки для характеристичних чисел маємо рівняння

λ2 − 80λ+ 200 = 0.

Це рівняння має два розв’язки:
λ1 = 40− 10

√
14;λ2 = 40 + 10

√
14,

для кожного з яких рівняння системи (3.63) будуть лінійно залежними. Через це, для визначення залежності
між C1 і C2 у власній функції вигляду (3.62) достатньо скористатися одним з них, наприклад першим:

C2 =
4

λ

(
3

5
λ− 1

)
C1.

Отже, для λ = λ1 матимемо

C2 =
12
√
14− 46

5
√
14− 20

C1,

звідки

φ(t) = C

(
3t3 − 12

√
14− 46

5
√
14− 20

t2

)
,

де C – довільна стала.
Аналогічно, для λ = λ2

C2 =
12
√
14 + 46

5
√
14 + 20

C1,
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звідки

φ(t) = C

(
3t3 − 12

√
14 + 46

5
√
14 + 20

t2

)
,

де C – довільна стала.
Приклад. Знайти характеристичні числа та відповідні їм власні функції ядра рівняння

φ(t) = λ

∫ π/2

0

(cos 3t sin s− sin 2t sin 2s)φ(s)ds.

Розв’язування.
Розкриємо дужки у підінтегральному виразі й винесемо з-під кожного з отриманих інтегралів множник,

який не залежить від змінної інтегрування:

φ(t) = λ

(
cos 3t

∫ π/2

0

sin sφ(s)ds− sin 2t
∫ π/2

0

sin 2sφ(s)ds
)
.

Оскільки визначені інтеграли у останньому виразі є сталими значеннями, уведемо позначення

C1 =

∫ π/2

0

sin sφ(s)ds;C2 =

∫ π/2

0

sin 2sφ(s)ds. (3.64)

Тоді,
φ(t) = λ (cos 3tC1 − sin 2tC2) . (3.65)

Далі, підставляючи (3.65) до (3.64), матимемо

C1 =

∫ π/2

0

sin sφ(s)ds = λ

∫ π/2

0

sin s (cos 3sC1 − sin 2sC2) ds = λ

[
−C1

2
− 2

3
C2

]
;

C2 =

∫ π/2

0

sin 2sφ(s)ds = λ

∫ π/2

0

sin 2s (cos 3sC1 − sin 2sC2) ds = λ

[
−2

5
C1 −

π

4
C2

]
;

або 
(
1 +

λ

2

)
C1 +

2

3
λC2 = 0;

2

5
λC1 +

(
1 +

π

4
λ
)
C2 = 0.

(3.66)

Ця система лінійних алгебраїчних рівнянь щодоC1 таC2 має нетривіальний розв’язок, лише якщо її визначник
дорівнює нулеві, тобто

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 +

λ

2

2

3
λ

2

5
λ 1 +

π

4
λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

звідки для характеристичних чисел маємо рівняння

(15π − 32)λ2 + (30π + 60)λ+ 120 = 0.

Це рівняння має два розв’язки:

λ1 = −
√
15

√
15π2 − 60 π + 316 + 15 π + 30

15π − 32
;λ2 =

√
15

√
15π2 − 60π + 316− 15 π − 30

15 π − 32
,

для кожного з яких рівняння системи (3.66) будуть лінійно залежними. Через це, для визначення залежності
між C1 і C2 у власній функції вигляду (3.65) достатньо скористатися одним з них, наприклад першим:

C2 = − 3

2λ

(
1 +

λ

2
λ

)
C1 =

(
− 3

2λ
− 3

4

)
C1.
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Отже, для λ = λ1 матимемо

C2 = −3
√
15

√
15 π2 − 60 π + 316− 45π + 282

4
√
15

√
15 π2 − 60 π + 316 + 60 π + 120

C1,

звідки

φ(t) = C

(
cos 3t+−3

√
15

√
15π2 − 60 π + 316− 45π + 282

4
√
15

√
15 π2 − 60 π + 316 + 60 π + 120

sin 2t
)
,

де C – довільна стала.
Аналогічно, для λ = λ2

C2 = −3
√
15

√
15π2 − 60 π + 316 + 45 π − 282

4
√
15

√
15π2 − 60 π + 316− 60π − 120

C1,

звідки

φ(t) = C

(
cos 3t+ 3

√
15

√
15 π2 − 60 π + 316 + 45 π − 282

4
√
15

√
15 π2 − 60 π + 316− 60π − 120

sin 2t
)
,

де C – довільна стала.

� Задачі для самостійного розв’язування
1. Знайти характеристичне число та відповідну йому власну функцію ядра рівняння

φ(t) = λ

∫ 1

0

sh tφ(s)ds.

2. Знайти характеристичні числа та відповідні їм власні функції ядра рівняння

φ(t) = λ

∫ π/2

0

(cos 3t sin 4s+ sin 2t sin 2s)φ(s)ds.

3. Знайти характеристичні числа та відповідні їм власні функції ядра рівняння

φ(t) = λ

∫ 2

0

(
e2t−3s + et−2s

)
φ(s)ds.
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Лекція 4
Принцип стислих відображень та його застосування до

інтегральних рівнянь

4.1 Метричні простори
Означення 5. МножинаM називається метричним простором, якщо кожній парі його еле-
ментів x, y поставлено у відповідність невід’ємне дійсне число ρM(x, y), яке називають від-
станню між елементами x та y і яке задовольняє наступні умови (аксіоми метрики):
1. ρM(x, y) = 0 ⇔ x = y (аксіома тотожності);
2. ρM(x, y) = ρM(y, x) (аксіома симетрії);
3. ρM(x, y) + ρM(y, z) ⩾ ρM(x, z) (аксіома трикутника).

Елементи метричного простору ми будемо називати також точками цього простору.
Приклади.

1. Множина дійсних чисел з відстанню ρ(x, y) = |x−y| утворює метричний простір. Спра-
ведливість аксіом 1. і 2. очевидна. Аксіома трикутника випливає з нерівності |x − z| =
|x− y + y − z| ⩽ |x− y|+ |y − z|.

2. Множина впорядкованих сукупностей з n дійсних чисел x = (x1, x2, . . . , xn) з відстанню

ρ(x, y) =

√√√√ n∑
k=1

(yk − xk)2 (4.1)

утворює метричний простір, який називається n-вимірним евклідовим простором Rn.
3. Нехай M – множина всіх неперервних функцій, заданих на відрізку [a; b]. Введемо ме-

трику, покладаючи
ρ(x, y) = max

a⩽t⩽b
|x(t)− y(t)|.

Перевіримо виконання аксіом метрики. Ясно, що ρ(x, y) ⩾ 0 та ρ(x, y) = 0 ⇔ x(t) ≡
y(t). Також очевидно, що ρ(x, y) = ρ(y, x). Перевіримо виконання аксіоми трикутника.
Для будь-якого t ∈ [a; b] маємо

|x(t)− z(t)| = |[x(t)− y(t)] + [y(t)− z(t)]| ⩽ |x(t)− y(t)|+
+ |y(t)− z(t)| ⩽ max

a⩽t⩽b
|x(t)− y(t)|+ max

a⩽t⩽b
|y(t)− z(t)| =

= ρ(x, y) + ρ(y, z). (4.2)
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Оскільки нерівність (4.2) виконується ∀t ∈ [a; b], то

ρ(x, y) = max
a⩽t⩽b

|x(t)− z(t)| ⩽ ρ(x, y) + ρ(y, z),

що й доводить справедливість аксіоми трикутника.
Множина усіх неперервних функцій, заданих на відрізку [a; b], у якій метрику введено
зазначеним чином, називається простором неперервних функцій і позначаєтьсяC([a; b]).

4. Розгляньмо множину усіх комплекснозначних функцій дійсної змінної t, визначених на
проміжку [a; b]. Обмежимо розгляд функціями, які є інтегровними разом із квадратом.
Введемо для таких функцій скалярний добуток таким чином:

(x, y) ≡
∫ b

a

x(t)y(t)dt, (4.3)

де x(t) позначає комплексне спряження функції x(t). За означенням у введеного скаляр-
ного добутку маємо такі властивості:

(x, y) = (y, x);
(x, y + z) = (x, y) + (x, z);
(x, λy) = λ(x, y);
(λx, y) = λ(x, y),

(4.4)

де λ – довільне комплексне число
Для будь-якого дійсного λ виконується нерівність∫ b

a

[x(t) + λy(t)]2dt ⩾ 0

Хоча введений нами скалярний добуток двох довільних функцій буде, загалом кажучи,
комплексним числом, скалярний добуток будь-якої функції на саму себе буде дійсним і
невід’ємним числом. Це надає змогу ввести відстань у такий спосіб:

ρ(x, y) ≡
√

(x− y, x− y) =

[∫ b

a

(x(t)− y(t))(x(t)− y(t))dt
]1/2

=

=

[∫ b

a

|x(t)− y(t)|2dt
]1/2

Виконання аксіом 1. та 2. є очевидним. Щоб довести виконання нерівності трикутника,
скористаємося нерівністю Коші1 – Буняковського2 (Шварца3) для інтегралів:

|(x, y)|2 ⩽ (x, x) · (y, y). (4.5)

Справді,
(x+ λy, x+ λy) = (x, x) + λ(x, y) + λ(y, x) + λλ(y, y) ⩾ 0. (4.6)

1Augustin-Louis Cauchy (1789 – 1857) – французький математик, запропонував форму нерівності для сум.
2Віктор Якович Буняковський (1804 – 1889) – український математик, запропонував доведення нерівності для інтегралів.
3Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 – 1921) – німецький математик, запропонував сучасне доведення нерівності, яким ми і

користуємося.
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Ця нерівність виконується для будь-якого значення λ, зокрема й для значення, для якого
її ліва частина є найменшою. Знайдемо це значення. Оскільки для довільного λ можна
вважати λ і λ незалежними змінними (незалежними вони є через те, що незалежними є
дійсна й уявна частина λ), мінімізувати ліву частину нерівності можна прирівнявши до
нуля частинні похідні ∂/∂λ і ∂/∂λ від неї. Зокрема

∂

∂λ
((x, x) + λ(x, y) + λ(y, x) + λλ(y, y)) = 0 ⇒ (y, x) + λ(y, y) = 0 ⇒ λ = −(y, x)

(y, y)
.

Підставляючи знайдене значення λ до (4.6), дістанемо нерівність (4.5).
Далі, використовуючи нерівність Шварца,

(ρ(x, z))2 = (x− z, x− z) = ((x− y) + (y − z), (x− y) + (y − z)) =

= |(x− y, x− y) + (x− y, y − z) + (y − z, x− y) + (y − z, y − z)| ⩽
⩽ (x− y, x− y) + |(x− y, y − z)|+ |(y − z, x− y)|+ (y − z, y − z) ⩽

Н. Ш.
⩽ (x− y)2 + 2

√
(x− y)2(y − z)2 + (y − z)2 =

=
(√

(x− y, x− y) +
√

(y − z, y − z)
)2

= (ρ(x, y) + ρ(y, z))2

5. НехайM – множина всіх функцій, які є інтегровними з p-им степенем (p > 1) на [a; b],
тобто таких, що ∫ b

a

|x(t)|pdt < +∞,

де інтеграл розуміємо у сенсі Лебега. Будемо позначати множину таких функцій
Lp([a; b])
Якщо x(t) ∈ Lp([a; b]) та y(t) ∈ Lp([a; b]) будемо вважати

ρ(x, y)

(∫ b

a

|x(t)− y(t)|pdt
)1/p

. (4.7)

Виконання аксіоми симетрії є очевидним. Що стосується аксіоми тотожності, то, як до-
волі просто показати, ρ(x, y) = 0 ⇏ x(t) ≡ y(t). Втім, аксіому може бути задоволено,
якщо вважати тотожними функції, які відрізняються лише на множину міри нуль. Таким
чином, елементами Lp([a; b]) є, по cyті, не функції, а класи функцій.
Аксіома трикутника випливає з нерівності Мінковського для інтегралів:(∫ b

a

|x(t) + y(t)|pdt
)1/p

⩽
(∫ b

a

|x(t)|pdt
)1/p

+

(∫ b

a

|y(t)|pdt
)1/p

.

Означення 6. Назвемо кулею (відповідно замкненою кулею) із центром у точці a і радіусом
r сукупність усіх точок x метричного просторуM , що задовольняють нерівність

ρM(x, a) < r (відповідно ρM(x, a) ⩽ r).

Будемо позначати таку кулю S(a, r) (відповідно S(a, r)).
Приклади.
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1. НехайM = R3 – тривимірний евклідів простір. Тоді

S(a, r) :

√√√√ 3∑
k=1

(xk − ak)2 < r

або
(x1 − a1)

2 + (x2 − a2)
2 + (x3 − a3)

2 < r2.

Це звичайна куля радіуса r із центром у точці (a1, a2, a3).
2. НехайM = C([a; b]). Куля S(x0, r) – сукупність усіх неперервних на [a; b] функцій x(t)

таких, що
max
a⩽t⩽b

|x(t)− x0(t)| < r,

отже, таких, що
x0(t)− r < x(t) < x0(t) + r, ∀t ∈ [a; b].

Геометрично це сукупність неперервних на [a; b] функцій x(t), графіки яких цілком ле-
жать у смузі шириною 2r, утвореній кривими x = x0(t)− r та x = x0(t) + r.

4.2 Повні простори
Означення 7. Послідовність {xn} елементів метричного простору X називається збіжною
у собі або фундаментальною послідовністю, якщо для будь-якого числа ε > 0 знайдеться
номер N0(ε) такий, що ρX(xn, xm) < ε при n,m > N0(ε).

Якщо послідовність {xn} збігається до границі x0 ∈ X , то вона фундаментальна.
Справді, нехай x0 = lim

n→∞
xn. Тоді для будь-якого ε > 0 знайдеться номер N0(ε) такий,

що
ρX(xn, x0) < ε/2,∀n > N0(ε).

Звідси
ρX(xn, xm) ⩽ ρX(xn, x0) + ρX(xm, x0) < ε, n,m > N0(ε),

а це означає, згідно з означенням, що послідовність {xn} – фундаментальна.
Однак існують метричні простори, у яких є послідовності, що збігаються у собі, але не

збіжні ні до якої границі (у цьому просторі).
Нехай, наприклад, X – множина раціональних чисел, причому відстань визначається за

формулою ρ(r1, r2) = |r1 − r2|.
ТодіX – метричний простір.
Розглянемо послідовність {rn}, де rn = 1/2n. Ця послідовність збігається і у собі, і до

границі r0 = 0 ∈ X .
Візьмемо тепер послідовність із загальним членом

rn =

(
1 +

1

n

)n

.

ця послідовність збігається у собі, але не має границі у просторіX , оскільки

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e
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не є раціональним числом.
Означення 8. Якщо в метричному просторі X кожна фундаментальна послідовність збіга-
ється до деякої границі, що є елементом того ж простору, то простірX називається повним.

Зокрема, простір C([a; b]) неперервних на відрізку [a; b] функцій з метрикою

ρ(x, y) = max
a⩽t⩽b

|x(t)− y(t)|

є повним простором.
Справді, нехай дано послідовність {xn(t)}, де xn ∈ C([a; b]) (n ∈ N), і нехай

ρ(xn, xm)
n,m→∞−−−−→ 0, тобто ∀ε > 0 ∃N0 = N0(ε),

∀n,m > N0, max
a⩽t⩽b

|xn(t)− xm(t)| < ε.

Це означає, що для послідовності {xn(t)} виконується критерій Коші рівномірної збі-
жності на [a; b].

Нехай x0(t) – границя послідовності {xn(t)}. Як границя рівномірно збіжної послідов-
ності неперервних функцій, ця функція x0 також неперервна [a; b]. Таким чином, x0(t) ∈
C([a; b]) і ρ(xn, x0)

n→∞−−−→ 0. Отже, простір C([a; b]) повний.
Можна показати, що Lp([a; b]) (зокрема, L2([a; b])) – повні простори.
Простір Q раціональних чисел, як ми бачили, не є повним простором.

4.3 Принцип стислих відображень
НехайX і Y – метричні простори,D – деяка множина у просторіX .

Означення 9. Якщо кожній точці x ∈ D за деяким законом поставлена у відповідність певна
точка y ∈ Y , то кажуть, що на множині D задано оператор A зі значеннями у просторі Y , і
пишуть

y = Ax.

МножинуD називають областю визначення оператора A; x називають аргументом опе-
ратораA. Кожну точку y ∈ Y таку, що y = Ax, називають образом відповідної точки x ∈ D.
Щодо оператора A кажуть, що він встановлює відображення множиниD у простір Y :

D
A−→ Y.

Якщо сукупність значень оператора A збігається з усім Y , то кажуть, що оператор A
відображаєD на простір Y .

Приклади.
1. НехайX – простір C([a; b]) функцій x(t), неперервних на відрізку [a; b]. Кожній функції
x(t) ∈ C([a; b]) поставимо у відповідність функцію

y(t) =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds,

деK(t, s) – задана, неперервна у квадратіQ = {a ⩽ t, s ⩽ b} функція. Цим ми визначи-
мо на C([a; b]) інтегральний оператор

Ax ≡
∫ b

a

K(t, s)x(s)ds,
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який, як буде показано нижче, переводить простір C([a; b]) у себе.
2. Позначимо через C∞((a; b)) сукупність функцій x(t), визначених в (a; b) і нескінченно

диференційованих у цьому інтервалі. Кожній функції x(t) ∈ C∞((a; b)) поставимо у
відповідність її похідну x′(t). Цим ми визначимо оператор диференціювання d/dt, що діє
із C∞((a; b)) до C∞((a; b)).
Принцип стислих відображень полягає у застосування наступної теореми:

Теорема 8 (С. Банаха). Нехай у повному метричному просторі X задано оператор A, що
переводить елементи просторуX знову в елементи цього простору, тобто

X
A−→ X.

Нехай, крім того, для всіх x, y ∈ X

ρ(Ax,Ay) ⩽ αρ(x, y), (4.8)

де 0 < α < 1 і не залежить від x, y.
Тоді існує одна й лише одна точка x0 така, що

Ax0 = x0.

ОператорA, що має властивість (4.8), називають оператором стиску, а точку x0 таку, що
Ax0 = x0, називають нерухомою точкою оператора A.

Взагалі, операторA може й не мати нерухомих точок. Найпростіший приклад – оператор
зсуву у R1: Ax = x+ x̃, x̃ ̸= 0. В умовах теореми Банаха4 нерухома точка існує, і при тому
тільки одна.

Доведення. Виберемо довільний фіксований елемент x ∈ X і покладемо

x1 = Ax, x2 = Ax1, . . . , xn = Axn−1, . . .

Покажемо, що послідовність {xn} фундаментальна. Очевидно, що

ρ(x1, x2) = ρ(Ax,Ax1) ⩽ αρ(x, x1) = αρ(x,Ax),

ρ(x2, x3) = ρ(Ax1, Ax2) ⩽ αρ(x1, x2) ⩽ α2ρ(x,Ax),

. . .

ρ(xn, xn+1) ⩽ αnρ(x,Ax),

. . .

Далі,

ρ(xn, xn+p) ⩽ ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + . . .+ ρ(xn+p−1, xn+p) ⩽

⩽ αn(1 + α + . . .+ αp−1)ρ(x,Ax) =
αn − αn+p

1− α
ρ(x,Ax). (4.9)

4Stefan Banach (1892 – 1945) – польський математик, один із найвпливовіших математиків XX століття і засновник львівської
школи математики.
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Оскільки за умовою 0 < α < 1, то

ρ(xn, xn+p) <
αn

1− α
ρ(x,Ax),

звідки так само випливає, що ρ(xn, xn+p) → 0 при n→ ∞ і будь-якому p > 0.
Отже, послідовність {xn} збігається у собі (фундаментальна). Через повноту простору

X існує елемент x0 ∈ X , що є границею цієї послідовності,

x0 = lim
n→∞

xn.

Доведемо, що Ax0 = x0.
Справді,

ρ(x0, Ax0) ⩽ ρ(x0, xn) + ρ(xn, Ax0) = ρ(x0, xn) + ρ(Axn−1, Ax0) ⩽
⩽ ρ(x0, xn) + αρ(xn−1, x0).

Оскільки x0 = lim
n→∞

xn, для будь-якого ε > 0 за достатньо великого n

ρ(x0, xn) < ε/2, ρ(x0, xn−1) < ε/2.

Отже,
ρ(x0, Ax0) < ε.

Оскільки ε > 0 є довільним, звідси випливає, що ρ(x0, Ax0) = 0, тобто x0 = Ax0, що й
слід було довести.

Доведемо єдиність нерухомої точки оператора стиску.
Припустімо, що існують два елементи x0, y0 ∈ X такі, що

Ax0 = x0, Ay0 = y0.

Тоді
ρ(x0, y0) = ρ(Ax0, Ay0) ⩽ αρ(x0, y0).

Якщо припустити, що ρ(x0, y0) > 0, то із раніше показаного слідує, що α ⩾ 1. Але це
суперечить умові α < 1. Тому, наше припущення, що ρ(x0, y0) > 0, є помилковим, отже
x0 = y0.

Переходячи у формулі (4.9) до границі при p → ∞, дістанемо оцінку похибки n-го на-
ближення:

ρ(xn, x0) ⩽
αn

1− α
ρ(x,Ax). (4.10)

Одночасно (4.10) слугує й оцінкою швидкості збіжності. ■

4.4 Застосування принципу стислих відображень до інте-
гральних рівнянь

4.4.1 Рівняння Фредгольма 2-го роду
Застосуємо принцип стислих відображень для доведення існування і єдиності розв’язку

неоднорідного лінійного інтегрального рівняння Фредгольма 2-го роду
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φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t). (4.11)

Припустімо, що ядро K(t, s) неперервне у замкненому квадраті Q = {a ⩽ t, s ⩽ b}, отже,
є обмеженим у ньому: |K(t, s)| ⩽ M , ∀(t, s) ∈ Q. Припустімо також, що f(t) ∈ C([a; b]).
Будемо шукати розв’язок рівняння (4.11) у класі C([a; b]) функцій, неперервних на [a; b].

При цьому розв’язком інтегрального рівняння (4.11) будемо називати усяку функцію
φ0(t) ∈ C([a; b]), яка, будучи підставлена у рівняння (4.11), перетворює його на тотожність
за t на [a; b]:

φ0(t) ≡ λ

∫ b

a

K(t, s)φ0(s)ds+ f(t). (4.12)

Очевидно, що при λ = 0 рівняння (4.11) має єдиний неперервний розв’язок φ0 ≡ f(t).
Покажемо, що рівняння (4.11) однозначно розв’язне й при всіх λ, досить малих за абсо-

лютною величиною. Розглядатимемо праву частину рівняння (4.11) як оператор Aφ, визна-
чений у просторі C([a; b])

Aφ ≡ λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t). (4.13)

Усяку функцію φ(t) ∈ C([a; b]) оператор A переводить у деяку, загалом кажучи іншу,
функцію φ̃(t), визначену на тому ж відрізку [a; b]. І питання про існування розв’язкуφ0(t) ін-
тегрального рівняння (4.11) тим самим зводиться до питання про наявність нерухомої точки
в оператораA, тобто такої функції φ0(t), яка операторомA переводиться у себе: φ0 = Aφ0.

Розглянемо, наприклад, рівняння

φ(t) = 2

∫ 1

0

t2sφ(s)ds+ 1. (4.14)

Оператор, що відповідає цьому рівнянню,

Aφ ≡ 2

∫ 1

0

t2sφ(s)ds+ 1.

Покладаючи φ(t) ≡ 1, маємо

Aφ = 2

∫ 1

0

t2s · 1ds+ 1 = t2 + 1,

тобто
1

A−→ t2 + 1.

Покладемо тепер φ(t) = 2t2 + 1. Тоді

Aφ = 2

∫ 1

0

t2s(2s2 + 1)ds+ 1 = 2t2 + 1,

тобто
2t2 + 1

A−→ 2t2 + 1.
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Таким чином, «точка» φ(t) = 2t2 + 1 є нерухомою точкою оператора A – розв’язком поча-
ткового інтегрального рівняння (4.14).

Покажемо, що оператор A, заданий формулою (4.13), діє з повного простору C([a; b])
знову до C([a; b]), тобто що якщо g(t) = Aφ(t), де φ(t) ∈ C([a; b]), то й g(t) ∈ C([a; b]).

Справді, нехай t – довільна точка відрізка [a; b] і нехай∆t – будь-яке, аби тільки t+∆t ∈
[a; b]. Маємо

|g(t+∆t)− g(t)| =
∣∣∣∣λ∫ b

a

K(t+∆t, s)φ(s)ds+ f(t+∆t)−

−λ
∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds− f(t)

∣∣∣∣ ⩽
⩽ |λ|

∫ b

a

|K(t+∆t, s)−K(t, s)||φ(s)|ds+ |f(t+∆t)− f(t)|. (4.15)

Візьмемо будь-яке ε > 0. За умовою f(t) ∈ C([a; b]) і тому ∃δ1 > 0 таке, що

|f(t+∆t)− f(t)| < ε/2 при ∀∆t : |∆t| < δ1. (4.16)

Нехай, далі,
Φ = max

a⩽t⩽b
|φ(t)|.

Ядро K(t, s) неперервне у замкненому квадраті Q і, отже, рівномірно неперервне у Q.
Тому для вибраного ε > 0 знайдеться δ2 > 0 таке, що

|K(t+∆t, s)−K(t, s)| < ε

2Φ(b− a)|λ|
, (4.17)

якщо |∆t| < δ2 і s ∈ [a; b].
Покладемо δ = min{δ1, δ2}. Тоді ∀∆t таких, що |∆t| < δ, будуть одночасно виконува-

тися нерівності (4.16) і (4.17), а отже, через (4.15) дістанемо, що

|g(t+∆t)− g(t)| < ε ∀∆t : |∆t| < δ,

що й доводить неперервність функції g(t) у будь-якій точці t відрізка [a; b].
Отже,

C([a; b]) A−→ C([a; b]).

З’ясуємо тепер, за яких умов оператор A буде оператором стиску. Маємо

ρ(Aφ,Aφ2) = max
a⩽t⩽b

|Aφ1(t)− Aφ2(t)| =

= max
a⩽t⩽b

∣∣∣∣λ∫ b

a

K(t, s)φ1(s)ds− λ

∫ b

a

K(t, s)φ2(s)ds
∣∣∣∣ =

= max
a⩽t⩽b

∣∣∣∣λ∫ b

a

K(t, s)[φ1(s)− φ2(s)]ds
∣∣∣∣ ⩽

⩽ |λ|M(b− a) max
a⩽s⩽b

|φ1(s)− φ2(s)|. (4.18)
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Згадуючи, що max
a⩽s⩽b

|φ1(s)−φ2(s)| = ρ(φ1, φ2), надамо нерівності (4.18) такого вигляду:

ρ(Aφ1, Aφ2) ⩽ |λ|M(b− a)ρ(φ1, φ2),

звідки можна бачити, що при |λ| < 1/M(b− a) оператор A буде оператором стиску.
З принципу стислих відображень дістаємо, що для всякого λ такого, що

|λ| < 1

M(b− a)
,

рівняння Фредгольма (4.11) з неперервним ядромK(t, s) і неперервним вільним членом f(t)
має єдиний неперервний розв’язок.

Послідовні наближення φ0(t), …, φn(t), …до цього розв’язку визначаються зі співвідно-
шень

φn+1(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φn(s)ds+ f(t) (n = 0, 1, . . .). (4.19)

де як φ0(t) можна взяти будь-яку неперервну на [a; b] функцію.
Приклад. Розв’язати інтегральне рівняння

φ(t) = t− 1

2

∫ 1

0

tsφ(s)ds. (4.20)

Розв’язання. ЯдроK(t, s) = ts неперервне у квадраті Q = {0 ⩽ t, s ⩽ 1}, причому

|K(t, s)| = |ts| ⩽ 1 =M.

Далі, λ = 1/2, a = 0, b = 1, отже 1/M(b−a) = 1, і умова |λ| < 1/M(b−a), що забезпечує стислість відобра-
ження, тут виконано. Тому інтегральне рівняння (4.20) може бути розв’язане методом послідовних наближень.
Покладемо φ0(t) = 0. Тоді, згідно з (4.19),

φ1(t) = t− t

2

∫ 1

0

sφ0(s)ds = t,

φ2(t) = t− t

2

∫ 1

0

sφ1(s)ds =
5

6
t =

(
1− 1

6

)
t,

φ3(t) = t− t

2

∫ 1

0

sφ2(s)ds =
31

36
t =

(
1− 1

6
+

1

62

)
t,

. . .

φn(t) = t− t

2

∫ 1

0

sφn−1(s)ds =
1− (−1/6)n

1− (−1/6)
t,

Звідси
φ(t) = lim

n→∞
φn(t) = lim

n→∞

1− (−1/6)n

1− (−1/6)
t =

6

7
t. (4.21)

Якщо взяти φ0(t) =
6

7
t, то дістанемо φ1 =

6

7
t, φ2(t) =

6

7
t тощо.

Таким чином, ми відразу дістанемо розв’язок. Це підкреслює, що вдалий вибір початкової функції φ0(t)
може значно скоротити процес відшукання розв’язку інтегрального рівняння.

■
Повернімося до інтегрального рівняння (4.11). Будемо й надалі вважати, що ядроK(t, s)

і f(t) неперервні. Виходячи з метрики простору C([a; b]), ми показали, що рівняння (4.11)
має єдиний неперервний розв’язок φ(t), якщо |λ| < 1/M(b− a), де

M = max
a⩽t⩽b

|K(t, s)|.
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Покажемо тепер, користуючись метрикою простору L2([a; b])

ρ(x(t), y(t)) =

(∫ b

a

[y(t)− x(t)]2dt
)1/2

,

що цей результат виконується у ширшому інтервалі значень параметра λ.
Теорема 9. Для будь-якого x(t) ∈ L2([a; b]), тобто такого, що∫ b

a

x2(t)dt < +∞,

функція

y(t) =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds

неперервна на [a; b].
Доведення. Виберемо будь-яку точку t0 ∈ [a; b]. За умовою ядро K(t, s) неперервне у

замкненому квадраті Q = {a ⩽ t, s ⩽ b} і, отже, рівномірно неперервне у ньому. Тому для
всякого ε > 0 існує таке δ > 0, що для всіх t таких, що |t− t0| < δ, виконується нерівність

|K(t, s)−K(t0, s)| < ε ∀s ∈ [a; b].

Тому

|y(t)− y(t0)| =
∣∣∣∣∫ b

a

[K(t, s)−K(t0, s)]x(s)ds
∣∣∣∣ ⩽

⩽ ε

∫ b

a

|x(s)|ds ⩽ ε
√
b− a

(∫ b

a

x2(s)ds
)1/2

.

через довільність ε > 0 звідси й випливає неперервність функції y(t) у будь-якій точці t ∈
[a; b]. ■

З теореми випливає, що права частина (4.11) є неперервна функція за будь-якого φ(t) ∈
L2([a; b]). Отже, має бути неперервною й ліва частина.

Таким чином, серед усіх функцій, що входять до L2([a; b]), розв’язками рівняння (4.11)
можуть бути тільки неперервні функції.

Будемо розглядати праву частину (4.11) як оператор Aφ, заданий у просторі L2([a; b]).
Внаслідок теореми

L2([a; b])
A−→ C([a; b]) ⊂ L2([a; b]).

Покладемо

B =

(∫ b

a

∫ b

a

K2(t, s)dtds
)1/2

і покажемо, що при |λ| < 1/B оператор A – оператор стиску. Маємо

Aφ2 − Aφ1 = λ

∫ b

a

K(t, s)[φ2(s)− φ1(s)]ds.
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Використовуючи нерівність Шварца, звідси отримуємо

[Aφ2 − Aφ1]
2 =

(
λ

∫ b

a

K(t, s)[φ2(s)− φ1(s)]ds
)2

⩽

⩽ λ2
∫ b

a

K2(t, s)ds
∫ b

a

[φ2(s)− φ1(s)]
2ds.

Інтегруючи обидві частини останньої нерівності за t t від a до b, знайдемо∫ b

a

[Aφ2(t)− Aφ1(t)]
2dt ⩽ λ2

∫ b

a

∫ b

a

K2(t, s)dsdt
∫ b

a

[φ2(s)− φ1(s)]
2ds,

або
ρ2(Aφ1, Aφ2) ⩽ λ2 ·B2ρ2(φ1, φ2),

звідки
ρ(Aφ1, Aφ2) ⩽ |λ| ·Bρ(φ1, φ2),

Отже, при |λ| ·B < 1, тобто при |λ| < 1/B, оператор A – оператор стиску. А отже, при
|λ| < 1/B інтегральне рівняння (4.11) має єдиний неперервний розв’язок φ(t).

Очевидно, що B ⩽ M(b − a) (рівність можлива лише при |K(t, s)| ≡ M ) і інтервал
|λ| < 1/B, загалом, ширше за інтервал |λ| < 1/M(b− a).

Так, у розглянутому вище прикладі маємо

B =

(∫ 1

0

∫ 1

0

t2s2dtds
)1/2

=
1

3

і для λ дістанемо наступну оцінку: |λ| < 3.
Однак якщо 1/M(b − a) < |λ| < 1/B, то для послідовних наближень φn(t) можна

гарантувати лише збіжність у середньому, а не рівномірну збіжність, що має місце при |λ| <
1/M(b− a).

Зауваження. Можна відмовитися від неперервності K(t, s) і f(t) і вимагати лише, щоб f(t) ∈ L2([a; b])
іK(t, s) ∈ L2(Q), тобто ∫ b

a

∫ b

a

K2(t, s)dtds = B2 < +∞

У цьому випадку природно шукати розв’язок серед функцій зL2([a; b]). Можна показати, що й у цьому випадку
при |λ| < 1/B рівняння (4.11) має єдиний розв’язок. Але цей розв’язок уже не зобов’язаний бути неперервною
функцією, а його єдиність означає те, що він є єдиним з точністю до функцій, майже всюди рівних нулеві.

4.4.2 Рівняння Вольтерри 2-го роду
Розглянемо інтегральне рівняння Вольтерри другого роду

φ(t) = λ

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t). (4.22)

Вище зазначалося, що це рівняння можна розглядати як окремий випадок рівняння Фре-
дгольма, довизначивши ядроK(t, s) рівністюK(t, s) = 0 при s > t.

Однак, на відміну від рівнянь Фредгольма, до рівнянь Вольтерри принцип стислих від-
ображень (точніше, одне його узагальнення) застосовний за будь-яких значень λ. Попере-
дньо введемо поняття неперервності операторів.
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Означення 10. Нехай X і Y – метричні простори. Оператор A, що відображає множину
⊂ X у простір Y , називається неперервним у точці x0 ∈ D, якщо для будь-якого ε > 0 існує
таке δ > 0, що для усіх x ∈ D, що задовольняють умову

ρX(x, x0) < δ,

має місце нерівність
ρY (Ax,Ax0) < ε.

(Тут ρx, ρY – відстані між елементами просторівX і Y відповідно.)
Оператор A називається просто неперервним, якщо він є неперервним у кожній точці

тієї множини, на якій його задано.
Нехай оператор А діє зX вX . Виберемо будь-який елемент x ∈ X . Тоді Ax буде знову

належати простору X і до нього знову можна застосувати оператор A: A(Ax). Оператор,
що відповідає послідовному застосуванню оператора A, будемо позначати символом A2 і
називатимемо квадратом оператора A.

Аналогічно можна визначити оператори A3, A4 і взагалі будь-який цілий додатний сте-
пінь оператора An.
Теорема 10. Нехай A – таке неперервне відображення повного метричного простору X у
себе, що відображення An при деякому n є стислим. Тоді рівняння Ax = x має, і при тому
єдиний, розв’язок.

Звернімося до інтегрального рівняння (4.22). Припускатимемо, що f(t) ∈ C([a; b]) і що

ядроK(t, s) неперервне у замкненому трикутнику ∆:
{
a ⩽ t ⩽ b,
a ⩽ s ⩽ t.

Введемо оператор Aφ, визначивши його формулою

Aφ ≡ λ

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t). (4.23)

Неважко встановити, що
C([a; b]) A−→ C([a; b]).

Покажемо, що A – неперервний оператор.
Нехай φ1(t), φ2(t) – будь-які дві функції з C([a; b]), Тоді

Aφ2(t)− Aφ1(t) =

∣∣∣∣λ∫ t

a

K(t, s)[φ2(s)− φ1(s)]ds
∣∣∣∣ ⩽

⩽ |λ|M(t− a) max
a⩽s⩽b

|φ2(s)− φ1(s)|. (4.24)

Тут
M = max

(t,s)∈∆
|K(t, s)|.

З оцінки (4.24) дістаємо, що ∀t ∈ [a; b]

|Aφ2(t)− Aφ1(t)| ⩽ |λ|M(b− a)ρ(φ1, φ2),

Виберемо будь-яке ε > 0. Тоді при δ = ε/|λ|M(b− a) з умови ρ(φ1, φ2) < δ матимемо

ρ(Aφ1, Aφ2) < ε.

43



Згідно з визначенням, це й означає, що оператор A, визначений формулою (4.23), є непе-
рервним оператором з C([a; b]) до C([a; b]).

Далі, використовуючи оцінку (4.24), знаходимо

|A2φ2(t)− A2φ1(t)| =
∣∣∣∣λ∫ t

a

K(t, s)[Aφ2(s)− Aφ1(s)]ds
∣∣∣∣ ⩽

⩽ |λ|2M
2(t− a)2

2!
ρ(φ1, φ2)

і, загалом,

|Anφ2(t)− Anφ1(t)| ⩽ |λ|nM
n(t− a)n

n!
ρ(φ1, φ2) ⩽

⩽ |λ|nMn(b− a)n

n!
ρ(φ1, φ2). (4.25)

Нерівність (4.25) виконується для будь-якого t ∈ [a; b], і, отже,

ρ(Anφ1, A
nφ2) ⩽

|λ|nMn(b− a)n

n!
ρ(φ1, φ2). (4.26)

За будь-якого значення λ число n можна вибрати настільки великим, що

|λ|nMn(b− a)n

n!
< 1.

Отже, оператор An буде стислим при досить великому n.
Через теорему 10 звідси дістанемо, що сам операторAмає єдину нерухому точку і, відпо-

відно, рівняння Вольтерри (4.22) за будь-якого значення λ має, і при тому єдиний, розв’язок.
Цей розв’язок може бути знайдено методом послідовних наближень, які будуються за

схемою
φn+1(t) = λ

∫ t

a

K(t, s)φn(s)ds+ f(t) n ∈ N,

де як φ0(t) можна взяти будь-яку функцію з C([a; b]).
Приклад.
Методом послідовних наближень розв’язати інтегральне рівняння

φ(t) = t−
∫ t

0

(t− s)φ(s)ds.

Розв’язування. У цьому випадку f(t) = t іK(t, s) = t− s (s < t) неперервні і, отже, рівняння має єдиний
неперервний розв’язок.

Будемо його шукати методом послідовних наближень. Покладемо φ0(t) = 0. Тоді дістанемо

φ1(t) = t.

Далі,
φ2(t) = t−

∫ t

0

(t− s)sds = t− t3

3!
,

φ3(t) = t−
∫ t

0

(t− s)

(
s− s3

3!

)
ds = t− t3

3!
+
t5

5!
,
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. . .

φn(t) = t− t3

3!
+
t5

5!
+ . . .+ (−1)n−1 t2n−1

(2n− 1)!
.

Зрозуміло, що
φn(t)

n→∞−−−→ sin t.
Безпосередньою перевіркою переконуємося, що функція φ(t) = sin t є розв’язком даного інтегрального рів-
няння.

Приклад.
За допомогою методу стислих відображень знайти вказане наближення розв’язку інтегрального рівняння

Вольтерри. Покласти φ0 = 0. φ(t) = t+
1

2

t∫
0

sφ(s)ds, φ4(t)−?

Розв’язування. Послідовно знаходимо

φ1(t) = t+ 0 = t;

φ2(t) = t+
1

2

t∫
0

s · sds = t+
s3

6

∣∣∣∣t
0

= t+
t3

6
;

φ3(t) = t+
1

2

t∫
0

s

(
s+

s3

6

)
ds = t+

s3

6

∣∣∣∣t
0

+
s5

60

∣∣∣∣t
0

= t+
t3

6
+
t5

60
;

φ4(t) = t+
1

2

t∫
0

s

(
s+

s3

6
+
s5

60

)
ds = t+

s3

6

∣∣∣∣t
0

+
s5

60

∣∣∣∣t
0

+
s7

840

∣∣∣∣t
0

= t+
t3

6
+
t5

60
+

t7

840
.

� Задачі для самостійного розв’язування
• За допомогою методу стислих відображень знайти вказане наближення розв’язку інтегрального рівняння

Вольтерри. Покласти φ0 = 0. φ(t) = t+
1

3

t∫
0

sφ(s)

s+ 1
ds, φ2(t)−?

4.4.3 Застосування принципу стислих відображень до розв’язування де-
яких типів нелінійних інтегральних рівнянь

Нехай маємо рівняння

φ(t) =

∫ b

a

K(t, s;φ(s))ds+ f(t), (4.27)

де f(t) іK(t, s; z) – неперервні функції своїх аргументів для a ⩽ t, s ⩽ b, z ∈ R.
Нехай, крім того,K(t, s; z) задовольняє умову Ліпшиця5 за своїм «функціональним» ар-

гументом z, тобто
|K(t, s; z2)−K(t, s; z1)| ⩽ L |z2 − z1|,

де L – деякі сталі, що не залежать від вибору z1 і z2.
Розглянемо відображення g = Aφ повного простору C([a; b]) у себе, де

Aφ ≡
∫ b

a

K(t, s;φ(s))ds+ f(t). (4.28)

5Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832 – 1903) – німецький математик
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Нехай φ1(t), φ2(t) – будь-які дві функції з C([a; b]). Тоді

|Aφ2 − Aφ1| =
∣∣∣∣λ∫ t

a

[K(t, s;φ2(s))−K(t, s;φ1(s))]ds
∣∣∣∣ ⩽

⩽ |λ|L (b− a) max
a⩽s⩽b

|φ2(s)− φ1(s)|. (4.29)

Оцінка (4.29) виконується для усіх t ∈ [a; b]. Відповідно, і

max
a⩽t⩽b

|Aφ2(t)− Aφ1(t)| = ρ(Aφ1, Aφ2) ⩽ |λ|L (b− a)ρ(φ1, φ2).

Отже, при |λ| < 1/L (b − a) оператор A буде стислим і, через теорему 8, інтегральне
рівняння (4.27) буде мати при таких λ єдиний неперервний розв’язок.

Цей розв’язок можна знайти методом послідовних наближень за схемою

φn+1 =

∫ b

a

K(t, s;φn(s))ds+ f(t) (n ∈ N)

де як φ0(t) можна взяти будь-яку функцію з C([a; b]).
Зауваження. Якщо функціяK(t, s; z) має обмежену частинну похідну за z:∣∣∣∣∂K∂z

∣∣∣∣ ⩽ Λ (a ⩽ t, t ⩽ b, z ∈ R)

то така функція задовольняє умову Ліпшиця за z зі сталою L ⩽ Λ.
Справді, скориставшись теоремою Лагранжа, матимемо

K(t, s; z2)−K(t, s; z1) =
∂K(t, s; ξ)

∂z
(z2 − z1), (4.30)

де ξ розташовано між z1 і z2.
З (4.30) дістанемо

|K(t, s; z2)−K(t, s; z1)| =
∣∣∣∣∂K(t, s; ξ)

∂z

∣∣∣∣ |z2 − z1| ⩽ Λ|z2 − z1|,

що й доводить наше твердження.
Приклад. Розв’язати інтегральне рівняння

φ(t) =
1

3

∫ 1

−1

ts

1 + φ2(s)
ds+ 1.

Розв’язування.ФункціяK(t, s; z) =
ts

1 + z2
є неперервною функцією своїх аргументів; вона має обмеже-

ну похідну за z: ∣∣∣∣∂K∂z
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣− 2tsz

(1 + z2)2

∣∣∣∣ ⩽ 1,−1 ⩽ t, s ⩽ 1,−∞ < z < +∞,

і, отже, задовольняє умову Ліпшиця за z, причому як сталу Ліпшиця ми можемо покласти L = 1. Далі, λ =
1/3, a = −1, b = 1, отже умову

|λ| < 1

L (b− a)
,
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що забезпечує стислість відображення, тут виконано. Застосуємо метод послідовних наближень, взявши за
нульове наближення φ0(t) ≡ 1. Тоді

φ1(t) =
1

3

∫ 1

−1

ts

1 + 12
ds+ 1 = 1.

Зрозуміло, що φn(t) = 1 (n = 2, 3, . . .), звідки

φ(t) = lim
n→∞

φn(t) = 1.

Безпосередньою перевіркою переконуємося, що функція φ(t) ≡ 1 є розв’язком даного інтегрального рівняння
(до речі, за будь-якого значення λ).

Приклад.
За допомогою методу стислих відображень знайти члени розкладу у степеневий ряд Маклорена аж до t3

включно для розв’язку інтегрального рівняння φ(t) = 1− cos 2t+
t∫
0

(t+ s)φ2(s)ds (покласти φ0 = 0).

Розв’язування. Скориставшись розкладом функції cos 2t у степеневий ряд, матимемо

φ1(t) = 1− 1 + 2t2 +O(t4) = 2t2 +O(t4).

Далі,

φ2(t) = 2t2 +O(t4) +

t∫
0

(t+ s)
(
2s2 +O(s4)

)2 ds = 2t2 +O(t4) +

t∫
0

(t+ s)
(
4s4 +O(s6)

)
ds = 2t2 +O(t4).

Зрозуміло, у наступних наближеннях отримуватимемо такий саме вигляд розкладу, отже в околі t = 0

φ(t) = 2t2 +O(t4).

� Задачі для самостійного розв’язування
• За допомогою методу стислих відображень знайти члени розкладу у степеневий ряд Маклорена аж до t3

включно для розв’язку інтегрального рівняння φ(t) = 1− 3t+2t2 +
t∫
0

(t− 2s)φ2(s)ds (покласти φ0 = 1).
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Лекція 5
Лінійні оператори. Неперервність, обмеженість. Норма

лінійного оператора. Простір лінійних обмежених операторів

5.1 Лінійні нормовані простори. Банахові простори
При розгляді загальних властивостей лінійних інтегральних рівнянь корисно використо-

вувати деякі результати теорії лінійних операторів. Це природніше, оскільки інтегральні рів-
няння слугували вихідним пунктом для побудови загальної теорії лінійних операторів.
Означення 11. Нехай E – множина елементів, така що:
1. E – абелева група щодо групової операції додавання. Це значить, що визначена сума
x + y для будь-яких двох елементів x, y ∈ E, що є елементом тієї ж множини, причому
операція додавання задовольняє такі умови:
а) x+ y = y + x (комутативність);
б) x+ (y + z) = (x+ y) + z (асоціативність);
в) існує однозначно визначений елемент 0 такий, що x+ 0 = x, ∀x ∈ E;
г) для всякого x ∈ E існує однозначно визначений елемент (−x) ∈ E такий, що x +

(−x) = 0.
Елемент 0 називається нульовим елементом або нулем групи.
Елемент (−x) називається елементом, протилежним x.
Природно вводиться операція, обернена до операції додавання елементів, яку називають
відніманням: різницею x− y вважають x+ (−y).

2. Визначене множення елементів x, y, z, …множини E на дійсні (комплексні) числа λ, µ,
ν, …, причому λx знову є елементом множини E і виконуються такі умови:
а) λ(µx) = (λµ)x (закон асоціативності множення);
б) λ(x+ y) = λx+ λy;
в) (λ+ µ)x = λx+ µx (закони дистрибутивності).
Тоді множина E називається лінійним (векторним) простором.
Залежно від того, на які числа, дійсні чи комплексні, допускається множення елементів

множини E, розрізняють дійсний чи комплексний лінійний простір.
Приклади.

1. Сукупність усіх векторів площини зі звичайними операціями додавання векторів і мно-
ження їх на дійсне число утворює лінійний простір.

2. Сукупність елементів простору C([a; b]) зі звичайними операціями додавання функцій і
множення функції на число утворює лінійний простір. Нуль цього простору – функція
x(t) ≡ 0 на [a; b].
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3. З іншого боку, сукупність векторів на площині, початки яких розташовано на початку
координат, а кінці – у межах першої чверті, лінійного простору не утворює, оскільки у
межах цієї сукупності не можна множити на (−1).

4. Аналогічно, клас усіх монотонних на [a; b] функцій не утворює лінійного простору зі
звичайною операцією додавання функцій. Зокрема, функції x1(t) = sin t + 2t і x2(t) =
sin t− 2t монотонні на [−π; π], але їхня сума x(t) = x1(t)+x2(t) = 2 sin t не монотонна
на [−π; π].

5. Клас усіх періодичних функцій також не утворює лінійний простір. Так, кожна з функцій
sin t і sinαt (α ірраціональне) періодична, але їхня сума sin t+ sinαt є функція неперіо-
дична.

Означення 12. Множина E називається лінійним нормованим простором, якщо:
1. E – лінійний простір.
2. Кожному елементу поставлено у відповідність дійсне число, яке називається нормою

цього елемента, позначається символом ∥x∥ і задовольняє наступні умови (аксіоми нор-
ми):
а) ∥x∥ ⩾ 0, ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0;
б) ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥ (аксіома трикутника);
в) ∥λx∥ = |λ|∥x∥ (однорідність норми).
Ці властивості – природне перенесення властивостей норми (довжини) вектора у звичай-

ному тривимірному просторі на елементи будь-якої природи.
У лінійному нормованому просторі можна ввести метрику за допомогою рівності

ρ(x, y) = ∥x− y∥. (5.1)

Легко перевірити, що введена таким чином відстань задовольняє усі аксіоми метрики.
Оскільки x− 0 = x, то з визначення (5.1) випливає, що

∥x∥ = ∥x− 0∥ = ρ(x, 0),

отже норма будь-якого елемента дорівнює його відстані від нуля. Увівши метрику, можна
визначити збіжність послідовності елементів {xn} до x0, а саме:

x0 = lim
n→∞

xn,

якщо
∥xn − x0∥ → 0.

Визначена таким чином збіжність у лінійному нормованому просторі називається збі-
жністю за нормою.

Якщо лінійний нормований простір є повним у сенсі збіжності за нормою, він називає-
ться банаховим простором.

Приклади.
1. n-вимірний векторний простір зі звичайними операціями додавання векторів і множення

їх на число й нормою

∥x∥ =

(
n∑

k=1

ξ2k

)1/2

, x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).

є банаховим простором.
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2. C([a; b]) є банаховим простором. Додавання і множення функцій на число визначаємо
звичним чином. Покладемо

∥x∥ = max
a⩽t⩽b

|x(t)|;

тоді
ρ(x, y) = ∥x− y∥ = max

a⩽t⩽b
|x(t)− y(t)|,

отже метрика отриманого простору збігається з метрикою, раніше введеною у C([a; b]).
Як було показано, C1([a; b]) повний з цією метрикою, а отже є банаховим простором.

3. Lp([a; b]) є банаховим простором. Тут

∥x∥ =

(∫ b

a

|x(t)|pdt
)
.

4. Розглянемо лінійний простір функцій x(t), неперервних на відрізку [a; b]. Його можна
зробити нормованим простором, поклавши

∥x∥ =

∫ b

a

|x(t)|dt.

Будемо позначати цей простір C1([a; b]). Тут

ρ(x, y) =

∫ b

a

|x(t)− y(t)|dt. (5.2)

Простір C1([a; b]) не є повним. Наведемо приклад фундаментальної послідовності з
C1([a; b]), яка не має границі уC1([a; b]). Беручи для простоти відрізок [0, 1], розглянемо
функцію

xn(t) =

 1 при 0 ⩽ t ⩽ 1/2,
n+ 1− 2nt при 1/2 ⩽ t ⩽ 1/2 + 1/2n,

0 при 1 + 1/2n ⩽ t ⩽ 1.

У сенсі метрики (5.2), тобто за нормою, послідовність {xn(t)} збігається до функції

x(t) =

{
1 при 0 ⩽ t ⩽ 1/2,
0 при 1/2 < t ⩽ 1.

Справді,

ρ(xn, x) =

∫ 1

0

|xn(t)− x(t)|dt =
∫ 1/2+1/2n

1/2

(n+ 1− 2nt)dt ⩽ 1/2n,

тому xn(t) → x(t).
Звідси випливає, що послідовність {xn(t)} фундаментальна у C1([a; b]), але границі у
C1([a; b]) вона не має, оскільки збігається до розривної функції. Тому C1([a; b]) є ліній-
ним нормованим простором, який не є банаховим простором.
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5. Простір C2([a; b]) неперервних на [a; b] функцій x(t) з нормою

∥x∥ =

(∫ b

a

|x(t)|2dt
)1/2

не є банаховим простором. Можна показати, що послідовність неперервних функцій

xn(t) = arctgnt, −1 ⩽ t ⩽ 1,

фундаментальна, але збігається у сенсі середнього квадратичного відхилення до розрив-
ної функції

x(t) =

 −π/2 t < 0,
0 t = 0,
π/2 t > 0.

Для банахових просторів справедливі усі твердження, які виконуються для повних ме-
тричних просторів (зокрема, у банахових просторах працює принцип стислих відображень).

5.2 Лінійні оператори. Неперервність, обмеженість
Нехай E і E1 – лінійні простори. Оператор A, що діє з E в E1, називається лінійним,

якщо він
1. адитивний, тобто

A(x+ y) = Ax+ Ay, ∀x, y ∈ E;

2. однорідний, тобто
A(αx) = αAx, ∀x ∈ E,α ∈ R.

Безпосереднім наслідком означення лінійного оператора є те, що завжди A0 = 0,
A(−x) = −Ax.

З пунктів 1 і 2 легко отримати, що

A(α1x1 + . . .+ αkxk) = α1Ax1 + . . .+ αkAxk

для будь-яких x1, …, xk з E і будь-яких чисел α1, …, αk.
Приклади

1. Оператор O, що переводить кожен елемент x простору E у нульовий елемент простору
E1: Ox = 0,∀x ∈ E, є лінійним. Він називається нульовим оператором.

2. Оператор I , що переводить кожний елемент простору E у себе: Ix = x, лінійний. Він
називається одиничним або тотожним оператором.

3. Оператор A, що переводить кожний елемент x ∈ E в елемент λx (λ – фіксоване число),
є лінійним оператором, який називаються оператором подібності.

4. Нехай A – лінійний оператор, що відображає n-вимірний простір Rn з базисом e1, e2, …,
en уm-вимірний простір Rm з базисом f1, f2, …, fm.
Якщо x ∈ Rn, то

x =
n∑

i=1

ξiei
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і через лінійність оператора A

Ax =
n∑

i=1

ξiAei

таким чином, операторA буде задано, якщо відомо, у що він переводить базисні вектори
e1, e2, …, en
Розкладемо вектор Aei за базисом f1, f2, …, fm. Матимемо

Aei =
m∑
j=1

a
(i)
j fj (i = 1, n).

Звідси очевидно, що оператор A визначається матрицею коефіцієнтів
(
a
(i)
j

)j=1,m

i=1,n
, стов-

пцями якої є координати векторів Ae1, Ae2, …, Aen за базисом f1, f2, …, fm.
Нехай E і E1 – лінійні нормовані простори.

Означення 13. Оператор y = Ax з областю визначення DA ⊂ E і зі значеннями в E1

називається неперервним у точці x0 ∈ DA, якщо для всякого ε > 0 існує δ > 0 таке, що для
всіх x ∈ DA таких, що ∥x− x0∥E < δ, виконується нерівність

∥Ax− Ax0∥E1
< ε.

Тут ∥ ∥E , ∥ ∥E1
– норми у просторах E і E1 відповідно.

Часто буває зручно скористатися наступним (подібним до означення Гейне для числових
послідовностей) означенням неперервності оператора.
Означення 14. Оператор A неперервний у точці x ∈ DA, якщо для будь-якої послідовності
елементів {xn}, xn ∈ DA, збіжної до x0 за нормою простору E, відповідна послідовність
{Axn} збігається до елемента Ax0 за нормою простору E1, тобто

lim
n→∞

Axn = Ax0.

Приклади
1. Нехай E = E1 = C([a; b]). Для довільної функції x(t) ∈ C([a; b]) покладемо

y(t) =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds, (5.3)

де K(t, s) – деяка фіксована неперервна функція двох змінних у квадраті Q = {a ⩽
t, s ⩽ b}.
Використовуючи рівномірну неперервністьK(t, s) уQ, одержуємо, що функція y(t) не-
перервна для будь-якої неперервної функції x(t), отже рівність (5.3) визначає оператор
y = Ax, що діє із просторуC([a; b]) уC([a; b]). Його називають інтегральним оператором
Фредгольма з (неперервним) ядромK(t, s). Лінійність цього оператора очевидна:

A(x1 + x2) =

∫ b

a

K(t, s)[x1(s) + x2(s)]ds =

=

∫ b

a

K(t, s)x1(s)ds+
∫ b

a

K(t, s)x2(s)ds = Ax1 + Ax2;
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A(αx) =

∫ b

a

K(t, s)αx(s)ds = α

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds = αAx (α = const).

Неперервність оператора A випливає з того, що збіжність у просторі C([a; b]) є рівно-
мірна збіжність, при якій можливий граничний перехід під знаком інтеграла. Тому, якщо
xn(t) → x0(t), то

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

∫ b

a

K(t, s)xn(s)ds =

=

∫ b

a

K(t, s)
(

lim
n→∞

xn(s)
)
ds =

∫ b

a

K(t, s)x0(s)ds = Ax0.

2. Нехай тепер E = E1 = L2([a; b]). Знову розглянемо інтегральний оператор Фредгольма
(5.3), але тепер будемо припускати, що ядроK(t, s) інтегроване із квадратом за областю
Q = {a ⩽ t, s ⩽ b}: ∫ b

a

∫ b

a

K2(t, s)dtds = B2 < +∞. (5.4)

Покажемо, що формула (5.3) визначає оператор, що діє з L2([a; b]) в L2([a; b]).
Внаслідок теореми Фубіні з умови (5.4) випливає, що ядро K(t, s), як функція від s, на-
лежить L2([a; b]). Виходить, інтеграл (5.3) існує для будь-якої функції x(t) ∈ L2([a; b]).
За тією ж теоремою Фубіні функція

k(t) =

(∫ b

a

K2(t, s)ds
)1/2

належить L2([a; b]), причому∫ b

a

k2(t)dt =
∫ b

a

∫ b

a

K2(t, s)dtds = B2 < +∞.

Використовуючи нерівність Коші – Буняковського, знаходимо∫ b

a

y2(t)dt =
∫ b

a

{∫ b

a

K(t, s)x(s)ds
}2

dt ⩽

⩽
∫ b

a

{∫ b

a

K2(t, s)ds
∫ b

a

x2(s)ds
}

dt =

=

∫ b

a

x2(s)ds
∫ b

a

∫ b

a

K2(t, s)dtds = ∥x∥2B2. (5.5)

тобто y(t) ∈ L2([a; b]). Нерівність (5.5) можна записати у вигляді

∥y∥2 ⩽ B2∥x∥2.

Беручи квадратний корінь із обох частин цієї нерівності, матимемо

∥y∥ = ∥Ax∥ ⩽ B∥x∥. (5.6)
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Лінійність оператораA очевидна, а його неперервність слідує з нерівності (5.6), оскільки
якщо xn → x0, то

∥Axn − Ax0∥ = ∥A(xn − x0)∥ ⩽ B∥xn − x0∥
n→∞−−−→ 0,

а отже,
Axn

n→∞−−−→ Ax0.

Вправа. Показати, що у скінченновимірному просторі усякий лінійний оператор неперервний.
Теорема 11. Лінійний оператор y = Ax, визначений на лінійному нормованому просторі
E, що відображає E у лінійний нормований простір E1, неперервний в одній точці x0 ∈ E,
неперервний в усьому просторі E.

Доведення. Справді, нехай x – будь-яка точка зE і xn → x, n→ ∞. Тоді xn−x+x0 →
x0, n→ ∞. Оскільки A неперервний у точці x0, то

lim
n→∞

A(xn − x+ x0) = Ax0.

Але унаслідок лінійності оператора

A(xn − x+ x0) = Axn − Ax+ Ax0.

Тому
lim
n→∞

Axn − Ax+ Ax0 = Ax0

звідки
lim
n→∞

Axn = Ax

Остання рівність за означенням встановлює той факт, що операторA є неперервним у точці
x ∈ E. ■
Означення 15 (I). Лінійний операторA, що діє зE вE1, називається обмеженим, якщо його
його визначено на усьому E і існує така сталаM > 0, що

∥Ax∥ ⩽M∥x∥,∀x ∈ E. (5.7)

Тут ∥Ax∥ – норма у просторі E1, ∥x∥ – норма у просторі E.
Згідно із цим означенням, обмежений оператор переводить будь-яку обмежену множину

елементів {x} ⊂ E в обмежену ж множину елементів {Ax} ⊂ E1.
Іноді буває зручніше користуватися іншим, рівносильним попередньому, означенням

обмеженого оператора.
Означення 16 (II). Оператор A називається обмеженим, якщо він обмежений в одиничній
кулі S1: ∥x∥ ⩽ 1 простору E, тобто існує число K таке, що

∥Ax∥ ⩽ K (5.8)

для всіх x таких, що ∥x∥ ⩽ 1.
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Покажемо еквівалентність означень (I) і (II).
Нехай оператор A обмежений у сенсі другого означення. ПокладемоM0 = sup

∥x∥⩽1

∥Ax∥,

отже ∥Ax∥ ⩽ M0, якщо ∥x∥ ⩽ 1. Якщо тепер x ̸= 0 – будь-який елемент з E, то x
∥x∥ ∈ S1,

тому
∥∥∥A( x

∥x∥

)∥∥∥ ⩽M0 звідки ∥Ax∥ ⩽M0∥x∥, отже умова (5.7) виконується зM =M0.
Припустімо, навпаки, що виконується умова (5.7). Тоді для ∥x∥ ⩽ 1 ∥Ax∥ ⩽ M , тобто

A – обмежений оператор у сенсі другого означення.

5.3 Простір лінійних обмежених операторів

5.3.1 Норма лінійного оператора
Означення 17. ЧислоM0, що визначається рівністю

M0 = sup
∥x∥⩽1

∥Ax∥, (5.9)

називається нормою оператора A і позначається символом ∥A∥..
Таким чином, для будь-якого x ∈ E

∥Ax∥ ⩽ ∥A∥∥x∥. (5.10)

За допомогою норми оператор можна довести, що між обмеженістю й неперервністю
лінійних операторів існує тісний зв’язок, який визначається наступною теоремою.
Теорема 12. Для того щоб лінійний оператор A був неперервним, необхідно й достатньо,
щоб він був обмеженим.

Доведення. Необхідність. Припустімо, що неперервний оператор не є обмеженим. Це
значить, скажімо, що існує послідовність {xn} така, що ∥xn∥ = 1, а ∥Axn∥ > n. Тоді
∥Axn

n ∥ = 1
n∥Axn∥ > 1. Отже, ∥Axn

n − A0∥ > 1, але має бути ∥xn

n − 0∥ = 1
n∥Xn∥ → 0

при. n→ ∞, що суперечить неперервності оператора A.
Достатність.Візьмемо довільніx та y такі, що ∥x−y∥ < δ(ε) = ε

∥A∥ . Тоді за нерівністю
(5.10) ∥Ax− Ay∥ = ∥A(x− y)∥ ⩽ ∥A∥ · ∥x− y∥ < ε. ■

Очевидно, щоM0 = ∥A∥ є найменша з констант, що можуть бути використані у нерів-
ності (5.7).

Насправді, якби це було не так, то знайшлося б числоM1 < M0 таке, що ∀x ∈ E ∥Ax∥ ⩽
M1∥x∥.

Тоді ∀x ∈ S1 ми мали б ∥Ax∥ ⩽ M1, звідки M0 = sup
∥x∥⩽1

∥Ax∥ ⩽ M1 < M0, що немо-
жливо.

Тому норму ∥A∥ оператора A можна визначити як нижню грань усіх чисел M , за яких
має місце нерівність (5.7):

∥A∥ = infM.

Приклад.
Розглянемо у просторі C([a; b]) оператор

Ax = tx(t),
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який називають оператором множення на незалежну змінну.
Очевидно,

C([a; b]) A→C([a; b]).

Заради спрощення будемо вважати, що 0 < a < b.
Для будь-якої функції x(t) ∈ C([a; b]), ∥x∥ ⩽ 1, маємо

∥Ax∥ = max
a⩽t⩽b

|tx(t)| ⩽ b max
a⩽t⩽b

|x(t)| = b∥x∥ ⩽ b. (5.11)

Звідси
∥A∥ ⩽ b.

Якщо взяти функцію x0(t) ≡ 1 на [a; b], то для неї

∥Ax0∥ = max
a⩽t⩽b

|tx0(t)| = max
a⩽t⩽b

|t| = b.

і тому
∥A∥ = sup

∥x∥⩽1

⩾ ∥Ax0∥ = b. (5.12)

З (5.11) і (5.12) випливає, що ∥A∥ = b. ◀
Обчислення норм конкретних операторів зазвичай доволі нетривіальне завдання. Однак

часто буває досить просто оцінити норму оператора згори, що іноді виявляється достатнім.
Розглянемо, наприклад, у просторі C([a; b]) інтегральний оператор Фредгольма

Ax =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds, x(t) ∈ C([a; b])

з неперервним у Q = {a ⩽ t, s ⩽ b} ядромK(t, s).
НехайM = max

(t,s)∈Q
|K(t, s)|. Для x(t) ∈ C([a; b]), ∥x∥ ⩽ 1 маємо

∥Ax∥ = max
a⩽t⩽b

∣∣∣∣∫ b

a

K(t, s)x(s)ds
∣∣∣∣ ⩽

⩽ max
a⩽t⩽b

∫ b

a

|K(t, s)||x(s)|ds ⩽

⩽M(b− a) max
a⩽t⩽b

|x(s)| =M(b− a)∥x∥ ⩽M(b− a).

Звідси
∥A∥ = sup

∥x∥⩽1

∥Ax∥ ⩽M(b− a). (5.13)

Оцінка (5.13) є досить грубою, хоча й використовується у багатьох міркуваннях. Легко
бачити, що справедлива точніша оцінка

∥A∥ ⩽ max
a⩽t⩽b

∫ b

a

|K(t, s)|ds.
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Можна показати , що у цьому випадку

∥A∥ = max
a⩽t⩽b

∫ b

a

|K(t, s)|ds.

На завершення наведемо приклад лінійного, але не обмеженого оператора.
Нехай E = E1 = C([a; b]).
Розглянемо оператор диференціювання

Ax ≡ dx
dt .

Цей оператор лінійний. Однак він визначений не на усьому C([a; b]), а лише на підмножині
C(1)([a; b]) ⊂ C([a; b]) функцій, що мають неперервну похідну. Оператор A на C([a; b]) не є
обмеженим. Справді, нехай xn = sinnt на [−π; π]. Тоді

∥xn∥ = max
−π⩽t⩽π

| sinnt| = 1,

крім того
∥Axn∥ = max

−π⩽t⩽π

∣∣∣∣ ddt sinnt
∣∣∣∣ = n max

−π⩽t⩽π
| cosnt| = n,

і тому
sup
∥x∥⩽1

∥Ax∥ = ∞.

5.4 Простір операторів
Зафіксуємо два лінійні нормовані простори E і E1 і будемо розглядати всілякі лінійні

оператори A, B, …, що діють із E в E1.
Два оператораA іB будемо вважати рівними із відповідним записомA = B, якщо вони

збігаються на всьому E, тобто
Ax = Bx, ∀x ∈ E.

Визначимо суму операторів і добуток оператора на число у такий спосіб:

(A+B)x = Ax+Bx,

(λA)x = λAx.

Це будуть знову оператори, що діють із E в E1, і щодо так введених операцій множина
всіх таких лінійних операторів у свою чергу утворює лінійний простір. Нулем цього просто-
ру буде нульовий оператор, що визначається рівністю

Ox = 0,∀x ∈ E,

Крім того, ця сукупність операторів буде лінійним нормованим простором. Справді, для
кожного оператора A визначена норма цього оператора ∥A∥ – невід’ємне число, рівне
sup
∥x∥⩽1

∥Ax∥, і лишається лише перевірити виконання аксіом норми.

57



Перевіримо, наприклад, виконання аксіоми трикутника. Маємо:

∥A+B∥ = sup
∥x∥⩽1

∥(A+B)x∥ = sup
∥x∥⩽1

∥Ax+Bx∥ ⩽

⩽ sup
∥x∥⩽1

{∥Ax∥+ ∥Bx∥} ⩽ sup
∥x∥⩽1

∥Ax∥+ sup
∥x∥⩽1

∥Bx∥ = ∥A∥+ ∥B∥,

отже аксіома трикутника для норм виконується.
Таким чином, сукупність усіх лінійних операторів, що діють із E в E1, є лінійним нор-

мованим простором. Будемо позначати його символом (E → E1).
Можна показати, що якщоE – повний простір, то простір лінійних операторів (E → E1)

також є повним.
Отже, нехай маємо послідовність операторів

{An} ⊂ (E → E1) і ∥An+p − An∥
n→∞−−−→ 0,

тобто послідовність операторів {An} фундаментальна. Тоді існує оператор A = lim
n→∞

An

такий, що
∥An − A∥ n→∞−−−→ 0.

Таку збіжність за нормою у просторі операторів називають рівномірною збіжністю послі-
довності операторів.

Нехай E – лінійний простір. Розглянемо множину (E → E) усіх лінійних операторів,
визначених на E з областю значень, розташованої у тому ж просторі. Як ми показали, ці
оператори утворюють лінійний простір.

Визначимо добуток операторів A, B з (E → E) формулою

(AB)x = A(Bx).

Як можна бачити, AB знову лінійний оператор. Справді,

(AB)(x1 + x2) = A(B(x1 + x2)) = A(Bx1 +Bx2) =
= A(Bx1) + A(Bx2) = (AB)x1 + (AB)x2,

(AB)(λx) = A(B(λx)) = A(λBx) = λA(Bx) = λ(AB)x.

За індукцією можна визначити добуток будь-якої кількості операторів. Зокрема, AA =
A2, A2A = A3 тощо.

Неважко перевірити, що

(AB)C = A(BC),
(A+B)C = AC +BC,
C(A+B) = CA+ CB.

Далі, існує одиничний оператор I , що визначається рівністю

Ix = x, ∀x ∈ E,

такий, що AI = IA = A для будь-якого оператора A.
Означення 18. Назвемо кільцем R множину елементів x, y, z, …із двома операціями, які
називають додаванням і множенням і які записуються відповідно як сума й добуток та задо-
вольняють такі умови:
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1. щодо додавання R – абелева група;.
2. множення асоціативне: (xy)z = x(yz);
3. для будь-яких x, y, z ∈ R

(x+ y)z = xz + yz,
z(x+ y) = zx+ zy

(дистрибутивність).

Кільце R називається комутативним, якщо у ньому тотожно xy = yx.
Таким чином, множина (E → E) лінійних операторів утворює кільце з одиницею I .
Кільце операторів некомутативне, оскільки, загалом кажучи,

AB ̸= BA,

як це можна бачити на прикладі матричних операторів.
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Лекція 6
Обернені оператори. Достатня умова існування оператора
(I + A)−1. Резольвента. Резольвентна множина та спектр

лінійного оператора

6.1 Обернені оператори. Достатня умова існування операто-
ра (I + A)−1

Відповідно до загального визначення оберненого елемента кільця з одиницею, оператор
B називається лівим оберненим для лінійного оператора A, якщо BA = I .

Так само оператор C називається правим оберненим для оператора A, якщо AC = I .
Якщо оператор A має лівий обернений B і правий обернений C, то вони рівні:

B = B(AC) = (BA)C = C.

Уцьому випадку говорять, щоAмає обернений операторA−1. Таким чином, якщоA−1 існує,
то

AA−1 = A−1A = I.

З поняттям оберненого оператора пов’язано питання про існування і єдиність розв’язку
операторних рівнянь вигляду

Ax = f, (6.1)
де f – відомий елемент простору E, а x – шуканий елемент того самого простору.

До рівнянь вигляду (6.1) належать лінійні алгебраїчні системи, лінійні диференціальні,
лінійні інтегральні та інші лінійні рівняння.

Розгляньмо рівняння (6.1) і припустімо, що оператор A має обернений A−1. Безпосере-
днім підставлянням переконуємося у тому, що

x = A−1f (6.2)

є розв’язок рівняння (6.1). Неважко показати, що цей розв’язкою є єдиним.
Розгляньмо два лінійні обмежені оператори A і B, що відображають лінійний нормова-

ний простір E у себе. Тоді має сенс добуток AB операторів. Покажемо, що

∥AB∥ ⩽ ∥A∥∥B∥. (6.3)

Дійсно, для будь-якого x ∈ E

∥ABx∥ ⩽ ∥A∥∥Bx∥ ⩽ ∥A∥∥B∥∥x∥. (6.4)
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Отже,
∥AB∥ = sup

∥x∥⩽1

∥ABx∥ ⩽ ∥A∥∥B∥,

що й доводить твердження.
Має місце важлива для подальшого розгляду теорема.

Теорема 13. Нехай лінійний обмежений операторA відображає банаховий простірE у себе
й ∥A∥ ⩽ q < 1. Тоді оператор I + A, де I – одиничний оператор, має обернений лінійний
обмежений оператор.

Доведення. У просторі (E → E) розглянемо ряд

I − A+ A2 − A3 + . . .+ (−1)nAn + . . . (6.5)

Оскільки ∥A2∥ ⩽ ∥A∥2 і, взагалі, ∥An∥ ⩽ ∥A∥n, то для часткових сумSn ряду (6.5) матимемо

∥Sn+p − Sn∥ = ∥(−1)n+1An+1 + (−1)n+2An+2 + · · ·+ (−1)n+p∥ ⩽
⩽ ∥A∥n+1 + ∥A∥n+2 + · · ·+ ∥A∥n+p ⩽ qn+1 + qn+2 + · · ·+ qn+p. (6.6)

За умовою 0 < q < 1, і, отже, величина у правій частині (6.6) прямує до нуля при n → ∞
для будь-якого p > 0. Тому послідовність {Sn} часткових сум ряду (6.5) збігається у собі, а
отже, через повноту простору операторів, вона збігається до деякої межі. Таким чином, ряд
(6.5) збігається.

Нехай оператор S – сума цього ряду. Маємо

S(I + A) = lim
n→∞

Sn(I + A) =

= lim
n→∞

[
(I − A+ A2 − · · ·+ (−1)nAn)(I + A)

]
=

= lim
n→∞

[
I − A+ A2 + · · ·+ (−1)nAn + A− A2 + A3 + · · ·+ (−1)nAn+1

]
=

= lim
n→∞

[
I + (−1)nAn+1

]
= I

Аналогічно знаходимо, що

(I + A)S = lim
n→∞

(I + A)Sn = I

Таким чином, S = (I + A)−1.
Можна показати, що якщо лінійний оператор B має обернений B−1, то оператор B−1

також лінійний. Тому оператор S = (I+A)−1 лінійний, як обернений щодо лінійного. Крім
того, він обмежений, оскільки

∥S∥ ⩽
∞∑
n=0

∥An∥ ⩽
∞∑
n=0

qn =
1

1− q
.

Отже, оператор (I + A)−1 – лінійний обмежений оператор. При цьому

(I + A)−1 = I − A+ A2 − A3 + · · ·+ (−1)nAn + . . . (6.7)

■
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6.2 Ряд Ноймана для рівняння Фредгольма 2-го роду. По-
вторні ядра. Резольвента

Розгляньмо інтегральне рівняння Фредгольма 2-го роду

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t) (6.8)

з неперервним у прямокутнику Q = {a ⩽ t, s,⩽ b} ядромK(t, s) і f(t) ∈ C([a; b]).
Покладемо

Aφ =

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds.

Тоді рівняння (6.8) можна записати як

φ = λAφ+ f

або
(I − λA)φ = f. (6.9)

Якщо |λ|∥A∥ < 1, то рівняння (6.8) має єдиний розв’язок, який визначається рівністю

φ = (I − λA)−1f = f + λAf + λ2A2f + . . .+ λnAnf + . . . (6.10)

Ряд у правій частині рівності (6.10) називають рядом Ноймана1.
Вивчимо докладніше цей розв’язок. НехайM = max

(t,s)∈Q
|K(t, s)|. Зі співвідношення (5.13)

∥A∥ ⩽ M(b − a), отже умову |λ|∥A∥ < 1 або, що те саме, |λ| < 1/∥A∥ буде заздалегідь
виконано, якщо |λ| < 1/M(b−a). Будемо вважати, щоA, задовольняє цю умову. З’ясуємо,
якими є у розглянутому випадку степені оператора A. Маємо

A2f = A(Af) =

∫ b

a

K(t, s)

{∫ b

a

K(s, τ)f(τ)dτ
}

ds =

=

∫ b

a

(∫ b

a

K(t, s)K(s, τ)ds
)
f(τ)dτ.

Покладемо ∫ b

a

K(t, s)K(s, τ)ds = K2(t, τ).

ФункціюK2(t, s) називають повторним ядром або другою ітерацією ядраK(t, s) (вважаємо
K1(t, s) ≡ K(t, s)).

Отже,

A2f =

∫ b

a

K2(t, τ)f(τ)dτ.

або, змінюючи позначення змінної інтегрування,

A2f =

∫ b

a

K2(t, s)f(s)ds.

1Carl Gottfried Neumann (1832 – 1925) – німецький математик, відомий роботами з теорії нескінченних матриць
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Далі,

A3f = A(A2f) =

∫ b

a

K(t, s)

{∫ b

a

K2(s, τ)f(τ)dτ
}

ds =

=

∫ b

a

(∫ b

a

K(t, s)K2(s, τ)ds
)
f(τ)dτ =

∫ b

a

K3(t, s)f(s)ds,

де

K3(t, s) =

∫ b

a

K(t, τ)K2(τ, s)dτ

– третя ітерація ядраK(t, s).
Взагалі,

Anf =

∫ b

a

Kn(t, s)f(s)ds,

деKn(t, s) – n-та ітерація ядраK(t, s), яка визначається формулою

Kn(t, s) =

∫ b

a

K(t, τ)Kn−1(τ, s)dτ (6.11)

Рівність An+p = AnAp = ApAn, яка має місце для операторів, дає

Kn+p =

∫ b

a

Kn(t, τ)Kp(τ, s)dτ =

∫ b

a

Kp(t, τ)Kn(τ, s)dτ (6.12)

Зазначимо, що всі ітеровані (повторні) ядра неперервного ядраK(t, s) неперервні у Q.
За допомогою ітерованих ядер розв’язок інтегрального рівняння (6.8) може бути записа-

но так:

φ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

K1(t, s)f(s)ds+ λ2
∫ b

a

K2(t, s)f(s)ds+

+ . . .+ λn
∫ b

a

Kn(t, s)f(s)ds+ . . . , (6.13)

де ряд, що стоїть у правій частині, при |λ| < 1/M(b− a) збігається рівномірно.
Перетворимо вираз для розв’язку інтегрального рівняння. Розглянемо ряд

K1(t, s) + λK2(t, s) + . . .+ λn−1Kn(t, s) + . . . (6.14)

Цей ряд рівномірно збігається при a ⩽ t, s ⩽ b, якщо

|λ| < 1

M(b− a)
.

Справді,

|K2(t, s)| ⩽
∫ b

a

|K(t, τ)||K(τ, s)|dτ ⩽M 2(b− a),
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|K3(t, s)| ⩽
∫ b

a

|K(t, τ)||K2(τ, s)|dτ ⩽M 3(b− a)2,

і, взагалі,
|Kn(t, s)| ⩽Mn(b− a)n−1,

Звідки
|λn−1Kn(t, s)| ⩽ |λ|n−1Mn(b− a)n−1 =Mqn−1,

де
q = |λ|M(b− a) < 1.

Таким чином, члени ряду (6.14) за абсолютною величиною не перевищують членів збі-
жного числового ряду

∞∑
n=1

qn, 0 < q < 1

звідки й випливає рівномірна збіжність ряду (6.14). Позначимо суму цього ряду R(t, s;λ):

R(t, s;λ) = K(t, s) + λK2(t, s) + . . .+ λn−1Kn(t, s) + . . . (6.15)

Функція R(t, s;λ) є неперервною функцією аргументів t, s і аналітичною функцією λ
при |λ| < 1/M(b − a). Множачи обидві частини (6.15) на f(s) і інтегруючи ряд почленно,
отримаємо∫ b

a

R(t, s;λ)f(s)ds =
∫ b

a

K(t, s)f(s)ds+

+ λ

∫ b

a

K2(t, s)f(s)ds+ . . .+ λn−1

∫ b

a

Kn(t, s)f(s)ds+ . . .

Порівнюючи цей вираз із виразом (6.13) для розв’язку інтегрального рівняння (6.8), мо-
жемо записати

φ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

R(t, s;λ)f(s)ds. (6.16)

Функція R(t, s;λ) називається розв’язним ядром або резольвентою ядраK(t, s).
Формула (6.16) справджується тільки для значень параметра λ, достатньо малих за абсо-

лютною величиною, оскільки ряд (6.15), загалом кажучи, не збігається за будь-яких значень
λ (останнє має місце для рівнянь Вольтерри).

Існують, однак, ядра, відмінні від ядра Вольтерри, для яких формула (6.16) дає розв’язок
інтегрального рівняння за будь-якого значення λ. Таким є випадок ядра, ортогонального до
самого себе, тобто такого, для якого K2(t, s) ≡ 0. У цьому випадку всі інші повторні ядра
також дорівнюють нулю й розв’язне ядро перетворюється на функцію K(t, s). Нехай, на-
приклад,K(t, s) = sin t cos s, 0 ⩽ t, s ⩽ π. Тоді

K2(t, s) =

∫ π

0

sin t cos τ sin τ cos sdτ = sin t cos s sin2 τ
2

∣∣∣∣τ=π

τ=0

= 0,∀t, s.

Ясно, що всіKp(t, s) (p > 2) також дорівнюють нулю тотожно й через (6.15),

R(t, s;λ) = K(t, s).
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Взагалі, два ядраK(t, s) і L (t, s) називаються ортогональними, якщо вони задовольня-
ють дві умови: ∫ b

a

K(t, τ)L (τ, s)dτ,
∫ b

a

L (t, τ)K(τ, s)dτ,
∀(t, s) ∈ Q.

Ядра називаються напівортогональними, якщо виконується лише одна з цих умов.
Приклад.
За допомогою резольвенти розв’язати інтегральне рівняння

φ(t) = λ

∫ 1

0

tsφ(s)ds+ f(t).

Розв’язання.
У цьому випадкуK(t, s) = ts, a = 0; b = 1;M = max

0⩽t,t⩽1
|K(t, s)| = 1.

Послідовно знаходимо

K1(t, s) ≡ K(t, s) = ts,

K2(t, s) =

∫ 1

0

tττsdτ =
ts

3
,

K2(t, s) =

∫ 1

0

tτ · 1
3
τsdτ =

ts

32
,

. . .

Kn(t, s) =
ts

3n−1
,

Відповідно до (6.15)

R(t, s, λ) = ts+
λ

3
ts+ . . .+

λn

3n
ts+ . . . =

3ts

3− λ
, |λ| < 3.

З (6.16)

φ(t) = f(t) + λ

∫ 1

0

3tsf(s)

3− λ
ds.

З останньої формули видно, що розв’язок початкового рівняння існує й є єдиним за усіх
значень λ ̸= 3. Умова |λ| < 3 забезпечує збіжність ряду (6.15) для резольвенти і гарантує
існування розв’язку початкового рівняння ∀λ, |λ| < 3. Але розв’язок, як помітно, існує й у
набагато більшій області зміни λ. ■

6.3 Резольвентна множина та спектр лінійного оператора
Нехай маємо операторне рівняння

Ax− λx = f або (A− λI)x = f, (6.17)

де A – лінійний оператор, що діє у банаховому просторіX , і λ – деякий параметр.
Паралельно з рівнянням (6.17) розглянемо рівняння

Ax− λx = 0 або (A− λI)x = 0, (6.18)
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яке називається однорідним рівнянням, відповідним до рівняння (6.17). Це рівняння завжди
має розв’язок x = 0, який називається тривіальним розв’язком.

Припустимо, що для деякого λ оператор A− λI має обернений (A− λI)−1 = Rλ, який
називають резольвентним оператором для рівняння (6.17). Для цього λ рівняння (6.17) має
для будь-якого f ∈ X єдиний розв’язок

x = Rλf.

У цьому випадку однорідне рівняння (6.18) має лише тривіальний розв’язок x = 0.
Означення 19. Значення λ, при яких рівняння (6.17) має єдиний розв’язок за будь-якого
f ∈ X , а оператор Rλ визначений на усьому X і обмежений, називаються регулярними
значеннями для оператора A.

Сукупність регулярних значень називається резольвентною множиною ρ(A) оператора
A.

Якщо рівняння (6.18) при даному λ, має, крім, тривіального, деякий інший розв’язок, то
таке значення A, називається власним значенням оператора A, а нетривіальний розв’язок
рівняння (6.18) називається власним елементом оператора A, що відповідають даному вла-
сному значенню λ.

У просторіRn власний вектор лінійного оператораA є такий вектор x, який переводиться
оператором A у колінеарний до нього:

Ax = λx.

Для одиничного оператора I будь-який вектор x є власним із власним значенням 1, оскільки

Ix = x ∀x.

Для оператора подоби з коефіцієнтом подоби α будь-який вектор x є власним із власним
значенням α, оскільки за визначенням оператора подоби

Ax = αx.

Оператор повороту на кут φ, 0 < φ < π, що діє у R2, не має власних векторів, оскільки,
яким би не був вектор x ̸= 0, після повороту на кут φ (0 < φ < π) ми ніколи не отримаємо
вектор, колінеарний до початкового вектора.

Якщо λ – власне значення оператора A і рівняння (6.17) має розв’язок за якогось f , то
цей розв’язок не буде єдиним. Справді, якщо x0 – розв’язок рівняння (6.17)

Ax0 − λx0 = f

і e – власний елемент оператора A, що відповідає даному власному значенню λ, то, згідно з
визначенням власного елемента,

Ae− λe = 0,

отже,
A(x0 + e)− λ(x0 + e) = Ax0 − λx0 + Ae− λe = f,

тобто x0 + e також є розв’язком рівняння (6.17).
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Означення 20. Сукупність усіх значень λ, які не є регулярними, називається спектром σ(A)
оператора A.

Зокрема, усі власні значення належать до спектра.
Приклади

1. Нехай А – лінійний оператор, що діє у Rn, і нехай U = (aij)i,j=1,n – матриця цього опе-
ратора.
Рівняння

Ax− λx = f, (6.19)
де x = (x1, x2, . . . , xn), f = (f1, f2, . . . , fn), є системою n лінійних неоднорідних алгебра-
їчних рівнянь з n невідомими. Якщо визначник ∆(λ) системи відмінний від нуля, тобто
якщо λ не є коренем рівняння ∆(λ) = 0, то система (6.19) має за будь-яких правих ча-
стин єдиний розв’язок і, отже, усі такі значення параметра λ регулярні. Корені рівняння
∆(λ) = 0 утворюють спектр, оскільки за таких λ система (6.19) у загальному випадку
нерозв’язна. За цих значень λ однорідна система

Ax− λx = 0

має ненульовий розв’язок і, отже, будь-яка точка спектра є власним значенням.
2. Розглянемо у просторі C([0; 1]) оператор множення на незалежну змінну:

Ax = tx(t).

У цьому випадку рівняння (6.17) набуває вигляду

tx(t)− λx(t) = f(t),

або
(t− λ)x(t) = f(t) (0 ⩽ t ⩽ 1). (6.20)

Якщо λ /∈ [0; 1], то рівняння (6.20) має за будь-якої функції f(t) ∈ C([0; 1]) єдиний
неперервний розв’язок

x(t) =
1

t− λ
f(t),

отже, усі значення λ /∈ [0; 1] є регулярними. З іншого боку, усі значення λ ∈ [0; 1] є
точками спектра. Справді, нехай λ0 ∈ [0; 1]. Використаємо замість f(t) якусь функцію,
яка не дорівнює нулеві у точці λ0, тобто f(λ0 = a ̸= 0. Для такої функції рівність
(t − λ0)x(t) = f(t) не може тотожно виконуватися для жодної неперервної на відрізку
[0; 1] функції x(t), оскільки у точці t = λ0 ліва частина його дорівнює нулеві, а права
відмінна від нуля. Отже, при λ = λ0 рівняння (6.20) не має розв’язку для довільної правої
частини, отже λ0 належить до спектра оператора A. При цьому жодна точка спектра не
є власним значенням, оскільки розв’язком однорідного рівняння

(t− λ)x(t) = 0, λ ∈ [0; 1],

у просторі C([0; 1]) є лише функція x(t) ≡ 0. Справді, за будь-якого фіксованого λ0 ∈
[0; 1] множник t−λ0 перетворюється на нуль лише при t = λ0; щоб функція (t−λ0)x(t)
тотожно дорівнювала нулю на [0; 1] потрібно, щоб x(t) ≡ 0.
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Розгляньмо інтегральне рівняння

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t).

Позначаючи
Aφ =

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds

і покладаючи 1/λ = µ, запишемо рівняння у вигляді

Aφ− µφ = −µf,

звідки видно, що власні значення оператораA, якщо вони існують, є оберненим величинами
характеристичних чисел ядраK(t, s).
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Лекція 7
Властивості резольвенти інтегрального рівняння

Фредгольма 2-го роду

Резольвента R(t, s;λ) задовольняє функціональні рівняння

R(t, s;λ) = K(t, s) + λ

∫ b

a

K(t, τ)R(τ, s;λ)dτ, (7.1)

R(t, s;λ) = K(t, s) + λ

∫ b

a

K(τ, s)R(t, τ ;λ)dτ, (7.2)

Щоб довести, наприклад, перше, замінимо у формулі (6.15), що визначає резольвенту, t
на τ :

R(τ, s;λ) = K(τ, s) + λK2(τ, s) + . . .+ λn−1Kn(τ, s) + . . . (7.3)
Помножимо обидві частини (7.3) наK(t, τ) і проінтегруємо за τ від a до b:∫ b

a

K(t, τ)R(τ, s;λ)dτ =

∫ b

a

K(t, τ)K(τ, s)dτ+

+ λ

∫ b

a

K(t, τ)K2(τ, s)dτ + . . .+ λn−1

∫ b

a

K(t, τ)Kn(τ, s)dτ + . . . (7.4)

Інтеграли у правій частині (7.4) рівні відповідноK2(t, s),K3(t, s), …,Kn+1(t, s), а отже
(7.4) можна переписати так:∫ b

a

K(t, τ)R(τ, s;λ)dτ = K2(t, s) + λK3(t, s) + . . .+ λn−1Kn+1(t, s) + . . .

Множачи обидві частини останньої рівності на λ і додаючи до обох частинK(t, s), отрима-
ємо рівність

K(t, s) + λ

∫ b

a

K(t, τ)R(τ, s;λ)dτ = K(t, s) + λK2(t, s) + . . .+ λnKn+1(t, s) + . . .

або
K(t, s) + λ

∫ b

a

K(t, τ)R(τ, s;λ)dτ = R(t, s;λ).

Справедливість функціонального рівняння (7.2) встановлюється аналогічно.
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Функціональне рівняння для резольвенти виводиться буквально у два рядки, якщо ско-
ристатися представленням резольвентного оператора у вигляді ряду за степенями оператора
A. А саме, вводячи оператор

Rf =

∫ b

a

R(t, s;λ)f(s)ds,

матимемо

R = A+ λA2 + λ2A3 + . . .+ λn−1An + . . . = A+ λA(A+ λA2 + . . .+ λn−2An−1 + . . .).

Звідси
R = A+ λAR.

Наведемо ще одну важливу властивість резольвенти R(t, s;λ). Будемо розглядати
R(t, s;λ) як ядро й застосуємо до нього процес побудови ітерованих ядер. Дістанемо по-
слідовність функцій

R1(t, s;λ) ≡ R(t, s;λ), R2(t, s;λ), . . . , Rn(t, s;λ), . . .

Ці функції визначаються одна за іншою з рекурентних співвідношень

Rn(t, s;λ) =

∫ b

a

R(t, τ ;λ)Rn−1(τ, s;λ)dτ. (7.5)

Використовуючи представлення резольвенти (6.15) і враховуючи, що ряд у правій ча-
стині (6.15) збігається абсолютно й рівномірно в області Q = {a ⩽ t, s ⩽ b} для
|λ| < 1/M(b− a), дістанемо, використовуючи формулу (6.12),

R(t, s;λ) =

∫ b

a

R(t, τ ;λ)R(τ, s;λ)dτ =

∫ b

a

K(t, τ)K(τ, s)dτ+

+ λ

∫ b

a

[K(t, τ)K2(τ, s) +K2(t, τ)K(τ, s)] dτ+

+ λ2
∫ b

a

[K3(t, τ)K(τ, s) +K2(t, τ)K2(τ, s) +K(t, τ)K3(τ, s)] dτ + . . . =

= K2(t, s) + 2λK3(t, s) + 3λ2K4(t, s) + . . .

Порівнюючи праву частину (6.15) із правою частиною останньої рівності, маємо

R2(t, s;λ) =
∂R(t, s;λ)

∂λ
.

аналогічно дістаємо, що
R3(t, s;λ) =

1

2!

∂2R(t, s;λ)

∂λ2
.

і взагалі,
Rn(t, s;λ) =

1

(n− 1)!

∂n−1R(t, s;λ)

∂λn−1
.
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Отже, розклад функції R(t, s;λ+ µ) у ряд Тейлора за степенями λ виглядає так:

R(t, s;λ+ µ) = R(t, s;µ) + λR2(t, s;µ) + . . .+ λn−1Rn(t, s;µ) + . . . (7.6)

При µ = 0, враховуючи, що R(t, s; 0) = K(t, s), отримуємо розклад (6.15) резольвенти
R(t, s;λ).

Таким чином, якщо розглядати R(t, s;λ) при певному значенні µ як ядро рівняння Фре-
дгольма, відповідним розв’язним ядром буде R(t, s;λ+ µ).

Неважко зрозуміти, що співвідношення (7.1), (7.2) є частинними випадками загального
функціонального співвідношення

R(t, s;λ+ µ) = R(t, s;µ) + λ

∫ b

a

R(t, τ ;µ)R(τ, s;λ+ µ)dτ, (7.7)

яке можна вивести з (7.6) аналогічно до (7.1).
Покладаючи µ = 0, дістанемо формулу (7.1); замінивши µ на λ і λ на −λ, дістанемо

формулу (7.2).
Таким чином, для резольвентних нами доведено наступну теорему:

Теорема 14 (Теорема розщеплення (Тотожність Гільберта)). Якщо
1. R – резольвентний оператор для оператора A;
2. λ, µ – будь-які регулярні точки оператора A,
то

R(λ)R(µ) =
1

λ− µ
(R(λ)−R(µ)) (λ ̸= µ).

Як наслідок теореми розщеплення 14 можна довести наступну теорему:
Теорема 15 (Теорема обернення). Якщо
1. R - резольвентний оператор для оператора A;
2. λi, i = 1, n; µj, j = 1, n – регулярні точки оператора A,
то

1

1 +
n∑

i=1

aiR(λi)
= 1−

n∑
j=1

bjR(µj),

де µj , j = 1, n – корені рівняння

1−
n∑

i=1

ai
λi − µ

= 0,

а bj , j = 1, n – розв’язок системи n рівнянь

1−
n∑

j=1

bj
λi − µj

= 0, i = 1, n.

Теорема розщеплення дозволяє легко дати визначення степеня резольвентного операто-
ра, а теорема обернення розшифровувати раціональні функції від операторів.
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Формулу (7.7) можна записати у трохи симетричнішій формі, якщо замінити µ на λ, а λ
на λ1 − λ:

R(t, s;λ1)−R(t, s;λ) = (λ1 − λ)

∫ b

a

R(t, τ ;λ)R(τ, s;λ1)dτ, (7.8)

Покладаючи λ1 = λ+∆λ, надамо рівнянню (7.8) вигляду

R(t, s;λ+∆λ)−R(t, s;λ)

∆λ
=

∫ b

a

R(t, τ ;λ)R(τ, s;λ+∆λ)dτ.

Переходячи до границі при ∆λ→ 0, отримаємо інтегро-диференціальне рівняння

∂R(t, s;λ)

∂λ
=

∫ b

a

R(t, τ ;λ)R(τ, s;λ)dτ, (7.9)

яке разом з умовою R(t, s; 0) = K(t, s) визначає резольвенту.
Формули (6.8) і (6.16) можна розглядати як обернені одна щодо іншої. Справді, розгля-

датимемо у співвідношенні (6.16) функцію φ(t) як задану, а f(t) – як невідому й запишемо
його у дещо загальнішому вигляді:

f(t) = µ

∫ b

a

R(t, s;λ)f(s)ds+ φ(t). (7.10)

Це рівняння Фредгольма з ядром R(t, s;λ). Його резольвентою, як показано вище, є
R(t, s;λ+µ), і для значення параметра µ = −λ, вона приймає значенняR(t, s; 0) = K(t, s).
Таким чином, формула, що дає розв’язок рівняння (6.16), збігається з рівнянням (6.8).

Резольвента R(t, s;λ), визначена як сума ряду (6.15), є аналітичною функцією λ, у колі
|λ| < 1/M(b − a) комплексної λ-площини. З іншого боку, резольвента Фредгольма, побу-
дована за допомогою рівняння (3.23), є мероморфною функцією λ у всій площині λ.

Можна показати, що обидві ці резольвенти тотожно збігаються для значень параметра
λ, які є достатньо малими за модулем.

Таким чином, резольвента Фредгольма є мероморфним продовженням резольвенти
(6.15) на всю комплексну λ-площину. При цьому для резольвенти Фредгольма лишаються
справедливими функціональні рівняння (7.1), (7.2).

Маючи на увазі це продовження резольвенти (6.15), зазначимо наступне.
Як ми вже відзначали, якщо λ – регулярне, то однорідне інтегральне рівняння Фредголь-

ма

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds (7.11)

має лише тривіальний розв’язок φ(t) ≡ 0. Тому, щоб рівняння (7.11) мало нетривіальний
розв’язок (фундаментальну функцію), треба, щоб при деякому значенні λ = λ0 не існувало
обмеженого оберненого оператора (I − λA)−1, і, отже, λ = λ0 має бути полюсом резоль-
венти R(t, s;λ).

Покажемо, навпаки, що всякому полюсу резольвенти відповідає принаймні одна фунда-
ментальна функція.

72



Справді, нехай λ = λ0 є полюсом n-го порядку резольвенти R(t, s;λ). Запишемо лора-
нівський розклад R(t, s;λ) в околі λ = λ0:

R(t, s;λ) =
C−n(t, s)

(λ− λ0)n
+
C−n+1(t, s)

(λ− λ0)n−1
+ . . .+

C−1(t, s)

λ− λ0
+

+ C0(t, s) + C1(t, s)(λ− λ0) + . . . (C−n(t, s) ̸= 0) (7.12)

Покладемо λ−λ0 = h і в обидві частини функціонального рівняння (7.1) замість резоль-
венти R(t, s;λ) підставимо її розклад (7.12). Матимемо

C−n(t, s)

hn
+
C−n+1(t, s)

hn−1
+ . . .+

C−1(t, s)

h
+ C0(t, s) + C1(t, s)h+ . . . =

= K(t, s) + (λ0 + h)

∫ b

a

K(t, τ)

[
C−n(τ, s)

hn
+ . . .

]
dτ.

Прирівнюючи коефіцієнт при hn у обох частинах останньої рівності, одержимо співвід-
ношення

C−n(t, s) = λ0

∫ b

a

K(t, τ)C−n(τ, s)dτ, (7.13)

яке означає, що C−n(t, s1) є ненульовим розв’язком однорідного рівняння (7.11), що відпо-
відає характеристичному числу λ0 за будь-якого допустимого значення s1 змінної s, a ⩽ s ⩽
b. Так, у наведеному вище прикладі ми мали R(t, s;λ) = 3ts/(3 − λ). Тут λ = 3 – простий
полюс резольвенти (n = 1). Відповідно до доведеного, функція φ(t) = −3ts1, s1 = const,
буде розв’язком рівняння

φ(t) = 3

∫ 1

0

tsφ(s)ds,

у чому можна пересвідчитися безпосередньою перевіркою.
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Лекція 8
Властивості резольвенти рівняння Вольтерри 2-го роду

Розгляньмо інтегральне рівняння Вольтерри 2-го роду

φ(t) = λ

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t) (8.1)

Його можна розглядати як окремий випадок рівняння Фредгольма з «трикутним» ядром
K (t, s), заданим у такий спосіб:

K (t, s) =

{
K(t, s) при s ⩽ t,

0 при s > t.

Тому до рівняння (8.1) застосовна вся розвинена вище теорія. Однак, враховуючи спе-
цифіку ядра, ми отримаємо для ітерованих ядер такі вирази (K1(t, s) = K(t, s)):

A2f =

∫ b

a

∫ b

a

K (t, τ)K (τ, s)f(s)dτds =

=

∫ b

a

∫ s

a

K (t, τ)K (τ, s)f(s)dτds+
∫ b

a

∫ t

s

K (t, τ)K (τ, s)f(s)dτds+

+

∫ b

a

∫ b

t

K (t, τ)K (τ, s)f(s)dτds =
∫ s

a

∫ b

a

K (t, τ)K (τ, s)f(s)dτds+

+

∫ t

s

∫ b

a

K (t, τ)K (τ, s)f(s)dτds+
∫ b

t

∫ b

a

K (t, τ)K (τ, s)f(s)dτds =

= 0 +

∫ t

s

∫ t

s

K (t, τ)K (τ, s)f(s)dτds+ 0 =

∫ t

s

∫ t

s

K(t, τ)K(τ, s)f(s)dτds.

Отже,

K2(t, s) =

∫ t

s

K(t, τ)K(τ, s)dτ (8.2)

і, взагалі,

Kn(t, s) =

∫ t

s

K(t, τ)Kn−1(τ, s)dτ (8.3)

Будемо припускати, що ядро K(t, s) неперервне у замкненому трикутнику ∆, обмеженому
прямими s = a, s = t, t = b, b > a, і що f(t) ∈ C([a; b]).
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Розглянемо формальний ряд

K(t, s) + λK2(t, s) + . . .+ λn−1Kn(t, s) + . . . (8.4)

НехайM = max
(t,s)∈∆

|K(t, s)|.
Тоді маємо

|K2(t, s)| ⩽
∫ t

s

|K(t, τ)||K(τ, s)|dτ ⩽M 2(t− s),

|K3(t, s)| ⩽
∫ t

s

|K(t, τ)||K2(τ, s)|dτ ⩽ M 3(t− s)2

2!
,

і, загалом,
|Kn(t, s)| ⩽

Mn(t− s)n−1

(n− 1)!
, (8.5)

Звідси видно, що ряд (8.4) збігається рівномірно за будь-якого значення параметра λ і сума
його є неперервною функцією t, s.

Позначимо суму ряду (8.4) через R(t, s;λ):

R(t, s;λ) = K(t, s) + λK2(t, s) + . . .+ λn−1Kn(t, s) + . . . (8.6)

Функція R(t, s;λ) є ціла функція параметра λ. Її також називають розв’язним ядром або
резольвентою для ядраK(t, s).

Як і у випадку рівняння Фредгольма, отримуємо формулу

φ(t) = f(t) + λ

∫ t

a

R(t, s;λ)f(s)ds, (8.7)

що дає розв’язок рівняння (8.1) для будь-якої неперервної функції f(t) і за будь-якого зна-
чення параметра λ. Цей розв’язок φ(t) є неперервна функція аргументу t.

Резольвента рівняння Вольтерри (8.1), як і саме ядро K(t, s), визначена для a ⩽ t ⩽ b і
для s < t. Для загальності формули зазвичай вважають, що R(t, s;λ) ≡ 0 при s > t.

Зазначимо, що повторні ядра, а також резольвента не залежать від нижньої межі a.
Вправа. Покажіть, що резольвента R(t, s;λ) рівняння Вольтерри (8.1) задовольняє функціональне рівня-

ння
R(t, s;λ) = K(t, s) + λ

∫ t

s

K(t, τ)R(t, s;λ)dτ.

Рівняння (8.1) з неперервним ядром K(t, s) і правою частиною f(t) має єдиний непе-
рервний розв’язок φ(t).

Насправді, якби існувало два таких розв’язки φ1(t) і φ2(t), то їхня різниця ψ0(t) =
φ2(t)− φ1(t) задовольняла б однорідне інтегральне рівняння

ψ(t) = λ

∫ t

a

K(t, s)ψ(s)ds, (8.8)

або, коротше
ψ(t) = λAψ.

Але рівняння (8.8) має єдиний розв’язок ψ(t) ≡ 0.
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Справді, нехай N = max
a⩽t⩽b

|ψ0(t)|. Легко бачити, що якщо ψ0(t) – розв’язок рівняння
(8.8), тобто ψ0(t) ≡ λAψ0(t), то функції

ψ1(t) = λAψ0, ψ2(t) = λAψ1, . . . , ψn(t) = λAψn−1, . . . ,

тотожні з функцією ψ0(t). Виконуючи оцінку, аналогічну до (8.5), знаходимо.

|ψn(t)| ⩽
NM(t− a)n

n!
,

звідки випливає, що ψn(t) → 0, якщо n → ∞ ∀ ∈ [a; b]. Оскільки ψn(t) ≡ ψ0(t) для будь-
якого n, то ψ0(t) ≡ 0 на [a; b].

Приклад. За допомогою резольвенти розв’язати інтегральне рівняння

φ(t) = sin t+
∫ t

0

et−sφ(s)ds.

Розв’язування.
Очевидно, у цьому випадку λ = 1,K(t, s) = et−s. Тоді з (8.3) маємо

K2(t, s) =

∫ t

s

et−τeτ−sdτ = (t− s)et−s;

K3(t, s) =

∫ t

s

et−τ (τ − s)eτ−sdτ =
(t− s)2

2
et−s;

Kn(t, s) =

∫ t

s

et−τ (τ − s)n−2

(n− 2)!
eτ−sdτ =

(t− s)n−1

(n− 1)!
et−s.

Далі, з (8.6) маємо

R(t, s; 1) = et−s + et−s t− s

1!
+ et−s (t− s)2

2!
+ . . .+ et−s (t− s)n

n!
+ . . . =

= et−s

∞∑
n=0

(t− s)n

n!
= e2(t−s).

Отже, з рівняння (8.7) маємо

φ(t) = sin t+
∫ t

0

e2(t−s) sin sds = 1

5

(
e2t + 3 sin t− cos t

)
.

Зауваження. Інтегральні рівняння Вольтерри виникають у тих задачах фізики, у яких
існує переважний напрямок зміни незалежної сталої (наприклад, часу, енергії тощо).

Оператор Вольтерри

Aφ(t) =

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds

характерний тим, що значення функціїAφ(t) у будь-який момент t визначається значеннями
функції φ(t) лише для значень s ⩽ t, тобто цей оператор враховує «передісторію» процесу.

Природно, що й розв’язок

φ(t) = f(t) + λ

∫ t

a

R(t, s;λ)f(s)ds
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рівняння Вольтерри (8.1) у кожний момент часу t визначається величиною зовнішнього
впливу f(t) лише у попередні моменти s ⩽ t.

Для рівняння Вольтерри 2-го роду характерна можливість продовження розв’язку: мо-
жна побудувати розв’язок спочатку на деякому відрізку a ⩽ t ⩽ a1, для t > a1 записати
рівняння (8.1) у вигляді

φ(t) = λ

∫ t

a1

K(t, s)φ(s)ds+
[
λ

∫ a1

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t)

]
,

де у квадратних дужках стоїть уже відома функція, а потім розв’язувати його далі.
Для рівняння Фредгольма

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)ds+ f(t)

така побудова розв’язку на частині відрізка [a; b] неможлива.
Ми встановили однозначну можливість розв’язання рівняння Вольтерри (8.1) за припу-

щення, що ядро K(t, s) і вільний член f(t) неперервні. Ці умови можна значно послабити.
А саме, будемо припускати, що ядро K(t, s) інтегрується із квадратом за прямокутником
Q = {a ⩽ t, s ⩽ b}, тобто

b∫
a

b∫
a

|K(t, s)|dtds = B2 < +∞ (8.9)

(таке ядро будемо називати L2-ядром). Припустімо також, що f(t) ∈ L2([a; b]).
Міркуваннями, аналогічними наведеним вище, одержуємо наступну теорему.

Теорема 16. Інтегральне рівняння Вольтерри 2-го роду

φ(t) = λ

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t), a ⩽ t ⩽ b, (8.10)

у якого ядро K(t, s) ∈ L2(Q), а функція f(t) ∈ L2([a; b]) має єдиний1 розв’язок φ(t) ∈
L2([a; b]).

Цей розв’язок визначається формулою

φ(t) = f(t) + λ

∫ t

a

R(t, s;λ)f(s)ds,

де резольвентаR(t, s;λ) є ціла функція параметра λ і визначається, як сума ряду, складеного
з ітерованих ядер:

R(t, s;λ) =
∞∑
n=0

λnKn+1(t, s), (8.11)

причому ряд у правій частині (8.11) збігається майже всюди у Q.
1Єдиність розуміємо у сенсі метрикиL2([a; b]): дві функції у ній є тотожними, якщо вони відрізняються одна від одної на множини

міри нуль.
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Таким чином, інтегральне рівняння Вольтерри

φ(t) = λ

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t)

з ядром K(t, s) ∈ L2(Q) однозначно розв’язне при будь-якому вільному члені f(t) ∈
L2([a; b]) для будь-яких значень параметра λ.

Відповідне однорідне інтегральне рівняння

φ(t) = λ

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds

має за будь-якого λ лише тривіальний розв’язок, отже інтегральне рівняння Вольтерри з
L2-ядром не має характеристичних чисел.

Існують і інші ядра, які зовсім не мають характеристичних чисел. Це випливає з теореми
Лалеску2.
Теорема 17 (Лалеску). НехайK(t, s) – фредгольмове ядро йKn(t, s) – його ітеровані ядра.
Для того, щоб ядроK(t, s) не мало характеристичних чисел, необхідно й достатньо, щоб

An =

∫ b

a

Kn(t, t)dt = 0 (n = 3, 4, . . .).

Зовсім інакшу відповідь на питання щодо розв’язків можна отримати, якщо допускати
або неінтегровані розв’язки, або ядра з неінтегруваними особливостями. Наприклад, одно-
рідне рівняння

φ(t) = λ

∫ t

0

φ(s)

s
ds

має неперервний розв’язок φ(t) = tα (α > 0), що відповідає значенню λ = α.
Будемо й у цьому випадку відмінні від нуля розв’язкиφ(t) однорідного рівняння називати

власними функціями, а відповідні значення параметра λ – характеристичними значеннями.
Звичайно, у випадку існування за будь-якого λ нетривіальних розв’язків φν(t) однорі-

дного рівняння типу Вольтерри з неінтегровним ядром відповідне неоднорідне рівняння вже
не може мати лише одного розв’язку: якщо взагалі такий розв’язок φ(t) існує, то, додаючи
до нього будь-які cνφν (cν = const), знову одержимо розв’язок неоднорідного рівняння.

У питаннях єдиності розв’язку інтегрального рівняння істотну роль відіграє клас фун-
кцій, у якому шукається розв’язок (клас сумованих функцій, квадратично сумованих, непе-
рервних тощо).

Зокрема, якщо ядроK(t, s) рівняння Вольтерри обмежене, коли t змінюється у деякому
скінченному інтервалі (a; b):

|K(t, s)| ⩽M = const ∀t ∈ (a; b),

і вільний член f(t) сумований3 на інтервалі (a; b), то рівняння Вольтерри при будь-якому
значенні λ має в інтервалі (a, b) єдиний сумований розв’язок φ(t).

2Traian Lalescu (1882 – 1929) – румунський математик, відомий дослідженнями функціональних рівнянь, тригонометричних рядів,
математичної фізики, механіки, алгебри та історії математики.

3Функція x(t), невід’ємна на інтервалі (a; b), називається сумованою на цьому інтервалі, якщо інтеграл
∫ b

a
x(t)dt має скінченне

значення; функція x(t) довільного знака буде сумованою на (a; b) тоді й лише тоді, коли сумована функція |x(t)| > 0, тобто коли
інтеграл

∫ b

a
|x(t)|dt має скінчення значення. Інтеграли розуміємо у сенсі Лебега.
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Однак якщо відмовитися від вимоги сумованості розв’язку, то теорема єдиності втрачає
чинність у тому сенсі, що рівняння може мати, поряд із сумованим розв’язком, ще й несу-
мований розв’язок.

П. С. Урисон побудував витончені приклади інтегральних рівнянь (див. нижче приклади
1 і 2), які, поряд із сумованим, мають і несумований розв’язок навіть у тому випадку, коли
ядроK(t, s) і функція f(t) неперервні.

Будемо вважати для простоти f(t) = 0 і розглянемо інтегральне рівняння

φ(t) =

∫ t

0

K(t, s)φ(s)ds, (8.12)

деK(t, s) – неперервна функція.
Як було показано вище, у класі неперервних (і, отже, сумованих) функцій це рівняння

має єдиний розв’язок φ(t) ≡ 0.
Приклади.
1. Нехай 0 ⩽ s ⩽ t ⩽ 1,

K(t, s) =

 se1/t
2−1, 0 ⩽ s ⩽ te1−1/t2,

t, te1−1/t2 ⩽ s ⩽ t,
0, s > t.

(8.13)

У квадраті Q = {0 ⩽ t, s ⩽ 1} ядроK(t, s) обмежене, оскільки

0 ⩽ K(t, s) ⩽ t ⩽ 1.

Більше того, воно неперервне при 0 ⩽ s ⩽ t. Рівняння (8.12) у цьому випадку має очеви-
дний сумований розв’язок φ(t) ≡ 0 і, через зазначене вище, інших сумованих розв’язків це
рівняння не має.

З іншого боку, безпосередньою перевіркою переконуємося, що рівняння (8.12) має не-
скінченну множину несумованих на (0; 1) розв’язків вигляду

φ(t) =
C

t
,

де C – довільна стала, t ̸= 0.
Справді, враховуючи вираз (8.13) для ядраK(t, s), знаходимо

∫ t

0

K(t, s)φ(s)ds =
∫ te1−1/t2

0

se1/t
2−1C

s
ds+

∫ t

te1−1/t2
t
C

s
ds =

= Ct− Ct ln e1−1/t2 =
C

t
. (8.14)

Таким чином, дістаємо C/t ≡ C/t (t ̸= 0), тобто φ(t) = C/t є розв’язком, несумованим на
(0; 1), рівняння (8.12).

2. Нехай 0 ⩽ s ⩽ t < a (a > 0 – будь-яке, зокрема, a = +∞),

K(t, s) =
2

π

ts2

t6 + s2
. (8.15)
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Функція K(t, s) навіть аналітична всюди, за винятком (0, 0). Однак рівняння (8.12) з
ядром (8.15) допускає несумовані розв’язки. Справді, рівняння

ψ(t) =
2

π

∫ t

0

ts2

t6 + s2
ψ(s)ds− 2

π

arctg t2
t2

(8.16)

має сумований розв’язок, оскільки функція

f(t) = −2

π

arctg t2
t2

обмежена й неперервна всюди, окрім точки t = 0.
Функція

φ(t) =

{
0, t = 0,
ψ(t) + 1

t2 , t > 0,
(8.17)

де ψ(t) – розв’язок рівняння (8.16), буде вже несумованим на (0, a) розв’язком рівняння
(8.12) з ядром (8.15).

Справді, для t > 0 маємо∫ t

0

K(t, s)φ(s)ds = 2

π

∫ t

0

ts2

t6 + s2
ψ(s)ds+ 2

π

∫ t

0

t

t6 + s2
ds. (8.18)

Через рівняння (8.16) першим доданком у правій частині (8.18) є

ψ(t) +
2

π

arctg t2
t2

.

Другий доданок дасть

2

π

∫ t

0

tds
t6 + s2

=
2

π

(
1

t2
arctg s

t3

)∣∣∣∣s=t

s=0

=
2

πt2
arctg 1

t2
, t > 0.

Таким чином,∫ t

0

K(t, s)φ(s)ds = ψ(t) +
2

π

arctg t2
t2

+
2

π2
arctg 1

t2
=

= ψ(t) +
1

t2
2

π

(
arctg t2 + arctg 1

t2

)
= ψ(t) +

1

t2
= φ(t),

а це й означає, що функція φ(t), визначена рівністю (8.17), є несумованим розв’язком рів-
няння (8.12) з ядром (8.15).
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Лекція 9
Перетворення Лапласа. Розв’язування рівняння Вольтерри

2-го роду за допомогою перетворення Лапласа

Для відшукання розв’язків інтегральних рівнянь типу Вольтерри із різницевими ядрами
у явному вигляді використовують інтегральне перетворення Лапласа. У цьому розділі наве-
дено лише деякі основні факти із теорії перетворення із акцентом на ті з них, якими можна
скористатися для розв’язування інтегральних рівнянь. Загальні властивості перетворення
Лапласа можна отримати з теорії функцій комплексної змінної.

9.1 Перетворення Фур’є
Означення 21. Нехай деяка функція f(t) є абсолютно інтегрованою,∫ ∞

−∞
|f(t)|dt <∞. (9.1)

Тоді інтеграл
F (ω) =

∫ ∞

−∞
e−iωtf(t)dt. (9.2)

де ω – дійсне значення, є абсолютно збіжним. Оскільки підінтегральний вираз за модулем
обмежено значенням |f |, яке не залежить від ω, інтеграл збігається рівномірно за ω, отже
F (ω) є неперервною функцією ω. Ця функція називається перетворенням Фур’є1 функції
f .

При ω → ∞ осциляція у підінтегральному виразі призводить до його прямування до
нуля, отже

F (ω) → 0 при ω → +∞ або −∞. (9.3)
Із усіма викладеними вище припущеннями, за теоремою, яку називають теоремоюФур’є,

f можна визначити за F за допомогою такої формули:

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωtF (ω)dω. (9.4)

Отже, якщо задано F , рівняння, що визначає F з f є інтегральним рівнянням щодо f , а
теорема Фур’є дає його розв’язок (оригінал перетворення).

1Fourier transform
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Звичайно ж, оригінал перетворення знаходиться як значення невласного інтеграла пер-
шого роду, отже: ∫ ∞

−∞
означає lim

L→∞

∫ L

−L

Ця особлива інтерпретація не потрібна для інтеграла, що визначає F , оскільки ми припуска-
ємо, що f є абсолютно інтегровною. У формулі обернення ми не робили ніяких припущень
щодо F , зокрема не припускали, що інтеграл є абсолютно збіжним. Якщо він є таким, f(t)
обов’язково є неперервною функцією t. Якщо F (ω) є перетворенням розривної функції, ін-
теграл обернення не може бути абсолютно збіжним.

Друге наше припущення стосуватиметься розривів. У точках розриву першого роду фун-
кції f інтеграл F має розрив, а у самій точці приймає значення середнього арифметичного
між границями ліворуч і праворуч. Отже, теорема справджується у точках розриву першого
роду, лише якщо f має властивість

f(t) = [f(t+) + f(t−)]/2.

Третє припущення стосується точок, де f швидко зростає або швидко спадає, або точок,
де її похідна не є абсолютно інтегровною. У теоремі немає ніяких тверджень щодо таких
точок. Інтеграл обернення повертає значення f(t), якщо f має обмежену варіацію у деяко-
му інтервалі, що містить точку t. Таким чином, це виключає, наприклад, точку t = 0 для
функцій 1/|t|1/2 і sin(1/t). Функція, яка поводить себе таким чином для малих t, може бути
абсолютно інтегровною, якщо вона достатньо швидко спадає для великих t, отже теорема
щодо оборотності перетворення виконується, але нічого не говорить ні про значення, які
може приймати інтеграл оберненого перетворення при t = 0, ні навіть про те, що він там
збігається.

Припущення щодо абсолютної інтегрованості f означає, що ця функція не може мати
сингулярностей порядку 1/t або вищого у нескінченних точках; для цього достатньо мати
сингулярності не вище 1/|t|p, де p < 1. Для t→ ∞ спадання зі швидкістю 1/t недостатньо.
Але спадання 1/tp, де p > 1, має бути достатньо. Втім, зокрема, прості функції, наприклад,
f = 1 за таких умов не мають перетворення Фур’є.

Якщо f достатньо швидко спадає при t → −∞, але спадає недостатньо швидко при
t → +∞, можна певним чином вибрати σ так, щоб функція e−σtf(t) була абсолютно інте-
грованою, навіть якщо функція f не є такою. Припустимо, що∫ ∞

−∞
e−σt|f(t)|dt <∞.

Уведемо позначення
s = σ + iω.

Тоді перетворенням Фур’є функції e−σtf(t) буде

F2(s) =

∫ ∞

−∞
e−iωt[e−σtf(t)]dt =

∫ ∞

−∞
e−stf(t)dt.

Ця формула називається формулою двобічного перетворення Лапласа функції f . За теоре-
мою обернення маємо

e−σtf(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωtF2(s)dω.
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Множачи обидві частини останньої рівності на eσt і покладаючи змінною інтегрування s
(тоді ds = idω), дістанемо

f(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
estF2(s)ds.

Контуром інтегрування є пряма лінія σ = const у комплексній площині для змінної s.

9.2 Однобічне перетворення Лапласа
Припустімо, що f є тотожним нулем для усіх t < 0. Запишемо це як H(t)f(t), для то-

го, щоб така рівність нулеві була очевидною. Тут H(t) є одиничною функцією-сходинкою
(функцією Гевісайда2), рівною нулеві для від’ємних t, одиниці для додатних t, і, скажімо,
H(0) = 1/2 для t = 0. Припустімо, що функція Hfe−σt є абсолютно інтегровною для де-
якого достатньо великого значення σ,∫ ∞

−∞
H(t)e−σt|f(t)|dt =

∫ ∞

0

e−σt|f(t)|dt <∞.

Тоді, для цього σ Hf має двобічне перетворення Лапласа:

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt.

Це перетворення називають однобічним або просто перетворенням Лапласа. За теоремою
обернення

H(t)f(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
estF (s)ds.

Зокрема, інтеграл дорівнює нулеві, якщо t від’ємне. ОскількиHf за визначенням осередню-
ється у точках розриву першого роду (щоб мав місце інтеграл обернення), у t = 0 матимемо∫ σ+i∞

σ−i∞
F (s)ds = πif(0+).

Нам буде цікавим інтеграл, який визначаєF (s), у випадках, коли він не є абсолютно збіжним.
Сам інтеграл ми називатимемо інтегралом Лапласа, щоб відрізнити його від функції F (s),
яку ми називатимемо перетворенням Лапласа. Ми зможемо визначати перетворення, на-
віть для значень s, для яких інтеграл взагалі не збігається.

Ми завжди зосереджуватимемо увагу на функціях, які є абсолютно інтегровними на скін-
ченних проміжках: ∫ L

0

|f(t)|dt <∞, 0 ⩽ L <∞.

Функції з неінтегровними сингулярностями взагалі не розглядатимемо. Абсолютна інтегров-
ність на нескінченному проміжку не вимагатиметься, за збіжність на нескінченних проміж-
ках відповідатиме додатковий множник e−σt.

2Oliver Heaviside (1850 – 1925) – англійський інженер і фізик-самоук
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Якщо f дорівнює нулеві поза скінченним проміжком (0, L), інтеграл Лапласа набуває
форми

F (s) =

∫ L

0

e−stf(t)dt.

Це лінійна комбінація експоненційних функцій s, e−ts, з параметром t, що приймає зна-
чення у діапазоні 0 ⩽ t ⩽ L. Кожна експоненційна функція є аналітичною функцією s і,
фактично, є цілою, без сингулярностей для будь-якого скінченного значення s. Те саме сто-
сується F (s). Інтеграл збігається для усіх значень s і визначає цілу функцію F (s). Подібно
до e−ts, F (s) має суттєву сингулярність на нескінченності. Наприклад, якщо f = 1, маємо∫ L

0

e−stdt = 1

s
(1− e−Ls).

Якщо проміжок інтегрування є нескінченним, зазвичай, інтеграл збігається лише у певній
півплощині значень s. У цій півплощині він визначає аналітичну функцію s. Оскільки аналі-
тично продовжити функцію можна єдиним чином, існує лише одна аналітична функціяF (s),
яка збігається зі значенням інтеграла у півплощині, де він має сенс. Інтеграл є інтегральним
представленням перетворення F (s), це представлення є чинним для деяких, але не для усіх
значень s.

Як приклад, розгляньмо обчислення перетворення для f = 1. Спочатку вважатимемо,
що s = r, де r є великим додатним дійсним числом. Тоді, у виразі∫ L

0

e−rtdt = 1

r
(1− e−Lr),

існує границя при L→ ∞ і, фактично, для усіх додатних r справджується рівність∫ ∞

0

e−rtdt = 1

r
(r > 0).

Зауважте, що границі не існує, якщо r < 0.
Далі, аналітична функція 1/s визначена для усіх s ̸= 0 і збігається із функцією 1/r, якщо

s = r, отже, це єдина аналітична функція із такою властивістю. Функція 1/s є аналітичним
продовженням функції, яка визначається виразом 1/r на вісі дійсних значень. Таким чином,
1/s є перетворенням функції f = 1. Втім, представлення 1/s у вигляді інтеграла є чинним,
лише якщо Res > 0:

1

s
=

∫ ∞

0

e−stdt якщо Res > 0.

Те, що f(t) є перетворенням Лапласа, означає, що існує деяке значення, скажімо, s = s0,
для якого інтеграл від e−stf(t) збігається, якщо верхня межа інтегрування прямує до нескін-
ченності. Якщо σ > σ0, зменшувальний множник e−σt робить збіжність інтеграла ще кра-
щою за збіжність при σ = σ0, і якщо інтеграл збіжний для s = s0, він також буде збіжним
для усіх s із півплощини Res > Res0. Звідси, існує певне значення σc, яке називають абсци-
сою збіжності, таке, що інтеграл збіжний у півплощині σ > σc і розбіжний у півплощині
σ < σc.

Інтеграл Лапласа визначає аналітичну функцію змінної s, функцію без сингулярно-
стей у півплощині збіжності. Перетворення F (s) є однозначним аналітичним продовже-
нням функції, визначеної інтегралом Лапласа. Перетворення зазвичай має сингулярності,
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але жодну з них не розташовано у півплощині збіжності. Якщо σs є абсцисою найправішої
сингулярності F (s), тоді σs ⩽ σc. Зазвичай, F має сингулярність на вертикальній лінії аб-
сциси збіжності, отже σs = σc. Наприклад, якщо f(t) прямує до додатного або від’ємного
значення при t → ∞, F (s) є сингулярною при s = σc. Випадки, коли σs < σc, трапляються
для функцій зі значною осциляцією, наприклад sin(et). Для простої осциляції f = sin t, як
ми побачимо згодом, σs = σc.

Для того, щоб перевірити, чи є у функції перетворення Лапласа, зазвичай, достатньо
просто зауважити, що e−σtf(t) → 0 при t→ ∞ для якогось достатньо великого значення σ.
Ця умова є достатньою, але не необхідною. Умова задовольняється тоді й лише тоді, коли

|f(t)| ⩽Mect(t ⩾ L)

для деяких значень c, M і L, які можуть бути дуже великими. Скорочено це позначається
як f = O(ect) і описується як f є експоненційного порядку. Якщо b > c, тоді f = O(ect)
означає, що f = O(ebt), отже, існує, скажімо, деяке значення α, для якого f = O(ect), якщо
c > α, але не якщо c < α. У такому випадку кажуть, що f експоненційного порядку α або,
скорочено, eo(f) = α. Рівність f = O(eαt) може справджуватися або не справджуватися.
Наприклад, te2t і t−1e2t обидві є експоненційного порядку 2; для другої з функційO(e2t), але
не для першої.

Оскільки |e−st| = e−σt, за нерівністю трикутника∣∣∣∣∫ ∞

0

e−stf(t)dt
∣∣∣∣ ⩽ ∫ ∞

0

e−σt|f(t)|dt.

Якщо інтеграл у правій частині нерівності є збіжним, то збіжним є й інтеграл у її лівій ча-
стині, причому він є абсолютно збіжним.

Легко переконатися, що якщо eo(f) = α, інтеграл Лапласа є абсолютно збіжним, якщо
σ > α. Нехай σa є абсцисою абсолютної збіжності, яка відокремлює значення σ > σa, для
яких інтеграл є абсолютно збіжним, від значеньσ < σa, для яких він не є абсолютно збіжним.
Оскільки із абсолютної збіжності слідує проста збіжність, матимемо

σs ⩽ σc ⩽ σa ⩽ α. (9.5)

Функції, які мають перетворення Лапласа, зазвичай, мають скінченний експоненційний по-
рядок. Наприклад, якщо функції f і f ′ обидві мають перетворення, тоді f є експоненційного
порядку. У найпоширеніших випадках, усі чотири значення у нерівності (9.5) є рівними між
собою, але у довільному випадку усі вони можуть бути різними.

Приклади і формули
Надалі, використовуватимемо позначенняF (s) = L[f ] = L[f ; s]. Наприклад, вище було

показано, що
L[1] = 1

s
.

Зауважте, що у цьому прикладі абсциси збіжності й абсолютної збіжності однакові, оскільки
f(= 1) є додатною функцією. Оскільки експоненційний порядок f = 1 дорівнює α = 0 і
абсциса найправішої сингулярності перетворення дорівнює σs = 0, з нерівностей σs ⩽ σc ⩽
σa ⩽ α слідує, що σc і σa також дорівнюють нулеві. Звичайно ж, ми про це вже знали.
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Ось декілька формул, які можуть бути корисними для поширення відомих результатів на
прості аналогічні приклади:

L[e−ztf(t)] = L[f(t); s+ z] = F (s+ z),

L[f(ct); s] = 1

s
F
(s
c

)
, c > 0,

L[H(t− t0)f(t− t0)] = exp(−st0)F (s), t0 ⩾ 0,

Усі ці формули можна отримати із розгляду відповідних інтегралів Лапласа. Так, спо-
чатку можна довести, що формули справджуються усюди, де інтеграли Лапласа збіжні, а
потім, за принципом аналітичного продовження, формули можна поширити на довільні s.
Ці формули корисні, якщо потрібно знайти f(t) за заданим F (s). Втім, одну з них можна
використати для заощадження часу на інтегрування у декількох перетвореннях. Зокрема, з
першої формули

L[e−zt] = L[1; s+ z] =
1

s+ z
.

Як бачимо, маємо сингулярність у s = −z. Пришвидшення спадання функції за допомогою
експонент зсуває сингулярності перетворення ліворуч, збільшуючи півплощину збіжності.

З формул Ойлера

cos t = (1/2)(eit + e−it), sin t = (1/2i)(eit − e−it)

дістанемо
L[cos t] = 1

2

(
1

s− i
+

1

s+ i

)
=

s

s2 + 1

і
L[sin t] = 1

2i

(
1

s− i
− 1

s+ i

)
=

1

s2 + 1
.

Сингулярності перетворень розташовано у точках s = ±i з абсцисою σs = 0, а функція
має експоненційний порядок α = 0, отже абсциси збіжності та абсолютної збіжності також
дорівнюють нулеві.

9.2.1 Доведення збіжності
Твердження щодо інтегралів Лапласа просто довести, якщо інтеграл є абсолютно збі-

жним або якщо функція f(t) є функцією експоненційного порядку. Для функцій загалом
доведення починаються із інтегрування частинами з метою спрощення підінтегральної фун-
кції. Нехай

f1(t, s) =

∫ t

0

e−st′f(t′)dt′. (9.6)

Зауважимо, що
f(t′) = es

′t′(d/dt′)f1(t′, s′). (9.7)
Тоді, підставляючи (9.7) до (9.6) і інтегруючи частинами, дістанемо

f1(t, s) = f1(t, s
′)e(s

′−s)t − (s′ − s)

∫ t

0

e(s
′−s)t′f1(t

′, s′)dt′. (9.8)
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Збіжність інтеграла Лапласа для s′ означає, що f1(t, s
′) має скінченну границю

f1(∞, s′) = F (s′) при t → ∞. Якщо це так, інтеграл f1(t, s′) рівномірно обмежено, ска-
жімо, величиноюM :

|f1(t, s′)| < M, ∀t. (9.9)
Далі, з (9.8) слідує, що інтеграл Лапласа також збіжний для будь-якого s, такого, що

Res > Res′. Для таких s перший доданок у (9.8) прямує до нуля при t → ∞, а новий ін-
теграл обмежено якимось множником на exp[−(σ − σ′)t]. Новий інтеграл навіть збіжний
абсолютно, незалежно від того, чи збіжний абсолютно початковий інтеграл з (9.6).

Нехай f1(t) = f1(t, 0), тоді f1(t) – невизначений інтеграл від f(t). Хоча f(t) може мати
перетворення не будучи функцією скінченного експоненційного порядку, її інтеграл f1(t)
завжди є функцією експоненційного порядку, якщо f(t) має перетворення. Щоб довести це,
достатньо підставити s = 0 до (9.8) і покласти s′ = σ > σc, щоб перетворення збігалося у σ.
Тоді виконується (9.9) і

|f1(t)| ⩽Meσt +M |1− eσt|.
Таким чином,

f1(t) = O(eσt), якщо σ > σc і σ ⩾ 0 (9.10)
і

f1(t) = O(1), якщо σc ⩽ 0. (9.11)
Таким чином, за будь-яких умов f1(t) є функцією експоненційного порядку. Втім, не

можна сказати, що ця функція є функцією від’ємного експоненційного порядку, якщо σc <
0. Це демонструє приклад функції f(t) = e−t. Для цієї функції σc = −1, але f1(∞) = 1,
отже f1 є функцією нульового експоненційного порядку.

Нехай α1 є експоненційним порядком f1. Тоді абсцисою збіжності для F (s) є σc = α1,
якщо тільки σc ⩾ 0 абоα1 > 0. Відсутність такого зв’язку, якщо σc < 0, знову можна бачити
на прикладі функції f = e−t. Щоб довести це, покладемо s′ = 0 і s = σ > α1 у (9.8):

f1(t, σ) = f1(t)e
−σt + σ

∫ t

0

e−σt′f1(t
′)dt′.

Якщо σ перевищує експоненційний порядок f1, позаінтегральний член прямує до нуля і
інтеграл збігається при t→ ∞, отже інтеграл Лапласа збігається для будь-якого такого σ, і
отже, σc ⩽ α1. Обмеження (9.10) показує, що якщо σc ⩾ 0, α1 ⩽ σc. Таким чином, σc = α1,
якщо σc ⩾ 0. З (9.11) f1 є функцією нульового або від’ємного експоненційного порядку,
якщо σc ⩽ 0, отже, якщо α1 > 0, то σc > 0 і результат σc = α1 є наслідком першої частини
теореми.

9.2.2 Перетворення степеневих і логарифмічних функцій
Щоб визначити перетворення tp (яке існує, якщо Rep > −1), спочатку покладемо s =

r > 0 і позначимо rt = x. Тоді

F (r) =
1

r

∫ ∞

0

e−x
(x
r

)p
dx =

Γ(p+ 1)

rp+1
.

За аналітичним продовженням
F (s) =

Γ(p+ 1)

sp+1
.
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Якщо p є невід’ємним цілим числом, у точці s = 0 маємо полюс, а якщо не є цілим — точку
розгалуження.

Диференціюючи рівність за p, з∫ ∞

0

e−sttpdt = Γ(p+ 1)

sp+1

матимемо ∫ ∞

0

e−sttp ln tdt = (Γ(p+ 1))′/sp+1 − Γ(p+ 1)/sp+1) ln s,

і зокрема,
L[ln t] = (1/s)[ln(1/s)− γ].

де γ = −
∞∫
0

e−x lnxdx = 0, 5772 . . . – стала Ойлера.

Або безпосередньо, покладаючи, спочатку, що s дійсне й додатне,

L[ln t] =
∫ ∞

0

e−x ln(x/s)dx/s =
∫ ∞

0

e−x[lnx+ ln(1/s)]dx/s

і ми отримуємо ту саму формулу, згадуючи означення γ.

9.2.3 Згортки
Означення 22. Згорткою двох функцій f і g називається інтеграл

f ∗ g =
∫ ∞

−∞
f(t− t′)g(t′)dt′. (9.12)

Якщо обидві функції, f і g, одночасно тотожно дорівнюють нулеві при t < 0, їхньою
згорткою є функція

f ∗ g = H(t)

∫ t

0

f(t− t′)g(t′)dt′.

МножникH(t) зазвичай опускають, якщо очевидним є те, що розглядається t ⩾ 0.
Припустимо, що f і g є абсолютно інтегровними на будь-яких скінченних інтервалах.

Далі, припустимо, що e−σtf(t) і e−σtg(t) є абсолютно інтегровними на (0,∞), якщо σ є до-
статньо великим. Тоді, якщо σ = Res, перетворенням згортки f ∗ g буде

L[f ∗ g] =
∫ ∞

0

e−st

∫ ∞

−∞
f(t− t′)g(t′)dt′dt.

Оскільки інтеграли у останній рівності є абсолютно збіжними, ми можемо спочатку вико-
нати інтегрування за t, отримавши

L[f ∗ g] = F (s)G(s).
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9.2.4 Перетворення первісних
Якщо ми розглядатимемо лише функції, які дорівнюють нулеві при t < 0, невизначені

інтеграли
fn(t) = (H∗)n ∗ f

міститимуть інтегрування за скінченним проміжком (0; t). Зокрема,

f1(t) = H(t)

∫ t

0

f(t′)dt′.

У контексті, де буде очевидним, що t < 0 не розглядається, ми пропускатимемо множник
H(t).

Якщо f має перетворення Лапласа, f1 є функцією експоненційного порядку, скажімо,
α1. Це допомагає зрозуміти, чому функції експоненційного порядку є такими поширеними
у теорії використання перетворень Лапласа. Якщо f ′ має перетворення, f є функцією екс-
поненційного порядку.

Покладемо σ > α1. Тоді, інтегруючи частинами у інтегралі Лапласа, дістанемо

F (s) = e−stf1(t)
∣∣∞
0
+ s

∫ ∞

0

e−stf1(t)dt.

Позаінтегральний доданок прямує до нуля на нескінченності, оскільки σ > α1, а новий ін-
теграл є абсолютно збіжним для σ > α1. Тоді, для σ > α1

F (s) = sF1(s),

де F1 є перетворенням функції f1. Та сама рівність справджується і для усіх s за аналітичним
продовженням. Для n-го інтеграла

F (s) = snFn(s).

Якщо f не має півплощини абсолютної збіжності, формули обернення не існує. Втім, f1 має
абсолютно збіжний інтеграл Лапласа для достатньо великих σ, отже

f1(t)H(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
est
F (s)

s
ds.

9.2.5 Перетворення похідних
Припустімо, що функція f та її похідна f ′ мають перетворення. Зокрема, будемо припу-

скати, що f ′ є абсолютно інтегровною на будь-якому скінченному інтервалі. Інтеграл

V (f ; t) =

∫ t

0

|f ′|dt′

є варіацією f на інтервалі (0; t), і ми припускатимемо, що він є скінченним. Тоді∫ t

0

f ′(t′)dt′ = f(t)− f(0+).
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Якщо значення f(0+) не є скінченним або f не прямує до якоїсь певної границі при t→ 0,
f не має обмеженої варіації, що суперечить нашому припущенню.

З теореми про перетворення невизначених інтегралів маємо

1

s
L[f ′] = F − f(0+)

s
.

отже
L[f ′] = sF (s)− f(0+).

За індукцією, якщо f (n) має перетворення, воно обчислюється за формулою

L[f (n)] = snF (s)− sn−1f(0+)− . . .− f (n−1)(0+).

Якщо f (n−1) не прямує до скінченної границі, якщо t→ 0, тоді f (n) не має перетворення.

9.2.6 Похідні перетворень
Якщо функція f(t) має перетворення Лапласа, його має й функція tf(t), а їхні півпло-

щини збіжності є однаковими. Далі, якщо у деякій точці s збігається інтеграл Лапласа для
f(t), там збігається і інтеграл Лапласа для функції te−ctf(t) і будь-якого c > 0; множник
te−ct навіть покращує збіжність на нескінченності. Останній з інтегралів є перетворенням
tf(t), яке обчислено у точці s + c. Це твердження виконується для будь-якого c > 0, отже
σc(tf) ⩽ σc(f). Нерівність із протилежним знаком є ще очевиднішою.

Перетворення tf(t) отримується формальним диференціюванням під знаком інтеграла:

F ′(s) = −
∫ ∞

0

e−sttf(t)dt.

Отже,
L[tf(t)] = −F ′(s),

і за індукцією,
L[tnf(t)] = (−d/ds)nF (s).

Якщо s = 0 розташовано у півплощині збіжності, похідні F (s) у s = 0 визначаються фор-
мулою

(−1)nF (n)(0) =

∫ ∞

0

tnf(t)dt =:Mn,

оскільки e−0·t = 1. ІнтегралиMn є моментами функції f . Вони усі мають скінченні значе-
ння, якщо s = 0 розташовано у півплощині збіжності.

Розклад у ряд Тейлора F (s) за степенями s тоді має вигляд

F (s) =
∞∑
n=0

(−1)n
Mn

n!
sn. (9.13)

Радіусом збіжності ряду є відстань до найближчої сингулярності F (s), а оскільки у півпло-
щині збіжності немає сингулярностей, якщо σc = −b < 0, ряд збігається принаймні для
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|s| < b. Якщо F (s) не є сингулярною у s = −b, радіус збіжності перевищує b і ряд допу-
скає аналітичне продовження F (s) на деякі значення s, які розташовано поза півплощиною
збіжності.

Припустімо, щоF (s) не є сингулярною у s = −b і що f(t) ⩾ 0 для усіх t ⩾ 0. Покажемо,
що ці припущення суперечать одне одному. Якщо у s = −b немає сингулярності, ряд (9.13)
збіжний у s = −b− ε для деякого малого ε > 0 і

F (−b− ε) =
∞∑
0

∫ ∞

0

[(b+ ε)ntn/n!]f(t)dt.

Оскільки f(t) ⩾ 0, підсумовування і інтегрування можна поміняти місцями, отже матимемо

F (−b− ε) =

∫ ∞

0

e(b+ε)tf(t)dt.

Таким чином, інтеграл Лапласа продовжує збігатися у s = −b − ε, що суперечить припу-
щенню про те, що σc = −b є абсцисою вертикальної межі області збіжності.

Отже, нами показано, у частинному випадку, що якщо f(t) ⩾ 0, F (s) має сингулярність
на абсцисі збіжності, тобто при s = σc. Загалом, якщо f(t) зберігає знак (для t→ ∞), F (s)
є сингулярною при s = σc. Спочатку зауважимо, що можна було ви вибрати f ⩾ 0, тоді б ми
розглядали −f . Отже, нехай f(t) ⩾ 0 для t ⩾ L, де L – достатньо велике число. Далі, інте-
грал Лапласа за проміжком (0, L) є збіжним для усіх s і не має сингулярностей для скінчен-
них s, отже збіжність і сингулярність залежать лише від збіжності інтеграла за проміжком
(L,∞). Втім, інтеграл Лапласа за цим проміжком є перетворенням функції H(t − L)f(t),
яка є невід’ємною для усіх t. Множення на e−ct, де c – належним чином вибране число, зсу-
ває абсцису збіжності до σc < 0. Далі, застосування попереднього результату показує, що на
абсцисі збіжності F (s+ c) є сингулярність, отже сингулярність F (s) на початковій абсцисі
збіжності.

9.2.7 Інтеграли перетворень
Якщо f(t) має перетворення, f(t)/t зазвичай його не має, оскільки ділення на t, ймо-

вірно, створює неінтегровну сингулярність у точці t = 0. Втім, припустімо, що у f/t немає
сингулярності. Тоді результат із множенням на t дає

F (s) = −(d/ds)L[f/t].

Як будь-яке перетворення, L[f/t] має прямувати до нуля при s = +∞. Використання
відповідних граничних умов дає

L[f/t] =
∫ ∞

s

F (z)dz.

Як приклад, обчислимо інтеграл ∫ ∞

0

sin t
t

dt,
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який є важливим для теорії рядівФур’є. Спочатку зауважимо, що будь-який інтеграл від нуля
до нескінченності є перетворенням Лапласа, обчисленим у точці s = 0. Далі, перетворенням
sin(t) є 1/(s2 + 1). Інтегруючи цей вираз за s, матимемо

L
[
sin t
t

]
= arctg 1

s
.

Підставивши s = 0, дістанемо ∫ ∞

0

sin t
t

dt = π

2
.
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Таблиця перетворення Лапласа
f(t) L[f(t)] = F (s)

1
1

s
(1)

eatf(t) F (s− a) (2)

H(t− a)
e−as

s
(3)

f(t− a)H(t− a) e−asF (s) (4)

δ(t) 1 (5)

δ(t− t0) e−st0 (6)

tnf(t) (−1)n
dnF (s)
dsn (7)

f ′(t) sF (s)− f(0) (8)

f (n)(t) snF (s)− sn−1f(0)−

· · · − f (n−1)(0) (9)∫ t

0

f(x)g(t− x)dx F (s)G(s) (10)

tn (n = 0, 1, 2, . . . ) n!

sn+1
(11)

tx (x ⩾ −1 ∈ R) Γ(x+ 1)

sx+1
(12)

sin kt k

s2 + k2
(13)

cos kt s

s2 + k2
(14)

eat
1

s− a
(15)

sh kt k

s2 − k2
(16)

ch kt s

s2 − k2
(17)

eat − ebt

a− b

1

(s− a)(s− b)
(18)

f(t) L[f(t)] = F (s)

aeat − bebt

a− b

s

(s− a)(s− b)
(19)

teat
1

(s− a)2
(20)

tneat
n!

(s− a)n+1
(21)

eat sin kt k

(s− a)2 + k2
(22)

eat cos kt s− a

(s− a)2 + k2
(23)

eat sh kt k

(s− a)2 − k2
(24)

eat ch kt s− a

(s− a)2 − k2
(25)

t sin kt 2ks

(s2 + k2)2
(26)

t cos kt s2 − k2

(s2 + k2)2
(27)

t sh kt 2ks

(s2 − k2)2
(28)

t ch kt s2 + k2

(s2 − k2)2
(29)

sin at
t

arctg a
s

(30)

1√
πt
e−a2/4t e−a

√
s

√
s

(31)

a

2
√
πt3

e−a2/4t e−a
√
s (32)

Erf
(

a

2
√
t

)
e−a

√
s

s
(33)
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9.3 Застосування перетворення Лапласа до розв’язування
інтегральних рівнянь Вольтерри

Як було показано вище, у інтегрального оператора рівняння Вольтерри немає власних
значень, окрім, можливо, нуля. Зазвичай, нуль не є власним значенням оператора, отже від-
повідний інтегральний оператор є оборотним. Це означає, що розв’язки має й рівняння Воль-
терри першого роду

Фізичні задачі, які формулюються мовою інтегральних рівнянь, передусім, часто містять
інтеграли із різницевим ядром типу згортки. Для інтервалу (−∞,+∞) власнимифункціями
операції згортання є експоненти. Саму операцію згортки можна ефективно діагоналізувати
представленням розв’язку у формі лінійної комбінації експонент.

Як ми вже зауважували, рівняння Вольтерри, які містять інтеграл у формі∫ t

0

K(t− s)φ(s)ds (9.14)

називаються рівняннями згортки, ядро, яке залежить лише від різниці параметрів t− s на-
зиваються різницевими. Загалом, згортка двох функцій f ∗ g визначається так:

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(t− s)g(s)ds. (9.15)

із межами інтегрування±∞. Інтеграл за скінченним проміжком у (9.14) можна вважати ча-
стинними випадком цього інтеграла, у якому K(t) і φ(t) одночасно рівні нулеві для t < 0,
отже не вносять нічого до інтегральної суми на проміжках (−∞, 0) і (t,∞). Іноді, викори-
стання нескінченних меж інтегрування спрощує виклад, навіть якщо насправді межі є скін-
ченними.

Підставляючи s = t− s′ до (9.15), матимемо

f ∗ g =
∫
f(s′)g(t− s′)ds′ =: g ∗ f. (9.16)

Отже, згортка є комутативною операцією. У подвійному інтегралі∫ ∫
f(t− s1)g(s1 − s2)h(s2)ds2ds1

порядок інтегрування не має значення, якщо інтеграл є абсолютно збіжним (теоремаФубіні),
отже

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)
Таким чином, згортка є асоціативною операцією. З властивостей комутативності й асоціа-
тивності випливає, що інтегрування у згортці декількох функцій, f1 ∗ f2 ∗ · · · ∗ fn, можна
виконувати у довільному зручному порядку.

НехайH(t) є ступінчастою функцією Гевісайда, а δ(t) – дельта-функцією Дірака, δ(t) =
H ′(t). Дельта-функція відповідає оператору тотожності у згортці:

δ ∗ f =

∫
δ(t− s)f(s)ds =: f(t).
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Згортка зH є інтегруванням:

H ∗ f =

∫
H(t− s)f(s)ds =

∫ t

−∞
f(s)ds

Диференціюванням (9.15) і (9.16) за t можна показати

(f ∗ g)′ = f ′ ∗ g = f ∗ g′.

Таким чином диференціювання недистрибутивне. Натомість, диференціювання комутує
зі згорткою. Наприклад,

(H ∗ f)′ = (d/dt)
∫ t

−∞
f(s)ds = f(t),

H ′ ∗ f = δ ∗ f = f(t),

H ∗ f ′ =
∫ t

−∞
f ′(s)ds = f(t).

У останній формі варто звернути увагу на той факт, що f(−∞) = 0, якщо H ∗ f і H ∗ f ′ є
збіжними.

Якщо f має розрив першого роду зі стрибком на ∆f у точці t0, тоді f ′ містить доданок
∆fδ(t−t0), а згортка f ′∗g отримує доповнення∆fg(t−t0). Якщо варіацію f не обмежено,
ми не будемо намагатися надати значення інтегралу f ′ ∗g. Зокрема, ми не приписуватимемо
значення інтегралу f ′ ∗ g, якщо f має у якійсь точці розрив другого роду.

Використання меж інтегрування ±∞, навіть для випадків, подібних до (9.14), коли мо-
жна скористатися скінченними межами, дозволяє уникнути непотрібного ускладнення запи-
сів. Якщо межі інтегрування скінченні, зміна порядку інтегрування призводить до потреби
змін меж інтегрування, а диференціювання згортки включає диференціювання за змінною
межею інтегрування. Втім, для інтеграла (9.14) не слід нехтувати, скажімо, тим фактом, що
(K ∗ φ)′ = K ∗ φ′ означає, що

d
dt

∫ t

0

K(t− s)φ(s)ds = K(t)φ(0+) +

∫ t

0+

K(t− s)φ′(s)ds.

Коли ми записуємо інтеграл (9.14) як згортку, визначаючиK іφ як рівні нулеві при t < 0,
φ′ містить доданок φ(0+)δ(t), якщо φ(0+) ̸= 0.

9.3.1 Перетворення згорток
Нехай f(t) і g(t) – дві функції із перетвореннями Лапласа F (s) іG(s), відповідно, отже,

est ∗ f = F (s)est і est ∗ g = G(s)est.

Припустімо, що існує якесь значення s, для якого обидва з цих інтегралів є абсолютно збі-
жними. Для такого значення маємо

est ∗ (f ∗ g) = F (s)est ∗ g = F (s)G(s)est.
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Таким чином, L[f ∗ g], перетворення Лапласа f ∗ g, є просто добутком FG,

L[f ∗ g] = F (s)G(s).

Якщо б ми ще не встановили, що згортка є комутативною й асоціативною, це результат під-
казав би нам це, оскільки звичайне множення перетворень є, звичайно ж, комутативним і
асоціативним.

Розгляньмо інтегральне рівняння типу згортки

φ(t) = f(t) + λ

∫ t

0

K(t− t′)φ(t′)dt′.

Неявним чином, тут ми припускаємо, що рівняння задовольняється для t ⩾ 0, а не для t < 0.
Простим довизначенням K(t) = 0 для t < 0, ми можемо поширити верхню межу інте-
грування до +∞. Довизначенням φ(t) = 0 для t < 0 ми також можемо замінити нижню
межу інтегрування на −∞, таким чином звівши інтеграл до згортки. Якщо ми довизначи-
мо f(t) нулем для t < 0, рівняння перетвориться на тотожність при t < 0. Тоді, рівняння
φ = f + λK ∗ φ виконуватиметься для усіх t.

Виконуючи згортання із функцією est і скорочуючи множник est у обох частинах рівня-
ння, дістанемо

Φ = F + λL[K ∗ φ], (9.17)
де через L[·] позначено перетворення Лапласа виразу у квадратних дужках, Φ = L[φ], F =
L[f ].

Замінюючи згортку звичайним множенням, ми можемо одразу визначити Φ:

Φ =
F

1− λK
= F +

λK
1− λK

F,

де K = L[K].
Якщо записати розв’язок як φ = f +R ∗ φ, для резольвенти рівняння матимемо

L[R] = λK
1− λK

.

Таким чином, розв’язування рівнянь Вольтерри з оператором типу згортки може бути зве-
дено до задачі визначення оригіналу за перетворенням.

Отже, за допомогою перетворення Лапласа рівняння φ = f +λK ∗φ нам вдалося визна-
чити, що Φ дорівнює F/(1−λK). Обернення можна було б спробувати виконати за форму-
лою φ = S ∗ f , де S – функція, чиїм перетворенням є S = 1/(1 − λK). Але оскільки K є
перетворенням, K → 0 при s → ∞, отже S → 1, і тому S не є перетворенням. Втім, якщо
записати S = 1 + R, тоді R → 0 на нескінченності, отже, R ймовірно є перетворенням.
Маємо

Φ = F + LRf,R = λK/(1− λK).

Тоді для s→ ∞, R ∼ K (тобто, R/K → 1), Отже, R(t) ∼ K(t) при t→ 0.
Приклади

1. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерри за допомогою методу перетворення Лапласа

φ(t) = 1 +

∫ t

0

φ(t)dt. (9.18)
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Розв’язування. Зауважуємо, що у цьому випадку ядроK(t− s) = 1, λ = 1. Застосовуючи перетворення
Лапласа до обох частин рівняння (9.18), маємо

L{φ(t)} = L{1}+ L{1 ∗ φ(t)},

отже
Φ(s) =

1

s
+

1

s
Φ(s),

або
Φ(s) =

1

s− 1
.

Застосовуючи обернене перетворення Лапласа до обох частин останньої рівності, дістанемо розв’язок
рівняння

φ(x) = et.

2. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерри за допомогою методу перетворення Лапласа

φ(t) = 1−
∫ t

0

(t− s)φ(t)ds.

Розв’язування. Зауважуємо, що у цьому випадку ядро K(t − s) = (t − s), λ = −1. Застосовуючи пере-
творення Лапласа до обох частин рівняння, дістанемо

L{φ(x)} = L{1} − L{(t− s) ∗ φ(t)},

отже
Φ(s) =

1

s
− 1

s2
Φ(s),

або
Φ(s) =

s

s2 + 1
.

Застосовуючи обернене перетворення Лапласа до обох частин останнього рівняння, отримуємо точний
розв’язок

φ(t) = cos t.

3. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерри за допомогою методу перетворення Лапласа

φ(t) =
1

3!
t3 −

∫ t

0

(t− s)φ(t)dt.

Розв’язування. Застосовуючи перетворення Лапласа до обох частин рівняння, отримуємо

L{φ(t)} =
1

3!
L{t3} − L{(t− s) ∗ φ(t)}.

Звідси

Φ(s) =
1

3!
× 3!

s4
− 1

s2
Φ(s),

отже,
Φ(s) =

1

s2(s2 + 1)
=

1

s2
− 1

s2 + 1
.

Застосовуючи обернене перетворення Лапласа до обох частин останнього рівняння, отримуємо точний
розв’язок

φ(t) = t− sin t.
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4. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерри за допомогою методу перетворення Лапласа

φ(t) = sin t+ cos t+ 2

∫ t

0

sin(t− s)φ(t)ds.

Розв’язування. Застосовуючи перетворення Лапласа до обох частин рівняння, отримуємо

L{φ(t)} = L{sin t+ cos t}+ 2L{sin(t− s) ∗ φ(t)},

отже,
Φ(s) =

1

s2 + 1
+

s

s2 + 1
+

2

s2 + 1
U(s),

або
Φ(s) =

1

s− 1
.

Застосовуючи обернене перетворення Лапласа до обох частин останнього рівняння, отримуємо точний
розв’язок

φ(t) = et.
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Лекція 10
Теореми Фредгольма для рівняння Фредгольма 2-го роду з

неперервним ядром

Вище було встановлено, що інтегральне рівняння

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t) (10.1)

або, коротше,
φ = λAφ+ f

з довільним, неперервним у Q = {a ⩽ t, s ⩽ b} ядром K(t, s) і f(t) ∈ C([a; b]) має єдиний
неперервний розв’язок φ(t), що визначається формулою

φ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

R(t, s;λ)f(s)ds, (10.2)

для всіх λ таких, що |λ| < 1/∥A∥. Тут R(t, s;λ) – резольвента ядраK(t, s).
Для рівнянь Фредгольма з виродженим ядром було доведено (див. розділ 3.1) три фунда-

ментальні теореми Фредгольма, що стосуються можливості розв’язання таких рівнянь.
Спробуємо поширити ці теореми на випадок довільного неперервного ядра.
Внаслідок виконання умов теореми Веєрштраса всяке неперервне у Q ядро K(t, s) мо-

жна представити у вигляді

K(t, s) = Kd(t, s) +Kε(t, s),

де

Kd(t, s) =
n∑

k=1

ak(t)bk(s)

– вироджене ядро, а ядроKε(t, s) за нормоюC може бути як завгодно малим. Тому рівняння
(10.1) можна записати так:

φ = λTφ+ λSφ+ f, (10.3)

де Tφ =

∫ b

a

Kd(t, s)φ(s)ds, Sφ =

∫ b

a

Kε(t, s)φ(s)ds.
Нехай ρ – довільне додатне число. Виберемо оператор S так, щоб ∥S∥ < 1/ρ. Тоді для

всіх λ таких, що |λ| < ρ, будемо мати |λ|∥S∥ < 1 і рівняння

ψ(t) = λSψ + g(t)

99



буде однозначно розв’язним у C([a; b]) за будь-якої функції g(t) ∈ C([a; b]), причому

ψ(t) = g(t) + λ

∫ b

a

R1(t, s;λ)g(s)ds, (10.4)

де R1(t, s;λ) – резольвента ядраKε(t, s).
Перепишемо рівняння (10.3) у вигляді

φ = λSφ+ F,

де

F (t) = f(t) + λ

∫ b

a

Kd(t, s)φ(s)ds.

Вважаючи F (t) відомою функцією, за допомогою формули (10.4) приходимо до рівняння,
еквівалентного початковому:

φ(t) = F (t) + λ

∫ b

a

R1(t, s;λ)F (s)ds,

або

φ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

R1(t, s;λ)f(s)ds+

+ λ

∫ b

a

[
Kd(t, s) + λ

∫ b

a

R1(t, τ ;λ)Kd(τ, s)dτ
]
φ(s)ds. (10.5)

Перші два доданки правої частини (10.5) – відомі функції. Далі,

∫ b

a

R1(t, τ ;λ)Kd(τ, s)dτ =

∫ b

a

R1(t, τ ;λ)
n∑

k=1

ak(τ)bk(s)dτ =

=
n∑

k=1

bk(s)

∫ b

a

R1(t, τ ;λ)ak(τ)dτ =
n∑

k=1

Ak(t, λ)bk(λ),

отже ядро рівняння (10.5) – вироджене.
Таким чином, будь-яке інтегральне рівняння Фредгольма 2-го роду з неперервним

ядромможе бути зведене до рівняння з виродженим ядром. Користуючись цим, можна по-
казати, що теореми Фредгольма, встановлені раніше у розділі 3.1 для рівнянь із виродженим
ядром, мають місце для інтегральних рівняньФредгольма 2-го роду з довільним неперервним
ядром, а також L2-ядром.

Враховуючи отримані раніше результати, сформулюємо остаточно чотири теореми Фре-
дгольма.
Теорема 18. Якщо значення λ не є характеристичним, то як початкове інтегральне рівнян-
ня, так і спряжене з ним рівняння однозначно розв’язні за будь-якого вільного члена f(t).
Відповідні однорідні рівняння мають при цьому тільки тривіальні розв’язки.

100



Теорема 19. Якщо значення λ характеристичне, то однорідне інтегральне рівняння, так са-
мо як і спряжене з ним однорідне рівняння, має нетривіальні розв’язки. Кількість лінійно
незалежних розв’язків однорідного інтегрального рівняння скінченна й дорівнює кількості
лінійно незалежних розв’язків однорідного спряженого рівняння.
Теорема 20. Для того щоб неоднорідне інтегральне рівняння було розв’язним, необхідно й
достатньо, щоб його вільний член f(t) був ортогональний до усіх розв’язків відповідного
однорідного спряженого рівняння.
Теорема 21. Рівняння Фредгольма має не більше за зліченну множину характеристичних
чисел, яка може згущуватися лише на нескінченності.

З теорем Фредгольма випливає так звана альтернатива Фредгольма:
Або неоднорідне рівняння розв’язне за будь-якої правої частини, або відповідне одно-

рідне рівняння має нетривіальні розв’язки.
Перший випадок альтернативи має місце при нехарактеристичному (регулярному) зна-

ченні λ, другий – якщо λ є характеристичним числом.
Якщо розглянути питання загалом, не лише для інтегральних операторів, то можливість

представлення оператора у формі суми обмеженого оператора зі скінченним рангом (скін-
ченновимірним образом) і як завгодно малого за нормою оператора називається властивістю
апроксимації.

Властивість апроксимації, мабуть, вперше згадується в основоположній монографії С.
Банаха «Теорія лінійних операцій» (1932), однак систематично її почав досліджувати лише
А. Гротендік у 1950-х рр. Виявилося, що властивість апроксимації допускає цілу серію екві-
валентних характеризацій і її тісно пов’язано з низкою інших важливих питань функціональ-
ного аналізу. Починаючи з робіт Гротендіка властивість апроксимації та її різновиди стали
інтенсивно вивчатися багатьма математиками. Було показано, що властивість апроксима-
ції мають практично усі конкретні приклади банахових просторів; однак питання про те, чи
всякий банахів простір має властивість апроксимації (ця задача отримала назву проблеми
апроксимації), залишалося відкритим протягом ще двох десятиліть. Прорив стався у 1972 р,
коли П. Енфло1 побудував перший приклад банахового простору без властивості апрокси-
мації. Приклад Енфло був надзвичайно нетривіальним. Згодом його було істотно спрощено,
з’явилося і багато інших прикладів, однак, у всіх відомих випадках доведення відсутності
властивості апроксимації у тому чи іншому банаховому просторі – дуже важке завдання. З
одним таким просторів є простір операторів над послідовностями ℓ2.

10.1 Теорема про оборотність оператора, слабо збурено-
го відносно оборотного оператора. Оцінка похибки
розв’язку для збуреного оператора

Наведемо теорему, що дає оцінку похибки розв’язку, яка є результатом заміни даного
ядра на близьке до нього інше ядро, зокрема на вироджене.
Теорема 22. Нехай дано два інтегральних рівняння

φ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds, (10.6)

1Per H. Enflo (нар. 1944) – відомий розв’язками фундаментальних питань функціонального аналізу шведський математик і піаніст.
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φ̃(t) = f1(t) + λ

∫ b

a

K0(t, s)φ̃(s)ds, (10.7)

і нехай R0(t, s;λ) – резольвента рівняння (10.7) з ядром K0(t, s). Нехай, далі, мають місце
нерівності ∫ b

a

|K(t, s)−K0(t, s)|ds, ∀t ∈ [a; b], (10.8)

|f(t)− f1(t)| < η, (10.9)∫ b

a

|R0(t, s;λ)|ds < M. (10.10)

Тоді, якщо виконано умову
ε|λ|(1 + |λ|M) < 1, (10.11)

то рівняння (10.6) має єдиний розв’язок φ(t) і різниця між цим розв’язком і розв’язком φ̃(t)
рівняння (10.7) задовольняє оцінці

|φ(t)− φ̃(t)| < N |λ|(1 + |λ|M)2ε

1− |λ|(1 + |λ|M)ε
+ η(1 + |λ|M), (10.12)

де N = sup
a⩽t⩽b

|f(t)|.

Доведення. Припускаючи існування обмеженого розв’язку рівняння (10.6), позначимо

c0 = sup
a⩽t⩽b

|φ(t)|

і розглянемо інтегральне рівняння

φ(t) = λ

∫ b

a

K0(t, s)φ(s)ds+ F (t),

де F (t) = f(t) + λ
∫ b

a [K(t, s)−K0(t, s)]φ(s)ds. Тоді внаслідок формули (10.2)

φ(t) = F (t) + λ

∫ b

a

R0(t, s;λ)F (s)ds.

Далі

|F (t)| ⩽ |f(t)|+ |λ|
∫ b

a

|K(t, s)−K0(t, s)||φ(s)|ds ⩽ N + |λ|c0ε,

і, отже,

|φ(t)| ⩽ |F (t)|+ |λ|
∫ b

a

|R0(t, s;λ)||F (s)|ds ⩽

⩽ N + |λ|c0ε||λ|M(N + |λ|c0ε) (10.13)

для всіх t ∈ [a; b]. Тому й c0 = sup
a⩽t⩽b

|φ(t)| не перевищує величини, що стоїть праворуч у

(10.13), тобто
c0 ⩽ N(1 + |λ|M) + |λ|(1 + |λ|M)c0ε,
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звідки
c0 ⩽

N(1 + |λ|M)

1− (1 + |λ|M)|λ|ε
, (10.14)

причому останній перехід законний, якщо виконана умова (10.11):

|λ|(1 + |λ|M)ε < 1.

Отже, якщо виконано умову (10.11), усі розв’язки φ(t) рівняння (10.6) обмежені для будь-
якої обмеженої функції f(t). Це показує, що λ не є характеристичним числом ядра K(t, s)
і рівняння (10.6) має єдиний розв’язок.

Справді, якби λ було характеристичним числом, то, додаючи до розв’язку неоднорідного
рівняння (10.6) власну функцію ядраK(t, s), ми знову б отримали розв’язок рівняння (10.6).
Оскільки власна функція визначається з точністю до сталого множника, її можна взяти та-
кою, щоб максимум її модуля був більшим за будь-яке наперед задане числа і, отже, для
рівняння (10.6), можна було б знайти розв’язок, як завгодно великий за абсолютною вели-
чиною. Це суперечить доведеній вище обмеженості всіх розв’язків рівняння (10.6).

Доведемо тепер оцінку (10.12). Віднімаючи почленно рівняння (10.7) з (10.6), дістанемо

φ(t)−φ̃(t) = λ

∫ b

a

[K(t, s)−K0(t, s)+K0(t, s)]φ(s)ds−λ
∫ b

a

K0(t, s)φ̃(s)ds+f(t)−f1(t),

або
φ(t)− φ̃(t) = λ

∫ b

a

K0(t, s)[φ(s)− φ̃(s)]ds− F (t)− f1(t),

Покладемо
φ(t)− φ̃(t) = ψ(t), F (t)− f1(t) = H(t).

Тоді останнє співвідношення набуде вигляду

ψ(t) = λ

∫ b

a

K0(t, s)ψ(s)ds+H(t),

звідки

ψ(t) = H(t) + λ

∫ b

a

R0(t, s;λ)H(h)ds,

отже
|ψ(t)| ⩽ |H(t)|+ |λ|

∫ b

a

|R0(t, s;λ)||H(s)|ds. (10.15)

Але

|H(t)| = |F (t)− f1(t)| =
∣∣∣∣λ∫ b

a

[K(t, s)−K0(t, s)]φ(s)ds+ f(t)− f1(t)

∣∣∣∣ ⩽
⩽ |λ|c0ε+ η. (10.16)

З (10.15), використовуючи оцінки (10.16), (10.10) і (10.14), дістанемо

|ψ(t)| = |φ(t)− φ̃(t)| ⩽ |λ|c0ε+ η + |λ| (|λ|c0ε+ η)M =

= η(1 + |λ|M) + c0ε|λ|(1 + |λ|M) ⩽ η(1 + |λ|M) +
|λ|(1 + |λ|M)2Nε

1− |λ|(1 + |λ|M)ε
.
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Теорему доведено. ■
На цій теоремі засновано метод наближеного розв’язання інтегральних рівнянь Фре-

дгольма за допомогою заміни ядраK(t, s) близьким до нього виродженим ядром.
Спираючись на теорему 13, неважко показати, що якщо оператор A має обернений, то

близький до нього оператор також оборотний.
Теорема 23. Нехай оператор A ∈ (E → E), де E – банахів простір, має обернений A−1, і
нехай оператор «збурення» ∆A ∈ (E → E) такий, що

∥A−1∥∥∆A∥ < 1.

Тоді оператор B = A+∆A має обернений B−1, причому

∥B−1 − A−1∥ ⩽ ∥∆A∥
1− ∥A−1∥∥∆A∥

∥A−1∥2.

Доведення. Справді,
A+∆A = A(I + A−1∆A).

Оскільки за умовою ∥A−1∆A∥ < 1, то оператор I + A−1∆A має обернений

(I + A−1∆A)−1 =
∞∑
n=0

(−1)n(A−1∆A)n.

Легко перевірити, що оператор (I +A−1∆A)−1A−1 є оператором, оберненим до оператора
A(I + A−1∆A) = A+∆A = B, тобто оператор B має обернений

B−1 = (I + A−1∆A)−1A−1.

Справді,

(I + A−1∆A)−1A−1B = (I + A−1∆A)−1A−1A(I + A−1∆A) =

= (I + A−1∆A)−1(I + A−1∆A) = I,

B(I + A−1∆A)−1A−1 = A(I + A−1∆A)(I + A−1∆A)−1A−1 = AA−1 = I.

Далі,

∥B−1 − A−1∥ = ∥(I + A−1∆A)−1A−1 − A−1∥ ⩽

⩽ ∥A−1∥∥(I + A−1∆A)−1 − I∥ ⩽ ∥A−1∥
∞∑
n=1

∥A−1∆A∥n =

=
∥A−1∆A∥

1− ∥A−1∆A∥
∥A−1∥ ⩽ ∥∆A∥

1− ∥A−1∥∥∆A∥
∥A−1∥2, (10.17)

що завершує доведення теореми. ■
За допомогою цієї теореми під час розв’язання лінійних рівнянь

Bφ = f (10.18)
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іноді вдається уникнути складних міркувань, пов’язаних зі знаходженням оператора B−1,
якщо відомий обернений операторA−1 для «близького» лінійного оператораA. ОператорA
має бути таким, щоб різниця ∆A = B − A задовольняла співвідношення

∥∆A∥ = ∥B − A∥ < ∥A−1∥−1.

Наявність оберненого оператора A−1 забезпечує можливість розв’язання рівняння

Aφ̃ = f (10.19)

(а разом із тим і можливість розв’язання початкового рівняння (10.18)).
Нехай φ̃ = A−1f – розв’язок рівняння (10.19). Тоді для відхилення маємо

φ− φ̃ = (B−1− A−1)f

з врахуванням (10.17) дістанемо

∥φ− φ̃∥ ⩽ ∥B−1 − A−1∥∥f∥ ⩽ ∥∆A∥∥A−1∥2

1− ∥A−1∥∥∆A∥
∥f∥. (10.20)
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Лекція 11
Компактні множини у метричному просторі

11.1 Компактність множини. Критерій компактності
Означення 23. Множина D, розташована у метричному просторі X , називається компа-
ктною (компактом), якщо всяка послідовність елементів множини D містить збіжну підпо-
слідовність.

Якщо границі зазначених послідовностей належать D, то множина D називається ком-
пактним у собі; якщо ж ці межі належать простору X , не належачи, можливо, множині D,
тоD називається компактним у просторіX .

Якщо кожна нескінченна підмножина метричного просторуX містить збіжну до якогось
елемента з X послідовність, то простір X називається компактним або просто компактом.
Очевидно, що компакт є повним метричним простором.

Приклади.
1. Нехай D = [0; 1] ∈ R. Оскільки у цьому просторі виконується теорема Больцано –

Веєрштраса множина D – компактна у собі множина. Інтервал (0; 1) компактний у R,
але не компактний у собі.

2. Нехай X = R (числова пряма). Простір X не є компактним: послідовність натуральних
чисел 1, 2, . . . , n, . . . не має границі. Однак через теорему Больцано – Веєрштраса всяка
обмежена множина у просторі R компактна.
Взагалі, уn-вимірному евклідовому просторі усяка обмежена нескінченна множина ком-

пактна.
Компактність обмежених множин є характеристичною властивістю скінченновимірних

лінійних нормованих просторів. А саме, для того щоб підпростір L лінійного нормованого
простору E був скінченновимірним, необхідно й достатньо, щоб кожна обмежена множина
елементів з L була компактною.

Наведемо критерії компактності множин у деяких функціональних просторах та деякі
супутні теореми.

11.2 Теорема Хаусдорфа
НехайX – метричний простір. Тоді вважаючи критерій Коші існування границі числової

послідовності аксіомою, приходимо до поняття повного метричного простору: ρ(xn, xm) →
0 ⇒ ∃x ∈ X : ρ(x, xn) → 0

Наприклад, через справджуваність критерію Коші, R – повний метричний простір.

106



Означення 24. Нехай A,B ⊂X, ε > 0. Тоді B – ε-сітка для A, якщо ∀a ∈ A∃b ∈ B :
ρ(a, b) < ε.

Особливо цікаві скінченні ε-сітки.
Означення 25. A ⊂X – цілком обмежена вX , якщо ∀ε∃ скінченна ε-сітка.
Теорема 24 (Хаусдорф). Нехай X – повний метричний простір,K ⊂X,K – замкнена. Тоді
K – компакт, ⇐⇒ K – цілком обмежена.

Доведення.
Необхідність
НехайK – компакт. Припустимо, щоK – не цілком обмежена.
Тоді ∃ε0 > 0∀x1 ∈ K∃x2 ∈ K : ρ(x1, x2) ≥ ε0. Якщо такого x2 немає, тоK має ε0-сітка

{x1}.
Тоді знайдеться x3 : ρ(x3, xj) ≥ ε0, j = 1, 2. Якби такого x3 не було, то в K була б

ε0-сітка {x1, x2}.
І так далі. Одержуємо набір точок x1, x2, . . ., ∀i ̸= j : ρ(xi, xj) ⩾ ε0.
Оскільки K – компакт, із цієї послідовності можна виділити збіжну. Але по побудові

послідовності це неможливо, одержали суперечність.
Достатність
K – замкнена й цілком обмежена.
Розглянемо довільну послідовність xn у K . Доведемо, що з неї можна виділити збіжну

підпослідовність.
Оскільки множина цілком обмежена, ∀ε вона буде міститися у скінченному об’єднанні

куль радіуса ε.
Розглянемо послідовність {εn = 1

n}. Вона збігається до нуля.
ОскількиK – цілком обмежена, можна знайти точки y1, y2, . . . , yp – ε-сітка дляK .
K =

∪
k=1

pVε1(yk)

Кількість куль є скінченною. Виходить, серед них є така куля радіусом ε1 із центром у
точці yi, Vε1(yi), яка містить нескінченну кількість елементів послідовності.

∃i : Vε1(yi) містить нескінченно багато елементів з xn.
Позначимо Vε1(yi) як Vε1.
НехайK1 = Vε1 ∩K – замкнена й цілком обмежена. Покриємо її скінченною системою

куль радіуса ε2. Серед них виберемо ту, у якій нескінченно багато елементів xn. І так можемо
продовжувати процес до нескінченності далі. Кожна наступна послідовність буде частиною
попередньої, іm-та послідовність цілком міститиметься у деякій кулі Vεm(ymk ).

Отримані послідовності запишемо до нескінченної таблиці:

ε1 x1,1 x1,2 x1,3 …
ε2 x2,1 x2,2 x2,3 …
ε3 x3,1 x3,2 x3,3 …
... ... ... ... . . .

У першому рядку нескінченно багато елементів xn з Vε1. У другому рядку нескінченно
багато елементів з Vε2. І так далі.

Розглянемо послідовність точок x1,1, x2,2, x3,3, . . . (діагональ Кантора).
Очевидно, це підпослідовність початкової послідовності. Якщо довести, що вона збігає-

ться у собі, то, оскількиX – повний, у неї буде границя.
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ОскількиK – замкнена, то границя цієї послідовності належить їй.
Розглянемо ρ(xn+p,n+p, xn,n).
Оскільки xn+p,n+p перебуває у n-му рядку, ρ ⩽ 2εn.
Оскільки εn → 0, послідовність збігається у собі, отже, з повнотиX , у неї є границя. ■

11.3 Критерій компактності уC([a; b]). Теорема Асколі – Ар-
цела

Означення 26. Множина D функцій x(t) ∈ ([a; b]) називається рівномірно обмеженою,
якщо існує сталаM > 0 така, що |x(t)| ⩽M для усіх x(t) ∈ D за будь-якого t ∈ [a; b].
Означення 27. МножинаD функцій x(t) ∈ C([a; b]) називається рівностепенево неперерв-
ною, якщо для будь-якого ε > 0 існує δ > 0, що залежить тільки від ε, таке, що для будь-яких
t1 і t2 з [a; b], для яких виконується нерівність |t2 − t1| < δ, і для будь-якої функції з розгля-
нутої множини має місце співвідношення

|x(t2)− x(t1)| < ε

Теорема 25 (Асколі – Арцела). Для того щоб множинаD функцій, неперервних на відрізку
D = {x(t) ∈ C([a; b])}, була компактною, необхідно й достатньо, щоб вона була рівномірно
обмеженою й рівностепенево неперервною.

Доведення.
Необхідність.
Нехай множина функцій D – компактна множина. Тоді за теоремою Хаусдорфа для до-

вільного ε > 0 у множиніD існує скінченна (ε/3)-сітка φ1, φ2, . . . , φk.
Оскільки кожна з функцій φi неперервна на відрізку [a, b], то вона обмежена на цьому

відрізку: |φi(t)| < Mi, де t ∈ [a, b]. ПокладемоM = max
i
Mi + ε/3.

За означенням (ε/3)-сітки, для довільної функції x ∈ D знайдеться хоча б одна функція
φi така, що

ρ(x, φi) = max
t∈[a,b]

|x(t)− φi(t)| ⩽ ε/3.

Звідки випливає, що
|x(t)| ⩽ |φi(t)|+ ε/3 ⩽Mi + ε/3 ⩽M.

Отже,D – рівномірно обмежена.
Тепер, оскільки кожна з функцій φi неперервна на [a, b], то вона рівномірно неперервна

на цьому відрізку. Тобто, для заданого (ε/3) знайдеться таке δi = δi(ε), що

|φi(t1)− φi(t2)| < ε/3,

якщо тільки |t1 − t2| < δi.
Покладемо δ = min

i
δi.

Для довільної функції x ∈ D виберемо φi так, щоб ρ(x, φi) ⩽ ε/3.
Тоді для довільних точок t1, t2 ∈ [a, b] таких, що |t1 − t2| < δ матиме місце нерівність

|x(t1)−x(t2)| ⩽ |x(t1)−φi(t1)|+ |φi(t1)−φi(t2)|+ |φi(t2)−x(t2)| < ε/3+ ε/3+ ε/3 = ε.
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Як бачимо величина δ залежить тільки від вибору ε і не залежить від вибору точок t1, t2
для довільної функції зD. Іншими словами,D – рівностепенево неперервна.

Отже, з повної обмеженості випливає рівностепенева неперервність та рівномірна обме-
женість.

Достатність.
НехайD – рівностепенево неперервна та рівномірно обмежена множина функцій.
Зафіксуємо ε > 0. НехайM – стала, яка входить в означення рівномірної обмеженості,

а δ > 0 – величина з означення рівностепеневої неперервності, яка відповідає ε/5. Іншими
словами

|x(t)| ⩽M, ∀f ∈ D,

|x(t1)− x(t2)| < ε/5, |t1 − t2| < δ,∀f ∈ D.

Розглянемо прямокутник [a, b] × [−M,M ] і розіб’ємо його вертикальними і горизон-
тальними прямими на прямокутні клітинки розміром менше ніж δ по горизонталі й ε/5 – по
вертикалі. Нехай t1, t2, . . ., tN – вузли отриманої сітки за віссю t.

Якщо розглянути довільну функцію x ∈ D, то для кожного вузла ti решітки обов’язково
знайдеться така точка (ti, xj) решітки, що |x(ti) − xj| < ε/5. Це випливає з проведеної
побудови решітки. Розглянемо ламану функцію (лінію) φ, яка у вузлах решітки приймає
значення, які відхиляються від функції x не більш ніж на ε/5, тобто |x(ti)− φ(ti)| < ε/5.

Оскільки за побудовою |x(ti)−φ(ti)| < ε/5, |x(ti+1)−φ(ti+1)| < ε/5, |x(ti)−x(ti+1)| <
ε/5, то

|φ(ti)− φ(ti+1)| < 3ε/5.

Нехай t – довільна точка відрізка [a, b]. Вона знаходиться у деякому інтервалі, скажімо,
[tk, tk+1], побудованого розбиття. Оцінимо відхилення функції x від побудованої ламаної φ
у цій точці.

|x(t)− φ(t)| ⩽ |x(t)− x(tk)|+ |x(tk)− φ(tk)|+ |φ(tk)− φ(t)| < ε/5 + ε/5 + 3ε/5 = ε.

Тобто, таким чином побудовані ламані утворюють ε-сітку множини функцій D. Кіль-
кість всіх ламаних, яких можна побудувати на отриманій решітці при заданому ε > 0 оче-
видно скінченна. Звідси отримуємо, щоD – компактна. ■

На основі теореми Асколі1 – Арцела2 можна сформулювати просту достатню умову ком-
пактності множиниD функцій x(t) ∈ C([a; b]).

Якщо для множини D функцій x(t), диференційованих на відрізку [a; b], існують такі
сталіM0 іM1, що для всіх x(t) ∈ D виконані нерівності

|x(t)| ⩽M0, |x′(t)| ⩽M1 ∀t ∈ [a; b],

то множинаD компактно у C([a; b]).
Насправді, множинаD рівномірно обмежена за умовою. Застосовуючи формулу Лагран-

жа, маємо
|x(t2)− x(t1)| = |x′(ξ)∥t2 − t1| ⩽M1|t2 − t1|,

звідки випливає, що множина D рівностепенево неперервна. З теореми Асколі – Арцела
випливає, щоD компактна у C([a; b]).

Вправа. Перевірити, чи буде компактною у C([a; b]) множина функцій {tn|n ∈ N}.
1Giulio Ascoli (1843 – 1896) – італійський математик, відомий внеском у теорію функцій та теорію рядів Фур’є.
2Cesare Arzelà (1847 – 1912) – італійський математик, автор узагальнення теореми, яку було вперше сформульовано Дж. Асколі.
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11.4 Критерій компактності у Lp([a; b])
Нехай x(t) ∈ Lp([a; b]). Продовжимо функцію x(t) нулем за межі відрізка [a; b]. Тоді для

будь-якого відрізка [A;B] числової осі має сенс інтеграл∫ B

A

|x(t)|dt.

Теорема 26 (М. Ріс). Для того щоб сімействоD функцій x(t) ∈ Lp([a; b]) було компактним,
необхідно й достатньо, щоб це сімейство було рівномірно обмеженим за нормою й рівномір-
но неперервним у середньому, тобто, щоб
1.
∫ b

a |x(t)|
pdt ⩽Mp;

2.
∫ b

a |x(t+ h)− x(t)|pdt < εp

при 0 < h < δ(ε) відразу для всіх функцій сімейства.
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Лекція 12
Компактні оператори та їхні властивості. Рівняння Ріса –

Шаудера

12.1 Означення компактного оператора та властивості ком-
пактних операторів

Поняття компактного (цілком неперервного) виникло при вивченні інтегральних опера-
торів, які й у цей час є найбільш важливими прикладами компактних операторів. Це поняття
було введено Д. Гільбертом1 і потім розроблялося його школою (Е. Шмідтом2, Ф. Рісом3, Г.
Вайлем4 та ін.).

Фундаментальні дослідження цих математиків показали, що основні класичні властиво-
сті інтегральних операторів (наприклад, теореми Фредгольма) пов’язані не з інтегральною
природою цих операторів, а з їхньою компактністю.
Означення 28. Лінійний операторA, визначений на лінійному нормованому просторіEx, зі
значеннями у лінійному нормованому просторі Ey, називається компактним, якщо він від-
ображає будь-яку обмежену множину простору Ex у компактну множину простору Ey.

Нехай, наприклад, Ex = Ey = C([a; b]) і

Ax =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds,

де ядро K(t, s) – неперервне у квадраті Q = {a ⩽ t, s ⩽ b}. Покажемо, що оператор A
компактний. Нехай {x(t)} – обмежена множина функцій ([a; b]):

∥x∥ = max
a⩽t⩽b

|x(t)| ⩽ m.

Тоді маємо:
Функції

y(t) =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds

рівномірно обмежені. Справді, ∀t ∈ [a; b] y(t)| ⩽Mm(b− a), деM = max
a⩽t,s⩽b

|K(t, s)|.

1David Hilbert (1862 – 1943) – один із найславнозвісніших німецьких математиків.
2Erhard Schmidt (1876 – 1959) – німецький математик, один із засновників функціонального аналізу.
3Frigyes Riesz (1880 – 1956) – угорський математик, автор багатьох фундаментальних теорем функціонального аналізу.
4Hermann Klaus Hugo Weyl (1885 – 1955) – німецький математик та фізик, автор робіт у галузі аналізу та алгебри.
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Функції y(t) рівностепенево неперервні. Справді, візьмемо будь-яке ε > 0. Через рівно-
мірну неперервність ядраK(t, s) найдеться таке δ = δ(ε), що

|K(t2, s)−K(t1, s)| <
ε

m(b− a)

при |t2 − t1| < δ і будь-яких s ∈ [a; b]. Але тоді

|y(t2)− y(t1)| ⩽
∫ b

a

|K(t2, s)−K(t1, s)||x(s)|ds < ε,

тільки но |t2 − t1| < δ відразу для всіх функцій {y(t) = Ax(t)}.
Останнє означає рівностепеневу неперервність сімейства функцій {y(t) = Ax(t)}.
Внаслідок теореми Асколі – Арцела множина функцій {y(t)} компактна у просторі

C([a; b]). Отже, за означенням інтегральний оператор

Ax =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds,

з неперервним ядромK(t, s) компактний.
Можна показати, що оператор

Ax =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds,

де ∫ b

a

∫ b

a

K2(t, s)dtds = B2 < +∞,

є компактним як оператор, що діє з L2([a; b]) до L2([a; b]).
Можна показати також, що компактним є оператор Фредгольма з ядром, що має слабку

(інтегровну) особливість.
Вправа.Показати, що всякий лінійний обмежений оператор у скінченновимірному просторі компактний.
Вкажемо деякі властивості компактних операторів.

1. Усякий компактний оператор є обмеженим. Однак не всякий обмежений оператор є ком-
пактним. Найпростіший приклад: одиничний оператор I у нескінченновимірному про-
сторі не є компактним. Покажемо це. НехайX – множина послідовностей дійсних чисел
x = {ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .} таких, що

∞∑
k=1

|ξk|p < +∞.

Якщо x = {ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .} і y = {η1, η2, . . . , ηn, . . .}, то визначимо відстань між цими
елементами за формулою

ρ(x, y) =

( ∞∑
k=1

|ξk − ηk|p
)1/p

.

Можна показати, що введена таким чином відстань задовольняє аксіоми метрики.
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Отриманий метричний простір називається простором lp. Розглянемо, зокрема, простір
l2, що є лінійним нормованим простором.
Цей простір не компактний. Більше того, у ньому існують обмежені некомпактні множи-
ни, наприклад замкнена одинична куля S = S(0, 1). Справді, розглянемо послідовність
точок з S:

e1 = {1, 0, 0, . . .}, e2 = {0, 1, 0, . . .}, . . .

Очевидно, при ∥ei − ej∥ =
√
2 при i ̸= j, отже послідовність {ei} і будь-яка її підпослі-

довність не збігаються, що й доводить некомпактність S. Оскільки одиничний оператор
I відображає одиничну кулю на себе й є некомпактним, I не є компактним у нескінчен-
новимірному просторі.

2. Якщо A і B – компактні оператори, то αA + βB, де α, β – числа, також компактний
оператор.

3. Нехай A – компактний оператор, що відображає нескінченновимірний банахів простір
E у себе, і B – довільний лінійний обмежений оператор, що діє у тому ж просторі. Тоді
AB і BA – компактні оператори.
Справді, оператор B перетворить довільну обмежену множину D ⊂ E у обмежену
множину B(D) ⊂ E, а цю множину оператор A перетворює у компактну множину
A(B(D)). Отже, оператор AB переводить будь-яку обмежену множину у компактну й
тому компактний.
Вправа. Показати, що оператор BA компактний.
З того, що одиничний оператор I не компактний, одержуємо важливий наслідок.
Компактний оператор A у нескінченновимірному просторі не може мати обмеже-
ного оберненого оператора A−1.

4. Якщо послідовність компактних операторів {An}, що відображають простірEx у повний
простір Ey рівномірно збігається до оператора A, тобто ∥A − An∥ → 0, то A також
компактний оператор.
Нехай E – нескінченновимірний (дійсний) банахів простір. Послідовність елементів e1,

…, en, …з E називається базисом цього простору, якщо будь-який елемент x ∈ E можна
однозначно представити у вигляді

x =
∞∑
i=1

ξiei,

де ξi – дійсні числа.
Простір E називають у цьому випадку банаховим простором з базисом.
Розгляньмо компактний оператор A, що відображає банахів простір E з базисом сам у

себе.
Виявляється, що оператор A можна розкласти на суму двох лінійних операторів:

A = A1 + A2,

де оператор A1 – скінченновимірний у тому розумінні, що для будь-якого x ∈ E елемент
A1x належить скінченновимірному підпростору, що визначається базисними елементами e1,
…, en, а норма другого не перевищує заданого числа ε > 0, яке можна вибрати як завгодно
малим:

∥A2∥ < ε.
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Тому говорять, що компактні оператори у просторі з базисом майже скінченновимірні. Цю
властивість часто приймають як визначення компактного оператора:

Лінійний оператор A називається компактним, якщо його може бути з будь-якою
точністю апроксимовано скінченновимірним, тобто може бути представлений у ви-
гляді виді суми скінченновимірного оператора й оператора з як завгодномалою нормою.

Інтегральний оператор з виродженим неперервним ядром

A1x =

∫ b

a

n∑
k=1

ak(t)bk(s)x(s)ds

є скінченновимірним (і, отже, компактним): він відображає весь простір C([a; b]) на підпро-
стір лінійних комбінацій функцій a1(t), a2(t), …, an(t).

Розглянуте раніше представлення довільного неперервного ядра K(t, s) у вигляді суми
виродженого ядра й ядра з малою нормою еквівалентна, таким чином, представленню компа-
ктного інтегрального оператора Фредгольма у вигляді суми скінченновимірного оператора
й оператора з малою нормою.

12.2 Рівняння Ріса – Шаудера. Гільбертів простір. Спряже-
ний оператор. Симетричні оператори

Рівняннями Ріса – Шаудера5 називають рівняння вигляду

φ(t) = λAφ+ f, (12.1)

де A – компактний оператор. Такі рівняння зручно вивчати у гільбертовому просторіH .
Нехай H – лінійний простір із множенням на комплексні числа, кожній парі елементів

якого поставлено у відповідність комплексне число (x, y), яке називають скалярним добу-
тком елементів x і y, що має такі властивості:
1. (x, y) = (y, x), зокрема, (x, x) – дійсне;
2. (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y);
3. (λx, y) = λ(x, y) для будь-якого комплексного числа λ;
4. (x, x) ⩾ 0, причому (x, x) = 0 ⇔ x = 0.

ЯкщоH – лінійний простір із множенням на дійсні числа, то скалярний добуток має бути
дійсним.

За скалярним добутком вH можна ввести норму

∥x∥ =
√
(x, x)

після чогоH стає лінійним нормованим простором.
ЯкщоH нескінченновимірний і повний за введеною нормою, то він називається гільбер-

товим простором (комплексним або дійсним).
Таким чином, усякий гільбертів простір є банаховим. Для будь-яких елементів x, y гіль-

бертового простору виконується нерівність Буняковського – Шварца:

|(x, y)| ⩽ ∥x∥∥y∥.
5Juliusz Paweł Schauder (1899 – 1943) – польський математик, відомий визначними досягненнями у галузі функціонального аналізу,

диференціальних рівнянь у частинних похідних та математичної фізики.
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Приклади.
1. Простір l2 стає гільбертовим, якщо покласти

(x, y) =
∞∑
k=1

ξkηk.

2. Простір L2([a; b]) комплекснозначних функцій стає гільбертовим, якщо покласти

(x, y) =

∫ b

a

x̄(t)y(t)dt.

Означення 29. Два елементи x та y гільбертового простору H називаються ортогональни-
ми, якщо (x, y) = 0.

Нехай H – гільбертів простір і A – обмежений лінійний оператор, визначений на H , з
областю значень у тому ж просторі.
Означення 30. Оператор A∗ такий, що

(Ax, y) = (x,A∗y) ∀x, y ∈ H, (12.2)

називається оператором, спряженим з оператором A.
Для оператора Фредгольма в L2([a; b]) з ядромK(t, s) спряженим оператором буде опе-

ратор Фредгольма з ядромK(t, s).
Оператор A не може мати більше одного спряженого, причому спряженість обмежених

операторів є властивістю взаємною, тобто A∗∗ = A.
Як можна показати, спряжений оператор лінійний:

A∗(αx+ βy) = αA∗x+ βA∗y.

Виходячи з визначення спряженого оператора, неважко довести, що

(A1 + A2)
∗ = A∗

1 + A2
2, (A1A2)

∗ = A∗
2A

∗
1, (λA)

∗ = λA∗,

де λ – стала.
Можна показати,що всякий обмежений операторAмає спряженийA∗, який також обме-

жений і має ту саму норму, що й початковий оператор.
Доведемо, наприклад, рівність норм A і A∗. У тотожності (12.2) покладемо x = A∗y.

Матимемо
(A∗y, A∗y) = ∥A∗y∥2 = (AA∗y, y). (12.3)

Оцінюючи праву частину (12.3) за нерівністю Буняковського – Шварца, дістанемо

∥A∗y∥2 ⩽ ∥AA∗y∥∥y∥ ⩽ ∥A∥∥A∗y∥∥y∥,

звідки
∥A∗y∥ ⩽ ∥A∥∥y∥.

Ця нерівність показує, що оператор A∗ обмежений і що ∥A∗∥ ⩽ ∥A∥.
Покладаючи тепер у (12.2) y = Ax, точно так само знайдемо, що ∥A∥ ⩽ ∥A∗∥. Отже,

∥A∥ = ∥A∗∥.
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Нехай у рівнянні Ріса – Шаудера (12.1) f(t) ∈ L2([a; b]) і φ(t) ∈ L2([a; b]). Тоді це
рівняння можна розв’язати за допомогою того самого способу, який було застосовано до
рівняння Фредгольма з невиродженим ядром у розділі 10. А саме, представляємо оператор
A у вигляді суми операторів:

A = A1 + A2,

де

A1φ =
n∑

k=1

(φ, bk)ak(t)

– вироджений (скінченновимірний) оператор, A2(φ) – оператор з досить малою нормою.
Подальші міркування по суті не відрізняються від наведених у розділі 10.

Будемо називати значення λ характеристичним, якщо однорідне рівняння

φ = λAφ

має нетривіальні розв’язки, які називають власними функціями оператора A, що відповіда-
ють даному характеристичному значенню λ. Для рівнянь Ріса – Шаудера виконуються тео-
реми Фредгольма.
Теорема 27. Якщо значенняX не є характеристичним, то як рівняння (12.1), так і спряжене
з ним рівняння

ψ = λA∗ψ + g, (12.4)
деA∗ – оператор, спряжений зA, розв’язне за будь-якого вільного члена й розв’язок кожного
із цих рівнянь єдиний.
Теорема 28. Якщо λ характеристичне, то однорідне рівняння й спряжене однорідне

ψ = λA∗ψ, (12.5)

мають ту саму кількість лінійно незалежних власних функцій.
Теорема 29. Для того щоб рівняння (12.1) було розв’язним, необхідно й достатньо, щоб його
вільний член f був ортогональним до будь-якого розв’язку однорідного спряженого рівнян-
ня (12.5).
Теорема 30. Компактний оператор має не більше зліченної множини характеристичних чи-
сел, які можуть згущуватися лише на нескінченності.

Для рівнянь Ріса – Шаудера виконується також альтернатива Фредгольма.
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Лекція 13
Симетричні компактні оператори у гільбертовому просторі.

Теорія Гільберта – Шмідта

13.1 Симетричні компактні оператори
Означення 31. Лінійний оператор А, що діє з гільбертового простору H в H , називається
симетричним, якщо для будь-яких x, y ∈ H

(Ax, y) = (x,Ay). (13.1)

Рівність (13.1) показує, що для симетричного оператора

A∗y = Ay ∀y ∈ H,

тобто симетричний оператор збігається зі своїм спряженим. Тому симетричний оператор
називають також самоспряженим оператором.

У просторі L2([a; b]) розглянемо інтегральний оператор Фредгольма

Ax =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds

з дійсним L2-ядромK(t, s). Використовуючи теорему Фубіні, маємо

(Ax, y) =

∫ b

a

{∫ b

a

K(t, s)x(s)ds
}
y(t)dt =

=

∫ b

a

{∫ b

a

K(t, s)y(t)dt
}
x(s)ds = (x,A∗y),

де

A∗y =

∫ b

a

K(t, s)y(t)dt.

Таким чином, перехід до спряженого оператора полягає у тому, що інтегрування вико-
нується за першою змінною, тоді як у початковому операторі воно виконується за другою.

Якщо ядроK(t, s) симетричне:

K(t, s) = K(s, t) ∀t, s,
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K(t, s) то

A∗y =

∫ b

a

K(t, s)y(t)dt =
∫ b

a

K(s, t)y(t)dt = Ay,

отже оператор Фредгольма у цьому випадку симетричний.
Комплекснозначне ядроK(t, s) називається симетричним, якщо

K(t, s) = K(s, t).

Інтегральне рівняння, ядро якого симетричне, будемо називати симетричним інтеграль-
ним рівнянням.

Встановимо деякі властивості власних елементів і власних значень симетричних опера-
торів у гільбертовому просторі H , аналогічні до відповідних властивостей скінченновимір-
них симетричних операторів.
1. Усі власні значення симетричного оператора A у H дійсні.

Справді, нехай Ax = λx, ∥x ̸= 0. Тоді

λ(x, x) = (Ax, x) = (x,Ax) = (x, λx) = λ(x, x),

звідки λ = λ, що може бути лише при дійсному λ.
2. Власні елементи симетричного оператора, що відповідають різним власним значе-

нням, ортогональні.
Справді, якщо Ax = λx, Ay = µy, причому λ ̸= µ, то

λ(x, y) = (Ax, y) = (x,Ay) = (x, µy) = µ(x, y),

звідки (x, y) = 0, що, згідно з означенням, означає ортогональність елементів x, y ∈ H .
Зазначимо ще, що для симетричного оператора A величина (Ax, x) завжди дійсна.

Справді,
(Ax, x) = (x,Ax) = (Ax, x),

що й доводить наше твердження.
Введемо наступне поняття.

Означення 32. Послідовність {xn}, xn ∈ H , називається слабко збіжною до елемента x0 ∈
H , xn

w−→ x0, якщо для будь-якого y ∈ H

(xn, y) → (x0, y) n→ ∞.

На відміну від слабкої збіжності збіжність за нормою у гільбертовому просторі H нази-
вають сильною збіжністю. Із сильної збіжності випливає слабка; зворотне твердження, як
показують приклади, є помилковим.

Як відомо, сфера скінченновимірного простору компактна, тобто кожна нескінченна по-
слідовність її елементів містить збіжну підпослідовність (принцип Больцано-Веєрштраса). У
нескінченновимірних просторах це твердження, як ми бачили, не виконується. Але у скін-
ченновимірних просторах сильна збіжність збігається зі слабкою, і виявляється, що власти-
вість слабкої компактності зберігається і при переході до нескінченновимірного випадку.

А саме, усяка обмежена множина гільбертового простору слабко компактна, тоб-
то з будь-якої послідовності елементів, що належить такій множині, можна виокре-
мити слабко збіжну підпослідовність.
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13.2 Теорема Гільберта – Шмідта. Розв’язування оператор-
них рівнянь. Резонансний та нерезонансний випадки

Доведемо теорему, що відіграє основну роль в усіх подальших побудовах.
Теорема 31. Усякий відмінний від нульового компактний симетричний оператор A, що діє
у гільбертовому просторіH , має принаймні одне ненульове власне значення λ.

Доведення. Нехай A ̸= O – симетричний компактний оператор, що діє у гільбертовому
просторі H . Розглянемо функціонал (квадратичну форму) (Ax, x) на одиничній сфері S1 :
∥x∥ = 1.

З курсу аналізу відомо, щофункціяm зміннихF (x1, x2, . . . , xm), неперервна у замкненій
обмеженій області G точокm-вимірного простору (тобто на компактній множині), досягає
у G свого найбільшого й найменшого значень.

Аналогічно, оскільки сфера S1 ⊂ H слабко компактна у собі, а квадратична форма
(Ax, x) слабко неперервна, то вона досягає на s1 свого найбільшого й найменшого значень.

Нехай
M = sup

∥x∥=1

|(Ax, x)|

(можна показати, щоM = ∥A∥).
За визначенням верхньої грані знайдеться послідовність нормованих елементів {en}, для

якої існує
lim
n→∞

(Aen, en),

рівний +M або −M . Цю відмінну від нуля границю позначимо λ1. З обмеженої послідов-
ності {en} виокремимо підпослідовність {eni

}∞i=1, для якої існує

lim
i→∞

Aeni
= h, (13.2)

що можливе, оскільки A – компактний оператор.
Оскільки

∥Aeni
− λ1eni

∥2 = (Aeni
− λ1eni

, Aeni
− λ1eni

) =

= ∥Aeni
∥2 − 2λ1(Aeni

, eni
) + λ21,

то
lim
i→∞

∥Aeni
− λ1eni

∥2 = ∥h∥2 − 2λ21 + λ21 = ∥h∥2 − λ21. (13.3)

Але
∥Aeni

∥ ⩽M∥eni
∥ =M = |λ1|,

отже ∥h∥ ⩽ |λ1.
Оскільки ліва частина (13.3) невід’ємна, то ∥h∥ = |λ1| і, отже,

lim
i→∞

∥Aeni
− λ1eni

∥ = 0, (13.4)

звідки випливає, що lim
i→∞

eni
існує і, з урахуванням (13.2), дорівнює h/λ1. Вводячи елемент

x1 = h/λ1, норма якого дорівнює одиниці, з (13.4) дістанемо

Ax1 − λ1x1 = 0,
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або
Ax1 = λ1x1,

що й означає існування ненульового власного елемента x1, ∥x1∥ = 1, що відповідає нену-
льовому власному значенню λ1. При цьому

|λ1| = sup
∥x∥=1

|(Ax, x)| = ∥A∥.

■
З наведених міркувань зрозуміло, що компактний симетричний оператор A, що не має

ненульових власних значень, є нульовий оператор: A = O.
Для несиметричних операторів у n-вимірному просторі справджується наступна теоре-

ма: усяке лінійне перетворення в n-вимірному просторі має хоча б один власний вектор.
Це твердження не переноситься на загальні компактні оператори у H . Справді, нехай

оператор A заданий у l2 формулою

Ax = A(x1, x2, . . . , xn, . . .) =

(
0, x1,

x2
2
, . . . ,

xn−1

n− 1
, . . .

)
.

Цей оператор компактний, але не має жодного власного елемента.
Інший приклад: інтегральний оператор Вольтерри у L2([0; 1])

Ax =

∫ 1

0

K(t, s)x(s)ds

з неперервним ядром не має жодного ненульового власного елемента.
Означення 33. Підпростір L ⊂ H називається інваріантним підпростором оператора A,
якщо для будь-якого x ∈ L маємо Ax ∈ L.

Для симетричного оператора A разом з L інваріантним підпростором є також H ⊖ L –
ортогональне доповнення L уH , тобто сукупність усіх елементів Z ⊂ H , ортогональних до
усіх елементів L. Справді, нехай x ∈ H ⊖ L і y – будь-який елемент L. Маємо

(Ax, y) = (x,Ay) = 0,

оскільки Ay ∈ L через інваріантність L. Таким чином, Ax ортогональний до будь-якого
елемента з L, тобто Ax ∈ H ⊖ L, що й доводить інваріантність останнього підпростору.

Повернемося до побудови спектра симетричного компактного оператора. Нехай L1 –
підпростір, породжений елементом x1, тобто сукупність елементів вигляду {tx1}, де t – чи-
словий параметр. Тоді

Atx1 = tAx1 = tλ1x1 ∈ L1,

отже, L1 – інваріантний підпростір оператора A. Тоді H1 = H ⊖ L1 також інваріантний
підпростір. Розглянемо його як самостійний гільбертів простір. Застосовуючи до оператора
A, що діє у H1 міркування, аналогічні наведеним у теоремі 31, робимо висновок, що існує
елемент x2 ∈ H1, ∥x2∥ = 1, такий, що

Ax2 = λ2x2.
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При цьому елемент x2 ортогональний до x1 і

|λ2| = sup
S1∩H1

|(Ax, x)| ⩽ sup
S1

|(Ax, x)| = |λ1|.

Далі, розглядаємо підпростір L2, породжений елементами x1 та x2 тощо.
Логічно можливі два випадки.

1. Після n-го кроку, маємо

αn = inf
S1∩Hn

(Ax, x) = βn = sup
S1∩Hn

(Ax, x) = 0.

Тоді (Ax, x) = 0 на Hn, що можливо, лише якщо Ax ≡ 0 на Hn. У цьому випадку ми
дістанемо, що

x1, x2, . . . , xn

та
λ1, λ2, . . . λn

утворюють систему всіх власних елементів і всіх ненульових власних значень оператора
A.
Тоді

H = Ln ⊕N

Тут Ln – підпростір, породжений елементами x1, x2, . . . , xn;N – підпростір нулів опера-
тора A (тобто сукупність елементів, що відповідають власному значенню λ = 0). Його
позначають kerA. Символ ⊕ означає суму ортогональних підпросторів.
Таким чином, будь-який елемент x ∈ H може бути подано у вигляді

x =
n∑

i=1

cixi + x0, x0 ∈ kerA,

звідки

Ax =
n∑

i=1

ciλixi.

Оператор A у цьому випадку є скінченновимірним у тому сенсі, що він відображає гіль-
бертовий простірH у його скінченно вимірний підпростір.
Приклад – інтегральний оператор Фредгольма з виродженим ядром.

2. Процес побудови власних елементів оператора може бути продовжений нескінченно. У
цьому випадку ми дістанемо ортонормовану систему власних елементів

x1, x2, . . . , xn, . . .

Така система не більше ніж зліченна, що випливає з наступної теореми.
Теорема 32. Нехай A – компактний симетричний оператор, що діє у гільбертовому просто-
рі H . Тоді цей оператор може мати лише скінченну кількість власних значень, що переви-
щують за модулем задане число ρ > 0, і кожному ненульовому власному значенню може
відповідати лише скінченна кількість лінійно незалежних власних елементів.
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Доведення.Припустімо, навпаки, що операторA має нескінченну множину власних зна-
чень λ1, λ2, …, причому |λi| ⩾ ρ > 0 для всіх i. Кожному власному значенню λi відповідає
принаймні один власний елемент xi, причому без обмеження загальності можна вважати, що
∥xi∥ = 1. Сукупність таких елементів {xi}, i = 1, 2, . . ., є обмеженою множиною, і оскільки
A – компактний, множина Axi, i = 1, 2, . . ., компактна. Враховуючи ортогональність xi і xj
при i ̸= j, маємо

∥Axi − Axj∥2 = ∥λixi − λjxj∥2 = (λixi − λjxj, λixi − λjxj) =

= λ2i∥xi∥2 + λ2j∥xj∥2 = λ2i + λ2j ⩾ 2ρ2.

З цього випливає, що ні послідовність {Axi}, ні будь-яка її підпослідовність не можуть
збігатися, всупереч компактності множини {Axi}. Отримана суперечність доводить перше
твердження. Аналогічно доводиться і друге твердження теореми. ■

Наслідок. Якщо компактний симетричний оператор A має зліченну множину вла-
сних значень λ1, λ2, …, то

lim
n→∞

λn = 0.

Тепер можна занумерувати всі власні значення і власні елементи оператора A. А саме,
будемо нумерувати власні значення послідовно за порядком зменшення модулів, повторю-
ючи кожне власне значення стільки разів, яка його кратність (тобто кількість лінійно не-
залежних власних елементів, що відповідають цьому власному значенню). Приходимо до
скінченних або зліченних систем

λ1, λ2, . . . , λn, . . .

x1, x2, . . . , xn, . . . ,

що являють собою повні системи власних значень і власних елементів оператора A.
Нехай L – підпростір, породжений ортонормованою системою {xi}. Якщо x ∈ L, тобто

x =
∑
i

ξixi, тоAx =
∑
i

ξiλixi ∈ L, отже L – інваріантний підпростір оператораA. Але тоді
N = H ⊖ L буде також інваріантним підпростором A. Ясно, що Ax = 0 на N , оскільки,
якщо це не так, уN існував би нормований (ненульовий) власний елемент оператораA, що є
неможливим, оскільки усі такі елементи належать L. Отримані нами результати становлять
зміст фундаментальної теореми Гільберта-Шмідта.
Теорема 33 (Гільберта –Шмідта). Для будь-якого компактного симетричного лінійного опе-
ратора A у гільбертовому просторі існує ортогональна нормована система {xi} власних
елементів, що відповідають власним значенням {λn} оператора A, така, що для будь-якого
x ∈ H має місце представлення

x =
∑
k

ξkxk + x0, x0 ∈ N = kerA. (13.5)

При цьому
Ax =

∑
k

λkξkxk, (13.6)

де
∑
k

означає скінченну суму або нескінченний ряд залежно від кількості власних елементів
оператора A.

Якщо система {xi} нескінченна, то lim
n→∞

λn = 0.
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Ця теорема поширює на компактні симетричні оператори у гільбертовому просторі H
відомий факт щодо зведення матриці самоспряженого лінійного оператора у скінченнови-
мірному евклідовому просторі до діагональної форми у деякому ортонормованому базисі.

13.3 Розв’язування операторних рівнянь
Розглянемо операторне рівняння

Ax− λx = f, (13.7)

де A – компактний симетричний оператор, f – відомий елемент, f ∈ H .
Підставляючи до (13.7) замість x і Ax їхні вирази з (13.5) і (13.6) і замінюючи f на∑

i

ηixi + f0, дістанемо ∑
i

(λi − λ)ξixi − λx0 =
∑
i

ηixi + f0. (13.8)

Розглянемо два випадки:
1. λ ̸= λi за будь-якого i (нерезонансний випадок).

Множачи обидві частини рівності (13.8) скалярно на xk і враховуючи ортогональність
xk до елементів xi, якщо i ̸= k, та до елементів x0 та f0, дістанемо

(λk − λ)ξk = ηk (13.9)
звідки

ξk =
ηk

λk − λ
. (13.10)

Підставляючи до (13.8) замість ξk їхні вирази з (13.10), знайдемо

−λx0 = f0,

звідки
x0 = −1

λ
f0.

Таким чином, через (13.5)
x =

∑
i

ηi
λi − λ

xi −
1

λ
f0. (13.11)

є розв’язком рівняння (13.7), якщо λ ̸= λi (i = 1, 2, . . .). Він однозначно визначається за
будь-якої правої частини f , звідки випливає, що при λ ̸= λi (i = 1, 2, . . .) існує резоль-
вента Rλ = (A− λI)−1.
Таким чином, будь-яке значення параметра λ, яке не є власним значенням, є регулярним
значенням оператора A, і, отже, спектр компактного симетричного оператора, що діє у
гільбертовому просторі, складається лише з власних значень.

2. λ = λm = λm+1 = . . . = λm+p−1, де p – кратність власного значення λ (резонансний
випадок).
При k ̸= m,m+1, …,m+p−1 коефіцієнти ξk, як і раніше, визначаються за формулою
(13.10). Для значень k, що збігаються з одним із чиселm,m+ 1, …,m+ p− 1, рівність
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(13.9) у загальному випадку не задовольняється, оскільки її ліва частина перетворюється
на нуль, а права загалом не дорівнює нулю.Щоб рівняння (13.9) було розв’язним і для цих
значень k, необхідно, щоб ηk = 0 (k = m,m+1, …,m+ p− 1), тобто щоб вільний член
рівняння (13.7) був ортогональний до усіх власних елементів xm, xm+1, …, xm+p−1, що
відповідають власному значенню λ. Рівняння (13.9) зводиться тоді до тотожності 0 = 0
і задовольняється за будь-яких значень коефіцієнтів ξk (k = m, m + 1, …, m + p − 1.
Розв’язок рівняння (13.7) має у цьому випадку вигляд

x =
∑

i ̸=m,m+1,...,m+p−1

ηi
λi − λ

xi +

m+p−1∑
k=m

Ckxk −
1

λ
f0, (13.12)

де Cm, Cm+1, …, Cm+p−1 – довільні.
Отже, у другому випадку рівняння розв’язне не завжди, і якщо розв’язне, то розв’язок

його визначається неоднозначно. Перетворимо трохи формулу (13.11):

x = −1

λ

∑
i

ηi(λi − λ− λi)

λi − λ
xi −

1

λ
f0 =

= −1

λ

(∑
i

ηixi + f0 −
∑
i

λiηi
λi − λ

xi

)
=

=
1

λ

∑
i

λiηi
λi − λ

xi −
1

λ
f. (13.13)

Це так звана формула Шмідта.

13.4 Процес ортогоналізації Грама – Шмідта системи ліній-
но незалежних елементів у лінійному просторі зі скаляр-
ним добутком

Означення 34. Нескінченна система елементів лінійного простору будемо називати лінійно
незалежною, якщо будь-яка скінченна підсистема цієї системи є лінійно незалежною.

Нехай маємо скінченну або зліченну систему систему лінійно незалежних функцій з
L2([a; b]):

φ1(t), φ2(t), . . . , φn(t), . . .

Процес ортогоналізації (Грама – Шмідта) полягає у побудові ортонормованої системи
функцій ω1(t), ω2(t), …, ωn(t), …за правилом, подібним до правила, що використовується
для побудови ортонормованої системи векторів.
Означення 35. Проекцією функції v(t) на функцію u(t) будемо називати функцію projuv,
яка обчислюється за правилом

projuv =
(v, u)

(u, u)
u =

∫ b

a v(s)u(s)ds∫ b

a u
2(s)ds

u(t).
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Далі, покладаємо
ψ1(t) ≡ φ1(t), ω1(t) =

ψ1(t)

∥ψ1(t)∥
;

ψ2(t) = φ2(t)− projω1
φ2(t), ω2(t) =

ψ2(t)

∥ψ2(t)∥
;

. . .

ψn(t) = φn(t)−
n−1∑
k=1

projωk
φn(t), ωn(t) =

ψn(t)

∥ψn(t)∥
;

або
ψ1(t) ≡ φ1(t), ω1(t) =

ψ1(t)

∥ψ1(t)∥
;

ψn(t) = φn(t)−
n−1∑
k=1

(φn, ωk)ωk(t), ωn(t) =
ψn(t)

∥ψn(t)∥
, n = 2, 3, . . .

Таким чином, за допомогою процесу ортогоналізації можна будь-який розв’язок інте-
грального рівняння Фредгольма із симетричним ядром розкласти за ортогональною систе-
моюфункцій (до ортогональної системи власнихфункцій оператора у резонансному випадку
додасться ортогоналізована множина власних елементів).
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Лекція 14
Застосування теореми Гільберта – Шмідта до розв’язання

інтегральних рівнянь

14.1 Симетричні компактні інтегральні оператори
У просторі L2([a; b]) розглянемо інтегральне рівняння

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t) (14.1)

з симетричним L2-ядромK(t, s), не рівним тотожно нулеві.
Оператор

Aφ = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)

є, як показано вище, компактним симетричним неперервним оператором у гільбертовому
просторі L2([a; b]).

Спираючись на описані вище результати, одержуємо:
1) ядроK(t, s) має принаймні одне характеристичне число, причому всі характеристичні

числа дійсні;
2) власні функції, що відповідають різним характеристичним числам, ортогональні між

собою;
3) кожному характеристичному числу може відповідати лише скінченна кількість ліній-

но незалежних власних функцій.
Вправа. Нехай λ0 – характеристичне число симетричного ядра K(t, s), а p – кількість власних функцій,

що відповідають цьому числу. Показати, що p < λ20B
2
(
B2 =

∫ b

a

∫ b

a
|K(t, s|2dtds

)
.

Застосовуючи процес ортогоналізації Грама –Шмідта, лінійно незалежні власні функції,
що відповідають даному характеристичному числу, можна зробити попарно ортогональни-
ми.

Ділячи обидві частини рівняння (14.1) на λ ̸= 0 і позначаючи 1
λ через µ, а − 1

λf(t) через
g(t), прийдемо до такого рівняння:∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds− µφ(t) = g(t) (14.2)

або, в операторній формі,
Aφ− µφ = g, (14.3)
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де A – компактний симетричний оператор.
До рівняння (14.3) ми можемо застосувати всі висновки, отримані раніше. А саме, спектр

оператора A складається зі скінченної або зліченної множини значень

µ1, µ2, . . . , µn, . . . ,

і якщо µ. не збігається з жодним з них (регулярний випадок), то рівняння (14.3) має єдиний
розв’язок φ(t) для будь-якої функції g(t) ∈ L2([a; b]). Цей розв’язок можна отримати за
допомогою формули

φ(t) =
1

µ

∑
j

µjgj
µj − µ

φj(t)−
1

µ
g(t), (14.4)

де φj(t) – нормовані власні функції ядраK(t, s) і

gj =

∫ b

a

g(t)φj(t)dt.

при цьому однорідне рівняння (g(t) ≡ 0) буде мати лише тривіальний розв’язок φ(t) ≡ 0.
Якщо µ збігаєтеся з власним значенням оператораA кратності p (резонансний випадок),

тобто µ = µm = µm+1 = . . . = µm+p−1, і вільний член g(t) ортогональний до власних
функцій ядраK(t, s), що відповідають цьому власному значенню:∫ b

a

g(t)φk(t)dt (k = m,m+ p− 1), (14.5)

то рівняння (14.3) розв’язне, але неоднозначно. Це повністю узгодиться з теоремою Фре-
дгольма 20, оскільки у цьому випадку однорідні спряжені інтегральні рівняння збігаються.

Розв’язок φ(t) у цьому випадку визначається формулою

φ(t) =
1

µ

∑
i̸=m,m+p−1

µigi
µi − µ

φi(t)−
1

µ
g(t) + Cmφm(t) + . . .+ Cm+p−1φm+p−1(t), (14.6)

де Cm, Cm+1, …, Cm+p−1 – довільні сталі.
Повертаючись до початкових значень параметра, маємо, λk = 1

µk
і λk → ∞, якщо вла-

сних значень нескінченна множина, отже інтегральне рівняння Фредгольма 2-го роду із си-
метричним L2-ядром завжди має характеристичні числа, яких не більш ніж зліченна множи-
на.

З формули (14.4) одержуємо, що розв’язок рівняння (14.1) для значень X, що не є хара-
ктеристичними, має вигляд

φ(t) = λ
∑
i

fi
λi − λ

φi(t) + f(t), i ∈ N, (14.7)

де fi =
∫ b

a f(t)φi(t)dt. Формула (14.6) відповідно дає

φ(t) = λ
∑

i̸=m,m+p−1

fi
λi − λ

φi(t) + f(t) +

m+p−1∑
k=m

Ckφk(t), (14.8)
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де Cm, Cm+1, …, Cm+p−1 – довільні сталі.
Формули (14.7) і (14.8) називають формулами Шмідта для розв’язування інтегрального

рівняння із симетричним ядром.
Якщо у правих частинах формул (14.7) і (14.8) стоять нескінченні ряди, то вони, як можна

показати, збіжні у середньому.
Якщо додатково припустити, що ядроK(t, s) задовольняє умову∫ b

a

K2(t, s)ds ⩽ A = const ∀t ∈ [a; b],

то ряд (14.7) буде збіжним абсолютно й рівномірно.
Покажемо це. Будемо писати всюди нескінченні ряди, оскільки у випадку скінченної

кількості власних функцій ми одержуємо скінченні суми, збіжність яких доводити не треба.
Отже, нехай f(t) ∈ L2([a; b]) і нехай fi (i = 1, 2, . . .) – коефіцієнти Фур’є цієї функції в

її розкладі у ряд за ортонормованими власними функціями φi(t) ядраK(t, s):

fi =

∫ b

a

f(t)φi(t)dt, i ∈ N

Розглянемо ряд
∞∑
i=1

fi
λi
φi(t)

і покажемо, що він збігається абсолютно й рівномірно.
Складемо відтинок ряду

n+p∑
i=n

fi
λi
φi(t) =

n+p∑
i=n

fi

∫ b

a

K(t, s)φi(s)ds

(p > 0 – будь-яке ціле).
Застосовуючи нерівність Коші, дістанемо(

n+p∑
i=n

∣∣∣∣fiλiφi(t)

∣∣∣∣
)2

⩽
n+p∑
i=n

f 2i

n+p∑
i=n

(∫ b

a

K(t, s)φi(s)ds
)2

.

Величини
∫ b

a

K(t, s)ds можна розглядати як коефіцієнти Фур’є розкладу ядра K(t, s),
розглянутого як функція лише від s, у ряд за функціями φi(s). Застосовуючи до цих коефі-
цієнтів нерівність Бесселя, матимемо

∞∑
i=1

(∫ b

a

K(t, s)φi(s)ds
)2

⩽
∫ b

a

K2(t, s)ds ⩽ A.

Таким чином, (
n+p∑
i=n

∣∣∣∣fiλiφi(t)

∣∣∣∣
)2

⩽ A

n+p∑
i=n

f 2i ⩽
∞∑
i=n

f 2i ,∀t ∈ [a; b].
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Оскільки f(t) ∈ L2([a; b]), числовий ряд
∞∑
i=1

f 2i збігається. Тому ми можемо, вибиравши
досить велике n, зробити праву частину останньої нерівності, незалежно від p, меншою за
будь-яке наперед задане ε > 0. Таким чином, для будь-якого ε > 0 існує такий номер N =
N(ε), що для всіх n > N(ε) і будь-якого p > 0

n+p∑
i=n

∣∣∣∣fiλiφi(t)

∣∣∣∣ < ε ∀t ∈ [a; b].

Через ознаку Коші це означає, що ряд
∞∑
i=1

fi
λi
φi(t) збіжний абсолютно й рівномірно.

Отже, суму, що стоїть у формулі (14.7),
∞∑
i=1

fi
λi − λ

φi(t) =
∞∑
i=1

λi
λi − λ

fi
λi
φi(t)

отримано з цього ряду шляхом множення кожного його члена на λi

λi−λ . Оскільки ці
множники, починаючи з якогось i, стають додатними і прямують до 1 при зростанні i(

λi

λi−λ = 1
1− λ

λi

і λi → ∞
)
, ряд, що є частиною формули (14.7), збігається абсолютно й рів-

номірно.
Формулу (14.7) можна переписати у вигляді

φ(t) = f(t) + λ

∞∑
i=1

∫ b

a f(s)φi(s)φi(t)ds
λi − λ

або
φ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

R(t, s;λ)f(s)ds,

де

R(t, s;λ) =
∞∑
i=1

φi(t)φi(s)

λi − λ

є розв’язним ядром1.
Розклад R(t, s;λ) показує, що резольвента симетричного L2-ядра має лише прості по-

люси, які відповідають характеристичним числам цього ядра.

14.2 Теорема Гільберта –Шмідта для інтегральних операто-
рів

Внаслідок загальної теореми Гільберта – Шмідта для компактних симетричних операто-
рів у гільбертовому просторіH для всякого x ∈ H має місце формула

Ax =
∑
i

λicixi,

1Знаки суми і інтеграла можна переставляти, наприклад, якщо K(t, s) є L2-ядром.
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де ci = (x, xi) – коефіцієнти Фур’є елемента x за ортонормованою системою {xi} власних
елементів оператора A.

Ця формула показує, що будь-який елемент з області значень компактного симетричного
оператора розкладається у ряд Фур’є за власними елементами цього оператора.

Розгляньмо інтегральний оператор із симетричним L2-ядром у просторі L2([a; b])

Ax =

∫ b

a

K(t, s)x(s)ds.

Щодо таких операторів отримуємо класичну теорему Гільберта – Шмідта.
Теорема 34. НехайK(t, s) – симетричнеL2-ядро, і нехай h(t) – довільна функція зL2([a; b]).
Тоді всяка функція f(t), яку можна представити за допомогою ядра:

f(t) = Ah =

∫ b

a

K(t, s)h(s)ds,

розкладається у збіжний у середньому ряд Фур’є за ортонормованими власними функціями
{φi(t)} ядраK(t, s):

f(t) =
∑
j

hj
λj
φj(t). (14.9)

Тут λj – характеристичні числа ядраK(t, s),

hj =

∫ b

a

h(t)φj(t)dt

– коефіцієнти Фур’є функції h(t) за системою {φi(t)}.
За додаткової умови ∫ b

a

K2(t, s)ds ⩽ C = const

ряд (14.9) збігається абсолютно й рівномірно.
Доведення. Для доведення скористаємося критерієм Коші та нерівністю Коші –

Буняковського: ∣∣∣∣∣
n+p∑
j=n

hj
λj
φj(t)

∣∣∣∣∣ ⩽
n+p∑
j=n

∣∣∣∣hjλj
∣∣∣∣ |φj(t)| ⩽

√√√√n+p∑
j=n

h2j

√√√√n+p∑
j=n

φ2
j(t)

λ2j
(14.10)

Величина φj(t)

λj
є коефіцієнтом ряду Фур’є ядра K(t, s), якщо його розглядати як функцію

s, тому можна скористатися нерівністю Бесселя для h(t) таK(t, s):
∞∑
j=1

h2j ⩽
∫ b

a

h2(s)ds, (14.11)

∞∑
j=1

φ2
j(t)

λ2j
⩽
∫ b

a

K2(t, s)ds ⩽ C. (14.12)
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Оскільки ряд у лівій частині (14.11) є збіжним, то для нього виконується критерій Коші
збіжності числового ряду, отже можна для будь-якого ε > 0 підібрати такий номер N(ε) ∈
N, що для будь-якого n > N(ε) і будь-якого p ∈ N виконуватиметься

n+p∑
j=n

h2j <
ε2

C
.

Тоді, для цих значень n і p внаслідок (14.10) матимемо∣∣∣∣∣
n+p∑
j=n

hj
λj
φj(t)

∣∣∣∣∣ < ε√
C

·
√
C = ε.

Остання нерівність означає виконання критерію Коші, а отже, відповідний функціональний
ряд є збіжним абсолютно і рівномірно. ■

Як було показано раніше, якщо ядро K(t, s) є неперервним у Q = {a ⩽ t, s ⩽ b},
то оператор Фредгольма переводить усяку функцію h ∈ L2([a; b]) у неперервну функцію
(Теорема 9). Тоді всі власні функції з ненульовими власними значеннями також неперервні.

Теорема Гільберта –Шмідта має місце й у просторіC([a; b]), тобто для неперервних ядер
K(t, s) і неперервних функцій h(t), причому збіжність ряду (14.9) буде рівномірною.

Зазначимо, що у теоремі Гільберта – Шмідта повнота2 системи власних функцій {φi(t)}
не є обов’язковою (наприклад, для виродженого ядра вона наперед неповна, але може бути
неповною й для невироджених ядер).

На теоремі Гільберта – Шмідта засновано метод Келлога3 наближеного обчислення λ1.
НехайK(t, s) – симетричне ядро й ω(t) – довільна функція з L2([a; b]).

Позначимо

ω1(t) =

∫ b

a

K(t, s)ω(s)ds, ω2(t) =

∫ b

a

K(t, s)ω1(s)ds

і, взагалі,

ωn(t) =

∫ b

a

K(t, s)ωn−1(s)ds

Використовуючи теорему Гільберта – Шмідта, дістанемо

ω1(t) =
∑

j
ω̃j

λj
φj(t),

ω2(t) =
∑

j
ω̃j

λ2
j
φj(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ωn(t) =
∑

j
ω̃j

λn
j
φj(t),

де

ω̃j =

∫ b

a

ω(t)φj(t)dt.

2Ортогональна система {φi(t)} функцій називається неповною, якщо існує відмінна від тотожного нуля квадратично сумована
функція, ортогональна до всіх функцій системи; якщо ж такої функції не існує, система {φi(t)} називається повною.

3Oliver Dimon Kellogg (1878 – 1932) – американський математик, відомий значними здобутками у теорії потенціалу
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Якщо ω1 ̸= 0, то за великих n у розкладі ωn(t) переважає перший доданок. Тому можна
скористатися наближеними формулами

|λ1| ≈
∥ωn∥
∥ωn−1∥

, (14.13)

φ1(t) ≈
ωn

∥ωn∥
. (14.14)

Формула (14.13) дає значення |λ1| з надлишком. За достатньо великих n можна також ско-
ристатися формулою

|λ1| ≈
1

n
√

∥ωn(t)∥
. (14.15)

Має місце наступний важливий факт.
Теорема 35. Нехай функція ω(t) ортогональна до ортонормованих власних функцій φ1(t),
φ2(t), …, φk−1, але не ортогональна до власної функції φk(t). Тоді послідовність

∥ωn(t)∥
∥ωn−1(t)∥

має границю |λk|, де λk – k-те характеристичне число ядраK(t, s).

14.3 Приклад застосування. Волокнисті композитні матері-
али

Розгляньмо задачу теорії композитного матеріалу, який армовано нерозтяжними воло-
кнами. Будемо припускати, що розглядуване тіло є циліндричним, із поперечним перерізом,
який займає область R у площині x, y. Нехай U(x, y) є функцією-індикатором області R,
тобто рівна 1, якщо (x, y) належить R, і дорівнює 0 поза межами області. Також будемо
припускати, що будь-яка пряма x = const або y = const перетинає границю області R не
більше ніж двічі (область R є простою за обома координатами). Ширина області уздовж
прямої x = const буде

∆y(x) =

∫
U(x, y)dy, (14.16)

а ширина у напрямку x буде

△x(y) =
∫
U(x, y)dx. (14.17)

Межами інтегрування можна вибрати ±∞ або будь-які скінченні значення, які включати-
муть усі точки тіла.

Тіло вважатимемо таким, що складається з нерозтяжних волокон, які розташовано пара-
лельно до напрямків x і y. За умов малої деформації тіла, переміщення u уздовж напрямку x
є сталим уздовж волокна y = const, отже u = u(y). Так само, v = v(x) для переміщень у на-
прямку y. Різниці між переміщеннями у двох кінця волокна, у напрямку перпендикулярному
до самого волокна, дорівнюють

∆u(x) =

∫
U(x, y)u′(y)dy (14.18)
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і
△v(y) =

∫
U(x, y)v′(x)dx. (14.19)

Визначимо деформацію, яку спричинятимуть вказані сили на межі тіла. Нехай Gfx(y) є
спрямованою уздовж вісі x компонентою рівнодійної сили на частині границі над лінією
y = const, а Gfy(x) є спрямованою уздовж y компонентою рівнодійної сили на частині гра-
ниці праворуч від лінії x = const. Всередині тіла зсувне напруження s(x, y) визначається
таким співвідношенням між напруженнями і деформаціями

s(x, y) = G[u′(y) + v′(x)]. (14.20)

Загальна зсувна сила, яка діє справа ліворуч уздовж волокна x = const тоді дорівнює∫
U(x, y)s(x, y)dy = G[∆u(x) + v′(x)∆y(x)]. (14.21)

Для забезпечення рівноваги це значення має дорівнювати прикладеній силі Gfy(x):

∆u(x) + v′(x)∆y(x) = fy(x). (14.22)

Так само,
∆v(y) + u′(y)∆x(y) = fx(y). (14.23)

Щоб показати, що ця система рівнянь має розв’язок, і отримати наближені розв’язки, ми
перетворимо на інтегральне рівнянняФредгольма другого роду. Для цього ми скористаємося
(14.18) і (14.23), щоб виключити u′(y) з (14.22). Отримане рівняння матиме таку форму:

v′(x)∆y(x) = f(x) +

∫
K(x, x′)v′(x′)dx′. (14.24)

де
K(x, x′) =

∫
U(x, y)U(x′, y)[∆x(y)]−1dy. (14.25)

Неоднорідний доданок f(x) походить від сил fx і fy у (14.22) і (14.23). Ядро K(x, x′) є дій-
сним і симетричним, а вагова функція∆y(x) є додатною всередині відповідного проміжку за
x. Якщо ∆y прямує до нуля на кінцях проміжку, прямування має бути відносно повільним;
інакше рівняння стане надто сингулярним, щоб до нього можна було застосувати розвинуту
нами теорію. Припустимо, що ця умова виконується.

Щоб довести існування розв’язків v′(x) інтегрального рівняння (14.24) за допомогою те-
орії Фредгольма, розпочнемо з відшукання усіх нетривіальних розв’язків пов’язаного одно-
рідного рівняння, власних функцій із власним значенням k = 1. Загалом, власні функції
задовольняють рівняння ∫

K(x, x′)φ(x′)dx′ = k∆y(x)φ(x). (14.26)

Далі, як відомо, у крайових задачах у напруженнях поле переміщень визначається з точністю
до малого жорсткого обертання, u = −cy, v = cx, для якого v′ є сталою. За допомогою
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(14.16), (14.17) і (14.25) можна перевірити, що φ = 1 справді є власною функцією із власним
значенням k = 1: ∫

K(x, x′)dx′ = ∆y(x). (14.27)

Далі, щоб неоднорідне рівняння мало розв’язок, f(x) має бути ортогональною до власної
функції: ∫

f(x)dx = 0. (14.28)

Якщо ця умова не виражається як залежність від сил на границі, очевидно, це звичайна умова
рівності нулеві головного моменту цих сил.

Щоб забезпечити єдиність умови Фредгольма (14.28), слід довести, що інших власних
функцій для одиничного власного значення не існує. Для цього, обчислимо скалярний добу-
ток обох частин (14.26) із функцією φ(x). Маємо

k

∫
∆y(x)φ2(x)dx = (φ,Kφ) =

∫
[I2(y)/∆x(y)]dy. (14.29)

Тут через I(y) позначено інтеграл

I(y) =

∫
φ(x)U(x, y)dx. (14.30)

а останній додаток у (14.29) отримуємо підставлянням (14.25) до виразу для (φ,Kφ) і змі-
ною порядку інтегрування. З (14.29) одразу бачимо, що k ⩾ 0;K є невід’ємно визначеним
оператором.

Інтеграл I(y) можна розглядати як скалярний добуток U і φU , оскільки U = U 2. Далі,
враховуючи (14.17), з нерівності Шварца маємо

I2(y) ⩽ ∆x(y)

∫
φ2(x)U(x, y)dx. (14.31)

Знак нерівності є строгим, якщоUφ не є пропорційною доU як функції x:U(x, y)φ(x) ̸=
c(y)U(x, y). Втім, для цього достатньо, щоб φ не була сталою. Отже, для будь-якої власної
функції φ, відмінної від сталої, виконується∫

[I2(y)/∆x(y)]dy <
∫ ∫

φ2(x)U(x, y)dxdy. (14.32)

У правій частині нерівності виконаємо інтегрування за y з використанням (14.16). Далі, по-
рівняння з (14.29) показує, що k < 1.

Звідси слідує, що умова рівності нулеві головного моменту (14.28) є єдиною умовою
Фредгольма, і якщо її виконано, інтегральне рівняння (14.24) має розв’язок, який є єдиним
з точністю до довільної сталої. Розв’язок може бути отримано ітеративним шляхом, навіть
у випадку, коли не усі власні значення є меншими за одиницю. Якщо φ1 є сталою власною
функцією й v′n є послідовністю наближень, отриманою ітеруванням, дуже просто перевіри-
ти, що (φ1, v

′
n)∆y

4 є незалежним від n. Обертальна компонента кожної ітерації збігається із
обертальною компонентою початкового наближення, а розв’язок визначається з точністю
до цієї компоненти.

4Тут індекс ∆y позначає вагу у скалярному добутку.
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Лекція 15
Функції Ґріна

15.1 Простий приклад застосування функцій Ґріна до
розв’язування задач механіки

У цьому розділі ми лише познайомимося із теорією функцій Ґріна, яка, звичайно ж, є
набагато ширшою й охоплює набагато корисніше за розглянуте коло питань.

Спочатку окреслимо деякі теоретичні засади, а потім розглянемо простий приклад. Скла-
дніші приклади можна знайти, наприклад, у книзі [3].

Перш ніж перейти до обговорення функцій Ґріна, згадаємо деякі елементарні властиво-
сті так званої дельта-функції Дірака1 δ(x − x′). Зокрема, якщо x′ належить проміжку інте-
грування [a; b] для будь-якої функції f(x) із достатньо доброю поведінкою матимемо∫ b

a

δ(x− x′)f(x)dx = f(x′), (15.1)

що, використовуючи скалярний добуток, можна записати як

(δ(x− x′), f(x)) = f(x′). (15.2)

Також будемо використовувати те, що δ(x− x′) дорівнює нулеві для усіх x ̸= x′.
Далі, припустімо, що нам потрібно розв’язати диференціальне рівняння

Lu(x) = f(x), (15.3)

для x ∈ (a, b) із заданими граничними умовами, де L є диференціальним оператором. Роз-
глянемо перетворення початкового рівняння (15.3) шляхом множення обох його частин на
якусь функцію g(x, x′) (природа якої нам ще невідома, але з якої ми маємо намір створити
певну функцію, яку назвемо функцією Ґріна) з наступним інтегруванням обох його частин
за x від a до b. Іншими словами, будемо розглядати скалярний добуток обох частин рівнян-
ня (15.3) на функцію g(x, x′) відносно змінної x. (Тут ми припускатимемо, що усі функції є
дійсними, отже потреби у комплексному спряженні не виникатиме.) Дістанемо

(g(x, x), Lu(x)) = (g(x, x′), f(x)). (15.4)

Тепер, за означенням спряженого оператора L∗ щодо оператора L, ліву частину рівняння
(15.4) можна записати як

(g(x, x′)Lu(x)) = (L∗g(x, x′), u(x)) + доданки граничних умов. (15.5)
1Paul Dirac (1902 – 1984) – англійський фізик, відомий внеском до квантової фізики і електродинаміки.
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У цьому виразі ми явним чином вказали доданки, у яких враховано граничні умови і
які з’являються, якщо L є диференціальним оператором. Доданки граничних умов у правій
частині рівняння (15.5) є наслідком інтегрування частинами. На цьому етапі дослідження
про конкретну форму цих доданків говорити зарано, але невдовзі ми прояснимо ситуацію за
допомогою прикладу. Якщо рівняння (15.5) підставити назад до (15.4), дістанемо

(L∗g(x, x′), u(x)) = (g(x, x′), f(x)) + доданки граничних умов. (15.6)

Досі, ми нічого не вимагали від функції g(x, x′). Припустімо, що g(x, x′) вибрано так,
щоб

L∗g(x, x′) = δ(x− x′), (15.7)
із врахуванням належним чином вибраних граничних умов, які прибирають із рівняння усі
відомі доданки, пов’язані із граничними умовами. Таку функцію g(x, x′) називають функці-
єю Ґріна. Підставляючи (15.7) до рівняння (15.6) і використовуючи властивість (15.2), далі
отримуємо функцію

u(x′) = (g(x, x′), f(x)) + доданки відомих граничних умов, (15.8)

яка є розв’язком диференціального рівняння, оскільки у правій частині стоять лише відомі
функції, якщо нам відомий вираз g(x, x′). Точніше, якщо ми замінимо x′ у наведеному вище
виразі на іншу німу змінну інтегрування ξ у записі скалярного добутку функцій, дістанемо

u(x) =

∫ b

a

g(ξ, x)f(ξ)dξ + доданки відомих граничних умов. (15.9)

Загалом, щоб розв’язати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння

Lu(x) = f(x)

за допомогою функції Ґріна, нам спочатку слід розв’язати рівняння

L∗g(x, x′) = δ(x− x′)

для функції Ґріна g(x, x′) із відповідно вибраними граничними умовами. Далі, розв’язок по-
чаткового диференціального рівняння може бути негайно отримано з (15.9).

Розгляньмо конкретний простий приклад, який надасть змогу прояснити контекст напи-
саного вище.

Приклад. Розгляньмо задачу пошуку провисання u(x) гнучкої струни під дією розподі-
леного навантаження f(x), як це показано на Рис. 15.1.

�

����
x

T(x)
�P

T(x+�x)
x+�x

u(x)

O

Рисунок 15.1 – Провисання u(x) гнучкої струни у результаті дії розподіленого на x ∈ (0, 1)
навантаження f(x).

Розв’язування.
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Розгляньмо рівновагу довільного елемента струни довжиною ∆ℓ. Проектуючи сили, які
діють на вирізаний зі струни елемент, на вісі Ox, Oy (Рис. 15.1), отримуємо рівняння

−T (x) cosα(x) + T (x+∆x) cosα(x+∆x) = 0,

−T (x) sinα(x) + T (x+∆x) sinα(x+∆x)−∆P = 0,

де T (x) – величина натягу струни у перерізі x, α(x) – кут між дотичною до струни і віссю
Ox, ∆P – величина розподіленого навантаження, що припадає на вирізаний елемент.

З першого рівняння слідує, що T (x) cosα(x) = T0 = const, тобто горизонтальна складо-
ва натягу струни завжди має стале значення. З другого рівняння знаходимо, що

d (T (x) sinα(x)) = dP (x),

або
T0d (tgα(x)) = dP (x), T0du′ = dP (x). (15.10)

У цій задачі dP (x) = f(x)dx. Поділивши обидві частини рівняння (15.10) на dx, отримаємо
базове звичайне диференціальне рівняння для провисання u(x):

d2u
dx2 = f(x) для x ∈ (0, 1) (15.11)

із граничними умовами
u(0) = 0 and u(1) = 0. (15.12)

Помножимо тепер, формально, обидві частини рівняння (15.11) на g(x, x′) і проінтегру-
ємо від 0 до 1 за змінною x. Матимемо∫ 1

0

g(x, x′)
d2u
dx2dx =

∫ 1

0

g(x, x′)f(x)dx.

Ліву частину рівняння двічі проінтегруємо частинами:∫ 1

0

d2
dx2g(x, x

′)u(x)dx+

+

[
g(1, x′)

du
dx

∣∣∣∣
x=1

− g(0, x′)
du
dx

∣∣∣∣
x=0

− u(1)
dg(1, x′)

dx + u(0)
dg(0, x′)

dx

]
=

=

∫ 1

0

g(x, x′)f(x)dx.

(15.13)

Доданки у лівій частині рівняння (15.13), які взято у квадратні дужки, є доданками грани-
чних умов. Врахування граничних умов (15.12) призводить до рівності нулеві останніх двох
доданків у лівій частині. Далі, очевидним вибором граничних умов для g(x, x′) буде такий

g(0, x′) = 0 і g(1, x′) = 0. (15.14)

Вибравши умови таким чином, ми прибираємо взагалі усі доданки граничних умов (оче-
видно, так можна зробити далеко не у кожній задачі). Тепер припустімо, що g(x, x′) задо-
вольняє рівняння

d2g(x, x′)
dx2 = δ(x− x′), (15.15)
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із граничними умовами (15.14). Підставивши значення функцій з рівнянь (15.15) і (15.14) до
рівняння (15.13), матимемо розв’язок у такому вигляді:

u(x′) =

∫ 1

0

g(x, x′)f(x)dx. (15.16)

Для того, щоб скористатися записаним розв’язком, достатньо лише знайти g(x, x′). За-
уважимо, що якщо позначити диференціальний оператор d2/dx2 у початковому рівнянні че-
рез L, спряженим до нього оператором L∗ буде також d2/dx2, у чому неважко переконатися
подвійним інтегруванням частинами. Таким чином, цей оператор є самоспряженим.

Останнім кроком у розв’язанні є визначення розв’язку (15.15) із граничними умовами
(15.14). Роль змінної тепер грає x′. Зафіксувавши якесь x′ із проміжку від 0 до 1, рівняння
(15.15) можна розв’язати окремо для проміжків 0 < x < x′ і x′ < x < 1. Маємо

d2g(x, x′)

dx2 = 0 для 0 < x < x′, (15.17a)

d2g(x, x′)
dx2 = 0 для x′ < x < 1. (15.17b)

Загальний розв’язок для кожного з підвідрізків визначається дуже просто:

g(x, x′) = Ax+B для 0 < x < x′ (15.18a)
g(x, x′) = Cx+D для x′ < x < 1. (15.18b)

До цього загального розв’язку входить чотири невідомі сталі: A, B, C і D. Два співвід-
ношення для визначення цих сталих можна отримати з граничних умов (15.14).

Маємо
g(0, x′) = 0 → B = 0; g(1, x′) = 0 → C +D = 0. (15.19)

Щоб отримати ще два співвідношення, потрібні для визначення усіх чотирьох сталих,
повернемося до основного рівняння (15.15). Проінтегруємо його обидві частини заx відx′−ε
до x′ + ε і перейдемо до границі ε→ 0. Дістанемо

lim
ε→0

∫ x′+ε

x′−ε

d2g(x, x′)
dx2 dx = lim

ε→0

∫ x′+ε

x′−ε

δ(x− x′)dx,

звідки
dg(x, x′)

dx

∣∣∣∣
x=x′+

− dg(x, x′)
dx

∣∣∣∣
x=x′−

= 1. (15.20)

Таким чином, перша похідна від g(x, x′) має розрив першого роду при переході x через
x′. Втім, як можна сподіватися, сама g(x, x′) має бути неперервною у x′, тобто

g(x, x′)|x=x′+ = g(x, x′)|x=x′− . (15.21)

Вище, через x′+ і x′− позначено точки, які є нескінченно близькими до x′ праворуч і
ліворуч відповідно. Використовуючи розв’язки (15.18a) і (15.18b) для g(x, x′) на кожному з
підвідрізків, знаходимо, відповідно, з рівнянь (15.20) і (15.21)

C − A = 1, Cx′ +D = Ax′ +B. (15.22)
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Рівняннями (15.19) і (15.22) можна скористатися для визначення усіх чотирьох сталих
A, B, C іD:

A = x′ − 1, B = 0, C = x′, D = −x′,

звідки розв’язок (15.18) набуває форми

g(x, x′) =

{
(x′ − 1)x для x < x′,
x′(x− 1) для x > x′,

(15.23a)

= x<(x> − 1) для
{
x< = (x+ x′)/2− |x+ x′|/2,
x< = (x+ x′)/2 + |x+ x′|/2. (15.23b)

Фізично, функція Ґріна (15.23) відповідає провисанню струни під дією зосередженого
навантаження δ(x − x′), прикладеного у точці x = x′, як це показано на Рис. 15.2. Через
це цю функцію також називають функцією впливу.

x =1

g(x,x')

x =0

�(x�x')

x=x'

Рисунок 15.2 – Провисання u(x) гнучкої струни під дією зосередженого навантаження δ(x−
x′), прикладеного у точці x = x′.

Знайдену нами функцію впливу для зосередженої сили можна тепер використати для
розв’язування задачі для будь-якого розподіленого навантаження f(x) за допомогою рівня-
ння (15.16):

u(x) =

∫ 1

0

g(ξ, x)f(ξ)dξ =

=

∫ x

0

(x− 1)ξf(ξ)dξ +
∫ 1

x

x(ξ − 1)f(ξ)dξ =

= (x− 1)

∫ x

0

ξf(ξ)dξ + x

∫ 1

x

(ξ − 1)f(ξ)dξ.

(15.24)

15.2 Складніший приклад застосування функцій Ґріна. Рів-
няння Сомільяни

Теорема Бетті:
σijε

′
ij = σ′ijεij (15.25)

Інтегральна форма:∫
V

σijε
′
ijdV =

1

2

∫
V

σij
(
u′i,j + u′j,i

)
dV =

∫
V

σiju
′
i,jdV =

∫
S

σijnju
′
idS−

−
∫
V

σij,juidV =

∫
S

piu
′
idS +

∫
V

Xiu
′
idV =

∫
S

p′iuidS +

∫
V

X ′
iuidV

(15.26)
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∆u = f ; ∆E(x, ξ) = δ(x− ξ); (15.27)

u(x) =

∫
V

f(ξ)E(x, ξ)dV +

∫
S

∂u

∂n
dS −

∫
S

u
∂E

∂n
dS. (15.28)

E(x, ξ) – фундаментальний розв’язок (реакція нескінченного тіла на дію точкового наван-
таження). ∫

S

piu
′
idS +

∫
V

Xiu
′
idV =

∫
S

p′iuidS +

∫
V

X ′
iuidV (15.29)

покладемоX ′
i = δikδ(x− ξ). Тобто у ξ розташуємо одиничну силу у напрямку xk.

Ця сила викличе у x переміщення Uk
i (x, ξ) у напрямку xi. Uk

i (x, ξ) задовольняють такі
рівняння:

(λ+ µ)ukl,li + µuki,ll + δikδ(x− ξ) = 0. (15.30)
Uk
i – система фундаментальних розв’язків (функцій Ґріна) рівнянь у переміщеннях для одно-

рідного тіла.
Для збереження рівноваги тіла слід вибрати p′i особливим чином:

p′I(x, ξ)
(
λUk

l,lδij + µ(Uk
i,j + Uj,i)

)
nj = qki (x, ξ). (15.31)

Для теореми Бетті:

X ′
i = δikδ(x− ξ); p′i = qki (x, ξ);u

′
i = Uk

i (x, ξ). (15.32)

Тоді∫
S

piU
k
i (x, ξ)dSx+

∫
V

XiU
k
i (x, ξ)dVx =

∫
S

qki (x, ξ)uidSx+

∫
V

δikδ(x− ξ)X ′
iuidVx (15.33)

∫
V

δikδ(x− ξ)X ′
iuidVx =

{
uk(ξ), ξ ∈ V ;
0, ξ /∈ V.

(15.34)

Отже, якщо ξ ∈ V ,

uk(ξ) =

∫
V

XiU
k
i (x, ξ)dVx +

∫
S

piU
k
i (x, ξ)dSx −

∫
S

qki (x, ξ)uidSx. (15.35)

Якщо ж ξ /∈ V ,∫
V

XiU
k
i (x, ξ)dVx +

∫
S

piU
k
i (x, ξ)dSx −

∫
S

qki (x, ξ)uidSx = 0. (15.36)

Рівняння (15.35) і (15.36) називаються рівняннями Сомільяни2.∫
V

XiU
k
i (x, ξ)dVx – ньютонів потенціал.∫

S

piU
k
i (x, ξ)dSx – потенціал простого шару.∫

S

qki (x, ξ)uidSx – потенціал подвійного шару.

2Carlo Somigliana (1860 – 1955) – італійський математик
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Лекція 16
Поняття про коректно поставлені задачі. Інтегральне
рівняння Фредгольма першого роду як некоректно

поставлена задача

Розв’язання інтегрального рівняння Фредгольма 1-го роду∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds = f(t), (16.1)

деK(t, s), f(t) – відомі функції, φ(t) – шукана функція, пов’язане із специфічними трудно-
щами, суттєво відмінними від тих, з якими можна зустрітися у теорії інтегральних рівнянь
2-го роду.

Нехай, наприклад, ядроK(t, s) є поліном відносно t та s:

K(t, s) = a0(s)t
m + a1(s)t

m−1 + . . .+ am(s),

де ai(s) – поліноми відносно s (i = 1,m).
Тоді ліва частина (16.1) буде мати вигляд b0tm + b1t

m−1 + . . . + bm для будь-якої фун-
кції φ(t) ∈ C([a; b]), а отже, такий саме вигляд повинна мати і права частина (16.1), тобто
функція f(t).

Таким чином, для будь-якої неперервної функції f(t) розв’язок рівняння (16.1), загалом
кажучи, не існує при як завгодно «доброму» ядріK(t, s).

Далі, розгляньмо, наприклад, найпростіше інтегральне рівняння 1-го роду∫ 1

0

φ(s)ds = t

з ядромK(t, s) ≡ 1 і f(t) = t.
Очевидно, що у класі інтегровних (зокрема, неперервних) функцій це рівняння не має

розв’язків.
Нехай ядроK(t, s) рівняння (16.1) симетричне.
Внаслідок теореми Гільберта – Шмідта для існування розв’язку рівняння (16.1) необхі-

дно, щоб функція f(t) розкладалася за власними функціями {φi(t)} ядраK(t, s):

f(t) =
∑
i

(f, φi)φi(t). (16.2)
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За виконання цієї умови, розв’язок φ(t) рівняння (16.1) можна шукати у вигляді

φ(t) =
∑
i

ciφi(t). (16.3)

Підставляючи (16.3) до (16.1) і порівнюючи з (16.2), одержимо ci
λi

= (f, φi), звідки. ci =

λi(f, φi). Якщо нам потрібно, щоб розв’язок φ(t) належав до L2([a; b]), слід накласти на
f(t) додаткові вимоги (умови теореми Пікара1).
Теорема 36 (Пікар). Інтегральне рівняння 1-го роду із замкненим симетричним2 ядром
K(t, s) (16.1), де f(t) ∈ L2([a; b]), має, і при тому єдиний, розв’язок у класі L2([a; b]) то-
ді й лише тоді, коли ряд

∞∑
k=1

λ2kf
2
k (16.4)

збіжний.
Тут λk – характеристичні числа ядра K(t, s), fk = (f, φk) – коефіцієнти Фур’є функції

f(t) щодо власних функцій φn(t) цього ядра:

φn(t) = λn

∫ b

a

K(t, s)φn(s)ds. (16.5)

Доведення. Припустімо, що існує розв’язок φ(t) ∈ L2([a; b]) рівняння (16.1). Тоді мати-
мемо

fn =

∫ b

a

f(t)φn(t)dt =
∫ b

a

{∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds
}
φn(t)dt =

=

∫ b

a

{∫ b

a

K(t, s)φn(t)dt
}
φ(t)ds = 1

λn

∫ b

a

φn(s)φ(s)ds. (16.6)

Тут ми скористалися тим, що внаслідок (16.1)

f(t) =

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds,

а також тим, що внаслідок симетричності ядра∫ b

a

K(t, s)φn(t)dt =
1

λn
φn(s).

Рівність (16.6) можна записати у вигляді∫ b

a

φ(s)φn(s)ds = λnfn, (16.7)

1Charles Émile Picard (1856 – 1941) – французький математик, відомий дослідженнями у широкому колі математичних проблем.
2Симетричне ядроK(t, s) називається замкненим в L2([a; b]), якщо кожна функція ω(t) ∈ L2([a; b]), що задовольняє тотожність∫ b

a

K(t, s)ω(s)ds = 0,

рівна нулю майже всюди на [a; b]. Замкнене ядро характеризується тим, що власні функції ядра утворюють повну в L2([a; b]) орто-
гональну систему функцій.
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звідки видно, що числа λnfn є коефіцієнтами Фур’є функції φ(t) ∈ L2([a; b]). Як відомо, ряд
(16.4), що складається з квадратів таких коефіцієнтів, обов’язково має бути збіжним.

Припустімо, навпаки, що ряд (16.4) збігається. Тоді через ізометричність і ізоморфність
просторів L2([a; b]) і l2 (теорема Ріса-Фішера [9]) існує функція φ(t) ∈ L2([a; b]), і при то-
му єдина, для якої числа λnfn є коефіцієнтами Фур’є за системою функцій {φn(t)}, тобто
виконуються рівності (16.7) для усіх n (n ∈ N). Ця функція φ(t) задовольняє дане інтеграль-
не рівняння. Справді, за побудовою φ(t), функції f(t) і

∫ b

a K(t, s)φ(s)ds коефіцієнти Фур’є
щодо системи системи {φn(t)} власних функцій ядраK(t, s) у цих функцій є однаковими.

Отже, функції f(t) і
∫ b

a K(t, s)φ(s)ds тотожні (у сенсі метрики L2([a; b])). ■
Якщо ядроK(t, s) не є замкненим, то розв’язок рівняння (16.1) не єдиний. Нехай ω1(t),

…, ωk(t) – не рівні нулю майже всюди функції такі, що∫ b

a

K(t, s)ωj(s)ds = 0 (j = 1, k).

Тоді, якщо φ0(t) – розв’язок рівняння (16.1), то функція

φ0(t) +
k∑

j=1

Cjωj(t),

де Cj (j = 1, k) – довільні сталі, також буде розв’язком цього рівняння. У випадку виродже-
ного ядра розв’язок рівняння (16.1) може містити нескінченну кількість довільних сталих.

Вимога замкненості ядра K(t, s) є істотною не лише для єдиності розв’язку рівняння
(16.1), але й взагалі для можливості розв’язання цього рівняння. Якщо відмовитися від ви-
моги замкненості, то серед рівнянь вигляду∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds = f(t) + g(t),

де f(t) – задана неперервна функція, не ортогональна до усіх φn(t), a g(t) – будь-яка непе-
рервна функція, ортогональна до всіх φn(t), можна знайти нерозв’язні рівняння.

Розгляньмо, наприклад, рівняння ∫ 1

0

φ(s)ds = 1. (16.8)

Воно має очевидний розв’язок φ(t) ≡ 1. Безпосередньою перевіркою переконуємося у
тому, що розв’язками рівняння (16.8) будуть також функції

φ(t) = 1 + ω(t),

деω(t) = αt+β і величиниα, β – будь-які дійсні числа, що задовольняють умовуα+2β = 0.
З іншого боку, рівняння ∫ 1

0

φ(s)ds = 1 + t,

очевидно, нерозв’язне.
Для розв’язання деяких інтегральних рівняньФредгольма 1-го роду можна застосовувати

метод послідовних наближень.
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Теорема 37. НехайK(t, s) – симетричне додатно визначене L2-ядро, і нехай рівняння (16.1)
однозначно розв’язне.

Тоді послідовність {φn(t)}, визначена рекурентним співвідношенням

φn(t) = φn−1(t) + λ

[
f(t)−

∫ b

a

K(t, s)φn−1(s)ds
]
, n ∈ N, (16.9)

де
φ0(t) ∈ L2([a; b]), 0 < λ < 2λ1 (16.10)

і λ1 – найменше характеристичне число ядра K(t, s), збігається у середньому до розв’язку
рівняння (16.1).

Доведення. Справді, покладаючи у рівності (16.9)

φn(t) = φ(t) + un(t),

надамо їй вигляду

un(t) = un−1(t) + λ

∫ b

a

K(t, s)un−1(s)ds. (16.11)

Помножимо обидві частини (16.11) на власну функцію vi(t) ядра й проінтегруємо за t від
a до b. Дістанемо

αn
i = αn−1

i − λ

∫ b

a

vi(t)dt
∫ b

a

K(t, s)un−1(s)ds, (16.12)

де

αn
i =

∫ b

a

un(t)vi(t)dt.

Використовуючи симетричність ядраK(t, s) і те, що

vi(t) = λi

∫ b

a

K(t, s)vi(s)ds,

отримаємо ∫ b

a

vi(t)dt
∫ b

a

K(t, s)un−1(s)ds =
αn−1
i

λi
.

Таким чином, з (16.12)

αn
i =

(
1− λ

λi

)
αn−1
i =

(
1− λ

λi

)n

α0
i .

Розгляньмо інтеграл ∫ b

a

u2n(t)dt =
∫ b

a

[φn(t)− φ(t)]2dt.

Внаслідок повноти системи функцій {vi(t)} маємо∫ b

a

u2n(t)dt =
∞∑
i=1

(αn
i )

2 =
∞∑
i=1

(
1− λ

λi

)2n

(α0
i )

2.
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Оскільки 0 < λ < 2λ1, (
1− λ

λi

)2

⩽ 1.

Тому для будь-якого ε > 0 можна вказати такий номер N = N(ε), що при n > N(ε)

∞∑
i=1

(αn
i )

2 < ε.

Таким чином, ми отримуємо нерівність∫ b

a

u2n(t)dt =
∫ b

a

[φn(t)− φ(t)]2 dt < ε,

яка означає, що послідовність {φn(t)} збігається у середньому до розв’язку φ(t) рівняння
(16.1). ■

Знову розгляньмо рівняння (16.1), не припускаючи тепер, що ядро є симетричним. Засто-
суємо до його розв’язування загальний метод невизначених коефіцієнтів. Суть цього методу
– розкладення шуканої функції за деякою повною системою функцій. Він виявляється, вза-
галі, добре пристосованим до розв’язування інтегральних рівнянь Фредгольма 1-го роду.

Будемо шукати розв’язок φ(t) рівняння (16.1) у вигляді

φ(t) =
∑
n

angn(t)w(t), (16.13)

де функції gn(t) (n ∈ N)) утворюють деякі повну систему на інтервалі (a, b); w(t) – деяка
вагова функція, яку слід вибирати близькою до φ(t) і тим самим поліпшити збіжність ряду
(16.13). Якщо про розв’язок φ(t) немає ніяких відомостей, можна покласти w(t) = 1.

Підставляючи φ(t) у формі (16.13) у рівняння (16.1), матимемо

f(t) =
∑
n

an

∫ b

a

K(t, s)gn(s)w(s)ds,

або
f(t) =

∑
n

anhn(t), (16.14)

де hn(t) – відомі функції:

hn(t) =

∫ b

a

K(t, s)gn(s)w(s)ds. (16.15)

Таким чином, розв’язання інтегрального рівняння зведеться до знаходження коефіцієн-
тів an за відомими функціями f(t) і hn(t).

Особливо просто це зробити у двох випадках:
1) Якщо функції hn(t) = cnt

n (n = 0, 1, . . .), то права частина (16.14) виявляється сте-
пеневим рядом, отже невідомі коефіцієнти an можна визначити шляхом порівняння коефі-
цієнтів цього ряду із відповідними коефіцієнтами у розкладі f(t) за степенями t.
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2) Якщофункціїhn(t) утворюють ортогональне з вагою ρ(t) сімейство на інтервалі (a, b):∫ b

a

ρhn(t)hm(t)dt = Nδmn.

Тут δmn – символ Кронекера,

δmn =

{
0, якщо m ̸= n,
1, якщо m = n.

Тобто коефіцієнти an легко визначаються з (16.14) за формулами

an =
1

Nn

∫ b

a

f(t)ρ(t)hn(t)dt,

де

Nn =

∫ b

a

ρ(t)h2n(t)dt.

Нажаль, загалом, функціїhn(t) не є ні степенями t, ні елементами ортогональної системи
і визначення коефіцієнтів an буває пов’язане зі значними технічними труднощами.

Як приклад, що ілюструє викладений метод, розгляньмо випадок hn(t) = tn.
Такий випадок має місце, коли ядро інтегрального рівняння є твірною функцією для сі-

мейства ортогональних поліномів.
Означення 36. Функція G(t, z) називається твірною для системи функцій

g0(z), g1(z), . . . , gn(z), . . .

якщо

G(t, z) =
∞∑
n=0

cngn(z)t
n (cn ̸= 0),

тобто якщо функції gn(z) (n = 0, 1, 2, . . .) отримуються у результаті розкладання G(t, z) у
ряд за степенями t.

Як відомо, твірну функцію для поліномів ЕрмітаHn(z) можна записати у вигляді

e−(t−z)2 =
∞∑
n=0

e−z2Hn(z)

n!
tn. (16.16)

Цей розклад можна застосувати для розв’язування інтегрального рівняння

f(t) =

∫ +∞

−∞
e−(t−s)2φ(s)ds. (16.17)

Задачі такого типу виникають у питаннях про поширення тепла, коли шуканим є перві-
сний розподіл джерел, який породжує деякий заданий розподіл температури. Покладемо

φ(s) =
∑
n

anHn(s).
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Використовуючи розклад (16.16) ядра рівняння (16.17) і той факт, що∫ +∞

−∞
H2

n(s)e
−s2ds = 2nn!

√
π,

Можемо звести рівняння (16.17) до вигляду

f(t) =
√
π
∑
n

an2
ntn.

Звідси

an =
f (n)(0)

2nn!
√
π
.

А отже, розв’язок φ(t) рівняння (16.17) має вигляд

φ(t) =
1√
π

∑
n

f (n)(0)

2nn!
Hn(t).

16.1 Операторні рівняння 1-го роду. Поняття регуляризації
Розгляньмо операторне рівняння

Ax = f (16.18)
Тут A : X → Y є лінійним оператором, що діє з нормованого лінійного простору X до
нормованого лінійного простору Y .
Означення 37. Операторне рівняння (16.18) називається некоректним, якщо операторA не
задовольняє хоча б одну з таких умов:
• A є бієкцією;
• оператор A−1 : Y → X , якщо він існує, є неперервним.

Дамо одне означення, яке буде корисним для формалізації вимог до оператора A, які
визначають множину некоректних задач для рівняння (16.18).
Означення 38. Лінійний оператор A : X → Y називають обмеженим знизу, якщо існує
таке C > 0, що ∥Ax∥ ⩾ C∥x∥, ∀x ∈ X .

Результати досліджень у межах функціонального аналізу показують, що (16.18) є неко-
ректним тоді й лише тоді, коли або T не є сюр’єкцією або не є обмеженим знизу.

Якщо A не є сюр’єкцією, тоді існують f ∈ Y такі, що (16.18) є нерозв’язним. У таких
випадках доводиться шукати так званий розв’язок із мінімальною нормою лишку, скажімо
x̂. Якщо існування такого x̂ гарантовано, варто визначити умови, за яких задача визначення x̂
є коректною. Якщо модифікована задача також некоректна, доводиться її регуляризувати.
Означення 39. Регуляризацією рівняння (16.18) називається заміна початкової некоректної
задачі сімейством близьких до неї коректних задач і наступне наближення до x̂ із прямува-
нням похибки у даних y до нуля.

Наведемо приклад некоректності (16.18), коли A не обмежено знизу.
Нехай A не є обмеженим знизу. Тоді, для будь-якого n ∈ N, існує ненульове un ∈ X

таке, що ∥Aun∥ < (1/n)∥un∥ для усіх n ∈ N. Отже, якщо x ∈ X і xn := x +
√
nun/∥un∥
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тоді
∥Axn − Ax∥ =

√
n||Aun∥
∥un∥

<
1√
n

n→∞−−−→ 0,

але
∥xn − x∥ =

√
n

n→∞−−−→ ∞.

Прикладом операторного рівняння 1-го роду є інтегральне рівняння Фредгольма 1-го ро-
ду ∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds = f(t), (16.19)

деK(t, s) – інтегроване із квадратом у прямокутнику Q = {a ⩽ t, s ⩽ b} ядро, а φ(t) і f(t)
– функції з L2([a; b]) є прикладом операторного рівняння 1-го роду.

Також некоректними є рівняння задачі, яка виникає під час аналізу даних геологорозвід-
ки:

γ

∫ 1

0

1

[1 + (t− s)2]3/2
φ(s)ds = f(t), t ∈ [0; 1],

рівняння зворотної задачі теплопровідності:∫ π

0

K(t, s)φ(s)ds = f(t), t ∈ [0; π] ,

де

K(t, s) =
2

π

∞∑
n=1

sinnt sinns,

рівняння задачі комп’ютерної томографії (рівняння Абеля першого роду):∫ R

s

2sφ(s)√
s2 − t2

ds = f(t), t ∈ (0, R] .

Одним з істотних моментів у теорії таких рівнянь є те, що оператор, обернений до ком-
пактного, не обмежений. Тому, якщо f1 і f2 – два близьких між собою елемента з Y і обидва
рівняння

Aφ = f1, Aφ = f2

розв’язні, то відповідні розв’язкиφ1 = A−1f1 іφ2 = A−1f2 можуть значно відрізнятися один
від одного.

Таким чином, як завгодно мала похибка у вільному члені рівняння (16.18) може привести
до як завгодно великої помилки у розв’язку.

Розгляньмо рівняння (16.18), де A – лінійний компактний оператор і ∥A∥ ⩽ 1.
Нехай задачу з розв’язання рівняння (16.18) поставлено коректно, і нехай множина ко-

ректностіM є множиною функцій u, які визначаються співвідношенням

u = Bv, ∥v∥ ⩽ 1, (16.20)

де B – лінійний компактний оператор, ∥B∥ ⩽ 1.
Нехай задана функція ω(τ), що задовольняє наступні умови:
а) ω(τ) – неперервна неспадна функція, і ω(0) = 0;
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б) для будь-якого u ∈M , що задовольняє нерівность

∥Au∥ ⩽ τ,

має місце нерівність
∥u∥ ⩽ ω(τ). (16.21)

Вкажемо один метод розв’язання рівняння (16.18), обмежившись найпростішим випад-
ком.

Нехай A – додатно визначений симетричний оператор і оператори A і B можна пере-
ставляти. Позначимо через φτ функцію

φτ = (A+ τI)−1f, τ ⩾ 0,

і оцінимо різницю φτ − φ. Внаслідок (16.18), (16.20) маємо

φτ − φ =
{
(A+ τI)−1A− I

}
Bψ = −τB(A+ τI)−1ψ (16.22)

де φ = Bψ, ∥ψ∥ ⩽ 1.
Функція wτ = τ(A+ τI)−1ψ задовольняє нерівності

∥wτ∥ ⩽ 1, ∥Awτ∥ ⩽ τ, ∥ABwτ∥ ⩽ τ. (16.23)

Справді, внаслідок додатної визначеності оператора A, для будь-якої функції w маємо

∥(A+ τI)w∥ ⩾ ∥Aw∥,
∥(A+ τI)w∥ ⩾ τ∥w∥,

}
(16.24)

звідки, взявши замість w функцію (A+ τI)−1w, дістанемо

∥A(A+ τI)−1w∥ ⩾ ∥w∥,
∥(A+ τI)−1w∥ ⩾ 1

τ ∥w∥,

}
(16.25)

З нерівностей (16.25) уже випливають нерівності (16.23). З нерівностей (16.24) і з нерів-
ності (16.21) отримуємо

∥Bwτ∥ = ∥φτ − φ∥ ⩽ ω(τ). (16.26)
Таким чином, якщо функція f така, що рівняння (16.18) розв’язне, то φτ → φ за нормою

при τ → 0.
Нехай тепер права частина f відома з точністю до ε, тобто відома функція fε така, що

∥f − fε∥ < ε.

Позначимо через φτε функцію
φτε = (A+ τI)−1fε

і оцінимо різницю φ− φτε. Внаслідок (16.25) і (16.26) маємо

∥φ− φτε∥ ⩽ ω(τ) + ∥(A+ τI)−1(f − fε)∥ ⩽ ω(τ) + ε/τ. (16.27)

Якщо τ є коренем рівняння τω(τ) = ε, то з нерівності (16.27) випливає

∥φ− φτε∥ ⩽ 2ω(τ).
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Очевидно, що τ , а, значить, і ω(τ), прямує до нуля при ε → 0. Отже, функцію φτε можна
вважати наближеним розв’язком рівняння (16.18). Зазначимо, що визначення функції φτε =
(A+ τI)−1fε еквівалентне розв’язанню операторного рівняння 2-го роду

τφτε + Aφτε = fε.

Стосовно рівняння Фредгольма (16.19) це означає, що ми розглядаємо замість (16.19)
рівняння 2-го роду

τφ(t) +

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds = fε(t).

Наведемо один пов’язаний із нашим розглядом результат Іванова. Нехай маємо інте-
гральне рівняння ∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds = f(t)

з симетричним, замкненим, додатно визначеним ядром.Нехай розв’язокφ0(t) цього рівняння
існує й належить L2([a; b]) або C([a; b]). Нехай, далі, φ(t; τ, ε) – розв’язок рівняння

τφ(t) +

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds = fε, τ > 0,

де
∥f(t)− fε(t)∥ < ε.

Досліджується асимптотика функцій ε = ε(τ), для яких

φ(t; τ, ε(τ)) → φ0(t) при τ → 0. (16.28)

Виявляється, що для сильної L2-збіжності у (16.28) необхідно й достатньо, щоб ε = o(
√
τ).

Для рівномірної збіжності у (16.28) у деяких випадках досить, щоб ε = o(τ). Вибір величини
τ є суттєвим, але пов’язаним зі значними труднощами. Величину τ підбирають емпірично,
за допомогою аналізу модельних задач із відомими розв’язками.

Приклад. Поєднавши метод регуляризації із будь-яким іншим методом, розв’язати інтегральне рівняння
Фредгольма першого роду

1

4
et =

∫ 1
4

0

et−sφ(s)ds.

Розв’язування.Скористаймося одним із описаних вищеметодів регуляризації, розглянувши таке рівняння:

τφτ (t) =
1

4
et −+

∫ 1
4

0

et−sφτ (s)ds. (16.29)

Поділивши обидві частини рівняння (16.29) на τ , отримаємо

φτ (t) =
1

4τ
et − 1

τ

∫ 1
4

0

et−sφτ (s)ds. (16.30)

Отримане рівняння є інтегральним рівнянням Фредгольма другого роду із виродженим ядром, яке ми
розв’яжемо уже відомим способом. Оскільки визначений інтеграл у рівнянні після винесення множника et
є сталим значенням, розв’язок рівняння (16.30) можна записати у вигляді

φτ (t) =

(
1

4τ
− C

τ

)
et, (16.31)
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де

C =

∫ 1
4

0

e−sφτ (s)ds. (16.32)

Для визначення C підставимо (16.31) до (16.32), знайдемо отриманий інтеграл і отримаємо

C =
1

1 + 4τ
.

Звідки
φτ (t) =

et

1 + 4τ
.

Точний розв’язок φ(t) початкового рівняння можна отримати переходом до границі:

φ(t) = lim
τ→0

φτ (t) = et.

Приклад. Поєднавши метод регуляризації із будь-яким іншим методом, розв’язати інтегральне рівняння
Фредгольма першого роду

et + 1 =

∫ 1

0

(4set + 3)φ(s)ds.

Розв’язування. Зауважимо, що функція виміряних даних f(t) = et + 1 містить ті самі компоненти щодо
t, що й ядроK(t, s) = 4set + 3. Саме така форма залежності гарантує існування розв’язку.

Застосовуючи регуляризацію, можемо отримати з початкового рівняння таке:

φτ (t) =
1

τ
et +

1

τ
− 1

τ

∫ 1

0

(4set + 3)φτ (s)ds. (16.33)

Отримане інтегральне рівняння Фредгольма другого роду із виродженим ядром розв’яжемо у звичний спосіб.
Очевидно, через рівність сталим величинам визначених інтегралів у правій частині, його можна переписати у
такому вигляді

φτ (t) =
1

τ
et +

1

τ
− 1

τ

(
4et
∫ 1

0

sφτ (s)ds+ 3

∫ 1

0

φτ (s)ds
)

=

(
1

τ
− 4C1

τ

)
et +

(
1

τ
− 3C2

τ

)
, (16.34)

де
C1 =

∫ 1

0

sφτ (s)ds, C2 =

∫ 1

0

φτ (s)ds. (16.35)

Для визначення C1 і C2 підставимо (16.34) до (16.35), знайдемо відповідні інтеграли і розв’яжемо систему
лінійних алгебраїчних рівнянь, звідки

C1 =
3(e− 3− τ)

2(6e− 18− 7τ − τ 2)
, C2 = − −2(e+ 6 + τe)

6e− 18− 7τ − τ 2
.

Підставляючи отримані значення до (16.34), отримаємо наближений розв’язок:

φτ (x) =
(1 + τ)et + (7− 3e+ τ)

6(3− e) + (7τ + τ 2)
.

Точний розв’язок рівняння отримуємо, спрямовувавши τ до нуля:

φ(t) = lim
τ→0

φτ (t) =
1

6(3− e)
et +

7− 3e

6(3− e)
.

Варто зауважити, що іншим розв’язком цього рівняння є функція

φ(t) = t2.

Як уже зазначалося раніше, задача з розв’язання інтегрального рівняння Фредгольма першого роду є некоре-
ктною задачею. Для некоректних задач розв’язок може не існувати або, якщо він існує, бути не єдиним.

� Задачі для самостійного розв’язування
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1. Поєднавши метод регуляризації із будь-яким іншим методом, розв’язати інтегральне рівняння Фредгольма
першого роду

sin t+ 3 cos t =
∫ π

0

(2s sin t+ 3 cos t)φ(s)ds.

2. Поєднавши метод регуляризації із будь-яким іншим методом, розв’язати інтегральне рівняння Фредгольма
першого роду

sin 2t− cos 3t =
∫ π/2

0

(cos 2s sin 2t+ 4 cos 3t)φ(s)ds.

152



Лекція 17
Згладжувальний функціонал і регуляризація за Тихоновим

Загальніший підхід до розв’язування операторних рівнянь 1-го роду було запропоновано
Тихоновим.

Нехай маємо операторне рівняння

Ax = f. (17.1)

Тоді його регуляризованим розв’язком за Тихоновим називається елемент простору X ,
xα(f) = Rαf , який мінімізує функціонал Тихонова або згладжувальний функціонал

Mα[x, f ] = ∥Ax− f∥2 + α∥x∥2.

При цьому α називається параметром регуляризації. Вибір способу прямування цього пара-
метра до нуля при відшуканні розв’язку є характеристикою алгоритму розв’язування.

У межах теорії функціонального аналізу, за певних умов, що накладаються на оператор
A, показано, що відповідна задача мінімізації має єдиний розв’язок.

Розгляньмо застосування цієї методики до розв’язування інтегрального рівняння Фре-
дгольма 1-го роду.

Нехай x і f неперервні функції, причому f(t) визначено на відрізку t ∈ [c; d], x(t) – на
відрізку t ∈ [a; b], а ядроK(t, s) – у прямокутнику {t ∈ [c; d], s ∈ [a; b]} а саме рівняння має
вигляд ∫ b

a

K(t, s)x(s)ds = f(t). (17.2)

Далі, відповідно до робіт школи Тихонова, використаємо такий варіант згладжувального
функціонала:

Mα[x, f ] = N [x, f ] + αΩ[x], (17.3)
де

N [x, f ] = ∥Ax− f∥2 =
∫ d

c

(Ax− f)2dt, (17.4)

Ω[x] = ∥x∥ =

∫ b

a

[p(t)(x′)2 + q(t)x2]dt, p(t) > 0, q(t) > 0. (17.5)

Ω[x] називають стабілізувальним функціоналом. Він надає стійкості розв’язку відносно не-
значних змін правої частини рівняння.

Надалі буде показано, що у випадку, коли у рівнянні (17.2) права частина задана з по-
хибкою, як наближений розв’язок рівняння (17.2) варто вибирати функцію, що мінімізує
функціоналMα[x, f̃ ], де f̃ – наближене значення правої частини (17.2).
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Отже, вивчимо властивості функціонала Mα[x, f ]. Сформулюємо варіаційну задачу на
екстремум функціонала Mα[x, f ]. Екстремум шукатимемо у класі двічі неперервних фун-
кцій x(t) ∈ C2([a; b]), які задовольняють умови

x′(a) = x′(b) = 0. (17.6)

Нехай x(t) і x(t) + δx(t) – дві функції, що належать C2([a; b]). Обчислимо приріст
функціонала Mα, що відповідає приросту δx, тобто обчислимо величину Mα[x + δx, f ] −
Mα[x, f ]. Маємо

Mα[y, f ] =

∫ d

c

[A(x+ δx)− f ]2dt+ α

∫ b

a

[p(x′ + δx′)2 + q(x+ δx)2]dt =

=

∫ d

c

[Ax+ Aδx− f ]2dt+ α

∫ b

a

[p(x′ + δx′)2 + q(x+ δx)2]dt =

=

∫ d

c

(Ax− f)2dt+ 2

∫ d

c

(Ax− f)Aδxdt+
∫ d

c

(Aδx)2dt+

+ α

∫ b

a

[px′2 + qx2]dt+ 2α

∫ b

a

(px′δx′ + qxδx)dt+

+

∫ b

a

[p(δx′)2 + qδx2]dt.

У цьому виразі сума першого й четвертого доданків дорівнює Mα[x, f ]. Перенесемо їх
ліворуч і тоді одержимо, що приріст функціонала Mα[x + δx, f ] −Mα[x, f ] розпадається
на лінійну відносно δx частину (це сума другого й п’ятого доданків), варіацію функціонала
δMα, і суму третього й шостого доданків, що залежить від δx нелінійно. Останню частину
позначимо R[δx]. Очевидно, ця частина за будь-якого значення δx є невід’ємною:

Mα[x+ δx, f ]−Mα[x, f ] = δMα +R[δx]. (17.7)

З варіаційного числення відомо, що якщо x(t) реалізує екстремум функціонала Mα, то
δMα = 0, тобто ∫ d

c

(Ay − f)Aδxdt+ α

∫ b

a

(px′δx′ + qxδx)dt = 0. (17.8)

Ця рівність являє собою необхідну умову екстремуму.
Перетворимо перший доданок, змінивши порядок інтегрування:∫ d

c

{[∫ b

a

K(t, s)x(s)ds− f(t)

] ∫ b

a

K(t, y)δx(y)dy
}

dt =

=

∫ b

a

δx(y)dy
∫ d

c

[∫ b

a

K(t, s)K(t, y)x(s)ds
]
dt−

−
∫ b

a

δx(y)dy
∫ d

c

K(t, y)f(t)dt =

=

∫ b

a

δx(y)

[∫ b

a

K̂(s, y)x(s)ds− f̂(t)

]
dy,
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де

K̂(s, y) =

∫ d

c

K(t, s)K(t, y)dt,

f̂(y) =

∫ d

c

K(y, t)f(t)dt.
(17.9)

У другому доданку (17.8) виконаємо інтегрування частинами.
Одержимо∫ b

a

(px′δx′ + qxδx)dt = px′δx|ba +
∫ b

a

(qx− (px′)′)δxdt =

=

∫ b

a

(qx− (px′)′)δxdt,

оскільки позаінтегральний член через (17.6) перетворюється на нуль.
Співвідношення (17.8) тоді набуває вигляду∫ b

a

δx(y)

{∫ b

a

K̂(s, y)x(s)ds− f̂(y) + α

(
qx− d

dy (px
′)

)}
dy = 0.

Оскільки δx(y)—довільна варіація, то, внаслідок основної леми варіаційного числення, ви-
раз у фігурних дужках дорівнює нулеві. Одержуємо рівняння, що визначає екстремалі фун-
кціоналаMα:

d
dy (p(y)x

′(y))− q(y)x(y) =
1

α

∫ b

a

K̂(s, y)x(s)ds− 1

α
f̂(y). (17.10)

Таким чином, якщо x(y) ∈ C2([a; b]) надає функціоналовіMα екстремального значення
за умов (17.6), то x(y) має задовольняти рівняння (17.10).

Доведемо, що рівняння (17.10) за виконання крайових умов (17.6) має єдиний розв’язок.
Для цього спочатку зведемо його до інтегрального рівняння Фредгольма другого роду.

Розгляньмо рівняння
d
dy (px

′)− qx = 0 (17.11)

з умовами (17.6). Переконаймося, що ця задача має тільки тривіальний розв’язок. Справді,
нехай розв’язок x(y) має додатне максимальне значення, якого він досягає у деякій точці
y0 ∈ [a; b]. Тоді x(y0) > 0, x′(y0) = 0, x′′(y0) ⩽ 0. Враховуючи, що p(y0) > 0, q(y0) > 0,
маємо d

dy (px
′) − qx = px′′ − qx < 0, якщо y = y0, що суперечить рівності (17.11). Отже,

sup
y∈[a;b]

x(y) ⩽ 0. Аналогічноможна довести,що inf
y∈[a;b]

x(y) ⩾ 0. Звідси випливає,щоx(y) ≡ 0.

З попереднього розгляду існує функція Ґріна g(t, t′), яка надає змогу перетворити рівня-
ння (17.10) за виконання умов (17.6) еквівалентне до інтегрального рівняння

x(t) =
1

α

∫ b

a

g(t, t′)

[∫ b

a

K̂(s, t′)x(s)ds− f̂(t′)

]
dt′,

або
x(t) =

∫ b

a

T (t, s)x(s)ds− F (t), (17.12)
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де

T (t, s) =
1

α

∫ b

a

g(t, t′)K̂(s, t′)dt′

– деяке ядро, а

F (t) =
1

α

∫ b

a

G(t, ξ)f̂(ξ)dξ.

Рівняння (17.12) є інтегральним рівняннямФредгольма другого роду. Доведемо, що воно має
єдиний розв’язок. Для цього згідно з теоремою 18 досить довести, що відповідне однорідне
рівняння має лише тривіальний розв’язок. А це еквівалентно тому, що однорідне рівняння
(17.10) за умов (17.6) має лише тривіальний розв’язок. Припустимо, що це не так, тобто, що
рівняння

α

(
d
dy (p(y)x

′(t))− q(y)x(y)

)
=

∫ b

a

K̂(s, y)x(s)ds. (17.13)

має нетривіальний розв’язок x(y). Множачи (17.13) на x(y) і інтегруючи, одержимо

α

∫ b

a

(
x

d
dy (px

′)− qx2
)

dy =

∫ b

a

x(y)dy
∫ b

a

K̂(s, y)x(s)ds. (17.14)

Інтегруванням частинами перетворимо ліву частину до вигляду−α
∫ b

a

[(p(x′)2+qx2]dy. Пра-

ву частину перетворимо, користуючись виразом (17.9) для K̂(s, t) і змінюючи порядок інте-
грування:∫ b

a

x(y)dy
∫ b

a

x(s)ds
∫ d

c

K(t, s)K(t, y)dt =

=

∫ d

c

dt
∫ b

a

K(t, s)x(s)ds
∫ b

a

K(t, y)x(y)dy =

∫ d

c

dt
[∫ b

a

K(t, y)x(y)dy
]2
.

Після цих перетворень (17.14) набуде вигляду

−α
∫ b

a

[p(x′)2 + qx2]dy =

∫ d

c

dt
[∫ b

a

K(t, y)x(y)dy
]2
.

Оскільки x(y) ̸≡ 0, ліва частина від’ємна, а права невід’ємна, і ми маємо суперечність, що
доводить, що задача (17.13), (17.6) має лише тривіальний розв’язок, а отже, рівняння (17.12)
(або задача (17.10), (17.6)) має єдиний розв’язок.

Зрозуміло, що цей розв’язок реалізує мінімальне значення функціонала Mα[x, f ]. Це
безпосередньо випливає з (17.7), оскільки δMα = 0, якщо x = x(y), a R[δx] ⩾ 0 за будь-
яких значень δx(y).

Отримані результати сформулюємо у вигляді теореми.
Теорема 38. Для будь-якої неперервної функції f(t) існує єдина функція x(t) з класу
C2([a; b]), на якій реалізується мінімальне значення функціоналаMα[x, f ].

Покажемо, що функція xα(t), що реалізує мінімальне значення функціонала Mα[x, g],
наближає розв’язок x(t) некоректно поставленої задачі (17.2) з будь-якою точністю, якщо
тільки функція g(t) достатньо точно наближає f(t).
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Алгоритм побудови наближеного розв’язку. Будемо вважати, що розв’язок задачі
(17.2) існує за деякої фіксованої функції f(t), і позначимо його x(t). Ядро K(t, s) будемо
вважати неперервним і замкненим, що забезпечує єдиність розв’язку. Побудуємо послідов-
ність функцій, яка надає змогу одержати з будь-якою точністю розв’язок x(t) некоректної
задачі (17.2) за приблизно заданою функцією f(t).

Під наближеним заданням функції f(t) будемо розуміти задання послідовності fn(t) не-
перервних на [c; d] функцій, таких, що ∥f − fn∥ ⩽ δn, де δn → 0, n → ∞ – деяка числова
послідовність. Таким чином, якщо використовувати метрику простору L2, fn(t) апроксимує
f(t) у середньому.

Алгоритм побудови наближеного розв’язку рівняння (17.2) за заданою послідовністю
fn(t) полягає у тому, що вибирається деяка числова послідовність αn = γδ2n, де γ — не-
залежна від n стала (можна довести, що вибирати степінь, що перевищує 2, у рівнянні для
αn не можна), і для кожного αn знаходиться функція xαn(t), яка реалізує мінімальне значе-
ння згладжувального функціоналаMαn[x, fn].

Виявляється, при досить великому n функція xαn(t) забезпечує рівномірне наближення
до x(t) з довільною точністю, що можна описати наступною теоремою.
Теорема 39. Нехай x(t) – розв’язок рівняння (17.2). Нехай fn(t) – послідовність неперерв-
них функцій, що є наближеннями для f(t) так, що∫ d

c

[f(t)− fn(t)]
2dt ⩽ δ2n,

де δn → 0 при n→ ∞. Нехай функція xαn(t) реалізує мінімальне значення згладжувального
функціонала Mαn[x, fn], де αn = γδ2n, (γ = const – стала, яка не залежить від n). Тоді для
∀ε > 0 знайдеться N(ε) таке, що при n > N(ε) виконується нерівність

sup
t∈[a;b]

|x(t)− xαn(t)| < ε. (17.15)

Доведення. Будемо вважати, що праві частини операторного рівняння, яке ми
розв’язуємо, належать до простору неперервних на [c; d] функцій із нормою з L2:

ρF (f1, f2) =

√∫ d

c

[f1(x)− f2(x)]2dt,

а розв’язки рівняння належать простору C([a; b]) із метрикою

ρX(x1, x2) = sup
t∈[a;b]

|x1(t)− x2(t)|.

Побудуємо послідовністьxαn(t) (або, для простоти запису,xn) відповідно до вимог теоре-
ми. Їй відповідає послідовність правих частин рівняння (17.1) gn = Axn. Якщо ядроK(t, s)
інтегрального оператора A є замкненим, можна показати, що відображення послідовності
xn на gn є взаємно однозначним. За таких умов збіжність gn

w−→ f , n → ∞ тягне за собою
збіжність xn = A−1gn

w−→ x = A−1f , якщо лише {xn} є компактною.
Справді, нехай це не так, і xn ̸ w−→ x = A−1f . Тоді знайдеться ε > 0 і така підпослідов-

ність {xnk
}, що ρX(xnk

, x) > ε, якщо gnk

w−→ f . Але, оскільки послідовність {xn} є компа-
ктною, з {xnk

} можна виокремити підпослідовність, що слабко збігається до деякої функції
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x̃, оскільки оператор A – неперервний gnk
= Axnk

w−→ Ax̃ = f̃ , k → ∞. Отже, f̃ = f .
Оскільки A−1 визначається однозначно, x̃ = x. Тоді можна вибрати номер N(ε) такий, що
ρX(xnk

, x) < ε/2, щойно nk > N(ε), але це суперечить нашому початковому припущенню
ρX(xnk

, x) > ε.
Отже, для доведення теореми слід переконатися у виконанні таких умов:

1. Оператор A є неперервним.
2. gn

w−→ f , n→ ∞.
3. Послідовність {xn} – компактна.

Справедливість першого пункту показано у розділі 4.4.1.
Для того, щоб переконатися у справедливості 2 і 3, доведемо дві допоміжних нерівності.

Оскільки xn реалізує мінімальне значення функціоналаMαn[x, gn],

Mαn[xn, gn] ⩽Mαn[x, gn],

де x є розв’язком рівняння (17.2), тобто

N [xn, gn] + αnΩ[xn] ⩽ N [x, gn] + αnΩ[x]

=

∫ d

c

(Ax− gn)
2dt+ αnΩ[x] =

∫ d

c

(f − gn)
2dt+ αnC ⩽

⩽ δ2n + αnC ⩽
(
1

γ
+ C

)
αn,

де C > 0 – стала, рівна Ω[x]. Отже,

N [xn, gn] + αnΩ[xn] ⩽ αn

(
1

γ
+ C

)
= αnD.

Оскільки обидва функціонала у лівій частині невід’ємні, кожен з них окремо не перевищує
сталої у правій частині, і отже,

N [xn, gn] ⩽ αnD, (17.16)
Ω[xn] ⩽ D (17.17)

Доведемо тепер пункт 2. Маємо, згідно з нерівністю трикутника,

ρF (f, gn) ⩽ ρF (f, fn) + ρF (fn, gn) =

=

[∫ d

c

(fn − f)2dt
]1/2

+

[∫ d

c

(gn − fn)
2dt
]1/2

За умовою теореми перший доданок у правій частині можна оцінити так:[∫ d

c

(fn − f)2dt
]1/2

⩽ δn,

Другий доданок у правій частині оцінюємо наступним чином:[∫ d

c

(Axn − fn)
2dt
]1/2

= [N [xn, fn]]
1/2 ⩽ √

αn

√
D = δn

√
γD.
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Отже, ρF (f, gn) ⩽ δn(1 +
√
γD) звідки випливає, що ρF (f, gn) → 0 при n → ∞, тобто

gn
w−→ f .
Доведемо пункт 3. Для доведення компактності послідовності xn(t), за теоремоюАсколі-

Арцела, слід переконатися, що послідовність xn(t) рівномірно обмежена й рівностепенево
неперервна.

Нерівність (17.17) означає, що
∫ b

a

[p(x′n)
2 + qx2n]dt ⩽ D, а тоді окремо

∫ b

a

p(x′n)
2dt ⩽ D,

∫ b

a

qx2ndt ⩽ D. (17.18)

Оскільки за умовою p(t) > 0, p0 = inf
t∈[a;b]

p(t) > 0 і, отже,

p0

∫ b

a

(x′n)
2dt ⩽ D, тобто,

∫ b

a

(x′n)
2dt ⩽ d

p0
= D1.

Розгляньмо xn(t2)− xn(t1) =
∫ t2
t1
x′n(t)dt. Застосовуючи нерівність Шварца, одержимо

|xn(t2)− xn(t1)| =
∣∣∣∣∫ t2

t1

x′ndt
∣∣∣∣ ⩽

√∫ t2

t1

(x′n)
2dt
√∫ x2

x1

1dt ⩽
√
D1

√
t2 − t1.

Звідси випливає, що послідовність {xn(t)} рівностепенево неперервна.
Доведемо рівномірну обмеженість послідовності {xn(t)}. Для цього скористаємося дру-

гою з нерівностей (17.18). Маємо∫ b

a

x2n(x)dt ⩽
D

q0
, де q0 = inf

t∈[a;b]
q(t) > 0.

Отже, знайдеться точка ξn ∈ [a; b] така, що x2n(ξn) ⩽
D

q0(b− a)
. При цьому рівномірно

за t і n буде виконано

|xn(t)| ⩽ |xn(ξn)|+ |xn(t)− xn(ξn)| ⩽
√

D

q0(b− a)
+
√
D1(b− a).

Таким чином, послідовність xn(t) рівномірно обмежена й рівностепенево неперервна.
Внаслідок теореми Асколі – Арцела звідси випливає компактність послідовності xn(t). Тим
самим, доведено властивість 3, а разом з нею й усю теорему. ■
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Лекція 18
Рівняння Вольтерри 1-го роду

Нехай маємо рівняння Вольтерри 1-го роду∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds = f(t), (18.1)

деK(t, s), f(t) – відомі функції, φ(t) – шукана функція.
Для однозначної можливості розв’язання інтегральних рівнянь 2-го роду досить було за-

жадати, наприклад, неперервності ядра K(t, s) і вільного члена f(t). При цьому розв’язок
φ(t) обов’язково ставав неперервним.

При вивченні рівнянь (18.1) доводиться вводити нові вимоги.Щоб усвідомити їхню необ-
хідність, розглянемо найпростіше рівняння цього типу, яке дістанемо, поклавши K(t, s) ≡
1: ∫ t

a

φ(s)ds = f(t). (18.2)

Якщо припустити, що невідома функція φ(t) лише обмежена й інтегрована, то задача стає
невизначеною, оскільки у цьому випадку можна, не змінюючи значення інтеграла, довільно
міняти значення функції φ(t) у скінченній і навіть нескінченній кількості точок відрізка
інтегрування (точніше, на множині міри нуль, якщо розуміти інтеграл у сенсі Лебега).

З іншого боку, виявляється, що функція f(t) не може бути довільною неперервною фун-
кцією: вона має задовольняти деякі умови, що накладаються на f(t) та її похідні. Для визна-
ченості будемо вважати, що розв’язок шукаємо у класі C([a; b]) функцій, неперервних на
[a; b]. Тоді, щоб рівняння (18.2) мало розв’язок φ(t) ∈ C([a; b]), необхідно, щоб функція
f(t) перетворювалася на нуль при t = a і мала неперервну похідну на (a; b). Тоді шуканим
розв’язком буде

φ(t) = f ′(t).

Розглянемо загальніше рівняння∫ t

a

(t− s)n−1

(n− 1)!
φ(s)ds = f(t). (18.3)

Щоб це рівняння мало своїм розв’язком неперервну функцію φ(t), необхідно, щоб функція
f(t)мала неперервні похідні f ′(t),…, f (n)(t) і щоб сама ця функція і їїn−1 перших похідних
перетворювалися на нуль при t = a.

Якщо ці умови виконуються, то рівняння (18.3) має своїм розв’язком неперервну фун-
кцію φ(t) = f (n)(t).

Приклади.
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1. Розглянемо інтегральне рівняння вигляду∫ t

0

(t− s)φ(s)ds = t2.

Тут f(t) = t2, n = 2. Функція f(t) має неперервні похідні усіх порядків, причому f(0) = f ′(0 = 0.
Застосовуючи перетворення Лапласа й використовуючи теорему про згортку, перейдемо від даного інте-
грального рівняння до операторного:

1

p2
Φ(p) =

2

p3

звідки Φ(p) = 2/p, отже ϕ(t) = 2 є неперервним розв’язок даного рівняння.
2. Розглянемо рівняння ∫ t

0

(t− s)φ(s)ds = sin t (18.4)

Тут знову n = 2, а f(t) = sin t. Функція f(t) має неперервні похідні усіх порядків, f(0) = 0, але f ′(0) =
1 ̸= 0. Застосовуючи перетворення Лапласа, знаходимо

Φ(p) = 1− 1

p2 + 1
,

звідки
φ(t) = δ(t)− sin t,

де δ(t) – дельта-функція.
Таким чином, рівняння (18.4) має розв’язок, але у класі узагальнених функцій.
Розглянемо тепер рівняння ∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds = f(t) (18.5)

і будемо припускати, що ядроK(t, s) і всі його частинні похідні потрібного порядку є непе-
рервними функціями.

Для того щоб рівняння (18.5) мало неперервний розв’язок φ(t), має виконуватися умова
f(a) = 0. Далі, якщо ядроK(t, s) має неперервну похідну ∂K

∂t
, то ліва частина (18.5) також

має неперервну похідну за t, звідки випливає, що й f(t) повинна мати неперервну похідну
f ′(t).

Диференціюючи обидві частини (18.5) за t, отримаємо рівняння

K(t, t)φ(t) +

∫ t

a

∂K(t, s)

∂t
φ(s)ds = f ′(t), (18.6)

якому задовольняє розв’язок φ(t) рівняння (18.5), і навпаки.
Нехай K(t, t) не перетворюється на нуль у жодній точці відрізка [a; b]. Ділячи обидві

частини (18.6) наK(t, t), отримаємо

φ(t) +

∫ t

a

K ′
t(t, s)

K(t, t)
φ(s)ds = f ′(t)

K(t, t)
. (18.7)

Це – інтегральне рівняння Вольтерри 2-го роду, і до нього може бути застосовано розвинену
раніше теорію таких рівнянь.
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Отже, якщо функції f(t) і K(t, s) мають неперервні похідні f ′(t) і ∂K
∂t , f(a) = 0, а

K(t, t) не перетворюється на нуль на [a; b], то рівняння (18.1) має на інтервалі (a; b)
єдиний неперервний розв’язок.

Якщо K(t, t) перетворюється на нуль у деякій точці відрізка [a; b], наприклад у точці
t = a, то рівняння (18.5) має особливі властивості, зовсім відмінні від властивостей рівнянь
2-го роду. Такі рівняння, за Пікаром, називають рівняннями 3-го роду.

Якщо K(t, t) тотожно дорівнює нулю, то рівняння (18.6) є знову рівняння 1-го роду, з
яким можна вчиняти так само, як і з початковим, якщо лише K(t, s) має неперервну похі-

дну ∂
2K(t, s)

∂t2
. При цьому, щоб рівняння (18.6) мало неперервний розв’язок, необхідно, щоб

виконувалося рівняння f ′(a) = 0 і f ′′(t) була неперервна. Диференціюючи обидві частини
(18.6) за t (K(t, t) ≡ 0), отримуємо рівняння

K ′
t(t, t)φ(t) +

∫ t

a

∂2K(t, s)

∂t2
φ(s)ds = f ′′(t), (18.8)

яке є інтегральним рівнянням 2-го роду, якщоK ′
t(t, t) є відмінним від нуля на [a; b].

Цей процес продовжуємо доти, поки не отримаємо похідну ∂
n−1K(t, s)

∂tn−1
, яка при t = s

не перетворюється тотожно на нуль. При цьому, щоб рівняння (18.5) мало розв’язок φ(t) ∈
C([a; b]), необхідно, щоб функція f(t) ∈ Cn−1([a; b]), тобто мала б неперервні похідні до
порядку n− 1, причому всі вони повинні перетворюватися на нуль при t = a.

Якщо похідна ∂
nK(t, s)

∂tn
неперервна, то неперервною повинна бути і функція f (n)(t), і

ми отримуємо рівняння

∂n−1K(t, t)

∂tn−1
φ(t) +

∫ t

a

∂nK(t, s)

∂tn
φ(s)ds = f (n)(t), (18.9)

яке є інтегральним рівнянням 2-го роду, якщо ∂
n−1K(t, s)

∂tn−1
– не перетворюється на нуль на

[a; b].
У цьому випадку рівняння (18.9) має єдиний неперервний розв’язок, який задовольняє

початкове рівняння (18.5).
Зауваження. Рівняння (18.5) (K(t, t) ̸= 0) може бути зведене до рівняння 2-го роду за

допомогою інтегрування частинами.
Покладемо

Φ(t) =

∫ t

a

φ(s)ds, (18.10)

отже Φ(a) = 0. Тоді∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds = [K(t, s)Φ(s)]|s=t
s=a −

∫ t

a

∂K(t, s)

∂s
Φ(s)ds

і інтегральне рівняння (18.5) набуває вигляду

K(t, t)Φ(t)−
∫ t

a

∂K(t, s)

∂s
Φ(s)ds = f(t),
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або
Φ(t)−

∫ t

a

K ′
s(t, s)

K(t, t)
Φ(s)ds = f(t)

K(t, t)
. (18.11)
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Лекція 19
Рівняння Абеля. Рівняння з ядром, що має слабку особливість

19.1 Рівняння Абеля
Інтегральні рівняння Абеля1 є проміжним результатом розв’язування багатьох задач у рі-

зних галузях науки, зокрема у мікроскопії, сейсмології, радіоастрономії, задач електронної
емісії, радарної радіотехніки, плазмової діагностики, рентгенівської радіографії та оптово-
локонної техніки. Історично, це один із перших прикладів інтегральних рівнянь. Саме рів-
няння є частинним випадком інтегрального рівняння Вольтерри першого роду, ядро якого є
сингулярною функцією.

Взагалі, інтегральне рівняння Вольтерри

λ

∫ h(t)

g(t)

K(t, s)φ(s)ds = f(t), (19.1)

будемо називати сингулярним, якщо
1. одна або обидві межі інтегрування, g(t), h(t), є нескінченними або
2. якщо ядроK(t, s) набуває нескінченних значень у одній або декількох точках діапазону

інтегрування.
Прикладами сингулярностей першого типу є рівняння перетворень Фур’є та Лапласа

функції φ(t)
F(λ) =

∫ ∞

−∞
e−iλtφ(t)dt, (19.2)

L{φ(t)}(p) =
∫ ∞

0

e−ptφ(t)dx. (19.3)

Прикладами сингулярних рівнянь другого типу є, власне, інтегральне рівняння Абеля,
узагальнене інтегральне рівняння Абеля та рівняння зі слабко сингулярним ядром, відповід-
но ∫ t

0

1√
(t− s)

φ(s)ds = f(t), (19.4)∫ t

0

1

(t− s)α
φ(s)ds, 0 < α < 1, (19.5)

та
φ(t) = f(t) +

∫ t

0

H(t, s)

(t− s)α
φ(s)ds, 0 < α < 1, (19.6)

1Niels Henrik Abel (1802 – 1829) – норвезький математик, відомий здобутками у теорії функцій та алгебрі.
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деH(t, s) – деяка неперервна функція.
Очевидно, ядро кожного з цих рівнянь перетворюється на нескінченність у верхній гра-

ниці інтегрування s = t.
Варто зауважити, що хоча інтегральне рівняння Абеля є частинним випадком інтеграль-

ного рівняння Вольтерри першого роду, до нього не може бути застосовано способи пошуку
розв’язку у вигляді степеневого ряду або перетворення на інтегральне рівняння Вольтерри
другого роду. Розклад у ряд не працює через те, що розв’язок φ(t) не є аналітичною фун-
кцією у нулі. А перетворити рівняння на рівняння Вольтерри другого роду не можна через
незастосовність правила Ляйбніца через сингулярну поведінку ядра (19.4).

Оскільки ядро рівняння Абеля є різницевим, до нього можна застосувати перетворення
Лапласа й теорему про перетворення згортки (див. розділ 9). Також будемо використовувати
таблицю перетворення Лапласа 9.2.7.

Отже, скориставшись перетвореннямЛапласа для обох частин рівняння (19.4), матимемо

L{φ(t)}L{t−
1
2} = L{f(t)}, (19.7)

або, за таблицею,
Φ(s)

Γ(1/2)

s1/2
= Φ(s)

√
π

s1/2
= F (s), (19.8)

звідки

Φ(s) =
s1/2√
π
F (s), (19.9)

де Γ – гамма-функція Ойлера, Γ(1/2) =
√
π.

Рівняння (19.9) можна переписати так:

Φ(s) =
s

π
(
√
πs−

1
2F (s)), (19.10)

або
L{φ(t)} =

s

π
L{y(t)}, (19.11)

де
y(t) =

∫ t

0

(t− τ)−
1
2f(τ)dτ. (19.12)

Використовуючи властивість перетворення похідної

L{y′(t)} = sL{y(t)} − y(0), (19.13)

у рівнянні (19.11), дістанемо
L{φ(t)} =

1

π
L{y′(t)}. (19.14)

Застосовуючи L−1 до обох частин (19.14), матимемо формулу

φ(t) =
1

π

d
dt

∫ t

0

f(τ)√
t− τ

dτ, (19.15)

яким можна скористатися для визначення розв’язку φ(t).
Якщо f(t) = tn, де n – додатне ціле число, для отримання інтеграла у розв’язку рівняння

Абеля можна скористатися таблицею 19.1.
Якщо ж f(t) = t

n
2 , n –непарне ціле, для обчислень можна скористатися таблицею 19.2.

Приклади
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Таблиця 19.1 – Визначення розв’язку у випадку цілих степеневих правих частин

f(t) c t t2 t3 … tn

φ(t) 2c
√
t 4

3t
3
2

16
15t

5
2

32
35t

7
2 … 2n+1Γ(n+1)tn+

1
2

1·3·5...(2n+1)

Таблиця 19.2 – Визначення розв’язку у випадку напівцілих степеневих правих частин

f(t) t1/2 t3/2 t5/2 … tn/2

φ(t) 1
2πt

3
8πt

2 5
16πt

3 … Γ(n+2
2 )

Γ(n+3
2 )

√
πt

n+1
2

1. Розв’язати інтегральне рівняння Абеля∫ t

0

1√
t− s

φ(s)ds = 2π
√
t. (19.16)

Розв’язування. Підставляючи f(t) = 2π
√
t до (19.15), дістанемо

φ(t) =
1

π

d
dt

∫ t

0

2π
√
τ√

t− τ
dτ =

d
dt(πt) = π. (19.17)

2. Знайти наближений розв’язок рівняння Абеля, використовуючи два перших члени розкладу його правої
частини у ряд Маклорена, ∫ t

0

1√
t− s

φ(s)ds = sin t, t ∈ [0, 1]. (19.18)

Розв’язування. Скориставшись (19.15), матимемо

φ(t) =
1

π

d
dt

∫ t

0

sin τ√
t− τ

dτ =
1

π

d
dt

∫ t

0

τ − 1
3!
τ 3

√
t− τ

dτ =

=
1

π

d
dt

(
4

3
t
3
2 − 16

105
t
7
2

)
=

1

π

(
1

2

√
t− 8

15
t
5
2

)
.

19.2 Узагальнене рівняння Абеля
Абелем було узагальнено початкове рівняння таким чином:∫ t

0

φ(s)

(t− s)α
ds = f(t), 0 < α < 1. (19.19)

Таке рівняння називають узагальненим рівнянням Абеля. f(t) вважається заданою функці-
єю, а φ(t) – функцією, яку слід визначити. Вираз (t− s)−α називається ядром інтегрального
рівняння Абеля або просто ядром Абеля.

Для визначення розв’язку рівняння (19.19) скористаємося перетворенням Лапласа. За-
стосовуючи перетворення до обох частин рівності (19.19) і враховуючи правило згортки,
маємо

L{φ(t)}L{t−α} = L{f(t)},
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або
Φ(s)

Γ(1− α)

s1−α
= F (s), (19.20)

звідки

Φ(s) =
s1−α

Γ(1− α)
F (s), (19.21)

де Γ – гамма-функція Ойлера. Рівняння (19.21) можна переписати так:

L{φ(t)} =
s

Γ(α)Γ(1− α)
L(y(t)), (19.22)

де

y(t) =

∫ t

0

1

(t− τ)α−1
f(τ)dτ.(7.40) (19.23)

Беручи до уваги те, що за властивостями перетворення Лапласа,

L{y′(t)} = sL{y(t)} − y(0), (19.24)

і те, що
Γ(α)Γ(1− α) =

π

sinαπ,

з (19.22) дістанемо
L{φ(t)} =

sinαπ
π

L(y′(x)). (19.25)

Застосовуючи обернене перетворення L−1 до обох частин рівності (19.25), отримуємо фор-
мулу

φ(t) =
sinαπ
π

d
dt

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)1−α
dτ. (19.26)

Застосовуючи формулу Ляйбніца до правої частини (19.26), можна отримати формулу, яка
іноді є зручнішою за попередню, оскільки для отримання розв’язку за нею достатньо лише
інтегрування:

φ(t) =
sinαπ
π

(
f(0)

t1−α
+

∫ t

0

f ′(τ)

(t− τ)1−α
dτ
)
, 0 < α < 1. (19.27)

Приклад.
Розв’язати узагальнене рівняння Абеля∫ t

0

1

(t− s)
2
3

φ(s)ds = πt.

Розв’язування. Зауважимо, що α =
2

3
, f(t) = πx. Використовуючи (19.26), дістанемо

φ(t) =

√
3

2π

d
dt

∫ t

0

πs

(t− s)
1
3

ds =
√
3

2

d
dt

(
9

10
t
5
3

)
=

3
√
3

4
t
2
3 .
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Подальше узагальнення рівняння Абеля можна отримати, використовуючи узагальнене
сингулярне ядро замістьK(t, s) = 1√

t−s
:

K(t, s) =
1

[g(t)− g(s)]α
, 0 < α < 1.

Таким чином, основне узагальнене рівняння Абеля можна записати так:∫ t

0

1

[g(t)− g(s)]α
φ(s)ds = f(t), 0 < α < 1, (19.28)

де g(t) є строго монотонно зростаючою диференційованю функцією на деякому інтервалі
0 < t < b, а g′(t) ̸= 0 для будь-якого t з цього інтервалу. Розв’язок φ(t) рівняння (19.28)
дається формулою

φ(t) =
sinαπ
π

d
dt

∫ t

0

g′(τ)f(τ)

[g(t)− g(τ)]1−α
dτ, 0 < α < 1. (19.29)

Щоб довести цю формулу, розглянемо інтеграл∫ t

0

g′(τ)f(τ)

[g(t)− g(τ)]1−α
dτ.

Підставляючи до нього f(t) з рівняння (19.28), отримаємо∫ t

0

∫ τ

0

φ(s)g′(τ)

[g(τ)− g(s)]α[g(t)− g(τ)]1−α
dsdτ,

звідки, змінюючи порядок інтегрування, знаходимо∫ t

0

φ(s)ds
∫ t

s

g′(τ)

[g(τ)− g(s)]α[g(t)− g(τ)]1−α
dτ.

Скористаємося заміною g(τ) = g(s) + y(g(t)− g(s)):∫ t

s

g′(τ)

[g(τ)− g(s)]α[g(t)− g(τ)]1−α
dτ =

∫ 1

0

dy
yα(1− y)1−α

= B(α, 1−α) = π

sinαπ, (19.30)

де B(α, 1− α) – бета-функція. Звідки∫ t

0

g′(τ)f(τ)

[g(t)− g(τ)]1−α
dτ =

π

sinαπ

∫ t

0

φ(s)ds. (19.31)

Диференціюючи обидві частини (19.31) за t, дістанемо

φ(t) =
sinαπ
π

d
dt

∫ t

0

g′(τ)f(τ)

[g(t)− g(τ)]1−α
dτ, 0 < α < 1. (19.32)

Приклади.
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1. Розв’язати узагальнене рівняння Абеля∫ t

0

φ(s)

(sin t− sin s) 1
4

ds = 4

3
(sin t) 3

4 . (19.33)

де 0 < t <
π

2
.

Розв’язування. Зауважимо, що α =
1

4
, f(t) = 4

3
(sin t) 3

4 . Крім того, g(t) = sin t є строго монотонною для

0 < t <
π

2
і g′(t) = cos t ̸= 0 для усіх t з проміжку 0 < t <

π

2
. Скориставшись (19.29), дістанемо

φ(t) =
1√
2π

d
dt

∫ t

0

4
3
cos τ(sin τ) 3

4

(sin t− sin τ) 3
4

dτ =
4

3
√
2π

d
dt

(
3
√
2π

4
sin t

)
= cos t.

2. Розв’язати узагальнене рівняння Абеля ∫ t

0

φ(s)√
t2 − s2

ds = t2,

де 0 < t < 2.
Розв’язування. Зауважуємо, що α =

1

2
, f(t) = t2. Крім того, g(t) = t2 строго монотонна для 0 < t < 2 і

g′(t) = 2t ̸= 0 для усіх t з 0 < t < 2.
Скориставшись (19.29), дістанемо

φ(t) =
1

π

d
dt

∫ t

0

2τ 3√
t2 − τ 2

dτ =
1

π

d
dt

(
4

3
t3
)

=
4

π
t2 (19.34)

19.3 Інтеграли дробового порядку
Нехай Inf є n-им інтегралом f :

I1f = H ∗ f, In+1f = H ∗ Inf. (19.35)

Тоді,
Inf = H ∗H ∗ · · · ∗H ∗ f = (H∗)n ∗ f. (19.36)

Інтеграл (H∗)n можна обчислитище до задання f . Оскільки перетворення Лапласа згортки є
добутком перетворень і перетвореннямH є 1/s, перетворенням (H∗)n буде 1/sn. Це відоме
перетворення, отже

(H∗)α =
H(t)tα−1

(α− 1)!
=
H(t)tα−1

Γ(α)
. (19.37)

Тоді
Iαf(t) =

∫ t

−∞

(t− s)α−1

Γ(α)
f(s)ds. (19.38)

Для довільногоα > 0, не обов’язково цілого, будемо визначати (H∗)α за допомогою (19.37).
Операцію, яка виконується відповідно до рівняння (19.38), будемо називати інтегруванням
дробового порядку, а її результат – інтегралом дробового порядку.

Тоді перетворенням (H∗)α буде 1/sα. Оскільки s−αs−β = s−(α+β), можемо записати, що

(H∗)α ∗ (H∗)β = (H∗)α+β. (19.39)
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Наприклад, якщо α = β = 1/2, враховуючи те, що Γ(1/2) =
√
π, матимемо∫ t

0

ds√
s(t− s)

= π. (19.40)

Зауважимо, що інтеграл не прямує до нуля, якщо його верхня межа прямує до нуля.
Як застосування інтегралів дробового порядку розглянемо рівняння Абеля,∫ t

0

u′(s)√
t− s

ds = f(t), u(0) = 0. (19.41)

Поширимо дію рівняння на випадок від’ємних t, довизначивши u = f = 0 для t < 0. Тоді,
рівняння можна переписати так:

f =
√
π(H∗)1/2 ∗ u′. (19.42)

Застосовуючи до обох частин рівності інтеграл дробового половинного порядку, дістанемо

(H∗)1/2 ∗ f =
√
π(H∗)1/2 ∗ (H∗)1/2 ∗ u′ =

√
πH ∗ u′. (19.43)

або, оскількиH ∗ u′ = u,
u(t) =

1

π

∫ t

0

f(s)

(t− s)1/2
ds.(11) (19.44)

На перший погляд, може здатися, що для того, щоб рівняння (19.41) мало розв’язок, f(0)
має бути нулем, але з (19.44) зрозуміло, що ця умова не є необхідною. Якщо f(0) ̸= 0, u′(s)
стає достатньо сингулярною, щоб інтеграл у правій частині (19.41) мав ненульове значення
при t→ 0.

19.4 Інтегральні рівняння дробового порядку
Щоб трохи скоротити запис, будемо писати Hα замість (H∗)α. Будемо завжди вважати

p > 0. Припускатимемо, що u = f = 0 для t < 0 і Hα ∗ u′ = f . Обмежимо розгляд
випадками, коли u є функцією обмеженої варіації. Будемо писати u′dt замість du навіть там,
де u має розриви першого роду. Розрив першого роду вважатимемо найгіршим випадком
сингулярності, який можливий у розв’язку u рівнянняHα ∗u′ = f . Зокрема, u не може мати
розривів другого роду, якщо варіація функції є обмеженою.

Якщо 0 < α < 1, операцію Hα ∗ u′ можна розглядати як взяття похідної дробового
порядку Dαu, оскільки її результат є проміжним між u (для α = 1) і u′ (якщо вважати H0

одиницею). Тоді Hα ∗ u′ = f може мати розв’язок, навіть якщо f десь перетворюється на
нескінченність, так само, як має розв’язок для таких f рівняння u′ = f . Щоб розв’язати рів-
няння, ми виконаємо згортання зH1−α, отримавши u = H1−α∗f . Ця формула дає розв’язок,
якщо такий розв’язок існує. Втім, у рівняння може й не бути розв’язку, залежно від поведін-
ки f . По-перше, щобH1−α ∗ f взагалі мало зміст, інтеграл має бути збіжним. Якщо, напри-
клад, f = H(t)tβ, розв’язків не буде, якщо не виконуватиметься нерівність β > −1. Але й
цього не достатньо. У цьому випадку H1−α ∗ f є пропорційною до H(t)t1−α+β. Ця функція
перетворюється на нескінченну, якщо β < α− 1, отже, взяття похідної від неї не має сенсу.
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У таких випадках вираз u = H1−α∗f не задовольняє рівнянняHα∗u′ = f , оскільки вираз
для u′ є беззмістовним. Якщо β = α− 1(< 0), визначений розв’язок є простою функцією із
розривом першого роду, і його можна використовувати. Отже, розв’язок можна визначити,
якщо β ⩾ α−1. Загалом, функція f можемати точки сингулярності порядку tβ, де β ⩾ α−1,
але не більшого порядку.

Ще раз погляньмо на наш приклад. Якщо u = H1−α ∗ f і інтеграл збігається, Hα ∗ u =
H ∗f і отже, (Hα ∗u)′ = f . Це не зовсім зручне для розв’язування рівняння. Якщо (Hα ∗u)′
дорівнює Hα ∗ u′, ми зможемо визначити розв’язок. Але, якщо u має десь розрив другого
роду,Hα ∗ u′ не матиме сенсу й розв’язок знайти не вдасться.

Тепер розгляньмо випадок 1 < α < 2. Перепозначимо α = 1 + c, де c > 0. Тоді
Hα ∗ u′ = Hc ∗ u і відповідна операція є згладжувальною для u, десь між u (для α = 1) і
інтегралом H ∗ u (для α = 2). Тоді Hα ∗ u′ є пропорційною до tc, якщо u є сходинковою
функцією. Щоб рівняння Hα ∗ u′ = f мало розв’язок, f має бути принаймні такою самою
гладкою, якH(t)tc, і, зокрема, f має бути неперервною.

Для відшукання розв’язку Hα ∗ u′ = f , де 1 < α < 2, застосуємо згортання з функцією
H2−α. ДістанемоH ∗ u = H2−α ∗ f або u = (H2−α ∗ f)′. Якщо f достатньо гладка функція,
щоб рівняння мало розв’язок, розв’язок можна записати як u = H2−α ∗ f ′. Але слід зважати
на те, що якщо f не є достатньо гладкою, інтегралH2−α ∗ f ′ може збігатися, але розв’язку у
рівняння не буде. Поведінка f має бути такою, щоб функція u не мала точок розриву другого
роду.

Як бачимо, чим більшим є значенняα, тим гладшоюмає бути f , щоб рівнянняHα∗u′ = f
мало розв’язок. Найгіршою прийнятною сингулярністю для f є та сама, яку ми маємо у t = 0,
якщо u є сходинковою функцією.

Для 0 < α < 2 ми можемо записати рівняння і його розв’язок у симетричній формі

Hα ∗ u = Iαu = f іH1−α ∗ f = Dαf = u. (19.45)

Таким чином, Iα іDα є взаємно оберненими операторами.

19.5 Рівняння Вольтерри із сингулярним ядром
Досить часто у практичних застосуваннях зустрічаються інтегральні рівняння Вольтерри

з ядром вигляду

φ(t) = f(t) +

∫ t

0

H(t, s)

(t− s)α
φ(s)ds, 0 < α < 1, (19.46)

деH(t, s) – деяка неперервна функція.
Розгляньмо інтегральне рівняння Вольтерри 2-го роду з ядром типу (19.46):

φ(t) = λ

∫ t

0

H(t, s)

(t− s)α
φ(s)ds+ f(t), (0 < α < 1, A ⩽ t ⩽ b, s < t). (19.47)

При α ⩾ 1/2 квадрат такого ядра не є інтегровним, проте рівняння (19.47) може бути
розв’язано.

Справді, послідовні ітеровані ядра Kn(t, s), починаючи з деякого номера n, не тільки є
L2-ядрами, але навіть обмежені. Покажемо це.
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Згідно з формулою (8.2)

K2(t, s) =

∫ t

s

H(t, τ)H(τ, s)

(t− τ)α(τ − s)α
dτ.

Підставимо
τ = s+ (t− s)z.

Тоді

K2(t, s) = (t− s)1−2α

∫ 1

0

H[t, s+ (t− s)z]H[s+ (t− s)z, s]

zα(1− z)α
dz (19.48)

або, коротше,K2(t, s) = (t− s)1−2αF2(t, s), де F2(t, s) – обмежена функція, оскільки інте-
грал у правій частині (19.48) збігається при α < 1.

Послідовно знаходимо

K3(t, s) = (t− s)2−3αF3(t, s),
K4(t, s) = (t− s)3−4αF4(t, s),
. . .
Kn(t, s) = (t− s)n−1−nαFn(t, s),

 (19.49)

де F3, F4, …, Fn – деякі обмежені функції. З формул (19.49) зрозуміло, що усі ядраKn(t, s),
Kn+1(t, s), …обмежені, якщо n(1− α)− 1 > 0.

З іншого боку, рівняння

φ(t) = λ

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t) (19.50)

завжди може бути наведене до аналогічного рівняння з ядромK2(t, s) абоK3(t, s),K4(t, s),
…шляхом композиції (згортання) обох частин рівняння з функцією λK(t, s)

λ

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds = λ2
∫ t

a

K(t, s)

{∫ s

a

K(s, τ)φ(τ)dτ
}

ds+ λ

∫ t

a

K(t, s)f(s)ds,

або
λ

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds = λ2
∫ t

a

K2(t, s)φ(s)ds+ λ

∫ t

a

K(t, s)f(s)ds. (19.51)

Внаслідок рівняння (19.47)

λ

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds = φ(t)− f(t),

отже (19.51) набуває вигляду

φ(t) = λ2
∫ t

a

K2(t, s)φ(s)ds+ f2(t), (19.52)

де
f2(t) = f(t) + λ

∫ t

a

K(t, s)f(s)ds.
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Послідовно дістанемо
φ(t) = λ3

∫ t

a

K3(t, s)φ(s)ds+ f3(t),

де
f3(t) = f2(t) + λ

∫ t

a

K(t, s)f2(s)ds.

тощо.
У результаті скінченної кількості кроків ми отримаємо до рівняння Вольтерри з обмеже-

ним ядромKn(t, s) і правою частиною fn(t), розв’язавши яке, одержимо розв’язок початко-
вого (19.47). Аналогічне перетворення застосовне також до інтегральних рівнянь першого
роду, зокрема до інтегрального рівняння Абеля∫ t

0

φ(s)√
t− s

ds = f(t) (19.53)

З формули (19.48) щодо рівняння (19.53), одразу отримуємо (H ≡ 1, α = 1/2)

K2(t, s) =

∫ t

0

[z(1− z)]−1/2dz = π.

Тому композиція рівняння (19.53) з його ядром дає

π

∫ t

0

φ(s)ds =
∫ t

0

f(s)√
t− s

ds,

звідки одержуємо надзвичайно простий розв’язок рівняння (19.53):

φ(t) =
1

π

d
dt

∫ t

0

f(s)√
t− s

ds. (19.54)

Якщо припустити, що функція f(t) диференційована, то, виконавши інтегрування частина-
ми у (19.54), а потім продиференціювавши отриманий вираз, знайдемо

φ(t) =
f(0)

π
√
t
+

1

π

∫ t

0

f ′(s)√
t− s

ds.

Зокрема, при f(0) = 0

φ(t) =
1

π

∫ t

0

f ′(s)√
t− s

ds. (19.55)

Співвідношення (19.53) і (19.55) можна розглядати як формули обернення, аналогічні фор-
мулам обернення перетворення Фур’є.

І ті, й інші є джерелом численних формул обернення для визначених інтегралів. Основою
усіх таких формул слугує те, що для інтегральних рівнянь 1-го роду формула розв’язання
сама має вигляд інтегрального рівняння 1-го роду.

Узагальнене рівняння Абеля∫ t

0

φ(s)

(t− s)α
ds = f(t) (0 < α < 1) (19.56)

також можна розв’язати за допомогою композиції з ядром (t− s)α−1.
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Лекція 20
Обчислювальні методи розв’язування інтегральних рівнянь

другого роду

Для наближеного розв’язування інтегральних рівнянь другого роду використовують
наближене представлення інтеграла у цих рівняннях, яке надає змогу звести задачу до
розв’язування системи лінійних алгебраїчних рівнянь. Внаслідок розв’язування такої систе-
ми можна отримати або коефіцієнти розкладу наближеного розв’язку за якоюсь системою
функцій, або значення наближення функції-розв’язку у певному наборі точок.

Методи з першого набору традиційно називають обчислювально-аналітичними. Методи
ж, які надають змогу отримувати лише числові характеристики розв’язку, без прив’язування
до певної додаткової системи функцій, будемо називати суто обчислювальними.

При застосуванні обчислювальних методів завжди слід мати на увазі коректність постав-
леної задачі у сенсі, описаному вище.

Спочатку, розглянемо інтегральні рівняння другого роду, оскільки питання щодо існува-
ння і єдиності їхнього розв’язку вирішується, як ми бачили, набагато простіше за питання
щодо існування і єдиності розв’язку рівнянь першого роду.

20.1 Метод простої ітерації (Адомяна)
Обчислювально-аналітичний метод, обґрунтування використання цього методу для

розв’язування широкого класу інженерних задач надано Дж. Адомяном1. Засновано на пред-
ставленні розв’язку у вигляді розкладу за сімейством функцій, кожен наступний елемент
якого отримується з попереднього застосуванням інтегрального оператора рівняння.

Пояснимо застосування методу на прикладі. Нехай маємо таке інтегральне рівняння
Вольтерри другого роду:

φ(t) = f(t) +

∫ t

a

K(t, s)φ(s)ds, t ∈ [a, b].

Уведемо позначення

φk(t) = f(t) +

∫ t

a

K(t, s)φk−1(s)ds, k = 1, 2, . . .

ψ0 = f(t), ψk+1(t) =

∫ t

a

K(t, s)ψk(s)ds.

1George Adomian (1922 – 1996) – американський науковець та інженер вірменського походження
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Тоді, формально,

φ(t) =
∞∑
k=0

ψk(t).

Цей ряд збіжний, якщо f(t) є неперервною на [a; b], а ядро K(t, s) є неперервним у трику-
тнику a ⩽ s ⩽ t ⩽ b. Причому, якщо позначити

N = max
a⩽t⩽b

|f(t)|,M = max
a⩽s⩽t⩽b

|K(t, s)|,

матимемо
|ψk(t)| ⩽

NMk(b− a)k

k!
.

Наближеним розв’язком рівняння будемо вважати часткову суму ряду

φn(t) =
n∑

k=0

ψk(t),

Матимемо оцінку

|φ(t)− φn(t)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ψk(t)

∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑

k=n+1

NMk(b− a)k

k!
.

Отже, за вказаних обмежень метод простої ітерації є збіжним.Швидкість збіжності залежить
від властивостей ядра й правої частини рівняння.

Для простої обчислювальної реалізації інтеграл замінюють на наближену суму. Напри-
клад, якщо використовувати рівномірну сітку розбиття з кроком h, метод трапецій для на-
ближення інтеграла, то, позначившиKij = K(ti, tj), ψki = ψk(ti), дістанемо

ψk+1(ti) =

∫ ti

0

K(ti, s)ψk(s)ds ≈

≈ h

2
[Ki0ψk0 + 2(Ki1ψk1 +Ki2ψk2 ++Ki,i−1ψk,i−1) +Kiiψki] =

= ψ̃k+1,i, i = 0, 1, . . . , n. (20.1)

За обчисленими значенням ψ̃k,i наближені значення розв’язку у точках ti визначатиму-
ться так:

φni =
n∑

k=0

ψ̃k,i.

Як умову завершення ітеративного процесу використовують, зазвичай, умову

∥φk − φk−1∥
∥φk∥

⩽ ε,

де ∥φ∥ = max
a⩽t⩽b

|φ(t)|.
Звичайно ж, застосування подібної доволі простої інженерної методики розв’язування

інтегральних рівнянь не обмежується лише інтегральними рівняннями Вольтерри. За тим
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самим принципом можна розв’язувати лінійні інтегральні та інтегро-диференціальні рівня-
ння. Втім, у кожному випадку має бути встановлено й перевірено умови збіжності функціо-
нального ряду для розв’язку рівняння.

Приклади.
1. Розв’язати рівняння Вольтерри

φ(t) = 1 +

∫ t

0

(s− t)φ(s)ds.

Розв’язування. Покладемо φ(t) =
∞∑
k=0

ψk(t). Тоді

∞∑
k=0

ψk(t) = 1 +

∫ t

0

∞∑
k=0

(s− t)ψk(s)ds

або
ψ0(t) + ψ1(t) + . . . = 1 +

∫ t

0

(s− t)[ψ0(s) + ψ1(s) + . . .]ds.

Відповідно до викладеної вище методики, приймаємо

ψ0(t) = 1, ψn(t) =

∫ t

0

(s− t)ψn−1(s)ds, n ∈ N.

Звідси

ψ0 = 1,

ψ1(t) =

∫ t

0

(s− t)ψ0(s)ds =
∫ t

0

(s− t)ds = − 1

2!
t2,

ψ2(t) =

∫ t

0

(s− t)ψ1(s)ds = − 1

2!

∫ t

0

(s− t)s2ds = 1

4!
t4,

ψ3(t) =

∫ t

0

(s− t)ψ2(s)ds =
1

4!

∫ t

0

(s− t)s4ds = − 1

6!
t6,

. . .

ψn(t) =

∫ t

0

(s− t)ψn−1(s)ds =
(−1)n−1

(2(n− 1))!

∫ t

0

(s− t)s2(n−1)ds = (−1)n

(2n)!
t2n.

Таким чином, розв’язок у формі ряду матиме вигляд

φ(t) = 1− 1

2!
t2 +

1

4!
t4 − 1

6!
t6 +

1

8!
t8 + . . . = cos t.

Безпосереднім підставлянням до рівняння можемо переконатися у тому, що знайдений розв’язок задоволь-
няє його тотожно.

2. Розв’язати інтегральне рівняння Фредгольма другого роду

φ(t) = t sin t− t+

∫ π/2

0

sφ(s)ds.

Розв’язування. За методом простої ітерації маємо рекурентне співвідношення

ψ0(t) = t sin t− t,

ψn(t) =

∫ π/2

0

sψn−1(s)ds, n ∈ N.
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Тобто,

ψ0(t) = t sin t− t,

ψ1(t) =

∫ π/2

0

sψ0(s)ds = t− π2

8
t.

Як бачимо, доданок t з’являється у двох послідовних доданках ряду із різними знаками. Можна показати,
що наступні доданки (шум) також взаємно усуватимуть один одного при додаванні членів ряду. Отже,

φ(t) = t sin t.

3. За допомогою простої ітерації Адомяна розв’язати слабкосингулярне рівняння Вольтерри

φ(t) = et − 3(et − 1)
1
3 +

t∫
0

2φ(s)

(et − es)
1
3

ds.

Розв’язування. За методом простої ітерації (Адомяна) покладемо

ψ0(t) = et.

Тоді,

ψ1(t) = −3(et − 1)
1
3 +

t∫
0

2ψ0(s)

(et − es)
1
3

ds = −3(et − 1)
1
3 +

t∫
0

2es

(et − es)
1
3

ds = 0.

Тому φ(t) = et. Таким чином, іноді буває вигідним поділити позаінтегральний доданок у рівнянні на ча-
стини для спрощення ітеративної процедури.

� Задачі для самостійного розв’язування
1. Розв’язати інтегральне рівняння Фредгольма другого роду

φ(t) = et − t+ t

∫ 1

0

sφ(s)ds.

2. За допомогою простої ітерації Адомяна розв’язати слабкосингулярне рівняння Вольтерри

φ(t) = sin t+ (cos t− 1)
1
6 +

1

6

t∫
0

φ(s)

(cos t− cos s) 5
6

ds.

20.2 Метод вироджених ядер
Метод вироджених ядер є обчислювально-аналітичним методом, застосування якого бу-

ло обґрунтовано раніше у розділі 10.1.
Нехай маємо інтегральне рівняння Фредгольма другого роду

φ(t) = λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s)ds+ f(t). (20.2)

Як було показано раніше, у випадку виродженого ядра рівняння (20.2) еквівалентне до си-
стеми лінійних алгебраїчних рівнянь (3.29). Якщо ж ядро не є виродженим, за доведеною
у розділі 10 теоремою можна наблизити це ядро виродженим (оцінку похибки наближення
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наведено у розділі 10.1). Наближене вироджене ядро можна, наприклад вибрати як часткову
суму ряду Фур’є для ядраK(t, s) за деякою системою ортонормованих функцій {ψn(t)}:

K(t, s) ≈
N∑
n=1

ωn(s)ψn(t), ωn(s) =

∫ b

a

K(t, s)ψn(t)dt.

Якщо ядро K(t, s) є аналітичною функцією s, наближене ядро можна шукати як відрізок
степеневого ряду

K(t, s) ≈
N∑
n=0

Cn(t)(s− d)n, d ∈ [a; b],

Cn(t) =
1

n!

∂nK

∂sn

∣∣∣∣
s=d

.

Приклад. Розв’язати рівняння Фредгольма другого роду

φ(t) = 1 +

1∫
0

etsφ(s)ds,

поклавши ets ≈ 1 + ts.
Розв’язування.
Після підставлення запропонованого наближення до початкового рівняння отримаємо таке наближене рів-

няння:

φ̃(t) = 1 +

1∫
0

(1 + ts)φ̃(s)ds.

Це рівняння з виродженим ядром, отже, використовуючи традиційну методику, матимемо

φ̃(t) = 1 +

1∫
0

(1 + ts)φ̃(s)ds = 1 +

1∫
0

φ̃(s)ds+ t

1∫
0

sφ̃(s)ds = 1 + C1 + C2t. (20.3)

де

C1 =

1∫
0

φ̃(s)ds;C2 =

1∫
0

sφ̃(s)ds. (20.4)

Підставляючи (20.3) до (20.4), дістанемо

C1 =

1∫
0

(1 + C1 + C2s) ds = 1 + C1 +
1

2
C2;

C2 =

1∫
0

s (1 + C1 + C2s) ds =
1

2
+

1

2
C1 +

1

3
C2;

Звідки C1 = −11
3
, C2 = −2. Отже,

φ(t) ≈ φ̃(t) = −8

3
− 2t.

� Задачі для самостійного розв’язування
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1. Розв’язати рівняння Фредгольма другого роду

φ(x) = x+

1∫
0

sinxsφ(s)ds,

поклавши sinxs ≈ xs− (xs)3/6.
2. Розв’язати рівняння Фредгольма другого роду

φ(t) = t+

1∫
0

φ(s)ds
2 + t+ s

,

поклавши для його ядраK(t, s) ≈ 1

2

(
1− t+ s

2

)
.

20.3 Метод квадратур
Суто обчислювальні методи можна отримати, якщо розбити відрізок, на якому потрібно

знайти функцію φ(t), на малі підвідрізки і наблизити інтеграл у рівнянні за допомогою об-
числювальних методів (квадратур).

Оскільки використання цього методу пов’язане із наближеним обчисленням інтегралів,
доцільно розглянути основні методики, які використовуються для такого наближення.

Надалі, розглядатимемо питання, пов’язані із наближеним обчисленням інтеграла

I =

∫ b

a

f(x)dx.

20.3.1 Квадратурні формули інтерполяційного типу
Якфункції для апроксимації функцій візьмемо інтерполяційні поліномиЛагранжаLn(x).

Тоді шуканий інтеграл заміняється лінійною комбінацією значень підінтегральної функції
f(x):

I =

∫ b

a

f(x)dx =
n∑

i=1

cif(xi) +R =
n∑

i=1

cifi +R. (20.5)

Виписане співвідношення називається квадратурною формулою (або просто квадратурою),
у якій величини xi називають вузлами, ci – вагами, а R – похибкою (залишковим членом).

Таким чином, інтеграл приблизно заміняється сумою, схожої на інтегральну суму, при-
чому вузли і ваги не залежать від f(x).

Розглянемо квадратуру (20.5) прискіпливіше. Нехай вузли xi утворюють рівномірну сі-
тку із кроком h: xi+1 = xi + h, i = 1, n. Якщо межі інтегрування a і b входять до складу
сітки, то h = (b− a)/(n− 1) і

x1 = a, xi = x1 + (i− 1)h, xn = b.

У цьому випадку формула (20.5) називається формулою замкненого типу й має принаймні
два вузли. Вихідний відрізок інтегрування розбивається на n− 1 підвідрізків довжини h.
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Якщо a і b не входять до складу сітки, то h = (b−a)/(n+1) і xi = a+ ih. Тоді формула
(20.5) називається формулою відкритого типу й може мати один вузол. Кількість підвідріз-
ків дорівнює n + 1. Якщо або a, або b включені до складу сітки, то відповідні квадратури
називаються напіввідкритими (або напівзамкненими).

Тепер замінимо f(x) на поліном Лагранжа2 Ln(x), що інтерполює f(x) у точках (xi, fi)
на відрізку [a; b]:

f(x) = Ln(x) =
n∑

i=1

fili(x) +
ωn(x)

n!
f (n)(ξ), ξ ∈ [a; b],

де ωn(x) = (x− x1) . . . (x− xn) та

li(x) =
n∏
j ̸=i
j=1

x− xj
xi − xj

=
(x− x1). · . · . · (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x1)(xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

Функції li(x) називають фундаментальними поліномами Лагранжа. Підставивши виписану
наближене представлення f(x) до (20.5), одержимо

I =
n∑

i=1

(∫ b

a

li(x)dx
)
fi +

∫ b

a

ωn(x)

n!
f (n)(ξ)dx = (b− a)

n∑
i=1

cifi +R, (20.6)

де

ci =
1

b− a

∫ b

a

li(x)dx, R =
1

n!

∫ b

a

ωn(x)f
(n)(ξ)dx.

Якщо сітка {xi} не є рівномірною, то формулу (20.6) називають інтерполяційною квадратур-
ною формулою (або квадратурною формулою інтерполяційного типу). Якщо ж (як у розгля-
нутому випадку) сітка рівномірна, то формули типу (20.6) називають квадратурними форму-
лами Ньютона – Котса3, а ваги ci називають вагами Котса. Легко бачити, що ваги, відповідні

до вузлів, симетричних щодо середини відрізка, рівні. Крім того,
n∑

i=1

c1 = 1, оскільки фор-

мула (20.6) точна для f(x) ≡ 1.
Кажуть, що квадратура (20.5) має алгебраїчний порядок точності p, якщо її залишковий

член R дорівнює нулю для всіх алгебраїчних поліномів степеня меншого або рівного p.
Оскільки поліномЛагранжаLn є алгебраїчним поліномом степеня n−1, то за побудовою

формула (20.6) має алгебраїчний порядок точності не нижче n− 1. Однак якщо n непарне,
тобто коли середина відрізка [a; b] входить до складу сітки, то формула (20.6) виявляється
точною й для поліномів степеня n.

Справді, при непарному n один з вузлів сітки збігається із серединою відрізка інтегру-
вання x̄ = (a + b)/2, а інші вузли лежать симетрично відносно x̄. Розглянемо поліном
q(x) = (x− x̄)n. Цей поліном є непарним відносно x̄; отже∫ b

a

q(x) = 0,
n∑

i=1

ciqi = 0.

2Joseph-Louis Lagrange (1736 – 1813) – французький математик італійського походження, відомий роботами у аналізі, теорії чисел,
класичній та небесній механіці.

3Roger Cotes (1682 – 1716) – англійський математик, відомий співпрацею із Ньютоном та винайденням формули, яку зараз нази-
вають формулою Ойлера.
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Звідси R = 0, тобто формула (20.6) точна для q(x). Покажемо, що ця формула точна й для
будь-якого полінома pn(x) степеня n:

pn(x) = a1x
n + a2x

n−1 + · · ·+ anx+ an+1.

Для цього представимо pn(x) у вигляді

pn(x) = a1(x− x)n + pn−1(x) = a1q(x) + pn−1(x)

і підставимо його до (20.6). Оскільки формула (20.6) за побудовою точна для pn−1(x) і точна
для q(x), то вона точна й для pn(x).

Головний член похибки формули Ньютона – Котса з n вузлами за умови достатньої глад-
кості f(x) має порядок O

(
h2[(n−1)/2]+3

)
, де [·] – ціла частина числа. Порядок за h головного

члена похибки називається порядком точності (збіжності) квадратурної формули.
Для формул замкненого типу коефіцієнти Котса ci додатні при 1 ⩽ n ⩽ 8, а при n = 9

і n ⩾ 11 серед них є від’ємні, що призводить до збільшення похибок, що містяться в f(x).
Справді, нехай похибка задання функції f(x) у кожному вузлі сітки оцінюється згори за
модулем деякою величиною ε. Похибку, яку можемо отримати у сумі

∑
cifi, можна оцінити

величиною ε
∑

|ci|. Оскільки
∑
ci = 1, наявність від’ємних ci призводить до збільшення∑

|ci|. Коефіцієнт збільшення помилок ілюструється наступними числами:∑
|ci| ≈ 1.45, n = 9;

∑
|ci| ≈ 3.1, n = 11;∑

|ci| ≈ 8.3, n = 15;
∑

|ci| ≈ 560, n = 20.

Значення ci при великих nшвидко ростуть за абсолютною величиною, а
∑

|ci| буде швидко
зростати. Коефіцієнт збільшення похибки стає неприйнятним, а відповідні формули непри-
датними для розрахунків.

Для формул відкритого типу коефіцієнти Котса додатні при n = 1, 2, 4, а за інших n
серед них є від’ємні.

20.3.2 Елементарні формули трапецій, середніх прямокутників і Сімпсо-
на

Розглянемо перші три формули Ньютона – Котса. Спочатку наблизимо f(x) на [a; b] по-
ліномом Лагранжа L2(x) з вузлами x1 = a і x2 = b. Це означає, що замість кривої f(x) ми
взяли поліном першого степеня, що проходить через точки (a; f(a)) і (b; f(b)). Тепер шу-
каний інтеграл, рівний площі криволінійної фігури, замінимо на площу трапеції з основами
f(a) і f(b) і висотою h = b− a:

I ≈ T = h
f(a) + f(b)

2
=
b− a

2
(f(a) + f(b)). (20.7)

Ми одержали квадратурну формулу трапецій, яку можна також одержати з (20.6) при
n = 2 із сіткою для формул замкненого типу. Зазначимо, що алгебраїчний порядок точності
цієї формули дорівнює одиниці, оскільки середина відрізка [a; b] не входить до складу сітки.
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Якщо на [a; b] взяти єдиний вузол квадратурної формули, то f(x) апроксимується поліно-
мом Лагранжа L1(x), тобто поліномом нульового степеня. Візьмемо як цей вузол середину
відрізка x̄ = (a+ b)/2. Тоді одержимо формулу середніх прямокутників

I ≈ P = hf(x̄). (20.8)

Геометричний зміст цієї формули полягає у тому, що площа криволінійної фігури замі-
нюється на площу прямокутника з основою h = b − a і висотою f(x̄). Ту ж саму формулу
можна дістати з (20.6) при n = 1 із сіткою для формул відкритого типу. Алгебраїчний поря-
док формули середніх прямокутників дорівнює одиниці, оскільки середина відрізка інтегру-
вання входить до складу вузлів сітки.

Тепер одержимо вираження для залишкових членів RT = I − T і RP = I − P . Для
цього розкладемо f(x) у ряд Тейлора відносно точки x̄ = (a+ b)/2, припускаючи достатню
гладкість функції f(x):

f(x) = f(x̄)+(x−x̄)f ′(x̄)+(x− x̄)2

2
f ′′(x̄)+

(x− x̄)3

6
f ′′′(x̄)+

(x− x̄)4

24
f IV (x̄)+· · · (20.9)

Скориставшись цим розкладом, дістанемо представлення залишкового члена формули сере-
дніх прямокутників:

I = hf(x̄) +
h3

24
f ′′(x̄) +

h5

1920
f IV (x̄) + · · · = P +RP , (20.10)

оскільки

∫ b

a

(x− x̄)jdx =



h, j = 0;
0, j = 1;
h3

12
, j = 2;

0, j = 3;
h5

80
, j = 4.

Підставимо до (20.9) x = a і x = b і врахуємо, що a− x̄ = −h/2 і b− x̄ = h/2:

f(a) = f(x̄)− h

2
f ′(x̄) +

h2

8
f ′′(x̄)− h3

48
f ′′′(x̄) +

h4

384
f IV (x̄) + · · · ;

f(b) = f(x̄) +
h

2
f ′(x̄) +

h2

8
f ′′(x̄) +

h3

48
f ′′′(x̄) +

h4

384
f IV (x̄) + · · ·

Складемо ці дві рівності:

f(a) + f(b)

2
= f(x̄) +

h2

8
f ′′(x̄) +

h4

384
f IV (x̄) + · · ·

Звідси дістанемо

hf(x̄) = h
f(a) + f(b)

2
− h3

8
f ′′(x̄)− h5

384
f IV (x̄) + · · ·

Підставимо цей вираз hf(x̄) до (20.10):

I = h
f(a) + f(b)

2
− h3

12
f ′′(x̄)− h5

480
f IV (x̄) + · · · = T +RT (20.11)
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Отже, головні члени похибки у формулах середніх прямокутників і трапецій рівні
h3

24
f ′′(x̄) і −h

3

12
f ′′(x̄) і мають протилежні знаки. Це означає, що точне значення інтеграла

лежить у вилці між ними.
Поєднуючи (20.10) і (20.11), можна записати (нагадаємо, що тут h = b− a):

I = P +
h3

24
f ′′(x̄) +

h5

1920
f IV (x̄) + · · · ,

I = T − h3

12
f ′′(x̄)− h5

480
f IV (x̄) + · · ·

Помножимо першу рівність на 2/3, а другу на 1/3 і складемо:

I =
2

3
P +

1

3
T − h5

2880
f IV (x̄) + · · · = S − h5

2880
f IV (x̄) + · · ·

Ми бачимо, що нова формула S, яку називають формулою Сімпсона (або формулою пара-
бол), має вигляд

S =
2

3
P +

1

3
T =

h

6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
, h = b− a. (20.12)

Головний член похибки цієї формули рівний − h5

2880
f IV (x̄).

Відзначимо важливу обставину: із самого виведення цієї формули видно, що її залишко-
вий членRS на рівномірній сітці має розклад за непарними степенями h = b−a, починаючи
з h5. Отже, формула Сімпсона точна для поліномів третього степеня.

Коефіцієнти формули Сімпсона й оцінку залишкового члена можна вивести з (20.6) при
n = 3 для сітки замкненого типу. Із цієї побудови випливає, що отримана формула повинна
бути точна для поліномів другого степеня, однак вона має підвищену точність через свою
симетрію.

Змінимо запис формули Сімпсона (20.12), розглядаючи її як окремий випадок формули
Ньютона – Котса для рівномірної сітки із трьох вузлів із кроком h = (b− a)/2:

S =
h

3

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
.

20.3.3 Складені формули трапецій, середніх прямокутників і Сімпсона
У загальному випадку довжина відрізка [a; b] не мала, а тому залишковий член у роз-

глянутих формулах може бути великий. Для підвищення точності на відрізку інтегрування
вводять досить густу сітку a = x1 < x2 < . . . < xn = b, що відповідає розбиттю початково-
го відрізка на n − 1 підвідрізків, які іноді називають елементарними. Через hi = xi+1 − xi,
i = 1, n− 1, позначимо довжину кожного підвідрізка. Шуканий інтеграл I розбивають на
суму інтегралів Ii за кожним елементарним підвідрізком, які обчислюються за формулами з
попереднього підпункту.
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Таким чином, одержують складені, або узагальнені, квадратурні формули. У нашому ви-
падку це:

I =
n−1∑
i=1

Ti +
n−1∑
i=1

RT
i =

=
1

2

n−1∑
i=1

hi(fi + fi+1)−
1

12

n−1∑
i=1

h3if
′′
(
xi + xi+1

2

)
− 1

480

n−1∑
i=1

h5if
IV

(
xi + xi+1

2

)
+ · · · ;

– складена формула трапецій

I =
n−1∑
i=1

Pi +
n−1∑
i=1

RP
i =

=
n−1∑
i=1

hif

(
xi + xi+1

2

)
+

1

24

n−1∑
i=1

h3if
′′
(
xi + xi+1

2

)
+

1

1920

n−1∑
i=1

h5if
IV

(
xi + xi+1

2

)
+· · · ;

– складена формула середніх прямокутників

I =
n−1∑
i=1

Si +
n−1∑
i=1

RS
i =

=
1

6

n−1∑
i=1

hi

(
fi + 4f

(
xi + xi+1

2

)
+ fi+1

)
− 1

2880

n−1∑
i=1

h5if
IV

(
xi + xi+1

2

)
+ · · ·

– складена формула Сімпсона.
На рівномірній сітці залишкові члени цих квадратурних формул можуть бути представ-

лені у такий спосіб (відкидаємо члени, що містять вищі степені h):

RT ≈ −h
2

12

n−1∑
i=1

hf ′′
(
xi + xi+1

2

)
≈ −h

2

12

∫ b

a

f ′′(x)dx;

RP ≈ h2

24

n−1∑
hf ′′

(
xi + xi+1

2

)
≈ h2

24

∫ b

f ′′(x)dx;

RS ≈ − h4

2880

n−1∑
hf IV

(
xi + xi+1

2

)
≈ − h4

2880

∫ b

f IV (x)dx.

Наведені оцінки є асимптотичними, тобто виконуються при h → 0 з точністю до чле-
нів вищого порядку малості. Але для справедливості цих оцінок необхідне існування непе-
рервних похідних підінтегральної функції відповідних порядків. Якщо ці похідні кусково-
неперервні, то можна зробити тільки мажорантні оцінки:

|RT | ⩽ (b− a)

12
h2M2, |RP | ⩽ (b− a)

24
h2M2, |RS| ⩽ (b− a)

2880
h4M4,

M2 = max
x∈[a;b]

|f ′′(x)|,M4 = max
x∈[a;b]

|f IV (x)|.
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20.3.4 Побудова формул Ньютона – Котса методом невизначених коефі-
цієнтів

Для підвищення точності інтегрування можна збільшувати число точокn, за якими підін-
тегральна функція апроксимується інтерполяційним поліномом Лагранжа. У цьому випадку
коефіцієнти ci і залишковий член R визначаються з (20.6).

Наочнішим способом ми побудували формули замкненого типу для n = 2 і n = 3 і
формулу відкритого типу для n = 1.

Розгляньмо інший спосіб побудови квадратурних формул, який називають методом не-
визначених коефіцієнтів. Будемо розглядати лише формули замкненого типу.

Нехай n = 4. Формула не буде симетричною, оскільки середина відрізка не входить до
складу сітки. Побудуємо формулу вигляду

I =

∫ b

a

f(x)dx ≈ c1f(x1) + c2f(x2) + c3f(x3) + c4f(x4),

де
x1 = a, x2 = a+

b− a

3
, x3 = a+ 2

b− a

3
, x4 = b.

Коефіцієнти ci будемо підбирати так, щоб ця формула була точна для поліномів як можна
вищого степеня.

Для спрощення викладення виконаємо стандартну заміну змінних

x =
b+ a

2
+
b− a

2
t, −1 ⩽ t ⩽ 1, a ⩽ x ⩽ b,

у результаті якої дістанемо∫ b

a

f(x)dx =
b− a

2

∫ 1

−1

f(x(t))dt = b− a

2

∫ 1

−1

g(t)dt.

Тепер, з урахуванням виконаної заміни, початкова задача звелася до пошуку таких кое-
фіцієнтів di, щоб квадратурна формула∫ 1

−1

g(t)dt ≈ d1g(−1) + d2g(−1/3) + d3g(1/3) + d4g(1)

була точна для поліномів найвищого можливого степеня.
Похибка квадратури має вигляд∫ 1

−1

g(t)dt ≈ d1g(−1) + d2g(−1/3) + d3g(1/3) + d4g(1).

Підставимо до цього виразу поліном g(t) =
m∑
j=0

ajt
j степеняm:

R(g) =
n∑

j=0

ajR(t
j).
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Добором di ми спробуємо досягти виконання рівностей

R(1) = 0, R(t) = 0, . . . , R(tm) = 0

при якомога більшому значенніm. Підставимо до цих рівностей послідовно g(t) ≡ 1, g(t) ≡
t, g(t) ≡ t2, g(t) ≡ t3. Дістанемо систему із чотирьох лінійних рівнянь, розв’язок якої дає
такі значення коефіцієнтів квадратурної формули:

d1 = d4 =
1

4
, d2 = d3 =

3

4
.

Перевіркою переконуємося, що побудована квадратурна формула не буде точна для g(t) ≡
t4. Враховуючи, що ci = di(b − a)/2 і b − a = 3h, дістанемо шукану квадратурну формулу
з уведеними вище вузлами xi:∫ b

a

f(x)dx ≈ 3

8
h(f1 + 3f2 + 3f3 + f4) (20.13)

Цюквадратуру називають правилом (абоформулою) трьох восьмих. Оскільки вона точна
для поліномів третього степеня, то її залишковий член має порядокO(h5) (тобто той же, що
й залишковий член формули Сімпсона), однак розкладається у ряд Тейлора за послідовними
степенями h. Ту ж формулу можна одержати з (20.6) при n = 4. Похибка формули (20.13)
представляється у вигляді −3h5f IV (ξ)/80, ξ ∈ [a; b].

Складена формула трьох восьмих може бути побудована розбиттям [a; b] на елементарні
підвідрізки з наступним застосуванням (20.13) на кожному з них. Ми ж побудуємо її у трохи
інший спосіб.

Покладемо кількість елементарних підвідрізків кратною трьом, тобто рівною 3m,m ∈ N.
Тоді кількість вузлів отриманої сітки n = 3m+1, а її крок h = (b−a)/(n−1) = (b−a)/3m.
Візьмемо строєний відрізок [a + kh, a + (k + 3)h], k = 0, 3, 6, …, і застосуємо на ньому
правило (20.13): ∫ a+(k+3)h

a+kh

f(x)dx =
3

8
h(f1 + 3f2 + 3f3 + f4) +Rk+1,

де
Rk+1 = −3h5

80
f IV (ξk+1), ξk+1 ∈ [a+ kh, a+ (k + 3)h].

Якщо ці рівності розписати для всіх інших строєних підвідрізків і скласти їх почленно,
то дістанемо складену формулу трьох восьмих:∫ b

a

f(x)dx =
3h

8
[(f1 + fn) + 2(f4 + f7 + · · ·+ fn−3)+

+ 3(f2 + f3 + f5 + f6 + · · ·+ fn−2 + fn−1)] +R,

де похибка R поводиться у такий спосіб:

R = −h
4

80
(3h[f IV (ξ1) + · · ·+ f IV (ξm/3)]) ≈ −h

4

80

∫ b

a

f IV (x)dx.
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Мажорантна оцінка має вигляд

|R| ⩽ (b− a)

80
h4M4,M4 = max

x∈[a,b]
|f IV (x)|.

Хоча формула Сімпсона за точністю й об’ємом обчислень значень підінтегральної функції є
кращою, правило трьох восьмих має самостійне значення, оскільки його можна використати
для таблично заданої функції й непарної кількості елементарних відрізків, коли формула
Сімпсона незастосовна.

Покладемо тепер n = 5, h = (b − a)/4. У цьому випадку квадратурна формула буде
симетрична, оскільки середина відрізка входить до складу сітки; отже, вона буде точна не
тільки для поліномів четвертого степеня, але й п’ятого. Застосовуючи описаний вище ме-
тод невизначених коефіцієнтів, одержимо наступну формулу (її іноді називають формулою
Боде):∫ b

a

f(x)dx ≈ (b− a)

2

(
7

45
f1 +

32

45
f2 +

12

45
f3 +

32

45
f4 +

7

45
f5

)
=

= h

(
14

45
f1 +

64

45
f2 +

24

45
f3 +

64

45
f4 +

14

45
f5

)
.

Головний член її похибки рівний

− 8

945
h7fV I(ξ), ξ ∈ [a; b],

а залишковий член розкладається за непарними степенями h, починаючи з h7.
Може бути побудовано й складену формулу Боде з головним членом похибки O(h6).

20.3.5 Квадратурні формули Гауса
При побудові квадратурних формул Гауса важливу роль відіграють ортогональні полі-

номи Лежандра, які мають вигляд:

Pn(x) =
1

2nn!

dn
dxn [(x

2 − 1)n], n = 0, 1, 2, . . .

Ці поліноми мають такі властивості:
1) Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n, n = 0, 1, 2, …;

2)
∫ 1

−1

Pn(x)Qk(x)dx = 0, k < n, Qk(x) – будь-який поліном степеня k < n;

3) поліном Лежандра Pn(x) має n різних дійсних коренів, розташоване симетрично щодо
нуля на інтервалі (−1, 1).

Випишемо вигляд поліномів Pn(x) для n = 0, 1, 2, 3:

P0(x) = 1, P1(x) = x,

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1), P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x).
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Тепер розглянемо інтеграл на стандартному відрізку [−1, 1]:

I =

∫ 1

−1

f(t)dt.

Поставимо задачу визначення вузлів t1, t2, …, tn на [−1, 1] і коефіцієнтів c1, c2, …, cn так,
щоб квадратурна формула ∫ 1

−1

f(t)dt ≈
n∑

i=1

cif(ti)

була точної для поліномів якомога вищого степеня.
Формули, що мають таку властивість, називають квадратурними формулами (квадрату-

рами) Гауса. Інша назва – квадратурні формули найвищого алгебраїчного степеня точності.
Оскільки у квадратурі Гауса ми маємо 2n вільних параметрів ti і ci, i = 1, n, а полі-

ном степеня 2n− 1 визначається 2n коефіцієнтами, можна підібрати ці параметри так, щоб
найвищий степінь полінома у загальному випадку дорівнював N = 2n− 1.

Для того щоб квадратурна формула була точна для поліномів степеня до 2n−1 включно,
необхідно й достатньо, щоб вона була точна для одночленів

f(t) ≡ 1, t, t2, . . . , t2n−1

Будемо підбирати параметри ti і ci методом невизначених коефіцієнтів, який ми викори-
стовували раніше для побудови формул Ньютона – Котса. Дістанемо систему 2n рівнянь із
2n невідомими:

n∑
i=1

ci = 2,

n∑
i=1

citi = 0,

. . .
n∑

i=1

cit
2n−2
i =

2

n− 1
,

n∑
i=1

cit
2n−1
i = 0.

(20.14)

Ця система нелінійна, тому її розв’язання є складним навіть за невеликих значень n. Крім
того, немає ніякої гарантії, що вона взагалі розв’язна, або що її розв’язки ti дійсні й належать
відрізку [−1, 1].

Доведемо можливість розв’язання системи (20.14). Розглянемо сімейство поліномів ви-
гляду

fk(t) = tkPn(t), k = 0, 1, . . . , n− 1,

де Pn(t) – поліном Лежандра. Оскільки степені поліномів fk(t) не перевершують 2n − 1,
якщо ti і ci задовольняють систему (20.14), має бути виконано рівності∫ 1

−1

tkPn(t)dt =
n∑

i=1

cit
k
iPn(ti), k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Через властивість ортогональності поліномів Лежандра мають місце рівності∫ 1

−1

tkPn(t)dt = 0, k < n.

Отже,
n∑

i=1

cit
k
iPn(ti) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Ці рівності буде виконано наперед за будь-яких ci, якщо покласти

Pn(ti) = 0, i = 1, 2, . . . , n,

тобто якщо вузлами розбиття ti будуть корені полінома Лежандра Pn(t). Нагадаємо, що ці
корені дійсні, різні й розташовані щодо нуля на (−1, 1).

Якщо ми підставимо ti до (20.14), то з перших n лінійних рівнянь знайдемо коефіцієнти
ci. Вони визначаються при цьому однозначно, оскільки визначником відповідної лінійної
системи є визначник Вандермонда.

Лишилося показати, що побудована квадратурна формула точна для всіх поліномів сте-
пеня до 2n− 1 включно.

Справді, представимо довільний поліном Q2n−1(t) степеня 2n− 1 у вигляді

Q2n−1(t) = Gn−1(t)Pn(t) + Fn−1(t),

де Gn−1 і Fn−1 – поліноми степеня n− 1.
Запропонована квадратурна формула за своєю побудовою точна для кожного з доданків

у цьому розкладі, отже, точна й для довільного полінома степеня не вище 2n − 1. У ви-
падку застосування квадратури Гауса для обчислення інтеграла на довільному відрізку [a; b]
робимо заміну змінних

x =
b+ a

2
+
b− a

2
t,

у результаті якої дістанемо∫ b

a

f(x)dx =
b− a

2

∫ 1

−1

f

(
b+ a

2
+
b− a

2
t

)
dt.

Останній інтеграл замінимо квадратурною формулою Гауса:∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a

2

n∑
i=1

cif(xi),

де xi =
b+ a

2
+
b− a

2
ti, i = 1, n, а ti – корені полінома Лежандра Pn(t) на [−1, 1].

Залишковий член формули Гауса з n вузлами має вигляд (з урахуванням формули Стір-
лінга)

Rn =
(b− a)2n+1(n!)4f (2n)(ξ)

[(2n)!]3(2n+ 1)
≈ b− a

2.5
√
n

(
b− a

3n

)2n

f (2n)(ξ), ξ ∈ [a; b].
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Зокрема,

R2 ≈
1

135

(
b− a

2

)5

f (4)(ξ),

R3 ≈
1

15750

(
b− a

2

)7

f (6)(ξ).

Крім того, маємо ti = −tn−i+1 (через властивість коренів полінома Лежандра) і ci =
cn−i+1 (через рівність коефіцієнтів для симетричних вузлів).

Може бути побудовано складені формули Гауса, якщо відрізок інтегрування розбити на
підвідрізки і на кожному з них застосувати формулу Гауса. Однак на відміну від складених
формул Ньютона – Котса замкненого типу, у яких можна заощаджувати одне обчислення
підінтегральної функції на кожній граничній точці підвідрізка (крім кінців усього відрізка
інтегрування), у складених формулах Гауса такої можливості немає.

20.3.6 Правило Рунґе практичної оцінки похибки квадратурних формул

З попереднього розгляду випливає, що чим вищим є степінь полінома Лагранжа Ln(x),
що апроксимує задану підінтегральную функцію, тим вищою буде точність відповідної ква-
дратури. Це виконується для досить малих довжин відрізків інтегрування. Крім того, не слід
забувати, що для апроксимації, як правило, використовують Ln(x) для n, не більших 4 або
5. Тому застосовують апроксимацію не відразу на всьому відрізку, а кусково-поліноміальну
апроксимацію поліномами невисокого степеня, що призводить до побудови складених ква-
дратур. При цьому можливі два способи:

– або беруть досить густу рівномірну сітку й на ній будують складену формулу;
– або розбивають відрізок на підвідрізки і потім на кожному з них застосовують еле-

ментарну квадратуру з одночасним підсумовуванням отриманих наближень інтеграла на цих
підвідрізках.

Крок сітки й довжини підвідрізків слід підбирати з тієї вимоги, щоб значення інтеграла
обчислювалося з деякою заздалегідь вказаною точністю. Для оцінки досягнутої при обчи-
сленні інтеграла точності ми маємо поки тільки асимптотичні або мажорантні оцінки зали-
шкових членів квадратурних формул, які або важко використовувати на практиці, або вони
є такими, що дають надто малі значення для кроку інтегрування й довжини підвідрізків.

Тому застосовують інший практично ефективний і легко реалізований спосіб контролю
точності інтегрування, заснований на оцінці головного члена похибки квадратури за допо-
могою правила Рунґе. Цей метод називають ще методом подвійного перерахунку або екс-
траполяцією за Річардсоном.

Нехай на [a; b] використано рівномірну сітку {xi} із кроком h. Обчислимо на цій сітці
наближене значення Ih інтеграла I за якоюсь складеною квадратурною формулою, що має
алгебраїчний порядок точності p− 1. Це означає, що має місце рівність

I − Ih = chp +O(hp+1) (20.15)

де у правій частині стоїть розклад залишкового члена за степенями h.
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Тепер побудуємо сітку із кроком h/2 і обчислимо Ih/2 за тією ж квадратурною форму-
лою. Тоді маємо

I − Ih/2 = c̃

(
h

2

)p

+O

((
h

2

)p+1
)
. (20.16)

Будемо вважати, що c ≈ c̃ через достатню малість h. Із цих двох рівностей ми можемо
виразити головний член похибки chp через Ih і Ih/2 з точністю до O

(
hp+1

)
:

Ih/2 − Ih = chp − c
hp

2p
+O

(
hp+1

)
,

звідки
chp =

Ih/2 − Ih

1− 2−p
+O

(
hp+1

)
. (20.17)

Рівність (20.17) називають першою формулою Рунґе.
Таким чином, можна сформулювати найпростіший алгоритм обчислення інтеграла із за-

даною точністю ε за обраною квадратурною формулою: якщо δ = |chp| ⩽ ε, то інтеграл
обчислений із заданою точністю; якщо δ > ε, то крок h ще раз ділиться навпіл і процедура
повторюється.

Підставимо тепер (20.17) до (20.15). У результаті одержимо нову квадратурну формулу
Ih,h/2 з головним членом похибки порядку hp+1, а не hp, тобто знову отримана формула буде
мати порядок точності на одиницю більше, ніж початкова формула Ih:

I = Ih +
Ih/2 − Ih

1− 2−p︸ ︷︷ ︸
Ih,h/2

+c1h
p+1 +O

(
hp+2

)
.

Виписане представлення інтеграла називають другою формулою Рунґе.
Таким чином, ми описали ще один спосіб побудови квадратурних формул, який може

бути використаний поряд з методом невизначених коефіцієнтів і апаратом інтерполяції.
Оскільки можна очікувати, що наближення Ih/2 є точнішим за Ih, варто як нове набли-

ження брати
I = h/2 +

Ih/2 − Ih

2p − 1︸ ︷︷ ︸
Ih,h/2

+c2h
p+1 +O

(
hp+2

)
. (20.18)

яке виходить, якщо до (20.16) підставити оцінку

c̃

(
h

2

)p

≈
Ih/2 − Ih

2p − 1
.

Повторивши процес із удвічі меншим кроком, одержимо формулу з головним членом по-
хибки порядку hp+2 тощо.

Таким чином, ми одержали не тільки спосіб контролю точності при обчисленні інтегра-
ла, що дає можливість вибору належної величини кроку h, але й простий метод побудови
точніших квадратурних формул (без явного виписування їх у вигляді квадратурної суми з
коефіцієнтами Котса). Як початкову формулу можна взяти просту формулу невисокої то-
чності (наприклад, трапецій або середніх прямокутників).
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Покажемо, що операція побудови формули Ih,h/2 (що носить ім’я Річардсона) є операці-
єю екстраполювання. Для цього треба показати, що, якщо I̸ = Ih/2, то Ih,h/2 завжди лежить
поза відрізком із межами Ih і Ih/2.

Справді, якщо Ih/2 > Ih, то

Ih,h/2 = Ih/2 +
Ih/2 − Ih

2p − 1
> Ih/2,

оскільки p ⩾ 1. Якщо Ih/2 < Ih, то

Ih,h/2 = Ih/2 −
Ih − Ih/2
2p − 1

< Ih/2.

Якщо ж Ih/2 = Ih, то Ih,h/2 = Ih/2 = Ih і збільшення точності не буде.
Найбільш ефективна екстраполяція за Річардсоном (або, іншими словами, застосування

другого правила Рунґе), якщо як початкову формулу Ih взяти симетричну формулу, у якої
залишковий член розкладається за парними степенями h. Тоді кожне застосування другого
правила Рунґе дозволяє одержувати формулу, порядок точності якої збільшується на два,
а не на одиницю, як це має місце у випадку несиметричних формул. Найбільш уживаним
є випадок, коли як початкову формулу вибирають формулу трапецій T , для якої, як було
показано вище, має місце такий розклад залишкового члена (якщо підінтегральна функція
має 2s+ 2 неперервні похідні на [a; b]):

I = Th + c1h
2 + c2h

4 + c3h
6 + · · ·+ csh

2s +O
(
h2s+2

)
.

З метою, яку можна буде бачити з подальшого розгляду, перепозначимо Th ≡ Th,0 і Th/2 ≡
Th/2,0. Тоді за другим правилом Рунґе виключимо перший член c1(h/2)2 розкладу у ряд Тей-
лора залишкового члена у Th/2,0 і дістанемо нову формулу

Th/2,1 = Th/2,0 +
Th/2,0 − Th,0

22 − 1
,

у якої залишковий член розкладається також за парними степенями, але починаючи з h4:

I = Th/2,1 + b2h
4 + b3h

6 + . . .+ bsh
2s +O

(
h2s+2

)
.

Нова формула Th/2,1 має порядок точності, що перевищує на два порядок точності формули
трапецій, тобто вона точною для поліномів третього степеня.

Покажемо, що нова формула Th/2,1 є формулою Сімпсона, записаною у неявному вигля-
ді, тобто без безпосереднього виписування коефіцієнтів Котса.

Для простоти виведення будемо вважати, що h = b− a і формула трапецій будується за
двома вузлами. Тоді

Th,0 =
h

2
(f1 + f2), Th/2,0 =

h

4

(
f1 + 2f1/2 + f2

)
,

Th/2,1 =
h

4
(f1 + 2f1/2 + f2) +

1

3

(
h

4
(f1 + 2f1/2 + f2)−

h

2
(f1 + f2)

)
=

=
h

6
(f1 + 4f1/2 + f2) = S.
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Одержали формулу Сімпсона, виписану за сіткою із трьома вузлами.
Тепер ми можемо застосувати правило (20.18) уже до формули Сімпсона Th/2,1, викори-

ставши вже обчислене Th/4,1:

Th/4,2 = Th/4,1 +
Th/4,1 − Th/2,1

24 − 1
.

Тут у знаменнику двійка підноситься до четвертого степеня, оскільки при обчисленні
Th/4,2 ми виключили член b2h4 у розкладі за степенями h залишкового члена формули Th/2,1.
У результаті для нової формули Th/4,2 залишковий член розкладається за парними степенями
h, починаючи з h6:

I = Th/4,2 + a3h
6 + . . .+ ash

2s +O
(
h2s+2

)
.

Отже, алгебраїчний порядок точності формули Th/4,2 перевищує порядок точності фор-
мули Сімпсона на два й рівний п’яти (тобто вона точна для поліномів п’ятого степеня). Мо-
жна показати, що вона збігається з раніше виписаною формулою Боде, яка може бути отри-
мана методом невизначених коефіцієнтів на сітці з п’ятьма вузлами.

Якщо ми застосуємо правило Рунґе до формули Боде Th/4,2, то одержимо формулу за
дев’ятьма вузлами, що має сьомий порядок точності; у розкладі залишкового члена цієї фор-
мули наявні парні степені h, починаючи з восьмого.

З кожним наступним застосуванням правила Рунґе до отриманих формул ми будемо
одержувати формули з порядком точності 9, 11 тощо.

Зазначимо, що, починаючи з формули, побудованої за (20.18) на основі формули Боде,
порядок точності буде меншим, ніж якби ці формули будувалися як формули Ньютона –
Котса, тобто як формули інтерполяційного типу. Наприклад, для n = 9 формула Ньютона –
Котса має дев’ятий порядок точності, а не сьомий, як формула, отримана з формули Боде за
(20.18). Тому починаючи із цього моменту за другим правилом Рунґе не можна побудувати
формули Ньютона – Котса – це будуть уже інші формули, що не є точними для поліномів
найбільш високого степеня.

Замість правила Рунґе для формул Гауса може бути використано різні інші підходи. Най-
простішим з них є такий. Виконаємо обчислення за двома формулами Гауса з n і n+1 вузла-
ми. На це знадобиться 2n+1 обчислень f(x). Різниця між ними приймемо за оцінку похибки,
допущену формулою з n вузлами. Однак формула з n+1 вузлами ненабагато точніша за фор-
мулу з n вузлами, тому обчислення оцінки похибки приблизно настільки ж трудомістке, як
і обчислення самого інтеграла.

Тому більш ефективний інший підхід. Візьмемо формулу Гауса з n вузлами і побудуємо
іншу формулу (вона називається формулою Гауса – Кронрода) з тими ж n вузлами і з n+ 1
додатковими вузлами:∫ b

a

f(x)dx =
n∑

i=1

cif(xi) +
n∑

j=1

djf(ξi) +R2n+1(f).

Вузли ξj і коефіцієнти ci, dj підбираються так, щоб цяформула мала поліноміальний порядок
точності 3n+1. Виконаємо обидва обчислення— за формулою Гауса з n вузлами і за новою
формулою з 2n + 1 вузлами, витративши на це 2n + 1 обчислень значень підінтегральної
функції. Різницюміж цими результатами вважатимемо оцінкою похибки. У такий спосіб при
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обчисленнях за формулами Гауса з n і n + 1 вузлами і за формулою Гауса – Кронрода з n і
2n+1 вузлами потрібна однакова кількість обчислень f(x) у 2n+1 точках, однак результат,
отриманий за формулою Гауса – Кронрода, набагато більш точний.

Користуючись властивостями формул Гауса – Кронрода, алгоритм знаходження інтегра-
ла у найпростішому випадку можна представити у такий спосіб. Беремо формулу Гауса із
трьома вузлами, додаємо чотири вузли за Кронродом, а потім виконуємо обчислення за обо-
маформулами. Якщо їх різниця, що є оцінкою похибки, перевищує бажану точність, додаємо
ще 8 вузлів (усього виходить 15), обчислюємо наближене значення інтеграла за новою фор-
мулою Гауса – Кронрода й порівнюємо отриманий результат з результатом за попередньою
формулою. Якщо точність не досягнута, додаємо ще 16 вузлів (усього виходить 31 вузол)
тощо.

Цей варіант алгоритму забезпечує механізм одержання усе більш точних результатів без
втрати раніше обчислених значень підінтегральних функцій.

Якщо заданої точності так і не вдалося досягти, початковий відрізок [a; b] можна розбити
на два підвідрізки і на кожному з них застосувати описаний алгоритм.

20.3.7 Процес Ейткена оцінкифактичної точності квадратурної формули
У всіх розглянутих квадратурних формул залишковий член можна розкласти у ряд за

степенями кроку сітки. Отже, до них застосуємо метод Рунґе (при цьому потрібно, щоб був
заздалегідь відомий порядок точності початкової формули). Крім того, розклад залишкового
члена виконується за умови достатньої гладкості підінтегральної функції. Якщо ж функція
не має необхідної гладкості, то цей розклад вже не має сенсу, тобто нам уже не відомий
фактичний (реальний) порядок точності формули.

Розглянемо процес Ейткена, який на основі повторних розрахунків на декількох сітках
дає можливість:

– визначити фактичний порядок точності p квадратурної формули для заданої підінте-
гральной функції;

– уточнити результат, отриманий на початковій сітці.
У спрощеному вигляді процес Ейткена можна описати у визначений нижче спосіб.
Виберемо три сітки із кроками h1 = h, h2 = h/2, h3 = h/4. Обчислимо наближення Ih,

Ih/2 і Ih/4 до інтеграла I за вибраною квадратурною формулою.
Тоді, якщо враховувати лише головний член похибки, маємо три рівняння для визначе-

ння I , c і p, де p – фактичний, заздалегідь невідомий порядок точності формули для даної
підінтегральної функції:

I = Ih + chp,

I = Ih/2 +
1

2p
chp,

I = Ih/4 +
1

4p
chp,

у якій значення I , c і p невідомі. З першого й другого рівнянь маємо

chp
(
1− 1

2p

)
= Ih/2 − Ih.
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Із другого й третього рівнянь одержимо

1

2p
chp
(
1− 1

2p

)
= Ih/4 − Ih/2.

З останніх двох рівностей одержуємо рівняння для визначення p:

2p =
Ih/2 − Ih

Ih/4 − Ih/2
.

Оцінка для головного члена похибки має вигляд

chp =
(Ih/2 − Ih)

2

2Ih/2 − Ih − Ih/4
.

Отриману оцінку можна використовувати для уточнення Ih.
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Лекція 21
Обчислювальні методи розв’язування інтегральних рівнянь

Фредгольма першого роду

Розглянемо рівняння ∫ b

a

K(t, s)x(s)ds = f(t), c ⩽ t ⩽ d, (21.1)

із замкненим ядром K(t, s). Як було показано у розділі 16, рівняння Фредгольма першого
роду є некоректно поставленою задачею. Малі збурення функції f(t), неминучі, наприклад,
при експериментальному визначенні цієї функції або навіть при округленні чисел у процесі
обчислень на комп’ютері, можуть призводити до суттєвих змін функції x(t) або до того, що
розв’язок рівняння взагалі не можна буде визначити. У розділі 17 було показано, що у цьому
випадку слід використовувати методи регуляризації. Розібраний у розділі 17 спосіб регуля-
ризації рекомендує як наближений розв’язок використовувати функцію xα(t), що реалізує
мінімальне значення згладжувального функціонала

Mα[x, f ] =

∫ d

c

[∫ b

a

K(t, s)x(s)ds− f(t)

]2
dt+

+ α

∫ b

a

(
p(s)(x′(s))2 + q(s)x2(s)

)
ds. (21.2)

При застосуванні методу регуляризації виникають два питання: як знаходити xα(t) при
заданому α і як вибрати параметр регуляризації α?

21.1 Визначення xα при заданому α
При фіксованому значенні α функція xα(t) може бути визначена двома способами:
а) методами мінімізації функціоналуMα[x, f ], наприклад, методом якнайшвидшого спу-

ску, методом спряжених градієнтів тощо;
б) розв’язуванням крайової інтегро-диференціальної задачі (17.10), (17.6), що визначає

екстремалі функціонала (21.2).
Зауваження. Якщо на функцію x(t) у задачі (21.1) накладаються додаткові обмеження,

наприклад, вимога, щоб x(t) не виходила за межі певної області, то застосовується лише
перший спосіб.
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Завдання (21.2), взагалі кажучи, доводиться вирішувати наближено з використанням
скінченно-різницевої апроксимації. Розглянемо найпростіший випадок p = q = 1. Розв’язок
будуватимемо в області t ∈ [c; d], s ∈ [a; b]. Вводимо рівномірну сітку за t і s. Вузли сітки
за t: t0 = c, t1, …, tN−1, tN = d. Вузли сітки за s: s0 = a, s1, …sL−1, sL = b. Крок сі-
тки за t дорівнює ht =

d− c

N
, крок сітки за s дорівнює hs =

b− a

L
. Тоді функціоналу Mα

відповідатиме сума

M̄ =
N∑
n=0

γn

[
L∑
l=0

βlKnlxl − fn

]
+ α

[
L∑
l=0

βlx
2
l +

L−1∑
l=0

(
xl+1 − xl

hs

)2

βl

]
, (21.3)

де γ0 = γN =
ht
2
, β0 = βL =

hs
2
, βl = hs (l = 1, L− 1), γn = ht (n = 1, N − 1). Величина

M̄ залежить від вибору xl: M̄ = M̄(x0, . . . , xL). Мінімальне значення M̄ досягається при
xl, що визначаються з умови

∂M̄

∂xl
= 0, l = 0, L. (21.4)

Для зручності запису введемо два числа: x−1 і xL+1, вважаючи x−1 = x0, а xL+1 = xL.

Тоді, обчислюючи похідні ∂M̄
∂xl

з (21.3) і прирівнюючи їх згідно (21.4) нулю, отримуємо


α

[
xl+1 − 2xl + xl−1

h2s
− xl

]
=

L∑
r=0

βrK̂lrxr − ĝl, l = 0, L,

x0 − x−1

hs
= 0,

xL+1 − xL
hs

= 0,
(21.5)

де

K̂lr =
N∑
n=0

γnKnlKnr, ĝl =
N∑
n=0

γnKnlfn.

Отримана задача (21.5) являє собою різницеву схему, відповідну задачі (17.10), (17.6). Ця
схема має порядок апроксимаціїO(h2s+h2t ). Співвідношення (21.5) є системою алгебраїчних
рівнянь і можуть бути розв’язані, наприклад, методом виключення Гауса.

21.2 Вибір параметра регуляризації α
Нехай розв’язуємо рівняння (21.1), причому точне значення функції f невідоме, але за-

дана функція fδ(t) і оцінка похибки δ такі, що ρ(fδ, f) < δ і ∥fδ∥ > δ. Нехай xαδ (t) – фун-
кція, яка реалізує мінімальне значення згладжувального функціоналаMα[x, fδ] при значенні
параметра регуляризації α. Якщо вибрати α занадто малим, то у виразі (21.2) вплив регуля-
ризаційного доданка αΩ[x] = α

∫ b

a (p(x
′)2 + qx2)ds буде малим і розв’язок xαδ виявиться

«надто розхитаним». Якщо ж α вибрати занадто великим, то, навпаки, розв’язок виявиться
«загладженим».

Щоб уникнувши обох небажаних крайнощів у виборі α, доцільно використовувати так
званий принцип нев’язки. А саме, розглянемо функцію
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ξ(α) = ∥Axαδ − fδ∥2, (21.6)
яку називають нев’язкою. Має місце наступне твердження: ξ(α) при α > 0 є монотонною
диференційованоюфункцієюα, яка зростає. При цьому lim

α→0+
ξ(α) < δ2, lim

α→∞
ξ(α) = ∥fδ∥ >

δ2. Отже, рівняння ξ(α) = δ2 має єдиний корінь α = α(δ) > 0. Цей корінь α і слід вибирати
як параметр регуляризації. (Можна показати, що при такому α функція xαδ реалізує мінімум
функціонала Ω[x] у класі функцій, що задовольняють умові ∥Ax− fδ∥ ⩽ δ.)

Отже, розглянутий алгоритм регуляризації полягає у тому, що обчислювальними метода-
ми (наприклад, методом Ньютона) шукається корінь рівняння ξ(α) = δ2. При цьому величи-
на ξ(α) при потрібних значеннях α обчислюється згідно (21.6), де xαδ – функція, що реалізує
мінімумMα[x, fδ].

Приклад.
Оскільки розв’язання рівняння Фредгольма першого роду за допомогою обчислювальних методів здебіль-

шого здійснюється за допомогою квадратурних методів, для розуміння принципів роботи методу регуляризації
Тихонова варто розглянути некоректну задачу для системи лінійних алгебраїчних рівнянь. Отже, нехай треба
розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь{

x1 + x2 + x3 = 1;
x1 − x2 + x3 = 0;

методом регуляризації, знайшовши попередньо нормальний розв’язок системи.
Розв’язування.
Маємо таку матрицю системи:

A =

1 1 1
1 −1 1
0 0 0


Скористаємося методом Гауса для визначення нормального розв’язку: 1 1 1 1

1 −1 1 0
0 0 0 0

 ∼

 1 1 1 1
0 −2 0 −1
0 0 0 0

 ∼

 1 1 1 1
0 2 0 1
0 0 0 0

 .

Отже {
x1 + x2 + x3 = 1;
2x2 = 1;

звідки, позначивши x3 = C , маємо
x1 =

1

2
− C;x2 =

1

2
;

або x1x2
x3

 =

−1
0
1

C +

1/2
1/2
0


Мінімізуючи норму розв’язку, маємо

M = ∥x∥2 =
(
1

2
− C

)
+

1

4
+ C2 = 2C2 − C +

1

2
;
∂M

∂C
= 4C − 1 = 0;⇒ C =

1

4
.

Отже, нормальним розв’язком є x1x2
x3

 =

1/4
1/2
1/4

 .

Тепер отримаємо розв’язок методом регуляризації.
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Згладжувальний функціонал системи матиме вигляд

Mα[x, b] = ∥Ax− b∥2 + α∥x∥2,

де b – вектор-стовпчик правих частин системи лінійних алгебраїчних рівнянь. Екстремалі цього згладжуваль-
ного функціонала лежать на розв’язку рівняння (A∗A+ αI)x = A∗b (α > 0).

Маємо

A∗ = AT =

1 1 0
1 −1 0
1 1 0

 ; b =

1
0
0

⇒ AT b =

1 1 0
1 −1 0
1 1 0

 ·

1
0
0

 =

1
1
1

 ;

A∗A = ATA =

1 1 0
1 −1 0
1 1 0

 ·

1 1 1
1 −1 1
0 0 0

 =

2 0 2
0 2 0
2 0 2

 ;

(A∗A+ αI)x =

2 + α 0 2
0 2 + α 0
2 0 2 + α

 ·

1
1
1

 = A∗b.

Звідси
x2 =

1

2 + α
;x1 = x3 =

1

4 + α
.

Отже, регуляризований розв’язок виглядає так:

(x1;x2;x3)
T =

(
1

4 + α
;

1

2 + α
;

1

4 + α

)T

.

Зрозуміло, що, якщо спрямувати α до 0, регуляризований розв’язок збігається із нормальним, причому квадрат
відстані між ними дорівнює

∥xα − xn∥2 =
α2(3α2 + 20α + 36)

8(4 + α)2(2 + α)2
.

■
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