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×àñòèíà I
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Çàíÿòòÿ 1

Îïîðíi ôóíêöi¨. Iíòåãðàë âiä

áàãàòîçíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ

1.1 Àóäèòîðíå çàíÿòòÿ

Çàäà÷à 1.1. Çíàéòè îïîðíi ôóíêöi¨ òàêèõ ìíîæèí:

1. A = [0, r] ;

2. A = [−r, r] ;

3. A = {(x, y) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 2} ;

4. A = Kr(0) = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ r} ;

5. A = S = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} .

Çàäà÷à 1.2. Çíàéòè iíòåãðàë Àóìàíà I =
∫ 1

0
F (x)dx òàêèõ áàãàòîçíà÷íèõ

âiäîáðàæåíü:

1. F (x) = [0, x] , x ∈ [0, 1] ;

2. F (x) = Kx(0) = {y ∈ Rn : ‖y‖ ≤ x} , x ∈ [0, 1] .

1.2 Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çàäà÷à 1.3. Çíàéòè îïîðíi ôóíêöi¨ òàêèõ ìíîæèí:

1. A = {−1, 1} ;

2. A = {(x, y, z) : |x| ≤ 2, |y| ≤ 4, |z| ≤ 1} ;
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3. A = {a} ;

4. A = Kr(a) = {x ∈ Rn : ‖x− a‖ ≤ r} .

Çàäà÷à 1.4. Çíàéòè iíòåãðàë Àóìàíà I =
∫ π

2

0
F (x)dx òàêèõ áàãàòîçíà÷íèõ

âiäîáðàæåíü:

1. F (x) = [0, sinx] , x ∈
[
0, π

2

]
;

2. F (x) = [− sinx, sinx] , x ∈
[
0, π

2

]
;

3. F (x) = Ksinx(0) = {y ∈ Rn : ‖y‖ ≤ sinx} , x ∈
[
0, π

2

]
.

Ëiòåðàòóðà: [3]
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Çàíÿòòÿ 2

Ìíîæèíà äîñÿæíîñòi

2.1 Àóäèòîðíå çàíÿòòÿ

Çàäà÷à 2.1. Çíàéòè ìíîæèíó äîñÿæíîñòi òàêî¨ ñèñòåìè êåðóâàííÿ:

dx

dt
= x+ u,

äå x(0) = x0 ∈M0, u(t) ∈ U, t ≥ 0,

M0 = {x : |x| ≤ 1} ,

U = {u : |u| ≤ 1} .
Çàäà÷à 2.2. Çíàéòè îïîðíó ôóíêöiþ ìíîæèíè äîñÿæíîñòi äëÿ ñèñòåìè
êåðóâàííÿ:

dx1
dt

= 2x1 + x2 + u1,

dx2
dt

= 3x1 + 4x2 + u2,

äå x(0) = (x01, x02) ∈M0, u(t) = (u1(t), u2(t)) ∈ U, t ≥ 0,

M0 = {(x01, x02) : |x01| ≤ 1, |x02| ≤ 1} ,

U = {(u1, u2) : |u1| ≤ 1, |u2| ≤ 1} .

2.2 Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çàäà÷à 2.3. Çíàéòè ìíîæèíó äîñÿæíîñòi òàêî¨ ñèñòåìè êåðóâàííÿ:

dx

dt
= x+ bu,
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äå x(0) = x0 ∈M0, u(t) ∈ U, t ≥ 0, b � äåÿêå íåíóëüîâå ÷èñëî,

M0 = {x : |x| ≤ 2} ,

U = {u : |u| ≤ 3} .

Çàäà÷à 2.4. Çíàéòè îïîðíó ôóíêöiþ ìíîæèíè äîñÿæíîñòi äëÿ ñèñòåìè
êåðóâàííÿ:

dx1
dt

= x1 − x2 + 2u1,

dx2
dt

= −4x1 + x2 + u2,

äå x(0) = (x01, x02) ∈M0, u(t) = (u1(t), u2(t)) ∈ U, t ≥ 0,

M0 =
{
(x01, x02) : x

2
01 + x202 ≤ 4

}
,

U =
{
(u1, u2) : u

2
1 + u22 ≤ 1

}
.

Ëiòåðàòóðà: [3]
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Çàíÿòòÿ 3

Êðèòåðié êåðîâàíîñòi i

ñïîñòåðåæóâàíîñòi. Êðèòåðié

äâî¨ñòîñòi

3.1 Àóäèòîðíå çàíÿòòÿ

Çàäà÷à 3.1. Ïåðåâåñòè ñèñòåìó

dx

dt
= u

ç òî÷êè x0 â òî÷êó x1 çà äîïîìîãîþ êåðóâàííÿ ç êëàñó:

1. ïîñòiéíèõ ôóíêöié;

2. íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ùî çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì;

3. êóñêîâî-ïîñòiéíèõ ôóíêöié;

4. êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Çàäà÷à 3.2. Äîñëiäèòè ñèñòåìè íà êåðîâàíiñòü:

1.
ẍ+ aẋ+ bx = u;

2.
dx1
dt

= 2x1 + x2 + au,

dx2
dt

= x1 + 4x2 + u.
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Çàäà÷à 3.3. ×è áóäå ñèñòåìà öiëêîì ñïîñòåðåæóâàíîþ?

1.
ẍ = a2x, y(t) = x(t);

2.
ẋ1 = x1 + αx2,

ẋ2 = αx1 + x2,

y(t) = βx1 + x2.

3.2 Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çàäà÷à 3.4. Ïåðåâåñòè ñèñòåìó

dx

dt
= 2x+ u

ç òî÷êè x0 â òî÷êó x1 çà äîïîìîãîþ êåðóâàííÿ ç êëàñó:

1. ïîñòiéíèõ ôóíêöié;

2. íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ùî çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì;

3. êóñêîâî-ïîñòiéíèõ ôóíêöié;

4. êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Çàäà÷à 3.5. Äîñëiäèòè ñèñòåìè íà êåðîâàíiñòü:

1. dx1
dt

= −x1 + x2 + au, dx2
dt

= x1 +
u
a
;

2. dx1
dt

= x1 − x2 + au, dx2
dt

= x1 +
u
a
;

3. x(n)(t) + a1x
(n−1)(t) + ...+ an−1x

′(t) + anx(t) = u(t);

4. dx1
dt

= x1 + x2 + au, dx2
dt

= −x1 + x2 + a2u ;

5. dx1
dt

= 2x1 + x2 − au, dx2
dt

= −x1 + au

Çàäà÷à 3.6. ×è áóäå ñèñòåìà öiëêîì ñïîñòåðåæóâàíîþ?

1.
ẍ = a2x, y(t) = pẋ(t);
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2.
ẋ1 = 2x1 + αx2,

ẋ2 = −αx1 − αx2,

y(t) = x1 + βx2.

3.
ẋ1 = x2 − 2x3,

ẋ2 = x1 − x3,

ẋ3 = −2x3,

y(t) = −x1 + x2 − x3.

Ëiòåðàòóðà: [1, 2, 4, 7]
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Çàíÿòòÿ 4

Âàðiàöiéíèé ìåòîä â çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

4.1 Àóäèòîðíå çàíÿòòÿ

Çàäà÷à 4.1. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âàðiàöiéíèì ìå-
òîäîì:

I(u) =

∫ T

0

u2(s)ds+ (x(T )− x1)2 → inf

çà óìîâè, ùî

dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, x1 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.

Çàäà÷à 4.2. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âàðiàöiéíèì ìå-
òîäîì:

I(u) =

∫ T

0

u2(s)ds+ (x(T )− x1)2 → inf

çà óìîâè, ùî

dx(t)

dt
= x(t) + u(t), x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]þ. Òî÷êè x0 ∈ R1, x1 ∈ R1 i ìîìåíò
÷àñó T ¹ çàäàíèìè.
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4.2 Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çàäà÷à 4.3. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âàðiàöiéíèì ìå-
òîäîì:

I(u) =

∫ T

0

(u(s)− v(s))2 ds+ (x(T )− x1)2 → inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, x1 ∈ R1, ìîìåíò ÷àñó
T i ôóíêöiÿ v(t) ∈ R1 ¹ çàäàíèìè.

Çàäà÷à 4.4. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âàðiàöiéíèì ìå-
òîäîì:

I(u) =

∫ T

0

(
u2(s) + x2(s)

)
ds+ (x(T )− x1)2 → inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= x(t) + u(t), x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, x1 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.

Ëiòåðàòóðà: [6�8]
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Çàíÿòòÿ 5

Ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà

çà âiäñóòíîñòi ôàçîâèõ

îáìåæåíü

5.1 Àóäèòîðíå çàíÿòòÿ

Çàäà÷à 5.1. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds+
1

2
x2(T )→ inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êà x0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T ¹
çàäàíèìè.

Çàäà÷à 5.2. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds+
1

2
x2(T )→ inf

çà óìîâè, ùî
ẍ = u, x(0) = x0, ẋ(0) = y0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, y0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.

14



Çàäà÷à 5.3. Çàïèñàòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà
äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

I(u) = γ2
∫ T

0

x2(s)ds→ inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0,

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1,
|u(t)| ≤ ρ,

t ∈ [0, T ]. Òî÷êà x0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T ¹ çàäàíèìè.

5.2 Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çàäà÷à 5.4. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds+
1

2
(x(T )− x1)2 → inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= ax(t) + u(t), x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, x1 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.

Çàäà÷à 5.5. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

(
u2(s) + x2(s)

)
ds+

1

2
(ẋ(T )− x1)2 → inf

çà óìîâè, ùî
ẍ = u, x(0) = x0, ẋ(0) = y0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, y0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.

Çàäà÷à 5.6. Çàïèñàòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà
äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

I(u) = γ2
∫ T

0

(x(s)− z(s))2 ds→ inf
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çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0,

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1,
|u(t)| ≤ ρ,

t ∈ [0, T ]. Òî÷êà x0 ∈ R1, íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ z(t) ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T
¹ çàäàíèìè.

Ëiòåðàòóðà: [1, 4�10]
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Çàíÿòòÿ 6

Ïðèíöèï ìàêñèìóìó

Ïîíòðÿãiíà: çàãàëüíèé âèïàäîê

6.1 Àóäèòîðíå çàíÿòòÿ

Çàäà÷à 6.1. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds→ inf

çà óìîâè, ùî

d2x(t)

dt2
= u(t), x(0) = x0, ẋ(0) = y0, x(T ) = 0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, y0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.

Çàäà÷à 6.2. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds→ inf

çà óìîâè, ùî
d2x(t)

dt2
+ ω2x(t) = u(t),

x(0) = x0, ẋ(0) = y0, x(T ) = 0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, y0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.

17



Çàäà÷à 6.3. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:

I(u) =

∫ 2

0

x(s)ds→ inf

çà óìîâè, ùî
ẍ = u,

x(0) = ẋ(0) = x(2) = 0,

u(t) ∈ [−2, 2] .

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, 2] (çàäà÷à ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi).

6.2 Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çàäà÷à 6.4. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds+
1

2
x2(T )→ inf

çà óìîâè, ùî
d2x(t)

dt2
+ ω2x(t) = u(t),

x(0) = x0, ẋ(0) = y0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, y0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.

Çàäà÷à 6.5. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:

I(u) =

∫ T

0

u4(s)ds→ inf

çà óìîâè, ùî

d2x(t)

dt2
= u(t), x(0) = x0, ẋ(0) = y0, x(T ) = 0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, y0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.
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Çàäà÷à 6.6. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:

I(u) =

∫ π

−π
x(s) sin sds→ inf

çà óìîâè, ùî

ẋ = u, x(−π) = x(π) = 0, u(t) ∈ [−1, 1] ,

äå x(t) ∈ R1, t ∈ [−π, π] (çàäà÷à ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi).
Ëiòåðàòóðà: [1, 4�10]
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Çàíÿòòÿ 7

Ìåòîä äèíàìi÷íîãî

ïðîãðàìóâàííÿ. Äèñêðåòíå

ðiâíÿííÿ Áåëìàíà

7.1 Àóäèòîðíå çàíÿòòÿ

Çàäà÷à 7.1. Çíàéòè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, îïòèìàëüíó òðà¹êòîðiþ, ôóí-
êöiþ Áåëìàíà i îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ êðèòåðiÿ ÿêîñòi çàäà÷i îïòèìàëü-
íîãî êåðóâàííÿ

I ({u(k)} , {x(k)}) =
2∑

k=0

u2(k) + x2(3)→ inf

çà óìîâ
x(k + 1) = 2x(k) + u(k), x(0) = 1, k = 0, 1, 2.

Òóò x, u ∈ R1.

Çàäà÷à 7.2. Çíàéòè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ i ôóíêöiþ Áåëìàíà çàäà÷i
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

I ({u(k)} , {x(k)}) =
N−1∑
k=0

u2(k) + x2(N)→ inf

çà óìîâ

x(k + 1) = x(k) + u(k), x(0) = x0, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Òóò x, u ∈ R1. Òî÷êà x0 ∈ R1 � âiäîìà.
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Çàäà÷à 7.3. Çíàéòè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ i ôóíêöiþ Áåëìàíà çàäà÷i
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

I ({u(k)} , {x(k)}) =
N−1∑
k=0

(u(k)− v(k))2 + x2(N)→ inf

çà óìîâ

x(k + 1) = x(k) + u(k), x(0) = x0, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Òóò x, u ∈ R1. Òî÷êà x0 ∈ R1 � âiäîìà, v(k) � âiäîìi, k = 0, 1, . . . , N − 1.

7.2 Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çàäà÷à 7.4. Çíàéòè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, îïòèìàëüíó òðà¹êòîðiþ, ôóí-
êöiþ Áåëìàíà i îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ êðèòåðiÿ ÿêîñòi çàäà÷i îïòèìàëü-
íîãî êåðóâàííÿ

I ({u(k)} , {x(k)}) =
3∑

k=0

u2(k) + x2(4)→ inf

çà óìîâ
x(k + 1) = −x(k) + u(k), x(0) = 2, k = 0, 1, 2, 3.

Òóò x, u ∈ R1.

Çàäà÷à 7.5. Çíàéòè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ i ôóíêöiþ Áåëìàíà çàäà÷i
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

I ({u(k)} , {x(k)}) =
N−1∑
k=0

u2(k) + x2(N)→ inf

çà óìîâ

x(k + 1) = x(k) + b(k)u(k), x(0) = x0, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Òóò x, u ∈ R1. Òî÷êà x0 ∈ R1 � âiäîìà, b(k) ∈ R1 � âiäîìi, k = 0, 1, . . . , N−
1.

Çàäà÷à 7.6. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

I ({u(k)} , {x(k)}) =
N−1∑
k=0

u2(k) + (x(N)− x1)2 → inf
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çà óìîâ

x(k + 1) = x(k) + u(k), x(0) = x0, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Òóò x, u ∈ R1. Òî÷êè x0, x1 ∈ R1 � âiäîìi, b(k) ∈ R1 � âiäîìi, k =
0, 1, . . . , N − 1.

Ëiòåðàòóðà: [4�6]
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Çàíÿòòÿ 8

Ìåòîä äèíàìi÷íîãî

ïðîãðàìóâàííÿ. Ðiâíÿííÿ

Ãàìiëüòîíà-ßêîái-Áåëìàíà.

Çàäà÷à ôiëüòðàöi¨

8.1 Àóäèòîðíå çàíÿòòÿ

Çàäà÷à 8.1. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ i çíàéòè ôóíêöiþ
Áåëìàíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds+
1

2
x2(T )→ inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êà x0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T ¹
çàäàíèìè.

Çàäà÷à 8.2. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ i çíàéòè ôóíêöiþ
Áåëìàíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds+
1

2
x2(T )→ inf

çà óìîâè, ùî
ẍ = u, x(0) = x0, ẋ(0) = y0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, y0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.
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Çàäà÷à 8.3. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ i çíàéòè ôóíêöiþ
Áåëìàíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

(u(s)− s)2 ds+ 1

2
x2(T )→ inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= u(t) + t2, x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êà x0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T ¹
çàäàíèìè.

Çàäà÷à 8.4. Çíàéòè ôóíêöiþ Áåëìàíà òàêî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâà-
ííÿ:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds+
1

2
x2(T )→ inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êà x0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T ¹
çàäàíèìè.

Çàäà÷à 8.5. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

I(u) =
1

2

∫ T

0

(
u2(s) + x2(s)

)
ds+

1

2
x2(0)→ inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= x(t) + u(t), x(T ) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êà x0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T ¹
çàäàíèìè.

Çàäà÷à 8.6. Çíàéòè ìíîæèíó äîñÿæíîñòi â ìîìåíò t = T ñèñòåìè êåðó-
âàííÿ:

ẍ = u

çà óìîâè, ùî ∫ t

0

u2(s)ds+ x2(0) + ẋ2(0) ≤ r2.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ], ìîìåíò ÷àñó T ¹ çàäàíèì.

Çàäà÷à 8.7. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ i çíàéòè ôóíêöiþ
Áåëìàíà:

I(u) =

∫ T

0

u2(s)ds+ x22(T )→ inf
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çà óìîâè, ùî
dx1(t)

dt
= 2x1(t) + x2(t) + u(t),

dx2(t)

dt
= −x1(t) + x2(t) + 2u(t),

x1(0) = 1, x2(0) = 1.

Òóò x = (x1, x2)
∗ � âåêòîð ôàçîâèõ êîîðäèíàò ç R2, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ],

ìîìåíò ÷àñó T ¹ çàäàíèì.

Çàäà÷à 8.8. Ïîáóäóâàòè ôiëüòð çà çàäàíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè y(t) ∈ R1,
âèêîðèñòîâóþ÷è ìíîæèííèé ïiäõiä:

dx(t)

dt
= x(t) + v(t),

y(t) = 2x(t) + w(t),

äå x(t) ∈ R1 � âåêòîð ñòàíó, v(t) ∈ R1, w(t) ∈ R1 � íåâiäîìi øóìè, x0 ∈ R1

� íåâiäîìà ïî÷àòêîâà óìîâà, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi∫ τ

0

(
v2(s) + w2(s)

)
ds+ x20 ≤ 2, τ ∈ [0, T ] .

Çíàéòè îöiíêó ïîõèáêè ñïîñòåðåæåíü.

8.2 Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çàäà÷à 8.9. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ i çíàéòè ôóíêöiþ
Áåëìàíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds+
1

2
(x(T )− x1)2 → inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êà x0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T ¹
çàäàíèìè.

Çàäà÷à 8.10. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ i çíàéòè ôóí-
êöiþ Áåëìàíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds+
1

2
ẋ2(T )→ inf
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çà óìîâè, ùî
ẍ = u, x(0) = x0, ẋ(0) = y0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, y0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.

Çàäà÷à 8.11. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ i çíàéòè ôóí-
êöiþ Áåëìàíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

(
u2(s) + x2(s)

)
ds+

1

2
x2(T )→ inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= x(t) + u(t), x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êà x0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T ¹
çàäàíèìè.

Çàäà÷à 8.12. Çíàéòè ôóíêöiþ Áåëìàíà òàêî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðó-
âàííÿ:

I(u) = a2
∫ T

0

(u(s)− u0(s))2 ds+ x2(T )→ inf

çà óìîâè, ùî
dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ u0(t) ∈ R1, òî÷êà
x0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T ¹ çàäàíèìè, a > 0.

Çàäà÷à 8.13. Çíàéòè ìíîæèíó äîñÿæíîñòi â ìîìåíò t = τ ñèñòåìè êåðó-
âàííÿ

ẋ = ax+ u

çà óìîâè, ùî ∫ τ

0

(u(s)− u0(s))2 ds+ x2(0) ≤ r2

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ u0(t) ∈ R1 �
âiäîìà.

Çàäà÷à 8.14. Çíàéòè ìíîæèíó äîñÿæíîñòi â ìîìåíò t = T ñèñòåìè êåðó-
âàííÿ:

ẍ = u

çà óìîâè, ùî ∫ t

0

(
u2(s) + x2(s)

)
ds+ 2x2(0) + ẋ2(0) ≤ r2,

äå x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ].
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Çàäà÷à 8.15. Ïîáóäóâàòè ôiëüòð çà çàäàíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè y(t) ∈ R1,
âèêîðèñòîâóþ÷è ìíîæèííèé ïiäõiä:

dx(t)

dt
= tx(t) + v(t),

y(t) = px(t) + w(t),

äå x(t) ∈ R1 � âåêòîð ñòàíó, v(t) ∈ R1, w(t) ∈ R1 � íåâiäîìi øóìè, x0 ∈ R1

� íåâiäîìà ïî÷àòêîâà óìîâà, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi∫ τ

0

(
v2(s) + w2(s)

)
ds+ (x0 − 1)2 ≤ 4, τ ∈ [0, T ] .

Çíàéòè îöiíêó ïîõèáêè ñïîñòåðåæåíü.

Ëiòåðàòóðà: [2, 4�7,11]
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Çàíÿòòÿ 9

Çàäà÷à ñòàáiëiçàöi¨

9.1 Àóäèòîðíå çàíÿòòÿ

Çàäà÷à 9.1. Ïîáóäóâàòè êåðóâàííÿ u(t), ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨
ñèñòåìè

x′′′(t)− 2x′′(t) + 3x′(t)− 2x(t) = u.

Çàäà÷à 9.2. Ïîáóäóâàòè êåðóâàííÿ u, ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨
ñèñòåìè

x(IV )(t) + 2x′′(t) + x(t) = u.

Çàäà÷à 9.3. Ïîáóäóâàòè êåðóâàííÿ u, ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨
ñèñòåìè

dx1(t)

dt
= 2x1(t) + x2(t) + u,

dx2(t)

dt
= 3x1(t) + 4x2(t)− 2u.

Çàäà÷à 9.4. Ïîáóäóâàòè êåðóâàííÿ u = (u1, u2)
∗, ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó

ñòàáiëiçàöi¨ ñèñòåìè

dx1(t)

dt
= x1(t) + x2(t) + 2u1,

dx2(t)

dt
= −2x1(t) + 3x2(t)− u1 + u2.

9.2 Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

Çàäà÷à 9.5. Ïîáóäóâàòè êåðóâàííÿ u(t), ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨
ñèñòåìè

x′′′(t) + 6x′′(t)− 2x′(t)− 5x(t) = u.
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Çàäà÷à 9.6. Ïîáóäóâàòè êåðóâàííÿ u(t), ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨
ñèñòåìè

x′′(t)− 5x′(t) + 4x(t) = u.

Çàäà÷à 9.7. Ïîáóäóâàòè êåðóâàííÿ u, ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨
ñèñòåìè

dx1(t)

dt
= −x1(t) + 5x2(t) + u,

dx2(t)

dt
= x1(t) + x2(t) + 3u.

Çàäà÷à 9.8. Ïîáóäóâàòè êåðóâàííÿ u = (u1, u2)
∗, ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó

ñòàáiëiçàöi¨ ñèñòåìè

dx1(t)

dt
= 3x1(t) + 2x2(t) + u1 − u2,

dx2(t)

dt
= x1(t) + 2x2(t) + u1 + 2u2.

Ëiòåðàòóðà: [2, 4, 7]
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×àñòèíà II

Çàäà÷i äëÿ ïiäãîòîâêè äî

åêçàìåíó
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Ðîçäië 10

Çàäà÷i ç ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü

Çàäà÷à 10.1. Çíàéòè iíòåãðàë Àóìàíà I =
∫ π

2

0
F (x)dx âiäîáðàæåííÿ

F (x) = [0, cosx] , x ∈
[
0,
π

2

]
.

Çàäà÷à 10.2. Çíàéòè ìíîæèíó äîñÿæíîñòi òàêî¨ ñèñòåìè êåðóâàííÿ:

dx

dt
= tx+ 2u,

äå x(0) = x0 ∈M0, u(t) ∈ U, t ≥ 0,

M0 = {x : |x| ≤ 4} ,

U = {u : |u| ≤ 1} .

Çàäà÷à 10.3. Äîñëiäèòè ñèñòåìó íà êåðîâàíiñòü:

dx1
dt

= 2x1 − x2 + au,

dx2
dt

= −x1 + 4x2 + (1− a)u.

Çàäà÷à 10.4. ×è áóäå ñèñòåìà

ẋ1 = x1 + αx2,

ẋ2 = αx1 − x2,

y(t) = βx1 + (1− β)x2.

öiëêîì ñïîñòåðåæóâàíîþ?
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Çàäà÷à 10.5. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:

I(u) =

∫ T

0

(
u2(s) + 4x2(s)

)
ds+ (ẋ(T )− x1)2 → inf

çà óìîâè, ùî
ẍ = u, x(0) = x0 ẋ(0) = y0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, y0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.

Çàäà÷à 10.6. Çíàéòè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ i ôóíêöiþ Áåëìàíà çàäà÷i
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

I ({u(k)} , {x(k)}) =
N−1∑
k=0

u2(k) + x2(N)→ inf

çà óìîâ

x(k + 1) = x(k) + 2u(k), x(0) = x0, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Òóò x, u ∈ R1, òî÷êà x0 ∈ R1 � âiäîìà.

Çàäà÷à 10.7. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðiçíèìè ìåòî-
äàìè (âàðiàöiéíèì ìåòîäîì, çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿ-
ãiíà, ìåòîäîì äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ):

I(u) =

∫ T

0

(
u2(s) + 4x2(s)

)
ds+ (ẋ(T )− x1)2 → inf

çà óìîâè, ùî
ẍ = u, x(0) = x0 ẋ(0) = y0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0, x1, y0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T
¹ çàäàíèìè. Ïîðiâíÿòè îäåðæàíi ðåçóëüòàòè.

Çàäà÷à 10.8. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðiçíèìè ìåòî-
äàìè (âàðiàöiéíèì ìåòîäîì, çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿ-
ãiíà, ìåòîäîì äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ):

I(u) =

∫ T

0

(
u2(s) + 4x2(s)

)
ds+ x2(T )→ inf

çà óìîâè, ùî

dx(t)

dt
= −tx(t) + u(t) + sin t, x(0) = x0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êà x0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó T ¹
çàäàíèìè. Ïîðiâíÿòè îäåðæàíi ðåçóëüòàòè.
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Çàäà÷à 10.9. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ i çíàéòè ôóí-
êöiþ Áåëìàíà:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds+
1

2
x2(0)→ inf

çà óìîâè, ùî
ẍ = u, x(T ) = x0, ẋ(T ) = y0.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ]. Òî÷êè x0 ∈ R1, y0 ∈ R1 i ìîìåíò ÷àñó
T ¹ çàäàíèìè.

Çàäà÷à 10.10. Çíàéòè ìíîæèíó äîñÿæíîñòi â ìîìåíò t ñèñòåìè êåðóâàííÿ

ẍ = x+ 2u

çà óìîâè, ùî ∫ t

0

(
u2(s)

4
+ x2(s)

)
ds+ x2(0) + 4ẋ2(0) ≤ r2.

Òóò x(t) ∈ R1, u(t) ∈ R1, t ∈ [0, T ].

Çàäà÷à 10.11. Ïîáóäóâàòè ôiëüòð çà çàäàíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè y(t) ∈
R1, âèêîðèñòîâóþ÷è ìíîæèííèé ïiäõiä:

dx(t)

dt
= cos t · x(t) + 2v(t),

y(t) = px(t) + w(t),

äå x(t) ∈ R1 � âåêòîð ñòàíó, v(t) ∈ R1, w(t) ∈ R1 � íåâiäîìi øóìè, x0 ∈ R1

� íåâiäîìà ïî÷àòêîâà óìîâà, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi∫ τ

0

(
v2(s) + 4w2(s)

)
ds+

(
x0 −

1

2

)2

≤ 1, τ ∈ [0, T ] .

Çíàéòè îöiíêó ïîõèáêè ñïîñòåðåæåíü.

Çàäà÷à 10.12. Ïîáóäóâàòè êåðóâàííÿ u(t), ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó ñòàáiëi-
çàöi¨ ñèñòåìè

x′′(t)− x′(t) + 4x(t) = u.

Çàäà÷à 10.13. Ïîáóäóâàòè êåðóâàííÿ u = (u1, u2)
∗, ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó

ñòàáiëiçàöi¨ ñèñòåìè

dx1(t)

dt
= 2x1(t)− x2(t) + u1,

dx2(t)

dt
= −x1(t) + x2(t) + 2u2.
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Ðîçäië 11

Çàäà÷i ç ëåêöiéíîãî êóðñó

11.1 Äîäàòêîâi ãëàâè àíàëiçó

Çàäà÷à 11.1. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî A ∈ comp (Rn), B ∈ comp (Rn) i λ ∈ R1,
òî A+B ∈ comp (Rn), λA ∈ comp (Rn), Aε ∈ comp (Rn).

Çàäà÷à 11.2. Äîâåñòè ùî îïóêëà îáîëîíêà êîìïàêòó â Rn ¹ êîìïàêò.

Çàäà÷à 11.3. Äîâåñòè, ùî ïåðåòèí äîâiëüíîãî ÷èñëà îïóêëèõ ìíîæèí ¹
îïóêëîþ ìíîæèíîþ. Îïóêëà îáîëîíêà ìíîæèíè A ¹ ïåðåòèíîì âñiõ îïó-
êëèõ ìíîæèí, ùî ìiñòÿòü ìíîæèíó A.

Çàäà÷à 11.4. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ. Àëãåáðà¨÷íà ñóìà äâîõ îïóêëèõ
ìíîæèí ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ. Äîáóòîê îïóêëî¨ ìíîæèíè íà ñêàëÿð ¹
îïóêëîþ ìíîæèíîþ.

Çàäà÷à 11.5. Íàâåñòè ïðèêëàä çàìêíåíî¨ ìíîæèíè â R2, îïóêëà îáîëîíêà
ÿêî¨ ¹ íåçàìêíåíîþ.

Çàäà÷à 11.6. Îáãðóíòóâàòè ëåìó Êàðàòåîäîði 1

Çàäà÷à 11.7. Ïîêàçàòè, ùî íå çàâæäè A + A = 2A, A ⊂ Rn. Íàâåñòè
ïðèêëàä ìíîæèíè A, äëÿ ÿêî¨ A+ A = 2A.

Çàäà÷à 11.8. Äîâåñòè ùî ÿêùî A,B ∈ conv (Rn), òî A = B ⇔ c (A,ψ) =
c (B,ψ), ψ ∈ S (íàñëiäîê 4 òåîðåìè ïðî ïðåäñòàâëåííÿ).

Çàäà÷à 11.9. Íåõàé A ⊂ Rn � êîìïàêò, λ ∈ R1. Äîâåñòè, ùî òîäi äëÿ
äîâiëüíîãî ψ ∈ Rn ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü c (λA, ψ) = c (A, λψ). Êðiì òîãî,
c (λA, ψ) = λc (A,ψ), äå λ > 0, ψ ∈ Rn.

Çàäà÷à 11.10. Çíàéòè îïîðíó ôóíêöiþ ìíîæèíè

A = {x ∈ Rn : |xi| ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n} .
1Ïøåíè÷íûé Á.Í. Âûïóêëûé àíàëèç è ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è. �Ì.: Íàóêà, 1980. �

319 ñ., òåîðåìà 1.1, ñòîð. 9
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Çàäà÷à 11.11. Ïîçíà÷èìî

E (a,Q) =
{
x ∈ Rn :

〈
Q−1(x− a), x− a

〉
≤ 1
}

åëiïñî¨ä â Rn ç öåíòðîì â òî÷öi a ∈ Rn, äå Q � n × n - ñèìåòðè÷íà
äîäàòíîâèçíà÷åíà ìàòðèöÿ åëiïñî¨äà. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ:

1. åëiïñî¨ä E (a,Q) � îïóêëèé êîìïàêò;

2. îïîðíà ôóíêöiÿ c (E (0, Q) , ψ) =
√
〈Qψ,ψ〉;

3. ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ E (a,Q) = a+ E (0, Q).

Âèâåñòè ôîðìóëó äëÿ îïîðíî¨ ôóíêöi¨ åëiïñî¨äà E (a,Q).

Çàäà÷à 11.12. Çíàéòè β(A,B) çà óìîâè, ùî A = Kr(0), B = Km(0), äå
r > 0, m > 0.

Çàäà÷à 11.13. Çíàéòè âiäñòàíü Õàóñäîðôà ïðè A = {a}, B = {a, b}, a ∈
Rn, b ∈ Rn.

Çàäà÷à 11.14. Çíàéòè âiäñòàíü Õàóñäîðôà ìiæ ìíîæèíàìè A = [0, a] i
B = [−b, 0], äå a, b > 0.

Çàäà÷à 11.15. Äëÿ ìíîæèíè A ∈ comp(Rn) äîâåñòè ðiâíiñòü

‖A‖ = min {r ≥ 0 : A ⊆ Kr(0)} .

Çàäà÷à 11.16. Ïîêàçàòè, ùî ‖A‖ = α(A, {0}), äå A ∈ comp(Rn).

Çàäà÷à 11.17. Ïîêàçàòè, ùî ‖A‖ = maxψ∈S |c(A,ψ)|, äå A ∈ conv(Rn), S �
îäèíè÷íà ñôåðà â Rn.

Çàäà÷à 11.18. Íàìàëþâàòè ãðàôiê âiäîáðàæåííÿ

1) F (x) = [0, x], x ∈ [−1, 1];

2) F (x) = [−| sinx|, | sinx|], x ∈
[
−π

2
, π
2

]
;

3) F (x) = [−1, 1],x ∈ [−1, 1], x 6= 0 i F (0) = {2};

4) F (x) = [−1, 1], x ∈ [−1, 0), F (x) = [−2, 2], x ∈ [0, 1];

5) F (x) = [−1, 1], x ∈ [−1, 0 ) , F (x) = [−2, 2], x ∈ [0, 1].

Äëÿ âêàçàíèõ âiäîáðàæåíü ïîáóäóâàòè ñåëåêòîðè, ÿêi ¹

• ïîñòiéíi

• íåïåðåðâíi;
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• êóñêîâî ïîñòiéíi

• êóñêîâî íåïåðåðâíi;

• ìàþòü çëi÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê ðîçðèâó.

Çàäà÷à 11.19. ×è áóäå íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿ F (x) = [−x, x] íà ìíî-
æèíi x ∈ [0, 1]?

Çàäà÷à 11.20. Çíàéòè iíòåãðàë Àóìàíà âiä òàêèõ áàãàòîçíà÷íèõ âiäîáðà-
æåíü

1) F (x) = {− sinx, sinx}, x ∈
[
−π

2
, π
2

]
;

2) F (x) = [−1, 1], x ∈ [−1, 0), F (x) = [−2, 2], x ∈ [0, 1];

3) F (x) = [−1, 1], x ∈ [−1, 0), F (x) = [−2, 2], x ∈ [0, 1];

4) F (x) = {x = (x1, · · · , xn) : |xi| ≤ ri(x)}, x ∈ [0, 1]. Òóò ri(x) � íåïåðåðâ-
íi äîäàòíi íà [0, 1] ôóíêöi¨.

Çàäà÷à 11.21. Äîâåñòè, ùî:

1) ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ¹ àáñîëþòíî íå-
ïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ;

2) äîáóòîê äâîõ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâ-
íîþ ôóíêöi¹þ;

3) ñóïåðïîçèöiÿ ôóíêöié g ◦ f , äå f� àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, g �
ëiïøèöåâà, ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

Çàäà÷à 11.22. Ñôîðìóëþâàòè òåîðåìó Ïåàíî i Ïiêàðà. Ó ÷îìó âiäðiçíÿ-
þòüñÿ óìîâè öèõ òåîðåì âiä óìîâ òåîðåìè Êàðàòåîäîði?

Çàäà÷à 11.23. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Êîøi çíàéòè òðà¹êòîðiþ ñèñòåìè
êåðóâàííÿ

dx1(t)

dt
= x1(t)− x2(t),

dx2(t)

dt
= −4x1(t) + x2(t) + u(t),

çà óìîâè, ùî ôóíêöiÿ ñêàëÿðíà êåðóâàííÿ u(·) ìà¹ âèãëÿä u(t) = sign(sin t),
x1(0) = p0, x1(0) = q0.
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11.2 Êåðîâàíiñòü i ñïîñòåðåæóâàíiñòü

Çàäà÷à 11.24. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà äîñÿæíîñòi X(t,M0) ëiíiéíî¨ ñè-
ñòåìè êåðóâàííÿ ¹ íåïåðåðâíîþ çà M0, òîáòî, äëÿ ïîñëiäîâíîñòi Mk ∈
comp (Rn), k = 1, 2, . . . òàêî¨, ùî limk→∞ α (Mk,M0) = 0 ìà¹ ìiñöå ðiâ-
íiñòü

lim
k→∞

α (X(t,Mk),X(t,M0)) = 0.

Çàäà÷à 11.25. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî x0 ∈ intM0, òî äëÿ ìíîæèíè äîñÿæíî-
ñòi ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ

X(t, x0) ⊂ intX(t,M0).

Çàäà÷à 11.26. Äîâåñòè, ùî ãðàììiàí êåðîâàíîñòi ¹ íåâiä'¹ìíîâèçíà÷åíèì.
Ïðè öüîìó óìîâà ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi åêâiâàëåíòíà äîäàòíié âèçíà÷åíîñòi
ãðàììiàíà êåðîâàíîñòi.

Çàäà÷à 11.27. Çíàéòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ãðàììiàíà êåðîâàíîñòi
äëÿ ñèñòåìè êåðóâàííÿ

dx1(t)

dt
= cos(t)x1(t)− sin(t)x2(t) + u1(t)− 2u2(t),

dx2(t)

dt
= sin(t)x1(t) + cos(t)x2(t)− 3u1(t) + 4u2(t),

Çàäà÷à 11.28. Çíàéòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ãðàììiàíà êåðîâàíîñòi
äëÿ ñèñòåìè êåðóâàííÿ

dx(t)

dt
= tx(t) + cos(t)u(t), t ≥ 0.

Çà éîãî äîïîìîãîþ çíàéòè ãðàììiàí êåðîâàíîñòi. Âèêîðèñòîâóþ÷è êðè-
òåðié êåðîâàíîñòi, âêàçàòè iíòåðâàë ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi âêàçàíî¨ ñèñòåìè
êåðóâàííÿ. Äëÿ öüîãî iíòåðâàëà çàïèñàòè êåðóâàííÿ, ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà-
÷ó ïðî ïåðåâåäåííÿ ñèñòåìè ç òî÷êè x0 y ñòàí xT .

Çàäà÷à 11.29. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà

dx(t)

dt
= A(t)x(t), y(t) = H(t)x(t).

¹ öiëêîì ñïîñòåðåæóâàíîþ íà [t0, T ] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà

dz(t)

dt
= −A∗(t)z −H∗(t)u(t)

¹ öiëêîì êåðîâàíîþ íà [t0, T ].
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Çàäà÷à 11.30. Çàïèñàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ãðàì-
ìiàíà ñïîñòåðåæóâàíîñòi ñèñòåìè

dx1 (t)

dt
= x1(t) + x2(t),

dx2 (t)

dt
= −t2x2(t),

y(t) = sin(t)x1(t) + cos(t)x2(t)

Òóò x = (x1, x2)
∗ � âåêòîð ôàçîâèõ êîîðäèíàò, y � ñêàëÿðíå ñïîñòåðåæå-

ííÿ.

Çàäà÷à 11.31. Äëÿ ÿêèõ ïàðàìåòðiâ a, b ñèñòåìà

dx1 (t)

dt
= ax1(t),

dx2 (t)

dt
= bx2(t),

y(t) = x1(t) + x2(t)

¹ öiëêîì ñïîñòåðåæóâàíîþ? Òóò x = (x1, x2)
∗ � âåêòîð ôàçîâèõ êîîðäè-

íàò, y � ñêàëÿðíå ñïîñòåðåæåííÿ.

Çàäà÷à 11.32. Âiäîìî, ùî ñèñòåìè

dx(1) (t)

dt
= A(1)x(1)(t),

y(1)(t) =
〈
h, x(1)(t)

〉
,

dx(2) (t)

dt
= A(2)x(2)(t),

y(2)(t) =
〈
h, x(2)(t)

〉
¹ öiëêîì ñïîñòåðåæóâàíèìè. ßêèìè áóäóòü óìîâè ïîâíî¨ ñïîñòåðåæóâà-
íîñòi ñèñòåìè

dx(1) (t)

dt
= A(1)x(1)(t),

dx(2) (t)

dt
= A(2)x(2)(t),

y(t) =
〈
h, x(1)(t)

〉
+
〈
h, x(2)(t)

〉
.

Òóò x(1) ∈ Rn, x(2) ∈ Rn, h ∈ Rn, y(1) ∈ R1, y(2) ∈ R1, y ∈ R1 [1].
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11.3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà

Çàäà÷à 11.33. Ðîçâ'ÿçàòè âàðiàöiéíèì ìåòîäîì òàêó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ:

I (u) = γ2
∫ T

0

u2(t)dt+ x2 (T )→ inf,

çà óìîâè
d2x(t)

dt2
+ a2x(t) = u(t),

x (0) = x0,
dx

dt
(0) = y0.

Òóò γ > 0, a > 0, x0, y0 � âiäîìi äiéñíi ÷èñëà, u (t) � ñêàëÿðíå êåðóâàííÿ.

Çàäà÷à 11.34. Ðîçâ'ÿçàòè âàðiàöiéíèì ìåòîäîì òàêó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ:

I (u) =
1

2

∫ T

t0

{〈N (t)x(t), x(t)〉+ 〈M (t)u(t), u(t)〉} dt+

+
1

2
〈P0x (T ) , x (T )〉 → inf,

çà óìîâè

dx(t)

dt
= A (t)x(t) + C (t)u(t) + f(t), x (t0) = x0.

Òóò N (t), P0 � íåâiä'¹ìíîâèçíà÷åíi ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi n×n,
M (t) � äîäàòíîâèçíà÷åíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi m×m, A (t)
� n × n-ìàòðèöÿ ç íåïåðåðâíèìè êîìïîíåíòàìè, C (t) � n × m-ìàòðèöÿ
ç íåïåðåðâíèìè êîìïîíåíòàìè, f(t) � íåïåðåðâíà n-âèìiðíà ôóíêöiÿ, äå
t ∈ [t0, T ].

Çàäà÷à 11.35. Ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà
çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

I (u) =
1

2

∫ T

t0

{〈N (t)x(t), x(t)〉+ 〈M (t)u(t), u(t)〉} dt+

+
1

2
〈P0x (T ) , x (T )〉 → inf,

çà óìîâè

dx(t)

dt
= A (t)x(t) + C (t)u(t) + f(t), x (t0) = x0.
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Òóò N (t), P0 � íåâiä'¹ìíîâèçíà÷åíi ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi n×n,
M (t) � äîäàòíîâèçíà÷åíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi m×m, A (t)
� n × n-ìàòðèöÿ ç íåïåðåðâíèìè êîìïîíåíòàìè, C (t) � n × m-ìàòðèöÿ
ç íåïåðåðâíèìè êîìïîíåíòàìè, f(t) � íåïåðåðâíà n-âèìiðíà ôóíêöiÿ, äå
t ∈ [t0, T ].

Çàäà÷à 11.36. Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà ðîçâ'ÿçàòè
çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

I (u) =

∫ T

0

u2(t)dt+ x2 (T )→ inf

çà óìîâ
d2x(t)

dt2
= u(t),

x (0) = x0,
dx (0)

dt
= y0,

∫ T

0

u(t)dt = c.

Òóò x0, y0, � âiäîìi äiéñíi ÷èñëà, u (t) � ñêàëÿðíå êåðóâàííÿ, T � âiäîìèé
êiíöåâèé ìîìåíò ôóíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè êåðóâàííÿ.

Çàäà÷à 11.37. Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà ïðîàíàëi-
çóâàòè ìîæëèâiñòü ïåðåâåäåííÿ ñèñòåìè

d2x(t)

dt2
+ a2x(t) = u(t)

ç ïîëîæåííÿ

x (0) = x0,
dx (0)

dt
= y0

â ïî÷àòîê êîîðäèíàò òàê, ùîá∫ T

0

u2(t)dt ≤ c2.

Òóò a > 0, x0, y0 � âiäîìi äiéñíi ÷èñëà, u (t) � ñêàëÿðíå êåðóâàííÿ, T �
ôiíàëüíèé ìîìåíò ôóíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè êåðóâàííÿ (íåâiäîìèé).

11.4 Ìåòîä äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ

Çàäà÷à 11.38. Ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ äèñêðåòíîãî ðiâíÿííÿ Áåëìàíà
çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

I(u) =
N−1∑
k=0

{〈Q(k)x(k), x(k)〉+ 〈P (k)u(k), u(k)〉}+〈Q(N)x(N), x(N)〉 → inf
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çà óìîâ

x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)u(k) + f(k), x(0) = x0, k = 0, 1..., N − 1,

äå x = (x1, x2, ..., xn)
∗ � âåêòîð ôàçîâèõ êîîðäèíàò, u = (u1, u2, ..., um)

∗ �
âåêòîð êåðóâàííÿ, A(k) � ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi n×n, B(k) � ìàòðèöÿ ðîç-
ìiðíîñòi n ×m, Q(k) � íåâiä'¹ìíîâèçíà÷åíà ñèìåòðè÷íà n × n-ìàòðèöÿ,
P (k) � äîäàòíîâèçíà÷åíà ñèìåòðè÷íà m×m-ìàòðèöÿ, f(k) � âåêòîð ðîç-
ìiðíîñòi n, k = 0, 1...N − 1, Q(N) � íåâiä'¹ìíîâèçíà÷åíà ñèìåòðè÷íà
n× n-ìàòðèöÿ. Ðîçðîáèòè àëãîðèòì.

Çàäà÷à 11.39. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó 11.38 çà äîïîìîãîþ âàðiàöiéíîãî ìåòîäó.

Çàäà÷à 11.40. Äîâåñòè ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòi Áåëìàíà çà óìîâè, ùî ÷àñ
T íå ¹ ôiêñîâàíèì.

Çàäà÷à 11.41. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÿêà ïîëÿãà¹ ó
ìiíiìiçàöi¨ êðèòåðiþ ÿêîñòi

I(u) =

∫ T

0

(α(t)x2(t) + β(t)u2(t))dt+ γx2(T )

ïðè óìîâàõ
dx

dt
= a(t)x+ b(t)u, x(0) = x0.

Òóò α(t) > 0, β(t) > 0, x(t), u(t) � ñêàëÿðíi ôóíêöi¨, γ > 0, t ∈ [0, T ].

Çàäà÷à 11.42. Ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Áåëìàíà i çíàéòè îïòèìàëüíå êåðó-
âàííÿ äëÿ çàäà÷i êåðóâàííÿ

d2x

dt2
+ ω2x = u(t)

x(0) = x0,
dx(0)

dt
= x1

ç ôóíêöiîíàëîì

I(u) =

∫ T

0

{
α(t)x2 + β(t)u2 + γ(t)

(
dx

dt

)2
}
dt+

+σx2(T ) + δ

(
dx(T )

dt

)2

→ inf
u

Òóò x(t), u(t), α(t) > 0, β(t) > 0, γ(t) > 0 � ñêàëÿðíi ôóíêöi¨, ω > 0,
σ > 0, δ > 0.

41



Çàäà÷à 11.43. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + C(t)u+ f(t), x(t0) = x0

ç êðèòåði¹ì ÿêîñòi

I(u, x) =

∫ T

t0

{〈N(t)x(t),x(t)〉+ 〈M(t)u(t), u(t)〉} dt+

+ 〈P0x(T ), x(T )〉 ,
(11.1)

äå f(·) � íåïåðåðâíà n-âèìiðíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.
Çàäà÷à 11.44. Äîâåñòè ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòi Áåëìàíà äëÿ ôóíêöiîíàëó
âiä ïî÷àòêîâîãî ñòàíó.

11.5 Îöiíêà ñòàíó

Çàäà÷à 11.45. Ïîáóäóâàòè ñïîñòåðiãà÷ ïîâíîãî ïîðÿäêó äëÿ ñèñòåìè êå-
ðóâàííÿ

d2x(t)

dt2
+ x(t) = u(t),

y(t) = ax(t) + b
dx(t)

dt
.

Òóò x, y � ñêàëÿðíi ñòàí i ñïîñòåðåæåííÿ, u(·) � ñêàëÿðíà âiäîìà ôóíêöiÿ
êåðóâàííÿ, a, b � äiéñíi ÷èñëà.

Çàäà÷à 11.46. Äîâåñòè òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ÷åáèøåâñüêîãî
öåíòðó. 2

Çàäà÷à 11.47. Çíàéòè ìàòðè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ìàòðèöi
Q(t) ðîçìiðíîñòi n× n, ÿêùî âiäîìî, ùî Q(t) = P−1(t) i

P ′(t) = A(t)P (t) + P (t)A∗(t)− αP 2(t), P (0) = P0,

äå α > 0, t ∈ [0, T ], P0 �ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi n × n. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî
ìàòðèöÿ P0 � ñèìåòðè÷íà, òî ìàòðèöÿ Q(t) � ñèìåòðè÷íà.

Çàäà÷à 11.48. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìíîæèííèé ïiäõiä, çíàéòè ôiëüòð çà çà-
äàíèìè ñêàëÿðíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè y(t)

y(t) = 2x(t) + w(t),

2Ïîëîâèíêèí Å.Ñ., Áàëàøîâ Ì.Â. Ýëåìåíòû âûïóêëîãî è ñèëüíî âûïóêëîãî àíà-
ëèçà. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004. � 416 ñ. (ëåìà 2.1.1, ñòîð.187, ëåìà 2.1.2 ñòîð. 188)
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dx(t)

dt
= tx(t) + v(t),

äå a, p ¹ ñêàëÿðíèìè ïàðàìåòðàìè, ïî÷àòêîâèé ñòàí x0 i øóìè v(·), w(·)
çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿì âèãëÿäó∫ τ

0

(
v2(s) + w2(s)

)
ds+ x20 ≤ r2,

t ∈ [0, T ].

Äëÿ öüîãî âèïèñàòè âiäïîâiäíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ çíà-
õîäæåííÿ iíôîðìàöiéíî¨ ìíîæèíè i ðîçâ'ÿçàòè ¨¨ çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ
Ãàìiëüòîíà-ßêîái-Áåëìàíà. Çíàéòè ïîõèáêó îöiíþâàííÿ.

Çàäà÷à 11.49. Íåõàé çàäàíà ñèñòåìà

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + C(t)v(t),

y(t) = G(t)x(t) + w(t),

äå A(t), C(t), G(t) ¹ ìàòðèöÿìè ç íåïåðåðâíèìè êîìïîíåíòàìè ðîçìiðíî-
ñòåé n×n, n× k i m×n âiäïîâiäíî. Ïî÷àòêîâèé ñòàí x0 i øóìè v(·), w(·)
çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿì âèãëÿäó∫ τ

t0

{〈M(t) (v(t)− v0(t)) , v(t)− v0(t)〉+

+ 〈N(t) (w(t)− w0(t)) , w(t)− w0(t)〉} dt+
+ 〈P0 (x0 − a) , x0 − a〉 ≤ µ2.

Òóò M(t), P0 ¹ äîäàòíîâèçíà÷åíèìè ñèìåòðè÷íèìè ìàòðèöÿìè ðîçìið-
íîñòi k× k i n×n âiäïîâiäíî, N(t) ¹ íåâiä'¹ìíîâèçíà÷åíîþ ñèìåòðè÷íîþ
ìàòðèöåþ ðîçìiðíîñòi m × m. Ìàòðèöi N(t), M(t) ¹ íåïåðåðâíèìè çà
t ∈ [t0, T ]. Òî÷êà a ∈ Rn ¹ çàäàíîþ. Ôóíêöi¨ v0(·), w0(·) ¹ çàäàíèìè ií-
òåãðîâàíèìè ç êâàäðàòîì íà [t0, τ ] ôóíêöiÿìè, v0(t) ∈ Rk, w0(t) ∈ Rm,
t ∈ [t0, τ ]. Øóìè v(·), w(·) íàëåæàòü êëàñó iíòåãðîâàíèõ ç êâàäðàòîì íà
[t0, τ ] ôóíêöié.

Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i ïîáóäóâàòè ôiëüòð i çíàéòè ïîõèáêó îöiíþâàííÿ.

Çàäà÷à 11.50. Íåõàé A � n × n ìàòðèöÿ, A = A∗. Ïåðåòâîðåííÿì Ðåëåÿ

âiäîáðàæåííÿ A íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

f(x) =
〈Ax, x〉
〈x, x〉

,

ÿêà âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ x ∈ Rn. Äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ. 3

3ñòîð. 23, Áåêëåìèøåâ Ä.Â. Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû ëèíåéíîé àëãåáðû. � Ì.: Íàó-
êà, 1983. � 336 ñ.
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Òåîðåìà 11.1 (ïðî åêñòðåìàëüíi âëàñòèâîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü). Ìàêñè-

ìàëüíå çíà÷åííÿ ñïiââiäíîøåííÿ Ðåëåÿ ñïiâïàäà¹ ç íàéáiëüøèì âëàñíèì

çíà÷åííÿì λ∗(A) ìàòðèöi A i äîñÿãà¹òüñÿ íà âëàñíîìó âåêòîði ìàòðèöi

A, ùî âiäïîâiäà¹ λ∗(A). Àíàëîãi÷íî, ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿ Ðåëåÿ ñïiâïàäà¹ ç íàéìåíøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì λ−(A) ìàòðèöi
A i äîñÿãà¹òüñÿ íà âëàñíîìó âåêòîði ìàòðèöi A, ùî âiäïîâiäà¹ λ−(A).
Çîêðåìà,

max
x∈S
〈Ax, x〉 = λ∗(A),

min
x∈S
〈Ax, x〉 = λ−(A).

Çàäà÷à 11.51. Íà îñíîâi çàäà÷ 11.11, 11.17, 11.50 äîâåñòè, ùî

‖E (0, Q)‖ =
√
λ∗(Q−1),

äå Q � n× n - ñèìåòðè÷íà äîäàòíîâèçíà÷åíà ìàòðèöÿ åëiïñî¨äà E (0, Q).
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Ðîçäië 12

Çàïèòàííÿ äî iñïèòó

1. Ñèñòåìà êåðóâàííÿ. Îçíàêè ñèñòåìè êåðóâàííÿ. Ïðèíöèïè êåðó-
âàííÿ. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Ìåòà ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨
êåðóâàííÿ.

2. Àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè. Îêië ìíîæèíè.

3. Îïóêëi ìíîæèíè. Âëàñòèâîñòi îïóêëèõ ìíîæèí. Îïóêëà îáîëîíêà
ìíîæèíè. Ëåìà Êàðàòåîäîði. Ëåìà ïðî ñòðîãó âiääiëüíiñòü.

4. Îïîðíi ôóíêöi¨. Âëàñòèâîñòi îïîðíî¨ ôóíêöi¨. Îïîðíà ãiïåðïëîùè-
íà. Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò îïîðíî¨ ôóíêöi¨. Íîðìà ìíîæèíè i íåïå-
ðåðâíiñòü îïîðíî¨ ôóíêöi¨. Ïðåäñòàâëåííÿ ìíîæèíè ÷åðåç îïîðíó
ôóíêöiþ. Íàñëiäêè.

5. Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ìíîæèíè. Âiäõèëåííÿ âiä ìíîæèíè äî ìíî-
æèíè. Âëàñòèâîñòi. Ëåìà ïðî âiäõèëåííÿ äëÿ îïóêëèõ êîìïàêòiâ.

6. Ìåòðèêà Õàóñäîðôà. Âëàñòèâîñòi.

7. Áàãàòîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ. Ãðàôiê. Íåïåðåðâíi áàãàòîçíà÷íi âiä-
îáðàæåííÿ. Êðèòåðié íåïåðåðâíîñòi.

8. Âèìiðíi áàãàòîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ. Âèìiðíèé ñåëåêòîð.

9. Iíòåãðàë âiä áàãàòîçíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ. Òåîðåìà Ëÿïóíîâà

10. Àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨. Âëàñòèâîñòi. Òåîðåìà Ëåáåãà.

11. Ñèñòåìà Êàðàòåîäîði. Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi.
Òåîðåìà ïðî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
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12. Ëiíiéíà ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Êàðàòåîäîði. Ôóíäàìåí-
òàëüíà ìàòðèöÿ. Âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi. Ôîðìóëà
Êîøi.

13. Ñïðÿæåíà ñèñòåìà. �¨ âëàñòèâîñòi.

14. Ìíîæèíà äîñÿæíîñòi. Òåîðåìà ïðî ìíîæèíó äîñÿæíîñòi ëiíiéíî¨
ñèñòåìè êåðóâàííÿ. Êîìïàêòíiñòü i íåïåðåðâíiñòü ìíîæèíè äîñÿ-
æíîñòi. Îïîðíà ôóíêöiÿ ìíîæèíè äîñÿæíîñòi.

15. Îçíà÷åííÿ êåðîâàíîñòi íà iíòåðâàëi i ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi. Ìîìåíòíi
ðiâíîñòi. Êðèòåðié êåðîâàíîñòi â ëiíiéíèõ íåñòàöiîíàðíèõ ñèñòåìàõ.
Ãðàììiàí êåðîâàíîñòi. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ãðàììiàíà êå-
ðîâàíîñòi.

16. Çàäà÷à ïðî ïåðåâåäåííÿ ëiíiéíî¨ íåñòàöiîíàðíî¨ ñèñòåìè ç òî÷êè â
òî÷êó i ãðàììiàí êåðîâàíîñòi.

17. Ëåìà ïðî âíóòðiøíþ òî÷êó. Êðèòåðié êåðîâàíîñòi ëiíiéíî¨ ñòàöiî-
íàðíî¨ ñèñòåìè.

18. Çàãàëüíà çàäà÷à êåðîâàíîñòi ëiíiéíî¨ ñèñòåìè. Êðèòåðié êåðîâàíî-
ñòi.

19. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ñïîñòåðåæåííÿ. Ñïîñòåðåæóâàíiñòü íà iíòåðâàëi.
Ïîâíà ñïîñòåðåæóâàíiñòü. Ãðàììiàí ñïîñòåðåæóâàíîñòi. Ìàòðè÷íå
äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ãðàììiàíà ñïîñòåðåæóâàíîñòi. Ïåð-
øèé êðèòåðié ñïîñòåðåæóâàíîñòi.

20. Ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi Êàëìàíà. Äðóãèé êðèòåðié ñïîñòåðåæóâàíîñòi.

21. Ïîõiäíà çà íàïðÿìêîì. Ïîõiäíà Ôðåøå. Ïåðøà âàðiàöiÿ ôóíêöiî-
íàëó. Íåîáõiäíi óìîâè åêñòðåìóìó ôóíêöiîíàëó.

22. Âàðiàöiéíèé ìåòîä i çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

23. Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ëiíiéíîþ ñèñòåìîþ ç êâàäðàòè÷íèì êðèòå-
ði¹ì ÿêîñòi íà îñíîâi âàðiàöiéíîãî ìåòîäó.

24. Ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà äëÿ çàäà÷i Áîëüöà ç ôiêñîâàíèì
÷àñîì áåç ôàçîâèõ îáìåæåíü. Ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà-Ïîíòðÿãiíà. Ñïðÿ-
æåíà ñèñòåìà.

25. Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ëiíiéíîþ ñèñòåìîþ ç êâàäðàòè÷íèì êðèòå-
ði¹ì ÿêîñòi íà îñíîâi ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà.
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26. Ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà ïðè çàãàëüíèõ îáìåæåííÿõ.

27. Ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà i ìíîæèíà äîñÿæíîñòi.

28. Ëiíiéíà çàäà÷à øâèäêîäi¨. Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî çà
øâèäêîäi¹þ êåðóâàííÿ.

29. Ãîë÷àòà âàðiàöiÿ êåðóâàííÿ. Òåîðåìà ïðî ãîë÷àòó âàðiàöiþ. Òåîðå-
ìà ïðî ïðèðiñò ôóíêöiîíàëó. Îáãðóíòóâàííÿ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó
Ïîíòðÿãiíà.

30. Äîñòàòíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi ó ôîðìi ïðèíöèïó ìàêñèìóìó.

31. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ñèíòåçó. Îïòèìàëüíèé ñèíòåç.

32. Ìåòîä äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Äèñêðåòíèé âàðiàíò. Ïðèíöèï
îïòèìàëüíîñòi Áåëìàíà. Ôóíêöiÿ Áåëìàíà i äèñêðåòíå ðiâíÿííÿ
Áåëìàíà.

33. Àëãîðèòì ìåòîäó äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Îñîáëèâîñòi àëãî-
ðèòìó.

34. Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ëiíiéíîþ äèñêðåòíîþ ñèñòåìîþ ç êâàäðàòè-
÷íèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi.

35. Ìåòîä äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì êåðó-
âàííÿ. Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòi. Ôóíêöiÿ Áåëìàíà. Iíòåãðàëüíå ðiâ-
íÿííÿ Áåëìàíà.

36. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái-Áåëìàíà. Äîñòàòíi óìî-
âè îïòèìàëüíîñòi. Ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái-Áåëìàíà äëÿ çàäà÷i
øâèäêîäi¨.

37. Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ëiíiéíîþ ñèñòåìîþ ç êâàäðàòè÷íèì êðèòå-
ði¹ì ÿêîñòi íà îñíîâi ìåòîäó äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

38. Îïòèìàëüíå çà øâèäêîäi¹þ ãàñiííÿ êóòîâèõ øâèäêîñòåé ìiêðîñó-
ïóòíèêà.

39. Ìåòîä äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì êåðóâà-
ííÿ (ôóíêöiîíàë âiä ïî÷àòêîâîãî ñòàíó). Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòi.
Ôóíêöiÿ Áåëìàíà. Iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Áåëìàíà. Äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái-Áåëìàíà.
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40. Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ëiíiéíîþ ñèñòåìîþ ç êâàäðàòè÷íèì êðèòå-
ði¹ì ÿêîñòi (ôóíêöiîíàë âiä ïî÷àòêîâîãî ñòàíó) íà îñíîâi ìåòîäó
äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ (äâà âèïàäêè).

41. Ìíîæèíà äîñÿæíîñòi i ôóíêöiÿ Áåëìàíà. Òåîðåìà ïðî ìíîæèíó
äîñÿæíîñòi. Ìíîæèíà äîñÿæíîñòi ëiíiéíî¨ ñèñòåìè êåðóâàííÿ ïðè
îáìåæåííÿõ, ùî çàäà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì ôóíêöiîíàëîì.

42. Ëiíiéíà çàäà÷à ñïîñòåðåæåííÿ. Ñïîñòåðiãà÷. Òåîðåìà ïðî ñòðóêòó-
ðó ñïîñòåðiãà÷à.

43. ×åáèøåâñüêèé öåíòð. Éîãî âëàñòèâîñòi.

44. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ôiëüòðàöi¨. Ìíîæèííèé ïiäõiä. Iíôîðìàöiéíà
îáëàñòü.

45. Çàäà÷à ëiíiéíî¨ ôiëüòðàöi¨. Ôiëüòð. Ïîõèáêà îöiíþâàííÿ.

46. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨. Ñòàáiëiçàöiÿ ñòàöiîíàðíèõ ñèñòåì.

47. Ìåòîä ôóíêöié Ëÿïóíîâà i ñòàáiëiçàöiÿ ñèñòåì êåðóâàííÿ.

48. Çàäà÷à îïòèìàëüíî¨ ñòàáiëiçàöi¨. Òåîðåìà Êðàñîâñüêîãî.
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