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Введение
В XX веке математические методы широко использовались в эконо-

мике многими исследователями. За их разработку и эффективное при-
менение ряд ученых был удостовен Нобелевской премии по экономике
(Д. Хикс, Р.Солоу, В. Леонтьев, П. Самуэльсон, Г. Марковиц, Д. Тобин,
Л. Канторович и др.)

Естественно, что дисциплины, связанные с математическим моде-
лированием экономических задач и применением для их решения со-
ответствующих математических методов, входят в учебные планы всех
экономико-математических специальностей.

Математическая формализация ряда важных задач микро- и макро-
экономики приводит к задачам оптимизации. В связи с этим в 1-ой главе,
которая имеет вспомогательный характер, приводятся необходимые све-
дения из теории экстремальных задач.

В главах 2 и 3 излагается в краткой форме неоклассическая мате-
матическая теория потребления и производства. Формализуются такие
понятия как товар, цена, полезность потребления, прибыль и издержки
фирмы, спрос на товар, предложение товара. Исследуются оптимиза-
ционные задачи потребителя и производственной фирмы, выводятся и
анализируются основные уравнения потребления и производства.

В главе 4 излагается теория общего конкурентного равновесия Л. Валь-
раса и, как частный случай, модель Эрроу-Дебре. Рассматриваются во-
просы существования и устойчивости экономического равновесия, об-
суждаются модели регулирования цен.

В главе 5 рассмотрены математические модели экономики в условиях
несовершенной конкуренции (модели монополии, олигополии, дуополии
Курно, Чемберлина и Стэкельберга). Основной вопрос — существование
равновесия в таких моделях.

Пособие предназначено для студентов механико-математического фа-
культета и студентов экономического факультета, изучающих курс «Ма-
тематические методы в экономике.»
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1 Элементы нелинейного программирования
Экстремальными задачами называют задачи отыскания минимума

или максимума функций на заданных множествах. Условимся записы-
вать задачу минимизации функции f(x) на множестве D в виде

f(x)→ min
x∈D

. (1)

Будем рассматривать лишь конечномерные задачи оптимизации, то есть
считать, что аргумент функции x = (x1, x2, . . . , xn)> есть вектор конеч-
номерного пространства Rn, а D является некоторым подмножеством из
Rn.
Далее используются обозначения:

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi — скалярное произведение векторов x = (x1, x2, . . . , xn)>

и y = (y1, y2, . . . , yn)>,

‖x‖ =

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

— евклидова норма вектора x = (x1, x2, . . . , xn)>,

0n = (0, . . . , 0)> ∈ Rn.
Экстремальные задачи, у которых целевая функция или функции,

задающие допустимое множество аргументов, являются нелинейными,
называются задачами нелинейного программирования. К ним приводят
многие экономические задачи.

1.1 Исходные понятия и вспомогательные сведения

Напомним некоторые понятия и сведения из математического анали-
за и линейной алгебры, которые далее используются.
Определение 1. Точка x0 ∈ D называется

1) точкой глобального минимума функции f(x) на множестве D или
глобальным решением задачи (1), если

f(x0) ≤ f(x) при всех x ∈ D; (2)

2) точкой локального минимума функции f(x) на D или локальным
решением задачи (1), если существует число ε > 0 , что

f(x0) ≤ f(x) при всех x ∈ D ∩Bε(x
0); (3)

где Bε(x
0) = {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ ≤ ε} — шар радиуса ε с центром x0.
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Если неравенство в (2) или (3) выполняется как строгое при x 6= x0, то
говорят, что x0 — точка строгого минимума (строгое решение) в гло-
бальном или локальном смысле соответственно. Нижеследующий факт
даёт достаточные условия существования решения задачи (1).
Теорема 1(Вейерштрасса). Пусть D — ограниченное и замкнутое мно-
жество из Rn , а f(x) — непрерывная функция на D. Тогда глобальное
решение задачи (1) существует.

Очень важными для дальнейшего являются понятия дифференциру-
емой и дважды дифференцируемой функции.
Определение 2. Пусть функция f(x) определена в окрестности точ-
ки x0 ∈ Rn. Говорят, что она дифференцируема в самой точке x0, если
существует такой вектор v ∈ Rn, что выполняется

f(x0 + ∆x)− f(x0) = 〈v,∆x〉+ o(∆x),

где o(∆x) обладает свойством: lim
∆x→on

o(∆x)

‖∆x‖
= 0.

Можно показать, что вектор v является градиентом функции f(x) в
точке x0, т.е.

v = f ′(x0)
df
≡
(
∂f(x0)

∂x1

, . . . ,
∂f(x0)

∂xn

)
.

Определение 3. Пусть функция f(x) определена в окрестности точки
x0 и дифференцируема в самой точке x0. Говорят, что она дважды диф-
ференцируема в точке x0 , если существует симметричная матрица A
размерности n× n такая, что

f(x0 + ∆x)− f(x0) = 〈f ′(x0),∆x〉+
1

2
〈A∆x,∆x〉+ o(∆x),

где o(∆x) обладает свойством: lim
∆x→on

o(∆x)

‖∆x‖2
= 0. Можно показать, что

эта матрица A составлена из вторых частных производных функции f(x)
в точке x0:

A = f ′′(x0)
df
=


∂2f(x0)

∂x1∂x1

. . .
∂2f(x0)

∂x1∂xn
. . . . . . . . . . .

∂2f(x0)

∂xn∂x1

. . .
∂2f(x0)

∂xn∂xn


Она называется матрицей Гессе, или гессианом функции f(x) в точке
x0.
Теорема 2.(критерий Сильвестра). Пусть A - симметричная матрица
размера n× n. Тогда:
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1) матрица A неотрицательно определена, т.е. 〈Ax, x〉 ≥ 0 для всех x ∈
Rn, тогда и только тогда, когда все её главные миноры неотрицательны;
2) матрица A положительно определена, т.е. 〈Ax, x〉 > 0 для всех x 6= 0n,
тогда и только тогда, когда все её угловые миноры положительны.

Напомним, что главным минором матрицы называется определитель
матрицы, получаемый путем удаления из A строк и столбцов с одинако-
выми номерами. Если удаляются строки и столбцы с номерами от неко-
торого k до n, то главный минор называется угловым.

1.2 Безусловная экстремальная задача

Рассмотрим задачу минимизации на всем пространстве:

f(x)→ min
x∈Rn

. (4)

Приведем сводку фактов, полезных при решении задачи (4).
Теорема 3(необходимое условие минимума первого порядка). Пусть функ-
ция f(x) дифференцируема в точке x0 ∈ Rn. Если x0 — локальное реше-
ние задачи (4), то

f ′(x0) = 0n. (5)

Точка x0, удовлетворяющая (5), называется стационарной точкой
задачи (4) и самой функции f(x).
Теорема 4. (необходимое условие минимума второго порядка). Пусть
функция f(x) дважды дифференцируема в точке x0. Если x0 — локаль-
ное решение задачи (4), то матрица f ′′(x0) неотрицательно определена,
т.е.

〈f ′′(x0)h, h〉 ≥ 0 при всех h ∈ Rn. (6)

Теорема 5 (достаточное условие локального минимума второго поряд-
ка). Пусть функция f(x) дважды дифференцируема в точке x0 ∈ Rn и
при этом f ′(x0) = 0n, а матрица f ′′(x0) положительно определена, т. е.

〈f ′′(x0)h, h〉 > 0 при всех h ∈ Rn, h 6= 0n. (7)

Тогда x0 — строгое локальное решение задачи (4).
Замечание 1. Теоремы 3-5 сохраняют свою силу для задачи минимизации
функции f(x) на множестве D ⊂ Rn при условии, что x0 есть внутренняя
точка этого множества (x0 ∈ intD).
Замечание 2. Полезно иметь в виду следующее простое правило отбора
глобального решения среди стационарных точек задачи (4): если извест-
но, что глобальное решение существует, причем функция f(x) диффе-
ренцируема всюду на Rn, то этим решением является, очевидно, та ста-
ционарная точка, в которой функция принимает наименьшее значение.
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1.3 Классическая задача на условный экстремум

Классической задачей на условный экстремум принято называть за-
дачу минимизации функции f0(x) на множестве D ⊂ Rn, заданном си-
стемой конечного числа уравнений

D = {x ∈ Rn : fi(x) = 0, i = 1, n}.

Запишем эту задачу в виде

f0(x)→ min, fi(x) = 0, i = 1, n. (8)

1.3.1 Метод исключения переменных.

Возможен следующий подход к отысканию решения задачи (8). До-
пустимое множество задачи представляет собой решение системы из m
уравнений с n неизвестными; при этом, как правило, m < n. Предполо-
жим, что x = (u, ν) ∈ Rm × Rn−m и для любого ν ∈ Rm × Rn−m система

fi(u, ν) = 0, i = 1,m,

изm уравнений сm неизвестными имеет единственное решение u = u(ν).
Тогда задача (8) сводится к задаче безусловной минимизации

F (ν) = f(u(ν), ν)→ min, ν ∈ Rn−m.

Описанный метод исключения переменных имеет ограниченную область
применения, поскольку указанная выше однозначная функция u(ν) су-
ществует далеко не всегда.

1.3.2 Условия экстремума.

Более универсальным является метод Лагранжа, использующий усло-
вия экстремума для задач вида (8). Функцией Лагранжа для задачи (8)
назовем

L(x, λ) =
m∑
i=0

λifi(x),

где λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ Rm+1.
Пусть

L′x(x, λ) =
m∑
i=0

λif
′
i(x)
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— градиент функции Лагранжа по x.
Следующая теорема, лежащая в основе метода Лагранжа, является цен-
тральным фактом классической теории условного экстремума.
Теорема 6(необходимое условие минимума первого порядка). Пусть функ-
ция f0(x) дифференцируема в точке x0 ∈ Rn, а функции fi(x), i = 1,m
непрерывно дифференцируемы в некоторой окрестности этой точки. Ес-
ли x0 — локальное решение задачи (8), то существует ненулевой вектор
λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ Rm+1 такой, что

L′x(x
0, λ) = 0n. (9)

Точка x0 ∈ D, удовлетворяющая (9) при некотором λ 6= 0m+1, на-
зывается стационарной точкой задачи (8). При этом числа λ0, λ1, . . . , λm
называются множителями Лагранжа, соответствующими x0.
Равенство (9) вместе с условием x0 ∈ D образует систему из m+n урав-
нений с m+n+1 неизвестными. При этом всегда можно перейти к m+n
неизвестным, рассматривая два случая: λ0 = 1 и λ0 = 1.
Любое дополнительное предположение о задаче (8), обеспечивающее в
теореме 6 случай λ0 6= 0, принято называть условием регулярности. Яс-
но, что в этом случае достаточно рассматривать лишь регулярную функ-
цию Лагранжа

L(x, λ) = f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x).

Условием регулярности, в частности, служит условие линейной незави-
симости градиентов f ′1(x0), . . . , f ′m(x0).

1.4 Выпуклые множества и выпуклые функции

Определение 4. Множество D ⊂ Rn называется выпуклым, если

αx+ (1− α)y ∈ D ∀x, y ∈ D;α ∈ [0, 1],

т.е. вместе с любыми своими двумя точками оно содержит и весь отрезок,
соединяющий эти точки.
К простейшим свойствам выпуклых множеств относятся:

1. Если Di, i ∈ I, — некоторые выпуклые множества из Rn, то их пе-
ресечение D =

⋂
i∈I
Di, если оно непустое, также является выпуклым

множеством. Здесь I — любое (конечное или бесконечное) множе-
ство индексов.
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2. Пусть Di, i = 1,m, — некоторые выпуклые множества из Rn, а αi,
i = 1,m — любые числа. Тогда множество

D =
m∑
i=1

αiDi = {x ∈ Rn : x =
m∑
i=1

αix
i, xi ∈ Di}

является выпуклым.

3. Если D — выпуклое множество, {xi}i=1,m ⊂ D, αi ≥ 0,
∑m

i=1 αi = 1,
то

α1x
1 + . . .+ αmx

m ∈ D.

Определение 5. Функция f(x), определенная на выпуклом множестве
D ⊂ Rn, называется выпуклой на D, если

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y), (10)

при всех x, y ∈ D и α ∈ [0, 1].
Это неравенство отражает простое геометрическое свойство выпуклой
функции: если соединить отрезком (хордой) две любые точки графика
выпуклой функции, то он находится не ниже соответствующего участка
графика функции.
Простыми примерами выпуклых функций одного переменного являются:
— аффинная функция f(x) = ax+ b на R1;
— квадратичная функция f(x) = ax2 + bx+ c на R1 при a > 0;
— экспонента ex на R1;
— функция f(x) = sinx на отрезке [π, 2π].
Если в определении 5 заменить в (10) знак неравенства на ≥, то получим
определение вогнутой функции на множестве D.
Перечислим некоторые простейшие свойства выпуклых функций.
Пусть D ⊂ Rn — выпуклое множество, а f(x), f1(x), f2(x) — выпуклые
на D функции. Тогда:

1) если α ≥ 0, то функция F (x) = αf(x) выпукла на D,

2) функция F (x) = f1(x) + f2(x) выпукла на D,

3) функция F (x) = max{f1(x), f2(x)} выпукла на D,

4) функция F (x) = −f(x) вогнута на D,

5) если множество D(α) = {x ∈ D : f(x) ≤ α} 6= ∅, то оно является
выпуклым.
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Теорема 7 (критерий выпуклости дважды дифференцируемой функ-
ции). Пусть функция f(x) дважды дифференцируема в любой точке от-
крытого выпуклого множества D. Для того, чтобы она была выпуклой
на D необходимо и достаточно, чтобы её гессиан f ′′(x) являлся неотри-
цательно определенной матрицей в любой точке x ∈ D.

1.5 Упрощенная задача выпуклого программирова-
ния. Теорема Куна-Таккера

Пусть функции f0(x), f1(x), . . . , fm(x) выпуклые и дифференцируе-
мые на Rn, x ∈ Rn. Упрощённой задачей выпуклого программирования
будем называть задачу минимизации функции f0(x) на выпуклом мно-
жестве D ⊂ Rn, заданном с помощью системы неравенств

D = {x ∈ Rn : fi(x) ≤ 0, i = 1,m}

Запишем эту задачу в виде

f0(x)→ min, fi(x) ≤ 0, i = 1,m. (11)

Будем говорить, что для множества D выполняется условие Слейтера,
если существует точка x̂ ∈ Rn, для которой fi(x̂) < 0, i = 1,m.
Функцией Лагранжа задачи (11) будем называть

L(x, λ) =
m∑
i=0

λifi(x), λ = (λ0, λ1, . . . , λm).

Теорема 8(Куна - Таккера). Для того, чтобы точка x0 ∈ D была реше-
нием задачи (11) необходимо, а если выполняется условие Слейтера, то
и достаточно, чтобы существовал ненулевой вектор λ ∈ Rm+1 с неотри-
цательными компонентами λi ≥ 0, i = 0,m и такой, что

L′x(x
0, λ) = 0n, λifi(x

0) = 0, i = 1,m. (12)

Причем, если выполняется условие Слейтера, можно считать λ0 = 1.
Таким образом, если выполняется условие Слейтера, то для реше-

ния задачи (11) достаточно решить систему, состоящую из равенств и
неравенств

∂f0(x0)

∂xj
+

m∑
i=1

λi
∂fi(x

0)

∂xj
= 0, j = 1, n; λifi(x

0) = 0, i = 1,m, (13)

λi ≥ 0, i = 1,m; fi(x
0) ≤ 0, i = 1,m. (14)
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В системе (13), (14) присутствует n + m уравнений относительно n + m
неизвестных: x0

1, . . . , x
0
n, λ1, . . . , λm.

Пример. Найти расстояние от начала координат до множества точек на
плоскости, удовлетворяющих неравенствам x1 + x2 ≥ 4, 2x1 + x2 ≥ 5.
Решение. Математическая формализация приводит к задаче вида (11),
в которой n = 2, m = 2,

f0(x) = x2
1 + x2

2, f1(x) = 4− x1 − x2, f2(x) = 5− 2x1 − x2.

Условие Слейтера выполняется, например, при x̂ = (3, 3). Тогда функция
Лагранжа имеет вид

L(x, λ) = x2
1 + x2

2 + λ1(4− x1 − x2) + λ2(5− 2x1 − x2).

Составляя систему уравнений (5.13), получаем

2x1 − λ1 − 2λ2 = 0, 2x2 − λ1 − λ2 = 0,
λ1(4− x1 − x2) = 0, λ2(5− 2x1 − x2) = 0.

(15)

Решение системы (15) целесообразно провести, рассматривая варианты:
a)λ1 6= 0, λ2 = 0; б)λ1 = 0, λ2 6= 0; в)λ1 = λ2 = 0; г)λ1 6= 0, λ2 6= 0.
Для варианта а) получаем x = (2, 2) ∈ D,λ1 = 4, λ2 = 0. Таким образом,
точка (2, 2) является, в соответствии с теоремой 8, решением задачи. В
остальных вариантах решение системы (15) не удовлетворяет неравен-
ствам (14).
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2 Математическая теория потребления
Товары и их потребители являются первичными элементами микро-

экономики. Под товарами будем понимать всё, что является предметом
сделок в данном обществе, в том числе и услуги. Под потребителем будем
понимать отдельного индивидуума или группу индивидуумов, которая
распределяет свой доход на покупку или потребление товаров. Пред-
метом изучения данной главы является поведение потребителя с точки
зрения рационального распределения дохода на покупку товаров, то есть
в конечном счёте ставится вопрос: сколько каждого товара он должен
приобрести при заданных ценах и известном доходе, чтобы наилучшим
образом удовлетворить свои потребности.

2.1 Пространство товаров и отношение
предпочтения

Будем считать, что на рынке продается n видов товаров и количе-
ство каждого товара измеряется вещественным неотрицательным чис-
лом. Вид товара будем обозначать индексом i, i = 1, 2, . . . , n, а через xi
— количество товара i-го вида. Вектор x = (x1, x2, . . . , xn)> называется
набором товаров. Далее считаем, что все товары обладают свойством
произвольной делимости, то есть может быть закуплено любое неотри-
цательное количество каждого из них.
Таким образом, все возможные наборы товаров являются векторами
x ∈ Rn с неотрицательными компонентами. Они образуют так называе-
мое пространство товаров:

C = {x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, n}

– неотрицательный ортант пространства x ∈ Rn.
Потребитель приобретает товары с целью удовлетворения своих потреб-
ностей. У каждого потребителя есть свои вкусы, в соответствии с кото-
рыми он оценивает пользу для себя от того или иного товара, и способы
оценки того или иного набора товаров. Поэтому он стремится выбрать
в пространстве товаров C наилучший, с его индивидуальной точки зре-
ния, набор товаров. Чтобы формализовать выбор потребителем набора
товаров с учетом его вкусов, введем в рассмотрение нак называемое от-
ношение предпочтения. Считаем, что потребитель при выборе набора
товаров руководствуется (свойственным лично ему) отношением пред-
почтения, которое мы обозначим символом �. Для наборов x и y из
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пространства товаров C запись x � y означает, что наш потребитель ли-
бо предпочитает набор x набору y, либо не делает между ними различий
(слабое предпочтение).
На этой основе можно ввести понятие отношения безразличия (эквива-
лентности): наборы x и y из C безразличны (эквивалентны) для потре-
бителя и писать при этом x ∼ y тогда и только тогда, когда каждый из
них предпочтительнее по отношению к другому:

(x ∼ y)⇔ ((x � y) ∧ (y � x)).

Можно также ввести понятие отношения строгого предпочтения, а имен-
но, потребитель предпочитает набор x набору y и писать при этом x � y
тогда и только тогда, когда x � y и при этом y � x — неверно, т. е.

(x � y)⇔ ((x � y) ∧ ¬(y � x)).

Далее, исходя из логики сравнения наборов товаров будем считать, что
отношение предпочтения удовлетворяет следующим требованиям (акси-
омам).

Аксиомы отношения предпочтения

1-я аксиома (совершенность или полнота) Отношение предпочте-
ния является совершенным, то есть для любых x, y ∈ C выпол-
няется x � y или y � x Это означает, что для любых товаров из C
существует отношение предпочтения.

2-я аксиома (транзитивность) Отношение предпочтения транзитив-
но, то есть, если x � y и y � x, то x � z.

Замечание 1. Из 1-й аксиомы вытекает рефлексивность x � x, ∀x ∈ C, а
из 2-й – транзитивность отношения эквивалентности:

((x ∼ y) ∧ (y ∼ z))⇒ (x ∼ z),

а также его рефлексивность

x ∼ x,∀x ∈ C

и симметричность
(x ∼ y)⇔ (y ∼ x).
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Отношение безразличия разделяет пространство товаров на множества
безразличия. Каждое из таких множеств состоит из всех наборов безраз-
личных к некоторому набору x:

Tx = {y ∈ C : y ∼ x}.

Введем также в рассмотрение предпочтительные множества

Px = {y ∈ C : y � x}

и непредпочтительные множества

NPx = {y ∈ C : x � y}.

3-я аксиома (непрерывность). Отношение предпочтения является непре-
рывным, в том смысле что множества Px и NPx являются замкну-
тыми.

4-я аксиома (ненасыщаемость). Выполняется соотношение

(x ≥ y)⇒ (x � y).

5-я аксиома (строгая выпуклость). Выполняется

(y � x)⇒ αy + (1− α)x � x,∀α ∈ (0, 1).

Это можно понимать как строгую выпуклость множеств предпо-
чтения Px.

2.2 Функция полезности

Отношение предпочтения, логически понятное с точки зрения сравне-
ния и выбора набора товаров, является больше качественной категорией
и не приспособлено для проведения количественных исследований. По-
этому желательно располагать таким инструментом, который, с одной
стороны, отражал бы все основные свойства отношения предпочтения и,
с другой стороны, давал бы возможность его количественного измере-
ния. Таким инструментом является функция полезности.
Определение. Пусть на пространстве товаров определено отношение пред-
почтения. Любая функция u(·) : C → R1 такая, что u(x) ≥ u(y) тогда и
только тогда когда x � y называется функцией полезности, соответству-
ющей этому отношению предпочтения.
Замечание 1. Как доказал Дж. Дебрэ (G. Debreu, 1954), из аксиом 1–3
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следует существование действительной функции u(·), определенной на
C, такой, что

u(x) ≥ u(y)⇔ x � y.

Замечание 2. Функцию полезности можно построить не единственным
образом. Если u(x) – некоторая функция полезности, а ϕ(·) – строго
возрастающая функция одного переменного, то и ϕ(u(x)) – также явля-
ется функцией полезности.В частности ϕ1(x) = au(x) + b, где a > 0 и
ϕ2(x) = eu(x) также являются функциями полезности.
Замечание 3. Аксиома ненасыщения с помощью функции полезности мо-
жет быть записана в виде

(x ≥ y)⇒ (u(x) ≥ u(y)),

((x ≥ y) ∧ (x 6= y))⇒ (u(x) > u(y)).

Замечание 4. Если u(x) – дифференцируемая на C функция, то положи-
тельность ее частных производных

Mu(x)
df
= u′(x) =

(
∂u(x)

∂x1

, . . . ,
∂u(x)

∂xi

)>
> 0n

обеспечивает выполнение аксиомы ненасыщения.
Частная производная Mui(x) = ∂u(x)

∂xi
называется предельной полезно-

стью i-го товара. Её положительность ведет к тому, что возрастание
потребления i-го товара при том же потреблении остальных ведет к уве-
личению полезности набора.
Замечание 5. Если u(x) – дважды дифференцируемая на C функция и
матрица

u′′(x) =

(
∂2u(x)

∂xi∂xj

)
i,j=1,n

является отрицательно определенной всюду на C, то это обеспечивает
строгую вогнутость функции u(x) на C.
Из отрицательной определенности следует (критерий Сильвестра)

∂2u(x)

∂xi∂xi
=

∂

∂xi
(Mui(x)) < 0, i = 1, n, x ∈ C,

то есть предельная полезность любого товара уменьшается по мере его
потребления. Это явление получило название закона Госсена.
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Примеры функций полезности

1. Функция полезности с полным взаимозамещением благ:

u(x) =
n∑
i=1

bixi,

где bi > 0 является числовой оценкой полезности от потребления
единицы товара i-го вида. При n = 2 кривая безразличия имеет

вид b1x1 + b2x2 = c. Отсюда можно выразить x2 = −b1

b2

x1 +
c

b2

, что

говорит о возможности компенсации изменения потребления 1-го
товара 2-м при сохранении значения функции полезности.

2. Функция полезности с полным взаимодополнением благ:

u(x) = min

{
xi
bi
, i = 1, n

}
.

3. Неоклассическая функция полезности Кобба-Дугласа:

u(x) = a
n∏
i=1

xbii , b1 + . . .+ bn = 1, b ∈ (0, 1), a > 0.

4. Квадратичная функция полезности:

u(x) = 〈a, x〉+
1

2
x>Bx,

где B – отрицательно определенная матрица размерности n × n и
a+ x>B > 0n .

2.3 Неоклассическая задача потребления

Здесь мы приведем и исследуем классическую математическую мо-
дель задачи индивидуального потребительского выбора.

2.3.1 Постановка задачи

Содержательно эта задача формулируется так: сколько товаров каж-
дого вида, из имеющихся на рынке, следует купить потребителю, чтобы
максимально удовлетворить себя, и при этом суммарная стоимость куп-
ленных товаров не должна превышать его доход.
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Вводим обозначения: pi — цена i-го товара, p = (p1, p2, . . . , pn)> —
вектор цен, I — доход потребителя. Тот факт, что стоимость набора x =
(x1, x2, . . . , xn)> ∈ C не должна превышать доход, можно записать в виде

〈p, x〉 ≤ I.

Таким образом, множество наборов товаров, доступных потребителю для
закупки можно выразить как

B(p, I) = {x ∈ C : 〈p, x〉 ≤ I}. (16)

Если использовать понятие отношения предпочтения, то наша задача
сводится к выбору из множества B(p, I) наиболее предпочтительного, то
есть к отысканию x∗ ∈ B(p, I) такого, что

x∗ � x, ∀x ∈ B(p, I). (17)

Мы далее будем считать, что нам известна функция полезности u(x),
определенная на пространстве товаров C, которая выражает отношение
предпочтения в соответствии с ее определением. Тогда задачу (2) можно
записать в виде

u(x)→ max
x∈B(p,I)

, (18)

где множество B(p, I) определено в (1).

2.3.2 Применение теоремы Куна-Таккера

Далее будем предполагать, что:

1) функция непрерывна u(x) и дважды дифференцируема на про-
странстве товаров C,

2) все предельные полезности товаров положительны

Mui(x) =
∂u(x)

∂xi
> 0, i = 1, n, x ∈ C,

3) матрица Гессе функции полезности u′′(x) =
(
∂2u(x)
∂xi∂xj

)
i,j=1,n

является

отрицательно определенной при любом x ∈ C.

Нетрудно видеть, что B(p, I) - ограниченное замкнутое множество. По-
скольку u(x) считаем непрерывной функцией, то по теореме Вейерштрас-
са решение задачи (3) существует, а из строгой вогнутости функции
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полезности, которая следует из требования 3), вытекает его единствен-
ность. Задачу (3) можно переписать в эквивалентной форме

f0(x)→ min
x∈B(p,I)

, (19)

B(p, I) = {x ∈ Rn : fi(x) ≤ 0, i = 1, n+ 1},

где функции fi(x) = −xi, i = 1, n; fn+1(x) = 〈p, x〉 − I являются линей-
ными, а функция f0(x) = −u(x) - строго выпуклой на C. Очевидно, что

условие Слейтера выполняется для точки x̂ =

(
I

2p1n
,
I

2p2n
, . . . ,

I

2pnn

)
.

Следовательно, для функции Лагранжа можно положить λ0 = 1 и она
примет вид

L(x, λ) = f0(x) +
n+1∑
i=1

λifi(x) = −u(x)−
n∑
i=1

λixi + λn+1(〈p, x〉 − I). (20)

По теореме Куна-Таккера, если набор x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n)> является реше-

нием задачи (4), то существуют λi ≥ 0, i = 1, n+ 1 такие, что

L′x(x
∗, λ) = 0n, λifi(x

∗) = 0, i = 1, n+ 1, x∗ ∈ B(p, I). (21)

Выделим и переобозначим ввиду особой значимости множитель µ = λn+1.
Учитывая конкретный вид функции Лагранжа (5) и функций fi(x), со-
отношения (6) можно переписать в виде

µpi = Mui(x
∗) + λi, (22)

λix
∗
i = 0, i = 1, n, (23)

µ(〈p, x∗〉 − I) = 0, (24)
x∗ ≥ 0n, 〈p, x〉 − I ≤ 0. (25)

2.3.3 Выводы

Пусть набор x∗ вместе с λi ≥ 0, µ ≥ 0 является решением системы
(7)–(10).

1) если i-й товар закуплен в некотором количестве x∗i > 0, то в соот-
вествии с (8) множитель λi = 0 и тогда из (7) получаем

Mui(x
∗)

pi
= µ, ∀i : x∗i > 0. (26)
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Таким образом отношение предельной полезности товара к его цене
одинаково для всех покупаемых товаров. Множитель Лагранжа µ
интерпретируется как предельная полезность единицы денег. По-
этому равенство

Mu1(x∗)

p1

= . . . =
Mun(x∗)

pn

означает, что предельная полезность единицы денег одинакова для
каждого товара. Именно при таком распределении дохода потреби-
тель получает максимум полезности. С экономической точки зре-
ния это объясняется так. Если полезность от расхода дополнитель-
ного рубля на питание выше, чем от этого рубля на одежду, то
потребитель может увеличить полезность за счет роста расходов
на питание. А это уменьшает расход на одежду. Это перераспреде-
ление будет продолжаться, пока предельная полезность расходов
на питание выше чем на одежду. По закону Госсена предельная по-
лезность продуктов постепенно снизится, вызывая рост расходов на
одежду. Только когда предельная полезность расходов на одежду
и питание сравняются, будет достигнут максимум полезности.

2) учитывая, что предельная полезность каждого товара положитель-
на, из (11) получаем µ > 0. А тогда из (9) следует 〈p, x∗〉 − I = 0,
то есть весь доход должен быть израсходован.

3) будем считать, что потребитель покупает все виды товаров, так как
в противном случае можно исключить из рассмотрения непокупае-
мый товар и уменьшить размерность задачи. Тогда в соответствии
с (7)-(8) оптимальный набор удовлетворяет системе

Mu(x∗)− µp = 0n, (27)
〈p, x∗〉 − I = 0. (28)

Соотношение (13) означает, что x∗ лежит на бюджетном множестве

x∗ ∈ = {x ∈ C : 〈p, x〉 − I = 0},

причем вектор цен p является нормалью к . Поскольку вектор
u′(x∗) = Mu(x∗) – нормаль к множеству безразличия Tx∗ = {x ∈
Rn : u(x) = u(x∗)} в точке x∗, то соотношение (12) означает, что x∗
– точка касания бюджетного множества и множества безразличия
Tx∗ .
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4) Ясно, что решение задачи (3) зависит от вектора цен p и уровня
дохода I:

x∗ = x∗(p, I) = (x∗1(p, I), . . . , x∗n(p, I))>.

Функция x∗i (p, I) называется функцией спроса на i-й товар, она
характеризует значение спроса в зависимости от цен на товары и
дохода. Возьмём α > 0 и рассмотрим задачу (3) для нового вектора
цен p(α) = αp и дохода I(α) = αI. Тогда, очевидно, для нового
допустимого множества наборов товаров имеем:

B(p(α), I(α)) = {x ∈ Rn : 〈p(α), x〉 − I(α) ≤ 0, x ≥ 0n} =

= {x ∈ Rn : 〈p, x〉 − I ≤ 0, x ≥ 0n},

то есть B(p(α), I(α)) = B(p, α). Следовательно, поскольку функция
полезности та же самая, получаем

x∗(αp, αI) = x∗(p, I).

Это означает, что функции спроса являются положительно одно-
родными нулевой степени относительно совокупности цен и дохода.

2.4 Сравнительная статика потребления

Для прогнозирования спроса x∗(p, I) важно знать как он реагирует на
изменение цен и на изменение дохода. Эту реакцию можно отслеживать

по значениям частных производных
∂x∗i (p, I)

∂pi
и
∂x∗i (p, I)

∂I
. Желательно

также знать реакцию предельной полезности денег µ(p, I) то есть произ-
водные ∂µ(p,I)

∂pi
и ∂µ(p,I)

∂I
. Тем самым мы будем изучать чувствительность

решения задачи (3) к изменениям параметров (метод сравнительной ста-
тики).

2.4.1 Основное матричное уравнение теории потребления

Как отмечалось в п. 2.3., при сделанных предположениях относитель-
но функции полезности решение задачи теории потребления (3) суще-
ствует и единственно, причем оно обязано удовлетворять системе (12)–
(13). Подстановка в эту систему решения x∗(p, I) и соответствующего
множителя Лагранжа µ = µ(p, I) обращает данные уравнения в тожде-
ства относительно вектора цен p и дохода I:

I − 〈p, x∗(p, I)〉 ≡ 0,

u′(x∗(p, I))− µ(p, I)p ≡ 0n.
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Перепишем эти тождества в скалярной форме:

I −
n∑
i=1

pix
∗
i (p, I) ≡ 0, (29)

∂u(x∗(p, I))

∂xi
− µ(p, I)pi = 0, i = 1, n. (30)

Показатели сравнительной статики получим, дифференцируя эти тож-
дества по p и I.

а) Влияние изменения дохода

Продифференцируем тождества (14) – (15) по I:

1−
n∑
i=1

pi
∂x∗i
∂I

= 0, (31)

n∑
k=1

∂2u

∂xi∂xk
· ∂x

∗
k

∂I
− pi ·

∂µ

∂I
= 0, i = 1, n. (32)

Обозначим через
∂x∗

∂I
=

(
∂x∗1
∂I

, . . . ,
∂x∗n
∂I

)>
. Тогда систему (16)–

(17) можно переписать в виде

−p>∂x
∗

∂I
= −1,

−p∂µ
∂I

+ u′′(x∗(p, I)) · ∂x
∗

∂I
= 0n,

или в форме матричного уравнения относительно
∂µ

∂I
и
∂x∗

∂I(
0 −p>
−p u′′(x∗(·))

) ∂µ

∂I
∂x∗

∂I

 =

(
−1
0n

)
. (33)

Замечание. Матрица (
0 −p>
−p u′′(x)

)
не вырождена. Действительно, в противном случае существовал бы
вектор β = (β1, . . . , βn)> 6= 0n такой, что

n∑
i=1

βipi = 0,

u′′(x)β = −p,
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откуда вытекало бы 〈u′′(x)β, β〉 = 0 , что противоречит отрицатель-
ной определенности матрицы u′′(x). Следовательно систему (18)

можно решить и получить искомые значения
∂x∗

∂I
и
∂µ

∂I
.

б) Влияние изменения цены

Рассмотрим влияние одной цены, считая остальные цены и доход неиз-
менными. Дифференцируя (14)-(15) по pl, получаем

− x∗l −
n∑
i=1

pi
∂x∗i
∂pl

= 0, (34)

n∑
k=1

∂2u

∂xi∂xk
· ∂x

∗
n

∂pl
− pi

∂µ

∂pl
− µδil = 0, i = 1, n. (35)

Здесь

δil =

{
0, i 6= l,
1, i = l

—символ Кронекера. Если обозначим через ∂µ
∂p

=
(
∂µ
∂p1
, . . . , ∂µ

∂pn

)
,

∂x∗

∂p
=


∂x∗1
∂p1

. . .
∂x∗1
∂pn

. . . . . . . . .
∂x∗n
∂p1

. . . ∂x∗n
∂pn


то совокупность всех систем (19)-(20) для l = 1, n можно записать
в виде

−p>∂x
∗

∂p
= x∗>,

−p∂µ
∂p

+ u′′(x∗) · ∂x
∗

∂p
= µEn,

или в форме матричного уравнения относительно параметров ста-

тики
∂µ

∂p
и
∂x∗

∂p
:

(
0 −p>
−p u′′(x∗)

)( ∂µ
∂p
∂x∗

∂p

)
=

(
x∗>

µEn

)
. (36)

Здесь En - единичная матрица размерности n× n.
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в) Влияние компенсированного изменения цены

Будем предполагать, что изменение цены компенсируется соответству-
ющим изменением дохода так, чтобы полезность оптимального на-
бора не изменилась. В силу (12)–(13) имеем

du =
∂u

∂x1

dx1 + . . .+
∂u

∂xn
dxn = 〈u′(x), dx〉 = µ〈p, dx〉, (37)

dI = 〈p, dx〉+ 〈dp, x〉. (38)

Таким образом, чтобы полезность оставалась неизменной, то есть
du = 0, необходимо, чтобы 〈p, dx〉 = 0. Это будет выполняться,
если, в соответствии с (23),

dI = 〈dp, x〉.

Следовательно, если цена pl возрастает до pl+dpl, а остальные цены
не изменились, то дополнительный доход dI = dpl ·x∗l обеспечивает
ту же полезность. Дифференцируя (14)-(15) по pl при условии dI =

dplx
∗
l или

dI

dpl
= x∗l , получаем

x∗l − x∗l −
n∑
i=1

pi
∂x∗i
∂pl

= 0, (39)

n∑
k=1

∂2u

∂xj∂xk
· ∂xk
∂pl
− pi

∂µ

∂pl
− µδil = 0, i = 1, n. (40)

Введем соответствующие обозначения(
∂x∗

∂p

)
comp

=

(
∂x∗i
∂pj

)
comp

, i, j = 1, n,

∂µ

∂p
=

((
∂µ

∂p1

)
comp

, . . . ,

(
∂µ

∂pn

)
comp

)
.

Тогда совокупность систем (24)-(25) для l = 1, n можно записать в
виде:

−p>
(
∂x∗

∂p

)
comp

= 0>n ,

−p
(
∂µ

∂p

)
comp

+ u′′(x∗)

(
∂x∗

∂p

)
= µEn,
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или в форме матричного уравнения относительно параметров срав-
нительной статики

(
∂x∗

∂p

)
comp

и
(
∂µ
∂p

)
comp

(
0 −p>
−p u′′(x∗)

)
(
∂µ
∂p

)
comp(

∂x∗

∂p

)
comp

 =

(
0>n
µEn

)
. (41)

Сравнивая (18), (21) и (26) приходим к выводу, что можно запи-
сать единое уравнение относительно всей совокупности параметров
сравнительной статики

(
0 −p>
−p u′′(x∗)

) ∂µ
∂I

∂µ
∂p

(
∂µ
∂p

)
comp

∂x∗

∂I
∂x∗

∂p

(
∂x∗

∂p

)
comp

 =

(
−1 x∗> 0>n
0n µEn µEn

)
, (42)

которое называется основным матричным уравнением теории по-
требления.

2.4.2 Уравнение Слуцкого

Как было отмечено ранее, матрица(
0 −p>
−p u′′(x∗)

)
является невырожденной. Следовательно, существует обратная к ней.
Тогда решение уравнения (27) можно выразить как ∂µ

∂I
∂µ
∂p

(
∂µ
∂p

)
comp

∂x∗

∂I
∂x∗

∂p

(
∂x∗

∂p

)
comp

 =

(
0 −p>
−p u′′(x∗)

)−1(−1 x∗> 0>n
0n µEn µEn

)
. (43)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что

(
0 −p>
−p u′′(x∗)

)
=

 λ
... λp>(u′′(x∗))−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ(u′′(x∗))−1p
... λ(u′′(x∗))−1pp>(u′′(x∗))−1 + (u′′(x∗))−1

 ,

(44)
где

λ =
1

p>(u′′(x∗))−1p
.
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Теперь можем из (28) — (29) получить решение в явном виде:
∂x∗

∂I
= −λ(u′′(x∗))−1p, (45)

∂x∗

∂p
= λ(u′′(x∗))−1px∗> + λ(u′′(x∗))−1pp>(u′′(x∗))−1µ+ (u′′(x∗))−1µ, (46)(

∂x∗

∂p

)
comp

= λ(u′′(x∗))−1pp>(u′′(x∗))−1µ+ (u′′(x∗))−1µ. (47)

Нетрудно видеть, что из (30)—(32) следует связь параметров сравнитель-
ной статики в виде

∂x∗

∂p
=

(
∂x∗

∂p

)
comp

− ∂x∗

∂I
· x∗>. (48)

Это так называемое уравнение Слуцкого. (Евгений Слуцкий (1880-1948)
— русский экономист, исследователь теории спроса.) Перепишем (33) в
координатной форме:

∂x∗i
∂pl

=

(
∂x∗i
∂pl

)
comp

− ∂x∗i
∂I
· x∗l , i, l = 1, n. (49)

Левую часть уравнения ∂x∗i
∂pl

принято называть общим эффектом (влия-

ния цены на спрос). Первое слагаемое
(
∂x∗i
∂pl

)
comp

в правой части – вли-

янием замены (то есть компенсированного изменения цены на спрос),
второе слагаемое ∂x∗i

∂I
· x∗l – влиянием дохода.

Сделаем некоторые выводы:

1) Поскольку матрица (u′′(x∗))−1 как и u′′(x∗) является отрицательно
определенной, то из (32) следует, что и матрица влияния замены(
∂x∗
∂p

)
comp

является отрицательно определенной. Отсюда вытекает(
∂x∗i
∂pi

)
comp

< 0, i = 1, n. (50)

Таким образом, компенсированное возрастание цены товара приво-
дит к уменьшению спроса на товар.

2) Из уравнения Слуцкого (34), учитывая симметричность матрицы(
∂x∗

∂p

)
comp

, которая следует из (32), получаем

∂x∗i
∂pl

+
∂x∗i
∂I

x∗l =
∂x∗l
∂p

+
∂x∗l
∂I

x∗i , i, l = 1, n.

– условие симметричности.
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3) Из (34), в частности, следует

∂x∗i
∂pi

=

(
∂x∗i
∂pi

)
comp

− ∂x∗i
∂I

x∗i (51)

Таким образом, если второе слагаемое справа мало, то учитывая
(35), ∂x

∗
j

∂pj
< 0.

2.4.3 Типы товаров

Определение 1. Товар i-го вида называется

нормальным, если
∂x∗i
∂pi

< 0, товаром Гиффина, если
∂x∗i
∂pi

> 0,

ценным, если
∂x∗i
∂I

> 0, малоценным, если
∂x∗i
∂I

< 0.
Определение 2. Товары i-го и j-го вида называются

взаимозаменяемыми, если
(
∂x∗i
∂pj

)
comp

> 0,

взаимодополняемыми, если
(
∂x∗i
∂pj

)
comp

< 0.

Из (35) - (36) получаем
∂x∗i
∂pi

+
∂x∗i
∂I

x∗i < 0

Отсюда вытекает, что:

• если ∂x∗i
∂pi

> 0 , то ∂x∗i
∂I
x∗i < 0, то есть товар Гиффина обязательно

является малоценным;

• если ∂x∗i
∂I

> 0 , то ∂x∗i
∂pi

< 0, то есть ценный товар обязательно является
нормальным.

В общем случае каждый товар попадает в одну из категорий:
нормальный и ценный ∂x∗i

∂pi
< 0, ∂x

∗
i

∂I
> 0,

нормальный и малоценный ∂x∗i
∂pi

< 0, ∂x
∗
i

∂I
< 0,

товар Гиффина и малоценный ∂x∗i
∂pi

> 0, ∂x
∗
i

∂I
< 0.

Хрестоматийный пример товара Гиффина – картофель в Ирландии кон-
ца XIX века. В то время покупка картофеля была большей частью расхо-
дов населения. Но по мере увеличения доходов потребитель предпочитал
покупать меньше картофеля и больше мяса. В случае же возрастания це-
ны картофеля, реальный доход понижался настолько, что потребители
были не в состоянии покупать столько мяса, сколько прежде, и поэтому
были вынуждены покупать еще больше картофеля.
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2.4.4 Условия агрегации Энгеля и Курно

Умножим обе части (32) справа на вектор цен(
∂x∗

∂p

)
comp

· p = λ(u′′(x∗))−1pp>(u(x∗))−1pµ+ (u′′(x∗))−1pµ = 0n. (52)

или в координатном виде

n∑
l=1

(
∂x∗i
∂pl

)
comp

· pl = 0, i = 1, n. (53)

Из (38), принимая во внимание (35) следует, что для любого i существует
l 6= i такое, что (

∂x∗i
∂pl

)
comp

> 0.

Таким образом каждому товару соответствует по крайней мере один то-
вар, который составляет с ним взаимозаменяемую пару. Из уравнения
Слуцкого (33) и (37), учитывая что x∗> · p = I, имеем

∂x∗

∂p
· p+

∂x∗

∂I
· I = 0n,

или в координатной форме

n∑
l=1

∂x∗i
∂pl
· pl +

∂x∗i
∂I
· I = 0, i = 1, n.

Это можно переписать в форме

n∑
l=1

pl
x∗i
· ∂x

∗
i

∂pl
+

I

x∗i
· ∂x

∗
i

∂I
= 0, i = 1, n. (54)

Здесь pl

x∗i
· ∂x

∗
i

∂pl
– эластичность спроса на i-й товар по отношению к цене pl;

I
x∗i
· ∂x

∗
i

∂I
– эластичность спроса на i-й товар по отношению к доходу. Таким

образом, соотношение (39) означает, что для всякого товара сумма всех
эластичностей равна нулю, или сумма всех эластичностей по цене равна
отрицательной эластичности по доходу. Из (30) следует

p>
∂x∗

∂I
= 1 (55)
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— условие агрегации Энгеля. Из (40) следует, что все товары не могут
быть одновременно малоценными, то есть существует хотя бы один цен-
ный. Умножая левую и правую часть уравнения Слуцкого (33) слева на
p> и используя (37) и (40), получаем(

∂x∗

∂p

)>
p+ x∗ = 0n (56)

— условие агрегации Курно. В координатной форме его можно перепи-
сать как

x∗l = −
n∑
i=1

pi
∂x∗i
∂pl

, l = 1, n,

то есть значение спроса на l-й товар равно отрицательной взвешенной
сумме изменений спроса по отношению к цене l-го товара. В качестве
весовых коэффициентов выступают цены на товары.
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Контрольные вопросы

Выберите правильный вариант (варианты) ответа

1. Компоненты вектора набора товаров x = (x1, . . . , xn)> выражают:

перечень товаров, имеющихся на рынке,
количества закупаемых товаров,
суммы денег, затраченных на покупку товаров каждого вида.

2. Отношение предпочтения позволяет потребителю:

сравнивать любые наборы товаров между собой,
расставить все виды товаров в порядке приоритетности,
расставить товары в порядке увеличения цены.

3. Выполнение для любых наборов товаров x и y соотношения

(y � x)⇒ αy + (1− α)x � x, ∀α ∈ (0, 1)

называется:

совершенностью,
непрерывностью,
строгой выпуклостью,
транзитивностью,
ненасыщаемостью.

4. Функция полезности:

измеряет полезность каждого вида товара,
дает возможность количественного измерения полезности всего
данного набора товаров,
позволяет расставить все виды товаров с точки зрения их полез-
ности для потребителя.

5. Если предельная полезность данного вида товара положительна, то
это означает, что возрастание его потребления при том же уровне
потребления всех остальных

ведет к уменьшению полезности набора товаров,
ведет к увеличению полезности набора товаров,
ведет к увеличению цены на данный товар.
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6. При исследовании неоклассической задачи потребления предполага-
ется, что матрица Гессе функции полезности:

неотрицательно определена при любом x ∈ C,
неположительно определена при любом x ∈ C,
отрицательно определена при любом x ∈ C,
положительно определена при любом x ∈ C,

7. Функция полезности вида u(x1, x2) = 3x
1
3
1 x

3
4
2 называется функцией:

Кобба-Дугласа,
с полным взаимозамещением благ,
с полным взаимодополнением благ.

8. Какой из нижеследующих наборов товаров купит потребитель при
доходе I = 30, векторе цен p = (2, 3), если его функция полезности
имеет вид u(x1, x2) = x1 + 2x2?

(5,5),
(7,4),
(4,6),
(6,7).

9. Значение функции спроса на конкретный товар зависит

только от цены на данный товар,
только от дохода потребителя,
только от цены на данный товар и дохода потребителя,
от цен на все виды товаров и дохода потребителя.

10. Неоклассическая задача теории потребления заключается

в минимизации стоимости выбираемого набора товаров при зада-
ном уровне его полезности,
в максимизации полезности выбираемого набора товаров при огра-
ничении его стоимости доходом потребителя,
в одновременной минимизации стоимости и максимизации полез-
ности набора товаров при его выборе.

11. Компенсирование изменения цены доходом означает, что

полезность оптимального набора товаров не изменяется,
оптимальный набор товаров остается тем же,
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стоимость оптимального набора товаров остается той же.

12. Товар называется нормальным, если спрос на него:

растет с возрастанием его цены,
падает с возрастанием его цены,
падает с возрастанием дохода потребителя,
возрастает с возрастанием дохода потребителя.

Набрано баллов
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3 Математическая теория производства
Под производством можно понимать процесс взаимодействия эконо-

мических факторов, который завершается выпуском какой-либо продук-
ции. Производство — основная область деятельности фирмы.
Фирма — второе основное понятие микроэкономики. Под фирмой бу-
дем понимать организацию, осуществляющую затраты экономических
ресурсов для изготовления продукции, которую она продает потребите-
лям. Деятельность фирмы многогранна. Мы же здесь для простоты при
построении математической модели будем учитывать лишь основную ко-
нечную цель. При этом в качестве основной конечной цели фирмы будем
считать получение наибольшей прибыли от реализации своей продукции.
Прибыль понимается как разность дохода от реализации продукции и из-
держек производства. Издержки производства — общие выплаты за все
виды затрат.
Таким образом, основные факторы, которые должны быть учтены при
моделировании задачи фирмы, — это выпуск продукции и ее цена, за-
траты ресурсов и их цены, издержки и производственные возможности
фирмы.

3.1 Пространство затрат и производственная фукн-
ция

Будем считать, что фирма производит только один вид продукции,
используя n видов затрат. Если через xi обозначим количество i-го вида
затрат, используемого фирмой, то в целом получим вектор-столбец

x = (x1, x2, . . . , xn)>

который будем называть вектором затрат. Множество всех возмож-
ных векторов затрат, в предположении, что все затраты могут непре-
рывно изменяться, будем называть пространством затрат. Поскольку
затраты естественно считать неотрицательными величинами, простран-
ство затрат можно считать неотрицательным ортантом евклидова про-
странства:

T = {x ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, n}
Определение 1. Каждой точке пространства затрат x ∈ T можно сопо-
ставить максимальный выпуск продукции f(x), произведенный фирмой
при использовании этих затрат. Эту функциональную связь f(·) : T → R1

между затратами и выпуском продукции будем называть производствен-
ной функцией (п.ф.).
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Характеристики производственной функции

Пусть x ∈ T — некоторый вектор затрат, α > 0. Под произведением
вектора x на число α понимаем

αx = (αx1, αx2, . . . , αxn)>

Определение 2. Говорят, что п.ф. характеризуется постоянным дохо-
дом от расширения масштаба производства, если

f(αx) = αf(x) при α > 1,

то есть выпуск возрастает в той же пропорции, что и затраты.
П.ф. характеризуется возрастающим (убывающим) доходом от расши-
рения масштаба производства, если возрастает в большей (меньшей) сте-
пени чем затраты

f(αx) > αf(x),

(f(αx) < αf(x)).

Введённые показатели характеризуют изменение п.ф. в зависимости от
пропорционального изменения затрат. В общем случае чувствительность
функции к изменению параметров естественно измерять по частным про-
изводным этой функции. Однако возникает следующая проблема. Для
измерения одного и того же вида ресурсов или выпуска продукции могут
применяться различные единицы измерения. По этой причине вычисле-
ние отношения приращения функции f(·), если оно измеряется в разных
единицах измерения, к одному и тому же приращению аргумента приво-
дит к разным результатам. Чтобы избежать возникающего неудобства,
экономисты в качестве меры чувствительности п.ф. к изменениям затрат
используют понятия эластичности. Это процентное изменение п.ф. от-
несенное к процентному изменению аргумента.

Определение 1 Эластичность выпуска (п.ф.) по отношению к изме-
нению затрат i-го вида называется

εi(x) =
xi
f(x)

· ∂f(x)

∂xi
, i = 1, n.

Эластичностью п.ф. для вектора затрат x ∈ T называется

ε(x) =
n∑
i=1

εi(x).
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На практике нередко возникает вопрос о замещении одного вида ресур-
сов (частично) на другой вид, но так, чтобы это замещение не отразилось
на выпуске продукции, то есть значение п.ф. сохранилось.

Определение 2 Предельной нормой замещения i-го ресурса k-м ресур-
сом называется

sik(x) =
∂f(x)

∂xi

/
∂f(x)

∂xk
, i, k = 1, n.

Эта величина примерно показывает сколько дополнительно надо за-
тратить k-го ресурса при уменьшении затрат i-го ресурса на единицу
так, чтобы значение п.ф. не изменилось.

Следующее понятие говорит о том, как меняется соотношение xk/xi при
изменении предельной нормы замещения.

Определение 3 Эластичностью замещение i-го ресурса k-м ресурсом
называется

σik(x) =
d ln(xk/xi)

d ln sik(x)

Примеры производственных функция для n = 2

1. Линейная п.ф.:

f(x) = a1x1 + a2x2, ai > 0, ε = 1, σ1,2(x) =∞.

2. П.ф. Кобба-Дугласа

f(x) = b0x
b1
1 x

b2
2 , bj > 0, b1 + b2 = 1, ε(x) = b1 + b2, σ1,2(x) = 1.

3. П.ф. ”затраты-выпуск”

f(x) = min

{
x1

c1

,
x2

c2

}
, ci > 0, , ε(x) = 1, если

x1

c1

=
x2

c2

, σ1,2 = 0.

3.2 Неоклассическая задача теории фирмы

Задача фирмы, как организации производящей затраты производ-
ственных ресурсов для изготовления продукции, сводится к определе-
нию количества выпускаемой продукции и необходимых для этого за-
трат. Фирма должна решить свою задачу оптимальным образом. При
этом оптимальность можно понимать неоднозначно. Это может быть,
например, достижение необходимого уровня выпуска с наименьшими за-
тратами, или получение максимального дохода без превышения заданно-
го уровня издержек. Мы ограничимся задачей получениям наибольшей
прибыли.
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3.2.1 Постановка задачи

Итак, будем считать, что цель фирмы заключается в максимизации
прибыли путем выбора вектора затрат при заданных ценах на затраты
w = (w1, w2, . . . , wn)> с последующим производством, отражаемого про-
изводственной функцией f(x) и реализации продукции по заданной цене
p. Прибыль Π = Π(x) равна полученному фирмой от продажи продукции
доходу R = R(x) за вычетом издержек производства Π(x) = R(x)−C(x).
Будем считать, что

R(x) = p · f(x), C(x) =
n∑
i=1

wixi = 〈w, x〉,

то есть учитываем только переменные издержки.
Долгосрочная задача фирмы. В этом случае фирма свободна выбирать
вектор из пространства затрат T , то есть получаем задачу

Π(x) ≡ pf(x)− 〈w, x〉 → max, x ∈ T. (57)

В понятия ”долгосрочная” вкладывается тот смысл, что охватывается
период, достаточный для принятия и реализации крупномасштабных ре-
шений: наращения и сокращеия основных фондов, изменение структуры
производства, определение долгосрочных инвестиций и т.д. Другими сло-
вами, у фирмы достаточно времени, чтобы она могла принять меры к
тому, чтобы любой вектор затрат стал ”доступным”.
В случае краткосрочной задачи появляются некоторые дополнительные
ограничения на выбор затрат (например, пониженные лимиты на опре-
деленные виды затрат из-за договорных обязательств и т.п. Они могут
быть записаны в виде функциональных неравенств вида gj(x) ≤ bj, j =
1,m. Тогда задача принимает вид

pf(x)− 〈w, x〉 → max,

x ∈ {y ∈ T : gj(x) ≤ bj, j = 1,m}.

3.2.2 Применение к решению долгосрочной задачи
теоремы Куна - Таккера

Далее будем предполагать, что производственная функция f(x) удо-
влетворяет следующим условиям:

1) f(x) непрерывна и дважды дифференцируема на T ,
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2) все частные производные п.ф. неотрицательны на T :

MPi(x) =
∂f(x)

∂xi
≥ 0, i = 1, n, x ∈ t.

MPi(x) называется предельным продуктом i-го вида,
MP (x) = (MP1(x), . . . ,MPn(x))> — вектор предельного продукта.

3) матрица Гессе п.ф. f ′′(x) =

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)
i,j=1,n

— отрицательно опре-

делена всюду на T .
Отметим, что в соответствии с критерием Сильвестра последнее условие
влечет строгую вогнутость п.ф. на пространстве затрат и, кроме того,

∂2f(x)

∂xi∂xj
=

∂

∂xi
(MPi(x)) < 0, i = 1, n.

Это неравенство выражает закон убывающей отдачи (доходности): по
мере того, как затраты одного вида добавляются, при фиксированных
объемах других затрат, количество дополнительно произведенного про-
дукта снижается.
Если введем обозначения

f0(x) = 〈w, x〉 − f(x), fi(x) = −xi, i = 1, n,

то задачу (3.1) можно записать в виде

f0(x)→ min, x ∈ T,
где T = {x ∈ Rn : fi(x) ≤ 0, i = 1, n}. Поскольку все функции fi(x), i =
0, n являются выпуклыми на Rn, к её решению можно применить теоре-
му Куна-Таккера. Условие Слейтера, очевидно, выполняется. Поэтому
функция Лагранжа имеет вид

L(x, λ) = 〈w, x〉 − pf(x)−
n∑
i=1

λixi,

а её частные производные
∂L

∂xi
= wi − p

∂f(x)

∂xi
, i = 1, n.

Таким образом, если вектор затрат x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n)> является решением

задачи (3.1), то в соответствии с теоремой Куна-Таккера найдутся такие
λi ≥ 0, i = 1, n , что

wi = p
∂f(x∗)

∂xi
+ λi, i = 1, n, (58)

λix
∗
i = 0, λi ≥ 0, x∗i ≥ 0. (59)
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3.2.3 Выводы

1) Если все виды затрат были использованы, то есть x∗ > 0n, то из
(2)–(3) следует

pMPi(x
∗) = wi, i = 1, n

— стоимость предельных продуктов равна соответствующим ценам
на затраты. Эти соотношения иногда называют ”золотым прави-
лом” экономики фирмы. Оно говорит о том, что наращивать объем
продукции следует только до тех пор, пока с некоторого момента
стоимость дополнительно произведенной продукции не сравняется
со стоимостью затраченных на это ресурсов (то есть прибыли от
дополнительно произведенной продукции нет).

2) Решая задачу (3.1) для различных p и w, мы будем получать раз-
личные значения оптимального вектора затрат x∗. Таким образом
x∗ есть вектор-функция от p и w:

x∗ = x∗(p, w) = (x∗1(p, w), . . . , x∗n(p, w))>.

Здесь x∗i (p, w) называется функцией спроса на затраты i-го вида.
Если α > 0, то для новой пары цен p(α) = αp, w(α) = αw новая
функция прибыли будет отличаться от прежней лишь на множи-
тель α. Поэтому решение задачи будет тем же самым

x∗(αp, αw) = x∗(p, w), α > 0.

Таким образом функции спроса на затраты являются положитель-
но однородными нулевой степени.

3) Подставляя функции спроса на затраты в производственную функ-
цию в качестве аргументов, мы получим объем оптимального вы-
пуска как функцию цен на продукцию и цен на затраты:

q(p, w) = f(x∗(p, w)).

Эта функция называется функцией предложения выпуска. Очевид-
но, как и функции спроса на затраты, она является положительно
однородной нулевой степени относительно совокупности (p, w).

4) Множество точек пространства затрат, где п.ф. принимает одно и
то же значение

M(α) = {x ∈ T : f(x) = α}
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называется изоквантой.
А множество точек из T , где издержки одинаковы

N(β) = {x ∈ T : 〈w, x〉 = β}

называется изокостой. Предположим, что все виды затрат были
использованы, то есть x∗ > 0n. Тогда в соответствии с (2)–(3) вы-
полняется

pf ′(x∗) = w. (60)

Градиент f ′(x∗) является нормалью к касательной гиперплоскости,
построенной к изокванте M(α) для α = f(x∗) в точке x∗, а вектор
цен на затраты w — нормаль к любой изокосте. Поэтому соотно-
шение (3.4) означает, что изокванта и изокоста, проходящие через
точку x∗, касаются друг друга в этой точке. Можно построить се-
мейство изоквант и соответствующее ему семейство изокост, каса-
ющихся этих изоквант. Отметим, что касание происходит в един-
ственной точке, поскольку п.ф. является по предположению строго
вогнутой. Совокупность всех точек касания образует в простран-
стве затрат кривую, которая называется долгосрочным путем рас-
ширения фирмы. Он показывает затраты, при которых выпуск про-
дукции максимален при соответствующем фиксированном уровне
издержек. Или, что равнозначно, он показывает затраты, миними-
зирующие издержки при определенном уровне выпуска.

3.3 Сравнительная статика фирмы

Проведем исследование чувствительности функций спроса на затра-
ты и функции предложения выпуска к изменениям цен p, w1, . . . , wn.
Конкретнее, нас будут интересовать частные производные

∂q(p, w)

∂p
,

∂q(p, w)

∂wi
,

∂x∗i (p, w)

∂p
,

∂x∗i (p, w)

∂wj
, i, j = 1, n

в предположении, что функции спроса на затраты и функция предложе-
ния выпуска дифференцируемы.

3.3.1 Основное матричное уравнение теории фирмы

В соответствии с определением функции предложения выпуска и ”зо-
лотым правилом” экономики фирмы имеем тождества относительно p и
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w:

q(p, w) ≡ f(x∗(p, w)), (61)

p
∂f(x∗(p, w))

∂xi
≡ wi, i = 1, n. (62)

Далее будем использовать сокращенную запись, опуская написание зна-
чений аргументов

а) Влияние изменения цены выпуска.

Дифференцируя (5) и (6) по p , имеем

∂q

∂p
=

n∑
k=1

∂f

∂xk
· ∂x

∗
k

∂p
, (63)

∂f

∂xi
+ p

n∑
k=1

∂2f

∂xi∂xk
· ∂x

∗
k

∂p
= 0, i = 1, n. (64)

Введем обозначение
∂x∗

∂p
=

(
∂x∗1
∂p

, . . . ,
∂x∗n
∂p

)>
. Тогда (7) – (8) можно

записать в матричной форме

(
−1 (f ′)>

0n pf ′′

)
∂q

∂p
∂x∗

∂p

 =

(
0
−f ′

)
(65)

б) Влияние изменения цен на затраты.

Дифференцируя (5)—(6) по wl, получаем

∂q

∂wl
=

n∑
k=1

∂f

∂xk
· ∂x

∗
k

∂wl
, (66)

p

n∑
k=1

∂2f

∂xi∂xk
· ∂x

∗
k

∂wl
= δi,l, i = 1, n. (67)

Обозначим через

∂q

∂w
=

(
∂q

∂w1

, . . . ,
∂q

∂wn

)>
,

∂x∗

∂w
=


∂x∗1
∂w1

. . .
∂x∗1
∂wn

. . . . . . . . .
∂x∗n
∂w1

. . .
∂x∗n
∂wn

 .
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Тогда систему (10) –(11) можно записать в форме

(
−1 (f ′)>

0n pf ′′

)
(
∂q

∂w

)>
∂x∗

∂w

 =

(
0>n
En

)
. (68)

Объединяя (9) и (12) получаем

(
−1 (f ′)>

0n pf ′′

)
∂q

∂p

(
∂q

∂w

)>
∂x∗

∂p

∂x∗

∂w

 =

(
0 0>n
−f ′ En

)
(69)

— основное матричное уравнение теории фирмы.

3.4 Решение основного матричного уравнения и
его анализ

По предположению матрица f ′′(x) является отрицательно определен-
ной на T . Её невырожденность влечет невырожденность левой матрицы
в уравнении (13). Это позволяет решить его относительно показателей
сравнительной статики:

∂q

∂p

(
∂q

∂w

)>
∂x∗

∂p

∂x∗

∂w

 =

(
−1 (f ′)>

0n pf ′′

)−1(
0 0>n
−f ′ En

)
. (70)

Нетрудно проверить, что(
−1 (f ′)>

0n pf ′′

)−1

=

−1
1

p
(f ′)>(f ′′)−1

0n
1

p
(f ′′)−1

 .

Теперь, подставляя явное выражение обратной матрицы в (14), получаем
∂q

∂p
= −1

p
(f ′)>(f ′′)−1f ′, (71)

∂x∗

∂p
= −1

p
(f ′′)−1f ′, (72)

∂q

∂w
=

1

p
(f ′′)−1f ′, (73)

∂x∗

∂w
=

1

p
(f ′′)−1. (74)
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Сделаем выводы:

1) по предположению матрица f ′′(x) отрицательно определена, а сле-
довательно тем же свойством обладает и матрица (f ′′(x))−1. Поэто-
му из (15) следует

∂q

∂p
> 0, (75)

то есть возрастание цены продукции всегда приводит к увеличению
выпуска.

2) из (3.7) и (3.19) учитывая, что по предположению,
∂f

∂xi
≥ 0,

i = 1, n, вытекает: существует хотя бы один индекс j ∈ [1 : n] та-
кой, что

∂x∗j
∂p

> 0. (76)

Определение 6. Затраты j-го вида называются ценными (малоцен-

ными), если
∂x∗j
∂p

> 0

(
∂x∗j
∂p

< 0

)
.

Таким образом (20) означает, что обязательно существуют ценные виды
затрат.

3) непосредственно из (16) – (17) следует

∂q

∂w
= −∂x

∗

∂p
(77)

или в координатной форме
∂q

∂wi
= −∂x

∗
i

∂p
, i = 1, n. Таким образом

возрастание цены продукции приводит к повышению (понижению)
спроса на определенные виды затрат тогда и только тогда, когда
увеличение цены на этот вид затрат приводит к сокращению (воз-
растанию) оптимального выпуска. В частности, увеличение цены
на малоценные затраты ведет к увеличению выпуска.

4) Из (7), учитывая (21) и (19) получаем

∂q

∂p
=

n∑
k=1

∂f

∂xk
· ∂x

∗
k

∂p
= −

n∑
k=1

∂f

∂xk
· ∂q
∂wk

> 0. (78)

Поэтому, принимая во внимание неотрицательность частных про-
изводных п.ф., из (22) следует существование индекса k ∈ [1 : n]
такого, что

∂q

∂wk
< 0, (79)
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то есть возрастание цены на некоторый вид затрат ведет к умень-
шениею выпуска продукции.

5) В силу (18) матрица
∂x

∂w
, как и f ′′(x), является симметричной и

отрицательно определенной. Поэтому в соотвествии с критерием
Сильвестра

∂x∗i
∂wi

< 0, i = 1, n. (80)

Это означает, что повышение цена на затраты каждого вида всегда
приводит к сокращению спроса на эти затраты. Кроме того, (24)
говорит о том, что не существует ”затрат Гиффина” (то есть когда
∂x∗i
∂wi

> 0 ). Данное обстоятельство является следствием того, что в

отличие от задачи потребителя, фирма в долгосрочной задаче не
связана бюджетным ограничением.

6) В силу симметричности матрицы
∂x

∂w
, имеем

∂x∗i
∂wl

=
∂x∗l
∂wi

, i, l = 1, n,

то есть влияние изменения цены на затраты l-го вида на спрос на
затраты j-го вида и влияние изменения цены на затраты i-го вида
на спрос, предъявляемый на затраты l-го вида, одинаковы. В со-
ответствии со знаком этих производных различаются следующие
типы затрат.

Определение 4 Затраты i-го и l-го вида называются

а) взаимозаменяемыми, если
∂x∗i
∂wl

> 0,

б) взаимодополняемыми, если
∂x∗i
∂wl

< 0.
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Контрольные вопросы

Выберите правильный вариант (варианты) ответа

1. Вектор затрат фирмы x = (x1, x2, . . . , xn)> своими компонентами вы-
ражает:

количества закупаемых видов затрат,
перечень используемых видов затрат,
суммы денег на покупку соответствующих видов затрат.

2. Значение производственной функции, соответствующее заданному
вектору затрат, показывает:

объем выпуска продукции, который способна сделать фирма,
стоимость выпущенной продукции,
прибыль, которую получит фирма.

3. Производственная функци f(x) характеризуется возрастающим до-
ходом от расширения масштаба производства, если при α > 1:

f(αx) = αf(x),
f(αx) > αf(x),
f(αx) < αf(x).

4. Производственная функция вида f(x1, x2) = min

{
x1

c1

,
x2

c2

}
для c1 >

0, c2 > 0 называется:

функцией Кобба-Дугласа,
линейной функцией,
функцией «затраты-выпуск».

5. Неоклассическая задача теории фирмы заключается в:

максимизации дохода при заданном уровне издержек,
в минимизации издержек при заданном уровне выпуска,
в максимизации прибыли за счет выбора вектора затрат.

6. Отрицательная определенность матрицы Гессе производственной функ-
ции на пространстве затрат влечет её:

строгую выпуклость,
строгую вогнутость,
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линейность по всем видам затрат,
квадратичную зависимость от затрат.

7. «Золотое правило» экономики фирмы выполняется, когда прибыль
от дополнительно произведенной продукции:

превышает соответствующую стоимость дополнительных издер-
жек,
меньше соответствующей стоимости дополнительных издержек,
равна соответствующей стоимости дополнительных издержек.

8. Значение функции предложения выпуска зависит:

только от цены на выпускаемую продукцию,
только от вектора цен на затраты,
как от цены на выпускаемую продукцию, так и от вектора цен на
затраты.

9. Изокванта — это геометрическое множество точек пространства за-
трат, где:

производственная функция принимает одно и то же значение,
издержки фирмы одинаковы,
прибыль фирмы максимальна.

10. Затраты конкретного вида называются ценными, если спрос на них:

растет с увеличением цены на выпускаемую продукцию,
падает с увеличением цены на выпускаемую продукцию,
не изменяется с увеличением цены на выпускаемую продукцию.

Набрано баллов
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4 Математическая теория конкурентного
равновесия

В предыдущих главах мы изучали оптимальное поведение двух субъ-
ектов микроэкономики — потребителей и производителей — изолирован-
но друг от друга. При этом было определено понятие функций спроса
на товары, значение которых при заданных ценах на товары и дохо-
де потребителя доставляет оптимальное значение его функции полезно-
сти, а также понятие функции предложения выпуска и функций спроса
на затраты, появляющихся в результате решения задачи оптимизации
прибыли фирмы при заданных ценах на продукцию и используемые ви-
ды затрат. Взаимодействие между складывающимися на рынке готовой
продукции потребительским спросом и предложением фирм приводит к
понятию равновесия.

4.1 Содержательный аспект понятия равновесия

О равновесии можно говорить вообще, как о характеристике состоя-
ния любой системы, на которую действуют различные стороны, каждая
со своими интересами. В таком смысле равновесие — это то состояние
системы, которое устраивает все заинтересованные в её состоянии сто-
роны, за неимением ничего лучшего. Мы же здесь будем иметь в виду
такую систему как рынок, на котором сталкиваются интересы потреби-
телей и фирм, производящих продукцию.
Определение 1. Если вся масса товара, произведенного в расчете на
данную цену, может быть по этой цене полностью продана и спрос на
товар при этом будет полностью удовлетворен, то говорят, что по дан-
ному виду товара существует равновесие. Иными словами, при данной
цене спрос на товар равен его предложению. Такая цена называется рав-
новесной.
Если на рынке существует равновесие по всем видам товара, то гово-
рят об экономическом равновесии. Это то состояние, к которому долж-
на стремиться экономика, так как в этом случае нет ни дефицита то-
варов, ни перепроизводства, и, следовательно, удовлетворены интересы
всех участников экономики.

Рассмотрим пока для простоты рынок только одного товара, считая,
что существует некий совокупный потребительский спрос (или совокуп-
ный спрос потребительского сектора) и совокупное предложение произ-
водственного сектора. Обозначим через
x(p, I)— совокупный спрос при цене товара p и доходе потребительского
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сектора I;
q(p, w)— совокупное предложение при цене товара p и ценах w = (w1, . . . , wn)>

на используемые виды затрат.
Если p∗— равновесная цена, то

x(p∗, I) = q(p∗, w)

— имеет место равновесие.
Формально это равновесие может быть нарушено
— либо по «воле» рынка, который распоряжается ценой товара (в этом
случае говорят о ценовой причине нарушения равновесия),
— либо по «воле» потребителя, изменение спроса которого сопряжено
с изменением его дохода, либо по «воле» производителя, предложение
которого зависит также от цен на затраты (в этих случаях говорят о
неценовых причинах нарушения равновесия).

4.2 Влияние неценовых причин нарушения
равновесия

Предположим, что при неизменном предложении потребитель откло-
няется от равновесия, увеличивая или уменьшая спрос. Возможны ситу-
ации
а)x(p∗, I1) > q(p∗, w), б)x(p∗, I2) > q(p∗, w),
для новых значений дохода. На координатной плоскости (p, q), цена и
объем, соответствующие кривые изображены на рис. 1. Если же при
фиксированном спросе от равновесия отклоняется производитель, то воз-
можны ситуации
в)x(p∗, I) > q(p∗, w1), г)x(p∗, I) < q(p∗, w2),
при новых значениях вектора цен на затраты. На плоскости (p, q) эти
случаи можно изображены на рис. 2.
Случаи а) и в) приводят к дефициту при цене p∗ и, в конечном счете к
повышению равновесной цены (до p1 и p3 соответственно). Случаи б) и
г) ведут к снижению равновесной цены (до p2 и p4 соответственно). Ка-
залось бы, естественно предположить, что потребителю выгодно откло-
нение от равновесия в сторону снижения спроса, ведущего к снижению
равновесной цены. Однако это не всегда так. Сначала надо получить от-
вет на вопрос — а компенсируют ли сэкономленные средства ущерб от
снижения спроса.
Аналогичный вопрос возникает и при определении выгоды производите-
ля от повышения равновесной цены. Из этих рассуждений следует, что
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Рис. 1: Нарушение равновесия из-за потребителя. Здесь q(p, w) — кривая
1, x(p, I) — кривая 2, x(p, I1) — кривая 3, x(p, I2) — кривая 4.

• одностороннее изменение спроса (функции спроса) или предложе-
ния (функция предложения) ведет к изменению равновесной цены;

• нельзя сделать однозначный вывод, есть ли стимул у потребителя и
производителя стремиться к ситуации со старой равновесной ценой,
а следовательно говорить об устойчивости равновесия.

4.3 Влияние ценовых причин нарушения равновесия
(паутинообразная модель)

Предположим, что цена товара с равновесного значения p∗ упала до
величины p1 < p∗. При этой цене спрос q1 = x(p1, I) > q∗. Это может при-
вести к повышению цены. А именно, если предложение подтягивается с
объема q∗ до спроса q1, то согласно кривой предложения это возможно
при новой цене p2, для которой q1 = q(p2, w). Однако при такой цене
спрос упадет до значения q2 = x(p2, I). А если производитель действи-
тельно снижает предложение с q1 до q2, то это сопровождается падением
цены до значения p3, соответствующей этому объему выпуска по кри-
вой предложения: q2 = q(p3, w). После чего спрос вырастает до значения
q3 = x(p3, w) и так далее.
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Рис. 2: Нарушение равновесия из-за производителя. Здесь q(p, w) — кри-
вая 1, x(p, I) — кривая 2, q(p, w1) — кривая 3, q(p, w2)— кривая 4.

При определенном сочетании поведения кривых спроса и предложе-
ния будет наблюдаться сходящийся процесс

pi → p∗, qi → q∗, i→∞.

Данная паутинообразная модель (рис. 3) описывает приспособление це-
ны по времени к вариациям спроса и предложения. Это так называемая
идея процедуры рыночного регулирования цены «невидимой рукой Ада-
ма Смита». Однако следует иметь ввиду, что можно привести пример
поведения кривых спроса и предложения, когда имеет место расходя-
щийся процесс.

4.4 Рыночный спрос и рыночное предложение.
Условия совершенной конкуренции

Для того, чтобы познакомиться с некоторыми математическими мо-
делями рынка, уточним и формализуем основные понятия рынка. К этим
понятиям относятся не только товары и их цены, но также участники
рынка, их спрос и предложение.

В целом, участники рынка — любые заинтересованные в купле-продаже
товаров стороны: индивидуальные потребители, отдельные фирмы, сово-
купность потребителей некоторого региона, совокупность предприятий
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Рис. 3: Паутинообразная модель.

отрасли, финансовые организации, концерны, некоторые страны. Обыч-
но характер решаемой задачи определяет классификацию участников
рынка. В классических моделях в качестве участников рынка рассмат-
риваются производители товаров (фирмы) и их потребители. Производи-
тели выходят на рынок для реализации продукции, а потребители для
приобретения этой продукции. При такой классификации участникам
рынка больше подходят названия продавцов и покупателей. Будем счи-
тать, что потребители могут одновременно выступать в роли продавцов,
принадлежащих им производственных ресурсов (первичных факторов)
— труд, земля, сырье. Точно также производители выступают в роли по-
купателей производственных ресурсов. Таким образом, любой участник
рынка выступает одновременно как продавец и покупатель.

Если продавцов (покупателей) данного товара много, то между ними
возможна конкуренция. Рынки можно классифицировать по характеру
конкуренции.

Один Несколько Много
Один сделка олигополия монополия
Несколько олигополия
Много монопсония олигополия совершенная конкуренция

Далее будем рассматривать многотоварный рынок с большим числом
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участников и предполагать, что относительно каждого товара имеется
большое чило продавцов и покупателей.

Прежде всего нам надо прояснить и формализовать понятие совокуп-
ного (рыночного) спроса и совокупного (рыночного) предложения.
В чем здесь собственно проблема? В предыдущих главах мы формали-
зовали понятия спроса индивидуального потребителя и предложения от-
дельной фирмы, как результаты решения некоторых экстремальных за-
дач, зависящих от параметров. Так как же теперь определить понятия
рыночного спроса и рыночного предложения, исходя из индивидуально-
го спроса и преложения? Эта проблема агрегирования спроса отдельных
потребителей и преложений отдельных фирм является непростым вопро-
сом.

Если говорить о формализации рыночного спроса, то на первый взгляд
имеется два возможных подхода.
Первый подход связан с попыткой конструировать функцию «коллек-
тивной» полезности всех потребителей и определить рыночный спрос
как решение одной общей задачи по оптимизации функции полезности.
Однако напомним, определение функции полезности опирается на поня-
тие отношения предпочтения. А задача выявления коллективного пред-
почтения сама по себе является принципиально сложной.
Второй подход заключается в определении рыночного спроса, исходя из
решений индивидуальных задач по оптимизации функций полезности
каждого потребителя.
Определение 2. Под рыночным спросом будем понимать функцию, ко-
торая является суммой индивидуальных функций спроса всех потреби-
телей. Соответственно, под рыночным предложением будем понимать
функцию, которая является суммой функций предложения всех произ-
водителей.

Теперь уточним понятие «совершенной конкуренции». Принято счи-
тать, что рынок с совершенной конкуренцией определяется следующими
признаками:

1) наличие большого числа независимых друг от друга фирм, про-
изводящих одни и те же товары. При этом доля выпуска каждой
фирмы незначительна по сравнению с суммарным выпуском всех
фирм;

2) наличие большого числа независимых друг от друга потребителей
данных товаров. При этом доход отдельного потребителя незначи-
телен по сравнению с суммарным доходом всех потребителей;

3) полная свобода действий всех участников рынка за исключением
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соглашений по контролю над рынком;

4) однородность товаров и их мобильность;

5) совершенное знание рынка (конъюнктура товаров, их цен) покупа-
телями и продавцами.

При выполнении первых двух условий отдельные покупатели и продавцы
воспринимают рыночные цены как заданные извне, не имея возможно-
сти на них повлиять. Третье условие обеспечивает наличие конкуренции
как среди покупателей, так и среди продавцов. Четвертое — обуславли-
вает возможность единой цены на товар. Пятое условие необходимо для
принятия оптимального решения участниками рынка по поводу купли и
продажи.
При выполнении рынком таких условий, экономическое равновесие часто
называют конкурентным равновесием. Условия совершенной конкурен-
ции считаются наиболее выгодными для общества. Однако они имеют,
очевидно, идеализированный характер и поэтому понятие совершенной
конкуренции имеет абстрактный оттенок. Поэтому приведенная далее
модель Л. Вальраса, предполагающая рынок с совершенной конкурен-
цией, описывает функционирование идеального рынка и имеет больше
теоретическое, чем практическое, значение. Но это не умаляет её роль
как исходной точки для возможных обобщений и модификаций.

4.5 Описание общей модели Л. Вальраса

Приведем формализацию рынка, как это предложил Л.Вальрас, вы-
разим взаимосвязи его качественных характеристик на математическом
языке. Это позволит поставить и обсудить вопрос о существовании эко-
номического равновесия и как его достичь.

4.5.1 Исходные предпосылки и обозначения

Будем считать, что выполняются условия:

• дезагрегированность участников рынка (рассматриваются отдель-
ные потребители и отдельные производители);

• совершенность конкуренции;

• общность равновесия (рассматривается равновесие по всем товарам
сразу, а не по отдельным товарам).
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Предполагаем, что на рынке продаются и покупаются товары двух ви-
дов:

• готовые товары, являющиеся продуктами производства (товары ко-
нечного потребления);

• производственные ресурсы (первичные факторы производства).

Таким образом будем рассматривать «расширенное» пространство това-
ров Rn

+, где n = n1 + n2 — число видов всех товаров, n1— число видов
товаров конечного потребления, а n2 — число видов производственных
факторов. Будем далее обозначать
— индексы видов товаров буквой k, k = 1, n;
— индексы потребителей буквой i, i = 1, l;
— индексы производителей буквой j, j = 1,m;
— p = (p1, p2, . . . , pn)> — вектор цен товаров.
Выходя на рынок, каждый потребитель или производитель становится
одновременно покупателем одних и продавцов других товаров. Потре-
битель, как участник рынка, не занятый в производтстве, может прода-
вать имеющиеся у него ресурсы. Производитель, как участник рынка,
занятый в производстве, продает свою готовую продукцию и покупает
ресурсы.
Таким образом каждый i-й потребитель характеризуется:
— начальным запасом товаров bi ∈ Rn

+,
— функцией дохода Ki = Ki(p),
— вектор-функцией спроса на продукты производства Di = Di(p) со зна-
чениями из Rn1

+ .
Каждый j-й производитель характеризуется:
— вектор-функцией предложения готовой продукции Sj = Sj(p) со зна-
чениями из Rn1

+ ,
— вектор-функцией спроса на ресурсы Zj = Zj(p) со значениями из Rn2

+ .
Ясно, что Sj = fj(Zj(p)), где fj(·) — производственная вектор-фукнция
j-го производителя, j = 1,m. Итак, в целом при таком подходе, рынок
характеризуется совокупностью элементов:

{Rn
+, P, N, {bi, Ki(·), Di(·)}li=1, {Sj(·), Zj(·)}mj=1} (81)

где Rn
+ —пространство товаров, P ⊂ Rn

+ пространство цен, N = l +m —
количество участников рынка.

4.5.2 Качественные характеристики рынка и их связь

Вектор цен p ⊂ Rn
+ содержит цены как товаров, так и затрат. Если

ранее в главах 2 и 3 эти цены считались фиксированными, то сейчас бу-
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дем считать, что цены могут меняться. Однако они будут меняться не по
желанию участников, а под воздействием совокупного спроса и совокуп-
ного предложения. И главным, ключевым, является вопрос: существуют
ли цены, которые устраивают как потребителей, так и производителей?
Уточним и формализуем основные качественные характеристики рынка.

Доход каждого потребителя предполагается состоящим из двух сла-
гаемых:

• выручки от продажи его начального запаса товаров bi ∈ Rn
+, i =

1, l,

• дохода от участия в прибыли производственного сектора Vi(p), ко-
торый в свою очередь складывается через приобретение ценных
бумаг, инвестиционной и трудовой деятельности.

Таким образом имеем

Ki(p) = 〈p, bi〉+ Vi(p), i = 1, l. (82)

Введем в рассмотрение вектор-функцию

Yj(p) = (Sj(p),−Zj(p)) ∈ Rn1 × Rn2 = Rn,

которую будем называть производственным планом j-го производителя.
Тогда его прибыль выражается функцией

Πj(p) = 〈p, Yj(p)〉, j = 1,m.

Считается, что вся прибыль производственного сектора распределяется
между потребителями и поэтому

l∑
i=1

Vi(p) =
m∑
j=1

〈p, Yj(p)〉. (83)

Предполагается, что функции спроса на товары конечного потребления
Di(p) являются результатом оптимизации функции полезности i-го по-
требителя при заданном доходе Ki(p). Соответственно считаем, что зна-
чения функции спроса на затраты Zj(p) и функции предложения выпус-
ка Sj(p) являются результатом решения соответствующих задач по оп-
тимизации прибыли j-го производителя при ценах p. Теперь уточним в
свете сделанных обозначений и предложений понятия совокупного спро-
са и совокупного предложения.
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Определение 3. а) Функцией совокупного (рыночного) спроса назовем
вектор-функцию

D(p) =
l∑

i=1

(
Di(p)
0n2

)
+

m∑
j=1

(
0n1

Zj(p)

)
. (84)

Здесь первая сумма выражает общий спрос на товары конечного потреб-
ления, а вторая — общий спрос на ресурсы.
б) Функцией совокупного (рыночного) предложения назовем вектор-функцию

S(p) =
l∑

i=1

bi +
m∑
j=1

(
Sj(p)
0n2

)
. (85)

При таком определении смысл совокупного спроса и предложения соот-
ветствует их формированию на основе решения соответствующих инди-
видуальных экстремальных задач для потребителей и производителей.

4.5.3 Конкурентное равновесие по Л.Вальрасу

Определение 4. Набор векторов {D(p∗), S(p∗), p∗} назовем конку-
рентным равновесием на рынке {Rn, P,D(p), S(p)}, если p∗ ∈ P иD(p∗) =
S(p∗). В этом случае p∗ называется равновесным вектором цен.

Из построенной по Вальрасу модели рынка вытекает следующий вы-
вод.
Чтобы найти равновесный вектор цен, надо:

1) записать все соотношения оптимальности для каждой индивиду-
альной задачи потребителя по оптимизации его функции полезно-
сти и для каждой индивидуальной задачи производителя по опти-
мизации его прибыли (например, используя теорему Куна-Таккера,
если позволяют условия);

2) дополнить их формулой дохода потребителя (2);

3) записать условие распределения всей прибыли среди потребите-
лей (3);

4) записать равенство S(p) = D(p);

5) решить полученную систему уравнений относительно искомого век-
тора равновесных цен.

Однако, как показали исследования, ответить на вопрос: существует ли
решение полученной системы уравнений?, невозможно без дополнитель-
ных ограничений и уточнений на введенные объекты.

54



4.6 Модель Эрроу-Дебре. Существование конкурент-
ного
равновесия

В этой модели за основу берется модель Вальраса, но при этом кон-
кретизируется природа происхождения функций спроса и предложения,
а также механизм образования дохода потребителя.

а) Функция предложения выпуска каждого производителя формиру-
ется следующим образом. Для j-го производителя вводится множе-
ство Yj ⊂ Rn, которое трактуется как множество производственных
планов. Это множество n-мерных векторов y ⊂ Rn, у которых часть
компонент описывает выпуски товаров, а другая часть компонент
описывает затраты, которые для этого требуются. Компоненты, со-
ответствующие затратам будем снабжать отрицательным знаком.
Поэтому скалярное произведение 〈p, y〉 показывает прибыль полу-
ченную j-м производителем в результате реализации плана y ∈ Yj
при векторе цен p. Через y∗j (p) обозначим решение задачи

〈p, y〉 → max
y∈Yj

, (86)

считая (пока без обоснования) что оно единственно.

б) Доход i-го потребителя формируется следующим образом. Вводит-
ся коэффициент αij, который показывает долю i-го потребителя в
прибыли j-го производителя. Считается, как и у Вальраса, что при-
быль каждого производителя делится между всеми потребителями
полностью, то есть

l∑
i=1

αij = 1, αij ≥ 0, j = 1,m, i = 1, l.

Тогда суммарные доходы Vi(p), получаемые i-м потребителем от
производственного сектора можно представить как

Vi(p) =
m∑
j=1

αij〈p, y∗j (p)〉,

где y∗j (p)— решение задачи (6), то есть оптимальный план для j-го
производителя. В итоге, общий доход i-го потребителя при реали-
зации производственных планов y∗j (p) вычисляется по формуле

Ki(p) = 〈p, bi〉+
m∑
j=1

αij〈p, y∗j (p)〉.
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в) функция спроса для каждого потребителя конкретизируется сле-
дующим образом. Для i-го потребителя вводится множество допу-
стимых векторов потребления Xi ⊂ Rn, а предпочтение потреби-
теля на этом множестве задается с помощью функции полезности
ui(·) : Xi → R1. В результате в качестве вектор-функции спроса i-го
потребителя берется решение x∗i (p) задачи

ui(x)→ max

при ограничениях: x ∈ Xi, 〈p, x〉 ≤ Ki(p), x ≥ 0n.

Важным для дальнейшего является понятие функции избыточного спро-
са.
Определение 5. Под функцией избыточного спроса будем в данной мо-
дели понимать

ξ(p) =
l∑

i=1

x∗i (p)−
m∑
j=1

y∗j (p)−
l∑

i=1

bi.

Модель Эрроу-Дебре предполагает выполнение следующих требований:

1) Множества Yj строго выпуклы и компактны в Rn, причем 0n ∈ Yj,
j = 1,m;

2) Множества Xi, i = 1, n, выпуклы и замкнуты, причем если некото-
рая вектор-функция x(t) принимает значения в Xi и некоторая её
компонента xr(t) → ∞ при t → ∞, то xk(t) → ∞ при t → ∞ для
всех k = 1, n;

3) Функции полезности ui(x) непрерывно дифференцируемы на Xi и
строго вогнуты;

4) Функции ui(x) обладают свойством ненасыщаемости:

(x ≥ y)⇒ (u(x) ≥ u(y))); (x ≥ y, x 6= y)⇒ (u(x) > u(y)).

5) Существует вектор xi ∈ Xi такой, что bi > xi, i = 1, l.

При таких условиях имеет место
Теорема Эрроу-Дебре. В данной модели существует конкурентное
равновесие в том смысле, что существует вектор цен p∗ > 0 такой ,что

ξ(p∗) = 0.
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4.7 Регулирование цен, устойчивость равновесия

Реальный поиск равновесия, основанный на использовании функций
полезности каждого потребителя (их может быть очень много), их до-
ходов, технологических множеств каждого производителя (их также мо-
жет быть много) и их функий прибыли, а также других данных является
громоздкой задачей, требующей объемных вычислений.

Другой подход состоит в следующем. Процесс формирования равно-
весных цен является в действительности динамическим процессом, то
есть развернутым во времени. Рынок сам приспосабливает цены к вари-
ациям спроса и предложения, как мы видели на примере паутинообраз-
ной модели. Поэтому можно попытаться дать математическую модель
рыночного регулирования цен, ведущего к равновесным ценам, основан-
ного на знании функции избыточного спроса.
Определение 6. Если временная траектория вектора цен p(t) в конеч-
ном счете достигает равновесного значения p∗, то соответствующий ди-
намический процесс считается устойчивым.
Предположим, что равновесие существует и p∗ — вектор равновесных
цен.
Определение 7. Для динамического процесса, отражаемого вектор-
функцией цен p(t), равновесие в точке p∗ называется локально устой-
чивым, если существует δ > 0 такое, что если только для начального
момента времени t0 выполняется |p(t0)− p∗| < δ, то lim

t→∞
p(t) = p∗.

Равновесие называетя глобально устойчивым, если оно достигается в ко-
нечном счете независимо от начальной точки:

lim
t→∞

p(t) = p∗, ∀p(t0).

Процесс «нащупывания» цен Вальраса.

Регулирование рыночных цен и решение проблемы устойчивости Валь-
рас представлял себе как некоторый процесс «нащупывания» цен, ис-
пользующий спрос и предложение конкурентного рынка. Он представ-
лял себе это так. Предположим, на рынке действует некий аукционер,
не представляющий ни продавца, ни покупателя и который реагирует
на неравновесие на рынке изменением цен. При этом изменение цены по
каждому товару осуществляется по правилам процесса нащупывания, то
есть:

• цена поднимается, если рыночный спрос превышает рыночное пред-
ложение;
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• цена понижается, если рыночного спроса не хватает для покрытия
рыночного предложения;

• цена не меняется, если рыночный спрос равен рыночному предло-
жению.

Если ξ(p) = (ξ1(p), . . . , ξn(p))— вектор-функция избыточного спроса, то
процесс нащупывания делает изменение цены в соответствии со значе-
нием функции ξ(p):

dpi(t)

dt
=


> 0, ξi(p(t)) > 0,

< 0, ξi(p(t)) < 0,

= 0, ξi(p(t)) = 0.

Индивидуальные покупатели и продавцы могут перезаключать формаль-
но сделки после изменения цены несколько раз, но реальная сделка не
должна совершаться, пока не будет достигнуто равновесие. Вальрас по-
лагал, что этот процесс нащупывания обязательно должен привести к
равновесию. Однако уже на примере паутинообразной модели мы ви-
дели, что это не всегда так. Для устойчивости динамического процесса
регулирования цен p(t) нужно, чтобы функция избыточного спроса удо-
влетворяла определенным условиям.

В современной теории конурентного равновесия рассматриваются раз-
личные системы нащупывания равновесных цен. Мы ограничимся здесь
рассмотрением линейной системы, в которой изменение цен соответству-
ет избыточному спросу:

dpi(t)

dt
= ξi(p(t)), i = 1, n (87)

или
dp(t)

dt
= ξ(p(t))

Пусть p∗ — вектор равновесных цен, то есть ξ(p∗) = 0n и
dp(t)

dt
= 0n при

p(t) = p∗.
Если предположить, что функции избыточного спроса являются диффе-
ренцируемыми, то систему (7) можно записать в виде

dpi(t)

dt
= ξi(p

∗) + 〈ξ′i(p∗), p(t)− p∗〉+ oi(p(t)− p∗), i = 1, n, (88)

где
oi(p− p∗)
‖p− p∗‖

→ 0 при p→ p∗.
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Если обозначим через π(t) = p(t)−p∗ и учтем, что ξi(p∗) = 0, а также
отрбосим в (8) последнее слагаемое справа, то получим

dπ(t)

dt
=
∂ξ(p(t))

∂p
· π(t), (89)

где

∂ξ

∂p
=


∂ξ1

∂p1

. . .
∂ξ1

∂pn
. . . . . . . . .
∂ξ1

∂p1

. . .
∂ξn
∂pn


—матрица Якоби. Система (9) устойчива, то есть π(t) → 0 при t → ∞
тогда и только тогда, когда характеристические корни матрицы Якоби
имеют отрицательные действительные части. Это условие выполняется,
если

∂ξi(p)

∂pj
> 0, ∀p > 0, i 6= j,

то есть товары являются явно заменяемыми (увеличение цены на такой
товара при неизменных ценах на другие, приводит к увеличению избы-
точного спроса на любой другой продукт).
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Контрольные вопросы

Выберите правильный вариант (варианты) ответа

1. Цена на товар называется равновесной, если:

весь произведенный товар по этой цене будет полностью продан,
потребительский спрос будет полностью удовлетворен,
весь товар будет продан и потребительский спрос удовлетворен.

2. Олигопольный рынок — это когда:

один производитель и много потребителей,
один потребитель и много производителей,
несколько производителей и много или несколько потребителей.

3. Рынок с совершенной конкуренцией предполагает:

наличие большого числа производителей и большого числа потре-
бителей,
возможность производителям договариваться по поводу рыноч-
ной цены на их продукцию,
совершенное знание рынка покупателями и продавцами,
однородность товаров и их мобильность.

4. Что не относится к характеристике потребителя в модели Л. Валь-
раса?

функция его дохода,
вектор-функция спроса на ресурсы,
вектор-функция спроса на продукты производства,
начальный запас товаров.

5. Что не относится к характеристике производителя в модели Л. Валь-
раса?

функция его дохода,
вектор-функция спроса на продукты производства,
вектор-функция предложения готовой продукции,
вектор-функция спроса на ресурсы.

6. Функция совокупного рыночного спроса в модели Л. Вальраса фор-
мируется в результате учета:
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только функций спроса на товары конечного потребления всех
потребителей,
только функций спроса на ресурсы всех производителей,
функций спроса на товары конечного потребления всех потреби-
телей и функций спроса на ресурсы всех производителей.

7. Производственный план конкретного производителя в модели Л. Валь-
раса это:

его вектор-функция предложения готовой продукции,
его вектор-функция спроса на ресурсы,
совокупность вектор-функции предложения выпуска готовой про-
дукции и вектор-функции спроса на затраты.

8. В модели Эрроу-Дебре каждый производитель характеризуется:

производственной функцией,
множеством производственных планов,
функцией прибыли.

Набрано баллов
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5 Моделирование экономики
в условиях несовершенной конкуренции

Ранее в главе 4 мы познакомились с условиями совершенной конку-
ренции. Главный признак рынка с совершенной конкуренцией — наличие
большого числа производителей и потребителей одних и тех же товаров
и отсутствие влияния с их стороны на рыночные цены этих товаров.
Нарушение данного условия приводит к понятию рынка несовершенной
конкуренции. В это смысле крайние положения занимают:

монополия — один производитель и много потребителей,

монопсония — один потребитель и много производителей.

Промежуточные положения занимают понятия

олигополия — несколько производителей и много или несколько потре-
бителей,

олигопсония — несколько потребителей.

Суть несовершенной конкуренции в том, что либо производители, либо
потребители имеют возможность влиять на цену.

5.1 Моделирование ценообразования в монополии

5.1.1 Доход и издержки монополиста

Фирма-монополист, зная кривую спроса, может самостоятельно опре-
делить объем продаж и тем самым назначить цену товара и подсчитать
соответствующий получаемый доход. Зная также соответствующие кри-
вые издержек, монополист ставит перед собой задачу оптимизации своей
прибыли. Формализуем эту задачу.
Итак, пусть фирма-монополист выпускает один вид продукции, исполь-
зуя n-видов затрат. Обозначим через x = (x1, . . . , xn)> вектор затрат,
f(x) — производственную функцию фирмы, то есть величина q = f(x)
— объем выпуска продукции, соответствующий вектору затрат x. Пусть
зависимость рыночной цены от объема q выражается функцией

p = p(q).

Тогда соответствующий получаемый фирмой доход выражается как

R(q) = p(q) · q. (90)
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Естественно считать (в соответствии с обычным поведением рыночного
спроса), что

p′(q) < 0. (91)

Это означает, что фирма должна снижать цену, чтобы продать больше
товара.
Предельный доход определяется как скорость изменения дохода от изме-
нения выпуска

MR(q) ≡ R′(q) = p(q) + p′(q) · q. (92)

из (2)–(3) следует, что
MR(q) < p(q) (93)

— предельный доход всегда меньше цены. Проанализируем теперь из-
держки монополиста. Пусть w = (w1, · · · , wn)> — вектор цен на затра-
ты. В условиях несовершенной конкуренции эти цены также являются
функциями от закупаемых объемов затрат, то есть

wi = wi(xi), i = 1, n.

Поэтому издержки на соответствующие факторы производства выража-
ются как

Ci(xi) = wi(xi) · xi. (94)

Вычислим предельные издержки

MCi(xi) ≡ C ′i(xi) = w′i(xi)xi + wi(xi). (95)

По рыночным законам фирма может покупать большее количество дан-
ного фактора производства, только предложив более высокую цену (ори-
ентируясь уже на кривую предложения данного фактора), то есть

w′i(xi) > 0. (96)

Тогда из (6)-(7) следует

MCi(xi) > wi(xi) (97)

— при монополии предельные издержки на факторы производства боль-
ше их цен.
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5.1.2 Задача оптимизации прибыли монополиста

Используя формулу дохода (1) и издержек (5) выражаем прибыль
фирмы-монополиста и приходим к задаче: P (x, q) ≡ p(q) · q −

n∑
i=1

wi(xi)xi → max
x,q

,

q = f(x).
(98)

Это классическая задача на экстремум с ограничением типа равенства.
Будем считать, что функции p(q), f(x), wi(xi), i = 1, n всюду непрерывно
дифференцируемы. В соответствии с теоремой Лагранжа (гл. 1) (предпо-
лагая, что выполняется условие регулярности), выписываем конкретный
вид функции Лагранжа

L(x, q, λ) = P (x, q) + λ(f(x)− q)

и соответствующие условия оптимальности
∂L

∂q
= p(q) + p′(q) · q − λ = 0,

∂L

∂xi
= −wi(xi)− w′i(xi)xi + λ

∂f(x)

∂xi
= 0, i = 1, n,

f(x)− q = 0.

(99)

Для наглядности перепишем систему (10) в виде
λ = p(q) + p′(q) · q,

λ
∂f(x)

∂xi
= wi(xi) + w′i(xi) · xi, i = 1, n,

f(x)− q = 0.

(100)

В правых частях системы (11) соответственно предельный доход (см. (3))
и предельные издержки по i-му фактору производства (см. (6)). Поэтому
из (11) получаем

MR(q) ·MPi(x) = MC(xi), i = 1, n (101)

Здесь MPi(x) =
∂f(x)

∂xi
— предельный продукт i-го вида затрат. В целом

соотношения (12) и связь q = f(x) представляют собой систему уравне-
ний относительно n+ 1 неизвестных x = (x1, . . . , xn)> и q.
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5.2 Задача фирмы при наличии конкурента

Олигополия — преобладающая форма современной рыночной струк-
туры. На олигопольных рынках несколько фирм производят почти всю
продукцию. Решение олигополиста по объему выпуска продукции скла-
дывается сложнее, чем у монополиста, так как имеет место конкурен-
ция. Фирма-олигополист должна взвесить свои решения с точки зрения
реакции конкурирующих с ней фирм. Те, в свою очередь, тоже будут
учитывать её реакцию на их собственные решения. Поскольку цены на
товары формируются по суммарному выпуску всех фирм, то прибыль
каждой фирмы зависит не только от объема собственного выпуска, но и
выпусков других фирм. Предположим, на рынке присутствуют только
две конкурирующих фирмы, производящих один и тот же товар (дуопо-
лия). Введем обозначения:
x1
i — количество используемых затрат i-го вида 1-ой фирмой,
x2
i — количество используемых затрат i-го вида 2-й фирмой,
xj = (xj1, . . . , x

j
n) — вектор затрат j-й фирмы, j = 1, 2,

fj(x
j) — производственная функция j-й фирмы, j = 1, 2,

qj — выпуск j-ой фирмы.
Теперь рыночная цена товара определяется объемами выпусков обеих
фирм

p = p(q1, q2).

Естественно считать, что цена понижается с ростом выпуска любой фир-
мы при фиксированном объеме другой, а значит (считая, что функция
p(q1, q2) дифференцируема по q1 и q2):

∂p(q1, q2)

∂q1

< 0,
∂p(q1, q2)

∂q2

< 0.

Соответственно цена любого вида затрат определяется объемами заку-
пок обеими фирмами

wi = wi(x
1
i , x

2
i ), i = 1, n.

Считаем, что увеличение объемов закупок затрат, в соответствии с кри-
вой предложения, ведет к увеличению их цены, а следовательно

∂wi(x
1
i , x

2
i )

∂x1
i

> 0,
∂wi(x

1
i , x

2
i )

∂x2
i

> 0, i = 1, n.

Рассуждая по аналогии, как и в п 5.1., мы приходим к выводу, что задача
оптимизации прибыли 1-ой фирмы может быть записана в виде P (x1, q1) ≡ p(q1, q2) · q1 −

n∑
i=1

wi(x
1
i , x

2
i )x

1
i → max

x1,q1
,

q1 = f1(x1).
(102)
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При этом 1-я фирма обязана учитывать реакцию 2-й фирмы на свои ре-
шения по объемам закупок затрат и объему выпуска. То есть, она может
предполагать, что 2-ая фирма будет принимать свои решения в соответ-
ствии с некоторой конкретной функциональной зависимостью

q2 = q2(q1), x2
i = x2

i (x
1
i ), i = 1, n. (103)

Теперь, принимая допущения о непрерывной дифференцируемости всех
функций участвующих в постановке задачи и выполнение условия регу-
лярности, мы можем записать конкретный вид функции Лагранжа

L(x1, q1, λ) = p(q1, q2)q1 −
n∑
i=1

wi(x
1
i , x

2
i )x

1
i + λ(f1(x1)− q1),

и, учитывая (14), соответствующие условия оптимальности
∂L

∂q1

= p(q1, q2) + q · ∂p
∂q1

+ q1
∂p

∂q2

· ∂q2

∂q1

− λ = 0,

∂L

∂x1
i

= −wi(x1
i , x

2
i )− x1

i

∂wi
∂x1

i

− x1
i

∂wi
∂x2

i

· ∂x
2
i

∂x1
i

+ λ
∂f1(x1)

∂x1
i

= 0, i = 1, n

q1 = f1(x1).

Или, исключив λ, получаем систему из n + 1 уравнений относительно
n+ 1 неизвестных

[
p(q1, q2) + q1

(
∂p

∂q1

+
∂p

∂q2

· ∂q2

∂q1

)]
∂f1

∂x1
i

=

wi + x1
i

(
∂wi
∂x1

i

+
∂wi
∂x2

i

· ∂x
2
i

∂x1
i

)
, i = 1, n

q1 = f1(x1)

Понятно, что функции (14) и их производные играют важную роль.

Определение 1. Производные
∂q2(q1)

∂q1

и
∂x2

i (x
1
i )

∂x1
i

называются предполо-
жительными вариациями.
∂q2

∂q1

— предположение 1-й фирмы относительно реакции 2-ой фирмы, по

выпуску при изменении выпуска 1-й фирмы,
∂x2

i

∂x1
i

— предположение 1-й фирмы относительно реакции второй фирмы

по величине затрат i-го вида в ответ на изменение затрат того же вида
1-й фирмой.

Каждая из фирм может делать разные предположения. Каждое из
них ведет к различному анализу конкуренции.
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5.3 Анализ дуополии на примере

Дуополия — на рынке конкурируют только два производителя това-
ра.
Предположим, что:
— товар продается в соответствии с линейной функцией цены от сов-
местно производимого объема фирм

p(q1, q2) = a− b(q1 + q2), a > 0, b > 0;

— издержки фирм также являются линейными функциями от произво-
димого ими объема

C1(q1) = cq1 + d,
C2(q2) = cq2 + d, c > 0, d > 0.

Тогда 1-я фирма получает прибыль в размере

Π1(q1) = [a− b(q1 + q2)]q1 − cq1 − d.

Считаем, как и в п. 5.2., что 2-я фирма реагирует своим выпуском в ответ
на выпуск 1- фирмы в соотвествии с некоторой зависимостью

q2 = q2(q1).

Условие оптимальности прибыли теперь можем записать в виде

∂Π1

∂q1

= [a− b(q1 + q2)]− bq1 − bq1
∂q2

∂q1

− c = 0. (104)

Проводя аналогичные рассуждения относительно функции прибыли 2-й
фирмы, получаем соответствующее условие оптимальности

∂Π2

∂q2

= [a− b(q1 + q2)]− bq2 − bq2
∂q1

∂q2

− c = 0. (105)

Здесь q1 = q1(q2) отражает предположение 2-ой фирмы относительно

реакции 1-й фирмы в ответ на её собственный выпуск, а
∂q1(q2)

∂q2

— соот-
ветствующая предположительная вариация.

5.3.1 Дуополия Курно

Пусть обе фирмы предполагают, что их конкурент не будет менять
объем своего выпуска в ответ на их изменение объема. Это означает, что

∂q2(q1)

∂q1

=
∂q1(q2)

∂q2

= 0. (106)
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В этом случае говорят, что имеет место дуополия Курно.
Определение. Равновесием Курно называется пара (q1, q2) удовлетво-
ряющая системе уравнений

∂Π1

∂q1

= 0,
∂Π2

∂q2

= 0. (107)

при условии (17). Таким образом эта пара, являющаяся одновременно
решением задачи оптимизации каждой из фирм при заданном объеме
выпуска конкурентом. Для рассматриваемого примера система (18) (или
система (15)-(16)), с учетом (17), принимает вид{

a− 2bq1 − bq2 − c = 0,
a− bq1 − 2bq2 − c = 0.

(108)

Её решением является пара q1 = q2 =
a− c

3b
. Соответствующая рыночная

цена, суммарный объем и прибыль фирмы таковы

p =
a+ 2c

3
, , q =

2(a− c)
3b

, Π1 = Π2 =
(a− c)2

9b
− d.

Замечание. Результат легко обобщается на случай m фирм

p =
a+mc

m+ 1
, , q =

m

m+ 1
· a− c

b
, qi =

a− c
(m+ 1)b

, i = 1,m.

В пределе, при m → ∞, ситуация стремится к равновесию в условиях
совершенной конкуренции.

На самом деле конкуренция на рынке всегда развивается во време-
ни, то есть это динамический процесс. Рассмотрим динамику изменения
объемов выпуска конкурентами в дуополии Курно. Из (19) получаем

q1 =
a− c− bq2

2b
, q2 =

a− c− bq1

2b
. (109)

На плоскости (q1, q2) данные функциональные зависимости своим гра-
фиком задают кривые реакции. Соотношения (20) показывают соответ-
ственно оптимальные с точки зрения прибыли выпуски фирм при зада-
ных выпусках конкурентов.

Точки
(
a− c

2b
, 0

)
и
(

0,
a− c

2b

)
на плоскости (q1, q2) являются монополь-

ными точками фирм. В этих точках одна из фирм получает максималь-

ную прибыль Π =
(a− c)2

4b
− d при цене p =

a+ c

2
. Если каждая фирма

68



реагирует своим выпуском на выпуск продукции своим конкурентом че-
рез единичный временной промежуток (с временным лагом равным 1),
то получаем формулы, в которых отражается динамика поведения фирм

q1(t+ 1) =
a− c− bq2(t)

2b
, q2(t+ 1) =

a− c− bq1(t)

2b
, t = 0, 1, . . . ,T.

Эта система разностных уравнений относительно {q1(t), q2(t)},
t = 1, 2, . . . ,T, и если ее решить, то получим траектории изменения вы-
пусков во времени. Данные траектории можно получить и с помощью
геометрических построений (см. рис. 4).
Предположим, в начальный момент времени t = 0 выпуск 1-ой фирмы

0
1q

2q

b

ca -

b

ca -

( )( )0,0 q

b

ca

2

-

b

ca

2

-

b

ca

3

-

b

ca

3

-

( ) ( )( )0,1 21 qq

( ) ( )( )2,1 21 qq

кривая реакции
2-ой фирмы

кривая реакции
1-ой фирмы

Рис. 4: Траектория выпусков в дуополии Курно

равен нулю: q1(0) = 0, а выпуск 2-ой фирмы q2(0) > 0. Этой ситуации со-
ответствует точка (0, q2(0)) на плоскости (q1, q2). Далее 1-ая фирма через
единичный промежуток времени делает свой выпуск q1(1) в соответствии
со своей кривой реакции. Таким образом при t = 1 соответствующие
объемы выпусков (q1(1), q2(0)). После этого вторая фирма меняет свой
выпуск, пытаясь оптимизировать свою прибыль, ориентируясь на объем
выпуска конкурента через свою кривую реакции. Тогда для t = 2 полу-
чаем точку (q1(1), q2(2)). И так далее. На каждом шаге этого процесса
изменение выпуска одной фирмы вызывает изменение выпуска другой.
И тем не менее обе фирмы каждый раз принимают допущение Курно,
которое каждый раз опровергается.
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5.3.2 Модель Чемберлина

Более адекватными являются модели, в которых конкуренты все-
таки принимают во внимание тот факт, что фирма-конкурент будет ме-
нять уровень выпуска в ответ на их собственные действия.
Посмотрим, как развиваются взаимодействия конкурентов в дуополии
Э. Чемберлина (1956).
1-й шаг. Предположим, что сначала 1-ая фирма ведет себя на рынке
как монополист. Она выбирает монопольный уровень выпуска, который
определяется из решения задачи оптимизации ее прибыли

Π1(q1) = (a− bq1)q1 − cq1 − d→ max
q1

.

Из условия оптимальности

Π′1(q1) = −2bq1 + a− c = 0

получаем значение объема выпуска, монопольной цены и ожидаемой
прибыли

q0
1 =

a− c
2b

, p0 =
a+ c

2
, Π0

1 =
(a− c)2

4b
− d. (110)

Однако этим расчетам, на самом деле, не суждено сбыться, поскольку
на рынке появляется 2-я фирма, которая уже знает, что 1-я фирма пока
считает себя монополистом и определилась с объемом выпуска q0

1.
2-й шаг. Поэтому 2-ая фирма принимает решение о своем выпуске, исхо-
дя из функции остаточного спроса. То есть она понимает, что цена будет
определяться формулой

p = a− b(q0
1 + q2) =

a+ c

2
− bq2.

При такой зависимости цены от ее выпуска она решает задачу оптими-
зации своей прибыли

Π2(q2) =

(
a+ c

2
− bq2

)
q2 − cq2 − d→ max

q2
.

Отсюда получаем условие оптимальности прибыли

Π′2(q2) =
a+ c

2
− c− 2bq2 = 0,

из которого вытекает соответствующий объем выпуска

q0
2 =

a− c
4b

=
1

2
q0

1.
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Итог этого этапа взаимодействия фирм

— суммарный выпуск q0
1 + q0

2 =
3(a− c)

4b
,

— соответствующие размеры прибыли

Π1(q0
1) =

(a− c)2

8b
− d, Π2(q0

1) =
(a− c)2

16b
− d.

Таким образом, размер прибыли 1-ой фирмы значительно меньше по
сравнению с монопольной, на которую она ориентировалась.
На 3-ем шаге 1-ая фирма осознает, что конкурент реагирует на ее дей-
ствия и уменьшеает свой выпуск на величину выпуска соперника, ори-
ентируясь на цель достижения монопольного выпуска всей отрасли, так
как при этом достигается монопольная цена.
На 4-ом шаге 2-ая фирма принимает условия, предложенные конкурен-
том, поскольку выгоднее продавать тот же объем выпуска, что и раньше,
по уже более высокой монопольной цене.

В итоге, в данном примере, дуополисты делят рынок поровну: q∗1 =

q∗2 =
a− c

4b
и получают одинаковую прибыль Π1 = Π2 =

(a− c)2

8b
− d.

Таким образом, не вступая в прямой сговор, дуополисты Чемберлина
могут установить на рынке монопольную цену.

5.3.3 Модель Стэкельберга

Эта модель анализирует стратегическое взаимодействие фирм по прин-
ципу «лидер-последователь».

Пусть 1-ая фирма является лидером, то есть первой принимает ре-
шение об уровне выпуска, а 2-ая фирма является последователем. Это
означает, что лидер информирован о поведении последователя. А после-
дователь осознает лидерство конкурента, рассматривая уровень выпуска
лидера как заданный. Таким образом, задача оптимизации прибыли для
2-ой фирмы, которая является последователем, такова же как и в моде-
ли Курно. Следовательно и кривая реакции 2-ой фирмы такова же как
и в модели Курно (см. 20)

q2 =
a− c− bq1

2b
. (111)

1-ая фирма как лидер знает, что оказывает влияние на конкурента и по-
этому учитывает реакцию (22) последователя при решении своей задачи
по оптимизации прибыли. Таким образом предположительная вариация
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∂q2

∂q1

= −1

2
и подставляя это в (15), получаем

a− 3

2
bq1 − bq2 − c = 0.

А значит реакция лидера на выпуск конкурента

q1 = −2

3
q2 +

2(a− c)
3b

. (112)

Совместное решение системы (22)–(23) дает равновесие Стэкельберга
для 1-ой фирмы-лидера

q∗1 =
a− c

2b
, q∗2 =

a− c
4b

.

При этом

Π1(q∗1) =
(a− c)2

8b
− d > Π2(q∗2) =

(a− c)2

16b
− d

при цене p =
a+ 3c

4
.

Борьба за лидерство

Разумно предположить, что оба дуополиста могут вести себя как лидеры,
то есть в процессе принятия решения каждый из них считает себя ли-
дером, а конкурента последователем. Следовательно дуополисты будут
ставить перед собой задачу по оптимизации своей прибыли при условии,
что конкуренты реагируют на их выпуск в соответствии с кривой реак-
ции Курно (см. (20)). Таким образом, в условие оптимальности (15)–(16)

надо подставить значения:
∂q2

∂q1

= −1

2
,
∂q1

∂q2

= −1

2
.

В итоге получаем
∂Π1

∂q1

= a− 3

2
bq1 − bq2 − c = 0,

∂Π2

∂q2

= a− bq1 −
3

2
bq2 − c = 0.

Решение данной системы дает значения

q∗1 = q∗2 =
2(a− c)

5b
. (113)

q∗1 + q∗2 =
4(a− c)

5b
, p∗ =

a+ 4c

5
, Π1 = Π2 =

2(a− c)2

25b
− d.

Пара выпусков (24) называется неравновесием Стэкельберга (прибыль
каждой фирмы меньше чем в случае равновесия Курно и следовательно
данное решение должно быть отвергнуто).
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5.3.4 Картельное соглашение

Картель — объединение фирм-олигополистов, вступающих в сговор
с целью совместного принятия решения относительно уровня рыночной
цены и объемов выпуска. Эти фирмы ведут себя на рынке как единый мо-
нополист, максимизируя совокупную прибыль. Таким образом, для рас-
сматриваемого примера, картель ставит задачу

Π(q) = (a− bq)q − cq − d→ max
q
,

где q = q1 +q2. Решение этой задачи дает q =
a− c

2b
, p =

a+ c

2
. Поскольку

в данном примере фирмы идентичны по уровню издержек производства,
то можно предположить, что они договорятся об одинаковых рыночных
долях производства q1 = q2 =

a− c
4b

и соответствующем одинаковом рас-

пределении прибыли Π1 = Π2 =
(a− c)2

8b
− d. Однако основная проблема

картельного соглашения — соблазн обмануть конкурента, то есть на-
рушить соглашение и увеличить собственную прибыль. Предположим,
что 2-ая фирма честно соблюдает соглашение и, следуя ему, ее выпуск
составит q2 =

a− c
4b

. Тогда как 1-ая фирма его нарушает и будет опти-
мизировать свою прибыть, ориентируясь на уже известный выпуск 2-ой
фирмы:

Π1(q1) =

[
a− b

(
q1 +

a− c
4b

)]
q1 − cq1 − d→ max

q1
. (114)

Решением этой задачи является значение q1 =
3(a− c)

8b
. Следствием это-

го является понижение рыночной цены до p =
3a+ 5c

8
, увеличение при-

были 1-ой фирмы до Π1 =
9(a− c)2

64b
−d, уменьшение прибыли 2-ой фирмы

до Π2 =
3(a− c)2

32b
− d. Картель неустойчив!
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Контрольные вопросы

Выберите правильный вариант (варианты) ответа

1. На монопольном рынке товара цена на товар:

назначается фирмой-монополистом по своему усмотрению при лю-
бом объеме выпуска,
формируется объемом выпуска фирмы-монополиста, учитываю-
щей функцию спроса потребительского сектора,
назначается потребительским сектором данного товара, независи-
мо от объема предложения товара.

2. На монопольном рынке товара предельные издержки на факторы
производства всегда:

больше их цен,
меньше их цен,
равны ценам на них.

3. Дуополия — это когда на рынке присутствуют:

только два потребителя, потребляющие один и тот же товар,
только два производителя, производящих один и тот же товар,
два потребителя товара и один производитель.

4. При дуополии Курно каждая из фирм предполагает, что в ответ на
их увеличение объема конкурент будет:

линейно наращивать свой объем производства,
не менять объем своего выпуска,
линейно уменьшать свой объем производства.

5. Если при дуополии фирма уже знает объем выпуска конкурента, то
ее собственный объем должен:

быть равным объему выпуска конкурента,
превышать объем выпуска конкурента,
должен определяться исходя из оптимизации прибыли при оста-
точном спросе.

6. В модели дуополии Стэкельберга фирма-лидер при определении объ-
ема своего выпуска:
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ведет себя как монополист,
считает, что фирма-последователь реагирует на ее выпуск в соот-
ветствии с реакцией Курно,
не учитывает реакцию фирмы-последователя на ее выпуск.

7. При картельном соглашении фирм-олигополистов на рынке устанав-
ливается цена на товар:

такая же как на монопольном рынке,
больше чем на монопольном рынке,
меньше чем на монопольном рынке.

8. Одностороннее нарушение картельного соглашения одной из фирм
с целью увеличения своей прибыли ведет к:

увеличению рыночной цены,
уменьшению рыночной цены,
ведет к изменению рыночной цены без изменения общей прибыли
картеля.

Набрано баллов
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