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Пре дис ло вие

Учеб ник на пи сан в со от вет ст вии с Го су дар ст вен ным об -
ра зо ва тель ным стан дар том выс ше го про фес си о наль но го
об ра зо ва ния по дис цип ли не «Ма те ма ти ка» для эко но ми че -
с ких спе ци аль но с тей. В нем из ло же ны ос нов ные раз де лы,
ка са ю щи е ся ма те ма ти че с ких ме то дов и мо де лей в со от вет -
ст вии с ди дак ти че с ки ми бло ка ми Гос стан дар та.

Учеб ник на пи сан на ос но ве мно го лет не го опы та чте ния
лек ций на фа куль те тах эко но ми ки и уп рав ле ния Ин сти ту та
эко но ми ки и пред при ни ма тель ст ва (г. Моск ва).

Учебник состоит из трех разделов: «Экономико-ма те ма -
тические методы», «Экономико-математические модели»,
«Тесты по дисциплине “Математика”». Последние состав -
ле ны согласно рекомендациям Национального аккреди то -
ванного агентства в сфере образования и сопровождаются
ответами.

Главы 6 и 7 ориентированы в основном на студентов, обу -
чающихся по специальности «Прикладная информатика
(в экономике)».

В конце глав приведены вопросы и задания для са мо конт -
роля, а также задачи для самостоятельного решения, ответы
к последним можно найти в конце книги. В учебнике пред -
ставлен также справочный материал, включающий часто
используемые математические формулы.

Ав то ры счи та ют при ят ным дол гом по бла го да рить: чле -
на-кор ре с пон ден та РАСХН, док то ра эко но ми че с ких на ук,
про фес со ра, А. М. Га та у ли на (ка фе д ра эко но ми че с кой ки -
бер не ти ки РГАУ — МСХА им. К. А. Ти ми ря зе ва); док то ра
фи зи ко�ма те ма ти че с ких наук про фес со ра С. П. Струн ко ва
(НИИ си с тем ных ис сле до ва ний РАН), взяв ших на се бя не -
лег кий труд по ре цен зи ро ва нию ру ко пи си.



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Пре дис ло вие

Учеб ник на пи сан в со от вет ст вии с Го су дар ст вен ным об -
ра зо ва тель ным стан дар том выс ше го про фес си о наль но го
об ра зо ва ния по дис цип ли не «Ма те ма ти ка» для эко но ми че -
с ких спе ци аль но с тей. В нем из ло же ны ос нов ные раз де лы,
ка са ю щи е ся ма те ма ти че с ких ме то дов и мо де лей в со от вет -
ст вии с ди дак ти че с ки ми бло ка ми Гос стан дар та.

Учеб ник на пи сан на ос но ве мно го лет не го опы та чте ния
лек ций на фа куль те тах эко но ми ки и уп рав ле ния Ин сти ту та
эко но ми ки и пред при ни ма тель ст ва (г. Моск ва).

Учебник состоит из трех разделов: «Экономико-ма те ма -
тические методы», «Экономико-математические модели»,
«Тесты по дисциплине “Математика”». Последние состав -
ле ны согласно рекомендациям Национального аккреди то -
ванного агентства в сфере образования и сопровождаются
ответами.

Главы 6 и 7 ориентированы в основном на студентов, обу -
чающихся по специальности «Прикладная информатика
(в экономике)».

В конце глав приведены вопросы и задания для са мо конт -
роля, а также задачи для самостоятельного решения, ответы
к последним можно найти в конце книги. В учебнике пред -
ставлен также справочный материал, включающий часто
используемые математические формулы.

Ав то ры счи та ют при ят ным дол гом по бла го да рить: чле -
на-кор ре с пон ден та РАСХН, док то ра эко но ми че с ких на ук,
про фес со ра, А. М. Га та у ли на (ка фе д ра эко но ми че с кой ки -
бер не ти ки РГАУ — МСХА им. К. А. Ти ми ря зе ва); док то ра
фи зи ко�ма те ма ти че с ких наук про фес со ра С. П. Струн ко ва
(НИИ си с тем ных ис сле до ва ний РАН), взяв ших на се бя не -
лег кий труд по ре цен зи ро ва нию ру ко пи си.

Введение

Со вре мен ная ма те ма ти ка ха рак те ри зу ет ся ин тен сив ным
ис поль зо ва ни ем ее в раз лич ных на уках. Во мно гом этот
про цесс про ис хо дит бла го да ря раз де ле нию последней на
ряд са мо сто я тель ных об ла с тей. Ма те ма ти ка ста ла для мно гих
от рас лей зна ний не толь ко ин ст ру мен том ко ли че ст вен но го
рас че та, но так же и ме то дом точ но го ис сле до ва ния и сред ст -
вом фор му ли ров ки за дач ис сле до ва ния.

Эко но ми ка как на ука об объ ек тив ных при чи нах функ -
ци о ни ро ва ния и раз ви тия об ще ст ва поль зу ет ся раз но об раз-
ны ми ко ли че ст вен ны ми ха рак те ри с ти ка ми и ма те ма ти че -
ски ми ме то да ми. В ис сле до ва ни ях со вре мен ной эко но ми ки
при ме ня ют ся раз лич ные оп ти ми за ци он ные ме то ды, ко то -
рые опираются на ма те ма ти че с ко е про грам ми ро ва ние, те о -
рию игр, се те во е пла ни ро ва ние, те о рию мас со во го об слу жи -
ва ния и ряд дру гих при клад ных на ук.

Со вре мен ная эко но ми че с кая те о рия вклю ча ет как ес те -
ст вен ный, не об хо ди мый эле мент ма те ма ти че с кие мо де ли
и ме то ды. Ис поль зо ва ние ма те ма ти ки в эко но ми ке поз во -
ля ет, во-пер вых, вы де лить и фор маль но опи сать на и бо лее
важ ные, су ще ст вен ные свя зи. Во-вто рых, из чет ко сфор му ли-
ро ван ных ис ход ных дан ных и со от но ше ний мож но сде лать
вы во ды, адек ват ные изу ча е мо му объ ек ту в той же ме ре, что
и выбранные пред по сыл ки. В-тре ть их, ме то ды ма те ма ти ки
поз во ля ют ин дук тив ным пу тем по лу чать но вые зна ния об
объ ек те: оце нить фор му и па ра ме т ры за ви си мо с тей его пе -
ре мен ных, в на и боль шей сте пе ни со от вет ст ву ю щие име ю -
щим ся на блю де ни ям. В-чет вер тых, ис поль зо ва ние язы ка
ма те ма ти ки поз во ля ет точ но и ком пакт но из ла гать по ло же -
ния эко но ми че с кой те о рии, фор му ли ро вать ее по ня тия.

Ма те ма ти че с кие ме то ды и мо де ли ис поль зо ва лись еще
в XVIII в. Ос нов ны ми ра бо та ми в этот пе ри од яви лись
«Эко но ми че с кая таб ли ца» (Ф. Ке не), ма к ро эко но ми че с кая
мо дель эко но ми ки (А. Смит), мо дель меж ду на род ной тор -
гов ли (Д. Рик кар до).

В XIX в. боль шой вклад в мо де ли ро ва ние ры ноч ной эко -
но ми ки вне сли ма те ма ти ки Л. Валь рас, О. Кур но, В. Па ре -
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Содержание

то и др. В XX в. ма те ма ти че с кие ме то ды мо де ли ро ва ния
при ме ня лись очень ши ро ко, с их ис поль зо ва ни ем свя за ны
прак ти че с ки все ра бо ты, удо с то ен ные Но бе лев ской пре мии
по эко но ми ке (Р. Со лоу, В. Ле он ть ев, Л. Кан то ро вич и др.).

В Рос сии в на ча ле XX в. боль шой вклад в ма те ма ти че -
ское мо де ли ро ва ние эко но ми ки вне сли В. К. Дми т ри ев
и Е. Е. Слуц кий. В 80-е гг. про шло го сто ле тия эко но ми ко-
ма те ма ти че с кое на прав ле ние бы ло свя за но в ос нов ном с по -
пыт ка ми фор маль но опи сать «си с те му оп ти маль но го функ -
ци о ни ро ва ния со ци а ли с ти че с кой эко но ми ки» (Н. П. Фе до -
рен ко, С. С. Ша та лин). В этот период бы ли по ст ро е ны мно -
го уров не вые си с те мы мо де лей на род нохо зяй ст вен но го пла -
ни ро ва ния, оп ти ми за ци он ные мо де ли об ла с тей и пред при -
я тий.

Ма те ма ти че с кая мо дель эко но ми че с ко го объ ек та — это
ус лов ный об раз объ ек та, по ст ро ен ный для уп ро ще ния его
ис сле до ва ния. Пред по ла га ет ся, что изу че ние мо де ли да ет
но вые ре ше ния в той или иной си ту а ции.

Мож но вы де лить три эта па про ве де ния ма те ма ти че с ко го
мо де ли ро ва ния в эко но ми ке.

1. По ста нов ка це ли и за да чи ис сле до ва ния, ка че ст вен ное
опи са ние объ ек та в ви де эко но ми че с кой мо де ли.

2. Фор му ли ров ка ма те ма ти че с кой мо де ли изу ча е мо го
объ ек та, вы бор ме то дов ис сле до ва ния. Ис сле до ва ние мо де -
ли с по мо щью этих ме то дов.

3. Об ра бот ка и ана лиз по лу чен ных ре зуль та тов.
Ма те ма ти че с кие мо де ли, ис поль зу е мые в эко но ми ке,

мож но под раз де лить на клас сы по ря ду при зна ков, от но ся -
щих ся к осо бен но с тям мо де ли ру е мо го объ ек та, це ли мо де ли-
ро ва ния и ис поль зу е мо го ин ст ру мен та рия: мо де ли ма к ро-
и ми к ро эко но ми че с кие, те о ре ти че с кие и при клад ные, оп ти -
ми за ци он ные и рав но вес ные, ста ти че с кие и ди на ми че с кие.

Введение8
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то и др. В XX в. ма те ма ти че с кие ме то ды мо де ли ро ва ния
при ме ня лись очень ши ро ко, с их ис поль зо ва ни ем свя за ны
прак ти че с ки все ра бо ты, удо с то ен ные Но бе лев ской пре мии
по эко но ми ке (Р. Со лоу, В. Ле он ть ев, Л. Кан то ро вич и др.).

В Рос сии в на ча ле XX в. боль шой вклад в ма те ма ти че -
ское мо де ли ро ва ние эко но ми ки вне сли В. К. Дми т ри ев
и Е. Е. Слуц кий. В 80-е гг. про шло го сто ле тия эко но ми ко-
ма те ма ти че с кое на прав ле ние бы ло свя за но в ос нов ном с по -
пыт ка ми фор маль но опи сать «си с те му оп ти маль но го функ -
ци о ни ро ва ния со ци а ли с ти че с кой эко но ми ки» (Н. П. Фе до -
рен ко, С. С. Ша та лин). В этот период бы ли по ст ро е ны мно -
го уров не вые си с те мы мо де лей на род нохо зяй ст вен но го пла -
ни ро ва ния, оп ти ми за ци он ные мо де ли об ла с тей и пред при -
я тий.

Ма те ма ти че с кая мо дель эко но ми че с ко го объ ек та — это
ус лов ный об раз объ ек та, по ст ро ен ный для уп ро ще ния его
ис сле до ва ния. Пред по ла га ет ся, что изу че ние мо де ли да ет
но вые ре ше ния в той или иной си ту а ции.

Мож но вы де лить три эта па про ве де ния ма те ма ти че с ко го
мо де ли ро ва ния в эко но ми ке.

1. По ста нов ка це ли и за да чи ис сле до ва ния, ка че ст вен ное
опи са ние объ ек та в ви де эко но ми че с кой мо де ли.

2. Фор му ли ров ка ма те ма ти че с кой мо де ли изу ча е мо го
объ ек та, вы бор ме то дов ис сле до ва ния. Ис сле до ва ние мо де -
ли с по мо щью этих ме то дов.

3. Об ра бот ка и ана лиз по лу чен ных ре зуль та тов.
Ма те ма ти че с кие мо де ли, ис поль зу е мые в эко но ми ке,

мож но под раз де лить на клас сы по ря ду при зна ков, от но ся -
щих ся к осо бен но с тям мо де ли ру е мо го объ ек та, це ли мо де ли-
ро ва ния и ис поль зу е мо го ин ст ру мен та рия: мо де ли ма к ро-
и ми к ро эко но ми че с кие, те о ре ти че с кие и при клад ные, оп ти -
ми за ци он ные и рав но вес ные, ста ти че с кие и ди на ми че с кие.

Введение8

Раз дел I

ЭКОНОМИКО-
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ

МЕТОДЫ
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Гла ва 1
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

1.1. Постановка задачи линейного программирования 
Ма те ма ти че с кое про грам ми ро ва ние изу ча ет за да чи по ис-

ка экс тре му ма функ ции не сколь ких пе ре мен ных при на ли чии
ог ра ни че ний, на ло жен ных на эти пе ре мен ные. Сущ ность
экс тре маль ных за дач со сто ит в том, что бы из мно же ст ва до -
пу с ти мых на бо ров зна че ний вы брать оп ти маль ный с дан -
ной точ ки зре ния.

Ес ли функ ция не сколь ких пе ре мен ных и все ог ра ни че -
ния яв ля ют ся ли ней ны ми от но си тель но этих пе ре мен ных, то
ма те ма ти че с кое про грам ми ро ва ние на зы ва ет ся ли ней ным.

Математи чес кая мо дель задачи линей но го про грам -
ми ро вания (ЗЛП) вклю ча ет следующее.

1. Со во куп ность пе ре мен ных x1, x2, …, xn, каж дый на бор
зна че ний ко то рых на зы ва ет ся пла ном ЗЛП.

Оче вид но, что план ЗЛП мож но рас сма т ри вать как n-мер-
ный век тор x = (x1, x2, …, xn).

2. Це ле вую функ цию

Q(x1, x2, …, xn) = Q(x) � extr,

ко то рая поз во ля ет вы би рать оп ти маль ный, т.е. на и луч ший
план из мно же ст ва воз мож ных пла нов ЗЛП.

На и луч ший план дол жен да вать це ле вой функ ции экс -
тре маль ное зна че ние. В эко но ми ке це ле вая функ ция мо жет
пред став лять со бой при быль, из держ ки про из вод ст ва, объ -
ем ре а ли за ции и т.п.

3. Си с те му ог ра ни че ний на план ЗЛП, представленную
в ви де урав не ний или не ра венств. В эко но ми ке эти ог ра ни -
че ния сле ду ют, на при мер, из име ю щих ся ре сур сов, по тен -
ци аль ных воз мож но с тей обо ру до ва ния и т.д.

Си с те ма ог ра ни че ний до пол ня ет ся тре бо ва ни ем не от ри -
ца тель но с ти зна че ний всех пе ре мен ных.

Ре ше ния си с те мы ог ра ни че ний об ра зу ют об ласть до пу с -
ти мых ре ше ний (пла нов) ЗЛП.
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12 Глава 1. Математическое программирование

До пу с ти мый план x*, да ю щий це ле вой функ ции экс тре -
маль ное (за дан ное в ви де мак си му ма или ми ни му ма) зна че -
ние, на зы ва ет ся оп ти маль ным пла ном и яв ля ет ся ре ше ни ем
ЗЛП.

Выше ука зы ва лось, что в ЗЛП как це ле вая функ ция, так
и ог ра ни че ния яв ля ют ся ли ней ны ми от но си тель но пе ре -
мен ных x1, x2, …, xn.

Стан дарт ной фор мой ЗЛП на зы ва ют ее сле ду ю щую ма -
те ма ти че с кую фор му:

Q = с1x1 + c2x2 + … + cnxn � max (1.1)

при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn � b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn � b2;
… (1.2)
am1x1 + am2x2 + … + amn xn � bm;
x1 � 0; x2 � 0; … xn � 0.

Ес ли в ра вен ст ве (1.1) нуж но ис кать не мак си мум, а ми -
ни мум це ле вой функ ции Q(x), то для за пи си ЗЛП в стан -
дарт ной фор ме до ста точ но ум но жить это ра вен ст во на (–1)
и ис кать max (–Q(x)).

Дей ст ви тель но, план ЗЛП, прида ю щий функ ции (–Q(x))
мак си маль ное зна че ние, да ет Q(x) ми ни маль ное зна че ние.
Ес ли ка кие-то не ра вен ст ва в си с те ме ог ра ни че ний име ют
знак �, то их так же нуж но ум но жить на (–1), что бы полу -
чить знак �.

В свер ну том ви де с ис поль зо ва ни ем сим во ла сум ми ро ва -
ния стан дарт ная фор ма ЗЛП име ет вид

Q = cj xj � max;

aij xj � bi, i = 1, ..., m;

xj � 0, j = 1, ..., n.

Во мно гих слу ча ях удоб нее ока зы ва ет ся фор ма за пи си
ЗЛП, в ко то рой си с те ма ог ра ни че ний пред став ля ет со бой
си с те му урав не ний. Тог да мож но ис поль зо вать ме то ды ре -
ше ния си с тем ли ней ных ал ге б ра и че с ких урав не ний, из ве ст -
ные из ли ней ной ал ге б ры.

Та кую фор му ЗЛП на зы ва ют ка но ни че с кой фор мой. Она
име ет вид

n

Σ
j=1

n

Σ
j=1
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12 Глава 1. Математическое программирование

До пу с ти мый план x*, да ю щий це ле вой функ ции экс тре -
маль ное (за дан ное в ви де мак си му ма или ми ни му ма) зна че -
ние, на зы ва ет ся оп ти маль ным пла ном и яв ля ет ся ре ше ни ем
ЗЛП.

Выше ука зы ва лось, что в ЗЛП как це ле вая функ ция, так
и ог ра ни че ния яв ля ют ся ли ней ны ми от но си тель но пе ре -
мен ных x1, x2, …, xn.

Стан дарт ной фор мой ЗЛП на зы ва ют ее сле ду ю щую ма -
те ма ти че с кую фор му:

Q = с1x1 + c2x2 + … + cnxn � max (1.1)

при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn � b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn � b2;
… (1.2)
am1x1 + am2x2 + … + amn xn � bm;
x1 � 0; x2 � 0; … xn � 0.

Ес ли в ра вен ст ве (1.1) нуж но ис кать не мак си мум, а ми -
ни мум це ле вой функ ции Q(x), то для за пи си ЗЛП в стан -
дарт ной фор ме до ста точ но ум но жить это ра вен ст во на (–1)
и ис кать max (–Q(x)).

Дей ст ви тель но, план ЗЛП, прида ю щий функ ции (–Q(x))
мак си маль ное зна че ние, да ет Q(x) ми ни маль ное зна че ние.
Ес ли ка кие-то не ра вен ст ва в си с те ме ог ра ни че ний име ют
знак �, то их так же нуж но ум но жить на (–1), что бы полу -
чить знак �.

В свер ну том ви де с ис поль зо ва ни ем сим во ла сум ми ро ва -
ния стан дарт ная фор ма ЗЛП име ет вид

Q = cj xj � max;

aij xj � bi, i = 1, ..., m;

xj � 0, j = 1, ..., n.

Во мно гих слу ча ях удоб нее ока зы ва ет ся фор ма за пи си
ЗЛП, в ко то рой си с те ма ог ра ни че ний пред став ля ет со бой
си с те му урав не ний. Тог да мож но ис поль зо вать ме то ды ре -
ше ния си с тем ли ней ных ал ге б ра и че с ких урав не ний, из ве ст -
ные из ли ней ной ал ге б ры.

Та кую фор му ЗЛП на зы ва ют ка но ни че с кой фор мой. Она
име ет вид

n

Σ
j=1

n

Σ
j=1
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Q = с1x1 + c2x2 + … + cnxn � max

при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 + … + a1n xn = b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2n xn = b2;

…
am1x1 + am2x2 + … + amn xn = bm;
x1 � 0; x2 � 0; … xn � 0.

Что бы пе рей ти от стан дарт ной фор мы ЗЛП к ка но ни че -
с кой, по ко ли че ст ву не ра венств m вво дят m до пол ни тель -
ных не от ри ца тель ных пе ре мен ных

xn+1, xn+2, …, xn+m .

Дей ст ви тель но, по сколь ку ле вые ча с ти не ра венств из си -
с те мы ог ра ни че ний в стан дарт ной фор ме (1.2) не боль ше
пра вых, то до бав ле ние к ле вой ча с ти не ра вен ст ва не от ри ца -
тель ной пе ре мен ной поз во ля ет пе ре ве с ти не ра вен ст во
в урав не ние.

За ме тим, что ко ли че ст во вве ден ных до пол ни тель ных пе -
ре мен ных долж но со от вет ст во вать ко ли че ст ву не ра венств
в си с те ме ог ра ни че ний.

Тог да ЗЛП, пе ре ве ден ная из стан дарт ной фор мы в ка но -
ни че с кую, при ни ма ет вид

Q = с1x1 + c2x2 + … + cnxn + 0xn+1 + 0xn+2 + …+ 0xn+m � max

при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn + xn+1 = b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn + xn+2 = b2;

…
am1x1 + am2x2 + … + amnxn + xn+m = bm;
x1 � 0; x2 � 0; … xn � 0; xn+1 � 0; … xn+m � 0,

или в свер ну той фор ме с ис поль зо ва ни ем сим во лов сум ми -
ро ва ния

Q = cjxj + 0 · xn+1 � max;

aijxj + xn+1 = bi, i = 1, ..., m;

xj � 0, j = 1, ..., n + m.

В ка че ст ве при ме ров эко но ми че с ких за дач, сво дя щих ся
к ЗЛП, рас смо т рим сле ду ю щие за да чи.

n

Σ
j=1

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1
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Содержание

При мер 1.1. За да ча пла ни ро ва ния про из вод ст ва. Пусть пред -
при я тие мо жет про из во дить n раз лич ных из де лий (про дук тов).
Про ну ме ру ем эти про дук ты от 1 до n. Ко ли че ст во вы пу с ка е мо го 
j-го про дук та в пла но вую еди ни цу вре ме ни обо зна чим xj.

Тог да век тор ко ли че ст ва про дук тов, вы пу с ка е мых пред при я -
ти ем,

x = (x1, x2, … , xn) — план про из вод ст ва.

Яс но, что все xj долж ны быть не от ри ца тель ны ми.
Пусть для вы пу с ка из де лий не об хо ди мы m ви дов раз лич ных

ре сур сов (сы рье, эле к т ро энер гия, ра бо чая си ла и т.п.). Про ну ме -
ру ем их от 1 до m. Пре дель ное ко ли че ст во i-го ре сур са, на хо дя ще -
го ся в рас по ря же нии пред при я тия, обо зна чим bi.

Пусть aij — ко ли че ст во i-го ре сур са, рас хо ду е мое на про из вод -
ст во еди ни цы j-го про дук та. При быль, ко то рую пред при я тие по -
лу чит при про да же еди ни цы j-го про дук та, обо зна чим cj.

При ня тые обо зна че ния для на гляд но с ти све де ны в таб л. 1.

Таб ли ца 1

Но мер
ре сур са

Но мер про дук та 1 2 ... n

Вы пу с ка е мое ко ли-
че ст во про дук та xj

x1 x2 ... xn

Пре дель ное 
ко ли че ст во (за пас)

ре сур са bi

Ко ли че ст во ре сур са на из го тов ле ние
еди ни цы про дук та aij

1 b1 a11 a12 ... a1n

2 b2 a21 a22 ... a2n

... ... ... ... ... ...

m bm am1 am2 ... amn

Тог да за тра ты ре сур са i-го ви да при вы пол не нии пла на про из -
вод ст ва

ai1x1 + ai2x2 + … + ainxn .

Ес те ст вен но, эти за тра ты не долж ны пре вы шать пре дель ное
ко ли че ст во i-го ре сур са bi.

При быль пред при я тия, по лу ча е мая при вы пол не нии пла на

x = (x1, x2, …, xn),

рав на

с1x1 + c2x2 + … + cnxn .

Ос нов ная за да ча пла ни ро ва ния — вы бор пла на x, обес пе чи -
ваю ще го по лу че ние мак си маль ной при бы ли при име ю щих ся ре -
сур сах.

14 Глава 1. Математическое программирование
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При мер 1.1. За да ча пла ни ро ва ния про из вод ст ва. Пусть пред -
при я тие мо жет про из во дить n раз лич ных из де лий (про дук тов).
Про ну ме ру ем эти про дук ты от 1 до n. Ко ли че ст во вы пу с ка е мо го 
j-го про дук та в пла но вую еди ни цу вре ме ни обо зна чим xj.

Тог да век тор ко ли че ст ва про дук тов, вы пу с ка е мых пред при я -
ти ем,

x = (x1, x2, … , xn) — план про из вод ст ва.

Яс но, что все xj долж ны быть не от ри ца тель ны ми.
Пусть для вы пу с ка из де лий не об хо ди мы m ви дов раз лич ных

ре сур сов (сы рье, эле к т ро энер гия, ра бо чая си ла и т.п.). Про ну ме -
ру ем их от 1 до m. Пре дель ное ко ли че ст во i-го ре сур са, на хо дя ще -
го ся в рас по ря же нии пред при я тия, обо зна чим bi.

Пусть aij — ко ли че ст во i-го ре сур са, рас хо ду е мое на про из вод -
ст во еди ни цы j-го про дук та. При быль, ко то рую пред при я тие по -
лу чит при про да же еди ни цы j-го про дук та, обо зна чим cj.

При ня тые обо зна че ния для на гляд но с ти све де ны в таб л. 1.

Таб ли ца 1

Но мер
ре сур са

Но мер про дук та 1 2 ... n

Вы пу с ка е мое ко ли-
че ст во про дук та xj

x1 x2 ... xn

Пре дель ное 
ко ли че ст во (за пас)

ре сур са bi

Ко ли че ст во ре сур са на из го тов ле ние
еди ни цы про дук та aij

1 b1 a11 a12 ... a1n

2 b2 a21 a22 ... a2n

... ... ... ... ... ...

m bm am1 am2 ... amn

Тог да за тра ты ре сур са i-го ви да при вы пол не нии пла на про из -
вод ст ва

ai1x1 + ai2x2 + … + ainxn .

Ес те ст вен но, эти за тра ты не долж ны пре вы шать пре дель ное
ко ли че ст во i-го ре сур са bi.

При быль пред при я тия, по лу ча е мая при вы пол не нии пла на

x = (x1, x2, …, xn),

рав на

с1x1 + c2x2 + … + cnxn .

Ос нов ная за да ча пла ни ро ва ния — вы бор пла на x, обес пе чи -
ваю ще го по лу че ние мак си маль ной при бы ли при име ю щих ся ре -
сур сах.
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Ма те ма ти че с ки это вы гля дит так:

Q = с1x1 + c2x2 + … + cnxn � max
при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn � b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn � b2;

…
am1x1 + am2x2 + … + amnxn � bm;
x1 � 0; x2 � 0; … xn � 0.

Та ким об ра зом, за да ча пла ни ро ва ния про из вод ст ва сво дит ся
к ЗЛП в ее стан дарт ной фор ме. �

При мер 1.2. За да ча ди е ты. Пусть не об хо ди мо оп ре де лить ра -
ци он от кор ма ско та. Бу дем счи тать, что в ра ци он долж ны вхо дить
m би о ло ги че с ки не об хо ди мых пи та тель ных ве ществ (бел ки, жи -
ры, уг ле во ды, ви та ми ны и т.д.).

Из ве ст но, что i-го пи та тель но го ве ще ст ва в днев ном ра ци о не
долж но быть не ме нее bi еди ниц.

Пред по ло жим, что име ет ся n раз лич ных кор мов, из ко то рых
мож но со став лять днев ной ра ци он. Со дер жа ние i-го пи та тель но го
ве ще ст ва в j-м ви де кор ма обо зна чим aij (счи та ем, что эти дан ные
на уч но обос но ва ны). Це ну еди ни цы j-го ви да кор ма при мем рав -
ной cj.

За да ча за клю ча ет ся в том, что бы вы брать на и бо лее де ше вый
пи ще вой ра ци он

x = (x1, x2, …, xn),
где xj – днев ное ко ли че ст во j-го кор ма; j = 1, 2, 3, …, n, но так, что -
бы жи вот ные по лу ча ли до ста точ ное ко ли че ст во всех пи та тель ных
ве ществ.

Ма те ма ти че с кая фор му ли ров ка за да чи:

Q = с1x1 + c2x2 + … + cnxn � min

при ог ра ни че ни ях
a11x1 + a12x2 + … + a1n xn � b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn � b2;

…
am1x1 + am2x2 + … + amnxn � bm;
x1 � 0; x2 � 0; … xn � 0. �

1.2. Графический метод решения задач линейного
программирования

Этот ме тод мо жет при ме нять ся в слу чае двух пе ре мен ных
x1 и x2. Пусть ма те ма ти че с кая фор му ли ров ка ЗЛП име ет вид

Q = с1x1 + c2x2 � max (min) (1.3)
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Содержание

при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 (� или �) b1;
a21x1 + a22x2 (� или �) b2;

… (1.4)
am1x1 + am2x2 (� или �) bm ;
x1 � 0; x2 � 0.

Гра фи че с кий ме тод ре ше ния ЗЛП со сто ит в сле ду -
ющем.

1. На ко ор ди нат ной пло с ко сти x1x2 стро ит ся мно же ст во X
(рис. 1.1), ко то рое об ра зу ет об ласть до пу с ти мых ре ше ний
(или об ласть до пу с ти мых пла нов) ЗЛП.

Рис. 1.1. Гра фи че с кий ме тод ре ше ния ЗЛП

x2

�c

0

Линия
уровня l

A(x1A, x2A)

x1

B(x1B, x2B)

Эта об ласть пред став ля ет со бой пе ре се че ние всех по лу -
пло с ко с тей, ко то рые по от дель но с ти яв ля ют ся ре ше ни я ми
не ра венств, вхо дя щих в си с те му ог ра ни че ний (1.4).

Ес ли X = �, то ЗЛП не име ет ре ше ний.
За ме тим, что об ла с тью ре ше ний ли ней но го не ра вен ст ва

аi1х1 + ai2x2 � bi яв ля ет ся од на из двух по лу пло с ко с тей, на
ко то рые пря мая аi1х1 + ai2x2 = 0, со от вет ст ву ю щая дан но му
не ра вен ст ву, де лит всю ко ор ди нат ную пло с кость.

Для то го что бы оп ре де лить, ка кая из двух ко ор ди нат ных
по лу пло с ко с тей яв ля ет ся об ла с тью ре ше ний, до ста точ но
ко ор ди на ты ка кой-ли бо точ ки, не ле жа щей на пря мой, под -
ста вить в не ра вен ст во.

Ес ли оно удов ле тво ря ет ся, то об ла с тью ре ше ний яв ля ет -
ся по лу пло с кость, со дер жа щая дан ную точ ку; в противном
случае об ла с тью ре ше ний яв ля ет ся по лу пло с кость, не со -
дер жа щая дан ную точ ку.
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при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 (� или �) b1;
a21x1 + a22x2 (� или �) b2;

… (1.4)
am1x1 + am2x2 (� или �) bm ;
x1 � 0; x2 � 0.

Гра фи че с кий ме тод ре ше ния ЗЛП со сто ит в сле ду -
ющем.

1. На ко ор ди нат ной пло с ко сти x1x2 стро ит ся мно же ст во X
(рис. 1.1), ко то рое об ра зу ет об ласть до пу с ти мых ре ше ний
(или об ласть до пу с ти мых пла нов) ЗЛП.

Рис. 1.1. Гра фи че с кий ме тод ре ше ния ЗЛП

x2

�c

0

Линия
уровня l

A(x1A, x2A)

x1

B(x1B, x2B)

Эта об ласть пред став ля ет со бой пе ре се че ние всех по лу -
пло с ко с тей, ко то рые по от дель но с ти яв ля ют ся ре ше ни я ми
не ра венств, вхо дя щих в си с те му ог ра ни че ний (1.4).

Ес ли X = �, то ЗЛП не име ет ре ше ний.
За ме тим, что об ла с тью ре ше ний ли ней но го не ра вен ст ва

аi1х1 + ai2x2 � bi яв ля ет ся од на из двух по лу пло с ко с тей, на
ко то рые пря мая аi1х1 + ai2x2 = 0, со от вет ст ву ю щая дан но му
не ра вен ст ву, де лит всю ко ор ди нат ную пло с кость.

Для то го что бы оп ре де лить, ка кая из двух ко ор ди нат ных
по лу пло с ко с тей яв ля ет ся об ла с тью ре ше ний, до ста точ но
ко ор ди на ты ка кой-ли бо точ ки, не ле жа щей на пря мой, под -
ста вить в не ра вен ст во.

Ес ли оно удов ле тво ря ет ся, то об ла с тью ре ше ний яв ля ет -
ся по лу пло с кость, со дер жа щая дан ную точ ку; в противном
случае об ла с тью ре ше ний яв ля ет ся по лу пло с кость, не со -
дер жа щая дан ную точ ку.
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2. Стро ит ся век тор гра ди ен та це ле вой функ ции (1.3)

c = ∇Q = , = (c1, c2)

и ее ли ния уров ня l — пря мая, пер пен ди ку ляр ная век то ру гра-
ди ен та и про хо дя щая, на при мер, че рез на ча ло ко ор ди нат.

3. Стро ит ся се мей ст во ли ний уров ня це ле вой функ ции,
пред став ля ю щих со бой пря мые, па рал лель ные l.

Оче вид но, что зна че ние Q по сто ян но на ли нии уров ня
и воз ра с та ет при пе ре ме ще нии ли нии уров ня в на прав ле -
нии гра ди ен та c це ле вой функ ции Q.

Ес ли при та ком дви же нии точ ка A (см. рис. 1.1) яв ля ет -
ся пер вой един ст вен ной точ кой встре чи ли нии уров ня с об -
ла с тью до пу с ти мых ре ше ний X, то она бу дет точ кой ре ше ния
ЗЛП при Q � min, а ес ли B — по след няя об щая точ ка при та-
ком пе ре ме ще нии, то это точ ка ре ше ния ЗЛП при Q � max.

Дан ное об сто я тель ст во за пи шем в ви де

x* = (x1A, x2A), ес ли Q � min;
x* = (x1B, x2B), ес ли Q � max.

Ес ли при та ком пе ре ме ще нии ока жет ся, что ли ния уров -
ня сов па дет с од ной из сто рон об ла с ти до пу с ти мых ре ше -
ний, то ЗЛП име ет бес ко неч ное мно же ст во ре ше ний.

Ес ли же вдруг ока жет ся, что пер вой (по след ней) точ ки
не су ще ст ву ет, то за да ча оты с ка ния min (max) це ле вой
функ ции Q яв ля ет ся не раз ре ши мой.

При мер 1.3. Ре шить ЗЛП

Q(x) = 3х1 + 2х2 � max

при ограничениях

Ре ше ние. Стро им об ласть до пу с ти мых ре ше ний за да чи. Для
это го про ну ме ру ем ог ра ни че ния за да чи.

В пря мо уголь ной де кар то вой си с те ме ко ор ди нат, изобра жен -
ной на ри су нке, стро им пря мую х1 – х2 + 2 = 0 (L1), со от вет ст ву ю -
щую ог ра ни че нию (1). На хо дим, ка кая из двух по лу пло с ко с тей,
на ко то рые эта пря мая де лит всю ко ор ди нат ную пло с кость, яв ля -
ет ся об ла с тью ре ше ний не ра вен ст ва (1).

х1 – х2 + 2 � 0, (1)
3х1 – 2х2 – 6 � 0, (2)
2х1 + х2 – 2 � 0, (3)
х2 � 3, (4)
х1 � 0, х2 � 0.













∂Q
——
∂x2

∂Q
——
∂x1
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Для это го до ста точ но ко ор ди на ты ка кой-ли бо точ ки, не ле жа -
щей на пря мой, под ста вить в не ра вен ст во (1).

Так как пря мая L1 не про хо дит че рез на ча ло ко ор ди нат, под -
став ля ем ко ор ди на ты точ ки O (0, 0) в пер вое ог ра ни че ние 1 · 0 –
– 1 · 0 + 2 � 0 и по лу ча ем вер ное не ра вен ст во 2 � 0.

Сле до ва тель но, точ ка O ле жит в по лу пло с ко с ти ре ше ний.
Та ким об ра зом, стрел ки на кон цах пря мой L1 долж ны быть на -

прав ле ны в по лу пло с кость, со дер жа щую точ ку O.
Ана ло гич но стро им пря мые 3x1 – 2х2 – 6 = 0 (L2), 2х1 + х2 – 2 = 0

(L3), x2 = 3 (L4) и об ла с ти ре ше ний ог ра ни че ний (2), (3) и (4). На -
хо дим об щую часть по лу пло с ко с тей ре ше ний, учи ты вая при этом
ус ло вия не от ри ца тель но с ти пе ре мен ных; по лу чен ную об ласть до -
пу с ти мых ре ше ний от ме тим на ри сун ке штри хов кой.

По ко эф фи ци ен там це ле вой функ ции стро им век тор гра ди ен -
та це ле вой функ ции �c = (3, 2) и од ну из ли ний уров ня, пер пен ди -
ку ляр ную гра ди ен ту и про хо дя щую, на при мер, че рез на ча ло ко ор -
ди нат.

Так как ре ша ет ся за да ча на оты с ка ние мак си му ма це ле вой
функ ции, то ли нию уров ня па рал лель но пе ре ме ща ем в на прав ле -
нии гра ди ен та до точ ки вы хо да ее из об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний.

Эта точ ка x* яв ля ет ся точ кой пе ре се че ния пря мых, ог ра ни чи -
ва ю щих об ласть до пу с ти мых ре ше ний и со от вет ст ву ю щих не ра -
вен ст вам (2) и (4). По это му ее ко ор ди на ты мож но най ти, ре шая
си с те му урав не ний

По лу ча ем x* = (4, 3). Вы чис ля ем Q (x*) = 3 · 4 + 2 · 3 = 18.
От вет: max Q (x) = 18 при x* = (4, 3).
Лег ко убе дить ся, что лю бая дру гая точ ка из об ла с ти до пу с ти -

мых ре ше ний ЗЛП да ет зна че ние це ле вой функ ции Q мень шее,
чем по лу чен ное зна че ние. �

3x1 – 2x2 – 6 = 0,
x2 = 3.
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18 Глава 1. Математическое программирование
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Для это го до ста точ но ко ор ди на ты ка кой-ли бо точ ки, не ле жа -
щей на пря мой, под ста вить в не ра вен ст во (1).

Так как пря мая L1 не про хо дит че рез на ча ло ко ор ди нат, под -
став ля ем ко ор ди на ты точ ки O (0, 0) в пер вое ог ра ни че ние 1 · 0 –
– 1 · 0 + 2 � 0 и по лу ча ем вер ное не ра вен ст во 2 � 0.

Сле до ва тель но, точ ка O ле жит в по лу пло с ко с ти ре ше ний.
Та ким об ра зом, стрел ки на кон цах пря мой L1 долж ны быть на -

прав ле ны в по лу пло с кость, со дер жа щую точ ку O.
Ана ло гич но стро им пря мые 3x1 – 2х2 – 6 = 0 (L2), 2х1 + х2 – 2 = 0

(L3), x2 = 3 (L4) и об ла с ти ре ше ний ог ра ни че ний (2), (3) и (4). На -
хо дим об щую часть по лу пло с ко с тей ре ше ний, учи ты вая при этом
ус ло вия не от ри ца тель но с ти пе ре мен ных; по лу чен ную об ласть до -
пу с ти мых ре ше ний от ме тим на ри сун ке штри хов кой.

По ко эф фи ци ен там це ле вой функ ции стро им век тор гра ди ен -
та це ле вой функ ции �c = (3, 2) и од ну из ли ний уров ня, пер пен ди -
ку ляр ную гра ди ен ту и про хо дя щую, на при мер, че рез на ча ло ко ор -
ди нат.

Так как ре ша ет ся за да ча на оты с ка ние мак си му ма це ле вой
функ ции, то ли нию уров ня па рал лель но пе ре ме ща ем в на прав ле -
нии гра ди ен та до точ ки вы хо да ее из об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний.

Эта точ ка x* яв ля ет ся точ кой пе ре се че ния пря мых, ог ра ни чи -
ва ю щих об ласть до пу с ти мых ре ше ний и со от вет ст ву ю щих не ра -
вен ст вам (2) и (4). По это му ее ко ор ди на ты мож но най ти, ре шая
си с те му урав не ний

По лу ча ем x* = (4, 3). Вы чис ля ем Q (x*) = 3 · 4 + 2 · 3 = 18.
От вет: max Q (x) = 18 при x* = (4, 3).
Лег ко убе дить ся, что лю бая дру гая точ ка из об ла с ти до пу с ти -

мых ре ше ний ЗЛП да ет зна че ние це ле вой функ ции Q мень шее,
чем по лу чен ное зна че ние. �

3x1 – 2x2 – 6 = 0,
x2 = 3.
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При мер 1.4. Ре шить ЗЛП

Q (x) = 4x1 + 2х2 � min,

при ог ра ни че ни ях

Ре ше ние. Стро им об ласть до пу с ти мых ре ше ний, гра ди ент це -
ле вой функ ции �c = (4, 2) и од ну из ли ний уров ня, пер пен ди ку ляр -
ную гра ди ен ту и име ю щую об щие точ ки с этой об ла с тью.

Пе ре ме ща ем ли нию уров ня в на прав ле нии, про ти во по лож ном
на прав ле нию гра ди ен та �c, так как ре ша ет ся за да ча на оты с ка ние
ми ни му ма функ ции.

Гра ди ент �c = (4, 2) и нор маль �n = (2, 1) гра нич ной пря мой L2 ,
в на прав ле нии ко то рой пе ре ме ща ют ся ли нии уров ня, ле жат на од -
ной пря мой, так как их ко ор ди на ты про пор ци о наль ны 4 : 2 = 2 : 1.

4х1 – х2 � 0, (1)
2х1 + 2х2 � 6, (2)
х1 + 2х2 � 16, (3)
х1 � 4, (4)
х1 – х2 � 0. (5)
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Сле до ва тель но, ли ния уров ня це ле вой функ ции па рал лель на
гра нич ной пря мой L2 об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний и вы хо дит из
этой об ла с ти при дви же нии про тив гра ди ен та (т.е. в на прав ле нии
умень ше ния це ле вой функ ции) че рез две уг ло вые точ ки этой об -
ла с ти x*

A и x*
B.

Та ким об ра зом, за да ча име ет бес ко неч ное мно же ст во ре ше ний,
яв ля ю щих ся точ ка ми от рез ка [x*

A, x*
B].

Эти точ ки x*
A = L2 � L5, x*

B = L1 � L2 на хо дим, ре шая со от вет ст -
ву ю щие си с те мы урав не ний

1.2. Графический метод решения задач линейного программирования 19



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

——————— ———————
3x1 = 6; 6x1 = 6;
x*

1A = 2, x*
2A = 2; x*

1B = 1, x*
2B = 4;

x*
A = (2, 2); x*

1B = (1, 4).

Вы чис ля ем Q(x*
A) = Q(x*

B) = 4 · 2 + 2 · 2 = 4 · 1 + 2 · 4 = 12.
От вет: min Q(x) = 12 при x* = (1 – t)x*

A + tx*
B, 0 � t � 1. �

При мер 1.5. Ре шить ЗЛП

Q (x) = 3х1 + 7х2 � max

при ог ра ни че ни ях

Ре ше ние. Стро им об ласть до пу с ти мых ре ше ний, век тор гра ди -
ен та це ле вой функ ции �c = (3, 7) и од ну из ли ний уров ня.







5х1 – х2 � 0, (1)
х1 + х2 � 5, (2)
х2 � 3, (3)
2х1 – 3х2 � 0. (4)

4x1 – x2 = 0, (L1)
2x1 + x2 = 6 (L2)





++
2x1 + x2 = 6, (L2)
x1 – x2 = 0 (L5)
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(4)

(3)

(2)

�c = (3, 7)

x2
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В дан ной за да че не об хо ди мо най ти мак си мум це ле вой функ ции,
по это му ли нию уров ня пе ре ме ща ем в на прав ле нии век то ра гра ди -
ен та. Вви ду то го, что в этом на прав ле нии об ласть до пу с ти мых ре -
ше ний не ог ра ни че на, ли ния уров ня ухо дит в бес ко неч ность.

За да ча не име ет ре ше ния вслед ст вие не о гра ни чен но с ти це ле -
вой функ ции.

От вет: Q (x) � +�. �

20 Глава 1. Математическое программирование
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——————— ———————
3x1 = 6; 6x1 = 6;
x*

1A = 2, x*
2A = 2; x*

1B = 1, x*
2B = 4;

x*
A = (2, 2); x*

1B = (1, 4).

Вы чис ля ем Q(x*
A) = Q(x*

B) = 4 · 2 + 2 · 2 = 4 · 1 + 2 · 4 = 12.
От вет: min Q(x) = 12 при x* = (1 – t)x*

A + tx*
B, 0 � t � 1. �

При мер 1.5. Ре шить ЗЛП

Q (x) = 3х1 + 7х2 � max

при ог ра ни че ни ях

Ре ше ние. Стро им об ласть до пу с ти мых ре ше ний, век тор гра ди -
ен та це ле вой функ ции �c = (3, 7) и од ну из ли ний уров ня.







5х1 – х2 � 0, (1)
х1 + х2 � 5, (2)
х2 � 3, (3)
2х1 – 3х2 � 0. (4)

4x1 – x2 = 0, (L1)
2x1 + x2 = 6 (L2)





++
2x1 + x2 = 6, (L2)
x1 – x2 = 0 (L5)





(1)

(4)

(3)

(2)

�c = (3, 7)

x2

8

6 x1
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4

2

1

53 4210

В дан ной за да че не об хо ди мо най ти мак си мум це ле вой функ ции,
по это му ли нию уров ня пе ре ме ща ем в на прав ле нии век то ра гра ди -
ен та. Вви ду то го, что в этом на прав ле нии об ласть до пу с ти мых ре -
ше ний не ог ра ни че на, ли ния уров ня ухо дит в бес ко неч ность.

За да ча не име ет ре ше ния вслед ст вие не о гра ни чен но с ти це ле -
вой функ ции.

От вет: Q (x) � +�. �
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При мер 1.6. Ре шить ЗЛП

Q (x) = 4х1 + 5х2 � max

при ог ра ни че ни ях

Ре ше ние. Стро им пря мые ли нии, со от вет ст ву ю щие не ра вен ст -
вам си с те мы ог ра ни че ний, и на хо дим по лу пло с ко с ти, яв ля ю щи е ся
об ла с тя ми ре ше ний этих не ра венств.







3х1 – х2 � 0, (1)
х2 � 6, (2)
2х1 + х2 � 16, (3)
–х1 + 2х2 � 2, (4)
х1 – х2 � 3. (5)

x2

7 (1)
(3)

(2)

(4)

(5)

8 x1

6

5

4

3

2

1

7654321–1–2

Об ласть до пу с ти мых ре ше ний за да чи яв ля ет ся пу с тым мно же -
ст вом. За да ча не име ет ре ше ния вви ду не со вме ст но с ти си с те мы
ог ра ни че ний.

От вет: си с те ма ог ра ни че ний не со вме ст на. За да ча не име ет ре -
ше ний. �

1.3. Симплекс-метод
Этот ме тод пред наз на чен для ре ше ния ЗЛП в ка но ни че -

с кой фор ме. Спо соб пе ре хо да от стан дарт ной фор мы к ка но -
ни че с кой был опи сан вы ше.

Суть симп лекс-ме то да рас смо т рим при ме ни тель но к ЗЛП
с пятью пе ре мен ны ми x1 — x5 , си с те ма ог ра ни че ний ко то рой
вклю ча ет три урав не ния:

Q = c1x1 + c2x2 + c3x3 + c4x4 + c5 x5 � max (или min)

1.3. Симплекс-метод 21
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22 Глава 1. Математическое программирование

при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 + a13 x3 + a14 x4 + a15 x5 = b1;
a21x1 + a22x2 + a23 x3 + a24 x4 + a25 x5 = b2; (1.5)
a31x1 + a32x2 + a33 x3 + a34 x4 + a35 x5 = b3;
x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0; x4 � 0; x 5 � 0.

Пред по ло жим, что ранг ма т ри цы си с те мы ог ра ни че ний
(1.5) ра вен 3. Тог да об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни че ний
пред став ля ет со бой со во куп ность трех вы ра же ний ба зис -
ных не из ве ст ных че рез сво бод ные. Эти вы ра же ния не труд -
но по лу чить ме то дом Жор да на.

Пусть в ка че ст ве ба зис ных вы бра ны пе ре мен ные x1, x2, x3.
Для крат ко сти на зо вем их со во куп ность ба зи сом. Тог да об -
щее ре ше ние си с те мы ог ра ни че ний (1.5) при вы бран ном ба -
зи се мож но за пи сать в ви де

x1 = b1 – a14x4 – a15 x5;
x2 = b2 – a24x4 – a25 x5; (1.6)
x3 = b3 – a34x4 – a35 x5,

где сво бод ные чле ны b1, b2, b3 и ко эф фи ци ен ты a14, a15, a24,
a25, a34, a35, ес те ст вен но, бу дут иметь уже дру гие зна че ния,
чем в урав не ни ях (1.5).

Для ре ше ния ЗЛП симп лекс-ме то дом не об хо ди мо вы би -
рать та кой ба зис, что бы все bi в об щем ре ше нии (1.6) бы ли
не от ри ца тель ны. Как вы брать та кой до пу с ти мый ба зис, бу -
дет по ка за но ни же при ре ше нии кон крет но го при ме ра.

Под ста вим по лу чен ное об щее ре ше ние в це ле вую функ цию

Q = c1(b1 – a14x4 – a15 x5) + c2(b2 – a24x4 – a25 x5) +
+ c3(b3 – a34x4 – a35 x5) + c4x4 + c5 x5 =
= c1b1 – c1a14x4 – c1a15 x5 + c2b2 – c2a24x4 – c2a25 x5 + c3b3 –
– c3a34x4 – c3a35 x5 + c4x4 + c5 x5 = (c1b1 + c2b2 + c3b3) –
– (c1a14 + c2a24 + c3a34 – c4)x4 – (c1a15 + c2a25 + c3a35 – c5)x5 .

Обо зна чим

∆0 = c1b1 + c2b2 + c3b3;
∆4 = c1a14 + c2a24 + c3a34 – c4; (1.7)
∆5 = c1a15 + c2a25 + c3a35 – c5,

тог да

Q = ∆0 – ∆4x4 – ∆5 x5 � max (min).

Из по лу чен но го вы ра же ния очевид но, что ес ли ∆4 и ∆5 не-
от ри ца тель ны, то при не от ри ца тель ных x4 и x5 (как это тре -
бу ет ся по ус ло вию ЗЛП) max Q до сти га ет ся при x4 = x5 = 0,
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22 Глава 1. Математическое программирование

при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 + a13 x3 + a14 x4 + a15 x5 = b1;
a21x1 + a22x2 + a23 x3 + a24 x4 + a25 x5 = b2; (1.5)
a31x1 + a32x2 + a33 x3 + a34 x4 + a35 x5 = b3;
x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0; x4 � 0; x 5 � 0.

Пред по ло жим, что ранг ма т ри цы си с те мы ог ра ни че ний
(1.5) ра вен 3. Тог да об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни че ний
пред став ля ет со бой со во куп ность трех вы ра же ний ба зис -
ных не из ве ст ных че рез сво бод ные. Эти вы ра же ния не труд -
но по лу чить ме то дом Жор да на.

Пусть в ка че ст ве ба зис ных вы бра ны пе ре мен ные x1, x2, x3.
Для крат ко сти на зо вем их со во куп ность ба зи сом. Тог да об -
щее ре ше ние си с те мы ог ра ни че ний (1.5) при вы бран ном ба -
зи се мож но за пи сать в ви де

x1 = b1 – a14x4 – a15 x5;
x2 = b2 – a24x4 – a25 x5; (1.6)
x3 = b3 – a34x4 – a35 x5,

где сво бод ные чле ны b1, b2, b3 и ко эф фи ци ен ты a14, a15, a24,
a25, a34, a35, ес те ст вен но, бу дут иметь уже дру гие зна че ния,
чем в урав не ни ях (1.5).

Для ре ше ния ЗЛП симп лекс-ме то дом не об хо ди мо вы би -
рать та кой ба зис, что бы все bi в об щем ре ше нии (1.6) бы ли
не от ри ца тель ны. Как вы брать та кой до пу с ти мый ба зис, бу -
дет по ка за но ни же при ре ше нии кон крет но го при ме ра.

Под ста вим по лу чен ное об щее ре ше ние в це ле вую функ цию

Q = c1(b1 – a14x4 – a15 x5) + c2(b2 – a24x4 – a25 x5) +
+ c3(b3 – a34x4 – a35 x5) + c4x4 + c5 x5 =
= c1b1 – c1a14x4 – c1a15 x5 + c2b2 – c2a24x4 – c2a25 x5 + c3b3 –
– c3a34x4 – c3a35 x5 + c4x4 + c5 x5 = (c1b1 + c2b2 + c3b3) –
– (c1a14 + c2a24 + c3a34 – c4)x4 – (c1a15 + c2a25 + c3a35 – c5)x5 .

Обо зна чим

∆0 = c1b1 + c2b2 + c3b3;
∆4 = c1a14 + c2a24 + c3a34 – c4; (1.7)
∆5 = c1a15 + c2a25 + c3a35 – c5,

тог да

Q = ∆0 – ∆4x4 – ∆5 x5 � max (min).

Из по лу чен но го вы ра же ния очевид но, что ес ли ∆4 и ∆5 не-
от ри ца тель ны, то при не от ри ца тель ных x4 и x5 (как это тре -
бу ет ся по ус ло вию ЗЛП) max Q до сти га ет ся при x4 = x5 = 0,
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а ес ли ∆4 и ∆5 не по ло жи тель ны, то при x4 = x5 = 0 до сти га ет -
ся min Q.

Та ким об ра зом, при ре ше нии за да чи на max нуж но вы -
брать та кой ба зис, что бы все ∆j в выражениях (1.7) (где j —
но ме ра сво бод ных не из ве ст ных) бы ли не от ри ца тель ны,
а при ре ше нии за да чи на min — не по ло жи тель ны.

Тог да ре ше ние (оп ти маль ный план) ЗЛП из ре ше ния
(1.6) име ет вид

x* = (b1, b2, b3, 0, 0),

а оп ти маль ное зна че ние Q* = ∆0.
Ес ли при ре ше нии ЗЛП на Q � max ус ло вие не от ри ца -

тель но с ти всех ∆j не вы пол ня ет ся, то план x = (b1, b2, b3, 0, 0)
не яв ля ет ся оп ти маль ным пла ном ЗЛП и его обыч но на зы -
ва ют на чаль ным опор ным пла ном.

Что бы пе рей ти к дру го му не худ ше му опор но му пла ну,
не об хо ди мо сво бод ную пе ре мен ную x4 или x5, у ко то рой на -
и мень шее от ри ца тель ное зна че ние ∆j, пе ре ве с ти в ба зис ные,
а из ба зи са вы ве с ти од ну из не из ве ст ных x1, x2 или x3 и т.д.

Ана ло гич но при ре ше нии за да чи на Q � min в ба зис вво -
дит ся сво бод ная пе ре мен ная, у ко то рой на и боль шее по ло -
жи тель ное зна че ние ∆j.

Ал го ритм при ме не ния симп лекс-ме то да ре а ли зу ют ча ще
все го в ви де симп лекс-таб лиц, ко то рые рас смо т рим на кон -
крет ных при ме рах.

При мер 1.7. Ре шить симп лекс-ме то дом ЗЛП

Q = x1 + 4x2 + x3 � max
при ог ра ни че ни ях

–x1 + 2x2 + x3 = 4;
3x1 + x2 + 2x3 � 9;
2x1 + 3x2 + x3 � 6;
x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0.

Ре ше ние. При во дим ЗЛП к ка но ни че с ко му ви ду. По сколь ку
в си с те ме ог ра ни че ний два не ра вен ст ва (не счи тая не ра венств,
свя зан ных с не от ри ца тель но с тью пе ре мен ных), то вво дим две не -
от ри ца тель ные до пол ни тель ные пе ре мен ные x4 и x5. При чем x4
вво дим со зна ком «плюс» (ле вая часть вто ро го ог ра ни че ния не
боль ше пра вой), а x5 — со зна ком «ми нус» (ле вая часть тре ть е го
ог ра ни че ния не мень ше пра вой).

Вве ден ные до пол ни тель ные пе ре мен ные за пи сы ва ем в вы ра -
же нии це ле вой функ ции с ко эф фи ци ен та ми, рав ны ми ну лю

Q = x1 + 4x2 + x3 + 0x4 + 0x5 � max (1.8)
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Содержание

при ог ра ни че ни ях
–x1 + 2x2 + x3 = 4;
3x1 + x2 + 2x3 + x4 = 9; (1.9)
2x1 + 3x2 + x3 – x5 = 6;
x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0; x4 � 0; x5 � 0.

Для на хож де ния на чаль но го опор но го пла на нуж но най ти та -
кое об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни че ний (1.9), что бы все сво бод -
ные чле ны в нем бы ли не от ри ца тель ны ми, а за тем для это го об ще -
го ре ше ния по лу чить ба зис ное ре ше ние.

Такое ба зис ное ре ше ние и бу дет на чаль ным опор ным пла ном.
При ме ним ме тод Жор да на, за пи сав для удоб ст ва рас ши рен ную
ма т ри цу си с те мы ог ра ни че ний в табл. 1

Таб ли ца 1

Ес ли в ка ком-то урав не нии сво бод ный член b был от ри ца тель -
ным, то сле до ва ло ум но жить это урав не ние на (–1).

Из табл. 1 очевид но, что удоб но вы брать од ной из ба зис ных пе -
ре мен ных x4, так как она вхо дит во вто рое урав не ние си с те мы
(вто рую стро ку таб ли цы) с ко эф фи ци ен том 1, а в ос таль ные —
с ко эф фи ци ен том 0.

Ме то дом Жор да на нуж но по лу чить еще две ба зис ные пе ре мен -
ные — од ну с ко эф фи ци ен том 1 в пер вой стро ке, а дру гую — с ко -
эф фи ци ен том 1 в тре ть ей стро ке. В ос таль ные стро ки ба зис ные
пе ре мен ные долж ны вхо дить с ко эф фи ци ен том 0.

Что бы со блю с ти на каж дом ша ге ме то да Жор да на ус ло вие не -
от ри ца тель но с ти сво бод ных чле нов, при вы бо ре раз ре ша ю ще го
эле мен та пред ла га ет ся сле ду ю щая про це ду ра.

1. Для каж до го по ло жи тель но го ко эф фи ци ен та aij (за ис клю че -
ни ем ко эф фи ци ен тов при тех пе ре мен ных, ко то рые уже вы бра ны

в ка че ст ве ба зис ных) вы чис ля ет ся ве ли чи на θij = , ко то рая за -

пи сы ва ет ся в со от вет ст ву ю щую ячей ку в пра вой ча с ти таб ли цы.
2. Ес ли aij � 0, то в со от вет ст ву ю щей ячей ке θij таб ли цы ста вит -

ся про черк.
3. Столб цы θij, ко то рым со от вет ст ву ют уже вы бран ные ба зис -

ные пе ре мен ные xj , не за пол ня ют ся.
4. Вы би ра ет ся раз ре ша ю щая стро ка (кро ме строк, в ко то рых

уже име ет ся ба зис ная пе ре мен ная). Раз ре ша ю щим эле мен том
в ней мо жет быть вы бран толь ко тот эле мент aij, у ко то ро го на и -
мень шее в столб це (или од но из не сколь ких рав ных на и мень ших)
зна че ние θij.

bi––aij

i b ai1 ai2 ai3 ai4 ai5 θi1 θi2 θi3 θi4 θi5

1 4 –1 2 0 0 — 2 4 —

2 9 3 1 2 1 0 3 9 4,5 —

3 6 2 3 1 0 –1 3 2 6 —

1

24 Глава 1. Математическое программирование



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

при ог ра ни че ни ях
–x1 + 2x2 + x3 = 4;
3x1 + x2 + 2x3 + x4 = 9; (1.9)
2x1 + 3x2 + x3 – x5 = 6;
x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0; x4 � 0; x5 � 0.

Для на хож де ния на чаль но го опор но го пла на нуж но най ти та -
кое об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни че ний (1.9), что бы все сво бод -
ные чле ны в нем бы ли не от ри ца тель ны ми, а за тем для это го об ще -
го ре ше ния по лу чить ба зис ное ре ше ние.

Такое ба зис ное ре ше ние и бу дет на чаль ным опор ным пла ном.
При ме ним ме тод Жор да на, за пи сав для удоб ст ва рас ши рен ную
ма т ри цу си с те мы ог ра ни че ний в табл. 1

Таб ли ца 1

Ес ли в ка ком-то урав не нии сво бод ный член b был от ри ца тель -
ным, то сле до ва ло ум но жить это урав не ние на (–1).

Из табл. 1 очевид но, что удоб но вы брать од ной из ба зис ных пе -
ре мен ных x4, так как она вхо дит во вто рое урав не ние си с те мы
(вто рую стро ку таб ли цы) с ко эф фи ци ен том 1, а в ос таль ные —
с ко эф фи ци ен том 0.

Ме то дом Жор да на нуж но по лу чить еще две ба зис ные пе ре мен -
ные — од ну с ко эф фи ци ен том 1 в пер вой стро ке, а дру гую — с ко -
эф фи ци ен том 1 в тре ть ей стро ке. В ос таль ные стро ки ба зис ные
пе ре мен ные долж ны вхо дить с ко эф фи ци ен том 0.

Что бы со блю с ти на каж дом ша ге ме то да Жор да на ус ло вие не -
от ри ца тель но с ти сво бод ных чле нов, при вы бо ре раз ре ша ю ще го
эле мен та пред ла га ет ся сле ду ю щая про це ду ра.

1. Для каж до го по ло жи тель но го ко эф фи ци ен та aij (за ис клю че -
ни ем ко эф фи ци ен тов при тех пе ре мен ных, ко то рые уже вы бра ны

в ка че ст ве ба зис ных) вы чис ля ет ся ве ли чи на θij = , ко то рая за -

пи сы ва ет ся в со от вет ст ву ю щую ячей ку в пра вой ча с ти таб ли цы.
2. Ес ли aij � 0, то в со от вет ст ву ю щей ячей ке θij таб ли цы ста вит -

ся про черк.
3. Столб цы θij, ко то рым со от вет ст ву ют уже вы бран ные ба зис -

ные пе ре мен ные xj , не за пол ня ют ся.
4. Вы би ра ет ся раз ре ша ю щая стро ка (кро ме строк, в ко то рых

уже име ет ся ба зис ная пе ре мен ная). Раз ре ша ю щим эле мен том
в ней мо жет быть вы бран толь ко тот эле мент aij, у ко то ро го на и -
мень шее в столб це (или од но из не сколь ких рав ных на и мень ших)
зна че ние θij.

bi––aij

i b ai1 ai2 ai3 ai4 ai5 θi1 θi2 θi3 θi4 θi5

1 4 –1 2 0 0 — 2 4 —

2 9 3 1 2 1 0 3 9 4,5 —

3 6 2 3 1 0 –1 3 2 6 —

1
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Ес ли та ко го эле мен та в вы бран ной стро ке нет, то раз ре ша ю -
щей сле ду ет вы брать дру гую стро ку.

Вы бе рем раз ре ша ю щей пер вую стро ку. Так как в табл. 1 зна че -
ния θi2 = 2 и θi3 = 4 яв ля ют ся на и мень ши ми в сво их столб цах,
то в этой (пер вой) стро ке раз ре ша ю щим эле мен том мож но вы -
брать ai2 = 2 или ai3 = 1.

Удоб нее, что бы раз ре ша ю щим эле мен том бы ла еди ни ца, по -
это му вы би ра ем ai3, или ба зис ной x3. Ес ли бы раз ре ша ю щий эле -
мент не был ра вен единице, то нуж но бы ло все ко эф фи ци ен ты и сво-
бод ный член в этой стро ке раз де лить на раз ре ша ю щий эле мент.

Вы пол ня ем пер вый шаг ме то да Жор да на, для че го раз ре ша ю -
щую пер вую стро ку табл. 1 ос тав ля ем не из мен ной, в раз ре ша ю щем
столб це все эле мен ты, кро ме раз ре ша ю ще го, за ме ня ем ну ля ми,
а ос таль ные bi и aij пе ре счи ты ва ем по пра ви лу пря мо уголь ни ка:

— раз ре ша ю щий эле мент;

новый = старый – 

— пе ре счи ты ва е мый эле мент.

Да лее вы чис ля ем θi1, θi2, θi5, кро ме θi3 и θi4, так как x3 и x4 уже
вы бра ны ба зис ны ми в пер вой и вто рой стро ках со от вет ст вен но.
По лу ча ем сле ду ю щую таб л. 2.

Таб ли ца 2

i b ai1 ai2 ai3 ai4 ai5 θi1 θi2 θi3 θi4 θi5

1 4 –1 2 1 0 0 — 2 —

2 1 5 –3 0 1 0 1/5 — —

3 2 3 0 0 –1 2/3 2 —1

По сколь ку толь ко в тре ть ей стро ке табл. 2 нет ба зис ной пе ре -
мен ной, то эту стро ку и вы би ра ем раз ре ша ю щей. Так как θi1 = 2/3
не яв ля ет ся на и мень шей в сво ем столб це, то вы би рать раз ре ша ю -
щим эле мен том ai1 = 3 нель зя.

Пусть θi2 = 2 в раз ре ша ю щей стро ке яв ля ет ся на и мень шей
в сво ем столб це (в этом столб це все зна че ния рав ные). По это му
раз ре ша ю щим эле мен том вы би ра ем ai2 = 1, или x2. Итак, по лу чи -
ли x2, x3, x4 — ба зис ные пе ре мен ные. Сде ла ем пе ре рас чет в табл. 2
и по лу ча ем таб ли цу, оп ре де ля ю щую на чаль ный опор ный план.

i b ai1 ai2 ai3 ai4 ai5

1 0 –7 0 1 0 2

2 7 14 0 0 1 –3

3 2 3 1 0 0 –1
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Содержание

Об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни че ний для по лу чен ной таб ли -
цы в со от вет ст вии с си с те мой (1.6) за пи сы ва ет ся сле ду ю щим об -
ра зом:

x3 = 0 + 7x1 – 2x5;
x4 = 7 – 14x1+ 3x5; (1.10)
x2 = 2 – 3x1 + x5,

где x2, x3, x4 — ба зис ные пе ре мен ные; x1, x5 — сво бод ные пе ре мен -
ные.

Ба зис ное ре ше ние, яв ля ю ще е ся на чаль ным опор ным пла ном
ЗЛП, име ет вид

xнач = (0, 2, 0, 7, 0),

так как в ба зис ном ре ше нии сво бод ные пе ре мен ные рав ны ну лю,
а ба зис ные — сво бод ным чле нам в со от вет ст ву ю щих урав не ни ях
об ще го ре ше ния.

Для про вер ки оп ти маль но с ти на чаль но го опор но го пла на со -
став ля ем симп лекс-таблицу (табл. 3).

Таб ли ца 3

i
Ба зис cj 1 4 1 0 0

θij
k ck bi ai1 ai2 ai3 ai4 ai5

1 3 1 0 –7 0 1 0 2 0

2 4 0 7 14 0 0 1 –3 —

3 2 4 2 3 1 0 0 –1 —

∆j ∆0 = 8 4 0 0 0 –2

В верх ней стро ке симп лекс-таблицы за пи сы ва ют ся ко эф фи ци ен-
ты cj, с ко то ры ми пе ре мен ные xj вхо дят в це ле вую функ цию (1.8).

В пер вом столб це — но ме ра строк рас ши рен ной ма т ри цы об -
ще го ре ше ния (1.10) си с те мы ог ра ни че ний, во вто ром столб це —
но ме ра ба зис ных пе ре мен ных k в каж дой стро ке, а в тре ть ем
столб це — ко эф фи ци ен ты ck при этих ба зис ных пе ре мен ных в це -
ле вой функ ции (1.8).

В ше с ти сле ду ю щих столб цах этих строк за пи сы ва ет ся рас ши -
рен ная ма т ри ца си с те мы ог ра ни че ний, по лу чен ная в пре ды ду щей
таб ли це.

Из фор мул (1.7) сле ду ет, что для оп ре де ле ния ∆0 нуж но пе ре -
мно жить чис ла в каж дой стро ке тре ть е го и чет вер то го столб цов
и по лу чен ные про из ве де ния сло жить.

Яс но, что в ба зис ном ре ше нии ∆0 = Q. Что бы оп ре де лить ∆1
и ∆5 (так как сво бод ны ми здесь яв ля ют ся пе ре мен ные x1 и x5),
нуж но та ким же об ра зом пе ре мно жить тре тий стол бец на столб цы
ai1 и ai5 и вы честь c1 и c5 (чис ла в верх ней стро ке) со от вет ст вен но.

Зна че ния ∆0, ∆1 и ∆5 за пи сы ва ют в по след ней стро ке.
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Об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни че ний для по лу чен ной таб ли -
цы в со от вет ст вии с си с те мой (1.6) за пи сы ва ет ся сле ду ю щим об -
ра зом:

x3 = 0 + 7x1 – 2x5;
x4 = 7 – 14x1+ 3x5; (1.10)
x2 = 2 – 3x1 + x5,

где x2, x3, x4 — ба зис ные пе ре мен ные; x1, x5 — сво бод ные пе ре мен -
ные.

Ба зис ное ре ше ние, яв ля ю ще е ся на чаль ным опор ным пла ном
ЗЛП, име ет вид

xнач = (0, 2, 0, 7, 0),

так как в ба зис ном ре ше нии сво бод ные пе ре мен ные рав ны ну лю,
а ба зис ные — сво бод ным чле нам в со от вет ст ву ю щих урав не ни ях
об ще го ре ше ния.

Для про вер ки оп ти маль но с ти на чаль но го опор но го пла на со -
став ля ем симп лекс-таблицу (табл. 3).

Таб ли ца 3

i
Ба зис cj 1 4 1 0 0

θij
k ck bi ai1 ai2 ai3 ai4 ai5

1 3 1 0 –7 0 1 0 2 0

2 4 0 7 14 0 0 1 –3 —

3 2 4 2 3 1 0 0 –1 —

∆j ∆0 = 8 4 0 0 0 –2

В верх ней стро ке симп лекс-таблицы за пи сы ва ют ся ко эф фи ци ен-
ты cj, с ко то ры ми пе ре мен ные xj вхо дят в це ле вую функ цию (1.8).

В пер вом столб це — но ме ра строк рас ши рен ной ма т ри цы об -
ще го ре ше ния (1.10) си с те мы ог ра ни че ний, во вто ром столб це —
но ме ра ба зис ных пе ре мен ных k в каж дой стро ке, а в тре ть ем
столб це — ко эф фи ци ен ты ck при этих ба зис ных пе ре мен ных в це -
ле вой функ ции (1.8).

В ше с ти сле ду ю щих столб цах этих строк за пи сы ва ет ся рас ши -
рен ная ма т ри ца си с те мы ог ра ни че ний, по лу чен ная в пре ды ду щей
таб ли це.

Из фор мул (1.7) сле ду ет, что для оп ре де ле ния ∆0 нуж но пе ре -
мно жить чис ла в каж дой стро ке тре ть е го и чет вер то го столб цов
и по лу чен ные про из ве де ния сло жить.

Яс но, что в ба зис ном ре ше нии ∆0 = Q. Что бы оп ре де лить ∆1
и ∆5 (так как сво бод ны ми здесь яв ля ют ся пе ре мен ные x1 и x5),
нуж но та ким же об ра зом пе ре мно жить тре тий стол бец на столб цы
ai1 и ai5 и вы честь c1 и c5 (чис ла в верх ней стро ке) со от вет ст вен но.

Зна че ния ∆0, ∆1 и ∆5 за пи сы ва ют в по след ней стро ке.
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Обыч но для кон тро ля пра виль но с ти за пи сей в симп лекс-таб -
ли це также вы чис ля ют зна че ния ∆j и для ба зис ных пе ре мен ных,
ко то рые долж ны быть рав ны ну лю.

Под счи та ем ∆0 = Q; ∆1 и ∆5.

Q = ∆0 = 1 · 0 + 0 · 7 + 4 · 2 = 8;
∆1 = 1(–7) + 0 · 14 + 4 · 3 – 1 = 4;
∆5 = 12 + 0(–3) + 4(–1) – 0 = –2.

По сколь ку ∆5 = –2 — чис ло от ри ца тель ное, то на чаль ный опор -
ный план не яв ля ет ся оп ти маль ным. По это му пе ре мен ную x5 нуж -
но вве с ти в ба зис, т.е. на оче ред ном ша ге ме то да Жор да на раз ре -
ша ю щим дол жен быть стол бец ai5 , со от вет ст ву ю щий x5 .

Что бы оп ре де лить, в ка кой стро ке мож но вво дить эту пе ре мен -
ную в ба зис, вы чис лим зна че ния θi5 для столб ца ai5. Очевид но, что
в этом столб це су ще ст ву ет толь ко θi5, по это му стро ка c i = 1 и долж -
на быть раз ре ша ю щей, т.е. той, в ко то рой ба зис ной бу дет пе ре мен -
ная x5.

Из ба зи са при этом вы во дит ся быв шая ба зис ной в этой стро ке
пе ре мен ная x3. Раз ре ша ю щим при этом дол жен стать эле мент ai5,
ко то рый ра вен 2.

Так как раз ре ша ю щий эле мент при ис поль зо ва нии ме то да
Жор да на це ле со об раз но сде лать рав ным еди ни це, то де лим раз ре -
ша ю щую стро ку на 2 и по лу ча ем симп лекс-таблицу (табл. 4).

Таб ли ца 4

i
Ба зис cj 1 4 1 0 0

θij
k ck bi ai1 ai2 ai3 ai4 ai5

1 3 1 0 –7/2 0 1/2 0 1 0

2 4 0 7 14 0 0 1 –3 —

3 2 4 2 3 1 0 0 –1 —

∆j ∆0 = 8 4 0 4 0 0 0

Таб ли ца 5

i
Ба зис cj 1 4 1 0 0

θij
k ck bi ai1 ai2 ai3 ai4 ai5

1 5 0 0 –7/2 0 1/2 0 1 —

2 4 0 7 7/2 0 3/2 1 0 2

3 2 4 2 –1/2 1 1/2 0 0 —

∆j ∆0 = 8 –3 0 1 0 0

За тем про во дим еще один шаг ме то да Жор да на, ре зуль та ты ко -
то ро го за пи сы ва ем в но вую симп лекс-таблицу (табл. 5), и вы чис -
ля ем зна че ния ∆.
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Содержание

Так как в этой таблице ∆1 = –3 от ри ца тель но, то в ба зис вво дим
x1 и, сле до ва тель но, раз ре ша ю щим дол жен быть стол бец ai1. Вы -
чис лив зна че ния θi1 для это го столб ца, убеж да ем ся, что су ще ст ву -
ет толь ко θi1. По это му раз ре ша ю щей стро кой бу дет стро ка i = 2,
а из ба зи са вы во дит ся пе ре мен ная x4. Раз ре ша ю щий эле мент ра -
вен 7/2, по это му де лим раз ре ша ю щую стро ку на это чис ло и по лу -
ча ем сле ду ю щую симплекс-таблицу (табл. 6).

Таб ли ца 6

i
Ба зис cj 1 4 1 0 0

θij
k ck bi ai1 ai2 ai3 ai4 ai5

1 5 0 0 –7/2 0 1/2 0 1 —

2 4 0 2 1 0 3/7 2/7 0 2

3 2 4 2 –1/2 1 1/2 0 0 —

∆j ∆0 = 8 –3 0 1 0 0

Таб ли ца 7

i
Ба зис cj 1 4 1 0 0

θij
k ck bi ai1 ai2 ai3 ai4 ai5

1 5 0 7 0 0 2 1 1

2 1 1 2 1 0 3/7 2/7 0

3 2 4 3 0 1 5/7 1/7 0

∆j ∆0 = 14 0 0 12/7 7 0

Про во дим оче ред ной шаг ме то да Жор да на и вы чис ля ем ∆j.

Из табл. 7 очевид но, что все ∆j не от ри ца тель ны. По это му по лу -
чен ный опор ный план x5 = 7; x1 = 2; x2 = 3; x3 = 0; x4 = 0 яв ля ет ся
оп ти маль ным, т.е.

x* = (2, 3, 0, 0, 7).

По сколь ку x4 и x5 — вспо мо га тель ные пе ре мен ные, ко то рых
нет в ус ло вии за да чи, то окон ча тель но ре ше ние ЗЛП сле ду ет за -
пи сать в виде

x* = (2, 3, 0).

При этом Qmax = ∆0 = 14. �

Воз мож ны и дру гие ал го рит мы при ме не ния симп лекс-
ме то да. Рас смо т рим еще один ал го ритм на сле ду ю щем при -
ме ре.
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Так как в этой таблице ∆1 = –3 от ри ца тель но, то в ба зис вво дим
x1 и, сле до ва тель но, раз ре ша ю щим дол жен быть стол бец ai1. Вы -
чис лив зна че ния θi1 для это го столб ца, убеж да ем ся, что су ще ст ву -
ет толь ко θi1. По это му раз ре ша ю щей стро кой бу дет стро ка i = 2,
а из ба зи са вы во дит ся пе ре мен ная x4. Раз ре ша ю щий эле мент ра -
вен 7/2, по это му де лим раз ре ша ю щую стро ку на это чис ло и по лу -
ча ем сле ду ю щую симплекс-таблицу (табл. 6).

Таб ли ца 6

i
Ба зис cj 1 4 1 0 0

θij
k ck bi ai1 ai2 ai3 ai4 ai5

1 5 0 0 –7/2 0 1/2 0 1 —

2 4 0 2 1 0 3/7 2/7 0 2

3 2 4 2 –1/2 1 1/2 0 0 —

∆j ∆0 = 8 –3 0 1 0 0

Таб ли ца 7

i
Ба зис cj 1 4 1 0 0

θij
k ck bi ai1 ai2 ai3 ai4 ai5

1 5 0 7 0 0 2 1 1

2 1 1 2 1 0 3/7 2/7 0

3 2 4 3 0 1 5/7 1/7 0

∆j ∆0 = 14 0 0 12/7 7 0

Про во дим оче ред ной шаг ме то да Жор да на и вы чис ля ем ∆j.

Из табл. 7 очевид но, что все ∆j не от ри ца тель ны. По это му по лу -
чен ный опор ный план x5 = 7; x1 = 2; x2 = 3; x3 = 0; x4 = 0 яв ля ет ся
оп ти маль ным, т.е.

x* = (2, 3, 0, 0, 7).

По сколь ку x4 и x5 — вспо мо га тель ные пе ре мен ные, ко то рых
нет в ус ло вии за да чи, то окон ча тель но ре ше ние ЗЛП сле ду ет за -
пи сать в виде

x* = (2, 3, 0).

При этом Qmax = ∆0 = 14. �

Воз мож ны и дру гие ал го рит мы при ме не ния симп лекс-
ме то да. Рас смо т рим еще один ал го ритм на сле ду ю щем при -
ме ре.
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При мер 1.8. Ре шить симп лекс-ме то дом ЗЛП

Q = 2x1 + x2 � max

при ог ра ни че ни ях

2x1 – x2 � 6;
–x1 + 2x2 � 5;
x1 + x2 � 8;
x1 � 0; x2 � 0.

Ре ше ние. При ве дем ЗЛП к ка но ни че с ко му ви ду, для че го вве -
дем три до пол ни тель ные не от ри ца тель ные пе ре мен ные y1, y2, y3
и при ба вим их к ле вым ча с тям со от вет ст ву ю щих не ра венств, за -
ме няя при этом не ра вен ст ва ра вен ст ва ми. Си с те ма ог ра ни че ний
бу дет тог да иметь вид

2x1 – x2 + y1 = 6;
–x1 + 2x2 + y2 = 5;
x1 + x2 + y3 = 8;
x1 � 0; x2 � 0; y1 � 0; y2 � 0; y3 � 0.

На зна ча ем y1, y2, y3 ба зис ны ми пе ре мен ны ми, а x1, x2 — сво бод -
ны ми пе ре мен ны ми. Тог да об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни че ний
за пи сы ва ет ся в ви де

y1 = 6 – 2x1 + x2;
y2 = 5 + x1 – 2x2;
y3 = 8 – x1 – x2.

На чаль ный опор ный план ЗЛП пред став ля ет со бой ба зис ное
ре ше ние

x1 = 0; x2 = 0; y1 = 6; y2 = 5; y3 = 8.

При этом зна че ние це ле вой функ ции Q = 2x1 + x2 = 0.
За пи шем об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни че ний и це ле вую

функ цию че рез пе ре мен ные (–x1) и (–x2), при няв по след ние в ка -
че ст ве сво бод ных пе ре мен ных.

y1 = 6 + 2(–x1) – 1(–x2);
y2 = 5 – 1(–x1) + 2(–x2);
y3 = 8 + 1(–x1) + 1(–x2);
Q = –2(–x1) – 1(–x2).

Со ста вим пер вую симп лекс-таблицу (табл. 1).
Ба зис ное ре ше ние си с те мы ог ра ни че ний бу дет яв лять ся оп ти -

маль ным пла ном и ре ше ни ем ЗЛП на max, ес ли все ко эф фи ци ен ты
при сво бод ных не из ве ст ных в це ле вой функ ции бу дут не от ри ца -
тель ны ми. Ес ли это не так (очевид но из пер вой симп лекс-таб ли -
цы), то нуж но пе ре хо дить к дру го му ба зи су.

Для это го вво дим в ба зис сво бод ную пе ре мен ную, у ко то рой
на и боль ший по аб со лют ной ве ли чи не от ри ца тель ный ко эф фи ци -
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ент в це ле вой функ ции, т.е. –x1 . При этом в ка че ст ве ба зис ной пе -
ре мен ной она уже бу дет без зна ка «ми нус».

Од на из ба зис ных пе ре мен ных долж на быть пе ре ве де на в сво -
бод ные и при об ре с ти знак «ми нус». Этой пе ре мен ной долж на
стать та, у ко то рой на и мень шее по ло жи тель ное от но ше ние зна че -
ния в ба зис ном ре ше нии (по след ний стол бец табл. 1) к ко эф фи ци -
ен ту при (–x1).

Из симп лекс-табл. 1 очевид но, что это пе ре мен ная y1, у нее

ука зан ное от но ше ние рав но = 3, у пе ре мен ной y3 рав но = 8,

а у пе ре мен ной y2 — от ри ца тель ное.
Симп лекс-таблица (см. табл. 1) для но во го ба зи са пе ре счи ты -

ва ет ся по ме то ду Жор да на сле ду ю щим об ра зом.
1. Стол бец вво ди мой в ба зис пе ре мен ной (–x1) симп лекс-таб -

лицы (см. табл. 1) на зна ча ет ся раз ре ша ю щим столб цом, а стро ка
вы во ди мой из ба зи са пе ре мен ной y1 — раз ре ша ю щей стро кой.
Эле мент, сто я щий на их пе ре се че нии, — раз ре ша ю щий эле мент
(об ве ден в ква д ра тик). Этот эле мент за ме ня ет ся об рат ной ве ли чи -

ной, т.е. 2 за ме ня ет ся на .

2. Ос таль ные эле мен ты раз ре ша ю щей стро ки и раз ре ша ю ще го
столб ца де лят ся на раз ре ша ю щий эле мент. Эле мен ты раз ре ша -
юще го столб ца из ме ня ют при этом знак на про ти во по лож ный.

3. Ос таль ные эле мен ты симп лекс-таб ли цы пе ре счи ты ва ют ся
по пра ви лу, ана ло гич но му пра ви лу пря мо уголь ни ка, из ло жен но -
му ра нее.
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Таб ли ца 1

Сво бод ные
пе ре мен ные

–x1 –x2
Зна че ния ба зис -
ных пе ре мен ных
и це ле вой функ -
ции в ба зис ном

ре ше ни и 

Ба зис ные пе ре -
мен ные и це ле -

вая функ ци я

Ко эф фи ци ен ты при сво бод ных
пе ре мен ных в об щем ре ше нии

и це ле вой функ ции

y1 2 –1 6

y2 –1 2 5

y3 1 1 8

Q –2 –1 0

...

... ... ...

...

— раз ре ша ю щий эле мент; — пе ре счи ты ва е мый эле мент.
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ент в це ле вой функ ции, т.е. –x1 . При этом в ка че ст ве ба зис ной пе -
ре мен ной она уже бу дет без зна ка «ми нус».

Од на из ба зис ных пе ре мен ных долж на быть пе ре ве де на в сво -
бод ные и при об ре с ти знак «ми нус». Этой пе ре мен ной долж на
стать та, у ко то рой на и мень шее по ло жи тель ное от но ше ние зна че -
ния в ба зис ном ре ше нии (по след ний стол бец табл. 1) к ко эф фи ци -
ен ту при (–x1).

Из симп лекс-табл. 1 очевид но, что это пе ре мен ная y1, у нее

ука зан ное от но ше ние рав но = 3, у пе ре мен ной y3 рав но = 8,

а у пе ре мен ной y2 — от ри ца тель ное.
Симп лекс-таблица (см. табл. 1) для но во го ба зи са пе ре счи ты -

ва ет ся по ме то ду Жор да на сле ду ю щим об ра зом.
1. Стол бец вво ди мой в ба зис пе ре мен ной (–x1) симп лекс-таб -

лицы (см. табл. 1) на зна ча ет ся раз ре ша ю щим столб цом, а стро ка
вы во ди мой из ба зи са пе ре мен ной y1 — раз ре ша ю щей стро кой.
Эле мент, сто я щий на их пе ре се че нии, — раз ре ша ю щий эле мент
(об ве ден в ква д ра тик). Этот эле мент за ме ня ет ся об рат ной ве ли чи -

ной, т.е. 2 за ме ня ет ся на .

2. Ос таль ные эле мен ты раз ре ша ю щей стро ки и раз ре ша ю ще го
столб ца де лят ся на раз ре ша ю щий эле мент. Эле мен ты раз ре ша -
юще го столб ца из ме ня ют при этом знак на про ти во по лож ный.

3. Ос таль ные эле мен ты симп лекс-таб ли цы пе ре счи ты ва ют ся
по пра ви лу, ана ло гич но му пра ви лу пря мо уголь ни ка, из ло жен но -
му ра нее.

1
—
2

6
—
2

8
—
1

Таб ли ца 1

Сво бод ные
пе ре мен ные

–x1 –x2
Зна че ния ба зис -
ных пе ре мен ных
и це ле вой функ -
ции в ба зис ном

ре ше ни и 

Ба зис ные пе ре -
мен ные и це ле -

вая функ ци я

Ко эф фи ци ен ты при сво бод ных
пе ре мен ных в об щем ре ше нии

и це ле вой функ ции

y1 2 –1 6

y2 –1 2 5

y3 1 1 8

Q –2 –1 0

...

... ... ...

...

— раз ре ша ю щий эле мент; — пе ре счи ты ва е мый эле мент.
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старый – 
новый = ———————————————— .

Так, на при мер, зна че ние 8 в симп лекс-таблице (см. табл. 1) пе -
ре счи ты ва ет ся сле ду ю щим об ра зом:

= 5.

Быв шая ба зис ная пе ре мен ная y1 ста но вит ся сво бод ной, при об -
ре та ет знак «ми нус» и за ни ма ет в симп лекс-табл. 1 ме с то пе ре мен -
ной x1, а по след няя ста но вит ся ба зис ной и без зна ка «ми нус» за -
ни ма ет ме с то y1.

В ре зуль та те име ем вто рую симп лекс-таблицу (табл. 2).

2 · 8 – 6 · 1
———————

2

Таб ли ца 2

Сво бод ные
пе ре мен ные

–y1 –x2
Зна че ния ба зис -
ных пе ре мен ных
и це ле вой функ -
ции в ба зис ном

ре ше ни и 

Ба зис ные пе ре -
мен ные и це ле -

вая функ ци я

Ко эф фи ци ен ты при сво бод ных
пе ре мен ных в об щем ре ше нии

и це ле вой функ ции

x1
1–
2

1– –
2

3

y2
1–
2

3–
2

8

y3
1– –
2

3–
2

5

Q 1 –2 6

Но вый опор ный план ЗЛП пред став ля ет со бой ба зис ное ре ше -
ние в но вом ба зи се и име ет вид

x1 = 3; x2 = 0; y1 = 0; y2 = 8; y3 = 5.

При этом зна че ние це ле вой функ ции Q = 2x1 + x2 = 0 = 6.
Оно боль ше, чем при на чаль ном опор ном пла не. Од на ко этот

опор ный план еще не яв ля ет ся оп ти маль ным, так как один из ко эф-
фи ци ен тов при сво бод ных пе ре мен ных в вы ра же нии для це ле вой
функ ции, а имен но ко эф фи ци ент при x2, рав ный (–2), яв ля ет ся
от ри ца тель ным. Сле до ва тель но, вво дим в ба зис эту пе ре мен ную.

Определяем на и мень шее по ло жи тель ное от но ше ние зна че ния
в ба зис ном ре ше нии к ко эф фи ци ен ту при (–x2) у ба зис ной пе ре мен-

ной y3 . В табл. 2 оно рав но 5 : = , в то вре мя как у пе ре мен ной y2

оно со став ля ет 8 : = . По это му вы во дим из ба зи са пе ре мен -
3
—
2

16
––
3

3
—
2

10
—
3
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ную y3 . Вы пол нив дей ст вия, ана ло гич ные про де лан ным ра нее, по -
лу ча ем тре тью симп лекс-таблицу (табл. 3).

Таб ли ца 3

Сво бод ные
пе ре мен ные

–y1 –y3
Зна че ния ба зис -
ных пе ре мен ных
и це ле вой функ -
ции в ба зис ном

ре ше ни и 

Ба зис ные пе ре -
мен ные и це ле -

вая функ ци я

Ко эф фи ци ен ты при сво бод ных
пе ре мен ных в об щем ре ше нии

и це ле вой функ ции

x1
1–
3

1–
3

14––
3

y2 1 –1 3

x2
1– –
3

2–
3

10––
3

Q
1–
3

4–
3

38––
3

Но вый опор ный план ЗЛП име ет вид

x1 = ; x2 = ; y1 = 0; y2 = 3; y3 = 0.

Этот план ЗЛП яв ля ет ся оп ти маль ным, так как все ко эф фи ци -
ен ты при сво бод ных пе ре мен ных в вы ра же нии для це ле вой функ -
ции не от ри ца тель ные.

По сколь ку y1, y2, y3 — это до пол ни тель ные пе ре мен ные, ко то -
рых нет в ус ло вии за да чи, то окон ча тель но име ем

x* = , ; Q max = .

От ме тим, что ес ли ре ша ет ся ЗЛП на min, то оп ти маль ным пла -
ном яв ля ет ся ба зис ное ре ше ние в том ба зи се, в ко то ром, как
и рань ше, все ко эф фи ци ен ты при сво бод ных пе ре мен ных в вы ра -
же нии для це ле вой функ ции не по ло жи тель ны. �

1.4. Понятие о целочисленном программировании
По смыс лу мно гих эко но ми че с ких за дач, от но ся щих ся

к ЗЛП, ре ше ния долж ны вы ра жать ся в це лых чис лах (пе ре -
мен ные xj пред став ля ют со бой, на при мер, чис ло стан ков
или ма шин, ко ли че ст во ра бот ни ков, чис ло вы пу с ка е мых из -
де лий и т.п.).

Тог да ЗЛП можно сфор му лиро вать сле ду ю щим об ра зом.
Най ти та кой план x = (x1 , x2 , … , xn), что бы

Q = с1x1 + c2x2 + … + cn xn � max (min)
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ную y3 . Вы пол нив дей ст вия, ана ло гич ные про де лан ным ра нее, по -
лу ча ем тре тью симп лекс-таблицу (табл. 3).

Таб ли ца 3

Сво бод ные
пе ре мен ные

–y1 –y3
Зна че ния ба зис -
ных пе ре мен ных
и це ле вой функ -
ции в ба зис ном

ре ше ни и 

Ба зис ные пе ре -
мен ные и це ле -

вая функ ци я

Ко эф фи ци ен ты при сво бод ных
пе ре мен ных в об щем ре ше нии

и це ле вой функ ции

x1
1–
3

1–
3

14––
3

y2 1 –1 3

x2
1– –
3

2–
3

10––
3

Q
1–
3

4–
3

38––
3

Но вый опор ный план ЗЛП име ет вид

x1 = ; x2 = ; y1 = 0; y2 = 3; y3 = 0.

Этот план ЗЛП яв ля ет ся оп ти маль ным, так как все ко эф фи ци -
ен ты при сво бод ных пе ре мен ных в вы ра же нии для це ле вой функ -
ции не от ри ца тель ные.

По сколь ку y1, y2, y3 — это до пол ни тель ные пе ре мен ные, ко то -
рых нет в ус ло вии за да чи, то окон ча тель но име ем

x* = , ; Q max = .

От ме тим, что ес ли ре ша ет ся ЗЛП на min, то оп ти маль ным пла -
ном яв ля ет ся ба зис ное ре ше ние в том ба зи се, в ко то ром, как
и рань ше, все ко эф фи ци ен ты при сво бод ных пе ре мен ных в вы ра -
же нии для це ле вой функ ции не по ло жи тель ны. �

1.4. Понятие о целочисленном программировании
По смыс лу мно гих эко но ми че с ких за дач, от но ся щих ся

к ЗЛП, ре ше ния долж ны вы ра жать ся в це лых чис лах (пе ре -
мен ные xj пред став ля ют со бой, на при мер, чис ло стан ков
или ма шин, ко ли че ст во ра бот ни ков, чис ло вы пу с ка е мых из -
де лий и т.п.).

Тог да ЗЛП можно сфор му лиро вать сле ду ю щим об ра зом.
Най ти та кой план x = (x1 , x2 , … , xn), что бы

Q = с1x1 + c2x2 + … + cn xn � max (min)
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при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn = b2;

…
am1x1 + am2x2 + … + amnxn = bm ;
xj � 0, j = 1, 2, …, n,

где xj — це лые чис ла.
В об щем слу чае ус ло вие це ло чис лен но с ти (по след нее ог -

ра ни че ние) су ще ст вен но ус лож ня ет ре ше ние ЗЛП. Од на ко
ес ли зна че ния xj в ре ше нии ЗЛП до ста точ но ве ли ки, то при
не це ло чис лен но с ти их ок руг ля ют до бли жай ших це лых чи -
сел. В про тив ном слу чае (т.е. при оп ти маль ных зна че ни ях xj
по ряд ка од ной или не сколь ких еди ниц) ок руг ле ние мо жет
при ве с ти к да ле ко му от оп ти маль но го це ло чис лен но му ре -
ше нию, и тог да ис поль зу ют спе ци аль но раз ра бо тан ные ме -
то ды.

Ме то ды це ло чис лен но го ре ше ния ЗЛП мож но раз де лить
на две груп пы: методы отсечения и комбинаторные методы.

Сущ ность методов отсе че ния со сто ит в том, что сна ча -
ла за да ча ре ша ет ся без ус ло вия це ло чис лен но с ти. Ес ли по -
лу чен ный оп ти маль ный план яв ля ет ся це ло чис лен ным,
то за да ча ре ше на.

В про тив ном слу чае к ог ра ни че ни ям за да чи до бав ля ет ся
но вое ог ра ни че ние, об ла да ю щее сле ду ю щи ми свой ст ва ми:

• оно долж но быть ли ней ным;
• оно долж но от се кать най ден ный оп ти маль ный не це ло -

чис лен ный план;
• оно не долж но от се кать ни од но го це ло чис лен но го пла -

на от мно же ст ва до пу с ти мых пла нов.
Ог ра ни че ние, об ла да ю щее та ки ми свой ст ва ми, на зы ва -

ет ся пра виль ным от се че ни ем.
Да лее за да ча ре ша ет ся с уче том но во го ог ра ни че ния.

При ре ше нии в слу чае не об хо ди мо с ти до бав ля ет ся еще од -
но пра виль ное от се че ние и т.д.

Од ним из на и бо лее ча с то ис поль зу е мых ал го рит мов
фор ми ро ва ния пра виль но го от се че ния яв ля ет ся ал го ритм,
пред ло жен ный Го мо ри. По это му ме тод от се че ния ча с то на -
зы ва ют ме то дом Го мо ри.

В те о рии до ка зы ва ет ся, что этот ал го ритм поз во ля ет за
ко неч ное чис ло ша гов по лу чить оп ти маль ное це ло чис лен -
ное ре ше ние, ес ли та ко вое су ще ст ву ет.
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34 Глава 1. Математическое программирование

Пусть в ре зуль та те ре ше ния симп лекс-ме то дом без ус ло -
вия це ло чис лен но с ти при ве ден ной вы ше ЗЛП с пя тью пе ре-
мен ны ми и тре мя ог ра ни че ни я ми в ви де урав не ний по лу че но,
что в оп ти маль ном пла не ба зис ны ми яв ля ют ся пе ре мен ные
x1, x2 и x3, а сво бод ны ми — x4 и x5. Тог да об щее ре ше ние си -
с те мы ог ра ни че ний име ет вид

x1 = β1 – α14x4 – α15x5;
x2 = β2 – α24x4 – α25x5;
x3 = β3 – α34x4 – α35x5,

и оп ти маль ный не це ло чис лен ный план за пи сы ва ет ся сле -
ду ю щим об ра зом:

x*
не цел = (β1, β2, β3, 0, 0).

Го мо ри пред ло жил в этом слу чае вы де лить сре ди ба зис -
ных пе ре мен ную с на и боль шей дроб ной ча с тью (пусть это
x2, рав ная β2) и в ка че ст ве пра виль но го от се че ния до ба вить
ог ра ни че ние

{β2} – {α24}x4 – {α25}x5 � 0,

где сим вол { } оз на ча ет дроб ную часть чис ла.
На и бо лее рас про ст ра нен ным из комби натор ных ме то-

дов яв ля ет ся ме тод ветвей и границ. Его суть за клю ча ет -
ся в упо ря до чен ном пе ре бо ре ва ри ан тов и рас смо т ре нии
лишь тех из них, ко то рые ока зы ва ют ся по оп ре де лен ным
при зна кам пер спек тив ны ми, т.е. от бра сы ва нии бес пер спек -
тив ных ва ри ан тов. При этом мно же ст во до пу с ти мых ре ше -
ний пла нов ЗЛП не ко то рым спо со бом раз би ва ют на под -
мно же ст ва.

Ес ли ре ша ет ся за да ча на мак си мум, то по лу ча ют оцен ку
ϕ0 верх ней гра ни цы це ле вой функ ции та кую, что для лю бых
пла нов x = (x1, x2, …, xn) из мно же ст ва до пу с ти мых ре ше ний
Q(x) � ϕ0.

Ес ли в ка ком-ли бо под мно же ст ве най дет ся та кой план
x*, что Q(x*) = ϕ0, то x* — оп ти маль ный план ЗЛП.

Ес ли та ко го пла на не най дет ся, то вы би ра ет ся под мно -
же ст во с на и боль шей верх ней гра ни цей, ко то рое, в свою
оче редь, раз би ва ет ся на под мно же ст ва. Та кой про цесс про -
дол жа ет ся до по лу че ния оп ти маль но го пла на.

Спо со бы раз би е ний на под мно же ст ва и на хож де ния
верх них гра ниц вы би ра ют ся для каж дой кон крет ной за да чи
це ло чис лен но го про грам ми ро ва ния от дель но.
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34 Глава 1. Математическое программирование

Пусть в ре зуль та те ре ше ния симп лекс-ме то дом без ус ло -
вия це ло чис лен но с ти при ве ден ной вы ше ЗЛП с пя тью пе ре-
мен ны ми и тре мя ог ра ни че ни я ми в ви де урав не ний по лу че но,
что в оп ти маль ном пла не ба зис ны ми яв ля ют ся пе ре мен ные
x1, x2 и x3, а сво бод ны ми — x4 и x5. Тог да об щее ре ше ние си -
с те мы ог ра ни че ний име ет вид

x1 = β1 – α14x4 – α15x5;
x2 = β2 – α24x4 – α25x5;
x3 = β3 – α34x4 – α35x5,

и оп ти маль ный не це ло чис лен ный план за пи сы ва ет ся сле -
ду ю щим об ра зом:

x*
не цел = (β1, β2, β3, 0, 0).

Го мо ри пред ло жил в этом слу чае вы де лить сре ди ба зис -
ных пе ре мен ную с на и боль шей дроб ной ча с тью (пусть это
x2, рав ная β2) и в ка че ст ве пра виль но го от се че ния до ба вить
ог ра ни че ние

{β2} – {α24}x4 – {α25}x5 � 0,

где сим вол { } оз на ча ет дроб ную часть чис ла.
На и бо лее рас про ст ра нен ным из комби натор ных ме то-

дов яв ля ет ся ме тод ветвей и границ. Его суть за клю ча ет -
ся в упо ря до чен ном пе ре бо ре ва ри ан тов и рас смо т ре нии
лишь тех из них, ко то рые ока зы ва ют ся по оп ре де лен ным
при зна кам пер спек тив ны ми, т.е. от бра сы ва нии бес пер спек -
тив ных ва ри ан тов. При этом мно же ст во до пу с ти мых ре ше -
ний пла нов ЗЛП не ко то рым спо со бом раз би ва ют на под -
мно же ст ва.

Ес ли ре ша ет ся за да ча на мак си мум, то по лу ча ют оцен ку
ϕ0 верх ней гра ни цы це ле вой функ ции та кую, что для лю бых
пла нов x = (x1, x2, …, xn) из мно же ст ва до пу с ти мых ре ше ний
Q(x) � ϕ0.

Ес ли в ка ком-ли бо под мно же ст ве най дет ся та кой план
x*, что Q(x*) = ϕ0, то x* — оп ти маль ный план ЗЛП.

Ес ли та ко го пла на не най дет ся, то вы би ра ет ся под мно -
же ст во с на и боль шей верх ней гра ни цей, ко то рое, в свою
оче редь, раз би ва ет ся на под мно же ст ва. Та кой про цесс про -
дол жа ет ся до по лу че ния оп ти маль но го пла на.

Спо со бы раз би е ний на под мно же ст ва и на хож де ния
верх них гра ниц вы би ра ют ся для каж дой кон крет ной за да чи
це ло чис лен но го про грам ми ро ва ния от дель но.

При мер 1.9. Ре шить ме то дом Го мо ри ЗЛП
Q = 2x1 + x2 � max

при ог ра ни че ни ях
x1 + x2 � 5;
x1 – x2 � 2;
x1 � 0; x2 � 0;

где x1 , x2 — це лые чис ла.
Ре ше ние. При во дим ЗЛП к ка но ни че с кой фор ме, вво дя до пол -

ни тель ные пе ре мен ные x3 и x4, и вре мен но сни ма ем ус ло вие це ло -
чис лен но с ти

Q = 2x1 + x2 + 0x3 + 0x4 � max
при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 + x3 = 5;
x1 – x2 + x4 = 2;
x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0; x4 � 0.

Ре ша ем эту ЗЛП симп лекс-ме то дом ана ло гич но пре ды ду ще му
при ме ру. Рас ши рен ная ма т ри ца си с те мы ог ра ни че ний име ет сле -
ду ю щий вид:

i bi ai1 ai2 ai3 ai4

1 5 1 1 1 0

2 2 1 –1 0 1

Ба зис ны ми пе ре мен ны ми вы би ра ем x3 и x4 , а сво бод ны ми — x1
и x2 . Тог да на чаль ный опор ный план име ет вид

xнач = (0, 0, 5, 2).

Со став ля ем первую симп лекс-таблицу (табл. 1).
Таб ли ца 1

i
Ба зис cj 2 1 0 0 θijk ck bi ai1 ai2 ai3 ai4

1 3 0 5 1 1 1 0 5
2 4 0 2 1 –1 0 1 2

∆j ∆0 = 0 –2 –1 0 0

Таб ли ца 2

i
Ба зис cj 2 1 0 0 θijk ck bi ai1 ai2 ai3 ai4

1 3 0 3 0 2 1 –1 3/2
2 1 2 2 1 –1 0 1 —

∆j ∆0 = 4 0 –3 0 2

Вво дим в ба зис пе ре мен ную x1 в стро ке i = 2 (табл. 2).

1.4. Понятие о целочисленном программировании 35
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Содержание

Вво дим в ба зис пе ре мен ную x2 в пер вой стро ке рас ши рен ной
ма т ри цы. Так как раз ре ша ю щий эле мент ра вен 2, де лим раз ре ша -
ю щую стро ку на 2 и по лу ча ем табл. 3.

Таб ли ца 3

i
Ба зис cj 2 1 0 0 θijk ck bi ai1 ai2 ai3 ai4

1 3 0 3/2 0 1 1/2 –1/2 3/2
2 1 2 2 1 –1 0 1 —

∆j ∆0 = 4 0 –3 0 2

Таб ли ца 4

i
Ба зис cj 2 1 0 0 θijk ck bi ai1 ai2 ai3 ai4

1 2 1
3
—
2

0 1
1
—
2

–
3
—
2

2 1 2
7
—
2

1 0
1
—
2

1
—
2

—

∆j ∆0 = 
17
—
2

0 0
3
—
2

1
—
2

Вы пол ня ем шаг ме то да Жор да на, ре зуль та ты ко то ро го по ме -
ща ем в оче ред ную симп лекс-таблицу (табл. 4).

Так как все ∆j не от ри ца тель ны, то ба зис ное ре ше ние, со от вет -
ст ву ю щее по лу чен но му об ще му ре ше нию си с те мы ог ра ни че ний, яв -
ля ет ся оп ти маль ным пла ном ЗЛП без ус ло вия це ло чис лен но с ти

x*
не цел = ( , , 0, 0).

Так как дроб ные ча с ти {β1} = {β2} = , то для фор ми ро ва ния

пра виль но го от се че ния мож но вы брать лю бую из них. Для оп ре -
де лен но с ти вы би ра ем вто рую стро ку (в ко то рой ба зис ной пе ре -
мен ной яв ля ет ся x1).

Тог да из рас ши рен ной ма т ри цы в по след ней симп лекс-таб ли -

це очевид но, что α23 = α24 = и, сле до ва тель но, {α23} = {α24} = .
Пра виль ное от се че ние, со глас но ал го рит му Го мо ри, име ет вид

– x3 – x4 � 0

или по сле пре об ра зо ва ний

x3 + x4 � 1.

1
—
2

1
—
2

1
—
2

1
—
2

1
—
2

1
—
2

7
—
2

3
—
2
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Вво дим в ба зис пе ре мен ную x2 в пер вой стро ке рас ши рен ной
ма т ри цы. Так как раз ре ша ю щий эле мент ра вен 2, де лим раз ре ша -
ю щую стро ку на 2 и по лу ча ем табл. 3.

Таб ли ца 3

i
Ба зис cj 2 1 0 0 θijk ck bi ai1 ai2 ai3 ai4

1 3 0 3/2 0 1 1/2 –1/2 3/2
2 1 2 2 1 –1 0 1 —

∆j ∆0 = 4 0 –3 0 2

Таб ли ца 4

i
Ба зис cj 2 1 0 0 θijk ck bi ai1 ai2 ai3 ai4

1 2 1
3
—
2

0 1
1
—
2

–
3
—
2

2 1 2
7
—
2

1 0
1
—
2

1
—
2

—

∆j ∆0 = 
17
—
2

0 0
3
—
2

1
—
2

Вы пол ня ем шаг ме то да Жор да на, ре зуль та ты ко то ро го по ме -
ща ем в оче ред ную симп лекс-таблицу (табл. 4).

Так как все ∆j не от ри ца тель ны, то ба зис ное ре ше ние, со от вет -
ст ву ю щее по лу чен но му об ще му ре ше нию си с те мы ог ра ни че ний, яв -
ля ет ся оп ти маль ным пла ном ЗЛП без ус ло вия це ло чис лен но с ти

x*
не цел = ( , , 0, 0).

Так как дроб ные ча с ти {β1} = {β2} = , то для фор ми ро ва ния

пра виль но го от се че ния мож но вы брать лю бую из них. Для оп ре -
де лен но с ти вы би ра ем вто рую стро ку (в ко то рой ба зис ной пе ре -
мен ной яв ля ет ся x1).

Тог да из рас ши рен ной ма т ри цы в по след ней симп лекс-таб ли -

це очевид но, что α23 = α24 = и, сле до ва тель но, {α23} = {α24} = .
Пра виль ное от се че ние, со глас но ал го рит му Го мо ри, име ет вид

– x3 – x4 � 0

или по сле пре об ра зо ва ний

x3 + x4 � 1.

1
—
2

1
—
2

1
—
2

1
—
2

1
—
2

1
—
2

7
—
2

3
—
2
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Со глас но табл. 4 си с те ма ог ра ни че ний за пи сы ва ет ся сле ду -
ющим об ра зом:

x2 + x3 – x4 = ;

x1 + x3 + x4 = .

До бав ляя к этой си с те ме ог ра ни че ний по лу чен ное пра виль ное
от се че ние, при ве ден ное к ка но ни че с кой фор ме пу тем вве де ния
до пол ни тель ной пе ре мен ной x5, по лу ча ем сле ду ю щую ЗЛП:

Q = 2x1 + x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 � max

при ог ра ни че ни ях

x2 + x3 – x4 = ;

x1 + x3 + x4 = ;

x3 + x4 – x5 = 1;

x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0; x4 � 0; x5 � 0.

Ищем на чаль ный опор ный план (табл. 5).

1
—
2

1
—
2

7
—
2

1
—
2

1
—
2

3
—
2

1
—
2

1
—
2

7
—
2

1
—
2

1
—
2

3
—
2

Таб ли ца 5

i bi ai1 ai2 ai3 ai4 ai5 θi1 θi2 θi3 θi4 θi5

1 0 1 – 0 3 — —

2 1 0 0 7 7 —

3 1 0 0 1 –1 1 1 —1

1
—
2

1
—
2

1
—
2

7
—
2

3
—
2

1
—
2

i bi ai1 ai2 ai3 ai4 ai5

1 2 0 1 1 0 –

2 3 1 0 0 0

3 1 0 0 1 1 –1

1
—
2

1
—
2

xнач = (3, 2, 0, 1, 0).

Со став ля ем следующую симп лекс-таблицу (табл. 6).
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Содержание

На чаль ный план ока зал ся оп ти маль ным. Так как он яв ля ет ся
це ло чис лен ным, то это ре ше ние ЗЛП. Ос тав ляя в пла не толь ко
ис ход ные пе ре мен ные x1 и x2, за пи сы ва ем от вет

x* = (3, 2); Qmax = 8.

Так так как ис ход ная ЗЛП со дер жит толь ко две пе ре мен ные,
она мо жет быть ре ше на гра фи че с ким спо со бом. На ри сун ке по ка -
за но ее гра фи че с кое ре ше ние.

Таб ли ца 6

i
Ба зис cj 2 1 0 0 0 θijk ck bi ai1 ai2 ai3 ai4

1 2 1 2 0 1 1 0 –
1
—
2

2 1 2 3 1 0 0 0
1
—
2

3 4 0 1 0 0 1 1 –1

∆j ∆0 = 8 0 0 1 0
1
—
2

x2

x*цел

x*нецел

–1

–2

5 x1

Правильное отсечение

Линия уровня

3 410

5

4

3

2

1

2

Це ло чис лен ные пла ны ЗЛП, вхо дя щие в мно же ст во до пу с ти -
мых ре ше ний, на ри сун ке по ка за ны точ ка ми. Из ри сун ка очевид но,
что оп ти маль ным не це ло чис лен ным пла ном яв ля ет ся план x*

не цел =
= (3,5; 1,5), а ре ше ни ем ЗЛП яв ля ет ся план x* = (3, 2), что сов па -
да ет с ре ше ни ем ме то дом Го мо ри.
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На чаль ный план ока зал ся оп ти маль ным. Так как он яв ля ет ся
це ло чис лен ным, то это ре ше ние ЗЛП. Ос тав ляя в пла не толь ко
ис ход ные пе ре мен ные x1 и x2, за пи сы ва ем от вет

x* = (3, 2); Qmax = 8.

Так так как ис ход ная ЗЛП со дер жит толь ко две пе ре мен ные,
она мо жет быть ре ше на гра фи че с ким спо со бом. На ри сун ке по ка -
за но ее гра фи че с кое ре ше ние.

Таб ли ца 6

i
Ба зис cj 2 1 0 0 0 θijk ck bi ai1 ai2 ai3 ai4

1 2 1 2 0 1 1 0 –
1
—
2

2 1 2 3 1 0 0 0
1
—
2

3 4 0 1 0 0 1 1 –1

∆j ∆0 = 8 0 0 1 0
1
—
2

x2

x*цел

x*нецел

–1

–2

5 x1

Правильное отсечение

Линия уровня

3 410

5

4

3

2

1

2

Це ло чис лен ные пла ны ЗЛП, вхо дя щие в мно же ст во до пу с ти -
мых ре ше ний, на ри сун ке по ка за ны точ ка ми. Из ри сун ка очевид но,
что оп ти маль ным не це ло чис лен ным пла ном яв ля ет ся план x*

не цел =
= (3,5; 1,5), а ре ше ни ем ЗЛП яв ля ет ся план x* = (3, 2), что сов па -
да ет с ре ше ни ем ме то дом Го мо ри.
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Вы ра зив x3 и x4 из по лу чен но го об ще го ре ше ния си с те мы ог ра -
ни че ний

x2 + x3 – x4 = ;

x1 + x3 + x4 = ,

получаем
x3 = 5 – x1 – x2;

x4 = 2 – x1 + x2.

Под ста вив эти вы ра же ния в не ра вен ст во x3 + x4 � 1, по лу ча ем
пра виль ное от се че ние в ви де x1 � 3, ко то рое на ри сун ке со от вет ст -
ву ет штрих-пунк тир ной вер ти каль ной ли нии. �

1.5. Понятие о динамическом 
программировании

В по след нее вре мя осо бое раз ви тие по лу чи ли ме то ды оп -
ти маль но го уп рав ле ния в за да чах эко но ми ки. Ос нов ной
при чи ной та ко го про грес са яв ля ет ся все боль шее удо ро жа -
ние средств для ре ше ния за дач уп рав ле ния и ре а ли за ции
по лу чен ных ре зуль та тов.

Под уп рав ле ни ем эко но ми че с ким про цес сом по ни ма ет -
ся пря мое воз дей ст вие на этот про цесс, на прав лен ное на до -
сти же ние за дан но го ре зуль та та.

Оп ти маль ным уп рав ле ни ем на зы ва ет ся вы бор из мно же -
ст ва воз мож ных ва ри ан тов уп рав ле ния на и луч ше го по рас -
сма т ри ва е мо му кри те рию ва ри ан та.

Ди на ми че с кое про грам ми ро ва ние — это ме тод оп ти ми за -
ции эко но ми че с ких про цес сов, в ко то рых уп рав ле ние мо -
жет быть раз би то на эта пы (ша ги).

Ре ше ние за дач ме то да ми ди на ми че с ко го про грам ми ро ва-
ния про во дит ся на ос но ве сфор му ли ро ван но го Белл ма ном
прин ци па оп ти маль но с ти: ка ко во бы ни бы ло со сто я ние s
си с те мы в ре зуль та те не ко то ро го чис ла ша гов уп рав ле ния,
на бли жай шем ша ге нуж но вы би рать уп рав ле ние так, что бы
оно в со во куп но с ти с оп ти маль ным уп рав ле ни ем на всех
по сле ду ю щих ша гах при во ди ло к оп ти маль но му ре зуль та ту
на всех ос тав ших ся ша гах, вклю чая дан ный.

Та ким об ра зом, ди на ми че с кое про грам ми ро ва ние пред -
став ля ет со бой на хож де ние оп ти маль но го уп рав ле ния про -
цес сом пу тем из ме не ния на каж дом ша ге со сто я ния си с те мы.
При этом пла ни ро ва ние каж до го ша га долж но про во дить ся
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Содержание

x2

с уче том об щей вы го ды, по лу ча е мой по за вер ше нии все го
про цес са.

Пред по ло жим, что име ет ме с то не ко то рый уп рав ля е мый
эко но ми че с кий про цесс. В ре зуль та те уп рав ле ния эко но ми -
че с кая си с те ма пе ре во дит ся из на чаль но го со сто я ния s0
в ко неч ное ~s.

Пусть уп рав ле ние мож но раз бить на n ша гов и при этом
ре ше ние при ни ма ет ся по сле до ва тель но на каж дом ша ге.

Обо зна чим уп рав ле ние на k-м ша ге xk (это мо жет быть
чис ло, m-мер ный век тор или не кий ка че ст вен ный при знак).
Тог да x = (x1 , x2 , … , xn) — уп рав ле ние, пе ре во дя щее си с те -
му из со сто я ния s0 в со сто я ние ~s.

Пусть sk — со сто я ние си с те мы по сле k-го ша га уп рав ле ния.
По лу ча ем по сле до ва тель ность со сто я ний s0, s1, s2, …, sn-1, sn =
= ~s, ко то рую схе ма ти че с ки при ня то изо б ра жать сле ду ю щим
об ра зом:

s0
xnxn–1

s1 sn–1 sn = ~s
x1

По ка за те лем эф фек тив но с ти уп рав ле ния яв ля ет ся це ле -
вая функ ция Q(s0, x), оп ти маль ным зна че ни ем ко то рой, как
и рань ше, будет ли бо мак си маль ное, ли бо ми ни маль ное в за-
ви си мо с ти от за да чи.

Обыч но при ре ше нии за дач ме то дом ди на ми че с ко го про -
грам ми ро ва ния де ла ют два пред по ло же ния.

1. Со сто я ние sk си с те мы в кон це k-го ша га за ви сит толь -
ко от пре ды ду ще го со сто я ния sk-1 и уп рав ле ния на k-м ша ге
xk , т.е.

sk = ϕk(sk–1, xk), k = 1, 2, …, n.

2. Це ле вая функ ция Q яв ля ет ся сум мой по ка за те лей эф -
фек тив но с ти Qk на каж дом ша ге, т.е.

Q = Q k(sk–1, xk).

За да ча ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния со сто ит в том,
что бы оп ре де лить та кое уп рав ле ние x* = (x*1, x*2, … , x*n), пе ре -
во дя щее си с те му из со сто я ния s0 в со сто я ние ~s, при ко то ром
це ле вая функ ция Q при ни ма ет экс тре маль ное зна че ние.

Ди на ми че с кое про грам ми ро ва ние при ме ня ют, на при -
мер, при ре ше нии сле ду ю щих за дач:

• рас пре де ле ние ка пи таль ных вло же ний меж ду но вы ми
на прав ле ни я ми;

n

Σ
k=1

40 Глава 1. Математическое программирование
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x2

с уче том об щей вы го ды, по лу ча е мой по за вер ше нии все го
про цес са.

Пред по ло жим, что име ет ме с то не ко то рый уп рав ля е мый
эко но ми че с кий про цесс. В ре зуль та те уп рав ле ния эко но ми -
че с кая си с те ма пе ре во дит ся из на чаль но го со сто я ния s0
в ко неч ное ~s.

Пусть уп рав ле ние мож но раз бить на n ша гов и при этом
ре ше ние при ни ма ет ся по сле до ва тель но на каж дом ша ге.

Обо зна чим уп рав ле ние на k-м ша ге xk (это мо жет быть
чис ло, m-мер ный век тор или не кий ка че ст вен ный при знак).
Тог да x = (x1 , x2 , … , xn) — уп рав ле ние, пе ре во дя щее си с те -
му из со сто я ния s0 в со сто я ние ~s.

Пусть sk — со сто я ние си с те мы по сле k-го ша га уп рав ле ния.
По лу ча ем по сле до ва тель ность со сто я ний s0, s1, s2, …, sn-1, sn =
= ~s, ко то рую схе ма ти че с ки при ня то изо б ра жать сле ду ю щим
об ра зом:

s0
xnxn–1

s1 sn–1 sn = ~s
x1

По ка за те лем эф фек тив но с ти уп рав ле ния яв ля ет ся це ле -
вая функ ция Q(s0, x), оп ти маль ным зна че ни ем ко то рой, как
и рань ше, будет ли бо мак си маль ное, ли бо ми ни маль ное в за-
ви си мо с ти от за да чи.

Обыч но при ре ше нии за дач ме то дом ди на ми че с ко го про -
грам ми ро ва ния де ла ют два пред по ло же ния.

1. Со сто я ние sk си с те мы в кон це k-го ша га за ви сит толь -
ко от пре ды ду ще го со сто я ния sk-1 и уп рав ле ния на k-м ша ге
xk , т.е.

sk = ϕk(sk–1, xk), k = 1, 2, …, n.

2. Це ле вая функ ция Q яв ля ет ся сум мой по ка за те лей эф -
фек тив но с ти Qk на каж дом ша ге, т.е.

Q = Q k(sk–1, xk).

За да ча ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния со сто ит в том,
что бы оп ре де лить та кое уп рав ле ние x* = (x*1, x*2, … , x*n), пе ре -
во дя щее си с те му из со сто я ния s0 в со сто я ние ~s, при ко то ром
це ле вая функ ция Q при ни ма ет экс тре маль ное зна че ние.

Ди на ми че с кое про грам ми ро ва ние при ме ня ют, на при -
мер, при ре ше нии сле ду ю щих за дач:

• рас пре де ле ние ка пи таль ных вло же ний меж ду но вы ми
на прав ле ни я ми;

n

Σ
k=1
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• раз ра бот ка пра вил уп рав ле ния за па са ми, ус та нав ли ва -
ю щи ми мо мент по пол не ния за па сов и раз ме ры по пол не ния;

• пла ни ро ва ние про из вод ст ва и вы рав ни ва ние за ня то с -
ти в ус ло ви ях ко леб лю ще го ся спро са на про дук цию;

• со став ле ние ка лен дар ных пла нов те ку ще го и ка пи таль-
но го ре мон та слож но го обо ру до ва ния и его за ме ны и т.д.

Рас смо т рим на при ме ре воз мож ный ал го ритм ре ше ния
пер вой из этих за дач.

При мер 1.10. Пусть на пред при я тии пла ни ру ет ся ос во ить три
но вых про из вод ст вен ных на прав ле ния, на ко то рые ру ко вод ст во
пред при я тия вы де ля ет сред ст ва в раз ме ре 60 млн руб. Про гно зи -
ру е мая го до вая при быль от ос во е ния каж до го на прав ле ния (ука -
за ны в ячей ках табл. 1) не ли ней но за ви сит от вло жен ных средств
и под счи та на экс пер та ми для при ме ра при крат но с ти вло же ния
средств 10 млн руб.

Таб ли ца 1

0 0 0 0
10 1,1 1,0 1,4
20 1,5 1,6 2,7
30 2,1 2,4 3,4
40 2,8 2,9 3,9
50 3,0 3,6 4,0
60 3,2 3,8 4,1

Объем вложений,
млн руб.

Годовая прибыль, млн руб.

направление № 1 направление № 2 направление № 3

Тре бу ет ся ме то дом ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния рас пре -
де лить сред ст ва меж ду на прав ле ни я ми та ким об ра зом, что бы по -
лу чить мак си маль ную сум мар ную го до вую при быль. При нять, что
крат ность рас пре де ле ния средств так же со став ля ет 10 млн руб.

Ре ше ние. Под уп рав ле ни ем дан ным эко но ми че с ким про цес сом
бу дем по ни мать рас пре де ле ние вы де лен но го объ е ма средств 60 млн
руб. меж ду тре мя на прав ле ни я ми. Ра зо бьем уп рав ле ние x на три
ша га уп рав ле ния x = (x1, x2, x3). За ме тим, что шаг уп рав ле ния —
это объ ем средств, вы де ля е мых рас сма т ри ва е мо му на прав ле нию.

Обо зна чим со сто я ния си с те мы s0, s1, s2, s3 , при няв за sk ос та ток
не рас пре де лен ных средств по сле k-го ша га уп рав ле ния. Тог да схе -
ма ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния име ет вид

s0
x1

s1
x2

s2 s3 = ~s
x3
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Содержание

На схе ме в кру жоч ках обо зна чен раз мер средств на ос во е ние
со от вет ст ву ю щих на прав ле ний: s0 = 60; s3 = ~s = 0; s1 = s0 – x1; s2 =
= s1 – x2 = x3.

В ка че ст ве це ле вой функ ции бу дем рас сма т ри вать сум мар ную
го до вую при быль Q, ко то рая скла ды ва ет ся из при бы лей на прав -
ле ний. Эти при бы ли обо зна чим со от вет ст вен но Q1(x1), Q2(x2),
Q3(x3).

Ма те ма ти че с ки по став лен ную за да чу мож но сфор му ли ро вать
сле ду ю щим об ра зом: най ти век тор x* = (x*

1, x*
2, x*

3), удов ле тво ря -
ющий ус ло вию

Q(x) = Q1(x1) + Q2(x2) + Q3(x3) � max

при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 + x3 = 60;
x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0.

Рас смо т рим функ цию Белл ма на, оп ре де ля е мую вы ра же ни ем

Fk(sk–1) = [Qk(xk) + Fk+1(sk)].

Под став ляя по сле до ва тель но но мер ша га k = 3, 2, 1, по лу ча ем

F3(s2) = Q3(x3);

F2(s1) = [Q2(x2) + F3(s2)];

F1(s0) = [Q1(x1) + F2(s1)].

По след нее зна че ние F1(s0) рав но мак си маль но му зна че нию це -
ле вой функ ции. Удоб но его оп ре де лить, ис поль зуя табл. 2—4.

Вы чис ле ния на чи на ем с по след не го тре ть е го ша га k = 3 (на -
прав ле ние № 3 в табл. 1). На этом ша ге ко ли че ст во средств s2, ос -
тав ших ся по сле вы де ле ния пер во му и вто ро му на прав ле ни ям, мо -
жет быть рав ным лю бо му крат но му 10 чис лу от ну ля (ес ли
пер вым двум на прав ле ни ям вы де ле ны все 60 млн руб.) до 60 (ес -
ли этим на прав ле ни ям средств не вы де ле но во об ще).

При этом яс но, что все ос тав ши е ся сред ст ва вы де ля ют ся тре ть -
е му на прав ле нию x3 = s2. За пи сы ва ем воз мож ные зна че ния x3 = s2
в пер вую стро ку ра бо чей табл. 2.

Во вто рой стро ке табл. 2 за пи сы ва ют ся зна че ния при бы ли от
ос во е ния тре ть е го на прав ле ния (ис ход ные дан ные, чет вер тый
стол бец табл. 1) при объ е ме вы де лен ных средств, ука зан ном в пер -
вой стро ке.

max
x1�s0

max
x2�s1

max
xk�sk–1

Таб ли ца 2
k = 3; x3 = s2

s2 = x3 0 10 20 30 40 50 60
F3(s2) 0 1,4 2,7 3,4 3,9 4,0 4,1

42 Глава 1. Математическое программирование
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На схе ме в кру жоч ках обо зна чен раз мер средств на ос во е ние
со от вет ст ву ю щих на прав ле ний: s0 = 60; s3 = ~s = 0; s1 = s0 – x1; s2 =
= s1 – x2 = x3.

В ка че ст ве це ле вой функ ции бу дем рас сма т ри вать сум мар ную
го до вую при быль Q, ко то рая скла ды ва ет ся из при бы лей на прав -
ле ний. Эти при бы ли обо зна чим со от вет ст вен но Q1(x1), Q2(x2),
Q3(x3).

Ма те ма ти че с ки по став лен ную за да чу мож но сфор му ли ро вать
сле ду ю щим об ра зом: най ти век тор x* = (x*

1, x*
2, x*

3), удов ле тво ря -
ющий ус ло вию

Q(x) = Q1(x1) + Q2(x2) + Q3(x3) � max

при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 + x3 = 60;
x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0.

Рас смо т рим функ цию Белл ма на, оп ре де ля е мую вы ра же ни ем

Fk(sk–1) = [Qk(xk) + Fk+1(sk)].

Под став ляя по сле до ва тель но но мер ша га k = 3, 2, 1, по лу ча ем

F3(s2) = Q3(x3);

F2(s1) = [Q2(x2) + F3(s2)];

F1(s0) = [Q1(x1) + F2(s1)].

По след нее зна че ние F1(s0) рав но мак си маль но му зна че нию це -
ле вой функ ции. Удоб но его оп ре де лить, ис поль зуя табл. 2—4.

Вы чис ле ния на чи на ем с по след не го тре ть е го ша га k = 3 (на -
прав ле ние № 3 в табл. 1). На этом ша ге ко ли че ст во средств s2, ос -
тав ших ся по сле вы де ле ния пер во му и вто ро му на прав ле ни ям, мо -
жет быть рав ным лю бо му крат но му 10 чис лу от ну ля (ес ли
пер вым двум на прав ле ни ям вы де ле ны все 60 млн руб.) до 60 (ес -
ли этим на прав ле ни ям средств не вы де ле но во об ще).

При этом яс но, что все ос тав ши е ся сред ст ва вы де ля ют ся тре ть -
е му на прав ле нию x3 = s2. За пи сы ва ем воз мож ные зна че ния x3 = s2
в пер вую стро ку ра бо чей табл. 2.

Во вто рой стро ке табл. 2 за пи сы ва ют ся зна че ния при бы ли от
ос во е ния тре ть е го на прав ле ния (ис ход ные дан ные, чет вер тый
стол бец табл. 1) при объ е ме вы де лен ных средств, ука зан ном в пер -
вой стро ке.

max
x1�s0

max
x2�s1

max
xk�sk–1

Таб ли ца 2
k = 3; x3 = s2

s2 = x3 0 10 20 30 40 50 60
F3(s2) 0 1,4 2,7 3,4 3,9 4,0 4,1
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Пе ре хо дим к пред по след не му вто ро му ша гу k = 2. Сред ст ва
в ко ли че ст ве s1, ос тав ши е ся по сле вы де ле ния пер во му на прав ле -
нию, рас пре де ля ют ся меж ду вто рым и тре ть им на прав ле ни ем, т.е.
s1 = x2 + x3 .

Та ким об ра зом, x2 = s1 – x3 .
По ана ло гии с уже рас смо т рен ным ша гом в пер вой стро ке

табл. 3 за пи сы ва ют ся воз мож ные зна че ния s1. Воз мож ные зна че -
ния x2 за пи сы ва ют ся в пер вом столб це.

В ячей ках табл. 3 за пи сы ва ют ся сум мы зна че ний при бы ли от
ос во е ния вто ро го и тре ть е го на прав ле ний. Пер вое сла га е мое бе -
рет ся из тре ть е го столб ца (направление № 2) ис ход ной табл. 1 для
зна че ния x2 в этой стро ке.

Вто рое сла га е мое бе рет ся из табл. 2 для зна че ния x3 = s1 – x2 .
На при мер, в ячей ку с ад ре сом (2, 3) за пи сы ва ем сум му сла га е мых
для х2.

Яс но, что x2 � s1, по это му в тех ячей ках таб ли цы, где это ус ло -
вие не вы пол ня ет ся, ста вит ся про черк, на при мер в ячей ках (2, 1),
(3, 1), (3, 2) и т.д. табл. 3.

Для каж до го зна че ния s1 (в каж дом столб це) на хо дит ся на и -
боль шая сум ма, ко то рая за пи сы ва ет ся в по след ней стро ке табл. 3.

Таб ли ца 3
k = 2; x3 = s1 – x2

x2
s1

0 10 20 30 40 50 60

0 0 + 0 =
= 0

0 + 1,4 =
= 1,4

0 + 2,7 =
= 2,7

0 + 3,4 =
= 3,4

0 + 3,9 = 
= 3,9

0 + 4,0 = 
= 4,0

0 + 4,1 =
= 4,1

10 — 1,0 + 0 =
= 1,0

1,0 + 1,4 =
= 2,4

1,0 + 2,7 =
= 3,7

1,0 + 3,4 =
= 4,4

1,0 + 3,9 =
= 4,9

1,0 + 4,0 =
= 5,0

20 — — 1,6 + 0 = 
= 1,6

1,6 + 1,4 =
= 3,0

1,6 + 2,7 =
= 4,3

1,6 + 3,4 =
= 5,0

1,6 + 3,9 =
= 5,5

30 — — — 2,4 + 0 = 
= 2,4

2,4 + 1,4 =
= 3,8

2,4 + 2,7 =
= 5,1

2,4 + 3,4 =
= 5,8

40 — — — — 2,9 + 0 = 
= 2,9

2,9 + 1,4 =
= 4,3

2,9 + 2,7 =
= 5,6

50 — — — — — 3,6 + 0 =
= 3,6

3,6 + 1,4 =
= 5,0

60 — — — — — — 3,8 + 0 = 
= 3,8

F2(s1) 0 1,4 2,7 3,7 4,4 5,1 5,8

Пе ре хо дим к пер во му ша гу. В двух пер вых стро ках табл. 4 за -
пи сы ва ют ся зна че ния объ е ма средств, ос тав ших ся по сле вы де ле -
ния пер во му на прав ле нию x1. Их сум ма долж на быть рав на пол но -
му объ е му вы де лен ных средств, т.е. s0 = 60.

В тре ть ей стро ке табл. 4 за пи сы ва ет ся сум ма при бы ли от ос во -
е ния пер во го на прав ле ния для дан но го зна че ния x1 и на и боль шей

1.5. Понятие о динамическом программировании 43
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Содержание

при бы ли от ос во е ния вто ро го и тре ть е го на прав ле ний при дан ном
зна че нии s1.

Пер вое сла га е мое бе рет ся из вто ро го столб ца табл. 1, а вто рое —
из по след ней стро ки табл. 3.

Таб ли ца 4
k = 1; x1 = s0 – s1

s1 0 10 20 30 40 50 60

x1 60 50 40 30 20 10 0

Q1(x1) + 3,2 + 0 = 3,0+1,4= 2,8+2,7= 2,1+3,7= 1,5+4,4= 1,1+5,1= 0 + 5,8 =
+ F2(s1) = 3,2 = 4,4 = 5,5 = 5,8 = 5,9 = 6,2 = 5,8

Из по след ней табл. 4 очевид но, что мак си маль ное зна че ние це -
ле вой функ ции рав но

Qmax = F1(s0) = [Q1(x1) + F2(s1)] = 6,2.

Это зна че ние до сти га ет ся при s1 = 50 и x1 = 10. Сле до ва тель но,
x*

1 = 10. Из табл. 3 очевид но, что на и боль шее зна че ние F2(s1) при
s1 = 50 до сти га ет ся для x2 = 30 и x3 = s2 = s1 – x2 = 50 – 30 = 20.
Поэто му x*

2 = 30, x*
3 = 20.

Окон ча тель но име ем x* = (10, 30, 20); Qmax = 6,2. �

1.6. Нелинейное программирование

За да ча не ли ней но го про грам ми ро ва ния (ЗНП) со сто ит
в оп ре де ле нии мак си маль но го или ми ни маль но го (экс тре -
маль но го) зна че ния функ ции

Q(x1, x2, … xn) = Q(x) � extr

при ус ло вии, что ее пе ре мен ные удов ле тво ря ют со от но ше -
ни ям

f(x1 ... xn) � bi, i = 1, ..., k;
gi(x1 ... xn) = bi, i = k + 1, ..., m,

(1.11)

где f(x) и gi(x) — функ ции n не ли ней ных пе ре мен ных; bi —
чис ла.

Со от но ше ния (1.11) за да ют об ласть до пу с ти мых зна че -
ний ЗНП. В от ли чие от за да чи ли ней но го про грам ми ро ва -
ния эта об ласть не все гда яв ля ет ся вы пук лой.

Ре ше ние ЗНП со сто ит в оп ре де ле нии та кой точ ки x* =
= (x1 ... xn) об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний, в ко то рой функ -
ция Q(x) до сти га ет экс тре маль но го зна че ния, т.е. Q(x*) � Q(x)
или Q(x*) � Q(x) для лю бых то чек x = (x1 ... xn) из об ла с ти
до пу с ти мых ре ше ний ЗНП.

max
x1�s0

44 Глава 1. Математическое программирование
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при бы ли от ос во е ния вто ро го и тре ть е го на прав ле ний при дан ном
зна че нии s1.

Пер вое сла га е мое бе рет ся из вто ро го столб ца табл. 1, а вто рое —
из по след ней стро ки табл. 3.

Таб ли ца 4
k = 1; x1 = s0 – s1

s1 0 10 20 30 40 50 60

x1 60 50 40 30 20 10 0

Q1(x1) + 3,2 + 0 = 3,0+1,4= 2,8+2,7= 2,1+3,7= 1,5+4,4= 1,1+5,1= 0 + 5,8 =
+ F2(s1) = 3,2 = 4,4 = 5,5 = 5,8 = 5,9 = 6,2 = 5,8

Из по след ней табл. 4 очевид но, что мак си маль ное зна че ние це -
ле вой функ ции рав но

Qmax = F1(s0) = [Q1(x1) + F2(s1)] = 6,2.

Это зна че ние до сти га ет ся при s1 = 50 и x1 = 10. Сле до ва тель но,
x*

1 = 10. Из табл. 3 очевид но, что на и боль шее зна че ние F2(s1) при
s1 = 50 до сти га ет ся для x2 = 30 и x3 = s2 = s1 – x2 = 50 – 30 = 20.
Поэто му x*

2 = 30, x*
3 = 20.

Окон ча тель но име ем x* = (10, 30, 20); Qmax = 6,2. �

1.6. Нелинейное программирование

За да ча не ли ней но го про грам ми ро ва ния (ЗНП) со сто ит
в оп ре де ле нии мак си маль но го или ми ни маль но го (экс тре -
маль но го) зна че ния функ ции

Q(x1, x2, … xn) = Q(x) � extr

при ус ло вии, что ее пе ре мен ные удов ле тво ря ют со от но ше -
ни ям

f(x1 ... xn) � bi, i = 1, ..., k;
gi(x1 ... xn) = bi, i = k + 1, ..., m,

(1.11)

где f(x) и gi(x) — функ ции n не ли ней ных пе ре мен ных; bi —
чис ла.

Со от но ше ния (1.11) за да ют об ласть до пу с ти мых зна че -
ний ЗНП. В от ли чие от за да чи ли ней но го про грам ми ро ва -
ния эта об ласть не все гда яв ля ет ся вы пук лой.

Ре ше ние ЗНП со сто ит в оп ре де ле нии та кой точ ки x* =
= (x1 ... xn) об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний, в ко то рой функ -
ция Q(x) до сти га ет экс тре маль но го зна че ния, т.е. Q(x*) � Q(x)
или Q(x*) � Q(x) для лю бых то чек x = (x1 ... xn) из об ла с ти
до пу с ти мых ре ше ний ЗНП.

max
x1�s0
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В об щем слу чае ре ше ние за да чи сво дит ся к оп ре де ле нию
та кой точ ки x* об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний, че рез ко то рую
про хо дит ли ния мак си маль но го (или ми ни маль но го) уров -
ня: Q(x) = Hmax (или Hmin).

Ука зан ная точ ка мо жет на хо дить ся как на гра ни це об ла -
с ти до пу с ти мых ре ше ний, так и вну т ри ее.

Для слу чая двух пе ре мен ных ре ше ние ЗНП мож но по лу -
чить с ис поль зо ва ни ем ее ге о ме т ри че с кой ин тер пре та ции
пу тем ре а ли за ции сле ду ю щих эта пов.

1. По ст ро ить об ласть до пу с ти мых ре ше ний.
2. По ст ро ить ли нию Q(x) = Н.
3. Оп ре де лить ли нию мак си маль но го (ми ни маль но го)

уров ня или ус та но вить не раз ре ши мость за да чи из-за не о г -
ра ни чен но с ти функ ции Q(x) на мно же ст ве до пу с ти мых ре-
ше ний.

4. Най ти точ ку x* об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний, че рез
ко то рую про хо дит ли ния экс тре маль но го зна че ния, и оп ре -
де лить зна че ние функ ции Q(x) в этой точ ке — Q(x*).

При мер 1.11. Фир ма го то ва ин ве с ти ро вать не бо лее 200 млн
руб. в два про ек та А и В. При быль от вло же ния х млн руб. в про -
ект А со ста вит млн руб. при его ре а ли за ции, при быль от вло -
же ния у млн руб. в про ект В со ста вит 2 млн руб.

Оп ре де лить оп ти маль ное рас пре де ле ние сум мы ин ве с ти ций
меж ду про ек та ми А и В, ко то рое обес пе чит мак си маль ную при -
быль в ре зуль та те ре а ли за ции обо их про ек тов.

Ре ше ние. Тре бу ет ся най ти мак си маль ное зна че ние це ле вой
функ ции

Q = + 2

при ог ра ни че ни ях

x + y � 200;
x � 0; y � 0.

Об ласть до пу с ти мых ре ше ний за да чи — тре у голь ник ABC,
огра ни чен ный пря мой х + у = 200 и от рез ка ми [0, 200] на оси Oх
и [0, 200] на оси Oу.

По ла гая зна че ние функ ции Q (х, у) рав ным не ко то ро му чис лу
Н, по лу ча ем ли нии уров ня. С уве ли че ни ем Н зна че ния функ ции Q
уве ли чи ва ют ся. Од на из ли ний с точ кой ка са ния пред став ле на на
ри сун ке.

Най дем об щую точ ку ка са ния функ ции Q (х) с пря мой х + у =
= 200. Для это го вы чис лим про из вод ную це ле вой функ ции и при -
рав ня ем ее к ну лю

���x ���y

���y
���x
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– – = 0.

Вы ра зим у и под ста вим в урав не ние пря мой, от ку да по лу чим
x* = 40, y* = 160.

Тог да це ле вая функ ция при мет вид + � 31,62 млн руб.
Та ким об ра зом, рас пре де ле ние сум мы ин ве с ти ций долж но со -

став лять на про ект А — 40 млн руб., на про ект В — 160 млн руб.
В этом слу чае при ре а ли за ции обо их про ек тов бу дет до стиг ну -

та мак си маль ная при быль око ло 31,62 млн руб. �

За ме тим, что для ана ли ти че с ко го ре ше ния ЗНП мож но
при ме нить ме тод мно жи те лей Ла г ран жа.

Вопросы и задания для самоконтроля
1. При ве ди те при ме ры эко но ми че с ких за дач, при во дя -

щих к ЗЛП.
2. Что вклю ча ет ма те ма ти че с кая мо дель ЗЛП?
3. Дай те оп ре де ле ния пла на и це ле вой функ ции в ЗЛП.
4. Ка кая фор ма ЗЛП на зы ва ет ся стан дарт ной; ка но ни -

че с кой?
5. Ког да при ме ня ет ся ге о ме т ри че с кий ме тод ре ше ния

ЗЛП? Из ло жи те ал го ритм ге о ме т ри че с ко го ме то да.
6. Из ло жи те ал го ритм симп лекс-ме то да.
7. Ка ков при знак оп ти маль но го пла на при ре ше нии

ЗЛП симп лекс-ме то дом на мак си мум це ле вой функ ции; на
ми ни мум це ле вой функ ции?

8. Изо б ра зи те при мер ную фор му симп лекс-таб ли цы.
9. На ка кие груп пы мож но раз де лить ме то ды це ло чис -

лен но го про грам ми ро ва ния?
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– – = 0.

Вы ра зим у и под ста вим в урав не ние пря мой, от ку да по лу чим
x* = 40, y* = 160.

Тог да це ле вая функ ция при мет вид + � 31,62 млн руб.
Та ким об ра зом, рас пре де ле ние сум мы ин ве с ти ций долж но со -

став лять на про ект А — 40 млн руб., на про ект В — 160 млн руб.
В этом слу чае при ре а ли за ции обо их про ек тов бу дет до стиг ну -

та мак си маль ная при быль око ло 31,62 млн руб. �

За ме тим, что для ана ли ти че с ко го ре ше ния ЗНП мож но
при ме нить ме тод мно жи те лей Ла г ран жа.

Вопросы и задания для самоконтроля
1. При ве ди те при ме ры эко но ми че с ких за дач, при во дя -

щих к ЗЛП.
2. Что вклю ча ет ма те ма ти че с кая мо дель ЗЛП?
3. Дай те оп ре де ле ния пла на и це ле вой функ ции в ЗЛП.
4. Ка кая фор ма ЗЛП на зы ва ет ся стан дарт ной; ка но ни -

че с кой?
5. Ког да при ме ня ет ся ге о ме т ри че с кий ме тод ре ше ния

ЗЛП? Из ло жи те ал го ритм ге о ме т ри че с ко го ме то да.
6. Из ло жи те ал го ритм симп лекс-ме то да.
7. Ка ков при знак оп ти маль но го пла на при ре ше нии

ЗЛП симп лекс-ме то дом на мак си мум це ле вой функ ции; на
ми ни мум це ле вой функ ции?

8. Изо б ра зи те при мер ную фор му симп лекс-таб ли цы.
9. На ка кие груп пы мож но раз де лить ме то ды це ло чис -

лен но го про грам ми ро ва ния?
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10. Из ло жи те сущ ность ал го рит ма Го мо ри и ме то да вет -
вей и гра ниц.

11. Сфор му ли руй те прин цип оп ти маль но с ти Белл ма на.
12. При ре ше нии ка ких за дач при ме ня ет ся ди на ми че с кое

про грам ми ро ва ние?
13. В чем состоят осо бен но с ти не ли ней но го про грам ми -

ро ва ния?

Задачи для самостоятельного решения
1. Ре шить гра фи че с ким ме то дом ЗЛП

Q = 5x1 – 2x2 � max

при ог ра ни че ни ях
–4x1 + x2 � 0;
x1 – x2 � –3;
2x1 – 3x2 � 6;
x1 � 6;
x1 � 0; x2 � 0.

2. Ре шить гра фи че с ким ме то дом ЗЛП

Q = x1 – 2x2 � min

при ог ра ни че ни ях
–3x1 + 2x2 � 6;
x1 + 2x2 � 10;
x1 – 3x2 � 6;
x1 + x2 � 3;
x1 � 0; x2 � 0.

3. Ре шить симп лекс-ме то дом ЗЛП

Q = –2x1 + 8x2 + 3x3 � max

при ог ра ни че ни ях
3x1 + x2 + 2x3 � 12;
x1 + x2 + x3 = 8;
–2x1 + 3x2 – x3 � 8;
x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0.

4. Ре шить симп лекс-ме то дом ЗЛП

Q = 2x1 + 2x2 – 5x3 � min

при ог ра ни че ни ях

2x1 – 2x2 + 3x3 � 12;
–x1 + x2 – x3 � 2;
2x1 – x2 + 2x3 = 24;
x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0.
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Содержание

48 Глава 1. Математическое программирование

5. Ре шить симп лекс-ме то дом ЗЛП

Q = 5x1 – x2 � max

при ог ра ни че ни ях

–3x1 + x2 � 6;
x1 + x2 � 10;
x1 – 4x2 � 4;
x1 � 0; x2 � 0.

6. Ре шить симп лекс-ме то дом ЗЛП

Q = 50x1 + 40x2 � max

при ог ра ни че ни ях

2x1 + 5x2 � 20;
8x1 + 5x2 � 40;
5x1 + 6x2 � 30;
x1 � 0; x2 � 0.

7. Ре шить ЗЛП гра фи че с ким ме то дом.

7.5. Q = 2х1 – 3х2 � max
при ог ра ни че ни ях

–x1 + x2 � 2;
2x1 + 3x2 � 16;
x1 + x2 � 10;
2x1 – x2 � 8;
x1 � 0; x2 � 0.

7.6. Q = –2х1 + 3х2 � max
при ог ра ни че ни ях

–2x1 – x2 � 0;
–x1 + 2x2 � 3;
x1 � 3;
x1 � 0; x2 � 0.

7.3. Q = 3х1 + 2х2 � max
при ог ра ни че ни ях

–3x1 + 2x2 � 4;
–x1 + 2x2 � 8;
x1 + x2 � 10;
4x1 – x2 � 20;
x1 � 0; x2 � 0.

7.4. Q = 2х1 + 5х2 � min
при ог ра ни че ни ях

2x1 + x2 � 4;
–x1 + x2 � 4;
x1 + 2x2 � 14;
–x1 + 3x2 � 5;
x1 � 4;
x1 � 0; x2 � 0.

7.1. Q = 2х1 + х2 � min
при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 � 12;
2x1 – x2 � 12;
2x1 – x2 � 0;
2x1 + x2 � 4;
x1 � 0; x2 � 0.

7.2. Q = 4х1 – 3х2 � min
при ог ра ни че ни ях

–x1 + x2 � 5;
5x1 – 2x2 � 20;
8x1 – 3x2 � 0;
5x1 – 6x2 � 4;
x1 � 0; x2 � 0.
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5. Ре шить симп лекс-ме то дом ЗЛП

Q = 5x1 – x2 � max

при ог ра ни че ни ях

–3x1 + x2 � 6;
x1 + x2 � 10;
x1 – 4x2 � 4;
x1 � 0; x2 � 0.

6. Ре шить симп лекс-ме то дом ЗЛП

Q = 50x1 + 40x2 � max

при ог ра ни че ни ях

2x1 + 5x2 � 20;
8x1 + 5x2 � 40;
5x1 + 6x2 � 30;
x1 � 0; x2 � 0.

7. Ре шить ЗЛП гра фи че с ким ме то дом.

7.5. Q = 2х1 – 3х2 � max
при ог ра ни че ни ях

–x1 + x2 � 2;
2x1 + 3x2 � 16;
x1 + x2 � 10;
2x1 – x2 � 8;
x1 � 0; x2 � 0.

7.6. Q = –2х1 + 3х2 � max
при ог ра ни че ни ях

–2x1 – x2 � 0;
–x1 + 2x2 � 3;
x1 � 3;
x1 � 0; x2 � 0.

7.3. Q = 3х1 + 2х2 � max
при ог ра ни че ни ях

–3x1 + 2x2 � 4;
–x1 + 2x2 � 8;
x1 + x2 � 10;
4x1 – x2 � 20;
x1 � 0; x2 � 0.

7.4. Q = 2х1 + 5х2 � min
при ог ра ни че ни ях

2x1 + x2 � 4;
–x1 + x2 � 4;
x1 + 2x2 � 14;
–x1 + 3x2 � 5;
x1 � 4;
x1 � 0; x2 � 0.

7.1. Q = 2х1 + х2 � min
при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 � 12;
2x1 – x2 � 12;
2x1 – x2 � 0;
2x1 + x2 � 4;
x1 � 0; x2 � 0.

7.2. Q = 4х1 – 3х2 � min
при ог ра ни че ни ях

–x1 + x2 � 5;
5x1 – 2x2 � 20;
8x1 – 3x2 � 0;
5x1 – 6x2 � 4;
x1 � 0; x2 � 0. 8. На фер ме вы ра щи ва ют ли сиц и пес цов. Для их вы ра щи ва -

ния тре бу ет ся три ви да кор мов.
Нор мы рас хо да кор мов в не де лю пред став ле ны в таб ли це.
Тре бу ет ся оп ре де лить ко ли че ст во ли сиц и пес цов, вы ра щи ва -

ние ко то рых обес пе чит мак си маль ную при быль фер ме.

7.11. Q = 5х1 + х2 � max
при ог ра ни че ни ях

2x1 – 3x2 � 0;
–5x1 + 9x2 � 45;
x1 + 2x2 � 4;
x1 � 5;
x1 � 0; x2 � 0.

7.12. Q = 6х1 + х2 � max
при ог ра ни че ни ях

6x1 – x2 � 3;
–x1 + 2x2 � 8;
3x1 + 2x2 � 24;
x1 – x2 � 3;
x1 + 2x2 � 2;
x1 � 0; x2 � 0.

7.9. Q = 5х1 – 2х2 � max
при ог ра ни че ни ях

–4x1 + x2 � 0;
x1 – x2 � –3;
2x1 – 3x2 � 6;
x1 � 6;
x1 � 0; x2 � 0.

7.10. Q = 2х1 – 2х2 � min
при ог ра ни че ни ях

2x1 – x2 � –2;
–x1 + 2x2 � 7;
–4x1 + 3x2 � –12;
x1 + 3x2 � 18;
x1 � 0; x2 � 0.

7.7. Q = х1 – 3х2 � min
при ог ра ни че ни ях

–x1 + 2x2 � 12;
2x1 – x2 � 6;
–x1 + x2 � 3;
2x1 + x2 � 6;
x1 � 0; x2 � 0.

7.8. Q = 3х1 – х2 � max
при ог ра ни че ни ях

–3x1 + 2x2 � 6;
2x1 – 3x2 � 6;
x1 � 6;
x2 � 6;
x1 � 0; x2 � 0.

Вид кор мов 

Ко ли че ст во еди ниц кор ма, ко то -
рые долж ны по лу чать в не де лю, кг

Кор ма,
от пу с ка е мые

фер ме
в не де лю, кгли си ца пе сец

1 2 3 1800

2 3 4 2600

3 4 8 4000

При быль от ре а ли за ции
од но го зверь ка, руб. 120 160
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Содержание

Гла ва 2
ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

2.1. Постановка задачи оптимального управления
экономической системой

В от ли чие от ме то да ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния
в те о рии уп рав ле ния эко но ми че с ки ми про цес са ми уп рав ле -
ние осу ще ств ля ет ся не пре рыв но во вре ме ни.

Кри те рии оп ти маль но с ти уп рав ле ния обыч но свя за ны
ли бо с по лу че ни ем на и боль шей при бы ли, ли бо с до сти же -
ни ем ми ни маль ных эко но ми че с ких за трат, ли бо с обес пе че -
ни ем ми ни маль но го вре ме ни про цес са пе ре про фи ли ро ва -
ния про из вод ст ва. Са мым рас про ст ра нен ным на прак ти ке
яв ля ет ся кри те рий ми ни маль ных эко но ми че с ких за трат.

Пусть ис сле ду е мый эко но ми че с кий про цесс, под ле жа -
щий уп рав ле нию, пред став ля ет со бой пе ре про фи ли ро ва ние
про из вод ст ва, ор га ни за цию до пол ни тель ных це хов, пред -
при я тий и т.д. с це лью уве ли че ния вы пу с ка про дук ции.

Обо зна чим y(t) — объ ем вы пу с ка е мой про дук ции в еди -
ни цу вре ме ни, ко то рый бу дет из ме нять ся во вре ме ни t при
пе ре про фи ли ро ва нии про из вод ст ва.

Пусть функ ция u(t) ха рак те ри зу ет уп рав ле ние эко но ми -
че с ким про цес сом. Она мо жет пред став лять со бой те ку щие
ин ве с ти ции в про цесс пе ре про фи ли ро ва ния, ко ли че ст во ра бо-
чей си лы, на прав ля е мой для этой це ли в мо мент вре ме ни t,
чис ло еди ниц спе ци аль ной тех ни ки и т.п. Яс но, что вид
функ ции y(t) за ви сит от то го, ка кой бу дет вы бра на функ -
ция u(t).

Оче вид но, что в каж дый мо мент вре ме ни t те ку щие эко -
но ми че с кие за тра ты g бу дут за ви сеть от ви да функ ций y(t)
и u(t), т.е.

g = g[y(t), u(t), t].
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Гла ва 2
ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

2.1. Постановка задачи оптимального управления
экономической системой

В от ли чие от ме то да ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния
в те о рии уп рав ле ния эко но ми че с ки ми про цес са ми уп рав ле -
ние осу ще ств ля ет ся не пре рыв но во вре ме ни.

Кри те рии оп ти маль но с ти уп рав ле ния обыч но свя за ны
ли бо с по лу че ни ем на и боль шей при бы ли, ли бо с до сти же -
ни ем ми ни маль ных эко но ми че с ких за трат, ли бо с обес пе че -
ни ем ми ни маль но го вре ме ни про цес са пе ре про фи ли ро ва -
ния про из вод ст ва. Са мым рас про ст ра нен ным на прак ти ке
яв ля ет ся кри те рий ми ни маль ных эко но ми че с ких за трат.

Пусть ис сле ду е мый эко но ми че с кий про цесс, под ле жа -
щий уп рав ле нию, пред став ля ет со бой пе ре про фи ли ро ва ние
про из вод ст ва, ор га ни за цию до пол ни тель ных це хов, пред -
при я тий и т.д. с це лью уве ли че ния вы пу с ка про дук ции.

Обо зна чим y(t) — объ ем вы пу с ка е мой про дук ции в еди -
ни цу вре ме ни, ко то рый бу дет из ме нять ся во вре ме ни t при
пе ре про фи ли ро ва нии про из вод ст ва.

Пусть функ ция u(t) ха рак те ри зу ет уп рав ле ние эко но ми -
че с ким про цес сом. Она мо жет пред став лять со бой те ку щие
ин ве с ти ции в про цесс пе ре про фи ли ро ва ния, ко ли че ст во ра бо-
чей си лы, на прав ля е мой для этой це ли в мо мент вре ме ни t,
чис ло еди ниц спе ци аль ной тех ни ки и т.п. Яс но, что вид
функ ции y(t) за ви сит от то го, ка кой бу дет вы бра на функ -
ция u(t).

Оче вид но, что в каж дый мо мент вре ме ни t те ку щие эко -
но ми че с кие за тра ты g бу дут за ви сеть от ви да функ ций y(t)
и u(t), т.е.

g = g[y(t), u(t), t].

Что бы най ти пол ные эко но ми че с кие за тра ты, нуж но про-
ин те г ри ро вать g в пре де лах от мо мен та на ча ла ис сле ду е мо го
про цес са t0 до мо мен та его окон ча ния tk. Тог да кри те ри ем оп-
ти маль но с ти уп рав ле ния яв ля ет ся ми ни ми за ция ин те г ра ла

G[y(t), u(t)] = g[y(t), u(t), t]dt.

Оп ре де лен ный ин те г рал в пра вой ча с ти ра вен ст ва яв ля -
ет ся чис лом, ко то рое за ви сит от вы бо ра функ ции u(t). Ес ли
каж дой функ ции из не ко то ро го мно же ст ва функ ций по -
став ле но в со от вет ст вие оп ре де лен ное чис ло, то го во рят,
что за дан функ ци о нал.

В при ве ден ном вы ше ра вен ст ве G[y(t), u(t)] яв ля ет ся функ-
ци о на лом.

Как пра ви ло, ско рость уве ли че ния объ е ма про дук ции
при пе ре про фи ли ро ва нии про из вод ст ва яв ля ет ся функ ци -
ей ви да уп рав ле ния и са мо го объ е ма про из вод ст ва. То есть
име ет ме с то диф фе рен ци аль ное урав не ние

·y = φ(y, u),

где про из вод ная по вре ме ни обо зна че на точ кой.
Ес те ст вен но, что из ве ст но со сто я ние эко но ми че с кой си -

с те мы (объ ем про из вод ст ва) в на чаль ный мо мент времени

y(t0) = y0

и за да но со сто я ние си с те мы в ко неч ный мо мент времени
(т.е. объ ем про из вод ст ва, на ко то рый оно долж но быть пе ре -
про фи ли ро ва но в мо мент окон ча ния про цес са)

y(tk) = yk.

Та ким об ра зом, ма те ма ти че с ки за дача оп ти маль но го
уп рав ле ния эко но ми че с кой си с те мой мо жет быть по став -
ле на сле ду ю щим об ра зом: оп ре де лить функ ции u(t) и y(t),
ми ни ми зи ру ю щие функ ци о нал

G[y(t), u(t)] = g[y(t), u(t), t]dt � min. (2.1)

При этом ко неч ное со сто я ние си с те мы y(tk) = yk , а функ -
ции y(t) и u(t) свя за ны диф фе рен ци аль ным урав не ни ем
·y = φ(y, u) с на чаль ным ус ло ви ем y(t0) = y0.

В этом слу чае функ ция u(t) на зы ва ет ся оп ти маль ным
уп рав ле ни ем и обо зна ча ет ся u*(t), а y(t) — функ ци ей оп ти -
маль ных па ра ме т ров про из вод ст ва и обо зна ча ет ся y*(t).

tk

∫
t0

tk

∫
t0
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Содержание

52 Глава 2. Элементы математической теории оптимального управления

Сле ду ет от ме тить, что в ли те ра ту ре обыч но рас сма т ри -
ва ет ся бо лее об щий слу чай, ког да эко но ми че с кая си с те ма
ха рак те ри зу ет ся не од ной пе ре мен ной (в рас сма т ри ва е мом
слу чае — объ емом про из вод ст ва), а не сколь ки ми. При этом
уп рав ле ние так же вклю ча ет ряд уп рав ля ю щих па ра ме т ров.
В этом слу чае y и u пред став ля ют со бой век тор�функ ции

y(t) = [y1(t), y2(t), … yn(t)]; u(t) = [u1(t), u2(t), … um(t)].

Ни же в при ме рах бу дет рас сма т ри вать ся про стей ший
слу чай, ког да n = m = 1.

По став лен ная вы ше за да ча на зы ва ет ся за да чей Ла г ран -
жа. Прин цип оп ти маль но с ти Ла г ран жа, со глас но ко то ро му
оты с ки ва ет ся вид оп ти маль ной функ ции уп рав ле ния, яв ля -
ет ся раз ви ти ем за да чи на хож де ния ус лов но го и бе зус лов но -
го экс тре му мов.

Рас смо т рим ал го ритм ре ше ния за да чи Ла г ран жа.
1. Со став ля ет ся функ ция Ла г ран жа. Очень ча с то эту

функ цию на зы ва ют π�функ ци о на лом

π = G(y, u) + λ[y(tk) – yk]. (2.2)

2. Со став ля ет ся функ ция Га миль то на (га миль то ни ан) H

H(y, u, Ψ, t) = Ψ(t)φ(y, u) – g(y, u, t), (2.3)

где Ψ(t) — не из ве ст ная функ ция вре ме ни, ко то рая на зы ва -
ет ся не о пре де лен ным мно жи те лем.

Справедливо сле ду ю щее утверждение.
Пусть га миль то ни ан H(y, u, Ψ, t) диф фе рен ци ру ем по u

и y, су ще ст ву ет его экс тре мум в точ ке (u*, y*), тог да мож но
най ти та кое оп ти маль ное зна че ние λ* и оп ти маль ную функ -
цию Ψ*(t), что экс тре мум га миль то ни а на H сов па дет с ми -
ни маль ным зна че ни ем функ ци о на ла (2.1).

Ина че го во ря, у функ ци о на ла G(y, u) и га миль то ни а на H
оп ти маль ный вид функ ций y*(t) и u*(t) сов па да ет.

В со от вет ст вии с этим утверждением мож но по лу чить
не об хо ди мые ус ло вия экс тре му ма

= 0   и   ·Ψ = – . (2.4)

Ре ше ние си с те мы из этих двух урав не ний поз во ля ет по -
лу чить оп ти маль ную функ цию уп рав ле ния u*(t). При этом
в за да че Ла г ран жа на чаль ное ус ло вие для Ψ(t) не из ве ст но.
Обыч но за да ет ся лишь ко неч ное ус ло вие в ви де

∂H
——
∂y

∂H
——
∂u
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Сле ду ет от ме тить, что в ли те ра ту ре обыч но рас сма т ри -
ва ет ся бо лее об щий слу чай, ког да эко но ми че с кая си с те ма
ха рак те ри зу ет ся не од ной пе ре мен ной (в рас сма т ри ва е мом
слу чае — объ емом про из вод ст ва), а не сколь ки ми. При этом
уп рав ле ние так же вклю ча ет ряд уп рав ля ю щих па ра ме т ров.
В этом слу чае y и u пред став ля ют со бой век тор�функ ции

y(t) = [y1(t), y2(t), … yn(t)]; u(t) = [u1(t), u2(t), … um(t)].

Ни же в при ме рах бу дет рас сма т ри вать ся про стей ший
слу чай, ког да n = m = 1.

По став лен ная вы ше за да ча на зы ва ет ся за да чей Ла г ран -
жа. Прин цип оп ти маль но с ти Ла г ран жа, со глас но ко то ро му
оты с ки ва ет ся вид оп ти маль ной функ ции уп рав ле ния, яв ля -
ет ся раз ви ти ем за да чи на хож де ния ус лов но го и бе зус лов но -
го экс тре му мов.

Рас смо т рим ал го ритм ре ше ния за да чи Ла г ран жа.
1. Со став ля ет ся функ ция Ла г ран жа. Очень ча с то эту

функ цию на зы ва ют π�функ ци о на лом

π = G(y, u) + λ[y(tk) – yk]. (2.2)

2. Со став ля ет ся функ ция Га миль то на (га миль то ни ан) H

H(y, u, Ψ, t) = Ψ(t)φ(y, u) – g(y, u, t), (2.3)

где Ψ(t) — не из ве ст ная функ ция вре ме ни, ко то рая на зы ва -
ет ся не о пре де лен ным мно жи те лем.

Справедливо сле ду ю щее утверждение.
Пусть га миль то ни ан H(y, u, Ψ, t) диф фе рен ци ру ем по u

и y, су ще ст ву ет его экс тре мум в точ ке (u*, y*), тог да мож но
най ти та кое оп ти маль ное зна че ние λ* и оп ти маль ную функ -
цию Ψ*(t), что экс тре мум га миль то ни а на H сов па дет с ми -
ни маль ным зна че ни ем функ ци о на ла (2.1).

Ина че го во ря, у функ ци о на ла G(y, u) и га миль то ни а на H
оп ти маль ный вид функ ций y*(t) и u*(t) сов па да ет.

В со от вет ст вии с этим утверждением мож но по лу чить
не об хо ди мые ус ло вия экс тре му ма

= 0   и   ·Ψ = – . (2.4)

Ре ше ние си с те мы из этих двух урав не ний поз во ля ет по -
лу чить оп ти маль ную функ цию уп рав ле ния u*(t). При этом
в за да че Ла г ран жа на чаль ное ус ло вие для Ψ(t) не из ве ст но.
Обыч но за да ет ся лишь ко неч ное ус ло вие в ви де

∂H
——
∂y

∂H
——
∂u
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Ψ(tk) = – . (2.5)

При мер 2.1. За да на эко но ми че с кая си с те ма, про цесс функ ци о -
ни ро ва ния ко то рой опи сы ва ет ся диф фе рен ци аль ным урав не ни ем

·y = u.

Из ве ст ны на чаль ное и ко неч ное со сто я ния си с те мы

t0 = 0, tk = 1, y(t0) = 0, y(tk) = 1.

Най ти оп ти маль ное уп рав ле ние u* и со от вет ст ву ю щую ему
про из вод ст вен ную функ цию y*, ко то рые до став ля ют ми ни маль -
ное зна че ние функ ци о на лу

G(y, u) = (u2 + y)dt � min.

Ре ше ние. По ус ло вию за да чи

φ(y, u) = u и  g(y, u, t) = u2 + y.

С уче том фор мул (2.2), (2.3) и ко неч но го со сто я ния си с те мы
со ста вим π�функ ци о нал и га миль то ни ан по фор му лам (2.2), (2.3):

π = G(y, u) + λ[y(1) – 1];

H = Ψ(t)u – (u2 + y).

Для вы чис ле ния не о пре де лен но го мно жи те ля Ψ(t) про диф фе -
рен ци ру ем га миль то ни ан по u и при рав ня ем к ну лю

= Ψ(t) – 2u = 0,

от ку да

u = Ψ(t).

В со от вет ст вии с фор му лой (2.4)

·Ψ(t) = – = = 1,

от ку да по сле ин те г ри ро ва ния

Ψ(t) = t + C. (*)

По ко неч но му ус ло вию (2.5)

Ψ(1) = – = –λ.

Учи ты вая это ра вен ст во в по след нем урав не нии при t = 1, по -
лу чим

∂π
————
∂y(1)

∂[Ψ(t)u – (u2 + y)]
——————————————

∂y
∂H
——
∂y

1
–
2

∂H
——
∂u

1

∫
0

∂π
————
∂y(tk)
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54 Глава 2. Элементы математической теории оптимального управления

Ψ(1) = 1 + C = –λ,

от сю да

C = –λ – 1 = –(λ + 1).

Та ким об ра зом, оп ти маль ная за ви си мость не о пре де лен но го
мно жи те ля Ψ*(t) в фор му ле (*) бу дет иметь вид

Ψ*(t) = t – (λ* + 1).

В по след нем вы ра же нии не из ве ст ным яв ля ет ся λ*. Для его на -
хож де ния вос поль зу ем ся ис ход ным диф фе рен ци аль ным урав не -
ни ем  ·y = u, под став ляя в него по лу чен ную за ви си мость

u* = Ψ*(t) = 

и ин те г ри руя, по лу чим

y* = – t + C1.

Вос поль зо вав шись на чаль ным ус ло ви ем y(0) = 0, по лу чим
C1 = 0. Та ким об ра зом, име ем оп ти маль ную функ цию про из вод ст ва

y* = – t.

Под став ляя в это вы ра же ние ко неч ное ус ло вие y(1) = 1, вы чис-

ля ем λ* = – . Окон ча тель но оп ти маль ная функ ция бу дет иметь

вид

y* = + t,

а оп ти маль ная функ ция уп рав ле ния за пи шет ся

u* = ·y* = + .

Ми ни маль ное зна че ние функ ци о на ла G(y, u)

G(y, u)min = ((u*)2 + y*)dt = +
2

+ + t dt = 

= + t + dt = + + t =

= + + = � 1,48. �
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54 Глава 2. Элементы математической теории оптимального управления

Ψ(1) = 1 + C = –λ,

от сю да

C = –λ – 1 = –(λ + 1).

Та ким об ра зом, оп ти маль ная за ви си мость не о пре де лен но го
мно жи те ля Ψ*(t) в фор му ле (*) бу дет иметь вид

Ψ*(t) = t – (λ* + 1).

В по след нем вы ра же нии не из ве ст ным яв ля ет ся λ*. Для его на -
хож де ния вос поль зу ем ся ис ход ным диф фе рен ци аль ным урав не -
ни ем  ·y = u, под став ляя в него по лу чен ную за ви си мость

u* = Ψ*(t) = 

и ин те г ри руя, по лу чим

y* = – t + C1.

Вос поль зо вав шись на чаль ным ус ло ви ем y(0) = 0, по лу чим
C1 = 0. Та ким об ра зом, име ем оп ти маль ную функ цию про из вод ст ва

y* = – t.

Под став ляя в это вы ра же ние ко неч ное ус ло вие y(1) = 1, вы чис-

ля ем λ* = – . Окон ча тель но оп ти маль ная функ ция бу дет иметь

вид

y* = + t,

а оп ти маль ная функ ция уп рав ле ния за пи шет ся

u* = ·y* = + .

Ми ни маль ное зна че ние функ ци о на ла G(y, u)

G(y, u)min = ((u*)2 + y*)dt = +
2

+ + t dt = 

= + t + dt = + + t =

= + + = � 1,48. �
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2.2. Принцип максимума Понтрягина
При ре ше нии за да чи Ла г ран жа или за да чи оп ти маль но -

го уп рав ле ния пред по ла га лось, что уп рав ле ние про из вод ст -
вом но сит не о гра ни чен ный ха рак тер (см. при мер 2.1).

На прак ти ке оно все гда ог ра ни че но по ве ли чи не. Это ог -
ра ни че ние свя за но с ко неч ным зна че ни ем воз мож но с тей
уп рав ле ния.

Пусть ог ра ни че ние на уп рав ле ние име ет вид, изо б ра жен -
ный на рис. 2.1.

Рис. 2.1. Ре аль ный и иде аль ный слу чаи уп рав ле ния

t

Реальное
управление

Идеальное
управление

u

umax

0

Тог да вме с то ли ней ной функ ции уп рав ле ния u(t) не об -
хо ди мо ис поль зо вать, как по ка за но на рис. 2.1, не ли ней ную
функ цию u(t), ко то рая яв ля ет ся ар гу мен том функ ци о на ла
Га миль то на. При та кой не ли ней но с ти диф фе рен ци ро вать
га миль то ни ан нель зя.

Впер вые за да чу Ла г ран жа с ог ра ни че ни ем ре ши ла груп-
па уче ных под ру ко вод ст вом ака де ми ка Л. С. Пон т ря ги на.
Ре ше ние за да чи яви лось обоб ще ни ем прин ци па Ла г ран жа.

За пи шем фор му ли ров ку за да чи прин ци па мак си му ма
Пон т ря ги на: дан объ ект уп рав ле ния, мо дель ко то ро го опи -
сы ва ет ся диф фе рен ци аль ным урав не ни ем

·y = ay + bu = φ(y, u).

Да ны на чаль ные ус ло вия y(t0) = y0 и за да но ог ра ни че -
ние q(yk) = 0. В от ли чие от пре ды ду щей за да чи Ла г ран жа
в этой за да че до бав ля ет ся еще ог ра ни че ние на функ цию уп -
рав ле ния

0 � u � ξ.

Не об хо ди мо оп ре де лить оп ти маль ный вид функ ций y*
и u*, ко то рые обес пе чи ва ют ми ни маль ное зна че ние це ле вой

2.2. Принцип максимума Понтрягина 55
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функ ции G(y*, u*) при вы пол не нии всех пе ре чис лен ных
вы ше ог ра ни че ний, т.е.

G[y, u] = g(y, u)dt � min.

При ре ше нии, как и в за да че Ла г ран жа, со став ля ют ся
функ ци о на лы Ла г ран жа и Га миль то на

π = G(y, u) + λq[yk];

H = Ψφ(y, u) – g(y, u).

Да лее вос поль зу ем ся те о ре мой, ко то рую на зы ва ют прин -
ци пом мак си му ма Пон т ря ги на: ес ли при оп ти маль ных
функ ци ях y* и u* су ще ст ву ет ми ни маль ное зна че ние це ле -
вой функ ции G(y*, u*) при вы пол не нии всех пе ре чис лен -
ных вы ше ог ра ни че ний, то мож но най ти та кие оп ти маль ные
функ ции λ* и Ψ*, при ко то рых функ ци о нал Га миль то на
при ни ма ет мак си маль ное зна че ние, т.е.

H* = max H(y*, Ψ*, u*). (2.6)

За ме тим, что в по след нем вы ра же нии для на хож де ния
уп рав ля ю щей функ ции u* не про из во дит ся диф фе рен ци ро -
ва ние га миль то ни а на, а ее зна че ние оты с ки ва ет ся пу тем пе -
ре бо ра.

Сде ла ем не сколь ко за ме ча ний.
1. По ста нов ка за да чи Пон т ря ги на от ли ча ет ся от за да чи

Ла г ран жа тем, что вклю ча ет ся до пол ни тель ное ог ра ни че -
ние на уп рав ле ние.

2. Прин цип мак си му ма поз во ля ет най ти мак си мум
функ ци о на лов на кон цах от рез ка, как это изо б ра же но на
рис. 2.2, так как он не тре бу ет диф фе рен ци ро ва ния га миль -
то ни а на.

tk

∫
t0

Рис. 2.2. Вид функ ци о на ла Га миль то на на от рез ке

uξ

H

0
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функ ции G(y*, u*) при вы пол не нии всех пе ре чис лен ных
вы ше ог ра ни че ний, т.е.

G[y, u] = g(y, u)dt � min.

При ре ше нии, как и в за да че Ла г ран жа, со став ля ют ся
функ ци о на лы Ла г ран жа и Га миль то на

π = G(y, u) + λq[yk];

H = Ψφ(y, u) – g(y, u).

Да лее вос поль зу ем ся те о ре мой, ко то рую на зы ва ют прин -
ци пом мак си му ма Пон т ря ги на: ес ли при оп ти маль ных
функ ци ях y* и u* су ще ст ву ет ми ни маль ное зна че ние це ле -
вой функ ции G(y*, u*) при вы пол не нии всех пе ре чис лен -
ных вы ше ог ра ни че ний, то мож но най ти та кие оп ти маль ные
функ ции λ* и Ψ*, при ко то рых функ ци о нал Га миль то на
при ни ма ет мак си маль ное зна че ние, т.е.

H* = max H(y*, Ψ*, u*). (2.6)

За ме тим, что в по след нем вы ра же нии для на хож де ния
уп рав ля ю щей функ ции u* не про из во дит ся диф фе рен ци ро -
ва ние га миль то ни а на, а ее зна че ние оты с ки ва ет ся пу тем пе -
ре бо ра.

Сде ла ем не сколь ко за ме ча ний.
1. По ста нов ка за да чи Пон т ря ги на от ли ча ет ся от за да чи

Ла г ран жа тем, что вклю ча ет ся до пол ни тель ное ог ра ни че -
ние на уп рав ле ние.

2. Прин цип мак си му ма поз во ля ет най ти мак си мум
функ ци о на лов на кон цах от рез ка, как это изо б ра же но на
рис. 2.2, так как он не тре бу ет диф фе рен ци ро ва ния га миль -
то ни а на.

tk

∫
t0

Рис. 2.2. Вид функ ци о на ла Га миль то на на от рез ке

uξ

H

0
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Ес ли уп рав ле ние u не ве ли ко и кон цен т ри ру ет ся на не -
боль шом отрез ке, не до сти гая гра ниц ог ра ни че ния, то прин -
цип Пон т ря ги на сво дит ся к ре ше нию за да чи Ла г ран жа.

Ес ли уп рав ле ние вы хо дит на гра ни цу от рез ка, то за да ча
ре ша ет ся в по ста нов ке Пон т ря ги на и мак си мум га миль то -
ни а на оты с ки ва ет ся пу тем про стой под ста нов ки.

При мер 2.2. Да на си с те ма, опи сы ва е мая урав не ни ем
·y = u.

Из ве ст но на чаль ное ус ло вие y(0) = 0 и ог ра ни че ние 0 � u � 1.
Най ти оп ти маль ное уп рав ле ние u* и со от вет ст ву ю щую ему

функ цию y*, ко то рые ми ни мизируют зна че ние це ле вой функ ции

G(y, u) = ydt � min.

За ме тим, что в ус ло вии при ме ра уп рав ля ю щая функ ция не
вхо дит в по дын те г раль ную функ цию. Кро ме то го, от сут ст ву ют ог ра-
ни че ния на ко неч ное ус ло вие q и ско рость из ме не ния функ ции ·y.

Лег ко убе дить ся, что в этом слу чае функ ци о нал Ла г ран жа сов -
па да ет с це ле вой функ ци ей G(y, u).

Ре ше ние. Про ве дем по ста нов ку за да чи Пон т ря ги на. Для это го
обо зна чим φ(y, u) = u. Тог да в со от вет ст вии с выражением (2.3) за -
пи шем га миль то ни ан в ви де

H = Ψu – y.

При ме ним к по след не му вы ра же нию прин цип Пон т ря ги на (2.6)

H* = max(Ψu – y) при 0 � u � 1.

Вы ра же ние в скоб ках со сто ит из двух сла га е мых, из ко то рых
вто рое не за ви сит от u. Тог да

H* = max(Ψu – y) = max(Ψu)  при 0 � u � 1. (**)

Вы чис лим не о пре де лен ный мно жи тель Ψ(t). Для это го вос -
поль зу ем ся свой ст вом га миль то ни а на (2.4)

·Ψ = – = –(–1) = 1.

Ин те г ри руя, по лу чим

Ψ = t + C1.

Для вы чис ле ния по сто ян ной вос поль зу ем ся формулой (2.5)

Ψ(tk) = – = 0,

так как π�функ ци о нал в ус ло вии за да чи не за ви сит от y(tk).

∂π
————
∂y(tk)

∂H
——
∂y

4

∫
0
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58 Глава 2. Элементы математической теории оптимального управления

Кро ме то го, по ус ло вию за да чи tk = 4 (верх ний пре дел ин те г ри -
ро ва ния). Тог да, при ни мая во вни ма ние по след ние два урав не ния,
мож но за пи сать

Ψ(4) = 4 + C1 = 0,

от ку да C1 = –4. Сле до ва тель но, Ψ = t – 4.
От сю да сле ду ет, что Ψ(t) яв ля ет ся воз ра с та ю щей функ ци ей.

Тог да в за пи си (**) га миль то ни ан H* мо жет до стиг нуть сво е го
мак си маль но го зна че ния, толь ко ког да функ ция уп рав ле ния u = 1.
Это уп рав ле ние и яв ля ет ся оп ти маль ным.

Под ста вив данное зна че ние в ис ход ное диф фе рен ци аль ное
урав не ние, за пи шем

·y* = 1,

а ин те г ри руя эту фор му лу, на хо дим

y* = t + C2.

С уче том на чаль но го ус ло вия y*(0) = 0 + C2 = 0 по лу чим y* = t.
Тог да

G(y*) = tdt = = 8.

При лю бом дру гом уп рав ле нии мень шее зна че ние це ле вой
функ ции по лу чить нель зя. �

При мер 2.3. Най ти оп ти маль ное уп рав ле ние в си с те ме, опи сы -
ва е мой урав не ни ем

·y = u.

Да но на чаль ное ус ло вие y(0) = 0 и ог ра ни че ние 0 � u � 1.
Най ти оп ти маль ное уп рав ле ние u* и со от вет ст ву ю щую ему

функ цию y*, ко то рые до став ля ют ми ни маль ное зна че ние це ле вой
функ ции

G(y, u) = (u2 + y)dt � min.

Ре ше ние. Так как ог ра ни че ния на ко неч ные зна че ния от сут ст -
ву ют, то в со от вет ст вии с выражением (2.2)

π = G(y, u).

Обо зна чим φ(y, u) = u и со ста вим га миль то ни ан согласно (2.3)

H = Ψu – (u2 + y).

При ме ним прин цип Пон т ря ги на (2.6)

H* = max(Ψu – y – u2) при 0 � u � 1.
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Кро ме то го, по ус ло вию за да чи tk = 4 (верх ний пре дел ин те г ри -
ро ва ния). Тог да, при ни мая во вни ма ние по след ние два урав не ния,
мож но за пи сать

Ψ(4) = 4 + C1 = 0,

от ку да C1 = –4. Сле до ва тель но, Ψ = t – 4.
От сю да сле ду ет, что Ψ(t) яв ля ет ся воз ра с та ю щей функ ци ей.

Тог да в за пи си (**) га миль то ни ан H* мо жет до стиг нуть сво е го
мак си маль но го зна че ния, толь ко ког да функ ция уп рав ле ния u = 1.
Это уп рав ле ние и яв ля ет ся оп ти маль ным.

Под ста вив данное зна че ние в ис ход ное диф фе рен ци аль ное
урав не ние, за пи шем

·y* = 1,

а ин те г ри руя эту фор му лу, на хо дим

y* = t + C2.

С уче том на чаль но го ус ло вия y*(0) = 0 + C2 = 0 по лу чим y* = t.
Тог да

G(y*) = tdt = = 8.

При лю бом дру гом уп рав ле нии мень шее зна че ние це ле вой
функ ции по лу чить нель зя. �

При мер 2.3. Най ти оп ти маль ное уп рав ле ние в си с те ме, опи сы -
ва е мой урав не ни ем

·y = u.

Да но на чаль ное ус ло вие y(0) = 0 и ог ра ни че ние 0 � u � 1.
Най ти оп ти маль ное уп рав ле ние u* и со от вет ст ву ю щую ему

функ цию y*, ко то рые до став ля ют ми ни маль ное зна че ние це ле вой
функ ции

G(y, u) = (u2 + y)dt � min.

Ре ше ние. Так как ог ра ни че ния на ко неч ные зна че ния от сут ст -
ву ют, то в со от вет ст вии с выражением (2.2)

π = G(y, u).

Обо зна чим φ(y, u) = u и со ста вим га миль то ни ан согласно (2.3)

H = Ψu – (u2 + y).

При ме ним прин цип Пон т ря ги на (2.6)

H* = max(Ψu – y – u2) при 0 � u � 1.
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Не об хо ди мое ус ло вие экс тре му ма да ет

= Ψ – 2u = 0,

от ку да u = Ψ.

Для вы чис ле ния Ψ вос поль зу ем ся равенством

·Ψ(t) = – = = 1.

Ана ло гич но вы чис ле ни ям в пре ды ду щем при ме ре по лу ча ем
Ψ = t – 4, откуда после под становки в вы ра же ние для u име ем

u = – 2.

Но 0 � u � 1, поэтому

0 � – 2 � 1,

от ку да 2 � t � 6.
По ус ло вию за да чи пра вый ко нец ин тер ва ла tk = 4 (в ин те г ра -

ле), по это му при ни ма ем

2 � t � 4.

Оп ре де лим вид функ ции уп рав ле ния на вре мен нóм по лу ин -
тер ва ле

0 � t < 2.

Ана ло гич но вы чис ле ни ям в пре ды ду щем при ме ре га миль то -
ни ан H* до сти га ет в фор му ле (**) мак си маль но го зна че ния при
u = 1, тог да u* = 1.

Та ким об ра зом, уп рав ля ю щая функ ция бу дет иметь вид

u* = 

За ме тим, что в по след нем урав не нии на ин тер ва ле 2 � t � 4 уп -
рав ля ю щая функ ция u име ет от ри ца тель ные зна че ния, по это му
в этом урав не нии фор му ла за клю че на в мо дуль из ее эко но ми че -
ско го смыс ла.

При под становке уп рав ля ю щей функ ции в ис ход ное урав не -
ние оп ти маль ная си с те ма с точ ки зре ния за дан но го кри те рия и ог -
ра ни че ний бу дет опи сы вать ся диф фе рен ци аль ным урав не ни ем

·y* = 




1, при 0 � t < 2;
t|– – 2 |, при 2 � t � 4.
2

1, при 0 � t < 2;
t|– – 2 |, при 2 � t � 4.
2
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Содержание

По сле ин те г ри ро ва ния за пи шем с уче том на чаль но го ус ло вия

y* = 

Та ким об ра зом, по лу че ны вы ра же ния для уп рав ля ю щей и про -
из вод ной функ ций, ко то рые поз во ля ют про во дить про гноз об эф -
фек тив но с ти функ ци о ни ро ва ния про из вод ст ва. �

В за клю че ние не об хо ди мо за ме тить, что все из ло жен ное
вы ше яв ля ет ся спра вед ли вым и для тех слу ча ев, ког да ог ра -
ни че ния или до пол ни тель ные ус ло вия ко неч ных со сто я ний
эко но ми че с кой си с те мы яв ля ют ся мно го мер ны ми.

2.3. Транспортная задача
Транс порт ной на зы ва ют за да чу об оп ти маль ном пла не

пе ре во зок од но род но го про дук та из пунк тов про из вод ст ва
(скла дов) в пунк ты по треб ле ния.

Раз ра бот ка и при ме не ние оп ти маль ных схем гру зо вых по -
то ков поз во ля ют су ще ст вен но сни зить за тра ты на пе ре воз ки.

По кри те рию ре ше ния вы де ля ют два ти па за дач:
1) кри те рий сто и мо с ти (ми ни маль ная сто и мость пе ре во -

зок все го гру за);
2) кри те рий вре ме ни (ми ни маль ное вре мя на пе ре воз ку).
Транс порт ную за да чу мож но ре шить раз лич ны ми спо со -

ба ми. На и бо лее рас про ст ра нен ны ми из них яв ля ют ся:
• ме тод се ве ро�за пад но го уг ла;
• симп лекс�ме тод;
• ме тод на и мень ше го эле мен та.
На на чаль ном эта пе ре ше ния во всех ме то дах оп ре де ля -

ет ся опор ный план.
Рас смо т рим транс порт ную за да чу, в ко то рой в ка че ст ве

кри те рия оп ти маль но с ти взя та ми ни маль ная сто и мость пе -
ре воз ки гру за.

Обо зна чим че рез сij та ри фы пе ре воз ки еди ни цы гру за
с i�гo скла да от прав ле ния в j�й пункт на зна че ния, аi — за пас
гру за в i�м скла де, bj — по треб но с ти в гру зе в j�м пунк те на -
зна че ния.

Пусть так же хij — ко ли че ст во гру за, пе ре во зи мо го из i�гo
скла да в j�й пункт на зна че ния (рис. 2.3).

Тог да математи че с кая фор му ли ров ка транс портной
задачи со сто ит в оп ре де ле нии ми ни маль но го зна че ния
функ ции

t, при 0 � t < 2;
t2

|– – 2t |, при 2 � t � 4.
4
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По сле ин те г ри ро ва ния за пи шем с уче том на чаль но го ус ло вия

y* = 

Та ким об ра зом, по лу че ны вы ра же ния для уп рав ля ю щей и про -
из вод ной функ ций, ко то рые поз во ля ют про во дить про гноз об эф -
фек тив но с ти функ ци о ни ро ва ния про из вод ст ва. �

В за клю че ние не об хо ди мо за ме тить, что все из ло жен ное
вы ше яв ля ет ся спра вед ли вым и для тех слу ча ев, ког да ог ра -
ни че ния или до пол ни тель ные ус ло вия ко неч ных со сто я ний
эко но ми че с кой си с те мы яв ля ют ся мно го мер ны ми.

2.3. Транспортная задача
Транс порт ной на зы ва ют за да чу об оп ти маль ном пла не

пе ре во зок од но род но го про дук та из пунк тов про из вод ст ва
(скла дов) в пунк ты по треб ле ния.

Раз ра бот ка и при ме не ние оп ти маль ных схем гру зо вых по -
то ков поз во ля ют су ще ст вен но сни зить за тра ты на пе ре воз ки.

По кри те рию ре ше ния вы де ля ют два ти па за дач:
1) кри те рий сто и мо с ти (ми ни маль ная сто и мость пе ре во -

зок все го гру за);
2) кри те рий вре ме ни (ми ни маль ное вре мя на пе ре воз ку).
Транс порт ную за да чу мож но ре шить раз лич ны ми спо со -

ба ми. На и бо лее рас про ст ра нен ны ми из них яв ля ют ся:
• ме тод се ве ро�за пад но го уг ла;
• симп лекс�ме тод;
• ме тод на и мень ше го эле мен та.
На на чаль ном эта пе ре ше ния во всех ме то дах оп ре де ля -

ет ся опор ный план.
Рас смо т рим транс порт ную за да чу, в ко то рой в ка че ст ве

кри те рия оп ти маль но с ти взя та ми ни маль ная сто и мость пе -
ре воз ки гру за.

Обо зна чим че рез сij та ри фы пе ре воз ки еди ни цы гру за
с i�гo скла да от прав ле ния в j�й пункт на зна че ния, аi — за пас
гру за в i�м скла де, bj — по треб но с ти в гру зе в j�м пунк те на -
зна че ния.

Пусть так же хij — ко ли че ст во гру за, пе ре во зи мо го из i�гo
скла да в j�й пункт на зна че ния (рис. 2.3).

Тог да математи че с кая фор му ли ров ка транс портной
задачи со сто ит в оп ре де ле нии ми ни маль но го зна че ния
функ ции

t, при 0 � t < 2;
t2

|– – 2t |, при 2 � t � 4.
4
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F = cij xij � min (2.7)

при ус ло ви ях

xij = bj, j = 1, ..., n;

xij = aj, j = 1, ..., m; (2.8)

хij � 0.

Вся кое не от ри ца тель ное ре ше ние си с те мы ли ней ных
урав не ний (2.8), оп ре де ля е мое ма т ри цей Х = (xij), на зы ва ет -
ся пла ном транс порт ной за да чи.

План Х*, при ко то ром функ ция (2.7) при ни ма ет свое ми -
ни маль ное зна че ние, на зы ва ет ся оп ти маль ным пла ном
транс порт ной за да чи.

Обыч но ис ход ные дан ные транс порт ной за да чи за пи сы -
ва ют ся в ви де табл. 2.1.

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1

Рис. 2.3. Транспортная задача:
ci1 — стоимость перевозки; xi1 — количество перевозимого груза
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Содержание

Оче вид но, что об щее на ли чие гру за у по став щи ков ai,

а об щая по треб ность в этом гру зе в пунк тах на зна че ния bi.

Ес ли об щая по треб ность в гру зе в пунк тах на зна че ния
рав на за па су гру за в пунк тах от прав ле ния, т.е.

ai = bi,

то мо дель та кой транс порт ной за да чи на зы ва ет ся за кры той.
Ес ли вы ше ука зан ное ус ло вие не со блю да ет ся, то мо дель
транс порт ной за да чи на зы ва ет ся от кры той.

Для раз ре ши мо с ти транс портной за да чи не об хо ди мо,
что бы за па сы гру за на скла дах бы ли рав ны по треб но с тям
в гру зе в пунк тах на зна че ния.

В слу чае пре вы ше ния за па сов над по треб но с тью вво дит ся
фик тив ный (n + 1)�й пункт на зна че ния, по треб но с ти ко то -
ро го пол но стью «за кры ва ли» бы транс порт ную за да чу, а со -
от вет ст ву ю щие та ри фы в этот пункт на зна че ния счи та лись
бы рав ны ми ну лю.

В слу чае пре вы ше ния по треб но с тей над за па са ми вво -
дит ся фик тив ный склад с за па са ми, по кры ва ю щи ми по -
треб но с ти по тре би те лей и рав ны ми ну лю та ри фа ми по по -
став кам гру за с это го скла да.

При мер 2.4. Най ти оп ти маль ный план пе ре во зок по дан ным ис -
ходной таблицы. В ячей ках в пра вом верх нем уг лу ука за ны сто и -
мо с ти пе ре во зок в руб лях из пунк та от прав ле ния в пункт на зна че ния.

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1

Исходная таблица

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3 B4

A1
10 7 6 8 31

A2
5 6 5 4 48

A3
8 7 6 7 38

Заявки bj 22 34 41 20 117

Ре ше ние. Так как ко ли че ст во за явок сов па да ет с ко ли че ст вом
за па сов, то за да ча за кры тая. Со ста вим опор ный план спо со бом се -
ве ро�за пад но го уг ла.

За пол ним ячей ки исходной таблицы объ е ма ми пе ре во зок, на чи -
ная с ле вой верх ней ячей ки (1, 1) — «се ве ро�за пад но го уг ла» таб ли цы.
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Оче вид но, что об щее на ли чие гру за у по став щи ков ai,

а об щая по треб ность в этом гру зе в пунк тах на зна че ния bi.

Ес ли об щая по треб ность в гру зе в пунк тах на зна че ния
рав на за па су гру за в пунк тах от прав ле ния, т.е.

ai = bi,

то мо дель та кой транс порт ной за да чи на зы ва ет ся за кры той.
Ес ли вы ше ука зан ное ус ло вие не со блю да ет ся, то мо дель
транс порт ной за да чи на зы ва ет ся от кры той.

Для раз ре ши мо с ти транс портной за да чи не об хо ди мо,
что бы за па сы гру за на скла дах бы ли рав ны по треб но с тям
в гру зе в пунк тах на зна че ния.

В слу чае пре вы ше ния за па сов над по треб но с тью вво дит ся
фик тив ный (n + 1)�й пункт на зна че ния, по треб но с ти ко то -
ро го пол но стью «за кры ва ли» бы транс порт ную за да чу, а со -
от вет ст ву ю щие та ри фы в этот пункт на зна че ния счи та лись
бы рав ны ми ну лю.

В слу чае пре вы ше ния по треб но с тей над за па са ми вво -
дит ся фик тив ный склад с за па са ми, по кры ва ю щи ми по -
треб но с ти по тре би те лей и рав ны ми ну лю та ри фа ми по по -
став кам гру за с это го скла да.

При мер 2.4. Най ти оп ти маль ный план пе ре во зок по дан ным ис -
ходной таблицы. В ячей ках в пра вом верх нем уг лу ука за ны сто и -
мо с ти пе ре во зок в руб лях из пунк та от прав ле ния в пункт на зна че ния.

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1

Исходная таблица

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3 B4

A1
10 7 6 8 31

A2
5 6 5 4 48

A3
8 7 6 7 38

Заявки bj 22 34 41 20 117

Ре ше ние. Так как ко ли че ст во за явок сов па да ет с ко ли че ст вом
за па сов, то за да ча за кры тая. Со ста вим опор ный план спо со бом се -
ве ро�за пад но го уг ла.

За пол ним ячей ки исходной таблицы объ е ма ми пе ре во зок, на чи -
ная с ле вой верх ней ячей ки (1, 1) — «се ве ро�за пад но го уг ла» таб ли цы.
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Бу дем рас суж дать при этом сле ду ю щим об ра зом. Пункт В1 по дал
за яв ку на 22 ед. гру за. Удов ле тво рим эту за яв ку за счет за паса
31 ед., име ю ще го ся в пунк те А1, и за пи шем пе ре воз ку 22 ед. в клет -
ке (1, 1) табл. 2. По сле это го за яв ка пунк та В1 удов ле тво ре на.

В пунк те А1 ос та лось еще 9 еди ниц гру за. Удов ле тво рим за
счет них часть за яв ки пунк та В2 (34 ед.). Для В2 ос та лись не удов -
ле тво рен ны ми 25 ед., ко то рые по кро ем из пунк та А2.

Ос тав ши ми ся 23 ед. пунк та А2 ча с тич но по кро ем за прос пунк -
та В3 и за пи шем чис ло 23 в ячей ку (2, 3). В со ста ве за яв ки пунк -
та В3 ос та лись не удов ле тво рен ны ми 18 ед., ко то рые по кро ем за
счет пунк та A3. За но сим 18 в ячей ку (3, 3).

Ос тав ши ми ся 20 ед. пунк та A3 пол но стью удов ле тво ря ем за яв -
ку пунк та В4 и за пи сы ва ем чис ло 20 в ячей ку (3, 4).

На этом рас пре де ле ние за па сов за кон че но: каж дый пункт на -
зна че ния по лу чил груз со глас но сво ей за яв ке. Это вы ра жа ет ся
в том, что сум ма пе ре во зок в каж дой стро ке рав на со от вет ст ву ю -
ще му за па су, а в столб це — за яв ке.

Та ким об ра зом, со став лен план пе ре во зок, удов ле тво ря ю щий
ба лан со вым ус ло ви ям. По лу чен ное пер вое ре ше ние яв ля ет ся
опор ным ре ше ни ем транс порт ной за да чи (см. табл. 2).

Обо зна чим: r — ко ли че ст во ба зис ных пе ре мен ных, m — ко ли -
че ст во строк, n — ко ли че ст во столб цов ис ход ной таб ли цы.

Чис ло ба зис ных пе ре мен ных r = m + n –1 = 3 + 4 – 1 = 6 рав но
ко ли че ст ву за пол нен ных яче ек в ба зис ном ре ше нии (см. табл. 1).
Сле до ва тель но, име ет ме с то не вы рож ден ный слу чай.

Сто и мость пер во го пла на пе ре во зок

L1 = 22 · 10 + 9 · 7 + 25 · 6 + 23 · 5 + 18 · 6 + 20 · 7 = 796 руб.

Воз ни ка ет во прос: яв ля ет ся ли этот план оп ти маль ным по сто -
и мо с ти? Ра зу ме ет ся, нет. Так как при его по ст ро е нии не учи ты ва -
лись сто и мо с ти пе ре во зок cij.

По про бу ем улуч шить план. Для это го око ло трех за пол нен ных
яче ек (они вы де ле ны серым цветом) оты с ки ва ет ся чет вер тая, не -
за пол нен ная ячей ка с ми ни маль ной сто и мо с тью.

Таб ли ца 1

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3 B4

A1
10

22
7

9 6
8 31

A2
5 6

25
5

–
23

4
+ 48

A3
8 7 6

+
18

7
–

20
38

Заявки bj 22 34 41 20 117
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Содержание

По табл. 2 вид но, что эта ячей ка (2, 4) с ми ни маль ной сто и мо -
с тью 4. Об ра зу ем цикл пе ре воз ки, на чи ная с ячей ки (2, 4). За ме -
тим, что этой ячей ке при сва и ва ет ся знак «+», да лее по ме ре дви -
же ния в на прав ле нии ча со вой стрел ки зна ки че ре ду ют ся. Це на
это го цик ла рав на γ1 = 4 – 7 + 6 – 5 = –2.

По это му цик лу мож но пе ре ме с тить a24 = min (20, 23) = 20 ед.
гру за (что бы не по лу чить в ячей ке (3, 4) от ри ца тель ной пе ре -
возки).

Но вый, улуч шен ный план по ка зан в табл. 3. Сто и мость это го
плана L2 = L1 + γ1 ·a24 = 796 + (–2)20 = 756 руб. В пла не по�преж  -
не му шесть ба зис ных кле ток.

Таб ли ца 2

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3 B4

A1
10

–
22

7
+

9

6 8
31

A2
5

+
6

–
25

5
3

4
20

48

A3
8 7 6

38
7 38

Заявки bj 22 34 41 20 117

Таб ли ца 3

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3 B4

A1
10 7

–
31

6
+

8
31

A2 5
22

6
+

3

5
–

3
4

20
48

A3
8 7 6

38
7 38

Заявки bj 22 34 41 20 117

Для даль ней ше го улуч ше ния пла на об ра тим вни ма ние на сво -
бод ную ячей ку (2, 1) с ми ни маль ной сто и мо с тью 5. Цикл, со от вет -
ст ву ю щий этой ячей ке, по ка зан в табл. 3. Его це на γ2 = 5 – 10 + 7 –
– 6 = –4.

По это му цик лу пе ре ме с тим a21 = min (22, 25) = 22 ед. гру за, чем
умень шим сто и мость пе ре во зок до L3 = 756 + (–4)22 = 668 руб.

По ст ро им табл. 3.
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По табл. 2 вид но, что эта ячей ка (2, 4) с ми ни маль ной сто и мо -
с тью 4. Об ра зу ем цикл пе ре воз ки, на чи ная с ячей ки (2, 4). За ме -
тим, что этой ячей ке при сва и ва ет ся знак «+», да лее по ме ре дви -
же ния в на прав ле нии ча со вой стрел ки зна ки че ре ду ют ся. Це на
это го цик ла рав на γ1 = 4 – 7 + 6 – 5 = –2.

По это му цик лу мож но пе ре ме с тить a24 = min (20, 23) = 20 ед.
гру за (что бы не по лу чить в ячей ке (3, 4) от ри ца тель ной пе ре -
возки).

Но вый, улуч шен ный план по ка зан в табл. 3. Сто и мость это го
плана L2 = L1 + γ1 ·a24 = 796 + (–2)20 = 756 руб. В пла не по�преж  -
не му шесть ба зис ных кле ток.

Таб ли ца 2

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3 B4

A1
10

–
22

7
+

9

6 8
31

A2
5

+
6

–
25

5
3

4
20

48

A3
8 7 6

38
7 38

Заявки bj 22 34 41 20 117

Таб ли ца 3

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3 B4

A1
10 7

–
31

6
+

8
31

A2 5
22

6
+

3

5
–

3
4

20
48

A3
8 7 6

38
7 38

Заявки bj 22 34 41 20 117

Для даль ней ше го улуч ше ния пла на об ра тим вни ма ние на сво -
бод ную ячей ку (2, 1) с ми ни маль ной сто и мо с тью 5. Цикл, со от вет -
ст ву ю щий этой ячей ке, по ка зан в табл. 3. Его це на γ2 = 5 – 10 + 7 –
– 6 = –4.

По это му цик лу пе ре ме с тим a21 = min (22, 25) = 22 ед. гру за, чем
умень шим сто и мость пе ре во зок до L3 = 756 + (–4)22 = 668 руб.

По ст ро им табл. 3.

64 Глава 2. Элементы математической теории оптимального управления

По про бу ем даль ше улуч шить этот план, под счи ты вая це ны цик-
лов, на чи на ю щих ся по ло жи тель ной вер ши ной в сво бод ной ячей ке.

Оп ре де ля ем це ну цик ла для каж дой из име ю щих ся сво бод ных
яче ек табл. 3, на при мер γ3 = 6 – 5 + 6 – 7 = 0, по это му L3 = 668 +
+ 3 · 0 = 668 руб.

Мож но по ка зать, что все це ны цик лов или по ло жи тель ные,
или ну ле вые, сле до ва тель но, ни ка кие по пыт ки пе ре не се ния объ е мов
пе ре во зок из ячей ки в ячей ку не мо гут улуч шить план пе ре во зок.

Та ким об ра зом, план, при ве ден ный в табл. 3, яв ля ет ся оп ти -
маль ным. �

При ме нен ный вы ше ме тод оты с ка ния оп ти маль но го ре -
ше ния транс порт ной за да чи на зы ва ет ся рас пре де ли тель ным;
он со сто ит в не по сред ст вен ном оты с ка нии сво бод ных кле -
ток с от ри ца тель ной це ной цик ла и в пе ре не се нии пе ре во -
зок по это му цик лу.

При мер 2.5. Най ти оп ти маль ный план пе ре во зок для дан ных,
приведенных в исходной таблице.

Исходная таб ли ца

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3

A1
10 5 4 40

A2
6 4 5 23

A3
7 3 6 20

Заявки bj 20 20 43 83

Таб ли ца 1

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3

A1
10

20
5

20
4 40

A2
6 4 5

23 23

A3
7 3 6

20 20

Заявки bj 20 20 43 83

Ре ше ние. Стро им опор ный план ме то дом се ве ро�за пад но го
угла (табл. 1). В по ст ро ен ном пла не чис ло ба зис ных пе ре мен ных
r = m + n –1 = 3 + 3 – 1 = 5 не рав но ко ли че ст ву за пол нен ных яче -
ек в ба зис ном ре ше нии (четыре ячейки серого цвета в табл. 1).

План по лу чил ся вы рож ден ным.
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Содержание

Что бы пе рей ти к не вы рож ден но му пла ну, на ру ша ем ба ланс за -
па сов и за явок на фор маль ное бес ко неч но ма лое чис ло ε в пер вой
и тре ть ей стро ках, не на ру шая об ще го ба лан са (сум ма за па сов рав -
на сум ме за явок).

В ячей ку (1, 3) до бав ля ем ε, а из ячей ки (3, 3) вы чи та ем ε
(табл. 3). По лу чим не вы рож ден ный опор ный план (пять ба зис ных
яче ек серого цвета).

Эти стро ки вы бра ны так, что бы ор га ни зо вать цикл, в ко то рый
вхо дит од на ячей ка (3, 2) с ми ни маль ной сто и мо с тью 3.

Таб ли ца 2

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3

A1
10

20
5

–
20

4
+

ε
40 + ε

A2
6 4 5

23 23

A3
7 3

+
6

–
20 – ε

20 – ε

Заявки bj 20 20 43 83

Таб ли ца 3

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3

A1
10

–
20

5

ε

4
+

20
40 + ε

A2
6

+
4 5

–
23

23

A3
7 3

20 – ε
6 20 – ε

Заявки bj 20 20 43 83

При ни мая во вни ма ние, что в табл. 3 ε = 0, по лу чим сто и мость
пер во го пла на пе ре во зок:

L1 = 20 · 10 + 20 · 5 + ε · 4 + 23 · 5 + (20 – ε)6 = 535 руб.
Об ра зу ем цикл, как ука за но в табл. 3. Це на это го цик ла рав на

γ1 = 4 – 6 + 3 – 5 = –4. По это му цик лу мож но пе ре ме с тить a32 =
= min(20 – ε, 20) = 20 – ε ед. гру за.

Улуч ша ем план пе ре во зок пе ре но сом 20 – ε еди ниц гру за по
цик лу, по ка зан но му в табл. 3. По лу чим но вый, луч ший план
(табл. 4). Сто и мость это го пла на L2 = L1 + γ1a32 = 535 + (–4)20 =
= 455 руб.

В пла не по�преж не му пять ба зис ных кле ток.
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Что бы пе рей ти к не вы рож ден но му пла ну, на ру ша ем ба ланс за -
па сов и за явок на фор маль ное бес ко неч но ма лое чис ло ε в пер вой
и тре ть ей стро ках, не на ру шая об ще го ба лан са (сум ма за па сов рав -
на сум ме за явок).

В ячей ку (1, 3) до бав ля ем ε, а из ячей ки (3, 3) вы чи та ем ε
(табл. 3). По лу чим не вы рож ден ный опор ный план (пять ба зис ных
яче ек серого цвета).

Эти стро ки вы бра ны так, что бы ор га ни зо вать цикл, в ко то рый
вхо дит од на ячей ка (3, 2) с ми ни маль ной сто и мо с тью 3.

Таб ли ца 2

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3

A1
10

20
5

–
20

4
+

ε
40 + ε

A2
6 4 5

23 23

A3
7 3

+
6

–
20 – ε

20 – ε

Заявки bj 20 20 43 83

Таб ли ца 3

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3

A1
10

–
20

5

ε

4
+

20
40 + ε

A2
6

+
4 5

–
23

23

A3
7 3

20 – ε
6 20 – ε

Заявки bj 20 20 43 83

При ни мая во вни ма ние, что в табл. 3 ε = 0, по лу чим сто и мость
пер во го пла на пе ре во зок:

L1 = 20 · 10 + 20 · 5 + ε · 4 + 23 · 5 + (20 – ε)6 = 535 руб.
Об ра зу ем цикл, как ука за но в табл. 3. Це на это го цик ла рав на

γ1 = 4 – 6 + 3 – 5 = –4. По это му цик лу мож но пе ре ме с тить a32 =
= min(20 – ε, 20) = 20 – ε ед. гру за.

Улуч ша ем план пе ре во зок пе ре но сом 20 – ε еди ниц гру за по
цик лу, по ка зан но му в табл. 3. По лу чим но вый, луч ший план
(табл. 4). Сто и мость это го пла на L2 = L1 + γ1a32 = 535 + (–4)20 =
= 455 руб.

В пла не по�преж не му пять ба зис ных кле ток.
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План, при ве ден ный в табл. 3, еще не оп ти ма лен, так как цикл
с на ча лом в сво бод ной ячейке (2, 1) име ет от ри ца тель ную це ну

γ2 = 6 – 10 + 4 – 5 = –5.

Пе ре ме щая по это му цик лу 20 ед. гру за, по лу чим табл. 4. Сто -
и мость это го пла на L3 = L2 + γ2a21 = 455 + (–5)20 = 355 руб.

Таб ли ца 4

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3

A1
10 5

–
ε

4
+

40
40 + ε

A2
6

20
4

+
5

–
3

23

A3
7 3

20 – ε
6 20 – ε

Заявки bj 20 20 43 83

Це на цик ла, на чи на ю ще го ся в клет ке (2, 2) табл. 4, так же от ри -
ца тель на

γ3 = 4 – 5 + 4 – 5 = –2.

Од на ко по это му цик лу мож но пе ре не с ти толь ко пе ре воз ку,
рав ную ε. Тем не ме нее сде ла ем это и по лу чим но вый план (табл. 6).
Сто и мость это го пла на

L4 = L3 + γ3a22 = 355 + (–2)ε = 355 руб.

Таб ли ца 5

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3

A1
10 5 4

40 + ε 40 + ε

A2
6

20
4

ε
5

3 –  ε 23

A3
7 3

20 – ε
6 20 – ε

Заявки bj 20 20 43 83

Мож но убе дить ся, что в табл. 5 все цик лы, со от вет ст ву ю щие
ос тав шим ся сво бод ным ячей кам, име ют не от ри ца тель ную це ну,
по это му план, при ве ден ный в табл. 5, яв ля ет ся оп ти маль ным.

По ла гая в нем ε = 0, по лу чим окон ча тель ный оп ти маль ный
план с ми ни маль ной сто и мо с тью пе ре во зок

Lmin = 4 · 40 + 6 · 20 + 5 · 3 + 3 · 20 = 355 руб. (табл. 6).
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Содержание

2.4. Двойственная задача

Каж дой за да че ли ней но го про грам ми ро ва ния со от вет ст -
ву ет дру гая за да ча, на зы ва е мая двой ст вен ной или со пря -
жен ной по от но ше нию к ис ход ной.

Те о рия двой ст вен но с ти ока за лась по лез ной для про ве -
де ния ка че ст вен ных ис сле до ва ний ЗЛП.

Со дер жа тель ная ин тер пре та ция за да чи I об ис поль зо ва -
нии ре сур сов пред став ле на в ле вой ча с ти табл. 2.2.

В таб л. 2.2 bi, i = 1, 2, ..., т обо зна ча ет за пас ре сур са Si;
аij — чис ло еди ниц ре сур са Si , по треб ля е мо го при про из вод -
ст ве еди ни цы про дук ции Pj, j = 1, 2, ..., n; сj — при быль (вы -
руч ка) от ре а ли за ции еди ни цы про дук ции Pj (или це на про -
дук ции Pj).

Пред по ло жим, что не ко то рая ор га ни за ция ре ши ла за ку -
пить ре сур сы S1, S2, ..., Sm пред при я тия и не об хо ди мо ус та -
но вить оп ти маль ные це ны на эти ре сур сы y1, y2, ..., ym.

Оче вид но, что по ку па ю щая ор га ни за ция за ин те ре со ва на
в том, что бы за тра ты на все ре сур сы Z в ко ли че ст вах b1, b2, ..., bm
по це нам со от вет ст вен но y1, y2, ..., ym бы ли ми ни маль ны, т.е.

Z = b1y1 + b2y2 + ... + bm ym � min.

С дру гой сто ро ны, пред при я тие, про да ю щее ре сур сы, за -
ин те ре со ва но в том, что бы по лу чен ная вы руч ка бы ла не ме -
нее той сум мы, ко то рую пред при я тие мо жет по лу чить при
их пе ре ра бот ке в го то вую про дук цию.

На из го тов ле ние еди ни цы про дук ции Р1 рас хо ду ет ся а11
еди ниц ре сур са S1, а21 еди ниц ре сур са S2, ..., аi1 еди ниц ре -
сур са Si, ..., ат1 еди ниц ре сур са Sm по це не со от вет ст вен но
y1, y2, ..., yi, ..., ут. По это му для удов ле тво ре ния тре бо ва ний

Таб ли ца 6

�

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3

A1
10 5 4

40 40

A2
6

20
4 5

3 23

A3
7 3

20
6 20

Заявки bj 20 20 43 83
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2.4. Двойственная задача

Каж дой за да че ли ней но го про грам ми ро ва ния со от вет ст -
ву ет дру гая за да ча, на зы ва е мая двой ст вен ной или со пря -
жен ной по от но ше нию к ис ход ной.

Те о рия двой ст вен но с ти ока за лась по лез ной для про ве -
де ния ка че ст вен ных ис сле до ва ний ЗЛП.

Со дер жа тель ная ин тер пре та ция за да чи I об ис поль зо ва -
нии ре сур сов пред став ле на в ле вой ча с ти табл. 2.2.

В таб л. 2.2 bi, i = 1, 2, ..., т обо зна ча ет за пас ре сур са Si;
аij — чис ло еди ниц ре сур са Si , по треб ля е мо го при про из вод -
ст ве еди ни цы про дук ции Pj, j = 1, 2, ..., n; сj — при быль (вы -
руч ка) от ре а ли за ции еди ни цы про дук ции Pj (или це на про -
дук ции Pj).

Пред по ло жим, что не ко то рая ор га ни за ция ре ши ла за ку -
пить ре сур сы S1, S2, ..., Sm пред при я тия и не об хо ди мо ус та -
но вить оп ти маль ные це ны на эти ре сур сы y1, y2, ..., ym.

Оче вид но, что по ку па ю щая ор га ни за ция за ин те ре со ва на
в том, что бы за тра ты на все ре сур сы Z в ко ли че ст вах b1, b2, ..., bm
по це нам со от вет ст вен но y1, y2, ..., ym бы ли ми ни маль ны, т.е.

Z = b1y1 + b2y2 + ... + bm ym � min.

С дру гой сто ро ны, пред при я тие, про да ю щее ре сур сы, за -
ин те ре со ва но в том, что бы по лу чен ная вы руч ка бы ла не ме -
нее той сум мы, ко то рую пред при я тие мо жет по лу чить при
их пе ре ра бот ке в го то вую про дук цию.

На из го тов ле ние еди ни цы про дук ции Р1 рас хо ду ет ся а11
еди ниц ре сур са S1, а21 еди ниц ре сур са S2, ..., аi1 еди ниц ре -
сур са Si, ..., ат1 еди ниц ре сур са Sm по це не со от вет ст вен но
y1, y2, ..., yi, ..., ут. По это му для удов ле тво ре ния тре бо ва ний

Таб ли ца 6

�

Пунк ты
от прав ле ни я 

Пунк ты на зна че ни я
За па сы aiB1 B2 B3

A1
10 5 4

40 40

A2
6

20
4 5

3 23

A3
7 3

20
6 20

Заявки bj 20 20 43 83
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про дав ца за тра ты на ре сур сы, по треб ля е мые при из го тов ле -
нии еди ни цы про дук ции Р1, долж ны быть не ме нее ее це ны
с1, т.е.

а11y1 + а21y2 + ... + ат1ym � c1.

Ана ло гич но мож но со ста вить ог ра ни че ния в ви де не ра -
венств по каж до му ви ду про дук ции Р1, Р2, ..., Рn. Эко но ми -
ко�ма те ма ти че с кая мо дель и со дер жа тель ная ин тер пре та -
ция по лу чен ной та ким об ра зом двой ст вен ной за да чи II
при ве де ны в пра вой ча с ти табл. 2.2.

Таб ли ца 2.2

F = с1х1 + с2х2 + ... + сn хn � max
при ог ра ни че ни ях

и ус ло вии не от ри ца тель но с ти

х1 � 0, х2 � 0, ..., хn � 0.

Со ста вить та кой план вы пу с ка
про дук ции X = (х1, х2, ..., хn),
при ко то ром при быль (вы руч -
ка) F от ре а ли за ции про дук ции
бу дет мак си маль ной при ус ло -
вии, что по треб ле ние ре сур сов
по каж до му ви ду про дук ции не
пре взой дет име ю щих ся за па сов
b1, b2, …, bm

a11х1 + a12х2 + ... + a1n хn � b1,
a21х1 + a22х2 + ... + a2n хn � b2,
........................................................
am1х1 + am2х2 + ... + amn хn � bm







Z = b1y1 + b2y2 + ... + bm ym � min
при ог ра ни че ни ях

и ус ло вии не от ри ца тель но с ти

y1 � 0, y2 � 0, ..., ym � 0.

Най ти та кой на бор цен (оце нок)
ре сур сов Y = (y1, y2, ..., ym), при
ко то ром об щие за тра ты на ре -
сур сы Z бу дут ми ни маль ны ми
при ус ло вии, что за тра ты на ре -
сур сы при про из вод ст ве каж до го
ви да про дук ции бу дут не ме нее
при бы ли (вы руч ки) c1, c2, …, cn

от ре а ли за ции этой про дук ции

a11y1 + a21y2 + ... + am1ym � c1,
a12y1 + a22y2 + ... + am2ym � c2,
........................................................
a1n y1 + a2nх2 + ... + amn ym � cm







Задача I (исходная) Задача II (двойственная)

Це ны ре сур сов y1, y2, ..., ym в эко но ми че с кой ли те ра ту ре
по лу чи ли раз лич ные на зва ния: не яв ные, те не вые. Смысл
этих на зва ний со сто ит в том, что это ус лов ные, «не на сто я -
щие» це ны.

В от ли чие от внешних цен c1, c2, ..., cn на про дук цию, из ве -
ст ных, как пра ви ло, до на ча ла про из вод ст ва, це ны ре сур сов
y1, y2, ..., ym яв ля ют ся вну т рен ни ми, ибо они за да ют ся не из -
вне, а оп ре де ля ют ся не по сред ст вен но в ре зуль та те ре ше ния
за да чи, по это му их ча ще на зы ва ют оцен ка ми ре сур сов.

Рас смо т рим за да чи I и II ли ней но го про грам ми ро ва ния,
пред став лен ные в табл. 2.2, аб ст ра ги ру ясь от со дер жа тель -
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ной ин тер пре та ции па ра ме т ров, вхо дя щих в их эко но ми -
ко�ма те ма ти че с кие мо де ли.

Обе за да чи об ла да ют сле ду ю щи ми свой ствами.
1. В од ной за да че ищут мак си мум це ле вой функ ции,

в дру гой — ми ни мум.
2. Ко эф фи ци ен ты при пе ре мен ных в це ле вой функ ции

од ной за да чи яв ля ют ся сво бод ны ми чле на ми си с те мы ог ра -
ни че ний в дру гой.

3. Каж дая из за дач за да на в стан дарт ной фор ме, при чем
в за да че мак си ми за ции все не ра вен ст ва ви да «�», а в за да че
ми ни ми за ции — все не ра вен ст ва ви да «�».

4. Ма т ри цы ко эф фи ци ен тов при пе ре мен ных в си с те мах
ог ра ни че ний обе их за дач яв ля ют ся транс по ни ро ван ны ми
друг к дру гу:

для за да чи I A = ;

для за да чи II AТ = .

5. Чис ло не ра венств в си с те ме ог ра ни че ний од ной за да -
чи сов па да ет с чис лом пе ре мен ных в дру гой за да че.

6. Ус ло вия не от ри ца тель но с ти пе ре мен ных име ют ся
в обе их за да чах.

За да чи I и II ли ней но го про грам ми ро ва ния, об ла да ю щие
ука зан ны ми свой ст ва ми, на зы ва ют ся сим ме т рич ны ми вза -
им но двой ст вен ны ми за да ча ми. В даль ней шем для про сто ты
бу дем на зы вать их про сто двой ст вен ными за да ча ми.

Ис хо дя из пе ре чис лен ных вы ше свойств, мож но пред ло -
жить сле ду ю щий ал го ритм со став ле ния двой ствен ной
за дачи.

1. При ве с ти все не ра вен ст ва си с те мы ог ра ни че ний ис ход -
ной за да чи к од но му смыс лу: ес ли в ис ход ной за да че ищут
мак си мум ли ней ной функ ции, то все не ра вен ст ва си с те мы
ог ра ни че ний следует при ве с ти к ви ду «�», а ес ли ми ни -
мум — к ви ду «�». Для это го не ра вен ст ва, в ко то рых дан ное
тре бо ва ние не вы пол ня ет ся, необходимо ум но жить на –1.

2. Со ста вить рас ши рен ную ма т ри цу В, в ко то рую вклю -
чить ма т ри цу ко эф фи ци ен тов при пе ре мен ных А, стол бец
сво бод ных чле нов си с те мы ог ра ни че ний и стро ку ко эф фи -
ци ен тов при пе ре мен ных в це ле вой функ ции.
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ной ин тер пре та ции па ра ме т ров, вхо дя щих в их эко но ми -
ко�ма те ма ти че с кие мо де ли.

Обе за да чи об ла да ют сле ду ю щи ми свой ствами.
1. В од ной за да че ищут мак си мум це ле вой функ ции,

в дру гой — ми ни мум.
2. Ко эф фи ци ен ты при пе ре мен ных в це ле вой функ ции

од ной за да чи яв ля ют ся сво бод ны ми чле на ми си с те мы ог ра -
ни че ний в дру гой.

3. Каж дая из за дач за да на в стан дарт ной фор ме, при чем
в за да че мак си ми за ции все не ра вен ст ва ви да «�», а в за да че
ми ни ми за ции — все не ра вен ст ва ви да «�».

4. Ма т ри цы ко эф фи ци ен тов при пе ре мен ных в си с те мах
ог ра ни че ний обе их за дач яв ля ют ся транс по ни ро ван ны ми
друг к дру гу:

для за да чи I A = ;

для за да чи II AТ = .

5. Чис ло не ра венств в си с те ме ог ра ни че ний од ной за да -
чи сов па да ет с чис лом пе ре мен ных в дру гой за да че.

6. Ус ло вия не от ри ца тель но с ти пе ре мен ных име ют ся
в обе их за да чах.

За да чи I и II ли ней но го про грам ми ро ва ния, об ла да ю щие
ука зан ны ми свой ст ва ми, на зы ва ют ся сим ме т рич ны ми вза -
им но двой ст вен ны ми за да ча ми. В даль ней шем для про сто ты
бу дем на зы вать их про сто двой ст вен ными за да ча ми.

Ис хо дя из пе ре чис лен ных вы ше свойств, мож но пред ло -
жить сле ду ю щий ал го ритм со став ле ния двой ствен ной
за дачи.

1. При ве с ти все не ра вен ст ва си с те мы ог ра ни че ний ис ход -
ной за да чи к од но му смыс лу: ес ли в ис ход ной за да че ищут
мак си мум ли ней ной функ ции, то все не ра вен ст ва си с те мы
ог ра ни че ний следует при ве с ти к ви ду «�», а ес ли ми ни -
мум — к ви ду «�». Для это го не ра вен ст ва, в ко то рых дан ное
тре бо ва ние не вы пол ня ет ся, необходимо ум но жить на –1.

2. Со ста вить рас ши рен ную ма т ри цу В, в ко то рую вклю -
чить ма т ри цу ко эф фи ци ен тов при пе ре мен ных А, стол бец
сво бод ных чле нов си с те мы ог ра ни че ний и стро ку ко эф фи -
ци ен тов при пе ре мен ных в це ле вой функ ции.






a11
a12
...

a1n

a21
a22
...

a2n

...

...

...

...

am1
am2
...

amn











a11
a21
...

am1

a12
a22
...

am2

...

...

...

...

a1n
a2n
...

amn






2.4. Двойственная задача 71

3. Най ти ма т ри цу BT, транс по ни ро ван ную к ма т ри це В.
4. Сфор му ли ро вать двой ст вен ную за да чу на ос но ва нии

по лу чен ной ма т ри цы BT и ус ло вия не от ри ца тель но с ти пе -
ре мен ных.

При мер 2.6. Со ста вить за да чу, двой ст вен ную за да че

F = –х1 + 2х2 � max
при ог ра ни че ни ях

х1 � 0; х2 � 0.
Ре ше ние.
1. Так как ис ход ная за да ча да на на мак си ми за цию, то при ве дем

все не ра вен ст ва си с те мы ог ра ни че ний к ви ду «�», для че го обе ча -
с ти пер во го и чет вер то го не ра вен ст в ум но жим на –1. По лу чим

2. Со ста вим рас ши рен ную ма т ри цу си с те мы

B = .

По след няя стро ка в этой ма т ри це за пи са на для ко эф фи ци ен -
тов це ле вой функ ции.

3. За пи шем ма т ри цу BT, транс по ни ро ван ную к В,

BТ = .

4. В со от вет ст вии с ко эф фи ци ен та ми транс по ни ро ван ной ма т -
ри цы сфор му ли ру ем двой ст вен ную за да чу

Z = –у1 + 24у2 + 3у3 – 5у4 � min

при ог ра ни че ни ях

у1 � 0; у2 � 0; ...; у4 � 0. �





–2y1 – y2 + y3 – y4 � –1,
y1 + 4y2 – y3 – y4 � 2;

2х1 – х2 � 1,
–х1 + 4х2 � 24,
х1 – х2 � 3,
х1 + х2 � 5,
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–2х1 + х2 � 1,
–х1 + 4х2 � 24,
х1 – х2 � 3,
–х1 – х2 � 5.
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Вопросы и задания для самоконтроля
1. Сфор му ли руй те по ста нов ку за да чи оп ти маль но го уп -

рав ле ния.
2. Из ло жи те ал го ритм ре ше ния за да чи Ла г ран жа.
3. Сфор му ли руй те прин цип мак си му ма Пон т ря ги на.
4. Ка кие ог ра ни че ния на кла ды ва ет прин цип мак си му ма

Пон т ря ги на?
5. Дай те ма те ма ти че с кую фор му ли ров ку транс порт ной

за да чи.
6. Что на зы ва ет ся оп ти маль ным пла ном транс порт ной

за да чи?
7. Пе ре чис ли те свой ст ва двой ст вен ных за дач.
8. Ка кие за да чи на зы ва ют ся сим ме т рич ны ми вза им но

двой ст вен ны ми?
9. Из ло жи те ал го ритм со став ле ния двой ст вен ной за да чи.

Задачи для самостоятельного решения
1. Пе сок по став ля ет ся с двух ка рь е ров на три ком би на та стро -

и тель ных кон ст рук ций.
Та ри фы пе ре во зок гру зов оди на ко вы и про пор ци о наль ны рас -

сто я ни ям. Про из во ди тель ность ка рь е ров: K1 = 60 т/сут и K2 =
= 80 т/сут.

По треб но с ти ком би на тов: С1 = 30 т/сут, С2 = 50 т/сут, С3 =
= 60 т/сут.

Рас сто я ния меж ду ка рь е ра ми (пер вый ин декс) и ком би на та ми
(вто рой ин декс): r11 = 5 км, r12 = 6 км, r13 = 8 км, r21 = 7 км, r22 = 5 км,
r23 = 5 км.

Оп ре де лить, ка кое ко ли че ст во пе с ка не об хо ди мо по став лять
с каж до го ка рь е ра на каж дый ком би нат, что бы обес пе чить ми ни -
маль ные рас хо ды на транс пор ти ров ку.

2. Из трех хра ни лищ не об хо ди мо до ста вить уголь в пять ко тель -
ных. Ко ли че ст во уг ля в хра ни ли щах № 1—3 со от вет ст вен но рав но
40, 150 и 100 т. По треб но с ти ко тель ных № 1—5 в уг ле со став ля ют
со от вет ст вен но 20, 80, 90, 60 и 40 т.

Оп ре де лить, ка кое ко ли че ст во уг ля нуж но до ста вить с каж до -
го хра ни ли ща в каж дую ко тель ную так, что бы об щая сум ма за трат
на пе ре воз ку бы ла ми ни маль ной.

Сто и мость пе ре воз ки 1 т гру за в рублях да на в таб ли це.

Хра ни ли ща
Ко тель ные

1 2 3 4 5
1 70 30 50 40 20
2 60 20 30 10 70
3 30 50 20 60 40
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1. Сфор му ли руй те по ста нов ку за да чи оп ти маль но го уп -

рав ле ния.
2. Из ло жи те ал го ритм ре ше ния за да чи Ла г ран жа.
3. Сфор му ли руй те прин цип мак си му ма Пон т ря ги на.
4. Ка кие ог ра ни че ния на кла ды ва ет прин цип мак си му ма

Пон т ря ги на?
5. Дай те ма те ма ти че с кую фор му ли ров ку транс порт ной

за да чи.
6. Что на зы ва ет ся оп ти маль ным пла ном транс порт ной

за да чи?
7. Пе ре чис ли те свой ст ва двой ст вен ных за дач.
8. Ка кие за да чи на зы ва ют ся сим ме т рич ны ми вза им но

двой ст вен ны ми?
9. Из ло жи те ал го ритм со став ле ния двой ст вен ной за да чи.

Задачи для самостоятельного решения
1. Пе сок по став ля ет ся с двух ка рь е ров на три ком би на та стро -

и тель ных кон ст рук ций.
Та ри фы пе ре во зок гру зов оди на ко вы и про пор ци о наль ны рас -

сто я ни ям. Про из во ди тель ность ка рь е ров: K1 = 60 т/сут и K2 =
= 80 т/сут.

По треб но с ти ком би на тов: С1 = 30 т/сут, С2 = 50 т/сут, С3 =
= 60 т/сут.

Рас сто я ния меж ду ка рь е ра ми (пер вый ин декс) и ком би на та ми
(вто рой ин декс): r11 = 5 км, r12 = 6 км, r13 = 8 км, r21 = 7 км, r22 = 5 км,
r23 = 5 км.

Оп ре де лить, ка кое ко ли че ст во пе с ка не об хо ди мо по став лять
с каж до го ка рь е ра на каж дый ком би нат, что бы обес пе чить ми ни -
маль ные рас хо ды на транс пор ти ров ку.

2. Из трех хра ни лищ не об хо ди мо до ста вить уголь в пять ко тель -
ных. Ко ли че ст во уг ля в хра ни ли щах № 1—3 со от вет ст вен но рав но
40, 150 и 100 т. По треб но с ти ко тель ных № 1—5 в уг ле со став ля ют
со от вет ст вен но 20, 80, 90, 60 и 40 т.

Оп ре де лить, ка кое ко ли че ст во уг ля нуж но до ста вить с каж до -
го хра ни ли ща в каж дую ко тель ную так, что бы об щая сум ма за трат
на пе ре воз ку бы ла ми ни маль ной.

Сто и мость пе ре воз ки 1 т гру за в рублях да на в таб ли це.

Хра ни ли ща
Ко тель ные

1 2 3 4 5
1 70 30 50 40 20
2 60 20 30 10 70
3 30 50 20 60 40
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Гла ва 3
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ИГРЫ

3.1. Игра как модель конфликтной ситуации 
в принятии решения

На прак ти ке ча с то име ет ме с то си ту а ция, ког да при при -
ня тии ре ше ний дей ст ву ют две или бо лее сто роны, пре сле -
ду ю щих про ти во по лож ные це ли. Каж дая из сто рон мо жет
про во дить ме ро при я тия для до сти же ния сво их це лей, при -
чем ус пех од ной сто ро ны оз на ча ет не уда чу дру гих.

Та кие си ту а ции на зы ва ют ся кон фликт ны ми, они мо гут
воз ни кать, на при мер, при иг ре в шах ма ты, меж ду кон ку ри -
ру ю щи ми фир ма ми, при ар би т раж ных спо рах, вы бо рах
и т.д.

Раз дел ма те ма ти ки, изу ча ю щий кон фликт ные си ту а ции,
на зы ва ет ся те о ри ей игр.

Пе ре чис лим ос нов ные по ня тия те о рии игр:
• иг ра — уп ро щен ная фор ма ли зо ван ная ма те ма ти че с кая

мо дель кон фликт ной си ту а ции;
• иг ро ки — сто ро ны, уча ст ву ю щие в кон флик те;
• вы иг рыш (про иг рыш) — ис ход кон флик та;
• пра ви ла иг ры — си с те ма ус ло вий, оп ре де ля ю щих ва ри -

ан ты воз мож ных дей ст вий иг ро ков, ве ли чи ну вы иг ры ша
(про иг ры ша), к ко то ро му при во дит каж дая со во куп ность
дей ст вий иг ро ков, объ ем ин фор ма ции о по ве де нии дру гих
иг ро ков и т.п.;

• иг ра на зы ва ет ся пар ной, ес ли в ней уча ст ву ют два иг -
ро ка, и мно же ст вен ной, ес ли уча ст ву ет боль шее чис ло иг ро -
ков;

• иг ра на зы ва ет ся иг рой с ну ле вой сум мой (ан та го ни с ти -
че с кой), ес ли сум мар ный вы иг рыш од них иг ро ков ра вен
сум мар но му про иг ры шу дру гих.

Рас смо т рим сна ча ла пар ные иг ры с ну ле вой сум мой, в ко-
то рых уча ст ву ют иг ро ки А и В. При этом до го во рим ся о сле -
ду ю щей тер ми но ло гии.
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74 Глава 3. Математические игры

Бу дем счи тать, что ре зуль тат лю бой та кой иг ры вы ра жа -
ет ся не ко то рым чис лом (до пу с тим, де неж ных еди ниц), ко -
то рое на зо вем вы иг ры шем иг ро ка А и обо зна чим его a.

Ес ли иг рок А в дан ной иг ре про иг рал, то a — от ри ца тель -
ное чис ло, но все рав но бу дем на зы вать его вы иг ры шем.

Тог да то же са мое чис ло a — про иг рыш иг ро ка В. Ес ли иг -
рок В вы иг рал, то это чис ло, ес те ст вен но, от ри ца тель ное.

На зо вем стра те ги ей иг ро ка со во куп ность его дей ст вий
в про цес се од ной иг ры. Бу дем счи тать, что в дан ной иг ре все
ре ше ния каж до го иг ро ка из ве ст ны за ра нее, не за ви си мо от
дей ст вий дру го го иг ро ка.

При этом в рас по ря же нии каж до го иг ро ка име ет ся не од -
на (ина че от сут ст ву ет смысл иг ры), а не сколь ко или бес ко -
неч ное мно же ст во стра те гий, из ко то рых в дан ной иг ре он
вы би ра ет од ну.

Иг ра на зы ва ет ся ко неч ной, ес ли у каж до го иг ро ка ко неч -
ное чис ло стра те гий, и бес ко неч ной в про тив ном слу чае.
Оче вид но, что ес ли каж дый иг рок вы брал свою стра те гию,
то ис ход иг ры оп ре де лен.

Под ре ше ни ем иг ры бу дем по ни мать па ру стра те гий (по
од ной для каж до го иг ро ка), при ко то рой иг рок А дол жен по-
лу чить мак си маль ный вы иг рыш, ес ли иг рок В при дер жи ва -
ет ся сво ей стра те гии, а иг рок В дол жен иметь ми ни маль ный
про иг рыш, ес ли иг рок А при дер жи ва ет ся сво ей стра те гии.

Та кие стра те гии, со став ля ю щие ре ше ние иг ры, на зы ва -
ют ся оп ти маль ны ми.

Оп ти маль ные стра те гии долж ны удов ле тво рять ус ло вию
ус той чи во с ти, т.е. лю бо му иг ро ку долж но быть невы год но
от ка зы вать ся от сво ей оп ти маль ной стра те гии, ес ли дру гой
иг рок при дер жи ва ет ся сво ей оп ти маль ной стра те гии.

Глав ной за да чей те о рии игр яв ля ет ся оты с ка ние ре ше -
ния иг ры, т.е. вы бор оп ти маль ных стра те гий для каж до го
иг ро ка.

Ни же рас смо т рим стра те ги че с кие (ма т рич ные и би ма т -
рич ные) и ста ти с ти че с кие иг ры.

3.2. Матричные игры
Рас смо т рим пар ную ко неч ную иг ру с ну ле вой сум мой.

Пусть иг рок А рас по ла га ет m стра те ги я ми A1, A2, …, Am, а иг -
рок В рас по ла га ет n стра те ги я ми B1, B2, …, Bn.

В ре зуль та те вы бо ра иг ро ка ми ка кой�ли бо па ры стра те -
гий Ai и Bj од но знач но оп ре де ля ет ся ре зуль тат иг ры aij , ко -
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74 Глава 3. Математические игры

Бу дем счи тать, что ре зуль тат лю бой та кой иг ры вы ра жа -
ет ся не ко то рым чис лом (до пу с тим, де неж ных еди ниц), ко -
то рое на зо вем вы иг ры шем иг ро ка А и обо зна чим его a.

Ес ли иг рок А в дан ной иг ре про иг рал, то a — от ри ца тель -
ное чис ло, но все рав но бу дем на зы вать его вы иг ры шем.

Тог да то же са мое чис ло a — про иг рыш иг ро ка В. Ес ли иг -
рок В вы иг рал, то это чис ло, ес те ст вен но, от ри ца тель ное.

На зо вем стра те ги ей иг ро ка со во куп ность его дей ст вий
в про цес се од ной иг ры. Бу дем счи тать, что в дан ной иг ре все
ре ше ния каж до го иг ро ка из ве ст ны за ра нее, не за ви си мо от
дей ст вий дру го го иг ро ка.

При этом в рас по ря же нии каж до го иг ро ка име ет ся не од -
на (ина че от сут ст ву ет смысл иг ры), а не сколь ко или бес ко -
неч ное мно же ст во стра те гий, из ко то рых в дан ной иг ре он
вы би ра ет од ну.

Иг ра на зы ва ет ся ко неч ной, ес ли у каж до го иг ро ка ко неч -
ное чис ло стра те гий, и бес ко неч ной в про тив ном слу чае.
Оче вид но, что ес ли каж дый иг рок вы брал свою стра те гию,
то ис ход иг ры оп ре де лен.

Под ре ше ни ем иг ры бу дем по ни мать па ру стра те гий (по
од ной для каж до го иг ро ка), при ко то рой иг рок А дол жен по-
лу чить мак си маль ный вы иг рыш, ес ли иг рок В при дер жи ва -
ет ся сво ей стра те гии, а иг рок В дол жен иметь ми ни маль ный
про иг рыш, ес ли иг рок А при дер жи ва ет ся сво ей стра те гии.

Та кие стра те гии, со став ля ю щие ре ше ние иг ры, на зы ва -
ют ся оп ти маль ны ми.

Оп ти маль ные стра те гии долж ны удов ле тво рять ус ло вию
ус той чи во с ти, т.е. лю бо му иг ро ку долж но быть невы год но
от ка зы вать ся от сво ей оп ти маль ной стра те гии, ес ли дру гой
иг рок при дер жи ва ет ся сво ей оп ти маль ной стра те гии.

Глав ной за да чей те о рии игр яв ля ет ся оты с ка ние ре ше -
ния иг ры, т.е. вы бор оп ти маль ных стра те гий для каж до го
иг ро ка.

Ни же рас смо т рим стра те ги че с кие (ма т рич ные и би ма т -
рич ные) и ста ти с ти че с кие иг ры.

3.2. Матричные игры
Рас смо т рим пар ную ко неч ную иг ру с ну ле вой сум мой.

Пусть иг рок А рас по ла га ет m стра те ги я ми A1, A2, …, Am, а иг -
рок В рас по ла га ет n стра те ги я ми B1, B2, …, Bn.

В ре зуль та те вы бо ра иг ро ка ми ка кой�ли бо па ры стра те -
гий Ai и Bj од но знач но оп ре де ля ет ся ре зуль тат иг ры aij , ко -

то рый яв ля ет ся вы иг ры шем иг ро ка А (по ло жи тель ным или
от ри ца тель ным) и од но вре мен но про иг ры шем иг ро ка В.

Пред по ло жим, что зна че ния aij из ве ст ны для лю бой па -
ры стра те гий иг ро ков, и тог да их мож но за пи сать в фор ме
ма т ри цы.

Ма т ри ца

Q = (aij)m�n

на зы ва ет ся ма т ри цей иг ры (в не ко то рых кни гах — пла теж -
ной ма т ри цей или ма т ри цей по терь), а са ма иг ра в этом
слу чае обыч но на зы ва ет ся ма т рич ной иг рой.

Стро ки ма т ри цы со от вет ст ву ют стра те ги ям иг ро ка А,
а столб цы — стра те ги ям иг ро ка В. Для на гляд но с ти та кую
ма т ри цу ча с то пи шут в ви де таб ли цы

Bj
Ai

B1 B2 ... Bn

A1 a11 a12 ... a1n

A2 a21 a22 ... a2n

... ... ... ... ...
Am am1 am2 ... amn

Иг рок А стре мит ся обес пе чить се бе на и боль ший вы иг -
рыш, т.е. вы брать стра те гию Ai так, что бы ве ли чи на aij бы ла
мак си маль ной. Иг рок В стре мит ся сде лать свой про иг рыш
на и мень шим, т.е. так, что бы aij бы ла ми ни маль ной.

Та ким об ра зом, це ли иг ро ков яв ля ют ся пря мо про ти во -
по лож ны ми.

Здесь спе ци фи че с кой труд но с тью яв ля ет ся то, что ни
один иг рок не мо жет пол но стью кон тро ли ро вать aij, по сколь-
ку А вы би ра ет толь ко стро ку, а В — толь ко стол бец.

Пре одо ле ние этой труд но с ти, т.е. оп ре де ле ние на и бо лее
ра ци о наль но го спо со ба ве де ния иг ры для каж до го из иг ро -
ков, и пред став ля ет со бой сущ ность те о рии игр.

При мер 3.1. Иг рок А мо жет за пи сать од но из чи сел: 0 и 1. Иг -
рок В на зы ва ет чис ло, ко то рое, по его мне нию, за пи сал иг рок А.

Ели уга ды ва ет, то по лу ча ет от А од ну де неж ную еди ни цу, а ес -
ли не уга ды ва ет, то пла тит А столь ко же.

Со ста вить ма т ри цу иг ры.
Решение. Обо зна чим стра те гии иг ро ков:
А1 — иг рок А за пи сал 0;
А2 — иг рок А за пи сал 1;
В1 — иг рок В на зы ва ет 0;
В2 — иг рок В на зы ва ет 1.

3.2. Матричные игры 75
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76 Глава 3. Математические игры

Тог да ма т ри ца иг ры име ет вид

Q = . �

Рас смо т рим ма т рич ную иг ру с ма т ри цей

Q = .

Обо зна чим αi — на и мень ший вы иг рыш иг ро ка А при вы -
бо ре им стра те гии Ai при всех воз мож ных стра те ги ях иг ро -
ка В. αi — на и мень шее чис ло в i�й стро ке ма т ри цы иг ры, т.е.

αi = aij.

Сре ди всех на и мень ших чи сел αi в стро ках вы бе рем на и -
боль шее чис ло, обо зна чим его α и на зо вем ниж ней це ной иг -
ры или мак си ми ном

α = αi = aij.

Это га ран ти ро ван ный на и мень ший вы иг рыш иг ро ка А
при вы бо ре им стра те гии, со от вет ст ву ю щей α, и при лю бой
стра те гии иг ро ка В. Стра те гия иг ро ка А, со от вет ст ву ю щая
мак си ми ну, на зы ва ет ся мак си мин ной стра те ги ей.

Обо зна чим βj — на и боль ший про иг рыш иг ро ка В при вы -
бо ре им стра те гии Bj при всех воз мож ных стра те ги ях иг ро -
ка A. βj — на и боль шее чис ло в j�м столб це ма т ри цы иг ры, т.е.

βi = aij.

Сре ди всех чи сел βj в столб цах вы бе рем на и мень шее чис -
ло, обо зна чим его β и на зо вем верх ней це ной иг ры или ми ни -
мак сом

β = βj = aij.

Это га ран ти ро ван ный на и боль ший про иг рыш иг ро ка В
при вы бо ре им стра те гии, со от вет ст ву ю щей β, и при лю бой
стра те гии иг ро ка А. Стра те гия иг ро ка В, со от вет ст ву ю щая
ми ни мак су, на зы ва ет ся ми ни макс ной стра те ги ей.

Мож но до ка зать, что ниж няя це на иг ры не пре вос хо дит
верх ней це ны иг ры, т.е.

α � β.

Оче вид но, что мак си мин ная и ми ни макс ная стра те гии —
на и бо лее ос то рож ные стра те гии иг ро ков. Прин цип, дик ту -

min
j=1, ...,n

min
j=1, ...,n

max
i=1, ...,m

max
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76 Глава 3. Математические игры

Тог да ма т ри ца иг ры име ет вид

Q = . �

Рас смо т рим ма т рич ную иг ру с ма т ри цей

Q = .

Обо зна чим αi — на и мень ший вы иг рыш иг ро ка А при вы -
бо ре им стра те гии Ai при всех воз мож ных стра те ги ях иг ро -
ка В. αi — на и мень шее чис ло в i�й стро ке ма т ри цы иг ры, т.е.

αi = aij.

Сре ди всех на и мень ших чи сел αi в стро ках вы бе рем на и -
боль шее чис ло, обо зна чим его α и на зо вем ниж ней це ной иг -
ры или мак си ми ном

α = αi = aij.

Это га ран ти ро ван ный на и мень ший вы иг рыш иг ро ка А
при вы бо ре им стра те гии, со от вет ст ву ю щей α, и при лю бой
стра те гии иг ро ка В. Стра те гия иг ро ка А, со от вет ст ву ю щая
мак си ми ну, на зы ва ет ся мак си мин ной стра те ги ей.

Обо зна чим βj — на и боль ший про иг рыш иг ро ка В при вы -
бо ре им стра те гии Bj при всех воз мож ных стра те ги ях иг ро -
ка A. βj — на и боль шее чис ло в j�м столб це ма т ри цы иг ры, т.е.

βi = aij.

Сре ди всех чи сел βj в столб цах вы бе рем на и мень шее чис -
ло, обо зна чим его β и на зо вем верх ней це ной иг ры или ми ни -
мак сом

β = βj = aij.

Это га ран ти ро ван ный на и боль ший про иг рыш иг ро ка В
при вы бо ре им стра те гии, со от вет ст ву ю щей β, и при лю бой
стра те гии иг ро ка А. Стра те гия иг ро ка В, со от вет ст ву ю щая
ми ни мак су, на зы ва ет ся ми ни макс ной стра те ги ей.

Мож но до ка зать, что ниж няя це на иг ры не пре вос хо дит
верх ней це ны иг ры, т.е.

α � β.

Оче вид но, что мак си мин ная и ми ни макс ная стра те гии —
на и бо лее ос то рож ные стра те гии иг ро ков. Прин цип, дик ту -

min
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a11
a21
...

am1

a12
a22
...

am2

...

...

...

...

a1n
a2n
...

amn









–1
1

1
–1




ю щий иг ро кам вы бор та ких стра те гий, на зы ва ет ся прин ци -
пом ми ни мак са.

Ес ли α = β, то чис ло c = α = β на зы ва ет ся чи с той це ной
иг ры или про сто це ной иг ры.

Мак си мин ная и ми ни макс ная стра те гии в этом слу чае
яв ля ют ся оп ти маль ны ми стра те ги я ми, а их со во куп ность —
ре ше ни ем иг ры.

Дей ст ви тель но, так как чис ло c = β яв ля ет ся на и боль шим
в сво ем столб це, то иг ро ку А не вы год но от ка зы вать ся от
мак си мин ной стра те гии (т.е. пе ре дви гать ся вверх или вниз
по это му столб цу), ес ли иг рок В при дер жи ва ет ся ми ни макс-
ной стра те гии.

Ана ло гич но иг ро ку В не вы год но от ка зы вать ся от ми ни -
макс ной стра те гии, ес ли иг рок А при дер жи ва ет ся мак си -
мин ной стра те гии, по сколь ку чис ло c = α яв ля ет ся на и мень -
шим в сво ей стро ке.

Из вы ше ска зан но го сле ду ет, что па ра стра те гий Ai и Bj
да ет ре ше ние иг ры тог да и толь ко тог да, ког да со от вет ст ву -
ю щий ей эле мент aij яв ля ет ся од но вре мен но на и мень шим в сво-
ей стро ке и на и боль шим в сво ем столб це.

Ес ли в иг ре су ще ст ву ет та кая си ту а ция, то ука зан ный эле-
мент aij на зы ва ет ся сед ло вой точ кой, а са ма иг ра — иг рой с сед-
ло вой точ кой (по ана ло гии с по верх но с тью сед ла, ко то рая ис-
крив ля ет ся вверх в од ном на прав ле нии и вниз — в дру гом).

Иг ра с сед ло вой точ кой име ет це ну иг ры с = aij.
Иг ра с сед ло вой точ кой на зы ва ет ся спра вед ли вой, ес ли

c = 0, и не спра вед ли вой в про тив ном слу чае.

При мер 3.2. Оп ре де лить ниж нюю α и верх нюю β це ну иг ры,
за дан ной ма т ри цей

Q = .

Име ет ли иг ра сед ло вую точ ку? Ес ли да, то най ти ре ше ние иг ры.
Решение. Най дем α и β, за пол нив для удоб ст ва сле ду ю щую таб -

ли цу:
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6
7
6

8
8
6





B
A B1 B2 B3 αi

A1 5 6 8 5
A2 9 7 8 7
A3 7 6 6 6
βj 9 7 8 α = β = 7

3.2. Матричные игры 77
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Из таб ли цы очевид но, что мак си мин ная стра те гия — стра те -
гия A2 (со от вет ст ву ю щая α = 7), а ми ни макс ная стра те гия — стра -
те гия В2 (со от вет ст ву ю щая β = 7).

Так как α = β, то эле мент a22, на хо дя щий ся на пе ре се че нии вто -
рой стро ки и вто ро го столб ца, яв ля ет ся сед ло вой точ кой.

Па ра стра те гий (A2, B2) со став ля ет ре ше ние иг ры, по сколь ку
при α = β мак си мин ная и ми ни макс ная стра те гии яв ля ют ся оп ти -
маль ны ми.

Це на иг ры с = α = β = 7. �

3.3. Смешанные стратегии матричных игр
Ес ли α � β, то иг ра не име ет сед ло вой точ ки. В этом слу -

чае воз ни ка ют за труд не ния в оп ре де ле нии це ны иг ры и оп -
ти маль ных стра те гий иг ро ков. Рас смо т рим в ка че ст ве при -
ме ра та кую иг ру.

При мер 3.3. Иг ро ки А и В од но вре мен но не за ви си мо друг от
дру га за пи сы ва ют чис ло.

Иг рок А за пи сы ва ет 1 или 2, а иг рок В за пи сы ва ет 0 или 3. Ес -
ли сум ма за пи сан ных чи сел не чет на, то столь ко де неж ных еди ниц
иг рок В пла тит иг ро ку А, а ес ли сум ма чет на, то столь ко А пла тит В.

Най ти ре ше ние иг ры.
Решение. Обо зна чим стра те гии:
A1 — иг рок A за пи сал 1;
A2 — иг рок A за пи сал 2;
В1 — иг рок В за пи сал 0;
В2 — иг рок В за пи сал 3.
Ма т ри ца иг ры име ет вид

Q = .

Най дем α и β, для че го за пол ним таб ли цу




1
–2

–4
5




B
A B1 B2 αi

A1 1 –4 –4
A2 –2 5 –2

βj 1 5
α = –2

β = 1

Так как α � β, то яс но, что сед ло вая точ ка в этой иг ре от сут ст -
ву ет.

Из таб ли цы очевид но, что при мак си мин ной стра те гии А2 иг -
рок А мо жет га ран ти ро вать се бе вы иг рыш не мень ше –2, а иг рок В
при ми ни макс ной стра те гии В1 мо жет га ран ти ро вать се бе про иг -
рыш не боль ше 1.
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Из таб ли цы очевид но, что мак си мин ная стра те гия — стра те -
гия A2 (со от вет ст ву ю щая α = 7), а ми ни макс ная стра те гия — стра -
те гия В2 (со от вет ст ву ю щая β = 7).

Так как α = β, то эле мент a22, на хо дя щий ся на пе ре се че нии вто -
рой стро ки и вто ро го столб ца, яв ля ет ся сед ло вой точ кой.

Па ра стра те гий (A2, B2) со став ля ет ре ше ние иг ры, по сколь ку
при α = β мак си мин ная и ми ни макс ная стра те гии яв ля ют ся оп ти -
маль ны ми.

Це на иг ры с = α = β = 7. �

3.3. Смешанные стратегии матричных игр
Ес ли α � β, то иг ра не име ет сед ло вой точ ки. В этом слу -

чае воз ни ка ют за труд не ния в оп ре де ле нии це ны иг ры и оп -
ти маль ных стра те гий иг ро ков. Рас смо т рим в ка че ст ве при -
ме ра та кую иг ру.

При мер 3.3. Иг ро ки А и В од но вре мен но не за ви си мо друг от
дру га за пи сы ва ют чис ло.

Иг рок А за пи сы ва ет 1 или 2, а иг рок В за пи сы ва ет 0 или 3. Ес -
ли сум ма за пи сан ных чи сел не чет на, то столь ко де неж ных еди ниц
иг рок В пла тит иг ро ку А, а ес ли сум ма чет на, то столь ко А пла тит В.

Най ти ре ше ние иг ры.
Решение. Обо зна чим стра те гии:
A1 — иг рок A за пи сал 1;
A2 — иг рок A за пи сал 2;
В1 — иг рок В за пи сал 0;
В2 — иг рок В за пи сал 3.
Ма т ри ца иг ры име ет вид

Q = .

Най дем α и β, для че го за пол ним таб ли цу




1
–2

–4
5




B
A B1 B2 αi

A1 1 –4 –4
A2 –2 5 –2

βj 1 5
α = –2

β = 1

Так как α � β, то яс но, что сед ло вая точ ка в этой иг ре от сут ст -
ву ет.

Из таб ли цы очевид но, что при мак си мин ной стра те гии А2 иг -
рок А мо жет га ран ти ро вать се бе вы иг рыш не мень ше –2, а иг рок В
при ми ни макс ной стра те гии В1 мо жет га ран ти ро вать се бе про иг -
рыш не боль ше 1.

78 Глава 3. Математические игры 3.3. Смешанные стратегии матричных игр 79

Об ласть меж ду α и β яв ля ет ся как бы ни чей ной, и каж дый иг рок
мо жет по пы тать ся улуч шить свой ре зуль тат за счет этой об ла с ти.

От ме тим, что ес ли каж дый иг рок бу дет при дер жи вать ся прин ци -
па ми ни мак са (стра те гии А2 и В1), то каж дый раз вы иг рыш игро ка А
бу дет со став лять –2. Это не вы год но иг ро ку А, так как про иг рыш иг-
ро ка В, рав ный –2 (т.е. вы иг рыш 2), мень ше то го про иг ры ша, рав но-
го 1, ко то рый иг рок В обес пе чи ва ет се бе по прин ци пу ми ни мак са.

Иг ро ку А вы год но от ка зать ся от сво ей мак си мин ной стра те -
гии, ес ли В при дер жи ва ет ся ми ни макс ной, и при ме нить стра те -
гию А1. Тог да иг рок А вме с то вы иг ры ша –2 по лу чит вы иг рыш 1.
Прав да, тог да иг ро ку В бу дет вы год но от ка зать ся от стра те гии В1,
что бы иг рок А по лу чил вы иг рыш –4, и т.д.

То есть при каж дой па ре стра те гий од но му из иг ро ков вы год но
от ка зать ся от сво ей стра те гии, ес ли дру гой иг рок при дер жи ва ет ся
сво ей. А это зна чит, что па ры оп ти маль ных стра те гий нет и ре ше -
ние иг ры в та ких стра те ги ях не су ще ст ву ет. �

В та кой иг ре каж дый иг рок дол жен хра нить в се к ре те ту
стра те гию, ко то рую он со би ра ет ся при ме нить.

Од на ко как это сде лать? Ведь ес ли пар тия иг ра ет ся мно -
го крат но, а один из иг ро ков все вре мя при ме ня ет од ну и ту
же стра те гию, то вто рой иг рок, зная об этом, бу дет учи ты -
вать этот факт, вы би рая свою стра те гию.

Се к рет ность мож но со хра нить, ес ли каж дый раз вы би -
рать стра те гию слу чай ным об ра зом. Та кое по ве де ние то же
яв ля ет ся стра те ги ей и на зы ва ет ся сме шан ной стра те ги ей
в от ли чие от рас смо т рен ных ра нее чи с тых стра те гий А1,
А2, …, Аm, В1, В2, …, Вn. При этом про тив ник ли шен воз мож -
но с ти уз нать на пе ред о дей ст ви ях дру гой сто ро ны.

Итак, сме шан ная стра те гия SA иг ро ка А — это при ме не -
ние чи с тых стра те гий А1, А2, …, Аm слу чай ным об ра зом с ве -
ро ят но с тя ми со от вет ст вен но p1, p2, …, pm, при чем

pi = 1.

Сме шан ную стра те гию SA обыч но за пи сы ва ют в ви де
век то ра ве ро ят но с тей

SA = (p1, p2, …, pm).

Ана ло гич но сме шан ная стра те гия иг ро ка В име ет вид

SB = (q1, q2, … qn),

где qj — ве ро ят ность при ме не ния иг ро ком В стра те гии Bj,

а qj = 1.
n

Σ
j=1

m

Σ
i=1
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80 Глава 3. Математические игры

По сколь ку в сме шан ных стра те ги ях иг ро ки вы би ра ют
свои чи с тые стра те гии слу чай ным об ра зом и не за ви си мо друг
от дру га, иг ра име ет слу чай ный ха рак тер. Слу чай ной ста но вит-
ся и ве ли чи на вы иг ры ша иг ро ка А или про иг ры ша иг ро ка В.

В этом слу чае пред став ле ние о том, ка ко му иг ро ку вы -
год на дан ная иг ра при вы бран ных сме шан ных стра те ги ях
иг ро ков, да ет сред нее зна че ние вы иг ры ша иг ро ка А, ко то рое
яв ля ет ся функ ци ей SA и SB и оп ре де ля ет ся по фор му ле ма -
те ма ти че с ко го ожи да ния дву мер ной слу чай ной ве ли чи ны

f(SA, SB) = aij piqj .

Эту функ цию ча с то на зы ва ют функ ци ей по терь или пла -
теж ной функ ци ей.

Ре ше ни ем иг ры в этом слу чае яв ля ет ся па ра оп ти маль -
ных сме шан ных стра те гий

SA
* = (p*

1, p*
2, …, p*

m) и SB
* = (q*

1, q*
2, …, q*

n ),

об ла да ю щих тем же свой ст вом, что и для чи с тых стра те гий:
каж до му иг ро ку не вы год но от сту пать от сво ей оп ти маль -
ной сме шан ной стра те гии, ес ли дру гой иг рок при дер жи ва -
ет ся сво ей оп ти маль ной сме шан ной стра те гии.

Це ной иг ры c в та кой иг ре на зы ва ет ся сред ний вы иг рыш
иг ро ка А при оп ти маль ных сме шан ных стра те ги ях

c = f(S*A, S*B) = aij p*
i q*

j .

Це на иг ры с удов ле тво ря ет не ра вен ст ву

α � с � β,

где α и β — со от вет ст вен но ниж няя и верх няя це на иг ры.
Ос нов ной те о ре мой те о рии игр яв ля ет ся те о ре ма Ней -

ма на: каж дая ко неч ная иг ра име ет по край ней ме ре од но ре -
ше ние сре ди сме шан ных стра те гий.

Рас смо т рим иг ру с ма т ри цей (aij)2�2, яв ля ю щу ю ся про -
стей шим слу ча ем ма т рич ной иг ры:

• ес ли та кая иг ра име ет сед ло вую точ ку, то ре ше ние иг -
ры — па ра оп ти маль ных чи с тых стра те гий (мак си мин ная
и ми ни макс ная), со от вет ст ву ю щих этой точ ке;

• для иг ры, в ко то рой от сут ст ву ет сед ло вая точ ка, ре ше -
ние в со от вет ст вии с те о ре мой Ней ма на су ще ст ву ет и оп ре -
де ля ет ся па рой оп ти маль ных сме шан ных стра те гий

SA
* = (p*

1, p*
2 )   и  SB

* = (q*
1, q*

2 ).

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1
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80 Глава 3. Математические игры

По сколь ку в сме шан ных стра те ги ях иг ро ки вы би ра ют
свои чи с тые стра те гии слу чай ным об ра зом и не за ви си мо друг
от дру га, иг ра име ет слу чай ный ха рак тер. Слу чай ной ста но вит-
ся и ве ли чи на вы иг ры ша иг ро ка А или про иг ры ша иг ро ка В.

В этом слу чае пред став ле ние о том, ка ко му иг ро ку вы -
год на дан ная иг ра при вы бран ных сме шан ных стра те ги ях
иг ро ков, да ет сред нее зна че ние вы иг ры ша иг ро ка А, ко то рое
яв ля ет ся функ ци ей SA и SB и оп ре де ля ет ся по фор му ле ма -
те ма ти че с ко го ожи да ния дву мер ной слу чай ной ве ли чи ны

f(SA, SB) = aij piqj .

Эту функ цию ча с то на зы ва ют функ ци ей по терь или пла -
теж ной функ ци ей.

Ре ше ни ем иг ры в этом слу чае яв ля ет ся па ра оп ти маль -
ных сме шан ных стра те гий

SA
* = (p*

1, p*
2, …, p*

m) и SB
* = (q*

1, q*
2, …, q*

n ),

об ла да ю щих тем же свой ст вом, что и для чи с тых стра те гий:
каж до му иг ро ку не вы год но от сту пать от сво ей оп ти маль -
ной сме шан ной стра те гии, ес ли дру гой иг рок при дер жи ва -
ет ся сво ей оп ти маль ной сме шан ной стра те гии.

Це ной иг ры c в та кой иг ре на зы ва ет ся сред ний вы иг рыш
иг ро ка А при оп ти маль ных сме шан ных стра те ги ях

c = f(S*A, S*B) = aij p*
i q*

j .

Це на иг ры с удов ле тво ря ет не ра вен ст ву

α � с � β,

где α и β — со от вет ст вен но ниж няя и верх няя це на иг ры.
Ос нов ной те о ре мой те о рии игр яв ля ет ся те о ре ма Ней -

ма на: каж дая ко неч ная иг ра име ет по край ней ме ре од но ре -
ше ние сре ди сме шан ных стра те гий.

Рас смо т рим иг ру с ма т ри цей (aij)2�2, яв ля ю щу ю ся про -
стей шим слу ча ем ма т рич ной иг ры:

• ес ли та кая иг ра име ет сед ло вую точ ку, то ре ше ние иг -
ры — па ра оп ти маль ных чи с тых стра те гий (мак си мин ная
и ми ни макс ная), со от вет ст ву ю щих этой точ ке;

• для иг ры, в ко то рой от сут ст ву ет сед ло вая точ ка, ре ше -
ние в со от вет ст вии с те о ре мой Ней ма на су ще ст ву ет и оп ре -
де ля ет ся па рой оп ти маль ных сме шан ных стра те гий

SA
* = (p*

1, p*
2 )   и  SB

* = (q*
1, q*

2 ).

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1

3.3. Смешанные стратегии матричных игр 81

Здесь ве ро ят но с ти p*
1, p*

2 со от вет ст ву ют стра те ги ям А1,
А2, ве ро ят но с ти q*

1, q*
2 — стра те ги ям В1, В2.

Пусть ма т ри ца иг ры име ет вид

Q = .

Рас сма т ри вая функ цию по терь f(SA, SB) при при ме не -
нии сме шан ных стра те гий, мож но по лу чить си с те му урав -
не ний для на хож де ния оп ти маль ных сме шан ных стра те гий,
ре ше ние ко то рой име ет вид

p*
1 = ;   p*

2 = ;

q*
1 = ;   q*

2 = .

При мер 3.4. Най ти ре ше ние и це ну иг ры для опи сан ной ра нее
иг ры с за пи сью чи сел.

Решение. По лу чен ная вы ше ма т ри ца иг ры име ет вид

Q = .

Ре ше ние иг ры оп ре де ля ет ся сле ду ю щи ми ве ро ят но с тя ми:

p*
1 = = = = 0,58;

p*
2 = = = = 0,42;

q*
1 = = = = 0,75;

q*
2 = = = = 0,25.

Та ким об ра зом, мож но за пи сать

SA* = (0,58; 0,420);  SB* = (0,75; 0,25).

По лу чен ный ре зуль тат оз на ча ет, что оп ти маль ная сме шан ная
стра те гия иг ро ка А со сто ит в том, что бы при ме нять чи с тые стра -
те гии A1 и A2 слу чай ным об ра зом с ве ро ят но с тя ми со от вет ст вен -
но 0,58 и 0,42, а иг ро ка В — чи с тые стра те гии В1 и В2 — с ве ро ят -
но с тя ми 0,75 и 0,25.

Та ким об ра зом, при пра виль ной иг ре обо их иг ро ков на и бо лее
ча с то бу дет вы би рать ся па ра стра те гий (A1,В1), т.е. ча ще иг рок A бу -
дет за пи сы вать 1, чем 2, а иг рок В — 0, чем 3.

3
––
12

1 – (–2)
———————————————
1 + 5 – (–4) – (–2)

9
––
12

5 – (–4)
———————————————
1 + 5 – (–4) – (–2)

a11 – a21——————————————
a11 + a22 – a12 – a21

a22 – a12——————————————
a11 + a22 – a12 – a21

5
––
12

7
––
12

1 – (–4)
———————————————
1 + 5 – (–4) – (–2)

5 – (–2)
———————————————
1 + 5 – (–4) – (–2)

a11 – a12——————————————
a11 + a22 – a12 – a21

a22 – a21——————————————
a11 + a22 – a12 – a21




1
–2

–4
5




a11 – a21——————————————
a11 + a22 – a12 – a21

a22 – a12——————————————
a11 + a22 – a12 – a21

a11 – a12——————————————
a11 + a22 – a12 – a21

a22 – a21——————————————
a11 + a22 – a12 – a21




a11
a21

a12
a22
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82 Глава 3. Математические игры

Най дем це ну иг ры с, т.е. сред ний вы иг рыш иг ро ка А при оп ти -
маль ных сме шан ных стра те ги ях:

c = aij p*
i q*

j = a11p*
1q*

1 + a12p*
1q*

2 + a12p*
2q*

1 + a22p*
2q*

2 =

= 1 · 0,58 · 0,75 + (–4) · 0,58 · 0,25 + (–2) · 0,42 · 0,75 +
+ 5 · 0,42 · 0,25 = –0,25.

Это сред ний вы иг рыш иг ро ка А в од ной иг ре. Он от ри ца те лен,
сле до ва тель но, эта иг ра для иг ро ка А не вы год на, а вы год на для иг -
ро ка В. �

3.4. Биматричные игры
Рас смо т рим те перь иг ры с не ну ле вой сум мой, в ко то рых

ин те ре сы иг ро ков хо тя и не сов па да ют, но уже не о бя за тель -
но яв ля ют ся про ти во по лож ны ми.

Пусть, как и преж де, в рас по ря же нии иг ро ка А име ет ся
m стра те гий А1, А2, …, Аm, а в рас по ря же нии иг ро ка В —
n стра те гий В1, В2, …, Вn.

При этом ес ли иг рок А вы брал стра те гию Аi, а иг рок В —
стра те гию Вj, то вы иг рыш иг ро ка А ра вен не ко то ро му чис лу
aij, а вы иг рыш иг ро ка В — не ко то ро му чис лу bij.

Тог да вы иг ры ши каж до го иг ро ка мож но све с ти в от дель -
ные ма т ри цы

A = (aij)m�n ,  B = (bij)m�n.

Иг ры с не ну ле вой сум мой ча с то на зы ва ют би ма т рич ны -
ми иг ра ми.

Рас смо т рен ные ра нее ма т рич ные иг ры с ну ле вой сум мой
мож но счи тать ча ст ным слу ча ем би ма т рич ных игр, где ма т -
ри ца вы иг ры шей иг ро ка В про ти во по лож на ма т ри це вы иг -
ры шей иг ро ка А, т.е.

bij = –aij , i = 1, …, m; j = 1, …, n.

Рас смо т рим один из клас си че с ких при ме ров би ма т рич -
ной иг ры.

При мер 3.5. «Ди лем ма уз ни ков». Два уз ни ка на хо дят ся под
об ви не ни ем в сов ме ст ном со вер ше нии пре ступ ле ния при от сут ст -
вии пря мых улик.

При этом каж дый уз ник (на зо вем их иг ро ка ми А и В) име ет
две стра те гии по ве де ния:

А1, В1 — уз ник не со зна ет ся в сов ме ст ном со вер ше нии пре ступ -
ле ния;

2

Σ
j=1

2

Σ
i=1
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82 Глава 3. Математические игры

Най дем це ну иг ры с, т.е. сред ний вы иг рыш иг ро ка А при оп ти -
маль ных сме шан ных стра те ги ях:

c = aij p*
i q*

j = a11p*
1q*

1 + a12p*
1q*

2 + a12p*
2q*

1 + a22p*
2q*

2 =

= 1 · 0,58 · 0,75 + (–4) · 0,58 · 0,25 + (–2) · 0,42 · 0,75 +
+ 5 · 0,42 · 0,25 = –0,25.

Это сред ний вы иг рыш иг ро ка А в од ной иг ре. Он от ри ца те лен,
сле до ва тель но, эта иг ра для иг ро ка А не вы год на, а вы год на для иг -
ро ка В. �

3.4. Биматричные игры
Рас смо т рим те перь иг ры с не ну ле вой сум мой, в ко то рых

ин те ре сы иг ро ков хо тя и не сов па да ют, но уже не о бя за тель -
но яв ля ют ся про ти во по лож ны ми.

Пусть, как и преж де, в рас по ря же нии иг ро ка А име ет ся
m стра те гий А1, А2, …, Аm, а в рас по ря же нии иг ро ка В —
n стра те гий В1, В2, …, Вn.

При этом ес ли иг рок А вы брал стра те гию Аi, а иг рок В —
стра те гию Вj, то вы иг рыш иг ро ка А ра вен не ко то ро му чис лу
aij, а вы иг рыш иг ро ка В — не ко то ро му чис лу bij.

Тог да вы иг ры ши каж до го иг ро ка мож но све с ти в от дель -
ные ма т ри цы

A = (aij)m�n ,  B = (bij)m�n.

Иг ры с не ну ле вой сум мой ча с то на зы ва ют би ма т рич ны -
ми иг ра ми.

Рас смо т рен ные ра нее ма т рич ные иг ры с ну ле вой сум мой
мож но счи тать ча ст ным слу ча ем би ма т рич ных игр, где ма т -
ри ца вы иг ры шей иг ро ка В про ти во по лож на ма т ри це вы иг -
ры шей иг ро ка А, т.е.

bij = –aij , i = 1, …, m; j = 1, …, n.

Рас смо т рим один из клас си че с ких при ме ров би ма т рич -
ной иг ры.

При мер 3.5. «Ди лем ма уз ни ков». Два уз ни ка на хо дят ся под
об ви не ни ем в сов ме ст ном со вер ше нии пре ступ ле ния при от сут ст -
вии пря мых улик.

При этом каж дый уз ник (на зо вем их иг ро ка ми А и В) име ет
две стра те гии по ве де ния:

А1, В1 — уз ник не со зна ет ся в сов ме ст ном со вер ше нии пре ступ -
ле ния;

2

Σ
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2
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А2, В2 — уз ник со зна ет ся в сов ме ст ном со вер ше нии пре ступ ле -
ния.

Ес ли ни тот, ни дру гой уз ник не со зна ют ся, то оба по лу чат по
1 го ду тюрь мы, ес ли оба со зна ют ся — по 6 лет тюрь мы.

Но ес ли со зна ет ся толь ко один из них, а дру гой не со зна ет ся,
то со знав ший ся бу дет вы пу щен на сво бо ду, а не со знав ший ся по -
лу чит 9 лет тюрь мы. Та ко му со бы тию со от вет ст ву ют стра те гии А1,
В2 и А2, В1.

Со ста вить ма т ри цы вы иг ры шей для иг ро ков.
Решение. Ес ли счи тать год тюрь мы за вы иг рыш, рав ный (–1),

то ма т ри цы вы иг ры шей А и В та кой би ма т рич ной иг ры име ют вид

A = ;   B = . �

В об щем слу чае би ма т рич ной иг ры воз ни ка ет во прос, ка -
кие стра те гии вы би рать иг ро кам для раз ре ше ния мо де ли ру -
е мой кон фликт ной си ту а ции, т.е. что по ни мать под ре ше ни -
ем би ма т рич ной иг ры.

Пред по ло жим сна ча ла, что иг ро кам по пра ви ла ми иг ры
за пре ще но кон суль ти ро вать ся друг с дру гом и со гла со вы -
вать свои дей ст вия.

В этом слу чае ин те ре сы иг ро ков не сов па да ют, по это му
для ре ше ния иг ры не об хо ди мо най ти та кой ком про мисс,
ко то рый был бы при ем ле мым для обо их иг ро ков. То есть
нуж но най ти та кую рав но вес ную си ту а цию, от кло не ние от
ко то рой умень ша ет вы иг рыш от кло ня ю ще го ся иг ро ка при
со хра не нии дру гим иг ро ком сво е го вы бо ра.

По сколь ку, как бы ло ус та нов ле но ра нее, лю бая ма т рич -
ная иг ра в сме шан ных стра те ги ях раз ре ши ма, ра зум но
и в би ма т рич ных иг рах сра зу пе рей ти к сме шан ным стра те -
ги ям иг ро ков

SA = (p1, p2, …, pm)   и  SB = (q1, q2, …, qn).

Тог да сред ние вы иг ры ши иг ро ков оп ре де ля ют ся по фор -
му лам

cA = aij piqj ;   cB = bij piqj.

Ог ра ни чим ся слу ча ем рас смо т ре ния би ма т рич ной иг ры
2 � 2, ког да у каж до го иг ро ка име ет ся по две стра те гии

SA = (p1, p2)   и  SB = (q1, q2).

Обо зна чим ве ро ят но с ти

p1 = p;   p2 = 1 – p;   q1 = q;   q2 = 1 – q. (3.1)
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84 Глава 3. Математические игры

Тог да сов ме ст ная сме шан ная стра те гия обо их иг ро ков
мо жет быть пред став ле на сле ду ю щим об ра зом:

SAB = (p, q),

а сред ние вы иг ры ши иг ро ков оп ре де ля ют ся по фор му лам

cA (p, q) =
= a11 pq + a12 p(1 – q) + a21(1 – p)q + a22 (1 – p)(1 – q);

(3.2)
cB (p, q) =
= b11 pq + b12 p(1 – q) + b21 (1 – p)q + b22 (1 – p)(1 – q).

Сфор му ли ру ем ос нов ное оп ре де ле ние в сме шан ных
стра те ги ях.

Бу дем счи тать, что сме шан ная стра те гия S*AB = (p*, q*) оп -
ре де ля ет рав но вес ную си ту а цию, ес ли для лю бых p и q,
удов ле тво ря ю щих ус ло ви ям

0 � p � 1;  0 � q � 1,

од но вре мен но вы пол ня ют ся не ра вен ст ва
сA (p, q*) � сA (p*, q*);  сB (p*, q) � сB (p*, q*).

Эти не ра вен ст ва оз на ча ют, что си ту а ция, оп ре де ля е мая
сме шан ной стра те ги ей S*AB = (p*, q*), яв ля ет ся рав но вес ной,
ес ли от кло не ние от нее од но го из иг ро ков при ус ло вии, что
дру гой со хра ня ет свой вы бор стра те гий, не при во дит к уве -
ли че нию вы иг ры ша пер во го.

От сю да сле ду ет, что ес ли су ще ст ву ет рав но вес ная си ту а -
ция (точ ка рав но ве сия), то от кло не ние от нее каж до му иг -
ро ку в от дель но с ти не вы год но.

Спра вед ли ва те о ре ма Нэ ша: вся кая би ма т рич ная иг ра име-
ет хо тя бы одну точ ку рав но ве сия в сме шан ных стра те ги ях.

Как след ст вие из те о ре мы мож но по ка зать: для то го что -
бы в би ма т рич ной иг ре 2 � 2, в ко то рой

A = ;   B = , (3.3)

сме шан ная стра те гия S*AB = (p*, q*) оп ре де ля ла точ ку рав но -
ве сия, не об хо ди мо и до ста точ но од но вре мен ное вы пол не -
ние сле ду ю щих не ра венств:

(p* – 1)(Cq* – E) � 0;
p*(Cq* – E) � 0;
(q* – 1)(Dp* – F) � 0; (*)
q*(Dp* – F) � 0;
0 � p* � 1;
0 � q* � 1,
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Тог да сов ме ст ная сме шан ная стра те гия обо их иг ро ков
мо жет быть пред став ле на сле ду ю щим об ра зом:

SAB = (p, q),

а сред ние вы иг ры ши иг ро ков оп ре де ля ют ся по фор му лам

cA (p, q) =
= a11 pq + a12 p(1 – q) + a21(1 – p)q + a22 (1 – p)(1 – q);

(3.2)
cB (p, q) =
= b11 pq + b12 p(1 – q) + b21 (1 – p)q + b22 (1 – p)(1 – q).

Сфор му ли ру ем ос нов ное оп ре де ле ние в сме шан ных
стра те ги ях.

Бу дем счи тать, что сме шан ная стра те гия S*AB = (p*, q*) оп -
ре де ля ет рав но вес ную си ту а цию, ес ли для лю бых p и q,
удов ле тво ря ю щих ус ло ви ям

0 � p � 1;  0 � q � 1,

од но вре мен но вы пол ня ют ся не ра вен ст ва
сA (p, q*) � сA (p*, q*);  сB (p*, q) � сB (p*, q*).

Эти не ра вен ст ва оз на ча ют, что си ту а ция, оп ре де ля е мая
сме шан ной стра те ги ей S*AB = (p*, q*), яв ля ет ся рав но вес ной,
ес ли от кло не ние от нее од но го из иг ро ков при ус ло вии, что
дру гой со хра ня ет свой вы бор стра те гий, не при во дит к уве -
ли че нию вы иг ры ша пер во го.

От сю да сле ду ет, что ес ли су ще ст ву ет рав но вес ная си ту а -
ция (точ ка рав но ве сия), то от кло не ние от нее каж до му иг -
ро ку в от дель но с ти не вы год но.

Спра вед ли ва те о ре ма Нэ ша: вся кая би ма т рич ная иг ра име-
ет хо тя бы одну точ ку рав но ве сия в сме шан ных стра те ги ях.

Как след ст вие из те о ре мы мож но по ка зать: для то го что -
бы в би ма т рич ной иг ре 2 � 2, в ко то рой

A = ;   B = , (3.3)

сме шан ная стра те гия S*AB = (p*, q*) оп ре де ля ла точ ку рав но -
ве сия, не об хо ди мо и до ста точ но од но вре мен ное вы пол не -
ние сле ду ю щих не ра венств:

(p* – 1)(Cq* – E) � 0;
p*(Cq* – E) � 0;
(q* – 1)(Dp* – F) � 0; (*)
q*(Dp* – F) � 0;
0 � p* � 1;
0 � q* � 1,
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где С = a11 – a12 – a21 + a22; E = a22 – a12; 
D = b11 – b12 – b21 + b22 ; F = b22 – b21.

Воз вра тим ся к при ме ру 3.5 о «ди лем ме уз ни ков».

При мер 3.6. Най ти в пре ды ду щей за да че «ди лем мы уз ни ков»
оп ти маль ные стра те гии иг ро ков и рав но вес ную точ ку иг ры без со -
гла со ва ния дей ст вий иг ро ков.

Решение. В со от вет ст вии с ма т ри ца ми вы иг ры шей А и В, при -
ве ден ны ми ра нее, вы чис лим ве ли чи ны C, D, E, F:

С = –1 – (–9) – 0 + (–6) = 2; D = –1 – 0 – (–9) + (–6) = 2;

E = –6 – (–9) = 3; F = –6 – (–9) = 3.

Под став ляя эти зна че ния в си с те му (*), по лу чим си с те му не ра -
венств, оп ре де ля ю щую точ ку рав но ве сия:

(p* – 1)(2q* – 3) � 0;
p*(2q* – 3) � 0;
(q* – 1)(2p* – 3) � 0; (**)
q*(2p* – 3) � 0;
0 � p* � 1;
0 � q* � 1.

Пу тем под ста нов ки р* = 0, q* = 0 в по лу чен ную си с те му не ра -
венств (**) не труд но убе дить ся, что стра те гия S *AB = (0, 0) яв ля -
ет ся ре ше ни ем си с те мы не ра венств, а сле до ва тель но, она яв ля ет ся
рав но вес ной точ кой рас сма т ри ва е мой би ма т рич ной иг ры.

Дру гих ре ше ний си с те мы (**) нет, по сколь ку при

0 < p* � 1   и 0 � q* � 1

ле вая часть вто ро го не ра вен ст ва от ри ца тель на, а при

0 < q* � 1   и 0 � p* � 1

ле вая часть чет вер то го не ра вен ст ва от ри ца тель на. Так как p*1 = p* =
= 0; p*2 = 1 – p* =1; q*1 = q* = 0; q*2 = 1 – q* = 1, то оп ти маль ны ми
сме шан ны ми стра те ги я ми иг ро ков яв ля ют ся S *A = (0, 1); S *B = (0, 1).

То есть ре ше ни ем иг ры яв ля ет ся вы бор с ве ро ят но с тью 1 каж -
дым уз ни ком вто рой чи с той стра те гии A2 и B2 — со знать ся в сов -
ме ст ном со вер ше нии пре ступ ле ния.

При этом вы иг рыш каж до го уз ни ка в точ ке рав но ве сия ра вен
c*A = c*B = –6.

Оче вид но, что ес ли один из уз ни ков ре шит из ме нить свою
стра те гию и вы бе рет пер вую чи с тую стра те гию, то он вы иг ра ет –9,
т.е. про иг ра ет боль ше, чем в точ ке рав но ве сия, ес ли дру гой уз ник
бу дет при дер жи вать ся рав но вес ной стра те гии. �
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Содержание

3.5. Кооперативные игры
Пусть те перь в иг ре с не ну ле вой сум мой иг ро кам раз ре -

ша ет ся об суж дать пе ред иг рой свои стра те гии и до го ва ри -
вать ся о сов ме ст ных дей ст ви ях. Та кая би ма т рич ная иг ра
на зы ва ет ся ко о пе ра тив ной иг рой.

Пусть S — мно же ст во то чек на ко ор ди нат ной пло с ко сти
cA, cB оп ре де ля ет воз мож ные вы иг ры ши иг ро ков (рис. 3.1).
При этом S яв ля ет ся вы пук лым, за мк ну тым и ог ра ни чен -
ным мно же ст вом.

На не сем на эту ко ор ди нат ную пло с кость точ ку T, ко ор ди-
на ты ко то рой рав ны мак си маль ным вы иг ры шам иг ро ков, обес-
пе чен ным им без вступ ле ния в пе ре го во ры друг с дру гом.

Точ ку T ча с то на зы ва ют точ кой уг ро зы. В этой точ ке
каж дый из иг ро ков, дей ст вуя в оди ноч ку, не мо жет уве ли -
чить свой вы иг рыш. Тог да эта точ ка яв ля ет ся точ кой рав но -
ве сия би ма т рич ной иг ры.

Пусть точ ка рав но ве сия яв ля ет ся един ст вен ной. Тог да
ко ор ди на та ми точ ки уг ро зы Т яв ля ют ся вы иг ры ши иг ро ков
в точ ке рав но ве сия c*A и c*B. В про тив ном слу чае для на -
хожде ния точ ки уг ро зы по тре бо ва лась бы до пол ни тель ная
ин фор ма ция.

Яс но, что на и боль шие воз мож ные вы иг ры ши иг ро ков
на хо дят ся на верх ней пра вой ча с ти гра ни цы мно же ст ва S.

Эту часть гра ни цы (а, в) обыч но на зы ва ют па ре то-оп ти -
маль ным мно же ст вом, а каж дую точ ку на ней — па ре то-
опти маль ной си ту а ци ей.

В лю бой та кой си ту а ции иг ро ки, да же дей ст вуя сов ме ст -
но, не мо гут уве ли чить вы иг рыш од но го из них, не умень шая
вы иг ры ша дру го го. По это му це лью вступ ле ния иг ро ков в пе-

Рис. 3.1. Область возможных выигрышей игроков
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3.5. Кооперативные игры
Пусть те перь в иг ре с не ну ле вой сум мой иг ро кам раз ре -

ша ет ся об суж дать пе ред иг рой свои стра те гии и до го ва ри -
вать ся о сов ме ст ных дей ст ви ях. Та кая би ма т рич ная иг ра
на зы ва ет ся ко о пе ра тив ной иг рой.

Пусть S — мно же ст во то чек на ко ор ди нат ной пло с ко сти
cA, cB оп ре де ля ет воз мож ные вы иг ры ши иг ро ков (рис. 3.1).
При этом S яв ля ет ся вы пук лым, за мк ну тым и ог ра ни чен -
ным мно же ст вом.

На не сем на эту ко ор ди нат ную пло с кость точ ку T, ко ор ди-
на ты ко то рой рав ны мак си маль ным вы иг ры шам иг ро ков, обес-
пе чен ным им без вступ ле ния в пе ре го во ры друг с дру гом.

Точ ку T ча с то на зы ва ют точ кой уг ро зы. В этой точ ке
каж дый из иг ро ков, дей ст вуя в оди ноч ку, не мо жет уве ли -
чить свой вы иг рыш. Тог да эта точ ка яв ля ет ся точ кой рав но -
ве сия би ма т рич ной иг ры.

Пусть точ ка рав но ве сия яв ля ет ся един ст вен ной. Тог да
ко ор ди на та ми точ ки уг ро зы Т яв ля ют ся вы иг ры ши иг ро ков
в точ ке рав но ве сия c*A и c*B. В про тив ном слу чае для на -
хожде ния точ ки уг ро зы по тре бо ва лась бы до пол ни тель ная
ин фор ма ция.

Яс но, что на и боль шие воз мож ные вы иг ры ши иг ро ков
на хо дят ся на верх ней пра вой ча с ти гра ни цы мно же ст ва S.

Эту часть гра ни цы (а, в) обыч но на зы ва ют па ре то-оп ти -
маль ным мно же ст вом, а каж дую точ ку на ней — па ре то-
опти маль ной си ту а ци ей.

В лю бой та кой си ту а ции иг ро ки, да же дей ст вуя сов ме ст -
но, не мо гут уве ли чить вы иг рыш од но го из них, не умень шая
вы иг ры ша дру го го. По это му це лью вступ ле ния иг ро ков в пе-

Рис. 3.1. Область возможных выигрышей игроков
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ре го во ры долж но быть до сти же ние па ре то-оп ти маль ной си -
ту а ции.

В этом слу чае есть смысл ве с ти пе ре го во ры о до сти же нии
па ре то-оп ти маль ной си ту а ции, толь ко на хо дя щей ся вы ше
го ри зон таль ной ли нии cB = c*B и пра вее вер ти каль ной ли нии
cA = c*A, зна че ния вы иг ры шей c*A и c*B до сти га ют ся и при дей -
ст ви ях в оди ноч ку.

По это му часть па ре то-оп ти маль но го мно же ст ва, со дер -
жа щая та кие си ту а ции, на зы ва ет ся пе ре го вор ным мно же ст -
вом, ко то рое со дер жит точ ку ре ше ния N.

Точ кой ре ше ния Нэ ша на зы ва ет ся точ ка N, в ко то рой до -
сти га ет ся мак си мум про из ве де ния

N(p, q) = (cA – c*
A)(cB – c*

B) � max, (3.4)

где (cA – c*A) и (cB – c*B) — пре вы ше ния вы иг ры шей иг ро ков
над те ми вы иг ры ша ми, ко то рые мо гут быть по лу че ны без
вступ ле ния в пе ре го во ры.

Мож но до ка зать, что ес ли мно же ст во S вы пук ло, за мк ну -
то и ог ра ни че но, то точ ка ре ше ния Нэ ша су ще ст ву ет и яв ля -
ет ся един ст вен ной.

При мер 3.7. В за да че «ди лем мы уз ни ков» най ти оп ти маль ные
стра те гии иг ро ков (точ ку ре ше ния Нэ ша) в слу чае их со гла со ван -
ных дей ст вий.

Решение. Для на хож де ния точ ки ре ше ния Нэ ша нуж но най ти
зна че ния ве ро ят но с тей p и q, ле жа щих на от рез ке [0, 1], при ко то -
рых до сти га ет ся на и боль шее зна че ние функ ции (3.4).

Для вы чис ле ния сред них вы ра же ний cA (p, q) и cB (p, q) вы пи -
шем эле мен ты ма т риц А и В из ус ло вия за да чи

A = ;   B = .

Срав ни вая эти ма т ри цы с ма т ри ца ми (3.3), за пи шем

а11 = –1; а12 = –9; а21 = 0; а22 = –6;
b11 = –1; b12 = 0; b21 = –9; b22 = –6.

Под став ляя эти зна че ния в вы ра же ние (3.2), по лу чим

cA (p, q) = –pq – 9p(1 – q) – 6(1 – p)(1 – q) =
= –6 – 3p + 6q + 2pq;

cB (p, q) = –pq – 9q(1 – q) – 6(1 – p)(1 – q) =
= –6 – 3q + 6p + 2pq.

Так как вы иг рыш каж до го уз ни ка в един ст вен ной точ ке рав но -
ве сия был оп ре де лен в пре ды ду щем при ме ре и со став лял c*

A = c*
B =

= –6, то в со от вет ст вии с фор му лой (3.4) по лу чим
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88 Глава 3. Математические игры

N(p, q) = (–3p + 6q + 2pq)(–3q + 6p + 2pq) =
= 45pq – 18(p2 + q2) + 6pq(p + q) + 4p2q2.

Мож но по ка зать, что функ ция N(p, q) име ет мак си маль ное
зна че ние, ког да p = q. Та ким об ра зом, по след нее вы ра же ние мож -
но пе ре пи сать в ви де

N(p) = 9p2 + 12p3 + 4p4.

Лег ко про ве рить, что эта функ ция яв ля ет ся воз ра с та ю щей на
от рез ке [0, 1]. По это му N(p) до сти га ет на и боль ше го зна че ния при
p = 1, а, сле до ва тель но, точ кой ре ше ния Нэ ша яв ля ет ся точ ка,
в ко то рой p = 1, q = 1.

В со от вет ст вии с при ня ты ми обо зна че ни я ми (3.1)

p1 = p = 1; q1 = q = 1.

Ве ро ят но с ти p1 и q1 со от вет ст ву ют стра те ги ям А1, В1 со от вет -
ст вен но.

Итак, в ко о пе ра тив ной иг ре «ди лем ма уз ни ков» обо им иг ро -
кам сле ду ет при ме нять стра те гии A1 и B1 , т.е. не со зна вать ся в сов -
ме ст ном со вер ше нии пре ступ ле ния.

Тог да вы иг рыш каж до го из них бу дет ра вен –1, т.е. боль ше, чем
вы иг рыш –6 в точ ке рав но ве сия би ма т рич ной иг ры без со гла со ва -
ния стра те гий иг ро ков. �

3.6. Статистические игры. Принятие решения 
в условиях полной неопределенности

Иг ры, ко то рые бы ли рас смо т ре ны вы ше, ча с то на зы ва ют
стра те ги че с ки ми иг ра ми. В их ос но ве ле жит пред по ло же -
ние о том, что каж дый иг рок дей ст ву ет ак тив но и стре мит -
ся, по воз мож но с ти, ис поль зо вать свою оп ти маль ную стра -
те гию для по лу че ния на и боль ше го вы иг ры ша.

Од на ко во мно гих прак ти че с ких си ту а ци ях один из иг -
ро ков ока зы ва ет ся ней т раль ным и не стре мит ся из влечь
вы го ды. В ка че ст ве та ко го иг ро ка ча с то вы сту па ет ок ру жа -
ю щая иг ро ка сре да или при ро да, т.е. со во куп ность внеш них
об сто я тельств, в ко то рых при хо дит ся при ни мать ре ше ние.

При ро да не име ет зло го умыс ла по от но ше нию к че ло ве -
ку и не стре мит ся на не с ти ему ущерб. Она дей ст ву ет и раз -
ви ва ет ся в со от вет ст вии со сво и ми за ко на ми. Од на ко во
мно гих слу ча ях че ло век не в пол ной ме ре зна ет эти за ко ны.
В та кой си ту а ции не пол ной ин фор ма ции о за ко нах при ро ды
су ще ст ву ет воз мож ность при ня тия оши боч ных ре ше ний.

Иг ры, в ко то рых од ним про тив ни ком яв ля ет ся при ро да,
а дру гим — че ло век, по лу чи ли на зва ние ста ти с ти че с ких игр.
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N(p, q) = (–3p + 6q + 2pq)(–3q + 6p + 2pq) =
= 45pq – 18(p2 + q2) + 6pq(p + q) + 4p2q2.

Мож но по ка зать, что функ ция N(p, q) име ет мак си маль ное
зна че ние, ког да p = q. Та ким об ра зом, по след нее вы ра же ние мож -
но пе ре пи сать в ви де

N(p) = 9p2 + 12p3 + 4p4.

Лег ко про ве рить, что эта функ ция яв ля ет ся воз ра с та ю щей на
от рез ке [0, 1]. По это му N(p) до сти га ет на и боль ше го зна че ния при
p = 1, а, сле до ва тель но, точ кой ре ше ния Нэ ша яв ля ет ся точ ка,
в ко то рой p = 1, q = 1.

В со от вет ст вии с при ня ты ми обо зна че ни я ми (3.1)

p1 = p = 1; q1 = q = 1.

Ве ро ят но с ти p1 и q1 со от вет ст ву ют стра те ги ям А1, В1 со от вет -
ст вен но.

Итак, в ко о пе ра тив ной иг ре «ди лем ма уз ни ков» обо им иг ро -
кам сле ду ет при ме нять стра те гии A1 и B1 , т.е. не со зна вать ся в сов -
ме ст ном со вер ше нии пре ступ ле ния.

Тог да вы иг рыш каж до го из них бу дет ра вен –1, т.е. боль ше, чем
вы иг рыш –6 в точ ке рав но ве сия би ма т рич ной иг ры без со гла со ва -
ния стра те гий иг ро ков. �

3.6. Статистические игры. Принятие решения 
в условиях полной неопределенности

Иг ры, ко то рые бы ли рас смо т ре ны вы ше, ча с то на зы ва ют
стра те ги че с ки ми иг ра ми. В их ос но ве ле жит пред по ло же -
ние о том, что каж дый иг рок дей ст ву ет ак тив но и стре мит -
ся, по воз мож но с ти, ис поль зо вать свою оп ти маль ную стра -
те гию для по лу че ния на и боль ше го вы иг ры ша.

Од на ко во мно гих прак ти че с ких си ту а ци ях один из иг -
ро ков ока зы ва ет ся ней т раль ным и не стре мит ся из влечь
вы го ды. В ка че ст ве та ко го иг ро ка ча с то вы сту па ет ок ру жа -
ю щая иг ро ка сре да или при ро да, т.е. со во куп ность внеш них
об сто я тельств, в ко то рых при хо дит ся при ни мать ре ше ние.

При ро да не име ет зло го умыс ла по от но ше нию к че ло ве -
ку и не стре мит ся на не с ти ему ущерб. Она дей ст ву ет и раз -
ви ва ет ся в со от вет ст вии со сво и ми за ко на ми. Од на ко во
мно гих слу ча ях че ло век не в пол ной ме ре зна ет эти за ко ны.
В та кой си ту а ции не пол ной ин фор ма ции о за ко нах при ро ды
су ще ст ву ет воз мож ность при ня тия оши боч ных ре ше ний.

Иг ры, в ко то рых од ним про тив ни ком яв ля ет ся при ро да,
а дру гим — че ло век, по лу чи ли на зва ние ста ти с ти че с ких игр.
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Обыч но че ло ве ка, уча ст ву ю ще го в иг ре про тив при ро ды,
на зы ва ют ста ти с ти ком. Бу дем счи тать при ро ду пер вым
иг ро ком А, а ста ти с ти ка — вто рым иг ро ком В.

Пусть име ет ся не ко то рое мно же ст во воз мож ных со сто я -
ний при ро ды П1, П2, …, Пm. Обо зна чим воз мож ные ре ше ния
(стра те гии) ста ти с ти ка B1, B2, …, Bn.

При вы бо ре ка кой�то стра те гии ста ти с тик мо жет по тер -
петь убы ток aij , за ви ся щий как от вы бран ной им стра те гии
Bj, так и от со сто я ния Пi, ко то рое при мет при ро да.

Пусть из ве ст ны все зна че ния aij . Тог да ма т ри ца иг ры, ча -
с то на зы ва е мая ма т ри цей по след ст вий или ма т ри цей по -
терь, мо жет быть за пи са на в двух ва ри ан тах.

1. В ви де таб ли цы

2. В ви де обыч ной ма т ри цы

Q = (aij)m�n = .

Ино гда при ре ше нии ста ти с ти че с кой иг ры ис поль зу ет ся
ма т ри ца ри с ков. Эле мен ты rij ма т ри цы ри с ков оп ре де ля ют -
ся как раз ность меж ду тем убыт ком, ко то рый ста ти с тик по -
лу чит, вы би рая сре ди всех стра те гий стра те гию Bj , и ми ни -
маль но воз мож ным убыт ком при том же со сто я нии
при ро ды Пi :

rij = aij – aij. (3.5)

Ес ли неиз ве ст но, с ка ки ми ве ро ят но с тя ми при ро да при -
ни ма ет со сто я ния П1, П2, …, Пm, то го во рят, что ре ше ние
при ни ма ет ся в ус ло ви ях пол ной не о пре де лен но с ти.

При этом для вы бо ра оп ти маль ной стра те гии ста ти с тик
мо жет ис поль зо вать не сколь ко пра вил.

Пра ви ло Валь да. За оп ти маль ную стра те гию при ни ма -
ет ся та кая стра те гия, ко то рая в на и худ ших ус ло ви ях га ран -

min
j
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90 Глава 3. Математические игры

ти ру ет ми ни маль ный про иг рыш, т.е. стра те гия, со от вет ст -
ву ю щая верх ней це не иг ры β,

β = aij.

Пра ви ло Сэ ви д жа. Ре ко мен ду ет ся вы би рать в ка че ст ве
оп ти маль ной стра те гии ту, при ко то рой ве ли чи на мак си -
маль но го ри с ка ми ни ми зи ру ет ся в на и худ ших ус ло ви ях,
т.е. обес пе чи ва ет ся rij.

Пра ви ла Валь да и Сэ ви д жа ори ен ти ру ют ста ти с ти ка на
са мые не бла го при ят ные со сто я ния при ро ды, т.е. эти пра ви -
ла вы ра жа ют пес си ми с ти че с кую оцен ку си ту а ции.

Пра ви ло Гур ви ца. Это правило яв ля ет ся пра ви лом пес -
си миз ма�оп ти миз ма. За оп ти маль ную стра те гию при ни ма -
ет ся та стра те гия, для ко то рой вы пол ня ет ся со от но ше ние

λ aij + (1 – λ) aij , (3.6)

где 0 � λ � 1.
При λ = 0 име ем кри те рий край не го оп ти миз ма, а при

λ = 1 — кри те рий пес си миз ма Валь да.
При про ме жу точ ных зна че ни ях 0 < λ < 1 име ем не что

сред нее. При же ла нии под ст ра хо вать ся в дан ной си ту а ции
и λ при ни ма ют близ ким к еди ни це. В об щем слу чае чис ло λ
вы би ра ют ис хо дя из опы та.

При мер 3.8. Ус та нов лен ное на пред при я тии слож ное и до ро -
гое обо ру до ва ние по сле пяти лет ра бо ты мо жет ока зать ся в од ном
из трех со сто я ний:

П1 — обо ру до ва ние впол не ра бо то спо соб но и тре бу ет лишь не -
боль шо го те ку ще го ре мон та;

П2 — не ко то рые де та ли зна чи тель но из но си лись и тре бу ют се -
рь ез но го ре мон та или за ме ны;

П3 — ос нов ные де та ли из но си лись на столь ко, что даль ней шая
экс плу а та ция обо ру до ва ния не воз мож на.

Для пред при я тия воз мож ны три раз лич ных спо со ба дей ст вия:
В1 — ос та вить обо ру до ва ние в ра бо те еще на год, про ве дя не -

зна чи тель ный ре монт сво и ми си ла ми;
В2 — про ве с ти ка пи таль ный ре монт обо ру до ва ния с вы зо вом

спе ци аль ной бри га ды ре монт ни ков;
В3 — за ме нить обо ру до ва ние но вым.
По те ри, ко то рые не сет пред при я тие при раз лич ных спо со бах

дей ст вия, при ве де ны в таб ли це по след ст вий в от но си тель ных де -
неж ных еди ни цах.
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ти ру ет ми ни маль ный про иг рыш, т.е. стра те гия, со от вет ст -
ву ю щая верх ней це не иг ры β,

β = aij.

Пра ви ло Сэ ви д жа. Ре ко мен ду ет ся вы би рать в ка че ст ве
оп ти маль ной стра те гии ту, при ко то рой ве ли чи на мак си -
маль но го ри с ка ми ни ми зи ру ет ся в на и худ ших ус ло ви ях,
т.е. обес пе чи ва ет ся rij.

Пра ви ла Валь да и Сэ ви д жа ори ен ти ру ют ста ти с ти ка на
са мые не бла го при ят ные со сто я ния при ро ды, т.е. эти пра ви -
ла вы ра жа ют пес си ми с ти че с кую оцен ку си ту а ции.

Пра ви ло Гур ви ца. Это правило яв ля ет ся пра ви лом пес -
си миз ма�оп ти миз ма. За оп ти маль ную стра те гию при ни ма -
ет ся та стра те гия, для ко то рой вы пол ня ет ся со от но ше ние

λ aij + (1 – λ) aij , (3.6)

где 0 � λ � 1.
При λ = 0 име ем кри те рий край не го оп ти миз ма, а при

λ = 1 — кри те рий пес си миз ма Валь да.
При про ме жу точ ных зна че ни ях 0 < λ < 1 име ем не что

сред нее. При же ла нии под ст ра хо вать ся в дан ной си ту а ции
и λ при ни ма ют близ ким к еди ни це. В об щем слу чае чис ло λ
вы би ра ют ис хо дя из опы та.

При мер 3.8. Ус та нов лен ное на пред при я тии слож ное и до ро -
гое обо ру до ва ние по сле пяти лет ра бо ты мо жет ока зать ся в од ном
из трех со сто я ний:

П1 — обо ру до ва ние впол не ра бо то спо соб но и тре бу ет лишь не -
боль шо го те ку ще го ре мон та;

П2 — не ко то рые де та ли зна чи тель но из но си лись и тре бу ют се -
рь ез но го ре мон та или за ме ны;

П3 — ос нов ные де та ли из но си лись на столь ко, что даль ней шая
экс плу а та ция обо ру до ва ния не воз мож на.

Для пред при я тия воз мож ны три раз лич ных спо со ба дей ст вия:
В1 — ос та вить обо ру до ва ние в ра бо те еще на год, про ве дя не -

зна чи тель ный ре монт сво и ми си ла ми;
В2 — про ве с ти ка пи таль ный ре монт обо ру до ва ния с вы зо вом

спе ци аль ной бри га ды ре монт ни ков;
В3 — за ме нить обо ру до ва ние но вым.
По те ри, ко то рые не сет пред при я тие при раз лич ных спо со бах

дей ст вия, при ве де ны в таб ли це по след ст вий в от но си тель ных де -
неж ных еди ни цах.
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В по те ри вхо дят сто и мость ре мон та или за ме ны обо ру до ва ния,
а так же убыт ки, свя зан ные с ухуд ше ни ем ка че ст ва про дук ции
и с про сто я ми, вы зван ны ми не ис прав ным обо ру до ва ни ем.

Тре бу ет ся най ти оп ти маль ный спо соб дей ст вий для пред при -
ятия.

Решение.
Пра ви ло Валь да. Най дем в каж дом столб це таб ли цы на и боль -

шее зна че ние, а из всех на и боль ших вы бе рем на и мень шее

β = aij.

Стра те гия, со от вет ст ву ю щая β = 5, бу дет оп ти маль ным спо со -
бом дей ст вий пред при я тия по пра ви лу Валь да. От сю да сле ду ет,
что оп ти маль ной стра те ги ей яв ля ет ся стра те гия В3.

Пра ви ло Сэ ви д жа. На ос но ве ис ход ной ма т ри цы по след ст вий
со ста вим ма т ри цу ри с ков. Для это го под го то вим ис ход ные дан ные.

Для пер вой стро ки ма т ри цы (таб ли цы) по след ст вий a1j = 1.

Тог да пер вая стро ка ма т ри цы ри с ков в со от вет ст вии с фор му лой
(3.5) бу дет иметь зна че ния r1j = {0; 2; 4}.

Для вто рой стро ки ма т ри цы по след ст вий a2j = 2, для тре -

ть ей — a3j = 3. Тог да во вто рой стро ке ма т ри цы ри с ков бу дут

зна че ния r2j = {3; 0; 2}, а в тре ть ей — r3j = {4; 3; 0}.
По ре зуль та там рас че тов со ста вим ма т ри цу ри с ков в ви де таб -

ли цы

Пi

Bj
B1 B2 B3

П1 0 2 4

П2 3 0 5

П3 4 3 0

min
j

min
j

min
j

Фор му ла вы бо ра
стра те гии 

B1 B2 B3
По те ри при оп ти маль ной

стра те гии

maxaij
i

7 6 5 β = 5

max
i

min
j

Пi

Bj
B1 B2 B3

П1 1 3 5

П2 5 2 4

П3 7 6 3
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92 Глава 3. Математические игры

Най дем в каж дом столб це таб ли цы на и боль шее зна че ние, а из
всех на и боль ших вы бе рем на и мень шее rij. Стра те гия, со -

от вет ст ву ю щая это му зна че нию, бу дет оп ти маль ным спо со бом
дей ст вий пред при я тия по пра ви лу Сэ ви д жа.

От сю да сле ду ет, что оп ти маль ной стра те ги ей яв ля ет ся стра те -
гия В2.

Пра ви ло Гур ви ца. Рас смо т рим оп ти ми с ти че с кий (λ = 0) и оп -
ти ми с ти че с ко�пес си ми с ти че с кий (λ = 0,5) слу чаи. При λ = 1 пра -
ви ло Гур ви ца сов па да ет с пра ви лом Валь да.

Пусть λ = 0. По фор му ле (3.6) за пи шем

0 · aij + (1 – 0) aij = aij.

В со от вет ст вии с по лу чен ной за пи сью в ис ход ной ма т ри це по -
след ст вий в каж дом столб це най дем на и мень шее зна че ние и из
них вы бе рем на и мень шее. Дан ное об сто я тель ст во офор мим в ви -
де таб ли цы

От сю да очевид но, что оп ти маль ной стра те ги ей яв ля ет ся стра -
те гия В1.

Пусть λ = 0,5. Тог да по фор му ле (3.6) по лу чим

0,5 aij + 0,5 aij .

Из ис ход ной ма т ри цы по след ст вий вы чис ля ем

Из по след ней стро ки таб ли цы очевид но, что в этом слу чае все
стра те гии пред при я тия рав но знач ны. �
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92 Глава 3. Математические игры

Най дем в каж дом столб це таб ли цы на и боль шее зна че ние, а из
всех на и боль ших вы бе рем на и мень шее rij. Стра те гия, со -

от вет ст ву ю щая это му зна че нию, бу дет оп ти маль ным спо со бом
дей ст вий пред при я тия по пра ви лу Сэ ви д жа.

От сю да сле ду ет, что оп ти маль ной стра те ги ей яв ля ет ся стра те -
гия В2.

Пра ви ло Гур ви ца. Рас смо т рим оп ти ми с ти че с кий (λ = 0) и оп -
ти ми с ти че с ко�пес си ми с ти че с кий (λ = 0,5) слу чаи. При λ = 1 пра -
ви ло Гур ви ца сов па да ет с пра ви лом Валь да.

Пусть λ = 0. По фор му ле (3.6) за пи шем

0 · aij + (1 – 0) aij = aij.

В со от вет ст вии с по лу чен ной за пи сью в ис ход ной ма т ри це по -
след ст вий в каж дом столб це най дем на и мень шее зна че ние и из
них вы бе рем на и мень шее. Дан ное об сто я тель ст во офор мим в ви -
де таб ли цы

От сю да очевид но, что оп ти маль ной стра те ги ей яв ля ет ся стра -
те гия В1.

Пусть λ = 0,5. Тог да по фор му ле (3.6) по лу чим

0,5 aij + 0,5 aij .

Из ис ход ной ма т ри цы по след ст вий вы чис ля ем

Из по след ней стро ки таб ли цы очевид но, что в этом слу чае все
стра те гии пред при я тия рав но знач ны. �
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3.7. Принятие решения в условиях частичной
неопределенности. Критерий Байеса

В ста ти с ти че с кой иг ре из про шло го опы та мо жет быть
из ве ст но, как ча с то при ро да на хо дит ся в со сто я нии Пi. То
есть из ве ст но рас пре де ле ние ве ро ят но с тей

p(Пi) = (p1 , p2 , … , pm).

Та кая за пись оз на ча ет, что при ро да при ни ма ет со сто я -
ние П1 с ве ро ят но с тью p1 , со сто я ние П2 — с ве ро ят но с тью p2
и т.д. В этом слу чае го во рят, что ре ше ние при ни ма ет ся в ус -
ло ви ях ча с тич ной не о пре де лен но с ти.

Сред ние по те ри в том слу чае, ес ли ста ти с тик ис поль зу ет
чи с тую стра те гию Bj, оп ре де ля ют ся по обыч ной фор му ле
ма те ма ти че с ко го ожи да ния

Rj = aij pi.

На и луч шей стра те ги ей для ста ти с ти ка по кри те рию
Бай е са бу дет стра те гия Вj*, при ко то рой сред ние по те ри Rj
ми ни маль ны.

За пи шем

R* = Rj = aij pi.

При мер 3.9. Пусть в пре ды ду щей за да че о за ме не обо ру до ва -
ния из ве ст ны ве ро ят но с ти pi со сто я ний Пi. Оп ре де лить, ка кую
стра те гию вы бе рет ста ти с тик.

Решение. Вы чис лим сред ние по те ри ста ти с ти ка при ис поль зо -
ва нии им стра те гий В1, В2, В3:

R1 = 1 · 0,2 + 5 · 0,5 + 7 · 0,3 = 4,8;
R2 = 3 · 0,2 + 2 · 0,5 + 6 · 0,3 = 3,4;
R3 = 5 · 0,2 + 4 · 0,5 + 3 · 0,3 = 3,9.

То есть по кри те рию Бай е са ста ти с тик дол жен вы брать стра те -
гию В2 . �

Пi pi

Bj

B1 B2 B3

П1 0,2 1 3 5

П2 0,5 5 2 4

П3 0,3 7 6 3

min
j=1, ...,n

min
j=1, ...,n

m

Σ
i=1

m

Σ
i=1
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94 Глава 3. Математические игры

Вопросы и задания для самоконтроля
1. Дай те оп ре де ле ние ос нов ным по ня ти ям те о рии игр:

иг ра; иг ро ки; пра ви ла иг ры; пар ная иг ра; иг ра с ну ле вой сум-
мой; ход; стра те гия; ре ше ние иг ры.

2. Что та кое ма т ри ца иг ры (пла теж ная ма т ри ца, ма т ри -
ца по терь)?

3. Что на зы ва ют ниж ней и верх ней це ной иг ры? Как их
най ти?

4. Сфор му ли руй те прин цип ми ни мак са.
5. Оха рак те ри зуй те иг ру с сед ло вой точ кой.
6. Что на зы ва ют сме шан ной стра те ги ей иг ры?
7. Сфор му ли руй те ос нов ную те о ре му те о рии игр — те о -

ре му Ней ма на.
8. Что на зы ва ет ся функ ци ей по терь?
9. За пи ши те вы ра же ния для на хож де ния оп ти маль ных

сме шан ных стра те гий в пар ной иг ре 2 � 2.
10. Ка кие иг ры на зы ва ют ся би ма т рич ны ми иг ра ми; ко -

опе ра тив ны ми иг ра ми?
11. Сфор му ли руй те те о ре му Нэ ша.
12. Объ яс ни те ре ше ние би ма т рич ной и ко о пе ра тив ной

иг ры на при ме ре «ди лем мы уз ни ков».
13. Ка кие иг ры на зы ва ют ся ста ти с ти че с ки ми иг ра ми?
14. Сфор му ли руй те пра ви ла Валь да, Сэ ви д жа, Гур ви ца.
15. Сфор му ли руй те кри те рий Бай е са для на хож де ния

на и луч шей чи с той стра те гии в ус ло ви ях ча с тич ной не о пре -
де лен но с ти.

16. При ве ди те при ме ры ста ти с ти че с ких игр.

Задачи для самостоятельного решения

1. Най ти верх нюю це ну иг ры Q = .

2. Най ти верх нюю це ну иг ры Q = .

3. Най ти верх нюю це ну иг ры Q = .

4. Най ти ниж нюю це ну иг ры  Q = .
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94 Глава 3. Математические игры

Вопросы и задания для самоконтроля
1. Дай те оп ре де ле ние ос нов ным по ня ти ям те о рии игр:

иг ра; иг ро ки; пра ви ла иг ры; пар ная иг ра; иг ра с ну ле вой сум-
мой; ход; стра те гия; ре ше ние иг ры.

2. Что та кое ма т ри ца иг ры (пла теж ная ма т ри ца, ма т ри -
ца по терь)?

3. Что на зы ва ют ниж ней и верх ней це ной иг ры? Как их
най ти?

4. Сфор му ли руй те прин цип ми ни мак са.
5. Оха рак те ри зуй те иг ру с сед ло вой точ кой.
6. Что на зы ва ют сме шан ной стра те ги ей иг ры?
7. Сфор му ли руй те ос нов ную те о ре му те о рии игр — те о -

ре му Ней ма на.
8. Что на зы ва ет ся функ ци ей по терь?
9. За пи ши те вы ра же ния для на хож де ния оп ти маль ных

сме шан ных стра те гий в пар ной иг ре 2 � 2.
10. Ка кие иг ры на зы ва ют ся би ма т рич ны ми иг ра ми; ко -

опе ра тив ны ми иг ра ми?
11. Сфор му ли руй те те о ре му Нэ ша.
12. Объ яс ни те ре ше ние би ма т рич ной и ко о пе ра тив ной

иг ры на при ме ре «ди лем мы уз ни ков».
13. Ка кие иг ры на зы ва ют ся ста ти с ти че с ки ми иг ра ми?
14. Сфор му ли руй те пра ви ла Валь да, Сэ ви д жа, Гур ви ца.
15. Сфор му ли руй те кри те рий Бай е са для на хож де ния

на и луч шей чи с той стра те гии в ус ло ви ях ча с тич ной не о пре -
де лен но с ти.

16. При ве ди те при ме ры ста ти с ти че с ких игр.

Задачи для самостоятельного решения

1. Най ти верх нюю це ну иг ры Q = .

2. Най ти верх нюю це ну иг ры Q = .

3. Най ти верх нюю це ну иг ры Q = .

4. Най ти ниж нюю це ну иг ры  Q = .
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5. Най ти оп ти маль ную сме шан ную стра те гию S*B иг ро ка B в ма т  -
рич ной иг ре

Q = .

6. Най ти оп ти маль ную сме шан ную стра те гию S*A иг ро ка A
в ма т рич ной иг ре

Q = .

7. Най ти це ну ма т рич ной иг ры Q = .

8. Оп ти маль ной стра те ги ей в ста ти с ти че с кой иг ре, по те ри
в ко то рой пред став ле ны в таб ли це, по кри те рию Бай е са яв ля ет ся
стра те гия…

Пi pi
Bj

B1 B2 B3 B4

П1 0,4 3 1 4 6

П2 0,3 5 3 1 2

П3 0,2 2 7 5 4

П4 0,1 1 2 2 1
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Содержание

Гла ва 4
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МАССОВОГО

ОБСЛУЖИВАНИЯ

4.1. Основные понятия. 
Классификация систем массового обслуживания

Си с те ма ми мас со во го об слу жи ва ния (СМО) на зы ва ют ся
си с те мы, пред наз на чен ные для мно го ра зо во го ис поль зо ва -
ния при ре ше нии од но тип ных за дач.

При ме ра ми СМО яв ля ют ся ма га зи ны, ате лье, те ле фон -
ные стан ции, би лет ные кас сы, ре монт ные ма с тер ские и т.д.

Каж дая СМО мо жет со сто ять из од ной или не сколь ких
об слу жи ва ю щих еди ниц, ко то рые на зы ва ют ся ка на ла ми об -
слу жи ва ния.

По чис лу ка на лов СМО под раз де ля ют ся на од но ка наль -
ные и мно го ка наль ные.

Каж дое об ра ще ние кли ен та в СМО бу дем на зы вать за яв -
кой. Как пра ви ло, за яв ки по сту па ют в СМО слу чай ным об -
ра зом, фор ми руя слу чай ный по ток за явок.

Про дол жи тель ность об слу жи ва ния за яв ки в ка на ле
СМО так же но сит слу чай ный ха рак тер. В ко неч ном счете
СМО по вре ме ни ока зы ва ет ся за гру жен ной не рав но мер но.
В пе ри о ды вре ме ни, ког да ма ло за явок, СМО ра бо та ет с не -
до груз кой или про ста и ва ет.

Ес ли же по сту па ет боль шое чис ло за явок, то часть из них
ли бо по ки да ют СМО не об слу жен ны ми, ли бо ста но вят ся
в оче редь. По это му при зна ку СМО под раз де ля ют ся на два
ос нов ных клас са:

1) СМО с отка за ми. В та кой СМО за яв ка, по сту пив шая
в мо мент, ког да все ка на лы за ня ты, по лу ча ет от каз и по ки -
да ет си с те му;

2) СМО с ожи да ни ем (с оче ре дью). В такой СМО в слу -
чае за ня то с ти всех ка на лов за яв ка ста но вит ся в оче редь на
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Гла ва 4
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МАССОВОГО

ОБСЛУЖИВАНИЯ

4.1. Основные понятия. 
Классификация систем массового обслуживания

Си с те ма ми мас со во го об слу жи ва ния (СМО) на зы ва ют ся
си с те мы, пред наз на чен ные для мно го ра зо во го ис поль зо ва -
ния при ре ше нии од но тип ных за дач.

При ме ра ми СМО яв ля ют ся ма га зи ны, ате лье, те ле фон -
ные стан ции, би лет ные кас сы, ре монт ные ма с тер ские и т.д.

Каж дая СМО мо жет со сто ять из од ной или не сколь ких
об слу жи ва ю щих еди ниц, ко то рые на зы ва ют ся ка на ла ми об -
слу жи ва ния.

По чис лу ка на лов СМО под раз де ля ют ся на од но ка наль -
ные и мно го ка наль ные.

Каж дое об ра ще ние кли ен та в СМО бу дем на зы вать за яв -
кой. Как пра ви ло, за яв ки по сту па ют в СМО слу чай ным об -
ра зом, фор ми руя слу чай ный по ток за явок.

Про дол жи тель ность об слу жи ва ния за яв ки в ка на ле
СМО так же но сит слу чай ный ха рак тер. В ко неч ном счете
СМО по вре ме ни ока зы ва ет ся за гру жен ной не рав но мер но.
В пе ри о ды вре ме ни, ког да ма ло за явок, СМО ра бо та ет с не -
до груз кой или про ста и ва ет.

Ес ли же по сту па ет боль шое чис ло за явок, то часть из них
ли бо по ки да ют СМО не об слу жен ны ми, ли бо ста но вят ся
в оче редь. По это му при зна ку СМО под раз де ля ют ся на два
ос нов ных клас са:

1) СМО с отка за ми. В та кой СМО за яв ка, по сту пив шая
в мо мент, ког да все ка на лы за ня ты, по лу ча ет от каз и по ки -
да ет си с те му;

2) СМО с ожи да ни ем (с оче ре дью). В такой СМО в слу -
чае за ня то с ти всех ка на лов за яв ка ста но вит ся в оче редь на

об слу жи ва ние. При этом спо соб от бо ра для об слу жи ва ния
за явок из оче ре ди на зы ва ет ся дис цип ли ной об слу жи ва ния.

Раз ли ча ют сле ду ю щие ви ды дис цип лин об слу жи ва ния
за явок:

• пер вой при шла — пер вой об слу же на;
• по след ней при шла — пер вой об слу же на;
• об слу жи ва ние с при ори те том — в пер вую оче редь об -

слу жи ва ют ся на и бо лее важ ные за яв ки;
• об слу жи ва ние с ог ра ни чен ной дли ной оче ре ди;
• об слу жи ва ние с ог ра ни чен ным вре ме нем пре бы ва ния

в оче ре ди и т.д.
По ка зате ли эф фек тив но с ти функ ци о ни ро ва ния СМО

ха рак те ри зу ют ее спо соб ность справ лять ся с по то ком за явок.
К чис лу по ка за те лей эф фек тив но с ти СМО с от ка за ми

от но сят ся:
• А — аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность — сред нее

чис ло за явок, об слу жи ва е мых за еди ни цу вре ме ни;
• Q — от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность — от но ше -

ние аб со лют ной про пу ск ной спо соб но с ти к чис лу за явок,
при хо дя щих в еди ни цу вре ме ни;

• Pотк — ве ро ят ность от ка за в об слу жи ва нии;
• Sk — сред нее чис ло за ня тых ка на лов.
В слу чае СМО с ожи да ни ем к по ка за те лям эф фек тив но -

с ти до пол ни тель но от но сят ся:
• Lсист — сред нее чис ло за явок в си с те ме;
• Lоч — сред нее чис ло за явок в оче ре ди;
• Tсист — сред нее вре мя ожи да ния об слу жи ва ния.

4.2. Понятие марковского случайного процесса.
Потоки событий

Про цесс ра бо ты СМО пред став ля ет со бой случайный
про цесс с дис крет ны ми со сто я ни я ми и не пре рыв ным вре -
ме нем ра бо ты. Это оз на ча ет, что со сто я ние СМО из ме ня ет -
ся скач ко об раз но в слу чай ный мо мент вре ме ни ра бо ты (на -
при мер, при по ступ ле нии но вой за яв ки или при окон ча нии
об слу жи ва ния за яв ки).

Слу чай ный про цесс на зы ва ет ся мар ков ским или про цес -
сом без по сле дей ст вия, ес ли для лю бо го мо мен та вре ме ни
ве ро ят но ст ные ха рак те ри с ти ки про цес са в бу ду щем за ви -
сят только от со сто я ния рас сма т ри ва е мой си с те мы в дан -
ный мо мент и не за ви сят от то го, ког да и как си с те ма при -
шла в это со сто я ние.

4.2. Понятие марковского случайного процесса. Потоки событий 97
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Содержание

98 Глава 4. Элементы теории массового обслуживания

На при мер, мар ков ским про цес сом мож но счи тать про цесс
иг ры в шах ма ты: при оп ре де лен ной по зи ции (по ло же нии
фи гур на до с ке) ве ро ят ность вы иг ры ша од но го из иг ро ков за-
ви сит толь ко от этой по зи ции и не за ви сит от то го, по сред -
ст вом ка ких пре ды ду щих хо дов эта по зи ция по лу чи лась.

По то ком со бы тий на зы ва ет ся по сле до ва тель ность од но -
род ных со бы тий, сле ду ю щих од но за дру гим в слу чай ные
мо мен ты вре ме ни.

Ин тен сив но с тью по то ка со бы тий на зы ва ет ся сред нее
чис ло со бы тий, про ис хо дя щих в еди ни цу вре ме ни.

Ста ци о нар ным по то ком со бы тий на зы ва ет ся по ток, ве -
ро ят но ст ные ха рак те ри с ти ки ко то ро го не за ви сят от вре ме -
ни. В ча ст но с ти, ин тен сив ность ста ци о нар но го по то ка яв ля -
ет ся ве ли чи ной по сто ян ной.

По то ком со бы тий без по сле дей ст вия на зы ва ет ся по ток,
чис ло со бы тий ко то ро го, по пав ших на за дан ный вре мен ной
ин тер вал, не за ви сит от чис ла со бы тий, по пав ших на дру гие
вре мен ны́е ин тер ва лы.

По ток со бы тий на зы ва ет ся ор ди нар ным, ес ли ве ро ят ность
по па да ния на ма лый про ме жу ток вре ме ни ∆t двух и бо лее
со бы тий пре не бре жи мо ма ла по срав не нию с ве ро ят но с тью
по па да ния од но го со бы тия.

По ток со бы тий на зы ва ет ся про стей шим, ес ли он од но -
вре мен но ста ци о на рен, ор ди на рен и без по сле дей ст вия.

На зва ние «про стей ший» объ яс ня ет ся тем, что СМО
с про стей ши ми по то ка ми име ет на и бо лее про стое ма те ма -
ти че с кое опи са ние.

Мож но по ка зать, что для про стей ше го по то ка чис ло m
со бы тий, по па да ю щих на про из воль ный ин тер вал вре ме ни
(0, t), рас пре де ле но по за ко ну Пу ас со на

Pm(t) = .

В ча ст но с ти, ве ро ят ность то го, что за вре мя t не про изой -
дет ни од но го со бы тия (m = 0), рав на

P0(t) = e–λt.

Обо зна чим че рез Т слу чай ную ве ли чи ну, рав ную ин тер -
ва лу вре ме ни меж ду дву мя по сле ду ю щи ми со бы ти я ми про -
стей ше го по то ка.

Оче вид но, что ве ро ят ность то го, что Т бу дет не мень ше t,
рав на ве ро ят но с ти, что за вре мя t не про изой дет ни од но го
со бы тия, т.е.

P(T � t) = P0(t) = e–λt.

(λt)m · e–λt

———————
m!
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На при мер, мар ков ским про цес сом мож но счи тать про цесс
иг ры в шах ма ты: при оп ре де лен ной по зи ции (по ло же нии
фи гур на до с ке) ве ро ят ность вы иг ры ша од но го из иг ро ков за-
ви сит толь ко от этой по зи ции и не за ви сит от то го, по сред -
ст вом ка ких пре ды ду щих хо дов эта по зи ция по лу чи лась.

По то ком со бы тий на зы ва ет ся по сле до ва тель ность од но -
род ных со бы тий, сле ду ю щих од но за дру гим в слу чай ные
мо мен ты вре ме ни.

Ин тен сив но с тью по то ка со бы тий на зы ва ет ся сред нее
чис ло со бы тий, про ис хо дя щих в еди ни цу вре ме ни.

Ста ци о нар ным по то ком со бы тий на зы ва ет ся по ток, ве -
ро ят но ст ные ха рак те ри с ти ки ко то ро го не за ви сят от вре ме -
ни. В ча ст но с ти, ин тен сив ность ста ци о нар но го по то ка яв ля -
ет ся ве ли чи ной по сто ян ной.

По то ком со бы тий без по сле дей ст вия на зы ва ет ся по ток,
чис ло со бы тий ко то ро го, по пав ших на за дан ный вре мен ной
ин тер вал, не за ви сит от чис ла со бы тий, по пав ших на дру гие
вре мен ны́е ин тер ва лы.

По ток со бы тий на зы ва ет ся ор ди нар ным, ес ли ве ро ят ность
по па да ния на ма лый про ме жу ток вре ме ни ∆t двух и бо лее
со бы тий пре не бре жи мо ма ла по срав не нию с ве ро ят но с тью
по па да ния од но го со бы тия.

По ток со бы тий на зы ва ет ся про стей шим, ес ли он од но -
вре мен но ста ци о на рен, ор ди на рен и без по сле дей ст вия.

На зва ние «про стей ший» объ яс ня ет ся тем, что СМО
с про стей ши ми по то ка ми име ет на и бо лее про стое ма те ма -
ти че с кое опи са ние.

Мож но по ка зать, что для про стей ше го по то ка чис ло m
со бы тий, по па да ю щих на про из воль ный ин тер вал вре ме ни
(0, t), рас пре де ле но по за ко ну Пу ас со на

Pm(t) = .

В ча ст но с ти, ве ро ят ность то го, что за вре мя t не про изой -
дет ни од но го со бы тия (m = 0), рав на

P0(t) = e–λt.

Обо зна чим че рез Т слу чай ную ве ли чи ну, рав ную ин тер -
ва лу вре ме ни меж ду дву мя по сле ду ю щи ми со бы ти я ми про -
стей ше го по то ка.

Оче вид но, что ве ро ят ность то го, что Т бу дет не мень ше t,
рав на ве ро ят но с ти, что за вре мя t не про изой дет ни од но го
со бы тия, т.е.

P(T � t) = P0(t) = e–λt.

(λt)m · e–λt

———————
m!
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Ве ро ят ность P(T < t), с од ной сто ро ны, пред став ля ет со -
бой ве ро ят ность про ти во по лож но го со бы тия по от но ше нию
к вы ше ука зан но му, а с дру гой сто ро ны, она — по оп ре де ле нию
функ ция рас пре де ле ния F(t) для слу чай ной ве ли чи ны Т.

Та ким об ра зом,

F(t) = P(T < t) = 1 – P(T � t) = 1 – P0(t) = 1 – e–λt.

От сю да сле ду ет, что плот ность рас пре де ле ния слу чай -
ной ве ли чи ны T, рав ная про из вод ной от F(t), оп ре де ля ет ся
по по ка за тель но му за ко ну

p(t) = F �(t) = λe–λt.

То есть слу чай ная ве ли чи на T рас пре де ле на по по ка за тель-
но му за ко ну с па ра ме т ром λ и име ет ма те ма ти че с кое ожи да -

ние MT = и дис пер сию DT = .

Най дем ве ро ят ность по па да ния на ма лый вре мен ной ин -
тер вал ∆t хо тя бы од но го со бы тия про стей ше го по то ка. Эта
ве ро ят ность рав на ве ро ят но с ти то го, что ин тер вал меж ду
дву мя по сле ду ю щи ми со бы ти я ми в по то ке бу дет мень ше,
чем ∆t,

P(T < ∆t) = F(∆t) = 1 – e–λ∆t � λ∆t.

По след нее при бли жен ное ра вен ст во по лу ча ем пу тем
раз ло же ния функ ции e–λ∆t в ряд Мак ло ре на и от бра сы ва ни -
ем чле нов вто ро го по ряд ка и вы ше

e–λ∆t = 1 + (–λ∆t) + + ... � 1 – λ∆t.

За ме тим, что ес ли пе ре ход си с те мы из од но го со сто я ния
в дру гое про ис хо дит скач ком, а ко ли че ст во со сто я ний си с -
те мы (ко неч ное или бес ко неч ное) мож но про ну ме ро вать,
то та кая си с те ма на зы ва ет ся си с те мой дис крет но го ти па.

Ес ли в та кой си с те ме ко ли че ст во воз мож ных со сто я ний
счет но, то сум ма ве ро ят но с тей на хож де ния си с те мы в од -
ном из со сто я ний

pk(t) = 1.

Со во куп ность ве ро ят но с тей pk(t) для каж до го мо мен та
вре ме ни ха рак те ри зу ет слу чай ный про цесс функ ци о ни ро -
ва ния си с те мы.

Σ
k

(–λ∆t)2

—————
2!

1
––
λ2

1
—
λ
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100 Глава 4. Элементы теории массового обслуживания

Слу чай ные про цес сы со счет ным мно же ст вом со сто я ний
бы ва ют двух ти пов: c дис кретным или не пре рыв ным вре -
ме нем.

Ес ли пе ре хо ды си с те мы из од но го со сто я ния в дру гое мо -
гут про ис хо дить толь ко в стро го оп ре де лен ные мо мен ты вре -
ме ни, то слу чай ный про цесс бу дет про цес сом с дис крет ным
вре ме нем, а ес ли пе ре ход воз мо жен в лю бой мо мент вре ме -
ни, то про цесс бу дет про цес сом с не пре рыв ным вре ме нем.

По сколь ку за яв ки на СМО мо гут по сту пать в лю бой мо -
мент вре ме ни, то боль шин ст во ре аль ных СМО ха рак те ри -
зу ют ся про цес сом с не пре рыв ным вре ме нем.

При мер 4.1. В бю ро об слу жи ва ния в сред нем по сту па ет 12 за -
явок в час. Счи тая по ток за ка зов про стей шим, оп ре де лить ве ро ят -
ность то го, что:

а) за 1 ми н не по сту пит ни од но го за ка за;
б) за 10 ми н по сту пит не бо лее трех за ка зов.
Решение.
а) Сна ча ла най дем плот ность (ин тен сив ность) по то ка, вы ра -

зив ее в ко ли че ст ве за явок в ми ну ту.

Оче вид но, эта ве ли чи на рав на λ = = 0,2 за явки в мин.

Да лее на хо дим ве ро ят ность то го, что за вре мя t = 1 мин не по -
сту пит ни од ной за яв ки, по фор му ле

P0(τ) = e–λ∆t = e–0,2 � 0,819.

б) Ве ро ят ность то го, что за 10 мин по сту пит не бо лее трех за -
ка зов, бу дет скла ды вать ся из ве ро ят но с тей то го, что не по сту пит
ни од но го за ка за, по сту пит один, два или три за ка за.

P(m � 3) = e–λτ =

= e–2 + 2e–2 + e–2 + e–2 = e–2 = 0,8571. �

При мер 4.2. В ре с то ран при бы ва ет в сред нем 20 по се ти те лей
в час. Счи тая по ток по се ти те лей про стей шим и зная, что ре с то ран
от кры ва ет ся в 11.00, оп ре де ли ть:

а) ве ро ят ность то го, что в 11.12 в ре с то ра не бу дет 20 по се ти те -
лей при ус ло вии, что в 11.07 их бы ло 18;

б) ве ро ят ность то го, что меж ду 11.28 и 11.30 в ре с то ра не ока -
жет ся но вый по се ти тель, ес ли из ве ст но, что пред ше ст ву ю щий по -
се ти тель при был в 11.25.

Решение.
а) Для от ве та на пер вый во прос на до най ти ве ро ят ность то го, что

в про ме жу ток от 11.07 до 11.12 (t = 5 ми н) при дут два по се ти те ля.
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100 Глава 4. Элементы теории массового обслуживания

Слу чай ные про цес сы со счет ным мно же ст вом со сто я ний
бы ва ют двух ти пов: c дис кретным или не пре рыв ным вре -
ме нем.

Ес ли пе ре хо ды си с те мы из од но го со сто я ния в дру гое мо -
гут про ис хо дить толь ко в стро го оп ре де лен ные мо мен ты вре -
ме ни, то слу чай ный про цесс бу дет про цес сом с дис крет ным
вре ме нем, а ес ли пе ре ход воз мо жен в лю бой мо мент вре ме -
ни, то про цесс бу дет про цес сом с не пре рыв ным вре ме нем.

По сколь ку за яв ки на СМО мо гут по сту пать в лю бой мо -
мент вре ме ни, то боль шин ст во ре аль ных СМО ха рак те ри -
зу ют ся про цес сом с не пре рыв ным вре ме нем.

При мер 4.1. В бю ро об слу жи ва ния в сред нем по сту па ет 12 за -
явок в час. Счи тая по ток за ка зов про стей шим, оп ре де лить ве ро ят -
ность то го, что:

а) за 1 ми н не по сту пит ни од но го за ка за;
б) за 10 ми н по сту пит не бо лее трех за ка зов.
Решение.
а) Сна ча ла най дем плот ность (ин тен сив ность) по то ка, вы ра -

зив ее в ко ли че ст ве за явок в ми ну ту.

Оче вид но, эта ве ли чи на рав на λ = = 0,2 за явки в мин.

Да лее на хо дим ве ро ят ность то го, что за вре мя t = 1 мин не по -
сту пит ни од ной за яв ки, по фор му ле

P0(τ) = e–λ∆t = e–0,2 � 0,819.

б) Ве ро ят ность то го, что за 10 мин по сту пит не бо лее трех за -
ка зов, бу дет скла ды вать ся из ве ро ят но с тей то го, что не по сту пит
ни од но го за ка за, по сту пит один, два или три за ка за.

P(m � 3) = e–λτ =

= e–2 + 2e–2 + e–2 + e–2 = e–2 = 0,8571. �

При мер 4.2. В ре с то ран при бы ва ет в сред нем 20 по се ти те лей
в час. Счи тая по ток по се ти те лей про стей шим и зная, что ре с то ран
от кры ва ет ся в 11.00, оп ре де ли ть:

а) ве ро ят ность то го, что в 11.12 в ре с то ра не бу дет 20 по се ти те -
лей при ус ло вии, что в 11.07 их бы ло 18;

б) ве ро ят ность то го, что меж ду 11.28 и 11.30 в ре с то ра не ока -
жет ся но вый по се ти тель, ес ли из ве ст но, что пред ше ст ву ю щий по -
се ти тель при был в 11.25.

Решение.
а) Для от ве та на пер вый во прос на до най ти ве ро ят ность то го, что

в про ме жу ток от 11.07 до 11.12 (t = 5 ми н) при дут два по се ти те ля.

3

Σ
m=0

(λτ)m

————
m!
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–
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––
3

12
––
60

λ12

λ21

При этом из ве ст на ин тен сив ность по то ка по се ти те лей: λ =
= 20/60 = 1/3 по се ти те ля в ми ну ту. Ко неч но, дан ная ве ли чи на но -
сит ус лов ный ха рак тер, так как по се ти те ли не мо гут при хо дить по
ча с тям.

Ис ко мая ве ро ят ность

· 5
2

P2(5) = —————e
– · 5

� 0,2623.
2!

б) Пе рей дем ко вто ро му во про су. Не из ве ст но, сколь ко имен но
но вых по се ти те лей бу дет в про ме жут ке от 11.28 до 11.30, глав ное,
что бы был хоть один. Эта ве ро ят ность рав на

1 – P0(2) = 1 – e
–

� 0,4866,

где Р0(2) — ве ро ят ность то го, что в этом про ме жут ке не бу дет ни
од но го по се ти те ля. �

4.3. Уравнения Колмогорова. 
Предельные вероятности состояний

При ана ли зе слу чай ных про цес сов с дис крет ны ми со сто -
я ни я ми ис поль зу ют граф со сто я ний, в ко то ром каж дое со -
сто я ние S0, S1, …, Sn ис сле ду е мой си с те мы изо б ра жа ют в ви -
де пря мо уголь ни ка, а пе ре ход из со сто я ния Si в со сто я ние Sj
под воз дей ст ви ем про стей ших по то ков со бы тий по ка зы ва -
ют ду гой (стрел кой).

Ес ли око ло дуг за пи са ны зна че ния ин тен сив но с ти по то -
ков λij, то граф со сто я ния на зы ва ют раз ме чен ным.

Пусть двух ка наль ная СМО мо жет на хо дить ся в од ном
из трех со сто я ний: S0 — оба ка на ла сво бод ны; S1 — один из
ка на лов за нят об слу жи ва ни ем, а дру гой сво бо ден; S2 — оба
ка на ла за ня ты об слу жи ва ни ем.

Пе ре хо ды си с те мы из со сто я ния S0 в со сто я ние S1 и из S1
в S2 про ис хо дят под воз дей ст ви ем про стей ших по то ков за -
явок с ин тен сив но с тя ми λ01 и λ12 со от вет ст вен но, а из S1 в S0
и из S2 в S1 — под воз дей ст ви ем по то ков об слу жи ва ния с ин -
тен сив но с тя ми λ01 и λ12.

Тог да раз ме чен ный граф со сто я ний СМО име ет вид,
изо б ра жен ный на рис. 4.1.
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Рис. 4.1. Раз ме чен ный граф со сто я ний двух ка наль ной СМО
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Содержание

102 Глава 4. Элементы теории массового обслуживания

Пре бы ва ние СМО в том или ином со сто я нии но сит ве -
ро ят но ст ный ха рак тер.

Обо зна чим pi(t) ве ро ят ность того, что в мо мент вре ме ни t
СМО на хо дит ся в со сто я нии Si.

По сколь ку на хож де ние СМО в со сто я ни ях S0, S1 и S2 об -
ра зу ет пол ную груп пу со бы тий, то вы пол ня ет ся ус ло вие
нор ми ров ки

p0(t) + p1(t) + p2(t) = 1.

За да дим ма лое при ра ще ние вре ме ни ∆t и най дем ве ро ят -
ность то го, что СМО в мо мент вре ме ни t + ∆t бу дет на хо -
дить ся в со сто я нии S1.

Это до сти га ет ся раз ны ми ва ри ан та ми.
• В мо мент вре ме ни t СМО на хо ди лась в со сто я нии S1.

Она мог ла быть вы ве де на из это го со сто я ния про стей шим
по то ком с сум мар ной ин тен сив но с тью λ10 + λ12. Как по ка за -
но вы ше, ве ро ят ность это го при бли жен но рав на

(λ10 + λ12)∆t.

Тог да ве ро ят ность не вы хо да из S1 рав на
1 – (λ10 + λ12)∆t.

Со глас но те о ре ме ум но же ния ве ро ят но с тей ве ро ят ность
то го, что СМО ос та нет ся в со сто я нии S1 в мо мент t + ∆t,
при бли жен но рав на

p1(t)[1 – (λ10 + λ12)∆t].

• В мо мент вре ме ни t СМО на хо ди лась в со сто я нии S0.
Пе ре ход СМО из состояния S0 в S1 про ис хо дит под воз дей -
ст ви ем по то ка с ин тен сив но с тью λ01 с ве ро ят но с тью, при -
бли жен но рав ной λ01∆t.

Тог да ве ро ят ность того, что при этом СМО бу дет на хо -
дить ся в со сто я нии S1 в мо мент t + ∆t, в этом ва ри ан те при -
бли жен но рав на p0(t)λ01∆t.

• В мо мент вре ме ни t СМО на хо ди лась в со сто я нии S2.
Пе ре ход СМО из состояния S2 в S1 про ис хо дит под воз дей -
ст ви ем по то ка с ин тен сив но с тью λ21 с ве ро ят но с тью, при -
бли жен но рав ной λ21∆t.

Тог да ве ро ят ность того, что при этом СМО бу дет на хо -
дить ся в со сто я нии S1 в мо мент t + ∆t, в этом ва ри ан те при -
бли жен но рав на p2(t)λ21∆t.

При ме няя те о ре му сло же ния ве ро ят но с тей для всех рас -
смо т рен ных ва ри ан тов со сто я ний, мож но за пи сать

p1(t + ∆t) � p1(t)[1 – (λ10 + λ12)∆t] + p0(t)λ01∆t + p2(t)λ21∆t.
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Пре бы ва ние СМО в том или ином со сто я нии но сит ве -
ро ят но ст ный ха рак тер.

Обо зна чим pi(t) ве ро ят ность того, что в мо мент вре ме ни t
СМО на хо дит ся в со сто я нии Si.

По сколь ку на хож де ние СМО в со сто я ни ях S0, S1 и S2 об -
ра зу ет пол ную груп пу со бы тий, то вы пол ня ет ся ус ло вие
нор ми ров ки

p0(t) + p1(t) + p2(t) = 1.

За да дим ма лое при ра ще ние вре ме ни ∆t и най дем ве ро ят -
ность то го, что СМО в мо мент вре ме ни t + ∆t бу дет на хо -
дить ся в со сто я нии S1.

Это до сти га ет ся раз ны ми ва ри ан та ми.
• В мо мент вре ме ни t СМО на хо ди лась в со сто я нии S1.

Она мог ла быть вы ве де на из это го со сто я ния про стей шим
по то ком с сум мар ной ин тен сив но с тью λ10 + λ12. Как по ка за -
но вы ше, ве ро ят ность это го при бли жен но рав на

(λ10 + λ12)∆t.

Тог да ве ро ят ность не вы хо да из S1 рав на
1 – (λ10 + λ12)∆t.

Со глас но те о ре ме ум но же ния ве ро ят но с тей ве ро ят ность
то го, что СМО ос та нет ся в со сто я нии S1 в мо мент t + ∆t,
при бли жен но рав на

p1(t)[1 – (λ10 + λ12)∆t].

• В мо мент вре ме ни t СМО на хо ди лась в со сто я нии S0.
Пе ре ход СМО из состояния S0 в S1 про ис хо дит под воз дей -
ст ви ем по то ка с ин тен сив но с тью λ01 с ве ро ят но с тью, при -
бли жен но рав ной λ01∆t.

Тог да ве ро ят ность того, что при этом СМО бу дет на хо -
дить ся в со сто я нии S1 в мо мент t + ∆t, в этом ва ри ан те при -
бли жен но рав на p0(t)λ01∆t.

• В мо мент вре ме ни t СМО на хо ди лась в со сто я нии S2.
Пе ре ход СМО из состояния S2 в S1 про ис хо дит под воз дей -
ст ви ем по то ка с ин тен сив но с тью λ21 с ве ро ят но с тью, при -
бли жен но рав ной λ21∆t.

Тог да ве ро ят ность того, что при этом СМО бу дет на хо -
дить ся в со сто я нии S1 в мо мент t + ∆t, в этом ва ри ан те при -
бли жен но рав на p2(t)λ21∆t.

При ме няя те о ре му сло же ния ве ро ят но с тей для всех рас -
смо т рен ных ва ри ан тов со сто я ний, мож но за пи сать

p1(t + ∆t) � p1(t)[1 – (λ10 + λ12)∆t] + p0(t)λ01∆t + p2(t)λ21∆t.
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Рас крыв скоб ки, пе ре не ся p1(t) в пра вую часть при бли -
жен но го ра вен ст ва и по де лив урав не ние на t, по лу чим

� p0(t)λ01 + p2(t)λ21 – p1(t)(λ10 + λ12).

При пе ре хо де к пре де лу при ∆t � 0 при бли жен ные ра -
вен ст ва пе рей дут в точ ные и по лу чит ся диф фе рен ци аль ное
урав не ние

= p0(t)λ01 + p2(t)λ21 – p1(t)(λ10 + λ12).

Про во дя ана ло гич ные рас суж де ния для дру гих со сто я -
ний СМО, мож но по лу чить си с те му диф фе рен ци аль ных
урав не ний, ко то рые на зы ва ют ся урав не ни я ми Кол мо го ро ва.

При за пи си этих урав не ний опу с тим за ви си мость ве ро -
ят но с тей от вре ме ни, ко то рая при этом под ра зу ме ва ет ся,

В си с те ме урав не ний (4.1) для со сто я ния S0 за пи са на
пер вая фор му ла, для S1 — вто рая и для S2 — тре тья.

В об щем слу чае си с те ма диф фе рен ци аль ных урав не ний
Кол мо го ро ва мо жет быть по ст ро е на по сле ду ю ще му ал го -
ритму:

• в ле вой ча с ти урав не ния за пи сы ва ет ся про из вод ная по
вре ме ни ве ро ят но с ти i�го со сто я ния;

• в пра вой ча с ти урав не ния за пи сы ва ют сум му про из ве -
де ний ве ро ят но с тей всех со сто я ний, из ко то рых идут стрел ки
в i�е со сто я ние, на ин тен сив но с ти со от вет ст ву ю щих по то ков
ми нус про из ве де ние ве ро ят но с ти i�го со сто я ния на сум мар -
ную ин тен сив ность по то ков, вы хо дя щих из i�го со сто я ния.

Та кое диф фе рен ци аль ное урав не ние за пи сы ва ет ся для
каж до го со сто я ния.

При за да нии на чаль ных ус ло вий мож но ре шить си с те му
диф фе рен ци аль ных урав не ний Кол мо го ро ва и най ти из ме -
не ние во вре ме ни ве ро ят но с тей со сто я ний pi(t).

Мож но по ка зать, что при t � � эти ве ро ят но с ти не за ви -
си мо от на чаль ных ус ло вий стре мят ся к не ко то рым пре -

(4.1)

dp0
—— = p1λ10 – p0λ01,
dt

dp1
—— = p0λ01 + p2λ21 – p1(λ10 + λ12),
dt

dp2
—— = p1λ12 – p2λ21.
dt









dp1(t)
————

dt

p1(t + ∆t) – p1(t)
———————————

∆t
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Содержание

дель ным зна че ни ям, ко то рые на зы ва ют ся пре дель ны ми или
фи наль ны ми ве ро ят но с тя ми СМО.

В этом слу чае p0 (t) � p0, p1 (t) � p1, p2 (t) � p2.
Смысл пре дель ных ве ро ятнос тей со сто ит в том, что

они по ка зы ва ют сред нее от но си тель ное вре мя на хож де ния
СМО в дан ном со сто я нии.

Так как пре дель ные ве ро ят но с ти не из ме ня ют ся во вре -
ме ни, то, за ме няя в урав не ни ях Кол мо го ро ва (4.1) про из -
вод ные ну ля ми, по лу чим си с те му ал ге б ра и че с ких урав не -
ний для оп ре де ле ния пре дель ных ве ро ят но с тей.

За пи шем

В си с те ме урав не ний (4.2) обыч но при ре ше нии вто рое
урав не ние за ме ня ют ус ло ви ем нор ми ров ки

p0 + p1 + p2 = 1.

Си с те му та ких урав не ний мож но со ста вить по раз ме чен -
но му гра фу. Сле ва в урав не ни ях сто ит пре дель ная ве ро ят -
ность дан но го со сто я ния, ум но жен ная на сум мар ную ин -
тен сив ность ис хо дя щих из дан но го со сто я ния по то ков,
а спра ва — сум ма ве ро ят но с тей всех со сто я ний, ко то рые не -
по сред ст вен но мо гут пе рей ти в дан ное со сто я ние, умно жен -
ное на ин тен сив но с ти вхо дя щих по то ков.

При мер 4.3. Рас чет ный узел в от де ле иг ру шек дет ско го уни -
вер ма га со сто ит из двух кас со вых ап па ра тов. Раз ме чен ный граф
со сто я ний та кой СМО име ет вид

(4.2)
p0λ01 = p1λ10,
p1(λ10 + λ12) = p0λ01 + p2λ21,
p2λ21 = p1λ12.
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Най ти от но си тель ное вре мя пре бы ва ния СМО в со сто я ни ях:
S0 — обе кас сы сво бод ны; S1 — од на кас са сво бод на, а дру гая за ня та;
S2 — обе кас сы за ня ты, ес ли λ01 = 60; λ12 = 48; λ10 = λ21 = 36. Здесь
раз мер ность ин тен сив но с ти по то ков — по ку па те ли/ч.

Решение. От но си тель ное вре мя пре бы ва ния СМО в каж дом со -
сто я нии рав но пре дель ным ве ро ят но с тям со сто я ний. Со став ля ем
си с те му урав не ний





p0λ01 = p1λ10,
p2λ21 = p1λ12,
p0 + p1 + p2 = 1.

104 Глава 4. Элементы теории массового обслуживания
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дель ным зна че ни ям, ко то рые на зы ва ют ся пре дель ны ми или
фи наль ны ми ве ро ят но с тя ми СМО.

В этом слу чае p0 (t) � p0, p1 (t) � p1, p2 (t) � p2.
Смысл пре дель ных ве ро ятнос тей со сто ит в том, что

они по ка зы ва ют сред нее от но си тель ное вре мя на хож де ния
СМО в дан ном со сто я нии.

Так как пре дель ные ве ро ят но с ти не из ме ня ют ся во вре -
ме ни, то, за ме няя в урав не ни ях Кол мо го ро ва (4.1) про из -
вод ные ну ля ми, по лу чим си с те му ал ге б ра и че с ких урав не -
ний для оп ре де ле ния пре дель ных ве ро ят но с тей.

За пи шем

В си с те ме урав не ний (4.2) обыч но при ре ше нии вто рое
урав не ние за ме ня ют ус ло ви ем нор ми ров ки

p0 + p1 + p2 = 1.

Си с те му та ких урав не ний мож но со ста вить по раз ме чен -
но му гра фу. Сле ва в урав не ни ях сто ит пре дель ная ве ро ят -
ность дан но го со сто я ния, ум но жен ная на сум мар ную ин -
тен сив ность ис хо дя щих из дан но го со сто я ния по то ков,
а спра ва — сум ма ве ро ят но с тей всех со сто я ний, ко то рые не -
по сред ст вен но мо гут пе рей ти в дан ное со сто я ние, умно жен -
ное на ин тен сив но с ти вхо дя щих по то ков.

При мер 4.3. Рас чет ный узел в от де ле иг ру шек дет ско го уни -
вер ма га со сто ит из двух кас со вых ап па ра тов. Раз ме чен ный граф
со сто я ний та кой СМО име ет вид

(4.2)
p0λ01 = p1λ10,
p1(λ10 + λ12) = p0λ01 + p2λ21,
p2λ21 = p1λ12.





λ12

λ21

λ01

λ10

S0 S1 S2

Най ти от но си тель ное вре мя пре бы ва ния СМО в со сто я ни ях:
S0 — обе кас сы сво бод ны; S1 — од на кас са сво бод на, а дру гая за ня та;
S2 — обе кас сы за ня ты, ес ли λ01 = 60; λ12 = 48; λ10 = λ21 = 36. Здесь
раз мер ность ин тен сив но с ти по то ков — по ку па те ли/ч.

Решение. От но си тель ное вре мя пре бы ва ния СМО в каж дом со -
сто я нии рав но пре дель ным ве ро ят но с тям со сто я ний. Со став ля ем
си с те му урав не ний





p0λ01 = p1λ10,
p2λ21 = p1λ12,
p0 + p1 + p2 = 1.
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При со став ле нии этой си с те мы урав не ний в си с те ме (4.2) для
пре дель ных ве ро ят но с тей ис клю ча ем вто рое урав не ние как са мое
слож ное и до бав ля ем ус ло вие нор ми ров ки. Под став ляя зна че ния
ин тен сив но с тей по то ков, по лу ча ем

от ку да

В итоге на хо дим

p0 = � 0,204;   p1 = � 0,341;   p2 = � 0,455.

Из по лу чен ных ре зуль та тов мож но сде лать вы вод, что 20,4%
ра бо че го вре ме ни обе кас сы сво бод ны, 34,1% вре ме ни за ня та од на
кас са и 45,5% вре ме ни за ня ты обе кас сы. �

4.4. Процесс гибели и размножения
В те о рии мас со во го об слу жи ва ния ши ро кое рас про ст ра -

не ние име ет спе ци аль ный класс слу чай ных про цес сов — про-
цесс ги бе ли и раз мно же ния. На зва ние это го про цес са свя за но
с би о ло ги ей, где этот про цесс пред став ля ет со бой ма те ма ти -
че с кую мо дель чис лен но с ти би о ло ги че с ких ви дов.

Рас сма т ри ва ет ся мно го ка наль ная СМО, ко то рая со дер -
жит n ка на лов и пре бы ва ет в со сто я ни ях:

S0 — все ка на лы сво бод ны;
S1 — один ка нал за нят;
S2 — два ка на ла за ня ты и т.д.
Пе ре ход из од но го со сто я ния в дру гое про ис хо дит с со -

от вет ст ву ю щи ми ин тен сив но с тя ми, как ука за но для n воз -
мож ных со сто я ний си с те мы на раз ме чен ном гра фе рис. 4.2.
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3p0 = —p1,
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3 4—p1 + p1 + —p1 = 1.
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60p01 = 36p1,
36p2 = 48p1,
p0 + p1 + p2 = 1,





Рис. 4.2. Раз ме чен ный граф со сто я ний про цес са 
ги бе ли и раз мно же ния
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Содержание

Пе ре хо ды в рас сма т ри ва е мой си с те ме мо гут осу ще ств -
лять ся из лю бо го со сто я ния толь ко в со сто я ния с со сед ни -
ми но ме ра ми, т.е. из со сто я ния Sk воз мож ны пе ре хо ды толь -
ко в со сто я ние Sk–1 или в со сто я ние Sk+1.

Пред по ло жим, что все по то ки со бы тий, пе ре во дя щие си -
с те му по стрел кам гра фа, яв ля ют ся про стей ши ми. Со ста -
вим и ре шим ал ге б ра и че с кие урав не ния для пре дель ных ве -
ро ят но с тей со сто я ний.

Со глас но пра ви лу со став ле ния та ких урав не ний имеем:
• для со сто я ния S0: λ01p0 = λ10 p1;
• для со сто я ния S1: (λ12 + λ10)p1 = λ01p0 + λ21p2;
• с уче том пер во го ра вен ст ва по сле рас кры тия ско бок

сла га е мые λ01p0 и λ10p1 вза им но унич то жа ют ся, и урав не -
ние для S2 принимает вид λ12p1 = λ21p2.

За пи сы вая ана ло гич но урав не ния для пре дель ных ве ро -
ят но с тей дру гих со сто я ний, мож но по лу чить сле ду ю щую
си с те му:

к ко то рой до бав ля ет ся ус ло вие нор ми ров ки

p0 + p1 + ... + pn = 1.

Ре шая по лу чен ную си с те му урав не ний, мож но по лу чить

p0 = 1 + + + 
–1

; (4.3)

p1 = p0;   p2 = p0;   ...   pn = p0.

При мер 4.4. Ре шить пре ды ду щий при мер, ис поль зуя те о рию
про цес са ги бе ли и раз мно же ния.

Решение. В ус ло вии пре ды ду ще го при ме ра раз ме чен ный граф
со сто я ний име ет вид

λn–1,n ...λ12λ01––––––––––––
λn,n–1...λ21λ10

λ12λ01–––––
λ21λ10

λ01–––
λ10





λn–1,n ...λ12λ01––––––––––––
λn,n–1...λ21λ10

λ12λ01–––––
λ21λ10

λ01–––
λ10





λ01p0 = λ10 p1,
λ12p1 = λ21p2,

...
λk–1,kpk–1 = λk,k–1pk,

...
λn–1,npn–1 = λn,n–1pn ,









λ12

λ21

λ01

λ10

S0 S1 S2

Под став ляя дан ные в фор му лы (4.3), по лу чаем

106 Глава 4. Элементы теории массового обслуживания
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лять ся из лю бо го со сто я ния толь ко в со сто я ния с со сед ни -
ми но ме ра ми, т.е. из со сто я ния Sk воз мож ны пе ре хо ды толь -
ко в со сто я ние Sk–1 или в со сто я ние Sk+1.

Пред по ло жим, что все по то ки со бы тий, пе ре во дя щие си -
с те му по стрел кам гра фа, яв ля ют ся про стей ши ми. Со ста -
вим и ре шим ал ге б ра и че с кие урав не ния для пре дель ных ве -
ро ят но с тей со сто я ний.

Со глас но пра ви лу со став ле ния та ких урав не ний имеем:
• для со сто я ния S0: λ01p0 = λ10 p1;
• для со сто я ния S1: (λ12 + λ10)p1 = λ01p0 + λ21p2;
• с уче том пер во го ра вен ст ва по сле рас кры тия ско бок

сла га е мые λ01p0 и λ10p1 вза им но унич то жа ют ся, и урав не -
ние для S2 принимает вид λ12p1 = λ21p2.

За пи сы вая ана ло гич но урав не ния для пре дель ных ве ро -
ят но с тей дру гих со сто я ний, мож но по лу чить сле ду ю щую
си с те му:

к ко то рой до бав ля ет ся ус ло вие нор ми ров ки

p0 + p1 + ... + pn = 1.

Ре шая по лу чен ную си с те му урав не ний, мож но по лу чить

p0 = 1 + + + 
–1

; (4.3)

p1 = p0;   p2 = p0;   ...   pn = p0.

При мер 4.4. Ре шить пре ды ду щий при мер, ис поль зуя те о рию
про цес са ги бе ли и раз мно же ния.

Решение. В ус ло вии пре ды ду ще го при ме ра раз ме чен ный граф
со сто я ний име ет вид

λn–1,n ...λ12λ01––––––––––––
λn,n–1...λ21λ10

λ12λ01–––––
λ21λ10

λ01–––
λ10





λn–1,n ...λ12λ01––––––––––––
λn,n–1...λ21λ10

λ12λ01–––––
λ21λ10

λ01–––
λ10





λ01p0 = λ10 p1,
λ12p1 = λ21p2,

...
λk–1,kpk–1 = λk,k–1pk,

...
λn–1,npn–1 = λn,n–1pn ,









λ12

λ21

λ01

λ10

S0 S1 S2

Под став ляя дан ные в фор му лы (4.3), по лу чаем
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p0 = 1 + + 
–1

= 1 + + 
–1

=

= 1 + + 
–1

= 1 + 
–1

= 
–1

= � 0,204;

p1 = p0 = · = � 0,341;

p2 = p0 = · · = � 0,455.

Вы во ды относительно этого при ме ра ана ло гич ны пре ды ду ще -
му. �

4.5. Системы массового обслуживания с отказами
Пусть име ет ся одноканальная СМО с от ка за ми, в ко то -

рую по сту па ет по ток за явок с ин тен сив но с тью λ. За яв ки об -
слу жи ва ют ся ка на лом СМО с не ко то рой ин тен сив но с тью µ.

Про цесс об слу жи ва ния об ра зу ет по ток об слу жен ных за -
явок.

Здесь и да лее бу дем пред по ла гать, что все по то ки в СМО
про стей шие. Ес ли за яв ка по сту па ет в мо мент, ког да един ст -
вен ный ка нал за нят, то она по лу ча ет от каз и в даль ней шей
ра бо те СМО не уча ст ву ет.

Тре бу ет ся оп ре де лить пре дель ные ве ро ят но с ти со сто я -
ний та кой СМО и по ка за те ли ее эф фек тив но с ти.

СМО име ет два со сто я ния: S0 — ка нал сво бо ден и S1 —
ка нал за нят (рис. 4.3).
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Рис. 4.3. Раз ме чен ный граф со сто я ний од но ка наль ной СМО
с от ка за ми

λ

µ
S0 S1

Си с те ма ал ге б ра и че с ких урав не ний для пре дель ных ве -
ро ят но с тей со сто я ний та кой СМО име ет вид

т.е., по су ще ст ву, име ем од но урав не ние.
До бав ляя к не му ус ло вие нор ми ров ки p0 + p1 = 1, най дем

пре дель ные ве ро ят но с ти со сто я ний

p0 = ;   p1 = ,
µ

–––––
λ + µ

λ
–––––
λ + µ

λp0 = µp1,
µp1 = λp0,
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Содержание

ко то рые по ка зы ва ют сред нее от но си тель ное вре мя пре бы -
ва ния СМО в со от вет ст ву ю щих со сто я ни ях.

Вы чис лим по казате ли эф фек тив но с ти функ ци о ни ро -
ва ния од но ка наль но го СМО с от ка за ми:

• оче вид но, что ве ро ят ность от ка за Pотк рав на от но си тель -
но му вре ме ни, в те че ние ко то ро го ка нал за нят, т.е.

Pотк = p1 = ;

• от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность Q пред став ля -
ет со бой ве ро ят ность, что за яв ка бу дет об слу же на, т.е.

Q = p0 = ;

• аб со лют ную про пу ск ную спо соб ность СМО най дем,
ум но жив Q на ин тен сив ность по то ка за явок λ,

A = Qλ = .

Рас смо т рим те перь многоканальную СМО с от ка за ми.
Пусть в СМО име ет ся n ка на лов, на ко то рые по сту па ет по -
ток за явок с ин тен сив но с тью λ.

По ток об слу жи ва ет ся од ним ка на лом с ин тен сив но с тью
µ, дву мя ка на ла ми — 2µ, тре мя — 3µ и т.д.

Обо зна чим со сто я ния СМО S0, S1, S2, … Sk, …, Sn, где Sk — со -
сто я ние, ког да в ней на хо дит ся k за явок, т.е. k ка на лов за ня ты.

Граф со сто я ний СМО в этом слу чае (он со от вет ст ву ет
про цес су ги бе ли и раз мно же ния) бу дет иметь вид, изо б ра -
жен ный на рис. 4.4.

λµ
–––––
λ + µ

µ
–––––
λ + µ

λ
–––––
λ + µ

Рис. 4.4. Раз ме чен ный граф со сто я ний мно го ка наль ной СМО
с от ка за ми
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λ

2µ
S1

λ
...
...
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...
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λ

kλ

λ

(k+1)µ
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λ

nµ
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Из рис. 4.4 очевид но, что по ток за явок по сле до ва тель но
пе ре во дит си с те му из ле во го со сто я ния в со сед нее пра вое
с од ной и той же ин тен сив но с тью λ. Ин тен сив ность по то ка
об слу жи ва ния за ви сит от со сто я ния.

Ес ли СМО на хо дит ся в со сто я нии S2 (за ня ты два ка на ла),
то она мо жет пе рей ти в со сто я ние S1, ког да за кон чат об слу -
жи ва ние ли бо пер вый, ли бо вто рой за ня тый ка нал. Сле до -
ва тель но, сум мар ная ин тен сив ность по то ка об слу жи ва ния
бу дет 2µ и т.д.
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ко то рые по ка зы ва ют сред нее от но си тель ное вре мя пре бы -
ва ния СМО в со от вет ст ву ю щих со сто я ни ях.

Вы чис лим по казате ли эф фек тив но с ти функ ци о ни ро -
ва ния од но ка наль но го СМО с от ка за ми:

• оче вид но, что ве ро ят ность от ка за Pотк рав на от но си тель -
но му вре ме ни, в те че ние ко то ро го ка нал за нят, т.е.

Pотк = p1 = ;

• от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность Q пред став ля -
ет со бой ве ро ят ность, что за яв ка бу дет об слу же на, т.е.

Q = p0 = ;

• аб со лют ную про пу ск ную спо соб ность СМО най дем,
ум но жив Q на ин тен сив ность по то ка за явок λ,

A = Qλ = .

Рас смо т рим те перь многоканальную СМО с от ка за ми.
Пусть в СМО име ет ся n ка на лов, на ко то рые по сту па ет по -
ток за явок с ин тен сив но с тью λ.

По ток об слу жи ва ет ся од ним ка на лом с ин тен сив но с тью
µ, дву мя ка на ла ми — 2µ, тре мя — 3µ и т.д.

Обо зна чим со сто я ния СМО S0, S1, S2, … Sk, …, Sn, где Sk — со -
сто я ние, ког да в ней на хо дит ся k за явок, т.е. k ка на лов за ня ты.

Граф со сто я ний СМО в этом слу чае (он со от вет ст ву ет
про цес су ги бе ли и раз мно же ния) бу дет иметь вид, изо б ра -
жен ный на рис. 4.4.
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Рис. 4.4. Раз ме чен ный граф со сто я ний мно го ка наль ной СМО
с от ка за ми
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...
3µ

S2

λ

kλ

λ

(k+1)µ
Sk

λ

nµ
Sn

Из рис. 4.4 очевид но, что по ток за явок по сле до ва тель но
пе ре во дит си с те му из ле во го со сто я ния в со сед нее пра вое
с од ной и той же ин тен сив но с тью λ. Ин тен сив ность по то ка
об слу жи ва ния за ви сит от со сто я ния.

Ес ли СМО на хо дит ся в со сто я нии S2 (за ня ты два ка на ла),
то она мо жет пе рей ти в со сто я ние S1, ког да за кон чат об слу -
жи ва ние ли бо пер вый, ли бо вто рой за ня тый ка нал. Сле до -
ва тель но, сум мар ная ин тен сив ность по то ка об слу жи ва ния
бу дет 2µ и т.д.
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В со от вет ст вии с гра фом, изо б ра жен ным на рис. 4.4, про -

пу ск ную спо соб ность од но го ка на ла обо зна чим ρ= , ρ= —

двух ка на лов, ρ = — трех и т.д.

Тог да по ана ло гии с фор му ла ми (4.3) не труд но по лу чить
пре дель ные ве ро ят но с ти со сто я ний для рас сма т ри ва е мой
СМО:

p0 = 1 + ρ + + ... + + ... + 
–1

;
(4.4)

p1 = ρp0;   p2 = p0;   ...   pk = p0;   ...

По лу чен ные фор му лы пре дель ных ве ро ят но с тей мно го -
ка наль ной СМО с от ка за ми на зы ва ют ся фор му ла ми Эр лан га.

За пи шем ос нов ные по казате ли эф фек тив но с ти функ-
ци о ни ро ва ния мно го ка наль ной СМО с от ка за ми:

• ве ро ят ность от ка за СМО — пре дель ная ве ро ят ность
то го, что все n ка на лов за ня ты, т.е.

Pотк = p0;

• от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность — ве ро ят ность
то го, что за яв ка бу дет об слу же на,

Q = 1 – Pотк = 1 – p0; (4.5)

• аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность

A = λQ = λ 1 – p0 ;

• сред нее чис ло за ня тых ка на лов 
–
k — ма те ма ти че с кое ожи -

да ние чис ла за ня тых ка на лов, ко то рое оп ре де ля ет ся по из -
ве ст ной фор му ле ма те ма ти че с ко го ожи да ния

–
k = ki pi ,

где рi — ве ро ят ность то го, что i ка на лов бу дут за ня ты; ki —
ко ли че ст во за ня тых ка на лов.

Ве ли чи ну 
–
k мож но най ти про ще. Так как каж дый за ня -

тый ка нал об слу жи ва ет в сред нем µ за явок в еди ни цу вре -
ме ни, то

–
k = = ρ 1 – p0 .
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110 Глава 4. Элементы теории массового обслуживания

При мер 4.5. Тор го вая фир ма вы пол ня ет за ка зы на при об ре -
тение то ва ров по те ле фо ну. В на сто я щее вре мя в офи се фир мы ус -
та нов лен один те ле фон. Ин тен сив ность вхо дя ще го по то ка за явок
со став ля ет 30 за явок/ч. Дли тель ность оформ ле ния за ка за в сред -
нем со став ля ет 5 мин.

Оп ре де лить по ка за те ли эф фек тив но с ти функ ци о ни ро ва ния
та кой СМО.

Сколь ко те ле фо нов нуж но по ста вить в офи се, что бы от но си -
тель ная про пу ск ная спо соб ность СМО бы ла не ме нее 0,75?

Решение. При ин тен сив но с ти по то ка за явок = 30 за явок/ч вре -

мя об слу жи ва ния (оформ ле ние за ка за) со став ля ет Т = 5 ,

ко ли че ст во ка на лов (те ле фо нов) n = 1.
При ве дем к оди на ко вой раз мер но с ти ин тен сив ность вхо дя ще -

го по то ка и ин тен сив ность об слу жи ва ния. Так как ин тен сив ность

по то ка об слу жи ва ния µ = , то

µ = = 12 за явок/ч.

Тог да по ка за те ли эф фек тив но с ти:
• ве ро ят ность от ка за

Pотк = = = � 0,714;

• от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность

Q = = = � 0,286;

• аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность

A = Qλ = = = � 8,57 за явки/ч.

Что бы най ти, при ка ком ми ни маль ном ко ли че ст ве те ле фо нов
от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность бу дет не ме нее 0,75, бу дем
по сте пен но уве ли чи вать чис ло те ле фо нов в офи се и по фор му лам
(4.4) оп ре де лим от но си тель ную про пу ск ную спо соб ность.

Пред ва ри тель но вы чис лим

ρ = = = 2,5.

1. Пусть в фир ме ус та нов ле но два те ле фо на. Тог да ко ли че ст во
ка на лов n = 2. Ве ро ят ность, что все те ле фо ны сво бод ны,

λ
—
µ

30
––
12

360
–––
42

30 · 12
–––––––
30 + 12

λµ
–––––
λ + µ

12
––
42

12
–––––––
30 + 12

µ
–––––
λ + µ

30
––
42

30
–––––––
30 + 12

λ
–––––
λ + µ

60 мин/ч
–––––––––––––
5 мин/за яв ка

1
—
T

мин
––––––заявка
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110 Глава 4. Элементы теории массового обслуживания

При мер 4.5. Тор го вая фир ма вы пол ня ет за ка зы на при об ре -
тение то ва ров по те ле фо ну. В на сто я щее вре мя в офи се фир мы ус -
та нов лен один те ле фон. Ин тен сив ность вхо дя ще го по то ка за явок
со став ля ет 30 за явок/ч. Дли тель ность оформ ле ния за ка за в сред -
нем со став ля ет 5 мин.

Оп ре де лить по ка за те ли эф фек тив но с ти функ ци о ни ро ва ния
та кой СМО.

Сколь ко те ле фо нов нуж но по ста вить в офи се, что бы от но си -
тель ная про пу ск ная спо соб ность СМО бы ла не ме нее 0,75?

Решение. При ин тен сив но с ти по то ка за явок = 30 за явок/ч вре -

мя об слу жи ва ния (оформ ле ние за ка за) со став ля ет Т = 5 ,

ко ли че ст во ка на лов (те ле фо нов) n = 1.
При ве дем к оди на ко вой раз мер но с ти ин тен сив ность вхо дя ще -

го по то ка и ин тен сив ность об слу жи ва ния. Так как ин тен сив ность

по то ка об слу жи ва ния µ = , то

µ = = 12 за явок/ч.

Тог да по ка за те ли эф фек тив но с ти:
• ве ро ят ность от ка за

Pотк = = = � 0,714;

• от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность

Q = = = � 0,286;

• аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность

A = Qλ = = = � 8,57 за явки/ч.

Что бы най ти, при ка ком ми ни маль ном ко ли че ст ве те ле фо нов
от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность бу дет не ме нее 0,75, бу дем
по сте пен но уве ли чи вать чис ло те ле фо нов в офи се и по фор му лам
(4.4) оп ре де лим от но си тель ную про пу ск ную спо соб ность.

Пред ва ри тель но вы чис лим

ρ = = = 2,5.

1. Пусть в фир ме ус та нов ле но два те ле фо на. Тог да ко ли че ст во
ка на лов n = 2. Ве ро ят ность, что все те ле фо ны сво бод ны,

λ
—
µ
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––
12

360
–––
42

30 · 12
–––––––
30 + 12

λµ
–––––
λ + µ

12
––
42

12
–––––––
30 + 12

µ
–––––
λ + µ
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–––––
λ + µ

60 мин/ч
–––––––––––––
5 мин/за яв ка

1
—
T

мин
––––––заявка

4.6. Системы массового обслуживания с ожиданием 111

p0 = 1 + ρ + 
–1

= = � 0,151.

Тог да от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность

Q = 1 – Pотк = 1 – p0 = 1 – · 0,151 = 1 – 0,491 = 0,509.

Вид но, что ве ли чи на Q зна чи тель но мень ше тре бу е мо го зна че -
ния 0,75 по ус ло вию за да чи. До ба вим еще один те ле фон. Тог да
про из во дим все вы чис ле ния ана ло гич но.

2. n = 3,

p0 = 1 + ρ + + 
–1

= = � 0,108;

Q = 1 – Pотк = 1 – p0 = 1 – · 0,108 = 1 – 0,281 = 0,719.

3. n = 4,

p0 = 1 + ρ + + + 
–1

= =

= � 0,092;

Q = 1 – Pотк = 1 – p0 = 1 – · 0,092 = 1 – 0,150 = 0,850.

Из по след не го ре ше ния сле ду ет: что бы от но си тель ная про пу -
ск ная спо соб ность СМО бы ла не ме нее 0,75, в офи се долж но быть
не ме нее четырех те ле фо нов. �

4.6. Системы массового обслуживания с ожиданием
Пусть име ет ся од но ка наль ная СМО с не о гра ни чен ной

оче ре дью (на при мер, те ле фон�ав то мат с од ной буд кой).
То есть на СМО не на ло же ны ни ка кие ог ра ни че ния ни по
дли не оче ре ди, ни по вре ме ни ожи да ния.

По ток за явок, по сту па ю щих в СМО, име ет ин тен сив -
ность λ. По сколь ку об слу жи ва ние ве дет один ка нал, то об -
слу жи ва ние за явок про из во дит ся с оди на ко вой ин тен сив -
но с тью для всех со сто я ний.

Не об хо ди мо най ти пре дель ные ве ро ят но с ти со сто я ний
и по ка за те ли эф фек тив но с ти СМО.
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Содержание

Си с те ма мо жет на хо дить ся в од ном из со сто я ний S0, S1,
S2, …, Sk, … по чис лу за явок, на хо дя щих ся в СМО:
S0 — ка нал сво бо ден;
S1 — ка нал за нят, об слу жи ва ет за яв ку, оче ре ди нет;
S2 — ка нал за нят, в оче ре ди од на за яв ка;
…
Sk — ка нал за нят, в оче ре ди (k – 1) за яв ка;
…
Раз ме чен ный граф со сто я ний СМО име ет вид, изо б ра -

жен ный на рис. 4.5.

Рис. 4.5. Од но ка наль ная СМО с ожи да ни ем
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Это про цесс ги бе ли и раз мно же ния, но с бес ко неч ным
чис лом со сто я ний. Для та ко го про цес са до ка за но, что ес ли
сред нее чис ло при хо дя щих за явок в еди ни цу вре ме ни мень -
ше сред не го чис ла об слу жи ва е мых за явок

ρ = < 1,

то пре дель ные ве ро ят но с ти су ще ст ву ют.
Ес ли ρ � 1, то оче редь рас тет до бес ко неч но с ти.
Для оп ре де ле ния пре дель ных ве ро ят но с тей со сто я ний

мож но вос поль зо вать ся фор му ла ми (4.3) для про цес са ги -
бе ли и раз мно же ния (хо тя они бы ли по лу че ны для слу чая
ко неч но го чис ла со сто я ний си с те мы, ими мож но вос поль зо -
вать ся и в дан ном слу чае).

Тог да для слу чая од но го ка на ла n = 1 в со от вет ст вии с
формулами (4.4) мож но за пи сать

p0 = (1 + ρ + ρ2 + ... + ρk + ...)–1.

Пре дель ные ве ро ят но с ти мо гут су ще ст во вать лишь при

ρ < 1. Ряд, сто я щий в скоб ках, схо дит ся к сум ме , так
как это ге о ме т ри че с кий ряд со зна ме на те лем мень шим еди -
ни цы. По это му мож но за пи сать для пер во го чле на про грес -
сии

p0 = 1 – ρ,

а пре дель ные ве ро ят но с ти дру гих со сто я ний оп ре де ля ют ся
по фор му лам

1
–––––
1 – ρ

λ
—
µ

112 Глава 4. Элементы теории массового обслуживания
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Си с те ма мо жет на хо дить ся в од ном из со сто я ний S0, S1,
S2, …, Sk, … по чис лу за явок, на хо дя щих ся в СМО:
S0 — ка нал сво бо ден;
S1 — ка нал за нят, об слу жи ва ет за яв ку, оче ре ди нет;
S2 — ка нал за нят, в оче ре ди од на за яв ка;
…
Sk — ка нал за нят, в оче ре ди (k – 1) за яв ка;
…
Раз ме чен ный граф со сто я ний СМО име ет вид, изо б ра -

жен ный на рис. 4.5.

Рис. 4.5. Од но ка наль ная СМО с ожи да ни ем
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Это про цесс ги бе ли и раз мно же ния, но с бес ко неч ным
чис лом со сто я ний. Для та ко го про цес са до ка за но, что ес ли
сред нее чис ло при хо дя щих за явок в еди ни цу вре ме ни мень -
ше сред не го чис ла об слу жи ва е мых за явок

ρ = < 1,

то пре дель ные ве ро ят но с ти су ще ст ву ют.
Ес ли ρ � 1, то оче редь рас тет до бес ко неч но с ти.
Для оп ре де ле ния пре дель ных ве ро ят но с тей со сто я ний

мож но вос поль зо вать ся фор му ла ми (4.3) для про цес са ги -
бе ли и раз мно же ния (хо тя они бы ли по лу че ны для слу чая
ко неч но го чис ла со сто я ний си с те мы, ими мож но вос поль зо -
вать ся и в дан ном слу чае).

Тог да для слу чая од но го ка на ла n = 1 в со от вет ст вии с
формулами (4.4) мож но за пи сать

p0 = (1 + ρ + ρ2 + ... + ρk + ...)–1.

Пре дель ные ве ро ят но с ти мо гут су ще ст во вать лишь при

ρ < 1. Ряд, сто я щий в скоб ках, схо дит ся к сум ме , так
как это ге о ме т ри че с кий ряд со зна ме на те лем мень шим еди -
ни цы. По это му мож но за пи сать для пер во го чле на про грес -
сии

p0 = 1 – ρ,

а пре дель ные ве ро ят но с ти дру гих со сто я ний оп ре де ля ют ся
по фор му лам

1
–––––
1 – ρ

λ
—
µ
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p1 = ρp0 = ρ(1 – ρ);   p2 = ρ2p0 = ρ2(1 – ρ); ...

pk = ρkp0 = ρk(1 – ρ) ....

Ана ли зи руя по лу чен ные за ви си мо с ти, мож но сде лать
вы вод, что пре дель ные ве ро ят но с ти со сто я ний об ра зу ют
убы ва ю щую ге о ме т ри че с кую про грес сию со зна ме на те лем
ρ < 1. Тог да в этой про грес сии пер вый член p0 — на и боль -
ший.

Это зна чит, что ес ли СМО справ ля ет ся с по то ком за -
явок, то на и бо лее ве ро ят ным ее со сто я ни ем из всех воз мож -
ных со сто я ний бу дет от сут ст вие за явок в си с те ме.

Рас смо т рим ос нов ные по казате ли эф фек тив но с ти
СМО с ожи да ни ем:

• сред нее чис ло за явок в си с те ме Lсист оп ре де ля ет ся по
фор му ле ма те ма ти че с ко го ожи да ния

Lсист = kpk = (1 – ρ) kρk.

Мож но по ка зать, что эта фор му ла пре об ра зу ет ся при ρ < 1
к ви ду

Lсист = ;

• cред нее чис ло за явок, на хо дя щих ся под об слу жи ва ни -
ем Lоб, так же лег ко оп ре де лить по фор му ле для ма те ма ти че -
с ко го ожи да ния

Lоб = 0p0 + 1(1 – p0) = 1 – p0 = 1 – (1 – ρ) = ρ;

• сред нее чис ло за явок в оче ре ди Lоч, оче вид но, оп ре де -
ля ет ся как раз ность Lсист и Lоб

Lоч = Lсист – Lоб =  – ρ = = ;

• сред нее вре мя пре бы ва ния за яв ки в си с те ме Tсист или
в оче ре ди Tоч рав но сред не му чис лу за явок в си с те ме или
в оче ре ди, де лен но му на ин тен сив ность по то ка за явок,

Tсист = = ;   Tоч = = .

Эти за ви си мо с ти на зы ва ют ся фор му ла ми Литт ла.

При мер 4.6. Ми нимар кет с од ним кон тро ле ром�кас си ром об -
слу жи ва ет по ку па те лей, ин тен сив ность вхо дя ще го по то ка ко то -
рых рав на 20 по ку па те лей/ч. Ин тен сив ность по то ка об слу жи ва -
ния рав на 25 по ку па те лей/ч.

�

Σ
k=1

Lсист––––
λ

ρ
––––––––
λ(1 – ρ)

Lоч––
λ

ρ2

––––––––
λ(1 – ρ)

ρ2

––––
1 – ρ

ρ – ρ + ρ2

–––––––––
1 – ρ

ρ
––––
1 – ρ

ρ
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1 – ρ

�
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114 Глава 4. Элементы теории массового обслуживания

Най ти по ка за те ли эф фек тив но с ти СМО, а так же ве ро ят ность,
что в оче ре ди сто ят не бо лее двух по ку па те лей.

Решение. Вы пи шем ис ход ные дан ные:

λ = 20;   µ = 25;   ρ = = = 0,8.

Про ве дем вы чис ле ния.
Ве ро ят ность того, что кон тро лер�кас сир сво бо ден,

p0 = 1 – ρ = 1 – 0,8 = 0,2.

Ве ро ят ность того, что кас сир за нят,

Pзан = 1 – p0 = 1 – 0,2 = 0,8.

Сред нее чис ло по ку па те лей в оче ре ди

Lоч = = = 3,2 по ку па те ля.

Сред нее чис ло по ку па те лей в ми нимар ке те

Lсист = = = 4 по ку па те ля.

Сред нее вре мя про стоя в оче ре ди

Tоч = = = 0,16 ч = 9,6 мин.

Сред нее вре мя на хож де ния в ми нимар ке те

Tсист = = = 0,2 ч = 12 мин.

Ве ро ят ность того, что в оче ре ди не бо лее двух по ку па те лей, оп -
ре де ля ет ся по фор му ле

P(n � 2) = p0 + p1 + p2 + p3 = (1 – ρ)(1 + ρ + ρ2 + ρ3) =
= (1 – 0,8)(1 + 0,8 + 0,82 + 0,83) = 0,2 · 2,95 = 0,59. �

Вопросы и задания для самоконтроля
1. Что на зы ва ет ся си с те мой мас со во го об слу жи ва ния

(СМО)?
2. Из ло жи те клас си фи ка цию СМО: а) по чис лу ка на лов;

б) по ха рак те ру от но ше ния к за яв кам, при шед шим в мо -
мент пол ной за ня то с ти СМО; в) по спо со бу от бо ра для об -
слу жи ва ния за явок из оче ре ди.

3. Ка кие слу чай ные про цес сы на зы ва ют мар ков ски ми?
4. Ка кой по ток со бы тий на зы ва ют про стей шим? Ка ко вы

его свой ст ва?
5. За пи ши те си с те му диф фе рен ци аль ных урав не ний

Кол мо го ро ва.

0,8
––––––––––
20(1 – 0,8)

ρ
––––––––
λ(1 – ρ)

0,82

––––––––––
20(1 – 0,8)

ρ2

––––––––
λ(1 – ρ)

0,8
––––––
1 – 0,8

ρ
––––
1 – ρ

0,82

––––––
1 – 0,8

ρ2

––––
1 – ρ

20
––
25

λ
—
µ
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114 Глава 4. Элементы теории массового обслуживания

Най ти по ка за те ли эф фек тив но с ти СМО, а так же ве ро ят ность,
что в оче ре ди сто ят не бо лее двух по ку па те лей.

Решение. Вы пи шем ис ход ные дан ные:

λ = 20;   µ = 25;   ρ = = = 0,8.

Про ве дем вы чис ле ния.
Ве ро ят ность того, что кон тро лер�кас сир сво бо ден,

p0 = 1 – ρ = 1 – 0,8 = 0,2.

Ве ро ят ность того, что кас сир за нят,

Pзан = 1 – p0 = 1 – 0,2 = 0,8.

Сред нее чис ло по ку па те лей в оче ре ди

Lоч = = = 3,2 по ку па те ля.

Сред нее чис ло по ку па те лей в ми нимар ке те

Lсист = = = 4 по ку па те ля.

Сред нее вре мя про стоя в оче ре ди

Tоч = = = 0,16 ч = 9,6 мин.

Сред нее вре мя на хож де ния в ми нимар ке те

Tсист = = = 0,2 ч = 12 мин.

Ве ро ят ность того, что в оче ре ди не бо лее двух по ку па те лей, оп -
ре де ля ет ся по фор му ле

P(n � 2) = p0 + p1 + p2 + p3 = (1 – ρ)(1 + ρ + ρ2 + ρ3) =
= (1 – 0,8)(1 + 0,8 + 0,82 + 0,83) = 0,2 · 2,95 = 0,59. �

Вопросы и задания для самоконтроля
1. Что на зы ва ет ся си с те мой мас со во го об слу жи ва ния

(СМО)?
2. Из ло жи те клас си фи ка цию СМО: а) по чис лу ка на лов;

б) по ха рак те ру от но ше ния к за яв кам, при шед шим в мо -
мент пол ной за ня то с ти СМО; в) по спо со бу от бо ра для об -
слу жи ва ния за явок из оче ре ди.

3. Ка кие слу чай ные про цес сы на зы ва ют мар ков ски ми?
4. Ка кой по ток со бы тий на зы ва ют про стей шим? Ка ко вы

его свой ст ва?
5. За пи ши те си с те му диф фе рен ци аль ных урав не ний

Кол мо го ро ва.

0,8
––––––––––
20(1 – 0,8)

ρ
––––––––
λ(1 – ρ)

0,82

––––––––––
20(1 – 0,8)

ρ2

––––––––
λ(1 – ρ)

0,8
––––––
1 – 0,8

ρ
––––
1 – ρ

0,82

––––––
1 – 0,8

ρ2

––––
1 – ρ

20
––
25

λ
—
µ

6. За пи ши те си с те му ал ге б ра и че с ких урав не ний для оп -
ре де ле ния пре дель ных ве ро ят но с тей со сто я ний.

7. Ка кие про цес сы на зы ва ют про цес са ми ги бе ли и раз -
мно же ния?

8. Ка ко вы по ка за те ли эф фек тив но с ти од но ка наль ной
СМО с от ка за ми, мно го ка наль ной СМО с от ка за ми? За пи -
ши те вы ра же ния для их на хож де ния.

9. Из ло жи те ал го ритм оп ти ми за ци он но го ана ли за чис ла
ка на лов в СМО.

Задачи для самостоятельного решения
1. В ми ни мар ке те две кас сы. Най ти от но си тель ное вре мя пре -

бы ва ния этой СМО в со сто я ни ях: S0 — обе кас сы сво бод ны; S1 —
од на кас са сво бод на, а дру гая за ня та; S2 — обе кас сы за ня ты, ес ли
λ01 = 4; λ12 = 1; λ10 = 3; λ21 = 2 (по ку па те лей/мин).

2. Най ти от но си тель ную про пу ск ную спо соб ность од но ка наль -
ной СМО с от ка за ми, ес ли ин тен сив ность вхо дя ще го по то ка за -
явок рав на 80 за явок/ч, а сред няя про дол жи тель ность об слу жи ва -
ния од ной за яв ки — 3 мин.

3. Най ти от но си тель ную про пу ск ную спо соб ность од но ка наль -
ной СМО с от ка за ми, ес ли ин тен сив ность вхо дя ще го по то ка за -
явок рав на 40 за явок/ч, а сред няя про дол жи тель ность об слу жи ва -
ния од ной за яв ки — 1 мин.

4. Най ти от но си тель ную про пу ск ную спо соб ность од но ка наль -
ной СМО с от ка за ми, ес ли ин тен сив ность вхо дя ще го по то ка за -
явок рав на 72 за явки/ч, а сред няя про дол жи тель ность об слу жи ва -
ния од ной за яв ки — 2,5 мин. Ка кое ми ни маль ное чис ло ка на лов
нуж но иметь этой СМО, что бы ее от но си тель ная про пу ск ная спо -
соб ность бы ла не ме нее 0,75?

Задачи для самостоятельного решения 115
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Содержание

Гла ва 5
ЭЛЕМЕНТЫ СЕТЕВОГО ПЛАНИРОВАНИЯ 

И УПРАВЛЕНИЯ

5.1. Сетевой график и его параметры
Вы пол не ние ком плекс ных на уч ных ис сле до ва ний, а так -

же про ек ти ро ва ние и стро и тель ст во про мы ш лен ных, сель -
ско хо зяй ст вен ных и транс порт ных объ ек тов тре бу ют ка -
лен дар ной увяз ки боль шо го чис ла вза и мо свя зан ных ра бот,
вы пол ня е мых раз лич ны ми ор га ни за ци я ми.

Со став ле ние и ана лиз со от вет ст ву ю щих ка лен дар ных
пла нов пред став ля ют со бой весь ма слож ную за да чу, при ре -
ше нии ко то рой при ме ня ет ся так на зы ва е мый ме то д се те во -
го пла ни ро ва ния.

Этот ме тод да ет воз мож ность оп ре де лить, во�пер вых, ка -
кие ра бо ты или опе ра ции из чис ла мно гих, со став ля ю щих
про ект, яв ля ют ся «кри ти че с ки ми» по сво е му вли я нию на
об щую ка лен дар ную про дол жи тель ность про ек та и, во�вто -
рых, ка ким об ра зом по ст ро ить на и луч ший ка лен дар ный
план про ве де ния всех ра бот по дан но му про ек ту с тем, что -
бы вы дер жать за дан ные сро ки при ми ни маль ных за тра тах.

Пер вый ва ри ант это го ме то да был раз ра бо тан в 1957 г.
аме ри кан скими уче ными Дж. Е. Кел ли и М. Р. Уо ке ром и был
на зван СРМ (от на чаль ных букв вы ра же ния «Critical Path
Method», оз на ча ю ще го «Ме тод кри ти че с ко го пу ти»). При -
мер но в то же вре мя не за ви си мо от СРМ по яви лась си с те ма
PERT («Program Evaluation and Review Technique», что оз -
на ча ет «Тех ни ка об зо ра и оцен ки про грамм»). В ре зуль та те
даль ней ше го раз ви тия эти си с те мы пре вра ти лись в со во -
куп ную ме то ди ку по ст ро е ния гра фи ков — се те вое пла ни ро -
ва ние и уп рав ле ние.

Идея се те во го ме то да очень про ста. Она ос но ва на на гра фи -
че с ком изо б ра же нии ком плек са ра бот с лю бой сте пе нью их де-
та ли за ции и на вы пол не нии эле мен тар ных ариф ме ти че с ких
опе ра ций по рас че ту па ра ме т ров и ана ли зу се те вых гра фи ков.
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Гла ва 5
ЭЛЕМЕНТЫ СЕТЕВОГО ПЛАНИРОВАНИЯ 

И УПРАВЛЕНИЯ

5.1. Сетевой график и его параметры
Вы пол не ние ком плекс ных на уч ных ис сле до ва ний, а так -

же про ек ти ро ва ние и стро и тель ст во про мы ш лен ных, сель -
ско хо зяй ст вен ных и транс порт ных объ ек тов тре бу ют ка -
лен дар ной увяз ки боль шо го чис ла вза и мо свя зан ных ра бот,
вы пол ня е мых раз лич ны ми ор га ни за ци я ми.

Со став ле ние и ана лиз со от вет ст ву ю щих ка лен дар ных
пла нов пред став ля ют со бой весь ма слож ную за да чу, при ре -
ше нии ко то рой при ме ня ет ся так на зы ва е мый ме то д се те во -
го пла ни ро ва ния.

Этот ме тод да ет воз мож ность оп ре де лить, во�пер вых, ка -
кие ра бо ты или опе ра ции из чис ла мно гих, со став ля ю щих
про ект, яв ля ют ся «кри ти че с ки ми» по сво е му вли я нию на
об щую ка лен дар ную про дол жи тель ность про ек та и, во�вто -
рых, ка ким об ра зом по ст ро ить на и луч ший ка лен дар ный
план про ве де ния всех ра бот по дан но му про ек ту с тем, что -
бы вы дер жать за дан ные сро ки при ми ни маль ных за тра тах.

Пер вый ва ри ант это го ме то да был раз ра бо тан в 1957 г.
аме ри кан скими уче ными Дж. Е. Кел ли и М. Р. Уо ке ром и был
на зван СРМ (от на чаль ных букв вы ра же ния «Critical Path
Method», оз на ча ю ще го «Ме тод кри ти че с ко го пу ти»). При -
мер но в то же вре мя не за ви си мо от СРМ по яви лась си с те ма
PERT («Program Evaluation and Review Technique», что оз -
на ча ет «Тех ни ка об зо ра и оцен ки про грамм»). В ре зуль та те
даль ней ше го раз ви тия эти си с те мы пре вра ти лись в со во -
куп ную ме то ди ку по ст ро е ния гра фи ков — се те вое пла ни ро -
ва ние и уп рав ле ние.

Идея се те во го ме то да очень про ста. Она ос но ва на на гра фи -
че с ком изо б ра же нии ком плек са ра бот с лю бой сте пе нью их де-
та ли за ции и на вы пол не нии эле мен тар ных ариф ме ти че с ких
опе ра ций по рас че ту па ра ме т ров и ана ли зу се те вых гра фи ков.
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С ма те ма ти че с кой точ ки зре ния се те вой гра фик — это
связ ный взве шен ный ор граф G = (A, R) без пе тель и кон -
туров.

При мо де ли ро ва нии про из вод ст вен ных про цес сов в ка -
че ст ве вер шин гра фа ис поль зу ют со бы тия, а в ка че ст ве дуг —
ра бо ты.

Со бы тие — это мо мент на ча ла или за вер ше ния од ной
или не сколь ких ра бот. Пред по ла га ет ся, что со бы тие не име -
ет вре мен нo´й про дол жи тель но с ти, а со вер ша ет ся мгно вен -
но. На гра фи ке оно изо б ра жа ет ся круж ком (пря мо уголь ни -
ком) и ну ме ру ет ся.

Со бы тие, ко то рым на чи на ет ся рас сма т ри ва е мый ком -
плекс ра бот, на зы ва ет ся на чаль ным, а со бы тие, ко то рым за -
вер ша ет ся ком плекс ра бот, — ко неч ным, ос таль ные со бы тия
являются про ме жу точ ными.

Под ра бо той по ни ма ет ся лю бой тру до вой про цесс, со -
про вож да ю щий ся за тра той вре ме ни и при во дя щий к нуж -
ным ре зуль та там. На гра фе ра бо ты, как от ме ча лось вы ше,
изо б ра жа ют ся ду га ми.

Ве сом каж дой ду ги яв ля ет ся про дол жи тель ность со от -
вет ст ву ю щей ра бо ты.

Ра бо ты бы ва ют дей ст ви тель ные и фик тив ные.
Дей ст ви тель ная ра бо та — это ре аль ный про цесс, при во -

дя щий к до сти же нию кон крет ных ре зуль та тов и тре бу ю щий
за трат оп ре де лен ных ре сур сов (ма те ри аль ных средств, вре -
ме ни, пер со на ла). На се те вом гра фи ке ра бо та изо б ра жа ет ся
сплош ной ду гой.

Фик тив ная ра бо та — ус лов ное изо б ра же ние за ви си мо -
сти меж ду дей ст ви тель ны ми ра бо та ми. Фик тив ная ра бо та
не тре бу ет за трат ре сур сов и вре ме ни, на гра фи ке она изо б -
ра жа ет ся пунк тир ной ду гой.

Лю бая по сле до ва тель ность ра бот, со еди ня ю щая ка -
ких�ли бо два со бы тия, на зы ва ет ся пу тем. Путь, со еди ня ю щий
ис ход ное и ко неч ное со бы тие че рез по сле до ва тель ность ра -
бот, на зы ва ет ся пол ным пу тем се те во го гра фи ка.

Дли тель но с тью пол но го пу ти яв ля ет ся сум ма ве сов (про-
дол жи тель но с тей по вре ме ни) вхо дя щих в не го дуг (ра бот).

Пол ный путь мак си маль ной про дол жи тель но с ти на зы -
ва ет ся кри ти че с ким. Кри ти че с ки ми так же на зы ва ют ся ра -
бо ты и со бы тия, на хо дя щи е ся на этом пу ти.

Кри ти че с кий путь вы де ля ет ся на гра фи ке жир ны ми или
двой ны ми стрел ка ми. Имен но он оп ре де ля ет про дол жи -
тель ность вы пол не ния все го ком плек са тре бу е мых ра бот.
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118 Глава 5. Элементы сетевого планирования и управления

По су ще ст ву, кри ти че с кий путь — са мое «уз кое» ме с то
про ек та. Умень шить об щую про дол жи тель ность осу ще ств -
ле ния про ек та мож но, толь ко изы с кав спо со бы со кра ще ния
ра бот, ле жа щих на кри ти че с ком пу ти.

Та ким об ра зом, нет ни ка кой не об хо ди мо с ти в ча с то
прак ти ку е мом стрем ле нии «под на жать» на всех ра бо тах ра -
ди со кра ще ния об щей дли тель но с ти вы пол не ния про ек та.

Сум ма про дол жи тель но с тей всех кри ти че с ких ра бот на -
зы ва ет ся кри ти че с ким сро ком вы пол не ния ком плек са ра бот.

Оче вид но, что бы с т рее кри ти че с ко го сро ка ком плекс ра -
бот вы пол нить нель зя. Дей ст ви тель но, что бы до стиг нуть
за вер ша ю ще го со бы тия, на до прой ти обя за тель но весь кри -
ти че с кий путь.

Для со кра ще ния про дол жи тель но с ти вы пол не ния ком -
плек са работ не об хо ди мо в пер вую оче редь со кра щать про -
дол жи тель ность ра бот, ле жа щих на кри ти че с ком пу ти.

5.2. Правила построения сетевого графика
Мож но вы де лить сле ду ю щие эта пы се те во го пла ни ро -

ва ния:
• под го тов ка ис ход ных дан ных;
• со став ле ние се те во го гра фи ка;
• упо ря до че ние се те во го гра фи ка;
• оп ре де ле ние кри ти че с ко го пу ти и ре зер вов вре ме ни;
• ана лиз и оп ти ми за ция се те во го гра фи ка.
Сначала рас смо т рим два первых эта па.
Под го тов ка ис ход ных дан ных для по ст ро е ния се те во го

гра фи ка вклю ча ет в се бя:
• со став ле ние пе реч ня ра бот и со бы тий. Для это го ис поль-

зу ют ся тех но ло ги че с кие кар ты, рег ла мен ты, ин ст рук ции
и т.д.;

• вы яв ле ние групп ра бот, ко то рые мо гут вы пол нять ся
па рал лель но, прак ти че с ки не за ви си мо друг от дру га; эти ра -
бо ты ко ди ру ют ся ци ф ро вым ко дом, пер вая ци ф ра ко то ро го
обо зна ча ет но мер под груп пы ра бот, к ко то рой при над ле жит
рас сма т ри ва е мая ра бо та, а вто рая ци ф ра — по ряд ко вый но -
мер дан ной ра бо ты в этой под груп пе; оп ре де ле ние ло ги че -
ских свя зей и по сле до ва тель но с ти вы пол не ния ра бот;

• оп ре де ле ние про дол жи тель но с ти ра бот; обыч но эти дан-
ные по лу ча ют ся за бла го в ре мен но пу тем хро но ме т ра жа, ме -
то дом экс перт но го оп ро са или пу тем ана ли за ста ти с ти че с ких
дан ных;
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По су ще ст ву, кри ти че с кий путь — са мое «уз кое» ме с то
про ек та. Умень шить об щую про дол жи тель ность осу ще ств -
ле ния про ек та мож но, толь ко изы с кав спо со бы со кра ще ния
ра бот, ле жа щих на кри ти че с ком пу ти.

Та ким об ра зом, нет ни ка кой не об хо ди мо с ти в ча с то
прак ти ку е мом стрем ле нии «под на жать» на всех ра бо тах ра -
ди со кра ще ния об щей дли тель но с ти вы пол не ния про ек та.

Сум ма про дол жи тель но с тей всех кри ти че с ких ра бот на -
зы ва ет ся кри ти че с ким сро ком вы пол не ния ком плек са ра бот.

Оче вид но, что бы с т рее кри ти че с ко го сро ка ком плекс ра -
бот вы пол нить нель зя. Дей ст ви тель но, что бы до стиг нуть
за вер ша ю ще го со бы тия, на до прой ти обя за тель но весь кри -
ти че с кий путь.

Для со кра ще ния про дол жи тель но с ти вы пол не ния ком -
плек са работ не об хо ди мо в пер вую оче редь со кра щать про -
дол жи тель ность ра бот, ле жа щих на кри ти че с ком пу ти.

5.2. Правила построения сетевого графика
Мож но вы де лить сле ду ю щие эта пы се те во го пла ни ро -

ва ния:
• под го тов ка ис ход ных дан ных;
• со став ле ние се те во го гра фи ка;
• упо ря до че ние се те во го гра фи ка;
• оп ре де ле ние кри ти че с ко го пу ти и ре зер вов вре ме ни;
• ана лиз и оп ти ми за ция се те во го гра фи ка.
Сначала рас смо т рим два первых эта па.
Под го тов ка ис ход ных дан ных для по ст ро е ния се те во го

гра фи ка вклю ча ет в се бя:
• со став ле ние пе реч ня ра бот и со бы тий. Для это го ис поль-

зу ют ся тех но ло ги че с кие кар ты, рег ла мен ты, ин ст рук ции
и т.д.;

• вы яв ле ние групп ра бот, ко то рые мо гут вы пол нять ся
па рал лель но, прак ти че с ки не за ви си мо друг от дру га; эти ра -
бо ты ко ди ру ют ся ци ф ро вым ко дом, пер вая ци ф ра ко то ро го
обо зна ча ет но мер под груп пы ра бот, к ко то рой при над ле жит
рас сма т ри ва е мая ра бо та, а вто рая ци ф ра — по ряд ко вый но -
мер дан ной ра бо ты в этой под груп пе; оп ре де ле ние ло ги че -
ских свя зей и по сле до ва тель но с ти вы пол не ния ра бот;

• оп ре де ле ние про дол жи тель но с ти ра бот; обыч но эти дан-
ные по лу ча ют ся за бла го в ре мен но пу тем хро но ме т ра жа, ме -
то дом экс перт но го оп ро са или пу тем ана ли за ста ти с ти че с ких
дан ных;

• ус та нов ле ние по сле до ва тель но с ти вы пол не ния и вза и -
мо за ви си мо с ти от дель ных ра бот; суть этой про це ду ры со сто-
ит в том, что для каж дой из ра бот рас сма т ри ва е мо го пе реч ня
оп ре де ля ют ся ра бо ты, не по сред ст вен но ей пред ше ст ву ю щие,
т.е. ра бо ты, до за вер ше ния ко то рых не мо жет быть на ча та
рас сма т ри ва е мая ра бо та.

На ос но ва нии этих ис ход ных дан ных со став ля ет ся таб -
ли ца, со дер жа щая но ме ра ра бот по по ряд ку, со дер жа ние
(на и ме но ва ние) ра бот, чис ло (со став) ис пол ни те лей, про -
дол жи тель ность ра бот и пе реч ни пред ше ст ву ю щих ра бот
для каж дой ра бо ты ком плек са.

В ка че ст ве при ме ра в табл. 5.1 при ве ден пе ре чень ра бот,
вы пол ня е мых при тех ни че с ком об слу жи ва нии ав то мо би ля.

Таб ли ца 5.1

Пе ре чень ра бот

1 1.1 1 5 —
2 1.2 2 8 2.3
3 2.1 1 5 1.1
4 2.2 1 10 1.1
5 2.3 2 6 2.1, 2.2

Но мер
ра бо ты

Код
ра бо ты

Чис ло ис пол ни -
телей, человек

Про дол жи тель -
ность ра бо ты, мин

Пред ше ст ву ю щие
ра бо ты

Со став ле ние се те во го тех но ло ги че с ко го гра фи ка осу ще -
ств ля ет ся в сле ду ю щем по ряд ке.

Сна ча ла стро ят ся ча ст ные се те вые гра фи ки вы пол не ния
от дель ных под групп ра бот.

При по ст ро е нии гра фи ков сле ду ет со блю дать ряд пра -
вил (рис. 5.1).

1. В се те вом гра фи ке долж ны быть од но на чаль ное и од -
но за вер ша ю щее со бы тия. Ес ли это не так, то вво дят ся фик -
тив ные со бы тия и ра бо ты.

2. Ду ги, со еди ня ю щие со бы тия, мо гут иметь про из воль -
ную дли ну и про из воль ный на клон, но же ла тель но из бе гать
их пе ре се че ния.

3. Гра фик не дол жен иметь ту пи ко вых со бы тий, т.е. со бы -
тий (за ис клю че ни ем за вер ша ю ще го со бы тия), из ко то рых
не вы хо дит ни од ной ду ги (рис. 5.1, а). В этом слу чае вво дят
фик тив ную ра бо ту (рис. 5.1, б), по ка зан ную пунк тир ной ду гой.

4. Гра фик не дол жен со дер жать со бы тий (за ис клю че ни -
ем на чаль но го со бы тия), в ко то рые не вхо дит ни од на ду га
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(рис. 5.1, в). В этом слу чае вво дят фик тив ную ра бо ту
(рис. 5.1, г), по ка зан ную пунк тир ной ду гой.

5. Лю бые два со бы тия — вер ши ны гра фа — мо гут быть
не по сред ст вен но свя за ны не бо лее чем од ной ду гой.

6. Гра фик не дол жен со дер жать за мк ну тых кон ту ров
и пе тель.

По ст ро е ние ча ст ных се те вых гра фи ков про из во дит ся
сле ва на пра во от ис ход но го со бы тия к за вер ша ю ще му. При
этом на гра фи ках от ме ча ют ся лишь ко ды ра бот и их про -
дол жи тель ность.

За тем про во дят сши ва ние ча ст ных се те вых гра фи ков
в один пу тем сов ме ще ния край них со бы тий ча ст ных гра фи -
ков и вве де ния, ес ли это нуж но, фик тив ных ра бот. Рас смо т -
рим этот про цесс на кон крет ном при ме ре.

При мер 5.1. По дан ным табл. 5.1 по ст ро ить ча ст ные се те вые
и об щий се те вой гра фи ки вы пол не ния ра бот.

Решение. Ра зо бьем вы пол ня е мые ра бо ты на два ча ст ных се те -
вых гра фи ка, изо б ра жен ные на ри с. а и б.

Рис. 5.1. Ил лю с т ра ции к пра ви лам по ст ро е ния се те во го гра фи ка

а б

в г

а

1.1 1.2
5 8

б

2.1

2.2

2.3
10 6

5

Сши ва ние ча ст ных гра фи ков про из во дит ся в сле ду ю щем по ряд-
ке: к пер во му ча ст но му гра фи ку «при ши ва ет ся» вто рой, к вновь
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(рис. 5.1, в). В этом слу чае вво дят фик тив ную ра бо ту
(рис. 5.1, г), по ка зан ную пунк тир ной ду гой.

5. Лю бые два со бы тия — вер ши ны гра фа — мо гут быть
не по сред ст вен но свя за ны не бо лее чем од ной ду гой.

6. Гра фик не дол жен со дер жать за мк ну тых кон ту ров
и пе тель.

По ст ро е ние ча ст ных се те вых гра фи ков про из во дит ся
сле ва на пра во от ис ход но го со бы тия к за вер ша ю ще му. При
этом на гра фи ках от ме ча ют ся лишь ко ды ра бот и их про -
дол жи тель ность.

За тем про во дят сши ва ние ча ст ных се те вых гра фи ков
в один пу тем сов ме ще ния край них со бы тий ча ст ных гра фи -
ков и вве де ния, ес ли это нуж но, фик тив ных ра бот. Рас смо т -
рим этот про цесс на кон крет ном при ме ре.

При мер 5.1. По дан ным табл. 5.1 по ст ро ить ча ст ные се те вые
и об щий се те вой гра фи ки вы пол не ния ра бот.

Решение. Ра зо бьем вы пол ня е мые ра бо ты на два ча ст ных се те -
вых гра фи ка, изо б ра жен ные на ри с. а и б.

Рис. 5.1. Ил лю с т ра ции к пра ви лам по ст ро е ния се те во го гра фи ка

а б

в г
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Сши ва ние ча ст ных гра фи ков про из во дит ся в сле ду ю щем по ряд-
ке: к пер во му ча ст но му гра фи ку «при ши ва ет ся» вто рой, к вновь
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5

об ра зо ван но му гра фи ку «при ши ва ет ся» тре тий и т.д. до тех пор,
по ка не бу дут «сши ты» все ча ст ные гра фи ки.

При сши ва нии ча ст ных се те вых гра фи ков мо гут об ра зо вы -
вать ся за мк ну тые кон ту ры. Так, на при мер, «сши вая» ча ст ные се -
те вые гра фи ки на ри с. а и б, по лу ча ем за мк ну тый кон тур на ри с. в.

Что бы его ра зо мк нуть, вве дем до пол ни тель ное со бы тие на рис. в
меж ду ра бо та ми 1.1 и 1.2.

Со бы тия, ко то рые свя за ны толь ко фик тив ны ми ра бо та ми,
объ е ди ня ют ся. По сле «сши ва ния» ча ст ных гра фи ков в один про -
из во дит ся ну ме ра ция со бы тий об ще го гра фи ка (но мер со бы тия
ука зы ва ет ся в круж ке).
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Ну ме ра ция со бы тий про из во дит ся по сле ду ю ще му пра ви лу:
на чаль но му со бы тию при сва и ва ет ся ну ле вой но мер; сле ду ю ще му
со бы тию при сва и ва ет ся оче ред ной но мер, ес ли все вхо дя щие в не -
го ду ги вы хо дят из уже про ну ме ро ван ных со бы тий, и т.д.

Ес ли под это пра ви ло по дпа да ет не сколь ко со бы тий, то ну ме -
ра ция про из во дит ся в лю бой удоб ной по сле до ва тель но с ти, на при -
мер оче ред ной но мер при сва и ва ет ся со бы тию, встре ча ю ще му ся
пер вым при сле до ва нии сле ва на пра во.

По сле ну ме ра ции се те вой гра фик, изо б ра жен ный на ри с. г,
име ет вид, пред став лен ный на ри с. д.

0 1

По сле по ст ро е ния се те во го гра фи ка про из во дят ся рас -
чет его па ра ме т ров, их ана лиз и оп ти ми за ция гра фи ка.
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122 Глава 5. Элементы сетевого планирования и управления

5.3. Расчет параметров сетевого графика
Ос нов ны ми па ра ме т ра ми се те во го тех но ло ги че с ко го

гра фи ка яв ля ют ся ран ние и по зд ние сро ки свер ше ния со -
бы тий, ре зер вы вре ме ни на ступ ле ния со бы тий.

Ран ний срок свер ше ния со бы тия tр(j) — мак си маль ная
про дол жи тель ность вре ме ни вы пол не ния всех ра бот от ис -
ход но го со бы тия до рас сма т ри ва е мо го j�го со бы тия.

Ран ние сро ки свер ше ния со бы тий оп ре де ля ют ся по сле -
до ва тель но от на чаль но го со бы тия 0 к ко неч но му N, в по -
ряд ке ну ме ра ции со бы тий, по фор му ле

tр(j) = max{tр(i) + t(i, j)},  tр(0) = 0,  i < j,  tр(N) = Tкр, (5.1)

где tр(j) — ран ний срок свер ше ния i�го со бы тия, пред ше ст -
ву ю ще го рас сма т ри ва е мо му j�му со бы тию; t(i, j) — про дол -
жи тель ность ра бо ты, со еди ня ю щей i�е и j�е со бы тия.

Зна че ния tр мо гут быть оп ре де ле ны не по сред ст вен но из
гра фи ка с по мо щью мне мо ни че с ко го пра ви ла:

• ус та нав ли ва ют ся со бы тия (по вхо дя щим стрел кам),
ко то рые не по сред ст вен но пред ше ст ву ют рас сма т ри ва е мо му
со бы тию;

• к зна че ни ям tр этих со бы тий при бав ля ют ся дли ны дуг,
со еди ня ю щих эти со бы тия с рас сма т ри ва е мым, и из по лу -
чен ных сумм вы би ра ет ся мак си маль ная, ко то рая и оп ре де -
ля ет со бой зна че ние tр рас сма т ри ва е мо го со бы тия.

По зд ний срок свер ше ния со бы тия tп(i) — мак си маль ный
до пу с ти мый срок на ступ ле ния рас сма т ри ва е мо го i�го со бы -
тия, не при во дя щий к уве ли че нию кри ти че с ко го пу ти.

Он по ка зы ва ет, че рез ка кое вре мя по сле на ча ла вы пол не -
ния ком плек са ра бот долж но на сту пить ин те ре су ю щее со бы-
тие, что бы об щая про дол жи тель ность ра бот не уве ли чи лась.

По зд ние сро ки свер ше ния со бы тий оп ре де ля ют ся по сле -
до ва тель но от завершающего со бы тия к ис ход но му в по ряд -
ке, об рат ном ну ме ра ции со бы тий, по фор му ле

tп(i) = min{tп(j) – t(i, j)},  tп(N) = tр(N) = Tкр, (5.2)

где tп(j) — по зд ний срок свер ше ния j�го со бы тия, ко то ро му
не по сред ст вен но пред ше ст ву ет рас сма т ри ва е мое i�е со бы -
тие; t(i, j) — про дол жи тель ность ра бо ты (дли на ду ги), со -
еди ня ю щей i�е и j�е со бы тия.

За ме тим, что зна че ния tп и tр ко неч но го со бы тия рав ны
и со от вет ст ву ют ве ли чи не кри ти че с ко го пу ти Tкр. Это об -
сто я тель ст во мож но ис поль зо вать для про вер ки пра виль но -
с ти вы пол не ния рас че тов.
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5.3. Расчет параметров сетевого графика
Ос нов ны ми па ра ме т ра ми се те во го тех но ло ги че с ко го

гра фи ка яв ля ют ся ран ние и по зд ние сро ки свер ше ния со -
бы тий, ре зер вы вре ме ни на ступ ле ния со бы тий.

Ран ний срок свер ше ния со бы тия tр(j) — мак си маль ная
про дол жи тель ность вре ме ни вы пол не ния всех ра бот от ис -
ход но го со бы тия до рас сма т ри ва е мо го j�го со бы тия.

Ран ние сро ки свер ше ния со бы тий оп ре де ля ют ся по сле -
до ва тель но от на чаль но го со бы тия 0 к ко неч но му N, в по -
ряд ке ну ме ра ции со бы тий, по фор му ле

tр(j) = max{tр(i) + t(i, j)},  tр(0) = 0,  i < j,  tр(N) = Tкр, (5.1)

где tр(j) — ран ний срок свер ше ния i�го со бы тия, пред ше ст -
ву ю ще го рас сма т ри ва е мо му j�му со бы тию; t(i, j) — про дол -
жи тель ность ра бо ты, со еди ня ю щей i�е и j�е со бы тия.

Зна че ния tр мо гут быть оп ре де ле ны не по сред ст вен но из
гра фи ка с по мо щью мне мо ни че с ко го пра ви ла:

• ус та нав ли ва ют ся со бы тия (по вхо дя щим стрел кам),
ко то рые не по сред ст вен но пред ше ст ву ют рас сма т ри ва е мо му
со бы тию;

• к зна че ни ям tр этих со бы тий при бав ля ют ся дли ны дуг,
со еди ня ю щих эти со бы тия с рас сма т ри ва е мым, и из по лу -
чен ных сумм вы би ра ет ся мак си маль ная, ко то рая и оп ре де -
ля ет со бой зна че ние tр рас сма т ри ва е мо го со бы тия.

По зд ний срок свер ше ния со бы тия tп(i) — мак си маль ный
до пу с ти мый срок на ступ ле ния рас сма т ри ва е мо го i�го со бы -
тия, не при во дя щий к уве ли че нию кри ти че с ко го пу ти.

Он по ка зы ва ет, че рез ка кое вре мя по сле на ча ла вы пол не -
ния ком плек са ра бот долж но на сту пить ин те ре су ю щее со бы-
тие, что бы об щая про дол жи тель ность ра бот не уве ли чи лась.

По зд ние сро ки свер ше ния со бы тий оп ре де ля ют ся по сле -
до ва тель но от завершающего со бы тия к ис ход но му в по ряд -
ке, об рат ном ну ме ра ции со бы тий, по фор му ле

tп(i) = min{tп(j) – t(i, j)},  tп(N) = tр(N) = Tкр, (5.2)

где tп(j) — по зд ний срок свер ше ния j�го со бы тия, ко то ро му
не по сред ст вен но пред ше ст ву ет рас сма т ри ва е мое i�е со бы -
тие; t(i, j) — про дол жи тель ность ра бо ты (дли на ду ги), со -
еди ня ю щей i�е и j�е со бы тия.

За ме тим, что зна че ния tп и tр ко неч но го со бы тия рав ны
и со от вет ст ву ют ве ли чи не кри ти че с ко го пу ти Tкр. Это об -
сто я тель ст во мож но ис поль зо вать для про вер ки пра виль но -
с ти вы пол не ния рас че тов.

Зна че ния tп так же мо гут быть оп ре де ле ны из гра фи ка
с по мо щью мне мо ни че с ко го пра ви ла:

• ус та нав ли ва ют ся со бы тия (по вы хо дя щим ду гам), ко то -
рым не по сред ст вен но пред ше ст ву ет рас сма т ри ва е мое со бы тие;

• из зна че ний tп этих со бы тий вы чи та ют ся дли ны дуг,
со еди ня ю щих эти со бы тия с рас сма т ри ва е мым, и из по лу -
чен ных зна че ний вы би ра ет ся ми ни маль ная, ко то рая и оп ре -
де ля ет со бой зна че ние tп рас сма т ри ва е мо го со бы тия.

Ре зерв вре ме ни свер ше ния со бы тия ∆t(i) по ка зы ва ет, на -
сколь ко мож но сдви нуть срок на ступ ле ния рас сма т ри ва -
емо го со бы тия в сто ро ну его уве ли че ния, не уве ли чи вая при
этом кри ти че с ко го пу ти:

∆t(i) = tп(i) – tр(i). (5.3)

По сле рас че та па ра ме т ров се те во го гра фи ка оп ре де ля ет -
ся кри ти че с кий путь. Для это го ус та нав ли ва ют ся со бы тия
с ре зер вом вре ме ни свер ше ния, рав ным ну лю (∆t = 0).

Кри ти че с кий путь бу дет про ле гать меж ду эти ми со бы ти -
я ми, со еди няя ис ход ное и за вер ша ю щее со бы тия не пре рыв -
ной по сле до ва тель но с тью ра бот.

Кри ти че с кий путь стро ит ся от за вер ша ю ще го со бы тия
к ис ход но му (ес ли па ра ме т ры гра фи ка оп ре де ле ны пра виль-
но, ре зер вы вре ме ни свер ше ния ис ход но го и за вер ша ю ще го
со бы тий рав ны ну лю). При этом ес ли в со бы тие, ле жа щее
на кри ти че с ком пу ти, вхо дят ду ги из не сколь ких со бы тий,
так же ле жа щих на кри ти че с ком пу ти (у них так же ∆t = 0),
то кри ти че с кий путь про хо дит по ду ге, оп ре де ля ю щей tр
рас сма т ри ва е мо го со бы тия.

В об щем слу чае кри ти че с ких пу тей мо жет быть не сколь ко.

При мер 5.2. Рас счи та ем па ра ме т ры се те во го гра фи ка, изо б ра -
жен но го в при ме ре 5.1 на ри с. д.

Решение. Про ве дем рас че ты по фор му лам (5.1)—(5.3). Ре зуль -
та ты рас че тов све дем в таб ли цу.

0 0 min{5 – 5} = 0 0
1 max{0 + 5) = 5 min{15 – 10; 15 – 5} = 5 0
2 max{5 + 10} = 15 min{15 – 0} = 15 0
3 max{5 + 5; 15 + 0} = 15 min{21 – 6} =15 0
4 max{15 + 6} = 21 min{29 – 8} = 21 0
5 max{21 + 8} = 29 29 0

Но мер
события

i

Ранний срок события
tр(j) = max{tр(i) + t(i, j)}

i < j

Поздний срок события
tп(j) = min{tп(j) – t(i, j)}

j < i

Резерв времени
события

∆t(i) = tп(i) – t р(i)
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124 Глава 5. Элементы сетевого планирования и управления

Как очевид но из таб ли цы, про дол жи тель ность кри ти че с ко го
пу ти со став ля ет Tкр = 29 ед. вре ме ни, а сам кри ти че с кий путь про -
хо дит че рез все со бы тия гра фи ка.

В при ме ре 5.1 на ри с. д кри ти че с кий путь обо зна чен жир ны ми
ду га ми. �

Ра бо ты, ле жа щие на кри ти че с ком пу ти, яв ля ют ся на и бо -
лее на пря жен ны ми, по сколь ку уве ли че ние сро ков вы пол не -
ния этих ра бот обя за тель но при во дит к уве ли че нию об щей
про дол жи тель но с ти вы пол не ния все го ком плек са ра бот.

И на про тив, со кра ще ние сро ков вы пол не ния ра бот, ле -
жа щих на кри ти че с ком пу ти, яв ля ет ся од ним из на и бо лее
эф фек тив ных пу тей оп ти ми за ции се те во го тех но ло ги че с ко -
го гра фи ка.

Под оп ти ми за ци ей тех но ло ги че с ко го гра фи ка по ни ма ет -
ся его улуч ше ние с це лью умень ше ния вре ме ни вы пол не ния
ком плек са ра бот при за дан ном ко ли че ст ве сил и средств.

Се те вой ме тод пла ни ро ва ния ра бот не да ет стро го оп ти -
маль но го ре ше ния. Од на ко пу тем по сле до ва тель но го мно -
го крат но го улуч ше ния пер во на чаль но го ва ри ан та мож но
по лу чить гра фик, близ кий к оп ти маль но му.

Эта за да ча мо жет быть ре ше на пу тем при вле че ния к вы пол -
не нию ра бот, ле жа щих на кри ти че с ком пу ти, до пол ни тель -
ных сил и средств за счет ра бот, не ле жа щих на этом пу ти.

Дру гой спо соб оп ти ми за ции се те во го тех но ло ги че с ко го
гра фи ка за клю ча ет ся в из ме не нии по ряд ка сле до ва ния ра -
бот (из ме не нии со ста ва пред ше ст ву ю щих ра бот).

В про цес се оп ти ми за ции со став ра бот, ле жа щих на кри -
ти че с ком пу ти, мо жет из ме нять ся. В этом слу чае даль ней -
шая оп ти ми за ция тех но ло ги че с ко го гра фи ка вы пол ня ет ся
по вновь об ра зо ван но му кри ти че с ко му пу ти.

Кри те ри я ми оп ти маль но с ти се те во го гра фи ка мо гут
слу жить:

• ко эф фи ци ен ты за гру жен но с ти αi или про стоя βi i�го
спе ци а ли с та

αi = ;   βi = 1 – αi;

• ко эф фи ци ен ты сред ней за гру жен но с ти α или про стоя
β спе ци а ли с тов

Ti
α = ————;   β = 1 – α,

nTкр

n

Σ
i=1

Ti–––
Tкр
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Как очевид но из таб ли цы, про дол жи тель ность кри ти че с ко го
пу ти со став ля ет Tкр = 29 ед. вре ме ни, а сам кри ти че с кий путь про -
хо дит че рез все со бы тия гра фи ка.

В при ме ре 5.1 на ри с. д кри ти че с кий путь обо зна чен жир ны ми
ду га ми. �

Ра бо ты, ле жа щие на кри ти че с ком пу ти, яв ля ют ся на и бо -
лее на пря жен ны ми, по сколь ку уве ли че ние сро ков вы пол не -
ния этих ра бот обя за тель но при во дит к уве ли че нию об щей
про дол жи тель но с ти вы пол не ния все го ком плек са ра бот.

И на про тив, со кра ще ние сро ков вы пол не ния ра бот, ле -
жа щих на кри ти че с ком пу ти, яв ля ет ся од ним из на и бо лее
эф фек тив ных пу тей оп ти ми за ции се те во го тех но ло ги че с ко -
го гра фи ка.

Под оп ти ми за ци ей тех но ло ги че с ко го гра фи ка по ни ма ет -
ся его улуч ше ние с це лью умень ше ния вре ме ни вы пол не ния
ком плек са ра бот при за дан ном ко ли че ст ве сил и средств.

Се те вой ме тод пла ни ро ва ния ра бот не да ет стро го оп ти -
маль но го ре ше ния. Од на ко пу тем по сле до ва тель но го мно -
го крат но го улуч ше ния пер во на чаль но го ва ри ан та мож но
по лу чить гра фик, близ кий к оп ти маль но му.

Эта за да ча мо жет быть ре ше на пу тем при вле че ния к вы пол -
не нию ра бот, ле жа щих на кри ти че с ком пу ти, до пол ни тель -
ных сил и средств за счет ра бот, не ле жа щих на этом пу ти.

Дру гой спо соб оп ти ми за ции се те во го тех но ло ги че с ко го
гра фи ка за клю ча ет ся в из ме не нии по ряд ка сле до ва ния ра -
бот (из ме не нии со ста ва пред ше ст ву ю щих ра бот).

В про цес се оп ти ми за ции со став ра бот, ле жа щих на кри -
ти че с ком пу ти, мо жет из ме нять ся. В этом слу чае даль ней -
шая оп ти ми за ция тех но ло ги че с ко го гра фи ка вы пол ня ет ся
по вновь об ра зо ван но му кри ти че с ко му пу ти.

Кри те ри я ми оп ти маль но с ти се те во го гра фи ка мо гут
слу жить:

• ко эф фи ци ен ты за гру жен но с ти αi или про стоя βi i�го
спе ци а ли с та

αi = ;   βi = 1 – αi;

• ко эф фи ци ен ты сред ней за гру жен но с ти α или про стоя
β спе ци а ли с тов

Ti
α = ————;   β = 1 – α,

nTкр

n

Σ
i=1

Ti–––
Tкр

где Ti — сум мар ная про дол жи тель ность ра бо ты i�го спе ци а -
ли с та; Tкр — дли на кри ти че с ко го пу ти; n — чис ло спе ци а ли -
с тов, за дей ст во ван ных в ра бо тах.

При зна ка ми вы со ко го ка че ства тех но ло ги че с ко го
гра фи ка (его бли зо с ти к оп ти маль но му) яв ля ют ся:

• бли зость зна че ний αi, i = 1, n, к зна че нию α, которые
долж ны раз ли чать ся не бо лее чем на 0,01;

• бли зость α к еди ни це.

При мер 5.3. Рас счи та ем ко эф фи ци ен ты за груз ки спе ци а ли -
стов по дан ным табл. 5.1, по ла гая, что спе ци а лист № 1 уча ст ву ет
в вы пол не нии ра бо т 1.1, 1.2, 2.1, 2.3, а спе ци а лист № 2 — ра бо т 1.2,
2.2, 2.3.

Решение. Ис поль зуя со от вет ст ву ю щие дан ные из табл. 5.1,
для про из вод ст ва рас че тов офор мим таб ли цу.

1.1 1 5 № 1
1.2 2 8 № 1, № 2
2.1 1 5 № 1
2.2 1 10 № 2
2.3 2 6 № 1, № 2

Код
ра бо ты

Чис ло
ис пол ни телей, чел.

Про дол жи тель ность
ра бо ты, ми н

У ча с тие спе ци а -
лиcтов в ра бо тах

Про ве дем рас че ты по при ве ден ным вы ше фор му лам.

Для 1�го спе ци а ли с та α1 = � 0,83.

Для 2�го спе ци а ли с та α2 = � 0,83.

Как очевид но из при ме ра, за гру жен ность спе ци а ли с тов оди на -
ко ва и до ста точ на вы со кая, что сви де тель ст ву ет о вы со ком ка че ст -
ве ор га ни за ции тру да. �

5.4. Линейный график и способы его построения
Се те вой гра фик да ет об щее пред став ле ние о струк ту ре

ком плек са ра бот и тех но ло ги че с кой по сле до ва тель но с ти их
вы пол не ния.

Не до статком се те во го гра фи ка яв ля ет ся то, что он не
да ет чет ко го пред став ле ния о вза им ном рас по ло же нии ра -
бот во вре ме ни, что за труд ня ет на хож де ние кри ти че с ко го
пу ти и оп ти ми за цию се те во го гра фи ка.

Этот не до ста ток от сут ст ву ет у ли ней но го гра фи ка, или
ди а грам мы Гант та. Эле мен та ми ли ней но го гра фи ка яв ля -

8 + 10 + 6
–––––––––

29

5 + 8 + 5 + 6
––––––––––––

29
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Содержание

ют ся ра бо ты, ко то рые изо б ра жа ют ся в си с те ме ко ор ди нат
(но мер ра бо ты — вре мя вы пол не ния).

Ли ней ный гра фик стро ит ся по сле ду ю ще му пра ви лу:
• ра бо ты изо б ра жа ют ся на гра фи ке ли ни я ми (пря мо -

уголь ни ка ми), дли на ко то рых про пор ци о наль на их дли -
тель но с ти;

• ра бо та изо б ра жа ет ся на гра фи ке, ес ли по ст ро е ны все
ра бо ты, не по сред ст вен но ей пред ше ст ву ю щие;

• мо мент на ча ла вы пол не ния дан ной ра бо ты оп ре де ля -
ет ся мо мен том окон ча ния вы пол не ния всех не по сред ст вен -
но пред ше ст ву ю щих ей ра бот.

При мер 5.4. По ст ро ить ли ней ный гра фик по дан ным табл. 5.1.
Решение. По из ло жен ным вы ше пра ви лам по ст ро им ли ней ный

гра фик.
29

Время t, у.е.

Номер работы

2826242222181614121086420

1

2

3

4

5

1.1

2.2

2.3

1.2

2.1

По сле по ст ро е ния ли ней но го гра фи ка тех ни че с ко го об слу жи -
ва ния ав то мо би ля пе ре ну ме ру ем ра бо ты. Те перь в от ли чие от ну -
ме ра ции ра бот в табл. 5.1, на при мер, ра бо та 5 име ет код 1.2. �

Для всех ра бот (i, j)на ос но ве ран них и по зд них сро ков
свер ше ния со бы тий мож но оп ре де лить по ка за те ли, ко то рые
яв ля ют ся так же ос новны ми параме трами линей но го тех-
нологи че с кого гра фи ка:

• ран ний срок на ча ла со бы тия

tрн(i, j) = tр(i); (5.4)

• ран ний срок окон ча ния со бы тия по ка зы ва ет, че рез ка -
кое вре мя по сле на ча ла вы пол не ния ком плек са ра бот бу дет
за вер ше на рас сма т ри ва е мая j�я ра бо та, ес ли все ра бо ты бу -
дут вы пол нять ся в со от вет ст вии с гра фи ком,

tро(i, j) = tр(i) + t(i, j). (5.5)

При опи сан ном вы ше по ряд ке по ст ро е ния ли ней но го
гра фи ка ран ние сро ки за вер ше ния ра бот лег ко оп ре де ля ют -
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ют ся ра бо ты, ко то рые изо б ра жа ют ся в си с те ме ко ор ди нат
(но мер ра бо ты — вре мя вы пол не ния).

Ли ней ный гра фик стро ит ся по сле ду ю ще му пра ви лу:
• ра бо ты изо б ра жа ют ся на гра фи ке ли ни я ми (пря мо -

уголь ни ка ми), дли на ко то рых про пор ци о наль на их дли -
тель но с ти;

• ра бо та изо б ра жа ет ся на гра фи ке, ес ли по ст ро е ны все
ра бо ты, не по сред ст вен но ей пред ше ст ву ю щие;

• мо мент на ча ла вы пол не ния дан ной ра бо ты оп ре де ля -
ет ся мо мен том окон ча ния вы пол не ния всех не по сред ст вен -
но пред ше ст ву ю щих ей ра бот.

При мер 5.4. По ст ро ить ли ней ный гра фик по дан ным табл. 5.1.
Решение. По из ло жен ным вы ше пра ви лам по ст ро им ли ней ный

гра фик.
29

Время t, у.е.

Номер работы

2826242222181614121086420

1

2

3

4

5

1.1

2.2

2.3

1.2

2.1

По сле по ст ро е ния ли ней но го гра фи ка тех ни че с ко го об слу жи -
ва ния ав то мо би ля пе ре ну ме ру ем ра бо ты. Те перь в от ли чие от ну -
ме ра ции ра бот в табл. 5.1, на при мер, ра бо та 5 име ет код 1.2. �

Для всех ра бот (i, j)на ос но ве ран них и по зд них сро ков
свер ше ния со бы тий мож но оп ре де лить по ка за те ли, ко то рые
яв ля ют ся так же ос новны ми параме трами линей но го тех-
нологи че с кого гра фи ка:

• ран ний срок на ча ла со бы тия

tрн(i, j) = tр(i); (5.4)

• ран ний срок окон ча ния со бы тия по ка зы ва ет, че рез ка -
кое вре мя по сле на ча ла вы пол не ния ком плек са ра бот бу дет
за вер ше на рас сма т ри ва е мая j�я ра бо та, ес ли все ра бо ты бу -
дут вы пол нять ся в со от вет ст вии с гра фи ком,

tро(i, j) = tр(i) + t(i, j). (5.5)

При опи сан ном вы ше по ряд ке по ст ро е ния ли ней но го
гра фи ка ран ние сро ки за вер ше ния ра бот лег ко оп ре де ля ют -

126 Глава 5. Элементы сетевого планирования и управления 5.4. Линейный график и способы его построения 127

ся из гра фи ка: они со от вет ст ву ют мо мен там вре ме ни окон -
ча ния ра бот (оп ре де ля ют ся пу тем про ек ти ро ва ния ра бот на
вре мен ную ось);

• по зд ний срок на ча ла со бы тия

tпн(i, j) = tп(i) – t(i, j); (5.6)

• по зд ний срок окон ча ния со бы тия

tпо(i, j) = tп(i) (5.7)

— мак си маль ный (пре дель но до пу с ти мый) срок за вер ше ния
рас сма т ри ва е мой ра бо ты, не при во дя щий к уве ли че нию
кри ти че с ко го пу ти.

Он по ка зы ва ет, че рез ка кое вре мя по сле на ча ла вы пол не -
ния ком плек са ра бот долж на быть за вер ше на дан ная ра бо та,
что бы об щая про дол жи тель ность ра бот не уве ли чи лась.

За ме тим, что зна че ния tпо и tро за вер ша ю ще го со бы тия
рав ны и со от вет ст ву ют ве ли чи не кри ти че с ко го пу ти Tкр;

• дли на кри ти че с ко го пу ти Tкр — про дол жи тель ность
вы пол не ния все го ком плек са ра бот — со от вет ст ву ет на и -
боль ше му зна че нию из всех tр(j), j = 1, N

Tкр = max{tр(1), tр(2), ..., tр(N)},

где N — об щее чис ло ра бот в ком плек се;
• пол ный ре зерв вре ме ни вы пол не ния ра бо ты ∆tп(i, j) по -

ка зы ва ет, на сколь ко мо жет быть сдви нут срок за вер ше ния
рас сма т ри ва е мой ра бо ты в сто ро ну его уве ли че ния (уве ли -
че на ее про дол жи тель ность), не вы зы вая уве ли че ния кри ти-
че с ко го пу ти,

∆tп(i, j) = tп(j) – tр(i) – t(i, j). (5.8)

При мер 5.5. Рас счи тать па ра ме т ры ли ней но го гра фи ка, пред -
став лен но го в при ме ре 5.4.

Решение. В со от вет ст вии с ри сун ком оп ре де лим ран ний и по зд -
ний сро ки окон ча ния ра бо ты. Ран ний срок окон ча ния ра бо ты ха -
рак те ри зу ет пра вый срез пря мо уголь ни ка (ра бо ты).

Ес ли ра бо та вы пол ня ет ся не па рал лель но с дру ги ми ра бо та ми,
то по зд ний срок окон ча ния ра бо ты ра вен ран не му сро ку.

По зд ний срок окон ча ния ра бо ты, не рав ный ран не му сро ку,
мож но ука зать толь ко для тех ра бот, ко то рые на ли ней ном гра фи -
ке вы пол ня ют ся па рал лель но, на при мер ра бо ты 2 и 3.

В этом слу чае без ущер ба для ве ли чи ны кри ти че с ко го пу ти
мож но уве ли чить про дол жи тель ность ра бо ты 2. То есть по зд ний
срок окон ча ния ра бо ты 2 со от вет ст ву ет вре ме ни 15 у.е.
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Содержание

Ре зерв вре ме ни лег ко оп ре де ля ет ся как раз ность по зд не го и ран-
не го сро ков окон ча ния ра бо ты

Ре зуль та ты рас че та све дем в таб ли цу.

1 1.1 5 5 5 0
2 2.1 5 10 15 5
3 2.2 10 15 15 0
4 2.3 6 max{21, 16} = 21 21 0
5 1.2 8 29 29 0

Номер
ра бо ты

Код
ра бо ты

Про дол -
жительность

ра бо ты,
t(i), у.е.

Ран ний срок
окон ча ния

ра бо ты tро (i), у.е.

Поздний срок
окон ча ния

ра бо ты tпо (i),
у.е.

Ре зерв
вре ме ни,
∆пt(i), у.е.

Как очевид но из таб ли цы, дли на кри ти че с ко го пу ти рав на ран -
не му сро ку вы пол не ния ра бо ты 1.2 и со став ля ет Tкр = 29 у.е.; при
этом ра бо та 2.1 име ет ре зерв в 5 у.е. вре ме ни.

По сле оп ре де ле ния па ра ме т ров ли ней но го гра фи ка стро ит ся
кри ти че с кий путь. При зна ком при над леж но с ти i�й ра бо ты кри ти -
че с ко му пу ти яв ля ет ся ра вен ст во ∆t(i) = 0. Не пре рыв ность кри ти -
че с ко го пу ти сви де тель ст ву ет о пра виль но с ти его по ст ро е ния.

Та ким об ра зом, бо лее на гляд ное пред став ле ние ра бот во вре -
ме ни де ла ет про цесс оп ти ми за ции ли ней но го гра фи ка бо лее лег -
ким по срав не нию с се те вым гра фи ком.

В рас сма т ри ва е мом при ме ре кри ти че с кий путь про хо дит че рез
ра бо ты 1.1, 2.2, 2.3, 1.2.

Так как ра бо та 2.1 име ет ре зерв в 5 у.е. вре ме ни, то мож но по -
пы тать ся при влечь на это вре мя ос во бо див ше го ся спе ци а ли с та
для вы пол не ния ра бо ты 2.2, что, ско рее все го, со кра тит вре мя ее
вы пол не ния. В этом слу чае мож но ожи дать со кра ще ния кри ти че -
с ко го вре ме ни вы пол не ния тех ни че с ко го об слу жи ва ния ав то мо -
би ля. �

При мер 5.6. Не об хо ди мо со брать узел из двух де та лей А и В.
Обе де та ли долж ны быть об ра бо та ны на то кар ном стан ке. Де таль
В долж на прой ти, кро ме то го, шли фов ку.

Пе ре чень со бы тий, а так же дан ные о про дол жи тель но с ти ра -
бот (в мин) при ве де ны в таб ли цах.

1 Начало 0
2 Получить заготовку для детали А 1
3 Получить заготовку для детали В 1
4 Обработать А на  станке 2, 3
5 Обработать В на  станке 2, 3

Шифр
события Описание события Предшествующие события
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Ре зерв вре ме ни лег ко оп ре де ля ет ся как раз ность по зд не го и ран-
не го сро ков окон ча ния ра бо ты

Ре зуль та ты рас че та све дем в таб ли цу.

1 1.1 5 5 5 0
2 2.1 5 10 15 5
3 2.2 10 15 15 0
4 2.3 6 max{21, 16} = 21 21 0
5 1.2 8 29 29 0

Номер
ра бо ты

Код
ра бо ты

Про дол -
жительность

ра бо ты,
t(i), у.е.

Ран ний срок
окон ча ния

ра бо ты tро (i), у.е.

Поздний срок
окон ча ния

ра бо ты tпо (i),
у.е.

Ре зерв
вре ме ни,
∆пt(i), у.е.

Как очевид но из таб ли цы, дли на кри ти че с ко го пу ти рав на ран -
не му сро ку вы пол не ния ра бо ты 1.2 и со став ля ет Tкр = 29 у.е.; при
этом ра бо та 2.1 име ет ре зерв в 5 у.е. вре ме ни.

По сле оп ре де ле ния па ра ме т ров ли ней но го гра фи ка стро ит ся
кри ти че с кий путь. При зна ком при над леж но с ти i�й ра бо ты кри ти -
че с ко му пу ти яв ля ет ся ра вен ст во ∆t(i) = 0. Не пре рыв ность кри ти -
че с ко го пу ти сви де тель ст ву ет о пра виль но с ти его по ст ро е ния.

Та ким об ра зом, бо лее на гляд ное пред став ле ние ра бот во вре -
ме ни де ла ет про цесс оп ти ми за ции ли ней но го гра фи ка бо лее лег -
ким по срав не нию с се те вым гра фи ком.

В рас сма т ри ва е мом при ме ре кри ти че с кий путь про хо дит че рез
ра бо ты 1.1, 2.2, 2.3, 1.2.

Так как ра бо та 2.1 име ет ре зерв в 5 у.е. вре ме ни, то мож но по -
пы тать ся при влечь на это вре мя ос во бо див ше го ся спе ци а ли с та
для вы пол не ния ра бо ты 2.2, что, ско рее все го, со кра тит вре мя ее
вы пол не ния. В этом слу чае мож но ожи дать со кра ще ния кри ти че -
с ко го вре ме ни вы пол не ния тех ни че с ко го об слу жи ва ния ав то мо -
би ля. �

При мер 5.6. Не об хо ди мо со брать узел из двух де та лей А и В.
Обе де та ли долж ны быть об ра бо та ны на то кар ном стан ке. Де таль
В долж на прой ти, кро ме то го, шли фов ку.

Пе ре чень со бы тий, а так же дан ные о про дол жи тель но с ти ра -
бот (в мин) при ве де ны в таб ли цах.

1 Начало 0
2 Получить заготовку для детали А 1
3 Получить заготовку для детали В 1
4 Обработать А на  станке 2, 3
5 Обработать В на  станке 2, 3

Шифр
события Описание события Предшествующие события
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6
40

20
Конец

4
30

Оп ре де лить ос нов ные па ра ме т ры се те во го гра фи ка.
Решение. По дан ным таб лиц со ста вим се те вой гра фик

Окончание таблицы

6 Шлифовать деталь В 5
7 Собрать узел из деталей А и В 4, 6
8 Конец 7

Шифр
события Описание события Предшествующие события

1, 2 10
1, 3 20
2, 4 30
2, 5 0
3, 4 0
3, 5 20
4, 7 0
5, 6 40
6, 7 0
7, 8 20

Номер работы Продолжительность работы, мин

1 7 8

3 5

10

20

20

0 0
0

0

2

Для се те во го гра фи ка пол ны ми пу тя ми бу дут:
путь 1 � 2 � 4 � 7 � 8 про дол жи тель но с тью 10 + 30 + 0 +

+ 20 = 60 мин;
путь 1 � 2 � 5 � 6 � 7 � 8 про дол жи тель но с тью 10 + 0 +

+ 40 + 0 + 20 = 70 мин;
путь 1 � 3 � 4 � 7 � 8 про дол жи тель но с тью 20 + 0 + 0 + 20 =

= 40 мин;
путь 1 � 3 � 5 � 6 � 7 � 8 про дол жи тель но с тью 20 + 20 +

+ 40 + 0 + 20 = 100 мин.
По след ний путь име ет на и боль шую про дол жи тель ность и яв -

ля ет ся кри ти че с ким. Про дол жи тель ность кри ти че с ко го пу ти со -
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став ля ет 100 мин. Бы с т рее ра бо ту вы пол нить нель зя, так как для
до сти же ния за вер ша ю ще го со бы тия кри ти че с кий путь на до прой -
ти обя за тель но.

1. Рас чет па ра ме т ров се те во го гра фи ка
При оп ре де ле нии ран них сро ков свер ше ния со бы тий tp( j) дви га -

ем ся по се те во му гра фи ку сле ва на пра во и ис поль зу ем формулу (5.1).
Для на чаль но го со бы тия j =1, оче вид но, tp(1) = 0.
Для j = 2: tp(2) = tp(1) + t(1, 2) = 0 + 10 = 10 мин, так как для со -

бы тия 2 су ще ст ву ет толь ко один пред ше ст ву ю щий путь 1 � 2.
Для j = 3: tp(3) = tp(1) + t(1, 3) = 0 + 20 = 20 мин, так как для со -

бы тия 3 су ще ст ву ет один пред ше ст ву ю щий путь 1 � 3.
Для j = 4: tp(4) = max {tp(2) + t(2, 4); tp(3) + t(3, 4)} = max {10 +

+ 30; 20 + 0}= 40, так как для со бы тия 4 су ще ст ву ют два пред ше ст -
ву ю щих пу ти: 1 � 2 � 4 и 1 � 3 � 4 и два пред ше ст ву ю щих со -
бы тия: 2 и 3.

Ана ло гич но оп ре де ля ем ран ние сро ки для ос таль ных со бы тий
се ти:

tp(5) = max{tp(2) + t(2, 5); tp(3) + t(3, 5)} = max{10 + 0; 20 + 20} =
= max{10; 40} = 40;

tp(6) = tp(5) + t(5, 6) = 40 + 40 = 80;
tp(7) = max{tp(4) + t(4, 7); tp(6) + t(6, 7)} = max{40 + 0; 80 + 0} =

= max{40; 80} = 80;
tp(8) = tp(7) + t(7, 8) = 80 + 20 = 100.
Дли на кри ти че с ко го пу ти рав на ран не му сро ку свер ше ния за -

вер ша ю ще го со бы тия 8

tp(8) = Ткр = 100 мин.

Най ден ные па ра ме т ры све дем в таб ли цу.

1 0 0 0
2 10 40 30
3 20 20 0
4 40 80 40
5 40 40 0
6 80 80 0
7 80 80 0
8 100 100 0

Номер
ра бо ты

Ре зерв вре ме ни,
∆t(i), ми н

Сроки свершения события, мин

ран ний tp (j), мин по зд ний tп (i), мин

В этой таб ли це при оп ре де ле нии по зд них сро ков свер ше ния со-
бы тий tп(i) дви га ем ся по ду гам в об рат ном на прав ле нии, т.е. спра -
ва на ле во и ис поль зу ем фор му лу (5.2).

130 Глава 5. Элементы сетевого планирования и управления



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

став ля ет 100 мин. Бы с т рее ра бо ту вы пол нить нель зя, так как для
до сти же ния за вер ша ю ще го со бы тия кри ти че с кий путь на до прой -
ти обя за тель но.

1. Рас чет па ра ме т ров се те во го гра фи ка
При оп ре де ле нии ран них сро ков свер ше ния со бы тий tp( j) дви га -

ем ся по се те во му гра фи ку сле ва на пра во и ис поль зу ем формулу (5.1).
Для на чаль но го со бы тия j =1, оче вид но, tp(1) = 0.
Для j = 2: tp(2) = tp(1) + t(1, 2) = 0 + 10 = 10 мин, так как для со -

бы тия 2 су ще ст ву ет толь ко один пред ше ст ву ю щий путь 1 � 2.
Для j = 3: tp(3) = tp(1) + t(1, 3) = 0 + 20 = 20 мин, так как для со -

бы тия 3 су ще ст ву ет один пред ше ст ву ю щий путь 1 � 3.
Для j = 4: tp(4) = max {tp(2) + t(2, 4); tp(3) + t(3, 4)} = max {10 +

+ 30; 20 + 0}= 40, так как для со бы тия 4 су ще ст ву ют два пред ше ст -
ву ю щих пу ти: 1 � 2 � 4 и 1 � 3 � 4 и два пред ше ст ву ю щих со -
бы тия: 2 и 3.

Ана ло гич но оп ре де ля ем ран ние сро ки для ос таль ных со бы тий
се ти:

tp(5) = max{tp(2) + t(2, 5); tp(3) + t(3, 5)} = max{10 + 0; 20 + 20} =
= max{10; 40} = 40;

tp(6) = tp(5) + t(5, 6) = 40 + 40 = 80;
tp(7) = max{tp(4) + t(4, 7); tp(6) + t(6, 7)} = max{40 + 0; 80 + 0} =

= max{40; 80} = 80;
tp(8) = tp(7) + t(7, 8) = 80 + 20 = 100.
Дли на кри ти че с ко го пу ти рав на ран не му сро ку свер ше ния за -

вер ша ю ще го со бы тия 8

tp(8) = Ткр = 100 мин.

Най ден ные па ра ме т ры све дем в таб ли цу.

1 0 0 0
2 10 40 30
3 20 20 0
4 40 80 40
5 40 40 0
6 80 80 0
7 80 80 0
8 100 100 0

Номер
ра бо ты

Ре зерв вре ме ни,
∆t(i), ми н

Сроки свершения события, мин

ран ний tp (j), мин по зд ний tп (i), мин

В этой таб ли це при оп ре де ле нии по зд них сро ков свер ше ния со-
бы тий tп(i) дви га ем ся по ду гам в об рат ном на прав ле нии, т.е. спра -
ва на ле во и ис поль зу ем фор му лу (5.2).
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Для i = 8 (за вер ша ю ще го со бы тия) по зд ний срок свер ше ния
со бы тия дол жен рав нять ся его ран не му сро ку (ина че из ме нит ся
дли на кри ти че с ко го пу ти):

tп(8) = tр(8) = 100 мин.

Для i = 7: tп(7) = tп(8) – t(7, 8) = 100 – 20 = 80, так как для со -
бы тия 7 су ще ст ву ет толь ко один по сле ду ю щий путь 7 � 8.

Для i = 6: tп(6) = tп(7) – t(6, 7) = 80 – 0 = 80, так как для со бы -
тия 6 су ще ст ву ет толь ко один по сле ду ю щий путь 6 � 7 � 8.

Для i = 5: tп(5) = tп(6) – t(5, 6) = 80 – 40 = 40, так как для со бы -
тия 5 су ще ст ву ет толь ко один по сле ду ю щий путь 5 � 6 � 7 � 8.

Для i = 4: tп(4) = tп(7) – t(4, 7) = 80 – 0 = 80, так как для со бы -
тия 4 су ще ст ву ет толь ко один по сле ду ю щий путь 4 � 7 � 8.

Для i = 3: tп(3) = min{tп(4) – t(3, 4); tп(5) – t(3, 5)} = min{80 – 0;
40 – 20} = min{80; 20} = 20, так как для со бы тия 3 су ще ст ву ют два
по сле ду ю щих пу ти: 3 � 4 � 7 � 8 и 3 � 5 � 6 � 7 � 8.

Для i = 2: tп(2) = min{tп(4) – t(2, 4); tп(5) – t(2, 5)} = min{80 – 30;
40 – 0} = min{50; 40} = 40, так как для со бы тия 2 су ще ст ву ют два
по сле ду ю щих пу ти: 2 � 4 � 7 � 8 и 2 � 5 � 6 � 7 � 8.

Для i = 1: tп(1) = min{tп(2) – t(1, 2); tп(3) – t(1, 3)} = min{40 – 10;
20 – 20} = min{30; 0} = 0.

По фор му ле (5.3) оп ре де ля ем ре зер вы вре ме ни i�го со бы тия:

∆t(1) = 0; ∆t (2) = 30; ∆t (3) = 0 и т.д.

Ре зерв вре ме ни со бы тия 2 со став ля ет ∆t (2) = 30. Это оз на ча ет,
что вре мя свер ше ния со бы тия 2 мо жет быть за дер жа но на 30 мин
без уве ли че ния об ще го сро ка вы пол не ния ра бо ты.

Ана ли зи руя по след нюю таб ли цу, ви дим, что не име ют ре зер -
вов вре ме ни со бы тия 1, 3, 5, 6, 7, 8. Эти со бы тия и об ра зу ют кри -
ти че с кий путь.

2. Рас чет па ра ме т ров ли ней но го тех но ло ги че с ко го гра фи ка
Вы чис ле ние вре мен ны́х па ра ме т ров ра бо ты (i, j) по ка жем на

при ме ре ра бо ты (2, 4).
Ран ний срок на ча ла ра бо ты вычисляется по фор му ле (5.4):

tрн(2, 4) = tр (2) = 10.
Ран ний срок окон ча ния ра бо ты вычисляется по фор му ле (5.5):

tро(2, 4) = tр (2) + t (2, 4) = 10 + 30 = 40.
По зд ний срок на ча ла ра бо ты вычисляется по фор му ле (5.6):

tпн(2, 4) = tп(4) – t(2,4) = 80 – 30 = 50.
По зд ний срок окон ча ния ра бо ты: tпо(2, 4) = tп(4) = 80.
Та ким об ра зом, ра бо та (2, 4) долж на на чать ся в ин тер ва ле (10, 50)

и окон чить ся в ин тер ва ле (40, 80) от на ча ла вы пол не ния ра бо ты.
Пол ный ре зерв вре ме ни ра бо ты (2, 4) вычисляется по фор му -

ле (5.8): ∆tп(2, 4) = tп(4) – tр(2) – t(2, 4) = 80 – 10 – 30 = 40, т.е. срок
вы пол не ния дан ной ра бо ты мож но уве ли чить на 40 мин, при этом
срок вы пол не ния ком плек са ра бот не из ме нит ся.

Ре зуль та ты вы чис ле ний све дем в таб ли цу.
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Содержание

По ка жем на при ме ре ра бо ты (2, 4), что пол ный ре зерв вре ме ни
ра бо ты ра вен ре зер ву вре ме ни мак си маль но го из пу тей, про хо дя -
щих че рез эту ра бо ту.

Этим ре зер вом мож но рас по ла гать при вы пол не нии дан ной ра -
бо ты, ес ли ее на чаль ное со бы тие свер шит ся в са мый ран ний срок,
и мож но до пу с тить свер ше ние ее ко неч но го со бы тия в са мый по -
зд ний срок.

Важ ным свой ст вом пол но го ре зер ва вре ме ни ра бо ты яв ля ет ся
то, что он при над ле жит не толь ко этой ра бо те, но и всем пол ным
пу тям, про хо дя щим че рез нее.

Че рез ра бо ту (2, 4) про хо дит 1 пол ный путь: 1 � 2 � 4 � 7 � 8
про дол жи тель но с тью t = 60 мин. Его ре зерв ∆t = Ткр – t = 100 – 60 =
= 40.

Как ви дим, пол ный ре зерв вре ме ни ра бо ты (2, 4) ра вен ре зер -
ву вре ме ни мак си маль но го (и един ст вен но го) пол но го пу ти, про -
хо дя ще го че рез эту ра бо ту.

Ес ли уве ли чить про дол жи тель ность ра бо ты (2, 4) на 40 мин,
то пол но стью бу дет ис чер пан ре зерв вре ме ни это го пу ти, т.е. этот
путь ста нет так же кри ти че с ким. �

Ос нов ным до сто ин ст вом се те во го гра фи ка яв ля ет ся на -
гляд ное ото б ра же ние струк ту ры ком плек са ра бот, ло ги че -
ской по сле до ва тель но с ти вы пол не ния от дель ных ра бот
и вза и мо свя зей меж ду ни ми.

Для по ст ро е ния се те вых и ли ней ных гра фи ков в на сто я -
щее вре мя су ще ст ву ют про грамм ные сред ст ва Project
Expert 3.0, PrimaVera (P3E), Альт�Ин вест, ис поль зу е мые для
пла ни ро ва ния и уп рав ле ния раз лич ны ми про цес са ми
и про ек та ми.

(1, 2) 10 0 10 30 40 30
(1, 3) 20 0 20 0 20 0
(2, 4) 30 10 40 50 80 40
(2, 5) 0 10 10 40 40 30
(3, 4) 0 20 20 80 80 60
(3, 5) 20 20 40 20 40 0
(4, 7) 0 40 40 80 80 40
(5, 6) 40 40 80 40 80 0
(6, 7) 0 80 80 80 80 0
(7, 8) 20 80 100 80 100 0

Ра бо та
(i, j)

Продолжи -
тельность

работы t(i, j),
мин

Полный ре зерв
вре ме ни,

∆tп(i, j), ми н

Сроки начала и окончания
работы, мин

tpн(i, j) tpо(i, j) tпн(i, j) tпо(i, j)
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По ка жем на при ме ре ра бо ты (2, 4), что пол ный ре зерв вре ме ни
ра бо ты ра вен ре зер ву вре ме ни мак си маль но го из пу тей, про хо дя -
щих че рез эту ра бо ту.

Этим ре зер вом мож но рас по ла гать при вы пол не нии дан ной ра -
бо ты, ес ли ее на чаль ное со бы тие свер шит ся в са мый ран ний срок,
и мож но до пу с тить свер ше ние ее ко неч но го со бы тия в са мый по -
зд ний срок.

Важ ным свой ст вом пол но го ре зер ва вре ме ни ра бо ты яв ля ет ся
то, что он при над ле жит не толь ко этой ра бо те, но и всем пол ным
пу тям, про хо дя щим че рез нее.

Че рез ра бо ту (2, 4) про хо дит 1 пол ный путь: 1 � 2 � 4 � 7 � 8
про дол жи тель но с тью t = 60 мин. Его ре зерв ∆t = Ткр – t = 100 – 60 =
= 40.

Как ви дим, пол ный ре зерв вре ме ни ра бо ты (2, 4) ра вен ре зер -
ву вре ме ни мак си маль но го (и един ст вен но го) пол но го пу ти, про -
хо дя ще го че рез эту ра бо ту.

Ес ли уве ли чить про дол жи тель ность ра бо ты (2, 4) на 40 мин,
то пол но стью бу дет ис чер пан ре зерв вре ме ни это го пу ти, т.е. этот
путь ста нет так же кри ти че с ким. �

Ос нов ным до сто ин ст вом се те во го гра фи ка яв ля ет ся на -
гляд ное ото б ра же ние струк ту ры ком плек са ра бот, ло ги че -
ской по сле до ва тель но с ти вы пол не ния от дель ных ра бот
и вза и мо свя зей меж ду ни ми.

Для по ст ро е ния се те вых и ли ней ных гра фи ков в на сто я -
щее вре мя су ще ст ву ют про грамм ные сред ст ва Project
Expert 3.0, PrimaVera (P3E), Альт�Ин вест, ис поль зу е мые для
пла ни ро ва ния и уп рав ле ния раз лич ны ми про цес са ми
и про ек та ми.

(1, 2) 10 0 10 30 40 30
(1, 3) 20 0 20 0 20 0
(2, 4) 30 10 40 50 80 40
(2, 5) 0 10 10 40 40 30
(3, 4) 0 20 20 80 80 60
(3, 5) 20 20 40 20 40 0
(4, 7) 0 40 40 80 80 40
(5, 6) 40 40 80 40 80 0
(6, 7) 0 80 80 80 80 0
(7, 8) 20 80 100 80 100 0

Ра бо та
(i, j)

Продолжи -
тельность

работы t(i, j),
мин

Полный ре зерв
вре ме ни,

∆tп(i, j), ми н

Сроки начала и окончания
работы, мин

tpн(i, j) tpо(i, j) tпн(i, j) tпо(i, j)
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Вопросы и задания для самоконтроля
1. Что на зы ва ет ся со бы ти ем, ра бо той, пу тем?
2. Вос про из ве ди те ал го ритм по ст ро е ния се те во го гра -

фи ка.
3. Ка кие дан ные не об хо ди мы для по ст ро е ния се те во го

гра фи ка?
4. Сформулируйте пра ви ла со став ле ния се те во го гра фи ка.
5. Пе ре чис ли те ос нов ные па ра ме т ры се те во го гра фи ка.
6. На зо ви те кри те рии оп ти маль но с ти се те во го гра фи ка.
7. Ука жи те спо со бы по ст ро е ния ли ней но го гра фи ка.
8. Пе ре чис ли те ос нов ные па ра ме т ры ли ней но го гра фи ка.
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Содержание

Гла ва 6
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 

НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВ

6.1. Нечеткие понятия
В клас си че с ких под хо дах к ре ше нию за дач от сут ст ву ют

та кие тер ми ны, как не яс ность, не о пре де лен ность, не чет -
кость или не точ ность. Од на ко в ре аль ном ми ре ча с то воз ни -
ка ют за да чи, ког да не воз мож но из бе жать про бле мы уче та
не яс но с тей и не точ ных дан ных о со бы ти ях, ха рак те ри с ти -
ках и оцен ках.

В 1965 г. Л. За де пред ло жил те о рию не чет ких или раз мы-
тых мно жеств, по лу чив шую так же на зва ние не чет кой ло ги ки.

Те о рия не чет ких мно жеств да ла схе му ре ше ния про блем,
в ко то рых субъ ек тив ное суж де ние или оцен ка иг ра ет су ще -
ст вен ную роль при оцен ке фак то ра не яс но с ти или не о пре -
де лен но с ти.

Не чет кая ло ги ка, как сле ду ет из на зва ния, пред по ла га ет
не точ ные, приблизительные оцен ки.

Рас смо т рим эти по ня тия.
Пусть Х — про из воль ное мно же ст во объ ек тов или со бы -

тий, тогда не чет ким мно же ст вом на зы ва ет ся мно же ст во
упо ря до чен ных пар

A = {x, µA(x)}, x ∈ X,

где µA(x) оп ре де ля ет функ цию при над леж но с ти.
Функ ция при над леж но с ти ука зы ва ет на пред по ла га е мую

сте пень при над леж но с ти эле мен та х это му мно же ст ву А.
По это му при ни ма ет ся, что зна че ния функ ции ле жат на от -
рез ке

0 � µA(x) � 1.

Ес ли все зна че ния µA(x) ∈ {0, 1}, т.е. рав ны ли бо 0, ли бо
1, то не чет кое мно же ст во ста но вит ся обыч ным чет ким мно -
же ст вом, а функ ция µA(x) — обыч ной бу ле вой функ ци ей.
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Гла ва 6
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 

НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВ

6.1. Нечеткие понятия
В клас си че с ких под хо дах к ре ше нию за дач от сут ст ву ют

та кие тер ми ны, как не яс ность, не о пре де лен ность, не чет -
кость или не точ ность. Од на ко в ре аль ном ми ре ча с то воз ни -
ка ют за да чи, ког да не воз мож но из бе жать про бле мы уче та
не яс но с тей и не точ ных дан ных о со бы ти ях, ха рак те ри с ти -
ках и оцен ках.

В 1965 г. Л. За де пред ло жил те о рию не чет ких или раз мы-
тых мно жеств, по лу чив шую так же на зва ние не чет кой ло ги ки.

Те о рия не чет ких мно жеств да ла схе му ре ше ния про блем,
в ко то рых субъ ек тив ное суж де ние или оцен ка иг ра ет су ще -
ст вен ную роль при оцен ке фак то ра не яс но с ти или не о пре -
де лен но с ти.

Не чет кая ло ги ка, как сле ду ет из на зва ния, пред по ла га ет
не точ ные, приблизительные оцен ки.

Рас смо т рим эти по ня тия.
Пусть Х — про из воль ное мно же ст во объ ек тов или со бы -

тий, тогда не чет ким мно же ст вом на зы ва ет ся мно же ст во
упо ря до чен ных пар

A = {x, µA(x)}, x ∈ X,

где µA(x) оп ре де ля ет функ цию при над леж но с ти.
Функ ция при над леж но с ти ука зы ва ет на пред по ла га е мую

сте пень при над леж но с ти эле мен та х это му мно же ст ву А.
По это му при ни ма ет ся, что зна че ния функ ции ле жат на от -
рез ке

0 � µA(x) � 1.

Ес ли все зна че ния µA(x) ∈ {0, 1}, т.е. рав ны ли бо 0, ли бо
1, то не чет кое мно же ст во ста но вит ся обыч ным чет ким мно -
же ст вом, а функ ция µA(x) — обыч ной бу ле вой функ ци ей.

Од на ко ес ли µA(x) мо жет при ни мать зна че ния на от рез -
ке [0, 1], то µA(x) = 0 оз на ча ет, что x ∉ A, а µA(x) = 1 — что
до сто вер но x ∈ A.

При этом, ес ли лю бое зна че ние 0 < µA(x) < 1 оп ре де ля ет
сте пень при над леж но с ти х к мно же ст ву A, тог да А — не чет -
кое мно же ст во.

За ме тим, что на прак ти ке, как пра ви ло, зна че ние сте пе ни
при над леж но с ти при ни ма ет ся ме то дом экс перт ных оце нок.
Этот ме тод бу дет из ло жен в сле ду ю щем па ра гра фе.

При мер 6.1. Пусть Х — рост че ло ве ка, ко леб лю щий ся в пре де -
лах от 1,5 до 2,2 м.

Не чет кое мно же ст во А опи сы ва ет по ня тие «вы со кий», как оно
пред став ля ет ся ли цу — экс пер ту, оп ре де ля ю ще му это по ня тие.

По мне нию экс пер та, не чет кое мно же ст во А за да ет ся зна че ни -
я ми, оформ лен ны ми в ви де таб ли цы

Рост х, м 1,5—1,6 1,6—1,7 1,7—1,8 1,8—1,9 1,9—2,0 2,0—2,1 2,1—2,2

µA(x) 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1

или гра фи ка

µA(x)
1

0,8
0,6
0,4
0,2

1,61,5 x1,7 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2

Рассмотренное выше яв ля ет ся при ме ром не чет ко го чис ла.
В об щем слу чае функ ция при над леж но с ти оп ре де ля ет ся экс пер -
том, и у каж до го спе ци а ли с та эта функ ция мо жет иметь раз лич ное
зна че ние. �

Ес ли мно же ст во Х со сто ит из ко неч но го чис ла эле мен -
тов xi , i = 1, 2, …, n, то не чет кое мно же ст во А мож но пред -
ста вить в сле ду ю щем ви де:

A = µA(x1)/x1 + µA(x2)/x2 + ... + µA(xn)/xn,

где «+» оз на ча ет не сло же ние, а объ е ди не ние; сим вол «/»
по ка зы ва ет, что зна че ние µA от но сит ся к эле мен ту, сле ду -
юще му за ним, а не оз на ча ет де ле ние на xi.

Ес ли мно же ст во Х яв ля ет ся не пре рыв ным, то не чет кое
мно же ст во А мож но за пи сать как ин те г рал
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Содержание

A = µA(x)/xdx.

Не чет кие мно же ст ва ши ро ко при ме ня ют ся для фор ма -
ли за ции линг ви с ти че с ких зна ний.

При мер 6.2. Рас смо т рим мно же ст во про цент ных ста вок Х,
пре до став ля е мых бан ка ми по вкла дам.

Ка ким об ра зом мож но вы де лить под мно же ст во вы со ких про -
цент ных ста вок?

Ре ше ние. В ус ло ви ях ди на мич но из ме ня ю щей ся сре ды не все -
гда воз мож но точ но от ве тить на этот во прос, од но знач но вы де лив
мно же ст во вы со ких ста вок. При ис поль зо ва нии те о рии не чет ких
мно жеств ре шить та кую за да чу мож но да же при от сут ст вии пол -
ной ко ли че ст вен ной ин фор ма ции.

Функ ция при над леж но с ти для эле мен тов не чет ко го мно же ст -
ва А, со от вет ст ву ю щих по ня тию «вы со кие про цент ные став ки»,
как по ка за но на ри сун ке, приведеннном ни же, бу дет иметь вид

µA = 0,1/30 + 0,2/35 + 0,4/40 + 0,6/45 + 0,8/50 + 1/60 + 1/70.

Здесь чис ла до косой чер ты оз на ча ют сте пень при над леж но с ти,
а по сле чер ты — про цент ные став ки.

Та кая за пись не вы чис ля ет ся, а чи та ет ся: «с ма лой ве ро ят но с тью
0,1 став ка в 30% счи та ет ся вы со кой про цент ной став кой (на при мер,
10% кли ен тов бан ка та кую став ку счи та ют вы со кой) или с ве ро ят но -
стью 0,2 став ка в 35% яв ля ет ся вы со кой про цент ной став кой, или до-
сто вер но став ка в 70% яв ля ет ся вы со кой про цент ной став кой и т.д.»

Функ ция при над леж но с ти к не чет ко му мно же ст ву низ ких
про цент ных ста вок за пи шет ся сле ду ю щим об ра зом:

µB = 1/0 + 1/5 + 0,8/10 + 0,5/15 + 0,2/20.

∫
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Вы со кие µA и низ кие µB про цент ные став ки
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6.2. Операции над нечеткими множествами
Над не чет ки ми мно же ст ва ми вво дят ся сле ду ю щие опе -

ра ции:
• вло же ние од но го не чет ко го мно же ст ва А в дру гое В,

или A ⊆ B. В этом слу чае функ ция при над леж но с ти µA так -
же вло же на в функ цию µB (рис. 6.1);
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A = µA(x)/xdx.

Не чет кие мно же ст ва ши ро ко при ме ня ют ся для фор ма -
ли за ции линг ви с ти че с ких зна ний.

При мер 6.2. Рас смо т рим мно же ст во про цент ных ста вок Х,
пре до став ля е мых бан ка ми по вкла дам.

Ка ким об ра зом мож но вы де лить под мно же ст во вы со ких про -
цент ных ста вок?

Ре ше ние. В ус ло ви ях ди на мич но из ме ня ю щей ся сре ды не все -
гда воз мож но точ но от ве тить на этот во прос, од но знач но вы де лив
мно же ст во вы со ких ста вок. При ис поль зо ва нии те о рии не чет ких
мно жеств ре шить та кую за да чу мож но да же при от сут ст вии пол -
ной ко ли че ст вен ной ин фор ма ции.

Функ ция при над леж но с ти для эле мен тов не чет ко го мно же ст -
ва А, со от вет ст ву ю щих по ня тию «вы со кие про цент ные став ки»,
как по ка за но на ри сун ке, приведеннном ни же, бу дет иметь вид

µA = 0,1/30 + 0,2/35 + 0,4/40 + 0,6/45 + 0,8/50 + 1/60 + 1/70.

Здесь чис ла до косой чер ты оз на ча ют сте пень при над леж но с ти,
а по сле чер ты — про цент ные став ки.

Та кая за пись не вы чис ля ет ся, а чи та ет ся: «с ма лой ве ро ят но с тью
0,1 став ка в 30% счи та ет ся вы со кой про цент ной став кой (на при мер,
10% кли ен тов бан ка та кую став ку счи та ют вы со кой) или с ве ро ят но -
стью 0,2 став ка в 35% яв ля ет ся вы со кой про цент ной став кой, или до-
сто вер но став ка в 70% яв ля ет ся вы со кой про цент ной став кой и т.д.»

Функ ция при над леж но с ти к не чет ко му мно же ст ву низ ких
про цент ных ста вок за пи шет ся сле ду ю щим об ра зом:

µB = 1/0 + 1/5 + 0,8/10 + 0,5/15 + 0,2/20.

∫
x

µ
1

0,8

0,6

0,4

0,2
x

�

0
Вы со кие µA и низ кие µB про цент ные став ки

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

µB
µA

6.2. Операции над нечеткими множествами
Над не чет ки ми мно же ст ва ми вво дят ся сле ду ю щие опе -

ра ции:
• вло же ние од но го не чет ко го мно же ст ва А в дру гое В,

или A ⊆ B. В этом слу чае функ ция при над леж но с ти µA так -
же вло же на в функ цию µB (рис. 6.1);
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• до пол не ние не чет ко го мно же ст ва А — это не чет кое мно -
же ст во A. Их функ ции при над леж но с ти по ка за ны на рис. 6.2;

Рис. 6.1. Функ ции при над леж но с ти не чет ких мно жеств

A ⊆ B � µA � µB, ∀x ∈ X

Рис. 6.2. Функ ции при над леж но с ти не чет ких мно жеств

µA � 1 – µA, ∀x ∈ X

Рис. 6.3. Функ ции при над леж но с ти не чет ких мно жеств

µA�B = max{µA, µB}, ∀x ∈ X

x

µ

0

1
µBµA

µ

x0

1
µA

µ

x0

1
µA

• объ е ди не ние A � B двух не чет ких мно жеств да ет не чет -
кое мно же ст во под вы де лен ной ли ни ей (рис. 6.3);

x

µ
µA�B

µA µB

0

1

Рис. 6.4. Функ ции при над леж но с ти не чет ких мно жеств

µA�B = min{µA, µB}, ∀x ∈ X

x

µ

µA�B

µA µB

0

1

• пе ре се че ние A � B да ет не чет кое мно же ст во под вы де -
лен ной ли ни ей (рис. 6.4);

6.2. Операции над нечеткими множествами 137
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• воз ве де ние в сте пень

µA
α = [µA]α, ∀x ∈ X.

Ни же на рис. 6.5 пред став ле ны на и бо лее ча с то ис поль зу -

е мые сте пе ни: µA — кри вая 1, µA — кри вая 2, µ2
A — кри вая 3.

При по ст ро е нии кри вых име лось в ви ду, что 0 < µA(x) < 1.
Из ри сун ка очевид но, что µ2

A су жа ет ди а па зон оп ре де ле -
ния не чет ко го мно же ст ва как пло щадь под кри вой. По это му
го во рят, что µ2

A оз на ча ет «это мень ше, чем…».

Функ ция µA рас ши ря ет ди а па зон, по это му счи та ют µA
«это поч ти что…» или «это боль ше, чем…».

1–
2

1–
2

1–
2

Рис. 6.5. Функ ции при над леж но с ти не чет ких мно жеств
x

µ

0

1

3
2
1

Тер мин «не чет кое чис ло» ис поль зу ет ся для обо зна че ния
не точ но оп ре де лен ных ве ли чин, на при мер «око ло 5».

Не чет кое чис ло — это мно же ст во ви да

A = {x, µA(x)}, где x ∈ R.

При мер 6.3. Бы ли про ве де ны ис сле до ва ния по се ща е мо с ти жи -
те ля ми од но го ми к ро рай о на ве чер них клу бов и те а т ров в за ви си -
мо с ти от их воз ра с та х. Чис ло по се ти те лей от об ще го ко ли че ст ва
воз ра ст ной груп пы есть не чет кое чис ло и да но в про цен тах.

Ве чер ние клу бы

x, лет 18—20 20—30 30—40 40—50 50—60 60—70 > 70
ϕA(x) 0,8 0,9 0,8 0,5 0,5 0 0

Театры

x, лет 18—20 20—30 30—40 40—50 50—60 60—70 > 70
ϕB(x) 0 0,2 0,6 0,7 0,9 0,7 0

Оп ре де лить чис ло жи те лей, ко то рые не хо дят от ды хать в ве -
чер ние клу бы и те а т ры.

Ре ше ние. Пусть чис ло жи те лей, ко то рые не хо дят от ды хать
в ве чер ние клу бы и те а т ры, об ра зу ет мно же ст во С, со сто я щее из
не чет ких чи сел. Тог да для это го мно же ст ва функ ция при над леж -
но с ти оп ре де ля ет ся фор му лой
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• воз ве де ние в сте пень

µA
α = [µA]α, ∀x ∈ X.

Ни же на рис. 6.5 пред став ле ны на и бо лее ча с то ис поль зу -

е мые сте пе ни: µA — кри вая 1, µA — кри вая 2, µ2
A — кри вая 3.

При по ст ро е нии кри вых име лось в ви ду, что 0 < µA(x) < 1.
Из ри сун ка очевид но, что µ2

A су жа ет ди а па зон оп ре де ле -
ния не чет ко го мно же ст ва как пло щадь под кри вой. По это му
го во рят, что µ2

A оз на ча ет «это мень ше, чем…».

Функ ция µA рас ши ря ет ди а па зон, по это му счи та ют µA
«это поч ти что…» или «это боль ше, чем…».

1–
2

1–
2

1–
2

Рис. 6.5. Функ ции при над леж но с ти не чет ких мно жеств
x

µ

0

1

3
2
1

Тер мин «не чет кое чис ло» ис поль зу ет ся для обо зна че ния
не точ но оп ре де лен ных ве ли чин, на при мер «око ло 5».

Не чет кое чис ло — это мно же ст во ви да

A = {x, µA(x)}, где x ∈ R.

При мер 6.3. Бы ли про ве де ны ис сле до ва ния по се ща е мо с ти жи -
те ля ми од но го ми к ро рай о на ве чер них клу бов и те а т ров в за ви си -
мо с ти от их воз ра с та х. Чис ло по се ти те лей от об ще го ко ли че ст ва
воз ра ст ной груп пы есть не чет кое чис ло и да но в про цен тах.

Ве чер ние клу бы

x, лет 18—20 20—30 30—40 40—50 50—60 60—70 > 70
ϕA(x) 0,8 0,9 0,8 0,5 0,5 0 0

Театры

x, лет 18—20 20—30 30—40 40—50 50—60 60—70 > 70
ϕB(x) 0 0,2 0,6 0,7 0,9 0,7 0

Оп ре де лить чис ло жи те лей, ко то рые не хо дят от ды хать в ве -
чер ние клу бы и те а т ры.

Ре ше ние. Пусть чис ло жи те лей, ко то рые не хо дят от ды хать
в ве чер ние клу бы и те а т ры, об ра зу ет мно же ст во С, со сто я щее из
не чет ких чи сел. Тог да для это го мно же ст ва функ ция при над леж -
но с ти оп ре де ля ет ся фор му лой
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ϕC(x) = 1 – ϕA�B(x) = 1 – max{ϕA(x), ϕB(x)}.

Вы чис ле ния све дем в таб ли цу.

x, лет 18—20 20—30 30—40 40—50 50—60 60—70 > 70
ϕC(x) 0,2 0,1 0,2 0,3 0,1 0,3 1

По след няя стро ка таб ли цы вы чис ле на по при ве ден ной вы ше
фор му ле, на при мер:

• для воз ра с та 18—20 лет ϕC (18—20) = 1 – max{0,8; 0} = 0,2;
• для воз ра с та 20—30 лет ϕC (20—30) = 1 – max{0,9; 0,2} = 0,1

и т.д.
Та ким об ра зом, чис ло жи те лей, ко то рые не хо дят от ды хать

в ве чер ние клу бы и те а т ры, на при мер, для воз ра с та 30—40 лет со -
став ля ет 20% от об ще го ко ли че ст ва дан ной воз ра ст ной груп пы. �

Не чет ким от но ше ни ем R меж ду мно же ст вом U и пол ным
мно же ст вом V на зы ва ет ся под мно же ст во пря мо го де кар то -
ва про из ве де ния U � V.

До пу с тим, что меж ду эле мен та ми зна ний, пред став лен -
ных не чет ки ми мно же ст ва ми F и G, су ще ст ву ет связь, за -
дан ная пра ви лом: «Ес ли F, то G», при этом F ⊆ U, G ⊆ V.

В ло ги ке вы ска зы ва ний для пред став ле ния пра вил по -
доб но го ви да ис поль зу ет ся операция им пли ка ции. В не чет -
кой ло ги ке пред ло же ны раз лич ные спо со бы ре а ли за ции
им пли ка ции.

Один из на и бо лее про стых спо со бов за клю ча ет ся в пред -
став ле нии им пли ка ции, со от вет ст ву ю щей пра ви лу «Ес ли F,
то G», не чет ким от но ше ни ем R, ко то рое вы чис ля ет ся сле ду -
ю щим об ра зом:

R = F � G = µF (ui) � µG(vj)/(ui, vj),

µR(u, v) = µF (u) � µG (v).

Здесь и да лее опе ра ция � обо зна ча ет взя тие мак си му ма,
а � — ми ни му ма.

Свойства не четких отно ше ний
1. Объ е ди не ние от но ше ний

(R � S)(u, v) = R(u, v) � S(u, v), u ∈ U, v ∈ V.

2. Пе ре се че ние от но ше ний

(R � S)(u, v) = R(u, v) � S(u, v), u ∈ U, v ∈ V.

3. Опе ра ция вклю че ния

(R ⊆ S) � R(u, v) � S(u, v), u ∈ U, v ∈ V.

m

Σ
j=1

l

Σ
i=1
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140 Глава 6. Элементы теории нечетких множеств

4. Свой ст во идем по тент но с ти

R � R = R, R � R = R.

5. Ком му та тив ность

R � S = S � R, R � S = S � R.

6. Ас со ци а тив ность

R � (S � Q) = (R � S) � Q;
R � (S � Q) = (R � S) � Q.

7. Дис три бу тив ность

R � (S � Q) = (R � S) � (R � Q);
R � (S � Q) = (R � S) � (R � Q).

8. Ре флек сив ность
Ес ли µR(u, v) = 1, от но ше ние R — ре флек сив ное.
Ес ли µR(u, v) < 1, 0 � µR(u, v) < 1, от но ше ние R — сла бо -

ре флек сив ное.
Ес ли µR(u, v) = 0, от но ше ние R — ан ти ре флек сив ное.
Ес ли µR(u, v) > 0, 0 < µR(u, v) � 1, от но ше ние R — сла бо -

ан ти ре флек сив ное.
9. Сим ме т рич ность

µR(u, v) = µR(v, u), u, v ∈ U.

10. Тран зи тив ность

µR(u, v) � µR(u, z) � µR(z, u), u, v, z ∈ U.

6.3. Матрица инциденций и нечеткие матрицы

Пусть A = {ai, i = 1, m} — мно же ст во объ ек тов, ко то рые не -
ко то рым об ра зом воз дей ст ву ют на мно же ст во дру гих объ ек -
тов B = {bj, j = 1, n }. Тог да го во рят, что мно же ст во А име ет
ин ци ден цию на мно же ст во В.

Ес ли при этом эле мент аi вли я ет на эле мент bj , то го во рят,
что име ет ме с то ин ци ден ция аi на bj и за пи сы ва ют µ (ai , bj) =
= 1, и ес ли этой ин ци ден ции не су ще ст ву ет, то зна че ние
µ(ai, bj) = 0. Со во куп ность зна че ний µ(ai, bj) об ра зу ет ма т -
ри цу ин ци денции.

При мер 6.4. Ма т ри цу ин ци ден ции ино гда удоб но пред став -
лять в ви де гра фа. На при мер, ма т ри це
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4. Свой ст во идем по тент но с ти

R � R = R, R � R = R.

5. Ком му та тив ность

R � S = S � R, R � S = S � R.

6. Ас со ци а тив ность

R � (S � Q) = (R � S) � Q;
R � (S � Q) = (R � S) � Q.

7. Дис три бу тив ность

R � (S � Q) = (R � S) � (R � Q);
R � (S � Q) = (R � S) � (R � Q).

8. Ре флек сив ность
Ес ли µR(u, v) = 1, от но ше ние R — ре флек сив ное.
Ес ли µR(u, v) < 1, 0 � µR(u, v) < 1, от но ше ние R — сла бо -

ре флек сив ное.
Ес ли µR(u, v) = 0, от но ше ние R — ан ти ре флек сив ное.
Ес ли µR(u, v) > 0, 0 < µR(u, v) � 1, от но ше ние R — сла бо -

ан ти ре флек сив ное.
9. Сим ме т рич ность

µR(u, v) = µR(v, u), u, v ∈ U.

10. Тран зи тив ность

µR(u, v) � µR(u, z) � µR(z, u), u, v, z ∈ U.

6.3. Матрица инциденций и нечеткие матрицы

Пусть A = {ai, i = 1, m} — мно же ст во объ ек тов, ко то рые не -
ко то рым об ра зом воз дей ст ву ют на мно же ст во дру гих объ ек -
тов B = {bj, j = 1, n }. Тог да го во рят, что мно же ст во А име ет
ин ци ден цию на мно же ст во В.

Ес ли при этом эле мент аi вли я ет на эле мент bj , то го во рят,
что име ет ме с то ин ци ден ция аi на bj и за пи сы ва ют µ (ai , bj) =
= 1, и ес ли этой ин ци ден ции не су ще ст ву ет, то зна че ние
µ(ai, bj) = 0. Со во куп ность зна че ний µ(ai, bj) об ра зу ет ма т -
ри цу ин ци денции.

При мер 6.4. Ма т ри цу ин ци ден ции ино гда удоб но пред став -
лять в ви де гра фа. На при мер, ма т ри це

V = 

бу дет со от вет ст во вать граф
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В та кой за пи си в ма т ри це ин ци ден ции по стро кам рас пре де ля -
ют ся эле мен ты мно же ст ва А, а по столб цам — эле мен ты мно же ст -
ва В. �

Ес ли аi име ют ин ци ден цию на bj , то го во рят, что bj на хо -
дит ся под вли я ни ем аi .

Ес ли по след нюю ма т ри цу транс по ни ро вать, то по лу чим
ма т ри цу вли я ний bj на аi

W = .

При мер 6.5. Пусть А = В и мно же ст во А со сто ит из эле мен тов-
фак то ров: a1 = b1 — при быль пред при я тия, а2 = b2 — на ло ги, а3 = b3 —
се бе с то и мость еди ни цы про дук ции, а4 = b4 — ос нов ные фон ды.

Эко но мист мог бы со ста вить сле ду ю щую ма т ри цу ин ци ден ций:

V = .

В этой ма т ри це по стро кам рас пре де ле ны эле мен ты мно же ст ва
А = {a1, а2, а3, а4}, по столб цам — эле мен ты мно же ст ва В = {b1, b2,
b3, b4}.

Со став лен ная ма т ри ца ин ци ден ций оз на ча ет: фак то ры a1, а2,
а3, а4 вли я ют на фак тор b1; на b2 вли я ют толь ко a1, а2 (при быль
и на ло ги вли я ют на на ло ги) и т.д. �

Рас смо т рим те перь ин ци ден цию мно же ст ва А на мно же -
ст во В и ин ци ден цию мно же ст ва В на тре тье мно же ст во С.

Опе ра ция, поз во ля ю щая оп ре де лить ин ци ден цию А на С,
зная ин ци ден ции А на В и В на С, на зы ва ет ся ком по зи ци ей
maxmin.
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142 Глава 6. Элементы теории нечетких множеств

Лег ко ус та но вить, что
µ(ai, ck) = (µ(ai, bj) � µ(bj, ck), (6.1)

где знак � оз на ча ет вы бор мак си маль но го, а знак � — ми ни -
маль но го зна че ния из двух эле мен тов.

При мер 6.6. Пусть

V(A, B) = , V(B, C) = .

Най ти V (A, С).
Ре ше ние. Поль зу ясь пра ви лом ком по зи ции, по лу чим

V(A, C) = .

Здесь при вы чис ле нии ком по зи ции нуж но вспом нить ана ло -
гию — пра ви ло ум но же ния ма т риц: эле мен ты стро ки пер вой ма т -
ри цы ум но жа ют ся на со от вет ст ву ю щие эле мен ты столб ца вто рой
ма т ри цы. Ре зуль та ты ум но же ния скла ды ва ют ся и т.д.

От ли чие в вы чис ле ни ях по фор му ле ком по зи ции (6.1) в том,
что под ум но же ни ем со от вет ст ву ю щих эле мен тов по ни ма ет ся вы -
бор ми ни маль но го зна че ния «пе ре мно жа е мых» чи сел, а под сло -
же ни ем — вы бор мак си маль но го зна че ния из «сум ми ру е мых». �

Ма т ри ца V~, стро ки ко то рой пред став ля ют зна че ния не -
ко то рой функ ции при над леж но с ти, на зы ва ет ся не чет кой
ма т ри цей.

Ес ли от но ше ния ин ци дент но с ти яв ля ют ся не чет ки ми, то
со от вет ст ву ю щая ма т ри ца ин ци дент но с ти V~ бу дет не чет кой
ма т ри цей, эле мен ты ко то рой мо гут при ни мать лю бые зна -
че ния меж ду 0 и 1, т.е.

µ(xi, xj) ∈ [0, 1] ∀(xi, xj) ∈ V~.

6.4. Многокритериальный выбор альтернатив 
принятия решений

Эле мен ты те о рии не чет ких мно жеств ус пеш но при ме ня -
ют ся при при ня тии ре ше ний. Экс перт ные оцен ки аль тер на -
тив ных ва ри ан тов по раз ным кри те ри ям мо гут быть пред -
став ле ны как не чет кие мно же ст ва или чис ла, вы ра жен ные
с по мо щью функ ций при над леж но с ти.
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142 Глава 6. Элементы теории нечетких множеств

Лег ко ус та но вить, что
µ(ai, ck) = (µ(ai, bj) � µ(bj, ck), (6.1)

где знак � оз на ча ет вы бор мак си маль но го, а знак � — ми ни -
маль но го зна че ния из двух эле мен тов.

При мер 6.6. Пусть

V(A, B) = , V(B, C) = .

Най ти V (A, С).
Ре ше ние. Поль зу ясь пра ви лом ком по зи ции, по лу чим

V(A, C) = .

Здесь при вы чис ле нии ком по зи ции нуж но вспом нить ана ло -
гию — пра ви ло ум но же ния ма т риц: эле мен ты стро ки пер вой ма т -
ри цы ум но жа ют ся на со от вет ст ву ю щие эле мен ты столб ца вто рой
ма т ри цы. Ре зуль та ты ум но же ния скла ды ва ют ся и т.д.

От ли чие в вы чис ле ни ях по фор му ле ком по зи ции (6.1) в том,
что под ум но же ни ем со от вет ст ву ю щих эле мен тов по ни ма ет ся вы -
бор ми ни маль но го зна че ния «пе ре мно жа е мых» чи сел, а под сло -
же ни ем — вы бор мак си маль но го зна че ния из «сум ми ру е мых». �

Ма т ри ца V~, стро ки ко то рой пред став ля ют зна че ния не -
ко то рой функ ции при над леж но с ти, на зы ва ет ся не чет кой
ма т ри цей.

Ес ли от но ше ния ин ци дент но с ти яв ля ют ся не чет ки ми, то
со от вет ст ву ю щая ма т ри ца ин ци дент но с ти V~ бу дет не чет кой
ма т ри цей, эле мен ты ко то рой мо гут при ни мать лю бые зна -
че ния меж ду 0 и 1, т.е.

µ(xi, xj) ∈ [0, 1] ∀(xi, xj) ∈ V~.

6.4. Многокритериальный выбор альтернатив 
принятия решений

Эле мен ты те о рии не чет ких мно жеств ус пеш но при ме ня -
ют ся при при ня тии ре ше ний. Экс перт ные оцен ки аль тер на -
тив ных ва ри ан тов по раз ным кри те ри ям мо гут быть пред -
став ле ны как не чет кие мно же ст ва или чис ла, вы ра жен ные
с по мо щью функ ций при над леж но с ти.
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Для упо ря до че ния не чет ких чи сел су ще ст ву ет мно же ст во
ме то дов, ко то рые от ли ча ют ся друг от дру га спо со бом сверт ки
и по ст ро е ния не чет ких от но ше ний. По след ние мож но оп ре -
де лить как от но ше ния пред по чти тель но с ти меж ду объ ек -
та ми.

Рас смо т рим од ну из ма те ма ти че с ких по ста но вок за дач
при ня тия ре ше ний на ос но ве те о рии не чет ких мно жеств.
В дан ном слу чае кри те рий пред став ля ет со бой не ко то рое
по ня тие, а оцен ка аль тер на ти вы кри те рия — сте пень со от -
вет ст вия ему.

Пусть име ет ся мно же ст во аль тер на тив A = {a1, a2, ..., аm}
и мно же ст во кри те ри ев С = {С1, С2, ..., Сn}, при этом оцен ки
аль тер на тив по каж до му i�му кри те рию пред став ле ны не -
чет ки ми мно же ст ва ми

Сi = {µ1/a1, µ2/a2, ..., µm/am}, где i = 1, 2, …, n.

Пра ви ло вы бо ра луч шей аль тер на ти вы мож но пред ста -
вить как пе ре се че ние не чет ких мно жеств, со от вет ст ву ю щих
кри те ри ям

D = С1 � С2 � ... � Сn.

Опе ра ция пе ре се че ния не чет ких мно жеств мо жет быть
ре а ли зо ва на раз ны ми спо со ба ми. Ино гда пе ре се че ние рас -
сматривается как ум но же ние, но обыч но этой опе ра ции со -
от вет ст ву ет взя тие ми ни му ма:

µ = µi.

Лучшей счи та ет ся аль тер на ти ва a°, име ю щая на и боль -
шее зна че ние функ ции при над леж но с ти

µ(a°) = µ(aj).

Ес ли кри те рии Сi име ют раз лич ную важ ность, то их
вклад в об щее ре ше ние мож но пред ста вить как взве шен ное
пе ре се че ние

D = С1
α1 � С2

α2 � ... � Сn
αn,

где αi — ве со вые ко эф фи ци ен ты со от вет ст ву ю щих кри те ри -
ев, ко то рые долж ны удов ле тво рять ус ло ви ям

αi � 0;   i = 1, ..., n;   ai = 1.

Ко эф фи ци ен ты от но си тель ной важ но с ти мож но оп ре де -
лить, ис поль зуя про це ду ру по пар но го срав не ния кри те ри ев.

1
—
n

n

Σ
i=1

max
j=1, ..., m

min
i=1, ..., n
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144 Глава 6. Элементы теории нечетких множеств

6.5. Приложения теории нечетких множеств 
к решению задач

Ин ци ден ции вто ро го по ряд ка
Рас смо т рим ин ци ден цию мно же ст ва А на мно же ст во В,

ко то рую обо зна чим МАВ, и ин ци ден цию мно же ст ва В на тре-
тье мно же ст во С – со от вет ст вен но МВС .

По сле до ва тель ное при ме не ние двух ин ци ден ций при во -
дит к ин ци ден ции вто ро го по ряд ка, ко то рая обо зна ча ет ся

MAC = MAB � MBC. (6.2)

При вы чис ле нии ин ци ден ций вто ро го по ряд ка по фор -
му ле (6.2) сле ду ет по мнить, что чис ло столб цов ма т ри цы
МАВ долж но рав нять ся чис лу строк ма т ри цы МВС (из ве ст -
ное пра ви ло ум но же ния ма т риц).

Ма т ри ца М на зы ва ет ся ре флек сив ной, ес ли ее ди а го наль
со сто ит из еди ниц, а зна че ния ос таль ных эле мен тов ле жат
на от рез ке [0, 1].

Ес ли все эле мен ты ма т ри цы М1 не боль ше со от вет ст ву -
ющих эле мен тов ма т ри цы М2 с оди на ко вы ми ад ре са ми,
то этот факт за пи сы ва ет ся в ви де

M1 ⊂ M2.

Пусть Е — еди нич ная ма т ри ца, M
~

— не чет кая ма т ри ца, A
~

и B
~

— ре флек сив ные не чет кие ма т ри цы, оп ре де ля ю щие ин -
ци ден ции А на А и В на В со от вет ст вен но, т.е.

A
~

= MAA, B
~

= MBB.

Так как E ⊂ A
~

и E ⊂ B
~

, то по лу чим

M
~

= E � M
~ ⊂ A

~
� M

~
и  M

~
= M

~ 
� E ⊂ M

~
� A

~
,

тог да

M
~ ⊂ A

~
� M

~
� B

~
. (6.3)

Ма т ри цей, за да ю щей воз дей ст вия пер во го и вто ро го по -
ряд ков, яв ля ет ся

M
~

* = A
~

� M
~

� B
~

, (6.4)

и скры тые воз дей ст вия (вли я ния ма т риц друг на дру га) об -
на ру жи ва ют ся по сле вы чис ле ния ма т ри цы

D
~

= M
~

* – M
~

. (6.5)
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6.5. Приложения теории нечетких множеств 
к решению задач

Ин ци ден ции вто ро го по ряд ка
Рас смо т рим ин ци ден цию мно же ст ва А на мно же ст во В,

ко то рую обо зна чим МАВ, и ин ци ден цию мно же ст ва В на тре-
тье мно же ст во С – со от вет ст вен но МВС .

По сле до ва тель ное при ме не ние двух ин ци ден ций при во -
дит к ин ци ден ции вто ро го по ряд ка, ко то рая обо зна ча ет ся

MAC = MAB � MBC. (6.2)

При вы чис ле нии ин ци ден ций вто ро го по ряд ка по фор -
му ле (6.2) сле ду ет по мнить, что чис ло столб цов ма т ри цы
МАВ долж но рав нять ся чис лу строк ма т ри цы МВС (из ве ст -
ное пра ви ло ум но же ния ма т риц).

Ма т ри ца М на зы ва ет ся ре флек сив ной, ес ли ее ди а го наль
со сто ит из еди ниц, а зна че ния ос таль ных эле мен тов ле жат
на от рез ке [0, 1].

Ес ли все эле мен ты ма т ри цы М1 не боль ше со от вет ст ву -
ющих эле мен тов ма т ри цы М2 с оди на ко вы ми ад ре са ми,
то этот факт за пи сы ва ет ся в ви де

M1 ⊂ M2.

Пусть Е — еди нич ная ма т ри ца, M
~

— не чет кая ма т ри ца, A
~

и B
~

— ре флек сив ные не чет кие ма т ри цы, оп ре де ля ю щие ин -
ци ден ции А на А и В на В со от вет ст вен но, т.е.

A
~

= MAA, B
~

= MBB.

Так как E ⊂ A
~

и E ⊂ B
~

, то по лу чим

M
~

= E � M
~ ⊂ A

~
� M

~
и  M

~
= M

~ 
� E ⊂ M

~
� A

~
,

тог да

M
~ ⊂ A

~
� M

~
� B

~
. (6.3)

Ма т ри цей, за да ю щей воз дей ст вия пер во го и вто ро го по -
ряд ков, яв ля ет ся

M
~

* = A
~

� M
~

� B
~

, (6.4)

и скры тые воз дей ст вия (вли я ния ма т риц друг на дру га) об -
на ру жи ва ют ся по сле вы чис ле ния ма т ри цы

D
~

= M
~

* – M
~

. (6.5)

Вы чис ле ния по фор му ле (6.5) воз мож ны, так как со глас -
но фор му лам (6.3) и (6.4) вы пол ня ет ся

M
~ ⊂ M

~
*.

При мер 6.7. Пусть сфор му ли ро ва на за да ча ис сле до ва ния
скры тых воз дей ст вий шести сек то ров эко но ми ки (вли я ние од но -
го сек то ра на дру гой че рез це поч ку дру гих сек то ров), оп ре де ля -
ющих жиз не де я тель ность лю дей, друг на дру га. Пе ре чис лим эти
сек то ры: 1) на се ле ние; 2) сель ское хо зяй ст во; 3) про мы ш лен ность;
4) энер ге ти ка; 5) на ука и тех ни ка; 6) здра во о хра не ние.

По ст ро им ква д рат ную ма т ри цу ин ци ден ций, стро ки и столб цы
ко то рой со от вет ст ву ют но ме рам рас сма т ри ва е мых сек то ров, а зна-
че ния эле мен тов ма т ри цы пред став ля ют оцен ки экс пер тов сте пе -
ни воз дей ст вия од но го сек то ра на дру гой. Эти оцен ки об ра зу -
ют ре флек сив ную не чет кую ма т ри цу M

~
= {aij}, оформ лен ную

в ви де табл. 1.

Таб ли ца 1

M
~ 1 2 3 4 5 6
1 1 0,3 0,5 0,7 0,6 0,9
2 0,4 1 0,3 0,2 0,1 0,8
3 0,2 0,2 1 0,2 0,3 0,1
4 0 0,1 1 1 0,2 0
5 0,3 0,4 1 1 1 0,6
6 0,6 0,1 0,1 0,1 0,2 1

Так, по мне нию экс пер тов, на ука и тех ни ка име ет ин ци ден цию
(сте пень вли я ния) на про мы ш лен ность, оце ни ва е мую эле мен том
a53 = 1, а на здра во о хра не ние — a56 = 0,6 и т.д.

Оце нить вли я ние сек то ров эко но ми ки друг на дру га.
Ре ше ние. Для про ве де ния ис сле до ва ний скры тых воз дей ст вий

вы чис лим ин ци ден цию вто ро го по ряд ка

M
~

* = M
~

� M
~

по фор му ле (6.2) ком по зи ций maxmin.
За ме тим, что при вы чис ле нии ин ци ден ции вто ро го по ряд ка

ис ход ная ма т ри ца M
~

ум но жа ет ся са ма на се бя.
Пусть в ре зуль та те ком по зи ции по лу че на ма т ри ца M

~
* = {bij},

оформ лен ная в ви де табл. 2. На пом ним, пер вый ин декс вы чис ля -
е мо го эле мен та ма т ри цы M

~
* — это но мер стро ки пер вой ма т ри цы,

а вто рой — это но мер столб ца вто рой ма т ри цы (в про из во ди мых
вы чис ле ни ях, оче вид но, ма т ри цы оди на ко вы).

В со от вет ст вии с фор му лой M
~

* = M
~

� M
~

вы чис ле ния по фор му ле
ком по зи ций maxmin, на при мер эле мен та b11 ма т ри цы M

~
*, про из -

во ди лись в два эта па:
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1) из зна че ний со от вет ст ву ю щих эле мен тов пер вой стро ки
и пер во го столб ца ма т ри цы M

~
вы би ра лись ми ни маль ные зна че ния

(ло ги че с кое ум но же ние):

——————————————————————————

2) из по лу чен ных чи сел вы би ра лось од но мак си маль ное зна че -
ние, рав ное единице и яв ля ющееся те перь зна че ни ем эле мен та b11.

Ана ло гич но про из во ди лись вы чис ле ния зна че ний ос таль ных
эле мен тов, оформ лен ных в ви де табл. 2.

Да лее по фор му ле (6.5) вы чис ля ет ся раз ность ма т риц 

D
~

= M
~

* – M
~

,

пред став лен ная в ви де табл. 3. В вы чис ле ни ях оп ре де ля лась раз -
ность эле мен тов ма т риц с оди на ко вы ми ад ре са ми.

1 0,3 0,2 0 0,3 0,6;

1 0,3 0,5 0,7 0,6 0,9
1 0,4 0,2 0 0,3 0,6

Таб ли ца 2

M
~* 1 2 3 4 5 6
1 1 0,4 0,7 0,7 0,6 0,9
2 0,6 1 0,4 0,4 0,4 0,8
3 0,3 0,3 1 0,3 0,3 0,3
4 0,2 0,2 1 1 0,3 0,2
5 0,6 0,4 1 1 1 0,6
6 0,6 0,3 0,5 0,6 0,6 1

Таб ли ца 3

D
~ 1 2 3 4 5 6
1 0 0,1 0,2 0 0 0
2 0,2 0 0,1 0,2 0,3 0
3 0,1 0,1 0 0,1 0 0,2
4 0,2 0,1 0 0 0,1 0,2
5 0,3 0 0 0 0 0
6 0 0,2 0,4 0,5 0,4 0

Ана лиз эле мен тов ма т ри цы D
~

в табл. 3 поз во ля ет ус та но вить
скры тые воз дей ст вия од но го сек то ра эко но ми ки на дру гой, ко то -
рые об ра зу ют ин ци ден ции вто ро го по ряд ка.

Для при ме ра рас смо т рим не сколь ко на и бо лее зна чи мых воз -
дей ст вий рас сма т ри ва е мых сек то ров (ко то рые име ют на и боль шие
зна че ния эле мен тов в табл. 3).

В со от вет ст вии с табл. 3 вы пи шем:
(6 � 4), здра во о хра не ние име ет воз дей ст вие на энер ге ти ку со

сте пе нью воз дей ст вия 0,5;
(6 � 3) здра во о хра не ние — про мы ш лен ность;
(6 � 5) здра во о хра не ние — на ука и тех ни ка;
(2 � 5) сель ское хо зяй ст во — на ука и тех ни ка;
(5 � 1) сель ское хо зяй ст во — на се ле ние.
Ка ким об ра зом про ис хо дят эти воз дей ст вия?
Вос ста но вим про ме жу точ ные ин ци ден ции, с по мо щью ко то -

рых мож но об на ру жить скры тые воз дей ст вия. Для это го ис поль -
зу ем табл. 1.

Рас смо т рим вы бран ную вы ше па ру сек то ров (6 � 4).
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1) из зна че ний со от вет ст ву ю щих эле мен тов пер вой стро ки
и пер во го столб ца ма т ри цы M

~
вы би ра лись ми ни маль ные зна че ния

(ло ги че с кое ум но же ние):

——————————————————————————

2) из по лу чен ных чи сел вы би ра лось од но мак си маль ное зна че -
ние, рав ное единице и яв ля ющееся те перь зна че ни ем эле мен та b11.

Ана ло гич но про из во ди лись вы чис ле ния зна че ний ос таль ных
эле мен тов, оформ лен ных в ви де табл. 2.

Да лее по фор му ле (6.5) вы чис ля ет ся раз ность ма т риц 

D
~

= M
~

* – M
~

,

пред став лен ная в ви де табл. 3. В вы чис ле ни ях оп ре де ля лась раз -
ность эле мен тов ма т риц с оди на ко вы ми ад ре са ми.

1 0,3 0,2 0 0,3 0,6;

1 0,3 0,5 0,7 0,6 0,9
1 0,4 0,2 0 0,3 0,6

Таб ли ца 2

M
~* 1 2 3 4 5 6
1 1 0,4 0,7 0,7 0,6 0,9
2 0,6 1 0,4 0,4 0,4 0,8
3 0,3 0,3 1 0,3 0,3 0,3
4 0,2 0,2 1 1 0,3 0,2
5 0,6 0,4 1 1 1 0,6
6 0,6 0,3 0,5 0,6 0,6 1

Таб ли ца 3

D
~ 1 2 3 4 5 6
1 0 0,1 0,2 0 0 0
2 0,2 0 0,1 0,2 0,3 0
3 0,1 0,1 0 0,1 0 0,2
4 0,2 0,1 0 0 0,1 0,2
5 0,3 0 0 0 0 0
6 0 0,2 0,4 0,5 0,4 0

Ана лиз эле мен тов ма т ри цы D
~

в табл. 3 поз во ля ет ус та но вить
скры тые воз дей ст вия од но го сек то ра эко но ми ки на дру гой, ко то -
рые об ра зу ют ин ци ден ции вто ро го по ряд ка.

Для при ме ра рас смо т рим не сколь ко на и бо лее зна чи мых воз -
дей ст вий рас сма т ри ва е мых сек то ров (ко то рые име ют на и боль шие
зна че ния эле мен тов в табл. 3).

В со от вет ст вии с табл. 3 вы пи шем:
(6 � 4), здра во о хра не ние име ет воз дей ст вие на энер ге ти ку со

сте пе нью воз дей ст вия 0,5;
(6 � 3) здра во о хра не ние — про мы ш лен ность;
(6 � 5) здра во о хра не ние — на ука и тех ни ка;
(2 � 5) сель ское хо зяй ст во — на ука и тех ни ка;
(5 � 1) сель ское хо зяй ст во — на се ле ние.
Ка ким об ра зом про ис хо дят эти воз дей ст вия?
Вос ста но вим про ме жу точ ные ин ци ден ции, с по мо щью ко то -

рых мож но об на ру жить скры тые воз дей ст вия. Для это го ис поль -
зу ем табл. 1.

Рас смо т рим вы бран ную вы ше па ру сек то ров (6 � 4).
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В ше с той стро ке табл. 1 (сек тор 6) вы би ра ем на и боль шее зна -
че ние 0,6. Оно на хо дит ся на пе ре се че нии с пер вым столб цом (сек -
тор 1). По это му да лее пе ре хо дим к пер вой стро ке табл. 1 и вы пи -
сы ва ем зна че ние 0,7 на пе ре се че нии с чет вер тым столб цом
(сек тор 4). Из по лу чен ных зна че ний за пи сы ва ем на и мень шее 0,6.
Вы чис ле ния офор мим в ви де гра фа

(6 � 4) 6 1 4 0,6.

Об ра ща ясь вновь к табл. 1, за пи шем пря мое воз дей ст вие сек то-
ра 6 (ше с тая стро ка) на сек тор 4 (чет вер тый стол бец)

6 4 0,1.

И на ко нец, вы чис ля ем раз ность 0,6 – 0,1 = 0,5. Это зна че ние
со от вет ст ву ет эле мен ту с ад ре сом (6, 4) табл. 3.

Про ве дем ана ло гич ные вы чис ле ния для ос таль ных вы бран ных
вы ше пар сек то ров:

(6 � 3) 6 1 3 0,5

6 3 0,1 0,5 – 0,1 = 0,4;
————————————————————————————————————————————

(6 � 5) 6 1 5 0,2

6 5 0,6 0,6 – 0,2 = 0,4;
————————————————————————————————————————————

(2 � 5) 2 1 5 0,4

2 5 0,1 0,4 – 0,1 = 0,3;
————————————————————————————————————————————

(5 � 1) 5 6 1 0,6

5 1 0,3 0,6 – 0,3 = 0,3.

Рас ши ф ру ем по лу чен ные ре зуль та ты.
(6 � 4). Без про из вод ст ва спе ци аль ных вы чис ле ний табл. 3

оши боч но мож но по ла гать, что здра во о хра не ние на пря мую поч ти
не вли я ет на энер ге ти ку (см. табл. 1, эле мент (6, 4)). Од на ко это
вли я ние до ста точ но силь но про яв ля ет ся че рез на се ле ние (см.
табл. 1, эле мен ты (6, 1) и (1, 4)).

Точ но так  же здра во о хра не ние на пря мую сла бо вли я ет на про -
мы ш лен ность, на уку и тех ни ку (па ры (6 � 4), (6 � 5)), но это
вли я ние опять�та ки ска зы ва ет ся че рез на се ле ние.

(2 � 5). Сель ское хо зяй ст во на пря мую не вли я ет не по сред ст -
вен но на на уку и тех ни ку, но это вли я ние ска зы ва ет ся че рез на се -
ле ние.

Из (5 � 1) очевид но, что на ука и тех ни ка вли я ют на на се ле ние
че рез здра во о хра не ние.
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Содержание

Эти вы во ды без не по сред ст вен ной оцен ки скры тых воз дей ст -
вий сле ду ют из табл. 3, по лу чен ной с по мо щью вы чис ле ний.

Та ким об ра зом, с по мо щью не чет ких ма т риц мож но оце нить
скры тые вли я ния од но го сек то ра эко но ми ки на дру гой. �

При мер 6.8. При мер ис сле до ва ния скры тых воз дей ст вий
в про из вод ст вен ной об ла с ти.

Рас сма т ри ва ет ся мо дель функ ци о ни ро ва ния пред при я тия,
у ко то ро го вход ны ми фак то ра ми яв ля ют ся:

a1 — мо дер ни за ция про из вод ст вен но го обо ру до ва ния;
а2 — рас ши ре ние ас сор ти мен та и объ е ма то вар ных за па сов;
а3 — вы пуск но вых то ва ров;
а4 — рас ши ре ние тор го вой се ти;
а5 — ме ро при я тия по рек ла ме.
Эти фак то ры об ра зу ют мно же ст во А.
Вы ход ные фак то ры об ра зу ют мно же ст во В, ко то рое со сто ит из:
b1 — роста чис ла про даж (в фи зи че с ких еди ни цах);
b2 — из ме не ния про даж ных цен;
b3 — кон ку рен то спо соб ности;
b4 — ка че ст ва про дук ции;
b5 — тер ри то ри аль ного рас пре де ле ния.
Пред по ла га ет ся, что в дан ной мо де ли вход ные а и вы ход ные b

па ра ме т ры вли я ют са ми на се бя, а так же вход ные фак то ры вли я -
ют на вы ход ные.

В за да че не об хо ди мо оце нить скры тое вли я ние вход ных фак -
то ров на вы ход ные, ха рак те ри зу ю щие функ ци о ни ро ва ние пред -
при я тия.

Ре ше ние. С по мо щью экс пер тов бы ли со став ле ны не чет кие ма -
т ри цы A

~
и B

~
, ко то рые яв ля ют ся ин ци ден ци я ми мно же ст ва А на

мно же ст во А, В на В со от вет ст вен но. Зна че ния этих ма т ри цы при -
во дят ся в табл. 1 и 2.

Таб ли ца 1

A
~ a1 a2 a3 a4 a5

a1 1 0,7 0,5 0,1 0
a2 0 1 0,1 0,4 0
a3 0,7 0,9 1 0,5 0,8
a4 0,5 0,8 0,7 1 0,9
a5 0 0 0,4 0,7 1

Таб ли ца 2

B
~ b1 b2 b3 b4 b5

b1 1 0,6 1 0 0,4
b2 1 1 1 0,1 0
b3 0,8 0,3 1 0 0,6
b4 1 1 0,9 1 0
b5 0 0 0,2 0 1

Экс пер та ми так же бы ла со став ле на ма т ри ца M
~

ин ци ден ций
мно же ст ва А на мно же ст во В (табл. 3).

По фор му ле (6.2) с по мо щью пра ви ла ком по зи ций maxmin вы -
чис ля лась ма т ри ца A

~
� M

~
(табл. 4). В таб ли це (и в таб ли цах ни же)

но ме ра строк со от вет ст ву ют но ме рам вход ных фак то ров, а но ме ра
столб цов — но ме рам вы ход ных фак то ров.
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Эти вы во ды без не по сред ст вен ной оцен ки скры тых воз дей ст -
вий сле ду ют из табл. 3, по лу чен ной с по мо щью вы чис ле ний.

Та ким об ра зом, с по мо щью не чет ких ма т риц мож но оце нить
скры тые вли я ния од но го сек то ра эко но ми ки на дру гой. �

При мер 6.8. При мер ис сле до ва ния скры тых воз дей ст вий
в про из вод ст вен ной об ла с ти.

Рас сма т ри ва ет ся мо дель функ ци о ни ро ва ния пред при я тия,
у ко то ро го вход ны ми фак то ра ми яв ля ют ся:

a1 — мо дер ни за ция про из вод ст вен но го обо ру до ва ния;
а2 — рас ши ре ние ас сор ти мен та и объ е ма то вар ных за па сов;
а3 — вы пуск но вых то ва ров;
а4 — рас ши ре ние тор го вой се ти;
а5 — ме ро при я тия по рек ла ме.
Эти фак то ры об ра зу ют мно же ст во А.
Вы ход ные фак то ры об ра зу ют мно же ст во В, ко то рое со сто ит из:
b1 — роста чис ла про даж (в фи зи че с ких еди ни цах);
b2 — из ме не ния про даж ных цен;
b3 — кон ку рен то спо соб ности;
b4 — ка че ст ва про дук ции;
b5 — тер ри то ри аль ного рас пре де ле ния.
Пред по ла га ет ся, что в дан ной мо де ли вход ные а и вы ход ные b

па ра ме т ры вли я ют са ми на се бя, а так же вход ные фак то ры вли я -
ют на вы ход ные.

В за да че не об хо ди мо оце нить скры тое вли я ние вход ных фак -
то ров на вы ход ные, ха рак те ри зу ю щие функ ци о ни ро ва ние пред -
при я тия.

Ре ше ние. С по мо щью экс пер тов бы ли со став ле ны не чет кие ма -
т ри цы A

~
и B

~
, ко то рые яв ля ют ся ин ци ден ци я ми мно же ст ва А на

мно же ст во А, В на В со от вет ст вен но. Зна че ния этих ма т ри цы при -
во дят ся в табл. 1 и 2.

Таб ли ца 1

A
~ a1 a2 a3 a4 a5

a1 1 0,7 0,5 0,1 0
a2 0 1 0,1 0,4 0
a3 0,7 0,9 1 0,5 0,8
a4 0,5 0,8 0,7 1 0,9
a5 0 0 0,4 0,7 1

Таб ли ца 2

B
~ b1 b2 b3 b4 b5

b1 1 0,6 1 0 0,4
b2 1 1 1 0,1 0
b3 0,8 0,3 1 0 0,6
b4 1 1 0,9 1 0
b5 0 0 0,2 0 1

Экс пер та ми так же бы ла со став ле на ма т ри ца M
~

ин ци ден ций
мно же ст ва А на мно же ст во В (табл. 3).

По фор му ле (6.2) с по мо щью пра ви ла ком по зи ций maxmin вы -
чис ля лась ма т ри ца A

~
� M

~
(табл. 4). В таб ли це (и в таб ли цах ни же)

но ме ра строк со от вет ст ву ют но ме рам вход ных фак то ров, а но ме ра
столб цов — но ме рам вы ход ных фак то ров.
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Ин ци ден ции вто ро го по ряд ка вы чис ля лись с по мо щью ма т ри -
цы фор му лы (6.4)

M
~

* = A
~

� M
~

� B
~

,

зна че ния ко то рой оформ ле ны в ви де табл. 5.
И на ко нец, по фор му ле (6.5) оп ре де ля лась раз ность ма т риц

D
~

= M
~

* – M
~

, зна че ния ко то рой при во дят ся в табл. 6.

Таб ли ца 3

M
~ b1 b2 b3 b4 b5

a1 0,9 0,3 0,1 0,9 0
a2 0,8 0,2 0,3 0 0,6
a3 1 0 0,8 0 0,6
a4 1 0,2 0,7 0 1
a5 1 0,6 0,7 0 0,1

Таб ли ца 4

A
~

�M
~ 1 2 3 4 5

1 0,9 0,3 0,5 0,9 0,6
2 0,8 0,2 0,4 0 0,6
3 1 0,6 0,8 0,7 0,6
4 0,9 0,6 0,7 0,5 1
5 1 0,6 0,7 0 0,7

Таб ли ца 5

M
~* 1 2 3 4 5
1 0,9 0,9 0,9 0,9 0,6
2 0,8 0,6 0,8 0,1 0,6
3 1 0,7 1 0,7 0,6
4 1 0,6 0,9 0,5 1
5 1 0,6 1 0,5 0,7

Таб ли ца 6

D
~ b1 b2 b3 b4 b5

a1 0 0,6 0,8 0 0,6
a2 0 0,4 0,5 0,1 0
a3 0 0,7 0,2 0,7 0
a4 0 0,4 0,2 0,5 0
a5 0 0 0,3 0,5 0,6

Ма т ри ца D
~

поз во ля ет ус та но вить скры тые воз дей ст вия вход -
ных па ра ме т ров на вы ход ные.

Рас смо т рим на и бо лее зна чи мые из них (см. табл. 6):
(a1 � b3) мо дер ни за ция обо ру до ва ния вли я ет на кон ку рент о -

спо соб ность со сте пе нью воз дей ст вия од но го фак то ра на дру гой
0,8;

(а3 � b2) вы пуск но вых то ва ров — из ме не ние про даж ных цен;
(а3 � b4) вы пуск но вых то ва ров — ка че ст во про дук ции;
(a1 � b2) мо дер ни за ция обо ру до ва ния — из ме не ние цен;
(a1 � b5) мо дер ни за ция обо ру до ва ния — тер ри то ри аль ное рас -

пре де ле ние;
(а5 � b5) ме ро при я тия по рек ла ме — тер ри то ри аль ное рас пре -

де ле ние.
Рас смо т рим суть ма т ри цы D

~
.

Для об на ру же ния скры тых воз дей ст вий ус та но вим про ме жу -
точ ные ин ци ден ции. Про сма т ри вая все пу ти, ве ду щие от вход ных
па ра ме т ров к вы ход ным, и вы би рая на и боль шие из ми ни му мов
меж ду каж дым эле мен том вхо да и эле мен том вы хо да, по табл. 1—6
оп ре де лим ин ци ден ции, на при мер, для па ры (a1 � b3):
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Под стрел ка ми по ка за ны ма т ри цы — таб ли цы, от ку да бы ли
вы бра ны пу ти и зна че ния эле мен та ма т ри цы, ад рес эле мен та ука -
зан в ви де ин дек са при ма т ри це.

Вы бе рем на и бо лее су ще ст вен ные из них, рав ные 0,9 (пер вая
и чет вер тая стро ки), и срав ним с ма т ри цей M

~
ин ци ден ций мно же -

ст ва А на мно же ст во В (см. табл. 3):
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Ана ло гич ные срав не ния про во дим для ос таль ных пар, при ня -
тых в об суж де нии зна чи мы ми в табл. 6 (по ря док ус та нов ле ния пу -
тей и про ме жу точ ные вы чис ле ния со вер шен но ана ло гич ны па ре
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1 1 1 3 

1 1 2 3 

1 3 3 3 

1 1 4 3 

Под стрел ка ми по ка за ны ма т ри цы — таб ли цы, от ку да бы ли
вы бра ны пу ти и зна че ния эле мен та ма т ри цы, ад рес эле мен та ука -
зан в ви де ин дек са при ма т ри це.

Вы бе рем на и бо лее су ще ст вен ные из них, рав ные 0,9 (пер вая
и чет вер тая стро ки), и срав ним с ма т ри цей M

~
ин ци ден ций мно же -

ст ва А на мно же ст во В (см. табл. 3):

1 1 1 3 

1 1 4 3 

1 3 

Ана ло гич ные срав не ния про во дим для ос таль ных пар, при ня -
тых в об суж де нии зна чи мы ми в табл. 6 (по ря док ус та нов ле ния пу -
тей и про ме жу точ ные вы чис ле ния со вер шен но ана ло гич ны па ре
(1—3)):

(3 � 4) 3 1 4 4 

3 4 

————————————————————————————————————————————

(1 � 2) 1 1 4 2 

1 2 

————————————————————————————————————————————

(1 � 5) 1 2 5 2 
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(5 � 5) 5 4 5 5 

5 5 

Та ким об ра зом, рас сма т ри вая все воз мож ные пу ти, мож но
по лу чить ис ко мый ре зуль тат. Оче вид но, та кое ре ше ние тре бу ет
для ана ли за боль шо го вре ме ни. По это му та кие же ре зуль та ты
мож но по лу чить сра зу по ма т ри це D

~
.

Ре зуль та ты вы чис ле ний поз во ля ют сде лать сле ду ю щие вы во -
ды о пу тях скры тых воз дей ст вий рас смо т рен ных фак то ров.

1. Мо дер ни за ция обо ру до ва ния вли я ет на кон ку рен то спо соб -
ность пред при я тия че рез рост чис ла про да жи и ка че ст во про дук -
ции.

2. Вы пуск но вых то ва ров вли я ет на из ме не ние про даж ных цен
че рез мо дер ни за цию обо ру до ва ния и ка че ст во про дук ции.

3. Вы пуск но вых то ва ров вли я ет так же на ка че ст во про дук ции
че рез мо дер ни за цию про из вод ст ва.

4. Мо дер ни за ция про из вод ст ва вли я ет на из ме не ние цен че рез
ка че ст во про дук ции и на тер ри то ри аль ное рас пре де ле ние че рез
рас ши ре ние ас сор ти мен та и объ е ма то вар ных за па сов.

5. Ме ро при я тия по рек ла ме вли я ют на тер ри то ри аль ное рас -
пре де ле ние че рез рас ши ре ние тор го вой се ти.

Та ким об ра зом, при вы ра бот ке стра те гии раз ви тия пред при я -
тия те о рия не чет ких мно жеств поз во ля ет ре шать ко ли че ст вен ные
за да чи по оцен ке сте пе ни вли я ния од них фак то ров про из вод ст ва
на дру гие че рез скры тые воз дей ст вия. �

6.6. Метод экспертных оценок
Де я тель ность че ло ве ка свя за на с по сто ян ной не об хо ди -

мо с тью при ня тия ре ше ний из не сколь ких аль тер на тив ных
ва ри ан тов.

Про цесс при ня тия то го или ино го ре ше ния мож но раз -
де лить на эта пы.

1. Вы бор при ем ле мых аль тер на тив ных спо со бов дей ст вия.
2. Опи са ние ве ро ят но с тей воз мож ных ис хо дов.
3. Ран жи ро ва ние воз мож ных ис хо дов че рез их по лез ность.
4. Ра ци о наль ный син тез ин фор ма ции, по лу чен ной на пер -

вых трех эта пах.
На пе ре чис лен ных вы ше эта пах воз ни ка ют труд но с ти,

свя зан ные в ос нов ном с боль шим чис лом кри те ри ев вы бо ра
ре ше ний, ко то рые не все гда со гла со ва ны меж ду со бой. Кро -
ме то го, име ет ме с то вы со кая сте пень не о пре де лен но с ти,
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152 Глава 6. Элементы теории нечетких множеств

обус лов лен ная не до ста точ ной ин фор ма ци ей для обос но -
ван но го при ня тия ре ше ний.

В на сто я щее вре мя су ще ст ву ет боль шое ко ли че ст во ме -
то дов, на прав лен ных на обос но ван ное (на ос но ве ка ких�ли -
бо убеж да ю щих ре зуль та тов) при ня тие ре ше ния. Од ним из
них яв ля ет ся ме тод экс пертных оце нок.

Пусть име ет ся т экс пер тов, ко то рые оп ре де ля ют от но си -
тель ную важ ность n фак то ров. Обо зна чим оцен ку i�го фак -
то ра в бал лах j�м экс пер том Cij . Каж до му фак то ру при сва и -
ва ет ся оп ре де лен ное ме с то (важ ность). Ме с то, за ня тое i�м
фак то ром по мне нию j�го экс пер та, на зо вем ран гом rij .

Для ко ли че ст вен ной оцен ки фак то ров ис поль зу ют ся
раз лич ные по ка за те ли об ще ст вен но го мне ния.

К чис лу на и бо лее рас про ст ра нен ных по казате лей об -
ществен но го мне ния от но сят ся:

• сред нее ариф ме ти че с кое Ci оце нок каж до го из фак то -
ров, оп ре де ля е мое вы ра же ни ем

Сi = Cij.

При этом счи та ет ся, что фак тор, по лу чив ший на и боль -
шую сред нюю оцен ку в бал лах, яв ля ет ся на и бо лее важ ным.
Сред ний ранг (ме с то) каж до го i�го фак то ра вы чис ля ет ся по
фор му ле

ri = rij.

В этом слу чае чем мень ше зна че ние ri , тем важ нее фак -
тор;

• от но си тель ная ча с то та Ki мак си маль ных оце нок
в бал лах или при суж де ний экс пер та ми пер во го ме с та i�му
фак то ру

Ki = ,

где mi — чис ло экс пер тов, при су див ших i�му фак то ру пер вое
ме с то или по ста вив ших ему мак си маль ную оцен ку в бал лах.

Для суж де ний о сте пе ни со гла со ван но с ти мне ний экс -
пер тов или групп экс пер тов обыч но ис поль зу ют ся та кие по -
ка за те ли, как ко эф фи ци ент ва ри а ции оце нок Vi и ко эф фи -
ци ент кон кор да ции W.

Ко эф фи ци ент ва ри а ции Vi оп ре де ля ет ся для каж до го i�го
фак то ра и ха рак те ри зу ет сте пень со гла со ван но с ти мне ний
экс пер тов об от но си тель ной важ но с ти это го фак то ра

mi—
m

m

Σ
j=1

1
—
m

1
—
m

m

Σ
j=1
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обус лов лен ная не до ста точ ной ин фор ма ци ей для обос но -
ван но го при ня тия ре ше ний.

В на сто я щее вре мя су ще ст ву ет боль шое ко ли че ст во ме -
то дов, на прав лен ных на обос но ван ное (на ос но ве ка ких�ли -
бо убеж да ю щих ре зуль та тов) при ня тие ре ше ния. Од ним из
них яв ля ет ся ме тод экс пертных оце нок.

Пусть име ет ся т экс пер тов, ко то рые оп ре де ля ют от но си -
тель ную важ ность n фак то ров. Обо зна чим оцен ку i�го фак -
то ра в бал лах j�м экс пер том Cij . Каж до му фак то ру при сва и -
ва ет ся оп ре де лен ное ме с то (важ ность). Ме с то, за ня тое i�м
фак то ром по мне нию j�го экс пер та, на зо вем ран гом rij .

Для ко ли че ст вен ной оцен ки фак то ров ис поль зу ют ся
раз лич ные по ка за те ли об ще ст вен но го мне ния.

К чис лу на и бо лее рас про ст ра нен ных по казате лей об -
ществен но го мне ния от но сят ся:

• сред нее ариф ме ти че с кое Ci оце нок каж до го из фак то -
ров, оп ре де ля е мое вы ра же ни ем

Сi = Cij.

При этом счи та ет ся, что фак тор, по лу чив ший на и боль -
шую сред нюю оцен ку в бал лах, яв ля ет ся на и бо лее важ ным.
Сред ний ранг (ме с то) каж до го i�го фак то ра вы чис ля ет ся по
фор му ле

ri = rij.

В этом слу чае чем мень ше зна че ние ri , тем важ нее фак -
тор;

• от но си тель ная ча с то та Ki мак си маль ных оце нок
в бал лах или при суж де ний экс пер та ми пер во го ме с та i�му
фак то ру

Ki = ,

где mi — чис ло экс пер тов, при су див ших i�му фак то ру пер вое
ме с то или по ста вив ших ему мак си маль ную оцен ку в бал лах.

Для суж де ний о сте пе ни со гла со ван но с ти мне ний экс -
пер тов или групп экс пер тов обыч но ис поль зу ют ся та кие по -
ка за те ли, как ко эф фи ци ент ва ри а ции оце нок Vi и ко эф фи -
ци ент кон кор да ции W.

Ко эф фи ци ент ва ри а ции Vi оп ре де ля ет ся для каж до го i�го
фак то ра и ха рак те ри зу ет сте пень со гла со ван но с ти мне ний
экс пер тов об от но си тель ной важ но с ти это го фак то ра

mi—
m

m

Σ
j=1

1
—
m

1
—
m

m

Σ
j=1

Vi = ,

где σi = — сред не ква д ра ти че с кое от кло не ние оце нок каж -

до го из фак то ров (па ра ме т ров); Di = (Cij – Ci)
2 — дис пер -

сия оце нок.
Из вы ра же ния для Vi очевид но, что чем мень ше зна че ние

Vi, тем вы ше сте пень со гла со ван но с ти мне ний экс пер тов от -
но си тель но важ но с ти i�го фак то ра.

Для оцен ки сте пе ни со гла со ван но с ти мне ний груп пы
экс пер тов в це лом по со во куп но с ти фак то ров ис поль зу ет ся
ко эф фи ци ент кон кор да ции

Wi = ,

где ∆S 2 — ме ра сте пе ни со гла со ван но с ти суж де ний экс пер -
тов, оп ре де ля е мая по фор му ле

∆S 2 = m2 ri – 
2

.

Под ста вив ∆S 2 в вы ра же ние для W, по лу ча ем

12 ri – 
2

Wi = ————————————.
n3 – n

Зна че ние ко эф фи ци ен та кон кор да ции ме ня ет ся от 0 до 1:
• cлу чай W = 0 оз на ча ет, что не су ще ст ву ет свя зи меж ду

ран жи ро ва ни ем экс пер тов;
• W = 1 оз на ча ет, что все экс пер ты оди на ко во ран жи ру -

ют фак то ры по сте пе ни их важ но с ти;
• из ме не ние W от 0 до 1 со от вет ст ву ет уве ли че нию сте -

пе ни со гла со ван но с ти мне ний экс пер тов.

При мер 6.9. Пусть в ре зуль та те оп ро са сту ден тов трех кур сов
бы ли оп ре де ле ны бал лы Cij , оце ни ва ю щие ка че ст во пре по да ва ния
трех пре по да ва те лей.

Дан ное об сто я тель ст во пред став ле но таб ли цей.




n + 1
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2



n

Σ
i=1




n + 1
———

2



n

Σ
i=1

12∆S 2

————————
m2(n3 – n)

m

Σ
j=1

1
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m

���Di

σi—
Ci

Курс
(экс перт), j

Пре по да ва тель (фак тор), i

1 2 3

1 0,1 (3) 0,9 (1) 0,4 (2)

2 0,2 (3) 0,5 (2) 0,9 (1)

3 0,3 (2) 0,2 (3) 0,9 (1)

6.6. Метод экспертных оценок 153



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

154 Глава 6. Элементы теории нечетких множеств

В скоб ках ука за ны ран ги rij , т.е. ме с та, за ня тые пре по да ва те ля -
ми, по мне нию дан но го кур са.

Оп ре де лить рей тинг каж до го пре по да ва те ля, сте пе нь со гла со -
ван но с ти мне ний оп ро шен ных сту ден тов на от дель ных кур сах
и сте пень со гла со ван но с ти мне ний сту ден тов на кур сах о каж дом
пре по да ва те ле.

Решение. Оп ре де лим сред нее ариф ме ти че с кое оце нок каж до го
пре по да ва те ля:

С1 = (0,1 + 0,2 + 0,3) = 0,2; (3-е ме с то)

С2 = (0,9 + 0,5 + 0,2) = 0,53; (2-е ме с то)

С3 = (0,4 + 0,9 + 0,9) = 0,73. (1-е ме с то)

Определим сред ние ран ги, т.е. сред ние ме с та, за ня тые пре по да -
ва те ля ми:

r1 = (3 + 3 + 2) = ; (3-е ме с то)

r2 = (1 + 2 + 3) = 2; (2-е ме с то)

r3 = (2 + 1 + 1) = . (1-е ме с то)

Вы чис лим об ще ст вен ное мне ние в мак си маль ной оцен ке пре -
по да ва те лей Ki.

Как очевид но из ре зуль та тов вы чис ле ний сред них оце нок,
сред них ран гов r, от но си тель ных ча с тот мак си маль ных оце нок,
тре тий пре по да ва тель по всем пе ре чис лен ным по ка за те лям за ни -
ма ет пер вое ме с то.

Для оп ре де ле ния сте пе ни со гла со ван но с ти мне ний сту ден тов
на от дель ных кур сах про ве дем сле ду ю щие вы чис ле ния.

1. Дис пер сии оце нок по кур сам

D1 = (C11 – C1)2 + (C21 – C1)2 + (C31 – C1)2 = 

= (0,1 – 0,2)2 + (0,2 – 0,2)2 + (0,3 – 0,2)2 = � 0,0067.

Ана ло гич но

D2 = 0,0822;  D3 = 0,0556.
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154 Глава 6. Элементы теории нечетких множеств

В скоб ках ука за ны ран ги rij , т.е. ме с та, за ня тые пре по да ва те ля -
ми, по мне нию дан но го кур са.

Оп ре де лить рей тинг каж до го пре по да ва те ля, сте пе нь со гла со -
ван но с ти мне ний оп ро шен ных сту ден тов на от дель ных кур сах
и сте пень со гла со ван но с ти мне ний сту ден тов на кур сах о каж дом
пре по да ва те ле.

Решение. Оп ре де лим сред нее ариф ме ти че с кое оце нок каж до го
пре по да ва те ля:

С1 = (0,1 + 0,2 + 0,3) = 0,2; (3-е ме с то)

С2 = (0,9 + 0,5 + 0,2) = 0,53; (2-е ме с то)

С3 = (0,4 + 0,9 + 0,9) = 0,73. (1-е ме с то)

Определим сред ние ран ги, т.е. сред ние ме с та, за ня тые пре по да -
ва те ля ми:

r1 = (3 + 3 + 2) = ; (3-е ме с то)

r2 = (1 + 2 + 3) = 2; (2-е ме с то)

r3 = (2 + 1 + 1) = . (1-е ме с то)

Вы чис лим об ще ст вен ное мне ние в мак си маль ной оцен ке пре -
по да ва те лей Ki.

Как очевид но из ре зуль та тов вы чис ле ний сред них оце нок,
сред них ран гов r, от но си тель ных ча с тот мак си маль ных оце нок,
тре тий пре по да ва тель по всем пе ре чис лен ным по ка за те лям за ни -
ма ет пер вое ме с то.

Для оп ре де ле ния сте пе ни со гла со ван но с ти мне ний сту ден тов
на от дель ных кур сах про ве дем сле ду ю щие вы чис ле ния.

1. Дис пер сии оце нок по кур сам

D1 = (C11 – C1)2 + (C21 – C1)2 + (C31 – C1)2 = 

= (0,1 – 0,2)2 + (0,2 – 0,2)2 + (0,3 – 0,2)2 = � 0,0067.

Ана ло гич но

D2 = 0,0822;  D3 = 0,0556.
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2. Сред не ква д ра ти че с кие от кло не ния

σ1 = = = 0,082;
σ2 = = 0,287;   σ3 = = 0,236.

3. Ко эф фи ци ен ты ва ри а ции

V1 = = = 0,41;   V2 = = 0,54;   V3 = = 0,32.

Ре зуль та ты вы чис ле ний све дем в таб ли цу.

Как очевид но из таб ли цы, на и бо лее вы со кая сте пень со гла со ван-
но с ти сту ден тов име ет ме с то от но си тель но тре ть е го пре по да ва те ля.

Оце ним сте пень со гла со ван но с ти мне ний сту ден тов на кур сах
в це лом. Для это го пред ва ри тель но вы чис лим ме ру сте пе ни со гла -
со ван но с ти суж де ний сту ден тов

∆S 2 = m2 r1 – 
2

+ r2 – 
2

+ r3 – 
2

=

= 3 · 3 – 
2

+ 2 – 
2

+ – 
2

=

= 9 + 0 + = 8.

Та ким об ра зом, зна че ние ко эф фи ци ен та кон кор да ции

W = = = = � 0,44.

Вы вод. Так как ко эф фи ци ент кон кор да ции бли зок к 0,5, то
име ет ме с то сред няя сте пень со гла со ван но с ти мне ний по кур сам. �

Вопросы и задания для самоконтроля
1. Дай те оп ре де ле ния не чет ко го мно же ст ва, функ ции при-

над леж но с ти, не чет ко го чис ла.
2. Ка кие опе ра ции пре ду с мо т ре ны над не чет ки ми мно -

же ст ва ми?
3. Что на зы ва ет ся не чет ким от но ше ни ем?
4. Пе ре чис ли те свой ст ва не чет ких от но ше ний.
5. Дай те оп ре де ле ния ин ци ден ции, не чет кой ма т ри цы.
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Ре зуль та ты
вы чис ле ний

Пре по да ва тель, i

1 2 3
Di 0,067 0,0822 0,0556
σi 0,082 0,287 0,236
Vi 0,41 0,54 0,32

�������0,0067
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Содержание

6. В чем смысл по ка за те лей мне ний? По яс ни те смысл
па ра ме т ров в этих по ка за те лях.

7. Пе ре чис ли те по ка за те ли сте пе ни со гла со ван но с ти
мне ний и пе ре чис ли те смысл вхо дя щих в них па ра ме т ров.

Задачи для самостоятельного решения
1. Из де лие со сто ит из двух эле мен тов и вы хо дит из строя, ес ли

вы хо дит из строя хо тя бы один эле мент. Вре мя ра бо ты (в днях) до
по лом ки пер во го и вто ро го эле мен тов есть не чет кие чис ла m1 и m2,
за да ва е мые таб ли ца ми

Оп ре де лить вре мя ра бо ты из де лия.

2. Да ны две не чет кие ма т ри цы ин ци ден ций А на В и В на С

V1 = ;   V2 = :

а) изо б ра зить гра фы ин ци ден ций для каж дой из ма т риц;
б) най ти ком по зи цию maxmin, оп ре де ля ю щую ин ци ден ции А

на С.

3. Оп ре де лить скры тые вли я ния в за да че: фи нан со вая си с те ма
пред при я тия опи сы ва ет ся сле ду ю щи ми фак то ра ми: а1 — при быль;
а2 — на лич ность; а3 — ос нов ной фи нан со вый ка пи тал; а4 — ос нов -
ной ма те ри аль ный ка пи тал; b1 — кре дит у по став щи ков; b2 — дол -
го сроч ные кре ди ты; b3 — при рост ка пи та ла; b4 — пла те же спо соб -
ность по ак ци ям.

Па ра ме т ры а1 — а4 счи та ют ся вход ны ми, b1 — b4 — вы ход ны ми.
За да ны ма т ри цы ин ци ден ций A

~
, B

~
, M

~
:

A
~

= ;   B
~

= ;

M
~

= .





0,2
0,7
0,1
0

0,5
0,4
0,6
0,6

1
0

0,2
0,8

0,6
0,5
0,4
0,8











1
0,1
0,2
0

0,1
1

0,2
0,1

0,5
0,8
1
0

0,4
0,1
0
0











1
0

0,8
0,9

0
1

0,5
0,9

0
0,6
1
1

0,2
0,4
0
1










1
0
1

0,9
0

0,5

0,5
0,5
0

0
0,8
0









0,3
1

0,5

0,8
1

0,5

1
0
1





x 60 75 90 120

ϕm2
(x) 1 0,7 0,5 0

x 60 75 90 120

ϕm1
(x) 1 0,8 0,2 0

156 Глава 6. Элементы теории нечетких множеств
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6. В чем смысл по ка за те лей мне ний? По яс ни те смысл
па ра ме т ров в этих по ка за те лях.

7. Пе ре чис ли те по ка за те ли сте пе ни со гла со ван но с ти
мне ний и пе ре чис ли те смысл вхо дя щих в них па ра ме т ров.

Задачи для самостоятельного решения
1. Из де лие со сто ит из двух эле мен тов и вы хо дит из строя, ес ли

вы хо дит из строя хо тя бы один эле мент. Вре мя ра бо ты (в днях) до
по лом ки пер во го и вто ро го эле мен тов есть не чет кие чис ла m1 и m2,
за да ва е мые таб ли ца ми

Оп ре де лить вре мя ра бо ты из де лия.

2. Да ны две не чет кие ма т ри цы ин ци ден ций А на В и В на С

V1 = ;   V2 = :

а) изо б ра зить гра фы ин ци ден ций для каж дой из ма т риц;
б) най ти ком по зи цию maxmin, оп ре де ля ю щую ин ци ден ции А

на С.

3. Оп ре де лить скры тые вли я ния в за да че: фи нан со вая си с те ма
пред при я тия опи сы ва ет ся сле ду ю щи ми фак то ра ми: а1 — при быль;
а2 — на лич ность; а3 — ос нов ной фи нан со вый ка пи тал; а4 — ос нов -
ной ма те ри аль ный ка пи тал; b1 — кре дит у по став щи ков; b2 — дол -
го сроч ные кре ди ты; b3 — при рост ка пи та ла; b4 — пла те же спо соб -
ность по ак ци ям.

Па ра ме т ры а1 — а4 счи та ют ся вход ны ми, b1 — b4 — вы ход ны ми.
За да ны ма т ри цы ин ци ден ций A

~
, B

~
, M

~
:

A
~

= ;   B
~

= ;

M
~

= .





0,2
0,7
0,1
0

0,5
0,4
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0
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1
0,1
0,2
0

0,1
1

0,2
0,1

0,5
0,8
1
0

0,4
0,1
0
0
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0

0,8
0,9

0
1

0,5
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0
0,6
1
1
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0,4
0
1










1
0
1

0,9
0

0,5

0,5
0,5
0

0
0,8
0









0,3
1

0,5

0,8
1

0,5

1
0
1





x 60 75 90 120

ϕm2
(x) 1 0,7 0,5 0

x 60 75 90 120

ϕm1
(x) 1 0,8 0,2 0

156 Глава 6. Элементы теории нечетких множеств

Гла ва 7
ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

7.1. Численные методы дифференцирования
С по мо щью ма те ма ти че с ко го мо де ли ро ва ния ре ше ние

на уч но�тех ни че с кой за да чи сво дит ся к ре ше нию за да чи ма -
те ма ти че с кой, яв ля ю щей ся ее мо де лью. Ос нов ным ин ст ру -
мен том для ре ше ния слож ных ма те ма ти че с ких за дач в на -
сто я щее вре мя яв ля ют ся чис лен ные ме то ды, поз во ля ю щие
све с ти ре ше ние за да чи к вы пол не нию ко неч но го чис ла
ариф ме ти че с ких дей ст вий над чис ла ми. При этом ре зуль та -
ты по лу ча ют ся в ви де чис ло вых зна че ний.

7.1.1. Ус той чи вость. Кор рект ность. Схо ди мость

Рас смо т рим ос нов ные пер во на чаль ные требования к ор -
га ни за ции вы чис ли тель но го про цес са.

1. Ус той чи вость. Боль шая часть ма те ма ти че с ких за дач
весь ма чув ст ви тель на к не точ но с тям ис поль зо ван ных в них
ис ход ных дан ных. Эта чув ст ви тель ность ха рак те ри зу ет ся
так на зы ва е мой устойчивостью.

Пусть в ре зуль та те ре ше ния за да чи по ис ход но му зна че -
нию ве ли чи ны х на хо дит ся зна че ние ис ко мой ве ли чи ны y.
Ес ли ис ход ная ве ли чи на име ет аб со лют ную по греш ность
∆x, то ре ше ние име ет по греш ность ∆y.

За да ча на зы ва ет ся ус той чи вой по ис ход но му па ра ме т ру
x, ес ли ре ше ние y за ви сит от не го не пре рыв но, т.е. ма лое
при ра ще ние ис ход ной ве ли чи ны ∆x при во дит к ма ло му
при ра ще нию ис ко мой ве ли чи ны ∆y. Дру ги ми сло ва ми, ма -
лые по греш но с ти в ис ход ной ве ли чи не при во дят к ма лым
по греш но с тям в ре зуль та те рас че тов.

От сут ст вие ус той чи во с ти оз на ча ет, что да же не зна чи тель-
ные по греш но с ти в ис ход ных дан ных при во дят к боль шим
по греш но с тям в ре ше нии или во все к не ве ро ят но му ре зуль -
та ту. О по доб ных не ус той чи вых за да чах так же го во рят, что
они чув ст ви тель ны к по греш но с тям ис ход ных дан ных.
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158 Глава 7. Численные методы решения задач

2. Кор рект ность. За да ча на зы ва ет ся по став лен ной кор -
рект но, ес ли для лю бых зна че ний ис ход ных дан ных из не -
ко то ро го клас са ее ре ше ние су ще ст ву ет, един ст вен но и ус -
той чи во от но си тель но ис ход ных дан ных.

Сле ду ет от ме тить, что в на сто я щее вре мя раз ви ты ме то -
ды ре ше ния не ко то рых не кор рект ных за дач. Это в ос нов -
ном так на зы ва е мые ме то ды ре гу ля ри за ции, которые опи ра -
ются на за ме ну ис ход ной за да чи кор рект но по став лен ной
за да чей. Ино гда при ре ше нии кор рект но по став лен ной за -
да чи мо жет ока зать ся не ус той чи вым ме тод ее ре ше ния.

Чис лен ный ал го ритм (ме тод) на зы ва ет ся кор рект ным
в слу чае су ще ст во ва ния и един ст вен но с ти чис лен но го ре -
ше ния при лю бых зна че ни ях ис ход ных дан ных, а так же
в слу чае ус той чи во с ти это го ре ше ния от но си тель но по -
греш но с ти ис ход ных дан ных.

3. Схо ди мость. При ана ли зе точ но с ти вы чис ли тель но го
про цес са од ним из важ ней ших кри те ри ев яв ля ет ся схо ди -
мость чис лен но го ме то да. Она оз на ча ет бли зость по лу ча е -
мо го чис лен но го ре ше ния за да чи к ис тин но му ре ше нию.

Дру гой под ход к по ня тию схо ди мо с ти ис поль зу ет ся
в дис крет ных ме то дах. Эти ме то ды за клю ча ют ся в за ме не
за да чи с не пре рыв ны ми па ра ме т ра ми на за да чу, в ко то рой
зна че ния функ ций вы чис ля ют ся в фик си ро ван ных точ ках.

Здесь под схо ди мо с тью ме то да по ни ма ет ся стрем ле ние
зна че ний ре ше ния дис крет ной мо де ли за да чи к со от вет ст -
ву ю щим зна че ни ям ре ше ния ис ход ной за да чи при стрем ле -
нии к ну лю па ра ме т ра дис кре ти за ции (на при мер, ша га ин -
те г ри ро ва ния).

Та ким об ра зом, для по лу че ния ре ше ния за да чи с не об хо -
ди мой точ но с тью ее по ста нов ка долж на быть кор рект ной,
а ис поль зу е мый чис лен ный ме тод дол жен об ла дать ус той -
чи во с тью и схо ди мо с тью.

7.1.2. По ня тие о при бли же нии функ ций

Пусть ве ли чи на у яв ля ет ся функ ци ей ар гу мен та х. Это
оз на ча ет, что лю бо му зна че нию х из об ла с ти оп ре де ле ния
по став ле но в со от вет ст вие до пу с ти мое зна че ние y.

Вме с те с тем на прак ти ке ча с то не воз мож но за пи сать эту
связь в ви де яв ной за ви си мо с ти y = f(x). В не ко то рых слу -
ча ях да же при из ве ст ной за ви си мо с ти у = f(х) она на столь -
ко гро мозд ка (на при мер, со дер жит труд но вы чис ля е мые
вы ра же ния, слож ные ин те г ра лы и т.п.), что ее ис поль зо ва -
ние в прак ти че с ких рас че тах за труд ни тель но.
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2. Кор рект ность. За да ча на зы ва ет ся по став лен ной кор -
рект но, ес ли для лю бых зна че ний ис ход ных дан ных из не -
ко то ро го клас са ее ре ше ние су ще ст ву ет, един ст вен но и ус -
той чи во от но си тель но ис ход ных дан ных.

Сле ду ет от ме тить, что в на сто я щее вре мя раз ви ты ме то -
ды ре ше ния не ко то рых не кор рект ных за дач. Это в ос нов -
ном так на зы ва е мые ме то ды ре гу ля ри за ции, которые опи ра -
ются на за ме ну ис ход ной за да чи кор рект но по став лен ной
за да чей. Ино гда при ре ше нии кор рект но по став лен ной за -
да чи мо жет ока зать ся не ус той чи вым ме тод ее ре ше ния.

Чис лен ный ал го ритм (ме тод) на зы ва ет ся кор рект ным
в слу чае су ще ст во ва ния и един ст вен но с ти чис лен но го ре -
ше ния при лю бых зна че ни ях ис ход ных дан ных, а так же
в слу чае ус той чи во с ти это го ре ше ния от но си тель но по -
греш но с ти ис ход ных дан ных.

3. Схо ди мость. При ана ли зе точ но с ти вы чис ли тель но го
про цес са од ним из важ ней ших кри те ри ев яв ля ет ся схо ди -
мость чис лен но го ме то да. Она оз на ча ет бли зость по лу ча е -
мо го чис лен но го ре ше ния за да чи к ис тин но му ре ше нию.

Дру гой под ход к по ня тию схо ди мо с ти ис поль зу ет ся
в дис крет ных ме то дах. Эти ме то ды за клю ча ют ся в за ме не
за да чи с не пре рыв ны ми па ра ме т ра ми на за да чу, в ко то рой
зна че ния функ ций вы чис ля ют ся в фик си ро ван ных точ ках.

Здесь под схо ди мо с тью ме то да по ни ма ет ся стрем ле ние
зна че ний ре ше ния дис крет ной мо де ли за да чи к со от вет ст -
ву ю щим зна че ни ям ре ше ния ис ход ной за да чи при стрем ле -
нии к ну лю па ра ме т ра дис кре ти за ции (на при мер, ша га ин -
те г ри ро ва ния).

Та ким об ра зом, для по лу че ния ре ше ния за да чи с не об хо -
ди мой точ но с тью ее по ста нов ка долж на быть кор рект ной,
а ис поль зу е мый чис лен ный ме тод дол жен об ла дать ус той -
чи во с тью и схо ди мо с тью.

7.1.2. По ня тие о при бли же нии функ ций

Пусть ве ли чи на у яв ля ет ся функ ци ей ар гу мен та х. Это
оз на ча ет, что лю бо му зна че нию х из об ла с ти оп ре де ле ния
по став ле но в со от вет ст вие до пу с ти мое зна че ние y.

Вме с те с тем на прак ти ке ча с то не воз мож но за пи сать эту
связь в ви де яв ной за ви си мо с ти y = f(x). В не ко то рых слу -
ча ях да же при из ве ст ной за ви си мо с ти у = f(х) она на столь -
ко гро мозд ка (на при мер, со дер жит труд но вы чис ля е мые
вы ра же ния, слож ные ин те г ра лы и т.п.), что ее ис поль зо ва -
ние в прак ти че с ких рас че тах за труд ни тель но.
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На прак ти ке обыч но вид свя зи меж ду па ра ме т ра ми х и у
не из ве с тен, а па ра ме т ры за да ют ся в ви де таб ли цы {хi yi}

Таб ли ца демонстрирует, что дис крет но му мно же ст ву
зна че ний ар гу мен та {хi} по став ле но в со от вет ст вие мно же -
ст во зна че ний функ ции {уi} в точ ках i = 0, 1, ..., n. Эти зна че -
ния мо гут быть ли бо ре зуль та та ми рас че тов, ли бо экс пе ри -
мен таль ны ми дан ны ми.

Сфор му ли ру ем за да чу о при бли же нии (ап прок си ма ции)
функ ций: функ цию f(х) тре бу ет ся при бли жен но за ме нить
(ап прок си ми ро вать) не ко то рой дру гой функ ци ей (x) так,
что бы от кло не ние зна че ний функ ций ϕ(x) от f(х) в за дан -
ной об ла с ти бы ло на и мень шим. Функ ция ϕ(x) при этом на -
зы ва ет ся ап прок си ми ру ю щей.

На прак ти ке вид при бли жа ю щей функ ции ча ще все го
оп ре де ля ют пу тем срав не ния ви да при бли жен но по ст ро ен -
но го гра фи ка функ ции у = f(х) с гра фи ка ми из ве ст ных ис -
сле до ва те лю функ ций, за дан ных ана ли ти че с ки про стыми
по ви ду эле мен тар ными функ циями:

1) y = ax + b — ли ней ная;
2) y = ax2 + bx + c — ква д ра тич ная;
3) y = axm — сте пен ная;
4) y = aemx — по ка за тель ная;

5) y = — дроб но�ли ней ная;

6) y = a ln x + b — ло га риф ми че с кая;

7) y =  + b — ги пер бо ли че с кая;

8) y = — дроб но�ра ци о наль ная.

По таб ли це {хi yi} стро ит ся то чеч ный гра фик f(x), за тем
про во дит ся плав ная ли ния, на и луч шим об ра зом от ра жа -
ющая ха рак тер рас по ло же ния то чек. По по лу чен ной та ким
об ра зом кри вой на ка че ст вен ном уров не ус та нав ли ва ет ся
вид при бли жа ю щей функ ции (рис. 7.1).

• Рис. 7.1, а. Пря мая ли ния здесь близ ка к точ кам на -
блю де ний. По это му вза и мо связь х и у яв ля ет ся поч ти ли -
ней ной.

• Рис. 7.1, б. Вза и мо связь ве ли чин х и у опи сы ва ет ся не -
ли ней ной функ ци ей, и ка кую бы ни про ве ли пря мую ли -

x—————
ax + b

a–
x

1—————
ax + b

x x1 x2 ... xn

y y1 y2 ... yn
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нию, от кло не ние то чек на блю де ния от нее бу дет су ще ст вен -
ным и не слу чай ным.

В то же вре мя про ве ден ная вет ка па ра бо лы до ста точ но
хо ро шо от ра жа ет ха рак тер за ви си мо с ти меж ду ве ли чи на ми.

• Рис. 7.1, в. Яв ная вза и мо связь меж ду пе ре мен ны ми х и у
от сут ст ву ет. Ка кую бы ни вы бра ли фор му лу свя зи, ре зуль -
та ты ее па ра ме т ри за ции бу дут здесь не удач ны ми.

В ча ст но с ти, обе вы бран ные пря мые оди на ко во пло хи
для то го, что бы де лать вы во ды об ожи да е мых зна че ни ях пе -
ре мен ной у по зна че ни ям пе ре мен ной х.

На прак ти ке очень ча с то при ме ня ет ся ап прок си ма ция
функ ции f(х) мно го чле ном ви да

ϕ(x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + amx m. (7.1)

Ес ли при бли же ние стро ит ся на за дан ном дис крет ном
мно же ст ве то чек {хi}, то ап прок си ма ция на зы ва ет ся то чеч -
ной. К ней от но сят ся ин тер по ли ро ва ние, сред не ква д ра ти че -
ское при бли же ние и др.

При по ст ро е нии при бли же ния на не пре рыв ном мно же -
ст ве то чек, на при мер на от рез ке [a, b], ап прок си ма ция на зы -
ва ет ся не пре рыв ной или ин те г раль ной.

Од ним из ос нов ных ви дов то чеч ной ап прок си ма ции яв -
ля ет ся ин тер по ля ция.

Она со сто ит в сле ду ю щем.
Пусть из ве ст ные зна че ния не ко то рой функ ции f(х) об -

ра зу ют таб ли цу

Точ ки, ука зан ные в таб ли це, на зы ва ют ся уз ло вы ми или
уз ла ми ин тер по ля ции.

x x0 x1 ... xn

f(x) y0 y1 ... yn

Рис. 7.1. Ап прок си ма ция функ ций
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нию, от кло не ние то чек на блю де ния от нее бу дет су ще ст вен -
ным и не слу чай ным.

В то же вре мя про ве ден ная вет ка па ра бо лы до ста точ но
хо ро шо от ра жа ет ха рак тер за ви си мо с ти меж ду ве ли чи на ми.

• Рис. 7.1, в. Яв ная вза и мо связь меж ду пе ре мен ны ми х и у
от сут ст ву ет. Ка кую бы ни вы бра ли фор му лу свя зи, ре зуль -
та ты ее па ра ме т ри за ции бу дут здесь не удач ны ми.

В ча ст но с ти, обе вы бран ные пря мые оди на ко во пло хи
для то го, что бы де лать вы во ды об ожи да е мых зна че ни ях пе -
ре мен ной у по зна че ни ям пе ре мен ной х.

На прак ти ке очень ча с то при ме ня ет ся ап прок си ма ция
функ ции f(х) мно го чле ном ви да

ϕ(x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + amx m. (7.1)

Ес ли при бли же ние стро ит ся на за дан ном дис крет ном
мно же ст ве то чек {хi}, то ап прок си ма ция на зы ва ет ся то чеч -
ной. К ней от но сят ся ин тер по ли ро ва ние, сред не ква д ра ти че -
ское при бли же ние и др.

При по ст ро е нии при бли же ния на не пре рыв ном мно же -
ст ве то чек, на при мер на от рез ке [a, b], ап прок си ма ция на зы -
ва ет ся не пре рыв ной или ин те г раль ной.

Од ним из ос нов ных ви дов то чеч ной ап прок си ма ции яв -
ля ет ся ин тер по ля ция.

Она со сто ит в сле ду ю щем.
Пусть из ве ст ные зна че ния не ко то рой функ ции f(х) об -

ра зу ют таб ли цу

Точ ки, ука зан ные в таб ли це, на зы ва ют ся уз ло вы ми или
уз ла ми ин тер по ля ции.

x x0 x1 ... xn

f(x) y0 y1 ... yn

Рис. 7.1. Ап прок си ма ция функ ций
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Тре бу ет ся по ст ро ить ин тер по ля ци он ный мно го член
(7.1), при ни ма ю щий в уз ло вых точ ках xi те же зна че ния уi ,
что и функ ция f(х).

Ес ли мак си маль ная сте пень ин тер по ля ци он но го мно го -
чле на (7.1) т = п, то го во рят о гло баль ной ин тер по ля ции.

Для ин тер по ля ции f(х) ис поль зу ет ся од на функ ция ϕ(x)
на всем рас сма т ри ва е мом ин тер ва ле из ме не ния ар гу мен та
х. Ча с то удоб но стро ить ин тер по ля ци он ные мно го чле ны от -
дель но для раз ных про ме жут ков рас сма т ри ва е мо го ин тер -
ва ла зна че ний х. В этом слу чае име ет ме с то ку соч ная или
локаль ная ин тер по ля ция.

Ге о ме т ри че с ки ин тер по ля ция оз на ча ет, что нуж но най ти
кри вую y = ϕ(x) оп ре де лен но го ти па, про хо дя щую че рез за -
дан ную си с те му то чек Mi (xi, yi), i = 0, 1, 2, …, n (рис. 7.2).

Рис. 7.2. Ин тер по ля ция функ ции f(х) функ ци ей ϕ(x)

y

xxn

yn

x1

y1

y0

x00

y = ϕ(x)

y = f(x)
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M1
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За да ча ин тер по ли ро ва ния мо жет иметь в об щей по ста -
нов ке бес чис лен ное мно же ст во ре ше ний или не иметь их
сов сем.

Кро ме то го, ино гда ин тер по ля ци он ные мно го чле ны ис -
поль зу ют ся и для при бли жен но го вы чис ле ния функ ции вне
рас сма т ри ва е мо го от рез ка. Та кое при бли же ние на зы ва ют
экс тра по ля ци ей.

При ин тер по ли ро ва нии ос нов ным ус ло ви ем ап прок си ма -
ции яв ля ет ся про хож де ние гра фи ка ин тер по ля ци он но го
мно го чле на че рез дан ные зна че ния функ ции в уз лах ин тер -
по ля ции. Од на ко в ря де слу ча ев вы пол не ние это го ус ло вия
за труд ни тель но или да же не це ле со об раз но.

На при мер, при боль шом ко ли че ст ве уз лов ин тер по ля -
ции по лу ча ет ся весь ма вы со кая сте пень мно го чле на (7.1),
осо бен но в слу чае гло баль ной ин тер по ля ции. Кро ме то го,
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162 Глава 7. Численные методы решения задач

таб лич ные дан ные, по лу чен ные, на при мер, пу тем из ме ре ний,
мо гут со дер жать ошиб ки. В этом слу чае ис поль зу ют ап -
прок си ма цию функ ций.

По ст ро е ние ап прок си ми ру ю ще го мно го чле на с ус ло ви -
ем обя за тель но го про хож де ния его гра фи ка че рез эти экс пе -
ри мен таль ные точ ки оз на ча ло бы тща тель ное по вто ре ние
до пу щен ных при из ме ре ни ях оши бок.

Вы ход из это го по ло же ния мо жет быть най ден вы бо ром
та ко го мно го чле на, гра фик ко то ро го про хо дит близ ко от
дан ных то чек (см. рис. 7.1). По ня тие «близ ко» уточ ня ет ся
при рас смо т ре нии раз ных ви дов при бли же ния.

Од ним из та ких ви дов при бли же ния яв ля ет ся сред не -
квад ратическое прибли же ние функ ции с по мо щью мно -
го чле на (7.1).

При этом т < n, так как слу чай т = п со от вет ст ву ет гло -
баль ной ин тер по ля ции. На прак ти ке ста ра ют ся по до брать
ап прок си ми ру ю щий мно го член как мож но мень шей сте пе -
ни, как пра ви ло, не бо лее трех.

Для оцен ки точ но с ти при бли же ния ис поль зу ет ся ме ра
от кло не ния.

Ме рой от кло не ния мно го чле на (x) от за дан ной функ ции
f(х) на мно же ст ве то чек (xi, уi) i = 0, 1, ..., n при сред не ква д -
ра тич еском при бли же нии яв ля ет ся ве ли чи на S, рав ная сум -
ме ква д ра тов раз но стей ме жу зна че ни я ми мно го чле на
и функ ции в дан ных точ ках

S = [ϕ(xi) – yi]
2.

Для по ст ро е ния ап прок си ми ру ю щего мно го чле на нуж но
по до брать ко эф фи ци ен ты а0, а1, ..., аm так, что бы ве ли чи на S
бы ла на и мень шей. В этом со сто ит ме тод наи мень ших квад  -
ратов.

В за ви си мо с ти от сте пе ни ин тер по ля ци он но го мно го -
чле на на прак ти ке на и боль шее рас про ст ра не ние по лу чи ли
ли ней ная и ква д ра тич ная ин тер по ля ции.

Ли ней ная ин тер по ля ция. Ин тер по ли ру ю щий мно го член
оты с ки ва ет ся в ви де y = ax + b.

Ре шая за да чу ин тер по ля ции, най дем в таб ли це зна че ний
два со сед них зна че ния ар гу мен та хk и xk+1, меж ду ко то ры ми
ле жит за дан ное зна че ние хk < x < xk+1. Со от вет ст ву ю щие им
зна че ния функ ции yk = f(xk) и yk+1 = f(xk+1).

Бу дем счи тать, что в про ме жут ке (хk, xk+1) дан ную функ -
цию с до ста точ ной сте пе нью точ но с ти мож но за ме нить ли -

n

Σ
i=0
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таб лич ные дан ные, по лу чен ные, на при мер, пу тем из ме ре ний,
мо гут со дер жать ошиб ки. В этом слу чае ис поль зу ют ап -
прок си ма цию функ ций.

По ст ро е ние ап прок си ми ру ю ще го мно го чле на с ус ло ви -
ем обя за тель но го про хож де ния его гра фи ка че рез эти экс пе -
ри мен таль ные точ ки оз на ча ло бы тща тель ное по вто ре ние
до пу щен ных при из ме ре ни ях оши бок.

Вы ход из это го по ло же ния мо жет быть най ден вы бо ром
та ко го мно го чле на, гра фик ко то ро го про хо дит близ ко от
дан ных то чек (см. рис. 7.1). По ня тие «близ ко» уточ ня ет ся
при рас смо т ре нии раз ных ви дов при бли же ния.

Од ним из та ких ви дов при бли же ния яв ля ет ся сред не -
квад ратическое прибли же ние функ ции с по мо щью мно -
го чле на (7.1).

При этом т < n, так как слу чай т = п со от вет ст ву ет гло -
баль ной ин тер по ля ции. На прак ти ке ста ра ют ся по до брать
ап прок си ми ру ю щий мно го член как мож но мень шей сте пе -
ни, как пра ви ло, не бо лее трех.

Для оцен ки точ но с ти при бли же ния ис поль зу ет ся ме ра
от кло не ния.

Ме рой от кло не ния мно го чле на (x) от за дан ной функ ции
f(х) на мно же ст ве то чек (xi, уi) i = 0, 1, ..., n при сред не ква д -
ра тич еском при бли же нии яв ля ет ся ве ли чи на S, рав ная сум -
ме ква д ра тов раз но стей ме жу зна че ни я ми мно го чле на
и функ ции в дан ных точ ках

S = [ϕ(xi) – yi]
2.

Для по ст ро е ния ап прок си ми ру ю щего мно го чле на нуж но
по до брать ко эф фи ци ен ты а0, а1, ..., аm так, что бы ве ли чи на S
бы ла на и мень шей. В этом со сто ит ме тод наи мень ших квад  -
ратов.

В за ви си мо с ти от сте пе ни ин тер по ля ци он но го мно го -
чле на на прак ти ке на и боль шее рас про ст ра не ние по лу чи ли
ли ней ная и ква д ра тич ная ин тер по ля ции.

Ли ней ная ин тер по ля ция. Ин тер по ли ру ю щий мно го член
оты с ки ва ет ся в ви де y = ax + b.

Ре шая за да чу ин тер по ля ции, най дем в таб ли це зна че ний
два со сед них зна че ния ар гу мен та хk и xk+1, меж ду ко то ры ми
ле жит за дан ное зна че ние хk < x < xk+1. Со от вет ст ву ю щие им
зна че ния функ ции yk = f(xk) и yk+1 = f(xk+1).

Бу дем счи тать, что в про ме жут ке (хk, xk+1) дан ную функ -
цию с до ста точ ной сте пе нью точ но с ти мож но за ме нить ли -

n

Σ
i=0

ней ной функ ци ей, т.е. ду гу гра фи ка функ ции мож но за ме -
нить стя ги ва ю щей ее хор дой (рис. 7.3, а).

Та кая за ме на на зы ва ет ся ли ней ной ин тер по ля ци ей.
Урав не ние пря мой, про хо дя щей че рез точ ки (хk, yk)

и (хk+1, yk+1), име ет вид

= ,

или, в бо лее при выч ной фор ме, урав не ния с уг ло вым ко эф -
фи ци ен том

y = yk + (x – xk).
yk–1 – yk———————
xk–1 – xk

x – xk———————
xk–1 – xk

y – yk———————
yk–1 – yk

Рис. 7.3. Ли ней ная ин тер по ля ция

y

x0

y

x0xk x0 x1 = x0 + h

yk

xk+1

yk+1

x

а б

x

y

B
y = f(x)

y = f(x)

y = f(x)
y1 = f(x1)

y0 = f(x0)

x – x0————
h

· ∆f
∆f

При вы чис ле ни ях функ ций с по мо щью таб лиц так же
при бе га ют к ли ней но му ин тер по ли ро ва нию. Ес ли за дан ное
зна че ние х ле жит меж ду при ве ден ны ми в таб ли це зна че ни -
я ми х0 и х1 = x0 + h, ко то рым со от вет ст ву ют зна че ния функ -
ции y0 = f(x0) и y1 = f(x1) = f(x0) + ∆f, как по ка за но на
рис. 7.3, б, то счи та ют, что

f(x) � f(x0) + ∆f.

Ве ли чи ны ∆f на зы ва ют ся ин тер по ля ци он ны ми по -

прав ка ми. Эти ве ли чи ны вы чис ля ют ся с по мо щью таб ли цы
или при во дят ся в до пол не нии к таб ли це.

Ес ли по за дан ным зна че ни ям функ ции не об хо ди мо най -
ти при бли жен ное зна че ние ар гу мен та, то не об хо ди мо про -
из ве с ти об ратное ин тер по ли ро ва ние.

При мер 7.1. Функ ция y = f(x) за да на таб ли цей

x 2 2,04 2,08

y 2,42 2,88 3,38

x – x0—————
h

x – x0—————
h
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Содержание

а) Ис поль зуя ли ней ное ин тер по ли ро ва ние, най ти зна че ние
f(2,008).

б) Че му ра вен х, ес ли f(x) = 3,1?
Решение.
а) Име ем х0 = 2; f(x0) = 2,42; х1 = 2,04; f(x1) = 2,88;
h = x1 – x0 = 2,04 – 2,0 = 0,04; ∆f = f(x1) – f(x0) = 2,88 – 2,42 =

= 0,46.
Те перь по ин тер по ля ци он ной фор му ле по лу чим

y = f(2,008) � 2,42 + · 0,46 = 2,512.

б) Об рат ное ин тер по ли ро ва ние мож но про ве с ти по той же фор-
му ле, в ко то рой не об хо ди мо по ме нять ме с та ми пе ре мен ные х и у,

ϕ(y) = ϕ(y0) + ∆ϕ,

где x = ϕ(y) — не из ве ст ное зна че ние об рат ной функ ции.
Име ем y0 = 2,88; ϕ(y0) = 2,04; y1 = 3,38; ϕ(y1) = 2,08; h = y1 – y0 =

= 3,38 – 2,88 = 0,50; ∆ϕ = ϕ(y1) – ϕ(y0) = 2,08 – 2,04 = 0,04.
Те перь по ин тер по ля ци он ной фор му ле по лу чим

x = ϕ(3,1) � 2,4 + · 0,04 = 2,0576 � 2,058. �

В ря де слу ча ев точ ность на хож де ния не из ве ст ных зна -
че ний с по мо щью ли ней но го ин тер по ли ро ва ния ока зы ва -
ет ся не до ста точ ной и ис поль зу ют ся дру гие ме то ды ин тер -
по ли ро ва ния, на при мер ква д ра тич ная ин тер по ля ция.

Ква д ра тич ная ин тер по ля ция. В этом слу чае часть гра фи -
ка функ ции за ме ня ет ся па ра бо лой y = ax2 + bx + c (рис. 7.4).

3,1 – 2,88
———————

0,5

y – y0—————
h

2,008 – 2,0
————————

0,04

Рис. 7.4. Ква д ра тич ная ин тер по ля ция
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а) Ис поль зуя ли ней ное ин тер по ли ро ва ние, най ти зна че ние
f(2,008).

б) Че му ра вен х, ес ли f(x) = 3,1?
Решение.
а) Име ем х0 = 2; f(x0) = 2,42; х1 = 2,04; f(x1) = 2,88;
h = x1 – x0 = 2,04 – 2,0 = 0,04; ∆f = f(x1) – f(x0) = 2,88 – 2,42 =

= 0,46.
Те перь по ин тер по ля ци он ной фор му ле по лу чим

y = f(2,008) � 2,42 + · 0,46 = 2,512.

б) Об рат ное ин тер по ли ро ва ние мож но про ве с ти по той же фор-
му ле, в ко то рой не об хо ди мо по ме нять ме с та ми пе ре мен ные х и у,

ϕ(y) = ϕ(y0) + ∆ϕ,

где x = ϕ(y) — не из ве ст ное зна че ние об рат ной функ ции.
Име ем y0 = 2,88; ϕ(y0) = 2,04; y1 = 3,38; ϕ(y1) = 2,08; h = y1 – y0 =

= 3,38 – 2,88 = 0,50; ∆ϕ = ϕ(y1) – ϕ(y0) = 2,08 – 2,04 = 0,04.
Те перь по ин тер по ля ци он ной фор му ле по лу чим

x = ϕ(3,1) � 2,4 + · 0,04 = 2,0576 � 2,058. �

В ря де слу ча ев точ ность на хож де ния не из ве ст ных зна -
че ний с по мо щью ли ней но го ин тер по ли ро ва ния ока зы ва -
ет ся не до ста точ ной и ис поль зу ют ся дру гие ме то ды ин тер -
по ли ро ва ния, на при мер ква д ра тич ная ин тер по ля ция.

Ква д ра тич ная ин тер по ля ция. В этом слу чае часть гра фи -
ка функ ции за ме ня ет ся па ра бо лой y = ax2 + bx + c (рис. 7.4).

3,1 – 2,88
———————

0,5

y – y0—————
h

2,008 – 2,0
————————

0,04

Рис. 7.4. Ква д ра тич ная ин тер по ля ция

y
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Зна че ния ко эф фи ци ен тов в этой фор му ле на хо дят, под -
ста вив в нее па ры зна че ний (xk, yk), (xk+1, yk+1), (xk+2, yk+2)
и ре шив по лу чен ную си с те му из трех ли ней ных урав не ний
с тре мя не из ве ст ны ми a, b, c.

7.2. Аппроксимация производных

На пом ним, что про из вод ной функ ци ей y = f(х) на зы ва ет -
ся пре дел от но ше ния при ра ще ния функ ции y к при ра ще -
нию ар гу мен та x при стрем ле нии x к ну лю:

y� = f �(x) = ,   ∆y = f(x + ∆x) – f(x). (7.2)

Обыч но для вы чис ле ния про из вод ных ис поль зу ют го то -
вые фор му лы (таб ли цу про из вод ных) и к вы ра же нию (7.2)
не при бе га ют. Од на ко в чис лен ных рас че тах на ЭВМ ис -
поль зо ва ние этих фор мул не все гда удоб но и воз мож но.

В ча ст но с ти, функ ция у = f(х) мо жет быть за да на в ви де
таб ли цы зна че ний. В та ких слу ча ях про из вод ную на хо дят,
опи ра ясь на фор му лу (7.2).

Зна че ние ша га ∆x по ла га ют рав ным не ко то ро му ко неч -
но му чис лу и для вы чис ле ния зна че ния про из вод ной по лу -
ча ют при бли жен ное ра вен ст во

y� � . (7.3)

Это со от но ше ние на зы ва ет ся ап прок си ма ци ей (при бли -
же ни ем) про из вод ной с по мо щью от но ше ния ко неч ных раз -
но стей, так как зна че ния ∆y, ∆x в фор му ле (7.3) ко неч ные,
в от ли чие от их бес ко неч но ма лых зна че ний в фор му ле (7.2).

Рас смо т рим ап прок си ма цию про из вод ной для функ ции
у = f(х), за дан ной в таб лич ном ви де: у0, y1, ... при х = х0, х1, ...

Пусть шаг — раз ность меж ду со сед ни ми зна че ни я ми ар -
гу мен та — по сто ян ный и ра вен h. За пи шем вы ра же ния для
про из вод ной y1 при х = х1.

В за ви си мо с ти от спо со ба вы чис ле ния ко неч ных раз но -
стей мож но за пи сать раз ные фор му лы для вы чис ле ния про -
из вод ной в од ной и той же точ ке.

В со от вет ст вии с выражением (7.2) они име ют вид

∆y1 = y1 – y0,   ∆x = h,    y1� �

с по мо щью ле вых раз но стей;

y1 – y0—————
h

∆y
——
∆x

lim
∆x�0

∆y
——
∆x
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166 Глава 7. Численные методы решения задач

∆y1 = y2 – y1,   ∆x = h,    y1� �

с по мо щью пра вых раз но стей;

∆y1 = y2 – y0,   ∆x = 2h,    y1� �

с по мо щью цен т раль ных раз но стей.
Мож но най ти так же ана ло гич ные вы ра же ния для стар -

ших про из вод ных. На при мер,

y�� = (y�)� � � = .

Та ким об ра зом, по фор му ле (7.3) мож но най ти при бли -
жен ные зна че ния про из вод ных лю бо го по ряд ка.

В ка че ст ве при бли жен но го зна че ния про из вод ной по -
ряд ка k функ ции f(х) мож но при нять со от вет ст ву ю щее зна -
че ние про из вод ной ап прок си ми ру ю щей функ ции ϕ(x), т.е.

f (k)(x) � ϕ(k)(x).

В этом слу чае ве ли чи на

R(k)(x) = f (k)(x) – ϕ(k)(x),

ха рак те ри зу ю щая от кло не ние при бли жен но го зна че ния
про из вод ной от ее ис тин но го зна че ния, на зы ва ет ся по греш -
но с тью ап прок си ма ции k�й про из вод ной.

При чис лен ном диф фе рен ци ро ва нии функ ции, за дан ной
в ви де таб ли цы с ша гом h, эта по греш ность за ви сит от ве ли -
чи ны ша га h, и ее за пи сы ва ют в ви де O(hk).

Это зна чит, что по греш ность име ет тот же по ря док ве ли -
чи ны, что и hk. По ка за тель сте пе ни k на зы ва ет ся по ряд ком
по греш но с ти ап прок си ма ции про из вод ной (пли про сто по -
ряд ком ап прок си ма ции). При этом пред по ла га ет ся, что зна -
че ние ша га по мо ду лю мень ше еди ни цы.

Оп ти маль ная точ ность диф фе рен ци ро ва ния мо жет быть
до стиг ну та за счет ре гу ля ри зации про це ду ры чис лен но го
диф фе рен ци ро вания. Про стей шим спо со бом ре гу ля ри за -
ции яв ля ет ся та кой вы бор ша га h, при ко то ром спра вед ли во
не ра вен ст во

|f(x + h) – f(x)| > ε,

где ε > 0 — не ко то рое на пе ред за дан ное от но си тель но ма лое
чис ло.

При вы чис ле нии про из вод ной дан ный спо соб ис клю ча ет
вы чи та ние близ ких по ве ли чи не чи сел, ко то рое обыч но при-

y2 – 2y1 + y0——————————
h2

(y2 – y1)/h – (y1 – y0)/h
———————————————————

h

y2� – y1�—————
h

y2 – y0—————
h

y2 – y1—————
h
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∆y1 = y2 – y1,   ∆x = h,    y1� �

с по мо щью пра вых раз но стей;

∆y1 = y2 – y0,   ∆x = 2h,    y1� �

с по мо щью цен т раль ных раз но стей.
Мож но най ти так же ана ло гич ные вы ра же ния для стар -

ших про из вод ных. На при мер,

y�� = (y�)� � � = .

Та ким об ра зом, по фор му ле (7.3) мож но най ти при бли -
жен ные зна че ния про из вод ных лю бо го по ряд ка.

В ка че ст ве при бли жен но го зна че ния про из вод ной по -
ряд ка k функ ции f(х) мож но при нять со от вет ст ву ю щее зна -
че ние про из вод ной ап прок си ми ру ю щей функ ции ϕ(x), т.е.

f (k)(x) � ϕ(k)(x).

В этом слу чае ве ли чи на

R(k)(x) = f (k)(x) – ϕ(k)(x),

ха рак те ри зу ю щая от кло не ние при бли жен но го зна че ния
про из вод ной от ее ис тин но го зна че ния, на зы ва ет ся по греш -
но с тью ап прок си ма ции k�й про из вод ной.

При чис лен ном диф фе рен ци ро ва нии функ ции, за дан ной
в ви де таб ли цы с ша гом h, эта по греш ность за ви сит от ве ли -
чи ны ша га h, и ее за пи сы ва ют в ви де O(hk).

Это зна чит, что по греш ность име ет тот же по ря док ве ли -
чи ны, что и hk. По ка за тель сте пе ни k на зы ва ет ся по ряд ком
по греш но с ти ап прок си ма ции про из вод ной (пли про сто по -
ряд ком ап прок си ма ции). При этом пред по ла га ет ся, что зна -
че ние ша га по мо ду лю мень ше еди ни цы.

Оп ти маль ная точ ность диф фе рен ци ро ва ния мо жет быть
до стиг ну та за счет ре гу ля ри зации про це ду ры чис лен но го
диф фе рен ци ро вания. Про стей шим спо со бом ре гу ля ри за -
ции яв ля ет ся та кой вы бор ша га h, при ко то ром спра вед ли во
не ра вен ст во

|f(x + h) – f(x)| > ε,

где ε > 0 — не ко то рое на пе ред за дан ное от но си тель но ма лое
чис ло.

При вы чис ле нии про из вод ной дан ный спо соб ис клю ча ет
вы чи та ние близ ких по ве ли чи не чи сел, ко то рое обыч но при-

y2 – 2y1 + y0——————————
h2

(y2 – y1)/h – (y1 – y0)/h
———————————————————

h

y2� – y1�—————
h

y2 – y0—————
h

y2 – y1—————
h

во дит к уве ли че нию по греш но с ти. Это тем бо лее опас но
при по сле ду ю щем де ле нии при ра ще ния функ ции на ма лое
чис ло h.

Дру гой спо соб ре гу ля ри за ции — сгла жи ва ние таб лич -
ных зна че ний функ ции под бо ром оп ре де лен ной глад кой
ап прок си ми ру ю щей функ ции, на при мер мно го чле на.

7.3. Частные производные
Рас смо т рим функ цию двух пе ре мен ных и = f(х, у), за -

дан ную в таб лич ном ви де
uij = f(xi, yj),

где xi = x0 + ih1, i = 0, 1, …, m; yi = y0 + ih2, i = 0, 1, …, n.
В табл. 7.1 пред став ле на часть дан ных, ко то рые в даль -

ней шем по на до бят ся в ка че ст ве обо зна че ний, ис поль зу е мых
в со от вет ст ву ю щих фор му лах.

Ис поль зуя по ня тие ча ст ной про из вод ной, мож но при бли-
жен но за пи сать для ма лых зна че ний ша гов h1, h2 со от но ше ния

u�x = � ;

u�y = � .

Вос поль зо вав шись вве ден ны ми вы ше обо зна че ни я ми,
по лу чим сле ду ю щие при бли жен ные вы ра же ния (ап прок си -
ма ции) для ча ст ных про из вод ных в уз ле (хi, yj) с по мо щью
от но ше ний ко неч ных раз но стей

ij
� ;   

ij
� .

ui, j+1 – uij———————
h2




∂u
––
∂y




ui+1, j – uij———————
h1

f(x, y + h2) – f(x, y)
————————————————

h2

∂u
––
∂x






∂u
––
∂y

∂u
––
∂x

f(x + h1, y) – f(x, y)
————————————————

h1

y
x

xi–2 xi–1 xi xi+1 xi+2

yi–2 ui–2, j–2 ui–1, j–2 ui, j–2 ui+1, j–2 ui+2, j–2

yi–1 ui–2, j–1 ui–1, j–1 ui, j–1 ui+1, j–1 ui+2, j–1

yi ui–2, j ui–1, j ui, j ui+1, j ui+2, j

yi+1 ui–2, j+1 ui–1, j+1 ui, j+1 ui+1, j+1 ui+2, j+1

yi+2 ui–2, j+2 ui–1, j+2 ui, j+2 ui+1, j+2 ui+2, j+2

Таб ли ца 7.1

Дан ные обо зна че ний для ап прок си ма ции
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Содержание

Окон ча тель ные фор му лы для не ко то рых ап прок си ма -
ций ча ст ных про из вод ных пред став ле ны в табл. 7.2.

В пер вом столб це таб ли цы ука зы ва ет ся ком би на ция ис -
поль зу е мых уз лов (шаб лон), ко то рые от ме че ны кру жоч ка -
ми. Зна че ния про из вод ных вы чис ля ют ся в уз ле (xi, уj), от -
ме чен ном кре с ти ком.

На пом ним, что в табл. 7.1 и 7.2 по го ри зон та ли из ме ня -
ют ся пе ре мен ная х и ин декс i, по вер ти ка ли — пе ре мен ная y
и ин декс j.

Таб ли ца 7.2

Фор му лы ап прок си ма ций ча ст ных про из вод ных

Шаблон Аппроксимация

�  �  �
ij

= 
ui+1, j – ui–1, j—————————

2h1




∂u
––
∂x




�
�
� ij

= 
ui, j+1 – ui, j–1—————————

2h2




∂u
––
∂y




�  �  �
ij

= 
ui+1, j – 2ui, j + ui–1, j——————————————

h1
2




∂2u
–––
∂x 2




�
�
� ij

= 
ui, j+1 – 2ui, j + ui, j–1——————————————

h1
2




∂2u
–––
∂y2




�     �
�

�     � ij
= 

ui+1, j+1 – ui+1, j–1 + ui–1, j+1 – ui–1, j–1——————————————————————————
4h1h2




∂2u
–––––
∂x∂y




�     �
�

�     � ij
= 

∂u
––
∂x




ui+1, j+1 – ui–1, j+1 + ui+1, j–1 – ui–1, j–1——————————————————————————
4h1




�     �
�

�     � ij
= 

ui+1, j+1 – ui+1, j–1 + ui–1, j+1 – ui–1, j–1——————————————————————————
4h2




∂u
––
∂y




�  �  �  �  �
ij

= 
–ui+2, j + 16ui+1, j – 30uij + 16ui–1, j – ui–2, j———————————————————————————————

12h1
2

∂2u
–––
∂x 2







�
�
�
�
�

ij
= 

–ui, j+2 + 16ui, j+1 – 30uij + 16ui, j–1 – ui, j–2———————————————————————————————
12h2

2



∂2u
–––
∂u2
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Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
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Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
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Окон ча тель ные фор му лы для не ко то рых ап прок си ма -
ций ча ст ных про из вод ных пред став ле ны в табл. 7.2.

В пер вом столб це таб ли цы ука зы ва ет ся ком би на ция ис -
поль зу е мых уз лов (шаб лон), ко то рые от ме че ны кру жоч ка -
ми. Зна че ния про из вод ных вы чис ля ют ся в уз ле (xi, уj), от -
ме чен ном кре с ти ком.

На пом ним, что в табл. 7.1 и 7.2 по го ри зон та ли из ме ня -
ют ся пе ре мен ная х и ин декс i, по вер ти ка ли — пе ре мен ная y
и ин декс j.

Таб ли ца 7.2

Фор му лы ап прок си ма ций ча ст ных про из вод ных

Шаблон Аппроксимация

�  �  �
ij

= 
ui+1, j – ui–1, j—————————
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ij
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При ве ден ные ап прок си ма ции про из вод ных мо гут быть
ис поль зо ва ны при по ст ро е нии раз но ст ных схем для ре ше -
ния урав не ний с ча ст ны ми про из вод ны ми.

7.4. Элементы разностных схем

Сре ди чис лен ных ме то дов ре ше ния диф фе рен ци аль ных
урав не ний ши ро ко рас про ст ра нен ны ми яв ля ют ся раз но стные
ме то ды. Они ос но ва ны на вве де нии оп ре де лен ной раз но ст -
ной сет ки в рас сма т ри ва е мой об ла с ти.

Зна че ния про из вод ных, на чаль ные и гра нич ные ус ло вия
вы ра жа ют ся че рез зна че ния функ ций в уз лах сет ки, в ре -
зуль та те че го фор ми ру ет ся си с те ма ал ге б ра и че с ких урав не -
ний, на зы ва е мая раз но ст ной схе мой.

Ре шая эту си с те му урав не ний, мож но най ти в уз лах сет -
ки зна че ния се точ ных функ ций, ко то рые при бли жен но счи -
та ют ся рав ны ми зна че ни ям ис ко мых функ ций.

7.4.1. Обык но вен ные диф фе рен ци аль ные урав не ния

Как ука зы ва лось вы ше, из ве ст ные ме то ды точ но го ин те -
г ри ро ва ния диф фе рен ци аль ных урав не ний поз во ля ют най -
ти ре ше ние в ви де ана ли ти че с кой функ ции, од на ко эти ме -
то ды при ме ни мы для очень ог ра ни чен но го клас са функ ций.
Боль шин ст во урав не ний, встре ча ю щих ся при ре ше нии
прак ти че с ких за дач, нель зя про ин те г ри ро вать с по мо щью
этих ме то дов.

В та ких слу ча ях ис поль зу ют ся чис лен ные ме то ды ре ше -
ния, ко то рые пред став ля ют ре ше ние диф фе рен ци аль но го
урав не ния не в ви де ана ли ти че с кой функ ции, а в ви де таб -
лиц зна че ний ис ко мой функ ции в за ви си мо с ти от зна че ния
пе ре мен ной.

Окончание таб л. 7.2

Шаблон Аппроксимация

�  �  �
�  �  �
�  �  �

ij
= (ui+1, j+1 – 2ui, j+1 + ui–1, j+1 + ui+1, j –

– 2uij + ui–1, j + ui+1, j–1 – 2ui, j–1 + ui–1, j–1)

1
———
3h1

2



∂2u
–––
∂x 2




�  �  �
�  �  �
�  �  �

ij
= (ui+1, j+1 – 2ui+1, j + ui+1, j–1 + ui, j+1 –

– 2uij + ui, j–1 + ui–1, j+1 – 2ui–1, j + ui–1, j–1)

1
———
3h2

2



∂2u
–––
∂y2
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На и бо лее рас про ст ра нен ным и уни вер саль ным чис лен -
ным ме то дом ре ше ния диф фе рен ци аль ных урав не ний яв -
ля ет ся ме тод ко неч ных раз но стей. Его сущ ность со сто ит
в сле ду ю щем. Об ласть не пре рыв но го из ме не ния ар гу мен та
(на при мер, от ре зок) за ме ня ет ся дис крет ным мно же ст вом
то чек, на зы ва е мых уз ла ми. Эти уз лы со став ля ют раз но ст -
ную сет ку.

Ис ко мая функ ция не пре рыв но го ар гу мен та при бли жен -
но за ме ня ет ся функ ци ей дис крет но го ар гу мен та на за дан -
ной сет ке. Эта функ ция на зы ва ет ся се точ ной. Ис ко мую
функ цию и се точ ную функ цию бу дем обо зна чать со от вет ст -
вен но Y и у, что бы под черк нуть их раз ли чие: Y — функ ция
не пре рыв но ме ня ю ще го ся ар гу мен та x, а y — дис крет ная се -
точ ная функ ция, оп ре де лен ная на дис крет ном мно же ст ве.

Ис ход ное диф фе рен ци аль ное урав не ние за ме ня ет ся раз -
но ст ным урав не ни ем от но си тель но се точ ной функ ции. При
этом для вхо дя щих в урав не ние про из вод ных ис поль зу ют ся
со от вет ст ву ю щие ко неч но�раз но ст ные со от но ше ния.

Та кая за ме на диф фе рен ци аль но го урав не ния раз но ст -
ным на зы ва ет ся его ап прок си ма ци ей на сет ке или раз но ст -
ной ап прок си ма ци ей.

Та ким об ра зом, ре ше ние диф фе рен ци аль но го урав не ния
сво дит ся к оты с ка нию зна че ния се точ ной функ ции в уз лах
сет ки.

Обыч но для ком пакт но с ти за пи си диф фе рен ци аль ных
урав не ний в те о рии раз но ст ных схем на чаль ные и гра нич ные
ус ло вия пред став ля ют ся в оп ре де лен ном сим во ли че с ком
ви де, на зы ва е мом опе ра то ром.

На при мер, лю бое из урав не ний

Y � = f(х),   Y �� = f(х),   Y ��� + k2Y = f(х)

мож но за пи сать в ви де

LY = F(x).

Здесь L — диф фе рен ци аль ный опе ра тор, со дер жа щий
опе ра ции диф фе рен ци ро ва ния; его фор ма раз лич на для раз -
ных диф фе рен ци аль ных урав не ний.

Об ласть из ме не ния ар гу мен та x мож но обо зна чить че -
рез G, т.е. x ∈ G. В ча ст но с ти, об ла с тью G при ре ше нии обык -
но вен ных диф фе рен ци аль ных урав не ний мо жет быть не ко -
то рый от ре зок [a, b], по лу ось x > 0 или t > 0 и т.п.

До пол ни тель ные ус ло вия на гра ни це так же пред став ля -
ют ся в опе ра тор ном ви де.



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

170 Глава 7. Численные методы решения задач

На и бо лее рас про ст ра нен ным и уни вер саль ным чис лен -
ным ме то дом ре ше ния диф фе рен ци аль ных урав не ний яв -
ля ет ся ме тод ко неч ных раз но стей. Его сущ ность со сто ит
в сле ду ю щем. Об ласть не пре рыв но го из ме не ния ар гу мен та
(на при мер, от ре зок) за ме ня ет ся дис крет ным мно же ст вом
то чек, на зы ва е мых уз ла ми. Эти уз лы со став ля ют раз но ст -
ную сет ку.

Ис ко мая функ ция не пре рыв но го ар гу мен та при бли жен -
но за ме ня ет ся функ ци ей дис крет но го ар гу мен та на за дан -
ной сет ке. Эта функ ция на зы ва ет ся се точ ной. Ис ко мую
функ цию и се точ ную функ цию бу дем обо зна чать со от вет ст -
вен но Y и у, что бы под черк нуть их раз ли чие: Y — функ ция
не пре рыв но ме ня ю ще го ся ар гу мен та x, а y — дис крет ная се -
точ ная функ ция, оп ре де лен ная на дис крет ном мно же ст ве.

Ис ход ное диф фе рен ци аль ное урав не ние за ме ня ет ся раз -
но ст ным урав не ни ем от но си тель но се точ ной функ ции. При
этом для вхо дя щих в урав не ние про из вод ных ис поль зу ют ся
со от вет ст ву ю щие ко неч но�раз но ст ные со от но ше ния.

Та кая за ме на диф фе рен ци аль но го урав не ния раз но ст -
ным на зы ва ет ся его ап прок си ма ци ей на сет ке или раз но ст -
ной ап прок си ма ци ей.

Та ким об ра зом, ре ше ние диф фе рен ци аль но го урав не ния
сво дит ся к оты с ка нию зна че ния се точ ной функ ции в уз лах
сет ки.

Обыч но для ком пакт но с ти за пи си диф фе рен ци аль ных
урав не ний в те о рии раз но ст ных схем на чаль ные и гра нич ные
ус ло вия пред став ля ют ся в оп ре де лен ном сим во ли че с ком
ви де, на зы ва е мом опе ра то ром.

На при мер, лю бое из урав не ний

Y � = f(х),   Y �� = f(х),   Y ��� + k2Y = f(х)

мож но за пи сать в ви де

LY = F(x).

Здесь L — диф фе рен ци аль ный опе ра тор, со дер жа щий
опе ра ции диф фе рен ци ро ва ния; его фор ма раз лич на для раз -
ных диф фе рен ци аль ных урав не ний.

Об ласть из ме не ния ар гу мен та x мож но обо зна чить че -
рез G, т.е. x ∈ G. В ча ст но с ти, об ла с тью G при ре ше нии обык -
но вен ных диф фе рен ци аль ных урав не ний мо жет быть не ко -
то рый от ре зок [a, b], по лу ось x > 0 или t > 0 и т.п.

До пол ни тель ные ус ло вия на гра ни це так же пред став ля -
ют ся в опе ра тор ном ви де.

7.4. Элементы разностных схем 171

На при мер, лю бое из ус ло вий

Y(0) = A, Y(a) = 0, Y(b) = 1, Y �(0) = B

мож но за пи сать в ви де

lY = Ф(х),   x ∈ Г.

Здесь l — опе ра тор на чаль ных или гра нич ных ус ло вий,
Ф(х) — пра вая часть этих ус ло вий, Г — гра ни ца рас сма т ри -
ва е мой об ла с ти, т.е. х = 0, х = а, х = b и т.п.

Та ким об ра зом, ис ход ную за да чу для диф фе рен ци аль но -
го урав не ния с за дан ны ми на чаль ны ми и гра нич ны ми ус ло -
ви я ми, на зы ва е мую в даль ней шем диф фе рен ци аль ной за да -
чей, мож но в об щем слу чае за пи сать в ви де

LY = F(x), x ∈ G; (7.4)

lY = Ф(х), x ∈ Г. (7.5)

В ме то де конечных раз но стей ис ход ное диф фе рен ци -
аль ное урав не ние (7.4) за ме ня ет ся раз но ст ным урав не ни ем
пу тем ап прок си ма ции про из вод ных со от вет ст ву ю щи ми ко -
неч но�раз но ст ны ми со от но ше ни я ми.

Для это го в об ла с ти G вве дем сет ку, шаг h ко то рой для
про сто ты бу дем счи тать по сто ян ным.

Со во куп ность уз лов х0, х1, ... обо зна чим че рез gh. Зна че -
ния ис ко мой функ ции Y в уз лах сет ки за ме ня ют ся зна че ни -
я ми се точ ной функ ции уh, ко то рая яв ля ет ся ре ше ни ем раз -
но ст но го урав не ния.

Се точ ную функ цию, при ни ма ю щую зна че ния уi в уз лах
сет ки, мож но счи тать функ ци ей це ло чис лен но го ар гу мен та i.

Итак, диф фе рен ци аль ное урав не ние (7.4) за ме ня ет ся раз-
но ст ным урав не ни ем, ко то рое так же мож но за пи сать в опе -
ра тор ном ви де

Lhyh = fh,   x ∈ gh , (7.6)

где Lh — раз но ст ный опе ра тор, ап прок си ми ру ю щий диф фе -
рен ци аль ный опе ра тор L.

Как из ве ст но, по греш ность этой ап прок си ма ции в не ко -
то рой точ ке х мо жет быть пред став ле на в ви де

ε(x) = O(h k).

При этом го во рят, что в дан ной точ ке х име ет ме с то ап -
прок си ма ция k�гo по ряд ка. Ин декс h в раз но ст ном урав не -
нии (7.6) под чер ки ва ет, что ве ли чи на ша га яв ля ет ся па ра -
ме т ром раз но ст ной за да чи.
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172 Глава 7. Численные методы решения задач

По это му за ви си мость (7.6) мож но рас сма т ри вать как це -
лое се мей ст во раз но ст ных урав не ний, ко то рые за ви сят от
па ра ме т ра h.

При ре ше нии диф фе рен ци аль ных урав не ний обыч но
тре бу ет ся оце нить по греш ность ап прок си ма ции не в од ной
точ ке, а на всей сет ке gh, т.е. в точ ках х0, х1, ...

В ка че ст ве по греш но с ти ап прок си ма ции εh на сет ке мож -
но при нять не ко то рую ве ли чи ну, свя зан ную с по греш но с тя -
ми ап прок си ма ции в уз лах, на при мер

εh = ε(xi),   εh = ε2(xi)
1/2

.

В этом слу чае Lh име ет k�й по ря док ап прок си ма ции на сет-
ке, ес ли εh = O(h k).

На ря ду с ап прок си ма ци ей (7.6) диф фе рен ци аль но го урав-
не ния (7.4) не об хо ди мо так же ап прок си ми ро вать до пол ни -
тель ные ус ло вия на гра ни це (7.5). По ана ло гии с вы ра же ни -
ем (7.6) эти ус ло вия за пи шут ся в ви де

lhyh = ϕh,   x ∈ γh, (7.7)

где γh — гра нич ные уз лы сет ки, т.е. γh ∈ Г.
Ин декс h, как и в фор му ле (7.6), оз на ча ет за ви си мость

раз но ст ных ус ло вий на гра ни це от зна че ния ша га.
Со во куп ность раз но ст ных урав не ний (7.6), (7.7), ап -

прок си ми ру ю щих ис ход ное диф фе рен ци аль ное урав не ние
и до пол ни тель ные ус ло вия на гра ни це, на зы ва ет ся раз но -
ст ной схе мой.

Ре ше ние раз но ст ной за да чи, в ре зуль та те ко то ро го на хо -
дят ся зна че ния се точ ной функ ции yi в уз лах xi, при бли жен -
но за ме ня ет ре ше ние Y(х) ис ход ной диф фе рен ци аль ной за -
да чи.

Од на ко не вся кая раз но ст ная схе ма да ет удов ле тво ри -
тель ное ре ше ние, т.е. по лу ча е мые зна че ния се точ ной функ -
ции yi не все гда с до ста точ ной точ но с тью ап прок си ми ру ют
зна че ния ис ко мой функ ции Y(xi) в уз лах сет ки. Здесь важ -
ную роль иг ра ют та кие по ня тия, как ус той чи вость, кор рект -
ность и схо ди мость раз но ст ной схе мы.

Под ус той чи во с тью раз но ст ной схе мы по ни ма ет ся не -
пре рыв ная за ви си мость ее ре ше ния от вход ных дан ных (ко -
эф фи ци ен тов урав не ний, пра вых ча с тей, на чаль ных и гра -
нич ных ус ло вий). Или, ины ми сло ва ми, ма ло му из ме не нию
вход ных дан ных со от вет ст ву ет ма лое из ме не ние ре ше ния.
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172 Глава 7. Численные методы решения задач

По это му за ви си мость (7.6) мож но рас сма т ри вать как це -
лое се мей ст во раз но ст ных урав не ний, ко то рые за ви сят от
па ра ме т ра h.

При ре ше нии диф фе рен ци аль ных урав не ний обыч но
тре бу ет ся оце нить по греш ность ап прок си ма ции не в од ной
точ ке, а на всей сет ке gh, т.е. в точ ках х0, х1, ...

В ка че ст ве по греш но с ти ап прок си ма ции εh на сет ке мож -
но при нять не ко то рую ве ли чи ну, свя зан ную с по греш но с тя -
ми ап прок си ма ции в уз лах, на при мер

εh = ε(xi),   εh = ε2(xi)
1/2

.

В этом слу чае Lh име ет k�й по ря док ап прок си ма ции на сет-
ке, ес ли εh = O(h k).

На ря ду с ап прок си ма ци ей (7.6) диф фе рен ци аль но го урав-
не ния (7.4) не об хо ди мо так же ап прок си ми ро вать до пол ни -
тель ные ус ло вия на гра ни це (7.5). По ана ло гии с вы ра же ни -
ем (7.6) эти ус ло вия за пи шут ся в ви де

lhyh = ϕh,   x ∈ γh, (7.7)

где γh — гра нич ные уз лы сет ки, т.е. γh ∈ Г.
Ин декс h, как и в фор му ле (7.6), оз на ча ет за ви си мость

раз но ст ных ус ло вий на гра ни це от зна че ния ша га.
Со во куп ность раз но ст ных урав не ний (7.6), (7.7), ап -

прок си ми ру ю щих ис ход ное диф фе рен ци аль ное урав не ние
и до пол ни тель ные ус ло вия на гра ни це, на зы ва ет ся раз но -
ст ной схе мой.

Ре ше ние раз но ст ной за да чи, в ре зуль та те ко то ро го на хо -
дят ся зна че ния се точ ной функ ции yi в уз лах xi, при бли жен -
но за ме ня ет ре ше ние Y(х) ис ход ной диф фе рен ци аль ной за -
да чи.

Од на ко не вся кая раз но ст ная схе ма да ет удов ле тво ри -
тель ное ре ше ние, т.е. по лу ча е мые зна че ния се точ ной функ -
ции yi не все гда с до ста точ ной точ но с тью ап прок си ми ру ют
зна че ния ис ко мой функ ции Y(xi) в уз лах сет ки. Здесь важ -
ную роль иг ра ют та кие по ня тия, как ус той чи вость, кор рект -
ность и схо ди мость раз но ст ной схе мы.

Под ус той чи во с тью раз но ст ной схе мы по ни ма ет ся не -
пре рыв ная за ви си мость ее ре ше ния от вход ных дан ных (ко -
эф фи ци ен тов урав не ний, пра вых ча с тей, на чаль ных и гра -
нич ных ус ло вий). Или, ины ми сло ва ми, ма ло му из ме не нию
вход ных дан ных со от вет ст ву ет ма лое из ме не ние ре ше ния.
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В про тив ном слу чае раз но ст ная схе ма на зы ва ет ся не ус -
той чи вой.

Раз но ст ная схе ма на зы ва ет ся кор рект ной, ес ли ее ре ше -
ние су ще ст ву ет и един ст вен но при лю бых вход ных дан ных,
а так же ес ли эта схе ма ус той чи ва.

При ис поль зо ва нии ме то да ко неч ных раз но стей не об хо -
ди мо знать, с ка кой точ но с тью ре ше ние раз но ст ной за да чи
при бли жа ет ре ше ние ис ход ной диф фе рен ци аль ной за да чи.
Рас смо т рим по греш ность δh, рав ную раз но сти зна че ний се -
точ ной функ ции и ис ко мой функ ции в уз лах сет ки, т.е.

δh = yh – Yh,

откуда

yh = Yh + δh .

Под став ляя это зна че ние yh в раз но ст ную схе му (7.6),
(7.7), по лу ча ем

LhYh + Lhh = fh, x ∈ gh;
lhYh + lhδh = ϕh, x ∈ γh ;
Lhδh = Rh, lhδh = rh,

где Rh = fh – LhYh — по греш ность ап прок си ма ции (не вяз ка)
для раз но ст но го урав не ния; rh = ϕh – lhYh — по греш ность ап -
прок си ма ции для раз но ст но го гра нич но го ус ло вия.

Ес ли вве с ти ха рак тер ные зна че ния R и r не вя зок Rh и rh,
на при мер, взять их мак си маль ные по мо ду лю зна че ния на
сет ке, то при

R = O(h k)   и  r = O(hk)

раз но ст ная схе ма (7.6), (7.7) име ет k�й по ря док ап прок си -
ма ции на ре ше нии.

Вве дем ана ло гич ным об ра зом ха рак тер ное зна че ние по -
греш но с ти ре ше ния δh. Тог да раз но ст ная схе ма схо дит ся,
ес ли δ � 0 при h � 0.

Ес ли при этом

δ � Mh k,

то го во рят, что раз но ст ная схе ма име ет точ ность k�го по ряд -
ка или схо дит ся со ско ро стью O(h k).

Здесь М > 0 — не ко то рая по сто ян ная ве ли чи на, не за ви -
ся щая от h. Пред по ла га ет ся так же, что h > 0; в про тив ном
слу чае в ука зан ных оцен ках не об хо ди мо взять |h |.
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174 Глава 7. Численные методы решения задач

В те о рии раз но ст ных схем до ка зы ва ет ся, что ес ли раз но -
ст ная схе ма ус той чи ва и ап прок си ми ру ет ис ход ную диф фе -
рен ци аль ную за да чу, то она схо дит ся.

Ины ми сло ва ми, из ус той чи во с ти и ап прок си мации
раз но стной схе мы сле ду ет ее сходи мость. Это поз во ля ет
све с ти труд ную за да чу ис сле до ва ния схо ди мо с ти и оцен ки
по ряд ка точ но с ти раз но ст ной схе мы к изу че нию по греш но с ти
ап прок си ма ции и ус той чи во с ти, что зна чи тель но лег че.

На ос но ва нии ана ли за ви да раз но ст но го урав не ния мож -
но про ве с ти клас си фи ка цию чис лен ных ме то дов ре ше ния
за да чи Ко ши для обык но вен ных диф фе рен ци аль ных урав -
не ний.

На пом ним, что в за да че Ко ши тре бу ет ся най ти функ цию
Y(х), удов ле тво ря ю щую диф фе рен ци аль но му урав не нию

= f(x, Y)

и при ни ма ю щую при х = х0 за дан ное зна че ние

Y0 = Y(х0).

Эта за да ча с по мо щью ко неч ных раз но стей сво дит ся к раз-
но ст ной за да че от но си тель но се точ ной функ ции y та кой,
что

уi+1 = F(xi, hi, уi+1, уi, ..., уi–k+1), i = 1, 2, ...; (7.8)

y0 = Y0. (7.9)

Здесь раз но ст ное урав не ние (7.8) за пи са но в об щем ви -
де, а кон крет ное вы ра же ние его пра вой ча с ти за ви сит от
спо со ба ап прок си ма ции про из вод ной. Для каж до го чис лен -
но го ме то да по лу ча ет ся свой вид урав не ний (7.8), (7.9).

Ес ли в пра вой ча с ти (7.8) от сут ст ву ет уi+1, т.е. зна че ние
уi+1 яв но вы чис ля ет ся по k пре ды ду щим зна че ни ям

уi , уi1, ..., уi–k+1,

то раз но ст ная схе ма на зы ва ет ся яв ной.
При этом по лу ча ет ся k�ша го вый ме тод: k = 1 — од но ша -

го вый, k = 2 — двух ша го вый и т.д.
В од но ша го вых ме то дах для вы чис ле ния уi+1 ис поль зу ет -

ся лишь од но ра нее най ден ное зна че ние на пре ды ду щем ша -
ге уi, в мно го ша го вых — мно гие из них.

Ес ли в пра вую часть урав не ния (7.8) вхо дит ис ко мое
зна че ние уi+1, то ре ше ние это го урав не ния ус лож ня ет ся.

dY
——
dx
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В те о рии раз но ст ных схем до ка зы ва ет ся, что ес ли раз но -
ст ная схе ма ус той чи ва и ап прок си ми ру ет ис ход ную диф фе -
рен ци аль ную за да чу, то она схо дит ся.

Ины ми сло ва ми, из ус той чи во с ти и ап прок си мации
раз но стной схе мы сле ду ет ее сходи мость. Это поз во ля ет
све с ти труд ную за да чу ис сле до ва ния схо ди мо с ти и оцен ки
по ряд ка точ но с ти раз но ст ной схе мы к изу че нию по греш но с ти
ап прок си ма ции и ус той чи во с ти, что зна чи тель но лег че.

На ос но ва нии ана ли за ви да раз но ст но го урав не ния мож -
но про ве с ти клас си фи ка цию чис лен ных ме то дов ре ше ния
за да чи Ко ши для обык но вен ных диф фе рен ци аль ных урав -
не ний.

На пом ним, что в за да че Ко ши тре бу ет ся най ти функ цию
Y(х), удов ле тво ря ю щую диф фе рен ци аль но му урав не нию

= f(x, Y)

и при ни ма ю щую при х = х0 за дан ное зна че ние

Y0 = Y(х0).

Эта за да ча с по мо щью ко неч ных раз но стей сво дит ся к раз-
но ст ной за да че от но си тель но се точ ной функ ции y та кой,
что

уi+1 = F(xi, hi, уi+1, уi, ..., уi–k+1), i = 1, 2, ...; (7.8)

y0 = Y0. (7.9)

Здесь раз но ст ное урав не ние (7.8) за пи са но в об щем ви -
де, а кон крет ное вы ра же ние его пра вой ча с ти за ви сит от
спо со ба ап прок си ма ции про из вод ной. Для каж до го чис лен -
но го ме то да по лу ча ет ся свой вид урав не ний (7.8), (7.9).

Ес ли в пра вой ча с ти (7.8) от сут ст ву ет уi+1, т.е. зна че ние
уi+1 яв но вы чис ля ет ся по k пре ды ду щим зна че ни ям

уi , уi1, ..., уi–k+1,

то раз но ст ная схе ма на зы ва ет ся яв ной.
При этом по лу ча ет ся k�ша го вый ме тод: k = 1 — од но ша -

го вый, k = 2 — двух ша го вый и т.д.
В од но ша го вых ме то дах для вы чис ле ния уi+1 ис поль зу ет -

ся лишь од но ра нее най ден ное зна че ние на пре ды ду щем ша -
ге уi, в мно го ша го вых — мно гие из них.

Ес ли в пра вую часть урав не ния (7.8) вхо дит ис ко мое
зна че ние уi+1, то ре ше ние это го урав не ния ус лож ня ет ся.

dY
——
dx
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В та ких ме то дах, на зы ва е мых не яв ны ми, при хо дит ся ре -
шать урав не ние (7.8) от но си тель но уi+1 с по мо щью ите ра ци -
он ных ме то дов.

От ме тим осо бен ность од но ша го вых ме то дов, со сто я щую
в том, что для по лу че ния ре ше ния в каж дом но вом рас чет -
ном уз ле до ста точ но иметь зна че ние се точ ной функ ции лишь
в пре ды ду щем уз ле. Это поз во ля ет не по сред ст вен но на чать
счет при i = 0 по из ве ст ным на чаль ным зна че ни ям. Кро ме
то го, ука зан ная осо бен ность до пу с ка ет из ме не ние ша га в лю-
бой точ ке в про цес се сче та, что поз во ля ет стро ить чис лен -
ные ал го рит мы с ав то ма ти че с ким вы бо ром ша га.

Дру гой путь по ст ро е ния раз но ст ных схем ос но ван на
том, что для вы чис ле ния зна че ния уi+1 ис поль зу ют ся ре -
зуль та ты не од но го, a k пре ды ду щих ша гов, т.е. зна че ния

уi–k+1, уi–k+2, ..., уi.

В этом слу чае по лу ча ет ся k�ша го вый ме тод.
На и бо лее ча с то в эко но ми че с ких за да чах при ме ня ет ся

се мей ст во мно го ша го вых ме то дов, ко то рые ис поль зу ют не -
яв ные схе мы — ме то ды про гно за и кор рек ции или ме то ды
пре дик тор�кор рек тор.

Суть этих ме то дов со сто ит в сле ду ю щем. На каж дом ша ге
вво дят ся два эта па, ис поль зу ю щие мно го ша го вые ме то ды:

1) с по мо щью яв но го ме то да (пре дик то ра) по из ве ст ным
зна че ни ям функ ции в пре ды ду щих уз лах на хо дит ся на чаль -
ное при бли же ние yi+1 = y(0)

i+1 в но вом уз ле;
2) ис поль зуя не яв ный ме тод (кор рек тор), в ре зуль та те 

ите ра ций на хо дят  при бли же ния y(1)
i+1, y(2)

i+1, ...
Рас смо т рим на и бо лее про стые ме то ды чис лен но го ин те -

г ри ро ва ния диф фе рен ци аль ных урав не ний, ко то рые от ли -
ча ют ся друг от дру га по слож но с ти вы чис ле ний и точ но с ти
ре зуль та та.

Ме тод Эй ле ра. Из ве ст но, что урав не ние y� = f(x, y) за да -
ет в не ко то рой об ла с ти по ле на прав ле ний. Ре ше ние это го
урав не ния с не ко то ры ми на чаль ны ми ус ло ви я ми да ет кри -
вую, ко то рая ка са ет ся по ля на прав ле ний в лю бой точ ке.

Ес ли взять по сле до ва тель ность то чек х0, х1, х2, ... и за ме -
нить на по лу чив ших ся от рез ках ин те г раль ную кри вую на
от рез ки ка са тель ных к ней, то по лу чим ло ма ную ли нию
(рис. 7.5).

При под ста нов ке за дан ных на чаль ных ус ло вий (х0, у0)
в диф фе рен ци аль ное урав не ние y� = f(x, y) по лу ча ем уг ло -
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Содержание

вой ко эф фи ци ент ка са тель ной к ин те г раль ной кри вой в на -
чаль ной точ ке

tgα0 = y � = f(x0, y0).

За ме нив на от рез ке [x0, x1] ин те г раль ную кри вую на ка -
са тель ную к ней, по лу ча ем

y1 = y0 + f(x0, y0)(x1 – x0).

Про из во дя ана ло гич ную опе ра цию для от рез ка [x1, x2],
по лу ча ем

y2 = y1 + f(x1, y1)(x2 – x1).

Про дол жая по доб ные дей ст вия да лее, по лу ча ем ло ма ную
кри вую, ко то рая на зы ва ет ся ло ма ной Эй ле ра (см. рис. 7.5).

Мож но за пи сать об щую фор му лу вы чис ле ний

yn = yn–1 + f(xn–1, yn–1)(xn – xn–1).

Ес ли по сле до ва тель ность то чек хi вы брать так, что бы
они от сто я ли друг от дру га на оди на ко вом рас сто я нии h, на -
зы ва е мом ша гом вы чис ле ния, по лу ча ем фор му лу

yn = yn–1 + f(xn–1, yn–1)h.

Сле ду ет от ме тить, что точ ность ме то да Эй ле ра от но си -
тель но не вы со ка. Уве ли чить точ ность мож но, умень шив шаг
вы чис ле ний, од на ко это при ве дет к ус лож не нию рас че тов.
По это му на прак ти ке при ме ня ет ся так на зы ва е мый уточ -
нен ный ме тод Эй ле ра или фор му ла пе ре сче та.

Суть ме то да со сто ит в том, что в фор му ле

y1 = y0 + f(x0, y0)h

Рис. 7.5. Ме тод Эй ле ра

y

0 x

Интегральная
кривая Ломаная

Эйлера

x0 x1 x2

A B
C

D

176 Глава 7. Численные методы решения задач
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вой ко эф фи ци ент ка са тель ной к ин те г раль ной кри вой в на -
чаль ной точ ке

tgα0 = y � = f(x0, y0).

За ме нив на от рез ке [x0, x1] ин те г раль ную кри вую на ка -
са тель ную к ней, по лу ча ем

y1 = y0 + f(x0, y0)(x1 – x0).

Про из во дя ана ло гич ную опе ра цию для от рез ка [x1, x2],
по лу ча ем

y2 = y1 + f(x1, y1)(x2 – x1).

Про дол жая по доб ные дей ст вия да лее, по лу ча ем ло ма ную
кри вую, ко то рая на зы ва ет ся ло ма ной Эй ле ра (см. рис. 7.5).

Мож но за пи сать об щую фор му лу вы чис ле ний

yn = yn–1 + f(xn–1, yn–1)(xn – xn–1).

Ес ли по сле до ва тель ность то чек хi вы брать так, что бы
они от сто я ли друг от дру га на оди на ко вом рас сто я нии h, на -
зы ва е мом ша гом вы чис ле ния, по лу ча ем фор му лу

yn = yn–1 + f(xn–1, yn–1)h.

Сле ду ет от ме тить, что точ ность ме то да Эй ле ра от но си -
тель но не вы со ка. Уве ли чить точ ность мож но, умень шив шаг
вы чис ле ний, од на ко это при ве дет к ус лож не нию рас че тов.
По это му на прак ти ке при ме ня ет ся так на зы ва е мый уточ -
нен ный ме тод Эй ле ра или фор му ла пе ре сче та.

Суть ме то да со сто ит в том, что в фор му ле

y1 = y0 + f(x0, y0)h

Рис. 7.5. Ме тод Эй ле ра

y

0 x

Интегральная
кривая Ломаная

Эйлера

x0 x1 x2

A B
C

D
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вме с то зна че ния y�0 = f(x0, y0) бе рет ся сред нее ариф ме ти че -
с кое зна че ний f(x0, y0) и f(x1, y1).

Тог да уточ нен ное зна че ние

y1
(1) = y0 + h,

после чего на хо дит ся зна че ние про из вод ной в точ ке (x1, y1
(1)).

За ме няя f(x0, y0) сред ним ариф ме ти че с ким зна че ний
f(x0, y0) и f(x1, y1

(1)), на хо дят вто рое уточ нен ное зна че ние у1:

y1
(2) = y0 + h,

за тем – тре тье зна че ние

y1
(3) = y0 + h

и т.д., по ка два по сле до ва тель ных уточ нен ных зна че ния не
сов па дут в пре де лах за дан ной сте пе ни точ но с ти. Тог да это
зна че ние при ни ма ет ся за ор ди на ту точ ки ло ма ной Эй ле ра.

Ана ло гич ная опе ра ция про из во дит ся для ос таль ных зна -
че ний у. По доб ное уточ не ние поз во ля ет су ще ст вен но по вы -
сить точ ность ре зуль та та.

Ме тод Рун ге—Кут та. Ме тод Рун ге—Кут та яв ля ет ся бо -
лее точ ным по срав не нию с ме то дом Эй ле ра. Суть уточ не -
ния со сто ит в том, что ис ко мое ре ше ние пред став ля ет ся
в ви де раз ло же ния в ряд Тей ло ра:

yi+1 = yi + y �i h + yi�� + yi��� + yi
IV + ... ,

ког да ис ко мая функ ция пред став ля ет ся в ви де таб ли цы.
Ес ли в этой фор му ле ог ра ни чить ся дву мя пер вы ми сла -

га е мы ми, то по лу чим фор му лу ме то да Эй ле ра. Ме тод Рун -
ге—Кут та учи ты ва ет че ты ре пер вых чле на раз ло же ния

yi+1 = yi + y �i h + yi�� + yi��� = yi + ∆yi.

В ме то де Рун ге—Кут та при ра ще ния ∆yi пред ла га ет ся
вы чис лять по фор му ле

∆yi = (k1
(i) + 2k2

(i) + 2k3
(i) + k4

(i)),

где ко эф фи ци ен ты ki вы чис ля ют ся по фор му лам

1
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f(x0, y0) + f(x1, y1
(1))

———————————————
2

f(x0, y0) + f(x1, y1)
——————————————

2



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

k1
(i) = hf(xi, yi);

k2
(i) = hf xi + ; yi + ;

k3
(i) = hf xi + ; yi + ;

k4
(i) = hf(xi + h; yi + k3

(i)).

При мер 7.2. Ре шить ме то да ми Рун ге—Кут та и Эй ле ра, а так -
же уточ нен ным ме то дом Эй ле ра диф фе рен ци аль ное урав не ние
y� = x + y при на чаль ном ус ло вии у(0) = 1 на от рез ке [0, 0,5] с ша -
гом h = 0,1.

Срав нить с точ ным ре ше ни ем.
Решение. Ре ша ем ме то дом Рун ге—Кут та.
Для i = 0 вы чис лим ко эф фи ци ен ты ki.

k1
(0) = hf(x0, y0) = 0,1(x0 + y0) = 0,1(0 + 1) = 0,1;

k2
(0) = hf x0 + ; y0 + = 0,1(0,05 + 1,05) = 0,11;

k3
(0) = hf x0 + ; y0 + = 0,1(0,05 + 1,055) = 0,1105;

k4
(0) = hf(x0 + h; y0 + k3

(0)) = 0,1(0,1 + 1,1105) = 0,1211;

∆y0 = (k1
(0) + 2k2

(0) + 2k3
(0) + k4

(0)) =

= (0,1 + 0,22 + 0,221 + 01211) = 0,1104;

x1 = x0 + h = 0,1;

y1 = y0 + ∆y0 = 1 + 0,1104 = 1,1104 и т.д.

Ре зуль та ты по сле ду ю щих вы чис ле ний све дем в таб ли цу.
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i xi k ∆yi yi

0 0

1 0,1000

0,1104 1
2 0,1100

3 0,1105

4 0,1211

1 0,1

1 0,1210

0,1325 1,1104
2 0,1321

3 0,1326

4 0,1443
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k1
(i) = hf(xi, yi);

k2
(i) = hf xi + ; yi + ;

k3
(i) = hf xi + ; yi + ;

k4
(i) = hf(xi + h; yi + k3

(i)).

При мер 7.2. Ре шить ме то да ми Рун ге—Кут та и Эй ле ра, а так -
же уточ нен ным ме то дом Эй ле ра диф фе рен ци аль ное урав не ние
y� = x + y при на чаль ном ус ло вии у(0) = 1 на от рез ке [0, 0,5] с ша -
гом h = 0,1.

Срав нить с точ ным ре ше ни ем.
Решение. Ре ша ем ме то дом Рун ге—Кут та.
Для i = 0 вы чис лим ко эф фи ци ен ты ki.

k1
(0) = hf(x0, y0) = 0,1(x0 + y0) = 0,1(0 + 1) = 0,1;

k2
(0) = hf x0 + ; y0 + = 0,1(0,05 + 1,05) = 0,11;

k3
(0) = hf x0 + ; y0 + = 0,1(0,05 + 1,055) = 0,1105;

k4
(0) = hf(x0 + h; y0 + k3

(0)) = 0,1(0,1 + 1,1105) = 0,1211;

∆y0 = (k1
(0) + 2k2

(0) + 2k3
(0) + k4

(0)) =

= (0,1 + 0,22 + 0,221 + 01211) = 0,1104;

x1 = x0 + h = 0,1;

y1 = y0 + ∆y0 = 1 + 0,1104 = 1,1104 и т.д.

Ре зуль та ты по сле ду ю щих вы чис ле ний све дем в таб ли цу.
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i xi k ∆yi yi

0 0

1 0,1000

0,1104 1
2 0,1100

3 0,1105

4 0,1211

1 0,1

1 0,1210

0,1325 1,1104
2 0,1321

3 0,1326

4 0,1443
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Ре шим этот же при мер ме то дом Эй ле ра.
При ме ня ем фор му лу yn = yn–1 + hf(xn–1, yn–1).
Име ем:

x0 = 0,   y0 = 1,   f(x0, y0) = x0 + y0 = 1;
hf(x0, y0) = h(x0 + y0) = 0,1;

y1 = y0 + hf(x0, y0) = 1 + 0,1 = 1,1;
x1 = 0,1,   y0 = 1,1,   f(x1, y1) = x1 + y1 = 1,2;

hf(x1, y1) = h(x1 + y1) = 0,12;
y2 = y1 + hf(x1, y1) = 1,1 + 0,12 = 1,22.

Про из во дя ана ло гич ные вы чис ле ния да лее, вы пи шем таб ли цу
зна че ний.

При ме ним те перь уточ нен ный ме тод Эй ле ра. Ре зуль та ты вы -
чис ле ний све дем в сле ду ю щую таб ли цу:

i 0 1 2 3 4 5

xi 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

yi 1 1,1 1,243 1,400 1,585 1,799

i 0 1 2 3 4 5

xi 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

yi 1 1,1 1,22 1,362 1,528 1,721

i xi k ∆yi yi

2 0,2

1 0,1443

0,1569 1,2429
2 0,1565

3 0,1571

4 0,1700

3 0,3

1 0,1700

0,1840 1,3998
2 0,1835

3 0,1842

4 0,1984

4 0,4

1 0,1984

0,2138 1,5838
2 0,2133

3 0,2140

4 0,2298

5 0,5 1,7976

Окончание таблицы
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Содержание

Для срав не ния точ но с ти при ве ден ных ме то дов ре шим дан ное
урав не ние ана ли ти че с ки и най дем точ ные зна че ния функ ции у на
за дан ном от рез ке.

Ис ход ное урав не ние, за пи сан ное в ви де y� – y = x, яв ля ет ся ли -
ней ным не од но род ным диф фе рен ци аль ным урав не ни ем пер во го
по ряд ка, ко то рое мож но ре шить ме то дом ва ри а ции по сто ян ной.

Ре шим со от вет ст ву ю щее од но род ное урав не ние

y� – y = 0;   y� = y;   = y;   = dx;   = dx;

ln| y | = x + ln|C |;   ln = x;   y = Cex.

Про во дим ва ри а цию по сто ян ной С. Тог да ре ше ние не од но род -
но го урав не ния име ет вид

y = C(x)ex;

y� = C �(x)ex + C(x)ex;

C �(x)ex + C(x)ex = x + C(x)ex; C �(x)ex = x; C �(x) = xe–x;

C(x) = xe–xdx = =

= –xe–x + e–xdx = –xe–x – e–x + C.

Об щее ре ше ние ис ход но го диф фе рен ци аль но го урав не ния
име ет вид

y = C(x)ex, т.е. y = y = Cex – x – 1.

Под став ляя на чаль ное ус ло вие в об щее ре ше ние, по лу ча ем

1 = C – 0 – 1;   C = 2.

Та ким об ра зом, ча ст ное ре ше ние име ет вид Y = 2ex – x – 1.
Для срав не ния по лу чен ных ре зуль та тов со ста вим таб ли цу.

∫





u = x; dv = e–xdx;
du = dx; v = –e–x;



∫

|
|
|

|
|
|
y
–
C

∫ ∫dy
––
y

dy
––
y

dy
––
dx

i xi

yi
Точное

значение
Y = 2ex – x – 1

метод
Эйлера

уточненный
метод

Эйлера

метод
Рунге —

Кутта

0 0 1 1 1 1

1 0,1 1,1 1,1 1,1104 1,1103

2 0,2 1,22 1,243 1,2429 1,2428

3 0,3 1,362 1,4 1,3998 1,3997

4 0,4 1,528 1,585 1,5838 1,5837

5 0,5 1,721 1,799 1,7976 1,7975

180 Глава 7. Численные методы решения задач
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Для срав не ния точ но с ти при ве ден ных ме то дов ре шим дан ное
урав не ние ана ли ти че с ки и най дем точ ные зна че ния функ ции у на
за дан ном от рез ке.

Ис ход ное урав не ние, за пи сан ное в ви де y� – y = x, яв ля ет ся ли -
ней ным не од но род ным диф фе рен ци аль ным урав не ни ем пер во го
по ряд ка, ко то рое мож но ре шить ме то дом ва ри а ции по сто ян ной.

Ре шим со от вет ст ву ю щее од но род ное урав не ние

y� – y = 0;   y� = y;   = y;   = dx;   = dx;

ln| y | = x + ln|C |;   ln = x;   y = Cex.

Про во дим ва ри а цию по сто ян ной С. Тог да ре ше ние не од но род -
но го урав не ния име ет вид

y = C(x)ex;

y� = C �(x)ex + C(x)ex;

C �(x)ex + C(x)ex = x + C(x)ex; C �(x)ex = x; C �(x) = xe–x;

C(x) = xe–xdx = =

= –xe–x + e–xdx = –xe–x – e–x + C.

Об щее ре ше ние ис ход но го диф фе рен ци аль но го урав не ния
име ет вид

y = C(x)ex, т.е. y = y = Cex – x – 1.

Под став ляя на чаль ное ус ло вие в об щее ре ше ние, по лу ча ем

1 = C – 0 – 1;   C = 2.

Та ким об ра зом, ча ст ное ре ше ние име ет вид Y = 2ex – x – 1.
Для срав не ния по лу чен ных ре зуль та тов со ста вим таб ли цу.

∫





u = x; dv = e–xdx;
du = dx; v = –e–x;



∫

|
|
|

|
|
|
y
–
C

∫ ∫dy
––
y

dy
––
y

dy
––
dx

i xi

yi
Точное

значение
Y = 2ex – x – 1

метод
Эйлера

уточненный
метод

Эйлера

метод
Рунге —

Кутта

0 0 1 1 1 1

1 0,1 1,1 1,1 1,1104 1,1103

2 0,2 1,22 1,243 1,2429 1,2428

3 0,3 1,362 1,4 1,3998 1,3997

4 0,4 1,528 1,585 1,5838 1,5837

5 0,5 1,721 1,799 1,7976 1,7975
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Как очевид но из по лу чен ных ре зуль та тов, ме тод Рун ге —Кут та
да ет на и бо лее точ ный от вет. Точ ность ме то да в при ме ре со став ля -
ет 0,0001.

Кро ме то го, сле ду ет об ра тить вни ма ние на то, что ошиб ка (рас -
хож де ние меж ду точ ным и при бли жен ным зна че ни я ми) уве ли чи -
ва ет ся с каж дым ша гом вы чис ле ний. Это обус лов ле но тем, что,
во�пер вых, по лу чен ное при бли жен ное зна че ние ок руг ля ет ся на
каж дом ша ге, а во�вто рых, тем, что в ка че ст ве ос но вы вы чис ле ния
при ни ма ет ся зна че ние, по лу чен ное на пре ды ду щем ша ге, т.е. при -
бли жен ное зна че ние.

Та ким об ра зом, про ис хо дит на коп ле ние ошиб ки. Это хо ро шо
очевид но из таб ли цы. С каж дым но вым ша гом при бли жен ное зна -
че ние все бо лее от ли ча ет ся от точ но го зна че ния. �

7.4.2. Диф фе рен ци аль ные урав не ния 
с ча ст ны ми про из вод ны ми

Как уже от ме ча лось вы ше, по ст ро е ние раз но ст ных схем
ре ше ния урав не ний с ча ст ны ми про из вод ны ми ос но ва но на
вве де нии сет ки в рас сма т ри ва е мом про ст ран ст ве. Уз лы сет -
ки яв ля ют ся рас чет ны ми точ ка ми.

При мер про стей шей пря мо уголь ной об ла с ти G(x, y)
с гра ни цей Г в дву мер ном слу чае по ка зан на рис. 7.6. Сто ро -
ны пря мо уголь ни ка

a � x � b, с � y � d

де лят ся на эле мен тар ные от рез ки точ ка ми

xi = а + ih1, i = 0, 1, ..., m и  yi = c + jh2, j = 0, 1, ..., n.

Рис. 7.6. Пря мо уголь ная сет ка
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Че рез эти точ ки про ве дем два се мей ст ва ко ор ди нат ных
пря мых х = const и y = const, об ра зу ю щих сет ку с пря мо -
уголь ной ячей кой.

Лю бой узел этой сет ки, но мер ко то ро го (i,  j), оп ре де ля -
ет ся ко ор ди на та ми (xi, yi).

Ана ло гич но вво дят ся сет ки для мно го мер ных об ла с тей,
со дер жа щих бо лее двух из ме ре ний. На рис. 7.7 по ка зан эле -
мент сет ки в ви де пря мо уголь но го па рал ле ле пи пе да для
трех мер ной об ла с ти.

Рис. 7.7. Эле мент сет ки

i, j + 1, k + 1

i + 1, j, k + 1

i, j, k + 1

i, j, k

i + 1, j + 1, k + 1

i, j + 1, k

i + 1, j + 1, k

i + 1, j, k

h2h3

h1

Пря мо уголь ные сет ки на и бо лее удоб ны при ор га ни за -
ции вы чис ли тель но го ал го рит ма. Вме с те с тем не ко то рые
схе мы ис поль зу ют сет ки с тре у голь ны ми и да же ше с ти -
уголь ны ми ячей ка ми.

Уз лы сет ки, ле жа щие на гра ни це Г об ла с ти G, на зы ва ют -
ся гра нич ны ми уз ла ми, все ос таль ные уз лы — вну т рен ни ми.

По сколь ку на чаль ные и гра нич ные ус ло вия при по ста -
нов ке за дач фор му ли ру ют ся на гра ни це рас чет ной об ла с ти,
то их мож но счи тать за дан ны ми в гра нич ных уз лах сет ки.

Ино гда гра нич ные точ ки об ла с ти не яв ля ют ся уз ла ми
сет ки, что име ет ме с то для об ла с тей слож ной фор мы. Тог да
ли бо вво дят до пол ни тель ные уз лы на пе ре се че нии ко ор ди -
нат ных ли ний с гра ни цей, ли бо гра ни цу при бли жен но за ме -
ня ют ло ма ной, про хо дя щей че рез близ кие к гра ни це уз лы.
На эту ло ма ную пе ре но сят ся гра нич ные ус ло вия.

В ря де слу ча ев слож ные кри во ли ней ные об ла с ти с по мо -
щью пе ре хо да к но вым не за ви си мым пе ре мен ным уда ет ся
све с ти к про стей ше му ви ду.

На при мер, че ты ре ху голь ную об ласть G, изо б ра жен ную
на рис. 7.8, мож но при ве с ти к еди нич но му ква д ра ту G � пу -
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Че рез эти точ ки про ве дем два се мей ст ва ко ор ди нат ных
пря мых х = const и y = const, об ра зу ю щих сет ку с пря мо -
уголь ной ячей кой.

Лю бой узел этой сет ки, но мер ко то ро го (i,  j), оп ре де ля -
ет ся ко ор ди на та ми (xi, yi).

Ана ло гич но вво дят ся сет ки для мно го мер ных об ла с тей,
со дер жа щих бо лее двух из ме ре ний. На рис. 7.7 по ка зан эле -
мент сет ки в ви де пря мо уголь но го па рал ле ле пи пе да для
трех мер ной об ла с ти.

Рис. 7.7. Эле мент сет ки

i, j + 1, k + 1

i + 1, j, k + 1

i, j, k + 1

i, j, k

i + 1, j + 1, k + 1

i, j + 1, k

i + 1, j + 1, k

i + 1, j, k

h2h3

h1

Пря мо уголь ные сет ки на и бо лее удоб ны при ор га ни за -
ции вы чис ли тель но го ал го рит ма. Вме с те с тем не ко то рые
схе мы ис поль зу ют сет ки с тре у голь ны ми и да же ше с ти -
уголь ны ми ячей ка ми.

Уз лы сет ки, ле жа щие на гра ни це Г об ла с ти G, на зы ва ют -
ся гра нич ны ми уз ла ми, все ос таль ные уз лы — вну т рен ни ми.

По сколь ку на чаль ные и гра нич ные ус ло вия при по ста -
нов ке за дач фор му ли ру ют ся на гра ни це рас чет ной об ла с ти,
то их мож но счи тать за дан ны ми в гра нич ных уз лах сет ки.

Ино гда гра нич ные точ ки об ла с ти не яв ля ют ся уз ла ми
сет ки, что име ет ме с то для об ла с тей слож ной фор мы. Тог да
ли бо вво дят до пол ни тель ные уз лы на пе ре се че нии ко ор ди -
нат ных ли ний с гра ни цей, ли бо гра ни цу при бли жен но за ме -
ня ют ло ма ной, про хо дя щей че рез близ кие к гра ни це уз лы.
На эту ло ма ную пе ре но сят ся гра нич ные ус ло вия.

В ря де слу ча ев слож ные кри во ли ней ные об ла с ти с по мо -
щью пе ре хо да к но вым не за ви си мым пе ре мен ным уда ет ся
све с ти к про стей ше му ви ду.

На при мер, че ты ре ху голь ную об ласть G, изо б ра жен ную
на рис. 7.8, мож но при ве с ти к еди нич но му ква д ра ту G � пу -
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тем вве де ния но вых пе ре мен ных ξ, η вме с то х, у с по мо щью
со от но ше ний

ξ = ,   0 � ξ � 1;

η = ,   0 � η � 1.

К но вым пе ре мен ным не об хо ди мо привести урав не ния,
а так же на чаль ные и гра нич ные ус ло вия. В об ла с ти G � мож -
но вве с ти пря мо уголь ную сет ку, при этом в об ла с ти G ей бу -
дет со от вет ст во вать сет ка с не рав но мер но рас по ло жен ны ми
уз ла ми и кри во ли ней ны ми ячей ка ми.

На прак ти ке при хо дит ся ре шать за да чи в раз лич ных
кри во ли ней ных си с те мах ко ор ди нат: по ляр ной, ци лин д ри -
че с кой, сфе ри че с кой и др.

На при мер, ес ли рас чет ную об ласть удоб но за дать в по ляр-
ных ко ор ди на тах (r, ϕ), то в ней сет ка вво дит ся с ша га ми ∆r
и ∆ϕ со от вет ст вен но по ра ди ус�век то ру и по ляр но му уг лу.

y – ψ1(y)
–––––––––––––––ψ2(y) – ψ1(y)

x – ϕ1(y)
–––––––––––––––ϕ2(y) – ϕ1(y)

Рис. 7.8. Преобразование расчетной области
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x = ϕ1y
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y = ϕ1x

y = ϕ2x

0

η
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1

0

Ино гда и в про стой рас чет ной об ла с ти вво дит ся не рав -
но мер ная сет ка. В ча ст но с ти, в ря де слу ча ев про во дит ся
сгу ще ние уз лов для бо лее точ но го рас че та в не ко то рых ча с -
тях рас сма т ри ва е мой об ла с ти.

При этом об ла с ти сгу ще ния уз лов ли бо из ве ст ны за ра -
нее, ли бо оп ре де ля ют ся в про цес се ре ше ния за да чи, на при -
мер, в за ви си мо с ти от гра ди ен тов ис ко мых функ ций.

Для по ст ро е ния раз но ст ной схе мы, как и в слу чае обык -
но вен ных диф фе рен ци аль ных урав не ний, ча ст ные про из -
вод ные в урав не нии за ме ня ют ся ко неч но�раз но ст ны ми со -
от но ше ни я ми по оп ре де лен но му шаб ло ну.
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Для при ме ра рас смо т рим раз но ст ную схе му

= a , (7.10)

i = 1, 2, ..., m – 1,   j = 0, 1, ...

В за пи си этой схе мы для каж до го уз ла ис поль зо ван шаб -
лон, изо б ра жен ный на рис. 7.9, а.
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i–1––––––––––––––––––
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Рис. 7.9. Шаб ло ны
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i + 1, j + 1i – 1, j + 1 i, j + 1i, j + 1

i, ji, j

а б

i + 1, ji – 1, j

Для од но го и то го же урав не ния мож но по ст ро ить раз -
лич ные раз но ст ные схе мы.

В ча ст но с ти, ес ли вос поль зо вать ся шаб ло ном, изо б ра -
жен ным на рис. 7.9, б, то вме с то схемы (7.10) по лу чим дру -
гую раз но ст ную схе му ви да

= a . (7.11)

В том и дру гом слу чае по лу ча ет ся си с те ма ал ге б ра и че -
ских урав не ний для оп ре де ле ния зна че ний се точ ной функ -
ции во вну т рен них уз лах. Зна че ния в гра нич ных уз лах на -
хо дят ся из гра нич ных ус ло вий

u j
0 = ψ1(tj),   u j

1 = ψ2(tj).

Со во куп ность уз лов при фик си ро ван ном зна че нии j на -
зы ва ет ся сло ем.

Схе ма (7.10) поз во ля ет по сле до ва тель но на хо дить зна че-
ния ui

j+1, i = 1, 2, ..., m 1 на слое j + 1 че рез со от вет ст ву ю щие
зна че ния ui

j на j�м слое. Та кие схе мы на зы ва ют ся яв ны ми.
Для на ча ла сче та при j = 1 не об хо ди мо ре ше ние на на -

чаль ном слое. Оно оп ре де ля ет ся на чаль ным ус ло ви ем за да -
чи, ко то рое за пи шет ся в ви де

u j
0 = ϕ(xi),   i = 1, 2, ..., m – 1.

В от ли чие от яв ной схе мы каж дое раз но ст ное урав не ние
(7.11) со дер жит на каж дом но вом слое зна че ния не из ве ст -

u j+1
i+1 – 2ui

j+1 + u j+1
i–1–––––––––––––––––––––

h2

ui
j+1 – ui

j

––––––––––τ
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Для при ме ра рас смо т рим раз но ст ную схе му

= a , (7.10)

i = 1, 2, ..., m – 1,   j = 0, 1, ...

В за пи си этой схе мы для каж до го уз ла ис поль зо ван шаб -
лон, изо б ра жен ный на рис. 7.9, а.

ui
j+1 – ui

j

––––––––––τ
u j

i+1 – 2u j
i + u j

i–1––––––––––––––––––
h2

Рис. 7.9. Шаб ло ны

hh

τ
τ

h h

i + 1, j + 1i – 1, j + 1 i, j + 1i, j + 1

i, ji, j

а б

i + 1, ji – 1, j

Для од но го и то го же урав не ния мож но по ст ро ить раз -
лич ные раз но ст ные схе мы.

В ча ст но с ти, ес ли вос поль зо вать ся шаб ло ном, изо б ра -
жен ным на рис. 7.9, б, то вме с то схемы (7.10) по лу чим дру -
гую раз но ст ную схе му ви да

= a . (7.11)

В том и дру гом слу чае по лу ча ет ся си с те ма ал ге б ра и че -
ских урав не ний для оп ре де ле ния зна че ний се точ ной функ -
ции во вну т рен них уз лах. Зна че ния в гра нич ных уз лах на -
хо дят ся из гра нич ных ус ло вий

u j
0 = ψ1(tj),   u j

1 = ψ2(tj).

Со во куп ность уз лов при фик си ро ван ном зна че нии j на -
зы ва ет ся сло ем.

Схе ма (7.10) поз во ля ет по сле до ва тель но на хо дить зна че-
ния ui

j+1, i = 1, 2, ..., m 1 на слое j + 1 че рез со от вет ст ву ю щие
зна че ния ui

j на j�м слое. Та кие схе мы на зы ва ют ся яв ны ми.
Для на ча ла сче та при j = 1 не об хо ди мо ре ше ние на на -

чаль ном слое. Оно оп ре де ля ет ся на чаль ным ус ло ви ем за да -
чи, ко то рое за пи шет ся в ви де

u j
0 = ϕ(xi),   i = 1, 2, ..., m – 1.

В от ли чие от яв ной схе мы каж дое раз но ст ное урав не ние
(7.11) со дер жит на каж дом но вом слое зна че ния не из ве ст -

u j+1
i+1 – 2ui

j+1 + u j+1
i–1–––––––––––––––––––––

h2

ui
j+1 – ui

j

––––––––––τ
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ных в трех точ ках, по это му нель зя сра зу оп ре де лить эти
зна че ния че рез из ве ст ное ре ше ние на пре ды ду щем слое. Та -
кие схе мы на зы ва ют ся не яв ны ми.

В этом слу чае раз но ст ная схе ма (7.11) со сто ит из ли ней -
ных трех то чеч ных урав не ний, т.е. каж дое урав не ние со дер -
жит не из ве ст ную функ цию в трех точ ках дан но го слоя.

Та кие си с те мы ли ней ных урав не ний с трех ди а го наль ной
ма т ри цей мо гут быть ре ше ны ме то дом про гон ки, в ре зуль та-
те че го бу дут най де ны зна че ния се точ ной функ ции в уз лах.

За ме тим, что в рас смо т рен ном при ме ре по лу че ны двух -
слой ные схе мы, ког да в каж дое раз но ст ное урав не ние вхо дят
зна че ния функ ции из двух сло ев — ниж не го, на ко то ром ре -
ше ние уже най де но, и верх не го, в уз лах ко то ро го ре ше ние
ищет ся.

Рас смо т рим еще од ну раз но ст ную схе му, ко то рую по ст -
ро им на сим ме т рич ном пря мо уголь ном шаб ло не (рис. 7.10).

Рис. 7.10. Прямоугольный шаб ло н

i – 1, j + 1

i – 1, j i, j

i, j + 1

Про из вод ная по t здесь ап прок си ми ру ет ся в ви де по лу -
сум мы от но ше ний од но сто рон них ко неч ных раз но стей
в (i – 1)-м и i�м уз лах, а про из вод ная по х — в ви де по лу сум мы
ко неч но�раз но ст ных со от но ше ний на j�м и (j + 1)�м сло ях.

Пра вая часть вы чис ля ет ся в цен т ре ячей ки, хо тя воз -
мож ны и дру гие спо со бы ее вы чис ле ния (на при мер, в ви де
не ко то рой ком би на ции ее зна че ний в уз лах).

В ре зуль та те ука зан ных ап прок си ма ций по лу чим раз но -
ст ное урав не ние в ви де

+ + + = 
–
f j

i,

–
f j

i = f(xi + h/2, tj + τ/2).

Дан ная двух слой ная че ты рех то чеч ная схе ма так же фор -
маль но по ст ро е на как не яв ная.
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186 Глава 7. Численные методы решения задач

Все рас смо т рен ные вы ше раз но ст ные схе мы ре ше ния
ли ней но го урав не ния пе ре но са на зы ва ют ся схе ма ми бе гу -
ще го сче та. Они поз во ля ют по сле до ва тель но на хо дить зна -
че ния се точ ной функ ции в уз лах раз но ст ной сет ки.

С по мо щью рас сма т ри ва е мо го спо со ба по ст ро е ния раз но ст-
ных схем, ког да вхо дя щие в урав не ние от дель ные ча ст ные
про из вод ные за ме ня ют ся ко неч но�раз но ст ны ми со от но ше -
ни я ми для се точ ной функ ции (или се точ ны ми вы ра же ни я -
ми), мо гут быть со зда ны мно го слой ные схе мы, а так же схе -
мы вы со ких по ряд ков точ но с ти.

Не смо т ря на то что этот спо соб по лу че ния раз но ст ных
урав не ний на и бо лее прост и по это му ши ро ко ис поль зу ет ся
при раз ра бот ке чис лен ных ме то дов, су ще ст ву ют так же дру -
гие спо со бы по ст ро е ния раз но ст ных схем.

7.5. Численные методы интегрирования
Су ще ст ву ет боль шое ко ли че ст во функ ций, ин те г рал от

ко то рых не мо жет быть вы ра жен че рез эле мен тар ные функ -
ции. Для на хож де ния ин те г ра лов от по доб ных функ ций
при ме ня ют ся раз но об раз ные при бли жен ные ме то ды, суть
ко то рых за клю ча ет ся в том, что по дын те г раль ная функ ция
за ме ня ет ся близ кой к ней функ ци ей, ин те г рал от ко то рой
вы ра жа ет ся че рез эле мен тар ные функ ции.

Рас смо т рим на и бо лее рас про ст ра нен ные из них.

7.5.1. Фор му ла пря мо уголь ни ков

Ес ли из ве ст ны зна че ния функ ции f(x) в не ко то рых точ -
ках x0, x1, …, xn, то в ка че ст ве функ ции, близ кой к f(x), мож -
но взять мно го член Р(х) сте пе ни не вы ше n.

Зна че ния это го мно го чле на в вы бран ных точ ках рав ны
зна че ни ям функ ции f(x) в этих точ ках, т.е. вы пол ня ет ся ра -
вен ст во

f(x)dx � P(x)dx.

Ра зо бьем от ре зок ин те г ри ро ва ния на n рав ных ча с тей
с ша гом

∆x = .

При этом в точ ках

y0 = f(x0), y1 = f(x1), …., yn = f(xn).

b – a
————

n

b

∫
a

b

∫
a
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Все рас смо т рен ные вы ше раз но ст ные схе мы ре ше ния
ли ней но го урав не ния пе ре но са на зы ва ют ся схе ма ми бе гу -
ще го сче та. Они поз во ля ют по сле до ва тель но на хо дить зна -
че ния се точ ной функ ции в уз лах раз но ст ной сет ки.

С по мо щью рас сма т ри ва е мо го спо со ба по ст ро е ния раз но ст-
ных схем, ког да вхо дя щие в урав не ние от дель ные ча ст ные
про из вод ные за ме ня ют ся ко неч но�раз но ст ны ми со от но ше -
ни я ми для се точ ной функ ции (или се точ ны ми вы ра же ни я -
ми), мо гут быть со зда ны мно го слой ные схе мы, а так же схе -
мы вы со ких по ряд ков точ но с ти.

Не смо т ря на то что этот спо соб по лу че ния раз но ст ных
урав не ний на и бо лее прост и по это му ши ро ко ис поль зу ет ся
при раз ра бот ке чис лен ных ме то дов, су ще ст ву ют так же дру -
гие спо со бы по ст ро е ния раз но ст ных схем.

7.5. Численные методы интегрирования
Су ще ст ву ет боль шое ко ли че ст во функ ций, ин те г рал от

ко то рых не мо жет быть вы ра жен че рез эле мен тар ные функ -
ции. Для на хож де ния ин те г ра лов от по доб ных функ ций
при ме ня ют ся раз но об раз ные при бли жен ные ме то ды, суть
ко то рых за клю ча ет ся в том, что по дын те г раль ная функ ция
за ме ня ет ся близ кой к ней функ ци ей, ин те г рал от ко то рой
вы ра жа ет ся че рез эле мен тар ные функ ции.

Рас смо т рим на и бо лее рас про ст ра нен ные из них.

7.5.1. Фор му ла пря мо уголь ни ков

Ес ли из ве ст ны зна че ния функ ции f(x) в не ко то рых точ -
ках x0, x1, …, xn, то в ка че ст ве функ ции, близ кой к f(x), мож -
но взять мно го член Р(х) сте пе ни не вы ше n.

Зна че ния это го мно го чле на в вы бран ных точ ках рав ны
зна че ни ям функ ции f(x) в этих точ ках, т.е. вы пол ня ет ся ра -
вен ст во

f(x)dx � P(x)dx.

Ра зо бьем от ре зок ин те г ри ро ва ния на n рав ных ча с тей
с ша гом

∆x = .

При этом в точ ках

y0 = f(x0), y1 = f(x1), …., yn = f(xn).

b – a
————

n

b

∫
a

b

∫
a

В со от вет ст вии с рис. 7.11 со ста вим сум мы эле мен тар -
ных пло ща дей:

y0 x + y1x + … + yn–1x — сум ма впи сан ных пло ща дей;
y1x + y2x + … + ynx — сум ма опи сан ных пло ща дей.

Рис. 7.11. К фор му ле пря мо уголь ни ков

y

0 x

A B

DC

E F

yi

y1

y0

x0 = ax1 xi xn = b

y = f(x) 

По след ние вы ра же ния пред став ля ют со от вет ст вен -
но ниж нюю и верх нюю ин те г раль ные сум мы.

Тог да

f(x)dx � (y0 + y1 + ... + yn–1)

или

f(x)dx � (y1 + y2 + ... + yn).

Лю бая из этих фор мул мо жет при ме нять ся для при бли -
жен но го вы чис ле ния оп ре де лен но го ин те г ра ла и на зы ва ет -
ся об щей фор му лой пря мо уголь ни ков.

7.5.2. Фор му ла тра пе ций

Эта фор му ла яв ля ет ся бо лее точ ной по срав не нию с фор -
му лой пря мо уголь ни ков. По дын те г раль ная функ ция в этом
слу чае за ме ня ет ся на впи сан ную ло ма ную (рис. 7.12).

Ге о ме т ри че с ки пло щадь кри во ли ней ной тра пе ции за ме -
ня ет ся сум мой пло ща дей впи сан ных тра пе ций.

Оче вид но, что чем боль ше взять то чек n раз би е ния ин -
тер ва ла, тем с боль шей точ но с тью бу дет вы чис лен ин те г рал.

Для вы чис ле ния пло ща дей впи сан ных тра пе ций вы пи -
шем из ве ст ные фор му лы

b – a
————

n

b

∫
a

b – a
————

n

b

∫
a
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∆x;   ∆x;   ...;    ∆x.

Сум ми руя все эле мен тар ные пло ща ди под кри вой, за пи -
шем оче вид ное ра вен ст во

f(x)dx � ∆x + ∆x + ... + ∆x.

По сле при ве де ния по доб ных сла га е мых по лу ча ем фор -
му лу тра пе ций

f(x)dx � + y1 + y2 + ... + yn–1 .

7.5.3. Фор му ла па ра бол

Фор му лу па ра бол ина че на зы ва ют фор му лой Симп со на
или ква д ра тур ной фор му лой.

Раз де лим от ре зок ин те г ри ро ва ния [a, b] на чет ное чис ло
от рез ков 2m (рис. 7.13).
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шем оче вид ное ра вен ст во

f(x)dx � ∆x + ∆x + ... + ∆x.

По сле при ве де ния по доб ных сла га е мых по лу ча ем фор -
му лу тра пе ций

f(x)dx � + y1 + y2 + ... + yn–1 .

7.5.3. Фор му ла па ра бол

Фор му лу па ра бол ина че на зы ва ют фор му лой Симп со на
или ква д ра тур ной фор му лой.

Раз де лим от ре зок ин те г ри ро ва ния [a, b] на чет ное чис ло
от рез ков 2m (рис. 7.13).
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Пло щадь кри во ли ней ной тра пе ции, ог ра ни чен ной гра -
фи ком функ ции f(x), за ме ним на пло щадь кри во ли ней ной
тра пе ции, ог ра ни чен ной па ра бо лой вто рой сте пе ни с осью
сим ме т рии, па рал лель ной оси 0у и про хо дя щей че рез точ ки
кри вой, со зна че ни я ми f(x0), f(x1), f(x2).

Для каж дой па ры от рез ков по ст ро им та кую па ра бо лу.
Урав не ния этих па ра бол име ют вид Ax2 + Bx + C, где ко -

эф фи ци ен ты А, В, С мо гут быть лег ко най де ны по трем точ -
кам пе ре се че ния па ра бо лы с ис ход ной кри вой

y0 = Ax0
2 + Bx0 + C;

y1 = Ax1
2 + Bx1 + C; (7.12)

y2 = Ax2
2 + Bx0 + C.

В со от вет ст вии с рис. 7.13 обо зна чим 2h = x2 – x0 . Тог да
пло щадь под па ра бо лой на ша ге 2h вы чис ля ет ся по фор му ле

S = (Ax2 + Bx + C)dx = A + B + Cx .

Ес ли при нять х0 = –h, x1 = 0, x2 = h (см. рис. 7.13), то

S = (2Ah2 + 6C). (7.13)

Тог да урав не ния зна че ний функ ции в си с те ме (7.12)
име ют вид

y0 = Ah2 – Bh + C;

y1 = C;

y2 = Ah2 + Bh + C.

Рас смо т рим сум му

y0 + 4y1 + y2 = 2Ah2 + 6C,

по хо жую на пра вую часть вы ра же ния (7.13).
От сю да урав не ние (7.13) при мет вид

S = (y0 + 4y1 + y2),

тог да

f(x)dx � (y0 + 4y1 + y2);

f(x)dx � (y2 + 4y3 + y4) и т.д.
x2

∫
x2

h
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3
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Скла ды вая эти вы ра же ния для эле мен тар ных пло ща дей
под кри вой f(x), по лу ча ем фор му лу Симп со на

f(x)dx = [y0 + y2m + 2(y2 + y4 + ... + y2m–2) +

+ 4(y1 + y3 + ... + y2m–1)].

Чем боль ше чис ло m, тем точ нее зна че ние ин те г ра ла,
при чем об щее раз би е ние от рез ка [a, b] про из во дит ся на чет -
ное чис ло 2m.

При мер 7.3. Вы чис лить при бли жен ное зна че ние оп ре де лен но -

го ин те г ра ла dx с по мо щью фор му лы Симп со на, раз бив

от ре зок ин те г ри ро ва ния на 10 ча с тей.
Решение. За ме тим, что здесь 2m = 10, f(x) = dx.
По фор му ле Симп со на по лу чим

dx � (y(–2) + y(8) + 2[y(0) + y(2) + y(4) +

+ y(6)] + 4[y(–1) + y(1) + y(3) + y(5) + y(7))].

Вы чис ля ем зна че ния функ ции на уз ло вых точ ках. Рас че ты
офор мим в ви де таб ли цы.

Под став ляя в фор му лу Симп со на по лу чен ные зна че ния, име ем

dx � [2,828 + 22,978 + 2(4 + 4,899 + 8,944 +

+ 15,232) + 4(3,873 + 4,123 + 6,557 + 11,874 + 18,947)] = 91,151.

За ме тим, что точ ное зна че ние это го ин те г ра ла рав но 91,173.
Как вид но, да же при срав ни тель но не боль шом ша ге раз би е ния

точ ность по лу чен но го ре зуль та та впол не удов ле тво ри тель ная.
Для срав не ния при ме ним к этой же за да че фор му лу тра пе ций.

dx � + y1 + y2 + ... + yn–1 =

= + 3,873 + 4 +4,123 + 4,899 + 6,557 +

+ 8,944 + 11,874 + 15,232 + 18,947 = 91,352.


8 + 2
————

10



2,828 + 22,978
———————————

2
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∫
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y0 + yn—————
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8 + 2
————
6 · 5

��������x 3 + 16
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m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

f(x) 2,828 3,873 4 4,123 4,899 6,557 8,944 11,874 15,232 18,947 22,978
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b – a
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Скла ды вая эти вы ра же ния для эле мен тар ных пло ща дей
под кри вой f(x), по лу ча ем фор му лу Симп со на

f(x)dx = [y0 + y2m + 2(y2 + y4 + ... + y2m–2) +

+ 4(y1 + y3 + ... + y2m–1)].

Чем боль ше чис ло m, тем точ нее зна че ние ин те г ра ла,
при чем об щее раз би е ние от рез ка [a, b] про из во дит ся на чет -
ное чис ло 2m.

При мер 7.3. Вы чис лить при бли жен ное зна че ние оп ре де лен но -

го ин те г ра ла dx с по мо щью фор му лы Симп со на, раз бив

от ре зок ин те г ри ро ва ния на 10 ча с тей.
Решение. За ме тим, что здесь 2m = 10, f(x) = dx.
По фор му ле Симп со на по лу чим

dx � (y(–2) + y(8) + 2[y(0) + y(2) + y(4) +

+ y(6)] + 4[y(–1) + y(1) + y(3) + y(5) + y(7))].

Вы чис ля ем зна че ния функ ции на уз ло вых точ ках. Рас че ты
офор мим в ви де таб ли цы.

Под став ляя в фор му лу Симп со на по лу чен ные зна че ния, име ем

dx � [2,828 + 22,978 + 2(4 + 4,899 + 8,944 +

+ 15,232) + 4(3,873 + 4,123 + 6,557 + 11,874 + 18,947)] = 91,151.

За ме тим, что точ ное зна че ние это го ин те г ра ла рав но 91,173.
Как вид но, да же при срав ни тель но не боль шом ша ге раз би е ния

точ ность по лу чен но го ре зуль та та впол не удов ле тво ри тель ная.
Для срав не ния при ме ним к этой же за да че фор му лу тра пе ций.

dx � + y1 + y2 + ... + yn–1 =

= + 3,873 + 4 +4,123 + 4,899 + 6,557 +

+ 8,944 + 11,874 + 15,232 + 18,947 = 91,352.


8 + 2
————
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2,828 + 22,978
———————————
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��������x 3 + 16
b – a
————
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y0 + yn—————
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8 + 2
————
6 · 5

��������x 3 + 16
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∫
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m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

f(x) 2,828 3,873 4 4,123 4,899 6,557 8,944 11,874 15,232 18,947 22,978
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Фор му ла тра пе ций да ла ме нее точ ный ре зуль тат по срав не нию
с фор му лой Симп со на. �

Кро ме вы ше пе ре чис лен ных спо со бов, мож но вы чис лить
зна че ние оп ре де лен но го ин те г ра ла с по мо щью раз ло же ния
по дын те г раль ной функ ции в сте пен ной ряд.

Суть это го ме то да со сто ит в том, что бы за ме нить по дын -
те г раль ную функ цию по фор му ле Тей ло ра и по член но про -
ин те г ри ро вать по лу чен ную сум му.

При мер 7.4. С точ но с тью до 0,001 вы чис лить ин те г рал

dx.

Решение. Так как ин те г ри ро ва ние про из во дит ся в ок ре ст но с ти
точ ки х = 0, то мож но вос поль зо вать ся для раз ло же ния по дын те г -
раль ной функ ции фор му лой Мак ло ре на.

Раз ло же ние функ ции cos x име ет вид

cos x = 1 – + – + ... + (–1)n + ... = (–1)n .

Зная раз ло же ние функ ции cos x, лег ко най ти функ цию 1 – cos x

1 – cos x = – + – ... + (–1)n+1 + ... = (–1)n+1 .

В этой фор му ле сум ми ро ва ние про из во дит ся по п от 1 до бес -
ко неч но с ти, а в пре ды ду щей — от 0 до бес ко неч но с ти. Это не
ошиб ка — так по лу ча ет ся в ре зуль та те пре об ра зо ва ния.

Те перь пред ста вим в ви де ря да по дын те г раль ное вы ра же ние

= – + – ... + (–1)n–1 + ... = (–1)n–1 .

Пред ста вим ис ход ный ин те г рал в ви де

dx = (–1)n–1 dx.

В сле ду ю щем дей ст вии бу дет при ме не на те о ре ма о по член ном
ин те г ри ро ва нии ря да, т.е. ин те г рал от сум мы бу дет пред став лен
в ви де сум мы ин те г ра лов чле нов ря да.

Во об ще го во ря, со стро го те о ре ти че с кой точ ки зре ния для при -
ме не ния этой те о ре мы на до до ка зать, что ряд схо дит ся рав но мер -
но на от рез ке ин те г ри ро ва ния [0, 0,5].
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При ни мая без до ка за тель ст ва, что ряд схо дит ся, за пи шем

dx = (–1)n–1 dx = x2n–2dx =

= · = .

В ито ге по лу ча ем

dx= =

= – + – ... =

= 0,25 – 0,00174 + 0,0000086 – ... � 0,248.

Как вид но, аб со лют ная ве ли чи на чле нов ря да очень бы с т ро
умень ша ет ся и тре бу е мая точ ность до сти га ет ся уже при тре ть ем
чле не раз ло же ния.

За ме тим, что бо лее точ ное вы чис ле ние это го ин те г ра ла да ет
зна че ние 0,2482725418… �

Вопросы и задания для самоконтроля
1. На зо ви те и оха рак те ри зуй те ос нов ные тре бо ва ния

к ор га ни за ции вы чис ли тель но го про цес са.
2. Что на зы ва ют ап прок си ма ци ей функ ций?
3. Ка ким об ра зом про во дят ся ли ней ная и ква д ра тич ная

ин тер по ля ции функ ций?
4. Опи ши те про цесс ап прок си ма ции про из вод ных с по -

мо щью ко неч ных раз но стей.
5. Что на зы ва ют по греш но с тью ап прок си ма ции про из -

вод ной?
6. За пи ши те фор му лы ап прок си ма ции ча ст ных про из -

вод ных.
7. Оха рак те ри зуй те про цесс чис лен но го ре ше ния диф -

фе рен ци аль ных урав не ний на ос но ве раз но ст ных схем.
8. Опи ши те ме тод Эй ле ра, уточ нен ный ме тод Эй ле ра,

ме тод Рун ге—Кут та чис лен но го ре ше ния диф фе рен ци аль -
ных урав не ний.

9. Как осу ще ств ля ет ся чис лен ное ре ше ние диф фе рен -
ци аль ных урав не ний с ча ст ны ми про из вод ны ми?

10. За пи ши те фор му лу пря мо уголь ни ков, фор му лу тра -
пе ций, фор му лу Симп со на чис лен но го вы чис ле ния оп ре де -
лен ных ин те г ра лов.
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192 Глава 7. Численные методы решения задач
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При ни мая без до ка за тель ст ва, что ряд схо дит ся, за пи шем

dx = (–1)n–1 dx = x2n–2dx =

= · = .

В ито ге по лу ча ем

dx= =

= – + – ... =

= 0,25 – 0,00174 + 0,0000086 – ... � 0,248.

Как вид но, аб со лют ная ве ли чи на чле нов ря да очень бы с т ро
умень ша ет ся и тре бу е мая точ ность до сти га ет ся уже при тре ть ем
чле не раз ло же ния.

За ме тим, что бо лее точ ное вы чис ле ние это го ин те г ра ла да ет
зна че ние 0,2482725418… �

Вопросы и задания для самоконтроля
1. На зо ви те и оха рак те ри зуй те ос нов ные тре бо ва ния

к ор га ни за ции вы чис ли тель но го про цес са.
2. Что на зы ва ют ап прок си ма ци ей функ ций?
3. Ка ким об ра зом про во дят ся ли ней ная и ква д ра тич ная

ин тер по ля ции функ ций?
4. Опи ши те про цесс ап прок си ма ции про из вод ных с по -

мо щью ко неч ных раз но стей.
5. Что на зы ва ют по греш но с тью ап прок си ма ции про из -

вод ной?
6. За пи ши те фор му лы ап прок си ма ции ча ст ных про из -

вод ных.
7. Оха рак те ри зуй те про цесс чис лен но го ре ше ния диф -

фе рен ци аль ных урав не ний на ос но ве раз но ст ных схем.
8. Опи ши те ме тод Эй ле ра, уточ нен ный ме тод Эй ле ра,

ме тод Рун ге—Кут та чис лен но го ре ше ния диф фе рен ци аль -
ных урав не ний.

9. Как осу ще ств ля ет ся чис лен ное ре ше ние диф фе рен -
ци аль ных урав не ний с ча ст ны ми про из вод ны ми?

10. За пи ши те фор му лу пря мо уголь ни ков, фор му лу тра -
пе ций, фор му лу Симп со на чис лен но го вы чис ле ния оп ре де -
лен ных ин те г ра лов.
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Гла ва 8
МОДЕЛИ ПОВЕДЕНИЯ ПОТРЕБИТЕЛЯ

Как по ка зы ва ют ис сле до ва ния, в эко но ми ке име ют ме с -
то ус той чи вые ко ли че ст вен ные за ко но мер но с ти. По этой
при чи не и воз мож но их стро гое ма те ма ти че с кое опи са ние
в ви де эко но ми ко�ма те ма ти че с ких мо де лей. Ос нов ным ма -
те ма ти че с ким по ня ти ем, ис поль зу е мым в этих мо де лях, яв -
ля ет ся по ня тие функ ции.

Учи ты вая, что эко но ми че с кие яв ле ния и про цес сы обус -
лов ли ва ют ся дей ст ви ем раз лич ных фак то ров, для их ис сле -
до ва ний ши ро ко ис поль зу ют ся функ ции не сколь ких пе ре -
мен ных. На и бо лее ши ро ко при ме ня ют ся са мые про стые
сре ди них — ли ней ные функ ции.

Сре ди дру гих функ ций вы де ля ют ся муль ти пли катив ные
функ ции, поз во ля ю щие пред ста вить за ви си мую пе ре мен ную
в ви де про из ве де ния фак тор ных пе ре мен ных, об ра ща ю ще го
ее в нуль при от сут ст вии дей ст вия хо тя бы од но го фак то ра.

Ес ли дей ст ви ем по боч ных фак то ров мож но пре не бречь
или уда ет ся за фик си ро вать эти фак то ры на оп ре де лен ных
уров нях, то вли я ние од но го глав но го фак то ра изу ча ет ся
с по мо щью функ ции од ной пе ре мен ной.

При этом на ря ду с про стей ши ми ли ней ны ми функ ци я ми
ис поль зу ют ся не ли ней ные функ ции, та кие как дроб но�ра ци о-
наль ные, сте пен ные, по ка за тель ные, ло га риф ми че с кие и др.
Пе ри о дич ность оп ре де лен но го клас са эко но ми че с ких про -
цес сов поз во ля ет так же ис поль зо вать три го но ме т ри че с кие
функ ции.

Ни же бу дут рас смо т ре ны ос нов ные функ ции, при ме ня -
емые в эко но ми ко�ма те ма ти че с ких мо де лях.

8.1. Функция полезности. Кривые безразличия

Пусть по тре би тель мо жет по тра тить не ко то рую де неж -
ную сум му R на при об ре те ние на бо ра то ва ров. Ве ли чи ну R
обыч но на зы ва ют бю д жет ным ог ра ни че ни ем. Ма те ма ти че с -
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196 Глава 8. Модели поведения потребителя

кая мо дель по ве де ния по тре би те ля на зы ва ет ся мо де лью по -
тре би тель ско го вы бо ра.

Рас смо т рим слу чай, ког да при об ре та е мый по тре би те лем
на бор со сто ит из двух то ва ров.

Обо зна чим x1 — ко ли че ст во при об ре та е мо го пер во го то ва-
ра, x2 — ко ли че ст во вто ро го то ва ра. С ма те ма ти че с кой точ -
ки зре ния по тре би тель ский на бор пред став ля ет со бой век -
тор �x = (x1, x2) или точ ку на ко ор ди нат ной пло с ко сти.

По тре би тель из каж дых двух на бо ров пред по чи та ет один
ли бо они для не го рав но знач ны.

Ес ли каж до му на бо ру x = (x1, x2) ста вит ся в со от вет ст вие
не ко то рая чис ло вая оцен ка (ко то рая тем вы ше, чем пред по ч -
ти тель нее на бор для по тре би те ля), то тем са мым за да ет ся функ-
ция, ко то рая на зы ва ет ся функ ци ей по лез но с ти и обыч но
обо зна ча ет ся u(x) = u(x1, x2).

Оче вид но, что ес ли для по тре би те ля на бор

xA = (x1A, x2A)

пред по чти тель нее, чем на бор

xB = (x1B, x2B),

то счи та ет ся, что u(xA) > u(xB).
Ес ли эти на бо ры для по тре би те ля рав но знач ны, то при -

ни ма ет ся u(xA) = u(xB).
Сфор му ли ру ем ос нов ные свойства функ ции по лез но с ти.
1. Уве ли че ние ко ли че ст ва од но го то ва ра в на бо ре при

по сто ян ном ко ли че ст ве дру го го при во дит к уве ли че нию
зна че ния функ ции по лез но с ти.

То есть при ∆x1 > 0 и ∆x2 > 0 име ют ме с то не ра вен ст ва

u(x1 + ∆x1, x2) > u(x1, x2);

u(x1, x2 + ∆x2) > u(x1, x2).

Из этих не ра венств сле ду ет, что ча ст ные про из вод ные
функ ции по лез но с ти u(x1, x2) по ло жи тель ны в лю бой точ ке
(x1, x2), т.е.

u�x1
= > 0;   u�x2

= > 0.

В эко но ми ке ча с то ис поль зу ют тер ми но ло гию, от лич -
ную от ма те ма ти че с кой. Так, про из вод ную не ко то рой функ -
ции на зы ва ют пре дель ной ве ли чи ной, а са му функ цию при
этом — сум мар ной ве ли чи ной.

∂u
——
∂x2

∂u
——
∂x1
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кая мо дель по ве де ния по тре би те ля на зы ва ет ся мо де лью по -
тре би тель ско го вы бо ра.

Рас смо т рим слу чай, ког да при об ре та е мый по тре би те лем
на бор со сто ит из двух то ва ров.

Обо зна чим x1 — ко ли че ст во при об ре та е мо го пер во го то ва-
ра, x2 — ко ли че ст во вто ро го то ва ра. С ма те ма ти че с кой точ -
ки зре ния по тре би тель ский на бор пред став ля ет со бой век -
тор �x = (x1, x2) или точ ку на ко ор ди нат ной пло с ко сти.

По тре би тель из каж дых двух на бо ров пред по чи та ет один
ли бо они для не го рав но знач ны.

Ес ли каж до му на бо ру x = (x1, x2) ста вит ся в со от вет ст вие
не ко то рая чис ло вая оцен ка (ко то рая тем вы ше, чем пред по ч -
ти тель нее на бор для по тре би те ля), то тем са мым за да ет ся функ-
ция, ко то рая на зы ва ет ся функ ци ей по лез но с ти и обыч но
обо зна ча ет ся u(x) = u(x1, x2).

Оче вид но, что ес ли для по тре би те ля на бор

xA = (x1A, x2A)

пред по чти тель нее, чем на бор

xB = (x1B, x2B),

то счи та ет ся, что u(xA) > u(xB).
Ес ли эти на бо ры для по тре би те ля рав но знач ны, то при -

ни ма ет ся u(xA) = u(xB).
Сфор му ли ру ем ос нов ные свойства функ ции по лез но с ти.
1. Уве ли че ние ко ли че ст ва од но го то ва ра в на бо ре при

по сто ян ном ко ли че ст ве дру го го при во дит к уве ли че нию
зна че ния функ ции по лез но с ти.

То есть при ∆x1 > 0 и ∆x2 > 0 име ют ме с то не ра вен ст ва

u(x1 + ∆x1, x2) > u(x1, x2);

u(x1, x2 + ∆x2) > u(x1, x2).

Из этих не ра венств сле ду ет, что ча ст ные про из вод ные
функ ции по лез но с ти u(x1, x2) по ло жи тель ны в лю бой точ ке
(x1, x2), т.е.

u�x1
= > 0;   u�x2

= > 0.

В эко но ми ке ча с то ис поль зу ют тер ми но ло гию, от лич -
ную от ма те ма ти че с кой. Так, про из вод ную не ко то рой функ -
ции на зы ва ют пре дель ной ве ли чи ной, а са му функ цию при
этом — сум мар ной ве ли чи ной.

∂u
——
∂x2

∂u
——
∂x1

Яв ля ясь про из вод ной, пре дель ная ве ли чи на по ка зы ва ет
ско рость из ме не ния со от вет ст ву ю щей сум мар ной ве ли чи -
ны в рас сма т ри ва е мом эко но ми че с ком про цес се. По это му
ча ст ные про из вод ные функ ции по лез но с ти в эко но ми ке
обыч но на зы ва ют пре дель ны ми по лез но с тя ми то ва ров.

Для пре дель ных по лез но с тей ис поль зу ют обо зна че ния

Mx1
= — пре дель ная по лез ность первого то ва ра,

Mx2
= — пре дель ная по лез ность второго то ва ра.

2. Пре дель ная по лез ность то ва ра умень ша ет ся при рос те
его ко ли че ст ва в на бо ре. От сю да сле ду ет, что про из вод ные
пре дель ных по лез но с тей, т.е. вто рые ча ст ные про из вод ные
функ ции по лез но с ти, от ри ца тель ны

< 0;   < 0.

Это свой ст во оз на ча ет, что оди на ко вое при ра ще ние ко -
ли че ст ва то ва ра в на бо ре да ет боль шее при ра ще ние функ -
ции по лез но с ти при мень шем ис ход ном ко ли че ст ве то ва ра
в на бо ре.

Ли нии уров ня функ ции по лез но с ти u(x1, x2) = с на зы ва -
ют ся кри вы ми без раз ли чия.

Из оп ре де ле ния ли нии уров ня сле ду ет, что кри вые без -
раз ли чия со дер жат точ ки ко ор ди нат ной пло с ко сти x1Оx2
с оди на ко вым зна че ни ем функ ции по лез но с ти u(x1 , x2).

На рис. 8.1 изо б ра же ны кри вые без раз ли чия для зна че -
ний функ ции по лез но с ти u1, u2, u3 при ус ло вии u1 < u2 < u3.

На ос но ве свойств функ ции по лез но с ти мож но по ка зать,
что кри вые без раз ли чия на пло с ко сти x1Оx2 пред став ля ют
со бой вы пук лые вниз гра фи ки убы ва ю щих функ ций.

∂2u
——
∂x2

2
∂2u
——
∂x1

2

∂u
——
∂x2

∂u
——
∂x1

Рис. 8.1. Кри вые без раз ли чия

x2

x1

u1

u2

u3

u1 < u2 < u3

0
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Содержание

8.2. Задача потребительского выбора.
Кривые «доход-потребление» и «цена-потребление»
За да ча по тре би тель ско го вы бо ра за клю ча ет ся в оп ре -

де ле нии та ко го на бо ра то ва ров x* = (x1*, x2*), ко то рый да ет
мак си маль ное зна че ние функ ции по лез но с ти u(x1, x2) при
за дан ном бю д жет ном ог ра ни че нии R.

Пусть це ны еди ниц то ва ров p1 и p2 из ве ст ны и по сто ян -
ны. Тог да ма те ма ти че с кая формулировка за да чи по тре би -
тель ско го вы бо ра име ет вид

u(x1, x2) � max

при ог ра ни че ни ях

p1x1 + p2x2 � R; (8.1)
x1 � 0; x2 � 0.

Мно же ст во то чек на ко ор ди нат ной пло с ко сти (x1x2), ко -
ор ди на ты ко то рых удов ле тво ря ют си с те ме ог ра ни че ний,
на зы ва ет ся об ла с тью до пу с ти мых ре ше ний.

Оче вид но, что эта об ласть пред став ля ет со бой пря мо -
уголь ный тре у голь ник, по ка зан ный на рис. 8.2.

Глава 8. Модели поведения потребителя198

Рис. 8.2. К за да че по тре би тель ско го вы бо ра
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Область
допустимых решений

Кривая безразличия

Из рис. 8.2 очевид но, что для ре ше ния за да чи по тре би -
тель ско го вы бо ра нуж но най ти точ ку А, ко то рой со от вет ст -
ву ет ре ше ние x* = (x1*, x2*). Эта точ ка при над ле жит од но вре -
мен но об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний и кри вой без раз ли чия
с мак си маль ным зна че ни ем u(x1, x2). Сле до ва тель но, точ ка А
долж на ле жать на ги по те ну зе тре у голь ни ка, а кри вая без -
раз ли чия — ка сать ся ги по те ну зы в этой точ ке. Эта за да ча
яв ля ет ся за да чей не ли ней но го про грам ми ро ва ния.
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8.2. Задача потребительского выбора.
Кривые «доход-потребление» и «цена-потребление»
За да ча по тре би тель ско го вы бо ра за клю ча ет ся в оп ре -

де ле нии та ко го на бо ра то ва ров x* = (x1*, x2*), ко то рый да ет
мак си маль ное зна че ние функ ции по лез но с ти u(x1, x2) при
за дан ном бю д жет ном ог ра ни че нии R.

Пусть це ны еди ниц то ва ров p1 и p2 из ве ст ны и по сто ян -
ны. Тог да ма те ма ти че с кая формулировка за да чи по тре би -
тель ско го вы бо ра име ет вид

u(x1, x2) � max

при ог ра ни че ни ях

p1x1 + p2x2 � R; (8.1)
x1 � 0; x2 � 0.

Мно же ст во то чек на ко ор ди нат ной пло с ко сти (x1x2), ко -
ор ди на ты ко то рых удов ле тво ря ют си с те ме ог ра ни че ний,
на зы ва ет ся об ла с тью до пу с ти мых ре ше ний.

Оче вид но, что эта об ласть пред став ля ет со бой пря мо -
уголь ный тре у голь ник, по ка зан ный на рис. 8.2.

Глава 8. Модели поведения потребителя198

Рис. 8.2. К за да че по тре би тель ско го вы бо ра
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допустимых решений

Кривая безразличия

Из рис. 8.2 очевид но, что для ре ше ния за да чи по тре би -
тель ско го вы бо ра нуж но най ти точ ку А, ко то рой со от вет ст -
ву ет ре ше ние x* = (x1*, x2*). Эта точ ка при над ле жит од но вре -
мен но об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний и кри вой без раз ли чия
с мак си маль ным зна че ни ем u(x1, x2). Сле до ва тель но, точ ка А
долж на ле жать на ги по те ну зе тре у голь ни ка, а кри вая без -
раз ли чия — ка сать ся ги по те ну зы в этой точ ке. Эта за да ча
яв ля ет ся за да чей не ли ней но го про грам ми ро ва ния.

С уче том это го фак та в ма те ма ти че с кой фор му ли ров ке
(8.1) за да чи по тре би тель ско го вы бо ра сле ду ет пер вое ог ра -
ни че ние за пи сать в ви де ра вен ст ва

p1x1 + p2x2 = R. (8.2)

Та ким об ра зом, по лу чи ли за да чу на нахождение ус лов -
но го экс тре мума функ ции двух пе ре мен ных, ко то рую мож -
но ре шить ме то дом мно жи те лей Ла г ран жа.

Функ ция Ла г ран жа для этой за да чи име ет вид
L(x1, x2, λ) = u(x1, x2) + λ(p1x1 + p2x2 – R).

Для на хож де ния кри ти че с кой точ ки при рав ни ва ем ну лю
ча ст ные про из вод ные функ ции Ла г ран жа по x1, x2 и λ:

Из пер вых двух урав не ний по лу ча ем

= . (8.3)

Ре шая это урав не ние сов ме ст но с тре ть им урав не ни ем,
по лу ча ем ис ко мую точ ку x* = (x1*, x2*).

При мер 8.1. Функ ция по лез но с ти име ет вид u(x1, x2) = x1x2.
Це на еди ни цы пер во го то ва ра рав на p1 = 10 руб., а вто ро го — p2 =
= 40 руб. Бю д жет ное ог ра ни че ние со став ля ет R = 400 руб.

Най ти оп ти маль ный по тре би тель ский на бор.
Решение. Най дем про из вод ные функ ции по лез но с ти

u�x1
= x2;   u�x2

= x1.

В со от вет ст вии с фор му лой (8.3) и ог ра ни че ни ем (8.2) в ви де
ра вен ст ва за пи шем

Ре шая по лу чен ную си с те му, име ем

Та ким об ра зом, оп ти маль ный по тре би тель ский на бор со сто ит
из 20 ед. пер во го то ва ра и 5 ед. — вто ро го.

От вет: x * = (20, 5). �

R 400
x1 = ——= ——— = 20,

2p1 2 · 10
R 400

x2 = ——= ——— = 5.
2p2 2 · 40







x2 p1— = — ,x1 p2
p1x1 + p2x2 = R.





p1—
p2

u�x1——
u�x2

L�x1
= u�x1

+ λp1 = 0,
L�x2

= u�x2
+ λp2 = 0,

L�λ = p1x1 + p2x2 – R = 0.





1998.2. Задача потребительского выбора. Кривые «доход-потребление»...
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Содержание

Рас смо т рим те перь за да чу по тре би тель ско го вы бо ра для
про из воль но го чис ла то ва ров. Пусть по тре би тель тра тит
весь свой до ход I на при об ре те ние n то ва ров.

Тог да за да чу по тре би тель ско го вы бо ра мож но сфор -
му ли ро вать сле ду ю щим об ра зом:

u(x1, x2, ..., xn) � max

при ог ра ни че ни ях

p1x1 + p2x2 + ... + pn xn = I;
xi � 0, i = 1, ..., n,

где u(x1, x2, ..., xn) — функ ция по лез но с ти по тре би те ля; pi —
це на еди ни цы i�го то ва ра; xi — ко ли че ст во еди ниц i�го то ва -
ра, при об ре та е мое по тре би те лем.

Ре шая эту за да чу ме то дом мно жи те лей Ла г ран жа, мож но
по лу чить со от но ше ние ви да (8.3)

= , где j = 1, …, n; i � j.

То есть при оп ти маль ном по тре би тель ском вы бо ре от но -
ше ние пре дель ных по лез но с тей двух то ва ров рав но от но ше -
нию их цен.

Од на из на и бо лее ча с то ис поль зу е мых функ ций по лез -
но с ти име ет вид

u(x1, x2, ..., xn) = x1x2 ... xn .

При та кой функ ции по лез но с ти ре ше ние за да чи по тре -
би тель ско го вы бо ра за пи шет ся как

xi = . (8.4)

То есть весь до ход I по тре би те ля де лит ся на n рав ных ча -
с тей и ко ли че ст во при об ре та е мо го i�го то ва ра (спрос по тре -
би те ля на i�й то вар) оп ре де ля ет ся де ле ни ем од ной n�й ча с -
ти до хо да на це ну i�го то ва ра pi.

Пусть те перь це на i�го то ва ра по вы си лась с pi до ~pi
(~pi > pi). Яс но, что при этом име ет ме с то по те ря бла го со сто -
я ния по тре би те ля, вы ра жа ю ща я ся в умень ше нии функ ции
по лез но с ти.

Для двух то ва ров эту си ту а цию изо б ра зим гра фи че с ки

(рис. 8.3), где пря мая , пред став ля ет со бой ли нию


I
—
p1

I
—
p2




I
–––
npi

pi—
pj

u�xi——
u�xj

Глава 8. Модели поведения потребителя200
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Рас смо т рим те перь за да чу по тре би тель ско го вы бо ра для
про из воль но го чис ла то ва ров. Пусть по тре би тель тра тит
весь свой до ход I на при об ре те ние n то ва ров.

Тог да за да чу по тре би тель ско го вы бо ра мож но сфор -
му ли ро вать сле ду ю щим об ра зом:

u(x1, x2, ..., xn) � max

при ог ра ни че ни ях

p1x1 + p2x2 + ... + pn xn = I;
xi � 0, i = 1, ..., n,

где u(x1, x2, ..., xn) — функ ция по лез но с ти по тре би те ля; pi —
це на еди ни цы i�го то ва ра; xi — ко ли че ст во еди ниц i�го то ва -
ра, при об ре та е мое по тре би те лем.

Ре шая эту за да чу ме то дом мно жи те лей Ла г ран жа, мож но
по лу чить со от но ше ние ви да (8.3)

= , где j = 1, …, n; i � j.

То есть при оп ти маль ном по тре би тель ском вы бо ре от но -
ше ние пре дель ных по лез но с тей двух то ва ров рав но от но ше -
нию их цен.

Од на из на и бо лее ча с то ис поль зу е мых функ ций по лез -
но с ти име ет вид

u(x1, x2, ..., xn) = x1x2 ... xn .

При та кой функ ции по лез но с ти ре ше ние за да чи по тре -
би тель ско го вы бо ра за пи шет ся как

xi = . (8.4)

То есть весь до ход I по тре би те ля де лит ся на n рав ных ча -
с тей и ко ли че ст во при об ре та е мо го i�го то ва ра (спрос по тре -
би те ля на i�й то вар) оп ре де ля ет ся де ле ни ем од ной n�й ча с -
ти до хо да на це ну i�го то ва ра pi.

Пусть те перь це на i�го то ва ра по вы си лась с pi до ~pi
(~pi > pi). Яс но, что при этом име ет ме с то по те ря бла го со сто -
я ния по тре би те ля, вы ра жа ю ща я ся в умень ше нии функ ции
по лез но с ти.

Для двух то ва ров эту си ту а цию изо б ра зим гра фи че с ки

(рис. 8.3), где пря мая , пред став ля ет со бой ли нию


I
—
p1

I
—
p2




I
–––
npi

pi—
pj

u�xi——
u�xj
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бю д жет но го ог ра ни че ния при ста рых це нах на то ва ры. Точ -
ка ка са ния x* — оп ти маль ный по тре би тель ский на бор для
это го слу чая.

Пусть те перь це на пер во го то ва ра по вы си лась и ста ла

рав ной ~p1 (~p1 > p1). Пря мая , — ли ния бю д жет но го ог -

ра ни че ния при по вы шен ной це не ~p1.
Оче вид но, что но вая кри вая без раз ли чия ~u, ка са ю ща я ся

ли нии бю д жет но го ог ра ни че ния , при но вой це не,

будет про хо дить ни же, чем ста рая u, т.е. функ ция по лез но с ти
по тре би те ля умень шит ся. Оп ти маль ный по тре би тель ский
на бор те перь ~x*.

До пу с тим, что из со об ра же ний со ци аль ной по ли ти ки ре ше-
но ком пен си ро вать ука зан ную по те рю бла го со сто я ния по -
тре би те ля, уве ли чив его до ход до уров ня ~I так, что бы функ -
ция по лез но с ти ос та лась на преж нем уров не и бы ла рав на u.

Яс но, что при та кой ком пен са ции пря мая бю д жет но го ог -

ра ни че ния долж на быть па рал лель на ли нии , и ка сать-

ся той же са мой кри вой без раз ли чия u, что и при ста рой це не.

Эта пря мая , по ка за на на рис. 8.3 пунк тир ной ли -

ни ей. Оп ти маль ный по тре би тель ский вы бор те перь со от -
вет ст ву ет точ ке ~x*комп.
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2018.2. Задача потребительского выбора. Кривые «доход-потребление»...

Рис. 8.3. К вы чис ле нию оп ти маль но го по тре би тель ско го на бо ра
при по вы ше нии це ны на то вар и ком пен са ции
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202 Глава 8. Модели поведения потребителя

При мер 8.2. Функ ция по лез но с ти рав на u(x1, x2) = x1x2. Це на
пер во го то ва ра p1 по вы си лась в 2 ра за, т.е. ~p1 = 2p1.

До ка ко го уров ня дол жен быть ком пен си ро ван до ход по тре би -
те ля I для со хра не ния уров ня бла го со сто я ния по тре би те ля?

Ка ков при этом бу дет оп ти маль ный по тре би тель ский на бор,
ес ли до по вы ше ния це ны он был x* = (x1

*, x2
*)?

Решение. Для дан ной функ ции по лез но с ти u(x1, x2), как бы ло
по ка за но вы ше, оп ти маль ный по тре би тель ский на бор до по вы ше -
ния це ны x* = (x1

*, x2
*) оп ре де ля ет ся по фор му ле (8.4) для двух то -

ва ров

x1
* = ;   x2

* = .

Со глас но ус ло вию за да чи функ ция по лез но с ти при та ком по -
тре би тель ском на бо ре рав на

u = x1
*x2

* = · = .

По сле по вы ше ния це ны на пер вый то вар и ее ком пен са ции оп -
ти маль ный по тре би тель ский на бор и функ ция по лез но с ти име ют
вид

~x*
1комп = = ,   ~x*

2комп = ;

u = ~x*
1комп

~x*
2комп = · = .

По сколь ку при со хра не нии уров ня бла го со сто я ния по тре би те ля
зна че ние функ ции по лез но с ти не из ме ня ет ся, то мож но за пи сать

= , от сю да 
~
I = I .

То есть до ход по тре би те ля дол жен быть ком пен си ро ван до
уров ня I . Най дем оп ти маль ный по тре би тель ский на бор по сле
по вы ше ния це ны на пер вый то вар и ком пен са ции

~x*
1комп = = = = · = ;

~x*
2комп = = = · = x*

2 .

Итак, ~x*
1 = ; ~x*

2 = x*
2 . �

На ос но ве про ве ден ных вы ше рас суж де ний по ст ро им
кри вые «до ход�по треб ле ние» и «це на�по треб ле ние», ча с то
ис поль зу е мые в эко но ми ке.

���2
x*

1–––
���2

���2���2
~
I
–––
2p2

I
–––
2p2

I���2
––––
2p2

x*
1–––

���2
1
–––
���2

I
–––
2p1

I���2
––––
4p1

~
I
–––
4p1

~
I
–––
2~p1

���2

���2
I 2

–––––
4p1p2

~
I 2

–––––
8p1p2

~
I
–––
2p2

~
I
–––
2p2

~
I
–––
4p1

~
I 2

–––––
8p1p2

I 2

–––––
4p1p2

I
–––
2p2

I
–––
2p1

~
I
–––
4p1

~
I
–––
2~p1

I
–––
2p2

I
–––
2p1
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202 Глава 8. Модели поведения потребителя

При мер 8.2. Функ ция по лез но с ти рав на u(x1, x2) = x1x2. Це на
пер во го то ва ра p1 по вы си лась в 2 ра за, т.е. ~p1 = 2p1.

До ка ко го уров ня дол жен быть ком пен си ро ван до ход по тре би -
те ля I для со хра не ния уров ня бла го со сто я ния по тре би те ля?

Ка ков при этом бу дет оп ти маль ный по тре би тель ский на бор,
ес ли до по вы ше ния це ны он был x* = (x1

*, x2
*)?

Решение. Для дан ной функ ции по лез но с ти u(x1, x2), как бы ло
по ка за но вы ше, оп ти маль ный по тре би тель ский на бор до по вы ше -
ния це ны x* = (x1

*, x2
*) оп ре де ля ет ся по фор му ле (8.4) для двух то -

ва ров

x1
* = ;   x2

* = .

Со глас но ус ло вию за да чи функ ция по лез но с ти при та ком по -
тре би тель ском на бо ре рав на

u = x1
*x2

* = · = .

По сле по вы ше ния це ны на пер вый то вар и ее ком пен са ции оп -
ти маль ный по тре би тель ский на бор и функ ция по лез но с ти име ют
вид

~x*
1комп = = ,   ~x*

2комп = ;

u = ~x*
1комп

~x*
2комп = · = .

По сколь ку при со хра не нии уров ня бла го со сто я ния по тре би те ля
зна че ние функ ции по лез но с ти не из ме ня ет ся, то мож но за пи сать

= , от сю да 
~
I = I .

То есть до ход по тре би те ля дол жен быть ком пен си ро ван до
уров ня I . Най дем оп ти маль ный по тре би тель ский на бор по сле
по вы ше ния це ны на пер вый то вар и ком пен са ции

~x*
1комп = = = = · = ;

~x*
2комп = = = · = x*

2 .

Итак, ~x*
1 = ; ~x*

2 = x*
2 . �

На ос но ве про ве ден ных вы ше рас суж де ний по ст ро им
кри вые «до ход�по треб ле ние» и «це на�по треб ле ние», ча с то
ис поль зу е мые в эко но ми ке.
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Кривая
«доход-потребление»

Рис. 8.4. Кривая «доход-потребление» нормального товара

Ес ли со еди нить меж ду со бой все оп ти маль ные точ ки, по -
лу чит ся ли ния, на зы ва е мая кри вой «до ход�по треб ле ние».

Для нор маль ных, ка че ст вен ных то ва ров эта кри вая по -
ка зы ва ет уве ли че ние по треб ле ния то ва ра при рос те до хо да.
За ме тим, что то вар на зы ва ет ся нор маль ным, ес ли при уве -
ли че нии до хо да по тре би те ля спрос на то вар уве ли чи ва ет ся.

На рис. 8.5 по ка зан при мер, ког да рост до хо да I при во дит
к сни же нию по треб ле ния пер во го то ва ра x1, т.е. к умень ше -
нию оп ти маль но го зна че ния x1*.

Та кая кри вая «до ход�по треб ле ние» име ет ме с то, ес ли этот
то вар малоценный. То вар на зы ва ет ся ма ло цен ным, ес ли при
уве ли че нии до хо да по тре би те ля спрос на то вар умень ша ет ся.

Здесь x1 — ма ло цен ный то вар.

Рас смо т рим по тре би тель ский на бор, со сто я щий из двух
то ва ров x1 и x2.

Вы ше бы ло по ка за но, что при оп ти маль ном на бо ре кри -
вая без раз ли чия u(x1, x2) ка са ет ся пря мой бю д жет но го ог ра -
ни че ния

p1x1 + p2x2 = R

в точ ке А (см. рис. 8.2) или, ес ли весь до ход I тра тит ся на эти
два то ва ра, вы пол ня ет ся ра вен ст во

p1x1 + p2x2 = I.

Ес ли при по сто ян ст ве цен на то ва ры уве ли чи вать до ход I,
то пря мая бю д жет но го ог ра ни че ния сдви га ет ся па рал лель -
но са мой се бе (рис. 8.4) и бу дет ка сать ся но вой кри вой без -
раз ли чия в но вой оп ти маль ной точ ке А1, A2, A3... Здесь x1, x2
то ва ры нор маль ные.

2038.2. Задача потребительского выбора. Кривые «доход-потребление»...
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Рис. 8.5. Кри вая «до ход�по треб ле ние» ма ло цен но го то ва ра
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A1

Пусть те перь сни жа ет ся це на p1 пер во го то ва ра, а це на
вто ро го то ва ра p2 и до ход I ос та ют ся не из мен ны ми. В этом
слу чае пря мая бю д жет но го ог ра ни че ния (рис. 8.6) пе ре ме с -

тит ся впра во, по во ра чи ва ясь во круг точ ки (0, ) про тив

ча со вой стрел ки.
При этом но вая пря мая бю д жет но го ог ра ни че ния бу дет

ка сать ся но вой кри вой без раз ли чия в но вой оп ти маль ной
точ ке А1. Ес ли со еди нить меж ду со бой все оп ти маль ные
точ ки, то по лу чим кри вую «це на�по треб ле ние».

Как пра ви ло, при умень ше нии це ны на то вар (в дан ном
слу чае p1) спрос на этот то вар x1* уве ли чи ва ет ся. Тем не ме -
нее не все то ва ры об ла да ют этим свой ст вом.
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A1

Пусть те перь сни жа ет ся це на p1 пер во го то ва ра, а це на
вто ро го то ва ра p2 и до ход I ос та ют ся не из мен ны ми. В этом
слу чае пря мая бю д жет но го ог ра ни че ния (рис. 8.6) пе ре ме с -

тит ся впра во, по во ра чи ва ясь во круг точ ки (0, ) про тив

ча со вой стрел ки.
При этом но вая пря мая бю д жет но го ог ра ни че ния бу дет

ка сать ся но вой кри вой без раз ли чия в но вой оп ти маль ной
точ ке А1. Ес ли со еди нить меж ду со бой все оп ти маль ные
точ ки, то по лу чим кри вую «це на�по треб ле ние».

Как пра ви ло, при умень ше нии це ны на то вар (в дан ном
слу чае p1) спрос на этот то вар x1* уве ли чи ва ет ся. Тем не ме -
нее не все то ва ры об ла да ют этим свой ст вом.
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Бы ва ют слу чаи, ког да сни же ние це ны на то вар ве дет к сни-
же нию спро са на этот то вар. Та кие то ва ры на зы ва ют ся то -
ва ра ми Гиф фе на. Од на ко та ких то ва ров в ре аль но с ти ма ло.

За да чи, ана ло гич ные за да че по тре би тель ско го вы бо ра
с ис поль зо ва ни ем ли ний уров ня функ ций двух пе ре мен -
ных, ши ро ко рас про ст ра не ны в эко но ми ке. В ча ст но с ти, та -
кая за да ча ре ша ет ся в те о рии инвестиций для оп ре де ле ния
оп ти маль но го порт фе ля цен ных бу маг.

Под порт фе лем здесь по ни ма ет ся со во куп ность цен ных
бу маг в оп ре де лен ных про пор ци ях.

Портфель цен ных бу маг ха рак те ри зу ет ся дву мя ос нов -
ны ми па ра ме т ра ми — ожи да е мой до ход но с тью r и ри с ком σ.

Каж до му порт фе лю ста вит -
ся в со от вет ст вие точ ка на ко -
ор ди нат ной пло с ко сти (σ, r),
и тог да мно же ст во всех воз -
мож ных порт фе лей пред став -
ля ет не ко то рую об ласть D
(рис. 8.7).

Оче вид но, что при рав ных
до ход но с тях ин ве с тор пред по -
ч тет порт фель с мень шим ри с -
ком. Та ким об ра зом, ли нии
уров ня функ ции пред по чте ния
U = U (σ, r), ана ло гич ной функ ции по лез но с ти, вы пук лы
вниз.

Точ ка Т, в ко то рой ли ния уров ня функ ции пред по чте ния
ка са ет ся об ла с ти D, со от вет ст ву ет оп ти маль но му для дан -
но го ин ве с то ра порт фе лю.

Со от вет ст ву ю щая те о рия бы ла пред ло же на аме ри кан -
ским эко но ми с том Хар ри Мар ко ви цем в 1952 г. и с тех пор
по лу чи ла ши ро кое раз ви тие в те о рии ин ве с ти ций.

8.3. Функции спроса и предложения
Функ ции спро са и пред ло же ния яв ля ют ся ос нов ны ми

ка те го ри я ми ры ноч ной эко но ми ки.
Спро сом на зы ва ет ся ко ли че ст во то ва ра, ко то рое по ку па -

те ли при об ре та ют на рын ке в еди ни цу вре ме ни в дан ных ус -
ло ви ях.

Ма те ма ти че с кая мо дель спро са оп ре де ля ет его как функ-
цию це ло го ря да фак то ров. Од на ко в про стей шем слу чае счи-
та ют, что все фак то ры, кро ме це ны p, яв ля ют ся не из мен ны ми.

2058.3. Функции спроса и предложения

r

0 σ

T

U = U(σ, r)

Рис. 8.7. Определение 
оптимального

портфеля ценных бумаг

D
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Рис. 8.8. Функция спроса Рис. 8.9. Функция предложения

q

0 p

s

0 p

Ча с то функ цию спро са пред став ля ют в ви де об рат ной
за ви си мо с ти p = ϕ(q), т.е. по оси аб сцисс от кла ды ва ют
спрос на то вар q, а по оси ор ди нат — его це ну p. Эта функ -
ция так же яв ля ет ся не воз ра с та ю щей.

Ко ли че ст во то ва ра s, ко то рое про из во ди те ли вы ста вят на
про да жу в еди ни цу вре ме ни в дан ных ус ло ви ях, на зы ва ет ся
пред ло же ни ем и так же за ви сит от це ны p на этот то вар.

Со от но ше ние меж ду це ной и пред ло же ни ем на зы ва ет ся
функ ци ей или за ко ном пред ло же ния.

Эм пи ри че с ки до ка за но, что чем вы ше це на p дан но го то -
ва ра, тем боль ше его пред ло же ние s.

Функ ция пред ло же ния s в зависимости от це ны s = g(p)
яв ля ет ся не убы ва ю щей, как по ка за но на рис. 8.9.

Ча с то так же, как и функ цию спро са, функ цию пред ло же-
ния изо б ра жа ют на гра фи ке в ви де об рат ной за ви си мо с ти:
по оси аб сцисс от кла ды ва ют пред ло же ние s, а по оси ор ди -
нат — це ну p. Эта функ ция так же яв ля ет ся не убы ва ю щей.

Про из вод ные q�(p) и s �(p) пред став ля ют со бой ско ро сти
из ме не ния со от вет ст вен но спро са и пред ло же ния в рас сма т  -
ри ва е мой точ ке.

Це на то ва ра p0, при ко то рой спрос ра вен пред ло же нию
(q = s), на зы ва ет ся рав но вес ной це ной это го то ва ра, а спрос
q0, име ю щий ме с то при этой це не и рав ный пред ло же нию
s0, — рав но вес ным объ е мом про даж.

Со от но ше ние меж ду це ной и спро сом на зы ва ет ся функ -
ци ей спро са, или за ко ном спро са.

Функ цию спро са q на ка кой�ли бо то вар в зависимости от
це ны p мож но за пи сать в ви де

q = f(p).

При всем раз но об ра зии ви да функ ций спро са прак ти че -
с ки все они яв ля ют ся не воз ра с та ю щи ми (на рис. 8.8 функ -
ция спро са пред став ле на в не ли ней ном ви де) и оп ре де ля -
ют ся, как пра ви ло, эм пи ри че с ки.

Глава 8. Модели поведения потребителя206
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Рис. 8.8. Функция спроса Рис. 8.9. Функция предложения

q

0 p
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0 p

Ча с то функ цию спро са пред став ля ют в ви де об рат ной
за ви си мо с ти p = ϕ(q), т.е. по оси аб сцисс от кла ды ва ют
спрос на то вар q, а по оси ор ди нат — его це ну p. Эта функ -
ция так же яв ля ет ся не воз ра с та ю щей.

Ко ли че ст во то ва ра s, ко то рое про из во ди те ли вы ста вят на
про да жу в еди ни цу вре ме ни в дан ных ус ло ви ях, на зы ва ет ся
пред ло же ни ем и так же за ви сит от це ны p на этот то вар.

Со от но ше ние меж ду це ной и пред ло же ни ем на зы ва ет ся
функ ци ей или за ко ном пред ло же ния.

Эм пи ри че с ки до ка за но, что чем вы ше це на p дан но го то -
ва ра, тем боль ше его пред ло же ние s.

Функ ция пред ло же ния s в зависимости от це ны s = g(p)
яв ля ет ся не убы ва ю щей, как по ка за но на рис. 8.9.

Ча с то так же, как и функ цию спро са, функ цию пред ло же-
ния изо б ра жа ют на гра фи ке в ви де об рат ной за ви си мо с ти:
по оси аб сцисс от кла ды ва ют пред ло же ние s, а по оси ор ди -
нат — це ну p. Эта функ ция так же яв ля ет ся не убы ва ю щей.

Про из вод ные q�(p) и s �(p) пред став ля ют со бой ско ро сти
из ме не ния со от вет ст вен но спро са и пред ло же ния в рас сма т  -
ри ва е мой точ ке.

Це на то ва ра p0, при ко то рой спрос ра вен пред ло же нию
(q = s), на зы ва ет ся рав но вес ной це ной это го то ва ра, а спрос
q0, име ю щий ме с то при этой це не и рав ный пред ло же нию
s0, — рав но вес ным объ е мом про даж.

Со от но ше ние меж ду це ной и спро сом на зы ва ет ся функ -
ци ей спро са, или за ко ном спро са.

Функ цию спро са q на ка кой�ли бо то вар в зависимости от
це ны p мож но за пи сать в ви де

q = f(p).

При всем раз но об ра зии ви да функ ций спро са прак ти че -
с ки все они яв ля ют ся не воз ра с та ю щи ми (на рис. 8.8 функ -
ция спро са пред став ле на в не ли ней ном ви де) и оп ре де ля -
ют ся, как пра ви ло, эм пи ри че с ки.

Глава 8. Модели поведения потребителя206

Рис. 8.10. Равновесные цена и объем продаж

8.3. Функции спроса и предложения 207

При мер гра фи че с ко го оп ре де ле ния рав но вес ной це ны p0
и рав но вес но го объ е ма про даж по ка зан на рис. 8.10.

q, s

q0 = s0

q = f(p)

s = g(p)

p0

P

0 p

При мер 8.3. Функ ция спро са на то вар А име ет вид
q = 1275 – 25p штук в ме сяц,

а функ ция пред ло же ния — s = 4p2 штук в ме сяц, где p — це на
еди ни цы то ва ра в руб лях.

Най ти рав но вес ную це ну то ва ра и рав но вес ный объ ем про даж.
Решение. Для рав но вес ной це ны p0 долж но вы пол нять ся ус ло -

вие q0 = s0, т.е.

1275 – 25p0 = 4p0
2,

откуда

4p0
2 + 25p0 – 1275 = 0,   D = 252 + 4 · 4 · 1275 = 21 025,

= 145,   p0(1) = = 15,   p0(2) = = –21,25.

Зна че ние p0(2) ли ше но смыс ла, так как це на не мо жет быть от -
ри ца тель ной, сле до ва тель но, рав но вес ная це на то ва ра со став ля ет
15 руб.

Рав но вес ный объ ем про даж ра вен

q0 = 1275 – 25p0 = 1275 – 25 · 15 = 900 шт./ме с.

или

s0 = 4p0
2 = 4 · 152 = 4 · 225 = 900 шт./ме с. �

При мер 8.4. Функ ция спро са на не ко то рую про дук цию име ет
сле ду ю щий вид:

q(p) = + 20.

Най ти ско рость из ме не ния спро са при це не про дук ции, рав ной
10 ден. ед.

49 000
––––––––
p2

–25 – 145
–––––––––––

8

–25 + 145
–––––––––––

8
���D
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Содержание

Решение. Ско рость из ме не ния спро са рав на про из вод ной
q�(p). Тог да

q�(p) = ;   q�(10) = = – 98.

Та ким об ра зом, при по вы ше нии це ны на 1 ден. ед. с 10 до
11 ден. ед. спрос на эту про дук цию упа дет на 98 ед. про дук ции
в еди ни цу вре ме ни. �

Для ре гу ли ро ва ния рын ка го су дар ст во мо жет вве с ти на -
лог t на ре а ли зу е мый то вар или пре до ста вить суб си дию w,
что бы на се ле ние мог ло при об ре с ти этот то вар по ра зум ной
це не. В этом слу чае пред по ла га ет ся, что спрос q оп ре де ля ет -
ся толь ко це ной то ва ра на рын ке рq, а пред ло же ние s — толь -
ко це ной пред ло же ния ps , по лу ча е мой по став щи ка ми.

Эти це ны свя за ны меж ду со бой урав не ни я ми

рq = ps + t — в слу чае введения на ло га;
рq = ps – w — в слу чае предоставления суб си дии.

В эко но ми ке ча с то ис поль зу ют ся ли ней ные мо де ли
спро са и пред ло же ния, в ко то рых функ ции q и s ли ней но за -
ви сят от со от вет ст ву ю щих цен.

Гра фи ки этих функ ций (как пря мых, так и об рат ных)
пред став ля ют со бой пря мые ли нии (рис. 8.11).

Мож но по ка зать, что при вве де нии на ло га t или пре до -
ставлении суб си дии урав не ние спро са q не из ме нит ся. Тог -
да гра фик об рат ной функ ции s пред ло же ния под ни мет ся на
t еди ниц вверх (пря мая s �) или опу с тит ся на w еди ниц вниз
(пря мая s ��).

–2 · 49 000
––––––––––––

103

2 · 49 000
––––––––––

p3

Глава 8. Модели поведения потребителя208

Рис. 8.11. Ли ней ная мо дель функ ций спро са и пред ло же ния
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Решение. Ско рость из ме не ния спро са рав на про из вод ной
q�(p). Тог да

q�(p) = ;   q�(10) = = – 98.

Та ким об ра зом, при по вы ше нии це ны на 1 ден. ед. с 10 до
11 ден. ед. спрос на эту про дук цию упа дет на 98 ед. про дук ции
в еди ни цу вре ме ни. �

Для ре гу ли ро ва ния рын ка го су дар ст во мо жет вве с ти на -
лог t на ре а ли зу е мый то вар или пре до ста вить суб си дию w,
что бы на се ле ние мог ло при об ре с ти этот то вар по ра зум ной
це не. В этом слу чае пред по ла га ет ся, что спрос q оп ре де ля ет -
ся толь ко це ной то ва ра на рын ке рq, а пред ло же ние s — толь -
ко це ной пред ло же ния ps , по лу ча е мой по став щи ка ми.

Эти це ны свя за ны меж ду со бой урав не ни я ми

рq = ps + t — в слу чае введения на ло га;
рq = ps – w — в слу чае предоставления суб си дии.

В эко но ми ке ча с то ис поль зу ют ся ли ней ные мо де ли
спро са и пред ло же ния, в ко то рых функ ции q и s ли ней но за -
ви сят от со от вет ст ву ю щих цен.

Гра фи ки этих функ ций (как пря мых, так и об рат ных)
пред став ля ют со бой пря мые ли нии (рис. 8.11).

Мож но по ка зать, что при вве де нии на ло га t или пре до -
ставлении суб си дии урав не ние спро са q не из ме нит ся. Тог -
да гра фик об рат ной функ ции s пред ло же ния под ни мет ся на
t еди ниц вверх (пря мая s �) или опу с тит ся на w еди ниц вниз
(пря мая s ��).

–2 · 49 000
––––––––––––
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2 · 49 000
––––––––––

p3

Глава 8. Модели поведения потребителя208

Рис. 8.11. Ли ней ная мо дель функ ций спро са и пред ло же ния
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При мер 8.5. За ко ны спро са и пред ло же ния на не ко то рый то -
вар оп ре де ля ют ся со от вет ст вен но функ ци я ми

р = –2q + 12;
р = s + 3.

а) Най ти точ ку ры ноч но го рав но ве сия, т.е. рав но вес ную це ну
на то вар и рав но вес ный объ ем про даж.

б) Най ти точ ку рав но ве сия по сле вве де ния на ло га t, рав но го
3 ед. Най ти умень ше ние рав но вес но го объ е ма про даж и уве ли че -
ние рав но вес ной це ны спро са (про да жи).

в) Ка кая суб си дия w при ве дет к уве ли че нию рав но вес но го
объ е ма про даж на 2 ед.?

г) Вво дит ся на лог t, рав ный 20%. Най ти но вую точ ку рав но ве -
сия и до ход го су дар ст ва R.

Ре ше ние.
а) На хо дим точ ку ры ноч но го рав но ве сия М из ус ло вия q0 = s0,

за пи сав пред ва ри тель но пря мые функ ции спро са и пред ло же ния

q = + 6;   s = p – 3;

+ 6 = p0 – 3,   = 9,   р0= 6;   q0 = s0 = 3.

Та ким об ра зом, точ ка ры ноч но го рав но ве сия М (3, 6) ха рак те -
ри зу ет ся рав но вес ным объ е мом про даж q0 = s0 = 3 при рав но вес -
ной це не р0 = 6 (см. ри с. ни же).

б) Ес ли вве ден на лог t = 3, то си с те ма урав не ний для оп ре де ле -
ния но вой точ ки рав но ве сия при мет вид

q = + 6;   s = ps – 3;   ps = pa – 3.

Ис поль зуя ус ло вие q0 = s0, име ем сле ду ю щую си с те му для оп -
ре де ле ния точ ки ры ноч но го рав но ве сия:

ре шая ко то рую, по лу ча ем pq0 = 8; ps0 = 5.
Под став ляя эти зна че ния в ис ход ную си с те му, на хо дим q0 =

= s0 = 2.
Та ким об ра зом, име ем но вую точ ку рав но ве сия про даж М �(2, 8).

Сле до ва тель но, по сле вве де ния на ло га t = 3 рав но вес ный объ ем
про даж q0 умень шил ся на 1 ед., а рав но вес ная це на про да жи
р0 = pq0 уве ли чи лась на 2 ед.

в) В пунк те «а» был оп ре де лен рав но вес ный объ ем про даж
q0 = s0 = 3, тог да но вый объ ем про даж ра вен 3 + 2 = 5 ед.

pq0—— + 6 = ps0 – 3,
2

ps0 = pq0 – 3,





–pq––––
2

3p0–––
2

–p0––––
2

–p
–––
2

2098.3. Функции спроса и предложения
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Содержание

Ес ли пре до став ле на суб си дия w, то си с те ма урав не ний для оп -
ре де ле ния точ ки рав но ве сия име ет вид

Под став ляя q0 = s0 = 5 в си с те му, на хо дим

рq0 = 2,   ps0 = 8,   w = ps0 – рq0 = 6.

г) Ес ли на лог со став ля ет 20%, то вся ры ноч ная це на pq со ста -
вит 120%, из них 100% по лу ча ют по став щи ки то ва ра, 20% — го су -
дар ст во. Итак, по став щи ки по лу ча ют

ps = pq = pq.

Урав не ния спро са и пред ло же ния ос та ют ся та ки ми же, как
в пунк те «б», а урав не ние, свя зы ва ю щее це ны спро са и пред ло же -

ния, име ет вид ps = pq. Та ким об ра зом, по лу ча ем си с те му

Ре шая эту си с те му при ус ло вии q0 = s0, на хо дим но вую точ ку
рав но ве сия М ��

q0 = s0 = 2 ,   pq0 = 6 ,   М �� 2 , 6 .

Оче вид но, что до ход го су дар ст ва R ра вен пло ща ди за шт ри хо -
ван но го пря мо уголь ни ка (см. ри сунок).

5
–
8

3
–
4




5
–
8

3
–
4



–pqq = –––– + 6,
2

s = ps – 3,
5ps = —pq.6







рq0 = –2q0 + 12,
рs0 = s0 + 3,
рq0 = ps0 – w.
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Глава 8. Модели поведения потребителя210
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Ес ли пре до став ле на суб си дия w, то си с те ма урав не ний для оп -
ре де ле ния точ ки рав но ве сия име ет вид

Под став ляя q0 = s0 = 5 в си с те му, на хо дим

рq0 = 2,   ps0 = 8,   w = ps0 – рq0 = 6.

г) Ес ли на лог со став ля ет 20%, то вся ры ноч ная це на pq со ста -
вит 120%, из них 100% по лу ча ют по став щи ки то ва ра, 20% — го су -
дар ст во. Итак, по став щи ки по лу ча ют

ps = pq = pq.

Урав не ния спро са и пред ло же ния ос та ют ся та ки ми же, как
в пунк те «б», а урав не ние, свя зы ва ю щее це ны спро са и пред ло же -

ния, име ет вид ps = pq. Та ким об ра зом, по лу ча ем си с те му

Ре шая эту си с те му при ус ло вии q0 = s0, на хо дим но вую точ ку
рав но ве сия М ��

q0 = s0 = 2 ,   pq0 = 6 ,   М �� 2 , 6 .

Оче вид но, что до ход го су дар ст ва R ра вен пло ща ди за шт ри хо -
ван но го пря мо уголь ни ка (см. ри сунок).

5
–
8

3
–
4




5
–
8

3
–
4



–pqq = –––– + 6,
2

s = ps – 3,
5ps = —pq.6







рq0 = –2q0 + 12,
рs0 = s0 + 3,
рq0 = ps0 – w.
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Глава 8. Модели поведения потребителя210

R = · 2 · 6 = 2 ден. ед. �
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При мер 8.6. За ко ны спро са и пред ло же ния име ют вид

рq = –3q + 12;
рs = 2s + 2.

Най ти ве ли чи ну на ло га t, при ко то рой в точ ке рав но ве сия до -
ход го су дар ст ва R бу дет мак си ма лен.

Решение. По сле вве де ния на ло га t для точ ки рав но ве сия име ем
си с те му

Вы ра жа ем pq, ps и s че рез q из 1, 2 и 4�го урав не ний и под став -
ля ем в 3�е урав не ние

–3q + 12 = 2q + 2 + t;
t = 10 – 5q.

Функ ция R, оп ре де ля ю щая до ход го су дар ст ва, име ет вид

R = qt = q(10 – 5q) = 10q – 5q2.

На хо дим мак си мум функ ции R

R� = 10 – 10q = 0 � q = 1.

Вы пол ня ет ся соотношение R�� = –10 < 0, сле до ва тель но, q = 1 —
точ ка мак си му ма.

В точ ке q = 1 на хо дим t = 5, R = 5.
Сле до ва тель но, до ход го су дар ст ва R мак си ма лен при ве ли чи не

на ло га t = 5 ден. ед. �

8.4. Эластичность функции и ее свойства
Для ис сле до ва ния эко но ми че с ких про цес сов ча с то ис -

поль зу ет ся по ня тие эла с тич но с ти функ ции.
Эла с тич но с тью Ex(y) функ ции y = f(x) на зы ва ет ся пре -

дел от но ше ния от но си тель но го при ра ще ния функ ции

к от но си тель но му при ра ще нию не за ви си мой пе ре мен ной

при стрем ле нии ∆x к ну лю

Ex(y) = = = = · y �.lim
∆x�0

∆y
–––y
–––∆x
–––x

lim
∆x�0

∆y · x
––––––
y · ∆x

x
–
y

lim
∆x�0

∆y
–––
∆x

x
–
y

∆x
–––
x

∆y
–––
y

pq = –3q + 12,
ps = 2s + 2,
pq = ps + t,
q = s.
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Содержание

Эла с тич ность функ ции при бли жен но по ка зы ва ет, на
сколь ко про цен тов из ме нит ся функ ция y = f(x) при из ме не -
нии не за ви си мой пе ре мен ной x на 1%.

Ос нов ные свойства эла с тич но с ти.
1. Эла с тич ность функ ции рав на про из ве де нию не за ви си -

мой пе ре мен ной x на ло га риф ми че с кую про из вод ную функ -
ции (т.е. про из вод ную от на ту раль но го ло га риф ма функ ции).

По пра ви лу про из ве де ния слож ной функ ции

(ln y)� = y�,

значит, Ex(y) = y � = x(ln y)�.

Ино гда ло га риф ми че с кую про из вод ную на зы ва ют тем -
пом из ме не ния функ ции и обо зна ча ют Ty.

Тог да
Ex(y) = x(ln y)� = xTy .

2. Эла с тич ность про из ве де ния двух функ ций рав на сум -
ме эла с тич но с тей этих функ ций, а эла с тич ность ча ст но го —
раз но сти эла с тич но с тей.

Пусть y = uv, тог да

Ex(y) = Ex(uv) = y � = (uv)� = = + =

= + = u� + v � = Ex(u) + Ex(v).

Пусть те перь y = , тог да

Ex(y) = Ex = y � = 
�
= · = – =

= – = u� – v � = Ex(u) – Ex(v).

Лег ко по ка зать, что эла с тич ность сум мы двух функ ций
y = u + v оп ре де ля ет ся по фор му ле

Ex(y) = Ex(u + v) = .

3. Эла с тич но с ти вза им но об рат ных функ ций — вза им но
об рат ные ве ли чи ны:

Ex(y) = .
1
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Эла с тич ность функ ции при бли жен но по ка зы ва ет, на
сколь ко про цен тов из ме нит ся функ ция y = f(x) при из ме не -
нии не за ви си мой пе ре мен ной x на 1%.

Ос нов ные свойства эла с тич но с ти.
1. Эла с тич ность функ ции рав на про из ве де нию не за ви си -

мой пе ре мен ной x на ло га риф ми че с кую про из вод ную функ -
ции (т.е. про из вод ную от на ту раль но го ло га риф ма функ ции).

По пра ви лу про из ве де ния слож ной функ ции

(ln y)� = y�,

значит, Ex(y) = y � = x(ln y)�.

Ино гда ло га риф ми че с кую про из вод ную на зы ва ют тем -
пом из ме не ния функ ции и обо зна ча ют Ty.

Тог да
Ex(y) = x(ln y)� = xTy .

2. Эла с тич ность про из ве де ния двух функ ций рав на сум -
ме эла с тич но с тей этих функ ций, а эла с тич ность ча ст но го —
раз но сти эла с тич но с тей.

Пусть y = uv, тог да

Ex(y) = Ex(uv) = y � = (uv)� = = + =

= + = u� + v � = Ex(u) + Ex(v).

Пусть те перь y = , тог да

Ex(y) = Ex = y � = 
�
= · = – =

= – = u� – v � = Ex(u) – Ex(v).

Лег ко по ка зать, что эла с тич ность сум мы двух функ ций
y = u + v оп ре де ля ет ся по фор му ле

Ex(y) = Ex(u + v) = .

3. Эла с тич но с ти вза им но об рат ных функ ций — вза им но
об рат ные ве ли чи ны:

Ex(y) = .
1

–––––
Ey(x)

uEx(u) + vEx(v)
––––––––––––––

u + v

xu�
––
u

xv�
––
v

x
–
u

x
–
v

x
–
v

x
–
u

xuvv�
–––––

uv 2

xu�v2
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uv 2




u
–
v
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–
u
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–
v
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–––––––
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xv
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u

x
–
y

u
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u

xuv�
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xu�v
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x(u�v + uv�)
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uv

x
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1
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Глава 8. Модели поведения потребителя212

Оп ре де лим эла с тич но с ти не ко то рых про стей ших эле -
мен тар ных функ ций.

• Сте пен ная функ ция y = xα.

Ex(y) = Ex(xα) = (xα)� = · α · xα–1 = α · = α.

• По ка за тель ная функ ция y = ax.

Ex(y) = Ex(ax) = (a x)� = · a x ln a = x ln a.

• Ли ней ная функ ция y = kx + b.

Ex(y) = Ex(kx + b) = (kx + b)� = · k = .

Вы яс ним ге о ме т ри че с кий смысл эла с тич но с ти функ ции.
По оп ре де ле нию

Ex(y) = y � = tgα,

где tgα — тан генс уг ла на кло на ка са тель ной в точ ке М(х, у),
по ка зан ного на рис. 8.12.

Учи ты вая, что из тре у голь ни ка MBN следует

MN = х tgα, МС = у,

а из по до бия тре у голь ни ков MBN и AMC сле ду ет = ,

по лу чим

Ех(у) = .

То есть эла с тич ность функ ции (по аб со лют ной ве ли чи не)
рав на от но ше нию рас сто я ний по ка са тель ной от дан ной точ-
ки гра фи ка функ ции до то чек ее пе ре се че ния с ося ми Oх и Oу.

MB
––––
MA

MN
––––
MC

MB
––––
MA

x
–
y

x
–
y

kx
––––––
kx + b

x
––––––
kx + b

x
––––––
kx + b

x
–––
a x

x
–––
a x

x · xα–1

––––––––
xα

x
–––
xα

x
–––
xα

2138.4. Эластичность функции и ее свойства

Рис. 8.12. Равновесные цена и объем продаж
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Ес ли точ ки пе ре се че ния А и В ка са тель ной к гра фи ку
функ ции с ося ми ко ор ди нат на хо дят ся по од ну сто ро ну от
точ ки М, то эла с тич ность Ех(у) > 0 (рис. 8.12, а), ес ли по
раз ные сто ро ны, то Ех(у) < 0 (рис. 8.12, б).

Ес ли из ве ст на эла с тич ность спро са на не ко то рый то вар,
мож но най ти са му функ цию спро са.

При мер 8.7. Пусть эла с тич ность функ ции спро са q = f(p) яв -
ля ет ся ве ли чи ной по сто ян ной для лю бых зна че ний це ны р и рав -

на Ep(q) = – .

Най ти функ цию спро са, ес ли из ве ст но, что при це не то ва ра, рав-
ной 1 ден. ед., спрос ра вен 3 ед. то ва ра в еди ни цу вре ме ни.

Ре ше ние. Поль зу ясь оп ре де ле ни ем эла с тич но с ти

Ep(q) = q�p = ,

по лу ча ем диф фе рен ци аль ное урав не ние с раз де ля ю щи ми ся пе ре -
мен ны ми

= – ,

3 = .

Вы чис лим об щий ин те г рал это го урав не ния

3 = – ,   3ln|q | = –ln |p | + ln C,   q3 = .

По сто ян ную С на хо дим из на чаль но го ус ло вия q(1) = 3.

33 = ,   С = 27.

Сле до ва тель но, функ ция спро са име ет вид

q = = . �

8.5. Применение эластичности в экономике.
Уравнение Слуцкого

В эко но ми ке эла с тич ность ча с то ис поль зу ет ся при ана -
ли зе функ ции спро са и по треб ле ния. В ка че ст ве при ме ров
рас смо т рим не сколь ко ви дов эла с тич но с ти.

1. Элас тич ность спро са по це не (це но вая эла с тич -
ность спро са).
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Ес ли точ ки пе ре се че ния А и В ка са тель ной к гра фи ку
функ ции с ося ми ко ор ди нат на хо дят ся по од ну сто ро ну от
точ ки М, то эла с тич ность Ех(у) > 0 (рис. 8.12, а), ес ли по
раз ные сто ро ны, то Ех(у) < 0 (рис. 8.12, б).

Ес ли из ве ст на эла с тич ность спро са на не ко то рый то вар,
мож но най ти са му функ цию спро са.

При мер 8.7. Пусть эла с тич ность функ ции спро са q = f(p) яв -
ля ет ся ве ли чи ной по сто ян ной для лю бых зна че ний це ны р и рав -

на Ep(q) = – .

Най ти функ цию спро са, ес ли из ве ст но, что при це не то ва ра, рав-
ной 1 ден. ед., спрос ра вен 3 ед. то ва ра в еди ни цу вре ме ни.

Ре ше ние. Поль зу ясь оп ре де ле ни ем эла с тич но с ти

Ep(q) = q�p = ,

по лу ча ем диф фе рен ци аль ное урав не ние с раз де ля ю щи ми ся пе ре -
мен ны ми

= – ,

3 = .

Вы чис лим об щий ин те г рал это го урав не ния

3 = – ,   3ln|q | = –ln |p | + ln C,   q3 = .

По сто ян ную С на хо дим из на чаль но го ус ло вия q(1) = 3.

33 = ,   С = 27.

Сле до ва тель но, функ ция спро са име ет вид

q = = . �

8.5. Применение эластичности в экономике.
Уравнение Слуцкого

В эко но ми ке эла с тич ность ча с то ис поль зу ет ся при ана -
ли зе функ ции спро са и по треб ле ния. В ка че ст ве при ме ров
рас смо т рим не сколь ко ви дов эла с тич но с ти.

1. Элас тич ность спро са по це не (це но вая эла с тич -
ность спро са).
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Пусть p — це на не ко то ро го то ва ра в де неж ных еди ни цах
за еди ни цу то ва ра, а q — спрос на этот то вар в еди ни цах то -
ва ра за еди ни цу вре ме ни.

Ра нее бы ло от ме че но, что функ ция спро са q(p) яв ля ет ся
функ ци ей не воз ра с та ю щей. Бу дем счи тать ее мо но тон но убы-
ва ю щей, т.е. при по вы ше нии це ны на то вар спрос па да ет.

Тог да про из вод ная спро са по це не q �p < 0, сле до ва тель но,
эла с тич ность спро са по це не p, оп ре де ля е мая как

Ep(q) = q�p,

яв ля ет ся ве ли чи ной от ри ца тель ной, Ep(q) < 0.
По это му в эко но ми ке ча с то под эла с тич но с тью спро са

по це не по ни ма ют ее аб со лют ную ве ли чи ну и ког да го во рят
о вы со кой эла с тич но с ти, име ют в ви ду боль шое зна че ние
мо ду ля |Ep(q)|.

Спрос на зы ва ет ся эла с тич ным, ес ли |Ep(q)| > 1, т.е. ес ли
при по вы ше нии це ны то ва ра на 1% спрос па да ет боль ше
чем на 1%, и не эла с тич ным, ес ли |Ep(q)| < 1 (при по вы ше -
нии це ны на 1% спрос па да ет ме нее чем на 1%).

Ес ли Ep(q) = 0, то спрос на зы ва ют со вер шен но не эла с тич -
ным.

Рас смо т рим, как ве дет се бя об щий до ход (вы руч ка)

R = pq

про дав ца в еди ни цу вре ме ни при эла с тич ном и не эла с тич -
ном спро се.

Вы ра зим про из вод ную об ще го до хо да про дав ца по це не
че рез эла с тич ность

R �p = (pq)�p = q + pq�p = q 1 + q�p =

= q[1 + Ep(q)] = q[1 – |Ep(q)| ].
(8.5)

Эта про из вод ная, так же как и про из вод ная до хо да про -
дав ца по спро су R �q, в эко но ми ке на зы ва ет ся пре дель ным до -
хо дом про дав ца.

В по след нем ра вен ст ве за пи сан мо дуль со зна ком ми нус,
так как эла с тич ность спро са по це не все гда Ep(q) < 0.

Ос нов ные вы во ды.
• Ес ли спрос эла с тич ный, т.е. |Ep(q)| > 1, то по след няя

«скоб ка» в фор му ле (8.5) от ри ца тель на и R �p < 0. Это оз на ча-
ет, что об щий до ход про дав ца при по вы ше нии це ны па да ет.
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Содержание

• Ес ли спрос не эла с тич ный, т.е. | Ep(q)| < 1, то по след няя
«скоб ка» в фор му ле (8.5) по ло жи тель на и R �p > 0, т.е. об щий
до ход про дав ца при по вы ше нии це ны рас тет.

По это му при эла с тич ном спро се про дав цу не вы год но по -
вы шать це ну на то вар, а при не эла с тич ном спро се — вы год но.

• Мож но по ка зать, что эла с тич ность спро са по це не тем
вы ше, чем вы ше замещаемость то ва ра.

По яс ним по след нее об сто я тель ст во. Пусть на то вар № 1
це на по вы ша ет ся. Су ще ст ву ет ана ло гич ный по на зна че нию
и ка че ст ву то вар № 2, на ко то рый це на не уве ли чи ва ет ся. Тог-
да це но вая эла с тич ность спро са на то вар № 1 очень вы со ка.

• Эла с тич ность спро са по це не тем вы ше, чем вы ше удель-
ный вес рас хо дов на дан ный то вар в до хо де по тре би те ля.
Яс но, что це но вая эла с тич ность спро са на очень де ше вый
то вар низ кая, на при мер на спич ки (спрос на спич ки прак ти -
че с ки не из ме нит ся, да же ес ли их це на уве ли чит ся, до пу с -
тим, на 20%).

2. Элас тич ность спро са по до хо ду по тре би те ля.
Обо зна чим, как и рань ше, до ход по тре би те ля бук вой I.

Эла с тич ность спро са по до хо ду по тре би те ля EI(q) по ка зы -
ва ет, на сколь ко про цен тов из ме нит ся спрос на то вар при
по вы ше нии до хо да по тре би те ля I на 1% при не из мен ной це -
не p то ва ра.

Ес ли EI(q) > 0, т.е. ес ли при по вы ше нии до хо да по тре би -
те ля спрос на дан ный то вар рас тет, то то вар счи та ет ся нор -
маль ным (ка че ст вен ным), а при EI(q) < 0 — ма ло цен ным.

Яс но, что эта оцен ка за ви сит от аб со лют но го уров ня до -
хо да по тре би те ля. Один и тот же то вар (на при мер, са мая де -
ше вая кол ба са) при низ ком уров не до хо да по тре би те ля мо -
жет счи тать ся нор маль ным, а при вы со ком уров не до хо да —
ма ло цен ным.

3. Пе ре кре стная эла с тич ность спро са по це не.
Пе ре кре ст ная эла с тич ность спро са по це не для двух то -

варов Epi
(qj) ха рак те ри зу ет от но си тель ное из ме не ние спро -

са на j�й то вар при из ме не нии це ны на i�й то вар, за ме ня ю щий
или до пол ня ю щий его в по треб ле нии, на 1%.

Ес ли Epi
(qj) > 0, то это сви де тель ст ву ет о взаи мо за ме ня -

е мо с ти то ва ров, так как уве ли че ние це ны на один то вар
при во дит к уве ли че нию спро са на дру гой (на при мер, чай
и ко фе).

Ес ли Epi
(qj) < 0, то это го во рит об их взаи мо до полня е -

мо с ти (чай и са хар). В этом слу чае рост це ны на один из
этих то ва ров при во дит к сни же нию спро са на дру гой.

Глава 8. Модели поведения потребителя216



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

• Ес ли спрос не эла с тич ный, т.е. | Ep(q)| < 1, то по след няя
«скоб ка» в фор му ле (8.5) по ло жи тель на и R �p > 0, т.е. об щий
до ход про дав ца при по вы ше нии це ны рас тет.

По это му при эла с тич ном спро се про дав цу не вы год но по -
вы шать це ну на то вар, а при не эла с тич ном спро се — вы год но.

• Мож но по ка зать, что эла с тич ность спро са по це не тем
вы ше, чем вы ше замещаемость то ва ра.

По яс ним по след нее об сто я тель ст во. Пусть на то вар № 1
це на по вы ша ет ся. Су ще ст ву ет ана ло гич ный по на зна че нию
и ка че ст ву то вар № 2, на ко то рый це на не уве ли чи ва ет ся. Тог-
да це но вая эла с тич ность спро са на то вар № 1 очень вы со ка.

• Эла с тич ность спро са по це не тем вы ше, чем вы ше удель-
ный вес рас хо дов на дан ный то вар в до хо де по тре би те ля.
Яс но, что це но вая эла с тич ность спро са на очень де ше вый
то вар низ кая, на при мер на спич ки (спрос на спич ки прак ти -
че с ки не из ме нит ся, да же ес ли их це на уве ли чит ся, до пу с -
тим, на 20%).

2. Элас тич ность спро са по до хо ду по тре би те ля.
Обо зна чим, как и рань ше, до ход по тре би те ля бук вой I.

Эла с тич ность спро са по до хо ду по тре би те ля EI(q) по ка зы -
ва ет, на сколь ко про цен тов из ме нит ся спрос на то вар при
по вы ше нии до хо да по тре би те ля I на 1% при не из мен ной це -
не p то ва ра.

Ес ли EI(q) > 0, т.е. ес ли при по вы ше нии до хо да по тре би -
те ля спрос на дан ный то вар рас тет, то то вар счи та ет ся нор -
маль ным (ка че ст вен ным), а при EI(q) < 0 — ма ло цен ным.

Яс но, что эта оцен ка за ви сит от аб со лют но го уров ня до -
хо да по тре би те ля. Один и тот же то вар (на при мер, са мая де -
ше вая кол ба са) при низ ком уров не до хо да по тре би те ля мо -
жет счи тать ся нор маль ным, а при вы со ком уров не до хо да —
ма ло цен ным.

3. Пе ре кре стная эла с тич ность спро са по це не.
Пе ре кре ст ная эла с тич ность спро са по це не для двух то -

варов Epi
(qj) ха рак те ри зу ет от но си тель ное из ме не ние спро -

са на j�й то вар при из ме не нии це ны на i�й то вар, за ме ня ю щий
или до пол ня ю щий его в по треб ле нии, на 1%.

Ес ли Epi
(qj) > 0, то это сви де тель ст ву ет о взаи мо за ме ня -

е мо с ти то ва ров, так как уве ли че ние це ны на один то вар
при во дит к уве ли че нию спро са на дру гой (на при мер, чай
и ко фе).

Ес ли Epi
(qj) < 0, то это го во рит об их взаи мо до полня е -

мо с ти (чай и са хар). В этом слу чае рост це ны на один из
этих то ва ров при во дит к сни же нию спро са на дру гой.

Глава 8. Модели поведения потребителя216

При мер 8.8. Ис сле до ва ни я ми ус та нов ле но, что спрос q из де -
лий в не де лю на из де лие А в тор го вой фир ме за ви сит от его це ны
p руб. сле ду ю щим об ра зом:

q(p) = 1200 – p2.

Оп ре де лить це ну из де лия А, при ко то рой не эла с тич ный спрос
пе ре хо дит в эла с тич ный.

Решение. Най дем аб со лют ную ве ли чи ну эла с тич но с ти функ -
ции спро са:

Ep(q) = q�p = (–2p) = ,

|Ep(q)| = ,

так как дробь в по след нем ра вен ст ве все гда по ло жи тель на.
Не эла с тич ный спрос пе ре хо дит в эла с тич ный при аб со лют ной

ве ли чи не эла с тич но с ти, рав ной единице. Сле до ва тель но, ис ко мая
це на оп ре де ля ет ся из урав не ния

|Ep(q)| = 1.

Вы чис ля ем

= 1,   2p2 = 1200 – p2,   3p2 = 1200,   p2 = 400,

p = 20 руб.

Та ким об ра зом, ис ко мая це на из де лия А со став ля ет 20 руб. �

При мер 8.9. Ис сле до ва ни я ми ус та нов ле но, что спрос q из де -
лий в не де лю на из де лие В в тор го вой фир ме за ви сит от сред не го
до хо да на се ле ния I тыс. руб. в ме сяц сле ду ю щим об ра зом:

q(I) = 150 + 20I – 5I2.

Оп ре де лить, при ка ких сред них до хо дах на се ле ния из де лие В
мо жет счи тать ся нор маль ным, а при ка ких ма ло цен ным.

Решение. Най дем вы ра же ние для эла с тич но с ти спро са q по до -
хо ду I:

EI(q) = q�I = (20 – 10I).

Из де лие счи та ет ся нор маль ным, ес ли EI(q) > 0. Тог да из по -
след не го ра вен ст ва

(20 – 10I) > 0.

Так как все гда боль ше ну ля, то долж но вы пол нять ся не ра -

вен ст во
(20 – 10I) > 0  � 10I < 20;   I < 2.

I
–
q

I
–
q

I
–
q

I
–
q

2p2

–––––––––
1200 – p2

2p2

–––––––––
1200 – p2

–2p2

–––––––––
1200 – p2

p
–––––––––
1200 – p2

p
–
q
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Содержание

Та ким об ра зом, из де лие В счи та ет ся нор маль ным при сред нем
до хо де на се ле ния мень ше 2 тыс. руб. в ме сяц.

Из де лие счи та ет ся ма ло цен ным, ес ли сред ний до ход на се ле -
ния боль ше 2 тыс. руб. в ме сяц. �

При мер 8.10. Ис сле до ва ни я ми ус та нов ле но, что функ ция спро-
са на из де лие C в тор го вой фир ме име ет вид

q = 100 .

Оп ре де лить, вы год но ли фир ме по вы шать це ну из де лия C, ес -
ли в на сто я щий мо мент це на рав на 9 ден. ед.

Ре ше ние. Най дем вы ра же ние для аб со лют ной ве ли чи ны эла с -
тич но с ти спро са по це не:

Ep(q) = q�p = = ;

|Ep(q)| = .

Оп ре де лим зна че ние |Ep(q)| при p = 9:

|Ep(q)| = = < 1.

Так как |Ep(q)| при p = 9, то спрос не эла с тич ный и при уве ли -
че нии це ны вы руч ка фир мы воз ра с тет. Сле до ва тель но, по вы шать
це ну вы год но. �

Од ним из ос нов ных урав не ний в те о рии по тре би тель -
ско го вы бо ра яв ля ет ся урав не ние Слуц ко го, опуб ли ко ван -
ное этим рос сий ским ма те ма ти ком в 1915 г.

Урав не ние Слуц ко го свя зы ва ет ди на ми ку рос та це ны j�го
то ва ра со спро сом на i�й то вар при на ли чии ком пен са ции
рос та це ны (см. параграф 6.2).

= 
комп

– xj
*, (8.6)

где xi*, xj* — ком по нен ты оп ти маль но го на бо ра по тре би те ля,
яв ля ю ще го ся ре ше ни ем за да чи по тре би тель ско го вы бо ра,
по это му их мож но счи тать спро сом на со от вет ст ву ю щий то вар;

— член, по ка зы ва ю щий, на сколь ко из ме нит ся спрос на

i�й то вар при по вы ше нии це ны на j�й то вар; 
комп

— то же

∂xi

*
——
∂pj




∂xi
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∂pj
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14

9
–––––––––
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–––––––––
2(16 – p)

–p
–––––––––
2(16 – p)

–100
–––––––––
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p
–––––––––––
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p
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�������16 – p
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Та ким об ра зом, из де лие В счи та ет ся нор маль ным при сред нем
до хо де на се ле ния мень ше 2 тыс. руб. в ме сяц.

Из де лие счи та ет ся ма ло цен ным, ес ли сред ний до ход на се ле -
ния боль ше 2 тыс. руб. в ме сяц. �

При мер 8.10. Ис сле до ва ни я ми ус та нов ле но, что функ ция спро-
са на из де лие C в тор го вой фир ме име ет вид

q = 100 .

Оп ре де лить, вы год но ли фир ме по вы шать це ну из де лия C, ес -
ли в на сто я щий мо мент це на рав на 9 ден. ед.

Ре ше ние. Най дем вы ра же ние для аб со лют ной ве ли чи ны эла с -
тич но с ти спро са по це не:

Ep(q) = q�p = = ;

|Ep(q)| = .

Оп ре де лим зна че ние |Ep(q)| при p = 9:

|Ep(q)| = = < 1.

Так как |Ep(q)| при p = 9, то спрос не эла с тич ный и при уве ли -
че нии це ны вы руч ка фир мы воз ра с тет. Сле до ва тель но, по вы шать
це ну вы год но. �

Од ним из ос нов ных урав не ний в те о рии по тре би тель -
ско го вы бо ра яв ля ет ся урав не ние Слуц ко го, опуб ли ко ван -
ное этим рос сий ским ма те ма ти ком в 1915 г.

Урав не ние Слуц ко го свя зы ва ет ди на ми ку рос та це ны j�го
то ва ра со спро сом на i�й то вар при на ли чии ком пен са ции
рос та це ны (см. параграф 6.2).

= 
комп

– xj
*, (8.6)

где xi*, xj* — ком по нен ты оп ти маль но го на бо ра по тре би те ля,
яв ля ю ще го ся ре ше ни ем за да чи по тре би тель ско го вы бо ра,
по это му их мож но счи тать спро сом на со от вет ст ву ю щий то вар;

— член, по ка зы ва ю щий, на сколь ко из ме нит ся спрос на

i�й то вар при по вы ше нии це ны на j�й то вар; 
комп

— то же

∂xi

*
——
∂pj
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14
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–––––––––
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–––––––––
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–––––––––
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p
–––––––––––
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p
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са мое, но при на ли чии ком пен са ции по вы ше ния це ны; 

xj* — член, по ка зы ва ю щий, на сколь ко из ме нит ся

спрос на этот то вар при из ме не нии до хо да по тре би те ля.
Как ука зы ва лось ра нее, ес ли i�й то вар нор маль ный, ка че -

ст вен ный, то при уве ли че нии до хо да по тре би те ля I спрос на
этот то вар рас тет.

В этом слу чае про из вод ная спро са по до хо ду по ло жи -
тель на и в фор му ле (8.6)

xj* > 0.

Из урав не ния Слуц ко го сле ду ет, что для та ко го то ва ра
вы пол ня ет ся

< 
комп

.

То есть при рос те це ны на j�й то вар спрос на i�й то вар
рас тет боль ше при на ли чии ком пен са ции (то ва ры вза и мо -

за ме ня е мые, > 0).

Ес ли спрос на i�й то вар па да ет (то ва ры вза и мо до пол ня -

емые, < 0), то при ком пен са ции этот спрос па да ет в мень-

шей сте пе ни.
Мо жет ока зать ся и так, что в ра вен ст ве (8.6)

< 0,   
комп

> 0.

То есть то ва ры вза и мо до пол ня е мые без ком пен са ции
мо гут ока зать ся вза и мо за ме ня е мы ми при ком пен са ции.

Урав не ние Слуц ко го мо жет быть ис поль зо ва но для вы -
чис ле ния ве ли чи ны ком пен са ции на по вы шен ную це ну то -

ва ра 
комп

, так как рас сма т ри ва е мые ча ст ные про из вод -

ные без ком пен са ции оп ре де ля ют ся зна чи тель но про ще
из�за го раз до боль ше го ко ли че ст ва име ю щих ся ста ти с ти че -
с ких дан ных.
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Содержание

8.6. Функции потребления и сбережения
Ра нее пред по ла га лось, что весь до ход по тре би тель (на се -

ле ние) тра тит на при об ре те ние то ва ров, т.е. на по треб ле ние.
Од на ко кро ме по треб ле ния на се ле ние пла тит на ло ги и де -
ла ет сбе ре же ния.

Пусть те перь I — до ход, ос та ю щий ся у на се ле ния по сле
уп ла ты на ло гов.

Этот до ход со сто ит из двух сла га е мых. Часть до хо да на -
се ле ние тра тит на при об ре те ние то ва ров и ус луг.

Эта часть со став ля ет функ цию по треб ле ния, ко то рую обыч-
но обо зна ча ют С(I).

Вто рое сла га е мое S(I) со став ля ют сбе ре же ния на се ле -
ния. Функ ция S(I) на зы ва ет ся функ ци ей сбе ре же ния.

Оче вид но, что

I = С(I) + S(I).

Функ ции по треб ле ния и сбе ре же ния обыч но счи та ют ся
ли ней ны ми в те че ние ко рот ко го про ме жут ка вре ме ни. На
боль ших ин тер ва лах вре ме ни они таковыми не яв ля ют ся.

Ес ли до ход I по лу ча ет при ра ще ние ∆I, то функ ции по -
треб ле ния и сбе ре же ния так же по лу ча ют при ра ще ния со от -
вет ст вен но ∆С и ∆S:

∆I = ∆С + ∆S.

По след нее ра вен ст во мож но раз де лить на ∆I � 0 и пе рей -
ти к пре де лу при ∆I � 0. Тог да по лу чим

+ = 1,

т.е. + = 1.

Про из вод ные и на зы ва ют ся со от вет ст вен но пре -

дель ной склон но с тью к по треб ле нию и пре дель ной склон но -
стью к сбе ре же нию.

Зна чи тель ную часть сбе ре же ний на се ле ние хра нит
в бан ках не толь ко из со об ра же ний луч шей со хран но с ти,
но и с це лью по лу че ния про цен тов от вкла да.

Оп ре де ле ние на чаль ной сум мы вкла да по ее ко неч ной
ве ли чи не, по лу чен ной че рез вре мя t (лет) хра не ния де неж -
ных сбе ре же ний в бан ке при го до вом про цен те (про цент ной
став ке) р, на зы ва ет ся дис кон ти ро ва ни ем.

dC
–––
dy

dS
–––
dy

dC
–––
dI

dS
–––
dI

lim
∆I�0

∆C
––––
∆I

lim
∆I�0

∆S
––––
∆I
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8.6. Функции потребления и сбережения
Ра нее пред по ла га лось, что весь до ход по тре би тель (на се -

ле ние) тра тит на при об ре те ние то ва ров, т.е. на по треб ле ние.
Од на ко кро ме по треб ле ния на се ле ние пла тит на ло ги и де -
ла ет сбе ре же ния.

Пусть те перь I — до ход, ос та ю щий ся у на се ле ния по сле
уп ла ты на ло гов.

Этот до ход со сто ит из двух сла га е мых. Часть до хо да на -
се ле ние тра тит на при об ре те ние то ва ров и ус луг.

Эта часть со став ля ет функ цию по треб ле ния, ко то рую обыч-
но обо зна ча ют С(I).

Вто рое сла га е мое S(I) со став ля ют сбе ре же ния на се ле -
ния. Функ ция S(I) на зы ва ет ся функ ци ей сбе ре же ния.

Оче вид но, что

I = С(I) + S(I).

Функ ции по треб ле ния и сбе ре же ния обыч но счи та ют ся
ли ней ны ми в те че ние ко рот ко го про ме жут ка вре ме ни. На
боль ших ин тер ва лах вре ме ни они таковыми не яв ля ют ся.

Ес ли до ход I по лу ча ет при ра ще ние ∆I, то функ ции по -
треб ле ния и сбе ре же ния так же по лу ча ют при ра ще ния со от -
вет ст вен но ∆С и ∆S:

∆I = ∆С + ∆S.

По след нее ра вен ст во мож но раз де лить на ∆I � 0 и пе рей -
ти к пре де лу при ∆I � 0. Тог да по лу чим

+ = 1,

т.е. + = 1.

Про из вод ные и на зы ва ют ся со от вет ст вен но пре -

дель ной склон но с тью к по треб ле нию и пре дель ной склон но -
стью к сбе ре же нию.

Зна чи тель ную часть сбе ре же ний на се ле ние хра нит
в бан ках не толь ко из со об ра же ний луч шей со хран но с ти,
но и с це лью по лу че ния про цен тов от вкла да.

Оп ре де ле ние на чаль ной сум мы вкла да по ее ко неч ной
ве ли чи не, по лу чен ной че рез вре мя t (лет) хра не ния де неж -
ных сбе ре же ний в бан ке при го до вом про цен те (про цент ной
став ке) р, на зы ва ет ся дис кон ти ро ва ни ем.

dC
–––
dy

dS
–––
dy

dC
–––
dI

dS
–––
dI

lim
∆I�0

∆C
––––
∆I

lim
∆I�0

∆S
––––
∆I

Глава 8. Модели поведения потребителя220

За да чи та ко го ро да встре ча ют ся при оп ре де ле нии эф -
фек тив но с ти вло же ний де неж ных сбе ре же ний в банк.

Пусть Kt — ко неч ная сум ма, по лу чен ная за t лет, и K —
дис кон ти ру е мая (на чаль ная) сум ма, ко то рую в фи нан со вом
ана ли зе на зы ва ют так же со вре мен ной сум мой.

Ес ли про цен ты про стые, то

Kt = K(1 + it),

где i = р/100 — удель ная про цент ная став ка.
Тог да

K = .

В слу чае слож ных про цен тов

Kt = K(1 + i)t,

по то му

K = .

Пусть по сту па ю щий еже год но вклад из ме ня ет ся во вре -
ме ни и опи сы ва ет ся функ ци ей f(t) и при удель ной про цент -
ной став ке, рав ной i, про цент на чис ля ет ся не пре рыв но.

Мож но по ка зать, что в этом слу чае дис кон ти ро ван ный
вклад K за вре мя Т вы чис ля ет ся по фор му ле

K = f(t)e–itdt. (8.7)

При мер 8.11. Оп ре де лить дис кон ти ро ван ный вклад за три го -
да при став ке 8%, ес ли пер во на чаль ный (ба зо вый) вклад со ста вил
10 млн руб. и на ме ча ет ся еже год но вно сить вклад, уве ли чен ный на
1 млн руб. по срав не нию с пре ды ду щим го дом.

Ре ше ние. Оче вид но, что вно си мый еже год ный вклад оп ре де ля -
ет ся функ ци ей

f(t) = 10 + 1 · t = 10 + t,

где t — ко ли че ст во лет, про шед ших по сле вне се ния ба зо во го вкла да.
Тог да дис кон ти ро ван ный сум мар ный вклад оп ре де ля ет ся по

фор му ле (8.7):

K = (10 + t)e–0,08tdt.

Ин те г ри руя, по лу чим K = 30,5 млн руб.

3

∫
0

T

∫
0

Kt––––––––
(1 + i)t

Kt–––––
1 + it
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Это оз на ча ет, что для по лу че ния оди на ко вой на ра щен ной сум -
мы че рез три го да еже год ные вкла ды от 10 млн до 12 млн руб. в на -
ча ле го да (т.е. 33 млн руб.) рав но силь ны од но вре мен ны му пер во -
на чаль но му вкла ду 30,5 млн руб. при той же на чис ля е мой не пре-
рыв но про цент ной став ке. �

8.7. Неравномерность распределения дохода населения
Со во куп ный до ход, по лу ча е мый всем на се ле ни ем, как

пра ви ло, рас пре де ля ет ся не рав но мер но.
Рас смо т рим функ цию у = f(x), где у — до ля со во куп но го

до хо да, по лу ча е мая ча с тью х на и бо лее низ ко оп ла чи ва е мо -
го на се ле ния.

На при мер, у(0,8) = 0,6 оз на ча ет, что 80% на и бо лее низ ко
оп ла чи ва е мо го на се ле ния по лу ча ют 60% со во куп но го до хо да.
Здесь при ни ма ет ся 0 � х � 1, 0 � у � 1, у < х.

Пред по ло жим, что нет на се ле ния с ну ле вым до хо дом, т.е.
у(0) = 0, и весь до ход по лу ча ет ся всей со во куп но с тью на се -
ле ния, т.е. у(1) = 1.

На рис. 8.13 по ка зан при -
мер гра фи ка функ ции у = f(х),
которая на зы ва ет ся кри вой Ло -
рен ца.

Ес ли бы рас пре де ле ние до -
хо дов бы ло со вер шен ным, то
10% на се ле ния по лу ча ли бы
10% со во куп но го до хо да, 20%
на се ле ния — 20% до хо да и т.д.
Тог да в иде а ле кри вой рас пре -
де ле ния до хо дов бы ла бы пря -
мая у = х.

От кло не ние ре аль но го рас пре де ле ния до хо дов от иде -
аль но го из ме ря ет ся от но ше ни ем пло ща ди меж ду пря мой
у = х и кри вой Ло рен ца к пло ща ди, ог ра ни чен ной пря мы ми
у = х, х = 1 и осью х, на зы ва ет ся ко эф фи ци ен том не рав но -
мер но с ти рас пре де ле ния до хо дов или ко эф фи ци ен том Джи -
ни и обо зна ча ет ся L.

Ко эф фи ци ент Джи ни ха рак те ри зу ет сте пень не ра вен ст -
ва в рас пре де ле нии до хо дов на се ле ния.

Оче вид но, что 0 � L < 1. Зна че ние L = 0 со от вет ст ву ет
совер шен но му рас пре де ле нию до хо дов. До ста точ но вы со -
кое зна че ние L по ка зы ва ет су ще ст вен но не рав но мер ное рас -
пре де ле ние до хо дов сре ди на се ле ния в рас сма т ри ва е мой
стра не.

Глава 8. Модели поведения потребителя222

Рис. 8.13. Кривая 
распределения дохода
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Это оз на ча ет, что для по лу че ния оди на ко вой на ра щен ной сум -
мы че рез три го да еже год ные вкла ды от 10 млн до 12 млн руб. в на -
ча ле го да (т.е. 33 млн руб.) рав но силь ны од но вре мен ны му пер во -
на чаль но му вкла ду 30,5 млн руб. при той же на чис ля е мой не пре-
рыв но про цент ной став ке. �

8.7. Неравномерность распределения дохода населения
Со во куп ный до ход, по лу ча е мый всем на се ле ни ем, как

пра ви ло, рас пре де ля ет ся не рав но мер но.
Рас смо т рим функ цию у = f(x), где у — до ля со во куп но го

до хо да, по лу ча е мая ча с тью х на и бо лее низ ко оп ла чи ва е мо -
го на се ле ния.

На при мер, у(0,8) = 0,6 оз на ча ет, что 80% на и бо лее низ ко
оп ла чи ва е мо го на се ле ния по лу ча ют 60% со во куп но го до хо да.
Здесь при ни ма ет ся 0 � х � 1, 0 � у � 1, у < х.

Пред по ло жим, что нет на се ле ния с ну ле вым до хо дом, т.е.
у(0) = 0, и весь до ход по лу ча ет ся всей со во куп но с тью на се -
ле ния, т.е. у(1) = 1.

На рис. 8.13 по ка зан при -
мер гра фи ка функ ции у = f(х),
которая на зы ва ет ся кри вой Ло -
рен ца.

Ес ли бы рас пре де ле ние до -
хо дов бы ло со вер шен ным, то
10% на се ле ния по лу ча ли бы
10% со во куп но го до хо да, 20%
на се ле ния — 20% до хо да и т.д.
Тог да в иде а ле кри вой рас пре -
де ле ния до хо дов бы ла бы пря -
мая у = х.

От кло не ние ре аль но го рас пре де ле ния до хо дов от иде -
аль но го из ме ря ет ся от но ше ни ем пло ща ди меж ду пря мой
у = х и кри вой Ло рен ца к пло ща ди, ог ра ни чен ной пря мы ми
у = х, х = 1 и осью х, на зы ва ет ся ко эф фи ци ен том не рав но -
мер но с ти рас пре де ле ния до хо дов или ко эф фи ци ен том Джи -
ни и обо зна ча ет ся L.

Ко эф фи ци ент Джи ни ха рак те ри зу ет сте пень не ра вен ст -
ва в рас пре де ле нии до хо дов на се ле ния.

Оче вид но, что 0 � L < 1. Зна че ние L = 0 со от вет ст ву ет
совер шен но му рас пре де ле нию до хо дов. До ста точ но вы со -
кое зна че ние L по ка зы ва ет су ще ст вен но не рав но мер ное рас -
пре де ле ние до хо дов сре ди на се ле ния в рас сма т ри ва е мой
стра не.

Глава 8. Модели поведения потребителя222

Рис. 8.13. Кривая 
распределения дохода

x

y = x

Кривая
Лоренца

y

0 1

1

При мер 8.12. По дан ным ис сле до ва ний рас пре де ле ния до хо -
дов в од ной из стран, кри вая Ло рен ца ОВА мо жет быть опи са на
урав не ни ем y = 1 – , где х — до ля на се ле ния, у — до ля до -
хо дов на се ле ния.

Вы чис лить ко эф фи ци ент Джи ни.
Ре ше ние. По оп ре де ле нию ко эф -

фи ци ент Джи ни ра вен от но ше нию
пло ща ди за шт ри хо ван ной фи гу ры
ОАВ к пло ща ди тре у голь ни ка ОАС
(см. ри сунок).

L = = 1 – = 1 – 2SOBAC,

так как S∆OAC = как пло щадь по ло ви ны ква д ра та ODАС.

SOBAC = (1 – )dx = dx – dx = 1 – dx,

по это му

L = 1 – 2 1 – dx = 2 dx – 1.

С по мо щью за ме ны пе ре мен ной, на при мер х = sin t, мож но вы -
чис лить

dx = .

Ко эф фи ци ент Джи ни L = 2 · – 1 = – 1 � 0,57. �

Вопросы и задания для самоконтроля
1. Как оп ре де ля ет ся функ ция по лез но с ти?
2. Сфор му ли руй те ос нов ные свой ст ва функ ции по лез -

но с ти.
3. Как на зы ва ют ся ли нии уров ня функ ции по лез но с ти?

Как они вы гля дят на ко ор ди нат ной пло с ко сти?
4. В чем за клю ча ет ся за да ча по тре би тель ско го вы бо ра?

Ка кой вид име ет ее ма те ма ти че с кая фор му ли ров ка?
5. Изо б ра зи те гра фи че с ки ре ше ние за да чи по тре би тель -

ско го вы бо ра.
6. Как най ти ре ше ние за да чи по тре би тель ско го вы бо ра

ме то дом мно жи те лей Ла г ран жа?
7. Как из ме нит ся ре ше ние за да чи по тре би тель ско го вы -

бо ра при по вы ше нии це ны од но го из то ва ров без ком пен са -
ции и при ее на ли чии?
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8. Как по лу чить кри вые «до ход�по треб ле ние» и «це -
на�по треб ле ние»?

9. Как оп ре де ля ют ся функ ции спро са и пред ло же ния?
Ка кой вид име ют их гра фи ки?

10. Что та кое рав но вес ная це на и рав но вес ный объ ем про-
даж?

11. Дай те оп ре де ле ние эла с тич но с ти функ ции. По ка кой
фор му ле оп ре де ля ет ся эла с тич ность функ ции?

12. Сфор му ли руй те ос нов ные свой ст ва эла с тич но с ти
функ ции.

13. Как оп ре де лить эла с тич ность сте пен ной функ ции;
по ка за тель ной функ ции; ли ней ной функ ции?

14. При ве ди те при ме ры при ме не ния эла с тич но с ти в эко -
но ми ке.

15. Как оп ре де ля ют ся функ ции по треб ле ния и сбе ре же -
ния?

16. Ка кой вид име ет кри вая Ло рен ца?
17. Как оп ре де ля ет ся ко эф фи ци ент Джи ни?

Задачи для самостоятельного решения

1. Функ ция по лез но с ти по тре би те ля име ет вид u = . Це -
на еди ни цы пер во го то ва ра рав на 20 ден. ед., вто ро го — 10 ден. ед.
До ход по тре би те ля со став ля ет 200 ден. ед. Най ти оп ти маль ный
по тре би тель ский на бор.

2. Сколь ко денежных единиц долж на со став лять ком пен са ция
для со хра не ния уров ня бла го со сто я ния по тре би те ля в ус ло вии за -
да чи 1, ес ли це на пер во го то ва ра по вы си лась на 21%? Ка ков при
этом бу дет оп ти маль ный по тре би тель ский на бор?

3. Спрос q на не ко то рый то вар за ви сит от его це ны p сле ду -
ющим об ра зом:

q(p) = + 6.

Най ти ско рость из ме не ния спро са при це не про дук ции, рав ной
49 ден. ед.

4. Функ ция спро са на то вар А име ет вид q = из де лий

в ме сяц, а функ ция пред ло же ния s = 12p + 6 из де лий в ме сяц, где
p— це на еди ни цы то ва ра в не ко то рых де неж ных еди ни цах. Най ти
рав но вес ную це ну то ва ра А и рав но вес ный объ ем его про даж.

5. За ко ны спро са и пред ло же ния на не ко то рый то вар оп ре де -
ля ют ся со от вет ст вен но ли ней ны ми функ ци я ми:

q = 66 – 2p;
s = p + 27.

p + 88
–––––––
p + 1

2401
–––––
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8. Как по лу чить кри вые «до ход�по треб ле ние» и «це -
на�по треб ле ние»?

9. Как оп ре де ля ют ся функ ции спро са и пред ло же ния?
Ка кой вид име ют их гра фи ки?

10. Что та кое рав но вес ная це на и рав но вес ный объ ем про-
даж?

11. Дай те оп ре де ле ние эла с тич но с ти функ ции. По ка кой
фор му ле оп ре де ля ет ся эла с тич ность функ ции?

12. Сфор му ли руй те ос нов ные свой ст ва эла с тич но с ти
функ ции.

13. Как оп ре де лить эла с тич ность сте пен ной функ ции;
по ка за тель ной функ ции; ли ней ной функ ции?

14. При ве ди те при ме ры при ме не ния эла с тич но с ти в эко -
но ми ке.

15. Как оп ре де ля ют ся функ ции по треб ле ния и сбе ре же -
ния?

16. Ка кой вид име ет кри вая Ло рен ца?
17. Как оп ре де ля ет ся ко эф фи ци ент Джи ни?

Задачи для самостоятельного решения

1. Функ ция по лез но с ти по тре би те ля име ет вид u = . Це -
на еди ни цы пер во го то ва ра рав на 20 ден. ед., вто ро го — 10 ден. ед.
До ход по тре би те ля со став ля ет 200 ден. ед. Най ти оп ти маль ный
по тре би тель ский на бор.

2. Сколь ко денежных единиц долж на со став лять ком пен са ция
для со хра не ния уров ня бла го со сто я ния по тре би те ля в ус ло вии за -
да чи 1, ес ли це на пер во го то ва ра по вы си лась на 21%? Ка ков при
этом бу дет оп ти маль ный по тре би тель ский на бор?

3. Спрос q на не ко то рый то вар за ви сит от его це ны p сле ду -
ющим об ра зом:

q(p) = + 6.

Най ти ско рость из ме не ния спро са при це не про дук ции, рав ной
49 ден. ед.

4. Функ ция спро са на то вар А име ет вид q = из де лий

в ме сяц, а функ ция пред ло же ния s = 12p + 6 из де лий в ме сяц, где
p— це на еди ни цы то ва ра в не ко то рых де неж ных еди ни цах. Най ти
рав но вес ную це ну то ва ра А и рав но вес ный объ ем его про даж.

5. За ко ны спро са и пред ло же ния на не ко то рый то вар оп ре де -
ля ют ся со от вет ст вен но ли ней ны ми функ ци я ми:

q = 66 – 2p;
s = p + 27.

p + 88
–––––––
p + 1

2401
–––––
���p

�����x1x2
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а) Най ти точ ку ры ноч но го рав но ве сия, т.е рав но вес ную це ну
на то вар и рав но вес ный объ ем про даж.

б) Най ти точ ку рав но ве сия по сле вве де ния на ло га, рав но го 6.
в) Оп ре де лить ве ли чи ну суб си дии при от сут ст вии на ло га, ес -

ли из ве ст но, что рав но вес ный объ ем про даж по сле ее вве де ния ра -
вен 42.

6. Най ти эла с тич ность функ ции y = в точ ке x = 2.

7. Эла с тич ность функ ции спро са q = f(p) яв ля ет ся ве ли чи ной
по сто ян ной для лю бых зна че ний це ны р и рав на Ep(q) = –2. Най -
ти функ цию спро са, ес ли из ве ст но, что при це не то ва ра, рав ной 3
ден. ед., спрос ра вен 5 ед. то ва ра в еди ни цу вре ме ни.

8. Ис сле до ва ни я ми ус та нов ле но, что спрос q кг в не де лю на
апель си ны за ви сит от его це ны p рублей сле ду ю щим об ра зом:

q(p) = 4284 + 12p – p2.

Оп ре де лить це ну апель си нов, при ко то рой не эла с тич ный спрос
пе ре хо дит в эла с тич ный.

9. Ис сле до ва ни я ми ус та нов ле но, что спрос q кг в год на про -
дукт В за ви сит от сред не го до хо да на се ле ния I тыс. руб. в ме сяц
сле ду ю щим об ра зом:

q(I) = 8125 + 1125I + 15I2 – I3.

Оп ре де лить, при ка ких сред них до хо дах на се ле ния про дукт В
мо жет счи тать ся ка че ст вен ным, а при ка ких ма ло цен ным.

x2 + 3
–––––––
x + 5

225Задачи для самостоятельного решения
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Гла ва 9
ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ МОДЕЛИ

9.1. Производственные функции
Про из вод ст вен ная функ ция свя зы ва ет объ ем за тра чи ва -

емых ре сур сов (не за ви си мые пе ре мен ные xi) и объ ем вы пу с-
ка про дук ции (за ви си мая пе ре мен ная y).

В пред по ло же нии, что для про из вод ст ва тре бу ет ся два
ви да ре сур сов (x1, x2), про из вод ст вен ную функ цию мож но
за пи сать в об щем ви де

y = f(x1, x2),

где y — объ ем вы пу с ка е мой про дук ции; x1 — ко ли че ст во за -
трат пер во го ре сур са; x2 — ко ли че ст во за трат вто ро го ре сур са.

Про из вод ст вен ную функ цию, за ви ся щую от двух ви дов
ре сур сов, ча с то на зы ва ют двух фак тор ной.

Для ре ше ния за дач эко но ми ки ча с то ис поль зу ют муль -
ти пли ка тив ную про из вод ст вен ную функ цию ви да

y = a0 x1
a1x2

a2. (9.1)

Ча ст ным слу ча ем муль ти пли ка тив ной про из вод ст вен -
ной функ ции яв ля ет ся функ ция Коб ба — Ду гла са, у ко то рой
в фор му ле (9.1) при ня то a1 = a; a2 = 1 – a,

y = a0 x1
ax2

1–a.

В ка че ст ве ре сур сов (x1, x2) на и бо лее ча с то рас сма т ри ва -
ет ся на коп лен ный труд в ви де про из вод ст вен ных фон дов
или ка пи та ла K и жи вой труд L.

Про из вод ст вен ную функ цию при этом обыч но за пи сы -
ва ют в ви де

Y = F(K, L).

Та кая про из вод ст вен ная функ ция ха рак те ри зу ет ся сле -
ду ю щи ми по ка за те ля ми:

• — ка пи та ло от да ча;
Y
—
K
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Гла ва 9
ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ МОДЕЛИ

9.1. Производственные функции
Про из вод ст вен ная функ ция свя зы ва ет объ ем за тра чи ва -

емых ре сур сов (не за ви си мые пе ре мен ные xi) и объ ем вы пу с-
ка про дук ции (за ви си мая пе ре мен ная y).

В пред по ло же нии, что для про из вод ст ва тре бу ет ся два
ви да ре сур сов (x1, x2), про из вод ст вен ную функ цию мож но
за пи сать в об щем ви де

y = f(x1, x2),

где y — объ ем вы пу с ка е мой про дук ции; x1 — ко ли че ст во за -
трат пер во го ре сур са; x2 — ко ли че ст во за трат вто ро го ре сур са.

Про из вод ст вен ную функ цию, за ви ся щую от двух ви дов
ре сур сов, ча с то на зы ва ют двух фак тор ной.

Для ре ше ния за дач эко но ми ки ча с то ис поль зу ют муль -
ти пли ка тив ную про из вод ст вен ную функ цию ви да

y = a0 x1
a1x2

a2. (9.1)

Ча ст ным слу ча ем муль ти пли ка тив ной про из вод ст вен -
ной функ ции яв ля ет ся функ ция Коб ба — Ду гла са, у ко то рой
в фор му ле (9.1) при ня то a1 = a; a2 = 1 – a,

y = a0 x1
ax2

1–a.

В ка че ст ве ре сур сов (x1, x2) на и бо лее ча с то рас сма т ри ва -
ет ся на коп лен ный труд в ви де про из вод ст вен ных фон дов
или ка пи та ла K и жи вой труд L.

Про из вод ст вен ную функ цию при этом обыч но за пи сы -
ва ют в ви де

Y = F(K, L).

Та кая про из вод ст вен ная функ ция ха рак те ри зу ет ся сле -
ду ю щи ми по ка за те ля ми:

• — ка пи та ло от да ча;
Y
—
K

• — ка пи та ло ем кость;

• — про из во ди тель ность тру да;

• — тру до ем кость;

• — ка пи та ло во ору жен ность.

Про из вод ст вен ная функ ция об ла да ет сле ду ю щи ми
свойствами.

• При от сут ст вии од но го из ре сур сов про из вод ст во не -
воз мож но, т.е.

F(0, L) = F(K, 0) = 0.

• С рос том ре сур сов объ ем вы пу с ка про дук ции рас тет,
т.е. по ло жи тель ны пер вые ча ст ные про из вод ные про из вод ст -
вен ной функ ции, на зы ва е мые в эко но ми ке со от вет ст вен но
пре дель ной ка пи та ло от да чей и пре дель ной про из во ди тель -
но с тью тру да и обо зна ча е мые соответственно

MYK = Y �K = > 0;   MYL = Y �L = > 0.

• С рос том ре сур сов ско рость рос та вы пу с ка про дук ции
за мед ля ет ся. Это оз на ча ет, что вто рые ча ст ные про из вод -
ные про из вод ст вен ной функ ции от ри ца тель ны

Y ��KK = < 0;   Y ��LL = < 0.

Вы чис лим эла с тич ность муль ти пли ка тив ной про из вод -
ст вен ной функ ции

Y = a0 K a1La2. (9.2)

Эла с тич ность по ка пи та лу K оп ре де ля ет ся по фор му ле

EK(Y) = Y �K = · a0 a1K a1–1La2 = a1.

Ана ло гич но мож но по ка зать, что эла с тич ность по тру ду
EL(Y) рав на a2.

От сю да сле ду ет, что по ка за те ли а1 и а2 в формуле (9.2)
при бли женно по ка зы ва ют, на сколь ко про цен тов из ме нит ся
вы пуск про дук ции при из ме не нии толь ко за трат объ е ма про -
из вод ствен ных фон дов K или толь ко тру да L на 1% со от вет -
ст вен но.

K
––––––––
a0 K a1La2

K
–
Y

∂2F
———
∂L2

∂2F
———
∂K 2

∂F
——
∂L

∂F
——
∂K

K
—
L

L
—
Y

Y
—
L

K
—
Y
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Ина че го во ря, эла с тич ность по ка пи та лу EK(Y) по ка зы -
ва ет, на сколь ко про цен тов уве ли чит ся вы пуск про дук ции,
ес ли за тра ты ка пи та ла K уве ли чат ся при мер но на 1% при
не из мен ном жи вом тру де L, а EL(Y) — ес ли за тра ты тру да L
уве ли чат ся на 1% при по сто ян ном объ е ме ка пи та ла K.

Ли нии уров ня про из вод ст вен ной функ ции на зы ва ют ся
изо кван та ми. Для муль ти пли ка тив ной про из вод ст вен ной
функ ции урав не ние изо кван ты име ет вид

a0 K a1La2 = C.

Ес ли от ло жить по осям аб сцисс и ор ди нат со от вет ст вен но
L и K (рис. 9.1), то изо кван та яв ля ет ся ги пер бо лой, асимп -
то та ми ко то рой слу жат оси ко ор ди нат.

Ли нии на и боль ше го рос та про из вод ст вен ной функ ции
на зы ва ют ся изо кли на ля ми. Изо кли на ли ор то го наль ны в те -
ку щей точ ке А изо кван там, т.е. их ка са тель ные пе ре се ка ют -
ся под пря мым уг лом.

Глава 9. Производственные модели228

Рис. 9.1. Про из вод ст вен ные функ ции

L

K

Изоклинали

Изокванты

0

На изо кван те про из вод ст вен ная функ ция Y рав на по сто ян-
но му зна че нию при раз ных зна че ни ях ка пи та ла K и тру да L,
т.е. уве ли че ние ко ли че ст ва од но го фак то ра поз во ля ет умень-
шить ко ли че ст во дру го го, не ме няя объ е ма вы пу с ка про дук -
ции у. От сю да сле ду ет вза и мо за ме ня е мость ре сур сов K и L.

Так как на изо кван те F(K, L) = const, то вы пол ня ет ся ра -
вен ст во

dF = dK + dL = 0.

По сколь ку по свой ст ву про из вод ст вен ной функ ции обе

ча ст ные про из вод ные , по ло жи тель ны, то для вы пол -
∂F
——
∂K

∂F
——
∂K

∂F
——
∂K

∂F
——
∂L
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Ина че го во ря, эла с тич ность по ка пи та лу EK(Y) по ка зы -
ва ет, на сколь ко про цен тов уве ли чит ся вы пуск про дук ции,
ес ли за тра ты ка пи та ла K уве ли чат ся при мер но на 1% при
не из мен ном жи вом тру де L, а EL(Y) — ес ли за тра ты тру да L
уве ли чат ся на 1% при по сто ян ном объ е ме ка пи та ла K.

Ли нии уров ня про из вод ст вен ной функ ции на зы ва ют ся
изо кван та ми. Для муль ти пли ка тив ной про из вод ст вен ной
функ ции урав не ние изо кван ты име ет вид

a0 K a1La2 = C.

Ес ли от ло жить по осям аб сцисс и ор ди нат со от вет ст вен но
L и K (рис. 9.1), то изо кван та яв ля ет ся ги пер бо лой, асимп -
то та ми ко то рой слу жат оси ко ор ди нат.

Ли нии на и боль ше го рос та про из вод ст вен ной функ ции
на зы ва ют ся изо кли на ля ми. Изо кли на ли ор то го наль ны в те -
ку щей точ ке А изо кван там, т.е. их ка са тель ные пе ре се ка ют -
ся под пря мым уг лом.

Глава 9. Производственные модели228

Рис. 9.1. Про из вод ст вен ные функ ции

L

K

Изоклинали

Изокванты

0

На изо кван те про из вод ст вен ная функ ция Y рав на по сто ян-
но му зна че нию при раз ных зна че ни ях ка пи та ла K и тру да L,
т.е. уве ли че ние ко ли че ст ва од но го фак то ра поз во ля ет умень-
шить ко ли че ст во дру го го, не ме няя объ е ма вы пу с ка про дук -
ции у. От сю да сле ду ет вза и мо за ме ня е мость ре сур сов K и L.

Так как на изо кван те F(K, L) = const, то вы пол ня ет ся ра -
вен ст во

dF = dK + dL = 0.

По сколь ку по свой ст ву про из вод ст вен ной функ ции обе

ча ст ные про из вод ные , по ло жи тель ны, то для вы пол -
∂F
——
∂K

∂F
——
∂K

∂F
——
∂K

∂F
——
∂L

не ния по след не го ра вен ст ва на изо кван те dK и dL долж ны
иметь разные зна ки.

Пре дель ной нор мой за ме ны тру да ка пи та лом SK на зы ва -
ет ся от но ше ние аб со лют ных ве ли чин диф фе рен ци а лов ка -
пи та ла K и тру да L

SK = = = = .

Ана ло гич но вы чис ля ет ся пре дель ная нор ма за ме ны ка пи-
та ла K тру дом L

SL = = = = .

Для про из вод ст вен ной функ ции ви да (9.2)

Y = F(K, L) = a0 K a1La2

мож но за пи сать

F �K = a0a1K a1–1La2;   F �L = a0a2K a1La2–1.

Тог да

SK = = = . (9.3)

Ана ло гич но

SL = . (9.4)

Пре дель ные нор мы за ме ны тру да ка пи та лом SK и ка пи -
та ла тру дом SL по ка зы ва ют, на сколь ко еди ниц уве ли чат ся
за тра ты за ме ня ю ще го ре сур са, ес ли за тра ты за ме ня е мо го
ре сур са умень шат ся на од ну еди ни цу при не из мен ном вы -
пу с ке про дук ции.

При мер 9.1. Про из вод ст вен ная функ ция име ет вид

Y = a0 K 0,75L0,25.

На сколь ко еди ниц долж ны уве ли чить ся за тра ты тру да L при
умень ше нии за трат ка пи та ла на од ну еди ни цу и при не из мен ном
вы пу с ке про дук ции, ес ли от но ше ние за трат тру да к за тра там ка -

пи та ла рав но 6?

Решение. Ис ко мое чис ло еди ниц рав но пре дель ной нор ме за ме -
ны ка пи та ла тру дом SL.

K
—
L

a1L
———
a2K

a2K
———
a1L

a0a2K a1La2–1

—————————
a0a1K a1–1La2

F �L——
F �K

F �K——
F �L

∂F/∂K
————
∂F/∂L

dL
——
dK

|
|
|

dL
——
dK

|
|
|

F �L——
F �K

dK
——
dL

|
|
|

|
|
|

∂F/∂L
————
∂F/∂K

dK
——
dL

2299.1. Производственные функции
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Содержание

В про из вод ст вен ной функ ции a1 = 0,75; a2 = 0,25. Тог да по фор -
му ле (9.4) мож но за пи сать

SL = = · = 0,5.

От сю да сле ду ет, что за тра ты тру да уве ли чат ся на пол-еди ни -
цы. �

9.2. Издержки производства

Ли ней ная мо дель из дер жек. Точ ка бе зу бы точ но с ти.
При про из вод ст ве Y еди ниц лю бой про дук ции со во куп ные
из держ ки (за тра ты) С(Y) со сто ят из двух сла га е мых — по -
сто ян ных (фик си ро ван ных) и пе ре мен ных из дер жек

С(Y) = F + V.

По сто ян ные из держ ки F — это из держ ки, не за ви ся щие
от чис ла еди ниц про из ве ден ной про дук ции. Они вклю ча ют
в се бя амор ти за цию, арен ду по ме ще ний, про цен ты по зай -
мам и т.п.

Пе ре мен ные из держ ки V = V(Y) — это из держ ки, на пря -
мую за ви ся щие от ко ли че ст ва про из ве ден ной про дук ции.
Они вклю ча ют в се бя сто и мость сы рья, ра бо чей си лы
и т.п.

В про стей шем слу чае пе ре мен ные из держ ки V пря мо про-
пор ци о наль ны ко ли че ст ву про из ве ден ной про дук ции Y, т.е.

V = aY.

Ко эф фи ци ент про пор ци о наль но с ти а — это за тра ты на
про из вод ст во од ной еди ни цы про дук ции.

Тог да для со во куп ных из дер жек по лу ча ем урав не ние,
ко то рое на зы ва ет ся ли ней ной мо де лью из дер жек,

C = С(Y) = F + aY.

Со во куп ный до ход, или вы руч ка, R(Y), по лу ча е мый пред -
при я ти ем от про да жи Y еди ниц про из ве ден ной про дук ции,
оп ре де ля ет ся фор му лой

R(Y) = pY,

где р — це на еди ни цы то ва ра.
При быль П(Y) при этом оп ре де ля ет ся фор му лой

П(Y) = R(Y) – С(Y).

1
—
6

0,75
———
0,25

a1L
———
a2K

Глава 9. Производственные модели230
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В про из вод ст вен ной функ ции a1 = 0,75; a2 = 0,25. Тог да по фор -
му ле (9.4) мож но за пи сать

SL = = · = 0,5.

От сю да сле ду ет, что за тра ты тру да уве ли чат ся на пол-еди ни -
цы. �

9.2. Издержки производства

Ли ней ная мо дель из дер жек. Точ ка бе зу бы точ но с ти.
При про из вод ст ве Y еди ниц лю бой про дук ции со во куп ные
из держ ки (за тра ты) С(Y) со сто ят из двух сла га е мых — по -
сто ян ных (фик си ро ван ных) и пе ре мен ных из дер жек

С(Y) = F + V.

По сто ян ные из держ ки F — это из держ ки, не за ви ся щие
от чис ла еди ниц про из ве ден ной про дук ции. Они вклю ча ют
в се бя амор ти за цию, арен ду по ме ще ний, про цен ты по зай -
мам и т.п.

Пе ре мен ные из держ ки V = V(Y) — это из держ ки, на пря -
мую за ви ся щие от ко ли че ст ва про из ве ден ной про дук ции.
Они вклю ча ют в се бя сто и мость сы рья, ра бо чей си лы
и т.п.

В про стей шем слу чае пе ре мен ные из держ ки V пря мо про-
пор ци о наль ны ко ли че ст ву про из ве ден ной про дук ции Y, т.е.

V = aY.

Ко эф фи ци ент про пор ци о наль но с ти а — это за тра ты на
про из вод ст во од ной еди ни цы про дук ции.

Тог да для со во куп ных из дер жек по лу ча ем урав не ние,
ко то рое на зы ва ет ся ли ней ной мо де лью из дер жек,

C = С(Y) = F + aY.

Со во куп ный до ход, или вы руч ка, R(Y), по лу ча е мый пред -
при я ти ем от про да жи Y еди ниц про из ве ден ной про дук ции,
оп ре де ля ет ся фор му лой

R(Y) = pY,

где р — це на еди ни цы то ва ра.
При быль П(Y) при этом оп ре де ля ет ся фор му лой

П(Y) = R(Y) – С(Y).

1
—
6

0,75
———
0,25

a1L
———
a2K

Глава 9. Производственные модели230

При мер 9.2. Фик си ро ван ные из держ ки со став ля ют 10 тыс.
руб. в ме сяц, пе ре мен ные из держ ки рав ны 30 руб. на еди ни цу про -
дук ции. Це на еди ни цы про дук ции со став ля ет 50 руб.

Со ста вить функ ции до хо да, из дер жек и при бы ли за ме сяц
и по ст ро ить их гра фи ки.

Решение. Из ус ло вия за да чи яс но, что
F = 10 000; a = 30; p = 50.

Тог да

С(Y) = F + V(Y) = 10 000 + 30Y,

R(Y) = 50Y.

По ст ро им гра фи ки R(Y) и С(Y).
Та ким об ра зом, функ ция при бы ли име-

ет вид

П(Y) = 50Y – (10 000 + 30Y) =
= 20Y – 10 000.

По ст ро ен гра фик П(Y). �

Как очевид но из при ме ра, при ма лых зна че ни ях Y < 500 при-
быль от ри ца тель на, т.е. про из вод ст во убы точ но. При уве ли че-
нии Y при быль воз ра с та ет и в не ко то рой точ ке Y0 = 500 она
об ра ща ет ся в нуль, по сле че го ста но вит ся по ло жи тель ной.

Точ ка Y0, в ко то рой при быль об ра ща ет ся в нуль, на зы ва -
ет ся точ кой бе зу бы точ но с ти (в при ме ре Y0 = 500).

При мер 9.3. Из держ ки про из вод ст ва 100 шт. не ко то ро го то ва -
ра со став ля ют 300 руб., а 500 шт. — 600 руб.

Оп ре де лить из держ ки про из вод ст ва 400 шт. то ва ра при ус ло -
вии, что функ ция из дер жек про из вод ст ва ли ней на.

Решение. Гра фик ли ней ной функ ции из дер жек пред став ля ет
со бой пря мую, на ко то рой да ны две точ ки: при Y1 = 100 име ем
C1 = 300, а Y2 = 500 со от вет ст ву ет С2 = 600.

Урав не ние пря мой, про хо дя щей че рез две за дан ные точ ки, име-
ет вид

С – С1 = (Y – Y1).

Под став ляя ко ор ди на ты то чек в урав не ние, по лу ча ем

С – 300 = (Y – 100);   C = Y + 225.

Ес ли Y = 400, то C = Y + 225 = · 400 + 225 = 525, т.е. ис ко -

мая ве ли чи на со став ля ет 525 руб. �
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Содержание

Предельными издержками про из вод ст ва в эко но ми ке на -
зы ва ют про из вод ную функ ции из дер жек:

MCY = C �(Y) = .

Эта ве ли чи на ха рак те ри зу ет при бли жен но до пол ни тель -
ные за тра ты на про из вод ст во еди ни цы до пол ни тель ной
про дук ции.

Ана ло гич ным об ра зом мо гут быть оп ре де ле ны пре дель -
ный до ход

MRY = R�(Y) = ,

пре дель ная при быль

MIY = I �(Y) = 

и дру гие пре дель ные ве ли чи ны.

При мер 9.4. Функ ция из дер жек име ет вид

С(Y) = 0,01Y 3 – 0,2Y 2 + 10Y + 2000.

Най ти вы ра же ние для пре дель ных из дер жек и по счи тать их
зна че ние в точ ке Y = 10.

Решение.

MCY = C �(Y) = 0,03Y 2 – 0,4Y + 10;
MCY (10) = C �(10) = 0,03102 – 0,410 + 10 = 9.

Поль зу ясь фор му лой для при бли жен но го зна че ния при ра ще -
ния функ ции, вы чис ля е мо го с по мо щью диф фе рен ци а ла

∆С � dC = C �(Y)∆Y,

мож но ин тер пре ти ро вать ве ли чи ну C �(10) так: ес ли про из ве де но
10 из де лий, то до пол ни тель ные из держ ки ∆C по про из вод ст ву
11�го из де лия (∆Y = 1) при бли жен но рав ны C �(10) = 9. �

При мер 9.5. За ви си мость меж ду из держ ка ми про из вод ст ва
и объ е мом вы пу с ка е мой про дук ции вы ра жа ет ся функ ци ей

C(Y) = 50Y – 0,05Y 3.

Оп ре де лить сред ние и пре дель ные из держ ки при объ е ме про -
дук ции 10 ед.

Решение. Cред ние из держ ки (на еди ни цу про дук ции) вы ра жа -
ют ся от но ше ни ем

dI
——
dY

dR
——
dY

dC
——
dY

Глава 9. Производственные модели232
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Предельными издержками про из вод ст ва в эко но ми ке на -
зы ва ют про из вод ную функ ции из дер жек:

MCY = C �(Y) = .

Эта ве ли чи на ха рак те ри зу ет при бли жен но до пол ни тель -
ные за тра ты на про из вод ст во еди ни цы до пол ни тель ной
про дук ции.

Ана ло гич ным об ра зом мо гут быть оп ре де ле ны пре дель -
ный до ход

MRY = R�(Y) = ,

пре дель ная при быль

MIY = I �(Y) = 

и дру гие пре дель ные ве ли чи ны.

При мер 9.4. Функ ция из дер жек име ет вид

С(Y) = 0,01Y 3 – 0,2Y 2 + 10Y + 2000.

Най ти вы ра же ние для пре дель ных из дер жек и по счи тать их
зна че ние в точ ке Y = 10.

Решение.

MCY = C �(Y) = 0,03Y 2 – 0,4Y + 10;
MCY (10) = C �(10) = 0,03102 – 0,410 + 10 = 9.

Поль зу ясь фор му лой для при бли жен но го зна че ния при ра ще -
ния функ ции, вы чис ля е мо го с по мо щью диф фе рен ци а ла

∆С � dC = C �(Y)∆Y,

мож но ин тер пре ти ро вать ве ли чи ну C �(10) так: ес ли про из ве де но
10 из де лий, то до пол ни тель ные из держ ки ∆C по про из вод ст ву
11�го из де лия (∆Y = 1) при бли жен но рав ны C �(10) = 9. �

При мер 9.5. За ви си мость меж ду из держ ка ми про из вод ст ва
и объ е мом вы пу с ка е мой про дук ции вы ра жа ет ся функ ци ей

C(Y) = 50Y – 0,05Y 3.

Оп ре де лить сред ние и пре дель ные из держ ки при объ е ме про -
дук ции 10 ед.

Решение. Cред ние из держ ки (на еди ни цу про дук ции) вы ра жа -
ют ся от но ше ни ем

dI
——
dY

dR
——
dY

dC
——
dY

Глава 9. Производственные модели232

Cср = = = 50 – 0,05Y 2.

При Y = 10 сред ние из держ ки (на еди ни цу про дук ции) рав ны

Cср(10) = 50 – 0,05 · 102 = 45 ден. ед.

Пре дель ные из держ ки вы ра жа ют ся про из вод ной

C �(Y) = 50 – 0,15Y 2.

При Y = 10 пре дель ные из держ ки со ста вят

MCY (10) = Y �(10) = 50 – 0,15 · 102 = 35 ден. ед.

Итак, ес ли сред ние из держ ки на про из вод ст во еди ни цы про -
дук ции со став ля ют 45 ден. ед., то пре дель ные из держ ки, т.е. до -
пол ни тель ные за тра ты на про из вод ст во до пол ни тель ной еди ни цы
про дук ции при объ е ме вы пу с ка е мой про дук ции 10 ед. со став ля ют
35 ден. ед. �

Из держ ки хра не ния. Транс порт ные из держ ки. Ес ли
по сле из го тов ле ния то вар ре а ли зу ет ся не сра зу, то к со во -
куп ным из держ кам про из вод ст ва то ва ра C(Y) до бав ля ют ся
из держ ки его хра не ния Cхр.

Пусть то вар за во зит ся на склад пар ти я ми по х штук в од -
ной пар тии в мо мент окон ча ния ре а ли за ции пре ды ду щей
пар тии, а ре а ли зу ет ся с по сто ян ной ско ро стью в те че ние
вре ме ни t0.

Тог да чис ло z еди ниц то ва ра на скла де яв ля ет ся функ ци -
ей вре ме ни t, гра фик ко то рой при ве ден на рис. 9.2. Яс но, что
при этом сред нее чис ло еди ниц то ва ра на скла де (сред няя

на пол ня е мость скла да) рав но .
x
—
2

50Y – 0,05Y 3

——————————
Y

C(Y)
———

Y

2339.2. Издержки производства

Рис. 9.2. Издержки хранения

tt0

x

x–
2

z

0
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Содержание

За да чу на хож де ния объ е ма пар тии x для обес пе че ния ми -
ни маль ных сум мар ных из дер жек про из вод ст ва и хра не ния

C = C(Y) + Cхр

рас смо т рим на кон крет ном при ме ре.

При мер 9.6. Ком па нии тре бу ет ся про из ве с ти за год 1000 ед.
не ко то ро го то ва ра. Из держ ки под го тов ки про из вод ст ва од ной
пар тии со став ля ют 20 ден. ед. Из держ ки про из вод ст ва со став ля ют
8 ден. ед. за еди ни цу то ва ра, а го до вые из держ ки хра не ния — 1 ден.
ед. за еди ни цу.

Най ти та кое чис ло еди ниц то ва ра в пар тии х, при ко то ром сум -
мар ные из держ ки про из вод ст ва и хра не ния бы ли бы ми ни маль ны.

Ре ше ние. При при ня тых обо зна че ни ях Y = 1000; a = 8. Обо зна -
чим b — го до вые из держ ки хра не ния еди ни цы то ва ра на скла де,
а n — чис ло пар тий то ва ра.

Тог да

b = 1,   n = = ,   F = 20n = 20 · = ,

V(Y) = aY = 8 · 1000 = 8000.

Из держ ки про из вод ст ва со став ля ют

C(Y) = F + V(Y) = + 8000.

Из держ ки хра не ния рав ны

Cхр = b = · 1 = .

Та ким об ра зом, сум мар ные из держ ки со став ля ют

CΣ(x) = C(Y) + Cхр = + 8000 + .

На хо дим по ло жи тель ную кри ти че с кую точ ку функ ции CΣ(x),
при рав ни вая ну лю ее про из вод ную,

C �Σ(x) = + ,   + = 0,   x2 = 40 000,   x = 200.

Да лее на хо дим вто рую про из вод ную функ ции CΣ(x) в кри ти -
че с кой точ ке x = 200

C ��Σ(x) = ,   C ��Σ(200) = = > 0.

Сле до ва тель но, при х = 200 функ ция CΣ(x) име ет ми ни мум.
Та ким об ра зом, в пар тии долж но быть 200 ед. то ва ра. �
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За да чу на хож де ния объ е ма пар тии x для обес пе че ния ми -
ни маль ных сум мар ных из дер жек про из вод ст ва и хра не ния

C = C(Y) + Cхр

рас смо т рим на кон крет ном при ме ре.

При мер 9.6. Ком па нии тре бу ет ся про из ве с ти за год 1000 ед.
не ко то ро го то ва ра. Из держ ки под го тов ки про из вод ст ва од ной
пар тии со став ля ют 20 ден. ед. Из держ ки про из вод ст ва со став ля ют
8 ден. ед. за еди ни цу то ва ра, а го до вые из держ ки хра не ния — 1 ден.
ед. за еди ни цу.

Най ти та кое чис ло еди ниц то ва ра в пар тии х, при ко то ром сум -
мар ные из держ ки про из вод ст ва и хра не ния бы ли бы ми ни маль ны.

Ре ше ние. При при ня тых обо зна че ни ях Y = 1000; a = 8. Обо зна -
чим b — го до вые из держ ки хра не ния еди ни цы то ва ра на скла де,
а n — чис ло пар тий то ва ра.

Тог да

b = 1,   n = = ,   F = 20n = 20 · = ,

V(Y) = aY = 8 · 1000 = 8000.

Из держ ки про из вод ст ва со став ля ют

C(Y) = F + V(Y) = + 8000.

Из держ ки хра не ния рав ны

Cхр = b = · 1 = .

Та ким об ра зом, сум мар ные из держ ки со став ля ют

CΣ(x) = C(Y) + Cхр = + 8000 + .

На хо дим по ло жи тель ную кри ти че с кую точ ку функ ции CΣ(x),
при рав ни вая ну лю ее про из вод ную,

C �Σ(x) = + ,   + = 0,   x2 = 40 000,   x = 200.

Да лее на хо дим вто рую про из вод ную функ ции CΣ(x) в кри ти -
че с кой точ ке x = 200

C ��Σ(x) = ,   C ��Σ(200) = = > 0.

Сле до ва тель но, при х = 200 функ ция CΣ(x) име ет ми ни мум.
Та ким об ра зом, в пар тии долж но быть 200 ед. то ва ра. �
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Глава 9. Производственные модели234

Рас смо т рим на при ме ре транс порт ные из держ ки Cтр, т.е.
из держ ки, свя зан ные с пе ре воз кой то ва ра.

При мер 9.7. Из держ ки пе ре воз ки дву мя сред ст ва ми транс пор -
та в де неж ных еди ни цах вы ра жа ют ся функ ци я ми

Стр1 = 150 + 0,5х и  Стр2 = 250 + 0,25х,

где х — рас сто я ние пе ре воз ки в ки ло ме т рах.
Оп ре де лить рас сто я ние, на чи ная с ко то ро го бо лее эко но мич -

ным ста но вит ся вто рое сред ст во, и транс порт ные из держ ки при
пе ре воз ке на это рас сто я ние.

Решение. Для оп ре де ле ния ис ко мо го рас сто я ния до ста точ но
ре шить не ра вен ст во Cтр2 < Cтр1, т.е. не ра вен ст во 250 + 0,25x <
< 150 + 0,5x.

От сю да име ем 0,25x > 100 и x > 400.
По лу ча ем, что бо лее эко но мич ны пе ре воз ки вто рым сред ст вом

транс пор та, на чи ная с рас сто я ния x = 400 км. Транс порт ные из -
держ ки при этом рас сто я нии рав ны

Стр1 = 150 + 0,5x = 150 + 0,5 · 400 = 350 ден. ед.
или

Стр2 = 250 + 0,25x = 250 + 0,25 · 400 = 350 ден. ед.

Гра фи че с кая ил лю с т ра ция ре ше ния этой за да чи при ве де на на
ри сун ке.

2359.3. Поведение фирмы в условиях совершенной конкуренции

9.3. Поведение фирмы 
в условиях совершенной конкуренции

В ус ло ви ях со вер шен ной кон ку рен ции, ког да чис ло уча ст -
ни ков рын ка ве ли ко и каж дая фир ма не спо соб на кон тро ли -
ро вать уро вень цен, ус той чи вая про да жа то ва ров воз мож на
по пре об ла да ю щей ры ноч ной це не, ко то рую бу дем обо зна -
чать р0.

x, 102 км �
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При этом сум мар ный до ход со ста вит R(q) = qp0 , со от вет -

ст вен но сред ний до ход Rср = = p0 и пре дель ный до ход

R �(q) = p0 (рис. 9.3).
Та ким об ра зом, в ус ло ви ях сво бод но го кон ку рент но го

рын ка сред ний и пре дель ный до хо ды сов па да ют.

R
—
q
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Рис. 9.3. Со вер шен ная кон ку рен ция

q

R

R (суммарный доход)

Свободный конкурентный
рынок

Rср (средний доход)

R� (предельный доход)
p0

0

Бу дем счи тать, что при со вер шен ной кон ку рен ции оп ре -
де ля е мая рын ком це на то ва ра p0 яв ля ет ся по сто ян ной
и рав но вес ной, т.е. по этой це не ре а ли зу ет ся вся пред ло жен -
ная рын ку про дук ция.

Тог да до ход (вы руч ка) R фир мы в за дан ном про ме жут ке
вре ме ни (на при мер, за год) ра вен

R = p0Y,

где Y = F(K, L) — объ ем вы пу с ка е мой фир мой про дук ции;
K, L — объ е мы за тра чен ных ка пи та ла и тру да.

Издержки про из вод ст ва для фир мы в за дан ном про ме -
жут ке — это об щие вы пла ты по ви дам за трат.

Ес ли p1 и p2 — рас хо ды, за тра чи ва е мые фир мой на еди -
ни цу ка пи та ла и тру да со от вет ст вен но, то из держ ки C фир -
мы оп ре де ля ют ся по фор му ле

C = p1K + p2L.

При быль П фир мы в за дан ном про ме жут ке вре ме ни —
это раз ность меж ду до хо дом R и из держ ка ми С, т.е.

П(K, L) = R – C = p0F(K, L) – (p1K + p2L). (9.5)

Це лью функ ци о ни ро ва ния фир мы яв ля ет ся мак си ми за -
ция при бы ли пу тем пра виль но го рас пре де ле ния за тра чи ва -
е мых ре сур сов. Ма те ма ти че с ки эта про бле ма пред став ля ет
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При этом сум мар ный до ход со ста вит R(q) = qp0 , со от вет -

ст вен но сред ний до ход Rср = = p0 и пре дель ный до ход

R �(q) = p0 (рис. 9.3).
Та ким об ра зом, в ус ло ви ях сво бод но го кон ку рент но го

рын ка сред ний и пре дель ный до хо ды сов па да ют.

R
—
q

Глава 9. Производственные модели236

Рис. 9.3. Со вер шен ная кон ку рен ция

q

R

R (суммарный доход)

Свободный конкурентный
рынок

Rср (средний доход)

R� (предельный доход)
p0

0

Бу дем счи тать, что при со вер шен ной кон ку рен ции оп ре -
де ля е мая рын ком це на то ва ра p0 яв ля ет ся по сто ян ной
и рав но вес ной, т.е. по этой це не ре а ли зу ет ся вся пред ло жен -
ная рын ку про дук ция.

Тог да до ход (вы руч ка) R фир мы в за дан ном про ме жут ке
вре ме ни (на при мер, за год) ра вен

R = p0Y,

где Y = F(K, L) — объ ем вы пу с ка е мой фир мой про дук ции;
K, L — объ е мы за тра чен ных ка пи та ла и тру да.

Издержки про из вод ст ва для фир мы в за дан ном про ме -
жут ке — это об щие вы пла ты по ви дам за трат.

Ес ли p1 и p2 — рас хо ды, за тра чи ва е мые фир мой на еди -
ни цу ка пи та ла и тру да со от вет ст вен но, то из держ ки C фир -
мы оп ре де ля ют ся по фор му ле

C = p1K + p2L.

При быль П фир мы в за дан ном про ме жут ке вре ме ни —
это раз ность меж ду до хо дом R и из держ ка ми С, т.е.

П(K, L) = R – C = p0F(K, L) – (p1K + p2L). (9.5)

Це лью функ ци о ни ро ва ния фир мы яв ля ет ся мак си ми за -
ция при бы ли пу тем пра виль но го рас пре де ле ния за тра чи ва -
е мых ре сур сов. Ма те ма ти че с ки эта про бле ма пред став ля ет

со бой обыч ную за да чу на на хож де ние мак си му ма функ ции
двух пе ре мен ных.

Пусть про из вод ст вен ная функ ция име ет вид

F(K, L) = a0K a1La2.

Тог да це ле вая функ ция в со от вет ст вии с выражени ем (9.5)
за пи шет ся

П(K, L) = p0a0K a1La2 – (p1K + p2L) � max

при ус ло вии K > 0; L > 0.
Как обыч но, при ре ше нии та кой за да чи на хо дим кри ти -

че с кие точ ки функ ции П(K, L), за пи сав вы ра же ния для ча -
ст ных про из вод ных и при рав няв их ну лю,

П�K = p0a0a1K a1–1La2 – p1 = 0;

П�L = p0a0a2K a1La2–1 – p2 = 0.

От сю да

p0a0a1K a1–1La2 = p1;

p0a0a2K a1La2–1 = p2. (9.6)

Раз де лив пер вое урав не ние на вто рое, по лу чим

= или   L = K или   K = L.

Под ста вив эти вы ра же ния в выражение (9.6) и раз ре шив
по след ние от но си тель но K и L, по лу ча ем ко ор ди на ты кри -
ти че с кой точ ки (K0 , L0)

K0 = ;

L0 = .

(9.7)

Мож но убе дить ся, что кри ти че с кая точ ка (K0, L0) бу дет
точ кой мак си му ма при вы пол не нии ус ло вия

a1 + a2 < 1. (9.8)

Та ким об ра зом, ес ли про из вод ст вен ная функ ция фир мы

Y = F(K, L) = a0K a1La2

удов ле тво ря ет ус ло вию (9.8), то фир ма по лу чит на и боль -
шую при быль при зна че ни ях ре сур сов K0 и L0, вы чис лен -
ных по фор му лам (9.7).

1 – a1———————
1 – a1 – a2


a2p1———
a1p2




1———————
1 – a1 – a2


p0a0a1—————
p1




a2———————
1 – a1 – a2


a2p1———
a1p2




1———————
1 – a1 – a2p0a0a1—————

p1







a1p2———
a2 p1

a2 p1———
a2 p2

p1——
p2

a1L
———
a2K
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Содержание

При мер 9.8. За да на функ ция пре дель но го до хо да про дав ца

R �q = 20 – 0,04q.

Най ти функ цию до хо да про дав ца и за кон спро са на про дук -
цию, ес ли це на еди ни цы про дук ции рав на p.

Решение. Так как пре дель ный до ход — это про из вод ная функ -
ции до хо да, то

R(q) = (20 – 0,04q)dq = 20q – 0,04 + C = 20q – 0,02q2 + C.

По сколь ку при ну ле вом спро се на про дук цию до ход про дав ца
ра вен ну лю, то R(0) = 0 и, сле до ва тель но, С = 0. Тог да

R(q) = 20q – 0,02q2.

Ес ли каж дая еди ни ца про дук ции про да ет ся по це не р, то до ход
R = рq. Сле до ва тель но, де ля на q функ цию до хо да, на хо дим за кон
спро са в ви де об рат ной функ ции р(q)

р = 20 – 0,02q. �

При мер 9.9. Про из вод ст вен ная функ ция, ха рак те ри зу ю щая
вы пуск про дук ции фир мой за год, име ет вид

Y = 5K0,4L0,4.

Сред няя сто и мость од но го ча са тру да со став ля ет 100 руб.,
а сто и мость еди ни цы ка пи та ла (од но го руб ля) — 20% го до вых. Це -
на вы пу с ка е мой фир мой про дук ции ус та нов ле на рын ком и со -
став ля ет 50 руб.

Най ти оп ти маль ный со став ре сур сов. Оп ре де лить го до вой вы -
пуск про дук ции, из держ ки про из вод ст ва и при быль при оп ти -
маль ном со ста ве ре сур сов.

Решение. Оп ти маль ный со став ре сур сов на хо дим по фор му лам
(9.7). За пи шем

K0 = =

= =

= 5002 · 0,0022 = 125 000 000 руб.

L0 = =

= = 5002 · 0,0023 = 250 000 ч.


50 · 5 · 0,4
——————

0,2



1————————
1 – 0,4 – 0,4


0,4 · 0,2
—————
0,4 · 100




1 – 0,4
————————
1 – 0,4 – 0,4




p0a0a1—————
p1




1———————
1 – a1 – a2


a2p1———
a1p2




1 – a1———————
1 – a1 – a2

0,4
————————
1 – 0,4 – 0,4


0,4 · 0,2
——————
0,4 · 100




1————————
1 – 0,4 – 0,4


50 · 5 · 0,4
———————

0,2



a2———————
1 – a1 – a2


a2p1———
a1p2




1———————
1 – a1 – a2


p0a0a1—————
p1




q 2

––
2∫
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При мер 9.8. За да на функ ция пре дель но го до хо да про дав ца

R �q = 20 – 0,04q.

Най ти функ цию до хо да про дав ца и за кон спро са на про дук -
цию, ес ли це на еди ни цы про дук ции рав на p.

Решение. Так как пре дель ный до ход — это про из вод ная функ -
ции до хо да, то

R(q) = (20 – 0,04q)dq = 20q – 0,04 + C = 20q – 0,02q2 + C.

По сколь ку при ну ле вом спро се на про дук цию до ход про дав ца
ра вен ну лю, то R(0) = 0 и, сле до ва тель но, С = 0. Тог да

R(q) = 20q – 0,02q2.

Ес ли каж дая еди ни ца про дук ции про да ет ся по це не р, то до ход
R = рq. Сле до ва тель но, де ля на q функ цию до хо да, на хо дим за кон
спро са в ви де об рат ной функ ции р(q)

р = 20 – 0,02q. �

При мер 9.9. Про из вод ст вен ная функ ция, ха рак те ри зу ю щая
вы пуск про дук ции фир мой за год, име ет вид

Y = 5K0,4L0,4.

Сред няя сто и мость од но го ча са тру да со став ля ет 100 руб.,
а сто и мость еди ни цы ка пи та ла (од но го руб ля) — 20% го до вых. Це -
на вы пу с ка е мой фир мой про дук ции ус та нов ле на рын ком и со -
став ля ет 50 руб.

Най ти оп ти маль ный со став ре сур сов. Оп ре де лить го до вой вы -
пуск про дук ции, из держ ки про из вод ст ва и при быль при оп ти -
маль ном со ста ве ре сур сов.

Решение. Оп ти маль ный со став ре сур сов на хо дим по фор му лам
(9.7). За пи шем

K0 = =

= =

= 5002 · 0,0022 = 125 000 000 руб.

L0 = =

= = 5002 · 0,0023 = 250 000 ч.


50 · 5 · 0,4
——————

0,2



1————————
1 – 0,4 – 0,4


0,4 · 0,2
—————
0,4 · 100




1 – 0,4
————————
1 – 0,4 – 0,4




p0a0a1—————
p1




1———————
1 – a1 – a2


a2p1———
a1p2




1 – a1———————
1 – a1 – a2

0,4
————————
1 – 0,4 – 0,4


0,4 · 0,2
——————
0,4 · 100




1————————
1 – 0,4 – 0,4


50 · 5 · 0,4
———————

0,2



a2———————
1 – a1 – a2


a2p1———
a1p2




1———————
1 – a1 – a2


p0a0a1—————
p1




q 2

––
2∫

Глава 9. Производственные модели238

Та ким об ра зом, для по лу че ния мак си маль ной при бы ли фир ма
долж на при влечь ка пи тал 125 млн руб. и иметь в го ду 250 тыс. ра -
бо чих часов.

Ес ли при нять, что один ра бот ник от ра ба ты ва ет в год 2200 ч,
то штат пред при я тия дол жен со сто ять из

= 114 ра бот ни ков.

Вы чис лим ос таль ные по ка за те ли функ ци о ни ро ва ния фир мы.
Оп ти маль ное ко ли че ст во про из во ди мой за год про дук ции

Y0 = 5K0
0,4L0

0,4 = 5 · 125 000 0000,4 · 25 0000,4 = 1,25 млн из де лий.

Оп ти маль ный до ход (вы руч ка) фир мы

R0 = p0Y0 = 50 · 1 250 000 = 62,5 млн руб.

Оп ти маль ные из держ ки про из вод ст ва пред при я тия

C0 = p1K0 + p2L0 = 125 000 000 · 0,2 + 100 · 250 000 = 50 млн руб.

Оп ти маль ная го до вая при быль фир мы

П0 = R0 – C0 = 62,5 млн руб. – 50 млн руб. = 12,5 млн руб. �

9.4. Поведение фирмы 
в условиях несовершенной конкуренции

Рас смо т рим край ний слу чай не со вер шен ной кон ку рен ции,
т.е. мо но по лию. В ус ло ви ях мо но по лии од на или не сколь ко
фирм пол но стью кон тро ли ру ют пред ло же ние оп ре де лен ной
про дук ции и, сле до ва тель но, ус та нав ли ва ют це ны на нее. При
этом, как пра ви ло, с уве ли че ни ем це ны спрос на про дукцию
па да ет.

Бу дем по ла гать, что это про ис хо дит по пря мой, т.е. кри -
вая спро са — ли ней ная убы ва ю щая функ ция ви да (рис. 9.5)

р = b – aq.

Тог да сум мар ный до ход от ре а ли зо ван ной про дук ции
со ста вит

R(q) = pq = (b – aq)q = bq – aq2.

В этом слу чае сред ний до ход на еди ни цу про дук ции со -
ста вит

Rср = = b – aq,
R
—
q

250 000
——————

2200

2399.4. Поведение фирмы в условиях несовершенной конкуренции
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Рис. 9.4. Несовершенная конкуренция
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a пре дель ный до ход, т.е. до пол ни тель ный до ход от ре а ли за -
ции еди ни цы до пол ни тель ной про дук ции, со ста вит (рис. 9.4)

R �q = b – 2aq.

Сле до ва тель но, в ус ло ви ях мо но поль но го рын ка с рос том
ко ли че ст ва ре а ли зо ван ной про дук ции пре дель ный до ход сни жа -
ет ся, что при во дит к умень ше нию (с мень шей ско ро стью)
сред не го до хо да.

При быль мо но по ли с та оп ре де ля ет ся по фор му ле

П(q) = R(q) – C(q),

где C(q) — из держ ки про из вод ст ва.
Для на хож де ния мак си му ма при бы ли нуж но про диф фе -

рен ци ро вать по след нее урав не ние и при рав нять про из вод -
ную ну лю

П�(q) = R �(q) – C �(q) = 0.

От сю да сле ду ет, что для до сти же ния мак си маль ной при -

бы ли пре дель ный до ход R �(q) = дол жен быть ра вен

пре дель ным из держ кам C �(q) = , т.е. R �(q) = C �(q).

Ес ли пре дель ные из держ ки C �(q) не яв ля ют ся ли ней ны -
ми функ ци ями спро са, то оп ти маль ное (с точ ки зре ния при -
бы ли) зна че ние спро са мож но най ти гра фи че с ким ме то дом.

Здесь следует иметь в ви ду: что бы вся про из ве ден ная
про дук ция бы ла ре а ли зо ва на, нуж но обес пе чить ра вен ст во
зна че ния спро са и объ е ма про из во ди мой про дук ции.

dC(q)
————

dq

dR(q)
————

dq
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Глава 9. Производственные модели240

Рис. 9.4. Несовершенная конкуренция
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a пре дель ный до ход, т.е. до пол ни тель ный до ход от ре а ли за -
ции еди ни цы до пол ни тель ной про дук ции, со ста вит (рис. 9.4)

R �q = b – 2aq.

Сле до ва тель но, в ус ло ви ях мо но поль но го рын ка с рос том
ко ли че ст ва ре а ли зо ван ной про дук ции пре дель ный до ход сни жа -
ет ся, что при во дит к умень ше нию (с мень шей ско ро стью)
сред не го до хо да.

При быль мо но по ли с та оп ре де ля ет ся по фор му ле

П(q) = R(q) – C(q),

где C(q) — из держ ки про из вод ст ва.
Для на хож де ния мак си му ма при бы ли нуж но про диф фе -

рен ци ро вать по след нее урав не ние и при рав нять про из вод -
ную ну лю

П�(q) = R �(q) – C �(q) = 0.

От сю да сле ду ет, что для до сти же ния мак си маль ной при -

бы ли пре дель ный до ход R �(q) = дол жен быть ра вен

пре дель ным из держ кам C �(q) = , т.е. R �(q) = C �(q).

Ес ли пре дель ные из держ ки C �(q) не яв ля ют ся ли ней ны -
ми функ ци ями спро са, то оп ти маль ное (с точ ки зре ния при -
бы ли) зна че ние спро са мож но най ти гра фи че с ким ме то дом.

Здесь следует иметь в ви ду: что бы вся про из ве ден ная
про дук ция бы ла ре а ли зо ва на, нуж но обес пе чить ра вен ст во
зна че ния спро са и объ е ма про из во ди мой про дук ции.

dC(q)
————

dq

dR(q)
————

dq

Изо б ра зим на ко ор ди нат ной пло с ко сти qp (см. рис. 9.5)
пря мую спро са p(q), пря мую пре дель но го до хо да R �(q)
и кри вую пре дель ных из дер жек C �(q).

2419.4. Поведение фирмы в условиях несовершенной конкуренции

Рис. 9.5. Оп ти маль ный объ ем вы пу с ка про дук ции

qq0
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Прямая спроса p = b – aq

Кривая предельных издержек С �(q)

Прямая предельного дохода R �(q)

Из гра фи ка очевид но, что оп ти маль ным объ е мом вы пу с ка
про дук ции (оп ти маль ным спро сом) яв ля ет ся зна че ние q0,
со от вет ст ву ю щее точ ке пе ре се че ния пря мой пре дель но го
до хо да и кри вой пре дель ных из дер жек.

Оп ти маль ной це ной про дук ции при этом яв ля ет ся зна -
че ние p0, со от вет ст ву ю щее точ ке на кри вой спро са с аб сцис -
сой q0 .

При мер 9.10. Спрос на про дук цию, про из во ди мую мо но по ли -
с том, за ви сит от це ны по фор му ле q = 100 – 2p (из де лий/день), где
p — це на из де лия в руб . Функ ция из дер жек мо но по ли с та име ет вид
С(Y) = 10 + 2Y (руб./день), где Y — объ ем вы пу с ка про дук ции.

Оп ре де лить оп ти маль ные объ ем вы пу с ка и це ну про дук ции,
а так же мак си маль ную при быль мо но по ли с та.

Решение. Об рат ная функ ция спро са име ет вид

p = 50 – 0,5q.

До ход мо но по ли с та от про да жи из де лий со став ля ет

R(q) = pq = 50q – 0,5q2.

Для то го что бы не ос та ва лось не ре а ли зо ван ной про дук ции, объ ем
вы пу с ка дол жен быть ра вен спро су, т.е. Y = q. По это му функ цию
из дер жек мож но за пи сать в ви де

С(q) = 10 + 2q.

При рав няв пре дель ный до ход R �(q) = 50 – q пре дель ным из держ-
кам C �(q) = 2, на хо дим оп ти маль ный объ ем вы пу с ка q0 = 48 из де -
лий/день.
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Содержание

Для оп ре де ле ния оп ти маль ной це ны под ста вим это зна че ние
в функ цию спро са

p0 = 50 – 0,5q0 = 50 – 0,5 · 48 = 26 руб.

Мак си маль ную при быль мо но по ли с та най дем по фор му ле

Пmax = R(q0) – C(q0) = 50q0 – q0
2 – (10 + 2 q0) =

= 50 · 48 – 0,5 · 482 – (10 + 2 · 48) = 1142 руб./день. �

9.5. Прикладные задачи в экономике

Вы чис ле ние на ло га на иму ще ст во пред при я тия. Ес ли
сто и мость P иму ще ст ва пред при я тия не пре рыв но из ме ня -
ет ся в те че ние го да в со от вет ст вии с за ви си мо с тью P = f(t),
то для вы чис ле ния на ло га на иму ще ст во ис поль зу ет ся по -
ня тие сред не го зна че ния –y не пре рыв ной функ ции y = f(x) на
про ме жут ке [а, b], ко то рое на хо дит ся по фор му ле

–y = f(x)dx.

Ве ли чи на на ло га в этом слу чае оп ре де ля ет ся как

N = k
–
P = k f(t)dt, (9.9)

где k — ко эф фи ци ент на ло го об ло же ния, за ви ся щий от ви да
пред при я тия; 

–
P — сред нее зна че ние сто и мо с ти иму ще ст ва за

год; T — про ме жу ток вре ме ни, рав ный го ду.
Ес ли ин те г рал в по след нем ра вен ст ве не воз мож но най ти

по фор му ле Нью то на—Лейб ни ца, то он мо жет быть вы чис -
лен при бли жен но по фор му ле тра пе ций с раз би е ни ем го да
на 12 ме ся цев

N = + f(1) + f(2) + ... + f(11) ,

где f(0) — сто и мость иму ще ст ва на 1 ян ва ря; f(1) — сто и -
мость иму ще ст ва на 1 фе в ра ля; ...; f(11) — сто и мость иму ще -
ст ва на 1 де ка б ря; f(12) — сто и мость иму ще ст ва на 1 ян ва ря
сле ду ю ще го го да.

При мер 9.11. Сто и мость иму ще ст ва в млн руб. в те че ние 2008 г.
из ме ня ет ся в со от вет ст вии с за ви си мо с тью

P = 250 + 50 ,���t
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Для оп ре де ле ния оп ти маль ной це ны под ста вим это зна че ние
в функ цию спро са

p0 = 50 – 0,5q0 = 50 – 0,5 · 48 = 26 руб.

Мак си маль ную при быль мо но по ли с та най дем по фор му ле

Пmax = R(q0) – C(q0) = 50q0 – q0
2 – (10 + 2 q0) =

= 50 · 48 – 0,5 · 482 – (10 + 2 · 48) = 1142 руб./день. �

9.5. Прикладные задачи в экономике

Вы чис ле ние на ло га на иму ще ст во пред при я тия. Ес ли
сто и мость P иму ще ст ва пред при я тия не пре рыв но из ме ня -
ет ся в те че ние го да в со от вет ст вии с за ви си мо с тью P = f(t),
то для вы чис ле ния на ло га на иму ще ст во ис поль зу ет ся по -
ня тие сред не го зна че ния –y не пре рыв ной функ ции y = f(x) на
про ме жут ке [а, b], ко то рое на хо дит ся по фор му ле

–y = f(x)dx.

Ве ли чи на на ло га в этом слу чае оп ре де ля ет ся как

N = k
–
P = k f(t)dt, (9.9)

где k — ко эф фи ци ент на ло го об ло же ния, за ви ся щий от ви да
пред при я тия; 

–
P — сред нее зна че ние сто и мо с ти иму ще ст ва за

год; T — про ме жу ток вре ме ни, рав ный го ду.
Ес ли ин те г рал в по след нем ра вен ст ве не воз мож но най ти

по фор му ле Нью то на—Лейб ни ца, то он мо жет быть вы чис -
лен при бли жен но по фор му ле тра пе ций с раз би е ни ем го да
на 12 ме ся цев

N = + f(1) + f(2) + ... + f(11) ,

где f(0) — сто и мость иму ще ст ва на 1 ян ва ря; f(1) — сто и -
мость иму ще ст ва на 1 фе в ра ля; ...; f(11) — сто и мость иму ще -
ст ва на 1 де ка б ря; f(12) — сто и мость иму ще ст ва на 1 ян ва ря
сле ду ю ще го го да.

При мер 9.11. Сто и мость иму ще ст ва в млн руб. в те че ние 2008 г.
из ме ня ет ся в со от вет ст вии с за ви си мо с тью

P = 250 + 50 ,���t
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где t = 0 на 1 ян ва ря 2008 г. и t = 1 на 1 ян ва ря 2009 г. Вы чис лить
ве ли чи ну на ло га на иму ще ст во фир мы за 2008 г., ес ли ко эф фи ци -
ент на ло го об ло же ния ра вен 0,005.

Решение. Из ус ло вия за да чи сле ду ет

f(t) = 250 + 50 , T = 1 и k = 0,005.

Под став ляя эти дан ные в фор му лу (9.9), по лу ча ем

N = k
–
P = 0,005 (250 + 50t )dt = 0,005 250 + 50 t dt =

= 0,005 250 + 50 = 0,005(250 + 20) = 1,35 млн руб. �

За да ча мак си ми за ции при бы ли. В ря де от рас лей про -
мы ш лен но с ти, на при мер в гор но до бы ва ю щей, по сле не ко -
то ро го мо мен та вре ме ни при быль на чи на ет убы вать.

В этом слу чае не об хо ди мо най ти мо мент вре ме ни, в ко -
то рый при быль при ни ма ет мак си маль ное зна че ние, и свое -
вре мен но ос та но вить про из вод ст во.

При мер 9.12. Ско ро сти из ме не ния из дер жек и до хо да в ус лов -
ных де неж ных еди ни цах в еди ни цу вре ме ни име ют вид

C �(t) = 2 + t ;

R�(t) = 17 – 2t.

Най ти мак си маль ное зна че ние при бы ли, ко то рое мож но по лу -
чить от это го про из вод ст ва. Определить, ког да про из вод ст во сле -
ду ет ос та но вить.

Решение. Вы чис лим пре дель ное зна че ние (т.е. про из вод ную)
при бы ли

П�(t) = R �(t) – C �(t) = 17 – 2t – 2 – t = 15 – 3t,

П�(t) = 0 при t = 5,

П��(5) = –3 < 0,

сле до ва тель но, t = 5 — точ ка мак си му ма.
В точ ке мак си му ма при быль вы чис ля ет ся вы ра же ни ем

П(5) = П�(t)dt = (15 – 3t)dt = 15t – 3 =

= 75 – · 25 = ден. ед.
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Та ким об ра зом, мак си маль ное зна че ние при бы ли со став ля ет

ден. ед. По ис те че нии 5 у.е. вре ме ни про из вод ст во сле ду ет при -

ос та но вить. �

Из ме не ние ка пи та ла пред при я тия. Ес ли I(t) — за ви си -
мость из ме не ния ин ве с ти ций, a K(t) — ка пи тал пред при я -
тия, то в пер вом при бли же нии мож но счи тать, что ско рость
рос та ка пи та ла рав на ин ве с ти ци ям

= I(t).

Зная за ви си мость из ме не ния ин ве с ти ций, мож но най ти
из ме не ние ка пи та ла за про ме жу ток вре ме ни от t1 до t2

∆K = I(t)dt. (9.10)

При мер 9.13. Ин ве с тор на ме рен не пре рыв но вкла ды вать сред -
ст ва в раз ви тие фир мы по про из вод ст ву ме бе ли в те че ние трех лет
в со от вет ст вии с за ви си мо с тью

I(t) = 10(1 + t),

где I(t) — го до вой объ ем вкла ды ва е мых средств в млн руб. на мо -
мент вре ме ни t в го дах.

Най ти уве ли че ние ка пи та ла фир мы че рез три го да.
Решение. В со от вет ст вии с формулой (9.10)

∆K = 10(1 + t)dt = (10t + 5t 2) = 75 млн руб.

То есть че рез три го да ка пи тал фир мы уве ли чит ся на 75 млн
руб. �

Урав не ние снаб же ния. Урав не ни ем снаб же ния (ло ги с -
ти ки) на зы ва ет ся урав не ние ви да

= py(m – y),

где р и т — по сто ян ные.
Это урав не ние с раз де ля ю щи ми ся пе ре мен ны ми

= pdt,    = pdt.

Вы де ля ем пол ный ква д рат в зна ме на те ле ле вой ча с ти ра -
вен ст ва и ин те г ри ру ем

dy
––––––––
y(m – y)

dy
–––––––
y2 – my

dy
––
dt

3

0

|
|
|

3

∫
0

t2

∫
t1

dK
––
dT

75
––
2
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Та ким об ра зом, мак си маль ное зна че ние при бы ли со став ля ет

ден. ед. По ис те че нии 5 у.е. вре ме ни про из вод ст во сле ду ет при -

ос та но вить. �

Из ме не ние ка пи та ла пред при я тия. Ес ли I(t) — за ви си -
мость из ме не ния ин ве с ти ций, a K(t) — ка пи тал пред при я -
тия, то в пер вом при бли же нии мож но счи тать, что ско рость
рос та ка пи та ла рав на ин ве с ти ци ям

= I(t).

Зная за ви си мость из ме не ния ин ве с ти ций, мож но най ти
из ме не ние ка пи та ла за про ме жу ток вре ме ни от t1 до t2

∆K = I(t)dt. (9.10)

При мер 9.13. Ин ве с тор на ме рен не пре рыв но вкла ды вать сред -
ст ва в раз ви тие фир мы по про из вод ст ву ме бе ли в те че ние трех лет
в со от вет ст вии с за ви си мо с тью

I(t) = 10(1 + t),

где I(t) — го до вой объ ем вкла ды ва е мых средств в млн руб. на мо -
мент вре ме ни t в го дах.

Най ти уве ли че ние ка пи та ла фир мы че рез три го да.
Решение. В со от вет ст вии с формулой (9.10)

∆K = 10(1 + t)dt = (10t + 5t 2) = 75 млн руб.

То есть че рез три го да ка пи тал фир мы уве ли чит ся на 75 млн
руб. �

Урав не ние снаб же ния. Урав не ни ем снаб же ния (ло ги с -
ти ки) на зы ва ет ся урав не ние ви да

= py(m – y),

где р и т — по сто ян ные.
Это урав не ние с раз де ля ю щи ми ся пе ре мен ны ми

= pdt,    = pdt.

Вы де ля ем пол ный ква д рат в зна ме на те ле ле вой ча с ти ра -
вен ст ва и ин те г ри ру ем

dy
––––––––
y(m – y)

dy
–––––––
y2 – my

dy
––
dt

3

0

|
|
|

3

∫
0

t2

∫
t1

dK
––
dT

75
––
2
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dy
—————————— = – pdt,

y – 
2

– 

ln = –pt + C, = e–mpteC.

Из по след не го ра вен ст ва на хо дим

y = .

Ес ли обо зна чить k = тр, А = еС, то по лу чит ся функ ция,
на зы ва е мая функ ци ей снаб же ния (ло ги с ти ки),

y = ,

где зна че ние А оп ре де ля ет ся из на чаль но го ус ло вия.
Урав не ние снаб же ния ис поль зу ет ся для мо де ли ро вания

ог ра ни чен но го рос та насе ле ния.

Дей ст ви тель но, при у = т име ем = 0 и про из вод ная

ме ня ет знак с «+» на «–». Сле до ва тель но, у = т — мак си -
маль ное зна че ние.

Ес ли y � m, то

� pmy = ky.

Урав не ние = ky име ет ре ше ние у = еkt и опи сы ва ет

нео гра ни чен ный экс по нен ци аль ный рост на се ле ния.

При мер 9.14. Пусть тор го вой фир мой ре а ли зу ет ся не ко то рая
про дук ция, о ко то рой в мо мент вре ме ни t = 0 из рек ла мы по лу чи -
ли ин фор ма цию 1% лю дей из об ще го чис ла т по тен ци аль ных по -
ку па те лей.

Да лее эта ин фор ма ция рас про ст ра ня ет ся по сред ст вом ин фор -
ма ци он ных си с тем и, быть мо жет, пу тем об ще ния лю дей. Из ве ст -
но, что ско рость рос та чис ла зна ю щих о про дук ции по ку па те лей
удов ле тво ря ет урав не нию ло ги с ти ки с по сто ян ной k = рт = 0,2.

За ка кое вре мя число лю дей, ос ве дом лен ных о про дук ции фир мы,
до стиг нет 80% от об ще го чис ла т по тен ци аль ных по ку па те лей?

Решение. Вос поль зу ем ся урав не ни ем ло ги с ти ки

= py(m – y) = (m – y),   = 0,2dt.
dy
––
dt

0,2
––
m

mdy
––––––––
y(m – y)

dy
––
dt

dy
––
dt

dy
––
dt

m
––––––––
1 + Ae–kt

m
––––––––––
1 + e–mpteC
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Ин те г ри ру ем и, ис поль зуя ус ло вие у < т, по лу ча ем

ln = –0,2t – C.

Поль зу ясь на чаль ным ус ло ви ем у = 0,01т при t = 0, на хо дим
зна че ние С и под став ля ем его в ре ше ние

ln = –C,   ln = –0,2t,   = e–0,2t,

y = — ре ше ние за да чи.

Най дем те перь зна че ние t, при ко то ром у = 0,8m,

0,8 = ,   e–0,2t = ,

–0,2t = –ln 396,   t = 5ln 396 � 29,21 у.е. вре ме ни. �

Кри вая обу че ния. Ча с то не об хо ди мо оце нить, сколь ко
вре ме ни по тре бу ет ся для про из вод ст ва не ко то ро го до пол -
ни тель но го ко ли че ст ва про дук ции. Для по доб ных рас че тов
поль зу ют ся так на зы ва е мой кри вой обу че ния.

Пусть Т = F(x) — вре мя, из ме ря е мое в че ло ве ко�ча сах,
не об хо ди мое для про из вод ст ва пер вых х еди ниц про дук -
ции. Тог да f(х) = F �(x) при бли жен но рав но вре ме ни, не об -
хо ди мо му для про из вод ст ва (х + 1)�й еди ни цы про дук ции.

Обыч но ис поль зу ют функ ции ви да

y = f(x) = ах b,

где а > 0, –1 � b < 0.
Гра фик функ ции та ко го ви да

изо б ра жен на рис. 9.6 и на зы ва ет -
ся кри вой обу че ния.

Функ ция f(x) — убы ва ю щая,
так как вре мя, не об хо ди мое для
вы пол не ния не ко то рой опе ра ции,
убы ва ет при воз ра с та нии чис ла
по вто ров.

Вре мя ∆T, не об хо ди мое для
про из вод ст ва еди ниц про дук ции

с но ме ра ми от (п1 + 1) до п2, оп ре де ля ет ся фор му лой

∆T = f(x)dx.

n2

∫
n1

1
–––
396

m
––––––––––
1 + 99e–0,2 t

m
––––––––––
1 + 99e–0,2t

m – y
–––––
99y

m – y
–––––
99y

0,99
––––
0,01

m – y
–––––

y

Глава 9. Производственные модели246

Рис. 9.6. Кривая обучения
x

y

0

y = ax b
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Ин те г ри ру ем и, ис поль зуя ус ло вие у < т, по лу ча ем

ln = –0,2t – C.

Поль зу ясь на чаль ным ус ло ви ем у = 0,01т при t = 0, на хо дим
зна че ние С и под став ля ем его в ре ше ние

ln = –C,   ln = –0,2t,   = e–0,2t,

y = — ре ше ние за да чи.

Най дем те перь зна че ние t, при ко то ром у = 0,8m,

0,8 = ,   e–0,2t = ,

–0,2t = –ln 396,   t = 5ln 396 � 29,21 у.е. вре ме ни. �

Кри вая обу че ния. Ча с то не об хо ди мо оце нить, сколь ко
вре ме ни по тре бу ет ся для про из вод ст ва не ко то ро го до пол -
ни тель но го ко ли че ст ва про дук ции. Для по доб ных рас че тов
поль зу ют ся так на зы ва е мой кри вой обу че ния.

Пусть Т = F(x) — вре мя, из ме ря е мое в че ло ве ко�ча сах,
не об хо ди мое для про из вод ст ва пер вых х еди ниц про дук -
ции. Тог да f(х) = F �(x) при бли жен но рав но вре ме ни, не об -
хо ди мо му для про из вод ст ва (х + 1)�й еди ни цы про дук ции.

Обыч но ис поль зу ют функ ции ви да

y = f(x) = ах b,

где а > 0, –1 � b < 0.
Гра фик функ ции та ко го ви да

изо б ра жен на рис. 9.6 и на зы ва ет -
ся кри вой обу че ния.

Функ ция f(x) — убы ва ю щая,
так как вре мя, не об хо ди мое для
вы пол не ния не ко то рой опе ра ции,
убы ва ет при воз ра с та нии чис ла
по вто ров.

Вре мя ∆T, не об хо ди мое для
про из вод ст ва еди ниц про дук ции

с но ме ра ми от (п1 + 1) до п2, оп ре де ля ет ся фор му лой

∆T = f(x)dx.

n2

∫
n1

1
–––
396

m
––––––––––
1 + 99e–0,2 t

m
––––––––––
1 + 99e–0,2t

m – y
–––––
99y

m – y
–––––
99y

0,99
––––
0,01

m – y
–––––

y
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Рис. 9.6. Кривая обучения
x

y

0

y = ax b

При мер 9.15. По сле сбор ки 100 ча сов ока за лось, что в даль ней -
шем вре мя сбор ки ча сов убы ва ет в со от вет ст вии с фор му лой

у = 15х–0,14,

где x — по ряд ко вый но мер со би ра е мых ча сов.
Най ти вре мя, ко то рое по тре бу ет ся для сбор ки еще 20 ча сов

(т.е. с но ме ра 101 до но ме ра 120).
Ре ше ние.

∆T = 15х–0,14dx = = (1200,86 – 1000,86) =

= 8,91 у.е. вре ме ни. �

Пусть из ве ст на функ ция t = t(x), опи сы ва ю щая из ме не -
ние за трат вре ме ни t на из го тов ле ние из де лия в за ви си мо с ти
от сте пе ни ос во е ния про из вод ст ва, где х — по ряд ко вый но -
мер из де лия в пар тии.

Тог да сред нее вре мя tcp, за тра чен ное на из го тов ле ние од -
но го из де лия в пе ри од ос во е ния от х1 до х2 из де лий, вы чис ля -
ет ся по фор му ле

tср = t(x)dx. (9.11)

Функ ция из ме не ния за трат вре ме ни на из го тов ле ние из -
де лий t = t (x) ча с то име ет вид

t = ax – b, (9.12)

где а — за тра ты вре ме ни на пер вое из де лие; b — по ка за тель
про из вод ст вен но го про цес са.

При мер 9.16. Най ти сред нее вре мя, за тра чен ное на ос во е ние
од но го из де лия в пе ри од ос во е ния от х1 = 100 до х2 = 121 из де лий,
по ла гая в фор му ле (9.12) а = 600 мин, b = 0,5.

Ре ше ние. Ис поль зуя фор му лу (9.11), по лу ча ем

tср = 600x–1/2dx = 2 = � 57,2 мин. �

Ли ней ная мо дель амор ти за ции. Су ще ст ву ют раз лич ные
мо де ли на чис ле ния амор ти за ции на куп лен ное пред при я -
ти ем обо ру до ва ние.

На и бо лее про стая из них — ли ней ная мо дель. Поль зу ясь
е ю, пред при я тие от но сит сто и мость куп лен но го обо ру до ва -
ния на за тра ты про из вод ст ва рав ны ми до ля ми.

1
–––––––––
121 – 100

121

∫
100

600
–––
21

���x
|
|
|

121

100

400
–––

7

1
––––––
x2 – x1

x2

∫
x1

1500
––––

86

15x 0,86

––––––
0,86

120

∫
100

120

100

|
|
|
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Содержание

Ес ли из ве ст ны на чаль ная сто и мость обо ру до ва ния Р, ос -
та точ ная сто и мость S и срок служ бы Т, то еже год ная нор ма
амор ти за ции

a = .

Сто и мость обо ру до ва ния V(t) по сле t лет экс плу а та ции
оп ре де ля ет ся по фор му ле

V(t) = P – = P – at. (9.13)

По след нее урав не ние оп ре де ля ет пря мую ли нию.
Ана ло гич но мож но оп ре де лить сто и мость по тре би тель -

ских то ва ров, на при мер бы то вой тех ни ки в про цес се экс плу-
а та ции.

При мер 9.17. Пред при я тие ку пи ло при бор сто и мо с тью 24 тыс.
руб. Еже год ная нор ма амор ти за ции со став ля ет 10% от це ны по -
куп ки.

На пи сать урав не ние, оп ре де ля ю щее сто и мость при бо ра в за ви -
си мо с ти от вре ме ни t. Най ти сто и мость при бо ра: а) че рез 5 лет;
б) че рез 6 лет и 3 ме ся ца.

Ре ше ние. По ус ло вию за да чи Р = 24 тыс. руб., а = 0,1 · 24 =
= 2,4 тыс. руб./год.

Сто и мость при бо ра в за ви си мо с ти от вре ме ни t вы чис ля ет ся
по формуле (9.13):

V(t) = P – at = 24 – 2,4t.

Сто и мость при бо ра че рез 5 лет бу дет со став лять

V(5) = 24 – 2,4 · 5 = 12 тыс. руб.

Ана ло гич но че рез 6 лет и 3 ме ся ца

V(6,25) = 24 – 2,4 · 6,25 = 8,4 тыс. руб. �

При мер 9.18. Те ле ви зор куп лен за 10 000 руб. Срок служ бы
те ле ви зо ров этой мар ки со став ля ет 5 лет, ос та точ ная сто и мость
рав на ну лю.

По ст ро ить гра фик функ ции, оп ре де ля ю щей сто и мость те ле ви -
зо ра в за ви си мо с ти от вре ме ни t. За сколь ко нуж но про дать те ле -
ви зор по сле 2,5 лет экс плу а та ции, что бы по лу чить при быль
500 руб.?

Ре ше ние. По ус ло вию за да чи Р = 10 000 руб., S = 0, T = 5.
Тог да еже год ная нор ма амор ти за ции

a = = = 2000 руб./год.
P – S
–––––

T

10 000 – 0
–––––––––

5

P – S
–––––

t

P – S
–––––

T

Глава 9. Производственные модели248
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Ес ли из ве ст ны на чаль ная сто и мость обо ру до ва ния Р, ос -
та точ ная сто и мость S и срок служ бы Т, то еже год ная нор ма
амор ти за ции

a = .

Сто и мость обо ру до ва ния V(t) по сле t лет экс плу а та ции
оп ре де ля ет ся по фор му ле

V(t) = P – = P – at. (9.13)

По след нее урав не ние оп ре де ля ет пря мую ли нию.
Ана ло гич но мож но оп ре де лить сто и мость по тре би тель -

ских то ва ров, на при мер бы то вой тех ни ки в про цес се экс плу-
а та ции.

При мер 9.17. Пред при я тие ку пи ло при бор сто и мо с тью 24 тыс.
руб. Еже год ная нор ма амор ти за ции со став ля ет 10% от це ны по -
куп ки.

На пи сать урав не ние, оп ре де ля ю щее сто и мость при бо ра в за ви -
си мо с ти от вре ме ни t. Най ти сто и мость при бо ра: а) че рез 5 лет;
б) че рез 6 лет и 3 ме ся ца.

Ре ше ние. По ус ло вию за да чи Р = 24 тыс. руб., а = 0,1 · 24 =
= 2,4 тыс. руб./год.

Сто и мость при бо ра в за ви си мо с ти от вре ме ни t вы чис ля ет ся
по формуле (9.13):

V(t) = P – at = 24 – 2,4t.

Сто и мость при бо ра че рез 5 лет бу дет со став лять

V(5) = 24 – 2,4 · 5 = 12 тыс. руб.

Ана ло гич но че рез 6 лет и 3 ме ся ца

V(6,25) = 24 – 2,4 · 6,25 = 8,4 тыс. руб. �

При мер 9.18. Те ле ви зор куп лен за 10 000 руб. Срок служ бы
те ле ви зо ров этой мар ки со став ля ет 5 лет, ос та точ ная сто и мость
рав на ну лю.

По ст ро ить гра фик функ ции, оп ре де ля ю щей сто и мость те ле ви -
зо ра в за ви си мо с ти от вре ме ни t. За сколь ко нуж но про дать те ле -
ви зор по сле 2,5 лет экс плу а та ции, что бы по лу чить при быль
500 руб.?

Ре ше ние. По ус ло вию за да чи Р = 10 000 руб., S = 0, T = 5.
Тог да еже год ная нор ма амор ти за ции

a = = = 2000 руб./год.
P – S
–––––

T

10 000 – 0
–––––––––

5

P – S
–––––

t

P – S
–––––

T

Глава 9. Производственные модели248

Сто и мость те ле ви зо ра в за ви си мо с ти от вре ме ни t вы чис ля ет -
ся по формуле (9.13):

V(t) = P – at = 10 000 – 2000t.

Гра фик этой функ ции име ет вид

2499.5. Прикладные задачи в экономике

t, годы

V, руб.

10 000

0 5

Сто и мость те ле ви зо ра че рез 2,5 го да бу дет со став лять

V(2,5) = 10 000 – 2000 · 5 = 5000 руб.

По это му что бы по лу чить при быль 500 руб., на до про дать его за
5000 + 500 = 5500 руб. �

Рассмотрим дру гие при ме ры при клад ных за дач эко но -
ми ки.

При мер 9.19. Объ ем про дук ции и, про из ве ден ный бри га дой
ра бо чих, мо жет быть опи сан урав не ни ем

u = t 3 + t 2 + 100t + 50 ед., 1 � t � 8,

где t — ра бо чее вре мя в ча сах.
Вы чис лить про из во ди тель ность тру да, ско рость и темп ее из -

ме не ния че рез час по сле на ча ла ра бо ты и за час до ее окон ча ния.
Решение. Про из во ди тель ность тру да вы ра жа ет ся про из вод ной

объ е ма про дук ции по вре ме ни

z(t) = u �(t) = – t 2 + 15t + 100 ед./ч,

а ско рость и темп из ме не ния про из во ди тель но с ти — со от вет ст вен -
но про из вод ной про из во ди тель но с ти тру да z �(t) и ее ло га риф ми -
че с кой про из вод ной

Tz(t) = [ln z(t)]� = .

Тог да

z �(t) = –5t + 15 ед./ч2,

z �(t)
––––
z(t)

5
–
2

15
––
2

5
–
6
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Содержание

Tz(t) = = = 1/ч.

В за дан ные мо мен ты вре ме ни t1 = 1 и t2 = 8 – 1 = 7 со от вет ст -
вен но име ем

z(1) = 112,5 ед./ч,   z �(1) = 10 ед./ч2,   Tz(1) = 0,09 1/ч
и

z(7) = 82,5 ед./ч,   z �(7) = –20 ед./ч2,   Tz(7) = –0,24 1/ч.

Итак, к кон цу ра бо ты про из во ди тель ность тру да су ще ст вен но
сни жа ет ся; при этом из ме не ние зна ка z �(t) и Tz(t) с «+» на «–» сви -
де тель ст ву ет о том, что уве ли че ние про из во ди тель но с ти тру да
в пер вые ча сы ра бо че го дня сме ня ет ся ее сни же ни ем в по след ние
ча сы. �

При мер 9.20. За ви си мость меж ду се бе с то и мо с тью еди ни цы
про дук ции у тыс. руб. и вы пу с ком про дук ции х млн руб. вы ра жа -
ет ся функ ци ей у = –0,5х + 80.

Най ти эла с тич ность се бе с то и мо с ти при вы пу с ке про дук ции,
рав ном 60 млн руб.

Решение. Вы чис лим эла с тич ность се бе с то и мо с ти

Ex(y) = x = = .

При х = 60 Ех(у) = –0,6, т.е. при вы пу с ке про дук ции, рав ном
60 млн руб., уве ли че ние его на 1% при ве дет к сни же нию се бе с то и -
мо с ти на 0,6%. �

При мер 9.21. Опыт ным пу тем ус та нов ле ны функ ции спро са

q = и пред ло же ния s = р + 0,5, где q и s— ко ли че ст во то ва ра,

со от вет ст вен но по ку па е мо го и пред ла га е мо го на про да жу в еди ни -
цу вре ме ни, р — це на то ва ра.

Най ти: а) рав но вес ную це ну; б) эла с тич ность спро са и пред ло -
же ния для этой це ны; в) из ме не ние спро са и пред ло же ния при
уве ли че нии це ны на 5% от рав но вес ной.

Решение.
а) Рав но вес ная це на оп ре де ля ет ся из ус ло вия q = s

= p + 0,5,

от ку да р = 2, т.е. рав но вес ная це на рав на 2 ден. ед.
б) Най дем эла с тич но с ти спро са и пред ло же ния

Ep(q) = p = ;   Ep(s) = p = .
q�
—
q

6p
––––––––––––
(p + 2)(p + 8)

s�
—
s

2p
–––––
2p + 1

p + 8
–––––
p + 2

p + 8
–––––
p + 2

x
–––––––
x – 160

–0,5x
––––––––––
–0,5x + 80

y �
—
y

2t – 6
––––––––––
t2 – 6t – 40

–5t + 15
––––––––––––––––

5–—t2 + 15t + 100
2

z �(t)
––––
z(t)

Глава 9. Производственные модели250
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Tz(t) = = = 1/ч.

В за дан ные мо мен ты вре ме ни t1 = 1 и t2 = 8 – 1 = 7 со от вет ст -
вен но име ем

z(1) = 112,5 ед./ч,   z �(1) = 10 ед./ч2,   Tz(1) = 0,09 1/ч
и

z(7) = 82,5 ед./ч,   z �(7) = –20 ед./ч2,   Tz(7) = –0,24 1/ч.

Итак, к кон цу ра бо ты про из во ди тель ность тру да су ще ст вен но
сни жа ет ся; при этом из ме не ние зна ка z �(t) и Tz(t) с «+» на «–» сви -
де тель ст ву ет о том, что уве ли че ние про из во ди тель но с ти тру да
в пер вые ча сы ра бо че го дня сме ня ет ся ее сни же ни ем в по след ние
ча сы. �

При мер 9.20. За ви си мость меж ду се бе с то и мо с тью еди ни цы
про дук ции у тыс. руб. и вы пу с ком про дук ции х млн руб. вы ра жа -
ет ся функ ци ей у = –0,5х + 80.

Най ти эла с тич ность се бе с то и мо с ти при вы пу с ке про дук ции,
рав ном 60 млн руб.

Решение. Вы чис лим эла с тич ность се бе с то и мо с ти

Ex(y) = x = = .

При х = 60 Ех(у) = –0,6, т.е. при вы пу с ке про дук ции, рав ном
60 млн руб., уве ли че ние его на 1% при ве дет к сни же нию се бе с то и -
мо с ти на 0,6%. �

При мер 9.21. Опыт ным пу тем ус та нов ле ны функ ции спро са

q = и пред ло же ния s = р + 0,5, где q и s— ко ли че ст во то ва ра,

со от вет ст вен но по ку па е мо го и пред ла га е мо го на про да жу в еди ни -
цу вре ме ни, р — це на то ва ра.

Най ти: а) рав но вес ную це ну; б) эла с тич ность спро са и пред ло -
же ния для этой це ны; в) из ме не ние спро са и пред ло же ния при
уве ли че нии це ны на 5% от рав но вес ной.

Решение.
а) Рав но вес ная це на оп ре де ля ет ся из ус ло вия q = s

= p + 0,5,

от ку да р = 2, т.е. рав но вес ная це на рав на 2 ден. ед.
б) Най дем эла с тич но с ти спро са и пред ло же ния

Ep(q) = p = ;   Ep(s) = p = .
q�
—
q

6p
––––––––––––
(p + 2)(p + 8)

s�
—
s

2p
–––––
2p + 1

p + 8
–––––
p + 2

p + 8
–––––
p + 2

x
–––––––
x – 160

–0,5x
––––––––––
–0,5x + 80

y �
—
y

2t – 6
––––––––––
t2 – 6t – 40

–5t + 15
––––––––––––––––

5–—t2 + 15t + 100
2

z �(t)
––––
z(t)

Глава 9. Производственные модели250

Для рав но вес ной це ны р = 2 по сле под ста нов ки име ем Ер(q) =
= –0,3; Ер(s) = 0,8.

Так как по лу чен ные зна че ния эла с тич но с тей по аб со лют ной
ве ли чи не мень ше единицы, то и спрос, и пред ло же ние дан но го то -
ва ра при рав но вес ной (ры ноч ной) це не не эла с тич ны от но си тель -
но це ны. Это оз на ча ет, что из ме не ние це ны не при ве дет к рез ко му
из ме не нию спро са и пред ло же ния. Так, при уве ли че нии це ны р на
1% спрос умень шит ся на 0,3%, а пред ло же ние уве ли чит ся на 0,8%.

в) При уве ли че нии це ны р на 5% от рав но вес ной спрос умень ша-
ет ся на 5% · 0,3% = 1,5%, а пред ло же ние воз ра с та ет на 5% · 0,8% =
= 4%. �

При мер 9.22. Про из во ди тель ре а ли зу ет свою про дук цию по
це не р за еди ни цу, а из держ ки при этом за да ют ся ку би че с кой за -
ви си мо с тью

C(Y) = aY + λY 3,   a < р, λ > 0,

где Y — объ ем вы пу с ка про дук ции.
Най ти оп ти маль ный для про из во ди те ля объ ем вы пу с ка про -

дук ции и со от вет ст ву ю щую ему при быль при ус ло вии, что вся вы -
пу щен ная про дук ция ре а ли зу ет ся.

Решение. Со ста вим функ цию при бы ли

П(Y) = рY – (аY + λY 3),

где рY — до ход от ре а ли зу е мой про дук ции.
На хо дим про из вод ную П�(Y) = (р – а) – 3λY 2.
Вы чис лим кри ти че с кие точ ки: П�(Y) = (р – а) – 3λY 2 = 0, от -

ку да

Y = .

Вто рую кри ти че с кую точ ку с от ри ца тель ным зна ком не рас -
сма т ри ва ем по смыс лу за да чи.

Най дем вто рую про из вод ную

П��(Y) = –6λY.

В точ ке Y = вто рая про из вод ная рав на

П�� = –6λ .

Так как вто рая про из вод ная в рас сма т ри ва е мой точ ке от ри ца -
тель на, то в этой точ ке при быль П(Y) мак си маль на.

На хо дим мак си мум функ ции при бы ли (т.е. мак си маль ный
раз мер при бы ли)


�

�������p – a
————

3λ

 �

�������p – a
————

3λ

�
�������p – a
————

3λ

�
�������p – a
————

3λ
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Содержание

Пmax = (p – a) – λ = .  �

Вопросы и задания для самоконтроля
1. Как оп ре де ля ет ся про из вод ст вен ная функ ция?
2. За пи ши те фор му лы муль ти пли ка тив ной про из вод ст -

вен ной функ ции и про из вод ст вен ной функ ции Коб ба—
Дугла са.

3. Что на и бо лее ча с то рас сма т ри ва ет ся в ка че ст ве ре сур -
сов в про из вод ст вен ной функ ции?

4. Ка ки ми по ка за те ля ми ха рак те ри зу ет ся про из вод ст -
вен ная функ ция?

5. Сфор му ли руй те ос нов ные свой ст ва про из вод ст вен -
ной функ ции.

6. Че му рав на эла с тич ность муль ти пли ка тив ной про из -
вод ст вен ной функ ции по ка пи та лу; по тру ду?

7. Как на зы ва ют ся и как вы гля дят на ко ор ди нат ной пло -
с ко сти ли нии уров ня про из вод ст вен ной функ ции?

8. Как на зы ва ют ся и как вы гля дят на ко ор ди нат ной пло с-
ко сти ли нии на и боль ше го рос та про из вод ст вен ной функ ции?

9. Как оп ре де ля ет ся пре дель ная нор ма за ме ны тру да ка -
пи та лом; ка пи та ла тру дом? Что они по ка зы ва ют?

10. Как оп ре де ля ют ся со во куп ный до ход (вы руч ка) из -
держ ки и при быль?

11. Как оп ре де ля ют ся по сто ян ные и пе ре мен ные из держ -
ки при про из вод ст ве про дук ции?

12. Ка кая точ ка на зы ва ет ся точ кой бе зу бы точ но с ти?
13. Что на зы ва ют пре дель ным до хо дом и пре дель ны ми

из держ ка ми?
14. Из ло жи те ме то ди ку оп ре де ле ния оп ти маль но го объ е -

ма вы пу с ка про дук ции при со вер шен ной кон ку рен ции.
15. Ка кое ус ло вие долж но вы пол нять ся для до сти же ния

мак си маль ной при бы ли мо но по ли с та?
16. Как най ти оп ти маль ный объ ем вы пу с ка про дук ции

в ус ло ви ях мо но по лии?

Задачи для самостоятельного решения

1. Про из вод ст вен ная функ ция име ет вид

Y = a0K
0,5L0,2.

Най ти пре дель ную нор му за ме ны тру да ка пи та лом, ес ли в дан -
ном про из вод ст ве за тра ты тру да со став ля ют 20 000 раб. ч в год,
а го до вые за тра ты ка пи та ла рав ны 500 млн руб.

2(p – a)3������p – a
–––––––––––––––

3���3λ�
�������p – a
————

3λ
p – a
–––––

3λ�
�������p – a
————

3λ

Глава 9. Производственные модели252
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Пmax = (p – a) – λ = .  �

Вопросы и задания для самоконтроля
1. Как оп ре де ля ет ся про из вод ст вен ная функ ция?
2. За пи ши те фор му лы муль ти пли ка тив ной про из вод ст -

вен ной функ ции и про из вод ст вен ной функ ции Коб ба—
Дугла са.

3. Что на и бо лее ча с то рас сма т ри ва ет ся в ка че ст ве ре сур -
сов в про из вод ст вен ной функ ции?

4. Ка ки ми по ка за те ля ми ха рак те ри зу ет ся про из вод ст -
вен ная функ ция?

5. Сфор му ли руй те ос нов ные свой ст ва про из вод ст вен -
ной функ ции.

6. Че му рав на эла с тич ность муль ти пли ка тив ной про из -
вод ст вен ной функ ции по ка пи та лу; по тру ду?

7. Как на зы ва ют ся и как вы гля дят на ко ор ди нат ной пло -
с ко сти ли нии уров ня про из вод ст вен ной функ ции?

8. Как на зы ва ют ся и как вы гля дят на ко ор ди нат ной пло с-
ко сти ли нии на и боль ше го рос та про из вод ст вен ной функ ции?

9. Как оп ре де ля ет ся пре дель ная нор ма за ме ны тру да ка -
пи та лом; ка пи та ла тру дом? Что они по ка зы ва ют?

10. Как оп ре де ля ют ся со во куп ный до ход (вы руч ка) из -
держ ки и при быль?

11. Как оп ре де ля ют ся по сто ян ные и пе ре мен ные из держ -
ки при про из вод ст ве про дук ции?

12. Ка кая точ ка на зы ва ет ся точ кой бе зу бы точ но с ти?
13. Что на зы ва ют пре дель ным до хо дом и пре дель ны ми

из держ ка ми?
14. Из ло жи те ме то ди ку оп ре де ле ния оп ти маль но го объ е -

ма вы пу с ка про дук ции при со вер шен ной кон ку рен ции.
15. Ка кое ус ло вие долж но вы пол нять ся для до сти же ния

мак си маль ной при бы ли мо но по ли с та?
16. Как най ти оп ти маль ный объ ем вы пу с ка про дук ции

в ус ло ви ях мо но по лии?

Задачи для самостоятельного решения

1. Про из вод ст вен ная функ ция име ет вид

Y = a0K
0,5L0,2.

Най ти пре дель ную нор му за ме ны тру да ка пи та лом, ес ли в дан -
ном про из вод ст ве за тра ты тру да со став ля ют 20 000 раб. ч в год,
а го до вые за тра ты ка пи та ла рав ны 500 млн руб.

2(p – a)3������p – a
–––––––––––––––

3���3λ�
�������p – a
————

3λ
p – a
–––––

3λ�
�������p – a
————

3λ
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2. Го до вые из держ ки про из вод ст ва зон тов в руб лях оп ре де ля -
ют ся по фор му ле

C(Y) = 487 500 + 80Y + 0,01Y 2,
где Y — чис ло вы пу щен ных зон тов за год. Най ти из держ ки про из -
вод ст ва и пре дель ные из держ ки, ес ли в пре ды ду щем го ду бы ло
вы пу ще но 10 000 зон тов.

3. В ус ло вии за да чи 2 це на зон та, ус та нов лен ная рын ком, со -
став ля ет 300 руб. Най ти:

а) точ ку бе зу бы точ но с ти;
б) оп ти маль ный го до вой объ ем про из вод ст ва зон тов;
в) мак си маль ную при быль от про да жи зон тов.
4. Це на каж до го крес ла, по став ля е мо го ме бель ным ком би на -

том, рав на 3000 руб. Из держ ки про из вод ст ва 20 кре сел со став ля -
ют 60 000 руб., а 10 кре сел — 48 000 руб. Со ста вить функ цию до -
хо да и функ цию из дер жек, най ти точ ку бе зу бы точ но с ти, ес ли
из ве ст но, что функ ция из дер жек ли ней ная.

5. Транс порт ные из держ ки Cтр1 в руб лях пе ре воз ки не ко то рой про-
дук ции в гру зо вом ав то мо би ле за ви сят от рас сто я ния x в кило мет -
рах в со от вет ст вии с за ви си мо с тью Cтр1 = 1000 + 20x + 0,3x2 (x> 0),
а из держ ки пе ре воз ки той же про дук ции по же лез ной до ро ге оп ре -
де ля ют ся фор му лой Cтр2 = 6000 + 60x + 0,2x2. На чи ная с ка ко го рас-
сто я ния пе ре воз ка по же лез ной до ро ге ста но вит ся бо лее вы год ной?

6. Це на, по ко то рой фир ма про да ет ко фе мол ки, ус та нов ле на
рын ком и рав на 840 руб. Из держ ки про из вод ст ва С, руб., в те ку -
щем ме ся це за ви сят от объ е ма про из вод ст ва Y по фор му ле
C = 200Y + Y2. Най ти оп ти маль ный ме сяч ный объ ем про из вод ст -
ва и мак си маль ную при быль фир мы.

7. Об рат ная функ ция спро са на то вар, про из во ди мый мо но по -
ли с том, име ет вид p = 580 – 2q – 0,1q2. Из держ ки про из вод ст ва
зави сят от объ е ма про из вод ст ва Y по фор му ле C(Y) = 130Y + Y 2.
Най ти оп ти маль ные объ ем про из вод ст ва и це ну то ва ра, а так же
мак си маль ную при быль мо но по ли с та.

8. Пред при ни ма тель ку пил фа б ри ку за 370 млн руб. и по тра тил
в те че ние го да на при об ре те ние обо ру до ва ния для нее 60 млн руб.
Най ти ве ли чи ну на ло га на иму ще ст во, ко то рый дол жен за пла тить
пред при ни ма тель, ес ли ко эф фи ци ент на ло го об ло же ния со став ля ет
1%, а рост сто и мо с ти иму ще ст ва фа б ри ки мож но счи тать ли ней ным.

9. Чис лен ность на се ле ния y(t) ос т ро ва Бе не дикт удов ле тво ря -
ет диф фе рен ци аль но му урав не нию

y� = 0,05y(1 – 10–6y),
где t — вре мя в го дах. Че рез сколь ко лет на се ле ние воз ра с тет
в 10 раз, ес ли в на сто я щий мо мент на ос т ро ве Бе не дикт про жи ва -
ет 10 000 че ло век?

10. Пе т ров ку пил ком пью тер за 15 тыс. руб. Еже год ная нор ма
амор ти за ции рав на 20%. Най ти сто и мость ком пью те ра че рез
3,5 го да и срок служ бы ком пью те ра.

253Задачи для самостоятельного решения
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Содержание

Гла ва 10
ОБЩИЕ МОДЕЛИ 

ЭКОНОМИКИ И УПРАВЛЕНИЯ

10.1. Модели межотраслевого баланса. 
Модель Леонтьева

Рас смо т рим мо дель мно го от рас ле вой эко но ми ки, ко то -
рая бы ла раз ра бо та на в 1936 г. аме ри кан ским эко но ми с том
В. Ле он ть е вым.

Пусть в стра не име ет ся n от рас лей хо зяй ст ва. Каж дая от -
расль про из во дит не ко то рую про дук цию. Часть про дук ции
каж дой от рас ли идет на вну т ри про из вод ст вен ное по треб ле -
ние дан ной от рас лью и дру ги ми от рас ля ми, а дру гая часть
пред наз на че на для це лей ко неч но го по треб ле ния (лич но го
или об ще ст вен но го).

Рас смо т рим про цесс про из вод ст ва за не ко то рую пла но -
вую еди ни цу вре ме ни, на при мер за год.

Обо зна чим:
xi — объ ем про дук ции i�й от рас ли;
xij — часть объ е ма про дук ции i�й от рас ли, по треб ля е мая

j�й от рас лью;
yi — часть объ е ма про дук ции i�й от рас ли, по сту па ющая

для ко неч но го по треб ле ния.
Так как ва ло вой объ ем про дук ции лю бой i�й от рас ли ра -

вен сум мар но му объ е му про дук ции, по треб ля е мой п от рас -
ля ми, и ко неч но го про дук та, то

xi = xi1 + xi2 + ... + xin + yi,   i = 1, ..., n

или

xi = xij + yi, i = 1, ..., n. (10.1)

Эти урав не ния на зы ва ют ся со от но ше ни я ми ба лан са.
Бу дем счи тать, что все ве ли чи ны xi, xij, yi вы ра же ны в де -

неж ных еди ни цах.

n

Σ
j=1
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Гла ва 10
ОБЩИЕ МОДЕЛИ 

ЭКОНОМИКИ И УПРАВЛЕНИЯ

10.1. Модели межотраслевого баланса. 
Модель Леонтьева

Рас смо т рим мо дель мно го от рас ле вой эко но ми ки, ко то -
рая бы ла раз ра бо та на в 1936 г. аме ри кан ским эко но ми с том
В. Ле он ть е вым.

Пусть в стра не име ет ся n от рас лей хо зяй ст ва. Каж дая от -
расль про из во дит не ко то рую про дук цию. Часть про дук ции
каж дой от рас ли идет на вну т ри про из вод ст вен ное по треб ле -
ние дан ной от рас лью и дру ги ми от рас ля ми, а дру гая часть
пред наз на че на для це лей ко неч но го по треб ле ния (лич но го
или об ще ст вен но го).

Рас смо т рим про цесс про из вод ст ва за не ко то рую пла но -
вую еди ни цу вре ме ни, на при мер за год.

Обо зна чим:
xi — объ ем про дук ции i�й от рас ли;
xij — часть объ е ма про дук ции i�й от рас ли, по треб ля е мая

j�й от рас лью;
yi — часть объ е ма про дук ции i�й от рас ли, по сту па ющая

для ко неч но го по треб ле ния.
Так как ва ло вой объ ем про дук ции лю бой i�й от рас ли ра -

вен сум мар но му объ е му про дук ции, по треб ля е мой п от рас -
ля ми, и ко неч но го про дук та, то

xi = xi1 + xi2 + ... + xin + yi,   i = 1, ..., n

или

xi = xij + yi, i = 1, ..., n. (10.1)

Эти урав не ния на зы ва ют ся со от но ше ни я ми ба лан са.
Бу дем счи тать, что все ве ли чи ны xi, xij, yi вы ра же ны в де -

неж ных еди ни цах.

n

Σ
j=1

Вве дем по ня тие ко эф фи ци ен тов пря мых за трат aij :

aij = , i, j = 1, ..., n. (10.2)

Здесь под ко эф фи ци ен та ми пря мых за трат aij по ни ма -
ют ся за тра ты про дук ции i�й от рас ли на еди ни цу про дук ции,
вы пу с ка е мой j�й от рас лью.

Мож но по ла гать, что в те че ние го да aij не из ме ня ют ся.
Это оз на ча ет ли ней ную за ви си мость ма те ри аль ных за трат
от ва ло во го вы пу с ка, т.е. вы пол ня ет ся ра вен ст во

xij = aij xj,

вслед ст вие че го по ст ро ен ная на этом ос но ва нии мо дель ме ж -
о т рас ле во го ба лан са по лу чи ла на зва ние ли ней ной.

Под став ляя эти вы ра же ния в со от но ше ния ба лан са
(10.1), по лу ча ем

xi = ai1x1 + ai2x2 + ... + ain xn + yi

или

xi = aij xj + yi, i = 1, ..., n.

Из эко но ми че с ко го смыс ла пе ре мен ных яс но, что все ве -
ли чи ны xi, aij, yi — ве ли чи ны не от ри ца тель ные.

Ес ли обо зна чить

A = ;   X = ;   Y = ,

то си с те му урав не ний, пред став ля ю щих со бой со от но ше ния
ба лан са, мож но за пи сать в ма т рич ном ви де

X = AX + Y. (10.3)

Обыч но ма т ри цу A на зы ва ют ма т ри цей пря мых за трат,
X — ма т ри цей�столб цом (или век то ром) ва ло во го вы пу с ка,
Y — ма т ри цей�столб цом (век то ром) ко неч но го про дук та.

Ос нов ная цель ме жо т рас ле во го ба лан са со сто ит в том,
что бы оты с кать та кой век тор X, ко то рый при из ве ст ной ма -
т ри це пря мых за трат A обес пе чи ва ет за дан ный век тор ко -
неч но го про дук та Y.

Си с те ма урав не ний ме жо т рас ле во го ба лан са ре ша ет ся
ме то дом об рат ной ма т ри цы.

За пи сав со от но ше ния ба лан са в ма т рич ной фор ме
(10.3), име ем

xij
––
xj
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Содержание

X = AX + Y � EX = AX + Y � EX – AX = Y �
� (E – A)X = Y � (E – A)–1(E – A)X = (E – A)–1Y � (10.4)
� EX = (E – A)–1Y � X = (E – A)–1Y.

Ма т ри ца (E – A)–1 на зы ва ет ся ма т ри цей пол ных за трат,
где Е — еди нич ная ма т ри ца.

При мер 10.1. Пусть в стра не име ет ся три от рас ли. Про ну ме ру -
ем их по по ряд ку № 1, № 2, № 3.

По ре зуль та там ра бо ты за ис тек ший год оп ре де ле на ма т ри ца
пря мых за трат, име ю щая вид

A = .

Оп ре де лить не об хо ди мый объ ем ва ло во го про дук та каж дой от -
рас ли, ес ли для ко неч но го по треб ле ния не об хо ди мо 50, 40 и 80 ус лов-
ных де н. ед. про дук ции со от вет ст вен но от рас лей № 1, № 2 и № 3.

Ре ше ние. Най дем ма т ри цу пол ных за трат (E – A)–1. Для это го
сна ча ла за пи шем ма т ри цу (E – A):

E – A = – = .

Оп ре де ли тель этой ма т ри цы мож но вы чис лить по пра ви лу
Сар ру са:

∆ = det(E – A) = = 0,447.

При со е ди нен ную ма т ри цу най дем, вы чис лив ал ге б ра и че с кие
до пол не ния к эле мен там ма т ри цы (E – A) и транс по ни ро вав ма т -
ри цу ал ге б ра и че с ких до пол не ний

E – A = .

Сле до ва тель но, об рат ная ма т ри ца (E – A)–1 име ет вид

(E – A)–1 = · E – A =

= = .

На хо дим ма т ри цу�стол бец (век тор) ва ло во го вы пу с ка

X = (E – A)–1 · Y = = .
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X = AX + Y � EX = AX + Y � EX – AX = Y �
� (E – A)X = Y � (E – A)–1(E – A)X = (E – A)–1Y � (10.4)
� EX = (E – A)–1Y � X = (E – A)–1Y.

Ма т ри ца (E – A)–1 на зы ва ет ся ма т ри цей пол ных за трат,
где Е — еди нич ная ма т ри ца.

При мер 10.1. Пусть в стра не име ет ся три от рас ли. Про ну ме ру -
ем их по по ряд ку № 1, № 2, № 3.

По ре зуль та там ра бо ты за ис тек ший год оп ре де ле на ма т ри ца
пря мых за трат, име ю щая вид

A = .

Оп ре де лить не об хо ди мый объ ем ва ло во го про дук та каж дой от -
рас ли, ес ли для ко неч но го по треб ле ния не об хо ди мо 50, 40 и 80 ус лов-
ных де н. ед. про дук ции со от вет ст вен но от рас лей № 1, № 2 и № 3.

Ре ше ние. Най дем ма т ри цу пол ных за трат (E – A)–1. Для это го
сна ча ла за пи шем ма т ри цу (E – A):

E – A = – = .

Оп ре де ли тель этой ма т ри цы мож но вы чис лить по пра ви лу
Сар ру са:

∆ = det(E – A) = = 0,447.

При со е ди нен ную ма т ри цу най дем, вы чис лив ал ге б ра и че с кие
до пол не ния к эле мен там ма т ри цы (E – A) и транс по ни ро вав ма т -
ри цу ал ге б ра и че с ких до пол не ний

E – A = .

Сле до ва тель но, об рат ная ма т ри ца (E – A)–1 име ет вид

(E – A)–1 = · E – A =

= = .

На хо дим ма т ри цу�стол бец (век тор) ва ло во го вы пу с ка

X = (E – A)–1 · Y = = .
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Та ким об ра зом, ва ло вой вы пуск про дук ции от рас ли № 1 дол жен
со став лять 98,0, от рас ли № 2 – 104,92 и от рас ли № 3 – 138,5 ус -
лов ных ден. ед. �

10.2. Линейная модель обмена
В ка че ст ве при ме ра ма те ма ти че с кой мо де ли эко но ми че -

с ко го про цес са, при во дя щей ся к по ня тию соб ст вен но го век -
то ра и соб ст вен но го зна че ния ма т ри цы, рас смо т рим ли ней -
ную мо дель об ме на (мо дель меж ду на род ной тор гов ли).

Пусть име ет ся п стран S1, S2, ..., Sп, на ци о наль ный до ход
каж дой из ко то рых ра вен со от вет ст вен но х1, х2, ..., хп .

Обо зна чим ко эф фи ци ен та ми аij до лю на ци о наль но го до хо-
да, ко то рую стра на Sj тра тит на по куп ку то ва ров у стра ны Si.

Бу дем счи тать, что весь на ци о наль ный до ход тра тит ся на
за куп ку то ва ров ли бо вну т ри стра ны, ли бо на им порт из
дру гих стран, т.е.

aij = 1, j = 1, 2, ..., n. (10.5)

Рас смо т рим ма т ри цу A = , ко то рая по -

лу чи ла на зва ние струк тур ной ма т ри цы тор гов ли.
В со от вет ст вии с выражением (10.5) сум ма эле мен тов лю-

бо го столб ца ма т ри цы А рав на единице. Мож но до ка зать, что
од ним из соб ст вен ных зна че ний та кой ма т ри цы бу дет λ = 1.

Для лю бой стра ны Si, i = 1, 2, ..., п вы руч ка от вну т рен ней
и внеш ней тор гов ли со ста вит

pi = ai1x1 + ai2x2 + ... + ain xn.

Для сба лан си ро ван ной тор гов ли не об хо ди ма без де фи -
цит ность тор гов ли каж дой стра ны Si, т.е. вы руч ка от тор гов -
ли каж дой стра ны долж на быть не мень ше ее на ци о наль но -
го до хо да

pi � xi ,  i = 1, 2, ..., n.

Ес ли счи тать, что вы пол ня ет ся стро гое не ра вен ст во
pi > xi, то по лу ча ем си с те му не ра венств







a11х1 + a12х2 + ... + an1хn > х1,
a21х1 + a22х2 + ... + an2хn > х2,

...
an1х1 + an2х2 + ... + ann хn > хn.

(10.6)
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Содержание

Сло жив все не ра вен ст ва си с те мы (10.6), по лу чим по сле
груп пи ров ки

x1(a11 + a21 + ... + an 1) + x2(a12 + a22 + ... + an2) + ... +

+ xn(a1n + a2n + ... + ann) > x1 + x2 + ... + xn.

С учетом вы ра же ния (10.5) вы ра же ния в скоб ках рав ны
еди ни це, при хо дим к про ти во ре чи во му не ра вен ст ву

x1 + x2 + ... + xn > x1 + x2 + ... + xn.

Та ким об ра зом, не ра вен ст во pi > xi не воз мож но, и ус ло -
вие pi � xi при ни ма ет вид рi = хi.

Вво дя век тор �х = (х1, х2, ..., хп) на ци о наль ных до хо дов
стран, по лу чим ма т рич ное урав не ние

АХ = Х, (10.7)

где X — ма т ри ца�стол бец из ко ор ди нат век то ра �х, т.е. за да ча
све лась к оты с ка нию соб ст вен но го век то ра ма т ри цы А, от -
ве ча ю ще го соб ст вен но му зна че нию λ = 1.

При мер 10.2. Струк тур ная ма т ри ца тор гов ли трех стран S1, S2,
S3 име ет вид

A = .

Най ти на ци о наль ные до хо ды стран для сба лан си ро ван ной
тор гов ли.

Решение. На хо дим соб ст вен ный век тор �x, от ве ча ю щий соб ст -
вен но му зна че нию λ = 1, ре шив урав не ние

(А – Е)Х = 0

или си с те му

= 

ме то дом Га ус са.
Опу с кая про ме жу точ ные вы чис ле ния, най дем

х1 = с,   х2 = 2с,   х3 = с,

т.е. x = с, 2с, с .
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Сло жив все не ра вен ст ва си с те мы (10.6), по лу чим по сле
груп пи ров ки

x1(a11 + a21 + ... + an 1) + x2(a12 + a22 + ... + an2) + ... +

+ xn(a1n + a2n + ... + ann) > x1 + x2 + ... + xn.

С учетом вы ра же ния (10.5) вы ра же ния в скоб ках рав ны
еди ни це, при хо дим к про ти во ре чи во му не ра вен ст ву

x1 + x2 + ... + xn > x1 + x2 + ... + xn.

Та ким об ра зом, не ра вен ст во pi > xi не воз мож но, и ус ло -
вие pi � xi при ни ма ет вид рi = хi.

Вво дя век тор �х = (х1, х2, ..., хп) на ци о наль ных до хо дов
стран, по лу чим ма т рич ное урав не ние

АХ = Х, (10.7)

где X — ма т ри ца�стол бец из ко ор ди нат век то ра �х, т.е. за да ча
све лась к оты с ка нию соб ст вен но го век то ра ма т ри цы А, от -
ве ча ю ще го соб ст вен но му зна че нию λ = 1.

При мер 10.2. Струк тур ная ма т ри ца тор гов ли трех стран S1, S2,
S3 име ет вид

A = .

Най ти на ци о наль ные до хо ды стран для сба лан си ро ван ной
тор гов ли.

Решение. На хо дим соб ст вен ный век тор �x, от ве ча ю щий соб ст -
вен но му зна че нию λ = 1, ре шив урав не ние

(А – Е)Х = 0

или си с те му

= 

ме то дом Га ус са.
Опу с кая про ме жу точ ные вы чис ле ния, най дем

х1 = с,   х2 = 2с,   х3 = с,

т.е. x = с, 2с, с .
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По лу чен ный ре зуль тат оз на ча ет, что сба лан си ро ван ность тор -
гов ли трех стран до сти га ет ся при век то ре на ци о наль ных до хо дов
�x = с, 2с, с , т.е. при со от но ше нии на ци о наль ных до хо дов стран

3/2 : 2 : 1 или 3 : 4 : 2. �

10.3. Общие модели развития экономики. 
Модель Солоу

Рас смо т рим из ве ст ную мо дель ма к ро эко но ми че с кой ди -
на ми ки раз ви тия с не пре рыв ным вре ме нем.

Мо дель опи сы ва ет ди на ми ку раз ви тия до хо да стра ны
Y(t), ко то рый рас сма т ри ва ет ся как сум ма по треб ле ния C(t)
и ин ве с ти ций I(t).

Ос нов ные до пу ще ния мо де ли
1. Ско рость рос та до хо да про пор ци о наль на ин ве с ти ци ям

I(t) = B .

Здесь ко эф фи ци ент про пор ци о наль но с ти B на зы ва ет ся
ко эф фи ци ен том ка пи та ло ем ко с ти при ро с та до хо да.

В мо де ли счи та ет ся, что ин ве с ти ции мгно вен но пе ре хо -
дят в при рост ка пи та ла.

2. Вы бы тие ка пи та ла от сут ст ву ет.
3. За тра ты тру да по сто ян ны во вре ме ни.
4. Мо дель не учи ты ва ет тех ни че с ко го про грес са.
Эти до пу ще ния су ще ст вен но ухуд ша ют воз мож ность

при ме не ния мо де ли для не по сред ст вен но го про гно за рос та
до хо да. Од на ко про сто та мо де ли поз во ля ет хо ро шо изу чить
вза и мо связь ди на ми ки ин ве с ти ций I(t) и рос та до хо да Y(t).

Про стей ший ва ри ант мо де ли по лу ча ет ся, ес ли по ло жить
C(t) = 0, т.е. про дук ция го су дар ст вом не по треб ля ет ся. Этот
слу чай, ко неч но, со вер шен но не ре а лен.

В мо де ли весь до ход на прав ля ет ся на ин ве с ти ции. По -
это му в ре зуль та те ана ли за рас че тов мо гут быть оп ре де ле -
ны лишь мак си маль но воз мож ные тем пы рос та по фор му ле

Y(t) = C(t) + I(t) = 0 + B .

Та ким об ра зом, по лу ча ем диф фе рен ци аль ное урав не ние

B = Y � = dt � lnY = t + const.
dY
––
dt

dY
––
Y

1
—
B

1
—
B

dY
––
dt

dY
––
dt




3
–
2
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По тен ци руя это ра вен ст во и по ло жив, что в мо мент вре -
ме ни t = 0 до ход ра вен Y0 , по лу ча ем

Y = Y0e
t
.

Тем пом при ро с та функ ции в эко но ми ке на зы ва ет ся от но-
ше ние про из вод ной функ ции по вре ме ни к са мой функ ции.

Темп при ро с та до хо да, сле до ва тель но, ра вен

= = .

Так как в мо де ли по ла га ли, что по треб ле ние C(t) от сут -

ст ву ет, то ве ли чи на — это мак си маль но воз мож ный темп

при ро с та до хо да.
Пусть те перь по треб ле ние име ет ме с то и по сто ян но во

вре ме ни, т.е. C(t) = С = const. Тог да диф фе рен ци аль ное
урав не ние при об ре та ет вид

Y = C + B или   B – Y = C.

Это ли ней ное диф фе рен ци аль ное урав не ние пер во го по -
ряд ка. Ре шая его с на чаль ным ус ло ви ем Y(0) = Y0, мож но
по лу чить фор му лу

Y = (Y0 – C)e
t

+ C.

Темп при ро с та до хо да в этом слу чае со став ля ет

(Y0 – C) e
t

(Y0 – C)e
t

+ C – C
= ——————————— = ————————————————— =

(Y0 – C)e
t

+ C (Y0 – C)e
t

+ C

= = 1 – .

Ког да t � �, рас тет до ход Y при по сто ян ном объ е ме по -
треб ле ния С. Тог да пра вая часть по след не го вы ра же ния бу -

дет стре мить ся к . Это оз на ча ет, что при по сто ян ном объ е ме

по треб ле ния С и при рос те до хо да Y по треб ле ние со став ля -
ет все мень шую до лю от до хо да.
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По тен ци руя это ра вен ст во и по ло жив, что в мо мент вре -
ме ни t = 0 до ход ра вен Y0 , по лу ча ем

Y = Y0e
t
.

Тем пом при ро с та функ ции в эко но ми ке на зы ва ет ся от но-
ше ние про из вод ной функ ции по вре ме ни к са мой функ ции.

Темп при ро с та до хо да, сле до ва тель но, ра вен

= = .

Так как в мо де ли по ла га ли, что по треб ле ние C(t) от сут -

ст ву ет, то ве ли чи на — это мак си маль но воз мож ный темп

при ро с та до хо да.
Пусть те перь по треб ле ние име ет ме с то и по сто ян но во

вре ме ни, т.е. C(t) = С = const. Тог да диф фе рен ци аль ное
урав не ние при об ре та ет вид

Y = C + B или   B – Y = C.

Это ли ней ное диф фе рен ци аль ное урав не ние пер во го по -
ряд ка. Ре шая его с на чаль ным ус ло ви ем Y(0) = Y0, мож но
по лу чить фор му лу

Y = (Y0 – C)e
t

+ C.

Темп при ро с та до хо да в этом слу чае со став ля ет

(Y0 – C) e
t

(Y0 – C)e
t

+ C – C
= ——————————— = ————————————————— =

(Y0 – C)e
t

+ C (Y0 – C)e
t

+ C

= = 1 – .

Ког да t � �, рас тет до ход Y при по сто ян ном объ е ме по -
треб ле ния С. Тог да пра вая часть по след не го вы ра же ния бу -

дет стре мить ся к . Это оз на ча ет, что при по сто ян ном объ е ме

по треб ле ния С и при рос те до хо да Y по треб ле ние со став ля -
ет все мень шую до лю от до хо да.
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Бо лее слож ной мо де лью эко но ми че с ко го раз ви тия яв ля -
ет ся мо дель, пред ло жен ная ла у ре а том Но бе лев ской пре мии
Р. Со лоу. Эта мо дель в от ли чие от пре ды ду щей учи ты ва ет
вы бы тие ос нов но го ка пи та ла, ди на ми ку тру до вых ре сур сов
и тех ни че с кий про гресс. Кро ме то го, здесь ста вит ся и ре ша -
ет ся за да ча мак си ми за ции уров ня по треб ле ния.

Сфор му ли ру ем лишь ос нов ные до пу ще ния мо де ли Со -
лоу, обо зна че ния и вы во ды.

До пу ще ния и обо значе ния мо де ли Со лоу.
1. Про из вод ст вен ная функ ция име ет вид

Y = F(K, L).

2. Ве ли чи на вы бы тия ка пи та ла W про пор ци о наль на его
ве ли чи не K, т.е. вы пол ня ет ся ра вен ст во

W = δK,

где ко эф фи ци ент δ на зы ва ет ся нор мой вы бы тия.
3. Нор ма ин ве с ти ций α счи та ет ся по сто ян ной ве ли чи -

ной. Тог да ве ли чи на ин ве с ти ций за пи шет ся как

I = αY.

4. До ход Y рас пре де ля ет ся на по треб ле ние и ин ве с ти ции

Y = C + I.

5. Чис ло за ня тых ра бо чих мест L рас тет с по сто ян ным
тем пом n.

6. Тех ни че с кий про гресс име ет темп рос та, рав ный g. Это
оз на ча ет, что эф фек тив ность тру да на од но го ра бо та ю ще го
рас тет с тем пом g.

При сде лан ных допущениях про из вод ст вен ную функ -
цию мож но рас сма т ри вать как за ви си мость про из во ди тель -

но с ти тру да y = от его ка пи та ло во ору жен но с ти k = , т.е.

y = f(k).
В мо де ли Со лоу под L по ни ма ет ся чис ло за ня тых ра бот -

ни ков при от сут ст вии тех ни че с ко го про грес са ли бо чис ло
ус лов ных ра бот ни ков с оди на ко вой эф фек тив но с тью при
его на ли чии.

За ме тим, что ин ве с ти ции I при во дят к рос ту ка пи та ло -
во ору жен но с ти k.

Обо зна чим при рост ка пи та ло во ору жен но с ти в ре зуль та -
те ин ве с ти ций че рез i, а по треб ле ние С на од ну еди ни цу тру -
да L с по сто ян ной эф фек тив но с тью про из вод ст ва че рез с

Y
—
L

K
—
L
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i = ;   c = .

Од на ко вы бы тие ка пи та ла с тем пом δ, тем пы рос та чис -
лен но с ти ра бо та ю щих n и тех ни че с ко го про грес са g при во -
дят к сни же нию ка пи та ло во ору жен но с ти k.

Об щий темп ее сни же ния ра вен

δ + n + g,

сле до ва тель но, об щая ве ли чи на сни же ния ка пи та ло во ору -
жен но с ти рав на

s = (δ + n + g)k.

Ве ли чи на k на хо дит ся в со сто я нии ус той чи во го рав но ве -
сия с ус той чи вым уров нем ка пи та ло во ору жен но с ти k*, ес ли
ее при рост за счет ин ве с ти ций ра вен ее сни же нию за счет
ука зан ных фак то ров.

Так как

y = f(k), I = αY или   i = αy = αf(k),

то ус ло вие рав но ве сия ка пи та ло во ору жен но с ти k при зна -
че нии k* за пи сы ва ет ся в ви де

s = i
или

(δ + n + g)k* = αf(k*).

Из рис. 10.1 сле ду ет ус той чи вость рав но ве сия при k = k*.
Так, ес ли k1 < k*, то ин ве с ти ции αf(k1) боль ше сни же ния

ка пи та ло во ору жен но с ти

(δ + n + g)k1

и по это му k рас тет.

C
—
L

I
—
L

Глава 10. Общие модели экономики и управления262

Рис. 10.1. Ус ло вие рав но ве сия ка пи та ло во ору жен но с ти

kk1 k2k*

i, s

0

Инвестиции i = αf(k)

Снижение
s = (δ + n + g)k
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i = ;   c = .

Од на ко вы бы тие ка пи та ла с тем пом δ, тем пы рос та чис -
лен но с ти ра бо та ю щих n и тех ни че с ко го про грес са g при во -
дят к сни же нию ка пи та ло во ору жен но с ти k.

Об щий темп ее сни же ния ра вен

δ + n + g,

сле до ва тель но, об щая ве ли чи на сни же ния ка пи та ло во ору -
жен но с ти рав на

s = (δ + n + g)k.

Ве ли чи на k на хо дит ся в со сто я нии ус той чи во го рав но ве -
сия с ус той чи вым уров нем ка пи та ло во ору жен но с ти k*, ес ли
ее при рост за счет ин ве с ти ций ра вен ее сни же нию за счет
ука зан ных фак то ров.

Так как

y = f(k), I = αY или   i = αy = αf(k),

то ус ло вие рав но ве сия ка пи та ло во ору жен но с ти k при зна -
че нии k* за пи сы ва ет ся в ви де

s = i
или

(δ + n + g)k* = αf(k*).

Из рис. 10.1 сле ду ет ус той чи вость рав но ве сия при k = k*.
Так, ес ли k1 < k*, то ин ве с ти ции αf(k1) боль ше сни же ния

ка пи та ло во ору жен но с ти

(δ + n + g)k1

и по это му k рас тет.

C
—
L

I
—
L
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Рис. 10.1. Ус ло вие рав но ве сия ка пи та ло во ору жен но с ти

kk1 k2k*

i, s

0

Инвестиции i = αf(k)

Снижение
s = (δ + n + g)k

Ес ли k* < k2 , то αf(k2) мень ше (δ + n + g)k2, ка пи та ло во -
ору жен ность па да ет, по ка не до стиг нет k*.

Ес ли уве ли чить нор му ин ве с ти ций α, то гра фик αf(k)
пой дет вы ше и пе ре се чет пря мую (δ + n + g)k пра вее. При
этом уве ли чит ся ус той чи вый уро вень ка пи та ло во ору жен -
но с ти k* и, сле до ва тель но, ус той чи вый уро вень до хо да на
еди ни цу тру да f(k*).

В ус той чи вом со сто я нии эко но ми ки тем пы при ро с та по -
ка за те лей k, y, c, i рав ны ну лю.

По сколь ку это удель ные по ка за те ли на еди ни цу тру да
с по сто ян ной эф фек тив но с тью тру да, ко то рая рас тет с тем -
пом g, то ка пи тал К, до ход Y, по треб ле ние С и ин ве с ти ции I
рас тут так же с тем пом g.

Сле до ва тель но, мо дель Со лоу по ка зы ва ет, что един ст -
вен ным ис точ ни ком дли тель но го ус той чи во го до хо да на од -
но го ра бот ни ка, сле до ва тель но, и ду ше во го по треб ле ния яв -
ля ет ся тех ни че с кий про гресс.

Каж до му уров ню нор мы ин ве с ти ций α со от вет ст ву ет
свой уро вень с* ус той чи во го по треб ле ния на еди ни цу тру да
с по сто ян ной эф фек тив но с тью.

Мож но по ста вить за да чу оты с ка ния та ко го ус той чи во го
со сто я ния эко но ми ки, при ко то ром ве ли чи на с* мак си маль на
сре ди всех та ких со сто я ний.

Так как в лю бом ус той чи вом со сто я нии эко но ми ки вы -
пол ня ют ся ра вен ст ва

i* = αf(k*) = (δ + n + g)k*;   y* = f(k*);

c* = y* – i* = f(k*) – (δ + n + g)k*,

то, что бы най ти мак си мум с*, про диф фе рен ци ру ем по k*

функ цию

c* = f(k*) – (δ + n + g)k*.

Не об хо ди мое ус ло вие мак си му ма

(c*)� = [f(k*) – (δ + n + g)k*]� = 0, т.е. f �(k*) – (δ + n + g) = 0.

От сю да по лу ча ем урав не ние для на хож де ния точ ки мак -
си му ма

f �(k*) = δ + n + g.

По след нее урав не ние пред став ля ет со бой правило вы бо -
ра оп ти маль но го зна че ния ус той чи во го уров ня ка пи та ло во -
ору жен но с ти для мак си ми за ции уров ня по треб ле ния и на -
зы ва ет ся «зо ло тым пра ви лом».

26310.3. Общие модели развития экономики. Модель Солоу
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Ес ли ус той чи вый уро вень ка пи та ло во ору жен но с ти k*

мень ше, чем k**, то име ет смысл уве ли чить нор му ин ве с ти -
ций α до зна че ния α*, а ес ли k* > k**, то сни зить α до α*.

Тог да эко но ми ка по сте пен но вый дет на мак си маль ный
уро вень удель но го по треб ле ния с**.

Вопросы и задания для самоконтроля
1. Из ло жи те сущ ность мо де ли Ле он ть е ва.
2. Ка кие урав не ния на зы ва ют ся со от но ше ни я ми ба лан са?
3. Что на зы ва ют ма т ри цей пря мых за трат; век то ром ва -

ло во го вы пу с ка; век то ром ко неч но го про дук та; ма т ри цей
пол ных за трат?

4. Из ло жи те сущ ность ли ней ной мо де ли об ме на.
5. Что на зы ва ют ко эф фи ци ен том ка пи та ло ем ко с ти при -

ро с та до хо да?
6. Что на зы ва ют тем пом при ро с та в эко но ми ке?
7. Из ло жи те ос нов ные пред по сыл ки и вы во ды мо де ли

Со лоу.

Со от вет ст ву ю щий «зо ло то му пра ви лу» ус той чи вый уро -
вень ка пи та ло во ору жен но с ти обо зна ча ет ся k**, а нор ма ин -
ве с ти ций α* для k** на зы ва ет ся нор мой ин ве с ти ций по «зо -
ло то му пра ви лу» и мо жет быть най де на по фор му ле

α* = .

Удель ная ве ли чи на по треб ле ния по «зо ло то му пра ви лу»
оп ре де ля ет ся как раз ность меж ду до хо дом и ин ве с ти ци я ми

c** = f(k**) – (δ + n + g)k**.

На рис. 10.2 да на гра фи че с кая ил лю с т ра ция «зо ло то го
пра ви ла».

(δ + n + g)k**
—————————

f(k**)

Глава 10. Общие модели экономики и управления264

Рис. 10.2. Ил лю с т ра ция «зо ло то го пра ви ла»

i, s

0

i** = y**

k** k*

y* = f(k*)

i* = (δ + n + g)k*

c**
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Ес ли ус той чи вый уро вень ка пи та ло во ору жен но с ти k*

мень ше, чем k**, то име ет смысл уве ли чить нор му ин ве с ти -
ций α до зна че ния α*, а ес ли k* > k**, то сни зить α до α*.

Тог да эко но ми ка по сте пен но вый дет на мак си маль ный
уро вень удель но го по треб ле ния с**.

Вопросы и задания для самоконтроля
1. Из ло жи те сущ ность мо де ли Ле он ть е ва.
2. Ка кие урав не ния на зы ва ют ся со от но ше ни я ми ба лан са?
3. Что на зы ва ют ма т ри цей пря мых за трат; век то ром ва -

ло во го вы пу с ка; век то ром ко неч но го про дук та; ма т ри цей
пол ных за трат?

4. Из ло жи те сущ ность ли ней ной мо де ли об ме на.
5. Что на зы ва ют ко эф фи ци ен том ка пи та ло ем ко с ти при -

ро с та до хо да?
6. Что на зы ва ют тем пом при ро с та в эко но ми ке?
7. Из ло жи те ос нов ные пред по сыл ки и вы во ды мо де ли

Со лоу.

Со от вет ст ву ю щий «зо ло то му пра ви лу» ус той чи вый уро -
вень ка пи та ло во ору жен но с ти обо зна ча ет ся k**, а нор ма ин -
ве с ти ций α* для k** на зы ва ет ся нор мой ин ве с ти ций по «зо -
ло то му пра ви лу» и мо жет быть най де на по фор му ле

α* = .

Удель ная ве ли чи на по треб ле ния по «зо ло то му пра ви лу»
оп ре де ля ет ся как раз ность меж ду до хо дом и ин ве с ти ци я ми

c** = f(k**) – (δ + n + g)k**.

На рис. 10.2 да на гра фи че с кая ил лю с т ра ция «зо ло то го
пра ви ла».

(δ + n + g)k**
—————————

f(k**)

Глава 10. Общие модели экономики и управления264

Рис. 10.2. Ил лю с т ра ция «зо ло то го пра ви ла»

i, s

0

i** = y**

k** k*

y* = f(k*)

i* = (δ + n + g)k*

c**

Раз дел III

ТЕСТЫ
ПО ДИСЦИПЛИНЕ
«МАТЕМАТИКА»
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Часть Глава Страница
учебника

1. Ли ней ная 
ал ге б ра 
с элементами
аналитической
геометрии

1. Ма т ри цы и оп ре де ли те ли 268

2. Си с те мы ли ней ных урав не ний 286

3. Век то ры 292

4. Соб ст вен ные век то ры и ква д ра тич -
ные фор мы 298

5. Ком плекс ные чис ла 299

6. Эле мен ты ана ли ти че с кой ге о ме т рии 302

2. Ма те ма ти че -
с кий ана лиз
и дифферен -
циальные 
уравнения

7. Эле мен ты те о рии мно жеств 315

8. Чис ло вые по сле до ва тель но с ти 318

9. Пре дел и не пре рыв ность функ ции 320

10. Эле мен ты диф фе рен ци аль но го ис -
чис ле ния 328

11. Функ ции не сколь ких пе ре мен ных 340

12. Не о пре де лен ный и оп ре де лен ный
ин те г ра лы 345

13. Чис ло вые и сте пен ные ря ды 361

14. Диф фе рен ци аль ные урав не ния 368

15. Эле мен ты те о рии по ля. Чис лен ное
диф фе рен ци ро ва ние и ин те г ри ро ва ние 381

Це лью данного раздела яв ля ет ся ока за ние по мо щи сту -
ден там в под го тов ке к ат те с та ци он ной про вер ке их ос та точ -
ных зна ний, про во ди мой в фор ме те с ти ро ва ния по дис цип -
ли не «Ма те ма ти ка» для эко но ми че с ких спе ци аль но с тей,
спе ци аль но с тей «Ме недж мент ор га ни за ций» и «Го су дар ст -
вен ное и му ни ци паль ное уп рав ле ние». Он вклю ча ет в се бя
все раз де лы по дан ной дис цип ли не.

Здесь пред став ле ны 1175 во про сов, раз би тых на 5 частей
и 28 глав, а в кон це при во дят ся пра виль ные от ве ты.

Те с ты со став ле ны в со от вет ст вии с гос стан дар та ми изу -
че ния дис цип ли ны сту ден та ми эко но ми че с ких спе ци аль но -
с тей на ос но ве ре ко мен да ций На ци о наль но го ак кре ди та ци -
он но го агент ст ва в сфе ре об ра зо ва ния.
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28. Эко но ми ко�ма те ма ти че с кие мо де ли 441

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.1. При ка ком зна че нии x ма т ри цы
А и В рав ны?

A = B = 
x2 + 4 x + 1

–1






2
4




–3
–1

2
4




1) –2 �
2) –1 �
3) 0 �
4) 1 �

1.2. При ка ком зна че нии y ма т ри цы А
и В рав ны?

A = B = 


6
0

5
3

6
2






y 2 – 6y + 15
0

5
3

6
2



1) 5 �
2) 3 �
3) 2 �
4) 1 �

1.3. При ка ком зна че нии z ма т ри цы А
и В рав ны?

A = B = 


2
–3

z2 – 4z + 7
–1







3
–1

2
–3




1) 5 �
2) 3 �
3) 2 �
4) 1 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.4. При ка ких зна че ни ях х и у ма т ри -
цы А и В рав ны?

A = B =
–3

0
–1

7
–1

2x – y



–3
0

2x + y
4







5
4




1) x = 3; y = 1 �
2) x = 1; y = 2 �
3) x = –3; y = 2 �
4) x = 3; y = –1 �

1.5. При ка ких зна че ни ях х и у ма т ри -
цы А и В рав ны?

A = B = 


x + y
5

–2
4x – 2y







8
5

–2
8




1) x = 3; y = 5 �
2) x = 4; y = 5 �
3) x = 4; y = 4 �
4) x = 4; y = 2 �

1.6. При ка ких зна че ни ях х и у ма т ри -
цы А и В рав ны?

A = B = 


5x – 3y
5

–2
x + 3y







2
0

–2
4




1) x = 1; y = 1 �
2) x = 1; y = –1 �
3) x = 1; y = 2 �
4) x = 1; y = –2 �

1.7. Да на ма т ри ца A = .

Тог да сум ма эле мен тов a13 + a22 + a31
этой ма т ри цы рав на…





2
1

–8

0
–2
–5

3
5
4





1) 4 �
2) –3 �
3) 7 �
4) –7 �

1.8. За да ны ма т ри цы A = и

B = . Най ти ма т ри цу 4А – ВТ,

где ВТ — транс по ни ро ван ная ма т ри ца В





3
2
5

4
5
5








4
3

5
3

1
4


 1) �

2) �

3) �

4) �

–1
11





33
36

–21

30
33
39








15
6

24
3

–9
9







13
8

18
7








8
17

–15

–1
–5

0





1.9. За да ны ма т ри цы A = и

B = . Най ти ма т ри цу 3А + 2ВТ,

где ВТ — транс по ни ро ван ная ма т ри ца В





2
–1

3

4
2
1








2
4

–1
2

1
3


 1) �

2) �

3) �

4) �

–5
10

10
20

–5
12





16
6

–11

20
13
9








9
11







10
7

20
5








4
11

–12

–1
–5

1
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.10. Ес ли А = и В = ,

то В – 2А = ...
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1.11. Ес ли А = и В = ,

то 3А + 4B = ...
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1.12. Ес ли А = и В = ,

то А + 3B = ...
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1.13. Ес ли А = и В = ,

то 2А – B = ... 
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1.14. Ес ли А = и В = ,

то А + 3B = ...
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа
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1.11. Ес ли А = и В = ,

то 3А + 4B = ...
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1.12. Ес ли А = и В = ,

то А + 3B = ...
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1.13. Ес ли А = и В = ,

то 2А – B = ... 
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1.14. Ес ли А = и В = ,

то А + 3B = ...
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.15. Че му ра вен эле мент c23 ма т ри цы
С = 5A – 3B, ес ли

A = ; B = 
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1.17. Вы чис ли ть сум му эле мен тов
пер во го столб ца ма т ри цы C = 2A – 3B,
ес ли

A = ; B = 
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1.20. Ес ли ма т ри ца А = ; 

B = . Тог да ма т ри ца C = A – 2B
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.21. Ес ли ма т ри ца А = ,

B = . Тог да ма т ри ца C = A + 2B

име ет вид…
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1.22. Ес ли все эле мен ты ква д рат ной
ма т ри цы, рас по ло жен ные ни же глав -
ной ди а го на ли, рав ны ну лю, то эта ма -
т ри ца…

1) вы рож ден ная �
2) тре у голь ная �
3) сим ме т ри че с кая �
4) ди а го наль ная �

1.23. Ка кие су ще ст ву ют про из ве де -
ния ма т риц

A = и B = (3  –1   4)?
3
4
1





2
–1

5





1) Толь ко АВ �
2) Толь ко ВА �
3) И то и дру гое �
4) Ни то ни дру гое �

1.24. Ка кие су ще ст ву ют про из ве де -
ния ма т риц

A = (4  –1   –5) и B = ?
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1) Толь ко АВ �
2) Толь ко ВА �
3) И то и дру гое �
4) Ни то ни дру гое �

1.25. Ка кие су ще ст ву ют про из ве де -
ния ма т риц

A = и B = ?
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1) И АВ, и ВА �
2) Толь ко АВ �
3) Толь ко BA �
4) Ни AB, ни ВА �

1.26. Ка кие су ще ст ву ют про из ве де -
ния ма т риц

A = и B = ?
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1) Толь ко АВ �
2) Толь ко ВА �
3) И то и дру гое �
4) Ни то ни дру гое �

1.27. Ка кие су ще ст ву ют про из ве де -
ния ма т риц

A = и B = ?
1

–5




1
0

–1

3
2
5








4
2

1
–2




1) И АВ, и ВА �
2) Толь ко АВ �
3) Толь ко BA �
4) Ни AB, ни ВА �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.21. Ес ли ма т ри ца А = ,

B = . Тог да ма т ри ца C = A + 2B

име ет вид…
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1.22. Ес ли все эле мен ты ква д рат ной
ма т ри цы, рас по ло жен ные ни же глав -
ной ди а го на ли, рав ны ну лю, то эта ма -
т ри ца…

1) вы рож ден ная �
2) тре у голь ная �
3) сим ме т ри че с кая �
4) ди а го наль ная �

1.23. Ка кие су ще ст ву ют про из ве де -
ния ма т риц

A = и B = (3  –1   4)?
3
4
1
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–1

5





1) Толь ко АВ �
2) Толь ко ВА �
3) И то и дру гое �
4) Ни то ни дру гое �

1.24. Ка кие су ще ст ву ют про из ве де -
ния ма т риц

A = (4  –1   –5) и B = ?
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5





1) Толь ко АВ �
2) Толь ко ВА �
3) И то и дру гое �
4) Ни то ни дру гое �

1.25. Ка кие су ще ст ву ют про из ве де -
ния ма т риц

A = и B = ?
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1) И АВ, и ВА �
2) Толь ко АВ �
3) Толь ко BA �
4) Ни AB, ни ВА �

1.26. Ка кие су ще ст ву ют про из ве де -
ния ма т риц

A = и B = ?
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1) Толь ко АВ �
2) Толь ко ВА �
3) И то и дру гое �
4) Ни то ни дру гое �

1.27. Ка кие су ще ст ву ют про из ве де -
ния ма т риц

A = и B = ?
1

–5
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3
2
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1
–2




1) И АВ, и ВА �
2) Толь ко АВ �
3) Толь ко BA �
4) Ни AB, ни ВА �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.28. Ка кие су ще ст ву ют про из ве де ния

ма т риц A = и B = ?
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1) И АВ, и ВА �
2) Толь ко АВ �
3) Толь ко BA �
4) Ни AB, ни ВА �

1.29. Да ны ма т ри цы А раз мер но с тью
3 � 5 и В раз мер но с тью 5 � 3. Про из -
ве де ние АВ су ще ст ву ет и име ет раз -
мер ность…

1) 5 � 5 �
2) 3 � 5 �
3) 3 � 3 �
4) 5 � 3 �

1.30. Да ны ма т ри цы А раз мер но с тью
4 � 6 и В раз мер но с тью 6 � 4. Про из -
ве де ние АВ су ще ст ву ет и име ет раз -
мер ность…

1) 6 � 6 �
2) 4 � 6 �
3) 4 � 4 �
4) 6 � 4 �

1.31. Для ма т риц A и B най де но про -

из ве де ние AB, при чем A = .

Тог да ма т ри цей B мо жет быть ма т ри ца…
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1.32. Для ма т риц A и B най де но про -

из ве де ние AB, при чем A = .

Тог да ма т ри цей B мо жет быть ма т ри ца…
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1.33. Да ны ма т ри цы A = и 

B = . Най ди те ма т ри цу АВ
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273Глава 1.  Матрицы и определители
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Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.34. Да ны ма т ри цы A = и
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1.35. Да ны ма т ри цы B = и

C = . Най ди те ма т ри цу ВС
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1.36. Да ны ма т ри цы A = и

B = . Тог да про из ве де ние AB

рав но…
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1.37. Да ны ма т ри цы A = и

B = . Тог да про из ве де ние AB

рав но…
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.34. Да ны ма т ри цы A = и
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1.35. Да ны ма т ри цы B = и

C = . Най ди те ма т ри цу ВС


–2
0

7
3







2
–1

5
4


 1) �

2) �

3) �

4) �

5) �


–10
–8

41
25







23
8

8
9







–4
2

23
5







1
–6

22
11







16
6

27
15




1.36. Да ны ма т ри цы A = и

B = . Тог да про из ве де ние AB

рав но…
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1.37. Да ны ма т ри цы A = и

B = . Тог да про из ве де ние AB
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.38. Да ны ма т ри цы

A = и B = . Сум ма

эле мен тов ма т ри цы AB рав на…
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1.39. Да ны ма т ри цы

A = и B = . Сум ма
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1.40. Че му ра вен эле мент c23 ма т ри цы
C = AB, ес ли
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1.41. Че му ра вен эле мент c21 ма т ри цы
C = AB, ес ли
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1.42. Че му ра вен эле мент c31 ма т ри цы
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1.43. Че му ра вен эле мент c32 ма т ри цы
C = AB, ес ли
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1.44. Че му ра вен эле мент c21 ма т ри цы
C = AB, ес ли
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1.45. Че му ра вен эле мент c31 ма т ри цы
C = AB, ес ли
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.46. Че му ра вен эле мент c32 ма т ри цы
C = AB, ес ли

A = ; B = 
1
1
5

3
5
1

2
5
2





–1
1
2

3
–2

4









1
3

–4





1) –4 �
2) 0 �
3) 18 �
4) 24 �

1.47. Про из ве де ни ем ма т риц

и яв ля ет ся…
5
3
3





1
2
5





4
3




1
–3

–2
1




1) �

2) �

3) �

4) �


12
0

6
10








5
11
9

21
12
9

15
18

–2








17
9

5
–10




–5
–10

2





–4
5
12

25
3
8





1.48. За да ны ма т ри цы A = и

B = . Тог да ре ше ни ем ма т рич -

но го урав не ния A + X = B яв ля ет ся…




5
1

2
4







3
0

1
2


 1) �

2) �

3) �

4) �


–1
–2

–2
–1




–1
2



2
–1







1
0

–2
3







2
1

1
2




1.49. За да ны ма т ри цы A = и

B = . Тог да ре ше ни ем ма т рич -

но го урав не ния A + X = B яв ля ет ся…




2
4

–1
3







3
4

1
2


 1) �

2) �

3) �

4) �
–1
–2

4
1










1
2

–4
–1







2
1

0
3







2
1

3
6




1.50. За да ны ма т ри цы A = 

и B = . Тог да ре ше ни ем ма т -

рич но го урав не ния 2A + X = B яв ля ет -
ся…

1
3

1
2




1
–4




–6
9







4
–6

1
–4 1) �

2) �

3) �

4) �


13
–22

–7
15

–1
10







–11
–22

–7
–9

–1
–6







5
–15

–5
7

–2
4







7
–13

–3
9

0
6
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.51. Оп ре де ли тель ра вен…
|
|
|

|
|
|

3
–2

2
1

1) 7 � 2) –7 �
3) –1 � 4) 3 �

1.52. Вы чис лить оп ре де ли тель 
5
7

|
|
|

4
3

|
|
|

1) 43 � 2) 19 �
3) 16 � 4) 13 �

1.53. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|

–6
–4

–3
–2

|
|
|

1) 0 � 2) –11 �
3) –24 � 4) –28 �

1.54. Оп ре де ли тель ра вен ну -

лю при α = …

|
|
|

1
5

2
α

|
|
|

1) 1 � 2) 10 �
3) –10 � 4) 0 �

1.55. Оп ре де ли тель ра вен ну -

лю при α = …

|
|
|

2
3

α
6

|
|
|

1) –4 � 2) 3 �
3) 0 � 4) 4 �

1.56. Оп ре де ли тель ра вен ну -

лю при α = …

|
|
|

1
α

2
6

|
|
|

1) –3 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 0 �

1.57. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду α и зна че ни я ми оп ре де ли те лей ∆ =

= :

A) α = 1; Б) α = –4; В) α = 2; Г) α = 3.
а) ∆ = – 4; б) ∆ = 14; в) ∆ = 9; г) ∆ = 24;
д) ∆ = 19; е) ∆ = –16

|
|
|

–5
1

4
α

|
|
|

1) А—в; Б—е; В—б; Г—д �
2) А—г; Б—б; В—в; Г—а �
3) А—в; Б—д; В—г; Г—а �
4) А—г; Б—а; В—б; Г—в �
5) А—в; Б—д; В—а; Г—г �

1.58. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
ма т ри цей и ее оп ре де ли те лем:

А) ; Б) ; В) .

а) 44; б) 240; в) –44; г) 120; д) 0




12
10

12
10







10
12

12
10







12
10

10
12




1) А—в; Б—б; В—д �
2) А—а; Б—д; В—б �
3) А—д; Б—в; В—б �
4) А—а; Б—в; В—д �
5) А—в; Б—д; В—б �

1.59. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
ма т ри цей и ее оп ре де ли те лем:

А) ; Б) ; В) .

а) –145; б) 155; в) 145; г) 17; д) –17




9
8

–8
9







8
–9

9
–8







8
–9

–9
8




1) А—в; Б—б; В—д �
2) А—г; Б—д; В—б �
3) А—д; Б—в; В—б �
4) А—г; Б—д; В—а �
5) А—в; Б—д; В—б �

1.60. Ес ли все эле мен ты оп ре де ли те -
ля вто ро го по ряд ка ум но жить на 5, то
но вый оп ре де ли тель бу дет боль ше ис -
ход но го…

1) в 25 раз �
2) на 20 �
3) в 5 раз �
4) на 5 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.61. Фор му ла вы чис ле ния оп ре де ли -

те ля 3�го по ряд ка со дер -

жит сле ду ю щие про из ве де ния:

|
|
|
|

a
d
g

b
e
h

c
f
k

|
|
|
|

1) bdk и ade �
2) ade и cdg �
3) cdg и afh �
4) afh и bdk �

1.62. Фор му ла вы чис ле ния оп ре де ли -

те ля 3�го по ряд ка со дер -

жит сле ду ю щие про из ве де ния:

|
|
|
|

i
l
o

j
m
p

k
n
r

|
|
|
|

1) jlr и jno �
2) jno и njl �
3) njl и jlp �
4) jlp и jlr �

1.63. Фор му ла вы чис ле ния оп ре де ли -

те ля 3�го по ряд ка со дер -

жит сле ду ю щие про из ве де ния:

|
|
|
|

x
k
n

y
l
o

z
m
p

|
|
|
|

1) ykn и ymn �
2) ymn и ykp �
3) ykp и yzp �
4) yzp и ykn �

1.64. Оп ре де ли тель ра -

вен…

2
7

–4

7
2

–14

–5
5
10

|
|
|
|

|
|
|
|

1) –140 �
2) –280 �
3) 560 �
4) 0 �

1.65. Оп ре де ли тель ра -

вен…

0
b1
4

a2
0
2

0
b2

–5

|
|
|
|

|
|
|
|

1) –4a2b2 + 5a2b1 �
2) –4a2b2 – 5a2b1 �
3) 4a2b2 – 5a2b1 �
4) –4a2b2 + 5a2b1 �

1.66. Оп ре де ли тель ра -

вен…

|
|
|
|

0
b1

–1

a2
0

–2

a3
0
3

|
|
|
|

1) –2a3b1 – 3a2b1 �
2) 2a3b1 + 3a2b1 �
3) –2a3b1 + 3a2b1 �
4) 2a3b1 – 3a2b1 �

1.67. Оп ре де ли тель

ра вен…

|
|
|
|

5
10

–50

10
5

–100

–5
0
50

|
|
|
|

1) 2500 �
2) 7500 �
3) 0 �
4) –7500 �

1.68. Оп ре де ли тель ра -

вен…

|
|
|
|

1
2
5

2
4
1

3
6
2

|
|
|
|

1) 18 �
2) –74 �
3) 74 �
4) 0 �

1.69. Вы чис лить оп ре де ли тель
5

–3
2

|
|
|
|

–8
7
4

0
0
1

|
|
|
|

1) –22 �
2) –11 �
3) 11 �
4) 9 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.61. Фор му ла вы чис ле ния оп ре де ли -

те ля 3�го по ряд ка со дер -

жит сле ду ю щие про из ве де ния:

|
|
|
|

a
d
g

b
e
h

c
f
k

|
|
|
|

1) bdk и ade �
2) ade и cdg �
3) cdg и afh �
4) afh и bdk �

1.62. Фор му ла вы чис ле ния оп ре де ли -

те ля 3�го по ряд ка со дер -

жит сле ду ю щие про из ве де ния:

|
|
|
|

i
l
o

j
m
p

k
n
r

|
|
|
|

1) jlr и jno �
2) jno и njl �
3) njl и jlp �
4) jlp и jlr �

1.63. Фор му ла вы чис ле ния оп ре де ли -

те ля 3�го по ряд ка со дер -

жит сле ду ю щие про из ве де ния:

|
|
|
|

x
k
n

y
l
o

z
m
p

|
|
|
|

1) ykn и ymn �
2) ymn и ykp �
3) ykp и yzp �
4) yzp и ykn �

1.64. Оп ре де ли тель ра -

вен…

2
7

–4

7
2

–14

–5
5
10

|
|
|
|

|
|
|
|

1) –140 �
2) –280 �
3) 560 �
4) 0 �

1.65. Оп ре де ли тель ра -

вен…

0
b1
4

a2
0
2

0
b2

–5

|
|
|
|

|
|
|
|

1) –4a2b2 + 5a2b1 �
2) –4a2b2 – 5a2b1 �
3) 4a2b2 – 5a2b1 �
4) –4a2b2 + 5a2b1 �

1.66. Оп ре де ли тель ра -

вен…

|
|
|
|

0
b1

–1

a2
0

–2

a3
0
3

|
|
|
|

1) –2a3b1 – 3a2b1 �
2) 2a3b1 + 3a2b1 �
3) –2a3b1 + 3a2b1 �
4) 2a3b1 – 3a2b1 �

1.67. Оп ре де ли тель

ра вен…

|
|
|
|

5
10

–50

10
5

–100

–5
0
50

|
|
|
|

1) 2500 �
2) 7500 �
3) 0 �
4) –7500 �

1.68. Оп ре де ли тель ра -

вен…

|
|
|
|

1
2
5

2
4
1

3
6
2

|
|
|
|

1) 18 �
2) –74 �
3) 74 �
4) 0 �

1.69. Вы чис лить оп ре де ли тель
5

–3
2

|
|
|
|

–8
7
4

0
0
1

|
|
|
|

1) –22 �
2) –11 �
3) 11 �
4) 9 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.70. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

1
5
6

–2
3
2

3
0
0

|
|
|
|

1) –12 �
2) 54 �
3) –28 �
4) 24 �

1.71. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

1
2
5

3
1
4

–1
3
1

|
|
|
|

1) 0 �
2) –20 �
3) –25 �
4) –35 �

1.72. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–2
–1

3

1
1
5

1
–3

2

|
|
|
|

1) 5 �
2) 13 �
3) 17 �
4) 49 �

1.73. Вы чис лить оп ре де ли тель
–2
–5

2

|
|
|
|

–4
1
6

3
5

–1

|
|
|
|

1) –40 �
2) –54 �
3) 38 �
4) 40 �

1.74. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–2
3
1

1
1
5

2
–3

4

|
|
|
|

1) –14 �
2) –15 �
3) 14 �
4) 15 �

1.75. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–5
4

–2

2
–1
–3

3
–1

4

|
|
|
|

1) 31 �
2) 35 �
3) 37 �
4) 39 �

1.76. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–4
1
3

–1
–2

1

2
–3

6

|
|
|
|

1) –44 �
2) –50 �
3) –60 �
4) –65 �

1.77. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–3
2
2

–1
1
5

1
–4

2

|
|
|
|

1) 46 �
2) 48 �
3) 52 �
4) 56 �

1.78. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

1
3

–4

2
3

–2

0
–1

0

|
|
|
|

1) 3 � 2) 4 �
3) –3 � 4) –4 �
5) –6 �

1.79. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

6
0

–3

–14
1

10

22
2

–5

|
|
|
|

1) 22 � 2) –42 �
3) 0 � 4) 1 �
5) 15 �

Глава 1.  Матрицы и определители 279



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.80. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

2
0

–1

0
3
2

0
5
2

|
|
|
|

1) 8 � 2) 4 �
3) –3 � 4) 12 �
5) 0 �

1.81. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–6
4
1

4
–2

0

–2
5
4

|
|
|
|

1) –4 � 2) 0 �
3) 1 � 4) 2 �
5) –3 �

1.82. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

1
1
1

1
1
2

1
4
5

|
|
|
|

1) –2 � 2) 0 �
3) –1 � 4) –3 �
5) 4 �

1.83. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–3
–2

1

5
2
0

3
2

–2

|
|
|
|

1) 0 � 2) –2 �
3) 4 � 4) 5 �
5) –7 �

1.84. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–5
4

–3

7
–3
–1

0
1

–2

|
|
|
|

1) 12 � 2) 4 �
3) 2 � 4) 7 �
5) 0 �

1.85. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

1
0
1

–3
1

–1

–5
0
2

|
|
|
|

1) 0 � 2) –5 �
3) –7 � 4) –9 �
5) –11 �

1.86. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–3
–1

0

1
1
0

0
1
6

|
|
|
|

1) 13 � 2) 0 �
3) 11 � 4) 4 �
5) 12 �

1.87. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–3
–1
–2

1
1

–1

2
5
3

|
|
|
|

1) 13 � 2) 0 �
3) 25 � 4) 30 �
5) 35 �

1.88. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–3
1
2

7
1

–1

–1
2
3

|
|
|
|

1) 5 � 2) 10 �
3) 25 � 4) 30 �
5) 35 �

1.89. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

1
–1

2

6
–1

2

3
0

–1

|
|
|
|

1) 3 � 2) 0 �
3) 5 � 4) 7 �
5) 8 �

Часть 1. Линейная алгебра с элементами аналитической геометрии280



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.80. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

2
0

–1

0
3
2

0
5
2

|
|
|
|

1) 8 � 2) 4 �
3) –3 � 4) 12 �
5) 0 �

1.81. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–6
4
1

4
–2

0

–2
5
4

|
|
|
|

1) –4 � 2) 0 �
3) 1 � 4) 2 �
5) –3 �

1.82. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

1
1
1

1
1
2

1
4
5

|
|
|
|

1) –2 � 2) 0 �
3) –1 � 4) –3 �
5) 4 �

1.83. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–3
–2

1

5
2
0

3
2

–2

|
|
|
|

1) 0 � 2) –2 �
3) 4 � 4) 5 �
5) –7 �

1.84. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–5
4

–3

7
–3
–1

0
1

–2

|
|
|
|

1) 12 � 2) 4 �
3) 2 � 4) 7 �
5) 0 �

1.85. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

1
0
1

–3
1

–1

–5
0
2

|
|
|
|

1) 0 � 2) –5 �
3) –7 � 4) –9 �
5) –11 �

1.86. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–3
–1

0

1
1
0

0
1
6

|
|
|
|

1) 13 � 2) 0 �
3) 11 � 4) 4 �
5) 12 �

1.87. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–3
–1
–2

1
1

–1

2
5
3

|
|
|
|

1) 13 � 2) 0 �
3) 25 � 4) 30 �
5) 35 �

1.88. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

–3
1
2

7
1

–1

–1
2
3

|
|
|
|

1) 5 � 2) 10 �
3) 25 � 4) 30 �
5) 35 �

1.89. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|

1
–1

2

6
–1

2

3
0

–1

|
|
|
|

1) 3 � 2) 0 �
3) 5 � 4) 7 �
5) 8 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.90. Ал ге б ра и че с кое до пол не ние эле -

мен та а23 оп ре де ли те ля A =

име ет вид…

|
|
|
|

1
–1

3

–2
4
0

5
0
1

|
|
|
|

1) A23 = – �

2) A23 = �

3) A23 = – �

4) A23 = – �
|
|
|

1
–1

5
0

|
|
|

|
|
|

–2
0

5
1

|
|
|

|
|
|

–2
0

5
1

|
|
|

|
|
|

–1
0

–5
2

|
|
|

1.91. Ал ге б ра и че с кое до пол не ние эле -

мен та а23 оп ре де ли те ля A = 

име ет вид…

|
|
|
|

–2
4
3

1
3
0

0
–1

1

|
|
|
|

1) A31 = – �

2) A31 = �

3) A31 = �

4) A31 = – �
|
|
|

–2
4

1
3

|
|
|

|
|
|

1
3

–2
4

|
|
|

|
|
|
–1

1
3
0

|
|
|

|
|
|

3
1

4
–2

|
|
|

1.92. Най ти ал ге б ра и че с кое до пол не -

ние A32 оп ре де ли те ля 
–3

4
–2

1
–1

3

|
|
|
|

–5
–1

2

|
|
|
|

1) –20 �
2) –17 �
3) 12 �
4) 23 �

1.93. Най ти ал ге б ра и че с кое до пол не -

ние A12 оп ре де ли те ля 
|
|
|
|

3
–3

1

–1
1

–2

1
4
2

|
|
|
|

1) –9 �
2) –10 �
3) 10 �
4) 16 �

1.94. Най ти ал ге б ра и че с кое до пол не -

ние A23 оп ре де ли те ля 
|
|
|
|

–1
2

–3

–1
3
1

4
6

–1

|
|
|
|

1) –3 �
2) –5 �
3) –6 �
4) –7 �

1.95. Най ти ал ге б ра и че с кое до пол не -

ние A31 оп ре де ли те ля 
|
|
|
|

4
5

–2

3
1

–2

2
–4

5

|
|
|
|

1) 4 �
2) 11 �
3) 12 �
4) 19 �

1.96. Най ти ал ге б ра и че с кое до пол не -

ние A23 оп ре де ли те ля 
|
|
|
|

3
–3

1

–2
1

–2

5
3
2

|
|
|
|

1) 14 �
2) 12 �
3) 10 �
4) 6 �

1.97. Най ти ал ге б ра и че с кое до пол не -

ние A21 оп ре де ли те ля 
|
|
|
|

–1
2

–3

–1
3
1

5
1

–2

|
|
|
|

1) –3 �
2) –4 �
3) –5 �
4) –6 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.98. Вы чис лить оп ре де ли тель
0
0
0
2

0
0

–4
3

|
|
|
|
|

0
–3

11
4

2
3
4
5

|
|
|
|
|

1) –3 �
2) 0 �
3) 48 �
4) 32 �

1.99. Вы чис лить оп ре де ли тель
–2

7
3

–1

–3
0
0
0

|
|
|
|
|

–1
3

–4
0

18
2
0
0

|
|
|
|
|

1) –8 �
2) –16 �
3) –24 �
4) –32 �

1.100. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|
|

0
0
0

–2

0
0

–5
–1

0
2
4
1

1
–1
–3

2

|
|
|
|
|

1) –4 �
2) –10 �
3) 10 �
4) 20 �

1.101. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|
|

1
3
1

–5

0
0
2
0

0
0
4
1

1
–2
–3

2

|
|
|
|
|

1) –10 �
2) –5 �
3) –20 �
4) –30 �

1.102. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|
|

2
1
1

–3

0
0

–2
0

0
0
5
0

4
–2
–1

3

|
|
|
|
|

1) 10 �
2) 12 �
3) 16 �
4) 0 �

1.103. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|
|

3
–1

4
3

0
0
1
0

0
0
6
1

2
–3

2
1

|
|
|
|
|

1) –7 �
2) –2 �
3) –1 �
4) 12 �
5) 0 �

1.104. Вы чис лить оп ре де ли тель
|
|
|
|
|

0
–2

2
–1

0
0
4
0

2
0
3
1

–2
–1

3
2

|
|
|
|
|

1) 0 �
2) –2 �
3) –32 �
4) –48 �
5) –56 �

1.105. Oпре де ли тель 

ра вен...

3
1
0
0

–3
4
2
5

|
|
|
|
|

0
2
0
0

2
1

–1
3

|
|
|
|
|

1) –24 �
2) –38 �
3) –66 �
4) 0 �
5) –88 �

Часть 1. Линейная алгебра с элементами аналитической геометрии282 283Глава 1.  Матрицы и определители

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.106. Oпре де ли тель

ра вен...

1
3
0
1

5
0
3
0

|
|
|
|
|

3
0

–4
0

–2
6
1
2

|
|
|
|
|

1) 5 �
2) 2 �
3) 1 �
4) 0 �
5) 3 �

1.107. Oпре де ли тель 

ра вен...

0
1
0
0

|
|
|
|
|

3
4

–2
1

0
5
1
0

–1
2
4
3

|
|
|
|
|

1) 0 �
2) 20 �
3) 10 �
4) –10 �
5) –20 �

1.108. Oпре де ли тель 

ра вен...

3
1
0
0

|
|
|
|
|

1
3
1
1

–2
0
0
0

5
3
0
4

|
|
|
|
|

1) –5 �
2) –2 �
3) –8 �
4) 2 �
5) 3 �

1.109. Oпре де ли тель 

ра вен...

|
|
|
|
|

3
4

–9
1

0
1
0
2

0
5
0
0

–1
2
3
3

|
|
|
|
|

1) 0 �
2) 20 �
3) 40 �
4) –10 �
5) –20 �

1.110. Об рат ной к ма т ри це 

яв ля ет ся…




4
3

11
8

 1) �

2) �

3) �

4) �


8
11

3
4







–4
11

3
–8




–8/55
11/55




6/55
–4/55







1/4
1/3

1/11
1/8




1.111. Об рат ной к ма т ри це яв -

ля ет ся…




5
2

8
3


 1) �

2) �

3) �

4) �


–5/31
8/31

2/31
–3/31







5
–8

–2
3







1/5
1/2

1/8
1/3







–5
8

2
–3
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.123. Ранг ма т ри цы A = 

ра вен…





5
2

–5

0
3
0

1
4

–1





1) 3 �
2) 0 �
3) 2 �
4) 1 �

1.124. Ранг ма т ри цы A = 
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1.125. Ранг ма т ри цы 

A = ра вен…
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1.126. Ранг ма т ри цы A = 

ра вен двум при λ, рав ном…
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1.127. Ранг ква д рат ной ма т ри цы А
чет вер то го по ряд ка ра вен r(A) = 2.
Тог да оп ре де ли тель этой ма т ри цы ра -
вен…

1) det A = 0 �
2) det A = 2 �
3) det A = 3 �
4) det A = 4 �

1.128. Ранг ква д рат ной ма т ри цы А
чет вер то го по ряд ка ра вен r(A) = 3.
Тог да оп ре де ли тель этой ма т ри цы ра -
вен…

1) det A = 4 �
2) det A = 0 �
3) det A = 3 �
4) det A = 1 �

1.129. Ранг ква д рат ной ма т ри цы А пя -
то го по ряд ка ра вен r(A) = 3. Тог да оп -
ре де ли тель этой ма т ри цы ра вен…

1) det A = 5 �
2) det A = 2 �
3) det A = 3 �
4) det A = 0 �

Часть 1. Линейная алгебра с элементами аналитической геометрии286

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

2.1. Фор му лы ви да xj = для ре ше -

ния си с те мы ли ней ных урав не ний че -
рез оп ре де ли те ли на зы ва ют ся фор му -
ла ми…

∆j—
∆

1) тре у голь ни ков �
2) Кро не ке ра �
3) Ка пел ли �
4) Кра ме ра �
5) Ко ши —
Бу ня ков ско го �

Глава 2. Системы линейных уравнений
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

1.123. Ранг ма т ри цы A = 

ра вен…





5
2

–5

0
3
0

1
4

–1





1) 3 �
2) 0 �
3) 2 �
4) 1 �

1.124. Ранг ма т ри цы A = 

ра вен…





5
4

–5

3
1

–3

0
2
0





1) 3 �
2) 2 �
3) 1 �
4) 0 �

1.125. Ранг ма т ри цы 

A = ра вен…
3
7

–6





–1
–2

5

2
–3

0

–4
0
0





1) 3 �
2) 2 �
3) 1 �
4) 0 �

1.126. Ранг ма т ри цы A = 

ра вен двум при λ, рав ном…





0
9
λ

–4
–5

2

6
7

–3





1) 3 �
2) 2 �
3) 1 �
4) 0 �

1.127. Ранг ква д рат ной ма т ри цы А
чет вер то го по ряд ка ра вен r(A) = 2.
Тог да оп ре де ли тель этой ма т ри цы ра -
вен…

1) det A = 0 �
2) det A = 2 �
3) det A = 3 �
4) det A = 4 �

1.128. Ранг ква д рат ной ма т ри цы А
чет вер то го по ряд ка ра вен r(A) = 3.
Тог да оп ре де ли тель этой ма т ри цы ра -
вен…

1) det A = 4 �
2) det A = 0 �
3) det A = 3 �
4) det A = 1 �

1.129. Ранг ква д рат ной ма т ри цы А пя -
то го по ряд ка ра вен r(A) = 3. Тог да оп -
ре де ли тель этой ма т ри цы ра вен…

1) det A = 5 �
2) det A = 2 �
3) det A = 3 �
4) det A = 0 �

Часть 1. Линейная алгебра с элементами аналитической геометрии286

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

2.1. Фор му лы ви да xj = для ре ше -

ния си с те мы ли ней ных урав не ний че -
рез оп ре де ли те ли на зы ва ют ся фор му -
ла ми…

∆j—
∆

1) тре у голь ни ков �
2) Кро не ке ра �
3) Ка пел ли �
4) Кра ме ра �
5) Ко ши —
Бу ня ков ско го �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

2.2. Как на зы ва ет ся ма т ри ца си с те мы
ли ней ных урав не ний, до пол нен ная
столб цом сво бод ных чле нов?

1) Од но род ная �
2) Рас ши рен ная �
3) Жор да но ва �
4) Клас си че с кая �
5) Пол ная �

2.3. Для си с те мы ли ней ных урав не -
ний ра вен ст во ран гов ма т ри цы си с те -
мы и рас ши рен ной ма т ри цы си с те мы
яв ля ет ся ус ло ви ем ее…

1) оп ре де лен но с ти �
2) од но род но с ти �
3) сов ме ст но с ти �
4) не со вме ст но с ти �
5) не о пре де лен но с ти �

2.4. Как на зы ва ет ся си с те ма ли ней -
ных урав не ний, в ко то рой все сво бод -
ные чле ны рав ны ну лю?

1) Оп ре де лен ная �
2) Од но род ная �
3) Жор да но ва �
4) Клас си че с кая �
5) Ба зис ная �

2.5. При ре ше нии си с те мы урав не ний
с ква д рат ной ма т ри цей ко эф фи ци ен -
тов А мож но при ме нять пра ви ло Кра -
ме ра, ес ли…

�

�

�

�

1) оп ре де ли тель ма -
три цы А ра вен ну лю
2) ранг ма т ри цы А
ра вен чис лу ее столб -
цов
3) ма т ри ца А име ет
два про порци о наль -
ных столб ца
4) од на из строк ма т -
ри цы яв ля ет ся ли -
ней ной ком би на ци ей
ос таль ных

2.6. При ре ше нии си с те мы урав не ний
с ква д рат ной ма т ри цей ко эф фи ци ен -
тов А нель зя при ме нять пра ви ло Кра -
ме ра, ес ли…

�

�

�

�

1) столб цы ма т ри -
цы А ли ней но не за -
ви си мы
2) ранг ма т ри цы си -
с те мы не ра вен чис -
лу урав не ний
3) стро ки ма т ри цы
А ли ней но не за ви -
си мы
4) оп ре де ли тель ма -
т ри цы А не ра вен
ну лю
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

2.7. Да на си с те ма урав не ний 

. Для то го что бы най ти

зна че ние пе ре мен ной x при ре ше нии
этой си с те мы по фор му лам Кра ме ра,
до ста точ но вы чис лить толь ко оп ре де -
ли те ли…

3x + 2y = 1
6x + 5y = 4
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2.8. Да на си с те ма урав не ний 

. Для то го что бы най ти

зна че ние пе ре мен ной y при ре ше нии
этой си с те мы по фор му лам Кра ме ра,
до ста точ но вы чис лить толь ко оп ре де -
ли те ли…

3x + 2y = 1
6x + 5y = 4
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2.9. Да на си с те ма урав не ний 

. Для то го что бы най ти

зна че ние пе ре мен ной x при ре ше нии
этой си с те мы по фор му лам Кра ме ра,
до ста точ но вы чис лить толь ко оп ре де -
ли те ли…

x – 2y = 3
4x + 5y = 6
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2.10. Рас ши рен ная ма т ри ца си с те мы

урав не ний име ет

раз мер ность…

x – 2y – z = 3
4x + 5y + z = 6





1) 2 � 3 �
2) 4 � 2 �
3) 3 � 2 �
4) 2 � 4 �

2.11. Да на си с те ма ли ней ных урав не -

ний . Си с те ма не име ет

ре ше ний при а = …

x + 7y = 3
–x + ay = 5





1) –7 �
2) –1/7 �
3) 1/7 �
4) 7 �

2.12. Да на си с те ма ли ней ных урав не -

ний . Си с те ма не име ет

ре ше ний при а = …





4x – y = 1
ax – 2y = 3

1) –8 �
2) –5 �
3) 8 �
4) 5 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

2.7. Да на си с те ма урав не ний 

. Для то го что бы най ти

зна че ние пе ре мен ной x при ре ше нии
этой си с те мы по фор му лам Кра ме ра,
до ста точ но вы чис лить толь ко оп ре де -
ли те ли…

3x + 2y = 1
6x + 5y = 4
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2.8. Да на си с те ма урав не ний 

. Для то го что бы най ти

зна че ние пе ре мен ной y при ре ше нии
этой си с те мы по фор му лам Кра ме ра,
до ста точ но вы чис лить толь ко оп ре де -
ли те ли…

3x + 2y = 1
6x + 5y = 4
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2.9. Да на си с те ма урав не ний 

. Для то го что бы най ти

зна че ние пе ре мен ной x при ре ше нии
этой си с те мы по фор му лам Кра ме ра,
до ста точ но вы чис лить толь ко оп ре де -
ли те ли…

x – 2y = 3
4x + 5y = 6





1) и �

2) и �

3) и �

4) ,

и �
|
|
|

1
4

3
6

|
|
|

|
|
|

–2
5

3
6

|
|
|

|
|
|

–2
5

1
4

|
|
|

|
|
|

–2
5

3
6

|
|
|

|
|
|

–2
5

1
4

|
|
|

|
|
|

–2
5

3
6

|
|
|

|
|
|

–2
5

|
|
|

3
6

1
4

|
|
|

|
|
|

1
4

3
6

|
|
|

1
4

|
|
|

2.10. Рас ши рен ная ма т ри ца си с те мы

урав не ний име ет

раз мер ность…

x – 2y – z = 3
4x + 5y + z = 6





1) 2 � 3 �
2) 4 � 2 �
3) 3 � 2 �
4) 2 � 4 �

2.11. Да на си с те ма ли ней ных урав не -

ний . Си с те ма не име ет

ре ше ний при а = …

x + 7y = 3
–x + ay = 5





1) –7 �
2) –1/7 �
3) 1/7 �
4) 7 �

2.12. Да на си с те ма ли ней ных урав не -

ний . Си с те ма не име ет

ре ше ний при а = …





4x – y = 1
ax – 2y = 3

1) –8 �
2) –5 �
3) 8 �
4) 5 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

2.13. Си с те ма ли ней ных урав не ний 

ре ша ет ся по пра ви лу

Кра ме ра.
Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду оп ре -
де ли те ля ми си с те мы и их зна че ни я ми:
А) ∆; Б) ∆1; В) ∆2.
а) 9; б) –2; в) 23; г) 2





2x1 – 5x2 = 4
3x1 – 3x2 = 7

1) А—а; Б—в; В—б �
2) А—а; Б—в; В—г �
3) А—в; Б—а; В—б �
4) А—г; Б—в; В—а �
5) А—в; Б—а; В—г �

2.14. Си с те ма ли ней ных урав не ний 

ре ша ет ся по пра ви лу

Кра ме ра.
Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду оп ре -
де ли те ля ми си с те мы и их зна че ни я ми:
А) ∆; Б) ∆1; В) ∆2.
а) –17; б) 17; в) 18; г) 22





3x1 – 2x2 = 4
5x1 + 4x2 = 1

1) А—а; Б—в; В—б �
2) А—а; Б—в; В—г �
3) А—г; Б—а; В—б �
4) А—г; Б—в; В—а �
5) А—в; Б—а; В—г �

2.15. Си с те ма ли ней ных урав не ний 

ре ша ет ся по пра ви лу

Кра ме ра.
Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду оп ре -
де ли те ля ми си с те мы и их зна че ни я ми:
А) ∆; Б) ∆1; В) ∆2.
а) –3; б) 2; в) 16; г) 3





3x1 – 2x2 = 0
2x1 + 4x2 = 1

1) А—а; Б—в; В—б �
2) А—в; Б—б; В—г �
3) А—г; Б—а; В—б �
4) А—г; Б—в; В—а �
5) А—в; Б—а; В—г �

2.16. Ре ше ни ем си с те мы урав не ний

яв ля ет ся…
2x1 + 3x2 = 11
3x1 – x2 = 0





1) x1 = –1; x2 = –2 �
2) x1 = 1; x2 = 3 �
3) x1 = 0; x2 = 1 �
4) x1 = 1,5; x2 = –0,5 �
5) x1 = 2; x2 = –1 �

2.17. Ре ше ни ем си с те мы урав не ний

яв ля ет ся…
2x1 – x2 = –3
4x1 + x2 = –9





1) x1 = 1,5; x2 = 0,5 �
2) x1 = 2; x2 = –2 �
3) x1 = –2; x2 = –1 �
4) x1 = 1,1; x2 = 0,8 �
5) x1 = 0,8; x2 = –1 �

2.18. Ре ше ни ем си с те мы урав не ний

яв ля ет ся…
4x1 – x2 = 8
2x1 + 3x2 = –3





1) x1 = 1,5; x2 = –2 �
2) x1 = 1; x2 = –1 �
3) x1 = 2; x2 = –1 �
4) x1 = 0,5; x2 = –0,5 �
5) x1 = 0,5; x2 = 0,5 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

2.19. Ос нов ная ма т ри ца си с те мы ли -
ней ных ал ге б ра и че с ких урав не ний 

име ет вид…
x3 + 2x2 – x1 = 1
x3 – x2 = 0
x3 + x2 = 2







1) �

2) �

3) �

4) �




–1
0
1

2
–1

1

1
1
1





1
0
2





1
1
1

2
–1

1

–1
0
0









1
1
1

2
–1

1

–1
0
0









1
0
0

2
1
1

–1
–1

1





2.20. Оп ре де ли тель ос нов ной ма т ри -
цы си с те мы ли ней ных урав не ний

ра вен…
–2y + 6 = 0
–y – 2z + 3 = 0
2x + 4y = 1







1) 10 �
2) 8 �
3) 76 �
4) 80 �

2.21. Да на си с те ма ли ней ных урав не -

ний . Эту си с те му нель -

зя ре шить ме то дом Кра ме ра при λ = …







–3x + λy = 0
–y – 3z = –5
3x – 2y = –7

1) 1 �
2) 2 �
3) –2 �
4) –4 �

2.22. Че му рав но зна че ние x1 в ре ше -

нии си с те мы ?






2x1 + x2 – x3 = –3
–x1 – x2 + 2x3 = 6
x1 + x2 + x3 = 0

1) 1 �
2) 2 �
3) 3 �
4) 4 �

2.23. Че му рав но зна че ние x3 в ре ше -

нии си с те мы ?






–x1 + x2 – 3x3 = 9
2x1 – x2 + x3 = –10
x1 + 2x2 – 5x3 = 8

1) –1 �
2) –2 �
3) –3 �
4) –4 �

2.24. Че му рав но зна че ние x2 в ре ше -

нии си с те мы ?
2x1 – x2 + x3 = 8
–x1 + x2 – 3x3 = –6
x1 + x2 – 5x3 = 0







1) 4 �
2) 3 �
3) 2 �
4) 1 �

2.25. Че му рав но зна че ние x1 в ре ше -

нии си с те мы ?
3x1 – x2 – x3 = 11
x1 + 2x2 – 3x3 = –4
x1 + 3x2 – 2x3 = –3







1) 1 �
2) 2 �
3) 3 �
4) 4 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

2.19. Ос нов ная ма т ри ца си с те мы ли -
ней ных ал ге б ра и че с ких урав не ний 

име ет вид…
x3 + 2x2 – x1 = 1
x3 – x2 = 0
x3 + x2 = 2







1) �

2) �

3) �

4) �




–1
0
1

2
–1

1

1
1
1





1
0
2





1
1
1

2
–1

1

–1
0
0









1
1
1

2
–1

1

–1
0
0









1
0
0

2
1
1

–1
–1

1





2.20. Оп ре де ли тель ос нов ной ма т ри -
цы си с те мы ли ней ных урав не ний

ра вен…
–2y + 6 = 0
–y – 2z + 3 = 0
2x + 4y = 1







1) 10 �
2) 8 �
3) 76 �
4) 80 �

2.21. Да на си с те ма ли ней ных урав не -

ний . Эту си с те му нель -

зя ре шить ме то дом Кра ме ра при λ = …







–3x + λy = 0
–y – 3z = –5
3x – 2y = –7

1) 1 �
2) 2 �
3) –2 �
4) –4 �

2.22. Че му рав но зна че ние x1 в ре ше -

нии си с те мы ?






2x1 + x2 – x3 = –3
–x1 – x2 + 2x3 = 6
x1 + x2 + x3 = 0

1) 1 �
2) 2 �
3) 3 �
4) 4 �

2.23. Че му рав но зна че ние x3 в ре ше -

нии си с те мы ?






–x1 + x2 – 3x3 = 9
2x1 – x2 + x3 = –10
x1 + 2x2 – 5x3 = 8

1) –1 �
2) –2 �
3) –3 �
4) –4 �

2.24. Че му рав но зна че ние x2 в ре ше -

нии си с те мы ?
2x1 – x2 + x3 = 8
–x1 + x2 – 3x3 = –6
x1 + x2 – 5x3 = 0







1) 4 �
2) 3 �
3) 2 �
4) 1 �

2.25. Че му рав но зна че ние x1 в ре ше -

нии си с те мы ?
3x1 – x2 – x3 = 11
x1 + 2x2 – 3x3 = –4
x1 + 3x2 – 2x3 = –3







1) 1 �
2) 2 �
3) 3 �
4) 4 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

2.26. Че му рав но зна че ние x1 в ре ше -

нии си с те мы ?
–x1 + 3x2 – 5x3 = 8
2x1 + x2 – x3 = 8
3x1 – x2 +2x3 = 3







1) 5 �
2) 3 �
3) 2 �
4) 1 �

2.27. Че му рав но зна че ние x2 в ре ше -

нии си с те мы ?
x1 + 2x2 – x3 = 9
3x1 + x2 – 4x3 = 14
–x1 – x2 + 3x3 = –10







1) 3 �
2) 4 �
3) 5 �
4) 6 �

2.28. Че му рав но зна че ние x3 в ре ше -

нии си с те мы ?
2x1 – 2x2 + x3 = 5
4x1 + 3x2 – x3 = 20
x1 + x2 – 2x3 = 7







1) 0 �
2) –1 �
3) –2 �
4) –3 �

2.29. Сколь ко ре ше ний име ет си с те ма

урав не ний ?
2x1 + x2 – x3 = 0
4x1 + x2 – 3x3 = 0
3x1 + x2 – 2x3 = 0







1) Ни од но го �
2) Од но �
3) Три �
4) Бес ко неч ное

мно же ст во �

2.30. Сколь ко ре ше ний име ет си с те ма

урав не ний ?
2x1 – x2 – 3x3 = 0
5x1 – x2 + 3x3 = 0
4x1 – 2x2 + x3 = 0







1) Ни од но го �
2) Од но �
3) Три �
4) Бес ко неч ное

мно же ст во �

2.31. Сколь ко ре ше ний име ет си с те ма

урав не ний ?
4x1 – x2 – 2x3 = 0
3x1 – x2 + 2x3 = 0
2x1 – 3x2 + x3 = 0







1) Ни од но го �
2) Од но �
3) Три �
4) Бес ко неч ное

мно же ст во �

2.32. При ка ком зна че нии a22 си с те ма
ли ней ных урав не ний

име ет не ну ле вые ре ше ния?

3x1 + 4x2 = 0
–12x1 +a22x2 = 0





1) 4 �
2) –4 �
3) –16 �
4) –24 �

2.33. В си с те ме урав не ний

в ка че ст ве сво бод ных не из ве ст ных
мож но вы брать…

3x1 + 3x2 – x3 + x4 – 4x5 = 0
x2 – 3x3 – 3x4 – x5 = 0
4x3 + 2x4 + 4x5 = 0







1) x4 �
2) x4, x5 �
3) x1, x2, x3, x4, x5 �
4) x1, x2, x3 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

2.34. В си с те ме урав не ний

в ка че ст ве сво бод ных не из ве ст ных
мож но вы брать…

–x1 + 3x2 – 5x3 + 2x4 – 2x5 = 0
x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 0
–3x3 + x4 + 3x5 = 0







1) x4, x5 �
2) x5 �
3) x4 �
4) x1, x2, x3 �

Часть 1. Линейная алгебра с элементами аналитической геометрии292

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3.1. Ска ляр ное про из ве де ние �a, b�
век то ров a = (a1, a2) и b = (b1, b2) оп ре -
де ля ет ся по фор му ле…

1) a1a2 + b1b2 �
2) (a2 – a1)(b2 – b1) �
3) a1b1 + a2b2 �
4) (a2 + a1)(b2 + b1) �

3.2. Ес ли α — угол меж ду век то ра ми a
и b, то что оп ре де ля ет ся вы ра же ни ем

?
�a, b�

––––––
|a | · |b |

1) tgα �
2) α �
3) sinα �
4) cosα �

3.3. По ка кой фор му ле оп ре де ля ет ся
дли на (мо дуль) век то ра a?

1) |a | = a cosα �
2) |a | = �
3) |a | = �a, a� �
4) |a | = ��������a cosα

�������a, a�

3.4. Ес ли ска ляр ное про из ве де ние
двух век то ров рав но ну лю, то эти век -
то ры…

1) кол ли не ар ны �
2) про ти во по лож ны �
3) ор то го наль ны �
4) Фро бе ни у са �

3.5. Да ны три век то ра: a = 
�
i – 3

�
j – 

�
k;

b = (1, –3, –1); c = , где А (–1, 1, –3),
В (0, –2, –4). Ка кие из этих век то ров
рав ны?

����
AB

1) Толь ко a и b �
2) Толь ко a и с �
3) Толь ко b и c �
4) Все рав ны �
5) Рав ных нет �

3.6. Да ны три век то ра: a = 
�
i – 5

�
j + 2

�
k;

b = (1, 5, –2); c = , где А (2, –2, 4),
В (1, 3, 2). Ка кие из этих век то ров
кол ли не ар ны?

����
AB

1) Толь ко a и b �
2) Толь ко a и с �
3) Толь ко b и c �
4) Все кол ли не ар ны �
5) Кол ли не ар ных нет �

Глава 3. Векторы
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

2.34. В си с те ме урав не ний

в ка че ст ве сво бод ных не из ве ст ных
мож но вы брать…

–x1 + 3x2 – 5x3 + 2x4 – 2x5 = 0
x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 0
–3x3 + x4 + 3x5 = 0







1) x4, x5 �
2) x5 �
3) x4 �
4) x1, x2, x3 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3.1. Ска ляр ное про из ве де ние �a, b�
век то ров a = (a1, a2) и b = (b1, b2) оп ре -
де ля ет ся по фор му ле…

1) a1a2 + b1b2 �
2) (a2 – a1)(b2 – b1) �
3) a1b1 + a2b2 �
4) (a2 + a1)(b2 + b1) �

3.2. Ес ли α — угол меж ду век то ра ми a
и b, то что оп ре де ля ет ся вы ра же ни ем

?
�a, b�

––––––
|a | · |b |

1) tgα �
2) α �
3) sinα �
4) cosα �

3.3. По ка кой фор му ле оп ре де ля ет ся
дли на (мо дуль) век то ра a?

1) |a | = a cosα �
2) |a | = �
3) |a | = �a, a� �
4) |a | = ��������a cosα

�������a, a�

3.4. Ес ли ска ляр ное про из ве де ние
двух век то ров рав но ну лю, то эти век -
то ры…

1) кол ли не ар ны �
2) про ти во по лож ны �
3) ор то го наль ны �
4) Фро бе ни у са �

3.5. Да ны три век то ра: a = 
�
i – 3

�
j – 

�
k;

b = (1, –3, –1); c = , где А (–1, 1, –3),
В (0, –2, –4). Ка кие из этих век то ров
рав ны?

����
AB

1) Толь ко a и b �
2) Толь ко a и с �
3) Толь ко b и c �
4) Все рав ны �
5) Рав ных нет �

3.6. Да ны три век то ра: a = 
�
i – 5

�
j + 2

�
k;

b = (1, 5, –2); c = , где А (2, –2, 4),
В (1, 3, 2). Ка кие из этих век то ров
кол ли не ар ны?

����
AB

1) Толь ко a и b �
2) Толь ко a и с �
3) Толь ко b и c �
4) Все кол ли не ар ны �
5) Кол ли не ар ных нет �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3.7. Да ны три век то ра: a = 3
�
i + 

�
j – 2

�
k;

b = (–6, –2, –4); c = , где А (2, 0, 2),
В (–7, –3, –4). Ка кие из этих век то ров
кол ли не ар ны?

����
AB

1) Толь ко a и b �
2) Толь ко a и с �
3) Толь ко b и c �
4) Все кол ли не ар ны �
5) Кол ли не ар ных нет �

3.8. Да ны три век то ра: a = 
�
i + 

�
j – 2

�
k;

b = (1, 1, 2); c = , где А (2, 1, –1),
В (1, 2, 1). Ка кие из этих век то ров
кол ли не ар ны?

����
AB

1) Толь ко a и b �
2) Толь ко a и с �
3) Толь ко b и c �
4) Все кол ли не ар ны �
5) Кол ли не ар ных нет �

3.9. Ес ли 
�
a = 3

�
i – 4

�
j + 12

�
k, то |

�
a | = ... 1) � 2) 7 �

3) 13 � 4) �
5) 11 �

���11
���23

3.10. Ес ли 
�
a = 6

�
i – 4

�
j – 12

�
k, то |

�
a | = ... 1) 14 � 2) 16 �

3) 22 � 4) 10 �
5) �����124

3.11. Ес ли 
�
a = –

�
i + 3

�
j – 

�
k, то |

�
a | = ... 1) 11 � 2) 7 �

3) 1 � 4) �
5) –7 �

���11

3.12. Ес ли 
�
a = 10

�
i – 2

�
j + 11

�
k, то |

�
a | = ... 1) 15 � 2) 17 �

3) � 4) 23 �
5) 2 �

���23

3.13. Ес ли 
�
a = –6

�
i – 8

�
j + 24

�
k, то |

�
a | = ... 1) 13 � 2) 15 �

3) 23 � 4) 26 �
5) ����46

3.14. Най ти дли ну век то ра d = 3a +
+ 2(b – с), ес ли a = (2, 1, –2), b = (5, –4, 3)
и с = (2, –1, 2)

1) � 2) 15 �
3) 13 � 4) 3 ����7

����125

3.15. За да ны век то ры m = (4, 1, –1) и
n = (3, –1, 2). Дли на век то ра 4m – 6n
рав на…

1) 6 � 2) �
3) 17 � 4) 5 ����12

����323���10

3.16. За дан век тор p = (6, 3, 2). Дли на
век то ра 4p рав на…

1) 2 � 2) 28 �
3) 17 � 4) 19 �
5) 5 �

����154

���53

3.17. Най ти дли ну век то ра d = a – 2b +
+ 3c, ес ли a = (2, –1, –1), b = (1, –1, 2),
с = (2, –1, 3)

1) 6 � 2) 7 �
3) 3 � 4) 5 �
5) 2 ����14

���6���10
���5
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3.18. Най ти ска ляр ное про из ве де ние
век то ров d = a + 4b и f = 3c – b, ес ли
a = (2, –1, 4), b = (1, –3, –1) и с = (–1,
2, 5)

1) –94 � 2) –116 �
3) –141 � 4) –154 �
5) –173 �

3.19. За да ны век то ры m = (3, 4, 5) и
n = (2, –1, 2). Ска ляр ное про из ве де -
ние век то ра m на век тор m – n рав но…

1) 38 � 2) 35 �
3) 34 � 4) 31 �

3.20. За да ны век то ры m = (4, 2, 3) и
n = (3, 1, 5). Ска ляр ное про из ве де ние
век то ра n на век тор m – n рав но…

1) 14 � 2) 13 �
3) 3 � 4) –6 �

3.21. За да ны век то ры m = (1, 2, 3) и
n = (2, 2, 4). Ска ляр ное про из ве де ние
век то ра n на век тор m – n рав но…

1) –6 � 2) –4 �
3) –8 � 4) 8 �

3.22. Най ти ска ляр ное про из ве де ние
век то ров d = a – b и f = b + c, ес ли a =
= (1, –1, –3), b = (2, 1, 3), с = (1, –1, 2)

1) –54 � 2) –45 �
3) –33 � 4) –18 �

3.23. Най ти ска ляр ное про из ве де ние
век то ров d = 2a + 3b + c и f = b – a – 2c,
ес ли a = (–1, –2, 4), b = (1, 2, –1), с =
= (3, 1, –1)

1) –28 � 2) –22 �
3) –18 � 4) –16 �

3.24. При ка ком зна че нии x ска ляр ное
про из ве де ние век то ров a = (3x, –4, 2),
b = (2, 4x, 5) рав но –10?

1) 1 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 4 �

3.25. Рас по ло жи ть па ры век то ров в
по ряд ке уве ли че ния их ска ляр ных
про из ве де ний �a, b�:

1. ; 2. ;

3. ; 4. a = (–2, 2, 1)
b = (1, 4, 5)





a = (3, 1, 4)
b = (–1, 3, 2)





a = (1, 2, 3)
b = (4, –2, 3)





a = (1, –2, 1)
b = (3, 2, 1)





1) 1, 3, 2, 4 �
2) 4, 2, 3, 1 �
3) 2, 1, 4, 3 �
4) 4, 3, 1, 2 �

3.26. От но ше ние ска ляр ных про из ве -

де ний при | p | = 2 ; | r | = 2; α =

= 135°; β = 60° рав но…

���2
�p, q�
–––––
�q, r�

1) 2 �
2) –2 �
3) 1 �
4) –1 �
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q

α
β

p
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Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3.18. Най ти ска ляр ное про из ве де ние
век то ров d = a + 4b и f = 3c – b, ес ли
a = (2, –1, 4), b = (1, –3, –1) и с = (–1,
2, 5)

1) –94 � 2) –116 �
3) –141 � 4) –154 �
5) –173 �

3.19. За да ны век то ры m = (3, 4, 5) и
n = (2, –1, 2). Ска ляр ное про из ве де -
ние век то ра m на век тор m – n рав но…

1) 38 � 2) 35 �
3) 34 � 4) 31 �

3.20. За да ны век то ры m = (4, 2, 3) и
n = (3, 1, 5). Ска ляр ное про из ве де ние
век то ра n на век тор m – n рав но…

1) 14 � 2) 13 �
3) 3 � 4) –6 �

3.21. За да ны век то ры m = (1, 2, 3) и
n = (2, 2, 4). Ска ляр ное про из ве де ние
век то ра n на век тор m – n рав но…

1) –6 � 2) –4 �
3) –8 � 4) 8 �

3.22. Най ти ска ляр ное про из ве де ние
век то ров d = a – b и f = b + c, ес ли a =
= (1, –1, –3), b = (2, 1, 3), с = (1, –1, 2)

1) –54 � 2) –45 �
3) –33 � 4) –18 �

3.23. Най ти ска ляр ное про из ве де ние
век то ров d = 2a + 3b + c и f = b – a – 2c,
ес ли a = (–1, –2, 4), b = (1, 2, –1), с =
= (3, 1, –1)

1) –28 � 2) –22 �
3) –18 � 4) –16 �

3.24. При ка ком зна че нии x ска ляр ное
про из ве де ние век то ров a = (3x, –4, 2),
b = (2, 4x, 5) рав но –10?

1) 1 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 4 �

3.25. Рас по ло жи ть па ры век то ров в
по ряд ке уве ли че ния их ска ляр ных
про из ве де ний �a, b�:

1. ; 2. ;

3. ; 4. a = (–2, 2, 1)
b = (1, 4, 5)





a = (3, 1, 4)
b = (–1, 3, 2)





a = (1, 2, 3)
b = (4, –2, 3)





a = (1, –2, 1)
b = (3, 2, 1)





1) 1, 3, 2, 4 �
2) 4, 2, 3, 1 �
3) 2, 1, 4, 3 �
4) 4, 3, 1, 2 �

3.26. От но ше ние ска ляр ных про из ве -

де ний при | p | = 2 ; | r | = 2; α =

= 135°; β = 60° рав но…

���2
�p, q�
–––––
�q, r�

1) 2 �
2) –2 �
3) 1 �
4) –1 �
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3.27. От но ше ние ска ляр ных про из ве -

де ний при | p | = 3 ; | r | = ;

α = 45°; β = 30° рав но…

���3���2
�p, q�
–––––
�q, r�

1) 3 �
2) –2 �
3) 1 �
4) 4 �
5) 2 �

3.28. Из век то ров a = (1, 0, –2); b =
= (6, 5, 2); c = (6, –5, 3) ор то го наль ны -
ми яв ля ют ся…

1) a и b �
2) b и c �
3) a и c �
4) a и b; a и c �

3.29. При ка ком по ло жи тель ном зна -
че нии x век то ры a и b ор то го наль ны,
ес ли a = (x, 2, –2), b = (x, 2x, 6)?

1) 1 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 4 �

3.30. Дли на ме ди а ны АМ в тре у голь ни -
ке АВС с вер ши на ми А(1, 2), В(2, 5),
С (7, 4) рав на…

1) 2 �
2) 5 �
3) 4 �
4) 0,5 ����74

���33

3.31. Дли на ме ди а ны АМ в тре у голь ни-
ке АВС с вер ши на ми А (8, 6), В (10, 12),
С (20, 18) рав на…

1) 6 � 2) �
3) 18 � 4) 12 �

����130���57

3.32. В тре у голь ни ке АВС, где А (3, 5),
В (11, 9), С (7, 17), угол при вер ши не А
ра вен…

1) arccos �

2) �

3) �

4) arccos �


1
–
3




π
–
3

π
–
4




3
–
4




3.33. В тре у голь ни ке АВС, две сто ро -
ны ко то ро го об ра зо ва ны век то ра ми

= 2
�
i + 4

�
j, = 

�
i + 2

�
k, ко си нус уг -

ла при вер ши не А ра вен…

����
AC

����
AB

1) 0,2 � 2) �

3) � 4) �
4
–
9

1
–
4

���2
–––
5

3.34. В тре у голь ни ке АВС, две сто ро -
ны ко то ро го об ра зо ва ны век то ра ми

= 2
�
i – 4

�
j + 2

�
k, = 

�
i – 

�
j, ко си нус

уг ла при вер ши не А ра вен…

����
AC

����
AB

1) 0 � 2) �

3) � 4) �
���2
–––
3

2
–
3

���3
–––
2
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3.35. Две смеж ные сто ро ны па рал ле -
ло грам ма об ра зо ва ны век то ра ми a =
= 3

�
i – 4

�
j + 

�
k и b = 

�
i + 3

�
k. Про из ве де ние

длин ди а го на лей па рал ле ло грам ма
рав но…

1) 40 �
2) 3 �
3) 24 �
4) 20 ����2

���2
���22

3.36. Две смеж ные сто ро ны па рал -
лело грам ма об ра зо ва ны век то ра ми a =
= 2

�
i + 4

�
k и b = 4

�
j . Сум ма длин ди а го -

на лей па рал ле ло грам ма рав на…

1) 6 �
2) 10 �
3) 2 �
4) 12 �

���14

3.37. Как на зы ва ет ся мак си маль но воз-
мож ное чис ло ли ней но не за ви си мых
век то ров в ли ней ном (век тор ном)
про ст ран ст ве?

1) Нор ма �
2) Ква д ра ту ра �
3) Ба зис �
4) Над ст рой ка �
5) Раз мер ность �

3.38. Как на зы ва ет ся на бор из n ли -
ней но не за ви си мых век то ров в n�мер -
ном век тор ном про ст ран ст ве?

1) Нор ма �
2) Ква д ра ту ра �
3) Ба зис �
4) Над ст рой ка �
5) Раз мер ность �

3.39. Да ны век то ры a= (3, –2); b= (6, 4);
c = (–3; –2). Ка кие па ры век то ров об -
ра зу ют ба зис про ст ран ст ва R2?

1) Толь ко (a и b) �
2) Толь ко (a и b) �

и (a и с)
3) Толь ко (b и c) �
4) Толь ко (a и b) 

и (b и c) �
5) Ни ка кие �

3.40. Да ны век то ры a = (–2, 5); b =
= (2, –10); c = (–4; 10). Ка кие па ры
век то ров об ра зу ют ба зис про ст ран ст -
ва R2?

1) Толь ко (a и c) �
2) Толь ко (a и b) 

и (a и с) �
3) Толь ко (b и c) �
4) Толь ко (a и b) 

и (b и c) �
5) Ни ка кие �

3.41. Да ны век то ры a = (2, 1); b = (4, 2);
c = (–2; –1). Ка кие па ры век то ров об -
ра зу ют ба зис про ст ран ст ва R2?

1) Толь ко (a и b) �
2) Толь ко (a и b) 

и (a и с) �
3) Толь ко (b и c) �
4) Толь ко (a и c) 

и (b и c) �
5) Ни ка кие �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3.35. Две смеж ные сто ро ны па рал ле -
ло грам ма об ра зо ва ны век то ра ми a =
= 3

�
i – 4

�
j + 

�
k и b = 

�
i + 3

�
k. Про из ве де ние

длин ди а го на лей па рал ле ло грам ма
рав но…

1) 40 �
2) 3 �
3) 24 �
4) 20 ����2

���2
���22

3.36. Две смеж ные сто ро ны па рал -
лело грам ма об ра зо ва ны век то ра ми a =
= 2

�
i + 4

�
k и b = 4

�
j . Сум ма длин ди а го -

на лей па рал ле ло грам ма рав на…

1) 6 �
2) 10 �
3) 2 �
4) 12 �

���14

3.37. Как на зы ва ет ся мак си маль но воз-
мож ное чис ло ли ней но не за ви си мых
век то ров в ли ней ном (век тор ном)
про ст ран ст ве?

1) Нор ма �
2) Ква д ра ту ра �
3) Ба зис �
4) Над ст рой ка �
5) Раз мер ность �

3.38. Как на зы ва ет ся на бор из n ли -
ней но не за ви си мых век то ров в n�мер -
ном век тор ном про ст ран ст ве?

1) Нор ма �
2) Ква д ра ту ра �
3) Ба зис �
4) Над ст рой ка �
5) Раз мер ность �

3.39. Да ны век то ры a= (3, –2); b= (6, 4);
c = (–3; –2). Ка кие па ры век то ров об -
ра зу ют ба зис про ст ран ст ва R2?

1) Толь ко (a и b) �
2) Толь ко (a и b) �

и (a и с)
3) Толь ко (b и c) �
4) Толь ко (a и b) 

и (b и c) �
5) Ни ка кие �

3.40. Да ны век то ры a = (–2, 5); b =
= (2, –10); c = (–4; 10). Ка кие па ры
век то ров об ра зу ют ба зис про ст ран ст -
ва R2?

1) Толь ко (a и c) �
2) Толь ко (a и b) 

и (a и с) �
3) Толь ко (b и c) �
4) Толь ко (a и b) 

и (b и c) �
5) Ни ка кие �

3.41. Да ны век то ры a = (2, 1); b = (4, 2);
c = (–2; –1). Ка кие па ры век то ров об -
ра зу ют ба зис про ст ран ст ва R2?

1) Толь ко (a и b) �
2) Толь ко (a и b) 

и (a и с) �
3) Толь ко (b и c) �
4) Толь ко (a и c) 

и (b и c) �
5) Ни ка кие �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3.42. Век то ры a = (3, 1) и b = (–1, 2)
об ра зу ют ба зис про ст ран ст ва R2. Раз -
ло жи ть по это му ба зи су век тор c =
= (10, 1)

1) с = 6a + 7b �
2) с = –2a + 3b �
3) с = 5a – 3b �
4) с = 2a + 5b �
5) с = 3a – b �

3.43. Век то ры a = (2, 2) и b = (5, 1) об -
ра зу ют ба зис про ст ран ст ва R2. Раз ло -
жи ть по это му ба зи су век тор c =
= (11, –1)

1) с = 6a + 7b �
2) с = –2a + 3b �
3) с = 5a – 3b �
4) с = 2a + 5b �
5) с = 3a – b �

3.44. Век то ры a = (4, –1) и b = (3, 2)
об ра зу ют ба зис про ст ран ст ва R2. Раз -
ло жи ть по это му ба зи су век тор c =
= (11, –11)

1) с = 6a + 7b �
2) с = –2a + 3b �
3) с = 5a – 3b �
4) с = 2a + 5b �
5) с = 3a – b �

3.45. Век то ры a = (1, 1) и b = (1, 2) об -
ра зу ют ба зис про ст ран ст ва R2. Раз ло -
жи ть по это му ба зи су век тор c = (13, 20)

1) с = 6a + 7b �
2) с = –2a + 3b �
3) с = 5a – 3b �
4) с = 2a + 5b �
5) с = 3a – b �

3.46. Век тор 
�
c = 

�
a �

�
b, где 

�
a = (3, –1, 1);

�
b = (1, 2, –3), ра вен…

1) (5, –10, 5) �
2) (1, –10, 5) �
3) (1, 10, 7) �
4) (5, 10, 7) �

3.47. Век тор 
�
c = 

�
a �

�
b, где 

�
a = (2, 3, 0);

�
b = (–1, 1, –1), ра вен…

1) (–3, 2, 5) �
2) (–2, 1, 1) �
3) (5, 3, –2) �
4) (1, 2, –1) �

3.48. Век тор 
�
c = 

�
a �

�
b, где 

�
a = (3, 0, –1);

�
b = (–3, 2, –1), ра вен…

1) (0, 0, 9) �
2) (–2, 9, 1) �
3) (2, 6, 6) �
4) (3, 0, 12) �

3.49. Век тор 
�
c = 

�
a �

�
b, где 

�
a = (–4, 0, 2);

�
b = (1, 1, 2), ра вен…

1) (2, –2, 1) �
2) (–2, 10, –4) �
3) (5, 2, 5) �
4) (–1, 12, 4) �
5) (4, –5, 3) �

3.50. Век тор 
�
c = 

�
a �

�
b, где 

�
a = 

�
i + 2

�
j; 

�
b = –

�
j + 3

�
k, ра вен…

1) (1, 6, 7) �
2) (2, –10, 0) �
3) (–1, 7, –3) �
4) (6, –3, –1) �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3.51. Пло щадь па рал ле ло грам ма, по -
ст ро ен но го на век то рах 

�
a = (1, –3, 2);

�
b = (2, –1, 0), рав на…

1) 3 � 2) 7 �
3) � 4) �
5) 6 �

���5
���53���12

3.52. Пло щадь па рал ле ло грам ма, по -
ст ро ен но го на век то рах 

�
a = 

�
i + 

�
j; 

�
b =

=
�
i –

�
k, рав на…

1) � 2) 1 �
3) � 4) �
5) 2 �

���3���7
���5

3.53. Пло щадь тре у голь ни ка АВС с
ко ор ди на та ми вер шин А (0, –1, 2);
В (1, 2, –1); С (3, –2, 1), рав на…

1) 8 � 2) 5 �

3) � 4) 10 �

5) �
����210
–––––

2

����190
–––––

2

���2

3.54. Сме шан ное про из ве де ние 
�
a

�
b

�
c,

где 
�
a = (2, 1, 0); 

�
b = (0, –1, 1); 

�
c = (1, 0, 2),

рав но…

1) 3 � 2) –3 �
3) 1 � 4) –1 �
5) 0 �

3.55. Объ ем па рал ле ле пи пе да, по ст -
ро ен но го на век то рах 

�
a = (1, 3, –1); 

�
b =

= (0, 2, –2); 
�
c = (1, –2, 1), ра вен…

1) 6 � 2) 7 �
3) 8 � 4) 9 �
5) 10 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

4.1. Соб ст вен ный век тор х и соб ст вен-
ное зна че ние λ ква д рат ной ма т ри цы А
оп ре де ля ют ся ра вен ст вом…

1) λА–1х = х �
2) А = λх �
3) λАх = х �
4) Ах = λх �
5) х = λА �

4.2. Век тор x = яв ля ет ся соб ст -

вен ным век то ром ма т ри цы А, со от вет -
ст ву ю щим соб ст вен но му зна че нию
λ = 2. Тог да про из ве де ние Ax рав но…




2
–2

 1) � 2) �

3) � 4) �


0
–4






4
–4






1
–1






4
0




4.3. Век тор x = яв ля ет ся соб ст -

вен ным век то ром ма т ри цы А, со от вет -
ст ву ю щим соб ст вен но му зна че нию
λ = 3. Тог да про из ве де ние Ax рав но…




6
–1

 1) � 2) �

3) � 4) �




2
1

––
3





18
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9
2







3
–4
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3.51. Пло щадь па рал ле ло грам ма, по -
ст ро ен но го на век то рах 

�
a = (1, –3, 2);

�
b = (2, –1, 0), рав на…

1) 3 � 2) 7 �
3) � 4) �
5) 6 �

���5
���53���12

3.52. Пло щадь па рал ле ло грам ма, по -
ст ро ен но го на век то рах 

�
a = 

�
i + 

�
j; 

�
b =

=
�
i –

�
k, рав на…

1) � 2) 1 �
3) � 4) �
5) 2 �

���3���7
���5

3.53. Пло щадь тре у голь ни ка АВС с
ко ор ди на та ми вер шин А (0, –1, 2);
В (1, 2, –1); С (3, –2, 1), рав на…

1) 8 � 2) 5 �

3) � 4) 10 �

5) �
����210
–––––

2

����190
–––––

2

���2

3.54. Сме шан ное про из ве де ние 
�
a

�
b

�
c,

где 
�
a = (2, 1, 0); 

�
b = (0, –1, 1); 

�
c = (1, 0, 2),

рав но…

1) 3 � 2) –3 �
3) 1 � 4) –1 �
5) 0 �

3.55. Объ ем па рал ле ле пи пе да, по ст -
ро ен но го на век то рах 

�
a = (1, 3, –1); 

�
b =

= (0, 2, –2); 
�
c = (1, –2, 1), ра вен…

1) 6 � 2) 7 �
3) 8 � 4) 9 �
5) 10 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

4.1. Соб ст вен ный век тор х и соб ст вен-
ное зна че ние λ ква д рат ной ма т ри цы А
оп ре де ля ют ся ра вен ст вом…

1) λА–1х = х �
2) А = λх �
3) λАх = х �
4) Ах = λх �
5) х = λА �

4.2. Век тор x = яв ля ет ся соб ст -

вен ным век то ром ма т ри цы А, со от вет -
ст ву ю щим соб ст вен но му зна че нию
λ = 2. Тог да про из ве де ние Ax рав но…




2
–2

 1) � 2) �

3) � 4) �


0
–4






4
–4






1
–1






4
0




4.3. Век тор x = яв ля ет ся соб ст -

вен ным век то ром ма т ри цы А, со от вет -
ст ву ю щим соб ст вен но му зна че нию
λ = 3. Тог да про из ве де ние Ax рав но…




6
–1

 1) � 2) �

3) � 4) �




2
1

––
3





18
–3




9
2







3
–4
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

4.4. Че му рав но на и боль шее соб ст вен-

ное зна че ние ма т ри цы A = ?
3
1




–4
–2




1) 1 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 6 �

4.5. Че му рав но на и боль шее соб ст вен-

ное зна че ние ма т ри цы A = ?
8

–1
5
2




1) 5 � 2) 6 �
3) 7 � 4) 8 �

4.6. Че му рав но на и боль шее соб ст вен-

ное зна че ние ма т ри цы A = ?
4
7

5
2




1) 1 � 2) 3 �
3) 5 � 4) 7 �
5) 9 �

4.7. Че му рав но на и боль шее соб ст вен-

ное зна че ние ма т ри цы A = ?
2
1

4
5




1) 6 � 2) 5 �
3) 4 � 4) 2 �
5) 1 �

4.8. Ква д ра тич ная фор ма 4x1
2 + 2λx1x2 +

+ 2x2
2 яв ля ет ся по ло жи тель но оп ре де -

лен ной при λ, рав ном…

1) –3 � 2) –2 �
3) 3 � 4) –4 �

4.9. Ква д ра тич ная фор ма λx1
2 + 2λx1x2 +

+ 4x2
2 яв ля ет ся по ло жи тель но оп ре де -

лен ной при λ, рав ном…

1) 1 � 2) –1 �
3) 5 � 4) –5 �

4.10. Ма т ри це со от вет ст ву -

ет ква д ра тич ная фор ма…




–4
3

2
–4




1) 2x2 + 8xy + 3y2 �
2) 2x2 – 4xy + 3y2 �
3) 2x2 – 8xy + 3y2 �
4) 6x2 – 16xy + 6y2 �

4.11. Ма т ри це со от вет ст ву ет

ква д ра тич ная фор ма…




1
–3

3
1




1) –9x2 – xy – 9y2 �
2) 3x2 + 2xy – 3y2 �
3) 3x2 + xy – 3y2 �
4) 3x2 – 2xy – 3y2 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

5.1. Мо дуль ком плекс но го чис ла 5 + 12i
ра вен…

1) 5 � 2) 11 �
3) 12 � 4) 13 �

5.2. Мо дуль ком плекс но го чис ла 1 + 3i
ра вен…

1) 1 � 2) 3 �
3) � 4) ����15���10

Глава 5. Комплексные числа

Глава 5. Комплексные числа 299



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

5.3. Ар гу мент ком плекс но го чис ла
5 + 12i ра вен… 1) 0 � 2) arccos �

3) arccos �

4) � 5) �
π
–
4

π
–
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5
––
13

5
––
12

5.4. Ар гу мент ком плекс но го чис ла
+ i ра вен…���3 1) 0 � 2) arccos �

3) arccos �

4) � 5) �
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–
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5.5. Пре об ра зовать ком плекс ное чис -
ло + i к три го но ме т ри че с кой фор -
ме за пи си

���3 1) cos + isin �

2) 2 cos + isin �

3) 2 cos + isin �

4) 2 cos + isin �
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5.6. Сум ма 2z1 + 7z2, ес ли z1 = 1 – i; z2 =
= 5 + 3i, рав на…

1) 37 + 19i �
2) 23 + 33i �
3) 57 – 2i �
4) 43 + 29i �

5.7. Раз ность 3z1 – 2z2, ес ли z1 = 2 + 3i;
z2 = 1 – 2i, рав на…

1) 4 + 21i �
2) 10 + 7i �
3) 15 + 2i �
4) 4 + 13i �

5.8. Раз ность 4z1 – 3z2, ес ли z1 = 3 + i;
z2 = 2 – 3i, рав на…

1) 6 + 13i �
2) 21 – 2i �
3) 16 + 3i �
4) –2 + 21i �

5.9. Раз ность 2z1 – 5z2, ес ли z1 = 3 + 3i;
z2 = 1 – 2i, рав на…

1) 12 + 5i �
2) 16 + i �
3) 1 + 16i �
4) 16 + 11i � 

Часть 1. Линейная алгебра с элементами аналитической геометрии300
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

5.3. Ар гу мент ком плекс но го чис ла
5 + 12i ра вен… 1) 0 � 2) arccos �

3) arccos �

4) � 5) �
π
–
4

π
–
6

5
––
13

5
––
12

5.4. Ар гу мент ком плекс но го чис ла
+ i ра вен…���3 1) 0 � 2) arccos �

3) arccos �

4) � 5) �

4
–
5

π
–
4

π
–
6

3
–
5

5.5. Пре об ра зовать ком плекс ное чис -
ло + i к три го но ме т ри че с кой фор -
ме за пи си

���3 1) cos + isin �

2) 2 cos + isin �

3) 2 cos + isin �

4) 2 cos + isin �


3π
––
4

3π
––
4







π
–
4

π
–
4




π
–
6

π
–
6







3π
––
4

3π
––
4







���2

5.6. Сум ма 2z1 + 7z2, ес ли z1 = 1 – i; z2 =
= 5 + 3i, рав на…

1) 37 + 19i �
2) 23 + 33i �
3) 57 – 2i �
4) 43 + 29i �

5.7. Раз ность 3z1 – 2z2, ес ли z1 = 2 + 3i;
z2 = 1 – 2i, рав на…

1) 4 + 21i �
2) 10 + 7i �
3) 15 + 2i �
4) 4 + 13i �

5.8. Раз ность 4z1 – 3z2, ес ли z1 = 3 + i;
z2 = 2 – 3i, рав на…

1) 6 + 13i �
2) 21 – 2i �
3) 16 + 3i �
4) –2 + 21i �

5.9. Раз ность 2z1 – 5z2, ес ли z1 = 3 + 3i;
z2 = 1 – 2i, рав на…

1) 12 + 5i �
2) 16 + i �
3) 1 + 16i �
4) 16 + 11i � 

Часть 1. Линейная алгебра с элементами аналитической геометрии300

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

5.10. Про из ве де ние z1z2, ес ли z1 = 2 – 3i;
z2 = 4 + 5i, рав но…

1) 8 – 15i �
2) 23 – 2i �
3) –7 – 2i �
4) 20 + 25i �

5.11. Про из ве де ние z1z2, ес ли z1 = 4 – i;
z2 = 4 + i, рав но…

1) 16 – i �
2) 5 �
3) 17 �
4) –17i �

5.12. Про из ве де ние z1z2, ес ли z1 = 2 + 5i;
z2 = 1 – i, рав но…

1) 2 + 8i �
2) 12 – 2i �
3) 10 �
4) 7 + 3i �

5.13. Про из ве де ние z1z2, ес ли z1 = 3 + i;
z2 = 7 – 2i, рав но…

1) 23 + i �
2) 28 – 4i �
3) 15 + 9i �
4) 6 – 22i �

5.14. Про из ве де ние z1z2, ес ли z1 = 4 + i;
z2 = 4 – 2i, рав но…

1) 16 – 2i �
2) 18 – 4i �
3) 8 + 6i �
4) 16 + 12i �

5.15. Дей ст ви тель ная часть ком плек -

сно го вы ра же ния рав на…
x2 – i

—————
x + 2i

1) � 2) �

3) � 4) �

5) �
x3 + 2
—————
x2 + 4

x2 – 4
—————
x2 + 4

x3 + 4
—————
x2 + 4

x3 – 2
—————
x2 + 4

x – 1
———
x + 1

5.16. Чис ло, со пря жен ное ком плекс -
но му чис лу (3 – 5i)2, рав но…

1) –16 + 30i �
2) –16 – 30i �
3) 34 + 30i �
4) 34 – 30i �
5) 9 – 25i �

5.17. Ком плекс ное чис ло (1 – i)2 рав -
но…

1) 2i � 2) 1 + i �
3) 2 – 2i � 4) 2 �
5) –2i �

5.18. Дей ст ви тель ная часть ком плекс -

но го вы ра же ния рав на…
x – 3i
————
x + i

1) x – 2 � 2) �

3) � 4) �

5) �
x2 – 2
—————
x2 + 2

x – 3
—————
x + 1

x2 – 9
—————
x2 + 1

x2 – 3
—————
x2 + 1
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

5.19. Ком плекс ное вы ра же ние
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2) 32 cos + isin �

3) 5 cos + isin �
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Часть 1. Линейная алгебра с элементами аналитической геометрии302

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.1. Да ны урав не ния пря мых:
а) 2x + y = 0;
б) x + y – 1 = 0;
в) 2x + y + 2 = 0;
г) y = 2x – 3.
Вы б рать те, ко то рые про хо дят че рез
на ча ло ко ор ди нат

1) Толь ко г) �
2) Толь ко в) �
3) Толь ко б) и г) �
4) Толь ко б) �
5) Толь ко а) �

6.2. Уг ло вой ко эф фи ци ент k и ве ли -
чи на от рез ка b, от се ка е мо го пря мой
2x – 4y + 7 = 0 на оси Oy, рав ны…

1) b = 7; k = 2 �
2) b = 3,5; k = 0,5 �
3) b = 1,75; k = 0,5 �
4) b = –2; k = –3,5 �
5) b = –3; k = 2 �

6.3. Уг ло вой ко эф фи ци ент k и ве ли -
чи на от рез ка b, от се ка е мо го пря мой
5x + y – 6 = 0 на оси ординат, рав ны…

1) b = 6; k = 1 �
2) b = –6; k = 5 �
3) b = 1,2; k = 0,2 �
4) b = 6; k = –5 �

6.4. Уг ло вой ко эф фи ци ент k пря мой
ра вен… 1) –5 � 2) – �

3) � 4) – �

5) –3,5 �

7
–
5

5
–
7

5
–
7

Глава 6. Элементы аналитической геометрии

y

x7
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

5.19. Ком плекс ное вы ра же ние

cos + isin
5

рав но…
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1) cos + isin �

2) 32 cos + isin �

3) 5 cos + isin �

4) 4 cos + isin �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.1. Да ны урав не ния пря мых:
а) 2x + y = 0;
б) x + y – 1 = 0;
в) 2x + y + 2 = 0;
г) y = 2x – 3.
Вы б рать те, ко то рые про хо дят че рез
на ча ло ко ор ди нат

1) Толь ко г) �
2) Толь ко в) �
3) Толь ко б) и г) �
4) Толь ко б) �
5) Толь ко а) �

6.2. Уг ло вой ко эф фи ци ент k и ве ли -
чи на от рез ка b, от се ка е мо го пря мой
2x – 4y + 7 = 0 на оси Oy, рав ны…

1) b = 7; k = 2 �
2) b = 3,5; k = 0,5 �
3) b = 1,75; k = 0,5 �
4) b = –2; k = –3,5 �
5) b = –3; k = 2 �

6.3. Уг ло вой ко эф фи ци ент k и ве ли -
чи на от рез ка b, от се ка е мо го пря мой
5x + y – 6 = 0 на оси ординат, рав ны…

1) b = 6; k = 1 �
2) b = –6; k = 5 �
3) b = 1,2; k = 0,2 �
4) b = 6; k = –5 �

6.4. Уг ло вой ко эф фи ци ент k пря мой
ра вен… 1) –5 � 2) – �

3) � 4) – �

5) –3,5 �

7
–
5

5
–
7

5
–
7
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.5. Ус та но ви те со от вет ст вие меж ду
урав не ни я ми пря мых и их уг ло вы ми
ко эф фи ци ен та ми:
А) x + 3y = 3; Б) 5y + 1 = 0;
В) 6 – 2x = 0.
а) Не су ще ст ву ет; б) –2 ; в) – ; г) ; д) 0

1
–
3

1
–
3

1) А—в; Б—д; В—а �
2) А—г; Б—в; В—д �
3) А—в; Б—д; В—г �
4) А—г; Б—а; В—б �
5) А—г; Б—д; В—а �

6.6. Да ны гра фи ки пря мых. Ус та но -
ви ть со от вет ст вие меж ду гра фи ка ми и
их уг ло вы ми ко эф фи ци ен та ми.

а) 0; б) 2; в) – 2; г) ; д) –
1
–
3

1
–
3

1) А—в; Б—д; 
В—б; Г—а �

2) А—г; Б—б; 
В—в; Г—а �

3) А—в; Б—д; 
В—г; Г—а �

4) А—г; Б –а; 
В—б; Г—в �

5) А—в; Б—д; 
В—а; Г—г �

6.7. Да ны гра фи ки пря мых. Рас по ло -
жи ть обо зна че ния этих пря мых в по -
ряд ке воз ра с та ния их уг ло вых ко эф -
фи ци ен тов

1) АБВГ �
2) ВГАБ �
3) ГВАБ �
4) ГВБА �
5) БАГВ �

6.8. Урав не ние ли нии на ри сун ке
име ет вид…

1) 2x – 5y + 2 = 0 �
2) y = 2x + 5 �
3) y = –2,5x + 2 �
4) y = 2,5x + 1 �
5) 2x – 5y + 10 = 0 �

y

x–5

2
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Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.9. Урав не ние ли нии на ри сун ке
име ет вид…

1) –5x + 3y = –2 �
2) 5x – 3y – 15 = 0 �
3) y = –5x + 3 �
4) y2 = –5x + 3 �
5) 5x – 3y + 15 = 0 �

6.10. Урав не ние ли нии на ри сун ке
име ет вид…

1) (x – 7) + (y – 4) = 0 �
2) –7x + 4y = 0 �

3) + = –1 �

4) + = 1 �

5) 7x + 4y = –1 �

y
–
4

x
–
7

y
–
4

x
–
7

6.11. Урав не ние ли нии на ри сун ке
име ет вид…

1) – 9xy = 2 �
2) (x – 9) + (y + 2) = 0 �

3) – + = 1 �

4) –9x + 2y = 1 �

5) – = 1 �
y
–
2

x
–
9

y
–
2

x
–
9

6.12. Урав не ние ли нии на ри сун ке
име ет вид… 1) – = 1 �

2) – = 0 �

3) –6xy = 1 �
4) 2x – 3y = 0 �
5) 2x – 3y = 1 �

y
–
3

x
–
2

y
–
3

x
–
2

6.13. Об щее урав не ние пря мой, про -
хо дя щей че рез точ ки (2, 3) и (–1, 4),
име ет вид…

1) x + 3y – 11 = 0 �
2) 2x – 5y + 4 = 0 �
3) –2x – y + 8 = 0 �
4) x – 4y + 8 = 0 �

y

x3

–5

y

x2

–3

y

x7

4

y

x
–9

2
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Содержание
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Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
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Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
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Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
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Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.9. Урав не ние ли нии на ри сун ке
име ет вид…

1) –5x + 3y = –2 �
2) 5x – 3y – 15 = 0 �
3) y = –5x + 3 �
4) y2 = –5x + 3 �
5) 5x – 3y + 15 = 0 �

6.10. Урав не ние ли нии на ри сун ке
име ет вид…

1) (x – 7) + (y – 4) = 0 �
2) –7x + 4y = 0 �

3) + = –1 �

4) + = 1 �

5) 7x + 4y = –1 �

y
–
4

x
–
7

y
–
4

x
–
7

6.11. Урав не ние ли нии на ри сун ке
име ет вид…

1) – 9xy = 2 �
2) (x – 9) + (y + 2) = 0 �

3) – + = 1 �

4) –9x + 2y = 1 �

5) – = 1 �
y
–
2

x
–
9

y
–
2

x
–
9

6.12. Урав не ние ли нии на ри сун ке
име ет вид… 1) – = 1 �

2) – = 0 �

3) –6xy = 1 �
4) 2x – 3y = 0 �
5) 2x – 3y = 1 �

y
–
3

x
–
2

y
–
3

x
–
2

6.13. Об щее урав не ние пря мой, про -
хо дя щей че рез точ ки (2, 3) и (–1, 4),
име ет вид…

1) x + 3y – 11 = 0 �
2) 2x – 5y + 4 = 0 �
3) –2x – y + 8 = 0 �
4) x – 4y + 8 = 0 �

y

x3

–5

y

x2

–3

y

x7

4

y

x
–9

2
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.14. Об щее урав не ние пря мой, про -
хо дя щей че рез точ ки (3, 5) и (4, –1),
име ет вид…

1) x – 9y + 19 = 0 �
2) 2x – 5y + 8 = 0 �
3) 6x + y – 23 = 0 �
4) 5x – 2y + 21 = 0 �

6.15. Рас сто я ние меж ду точ ка ми А (1, 0)
и В (–2, –4) рав но…

1) 4 � 2) 5 �
3) 6 � 4) 8 �

6.16. Рас сто я ние от точ ки (–5, 2) до
оси Oy рав но…

1) 5 � 2) �
3) 2 � 4) 3 �

���34

6.17. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
эле мен та ми двух мно жеств: ρ(A, B) —
рас сто я ние меж ду точ ка ми А и В:
А) ρ[A(5, 3); B(2, 4)];
Б) ρ[A(–2, 0); B(–2, )];
В) ρ[A(8, –1); B(0, –1)].

а) ; б) 8 в) 5; г) ; д) 10���10���5

���5

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—г; Б—в; В—д �
3) А—в; Б—д; В—г �
4) А—г; Б –а; В—б �
5) А—в; Б—д; В—а �

6.18. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
эле мен та ми двух мно жеств: ρ(A, B) —
рас сто я ние меж ду точ ка ми А и В:
А) ρ[A(1, 3); B(2, –1)];
Б) ρ[A(–1, 0); B(2, )];
В) ρ[A(3, –1); B(–2, –1)].

а) 4; б) 5 в) ; г) 16; д) 17���17

���7

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—г; Б—в; В—д �
3) А—в; Б—а; В—б �
4) А—г; Б –а; В—б �
5) А—в; Б—д; В—а �

6.19. Точ ка (2, –1) ле жит на пря мых
а) x + 2y – 3 = 0;
б) 3x – y – 7 = 0;
в) y = –3x – 1;
г) y = –2x + 3

1) толь ко а) и б) �
2) толь ко б) и г) �
3) толь ко б) �
4) на всех �
5) ни на од ной �

6.20. Точ ка (3, 1) ле жит на пря мых
а) x – 4y + 1 = 0;
б) y = –2x + 8;
в) 2x – 3y + 2 = 0;
г) y = –3x + 10

1) толь ко а) и б) �
2) толь ко а) и г) �
3) толь ко а) �
4) на всех �
5) ни на од ной �

6.21. Да ны точ ки A (–6, 1), B (6, 10),
C (6, 1). Ус та но ви ть со от вет ст вие меж-
ду от рез ком и его дли ной:
А) |AB |; Б) |AC |; В) |BC |.
а) 9; б) 12; в) 15; г) 11; д) 21

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—в; Б—г; В—д �
3) А—б; Б—д; В—г �
4) А—а; Б—в; В—г �
5) А—в; Б—б; В—а �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.22. Да ны точ ки A (13, 2), B (1, –3),
C (13, –3). Ус та но ви ть со от вет ст вие меж-
ду от рез ком и его дли ной:
А) |AB |; Б) |AC |; В) |BC |.
а) 10; б) 13; в) 11; г) 12; д) 5

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—в; Б—г; В—д �
3) А—б; Б—д; В—г �
4) А—а; Б—в; В—г �
5) А—в; Б—д; В—а �

6.23. Да ны точ ки A (–1, 0), B (2, 4),
C (2, 0). Ус та но ви ть со от вет ст вие меж-
ду от рез ком и его дли ной:
А) |AB |; Б) |AC |; В) |BC |.
а) 4; б) 1; в) 8; г) 5; д) 3

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—в; Б—г; В—д �
3) А—г; Б—д; В—б �
4) А—г; Б—д; В—а �
5) А—в; Б—д; В—а �

6.24. Да ны точ ки А (10, –10) и В (–6, 6).
Тог да сум ма ко ор ди нат се ре ди ны от -
рез ка АВ рав на…

1) 2 � 2) –2 �
3) 4 � 4) –4 �
5) 0 �

6.25. Рас по ло жи ть по воз ра с та нию
дли ны сто рон тре у голь ни ка АВС, ес -
ли А (5, 3); В (0, –3); С (3, 4)

1) AС ; ВС ; АВ �
2) АВ ; ВС ; АС �
3) АВ ; АС ; ВС �
4) ВС ; АС ; АВ �

6.26. Рас по ло жи ть по воз ра с та нию
дли ны сто рон тре у голь ни ка АВС, ес -
ли А (–1, 5); В (7, 7); С (–5, 7)

1) АС ; ВС ; АВ �
2) АС ; АВ ; ВС �
3) АВ ; АС ; ВС �
4) ВС ; АС ; АВ �

6.27. Да ны точ ки А (3, –1) и В (2, 1).
Тог да ко ор ди на ты точ ки М, сим ме т -
рич ной точ ке А от но си тель но точ ки В,
рав ны…

1) (–3, 4) � 2) (4, 3) �
3) (3, 1) � 4) (1,–3) �
5) (1, 3) �

6.28. Угол меж ду пря мы ми
y – 5x – 3 = 0   и   2y + 3x + 5 = 0

ра вен…

1) 0 � 2) π/2 �
3) π/3 � 4) π/6 �
5) π/4 �

6.29. С уве ли че ни ем ос т рых уг лов
меж ду ни ми па ры пря мых рас по ла га -
ют ся в по ряд ке…
а) y – x – 7 = 0; y – 5x + 5 = 0;
б) y – 7x – 10 = 0; y – 11x + 1 = 0;
в) y – 2x – 3 = 0; y – 6x + 7 = 0

1) в—а—б �
2) а—б—в �
3) б—в—а �
4) в—б—а �

6.30. Пря мые
y – 2x – 10 = 0 и 3y – 6x + 2 = 0…

1) пе ре се ка ют ся �
не под 90°

2) сов па да ют �
3) пер пен ди ку ляр ны �
4) па рал лель ны �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.22. Да ны точ ки A (13, 2), B (1, –3),
C (13, –3). Ус та но ви ть со от вет ст вие меж-
ду от рез ком и его дли ной:
А) |AB |; Б) |AC |; В) |BC |.
а) 10; б) 13; в) 11; г) 12; д) 5

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—в; Б—г; В—д �
3) А—б; Б—д; В—г �
4) А—а; Б—в; В—г �
5) А—в; Б—д; В—а �

6.23. Да ны точ ки A (–1, 0), B (2, 4),
C (2, 0). Ус та но ви ть со от вет ст вие меж-
ду от рез ком и его дли ной:
А) |AB |; Б) |AC |; В) |BC |.
а) 4; б) 1; в) 8; г) 5; д) 3

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—в; Б—г; В—д �
3) А—г; Б—д; В—б �
4) А—г; Б—д; В—а �
5) А—в; Б—д; В—а �

6.24. Да ны точ ки А (10, –10) и В (–6, 6).
Тог да сум ма ко ор ди нат се ре ди ны от -
рез ка АВ рав на…

1) 2 � 2) –2 �
3) 4 � 4) –4 �
5) 0 �

6.25. Рас по ло жи ть по воз ра с та нию
дли ны сто рон тре у голь ни ка АВС, ес -
ли А (5, 3); В (0, –3); С (3, 4)

1) AС ; ВС ; АВ �
2) АВ ; ВС ; АС �
3) АВ ; АС ; ВС �
4) ВС ; АС ; АВ �

6.26. Рас по ло жи ть по воз ра с та нию
дли ны сто рон тре у голь ни ка АВС, ес -
ли А (–1, 5); В (7, 7); С (–5, 7)

1) АС ; ВС ; АВ �
2) АС ; АВ ; ВС �
3) АВ ; АС ; ВС �
4) ВС ; АС ; АВ �

6.27. Да ны точ ки А (3, –1) и В (2, 1).
Тог да ко ор ди на ты точ ки М, сим ме т -
рич ной точ ке А от но си тель но точ ки В,
рав ны…

1) (–3, 4) � 2) (4, 3) �
3) (3, 1) � 4) (1,–3) �
5) (1, 3) �

6.28. Угол меж ду пря мы ми
y – 5x – 3 = 0   и   2y + 3x + 5 = 0

ра вен…

1) 0 � 2) π/2 �
3) π/3 � 4) π/6 �
5) π/4 �

6.29. С уве ли че ни ем ос т рых уг лов
меж ду ни ми па ры пря мых рас по ла га -
ют ся в по ряд ке…
а) y – x – 7 = 0; y – 5x + 5 = 0;
б) y – 7x – 10 = 0; y – 11x + 1 = 0;
в) y – 2x – 3 = 0; y – 6x + 7 = 0

1) в—а—б �
2) а—б—в �
3) б—в—а �
4) в—б—а �

6.30. Пря мые
y – 2x – 10 = 0 и 3y – 6x + 2 = 0…

1) пе ре се ка ют ся �
не под 90°

2) сов па да ют �
3) пер пен ди ку ляр ны �
4) па рал лель ны �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.31. Пря мые
2y – 7x – 4 = 0   и   14y + 4x – 9 = 0…

1) пе ре се ка ют ся �
не под 90°

2) сов па да ют �
3) пер пен ди ку ляр ны �
4) па рал лель ны �

6.32. Пря мые
3y – 15x + 27 = 0  и  2y – 10x + 18 = 0…

1) пе ре се ка ют ся �
не под 90°

2) сов па да ют �
3) пер пен ди ку ляр ны �
4) па рал лель ны �

6.33. Пря мые
2y + 8x – 7 = 0   и   3y – 5x + 2 = 0…

1) пе ре се ка ют ся �
не под 90°

2) сов па да ют �
3) пер пен ди ку ляр ны �
4) па рал лель ны �

6.34. Урав не ние пер пен ди ку ля ра, опу-
щен но го из точ ки М (1, 3) на пря мую
x – 2y + 4 = 0, име ет вид…

1) 4x – y + 10 = 0 �
2) 2x + y – 5 = 0 �
3) 2x – y + 1 = 0 �
4) x + 2y – 7 = 0 �

6.35. Урав не ние пер пен ди ку ля ра, опу -
щен но го из точ ки М (1, 3) на пря мую
4x – y + 9 = 0, име ет вид…

1) 6x – y – 10 = 0 �
2) x + 4y – 8 = 0 �
3) 4x – y – 1 = 0 �
4) x + 4y – 13 = 0 �

6.36. Урав не ние пер пен ди ку ля ра, опу -
щен но го из точ ки М (1, 3) на пря мую
3x + 5y – 8 = 0, име ет вид…

1) 5x – 3y + 4 = 0 �
2) 5x + 3y – 8 = 0 �
3) 3x – 5y – 6 = 0 �
4) x + 0,6y – 4 = 0 �

6.37. Урав не ние пер пен ди ку ля ра, опу -
щен но го из точ ки М (1, 3) на пря мую
x – 6y + 4 = 0, име ет вид…

1) 6x – y – 10 = 0 �
2) 3x + y – 8 = 0 �
3) 6x + y – 9 = 0 �
4) x + 6y – 4 = 0 �

6.38. Да ны три пря мые:
а) 5 – 2x + 4y = 0;
б) 7 – 2y – 4x = 0;
в) –4x + 2y – 4 = 0.
Пер пен ди ку ляр ны ми яв ля ют ся…

1) а) и в) �
2) пер пен ди ку ляр ных

нет �
3) б) и в) �
4) а) и б) �

6.39. Пря мая, про хо дя щая че рез точ -
ку (3, 2) и па рал лель ная пря мой x +
+ 3y – 4 = 0, оп ре де ля ет ся урав не нием…

1) x + 3y – 9 = 0 �
2) 3x + y – 11 = 0 �
3) 3x + y = 0 �
4) x + 3y – 8 = 0 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.40. Пря мая, про хо дя щая че рез точ -
ку (3, 2) и па рал лель ная пря мой 

= , оп ре де ля ет ся урав не ни ем…
y
–
2

x
——
–7

1) 2x – 7y = 1 �
2) 7x – 2y = 7 �
3) 2x + 7y – 20 = 0 �
4) x + 2y = 7 �

6.41. Пря мая, про хо дя щая че рез точ -
ку (4, –1) и па рал лель ная пря мой

= , оп ре де ля ет ся урав не ни ем…
y
–
1

x
——
–3

1) 3x + y + 2 = 0 �
2) x – 3y = 0 �
3) x + 3y + 2 = 0 �
4) x + 3y – 1 = 0 �

6.42. Ука зать пра виль ное со от вет ст -
вие меж ду ха рак те ром рас по ло же ния
пря мой L: Ax + By + C = 0 на де кар то -
вой пло с ко сти и зна че ни я ми ко эф фи -
ци ен тов A, B, C:
А) L па рал лель на пря мой l : x = –4;
Б) L пер пен ди ку ляр на пря мой l :

x – y + 1 = 0;
В) L сов па да ет с пря мой l : y + 3 = 0.
а) A = 0; B � 0; С = 3B;
б) A = 0; B = 0; С = 0;
в) A � 0; B = 0; С — лю бое;
г) A = –B; A � 0; С — лю бое;
д) A = B; A � 0; С — лю бое

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—в; Б—г; В—д �
3) А—в; Б—д; В—г �
4) А—а; Б—в; В—г �
5) А—в; Б—д; В—а �

6.43. Указать пра виль ное со от вет ст -
вие меж ду ха рак те ром рас по ло же ния
пря мой L: Ax + By + C = 0 на де кар то -
вой пло с ко сти и зна че ни я ми ко эф фи -
ци ен тов A, B, C:
А) L па рал лель на пря мой l : 3x – y = 0;
Б) L пер пен ди ку ляр на пря мой l : y = 2x;
В) L сов па да ет с пря мой l : x = 2y.
а) A � 0; B = –2A; С = 0;
б) A � 0; B = 2A; С — лю бое;
в) A � 0; A = –3B; С � 0;
г) A � 0; B = 2A; С = 0;
д) A = 0; B = 0; С = 0

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—в; Б—г; В—д �
3) А—в; Б—б; В—а �
4) А—а; Б—в; В—г �
5) А—в; Б—д; В—а �

6.44. Урав не ние 2x 2 – y2 + x = 0 оп ре -
де ля ет на пло с ко сти…

1) ок руж ность �
2) пря мую �
3) ги пер бо лу �
4) па ра бо лу �
5) эл липс �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.40. Пря мая, про хо дя щая че рез точ -
ку (3, 2) и па рал лель ная пря мой 

= , оп ре де ля ет ся урав не ни ем…
y
–
2

x
——
–7

1) 2x – 7y = 1 �
2) 7x – 2y = 7 �
3) 2x + 7y – 20 = 0 �
4) x + 2y = 7 �

6.41. Пря мая, про хо дя щая че рез точ -
ку (4, –1) и па рал лель ная пря мой

= , оп ре де ля ет ся урав не ни ем…
y
–
1

x
——
–3

1) 3x + y + 2 = 0 �
2) x – 3y = 0 �
3) x + 3y + 2 = 0 �
4) x + 3y – 1 = 0 �

6.42. Ука зать пра виль ное со от вет ст -
вие меж ду ха рак те ром рас по ло же ния
пря мой L: Ax + By + C = 0 на де кар то -
вой пло с ко сти и зна че ни я ми ко эф фи -
ци ен тов A, B, C:
А) L па рал лель на пря мой l : x = –4;
Б) L пер пен ди ку ляр на пря мой l :

x – y + 1 = 0;
В) L сов па да ет с пря мой l : y + 3 = 0.
а) A = 0; B � 0; С = 3B;
б) A = 0; B = 0; С = 0;
в) A � 0; B = 0; С — лю бое;
г) A = –B; A � 0; С — лю бое;
д) A = B; A � 0; С — лю бое

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—в; Б—г; В—д �
3) А—в; Б—д; В—г �
4) А—а; Б—в; В—г �
5) А—в; Б—д; В—а �

6.43. Указать пра виль ное со от вет ст -
вие меж ду ха рак те ром рас по ло же ния
пря мой L: Ax + By + C = 0 на де кар то -
вой пло с ко сти и зна че ни я ми ко эф фи -
ци ен тов A, B, C:
А) L па рал лель на пря мой l : 3x – y = 0;
Б) L пер пен ди ку ляр на пря мой l : y = 2x;
В) L сов па да ет с пря мой l : x = 2y.
а) A � 0; B = –2A; С = 0;
б) A � 0; B = 2A; С — лю бое;
в) A � 0; A = –3B; С � 0;
г) A � 0; B = 2A; С = 0;
д) A = 0; B = 0; С = 0

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—в; Б—г; В—д �
3) А—в; Б—б; В—а �
4) А—а; Б—в; В—г �
5) А—в; Б—д; В—а �

6.44. Урав не ние 2x 2 – y2 + x = 0 оп ре -
де ля ет на пло с ко сти…

1) ок руж ность �
2) пря мую �
3) ги пер бо лу �
4) па ра бо лу �
5) эл липс �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.45. Урав не ние 5x 2 + 5y2 + 2x – 7 = 0
оп ре де ля ет на пло с ко сти…

1) па ра бо лу �
2) пря мую �
3) эл липс �
4) ок руж ность �
5) ги пер бо лу �

6.46. Урав не ние x2 + 2y2 = 4 оп ре де ля -
ет на пло с ко сти…

1) пря мую �
2) па ра бо лу �
3) ок руж ность �
4) эл липс �
5) ги пер бо лу �

6.47. Урав не ние 6x2 + 16y – 28x = 19
оп ре де ля ет на пло с ко сти…

1) пря мую �
2) па ра бо лу �
3) ок руж ность �
4) эл липс �
5) ги пер бо лу �

6.48. Урав не ние 3x2 – 5y2 – 9x + 2y = 0
оп ре де ля ет на пло с ко сти…

1) пря мую �
2) па ра бо лу �
3) ок руж ность �
4) эл липс �
5) ги пер бо лу �

6.49. Урав не ние 4x2 + y2 – 12x + y = 20
оп ре де ля ет на пло с ко сти…

1) пря мую �
2) па ра бо лу �
3) ок руж ность �
4) эл липс �
5) ги пер бо лу �

6.50. Урав не ние 28x + y = 26 оп ре де -
ля ет на пло с ко сти…

1) пря мую �
2) па ра бо лу �
3) ок руж ность �
4) эл липс �
5) ги пер бо лу �

6.51. Урав не ние x2 – 9x + y = 2 оп ре де -
ля ет на пло с ко сти…

1) пря мую �
2) па ра бо лу �
3) ок руж ность �
4) эл липс �
5) ги пер бо лу �

6.52. Урав не ние 3x2 + 3y2 – 6x + 3y = 10
оп ре де ля ет на пло с ко сти…

1) пря мую �
2) па ра бо лу �
3) ок руж ность �
4) эл липс �
5) ги пер бо лу �

309Глава 6. Элементы аналитической геометрии
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.53. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
кри вы ми вто ро го по ряд ка и их урав -
не ни я ми

А) 4y2 = x2; Б) x2 + y2 = 9;

В) – = 1; Г) + = 1.

а) па ра бо ла; б) ок руж ность;
в) ги пер бо ла; г) эл липс

9y2

–––
16

4x2

–––
9

y2

––
5

x2

––
5

1) А—в; Б—г;
В—а; Г—б �

2) А—г; Б—б;
В—в; Г—а �

3) А—а; Б—г;
В—в; Г—б �

4) А—в; Б –а;
В—б; Г—г �

5) А—а; Б—б;
В—в; Г—г �

6.54. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
кри вы ми вто ро го по ряд ка и их урав -
не ни я ми

А) – = 1; Б) + = 1;

В) (x + 3)2 + y2 = 1; Г) (x + 1)2 + y2 = 1.
а) па ра бо ла; б) ок руж ность;
в) ги пер бо ла; г) эл липс

y2

–––
25

x2

–––
16

y2

–––
49

x2

–––
16

1) А—в; Б—г;
В—а; Г—б �

2) А—г; Б—б;
В—в; Г—а �

3) А—а; Б—г;
В—в; Г—б �

4) А—г; Б –а;
В—б; Г—в �

5) А—а; Б—б;
В—в; Г—г �

6.55. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
кри вы ми вто ро го по ряд ка и их урав -
не ни я ми

А) y2 + x = 0; Б) + = 1;

В) – + y2 = 1; Г) + = 1.

а) па ра бо ла; б) ок руж ность;
в) ги пер бо ла; г) эл липс

y2

––
9

x2

–––
16

x2

––
9

y2

–––
49

x2

–––
49

1) А—а; Б—б;
В—г; Г—в �

2) А—г; Б—б;
В—в; Г—а �

3) А—а; Б—б;
В—в; Г—г �

4) А—г; Б –а;
В—б; Г—в �

5) А—а; Б—г;
В—в; Г—б �

6.56. Центр ок руж но с ти, за дан ной
урав не ни ем 3(x – 1)2 + 3(y + 3)2 = 25,
ле жит в точ ке…

1) (–3, 9) �
2) (3, –9) �
3) (–1, 3) �
4) (1, –3) �

6.57. Ра ди ус ок руж но с ти, за дан ной
урав не ни ем x2 + y2 – 2y = 0, ра вен…

1) 1 � 2) 4 �
3) 3 � 4) –1 �

6.58. Рас сто я ние меж ду цен т ра ми ок -
руж но с тей, за дан ных урав не ни я ми
x2 + y2 – 4x – 2y + 1  = 0 и x2 + y2 = 1,
рав но…

1) 2 � 2) 4 �
3) � 4) ����7���5
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.53. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
кри вы ми вто ро го по ряд ка и их урав -
не ни я ми

А) 4y2 = x2; Б) x2 + y2 = 9;

В) – = 1; Г) + = 1.

а) па ра бо ла; б) ок руж ность;
в) ги пер бо ла; г) эл липс

9y2

–––
16

4x2

–––
9

y2

––
5

x2

––
5

1) А—в; Б—г;
В—а; Г—б �

2) А—г; Б—б;
В—в; Г—а �

3) А—а; Б—г;
В—в; Г—б �

4) А—в; Б –а;
В—б; Г—г �

5) А—а; Б—б;
В—в; Г—г �

6.54. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
кри вы ми вто ро го по ряд ка и их урав -
не ни я ми

А) – = 1; Б) + = 1;

В) (x + 3)2 + y2 = 1; Г) (x + 1)2 + y2 = 1.
а) па ра бо ла; б) ок руж ность;
в) ги пер бо ла; г) эл липс

y2

–––
25

x2

–––
16

y2

–––
49

x2

–––
16

1) А—в; Б—г;
В—а; Г—б �

2) А—г; Б—б;
В—в; Г—а �

3) А—а; Б—г;
В—в; Г—б �

4) А—г; Б –а;
В—б; Г—в �

5) А—а; Б—б;
В—в; Г—г �

6.55. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
кри вы ми вто ро го по ряд ка и их урав -
не ни я ми

А) y2 + x = 0; Б) + = 1;

В) – + y2 = 1; Г) + = 1.

а) па ра бо ла; б) ок руж ность;
в) ги пер бо ла; г) эл липс

y2

––
9

x2

–––
16

x2

––
9

y2

–––
49

x2

–––
49

1) А—а; Б—б;
В—г; Г—в �

2) А—г; Б—б;
В—в; Г—а �

3) А—а; Б—б;
В—в; Г—г �

4) А—г; Б –а;
В—б; Г—в �

5) А—а; Б—г;
В—в; Г—б �

6.56. Центр ок руж но с ти, за дан ной
урав не ни ем 3(x – 1)2 + 3(y + 3)2 = 25,
ле жит в точ ке…

1) (–3, 9) �
2) (3, –9) �
3) (–1, 3) �
4) (1, –3) �

6.57. Ра ди ус ок руж но с ти, за дан ной
урав не ни ем x2 + y2 – 2y = 0, ра вен…

1) 1 � 2) 4 �
3) 3 � 4) –1 �

6.58. Рас сто я ние меж ду цен т ра ми ок -
руж но с тей, за дан ных урав не ни я ми
x2 + y2 – 4x – 2y + 1  = 0 и x2 + y2 = 1,
рав но…

1) 2 � 2) 4 �
3) � 4) ����7���5
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.59. Вер ши на па ра бо лы

x2 – 6x + 2y + 7 = 0
име ет ко ор ди на ты…

1) (1, 3) �
2) (3, 1) �
3) (–1, 3) �
4) (–1, –3) �
5) (3, 3) �

6.60. Вер ши на па ра бо лы

y2 – 4x + 2y + 9 = 0
име ет ко ор ди на ты…

1) (2, –2) �
2) (–1, –4) �
3) (–2, 4) �
4) (–1, –2) �
5) (2, –1) �

6.61. Вер ши на па ра бо лы
x 2 – 2x + y + 11 = 0

име ет ко ор ди на ты…

1) (1, –10) �
2) (–2, –4) �
3) (–1, 4) �
4) (10, –2) �
5) (1, 4) �

6.62. Вет ви па ра бо лы

2x – y2 – 3y + 4 = 0
на прав ле ны…

1) вниз �
2) вле во �
3) вверх �
4) впра во �

6.63. Ка но ни че с кое урав не ние ок руж -
но с ти, по ка зан ной на ри сун ке, име ет
вид…

1) (x + 1)2 + y2 = 1 �
2) x 2 + (y + 1)2 = 1 �
3) (x + 1)2 + (y + 1)2 = 1 �
4) (x + 1)2 + (y – 1)2 = 1 �
5) (x – 1)2 + (y – 1)2 = 1 �

6.64. Ра ди ус ок руж но с ти, оп ре де ля -
емой урав не ни ем x 2 + y 2 + 6y – 2x = 6,
ра вен…

1) 4 � 2) �
3) � 4) 5 �
5) ����20

���24
���10

6.65. Ра ди ус ок руж но с ти, оп ре де ля -
емой урав не ни ем x2 + y2 – 8y + 4x = 4,
ра вен…

1) 4 � 2) �
3) � 4) 5 �
5) ����20

���24
���10

6.66. Ра ди ус ок руж но с ти, оп ре де ля -
емой урав не ни ем x 2 + y2 – 4x – 6 = 0,
ра вен…

1) 4 � 2) �
3) � 4) 5 �
5) 2 ����5

���14
���10
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y

x(–1, 0)

(0, 1)
(–1, 1)
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.67. Ко ор ди на ты фо ку сов эл лип са
25x 2 + 16y2 = 400 рав ны…

1) F1(–5, 0); F2(5, 0) �
2) F1(0, –6); F2(0, 6) �
3) F1(0, –5); F2(0, 5) �
4) F1(0, –3); F2(0, 3) �
5) F1(–3, 0); F2(3, 0) �

6.68. Рас сто я ние меж ду фо ку са ми эл -

лип са + = 1 рав но…
y 2

–––
64

x 2

–––
100

1) 6 � 2) 8 �
3) 12 � 4) 20 �

6.69. Рас сто я ние меж ду фо ку са ми эл -

лип са + = 1 рав но…
y 2

–––
9

x 2

–––
25

1) 6 � 2) 8 �
3) 12 � 4) 20 �

6.70. Рас сто я ние меж ду фо ку са ми ги -

пер бо лы – = 1 рав но…
y 2

–––
49

x 2

–––
576

1) 20 � 2) 25 �
3) 40 � 4) 50 �

6.71. Мни мая по лу ось ги пер бо лы, за -
дан ной урав не ни ем 4x 2 – 9y 2 = 36,
рав на… 

1) 4 � 2) 3 �
3) 2 � 4) 1 �

6.72. Ве ще ст вен ная (дей ст ви тель ная)
по лу ось ги пер бо лы, за дан ной урав не -
ни ем 16x2 – 25y 2 = 400, рав на…

1) 3 � 2) 4 �
3) 5 � 4) 20 �

6.73. Урав не ние па ра бо лы с вер ши -
ной в на ча ле ко ор ди нат, сим ме т рич -
ной от но си тель но оси Ox и про хо дя -
щей че рез точ ку (4, –2), име ет вид…

1) y 2 = 2x �
2) x 2 = 2y �
3) x 2 = y �
4) y2 = x �

6.74. Ка кое из дан ных урав не ний оп -
ре де ля ет пло с кость:
а) x + 3xy – 7 = 0;
б) y2 = 2x – 3;
в) x + 3y = 0?

1) Толь ко а) �
2) Толь ко а) и в) �
3) Все �
4) Толь ко в) �
5) Ни од но �

6.75. Из урав не ний:
а) x 2– 2y + 2z + 4 = 0;
б) x + 2y – 6 = 0;
в) x + 3y +3z = 5
вы бе ри те те, ко то рые оп ре де ля ют
пло с кость, па рал лель ную оси Oz

1) Толь ко в) �
2) Толь ко б) �
3) Ни од но �
4) Толь ко а) �
5) Толь ко б) и в) �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.67. Ко ор ди на ты фо ку сов эл лип са
25x 2 + 16y2 = 400 рав ны…

1) F1(–5, 0); F2(5, 0) �
2) F1(0, –6); F2(0, 6) �
3) F1(0, –5); F2(0, 5) �
4) F1(0, –3); F2(0, 3) �
5) F1(–3, 0); F2(3, 0) �

6.68. Рас сто я ние меж ду фо ку са ми эл -

лип са + = 1 рав но…
y 2

–––
64

x 2

–––
100

1) 6 � 2) 8 �
3) 12 � 4) 20 �

6.69. Рас сто я ние меж ду фо ку са ми эл -

лип са + = 1 рав но…
y 2

–––
9

x 2

–––
25

1) 6 � 2) 8 �
3) 12 � 4) 20 �

6.70. Рас сто я ние меж ду фо ку са ми ги -

пер бо лы – = 1 рав но…
y 2

–––
49

x 2

–––
576

1) 20 � 2) 25 �
3) 40 � 4) 50 �

6.71. Мни мая по лу ось ги пер бо лы, за -
дан ной урав не ни ем 4x 2 – 9y 2 = 36,
рав на… 

1) 4 � 2) 3 �
3) 2 � 4) 1 �

6.72. Ве ще ст вен ная (дей ст ви тель ная)
по лу ось ги пер бо лы, за дан ной урав не -
ни ем 16x2 – 25y 2 = 400, рав на…

1) 3 � 2) 4 �
3) 5 � 4) 20 �

6.73. Урав не ние па ра бо лы с вер ши -
ной в на ча ле ко ор ди нат, сим ме т рич -
ной от но си тель но оси Ox и про хо дя -
щей че рез точ ку (4, –2), име ет вид…

1) y 2 = 2x �
2) x 2 = 2y �
3) x 2 = y �
4) y2 = x �

6.74. Ка кое из дан ных урав не ний оп -
ре де ля ет пло с кость:
а) x + 3xy – 7 = 0;
б) y2 = 2x – 3;
в) x + 3y = 0?

1) Толь ко а) �
2) Толь ко а) и в) �
3) Все �
4) Толь ко в) �
5) Ни од но �

6.75. Из урав не ний:
а) x 2– 2y + 2z + 4 = 0;
б) x + 2y – 6 = 0;
в) x + 3y +3z = 5
вы бе ри те те, ко то рые оп ре де ля ют
пло с кость, па рал лель ную оси Oz

1) Толь ко в) �
2) Толь ко б) �
3) Ни од но �
4) Толь ко а) �
5) Толь ко б) и в) �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.76. Из пло с ко стей:
а) 3y – 2z + 4 = 0;
б) x + z + 5 = 0;
в) x – 3y + z = 0
вы бе ри те те, ко то рые па рал лель ны
оси Ox

1) Толь ко а) �
2) Ни од на �
3) Толь ко б) �
4) Толь ко а) и в) �
5) Толь ко в) �

6.77. Да ны урав не ния пло с ко стей:
а) x + 5y + 2z – 8 = 0;
б) x – 3y + 4z = 3
в) z + 7 = 0.
Че рез на ча ло ко ор ди нат про хо дят...

1) толь ко а) и в) �
2) толь ко б) и в) �
3) толь ко б) �
4) ни од на �
5) все �

6.78. Об щее урав не ние пло с ко сти, про-
хо дя щей че рез точ ку (2, 1, –1) и па рал-
лель ной пло с ко сти 5x – 2y – z – 4 = 0,
име ет вид…

1) 5x + 2y + z – 6 = 0 �
2) 5x – 2y – z – 9 = 0 �
3) 5x – 2y – z – 15 = 0 �
4) 5x – 2y – z – 4 = 0 �

6.79. Да ны че ты ре пло с ко сти:
а) –2y – 2z + 7 = 0;
б) –8x + 8y – 2 = 0;
в) –2x + y – 5 = 0;
г) 6x – 12y + 12z + 11 = 0.
Ка кие из них пер пен ди ку ляр ны пло с -
ко сти x – 2y + 2z + 6 = 0?

1) Толь ко а) и в) �
2) Толь ко б) �
3) Толь ко а) �
4) Ни од на �
5) Все �

6.80. Об щее урав не ние пло с ко сти, про -
хо дя щей че рез точ ку (2, –1, 2) и па рал-
лель ной пло с ко сти x – 5y + 2z – 5 = 0,
име ет вид…

1) x – 5y + 2z – 11 = 0 �
2) x – 5y + 2z – 14 = 0 �
3) 5x + y – 2z – 7 = 0 �
4) 5x – y + 2z – 12 = 0 �

6.81. Да ны че ты ре пло с ко сти:
а) 3x – 2y – z + 14 = 0;
б) –4x + 6y – 1 = 0;
в) –4x + 2y – 1 = 0;
г) 2x – 4y + 4z + 1 = 0.
Ка кие из них пер пен ди ку ляр ны пло с -
ко сти 6x + 4y – 4z + 2 = 0?

1) Толь ко а) и в) �
2) Толь ко б) �
3) Толь ко а) �
4) Ни од на �
5) Все �

6.82. Урав не ния пря мой, про хо дя щей
че рез точ ку А (5, 5, 5), пер пен ди ку -
ляр но пло с ко сти 5x – y – 10z – 3 = 0,
име ют вид…

1) = = �

2) = = �

3) = = �

4) = = �
z – 5
–––––

10

y – 5
–––––

1

x – 5
–––––

5

z + 5
–––––

10

y + 5
–––––

1

x + 5
–––––

5

z + 5
–––––
–10

y + 5
–––––

–1

x + 5
–––––

5

x – 5
–––––

5

y – 5
–––––

–1

z – 5
–––––
–10
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.83. Ес ли точ ка Р (–1, 2, 3) при над ле -
жит пло с ко сти 2x – 4y + Cz – 5 = 0, то
ко эф фи ци ент С ра вен…

1) 2 � 2) 3 �
3) 5 � 4) 7 �

6.84. Ес ли пло с кость 6x+ 5y+ 4z– 27 = 0
про хо дит че рез точ ку Т(4, –5, z0), то
ко ор ди на та z0 рав на…

1) 2 � 2) 3 �
3) 5 � 4) 7 �

6.85. Пло с кость, про хо дя щая че рез
на ча ло ко ор ди нат па рал лель но пло с -
ко сти 4x + 8y – 12z – 5 = 0, име ет урав -
не ние…

1) 4x+ 8y– 12z– 5 = 0 �
2) x – 2y – 3z = 0 �
3) x + 2y + 3z = 0 �
4) x + 2y – 3z = 0 �

6.86. Рас сто я ние от точ ки (3, –2, –6)
до пло с ко сти Оxy рав но…

1) 6 � 2) 7 �
3) 2 � 4) 3 �

6.87. Пря мая = = 

пе ре се ка ет пло с кость 4x+3y–z–20=0
толь ко в том слу чае, ког да α не рав но…

z + 1
–––––
α

y – 5
–––––

1
x – 7
–––––

–1
1) –1 � 2) 3 �

3) 4 � 4) – �
1
–
4

6.88. Пря мая = = и

пло с кость 2x – ky + z + 20 = 0 па рал -
лель ны при k, рав ном…

z
–––
–4

y + 2
–––––

–3
x – 1
–––––

2
1) 0 � 2) 3 �

3) 4 � 4) – �
1
–
4

6.89. Урав не ние пло с ко сти, про хо дя -
щей че рез точ ку М(3, 3, 3) и ось Oy,
име ет вид…

1) x + z = 6 �
2) x + y + z – 9 = 0 �
3) x + y = 6 �
4) x – z = 0 �

6.90. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
урав не ни я ми пло с ко стей и точ ка ми,
ко то рые ле жат в этих пло с ко стях
А) y – 2x + 5z = 0;
Б) 2x – 3y + 7z + 7 = 0;
В) x – 2y + z – 3 = 0;
Г) x + 7y – z + 3 = 0.
а) (0, 0, 0); б) (–1, 3, 1); в) (2, 0, 1);
г) (2, 0, 5); д) (3, 2, –1)

1) А—в; Б—д;
В—б; Г—а �

2) А—г; Б—б;
В—в; Г—а �

3) А—а; Б—д;
В—в; Г—г �

4) А—г; Б –а;
В—б; Г—в �

5) А—а; Б—б;
В—в; Г—г �

6.91. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
урав не ни я ми пло с ко стей и их по ло же-
ни ем в про ст ран ст ве. А) x – 2y + 11 = 0;
Б) 2z + 3 = 0; В) 3y – 4 = 0.
а) па рал лель на оси z; б) это пло с кость
yOz ; в) па рал лель на пло с ко сти xOz ;
г) па рал лель на пло с ко сти xOy.

1) А—а; Б—г; В—в �
2) А—г; Б—б; В—в �
3) А—а; Б—б; В—в �
4) А—г; Б—а; В—б �
5) А—а; Б—б; В—г �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

6.83. Ес ли точ ка Р (–1, 2, 3) при над ле -
жит пло с ко сти 2x – 4y + Cz – 5 = 0, то
ко эф фи ци ент С ра вен…

1) 2 � 2) 3 �
3) 5 � 4) 7 �

6.84. Ес ли пло с кость 6x+ 5y+ 4z– 27 = 0
про хо дит че рез точ ку Т(4, –5, z0), то
ко ор ди на та z0 рав на…

1) 2 � 2) 3 �
3) 5 � 4) 7 �

6.85. Пло с кость, про хо дя щая че рез
на ча ло ко ор ди нат па рал лель но пло с -
ко сти 4x + 8y – 12z – 5 = 0, име ет урав -
не ние…

1) 4x+ 8y– 12z– 5 = 0 �
2) x – 2y – 3z = 0 �
3) x + 2y + 3z = 0 �
4) x + 2y – 3z = 0 �

6.86. Рас сто я ние от точ ки (3, –2, –6)
до пло с ко сти Оxy рав но…

1) 6 � 2) 7 �
3) 2 � 4) 3 �

6.87. Пря мая = = 

пе ре се ка ет пло с кость 4x+3y–z–20=0
толь ко в том слу чае, ког да α не рав но…

z + 1
–––––
α

y – 5
–––––

1
x – 7
–––––

–1
1) –1 � 2) 3 �

3) 4 � 4) – �
1
–
4

6.88. Пря мая = = и

пло с кость 2x – ky + z + 20 = 0 па рал -
лель ны при k, рав ном…

z
–––
–4

y + 2
–––––

–3
x – 1
–––––

2
1) 0 � 2) 3 �

3) 4 � 4) – �
1
–
4

6.89. Урав не ние пло с ко сти, про хо дя -
щей че рез точ ку М(3, 3, 3) и ось Oy,
име ет вид…

1) x + z = 6 �
2) x + y + z – 9 = 0 �
3) x + y = 6 �
4) x – z = 0 �

6.90. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
урав не ни я ми пло с ко стей и точ ка ми,
ко то рые ле жат в этих пло с ко стях
А) y – 2x + 5z = 0;
Б) 2x – 3y + 7z + 7 = 0;
В) x – 2y + z – 3 = 0;
Г) x + 7y – z + 3 = 0.
а) (0, 0, 0); б) (–1, 3, 1); в) (2, 0, 1);
г) (2, 0, 5); д) (3, 2, –1)

1) А—в; Б—д;
В—б; Г—а �

2) А—г; Б—б;
В—в; Г—а �

3) А—а; Б—д;
В—в; Г—г �

4) А—г; Б –а;
В—б; Г—в �

5) А—а; Б—б;
В—в; Г—г �

6.91. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
урав не ни я ми пло с ко стей и их по ло же-
ни ем в про ст ран ст ве. А) x – 2y + 11 = 0;
Б) 2z + 3 = 0; В) 3y – 4 = 0.
а) па рал лель на оси z; б) это пло с кость
yOz ; в) па рал лель на пло с ко сти xOz ;
г) па рал лель на пло с ко сти xOy.

1) А—а; Б—г; В—в �
2) А—г; Б—б; В—в �
3) А—а; Б—б; В—в �
4) А—г; Б—а; В—б �
5) А—а; Б—б; В—г �

Часть 1. Линейная алгебра с элементами аналитической геометрии314 315Глава 7. Элементы теории множеств

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

7.1. Ка кой опе ра ции над мно же ст ва -
ми со от вет ст ву ет ри су нок?

1) A � B �
2) A \ B �
3) A � B �
4) 

–
A �

7.2. Ка кой опе ра ции над мно же ст ва -
ми со от вет ст ву ет ри су нок?

1) A � B �
2) A \ B �
3) A � B �
4) 

–
A �

7.3. Ка кой опе ра ции над мно же ст ва -
ми со от вет ст ву ет ри су нок?

1) A � B �
2) A \ B �
3) A � B �
4) 

–
A �

7.4. Ка кой опе ра ции над мно же ст ва -
ми со от вет ст ву ет фор маль ное оп ре де -
ле ние: {x | x ∈ A и x ∉ B}?

1) A � B � 2) A\B �
3) A � B � 4) 

–
A �

7.5. Ка кое чис ло вое мно же ст во име ет
фор маль ное оп ре де ле ние

{x | x = m / n , m ∈ Z, n ∈ N}?

1) N � 2) Z �
3) Q � 4) R �

7.6. Ка кое под мно же ст во R име ет
фор маль ное оп ре де ле ние

{x | a < x < b}?

1) По лу ин тер вал �
2) От ре зок �
3) Ин тер вал �
4) b�Ок ре ст ность

точ ки a �
7.7. Ка кое под мно же ст во R име ет
фор маль ное оп ре де ле ние

{x | a � x � b}?

1) По лу ин тер вал �
2) От ре зок �
3) Ин тер вал �
4) b�Ок ре ст ность

точ ки a �
7.8. Ка кое под мно же ст во R име ет
фор маль ное оп ре де ле ние

{x | a � x < b}?

1) По лу ин тер вал �
2) От ре зок �
3) Ин тер вал �
4) b�Ок ре ст ность

точ ки a �

Часть 2
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Глава 7. Элементы теории множеств

A B

A B

A B
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

7.9. A = {1, 3, 5, 6}; B = {2, 5, 6, 7}. Ка кая
из ука зан ных пар не вхо дит в B � A?

1) (6, 2) � 2) (6, 3) �
3) (5, 1) � 4) (5, 6) �

7.10. A = {1, 3, 5, 6}; B = {2, 5, 6, 7}. Ка кая
из ука зан ных пар не вхо дит в A � B?

1) (3, 2) � 2) (3, 5) �
3) (6, 3) � 4) (6, 7) �

7.11. A = {1, 3, 5, 6}; B = {2, 5, 6, 7}. Ка кая
из ука зан ных пар не вхо дит в А � В?

1) (1, 3) � 2) (1, 6) �
3) (5, 5) � 4) (6, 6) �

7.12. A = {1, 3, 5, 6}; B = {2, 5, 6, 7}. Ка кая
из ука зан ных пар не вхо дит в B � A?

1) (2, 1) � 2) (3, 1) �
3) (5, 1) � 4) (6, 1) �

7.13. Об ла да ет ли от но ше ние по ряд ка
«боль ше» свой ст ва ми ре флек сив но -
сти (р), сим ме т рич но с ти (с) и тран зи -
тив но с ти (т)?

1) р — да, с — нет,
т — нет �

2) р — нет, с — да,
т — нет �

3) р — нет, с — нет,
т — да �

4) р — нет, с — да,
т — да �

7.14. Об ла да ет ли от но ше ние по ряд ка
«боль ше или рав но» свой ст ва ми ре -
флек сив но с ти (р), сим ме т рич но с ти
(с) и тран зи тив но с ти (т)?

1) р — да, с — нет,
т — нет �

2) р — да, с — да,
т — нет �

3) р — да, с — нет,
т — да �

4) р — нет, с — да,
т — да �

7.15. Об ла да ет ли от но ше ние эк ви ва -
лент но с ти свойства ми ре флек сив но -
сти (р), сим ме т рич но с ти (с) и транзи -
тив но с ти (т)?

1) р — да, с — нет,
т — нет �

2) р — да, с — да,
т — да �

3) р — да, с — нет,
т — да �

4) р — нет, с — да,
т — да �

7.16. Об ла да ет ли от но ше ние по ряд ка
«мень ше» свой ст ва ми ре флек сив но -
сти (р), сим ме т рич но с ти (с) и тран зи -
тив но с ти (т)?

1) р – да, с – нет,
т – нет �

2) р – нет, с – да,
т – нет �

3) р – нет, с – нет,
т – да �

4) р – нет, с – да,
т – да �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

7.9. A = {1, 3, 5, 6}; B = {2, 5, 6, 7}. Ка кая
из ука зан ных пар не вхо дит в B � A?

1) (6, 2) � 2) (6, 3) �
3) (5, 1) � 4) (5, 6) �

7.10. A = {1, 3, 5, 6}; B = {2, 5, 6, 7}. Ка кая
из ука зан ных пар не вхо дит в A � B?

1) (3, 2) � 2) (3, 5) �
3) (6, 3) � 4) (6, 7) �

7.11. A = {1, 3, 5, 6}; B = {2, 5, 6, 7}. Ка кая
из ука зан ных пар не вхо дит в А � В?

1) (1, 3) � 2) (1, 6) �
3) (5, 5) � 4) (6, 6) �

7.12. A = {1, 3, 5, 6}; B = {2, 5, 6, 7}. Ка кая
из ука зан ных пар не вхо дит в B � A?

1) (2, 1) � 2) (3, 1) �
3) (5, 1) � 4) (6, 1) �

7.13. Об ла да ет ли от но ше ние по ряд ка
«боль ше» свой ст ва ми ре флек сив но -
сти (р), сим ме т рич но с ти (с) и тран зи -
тив но с ти (т)?

1) р — да, с — нет,
т — нет �

2) р — нет, с — да,
т — нет �

3) р — нет, с — нет,
т — да �

4) р — нет, с — да,
т — да �

7.14. Об ла да ет ли от но ше ние по ряд ка
«боль ше или рав но» свой ст ва ми ре -
флек сив но с ти (р), сим ме т рич но с ти
(с) и тран зи тив но с ти (т)?

1) р — да, с — нет,
т — нет �

2) р — да, с — да,
т — нет �

3) р — да, с — нет,
т — да �

4) р — нет, с — да,
т — да �

7.15. Об ла да ет ли от но ше ние эк ви ва -
лент но с ти свойства ми ре флек сив но -
сти (р), сим ме т рич но с ти (с) и транзи -
тив но с ти (т)?

1) р — да, с — нет,
т — нет �

2) р — да, с — да,
т — да �

3) р — да, с — нет,
т — да �

4) р — нет, с — да,
т — да �

7.16. Об ла да ет ли от но ше ние по ряд ка
«мень ше» свой ст ва ми ре флек сив но -
сти (р), сим ме т рич но с ти (с) и тран зи -
тив но с ти (т)?

1) р – да, с – нет,
т – нет �

2) р – нет, с – да,
т – нет �

3) р – нет, с – нет,
т – да �

4) р – нет, с – да,
т – да �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

7.17. Да но уни вер саль ное мно же ст во
I = {1, 2, …, 10}, а так же мно же ст ва
А = {1, 3, 4, 8}, В = {2, 3, 5, 8, 9}, С = {1, 4,
5, 6, 7, 10}. Най ти мно же ст во

D = (A\ 
–
B) � (B \ 

–
C)

1) {5, 6, 10} �
2) {3, 5, 8} �
3) {2, 3, 5, 6, 8} �
4) {4, 6, 7, 10} �
5) {1, 2, 3, 10} �

7.18. Да но уни вер саль ное мно же ст во
I = {1, 2, …, 10}, а так же мно же ст ва
А = {1, 3, 4, 8}, В = {2, 3, 5, 8, 9}, С = {1, 4,
5, 6, 7, 10}. Най ти мно же ст во

D = (A �
–
B) � (B \C)

1) {1, 5, 7, 10} �
2) {2, 5} �
3) {3, 8} �
4) {4, 5} �
5) {1, 3, 10} �

7.19. Да но уни вер саль ное мно же ст во
I = {1, 2, …, 10}, а так же мно же ст ва
А = {1, 3, 4, 8}, В = {2, 3, 5, 8, 9}, С = {1, 4,
5, 6, 7, 10}. Най ти мно же ст во

D = (
–
A �

–
C )\(

–
B � C )

1) � �
2) {3, 6} �
3) {2, 8} �
4) {2, 9} �
5) {1, 2, 10} �

7.20. Да но уни вер саль ное мно же ст во
I = {1, 2, …, 10}, а так же мно же ст ва
А = {1, 3, 4, 8}, В = {2, 3, 5, 8, 9}, С = {1, 4,
5, 6, 7, 10}. Най ти мно же ст во

D = (
–
A � B)\(B �

–
C )

1) {5} �
2) {2} �
3) {2, 3, 5} �
4) {4, 6} �
5) � �

7.21. Да ны мно же ст ва A = {2, 3, 6, 7} и
B = {3, 4, 10}. Со ста вить гра фик Q со -
от вет стия q = (А, В, Q), ес ли из ве ст но,
что эле мен ты В боль шие, чем 7, со от -
вет ст ву ют эле мен там, де ля щим ся на 3
из A

1) {(4, 3), (10, 6)} �
2) {(3, 10), (6, 10)} �
3) {(3, 3), (3, 4),

(6, 3), (6, 4)} �
4) {(2, 10), (7, 10)} �

7.22. Да но мно же ст во A={2, 3, 5, 10,
15, 20}. Най ти гра фик R от но ше ния
(A, A, R), ха рак те ри зу ю ще го ся при -
зна ком «раз ность — на ту раль ное чис -
ло, де ля ще е ся на 3»

1) {(15, 5), (10, 2)} �
2) {(20, 5), (15, 5),

(10, 5), (5, 2)} �
3) {(20, 2), (15, 3)} �
4) {(20, 2), (20, 5),

(15, 3), (5, 2)} �

7.23. Да но мно же ст во A={1, 3, 7, 9, 10}.
Най ти гра фик R от но ше ния (A, A, R),
ха рак те ри зу ю ще го ся при зна ком «раз -
ность — на ту раль ное чис ло не боль ше
двух»

1) {(1, 3), (9, 10)} �
2) {(10, 9)} �
3) {(10, 9), (9, 7),

(3, 1)} �
4) {(10, 3), (9, 1)} �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

7.24. Да но мно же ст во A= {2, 3, 10, 15, 17}.
Най ти гра фик R от но ше ния (A, A, R),
ха рак те ри зу ю ще го ся при зна ком «ча ст-
ное — на ту раль ное чис ло»

1) {(10, 2), (3, 2)} �
2) {(17, 2), (10, 3)} �
3) {(15, 3)} �
4) {(15, 3), (10, 2)} �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

8.1. Об щий член по сле до ва тель но с ти

1; ; ; … име ет вид…
4
—
53

3
—
52

2
–
5

1) an = (–1)n �

2) an = �

3) an = (–1)n+1 �

4) an = �
n
—
5n

n
—
5n

n
———
5n–1

n
———
5n–1

8.2. Пер вые три чле на чис ло вой по -

сле до ва тель но с ти: ; ; . Тог да

фор му ла об ще го чле на этой по сле до -
ва тель но с ти име ет вид…

1
––
13

1
––
10

1
–
7

1) an = �

2) an = �

3) an = �

4) an = �
1

——————————
(n + 5)(n + 1)

1
—————
8n – 1

1
————
2n + 5

1
—————
3n + 4

8.3. Из ве ст ны пер вые три чле на чис -

ло вой по сле до ва тель но с ти: ; ; .

Тог да фор му ла об ще го чле на этой по -
сле до ва тель но с ти име ет вид…

1
––
18

1
––
10

1
–
4

1) an = �

2) an = �

3) an = �

4) an = �

1
——————————
(n + 2)(n + 1)

1
——————
2n(n + 1)

1
——————
n(n + 3)

1
—————
6n – 2

8.4. Из ве ст ны пер вые три чле на чис -

ло вой по сле до ва тель но с ти: ; ; .

Тог да фор му ла об ще го чле на этой по -
сле до ва тель но с ти име ет вид…

1
–
9

1
––
19

1
–
3

1) an = �

2) an = �
1

——————
n(n + 2)

1
—————
2n2 + 1
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

7.24. Да но мно же ст во A= {2, 3, 10, 15, 17}.
Най ти гра фик R от но ше ния (A, A, R),
ха рак те ри зу ю ще го ся при зна ком «ча ст-
ное — на ту раль ное чис ло»

1) {(10, 2), (3, 2)} �
2) {(17, 2), (10, 3)} �
3) {(15, 3)} �
4) {(15, 3), (10, 2)} �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

8.1. Об щий член по сле до ва тель но с ти

1; ; ; … име ет вид…
4
—
53

3
—
52

2
–
5

1) an = (–1)n �

2) an = �

3) an = (–1)n+1 �

4) an = �
n
—
5n

n
—
5n

n
———
5n–1

n
———
5n–1

8.2. Пер вые три чле на чис ло вой по -

сле до ва тель но с ти: ; ; . Тог да

фор му ла об ще го чле на этой по сле до -
ва тель но с ти име ет вид…

1
––
13

1
––
10

1
–
7

1) an = �

2) an = �

3) an = �

4) an = �
1

——————————
(n + 5)(n + 1)

1
—————
8n – 1

1
————
2n + 5

1
—————
3n + 4

8.3. Из ве ст ны пер вые три чле на чис -

ло вой по сле до ва тель но с ти: ; ; .

Тог да фор му ла об ще го чле на этой по -
сле до ва тель но с ти име ет вид…

1
––
18

1
––
10

1
–
4

1) an = �

2) an = �

3) an = �

4) an = �

1
——————————
(n + 2)(n + 1)

1
——————
2n(n + 1)

1
——————
n(n + 3)

1
—————
6n – 2

8.4. Из ве ст ны пер вые три чле на чис -

ло вой по сле до ва тель но с ти: ; ; .

Тог да фор му ла об ще го чле на этой по -
сле до ва тель но с ти име ет вид…

1
–
9

1
––
19

1
–
3

1) an = �

2) an = �
1

——————
n(n + 2)

1
—————
2n2 + 1
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3) an = �

4) an = �
1

—————
4n – 1

1
————
2n + 1

8.5. Об щий член по сле до ва тель но с ти

; ; ; ... име ет вид…
1
–
9

7
––
81

5
––
27

1
–
3

1) an = �

2) an = (–1)n �

3) an = �

2) an = (–1)n+1 �
2n + 1
—————

3n

2n – 1
—————

3n

2n – 1
—————

3n

2n + 1
————

3n

8.6. Об щий член чис ло вой по сле до ва -

тель но с ти – ; ; – ; ... име ет

вид…

13
–––
256

9
––
64

5
––
16

1
–
4

1) an = �

2) an = �

3) an = �

4) an = �
(–1)n(4n + 1)
—————————

4n

(–1)n(4n + 1)
—————————

4n

(–1)n+1(4n– 3)
——————————

4n

(–1)n(4n – 3)
—————————

4n

8.7. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
чис ло вой по сле до ва тель но с тью и фор-
му лой ее об ще го чле на

А) 1; ; ...;

Б) ; ; ...;

В) ; ; ...

а) an = ; б) an = ; 

в) an = ; г) an = ;

д) an = 
2n2

———
(2n)!

2n(n+ 1)
——————

n!

n2 + 1
————
2n · n!

n2 + 1
——————
(2n – 1)!

2n2 + 1
————
(2n)!

19
—
6!

9
—
4!

3
—
2!

23 · 4
———

3!
22 · 3
———

2!
2 · 2
———

1!

10
———
8 · 3!

5
———
4 · 2!

1) А—в; Б—д; В—б �
2) А—г; Б—б; В—в �
3) А—в; Б—г; В—а �
4) А—г; Б—а; В—б �
5) А—а; Б—б; В—в �
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8.8. Пя тый член чис ло вой по сле до ва -
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.1. Сум ма це лых зна че ний х из об ла -
с ти оп ре де ле ния функ ции

y = + lg(x + 2) + 7x – 1
рав на…

������3 – x

1) 2 �
2) 5 �
3) 4 �
4) 0 �

9.2. Да на функ ция

y = + ln(x – 3).
Тог да об ла с тью ее оп ре де ле ния яв ля -
ет ся мно же ст во…

��������6x – x 2

1) [3; 6] �
2) [6; +�) �
3) (3; 6] �
4) (3; 6) �

9.3. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
функ ци ей и ее об ла с тью оп ре де ле ния:

А) y = tg x; Б) y = ; В) y = .
а) (–�; +�); б) x � kπ, k ∈ Z;

в) (–1; 1); г)  x � + kπ, k ∈ Z;

д) (–�; –1] � [1; +�)

π
–
2

������x 2 – 1
3���x

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—г; Б—а; В—д �
3) А—д; Б—б; В—г �
4) А—г; Б –в; В—б �
5) А—д; Б—г; В—б �

9.4. Най ти об ласть зна че ний функ ции

y = x 2 + 4x + 6

1) [–2; +�) �
2) [1,5; +�) �
3) [1,75; +�) �
4) [2; +�) �

9.5. Да на функ ция

y = + 9.
Тог да об ла с тью ее зна че ний яв ля ет ся
мно же ст во…

�����������x 2 + 5x + 4

1) [9; +�) �
2) [–9; +�) �
3) (–�;–4]� [–1; +�) �
4) (11; +�) �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

8.8. Пя тый член чис ло вой по сле до ва -

тель но с ти ра вен…








5(n – 1)
—————

n!

1) � 2) 31 �

3) 1 � 4) �
1
–
6

5
–
6

8.9. Пер вый член чис ло вой по сле до -

ва тель но с ти ра вен… 




(n + 1)(n + 9)
—————————

n!




1) 10 � 2) 30 �

3) 20 � 4) �
2

––
60

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.1. Сум ма це лых зна че ний х из об ла -
с ти оп ре де ле ния функ ции

y = + lg(x + 2) + 7x – 1
рав на…

������3 – x

1) 2 �
2) 5 �
3) 4 �
4) 0 �

9.2. Да на функ ция

y = + ln(x – 3).
Тог да об ла с тью ее оп ре де ле ния яв ля -
ет ся мно же ст во…

��������6x – x 2

1) [3; 6] �
2) [6; +�) �
3) (3; 6] �
4) (3; 6) �

9.3. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
функ ци ей и ее об ла с тью оп ре де ле ния:

А) y = tg x; Б) y = ; В) y = .
а) (–�; +�); б) x � kπ, k ∈ Z;

в) (–1; 1); г)  x � + kπ, k ∈ Z;

д) (–�; –1] � [1; +�)

π
–
2

������x 2 – 1
3���x

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—г; Б—а; В—д �
3) А—д; Б—б; В—г �
4) А—г; Б –в; В—б �
5) А—д; Б—г; В—б �

9.4. Най ти об ласть зна че ний функ ции

y = x 2 + 4x + 6

1) [–2; +�) �
2) [1,5; +�) �
3) [1,75; +�) �
4) [2; +�) �

9.5. Да на функ ция

y = + 9.
Тог да об ла с тью ее зна че ний яв ля ет ся
мно же ст во…

�����������x 2 + 5x + 4

1) [9; +�) �
2) [–9; +�) �
3) (–�;–4]� [–1; +�) �
4) (11; +�) �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.6. Пусть f(x) = sin x. Тог да слож ная
функ ция g(f(x)) не чет на, ес ли функ -
ция g(x) за да ет ся фор му лой:
а) g(x) = 6x; б) g(x) = 3x2 – 1;
в) g(x) = x4; г) g(x) = x5

1) Толь ко а) и в) �
2) Толь ко а) и г) �
3) Толь ко а), в) и г) �
4) Все �
5) Ни од ной �

9.7. Функ ция f(x) за да на на от рез ке
[–3; 5] гра фи ком:

Ка кие из сле ду ю щих ут верж де ний яв -
ля ют ся пра виль ны ми:
а) при лю бом зна че нии х вы пол ня ет ся
не ра вен ст во f(x) < 2;
б) мно же ст вом зна че ний яв ля ет ся от -
ре зок [–2, 2];
в) на от рез ке [–3, – 1] функ ция f(x)
воз ра с та ет;
г) урав не ние f(x) = –1 име ет че ты ре
кор ня?

1) Толь ко а) и в) �
2) Толь ко а) и г) �
3) Толь ко а), в) и г) �
4) Все �
5) Ни од но го �

9.8. Функ ция f(x) за да на на от рез ке
[–4; 6] гра фи ком:

Ка кие из сле ду ю щих ут верж де ний яв -
ля ют ся пра виль ны ми:
а) при лю бом зна че нии х вы пол ня ет ся
не ра вен ст во f(x) – 4;
б) урав не ние f(x) = –2 име ет три кор ня;
в) сре ди зна че ний функ ции f(x) на от -
рез ке [–4; –1] есть на и боль шее и на и -
мень шее;
г) на от рез ке [2; 5] функ ция f(x) воз -
ра с та ет?

1) Толь ко а) и г) �
2) Толь ко а) и в) �
3) Толь ко а), в) и г) �
4) Все �
5) Ни од но го �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.9. На и мень шее зна че ние y из об ла -
сти зна че ний функ ции y = x2 + 4x – 7
рав но…

1) –11 � 2) –6 �
3) –7 � 4) –10 �

9.10. На и мень шее зна че ние y из об ла -
сти зна че ний функ ции y= 5x2 + 10x – 1
рав но…

1) –26 � 2) –2 �
3) –6 � 4) –1 �

9.11. Ес ли гра фи ку функ ции y = f(x)
со от вет ст ву ет ус ло вие f(x) = a,

то зна че ние а рав но…

lim
x�2–0

1) –2 � 2) –� �
3) 2 � 4) +� �

9.12. Зна че ние пре де ла 

рав но…

2(x2 – 9)
——————
x – 3

lim
x�3

1) 12 � 2) 0 �
3) 6 � 4) � �

9.13. Зна че ние пре де ла 

рав но…

x2 – 4
————
x – 2

lim
x�2

1) 0 � 2) � �
3) 4 � 4) 2 �

9.14. Зна че ние пре де ла 

рав но…

x2 – 1
————
x – 1

lim
x�1

1) 2 � 2) 1 �
3) 0 � 4) � �

9.15. Най ти пре дел функ ции
x2 + 5x – 14
————————
x2 – 6x + 8

lim
x�2

1) –4,5 � 2) –5 �
3) –5,5 � 4) –6 �

9.16. Най ти пре дел функ ции
x2 + 4x + 3
————————
x2 + x – 6

lim
x�–3

1) 0,2 � 2) 0,3 �
3) 0,4 � 4) 0,5 �

9.17. Най ти пре дел функ ции

lim
x�–2

x2 + 10x + 16
—————————
x2 – x – 6

1) –0,4 � 2) –0,8 �
3) –1 � 4) –1,2 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.9. На и мень шее зна че ние y из об ла -
сти зна че ний функ ции y = x2 + 4x – 7
рав но…

1) –11 � 2) –6 �
3) –7 � 4) –10 �

9.10. На и мень шее зна че ние y из об ла -
сти зна че ний функ ции y= 5x2 + 10x – 1
рав но…

1) –26 � 2) –2 �
3) –6 � 4) –1 �

9.11. Ес ли гра фи ку функ ции y = f(x)
со от вет ст ву ет ус ло вие f(x) = a,

то зна че ние а рав но…

lim
x�2–0

1) –2 � 2) –� �
3) 2 � 4) +� �

9.12. Зна че ние пре де ла 

рав но…

2(x2 – 9)
——————
x – 3

lim
x�3

1) 12 � 2) 0 �
3) 6 � 4) � �

9.13. Зна че ние пре де ла 

рав но…

x2 – 4
————
x – 2

lim
x�2

1) 0 � 2) � �
3) 4 � 4) 2 �

9.14. Зна че ние пре де ла 

рав но…

x2 – 1
————
x – 1

lim
x�1

1) 2 � 2) 1 �
3) 0 � 4) � �

9.15. Най ти пре дел функ ции
x2 + 5x – 14
————————
x2 – 6x + 8

lim
x�2

1) –4,5 � 2) –5 �
3) –5,5 � 4) –6 �

9.16. Най ти пре дел функ ции
x2 + 4x + 3
————————
x2 + x – 6

lim
x�–3

1) 0,2 � 2) 0,3 �
3) 0,4 � 4) 0,5 �

9.17. Най ти пре дел функ ции

lim
x�–2

x2 + 10x + 16
—————————
x2 – x – 6

1) –0,4 � 2) –0,8 �
3) –1 � 4) –1,2 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.18. Най ти пре дел функ ции

lim
x�–7

x2 + 2x – 35
————————
x2 + 4x – 21

1) 1,2 � 2) 1,5 �
3) 2 � 4) 2,4 �

9.19. Най ти пре дел функ ции
x2 + 7x – 18
————————
x2 – 8x + 12

lim
x�2

1) –2,25 � 2) –2,5 �
3) –2,75 � 4) –3 �

9.20. Най ти пре дел функ ции
x2 – x – 42

————————
x2 – 9x + 14

lim
x�7

1) 2 � 2) 2,25 �
3) 2,5 � 4) 2,6 �
5) 2,75 �

9.21. Най ти пре дел функ ции
x2 + 8x – 33
————————
x2 + 4x – 21

lim
x�3

1) 1,2 � 2) 1,4 �
3) 1,6 � 4) 1,8 �

9.22. Пре дел ра вен…lim
x�–3

5x2 + 13x – 6
—————————
2x2 + 5x – 3

1) 4/17 � 2) 7/3 �
3) 17/7 � 4) –17 �
5) –7/3 �

9.23. Пре дел ра вен…lim
x�2

4x2 – 11x + 6
—————————
3x2 – 4x – 4

1) 0,5 � 2) 0,625 �
3) 3/4 � 4) 1,325 �
5) � �

9.24. Пре дел ра вен…
7x2 + 9x + 2
—————————
11x2 + 7x – 4

lim
x�–1

1) –1/3 � 2) 3/4 �
3) –1/4 � 4) 3/2 �
5) 1/3 �

9.25. Пре дел ра вен…
2x2 – 9x – 18
—————————
3x2 – 10x– 48

lim
x�6

1) 23/5 � 2) 5/17 �
3) 15/26 � 4) –15/23�
5) 15/23 �

9.26. Пре дел ра вен…
7x2 – 18x– 40
—————————
5x2 – 11x– 36

lim
x�4

1) 38/29 � 2) 18/43 �
3) 8/51 � 4) 19/23 �
5) 4/5 �

9.27. Пре дел

ра вен…
19x4 + 7x2 – 24x + 17
——————————————
5x4 – 2x3 + 19x + 41

lim
x��

1) 17/41 � 2) 0 �
3) 19/5 � 4) � �

9.28. Пре дел

ра вен…
16x6 + 9x4 – 32x + 19
——————————————
8x6 – 12x5 + 12x + 38

lim
x��

1) 2 � 2) 0,5 �
3) � � 4) 1 �

9.29. Пре дел ра вен…
x2 – 23x+ 15
————————
7x + x2 – 43

lim
x��

1) � � 2) 15/43 �
3) 1 � 4) 1/7 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.30. Пре дел ра вен…
x2 – 13x+ 42
————————
9x + x2 – 90

lim
x��

1) � � 2) 7/15 �
3) 1/9 � 4) 1 �

9.31. Име ют ли сле ду ю щие функ ции
ко неч ный пре дел при x � +�

а) f(x) = ;

б) f(x) = ?
�������x5 + 1 + 1————————

x – 1

������x + 1 + 1————————
1 – ���x

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И а), и б) �
4) Ни а), ни б) �

9.32. Име ют ли сле ду ю щие функ ции
ко неч ный пре дел при x � +�

а) f(x) = ;

б) f(x) = ?
1 – 2x2

——————
x2 + x + 1

x5 – x7 + 2
———————
x6 + 1

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И а), и б) �
4) Ни а), ни б) �

9.33. Име ют ли сле ду ю щие функ ции
ко неч ный пре дел при x � +�

а) f(x) = ;

б) f(x) = ?
x + 1

———————
x2 + 2x + 5

�������x2 – 1 – 1————————
x + 1

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И а), и б) �
4) Ни а), ни б) �

9.34. Име ют ли сле ду ю щие функ ции
ко неч ный пре дел при x � +�

а) f(x) = ;

б) f(x) = ?
1 – 3x8

—————
x2 + 5

�������x5 + 1 – 1————————
x + 1

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И а), и б) �
4) Ни а), ни б) �

9.35. Ко неч ный пре дел при x � �
име ют сле ду ю щие функ ции:

а) f(x) = ;

б) f(x) = ;

в) f(x) = ;

г) f(x) = 
x5 + 2x + ���x + 1———————————

1 – x5

�������x2 + 1 + 3————————
x – 2

x4 – x7 + 2
———————
x + 2x2

�������x4 + 1 + 1————————
x – 2

1) Толь ко г) �
2) Толь ко а) и б) �
3) Толь ко в) и г) �
4) Толь ко а) и в) �
5) Ни од на �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.30. Пре дел ра вен…
x2 – 13x+ 42
————————
9x + x2 – 90

lim
x��

1) � � 2) 7/15 �
3) 1/9 � 4) 1 �

9.31. Име ют ли сле ду ю щие функ ции
ко неч ный пре дел при x � +�

а) f(x) = ;

б) f(x) = ?
�������x5 + 1 + 1————————

x – 1

������x + 1 + 1————————
1 – ���x

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И а), и б) �
4) Ни а), ни б) �

9.32. Име ют ли сле ду ю щие функ ции
ко неч ный пре дел при x � +�

а) f(x) = ;

б) f(x) = ?
1 – 2x2

——————
x2 + x + 1

x5 – x7 + 2
———————
x6 + 1

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И а), и б) �
4) Ни а), ни б) �

9.33. Име ют ли сле ду ю щие функ ции
ко неч ный пре дел при x � +�

а) f(x) = ;

б) f(x) = ?
x + 1

———————
x2 + 2x + 5

�������x2 – 1 – 1————————
x + 1

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И а), и б) �
4) Ни а), ни б) �

9.34. Име ют ли сле ду ю щие функ ции
ко неч ный пре дел при x � +�

а) f(x) = ;

б) f(x) = ?
1 – 3x8

—————
x2 + 5

�������x5 + 1 – 1————————
x + 1

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И а), и б) �
4) Ни а), ни б) �

9.35. Ко неч ный пре дел при x � �
име ют сле ду ю щие функ ции:

а) f(x) = ;

б) f(x) = ;

в) f(x) = ;

г) f(x) = 
x5 + 2x + ���x + 1———————————

1 – x5

�������x2 + 1 + 3————————
x – 2

x4 – x7 + 2
———————
x + 2x2

�������x4 + 1 + 1————————
x – 2

1) Толь ко г) �
2) Толь ко а) и б) �
3) Толь ко в) и г) �
4) Толь ко а) и в) �
5) Ни од на �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.36. Пре дел 1 + 
x

ра вен…


2
–
x




lim
x��

1) e2 � 2) ���e �
3) 0,5e � 4) 2e �
5) 1 �

9.37. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
пре де ла ми и их зна че ни я ми:

А) ;

Б) ;

В) .

а) 2; б) 0; в) ; г) ; д) 3
1
–
3

1
–
2

�������x2 + 1——————
3x – 1

lim
x��

ex – 3
————
3x – 3

lim
x��

ln(x + 1)
——————
ln(x2 – 1)

lim
x��

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—г; Б—в; В—д �
3) А—в; Б—б; В—г �
4) А—г; Б –а; В—б �
5) А—в; Б—д; В—а �

9.38. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
пре де ла ми и их зна че ни я ми:

А) x2ex;

Б) ;

В) .

а) –�; б) ; в) 2 ; г) ; д) 0
1
–
2

ex
2

+ 1
————
ex

lim
x��

x2 – 1——————
��������4x4 + 1

lim
x��

lim
x�0

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—г; Б—в; В—д �
3) А—д; Б—б; В—г �
4) А—г; Б –в; В—б �
5) А—д; Б—г; В—б �

9.39. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
пре де ла ми и их зна че ни я ми:

А) ;

Б) ;

В) ;

Г) .

а) �; б) 3; в) ; г) 0; д) 
7
–
4

5
–
3

12x3 + 7x2 + 1
—————————
4x3 – x – 11

lim
x��

5x3 + 4x2 + 8
—————————
3x2 + 7x – 1

lim
x��

x2 + 6x + 3
—————————
3x3 + 5x2 + 1

lim
x��

7x4 + x2 + 5
————————
4x4 – x + 1

lim
x��

1) А—д; Б—б;
В—в; Г—а �

2) А—г; Б—в;
В—д; Г—б �

3) А—в; Б—б;
В—г; Г—а �

4) А—д; Б—г;
В—а; Г—б �

5) А—д; Б—б;
В—в; Г—а �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.40. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
пре де ла ми и их зна че ни я ми:

А) ;

Б) ;

В) ;

Г) .

а) 5; б) �; в) ; г) ; д) ; е) 0.
5
–
8

1
–
3

1
–
9

5x4 + 3x3 + 1
—————————
x4 – x2 + 8

lim
x��

x3 + 9x + 7
————————
9x2 + 6x + 1

lim
x��

x2 + 6x + 5
—————————
3x3 – 9x2 + 1

lim
x��

5x3 + 6x + 3
—————————
8x3 – 4x2 + 1

lim
x��

1) А—д; Б—е;
В—б; Г—а �

2) А—г; Б—в;
В—д; Г—б �

3) А—в; Б—е;
В—г; Г—а �

4) А—д; Б—е;
В—в; Г—б �

5) А—д; Б—б;
В—в; Г—а �

9.41. Чис ло то чек раз ры ва функ ции

y = рав но…
1

————————————
x3(x2 + 1)(x – 1)4

1) 4 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 7 �

9.42. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
2x + 3

————————
x2 – 5x – 24

1) –3 и 8 �
2) 3 и 8 �
3) 3 и –8 �
4) –3 и –8 �

9.43. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
x + 5

————————
x2 – x – 42

1) –7 и 6 �
2) 7 и 6 �
3) 7 и –6 �
4) –7 и –6 �

9.44. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
x + 1

————————
x2 + 9x + 20

1) –5 и 4 �
2) 5 и 4 �
3) 5 и –4 �
4) –5 и –4 �

9.45. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
3x – 4

—————————
x2 + 10x – 11

1) –11 и 1 �
2) 11 и 1 �
3) 11 и –1 �
4) –11 и –1 �

9.46. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
2x – 5

—————————
3x2 – 2x – 8

1) 2 и 4/3 �
2) 2 и –4/3 �
3) 2 и –3/4 �
4) –2 и 3/4 �

9.47. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
3x + 1

——————————
21x2 + 11x – 2

1) 2/7 и 1/3 �
2) –2/3 и –1/7 �
3) –2/3 и 1/7 �
4) –2/7 и –1/3 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.40. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж ду
пре де ла ми и их зна че ни я ми:

А) ;

Б) ;

В) ;

Г) .

а) 5; б) �; в) ; г) ; д) ; е) 0.
5
–
8

1
–
3

1
–
9

5x4 + 3x3 + 1
—————————
x4 – x2 + 8

lim
x��

x3 + 9x + 7
————————
9x2 + 6x + 1

lim
x��

x2 + 6x + 5
—————————
3x3 – 9x2 + 1

lim
x��

5x3 + 6x + 3
—————————
8x3 – 4x2 + 1

lim
x��

1) А—д; Б—е;
В—б; Г—а �

2) А—г; Б—в;
В—д; Г—б �

3) А—в; Б—е;
В—г; Г—а �

4) А—д; Б—е;
В—в; Г—б �

5) А—д; Б—б;
В—в; Г—а �

9.41. Чис ло то чек раз ры ва функ ции

y = рав но…
1

————————————
x3(x2 + 1)(x – 1)4

1) 4 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 7 �

9.42. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
2x + 3

————————
x2 – 5x – 24

1) –3 и 8 �
2) 3 и 8 �
3) 3 и –8 �
4) –3 и –8 �

9.43. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
x + 5

————————
x2 – x – 42

1) –7 и 6 �
2) 7 и 6 �
3) 7 и –6 �
4) –7 и –6 �

9.44. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
x + 1

————————
x2 + 9x + 20

1) –5 и 4 �
2) 5 и 4 �
3) 5 и –4 �
4) –5 и –4 �

9.45. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
3x – 4

—————————
x2 + 10x – 11

1) –11 и 1 �
2) 11 и 1 �
3) 11 и –1 �
4) –11 и –1 �

9.46. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
2x – 5

—————————
3x2 – 2x – 8

1) 2 и 4/3 �
2) 2 и –4/3 �
3) 2 и –3/4 �
4) –2 и 3/4 �

9.47. Най ти точ ки раз ры ва функ ции

y = 
3x + 1

——————————
21x2 + 11x – 2

1) 2/7 и 1/3 �
2) –2/3 и –1/7 �
3) –2/3 и 1/7 �
4) –2/7 и –1/3 �

Часть 2. Математический анализ и дифференциальные уравнения326

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

9.48. Точ ка x = 4 для функ ции

f(x) = 

яв ля ет ся…

1
————, если x < 4
x – 4
ex, если x � 4





1) точ кой ус т ра ни мо го
раз ры ва �

2) точ кой раз ры ва 
1�го ро да (не ус т ра -
нимый раз рыв) �

3) точ кой раз ры ва 
2�го ро да �

4) точ кой не пре рыв -
ности �

9.49. Точ ка x = 2 для функ ции

f(x) = 

яв ля ет ся…

x2, если x � 2
3x – 5, если x > 2





1) точ кой ус т ра ни мо го
раз ры ва �

2) точ кой раз ры ва 
1�го ро да (не ус т ра -
нимый раз рыв) �

3) точ кой раз ры ва 
2�го ро да �

4) точ кой не пре рыв -
ности �

9.50. Го ри зон таль ной асимп то той

гра фи ка функ ции y = яв ля ет -

ся пря мая, оп ре де ля е мая урав не ни ем…

3 + 4x
—————
x

1) y = – �

2) x = 0 �
3) x = – �

4) y = 4 �

4
–
3

4
–
3

9.51. Го ри зон таль ной асимп то той

гра фи ка функ ции y = яв ля ет ся

пря мая, оп ре де ля е мая урав не ни ем…

x
————
3x + 4

1) x = 0 � 2) y = �

3) x = � 4) y = �
4
–
3

4
–
3

1
–
3

9.52. Вер ти каль ная асимп то та гра фи -

ка функ ции y = оп -

ре де ля ет ся урав не ни ем…

x – 3———————————
(

3���x + 2)(x2 + 4)

1) x = –8 � 2) y = �

3) x = –2 � 4) x = 3 �

1
–
8

9.53. На клон ной асимп то той гра фи ка

функ ции y = яв ля ет ся

пря мая…

4x2 + 2x – 2
————————

2x + 1

1) y = 2x �
2) y = x + 2 �
3) гра фик не име ет на-

клон ных асимп тот �
4) y = 4x – 2 �

9.54. Уг ло вой ко эф фи ци ент на клон -
ной асимп то ты гра фи ка функ ции

y = ра вен…
8x – x2
—————
x + 2

1) –1 � 2) 8 �

3) 4 � 4) – �
1
–
2
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.1. Как оп ре де ля ет ся про из вод ная
функ ции y = f(x)? 1) y � = �

2) y � = �

3) y � = �

4) y � = �

5) y � = �
y
–
x

∆y
——∆x

lim
∆x�1

∆y
——∆x

lim
∆x�0

y
–
x

lim
x�0

y
–
x

lim
x��

10.2. Ес ли α — угол на кло на ка са тель -
ной к гра фи ку функ ции y = f(x), то
y � = ...

1) tg α �
2) ctg α �
3) sin α �
4) cos α �
5) α �

10.3. Ес ли y = uv, то y � = ... 1) u �v � �
2) u �v – u v � �

3) �

4) u � + v � �
5) u �v + u v � �

u �v + u v �
———————

uv

10.4. Ес ли y = , то y � = ...
u
–
v

1) u �v – u v � �

2) �

3) �

4) u � – v � �

5) �
u �
—
v �

u �v + u v �
———————

v2

u �v – u v �
———————

v2

10.5. Ес ли y = xα, то y � = ... 1) xα �
2) αxα–1 �
3) xαlnα �
4) αxα+1 �
5) x2α–1 �

Глава 10. Элементы дифференциального
исчисления
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.1. Как оп ре де ля ет ся про из вод ная
функ ции y = f(x)? 1) y � = �

2) y � = �

3) y � = �

4) y � = �

5) y � = �
y
–
x

∆y
——∆x

lim
∆x�1

∆y
——∆x

lim
∆x�0

y
–
x

lim
x�0

y
–
x

lim
x��

10.2. Ес ли α — угол на кло на ка са тель -
ной к гра фи ку функ ции y = f(x), то
y � = ...

1) tg α �
2) ctg α �
3) sin α �
4) cos α �
5) α �

10.3. Ес ли y = uv, то y � = ... 1) u �v � �
2) u �v – u v � �

3) �

4) u � + v � �
5) u �v + u v � �

u �v + u v �
———————

uv

10.4. Ес ли y = , то y � = ...
u
–
v

1) u �v – u v � �

2) �

3) �

4) u � – v � �

5) �
u �
—
v �

u �v + u v �
———————

v2

u �v – u v �
———————

v2

10.5. Ес ли y = xα, то y � = ... 1) xα �
2) αxα–1 �
3) xαlnα �
4) αxα+1 �
5) x2α–1 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.6. Ес ли y = a x, то y � = ... 1) xa x–1 �
2) a x �
3) a x–1 �
4) ax a–1 �
5) a x ln a �

10.7. Функ ция за да на гра фи че с ки.
Оп ре де ли ть ко ли че ст во то чек, при -
над ле жа щих ин тер ва лу (a, b), в ко то -
рых не су ще ст ву ет про из вод ная.

1) 3 � 2) 4 �
3) 5 � 4) 6 �

10.8. Най ти про из вод ную функ ции

y = x 4e5x
1) 20x 3e5x �
2) 4x 3e5x �
3) 4x 3e5x + 5x 4e5x �
4) 20x 3e5x + x 4e5x �
5) 4x 3 + 5e5x �

10.9. Най ти про из вод ную функ ции

y = x 6sin 2x
1) 6x 5cos 2x �
2) 12x 5cos 2x �
3) 6x5sin2x – 2x 6cos2x �
4) 6x5sin2x + 2x 6cos2x �

10.10. Най ти про из вод ную функ ции

y = x3ln 3x
1) 3x 2ln 3x + x 2 �
2) 3x 2 �
3) x 2 �
4) 9x 2ln x + 3x 3 �

10.11. Най ти про из вод ную функ ции

y = sin2(x2)

1) 2cos 2x �
2) 2xsin(2x 2) �
3) 2cos(x 2) + 2x sin22x �
4) 2sin(x 2) �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.12. Най ти про из вод ную функ ции

y = 
x3

———
sin x

1) �

2) �

3) �

4) �–3x2cosx + x3sinx—————————————
cos x

3x2sinx – x3cosx————————————
sin2x

3x2cos x—————
sin2x

3x2
———
cos x

10.13. Най ти про из вод ную функ ции

y = 5xcos2x
1) 5xln 5 cos 2x –

– 25x sin 2x �
2) –25x ln 5 sin 2x �
3) –5x ln 5 sin 2x �
4) 5xcos 2x – 5x sin 2x �

10.14. Най ти про из вод ную функ ции

y = xx
1) xx �
2) xx ln x �
3) xxx–1 �
4) xx(ln x + 1) �

10.15. Про из вод ная функ ции y = ex
2+1

рав на…
1) y � = –2xex

2+1 �
2) y � = xex

2+1 �
3) y � = ex

2+1 �
4) y � = 2xex

2+1 �

10.16. Про из вод ная функ ции

y = cos(3x2 + 2)
рав на…

1) y � = 6xsin(3x2 + 2) �
2) y � = xsin(3x2 + 2) �
3) y � = –6xsin(3x2 + 2)�
4) y � = –sin(3x2 + 2) �

10.17. Про из вод ная ча ст но го y = 

рав на…

x + 5
———
x + 1

1) y � = �

2) y � = – �

3) y � = �

4) y � = – �
4

—————
(x + 1)2

2x + 6
—————
(x + 1)2

4
———
x + 1

4
—————
(x + 1)2
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.12. Най ти про из вод ную функ ции

y = 
x3

———
sin x

1) �

2) �

3) �

4) �–3x2cosx + x3sinx—————————————
cos x

3x2sinx – x3cosx————————————
sin2x

3x2cos x—————
sin2x

3x2
———
cos x

10.13. Най ти про из вод ную функ ции

y = 5xcos2x
1) 5xln 5 cos 2x –

– 25x sin 2x �
2) –25x ln 5 sin 2x �
3) –5x ln 5 sin 2x �
4) 5xcos 2x – 5x sin 2x �

10.14. Най ти про из вод ную функ ции

y = xx
1) xx �
2) xx ln x �
3) xxx–1 �
4) xx(ln x + 1) �

10.15. Про из вод ная функ ции y = ex
2+1

рав на…
1) y � = –2xex

2+1 �
2) y � = xex

2+1 �
3) y � = ex

2+1 �
4) y � = 2xex

2+1 �

10.16. Про из вод ная функ ции

y = cos(3x2 + 2)
рав на…

1) y � = 6xsin(3x2 + 2) �
2) y � = xsin(3x2 + 2) �
3) y � = –6xsin(3x2 + 2)�
4) y � = –sin(3x2 + 2) �

10.17. Про из вод ная ча ст но го y = 

рав на…

x + 5
———
x + 1

1) y � = �

2) y � = – �

3) y � = �

4) y � = – �
4

—————
(x + 1)2

2x + 6
—————
(x + 1)2

4
———
x + 1

4
—————
(x + 1)2
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.18. Про из вод ная ча ст но го y =

рав на…

x + 3
———
x + 2

1) y � = – �

2) y � = – �

3) y � = �

4) y � = �

1
—————
(x + 2)2

1
———
x + 2

1
—————
(x + 2)2

2x + 5
—————
(x + 2)2

10.19. Про из вод ная ча ст но го y = 

рав на…

x
———
x – 1

1) y � = – �

2) y � = �

3) y � = – �

4) y � = �

1
—————
(x – 1)2

2x – 1
—————
(x – 1)2

1
—————
(x – 1)2

1
———
x – 1

10.20. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду функ ци я ми и их про из вод ны ми:
А) y = e–3x;
Б) y = sin(–5x + 1);
В) y = ln(x2 + 1).

а) ; б) ; в) –3xe–3x–1;

г) –5cos(5x – 1); д) –3e–3x

1
————
1 + x2

2x
————
1 + x2

1) А—б; Б—г; В—в �
2) А—д; Б—г; В—а �
3) А—б; Б—а; В—в �
4) А—д; Б—в; В—г �
5) А—д; Б—г; В—в �

10.21. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду функ ци я ми и их про из вод ны ми:
А) y = e sinx;
Б) y = �����ln x ;

В) y = �������1 – ���x .

а) ; б) cosx e sinx;

в) – ; г) ;

д) sin x e sinx–1

1
——————
2x�����ln x

1
—————————
4����������x(1 – ���x )

1
—————
2�����ln x

1) А—б; Б—г; В—в �
2) А—д; Б—а; В—в �
3) А—б; Б—а; В—в �
4) А—д; Б—в; В—г �
5) А—д; Б—г; В—в �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.22. Пусть u(x) — не ко то рая диф фе -
рен ци ру е мая функ ция по x. Ус та но -
ви те со от вет ст вие меж ду функ ци я ми
и их про из вод ны ми по x :
А) y = 3u; Б) y = sin(u); В) y = log2(u).

а) u �; б) log2e · u �; в) 3u · u �;

г) cos(u) · u �; д) 3u ln 3 · u �

1
–
u

1
–
u

1) А—д; Б—г; В—б �
2) А—д; Б—г; В—а �
3) А—в; Б—г; В—б �
4) А—в; Б—г; В—а �
5) А—д; Б—г; В—в �

10.23. Зна че ние про из вод ной функ -

ции y = в точ ке x = 0 рав но…
10x + 1
—————

e3x

1) 13 � 2) 7 �
3) 10 � 4) 9 �

10.24. Зна че ние про из вод ной функ -
ции y = xe x в точ ке х = 0 рав но…

1) e � 2) 0 �
3) –1 � 4) 1 �

10.25. Зна че ние про из вод ной функ -
ции y = (4x + 3)ln x в точ ке х = 1 рав -
но…

1) 11 � 2) 7 �
3) –7 � 4) 4 �

10.26. Най ти про из вод ную функ ции

y = в точ ке x = 3
x + 1
———
x – 4

1) –3,5 � 2) –4 �
3) –4,5 � 4) –5 �

10.27. Най ти про из вод ную функ ции

y = в точ ке х = 2
x 2 – 3
————
x 3 + 2

1) 0,24 � 2) 0,28 �
3) 0,32 � 4) 0,36 �

10.28. Най ти про из вод ную функ ции

y = ln в точ ке x = 3. 
x 2 + 1
————
x + 2







1) 0,4 � 2) 0,3 �
3) 0,2 � 4) 0,1 �

10.29. Гра фик функ ции y = f(x) изо б -
ра жен на ри сун ке

Тог да зна че ние про из вод ной этой
функ ции в точ ке x0 рав но…

1) �

2) �

3) –���3 �

4) – �
���3
——

3

���3
——

3

���3
——

2

xx0

30°

y
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.22. Пусть u(x) — не ко то рая диф фе -
рен ци ру е мая функ ция по x. Ус та но -
ви те со от вет ст вие меж ду функ ци я ми
и их про из вод ны ми по x :
А) y = 3u; Б) y = sin(u); В) y = log2(u).

а) u �; б) log2e · u �; в) 3u · u �;

г) cos(u) · u �; д) 3u ln 3 · u �

1
–
u

1
–
u

1) А—д; Б—г; В—б �
2) А—д; Б—г; В—а �
3) А—в; Б—г; В—б �
4) А—в; Б—г; В—а �
5) А—д; Б—г; В—в �

10.23. Зна че ние про из вод ной функ -

ции y = в точ ке x = 0 рав но…
10x + 1
—————

e3x

1) 13 � 2) 7 �
3) 10 � 4) 9 �

10.24. Зна че ние про из вод ной функ -
ции y = xe x в точ ке х = 0 рав но…

1) e � 2) 0 �
3) –1 � 4) 1 �

10.25. Зна че ние про из вод ной функ -
ции y = (4x + 3)ln x в точ ке х = 1 рав -
но…

1) 11 � 2) 7 �
3) –7 � 4) 4 �

10.26. Най ти про из вод ную функ ции

y = в точ ке x = 3
x + 1
———
x – 4

1) –3,5 � 2) –4 �
3) –4,5 � 4) –5 �

10.27. Най ти про из вод ную функ ции

y = в точ ке х = 2
x 2 – 3
————
x 3 + 2

1) 0,24 � 2) 0,28 �
3) 0,32 � 4) 0,36 �

10.28. Най ти про из вод ную функ ции

y = ln в точ ке x = 3. 
x 2 + 1
————
x + 2







1) 0,4 � 2) 0,3 �
3) 0,2 � 4) 0,1 �

10.29. Гра фик функ ции y = f(x) изо б -
ра жен на ри сун ке

Тог да зна че ние про из вод ной этой
функ ции в точ ке x0 рав но…

1) �

2) �

3) –���3 �

4) – �
���3
——

3

���3
——

3

���3
——

2

xx0

30°

y
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.30. Ка са тель ная к гра фи ку функ -
ции f(x) = 3x 2 – x – 10 об ра зу ет с по -
ло жи тель ным на прав ле ни ем оси Ox
угол arctg 17. Тог да аб сцис са точ ки
ка са ния рав на…

1) 3 � 2) 17 �

3) 840 � 4) 2 �
2
–
3

10.31. Урав не ние ка са тель ной к гра -
фи ку функ ции y = x 3 в точ ке (2; 8)
име ет вид...

1) 2x – y + 16 = 0 �
2) y – 12 = 0 �
3) 12x – y – 24 = 0 �
4) 2x – y – 8 = 0 �
5) 12x – y – 16 = 0 �

10.32. Урав не ние ка са тель ной к гра -

фи ку функ ции y = в точ ке (1; 1)

име ет вид...

3
————
x 2 + 2

1) 2x – 3y – 5 = 0 �
2) x + 2y – 7 = 0 �
3) 2x + 3y – 5 = 0 �
4) x – 2y – 3 = 0 �
5) x + 2y – 2 = 0 �

10.33. Урав не ние ка са тель ной к гра фи -

ку функ ции y = в точ ке (1; 1)

име ет вид...

4
————
x 3 + 3

1) 3x – y – 2 = 0 �
2) x + y – 2 = 0 �
3) y – 1 = 0 �
4) 3x + 4y – 7 = 0 �
5) 3x – 4y + 1 = 0 �

10.34. Урав не ние ка са тель ной к гра -

фи ку функ ции y = в точ ке (2; 1)

име ет вид...

1
———
x – 1

1) x + y – 3 = 0 �
2) 2x – y – 3 = 0 �
3) x – 2y = 0 �
4) x + 2y – 4 = 0 �

10.35. Урав не ние ка са тель ной к гра -

фи ку функ ции y = в точ ке

(0; 3) име ет вид...

3
———————
x 3 + x + 1

1) 3x + y + 1 = 0 �
2) 3x + y – 3 = 0 �
3) 3x – 4y – 5 = 0 �
4) 3x + 4y – 12 = 0 �

10.36. За кон дви же ния ма те ри аль ной
точ ки име ет вид x(t) = 11 + 2t + 5t2, где
x(t) — ко ор ди на та точ ки в мо мент вре -
ме ни t. Тог да ско рость точ ки при t = 1
рав на…

1) 18 � 2) 12 �
3) 7 � 4) 23 �

10.37. За кон дви же ния ма те ри аль ной
точ ки име ет вид x(t) = 1 + 7t + 10t2, где
x(t) — ко ор ди на та точ ки в мо мент вре-
ме ни t. Тог да ско рость точ ки при t = 1
рав на…

1) 18 � 2) 27 �
3) 28 � 4) 17 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.38. За кон дви же ния ма те ри аль ной
точ ки име ет вид x(t) = 4 + 10t2, где
x (t) — ко ор ди на та точ ки в мо мент
вре ме ни t. Тог да ско рость точ ки при
t = 1 рав на…

1) 14 � 2) 24 �
3) 10 � 4) 20 �

10.39. Ма те ри аль ная точ ка дви жет ся по
за ко ну S = 5sin 2t + 3t2 + 4t. Тог да ее ус -
ко ре ние в мо мент вре ме ни t = 0 рав но…

1) 6 � 2) 5 �
3) 1 � 4) –14 �

10.40. Про из вод ная вто ро го по ряд ка
функ ции y = e3x+2 име ет вид…

1) 9e � 2) 3ex �
3) 9e3x+2 � 4) 9e3x �

10.41. Про из вод ная вто ро го по ряд ка
функ ции y = e5x–1 име ет вид…

1) 25e5x–1 � 2) 25e5x �
3) 25e � 4) 5ex �

10.42. Про из вод ная вто ро го по ряд ка
функ ции y = ln 11x име ет вид… 1) � 2) – �

3) � 4) – �
11
––
x 2

11
––
x

1
––
x 2

1
––
x 2

10.43. Про из вод ная вто ро го по ряд ка
функ ции y = x 2e x име ет вид…

1) 2xe x �
2) 2e x �
3) e x(2x + x 2) �
4) e x( x 2 + 4x + 2) �

10.44. Най ти вто рую про из вод ную
функ ции y = sin 2x

1) –4sin 2x �
2) 4sin 2x �
3) 8sin x �
4) –8sin x �

10.45. Най ти вто рую про из вод ную
функ ции y = cos (x 2)

1) –2sin(x 2) +
+ 2x 2cos(x 2) �

2) –2cos(2x) +
+ 4x 2sin (2x) �

3) –2sin(x 2) –
– 4x 2cos(x 2) �

4) –4x 2cos(2x) �

10.46. Най ти вто рую про из вод ную
функ ции y = x ln x

1) ln x + 1 �

2) �

3) 1 �

4) �
1
–
x

ln x
–––

x
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.38. За кон дви же ния ма те ри аль ной
точ ки име ет вид x(t) = 4 + 10t2, где
x (t) — ко ор ди на та точ ки в мо мент
вре ме ни t. Тог да ско рость точ ки при
t = 1 рав на…

1) 14 � 2) 24 �
3) 10 � 4) 20 �

10.39. Ма те ри аль ная точ ка дви жет ся по
за ко ну S = 5sin 2t + 3t2 + 4t. Тог да ее ус -
ко ре ние в мо мент вре ме ни t = 0 рав но…

1) 6 � 2) 5 �
3) 1 � 4) –14 �

10.40. Про из вод ная вто ро го по ряд ка
функ ции y = e3x+2 име ет вид…

1) 9e � 2) 3ex �
3) 9e3x+2 � 4) 9e3x �

10.41. Про из вод ная вто ро го по ряд ка
функ ции y = e5x–1 име ет вид…

1) 25e5x–1 � 2) 25e5x �
3) 25e � 4) 5ex �

10.42. Про из вод ная вто ро го по ряд ка
функ ции y = ln 11x име ет вид… 1) � 2) – �

3) � 4) – �
11
––
x 2

11
––
x

1
––
x 2

1
––
x 2

10.43. Про из вод ная вто ро го по ряд ка
функ ции y = x 2e x име ет вид…

1) 2xe x �
2) 2e x �
3) e x(2x + x 2) �
4) e x( x 2 + 4x + 2) �

10.44. Най ти вто рую про из вод ную
функ ции y = sin 2x

1) –4sin 2x �
2) 4sin 2x �
3) 8sin x �
4) –8sin x �

10.45. Най ти вто рую про из вод ную
функ ции y = cos (x 2)

1) –2sin(x 2) +
+ 2x 2cos(x 2) �

2) –2cos(2x) +
+ 4x 2sin (2x) �

3) –2sin(x 2) –
– 4x 2cos(x 2) �

4) –4x 2cos(2x) �

10.46. Най ти вто рую про из вод ную
функ ции y = x ln x

1) ln x + 1 �

2) �

3) 1 �

4) �
1
–
x

ln x
–––

x
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.47. Най ти вто рую про из вод ную
функ ции y = x���x 1) �

2) �

3) �

4) 3���x �

3
———
4���x

3���x
———

2

2
———
3���x

10.48. Най ти вто рую про из вод ную
функ ции y = ex2

1) ex2
(4x2 + 2) �

2) 4x 2ex2
�

3) 2e2x �
4) ex2

(2x2 + 4) �

10.49. Най ти вто рую про из вод ную
функ ции y = x cos 3x

1) –9cos 3x �
2) 3cos 3x – 6xsin 3x �
3) –6sin 3x – 9xcos 3x �
4) 3sin 3x – 9x cos 3x �

10.50. Най ти вто рую про из вод ную

функ ции y = sin 3x в точ ке x = 
π
–
6

1) –3 � 2) –5 �
3) –6 � 4) –9 �

10.51. Диф фе рен ци ал функ ции y = f(x)
оп ре де ля ет ся по фор му ле… 1) dy = �

2) dy = (ln y)�dx �
3) dy = f(x)dx �
4) dy = dx �
5) dy = y �dx �

dx
––
y�

10.52. Ка кое ра вен ст во оп ре де ля ет
ин ва ри ант ность фор мы за пи си диф -
фе рен ци а ла?

1) dy = const �
2) dy = y(ln x)�dx �
3) dy = y �xdx = y �udu �
4) dy = dx �

10.53. Что рав но дли не от рез ка, от се -
ка е мо го ка са тель ной к гра фи ку функ -
ции от при ра ще ния функ ции?

1) Диф фе рен ци ал �
2) Про из вод ная �
3) Вто рая про из вод ная �
4) Оп ре де лен ный 

ин те г рал �

10.54. Че му при ма лых x при бли жен -
но рав но вы ра же ние f(x0) + f �(x0)∆x?

1) f ��(x0) �
2) f(x0 + ∆x) �
3) f(x0 – ∆x) �
4) f(∆x) �

335Глава 10. Элементы дифференциального исчисления
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.55. Ес ли к пре де лу при -

ме нить пра ви ло Ло пи та ля, то он при -
мет вид…

ln x
–––
x

lim
x�+�

1) �

2) �

3) ln x �

4) �
1
—
x2

lim
x�+�

lim
x�+�

1
–
x

lim
x�+�

1 – ln x
—————
x2

lim
x�+�

10.56. Ес ли к пре де лу при -

ме нить пра ви ло Ло пи та ля, то он при -
мет вид…

log2x———
e2x

lim
x�+�

1) �

2) �

3) �

4) �
1

—————
xe2x ln 2

lim
x�+�

1 – 2x ln x
——————
xe2x ln 2

lim
x�+�

1
——————
2xe2x ln 2

lim
x�+�

log2x———
2e2x

lim
x�+�

10.57. Пре дел ра вен…sin 7x
–—–—–

4x
lim
x�0

1) 4/7 � 2) 0 �
3) � � 4) 1 �
5) 7/4 �

10.58. Пре дел ра вен…sin 10x
–—–—–

5x
lim
x�0

1) 1 � 2) 1/2 �
3) � � 4) 2 �
5) 0 �

10.59. Пре дел ра вен…sin x
–——–

4x
lim
x�0

1) 4 � 2) 1/4 �
3) 1 � 4) � �
5) 0 �

10.60. Пре дел ра вен…lim
x�0

ex
———————
ln(1 + 2x)

1) 0 � 2) 1/4 �
3) 1 � 4) 2 �
5) 1/2 �

10.61. Пре дел ра вен…
sin 4x

———————
������x + 1 – 1

lim
x�0

1) 8 � 2) 4 �
3) 2 � 4) 1 �
5) 0 �

10.62. Пре дел ра вен…1 – cos 2x
–—————–
x sin x

lim
x�0

1) 0 � 2) 1/2 �
3) 1 � 4) 2 �
5) 4 �

10.63. Пре дел ра вен…e3x – 1
———————
ln(1 + 3x)

lim
x�0

1) e � 2) 
3���e �

3) 1 � 4) 1/3 �
5) 3 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.55. Ес ли к пре де лу при -

ме нить пра ви ло Ло пи та ля, то он при -
мет вид…

ln x
–––
x

lim
x�+�

1) �

2) �

3) ln x �

4) �
1
—
x2

lim
x�+�

lim
x�+�

1
–
x

lim
x�+�

1 – ln x
—————
x2

lim
x�+�

10.56. Ес ли к пре де лу при -

ме нить пра ви ло Ло пи та ля, то он при -
мет вид…

log2x———
e2x

lim
x�+�

1) �

2) �

3) �

4) �
1

—————
xe2x ln 2

lim
x�+�

1 – 2x ln x
——————
xe2x ln 2

lim
x�+�

1
——————
2xe2x ln 2

lim
x�+�

log2x———
2e2x

lim
x�+�

10.57. Пре дел ра вен…sin 7x
–—–—–

4x
lim
x�0

1) 4/7 � 2) 0 �
3) � � 4) 1 �
5) 7/4 �

10.58. Пре дел ра вен…sin 10x
–—–—–

5x
lim
x�0

1) 1 � 2) 1/2 �
3) � � 4) 2 �
5) 0 �

10.59. Пре дел ра вен…sin x
–——–

4x
lim
x�0

1) 4 � 2) 1/4 �
3) 1 � 4) � �
5) 0 �

10.60. Пре дел ра вен…lim
x�0

ex
———————
ln(1 + 2x)

1) 0 � 2) 1/4 �
3) 1 � 4) 2 �
5) 1/2 �

10.61. Пре дел ра вен…
sin 4x

———————
������x + 1 – 1

lim
x�0

1) 8 � 2) 4 �
3) 2 � 4) 1 �
5) 0 �

10.62. Пре дел ра вен…1 – cos 2x
–—————–
x sin x

lim
x�0

1) 0 � 2) 1/2 �
3) 1 � 4) 2 �
5) 4 �

10.63. Пре дел ра вен…e3x – 1
———————
ln(1 + 3x)

lim
x�0

1) e � 2) 
3���e �

3) 1 � 4) 1/3 �
5) 3 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.64. Пре дел ра вен…2x – 2
–—–—–

ln x
lim
x�0

1) 0 � 2) 1 �
3) –1 � 4) 2 �
5) –2 �

10.65. Пре дел ра вен…
sin 3x

————————
3 – �������2x + 9

lim
x�0

1) 0 � 2) –1 �
3) –3 � 4) –6 �
5) –9 �

10.66. Не об хо ди мым ус ло ви ем мак си -
му ма диф фе рен циру е мой функ ции
y = f(x) в точ ке x0 яв ля ет ся…

1) f �(x0) > 0
2) f �(x0) = 0
3) f �(x0) < 0
4) f ��(x0) = 0

10.67. Не об хо ди мым ус ло ви ем ми ни -
му ма диф фе рен циру е мой функ ции
y = f(x) в точ ке x0 яв ля ет ся…

1) f �(x0) < 0
2) f ��(x0) = 0
3) f �(x0) > 0
4) f �(x0) = 0

10.68. Не об хо ди мым ус ло ви ем точ ки
пе ре ги ба дваж ды диф фе рен ци ру е мой
функ ции y = f(x) в точ ке x0 яв ля ет ся…

1) f ��(x0) = 0
2) f �(x0) = 0
3) f ��(x0) > 0
4) f ��(x0) < 0

10.69. Функ ция y = f(x) за да на на от -
рез ке [a, b]. Ука жи те ко ли че ст во то -
чек экс тре му ма функ ции, ес ли гра фик
ее про из вод ной име ет вид

1) 0 � 2) 1 �
3) 2 � 4) 3 �

10.70. Функ ция y = f(x) за да на на от -
рез ке [a, b]. Ука жи те ко ли че ст во то -
чек мак си му ма функ ции, ес ли гра фик
ее про из вод ной име ет вид

1) 0 � 2) 1 �
3) 2 � 4) 3 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.71. Гра фик ка кой функ ции на всем
от рез ке [a, b] од но вре мен но удов ле -
тво ря ет трем ус ло ви ям: y > 0; y � < 0;
y �� < 0?

1) Все гра фи ки �
2) Толь ко I и IV �
3) Толь ко II и III �
4) Толь ко II �
5) Толь ко III �

10.72. Гра фик ка кой функ ции на всем
от рез ке [a, b] од но вре мен но удов ле -
тво ря ет трем ус ло ви ям: y > 0; y � > 0;
y �� > 0?

1) Толь ко I �
2) Все гра фи ки �
3) Толь ко III �
4) Толь ко II �
5) Толь ко I и III �

10.73. Гра фик ка кой функ ции на всем
от рез ке [a, b] од но вре мен но удов ле -
тво ря ет трем ус ло ви ям: y > 0; y � < 0;
y �� > 0?

1) Все гра фи ки �
2) Толь ко II �
3) Толь ко III �
4) Толь ко II и III �
5) Толь ко I и III �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.71. Гра фик ка кой функ ции на всем
от рез ке [a, b] од но вре мен но удов ле -
тво ря ет трем ус ло ви ям: y > 0; y � < 0;
y �� < 0?

1) Все гра фи ки �
2) Толь ко I и IV �
3) Толь ко II и III �
4) Толь ко II �
5) Толь ко III �

10.72. Гра фик ка кой функ ции на всем
от рез ке [a, b] од но вре мен но удов ле -
тво ря ет трем ус ло ви ям: y > 0; y � > 0;
y �� > 0?

1) Толь ко I �
2) Все гра фи ки �
3) Толь ко III �
4) Толь ко II �
5) Толь ко I и III �

10.73. Гра фик ка кой функ ции на всем
от рез ке [a, b] од но вре мен но удов ле -
тво ря ет трем ус ло ви ям: y > 0; y � < 0;
y �� > 0?

1) Все гра фи ки �
2) Толь ко II �
3) Толь ко III �
4) Толь ко II и III �
5) Толь ко I и III �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.74. Гра фик ка кой функ ции на всем
от рез ке [a, b] од но вре мен но удов ле -
тво ря ет трем ус ло ви ям: y < 0; y � < 0;
y �� < 0?

1) Толь ко IV �
2) Толь ко I и II �
3) Толь ко II �
4) Толь ко II и III �
5) Толь ко I �

10.75. Гра фик ка кой функ ции на всем
от рез ке [a, b] од но вре мен но удов ле -
тво ря ет трем ус ло ви ям: y > 0; y � < 0;
y �� > 0?

1) Толь ко I �
2) Толь ко I и II �
3) Толь ко II �
4) Толь ко III �
5) Толь ко I и IV �

10.76. Най ти точ ку мак си му ма функ -
ции y = 2x3 + 3x 2 – 72x + 7

1) x = –4 � 2) x = 3 �
3) x = –3 � 4) x = 4 �

10.77. Най ти точ ку ми ни му ма функ -
ции y = x3 – 6x 2 – 63x + 14

1) x = 3 � 2) x = 7 �
3) x = –3 � 4) x = –7 �

10.78. Най ти точ ку ми ни му ма функ -
ции y = 2x3 – 24x + 3

1) x = –1 � 2) x = 1 �
3) x = –2 � 4) x = 2 �

10.79. Най ти точ ку пе ре ги ба функ ции
y = x3 – 24x2 + 3x + 7

1) x = 2 � 2) x = 6 �
3) x = 8 � 4) x = 12 �

10.80. Най ти точ ку мак си му ма функ -
ции y = 2x3 – 27x2 + 108x + 4

1) x = 1 � 2) x = 2 �
3) x = 3 � 4) x = 6 �

10.81. Най ти точ ку ми ни му ма функ -
ции y = x2 – 8x + 5

1) x = –5 � 2) x = 4 �
3) x = 5 � 4) x = 8 �
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Содержание

Часть 2. Математический анализ и дифференциальные уравнения340

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.82. Най ти точ ку мак си му ма функ -
ции y = –x2 – 12x + 31

1) x = –2 � 2) x = –3 �
3) x = –5 � 4) x = –6 �

10.83. Точ кой мак си му ма функ ции

y = яв ля ет ся точ ка х, рав ная…x2 + 4
————
x – 2

1) 2 + 2���2 �
2) 2 – 2���2 �
3) 2 �
4) –2 �

10.84. Дли на про ме жут ка убы ва ния

функ ции y = x 3 – x 2 – 10x + 4 рав -

на…

3
–
2

1
–
3

1) 5 � 2) 6 �
3) 7 � 4) 8 �

10.85. Дли на про ме жут ка воз ра с та ния

функ ции y = – x 3 + x 2 – 28x – 7

рав на…

11
—
2

1
–
3

1) 5 � 2) 3 �
3) 2 � 4) 1 �

10.86. Дли на про ме жут ка убы ва ния

функ ции y = x3 + x2 – 22x + 3 рав на…9
–
2

1
–
3

1) 13 � 2) 11 �
3) 7 � 4) 3 �

10.87. Дли на про ме жут ка убы ва ния
функ ции y = x3 – 12x + 9 рав на…

1) 1 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 4 �

10.88. Дли на про ме жут ка убы ва ния
функ ции y = x3 + 9x2 + 24x – 15 рав на…

1) 1 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 5 �

10.89. На и мень шее зна че ние функ ции
y = x2 – 4x – 1 на от рез ке [0, 3] рав но…

1) –1 � 2) –4 �
3) 0 � 4) –5 �

10.90. На и боль шее зна че ние функ ции
y = –x2 + 4x + 5 на от рез ке [0, 5] рав но…

1) 8 � 2) 5 �
3) 0 � 4) 9 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

11.1. Как на зы ва ет ся пре дел от но ше -
ния при ра ще ния ∆xz функ ции z = f(x, y)
к при ра ще нию x пе ре мен ной x при
стрем ле нии x к ну лю?

1) Ус лов ный экс тре мум �
2) Гра ди ент �
3) Ча ст ный

диф фе рен ци ал �
4) Про из вод ная 

по на прав ле нию �
5) Ча ст ная про из вод ная �

Глава 11. Функции нескольких переменных
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

10.82. Най ти точ ку мак си му ма функ -
ции y = –x2 – 12x + 31

1) x = –2 � 2) x = –3 �
3) x = –5 � 4) x = –6 �

10.83. Точ кой мак си му ма функ ции

y = яв ля ет ся точ ка х, рав ная…x2 + 4
————
x – 2

1) 2 + 2���2 �
2) 2 – 2���2 �
3) 2 �
4) –2 �

10.84. Дли на про ме жут ка убы ва ния

функ ции y = x 3 – x 2 – 10x + 4 рав -

на…

3
–
2

1
–
3

1) 5 � 2) 6 �
3) 7 � 4) 8 �

10.85. Дли на про ме жут ка воз ра с та ния

функ ции y = – x 3 + x 2 – 28x – 7

рав на…

11
—
2

1
–
3

1) 5 � 2) 3 �
3) 2 � 4) 1 �

10.86. Дли на про ме жут ка убы ва ния

функ ции y = x3 + x2 – 22x + 3 рав на…9
–
2

1
–
3

1) 13 � 2) 11 �
3) 7 � 4) 3 �

10.87. Дли на про ме жут ка убы ва ния
функ ции y = x3 – 12x + 9 рав на…

1) 1 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 4 �

10.88. Дли на про ме жут ка убы ва ния
функ ции y = x3 + 9x2 + 24x – 15 рав на…

1) 1 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 5 �

10.89. На и мень шее зна че ние функ ции
y = x2 – 4x – 1 на от рез ке [0, 3] рав но…

1) –1 � 2) –4 �
3) 0 � 4) –5 �

10.90. На и боль шее зна че ние функ ции
y = –x2 + 4x + 5 на от рез ке [0, 5] рав но…

1) 8 � 2) 5 �
3) 0 � 4) 9 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

11.1. Как на зы ва ет ся пре дел от но ше -
ния при ра ще ния ∆xz функ ции z = f(x, y)
к при ра ще нию x пе ре мен ной x при
стрем ле нии x к ну лю?

1) Ус лов ный экс тре мум �
2) Гра ди ент �
3) Ча ст ный

диф фе рен ци ал �
4) Про из вод ная 

по на прав ле нию �
5) Ча ст ная про из вод ная �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

11.2. Как на зы ва ет ся вы ра же ние
∇z = (z �x , z �y)?

1) Ус лов ный экс тре мум �
2) Гра ди ент �
3) Ча ст ный

диф фе рен ци ал �
4) Про из вод ная 

по на прав ле нию �
5) Ча ст ная про из вод ная �

11.3. Что оп ре де ля ет ся вы ра же ни ем
z �xcosα + z �ycosβ

1) Ус лов ный экс тре мум �
2) Гра ди ент �
3) Ча ст ный

диф фе рен ци ал �
4) Про из вод ная 

по на прав ле нию �
5) Ча ст ная про из вод ная �

11.4. К че му от но сит ся оп ре де ле ние:
cу ще ст ву ет ок ре ст ность та кая, что
для всех то чек М(х, у), при над ле жа -
щих этой ок ре ст но с ти и удов ле тво ря ю -
щих урав не нию свя зи g(x, y) = C, вы -
пол ня ет ся не ра вен ст во f(x, y) < f(x0, y0)
[f(x, y) > f(x0, y0)]

1) Ус лов ный экс тре мум �
2) Гра ди ент �
3) Ча ст ный

диф фе рен ци ал �
4) Про из вод ная 

по на прав ле нию �
5) Ча ст ная про из вод ная �

11.5. Да на функ ция двух пе ре мен ных
z = �������1 – x 2 + �������y2 – 1. Тог да об ласть
оп ре де ле ния этой функ ции изо б ра же -
на на ри сун ке…

1) а �
2) б �
3) в �
4) ни на од ном из них �

11.6. Ча ст ная про из вод ная по y функ -

ции z = x 3 – xy – 3y2 + 11x + 7y рав -

на…

1
–
3

1) z �y = x 2 – y + 11 �
2) z �y = –xy – 6y + 18 �
3) z �y = x 2 – x + 7 �
4) z �y = –x – 6y + 7 �
5) z �y = –x – 3y + 11 �

11.7. Ча ст ная про из вод ная по x функ -
ции z = x 3 + 3x2 – 5xy – 4y2 + 15y – 8
рав на…

1) z �x = 3x 2 + 6x – 8 �
2) z �x = 3x 2 + 6x – 5y �
3) z �x = 6x2+6x–13y+15�
4) z �x = x 3 + 3x2 – 5xy �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

11.8. Ча ст ная про из вод ная по y функ -
ции z = x5y2 + 2x3y3 – 3x2 – 7y2 + 5x + 19
рав на…

1) z �y = 10x 4y +
+ 18x2y2 – 11xy �

2) z �y = x 4y + 2x2y2 –
– 14y �

3) z �y = 2x 5y + 6x3y2 –
– 14y �

4) z �y = 2x 5y +
+ 18x2y2 – 14y �

5) z �y = 10x 5y +
+ 18x3y3 – 11xy �

11.9. Ча ст ная про из вод ная по x функ -
ции z = 3x 2y3 + 2x 2y2 – 6y5 + 3x2 + 25
рав на…

1) z �x = 9x 2y2 +
+ 4x2y – 30y �

2) z �x = 18xy2 + 8xy –
– 18xy4 �

3) z �x = 6xy3 + 4xy2 + 6x �
4) z �x = 3x 2y3 +

+ 2x 2y2 + 6x �

11.10. Ча ст ная про из вод ная по x
функ ции z = 5x 3 + x 2 + y2 – 6y + 28
рав на...

1) z �x = 15x 2 + 2x �
2) z �x = 15x 2 + 2x +

+ 2y – 6 �
3) z �x = 2y – 6 �

4) z �x = x4 + x3 + 28x �1
–
3

5
–
4

11.11. Ча ст ная про из вод ная по y
функ ции z = 3ln(x 2 + 2y3) рав на… 1) z �y = �

2) z �y = �

3) z �y = �

4) z �y = �18y2

——————
x2 + 2y3

3
——————
x2 + 2y3

3
——————
2x + 6y2

6x + 18y2

——————
x2 + 2y2

11.12. Ча ст ная про из вод ная вто ро го
по ряд ка z ��xy функ ции z = x 2y3 рав на…

1) 4y3 �
2) 2xy2 �
3) 2xy3 + 3x2y2 �
4) 6xy2 �

342 Часть 2. Математический анализ и дифференциальные уравнения



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

11.8. Ча ст ная про из вод ная по y функ -
ции z = x5y2 + 2x3y3 – 3x2 – 7y2 + 5x + 19
рав на…

1) z �y = 10x 4y +
+ 18x2y2 – 11xy �

2) z �y = x 4y + 2x2y2 –
– 14y �

3) z �y = 2x 5y + 6x3y2 –
– 14y �

4) z �y = 2x 5y +
+ 18x2y2 – 14y �

5) z �y = 10x 5y +
+ 18x3y3 – 11xy �

11.9. Ча ст ная про из вод ная по x функ -
ции z = 3x 2y3 + 2x 2y2 – 6y5 + 3x2 + 25
рав на…

1) z �x = 9x 2y2 +
+ 4x2y – 30y �

2) z �x = 18xy2 + 8xy –
– 18xy4 �

3) z �x = 6xy3 + 4xy2 + 6x �
4) z �x = 3x 2y3 +

+ 2x 2y2 + 6x �

11.10. Ча ст ная про из вод ная по x
функ ции z = 5x 3 + x 2 + y2 – 6y + 28
рав на...

1) z �x = 15x 2 + 2x �
2) z �x = 15x 2 + 2x +

+ 2y – 6 �
3) z �x = 2y – 6 �

4) z �x = x4 + x3 + 28x �1
–
3

5
–
4

11.11. Ча ст ная про из вод ная по y
функ ции z = 3ln(x 2 + 2y3) рав на… 1) z �y = �

2) z �y = �

3) z �y = �

4) z �y = �18y2

——————
x2 + 2y3

3
——————
x2 + 2y3

3
——————
2x + 6y2

6x + 18y2

——————
x2 + 2y2

11.12. Ча ст ная про из вод ная вто ро го
по ряд ка z ��xy функ ции z = x 2y3 рав на…

1) 4y3 �
2) 2xy2 �
3) 2xy3 + 3x2y2 �
4) 6xy2 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

11.13. Сме шан ная про из вод ная z ��xy
функ ции z = sin xy – 6xy3 рав на…

1) cos xy – xysin xy –
– 18y2 �

2) 0 �
3) 18y2 �
4) –xysin xy – 18y2 �

11.14. Най ти ча ст ную про из вод ную

z �y = в точ ке (5, 2) функ ции z= x2

————
y3 + 2

∂z
––
∂y

1) –2 � 2) –3 �
3) –4 � 4) –5 �

11.15. Най ти ча ст ную про из вод ную

z �x = в точ ке (2, 2) функ ции z= 
y + 3
————
x3 – 3

∂z
––
∂x

1) –1 � 2) –1,6 �
3) –2 � 4) –2,4 �

11.16. Най ти ча ст ную про из вод ную

z �y = в точ ке (���2, 3) функ ции z= 
x2 + 3
————
y2 + 1

∂z
––
∂y

1) –0,3 � 2) –0,5 �
3) –0,7 � 4) –0,9 �

11.17. Най ти ча ст ную про из вод ную

z �x = в точ ке (3, 2) функ ции

z = 
y – 5

———————
x2 + x – 2

∂z
––
∂x

1) 0,35 � 2) 0,28 �
3) 0,21 � 4) 0,14 �

11.18. Най ти ча ст ную про из вод ную

z �x = в точ ке (2, –3) функ ции

z = 
2y + 1
————
x2 + 6

∂z
––
∂x

1) 0,05 � 2) 0,1 �
3) 0,15 � 4) 0,2 �

11.19. Най ти ча ст ную про из вод ную

z �x = в точ ке (1, 1) функ ции z= 
xy

————
xy+ 1

∂z
––
∂x

1) 0,2 � 2) 0,25 �
3) 0,5 � 4) 0,75 �

11.20. Най ти кри ти че с кую точ ку функ -

ции z = x2 + 3xy – y2 – 5x + 4y + 187
–
2

1) M (1, 1) �
2) M (1, 2) �
3) M (2, 1) �
4) M (2, 2) �

11.21. Най ти кри ти че с кую точ ку функ-

ции  z = 3x2 – 7xy – y2 – 25x + 20y + 61
–
2

1) M (2, –1) �
2) M (3, –2) �
3) M (3, –1) �
4) M (–2, 1) �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

11.22. Най ти кри ти че с кую точ ку функ-
ции z = 2x 2 – 2xy + 3y2 – 18x – 16y + 7

1) M (2, 5) �
2) M (3, 7) �
3) M (3, 5) �
4) M (7, 5) �

11.23. Най ти кри ти че с кую точ ку функ-
ции z = 9x 2 + xy + y2 – 25x – 15y + 14

1) M (1, 7) �
2) M (3, 1) �
3) M (3, –1) �
4) M (7, –3) �

11.24. Най ти кри ти че с кую точ ку функ-
ции z = 5x 2 + 2xy – 2y2 – 10x – 24y + 1

1) M (2, –5) �
2) M (2, 5) �
3) M (5, 3) �
4) M (–5, –3) �

11.25. Точ кой экс тре му ма функ ции
z = 3x2 + 4y2 – 48x + 16y + 12 яв ля ет ся
точ ка…

1) M (2, –6) �
2) M (8, –2) �
3) M (–2, 6) �
4) M (6, –8) �

11.26. Точ кой экс тре му ма функ ции
z = 9x2 + y2 + 18x – 4y + 7 яв ля ет ся
точ ка…

1) M (2, –4) �
2) M (1, –2) �
3) M (–2, 4) �
4) M (–1, 2) �

11.27. Ес ли U = ln(3x – y2 + z3), то зна -
че ние U �z в точ ке M(1, 0, 1) рав но...

1) 0,5 � 2) 0,25 �
3) 0,75 � 4) 1 �
5) 2 �

11.28. Ес ли U = e(2x – 3y + z 2), то зна че -
ние U �y в точ ке M(1, 1, 1) рав но...

1) 0 � 2) –3e–3 �
3) 1 � 4) –e6 �
5) –3 �

11.29. Ес ли U = ln(x 2 – y + 6z), то зна -
че ние U �z в точ ке M(1, 3, 1) рав но...

1) 2/3 � 2) 3/2 �
3) –1/3 � 4) 0 �
5) –2 �

11.30. Ес ли U = sin(x + y 2 – 2z), то
зна че ние U �z в точ ке M(0, 0, π) рав но...

1) –2 � 2) 2 �
3) 0 � 4) –1 �

5) �
���2
——

2

11.31. Ес ли U = cos(2x 2 + y + z3), то

зна че ние U �y в точ ке M(0, , 0) рав но...π
–
4

1) 1 � 2) �

3) 0 � 4) – �
���2
——

2

���2
——

2

Часть 2. Математический анализ и дифференциальные уравнения344



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

11.22. Най ти кри ти че с кую точ ку функ-
ции z = 2x 2 – 2xy + 3y2 – 18x – 16y + 7

1) M (2, 5) �
2) M (3, 7) �
3) M (3, 5) �
4) M (7, 5) �

11.23. Най ти кри ти че с кую точ ку функ-
ции z = 9x 2 + xy + y2 – 25x – 15y + 14

1) M (1, 7) �
2) M (3, 1) �
3) M (3, –1) �
4) M (7, –3) �

11.24. Най ти кри ти че с кую точ ку функ-
ции z = 5x 2 + 2xy – 2y2 – 10x – 24y + 1

1) M (2, –5) �
2) M (2, 5) �
3) M (5, 3) �
4) M (–5, –3) �

11.25. Точ кой экс тре му ма функ ции
z = 3x2 + 4y2 – 48x + 16y + 12 яв ля ет ся
точ ка…

1) M (2, –6) �
2) M (8, –2) �
3) M (–2, 6) �
4) M (6, –8) �

11.26. Точ кой экс тре му ма функ ции
z = 9x2 + y2 + 18x – 4y + 7 яв ля ет ся
точ ка…

1) M (2, –4) �
2) M (1, –2) �
3) M (–2, 4) �
4) M (–1, 2) �

11.27. Ес ли U = ln(3x – y2 + z3), то зна -
че ние U �z в точ ке M(1, 0, 1) рав но...

1) 0,5 � 2) 0,25 �
3) 0,75 � 4) 1 �
5) 2 �

11.28. Ес ли U = e(2x – 3y + z 2), то зна че -
ние U �y в точ ке M(1, 1, 1) рав но...

1) 0 � 2) –3e–3 �
3) 1 � 4) –e6 �
5) –3 �

11.29. Ес ли U = ln(x 2 – y + 6z), то зна -
че ние U �z в точ ке M(1, 3, 1) рав но...

1) 2/3 � 2) 3/2 �
3) –1/3 � 4) 0 �
5) –2 �

11.30. Ес ли U = sin(x + y 2 – 2z), то
зна че ние U �z в точ ке M(0, 0, π) рав но...

1) –2 � 2) 2 �
3) 0 � 4) –1 �

5) �
���2
——

2

11.31. Ес ли U = cos(2x 2 + y + z3), то

зна че ние U �y в точ ке M(0, , 0) рав но...π
–
4

1) 1 � 2) �

3) 0 � 4) – �
���2
——

2

���2
——

2

Часть 2. Математический анализ и дифференциальные уравнения344 345Глава 12. Неопределенный и определенный интегралы

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

11.32. Функ ция
L(x, y, λ) = f(x, y) + λ(g(x, y) – C)

яв ля ет ся функ ци ей…

1) Ле жан д ра �
2) Ла г ран жа �
3) Ло ба чев ско го �
4) Ко ши �
5) Ло пи та ля �

11.33. Мак си мум функ ции z = xy при
ус ло вии x + y = 3 ра вен…

1) 5 � 2) 0,75 �
3) 4,5 � 4) 2,25 �

11.34. Мак си мум функ ции z = xy при
ус ло вии x + y = 6 ра вен… 

1) 18 � 2) 1,5 �
3) 9 � 4) 19,5 �

Глава 12. Неопределенный и определенный интегралы

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.1. Не о пре де лен ный ин те г рал —
это…

1) чис ло вой
ин тер вал �

2) урав не ние �
3) со во куп ность 

функ ций �
4) чис ло �
5) функ ция �

12.2. Как на зы ва ет ся функ ция F(x)
по от но ше нию к функ ции f(x), ес ли
F �(x) = f(x)?

1) Ори ги наль ная �
2) Пер во об раз ная �
3) Ха рак те ри с ти че с кая �
4) Ис ход ная �
5) Про из вод ная �

12.3. [ f(x)dx]� = ...∫ 1) f(x)dx �
2) df(x) �
3) f(x) + C �
4) f(x) �

12.4. Мно же ст во пер во об раз ных функ-
ции f(x) = e–5x име ет вид…

1) e–5x + C �

2) e–5x + C �

3) – e–5x + C �

4) –5e–5x + C �

1
–
5

1
–
5

Глава 12. Неопределенный и определенный
интегралы



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.5. Мно же ст во пер во об раз ных функ-
ции f(x) = e3x име ет вид…

1) – e3x + C �

2) e3x + C �

3) e3x + C �
4) 3e3x + C �

1
–
3

1
–
3

12.6. Мно же ст во пер во об раз ных функ -
ции f(x) = e2x име ет вид…

1) – e2x + C �

2) e2x + C �

2) e2x + C �

4) 2e2x + C �

1
–
2

1
–
2

12.7. Ка кие из этих функ ций яв ля ют -
ся пер во об раз ны ми функ ции  y = e7+5x:
а) e7–5x; б) 5e7+5x?

1) толь ко а) �
2) толь ко б) �
3) и а), и б) �
4) ни а), ни б) �

12.8. Ка кие из этих функ ций яв ля ют -
ся пер во об раз ны ми функ ции y = e7+5x:

а) e7–5x + 31; б) e7+5x?
1
–
5

1
–
5

1) толь ко а) �
2) толь ко б) �
3) и а), и б) �
4) ни а), ни б) �

12.9. Ка кие из этих функ ций яв ля ют -
ся пер во об раз ны ми функ ции y = e7x+15:

а) e7x+15; б) e7x+15 + 11?
1
–
7

1) толь ко а) �
2) толь ко б) �
3) и а), и б) �
4) ни а), ни б) �

12.10. Ка кие из этих функ ций яв ля -
ют ся пер во об раз ны ми функ ции y= e7x+15:

а) e7x+15; б) 7e7x+15?
1
–
7

1) толь ко а) �
2) толь ко б) �
3) и а), и б) �
4) ни а), ни б) �

12.11. Пер во об раз ны ми функ ци я ми
y = 15sin 6x яв ля ют ся…
а) –2,5cos 6x+ 39; б) 90cos 6x;
в) –15cos 6x– 25; г) –2,5cos 6x

1) а) и в) �
2) а) и г) �
3) толь ко б) �
4) ни од на �

12.12. Че му ра вен не о пре де лен ный

ин те г рал x6dx?∫
1) + C �

2) x7 + C �
3) 6x5 + C �

4) + C �x6

—
6

x7

—
7
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.5. Мно же ст во пер во об раз ных функ-
ции f(x) = e3x име ет вид…

1) – e3x + C �

2) e3x + C �

3) e3x + C �
4) 3e3x + C �

1
–
3

1
–
3

12.6. Мно же ст во пер во об раз ных функ -
ции f(x) = e2x име ет вид…

1) – e2x + C �

2) e2x + C �

2) e2x + C �

4) 2e2x + C �

1
–
2

1
–
2

12.7. Ка кие из этих функ ций яв ля ют -
ся пер во об раз ны ми функ ции  y = e7+5x:
а) e7–5x; б) 5e7+5x?

1) толь ко а) �
2) толь ко б) �
3) и а), и б) �
4) ни а), ни б) �

12.8. Ка кие из этих функ ций яв ля ют -
ся пер во об раз ны ми функ ции y = e7+5x:

а) e7–5x + 31; б) e7+5x?
1
–
5

1
–
5

1) толь ко а) �
2) толь ко б) �
3) и а), и б) �
4) ни а), ни б) �

12.9. Ка кие из этих функ ций яв ля ют -
ся пер во об раз ны ми функ ции y = e7x+15:

а) e7x+15; б) e7x+15 + 11?
1
–
7

1) толь ко а) �
2) толь ко б) �
3) и а), и б) �
4) ни а), ни б) �

12.10. Ка кие из этих функ ций яв ля -
ют ся пер во об раз ны ми функ ции y= e7x+15:

а) e7x+15; б) 7e7x+15?
1
–
7

1) толь ко а) �
2) толь ко б) �
3) и а), и б) �
4) ни а), ни б) �

12.11. Пер во об раз ны ми функ ци я ми
y = 15sin 6x яв ля ют ся…
а) –2,5cos 6x+ 39; б) 90cos 6x;
в) –15cos 6x– 25; г) –2,5cos 6x

1) а) и в) �
2) а) и г) �
3) толь ко б) �
4) ни од на �

12.12. Че му ра вен не о пре де лен ный

ин те г рал x6dx?∫
1) + C �

2) x7 + C �
3) 6x5 + C �

4) + C �x6

—
6

x7

—
7
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.13. Че му ра вен не о пре де лен ный

ин те г рал ?
dx

———
sin2x∫

1) –tg x + C �
2) –ctg x + C �
3) tg x + C �
4) ctg x + C �

12.14. Че му ра вен не о пре де лен ный

ин те г рал ?∫ dx
———
cos2x

1) ctg x + C �
2) –tg x + C �
3) –ctg x + C �
4) tg x + C �

12.15. Че му ра вен не о пре де лен ный

ин те г рал ?∫ dx
————
1 + x 2

1) ln (1+x 2) + C �
2) arcctg x + C �
3) arctg x + C �
4) ln x + C �

12.16. Че му ра вен не о пре де лен ный

ин те г рал ?∫ dx
——————
�������x 2 + 25

1) ln| 5 + | + C �
2) 0,2arctg(0,2x) + C �
3) arcsin(0,2x) + C �
4) ln| x + | + C ��������x 2 + 25

�������x 2 + 25

12.17. Че му ра вен не о пре де лен ный

ин те г рал ?∫ dx
——————
�������25 – x 2

1) ln| x + | + C �
2) arcsin(0,2x) + C �
3) ln| 5 + | + C �
4) 0,2arctg(0,2x) + C �

�������x 2 + 25

�������x 2 + 25

12.18. Че му ра вен не о пре де лен ный

ин те г рал ?∫ dx
—————
x2 + 25

1) ln| x + | + C �
2) ln| 5 + | + C �
3) 0,2arctg(0,2x) + C �
4) arcsin(0,2x) + C �

�������x 2 + 25

�������x 2 + 25

12.19. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду ин те г ра лом и его зна че ни ем:

А) ; Б) sin x dx; В) ;

Г) x 4dx.

а) –cos x + C; б) ln |x | + C;
в) cos x + C; г) arctg x + С;

д) + С

∫∫

x 5

––
5

∫

dx
————
1 + x2∫dx

––
x

1) А—б; Б—в;
В—г; Г—д �

2) А—б; Б—а;
В—г; Г—д �

3) А—г; Б—а;
В—в; Г—д �

4) А—г; Б—в;
В—а; Г—д �

5) А—а; Б—б;
В—в; Г—г �

Глава 12. Неопределенный и определенный интегралы 347



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.20. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду ин те г ра лом и его зна че ни ем:

А) ; Б) sin x dx; В) ;

Г) .

а) ln |x | + C; б) –cos x + C; в) tg x + C;
г) arcsin x + C; д) arctg x + С

∫
∫∫

dx
———
cos2x

dx
—————
������1 – x 2∫dx

––
x

1) А—а; Б—в;
В—г; Г—д �

2) А—б; Б—а;
В—г; Г—д �

3) А—а; Б—б;
В—д; Г—в �

4) А—г; Б—в;
В—а; Г—д �

5) А—а; Б—б;
В—г; Г—в �

12.21. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду ин те г ра лом и его зна че ни ем:

А) tg 2x dx; Б) 22xdx;

В) .

а) arcsin 2x + C; б) ln |cos 2x | + C;

в) – ln |cos 2x | + C; г) + C;

д) arcsin 2x + C

∫

1
–
2

1
–
2

22x

——
ln 4

dx
————————
���������1 – (2x)2

∫∫

1) А—а; Б—в; В—г �
2) А—б; Б—г; В—а �
3) А—в; Б—г; В—д �
4) А—в; Б—г; В—а �
5) А—б; Б—г; В—д �

12.22. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду ин те г ра лом и его зна че ни ем:

А) ; Б) 2 x4
x3dx; В) .

а) + C; б) ctg 3x + C;

в) – ctg 3x + C; г) ln + C;

д) ln + C

∫∫

|
|
|

x – 1
———
x + 1

|
|
|

1
–
8

|
|
|

|
|
|

x – 1
———
x + 1

1
–
3

1
–
2

2x4

———
4ln 2

dx
————
sin2 3x

∫dx
—————
(2x)2 – 4

1) А—а; Б—в; В—г �
2) А—д; Б—а; В—б �
3) А—в; Б—г; В—д �
4) А—д; Б—а; В—в �
5) А—б; Б—г; В—д �

12.23. Че му рав на ве ли чи на d в ра вен -

ст ве 
10���x9dx = + C ?x d

––
d∫

1) 0,45 � 2) 1,1 �
3) 1,9 � 4) 2,45 �

12.24. Че му рав на ве ли чи на b в ра вен -

ст ве = ln + C ?∫
|
|
|

x – 0,5
—————
x + 0,5

|
|
|

dx
————
x 2 – b2

1) 0,5 � 2) 0,75 �
3) 0,25 � 4) 1 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.20. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду ин те г ра лом и его зна че ни ем:

А) ; Б) sin x dx; В) ;

Г) .

а) ln |x | + C; б) –cos x + C; в) tg x + C;
г) arcsin x + C; д) arctg x + С

∫
∫∫

dx
———
cos2x

dx
—————
������1 – x 2∫dx

––
x

1) А—а; Б—в;
В—г; Г—д �

2) А—б; Б—а;
В—г; Г—д �

3) А—а; Б—б;
В—д; Г—в �

4) А—г; Б—в;
В—а; Г—д �

5) А—а; Б—б;
В—г; Г—в �

12.21. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду ин те г ра лом и его зна че ни ем:

А) tg 2x dx; Б) 22xdx;

В) .

а) arcsin 2x + C; б) ln |cos 2x | + C;

в) – ln |cos 2x | + C; г) + C;

д) arcsin 2x + C

∫

1
–
2

1
–
2

22x

——
ln 4

dx
————————
���������1 – (2x)2

∫∫

1) А—а; Б—в; В—г �
2) А—б; Б—г; В—а �
3) А—в; Б—г; В—д �
4) А—в; Б—г; В—а �
5) А—б; Б—г; В—д �

12.22. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду ин те г ра лом и его зна че ни ем:

А) ; Б) 2 x4
x3dx; В) .

а) + C; б) ctg 3x + C;

в) – ctg 3x + C; г) ln + C;

д) ln + C

∫∫

|
|
|

x – 1
———
x + 1

|
|
|

1
–
8

|
|
|

|
|
|

x – 1
———
x + 1

1
–
3

1
–
2

2x4

———
4ln 2

dx
————
sin2 3x

∫dx
—————
(2x)2 – 4

1) А—а; Б—в; В—г �
2) А—д; Б—а; В—б �
3) А—в; Б—г; В—д �
4) А—д; Б—а; В—в �
5) А—б; Б—г; В—д �

12.23. Че му рав на ве ли чи на d в ра вен -

ст ве 
10���x9dx = + C ?x d

––
d∫

1) 0,45 � 2) 1,1 �
3) 1,9 � 4) 2,45 �

12.24. Че му рав на ве ли чи на b в ра вен -

ст ве = ln + C ?∫
|
|
|

x – 0,5
—————
x + 0,5

|
|
|

dx
————
x 2 – b2

1) 0,5 � 2) 0,75 �
3) 0,25 � 4) 1 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.25. Че му рав на ве ли чи на b в ра вен -

ст ве = 0,25ln + C?∫
|
|
|

x – 0,5
—————
x + 0,5

|
|
|

dx
————
4x2 –b

1) 4 � 2) 0,25 �
3) 2,25 � 4) 1 �

12.26. Че му рав на ве ли чи на b в ра вен -

ст ве = xb + C ?∫ 1
–
b

dx
———
5���x3

1) 0,2 � 2) 0,4 �
3) 1,4 � 4) 1,6 �

12.27. Че му рав на ве ли чи на b в ра вен -

ст ве = xb + C ?∫ 1
–
b

dx
———
10���x7

1) 0,3 � 2) 0,7 �
3) 1,3 � 4) 1,7 �

12.28. Че му рав на ве ли чи на b в ра вен -

ст ве = arctg 5x + C ?∫ dx
——————
25x2 + 1

1
–
b

1) 1 � 2) 5 �
3) 25 � 4) 125 �

12.29. Че му ра вен не о пре де лен ный

ин те г рал ?∫ dx
—————
cos22x

1) 2tg 2x + C �

2) + C �

3) tg 2x + C �
4) 0,5tg 2x + C �

0,25
—————
sin22x

12.30. Ин те г рал sin(5x + 3)dx ра вен…∫ 1) –cos(5x + 3) + C �

2) –cos + 3x + C �

3) – cos(5x + 3) + C �

4) – cos + 3x +C�


5x2

——
2




1
–
5

1
–
5

5x2

——
2







12.31. Ин те г рал 2x– dx ра вен…∫ 


1
——
x2




1) 2x – ln2|x | + C �

2) x2 + + C �

3) x2 – ln + C �

4) x2 + ln + C �
|
|
|

|
|
|

1
–
x

1
–
x

1
–
x

12.32. Ин те г рал 7e7xdx ра вен…∫ 1) 7e7x + C �

2) e7x + C �

3) e7x + C �
4) 7ex + C �

1
–
7
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.33. Ин те г рал ра вен…∫ exdx
——————
(ex + 1)5

1) + C �

2) + C �

3) + C �

4) –ln|ex + 1| + C �

5) + C �–1
———————
4(ex + 1)4

–1
———————
6(ex + 1)6

6
——————
(ex + 1)6

4
——————
(ex + 1)4

12.34. Ин те г рал ра вен…∫ x
2dx

————
x6 + 1

1) (arctg x)3 + C �

2) + C �

3) arctg x3 + C �

4) ln|x3 + 1| + C �

5) arctg x3 + C �

1
–
3

1
–
3

|
|
|

x3 – 1
————
x3 + 1

1
–
3

|
|
|

12.35. Ин те г рал ра вен…∫ sin x dx
——————
cos2x + 1

1) –arctg (cos x) + C �
2) arctg (cos x) + C �

3) + C �

4) ln|cos2x + 1| + C �
5) (cos2x + 1) + C �

1
——————
cos2x + 1

12.36. Ин те г рал ра вен…∫ x4dx
——————
�������1 – x 10

1) arcsin(x5) + C �

2) (arcsin x)5 + C �

3) ln|x5 + |+C�
4) arcsin(x5) + C �
5) (arcsin x)5 + C �1

–
5

1
–
5

1
–
5

�������x 10 –1

12.37. Ин те г рал ра вен…∫ x
3dx

————
x4 – 1

1) ln|x 4 – 1| + C �

2) ln|x 4 – 1| + C �

3) 3ln|x 4 – 1| + C �

4) – + C �

5) ln|x 4 – 1| + C �1
–
4

3
–
4

1
——————
(x4 – 1)3
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.33. Ин те г рал ра вен…∫ exdx
——————
(ex + 1)5

1) + C �

2) + C �

3) + C �

4) –ln|ex + 1| + C �

5) + C �–1
———————
4(ex + 1)4

–1
———————
6(ex + 1)6

6
——————
(ex + 1)6

4
——————
(ex + 1)4

12.34. Ин те г рал ра вен…∫ x
2dx

————
x6 + 1

1) (arctg x)3 + C �

2) + C �

3) arctg x3 + C �

4) ln|x3 + 1| + C �

5) arctg x3 + C �

1
–
3

1
–
3

|
|
|

x3 – 1
————
x3 + 1

1
–
3

|
|
|

12.35. Ин те г рал ра вен…∫ sin x dx
——————
cos2x + 1

1) –arctg (cos x) + C �
2) arctg (cos x) + C �

3) + C �

4) ln|cos2x + 1| + C �
5) (cos2x + 1) + C �

1
——————
cos2x + 1

12.36. Ин те г рал ра вен…∫ x4dx
——————
�������1 – x 10

1) arcsin(x5) + C �

2) (arcsin x)5 + C �

3) ln|x5 + |+C�
4) arcsin(x5) + C �
5) (arcsin x)5 + C �1

–
5

1
–
5

1
–
5

�������x 10 –1

12.37. Ин те г рал ра вен…∫ x
3dx

————
x4 – 1

1) ln|x 4 – 1| + C �

2) ln|x 4 – 1| + C �

3) 3ln|x 4 – 1| + C �

4) – + C �

5) ln|x 4 – 1| + C �1
–
4

3
–
4

1
——————
(x4 – 1)3
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.38. Най ди те ин те г рал x23x
3
dx∫ 1) sin 2x + C �

2) ln + C �

3) – ln + C �

4) + C �

5) + C �

1
––
20

1
––
20

1
–
2

3x
3

———
3ln 3

3x
3

——
3

|
|
|

2x + 5
————
2x – 5

|
|
|

|
|
|

2x + 5
————
2x – 5

|
|
|

12.39. Най ди те ин те г рал cos 2x dx∫ 1) sin 2x + C �

2) ln + C �

3) – ln + C �

4) + C �

5) + C �

1
–
2

3x
3

———
3ln 3

3x
3

——
3

|
|
|

2x + 5
————
2x – 5

|
|
|

1
––
20

|
|
|

2x + 5
————
2x – 5

|
|
|

1
––
20

12.40. Пра виль ную ра ци о наль ную

дробь мож но пред ста вить

в ви де сум мы про стей ших дро бей...

x + 1
——————
(x + 3)x2

1) + �

2) + �

3) + + �

4) – + �1
—————
2(x + 3)

1
––
x2

2
––
x

C
———
x + 3

B
––
x2

A
––
x

B
———
x + 3

A
––
x

B
———
x + 3

A
––
x2

12.41. Пра виль ную ра ци о наль ную

дробь мож но

пред ста вить в ви де сум мы про стей -
ших дро бей...

2x + 1
——————————————
(x + 1)2(x2 + 4x + 4)2

1) + +

+ +

+ �

2) + +

+ +

+ �Ex + F
—————————
(x2 + 4x + 5)2

Cx + D
———————
x2 + 4x + 5

B
—————
(x + 1)2

A
———
x + 1

Ex + F
—————————
(x2 + 4x + 5)2

D
———————
x2 + 4x + 5

Bx + C
—————
(x + 1)2

A
———
x + 1
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3) + +

+ +

+ �

4) + +

+ +

+ �2
—————————
(x2 + 4x + 5)2

5
———————
x2 + 4x + 5

1
—————
(x + 1)2

1
———
x + 1

D
—————————
(x2 + 4x + 5)2

C
———————
x2 + 4x + 5

B
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(x + 1)2

A
———
x + 1

12.42. Ус та но ви те со от вет ст вие меж ду
не о пре де лен ны ми ин те г ра ла ми и раз -
ло же ни я ми по дын те г раль ных функ -
ций на эле мен тар ные дро би:

А) dx; Б) dx;

В) dx; Г) dx.

а) + ; б) + ;

в) + + + ;

г) + + ;

д) + 

∫∫
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B
——————
x2 –x+ 2

A
––
x2

Cx + D
——————
x2 –x+ 2

B
—
x

A
––
x2

D
————
x – 10

C
—
x

B
––
x2
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––
x3

B
————
x – 12

A
—
x

Bx + C
—————
x2 + 19

A
—
x

1
————————
x(x2 + 19)

x3 + 4
————————
x3(x – 10)

3x2 + 1
—————————
x2(x2 –x+ 2)

9x – 15
——————
x(x – 12)

1) А—б; Б—д;
В—в; Г—а �

2) А—б; Б—г;
В—в; Г—а �

3) А—б; Б—а;
В—в; Г—д �

4) А—г; Б—в;
В—а; Г—д �

5) А—а; Б—б;
В—в; Г—г �

12.43. В не о пре де лен ном ин те г ра ле

dx вве де на но вая пе ре мен ная

t = ���x. Тог да ин те г рал при мет вид…

∫ x
————
���x – 1

1) 2 dt �

2) dt �

3) dt �

4) 2 (t2 – 1)dt �∫
∫

∫

∫

t2

————
t2 – 1

t3

—————
2(t – 1)

t3

———
t – 1
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

3) + +

+ +

+ �

4) + +

+ +

+ �2
—————————
(x2 + 4x + 5)2

5
———————
x2 + 4x + 5

1
—————
(x + 1)2

1
———
x + 1

D
—————————
(x2 + 4x + 5)2

C
———————
x2 + 4x + 5

B
—————
(x + 1)2

A
———
x + 1

12.42. Ус та но ви те со от вет ст вие меж ду
не о пре де лен ны ми ин те г ра ла ми и раз -
ло же ни я ми по дын те г раль ных функ -
ций на эле мен тар ные дро би:

А) dx; Б) dx;

В) dx; Г) dx.

а) + ; б) + ;

в) + + + ;

г) + + ;

д) + 

∫∫
∫∫

B
——————
x2 –x+ 2

A
––
x2

Cx + D
——————
x2 –x+ 2

B
—
x

A
––
x2

D
————
x – 10

C
—
x

B
––
x2

A
––
x3

B
————
x – 12

A
—
x

Bx + C
—————
x2 + 19

A
—
x

1
————————
x(x2 + 19)

x3 + 4
————————
x3(x – 10)

3x2 + 1
—————————
x2(x2 –x+ 2)

9x – 15
——————
x(x – 12)

1) А—б; Б—д;
В—в; Г—а �

2) А—б; Б—г;
В—в; Г—а �

3) А—б; Б—а;
В—в; Г—д �

4) А—г; Б—в;
В—а; Г—д �

5) А—а; Б—б;
В—в; Г—г �

12.43. В не о пре де лен ном ин те г ра ле

dx вве де на но вая пе ре мен ная

t = ���x. Тог да ин те г рал при мет вид…

∫ x
————
���x – 1

1) 2 dt �

2) dt �

3) dt �

4) 2 (t2 – 1)dt �∫
∫

∫

∫

t2

————
t2 – 1

t3

—————
2(t – 1)

t3

———
t – 1

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.44. Оп ре де лен ный ин те г рал —
это…

1) чис ло вой ин тер вал �
2) урав не ние �
3) со во куп ность 

функ ций �
4) чис ло �
5) функ ция �

12.45. Фор му ла 

f(x)dx = F(x) = F(b) – F(a)

на зы ва ет ся фор му лой…

|
|
b

a

a

∫
b

1) Ко ши—
Бу ня ков ско го �

2) Нью то на—
Лейб ни ца �

3) Фро бе ни у са —
Пер ро на �

4) Боль ца но—Ко ши �
5) Бой ля —Ма ри от та �

12.46. Ес ли f(x) оп ре де ле на в точ ке a,

то че му ра вен f(x)dx?
a

∫
b

1) F(a) � 2) a �
3) a2 � 4) 1 �
5) 0 �

12.47. Со глас но те о ре ме о сред нем ес -
ли f(x) не пре рыв на на от рез ке [a, b],
то най дет ся точ ка с [a, b] та кая, что 

f(x)dx = ...
a

∫
b

1) f(c)(b – a) �
2) abf(c) �
3) (a – c)(b – c) �
4) F(c) �
5) f(c) �

12.48. Не ну ле вая функ ция y = f(x)
яв ля ет ся не чет ной на от рез ке [–8, 8].

Тог да f(x)dx ра вен…

8

∫
8

1) f(x)dx �

2) 2 f(x)dx �

3) 16 f(x)dx �

4) 0 �

1

∫
0

8

∫
0

1

∫
0

1
––
16

12.49. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал x3 – dx


1
––
x3




2

∫
1

1) 4,125 � 2) 3,625 �
3) 3,375 � 4) 3,125 �

12.50. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал 
dx
––
x2

2

∫
1

1) 0,4 � 2) 0,5 �
3) 0,75 � 4) 1 �

353Глава 12. Неопределенный и определенный интегралы



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.51. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал x4dx

2

∫
1

1) 5,5 � 2) 5,8 �
3) 6 � 4) 6,2 �

12.52. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал (x – 1)dx

4

∫
3

1) 2,5 � 2) 3,5 �
3) 4,5 � 4) 5,5 �

12.53. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал (x2 – 2x)dx

4

∫
2

1) 3 � 2) 10/3 �
3) 20/3 � 4) 6 �

12.54. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал (x2 + 3)dx

2

∫
–1

1) 6 � 2) 8 �
3) 10 � 4) 12 �

12.55. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал x + dx


1
––
x5




1

∫
0,5

1) 4,125 � 2) 4,25 �
3) 4,375 � 4) 5,125 �

12.56. Оп ре де лен ный ин те г рал

(3x2 + 2)dx ра вен…

5

∫
1

1) 118 � 2) 123 �
3) 132 � 4) 138 �

12.57. Оп ре де лен ный ин те г рал

(6x2 + 1)dx ра вен…

7

∫
1

1) 663 � 2) 690 �
3) 696 � 4) 716 �

12.58. Оп ре де лен ный ин те г рал

ра вен…
2t + 1
————
t2 + t

2

∫
1

1) 3 + ln 3 �
2) ln 3 �
3) ln 4 �
4) ln 5 �
5) –1 + ln 6 �

12.59. Оп ре де лен ный ин те г рал

ра вен… 

x
sin–

2
———x
cos–

2

π/2

∫
1

1) 1 + ln 2 �
2) ln 4 �
3) 1 + ln 5 �
4) ln 2 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.51. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал x4dx

2

∫
1

1) 5,5 � 2) 5,8 �
3) 6 � 4) 6,2 �

12.52. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал (x – 1)dx

4

∫
3

1) 2,5 � 2) 3,5 �
3) 4,5 � 4) 5,5 �

12.53. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал (x2 – 2x)dx

4

∫
2

1) 3 � 2) 10/3 �
3) 20/3 � 4) 6 �

12.54. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал (x2 + 3)dx

2

∫
–1

1) 6 � 2) 8 �
3) 10 � 4) 12 �

12.55. Вы чис лить оп ре де лен ный ин -

те г рал x + dx


1
––
x5




1

∫
0,5

1) 4,125 � 2) 4,25 �
3) 4,375 � 4) 5,125 �

12.56. Оп ре де лен ный ин те г рал

(3x2 + 2)dx ра вен…

5

∫
1

1) 118 � 2) 123 �
3) 132 � 4) 138 �

12.57. Оп ре де лен ный ин те г рал

(6x2 + 1)dx ра вен…

7

∫
1

1) 663 � 2) 690 �
3) 696 � 4) 716 �

12.58. Оп ре де лен ный ин те г рал

ра вен…
2t + 1
————
t2 + t

2

∫
1

1) 3 + ln 3 �
2) ln 3 �
3) ln 4 �
4) ln 5 �
5) –1 + ln 6 �

12.59. Оп ре де лен ный ин те г рал

ра вен… 

x
sin–

2
———x
cos–

2

π/2

∫
1

1) 1 + ln 2 �
2) ln 4 �
3) 1 + ln 5 �
4) ln 2 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.60. Зна че ние ин те г ра ла

рав но…

e3

∫
1

dx
————————
x �������1 + lnx

1) 0 � 2) 2 �
3) 1 � 4) 6 �

12.61. Оп ре де лен ный ин те г рал

sin 6x dx ра вен…
π/6

∫
0

1) 0 � 2) –12 �

3) � 4) – �
1
–
3

1
–
3

12.62. Оп ре де лен ный ин те г рал

ра вен…
ln3x
———
x

e

∫
1

1) 1 � 2) �

3) � 4) �

1
–
3
4
–
3

1
–
4

12.63. Оп ре де лен ный ин те г рал

xexdx ра вен…
1

∫
0

1) 1 � 2) 2 �

3) 3 � 4) �
3
–
2

12.64. Пло щадь фи гу ры, изо б ра жен -
ной на ри сун ке, оп ре де ля ет ся ин те г -
ра лом…

1) (–2x2 + 3)dx �

2) (2 – 2x2)dx �

3) (2x2 – 2)dx �

4) (3 – 2x2)dx �
3

∫
0

1

∫
0

1

∫
0

0

∫
–1

12.65. Пло щадь фи гу ры, изо б ра жен -
ной на ри сун ке, оп ре де ля ет ся ин те г -
ра лом…

1) (1 – x3)dx �

2) (1,5 – x3)dx �

3) (x3 – 1)dx �

4) (x3 + 0,5)dx �
1

∫
0

1

∫
0

1,5

∫
0

1

∫
0

y

–1 1

1

x

y = –2x2 + 3
3

y

0

x

2

1

0 1–1

y = x3 + 0,5

Глава 12. Неопределенный и определенный интегралы 355
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.66. Пло щадь фи гу ры, ог ра ни чен -
ной ли ни я ми y = x2, y = 3x2, x = 1, вы -
чис ля ет ся с по мо щью оп ре де лен но го
ин те г ра ла…

1) x2dx �

2) (3x3 – x2)dx �

3) (x2 – 3x2)dx �

4) 3x2dx �
1

∫
0

1

∫
0

1

∫
0

1

∫
0

12.67. Пло щадь за шт ри хо ван ной ча с -
ти фи гу ры, изо б ра жен ной на чер те же,
за да на ин те г ра лом…

1) [(x –3)– (3–x2)]dx �

2) [(3–x2)– (x–3)]dx �

3) 2 [(3–x2)– (x–3)]dx �

4) 2 (3–x2)dx �

5) 2 (3 – x2 – x)dx �
0

∫
–3

0

∫
–3

0

∫
–3

2

∫
–3

2

∫
–3

12.68. Пло щадь за шт ри хо ван ной ча с -
ти фи гу ры, изо б ра жен ной на чер те же,
за да на ин те г ра лом…

1) – (x+2)2dx+ (4–x)dx�

2) (x+ 2)2dx– (4 –x)dx�

3) (x + 2)2dx �

4) (4 – x)dx �

5) (x+ 2)2dx+ (4 –x)dx�
4

∫
0

0

∫
–2

4

∫
–2

4

∫
–2

4

∫
0

0

∫
–2

4

∫
0

0

∫
–2

Часть 2. Математический анализ и дифференциальные уравнения356

y

x

x

–1

–6

–3 2

4

4–2

y = 3 – x2

y = (x + 2)2

y
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.66. Пло щадь фи гу ры, ог ра ни чен -
ной ли ни я ми y = x2, y = 3x2, x = 1, вы -
чис ля ет ся с по мо щью оп ре де лен но го
ин те г ра ла…

1) x2dx �

2) (3x3 – x2)dx �

3) (x2 – 3x2)dx �

4) 3x2dx �
1

∫
0

1

∫
0

1

∫
0

1

∫
0

12.67. Пло щадь за шт ри хо ван ной ча с -
ти фи гу ры, изо б ра жен ной на чер те же,
за да на ин те г ра лом…

1) [(x –3)– (3–x2)]dx �

2) [(3–x2)– (x–3)]dx �

3) 2 [(3–x2)– (x–3)]dx �

4) 2 (3–x2)dx �

5) 2 (3 – x2 – x)dx �
0

∫
–3

0

∫
–3

0

∫
–3

2

∫
–3

2

∫
–3

12.68. Пло щадь за шт ри хо ван ной ча с -
ти фи гу ры, изо б ра жен ной на чер те же,
за да на ин те г ра лом…

1) – (x+2)2dx+ (4–x)dx�

2) (x+ 2)2dx– (4 –x)dx�

3) (x + 2)2dx �

4) (4 – x)dx �

5) (x+ 2)2dx+ (4 –x)dx�
4

∫
0

0

∫
–2

4

∫
–2

4

∫
–2

4

∫
0

0

∫
–2

4

∫
0

0

∫
–2

Часть 2. Математический анализ и дифференциальные уравнения356

y

x

x

–1

–6

–3 2

4

4–2

y = 3 – x2

y = (x + 2)2

y

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.69. Пло щадь за шт ри хо ван ной ча с -
ти фи гу ры, изо б ра жен ной на чер те же,
за да на ин те г ра лом…

1) [(x2 – 5) – (x +1)]dx �

2) [(1 –x) – (x2 – 5)]dx �

3) 2 [(1 –x)– (x2 – 5)]dx �

4) 2 [(x2 – 5)– (1–x)]dx �

5) [(1 –x)+ (x2 – 5)]dx �
2

∫
–3

2

∫
0

0

∫
–3

2

∫
–3

2

∫
–3

12.70. Пло щадь за шт ри хо ван ной ча с -
ти фи гу ры, изо б ра жен ной на чер те же,
за да на ин те г ра лом…

1) 2 (6 – x2 – x)dx �

2) (5 – x2)dx �

3) [(5 – x2) – (x+ 1)]dx �

4) (6 – x2 – x)dx �

5) (5 – x2)dx �
2

∫
–3

2

∫
–3

2

∫
–3

2

∫
0

2

∫
0

12.71. Пло щадь за шт ри хо ван ной ча с -
ти фи гу ры, изо б ра жен ной на чер те же,
за да на ин те г ра лом…

1) (1 – x2)dx �

2) (���x – 1)dx �

3) (x2 – 1)dx �

4) (���x – 1)dx �

5) (1 – ���x)dx �
9

∫
0

9

∫
0

9

∫
1

9

∫
1

9

∫
1

357Глава 12. Неопределенный и определенный интегралы

x

x

x

–5

–4

3

1

0 9

–3

–1
–3

2

2

5

1

4

y = x2 – 5

y = 5 – x2

y

y

y

y = ���x
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.72. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции y =
= x 2 + 2, осью x, осью y и пря мой x = 1

1) 7/3 � 2) 2/3 �
3) 1/3 � 4) 4/3 �

12.73. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции y =
= (x – 3)2, осью x и осью y

1) 8/3 � 2) 6 �
3) 9 � 4) 10 �
5) 12 �

12.74. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции y =

= x , осью y и пря мой у = 1
7
–
3

1) 0,6 � 2) 0,7 �
3) 0,8 � 4) 0,9 �
5) 1,0 �

12.75. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции
y = cos x, осью x и пря мы ми x = π/6 и
x = π/2

1) 0,2 � 2) 0,25 �
3) 0,4 � 4) 0,5 �
5) 0,75 �

12.76. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции
y = x9, осью x и пря мой x = 1

1) 0,05 � 2) 0,1 �
3) 0,15 � 4) 0,2 �
5) 0,25 �

12.77. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции
y = sin 2x, осью x и пря мы ми x = π/6 и
x = π/2

1) 1 � 2) 0,75 �
3) 0,5 � 4) 0,25 �
5) 0,2 �

12.78. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции

y = , осью x и пря мы ми x = e и x = e51
–
x

1) 4 � 2) 3 �
3) 2 � 4) 1 �

12.79. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции
y = x 2 + 2x, осью x и пря мой x = 3

1) 12 � 2) 14 �
3) 15 � 4) 18 �

12.80. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции
y = cos 2x, осью x, осью y и пря мой
x = π/12

1) 1 – �

2) 0,5 �
3) 0,25 �

4) �
���3
——

2

���3
——

2
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.72. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции y =
= x 2 + 2, осью x, осью y и пря мой x = 1

1) 7/3 � 2) 2/3 �
3) 1/3 � 4) 4/3 �

12.73. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции y =
= (x – 3)2, осью x и осью y

1) 8/3 � 2) 6 �
3) 9 � 4) 10 �
5) 12 �

12.74. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции y =

= x , осью y и пря мой у = 1
7
–
3

1) 0,6 � 2) 0,7 �
3) 0,8 � 4) 0,9 �
5) 1,0 �

12.75. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции
y = cos x, осью x и пря мы ми x = π/6 и
x = π/2

1) 0,2 � 2) 0,25 �
3) 0,4 � 4) 0,5 �
5) 0,75 �

12.76. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции
y = x9, осью x и пря мой x = 1

1) 0,05 � 2) 0,1 �
3) 0,15 � 4) 0,2 �
5) 0,25 �

12.77. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции
y = sin 2x, осью x и пря мы ми x = π/6 и
x = π/2

1) 1 � 2) 0,75 �
3) 0,5 � 4) 0,25 �
5) 0,2 �

12.78. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции

y = , осью x и пря мы ми x = e и x = e51
–
x

1) 4 � 2) 3 �
3) 2 � 4) 1 �

12.79. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции
y = x 2 + 2x, осью x и пря мой x = 3

1) 12 � 2) 14 �
3) 15 � 4) 18 �

12.80. Вы чис лить пло щадь фи гу ры,
ог ра ни чен ной гра фи ком функ ции
y = cos 2x, осью x, осью y и пря мой
x = π/12

1) 1 – �

2) 0,5 �
3) 0,25 �

4) �
���3
——

2

���3
——

2
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.81. Ес ли 3f(x)dx = 3 и f(x)dx = 5,

то 3f(x)dx ра вен…

4

∫
0

4

∫
0

1

∫
0

1) 8 � 2) 2 �
3) 12 � 4) 18 �

12.82. Ес ли 3f(x)dx = 3 и f(x)dx =

= –5, то 3f(x)dx ра вен…

3

∫
0

3

∫
1

1

∫
0

1) –2 � 2) –24 �
3) –8 � 4) –6 �

12.83. В оп ре де лен ном ин те г ра ле 

вве де на но вая пе ре мен ная

t = ���x . Тог да ин те г рал при мет вид…

16

∫
0

dx
—————
3 + ���x

1) �

2) �

3) �

4) �

4

∫
0

8

∫
0

4

∫
0

16

∫
0

2tdt
———
3 + t

dt
———
3 + t

dt
———
3 + t

t2dt
———
3 + t

12.84. Схо дя щи ми ся яв ля ют ся не соб -
ст вен ные ин те г ра лы:

а) x
–
dx; б) x

–
dx; в) x

–
dx;

г) x
–
dx

3
–
8

+�

∫
1

5
–
3

+�

∫
1

3
–
5

+�

∫
1

8
–
3

+�

∫
1

1) а) и в) �
2) б) и г) �
3) а) и г) �
4) б) и в) �
5) Толь ко а) �

12.85. Схо дя щи ми ся яв ля ют ся не соб -
ст вен ные ин те г ра лы:

а) x
–
dx; б) x

–
dx; в) x

–
dx;

г) x
–
dx

5
4

+�

∫
1

4
–
5

+�

∫
1

5
–
6

+�

∫
1

6
–
5

+�

∫
1

1) а) и в) �
2) б) и г) �
3) а) и г) �
4) б) и в) �
5) Толь ко а) �
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12.90. Пусть S = dx f(x, y)dy. Тог да
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Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

12.86. Схо дя щи ми ся яв ля ют ся не соб -
ст вен ные ин те г ра лы:

а) x
–
dx; б) x

–
dx; в) x–6dx;

г) x–3dx

+�

∫
1

+�

∫
1

1
–
3

+�

∫
1

1
–
6

+�

∫
1

1) а) и в) �
2) б) и г) �
3) а) и б) �
4) в) и г) �
5) Толь ко а) �

12.87. Не соб ст вен ный ин те г рал

(x – 3)–2dx ра вен…

+�

∫
4

1) 1/3 � 2) –1 �
3) 1 � 4) 1/4 �

12.88. Не соб ст вен ный ин те г рал

(x + 1)–4dx ра вен…

+�

∫
4

1) 1/3 � 2) –1 �
3) 1 � 4) 1/4 �

12.89. Не соб ст вен ный ин те г рал

dx ра вен…
6

––
x2

+�

∫
4

1) 0 �
2) 1 �
3) 2 �
4) � (рас хо дит ся) �

12.90. Пусть S = dx f(x, y)dy. Тог да

об ласть ин те г ри ро ва ния D дан но го
ин те г ра ла име ет вид…

–5

∫
–8

4

∫
1

1) ква д ра та �
2) тре у голь ни ка �
3) ок руж но с ти 

с ра ди у сом ���3 �
4) пря мо уголь ни ка �

12.91. Пусть S = dy f(x, y)dx. Тог да

об ласть ин те г ри ро ва ния D дан но го
ин те г ра ла име ет вид…

1

∫
0

–4

∫
–5

1) ква д ра та �
2) тре у голь ни ка �
3) ок руж но с ти 

с ра ди у сом 1 �
4) пря мо уголь ни ка �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

13.1. Не об хо ди мое ус ло вие схо ди мо -

сти чис ло во го ря да an за пи сы ва ет -

ся в ви де…

�

Σ
n=1

1) an > 0 �

2) an = 0 �

3) an < 0 �

4) an � 0 �lim
n��

lim
n��

lim
n��

lim
n��

13.2. Для ис сле до ва ния схо ди мо с ти

чис ло во го ря да сле ду ет

при ме нить…

�

Σ
n=1

(n + 2)!
———————
3n(n + 1)!

1) при знак Да лам бе ра �
2) при знак Лейб ни ца �
3) при знак Ко ши �
4) пре дель ный 

при знак срав не ния �

13.3. Для ис сле до ва ния схо ди мо с ти

чис ло во го ря да сле ду ет

при ме нить…

�

Σ
n=1

n3 + n
——————
n5 + 2n2

1) при знак Да лам бе ра �
2) при знак Лейб ни ца �
3) при знак Ко ши �
4) пре дель ный 

при знак срав не ния �

13.4. Для ис сле до ва ния схо ди мо с ти

чис ло во го ря да сле ду ет

при ме нить…

n2 – 8
—————
n2 + 2n

�

Σ
n=1

1) пре дель ный 
при знак срав не ния �

2) при знак Да лам бе ра �
3) при знак Лейб ни ца �
4) не об хо ди мое 

ус ло вие �

13.5. Для ис сле до ва ния схо ди мо с ти

чис ло во го ря да (–1)n–1

сле ду ет при ме нить…

n3 – 3n
—————
n4 + 5n2

�

Σ
n=1

1) пре дель ный
при знак срав не ния �

2) при знак Да лам бе ра �
3) при знак Лейб ни ца �
4) при знак Ко ши �

13.6. Не об хо ди мое ус ло вие схо ди мо -
сти не вы пол не но для ря дов…

а) ; б) ;

в) ; г) cos 





1
———
n + 3

�

Σ
n=1

2
————
n2 + 1

�

Σ
n=1

n2

—————
2n2 + 4

�

Σ
n=1

n2

————
2n5 + 1

�

Σ
n=1

1) а), б) и г) �
2) а) и б) �
3) б) и г) �
4) толь ко б) �
5) толь ко г) �
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Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

13.7. Не об хо ди мое ус ло вие схо ди мо -
сти не вы пол не но для ря дов…

а) ln + 2 ; б) ;

в) ; г) ln 
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1) а), б) и г) �
2) а) и б) �
3) а) и г) �
4) толь ко а) �
5) толь ко г) �

13.8. Ка кой ряд схо дит ся:

a) ; б) ?
7n
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n3 + 1
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Σ
n=1

n + 3
——————
1000n + 1
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Σ
n=1

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

13.9. Ка кой ряд схо дит ся:

a) ; б) ?
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1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
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13.10. Ка кой ряд схо дит ся:
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3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �
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13.12. Из ря дов

a) ; б) ; в) 
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3n
––
n!

�

Σ
n=1

n2 + 3
————
2n3 – 1

�

Σ
n=1

2n + 3
————

7n

�

Σ
n=1

1) толь ко в) �
2) толь ко a) и б) �
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13.13. Из ря дов

a) ; б) ; в) схо -
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13.14. Из ря дов

a) ; б) ; в) 

схо дят ся…
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5) толь ко a) �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

13.7. Не об хо ди мое ус ло вие схо ди мо -
сти не вы пол не но для ря дов…

а) ln + 2 ; б) ;

в) ; г) ln 


n
———
n + 1



�

Σ
n=1

n
————
n3 + 2

�

Σ
n=1

n3 + 1
————
n3 + 4

�

Σ
n=1




1
———
n + 3



�

Σ
n=1

1) а), б) и г) �
2) а) и б) �
3) а) и г) �
4) толь ко а) �
5) толь ко г) �

13.8. Ка кой ряд схо дит ся:

a) ; б) ?
7n

————
n3 + 1

�

Σ
n=1

n + 3
——————
1000n + 1

�

Σ
n=1

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

13.9. Ка кой ряд схо дит ся:

a) ; б) ?
n + 3

————
n2 + 1

�

Σ
n=1

6
———
n + 2

�

Σ
n=1

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

13.10. Ка кой ряд схо дит ся:

a) ; б) ?
2n

————
n2 + 1

�

Σ
n=1

3
—————————
(n + 1)(n + 2)

�

Σ
n=1

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

13.11. Ка кой ряд схо дит ся:

a) ; б) ?
2

————
n2 + 5

�

Σ
n=1

n + 3
——————
3n(n + 1)

�

Σ
n=1

1) Толь ко а) �
2) Толь ко б) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

13.12. Из ря дов

a) ; б) ; в) 

схо дят ся…

3n
––
n!

�

Σ
n=1

n2 + 3
————
2n3 – 1

�

Σ
n=1

2n + 3
————

7n

�

Σ
n=1

1) толь ко в) �
2) толь ко a) и б) �
3) ни один 

не схо дит ся �
4) толь ко б) �
5) толь ко б) и в) �

13.13. Из ря дов

a) ; б) ; в) схо -

дят ся…

10
———
n���n

�

Σ
n=1

n2

——
2n

�

Σ
n=1

3n + 5
————
n + 3

�

Σ
n=1

1) толь ко б) �
2) толь ко в) �
3) толь ко б) и в) �
4) ни один 

не схо дит ся �
5) толь ко a) и в) �

13.14. Из ря дов

a) ; б) ; в) 

схо дят ся…

1
———3���n

�

Σ
n=1

7n
—————
(n + 1)!

�

Σ
n=1

1
––
n3

�

Σ
n=2

1) толь ко а) и б) �
2) схо дят ся все �
3) толь ко б) �
4) толь ко б) и в) �
5) толь ко a) �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

13.15. Из ря дов

a) ; б) ; в)

схо дят ся…

1
———
n

3���n

�

Σ
n=1

n!
——
10n

�

Σ
n=1

n2 + 1
——————
15n2 – n

�

Σ
n=1

1) толь ко a) �
2) толь ко в) �
3) толь ко б) и в) �
4) ни один не схо дит ся �
5) толь ко б) �

13.16. Из ря дов

a) ; б) ; в)

схо дят ся…

1
–
n

�

Σ
n=1

n1/2 + 1
—————
n2

�

Σ
n=1

3
—————
10n + 2

�

Σ
n=1

1) ни один не схо дит ся �
2) толь ко а) и в) �
3) толь ко a) и б) �
4) Толь ко a) �
5) Толь ко б) �

13.17. Указать схо дя щи е ся чис ло вые
ря ды:

а) ; б) ; в) ; г) 
1

——
���n

�

Σ
n=1

1
––
n2

�

Σ
n=1

1
–
n

�

Σ
n=1

1
––
n3

�

Σ
n=1

1) а), б) и в) �
2) а) и в) �
3) а) и г) �
4) Толь ко а) �
5) Толь ко в) �

13.18. Указать схо дя щи е ся чис ло вые
ря ды:

а) ; б) ; в) ;

г) 
1

———9���n5

�

Σ
n=1

1
———3���n

�

Σ
n=1

1
———3���n5

�

Σ
n=1

1
––
n5

�

Σ
n=1

1) а), б) и в) �
2) а) и г) �
3) а) и в) �
4) Толь ко а) �
5) Толь ко в) �

13.19. Схо дя щи ми ся сре ди чис ло вых
ря дов яв ля ют ся…

а) ; б) ; в) ;

г) 
3n

———
n + 1

�

Σ
n=1

2n
––
3n

�

Σ
n=1

4n
————
3n + 1

�

Σ
n=1

1
———
n23n

�

Σ
n=1

1) а), б) и в) �
2) а) и г) �
3) а) и в) �
4) толь ко а) �
5) толь ко в) �

13.20. Зна ко че ре ду ю щий ся ряд
(–1)n
————
4n – 1

�

Σ
n=1

1) аб со лют но 
схо дит ся �

2) ус лов но схо дит ся �
3) рас хо дит ся �

13.21. Зна ко че ре ду ю щий ся ряд
(–1)n

——————
(2n + 1)!

�

Σ
n=1

1) аб со лют но 
схо дит ся �

2) ус лов но схо дит ся �
3) рас хо дит ся �
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Содержание

Часть 2. Математический анализ и дифференциальные уравнения364

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

13.22. Зна ко че ре ду ю щий ся ряд 

(–1)n5n
�

Σ
n=1

1) аб со лют но 
схо дит ся �

2) ус лов но схо дит ся �
3) рас хо дит ся �

13.23. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду ви да ми схо ди мо с ти и зна ко пе ре -
мен ны ми ря да ми:

А) ;

Б) ;

В) (–1)n2n.

а) аб со лют но схо дит ся; б) ус лов но схо-
дит ся; в) рас хо дит ся

�

Σ
n=1

�

Σ
n=1

(–1)n
————
n + 7

(–1)n+1

—————
n!

�

Σ
n=1

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—б; Б—а; В—в �
3) А—в; Б—б; В—а �
4) А—а; Б—в; В—б �
5) А—б; Б—в; В—а �

13.24. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду ви да ми схо ди мо с ти и зна ко пе ре -
мен ны ми ря да ми:

А) (–1)n7n;

Б) ;

В) .

а) аб со лют но схо дит ся; б) ус лов но схо-
дит ся; в) рас хо дит ся

�

Σ
n=1

�

Σ
n=1

�

Σ
n=1

(–1)n
——————
(2n – 1)!

(–1)n
————
3n – 2

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—б; Б—а; В—в �
3) А—в; Б—а; В—б �
4) А—а; Б—в; В—б �
5) А—в; Б—б; В—а �

13.25. Сте пен ным ря дом на зы ва ет ся
ряд ви да… 1) сn(x – x0)n �

2) �

3) сn(x – x0) �

4) �
cn——————

(x – x0)n
�

Σ
n=0

�

Σ
n=0

cn—————
(x – x0)

�

Σ
n=0

�

Σ
n=0
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

13.22. Зна ко че ре ду ю щий ся ряд 

(–1)n5n
�

Σ
n=1

1) аб со лют но 
схо дит ся �

2) ус лов но схо дит ся �
3) рас хо дит ся �

13.23. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду ви да ми схо ди мо с ти и зна ко пе ре -
мен ны ми ря да ми:

А) ;

Б) ;

В) (–1)n2n.

а) аб со лют но схо дит ся; б) ус лов но схо-
дит ся; в) рас хо дит ся

�

Σ
n=1

�

Σ
n=1

(–1)n
————
n + 7

(–1)n+1

—————
n!

�

Σ
n=1

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—б; Б—а; В—в �
3) А—в; Б—б; В—а �
4) А—а; Б—в; В—б �
5) А—б; Б—в; В—а �

13.24. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду ви да ми схо ди мо с ти и зна ко пе ре -
мен ны ми ря да ми:

А) (–1)n7n;

Б) ;

В) .

а) аб со лют но схо дит ся; б) ус лов но схо-
дит ся; в) рас хо дит ся

�

Σ
n=1

�

Σ
n=1

�

Σ
n=1

(–1)n
——————
(2n – 1)!

(–1)n
————
3n – 2

1) А—а; Б—б; В—в �
2) А—б; Б—а; В—в �
3) А—в; Б—а; В—б �
4) А—а; Б—в; В—б �
5) А—в; Б—б; В—а �

13.25. Сте пен ным ря дом на зы ва ет ся
ряд ви да… 1) сn(x – x0)n �

2) �

3) сn(x – x0) �

4) �
cn——————

(x – x0)n
�

Σ
n=0

�

Σ
n=0

cn—————
(x – x0)

�

Σ
n=0

�

Σ
n=0

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

13.26. Ряд Тэй ло ра функ ции f(x) име -
ет вид… 1) f (n)(x – x0)n �

2) (x – x0)n �

3) (x – x0)n �

4) (x – x0)n �
n!

—————
f (n)(x0)

�

Σ
n=0

f (n)(x0)
—————

n

�

Σ
n=0

�

Σ
n=0

�

Σ
n=0

f (n)(x0)
—————
n!

13.27. Най ти ра ди ус схо ди мо с ти сте -

пен но го ря да 
(n + 4)xn
——————
3n(n + 7)

�

Σ
n=0

1) 1/3 � 2) 3 �
3) 6 � 4) 9 �

13.28. Най ти ра ди ус схо ди мо с ти сте -

пен но го ря да 
xn

————
7n + 2

�

Σ
n=0

1) 1/7 � 2) 1 �
3) 7 � 4) 9 �

13.29. Най ти ра ди ус схо ди мо с ти сте -

пен но го ря да 
xn

—————
5n + 11

�

Σ
n=0

1) 1 � 2) 1/5 �
3) 1/16 � 4) 5 �

13.30. Най ти ра ди ус схо ди мо с ти сте -

пен но го ря да 
xn

——————
8n(n + 1)

�

Σ
n=0

1) 8 � 2) 1 �
3) 0,125 � 4) 0,25 �

13.31. Ра ди ус схо ди мо с ти сте пен но го

ря да ра вен… 
xn
––
4n

�

Σ
n=0

1) � � 2) 16 �
3) 4 � 4) 1 �

13.32. Ра ди ус схо ди мо с ти сте пен но го

ря да ра вен…
xn

—————
6n3 + 5

�

Σ
n=0

1) 1 � 2) 16 �
3) � � 4) 1/6 �

13.33. Ра ди ус схо ди мо с ти сте пен но го

ря да ра вен…
xn
––
3n

�

Σ
n=0

1) 1 � 2) 1/3 �
3) � � 4) 3 �

13.34. Ра ди ус схо ди мо с ти сте пен но го

ря да xn ра вен…
7

——————
3n4 + 2n

�

Σ
n=0

1) � � 2) 1 �
3) 7 � 4) 1/3 �

365Глава 13. Числовые и степенные ряды
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3) (0, 10) �
4) (–10, 0) �

13.38. Ра ди ус схо ди мо с ти сте пен но го

ря да an xn ра вен 9. Тог да ин тер вал

схо ди мо с ти име ет вид…

�

Σ
n=0

1) (0, 9) �
2) (–9, 0) �
3) (–9, 9) �
4) (–4,5, 4,5) �

13.39. Ин тер вал схо ди мо с ти сте пен -

но го ря да 
n

име ет вид (a, b).

Тог да a + b рав но…




x – 3
———

3



�

Σ
n=1

1) 12 � 2) 9 �
3) 6 � 4) 3 �

13.40. Ин тер вал схо ди мо с ти сте пен -

но го ря да име ет вид (a, b).

Тог да a + b рав но…

(x – 2)n

—————
n2n

�

Σ
n=1

1) 2 � 2) 8 �
3) 4 � 4) 16 �

13.41. Ин тер вал схо ди мо с ти сте пен -

но го ря да 
n

име ет вид (a, b).

Тог да a + b рав но…




x
—
2




�

Σ
n=1

1) 0 � 2) 1 �
3) 2 � 4) 4 �

13.42. Ко ли че ст во це лых чи сел, при -
над ле жа щих ин тер ва лу схо ди мо с ти

сте пен но го ря да , рав но…
3nx n

————————
8n

3
�������8n2 + 1

�

Σ
n=1

1) 3 � 2) 4 �
3) 5 � 4) 6 �

13.43. Ко ли че ст во це лых чи сел, при -
над ле жа щих ин тер ва лу схо ди мо с ти

сте пен но го ря да , рав -

но…

2nx n

————————
9n

3
�������9n2 + 1

�

Σ
n=1

1) 7 � 2) 8 �
3) 9 � 4) 10 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

13.44. Ко ли че ст во це лых чи сел, при над-
ле жа щих ин тер ва лу схо ди мо с ти сте -

пен но го ря да , рав но…
3nxn

————————
5n

5
�������2n2 + 1

�

Σ
n=1

1) 0 � 2) 1 �
3) 2 � 4) 3 �

13.45. Пер вый от лич ный от ну ля
коэф фи ци ент раз ло же ния функ ции
y = sin 2x в ряд Тэй ло ра по сте пе ням x
ра вен…

1) 1/2 � 2) 1 �
3) 2 � 4) 4 �

13.46. Пер вый от лич ный от ну ля
коэф фи ци ент раз ло же ния функ ции
y = 3sin x в ряд Тэй ло ра по сте пе ням x
ра вен…

1) 1 � 2) 2 �
3) 3 � 4) 6 �

13.47. Ес ли f(x) = x3 – 1, то ко эф фи -
ци ент a4 раз ло же ния дан ной функ ции
в ряд Тэй ло ра по сте пе ням (x – 1) ра -
вен…

1) 1 � 2) 3 �
3) 0,25 � 4) 0 �

13.48. Ес ли f(x) = 5 – 3x3, то ко эф фи -
ци ент a6 раз ло же ния дан ной функ ции
в ряд Тэй ло ра по сте пе ням (x – 2) ра -
вен…

1) 0 � 2) 9 �
3) 10 � 4) 18 �

13.49. Ес ли f(x) = x3 – 3, то ко эф фи -
ци ент a4 раз ло же ния дан ной функ ции
в ряд Тэй ло ра по сте пе ням (x – 3) ра -
вен…

1) 3 � 2) 0,25 �
3) 0 � 4) 1 �

13.50. Ес ли f(x) = 5 + x3 , то ко эф фи -
ци ент a5 раз ло же ния дан ной функ ции
в ряд Тэй ло ра по сте пе ням (x + 2) ра -
вен…

1) 0 � 2) 5 �
3) 6 � 4) 4 �

13.51. Функ ция y = x5 + 2x2 + x – 10
раз ло же на в ряд Тэй ло ра по сте пе ням
(x– 1). Тог да ко эф фи ци ент при (x– 1)2

ра вен…

1) 24 � 2) 0 �
3) –6 � 4) 12 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.1. Да ны урав не ния:

а) xdy = ydx; б) x = y��ln ;

в) 1 + y2 = ; г) y – 9x + 20y = 0.

Ка кие из них яв ля ют ся диф фе рен ци -
аль ны ми урав не ни я ми пер во го по -
ряд ка?

y�
—
x









y
–
x

1) а) и б) �
2) а) и в) �
3) а) и г) �
4) Толь ко г) �
5) Толь ко в) �

14.2. Ука жи те диф фе рен ци аль ные
урав не ния пер во го по ряд ка:

а) 2x + 6 = ; б) 2y���x = x;

в) = ln y; г) = ���xdx
dy
––
y

x
—
y�

y��
––
y�

1) а) и б) �
2) б) и г) �
3) в) и г) �
4) Толь ко г) �
5) Толь ко в) �

14.3. Ука жи те диф фе рен ци аль ные
урав не ния пер во го по ряд ка:

а) (2x + 6)y =2; б) = ydx;

в) y�y�� – x = ln 2; г) y� + x = y

dy
––
x2

1) а) и б) �
2) б) и г) �
3) в) и г) �
4) Толь ко г) �
5) Толь ко в) �

14.4. Да ны урав не ния:

а) = e3y; б) (2 – x)y2 = y;

в) x dx + y dy = 0;
г) (x2 – 9) = 6y�.
Ка кие из них яв ля ют ся диф фе рен ци -
аль ны ми урав не ни я ми пер во го по -
ряд ка?

������1 + x2������1 + y2

y��
––
y�

1) а) и б) �
2) б) и г) �
3) в) и г) �
4) Толь ко б) �
5) Толь ко г) �

14.5. Ка ков по ря док диф фе рен ци аль -
но го урав не ния (y�)4 – (y���)4 + 2y = 0?

1) 1-й � 2) 2-й �
3) 3-й � 4) 4-й �

14.6. Ка ков по ря док диф фе рен ци аль -
но го урав не ния yIV – y(6) + y� = 0?

1) 1-й � 2) 2-й �
3) 3-й � 4) 4-й �

14.7. Как на зы ва ет ся диф фе рен ци -

аль ное урав не ние y� – 2 = 2x3?
y

––
x2

1) С раз де ля ю щи ми ся
пе ре мен ны ми �

2) Од но род ное �
3) Ли ней ное 

1�го по ряд ка �
4) Ли ней ное 

2�го по ряд ка �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.1. Да ны урав не ния:

а) xdy = ydx; б) x = y��ln ;

в) 1 + y2 = ; г) y – 9x + 20y = 0.

Ка кие из них яв ля ют ся диф фе рен ци -
аль ны ми урав не ни я ми пер во го по -
ряд ка?

y�
—
x









y
–
x

1) а) и б) �
2) а) и в) �
3) а) и г) �
4) Толь ко г) �
5) Толь ко в) �

14.2. Ука жи те диф фе рен ци аль ные
урав не ния пер во го по ряд ка:

а) 2x + 6 = ; б) 2y���x = x;

в) = ln y; г) = ���xdx
dy
––
y

x
—
y�

y��
––
y�

1) а) и б) �
2) б) и г) �
3) в) и г) �
4) Толь ко г) �
5) Толь ко в) �

14.3. Ука жи те диф фе рен ци аль ные
урав не ния пер во го по ряд ка:

а) (2x + 6)y =2; б) = ydx;

в) y�y�� – x = ln 2; г) y� + x = y

dy
––
x2

1) а) и б) �
2) б) и г) �
3) в) и г) �
4) Толь ко г) �
5) Толь ко в) �

14.4. Да ны урав не ния:

а) = e3y; б) (2 – x)y2 = y;

в) x dx + y dy = 0;
г) (x2 – 9) = 6y�.
Ка кие из них яв ля ют ся диф фе рен ци -
аль ны ми урав не ни я ми пер во го по -
ряд ка?

������1 + x2������1 + y2

y��
––
y�

1) а) и б) �
2) б) и г) �
3) в) и г) �
4) Толь ко б) �
5) Толь ко г) �

14.5. Ка ков по ря док диф фе рен ци аль -
но го урав не ния (y�)4 – (y���)4 + 2y = 0?

1) 1-й � 2) 2-й �
3) 3-й � 4) 4-й �

14.6. Ка ков по ря док диф фе рен ци аль -
но го урав не ния yIV – y(6) + y� = 0?

1) 1-й � 2) 2-й �
3) 3-й � 4) 4-й �

14.7. Как на зы ва ет ся диф фе рен ци -

аль ное урав не ние y� – 2 = 2x3?
y

––
x2

1) С раз де ля ю щи ми ся
пе ре мен ны ми �

2) Од но род ное �
3) Ли ней ное 

1�го по ряд ка �
4) Ли ней ное 

2�го по ряд ка �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.8. Как на зы ва ет ся диф фе рен ци аль-
ное урав не ние (x4 + 5)y� + xy3 = 0?

1) С раз де ля ю щи ми ся
пе ре мен ны ми �

2) Од но род ное �
3) Ли ней ное 

1�го по ряд ка �
4) Ли ней ное 

2�го по ряд ка �

14.9. Как на зы ва ет ся диф фе рен ци аль-

ное урав не ние y� = ?
x2 – xy

——————
y2 + 5xy

1) С раз де ля ю щи ми ся
пе ре мен ны ми �

2) Од но род ное �
3) Ли ней ное 

1�го по ряд ка �
4) Ли ней ное 

2�го по ряд ка �

14.10. Как на зы ва ет ся диф фе рен ци аль-
ное урав не ние y �� + 4y � + 13y = 5x?

1) С раз де ля ю щи ми ся
пе ре мен ны ми �

2) Од но род ное �
3) Ли ней ное 

1�го по ряд ка �
4) Ли ней ное 

2�го по ряд ка �

14.11. На хож де ние ча ст ных ре ше ний
диф фе рен ци аль ных урав не ний по на -
чаль ным ус ло ви ям на зы ва ет ся ре ше -
ни ем за да чи…

1) Бер нул ли �
2) Ко ши �
3) Ла г ран жа �
4) Лейб ни ца �

14.12. Диф фе рен ци аль ное урав не ние 
y �� – y � – 3y = 0 яв ля ет ся… �

�

�

�

1) урав не ни ем Бер -
нул ли
2) урав не ни ем с раз -
де ля ю щи ми ся ко эф -
фи ци ен та ми
3) ли ней ным не од -
но род ным уравне -
ни ем 2-го по ряд ка с
по стоян ны ми ко эф -
фи ци ен та ми
4) ли ней ным од но -
род ным уравне ни -
ем 2-го по ряд ка с
по стоян ны ми ко эф -
фи ци ен та ми
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.13. Диф фе рен ци аль ное урав не ние 
y � + xy � = x5 яв ля ет ся… �

�

�

�

1) урав не ни ем Бер -
нул ли
2) урав не ни ем с раз-
де ля ю щи ми ся ко эф -
фи ци ен та ми
3) ли ней ным не од но-
род ным уравне ни ем
1-го по ряд ка
4) од но род ным диф-
фе рен ци аль ным
урав не ни ем

14.14. Сре ди пе ре чис лен ных диф фе -
рен ци аль ных урав не ний урав не ни я -
ми вто ро го по ряд ка яв ля ют ся…
а) x2y� + 2y – 15x + 3 = 0;

б) xy + y + 3y = 7x;

в) y + 4y + 12x = 0;

г) xy + 5y2 = 0
∂z
––
∂y

∂z
––
∂x

dy
––
dx

d2y
——
dx2

dy
––
dx

d2y
——
dx2

1) а) и б) �
2) б) и г) �
3) в) и г) �
4) б) и в) �
5) толь ко б) �

14.15. Да но диф фе рен ци аль ное урав не -
ние (x – 1)y� = y – 1 при y(2) = 1. Тог да
ин те г раль ная кри вая, ко то рая оп ре де ля ет
ре ше ние это го урав не ния, име ет вид...

1) B � 2) D �
3) A � 4) C �

14.16. Да но диф фе рен ци аль ное урав не-
ние (x+ 2)y� = y+ 2 при y(–1) = –2. Тог-
да ин те г раль ная кри вая, ко то рая оп ре-
де ля ет ре ше ние это го урав не ния, име ет
вид...

1) A � 2) B �
3) C � 4) D �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.13. Диф фе рен ци аль ное урав не ние 
y � + xy � = x5 яв ля ет ся… �

�

�

�

1) урав не ни ем Бер -
нул ли
2) урав не ни ем с раз-
де ля ю щи ми ся ко эф -
фи ци ен та ми
3) ли ней ным не од но-
род ным уравне ни ем
1-го по ряд ка
4) од но род ным диф-
фе рен ци аль ным
урав не ни ем

14.14. Сре ди пе ре чис лен ных диф фе -
рен ци аль ных урав не ний урав не ни я -
ми вто ро го по ряд ка яв ля ют ся…
а) x2y� + 2y – 15x + 3 = 0;

б) xy + y + 3y = 7x;

в) y + 4y + 12x = 0;

г) xy + 5y2 = 0
∂z
––
∂y

∂z
––
∂x

dy
––
dx

d2y
——
dx2

dy
––
dx

d2y
——
dx2

1) а) и б) �
2) б) и г) �
3) в) и г) �
4) б) и в) �
5) толь ко б) �

14.15. Да но диф фе рен ци аль ное урав не -
ние (x – 1)y� = y – 1 при y(2) = 1. Тог да
ин те г раль ная кри вая, ко то рая оп ре де ля ет
ре ше ние это го урав не ния, име ет вид...

1) B � 2) D �
3) A � 4) C �

14.16. Да но диф фе рен ци аль ное урав не-
ние (x+ 2)y� = y+ 2 при y(–1) = –2. Тог-
да ин те г раль ная кри вая, ко то рая оп ре-
де ля ет ре ше ние это го урав не ния, име ет
вид...

1) A � 2) B �
3) C � 4) D �

Часть 2. Математический анализ и дифференциальные уравнения370
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371Глава 14. Дифференциальные уравнения

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.17. Об щий ин те г рал диф фе рен ци -

аль но го урав не ния = x2dx

име ет вид...

dy
——————
������1 – y2

1) arccos y = + C �

2) arctg y = + C �

3) arcsin y = 2x + C �

4) arcsin y = + C �
x3

––
3

x3

––
3

x3

––
3

14.18. Об щий ин те г рал диф фе рен ци -

аль но го урав не ния y2dy = име ет

вид...

dx
——
���x

1) y3 = ���x + C �
2) 2y = ln |x | + C �

3) = 2���x + C �

4) y = ���x + C �

y3

––
3

14.19. Об щий ин те г рал диф фе рен ци -

аль но го урав не ния = xdx име ет

вид...

dy
——
y2

1) – = + C �

2) y = + C �

3) = + C �

4) – = x2 + C �
1
–
y

x2

––
2

1
–
y

x2

––
2

x2

––
2

1
–
y

14.20. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду диф фе рен ци аль ным урав не ни ем
и его об щим ре ше ни ем:
А) y� – 3x2y = 0; Б) y� – 6x5y = 0;
В) y� = 3xy.
а) ln |y | = x2 + C; б) ln |y | = x2 + C;

в) ln |y | = x3 + C; г) ln |y | = x6 + C

3
–
2

1) А—б; Б—г; В—а �
2) А—а; Б—г; В—в �
3) А—б; Б—в; В—а �
4) А—в; Б—а; В—б �
5) А—в; Б—г; В—б �

14.21. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду диф фе рен ци аль ным урав не ни ем и
его об щим ре ше ни ем:
А) y� – 14x13y = 0; Б) y� – 7x6y = 0;
В) y� = 14xy.
а) ln |y | = x14 + C; б) ln |y | = 7x2 + C;
в) ln |y | = x7 + C; г) ln |y | = 14x2 + C

1) А—б; Б—г; В—а �
2) А—а; Б—г; В—в �
3) А—а; Б—в; В—б �
4) А—в; Б—а; В—б �
5) А—а; Б—г; В—б �

14.22. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния y � – 3x2 = 0?

1) y = x2 + C �
2) y = x3 + C �
3) y = Cx3 �
4) y = Cx2 �



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.23. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния y � – sin x = 0?

1) y = Ccos x �
2) y = Csin x �
3) y = cos x + C �
4) y = –cos x + C �

14.24. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния y � – cos x = 0?

1) y = Ccos x �
2) y = C sin x �
3) y = sin x + C �
4) y = –sin x + C �

14.25. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния x 2y � = 1?

1) y = –2x –3 + C �
2) y = –x –1 + C �
3) y = 2ln x + C �
4) y = ln |Cx 2| �

14.26. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

(x 2 + 16)y � = 1?

1) y = arctg 0,25x + C �
2) y = 0,25arctg 0,25x +

+ C �
3) y = 4 ln | x | + C �
4) y = ln |Cx | �

14.27. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

cos22x · y � = 2?

1) y = arctg 2x + C �
2) y = 0,5tg 2x + C �
3) y = 2tg 2x + C �
4) y = tg 2x + C �

14.28. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

2���x · y � = 1?

1) y = x 0,5 + C �
2) y = 0,5ln |x | + C �
3) y = x 2 + C �
4) y = –x 0,5 + C �

14.29. Об щее ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния xy � – 2y = x 4 име ет
вид…

1) y = x2 + C �
2) y = x2C �
3) y = x2C + x4 �

4) y = x4 + C �
1
–
2

1
–
2

14.30. Ча ст ное ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния (3 + ex)y � = yex

при у (0) = 8 име ет вид...

1) 3 + 5ex �
2) 6 + 2ex �
3) 6 + e2x �
4) 9 – ex �

14.31. Ча ст ное ре ше ние диф фе рен ци аль-
но го урав не ния y � = y tg x при y(0) = 2
име ет вид...

1) –2cos x �
2) 2sin2x �

3) �

4) 2ctg x �
5) –cos 2x �

2
———
cos x
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.23. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния y � – sin x = 0?

1) y = Ccos x �
2) y = Csin x �
3) y = cos x + C �
4) y = –cos x + C �

14.24. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния y � – cos x = 0?

1) y = Ccos x �
2) y = C sin x �
3) y = sin x + C �
4) y = –sin x + C �

14.25. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния x 2y � = 1?

1) y = –2x –3 + C �
2) y = –x –1 + C �
3) y = 2ln x + C �
4) y = ln |Cx 2| �

14.26. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

(x 2 + 16)y � = 1?

1) y = arctg 0,25x + C �
2) y = 0,25arctg 0,25x +

+ C �
3) y = 4 ln | x | + C �
4) y = ln |Cx | �

14.27. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

cos22x · y � = 2?

1) y = arctg 2x + C �
2) y = 0,5tg 2x + C �
3) y = 2tg 2x + C �
4) y = tg 2x + C �

14.28. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

2���x · y � = 1?

1) y = x 0,5 + C �
2) y = 0,5ln |x | + C �
3) y = x 2 + C �
4) y = –x 0,5 + C �

14.29. Об щее ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния xy � – 2y = x 4 име ет
вид…

1) y = x2 + C �
2) y = x2C �
3) y = x2C + x4 �

4) y = x4 + C �
1
–
2

1
–
2

14.30. Ча ст ное ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния (3 + ex)y � = yex

при у (0) = 8 име ет вид...

1) 3 + 5ex �
2) 6 + 2ex �
3) 6 + e2x �
4) 9 – ex �

14.31. Ча ст ное ре ше ние диф фе рен ци аль-
но го урав не ния y � = y tg x при y(0) = 2
име ет вид...

1) –2cos x �
2) 2sin2x �

3) �

4) 2ctg x �
5) –cos 2x �

2
———
cos x

372 Часть 2. Математический анализ и дифференциальные уравнения

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.32. Ча ст ное ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния (1 + x 3)y � = 3x 2y
при y(1) = 4 име ет вид...

1) 3x 2 + 1 �
2) 4x �
3) 5x 3 – 1 �
4) 2x 3 + 2 �
5) 4x 2 �

14.33. Ча ст ное ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния y � tg x = y при 

y = име ет вид...
���2
——

2




π
–
4





1) sin x + 1 �
2) sin x �
3) –sin x �
4) cos x �
5) cos x + 1 �

14.34. Ча ст ное ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния x 2y� – y2 = 0 при
y(1) = 1 име ет вид...

1) 2x – 1 �
2) x + 3 �
3) 3x – 2 �
4) x – 1 �
5) x �

14.35. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -

ци аль но го урав не ния y�� – = 0 яв ля -

ет ся...

y�
––
x

1) C1x 2+ C2 �
2) C1x 2 + C2x + 1 �
3) x 2/4 + C1x + C2 �
4) C1x 3+ C2 �
5) 3x 2 + C �

14.36. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния yy�� – (y�)2 = 0
яв ля ет ся...

1) y = C1ln | x | + C2 �

2) y = �

3) y = C2eC1x �
4) y = 0 �
5) y = C1ex + C2 �

C1————
x + C1

14.37. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -

ци аль но го урав не ния y�� = яв ля ет -

ся...

1
––
x 2

1) – + + C2 �

2) + C1x + C2 �

3) –ln | x | + C1x 2 + C2x �

4) – + C1x + C2 �

5) –ln | x | + C1x + C2 �

1
–
x

1
–
x

C1—
x

1
––
x 2

14.38. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния y�� = 4cos 2x яв -
ля ет ся...

1) C1sin 2x + C2 �
2) –cos 2x + C1x + C2 �
3) C1cos 2x + C2 �
4) 4cos 2x + C1x + C2 �
5) –2cos 2x + C1x + C2 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.39. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния xy�� – 2y� = 0 яв -
ля ет ся...

1) C1x
3 + C2 �

2) C1x
2 + C2 �

3) C1x
3 + C2x �

4) C1 + 2C2 �

5) 2x2 + C1 + C2 �

x
–
2

14.40. Об щее ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния y��� = cos 5x име ет
вид…

1) y = – sin 5x + C �

2) y = –sin 5x +

+ x2 + C2x + C3 �

3) y = sin 5x +

+ x2 + C2x + C3 �

4) y = – sin 5x +

+ x2 + C2x + C3 �
C1—
2

1
——
125

C1—
2

1
——
125

C1—
2

1
——
125

14.41. Об щее ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния y��� = sin 3x име ет
вид…

1) y = cos 3x +

+ x2 + C2x + C3 �

2) y = cos 3x +

+ x2 + C2x + C3 �

3) y = cos 3x + C �

4) y = – cos 3x +

+ x2 + C2x + C3 �
C1—
2

1
––
27

1
––
27

C1—
2

C1—
2

1
––
27

14.42. Да но диф фе рен ци аль ное урав не-
ние y� = –2. Тог да функ ция y = 2 – kx
яв ля ет ся его ре ше ни ем при k, рав ном… 

1) 1 � 2) –1 �
3) 2 � 4) –2 �

14.43. Да но диф фе рен ци аль ное урав -
не ние y� = (2k – 2)x3. Тог да функ ция
y = x4 – 3 яв ля ет ся его ре ше ни ем при
k, рав ном…

1) 2 � 2) 3 �
3) 1 � 4) 0 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.39. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния xy�� – 2y� = 0 яв -
ля ет ся...

1) C1x
3 + C2 �

2) C1x
2 + C2 �

3) C1x
3 + C2x �

4) C1 + 2C2 �

5) 2x2 + C1 + C2 �

x
–
2

14.40. Об щее ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния y��� = cos 5x име ет
вид…

1) y = – sin 5x + C �

2) y = –sin 5x +

+ x2 + C2x + C3 �

3) y = sin 5x +

+ x2 + C2x + C3 �

4) y = – sin 5x +

+ x2 + C2x + C3 �
C1—
2

1
——
125

C1—
2

1
——
125

C1—
2

1
——
125

14.41. Об щее ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния y��� = sin 3x име ет
вид…

1) y = cos 3x +

+ x2 + C2x + C3 �

2) y = cos 3x +

+ x2 + C2x + C3 �

3) y = cos 3x + C �

4) y = – cos 3x +

+ x2 + C2x + C3 �
C1—
2

1
––
27

1
––
27

C1—
2

C1—
2

1
––
27

14.42. Да но диф фе рен ци аль ное урав не-
ние y� = –2. Тог да функ ция y = 2 – kx
яв ля ет ся его ре ше ни ем при k, рав ном… 

1) 1 � 2) –1 �
3) 2 � 4) –2 �

14.43. Да но диф фе рен ци аль ное урав -
не ние y� = (2k – 2)x3. Тог да функ ция
y = x4 – 3 яв ля ет ся его ре ше ни ем при
k, рав ном…

1) 2 � 2) 3 �
3) 1 � 4) 0 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.44. Да но диф фе рен ци аль ное урав -
не ние y� = (k + 1)x2. Тог да функ ция
y = x3 яв ля ет ся его ре ше ни ем при k,
рав ном…

1) 3 � 2) 1 �
3) 0 � 4) 2 �

14.45. Ес ли y(x) — ре ше ние урав не -

ния y� = , удов ле тво ря ю щее ус ло -

вию y(2) = 3, тог да y(1) = …

y – 1
———
x

1) 3 � 2) 1 �
3) 0 � 4) 2 �

14.46. Ес ли y(x) — ре ше ние урав не -
ния y � = cos 2x · y, удов ле тво ря ю щее
ус ло вию y(0) = 1, тог да y(3) = …

1) 3 � 2) 1 �
3) 0 � 4) 2 �

14.47. Функ ция y = бу дет ча ст ным

ре ше ни ем за да чи Ко ши y � + b = 0;

y(–2) = 2 при a и b, рав ных…

y
–
x

a
––
x3

1) a = –16; b = 3 �
2) a = –8; b = 3 �
3) a = –16; b = 1 �
4) a = –8; b = 1 �

14.48. Об щее ре ше ние диф фе рен ци -
аль но го урав не ния y ��� = 12x – 3 име ет
вид...

1) y = x4 – x3 +

+ x2 + C2x + C3 �

2) y = x4 – x3 + C �

3) y = x4 – x3 +

+ x2 + C2x + C3 �

4) y = x4 – x3 + C1x
2 +

+ C2x + C3 �

C1—
2

1
–
6

1
––
24

1
–
2

1
–
2

1
–
2

C1—
2

1
–
2

14.49. По ря док диф фе рен ци аль но го

урав не ния y �� + y � = x мож но

по ни зить за ме ной…

2x
————
x2 + 4

1) y � = z(x) �
2) y � = z(y) �
3) y �� = z(x) �
4) y �� = z(y) �

14.50. Да но диф фе рен ци аль ное урав -
не ние y �� + 5y � + 6y = 0. Тог да со от вет -
ст ву ю щее ему ха рак те ри с ти че с кое
урав не ние име ет вид…

1) 1 + 5k + 6k2 = 0 �
2) k2 – 5k – 6 = 0 �
3) k2 – 5k + 6 = 0 �
4) k2 + 5k + 6 = 0 �

14.51. Од но род но му диф фе рен ци аль -
но му урав не нию вто ро го по ряд ка
3y �� + 5y � + 2y = 0 со от вет ст ву ет ха рак -
те ри с ти че с кое урав не ние…

1) λ2 + λ + 1 = 0 �
2) 3λ2 – 5λ + 2 = 0 �
3) 3λ2 + 5λ + 2 = 0 �
4) 3λ2 – 5λ – 2 = 0 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.52. Об щее ре ше ние ли ней но го од но-
род но го диф фе рен ци аль но го урав не ния
вто ро го по ряд ка с раз лич ны ми дей ст -
ви тель ны ми кор ня ми ха рак те ри с ти -
че с ко го урав не ния λ1 = 2 и λ2 = –2
име ет вид…

1) y = C1cos 2x +
+ C2sin 2x �

2) y = C1e2x + C2e–2x �
3) y = C1x + C2e–2x �
4) y = (C1 + C2)e2x �

14.53. Об щее ре ше ние ли ней но го од но-
род но го диф фе рен ци аль но го урав не ния
вто ро го по ряд ка с раз лич ны ми дей ст -
ви тель ны ми кор ня ми ха рак те ри с ти -
че с ко го урав не ния λ1 = 6 и λ2 = –1
име ет вид…

1) y = C1ex + C2e–6x �
2) y = C1cos x +

+ C2sin 6x �
3) y = C1e4x + C2 �
4) y = C1e–x + C2e6x �

14.54. Об щее ре ше ние ли ней но го од но-
род но го диф фе рен ци аль но го урав не ния
вто ро го по ряд ка с раз лич ны ми дей ст -
ви тель ны ми кор ня ми ха рак те ри с ти -
че с ко го урав не ния λ1 = 1 и λ2 = 3 име -
ет вид…

1) y = C1ex + C2e3x �
2) y = C1ex + C2xe3x �
3) y = C1e–x + C2e2x �
4) y = C1cos 5x +

+ C2sin 5x �

14.55. Об щее ре ше ние ли ней но го од -
но род но го диф фе рен ци аль но го урав -
не ния вто ро го по ряд ка с рав ны ми
дей ст ви тель ны ми кор ня ми ха рак те -
ри с ти че с ко го урав не ния λ12 = –1 име -
ет вид…

1) y = (C1 + C2x)e–x �
2) y = (C1 + C2x)ex �
3) y = C1 + C2xe3x �
4) y = C1cos 2x +

+ C2sin 2x �

14.56. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

y �� + 3y � + 2y = 0?

1) y = C1e2x + C2ex �
2) y = C1e–2x + C2e–x �
3) y = C1e–2x + C2ex �
4) y = C1e2x + C2e–x �

14.57. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

y �� + 2y � + 2y = 0?

1) y = C1ex + C2e–x �
2) y = C1e2x + C2e–2x �
3) y = e–x(C1cos x +

+ C2sin x) �
4) y = ex(C1cos x +

+ C2sin x) �

14.58. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

y �� + 6y � + 25y = 0?

1) y = e–3x(C1cos 4x +
+ C2sin 4x) �

2) y = e3x(C1cos 4x +
+ C2sin 4x) �

3) y = C1e3x + C2e–3x �
4) y = (C1 + C2x)e–3x �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.52. Об щее ре ше ние ли ней но го од но-
род но го диф фе рен ци аль но го урав не ния
вто ро го по ряд ка с раз лич ны ми дей ст -
ви тель ны ми кор ня ми ха рак те ри с ти -
че с ко го урав не ния λ1 = 2 и λ2 = –2
име ет вид…

1) y = C1cos 2x +
+ C2sin 2x �

2) y = C1e2x + C2e–2x �
3) y = C1x + C2e–2x �
4) y = (C1 + C2)e2x �

14.53. Об щее ре ше ние ли ней но го од но-
род но го диф фе рен ци аль но го урав не ния
вто ро го по ряд ка с раз лич ны ми дей ст -
ви тель ны ми кор ня ми ха рак те ри с ти -
че с ко го урав не ния λ1 = 6 и λ2 = –1
име ет вид…

1) y = C1ex + C2e–6x �
2) y = C1cos x +

+ C2sin 6x �
3) y = C1e4x + C2 �
4) y = C1e–x + C2e6x �

14.54. Об щее ре ше ние ли ней но го од но-
род но го диф фе рен ци аль но го урав не ния
вто ро го по ряд ка с раз лич ны ми дей ст -
ви тель ны ми кор ня ми ха рак те ри с ти -
че с ко го урав не ния λ1 = 1 и λ2 = 3 име -
ет вид…

1) y = C1ex + C2e3x �
2) y = C1ex + C2xe3x �
3) y = C1e–x + C2e2x �
4) y = C1cos 5x +

+ C2sin 5x �

14.55. Об щее ре ше ние ли ней но го од -
но род но го диф фе рен ци аль но го урав -
не ния вто ро го по ряд ка с рав ны ми
дей ст ви тель ны ми кор ня ми ха рак те -
ри с ти че с ко го урав не ния λ12 = –1 име -
ет вид…

1) y = (C1 + C2x)e–x �
2) y = (C1 + C2x)ex �
3) y = C1 + C2xe3x �
4) y = C1cos 2x +

+ C2sin 2x �

14.56. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

y �� + 3y � + 2y = 0?

1) y = C1e2x + C2ex �
2) y = C1e–2x + C2e–x �
3) y = C1e–2x + C2ex �
4) y = C1e2x + C2e–x �

14.57. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

y �� + 2y � + 2y = 0?

1) y = C1ex + C2e–x �
2) y = C1e2x + C2e–2x �
3) y = e–x(C1cos x +

+ C2sin x) �
4) y = ex(C1cos x +

+ C2sin x) �

14.58. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

y �� + 6y � + 25y = 0?

1) y = e–3x(C1cos 4x +
+ C2sin 4x) �

2) y = e3x(C1cos 4x +
+ C2sin 4x) �

3) y = C1e3x + C2e–3x �
4) y = (C1 + C2x)e–3x �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.59. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

y �� – 6y � + 9y = 0?

1) y = (C1 + C2 x)e–3x �
2) y = (C1 + C2 x)e3x �
3) y = e–3x(C1cos x +

+ C2sin x) �
4) y = e3x(C1cos x +

+ C2sin x) �

14.60. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

y �� + 4y � + 8y = 0?

1) y = C1e2x + C2e–2x �
2) y = (C1 + C2x)e–2x �
3) y = e–2x (C1cos 2x +

+ C2sin 2x) �
4) y = e2x (C1cos 2x +

+ C2sin 2x) �

14.61. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

y �� – 2y � – 35y = 0?

1) y = C1e7x + C2e–5x �
2) y = (C1 + C2x)ex �
3) y = ex(C1cos 5x +

+ C2sin 5x) �
4) y = ex(C1cos 7x +

+ C2sin 7x) �

14.62. Ка ко во об щее ре ше ние диф фе -
рен ци аль но го урав не ния

y �� + y � – 30y = 0?

1) y = e–x (C1cos 5x +
+ C2sin 5x) �

2) y = e–x (C1cos 6x +
+ C2sin 6x) �

3) y = C1e6x + C2e–5x �
4) y = C1e5x + C2e–6x �

14.63. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния

y �� – 12y � + 40y = 0
яв ля ет ся…

1) y = e6x(C1cos 4x +
+ C2sin 4x) �

2) y = C1e5x + C2e–2x �
3) y = C1e5x + C2ex �
4) y = e6x(C1cos 2x +

+ C2sin 2x) �

14.64. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния

y �� – 16y � + 55y = 0
яв ля ет ся…

1) y = C1cos 5x +
+ C2sin 5x �

2) y = C1e6x + C2e12x �
3) y = C1e5x + C2e11x �
4) y = C1e–5x + C2e–11x �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.65. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния

y �� – 13y � + 42y = 0
яв ля ет ся…

1) y = C1e–11x + C2e–2x �
2) y = C1e6x + C2e7x �
3) y = C1e2x + C2e11x �
4) y = C1cos 7x +

+ C2sin 7x �

14.66. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния

y �� – 19y � + 90y = 0
яв ля ет ся…

1) y = C1e10x + C2e9x �
2) y = C1e8x + C2e11x �
3) y = C1e2x + C2e7x �
4) y = C1cos 9x +

+ C2sin 9x �

14.67. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния

y �� – 16y � + 65y = 0
яв ля ет ся…

1) y = C1e5x + C2e11x �
2) y = C1e–5x + C2e–11x �
3) y = e8x(C1cos x +

+ C2sin x) �
4) y = e8x(C1cos 2x +

+ C2sin 2x) �

14.68. Ча ст ное ре ше ние yчн не од но -
род но го ли ней но го диф фе рен ци аль -
но го урав не ния

y �� – 2y � – 35y = e4xx
нуж но ис кать в ви де…

1) yчн = e4xB0x �
2) yчн = e–4xB0 x �
3) yчн = e4xx(B0x + B1) �
4) yчн = e4x(B0x + B1) �

14.69. Ча ст ное ре ше ние yчн не од но -
род но го ли ней но го диф фе рен ци аль -
но го урав не ния

y �� – 2y � – 35y = e7xx
нуж но ис кать в ви де…

1) yчн = e7xB0x �
2) yчн = e–7xB0x �
3) yчн = e7xx(B0x + B1) �
4) yчн = e7x(B0x + B1) �

14.70. Ча ст ное ре ше ние yчн не од но -
род но го ли ней но го диф фе рен ци аль -
но го урав не ния

y �� – 6y � + 9y = e3xx
нуж но ис кать в ви де…

1) yчн = e3xx(B0x + B1) �
2) yчн = e3x(B0x + B1) �
3) yчн = e3xx 2(B0x + B1)�
4) yчн = e3xB0x �

14.71. Ча ст ное ре ше ние yчн не од но -
род но го ли ней но го диф фе рен ци аль -
но го урав не ния

y �� – 6y � + 9y = e2xx
нуж но ис кать в ви де…

1) yчн = e2xx(B0x + B1) �
2) yчн = e2x(B0x + B1) �
3) yчн =e2xx 2(B0x + B1) �
4) yчн = e2xB0x �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.65. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния

y �� – 13y � + 42y = 0
яв ля ет ся…

1) y = C1e–11x + C2e–2x �
2) y = C1e6x + C2e7x �
3) y = C1e2x + C2e11x �
4) y = C1cos 7x +

+ C2sin 7x �

14.66. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния

y �� – 19y � + 90y = 0
яв ля ет ся…

1) y = C1e10x + C2e9x �
2) y = C1e8x + C2e11x �
3) y = C1e2x + C2e7x �
4) y = C1cos 9x +

+ C2sin 9x �

14.67. Об щим ре ше ни ем диф фе рен -
ци аль но го урав не ния

y �� – 16y � + 65y = 0
яв ля ет ся…

1) y = C1e5x + C2e11x �
2) y = C1e–5x + C2e–11x �
3) y = e8x(C1cos x +

+ C2sin x) �
4) y = e8x(C1cos 2x +

+ C2sin 2x) �

14.68. Ча ст ное ре ше ние yчн не од но -
род но го ли ней но го диф фе рен ци аль -
но го урав не ния

y �� – 2y � – 35y = e4xx
нуж но ис кать в ви де…

1) yчн = e4xB0x �
2) yчн = e–4xB0 x �
3) yчн = e4xx(B0x + B1) �
4) yчн = e4x(B0x + B1) �

14.69. Ча ст ное ре ше ние yчн не од но -
род но го ли ней но го диф фе рен ци аль -
но го урав не ния

y �� – 2y � – 35y = e7xx
нуж но ис кать в ви де…

1) yчн = e7xB0x �
2) yчн = e–7xB0x �
3) yчн = e7xx(B0x + B1) �
4) yчн = e7x(B0x + B1) �

14.70. Ча ст ное ре ше ние yчн не од но -
род но го ли ней но го диф фе рен ци аль -
но го урав не ния

y �� – 6y � + 9y = e3xx
нуж но ис кать в ви де…

1) yчн = e3xx(B0x + B1) �
2) yчн = e3x(B0x + B1) �
3) yчн = e3xx 2(B0x + B1)�
4) yчн = e3xB0x �

14.71. Ча ст ное ре ше ние yчн не од но -
род но го ли ней но го диф фе рен ци аль -
но го урав не ния

y �� – 6y � + 9y = e2xx
нуж но ис кать в ви де…

1) yчн = e2xx(B0x + B1) �
2) yчн = e2x(B0x + B1) �
3) yчн =e2xx 2(B0x + B1) �
4) yчн = e2xB0x �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.72. Ус та но ви ть об щий вид ча ст но -
го ре ше ния диф фе рен ци аль но го урав -
не ния y �� + 7y � + 3y = 7 + 3x

1) y(x)чн = C0x �
2) y(x)чн = C0 +C1x

2 �
3) y(x)чн = C0 +C1x �
4) y(x)чн =

= (C0 + C1x)x �
5) y(x)чн =

= (C0 + C1x)x2 �

14.73. Ус та но ви ть об щий вид ча ст но -
го ре ше ния диф фе рен ци аль но го урав -
не ния y �� + 7y � = 7 + 3x

1) y(x)чн = C0x �
2) y(x)чн = C0 +C1x

2 �
3) м = C0 +C1x �
4) y(x)чн =

= (C0 + C1x)x �
5) y(x)чн =

= (C0 + C1x)x2 �

14.74. Ус та но ви ть об щий вид ча ст но -
го ре ше ния диф фе рен ци аль но го урав -
не ния y �� – 2 = 5 + 3x

1) y(x)чн = C0x �
2) y(x)чн = C0 +C1x

2 �
3) y(x)чн = C0 +C1x �
4) y(x)чн =

= (C0 + C1x)x �
5) y(x)чн =

= (C0 + C1x)x2 �

14.75. Да но диф фе рен ци аль ное урав -
не ние y �� – 6y � + 5y = 4e5x. Об щим ви -
дом ча ст но го ре ше ния дан но го урав -
не ния яв ля ет ся…

1) y(x)чн =
= C0cos5x+C1sin5x �

2) y(x)чн = C0 +C1x �
3) y(x)чн = C0xe

5x �
4) y(x)чн = C0e

5x �

14.76. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду диф фе рен ци аль ным урав не ни ем и
об щим ви дом его ча ст но го ре ше ния:
А) y �� + 5y � + 8y = 8 + 8x;
Б) y �� + 5y � = 5 + 8x;
В) y �� – 2 = 3 + 8x.
а) y(x)чн = (C0 + C1x)x2;
б) y(x)чн = (C0 + C1x)x ;
в) y(x)чн = C0x;
г) y(x)чн = C0 +C1x ;
д) y(x)чн = C0 +C1x

2

1) А—а; Б—б; В—г �
2) А—д; Б—б; В—в �
3) А—г; Б—в; В—а �
4) А—г; Б—б; В—а �
5) А—а; Б—г; В—в �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.77. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду диф фе рен ци аль ным урав не ни ем и
об щим ви дом его ча ст но го ре ше ния:
А) y �� + 7y � + 9y = 7 + 9x;
Б) y �� + 7y � = 7 + 9x;
В) y �� – 2 = 5 + 9x.
а) y(x)чн = C0 +C1x 2;
б) y(x)чн = C0 +C1x ;
в) y(x)чн = (C0 + C1x)x 2;
г) y(x)чн = C0x;
д) y(x)чн = (C0 + C1x)

1) А—б; Б—а; В—г �
2) А—д; Б—б; В—в �
3) А—б; Б—д; В—в �
4) А—г; Б—б; В—а �
5) А—а; Б—г; В—в �

14.78. Функ ция y = (C1 + C2x)ex яв ля -
ет ся об щим ре ше ни ем ли ней но го од -
но род но го диф фе рен ци аль но го урав -
не ния. Тог да его ха рак те ри с ти че с кое
урав не ние име ет вид…

1) k2 – 2k + 1 = 0 �
2) k2 + 2k + 1 = 0 �
3) k2 – 1 = 0 �
4) k2 + k = 0 �

14.79. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду диф фе рен ци аль ным урав не ни ем и
его ха рак те ри с ти че с ким урав не ни ем:
А) yIV – y��� + y�� = 0;
Б) yIV – y��� + y�� + y� = 0;
В) yIV – y��� + y� + y = 0.
а) λ3 – λ2 + λ = 0;
б) λ4 – λ3 + λ2 + λ = 0;
в) λ4 – λ3 + λ + 1 = 0;
г) λ3 – λ2 + λ + 1 = 0;
д) λ4 – λ3 + λ2 = 0

1) А—а; Б—б; В—г �
2) А—д; Б—б; В—в �
3) А—б; Б—в; В—г �
4) А—д; Б—в; В—б �
5) А—а; Б—г; В—в �

14.80. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду диф фе рен ци аль ным урав не ни ем и
его ха рак те ри с ти че с ким урав не ни ем:
А) yIV – 2y��� + y�� + y = 0;
Б) yIV + 2y�� + y� + y = 0;
В) y��� + 2y�� + y� + y = 0.
а) λ4 – 2λ3 + λ2 + 1 = 0;
б) λ4 – 2λ3 + λ + 1 = 0;
в) λ4 + 2λ2 + λ + 1 = 0;
г) λ3 + 2λ2 + λ + 1 = 0;
д) λ3 + 2λ3 + λ = 0

1) А—а; Б—б; В—г �
2) А—д; Б—б; В—в �
3) А—б; Б—в; В—г �
4) А—а; Б—в; В—д �
5) А—а; Б—в; В—г �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

14.77. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду диф фе рен ци аль ным урав не ни ем и
об щим ви дом его ча ст но го ре ше ния:
А) y �� + 7y � + 9y = 7 + 9x;
Б) y �� + 7y � = 7 + 9x;
В) y �� – 2 = 5 + 9x.
а) y(x)чн = C0 +C1x 2;
б) y(x)чн = C0 +C1x ;
в) y(x)чн = (C0 + C1x)x 2;
г) y(x)чн = C0x;
д) y(x)чн = (C0 + C1x)

1) А—б; Б—а; В—г �
2) А—д; Б—б; В—в �
3) А—б; Б—д; В—в �
4) А—г; Б—б; В—а �
5) А—а; Б—г; В—в �

14.78. Функ ция y = (C1 + C2x)ex яв ля -
ет ся об щим ре ше ни ем ли ней но го од -
но род но го диф фе рен ци аль но го урав -
не ния. Тог да его ха рак те ри с ти че с кое
урав не ние име ет вид…

1) k2 – 2k + 1 = 0 �
2) k2 + 2k + 1 = 0 �
3) k2 – 1 = 0 �
4) k2 + k = 0 �

14.79. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду диф фе рен ци аль ным урав не ни ем и
его ха рак те ри с ти че с ким урав не ни ем:
А) yIV – y��� + y�� = 0;
Б) yIV – y��� + y�� + y� = 0;
В) yIV – y��� + y� + y = 0.
а) λ3 – λ2 + λ = 0;
б) λ4 – λ3 + λ2 + λ = 0;
в) λ4 – λ3 + λ + 1 = 0;
г) λ3 – λ2 + λ + 1 = 0;
д) λ4 – λ3 + λ2 = 0

1) А—а; Б—б; В—г �
2) А—д; Б—б; В—в �
3) А—б; Б—в; В—г �
4) А—д; Б—в; В—б �
5) А—а; Б—г; В—в �

14.80. Ус та но ви ть со от вет ст вие меж -
ду диф фе рен ци аль ным урав не ни ем и
его ха рак те ри с ти че с ким урав не ни ем:
А) yIV – 2y��� + y�� + y = 0;
Б) yIV + 2y�� + y� + y = 0;
В) y��� + 2y�� + y� + y = 0.
а) λ4 – 2λ3 + λ2 + 1 = 0;
б) λ4 – 2λ3 + λ + 1 = 0;
в) λ4 + 2λ2 + λ + 1 = 0;
г) λ3 + 2λ2 + λ + 1 = 0;
д) λ3 + 2λ3 + λ = 0

1) А—а; Б—б; В—г �
2) А—д; Б—б; В—в �
3) А—б; Б—в; В—г �
4) А—а; Б—в; В—д �
5) А—а; Б—в; В—г �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

15.1. Что опи сы ва ет ся сле ду ю щим ра -
вен ст вом:
�
r = x

�
i + y

�
j + z

�
k = ϕ(t)

�
i + ψ(t)

�
j + f(t)

�
k?

1) Урав не ние нор маль-
ной пло с кости 
к кри вой �

2) Ди вер ген ция �
3) Век тор ное по ле �
4) Ра ди ус�век тор 

точ ки кри вой �
5) Гра ди ент функ ции �

15.2. Что опи сы ва ет ся сле ду ю щим ра -
вен ст вом:

(x – xA) + (y – yA) +

+ (z – zA) = 0?
dzA——
dt

dyA——
dt

dxA——
dt

1) Урав не ние нор маль-
ной пло с кости 
к кри вой �

2) Ди вер ген ция �
3) Век тор ное по ле �
4) Ра ди ус�век тор 

точ ки кри вой �
5) Гра ди ент функ ции �

15.3. Что опи сы ва ет ся сле ду ю щим
вы ра же ни ем:

+ + ?
∂R
——
∂z

∂Q
——
∂y

∂P
——
∂x

1) Урав не ние нор маль-
ной пло с кости 
к кри вой �

2) Ди вер ген ция �
3) Век тор ное по ле �
4) Ра ди ус�век тор 

точ ки кри вой �
5) Гра ди ент функ ции �

15.4. Что опи сы ва ет ся сле ду ю щим
вы ра же ни ем:

�
i + 

�
j + 

�
k?

∂f
––
∂z

∂f
––
∂y

∂f
––
∂x

1) Урав не ние нор маль-
ной пло с кости 
к кри вой �

2) Ди вер ген ция �
3) Век тор ное по ле �
4) Ра ди ус�век тор 

точ ки кри вой �
5) Гра ди ент функ ции �

15.5. Что опи сы ва ет ся сле ду ю щим
вы ра же ни ем:

�
F = P(x, y, z)

�
i +

+ Q(x, y, z)
�
j + R(x, y, z)

�
k?

1) Урав не ние нор маль-
ной пло с кости 
к кри вой �

2) Ди вер ген ция �
3) Век тор ное по ле �
4) Ра ди ус�век тор 

точ ки кри вой �
5) Гра ди ент функ ции �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

15.6. При ка ком ви де ап прок си ма ции
ис поль зу ет ся сле ду ю щая фор му ла: 

?
y2 – 2y1 + y0—————————

h2

1) Сред не ква д ра тиче -
ское при бли же ние �

2) Ин тер по ля ция 
функ ции �

3) Ап прок си ма ция y� �
4) Ап прок си ма ция y�� �

15.7. При ка ком ви де ап прок си ма ции
ис поль зу ет ся сле ду ю щая фор му ла:

ϕ(x) = a0 + a1x + ... + an x n?

1) Сред не ква д ра тиче -
ское при бли же ние �

2) Ин тер по ля ция 
функ ции �

3) Ап прок си ма ция y� �
4) Ап прок си ма ция y�� �

15.8. При ка ком ви де ап прок си ма ции
ис поль зу ет ся сле ду ю щая фор му ла:

?
y2 – y0—————

2h

1) Сред не ква д ра тиче -
ское при бли же ние �

2) Ин тер по ля ция 
функ ции �

3) Ап прок си ма ция y� �
4) Ап прок си ма ция y�� �

15.9. При ка ком ви де ап прок си ма ции
ис поль зу ет ся сле ду ю щая фор му ла:

S = [ϕ(xi) – yi]
2?

n

Σ
i=1

1) Сред не ква д ра тиче -
ское при бли же ние �

2) Ин тер по ля ция 
функ ции �

3) Ап прок си ма ция y� �
4) Ап прок си ма ция y�� �

15.10. При ка ком ви де ап прок си ма -
ции ис поль зу ет ся сле ду ю щая схе ма?

1) Сред не ква д ра тиче -
ское при бли же ние �

2) Ин тер по ля ция 
функ ции �

3) Ап прок си ма ция y� �
4) Ап прок си ма ция y�� �

15.11. Пред став лен ная ни же фор му -
ла чис лен но го ин те г ри ро ва ния на зы -
ва ет ся…

f(x)dx �

� + y1 + y2 + ... + yn–1

b

∫
a y0 + yn—————

2








b – a————
n

1) фор му ла Симп со на �
2) фор му ла 

пря мо уголь ни ков �
3) фор му ла 

тре у голь ни ков �
4) фор му ла тра пе ций �

y

x
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

15.6. При ка ком ви де ап прок си ма ции
ис поль зу ет ся сле ду ю щая фор му ла: 

?
y2 – 2y1 + y0—————————

h2

1) Сред не ква д ра тиче -
ское при бли же ние �

2) Ин тер по ля ция 
функ ции �

3) Ап прок си ма ция y� �
4) Ап прок си ма ция y�� �

15.7. При ка ком ви де ап прок си ма ции
ис поль зу ет ся сле ду ю щая фор му ла:

ϕ(x) = a0 + a1x + ... + an x n?

1) Сред не ква д ра тиче -
ское при бли же ние �

2) Ин тер по ля ция 
функ ции �

3) Ап прок си ма ция y� �
4) Ап прок си ма ция y�� �

15.8. При ка ком ви де ап прок си ма ции
ис поль зу ет ся сле ду ю щая фор му ла:

?
y2 – y0—————

2h

1) Сред не ква д ра тиче -
ское при бли же ние �

2) Ин тер по ля ция 
функ ции �

3) Ап прок си ма ция y� �
4) Ап прок си ма ция y�� �

15.9. При ка ком ви де ап прок си ма ции
ис поль зу ет ся сле ду ю щая фор му ла:

S = [ϕ(xi) – yi]
2?

n

Σ
i=1

1) Сред не ква д ра тиче -
ское при бли же ние �

2) Ин тер по ля ция 
функ ции �

3) Ап прок си ма ция y� �
4) Ап прок си ма ция y�� �

15.10. При ка ком ви де ап прок си ма -
ции ис поль зу ет ся сле ду ю щая схе ма?

1) Сред не ква д ра тиче -
ское при бли же ние �

2) Ин тер по ля ция 
функ ции �

3) Ап прок си ма ция y� �
4) Ап прок си ма ция y�� �

15.11. Пред став лен ная ни же фор му -
ла чис лен но го ин те г ри ро ва ния на зы -
ва ет ся…

f(x)dx �

� + y1 + y2 + ... + yn–1

b

∫
a y0 + yn—————

2








b – a————
n

1) фор му ла Симп со на �
2) фор му ла 

пря мо уголь ни ков �
3) фор му ла 

тре у голь ни ков �
4) фор му ла тра пе ций �

y

x
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

15.12. Пред став лен ная ни же фор му -
ла чис лен но го ин те г ри ро ва ния на зы -
ва ет ся…

f(x)dx � [y1 + y2 + ... + yn]
b

∫
a

b – a————
n

1) фор му ла Симп со на �
2) фор му ла 

пря мо уголь ни ков �
3) фор му ла 

тре у голь ни ков �
4) фор му ла тра пе ций �

15.13. Пред став лен ная ни же фор му -
ла чис лен но го ин те г ри ро ва ния на зы -
ва ет ся…

f(x)dx � [y0 + y2m + 2(y2 + y4 +

+ ... y2m–2) + 4(y1 + y3 + ... y2m–1)]

b – a————
6m

b

∫
a

1) фор му ла Симп со на �
2) фор му ла 

пря мо уголь ни ков �
3) фор му ла 

тре у голь ни ков �
4) фор му ла тра пе ций �

15.14. В ка ком ма те ма ти че с ком про цес-
се ис поль зу ет ся фор му ла Симп со на?

1) Ин тер по ля ция 
функ ций �

2) Чис лен ное 
ин те г ри ро ва ние �

3) Ап прок си ма ция y�� �
4) Чис лен ное диф фе -

ренци ро ва ние �

15.15. В ка ком ма те ма ти че с ком про -
цес се ис поль зу ет ся фор му ла тра пе -
ций?

1) Ин тер по ля ция 
функ ций �

2) Чис лен ное 
ин те г ри ро ва ние �

3) Ап прок си ма ция y�� �
4) Чис лен ное диф фе -

ренци ро ва ние �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.1. Ка кой опе ра ции над со бы ти я ми
со от вет ст ву ет ри су нок?

1) AB �
2)

–
A �

3) A + B �
4) A – B �

Часть 3
ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.2. Ка кой опе ра ции над со бы ти я ми
со от вет ст ву ет ри су нок?

1) AB �
2)

–
A �

3) A + B �
4) A – B �

16.3. Ес ли объ ек тив но шан сы на на -
ступ ле ние со бы тий А и В оди на ко вы,
то со бы тия А и В…

1) про ти во по лож ные �
2) сов ме ст ные �
3) не со вме ст ные �
4) рав но воз мож ные �

16.4. Ес ли в экс пе ри мен те воз мож ны
n эле мен тар ных ис хо дов, а со бы тие А
на сту па ет в ре зуль та те m из них, то ве -
ро ят ность со бы тия А рав на…

1) �

2) �

3) �

4) �n–m
———
n

m
—
n

n
—
m

m
———
n–m

16.5. Ве ро ят ность до сто вер но го со бы -
тия рав на…

1) 0,99 � 2) –1 �
3) 0 � 4) 1 �

16.6. Ве ро ят ность не воз мож но го со -
бы тия рав на…

1) 1 � 2) –1 �
3) 0 � 4) 0,0002 �

16.7. Не со вме ст ные со бы тия не об ра -
зу ют пол ную груп пу со бы тий, ес ли их
ве ро ят но с ти рав ны…

1) P(A) = ; P(B) = ;

P(C) = �

2) P(A) = ; P(B) = ; 

P(C) = �

3) P(A) = ; P(B) = ; 

P(C) = �

4) P(A) = ; P(B) = ;

P(C) = �
3
—
12

3
—
4

1
—
12

4
—
7

2
—
7

1
—
7

1
—
4

1
—
4

1
—
2

3
—
5

1
—
5

1
—
5
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.2. Ка кой опе ра ции над со бы ти я ми
со от вет ст ву ет ри су нок?

1) AB �
2)

–
A �

3) A + B �
4) A – B �

16.3. Ес ли объ ек тив но шан сы на на -
ступ ле ние со бы тий А и В оди на ко вы,
то со бы тия А и В…

1) про ти во по лож ные �
2) сов ме ст ные �
3) не со вме ст ные �
4) рав но воз мож ные �

16.4. Ес ли в экс пе ри мен те воз мож ны
n эле мен тар ных ис хо дов, а со бы тие А
на сту па ет в ре зуль та те m из них, то ве -
ро ят ность со бы тия А рав на…

1) �

2) �

3) �

4) �n–m
———
n

m
—
n

n
—
m

m
———
n–m

16.5. Ве ро ят ность до сто вер но го со бы -
тия рав на…

1) 0,99 � 2) –1 �
3) 0 � 4) 1 �

16.6. Ве ро ят ность не воз мож но го со -
бы тия рав на…

1) 1 � 2) –1 �
3) 0 � 4) 0,0002 �

16.7. Не со вме ст ные со бы тия не об ра -
зу ют пол ную груп пу со бы тий, ес ли их
ве ро ят но с ти рав ны…

1) P(A) = ; P(B) = ;

P(C) = �

2) P(A) = ; P(B) = ; 

P(C) = �

3) P(A) = ; P(B) = ; 

P(C) = �

4) P(A) = ; P(B) = ;

P(C) = �
3
—
12

3
—
4

1
—
12

4
—
7

2
—
7

1
—
7

1
—
4

1
—
4

1
—
2

3
—
5

1
—
5

1
—
5

A B
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.8. Не со вме ст ные со бы тия не об ра -
зу ют пол ную груп пу со бы тий, ес ли их
ве ро ят но с ти рав ны…

1) P(A) = ; P(B) = ;

P(C) = �

2) P(A) = ; P(B) = ; 

P(C) = �

3) P(A) = ; P(B) = ; 

P(C) = �

4) P(A) = ; P(B) = ;

P(C) = �

1
—
12

1
—
12

4
—
15

2
—
5

5
—
15

5
—
8

1
—
8

1
—
4

1
—
7

1
—
6

1
—
5

5
—
6

16.9. Иг раль ная кость бро са ет ся один
раз. Тог да ве ро ят ность то го, что на
верх ней гра ни вы па дет 3 оч ка, рав на…

1) 0,5 � 2) 0,1 �
3) 1/6 � 4) 1/3 �

16.10. Иг раль ная кость бро са ет ся
один раз. Тог да ве ро ят ность то го, что
на верх ней гра ни вы па дет 5 оч ков,
рав на…

1) 5/6 � 2) 1/6 �
3) 0,1 � 4) 1/5 �

16.11. Ве ро ят ность то го, что при бро -
са нии иг раль но го ку би ка вы па дет
1 или 2, или 6 оч ков, со став ля ет…

1) 0,5 � 2) 1/3 �
3) 1/12 � 4) 1/9 �

16.12. Ве ро ят ность то го, что при бро -
са нии од но го иг раль но го ку би ка вы -
па дет чет ное чис ло оч ков, рав на…

1) 1/12 � 2) 2 �
3) 12 � 4) 1/2 �

16.13. Ве ро ят ность то го, что при бро -
са нии иг раль но го ку би ка вы па дет
0 оч ков, со став ля ет…

1) 1 � 2) 0 �
3) 1/6 � 4) 1/12 �

16.14. Ве ро ят ность то го, что при бро -
са нии иг раль но го ку би ка вы па дет
7 оч ков, со став ля ет…

1) 0 � 2) 6/7 �
3) 1 � 4) 7/6 �

16.15. Ве ро ят ность то го, что при бро -
са нии од но го иг раль но го ку би ка вы -
па дет ко ли че ст во оч ков не ме нее 2, но
не бо лее 4, со став ля ет…

1) 9 � 2) 1/2 �
3) 1/9 � 4) 1/3 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.16. Из ур ны, в ко то рой на хо дят ся
4 бе лых и 9 чер ных ша ров, вы ни ма ют
на уда чу один шар. Тог да ве ро ят ность
то го, что этот шар бу дет бе лым, рав -
на…

1) 4/13 � 2) 2/7 �
3) 1 � 4) 4/9 �

16.17. В ящи ке 11 бе лых, 3 крас ных и
6 си них ша ров. До ста ют один шар. Ве -
ро ят ность того, что он бе лый, рав на…

1) 0,45 � 2) 9/11 �
3) 1/3 � 4) 0,55 �

16.18. Ве ро ят ность то го, что 1 сен тя б -
ря про из воль но вы бран но го го да при -
дет ся на вос кре се нье, рав на…

1) 12/365 �
2) 1/2 �
3) 1/7 �
4) 1/365 �

16.19. Че му рав на ве ро ят ность то го,
что день рож де ния про из воль но вы -
бран но го сту ден та будет 30�го чис ла?
Ви со кос ны ми го да ми пре не бречь

1) 11/365 �
2) 1/365 �
3) 12/365 �
4) 1/7 �

16.20. Из ко ло ды 36 карт до ста ют од -
ну кар ту. Че му рав на ве ро ят ность
того, что это ва лет или да ма?

1) 2/9 � 2) 1/4 �
3) 1/36 � 4) 1/9 �

16.21. В ящи ке 65 год ных и 35 бра ко -
ван ных де та лей. До ста ют од ну де таль.
Че му рав на ве ро ят ность того, что она
бра ко ван ная?

1) 0,65 � 2) 7/13 �
3) 0,5 � 4) 0,35 �

16.22. За кон троль ную по ма те ма ти ке
из 30 сту ден тов груп пы пя те ро по лу -
чи ли оцен ку «5», 12 сту ден тов — «4»,
10 сту ден тов по лу чи ли трой ки, а ос -
таль ные — двой ки. Че му рав на ве ро -
ят ность того, что на угад взя тый сту -
дент груп пы по лу чил двой ку?

1) 0,1 � 2) 0,15 �
3) 0,2 � 4) 0,25 �
5) 0,3 �

16.23. Иг раль ная кость бро са ет ся
один раз. Ве ро ят ность то го, что по -
явит ся не бо лее 4 оч ков, рав на...

1) 1/6 � 2) 1 �
3) 1/2 � 4) 2/3 �
5) 1/3 �

16.24. Иг раль ная кость бро са ет ся
один раз. Ве ро ят ность то го, что по -
явит ся бо лее 5 оч ков, рав на...

1) 1/2 � 2) 2/3 �
3) 1 � 4) 1/3 �
5) 1/6 �

Часть 3. Теория вероятностей и математическая статистика386
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.16. Из ур ны, в ко то рой на хо дят ся
4 бе лых и 9 чер ных ша ров, вы ни ма ют
на уда чу один шар. Тог да ве ро ят ность
то го, что этот шар бу дет бе лым, рав -
на…

1) 4/13 � 2) 2/7 �
3) 1 � 4) 4/9 �

16.17. В ящи ке 11 бе лых, 3 крас ных и
6 си них ша ров. До ста ют один шар. Ве -
ро ят ность того, что он бе лый, рав на…

1) 0,45 � 2) 9/11 �
3) 1/3 � 4) 0,55 �

16.18. Ве ро ят ность то го, что 1 сен тя б -
ря про из воль но вы бран но го го да при -
дет ся на вос кре се нье, рав на…

1) 12/365 �
2) 1/2 �
3) 1/7 �
4) 1/365 �

16.19. Че му рав на ве ро ят ность то го,
что день рож де ния про из воль но вы -
бран но го сту ден та будет 30�го чис ла?
Ви со кос ны ми го да ми пре не бречь

1) 11/365 �
2) 1/365 �
3) 12/365 �
4) 1/7 �

16.20. Из ко ло ды 36 карт до ста ют од -
ну кар ту. Че му рав на ве ро ят ность
того, что это ва лет или да ма?

1) 2/9 � 2) 1/4 �
3) 1/36 � 4) 1/9 �

16.21. В ящи ке 65 год ных и 35 бра ко -
ван ных де та лей. До ста ют од ну де таль.
Че му рав на ве ро ят ность того, что она
бра ко ван ная?

1) 0,65 � 2) 7/13 �
3) 0,5 � 4) 0,35 �

16.22. За кон троль ную по ма те ма ти ке
из 30 сту ден тов груп пы пя те ро по лу -
чи ли оцен ку «5», 12 сту ден тов — «4»,
10 сту ден тов по лу чи ли трой ки, а ос -
таль ные — двой ки. Че му рав на ве ро -
ят ность того, что на угад взя тый сту -
дент груп пы по лу чил двой ку?

1) 0,1 � 2) 0,15 �
3) 0,2 � 4) 0,25 �
5) 0,3 �

16.23. Иг раль ная кость бро са ет ся
один раз. Ве ро ят ность то го, что по -
явит ся не бо лее 4 оч ков, рав на...

1) 1/6 � 2) 1 �
3) 1/2 � 4) 2/3 �
5) 1/3 �

16.24. Иг раль ная кость бро са ет ся
один раз. Ве ро ят ность то го, что по -
явит ся бо лее 5 оч ков, рав на...

1) 1/2 � 2) 2/3 �
3) 1 � 4) 1/3 �
5) 1/6 �

Часть 3. Теория вероятностей и математическая статистика386

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.25. Те о ре ма сло же ния ве ро ят но -
стей для сов ме ст ных со бы тий А и В
оп ре де ля ет ся фор му лой…

1) Р(A + B) = Р(А) +
+ Р(В) + Р(АВ) �

2) Р(A + B) = P(AB) –
– Р(А) – Р(В) �

3) Р(A + B) =
= Р(А)+Р(В) �

4) Р(A + B) = Р(А) +
+ Р(В) – Р(АВ) �

16.26. Те о ре ма ум но же ния ве ро ят но -
с тей для за ви си мых со бы тий А и В оп -
ре де ля ет ся фор му лой…

1) Р(AB) = Р(А)Р(В) –
– Р(А+В) �

2) Р(AB) =
= Р(А)Р(В/А) �

3) Р(AB) =
= P(A/В)Р(В/А) �

4) Р(AB) = Р(А)Р(В) �

16.27. В ло те рее 1000 би ле тов. На один
би лет вы па да ет вы иг рыш 5000 руб ., на
10 би ле тов — вы иг ры ши по 1000 руб.,
на 50 би ле тов — вы иг ры ши по 200 руб.,
на 100 би ле тов — вы иг ры ши по
50 руб.; ос таль ные би ле ты — про иг рыш -
ные. По ку па ет ся один би лет. Тог да ве -
ро ят ность вы иг ры ша 50 или 1000 руб.
рав на…

1) 0,011 �
2) 0,11 �
3) 11/161 �
4) 11/989 �

16.28. В ур не на хо дят ся 1 бе лый и
2 чер ных ша ра. Из ур ны по оче ред но
изы ма ют ся ша ры. По сле пер во го изъ -
я тия шар воз вра ща ет ся в ур ну и ша ры
пе ре ме ши ва ют ся. Тог да ве ро ят ность
того, что оба ша ра бе лые, рав на…

1) 2/3 �
2) 2/9 �
3) 1/6 �
4) 1/9 �

16.29. В ур не на хо дят ся 2 бе лых и
2 чер ных ша ра. Из ур ны по оче ред но
вы ни ма ют 2 ша ра, но по сле пер во го
вы ни ма ния шар воз вра ща ет ся в ур ну
и ша ры пе ре ме ши ва ют ся. Тог да ве ро ят-
ность того, что оба ша ра бе лые, рав на…

1) 1/16 �
2) 1/2 �
3) 1/6 �
4) 1/4 �

16.30. По оцен кам экс пер тов, ве ро ят -
но с ти бан крот ст ва для двух пред при -
я тий, про из во дя щих раз но тип ную
про дук цию, рав ны 0,2 и 0,25. Тог да ве -
ро ят ность бан крот ст ва обо их пред -
при я тий рав на…

1) 0,6 �
2) 0,45 �
3) 0,05 �
4) 0,5 �

387Глава 16. Случайные события и их вероятности
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.31. В це хе ра бо та ют 5 жен щин и
2 муж чи ны. Для бе се ды по жре бию
вы би ра ют дво их. Тог да ве ро ят ность,
что это муж чи на и жен щи на, рав на…

1) 7/10 �
2) 10/ 21 �
3) 1/10 �
4) 5/21 �

16.32. Ве ро ят ность по па да ния в цель
при од ном вы ст ре ле рав на 0,7. Че му рав-
на ве ро ят ность того, что при трех вы -
ст ре лах не бу дет ни од но го про ма ха?

1) 0,49 �
2) 0,049 �
3) 0,21 �
4) 0,343 �

16.33. Ве ро ят ность по па да ния в цель
при од ном вы ст ре ле рав на 0,6. Че му рав-
на ве ро ят ность того, что при двух вы -
ст ре лах не бу дет ни од но го про ма ха?

1) 3/9 �
2) 0,16 �
3) 0,36 �
4) 0,24 �

16.34. В ящи ке 25 де та лей, из ко то рых
9 бра ко ван ных. Сбор щик на угад до -
ста ет 3 де та ли. Ка ко ва ве ро ят ность
того, что все три не бра ко ван ные?

1) 28/115 �
2) 8/23 �
3) 16/91 �
4) 40/133 �

16.35. В од ном ящи ке 2 бе лых и 8 крас-
ных ша ров, а в дру гом 4 бе лых и 6 крас-
ных. Из каж до го ящи ка на угад вы ни -
ма ют по 1 ша ру. Ка ко ва ве ро ят ность
того, что они оба крас ные?

1) 0,92 �
2) 0,48 �
3) 0,36 �
4) 0,3 �

16.36. В од ном ящи ке 20 бе лых и 10 крас -
ных ша ров, а в дру гом 15 бе лых и 15 крас-
ных. Из каж до го ящи ка на угад вы ни -
ма ют по 1 ша ру. Ка ко ва ве ро ят ность
того, что хо тя бы один из них бе лый?

1) 0,7 �
2) 0,64 �
3) 7/8 �
4) 5/6 �

16.37. Из кар то чек раз рез ной аз бу ки
сло же но сло во АЛ ГЕ Б РА. Из это го
сло ва на угад бе рут 2 кар точ ки. Ка ко ва
ве ро ят ность того, что на них нет ни
бук вы А, ни бук вы Е?

1) 3/4 �
2) 4/7 �
3) 2/7 �
4) 1/2 �

16.38. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 на -
угад вы би ра ют 3 ци ф ры. Ка ко ва ве ро -
ят ность того, что они все не чет ные?

1) 1/2 �
2) 1/14 �
3) 3/14 �
4) 1/6 �

16.39. В ящи ке 17 год ных и 8 бра ко -
ван ных де та лей. Из не го на угад до ста -
ют 2 де та ли. Ка ко ва ве ро ят ность того,
что они обе бра ко ван ные?

1) 7/90 �
2) 0,1 �
3) 7/75 �
4) 0,14 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.31. В це хе ра бо та ют 5 жен щин и
2 муж чи ны. Для бе се ды по жре бию
вы би ра ют дво их. Тог да ве ро ят ность,
что это муж чи на и жен щи на, рав на…

1) 7/10 �
2) 10/ 21 �
3) 1/10 �
4) 5/21 �

16.32. Ве ро ят ность по па да ния в цель
при од ном вы ст ре ле рав на 0,7. Че му рав-
на ве ро ят ность того, что при трех вы -
ст ре лах не бу дет ни од но го про ма ха?

1) 0,49 �
2) 0,049 �
3) 0,21 �
4) 0,343 �

16.33. Ве ро ят ность по па да ния в цель
при од ном вы ст ре ле рав на 0,6. Че му рав-
на ве ро ят ность того, что при двух вы -
ст ре лах не бу дет ни од но го про ма ха?

1) 3/9 �
2) 0,16 �
3) 0,36 �
4) 0,24 �

16.34. В ящи ке 25 де та лей, из ко то рых
9 бра ко ван ных. Сбор щик на угад до -
ста ет 3 де та ли. Ка ко ва ве ро ят ность
того, что все три не бра ко ван ные?

1) 28/115 �
2) 8/23 �
3) 16/91 �
4) 40/133 �

16.35. В од ном ящи ке 2 бе лых и 8 крас-
ных ша ров, а в дру гом 4 бе лых и 6 крас-
ных. Из каж до го ящи ка на угад вы ни -
ма ют по 1 ша ру. Ка ко ва ве ро ят ность
того, что они оба крас ные?

1) 0,92 �
2) 0,48 �
3) 0,36 �
4) 0,3 �

16.36. В од ном ящи ке 20 бе лых и 10 крас -
ных ша ров, а в дру гом 15 бе лых и 15 крас-
ных. Из каж до го ящи ка на угад вы ни -
ма ют по 1 ша ру. Ка ко ва ве ро ят ность
того, что хо тя бы один из них бе лый?

1) 0,7 �
2) 0,64 �
3) 7/8 �
4) 5/6 �

16.37. Из кар то чек раз рез ной аз бу ки
сло же но сло во АЛ ГЕ Б РА. Из это го
сло ва на угад бе рут 2 кар точ ки. Ка ко ва
ве ро ят ность того, что на них нет ни
бук вы А, ни бук вы Е?

1) 3/4 �
2) 4/7 �
3) 2/7 �
4) 1/2 �

16.38. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 на -
угад вы би ра ют 3 ци ф ры. Ка ко ва ве ро -
ят ность того, что они все не чет ные?

1) 1/2 �
2) 1/14 �
3) 3/14 �
4) 1/6 �

16.39. В ящи ке 17 год ных и 8 бра ко -
ван ных де та лей. Из не го на угад до ста -
ют 2 де та ли. Ка ко ва ве ро ят ность того,
что они обе бра ко ван ные?

1) 7/90 �
2) 0,1 �
3) 7/75 �
4) 0,14 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.40. В ур не 10 крас ных, 20 си них и
15 зе ле ных ша ров. Из нее на угад до -
ста ют 1 шар. Ка ко ва ве ро ят ность того,
что этот шар си ний, ес ли из ве ст но,
что он не зе ле ный?

1) 0,075 �
2) 0,25 �
3) 2/3 �
4) 0,2 �

16.41. В ур не 21 бе лых и 19 чер ных
шаров. Из ур ны вы ни ма ют сра зу 2 ша -
ра. Ве ро ят ность то го, что оба ша ра бу -
дут бе лы ми, рав на...

1) 1/2 �
2) 7/26 �
3) 1/4 �
4) 19/80 �
5) 13/51 �

16.42. В ур не 21 бе лых и 19 чер ных ша -
ров. Из ур ны вы ни ма ют сра зу 2 ша ра.
Ве ро ят ность то го, что ша ры раз но го
цве та, рав на...

1) 8/17 �
2) 41/80 �
3) 3/5 �
4) 24/51 �
5) 133/260 �

16.43. Слу чай ные со бы тияA и B, удов-
ле тво ря ю щие ус ло ви ям P(A) = 0,6;
P(B) = 0,4; P(AB) = 0,2, яв ля ют ся…

1) не со вме ст ны ми
и за ви си мы ми �

2) сов ме ст ны ми
и за ви си мы ми �

3) сов ме ст ны ми 
и не за ви си мы ми �

4) не со вме ст ны ми 
и не за ви си мы ми �

16.44. Из каж дой из двух ко лод вы ни -
ма ют по од ной кар те. Со бы тия А —
«кар та из пер вой ко ло ды — крас ной
ма с ти» и В— «кар та из вто рой ко ло ды
буб но вой ма с ти» яв ля ют ся…

1) не со вме ст ны ми
и за ви си мы ми �

2) сов ме ст ны ми
и за ви си мы ми �

3) сов ме ст ны ми 
и не за ви си мы ми �

4) не со вме ст ны ми 
и не за ви си мы ми �

16.45. Бро са ют 2 ку би ка. Со бы тия А—
«на пер вом ку би ке вы па ла трой ка»
и В— «на вто ром ку би ке вы па ла ше с -
тер ка» яв ля ют ся…

1) не со вме ст ны ми
и за ви си мы ми �

2) сов ме ст ны ми
и за ви си мы ми �

3) сов ме ст ны ми 
и не за ви си мы ми �

4) не со вме ст ны ми 
и не за ви си мы ми �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.46. При бро са нии точ ки на пло с -
кость до сто вер но ее по па да ние в круг
пло ща дью S; по па да ние в лю бую точ -
ку кру га рав но ве ро ят но. Ве ро ят ность
p(A) ее по па да ния в кон цен т ри че с кий
круг пло ща ди s рав на…

1) p(A) = 1 – �

2) p(A) = S – s �

3) p(A) = �

4) p(A) = ��
��s
–
S

s
—
S

s
—
S

16.47. В ква д рат со сто ро ной 13 бро -
ше на точ ка.

Тог да ве ро ят ность то го, что она по па -
дет в за шт ри хо ван ную об ласть, рав на…

1) 1/13 �
2) 1/2 �
3) 2/13 �
4) 2 �

16.48. A— слу чай ное со бы тие, H1 и H2
об ра зу ют пол ную груп пу со бы тий.
Вер ным яв ля ет ся ут верж де ние…

1) p(A) = p(A/H1) +
+ p(A/H2) �

2) p(A) = 1 – p(A/H1) +
+ p(A/H2) �

3) p(A)=p(H1)p(A/H1) +
+ p(H2)p(A/H2) �

4) p(A) =
= p(A/H1)p(A/H2) �

16.49. Со бы тие А мо жет на сту пить
лишь при ус ло вии по яв ле ния двух не -
со вме ст ных со бы тий В1 и В2, об ра зу ю -
щих пол ную груп пу со бы тий. Из ве ст ны:

ве ро ят ность P(B1) = , ус лов ные ве ро-

ят но с ти P(A/B1) = и P(A/B2) = .

Тог да ве ро ят ность P(A) рав на…

1
–
2

1
–
4

3
–
4

1) 3/16 �
2) 3/4 �
3) 1/4 �
4) 5/16 �

16.50. По ми ше ни про из во дит ся три
вы ст ре ла. Зна че ние ве ро ят но с ти ни од-
но го по па да ния при всех трех вы ст ре -
лах рав но 0,5; зна че ние ве ро ят но с ти ров-
но од но го по па да ния 0,3; зна че ние ве ро-
ят но с ти ров но двух по па да ний 0,15.
Тог да зна че ние ве ро ят но с ти то го, что
ми шень бу дет по ра же на три ра за, рав но…

1) 0,05 �
2) 0,95 �
3) 0,15 �
4) 0,45 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.46. При бро са нии точ ки на пло с -
кость до сто вер но ее по па да ние в круг
пло ща дью S; по па да ние в лю бую точ -
ку кру га рав но ве ро ят но. Ве ро ят ность
p(A) ее по па да ния в кон цен т ри че с кий
круг пло ща ди s рав на…

1) p(A) = 1 – �

2) p(A) = S – s �

3) p(A) = �

4) p(A) = ��
��s
–
S

s
—
S

s
—
S

16.47. В ква д рат со сто ро ной 13 бро -
ше на точ ка.

Тог да ве ро ят ность то го, что она по па -
дет в за шт ри хо ван ную об ласть, рав на…

1) 1/13 �
2) 1/2 �
3) 2/13 �
4) 2 �

16.48. A— слу чай ное со бы тие, H1 и H2
об ра зу ют пол ную груп пу со бы тий.
Вер ным яв ля ет ся ут верж де ние…

1) p(A) = p(A/H1) +
+ p(A/H2) �

2) p(A) = 1 – p(A/H1) +
+ p(A/H2) �

3) p(A)=p(H1)p(A/H1) +
+ p(H2)p(A/H2) �

4) p(A) =
= p(A/H1)p(A/H2) �

16.49. Со бы тие А мо жет на сту пить
лишь при ус ло вии по яв ле ния двух не -
со вме ст ных со бы тий В1 и В2, об ра зу ю -
щих пол ную груп пу со бы тий. Из ве ст ны:

ве ро ят ность P(B1) = , ус лов ные ве ро-

ят но с ти P(A/B1) = и P(A/B2) = .

Тог да ве ро ят ность P(A) рав на…

1
–
2

1
–
4

3
–
4

1) 3/16 �
2) 3/4 �
3) 1/4 �
4) 5/16 �

16.50. По ми ше ни про из во дит ся три
вы ст ре ла. Зна че ние ве ро ят но с ти ни од-
но го по па да ния при всех трех вы ст ре -
лах рав но 0,5; зна че ние ве ро ят но с ти ров-
но од но го по па да ния 0,3; зна че ние ве ро-
ят но с ти ров но двух по па да ний 0,15.
Тог да зна че ние ве ро ят но с ти то го, что
ми шень бу дет по ра же на три ра за, рав но…

1) 0,05 �
2) 0,95 �
3) 0,15 �
4) 0,45 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.51. По ми ше ни про из во дит ся три
вы ст ре ла. Зна че ние ве ро ят но с ти ни
од но го по па да ния при всех трех вы ст -
ре лах рав но 0,6; зна че ние ве ро ят но с ти
ров но од но го по па да ния 0,2; зна че ние
ве ро ят но с ти ров но двух по па да ний
0,1. Тог да зна че ние ве ро ят но с ти то го,
что ми шень бу дет поражена не бо лее
од но го ра за, рав но…

1) 0,6 �
2) 0,7 �
3) 0,8 �
4) 0,2 �

16.52. Име ют ся две оди на ко вые на
вид ур ны. В пер вой ур не на хо дят ся
4 крас ных и 3 чер ных ша ра. Во вто рой
ур не — 2 бе лых и 1 чер ный шар. Из на -
уда чу взя той ур ны взя ли 1 шар. Тог да
ве ро ят ность то го, что этот шар чер -
ный, рав на…

1) 1/7 �
2) 8/21 �
3) 2/5 �
4) 1/3 �

16.53. Име ют ся две оди на ко вые на
вид ур ны. В пер вой ур не на хо дят ся
3 бе лых и 2 чер ных ша ра. Во вто рой
ур не — 4 бе лых, 1 чер ный шар и 1 крас-
ный шар. Из на уда чу взя той ур ны
взя ли 1 шар. Тог да ве ро ят ность то го,
что этот шар бе лый, рав на…

1) 19/30 �
2) 2/5 �
3) 8/15 �
4) 7/11 �

16.54. В пер вой ур не 4 чер ных и 6 бе -
лых ша ров. Во вто рой ур не 3 бе лых и
7 чер ных ша ров. Из на уда чу взя той
ур ны вы ни ма ют 1 шар. Тог да ве ро ят -
ность того, что этот шар ока жет ся бе -
лым, рав на…

1) 0,9 �
2) 0,45 �
3) 0,4 �
4) 0,15 �

16.55. В пер вом ящи ке 7 крас ных и
9 си них ша ров, а во вто ром — 4 крас -
ных и 11 си них. Из про из воль но го
ящи ка до ста ют 1 шар. Ве ро ят ность то -
го, что он си ний, рав на…

1) + �

2) + �

3) + �

4) · �
11
––
15

9
––
16

11
––
15

9
––
16

7
–
9





4
––
11





1
–
2

11
––
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––
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1
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.56. С пер во го стан ка на сбор ку по -
сту па ет 45%, а со вто ро го — 55% всех
де та лей. Сре ди де та лей с пер во го
стан ка 90% стан дарт ных, а со вто ро го
80%. Тог да ве ро ят ность то го, что на -
угад взя тая де таль ока жет ся не стан -
дарт ной, рав на…

1) 0,135 �
2) 0,155 �
3) 0,215 �
4) 0,225 �

16.57. В ур не ле жат 3 бе лых и 2 чер ных
ша ра. По сле до ва тель но без воз вра ще -
ния и на уда чу из вле ка ют 3 ша ра. Тог -
да ве ро ят ность то го, что пер вый шар
бу дет бе лым, а вто рой и тре тий — чер -
ны ми, рав на…

1) 1/10 �
2) 6/125 �
3) 8/27 �
4) 12/125 �

16.58. В ур не ле жат 2 бе лых и 3 чер ных
ша ра. По сле до ва тель но без воз вра ще -
ния и на уда чу из вле ка ют 3 ша ра. Тог -
да ве ро ят ность то го, что пер вый и вто -
рой шар бу дут бе лы ми, а тре тий —
чер ным, рав на…

1) 12/125 �
2) 1/10 �
3) 18/25 �
4) 1/5 �

16.59. На сбор ку по сту пи ли оди на ко -
вые де та ли из трех це хов: из це ха № 1 —
100 де та лей, из це ха № 2 — 200 де та -
лей и из це ха № 3 — 700 де та лей. Из -
ве ст но, что в це хе № 1 2% из го тов ля е -
мых де та лей бра ко ван ные, в це хе № 2 —
3% и в це хе № 3 — 1%. Найдите ве ро -
ят ность того, что на угад взя тая сбор -
щи ком де таль бра ко ван ная

1) 0,015 �
2) 0,022 �
3) 0,011 �
4) 0,013 �

16.60. В ма га зин по сту па ет про дук -
ция трех фа б рик. При чем про дук ция
пер вой фа б ри ки со став ля ет 10%, вто -
рой — 40% и тре ть ей — 50% из де лий.
Из ве ст но, что сред ний про цент не -
стан дарт ных из де лий для пер вой фа б -
ри ки ра вен 1%, для вто рой — 3% и
для тре ть ей — 5%. Ве ро ят ность то го,
что ока зав ше е ся не стан дарт ным из де -
лие про из ве де но на третьей фа б ри ке,
рав на...

1) 17/23 �
2) 12/29 �
3) 25/38 �
4) 1/3 �
5) 3/5 �

392 Часть 3. Теория вероятностей и математическая статистика



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.56. С пер во го стан ка на сбор ку по -
сту па ет 45%, а со вто ро го — 55% всех
де та лей. Сре ди де та лей с пер во го
стан ка 90% стан дарт ных, а со вто ро го
80%. Тог да ве ро ят ность то го, что на -
угад взя тая де таль ока жет ся не стан -
дарт ной, рав на…

1) 0,135 �
2) 0,155 �
3) 0,215 �
4) 0,225 �

16.57. В ур не ле жат 3 бе лых и 2 чер ных
ша ра. По сле до ва тель но без воз вра ще -
ния и на уда чу из вле ка ют 3 ша ра. Тог -
да ве ро ят ность то го, что пер вый шар
бу дет бе лым, а вто рой и тре тий — чер -
ны ми, рав на…

1) 1/10 �
2) 6/125 �
3) 8/27 �
4) 12/125 �

16.58. В ур не ле жат 2 бе лых и 3 чер ных
ша ра. По сле до ва тель но без воз вра ще -
ния и на уда чу из вле ка ют 3 ша ра. Тог -
да ве ро ят ность то го, что пер вый и вто -
рой шар бу дут бе лы ми, а тре тий —
чер ным, рав на…

1) 12/125 �
2) 1/10 �
3) 18/25 �
4) 1/5 �

16.59. На сбор ку по сту пи ли оди на ко -
вые де та ли из трех це хов: из це ха № 1 —
100 де та лей, из це ха № 2 — 200 де та -
лей и из це ха № 3 — 700 де та лей. Из -
ве ст но, что в це хе № 1 2% из го тов ля е -
мых де та лей бра ко ван ные, в це хе № 2 —
3% и в це хе № 3 — 1%. Найдите ве ро -
ят ность того, что на угад взя тая сбор -
щи ком де таль бра ко ван ная

1) 0,015 �
2) 0,022 �
3) 0,011 �
4) 0,013 �

16.60. В ма га зин по сту па ет про дук -
ция трех фа б рик. При чем про дук ция
пер вой фа б ри ки со став ля ет 10%, вто -
рой — 40% и тре ть ей — 50% из де лий.
Из ве ст но, что сред ний про цент не -
стан дарт ных из де лий для пер вой фа б -
ри ки ра вен 1%, для вто рой — 3% и
для тре ть ей — 5%. Ве ро ят ность то го,
что ока зав ше е ся не стан дарт ным из де -
лие про из ве де но на третьей фа б ри ке,
рав на...

1) 17/23 �
2) 12/29 �
3) 25/38 �
4) 1/3 �
5) 3/5 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.61. С пер во го ав то ма та на сбор ку по-
сту па ет 25%, со вто ро го — 30%, с тре -
ть е го — 45% де та лей. Пер вый ав то мат
да ет в сред нем 0,1% бра ка, вто рой —
0,4%, тре тий — 0,2%. Ве ро ят ность то -
го, что ока зав ша я ся бра ко ван ной де -
таль из го тов ле на на втором ав то ма те,
рав на...

1) 4/9 �
2) 24/47 �
3) 12/23 �
4) 6/13 �
5) 47/91 �

16.62. На фа б ри ке, из го тов ля ю щей
бол ты, пер вая ма ши на про из во дит
15%, вто рая — 25%, тре тья — 60% всех
из де лий. Брак про дук ции со став ля ет
со от вет ст вен но 2, 4 и 5%. Ве ро ят ность
то го, что ока зав ший ся бра ко ван ным
болт про из ве ден на первой ма ши не,
ра вна...

1) 5/61 �
2) 2/27 �
3) 1/30 �
4) 14/259 �
5) 3/43 �

16.63. В ма га зин по сту па ет про дук -
ция трех фа б рик. При чем про дук ция
пер вой фа б ри ки со став ля ет 10%, вто -
рой — 15% и тре ть ей — 75% из де лий.
Из ве ст но, что сред ний про цент не -
стан дарт ных из де лий для пер вой фа б -
ри ки ра вен 2%, для вто рой — 5% и для
тре ть ей — 1%. Ве ро ят ность то го, что
ока зав ше е ся не стан дарт ным из де лие
про из ве де но на первой фа б ри ке, рав -
на...

1) 9/23 �
2) 2/17 �
3) 7/46 �
4) 5/29 �
5) 1/3 �

16.64. В ма га зин по сту па ет про дук -
ция трех фа б рик. При чем про дук ция
пер вой фа б ри ки со став ля ет 30%, вто -
рой — 50% и тре ть ей — 20% из де лий.
Из ве ст но, что сред ний про цент не -
стан дарт ных из де лий для пер вой фа б -
ри ки ра вен 4%, для вто рой — 1% и для
тре ть ей — 5%. Ве ро ят ность то го, что
ока зав ше е ся не стан дарт ным из де лие
про из ве де но на второй фа б ри ке, рав на...

1) 7/18 �
2) 1/5 �
3) 6/23 �
4) 5/27 �
5) 3/11 �

16.65. Иг раль ную кость бро са ют 8 раз.
Ве ро ят ность то го, что ров но 4 ра за
вы па дет грань с чет ным чис лом оч ков,
рав на…

1) 1/256 �
2) 35/128 �
3) 27/128 �
4) 1/8 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.66. Иг раль ную кость бро са ют 5 раз.
Ве ро ят ность то го, что ров но 2 ра за
вы па дет грань с чет ным чис лом оч ков,
рав на…

1) 5/16 �
2) 1/32 �
3) 7/64 �
4) 1/4 �

16.67. Ве ро ят ность по куп ки не спе ло -
го ар бу за на рын ке рав на 0,2. Не кто
каж дый день по ку па ет на рын ке ар -
буз. Ка ко ва ве ро ят ность того, что в те -
че ние че ты рех дней он ку пит не ме нее
3 спе лых ар бу зов?

1) 0,6354 �
2) 0,7248 �
3) 0,8192 �
4) 0,8576 �

16.68. Ве ро ят ность по па да ния стрел -
ка в цель рав на 0,9. Най ти ве ро ят -
ность того, что из че ты рех вы ст ре лов
он по па дет в цель ров но 2 ра за

1) 0,0512 �
2) 0,0240 �
3) 0,0486 �
4) 0,0832 �

16.69. Ве ро ят ность по ра же ния ми ше -
ни стрел ком при од ном вы ст ре ле рав -
на 1/3. Тог да ве ро ят ность то го, что
при 4 вы ст ре лах бу дет хо тя бы од но
по па да ние, рав на…

1) 3/4 �
2) 65/81 �
3) 16/81 �
4) 2/3 �

16.70. Что нуж но при ме нить для вы чис-
ле ния ве ро ят ности то го, что в 200 по -
втор ных не за ви си мых ис пы та ниях со -
бы тие А про изой дет ров но 60 раз,
ес ли ве ро ят ность со бы тия А в от дель -
ном ис пы та нии 0,4?

1) Фор му лу Бер нул ли�
2) Ло каль ную те о ре му

Ла пла са �
3) Фор му лу Пу ас со на �
4) Ин те г раль ную 

те о ре му Ла пла са �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.1. Ве ро ят ность то го, что слу чай ная
ве ли чи на Х при мет зна че ние мень шее
чем х, — это…

1) плот ность 
рас пре де ле ния �

2) функ ция 
рас пре де ле ния �

3) мо да 
рас пре де ле ния �

4) ме ди а на 
рас пре де ле ния �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

16.66. Иг раль ную кость бро са ют 5 раз.
Ве ро ят ность то го, что ров но 2 ра за
вы па дет грань с чет ным чис лом оч ков,
рав на…

1) 5/16 �
2) 1/32 �
3) 7/64 �
4) 1/4 �

16.67. Ве ро ят ность по куп ки не спе ло -
го ар бу за на рын ке рав на 0,2. Не кто
каж дый день по ку па ет на рын ке ар -
буз. Ка ко ва ве ро ят ность того, что в те -
че ние че ты рех дней он ку пит не ме нее
3 спе лых ар бу зов?

1) 0,6354 �
2) 0,7248 �
3) 0,8192 �
4) 0,8576 �

16.68. Ве ро ят ность по па да ния стрел -
ка в цель рав на 0,9. Най ти ве ро ят -
ность того, что из че ты рех вы ст ре лов
он по па дет в цель ров но 2 ра за

1) 0,0512 �
2) 0,0240 �
3) 0,0486 �
4) 0,0832 �

16.69. Ве ро ят ность по ра же ния ми ше -
ни стрел ком при од ном вы ст ре ле рав -
на 1/3. Тог да ве ро ят ность то го, что
при 4 вы ст ре лах бу дет хо тя бы од но
по па да ние, рав на…

1) 3/4 �
2) 65/81 �
3) 16/81 �
4) 2/3 �

16.70. Что нуж но при ме нить для вы чис-
ле ния ве ро ят ности то го, что в 200 по -
втор ных не за ви си мых ис пы та ниях со -
бы тие А про изой дет ров но 60 раз,
ес ли ве ро ят ность со бы тия А в от дель -
ном ис пы та нии 0,4?

1) Фор му лу Бер нул ли�
2) Ло каль ную те о ре му

Ла пла са �
3) Фор му лу Пу ас со на �
4) Ин те г раль ную 

те о ре му Ла пла са �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.1. Ве ро ят ность то го, что слу чай ная
ве ли чи на Х при мет зна че ние мень шее
чем х, — это…

1) плот ность 
рас пре де ле ния �

2) функ ция 
рас пре де ле ния �

3) мо да 
рас пре де ле ния �

4) ме ди а на 
рас пре де ле ния �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.2. Ес ли F(x) — функ ция рас пре де -
ле ния слу чай ной ве ли чи ны Х, то 

F(x) = ...lim
x�–�

1) 1 � 2) +� �
3) 0 � 4) 0,5 �

17.3. Ес ли F(x) — функ ция рас пре де -
ле ния слу чай ной ве ли чи ны Х, то

F(x) = ...lim
x�+�

1) 1 � 2) +� �
3) 0 � 4) 0,5 �

17.4. Ес ли F(x) — функ ция рас пре де -
ле ния, p(x) — плот ность рас пре де ле -
ния слу чай ной ве ли чи ны Х, то…

1) p(x) = F �(x) �
2) p(x) = F (x) – F (0) �
3) p(x) =

= 0,5[F(x) – F(0)] �

4) p(x) = F (x)dx �
+�

∫
–�

17.5. Ес ли p(x) — плот ность рас пре де -
ле ния слу чай ной ве ли чи ны Х, то

p(x)dx = ...
+�

∫
–�

1) +� � 2) 0 �
3) 0,5 � 4) 1 �

17.6. В ка кой по лу пло с ко с ти ко ор ди -
нат ной пло с ко сти ле жит кри вая рас -
пре де ле ния лю бой слу чай ной ве ли чи -
ны?

1) Верх ней �
2) Ниж ней �
3) Ле вой �
4) Пра вой �

17.7. По ка кой фор му ле вы чис ля ет ся
ма те ма ти че с кое ожи да ние дис крет -
ной слу чай ной ве ли чи ны Х, за дан ной
ря дом рас пре де ле ния?

1) M(X) = p1 + ... + pn �

2) M(X) = xi
2pi �

3) M(X) = xipi �

4) M(X) = x1 + ... + xn �

n

Σ
i=1

n

Σ
i=1

17.8. По ка кой фор му ле вы чис ля ет ся
ма те ма ти че с кое ожи да ние не пре рыв -
ной слу чай ной ве ли чи ны Х, за дан ной
плот но с тью рас пре де ле ния p(x)?

1) M(X) = x2p(x)dx �

2) M(X) = x3p(x)dx �

3) M(X) = p(x)dx �

4) M(X) = xp(x)dx �
+�

∫
–�

+�

∫
–�

+�

∫
–�

+�

∫
–�
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.9. Уп ро щен ная фор му ла вы чис ле -
ния дис пер сии слу чай ной ве ли чи ны
Х име ет вид…

1) D(X) =
= M(X2) – 2M(X) �

2) D(X) =
= M(X2) – [M(X)]2 �

3) D(X) =
= M(X) – ������M(X) �

4) D(X) =
= M(X2) – M(X) �

17.10. Сред неква д ра тич еское от кло -
не ние σХ слу чай ной ве ли чи ны Х оп ре -
де ля ет ся по фор му ле…

1) σХ = 0,5D(X) �
2) σХ = ������D(X) �

3) σХ = �

4) σХ = D(X) – M(X) �

D(X)
———
M(X)

17.11. Дан за кон рас пре де ле ния дис -
крет ной слу чай ной ве ли чи ны X

Тог да зна че ние а рав но…

xi 1 2 3 4
pi 0,1 a 0,2 0,6

1) 0,1 �
2) –0,9 �
3) 0,2 �
4) 0,9 �

17.12. Дан за кон рас пре де ле ния дис -
крет ной слу чай ной ве ли чи ны X

Тог да зна че ние а рав но…

xi 1 2 3 4
pi 0,2 a 0,4 0,1

1) 0,4 �
2) 0,3 �
3) –0,7 �
4) 0,7 �

17.13. Дан за кон рас пре де ле ния дис -
крет ной слу чай ной ве ли чи ны X

Тог да зна че ние а рав но…

xi 1 2 3 4
pi 0,2 0,3 0,4 a

1) 0,2 �
2) 0,7 �
3) –0,7 �
4) 0,1 �

17.14. Дис крет ная слу чай ная ве ли чи -
на за да на за ко ном рас пре де ле ния

Тог да зна че ние функ ции рас пре де ле -
ния F(3) рав но…

xi 1 2 4 5
pi 0,1 0,2 0,3 0,4

1) 0,7 �
2) 0,2 �
3) 0,9 �
4) 0,3 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.9. Уп ро щен ная фор му ла вы чис ле -
ния дис пер сии слу чай ной ве ли чи ны
Х име ет вид…

1) D(X) =
= M(X2) – 2M(X) �

2) D(X) =
= M(X2) – [M(X)]2 �

3) D(X) =
= M(X) – ������M(X) �

4) D(X) =
= M(X2) – M(X) �

17.10. Сред неква д ра тич еское от кло -
не ние σХ слу чай ной ве ли чи ны Х оп ре -
де ля ет ся по фор му ле…

1) σХ = 0,5D(X) �
2) σХ = ������D(X) �

3) σХ = �

4) σХ = D(X) – M(X) �

D(X)
———
M(X)

17.11. Дан за кон рас пре де ле ния дис -
крет ной слу чай ной ве ли чи ны X

Тог да зна че ние а рав но…

xi 1 2 3 4
pi 0,1 a 0,2 0,6

1) 0,1 �
2) –0,9 �
3) 0,2 �
4) 0,9 �

17.12. Дан за кон рас пре де ле ния дис -
крет ной слу чай ной ве ли чи ны X

Тог да зна че ние а рав но…

xi 1 2 3 4
pi 0,2 a 0,4 0,1

1) 0,4 �
2) 0,3 �
3) –0,7 �
4) 0,7 �

17.13. Дан за кон рас пре де ле ния дис -
крет ной слу чай ной ве ли чи ны X

Тог да зна че ние а рав но…

xi 1 2 3 4
pi 0,2 0,3 0,4 a

1) 0,2 �
2) 0,7 �
3) –0,7 �
4) 0,1 �

17.14. Дис крет ная слу чай ная ве ли чи -
на за да на за ко ном рас пре де ле ния

Тог да зна че ние функ ции рас пре де ле -
ния F(3) рав но…

xi 1 2 4 5
pi 0,1 0,2 0,3 0,4

1) 0,7 �
2) 0,2 �
3) 0,9 �
4) 0,3 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.15. Дис крет ная слу чай ная ве ли чи -
на за да на за ко ном рас пре де ле ния

Тог да зна че ние функ ции рас пре де ле -
ния F(0) рав но…

xi –2 –1 1 4
pi 0,3 0,3 0,3 0,1

1) 0,4 �
2) 0,9 �
3) 0,6 �
4) 0,3 �

17.16. Дис крет ная слу чай ная ве ли чи -
на за да на ря дом рас пре де ле ния. Най -
ти М(Х).

xi –3 –1 0 1 3
pi 0,2 0,1 0,1 0,3 0,3

1) –0,1 �
2) 0,1 �
3) 0,3 �
4) 0,5 �

17.17. Дис крет ная слу чай ная ве ли чи -
на за да на ря дом рас пре де ле ния. Най -
ти М(Х).

xi 2 4 6 8 10
pi 0,5 0,2 0,1 0,1 0,1

1) 3,8 �
2) 4,2 �
3) 4,4 �
4) 4,6 �

17.18. Дис крет ная слу чай ная ве ли чи -
на X за да на ря дом рас пре де ле ния. Най-
ти D(X).

xi 1 2 3 4 5
pi 0,4 0,2 0,2 0,1 0,1

1) 1,33 �
2) 1,62 �
3) 1,81 �
4) 1,96 �

17.19. Дис крет ная слу чай ная ве ли чи -
на за да на ря дом рас пре де ле ния. Най -
ти М(Х).

xi 6 7 8 9 10
pi 0,2 0,3 0,3 0,1 0,1

1) 7,6 �
2) 7,4 �
3) 7,2 �
4) 6,8 �

17.20. Дис крет ная слу чай ная ве ли чи -
на за да на ря дом рас пре де ле ния. Най -
ти М(Х).

xi 0 5 10 15 25
pi 0,2 0,4 0,2 0,1 0,1

1) 7,5 �
2) 8 �
3) 8,5 �
4) 9 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.21. Рас пре де ле ние дис крет ной слу -
чай ной ве ли чи ны за да но таб ли цей.
Ма те ма ти че с кое ожи да ние рав но…

xi 3 6 7
pi 0,1 0,5 0,4

1) 4,9 �
2) 5,2 �
3) 5,7 �
4) 6,1 �

17.22. Рас пре де ле ние дис крет ной слу-
чай ной ве ли чи ны за да но таб ли цей.
Дис пер сия рав на...

xi 2 5 8
pi 0,2 0,3 0,5

1) 3,69 �
2) 5,49 �
3) 7,81 �
4) 9,33 �

17.23. Рас пре де ле ние дис крет ной слу -
чай ной ве ли чи ны за да но таб ли цей.
Ма те ма ти че с кое ожи да ние рав но…

xi –1 –2 5
pi 0,1 0,2 0,7

1) 4,5 �
2) 3,5 �
3) 3 �
4) 2 �

17.24. Рас пре де ле ние дис крет ной слу -
чай ной ве ли чи ны за да но таб ли цей.
Ма те ма ти че с кое ожи да ние рав но…

xi 1 10 15
pi 0,3 0,3 0,4

1) 9,3 �
2) 10,1 �
3) 10,9 �
4) 11,3 �

17.25. Дис крет ная слу чай ная ве ли чи -
на за да на за ко ном рас пре де ле ния.
Тог да ее ма те ма ти че с кое ожи да ние
рав но 3,3, ес ли…

xi –1 2 4
pi 0,1 a b

1) a = 0,1; b = 0,9 �
2) a = 0,2; b = 0,7 �
3) a = 0,8; b = 0,1 �
4) a = 0,1; b = 0,8 �

17.26. Функ ция рас пре де ле ния ве ро -
ят но с тей дис крет ной слу чай ной ве ли -
чи ны Х име ет вид

F(x) = 

Тог да ве ро ят ность P(3 � X � 6) рав на…

0 x � 2,
0,2 2 < x � 4,
0,7 4 < x � 5,
1 x > 5.







1) 0,2 �
2) 0,9 �
3) 0,7 �
4) 0,8 �

398 Часть 3. Теория вероятностей и математическая статистика



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.21. Рас пре де ле ние дис крет ной слу -
чай ной ве ли чи ны за да но таб ли цей.
Ма те ма ти че с кое ожи да ние рав но…

xi 3 6 7
pi 0,1 0,5 0,4

1) 4,9 �
2) 5,2 �
3) 5,7 �
4) 6,1 �

17.22. Рас пре де ле ние дис крет ной слу-
чай ной ве ли чи ны за да но таб ли цей.
Дис пер сия рав на...

xi 2 5 8
pi 0,2 0,3 0,5

1) 3,69 �
2) 5,49 �
3) 7,81 �
4) 9,33 �

17.23. Рас пре де ле ние дис крет ной слу -
чай ной ве ли чи ны за да но таб ли цей.
Ма те ма ти че с кое ожи да ние рав но…

xi –1 –2 5
pi 0,1 0,2 0,7

1) 4,5 �
2) 3,5 �
3) 3 �
4) 2 �

17.24. Рас пре де ле ние дис крет ной слу -
чай ной ве ли чи ны за да но таб ли цей.
Ма те ма ти че с кое ожи да ние рав но…

xi 1 10 15
pi 0,3 0,3 0,4

1) 9,3 �
2) 10,1 �
3) 10,9 �
4) 11,3 �

17.25. Дис крет ная слу чай ная ве ли чи -
на за да на за ко ном рас пре де ле ния.
Тог да ее ма те ма ти че с кое ожи да ние
рав но 3,3, ес ли…

xi –1 2 4
pi 0,1 a b

1) a = 0,1; b = 0,9 �
2) a = 0,2; b = 0,7 �
3) a = 0,8; b = 0,1 �
4) a = 0,1; b = 0,8 �

17.26. Функ ция рас пре де ле ния ве ро -
ят но с тей дис крет ной слу чай ной ве ли -
чи ны Х име ет вид

F(x) = 

Тог да ве ро ят ность P(3 � X � 6) рав на…

0 x � 2,
0,2 2 < x � 4,
0,7 4 < x � 5,
1 x > 5.







1) 0,2 �
2) 0,9 �
3) 0,7 �
4) 0,8 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.27. Функ ция рас пре де ле ния ве ро -
ят но с тей дис крет ной слу чай ной ве ли -
чи ны Х име ет вид

F(x) = 

Тог да ве ро ят ность P(2 � X � 5) рав на…

0 x � 3,
0,2 3 < x � 4,
0,6 4 < x � 6,
1 x > 5.







1) 0,8 �
2) 0,6 �
3) 0,4 �
4) 0,2 �

17.28. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли -
чи на за да на функ ци ей рас пре де ле ния

F(x) = 

Тог да зна че ние С рав но…

C x � 2,
2x – 4 2 < x � 2,5,
1 x > 2,5.







1) 2,25 �
2) 1 �
3) 0 �
4) 0,5 �

17.29. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли -
чи на Х за да на функ ци ей рас пре де ле ния

F(x) = 

Тог да зна че ние диф фе рен ци аль ной
функ ции (плот но с ти) рас пре де ле ния
этой слу чай ной ве ли чи ны в точ ке

x = – рав но…
1
—
2

0 x � –1,
1 – x 2 –1 < x � 0,
1 x > 0.







1) 0,5 �
2) 0,75 �
3) 1 �
4) 0,25 �

17.30. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли чи -
на Х за да на функ ци ей рас пре де ле ния

F(x) = 

Тог да ве ро ят ность того, что эта слу -
чай ная ве ли чи на при мет зна че ние, за -
клю чен ное в ин тер ва ле (2, 4), рав на…

0 x � 0,
x 2
— 0 < x � 3,
9
1 x > 3.







1) �

2) �

3) �

4) �
1
—
2

2
—
9

5
—
9

4
—
9

17.31. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли чи-
на Х за да на функ ци ей рас пре де ле ния

F(x) = 

Че му рав на ве ро ят ность со бы тия Х < 3,6?

0 x < 3,
x – 3 3 � x � 4,
1 x > 4.







1) 0,2 �
2) 0,3 �
3) 0,5 �
4) 0,6 �

Глава 17. Случайные величины 399



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.32. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли чи-
на Х за да на функ ци ей рас пре де ле ния

F(x) = 

Че му рав на ве ро ят ность со бы тия
3,1 < Х < 4,5?

0 x < 3,
x – 3 3 � x � 4,
1 x > 4.







1) 0,9 �
2) 0,7 �
3) 0,5 �
4) 0,3 �

17.33. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли чи -
на Х за да на функ ци ей рас пре де ле ния

F(x) = 

Най ти М(Х)

0 x < 3,
x – 3 3 � x � 4,
1 x > 4.







1) 3,2 �
2) 3,5 �
3) 3,6 �
4) 3,8 �

17.34. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли чи -
на Х за да на функ ци ей рас пре де ле ния

F(x) = 

Най ти D(Х)

0 x < 3,
x – 3 3 � x � 4,
1 x > 4.







1) 1/3 �
2) 1/4 �
3) 1/6 �
4) 1/12 �

17.35. Гра фик плот но с ти рас пре де ле -
ния ве ро ят но с тей f(x) слу чай ной ве -
ли чи ны при ве ден на ри сун ке

Тог да зна че ние a рав но…

1) 6 �
2) 3 �
3) 5 �
4) 4 �

17.36. Гра фик плот но с ти рас пре де ле -
ния ве ро ят но с тей f(x) слу чай ной ве -
ли чи ны при ве ден на ри сун ке

Тог да зна че ние a рав но…

1) 0,4 �
2) 0,75 �
3) 0,5 �
4) 0,25 �

f(x)

xa0–2

1/4

f(x)

x30–2

a

400 Часть 3. Теория вероятностей и математическая статистика
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.32. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли чи-
на Х за да на функ ци ей рас пре де ле ния

F(x) = 

Че му рав на ве ро ят ность со бы тия
3,1 < Х < 4,5?

0 x < 3,
x – 3 3 � x � 4,
1 x > 4.







1) 0,9 �
2) 0,7 �
3) 0,5 �
4) 0,3 �

17.33. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли чи -
на Х за да на функ ци ей рас пре де ле ния

F(x) = 

Най ти М(Х)

0 x < 3,
x – 3 3 � x � 4,
1 x > 4.







1) 3,2 �
2) 3,5 �
3) 3,6 �
4) 3,8 �

17.34. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли чи -
на Х за да на функ ци ей рас пре де ле ния

F(x) = 

Най ти D(Х)

0 x < 3,
x – 3 3 � x � 4,
1 x > 4.







1) 1/3 �
2) 1/4 �
3) 1/6 �
4) 1/12 �

17.35. Гра фик плот но с ти рас пре де ле -
ния ве ро ят но с тей f(x) слу чай ной ве -
ли чи ны при ве ден на ри сун ке

Тог да зна че ние a рав но…

1) 6 �
2) 3 �
3) 5 �
4) 4 �

17.36. Гра фик плот но с ти рас пре де ле -
ния ве ро ят но с тей f(x) слу чай ной ве -
ли чи ны при ве ден на ри сун ке

Тог да зна че ние a рав но…

1) 0,4 �
2) 0,75 �
3) 0,5 �
4) 0,25 �

f(x)

xa0–2

1/4

f(x)

x30–2

a
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

17.37. Гра фик плот но с ти рас пре де ле -
ния ве ро ят но с тей f(x) слу чай ной ве -
ли чи ны при ве ден на ри сун ке

Тог да зна че ние a рав но…

1) 0,5 �
2) 0,6 �
3) 0,75 �
4) 0,7 �f(x)

xa 1

4/3

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

18.1. По ка кой фор му ле оп ре де ля ет ся
ма те ма ти че с кое ожи да ние слу чай ной
ве ли чи ны Х, рав но мер но рас пре де -
лен ной на от рез ке [a, b]?

1) M(x) = �

2) M(x) = �

3) M(x) = �

4) M(x) = b – a �

b – a
———

2

a + b
———

12

a + b
———

2

18.2. По ка кой фор му ле оп ре де ля ет ся
дис пер сия слу чай ной ве ли чи ны Х,
рав но мер но рас пре де лен ной на от рез -
ке [a, b]?

1) D(x) = �

2) D(x) = �

3) D(x) = �

4) D(x) = (b – a)2 �

(b – a)2

—————
12

(b – a)2

—————
2

b – a
———

2

18.3. Гра фик плот но с ти рас пре де ле -
ния не пре рыв ной слу чай ной ве ли чи -
ны X, рас пре де лен ной рав но мер но в
ин тер ва ле (–1, 7), име ет вид

Тог да зна че ние а рав но…

1) 1 �
2) 1/6 �
3) 1/7 �
4) 1/8 �

Глава 18. Законы распределения

f(x)

x70–1

a
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

18.4. Гра фик плот но с ти рас пре де ле -
ния не пре рыв ной слу чай ной ве ли чи -
ны X, рас пре де лен ной рав но мер но в
ин тер ва ле (–2, 5), име ет вид

Тог да зна че ние а рав но…

1) 1 �
2) 1/5 �
3) 1/7 �
4) 1/3 �

18.5. Гра фик плот но с ти рас пре де ле -
ния не пре рыв ной слу чай ной ве ли чи -
ны X, рас пре де лен ной рав но мер но в
ин тер ва ле (–1, 4), име ет вид

Тог да зна че ние а рав но…

1) 0,2 �
2) 1 �
3) 0,25 �
4) 0,33 �

18.6. Ес ли гра фик плот но с ти рас пре -
де ле ния f(x) слу чай ной ве ли чи ны Х
име ет вид

то D(6X + 5) = ...

1) 9 �
2) 6 �
3) 21 �
4) 12 �
5) 15 �

18.7. Ес ли гра фик плот но с ти рас пре -
де ле ния f(x) слу чай ной ве ли чи ны Х
име ет вид

то M(2X + 7) = ...

1) 11 �
2) 0 �
3) 7 �
4) –1 �
5) 1 �

18.8. Ес ли гра фик функ ции рас пре де -
ле ния слу чай ной ве ли чи ны Х име ет
вид, то М(4X) = ...

1) 4 �
2) 5 �
3) 6 �
4) 8 �
5) 9 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

18.4. Гра фик плот но с ти рас пре де ле -
ния не пре рыв ной слу чай ной ве ли чи -
ны X, рас пре де лен ной рав но мер но в
ин тер ва ле (–2, 5), име ет вид

Тог да зна че ние а рав но…

1) 1 �
2) 1/5 �
3) 1/7 �
4) 1/3 �

18.5. Гра фик плот но с ти рас пре де ле -
ния не пре рыв ной слу чай ной ве ли чи -
ны X, рас пре де лен ной рав но мер но в
ин тер ва ле (–1, 4), име ет вид

Тог да зна че ние а рав но…

1) 0,2 �
2) 1 �
3) 0,25 �
4) 0,33 �

18.6. Ес ли гра фик плот но с ти рас пре -
де ле ния f(x) слу чай ной ве ли чи ны Х
име ет вид

то D(6X + 5) = ...

1) 9 �
2) 6 �
3) 21 �
4) 12 �
5) 15 �

18.7. Ес ли гра фик плот но с ти рас пре -
де ле ния f(x) слу чай ной ве ли чи ны Х
име ет вид

то M(2X + 7) = ...

1) 11 �
2) 0 �
3) 7 �
4) –1 �
5) 1 �

18.8. Ес ли гра фик функ ции рас пре де -
ле ния слу чай ной ве ли чи ны Х име ет
вид, то М(4X) = ...

1) 4 �
2) 5 �
3) 6 �
4) 8 �
5) 9 �

f(x)

x50–2

a

f(x)

x40–1

a

f(x)

x10–1

0,5

f(x)

x10–1

0,5

f(x)

x1 20

1
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

18.9. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли -
чи на X рав но мер но рас пре де ле на на
от рез ке [–1, 5]. Най ти D(X)

1) 3 � 2) 2 �
3) 1 � 4) 0,75 �

18.10. Слу чай ная ве ли чи на рас пре де -
ле на рав но мер но на ин тер ва ле (0, 6).
Тог да ее ма те ма ти че с кое ожи да ние
и дис пер сия со от вет ст вен но рав ны… 

1) 4 и �

2) 2 и 3 �
3) 3 и 3 �
4) 3 и 2 �

4
–
3

18.11. По ка кой фор му ле оп ре де ля ет -
ся плот ность рас пре де ле ния p(x) слу -
чай ной ве ли чи ны Х, рас пре де лен ной
по по ка за тель но му за ко ну, при x � 0?

1) p(x) = 1 – λe–λx �
2) p(x) = e–λx �
3) p(x) = 1 – e–λx �
4) p(x) = λe–λx �

18.12. По ка кой фор му ле оп ре де ля ет -
ся функ ция рас пре де ле ния F(x) слу -
чай ной ве ли чи ны Х, рас пре де лен ной
по по ка за тель но му за ко ну, при x � 0?

1) F(x) = 1 – λe–λx �
2) F(x) = e–λx �
3) F(x) = 1 – e–λx �
4) F(x) = λe–λx �

18.13. По ка кой фор му ле оп ре де ля ет -
ся ма те ма ти че с кое ожи да ние М(Х)
слу чай ной ве ли чи ны Х, рас пре де лен -
ной по по ка за тель но му за ко ну?

1) M(X) = �

2) M(X) = �

3) M(X) = e–λ �
4) M(X) = 1 – e–λ �

1
—
λ

1––
λ2

18.14. По ка кой фор му ле оп ре де ля ет -
ся дис пер сия D(Х) слу чай ной ве ли чи -
ны Х, рас пре де лен ной по по ка за тель -
но му за ко ну?

1) D(X) = �

2) D(X) = �

3) D(X) = e–λ �
4) D(X) = 1 – e–λ �

1
—
λ

1––
λ2

18.15. По ка кой фор му ле оп ре де ля ет -
ся плот ность рас пре де ле ния p(x) слу -
чай ной ве ли чи ны Х, рас пре де лен ной
по нор маль но му за ко ну?

1) p(x) = e– �

2) p(x) = e– �

3) p(x) = e– �

4) p(x) = e– �
(x–a)2

————
2σ2

1—σ

(x–a)2

————
σ2

1————
σ����2π

(x–a)2

————
2σ2

1————
σ����2π

(x–a)2

————
σ2

1———
����2π
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

18.16. Че му рав но ма те ма ти че с кое
ожи да ние слу чай ной ве ли чи ны Х,
рас пре де лен ной по нор маль но му за -
ко ну с плот но с тью рас пре де ле ния

p(x) = e– ?
(x–a)2

————
2σ2

1————
σ����2π

1) a �
2) e �
3) σ �
4) σ2 �
5) ����2π �

18.17. Че му рав на дис пер сия слу чай -
ной ве ли чи ны Х, рас пре де лен ной по
нор маль но му за ко ну с плот но с тью

рас пре де ле ния p(x) = e– ?
(x–a)2

————
2σ2

1————
σ����2π

1) a �
2) e �
3) σ �
4) σ2 �
5) ����2π �

18.18. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли -
чи на за да на плот но с тью рас пре де ле -

ния ве ро ят но с тей f(x) = e– .

Тог да ма те ма ти че с кое ожи да ние этой
нор маль но рас пре де лен ной слу чай -
ной ве ли чи ны рав но…

(x–4)2

————
18

1————
3����2π

1) 18 �
2) 4 �
3) 3 �
4) 9 �

18.19. Ес ли слу чай ная ве ли чи на X за -
да на плот но с тью рас пре де ле ния

f(x) = e– ,

то D(2X + 1) = …

(x–4)2

————
18

1————
3����2π

1) 8 �
2) 15 �
3) 16 �
4) 36 �
5) 27 �

18.20. Ес ли слу чай ная ве ли чи на X за -
да на плот но с тью рас пре де ле ния

f(x) = e– ,

то М(4X + 7) = ...

(x–5)2

————
18

1————
3����2π

1) 8 �
2) 15 �
3) 16 �
4) 36 �
5) 27 �

18.21. Ес ли Х — нор маль но рас пре де -
лен ная слу чай ная ве ли чи на, у ко то рой

а = 4; σ= 3, Φ(x) = e– dt, то ве ро-

ят ность не ра вен ст ва 1 < X < 13 рав на…

t2

––
2

x

∫
0

2———
����2π

1) 0,5[Ф(3) – Ф(1)] �
2) 0,5Ф(3) �
3) 0,5Ф(1) �
4) 0,5[Ф(3) + Ф(1)] �
5) Ф(3) �

18.22. Ес ли Х – нор маль но рас пре де -
лен ная слу чай ная ве ли чи на, у ко то рой

а = 5; σ= 2, Φ(x) = e– dt, то ве ро-

ят ность не ра вен ст ва 4 < X < 6 рав на…

x

∫
0

t2

––
2

2———
����2π

1) 0,5[Ф(1) – Ф(0,5)] �
2) 0,5Ф(0,5) �
3) Ф(0,5) �
4) Ф(1) �
5) 0,5Ф(1) �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

18.16. Че му рав но ма те ма ти че с кое
ожи да ние слу чай ной ве ли чи ны Х,
рас пре де лен ной по нор маль но му за -
ко ну с плот но с тью рас пре де ле ния

p(x) = e– ?
(x–a)2

————
2σ2

1————
σ����2π

1) a �
2) e �
3) σ �
4) σ2 �
5) ����2π �

18.17. Че му рав на дис пер сия слу чай -
ной ве ли чи ны Х, рас пре де лен ной по
нор маль но му за ко ну с плот но с тью

рас пре де ле ния p(x) = e– ?
(x–a)2

————
2σ2

1————
σ����2π

1) a �
2) e �
3) σ �
4) σ2 �
5) ����2π �

18.18. Не пре рыв ная слу чай ная ве ли -
чи на за да на плот но с тью рас пре де ле -

ния ве ро ят но с тей f(x) = e– .

Тог да ма те ма ти че с кое ожи да ние этой
нор маль но рас пре де лен ной слу чай -
ной ве ли чи ны рав но…

(x–4)2

————
18

1————
3����2π

1) 18 �
2) 4 �
3) 3 �
4) 9 �

18.19. Ес ли слу чай ная ве ли чи на X за -
да на плот но с тью рас пре де ле ния

f(x) = e– ,

то D(2X + 1) = …

(x–4)2

————
18

1————
3����2π

1) 8 �
2) 15 �
3) 16 �
4) 36 �
5) 27 �

18.20. Ес ли слу чай ная ве ли чи на X за -
да на плот но с тью рас пре де ле ния

f(x) = e– ,

то М(4X + 7) = ...

(x–5)2

————
18

1————
3����2π

1) 8 �
2) 15 �
3) 16 �
4) 36 �
5) 27 �

18.21. Ес ли Х — нор маль но рас пре де -
лен ная слу чай ная ве ли чи на, у ко то рой

а = 4; σ= 3, Φ(x) = e– dt, то ве ро-

ят ность не ра вен ст ва 1 < X < 13 рав на…

t2

––
2

x

∫
0

2———
����2π

1) 0,5[Ф(3) – Ф(1)] �
2) 0,5Ф(3) �
3) 0,5Ф(1) �
4) 0,5[Ф(3) + Ф(1)] �
5) Ф(3) �

18.22. Ес ли Х – нор маль но рас пре де -
лен ная слу чай ная ве ли чи на, у ко то рой

а = 5; σ= 2, Φ(x) = e– dt, то ве ро-

ят ность не ра вен ст ва 4 < X < 6 рав на…

x

∫
0

t2

––
2

2———
����2π

1) 0,5[Ф(1) – Ф(0,5)] �
2) 0,5Ф(0,5) �
3) Ф(0,5) �
4) Ф(1) �
5) 0,5Ф(1) �
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18.23. Ес ли Х – нор маль но рас пре де -
лен ная слу чай ная ве ли чи на, у ко то рой

а= 8; σ= 3, Φ(x) = e– dt, то ве ро-

ят ность не ра вен ст ва 11 < X< 14 рав на…

x

∫
0

t2
––
2

2———
����2π

1) 0,5[Ф(2) + Ф(1)] �
2) Ф(2) �
3) Ф(1) �
4) 0,5[Ф(2) – Ф(1)] �
5) 0,5 Ф(2) �

18.24. Ес ли Х – нор маль но рас пре де -
лен ная слу чай ная ве ли чи на, у ко то рой

а= 4; σ= 3, Φ(x) = e– dt, то ве ро-

ят ность не ра вен ст ва 4 < X < 10 рав на…

x

∫
0

t2
––
2

2———
����2π

1) 0,5Ф(2) �
2) 0,5[Ф(2) – Ф(1)] �
3) 0,5Ф(1) �
4) Ф(2) �
5) Ф(1) �

18.25. Ве ро ят ность по яв ле ния со бы -
тия А в 20 по втор ных не за ви си мых
ис пы та ни ях, про во ди мых по схе ме
Бер нул ли, рав на 0,85. Тог да ма те ма -
ти че с кое ожи да ние чис ла по яв ле ний
это го со бы тия рав но…

1) 2,55 �
2) 16,15 �
3) 3 �
4) 17 �

18.26. Ве ро ят ность по яв ле ния со бы -
тия А в 20 по втор ных не за ви си мых
ис пы та ни ях, про во ди мых по схе ме
Бер нул ли, рав на 0,7. Тог да ма те ма ти -
че с кое ожи да ние чис ла по яв ле ний
это го со бы тия рав но…

1) 4,2 �
2) 6 �
3) 14 �
4) 13,3 �

18.27. Ве ро ят ность год но го из де лия
0,5. Че му при бли жен но рав на ве ро ят -
ность того, что в пар тии из 400 из де -
лий чис ло год ных ле жит в пре де лах от
180 до 220?

1) 0,5[Ф(1,5) + Ф(1)] �
2) 0,5[Ф(2) – Ф(1)] �
3) Ф(1,5) �
4) Ф(2) �
5) 0,5Ф(2) �

18.28. Не ра вен ст во Мар ко ва име ет
вид… 1) P(X< ξ) � 1 – �

2) P(X< ξ) � 1 – �

3) P(X< ξ) = 1 – �

4) P(X= ξ) � 1 – �
M(X)
———ξ

M(X)
———ξ

M(X)
———ξ

M(X)
———ξ

18.29. На и бо лее об щим слу ча ем за ко -
на боль ших чи сел яв ля ет ся те о ре ма…

1) Му а в ра — Ла пла са �
2) Че бы ше ва �
3) Мар ко ва �
4) Ля пу но ва �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

18.30. Со став ис прав ных (со сто я ние S1)
и тре бу ю щих ре мон та (со сто я ние S2)
ма шин в ав то пар ке в на ча ле го да оп -

ре де ля ет ся со от но ше ни ем k = =

= 8:1, а ве ро ят но с ти пе ре хо дов меж ду
эти ми со сто я ни я ми по ис те че нии го да

ха рак те ри зу ют ся ма т ри цей .

Тог да в кон це го да (или в на ча ле сле -
ду ю ще го го да) со от но ше ние k бу дет
рав но…




0,6
0,2

0,4
0,8




N(S1)
————
N(S2)

1) 3 : 1 �
2) 13 : 6 �
3) 14 : 5 �
4) 5 : 4 �

18.31. Со став ис прав ных (со сто я ние S1)
и тре бу ю щих ре мон та (со сто я ние S2)
ма шин в ав то пар ке в на ча ле го да оп -

ре де ля ет ся со от но ше ни ем k = =

= 7 : 2, а ве ро ят но с ти пе ре хо дов меж ду
эти ми со сто я ни я ми по ис те че нии го да

ха рак те ри зу ют ся ма т ри цей .

Тог да в кон це го да (или в на ча ле сле -
ду ю ще го го да) со от но ше ние k бу дет
рав но…




0,9
0,3

0,1
0,7




N(S1)
————
N(S2)

1) 23 : 7 �
2) 77 : 13 �
3) 3 : 1 �
4) 13 : 7 �

18.32. Да на ма т ри ца пе ре ход ных ве -
ро ят но с тей мар ков ской си с те мы

.

Тог да граф со сто я ний этой си с те мы
име ет вид...
А)





0,7
0,1
c

a
0,4
0,3

0,1
b

0,5





1) А �
2) Б �
3) В �
4) Г �
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S2

S1

0,2

0,1 0,3
0,5

0,2

0,10,7

S3

0,5

0,4
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

18.30. Со став ис прав ных (со сто я ние S1)
и тре бу ю щих ре мон та (со сто я ние S2)
ма шин в ав то пар ке в на ча ле го да оп -

ре де ля ет ся со от но ше ни ем k = =

= 8:1, а ве ро ят но с ти пе ре хо дов меж ду
эти ми со сто я ни я ми по ис те че нии го да

ха рак те ри зу ют ся ма т ри цей .

Тог да в кон це го да (или в на ча ле сле -
ду ю ще го го да) со от но ше ние k бу дет
рав но…




0,6
0,2

0,4
0,8




N(S1)
————
N(S2)

1) 3 : 1 �
2) 13 : 6 �
3) 14 : 5 �
4) 5 : 4 �

18.31. Со став ис прав ных (со сто я ние S1)
и тре бу ю щих ре мон та (со сто я ние S2)
ма шин в ав то пар ке в на ча ле го да оп -

ре де ля ет ся со от но ше ни ем k = =

= 7 : 2, а ве ро ят но с ти пе ре хо дов меж ду
эти ми со сто я ни я ми по ис те че нии го да

ха рак те ри зу ют ся ма т ри цей .

Тог да в кон це го да (или в на ча ле сле -
ду ю ще го го да) со от но ше ние k бу дет
рав но…




0,9
0,3

0,1
0,7




N(S1)
————
N(S2)

1) 23 : 7 �
2) 77 : 13 �
3) 3 : 1 �
4) 13 : 7 �

18.32. Да на ма т ри ца пе ре ход ных ве -
ро ят но с тей мар ков ской си с те мы

.

Тог да граф со сто я ний этой си с те мы
име ет вид...
А)





0,7
0,1
c

a
0,4
0,3

0,1
b

0,5





1) А �
2) Б �
3) В �
4) Г �
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S2

S1

0,2

0,1 0,3
0,5
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.1. Ес ли N — объ ем ге не раль ной со -
во куп но с ти, а n — объ ем вы бор ки, то
об щее чис ло раз лич ных бес пов тор -
ных вы бо рок рав но…

1) PN – Pn �
2) C n

N �
3) Nn �
4) A n

N �

19.2. Ес ли α0 — точ ное зна че ние па -
ра ме т ра ге не раль ной со во куп но с ти,
α — то чеч ная оцен ка это го па ра ме т -
ра, то тре бо ва ние не сме щен но с ти
оцен ки ма те ма ти че с ки за пи сы ва ет ся
в ви де…

1) D(α) � min �
2) α = α0 �
3) M(α) = α0 �
4) α α0 ����n��
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.3. Ес ли α0 — точ ное зна че ние па -
ра ме т ра ге не раль ной со во куп но с ти,
α — то чеч ная оцен ка это го па ра ме т -
ра, то тре бо ва ние со сто я тель но с ти
оцен ки ма те ма ти че с ки за пи сы ва ет ся
в ви де…

1) D(α) � min �
2) α = α0 �
3) M(α) = α0 �
4) α α0 ����n��

19.4. Ес ли α0 — точ ное зна че ние па -
ра ме т ра ге не раль ной со во куп но с ти,
α — то чеч ная оцен ка это го па ра ме т -
ра, то тре бо ва ние эф фек тив но с ти
оцен ки ма те ма ти че с ки за пи сы ва ет ся
в ви де…

1) D(α) � min �
2) α = α0 �
3) M(α) = α0 �
4) α α0 ����n��

19.5. Яв ля ют ся ли вы бо роч ная сред -
няя –x и вы бо роч ная дис пер сия σ2 не -
сме щен ны ми то чеч ны ми оцен ка ми ге -
не раль ной сред ней –x0 и ге не раль ной
дис пер сии σ0

2 со от вет ст вен но?

1) И та и дру гая �
2) Ни та ни дру гая �
3) Толь ко –x �
4) Толь ко σ2 �

19.6. Ис прав лен ная вы бо роч ная ста -
ти с ти че с кая дис пер сия оп ре де ля ет ся
по фор му ле…

1) s2 = �

2) s2 = σ2 �

3) s2 = �

4) s2 = σ2 �
n – 1
———
n

σ2

——
n

n
———
n – 1

σ2

———
n – 1

19.7. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка объ е ма n = 40, по -
ли гон ча с тот ко то рой име ет вид

Тог да чис ло ва ри ант xi = 4 в вы бор ке
рав но…

1) 12 �
2) 11 �
3) 10 �
4) 40 �

ni

xi1 2 3 4

16

8

5
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Часть 3. Теория вероятностей и математическая статистика408

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.3. Ес ли α0 — точ ное зна че ние па -
ра ме т ра ге не раль ной со во куп но с ти,
α — то чеч ная оцен ка это го па ра ме т -
ра, то тре бо ва ние со сто я тель но с ти
оцен ки ма те ма ти че с ки за пи сы ва ет ся
в ви де…

1) D(α) � min �
2) α = α0 �
3) M(α) = α0 �
4) α α0 ����n��

19.4. Ес ли α0 — точ ное зна че ние па -
ра ме т ра ге не раль ной со во куп но с ти,
α — то чеч ная оцен ка это го па ра ме т -
ра, то тре бо ва ние эф фек тив но с ти
оцен ки ма те ма ти че с ки за пи сы ва ет ся
в ви де…

1) D(α) � min �
2) α = α0 �
3) M(α) = α0 �
4) α α0 ����n��

19.5. Яв ля ют ся ли вы бо роч ная сред -
няя –x и вы бо роч ная дис пер сия σ2 не -
сме щен ны ми то чеч ны ми оцен ка ми ге -
не раль ной сред ней –x0 и ге не раль ной
дис пер сии σ0

2 со от вет ст вен но?

1) И та и дру гая �
2) Ни та ни дру гая �
3) Толь ко –x �
4) Толь ко σ2 �

19.6. Ис прав лен ная вы бо роч ная ста -
ти с ти че с кая дис пер сия оп ре де ля ет ся
по фор му ле…

1) s2 = �

2) s2 = σ2 �

3) s2 = �

4) s2 = σ2 �
n – 1
———
n

σ2

——
n

n
———
n – 1

σ2

———
n – 1

19.7. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка объ е ма n = 40, по -
ли гон ча с тот ко то рой име ет вид

Тог да чис ло ва ри ант xi = 4 в вы бор ке
рав но…

1) 12 �
2) 11 �
3) 10 �
4) 40 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.8. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка объ е ма n = 53, по -
ли гон ча с тот ко то рой име ет вид

Тог да чис ло ва ри ант xi = 3 в вы бор ке
рав но…

1) 14 �
2) 53 �
3) 15 �
4) 13 �

19.9. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка объ е ма n = 51, по -
ли гон ча с тот ко то рой име ет вид

Тог да чис ло ва ри ант xi = 3 в вы бор ке
рав но…

1) 11 �
2) 13 �
3) 51 �
4) 12 �

19.10. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка объ е ма n = 50, по -
ли гон ча с тот ко то рой име ет вид

Тог да чис ло ва ри ант xi = 4 в вы бор ке
рав но…

1) 15 �
2) 16 �
3) 14 �
4) 50 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.11. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка объ е ма n = 50

Тог да n1 ра вен…

xi 1 2 3 4
ni n1 9 8 7

1) 50 �
2) 26 �
3) 27 �
4) 10 �

19.12. Мо да ва ри а ци он но го ря да 4, 5,
7, 7, 8, 9 рав на…

1) 7 � 2) 4 �
3) 40 � 4) 9 �

19.13. Мо да ва ри а ци он но го ря да 1, 2,
3, 3, 4, 6 рав на…

1) 3 � 2) 4 �
3) 6 � 4) 20 �

19.14. Мо да ва ри а ци он но го ря да 1, 2,
4, 5, 6, 6, 8 рав на…

1) 8 � 2) 5 �
3) 6 � 4) 1 �

19.15. Мо да ва ри а ци он но го ря да 1, 2,
2, 3, 4, 5 рав на…

1) 5 � 2) 3 �
3) 2 � 4) 17 �

19.16. Ста ти с ти че с кое рас пре де ле ние
вы бор ки име ет вид

Тог да от но си тель ная ча с то та ва ри ан -
ты x2 = 2 рав на…

xi –2 2 3 4
ni 6 4 3 7

1) 4 �
2) 0,2 �
3) 0,65 �
4) 0,5 �

19.17. По вы бор ке объ е ма n = 100 по -
ст ро е на ги с то грам ма ча с тот

Тог да зна че ние а рав но…

1) 53 �
2) 3 �
3) 2 �
4) 4 �

19.18. По вы бор ке объ е ма n = 100 по -
ст ро е на ги с то грам ма ча с тот

Тог да зна че ние а рав но…

1) 14 �
2) 64 �
3) 13 �
4) 15 �

Часть 3. Теория вероятностей и математическая статистика410

ni/h

xi2 4 6 8

22
17

8
a

ni/h

xi2 4 6 8

20
a

11
5
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.11. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка объ е ма n = 50

Тог да n1 ра вен…

xi 1 2 3 4
ni n1 9 8 7

1) 50 �
2) 26 �
3) 27 �
4) 10 �

19.12. Мо да ва ри а ци он но го ря да 4, 5,
7, 7, 8, 9 рав на…

1) 7 � 2) 4 �
3) 40 � 4) 9 �

19.13. Мо да ва ри а ци он но го ря да 1, 2,
3, 3, 4, 6 рав на…

1) 3 � 2) 4 �
3) 6 � 4) 20 �

19.14. Мо да ва ри а ци он но го ря да 1, 2,
4, 5, 6, 6, 8 рав на…

1) 8 � 2) 5 �
3) 6 � 4) 1 �

19.15. Мо да ва ри а ци он но го ря да 1, 2,
2, 3, 4, 5 рав на…

1) 5 � 2) 3 �
3) 2 � 4) 17 �

19.16. Ста ти с ти че с кое рас пре де ле ние
вы бор ки име ет вид

Тог да от но си тель ная ча с то та ва ри ан -
ты x2 = 2 рав на…

xi –2 2 3 4
ni 6 4 3 7

1) 4 �
2) 0,2 �
3) 0,65 �
4) 0,5 �

19.17. По вы бор ке объ е ма n = 100 по -
ст ро е на ги с то грам ма ча с тот

Тог да зна че ние а рав но…

1) 53 �
2) 3 �
3) 2 �
4) 4 �

19.18. По вы бор ке объ е ма n = 100 по -
ст ро е на ги с то грам ма ча с тот

Тог да зна че ние а рав но…

1) 14 �
2) 64 �
3) 13 �
4) 15 �

Часть 3. Теория вероятностей и математическая статистика410

ni/h

xi2 4 6 8

22
17

8
a

ni/h

xi2 4 6 8

20
a

11
5

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.19. По вы бор ке объ е ма n = 100 по -
ст ро е на ги с то грам ма ча с тот

Тог да зна че ние а рав но…

1) 13 �
2) 63 �
3) 14 �
4) 12 �

19.20. Ин те ре су ясь раз ме ром про дан -
ной в ма га зи не муж ской обу ви, мы по -
лу чи ли дан ные по 100 про дан ным па -
рам обу ви и на шли эм пи ри че с кую
функ цию рас пре де ле ния:

F100(x) = 

Обу ви 39� го раз ме ра бы ло про да но…

0, если x � 37,
0,04, если 37 < x � 38,
0,14, если 38 < x � 39,
0,29, если 39 < x � 40,
0,52, если 40 < x � 41,
0,78, если 41 < x � 42,
0,92, если 42 < x � 43,
1, если x > 43.











1) 12 �
2) 23 �
3) 21 �
4) 10 �
5) 15 �

19.21. С по мо щью жур на ла по се ща е -
мо с ти со бра ны дан ные о чис ле про пу -
щен ных за ня тий по ма те ма ти ке (за
один се местр ) у 25 сту ден тов I кур са.
В ито ге по лу че ны зна че ния: 2, 2, 0, 1,
6, 3, 0, 1, 5, 4, 0, 3, 3, 2, 1, 2, 0, 0, 2, 3, 6,
0, 3, 0, 1. Зна че ние эм пи ри че с кой функ-
ции рас пре де ле ния F25(3) по дан ной
вы бор ке рав но...

1) 12/25 �
2) 17/25 �
3) 11/25 �
4) 16/25 �
5) 14/25 �

19.22. В ре зуль та те 10 из ме ре ний не -
ко то рой фи зи че с кой ве ли чи ны од ним
при бо ром (без ма те ма ти че с ких по -
греш но с тей) по лу че ны сле ду ю щие ре -
зуль та ты: 92; 94; 100; 102; 104; 104;
105; 107; 110; 112. Не сме щен ная оцен -
ка этой ве ли чи ны рав на...

1) 106 �
2) 105 �
3) 94 �
4) 103 �
5) 100 �

411Глава 19. Математическая статистика

ni/h

xi2 4 6 8

21
a
9
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.23. По сле восьми за ез дов ав то мо -
би ля на оп ре де лен ной трас се бы ли
по лу че ны сле ду ю щие зна че ния его
мак си маль ной ско ро сти (в м/сек): 31;
41; 34; 40; 38; 35, 38, 39. Зна че ние не -
сме щен ной оцен ки мак си маль ной
ско ро сти ав то мо би ля рав но...

1) 30 �
2) 33 �
3) 31 �
4) 38 �
5) 37 �

19.24. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка и по лу чен ста ти -
сти че с кий ряд рас пре де ле ния ис сле -
ду е мо го при зна ка

Не сме щен ная оцен ка ге не раль ной
сред ней рав на...

xi 2 4 10 12
mi 7 15 9 9

1) 5,8 �
2) 6,2 �
3) 6,8 �
4) 7 �
5) 7,2 �

19.25. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка и по лу чен ста ти -
сти че с кий ряд рас пре де ле ния ис сле -
ду е мо го при зна ка

Не сме щен ная оцен ка ге не раль ной
сред ней рав на...

xi –5 –1 2 10
mi 12 8 13 17

1) 1,28 �
2) 1,44 �
3) 1,96 �
4) 2,56 �
5) 2,72 �

19.26. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка и по лу чен ста ти -
сти че с кий ряд рас пре де ле ния ис сле -
ду е мо го при зна ка

Вы бо роч ная дис пер сия рав на...

xi 2 5 6 10
mi 5 8 5 2

1) 3,5 �
2) 4 �
3) 4,5 �
4) 5 �
5) 5,5 �

19.27. Про ве де но че ты ре из ме ре ния
(без си с те ма ти че с ких оши бок) не ко то-
рой слу чай ной ве ли чи ны (в мм): 2; 3;
6; 9. Тог да не сме щен ная оцен ка ма те -
ма ти че с ко го ожи да ния рав на…

1) 5 �
2) 5,5 �
3) 5,25 �
4) 6 �

Часть 3. Теория вероятностей и математическая статистика412
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.23. По сле восьми за ез дов ав то мо -
би ля на оп ре де лен ной трас се бы ли
по лу че ны сле ду ю щие зна че ния его
мак си маль ной ско ро сти (в м/сек): 31;
41; 34; 40; 38; 35, 38, 39. Зна че ние не -
сме щен ной оцен ки мак си маль ной
ско ро сти ав то мо би ля рав но...

1) 30 �
2) 33 �
3) 31 �
4) 38 �
5) 37 �

19.24. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка и по лу чен ста ти -
сти че с кий ряд рас пре де ле ния ис сле -
ду е мо го при зна ка

Не сме щен ная оцен ка ге не раль ной
сред ней рав на...

xi 2 4 10 12
mi 7 15 9 9

1) 5,8 �
2) 6,2 �
3) 6,8 �
4) 7 �
5) 7,2 �

19.25. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка и по лу чен ста ти -
сти че с кий ряд рас пре де ле ния ис сле -
ду е мо го при зна ка

Не сме щен ная оцен ка ге не раль ной
сред ней рав на...

xi –5 –1 2 10
mi 12 8 13 17

1) 1,28 �
2) 1,44 �
3) 1,96 �
4) 2,56 �
5) 2,72 �

19.26. Из ге не раль ной со во куп но с ти
из вле че на вы бор ка и по лу чен ста ти -
сти че с кий ряд рас пре де ле ния ис сле -
ду е мо го при зна ка

Вы бо роч ная дис пер сия рав на...

xi 2 5 6 10
mi 5 8 5 2

1) 3,5 �
2) 4 �
3) 4,5 �
4) 5 �
5) 5,5 �

19.27. Про ве де но че ты ре из ме ре ния
(без си с те ма ти че с ких оши бок) не ко то-
рой слу чай ной ве ли чи ны (в мм): 2; 3;
6; 9. Тог да не сме щен ная оцен ка ма те -
ма ти че с ко го ожи да ния рав на…

1) 5 �
2) 5,5 �
3) 5,25 �
4) 6 �

Часть 3. Теория вероятностей и математическая статистика412

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.28. Про ве де но че ты ре из ме ре ния
(без си с те ма ти че с ких оши бок) не ко то -
рой слу чай ной ве ли чи ны (в мм): 3; 4;
6; 8. Тог да не сме щен ная оцен ка ма те -
ма ти че с ко го ожи да ния рав на…

1) 5,5 �
2) 5 �
3) 5,25 �
4) 6 �

19.29. Про ве де но че ты ре из ме ре ния
(без си с те ма ти че с ких оши бок) не ко то-
рой слу чай ной ве ли чи ны (в мм): 3; 3;
9; 16. Тог да не сме щен ная оцен ка ма те -
ма ти че с ко го ожи да ния рав на…

1) 9 �
2) 9,5 �
3) 8 �
4) 7,75 �

19.30. Про ве де но че ты ре из ме ре ния
(без си с те ма ти че с ких оши бок) не ко то -
рой слу чай ной ве ли чи ны (в мм): 5; 6;
9; 12. Тог да не сме щен ная оцен ка ма те -
ма ти че с ко го ожи да ния рав на…

1) 7 �
2) 8,5 �
3) 8,25 �
4) 8 �

19.31. Для вы бор ки объ е ма n = 12 вы -
чис ле на вы бо роч ная дис пер сия Dв =
= 132. Тог да ис прав лен ная вы бо роч -
ная дис пер сия s2 для этой вы бор ки
рав на…

1) 120 �
2) 121 �
3) 150 �
4) 144 �

19.32. В ре зуль та те из ме ре ний не ко -
то рой фи зи че с кой ве ли чи ны од ним
при бо ром (без си с те ма ти че с ких оши -
бок) по лу че ны сле ду ю щие ре зуль та -
ты (в мм): 11; 13; 15. Тог да не сме щен -
ная оцен ка дис пер сии из ме ре ний
рав на…

1) 3 �
2) 0 �
3) 8 �
4) 4 �

19.33. Слу чай ная ве ли чи на Х рас пре -
де ле на по нор маль но му за ко ну с па ра -
ме т ра ми и име ет сле ду ю щие ре зуль -
та ты на блю да е мых зна че ний: 38; 18; 8;
26; 10; 24; 15; 21. Зна че ние па ра ме т ра
рас пре де ле ния а этой слу чай ной ве -
ли чи ны сле ду ет оце нить как...

1) 8 �
2) 20 �
3) 24 �
4) 26 �
5) 27 �

19.34. Слу чай ная ве ли чи на Х рас пре -
де ле на по по ка за тель но му за ко ну. По
ре зуль та там на блю да е мых зна че ний
17; 9; 30; 7; 35; 23; 14; 25 этой слу чай -
ной ве ли чи ны па ра метр рас пре де ле -
ния сле ду ет оце нить как...

1) 0,05 �
2) 0,15 �
3) 0,2 �
4) 0,5 �
5) 1 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.35. Да на вы бор ка объ е ма n. Ес ли
зна че ние при зна ка у каж до го эле мен -
та вы бор ки умень шить в 8 раз, то вы -
бо роч ная дис пер сия…

1) не из ме нит ся �
2) умень шит ся 

в 64 ра за �
3) умень шит ся в 8 раз �
4) уве ли чит ся в 8 раз �

19.36. Да на вы бор ка объ е ма n. Ес ли
зна че ние при зна ка у каж до го эле мен -
та вы бор ки умень шить на 7 еди ниц, то
вы бо роч ная дис пер сия…

1) умень шит ся 
на 7 еди ниц �

2) умень шит ся в 7 раз �
3) уве ли чит ся 

на 7 еди ниц �
4) не из ме нит ся �

19.37. Да на вы бор ка объ е ма n. Ес ли
зна че ние при зна ка у каж до го эле мен -
та вы бор ки уве ли чить в 2 ра за, то вы -
бо роч ная дис пер сия…

1) умень шит ся в 2 ра за �
2) уве ли чит ся в 4 ра за �
3) не из ме нит ся �
4) уве ли чит ся в 2 ра за �

19.38. Ес ли t — ко рень урав не ния
Φ(t) = γ, то до ве ри тель ный ин тер вал
ге не раль ной сред ней с до ве ри тель ной
ве ро ят но с тью име ет вид…

1) –x– ; –x+ �

2) –x – ; –x + �

3) (–x – σ0t; 
–x + σ0t) �

4) [(t – 1)–x; t–x] �

���n t
———σ0





���n t
———σ0





tσ0———
���n

tσ0———
���n









19.39. То чеч ная оцен ка ма те ма ти че -
ско го ожи да ния нор маль но го рас пре -
де ле ния рав на 13. Тог да его ин тер -
валь ная оцен ка мо жет иметь вид…

1) (11,8; 12,8) �
2) (13; 14,6) �
3) (11,6; 13) �
4) (11,8; 14,2) �

19.40. То чеч ная оцен ка ма те ма ти че -
ско го ожи да ния нор маль но го рас пре -
де ле ния рав на 11. Тог да его ин тер -
валь ная оцен ка мо жет иметь вид…

1) (10,1; 11,9) �
2) (10,1; 11) �
3) (10,1; 10,8) �
4) (11; 11,9) �

19.41. То чеч ная оцен ка ма те ма ти че -
ско го ожи да ния нор маль но го рас пре -
де ле ния рав на 16. Тог да его ин тер -
валь ная оцен ка мо жет иметь вид…

1) (16; 17,1) �
2) (14,9; 16) �
3) (14,9; 17,1) �
4) (14,9; 15,2) �

19.42. То чеч ная оцен ка ма те ма ти че -
ско го ожи да ния нор маль но го рас пре -
де ле ния рав на 10. Тог да его ин тер -
валь ная оцен ка мо жет иметь вид…

1) (10; 10,9) �
2) (8,5; 11,5) �
3) (8,4; 10) �
4) (8,6; 9,6) �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.35. Да на вы бор ка объ е ма n. Ес ли
зна че ние при зна ка у каж до го эле мен -
та вы бор ки умень шить в 8 раз, то вы -
бо роч ная дис пер сия…

1) не из ме нит ся �
2) умень шит ся 

в 64 ра за �
3) умень шит ся в 8 раз �
4) уве ли чит ся в 8 раз �

19.36. Да на вы бор ка объ е ма n. Ес ли
зна че ние при зна ка у каж до го эле мен -
та вы бор ки умень шить на 7 еди ниц, то
вы бо роч ная дис пер сия…

1) умень шит ся 
на 7 еди ниц �

2) умень шит ся в 7 раз �
3) уве ли чит ся 

на 7 еди ниц �
4) не из ме нит ся �

19.37. Да на вы бор ка объ е ма n. Ес ли
зна че ние при зна ка у каж до го эле мен -
та вы бор ки уве ли чить в 2 ра за, то вы -
бо роч ная дис пер сия…

1) умень шит ся в 2 ра за �
2) уве ли чит ся в 4 ра за �
3) не из ме нит ся �
4) уве ли чит ся в 2 ра за �

19.38. Ес ли t — ко рень урав не ния
Φ(t) = γ, то до ве ри тель ный ин тер вал
ге не раль ной сред ней с до ве ри тель ной
ве ро ят но с тью име ет вид…

1) –x– ; –x+ �

2) –x – ; –x + �

3) (–x – σ0t; 
–x + σ0t) �

4) [(t – 1)–x; t–x] �

���n t
———σ0





���n t
———σ0





tσ0———
���n

tσ0———
���n









19.39. То чеч ная оцен ка ма те ма ти че -
ско го ожи да ния нор маль но го рас пре -
де ле ния рав на 13. Тог да его ин тер -
валь ная оцен ка мо жет иметь вид…

1) (11,8; 12,8) �
2) (13; 14,6) �
3) (11,6; 13) �
4) (11,8; 14,2) �

19.40. То чеч ная оцен ка ма те ма ти че -
ско го ожи да ния нор маль но го рас пре -
де ле ния рав на 11. Тог да его ин тер -
валь ная оцен ка мо жет иметь вид…

1) (10,1; 11,9) �
2) (10,1; 11) �
3) (10,1; 10,8) �
4) (11; 11,9) �

19.41. То чеч ная оцен ка ма те ма ти че -
ско го ожи да ния нор маль но го рас пре -
де ле ния рав на 16. Тог да его ин тер -
валь ная оцен ка мо жет иметь вид…

1) (16; 17,1) �
2) (14,9; 16) �
3) (14,9; 17,1) �
4) (14,9; 15,2) �

19.42. То чеч ная оцен ка ма те ма ти че -
ско го ожи да ния нор маль но го рас пре -
де ле ния рав на 10. Тог да его ин тер -
валь ная оцен ка мо жет иметь вид…

1) (10; 10,9) �
2) (8,5; 11,5) �
3) (8,4; 10) �
4) (8,6; 9,6) �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.43. Ве ро ят ность ошиб ки 1�го ро да
при про вер ке ста ти с ти че с ких ги по тез
на зы ва ет ся…

1) мощ ность кри те рия �
2) сте пень сво бо ды �
3) уро вень зна чи мо с ти �
4) ста ти с ти ка кри те рия �

19.44. Ве ро ят ность не до пу ще ния ошиб-
ки 2�го ро да при про вер ке ста ти с ти че -
с ких ги по тез на зы ва ет ся…

1) мощ ность кри те рия �
2) сте пень сво бо ды �
3) уро вень зна чи мо с ти �
4) ста ти с ти ка кри те рия �

19.45. Ста ти с ти че с кий кри те рий на -
зы ва ет ся кри те ри ем со гла сия, ес ли…

1) α = 0,05 �
2) β � 1 при n � � �
3) β = 1 – α �
4) α � 0 при n � � �

19.46. Ста ти с ти ка кри те рия со гла сия
χ2 Пир со на оп ре де ля ет ся по фор му -
ле…

1) �

2) �

3) �

4) �
(mi – m�i)2

——————
m�i

k

Σ
i=1

mi – m�i—————
m�i

k

Σ
i=1

mi——
m�i

k

Σ
i=1

mi——————
(mi – m�i)2

k

Σ
i=1

19.47. Ес ли ос нов ная ги по те за име ет
вид Н0: р = 0,4, то кон ку ри ру ю щей мо -
жет быть ги по те за…

1) Н1: р � 0,4 �
2) Н1: р � 0,3 �
3) Н1: р � 0,4 �
4) Н1: р > 0,4 �

19.48. Ес ли ос нов ная ги по те за име ет
вид Н0: а = 13, то кон ку ри ру ю щей мо -
жет быть ги по те за…

1) Н1: а � 13 �
2) Н1: а � 13 �
3) Н1: а � 13 �
4) Н1: а � 23 �

19.49. Ес ли ос нов ная ги по те за име ет
вид Н0: а = 17, то кон ку ри ру ю щей мо -
жет быть ги по те за…

1) Н1: а � 17 �
2) Н1: а � 17 �
3) Н1: а � 27 �
4) Н1: а � 17 �

19.50. Ес ли ос нов ная ги по те за име ет
вид Н0: σ2 = 1, то кон ку ри ру ю щей мо -
жет быть ги по те за…

1) Н1: σ2 � 1 �
2) Н1: σ2 � 1 �
3) Н1: σ2 � 3 �
4) Н1: σ2 < 1 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.51. Ес ли ос нов ная ги по те за име ет
вид Н0: а = 12, то кон ку ри ру ю щей мо -
жет быть ги по те за…

1) Н1: а � 12 �
2) Н1: а � 12 �
3) Н1: а � 12 �
4) Н1: а � 3 �

19.52. Ес ли ос нов ная ги по те за име ет
вид Н0: а = 10, то кон ку ри ру ю щей мо -
жет быть ги по те за…

1) Н1: а � 10 �
2) Н1: а � 10 �
3) Н1: а � 20 �
4) Н1: а � 10 �

19.53. Вы бо роч ное урав не ние пар ной
ре г рес сии име ет вид y = –0,8 + 1,2x,
сред неква д ра тические от кло не ния рав-
ны σx = 0,28, σy = 0,56. Тог да ко эф фи -
ци ент кор ре ля ции ра вен…

1) 0,6 �
2) –0,6 �
3) 2,4 �
4) 0,19 �

19.54. Вы бо роч ное урав не ние пар ной
ре г рес сии име ет вид y = 2,8 + 0,8x,
сред неква д ра тические от кло не ния рав-
ны σx = 2, σy = 3,2. Тог да ко эф фи ци ент
кор ре ля ции ра вен…

1) 0,5 �
2) 3,36 �
3) 5,12 �
4) –0,5 �

19.55. Вы бо роч ное урав не ние пар ной
ре г рес сии име ет вид y = 4,2 – 0,6x,
сред неква д ра тические от кло не ния рав -
ны σx = 2, σy = 1,2. Тог да ко эф фи ци ент
кор ре ля ции ра вен…

1) 1 �
2) –0,36 �
3) –1,44 �
4) –1 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

20.1. Как на зы ва ет ся ло ги че с кая опе -
ра ция, при ко то рой со став ное вы ска -
зы ва ние ис тин но тог да и толь ко тог да,
ког да оба про стых вы ска зы ва ния ис -
тин ны?

1) Конъ юнк ция �
2) Им пли ка ция �
3) Эк ви ва лент ность �
4) От ри ца ние �
5) Дизъ юнк ция �

Часть 4
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

19.51. Ес ли ос нов ная ги по те за име ет
вид Н0: а = 12, то кон ку ри ру ю щей мо -
жет быть ги по те за…

1) Н1: а � 12 �
2) Н1: а � 12 �
3) Н1: а � 12 �
4) Н1: а � 3 �

19.52. Ес ли ос нов ная ги по те за име ет
вид Н0: а = 10, то кон ку ри ру ю щей мо -
жет быть ги по те за…

1) Н1: а � 10 �
2) Н1: а � 10 �
3) Н1: а � 20 �
4) Н1: а � 10 �

19.53. Вы бо роч ное урав не ние пар ной
ре г рес сии име ет вид y = –0,8 + 1,2x,
сред неква д ра тические от кло не ния рав-
ны σx = 0,28, σy = 0,56. Тог да ко эф фи -
ци ент кор ре ля ции ра вен…

1) 0,6 �
2) –0,6 �
3) 2,4 �
4) 0,19 �

19.54. Вы бо роч ное урав не ние пар ной
ре г рес сии име ет вид y = 2,8 + 0,8x,
сред неква д ра тические от кло не ния рав-
ны σx = 2, σy = 3,2. Тог да ко эф фи ци ент
кор ре ля ции ра вен…

1) 0,5 �
2) 3,36 �
3) 5,12 �
4) –0,5 �

19.55. Вы бо роч ное урав не ние пар ной
ре г рес сии име ет вид y = 4,2 – 0,6x,
сред неква д ра тические от кло не ния рав -
ны σx = 2, σy = 1,2. Тог да ко эф фи ци ент
кор ре ля ции ра вен…

1) 1 �
2) –0,36 �
3) –1,44 �
4) –1 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

20.1. Как на зы ва ет ся ло ги че с кая опе -
ра ция, при ко то рой со став ное вы ска -
зы ва ние ис тин но тог да и толь ко тог да,
ког да оба про стых вы ска зы ва ния ис -
тин ны?

1) Конъ юнк ция �
2) Им пли ка ция �
3) Эк ви ва лент ность �
4) От ри ца ние �
5) Дизъ юнк ция �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

20.2. Как на зы ва ет ся ло ги че с кая опе -
ра ция, при ко то рой со став ное вы ска -
зы ва ние лож но тог да и толь ко тог да,
ког да по сыл ка ис тин на, а за клю че ние
лож но?

1) Конъ юнк ция �
2) Им пли ка ция �
3) Эк ви ва лент ность �
4) От ри ца ние �
5) Дизъ юнк ция �

20.3. Как на зы ва ет ся ло ги че с кая опе -
ра ция, при ко то рой со став ное вы ска -
зы ва ние лож но тог да и толь ко тог да,
ког да оба эле мен тар ных вы ска зы ва -
ния лож ны?

1) Конъ юнк ция �
2) Им пли ка ция �
3) Эк ви ва лент ность �
4) От ри ца ние �
5) Дизъ юнк ция �

20.4. Как на зы ва ет ся ло ги че с кая опе -
ра ция, при ко то рой со став ное вы ска -
зы ва ние ис тин но тог да и толь ко тог да,
ког да эле мен тар ные вы ска зы ва ния
ли бо оба ис тин ны, ли бо оба лож ны?

1) Конъ юнк ция �
2) Им пли ка ция �
3) Эк ви ва лент ность �
4) От ри ца ние �
5) Дизъ юнк ция �

20.5. Фор ма ли зо вать со став ное вы -
ска зы ва ние: «Ес ли сви де тель не ска -
зал прав ду, то не вер но, что Пе т ров со -
вер шил кра жу или из бил про хо же го»
при сле ду ю щих обо зна че ни ях эле мен-
тар ных вы ска зы ва ний: Х — сви де тель
ска зал прав ду; Y — Пе т ров со вер шил
кра жу; Z — Пе т ров из бил про хо же го

1) 
–
X �

–
Y �

–
Z �

2) 
–
X � Y � Z �

3) 
–
X �

–
Y �

–
Z �

4) X � Y � Z �
5) 

–
X � Y � Z �

20.6. Фор ма ли зо вать со став ное вы ска -
зы ва ние: «Не вер но, что ес ли Пе т ров
не ви но вен и сви де тель ска зал прав ду,
то суд вы нес об ви ни тель ный при го -
вор» при сле ду ю щих обо зна че ни ях
эле мен тар ных вы ска зы ва ний: Х— Пе т-
ров ви но вен; Y — сви де тель ска зал
прав ду; Z— суд вы нес об ви ни тель ный
при го вор

1) 
–
X � Y � Z �

2) (
–
X �

–
Y) �

–
Z �

3) (
–
X � Y) � Z �

4) 
–
X � Y � Z �

5) 
–
X � (

–
Y �

–
Z ) �

20.7. Фор ма ли зо вать со став ное вы ска-
зы ва ние: «Пре ступ ник со вер ша ет кра -
жу и суд не вы но сит ему об ви ни тель -
ный при го вор тог да и толь ко тог да,
ког да сви де тель не го во рит прав ду» при
сле ду ю щих обо зна че ни ях эле мен тар -
ных вы ска зы ва ний: Х — пре ступ ник
со вер ша ет кра жу; Y — суд вы но сит
ему об ви ни тель ный при го вор; Z —
сви де тель го во рит прав ду

1) (X �
–
Y) �

–
Z �

2) (X �
–
Y) �

–
Z �

3) (X �
–
Y) �

–
Z �

4) X � Y � Z �
5) X � (

–
Y �

–
Z) �
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Содержание

Часть 4. Дискретная математика418

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

20.8. Фор ма ли зо вать со став ное вы ска-
зы ва ние: «Не вер но, что ес ли сви де тель
не ска зал прав ду и Пе т ров был осуж -
ден, то его ад во кат не по дал жа ло бу»
при сле ду ю щих обо зна че ни ях эле -
мен тар ных вы ска зы ва ний: Х — сви де -
тель ска зал прав ду; Y — Пе т ров был
осуж ден; Z — его ад во кат по дал жа ло бу

1) (
–
X � Y) �

–
Z �

2) (
–
X � Y) �

–
Z �

3) (
–
X � Y) �

–
Z �

4) (
–
X � Y) �

–
Z �

5) 
–
X � (Y �

–
Z) �

20.9. Ес ли в по след нем столб це таб -
ли цы ис тин но с ти фор му лы толь ко
еди ни цы, то фор му ла на зы ва ет ся…

1) кон тра по зи ция �
2) тав то ло гия �
3) им пли ка ция �
4) про ти во ре чие �
5) эк ви ва лент ность �

20.10. Ес ли в по след нем столб це таб -
ли цы ис тин но с ти фор му лы толь ко
ну ли, то фор му ла на зы ва ет ся…

1) кон тра по зи ция �
2) тав то ло гия �
3) им пли ка ция �
4) про ти во ре чие �
5) эк ви ва лент ность �

20.11. Как на зы ва ет ся рав но силь ность
X � Y �

–
Y �

–
X?

1) За кон
идем по тент но с ти �

2) За кон 
дис три бу тив но с ти �

3) За кон де Мор га на �
4) За кон про ти во ре чия�
5) За кон 

кон тра по зи ции �
20.12. Как на зы ва ет ся рав но силь ность
X � X � X?

1) За кон
идем по тент но с ти �

2) За кон 
дис три бу тив но с ти �

3) За кон де Мор га на �
4) За кон про ти во ре чия�
5) За кон 

кон тра по зи ции �

20.13. Как на зы ва ет ся рав но силь ность
X � (Y � Z) � (X � Y) � (X � Z)?

1) За кон
идем по тент но с ти �

2) За кон 
дис три бу тив но с ти �

3) За кон де Мор га на �
4) За кон про ти во ре чия�
5) За кон 

кон тра по зи ции �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

20.8. Фор ма ли зо вать со став ное вы ска-
зы ва ние: «Не вер но, что ес ли сви де тель
не ска зал прав ду и Пе т ров был осуж -
ден, то его ад во кат не по дал жа ло бу»
при сле ду ю щих обо зна че ни ях эле -
мен тар ных вы ска зы ва ний: Х — сви де -
тель ска зал прав ду; Y — Пе т ров был
осуж ден; Z — его ад во кат по дал жа ло бу

1) (
–
X � Y) �

–
Z �

2) (
–
X � Y) �

–
Z �

3) (
–
X � Y) �

–
Z �

4) (
–
X � Y) �

–
Z �

5) 
–
X � (Y �

–
Z) �

20.9. Ес ли в по след нем столб це таб -
ли цы ис тин но с ти фор му лы толь ко
еди ни цы, то фор му ла на зы ва ет ся…

1) кон тра по зи ция �
2) тав то ло гия �
3) им пли ка ция �
4) про ти во ре чие �
5) эк ви ва лент ность �

20.10. Ес ли в по след нем столб це таб -
ли цы ис тин но с ти фор му лы толь ко
ну ли, то фор му ла на зы ва ет ся…

1) кон тра по зи ция �
2) тав то ло гия �
3) им пли ка ция �
4) про ти во ре чие �
5) эк ви ва лент ность �

20.11. Как на зы ва ет ся рав но силь ность
X � Y �

–
Y �

–
X?

1) За кон
идем по тент но с ти �

2) За кон 
дис три бу тив но с ти �

3) За кон де Мор га на �
4) За кон про ти во ре чия�
5) За кон 

кон тра по зи ции �
20.12. Как на зы ва ет ся рав но силь ность
X � X � X?

1) За кон
идем по тент но с ти �

2) За кон 
дис три бу тив но с ти �

3) За кон де Мор га на �
4) За кон про ти во ре чия�
5) За кон 

кон тра по зи ции �

20.13. Как на зы ва ет ся рав но силь ность
X � (Y � Z) � (X � Y) � (X � Z)?

1) За кон
идем по тент но с ти �

2) За кон 
дис три бу тив но с ти �

3) За кон де Мор га на �
4) За кон про ти во ре чия�
5) За кон 

кон тра по зи ции �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

21.1. Все го бу ле вых функ ций од ной
бу ле вой пе ре мен ной име ет ся…

1) 16 � 2) 8 �
3) 4 � 4) 1 �

21.2. Все го бу ле вых функ ций двух бу -
ле вых пе ре мен ных име ет ся…

1) 16 � 2) 8 �
3) 4 � 4) 1 �

21.3. Бу ле ва функ ция z = f(x1, x2), оп -
ре де ля е мая ни же, на зы ва ет ся…

x1 0 0 1 1
x2 0 1 0 1
z 0 0 0 1

1) штрих Шеф фе ра �
2) стрел ка Пир са �
3) конъ юнк ция �
4) дизъ юнк ция �
5) им пли ка ция �

21.4. Бу ле ва функ ция z = f(x1, x2), оп -
ре де ля е мая ни же, на зы ва ет ся…

x1 0 0 1 1
x2 0 1 0 1
z 0 1 1 1

1) штрих Шеф фе ра �
2) стрел ка Пир са �
3) конъ юнк ция �
4) дизъ юнк ция �
5) им пли ка ция �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

20.14. Как на зы ва ет ся рав но силь ность
X �

–
X � 0?

1) За кон
идем по тент но с ти �

2) За кон 
дис три бу тив но с ти �

3) За кон де Мор га на �
4) За кон про ти во ре чия�
5) За кон 

кон тра по зи ции �

20.15. Как на зы ва ет ся рав но силь ность
X � Y �

–
X �

–
Y?

1) За кон
идем по тент но с ти �

2) За кон 
дис три бу тив но с ти �

3) За кон де Мор га на �
4) За кон про ти во ре чия�
5) За кон 

кон тра по зи ции �



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

21.5. Бу ле ва функ ция z = f(x1, x2), оп -
ре де ля е мая ни же, на зы ва ет ся…

x1 0 0 1 1
x2 0 1 0 1
z 1 1 0 1

1) штрих Шеф фе ра �
2) стрел ка Пир са �
3) конъ юнк ция �
4) дизъ юнк ция �
5) им пли ка ция �

21.6. Бу ле ва функ ция z = f(x1, x2), оп -
ре де ля е мая ни же, на зы ва ет ся…

x1 0 0 1 1
x2 0 1 0 1
z 1 1 1 0

1) штрих Шеф фе ра �
2) стрел ка Пир са �
3) конъ юнк ция �
4) дизъ юнк ция �
5) им пли ка ция �

21.7. Бу ле ва функ ция z = f(x1, x2), оп -
ре де ля е мая ни же, на зы ва ет ся…

x1 0 0 1 1
x2 0 1 0 1
z 1 0 0 0

1) штрих Шеф фе ра �
2) стрел ка Пир са �
3) конъ юнк ция �
4) дизъ юнк ция �
5) им пли ка ция �

21.8. Уп ро с тить фор му лу
———————————–x2 · –x1 + –x3

1) x1 · –x2 · x3 �
2) x1 · x2 · x3 �
3) x1 · –x2 + –x3 �
4) –x1 · –x2 · x3 �
5) x1 + x2 · –x3 �

21.9. Уп ро с тить фор му лу
———————
x2 + –x3 + –x1

1) x1 · –x2 · x3 �
2) –x1 · –x2 · x3 �
3) –x1 · –x2 + –x3 �
4) x1 · x2 · x3 �
5) x1 + x2 · –x3 �

21.10. Уп ро с тить фор му лу
———————————–x1 + x2 · x3

1) x1 · –x2 · x3 �
2) –x1 · –x2 · x3 �
3) –x1 · x2 + –x3 �
4) x1 + x2 + x3 �
5) –x1 + x2 + –x3 �

21.11. Уп ро с тить фор му лу
———————————–x1 · x2 · –x3

1) x1 · –x2 · x3 �
2) –x1 · –x2 · x3 �
3) –x1 · x2 + –x3 �
4) x1 · x2 · x3 �
5) x1 + x2 · –x3 �

Часть 4. Дискретная математика420



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

21.5. Бу ле ва функ ция z = f(x1, x2), оп -
ре де ля е мая ни же, на зы ва ет ся…

x1 0 0 1 1
x2 0 1 0 1
z 1 1 0 1

1) штрих Шеф фе ра �
2) стрел ка Пир са �
3) конъ юнк ция �
4) дизъ юнк ция �
5) им пли ка ция �

21.6. Бу ле ва функ ция z = f(x1, x2), оп -
ре де ля е мая ни же, на зы ва ет ся…

x1 0 0 1 1
x2 0 1 0 1
z 1 1 1 0

1) штрих Шеф фе ра �
2) стрел ка Пир са �
3) конъ юнк ция �
4) дизъ юнк ция �
5) им пли ка ция �

21.7. Бу ле ва функ ция z = f(x1, x2), оп -
ре де ля е мая ни же, на зы ва ет ся…

x1 0 0 1 1
x2 0 1 0 1
z 1 0 0 0

1) штрих Шеф фе ра �
2) стрел ка Пир са �
3) конъ юнк ция �
4) дизъ юнк ция �
5) им пли ка ция �

21.8. Уп ро с тить фор му лу
———————————–x2 · –x1 + –x3

1) x1 · –x2 · x3 �
2) x1 · x2 · x3 �
3) x1 · –x2 + –x3 �
4) –x1 · –x2 · x3 �
5) x1 + x2 · –x3 �

21.9. Уп ро с тить фор му лу
———————
x2 + –x3 + –x1

1) x1 · –x2 · x3 �
2) –x1 · –x2 · x3 �
3) –x1 · –x2 + –x3 �
4) x1 · x2 · x3 �
5) x1 + x2 · –x3 �

21.10. Уп ро с тить фор му лу
———————————–x1 + x2 · x3

1) x1 · –x2 · x3 �
2) –x1 · –x2 · x3 �
3) –x1 · x2 + –x3 �
4) x1 + x2 + x3 �
5) –x1 + x2 + –x3 �

21.11. Уп ро с тить фор му лу
———————————–x1 · x2 · –x3

1) x1 · –x2 · x3 �
2) –x1 · –x2 · x3 �
3) –x1 · x2 + –x3 �
4) x1 · x2 · x3 �
5) x1 + x2 · –x3 �

Часть 4. Дискретная математика420

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

21.12. По таб ли це ис тин но с ти со ста -
вить СДНФ для функ ции z = f(x1, x2, x3)
и уп ро с тить

x1
x2
x3
z

0
0
0
0

0
0
1
0

0
1
0
0

0
1
1
1

1
0
0
0

1
0
1
0

1
1
0
0

1
1
1
1

1) z = x1 �
2) z = –x1 · –x2 �
3) z = –x3 �
4) z = x2 · x3 �
5) z = x1 + x2 �

21.13. По таб ли це ис тин но с ти со ста -
вить СКНФ для функ ции z = f(x1, x2, x3)
и уп ро с тить

x1
x2
x3
z

0
0
0
0

0
0
1
0

0
1
0
1

0
1
1
1

1
0
0
1

1
0
1
1

1
1
0
1

1
1
1
1

1) z = x3 �
2) z = –x1 · –x2 �
3) z = –x1 �
4) z = –x3 �
5) z = x1 + x2 �

21.14. По таб ли це ис тин но с ти со ста -
вить СКНФ для функ ции z = f(x1, x2, x3)
и уп ро с тить

x1
x2
x3
z

0
0
0
1

0
0
1
1

0
1
0
0

0
1
1
0

1
0
0
0

1
0
1
0

1
1
0
0

1
1
1
0

1) z = –x2 + –x3 �
2) z = –x1 · –x2 �
3) z = –x1 �
4) z = –x3 �
5) z = x1 + x2 �

21.15. По таб ли це ис тин но с ти со ста -
вить СКНФ для функ ции z = f(x1, x2, x3)
и уп ро с тить

x1
x2
x3
z

0
0
0
1

0
0
1
1

0
1
0
1

0
1
1
0

1
0
0
1

1
0
1
1

1
1
0
1

1
1
1
0

1) z = –x2 + –x3 �
2) z = –x1 · –x2 �
3) z = –x1 �
4) z = –x3 �
5) z = x1 + x2 �

21.16. Уп ро с тить фор му лу

a · b + 
–
d · –c + 

–
d · (a + b)

1) 
–
b + –c �

2) d + –a ·
–
b �

3) c · 
–
d �

4) –a + 
–
b · d �

5) –a + c · d �

21.17. Уп ро с тить фор му лу
————————————————
b · –c + d + –c · d + a · c ·

–
d

при с = 1

1) d �
2) c + 

–
d �

3) 1 �
4) b ·

–
d + d �

5) 0 �
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Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

22.1. Как на зы ва ет ся эле мент гра фа,
изо б ра жен ный ни же?

1) Стрел ка �
2) Цепь �
3) Ду га �
4) Ре б ро �

22.2. Как на зы ва ет ся эле мент гра фа,
изо б ра жен ный ни же?

1) Ре б ро �
2) Путь �
3) Ли ния �
4) Ду га �

22.3. Как на зы ва ет ся эле мент гра фа,
изо б ра жен ный ни же?

1) Мар ш рут �
2) Кон тур �
3) Цепь �
4) Путь �

22.4. Как на зы ва ет ся эле мент гра фа,
изо б ра жен ный ни же?

1) Цикл �
2) Цепь �
3) Кон тур �
4) Тре у голь ник �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

21.18. Уп ро с тить фор му лу
(a + b + c) · a · b + b + c

1) a + c �
2) 0 �
3) b · c �
4) с �
5) b + c �

21.19. Уп ро с тить фор му лу

(a + b · –c) · d + c ·
–
d + –a · (c + 

–
d)

1) –c + –a · d �
2) 1 �
3) a · (

–
b + c) �

4) a · c + 
–
d �

5) –c + d �

21.20. Уп ро с тить фор му лу
–a · (a · b + –c) + b · –c + a · b · –c

при a = 1

1) b �
2) 

–
b �

3) b · –c �
4) 

–
b · c �

5) 1 �
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Глава 22. Графы

x1 x2

x1 x2

x1

x3

x3

x2

x1 x2



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

22.1. Как на зы ва ет ся эле мент гра фа,
изо б ра жен ный ни же?

1) Стрел ка �
2) Цепь �
3) Ду га �
4) Ре б ро �

22.2. Как на зы ва ет ся эле мент гра фа,
изо б ра жен ный ни же?

1) Ре б ро �
2) Путь �
3) Ли ния �
4) Ду га �

22.3. Как на зы ва ет ся эле мент гра фа,
изо б ра жен ный ни же?

1) Мар ш рут �
2) Кон тур �
3) Цепь �
4) Путь �

22.4. Как на зы ва ет ся эле мент гра фа,
изо б ра жен ный ни же?

1) Цикл �
2) Цепь �
3) Кон тур �
4) Тре у голь ник �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

21.18. Уп ро с тить фор му лу
(a + b + c) · a · b + b + c

1) a + c �
2) 0 �
3) b · c �
4) с �
5) b + c �

21.19. Уп ро с тить фор му лу

(a + b · –c) · d + c ·
–
d + –a · (c + 

–
d)

1) –c + –a · d �
2) 1 �
3) a · (

–
b + c) �

4) a · c + 
–
d �

5) –c + d �

21.20. Уп ро с тить фор му лу
–a · (a · b + –c) + b · –c + a · b · –c

при a = 1

1) b �
2) 

–
b �

3) b · –c �
4) 

–
b · c �

5) 1 �
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Глава 22. Графы

x1 x2

x1 x2

x1

x3

x3

x2

x1 x2

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

22.5. Как на зы ва ет ся граф, не со дер -
жа щий пе тель и па рал лель ных дуг?

1) Га миль то нов �
2) Не о ри ен ти ро ван ный�
3) Пол ный �
4) Про стой �
5) Эй ле ров �

22.6. Как на зы ва ет ся чис ло дуг, ин ци -
дент ных дан ной вер ши не?

1) По лу сте пень ис хо да �
2) Сте пень вер ши ны �
3) Вес вер ши ны �
4) Ин декс вер ши ны �
5) По лу сте пень за хо да�

22.7. Как на зы ва ет ся чис ло, при пи сы -
ва е мое ре б ру на гра фе?

1) Вес ре б ра �
2) Мо дуль ре б ра �
3) Сте пень ре б ра �
4) По лу сте пень ре б ра �
5) Ин декс ре б ра �

22.8. Как на зы ва ет ся граф, у ко то ро го
все от рез ки, со еди ня ю щие вер ши ны,
яв ля ют ся ду га ми?

1) Эй ле ров �
2) Га миль то нов �
3) Про стой �
4) Ор граф �
5) Не о ри ен ти ро ван ный �

22.9. Как на зы ва ет ся граф, в ко то ром
су ще ст ву ет цикл, про хо дя щий че рез
все ре б ра гра фа, при чем по од но му ра -
зу?

1) Эй ле ров �
2) Га миль то нов �
3) Про стой �
4) Ор граф �
5) Не о ри ен ти ро ван ный �

22.10. Как на зы ва ет ся граф, в ко то ром
су ще ст ву ет цикл, про хо дя щий че рез
все вер ши ны гра фа, при чем по од но му
ра зу?

1) Эй ле ров �
2) Га миль то нов �
3) Про стой �
4) Ор граф �
5) Не о ри ен ти ро ван ный �
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Содержание

Глава 23. Элементы сетевого планирования и управления

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

23.1. Бли жай шим сро ком за вер ше ния
ком плек са ра бот, пред став лен но го се -
те вой мо де лью, яв ля ет ся…

1) 13 �
2) 16 �
3) 15 �
4) 14 �

23.2. Бли жай шим сро ком за вер ше ния
ком плек са ра бот, пред став лен но го се -
те вой мо де лью, яв ля ет ся…

1) 15 �
2) 17 �
3) 16 �
4) 14 �

23.3. Бли жай шим сро ком за вер ше ния
ком плек са ра бот, пред став лен но го се -
те вой мо де лью, яв ля ет ся…

1) 4 �
2) 5 �
3) 6 �
4) 7 �

23.4. Кри ти че с ки ми ра бо та ми в се те -
вой мо де ли ком плек са ра бот яв ля ются…

1) (1, 3) и (3, 4) �
2) (3, 4) и (2, 4) �
3) (1, 2) и (2, 4) �
4) (1, 3) и (2, 4) �

23.5. Кри ти че с ки ми ра бо та ми в се те -
вой мо де ли ком плек са ра бот яв ля ют ся…

1) (1, 2) и (3, 4) �
2) (1, 2) и (1, 3) �
3) (1, 2) и (2, 4) �
4) (1, 3) и (3, 4) �
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Глава 23. Элементы сетевого планирования и управления

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

23.1. Бли жай шим сро ком за вер ше ния
ком плек са ра бот, пред став лен но го се -
те вой мо де лью, яв ля ет ся…

1) 13 �
2) 16 �
3) 15 �
4) 14 �

23.2. Бли жай шим сро ком за вер ше ния
ком плек са ра бот, пред став лен но го се -
те вой мо де лью, яв ля ет ся…

1) 15 �
2) 17 �
3) 16 �
4) 14 �

23.3. Бли жай шим сро ком за вер ше ния
ком плек са ра бот, пред став лен но го се -
те вой мо де лью, яв ля ет ся…

1) 4 �
2) 5 �
3) 6 �
4) 7 �

23.4. Кри ти че с ки ми ра бо та ми в се те -
вой мо де ли ком плек са ра бот яв ля ются…

1) (1, 3) и (3, 4) �
2) (3, 4) и (2, 4) �
3) (1, 2) и (2, 4) �
4) (1, 3) и (2, 4) �

23.5. Кри ти че с ки ми ра бо та ми в се те -
вой мо де ли ком плек са ра бот яв ля ют ся…

1) (1, 2) и (3, 4) �
2) (1, 2) и (1, 3) �
3) (1, 2) и (2, 4) �
4) (1, 3) и (3, 4) �

3

2

1

7

8 8

5

6

2

2
4 5

3

2

1

6

9 7

6

8

3

2
4 5

3

2

1

1

2 2

4

4

1

1
4 5

3

2

1 4

2

3

7

5

3

2

1 4

7

8

9

5

424 Часть 4. Дискретная математика

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

23.6. Для се те во го гра фи ка, изо б ра жен-
но го на ри сун ке, дли на кри ти че с ко го
пу ти рав на…

1) 34 �
2) 10 �
3) 13 �
4) 11 �

23.7. Для се те во го гра фи ка, изо б ра жен-
но го на ри сун ке, дли на кри ти че с ко го
пу ти рав на…

1) 16 �
2) 13 �
3) 14 �
4) 43 �

23.8. Пол ный ре зерв вре ме ни для вы -
пол не ния ра бо ты (2, 4) в се те вой мо -
де ли ком плек са ра бот ра вен…

1) 2 �
2) 3 �
3) 0 �
4) 1 �

23.9. Пол ный ре зерв вре ме ни для вы -
пол не ния ра бо ты (3, 2) в се те вой мо -
де ли ком плек са ра бот ра вен…

1) 2 �
2) 3 �
3) 0 �
4) 1 �

23.10. Для се те во го гра фи ка, изо б ра -
жен но го на ри сун ке, кри ти че с ки ми
яв ля ют ся ра бо ты…

1) (0, 2) и (2, 4) �
2) (0, 1) и (1, 4) �
3) (0, 4) �
4) (0, 1), (1, 3) и (3, 4) �
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Содержание

Глава 24. Элементы комбинаторики

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

24.1. Чис ло раз ме ще ний из n по k оп -
ре де ля ет ся по фор му ле… 1) An

k = �

2) An
k = �

3) An
k = �

4) An
k = (n – k)! �

n!
—
k!

n!
—————
(n – k)!

k!
—
n!

24.2. Чис ло со че та ний из n по k оп ре -
де ля ет ся по фор му ле… 1) Cn

k = �

2) Cn
k = �

3) Cn
k = �

4) Cn
k = k!(n – k)! �

n!
––
k!

n!
—————
(n – k)!

n!
——————
(n – k)!k!

24.3. Cколь ко пря мых мож но про ве с -
ти че рез 6 то чек, ни ка кие 3 из ко то рых
не лежат на од ной пря мой, так, что бы
каж дая пря мая про хо ди ла че рез две
из за дан ных то чек?

1) 6! � 2) �

3) � 4) �

5) �
6!
––
3!

6!
–––
4!2!

6!
–––
3!3!

6!
––
2!

24.4. В про ст ран ст ве да ны 9 то чек,
при чем ни ка кие 4 из них не лежат в
од ной пло с ко сти. Сколь ко раз лич ных
пло с ко стей мож но про ве с ти че рез эти
9 то чек так, что бы каж дая пло с кость про-
хо ди ла че рез три из за дан ных то чек?

1) � 2) 4! �

3) � 4) 3! �

5) �

9!
–––
6!3!

9!
––
3!

9!
–––
4!5!

24.5. Cколь ко раз лич ных вось ми знач -
ных чи сел, на чи на ю щих ся ци ф рой 3 и
окан чи ва ю щих ся ци ф рой 7, мож но
со ста вить из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
при ус ло вии, что каж дая ци ф ра в обо -
зна че нии чис ла встре ча ет ся 1 раз?

1) 8! � 2) �

3) � 4) �

5) 6! �

6!
––
2!

8!
––
4!

6!
–––
4!2!

24.6. Cколь ко раз лич ных пра виль ных
дро бей мож но со ста вить из чи сел 1, 2,
3, 5, 7, 11, 13, 17, 19?

1) � 2) �

3) 9! � 4) �

5) �
9!

–––
3!4!

9!
––
2!

9!
–––
7!2!

9!
––
7!

Часть 4. Дискретная математика426
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Глава 24. Элементы комбинаторики

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

24.1. Чис ло раз ме ще ний из n по k оп -
ре де ля ет ся по фор му ле… 1) An

k = �

2) An
k = �

3) An
k = �

4) An
k = (n – k)! �

n!
—
k!

n!
—————
(n – k)!

k!
—
n!

24.2. Чис ло со че та ний из n по k оп ре -
де ля ет ся по фор му ле… 1) Cn

k = �

2) Cn
k = �

3) Cn
k = �

4) Cn
k = k!(n – k)! �

n!
––
k!

n!
—————
(n – k)!

n!
——————
(n – k)!k!

24.3. Cколь ко пря мых мож но про ве с -
ти че рез 6 то чек, ни ка кие 3 из ко то рых
не лежат на од ной пря мой, так, что бы
каж дая пря мая про хо ди ла че рез две
из за дан ных то чек?

1) 6! � 2) �

3) � 4) �

5) �
6!
––
3!

6!
–––
4!2!

6!
–––
3!3!

6!
––
2!

24.4. В про ст ран ст ве да ны 9 то чек,
при чем ни ка кие 4 из них не лежат в
од ной пло с ко сти. Сколь ко раз лич ных
пло с ко стей мож но про ве с ти че рез эти
9 то чек так, что бы каж дая пло с кость про-
хо ди ла че рез три из за дан ных то чек?

1) � 2) 4! �

3) � 4) 3! �

5) �

9!
–––
6!3!

9!
––
3!

9!
–––
4!5!

24.5. Cколь ко раз лич ных вось ми знач -
ных чи сел, на чи на ю щих ся ци ф рой 3 и
окан чи ва ю щих ся ци ф рой 7, мож но
со ста вить из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
при ус ло вии, что каж дая ци ф ра в обо -
зна че нии чис ла встре ча ет ся 1 раз?

1) 8! � 2) �

3) � 4) �

5) 6! �

6!
––
2!

8!
––
4!

6!
–––
4!2!

24.6. Cколь ко раз лич ных пра виль ных
дро бей мож но со ста вить из чи сел 1, 2,
3, 5, 7, 11, 13, 17, 19?

1) � 2) �

3) 9! � 4) �

5) �
9!

–––
3!4!

9!
––
2!

9!
–––
7!2!

9!
––
7!

Часть 4. Дискретная математика426

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

24.7. Cколь ко раз лич ных че ты рех -
знач ных чи сел мож но со ста вить из
цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 при ус ло вии,
что каж дая ци ф ра в обо зна че нии чис -
ла встре ча ет ся 1 раз?

1) � 2) �

3) 4! � 4) 6! �
5) 8! �

8!
–––
4!4!

8!
––
4!

24.8. Ко ли че ст во спо со бов, ко то ры ми
мож но рас ста вить 6 раз лич ных книг
на пол ке, рав но…

1) 1024 � 2) 216 �
3) 12 � 4) 720 �
5) 36 �

24.9. Ко ли че ст во спо со бов, ко то ры ми
мож но вы брать для де жур ст ва 3 сту -
ден та из 9, рав но…

1) 78 � 2) 91 �
3) 84 � 4) 80 �

427Глава 25. Математическое программирование

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.1. Ка кой знак ис поль зу ет ся в си с те -
ме ог ра ни че ний в стан дарт ной фор ме
ЗЛП (кро ме ог ра ни че ний, свя зан ных
с не от ри ца тель но с тью пе ре мен ных)?

1) � �
2) � �
3) = �
4) Лю бой из трех �

25.2. Ка кой знак ис поль зу ет ся в си с -
те ме ог ра ни че ний в ка но ни че с кой
фор ме ЗЛП (кро ме ог ра ни че ний, свя -
зан ных с не от ри ца тель но с тью пе ре -
мен ных)?

1) � �
2) � �
3) = �
4) Лю бой из трех �

25.3. Как на зы ва ет ся фор ма ЗЛП,
в ко то рой все ог ра ни че ния кро ме ог -
ра ни че ний, свя зан ных с не от ри ца -
тель но с тью пе ре мен ных, за пи са ны в
ви де не ра венств со зна ком?

1) Клас си че с кая �
2) Ка но ни че с кая �
3) Га ус сов ская �
4) Стан дарт ная �

25.4. Как на зы ва ет ся фор ма ЗЛП, в
ко то рой все ог ра ни че ния кро ме ог ра -
ни че ний, свя зан ных с не от ри ца тель -
но с тью пе ре мен ных, за пи са ны в ви де
урав не ний?

1) Клас си че с кая �
2) Ка но ни че с кая �
3) Га ус сов ская �
4) Стан дарт ная �

Часть 5
ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ И МОДЕЛИ

Глава 25. Математическое  программирование
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.5. К ка кой фор ме ЗЛП сво дит ся
за да ча о пла ни ро ва нии про из вод ст ва?

1) Клас си че с кая �
2) Ка но ни че с кая �
3) Га ус сов ская �
4) Стан дарт ная �

25.6. Вхо дят ли пла ны x = (1, 1) и x =
= (4, 7) в мно жество до пу с ти мых пла -
нов ЗЛП с си с те мой ог ра ни че ний:

–2x1 + x2 � 2; x1 – 3x2 � –9;
4x1 + 3x2 � 24; x1 � 0; x2 � 0?

1) Толь ко x = (1, 1) �
2) Толь ко x = (4, 7) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

25.7. Вхо дят ли пла ны x = (2, 3) и x =
= (3, 5) в мно жество до пу с ти мых пла -
нов ЗЛП с си с те мой ог ра ни че ний:

2x1 – 3x2 � 0; –5x1 + 9x2 � 45;
x1 + 2x2 � 4; x1 � 5; x1 � 0; x2 � 0?

1) Толь ко x = (2, 3) �
2) Толь ко x = (3, 5) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

25.8. Вхо дят ли пла ны x = (3, 6) и x =
= (1, 3) в мно жество до пу с ти мых пла -
нов ЗЛП с си с те мой ог ра ни че ний:

–x1 + x2 � 2; 2x1 + 3x2 � 16;
x1 + x2 � 10; 2x1 – x2 � 8; x1 � 0; x2 � 0?

1) Толь ко x = (3, 6) �
2) Толь ко x = (1, 3) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

25.9. Вхо дят ли пла ны x = (2, 1) и x =
= (5, 3) в мно жество до пу с ти мых пла -
нов ЗЛП с си с те мой ог ра ни че ний:
3x1 – x2 � 0; x1 – x2 � –2; 4x1 – x2 � 16;

2x1 – x2 � 6; x1 � 0; x2 � 0?

1) Толь ко x = (2, 1) �
2) Толь ко x = (5, 3) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

25.10. Вхо дят ли пла ны x = (1, 0) и x =
= (3, 3) в мно же ст во до пу с ти мых пла -
нов ЗЛП с си с те мой ог ра ни че ний:

–3x1 + 2x2 � 6; x1 + 2x2 � 10;
x1 – 3x2 � 6; x1 + x2 � 3; x1 � 0; x2 � 0?

1) Толь ко x = (1, 0) �
2) Толь ко x = (3, 3) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

25.11. Ка ков гра ди ент це ле вой функ -
ции для ЗЛП

Q = 3x1 – x2 � max
–2x1 + x2 � 2; x1 – 3x2 � –9;

4x1 + 3x2 � 24; x1 � 0; x2 � 0?

1) (–9, 24) �
2) (1, –3) �
3) (–2, 1) �
4) (4, 3) �
5) (3, –1) �

25.12. Ка ков гра ди ент це ле вой функ -
ции для ЗЛП

Q = 4x1 + 3x2 � max
–4x1 + x2 � 0; x1 – x2 � –3;

2x1 – 3x2 � 6; x1 � 6; x1 � 0; x2 � 0?

1) (4, 3) �
2) (2, –3) �
3) (5, –2) �
4) (–4, 1) �
5) (1, –1) �

Часть 5. Экономико-математические методы и модели428
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.5. К ка кой фор ме ЗЛП сво дит ся
за да ча о пла ни ро ва нии про из вод ст ва?

1) Клас си че с кая �
2) Ка но ни че с кая �
3) Га ус сов ская �
4) Стан дарт ная �

25.6. Вхо дят ли пла ны x = (1, 1) и x =
= (4, 7) в мно жество до пу с ти мых пла -
нов ЗЛП с си с те мой ог ра ни че ний:

–2x1 + x2 � 2; x1 – 3x2 � –9;
4x1 + 3x2 � 24; x1 � 0; x2 � 0?

1) Толь ко x = (1, 1) �
2) Толь ко x = (4, 7) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

25.7. Вхо дят ли пла ны x = (2, 3) и x =
= (3, 5) в мно жество до пу с ти мых пла -
нов ЗЛП с си с те мой ог ра ни че ний:

2x1 – 3x2 � 0; –5x1 + 9x2 � 45;
x1 + 2x2 � 4; x1 � 5; x1 � 0; x2 � 0?

1) Толь ко x = (2, 3) �
2) Толь ко x = (3, 5) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

25.8. Вхо дят ли пла ны x = (3, 6) и x =
= (1, 3) в мно жество до пу с ти мых пла -
нов ЗЛП с си с те мой ог ра ни че ний:

–x1 + x2 � 2; 2x1 + 3x2 � 16;
x1 + x2 � 10; 2x1 – x2 � 8; x1 � 0; x2 � 0?

1) Толь ко x = (3, 6) �
2) Толь ко x = (1, 3) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

25.9. Вхо дят ли пла ны x = (2, 1) и x =
= (5, 3) в мно жество до пу с ти мых пла -
нов ЗЛП с си с те мой ог ра ни че ний:
3x1 – x2 � 0; x1 – x2 � –2; 4x1 – x2 � 16;

2x1 – x2 � 6; x1 � 0; x2 � 0?

1) Толь ко x = (2, 1) �
2) Толь ко x = (5, 3) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

25.10. Вхо дят ли пла ны x = (1, 0) и x =
= (3, 3) в мно же ст во до пу с ти мых пла -
нов ЗЛП с си с те мой ог ра ни че ний:

–3x1 + 2x2 � 6; x1 + 2x2 � 10;
x1 – 3x2 � 6; x1 + x2 � 3; x1 � 0; x2 � 0?

1) Толь ко x = (1, 0) �
2) Толь ко x = (3, 3) �
3) И тот и дру гой �
4) Ни тот ни дру гой �

25.11. Ка ков гра ди ент це ле вой функ -
ции для ЗЛП

Q = 3x1 – x2 � max
–2x1 + x2 � 2; x1 – 3x2 � –9;

4x1 + 3x2 � 24; x1 � 0; x2 � 0?

1) (–9, 24) �
2) (1, –3) �
3) (–2, 1) �
4) (4, 3) �
5) (3, –1) �

25.12. Ка ков гра ди ент це ле вой функ -
ции для ЗЛП

Q = 4x1 + 3x2 � max
–4x1 + x2 � 0; x1 – x2 � –3;

2x1 – 3x2 � 6; x1 � 6; x1 � 0; x2 � 0?

1) (4, 3) �
2) (2, –3) �
3) (5, –2) �
4) (–4, 1) �
5) (1, –1) �

Часть 5. Экономико-математические методы и модели428

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.13. Ка ков оп ти маль ный план, ес ли
при ре ше нии ЗЛП на max ли ния уров-
ня при дви же нии в на прав ле нии гра -
диен та Q вы хо дит из мно же ст ва до пу -
с ти мых пла нов в точке пе ре се че ния
пря мых 3x1 + x2 = 6 и –2x1 + x2 = 1?

1) (3, 1) �
2) (1, 3) �
3) (1, 2) �
4) (2, 0) �

25.14. Ка ков оп ти маль ный план, ес ли
при ре ше нии ЗЛП на max ли ния уров-
ня при дви же нии в на прав ле нии гра -
диен та Q вы хо дит из мно же ст ва до пу -
с ти мых пла нов в точке пе ре се че ния
пря мых x1 – x2 = –1 и 4x1 – x2 = 11?

1) (8, 6) �
2) (6, 8) �
3) (5, 4) �
4) (4, 5) �

25.15. Ка ков оп ти маль ный план, ес ли
при ре ше нии ЗЛП на max ли ния уров -
ня при дви же нии в на прав ле нии гра -
диен та Q вы хо дит из мно же ст ва до пу -
с ти мых пла нов в точке пе ре се че ния
пря мых 2x1 + 5x2 = 19 и x1 + 2x2 = 8?

1) (4, 1) �
2) (3, 2) �
3) (2, 3) �
4) (1, 4) �

25.16. Ре ше ни ем ЗЛП на max яв ля ет -
ся точ ка…

1) F �
2) E �
3) D �
4) B �
5) A �

25.17. Ре ше ни ем ЗЛП на min яв ля ет -
ся точ ка…

1) F �
2) E �
3) D �
4) B �
5) A �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.18. Ре ше ни ем ЗЛП на max яв ля ет -
ся точ ка…

1) F �
2) E �
3) D �
4) B �
5) A �

25.19. Ре ше ни ем ЗЛП на min яв ля ет -
ся точ ка…

1) F �
2) E �
3) D �
4) B �
5) A �

25.20. Ре ше ни ем ЗЛП на max яв ля ет -
ся точ ка…

1) F �
2) E �
3) D �
4) B �
5) A �

25.21. Об ласть до пу с ти мых ре ше ний
за да чи ли ней но го про грам ми ро ва ния
име ет вид

Тог да мак си маль ное зна че ние функ -
ции Z – 4x1 + 4x2 рав но…

1) 26 �
2) 28 �
3) 30 �
4) 24 �

Часть 5. Экономико-математические методы и модели430
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.18. Ре ше ни ем ЗЛП на max яв ля ет -
ся точ ка…

1) F �
2) E �
3) D �
4) B �
5) A �

25.19. Ре ше ни ем ЗЛП на min яв ля ет -
ся точ ка…

1) F �
2) E �
3) D �
4) B �
5) A �

25.20. Ре ше ни ем ЗЛП на max яв ля ет -
ся точ ка…

1) F �
2) E �
3) D �
4) B �
5) A �

25.21. Об ласть до пу с ти мых ре ше ний
за да чи ли ней но го про грам ми ро ва ния
име ет вид

Тог да мак си маль ное зна че ние функ -
ции Z – 4x1 + 4x2 рав но…

1) 26 �
2) 28 �
3) 30 �
4) 24 �

Часть 5. Экономико-математические методы и модели430
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.22. Об ласть до пу с ти мых ре ше ний
за да чи ли ней но го про грам ми ро ва ния
име ет вид

Тог да мак си маль ное зна че ние функ -
ции Z = 2x1 + 6x2 рав но…

1) 30 �
2) 24 �
3) 32 �
4) 26 �

25.23. Об ласть до пу с ти мых ре ше ний
за да чи ли ней но го про грам ми ро ва ния
име ет вид

Тог да мак си маль ной зна че ние функ -
ции Z = x1 + 2x2 рав но…

1) 11 �
2) 14 �
3) 10 �
4) 13 �

25.24. Мак си маль ное зна че ние функ -
ции F = 2x1 – x2 при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 � 3;
x1 � 0; x2 � 0

рав но…

1) 8 �
2) 5 �
3) 6 �
4) 1 �

25.25. Мак си маль ное зна че ние функ -
ции F = 2x1 – x2 при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 � 3;
x1 � 0; x2 � 0

рав но…

1) 0 �
2) –1 �
3) –2 �
4) –3 �

25.26. Мак си маль ное зна че ние функ -
ции F = 3x1 + 2x2 при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 � 6;
x1 � 4;
x1 � 0; x2 � 0

рав но…

1) 12 �
2) 14 �
3) 16 �
4) 18 �

431Глава 25. Математическое программирование
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.27. Мак си маль ное зна че ние функ -
ции F = 5x1 + x2 при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 � 6;
x1 � 4;
x1 � 0; x2 � 0

рав но…

1) 23 �
2) 6 �
3) 22 �
4) 14 �

25.28. Мак си маль ное зна че ние функ -
ции F = x1 + 5x2 при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 � 6;
x1 � 4;
x1 � 0; x2 � 0

рав но…

1) 14 �
2) 16 �
3) 22 �
4) 30 �

25.29. Для из го тов ле ния из де лий A и
B склад мо жет от пу с тить ме тал ла не
бо лее 80 кг, при чем на од но из де лие А
рас хо ду ет ся 2 кг, а на из де лие B— 1 кг
ме тал ла. Ука жи те план про из вод ст ва,
при ко то ром обес пе чен на и боль ший
до ход, ес ли из де лий A тре бу ет ся из го -
то вить не бо лее 30 шт., а из де лий B —
не бо лее 40 шт., при чем од но из де лие
A сто ит 5 ден. ед., а од но из де лие B —
3 ден. ед.

1) xA= 20; xB= 40 �
2) xA= 20; xB= 45 �
3) xA= 30; xB= 25 �
4) xA= 25; xB= 50 �
5) xA= 45; xB= 15 �

25.30. Ранг ма т ри цы си с те мы ог ра ни -
че ний ЗЛП c 5 пе ре мен ны ми ра вен 3.
Сколь ко сво бод ных пе ре мен ных со -
дер жат вы ра же ния для об ще го ре ше -
ния си с те мы ог ра ни че ний?

1) 1 �
2) 2 �
3) 3 �
4) 4 �

25.31. Ранг ма т ри цы си с те мы ог ра ни -
че ний ЗЛП c 5 пе ре мен ны ми ра вен 3.
Сколь ко ба зис ных пе ре мен ных со дер -
жат вы ра же ния для об ще го ре ше ния
си с те мы ог ра ни че ний?

1) 1 �
2) 2 �
3) 3 �
4) 4 �

25.32. В ка че ст ве раз ре ша ю ще го эле -
мен та при вы бо ре на чаль но го опор но -
го пла на ЗЛП при ре ше нии симп -
лекс�ме то дом на до брать эле мент
ма т ри цы си с те мы ог ра ни че ний, у ко -
то ро го θ...

1) на и мень шая 
в стро ке �

2) на и мень шая 
в столб це �

3) на и боль шая 
в стро ке �

4) на и боль шая 
в столб це �

Часть 5. Экономико-математические методы и модели432
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.27. Мак си маль ное зна че ние функ -
ции F = 5x1 + x2 при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 � 6;
x1 � 4;
x1 � 0; x2 � 0

рав но…

1) 23 �
2) 6 �
3) 22 �
4) 14 �

25.28. Мак си маль ное зна че ние функ -
ции F = x1 + 5x2 при ог ра ни че ни ях

x1 + x2 � 6;
x1 � 4;
x1 � 0; x2 � 0

рав но…

1) 14 �
2) 16 �
3) 22 �
4) 30 �

25.29. Для из го тов ле ния из де лий A и
B склад мо жет от пу с тить ме тал ла не
бо лее 80 кг, при чем на од но из де лие А
рас хо ду ет ся 2 кг, а на из де лие B— 1 кг
ме тал ла. Ука жи те план про из вод ст ва,
при ко то ром обес пе чен на и боль ший
до ход, ес ли из де лий A тре бу ет ся из го -
то вить не бо лее 30 шт., а из де лий B —
не бо лее 40 шт., при чем од но из де лие
A сто ит 5 ден. ед., а од но из де лие B —
3 ден. ед.

1) xA= 20; xB= 40 �
2) xA= 20; xB= 45 �
3) xA= 30; xB= 25 �
4) xA= 25; xB= 50 �
5) xA= 45; xB= 15 �

25.30. Ранг ма т ри цы си с те мы ог ра ни -
че ний ЗЛП c 5 пе ре мен ны ми ра вен 3.
Сколь ко сво бод ных пе ре мен ных со -
дер жат вы ра же ния для об ще го ре ше -
ния си с те мы ог ра ни че ний?

1) 1 �
2) 2 �
3) 3 �
4) 4 �

25.31. Ранг ма т ри цы си с те мы ог ра ни -
че ний ЗЛП c 5 пе ре мен ны ми ра вен 3.
Сколь ко ба зис ных пе ре мен ных со дер -
жат вы ра же ния для об ще го ре ше ния
си с те мы ог ра ни че ний?

1) 1 �
2) 2 �
3) 3 �
4) 4 �

25.32. В ка че ст ве раз ре ша ю ще го эле -
мен та при вы бо ре на чаль но го опор но -
го пла на ЗЛП при ре ше нии симп -
лекс�ме то дом на до брать эле мент
ма т ри цы си с те мы ог ра ни че ний, у ко -
то ро го θ...

1) на и мень шая 
в стро ке �

2) на и мень шая 
в столб це �

3) на и боль шая 
в стро ке �

4) на и боль шая 
в столб це �

Часть 5. Экономико-математические методы и модели432

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.33. Ка кие долж ны быть зна че ния
∆j в симп лекс�таб ли це для то го, что бы
рас сма т ри ва е мый план ЗЛП был оп -
ти маль ным при ре ше нии за да чи на
max?

1) Все не от ри ца тель ные�
2) Все не по ло жи -

тель ные �
3) Все от ри ца тель ные �
4) Все по ло жи тель ные �

25.34. Ка кие долж ны быть зна че ния
∆j в симп лекс�таб ли це для то го, что бы
рас сма т ри ва е мый план ЗЛП был оп -
ти маль ным при ре ше нии за да чи на
min?

1) Все не от ри ца тель ные�
2) Все не по ло жи -

тель ные �
3) Все от ри ца тель ные �
4) Все по ло жи тель ные �

25.35. Сколь ко до пол ни тель ных пе ре -
мен ных вво дит ся при ре ше нии симп -
лекс�ме то дом ЗЛП с си с те мой ог ра -
ни че ний

5x1 – 2x2 – 2x3 = 3; x1 + 3x2 + x3 � 4;
3x1 – x2 + x3 � 12; x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0?

1) 4 �
2) 3 �
3) 2 �
4) 1 �

25.36. Сколь ко до пол ни тель ных пе ре -
мен ных вво дит ся при ре ше нии симп -
лекс�ме то дом ЗЛП с си с те мой ог ра -
ни че ний

5x1 – 2x2 – 2x3 � 3; x1 + 3x2 + x3 � 4;
3x1 – x2 + x3 � 12; x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0?

1) 4 �
2) 3 �
3) 2 �
4) 1 �

25.37. В про цес се ре ше ния симп -
лекс�ме то дом ЗЛП на min по лу че но:

∆1 = 0; ∆2 = ; ∆3 = ; ∆4 = 0; ∆5 = 0.

Ка кую пе ре мен ную нуж но вве с ти
в ба зис?

77
––
25

38
––
13

1) Ни ка кую �
2) x1 �
3) x2 �
4) x3 �

25.38. В про цес се ре ше ния симп -
лекс�ме то дом ЗЛП на max по лу че но:

∆1 = – ; ∆2 = 0; ∆3 = ; ∆4 = 0; ∆5 = 0.

Ка кую пе ре мен ную нуж но вве с ти в
ба зис?

31
––
12

14
––
3

1) Ни ка кую �
2) x1 �
3) x2 �
4) x3 �

25.39. В про цес се ре ше ния симп -
лекс�ме то дом ЗЛП на min по лу че но:

∆1 = – ; ∆2 = 0; ∆3 = ; ∆4 = 0; ∆5 = 0.

Ка кую пе ре мен ную це ле со об раз но
вве с ти в ба зис?

31
––
12

14
––
3

1) Ни ка кую �
2) x1 �
3) x2 �
4) x3 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.40. Об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни-
че ний при оп ти маль ном пла не ЗЛП,
по лу чен ное симп лекс�ме то дом, име ет
вид x2 = 5 – x1 – 2x4 ; x3 = 1 + 3x1 – x4;
x5 = 2 – x1 + x4. Ка ков оп ти маль ный
план ЗЛП?

1) (5; 1; 2; 0; 0) �
2) (0; 5; 1; 0; 2) �
3) (5; 0; 1; 0; 2) �
4) (5; 1; 0; 0; 0) �

25.41. Об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни-
че ний при оп ти маль ном пла не ЗЛП,
по лу чен ное симп лекс�ме то дом, име ет
вид x1 = 7 – x2 + 4x3 ; x4 = 5x2 – 2x3; x5 =
= 2 – x2 + x3. Ка ков оп ти маль ный план
ЗЛП?

1) (7; 5; 2; 0; 0) �
2) (7; 0; 0; 5; 2) �
3) (7; 0; 0; 0; 2) �
4) (7; 2; 0; 0; 0) �

25.42. Симп лекс�ме то дом най ден оп -
ти маль ный план x* = (1; 0; 6; 0; 2) для
ЗЛП с це ле вой функ ци ей

Q = 2x1 + 3x2 + x3 � min.

Че му рав но на и мень шее зна че ние це -
ле вой функ ции в этой ЗЛП?

1) 8 �
2) 15 �
3) 10 �
4) 0 �

25.43. Симп лекс�ме то дом най ден оп -
ти маль ный план x* = (2; 0; 5; 4; 0) для
ЗЛП с це ле вой функ ци ей

Q = x1 + 2x2 + 3x3 � max.

Че му рав но на и боль шее зна че ние це -
ле вой функ ции в этой ЗЛП?

1) 7 �
2) 11 �
3) 13 �
4) 17 �

25.44. Транс порт ная за да ча бу дет за -
кры той, ес ли…

50 60 + b 200
100 + a 7 2 4

200 3 5 6

1) a = 30; b = 10 �
2) a = 30; b = 20 �
3) a = 30; b = 40 �
4) a = 30; b = 5 �

25.45. Транс порт ная за да ча бу дет за -
кры той, ес ли…

30 100 + b
20 3 9

30 + a 4 1

100 6 8

1) a = 55; b = 80 �
2) a = 55; b = 65 �
3) a = 55; b = 70 �
4) a = 55; b = 75 �

Часть 5. Экономико-математические методы и модели434



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.40. Об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни-
че ний при оп ти маль ном пла не ЗЛП,
по лу чен ное симп лекс�ме то дом, име ет
вид x2 = 5 – x1 – 2x4 ; x3 = 1 + 3x1 – x4;
x5 = 2 – x1 + x4. Ка ков оп ти маль ный
план ЗЛП?

1) (5; 1; 2; 0; 0) �
2) (0; 5; 1; 0; 2) �
3) (5; 0; 1; 0; 2) �
4) (5; 1; 0; 0; 0) �

25.41. Об щее ре ше ние си с те мы ог ра ни-
че ний при оп ти маль ном пла не ЗЛП,
по лу чен ное симп лекс�ме то дом, име ет
вид x1 = 7 – x2 + 4x3 ; x4 = 5x2 – 2x3; x5 =
= 2 – x2 + x3. Ка ков оп ти маль ный план
ЗЛП?

1) (7; 5; 2; 0; 0) �
2) (7; 0; 0; 5; 2) �
3) (7; 0; 0; 0; 2) �
4) (7; 2; 0; 0; 0) �

25.42. Симп лекс�ме то дом най ден оп -
ти маль ный план x* = (1; 0; 6; 0; 2) для
ЗЛП с це ле вой функ ци ей

Q = 2x1 + 3x2 + x3 � min.

Че му рав но на и мень шее зна че ние це -
ле вой функ ции в этой ЗЛП?

1) 8 �
2) 15 �
3) 10 �
4) 0 �

25.43. Симп лекс�ме то дом най ден оп -
ти маль ный план x* = (2; 0; 5; 4; 0) для
ЗЛП с це ле вой функ ци ей

Q = x1 + 2x2 + 3x3 � max.

Че му рав но на и боль шее зна че ние це -
ле вой функ ции в этой ЗЛП?

1) 7 �
2) 11 �
3) 13 �
4) 17 �

25.44. Транс порт ная за да ча бу дет за -
кры той, ес ли…

50 60 + b 200
100 + a 7 2 4

200 3 5 6

1) a = 30; b = 10 �
2) a = 30; b = 20 �
3) a = 30; b = 40 �
4) a = 30; b = 5 �

25.45. Транс порт ная за да ча бу дет за -
кры той, ес ли…

30 100 + b
20 3 9

30 + a 4 1

100 6 8

1) a = 55; b = 80 �
2) a = 55; b = 65 �
3) a = 55; b = 70 �
4) a = 55; b = 75 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

25.46. Транс порт ная за да ча бу дет за -
кры той, ес ли…

30 100 + b
20 3 9

30 + a 4 1

100 6 8

1) a = 50; b = 75 �
2) a = 50; b = 70 �
3) a = 50; b = 65 �
4) a = 50; b = 60 �

25.47. Транс порт ная за да ча бу дет за -
кры той, ес ли…

30 100 + b
20 3 9

30 + a 4 1

100 6 8

1) a = 60; b = 75 �
2) a = 60; b = 85 �
3) a = 60; b = 80 �
4) a = 60; b = 70 �

25.48. Транс порт ная за да ча бу дет за -
кры той, ес ли…

50 60 + b 200
100 + a 7 2 4

200 3 5 6

1) a = 40; b = 40 �
2) a = 40; b = 20 �
3) a = 40; b = 30 �
4) a = 40; b = 10 �

25.49. Сре ди транс порт ных за дач за -
кры ты ми яв ля ют ся...

Мощ но с ти
по став щи -

ков

Мощ но с ти по тре би те лей

32 34 40 22
41 10 7 6 8

48 5 6 5 4

39 8 7 6 7

3.

Мощ но с ти
по став щи -

ков

Мощ но с ти по тре би те лей

25 34 44 20
41 10 7 6 8

48 5 6 5 4

38 8 7 6 7

2.

1. Мощ но с ти
по став щи -

ков

Мощ но с ти по тре би те лей

22 34 41 28
31 10 7 6 8

37 5 6 5 4

38 8 7 6 7

1) 1 �
2) 1, 2 �
3) 2 �
4) 3 �
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Содержание

Глава 26. Математические игры

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

26.1. Мак си мин — это… 1) це на иг ры �
2) ма т ри ца иг ры �
3) ниж няя це на иг ры �
4) верх няя це на иг ры �

26.2. Ми ни макс — это… 1) це на иг ры �
2) ма т ри ца иг ры �
3) ниж няя це на иг ры �
4) верх няя це на иг ры �

26.3. Иг ра име ет сед ло вую точ ку, ес -
ли…

1) α > β � 2) α = β �
3) α � β � 4) α < β �

26.4. Ниж няя це на ма т рич ной иг ры,

за дан ной пла теж ной ма т ри цей ,

рав на…

2
6

5
4






1) 2 �
2) 6 �
3) 4 �
4) 5 �

26.5. Ниж няя це на ма т рич ной иг ры,

за дан ной пла теж ной ма т ри цей ,

рав на…




1
3

4
2




1) 1 �
2) 4 �
3) 2 �
4) 3 �

26.6. Ниж няя це на ма т рич ной иг ры,

за дан ной пла теж ной ма т ри цей ,

рав на…




1
4

5
3




1) 5 �
2) 3 �
3) 4 �
4) 1 �

26.7. Ниж няя це на ма т рич ной иг ры,

за дан ной пла теж ной ма т ри цей ,

рав на…




8
7

5
9




1) 8 �
2) 5 �
3) 7 �
4) 9 �

26.8. Верхняя це на ма т рич ной иг ры,

за дан ной пла теж ной ма т ри цей ,

рав на…




1
4

5
3




1) 4 �
2) 5 �
3) 3 �
4) 1 �

26.9. Най ти верх нюю це ну иг ры

Q = 

2
–1

1
2

–1
3
2
1






0
2
1
4

–1
–2

1
–4






1) 4 �
2) 3 �
3) 2 �
4) 1 �

436 Часть 5. Экономико-математические методы и модели
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Глава 26. Математические игры

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

26.1. Мак си мин — это… 1) це на иг ры �
2) ма т ри ца иг ры �
3) ниж няя це на иг ры �
4) верх няя це на иг ры �

26.2. Ми ни макс — это… 1) це на иг ры �
2) ма т ри ца иг ры �
3) ниж няя це на иг ры �
4) верх няя це на иг ры �

26.3. Иг ра име ет сед ло вую точ ку, ес -
ли…

1) α > β � 2) α = β �
3) α � β � 4) α < β �

26.4. Ниж няя це на ма т рич ной иг ры,

за дан ной пла теж ной ма т ри цей ,

рав на…
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1) 2 �
2) 6 �
3) 4 �
4) 5 �

26.5. Ниж няя це на ма т рич ной иг ры,

за дан ной пла теж ной ма т ри цей ,

рав на…




1
3

4
2




1) 1 �
2) 4 �
3) 2 �
4) 3 �

26.6. Ниж няя це на ма т рич ной иг ры,

за дан ной пла теж ной ма т ри цей ,

рав на…




1
4

5
3




1) 5 �
2) 3 �
3) 4 �
4) 1 �

26.7. Ниж няя це на ма т рич ной иг ры,

за дан ной пла теж ной ма т ри цей ,

рав на…




8
7

5
9




1) 8 �
2) 5 �
3) 7 �
4) 9 �

26.8. Верхняя це на ма т рич ной иг ры,

за дан ной пла теж ной ма т ри цей ,

рав на…




1
4

5
3




1) 4 �
2) 5 �
3) 3 �
4) 1 �

26.9. Най ти верх нюю це ну иг ры

Q = 

2
–1

1
2

–1
3
2
1






0
2
1
4

–1
–2

1
–4






1) 4 �
2) 3 �
3) 2 �
4) 1 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

26.10. Най ти верх нюю це ну иг ры

Q = 





–3
–4

1
6

–1
2
4

–3

5
1
1

–3

1
3

–2
5






1) 6 �
2) 4 �
3) 2 �
4) 1 �

26.11. Най ти верх нюю це ну иг ры

Q = 





–5
–1

6
–3

–1
5
2
1

0
3
1

–1

4
–2

0
–1






1) 1 �
2) 2 �
3) 3 �
4) 5 �

26.12. Най ти ниж нюю це ну иг ры

Q = 





–2
–6

1
–3

–1
5

–2
1

0
3
1
1

–3
–2

0
1






1) 0 �
2) 1 �
3) –6 �
4) –2 �

26.13. Ос нов ная те о ре ма те о рии игр
«Каж дая ко неч ная ма т рич ная иг ра
име ет, по край ней ме ре, од но ре ше ние
сре ди сме шан ных стра те гий» — это
те о ре ма…

1) Сэ ви д жа �
2) Кол мо го ро ва �
3) Валь да �
4) Бай е са �
5) Ней ма на �

26.14. Ве ро ят ность p1
* при ме не ния

стра те гии А1 в ре ше нии иг ры 22 оп ре -
де ля ет ся по фор му ле…

1) p1
* = �

2) p1
* = �

3) p1
* = �

4) p1
* = �

a11 – a12
————————————
a11 +a22 –a12 –a21

a11 – a21
————————————
a11 +a22 –a12 –a21

a22 – a21
————————————
a11 +a22 –a12 –a21

a22 – a12
————————————
a11 +a22 –a12 –a21

26.15. Най ти оп ти маль ную сме шан -
ную стра те гию SB* иг ро ка B в ма т рич -

ной иг ре Q = 
–5

10



4
–6



1) (0,3; 0,7) �
2) (0,7; 0,3) �
3) (0,4; 0,6) �
4) (0,6; 0,4) �

26.16. Най ти оп ти маль ную сме шан -
ную стра те гию SA* иг ро ка A в ма т рич -

ной иг ре Q = 


9
–5

–7
4




1) (0,36; 0,64) �
2) (0,56; 0,44) �
3) (0,44; 0,56) �
4) (0,64; 0,36) �

26.17. Най ти це ну ма т рич ной иг ры 

Q = 


–11
5

24
–10




1) –0,1 � 2) 0,1 �
3) 0,2 � 4) 0,3 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

26.18. Точ ка, в ко то рой в ко о пе ра тив -
ной иг ре до стига ет ся мак си мум про -
из ве де ния (СА – CA*)(СВ – CB*), на зы -
ва ет ся…

1) точ ка рав но ве сия �
2) точ ка ре ше ния 

Нэ ша �
3) точ ка уг ро зы �
4) сед ло вая точ ка �

26.19. Че ло век, уча ст ву ю щий в иг ре с
при ро дой, на зы ва ет ся…

1) ста ти с тик �
2) при ро до вед �
3) стра тег �
4) те о ре тик �

26.20. Оп ти маль ной стра те ги ей в ста -
ти с ти че с кой иг ре, по те ри в ко то рой
пред став ле ны в таб ли це, по кри те рию
Бай е са яв ля ет ся стра те гия…

pi B1 B2 B3 B4

П1 0,4 3 1 4 6
П2 0,3 5 3 1 2
П3 0,2 2 7 5 4
П4 0,1 1 2 2 1

1) В1 �
2) В2 �
3) В3 �
4) В4 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

27.1. Ес ли в лю бой мо мент вре ме ни
ве ро ят но ст ные ха рак те ри с ти ки слу -
чай но го про цес са в бу ду щем за висят
толь ко от со сто я ния си с те мы в дан -
ный мо мент, то слу чай ный про цесс
на зы ва ет ся…

1) мар ков ский �
2) га ус сов ский �
3) кол мо го ров ский �
4) че бы шев ский �

27.2. Ес ли ве ро ят ность по па да ния на
ма лый про ме жуток вре ме ни двух и
бо лее со бы тий пре не бре жи мо ма ла по
срав не нию с ве ро ят но с тью по па да ния
од но го со бы тия, то по ток со бы тий на -
зы ва ет ся…

1) без по сле дей ст вия �
2) слу чай ный �
3) ор ди нар ный �
4) ста ци о нар ный �

27.3. Сколь ко со сто я ний име ет од но -
ка наль ная СМО с от ка за ми?

1) � � 2) 3 �
3) 2 � 4) 1 �

Глава 27. Элементы теории массового обслуживания
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Часть 5. Экономико-математические методы и модели438

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

26.18. Точ ка, в ко то рой в ко о пе ра тив -
ной иг ре до стига ет ся мак си мум про -
из ве де ния (СА – CA*)(СВ – CB*), на зы -
ва ет ся…

1) точ ка рав но ве сия �
2) точ ка ре ше ния 

Нэ ша �
3) точ ка уг ро зы �
4) сед ло вая точ ка �

26.19. Че ло век, уча ст ву ю щий в иг ре с
при ро дой, на зы ва ет ся…

1) ста ти с тик �
2) при ро до вед �
3) стра тег �
4) те о ре тик �

26.20. Оп ти маль ной стра те ги ей в ста -
ти с ти че с кой иг ре, по те ри в ко то рой
пред став ле ны в таб ли це, по кри те рию
Бай е са яв ля ет ся стра те гия…

pi B1 B2 B3 B4

П1 0,4 3 1 4 6
П2 0,3 5 3 1 2
П3 0,2 2 7 5 4
П4 0,1 1 2 2 1

1) В1 �
2) В2 �
3) В3 �
4) В4 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

27.1. Ес ли в лю бой мо мент вре ме ни
ве ро ят но ст ные ха рак те ри с ти ки слу -
чай но го про цес са в бу ду щем за висят
толь ко от со сто я ния си с те мы в дан -
ный мо мент, то слу чай ный про цесс
на зы ва ет ся…

1) мар ков ский �
2) га ус сов ский �
3) кол мо го ров ский �
4) че бы шев ский �

27.2. Ес ли ве ро ят ность по па да ния на
ма лый про ме жуток вре ме ни двух и
бо лее со бы тий пре не бре жи мо ма ла по
срав не нию с ве ро ят но с тью по па да ния
од но го со бы тия, то по ток со бы тий на -
зы ва ет ся…

1) без по сле дей ст вия �
2) слу чай ный �
3) ор ди нар ный �
4) ста ци о нар ный �

27.3. Сколь ко со сто я ний име ет од но -
ка наль ная СМО с от ка за ми?

1) � � 2) 3 �
3) 2 � 4) 1 �

Глава 27. Элементы теории массового обслуживания

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

27.4. Ес ли λ — ин тен сив ность по то ка
за явок, а µ — ин тен сив ность по то ка
об слу жи ва ния ка на ла, то от но си тель -
ная про пу ск ная спо соб ность од но ка -
наль ной СМО с от ка за ми рав на…

1) � 2) �

3) � 4) �
λµ

———λ + µ
λ

———λ + µ

λ – µ
———λ + µ

µ
———λ + µ

27.5. Ес ли λ — ин тен сив ность по то ка
за явок, а µ — ин тен сив ность по то ка
об слу жи ва ния ка на ла, то ве ро ят ность
от ка за од но ка наль ной СМО с от ка за -
ми рав на…

1) � 2) �

3) � 4) �
λµ

———λ + µ
λ

———λ + µ

λ – µ
———λ + µ

µ
———λ + µ

27.6. Ес ли λ — ин тен сив ность по то ка
за явок, а µ — ин тен сив ность по то ка
об слу жи ва ния ка на ла, то аб со лют ная
про пу ск ная спо соб ность од но ка наль -
ной СМО с от ка за ми рав на…

1) � 2) �

3) � 4) �
λµ

———λ + µ
λ

———λ + µ

λ – µ
———λ + µ

µ
———λ + µ

27.7. От но си тель ная про пу ск ная спо -
соб ность мно го ка наль ной СМО с от -
ка за ми, име ю щей n ка на лов, рав на…

1) 1 – p0 �

2) p0 �

3) ρ 1 – p0 �

4) 1+ρ+ +...+
–1

�ρ2

—
2!





ρn

—
n!





ρn

—
n!









ρn

—
n!

ρn

—
n!

27.8. Ве ро ят ность от ка за мно го ка -
наль ной СМО с от ка за ми, име ю щей n
ка на лов, рав на…

1) 1 – p0 �

2) p0 �

3) ρ 1 – p0 �

4) 1+ρ+ +...+
–1

�




ρn

—
n!

ρ2

—
2!









ρn

—
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ρn

—
n!

ρn

—
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27.9. Ве ро ят ность то го, что все ка на -
лы сво бод ны, в мно го ка наль ной СМО
с от ка за ми, име ю щей n ка на лов, рав на…

1) 1 – p0 �

2) p0 �

3) ρ 1 – p0 �

4) 1+ρ+ +...+
–1

�




ρn

—
n!

ρ2

—
2!









ρn

—
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—
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ρn

—
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439Глава 27. Элементы теории массового обслуживания
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

27.10. Сред нее чис ло за ня тых ка на -
лов в мно го ка наль ной СМО с от ка за -
ми, име ю щей n ка на лов, рав но…

1) 1 – p0 �

2) p0 �

3) ρ 1 – p0 �

4) 1+ρ+ +...+
–1
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—
n!
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—
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27.11. Сколь ко со сто я ний име ет од -
но ка наль ная СМО с ожи да ни ем?

1) � � 2) 3 �
3) 2 � 4) 1 �

27.12. Сред нее чис ло за явок в од но ка -
наль ной СМО с ожи да ни ем оп ре де ля -
ет ся по фор му ле…

1) Lсист = 

2) Lсист = 

3) Lсист = 1 – ρ

4) Lсист = 
1

———
1 – ρ

ρ2

———
1 – ρ

ρ
———
1 – ρ

27.13. Най ти от но си тель ную про пу -
ск ную спо соб ность од но ка наль ной
си с те мы мас со во го об слу жи ва ния с
от ка за ми, ес ли ин тен сив ность вхо дя -
ще го по то ка за явок рав на 80 за явок/ч,
а сред няя про дол жи тель ность об слу -
жи ва ния од ной за яв ки 3 ми н.

1) 0,8 �
2) 0,6 �
3) 0,25 �
4) 0,2 �

27.14. Най ти от но си тель ную про пу -
ск ную спо соб ность од но ка наль ной
си с те мы мас со во го об слу жи ва ния с
от ка за ми, ес ли ин тен сив ность вхо дя -
ще го по то ка за явок рав на 40 за явок/ч,
а сред няя про дол жи тель ность об слу -
жи ва ния од ной за яв ки 1 ми н.

1) 0,8 �
2) 0,6 �
3) 0,25 �
4) 0,2 �

27.15. Най ти от но си тель ную про пу -
ск ную спо соб ность од но ка наль ной
си с те мы мас со во го об слу жи ва ния с
от ка за ми, ес ли ин тен сив ность вхо дя -
ще го по то ка за явок рав на 20 за явок/ч,
а сред няя про дол жи тель ность об слу -
жи ва ния од ной за яв ки 0,75 ми н.

1) 0,8 �
2) 0,6 �
3) 0,25 �
4) 0,2 �

Часть 5. Экономико-математические методы и модели440
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

27.10. Сред нее чис ло за ня тых ка на -
лов в мно го ка наль ной СМО с от ка за -
ми, име ю щей n ка на лов, рав но…

1) 1 – p0 �

2) p0 �

3) ρ 1 – p0 �

4) 1+ρ+ +...+
–1

�




ρn
—
n!

ρ2

—
2!









ρn
—
n!





ρn
—
n!

ρn
—
n!

27.11. Сколь ко со сто я ний име ет од -
но ка наль ная СМО с ожи да ни ем?

1) � � 2) 3 �
3) 2 � 4) 1 �

27.12. Сред нее чис ло за явок в од но ка -
наль ной СМО с ожи да ни ем оп ре де ля -
ет ся по фор му ле…

1) Lсист = 

2) Lсист = 

3) Lсист = 1 – ρ

4) Lсист = 
1

———
1 – ρ

ρ2

———
1 – ρ

ρ
———
1 – ρ

27.13. Най ти от но си тель ную про пу -
ск ную спо соб ность од но ка наль ной
си с те мы мас со во го об слу жи ва ния с
от ка за ми, ес ли ин тен сив ность вхо дя -
ще го по то ка за явок рав на 80 за явок/ч,
а сред няя про дол жи тель ность об слу -
жи ва ния од ной за яв ки 3 ми н.

1) 0,8 �
2) 0,6 �
3) 0,25 �
4) 0,2 �

27.14. Най ти от но си тель ную про пу -
ск ную спо соб ность од но ка наль ной
си с те мы мас со во го об слу жи ва ния с
от ка за ми, ес ли ин тен сив ность вхо дя -
ще го по то ка за явок рав на 40 за явок/ч,
а сред няя про дол жи тель ность об слу -
жи ва ния од ной за яв ки 1 ми н.

1) 0,8 �
2) 0,6 �
3) 0,25 �
4) 0,2 �

27.15. Най ти от но си тель ную про пу -
ск ную спо соб ность од но ка наль ной
си с те мы мас со во го об слу жи ва ния с
от ка за ми, ес ли ин тен сив ность вхо дя -
ще го по то ка за явок рав на 20 за явок/ч,
а сред няя про дол жи тель ность об слу -
жи ва ния од ной за яв ки 0,75 ми н.

1) 0,8 �
2) 0,6 �
3) 0,25 �
4) 0,2 �

Часть 5. Экономико-математические методы и модели440 441Глава 28. Экономико-математические модели

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

28.1. Чис ло вая оцен ка при об ре та е мо -
го по тре би те лем на бо ра то ва ров, ко -
то рая тем вы ше, чем пред по чти тель -
нее на бор, на зы ва ет ся…

1) функ ция спро са �
2) функ ция по лез но с ти �
3) пре дель ная 

по лез ность �
4) функ ция 

пред ло же ния �

28.2. Ли ния уров ня функ ции по лез -
но с ти на зы ва ет ся…

1) изо кван та �
2) кри вая «до ход-

потреб ле ние» �
3) кри вая «це на�

по треб ле ние» �
4) кри вая без раз ли чия �

28.3. Да на функ ция по лез но с ти
u = 6���x + y.

Тог да кри вая без раз ли чия за да ет ся
урав не ни ем…

1) 6���x + y = C �

2) + 1 = C �

3) = C �

4) 6y���x = C �

6���x
––––
y

3
–––
���x

28.4. Да на функ ция по лез но с ти
u = x + 2���y.

Тог да кри вая без раз ли чия за да ет ся
урав не ни ем…

1) = C �

2) x + 2���y = C �

3) 1 + = C �

4) 2x���y = C �

x
––––
2���y

1
–––
���y

28.5. Да на функ ция по лез но с ти
u = x + 4���y.

Тог да кри вая без раз ли чия за да ет ся
урав не ни ем…

1) 1 + = C �

2) = C �

3) 4x���y = C �
4) x + 4���y = C �

x
––––
4���y

2
–––
���y

28.6. Да на функ ция по лез но с ти
u = 3���x + y.

Тог да кри вая без раз ли чия за да ет ся
урав не ни ем…

1) 3���x + y = C �

2) + 1 = C �

3) 3y���x = C �

4) = C �
3���x
––––
y

3
––––
2���x
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

28.7. Функ ция по лез но с ти по тре би те -
ля име ет вид u = . Це на на бла го
x = 20, на бла го y = 10, до ход по тре би -
те ля ра вен 200. Тог да оп ти маль ный
на бор благ по тре би те ля име ет вид…

���xy
1) x = 0; y = 20 �
2) x = 8; y = 4 �
3) x = 5; y = 10 �
4) x = 10; y = 10 �

28.8. Функ ция по лез но с ти по тре би те -
ля име ет вид u = . Це на на бла го
x = 10, на бла го y = 20, до ход по тре би -
те ля ра вен 200. Тог да оп ти маль ный
на бор благ по тре би те ля име ет вид…

���xy
1) x = 10; y = 5 �
2) x = 10; y = 10 �
3) x = 20; y = 0 �
4) x = 4; y = 8 �

28.9. Функ ция по лез но с ти по тре би те -
ля име ет вид u = . Це на на бла го
x = 20, на бла го y = 5, до ход по тре би те -
ля ра вен 200. Тог да оп ти маль ный на -
бор благ по тре би те ля име ет вид…

���xy
1) x = 4; y = 24 �
2) x = 20; y = 20 �
3) x = 5; y = 20 �
4) x = 0; y = 40 �

28.10. Функ ция по лез но с ти по тре би -
те ля име ет вид u = . Це на на бла го
x = 5, на бла го y = 10, до ход по тре би -
те ля ра вен 200. Тог да оп ти маль ный
на бор благ по тре би те ля име ет вид…

���xy
1) x = 20; y = 20 �
2) x = 40; y = 0 �
3) x = 20; y = 10 �
4) x = 8; y = 16 �

28.11. Функ ция по лез но с ти по тре би -
те ля име ет вид

U = U(X, Y) = X0,4Y 0,5.
Тог да при X = Y пре дель ная нор ма за -
ме ще ния про дук та Y про дук том X

k = – рав на…
U �Y––
U �X

1) 1,25 �
2) 0,8 �
3) –1,25 �
4) –0,8 �

28.12. Функ ция спро са на то вар име ет
вид q = 247 – 6p (штук в час), а функ -
ция пред ло же ния s = p2 (штук в час),
где p— це на еди ни цы то ва ра в руб лях.
Най ти рав но вес ную це ну то ва ра

1) 20 �
2) 17 �
3) 15 �
4) 13 �
5) 11 �

28.13. Да на функ ция спро са q =

и пред ло же ния s = 2p + 3,5, где р— це -
на то ва ра. Тог да рав но вес ный объ ем
«спрос�пред ло же ние» (q = s) ра вен…

p + 10
————
p + 1

1) 5,5 �
2) 16,5 �
3) 1 �
4) 10 �

Часть 5. Экономико-математические методы и модели442
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

28.7. Функ ция по лез но с ти по тре би те -
ля име ет вид u = . Це на на бла го
x = 20, на бла го y = 10, до ход по тре би -
те ля ра вен 200. Тог да оп ти маль ный
на бор благ по тре би те ля име ет вид…

���xy
1) x = 0; y = 20 �
2) x = 8; y = 4 �
3) x = 5; y = 10 �
4) x = 10; y = 10 �

28.8. Функ ция по лез но с ти по тре би те -
ля име ет вид u = . Це на на бла го
x = 10, на бла го y = 20, до ход по тре би -
те ля ра вен 200. Тог да оп ти маль ный
на бор благ по тре би те ля име ет вид…

���xy
1) x = 10; y = 5 �
2) x = 10; y = 10 �
3) x = 20; y = 0 �
4) x = 4; y = 8 �

28.9. Функ ция по лез но с ти по тре би те -
ля име ет вид u = . Це на на бла го
x = 20, на бла го y = 5, до ход по тре би те -
ля ра вен 200. Тог да оп ти маль ный на -
бор благ по тре би те ля име ет вид…

���xy
1) x = 4; y = 24 �
2) x = 20; y = 20 �
3) x = 5; y = 20 �
4) x = 0; y = 40 �

28.10. Функ ция по лез но с ти по тре би -
те ля име ет вид u = . Це на на бла го
x = 5, на бла го y = 10, до ход по тре би -
те ля ра вен 200. Тог да оп ти маль ный
на бор благ по тре би те ля име ет вид…

���xy
1) x = 20; y = 20 �
2) x = 40; y = 0 �
3) x = 20; y = 10 �
4) x = 8; y = 16 �

28.11. Функ ция по лез но с ти по тре би -
те ля име ет вид

U = U(X, Y) = X0,4Y 0,5.
Тог да при X = Y пре дель ная нор ма за -
ме ще ния про дук та Y про дук том X

k = – рав на…
U �Y––
U �X

1) 1,25 �
2) 0,8 �
3) –1,25 �
4) –0,8 �

28.12. Функ ция спро са на то вар име ет
вид q = 247 – 6p (штук в час), а функ -
ция пред ло же ния s = p2 (штук в час),
где p— це на еди ни цы то ва ра в руб лях.
Най ти рав но вес ную це ну то ва ра

1) 20 �
2) 17 �
3) 15 �
4) 13 �
5) 11 �

28.13. Да на функ ция спро са q =

и пред ло же ния s = 2p + 3,5, где р— це -
на то ва ра. Тог да рав но вес ный объ ем
«спрос�пред ло же ние» (q = s) ра вен…

p + 10
————
p + 1

1) 5,5 �
2) 16,5 �
3) 1 �
4) 10 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

28.14. Да на функ ция спро са q =

и пред ло же ния s = 2p + 2,5, где р— це -
на то ва ра. Тог да рав но вес ный объ ем
«спрос�пред ло же ние» (q = s) ра вен…

p + 8
————
p + 1

1) 4,5 �
2) 1 �
3) 8 �
4) 13,5 �

28.15. Да на функ ция спро са q =

и пред ло же ния s = 2p + 1,5, где р— це -
на то ва ра. Тог да рав но вес ная цена
равна…

p + 6
————
p + 1

1) 3,5 �
2) 4,5 �
3) 1 �
4) 2,25 �

28.16. Да на функ ция спро са q =

и пред ло же ния s = 2p + 3, где р— це на
то ва ра. Тог да рав но вес ный объ ем
«спрос�пред ло же ние» (q = s) ра вен…

p + 9
————
p + 1

1) 15 �
2) 5 �
3) 1 �
4) 9 �

28.17. Да на функ ция спро са q =

и пред ло же ния s = p + 4, где р — це на
то ва ра. Тог да рав но вес ная цена то ва -
ра равна…

2p + 8
————
p

1) 2 �
2) 8 �
3) 4 �
4) 6 �

28.18. Да на функ ция спро са q =

и пред ло же ния s = p + 3,5, где р — це -
на то ва ра. Тог да рав но вес ная цена
товара равна…

2p + 7
————
p

1) 3,5 �
2) 7,5 �
3) 2 �
4) 5,5 �

28.19. Фор му ла для вы чис ле ния эла с -
тич но с ти функ ции име ет вид… 1) Ex(y) = y � �

2) Ex(y) = xyy � �

3) Ex(y) = y � �

4) Ex(y) = �
y �
––
xy

x
—
y

y
—
x

28.20. Ес ли y = uv, то Ex(y) = … 1) Ex(u) – Ex(v) �

2) �

3) Ex(u) + Ex(v) �
4) Ex(u)Ex(v) �
5) [Ex(u) + 1][Eм(v) + 1] �

Ex(u)
———
Ex(v)
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Содержание

Часть 5. Экономико-математические методы и модели444

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

28.21. Ес ли y = , то Ex(y) = …
u
—
v

1) Ex(u) – Ex(v) �

2) �

3) Ex(u) + Ex(v) �
4) Ex(u)Ex(v) �
5) [Ex(u) + 1][Ex(v) + 1] �

Ex(u)
———
Ex(v)

28.22. Эла с тич ность сте пен ной функ -
ции y = xα рав на…

1) αxα–1 �
2) α �
3) 1 – α �
4) 1 + α �

28.23. Эла с тич ность ли ней ной функ -
ции y = kx + b рав на… 1) �

2) �

3) k �
4) kx �
5) kx + b �

kx + b
————

kx

kx
————
kx + b

28.24. Най ти эла с тич ность функ ции

y = в точ ке x = 2
x 3 + 2
————
x + 8

1) 1,8 � 2) 2 �
3) 2,2 � 4) 2,6 �

28.25. Спрос на то вар на зы ва ет ся эла -
с тич ным, ес ли…

1) |Ep(q) | < 1 �
2) |Ep(q) | = 1 �
3) |Ep(q) | = 0 �
4) |Ep(q) | > 1 �

28.26. Ис сле до ва ни я ми ус та нов ле но,
что спрос q (из де лий в сут ки) на то вар
А в тор го вой фир ме «Лан дыш» за ви -
сит от его це ны p (в рублях) по фор -
му ле q = 2592 – 2p2 + 18p. При ка кой
це не не эла с тич ный спрос пе ре хо дит
в эла с тич ный?

1) 15 �
2) 16 �
3) 18 �
4) 20 �
5) 24 �

28.27. Ис сле до ва ни я ми ус та нов ле но,
что спрос q (из де лий в сут ки) на то вар
А в тор го вой фир ме «Лан дыш» за ви -
сит от его це ны p (в рублях) по фор -
му ле q = 432 – p2 + 15p. При ка кой це -
не не эла с тич ный спрос пе ре хо дит
в эла с тич ный?

1) 15 �
2) 16 �
3) 18 �
4) 20 �
5) 24 �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

28.21. Ес ли y = , то Ex(y) = …
u
—
v

1) Ex(u) – Ex(v) �

2) �

3) Ex(u) + Ex(v) �
4) Ex(u)Ex(v) �
5) [Ex(u) + 1][Ex(v) + 1] �

Ex(u)
———
Ex(v)

28.22. Эла с тич ность сте пен ной функ -
ции y = xα рав на…

1) αxα–1 �
2) α �
3) 1 – α �
4) 1 + α �

28.23. Эла с тич ность ли ней ной функ -
ции y = kx + b рав на… 1) �

2) �

3) k �
4) kx �
5) kx + b �

kx + b
————

kx

kx
————
kx + b

28.24. Най ти эла с тич ность функ ции

y = в точ ке x = 2
x 3 + 2
————
x + 8

1) 1,8 � 2) 2 �
3) 2,2 � 4) 2,6 �

28.25. Спрос на то вар на зы ва ет ся эла -
с тич ным, ес ли…

1) |Ep(q) | < 1 �
2) |Ep(q) | = 1 �
3) |Ep(q) | = 0 �
4) |Ep(q) | > 1 �

28.26. Ис сле до ва ни я ми ус та нов ле но,
что спрос q (из де лий в сут ки) на то вар
А в тор го вой фир ме «Лан дыш» за ви -
сит от его це ны p (в рублях) по фор -
му ле q = 2592 – 2p2 + 18p. При ка кой
це не не эла с тич ный спрос пе ре хо дит
в эла с тич ный?

1) 15 �
2) 16 �
3) 18 �
4) 20 �
5) 24 �

28.27. Ис сле до ва ни я ми ус та нов ле но,
что спрос q (из де лий в сут ки) на то вар
А в тор го вой фир ме «Лан дыш» за ви -
сит от его це ны p (в рублях) по фор -
му ле q = 432 – p2 + 15p. При ка кой це -
не не эла с тич ный спрос пе ре хо дит
в эла с тич ный?

1) 15 �
2) 16 �
3) 18 �
4) 20 �
5) 24 �

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

28.28. Урав не ние 

= 
комп

– xi*

на зы ва ет ся урав не ни ем…




∂xi*——
∂I




∂xi*——
∂pj

∂xi*——
∂pj







1) Хар ро да — До ма ра �
2) Слуц ко го �
3) Со лоу �
4) Ле он ть е ва �
5) Коб ба — Ду гла са �

28.29. Ли ния уров ня про из вод ст вен -
ной функ ции на зы ва ет ся…

1) изо кван та �
2) кри вая без раз ли чия �
3) изо ко с та �
4) изо кли наль �

28.30. Для муль ти пли ка тив ной про -
из вод ст вен ной функ ции Y = 2K0,6L0,51

ко эф фи ци ент эла с тич но с ти по ка пи -
та лу ра вен… 

1) 1,11 �
2) 0,6 �
3) 0,51 �
4) 3,11 �

28.31. Для муль ти пли ка тив ной про из-
вод ст вен ной функ ции Y = 2K0,57L0,64

ко эф фи ци ент эла с тич но с ти по труду
ра вен… 

1) 0,57 �
2) 3,21 �
3) 0,57 �
4) 0,64 �

28.32. Про из вод ст вен ная функ ция за -
да ет ся как Y = K0,5L0,5, где K — ка пи -
тал; L — труд. Тог да пре дель ный про -

дукт тру да при K= 4, L= 25 ра вен…
∂Y
——
∂L

1) 0,4 �
2) 0,2 �
3) 1,25 �
4) 2,5 �

28.33. Про из вод ст вен ная функ ция за -
да ет ся как Y = K0,5L0,5, где K — ка пи -
тал; L — труд. Тог да пре дель ный про -

дукт тру да при K= 25, L= 4 ра вен…
∂Y
——
∂L

1) 10 �
2) 2,5 �
3) 1,25 �
4) 0,2 �

28.34. Про из вод ст вен ная функ ция за -
да ет ся как Y = K0,5L0,5, где K — ка пи -
тал; L — труд. Тог да пре дель ный про -

дукт тру да при K = 36, L = 9 ра вен…
∂Y
——
∂L

1) 18 �
2) 0,25 �
3) 2 �
4) 1 �

28.35. Про из вод ст вен ная функ ция
зада ет ся как Y = K0,5L0,5, где K— ка пи -
тал; L — труд. Тог да пре дель ный про -

дукт тру да при K = 8, L = 50 ра -

вен…

∂Y
——
∂L

1) 1,25 �
2) 0,2 �
3) 20 �
4) 0,4 �
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Содержание

Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

28.36. Про из вод ст вен ная функ ция
Коб ба — Ду гла са име ет вид… 1) Y = �

2) Y = �

3) Y = a0 K
aL1–a �

4) Y = a0 K
aLa �

a0K
a

———
La

a0K
a

———
L1–a

28.37. Не о клас си че с кая муль ти пли -
ка тив ная функ ция пе ре мен ных K и L
мо жет иметь вид…

1) f(K, L) = K0,35L0,45 �
2) f(K, L) =

= 0,35K+ 0,45L �
3) f(K, L) = K0,55L4,5 �
4) f(K, L) = K–0,55L–0,45 �

28.38. Не о клас си че с кая муль ти пли -
ка тив ная функ ция пе ре мен ных K и L
мо жет иметь вид…

1) f(K, L) = K–0,4L–0,6 �
2) f(K, L) = 0,4K+ 0,6L �
3) f(K, L) = K0,4L0,6 �
3) f(K, L) = K4L0,6 �

28.39. Не о клас си че с кая муль ти пли -
ка тив ная функ ция пе ре мен ных K и L
мо жет иметь вид…

1) f(K, L) = K–0,3L–0,7 �
2) f(K, L) = 0,3K+ 0,7L �
3) f(K, L) = K0,3L0,7 �
3) f(K, L) = K3L0,7 �

28.40. Муль ти пли ка тив ная про из вод -
ст вен ная функ ция име ет вид

Y = K0,6L0,3,
где K – ка пи тал; L – труд. Тог да уве ли-
че ние объ е ма ка пи та ла на 1% при ве дет
к уве ли че нию ва ло во го вы пу с ка на…

1) 0,6% �
2) 0,3% �
3) 0,9% �
4) 0,5% �

28.41. Муль ти пли ка тив ная про из вод -
ст вен ная функ ция име ет вид

Y = 0,7K0,5L0,3,
где K — ка пи тал; L — труд. Тог да уве -
личе ние объ е ма труда на 1% при ве дет
к уве ли че нию ва ло во го вы пу с ка на…

1) 0,5% �
2) 0,8% �
3) 0,7% �
4) 0,3% �

28.42. Муль ти пли ка тив ная про из вод -
ст вен ная функ ция име ет вид

Y = 0,9K0,2L0,3,
где K — ка пи тал; L — труд. Тог да уве -
личе ние объ е ма труда на 1% при ве дет
к уве ли че нию ва ло во го вы пу с ка на…

1) 0,5% �
2) 0,9% �
3) 0,3% �
4) 0,2% �

Часть 5. Экономико-математические методы и модели446
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Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
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Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
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Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

28.36. Про из вод ст вен ная функ ция
Коб ба — Ду гла са име ет вид… 1) Y = �

2) Y = �

3) Y = a0 K
aL1–a �

4) Y = a0 K
aLa �

a0K
a

———
La

a0K
a

———
L1–a

28.37. Не о клас си че с кая муль ти пли -
ка тив ная функ ция пе ре мен ных K и L
мо жет иметь вид…

1) f(K, L) = K0,35L0,45 �
2) f(K, L) =

= 0,35K+ 0,45L �
3) f(K, L) = K0,55L4,5 �
4) f(K, L) = K–0,55L–0,45 �

28.38. Не о клас си че с кая муль ти пли -
ка тив ная функ ция пе ре мен ных K и L
мо жет иметь вид…

1) f(K, L) = K–0,4L–0,6 �
2) f(K, L) = 0,4K+ 0,6L �
3) f(K, L) = K0,4L0,6 �
3) f(K, L) = K4L0,6 �

28.39. Не о клас си че с кая муль ти пли -
ка тив ная функ ция пе ре мен ных K и L
мо жет иметь вид…

1) f(K, L) = K–0,3L–0,7 �
2) f(K, L) = 0,3K+ 0,7L �
3) f(K, L) = K0,3L0,7 �
3) f(K, L) = K3L0,7 �

28.40. Муль ти пли ка тив ная про из вод -
ст вен ная функ ция име ет вид

Y = K0,6L0,3,
где K – ка пи тал; L – труд. Тог да уве ли-
че ние объ е ма ка пи та ла на 1% при ве дет
к уве ли че нию ва ло во го вы пу с ка на…

1) 0,6% �
2) 0,3% �
3) 0,9% �
4) 0,5% �

28.41. Муль ти пли ка тив ная про из вод -
ст вен ная функ ция име ет вид

Y = 0,7K0,5L0,3,
где K — ка пи тал; L — труд. Тог да уве -
личе ние объ е ма труда на 1% при ве дет
к уве ли че нию ва ло во го вы пу с ка на…

1) 0,5% �
2) 0,8% �
3) 0,7% �
4) 0,3% �

28.42. Муль ти пли ка тив ная про из вод -
ст вен ная функ ция име ет вид

Y = 0,9K0,2L0,3,
где K — ка пи тал; L — труд. Тог да уве -
личе ние объ е ма труда на 1% при ве дет
к уве ли че нию ва ло во го вы пу с ка на…

1) 0,5% �
2) 0,9% �
3) 0,3% �
4) 0,2% �
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Задание
Поставьте любой знак 

в квадрате против
правильного ответа

28.43. За ви си мость меж ду из держ ка ми
про из вод ст ва C и объ е мом про дук ции Q
вы ра жа ет ся функ ци ей C= 31Q– 0,09Q3.

Тог да пре дель ные из держ ки при

объ е ме про из вод ст ва Q = 10 рав ны…

dC
——
dQ

1) 28,3 �
2) 4 �
3) 220 �
4) 22 �

28.44. Ме жо т рас ле вые по то ки xij в тре х -
о т рас ле вой про из вод ст вен но�эко но -
ми че с кой си с те ме пред став ле ны ма т -

ри цей , а ко неч ные про -

дук ты от рас лей — столб цом Y = .

Тог да ма т ри ца ко эф фи ци ен тов пря -
мых за трат име ет вид…





50
30
20









25
10
10

15
25
25

10
15
25





1) �

2) �

3) �

4) �




0,1875
0,3125
0,3125

0,125
0,1875
0,3125

0,25
0,10
0,10









0,25
0,125
0,125

0,15
0,3125
0,3125

0,10
0,1875
0,3125









0,50
0,20
0,20

0,50
0,83
0,83

0,50
0,75
1,25









0,25
0,10
0,10

0,15
0,25
0,25

0,10
0,15
0,25





28.45. Ме жо т рас ле вые по то ки xij в тре х -
о т рас ле вой про из вод ст вен но�эко но -
ми че с кой си с те ме пред став ле ны ма т -

ри цей , а ко неч ные про -

дук ты от рас лей — столб цом Y = .

Тог да ма т ри ца ко эф фи ци ен тов пря -
мых за трат име ет вид…





20
50
10









5
15
10

10
5

15

15
10
5





1) �

2) �

3) �

4) �
0,30
0,125
0,125

0,375
0,25
0,125





0,125
0,0625
0,1875

0,10
0,30
0,20









0,10
0,1875
0,25

0,20
0,0625
0,375









0,25
0,75
0,50

0,20
0,10
0,30

1,50
1,00
0,50









0,05
0,15
0,10

0,10
0,05
0,15

0,15
0,10
0,05





28.46. Ме жо т рас ле вые по то ки xij в тре х -
о т рас ле вой про из вод ст вен но�эко но -
ми че с кой си с те ме пред став ле ны ма т -

ри цей , а ко неч ные про -

дук ты от рас лей — столб цом Y = .

Тог да ма т ри ца ко эф фи ци ен тов пря -
мых за трат име ет вид…





50
25
30









10
20
30

5
10
5

15
25
35





1) �

2) �

3) �

4) �

0,15
0,25
0,35





0,0625
0,125
0,0625

0,125
0,25
0,375









0,20
0,40
0,60

0,20
0,40
0,20

0,50
0,83
1,17





0,125
0,25
0,30





0,0625
0,125
0,05

0,1875
0,3125
0,35









0,10
0,20
0,30

0,05
0,10
0,05

0,15
0,25
0,35





447Глава 28. Экономико-математические модели



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
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448 Ответы к тестам

Ответы к тестам

Пра виль ный от вет № 1 в следующих заданиях:
1.1, 1.6, 1.12, 1.14, 1.16, 1.24, 1.27, 1.31, 1.42, 1.48, 1.57, 1.60, 1.62,

1.66, 1.77, 1.80, 1.88, 1.94, 1.101, 1.103, 1.109, 1.111, 1.117, 1.121,
1.125, 1.127;

2.7, 2.11, 2.18, 2.22, 2.23, 2.27, 2.34;
3.10, 3.12, 3.15, 3.19, 3.21, 3.25, 3.33, 3.45, 3.47, 3.51, 3.55;
4.3, 4.7, 4.9;
5.6, 5.8, 5.13, 5.16;
6.5, 6.12, 6.13, 6.16, 6.25, 6.33, 6.36, 6.39, 6.50, 6.54, 6.57, 6.61, 6.64,

6.76, 6.80, 6.82, 6.86, 6.87, 6.88, 6.91;
7.3, 7.8, 7.9, 7.11, 7.20;
8.2, 8.4, 8.6;
9.5, 9.8, 9.9, 9.12, 9.14, 9.15, 9.18, 9.26, 9.28, 9.31, 9.36, 9.40, 9.42,

9.45, 9.52, 9.53, 9.54;
10.2, 10.10, 10.13, 10.21, 10.22, 10.28, 10.30, 10.39, 10.41, 10.44,

10.48, 10.53, 10.61, 10.68, 10.72, 10.75, 10.76, 10.86;
11.4, 11.5, 11.10, 11.13, 11.16, 11.20, 11.23, 11.24, 11.30;
12.10, 12.12, 12.24, 12.27, 12.35, 12.36, 12.39, 12.43, 12.47, 12.52,

12.55, 12.63, 12.65, 12.72, 12.78, 12.84, 12.88, 12.90, 12.91;
13.2, 13.10, 13.12, 13.14, 13.21, 13.23, 13.25, 13.29, 13.30, 13.32,

13.41, 13.48, 13.50;
14.8, 14.15, 14.16, 14.19, 14.28, 14.35, 14.39, 14.41, 14.47, 14.48,

14.49, 14.54, 14.55, 14.58, 14.61, 14.66, 14.78;
15.2, 15.9, 15.10, 15.13;
16.2, 16.11, 16.14, 16.16, 16.17, 16.19, 16.20, 16.22, 16.34, 16.50,

16.53, 16.55, 16.57, 16.59, 16.66;
17.3, 17.4, 17.6, 17.11, 17.19, 17.24, 17.32, 17.37;
18.1, 18.5, 18.9, 18.14, 18.16, 18.24, 18.32;
19.4, 19.8, 19.10, 19.12, 19.13, 19.18, 19.19, 19.27, 19.34, 19.38,

19.40, 19.44, 19.51, 19.53, 19.54;
20.1, 20.7, 20.12;
21.2, 21.6, 21.9, 21.15, 21.17;
22.2, 22.4, 22.7, 22.9;
23.4, 23.7, 23.8, 23.10;
24.2, 24.4, 24.7;
25.6, 25.9, 25.12, 25.19, 25.22, 25.29, 25.33, 25.42;
26.8, 26.16, 26.19;
27.1, 27.4, 27.7, 27.11, 27.12, 27.15;
28.3, 28.6, 28.8, 28.13, 28.14, 28.17, 28.21, 28.23, 28.29, 28.37,

28.40, 28.45.

Пра виль ный от вет № 2 в следующих заданиях:
1.2, 1.8, 1.19, 1.22, 1.23, 1.33, 1.39, 1.43, 1.47, 1.51, 1.54, 1.63, 1.69,

1.73, 1.75, 1.81, 1.93, 1.95, 1.97, 1.118, 1.122, 1.124, 1.128;
2.2, 2.4, 2.5, 2.6, 2.13, 2.15, 2.16, 2.19, 2.20, 2.28, 2.30, 2.31, 2.33;
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Ответы к тестам

Пра виль ный от вет № 1 в следующих заданиях:
1.1, 1.6, 1.12, 1.14, 1.16, 1.24, 1.27, 1.31, 1.42, 1.48, 1.57, 1.60, 1.62,

1.66, 1.77, 1.80, 1.88, 1.94, 1.101, 1.103, 1.109, 1.111, 1.117, 1.121,
1.125, 1.127;

2.7, 2.11, 2.18, 2.22, 2.23, 2.27, 2.34;
3.10, 3.12, 3.15, 3.19, 3.21, 3.25, 3.33, 3.45, 3.47, 3.51, 3.55;
4.3, 4.7, 4.9;
5.6, 5.8, 5.13, 5.16;
6.5, 6.12, 6.13, 6.16, 6.25, 6.33, 6.36, 6.39, 6.50, 6.54, 6.57, 6.61, 6.64,

6.76, 6.80, 6.82, 6.86, 6.87, 6.88, 6.91;
7.3, 7.8, 7.9, 7.11, 7.20;
8.2, 8.4, 8.6;
9.5, 9.8, 9.9, 9.12, 9.14, 9.15, 9.18, 9.26, 9.28, 9.31, 9.36, 9.40, 9.42,

9.45, 9.52, 9.53, 9.54;
10.2, 10.10, 10.13, 10.21, 10.22, 10.28, 10.30, 10.39, 10.41, 10.44,

10.48, 10.53, 10.61, 10.68, 10.72, 10.75, 10.76, 10.86;
11.4, 11.5, 11.10, 11.13, 11.16, 11.20, 11.23, 11.24, 11.30;
12.10, 12.12, 12.24, 12.27, 12.35, 12.36, 12.39, 12.43, 12.47, 12.52,

12.55, 12.63, 12.65, 12.72, 12.78, 12.84, 12.88, 12.90, 12.91;
13.2, 13.10, 13.12, 13.14, 13.21, 13.23, 13.25, 13.29, 13.30, 13.32,

13.41, 13.48, 13.50;
14.8, 14.15, 14.16, 14.19, 14.28, 14.35, 14.39, 14.41, 14.47, 14.48,

14.49, 14.54, 14.55, 14.58, 14.61, 14.66, 14.78;
15.2, 15.9, 15.10, 15.13;
16.2, 16.11, 16.14, 16.16, 16.17, 16.19, 16.20, 16.22, 16.34, 16.50,

16.53, 16.55, 16.57, 16.59, 16.66;
17.3, 17.4, 17.6, 17.11, 17.19, 17.24, 17.32, 17.37;
18.1, 18.5, 18.9, 18.14, 18.16, 18.24, 18.32;
19.4, 19.8, 19.10, 19.12, 19.13, 19.18, 19.19, 19.27, 19.34, 19.38,

19.40, 19.44, 19.51, 19.53, 19.54;
20.1, 20.7, 20.12;
21.2, 21.6, 21.9, 21.15, 21.17;
22.2, 22.4, 22.7, 22.9;
23.4, 23.7, 23.8, 23.10;
24.2, 24.4, 24.7;
25.6, 25.9, 25.12, 25.19, 25.22, 25.29, 25.33, 25.42;
26.8, 26.16, 26.19;
27.1, 27.4, 27.7, 27.11, 27.12, 27.15;
28.3, 28.6, 28.8, 28.13, 28.14, 28.17, 28.21, 28.23, 28.29, 28.37,

28.40, 28.45.

Пра виль ный от вет № 2 в следующих заданиях:
1.2, 1.8, 1.19, 1.22, 1.23, 1.33, 1.39, 1.43, 1.47, 1.51, 1.54, 1.63, 1.69,

1.73, 1.75, 1.81, 1.93, 1.95, 1.97, 1.118, 1.122, 1.124, 1.128;
2.2, 2.4, 2.5, 2.6, 2.13, 2.15, 2.16, 2.19, 2.20, 2.28, 2.30, 2.31, 2.33;
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3.3, 3.6, 3.16, 3.23, 3.24, 3.26, 3.29, 3.31, 3.32, 3.34, 3.39, 3.43, 3.49,
3.53, 3.54;

4.4, 4.8, 4.11;
5.5, 5.10, 5.14, 5.15, 5.18;
6.4, 6.6, 6.7, 6.9, 6.15, 6.19, 6.20, 6.26, 6.32, 6.34, 6.47, 6.51, 6.59,

6.66, 6.69, 6.75, 6.78, 6.81;
7.1, 7.4, 7.7, 7.12, 7.15, 7.17, 7.21;
8.1;
9.1, 9.3, 9.6, 9.7, 9.21, 9.23, 9.32, 9.41, 9.46, 9.51;
10.4, 10.5, 10.7, 10.11, 10.18, 10.20, 10.23, 10.25, 10.27, 10.29,

10.35, 10.36, 10.37, 10.42, 10.54, 10.55, 10.56, 10.59, 10.66, 10.70,
10.77, 10.81, 10.83, 10.85, 10.88;

11.2, 11.7, 11.14, 11.19, 11.25, 11.29, 11.32;
12.2, 12.5, 12.9, 12.11, 12.13, 12.17, 12.19, 12.26, 12.28, 12.31,

12.41, 12.42, 12.45, 12.50, 12.57, 12.58, 12.60, 12.64, 12.66, 12.67,
12.69, 12.71, 12.74, 12.76, 12.77;

13.1, 13.7, 13.8, 13.15, 13.17, 13.20, 13.26, 13.27, 13.28, 13.34,
13.37, 13.40;

14.1, 14.3, 14.9, 14.11, 14.22, 14.25, 14.26, 14.30, 14.33, 14.38,
14.43, 14.46, 14.52, 14.56, 14.59, 14.65, 14.71, 14.79;

15.3, 15.7, 15.12, 15.14, 15.15;
16.8, 16.10, 16.13, 16.15, 16.26, 16.27, 16.31, 16.35, 16.38, 16.41,

16.43, 16.47, 16.52, 16.54, 16.56, 16.58, 16.61, 16.63, 16.65, 16.69, 16.70;
17.1, 17.9, 17.10, 17.12, 17.17, 17.20, 17.22, 17.27, 17.30, 17.33, 17.35;
18.13, 18.15, 18.18, 18.22, 18.28, 18.29, 18.31;
19.1, 19.6, 19.7, 19.11, 19.16, 19.17, 19.33, 19.35, 19.37, 19.42,

19.45, 19.48, 19.49, 19.52;
20.2, 20.5, 20.9, 20.13;
21.7, 21.14, 21.16, 21.19;
22.6, 22.10;
23.1, 23.2;
24.1, 24.6;
25.1, 25.4, 25.10, 25.13, 25.17, 25.21, 25.30, 25.32, 25.34, 25.36,

25.38, 25.40, 25.44, 25.46;
26.3, 26.6, 26.10, 26.14, 26.18, 26.20, 27.8;
27.14;
28.1, 28.4, 28.16, 28.22, 28.28, 28.30, 28.32, 28.35, 28.43.

Пра виль ный от вет № 3 в следующих заданиях:
1.3, 1.5, 1.9, 1.13, 1.15, 1.17, 1.25, 1.28, 1.29, 1.30, 1.34, 1.37, 1.38,

1.40, 1.44, 1.46, 1.49, 1.53, 1.56, 1.67, 1.71, 1.79, 1.83, 1.85, 1.87, 1.89,
1.90, 1.91, 1.98, 1.99, 1.105, 1.107, 1.108, 1.110, 1.113, 1.116, 1.119,
1.120, 1.123;

2.3, 2.9, 2.12, 2.17, 2.21, 2.26, 2.32;
3.1, 3.4, 3.7, 3.9, 3.14, 3.18, 3.22, 3.28, 3.35, 3.38, 3.44, 3.46, 3.48;
4.2, 4.5, 4.10;
5.2, 5.3, 5.9, 5.11;
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6.58, 6.65, 6.68, 6.71, 6.72, 6.79, 6.83, 6.90;
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Пра виль ный от вет № 4 в следующих заданиях:
1.4, 1.7, 1.10, 1.18, 1.20, 1.21, 1.26, 1.32, 1.36, 1.41, 1.45, 1.50, 1.52,
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4.1;
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7.19, 7.22, 7.24;
8.3, 8.8;
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10.9, 10.14, 10.15, 10.17, 10.24, 10.26, 10.33, 10.38, 10.43, 10.46,
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6.2, 6.11, 6.14, 6.18, 6.22, 6.29, 6.31, 6.37, 6.40, 6.43, 6.44, 6.52, 6.55,
6.58, 6.65, 6.68, 6.71, 6.72, 6.79, 6.83, 6.90;

7.2, 7.5, 7.6, 7.10, 7.13, 7.14, 7.16, 7.18, 7.23;
8.5, 8.7, 8.9;
9.2, 9.10, 9.11, 9.13, 9.16, 9.19, 9.22, 9.25, 9.27, 9.29, 9.33, 9.35, 9.37,

9.43, 9.47, 9.48;
10.1, 10.8, 10.12, 10.16, 10.19, 10.32, 10.40, 10.45, 10.47, 10.49,

10.52, 10.63, 10.73, 10.74, 10.79, 10.80, 10.84;
11.8, 11.9, 11.17, 11.21, 11.27, 11.34;
12.1, 12.4, 12.6, 12.8, 12.15, 12.18, 12.21, 12.23, 12.30, 12.32, 12.34,

12.40, 12.49, 12.53, 12.56, 12.61, 12.62, 12.73, 12.80, 12.85, 12.87, 12.89;
13.5, 13.6, 13.11, 13.13, 13.18, 13.19, 13.22, 13.31, 13.36, 13.38,

13.39, 13.42, 13.43, 13.45, 13.46, 13.49;
14.2, 14.4, 14.5, 14.7, 14.13, 14.18, 14.21, 14.24, 14.29, 14.31, 14.36,

14.42, 14.51, 14.57, 14.60, 14.64, 14.67, 14.69, 14.70, 14.72, 14.75, 14.77;
15.5, 15.8;
16.1, 16.4, 16.6, 16.9, 16.18, 16.30, 16.33, 16.37, 16.39, 16.40, 16.44,

16.45, 16.46, 16.48, 16.51, 16.60, 16.67, 16.68;
17.2, 17.7, 17.15, 17.18, 17.23, 17.28, 17.29;
18.2, 18.4, 18.7, 18.8, 18.10, 18.12, 18.26;
19.2, 19.5, 19.14, 19.15, 19.24, 19.28, 19.41, 19.43;
20.4, 20.6, 20.15;
21.1, 21.3;
22.1;
23.6, 23.9;
24.9;
25.2, 25.5, 25.7, 25.15, 25.20, 25.24, 25.26, 25.27, 25.31, 25.35,

25.41, 25.47, 25.48;
26.1, 26.4, 26.5, 26.7, 26.11, 26.17;
27.2, 27.3, 27.5, 27.10;
28.7, 28.9, 28.10, 28.11, 28.15, 28.18, 28.19, 28.20, 28.24, 28.27,

28.33, 28.36, 28.38, 28.39, 28.42, 28.46.

Пра виль ный от вет № 4 в следующих заданиях:
1.4, 1.7, 1.10, 1.18, 1.20, 1.21, 1.26, 1.32, 1.36, 1.41, 1.45, 1.50, 1.52,

1.55, 1.58, 1.59, 1.61, 1.64, 1.65, 1.68, 1.70, 1.72, 1.74, 1.76, 1.82, 1.92,
1.96, 1.100, 1.102, 1.106, 1.112, 1.126, 1.129;

2.1, 2.8, 2.10, 2.14, 2.24, 2.25, 2.29;
3.2, 3.5, 3.11, 3.13, 3.20, 3.30, 3.36, 3.40, 3.50, 3.52;
4.1;
5.1, 5.4, 5.7, 5.12, 5.19;
6.3, 6.10, 6.17, 6.23, 6.30, 6.35, 6.38, 6.41, 6.45, 6.46, 6.49, 6.56, 6.62,

6.63, 6.67, 6.70, 6.73, 6.74, 6.77, 6.84, 6.85, 6.89;
7.19, 7.22, 7.24;
8.3, 8.8;
9.4, 9.17, 9.20, 9.30, 9.34, 9.39, 9.44, 9.49, 9.50;
10.9, 10.14, 10.15, 10.17, 10.24, 10.26, 10.33, 10.38, 10.43, 10.46,

10.50, 10.58, 10.62, 10.64, 10.67, 10.69, 10.78, 10.82, 10.87, 10.89, 10.90;
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11.3, 11.6, 11.11, 11.12, 11.15, 11.18, 11.22, 11.26, 11.31, 11.33;
12.3, 12.7, 12.14, 12.16, 12.22, 12.25, 12.29, 12.44, 12.48, 12.51,

12.54, 12.59, 12.70, 12.75, 12.79, 12.81, 12.82, 12.83, 12.86;
13.3, 13.4, 13.9, 13.33, 13.35, 13.44, 13.47, 13.51;
14.6, 14.10, 14.12, 14.14, 14.17, 14.23, 14.27, 14.32, 14.40, 14.44,

14.45, 14.50, 14.53, 14.62, 14.63, 14.68, 14.73, 14.76;
15.1, 15.6, 15.11;
16.3, 16.5, 16.7, 16.12, 16.21, 16.23, 16.25, 16.28, 16.29, 16.32,

16.36, 16.49, 16.64;
17.5, 17.8, 17.13, 17.14, 17.16, 17.21, 17.25, 17.26, 17.31, 17.34, 17.36;
18.3, 18.6, 18.11, 18.17, 18.19, 18.21, 18.23, 18.25, 18.27, 18.30;
19.3, 19.9, 19.21, 19.22, 19.25, 19.26, 19.29, 19.30, 19.31, 19.32,

19.36, 19.39, 19.46, 19.47, 19.50, 19.55;
20.8, 20.10, 20.14;
21.4, 21.8, 21.12;
22.3, 22.5, 22.8;
23.3, 23.5;
24.3, 24.8;
25.3, 25.8, 25.14, 25.18, 25.23, 25.25, 25.28, 25.37, 25.39, 25.43,

25.45, 25.49;
26.2, 26.9, 26.12, 26.15;
27.6, 27.9, 27.13;
28.2, 28.5, 28.12, 28.25, 28.31, 28.34, 28.41, 28.44.

Пра виль ный от вет № 5 в следующих заданиях:
1.11, 1.35, 1.78, 1.84, 1.86, 1.104, 1.114, 1.115;
3.8, 3.17, 3.27, 3.37, 3.41, 3.42;
4.6;
5.17;
6.1, 6.8, 6.21, 6.24, 6.27, 6.28, 6.42, 6.48, 6.53, 6.60;
9.24, 9.38;
10.3, 10.6, 10.31, 10.51, 10.57, 10.60, 10.65, 10.71;
11.1, 11.28;
12.20, 12.33, 12.37, 12.38, 12.46, 12.68;
13.16, 13.24;
14.20, 14.34, 14.37, 14.74, 14.80;
15.4;
16.24, 16.42, 16.62;
18.20;
19.20, 19.23;
20.3, 20.11;
21.5, 21.10, 21.11, 21.13, 21.18, 21.20;
24.5;
25.11, 25.16;
26.13;
28.26. 
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Содержание

Ответы к задачам

1. x* = (6, 2); Qmax = 26.
2. x* = (1, 4, 5); Qmin = –8.
3. x* = (0, 4, 4); Qmax = 44.
4. x* = (0, 28, 26); Qmin = –74.

5. x* = , ; Qmax = .

6. x* = , ; Qmax = .

7.1. x* = t(2; 0) + (1 – t)(1; 2);
мно же ст во ре ше ний, од но из
них да ет Qmin = 4.
7.2. x* = (3, 8); Qmin = –12.

7.3. x* = (6, 4); Qmax = 26.
7.4. x* = (1, 2); Qmin = 12.
7.5. x* = (5, 2); Qmax = 4.
7.6. x* = (1, 2); Qmax = 4.
7.7. x* = (8, 10); Qmin = –22.
7.8. x* = (6, 2); Qmax = 16.
7.9. x* = (6, 2); Qmax = 26.
7.10. x* = (1, 4); Qmin = –6.

7.11. x* = (5, ); Qmax = .

7.12. x* = (6, 3); Qmax = 39.
8. 600 ли сиц и 200 пес цов.
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Гла ва 1

Гла ва 2

Хра ни ли ща
Ко тель ные

1 2 3 4 5
1 — — — — 40
2 — 80 10 60 —
3 20 — 80 — —

2.2.

Карьеры
Комбинаты

1 2 3
1 30 30 —
2 — 20 60

2.1.

1. β = 1.
2. β = 4.
3. β = 3.
4. α = –2.

5. SB* = (0,6, 0,4).
6. SA* = (0,36, 0,64).
7. с = 0,2.
8. В2.

Гла ва 3

1. p0 = ; p1 = ; p2 = .

2. Q = 0,2.

3. Q = 0,6.
4. Q = 0,25; 4 ка на ла.
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Гла ва 4
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Ответы к задачам

1. x* = (6, 2); Qmax = 26.
2. x* = (1, 4, 5); Qmin = –8.
3. x* = (0, 4, 4); Qmax = 44.
4. x* = (0, 28, 26); Qmin = –74.

5. x* = , ; Qmax = .

6. x* = , ; Qmax = .

7.1. x* = t(2; 0) + (1 – t)(1; 2);
мно же ст во ре ше ний, од но из
них да ет Qmin = 4.
7.2. x* = (3, 8); Qmin = –12.

7.3. x* = (6, 4); Qmax = 26.
7.4. x* = (1, 2); Qmin = 12.
7.5. x* = (5, 2); Qmax = 4.
7.6. x* = (1, 2); Qmax = 4.
7.7. x* = (8, 10); Qmin = –22.
7.8. x* = (6, 2); Qmax = 16.
7.9. x* = (6, 2); Qmax = 26.
7.10. x* = (1, 4); Qmin = –6.

7.11. x* = (5, ); Qmax = .

7.12. x* = (6, 3); Qmax = 39.
8. 600 ли сиц и 200 пес цов.
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Гла ва 1

Гла ва 2

Хра ни ли ща
Ко тель ные

1 2 3 4 5
1 — — — — 40
2 — 80 10 60 —
3 20 — 80 — —

2.2.

Карьеры
Комбинаты

1 2 3
1 30 30 —
2 — 20 60

2.1.

1. β = 1.
2. β = 4.
3. β = 3.
4. α = –2.

5. SB* = (0,6, 0,4).
6. SA* = (0,36, 0,64).
7. с = 0,2.
8. В2.

Гла ва 3

1. p0 = ; p1 = ; p2 = .

2. Q = 0,2.

3. Q = 0,6.
4. Q = 0,25; 4 ка на ла.

2
–
9

4
–
9

1
–
3

Гла ва 4

1. x1
* = 5; x2

* = 10.

2. 20 ден. ед.; x1
* = � 4,54;

x2
* = 11.

3. –3,5.
4. 2 ден. ед.; 30 изд./мес.
5. а) p0 = 13; q0 = s0 = 40;
б) qq0 = 15; qs0 = 9; q0 = s0 = 36;

в) 3.

6. .

7. q = .

8. 42 руб./кг.
9. 0 < I < 25;
I > 25.

45
––
p2

6
–
7

50
—
11

Гла ва 8

1. 0,01 млн руб./раб. ч.
2. 2 287 500; 280.
3. а) 2500; б) 11 000; в) 722 500.
4. R = 3000Y;
C = 36 000 + 1200Y; 20.
5. 500 км.

6. 320; 102 400.
7. 30; 430; 8100.
8. 4 млн руб.
9. 48 лет.
10. 4,5 тыс. руб.; 5 лет.

Гла ва 9

Ответы к задачам 457
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Приложение. Краткий справочник по математике 461

Пра ви ла дей ст вий с ра ци о наль ны ми чис ла ми (дро бя ми)

+ = ;   · = ;

– = ;   : = .

Про пор ции

Два рав ных от но ше ния об ра зу ют про пор цию

= ;  ad = bc.

На хож де ние чле нов про пор ции

a = ;   b = ;   c = ;   d = .

Про пор ции, рав но силь ные про пор ции = :

= ;  = ;  = .

Про из вод ная про пор ция — след ст вие про пор ции =

в ви де

= ,

где m, n, p, q – про из воль ные чис ла, при чем p и q не рав ны
ну лю од но вре мен но.

Ал ге б ра

Фор му лы со кра щен но го ум но же ния

(a + b)2 = a2 + 2ab +b2; (a – b)2 = a2 – 2ab + b2.

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3; (a – b)3 = a3 – 3a2b + 3ab2 – b3.

a2 – b2 = (a – b)(a + b).

a3 + b3 = (a + b)(a2 – ab + b2); a3 – b3 = (a – b)(a2 + ab + b2).

Свой ст ва сте пе ни

a0 = 1;  aman = am+ n;  am : an = am–n;  (am)n = amn; (ab)m = ambm;

m

= ;   a–n = ;   
–m

= 
m

;   a = ;   a = .
n���am

m
–nn���a

1
–n

1
––
an





b
–
a









а
–
b





аm
––
bm

а
–
b








mc + nd
—————
pc + qd

mа + nb
—————
pа + qb

c
–
d

а
–
b

b
–
a

d
–
c

c
–
a

d
–
b

b
–
d

а
–
c

c
–
d

а
–
b

bc
––
a

ad
––
b

ad
––
c

bc
––
d

c
–
d

а
–
b

а
–
b

c
–
d

аd
––
bc

c
–
d

а
–
b

аd – bc
—————

bd
c
–
d

а
–
b

аc
––
bd

c
–
d

а
–
b

аd + bc
—————

bd
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462 Приложение. Краткий справочник по математике

Свой ст ва ква д рат но го (ариф ме ти че с ко го) кор ня (а, b > 0;
k, m, n – на ту раль ные чис ла)

· = ;   = ;   ( )m = ;   = · ;

= ;   = ;   · = ;   = ;

( )m = ;   = ;   = ( )m.

Урав не ния и си с те мы урав не ний

Ре ше ние си с те мы двух урав не ний пер вой сте пе ни

(ab1 – a1b � 0).

Фор му ла кор ней ква д рат но го урав не ния ax2 + bx + c = 0

x1,2 = .

Фор му ла кор ней при ве ден но го ква д рат но го урав не ния
x2 + px + q = 0

x1,2 = – ± .

Фор му ла кор ней ква д рат но го урав не ния с чет ным вто -
рым ко эф фи ци ен том ax2 + 2kx + c = 0

x1,2 = .

Те о ре ма Ви е та
• для ква д рат но го урав не ния ax2 + bx + c = 0:

x1 + x2 = – ;   x1 · x2 = ;

• для при ве ден но го ква д рат но го урав не ния x2 + px + q = 0:
x1 + x2 = –p;   x1 · x2 = q.

Раз ло же ние на мно жи те ли ква д рат но го трех чле на:
ax 2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2),

где x1, x2 — кор ни урав не ния ax 2 + bx + c = 0.

n���a

c
–
a

b
–
a

–k ± �������k2 – ac
—————————

a

�
������p2
–– – q
4
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2
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——————————
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cb1 – c1b
x = ——————
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ax + by = c
a1x + b1y = c1
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462 Приложение. Краткий справочник по математике

Свой ст ва ква д рат но го (ариф ме ти че с ко го) кор ня (а, b > 0;
k, m, n – на ту раль ные чис ла)

· = ;   = ;   ( )m = ;   = · ;

= ;   = ;   · = ;   = ;

( )m = ;   = ;   = ( )m.

Урав не ния и си с те мы урав не ний

Ре ше ние си с те мы двух урав не ний пер вой сте пе ни

(ab1 – a1b � 0).

Фор му ла кор ней ква д рат но го урав не ния ax2 + bx + c = 0

x1,2 = .

Фор му ла кор ней при ве ден но го ква д рат но го урав не ния
x2 + px + q = 0

x1,2 = – ± .

Фор му ла кор ней ква д рат но го урав не ния с чет ным вто -
рым ко эф фи ци ен том ax2 + 2kx + c = 0

x1,2 = .

Те о ре ма Ви е та
• для ква д рат но го урав не ния ax2 + bx + c = 0:

x1 + x2 = – ;   x1 · x2 = ;

• для при ве ден но го ква д рат но го урав не ния x2 + px + q = 0:
x1 + x2 = –p;   x1 · x2 = q.

Раз ло же ние на мно жи те ли ква д рат но го трех чле на:
ax 2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2),

где x1, x2 — кор ни урав не ния ax 2 + bx + c = 0.

n���a
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–k ± �������k2 – ac
—————————

a

�
������p2
–– – q
4

p
–
2

–b ± ��������b2 – 4ac
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ax + by = c
a1x + b1y = c1
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Вы де ле ние ква д ра та дву чле на из ква д рат но го трех чле на

ax2 + bx + c = a x + 
2

+ .

Ре ше ние бик ва д рат но го урав не ния ax4 + bx2 + c = 0

Фор му ла дей ст ви тель но го кор ня не пол но го ку би че с ко го
урав не ния y3 + py + q = 0

.

Про грес сии

Ариф ме ти че с кая про грес сия an = a1 + (n – 1)d

Sn = · n = · n;

a1 + an = a2 + an–1 = … = ak+1 + an–k;   an = .

Ге о ме т ри че с кая про грес сия bn = b1 · qn–1

Sn = = b1 · ;

b1bn = b2bn–1 = … = bk+1bn–k;   |bn | = .

Ес ли q > 1, то про грес сия воз ра с та ю щая; ес ли 0 < q < 1,
то про грес сия убы ва ю щая; ес ли q < 0, то про грес сия зна ко -
пе ре мен ная.

Ес ли 0 < |q | < 1, то Sn = , при n � �.

Ло га риф мы (а > 1; а � 1; b > 0)

log ab = c � ac = b; loge x = ln x, где e � 2,72.

blog ba = a;   loga1 = 0;   logaa = 1;   logaam = m;

logc(ab) = logca + logcb;   logc = logc a – logc b;
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Содержание

464 Приложение. Краткий справочник по математике

logca
k = k logca ;   logc = logca;   logba = ;

logab = ;   = = logcb;

lognb · logmc = logmb · lognc;   alog nb = blog na.

Те о рия со еди не ний

1 · 2 · 3 · … · n = n!;   n! = n · (n – 1)!

Фор му ла Стир лин га (фак то ри а лы боль ших чи сел)

n! �
n

1 + + + ... ;

ln(n!) � n + lnn – n + ln .

Ком би на то ри ка

An
m = = n(n – 1)(n – 2)...(n – m + 1);

Pn = n! = 1 · 2 · 3 · … · n;   Pn = An
n.

Cn
m = = = ;

Cn
m = Cn

n–m;   Cn+1
n–m = Cn

m + Cn
m+1;

Cn
0 + Cn

1 + Cn
2 + ... + Cn

n–1 = 2n.

Би ном Нью то на

(a + b)n = an + Cn
1an–1b + Cn

2an–2b2 + ... + Cn
kan–kbk + ... + bn;

Cn
1 = n;   Cn

2 = ;   Cn
k = .

Тре у голь ник Па с ка ля
1

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

n!
——————
(n – k)!k!

n(n – 1)
—————

2

n(n – 1)(n – 2)...(n – m + 1)
——————————————————

1 · 2 · 3 · … · m
An
m

——
Pm

n!
———————
m!(n – m)!

n!
—————
(n – m)!

����2π




1
–
2





1
————
288n2





1
——
12n





�����2πn




n
–
e





logmb————
logmc

lognb————
lognc

1
————
logba

logca————
logcb

1
–
n

n���a
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logca
k = k logca ;   logc = logca;   logba = ;

logab = ;   = = logcb;

lognb · logmc = logmb · lognc;   alog nb = blog na.

Те о рия со еди не ний

1 · 2 · 3 · … · n = n!;   n! = n · (n – 1)!

Фор му ла Стир лин га (фак то ри а лы боль ших чи сел)

n! �
n

1 + + + ... ;

ln(n!) � n + lnn – n + ln .

Ком би на то ри ка

An
m = = n(n – 1)(n – 2)...(n – m + 1);

Pn = n! = 1 · 2 · 3 · … · n;   Pn = An
n.

Cn
m = = = ;

Cn
m = Cn

n–m;   Cn+1
n–m = Cn

m + Cn
m+1;

Cn
0 + Cn

1 + Cn
2 + ... + Cn

n–1 = 2n.

Би ном Нью то на

(a + b)n = an + Cn
1an–1b + Cn

2an–2b2 + ... + Cn
kan–kbk + ... + bn;

Cn
1 = n;   Cn

2 = ;   Cn
k = .

Тре у голь ник Па с ка ля
1

1 1
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1 3 3 1
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Гра фи ки эле мен тар ных функ ций

Ли ней ная функ ция y = kx + b

Дроб но�ли ней ная функ ция y = (k � 0, x � 0)

Сте пен ная функ ция y = xn

n — четное n — нечетное

По ка за тель ная функ ция y = ax (a > 0, a � 1)

1
a

1 

а
а > 1

0 < а < 1

0

y

x0

y

x
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10

yy

x

n > 1

1 1
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0 x

n > 1

00

yy

x x

ky
x

= ky
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0k > 0k <
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466 Приложение. Краткий справочник по математике

Ло га риф ми че с кая функ ция y = logax

Три го но ме т ри че с кие функ ции
y = sin x

y = cos x

y = tg x y = ctg x

Об рат ные три го но ме т ри че с кие функ ции
y = arcsin x y = arccos x
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Ло га риф ми че с кая функ ция y = logax

Три го но ме т ри че с кие функ ции
y = sin x

y = cos x

y = tg x y = ctg x

Об рат ные три го но ме т ри че с кие функ ции
y = arcsin x y = arccos x
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y = arctg x y = arcctg x

Три го но ме т рия
Гра дус ная и ра ди ан ная ме ра уг лов

1 ра ди ан = � 57°17�45��.

Три го но ме т ри че с кие функ ции

Си нус уг ла α — ор ди на та точ ки еди -
нич ной ок руж но с ти, со от вет ст ву ю щей
дан но му уг лу, т.е. sin α = y.

Ко си нус уг ла α — аб сцис са точ ки ок -
руж но с ти, со от вет ст ву ю щей дан но му
уг лу, т.е. cos α = x.

tgα = ;   ctgα = .

Зна ки зна че ний три го но ме т ри че с ких функ ций

Зна че ния три го но ме т ри че с ких функ ций не ко то рых уг лов
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Содержание

Три го но ме т ри че с кие функ ции в пря мо уголь ном тре у -
голь ни ке

sin α = ;   cos α = ;

tg α = ;   ctg α = .

Три го но ме т ри че с кие тож де ст ва
cos2α + sin2α = 1;   tg α ctg α = 1;

|cos α | = ;   |sin α | = ;

tg α = ;   ctg α = .

Фор му лы сло же ния три го но ме т ри че с ких функ ций
sin(α ± β) = sin α cos β ± cos α sin β;
cos(α ± β) = cos α cos β � sin α sin β;

tg(α ± β) = ;   ctg(α ± β) = .

Три го но ме т ри че с кие функ ции двой но го уг ла
sin 2α = 2sin α cos α;   cos 2α = cos2α – sin2α;

cos 2α = 1 – 2sin2α;   cos 2α = 2cos2α – 1;

tg 2α = ;   ctg 2α = .

Три го но ме т ри че с кие функ ции по ло вин но го уг ла

sin = ;  cos = ;

tg = = ;   ctg = = .

Сум ма и раз ность три го но ме т ри че с ких функ ций

sin α ± sin β = 2sin cos ;
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Три го но ме т ри че с кие функ ции в пря мо уголь ном тре у -
голь ни ке

sin α = ;   cos α = ;

tg α = ;   ctg α = .

Три го но ме т ри че с кие тож де ст ва
cos2α + sin2α = 1;   tg α ctg α = 1;

|cos α | = ;   |sin α | = ;

tg α = ;   ctg α = .

Фор му лы сло же ния три го но ме т ри че с ких функ ций
sin(α ± β) = sin α cos β ± cos α sin β;
cos(α ± β) = cos α cos β � sin α sin β;

tg(α ± β) = ;   ctg(α ± β) = .

Три го но ме т ри че с кие функ ции двой но го уг ла
sin 2α = 2sin α cos α;   cos 2α = cos2α – sin2α;

cos 2α = 1 – 2sin2α;   cos 2α = 2cos2α – 1;

tg 2α = ;   ctg 2α = .

Три го но ме т ри че с кие функ ции по ло вин но го уг ла

sin = ;  cos = ;

tg = = ;   ctg = = .

Сум ма и раз ность три го но ме т ри че с ких функ ций

sin α ± sin β = 2sin cos ;
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cosα + cosβ = 2cos cos ;

cosα – cosβ = –2sin sin .

По ни же ние сте пе ни три го но ме т ри че с ких функ ций

sin2α = ;   cos2α = .

Про из ве де ние три го но ме т ри че с ких функ ций

sin α cosβ = ;

cosα cosβ = ;

sin α sin β = .

Со от но ше ние меж ду об рат ны ми три го но ме т ри че с ки ми
функ ци я ми

arcsin x = –arcsin(–x) = – arccos x = arctg ;

arccos x = π – arccos(–x) = – arcsin x = arcctg ;

arctg x = –arctg(–x) = – arcctg x = arcsin ;

arcctg x = π – arcctg(–x) = – arctg x = arccos .

Ге о ме т рия

Тре у голь ни ки
Фор му ла вы чис ле ния пло ща ди тре у голь ни ка

S = absin γ = acsinβ = bcsinα.

Те о ре ма ко си ну сов

a2 = b2 + c2 – 2bccosα;
b2 = a2 + c2 – 2accos β;
c2 = a2 + b2 – 2abcos γ.

Те о ре ма си ну сов

= = = 2R.
c

–——–
sin γ

b
–——–
sinβ

a
–——–
sinα

1
–
2

1
–
2

1
–
2

x—————
�������1 + x2

π
–
2

x—————
�������1 + x2

π
–
2

x—————
�������1 – x2

π
–
2

x—————
�������1 – x2

π
–
2

cos(α – β) – cos(α + β)
––––————————————–

2

cos(α + β) + cos(α – β)
––––————————————–

2

sin(α + β) + sin(α – β)
––––————————————–

2

1 + cos 2α
––––———–

2
1 – cos 2α
––––———–

2

α – β
–––––

2
α + β
–––––

2

α – β
–––––

2
α + β
–––––

2
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Содержание

Че ты ре ху голь ни ки
Па рал ле ло грамм

S = absinα.

Пря мо уголь ник

S = ab = d 2sinϕ.

Ромб

S = ah = a2sinα = d1d2.

Ква д рат

S = a2 = d 2.

Тра пе ция

S = h = d1d2sinϕ;

MN = (a + b) — средняя линия.

Ок руж ность и круг
Дли на ок руж но с ти: C = 2πr = πd.

Дли на ду ги, рав ной n°: L = n°.

Пло щадь кру га: S = πr 2 = π = .

Сег мент и сек тор

a = 2Rsin ;

h = tg .
a
–
2

α
–
4

α
–
2

Cd
——

4
d 2

––
4

πr
———
180°

1
–
2

1
–
2

a + b
———

2

1
–
2
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2

1
–
2
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Че ты ре ху голь ни ки
Па рал ле ло грамм

S = absinα.

Пря мо уголь ник

S = ab = d 2sinϕ.

Ромб

S = ah = a2sinα = d1d2.

Ква д рат

S = a2 = d 2.

Тра пе ция

S = h = d1d2sinϕ;

MN = (a + b) — средняя линия.

Ок руж ность и круг
Дли на ок руж но с ти: C = 2πr = πd.

Дли на ду ги, рав ной n°: L = n°.

Пло щадь кру га: S = πr 2 = π = .

Сег мент и сек тор

a = 2Rsin ;

h = tg .
a
–
2

α
–
4

α
–
2

Cd
——

4
d 2

––
4

πr
———
180°

1
–
2

1
–
2

a + b
———

2

1
–
2

1
–
2

1
–
2
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b
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a
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45°

45°

a

M N
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RR

B

O

C
h

A

Пло щадь сек то ра: SOABC = R2α.

Пло щадь сег мен та: SABC = SOABC – SOAC.

Пло щадь кру го во го коль ца

a = π(R2 – r2) = (D2 – d2) = 2π–r k.

Ос нов ные фор му лы ма те ма ти че с ко го ана ли за

Про из вод ная и диф фе рен ци ал
Урав не ние ка са тель ной к гра фи ку функ ции f(x) в точ ке

[x0, f(x0)]

y = f(x0) + f �(x0)(x – x0).

Пра ви ла на хож де ния про из вод ной
c� = 0;   (cu)� = cu�;

(u + v)� = u� + v �;   (u – v)� = u� – v �;

(uv)� = u�v + uv �;   
�

= .

Про из вод ные эле мен тар ных функ ций

c� = 0;   (xn)� = nxn–1;   x� = 1;

(logax)� = ;   (ln x)� = ;

(ax)� = ax lna;   (ex)� = ex ;
(sin x)� = cos x;   (cos x)� = –sin x;

(tg x)� = ;   (ctg x)� = – ;

(arcsin x)� = ;   (arccos x)� = – ;

(arctg x)� = ;   (arcctg x)� = – .

Оп ре де ле ние и свой ст ва пре де лов
Свой ст ва пре де лов

[f(x) + g(x) – h(x)] = f(x) + g(x) – h(x);

[(f(x) · g(x)] = f(x) · g(x);lim
x�a

lim
x�a

lim
x�a

lim
x�a

lim
x�a

lim
x�a

lim
x�a

1–––––
1 + x2

1–––––
1 + x2

1—————
�������1 – x2

1—————
�������1 – x2

1–––––
sin2x

1–––––
cos2x

1
–
x

1
————
x lna

u�v – uv �——————
v2





u
–
v





π
–
4

1
–
2
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472 Приложение. Краткий справочник по математике

[cf(x)] = c f(x);

f(x)
= —————— [ g(x) � 0].

g(x)

За ме ча тель ные пре де лы

= 1;

1 + 
x

= (1 + α) = e = 2,71828...

Пра ви ло Ло пи та ля для не о пре де лен но с тей ви да или 

= ,

ес ли пре дел в пра вой ча с ти су ще ст ву ет.

Не о пре де лен ный ин те г рал

Ос нов ные свой ст ва не о пре де лен но го ин те г ра ла

d f(x)dx = f(x)dx;   [ f(x)dx]� = f(x);

dF(x) = F(x) + C;   kf(x)dx = k f(x)dx, k � 0;

[f(x) + g(x) – h(x)]dx = f(x)dx + g(x)dx – h(x)dx.

Ос нов ные ме то ды ин те г ри ро ва ния
Ме тод раз ло же ния

f(x)dx = f1(x)dx + f2(x)dx,

где f(x) = f1(x) + f2(x).
Ме тод под ста нов ки. Ес ли x = ϕ(t), то

f(x)dx = f(ϕ(t))ϕ�(t)dt.

Ме тод ин те г ри ро ва ния по ча с тям

udv = uv – v du.

Таб лич ные ин те г ра лы не ко то рых функ ций

xmdx = + C (m � –1);   = ln|x | + C (x � 0);

exdx = ex + C;   axdx = + C (a > 0, a � 1);∫∫

∫
ax

–––
lna

dx
––
x∫

xm+1

————
m + 1

∫∫

∫∫

∫∫∫

∫∫∫∫
∫∫∫

∫ ∫

f �(x)
————
g �(x)

lim
x�a

f(x)
———
g(x)

lim
x�a

�
–
�

0
–
0

1
–αlim

α�0





1
–
x





lim
x��

sin x
———
x

lim
x�0

lim
x�a

lim
x�a lim

x�a





f(x)
———
g(x)





lim
x�a

lim
x�a

lim
x�a
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[cf(x)] = c f(x);

f(x)
= —————— [ g(x) � 0].

g(x)

За ме ча тель ные пре де лы

= 1;

1 + 
x

= (1 + α) = e = 2,71828...

Пра ви ло Ло пи та ля для не о пре де лен но с тей ви да или 

= ,

ес ли пре дел в пра вой ча с ти су ще ст ву ет.

Не о пре де лен ный ин те г рал

Ос нов ные свой ст ва не о пре де лен но го ин те г ра ла

d f(x)dx = f(x)dx;   [ f(x)dx]� = f(x);

dF(x) = F(x) + C;   kf(x)dx = k f(x)dx, k � 0;

[f(x) + g(x) – h(x)]dx = f(x)dx + g(x)dx – h(x)dx.

Ос нов ные ме то ды ин те г ри ро ва ния
Ме тод раз ло же ния

f(x)dx = f1(x)dx + f2(x)dx,

где f(x) = f1(x) + f2(x).
Ме тод под ста нов ки. Ес ли x = ϕ(t), то

f(x)dx = f(ϕ(t))ϕ�(t)dt.

Ме тод ин те г ри ро ва ния по ча с тям

udv = uv – v du.

Таб лич ные ин те г ра лы не ко то рых функ ций

xmdx = + C (m � –1);   = ln|x | + C (x � 0);

exdx = ex + C;   axdx = + C (a > 0, a � 1);∫∫

∫
ax

–––
lna

dx
––
x∫

xm+1

————
m + 1

∫∫

∫∫

∫∫∫

∫∫∫∫
∫∫∫

∫ ∫

f �(x)
————
g �(x)

lim
x�a

f(x)
———
g(x)

lim
x�a

�
–
�

0
–
0

1
–αlim

α�0





1
–
x





lim
x��

sin x
———
x

lim
x�0

lim
x�a

lim
x�a lim

x�a





f(x)
———
g(x)





lim
x�a

lim
x�a

lim
x�a
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cos x dx = sin x + C;   sin x dx = –cos x + C;

= tg x + C;   = –ctg x + C;

= arcsin x + C = –arccos x + C1;

= arctg x + C = –arctg x + C1;

= ln + C;   = ln + C.

Оп ре де лен ный ин те г рал

Фор му ла Нью то на — Лейб ни ца
Ес ли f(x) не пре рыв на и F �(x) = f(x), то

f(x)dx = F(b) – F(a).

Ос нов ные свой ст ва оп ре де лен но го ин те г ра ла

f(x)dx = f(t)dt;   f(x)dx = – f(x)dx;

f(x)dx = 0;   f(x)dx + f(x)dx = f(x)dx;

kf(x)dx = k f(x)dx;

[f(x)+ g(x) – h(x)]dx = f(x)dx + g(x)dx – h(x)dx;

f(t)dt = f(x);   f(t)dt = –f(x).

Те о ре ма о сред нем
Ес ли f(x) не пре рыв на на [a, b], то

f(x)dx = (b – a)f(c),

где a < c < b.
Фор му ла ин те г ри ро ва ния по ча с тям в оп ре де лен ном ин -

те г ра ле

u(x)v �(x)dx = u(x)v(x) – v(x)u �(x)dx.
b

∫
a

|
|
b

a

b

∫
a

∫∫
∫
∫

∫∫
∫∫

b

∫
a

b

∫
a

b

∫
x

d
––
dx

d
––
dx

x

∫
a

b

∫
a

b

∫
a

b

∫
a

b

∫
a

b

∫
a

b

∫
c

a

∫
b

b

∫
a

b

∫
a

b

∫
a

c

∫
a

a

∫
a

b

∫
a

a

∫
b

|
|
|

1 – x
———
1 + x

|
|
|

1
–
2

dx
————
x2 – 1

1 + x
———
1 – x

|
|
|

|
|
|

1
–
2

dx
————
1 – x2

dx
————
1 + x2

dx—————
�������1 – x2

dx
————
sin2x

dx
————
cos2x
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474 Приложение. Краткий справочник по математике

Фор му ла за ме ны пе ре мен ной в оп ре де лен ном ин те г ра ле

f(x)dx = f [ϕ(t)dt]ϕ�(t)dt,

где a = ϕ(α) и b = ϕ(β).
Фор му ла тра пе ций

ydx � h y0 + y1 + ... + yn–1 + yn ,

где h = , x0 = a и xn = b, y = f(x), yi = f(x0 + ih) (i = 1, 2, ..., n).

Фор му ла Симп со на

ydx � y(a) + 4y + y(b) ,

где h = (b – a).

Не соб ст вен ный ин те г рал f(x)dx =  f(x)dx.

Диф фе рен ци аль ные урав не ния

Диф фе рен ци аль ные урав не ния вто ро го по ряд ка
Об щее ре ше ние ли ней но го не од но род но го диф фе рен ци -

аль но го урав не ния вто ро го по ряд ка
y�� + p(x)y� + q(x)y = f(x);   y = –y + z,

где –y — об щее ре ше ние со от вет ст ву ю ще го од но род но го
урав не ния; z — ча ст ное ре ше ние дан но го не од но род но го
урав не ния.

Об щий вид ре ше ний од но род но го урав не ния
y�� + py� + qy = 0 (p и q по сто ян ны)

в за ви си мо с ти от кор ней ха рак те ри с ти че с ко го урав не ния
k2 + pk + q = 0.









Ха рак тер кор ней k1 и k2
ха рак те ри с ти че с ко го урав не ни я

Вид об ще го ре ше ни я 

Кор ни k1 и k2 дей ст ви тель ные и
раз лич ные

y = C1e
k1x + C2e

k2x

Кор ни рав ные: k1 = k2 y = (C1 + C2x)ek1x

Кор ни ком плекс ные: k1 = α + iβ,
k2 = α – iβ, y = eax(C1cosβx + C2sinβx)
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Фор му ла за ме ны пе ре мен ной в оп ре де лен ном ин те г ра ле

f(x)dx = f [ϕ(t)dt]ϕ�(t)dt,

где a = ϕ(α) и b = ϕ(β).
Фор му ла тра пе ций

ydx � h y0 + y1 + ... + yn–1 + yn ,

где h = , x0 = a и xn = b, y = f(x), yi = f(x0 + ih) (i = 1, 2, ..., n).

Фор му ла Симп со на

ydx � y(a) + 4y + y(b) ,

где h = (b – a).

Не соб ст вен ный ин те г рал f(x)dx =  f(x)dx.

Диф фе рен ци аль ные урав не ния

Диф фе рен ци аль ные урав не ния вто ро го по ряд ка
Об щее ре ше ние ли ней но го не од но род но го диф фе рен ци -

аль но го урав не ния вто ро го по ряд ка
y�� + p(x)y� + q(x)y = f(x);   y = –y + z,

где –y — об щее ре ше ние со от вет ст ву ю ще го од но род но го
урав не ния; z — ча ст ное ре ше ние дан но го не од но род но го
урав не ния.

Об щий вид ре ше ний од но род но го урав не ния
y�� + py� + qy = 0 (p и q по сто ян ны)

в за ви си мо с ти от кор ней ха рак те ри с ти че с ко го урав не ния
k2 + pk + q = 0.









Ха рак тер кор ней k1 и k2
ха рак те ри с ти че с ко го урав не ни я

Вид об ще го ре ше ни я 

Кор ни k1 и k2 дей ст ви тель ные и
раз лич ные

y = C1e
k1x + C2e

k2x

Кор ни рав ные: k1 = k2 y = (C1 + C2x)ek1x

Кор ни ком плекс ные: k1 = α + iβ,
k2 = α – iβ, y = eax(C1cosβx + C2sinβx)
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Ха рак тер ча ст но го ре ше ния z не од но род но го урав не ния

y�� + py� + qy = f(x) (p и q по сто ян ны)

в за ви си мо с ти от пра вой ча с ти f(x).

Диф фе рен ци аль ное ис чис ле ние функ ций двух пе ре -
мен ных

Пол ный диф фе рен ци ал функ ции z = f(x, y, z) от не за ви -
си мых пе ре мен ных x и y

dz = dx + dy,

где dx = ∆x и dy = ∆y.

Диф фе рен ци аль ное ис чис ле ние функ ций не сколь ких
пе ре мен ных

Гра ди ент ска ляр но го по ля u = f(x, y, z) есть век тор

gradu = , , .

Мо дуль гра ди ен та

| gradu | =     
2

+ 
2

+ 
2 

.

Ря ды

Чис ло вые ря ды
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Пра вая часть f(x) Слу ча и Ча ст ное ре ше ние

f(x) = aemx

(a, m — по сто ян ны)

1) m2 + pm + q � 0
2) m2 + pm + q = 0
3) p2 – 4q > 0
4) p2 – 4q = 0

z = Aemx

z = Axemx

z = Ax2emx

f(x) = Mcosωx +
+ Nsinωx

(M, N, ω — по сто ян -
ны; ω � 0)

1) p2 + (q – ω2) � 0
2) p = 0; q =ω2

z = Acosωx + Bsinωx
z= x(Acosωx+Bsinωx)

f(x) = ax2 + bx + c
(a, b, c— по сто ян ны)

1) q � 0
2) q = 0; p � 0

z = Ax2 + Bx + C
z = x(Ax2 + Bx + C)
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Не об хо ди мый при знак схо ди мо с ти ря да. Ес ли ряд un
схо дит ся, то un = 0.

При знак Да лам бе ра. Пусть для ря да un (un > 0) су ще -

ст ву ет = l.

Ес ли l < 1, то ряд схо дит ся.
Ес ли l > 1, то ряд рас хо дит ся.

При знак Лейб ни ца. Ес ли v1 � v2 � v3 � ... � 0 и vn � 0 при
n � �, то зна ко че ре ду ю щий ся ряд

v1 – v2 + v3 – v4 + ...

схо дит ся.

Ра ди ус схо ди мо с ти сте пен но го ря да

a0 + a1x + a2x
2 + ...

оп ре де ля ет ся по фор му ле

R = ,

ес ли по след няя име ет смысл.

Сте пен ные ря ды
Ряд Тей ло ра

f(x) = f(x0) + f �(x0)(x – x0) + (x – x0)2 +

+ ... + (x – x0)n + o[(x – x0)n].

Ряд Мак ло ре на

f(x) = f(0) + f �(0)x + x2 + ... + xn + ...

Раз ло же ние в сте пен ные ря ды ос нов ных функ ций

= 1 + x + x2 + ... + xn + ... (|x | < 1);

ln(1 + x) = x – + – + (–1)n–1 + ... (–1 < x � 1);

ex = 1 + x + + + ... + + ... (|x | < �);
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Не об хо ди мый при знак схо ди мо с ти ря да. Ес ли ряд un
схо дит ся, то un = 0.

При знак Да лам бе ра. Пусть для ря да un (un > 0) су ще -

ст ву ет = l.

Ес ли l < 1, то ряд схо дит ся.
Ес ли l > 1, то ряд рас хо дит ся.

При знак Лейб ни ца. Ес ли v1 � v2 � v3 � ... � 0 и vn � 0 при
n � �, то зна ко че ре ду ю щий ся ряд

v1 – v2 + v3 – v4 + ...

схо дит ся.

Ра ди ус схо ди мо с ти сте пен но го ря да

a0 + a1x + a2x
2 + ...

оп ре де ля ет ся по фор му ле

R = ,

ес ли по след няя име ет смысл.

Сте пен ные ря ды
Ряд Тей ло ра

f(x) = f(x0) + f �(x0)(x – x0) + (x – x0)2 +

+ ... + (x – x0)n + o[(x – x0)n].

Ряд Мак ло ре на

f(x) = f(0) + f �(0)x + x2 + ... + xn + ...

Раз ло же ние в сте пен ные ря ды ос нов ных функ ций

= 1 + x + x2 + ... + xn + ... (|x | < 1);

ln(1 + x) = x – + – + (–1)n–1 + ... (–1 < x � 1);

ex = 1 + x + + + ... + + ... (|x | < �);
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ax = 1 + x + x2 + x3 + ...;

sin x = x – + – + ...;   cos x = 1 – + – + ...

Ос нов ные фор му лы ли ней ной ал ге б ры

Ма т ри цы и оп ре де ли те ли

Еди нич ная ма т ри ца

.

Об рат ная ма т ри ца (A–1)

A–1A = AA–1 = E;

A–1 = ,

где ∆ — оп ре де ли тель ма т ри цы А; Aij — ал ге б ра и че с кое до -
пол не ние ее эле мен та aij .

Оп ре де ли те ли

Оп ре де ли тель вто ро го по ряд ка

∆ = = a11a22 – a12a21.

Фор му лы Кра ме ра для си с те мы

.

x1 = ,   x2 = ,

где ∆ = � 0, ∆1 = , ∆2 = .
|
|
|

a11
a21

a12
a22

|
|
|

|
|
|

b1
b2

a22
a22

|
|
|

|
|
|

a11
a21

b1
b2

|
|
|

lna
———

1
(lna)2

————
2!

(lna)3

————
3!

∆1––
∆

∆2––
∆




a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

|
|
|

a11
a21

a12
a22

|
|
|










A11——∆
A12——∆
...
A1n——∆

A21——∆
A22——∆
...
A2n——∆

...

...

...

...

An1——∆
An2——∆
...
Ann——∆















1
0
...
0

0
1
...
0

...

...

...

...

0
0
...
1






x6

––
6!

x4

––
4!

x2

––
2!

x7

––
7!

x5

––
5!

x3

––
3!

477Приложение. Краткий справочник по математике



Содержание

Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 
Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт Российский университет кооперации (г. Мытищи) Юрайт 

Содержание

Оп ре де ли тель тре ть е го по ряд ка

∆ = = a11A11 + a12A12 + a13A13,

где A11 = , A12 = – , A13 = — ал ге б ра -

и че с кие до пол не ния со от вет ст ву ю щих эле мен тов оп ре де -
ли те ля.

Фор му лы Кра ме ра для си с те мы

.

x1 = ,   x2 = ,   x3 = ,   ∆ = � 0,
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Ком плекс ные чис ла

Вид ком плекс но го чис ла

z = x + iy,

где x, y — дей ст ви тель ные чис ла; i —
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|z | = r = OM = .
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∆ = = a11A11 + a12A12 + a13A13,

где A11 = , A12 = – , A13 = — ал ге б ра -

и че с кие до пол не ния со от вет ст ву ю щих эле мен тов оп ре де -
ли те ля.

Фор му лы Кра ме ра для си с те мы

.

x1 = ,   x2 = ,   x3 = ,   ∆ = � 0,

где ∆1 = ; ∆2 = ; ∆3 = .

Ком плекс ные чис ла

Вид ком плекс но го чис ла

z = x + iy,

где x, y — дей ст ви тель ные чис ла; i —
мни мая еди ни ца; i2 = –1.

Мо дуль ком плекс но го чис ла

|z | = r = OM = .

Три го но ме т ри че с кая фор ма за пи си ком плекс но го чис ла

x + yi = r(cosϕ + isinϕ).

Дей ст вия с ком плекс ны ми чис ла ми

z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2);

z1 – z2 = (x1 – x2) + i(y1 – y2);

z1 · z2 = (x1x2 – y1y2) + i(x1y2 + x2y1);

= + i (z2 � 0).
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ϕ

XO x

r

y M

N

Y

Ко рень из ком плекс но го чис ла

= cos + i sin ,

где k = 0, 1, 2, …, n – 1.

По ка за тель ная фор ма за пи си ком плекс ных чи сел

z = reiϕ,

где r = |z | и ϕ = Arg z.

Фор му ла Эй ле ра

eiϕ = cosϕ + isinϕ.

arg z + 2kπ
————————

n




arg z + 2kπ
————————

n




n���|z |
n���z
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