Лекція 6 Складність алгоритмів

Складність алгоритмів зазвичай оцінюють за часом виконання або за об’ємом використаної пам’яті. 
В обох випадках складність залежить від розміру вхідних даних масиву: масив зі 100 елементів буде оброблений швидше ніж аналогічний з 1000. При цьому точний час мало кого цікавить, так як він залежить від процесора, типу даних, мови програмування та інших параметрів. Важливою є асимптотична складність, тобто складність при умові прямування розміру вхідних даних до нескінченності.
Припустимо, деякому алгоритму треба виконати 4n3+7n  умовних операцій, щоб обробити п елементів вхідних даних. При збільшенні п на підсумковий час роботи алгоритму значно більше буде впливати піднесення п до кубу, ніж множення на 4 або додавання  7п  . Тоді говорять, що часова складність цього алгоритму дорівнює О(n3), тобто залежить від розміру вхідних даних кубічно.
Використання букви О (це називають О-нотацією) прийшло з математики, де її використовують для порівняння асимптотичного поводження функцій. Формально O(f(n)) означає, що час роботи алгоритму (або об’єм використаної пам’яті) зростає в залежності від об’єму вхідних даних не швидше, ніж деяка константа, помножена на f(n).

Приклади
O(n) — лінійна складність
Таку складність мають, наприклад, алгоритм пошуку найбільшого елемента в невідсортованому масиві. Нам треба буде пройтись по всім n елементам масива, щоб зрозуміти, який з них є максимальним.
O(log n) — логарифмічна складність
Приклад — бінарний пошук. Якщо масив відсортований, ми можемо перевірити, чи є в ньому деяке конкретне значення, методом ділення навпіл. В підсумку перевіримо log n елементів.
O(n2) — квадратична складність
Таку складність має, наприклад, алгоритм сортування вставками. В канонічній реалізації він представляє собою два вкладених цикла: один, щоб проходити по всьому масиву, а другий, щоб знаходити місце черговому елементу в уже відсортованій частині. Таким чином, кількість операцій буде залежати від розміру масива як n*n, тобто n2.
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Як видно з таблиці, існує якісна різниця між формулами, які включають в себе степені п (поліноміальні функції), й тими, в яких п є показником (експоненціальні функції). Поліноміальні функції відрізняються одна від одної величиною показника старшого степеня. Функції з однаковими показниками старших степенів, то робочий час відповідних алгоритмів «майже однаковий», наприклад у алгоритмів В і С.



Означення. Припустимо, що функції f(n) та g(n) вимірюють ефективність двох алгоритмів, зазвичай їх називають функціями часової складності. Говорять, що порядок зростання функції f(n) не більший, ніж у g(n), якщо знайдеться така додатна константа С, що  для всіх достатньо великих значень п. Цей факт прийнято позначати як .



Зауважимо, що  означає не одну, а цілий клас функцій, які зростають не швидше, ніж . Тому знак «=» тут треба розуміти як знак .
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Ми можемо визначити ієрархічну структуру на множині функцій, кожна з яких має більший порядок зростання ніж попередня. Один з прикладів такої ієрархії має вигляд








Цю послідовність можна деталізувати, вставляючи в неї нові функції. Покажемо, наприклад, що функцію  можна вставити між та , а функцію  - між  та .
Дійсно, 

у нас 


, так як 


, так як  
Аналогично,


, так як 


, так як .

В цій ієрархії важливо те, що просуваючись від її лівого краю до правого, ми зустрічаємо функції все більшого порядку зростання. Тобто, чим правіше в цій послідовності стоїть функція, тим швидше зростають її значення в порівнянні з ростом п. Це демонструють графіки функцій

[image: ]





Для більш складних формул функції ми виділяємо в формулі доданок з найвищим зростанням (так званий старший член) і співставляємо цій функції відповідну функцію в ієрархії.







Наприклад, для функції  маємо , ,. Старшим є доданок . Отже, , або, задана функція має той же порядок зростання, що і функція .
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Зауважимо, що при обчисленні часової складності будь-якого алгоритму необхідно з’ясувати, що слід взяти в якості параметру п і які елементарні операції слід враховувати.

[image: ]
Задача 5 Показать, что бинарное (двоичное) возведение в степень — это приём, позволяющий возводить любое число в [image: n]-ую степень за [image: O(\log n)]умножений.
Действительно, от степени [image: n] мы переходим, если она чётна, к [image: n/2], а иначе — к [image: n-1]. Понятно, что всего будет не более [image: 2 \log n] переходов, прежде чем мы придём к [image: n = 0].



   ,               .
 Таким образом, мы получили алгоритм, работающий за [image: O (\log n)]умножений.



[image: ]
[bookmark: _GoBack]
[image: ]
[image: ]

image4.wmf
(

)

(

)

(

)

n

g

O

n

f

=


oleObject2.bin

image5.wmf
(

)

(

)

n

g

O


oleObject3.bin

image6.wmf
(

)

n

g


oleObject4.bin

image7.wmf
"

"

Î


oleObject5.bin

image8.png
3agaua 2. Ilokaxwure, aTo 2n? + 4n = O(n?).

Pemenue. Tak kak n < n? opu n > 1, MBI noay4aeM, 4TO
2n? + 4n < 2n? + 4n? = 6n?

nas Bcex n € N. CregoBaTenbHo, nmojoxuB C = 6 B onpegeJeHnn mops J-
Ka POCTA, Mbl MOXEM 3aKJIIOIUThb, UT0 2n? + 4n = O(n?).

Kpome Toro, Jerko 3aMeTuThb, uTo n° < 2n’+4n npun > 1. Ipyru-
MU CJIOBAMH, N’ = O(2n2 +4n). se (pyHKuIm, Takue Kak n’ u 2n? +4n,
KaX asA U3 KOTOPLIX UMeEeT MOPAJOK POCTA APYrOW, HA3BIBAIOTCA PyHK-
YUAMU 00H020 nopadka pocma. DyHKIUMA, ACCONUAPOBAHHLIE C AJIIO-
putmamu B n C B 3ajgatie 1 UMeIOT OMH M TOT X€ MOPAJOK POCTA M,
KAaK CJeJCTBHE, COOTBETCTBYIOIINE NIATEILHOCTH PabOTHI aJropMTMOB

OIN3KH.
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Pucynok 6.2. OTHOCUTEILHBIM MOPAJOK POCTA PYHKIUN
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3agaya 1. Ha Brmmoanenus aaroputmoB A, B, C, D u E Tpebyercsa
n, 3n2, 2n? + 4n, n u 2" 3IeMEHTApHBIX ONEPallil COOTBETCTBEHHO.
[ToncunTanTe Bpemsa, Heo6xXoguMOe Ha paboOTy aJrOpUTMOB nmpu n = 1,
n =10, n = 100 u n = 1000, eciim ogHA 31EMEHTAPHAA ONEPALAA COBEP-
IaeTCA 3a 1 MIWIIMCEKYHY.
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3agaya 3. Ucnoansys nepapxuio GyHKIINA, O KOTOPOH IILIA, PEYb BHIIIIE,
ompefeanTe MOPAJAOK POCTA y caeAyiolnX GYHKINA BPEMEHHOU CJIOXK-
HOCTH:

(a) n* +2n3 + 3;

(6) 6n° + 2%;

(B) 5n + n?logn.
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Pewmenmne.

(a) Janmmas ¢ynxmua npuHagiexut kiaccy O(n?), mockoabky nt —

CTAPIINA €€ “LIEH.
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(6) Ora byskuuma npunapexur kiaaccy O(2"), mockonabky 2" — ee
CTAPUINM “LIEH.

(B) Crapmmuit wien nocreguei dpyuknuu — 310 n? log n. Takoit dbyHk-
MM HET B MEPAPXUH, & eCIH Obl OHA 6bLIA, TO CTOAIA GBI MEX Y 1°
1 n3. ClefoBaTenrbHO, MOXHO yTBEPXK AATh, ITO JaHHAA DYHKINA
pacTeT He GuicTpee, UYeM GYHKIUHM, Jexamue B kKaacce O(n?).
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3agaya 4. Hamaure GpyHKumio BpeMEeHHOM CJIOXHOCTH CJAEAYIOLIErO
¢dparmMesHTa aJropuTMa, HAMMCAHHOTO HA IICEBAOKOAE, MOACINTAB KOIH-
4eCTBO ONEPATOPOB IPUCBAUMBAHUA T = + 1, KOTOpLIE B HEM BBIIIOJHA-
IOTCAL.

begin
for 1:=1 to 2n do
for j:=1ton do
for k:=1to 5 do
T:=x+ 1
end

Pemienne. Buemnuy nuka (mapamMeTpu3OBaHHBLIM ITEPEMEHHOM ) IIO-
BTOpAETCA 2n pa3. Uk, mMoMedYeHHBIM IepEeMEHHOMN j, IIOBTOPAETCA N
pa3. IIpu kax oM 3HaYeHUH j omepamus T := T + 1 BBHIIOJIHAETCSA J pas.
CueqoBaTENbHO, MIPY KaXJOM 3HAYEHUM ITapaAMEeTPA BHEIUIHErO HUKIIA, {
onepauusa T:=x+ 1 Beinoanserca 1+2+4---+n pa3, 4TO paBHO %n(n—k 1).
3HauuT HyHKINA BpeMeHHOu ciaoxHocTu 1'(n) onpeaensercsa ¢GOpMyJIou:

T(n) =2n- %n(n +1) =n%(n+1).

Urak, T(n) = O(n3).
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1.4.4. MpepacTaBneHne MHOXECTB YNOPAAOYEHHbIMN
cnuckamm

Ecny ynuBepcyM oueHb BeJMK (MM GeCKOHedeH), a pacCMaTpuBaeMbie IIOAMHOXe-
CTBa YHHMBEPCYMa He OueHb BEJHKH, TO NPeJCTaBJeHHe C MOMOIIBI0 GUTOBBIX KA
He sBNsgeTcq 3QPEeKTHBHBIM C TOYKM 3peHHs SKOHOMUHM ITaMATH. B 3ToM citydae MHO-
ecTBa OOBIYHO IIPENCTABJSIOTCH CIIMCKAMH 3JIEMEHTOB. JJIeMeHT CIMCKa IIPH STOM
MPeICTABISIETCSA 3aKChIO C AByMs HOJISMHU: MH(QOPMAIMOHHBIM H yKa3aTeJleM Ha cJle-
Rylowmuii sneMeHT. Bech CHMCOK TPeNCTABAETCA yKa3aTeslleM Ha IEPBBIi JeMeHT.

elem = record

i: info; { madopMannonHoe none }

n: 1 elem { ykasatenb Ha cienyromuii aeMeHT }
end record

TIpy TakoM NpelcTaBJeHUH TPYAOEMKOCTb ONlepallid € cocTaBUT O(n), a TPyAOEM-
KOCTh onepauii C, N, U coctaBut O(nm), rie n ¥ M — MOIIHOCTA y4acCTBYIOIINX B
oIepalii MHOKeCTB.

Eciu aneMenTH B CMCKaX yIOPSIIOYATD, HAIIpUMeED, TI0 BO3PACTaHUIO 3HaYeHHUs 11O~
JiS i, TO TPYAOeMKOCTb BCex omepandii cocTasut O(n). JddekTHBHaa peanusalys
olepanMil Hax MHOXECTBaMH, IIpe/ICTaBJEHHBIMH B BH/e YNOPSAOYEHHBIX CITHCKOB,
OCHOBaHa Ha BechMa OGINEM aJIropHUTMe, USBECTHOM KAK AJITOPHTM THIIA CAUSHUSA.
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1.9.3. Anroputm Yoplwuanna

PaccMoTpuM anropuT™ BbIYMC/IEHHMS TPaH3MTHBHOTO 3aMBIKAHMS OTHOIIEHHS R Ha
MHOXectBe M, |M| = n, uMelomuii cnoxHocts O(n?).

Anroputm 1.8. Anropurm Yopwanna

Bxoa: oTHomeHue, 3anaHHoe MaTpuueii R.

Boixox: TpaH3MTHBHOe 3aMbikaHMe OTHOUIEHMS, 3aaHHOe MatpHueil T
S:=R
for i from 1 to n do
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for j from ¥ ton do
for k from 1 to n do
Tlj, k) : = Slj, k] v S[j, ) & S[i, k]
end for
end for
$§:=T
end for

OBOCHOBAHME

Ha ka)[oM Illare OCHOBHOTO LMK/ (M0 i) B TPaH3HTHBHOE 3aMbiKaHHe K06aBisioTCs
TaKHe Napbl 3JIeMeHTOB ¢ HoMmepaMH j U k (To ectb T'[j, k] : =1), AnA KoTopbix cynule-
CTBYET I10CJIEZOBATENBHOCTb IPOMEXYTOYHBIX 3JIEMEHTOB C HOMepaMH B JHana3oHe
or 1 o i, cBA3aHHBIX oTHomeHHeM R. [leficTBUTENBHO, MOCIEA0BATENBHOCTD IPOME-
JKYTOYHBIX 3IEMEHTOB C HOMEPaMH B JHaiasoHe OT 1 10 4, CBA3aHHbIX OTHOWIEHHEM
R, 151 3/1eMeHTOB ¢ HOMepaMH j H k CylieCTBYeT B OXHOM M3 ABYX CJIy4aes: ubo yxe
CYLIECTBYET MOCJIe[0BATEIbHOCTb IPOMEXYTOYHBIX 2/IEMEHTOB C HOMEpaMH B JHaiia-
30He OT 1 110 i — 1 A/ NMaphl 3/IeMEHTOB C HoMepaMH j U k, 6o cywiecTsyloT dee
NOCA€I0BATEIBHOCTH 3JIEMEHTOB C HOMEpaMH B JHanasoHe ot 1 o i — 1 — ofHa s
Nnapbl 371IEMEHTOB C HOMepaMH j H i U Bropas JUIsl Napbl 3JIeMEHTOB C HOMepaMH i U k.
ViMenno ato otpaxeHo B oneparope T'[j, k] : = S[j, k} V Slj, 7] & S|i, k]. Ilocnie oxonya-
HHSI OCHOBHOTO HMKJIa B KayeCTBE IMPOMEXKYTOUHBIX PACCMOTPEHDBI BCE 3JIEMEHTH, H,
TakuM 06pa3oM, HOCTPOEHO TPAH3UTHBHOE 3aMblKaHMHe. ]
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