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ПЕРЕДМОВА 

Навчальний посібник призначено для студентів технічних 
університетів денної та заочної форм навчання і входить до 
збірника під назвою "Вища математика у прикладах та задачах", 
що складається з трьох частин, назви яких такі: 

- Частина І. Лінійна алгебра і аналітична геометрія. Дифе­
ренціальне числення функцій однієї змінної. 

Частина II. Інтегральне числення функцій однієї змінної. 
Диференціальне та інтегральне числення функцій багатьох 
змінних. 

Частина III. Диференціальні рівняння. Ряди. Функції комп­
лексної змінної. Операційне числення. 

Вказаний збірник входить до серії "Математика в техніч­
ному університеті" і відповідає програмі курсу "Вища матема­
тика", а розподіл його за частинами - розподілу викладання курсу 
за семестрами згідно з учбовим планом. 

Розглядуваний посібник є першою частиною вказаної 
збірки і складається з десяти глав, кожна з яких розбивається на 
параграфи. Глави 1 - 6 присвячені лінійній алгебрі та аналі­
тичній геометрії, глава 7 - вступу до математичного аналізу, 
зокрема теорії границь та неперервності функцій, глава 8 - дифе­
ренціальному численню функцій однієї змінної. 

Структура перших восьми глав така: матеріал кожного па­
раграфа розбивається на чотири пункти. 

У п. І - "Короткі теоретичні відомості" - наводяться ос­
новні теоретичні відомості і формули, необхідні для розв'язан­
ня задач. 

У п. II - "Контрольні питання та завдання" - містяться пи­
тання з теорії та прості завдання, що добре ілюструють як вуз­
лові моменти, так і тонкощі теоретичних положень. Враховую­
чи, що основна робота над теорією ведеться студентами за 
підручником та конспектами лекцій, цей пункт включає питан­
ня для перевірки готовності студента до практичного заняття. 

У п. III - "Приклади розв'язання задач" - наводяться до-
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кладні розв'язання типових задач з теми, яка вивчається, що де­
монструє використання на практиці результатів теорії. При цьо­
му велика увага приділяється не тільки розгляданню "технічних 
прийомів", але й дослідженню умов застосовності тієї чи іншої 
теореми або формули. Кількість розібраних прикладів змінюєть­
ся в залежності від обсягу та важливості теми. Початок і кінець 
розв'язання задач позначають відповідно знаками • і < 

У п. IV - "Задачі для практичних занять" - міститься до­
сить велика кількість різних за змістом задач, що призначені 
для практичних занять як аудиторних, так і домашніх. У кінці 
посібника дано відповіді до задач і вправ цього пункту. 

Нумерація задач проводиться у межах глави, тобто номер 
кожної задачі складається з номера глави та порядкового номе­
ра задачі у цій главі. 

Глава 9 містить п'ять параграфів, в яких наведено п'ять 
індивідуальних розрахункових завдань, які відповідають розді­
лам програми, викладеної в главах 1 - 8. Кожне індивідуальне 
завдання складається з певної кількості задач, представлених у 
31 варіанті кожна. Номер варіанта відповідає порядковому но­
меру студента в журналі групи. Кожна з задач супроводжується 
посиланням на аналогічні приклади з розв'язаннями, які наве­
дені у відповідних главах у п. III кожного параграфа. Посилання 
містить номер глави, номер параграфа та номери прикладів. 
Зазначимо надзвичайну важливість цих посилань, бо вони є 
путівником для відшукання зразка виконання даної задачі, а 
отже, зразка виконання індивідуального розрахункового зав­
дання. 

Глава 10 складається з шести параграфів, які містять довід­
ковий матеріал з усіх наведених розділів вищої математики, пред­
ставлених у навчальному посібнику, а також основні формули 
елементарної математики. 

Для зручності користування навчальним посібником у змісті 
до кожного параграфа у відповідних пунктах наведено номери 
прикладів задач з розв'язаннями та номери задач для практич­
них занять відповідно; введені також основні позначення та 
предметний вказівник. 
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У даному посібнику наведено словник ключових слів, що 
містить найбільш важливі терміни з вищої математики, які пред­
ставлені українською, російською та англійською мовами. 

З огляду на характеристику змісту цього посібника можна 
констатувати, що він може бути використаний як довідник, 
розв'язник і в той же час як задачник, який містить задачі для 
практичних занять та індивідуальні розрахункові завдання із 
зразками їх виконання. Це дуже зручно для студентів і надає їм 
широкі можливості для активної самостійної роботи як аудитор-
ної, так і домашньої. 

При написанні навчального посібника автори використали 
багаторічний досвід викладання курсу "Вища математика" для 
технічних спеціальностей університетів. 

Автори сподіваються, що даний посібник допоможе сту­
дентам оволодіти методикою розв'язання практичних задач з 
вищої математики, активізує їх самостійну роботу та сприятиме 
підвищенню фундаментальної підготовки з розглянутих розділів 
вищої математики. 



ОСНОВНІ ПОЗНАЧЕННЯ 

ІЧ, 2 , О, К, С - множини натуральних, цілих, раціональних, 
дійсних, комплексних чисел відповідно. 
К и - арифметичний дійсний п -вимірний простір. 
С" - арифметичний комплексний п -вимірний простір. 
Уі - множина геометричних векторів, колінеарних деякому на­
прямку. 

\ 2 - множина геометричних векторів, компланарних деякій 
площині. 

У 3 - множина всіх геометричних векторів. 
£ , £ , „ - лінійний простір, лінійний простір вимірності п. 

Е, Е„ - дійсний евклідів простір, дійсний евклідів простір ви­
мірності п. 
\ ] , \ ] „ - комплексний евклідів простір (унітарний простір), ком­
плексний евклідів простір вимірності п . 

*Р„ - лінійний простір многочленів степеня < п -1. 
сііт X - вимірність лінійного простору X . 
Ф.С.Р. - фундаментальна система розв'язків однорідної систе­
ми рівнянь. 
О - нульова матриця. 
Е - одинична матриця. 
А~1 - матриця, обернена матриці А . 
Аі} - алгебраїчне доповнення елемента а матриці А . 

- лінійний оператор, А - матриця цього оператора у деяко­
му базисі. 
(а, Б) або а Ь - скалярний добуток векторів а та і . 

[а,Ь] або ахЬ - векторний добуток векторів а та Ь . 
(а,Ь,с) або (ахЬ)с - мішаний добуток векторів а,Ь,с. 
к = 1,п - індекс к приймає всі натуральні значення від 1 до п. 
[а,Ь] - відрізок; (а, Ь) - інтервал; [а, Ь), (а,Ь] - півінтервал. 
[а,+оо), (а ,+°о) , (-со,а], ( -оо ,а ) -півпряма. 

Зх - існує таке х . 
Ух - для будь-якого X . 
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х є X (х £ X ) - число х належить (не належить) множині X . 

А У В , А П В - об'єднання, перетин множин А та В. 
іпі*Х, зіірХ - точна нижня, точна верхня межа множини X . 
{хп} - числова послідовність. 
І і т хп =а - число а є границею послідовності. 

І і т / ( х ) = 6, / ( х ) - > 6 при х—>а - число Ь є границею 
х -> а 

функції / ( х ) за умови, що х прагне (прямує) до а. 
І і т /(х) = /(а + 0), І і т /(х) = Да~0), 

х -> а+0 х -* а-0 
де /(а + 0) ( / (а - 0)) є границею функції / ( х ) , коли х прямує 
до а справа (зліва). 

І і т / ( х ) = оо, І і т / ( х ) = оо - функція / ( х ) є нескінчен­
не -> а+0 х -> а-0 

но великою в точці а справа (зліва), 
[х ] - ціла частина числа х . 
8І§пх - функція "знак х ". 
а (х ) ~Р(х) при х —»я - а (х) , Р(х) еквівалентні нескінченно 
малі при х —» а. 
а(х) = о(Р(х)) при х —> а - а (х ) є нескінченно малою вищого 
порядку, ніж Р(х) при х —> а, 

а(х) = 0(р(х)) при х -> а - а (х ) і Р(х) нескінченно малі од­
ного порядку при х —> а. 
Ау - приріст функції в точці. 

/ ' ( х ) , У (х) , — - похідна функції у = / ( х ) в точці х . 
сіх 

/'(х + 0), /'(х - 0 ) - права та ліва похідні функції / ( х ) в точці х . 
йу - диференціал функції у ( х ) . 

/ ( л ) ( х ) =^-^- - похідна п -то порядку функції Д х ) в точці х . 
сіх" 

сі"у - диференціал п -то порядку функції >>(х). 



ГЛАВА 1. ВЕКТОРНА АЛГЕБРА 

§1. Гзометричні вектори 

І. Короткі теоретичні відомості 

Лінійні операції над векторами. Вектором (геометричним вектором) 
а називається множина всіх напрямлених відрізків, що мають однакову довжи­
ну та напрямок. Про всякий відрізок АВ з цієї множини кажуть, що він пред­
ставляє вектор а. З означення випливає, що вектори можна переносити пара­
лельно самим собі. У зв'язку з цим розглядувані вектори називають вільними. 

Довжина відрізка АВ називається довжиною (модулем, нормою) век­

тора а і позначається символом | а | = | АВ \. 

Два вектори а та Ь називаються колінеарними, якщо вони лежать на 
одній прямій або на паралельних прямих. Позначення: а \\ Ь . 

Три вектори а, Ь, с називаються компланарними, якщо вони лежать 
на одній площині або на паралельних площинах. 

Під лінійними операціями над векторами розуміють операцію мно­
ження вектора на число та додавання векторів. 

Добутком вектора а на дійсне число Я, називається вектор, що по­
значається Ха , такий, що 

2) вектори а та Я а однаково напрямлені, якщо Я > 0 та протилежно 

напрямлені, якщо Я < 0 , тобто, а ТТ Ха , якщо Х>0; аїІХа , якщо А, < 0 . 

Нехай а = АВ, Ь = ВС , тоді вектор с = АС називається сумою век­

торів а та і і позначається а+Ь (рис. 1.1). 

Зауважимо, що сума векторів а та Ь, початки яких суміщені, зобра­
жується вектором з тим же початком, що співпадає з діагоналлю паралелог­
рама, сторонами якого являються а та Ь . Різниця а-Ь цих векторів зобра­
жується вектором, що співпадає з другою діагоналлю того ж паралелограма, 

1) | Л 5 | = | Я | | 3 | ; 

В 

Рис. 1.1 
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причому цей вектор напрямлений в бік зменшуваного (рис. 1.2). 
Сума будь-якого числа векторів може бути знайдена за правилом 

многокутника (рис. 1.3). 

Розкладання вектора за базисом. Упорядкована трійка некомпла-

нарних векторів , е 2 , е 3 називається базисом у множині всіх геометрич­

них векторів У 3 . 

Аналогічно, упорядкована пара неколінеарних векторів е\, е 2 нази­

вається базисом у множині геометричних векторів У 2 , жомпланарних де­

якій площині. Будь-який ненульовий вектор е утворює базис у множині гео­

метричних векторів V ] , колінеарних деякому напрямку. 

Усякий геометричний вектор а є У 3 може бути представлений у вигляді 

тобто розкладений за базисом р = (£ | ,е 2 ,£з) - Тут х^х2,х^ - числа, що 

називаються координатами вектора а у базисі р. Коротко: а = (х\, х2, х 3 ) . 

Базис р називається прямокутним або ортонормованим, якщо 
в ] , е 2 , ез попарно перпендикулярні та мають одиничну довжину. У цьому 
випадку прийнято позначення: 

а" 
Рис. 1.3 

З 

Проекцією вектора а на вектор є називається число прїа=\а \со&<р, 
л 

де ф = (а , е) . 
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Якщо х, у, 2 - координати вектора а у прямокутному базисі, то 

вони співпадають з проекціями вектора а на базисні орти / , } , к відпо­
відно: х = пр-а, у = пр-.а, 2 = прта. 

Довжина вектора а визначається так: 

| а | = •/ * 2 + у 2 + 2 2 

Вектор <?о називається одиничним або нормованим, якщо |«о ] = 1. 

Вектор а 0 = т -̂т являється одиничним вектором (ортом) вектора а . 
и 

Числа 
Л _ 

соза = со8(<3 , / ) = 

л _ 
С08 Р = со8(а , У) = 

X 

2 2 + у + 2 

2 2 

2 

V*2 2 2 + у + 2 

соз у = сок(а , к) = 

називаються напрямними косинусами вектора а. 

Якщо а = ( д 1 , а2, «з) , Ь = (^, Ь2, Ь^) у базисі і, і ,к , то 

а + 6 =(«) + Ь\,а2 + Ь2,а^ + ^ з ) , 

= (Ха^, Х,а2, ХйГз) . 

Простір арифметичних векторів. Будь-яка упорядкована сукупність 
з п дійсних (комплексних (див. гл. З §2)) чисел називається дійсним (комп­
лексним) арифметичним вектором і позначається символом 

X (X] , х2,..., хп ) . 

Над арифметичними векторами вводяться такі операції. 
Додавання: якщо х = ( х ь х2,... ,хп), у = (у\,у2,..- ,у„),іо 

х + у = ( х , +у\, х2+у2,...,хп +уп). 

Множення на число: якщо X - число (дійсне або комплексне) і 
х = (х\, х2,..., хп) - арифметичний вектор, то 

Хх = (ХхьХх2,..., Ххп). 

Множина всіх дійсних (комплексних) арифметичних п -компонентних 
векторів з введеними операціями додавання та множення на число називаєть-
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ся простором арифметичних векторів (відповідно дійсним або комплек­
сним). Позначення: К " - дійсний арифметичний простір, С" - комп­
лексний арифметичний простір. 

Система арифметичних векторів х\, х2, • ••, хх називається лінійно 
залежною, якщо існують такі числа Х2, ••• > • я к ' н е в с ' рівні нулю, 
що має місце рівність 

2 > л = о - ( ї ї ) 

У протилежному випадку, коли рівність (1.1) має місце, якщо 

X; = 0 , / = 1, 5 , система називається лінійно незалежною. 

Система векторів $ = (еі,е2,... ,е„) називається базисом у К." , якщо 

всі ці вектори належать К " , є лінійно незалежними та будь-який вектор 

х є К " представляється у вигляді: 
п 

х = Х м * . 
к=\ 

де Хк - деякі числа, координати вектора х у базисі р. 

Число п називається вимірністю простору К.". 

Коротко: а л т К " = п . 
Система векторів 

2, =(1 ,0 , 0 , . . . , 0 ) ; 

е 2 =(0 , 1, 0,... , 0 ) ; 

е„ = (0, 0, 0 , . . . , 1) 

утворює базис у К " , який називається канонічним. 

Декартова прямокутна система координат. Кажуть, що у тривимірному 
просторі введена декартова прямокутна система координат, якщо задано: 

1) точка О - початок координат; 

2) прямокутний базис р = (І, ], к) у множині усіх геометричних векторів. 

Позначення: {0\і,і,к). 

Осі Ох, Оу і Ог, що проведені через точку О у напрямку базисних 

ортів і, і ,к , називаються координатними осями системи координат. 
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Вектор ОМ називають радіусом-вектором точки М(х,у,г) і по­
значають 7(М) або просто 7 . Оскільки координати вектора 7 співпа­
дають з координатами точки М , то розклад 7 за ортами має вигляд: 

7 -хі + у] + гк . 

Вектор АВ, де А{х\, _у], 2 і ) , В(х2, .Уг > 2 г ) > м о ж е бути записаний у 
вигляді: 

АВ = г2-г\, 

де г2 - радіус-вектор точки В , і\ - радіус-вектор точки А. 

Отже, розклад вектора АВ за ортами має вигляд: 

АВ = (х2 - хх )і + (у2 - У\)І + (г2 - 2) )к . 
Відстань між точками А та В 

р(А, В) = \АВ\ = ^(х2-х02 +(У2-У\)2 +(г2-г\)2 • 
Поділ відрізка у даному відношенні. Нехай на прямій / задані точ­

ки А, В та С , причому Аф В. Вектори АС та СВ колінеарні, а отже знай­
деться таке дійсне число А., що АС = ХСВ. Число Я називається відношен­
ням, в якому точка С ділить напрямлений відрізок АВ (X Ф - 1 ) . 

Якщо відомі координати точок А і В та відношення А., в якому 
точка С ділить напрямлений відрізок АВ, то координати точки С знахо­
дяться за формулами: 

х =

 ХА + Л х В _ У А + ЛУВ ^ ^ 2А

 + Л г В 
с 1 + А ' 1 + Л ' С 1 + Л 

або у векторній формі 
п + Хг7 

г = - - , 
1 + Я. 

де г =ОС, г, =ОА, г2=ОВ. 

II. Контрольні питання та завдання 

1. Що називається вектором? 
2. Які вектори називаються колінеарними; компланарними? 
3. Які операції над векторами називаються лінійними? 
4. Що називається сумою двох векторів? 
5. Дайте означення добутку вектора х на число а . 
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6. Дайте означення базису у множині геометричних векторів У3. 
7. Що називається розкладом вектора за базисом у 

множині геометричних векторів У 3 ? 

8. Нехай задані координати векторів а та Ь у деякому базисі. 
Чому дорівнюють координати вектора а + Ь у тому ж базисі? 

9. Нехай задані координати вектора а у деякому базисі. 
Чому дорівнюють координати вектора Ха у тому ж базисі? 

10. Який базис називається ортонормованим? 
11. Що називається декартовою прямокутною системою 

координат у просторі? 

12. Що називається радіусом-вектором точки М відносно 
декартової прямокутної системи координат? 

13. Нехай у декартовій прямокутній системі координат 
задано точки А{хх, у{, г{) та В(х2 , Уг> 2г) • Чому дорівнюють 

координати вектора АВ у цій системі координат? 
14. Що означає поділити відрізок АВ у відношенні 

Х(Х*-\)1 
15. Нехай у декартовій прямокутній системі координат дано 

точки А(х], у], гх) та В(х2 , у2 , г2) • Чому дорівнюють коорди­
нати точки С(х І у, г), що ділить відрізок АВ у відношенні X ? 

///. Приклади розв 'язання задач 

П р и к л а д 1. У базисі /,_/, к задані вектори а = 2і -

- і + к, Ь = і + Зу - 4к . Знайти вектор с = 2а + ЗЬ . 

• с = 2(27 - ] + к) + 3(7 + Зу - 4£) = 77 + 7./ - 10* . ^ 

Приклад 2. Розкласти вектор х за базисом р,д,г: 
Зг = (2 ,5 ,0) , р = (1 ,2 , -1 ) , ? = (3,6,1), г = (3 ,9 ,3 ) . 
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• Знайдемо коефіцієнти розкладу х = оц р + а 2 а + сс3 7 . Підстави­
ло іоординати векторів у цю рівність: 

а і (1 , 2, - 1 ) + а 2 ( 3 , 6,1) + а 3 ( 3 , 9, 3) = (2, 5 ,0) . 
Звідси одержуємо таку систему рівнянь: 

а ] + З а 2 + Заз = 2 ; 
2а] + 6 а 2 + 9 а 3 = 5 ; 
- оц + а 2 + З а 3 = 0 . 

Розв'язавши систему, знайдемо: а] = 1, а 2 = 0, а 3 = — . 

Зробивши перевірку, впевнюємося у правильності розв'язання системи. 
Таким чином, шуканий розклад має такий вигляд: 

З 

Приклад 3 . Задано точки ^4(3,4,12) і 5 ( 6 , 8 , 0 ) . Знайти 
вектор а = АВ, його довжину | а | та напрямні косинуси, орт а0. 

• а = ( 6 - 3 , 8 - 4 , 0 - 1 2 ) = (3, 4 , - 1 2 ) ; 

| а | = д / з 2 + 4 2 + ( - 1 2 ) 2 = 1 3 ; 

3 а 4 1 2 

соза = — , сояВ = — , созу = ; 
13 13 13 

- - 3 З Г + 4 7 - 1 2 * _ ( 3 4 12 
а°~\а\~ 13 _ 113' 13 ' 13 

Приклад 4. Точка С(2, 2, 4) ділить відрізок АВ у відно­
шенні X = 2 / 3 . Знайти координуй ;почки В, якщо А(-2, 4, 0). 

• Нехай В(хв,ув,гв). Врах/йвук*чгї^що С ділить відрізок АВ у 
відношенні А, = 2 / 3 , маємо: / ° / 

2 = - 2 + 2 ^ й / 3 / 1 - 4 + 2 ^ / 2 \ Л 0 + 2 г в / 
' / : У 1 + 273' ' \ \ \ 1 + 2 /3 

, / 3 
1 + 2 /3 

Звідси хв = 8 , і д - -ї\, гд'»1 0УЖ) Т К В А 
/ *••' імені іОрія Кондратюха 
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Приклад 5. Відомі вершини трикутника АВС: А(хх, ух), 
В(х2, у 2 ) , С(х 3 , уз) . Визначити координати точки перетину 
медіан трикутника. 

• Знаходимо координати точки £> - середини відрізка АВ; маємо, що: 
_ (Х| +х2) (У\+Уі) 

Точка М , в якій перетинаються медіани, ділить відрізок СО у відно­
шенні 2 : 1 , починаючи від точки С . Тому, координати точки М визнача­
ються за формулами 

_ х3 + 2хр _ у3+2Уо 

1 + 2 ' У~ 1 + 2 : 
тобто 

_ х 3 +2(х; + х2)І2 _ 1 /3+2(7! + у2)І2 
3 3 

Отже, 
х _ хх +х2 +х3 Уі±Уг±Уг_ А 

З ' З 

П р и к л а д 6. Задано трикутник з вершинами А{\, 1,1), 
5(5,1 , - 2), С(7, 9, 1). Знайти координати точки й перетину 
бісектриси кута А зі стороною СВ . 

• Знаходимо довжини сторін трикутника, які утворюють кут А: 

\АС\ = ^ ( х с - х А ) 2 + ( у с - у А ) 2 +{гс-2А)2 = 

= 7 ( 7 - 1 ) 2 + ( 9 - 1 ) 2 + ( 1 - г / = 10; 

| АВ| = УІ{хв - х А ) 2 + (ув -уА)2+ (гв - гА)2 = 

: А / ( 5 - 1 ) 2 + ( 1 - 1 ) 2 + ( - 2 - і 7 = 5 . 

Отже, І С О | : | БВ | = 1 0 : 5 = 2 , бо бісектриса ділить сторону СВ на 
частини, пропорційні прилеглим сторонам. Таким чином, 

_ хс+Ххв _ 7 + 2-5 _ 17 _ у с _ 9 + 2-1 _ 11 
Х Г > ~ 1 + А. 1 + 2 ~ Т ' 7 0 ~ 1 + А ~ 1+2 ~ 3 ' 

2 С + Х * Д 1 + 2(-2) 
^ 1 + А. 1 + 2 

шукана точка £)(17/3,11/3, - 1 ) . ~4 
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IV. Задачі для практичних занять 

1.1. Задано вектори ах = (-1,2,0),а 2 = (3,1,1),а3 =(2,0,1) 

і а =ах -2а2

 + ^ з - Обчислити: 

а) |а х | та координати орта (а1)0 вектора ах; 
Л 

б) соз(а, , 7); 

в) координату х вектора а ; 

г) пр~. а. 

1 

1.2. Задано вектори е = ( - ] , 1, —) і а = (2, - 2 , - 1 ) . Пере­
конатись, що вони колінеарні та знайти розклад вектора а за 
базисом р = (е). 

1.3. На площині задано вектори ех = ( -1 , 2), ? 2

 = (2, 0 
і а - (0, - 2 ) . Переконатись, що Р = ( е 1 ; е 2 ) - базис у множині 
всіх векторів на площині. Побудувати задані вектори та ви­
конати розклад вектора а за базисом р. 

1.4. Показати, що трійка векторів Щ = (1,0,0), е2 = (1,1,0) та 
?з = (1,1,1) утворює базис у множині усіх векторів простору. Об­
числити координати вектора а = -2і -к у базисі Р = ( е І 5 е 2 ,Єз ) і 
виконати відповідний розклад за базисом. 

1.5. Задано вектори 
а - 2і + Зу, Ь = -Зу - 2к, с = і + і - к . 
Знайти: 
а) координати орта а0; 

б) координати вектора й =а-~Ь + с ; 

в) розклад вектора / = а + Ь - 2с за базисом р = (ї, ], к); 
г) пр-Ла-Ь). 
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1.6. Знайти координати орта а 0 , якщо а = (6, 7, - 6 ) . 

1.7. Вектор а = Зі - 9 / + гк . Знайти г, якщо | а |= 12 . 

1.8. Знайти довжину та напрямні косинуси вектора 

р = За -5Ь +с , якщо а = 4/ + 7у + 3£, & = / +2у + к, с =2і — 
-3]-к. 

1.9. Знайти вектор х , колінеарний вектору а = і - 2] -2к 
та такий, що утворює з ортом у гострий кут і має довжину 
| 5 | = 15. 

1.10. Знайти вектор х , який утворює з усіма трьома 

базисними ортами рівні гострі кути, за умови, що 

1.11. Знайти вектор х , який утворює з ортом у кут 60°, з 

ортом к - кут 120° , за умови, що | х | = 5л/2 . 

1.12. За яких значень а і (3 вектори а - -2і + 3^ + ак та 

Ь = рГ - б] + 2к колінеарні? 

1.13. Задані три вершини А(3,-4, 7), 5 ( - 5 , 3 , - 2 ) і 
С(1, 2, - 3) паралелограма АВСИ . Знайти його четверту верши­
ну В, протилежну В . 

1.14. Задані дві суміжні вершини паралелограма А(-2, 6), 
В{2, 8) і точка перетину його діагоналей М(2, 2 ) . Знайти дві 
інші вершини. 

1.15. Визначити координати вершин трикутника, якщо 
відомі середини його сторін: К(2, - 4 ) , М(6, 1), N(-2, 3) . 

1.16. На осі абсцис знайти точку М, відстань від якої 
до точки Л(3 , -3 ) дорівнює 5. 

1.17. На осі ординат знайти точку М , рівновіддалену 
від точок А(\, - 4, 7) та В(5, 6, - 5) . 
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1.18. Задані вершини трикутника Л(3,-1,5), 5 (4 ,2 , -5 ) і 
С(-4 ,0 ,3) . Знайти довжину медіани, проведеної з вершини А. 

1.19. Відрізок з кінцями у точках А(3, -2) і 5(6, 4) розді­
лений на три рівні частини. Знайти координати точок ділення. 

1.20. Визначити координати кінців відрізка АВ, який точ­
ками С(2, 0, 2) і 0(5, - 2, 0) розділений на три рівні частини. 

§2. Добутки векторів 

І. Короткі теоретичні відомості 

Скалярний добуток векторів. Скалярним добутком векторів а та Ь 
називається число, що дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус 
кута ф між ними: 

(а, В) = аЬ = | а 11Ь | созф . 

В л а с т и в о с т і с к а л я р н о г о д о б у т к у . 

1°. (а, Ь) = (Ь, а) (комутативний закон). 

2°. (а, аЬ) = а(а, Ь), а є К (асоціативний закон). 

3°. (а, Ь + с) = (а, Ь) + (а, с) (дистрибутивний закон). 

4°. і і = )) = кк = 1; / ) - ]к =кі = 0 . 

5°. Якщо 

а = ххі + ухі + гхк, Ь = х2і +у2І + г2к , 

то 

(а,Ь) = х^х2+уху2+2122. 

6° (а,а) = а2 = | Я | 2 ; \а\ = іІ(а,а). 

7°. й і і о ( а , ї ) = 0 або ххх2 + у\у2 + 2 ] 2 2 = 0 (умова перпенди­
кулярності векторів). 
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Проекція вектора а на Ь та кут між цими векторами визначають­
ся за формулами: 

пРг а = СОЗр = 
( а , Ь ) 

151161 

Робота Л сили Р при переміщенні матеріальної точки вздовж пря­

мої з положення В в С , 5 С = ? , визначається за формулою: 

А = (Р,1). 

Векторний добуток векторів. Векторним добутком векторів а і Ь 
називається третій вектор с , що задовольняє таким умовам (рис. 1.4): 

_ л _ 
1) | с |=| а Ц 6 | 5 іпф, ф = ( а , 6 ) ; 

2) сіа, сІЬ; 

3) вектори а, Ь, с утворюють праву трійку. 

Зауважимо, що вектори а,Ь,с утворюють праву трійку, якщо найко-
ротший поворот від вектора а до вектора Ь з кінця вектора с спостері­
гається проти годинникової стрілки. 

А с = а хЬ 

Рис. 1.4 

Векторний добуток позначається ахЬ або [ а ,Ь] . 
В л а с т и в о с т і в е к т о р н о г о д о б у т к у . 

1°. ахЬ = -{Ь ха) (антикомутативний закон). 

2°. а х (ай) = а(а х Ь), а є К (асоціативний закон). 

3°. ах(Ь+с) = ахЬ+ахс (дистрибутивний закон). 
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4 . / х і = у х у = А: х £ = 0 ; /' х у = £ , у х * = / , кхі = ) . 

5 . ЯКЩО в = Х]! + У\) + 2 ) * , 6 = + ^гУ + 22к , то 

ї 1 і 
ахЬ х\ У\ Ч 

х2 уг г2 

тобто а х Ь записується за допомогою визначника третього порядку; 
див. гл. З §1. 

6°. а Ц Ь <=> а х Ь = 0 або — = — = — (умова колінеарності векторів). 
х2 у2 г2 

Площа 5] паралелограма та площа 82 трикутника, побудованих на 

векторах а та А, обчислюються за формулами: 

=| а х Ь |, 52 = | а х Ь \. 

Момент М сили Р, що прикладена до точки А тіла, відносно точки О , 
визначається за формулою: 

М = ОАхР . 

Мішаний добуток векторів. Мішаним добутком векторів а, Ь, с 

називається скалярний добуток вектора а х Ь на вектор с , тобто (а х Ь)с . 
В л а с т и в о с т і м і ш а н о г о д о б у т к у . 

1°. (ахЬ)с = -(Ьха)с . 

2°. (ахЬ)с = а(Ьхс). 
Завдяки цій властивості мішаний добуток записується у вигляді 

(а, Ь, с) або аЬс . 

3°. (а, Ь, с) = (Ь, с, а) = (с, а, Ь) = -(Ь, а, с) = - ( с , Ь, а) = -(а, с, Ь). 

4°. Якщо 

а = х{і + ух] + 2]к ; Ь = х2і + у2] + г2к ; с = х 3 / + _у3у + г3к , 
то 

( 5 , Ь , с ) : 
*1 У] г \ 
х2 Уг 2 2 

*з / з 2 3 
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5°. Необхідна та достатня умова компланарності векторів а,Ь,с : 

(а,Ь,с) = 0 або 
*1 У\ 2 і 

Ч Уг Ч 

*з Уг Ч 

Об'єм У\ паралелепіпеда, побудованого на векторах а, Ь, с та об'єм 

У2 утвореної цими векторами трикутної піраміди знаходяться за формулами: 

У^\{а,Ь,~с)\; Уг=\\(а,Ь,с)\. 
о 

Подвійний векторний добуток. Подвійним векторним добутком век­

торів а, Ь і с називається векторний добуток двох із них, помножений век­

торно на третій. Наприклад, ( о х ї ) х с ; ах(Ьхс). Інше позначення: 

[[5,8], с]; [а,[8,с]]. 
Подвійний векторний добуток виражається за допомогою скалярного 

добутку таким чином: 

(а х Ь) х с = Ь(а с) ~а(Ь с), 

ах(Ь х с ) = Ь(а с)-с{а Ь). 

При круговій перестановці векторів а,Ь,с у подвійному векторному 
добутку приходимо до трьох різних векторів: 

(а хЬ)хс = Ь(а с)-а(Ь с), 

(Ь хс)ха -с(Ь а)-Ь(с а), 

(с х е ) х Ь = а(с Ь)-с(а Ь). 

II. Контрольні питання та завдання 

1. Що називається скалярним добутком двох векторів? 

2. Як виражається скалярний добуток двох векторів з 
використанням проекції одного вектора на другий? 

3. Перелічіть основні властивості скалярного добутку. 

4. Як виражається скалярний добуток векторів через ко­
ординати векторів у декартовій системі координат? 

5. Чому дорівнює кут ф між ненульовими векторами а та Ь1 
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6. У чому полягає умова ортогональності (перпендикуляр­
ності) векторів а та Ь; умова колінеарності векторів а та Ь ? 

7. В якому випадку вектори а,Ь,с, взяті у заданому по­
рядку, утворюють праву трійку? 

8. Що називається векторним добутком двох векторів? 
9. Який геометричний зміст модуля векторного добутку 

двох неколінеарних векторів? 
10. Перелічіть основні властивості векторного добутку. 
11. Запишіть формулу, за якою обчислюється векторний до­

буток векторів а = ахі + ау] + агк та Ь = Ьхі + Ьу] + Ьгк . 

12. Що називається мішаним добутком трьох векторів? 
13. Який геометричний зміст модуля мішаного добутку трьох 

некомпланарних векторів? 
14. У чому полягає необхідна та достатня умова компланар-

ності трьох векторів? 
15. Як виражається мішаний добуток трьох векторів через 

координати векторів у декартовій системі координат? 

///. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. Знайти (2а +Ь,а- ЗЬ) , якщо | а |= 1, | Ь |= 2, 

( 5 , = 

• Використовуючи властивості та означення скалярного добутку, маємо 

(2а +Ь,а-ЗЬ) = 2(5, а) - 6(а, Ь) + (Ь, а) - 3(6, Ь) = 

= 2 |а | 2 - 5 | а 11Ь \ со$(а?Ь)- 31 & | 2 = 2 - Юсоз—- 3-4 = - 1 0 - 1 0 — = 
6 2 

/7 
= -10(1 + ^ - ) . ^ 

П р и к л а д 2. У трикутнику з вершинами А(2, - 1 , 3), 
В(-2, 2, 5), С(1, 2, 3) знайти косинус кута при вершині А . 
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• АВ = ( -4 ,3 ,2 ) , АС = ( - 1 , 3 , 0 ) , тоді 

- 4 ( - 1 ) + 3-3 + 2 0 
соз<р = со8(АЗ, АС) = 

( - 4 ) 2 + 3 2 + 2 2 д / ( - 1 ) 2 + 3 2 

13 
* 0,763. 

Приклад 3. Знайти векторний добуток векторів 
й=27 + з7 + 5£ та Ь=ї + 2]+к 

• Маємо 

2 3 5 

1 2 1 

3 5 2 5 2 3 
- у 

2 1 
- у 

1 1 1 2 
-7? + 3] + к = ( -7 , З, І). •« 

Приклад 4. Обчислити площу паралелограма, побудовано­
го на векторах с=а + ЗЬ та д. = 3 5 + 6 , якщо | а |= |Ь|=1, 

( а ? 6 ) = 30°. 
• Маємо 

с х а = (а + 36) х (За + 6) = 3(5 х 5) + о х Ь + 9(6 х а) + 3(6 х 6) = 

= 3- 0 + 5 x 6 - 9 ( а х £ ) + 3- 0 = -8 (5 х 6) 

(оскільки 5 x 5 = 6 x 6 = 0 , 6 x 5 = - ( в х 6 ) ) . Тоді 

8 =| с х А |= 8 | а х Ь [= 8 • 1 • 1 • кіпЗО0 = 4 (кв. од.). ^ 

Приклад 5. Обчислити площу трикутника АВС, де 
А(2,-1, 3), В(-2, 2, 5), С(1,2, 3) . 

• Врахуємо, що 5 = = ( - 4 , 3 , 2), Ь = ~АС = ( - 1 , 3 ,0 ) . Тоді 

і у А 

а х 6 = - 4 3 2 

- 1 3 0 

= -6г - 2у - 9к , 

звідки 

1 5 x 6 І=л/36 + 4 + 81 = л / ш = 1 1 : 5 = - ' ~ г , а х 6 1= —11 = 5,5 (кв. од.). •< 
2 2 
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Приклад 6. Знайти мішаний добуток векторів 
а=2і-і-к, 6 = / + З у ' - & , с = і+^ + 4к. 

• (а, Ь, с) = 
2 - 1 - 1 
1 3 - 1 
1 1 4 

= 2 
3 - 1 1 - 1 

- 1 
1 3 

+ 1 - 1 
1 4 1 4 1 1 

= 26 + 5 + 2 = 33 . -4 

Приклад 7. Задані вершини трикутної піраміди А(3, 2,1), 
В(-2,1, - 2 ) , С ( - 1 , 2, 3), Я(1, - 2 , 3). Знайти її об'єм. 

• а = АВ = (-5,-1,-2), 6 = ЛС = ( -4 ,0 , 2), с = 15 = ( ~ 2 , - 4 , 2 ) . 

-5 - 1 - З 

(а,Ь,с) = 4 0 2 

•2 - 4 2 
-48 + 4 - 4 0 - 8 = - 9 2 . 

1 46 

Отже, об'єм трикутної піраміди V = — | -921= — (куб. од.). Ч 
6 З 

Приклад 8. Показати, що вектори 
5, = ( 1 , - 1 , 2), 5 2 = ( 2 , 2 , - 1 ) , 5 3 = ( 2 , 1 , 0 ) 

утворюють базис у У 3 . 
• Враховуючи, що базисом у У 3 є три некомпланарні вектори, розв'я­

зання зводиться до перевірки виконання умови компланарності трьох векторів: 

1 - 1 2 

(ах,а2,аг) = 2 2 - 1 = 1 • 1 - ( - 1 ) • 2 + 2(2 - 4) = 1 + 2 - 4 = - 1 * 0 . 

2 1 0 

Таким чином, вектори некомпланарні, утворюють базис у У 3 . ^ 

Приклад 9. Задано вектори 5 = ( 2 , 3 , 0 ) , 6 = ( 1 , - 2 , 2 ) , 
с = (3,2,1). 

Визначити: 
1) довжину вектора а: \а\; 

2) скалярний добуток векторів а та &: (а, Ь); 
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3) косинус кута між векторами а та і ; 

4) векторний добуток векторів а та Ь : а х Ь ; 

5) мішаний добуток векторів а, Ь, с: (а,Ь,с); 

6) чи колінеарні вектори а і Ь; 

7) чи компланарні вектори а, Ь, с. 

• 1. \а\=^а] +а\+а\ =л/4 + 9 + 0 = л/ЇЗ . 

2. (5,6) = ^ 6 , + а 2 6 2 + а з * 3 = 2-1 + 3-(-2) + 0-2 = - 4 . 

(5,6) - 4 4 3. со«(а , 6 ) 
5І 6 І л/ЇЗл/і + 4 + 4 Зл/ІЗ 

4. а хб = 

1 у * 
2 3 0 
1 - 2 2 

3 0 2 0 _ 2 3 
і - у + 

- 2 2 1 2 1 - 2 
/1 = 

= 6 і - 4 у - 7 £ = ( 6 , - 4 , - 7 ) ; 

І а х £[ = д/б 2 + ( - 4 ) 2 + ( - 7 ) 2 = л / 3 6 + 1 6 + 49 = л/ЙЇЇ . 

«і а2 
а 3 2 3 0 2 3 0 

5. (5, 6, с) = &3 = 1 - 2 2 = - 5 - 6 0 
С1 с2 с з 3 2 1 3 2 1 

2 З 

- 5 - 6 
= -12 + 15 = 3 . 

6. Умова колінеарності векторів а і Ь : — = —=- = 
Я] а 2 # з 

*1 *2 *3 

2 3 0 - . г 
— Ф — ^ — => о і і не колінеарні. 
1 - 2 2 

7. Умова компланарності векторів а , 6 , с : (5, 6, с) = 0 ; 

( 5 , 6 , <?) = 3 * 0 => вектори 5 , 6 , с не компланарні. -4 

\ 
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IV. Задачі для практичних занять 

л 
1.21. | ах |= 3, | а2 \- 4, (ах , а2) - 2тс/3. Обчислити: 

а) ах = ахах; б) ( З ^ - 2 5 2 ) ( а і + 2а2) ; в) ( а ] + й 2 ) . 

1.22. \ах |=3 , | 5 2 | = 5 . Визначити, за якого значення а 
вектори Ь=ах+сш2 та с - ах-аа2 перпендикулярні. 

1.23. Визначити довжину діагоналей паралелограма, по­

будованого на векторах а = р-ЗЦ, Ь =5/3 + 2 ^ , якщо відо­

мо, що І р |= І <71= 3 та (р , д) = я / 4 . 

1.24. Визначити кут між векторами а і Ь, якщо відомо, 

що (а-Ь)1 + (а + 2Ь)2 =20 та \ а |= 1, | £ | = 2 . 

1.25. Обчислити пр5+^(2а-Ь), якщо | а | = | 6 | = 1 та 

( а ? £ ) = 120°. 

1.26. Знайти кут, утворений одиничними векторами ех і 
е 2 , якщо відомо, що вектори а = ех +2е2 та Ь = 5ех - 4 е 2 пер­
пендикулярні. 

1.27. Задано вектори ах - (4, - 2, - 4) і а2 - (6, - 3, 2) . Об-
числити: а) аха2; б) (2ах -За2)(ах +2а2) ; в ) ( 5 } - а 2 ) ; 
г) \2ах-а2 |; д) лр й а2 ; е) ир Й 2 ^ ; є) напрямні косинуси 

Л 

вектора а1; ж) прПх+аі(ах-2а2); з) с о з ^ , 3 2 ) . 
1.28. Задано точки Л(2, 2) і 5 ( 5 , - 2 ) . На осі абсцис 

„ л _ 
знайти таку точку М , щоб (АМ , МВ) = тс/2 . 

1.29. Для заданих векторів а, Ь і с обчислити 
пре (2а- ЗЬ): 

а) а = -/ + 2] + к, Ь - Зі + і + к, с - 4і + Зі ; 

б) я = / - 2у + 3&, 6 = - 3 / + 2] - к , с - 6і + 2} + Зк . 
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1.30. Обчислити роботу сили Р = і + 2у' + Л при пере­
міщенні матеріальної точки з положення А(-1, 2, 0) у положен­
ня 5 (2 ,1 , 3). 

1.31. Знайти координати вектора х, колінеарного вектору 
а = (2 ,1 , -1 ) і такого, що задовольняє умові (а, х) = 3 . 

1.32. Вектор х, перпендикулярний вектору ах =(2,3,-1) та 

вектору а2 =(1,-2,3) , задовольняє умові х(2і - у + к) = - 6 . 
Знайти координати вектора х. 

л 
1.33. І а, |= 1, \а2 |= 2 і (ах , а2) = 2л /3 . Обчислити: 

а) | [5 , , а2]\; б) \ [2ах+а2, ах + 2 й 2 ] | ; 
в) | [ах + 3а2, Зах -а2] \ . 
1.34. Якій умові повинні задовольняти вектори ах і а2 , щоб 

вектори Ь - ах + а2 та с = - а2 були колінеарні? 

1.35. Спростити вирази: 

а) [ї, ] + к]-[],І +к] + [к,ї +] +к]; 

б) [а +Ь + с, с] + [а + Ь + с, Ь] + [Ь -с, а]; 

в) [2а +6 , с -а] + [Ь +с, а + Ь]; 

г) 2І[],к] + 3][і,к] + 4к[ї, ]]. 

1.36. | а |=| 6 |=5, (а,Ь) = п/4. Обчислити площу три­

кутника, побудованого на векторах с = а - 2Ь та сі = За + 2Ь . 

1.37. Задано вектори = (3, — 1, 2) і а2 = ( 1 ,2 , -1 ) . 
Знайти координати векторів: 

а) [5], а2]; б) [2ах +а2, а2]; в) [2ах - а 2 , 25] + а2]. 
1.38. Обчислити площу трикутника з вершинами 

Д1,1,1), 5 (2 ,3 ,4 ) та С(4, 3, 2 ) . 



1.39. У трикутнику з вершинами А(\,-\, 2 ) , 5 ( 5 , - 6 , 2) і 

С(1, 3,-1) знайти висоту к =| ВИ \. 

1.40. Визначити значення а і Р , за яких вектор 

с = аі+3] + $к колінеарний вектору ^ = [а, Ь], якщо 

5 = (3,-1,1) , £ = (1 ,2 ,0) . 

1.41. Знайти вектор с = [а, а + Ь] + [а, [а, Ь]], якщо 

5 = (2 ,1 , -3) , Ь = (1 , -1 ,1 ) . 

1.42. Сила Р = 2і-Л]+5ік прикладена до точки 
Д 4 , - 2 , 3 ) . Визначити момент цієї сили відносно точки 
0(3 , 2 , - 1 ) . 

1.43. Вектори а,Ь,с утворюють ліву трійку, | а | = 1 , 

| 6 |=2 , | с |= 3 та (а , Ь) = 30°; с1_а, с1.Ь . Знайти (а, Ь, с). 
1.44. Задано вектори ах = (1 , -1 ,3 ) , а2 = ( - 2 , 2 , 1 ) і 

а3 = (3 , -2 , 5) . Обчислити (ах, а2, а3). Яка орієнтація трійок: 
а)ах,а2,а3; б)а2,ах,а3; в ) 5 1 , 5 3 , 3 2 ? 

1.45. Встановити, чи утворюють вектори ах, а2 і «з базис 
у множині всіх векторів, якщо: 

а) а, = ( 2 , 3 , - 1 ) , а2 = (1 , -1 ,3 ) , а 3 = (1, 9,-11) ; 

б) 5, = ( 3 , - 2 , 1 ) , а 2 = ( 2 , 1 , 2 ) , 3 3 = ( 3 , - 1 , - 2 ) . 

1.46. Обчислити об'єм паралелепіпеда, побудованого на 
векторах: 

а) а = 2/ + ] - к, Ь = і + і + 3к, с = Зі - 4у + 2к ; 

б) а = Зг + б у - 8 к , 6 = - 2 г + 4 у - 6 & , с = 5 г ' + 2 у ' - £ . 

1.47. Знайти довжину висоти паралелепіпеда, побудованого 
на векторах а = і - 5і + к, Ь = 4і + 2к, с = / - у - к, якщо за ос­
нову прийняти паралелограм, побудований на векторах а та Ь. 
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1.48. Обчислити об 'єм піраміди ОАВС, якщо 

ОА = ЗЇ + 4], ОВ = ~3] + к, ОС = 2] + 5к. 
1.49. Обчислити об'єм піраміди з вершинами у точках 

А(2, - 3 , 5), В(0, 2,1), С ( - 2 , - 2 , 3) та £>(3, 2, 4 ) . 

1.50. У піраміді з вершинами у точках А{\, 1,1), В(2, 0, 2), 

С(2, 2, 2) і £>(3, 4, - 3 ) обчислити висоту к=\йЕ\. 

1.51. Перевірити, чи компланарні задані вектори: 

а) а = -2Ї + ] + к, Ь=ї~2] + 3к, с = 14Ї-\3] + 1к; 

б) а^2Ї + ]-Зк, Ь=ЗЇ-2] + 2к, с=ї-4] + к. 

1.52. Визначити значення X, за яким вектори 5, Ь, с будуть 
компланарні? 

а) 5 = </\,3,1), 6 = ( 5 , - 1 , 2), с = ( - 1 , 5 , 4 ) ; 

б) а = (1, 2Х, 1), £ = (1Д,0) , с = ( 0 Д , 1 ) . 

1.53. Довести, що чотири точки Д 1 , 2,-1) , В(0,1, 5), 
С( -1 , 2, 1) і 0(2, 1, 3) лежать в одній площині. 

1.54. Довести тотожності: 

а) (5 + с)Ь(а + Ь) = -аЬс ; 

б) (5 -Ь)(а -Ь -с)(5 + 2Ь -с) = 356с ; 

в) (5 + 6)(6 + с){с + а) = 2аЬс ; 

г) аЬ(с + аа+ рб) = аЬс Уа, Р . 

1.55. Довести компланарність векторів а,Ь,с, якщо 

відомо, що [а,Ь]+ [Ь, с] + [с, а] = 0. 



ГЛАВА 2. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ 

§1. Прямі лінії та площини 

І. Короткі теоретичні відомості 

Пряма на площині. Наведемо основні види рівнянь прямої на площині: 

1) а(х-х0)+ в(у-уо)=0 - рівняння прямої, що проходить через 

точку М0(х0, у0) перпендикулярно до нормального вектора я = (А, В); 

2) Ах+ В у+ С = 0 - загальне рівняння прямої, де вектор я = {А, В) -
нормальний вектор прямої; 

3) у=кх+Ь - рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом; к -кутовий 

коефіцієнт прямої: к = Щсс, де а - кут між прямою і додатним напрямом 

осі Ох, Ь - ордината точки перетину прямої з віссю Оу ; 

4) У ~ у о =к(х~хо) ~ рівняння прямої, що проходить через задану точку 

М0(х0, Уо) у заданому напрямі, який задається кутовим коефіцієнтом к; 

х-х0 у-уп 
5) У- = - — - рівняння прямої, що проходить через точку 

Мо(х0,уо) паралельно напрямному вектору ї = ( т , и ) (канонічне рівняння); 

де г0 = ( х о , ) - радіус-вектор точки М 0 ( х о , у$), що належить прямій, 

? = (т, п) - напрямний вектор прямої; 

х у 
7) — + — = 1 - рівняння прямої у відрізках, а і Ь - величини напрям-

а Ь 
лених відрізків, що відтинаються прямою на координатних осях; 

т п 

8) 
Х-Х\ У-Уі 

- рівняння прямої, що проходить через дві задані 
х2~хі Уг~У\ 

точки М , ( * і , ух) і М2 (х2, у2); 
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9) х соза + > > с о 8 р - р = 0 - нормальне рівняння прямої, де соза та 

созР - напрямні косинуси нормального вектора « , р>0 - відстань від 
початку координат до прямої. 

Загальне рівняння прямої Ах + Ву + С = 0 приводиться до нормаль­
ного вигляду множенням на нормувальний множник 

1 
і* і і 

±УІА2 +В2 

де знак перед коренем вибирається протилежним знаку вільного члена С . 

Якщо щ = (А\, В\), п2 = (А2, В2) - нормальні вектори прямих /] та 

/ 2 відповідно, то кут між ними визначається за формулою: 

С08ф = — . 
\"\ \\"2 І 

Якщо к\, к2 - кутові коефіцієнти двох прямих, то кут ф між ними 
визначається за формулою 

1 + кхк2 

Умова паралельності та перпендикулярності прямих ^ та 12 : 

В, 
/ , | | / 2 о А = А ; / , і / 2 А{А2+ВхВ2=0 

або 

Н\\і2 <=> к і = к

2 ; іі±12 <=> к2=-~. 
к 1 

Якщо задано рівняння прямої / : Ах + Ву + С = 0 і точка М0 [х0,у0), 
то відстань від цієї точки до даної прямої обчислюється за формулою 

і/А 2* в2 

Площина та пряма у просторі. Основні види рівнянь площини: 

1) А(х-х0) + В(у-у0) + С(г-г0) = 0 - рівняння площини, що про­

ходить через задану точку М0(х0 ,у0,20) перпендикулярно до нормального 

вектора п={А,В,С); 

2) Ах + Ву + Сг + О = 0 - загальне рівняння площини, де вектор 

п =(А,В,С) - нормальний вектор площини; 
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14 х У г і • • І. 
3) — + — + — = 1 - рівняння площини у відрізках, де а,Ь,с - довжини 

а Ь с 

напрямлених відрізків, що відтинаються площиною на координатних осях; 

х -хх У ~ У\ г -гх 

4) хг-хх Уг~У\ 2 2 - 2 , = 0 
хг~хі Уз'Уі 2 і ~ г і 

- рівняння площини, що проходить через три задані точки Мх(хх,ух,2х), 
М2(х2,у2,г2), М 3 ( х 3 , 7 3 , 2 3 ) ; 

5) х соз а + у соз (3 + 2 созу - р = 0 - нормальне рівняння площини, де 
соха, со«р, соку - напрямні косинуси нормального вектора Я, р>0 -
відстань від початку координат до площини. 

Загальне рівняння площини Ах+ Ву + Сг + О = 0 приводиться до 
нормального вигляду множенням на нормувальний множник 

1 
И = 7 = = = = = = - . 

±4а2 + в2 + с2 

де знак перед коренем вибирається протилежним знаку вільного члена В . 

Кут між двома заданими площинами визначається за формулою 

АХА2 +ВХВ2 + С | С 2  СОЗф = 

/ ^ , 2 + 5 , 2 + С , 2 •\а2 +в2 + с 2 

іх і - о ] -і-^! ул2 -т °1 -<-«-2 
Умови паралельності та перпендикулярності двох площин 

б , : Ахх + Вху + Схг + Ох=0 і £) 2 : А2х + В2у + С2 г + В2 = 0 
мають вигляд: 

А _ вх _ с , (2Х±(22 <=> АхА2+ВхВ2+СхС2=0. 
А2 В2 С2 

Відстань р ( М 0 , 2 ) від точки М0(х0 ,у0 , г 0 ) до площини 

£: Ах + Ву + Сг + О = 0: 

, , . \Ах0 + Ву0 + С20+Р\ 

> М 2 + Й 2 + С 2 

Пряма у просторі. Основні види рівнянь прямої у просторі: 

Ахх+ Вху + Схг + йх = 0 ; 
1) 

| Л 2 Х + .в2.>; + С2- г + -£)2 = 0 

- загальні рівняння прямої, що визначена перетином двох непаралельних 
площин; 
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х = дг0 + ті ; 
2) ІУ = Уо + п 1 > 

2 =20+ рі 

- параметричні рівняння прямої в просторі, де І є II - параметр. 

Ці рівняння у векторній формі мають вигляд 
Г = Г0 + 5 І , 

де г 0 = ( х 0 , Уо, 20) - радіус-вектор точки М 0 ( дг0, у0, 2 0 ) , що належить 
прямій, 5 = (т, п, р) - напрямний вектор прямої; 

_. X - Хп V - у п 2 - 2п . . 
3) 2- = - н- = — - к а н о н і ч н і р івняння прямої , де 

т п р 
Л ( * о , Уо, ?о) _ задана точка прямої, а вектор ? = (т, п, р) - напрямний 
вектор прямої; 

л л Х~Х\ У-У\ 2-2і 
4) — = — — = ! рівняння прямої, що проходить через 

х 2 ~ х \ Уг-Уі 22~2\ 
дві задані точки Му (х\, ух, 2\) і М2 (х2 , У2> 2 2 ) . 

Кут між прямими 
ДГ-Х! У - У ] 2-2Х х - х 2 7 ~ У 2 2 - г 2 і , . = = і ь2 . = = 

тх П] рх т2 п2 р2 

обчислюється за формулою 
тхт2 + щп2 + р\р2 

СОЗф : 7 2 2 2 І 2 2 2 ' т\ +щ + рх т]т2 +п2 + р2 

Умови паралельності та перпендикулярності прямих Ь\ та Ь2 : 

£] | | І 2 <=>— = — = — ; І ] Л / . 2 Щт2 +"і"2 + Р\Р2 = 0 . 
т2 « 2 Рі 

Відстань р ( М 0 , 1 ) від точки М 0 до прямої І , де Ь: ——— = ——— = 
т п 

———, точка А (х\, у і, г\) є і , х =(т,п,р), визначається за формулою 
Р 

АМ0 х Л 
р ( М 0 , і ) = 

т 
ти е. - •• х~хо У-Уо г~Ч • 
Щоб знайти точку перетину прямої — = — = — і площи-

т п • р 
ни Ах + Ву + Сг + О = 0, слід розв'язати спільно ці рівняння. 
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V т х ~ х \ У~У\ г ~ г \ Кут між прямою Ь: !- = - -
т п р 

~Ву + Сг + й = 0 визначається за формулою 
\Ат + Вп + Ср 

і площиною б : Ах + 

81П ф = • , . 

4 А2 +В2+С2 у]т2+п2 + р2 

Умови паралельності та перпендикулярності прямої Ь та площини : 

Ь Ц Є <=> Ат + Вп + Ср = 0 ; і±£> <=> 

Умова належності двох прямих 

тх пх 

одній площині така 
Р\ 

т п р 

х-х2 = у-Уг = т.-22 

т2 п2 р2 

(АХА2 , $х, 52 ) = 0 або 

х 2 ~ х \ Уг~У\ 2г~2\ 
тх я, р , 
т 2 л 2 ^ 2 

= 0 , 

де Ах(хх,ух,2Х)&Ц, А2{х2,У2,22) є і 2 ; « і = ( « і . И | , ^ і ) » £ 2 = (т2,п2, р2). 

Прямі ^ та Ь2 мимобіжні, якщо 

х і ~ х \ Уі~У\ 2 2 - 2 , 

Р\ 

Рг 

* 0 . 

Відстань між двома мимобіжними прямими і ( та £ 2 визначається за 
формулою: 

Р ( і і , ^ 2 ) : 
| ( ^ Л 2 > ? ь 5 2 

| 5, X 5 2 | 

//. Контрольні питання та завдання 

1. Записати загальне рівняння прямої на площині. 
2. Який геометричний зміст коефіцієнтів при х та у в 

загальному рівнянні прямої на площині? 
3. Записати рівняння прямої на площині, що проходить 

через точку М 0 ( х 0 , у0) перпендикулярно до вектора Я = {А, В). 
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4. Записати канонічне рівняння прямої на площині та вка­
зати геометричний зміст параметрів, що в нього входять. 

5. Записати рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом і вка­
зати геометричний зміст параметрів, що в нього входять. 

6. Рівняння яких прямих не можуть бути записані у виг­
ляді рівняння з кутовим коефіцієнтом? 

7. Записати умову паралельності та умову перпендикуляр­
ності двох прямих, заданих рівняннями: 

Ахх + Вху + С] = 0, А2х + В2у + С2 = 0 . 
8. Записати умову паралельності та умову перпендикуляр­

ності двох прямих, заданих рівняннями: 
х-хх = у - у } , х-х2 = У~У2 

т] й| т2 п2 

9. Записати рівняння площини, що проходить через точку 
М(х0, у0, г0) перпендикулярно до вектора п = (А, В, С) . 

10. Записати рівняння площини, що проходить через три 
точки Мх(х{, ух, 2 , ) , М2(х2, у2, г2), М 3 0 3 , у3, г 3 ) . 

11. Записати формулу, за якою знаходиться кут ер між пло­
щинами 

£2: А\х + Вху + СХ2 + Д = 0 та (32: А2х + В2у + С2г + £>2 = 0 . 
12. Записати умову паралельності та перпендикулярності 

площин (2і т а (Зі-
13. Записати формулу для обчислення відстані від точки 

М ( Х ) , У\, ц) до площини £>: Ах + Ву + Сг +1) = 0 . 
14. Записати канонічні рівняння прямої у просторі та вказа­

ти геометричний зміст параметрів, що входять в ці рівняння. 
15. Записати параметричні рівняння прямої у просторі. 
16. Записати рівняння прямої у просторі, що проходить че­

рез точки Мх{хх, уі,г{) та М2(х2, у2, г2) . 
17. Записати формулу, за якою знаходиться кут між прями­

ми у просторі Ьх та Ь2 . 
18. Записати умову паралельності та умову перпендикулярності 

прямих у просторі Ц та Ь2, заданих канонічними рівняннями. 
19. Записати формулу, за якою знаходиться кут ер між пря­

мою у просторі Ь та площиною . 
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20. Записати умову паралельності та перпендикулярності 
прямої у просторі Ь та площини ( ) . 

III. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. Задані вершини трикутника А(-2,-3), 5 ( 5 , 4) , 
С ( - 1 , 2). Скласти рівняння медіани АМ . 

• Точка М - середина сторони ВС, тому 

* л , = ^ = ^ = 2 ; , м = ^ = ^ = 3 ; М ( 2 , 3 ) . 

Використовуючи рівняння прямої, що проходить через точки А і М, 
х + 2 у + 3 

знайдемо рівняння медіани АМ: = , звідки Зх - 2у = 0 . < 
2+2 3 + 3 

Приклад 2. Скласти рівняння прямої, що проходить таким 
чином: 

1) через точку М (1 , 2 ) та точку N ( 3 , 5 ) ; 
2) через точку М (1 , 2 ) паралельно вектору ? = (0, - 1 ) ; 
3) через точку М ( 1 , 2) перпендикулярно до вектора 

Я = ( 3 , - 5 ) . 
• Складаючи рівняння прямої, треба передусім вибрати той вигляд 

рівняння, який швидше приводить до мети. 
1. Використаємо рівняння прямої, що проходить через дві точки 

х-хі = у-ух 

х і ~ х \ Уг~У\ 

\я У~2 У~2 Т Т 1 п 

Маємо: = : = ; Зх - 2у +1 = 0 . 
3 - 1 5 - 2 2 3 

2. Використаємо канонічне рівняння прямої * х ° - ^ ° 
т 

Маємо: ——- = ——— ; х - 1 = 0 . 
0 - 1 

3. Використаємо рівняння прямої, заданої точкою та нормальним век­
тором: А(х -х0) + В(у -уо) = 0 . 

Маємо: 3 ( х - і ) - 5 ( у - 2 ) = 0 ; Зх - 5 >> + 7 = 0 
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Щоб знайти відстань між прямими, візьмемо на одній із прямих деяку 
точку і знайдемо відстань від неї до іншої прямої. Поклавши, наприклад, у 
першому р івнянні х = 1 , отримаємо у = 2. Таким чином, точка 
М ( 1 , 2) є і [ . Використовуючи формулу для визначення відстані від точки 
до прямої, одержуємо 

Приклад 4. Задано прямі /} та / 2 і точка М ; 
/, :4х + ^ - 8 = 0 , / 2 : д: - 5^ - 2 = 0 ; М ( - 4 , 7 ) . 

Знайти: 

1) кутовий коефіцієнт прямої ^ і відрізок, який відтинає 
ця пряма на осі ординат; 

2) рівняння прямих /[ та / 2 у відрізках; 
3) точку N перетину прямих Д і / 2 ; 
4) рівняння прямої / 3 , що проходить через точку М па­

ралельно прямій / 2 ; 
5) рівняння прямої / 4 , що проходить через точку М пер­

пендикулярно до прямої / 2 ; 

6) відстань від точки М до прямої / 2 : р ( М , / 2 ) . 
Усі результати ілюструвати графічно. 

• 1. Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом: у = кх + Ь , де к - ку­
товий коефіцієнт прямої, Ь - відрізок, що відтинається прямою на осі ор­
динат (з точністю до знака). 

Зведемо рівняння прямої /] до означеного вигляду: 

р ( І , , і 2 ) = р ( Л / , І 2 ) = 
6 • 1 — 8 - 2 —13 [ _ 23 

= — = 2,3. ^ 
л/36 + 64 10 

/] : у = -Ах + 8 ; Аг = - 4 , 6 = 8 . 
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х у 
2. Рівняння прямої у відрізках: — + — = 1, де а і Ь з точністю до 

а Ь 

знака визначають довжини відрізків, що відтинаються на осях координат; 

/, : 4х + ^ - 8 = 0 , / 2 : х - 5 у - 2 = 0 , 

4х + 7 = 8, х-5у = 2, 

8/4 8 2 - 2 / 5 

я = 2 ; 6 = 8 , я = 2 ; Ь = - 0 , 4 . 

Л , ( 2 ; 0 ) є / , ; ^ 1 2 ( 0 ; 8 ) є / 1 5 1 ( 2 ; 0 ) є / 2 ; б 2 ( 0 ; - 0 , 4 ) є / 2 . 

3. Рівняння прямих / ] , / 2 утворюють систему лінійних алгебраїчних 

рівнянь. Розв'язавши цю систему, знайдемо точку перетину /] і / 2 : 

\4х+ 7 - 8 = 0 ; 

х - 5 у - 2 = 0 . 

Помноживши перше рівняння на 5 та склавши ліві і праві частини 
рівнянь, отримаємо: 

2 1 х - 4 2 = 0 , х = 2 . 

Шдетавтоло в перше рівняння 

7 = 2 ( - 4 ) + 8 = 0 . 

Точка N ( 2 , 0) - точка перетину прямих 1\ і / 2 . 

4. / 2 : х - 5 7 - 2 = 0 ; М ( - 4 , 7 ) . 

Шукана п р я м а / 3 ; /3 Не­

очевидно, що й/ 3 = Я/ 2 , Я/ 3 , й/ 2 - нормальні вектори прямих / 3 , / 2 

відповідно ; й/ 3 = ( 1 , - 5 ) . 

Рівняння прямої, що задана точкою і нормальним вектором п = (А,В): 

А(х-х0) + В(у-у0) = 0; 1(х + 4 ) - 5 ( 7 - 7 ) = 0 ; 

/ 3 : х - 5 7 + 39 = 0 ; ^ ( 0 ; 7 , 8 ) є / 3 . 

5. Шукана пряма / 4 ; ЦІ. /2 . 

Запишемо рівняння прямої / 2 : х- 5у - 2 = 0 у канонічному вигляді 

х~х0 _у-у0 
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З цією метою проведемо такі перетворення рівняння прямої / 2 : 
х-2 = 5у; 

х-2 

2 • 
х-2 

1 

1/5' 

У 
0,2 

^ = (1;0,2), 5/ - напрямний вектор прямої / 2 , але І/ = пц , Л/4 -

нормальний вектор прямої Ц . Запишемо рівняння Ц як рівняння прямої, 
що задана точкою М(-А, 7) і нормальним вектором Нц = ( 1 ; 0 ,2) : 

1(х + 4) + 0,2(>>-7) = 0 ; 

х + 0,2у + 2,6 = 0 ; 

10х + 2у + 26 = 0 ; 

/ 4 : 5х + у + 13 = 0 ; 

ЛГ2(-2,6 ; 0 ) є / 4 . 

6. Відстань від точки М(х0, у0) до прямої / : Лх + Ву + С = 0 виз­
начається за формулою 

І Ах0 + Ву0 + СІ 
р ( М , / ) = -

А^+В1 

М ( - 4 , 7 ) ; / 2 : х - 5 у - 2 = 0 ; 

| і ( - 4 ) - 5 - 7 - 2 | 41 
р ( М , / 2 ) = -

V I + 25 л/26 ' 
Отримані результати проілюстровано на рис. 2.1. 

Р(М,1,) 

Рис. 2.1 
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Приклад 5. Написати рівняння площини Р, що проходить че­
рез точку М ( 2 , 3 , - 1 ) паралельно площині (2: 5х-у + Зг-5 = 0. 

• Скориставшись рівнянням площини, що проходить через задану точ­
ку, запишемо А(х - 2) + В(у - 3) + С(г +1) = 0 . Із паралельності площин Р 

та б випливає, що нормальний вектор пр = пд = ( 5 , - 1 , 3 ) , тому рівняння 

площини Р має вигляд 

5 ( * - 2 ) - 0 > - 3 ) + 3 ( 2 + 1) = 0 або Р: 5х-у + 3 2 - 4 = 0 . < 

Приклад 6. Написати рівняння площини Р, що проходить 
через точки М] ( 1 , 1 , 1 ) і М 2 ( 0 , 2 , 1 ) паралельно вектору 
а = ( 2 , 0 , 1 ) . 

• Перший спосіб. 

Знайдемо М\М2; М]М2 = ( - 1 , 1, 0 ) . За нормальний вектор до пло­

щини Р візьмемо вектор п = М\М2 х а : 

= ї + 7-2~к =(1, 1 , - 2 ) . 
1 і к 

- 1 1 0 

2 0 1 

Скористаємося далі рівнянням площини, заданої точкою М\(\, 1, 1) 

нормальним вектором й = (1, 1 , - 2 ) : 

( х - 1 ) + ( у - 1 ) - 2 ( г - 1 ) = 0 ; Р: х + у-2г = 0. 

Другий спосіб. 
Точка М(х, у, г) належить шуканій площині Р у тому, і тільки у тому 

випадку, коли вектори М^М, М\М2 та а компланарні. Отже, 

{МХМ, МХМ2, а)--

тобто Р : х + у-2г = 0 .-4 

X - І у - ] 2 — 1 

- 1 1 0 

2 0 1 

= 0 , 
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Приклад 7. Знайти точку перетину прямої ь : — - — = 

у - 9 2 - 1 
= = і площини Р: Зх + 5у-г-2 = 0. 

З 1 
• Зведемо канонічні рівняння прямої до параметричного вигляду: 

лг-12 _ у-9 _ 2 - 1 _ 

4 3 ~ 1 ~ ' 

х = 4 / + 12, у = 3? + 9, 2=1 + 1. 

Підставимо ці вирази в рівняння площини Р та отримаємо 

3(4< + 12) + 5(Зг + 9 ) - г - 1 - 2 = 0 , 

звідки і = - 3 • 

Задані пряма і та площина Р перетинаються в точці з координата­
ми х = 4(-3) + 12 = 0, у = 3(-3) + 9 = 0, 2 = - 3 + 1 = -2 .«« 

Приклад 8. Пряма Ь задана загальними рівняннями: 

і Г х + у-2 =0; 
[2х-у + 2 = 0. 

Написати канонічні рівняння цієї прямої, а також рівняння 
її проекції на площину Охг. 

• Канонічні рівняння прямої: 

х-х0 = у-у0 = 2 - 2 0 

т п р 

Знайдемо точку Л(х 0 , уо> 2 о) є і . З цією метою задаємо одну з коор­
динат, наприклад х = 0 , а дві інші отримаємо з системи рівнянь, що одержа­
на з даної при х = 0 . Система набуває вигляду 

у - 2 = 0 ; Г2 = 2; 

-у + 2 = 0 , \у = 2. 

Маємо: Л ( 0 , 2, 2 ) є і . 

За напрямний вектор ? візьмемо вектор з =пх хїі-і, Д е Щ = 0> 1>_1)> 
Я 2 = ( 2 , - 1 , 0) - нормальні вектори площин, лінією перетину яких є зада­
на пряма. 
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Таким чином, 

1 1 - 1 

2 - 1 0 

= -7 - 2] -Зк= ( - 1 , - 2 , - 3 ) , 

канонічні рівняння прямої 
х - 0 у-2 2 - 2 

1 
у-

- 1 - 2 - 3 1 2 3 
Отримана пропорція еквівалентна системі трьох рівнянь 

•2 
\-2х+ у-2 = 0 ; 

; або 

у-
2 

2-2 

1 
у-2 

З 
2 - 2 

-Зх+ г- 2 = 0 ; 

- З у + 2 2 + 2 = 0 , 

. 2 3 ' 
які описують три площини, що проектують пряму на координатні площини 
Оху, Охг і Оуг відповідно (рівняння прямої в проекціях). Зокрема, рівнян­
ня -Зх + 2 - 2 = 0 є рівнянням проекції заданої прямої на площину Охг. -4 

Приклад 9. Задано рівняння площини Р\, прямої Ьх і точка М: 

Р, : 5х + 3 2 - 7 = 0, Ц: у = ^ - = ^ - , М ( 2 , - 3 , 0 ) . 

Знайти: 

1) рівняння площини Р2, що проходить через точку М па­
ралельно площині Р]; 

2) рівняння площини Р 3 , що проходить через точку М пер­
пендикулярно до прямої Ц; 

3 ) рівняння прямої ^2 ' Щ° проходить через точку М пер­
пендикулярно до площини Р]; 

4) рівняння прямої Ьт,, що проходить через точку М пара­
лельно прямій Ц; 

5) точку ТУ перетину прямої Ц і площини Рх; 

6) відстань від точки М до площини Р] : р (М ,Р{); 

7) відстань від точки М до прямої Р ( М ,Ь 1). 



46 Глава 2. Аналітична геометрія 

• Згідно з умовою = (5, 0, 3 ) , ї 1 ( = (1, 2, 3 ) , пр , ? і [ - нормаль­

ний вектор площини Р\ і напрямний вектор прямої Ь\ відповідно. 

1. Враховуючи, що Р2 \\Р\ , маємо Я^ = "р1 > "р2 - 0, 3 ) ; 

М ( 2 , - 3 , 0 ) є Р 2 . 

Рівняння площини, що задана точкою М ( х 0 , Уо, г0) і нормальним 

вектором Я = (А, В, С ) , має вигляд 

А(х-х0)+В(у-у0) + С(2-20) = 0 . 

Шукане рівняння : 5 ( х - 2 ) + 0 ( у + 3 ) + 3 ( г - 0 ) = 0 , 

Р2 : 5х + 3 г - 1 0 = 0. 

2. Враховуючи, що Р 3 , отримуємо 

й р 3

= \ > « ^ 3 = ( 1 . 2 ,3) , М ( 2 , - 3 , 0 ) є / > 3 ; 

1 ( х - 2 ) + 2 ( у + 3 ) + 3 ( г - 0 ) = 0 , 

Р 3 : х + 2у + 32 + 4 = 0 . 

3. Враховуючи, що Ру±Ь2, отримуємо 

"р = ? і 2 > ? і 2 = ( 5 . 0 , 3), М{2, - 3, 0) є £ 2 . 

Рівняння прямої, заданої точкою А/ ( х 0 , у 0 > 2 0 ) • напрямним векто­
ром ? = ( т , п, р), має вигляд 

х - *о = у - у 0 _ 2 - 2р Х~_2 _ у+_3 _ 2-_0 

т п р 5 0 3 

4. Завдяки тому, що І 3 [| ̂ , отримуємо 

«і, = \ . = (1. 2> 3), М(2, - 3, 0) є £ 3 ; 

. х - 2 _у + 3 2 - 0 
£ 3 : = = . 

1 2 3 
5. Рівняння площини Р\ і прямої Ь\ утворюють систему, розв'язок 

якої дасть координати точки N перетину прямої і площини: 
[5х + 3 2 - 7 = 0 ; 
| X _ у-\ _ 2 + 1 
{Т~~2~~~з~ ' 
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У рівнянні прямої перейдемо до параметричного задання: 

'5х + 3 2 - 7 = 0, 
5*+ 3 г - 7 = 0, 

X _ у - 1 _ 2 + 1 
Т " 2 

•І, 

х = 1, 

у = 2і + 1, 

2 = 3 / - 1 ; 

5/ + 3 ( 3 / - 1 ) - 7 = 0, 

5/ + 9 / - 3 - 7 = 0, 

14? = 10, 

5 
/ = - ; 

5 , 17 
у = 2- —+1 = — 

7 7 
•» 5 і 8 

2 = 3 1 =— , 
7 7 

7 7 7 

6. Р(Л/ ,Р , ) : 
\Ах0 + Ву0+С20+О\ І5-2 + 0(-3) + 3 - 0 - 7 І 

УІА2

+В2+С2 і . 5 ^ + 0 ^ + 3 ^ 34 

7. р(А/, ! , ) = — 1 , де А(хь уи 2,) є і , 

З рівняння прямої £( випливає, що А(0,1,-1) є / , ] ; А/{2, - 3,0); 

Ж = ( 2 - 0 , - 3 - 1 , 0 + 1) = ( 2 , - 4 , 1 ) ; зс =(1 ,2 ,3) ; 

АМ х ?і = 2 - 4 1 

1 2 З 

- 4 1 2 1 2 - 4 
/ - 7+ 2 3 1 3 7+ 1 2 

А = 

= - 1 4 / - 5 у + 8 А = ( - 1 4 , - 5 , 8 ) ; 

\АМхЗч | = 7196 + 25 +64 = л/285 ; 

І?, 1 = 7 1 + 4 + 9 = 7 1 4 ; 
і 

л/285 /285" ^ 
р ( М , і , ) = 14 
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Приклад 10. Задані мимобіжні прямі 
у-\ 2 + 2 

та Ь-, 
х + \ у+1 2~2 

1 - 2 0 1 1 2 - 1 
Написати рівняння загального перпендикуляра Ь до цих 

прямих. 
• Знайдемо рівняння площини Р , яка проходить через пряму Ц па­

ралельно прямій /-2 (рис. 2.2). Точка М ( (0 , 1,-2) знаходиться на прямій 
І ] , і, тому належить шуканій площині Р . За нормальний вектор до цієї 
площини візьмемо вектор 

і І к 
- 2 0 1 

1 2 - 1 
= - 2 і - у - 4 * . 

Рівняння площини Р: 

- 2 х - О > - 1 ) - 4 ( г + 2) = 0 , 

або, у загальному вигляді, 
Р: 2х + у + 4г + 1 = 0. 

Рис. 2.2 

Для того, щоб скласти рівняння загального перпендикуляра Ь , знай­
демо рівняння площин Р[ та Р 2 , які проходять через задані прямі Ц і І 2 

відповідно, і перпендикулярні площині Р . Маємо: 

М1(0,1,-2)еР1, пі=[^,п] = ї-10] + 2к, щ1Рх, 
звідки 

Рх: х-\0у + 2г + \Л=й. 
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Аналогічно 

Л / 2 ( - 1 , - 1 , 2)єР2, п2=[з2,п] = -9Ї + б] + Зк, п21Р2, 
звідки 

Р2: Зх - 2у - г + 3 = 0 . 

Оскільки Ь = Рі П Р2 , т° 

х - 1 0 у + 22 + 14 = 0 ; 
З х - 2 у - 2 + 3 = 0 

- загальні рівняння прямої Ь . М 

Приклад 11. Задано координати вершин піраміди 
АХА2А^А4 . Знайти: 1) рівняння прямої Ь, що проходить через 
точки А\ і А2 та довжину ребра А{А2; 2) рівняння площини Р, 
що проходить через точки А\, А2, А$ та площу 5АіАгЛ грані 
А\А2Ат,; 3) рівняння висоти Н, що опущена з вершини А4 на 
грань АХА2А^ та її довжину к ; 4) об'єм піраміди V ; 5) кут а 
між ребрами АХА2 та АХА4; 6) кут Р між ребром АХА4 та гран­
ню АуА^А^ • 

Координати вершин піраміди: ^ ( 2 , - 1 , 1 ) , Л 2(5, 5, 4), 
4 , (3 ,2 , -1 ) , 4 ( 4 , 1 , 3 ) . 

• 1. Знаходження рівняння прямої Ь, що проходить через точки 
4 (2 , -1 , 1) та А2(5, 5, 4 ) , та довжини ребра 4 4 . 

АХА2 =х1 = ( 5 - 2 , 5 + 1, 4 - 1 ) = (3, 6, 3) = 3(1, 2, 1); 4 (2 , -1 , 1 ) є І ; 
х - 2 _ у + \_2-1  

1 - 1 ~ ~ 2 _ ~ ~ ; 

| 4 4 | = Зл/1 2 + 2 2 + 1 2 = Зл/б - довжина ребра 4^2 • 
2. Знаходження рівняння площини Р, що проходить через точки 

4 (2 , -1 ,1) , 4 , (5,5,4) , 4 ( 3 , 2 , - 1 ) та площі &аха2а3

 г Р а н і 444-

х - 2 у+1 2-ї 

З 6 3 = 0 
1 3 - 2 

Р: 

або 
- 2 1 ( х - 2 ) + 9 (у + 1) + 3 ( 2 - 1 ) = 0 , 
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- 7 ( х - 2 ) + ЗО> + 1) + ( 2 - 1 ) = 0 , 

Р: - 7 х + Зу + 2 + 16 = 0. 

4 4 х 4 4 

>А\А2А3 

7 ] 
З 6 

1 З 

|̂ 4 4 x 4 4 | 

( -21, 9, 3) = 3 ( -7 , 3, 1), 

5ахл2Л3 = - - 3 - л / 4 9 + 9 + 1 = - л / 5 9 ( к в . о д . ) . 

3. Знаходження рівняння висоти Я , що опущена з вершини 4И> 3) 
на грань 4 4 4 (площину Р) та її довжини / і . 

Р : - 7 х + Зу + 2 + 16 = 0 ; 

пР = (-7 , 3, 1) ; 4(4, 1, 3 ) є Я . 

х - 4 у - 1 2 - 3 
Н : 

Н = р(А4,Р). 

7 З 1 

-7-4 + 3-1-4-1-3 + 161 

Л / ( - 7 ) 2 + 3 2 + 1 2 59 

4. Знаходження об'єму піраміди Г 

К = - ( 4 4 , 4 4 , 4 4 ) . 
6 1 1 

(44, 4 4 , 44) = 
3 6 3 1 2 

1 3 - 2 = 3 - 2 1 3 -

2 2 2 1 1 

= 6-(-3) = - 1 8 . 

К = і | -18 1=3 (куб. од.)-
6 

= 6 

5. Знаходження кута а між ребрами 4 4 т а 4 4 • 

4 4 = 3 ( 1 , 2 , 1 ) ; |44|=з7б; 
4 4 = 2 ( 1 , 1 , 1 ) ; | 4 4 | = 2 л / 3 ; 

С08« • (44,44) _ 3-2(1 + 2 + 1) _ 4 
Зл/б 2л/з Зл/2 44 144 
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6. Знаходження кута р між ребром А\Ац та гранню А\А2А-І. 
Л 

^ = 2 ( 1 , 1 , 1 ) ; « , = ( - 7 , 3 , 1 ) ; 

| = 2 л / 3 ; | й Р | = л / 5 9 ; 

зіпР = 
| 2 ( - 7 + 3 + 1 ) | _ 6 

2л/з759 ~2л/Зл/59 

Приклад 12. Знайти: 1) проекцію точки М на пряму Ь ; 
2) точку М ' , симетричну відносно прямої Ь . 

Ь : ^ = -^ = ^ , М(0 ,1 ,2 ) . 
2 - 1 1 

• 1. Знайдемо рівняння площини Р, такої, що Р±Ь, М еР . Вра­

хуємо, що пр = ? Л = ( 2 , - 1 , 1): 

Р : 2 ( х - 0 ) - 1 ( 7 - 1 ) + 1 ( 2 - 2 ) = 0 , 1 

/>: 2 х - 7 + 2 - 1 = 0 . 
Точка К перетину прямої Ь та площини Р і буде проекцією точки 

М на пряму і . Знайдемо цю точку. 
|х = 2? + 1,5; 

х - 1 , 5 у _ 2-2 

2х-у + г-\ = 0 , 

7 = - г ; 
2=1+2; 

2 х - 7 + 2 - 1 = 0 , 

2(2г + 1,5) + / + г + 2 - 1 = 0 

6г = - 4 , г = • 
= _ 4 3 = 1_ 

Х " 3 2 ~ 6 
2 2 „ 4 

у = - ; 2 = — + 2 = - . 
' 3 3 3 

1 2 4 
Точка АГ(—, —, —) - проекція точки М на пряму Ь . 

6 3 3 
2. Для знаходження точки М ' , симетричної відносно прямої Ь , ско­

ристаємося формулами: 

-. Ук 
Ум +Уі 
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Звідки 
хм' ~~ ^-хк хм ' Ум' " 2ук Ум > 2к 

^ , = 2 . - - 0 = - , > > = 2 . - - 1 = - , ^ = 2 Т - 2 = Т . 

1 1 2 

Таким чином, А/'(—, —, —) - точка, симетрична точці М відносно 

прямої Ь. -4 
Приклад 13. Знайти: 1) проекцію точки М на площину ( ) ; 

2) точку М', симетричну відносно площини ()• 
0 : 2х-2>> + 102 + 1 = 0, М ( - 2 , 0 , 3 ) . 

• 1. Знайдемо рівняння прямої Ь такої, що М є І , £_І_<2- Вра­

хуємо, що ?і = « е = (2, - 2 , 1 0 ) : 
* + 2 _ у _ 2 - 3 

2 ~ ^ 2 ~ ~ 10 

Точка АГ перетину прямої Ь та площини і буде проекцією точки 
М на площину ( ) . Знайдемо цю точку. 

х = 2 г - 2 ; ^ 
х + 2 : - 3 

2 - 2 10 
2 х - 2 у + 102 + 1 = 0 , 

= і ; >- = - 2 / ; 
2 = 10/ + 3 ; 
2 х - 2 у +ІОг + 1 = 0 . 

2 ( 2 / - 2 ) - 2 ( - 2 0 + Ю(10/ + 3) + 1 = 0 , 

27 1 
108? = - 2 7 , * = - — = - - , 

108 4 

х = 2 - ( - 1 ) - 2 = - 2 , 5 ; у = - 2 • ( - - ) = 0,5; 2 = 1 0 - ( - - ) + 3 = 0,5. 
4 4 4 

Точка К(-2,5; 0,5; 0,5) - проекція точки М на площину . 
2. Для знаходження точки М', симетричної відносно площини £), 

скористаємося формулами: 
хм, = 2хк — хм , ум. = 2ук — ум , 2М, = 2г,, — 2М . 

х м , = 2 - ( - 2 , 5 ) + 2 = - 3 , ум, = 2 0 , 5 - 0 = 1, гм. = 2 - 0 , 5 - 3 = - 2 . 

Таким чином, М ' ( - 3 , 1,-2) - точка, симетрична точці М відносно 
площини 2 • ^ 
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IV. Задачі для практичних занять 

У задачах 2.1 - 2.3 необхідно: 
1) написати рівняння прямої, звести його до загального 

вигляду та побудувати пряму; 
2) звести загальне рівняння до нормального вигляду і вка­

зати відстань від початку координат до прямої. 
2.1. Пряма / задана точкою М0(х0, у0) є І та нормальним 

вектором Я = (А, В): 

а ) М 0 ( - 1 , 2 ) , Я =(2 , 2 ) ; 
б ) М 0 ( 2 , 1 ) , Я = ( 2 , 0 ) ; 
в )М 0 (1 ,1) , Я = ( 2 , - 1 ) . 
2.2. Пряма / задана точкою М 0 ( х 0 , _у0) є / та напрямним 

вектором ? = (т, п): 

а ) М 0 ( - 1 , 2 ) , * = ( 3 , - 1 ) ; 
б) М 0(1,1), ? = (0 , -1 ) ; 
в) М 0 ( -1 ,1 ) , £ = (2 ,0 ) . 
2.3. Пряма / задана двома точками М] (хх, ух) та М2 (х2, у2 )'• 
а) А/,(1,2), М 2 ( - 1 , 0 ) ; 
б)М,(1,1), М 2 ( 1 , - 2 ) ; 
в )М, (2 ,2 ) , М 2 ( 0 , 2 ) . 
2.4. Задані пряма / та точка М . Необхідно: 
1) обчислити відстань р(М,/) від точки М до прямої / ; 
2) написати рівняння прямої / ' , яка проходить через точку 

М перпендикулярно заданій прямій / ; 
3) написати рівняння прямої /", яка проходить через точку 

М паралельно заданій прямій / . 
Вихідні дані: 
а) / : - 2 х + ^ - 1 = 0, М ( - 1 , 2 ) ; 

б) / : 2^ + 1 = 0, М(1, 0 ) ; 

в) / : х + ^ + 1 = 0, М ( 0 , - 1 ) . 



У задачах 2 . 5 - 2 . 8 дослідити взаємне розташування зада­
них прямих /, і / 2 . При цьому, якщо /, Ц / 2 , знайти відстань р(/,, / 2 ) 
між прямими, а якщо ж прямі перетинаються, то знайти косинус 
кута між ними і точку М 0 перетину прямих. 

2.5. /, : -2х + у-1 = 0, 

2.6 . / , : ї-± = ї , 
1 - 2 Г 

2.7 . / , : х-у + 1 = 0, 

2.8. /, : х + у - 1 = 0 , 

2.9. Задані площина Р і точка М . Написати рівняння пло­
щини Р', яка проходить через точку М паралельно площині 
Р, та обчислити відстань р(Р, Р'), якщо: 

а)Р: -2х + у-г + \ = 0, М(1,1,1); 
б) Р: х-у - 1 = 0, М(1,1,2). 
2.10. Написати рівняння площини Р', яка проходить через 

задані точки Мх і М2 перпендикулярно заданій площині Р, 
якщо: 

а) Р: -х + у-1 = 0, М,(1,2,0), М 2 (2 ,1 ,1 ) ; 
б ) Р : 2х-у + г + 1 = 0, М,(0,1, 1), М 2 ( 2 , 0 , 1 ) . 
2.11. Написати рівняння площини Р, яка проходить через 

точку М паралельно векторам а, і а2 , якщо: 

а) А/(1,1,1), й ,= (0 ,1 ,2 ) , а2= ( -1 ,0 ,1) ; 
б) М(0,1 , 2), щ = (2, 0,1), а2 = (1,1, 0 ) . 
2.12. Написати рівняння площини Р, яка проходить через 

точки М, і М2 паралельно вектору а , якщо: 

а) М, (1,2,0), М 2 (2 ,1 ,1) , 5 = (3,0,1); 
б) М,(1,1,1), М2(2,3,-\), а = ( 0 , - 1 , 2) . 

/2: 2у +1 = 0. . 
х + 2 _ у 

і ~ " о ' 

/ 

/ 2 : 2х - 2у +1 = 0. 
х у + \ 

/. 2 • 
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2.13. Написати рівняння площини Р, яка проходить через 
три задані точки Мх, М2 та М 3 , якщо: 

У задачах 2 .14-2 .15 дослідити взаємне розташування за­
даних площин Р] і Р2. При цьому, якщо Р] \\Р2, знайти відстань 
р(Р[, Р2) між площинами, а якщо ж площини перетинаються, 
знайти косинус кута між ними. 

2.14. Рх\-х + 2у-2 + \ = 0,Р2: ^ + 3 г - 1 = 0 . 
2.15. Р1:2х-у + г-1 = 0, Р2 : - 4х + 2у - 2г -1 = 0 . 
2.16. Обчислити об'єм піраміди, обмеженої площиною 

Р: 2х - Зу + 6г -12 = 0 та координатними площинами. 
2.17. Скласти рівняння площини Р, яка проходить через 

точку А(\, 1,-1) та перпендикулярна до площин Р} : 2х - у + 
+ 5г + 3 = 0 і Р 2 : х + 3.у- 2 - 7 = 0. 

2.18. Пряма Ь задана загальними рівняннями. Написати для 
цієї прямої канонічне рівняння та рівняння у проекціях, якщо: 

2.19. Написати канонічні рівняння прямої Ь, яка проходить 
через точку М 0 (2 , 0 , -3) паралельно: 

а) вектору ? = ( 2 , - 3, 5); 

а) М,(1,2,0) , М 2 (2 ,1 ,1) , М 3 (3 ,0 ,1 ) ; 

б) М,(1,1,1), М 2 ( 0 , - 1, 2), М 3 (2 , 3,-1) . 

б) прямій Ц : х - 1 _ у + 2 2 + 1 
5 2 - 1 

в) осі Ох; 

г) осі 0 2 ; 
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е) прямій Ьг: 
'х = -2+ І ; 
у = 21 ; 
2= 1-і 12. 

2.20. Написати рівняння прямої Ь, яка проходить через дві 
задані точки Мх та М2, якщо: 

а )М, (1 , -2 ,1 ) , М 2 ( 3 , 1 , - 1 ) ; 
б) М,(3 , -1 ,0) , М 2 ( 1 , 0 , - 3 ) . 

2.21. Задані пряма ^ ~ ^ ~ ~ ^ = ~ ^ ~ 1 т о ч к а М(0,1,2)££ 
(перевірте!). Необхідно: 

а) написати рівняння площини Р, яка проходить через пря­
му Ь і точку М ; 

б) написати рівняння площини Рх, яка проходить через 
точку М перпендикулярно прямій Ь ; 

в) написати рівняння перпендикуляра, що опущений з точ­
ки М на пряму Ь ; 

г) обчислити відстань від точки М до прямої Ь р(М, Ь) ; 
д) знайти проекцію точки М на пряму Ь. 
2.22. Задані площина Р:х + у-2 + \ = 0 і пряма 

Ь : ~ ~ = ~" - ——, причому Ь £ Р (перевірте!). Необхідно: 
Л 

а) обчислити §іп(Р , Ь) та координати точки перетину пря­
мої і площини; 

б) написати рівняння площини (?, яка проходить через 
пряму Ь перпендикулярно до площини Р; 

в) написати рівняння проекції прямої Ь на площину Р. 
2.23. Знайти відстань між паралельними прямими 

х-2 у + 1 2 , х-1 у - 1 2 - 3 
Ь : = = — та Ь-у : = = . 

З 4 2 3 4 2 
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2.24. Знайти відстань від точки А(2, 3, -1 ) до заданої прямої Ь: 

х = Зі + 5; 
2 х - 2 у + 2 + 3 = 0; 

І З х - 2^ + 2 2 + 17 = 0, 
У= 21; 
г = -21-25. 

2.25. Довести, що прямі 
[2х + 2 . у - 2 - 1 0 = 0; . х + 1 у-5 2 - 9 

1 [ х- у-г-22 = 0 3 - 1 4 
паралельні та знайти відстань р(/, 1, Х 2 ) . 

2.26. Скласти рівняння прямої Ь , яка проходить через точ­
ки перетину площини Р: х-3д> + 2г + 1 = 0 з прямими 

х - 5 _ ^ + 1 _ 2 - 3 . _ х - 3 _ у + 4 _ 2 - 5 
' 5 - 2 - 1 ^ 4 - 6 2 

2.27. За якого значення X площина Р: 5х-Зд>+А2+1=0 буде 
паралельна прямій 

Гх - 4 2 - 1 = 0; 

' { 7 - 3 2 + 2 = 0, 

2.28. Знайти рівняння проекції прямої Ь: * ^ 

на площину Р: х - З ^ - 2 + 8 = 0. 
2.29. Визначити кут між прямою 

| х + у + 2-2 = 0; 

[2х + у - 2 - 1 = 0 
і площиною Р, яка проходить через точки Д2 ,3 , -1 ) , 5(1,1,0), 
С(0 , -2 ,1) . 

У задачах 2.30 - 2.31 для заданих прямих Ц і £ 2 необхідно: 
а) довести, що прямі не лежать в одній площині, тобто яв­

ляються мимобіжними; 
б) написати рівняння площини, яка проходить через пряму 

Ь2 паралельно Ьх ; 
в) обчислити відстань між прямими р(Ц, Ь2); 
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г) написати рівняння загального перпендикуляра до пря­
мих Ьх і Ь2 . 

х у-9_г+2 х—2_ у _ ^ + 7 2.30. Ьх : 
1 - З 2 • 

2.31. ^ = £ ± 1 = ^ = ^ 4 , ^ 
З - 2 З 

2 - 2 9 
х - 1 у + 8 2 + 12 

1 - 1 

§2. Криві та поверхні другого порядку 

І. Короткі теоретичні відомості 

Криві другого порядку. Загальне рівняння кривої другого порядку: 

Ах2 + 2Вху + Су2 + Ох + Еу + Р = 0, 

де \А\+\В\ + \С\*0. 

Еліпс. Канонічне рівняння еліпса: 
2 2 

^г + ~ = 1, 0<Ь<а. 2 ,2 а Ь 

Еліпс має форму, що зображена на рис. 2.3. 

Ох 

Рис. 2.3 

Параметри а та Ь - півосі еліпса; точки А\(-а, 0), А2(а, 0), 

2?! ( 0 , - 6 ) , і? 2 (0, Ь) - його вершини; осі Ох, Оу - головні осі еліпса, вісь 
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Ох - фокальна вісь; точка О - центр еліпса. Точки Рх ( -с , 0), Р2 (с> 0 ) , де 

с = V а -Ь > 0 - фокуси еліпса; Г], г2 - фокальні радіуси точки М , що 
2 2 2 

належить еліпсу. При а = Ь маємо х + у = а - рівняння кола. 
с 

Число є = — (0 < є < 1) — ексцентриситет еліпса (при є = 0 маємо коло). 
а 

Прямі й\ : х = — — та В2 : х = —, що перпендикулярні фокальній осі, -
є є 

директриси еліпса. 
Гіпербола. Канонічне рівняння гіперболи: 

2 2 
^ - ^ = 1, а,Ь>0. 
а2 Ь 

Гіпербола має форму, що зображена на рис. 2.4. 

Параметри а та Ь - півосі гіперболи; точки Ах(-а, 0), А2(а, 0) - ї ї 

вершини; осі симетрії Ох та Оу -д ійсна і уявна осі; точка О - центр гіпер-

боли. Прямі у = ± — х - асимптоти гіперболи. 
а 

Точки Р\{-с, 0), Р2{с, 0) , де с = ^а2

+Ь2> 0 - фокуси гіперболи; 

Г], г2 - фокальні радіуси точки М , Що належить гіперболі. 

о. £> 2 

^ о 

^ ( х , у ) 

Рис. 2.4 

Число є = — ( 1 < с < + о о ) - ексцентриситет гіперболи. 
а 

Прямі £>і : х = —— та Б2 : х = —, що перпендикулярні дійсній осі, -
є є 

директриси гіперболи. 



60 Глава 2. Аналітична геометрія 

Парабола. Канонічне рівняння параболи: 

у =2рх, р > 0 . 

Парабола має форму, що зображена на рис. 2.5. 

Рис. 2.5 

Число р - параметр параболи, точка О - її вершина, вісь Ох - вісь 
симетрії параболи. 

Точка ^Т"^"» 0) ~ фокус параболи, г - фокальний радіус точки М 

параболи. 

Пряма £>: х = , що перпендикулярна осі симетрії параболи, - д и ­

ректриса параболи. 

Величина р = р ( М , 0 ) - відстань від точки М до її директриси. 

Ексцентриситет параболи є = — = 1. 
Р 

Поверхні другого порядку. Загальне рівняння поверхні другого порядку: 

Ах2 + Ву2 + Сг 2 + ІОху + 2Ехх + 2Руг + Сх + Ну + ]г + К = 0 , 
де \А\ + \В\ + \С\ + \й\ + \Е\ + \Р\Ф0. 

Наведемо канонічні рівняння наступних поверхонь. 

1. Еліпсоїд: 

2. Гіперболоїд 

а) однопорожнинний: 

2 2 2 
£ 2 " + і Т + £ Г = 1 ( Р и с - 2 - 6 ) -а Ь с 

а 2 + Ь 2 ~ с 
(рис. 2.7, а); 
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б) двопорожнинний: 

3. Конус другого порядку: 

4. Параболоїд 

а) еліптичний: 

б) гіперболічний 

5. Циліндр другого порядку 

а) еліптичний 

б) гіперболічний 

в) параболічний 

а 2 + Ь 2 с2 
= - 1 (рис. 2.7,6). 

2 2 2 
± - + і - - і - = 0 (рис. 2.8). 
а1 Ь1 с1 

2 2 

Р я 

2 2 

р я 

-2 г, рд > 0 (рис. 2.9, а); 

•2г, рд>0 (рис. 2.9, б). 

2 2 

а о 
(рис. 2.10, а); 

2 2 

а 2 ' Ь2 
= \,\/г (рис. 2.10, б); 

у =2рх, р>0,\/г (рис. 2.10, в). 

Рис. 2.6 
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Зауважимо, що з вказаних рівнянь поверхонь, як частинні випадки, 
отримуються рівняння таких поверхонь. 

1. Сфера: х2 + у2 + г2 = а2 . 
2 2 2 

, • •• * Х + У 2 . 
2. Еліпсоїд обертання: — + — = 1. а" с2 

3. Гіперболоїди обертання: 
2 2 2 

ч "
 Х +У 2 , . 

а) однопорожнинний: г 5" ' 
а с 

2 2 2 
,., „ Xі +у2 2і 

б) двопорожнинний: т- = - 1 . 
а1 с 

4. Круговий конус: х2+у2-г2=0. 

5. Параболоїд обертання: х2 + у2 = 2рг . 

6. Круговий циліндр: х2 + у2 = а2 , Уг. 
Зауважимо, що наведено рівняння поверхонь обертання з віссю обер­

тання Ог . 
II. Контрольні питання та завдання 

1. Що називається еліпсом? 
2. Записати канонічне рівняння еліпса. Вказати його осі 

симетрії, вершини, фокуси. 
3. Що називається гіперболою? 
4. Записати канонічне рівняння гіперболи. Вказати її осі 

симетрії, вершини, фокуси, дійсну вісь, уявну вісь, асимптоти. 
5. Що називається параболою? 
6. Записати канонічне рівняння параболи. Вказати її вер­

шину; директрису; фокус; вісь симетрії. 
7. Що називається ексцентриситетом еліпса; гіперболи; 

параболи? 
8. Написати загальне рівняння кривої другого порядку на 

площині. В якому випадку це рівняння являється рівнянням еліп­
тичного типу; гіперболічного типу; параболічного типу? 

9. Які фігури визначають рівняння еліптичного типу; гіпер­
болічного типу; параболічного типу? 



10. Яка поверхня називається еліпсоїдом? 
12. Яка поверхня називається однопорожнинним гіпербо­

лоїдом; двопорожнинним гіперболоїдом? 
13. Яка поверхня називається еліптичним параболоїдом; 

гіперболічним параболоїдом? 
14. Яка поверхня називається циліндричною? 
15. Яку поверхню визначає в К рівняння Р(х,у) = 0 , 

якщо в К 2 це рівняння визначає деяку лінію? 
16. Яка поверхня називається конічною? 
17. Яка поверхня називається поверхнею обертання? 
18. Нехай у площині Оху лінія задана рівнянням Р(х, у) = 0. 

Написати рівняння поверхні, що отримана обертанням цієї лінії: 
а) навколо осі Ох ; б) навколо осі Оу . 

НІ. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо 
відстань між його фокусами, що лежать на осі Ох , дорівнює 24, 
а ексцентриситет дорівнює 3/4 . 

• Для того, щоб скласти канонічне рівняння еліпса 
2 2 

а2 V ' 
необхідно знайти а та Ь. Враховуючи, що ексцентриситет є = с / а , а 
2с = 24 , маємо 3/4 = 12/а , звідки а = 16 . Використовуючи співвідношен­
ня а2 - с2 = Ь2, отримаємо Ь2 = 256 - 1 4 4 = 112, Ь = А^ї. Таким чином, 
шукане рівняння має вигляд 

2 2 2 2 
х У і х У , ^ 

• + - — = І або + ~ 256 112 і б 2 (4л/7) 2 

2 2 
Приклад 2. Задана гіпербола 9х -16у = 144 . Знайти ек­

сцентриситет гіперболи та рівняння її асимптот. 
• Поділивши обидві частини заданого рівняння на 144, отримаємо 

канонічне рівняння гіперболи 

2 2 

16 9 
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з якого видно, що а =16, Ь = 9 . Використовуючи співвідношення 
9 9 9 9 » С 

а + Ь =с , маємо, що с =16 + 9 = 2 5 . Оскільки ексцентриситет є = —, 
а 

то є = 5 / 4 . Підставивши в рівняння асимптот гіперболи у = ± —х значення 
а 

З 
а = 4, 6 = 3 , отримуємо рівняння асимптот заданої гіперболи у = + — х .< 

4 

Приклад 3. Скласти рівняння параболи, яка симетрична 
відносно осі Ох і проходить через точки 0(0,0) та Д2 ,3) . 

• Оскільки парабола симетрична відносно осі Ох і проходить через 
початок координат, то її рівняння має вигляд 

у2 = 2рх. 
Враховуючи, що парабола проходить через точку Л(2,3) , маємо 

9 = 4 р , звідки р = 9 / 4 . Отже, 

- шукане рівняння. Л 

Приклад 4. З'ясувати, яка лінія відповідає заданому рівнянню: 

1) 4х2 +9у2-8х-36у + 4 = 0; 

2) х 2 - 9 ^ 2 + 2 х + 3 6 у - 4 4 = 0. 

• 1. Оскільки Л-С = 4- 9 > 0 , т о рівняння визначає фігуру еліптично­
го типу. Перетворимо задане рівняння таким чином: 

4 ( х 2 - 2 д г ) + 9 ( > - 2 - 4 у ) = - 4 ; 

4 ( х 2 - 2 х + 1-1) + 9 (> 2 - 4 у + 4 - 4 ) = - 4 ; 

4(х - 1 ) 2 + 9(у - 2 ) 2 = - 4 + 4 + 36 ; 4 ( х - І ) 2 +9(у-2)2 =36 
або 

( х - 1 ) 2

 | І у - 2 ) 2

 = 1 

9 4 
Зробимо паралельний перенос осей координат, прийнявши за новий 

початок координат точку Оу(\, 2 ) . Скористаємося формулами перетворен­
ня координат: 

х , = х - 1 , ух=у-2. 
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Відносно нових осей координат рівняння кривої матиме вигляд: 
2 2 

9 4 
Таким чином, задана крива являється еліпсом. 
2. Оскільки АС =1 (-9) < 0 , то рівняння визначає фігуру гіперболіч­

ного типу. Перетворимо задане рівняння так: 

( х 2 + 2х + 1 -1 ) -9 ( . у 2 -4г> + 4 - 4 ) = 4 4 ; 

(х + 1) 2 -9(у-2)2 = 4 4 + 1 -36 , (х + 1) 2 -9(у-2)2 = 9 
або 

(х + 1) 2 (у-2)2

 = 1 

9 1 
Зробимо паралельний перенос осей координат, прийнявши за новий 

початок координат точку 0 ] ( - 1 , 2 ) . Формули перетворення координат ма­
ють вигляд: 

X) = х + 1, ух = у - 2 . 
Після перетворення координат отримуємо рівняння 

2 2 

9 1 
Крива являється гіперболою. -4 

Приклад 5. З'ясувати, яку поверхню в К 3 визначає рівнян­
ня х2 ~ Зг = 0 . 

• Враховуючи, що в заданому рівнянні відсутня змінна у , а на пло-
2 З 

щині Охг йому відповідає парабола, то рівняння х - 3 2 = 0 в К визна­
чає циліндричну поверхню. Твірна цієї циліндричної поверхні паралельна 
Осі Оу , напрямною є парабола, задана рівнянням х - Зг = 0 у площині 
Охт.. Отже, задане рівняння визначає параболічний циліндр. 

Приклад 6. Звести до канонічного вигляду рівняння 

4х2 + 9у2 + 36г2 - 8х -18> - 722 + 13 = 0 . 

• Згрупуємо члени, які містять х, у та і: 

4(х2 - 2 х ) + 9 ( у 2 - 2 у ) + 3 6 ( г 2 - 2 г ) = - 1 3 . 
Доповнивши до повних квадратів вирази у дужках, отримуємо 

4 ( х 2 -2х + \) + 9(у2 -2у + \) + 36(22 - 2г + 1) = -13 + 4 + 9 + 36 
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або 

4 ( х - 1 ) 2 + 9 ( у - 1 ) 2 + 3 6 ( 2 - 1 ) 2 = 3 6 => ( х - 1 ) 2

+ ( ^ + ( 5 _ 1 1 2 _ = 1 

Зробимо паралельний перенос осей координат, прийнявши за новий 
початок координат точку 0 | (1, 1, 1). Формули перетворення координат ма­
ють вигляд: 

Х | = X - 1, Уу = у - 1, 2] = 2 - 1 . 

Тоді рівняння поверхні запишеться так: 
2 2 2 

9 4 1 
Це рівняння визначає еліпсоїд; його центр знаходиться в новому по­

чатку координат, а півосі відповідно дорівнюють 3, 2 та 1. ^ 

Приклад 7. Звести до канонічного вигляду рівняння 
х2 - у

2 - 4 х + 8 у - 2 2 = 0. 
• Згрупуємо члени, які містять х та у : 

( х 2 - 4 х ) - ( у 2 - 8 у ) = 22 . 

Доповнимо до повних квадратів вирази у дужках: 

( х 2 - 4 х + 4 ) - ( > - 2 - 8 у + 16) = 2г + 4 - 1 6 
або 

( х - 2 ) 2 - ( у - 4 ) 2 = 2 ( 2 - 6 ) . 
Виконаємо паралельний перенос осей координат, прийнявши за но­

вий початок точку О] (2, 4, 6 ) . Тоді 

Х і = Х - 2 , У\—У~А, 2] = 2 - 6 . 

В результаті отримуємо рівняння 

х \ - У\ = І2\> 
яке визначає гіперболічний параболоїд. 

Приклад 8. Яка поверхня визначається рівнянням 
4х2 - у2 + Аг2 - 8х + А у + 8г + 4 = 0 ? 

• Виконавши відповідні перетворення, отримуємо 

4 ( х 2 - 2х) - (у2 - 4у) + 4 ( 2 2 + 2г) = - 4 ; 

4 ( х 2 -2х+\)-(у2 - 4 у + 4) + 4 ( 2

2 +22 + 1) = - 4 + 4 - 4 + 4 ; 

4 ( х - 1 ) 2 - ( . у - 2 ) 2 + 4 ( 2 + 1) 2 = 0 . 
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Виконаємо паралельний перенос осей координат, прийнявши за но­
вий початок точку 0 ( ( 1 , 2 , - 1 ) . Формули перетворення координат: 

Х\=Х~\, У\-у-2, 2] = 2 + 1. 

Тоді задане рівняння матиме вигляд: 

або 
4х2 -у2+4г2 = 0 

2 2 2 

*і__Л. + £ ц = о . 1 4 1 
Це рівняння конічної поверхні. -4 

Приклад 9. Яку поверхню визначає рівняння х - у 2 ? 
• Виконаємо поворот координатних осей навколо осі Ох на кут 

а = 45° (від осі Оу до осі Ог проти годинникової стрілки). Формули пере­
творення координат (див. гл. 4, §1, приклад 7): 

х = хх, у = ух соз а - 2, зіп а , г = ух зіп а + 2) соз а . 

Оскільки 

то 

або 

зіпсс = соз а = -
2 

Х=Х{, У=—ІУ\-2\), 2 = — ( Л + 2 , ) . 

Підставивши ці вирази у рівняння поверхні, отримуємо 
2 2 

1 2 2 

2 2 2 

1 2 2 
(конус з вершиною у початку координат, віссю якого являється вісь 
ординат). < 

IV. Задачі для практичних занять 

2.32. Побудувати еліпс 9х + 25у = 225 . Знайти: 
а) півосі; б) координати фокусів; в) ексцентриситет; г) рів­

няння директрис. 
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2.33. Написати канонічне рівняння еліпса, якщо: 

а) а = 3, 6 = 2 ; б) а = 5, с = 4 ; в) с = 3, є = 3 / 5 ; г) 6 = 5, 
є = 12/13; д) с = 2 і відстань між директрисами дорівнює 5; 
е) є = 1/2 і відстань між директрисами дорівнює 32. 

2.34. Написати рівняння еліпса з півосями а та 6 і цент­
ром у точці С(х 0 , у0), якщо відомо, що його головні осі пара­
лельні координатним осям. 

2.35. Встановити, що кожне з наступних рівнянь визначає 
еліпс, знайти його центр С, півосі, ексцентриситет та рівняння 
директрис: 

а) 5х2 +9у2 - 3 0 х +18^ + 9 = 0; 

б) 16х 2 +25у2 + 3 2 х - 1 0 0 у - 284 = 0 ; 
в) 4 х 2 +3у2 - 8 х + 12>>-32 = 0. 
2.36. Побудувати гіперболу 16х —9у = 144 . Знайти: 
а) півосі; б) координати фокусів; в) ексцентриситет; г) рів­

няння асимптот; д) рівняння директрис. 

2.37. Побудувати гіперболу 16х 2 - 9 у2 = -144 (спряжену до 
гіперболи задачі 2.36). Яка канонічна система координат для цієї 
гіперболи? Знайти: а) півосі; б) координати фокусів; в) ексцент­
риситет; г) рівняння асимптот; д) рівняння директрис. 

2.38. Написати канонічне рівняння гіперболи, якщо: 

а) а = 2, 6 = 3 ; 6 ) 6 = 4, с = 5; в ) с = 3, є = 3 /2 ; г) а = 8, 
4 

є = 5 / 4 ; д) с = 10 і рівняння асимптот у = - ~ х '•> е) є = 3/2 і 
відстань між директрисами дорівнює 8 / 3 . 

2.39. Написати рівняння гіперболи з півосями а та 6 і цент­
ром у точці С(х 0 , уо), якщо відомо, що її дійсна та уявна осі 
паралельні осям Ох і Оу відповідно. 

2.40. Встановити, що кожне з наступних рівнянь визначає 
гіперболу, знайти її центр С, півосі, ексцентриситет, рівняння 
асимптот та директрис: 

а) 16х 2 -9у2 - 6 4 х - 5 4 ^ - 1 6 1 = 0; 
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б) 9х2 - 16у2 + 90х + 32у - 367 = 0 ; 
в) 1 6 х 2 - 9 у 2 - 6 4 х - 1 8 . у +199 = 0. 

2.41. Побудувати наступні параболи та знайти їх параметри: 
2 2 

а) у = 6х; б) х = 5у; 
в) _у = -4х ; г) х = -у . 
2.42. Написати рівняння параболи з вершиною у початку 

координат, якщо відомо, що: 
а) парабола розташована у лівій півплощині симетрично 

відносно осі Ох і /> = 1/2; 
б) парабола розташована симетрично відносно осі Оу та 

проходить через точку М(4,- 8); 
в) фокус параболи знаходиться в точці Р(0,- 3). 
2.43. Написати рівняння параболи, якщо відомо, що вер­

шина її знаходиться в точці А(х0, у0), параметр дорівнює р , 
вісь паралельна осі Ох і парабола розташована: а) у правій 
півплощині відносно прямої х = х 0 ; б) у лівій півплощині 
відносно прямої X = х 0 . 

2.44. Встановити, що кожне з наступних рівнянь визначає 
параболу, знайти координати її вершини А та величину пара­
метра р : 

а) у2 = 4х - 8 ; б) х2 = 2 - у; 

в) у - 4х2 - 8 х + 7 ; г) у = - - х 2 + 2х - 7; 
6 

д ) х = - ^ 2 + ^ ; е) х = 2 у 2 - 1 2 у + 14. 

У задачах 2.45 - 2.56 необхідно встановити тип заданих 
поверхонь та побудувати їх. 

2 2 2 2 2 2 
2.45. — + — + — = 1. 2.46. — + = 1. 

9 4 25 16 4 36 
2.47. х2+у2-г2 = - 1 . 2Л8. х2 - у2 = г2 . 
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2.49. х2 + у2 = 2аг, аФО. 2.50. х2 - у2 = 2аг, а*0. 

2.51. 2г = х2 +^—. 2.52. х2 = 2аг, а Ф 0. 
2 

2 2 
2.53. г = 2 + х2 + у2. 2.54. —-У- = бг. 

5 4 

2.55. х2 + у2-г2 = 4 . 2.56. х2 - у2 + г2 + 4 = 0. 
У задачах 2.57 - 2.61 необхідно побудувати задані цилінд­

ричні поверхні. 

2 2 
2.57. у2+г2 =4. 2 . 5 8 . — - ^ - = 1. 

16 9 

2.59. х2 + у2 = ах . 2.60. х2 =6г. 

2.61. 2 = 4 - х 2 . 
У задачах 2.62 - 2.68 з'ясувати, які поверхні визначаються 

такими рівняннями: 

2.62. х 2 + 2 2 - 4 х - 4 г + 4 = 0. 

2.63. х2 + у2 - і 2 - 2у + 2г = 0. 

2.64. х 2 + 2у2 + 2г2 - 4у + 4г + 4 = 0. 

2.65. 4х 2 + у2 - 2 І - 24х - 4у + 2г + 35 = 0. 

2.66. х 2 + у2 - г2 - 2х - 2у + 2г + 2 = 0 . 

2.67. х 2 + у2 - 6х + 6у - 42 + 18 = 0 . 

2.68. 9 х 2 - 2 2 - 1 8 х - 1 8 у - б 2 = 0. 



ГЛАВА 3. ВИЗНАЧНИКИ ТА МАТРИЦІ. СИСТЕМИ 
ЛІНІЙНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ 

§1. Визначники 

І. Короткі теоретичні відомості 

Основні означення. Квадратна таблиця 
(„ ~ \ 

А = 
\а2\ «22, 

де ау, і,) = 1,2 - задані числа, називається матрицею другого порядку. 

Визначником другого порядку, що відповідає матриці А, називається 
число 

« п «12 

«21 «22 
= апа2г ~а\2а2\ деіА = 

Квадратна таблиця 

' а П «12 «13 

А= «21 «22 «23 

ч«31 «32 «33, 

де а,у, і, у = 1,3 - задані числа, називається матрицею третього порядку. 

Визначником третього порядку, що відповідає матриці А, назива­
ється число 

« п «12 «13 

аеіЛ = «21 « 2 2 « 2 3 = а 1 1 а 2 2 « 3 3 + « 1 2 « 2 3 « 3 1 + « 1 3 « 2 1 « 3 2 

«31 « 3 2 « 3 3 

«із«22«зі - « п « 9 і я « -а^а^а ІІ"23"32 Ч 2 " 2 1 " 3 3 • 

Існує правило, що полегшує складання виразу, який стоїть у правій 
частині. Це правило називається правилом трикутників. Згідно з цим пра­
вилом доданки складаються за такою схемою: 

1̂1 «13 «12 
Ч * + 

« 2 I V * « 2 2 ' ^ « 2 3 

А»* Ч» \ 
«31- «32 

+ 
«33 

«11 «12 «13 
\>. А / 

« 2 1 < \ « 2 2 ч > « 2 3 

«31 «32 «33 
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У цій схемі плюс означає, що добутки вказаних елементів беруться зі зна­
ком "+ ", а мінус означає, що відповідні добутки беруться зі знаком " - ". 

Квадратна таблиця 

«21 - «1л" 

«22 - «2п 

«п2 апп, 

де а^, /',7 = 1,п - задані числа, називається матрицею п-го порядку. 
Визначником п -го порядку, що відповідає матриці А, називається 

число 

= І Н ) ^ " " 2 ' - а " ) а Х а і а 2 а г . . . а п а п , 
(ог,,а 2,...,<*„) 

де сума розповсюджується на всі можливі перестановки (оц, а 2 , . . . , а „ ) 
чисел 1,2,...,я; к(щ, а 2 , . . . , а „ ) - число інверсій у перестановці; а ( а ) , 

/ = 1,л - елементи визначника. 

Мінором Му елемента а,у (/',7 = 1, л) визначника п -го порядку назива­
ють визначник (л - 1 ) -го порядку, який утворюється з даного визначника в 
результаті викреслення рядка і стовпця, на перетині яких стоїть елемент ау. 

Алгебраїчним доповненням Ау елемента а^ визначника п -го порядку 

називається його мінор Мір взятий зі знаком ( -1) ' + - / , тобто Ау = (-^)'+^ Му. 

Виберемо довільно 5 рядків та і стовпців визначника п -го порядку 
з номерами і\ < /2 < ... < /^ ; іх < у'2 < ... < у°5 ($<п). 

Мінором порядку 5 визначника п -го порядку називається визначник * -
го порядку М, що лежить на перетині вибраних 5 рядків та .? стовпців. 

Додатковим мінором до мінора М називається визначник 
(п - з) -го порядку, що отримується з визначника п -го порядку в резуль­
таті викреслення вибраних і рядків та * стовпців. 

Алгебраїчним доповненням мінора називається його додатковий мінор, 

взятий зі знаком (_і)'і+'2+•••+'*+Л+Л+-+Л . 

«11 

«21 

аеіЛ = 

« п «12 

«21 «22 

«1» 

«2« 

« п і ««2 - ап 
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Властивості визначників 

1°. Величина визначника не зміниться, якщо його рядки зробити сто­
впцями з тими ж номерами. 

Ця операція називається транспонуванням. 

2°. Якщо у визначнику поміняти місцями два рядки (стовпці), то знак 
визначника зміниться на протилежний. 

3°. Якщо всі елементи деякого рядка (стовпця) визначника дорівню­
ють нулю, то визначник дорівнює нулю. 

4°. Загальний множник елементів деякого рядка (стовпця) визнач­
ника може бути винесеним за знак визначника. 

5°. Якщо елементи двох рядків (стовпців) визначника однакові, то 
визначник дорівнює нулю. 

Наслідок. Якщо у визначнику елементи двох рядків (стопців) про­
порційні, то визначник дорівнює нулю. 

6°. Величина визначника не зміниться, якщо до елементів одного ряд­
ка (або стовпця) додати елементи іншого рядка (стовпця), помножені на одне 
й теж число (теорема про лінійну комбінацію елементів рядків (стовпців)). 

7°. Визначник дорівнює сумі добутків елементів деякого рядка (сто­
впця) на їхні алгебраїчні доповнення (теорема розкладання). 

8°. Сума добутків елементів довільного рядка (стовпця) визначника 
на алгебраїчні доповнення елементів іншого рядка (стовпця) дорівнює нулю 
(теорема анулювання). 

9°. Визначник, у якого елементи деякого рядка (стовпця) є сумою 
двох доданків, дорівнює сумі двох визначників, у першого з яких у зазна­
ченому рядку (стовпці) стоять перші доданки, а у другого - другі доданки; 
всі інші рядки (стовпці) у обох визначників однакові. 

Теорема Лапласа. Визначник п -го порядку дорівнює сумі добутків 
всіх можливих мінорів 5 -го порядку ($<п), що розташовані у довільно 
вибраних 5 рядках (стовпцях) на алгебраїчні доповнення цих мінорів. 

Основні методи обчислення визначників 
Метод пониження порядку оснований на застосуванні теореми розкла­

дання визначника за елементами деякого рядка (стовпця), згідно з якою: 

я п 



§1. Визначники 

При цьому корисно, використовуючи основні властивості визнач­
ників, обернути в нуль всі, крім одного, елементи деякого рядка (стовпця) 
визначника, а потім застосувати теорему розкладання. Іноді зручно засто­
совувати теорему Лапласа - розкладання визначника за елементами дек­
ількох рядків (стовпців). При цьому добиваються того, щоб у вказаних 
рядках були мінори, складені з нулів. 

Метод зведення до трикутного вигляду полягає у такому перетво­
ренні визначника, коли всі елементи, що лежать по один бік однієї з його 
діагоналей, рівні нулю. 

Метод рекурентних співвідношень полягає у тому, щоб даний виз­
начник виразити через визначники того ж вигляду, але більш низького 
порядку. Одержана рівність називається рекурентним співвідношенням. От­
римується це рекурентне співвідношення перетворенням визначника та 
розкладанням його за елементами рядка (стовпця). 

//. Контрольні питання та завдання 

1. Що називається визначником другого порядку; третьо­
го порядку? 

2. Дайте означення визначника п -го порядку. 

3. Що називається мінором елемента визначника п-то 
порядку? 

4. Що називається алгебраїчним доповненням елемента 
визначника п -го порядку? 

5. Наведіть основні властивості визначників. 
6. Запишіть формулу розкладання визначника за елемен­

тами / -го рядка; у -го стовпця. 
7. Як читається теорема анулювання для визначників тре­

тього порядку; п -го порядку? 
8. Що називається мінором порядку 5 визначника п -го 

порядку? 
9. Що називається додатковим мінором до мінора поряд­

ку 5 визначника п -го порядку? 
10. Що називається алгебраїчним доповненням мінора виз­

начника п -го порядку? 
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11. Сформулюйте теорему Лапласа розкладання визначни­
ка за елементами декількох рядків (стовпців). 

12. У чому полягає метод зведення до трикутного вигляду 
для обчислення визначників? 

13. У чому полягає метод рекурентних співвідношень для 
обчислення визначників? 

///. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. Обчислити визначники: 
2 - 2 1 

1) 2) З 
-1 

4 2 
0 1 

• 1. Оскільки визначник другого порядку дорівнює добутку елементів 
головної діагоналі мінус добуток елементів побічної діагоналі, то 

2 - 4 - 3 ( - 1 ) = 11 

2. Використовуючи правило трикутників, отримуємо 

2 - 2 

= 2 • 4 • 1 + (-2) • 2 (-1) + 3 • 0 • 1 - 1 • 4 (-1) - 3 (-2) 1-2-0-2-4 2 
0 1 

= 8 + 4 + 4 + 6 = 2 2 . ^ 

Приклад 2. Обчислити визначник 
- 2 1 З 

А = 1 1 1 
0 0 5 

розкладанням за елементами: 1) першого рядка; 2) третього 
рядка. 

• 1. Застосовуючи теорему розкладання визначника до першого ряд­
ка, отримаємо 

А = (-2)(-1) 1+1 1 1 

0 5 
+ (-1) 1+2 1 1 

0 5 
+ 3(-1) 1+3 1 1 

0 0 
= - 1 0 - 5 = -15 . 



§1. Визначники 7 7 

2. Застосовуючи теорему розкладання визначника до третього ряд­
ка, отримаємо 

- 2 1 

1 1 
Д = 0 + 0 + 5(-1)* = 5(-3) = -15.<« 

Приклад 3. Обчислити визначник третього порядку 

5 3 2 
Д = - 1 2 4 , 

7 3 6 

використовуючи теорему про лінійну комбінацію елементів 
рядків (стовпців) та теорему розкладання. 

• Зробимо всі елементи першого стовпця рівними нулю, крім одного 
елемента. З цією метою до елементів першого рядка додамо відповідні еле­
менти другого рядка, помножені на 5, а до елементів третього рядка -
відповідні елементи другого рядка, помножені на 7: 

5 3 2 0 13 22 
А = - 1 2 4 = - 1 2 4 

7 3 6 0 17 34 

Розклавши визначник за елементами першого стовпця, отримуємо 

+ ( - і ) ( - і ) ' + 2 

0 13 22 

д = - 1 2 4 = 0 

0 17 34 

2 4 

17 34 

= 17 
13 22 
1 2 

13 22 13 22 
+ 0 

17 34 2 4 

68. = 17 (26 -22 ) = 6 8 . ^ 

Приклад 4. Обчислити визначник четвертого порядку: 

Д = 

3 1 2 - 1 
2 1 0 - 2 
1 2 1 2 

- 2 - 3 1 10 
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• Використаємо метод пониження порядку, оснований на застосу­
ванні теореми розкладання визначника за елементами деякого рядка (сто­
впця). При цьому заздалегідь, використовуючи теорему про лінійну комб­
інацію елементів рядків (стовпців) визначника, обертаємо в нуль усі, окрім 
одного, елементи його деякого рядка (стовпця). 

Виконаємо, наприклад, наступні перетворення. 
Другий рядок помножимо послідовно на ( - 1 ) , ( - 2 ) , 3 і додамо до 

першого, третього, четвертого рядків В І Д П О В І Д Н О . 

Отриманий визначник розкладемо за елементами другому стовпця: 

1 0 2 1 

Д = 
2 1 

- З 0 
4 0 

,2+2 
1 

- З 
4 

Далі знов обертаємо в нуль усі елементи першого стовпця, окрім еле­
мента в лівому верхньому куті, і після цього обчислюємо визначник друго­
го порядку, або використовуємо для обчислення отриманого визначника 
третього порядку правило трикутників: 

7 9 

-7 0 
63 

1 2 1 
0 7 9 
0 - 7 0 

Обчислення за правилом трикутників має такий вигляд: 

1 2 

4 - 3 + 4 8 - 4 - 6 + 24 = 6 3 . - * -З 1 
4 1 

Приклад 5. Обчислити визначник, застосувавши теорему 
Лапласа: 

А = 

2 3 0 0 0 
4 7 0 0 0 

- 8 2 1 0 0 
25 17 0 1 0 
17 8 0 0 1 
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• Виділимо у визначнику два рядки та застосуємо теорему Лапласа 
про розкладання визначника за елементами декількох рядків (стовпців). 

Враховуючи, що всі мінори, що розташовані у перших двох рядках, 
дорівнюють нулю, крім одного, що розташований у лівому верхньому куті, 
отримаємо: 

А = 
2 З 

4 7 ( -1) 1+2+1+2 
1 0 о 
0 1 о 
0 0 1 

= (14-12)1 = 2 . 

Приклад 6. Обчислити визначник 

Д = 

1 1 1 1 
1 - 1 2 2 
1 1 - 1 3 
1 1 1 - 1 

зведенням його до трикутного вигляду. 
• Перший рядок визначника множимо на (-1) та додаємо послі­

довно до всіх інших рядків. Отримаємо: 

Д = 

1 1 1 1 1 1 1 1 
1 - 1 2 2 0 - 2 1 1 
1 1 - 1 3 0 0 - 2 2 

1 1 1 - 1 0 0 0 - 2 

: 1 ( -2 ) ( -2 ) ( -2 ) = -8.<« 

Приклад 7. Обчислити визначник Вандермонда / ) я , вико­
ристовуючи метод рекурентних співвідношень 

1 1 1 1 

а \ а2 «з • • <*„ 
2 і 2 2 

а 2 • а п 

п-\ п-\ п-\ п-\ 
ах а2 а3 • ап 
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• Покажемо, що для будь-яких п (п>2) визначник Вандермонда 
дорівнює добутку всіх можливих різниць я,- - а } • , 1 < ) <і<п . Доведення 
проведемо за індукцією, використовуючи метод рекурентних співвідношень. 

Дійсно, при п ~ 2 маємо 

1 1 
Я 2 = 

я, а 2 

Нехай наше твердження доведено для визначників Вандермонда по­
рядку (п - 1 ) , тобто 

Е>п-\= П к - о / ) -

і<у'<;<и-і 

Перетворимо визначник О п наступним чином: з останнього п -то 

рядка віднімемо (п - 1 ) -й, помножений на а\, і, взагалі, послідовно відніме­

мо із к -то рядка (к -1) -й, помножений на Я ) . Отримаємо 

А , = 

я 2 - я , 
я 2 - я , я 

1 

я 3 - я , 

1"2 '1"3 

0 я Г ' - « і « Г 2 а ^ - а ^ ' 2 

1 
а„ - я, 

.2 

а" 1 -я,я,^ 2 

Розкладемо останній визначник за елементами першого стовпця та 
винесемо з усіх стовпців загальні множники. Визначник матиме вигляд 

1 1 1 1 

о? я 3 я 4 . 

А , =(а2 - « і ) ( а з - " ) ) • • - ( а п - «і) я 2 2 
«3 я 2 . . а2

п 

п - 2 я 3 а Г 2 ! • <~2 

= ( я 2 - я і ) ( я 3 - а , )...(я„ -і • 

Отримали рекурентне співвідношення. Використовуючи припущен­
ня індукції, остаточно виводимо: 

А , = ( я 2 - я , ) ( я 3 - а х ) . . . { а „ - я , ) П ( я , - д у ) = Г[ ( я , - я у ) . < * 
2< У</<л 1< ]<ііп 
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IV. Задачі для практичних занять 

У задачах 3.1-3.4 обчислити визначники другого порядку. 

- 1 4 а+Ь а-Ь 
3.2. 

5 2 а-Ь а+Ь 
3.1. 

3.3. с о з а - з і п а 

з іпа с о з а 
3.4. 2зіпфсозф 2зіп ф - 1 

2 2С08 ф - 1 2зІПфСОЗф 

У задачах 3 . 5 - 3 . 6 розв'язати рівняння. 

соз8х - з і п 5 х 
3.5. 

X х + 1 
-4 х + 1 

= 0. 3.6. 
8Іп8х соз5х 

0. 

У задачах 3.7-3.11 обчислити визначники третього порядку. 

1 0 2 2 1 0 9 10 11 
3.7. 0 2 0 . 3.8. 1 2 1 . 3.9. 1 1 1 

2 0 3 0 1 2 2 3 4 

3.10. 
2 - 2 1 
3 4 2 

-1 0 1 
3.11. 

2 3 4 
1 2 5 
4 1 6 

У задачах 3.12-3.13 розв'язати рівняння: 

3.12. 
З 
2 
х + 2 

х 

-1 
1 

= 0. 

3.13. 
х х + 1 х + 2 

х + 3 х + 4 х + 5 
х + 6 х + 7 х + 8 

= 0. 
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У задачах 3.14-3.15 розв'язати нерівності. 

3 - 2 1 2 х + 2 - 1 

3.14. 1 X - 2 < 0 . 3.15. 1 1 - 2 > 0 

- 1 2 - 1 5 - 3 X 

У задачах 3.16-3.19 довести тотожності, використовую­
чи властивості визначників третього порядку. 

«і + Ь\Х сі\ - }\х сх а \ С\ 

3.16. «2 + Ь2х а2 — Ь2х с2 -2х а2 Ь2 
с2 

«3 + Ь3х а3 - Ь3х с3 «3 Ь, с 3 

«1 + Ь1х ахх + Ь\ сі «1 С\ 

3.17. а2 + Ь2х а2х + Ь2 с2 = (\-х2) а2 Ь2 
с2 

а3 + Ь3х а3х + Ь3 с3 а3 Ь3 
с3 

щ Ьі ахх + Ь\у + С] а \ Ьі С\ 

3.18. а2 Ь2 а2х + Ь2у + с2 а2 Ь2 

с2 
а3 Ь3 а3х + Ь3у + с3 «3 Ь3 

с 3 

1 а Ьс 
3.19. 1 Ь са = ( * - а ) ( с - а ) ( с-Ь). 

1 с аЬ 

У задачах 3.20 - 3.22 обчислити визначники, використо­
вуючи властивості визначників третього порядку: 

ч2 х + у 2 1 

3.20. У + 2 X 1 3 

2 + X У 1 

зіп 2 а 1 соз 2 а 

3.22. 8 і п 2 р 1 С08 2(3 

зіп 2 у 1 соз 2 у 

3.21. 
(а + іу 
(Ь + \)2 

(с + 1)2 

а2+\ 
Ь2 + 1 
с 2 + 1 
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3.23. Перевірити, що визначник 
1 1 1 
X У 2 

2 2 2 
X У 2 

ділиться на х-у, у - 2 та 2-х. 
3.24. Перевірити, що визначник 

х у х + у 

у х + у X 

х + у х у 

2 2 
ділиться на х + у та на х - ху + у . 3.25. Побудувати графік функції 

х г2 

1 
У а а 

Ь Ь1 

У задачах 3 .26-3 .28 обчислити визначники четвертого 
порядку: 

3.26. а) 

- З 
- 2 

Ь 
- 1 

в) 

3.27. 

2 
4 
а 
З 
а 
Ь 
с 
й 

2 - 1 1 
0 1 2 
3 - 1 2 
3 1 6 

4 
З 
с 
4 

б) 

а 
Ь 
с 
а 

2 
4 
З 
5 

- 1 
- З 
- 2 
- 4 

1 1 1 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 

о 
1 
з 
1 

3.28. 

2 3 - 3 4 
2 1 - 1 2 
6 2 1 0 
2 3 0 - 5 
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У задачах 3.29 - 3.34 обчислити визначники, використовую­
чи теорему Лапласа. 

3.29. 

3.31. 

0 - а -Ь - а 

а 0 - с - е 
Ь с 0 0 
а1 е 0 0 

1 0 0 - 1 
- 1 3 2 2 

2 0 0 3 
4 - 2 3 1 

3.30. 

5 6 0 0 0 
1 5 6 0 0 
0 1 5 6 0 
0 0 1 5 6 
0 0 0 1 5 

3.32. 

- 1 
З 
2 
2 

- 1 

З 1 1 
0 0 0 
1 3 2 
0 0 0 
0 0 0 

2 1 1 1 1 X 0 - 1 1 0 
1 3 1 1 1 1 X - 1 1 0 
1 1 4 1 1 3.34. 1 0 х-1 0 1 
1 1 1 5 1 0 1 - 1 X 1 
1 1 1 1 6 0 1 - 1 0 X 

3.33. 

У задачах 3.35-3.36 обчислити визначники зведенням до 
трикутного вигляду. 

1 2 3 . . п 3 2 2 . . 2 
- 1 0 3 . . п 2 3 2 . . 2 

3.35. - 1 - 2 0 . . п . 3.36. 2 2 3 . . 2 

- 1 - 2 - 3 . . 0 2 2 2 . . 3 
3.37. Обчислити визначник, елементи якого задані умова­

ми ац = т і п (/ ' ,/). 
3.38. Обчислити визначник, елементи якого задані умовами 

ац =тах ( і , у ) -
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У задачах 3.39-3.40 обчислити визначники п-го порядку 
методом рекурентних співвідношень. 

а еф 0 0 0 

1 а + р ар ... 0 0 

3.39. 0 1 а + р ... 0 0 

0 0 0 ... 1 а + Р 

а + р ар 0 0 0 
2 а + р ар 0 0 

3.40. 0 1 а + р 0 0 

0 0 0 1 а + Р 

§2. Матриці 

І. Короткі теоретичні відомості 

Означення. Дії над матрицями. Матрицею розміру тхп називаєть­

ся таблиця чисел ау , і = 1,/я , у = 1, л , вигляду 

'«11 «12 

«21 «22 
А = 

у

ат\ « т 2 

Коротко: А т х п , (ац)тп або ( а у ) . 

Якщо т=п , матриця називається квадратною порядку п . 

Якщо всі елементи матриці дорівнюють нулю, матриця називається 
нульовою. Позначення: О. 

12п 



V <Г<3 (лава У. Шзначккш та матркдс. Сїїстє&ґк лсксяккк аягевржчнкк (гсв(шг& 

Квадратна матриця £) називається діагональною, якщо всі її елементи, 
що не лежать на головній діагоналі, дорівнюють нулю, тобто 

«11 о 
0 «22 

0 0 

о 

= с!іа§(а 1 ь «22 ,... ,апп ) . 

Якщо діагональна матриця така, що всі а,-,- = 1, і* = 1 , л , то матриця нази­
вається одиничною. Позначення: Е . Таким чином, 

( 1 0 ... 0^ 

0 1 ... о 
Е = 

0 0 

Матриця називається дійсною, якщо всі її елементи дійсні числа, в про­
тивному випадку, коли серед елементів є комплексні числа, матриця називаєть­
ся комплексною. 

Сумою А + В матриць А=(а у)тп і В=(Ьу)т п називається матриця 
с=(су)т,п ,така, що сц- = ау + Ьу. 

Добутком а А матриці А={а у)тп на число а називається матриця 

С=(с,у)„, ,„ , така, що Су=аау. 

Добутком АВ матриці А=(ау)т п на В=(Ьу)п / називається матриця 
п 

С =(су)ті, де Сц = ^аік Ькі , і=\,т , у = 1 , / , тобто елемент Су дорівнює 
к=\ 

сумі добутків відповідних елементів / -го рядка матриці А і у -го стовпця мат­
риці В. 

Мають місце такі властивості операцій над матрицями: 

Г. А + В = В + А: 2 й . А + (В + С) = (А + В) + С; 

3° ( а + Р)Л = аЛ + рЛ; 4°. а(А + В) = аА + аВ; 

6°. А(ВС) = (АВ)С; 

7". А(В + С) = АВ + АС . 

Тут А , В , С - матриці, а , Р - числа. 

Матриці А та В називаються переставними, якщо А В = В А 

5° (ар)Л = афА); 

і0 



Степенем к матриці А називається матриця 

С = Ак =.А-А-...-А, 
к раз 

де к - ціле додатне число ; А0 = Е. 
Многочленом від матриці А називається вираз, що має вигляд 

Р(А) = а0Ак + ахАк'х + а2Ак'2 +... + ак_іА + акЕ , 

де к - ціле додатне число, А0 = Е. 
Матриця, що отримана з даної матриці А заміною її рядків стовпця­

ми, називається транспонованою до даної. 

Позначення: А' або А'. 
Мають місце властивості: 

1°. (АТ)Т=А; 2°. (А + В)т = Ат + Вт; 3°. (АВ)Т=ВТАТ. 

Приєднаною до квадратної матриці А називається матриця 

(А\\ Ап 

А2і А22 

*л1 *п2 А пп ) 

А\\ А21 

А\2 А22 

\А\„ Чп 

Ап\Л  

А„2 

АПп ) 

де Ау - алгебраїчні доповнення елементів ау матриці А. 

Квадратна матриця А називається невиродженою, якщо аеі А Ф 0 . 

Оберненою до квадратної матриці А називається матриця А~х така, 
що АА"Х = А"ХА = Е. 

Т е о р е м а . Для того щоб квадратна матриця А мала обернену, необ­
хідно та достатньо, щоб матриця А була невиродженою. 

Метод приєднаної матриці для обернення матриць. Згідно з цим мето­
дом обернена матриця знаходиться за формулою 

А~' =• 
аеіЛ 

-А=-
аеіЛ 

А21 А22 

А ^Т 

Ч 2 Я 

\Ап\ Ьі2 пп у 
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А, А '21 

'12 А '22 

сІеіЛ 

Обернені матриці мають такі властивості: 

А, ПП ) 

1°. (А-ХУХ=А; 2° (АТТ'=(А-Х)Т; 3°. (АВ)~[ = В~х А~х. 

Ранг матриці та його знаходження. Рангом матриці називається найви­
щий з порядків її мінорів, відмінних від нуля. Позначення К§ А . 

Відмінний від нуля мінор матриці А , порядок якого г = Я§ А , називається 
базисним мінором. 

Теорема про базисний мінор. Базисні рядки матриці А лінійно не­
залежні. Будь-який рядок матриці А може бути представлений у вигляді 
лінійної комбінації базисних рядків. 

З теореми випливає, що максимальна кількість лінійно незалежних 
рядків матриці дорівнює її рангу. Система рядків матриці, яка містить у 
собі базисний мінор, утворює базис у системі рядків цієї матриці. Анало­
гічні твердження мають місце для стовпців. 

Елементарні перетворення матриць: 
1) перестановка рядків (стовпців); 
2) множення рядка (стовпця) на число, відмінне від нуля; 
3) додавання до елементів рядка (стовпця) відповідних елементів іншо­

го рядка (стовпця), помножених на деяке число. 
Т е о р е м а . Елементарні перетворення не змінюють рангу матриці. 
Основними методами обчислення рангу являються метод обвідних 

мінорів та метод елементарних перетворень. 
Метод обвідних мінорів обчислення рангу. Нехай в матриці знайдено 

мінор к -го порядку М , відмінний від нуля. Розглянемо тільки ті мінори 
(к + і)-го порядку, які містять у собі (обводять) мінор М . Якщо усі вони 
дорівнюють нулю, то ранг матриці дорівнює к . В протилежному випадку 
серед обвідних мінорів знайдеться ненульовий мінор (к + і)-го порядку, і 
вся процедура повторюється. 

Метод елементарних перетворень для знаходження рангу. Метод ба­
зується на теоремі про незмінність рангу при елементарних перетвореннях. 
З допомогою елементарних перетворень дану матрицю А перетворюють у 
матрицю В , ранг якої легко знаходиться. Тоді, К§ А = К§ В. 

Матриці А та В, для яких Я§ А = К§ В називають еквівалентними: А~ В. 
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Метод елементарних перетворень для обернення матриць. Для заданої 
матриці А п -то порядку будується прямокутна матриця ГА = (А \ Е) роз­
міром п х 2л , приписуванням до А праворуч одиничної матриці. Далі, вико­
ристовуючи елементарні перетворення над рядками, матриця ГА зводиться 

до вигляду (Е | В), що завжди можливо, якщо А невироджена. Тоді В = А~]. 

Зауважимо, що метод елементарних перетворень для обернення мат­
риць має також назву метод Жордина - Гаусса або метод повного виклю­
чення. В методі повного виключення процес отримання оберненої матриці 
формалізовано і весь процес представляється у вигляді деякої системи пра­
вил. Алгоритм методу і приклад розглянуто у §3 цієї глави. 

Комплексні числа. Комплексним числом називається число вигляду 
г = х + іу, (3.1) 

де х,у - дійсні числа, / - уявна одиниця, причому і = - 1 . 
Число х називається дійсною частиною, а у - уявною частиною 

комплексного числа. 
Два комплексних числа гх та г2 називаються рівними, якщо рівні їх 

дійсні та уявні частини. 
Число г = х - і у називається спряженим до комплексного числа 2 . 
Вигляд комплексного числа г = х + і у називають алгебраїчною фор­

мою комплексного числа. 
Дії над комплексними числами у алгебраїчній формі виконуються 

таким чином 

2Х +22 =(х , + х2)+і(ух +у2); 

г \ ~ 2 2 = (*] -хг)+і{у\ -Уг)\ 

гХ22 = (хх +іух)(х2+іу2)={ххх2 -уху2)+ і(х]У2 + > ' і * 2 ) ; 

£і_ =

 2 1 '^2 = *1*2 + У\У2 + І

Х2У\ -Х\У2 

22 22-І2 ХІ+уІ Х2+У2 

Кожному комплексному числу 2 = х + іу може бути поставлена у 

відповідність точка М(х, у) у декартовій прямокутній системі координат. 

уА 
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Модулем комплексного числа називається число |г | = Г = -^ґ2 + у2 . 

~ х • У 
О ч Є В И Д Н О , Щ О С О З ф = — , 8111 ф = — . 

Г Г 
Число ф називається аргументом комплексного числа. Враховуючи, що 

х = гсо8ф, 7 = г8Іпф, комплексне число (3.1) представляється у вигляді 
г = г(со8ф + /зіпф), (3.2) 

який називається тригонометричною формою комплексного числа. 
Дії над комплексними числами, заданими у тригонометричній формі ви­

конуються так: 

2, г2 =,} гг [сов (ф, + ф 2 ) + і 8ІП (ф, + ф 2 ) ] ; 

- і - = -Цсо8(ф, - ф 2 ) + /8іп(фі - ф 2 ) ] ; 
22 Г2 

2п = г" (соз «ф + /зіп пф) - формула Муавра; 

пГ пГ ( <р + 2кк . . ф + 2£лЛ - -
<]2=Щг с о з - + г з і п - , к = 0,п-\. 

Комплексні матриці. Деякі типи матриць. Нехай С = {ск/}т „ -комплексна 

матриця. Тоді = + іЬщ V к, у . Тобто С = А + іВ,де А та В - дійсні мат­

риці: А - (а^ ] , В = (й І 7) ; У4 - дійсна, 5 - уявна частина матриці С . 

Матриця С — А-іВ називається комплексно-спряженою до матриці С . 

Матриця Ст =С* називається спряженою до матриці С . 
У таблиці 3.1 наведено важливі типи квадратних матриць як для ви­

падку, коли матриця А - дійсна, так і для випадку, коли матриця А - ком­
плексна. Ці типи матриць будуть використані в подальшому у гл. 5. 

Таблиця 3.1 

Номер 
типу 

Матриця А - дійсна Номер 
типу Матриця А - комплексна 

1. Симетрична матриця: 

А = АТ (ац = а „ V/,./) 

1. Ермітова матриця 
А = А* (я,у =ал У/,у) 

2. Кососиметрична матриця: 

А = ~АТ (й у =-ар У і,]) 
2. Косоермітова матриця 

А = -А* {ау =-а7-,- У і, у) 

3. Ортогональна матриця: 

ААТ=АТА = Е ( л г = / Г ' ) 

3. Унітарна матриця 

АА* = А*А = Е (а'=А~}) 
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Зауважимо, що у кососиметричної матриці на головній діагоналі сто­
ять нулі; у ермітової матриці на головній діагоналі стоять дійсні числа; у 
косоермітової матриці на головній діагоналі стоять чисто уявні числа. 

//. Контрольні питання та завдання 

1. Що називається матрицею розміру т х л ? 
2. Яка матриця називається квадратною; нульовою; діа­

гональною; одиничною? 
3. Що називається сумою двох матриць; різницею? 

4. Що називається добутком числа а на матрицю А ? 
5. Що називається добутком матриці А на матрицю В ? 
6. Які матриці називаються узгодженими для множення? 

7. Чи можлива рівність АВ = 0, коли А та В ненульові? 

8. Що називається цілим додатним степенем матриці А ? 
9. Що називається многочленом від матриці А ? 

10. Яка матриця називається транспонованою до даної мат­
риці А ? 

11. Наведіть властивості операції транспонування. 

12. Дайте означення мінора порядку 5 матриці Атхп. 
13. Дайте означення додаткового мінора до мінора матриці 

А ; алгебраїчного доповнення мінора матриці А . 
14. Дайте означення оберненої матриці до даної матриці А . 
15. Сформулюйте необхідну та достатню умову існування 

оберненої матриці. 
16. Доведіть, що для невиродженої матриці існує єдина обернена. 
17. Наведіть формулу, за якою знаходиться обернена матриця. 
18. Сформулюйте властивості обернених матриць. 
19. Що називається рангом матриці? 

20. Доведіть, що К§У4 = Я§,АТ . 
21. Які перетворення матриць називаються елементарними? 
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22. У чому полягає метод елементарних перетворень знаход­
ження рангу матриці? 

23. Що називається базисним мінором матриці? 
24. Які рядки та стовпці матриці називаються базисними? 
25. Сформулюйте теорему про базисний мінор. 
26. Чому дорівнює максимальне число лінійно незалежних 

рядків (стовпців) матриці? 

///. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. Задані матриці: 

1 2 3 Л 

- 1 0 4 , 

Чи можна додати матрицю А до матриці В ? Матрицю А 
до матриці С ? Знайти А + С; 2 А - ЗС + £>. 

• Матрицю А не можна додати до матриці В , бо матриця А має роз­
міри 3 x 2 , матриця В - розміри 2 х 3 , а додавати можна матриці однакових 
розмірів. Матриці А і С мають однакові розміри, отже, їх можна додавати. 

Враховуючи, що при додаванні матриць додаються відповідні еле­
менти, маємо 

А + С 

Оскільки множення матриці на число є операція, яка полягає в тому, 
що кожний елемент матриці помножується на це число, то 

(2 п п ґ 

А = 3 - і 
V 

Г - 2 
3 1 

( 3 
5 1 

с = 5 8 - 1 2 
, - 1 \ , 1 - 4 , 

(2 Г Г - 2 3> 
Г 0 4^ 

3 - і + 5 8 = 8 7 

, о , - 1 ь , - 1 

'2 1 ї Ґ4 2 > Г - 2 3] ' 6 _ 9 1 
2А = 2 3 - 1 = 6 - 2 , - З С = (-3) 5 8 = - 1 5 - 2 4 

,о 4 , ,0 8 , , - 1 1 , з " 9 , 
Отже, 

'А 2 > 
Г 6 - 9 > ґ 3 5 ї ( 1 3 ~ 21 

2А-ЗС + Б = 6 - 2 + - 1 5 - 2 4 + -1 2 = - 1 0 - 2 4 

, о 8 , , з ~ 9 > \ 1 - V 1 4 - 5 , 
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Приклад 2. Задані матриці: 

,0 

-1 3^ 

2 4 у 

-1 
7 
4 

2 
9 
5 

- 1 
15 

Чи існує добуток: АВ ; В А ? 
• Оскільки матриця А має розміри 2 х 3 , а матриця В - розміри 

З х 4 , то число стовпців матриці А дорівнює числу рядків матриці В , отже, 
А В існує. Число стовпців матриці В не дорівнює числу рядків матриці А, 
отже, ВА не існує. -4 

Приклад 3. Задані матриці 

(І 0 - 2 Л 

А = 

[З 9 - 5 

Знайти АС; АВ. 
• Використовуючи означення добутку матриць, знаходимо 

ґ - 1 2 
4 1 

в = 5 6 7 , с = 2 
3 - 1 

ґі о 
З 9 

Ч 3 У 

• 1 + 0 - 2 + (-2) - З 

З -1 + 9 - 2 + (-5) • З 

ґ \ 0 - 2 ^ 
3 9 - 5 

-1 2 
5 6 
0 З 

4Ї 
7 

-1 

' і - ( - 1 ) + 0-5 + ( -2) -0 1-2 + 0-6 + ( -2) -3 1-4 + 0-7 + ( -2) - ( -1)^ 
3 - ( - 1 ) + 9-5 + ( -5) -0 3-2 + 9-6 + ( -5)-3 3-4 + 9 - 7 + (-5) • (-1) 

- 1 - 4 6~ 
42 45 80 

Приклад 4. Знайти значення многочлена /(х) при л: = А , 
де Л - задана матриця: 
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/(х) = 2х2 +Зх-5, А 
(\ -2 -

4 0 - 1 
3 2 0 

• / ( Л ) = 2/1 + ЗА- 5Е, де Е - одинична матриця третього порядку: 

- 2 - З 
4 0 - 1 
3 2 0 

Ґ1 - 2 
4 0 
З 2 

+ 3 4 0 
З 2 

= 2 
Г-16 - 8 - 1 

I - 1 0 - 1 2 
II - 6 - 1 1 V 

З - 6 - 9 
12 0 - З 
9 6 0 

- 3 ^ (\ о о 4 

- 1 - 5 0 1 0 

о і , 

- 5 0 о 4 

0 -- 5 0 = 
0 0 - ь 

' - 1 6 -8 - п ґ _ 2 - 6 - 9 Ч 

= 2 1 10 - 1 2 + 12 - 5 - 3 = 
-6 , 9 6 

' - 3 2 - 1 6 - 2 ^ Г-2 - 6 9Ч ' - 3 4 - 2 2 - 1 1 

2 - 2 0 - 2 4 + 12 - 5 3 = 14 - 2 5 - 2 7 

ч 2 2 - 1 2 - 2 2 , , 9 6 - , з і -6 - 2 7 

Приклад 5. Показати, що матриця А = 
1 є коренем 

многочлена /{х) = х1 - З х + 5. 

• Підставимо в даний многочлен замість х матрицю А, тоді отримаємо 

ґ2 
/(А) = А^-ЗА + 5Е-

у (2 - Г | ґ і о^ 
- 3 + 5 

) , з 1 ,о і , 
ґ і - з > 

+ 
' - 6 з 4 

+ 
'5 о ч ' 0 0̂  

,9 - 2 ; , - 9 5, ,0 о у 

Отже, матриця /1 є коренем даного многочлена. А 
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Приклад 6. З'ясувати, чи існує матриця, обернена матриці А. 

(І - 1 2^ 
А= 1 1 - 2 

і якщо існує, знайти її. Виконати перевірку: А А~] = Е. 

• Оскільки аеі А = 12 * 0, то існує обернена матриця Л - 1 , що може бути 
знайдена за формулою 

йеіА 

Ац А2\ Азі 

А12 А 22 А 32 

А із А 23 Азз 

де А у - алгебраїчне доповнення елемента а у . 

Оскільки 

А1Х --

АЗІ = 

1 - 2 
1 4 

- 1 2 
1 4 

- 1 2 
1 - 2 

= 6, 

= 6 , 

= 0 , 

Л 2 2 -

А32 ~ 

1 - 2 

1 4 

1 2 
1 4 

1 2 
1 - 2 

= - 6 , 

= 2 , 

= 4 , 

Ац -

Ап -

= 0, 

- 2 , 

: 2 , 

12 

6 6 0 

•6 2 4 

0 - 2 2 

Перевіримо правильність матриці А 1: 

АА'Х=± 
12 

' 1 - 1 2 V 6 6 0Л ("12 0 0 
1 1 1 - 2 

1 1 4 

- 6 2 4 

0 - 2 2 
12 

0 12 0 

0 0 12 

^ ' 1 0 0^ 

0 1 0 

V 
0 0 1 

Е.< 
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Приклад 7. Методом елементарних перетворень знайти обер­
нену матрицю А~1 до матриці А. 

г3 2 О 
А= 4 5 2 

2 1 4 

• Утворимо матрицю ГА : 

' 3 2 1 1 о о" 
4 5 2 0 1 0 

, 2 1 4 0 0 1 
) 

Позначивши через у І 5 у 2 , у з рядки матриці ТА , виконаємо над ними 
такі перетворення: 

1 . . 2 
Ті :Уі> її = 7 Ї " у У 2 . г Г = г , - £ г З ; 

У2 =У2 " у У і . У2 = у У 2 > У 2 = У 2 - ^ У З 

Уз =Уз ~ ^ У ь 

Тоді послідовно отримуємо: 

Уз = Уз + - У 2 , У з — У з • 

' 3 2 1 1 0 '1 2 / 3 1/3 1/3 0 0̂  

4 5 2 0 1 0 -> 0 7 /3 2 / 3 - 4 / 3 1 0 

, 2 1 4 0 0 1 
) 

0 
V 

- 1 / 3 10/3 - 2 / 3 0 к 

' 1 0 1/7 

0 1 2 / 7 

ч 0 0 24 /7 

Отже, 

5 /7 

- 4 / 7 

- 6 / 7 

- 2 / 7 0 

3/7 0 

1/7 1 

Л ґ 

) 

1 0 о 
0 1 о 
0 0 1 

3 /4 - 7 / 2 4 -1 /24^ | 

- 1 / 2 5/12 - 1 / 1 2 

- 1 / 4 1/24 7 /24 

А~ = 

3/4 - 7 / 2 4 -1/24^1 

- 1 / 2 

- 1 / 4 

5/12 - 1 / 1 2 

1/24 7 /24 
24 

18 - 7 - 1 

-12 10 - : 

- 6 1 ' 

Перевірка показує, що АА 1 = Е , тобто матриця А ' знайдена вірно. •* 
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Приклад 8. Використовуючи означення рангу матриці, 
знайти ранг матриці А : 

А = 

0 
0 
0 

2 
1 
З 

- 1 Л 

2 
1 

• Серед мінорів першого порядку є відмінний від нуля, бо матриця 
А ненульова. Серед мінорів другого порядку є також відмінні від нуля, 

2 
= - 5 * 0 . Всі мінори третього порядку дорівнюють нулю наприклад З 1 

(перевірте). Отже, К§ А = 2 . < 

Приклад 9. Використовуючи метод обвідних мінорів, знай­
ти ранг матриці А: 

А = 

2 | - 4 3 ! 1 
° 1 

1 І - 2 
і . 

1 і - 4 2 
0 1 - 1 ! 3 1 
4 - 7 4 - 4 5, 

• Фіксуємо мінор 2-го порядку, що відмінний від нуля: 

- 4 З 

2 1 
* 0 . 

Мінор 3-го порядку 

2 - 4 3 
М3=1 - 2 1 

0 1 - 1 

що обводить мінор М 2 , також відрізняється від нуля. Однак обидва мінори 
4-го порядку, які обводять мінор М3, дорівнюють нулю: 

•4 З 

-2 1 

1 - 1 
- 4 

З 
4 - 7 4 - 4 

= 0 , 

З ! 0 
1 12 

2 -і 

і - : 

0 1 _ _ 1 
4 - 7 4 5 

= 0. 

Тому ранг А дорівнює 3, а базисним мінором є, наприклад, мінор М3. Л 
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Приклад 10. Використовуючи метод елементарних пере­
творень, знайти ранг матриці А : 

• 1 2 3 
1 7 2 

4 1 1 1 
10 1 10 6 

' 1 
5 

4^ 

1 

• А = 

2 

7 

1 

10 

4^ 

1 

1 

6 

5 4 + ( - 1 ) - 6 - 2 + ( - 1 ) . 5 3 

52-К-0-$з 

Ґ1 -1 
0 1 
0 5 
0 0 

5 2 + ( - 5 ) - 5 , 

5 4 +(~10) -5 1 

2 3 4^ 

4 - 2 - 4 

-7 -11 -15 

0 0 0 

0 

0 

0 

- 1 

6 

5 

11 

2 

- З 

- 7 

- 1 0 

З 

-13 
-11 

4 

- 1 9 

- 1 5 

- 2 4 - 3 4 

53-К-5)-<Г2 

^ 

(\ -1 
0 1 
0 0 

о о 

2 З 

4 - 2 

-27 -1 

0 0 0 

Отримали трапецієвидну матрицю, ранг якої дорівнює 3. Звідси 
Я 8 А = 3 . < 

Приклад 11. З'ясувати, чи є система векторів Щ - (2 , -3 ,1) , 
а2 - ( 3 , - 1, 5), а 3 = ( 1 , - 5 , - 3) лінійно залежною або лінійно не­
залежною. Знайти її ранг та будь-який базис. 

• Запишемо матрицю А, стовпцями якої являються а\, а2, а 3 : 

2 З П 
-З - 1 - 5 Т — Т т 

А = (а , , а 2 , 0*3 ) = 
5 - З 

Ранг матриці А, як видно, дорівнює 2. Отже, вихідна система век­
торів лінійно залежна, і її ранг також дорівнює 2 (за теоремою про базис­
ний мінор). Мінор другого порядку 

М2 = 

відмінний від нуля, і тому може бути прийнятий за базисний. Звідси 
випливає, що арифметичні вектори ах та а2 утворюють базис вихідної 
системи. •* 
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IV. Задачі для практичних занять 

3.41. Обчислити лінійну комбінацію матриць А та В : 

ЗА + 2В, А = 
2 1 - Л 

V 0 1 ~ 4 , 

У задачах 3.42 - 3.50 обчислити: 

3.42. 

3.44. 

В = 
- 2 1 0" 
- 3 2 2 

(3 -2Л (3 4Л 

3.43. 
(2 

~ 3 1 
(9 -6" 

- 4 , ь , 4 - 6 , .6 - 4 , 

5 8 

6 9 
4 7 - 3 

(5 0 

4 ¥ 3 

5 

) 

3.45. 
2 3 Л 

4 1 5 3 
3 1 - 1 2 

2 5^ 
4 - 1 3 

у , 9 6 5 

' 6^ 
-2 
.7 

V 4 У 

3.46.а) (4 0 - 2 3 1) 

' ЗЛ 
Г 3 1 

1 1 

1) - 1 ; б) - 1 
5 5 

3.47. 

0 0 1 

1 1 2 
2 2 3 
3 3 4 

з 

-і - П 
2 2 
1 1 

( 4 1 

3.48. 
1 - 2 

3.49. 
V V 

'1 а 
0 1 

(4 0 - 2 3 1). 

а є К . 
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3.50. 
'X 1 
о я. 

Д є К . 

У задачах 3.51 -3 .52 знайти значення многочлена /(А) від 
матриці А: 

' 2 О 
3.51. /(х) = 3х - 4 , А = 

0 З 
' 1 2^ 

3.52. / ( * ) = х'-3х + 1, А = 
- 1 3 

У задачах 3.53 - 3.54 обчислити АВ - 5/1 

3.53. А = 2 1 
( 2 -З ' ) 

, в = 
,4 1, 

{ 2 3 (\ 2 П 
3.54. А = - 1 1 0 0 1 2 

, 1 2 - к ,3 1 1, 

У задачах 3.55 - 3.56 знайти всі матриці, переставні з да­
ною, тобто ті, для яких виконується умова: АВ = ВА. 

3.55. 
1 2 
З 4 

3.56. 
7 - З 
5 - 2 

3.57. Знайти всі матриці другого порядку, квадрати яких 
(0 0 Л 

дорівнюють нульовій матриці О = 

3.58. Знайти всі матриці другого порядку, квадрати яких 
(\ 0^ 

дорівнюють одиничній матриці Е = ^ ^ 

У задачах 3.59-3.63 методом приєднаної матриці знайти 
обернені для вказаних матриць: 

3.59. 
'З 4^ 
5 7 

3.60. соз а 

зіп а 

зіп а 

соз а 
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3.61. 
( 2 5 

7 1 
ҐЗ - 4 

5 1 
6 3 4 3.62. 2 - 3 1 

, 5 - 2 -з, ,з ~ 5 

- к 

(\ 1 1 

1 1 - 1 - 1 

1 - 1 0 0 

0 1 

3.63. 

У задачах 3 . 6 4 - 3 . 6 7 методом елементарних перетворень 
знайти обернені для вказаних матриць: 

( 2 7 
3 1 

(і 2 
2 1 

3.64. 3 9 4 . 3.65. 2 1 -2 

5 з, Ч2 - 2 
к 

/ | 1 1 п ( з 3 - 4 

1 1 1 - 1 0 6 1 1 
3.66. 3.67. 

1 - 1 1 - 1 5 4 2 1 
- 1 і К , 2 3 3 2 , 

У задачах 3 . 6 8 - 3 . 7 2 розв'язати матричні рівняння: 
2 ^ 

6 

(\ 2^ (3 5 1 
( 3 - 2 Ї ґ 

3.68. Х = 3.69. X 
ХЗ 9 , V 

( з 
6 1 

' 1 4 1 6 Л 

3.70. — 

2^ 
У 9 ю; 

(\ 2 -зЛ ґ 1 - 3 

3.71. 3 2 - 4 Х = 1 0 2 7 . 

- і Ч 1 0 7 8 , 

Г 5 
3 \\ ' - 8 3 0 

3.72. X 1 - 3 - 2 = - 5 9 0 

2 
к 

^ - 2 15 0 ) 
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У задачах 3.73 - 3.74 обчислити значення функлдії §(х) при х = А: 

3.73. §(х) = Xі - Зх + 2х 1 - х 1 , А = 

3.74. %(х) = х-8х_1 + 16х~2, А = 

0 1 V 

(2 - 1 
2 
0 

0^ 
-1 
2 

У задачах 3.75 -3 .82 обчислити ранг матриці: 
' 2 - 1 3 - 2 4 Л 

3.75. 

3.76. 

3.78. 

4 • 

2 
5 

4 
- З 
- 2 

3.80. 

3.82. 

V 

2 
16 

' 0 1 
0 1 
2 1 

•2 5 
-1 1 

З 5 -
•1 - З 
1 - 1 
7 9 

З З 
- 7 - 2 

5 1 
З 0 

1 7 
8 2 ) 

3.17. 

ґ 1 
4 
7 

2 
5 

З л 

6 
9 

•4^ 
1 
0 
1 

V 

3.79. 

10 11 12 
З - 1 

7 1 
17 1 

6 ^ 
- З 10 
- 7 22 

1 10 
0 4 
4 

- 1 

V 

52 
6 

0 
З 
о 

9 
- 7 

4 
0 
0 

-1 

3.81. 

З 4 - 2 10 
0 1 1 0 0 
1 1 0 0 0 
0 1 0 1 1 
1 0 1 0 0 
0 0 1 1 0 

З 
2 
і і 
і і 
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У задачах 3.83 -3 .84 з'ясувати, чи являються наступні сис­
теми векторів лінійно залежними або лінійно незалежними: 

3 .8 3 . х, =(1,1,1,1), х 2 = (1 , -1 , -1 ,1 ) , х 3 = (1 , -1 ,1 , -1 ) , 
х 4 = ( 1 , 1 , - 1 , - 1 ) . 

3.84. хі = ( 4 , - 5 , 2 , 6 ) , х 2 = ( 2 , - 2 , 1 , 3 ) , х 3 = (6 , -3 , 3, 9), 
х 4 = ( 4 , - 1 , 5, 6). 

3.85. Знайти ранг системи векторів: ах = (1 , -1 , 0, 0), 
а2 =(0,1,-1,0), а 3 =(1,0,-1,1), а4 =(0,0,0,1), а5 = (3,-5,2,-3). 

У задачах 3 .86-3 .87 знайти ранг та який-небудь базис 
заданої системи векторів: 

3.86. а, = ( 5 , 2 , - 3 , 1 ) , а2 = ( 4 , 1 , - 2 , 3 ) , а 3 = (1 ,1 , -1 , -2 ) , 
а 4 =(3 , 4 , - 1 , 2 ) . 

3.87. а, = ( 2 , - 1 , 3, 5), а2 = ( 4 , - 3,1, 3), а 3 = (3,— 2,-3, 4), 
а4 =(4 , -1 ,15 ,17) , а 5 = ( 7 , - 6 , - 7 , 0 ) . 

У задачах 3.88 -3.108 виконати вказані доведення. 
3.88. Довести, що матриці А і В квадратні та одного 

порядку, якщо їх добутки АВ і В А визначені, причому А В = В А. 
3.89. Слідом квадратної мартиці називається сума еле­

ментів, розташованих на головній діагоналі (слід - Ігасе (англ.)). 
Довести, що слід АВ дорівнює сліду В А: Іг АВ = іхВА\ А та В 
квадратні матриці одного порядку. 

3.90. Довести, що рівність АВ - ВА = Е не виконується ні 
для яких матриць А та В. 

3.91. Показати, що якщо С - невироджена матриця п -го 
порядку, то для будь-якої матриці А п -го порядку маємо: 

П - ( С " ' Л С ) = ІГЛ. 

3.92. Довести, що якщо А та В - квадратні матриці одного 
порядку такі, що АВ Ф В А, то 

а) {А + В)1 ф А 2 +2АВ + В2, „ 

б) (А + В)(А -В)ф А2 - В2. 
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3.93. Довести, що будь-яку квадратну матрицю А можна пред­
ставити єдиним чином у вигляді А = В + С, де В - симетрична, а 
С - кососиметрична матриці. 

3.94. Довести, що множення матриці А зліва на діагональну 
матрицю В = а і а § ( ? і 1 Д 2 5 " - Д и ) зводиться до множення рядків А 
відповідно на Х1,\2,...,ХП; множення А НА В справа викликає 
аналогічну зміну стовпців. 

3.95. Нехай А ТА В невироджені матриці одного й того ж 
порядку. Показати, що чотири рівності рівносильні між собою: 

АВ = ВА, АВ~1 = В~1А, А~ХВ = ВА'\ А~]В~] = В~]А~]. 
3.96. Довести, що якщо А та В - симетричні квадратні 

матриці одного порядку, то матриця С = АВАВ...АВА є си­
метричною. 

3.97. Довести, що для будь-якої матриці В матриця 
т 

А = В В є симетричною. 
3.98.Нехай А* = Ат, тобто А* - спряжена матриця. 
Довести, що: 

а) {А + В)* = А* +В*; 

б) (АВ)* = В* А*; 

в) (сА)* =сА*; 

г ) И = М - ' . 
де с - число, А ТА В - матриці, над якими може бути виконана 
відповідна операція. 

3.99. Матриця А називається ермітовою, якщо А* = А . 
Довести, що для будь-якої матриці В, з комплексними або 
дійсними елементами, матриця А = В В* є ермітовою. 

3.100. Показати, що добуток двох симетричних матриць 
тоді і тільки тоді буде матрицею симетричною, коли дані мат­
риці переставні. 
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3.101. Показати, що добуток двох кососиметричних матриць 
тоді і тільки тоді буде матрицею симетричною, коли дані матриці 
переставні. 

3.102. Довести, що добуток двох кососиметричних матриць 
А та В тоді і тільки тоді буде кососиметричною матрицею, 
коли АВ = -ВА. 

3.103. Довести, що визначник ортогональної матриці А 
<ІеїЛ = ±1. 

3.104. Довести, що визначник унітарної матриці І/, задо­

вольняє умові: | деї I I | = 1. 

3.105. За яких умов діагональна матриця є ортогональною? 
3.106. За яких умов діагональна матриця є унітарною? 
3.107. Довести, що 
а) добуток двох ортогональних матриць є ортогональною 

матрицею; 
б) матриця, обернена до ортогональної матриці, ортогональна. 
3.108. Довести, що 
а) добуток двох унітарних матриць є унітарною матрицею; 
б) матриця, обернена до унітарної матриці, унітарна. 

§3. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь 

І. Короткі теоретичні відомості 

Основні означення. Умова сумісності. Система лінійних алгебраїчних 
рівнянь має вигляд 

а п х , +апх2 +... + аХпхп =ЬХ ; 

а2\ХХ+а22х2 + ••• + а2п

хп = Ь2 5 

ат\ х] +ат2х2 + ••• + атп хп=Ьт, 

або в матричній формі: 
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АХ = В, 
де 

' « 1 1 « 1 2 • • « 1л ^ (ьЛ 
« 2 1 « 2 2 • • « 2 « ; х = 

х2 

; в = 
ь2 

« т 2 • ® тп ) х „ 
\ п ) 

ьт/ 

А = 

Розширена матриця системи має вигляд 

А = (А\В) = 

«11 

« 2 1 

« т і 

« 1 2 

« 2 2 

ат2 

«1л 

« 2 л 

*1 
ь2 

Розв 'язком системи називається матриця-стовпець X, яка обертає 
матричне рівняння А X = В у тотожність. 

Система називається сумісною, якщо має, хоча б один розв'язок, у 
протилежному випадку, вона називається несумісною. 

Дві системи називаються еквівалентними, якщо множини їх розв'язків 
співпадають. 

Т е о р е м а К р о н е к е р а - К а п е л л і . Для того, щоб система АХ = В 
була сумісною, необхідно та достатньо, щоб 

К£А = К£А, 

де А = (А | В) - розширена матриця системи. 

Нехай К§ А = К§ А = г, тобто система сумісна. Не обмежуючи загаль­
ності, будемо вважати, що базисний мінор розташовується у перших 
г (1 < г < т іп( /я ,л) ) рядках і стовпцях матриці А. Відкинувши останні 
т—г рівнянь системи, запишемо скорочену систему: 

аИх] +... + а]гхг + а]г+іхг+І +... + аи,х„ =ЬХ ; 

а г Л +... + аггхг+агг+1хг+1 +... + аг„х„ =ЬГ, 

яка еквівалентна вихідній. Назвемо невідомі х\,..., х,. базисними, а х , . + ] , . . . , хп 

вільними та перенесемо доданки, що містять вільні невідомі, у праву частину 
кожного з рівнянь. Отримаємо систему відносно базисних невідомих: 

аих] + ... + аХгхг х,.,\ ... аі,,х \плп ' 

аг]х] + ... + аггхг =ЬГ Х,..і 
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яка для кожного набору значень вільних невідомих хг+\ =С\, ..., хп = с„_ г має 
єдиний розв'язок Х ] (с [ , . . . ,сп_г),... , х Д с ) , . . . , сп_г), що знаходиться опи­
саними нижче методами. Відповідний розв'язок скороченої, а отже і вихідної 
системи має вигляд: 

Х(сь ... , сп_г) 

хх(си ... , сп_г) 

хг(сх, ... , сп_г) 
(3.3) 

Д Є С ) , с2 , ... ,с„_г є К . 
Отримана формула, що виражає довільний розв'язок системи у виг­

ляді вектор-функції від п-г вільних невідомих, називається загальним 
розв'язком системи. 

З теореми випливає: якщо К§ А = Кц А = п , п - число невідомих, то 
система має єдиний розв'язок; якщо К§ А = К§ А =г <п , то система має 
безліч розв'язків; якщо Я§ А * Я§ А , то система несумісна. 

Однорідні системи рівнянь. Система рівнянь називається однорідною, 
якщо 5 = 0 , тобто система має вигляд А X = 0 . 

Однорідна система завжди сумісна, тобто має розв'язок X = 0 . 
Однорідна система має нетривіальні розв'язки, якщо КцА = г<п, 

де п - число невідомих (для квадратної однорідної системи ця умова озна­
чає, що АеХА = 0) . У цьому випадку система має безліч розв'язків, які запи­
суються у вигляді загального розв'язку вигляду (3.3). 

Теорема. Для заданої однорідної системи рівнянь А X = 0 , для якої 
К@А = г < п , де п - число невідомих, існує п — г лінійно незалежних 
розв'язків Е\, Е 2 , Е п _ г і будь-який розв'язок системи представляєть­
ся у вигляді лінійної комбінації цих п-г розв'язків. 

Максимальне число лінійно незалежних розв'язків однорідної систе­
ми АХ = 0 називається фундаментальною системою розв 'язків цієї системи 
рівнянь. 

Е\, Е2,Е„_г - фундаментальна система розв'язків однорідної сис­
теми рівнянь (Ф.С.Р.). Вона містить (п-г) розв'язків і одержується з загаль­
ного розв'язку (3.3), якщо вільним змінним надавати, наприклад, послідовно 
значення: 1, 0, 0 , . . . , 0 ; 0 , 1 , 0 , . . . , 0 ; ...; 0, 0, 0, . . . , 1. Отриманатаким 
чином фундаментальна система називається нормованою. 
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Зауважимо, що розв'язання однорідних систем здійснюється тими ж ме­
тодами, що й неоднорідних. 

Структура загальних розв'язків однорідної та неоднорідної системи 
рівнянь. 

Т е о р е м а 1. Загальний розв'язок однорідної системи лінійних рівнянь 
АХ = 0 , де К\%А = г <п , п — число невідомих, представляється у вигляді: 

п-г 
Х= ^СіЕ, , 

і=\ 

де с1 - довільні сталі, Е1, і = \,п-г - фундаментальна система розв'язків. 
Теорема 2. Загальний розв'язок неоднорідної системи лінійних 

рівнянь АХ = В представляється у вигляді: 

Г = Г01Х, 

де У0 - деякий частинний розв'язок неоднорідної системи, X - загальний 
розв'язок відповідної однорідної системи. 

Методи розв'язування систем рівнянь. Розглядаємо систему рівнянь 
АХ = В. 

Матричний метод: X = А~ В . 
Реалізація методу полягає в знаходженні оберненої матриці і мно­

женні її на стовпець вільних членів. Використовується для невироджених 
(сієї А ф 0 ) квадратних систем. 

Ді — 
Формули Крамера: х,- = — , /" = 1, п , де А = АеіА Ф 0 - визначник сис-

А 
теми; А о д е р ж у є т ь с я з А шляхом заміни / -го стовпця стовпцем вільних 
членів. Також використовується для невироджених квадратних систем. 

Метод Гаусса грунтується на наступній теоремі: елементарним перетво­
ренням рядків розширеної матриці системи відповідає перетворення цієї систе­
ми в еквівалентну. 

За допомогою елементарних перетворень рядків розширеної матриці, а 
також переміни місцями стовпців, що відповідає перепозначенню змінних, мат­
риця А зводиться до східчастої (або трапецієвидної) форми. Цій матриці ста­
виться у відповідність система, еквівалентна вихідній. Це прямий хід методу 
Гаусса. Розв'язання отриманої системи здійснюється знизу уверх (зворотний 
хід методу Гаусса). 

Більш детально цей процес виглядає так: матриця А в результаті елемен­
тарних перетворень приймає такий вигляд: 
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ґа'и а\2 ••• а\г а\г+і ... а{„ Ь{ Л 

0 а 2 2 ... а'2г а'2г+і ... а2п Ь'2 

Тоді маємо такі можливості: 

1. Хоча б одне з чисел Ь'г+І, Ь'г+2,Ь'т відмінне від нуля, тоді 

К§ А * К§ А і система несумісна. 

2. Числа Ь'г+] = Ь'г+2 =... = Ь'т = 0 , тоді 

а) К§ А = К§ А = г = п , система сумісна, має єдиний розв'язок; 

б) К§ А = Яц А = г < п , система сумісна, має безліч розв'язків. 
У випадку сумісності системи, ставимо останній матриці у відповід­

ність систему рівнянь вигляду 

аНхІ а12х2 + • • • + а \ г х г а\г+Іхг+\ + + 0\пХп = О ] ; 

а'22х2 +... + а2гхг + а'2г+іхг+] +... + а2пх„ = Ь'2 ; 

Ь'г. 

Цю систему переписуємо, залишаючи базисні змінні зліва, вільні 
справа. 

а\\х\ + а\2х2 + • • • + а \ г х г = "\ ~ а\г+Іхг+\ _ ••• _ а \ п х п '•> 

а22х2 + . . . + а2гхг = Ь2 - а2г+іХг+\ -... - а2пхп ; 

ап.хг — ог аІТ+\Хг+\ ... агпхп . 

Саме цю систему розв'язуємо, починаючи знизу уверх. 
В результаті отримуємо або єдиний розв'язок, або безліч розв'язків, які 

записуються у вигляді загального розв'язку (3.3). 
Метод Гаусса представляє собою метод послідовного виключення 

змінних. Обчислювальна процедура гауссових виключень може бути формалі­
зована за допомогою простих правил. 
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Назвемо змінну, що виключалася,/?озв 'язувальною, коефіцієнт при ній - роз-
в'язувальним елементом, рядок і стовпець матриці, в яких розміщений розв'язу-
вальний елемент - розв'язувальними. 

Перерахування елементів розширеної матриці при виконанні елементар­
них перетворень виконується за такими правилами: 

1) елементи розв'язувального рядка і всіх вищерозташованих рядків за­
лишаються незмінними; 

2) елементи розв'язувального стовпця, що розташовані нижче розв'язу­
вального елемента, обертаються в нулі; 

3) усі інші елементи матриці обчислюються за правилом прямокутника: 
перетворюваний елемент дорівнює різниці добутків елементів головної і 
побічної діагоналей (рис. 3.1). 

О О О О О О О 

о о о о о о о 

Рис. 3.1 

Тут а^ - розв'язувальний елемент, а у - перетворюваний елемент. 
Позначимо а-у - елемент, що отриманий обчисленням за правилом прямо­
кутника. Тоді 

4 =ак*аіі ~ащаі,- (3-4) 

Модифікацією методу Гаусса є метод повного виключення або метод 
Жордана - Гаусса. 

Метод повного виключення (метод Жордана - Гаусса) полягає в тому, 
що в результаті перетворень розширеної матриці в ній виділяється діаго­
нальна підматриця і тоді розв'язок вихідної системи виписується просто. 

Метод повного викчючення працює за такими правилами: 
1) призначається розв'язувальний елемент ак5; ним буде коефіцієнт 

при невідомій, що виключається; 
2) елементи розв'язувального рядка залишаються незмінними; 
3) усі елементи розв'язувального стовпця (окрім розв'язувального еле­

мента) замінюються нулями і залишаються такими до кінця перетворень; 
4) усі інші елементи матриці перераховуються за правилом прямо­

кутника (3.4). 
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Метод повного виключення може бути використаний для обернення мат­
риць (відомий також під назвою метод елементарних перетворень). Для даної 
матриці А п -го порядку будується прямокутна матриця {а | е) розміру п х 2п , 
до якої застосовуються перетворення за алгоритмом повного виключення , в 

результаті чого матриця зводиться до вигляду (£ | в), де В = А~1. Це завжди 
можливо, якщо матриця А невироджена. 

//. Контрольні питання та завдання 

1. Яка система рівнянь називається лінійною? 
2. Що називається основною матрицею системи та розшире­

ною матрицею? 
3. Сформулюйте теорему Кронекера-Капеллі - критерій су­

місності системи. 
4. В якому випадку система лінійних рівнянь має єдиний роз­

в'язок; безліч розв'язків; не має розв'язків? 
5. Які невідомі сумісної системи лінійних рівнянь назива­

ються базисними, які - вільними? 
6. Скільки базисних невідомих має система; скільки вільних 

невідомих має система? 
7. Яка система лінійних рівнянь називається однорідною? 
8. Сформулюйте критерій нетривіальної розв'язності од­

норідної системи лінійних рівнянь. 
9. Що називається фундаментальною системою розв'язків 

лінійної системи однорідних рівнянь? 
10. Запишіть структуру загального розв'язку однорідної сис­

теми лінійних рівнянь; неоднорідної. 
11. Викладіть матричний метод розв'язання невироджених 

систем лінійних рівнянь. 
12. Викладіть правило Крамера розв'язання невироджених 

систем лінійних рівнянь. 
13. Викладіть метод Гаусса розв'язання систем лінійних рівнянь. 
14. Викладіть метод Жордана - Гаусса (метод повного вик­

лючення) розв'язання систем лінійних рівнянь. 
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///. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. Записати в матричному вигляді систему рівнянь: 

Зх] + 2х 2 - х 3 = 1; 
Х| "Ь х 3 х^ — 2 і 

2х| -і- 2х 2 ~"" Зх 3 х^ — 5 . 
• Для даної системи 

або 

А = 
3 2 - 1 0 

1 0 1 - 1 

2 2 3 - І 

X 

X, 

х2 

х3 

\х4у 
ч5у 

Отже, в матричному вигляді система запишеться так: 
АХ = В 

3 2 - 1 0 

1 0 1 - 1 

2 2 3 - 1 

( г > X] 

ґ-1 х2 _ 2 

, 5 ; , 5 ; 

Приклад 2. Розв'язати задану систему трьома методами: 
1) матричним методом; 2) за формулами Крамера; 3) методом 
Гаусса: 

З.ї] + 2х 2 ~ х 3 = _ 3 ' 
2х) - х 2 + 2х 3 = 1 1 ; 

-Х\ + Зх 2 + х 3 = 0 . 

• 1. Розв'язання системи матричним методом 
Запишемо систему рівнянь у вигляді матричного рівняння А X = В, де 

' 3 2 -]Л ' _ 3 1 
А = 2 - 1 2 5 = 11 

, - 1 з і , 
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Із матричного рівняння АХ = В => X = А~ В . 
Розв'язок матричним методом можливий, якщо с!еі А = А * 0 , тобто якщо 

матриця А невироджена: 
3 2 - 1 0 11 2 

А = 2 - 1 2 = 0 5 4 = (-1) 
- 1 3 1 - 1 3 1 

11 2 

5 4 
= - ( 4 4 - 1 0 ) = - 3 4 * 0 , 

тобто існує єдина обернена матриця, отже, і єдиний розв'язок системи. 

Знайдемо обернену матрицю Л - 1 : 

11 А 2\ Азі 

12 А 32 

13 А23 А 33 

де Ау=(-\)'+>-МІ; , 1 < г, У < 3 . 

Знайдемо алгебраїчні доповнення 

А,, = 

Ац -

АЗІ = 

- 1 2 

З 1 

2 - 1 
3 1 

2 - 1 
-1 2 

= - 7 , 

= -5 

= 3 . 

4 2 

і 2 2 • 

Л32 = ' 

2 2 
-1 1 

3 - 1 
-1 1 

З - 1 
2 2 

= -Л. 

= 2 . 

•із 

*23 

2 - 1 
-1 З 

З 2 
- 1 З 

= 5 ; 

= - 1 1 ; 

^ з з -
З 2 
2 -1 

= - 7 : 

Г-7 - 5 З ' 

- 4 2 - 8 

. 5 - 1 1 - 7 , 
Перевіримо правильність знаходження оберненої матриці шляхом пере-

А~1=-± 
34 

вірки виконання рівності А. = Е: 

АА~ = 
2 - 1 

-1 2 

3 1 
34 

-7 

-4 

5 

-5 3^ 

2 - 8 

•11 - 7 , 

34 

' - 3 4 0 о 4 '1 0 0̂  
0 - 3 4 0 = 0 1 0 = Е 

0 - 3 4 , ,0 0 
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Перевірка показує, що обернена матриця знайдена вірно. 

34 

(-1 - 5 3 ) 
/ 

~ 3 1 ( 2 1- 55 + 0 ' 

- 4 2 - 8 11 І 12 + 22 + 0 
~ ~ 3 4 

, 5 - 1 1 - ь V °, , - 1 5 - 121 + 0, 

( - 3 4 ^ ( \\ 

34 = - 1 

, "136 , , \ 
х2=- 1, х3 = 

___\_ 
34 

Х\ = 1 , 
Перевірка. Підставимо отриманий розв'язок у систему: 

З -1 + 2 - ( - 1 ) - 4 = - 3 ; 
• 2 - 1 - ( - і ) + 2 - 4 = 11 ; 

- 1 + 3 - ( - і ) + 4 = 0 . 

Система розв'язана вірно. 

2. Розв'язання системи за формулами Крамера 
Формули Крамера мають вигляд: 

_Д, _ А 2 _ _ Д І 

Х , _ Т ' Х 2 " а ' Х З ~ Д ' 
де А - визначник системи, А * 0 ; А, , і — 1, 3 , одержується із визначника А 
системи шляхом заміни / -го стовпця стовпцем вільних членів. 

Визначник системи А знайдено у попередньому пункті. 

дсіА = А = 

3 2 - 1 

2 - 1 2 

-1 3 1 

- 3 4 * 0 

- 3 2 - 1 - 3 5 -1 

11 - 1 2 = 11 - 7 2 = 
0 3 1 0 0 1 

3 - 3 - 1 3 - 3 2 

А 2 = 2 11 2 = 2 11 4 = ( -
- 1 0 1 - 1 0 0 

-З 2 

11 4 

•55 = - 3 4 : 

= - ( - 1 2 - 2 2 ) = 34 ; 
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3 2 - 3 3 11 - 3 

2 - 1 11 = 2 5 11 

- 1 3 0 - 1 0 0 

- 3 4 = 1 , 
- 3 4 Д 
- 3 4 = 1 , 
- 3 4 

х2 Д -

11 
= —(121 + 15)=—136, 

34 
Д і -136 

- 3 4 
= 4 . 

3. Розв'язання системи методом Гаусса 
Запишемо розширену матрицю системи і приведемо її до трикутного виг­

ляду за допомогою елементарних перетворень матриці, які виконуються над 
рядками: 

- 1 ! - 3 Л Г з 
2 

V" 

-1 
•1 З 

о 
1 

4 

- 6 

1 
- 6 

2 ! 11 

і і о 
о ^ 
11 

25 

0 
25 

4 ) 

Г-1 3 1 ! о ' - 1 3 1 
° 1 

2 - 1 2 і ї ї ~ 0 5 4 11 
2 - 1 і - з ) V 0 11 2 - з , 

ґ _ -1 3 і ! 0 ^ ґ - 1 3 1 0 

0 1 - 6 і - 2 5 0 1 - 6 - 2 5 

V 0 5 4 ; Ч ) 0 0 34 136 ) 

К§ А = К§ А = 3 = п , де п — число невідомих. 
Система сумісна, має єдиний розв'язок. 
Ставимо у відповідність розширеній матриці систему, еквівалентну 

вихідній, розв'язання якої здійснюємо знизу уверх: 

- Х\ + 3x2 + х5 = 0 ; 

х2 - 6x3 = -25 ; <=> 
х 3 = 4 , 

Хі = Зх 2 + х 3 = - 3 + 4 = 1 ; 
х2 = - 2 5 + 6 х 3 = - 2 5 + 24 = 
х 3 = 4 ; 

-1 ; о 

X] = 1 ; 
х2=-1;< 

х 3 = 4 . 

Приклад 3. Дослідити сумісність системи, і у випадку сумісності 
знайти загальний розв'язок та один частинний розв'язок системи. 
Виконати перевірку правильності частинного розв'язку: 

х, + х2- 7х 3 • 

• Х̂  "4" ^"^3 

2х 4 = - 1 ; 
- 7х 4

 = : —5 ; 
2х] + х 2 - Юх 3 - х 4 = 0 ; 

•Зх і+2х 2 + х 3 - 9 х 4 = - 7 . 
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• Запишемо розширену матрицю системи і за допомогою елементарних 
перетворень, що виконуються над рядками матриці, зведемо її до східчастого 
вигляду: 

( 1 1 - 7 - 2 ! - Г | ґ \ 1 - 7 2 ! 
~ м 

- 1 2 - 5 - 7 - 5 0 3 - 1 2 •9 ! - 6 

2 1 - 1 0 - 1 0 0 - 1 4 3 1 2 

2 1 - 9 | 5 - 2 0 -15 і --10, 

ґ1 1 - 7 - 2 -г (\ 1 „ 7 _ 2 -г 
0 1 - 4 - 3 - 2 0 1 _ 4 _ 3 | -2 
0 1 - 4 - 3 - 2 0 0 0 0 0 

,о 1 - 4 - 3 - 2 , ,0 0 0 0 [ 0; 

Отримали: 

К§ А = К§, А = г = 2<4 = п, л - число змінних. Згідно з теоремою 
Кронекера - Капеллі система сумісна; система має безліч розв'язків, бо 
г <п . Розв'язання здійснюємо методом Гаусса. Базисні змінні - х\, х2 ; 
вільні змінні - х 3 , х 4 . 

Ставимо у відповідність перетвореній розширеній матриці системи 
скорочену систему, яку розв'язуємо знизу уверх: 

|х[ + х2 - 7х 3 - 2 x 4 = _ 1 ; \х\ + х 2 = 7хз + 2*4 ~ 1 » 
х2 - 4х 3 - Зх 4 = - 2 , х2 = 4х 3 + Зх 4 - 2 , 

X] = -х2 + 7х 3 + 2x4 ~ 1 = ~4х 3 - Зх 4 + 2 + 7х 3 + 2x4 _ 1 '> 
х2 = 4х 3 + Зх 4 - 2 , 

де х 3 , х 4 є К , або у вигляді 
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Х{сис2) = 

(Зс{- с2+\л 

4с, + Зс2 - 2 
с\ 

сі 

Я К И Й О Т Р И М У Є Т Ь С Я 3 П О П Е Р Е Д Н Ь О Г О , П Р И Х 3 = С ) , Х 4 = С2 ; С ] , с2 Є К . 

Нехай, Н А П Р И К Л А Д , х 3 = 0 , х 4 = 0 . Отримаємо Ч А С Т И Н Н И Й Р О З В ' Я З О К 

ЛЧ0,0) = 

тобто X] = 1, х 2 = - 2 , х 3 = 0 , х 4 = 0 . 
Перевірка. Підставимо отриманий частинний розв'язок у систему: 

1 - 2 - 0 - 0 = - 1 ; 

- 1 - 4 - 0 - 0 = - 5 ; 

2 - 2 - 0 - 0 = 0 ; 

- 3 - 4 + 0 - 0 = - 7 . 

Система розв'язана вірно. -4 

Приклад 4. Знайти загальний розв'язок однорідної системи, 
використовуючи метод Гаусса: 

2х, - Зх-> + 0 

Х\ + х2 + х 3 = 0 ; 
Зх] - 2х 2 + 2х 3 = 0 . 

• Випишемо матрицю системи і будемо виконувати елементарні пере­
творення рядків матриці 

(2 - 3 п Ґ1 1 г Ґ1 1 0 і Г 
А = 1 1 1 ~ 2 - 3 1 ~ 0 - 5 - 1 ~ 0 5 1 

,з - 2 2, ,з - 2 2, - 5 0 0 у 
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К&А = г = 2<п = 3, п - число невідомих. Система має нетривіальні 

1 1 
розв'язки. Базисний мінор 

0 5 
Ставимо у відповідність матриці спрощену систему: 

{ х\ + х2 + х3 = 0 > 
5х2 + х 3 = 0 , 

де х\, х2 - базисні змінні, х3 - вільна змінна; 

Х\+х2= —х$ ; 
5 х 2 = ~*3 > 

х3 А 
х, - - х 3 + — - - — х 3 ; 

Х 2 ~ 5 ' 

Загальний розв'язок: хх = - у х 3 , х2

 =~~~^~> х з є ^ -

Якщо перепозначити вільну змінну х 3 = с, отримаємо загальний розв'я­
зок у вигляді 

'-Ас 15" 

ХХ= -с/5 У с є К . 

, с , 
Підставивши отриманий розв'язок у систему, переконаємося у правиль­

ності отриманого розв'язку. 

Приклад 5. Дослідити, чи має нетривіальні розв'язки одно­
рідна система рівнянь. У випадку позитивної відповіді, знайти її 
загальний розв'язок. Записати також фундаментальну систему роз­
в'язків. 

Х[ + 2х2 + 4*3 - Зх 4 = 0 ; 
ЗдГ] + 5х2 + 6х 3 - 4х 4 = 0 ; 
4*і + 5х2 - 2х 3 + Зх 4 = 0 ; 
Зх, + 8х 2 + 24х 3 - \9х4 = 0 . 



<=> 

ґ\ 2 4 ~ 3 ] '1 2 4 - 3^ Гі 2 4 ~ 3 ) 
3 5 6 - 4 0 - 1 - 6 5 0 - 1 - 6 5 

— 

4 5 - 2 3 0 - 3 - 1 8 15 0 0 0 0 

,з 8 24 - 1 9 , ,о 2 12 - і о ; ,0 0 0 

К$А = г = 2<п = 4 ,система має нетривіальні розв'язки. 

2 
Базисний мінор . Базисні змінні - хх, х2; вільні змінні - х3, х 4 . 

0 - 1 

Скорочена система має вигляд: 

\х\+ 2х2

 + 4 х 3 ~ 3*4 = 0 \х\+ 2х2 = -4хз + 3*4 

| -х2 -6х3 + 5*4 = 0 | х 2 = - 6 х 3 + 5 х 4 

\х\ = - 4 х 3 + Зх 4 - 2 ( - 6 х 3 + 5 х 4 ) = -4хз + Зх 4 + 1 2 х 3 - 1 0 х 4 = 8х 3 - 7 х 4 

| х 2 = - 6 х 3 + 5 х 4 

X] — 8х 3 — 7 х 4 

[х 2 = - 6 х 3 + 5 х 4 . 

Загальний розв язок: х, — 8х 3 — 7 x 4 , х 2 — —6х3 + 5 х 4 , Х3 , х 4 є К . 

Перепозначимо змінні х 3 = С] , х 4 = с2. 
Загальний розв'язок запишемо у вигляді: 

Х(С],с2) = 

8с, - 7 с 2 ^ 

- 6с[ + 5 с 2 

С1 
с2 

\ / С ] , с 2 є К . 

Поклавши С] = 1, с 2 = 0 та С) = 0, с 2 = 1 , з загального розв'язку одер­
жуємо фундаментальну систему розв'язків: 

Е1=Х(\,0) = Е2=Х{0,\) = 

Таким чином, фундаментальна система розв'язків: 

{ ( 8 , - 6 , 1 , 0 ) , ( - 7 , 5 , 0 , 1 ) } . ^ 



120 Глава 3. Визначники та матриці. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь 

Приклад 6. Дослідити систему на сумісність та знайти її загаль­
ний розв'язок методом Жордана-Гаусса (повного виключення). 

X] + 2х 2 + Зх 
ЗХ| ~ь 2х 2 ~ь х 3 х^ — 1 

х 4 = 1 

2х, + Зх 2 + х 3 + х 4 = 1 
= 2. 

• Скористаємося алгоритмом методу повного виключення: 

А = 

ГИ 2 3 - 1 (\ 2 3 - 1 п (-4 0 4 0 
°1 

3 2 1 - 1 і о, - 4 | - 8 2 - 2 0 - 4 - 8 2 - 2 
2 3 1 1 і 0 - ] - 5 3 - 1 0 0 12 - 1 0 2 

, 5 5 2 0 2) 1° 
- 5 - 1 3 5 1 0 0 12 - 1 0 2 , 

1 0 - 1 о 
0 2 4 - 1 
0 0 І6 

6 0 0 - 5 
0 12 0 14 
0 0 6 - 5 

К\уА = К§,А = 3<4 = п , система сумісна, має безліч розв'язків. 

• Поставимо у відповідність матриці А спрощену систему рівнянь. Вва­
жатимемо, X ] , х2, хз - базисні змінні, х 4 - вільна змінна. 

6х) - 5х 4 = 1 

1 2 х 2 + 14х 4 = 2 

6х 3 - 5х 4 = 1 

6х) = 1 + 5х 4 ; 

6х 2 = 1 - 7х 4 ; 

6х 3 = 1 + 5х 4 , 

Загальний розв'язок системи представиться так: 

(\ 5 
6 +—х 4 

6 4 

1 7 
6 ~ 6 * 4 

1 5 
6 

+ — Х д 
6 4 

V х 4 

х 4 є К . 

1 + 5х 4 

1-7*4 
Х2=~Т"' 

1 + 5х 4 х 3 = — - — . 
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Поклавши, наприклад, х 4 = 0 , отримаємо частинний розв'язок 

*(<>) = 

6 
]_ 
6 
1 

Безпосередньою підстановкою в систему частинного розв'язку, впевнює­
мося у його правильності. -4 

Приклад 7. Використовуючи метод повного виключення, 
знайти матрицю, обернену матриці А : 

А = 
(2 З 4 Л 

1 2 5 

ч 4 7 6 

( 2 3 4 1 0 0^ ґ2 3 4 1 0 оч (2 0 - 1 4 4 - 6 0̂  
• 1 2 5 0 1 0 ~ о Ш 6 - 1 2 0 ~ 0 1 6 - 1 2 0 

7 6 0 0 0 2 
V 

- 4 - 4 0 2 , 0 -16 - 2 - 4 2 

' - 3 2 0 0 - 9 2 40 28" \ 0 0 92/32 - 4 0 / 3 2 - 2 8 / 3 2 ' 
0 -16 0 28 - 8 -12 ~ 0 1 0 -28 /16 8/16 12/16 

, 0 0 -16 - 2 - 4 
2 , ,° 0 1 2/16 4/16 - 2/16 у 

Праворуч від вертикальної риски отримали обернену матрицю. 
Отже, 

А'1 = 

23/8 - 1 0 / 8 - I I 

14/8 

1/8 

4 / 8 

2 / 8 
6 /8 

-1/8 

1 
Г - 2 3 10 7̂ 1 

14 - 4 - 6 

• 1 - 2 1 

Можна перевірити, що А А А~ХА = Е.< 
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IV. Задачі для практичних занять 

У задачах 3.109 - 3.116 розв 'язати системи за правилом Кра­
мера: 

3.109. 

3.111. 

Зх -5у = 13 ; 

3.113. 

3<зх - 6Ьу = аЬ . 

2х + у =5; 
х + Зг = 16 ; 

5 ^ - 2 = 10. 

3.110. 

3.112. 

3.114. 

[Зх -Ау = - 6 ; 

[Зх + 4;/ = 18. 

7х+ 2.у+ 32 = 15 ; 
5 х - Зу + 2г - 15 ; 

10х-11>>+ 52 = 36 . 

х + у - 2г - 6 ; 
2х + 3 у - 7 2 = 16; 

5х + 2 ^ + 2 = 16. 

3.115. 

3.116. 

Ахх + 4х 2 + 5х 3 + 5х 4 = 0 ; 
2Х] + Зх 3 - х 4 = 10 ; 

х\ + х 2 ~ - '•> 

Зх 2 + 2 х 3 = 1. 

2х] - х 2 + Зх 3 + 2х 4 = 4 
3x2 + Зх 2 + Зх 3 + 2х 4 = 6 
Зх| — х 2 х 3 2х 4 — 6 
Зх] - х 2 + Зх 3 — х 4

 = 6 . 

У задачах 3.117-3.122 розв'язати системи матричним ме­
тодом: 

3.117. 
5х± + 8х 2 + х 3 = 2 ; 
Зх] - 2х 2 + 6х 3 = - 7 ; 
2х} + х 2 — х 3 = —5 . 



§3. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь 123 

3.118. 
2х, — Зх 2 + х 3 — — 7 ; 

х і + 4 х 2 + - - 1 '•> 
X] - 4х 2 = -5 . 

3.119. 

3.120. 

2х, + 2х 2 - х 3 + х4 = 4 ; 
4х, + Зх 2 - х 3 + 2х 4 = 6 ; 
8х, + 5х 2 - Зх 3 + 4х 4 = 12 ; 
ЗХ] + Зх 2 - 2х 3 + 2х 4 = 6 . 

2х, + Зх 2 +11х 3 + 5х 4 = 2 ; 
х̂  + х 2 -ь 5х 3 4- 2х 4 — 1; 

2х] + х 2 + Зх 3 + 2х 4 = - 3 ; 

X) + х 2 + Зх 3 + 4х 4 = - 3 . 

У задачах 3.121-3.128 дослідити сумісність та знайти загаль­
ний розв'язок наступних систем. Використати метод Гаусса. 

3.121. 
2 х - у + г = - 2 ; 

х + 2у + 32 = - 1 ; 
х-3у-2г = 3. 

3.122. 
х+2у-4г = 1; 

2х+ у-5г = -\; 
х- у- 2=-2. 

3.123. 

3.124. 

Зх| — 2х 2 — 5х 3 -Ь х 4 — З 
2х, - Зх 2 + х 3 + 5х 4 = —З 

X} + 2х 2 - 4х 4 = -З 
Х\ - х 2 - 4х 3 + 9х 4 =22 

х \ + х2~ 6х 3 - 4х 4 = 
Зх, х 2 - 6х 3 - 4х 4 

2х! + Зх 2 + 9х 3 + 2х 4 

Зх, + 2х 2 + Зх 3 + 8х 4

 : 

6 ; 
2 ; 
6 ; 

- 7 . 
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3.125. 

3.126. 

3.127. 

2х 
Зх 
9х 

Зх 
їх 
5х 

9х 
6х 
Зх 

3.128. 

+ 1х2 + Зх 3 + хл - 6 ; 
+ 5х 2 + 2х 3 + 2х 4 = 4 ; 
+ 4х 2 + х 3 + 7х 4 = 2 . 

- 5х 2 + 2х 3 + 4х 4 = 2 ; 
- 4х 2 + х 3 + Зх 4 = 5 ; 
+ 7х 2 - 4х 3 - 6х 4 = 3 . 

- Зх 2 + 5х 3 + 6х 4 = 4 ; 
- 2х 2 + Зх 3 + 4х 4 = 5 ; 
- х 2 + Зх 3 + 14х 4 = - 8 . 

х і + х 2 +
 _ 2х 4 + Зх 5 = 1 ; 

2х] + 2х 2 + 4х 3 - х 4 + Зх 5 = 2 ; 
Зх] + Зх 2 + 5х 3 - 2х 4 + Зх 5 = 1; 
2х) + 2х 2 + 8х 3 - Зх 4 + 9х 5 = 2 . 

3.129. Підібрати параметр X, такий, щоб система 

Зд̂ | 2.x 2 ~т~ д̂ з — 2 

мала єдиний розв'язок. 

3.130. За якого значення параметра X, система 

2х, х2 + х 3 

Х| Ч" 2х 2 "Ь Зх 3 

Я; 

= 2 : 
Зх, - х 2 + 2х 3 = З 

має єдиний розв'язок? 
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3.131. За якого значення параметра X система 

3.132. 

Зх, + 2х 2 - Зх 3 = 4 
несумісна? 

У задачах 3.132 - 3.133 дослідити сумісність системи та знай­
ти її загальний розв'язок у залежності від значення параметра X. 

5х, - Зх 2 + 2х 3 + 4х 4 = 3 ; 
4х, - 2х 2 + Зх 3 + 7х 4 = 1; 
8х, 6х 2 х 3 5х 4 — 9 \ 
7х, - Зх 2 + 7х 3 + 17х 4 = X . 

Хх\ + х 2 + х 3 + х 4 = 1 

X , + Хх2 + Х 3 + Х 4 = 1 

X} + х 2 + Хх3 + х 4 = 1 

х, + х 2 + х 3 + А.х4 = 1. 
У задачах 3.134 - 3.139 знайти фундаментальну систему роз­

в'язків та загальний розв'язок таких систем: 

3.133. 

3.134. 

3.136. 

X ! + 2х 2 - х 3 = 0 ; 
3.135. 

3.138. 

2х, + 9х 2 - Зх 3 = 0 . 

3X5 + 2*2 + х 3
 = 0 ' 

2х, + 5х 2 + Зх 3 = 0 ; 3.137 
Зх, + 4х 2 + 2х 3 = 0 . 

Зх, + 2х 2 + х 3 + Зх 4 + 5х 5 = 0 
6х, + 4х 2 + Зх 3 + 5х 4 + 7х 5 = 0 
9х, + 6х 2 + 5х 3 + 7х 4 + 9х 5 = 0 
Зх, + 2х 2 + 4х 4 + 8х 5 = 0 . 

х, - 2х 2 - Зх 3 = 0 ; 

- 2х, + 4х 2 + 6х 3 = 0 . 

2х, - Зх 2 + х 3 = 0 ; 
X , + х 2 + х 3 = 0 ; 

Зх, - 2х 2 + 2х 3 = 0 . 
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2х, - 4х 2 + 5х 3 + Зх 4 = 0 ; 

3.139. < Зх, - 6х 2 + 4х 3 + 2х 4 = 0 ; 

4х] - 8х 2 + 17х3 + 11х4 = 0 . 

У задачах 3.140-3.141 визначити значення параметра а, при 
якому система має нетривіальні розв'язки, та знайти ці розв'язки. 

а х, + Зх 2 + 2х 3 = 0 ; 

3.140. \ а х , - х 2 + х 3 = 0 ; 3.141. 
8 х, + х, + 4х я = 0 . 

2х, + х 2 + Зх 3 = 0 ; 

4х, х 2 + 7х 3 0 

х, + ах2 + 2х 3 = 0 . 

У задачах 3.142-3.145 знайти загальний розв'язок неоднорід­
них систем, використовуючи фундаментальну систему розв'язків 
відповідних однорідних систем. 

3.142. 

2х, -Ь х 2 х 3 х 4 4- х^ — 1 * 

X, — х 2 4- х 3 4- х 4 — 2х^ — 0 і 

Зх, + Зх 2 - Зх 3 - Зх 4 + 4х 5 = 2 ; 

4х, + 5х 2 - 5х 3 - 5х 4 + 7х 5 = 3 . 

3.143. 

3.144. 

3.145. 

2.Х| 2д̂ 2 ~і~ -̂ з 

X] + 2х 2 

х 4 + х 5 = 1 

4х, 

2х, 

10х2 + 5х 3 - 5х 4 + 7х 5 = 

1 4 х 2 + 7 х 3 - 7 х 4 + 1 1 х 5 = - 1 . 

х, х 2 4- х 3 х 4 4- х^ — х^ — 1 * 

2х, — 2х 2 4- 2х 3 4- х 4 — х^ 4- х^ = 1. 

X ] + 2 х 2 + 3 х 3 + 4 х 4 + 5 х 5 = 0 ; 

х, 2х 2 — Зх 3 4х 4 — 5х^ = 2 * 

2х 2 4- Зх 3 + 4х 4 + 5х 5 = - 1 . 
У задачах 3.146 - 3.150 методом Жордана - Гаусса (повного 

виключення) дослідити сумісність та знайти загальний розв'язок 
таких систем: 



§3. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь 127 

3.146. 

хх + 2х2 + Зх 3 + 4х 4 = О 
7х, + 14х 2 + 20х 3 + 27х 4 = О 
5х, + 10х 2 + 16х3 + 19х 4 = - 2 
Зх, + 5х? + 6х, + 1 Зх 4 = 5 

3.147. 

Х| ~\~ Х*^ 

Х| "4" ~г~ Х^ 

Х^ "4* Х^ ~\~ Х^ 

= і 

= 4 

= - 3 

Х^ Ч~ Х^ "4* Х^ — 2 
х 4 + х 5 = - 1 . 

3.148. 
105х! -175х 2 - 315х 3 + 245х 4 = 84 ; 
90х, - 150х2 - 270х 3 + 210х 4 = 72 ; 
75х[ -125х 2 - 2 2 5 х 3 + 175х4 = 59 . 

3.149. 

8х, + 12х2 

14х, + 21х2 

9х 3 + 11х4 

16х3 + 20х 4 

= 20 
= 35 
= О 
= 0. 

10х5 + 12х 6 =22 
15х5 + 18х6 = 33 

3.150. 

7Х| -̂̂ *2 ^*^3 ^"-̂ 4 — ^ 

• Зх, + 2х 2 + х 3 + 2х 4 = -З 

2х; •2х 4 = 1 

1| -г л 3 -г ^ . л 4 

- х-, + х-, + 2хА = 3 . 



ГЛАВА 4. ЛІНІЙНІ ПРОСТОРИ. ЕВКЛІДІВ ПРОСТІР 

§1. Лінійні простори. Підпростори 

І. Короткі теоретичні відомості 

Лінійні простори. Множина £ називається лінійним дійсним прос­
тором, якщо виконані такі умови: 

1) існує правило, за яким будь-яким елементам х, у є £ ставиться 
у відповідність елемент г = х + у є £ , який називається сумою елементів; 

2) існує правило, за яким будь-якому елементу х е £ та числу 
а є К , ставиться у відповідність елемент г = ах є £ , який називаєть­
ся добутком елемента х на число а ; 

3) введені операції задовольняють наступним восьми аксіомам: 
1. х + у = у + х. 

2. (х + у) + 2 = X + (у + 2) . 

3. Існує елемент 0 є £ , такий, що V хе £ х + 0 = х (елемент 
0 називається нульовим). 

4. \/хє£ 3 елемент (-х)є £ , такий, що х + ( -х) = 0 (еле­
мент - х називається протилежним). 

5. Ух є £ 1-х = х . 

6. ( с ф ) х = а ( р х ) , а , р є К . 

7. а ( х + у) = а х + ау , а є К . 

8. ( а + р)х = а х + р х , а , р є К . 

Елементи лінійного простору називають також векторами та позна­
чають х, у, 2,.... Лінійний простір називається комплексним, якщо опера­
ція множення вектора на число визначена для комплексних чисел ( а є С ) . 

Система векторів х , , х 2 , . . . , хх є £ називається лінійно залеж­
ною, якщо знайдуться такі числа Я| , А 2 . ••• н е в с ' рівні нулю, що 
виконується рівність 

(=1 

У противному разі, коли вказана рівність має місце, якщо всі А.,- = 0, 
/ = 1,5 , система векторів називається лінійно незалежною. 
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Упорядкована система векторів р = (є,, е2,..., еп) називається бази­
сом у лінійному просторі £ , якщо 

а) є X., к = 1, п ; 

б) система векторів ( є , , е 2 , . . . , е„) лінійно незалежна; 
и 

в) VЗс є X знайдуться такі числа X , , х 2 , . . . , хп , що 5с = д;̂  . 
к=і 

Ця формула називається розкладом вектора х за базисом Р, а коефі­
цієнти Х | , х2,..., хп - координатами цього вектора у базисі Р. 

Якщо Р = (еу, е2,..., еп) - базис лінійного простору £ , то цей простір 
називається п -вимірним та позначається ЛП, а число п його вимірністю 
і позначається п = а і т X . 

Нехай Х„ -довільний п -вимірнийпростір, ^ = (е[,е2,... ,еп) -фіксо­
ваний базис у ньому. Тоді вектору х ставиться у відповідність стовпець 
його координат у цьому базисі, тобто 

Су \ 

х = ^хіеі <=> X = 
(=1 

х2 

Лінійні операції над векторами у координатній формі виглядають та­
ким чиним: 

2 =х + у • » 2 = Х + ¥, 

у = Хх <=> У = ХХ. 

Нехай р = ( 2 1 , е 2 , . . . , е „ ) та = (е[, ?2, ..-,?„), два різні базиси у _£„ . 
Кожний з векторів базису Р' розкладемо за базисом Р : 

е'к = ЧкЧ + - + 1пкЄп <=> Е'к 

Чк 

у1пк; 

Матрицею переходу від базису р до базису Р' називається матриця 

Т = 

де к -й стовпець є стовпець Е\ координат вектора е^ у базисі Р. 
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Якщо х - довільний вектор з ЛП, X та X' - стовпці його коорди­

нат у базисах (3 та Я' відповідно, то має місце рівність: 

Х = ТХ', 
звідки 

Х' = Т~1Х . 
Це формули перетворення координат при зміні базису. 
Підпростори. Підпростором лінійного простору X називається 

підмножина X' с X , яка має властивості: 

Г.х,ує£.' => х + ує£.'; 

2°. хє£' => ЛхеҐ \/Л. 

Нехай 2 - довільна система векторів хх, х2,..., х 5 з лінійного 

простору X . 

Лінійною оболонкою системи 2 називається множина векторів 

Ь(£>) = | х | х = £ А,- х,-, ї ( є б Д ; є К , і = 1, * | . 

/А Контрольні питання та завдання 

1. Що називається дійсним лінійним простором? 
2. Який лінійний простір називається комплексним? 
3. Яка система векторів називається лінійно залежною; 

лінійно незалежною? 
4. Що називається вимірністю лінійного простору; базисом? 

5. Вказати вимірність та базис лінійного простору X , 
якщо відомо, що у цьому просторі існує п лінійно незалеж­
них векторів ех,е2,... ,еп і будь-який вектор X є X лінійно 
виражається через них. 

6. Що називається розкладом вектора х лінійного прос­
тору £ за базисом е,, е2,..., еп ? Що називається коорди­
натами вектора х у базисі }? 
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7. Дайте означення матриці системи векторів х,, х2,..., хт 

у даному базисі. 
8. Як визначити, чи є система т векторів п -вимірного 

лінійного простору лінійно незалежною, якщо відомі коорди­
нати векторів у деякому базисі? 

9. Дайте означення матриці переходу від одного базису до 
другого. 

10. Чи може будь-яка матриця Т порядку п бути матрицею 
переходу від одного базису до другого у п -вимірному просторі? 

11. Запишіть формули перетворення координат вектора х, 

якщо відома матриця переходу від базису {е,-} до базису \е]}. 

12. Дайте означення підпростору лінійного простору X . 
13. Дайте означення лінійної оболонки системи векторів. 

///. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. З'ясувати, чи є дійсним лінійним простором 
множина усіх дійсних матриць другого порядку. 

• Оскільки при додаванні дійсних матриць другого порядку, а також 
при множенні матриці на дійсне число одержуємо дійсні матриці другого 
порядку, введені операції є операціями на даній множині. Аксіоми 1 - 8 
лінійного простору виконуються. Дійсно, вказані у цих аксіомах операції 
над матрицями другого порядку зводяться до відповідних операцій над 
дійсними числами, для яких аксіоми 1 - 8, як відомо, мають місце. Отже, мно­
жина усіх дійсних матриць другого порядку є дійсним лінійним простором. М 

Приклад 2. З'ясувати, чи є лінійно незалежною система 
векторів 

(2 0^ Ґ1 2^ Го - Г ] 

ч 0 0) 5 

лінійного дійсного простору квадратних матриць другого 
порядку. 
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• Наведена система векторів є лінійно незалежною, оскільки рівність 

« і 
(2 0] Гі 2 Ч Го -г 'о о4 

[о о 
+ а 3 [о о 

ч° 
0 ; о / 

або 

'2а! + а 2 2 а 2 - а 3

ч '0 0' 
4

 а з 0 ) 
справедлива тільки тоді, коли а. = а 2 = а 3 = 0 

Дійсно, наведена рівність матриць має місце тільки тоді, коли 

2аі + а 2 = 0; 
2 а 2 - а 3 = 0; 

а 3 =0, 

а ця система має єдиний розв'язок - нульовий. А 

Приклад 3. Довести, що у лінійному дійсному просторі 
дійсних квадратних матриць другого порядку вектори 

А = 

утворюють базис, і знайти в цьому базисі координати вектора 

( 2 6~\ 

- З 5 

'1 °1 Го 21 Го 
°1 

Го °1 
,0 0) 

>е2 = 
,0 о, 

>Ь = 
о, 

> * 4 = 
- 1 

X = 
V 

або 

• Вектори в ] , ? 2 , £ 3 , е 4 лінійно незалежні, тому що рівність 

а, 

ґ а, 20.2} Г0 (Л 

'\ 0̂  '0 2 Ї '0 0̂  '0 0' '0 <Л 
,о о, + а 2 + а 3 + а 4 ,о о, V 

+ а 3 

,3 о, 
+ а 4 

ч0 - 1 = = ч0 о, 

Д а 3 а 4 ; 0 0 
виконується тільки при а] = а 2 = а 3 = а 4 = 0. 
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Легко переконатися у тому, що будь-який вектор простору, який розг­
лядається, лінійно виражається через вектори , е 2 , е 3 , е 4 . Отже, вектори 
е\, е 2 , е 3 , е 4 утворюють базис. 

Позначимо координати вектора х у даному базисі через Р] , р 2 , р 3 , р 4 . 
Тоді 

X = Рі «1 + Рг «2 + Рз г з + Р4 « 4 , 

або 

або 

2 6 

- З 5 

1 0 

, 0 о , 
+Р; 

0 2^ 

, 0 0 у 

+ Рз 
' 0 0^ 

ч з о , 
+р< 

о о 
0 - 1 

( 2 6Ї 

, - 3 5 

( Рі 2р 2 

ЗРз - Р 4 

звідки Р і = 2 , 2 р 2 = 6 , З р 3 = - 3 , - р 4 = 5 . Отже, Р і = 2 , Р 2 = 3 , 

Рз = - 1 , р 4 = - 5 - шукані координати. 

Приклад 4. У лінійному дійсному просторі дійсних квад­
ратних матриць другого порядку знайти матрицю переходу 
від базису 

до базису 

Ґ1 0^ Го П Го °] Го о' 

,0 о, о, , і о , 
, е 4 — 

(2 0" Гі 2^ Го 2" Го °1 е\ = ' Є 2 = > е 3 = 
,3 

> е 4 = 
- 1 

т = 

• 3 умови випливає, що е\=2еі, е 2 = Є ] + 2 < ? 2 , е 3 = 2 е 2 + 3 е 3 , 

е 4 = -<?4 . Матриця 

' 2 1 0 0̂ 1 

0 2 2 0 

0 0 3 0 

ч 0 0 0 - 1 , 

в у -му (у = 1, 4) стовпці якої стоять координати вектора е'у у базисі 

е\, е 2 , е 3 , е 4 , є матрицею переходу від базису е\, е 2 , е 3 , е 4 до бази­

су е[, е 2 , е 3 , е\ . < 
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Приклад 5. Задана матриця Т -
З - 2 > 

переходу ВІД 

базису ех , е2 до базису е,, е2. Знайти координати вектора 
а -4ех+е2 у базисі е[, е'2. 

• Відомо, що X' - Т 1Х , де X та X' - матриці-стовпці з коор­
динат вектора а відповідно в базисах ех , е2 та е[, е2 . З того, що 

-і 1 2 2 

маємо 

Х' = -

і з у 

( 2 2Л 

х = 

- 1 З 

ґлЛ ^ 1 0 Л 

VI/ 

Отже, координатами вектора а в базисі е[, е'2 будуть 

тобто а = І —, - — І. ^ 
4 

Приклад 6. Знайти координати геометричного вектора 

х = —і+2і+к в базисі р' , який складається з векторів 

е[ = і + і , е'2 = )' + к , е'3-і+к. 

• Випишемо координати векторів е{,е2,ет, у вихідному базисі 

Р = ( 7 , М ) : 
V (о) 
1 , Е'2 = 1 0 

Звідси матриця переходу 7р_>в' м а є вигляд 

1 0 1 

1 1 0 

0 1 1 / 
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Обертаючи матрицю 7р->р,' та використовуючи вираз 

X' = (7р_»р') ' X, знаходимо 

Г = (Т^рГ1Х=-

1 1 - 1 

- 1 1 1 

1 - 1 1 

-1> 

2 = 2 

тобто х = 2^2 -е$.4 

Приклад 7. Система координат хОу повернута навко­
ло початку координат на кут а (рис. 4.1). Виразити коорди­
нати вектора а = хі + у] у новій системі координат через 
його координати у старій системі. 

• Розкладемо вектори / ' та у" за ортами і та 

і' = і соз а + у з іпа , 

у = / соз (—+ а ) + у з т ( — + а ) = - і з іпа + у соз а . 

Запишемо матрицю переходу від старого базису / , у до нового / ' , у ' : 

Т: 
' с о з а - з і п а ^ 

Враховуючи, що X = ТХ', маємо 

х = х'со& а - . у ' з і п а , 

у = х ' з іпа + у'соз а . 

Звідси отримуємо, що 

х' = хсов а + 3;зіпа , 

у' = —х зіп а + у соз а 

- це координати вектора а у новій системі координат. 

Отримали формули перетворення координат при повороті системи 
координат при переході від нової системи координат до старої, і навпаки. -4 
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Приклад 8. Знайти який-небудь базис та визначити 
вимірність лінійного простору розв'язків системи: 

*1 + х2 ~х3 + х4 = 0 ; 

*1 -х2 + х3 — х4 = 0 ; 
+ х2 ~х3 + х4 = 0 ; 

Зх, -х2 + х3 — х4 = 0 . 

• Базисом лінійного простору II розв'язків однорідної системи 
рівнянь є фундаментальна система розв'язків, а вимірність цього про­
стору д і т II = п - г , де п - число невідомих, г = К§ А , А - матриця 
системи. Тому задача зводиться до знаходження рангу матриці А та 
фундаментальної системи розв'язків. 

А = 

ґ 1 

1 

З 
З 

1 

-1 

1 

- 2 
- 2 
- 4 

-1 

2 
2 
4 

-2 
-2 
-4 

КцА = 2; ш т и = 4 - 2 : 

<\ 
0 
0 
0 

2 . 

1 - 1 

0 
0 

П 
- і 
о 
о 

Ставимо у відповідність перетвореній матриці А скорочену систе­
му рівнянь, приймаючи, що х\,х2 - базисні змінні, х 3 , х4 - вільні змінні. 

Х\ + х2 ~ х 3 + х4 = 0 \ 

— х2 + х 3 — х4 — 0 , 
X] + х2 — х 3 — х4 ; 

х2 - х 3 _ х 4 » 

х, — х 3 -

Х 2 = Ху 
х4 

х 2 ; 
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х\ = х 3 - х 4 - х 3 + х 4 = 0 ; ] X] = 0 ; 

х 2 = х 3 - х 4 , [х 2 = х 3 • х 4 

Х(сис2) = С\, с2 є К . 

Позначивши х 3 = С ] , х 4 = с 2 , отримуємо загальний розв'язок системи: 

' 0 ^ 
Сі - с 2 

с \ 

Звідси отримуємо фундаментальну систему розв'язків: 

' (Л 
-1 

' 0 ^ 

Е1=Х(1,0) = , Е2=Х(0,ї) 
1 

1 

Таким чином: а і т II = 2 . 

Базис \] : Е\, Е2.< 

IV. Задачі для практичних занять 

У задачах 4.1 - 4 . 5 перевірити, що дані множини є лінійни­
ми просторами. 

4.1. Множина У 3 усіх геометричних векторів (операції 
над геометричними векторами визначені в §1, гл.1). 

4.2. Множина К" усіх арифметичних п -компонент­
них векторів х = (х{,... ,хп ) (операції над арифметичними 
векторами визначені в §1, гл.1). 

4.3. Множина ГРН усіх многочленів 

р(і) = ап_1і"~1+ ... + ах ( + а0 

степеня < п - 1 , з природним чином введеними операціями 
додавання многочленів та множення їх на числа. 

4.4. Множина усіх геометричних векторів, що виходять 
з початку координат, кінці яких лежать на фіксованій прямій. 
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4.5. Множина усіх геометричних векторів, для яких вико­
нується умова | Зс | > а , де а > 0 - фіксоване число. 

4.6. У просторі У 3 задані вектори 

е\=і + ]> е2=ї-], е\ = - і + 2у - к . 

Довести, що система Р' = (Щ, е2, е 3 ) - базис у У 3 , та записати 

матрицю переходу , де Р= (ех = /, е2 = у ;, е 3 = к) . Знай­

ти координати вектора х = і - 2і + 2к в базисі Р'. 

У задачах 4.7 - 4.8 знайти матрицю переходу 7р_>в-, де 

Р= ( і , у ,к) і Р'= ( і ' , У, к') - ортонормовані базиси в У 3, та за­

писати стовпець координат вектора х~і - 2) + к в базисі р'. 
4.7. Базис р' отримано заміною на протилежний на­

прямок усіх трьох базисних ортів р. 
4.8. Базис Р' отримано перестановкою і' = у, у =к,к - і. 

4.9. З'ясувати, чи є лінійно незалежною система векторів 
у просторі У 2 . 

а) х, = Зі +7, хг=і - у ; 

б) х\ = 2 / , х2 = Зу; 

ь)хх=і-2], х 2 = 2 у ' - і ; 

г ) х 1 = Г + у", х 2 = 2 у , х 3 = 4 і - у . 

4.10. З'ясувати, чи є лінійно незалежною система век­
торів у просторі У 3 . 

а) х, = 2 і + 7, х 2 =7 + з£; 

б) X] = і - 2у + Зк, х 2 = 4г + у , х 3 = 5 і - у + Зк ; 

в ) х , = у ' - 3 £ , х 2 = 2 г + 4 у , хг=5к. 
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4.11. З'ясувати, чи є лінійно незалежною система векторів у 
лінійному просторі квадратних матриць заданого порядку: 

' 1 0 Л 

а) 

в) 

г) 

Д) 

1 1 
V 

' 2 

\ ГО 2^ 
; б) 

Г - і 2^ (2 -ЛЛ 
5 

/ 

; б) 
, о ь 

9 0 - 6 , 

о о 

•1 о 

1 

1 о У 

' " 1 
о 

о 

' 0 0^ 
0 1 

V 

1 
2 

-1 

/ 1 2 
2 
0 

1 0 о 

0 1 о 

0 0 0 

\ Го 1 ґ0 0 0" 
0 0 о , 1 0 0 

) 0 V V і 1 1, 
4.12. Знайти ранг та який-небудь базис системи геометрич­

них векторів Зс, = -і + 2 і , х2 = 2і - у" + к , х 3 = -4г + 5 } - к , 
х 4 = 3/ — 3у + А: . 

4.13. У просторі К 4 задані вектори е{ = ( 1 , 2 , - 1 , - 2 ) , 
е'2 = ( 2 , 3 , 0 , - 1 ) , е 3 = ( 1 , 2 , 1 , 4 ) , е 4 = ( 1 , 3 , - 1 , 0 ) . Довес­
ти, що система (3' = ( е { , е2, е 3 , е4) - базис у К 4 , знайти мат­
рицю переходу 7р_>р-, де р - канонічний базис у К 4 . Знай­
ти координати вектора х = ( 7 , 1 4 , - 1 , 2 ) у базисі Р'. 

< 4.14. Довести, що система многочленів 1,І, Iі,... ут­
ворює базис у просторі Р „ усіх многочленів степеня < п - 1 
і, отже, 6хтРп = п (цей базис називається канонічним). Знайти 
координати: 

а) многочлена р(() = - 3 / +1 у канонічному базисі прос­
тору Р 3 ; 

б) многочлена ц (І) = і - 2 / у канонічному базисі прос­
тору Р 4 . 
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4.15. Довести, що система многочленів і + і + і + Х, 
і +1 + 1, 1 + 1, 1 лінійно незалежна. 

4.16. Довести, що система многочленів і2 +1, - 1 2 + 2(, 
І - і утворює базис у просторі Р3. Виписати у цьому ба-
зисі стовпець координат многочлена р{і) = -2( +і-\. 

4.17. Знайти координати многочлена р(і) = ( -1 + 2 у 
базисі 1, 1-Х, ( / - і ) 2 . 

4.18. З'ясувати, чи утворює базис в арифметичному прос­
торі К 3 = {х = (ах, а2 , а 3 ) | а, є К } задана система векторів: 

а) (1,0, 0), (0 ,1 ,0) , ( 0 , 0 , 1 ) ; 
б) (1 ,2 , -7) , (0 ,3 ,1) , ( 0 , 0 , 1 ) ; 
в) (1,0, 0), (0 ,1 ,0 ) , (1, 1,0); 
г ) ( 3 , 0 , 5), ( 1 , 2 , - 1 ) ; 
д) (1,2,-1), ( 2 ,3 ,4 ) , ( 3 ,4 ,6 ) , ( - 1 , 7 , 2 ) . 
4.19. З'ясувати, чи утворює базис у лінійному просторі 

квадратних матриць А = (ау), а ^ є к , другого порядку дана 
система векторів: 

' 0 0^ 

і о. 
а) 

б) 

в) 

г) 

Д) 

(х (А 

.о о, 

'І о'] 

\р °, 

' 1 0^ 
о о 

Го П 

,0 о 

Го і 

V 

0 
о о 

3^ 
0 4 

V 

(2 

V 0 «У 

' о О 

о 0 

' о - П 

о о 

ґ-1 7^ 

' 0 0^ 

го 0^ 
1 о 

о о 

0 1 

2 4 

V 

ґ 3 4^ 
0 7 

(X 0^ 
1 0 

' 0 0^ 
0 - 1 

Г- і <Г\ 

0 5 
' 0 0^ 

5 7 
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4.20. Знайти вимірність та один із базисів лінійного прос­
тору розв'язків системи: 

а) 
Х| ~1~ -3х3 = 0 ; 

б) 

Х2 "і- х^ н~ х^ х^ — 0 у 

0; 
= 0. 

Х | "4" ЗХ2 "̂5 
4лг, + 2х2 - л:3 + 2х4 - Х5 

4.21. Знайти координати кожного з вказаних векторів 
простору РЗІХ) у базисі Х2,Х,1: 

а) З х 2 - 2 х + 5; б) 4 х - 1 ; в) ( 2 х + 3 ) 2 . 
4.22. Знайти координати кожного з вказаних векторів 

простору дійсних квадратних матриць другого порядку у 

базисі 
Гі 0^ Г0 °) (° 1> Го 0^ 
. о о, ,1 о У ч° о, ,0 К 

а) 
ґ-1 2 

5 1 
б) 

Гз _ 4 1 

У задачах 4.23 - 4.25 у довільному просторі Х„ вектори 
ЕП і Х задані своїми координатами в деякому базисі 

р. Довести, що система Р'= (Е{, Е'2,..., Е'П) - базис у £ „ та 
знайти стовпець X' координат вектора Х у цьому базисі. 

'Г1 г п 

4.23. Е[ = 1 1 2 , х = 9 

чі А ч Ч 

Г 2^ ' 2 1 
Г 6^ 

4-24. Е [ = 1 3 > * 3 = - 1 , х = 2 4-24. Е [ = 

ч - 5 , ч Ь ч - 7 ; 
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4.25. Е, = 

Г 0 і л 
2 2 2 г ' - 3 

- 1 0 1 
г ' -

- і 

, - 2 , ,4 , V о , 

г 7 л 

14 
-1 

V 2у 
У задачах 4.26 - 4.29- визначити, чи є задані множини 

підпросторами у відповідних просторах. У разі позитивної 
відповіді знайти їх вимірність та базис. 

4.26. Множина усіх геометричних векторів з У 3 : 
а) компланарних фіксованій площині; 

б) таких, що задовольняють умові ( х , Й ) = 0, де а -
фіксований вектор; 

в) таких, що задовольняють умові | х | = 1. 
4.27. Множина усіх векторів із К." вигляду: 

а) х = (0, х 2 , 0, х 4 , х$ , . . . , х п ) ; 

б) х = (1, х 2 , 1 , х 4 , х 5 , . . . , х п ) . 

4.28. Множина усіх векторів довільного простору £ и , 
координати яких у фіксованому базисі відповідають умовам: 

а) хі = хп ; б) х\ + х2 + ••• + хп = 0 ;. 

в) X} - Х2 = 1; г) 

апхх +... + щпхп = 0 ; 

атіхі+... + атпх„ = 0 

або, в матричній формі, А X = 0, де А - задана матриця розмі­
ру ШУ.П. 
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4.29. Множина усіх матриць А порядку п , що відпові­
дають умовам: 

т 
а) А = А (симетричні матриці); 
б) аеіЛ = 0 . 
4.30. Знайти вимірність лінійної оболонки Ь(х\, х 2 ), 

арифметичних векторів хх = (1 , 0, 2 , - 1 ) , Зс2 = ( 0 , - 1 , 2 , 0 ) . 
Показати, що вектор х = (1, - 1 , 4, - 1 ) належить до Ь{хх, х 2 ) . 

У задачах 4.31 - 4.32 знайти вимірність та будь-який ба­
зис лінійної оболонки заданої системи арифметичних векторів: 

4.31. х, = ( 1 , 0 , 0 , - 1 ) , х 2 = ( 2 , 1 , 1 , 0 ) , х 3 = ( 1 , 1 , 1 , 1 ) , 

х 4 = ( 1 , 2 , 3 , 4 ) , х 5 = ( 0 , 1 , 2 , 3 ) . 

4.32. ^ = ( 1 , 1 , 1 , 1 , 0 ) , х 2 = ( 1 , 1 , - 1 , - 1 , - 1 ) , 
х 3 = ( 2 , 2, 0 , 0 , - 1 ) , х 4 = ( 1 , 1 , 5, 5, 2 ) , х 5 = ( 1 , - 1 , - 1 , 0, 0 ) . 

§2. Евклідів простір 

І. Короткі теоретичні відомості 

Дійсний евклідів простір. Дійсний лінійний простір Л називається 
дійсним евклідовим простором або евклідовим простором, якщо будь-яким 
векторам х, у , що належать X , ставиться у відповідність дійсне число 
(х, у) - скалярний добуток векторів, причому виконуються такі аксіоми: 

1- (х, у) = (у, х) ; 

2. (х + у, 2) = (ї, 1) + (у, г); 

3. ( ^ ї , у) = Х(х, у), А, є К ; 

4. ( х , х ) > 0 , причому (х, х) = 0 о 5с = 0 . 

Позначення: Е - дійсний евклідів простір, Е„ - п -вимірний 
дійсний евклідів простір. 

Довжиною (нормою) вектора х називається число 

| хІ — ^ ( х ^ х ) . 

Якщо | х | = 1, то вектор х називається нормованим. 
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Кут між ненульовими векторами х та у визначається за формулою: 

СОВф = . ' - . 
Iх\\У\ 

Ненульові вектори х, уєЕ називаються ортогональними, якщо 

(зг,Л = о . 
Базис В = (е\, е 2 , . . . , е„) називається ортонормованим, якщо 

Символ б,-, називається символом Кронекера. 

Т е о р е м а . У всякому евклідовому п -вимірному просторі Е„ існує 
ортонормований базис. 

Побудова ортонормованого базису. Якщо в Е„ задано довільний 

базис §1, £2> ••• > 8п > т о перехід до ортогонального базису , / 2 , . . . , / „ 
виконується за формулами: 

1=1 
ДЄ 

Перехід від ортогонального базису / ] , / 2 , . . . , / „ до ортонормова­

ного базису є,, е 2 , . . . , еп проводиться за формулами: 

Є,=г4т, / = Ї7Й. 

Процес побудови за заданим базисом ортогонального називається про­
цесом ортогоналізації. 

Скалярний добуток векторів виражається через координати векторів 
в ортонормованому базисі таким чином: 

(х, у) = £хіУі=Хт¥ = УтХ, 
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де 

х = (хх,...,х„) О Х = , У = (У\,-,У„) <=> у = 
Уп. 

Довжина вектора визначається так: 

\х\ = л](х, х ) =

1|Е Х| 2 • 

Комплексний евклідів простір. Комплексний лінійний простір Л 
називається унітарним або комплексним евклідовим простором, якщо 

Ух,ує£ ставиться у відповідність комплексне число ( х , у) - ермітів 
добуток векторів, або скалярний добуток векторів у комплексному просторі, 
причому виконуються такі аксіоми: 

1- У) = (У, х); 

2. (х + у, і ) = ( х , г) + (у, г); 

3. (Хх, у) = Х(х, у), Х , є С ; 

4. ( х , х) > 0 , причому (х , х ) = 0 <=> х = 0 . 

Позначення: V - унітарний простір, II „ - п -вимірний унітарний простір. 

Зауважимо, що з аксіом 1 та 3 випливає, що (х , Ху) = ї.(х, у). 

В унітарному просторі не вводиться кут між векторами. Однак решта 
означень та результатів, сформульованих для дійсного евклідова простору, 
справедливі і для унітарного простору. 

Ермітів добуток векторів виражається через координати векторів в 
ортонормованому базисі за формулою: 

(х, у)=^хіуі=ХТ¥ = ¥ТХ, 
і=\ 

де 

X] 

х = (хі,...,хп) <=> Х = , у = (уі,...,уп) о ¥ = 

Уп 
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Довжина вектора визначається так: 

(х[ = ^ ( х , х) = ^Х\Х\ + х 2 Х і + ... + х п X 

II. Контрольні питання та завдання 

1. Що називається дійсним евклідовим простором? 

2. Що називається довжиною (нормою) вектора х дійсного 
евклідова простору Е ? 

3. Яка система векторів називається ортогональною? 
4. Яка система векторів називається ортонормованою? 
5. Що називається ортогоналізацією базису? 
6. Записати формулу, за якою обчислюється скалярний добуток 

векторів через їх координати в ортонормованому базисі. 
7. Записати формулу, за якою обчислюється довжина (норма) 

вектора через його координати в ортонормованому базисі. 
8. Дати означення комплексного евклідова простору (уні­

тарного простору). 
9. Записати формулу, за якою обчислюється скалярний 

(ермітів) добуток векторів через їх координати у ортонор­
мованому базисі унітарного простору. 

10. Записати формулу, за якою обчислюється довжина 
(норма) вектора через його координати в ортонормованому 
базисі унітарного простору. 

///. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. В евклідовім просторі Е 2 в ортонормова­
ному базисі задано вектори х = (1, - 3 ) , у = (2,3). Знайти 
( х , у ) , С05(х,у). 

• Оскільки в просторі Е 2 скалярний добуток векторів х = (х) , х 2 ) 
та у = { у \ , у 2 ) визначається рівністю (х , у) = х \ у х + х 2 у 2 , маємо 

( х , Л = 1-2 + ( - 3 ) 3 = - 7 . 



§2, Евклідів простір 147 

За означенням 

\ х \ \ у \ 

а | х | = т](х, х) = ^х2 + х\ , отже 

- 7 - 7 
С08 (X, у) = = - = = я -0,61 . < 

7 і 2 + ( - 3 ) 2 л / 2 2 + 3 2 ^130 

Приклад 2. В евклідовім просторі Е 3 за даним базисом 
8і' 82' Яз побудувати ортонормований базис. 

£ , = ( 1 , - 1 , 1 ) , £ 2 = ( 2 , - 3 , 4 ) , £ 3 = ( 2 , 2 , 6 ) . 

• Покладемо 

7, =8\ = 0 , - 1 , 1 ) , 

7 2 = §2 + « і 2 ) 7 і , 

де 

„ ( 2 ) _ ( 7 і , І 2 ) _ ( 1 , - 1 , 1 ) ( 2 , - 3 , 4 ) _ 2 + 3 + 4 _ 

( / і , / і ) 3 3 

Таким чином, 7г = (2 , - 3 ,4 ) - 3 (1 , - 1 , 1 ) = ( - 1 , 0 , 1 ) . 

Далі знаходимо 

7з=£з + ° 4 3 ) 7 і + а (

2

3 ) 7 2 , 

ДЄ 

„ ( 3 ) _ ІЛіМА- ( 1 , - 1 , 1 ) ( 2 , 2 , 6 ) _ 2 - 2 + 6 _ 
1 ( / і , / і ) 3 3 

„ ( 3 ) ( 7 2 , І з ) _ ( -1 , 0,1) (2, 2, 6) _ - 2 + 6 _ 0 

(/ 2 ,/ 2 ) 2 2 

Таким чином, 7з = ( 2 , 2 , 6 ) - 2 (1, - 1 , 1 ) - 2 ( - 1 , 0 , 1 ) = ( 2 , 4 , 2 ) . 
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Отримано / , = ( 1 , - 1 , 1 ) , / 2 = ( - 1 , 0 , 1 ) , / з = ( 2 , 4, 2 ) . 

Перевірка показує, що ці вектори ортогональні ( / ; , / / ) = 0 , і, ] = 1, 3 , 

і* І-

Таким чином, вектори / , , / 2 , / з утворюють ортогональний базис. 

Довжини цих векторів: |7}| = 7з, | / 2 | = 72, | / 3 | = 2л/б. 

Пронормувавши вектори / , , / 2 , / з , отримаємо ортонормований 

?• — 
базис е, , е 2 , е 3 . Враховуючи, що еі = '̂ , і - 1, 3 , маємо: 

І / І 
_ ] _ 1_ 

7з' л / 3 ' л/зі 
е2 = 

V 

- і - о - ± -7Г 7Ї , е 3 = 1 2 1 

л /б ' л /б ' л/б 
Перевірка показує, що ці вектори ортогональні та нормовані, бо 

( е / , Є у ) = 0 , ІФ), | е , | = 1, І,} = \,1.< 

Приклад 3. В евклідовім просторі Е 3 задано базис 
Є]= ( 1 , - 1 , 0 ) , е 2 = ( 0 , 0, 2 ) , е3 = ( - 1 , - 1 , 0 ) . Перевірити, 
що цей базис ортогональний та побудувати за цим базисом 
ортонормований базис. 

• Безпосередньо впевнюємося, що (є,-, еу ) = 0, /, і = 1, 3, і ф і , тоб­
то заданий базис ортогональний. Щоб побудувати за даним ортого­
нальним базисом ортонормований базис, треба кожний базисний век­
тор пронормувати, тобто знайти вектори 

I ? 1 Г I ? 2 Г І ? 3 

Враховуючи, що | ? 2 | = 2, \е3 1 = 72", отримаємо 

*1 = >/2 ' л/2 
, 0 , е 2 = ( 0 , 0 , 1 ) , ?з ґ - ± о Л 

72 ' 72 ' 
- шуканий базиси 
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Приклад 4. Вектори а та Ь задані в унітарному прос­
торі I I 2 в ортонормованому базисі: 

а=(2, 2-і), Ь = ( 3 + /, 2 ) . 

Знайти довжину |а | вектора а та ермітів добуток (а, Ь). 

• \а\ = ^(а,а), 

{а,а) = аха\ + а2а2 = 2 • 2 + ( 2 - / ) ( 2 + /) = 4 + 4 +1 = 9 ; | а | = 3 . 

(а, Ь) = а, \ + а2 Ь2 = 2(3 - /') + (2 - і) • 2 = 6 - 2і + 4 - 2і = 10 - 4і. < 

IV. Задачі для практичних занять 

4.33. Задані вектори в евклідовім просторі Е„ в орто­
нормованому базисі. Знайти довжини векторів х, у, скаляр­
ний добуток векторів, косинус кута Ф МІЖ векторами, якщо: 

а) х = ( 2 , - 1 ) , у = (0,-3); 
б) х = ( 0 , 3 , 1 ) , у = (-1,0,2); 
в) д= = (5, 0 , - 1 2 , 0 ) , ^ = ( - 3 , 1 , 0 , 2 ) . 
4.34. В евклідовім просторі Е 3 за даним базисом побуду­

вати ортонормований: 

а) £ , = ( 1 , 2 , 3 ) , = 2 = ( 0 , 3 , - 2 ) , я з = ( 0 , 1 , - 1 ) ; 

б) £ , = ( 1 , 2 , 3 ) , # 2 = ( 0 , 2 , 0 ) , £ 3 = ( 0 , 0 , 3 ) ; 
в) ^ = ( 1 , 0 , 0 ) , # 2 = ( 0 , 1 , - 1 ) , £ 3 = ( 1 , 1 , 1 ) . 
4.35. В евклідовім просторі Е 4 за даним базисом побу­

дувати ортонормований: 

а) £ , = ( 1 , 1 , 0 , 0 ) , £ 2 = ( 0 , 0 , 1 , 1 ) , 
= 3 = ( 1 , 0 , 1 , 1 ) , £ 4 = ( 0 , 1 , 0 , - 1 ) ; 

б) £ , = ( 1 , 0 , 1 , 2 ) , £ 2 = ( - 1 , 0 , - 1 , 0 ) , 
| 3 = ( 0 , 0 , 2 , 1 ) , £ 4 = ( 0 , 1 , 1 , 1 ) . 

У задачах 4 . 3 6 - 4 . 3 8 застосувати процес ортогоналі-
зації до вказаних систем векторів у евклідовім просторі Е„ : 
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4.36. £ , = ( 1 , 1 , 1 , 1 ) , £ 2 = ( 3 , 3 , - 1 , - 1 ) , £ 3 = ( - 2 , 0 , 6 , 8 ) . 
4.37. £ , = ( 1 , 2 , 1 , 3 ) , £ 2 = ( 4 , 1 , 1 , 1 ) , £ 3 = ( 3 , 1 , 1 , 0 ) . 

4.38. £, =(1, 2, 2, - 1 ) , £ 2 = (1 ,1 , - 5 , 3) , £ 3 =(3 , 2, 8, - 7 ) . 
У задачах 4.39 - 4.40 застосувати процес ортогоналізації 

для побудови ортогонального базису підпростору, натягну­
того на задану систему векторів у евклідовім просторі Е„ : 

4.39. £ , = ( 1 , 2 , 2 , - 1 ) , £ 2 = ( 1 , 1 , - 5 , 3 ) , £ 3 = ( 3 , 2, 8 , - 7 ) . 
4.40. £ , = ( 2 , 1 , 3 , - 1 ) , £ 2 = (7 , 4, 3 , - 3 ) , £ 3 =(1 , 1,-6, 0 ) , 

£ 4 = ( 5 , 7 , 7 , 8 ) . 
У задачах 4 .41 -4 .44 перевірити ортогональність вка­

заних систем векторів у евклідовім просторі Е и та допов­
нити їх до ортогональних базисів: 

4.41. е, = ( 1 , - 2 , 1 , 3 ) , е2 = ( 2 , 1 , - 3 , 1 ) . 
4.42. еі = ( 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ) , е 2 = ( 1 , 0 , 0 , 1 , - 2 ) , 

е 3 = ( 2 , 1 , - 1 , 0 , 2 ) . 
2 12) _ ( 1 2 2) 

, 3 3 3 / 2 ^ 3 3 з ) 

4.44. е, = ( 1 , 1 , 1 , 2 ) , е2 = ( 1 , 1 , 3 , - 3 ) . 
4.45. Задано вектори е,, е2, які утворюють ортонормо­

ваний базис унітарного простору. Знайти ( 5 , 6 ) , якщо: 

а) а = / е , + ( г ' - 1 ) е 2 , 6 = (2-н')е, + (3 + /) е2 ; 

б) 5 = 5е, - ( 3 + 4 / ) е 2 , 6 = Зіех +(і-2)е2 . 
4.46. Задано вектори є,, е2, які утворюють ортогональ­

ний базис унітарного простору. Знайти (а, Ь), 6 якщо: 

а) а = е, + ( 4 + г')е2 , 6 = - 2 е , + (3 — і)е2 , |е, | = 2 , | е 2 | = 3 ; 

, 1 

4.43. е, = 

б) а = (1+і)е1+(2-і)е2, Ь=(1 + і)е1+(2 + і)е2, 

Л. 

е, = 



ГЛАВА 5. ЛІНІЙНІ ОПЕРАТОРИ 

§1. Алгебра лінійних операторів 

І. Короткі теоретичні відомості 

Основні означення. Нехай X лінійний простір. Якщо кожному 
вектору х є X поставлено у відповідність єдиний вектор у є X , то 
будемо казати, що задано відображення сА простору X в себе, або 
оператор, перетворення, що діє в просторі X . 

Коротко це записується так: ?А : X —> X , або у = с/і( х ) , або у = х. 
Вектор у називається образом вектора х , а х - прообразом вектора у . 

Оператор не обов'язково переводить елементи простору X в себе, він 
може діяти, переводячи елементи одного простору в елементи іншого про­
стору. Будемо розглядати тільки оператори, що переводять елементи прос­
тору X в себе. 

Лінійним оператором у лінійному просторі X називається будь-яке відоб­
раження сА: X —> X простору X в себе, що задовольняє таким умовам: 

1) сЛ(хх+хг) = сЛхх+сЛх1, 

2) <А(Хх)=ХЛх, 

де х, Х\, х2 є X , X, - число. 

Оператор 0 називається нульовим, якщо 

0х=0 Ухе£. 

Оператор £ називається тотожним (одиничним), якщо 

£5с = х V х є X . 
Введені оператори є лінійними. 
У п. III цього параграфа наведено приклади лінійних операторів та­

ких, як, оператор подібності, оператор дзеркального відображення, опера­
тор проектування, оператор повороту, оператор диференціювання та ін. 

Матриця лінійного оператора. Нехай <А - лінійний оператор у 
п -вимірному просторі Х „ і Р = ( ? | , е 2 , ..., е„ ) - деякий фіксований 

базис. Розкладемо вектори Л ек за базисом Р : 

<Аек = а]кеі+а2ке2+... + аІіке„, к = \,п. 
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Тоді матриця 
ґ а и аХ2 ... аХп* 

а2х а22 ••• а2п 

А = 

називається матрицею лінійного оператора А у базисі Р . Стовпці цієї 

матриці складені з коефіцієнтів розкладу векторів А ек за базисом Р. 

Лінійний оператор А у п -вимірному просторі £ „ однозначно 
визначається заданою матрицею, тобто: 

у = Ах <=> У = АХ, 

де X, У - стовпці координат векторів х, у, А - матриця оператора А 

у базисі Р. Отже координати вектора у виражаються через координати 

вектора х за формулами: 

У\ =апхх+апх2+...+ аи,х„ ; 
Уг =а2ххх+а21х2+... + а2пхп ; 

Уп =ап\хі+а„2х2+... + атх„ . 

Нехай А і А' - матриці оператора А у базисах р і р', а Т 
- матриця переходу від базису р до базису р'. Тоді формула перетво­
рення матриці оператора при зміні базису має вигляд: 

А' = Т~ХА Т. 

Матриці А та А' називаються подібними. 

Дії над лінійними операторами. Введемо наступні операції над 
лінійними операторами, що діють у фіксованому просторі _С: 

а) сумою операторів А та £ називається оператор С = А + ~В, 
такий, що Сх = (сА + Зд)х = Ах + Ш , 

б) добутком оператора А на число а називається оператор 
С = а А, такий, що Сх = (а А)х =а А х, 

в) добутком оператора А на оператор ІЗ називається оператор 
С = А®, такий, що Сх = (АІЇ)х = А{іїх), 

г) оберненим до оператора А називається оператор А~х, та­
кий, що А А'1 = А~ХА = \о . 
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Оператор А має обернений тоді і тільки тоді, коли його матриця А 
невироджена. У цьому випадку оператор А називається невиродженим. 

Ядро та образ лінійного оператора. Множина векторів х є £ , для 
яких Ах = 0 , називається ядром лінійного оператора А . Множина 
векторів у = Ах, х е £ , називається образом лінійного оператора 
А або областю значень цього оператора. 

Позначення: Кет А - ядро лінійного оператора А, ІтаА - об­
раз лінійного оператора А. 

Ядро і образ лінійного оператора утворюють підпростори у просторі 
£ . При цьому вимірність ядра а і т Кег А називається дефектом опера­
тора А; вимірність образу ш т і т с ^ - рангом оператора А. Тобто, 

й е 1 с ^ = а і т К е г с ^ , 

К&А = а і т І т А . 

Для п -вимірного простору £ „ справедлива рівність 

а і т К е г с ^ + аітІтс7? = п . 

II. Контрольні питання та завдання 

1. Який оператор називається лінійним? 
2. Які оператори називаються рівними? 
3. Що називається матрицею лінійного оператора про­

стору X у даному базисі? 

4. Записати формулу для знаходження матриці А' 

лінійного оператора у базисі {є-}, якщо відомі матриця А 

лінійного оператора Л у базисі {в,} і матриця Т перехо­

ду від базису {е/} до базису {є/}. 

5. Що називається сумою двох лінійних операторів? Чи 
є ця сума лінійним оператором? Чому дорівнює матриця суми 
двох лінійних операторів? 

6. Що називається добутком двох лінійних операторів? 
Чи є цей добуток лінійним оператором? Чому дорівнює мат­
риця добутку двох лінійних операторів? 
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7. Який лінійний оператор є невиродженим? 
« 8. Який лінійний оператор називається оберненим да­

ному лінійному оператору? 
9. Невироджений оператор <Л в деякому базисі зада­

ний матрицею А. Чому дорівнює в цьому базисі матриця 
оператора, оберненого оператору сА ? 

10. Що називається ядром лінійного оператора? Як воно 
позначається? 

11. Що називається образом або областю значень 
лінійного оператора? Як вона позначається? 

12. Що називається рангом оператора <А; дефектом опе­
ратора Л ? 

13. Як знайти ранг та дефект оператора <А ; ядро опера­
тора о4 ; образ оператора сЛ ? 

///. Приклади розв'язання задач 

У цьому пункті наведено 22 приклади розв'язання задач, 
які за своєю тематикою розподілились таким чином: 

1. Доведення лінійності оператора: приклади 1-5. 
2. Знаходження матриці лінійного оператора з наведенням, 

за можливістю, геометричної інтерпретації: приклади 6 -12. 
3. Знаходження матриці лінійного оператора та його об­

разу, а також матриця лінійного оператора у різних базисах: 
приклади 13-16. 

4. Дії над лінійними операторами: приклади 17-20. 
5. Знаходження ядра та образу лінійного оператора: 

приклади 21, 22. 
Приклад 1. Довести, що наведені нижче оператори лінійні. 

а) тотожний (одиничний) оператор £ такий, що 
£ х = х Ух є X ; 

б) оператор подібності сЯ такий, що 
сАх = ах, а є К , У х є Х . 
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• Згідно з означенням лінійного оператора перевіримо виконання умов: 

1) А(х\ + х 2 ) = А хх + А х 2 ; 2) А (Ах) = ЛАх V х , х.\, х 2 є Л. 

а) (§ (х\ + х 2 ) = х\ + х 2 = В х\ + £ ^2 > 

£(Л,х ) = Ях = Я<§х. 
Умови 1), 2) виконуються, отже одиничний оператор лінійний. 

б) А ( X , + х 2 ) = а (Х( + х 2 ) = « X) +ах2 — Ах.\ + Ах2, 

А(Лх)=аЛх=Лах=ЛАх . 

Умови 1), 2) виконуються, отже оператор подібності лінійний. А 

Приклад 2. Оператор ^ у лінійному просторі _£ виз­
начено рівністю 

сАх = х + а, 

де а є X - фіксований вектор, а * О- Чи є оператор <А лінійним? 
• Враховуючи, що 

Ах=х+а, Ау=у+а, А(х + у )= х + у + а , 

маємо 

А(х + у)фАх + Ау, бо х + у + а*х + а + у + а = х + у + 2а. 

Отже, умова 1) лінійності оператора не виконується і оператор А 
не є лінійним. А 

Приклад 3. Чи є лінійним оператор <А, якщо V*" є £ 2 

сАх = і-3]і 
• Враховуємо, що 

А х,\ = і - 37 , Ах2=і-2>], А ( X ] + х 2 ) = / - 3 у . 

Отже, с^Х! +о?Зс2 = 2 І - 6 _ / с̂т?( ) . Умова 1) не виконуєть­
ся. Таким чином, даний оператор не є лінійним. 

Приклад 4. Чи є лінійним оператор <А, якщо відомо, 

що Ух є £ 2 о4х = (пр 0 >, Зс)у . 
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• Оператор буде лінійним у тому випадку, якщо виконуються умо­
ви 1) та 2) лінійності оператора. У нашому випадку 

Л(хх+х2 )={проу{х\+х2 ))і={»РОух\ +ПРОуХ2 Ь = 

= [проу хх )] + {проу х2 )] = Лхх + Лх2 , 

Л (X х ) = (пр^ X х)_/' = X ( проу х)_/' = X Л х . 

Таким чином, даний оператор є лінійним. М 

Приклад 5. Встановити, чи є лінійними наступні пере­
творення сД,33,С, якщо х = (хх, х2, х3), 

є/І X — ( Х | , Х | Х2 ~Ь Х^ $ 4Х| Х^ ) 5 
^ X — (1, Х | ^ 2 "т" Х^ ; 4Х| Х2 ) ) 

С х — ( Х | , х^ Х2 "Ь х ^ 9 4Х| Х 2 ) . 

• Врахуємо, що х = ( х ь х 2 , х 3 ) , у = (у\, у2, Уз)> 

х + у = (хх + ух, х2 + у2 , х 3 + уз ) , Я х = (X хх, А х 2 , X х 3 ) . 

Далі, для оператора Л : Лх = (хх, хх -х2 + х 3 , 4хх - х 2 ) , 

с^(х + 35) = (х 1 +ух, хх +ух-(х2+у2) + х3+уі,4(хх+ух)~(х2+ у2)), 

Лх + Лу=(хх+ух,хх+ух-(х2+у2) + х3+у3,4(хх+ух)-(х2+у2)). 

Отже, Л(х + у) = Лх + Лу. 

Л(Хх) = (Ххх, Ххх — Хх2 + Я х 3 , 4Л.Х] - Я Х2 ) , 

X Л х = X ( Х | , х, - х 2 + х 3 , 4х] - х 2 ) = (X Х | , X (хх - х2 + х 3 ) , X (4х] - х 2 ) ) , 

Отже, Л(Хх) = ХЛх. 

Звідси випливає, що умови лінійності оператора Л виконані, 
оператор - Л - лінійний. 

Для оператора ІЗ: $>х = (1 , X ] - х 2 + х 3 , 4 х ] - х 2 ) , 

®У = 0 , у\ ~Уг +Уз> 4У\ ~Уг) • 

$ ( * + .У) = (1 , *1 + Л ~ ( * 2 + ^2 ) + -"̂ 3 +У3> 4(х1 +Уі)~(х2 + 7 2 ) ) , 

Ях + ®у = (2, хх+ ух-(х2+ у2) + х3+ у3, 4(х, + л ) - ( х 2 + ^ 2 ) ) • 
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Порівняння показує, що £(х + у)ф£х + 33у. Отже, оператор Т> 
не є лінійним. 

•у 

Для оператора С : С х = ( X ] , х\ - х2 + х 3 , 4х[ - х 2 ) , 

Су = (уі, у\ -Уг + уз, 4у\ -у\)• 
С{х + у ) = ( х , +у{, х , +ух - ( х 2 +у2) + х3+у3,4(х1+у1)-(х2+у2)2), 

С х + С у = ( х , + уі, х , + ух - ( х 2 + у2 ) + х 3 + уг , 4 ( х , + У і ) - ( х \ + у\ )). 

Порівняння показує, що С{х + у)фСх + Су. Отже, оператор С 
не є лінійним. Л 

Приклад 6. Знайти матрицю тотожного оператора $ у 
лінійному просторі Х „ . 

• Тотожне перетворення не змінює базисних векторів: £е) =е\, 

<ре2=е2, $е„=еп, тобто 

\оЄ\ - \е\ +0е2 +... +0е„ ; 
\?е2 = Оеі + 1е 2 + ... + 0е„ ; 

В еп = 0 Є\ + 0 е 2 + . . . •+1 еп . 

Отже, матрицею тотожного оператора є одинична матриця Е . 

Ґ 1 0 ... 0 Л 

0 1 ... о 
Е = 

0 0 1 

Приклад 7. Знайти матрицю Р оператора проектуван­
ня Я на площину хОу (рис. 5.1). 

• Застосуємо оператор Р до базисних векторів / , / , к . 

РЇ = І = ( 1 , 0 , 0 ) ; 

Я 7 = 7 = ( 0 , 1 ,0 ) ; 

Я£ = о = ( о , о , о ) . 
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М (х, у, 2) 

М'(х,у, 0) 
V/ 

Рис. 5.1 
Звідси матриця Р оператора проектування на площину хОу така: 

Гі 0 СЛ 
Р = 0 1 0 

0 0 0 

Приклад 8. У базисі р = ( і , } , к ) написати матрицю 
Ра оператора проектування Р А на площину а:х + у + 2=§. 

• Спосіб 1. Для відшуканий матриці Ра оператора проектування 
Ра з 'ясуємо, як діє цей оператор на довільний вектор х = ( х , , х2, х 3 ) . 

Для цього знайдемо проекцію точки А / ( х , , х 2 , х 3 ) на площину а. 

Рівняння прямої Ь , що проходить через точку М ( х , , х 2 , х 3 ) , пер­
пендикулярно до площини а: х + у + г-0, е 

І : 
Х - Х ) 

1 
У~х2 

1 
2 - Х 3 

Знайдемо точку К(х, у, 2 ) перетину прямої І та площини а, роз­
в'язавши систему: 

X Х | у — 

1 і 
Х + у + 2 ~о, 

2-Х3 •і ; 

х = х, +1 ; 

2 = х 3 4- < ; 

Х + 7 + 2 = 0 , 

X] + х 2 + х 3 + 3 ( = 0 ; 

Х[ + х2 + х 3 

* = --
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Таким чином, х = — х. 

У — Хі ~г~ Х~\ Х-і . 

з 1 з 2 з 3 

2 = X, Х-, + —Х з • 

Отже, 

Я„3с = 
1 1 1 1 1 1 

ЛІ Х-і Х-і , Хі Н Х-> Хі , Хі Хл Н Х-і 

з з з з з з з з з 
Знайдемо, як діє оператор Ра на базисні вектори. 

я „7 2 _\_ _\_ 
З ' З ' з і ' 

РЛ 

І 1 
з ' з ' 

П 
з 

І _ І 
З 3 3 

Звідси матриця Ра оператора проектування 'Ра така: 

3 3 3 
І 1 _! 
3 3 3 
1 1 2 

з з з ; 

Спосіб 2. Оператор проектування на площину а визначається рівніс­
тю Рах = ха , де ха - ортогональна проекція вектора х на площину а. 

Ортогональною проекцією вектора х на площину а називається 
вектор ха , компланарний площині а, причому різниця х. - ха пер­
пендикулярна цій площині , тобто (х-ха)±а (рис. 5.2). Отже, 

_ п Тут враховано, що хп повинно бути 

напрямлено у бік вектора х . Тоді ха =х-хп . 
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Отже, маємо 
Рис. 5.2 

•^ах ~~ ха — X Хп X пр^ = X -

де Я - нормальний вектор площини а . У розглядуваному випадку 

п =і + і + к, |Я | = л/з , | Я | 2 = 3 , (п, і ) = (п, і ) = (п, к) = 1, а відтак 

Р„і = і п = —і — / — к , 
а 3 3 3 3 

« ~ ~ 1 - 1т 2 - 1 г 
= 7 - ^ " = - у ' + з " - / ~3 

Т>„к=к — п =—і —і + —к , 
а 3 3 3 3 

Звідси матриця Ра оператора проектування Ра така: 

( 2 _ 1 _ _ 1 _ л 

3 3 3 
1 2 1 
З З 
1 1 

Приклад 9. Знайти матрицю А оператора сЛ дзеркаль­
ного відображення відносно площини хОу (рис. 5.3). 

• Застосуємо оператор сА до базисних векторів / , } , к . 

М = / = ( 1, 0, 0 ) ; 



)1. Алгебра лінійних операторів 161 

<А} = 7 = ( 0 , 1 , 0 ) ; 

Ак--к = ( 0 , 0 , - 1 ) . 

М (х, і/, г) 

У, ~г) 

Рис. 5.3 

Отже, матриця оператора дзеркального відображення віднос­
но площини хОу така: 

/ 1 0 0 Л 

0 1 0 
,0 0 - 1 , 

Приклад 10. Лінійне перетворення сукупності усіх векторів 
на площині хОу полягає в повороті кожного вектора проти 
годинникової стрілки на кут а (рис. 5.4). Знайти матрицю 
цього перетворення та записати його в координатній формі. 

• Оскільки, <Л і = і с о ї а + /' зіп а , А _/ = —і зіп а + у соз а , то 

А = 
V 

сова 
кіп а 

-зіп а 
соза 

Це матриця оператора повороту на кут а . 
Отже, з того, що ¥ = А X, маємо 

х =хсо$а-узіпа ; 

у = х$та + усоьа . 
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Це формули перетворення координат при повороті системи координат. 

х 

Рис. 5.4 М 

Приклад 11. Знайти матрицю оператора повороту на­
вколо осі Ог на кут а в додатному напрямку (рис. 5.5). 

• Застосуємо оператор повороту Л до базисних векторів і , і , к . 

Л і = і' = і соза + і зіп а + к • 0 ; 

Л) = і' = - / з іпа + і соза + к • 0 ; 

Лк=к' = 1-0 + 7 - о +к-\ . 
Тоді матриця оператора повороту буде така: 

/ — „ ~ - з і п а 0 ^ 

соза 0 А = 
соза 

з іпа 

З того, що у = Лх <=> 

¥ = 

0 0 Ч 

У та позначивши 

( ' > 
X 

У , х = У 
1 

7 
V " ) 

, 2 ) 

маємо 
' с о з а - з і п а О ^ Г х ^ 

¥ = АХ = з іпа 

0 

соза 0 

0 1 

х соз а - у з іпа 

х зіп а + у соз а 

г 



Рис. 5.5 

Отже, х = х с о з а - у$та ; у' = х зіп а + у соз а; г' = г. 
Це формули перетворення координат при повороті навколо осі 

О і на кут а. М 

Приклад 12. Знайти матрицю £> оператора диференці­
ювання О у просторі многочленів Р„ степеня < ( л - 1 ) у 
базисі 1, і, і 2 , . . . , Ґ~]. 

• Позначимо базисні вектори простору Рп 

е, = 1 , е2 =і, е 3 = г 2 , ... , е„ =?""'. 
Застосуємо оператор диференціювання до цих векторів. 

? ) е 1 = ( 1 ) ' = 0 = ( 0 , 0 , 0 , . . . , 0 , 0 ) ; 

О г 2 = ( / ) ' = 1 = Ц = ( 1 , 0 , 0 , . . . , 0 , 0 ) ; 

Юе3=((2)' = 2і = 2е2=(0, 2 , 0, . . . , 0, 0 ) ; 

: ( / " - 1 ) ' = ( л - 1 ) / " - 2 = ( « - 1 ) е „ _ 1 = ( 0 , 0 , 0 , . . . . л - 1 , 0 ) . 
Отже, матриця оператора диференціювання 

0 1 0 ... 0 Л 

0 0 0 

0 0 0 

о 
о 

л - 1 
0 
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Приклад 13. Знайти матрицю лінійного оператора сА 
у базисі 5 ,= (1,0, 0), е2=(0,1,0), е 3 = ( 0 , 0 , і ) ЯКЩО ВІДОМО, 
що цей оператор переводить будь-який вектор 
х = (сс,, а 2 , а 3 ) у вектор у = (3а ,, а 2 + а 3 , - а 3 ) . 

• Знайдемо образи Л в\, Ле2, Л ? 3 базисних векторів. Згідно з умо­

вою х = «і Є\ + а2 е2 + а 3 е 3 , тоді Л х = 3 а\ в\ + (а2 + а3 )е2 - а 3 <?3. Отже, 

Ле\= Зе], Ле2=е2, Л е 3 = е2 - е 3 . Запишемо координати образу кожно­

го вектора е\, е2 , е 3 відповідно у стовпці матриці А . Тоді отримаємо 

' З 0 0̂ 1 

А = 0 1 

ч 0 0 - 1 , 

Це матриця оператора Л у даному базисі. ^ 

Приклад 14. Дана матриця 

1 - 1 2 
2 1 0 
0 0 5 

лінійного оператора сЛ у базисі е , , е 2 , е 3 . Знайти сЯх, 
якщо х = 2е| - е 2 + Зе 3 . 

• Спосіб 1. Відомо, що координати образу Лх та прообразу х 
зв'язані співвідношенням ¥ = АХ, де У - стовпець з координат обра­
зу, А" - стовпець з координат прообразу. У нашому прикладі 

- 1 21 Ґ 
2) (9\ 

У2 - 2 1 0 -1 = 3 

0 5; V 3 , ,15, 

Таким чином, Лх =9ех +3е2 + 15е 3 . 
Спосіб 2. Використовуючи означення матриці оператора Л у 

базисі Є ] , е 2 , е 3 , маємо: Л е\=в\+ 2е2 , Л е2 = -е\ + е 2 , Ле3 = 2ех + 5е 3 . 
Оскільки оператор <.// лінійний, то 

Л х = Л (2 в\ - е2 + 3 <?3) = 2 е / / е\ - Л е2 + З Л е 3 . 
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Підставляємо Ле\, Ае2, Ле^ в останнє рівняння. Тоді знаходимо 

Ах = 2(е, + 2 е 2 )-(-£?[ + е 2 ) + 3 ( 2 е 1 + 5 е 3 ) 

або с7?х = 9 е 1 + 3 е 2 + 1 5 е 3 . - ^ 

Приклад 15. У просторі £ 4 розглядається лінійне перетво­
рення сЛ. Записати це перетворення в координатній формі, якщо 

сА ех = е3 + е4, сА.е2=Є\+е4, оАег=ех+е2, сЛ е4 = е2 + е 3 . 

• Матриця перетворення А має вигляд: 

Отже, з у = А х 

Г° 1 1 0^ 
0 0 1 1 

А = 
1 0 0 1 

,1 1 0 

¥ = --АХ => 

{У]Л 

і 0 1 1 0^ ( V 
Уі 0 0 1 1 х2 

Уг 1 0 0 1 *3 

\ 1 1 0 о, \х4) 

Звідки у\ = х2 + х3 , у2 = х3 + х4 , у3 = х\ + х4, у4 - X] + х2 . < 

Приклад 16. Дано два базиси ех,е2 та е[,е2 лінійного 

оператора сЛ у базисі простору та матриця А = 

е,, е 2 . Знайти 
ч / 

ги матрицю цього оператора у базисі е[,е'2, якщо 
е,' = е, - е2, е 2 =3?, - 4 е 2 . 

• Відомо, що якщо А - матриця оператора Л у базисі є,, е2, а Г -
матриця переходу від базису е,, е2 до базису , е'2, то матриця Л' оператора 
А у базисі е[,е2 знаходиться за формулою А' = Т~ХАТ. У нашому випадку 

7 = 
і 3 Л 

-І - 4 

4 3^ 

- І - І 
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А' = 

Отже, 

' 4 З У і 
1 - 1 

3^ 
-4 

6 17̂ 1 
-1 - 2 

Приклад 17. Перетворення Л полягає в повороті 
кожного вектора площини хОу на кут а = —. Знайти в 

4 
координатній формі перетворення сЛ + $ . 

• Маємо 
л/2 г л/2 -

сЛ 1—1 СОВ 1- / 8 1 П — = 1 Н / , 

4 У 4 2 2 ^ 
, - - . 7 1 - К л/2 - л/2 -

А 1 = -1 8 1 П —+ / соз — = / + / . 
4 4 2 2 

то 

Отже, 

Оскільки 

2 2 
7 2 л/2 
2 2 

0 1 

А + Е = 

4Ї + 1 
2 2 

Таким чином, лінійне перетворення Л +8 в координатній формі 
записується так: 

4і Л 
+ і 

, л/ї 
X V , V = Х + 

2 2 

л/2" 
+ 1 

Приклад 18. Нехай х = ( х , , х2, х 3 ) , 

с7і*х = ( х , + х 2 , х 2 + х 3 ,Х] + х 3 ) , 33х = ( х 2 + х 3 , х , + х 3 , х, + х 2 ) . 
Знайти сДЗЗх. 
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• Випишемо матриці А та В операторів А та В відповідно. 

^ £ , = ( 1 , 0 , 1 ) , Ае2 = ( 1 , 1, 0 ) , = ( 0 , 1 , 1 ) ; 

£ е , = ( 0 , 1 , 1 ) , й е 2 = ( 1 , 0 , 1 ) , і ) е 3 = ( 1 , 1 , 0 ) . 

( \ 1 0^ (0 1 п 
А = 0 1 1 , в = 1 0 1 

1 П і о, 

Знайдемо добуток матриць А та В . 

( \ 1 2^ 
АВ= 2 1 1 

Ь 2 К 

Отже, оператор А £> мас матрицю А В . 

у = ЛШ <=> У = АВХ. 

У\ = X] + х 2 + 2х 3 , у2 = 2х| + х2 + х 3 , уі = X] + 2 х 2 + Х3 , 

А £х = ( Х | + х 2 + 2х 3 , 2х, + х 2 + х 3 , Х | + 2 х 2 + х 3 ) . А 

Приклад 19. У просторі К 3 задано два лінійних оператори 
ст? і І З . Знайти матрицю С лінійного оператора С = оА£>- 1дЛ 

та його явний вигляд у канонічному базисі К 3 , якщо 
сАх = ( 2х2, - 2Х] + Зх 2 + 2х 3 , 4х, - х 2 + 5х 3 ) , 

$>х =(-ЗХ] + х 3 , 2х 2 + х 3 , - х 2 + 3 х 3 ) . 

• Оскільки 

^ = ( 0 , - 2 , 4 ) , Ае2 =(2, 3 , - і ) , Ае3=(0, 2 , 5 ) 

та 

то 

8еі = ( - 3 , 0, 0 ) , Яе2={0,2,-і), і ^ 3 = ( і , 1 , 3 ) , 

( 0 2 0^ ґ - 3 0 

А = - 2 3 2 5 = 0 2 І 

, 4 - 1 5, V 0 
- 1 \ 



168 Глава 5, Лінійні оператори 

Далі , 

Тому 

' 0 4 2) ' 4 - 7 5^ 
АВ = 6 4 1 •> ВА = 0 5 9 

, - 1 2 - 7 18, - 6 і з , 

( - 4 11 "31 
С = АВ- В А = 6 - 1 - 2 

г 2 6 - 1 5, 
За означенням матриці лінійного оператора у канонічному базисі 

К" її стовпці є наборами компонент образів базисних векторів, отже 
Се, = ( - 4 , 6 , - 2 6 ) , С г 2 = ( П , - 1 , - і ) , С е з = ( - 3 , - 2 , 5 ) . 
Звідки знаходимо: 

Сх=С(х,е, + х 2 е 2 + х 3 е 3 ) = х ,Се , + х2Се2 + * з С е 3 = 

= ( - 4х, +11х 2 - 3*3 , 6х, - дг2 - 2^з , - 26х, - х2 + 5хз ) . ^ 

Приклад 20. Оператор сД у базисі є,, е2 має матрицю 

,. а оператор ІЗ у базисі ех = е, - е2, е2=ех+е2-
5 2, 

матрицю 5 = 
1 2 

•2 З 
Знайти матрицю оператора: 

1) <Ал-$> у базисі е[,е'2; 2) с/1$ у базисі ех,е2. 
• 1. Матриця £) оператора А + ІЗ у базисі , е 2 дорівнює сумі 

матриць операторів А та ІЗ у цьому базисі. Оскільки оператор с# 

задано матрицею Л у базисі є, , <?2 , спочатку знайдемо матрицю С 

цього оператора у базисі е{, е'2 . Формула, що виражає залежність між 

матрицями А та С оператора А відповідно у базисах е, , е2 та е[, е'2, 

має вигляд С = 7 ' _ 1 ^ Г , де Т - матриця переходу від базису є,, е2 до 

базису е[, е2. Оскільки є, = ех - е2, е2 = є, + е2, то Т = . . . Тоді 
1 1 

і 

і і 
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С = І 
2 

( 1 - 1 

1 1 

З 1 

5 2 

1 1 

•1 1 
- 0 , 5 -1,5 

2,5 5,5 у 

' - 0 , 5 - 1 , 5 ' ' 1 2 ] '0,5 0,5" ' - 0 , 5 - 1 , 5 ' 
+ 

'0,5 0,5" 

, 2,5 5,5, , - 2 \ ,0,5 8,5, 

Таким чином, 

о=с+в= 

2. Матриця Н оператора сАН у базисі е\, е2 дорівнює А 5, де 
5 - матриця оператора В у базисі е\, е2 . Матрицю 5 знаходимо за 

формулою 5 = 7 Ї _ 1 В 7 Ї , де Т\ - матриця переходу від базису е[,е'2 до 
базису е\, е2 . Оскільки Т\=Т -1 а 7, = Т. то 

8 = Т~ 
1 Ґ 1 г ( 1 2 1 (\ -Г 2 3" 
2 \ 1 1 , - 2 з , ,1 1 ч" -1 2, 

Отже 

Н = А8 = 
З 1 
5 2 

2 
- 1 2 

' 5 11 
8 19 V 

Приклад 21. Знайти ядро та образ лінійного оператора 
сЛ , який задано у деякому базисі е,, е2, е3 матрицею 

г ~ \ 2 3^ 
1 1 0 
0 3 3, 

А = 

V 

= 0 

• Ядро оператора - множина векторів простору, яка переводиться 
оператором у нульовий вектор. Тому для знаходження ядра треба розв'я­
зати систему рівнянь А X = 0 , тобто 

' - \ 2 З 4 

1 1 0 

, о з з , 

де х\, х2 , х3 - координати вектора х у базисі е\, е2 , е3 . 

Ранг матриці А отриманої однорідної системи дорівнює двом. Розв'я­
завши цю систему, отримаємо х\ = с, х2 = -с , х3 -
чином, ядром оператора А є: 

Кегс^ = {(с , - с , с) \ У с є к } . 

а і т К е г г ^ = л - К § Л = 3 - 2 = 1. 

• с Ус є К . Таким 
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Базис Кег Л : Е • 

1 
Образ оператора - множина образів усіх векторів даного просто­

ру у~Лх. Отже, якщо х\, х2 , х 3 - координати у базисі ї\, е2, е 3 

довільного вектора 
самому базисі, то 

х є X , У], у2 , Уз _ координати його образу у тому 

(-і 2 3^ х \ 

7 2 = і 1 0 х2 

3 з^ ^ 3 , 
або 

V Г2Ч '3^ 

Уі 1 х , + 1 х 2 + 0 

, о, , 3 , 
х 3 

Ця рівність означає, що образ \тЛ збігається з лінійною обо­
лонкою системи стовпців матриці А , тобто за базис ІтЛ може бути 
вибраний будь-який із базисів системи стовпців матриці А . 

Оскільки 

(3] ' 2 1 
1 + 0 = і 

, з , 
та стовпці 

м 
1 > 0 

ІЗ, 1 

лінійно незалежні, то вони утворюють базис \тЛ . 

Таким чином, образом оператора Л є: 

1тст? = { с 1 ( - 1 , 1 , 0 ) + с 2 ( 3 , 0 , з ) | У с , , с 2 є К } , 

с і і т і те / / = 2 . 

Г - Г 

Базис ІтЛ : Ех = 1 . Е2 = 0 

, °, V 3 , 



§1. Алгебра лінійних операторів 171 

Приклад 22. Для лінійного оператора 
С^/ X — ^ Х^ ~г~ 2л̂ 2 ~"Г~ Л-̂  ; Х^ Х^ } Х^ ~т~ Х^ ) } 

що діє у просторі К 3 , визначити ранг та дефект, а також 
знайти базиси образу та ядра. 

• Для того, щоб представити арифметичні вектори та заданий 
лінійний оператор, скористаємося канонічним базисом у К 3 . У цьому 
базисі матриця оператора має вигляд 

' 1 2 0 
1 0 -1 
1 1 0 у 

тоді і тільки тоді, коли Л х = 0 , або у За означенням х є К е г с ^ 
координатному записі, 

' 1 
АХ = 

0 

х2 

( о 
о 
о 

Звідси ядро Кег Л співпадає з підпростором розв'язків наведеної 
однорідної системи, тобто дефект оператора Л дорівнює а і т К е г с ^ = 
= п-ІЇ£/1 = 3 - 2 = 1, а за базис у КегЛ може бути вибрана фундамен-

' 1 і 
Е= -тальна система розв язків системи, наприклад, 

За означенням уеїтЛ тоді і тільки тоді, коли знайдеться век­
тор х є К 3 такий, що у = Лх, або, у координатному записі, 

( 1 2 1> хі ( 2 ) 
ґ Г 

У = АХ = 1 0 -1 х2 1 + х2 0 + *з -1 
, 1 1 Ь , х 3 у , о , 

Остання рівність означає, що образ \тЛ збігається з лінійною оболон­
кою системи стовпців матриці А. Отже, ранг оператора Л збігається з ран­
гом його матриці, тобто дорівнює двом а і т І т Л = 2 , а за базис І т Л може 
бути вибраний будь-який із базисів системи стовпців матриці А, наприклад 

(1 ї (2Л 

1 0 

, 1 , 
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Отже, ядром оператора <Л є: 

Кегс^ = { ( с , - с , с ) \ У с є к } , 

сІеГ СУ? ==аітКегс/7 = 1 . 

' 1^ 
Базис Кегс/!: Е = - 1 

Образом оператора Л є: 

1тЛ = {сі(і, 1, і ) + с 2 ( 2 , 0, і ) | Ус, , с2 є й } , 

К § с / / = а і т І т с і = 2 . 

(2\ 

Базис Ітсу/ : £ , = 1 0 

,1 Л 

IV. Задачі для практичних занять 

У задачах 5.1 - 5 . 5 з'ясувати, які з даних відображень про­
стору У 3 у себе є лінійними операторами; виписати їх матриці в 

ортонормованому базисі (і , у ,к ) = р. 

5.1. сАх = Ах, Я - фіксоване число. 

5.2. сАх = Лх + а, А та а -фіксовані . 

5.3. с#3с = [ а , Зс], де а - фіксований вектор. 

5.4. сАх = ( а , х)х, де 5 - фіксований вектор. 

5.5. с# х = (у + г)і + (2х +1)і + (Зх - у + г ) £ , 

де х = хг + _у і + гк . 

У задачах 5.6-5.11 з'ясувати, які з даних відображень 
простору арифметичних векторів К 3 у себе є лінійними опе­
раторами; виписати їх матриці у канонічному базисі. 

5.6. сА х = (х 2 + х 3 , 2х, + х 3 , Зх, - х 2 + х 3 ) . 

5.7. сАх = (х , , х 2 +1 , х 3 + 2 ) . 
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5.8. с ^ х = ( 0 , х 2 - х 3 , 0 ) . 

5.9. сА х = (х, + 2х2 + 2х 3 , - Зх 2 + х 3 , 2х, + Зх3 ). 

5.10. сА х = (Зх, + х 2 , х, - 2х 2 - х 3 , Зх2 + 2х 3 ). 

5.11. сА х = (Зх, + 5х 3 , х, + х 3 + 1, Зх 2 - 6 х 3 ) . 

У задачах 5.12-5.15 знайти матрицю С лінійного опе­
ратора С = Л1д -Зд(А та його явний вигляд у канонічному ба­
зисі простору К 3 , якщо у цьому просторі задані лінійні опера­
тори сА і ІЗ. 

5.12. сАх = (7х, + 4х 3 , 4х 2 - 9 х 3 , Зх, + х 2 ) , 

ІЗ х = (х 2 - 6х 3 , Зх, + 7х 3 , х, + х 2 - х 3 ) . 

5.13. оАх = (2х, - х 2 + 5х 3 , х, + 4х 2 - х 3 , Зх, - 5х 2 + 2х 3 ) , 

іЗх = (х, + 4х 2 + Зх 3 , 2х, + х 3 , Зх 2 - х 3 ) . 

5.14. с/?х =(3х, +х 2 - 2 х 3 , Зх, - 2 х 2 +4х 3 , -Зх, +5х 2 - х 3 ), 

ІЗх = (2х, + х 2 , х, + х 2 + 2х 3 , - х , + 2х 2 + х 3 ) . 

5.15. <Ах = (Зх, + х 2 + х 3 , 2х, + х 2 + 2х 3 , х, + 2х 2 + Зх 3 ), 

^3 X — (" ]̂ "̂ 2 ' "̂̂ "] "̂ 3 ' ) * 

5.16. Задано лінійні оператори сА та ІЗ відповідно мат­
рицями 

( 2 - 1 
°1 

Г - 1 3 п 

А = 1 3 1 , в = 4 0 - 1 
4 2, V 2 3 4 , 

у деякому базисі. Знайти в цьому базисі матрицю оператора: 

а) сА + її; б) сА'В; в) & Л . 
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5.17. Оператор Л у базисі ех,е2 має матрицю А = 
1 2 

- 1 2 

а оператор 

в = '~ 1 

16 у базисі е[ = 2ех -е2, е 2 = е, - е 2 - матрицю 

. Знайти матрицю оператора: 

а) сД+Зд у базисі ех,е2; б) у базисі е[,е'2\ 

в) сЛЗі у базисі Є[, е2; г) С І І З у базисі е,', е2. 

5.18. У просторі Х 4 задано лінійний оператор ст? , матриця 
А якого у деякому базисі р= (е , , е2, е 3 , е4) така: 

1Л 

2 
1 
З 

А = 

Ґ 1 2 0 
3 0 - 1 
2 5 3 
1 2 1 

Знайти матрицю цього оператора у базисах: 

а) р' = (е, , е 3 , е 2 , е 4 ) ; 

б) Р' = (е , , е, + е 2 , е, +е2+е3, ех + е 2 + ег+е4 ) . 

5.19. У просторі £ 3 задано два базиси: 

Р': е{=Щ-6е2+1ег, е2=-\6ех+1е2-\3еу, е 3 =9е , - Зе 2 + 7 е 3 , 

Р": <?," = ^ - 2е 2 + е 3 , <?2 = Зе, - е 2 + 2е 3 , е" = 2е, + е2 + 2е 3 . 

Знайти матрицю оператора с / ? у базисі р", якщо його 
матриця у базисі Р' має вигляд 

Ґ 1 - 1 8 15^ 
А' - 1 - 22 20 

1 - 2 5 22 
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5.20. У просторі £ , г оператор сА у базисі р' : е[ = ех + 2е2, 
^ 5^ 

е'2 = 2ех + Зе2, має матрицю А = Оператор £ у ба-

(4 6^ 
ч 4 З, 

зисі р": е"= Зе, + е2, е2 = 4е, + 2е2 має матрицю В = 

Знайти матрицю оператора сА + В у базисі р". 

5.21. Нехай р(() = а„-\і" 1+... + ах( + а0 деякий многочлен 

та сА лінійний оператор. Розглянемо оператор р{<Уі), що 
визначається рівністю 

р(сА) = ап__]сА"~і + ... + а,с// + а 0 £ . 

Знайти матрицю оператора р(сА), якщо р(і) = 3(2 - 2 г + 5, 

2 - 4 
а оператор сА задано матрицею А = 

5.22. У просторі <Рп задано лінійний оператор диференцію­

вання © = — . Знайти матрицю цього оператора у базисі: 
йі 

а) І , ? , / 2 , . . . , / " " 1 ; 

Довести операторну рівність Ю" =0 (О - нульовий опера­
тор Ох = 0). 

У задачах 5.23 - 5.25 встановити, які з операторів, що 
задані в У 3 , є невироджені, та знайти для них явний вигляд 

обернених операторів (х = хі + уу + гк ) . 

5.23. сАх = Лх, Л - фіксоване число. 

5.24. сАх = (у + г)і + (2х +1)і + (Зх - у + і)к . 
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5.25. сА х = 2гі + (х - г)у + (2х + Зг)к . 
У задачах 5.26 - 5.28 встановити, які з даних лінійних 

операторів у К 3 є невиродженими, та знайти явний вигляд 
обернених операторів. 

5.26. сА х - (х, - х 2 + х 3 , х 3 , х 2 ) . 

5.27. сА х = (х 2 + 2х 3 , - х 2 , 2х 2 - х 3 ) . 

5.28. сАх = (х, + 2х 2 + 2х 3 , 2х, + х 2 - 2х 3 , 2х, - 2х 2 + х 3 ) . 

5.29. У деякому базисі простору Л задано матрицю А лінійно­
го оператора сА . З'ясувати, чи існує оператор, обернений до дано­
го, та коли існує, знайти його матрицю у тому ж базисі, якщо: 

а) А = 

в) А 

1 - 2 
0 0 
З 

( 2 
1 
З 

5^ 
4 
1у 

3^ 
2 
5 

б) А 

' З 
2 

V 

1 4^ 
0 2 
0 - 5 

г) А = 

0 - 1 
2 
0 

З 
2 

7^ 
4 
1 

У задачах 5.30 - 5.31 для вказаних лінійних операторів, 
що діють у просторі К 3 , визначити ранг та дефект, а також 
знайти базиси образу та ядра. 

5.31. сА х = (хі + х 2 + х 3 , х, + х 2 + х 3 , х, + х 2 + х 3 ) . 

5.32. Знайти ядро, образ, ранг та дефект лінійного оператора 
сА, що діє у просторі К 3 , матрицею якого є матриця А , якщо: 

ґ - 1 2 ( і - 1 2^ 

а) А = 3 0 2 ; б) А = 3 1 - 1 
1 ь , 4 о і , 
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( 4 1 
2 1 ( 0 0 сЛ 

в) А = 8 2 4 ; т)А = 0 0 0 
3 , 0 0 о, 

5.33. Знайти ядро та образ оператора диференціювання у 
просторі многочленів <Рп, степені яких < ( л - і ) . 

§2. Власні вектори та власні значення 

І. Короткі теоретичні відомості 

Власні вектори та власні значення лінійного оператора. Ненульо-
вий вектор х називається власним вектором лінійного оператора Л , 
якщо існує таке число X, що має місце співвідношення: 

Лх=Хх. (5.1) 

Число X називається власним значенням лінійного оператора Л , 
що відповідає власному вектору х. 

Нехай лінійному оператору Л у деякому базисі відповідає мат­
риця А, а вектору х - матриця-стовпець X з координат цього векто­
ра. Тоді рівнянню (5.1) буде відповідати система рівнянь вигляду 

(А-ХЕ)Х=0 (5.2) 
або у розгорнутому вигляді 

(аи-Х)хі + апх2+...+ а]пх„ = 0 ; 

«21*1 + ( « 2 2 - ^ ) х 2 + - - - + а 2 л * н = ° ; ^ 5 3 ) 

я„іх ,+ а„2х2 + ...+ {а„„-\)х„ =0 . 

Для існування нетривіальних розв'язків цієї системи необхідно і 
достатньо, щоб її визначник дорівнював нулю, тобто 

йеі(А-ХЕ) = 0 (5.4) 
або у розгорнутому вигляді 

ап-Х а]2 ... аХп 

«21 а22~Х ... а2п 

я »2 ат - X 

= 0 . (5.5) 
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Рівняння (5.4) або (5.5) називається характеристичним рівнянням. Ліва 

частина (5.5) представляє собою многочлен Рп(х) п -го степеня відносно X. 

Многочлен Рп (X) називається характеристичним многочленом. 
Корені характеристичного р івняння є власними значеннями 

лінійного оператора. Сукупність всіх власних значень лінійного опера­
тора називається його спектром, причому кожне власне значення вхо­
дить у спектр стільки разів, яка його кратність. Спектр називається прос­
тим, якщо характеристичне рівняння має тільки прості корені. 

Таким чином, для того щоб знайти власні значення та власні век­
тори лінійного оператора сА , що має матрицю А у деякому базисі, 
виконуємо такі дії: 

1. Знаходимо власні значення Хі оператора с/7, розв'язуючи 
характеристичне рівняння (5.5). 

2. Для кожного власного значення Хі розв 'язуємо систему рів­

нянь (5.3). Будь-який ненульовий розв'язок цієї системи ( « ] , а 2 , . . . , а„ ) 

визначає власний вектор х = (ах, а2,..., а„ ) з власним значенням X,. 
Зауважимо, що власні значення та власні вектори лінійного опе­

ратора сА називають також власними значеннями та власними векто­
рами матриці А цього оператора у деякому базисі. 

Якщо X - власне значення лінійного оператора с//, що діє у £ „ , і 

К%(А-ЯЕ) = г, то існує (п-г) лінійно незалежних власних векторів 

оператора <А з власним значенням Я , бо вимірність простору Г! розв'язків 

відповідної однорідної системи с-іт V = п — г . 

Т е о р е м а . У всякому комплексному лінійному просторі £.„ існує 

хоча б один власний вектор лінійного оператора сА. 

Нехай оператор сА, що діє у комплексному лінійному просторі 

£ „ , заданий у деякому базисі матрицею з дійсними елементами. Тоді, 

а) якщо X - власне значення, тоді Я - також власне значення; 

б) якщо - стовпець координат власного вектора, що відпові­

дає власному значенню Я , то - стовпець координат власного 

вектора, що відповідає власному значенню Я . 
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Зведення матриці лінійного оператора до діагонального вигляду. 

Якщо оператор А, що діє у просторі -£„ , має п лінійно незалежних 

власних векторів е\, е2,..., е„ , що відповідають власним значенням 

Лі, Л2,..., Лп, то у базисі з цих векторів матриця оператора А має 
діагональний вигляд: 

| % 0 ... 0 "| 

0 Х,2 ... 0 

ч 0 0 ... * .„ , 

Зауважимо, що лінійний оператор називається оператором простої 
структури, якщо існує базис, складений з власних векторів цього оператора. 

Можна довести, що власні вектори, що відповідають різним влас­
ним значенням, лінійно незалежні і отже можуть бути вибрані за базис 
простору. Крім того, має місце теорема. 

Т е о р е м а . Для того, щоб існував базис з власних векторів оператора 
А, необхідно та достатньо, щоб кожному власному значенню відповіда­
ло стільки лінійно незалежних власних векторів, яка його кратність. 

Квадратна матриця А називається діагоналізовною, якщо існує 
така невироджена матриця Т, що матриця Т~ХАТ-А' діагональна. 

Нехай задано два базиси {е,-} та | е , ' } , причому {є,-} складено з 

власних векторів лінійного оператора А; матриці А та А' - матриці 
лінійного оператора А у цих базисах відповідно, причому згідно з тео­
рією А' = о!іа§(Яі, Л2,..., Лп ) . Тоді склавши матрицю переходу Т (її 

стовпцями є вектори є/), знайдемо Г _ 1 А Т = А' = а іа§(Л| , Л2,..., Л„ ) . 

Якщо матриця Т - ортогональна, тобто Т = Т , то маємо спрощену 

формулу ТтА Т - А' = аіа§( А], Л2,..., Лп ) . 

//. Контрольні питання та завдання 

1. Що називається власним вектором та власним зна­
ченням лінійного оператора? 

2. Що називається спектром лінійного оператора? Який 
спектр називається простим? 
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3. Як знайти власні значення лінійного оператора, якщо 
відома матриця А цього оператора у деякому базисі? 

4. Як знайти власні вектори лінійного оператора, що має 
в деякому базисі матрицю А ? 

5. Нехай к - кратність власного значення А, лінійного 
оператора, т - максимальне число лінійно незалежних влас­
них векторів з власним значенням X. Яке співвідношення 
між т та і ? 

6. Які необхідні і достатні умови того, щоб у просторі Х„ існу­
вав базис, складений з власних векторів лінійного оператора Л ? 

7. В якому випадку лінійний оператор називається опе­
ратором простої структури? 

8. Яка матриця називається діагоналізовною? 
9. Які необхідні та достатні умови діагоналізовності опе­

ратора (матриці)? 

10. Як знайти матрицю Т, що діагоналізує матрицю опе­
ратора Л ? 

///. Приклади розв'язання задач 

П р и к л а д 1. Знайти власні значення і власні вектори 
лінійного оператора Л , що заданий матрицею А. 

(І 2) 
А = 

[2 і) 

• Складаємо характеристичне рівняння а е і ( / 1 - А £ ) = 0 , тобто 

1-А 2 

2 1-А 
= 0 . 

Розкривши визначник, отримаємо рівняння А - 2 А - 3 = 0 . 

Знаходимо власні значення А( = 3 , А2=-\. 
Власні вектори 

(А-АЕ)Х = 0, тобто 
Власні вектори х^]\ З г ^ 2 ' знаходимо з системи рівнянь 

(\-А)хх+ 2 х 2 = 0 ; 

2хх +(1 - Д ) х 2 = 0 . 
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Підставимо послідовно А\ та Я 2 в записану систему. 
1. Вважаємо Я] = 3 . Отримуємо однорідну систему, у якій два рівняння 

еквівалентні, і тому розв'язання її виконується так: 

| - 2 х ] + 2 х 2 = 0 ; . 
( —Х\ + х 2

 = 0 , ^ 
2х\ - 2 ^ 2 = 0 , 

х , - х 2 

Х2 = С 

X ] =с ; 

Х2 = с . 

Прийняли, що X) - базисна змінна, Х2 - вільна змінна, та перепозна-
чили вільну змінну х 2 = с . 

Загальний розв'язок однорідної системи 

Х(с) = с є К . 

Сукупність власних векторів, що відповідає власному значенню Я) 

х ( Я | ) = ( с , с ) = с ( 1 , 1 ) , с є К , с * 0 . 

2. Вважаємо Я 2 = - 1 . Однорідна система рівнянь для визначення 

власного вектора х^ 2 -* розв'язується аналогічно попередньому. 

[2х , + 2 х 2 = 0 ; 

І 2 х , + 2 х 2 = 0 , 
Хі +х-> = 0 , х , = - х 2 

х 2 = с 

х і = —с ; 

х 2 = с . 

Загальний розв'язок однорідної системи 

с є К . 

•Мі) 

Сукупність власних векторів, що відповідає власному значенню Я 2 

(-с, с) = с ( - 1 , 1 ) , с є К , с * 0 . 

Отже, маємо: Я , = 3 , Я 2 = - 1 ; х ( Л | ) = с ( 1 , 1 ) , х ( Я з ) = с ( - 1 , 1 ) , 

с є К , с * 0 . 

Приклад 2. Знайти власні значення і власні вектори 
лінійного оператора <Л, що заданий матрицею А . 

ґ 2 0 -1Л 

А= 1 1 - 1 
1 0 ч 
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• Характеристичне рівняння 

2 - А 0 

1 

-1 

1 - А - 1 = 0 . 

1 0 2 - А 

Розкривши визначник, отримаємо 

( 1 - А ) ( ( 2 - А ) 2 - 1 ) = 0 ; 

( 1 - А ) ( 1 - А ) ( 3 - А ) = 0 ; 

( 1 - А ) 2 ( 3 - А ) = 0 ; 

А] = А 2 — 1 , А 3 = 3 . 

Маємо: корінь Х.1 =1 — кратний, показник кратності к = 2 , корінь 

А-з = 3 — простий, к = 1. 

Система рівнянь для визначення власних векторів має вигляд 

( 2 - А ) Х , - * 3 = О ; 

Хі + (і - А ) Х 2 -
 хз = о ; 

-х, + ( 2 - А ) х 3 = 0 . 

Підставимо послідовно X., і Л-з в записану систему. 

1. X] = 1, к = 2 . Система приймає вигляд: 

X] - х 3 = 0 ; 

X] - х 3 = 0 ; 

- хі + х 3 = 0 . 

Розв'язуємо систему методом Гаусса. 

' 1 0 - Г ' 1 0 
_ 1 1 

А-АІЕ = 1 0 - і 0 0 0 

V " 1 0 
0 

г = К%(А-Ахе)=і => а ітГІ = п-г = 3 - 1 = 2 => 3 два лінійно 

незалежних власних вектора, що відповідають власному значенню А | . 
Скорочена система рівнянь приймає вигляд 

{ X) — х 3 = 0 , => { х, = х 3 . 
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х { - базисна змінна, х 2 , х 3 - вільні змінні. Якщо вільним змінним 

х 2 , х 3 послідовно надати значення х 2 = 1, 
отримаємо: 

х 3 = 0 ; х 2 - 0 , х 3 = 1, 

X] =0 ; 
х2 = 1; 
х 3 = 0 , 

X] = 1 
х 2 = 0 
х 3 = 1 

Отже, фундаментальна система розв'язків однорідної системи така: 

'°1 
1 ; е2 = 0 

Л 
Відповідні лінійно незалежні власні вектори 

х ( і ) = ( 0 , 1 , 0 ) , х ( 2 ) = ( і , 0 , і ) . 
Уся сукупність власних векторів, що відповідають власному значенню 

А.), має вигляд 

х = с , ( 0 , 1, 0 ) + с 2 ( і , 0, 1) , с , , с 2 є К , 

2. А,3 = 3 , к = 1. Система приймає вигляд: 

- X] - х 3 = 0 ; 

х, — 2х 2 — х 3 — 0 ; 

-х , - * 3 = 0 . 

Розв'язуємо систему методом Гаусса. 

с, + с 2 * 0 . 

' - 1 0 -Г | Г-1 0 -Г] 
1 - 2 - і 1 - 2 - і 

, - 1 0 -ь , 0 0 

г = К § ( / 1 - Д 3 £ ) = 2 => (Ііт II = и - г = 3 - 2 = 1 => 3 один 
лінійно незалежний власний вектор, що відповідає власному значенню 
/ і 3 . Скорочена система рівнянь приймає вигляд 

X} + х 3 = 0 ; 

X] — 2х 2 — х 3 = 0 , 

х \ - —хт, ; 

Х| — 2х 2 = х 3 . 
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Фундаментальна система розв'язків одержується, якщо покласти 
х 3 = 1 : 

= - і ; х \ = -1 

Х\ - 2х2 = 1 ; => х2 = -1 

*з= 1 > х 3 = 1 

' 1 л 

-(з) 

Відповідно власний вектор х = ( - 1 , - 1 , 1 ) . Уся сукупність власних 

векторів, що відповідають власному значенню Х 3 , має вигляд 
-(Яз = с( —1, —1, 1), с є К , с * 0 . < * 

Приклад 3. У комплексному просторі £ 3 знайти власні 
вектори та власні значення лінійного оператора, що зада­
ний дійсною матрицею: 

( 4 - 5 7^ 
А= 1 - 4 9 

, - 4 0 5 у 

• Знаходимо власні значення, розв'язуючи характеристичне рівняння: 

4-А - 5 7 
1 -4-А 9 = 0 . 

- 4 0 5-А 

Після перетворень характеристичне рівняння приймає вигляд: 

4-А -5 - 2 9 + 9Я 

1 -4-А 0 = 0 . 

- 4 0 4 1 - Я 

Розкривши визначник, отримаємо: 

X3-5Х2 +17Х.-13 = 0 . 
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або 

( Л - і ) ( / 1 2 - 4 Л + 1 з ) = 0 ; 

Я., = 1 ; і 2 3 = 2 ± 3 / . 

Запишемо систему рівнянь, з якої визначаються власні вектори. 

' ( 4 - Л ) х , - 5 х 2 + 7х 3 =0 ; 
X ] - ( 4 + Я)х 2 + 9х 3 =0 ; 

- 4 х ! + ( 5 - Д ) х 3 = 0 . 

Покладемо А = А\ = 1. Система прийме вигляд: 

Зх] - 5 х 2 +7х 3 =0 ; 

X] - 5 х 2 +9х 3 =0 ; 

- 4 х , + 4х 3 = 0 . 

Розв'язуємо систему методом Гаусса. 

( 3 - 5 7^ 0 п / -1 0 Г -1 о Г 
А-АХЕ = 1 - 5 9 ~ 1 - 5 9 0 - 5 10 0 - 1 2 

0 
V 3 

- 5 7 , V 0 - 5 0 о ° , 

- Я | £ ) = 2 ; сПтІІ = 3 - 2 = 1 => 3 один лінійно незалежний 

вектор, що відповідає X]. 

Запишемо скорочену систему: 

- Х | + х 3 =0 ; 

- х 2 + 2 х 3 = 0 , 
X] - х 3 ; 

х 2 = 2 х 3 , 
х 2 = 2 ; 

х 3 = 1 . 

Фундаментальна система розв'язків: Е\ ; х = ( і , 2 , і ) - влас-

ний вектор, х ^ = с ( і , 2 , 1) , с є К , с * 0 - сукупність 

торів, що відповідають власному значенню Х\ = 1. 

Покладемо А = А2 = 2 + Зі. 

власних век-
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Система рівнянь для визначення відповідного власного вектора прий­
має вигляд: 

( 2 - 31" )дгі - 5* 2 + 7 * 3 = 0 ; 

хі + ( - 6 - 3 / ) х 2 + 9 * з = 0 ; 

- 4 * 1 + ( 3 - 3 / ) * з = 0 . 

А - Я2Е = 

2 - 3 / - 5 7 л 

1 - 6 - 3 / 9 

ч - 4 0 3 - 3 / , 

<1єі(А~Х2е)--=0; д 2 = : 4 ( - 6 - 3 / ) = -12 (2 + / ) * 0 . 
1 - 6 - 3 / 

- 4 0 

К § ( Л - / І 2 £ , ) = 2 = > о л т и = 3 - 2 = 1=>3 один лінійно незалежний 

власний вектор; Д 2 - базисний мінор. 

Скорочена система рівнянь має вигляд: 

Г * ! + ( - 6 - 3 / ) * 2 + 9 * з = 0 ; [ *і + ( - 6 - 3 / ) * 2 = - 9 * з ; 
1 -4*і+ ( 3 - 3 / ) * з = 0 , [4*, = ( 3 - 3 / ) * 3 

*1 

* 2 

3 - 3 / 
-*3 ; 

1 
- 6 - 3 / 

* 3 = 4 , 

Зауважимо, що 

1 

: ( - 9 д г 3 - * і ) ; 

*і = 3 - 3 / ; 

1 х2 = ( - 36 - 3 + 3 / ) ; 
• 6 - 3 / 

* 3 = 4 , 

*і = 3 - 3 / ; 

*2 = 5 - 3 / ; 

* 3 = 4 . 

* 2 = ( -39 + 3/) = 1 = І 1 ± 4 2 ^ = І ^ = ^ 1 І І = 5 - 3 / . 
1 - 6 - 3 / ' - ( 2 + / ) ( 2 - / ) - ( 4 + 1) - 1 

Фундаментальна система розв'язків: 

ґ з - з Л 

Ех = 5 - 3 / ; * = ( 3 - 3 / , 5 - 3 / , 4 ) ; * ^ = с ( 3 - 3 / , 5 - 3 / , 4 ) , с є С , с * 0 . 

I 4 , 
Для Я 3 = 2 - 3 / , маємо згідно з теорією: * ^ = с ( з + 3 / ; 5 + 3 / ; 4 ) , 

с є С , с * 0 . < 
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Приклад 4. Звести матрицю А = 

тора о4 до діагонального вигляду. 

1 2^ 
2 4 лінійного опера-

• Визначаємо власні вектори та власні значення матриці А. Для цьо­
го складаємо характеристичне рівняння 

1-А 2 
2 4 - А 

0 , 

( і - А ) ( 4 - А ) - 4 = 0 , 

А 2 - 5 А = 0 , 

А ( А - 5 ) = 0 , 

А, = 0 , А2 = 5 . 
2 

Оскільки власні значення різні, то існує базис у К з власних век­
торів, а матриця оператора в цьому базисі (новому) має діагональний виг­
ляд. У даному випадку 

' 0 0 Л 

Далі впевнимося в цьому, переходячи до нового базису з власних век­
торів за допомогою матриці переходу Т. 

Власні вектори знаходимо з системи рівнянь (А- А Е)Х = 0, тобто 

( і - А ) * , + 2 * 2 = 0 ; 

2х, + ( 4 - А ) . х 2 = 0 • 

Покладемо А = А. = 0 . 

ЛЇ +2*2=0 ; х \ - - 2 * 2 ; 

[2 лг) + 4 х 2 =0 , [х2 = 1 , 

*(') = ( - 2, 1) - власний вектор, що відповідає Л{. 
Покладемо А = А2 = 5 . 

[ - 4 х і + 2 д : 2 = 0 ; [* 2 =2*| ; 

[ 2хх - * 2 = 0 , [*,= 1 , 

х ^ = (1 , 2 ) - власний вектор, що відповідає А 2 . 

*1 = - 2 ; 

* 2 = 1. 

•V, = 1; 
*2 = 2 . 



Оскільки вектори х^ лінійно незалежні, вони утворюють ба-

зис у К . 

Матриця переходу Т від старого базису до нового (з власних век­
торів) така, що її стовпцями є власні вектори, тобто 

Т = 
-2 1 

1 2 

Тоді А' = Т~]АТ 

2 -1 
•1 - 2 

А =• 
ґ 2 2 

-1 - 2 

1 о 
5 - 5 -10 

ґ-2 У 

2 4 

_]_ 
5 

У 

'0 о 
,0 -25 

Л 'о о̂  
о 5 V 4 

Таким чином, безпосередньо перевірили, що матриця лінійного операто­
ра у базисі з власних векторів має зазначений діагональний вигляд. 

Приклад 5. Звести матрицю А лінійного оператора до 
діагонального вигляду та знайти відповідний базис, якщо 

' 1 
0 

-2 

• Характеристичне рівняння 

1-А 2 

йеі(А-АЕ) = 0 
- 2 

2 - А 

- 2 

2 
2 
2 

0 
0 

-1-А 

0 Л 

0 

= ( А - 2 ) ( і - А 2 )=0 

має корні Ях = 2 , А 2 = 1, А3 = - 1 . Оскільки власні значення різні, то 

існує базис у К з власних векторів лінійного оператора. Отже, матриця 
може бути зведена до діагонального вигляду. 
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Знаходимо відповідні власні вектори з системи рівнянь ( А - ЛЕ)Х = 0. 

Якщо / 1 = 2 , система прийме вигляд 

ґ - 1 2 °1 х \ 

{А-2Е)Х = 0 0 0 х2 = 0 

, - 2 - 2 - з , І», 
або 

- X] + 2*2 = 0 ; 
- 2х] - 2х2 - З х 3 = 0 . 

Фундаментальна система розв'язків складається з одного розв'язку 

' 2^ 

ч -2у 

; власний вектор х^'^ = ( 2 , 1 , - 2 ) . 

Аналогічно, якщо Л = 1 система прийме вигляд 

(А-Е)Х = 

ґ 0 

0 

2 

2 0 

1 0 

-2 - 2 

х2 

V0У 

або 

х2 = 0 ; 

-2*1 -2*2 -2*3=0 , 

х2 = 0 ; 

Х\ + х 2 + х 3 = 0 . 

З цієї системи знаходимо другий власний вектор і ' 2 ' = ( і , 0 , - і ) . 

Нарешті, якщо Я = - 1 , власний вектор х ^ ^ = ( 0 , 0, 1 ) . 
Знайдені вектори х х , х 2 , *з лінійно незалежні, отже, утворюють 

базис, в якому матриця лінійного перетворення А має такий діагональний 
вигляд 

ґ2 0 0 Л 

0 1 0 

0 0 - 1 

Перевіримо це. 
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Сформуємо матрицю переходу Т з власних векторів (розташовуємо 
їх стовпцями). 

1 0 

1 о о 
- 2 - 1 1 

, ае іГ = - 1 , 

А = Т~1АТ, 

г - Ч - і ) 
0 - 1 - 0 

- 1 2 0 
0 0 - 1 

= (-1) 

Го і оч ( 

А' = 1 - 2 0 

,1 0 

Ь V 

1 2 

0 2 

2 - 2 

0 - 1 
- 1 2 
-1 0 

о у 2 
0 

- 1 , 

'0 і 0^ 

= 1 - 2 0 

) ,1 0 К 

1 
°1 

0 0 = 
- 1 У 

2 0 
2 0 
0 - 1 

\ 

Г 2 1 оч (2 0 
°ї 

1 0 0 = 0 1 0 

/ , - 2 - 1 ,0 0 - 1 

Приклад 6. Знайти власні вектори та власні значення 
лінійного оператора сЛ, що заданий в деякому базисі матри­
цею А. Чи зводиться ця матриця до діагонального вигляду? 

0 - 4 0 
1 - 4 0 
1 - 2 - 2 

• Знаходимо власні значення з характеристичного рівняння 

- Я - 4 0 

1 - 4 - Я 0 

1 - 2 - 2 - А 

= 0 . 
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( - 2 - А ) ( л ( 4 + Л ) + 4 ) = 0 , 

(Л + 2 ) ( л 2 + 4 А + 4 ) = 0 , 

(Я + 2 ) 3 = 0 . 

Я = - 2 , показник кратності А: = 3 . > 
Запишемо систему рівнянь для визначення власних векторів. 

-Лх\- 4 х 2 = 0 ; [Ях] + 4*2 = 0 ; 
| X] + ( - 4 - Я ) х 2 =0 ; => І X] - ( 4 + Я ) х 2 =0 ; 

*! - 2 х 2 + ( - 2 - Я ) х 3 = 0 , X ) - 2 х 2 - ( 2 + Я ) х 3 = 0 . 

Покладемо Я = - 2 . 

- 2 х | + 4 х 2 = 0 ; 
Х | - 2 х 2 = 0 ; 
Х | - 2 x 2 = 0 . 

/• = К . § ( Л - Я £ ) = 1 ; сііт Іі = « - / - = 3 - 1 = 2 => 3 два лінійно неза­
лежні власні вектори, що відповідають Я = - 2 . 

Скорочена система: 

{*! - 2 х 2 = 0 , {х, = 2 х 2 . 

X] - базисна змінна, х 2 , х 3 - вільні змінні; х 2 = , х 3 = с 2 . 
Знаходимо фундаментальну систему розв'язків. 

Х\=2с] ; х,=2 ; - і = 0 ; 
х 2 = с, ; • х 2 = 1 ; • х 2 = 0 ; 

х 3 = с 2 , х 3 = 0 , х 3 = 1. 

х ' 1 ' = ( 2 , 1 , 0 ) , х ' 2 ' = ( 0 , 0 , 1 ) - лінійно незалежні власні вектори. 
Вся сукупність власних векторів: 

х ^ = с , ( 2 , 1, 0 ) + с 2 ( 0 , 0, і ) , с , , с 2 є К , |с , | + | с 2 | * 0 . 

Матриця А не зводиться до діагонального вигляду, бо не існує повного 

набору власних векторів, тобто вектори х^ 1 \ х^ 2 ^ - лінійно незалежні, але 
вони (їх два!) не утворюють базис тривимірного простору. 
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0 1 0 
- 4 4 0 
- 2 1 2 

Приклад 7. Знайти власні вектори та власні значення ліній­
ного оператора сА , що заданий в деякому базисі матрицею А . Чи 
зводиться ця матриця до діагонального вигляду? 

А = 

V 

• Характеристичне рівняння: 

- А 1 0 

-4 4 - А 0 

-2 1 2 - А 

Знаходимо власні значення 

( 2 - А ) ( - А ( 4 - А ) + 4 ) = 0 , 

( 2 - А ) ( а 2 - 4 А + 4 ) = 0 , 

( 2 - А ) 3 = 0 . 

А = 2 , показник кратності к = 3 . 
Запишемо систему рівнянь для визначення власних векторів. 

— А X] + х 2 = 0 ; 
\ - 4 х ] + ( 4 - А ) х 2 = 0 ; 

- 2 х , + х 2 + ( 2 - А ) х 3 = 0 . 

Підставляємо в систему А = 2 . 

- 2х, + х 2 0 ; 
- 4 х , + 2 х 2 = 0 ; 

- 2 х , + х 2 = 0 . 

Кц(А-ЛЕ) = \ = г; йітії = п-г = 3 - 1 = 2 => 3 два лінійно неза­
лежні власні вектори. 

Скорочена система має вигляд: 

{-2х, + х 2 = 0 . 

Х[ - базисна змінна, х 2 , х 3 - вільні змінні. Покладемо х 2 = 0 , 

х 3 = 1; х 2 = 1, х 3 = 0 . 
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х\ =0 ; 

х2=0; ^ = ( 0 , 0 , 1 ) ; 

х 3 = 1 , 
- 2 = 1 ; х 2 = ( - , 1 , 0 ) . 

- з = 0 , 

х ( і ) = С і ( 0 , 0 , 1) + с 2 ( - , 1 , 0) , с „ с 2 є К , | с , | + | с 2 | * 0 . 

Матриця А не зводиться до діагонального вигляду, бо не існує бази­
су, складеного з власних векторів (вимірність простору дорівнює трьом, а 
лінійно незалежних власних векторів два). -4 

IV. Задачі для практичних занять 

5 .34 .У деякому базисі простору £ задані вектори 
х,, х 2 , х 3 та матриця А оператора с4. Використовуючи оз­
начення, встановити, які з даних векторів є власними векто­
рами оператора <А, та знайти їх власні значення, якщо: 

ґ 2 3} 
х , = ( і , 3 ) , х 2 = ( 3 , і ) , х 3 = ( 5 , 0 ) ; а) А = 

0 З 
ґ - 3 11 

б) А = 
7^ 

0 5 - 4 
0 1 1 

х, = ( 3 , 0 , 0 ) , х 2 = ( 0 , - 2 , 0 ) , 

х 3 = ( і , 0 , - і ) ; 
ґ 5 9 7 Л 

в) А 0 3 - 2 
0 2 - 1 

= ( - 4 , 1 , 1 ) , х 2 = ( 2 , 0 , 0 ) , 

х 3 = ( 0 , 0 , 2 ) . 
5.35. Знайти характеристичне рівняння та спектр опера­

тора сЛ, який задано матрицею А в деякому базисі, якщо: 

а) А 
1 - 2 
1 4 

б) А = 
З 1 
1 З 
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в) А = 
2 1 0 
0 0 0 
2 - 7 3 

г) А = 

г4 1 
5 1 

Д)А = 0 4 2 

5 , 

2 0 
- 2 1 0 0 

є) А = є) А = 
15 --7 4 0 

0 0 4 , 

е) А = 

0 3 
1 - 2 0 
0 2 Ь 
1 0 0 0 
5 2 19 зо 
1 0 - 5 - 1 2 
0 0 2 5 

ж) А = 

9 0 
2 - 1 
5 0 

- 1 0 

0 0^ 
- 2 12 

4 
5 

У задачах 5.36 - 5.45 знайти власні значення та власні 
вектори лінійних операторів, які задані своїми матрицями. 

5.36. А 
' 2 

5 

V •1 

-1 
•З 
0 

2^ 
З 

•2 
5.37. А 

0 
4 

•2 

1 0^ 
4 0 

Г4 - 5 2^ ( 1 - 3 3] 
5.38. А = 5 - 7 3 5.39. /4 = - 2 - 6 13 

,6 - 9 4 - 4 V 
^1 - 3 4 Л ' 7 --12 6) 

5.40. Л = 4 - 7 8 5.41. А = 10 --19 10 
- 7 ^ 2 --24 13, 

Г і 0 °) (2 6 - 1 5 ] 

5.42. А = 1 2 1 5.43. /4 = 1 1 - 5 

, - 1 0 1 ^ 2 - 6 , 
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5.44. А = 
1 - З 
З - з 
3 - 5 

5.45. А = 

V 

0 - 1 о 
1 1 - 2 

- 1 - 1 0 

У задачах 5.46 - 5.49 у комплексному просторі знайти 
власні вектори та власні значення лінійного оператора, що 
заданий дійсною матрицею. 

5.46. А = 

5.48. А 

1 - З 

( 2 
1 

V - ! 

1 (0 
з - і 

2 Ь 

5.47. А 

5.49. А = 

п 
,2 

' 0 
0 

ч2 

- 5 " 

" І 

8 0Л 
0 - 2 
8 - 2 

У задачах 5.50 - 5.57 з'ясувати, які з заданих матриць 
лінійних операторів можна звести до діагонального вигляду 
переходом до нового базису. Знайти цей базис та відповідну 
діагональну форму Б матриці. 

3^ 

5.50. А 

1 1 
0 2 
0 0 
0 0 

2 
2 4 
1 - 2 
0 2 

5.51. А 

5.52. А = 

5.54. А 

ґ \ 1 1 Л 

1 1 1 

ч 1 1 1, 

'1/2 0 1/2Л 

0 1 0 
0 / 2 0 1/2у 

5.53. А = 

5.55. А = 

0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

- 6 1 7 - 1 

2 - 1 
2 1 

5 - 3 3 
- 1 0 2, 

- 1 3 - Г | 
- 3 5 - і 

- 3 3 1 
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5.56. А 
1 
1 
1 

1 1 
1 - 1 - 1 

•1 1 - 1 
•1 - 1 1 

Гї 

5.57. А 

'о о о Г\ 

0 0 1 0 
0 1 0 0 

ч 1 о о о 

У задачах 5.58-5.61 знайти ортонормований базис з влас­
них векторів та діагональну матрицю й в цьому базисі для 
лінійного оператора, який задано в деякому ортонормованому 
базисі матрицею А (шуканий базис визначається неоднозначно). 

{ П 
2 

~ 8 1 
Г 17 - 8 4 

5.58. А = 2 2 10 5.59. А = - 8 17 - 4 

10 1 4 - 4 11 

Гз — / о 4 ( \ 1 
2 1 

5.60. А = і 3 0 5.61. А = 1 1 2 
0 у2 2 \ 

У задачах 5.62 - 5.67 виконати вказані доведення. 

5.62. Довести, що для невиродженості оператора А 
необхідно та достатньо, щоб він не мав власного значення, 
що дорівнює нулю. 

5.63. Довести, що якщо оператор сЛ невироджений, то 
с/1 та с А ' х мають однакові власні вектори. Знайти зв'язок 
між власними значеннями цих операторів. 

5.64. Довести, що оператор Л - $ при будь-якому А \ 

має ті ж самі власні вектори, що й оператор А . Знайти зв'язок 
між власними значеннями цих операторів. 

5.65. Довести, що власні значення діагональної матриці 
співпадають з її діагональними елементами. 
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5.66. Довести, що характеристичний многочлен транс­
понованої матриці Ат співпадає з характеристичним мно­
гочленом матриці А. 

5.67. Нехай х та у - власні вектори оператора <А, 

що відповідають власним значенням та /І, ( Я, # ) . 

Довести, що вектор ї = ах + (5 у , а * 0, /? * 0 не є влас­

ним вектором оператора с4. 

§3. Лінійні оператори в евклідовім просторі 

І. Короткі теоретичні відомості 

Нехай 13„ - комплексний евклідів простір (унітарний). 

Лінійний оператор А називається спряженим до даного лінійно­

го оператора А, якщо 

(Ах, у) = (х, А* у) \/х,уєИ„. 

Лінійний оператор <А, що діє в Ип, називається самоспряженим, 
якщо 

(А х, у) = (х, А у) V х, у є\1„ . 

Лінійний оператор (1А , що діє в \]„ , називається унітарним, 
якщо 

(их,иу)=(х, у) чх,ує\з„. 

Нехай Е„ - дійсний евклідів простір. 

Лінійний оператор А, що діє в Е и , називається самоспряженим, 
якщо 

(Ах,у) = (х,Ау) Ух,уєЕ„. 

Лінійний оператор А , що діє в Е„ , називається ортогональним, 
якщо 

(Ах, Ау)={х, у) \/х,уєЕ„. 
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Спряжений оператор має такі властивості: 

І) (<А* ) * = сА ; 2) (сА®)* =33* А* ; 3) [А + £) * = сА* + 53* ; 

4) (агс//) =а~сА*; 5) (<̂ *) = (с//_1] , якщо оператор А невироджений. 

Оператори сА та А називаються взаємоспряженими. 
Мають місце такі рівносильні твердження: 
1. Матриця А - матриця оператора сА в ортонормованому ба-

* * 
зисі <=> матриця А - матриця оператора с/І у тому ж базисі. 

2. Лінійний оператор сА, що діє в И„, - салюспряжений <=> матриця 

А оператора <А в ортонормованому базисі - ермітова, тобто А = А . 
3. Лінійний оператор '14, що діє в 1і„ - унітарний <=> матриця і/ 

* * 
оператора 'ІА в ортонормованому базисі - унітарна, тобто і/ і/ =1/ V = Е. 

4. Лінійний оператор сА , що діє в Е„, - самоспряжений <=> матриця 

А оператора сА в ортонормованому базисі - симетрична, тобто А = А . 

5. Лінійний оператор <А , що діє в Е и - ортогональний <=> матри­

ця А оператора <А в ортонормованому базисі - ортогональна, тобто 

А АТ = = АтА = Е . 
Т е о р е м а (про повноту власних векторів самоспряженого опера­

тора). Для всякого самоспряженого оператора існує ортогональний ба­
зис, складений з його власних векторів. 

Таким чином, всякий самоспряжений оператор являється опера­
тором простої структури і для всякого самоспряженого оператора існує 
ортонормований базис, складений з власних векторів цього оператора. 

Самоспряжений оператор має дійсні власні значення. 
Симетрична матриця - матриця самоспряженого оператора А в 

Е„ - діагоналізовна. Щоб знайти ортогональну матрицю Т, що діагона-
лізує симетричну матрицю А порядку п, треба знайти п ортогональ­
них власних векторів матриці А ; координати / -го (у = 1, п ) нормова­
ного власного вектора матриці А утворюють у -й стовпець матриці Т. 
Матриця переходу від одного ортонормованого базису до іншого ортоно-

— 1 т 

мованого базису ортогональна Т = Т . Отже, 

А' = ТТА Т = дтВ(А1,А2,...,А„), 

де всі ХІ (/ = 1, п) -д ійсні числа. 



§3, Лінійні оператори в евклідовім просторі 199 

//. Контрольні питання та завдання 

1. Який оператор називається спряженим до оператора сД ? 
Яке його позначення? 

2. Наведіть основні властивості спряженого оператора. 
3. Який оператор називається самоспряженим? Який 

вигляд має матриця самоспряженого оператора у ортонор­
мованому базисі? 

4. Якою умовою зв'язані власні вектори самоспряженого 
оператора евклідова простору, які відповідають різним 
власним значенням? 

5. Чи може комплексне число бути власним значенням 
самоспряженого оператора дійсного евклідова простору? 

6. Сформулюйте теорему про повноту власних векторів 
самоспряженого оператора евклідова простору. 

7. Чи являється симетрична матриця діагоналізовною у 
дійсному просторі? 

8. Яка матриця називається ортогональною? 

9. Як знайти ортогональну матрицю Т, що діагоналізує 
симетричну матрицю А ? 

10. Який лінійний оператор називається ортогональним? 
11. Наведіть основні властивості ортогональних 

операторів. 
12. Яка необхідна та достатня умова ортогональності 

оператора? 
13. Який лінійний оператор називається унітарним? 
14. Яка необхідна та достатня умова унітарності оператора? 

///. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. Лінійний оператор с А , що діє у дійсному евк­

лідовім просторі Е 3 , у базисі Р' = (є,', е'2, е'3) має матрицю А^. 
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4г= 
і 
о 
2 

1 3^ 

5 - 1 

7 - З , 

Відомо, що <?, = ^ + 2е2 + е 3 , е 2 = Є) + е 2 + 2е 3 , <?3 = е, + <?2 

і базис Р = ( е 1 , е 2 , е 3 ) ортонормований. Знайти матрицю 

спряженого оператора сЛ* у базисі Р'. 

• Позначимо матрицю оператора сЛ у базисі Р через Ар, матрицю 

* * * 
спряженого оператора <А у базисах р та р' відповідно Ар, Ар . 

Зауважимо, що базис р' не є ортонормованим, бо [е'і,е^ • 

Випишемо матриці переходу від базису до базису. 

1 1 Г 
2 1 1 
1 2 0 

7п'_ьп - Ті - і 
Р'->р ~ У Р^Р' 

- 2 2 
1 - 1 
З - 1 

0Л 

1 
-1 

Процес розв'язання задачі такий: 

1. Знайдемо матрицю Ар за формулою 

Ар = 70 4 їТр: 

'1 1 Г р 1 3̂  
1 

'2 

2 2 о; 
- 3 7 1 

Ар = 2 1 1 0 5 - 1 
1 

'2 
1 - 1 1 = 6 -4 6 

,1 2 о, ,2 7 - з , 3 - 1 - І у 1 ,6 - 5 5, 

2. Знайдемо матрицю Ар за формулою 

Г 2 

: - З 

і 7 

6 
•4 

6 
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3. Знайдемо матрицю за формулою 

р 2 

- 2 
1 - 1 
З - 1 

-і 

-З - 4 - 5 
7 6 5 

1 1 П 
2 1 1 
1 2 0 

- 3 6 - 3 7 - 1 5 
зо зо 14 

26 27 9 

Приклад 2. Вияснити, чи є ортогональним оператор сА , що 
діє в Е 3 , заданий в ортонормованому базисі матрицею А. 

А = 

72 _72 
0 

2 2 
0 

4Ї 72 
0 

2 2 
0 

0 0 1 

• Оператор є ортогональним тоді і тільки тоді, коли в ортонормовано­
му базисі його матриця ортогональна, тобто виконуються умови: 

*=1 I і ' 1 ) • 
Перевіримо виконання цих умов. 

' її) її 
- + -

2 2 

^ ЇЇ ЇЇ 
Ьа\каік =- + 0 0 = 0 ; 

1^а1к а3к = — 0 + 

А=1 2 

0 + 0 1 = 0 ; 

І ^ ^ = ^ 0 + ^ - 0 + 0-1 = 0 ; 
*=1 2 ^ 

3 - 'ЯГ ( її М = 
к=\ V 2 , 

+ 0 = 1; 
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2 > і * = 
к=\ 

З 

4 
V 2 У 

72" 

Ч 2 У 
+ 0 = 1; 

І 4 = о 2 + о 2

 + і 2 = і . 
к=\ 

Отже, оператор А - ортогональний. 

Приклад 3. Вияснити, чи являється ортогональним опера­
тор симетрії відносно площини Оуг у просторі вільних век­
торів У 3 . 

• Ясно, що оператор симетрії зберігає довжину. Але будь-який опера­
тор, що зберігає довжину є ортогональним. Отже, даний оператор є ортого­
нальним. 

Приклад 4. Знайти ортогональну матрицю Т, що діаго-
налізує симетричну матрицю А . 

( 3 -
А = 

V 

- 1 
1 

• Відомо, що ортогональна матриця Т, що діагоналізує симетричну мат­
рицю А третього порядку, мас таку побудову, в стовпцях її розташовані коор­
динати трьох ортонормованих власних векторів матриці А . 

Тому процес розв'язання задачі складається з таких етапів: 
1. Розв'язуємо характеристичне рівняння: 

3 - Я - 1 1 

- 1 5-Я - 1 = 0 . 

1 - 1 3-Я 

Отримаємо Х[ = 2 , А.2 = 3 , А-з = 6 . Це власні значення матриці А . 

2. Система рівнянь для визначення власних векторів має вигляд 

( З - Я ) х ] - х 2 + * з = 0 ; 

- Х ] + ( 5 - Я ) х 2 - * з = 0 '•> 
X ] - х 2 + ( 3 - Я )хз=0 . 



§3. Лінійні оператори в евклідовім просторі 203 

Розв'язуємо цю систему послідовно, покладаючи Х\ =2 , Я.2 = 3 , 

Я,, = 6 . 

Є] 

При Х\=2 маємо систему: 

X] — х 2 + Х3 = 0 ; 

- X] + Зх 2 - Х3 = 0 ; 
х \ ~ Х2+Х3=0 . 

З цієї системи отримуємо, що X) = ( і , 0, - 1 ) - власний вектор; 

—т=, 0 , — т = - нормований власний вектор. 
її л / 2 ; 

При Я 2

 = 3 маємо систему: 

- х 2 + Х3 = 0 ; 

- X] + 2х 2 - хз = 0 ; 

х\ - х 2 = 0 . 

Звідки знаходимо х-> = ( і , 1, 1)-власний вектор; е 2 =( —1= ,—\= ,—1= І 
І л/3 ЇЇ ЇЇ) 

нормований власний вектор. 

При Я-з = 6 маємо систему: 

-Зх і - х 2 + х 3 = 0 ; 

- Х ! - х 2 - х 3 = 0 ; 

X] - х 2 - Зх 3 = 0 . 

Звідки знаходимо х 3 = (1 , - 2 ,1) - власний вектор; є3 = 

нормований власний вектор. 

Отже, ортогональна матриця Т має вигляд 

^ 2_ _1_ 

л/б' ЇЇ' ЇЇ 

1 1 

л/2 л/3 

ЇЇ 
1 1 

л/2 л/3 

л/о~ 
_2_ 

л/б~ 
1 

1 

ЇЇ 

ґ її її 
0 її 

- ї ї її 

7б 



204 Глава 5. Лінійні оператори 

3. Виконуємо перевірку правильності знаходження ортогональної мат­
риці Т - матриці переходу від вихідного базису до базису, складеного з 
власних векторів 

'Л/з о -Тзі 
А' = ТТА Г = 1 л/2 л/2 л/2 

1 - 2 1 

Г З - 1 1' 

- 1 5 - 1 

1 - 1 З 

1 

4~е 
{ Із 4г і л 

0 Л/2 - 2 
-Л/з Л/2 1 

Ґ2 0 0 |̂ 

0 3 0 

V 

= аіа§ (Я | , Я 2 , Я 3 ) . (Перевірте!) 

0 0 6; 

IV. Задачі для практичних занять 

У задачах 5.68 - 5.69 лінійний оператор сА у базисі 
^' = {ех,е2, ...,еп) має матрицю /4 . Знайти матрицю спряже­
ного оператора <Л* у тому ж базисі Р' , якщо вектори 
ех, е2, ...,еп задані стовпцями своїх координат в деякому ор­
тонормованому базисі р= (е , , е2,... ,е„). 

. Е1 = 5 Е*7 — 5.68. А = . Е1 = 5 Е*7 — 7 1 , 0 , ' 1. 

Г і 1 
3 1 

5.69. /і = 0 5 - 1 2 1 1 

, 2 7 - з , , 2 , , 0 . 

5.70. Оператор А має в деякому ортонормованому базисі 
матрицю А . Знайти матрицю спряженого оператора в тому ж 
базисі. 

{ ~ \ З 2 Л 

а) А = 
(2 -г\ 

б) А = 0 1 
З - 1 
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в) А 
Го 

З 
1 

-1 2^ 
4 - 5 
0 - З , 

5.71. Оператор Л має в деякому ортонормованому базисі 
матрицю А . З'ясувати, чи є лінійний оператор <А самоспря­
женим, якщо: 

а) А = 
2 - 1 

V 

б) А = 
V 

2 3 0 
3 4 - 1 
1 - 1 5 

в) А 
' 1 - 1 Г\ 

- 1 2 2 

V 1 •2 З 
г) А 

ґ 0 
2 

- 4 

) 

2 -Л\ 

-1 1 
1 ь 

5.72. За якого значення а оператор, заданий матрицею 
А в деякому ортонормованому базисі, є одночасно ортогональ­
ним та самоспряженим? 

а) А = 
і/л/2" а 

•і/л/2 
б) А = і/л/5 2/л/Т 

а і/л/5 

5.73. Лінійний оператор Л в деякому ортонормованому 
базисі ех,е2,... ,еп має матрицю А . Знайти матрицю спряже­
ного оператора Л* в ортонормованому базисі е[, е2,..., е'п, 

якщо: 

а) А = 

б) Л = 

ґ-3 О 
4 2 

1 - 1 - 1 -
Є 2 , Є2 = - г = Є , + • л/2 1 л/2 Л ' 72" -2 ' 

1 _ 2 . 
л/5 л/5 е; = —г=ех + —^е2, е2 = -т=Є\ — т = е 2 ; 

2_^ 1__ 
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в) А = 

*' 1 і 

- 1 0 0 

0 1 1 

0 2 1 

5, + е. 

е\ = -^={ех +е2+е3), 

+ 2 в 3 ) . 

5.74. З'ясувати, чи є матриця А ортогональною, і якщо є, 
знайти обернену до неї: 

а) А = 

в) А 

1 4 

•2 2 

і/Уз 2/7б 2 /л / зо 

0 -1/Уб 5/Узо 
2 /Уз — і/л/б - і / л / З О 

б) А = 

г) /1 

і/л/їо - з / У ї о 

3 /л / Ї0 і/л/То V 

О о 

0 - 1 

, 1 о 

- 1 Л 

о 

1 

Д) А 

2/УГз о - з / У ї з 

0 1 о 
3 / У Ї З 0 2 /л / ЇЗ 

; е) А = 

і/л/З і/л/2 

і/л/З - і / л Я 

і/л/з о 

і/л/бЛ 

і/7б 
- 2 / л / б 

5.75. Якій умові повинні задовольняти а та /? 

( а , /? є К ), щоб матриця /4 = 
Р 

Р 
а 

була ортогональною? 

5.76. Нехай оА та 33 - ортогональні оператори відповідно 
з матрицями А та В в деякому базисі. Чому дорівнює сієї АВ1 

5.77. Оператор сА в деякому базисі задано матрицею А . 
З'ясувати, чи є оператор сА ортогональним, якщо: 

' - 1 0 2" / 7 0 2 / л / Ї 4 Л 

а) А = 0 1 - 1 ;б)А = 2/л/5 з А / 7 0 - 1 / У Ї 4 ; 

1 0 
5 /л / 7 0 
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в) А = 

V 

2/Уб -і/7з о л 

-1/7б - і /л /З і/л/2 
і/л/б і/л/З і/л/2 

5.78. Знайти ортогональну матрицю, яка зводить симетрич­
ну матрицю А до діагонального вигляду, та записати діаго­
нальний вигляд цієї матриці, якщо: 

а) А = 

г) А = 

(\ п 

,1 1 
5 

(5 і 
1 5 1 

1 5, 

' 3 0 
2 1 

0 5 0 

.2 0 з , 

( 
б) А = 

0 л/5 

л/5 4 
в) А = 

Д) А = 

1 
- 2 

0 

) 

- 2 
1 
0 

з 

Го і 
°1 

; е) А = 1 4 2 

) ч° 2 

Є) Л: 

У задачах 5 .79-5 .89 виконати вказані доведення. 
5.79. Довести такі властивості самоспряженого оператора: 
а) власні значення дійсні; 
б) власні вектори, що відповідають різним власним зна­

ченням, ортогональні. 
5.80. Довести такі властивості унітарного оператора: 
а) власні значення за модулем дорівнюють одиниці; 
б) для того, щоб лінійний оператор був унітарним, необхід­

но і достатньо, щоб він переводив ортонормований базис у ор­
тонормований базис; 

в) унітарний оператор зберігає скалярний добуток векторів; 
г) унітарний оператор зберігає довжини векторів. 
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5.81. Довести, що коли матриця А оператора А - симет­
рична в деякому ортонормованому базисі р = (е , , е2,...,£„ ) , 
то вона симетрична в будь-якому ортонормованому базисі 

$ ={е[,е2,...,еп). 
5.82. Довести, що добуток двох унітарних перетворень є 

унітарне перетворення. 

5.83. Довести, що якщо ЗА - унітарне перетворення, а А -

самоспряжене, то ГІА~ХА '11 - теж самоспряжене. 
5.84. Довести, що якщо один і той же вектор х є власним 

вектором для лінійного перетворення А та спряженого пере­
творення А ' з власними значеннями Я{ та Я2 відповідно, 
то Я{ = Яг. 

5.85. Довести, що добуток А 33 двох самоспряжених пе­
ретворень А та 33 тоді і тільки тоді буде самоспряженим, 
коли матриці цих перетворень А та В переставні. 

5.86. Довести, що якщо оператори А та 33 переставні, 
то переставні й спряжені оператори А * та 33*. 

5.87. Нехай х - власний вектор оператора А , з влас­
ним значенням Я, у - власний вектор оператора А * з влас­
ним значенням /л, причому /и Ф Я . Довести, що вектори х 
та у ортогональні. 

5.88. Нехай х = (х, , х 2 , х 3 ) , А х = ( щ х х , сс2 х 2 , аг х 3 ) , де 
« і , а2, а3 - деякі числа. Чи буде оператор А самоспряженим 
у дійсному евклідовому просторі; у комплексному 
евклідовому просторі? 

5.89. Показати, що добуток унітарного оператора на 
число а тоді і тільки тоді е унітарним оператором, коли 
Іа| = 1. 



ГЛАВА 6. КВАДРАТИЧНІ ФОРМИ 

§1. Теорія квадратичних форм 

І. Короткі теоретичні відомості 

Означення. Різні форми представлення. Квадратичною формою п 
змінних Х [ , х 2 , . . . , х „ називається однорідний многочлен другого сте­
пеня відносно цих змінних: 

п п 

Ь ( Х [ , х2 , ...,х„ ) = £ £ «у х і х і ' 

/=1 } = \ 

де а у - задані числа, коефіцієнти квадратичної форми; ау = ау,, /, / = 1, п . 
Матриця А - матриця квадратичної форми. 

«11 «12 

«21 «22 

««! ««2 

«1л 

«2» А = А' 

Ранг матриці квадратичної форми називається її рангом. Якщо 
К§ А = п , то квадратична форма невироджена, у противному випадку 
(К§ А < п ) - вироджена. 

Матрична форма запису квадратичної форми: 

ХТА X , 

де ХТ = (X] ,х2 ,... ,хп ) ; операторна форма запису квадратичної форми: 

(сАх, х ) або ( х , Ах ), оператор А самосопряжєний, х = (хх,х2, ••• ,хп ) . 

Таким чином: ь(х)= ХТА X = (Ах, х ) = ( х , АХ). 
Канонічний вигляд квадратичної форми: 

я 
і ( х ) = У > г 7 х 2 . 

/=1 

Матриця канонічної квадратичної форми діагональна. 
Канонічна квадратична форма називається нормальною, якщо всі 

її коефіцієнти аи , які не дорівнюють нулю, такі, що І а,-,-1 = 1. 
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Теорема. Будь-яка квадратична форма зводиться до канонічного вигляду. 
Зведення до канонічного вигляду. 
а) Метод ортогональних перетворень. 
Задача зведення квадратичної форми до канонічного вигляду зво­

диться до зведення матриці А квадратичної форми до діагонального 
вигляду. Це можливо, враховуючи те, що матриця А - симетрична. 
Тому метод ортогональних перетворень полягає в наступному: 

1. Знаходимо ортогональні власні вектори матриці А . Пронор-
мовані власні вектори дають ортонормований базис, в якому матриця 
А має діагональний вигляд. 

2. Будуємо матрицю переходу Т з векторів ортонормованого базису 

(розташовуємо їх стовпцями). Матриця Т - ортогональна, тобто Т = Т . 

3. Виконуємо перетворення X = ТX', яке зводить квадратичну 
форму до канонічного вигляду. Матриця £> одержаної квадратичної 
форми діагональна, на головній діагоналі стоять власні числа, тобто 

Б = ТТА Г = а , іа§(Я 1 , А2, ... , Лп ) . 
б) Метод Лагранжа. 
Метод Лагранжа зведення квадратичної форми до канонічного вигля­

ду полягає у послідовному виділенні у квадратичній формі повних квадратів і 
введенні відповідних замін змінних. Цей процес виконується таким чином: 

1. Нехай хоча б один з коефіцієнтів ан Ф 0 . У заданій квадра­
тичній формі виділимо члени, що містять Х\ і доповнимо отриманий 
вираз до повного квадрату 

2 
<Ті=ацХ] +2а\2х\Х2+... + 2а\пхіх„ = 

2 + 2 — X, (я, 2Х2 + «13*3 + • • • + а\пхп ) + X, 

«11 

+ - у " («12*2 + «13*3 + • • • + а\пхп У 
«11 ) 

- у = 

( і л 
= «п 

^ ,2 
х, + ( а 1 2 х 2 + а і з Х з + . . . + а ] „ х „ ) 

«П 
- у : 

1 І \2 = ( а , , Х [ + а 1 2 х 2 + а 1 3 х 3 + . . . + а1пх„) -у , 
«11 

де у - алгебраїчна сума членів, що не залежать від X ] . 
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< - / - і = Уі-і 
ХІ =Уі+У] 
•*/+! = УМ 

{х„ = Уп • 

Тоді доданок, що містить ау, перетвориться до вигляду 

2 а у х( .V, - 2й,7 (у, + у] ) у І - 2 г,- + 2 д , у ,г) , 

де коефіцієнт при з>у не дорівнює нулю. 

Тобто введене перетворення переводить квадратичну форму 

І (* і , х2 ,... ,хп ) у квадратичну форму змінних у і, у2, ..., уп , у якій 

коефіцієнт при у у відмінний від нуля. 

в) Метод Якові. 

Введемо поняття головних кутових мінорів матриці А . Головни­
ми кутовими мінорами квадратної матриці А називаються мінори, що 
стоять у верхньому лівому куті матриці А . 

Таким чином, квадратична форма представиться у вигляді 

І ( х ь х 2 , ... ,х„ ) = — {аихх + аі2х2+... + аихп)2 + Ц(х2, х 3 , ... ,хп ) . 
« 1 1 

Вводячи заміну ух = а\ хх\ + а ] 2 Х 2 + • • • + а \ п

х

п , та аналогічно роз­

глянувши Ь\ ( х 2 , х 3 , . . . ,хп ) , отримуємо канонічну квадратичну фор­

му змінних у\, у2, ... ,у„. 

2. Якщо всі коефіцієнти аи = 0 , то цей випадок зводиться до по­
переднього таким чином. 

Нехай ау Ф 0 (і' Ф ]). Тоді виконаємо, наприклад, перетворення 

Х\ = У\ ; 

- 2 = Уг ; 
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Метод Якобі зведення квадратичної форми до канонічного вигляду може 
бути застосовано у випадку, коли матриця квадратичної форми А = [ац ) , 

т 
А = А , така, що її головні кутові мінори відмінні від нуля, тобто 

Ді = ац * 0 , А 2 = а,, а , 2 

«21 «22 

«11 «12 «13 

* 0 , Л 3 = «21 «22 «23 

«31 «32 «33 

А„ = 

«11 «12 

«21 «22 

«1п 

«2л * 0 . 

«»1 «п2 ••• аг, 

Нехай задана така квадратична форма Ь(хх, х2, ... ,х„ ) , для якої 
виконуються вказані умови. Тоді, згідно з методом Якобі, існує єдине 
невироджене перетворення вигляду 

х1=уі+а21у2+а31у3+ ... +ап1уп ; 

Х2= У2 + Я-12УЗ+ ••• +аП2Уп ; 

х3= у3+ ... +ап3у„ ; 

Уп . 

що зводить квадратичну форму Ь (хх, х2,... ,хп) = Хт А X до 
канонічного вигляду 

.2 

Д Є 

і (у\ , Уі, ... ,у„)=И Р/Р,- , 
7=1 

р , = А , ; Р , = - ^ - . У = 2 , л . 

Коефіцієнти цього перетворення а ., визначаються за формулами 

+і а 7 ~ 1 і 

V - ! 
де А7-_!, - мінор матриці А , що розташований на перетині стовпців 

цієї матриці з номерами 1, 2 , . . . , / - 1 , / + 1 , . . . , у і рядків з номерами 
1 , 2 , . . . , у - 1 . 
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Зведення квадратичної форми до канонічного вигляду не являється 
однозначним, бо його можна виконати різними способами, в яких перехід 
до канонічного вигляду пов'язаний з переходами до різних базисів (наприк­
лад, у методі ортогональних перетворень базис ортонормований). Однак, 
отримані канонічні форми мають загальну властивість, яка відома як закон 
інерції квадратичних форм. 

Закон інерції квадратичних форм полягає у наступному. Всі кано­
нічні форми, до яких зводиться дана квадратична форма, мають: одне й 
те ж число нульових коефіцієнтів; одне й те ж число додатних ко­
ефіцієнтів; одне й те ж число від'ємних коефіцієнтів. 

Знаковизначені квадратичні форми. Квадратична форма (с4х, х) 
називається додатно визначеною, якщо квадра­
тична форма (Ах, х) називається від'ємно визначеною, якщо 
{сАх,х)<0 \/х*0. 

Додатно та від 'ємно визначені квадратичні форми називаються 
знаковизначеними. 

Т е о р е м а 1. Для того, щоб квадратична форма була додатно 
(від'ємно) визначена, необхідно та достатньо, щоб усі власні значення 
А., матриці цієї квадратичної форми були додатні (від'ємні). 

Теорема 2. (Критерій Сильвестра). Для того, щоб квадратична 
форма була додатно визначеною, необхідно та достатньо, щоб усі го­
ловні кутові мінори матриці цієї форми були додатними; для того, щоб 
квадратична форма була від'ємно визначеною, необхідно та достатньо, 
щоб усі головні кутові мінори парного порядку матриці цієї форми були 
додатними, а непарного - від'ємними. 

//. Контрольні питання та завдання 

1. Що називається квадратичною формою п змінних 
х,, х2,..., хп ? Яка квадратична форма називається дійсною? 

2. Що називається матрицею квадратичної форми; 
рангом квадратичної форми? 

3. Як записати квадратичну форму в матричному 
вигляді; в операторному вигляді? 

4. Яка квадратична форма називається канонічною, 
який вона має вигляд? 

5. У чому полягає метод ортогональних перетворень зве­
дення квадратичної форми до канонічного вигляду? 
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6. Чому дорівнюють коефіцієнти канонічної квадратичної 
форми, до якої зводиться задана квадратична форма методом 
ортогональних перетворень? 

7. У чому суть методу Лагранжа зведення квадратичної 
форми до канонічного вигляду? 

8. Які мінори називаються головними кутовими 
мінорами матриці? 

9. В якому випадку може бути застосовано метод Якобі 
зведення квадратичної форми до канонічного вигляду? 

10. Як визначаються коефіцієнти канонічної квадратич­
ної форми, до якої зводиться задана квадратична форма ме­
тодом Якобі? 

11. Чи єдиним чином визначається канонічний вигляд для 
даної квадратичної форми? 

12. У чому полягає закон інерції квадратичних форм? 
13. Яка квадратична форма називається додатно визна­

ченою; від'ємно визначеною; знаковизначеною? 
14. Сформулюйте критерій Сильвестра додатно 

визначеної (від'ємно визначеної) квадратичної форми. 

III. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. Записати у матричному вигляді квадратичну 
форму 

Ь ( X ] , х2 , х3 ) = 2х2 — 5х 2 + Зх 3 + 8Х]Х 2 + 4 Х } Х 3 . 

• Матриця заданої квадратичної форми 

А = 

2 

4 

2 

4 

-5 

0 

2^ 

0 

З 

Отже, 

( 2 4 2" ( V ^ Х\ 

ь(хіг х2 , *з )= ХтА X = (*[ х2 *з) 4 - 5 0 х2 

, 2 0 з , 1*3, 
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Приклад 2. Задана матриця А квадратичної форми 

2 - 1 0 
- 1 3 5 

0 5 - 2 
А = 

Записати цю квадратичну форму у вигляді однорідного 
многочлена другого степеня, тобто у вигляді 

/ х з з 
І у хх, х2, х}) = І І ацхіхі , ац = а .,.. 

і=1 7=1 

• Оскільки ахх=2, а 2 2 = З , « з з = _ 2 , аі2=а2\=-1, 

«13 = « 3 1 = 0 . «23 = «32 = 5 ' т о 

Ь (*і , х 2 , *з ) = 2хх + 3 * 2 - 2*з - 2*]* 2 +10х 2 *з . 

Або, скориставшись матричною формою запису квадратичної 
форми, та перемноживши відповідні матриці, отримуємо 

( 2 ~ 
1 ( У Л 

Ь(хх, * 2 , *з ) = ХТ А X = (*] х 2 - з ) - 1 3 5 х2 

, 0 5 - 1 х з, 

( У Л 
х \ 

= (2*! - х2 -х\+ Зх 2 + 5*з 5х 2 - 2*з) Х2 = 

= (2*[ - * 2 ) *) + ( - *] + 3 * 2 + 5*з) * 2 + ( 5 * 2 - 2*з) *з 

= 2х\ + 3 * 2 - 2 * | - 2*і* 2 + 10* 2*з . < 

Приклад 3. Звести квадратичну форму Ь (хх, х2 ) до канон­
ічного вигляду методом ортогональних перетворень. Виписати 
відповідну ортогональну матрицю, ортогональне перетворення 
та канонічний вигляд. Виконати перевірку правильності знаход­
ження ортогональної матриці та ортогонального перетворення. 
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• 1. Матриця заданої квадратичної форми 
ґ2 0 

А = 
1 2 

Знаходимо власні значення Х\, Х2 матриці А , розв'язавши характе­
ристичне рівняння. 

2-А. 1 
1 2-І 0. 

Л-х = 3 , Х2 = 1 . 

2. Знаходимо власні вектори х\, х2 матриці А , розв'язуючи систе­
му рівнянь 

(2 - х)х{ + х 2 = 0 ; 

хі + (2 - Х)х2 = 0 , 

при Л-і = 3 , Х2 = 1. 

X, = 3 , 
-х\ + х2 = 0 ; х , - х 2 ; 

х 2 = 1 , *1 - Х 2 =0 , 

*1 = (1 , 1 ) . Нормований власний вектор: е\ 

Х\ + х2 = 0 ; [ Х | = — х 2 

*1 + *2 = 0 , * 2 : 

х, = 1 ; 
х 2 = 1. 

іУ 42" 4і 
хх=- \ ; 
х 2 = 1 . 

х 2 = ( - 1 , 1 ) . Нормований власний вектор: е2 = 
1 1 

, 4г' 4г 
3. Складаємо ортогональну матрицю, взявши е\ та е2 за стовпці 

цієї матриці. 

( 1 1 Л 

Т = 4г 4г 
і і 

л/2 л/2 

1 

4і 
<\ - і л 

і і 

Це матриця переходу від вихідного базису до канонічного. 
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Ортогональним перетворенням, що зводить квадратичну форму до 
канонічного вигляду, являється 

Х = Т¥, 

Х = 
ЇЇ 

1 - 1 

1 1 ^2 

1 

ЇЇ Уі +У2. 

або 

х\=-^{у\-У2); 

х2 =-^{у\+уі)-

(б.і) 

4. Записуємо канонічний вигляд квадратичної форми. 

кІУі > Уі ) = +УІ-

Перевіряємо правильність, знаходячи матрицю Г> канонічної форми 
за формулою: 

т 1 0 = Т!АТ = 
ЇЇ 

' і г (2 1> 1 - Г 
, - 1 1, 2 ; її 1 

і / 3 
3 1 

(\ - Г _ 1 '6 0" Гз (Л 
2 V" -1 К ,і к ~ 2 ,0 2, 

Отримали, що матриця В діагональна, на діагоналі стоять власні 
значення, тобто £> = ш а § ( 3 , і ) . Отже, канонічна форма, а також орто­
гональна матриця знайдені вірно. 

Можна також безпосередньо впевнитись у правильності знаход­
ження ортогонального перетворення (6.1), підставивши (6.1) у вихід­
ний вигляд квадратичної форми Ь(х\, х 2 )• Виконавши всі перетво­
рення, отримаємо канонічний вигляд. 

Ц(х], х2 )= 2х\ + 2 х | + 2х}Х2 

х . = ^ ( У і - й ) 

х2=-^(Уі+У2) 

= 2 \ (У\ - У2 ) 2 + 2 ~ (л + У2 У + 2 ™ (У\ - У2 )ІУ\ + У2 ) = 
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= У\ ~ ІУ\У2 +У2+ У\ + 2У\У2 +У2+ У\ ~ у \ 

= ЬЇ +У2 =к{у\ > У2 ) • ^ 

Приклад 4. Звести квадратичну форму Ь(х1, х2, х 3 ) до 
канонічного вигляду методом ортогональних перетворень. 
Виписати відповідну ортогональну матрицю, ортогональне 
перетворення та канонічний вигляд. Звести канонічну квад­
ратичну форму до нормального вигляду. 

1^ ( Х| , Х2 , Х3 ) — Ху 8X1X2 1 6X1X3 + 1Х2 8X2X3 + X 

• 1. Матриця даної квадратичної форми: 

1 

-4 

- 4 

7 

- 4 

Характеристичне рівняння 

1-А. -

-4 

- 8 

7 - А - 4 

- 4 1-А. 

= 0 

Корені характеристичного рівняння А] 

значення матриці А . 

А.) = - 9 - простий корінь, А 2 = 9 - корінь кратності 

2. Система рівнянь для визначення власних векторів 

9 , А 2 = А-з = 9 ; це власні 

к = 2. 

"(і - А.)*, - 4х2 - 8х 3 = 0 ; 

-4хх +(7-к)х2 - 4х 3 = 0 ; 

-8*1 - 4х 2 + ( і -А.)* 3 = 0 . 

При А) = - 9 система приймає вигляд: 

10*! - 4д:2 - 8*3 = 0 ; 

- 4*[ +16*2 _ 4*з = 0 ; або 

- 8*) - 4*2 +10*з = 0 , 

5*] - 2*2 - 4*з = 0 ; 

*1 - 4*2 + *з = 0 ; 

4*і + 2*2 - 5* 3 = 0 . 
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А-Х,Е = 
5 -2 
1 - 4 
4 2 

1 - 4 
0 18 

0 18 

^ ' 1 - 4 ї 

0 2 - 1 

0 0 0 

г = -ЛіЕ)= 2 => З п - г = З - 2 = 1 лінійно незалежний влас­
ний вектор. 

Для його знаходження розв'язуємо скорочену систему 

[дг] - 4 х 2 + х 3 = 0 ; [х) - 4 x 2 = _ х 3 > 

2х-> - х 3 = 0 , 

х, = 4 х 2 - х 3 ; 

2 ' 
х 3 = 2 , 
х 2 

X] = 2 ; 

х 2 = 1; 

х 3 = 2 . 

Х[ = ( 2 , 1 , 2 ) . Нормований власний вектор: е\ = 

При Х2 = 9 система приймає вигляд: 

- 8х] - 4x2 - = 0 ; 
- 4 * ! - 2 х 2 - 4 х 3 = 0 ; => { 2 х ! + х 2 + 2 х 3 = 0 ; 
- 8 х , - 4 х 2 - 8 х 3 = 0 , 

2 І 2 

З ' З ' З 

Х2 — — 2х| — і 

х 3 = о . 

X] = 1 ; 

х 2 = - 2 ; 

х 3 = 0 , 

або 

Х2 — — 2х| — 2*з \ 

х, = 0 ; 

х 3 = 1, 

х\ = 0 ; 
х 2 = - 2 ; 
х 3 = 1. 

г = - Л ^ Я ) = 1 :=> 3 л - г = 3 - 1 = 2 лінійно незалежних 
власних векторів. 
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' °1 
-2 - 2 

Знайшли Ф.С.Р. однорідної системи 

Шукані власні вектори відповідно 

* 2 = ( і , - 2 , 0 ) , х 2 ' ) = ( 0 , - 2 , і ) . 

Ці вектори лінійно незалежні, але не ортогональні. Запишемо всю су­

купність власних векторів, що відповідають власному значенню Х2 . 

х = С і ( і , - 2 , 0 ) + с 2 ( 0 , - 2 , 1 ) = ( с і , - 2 с [ - 2 с 2 , с2 ) , 

ІС11+1 с 2 | * 0 > с і , с 2 є К . 

Будемо вимагати, щоб вектори х 2 та х були ортогональні, тобто 

( х 2 , х ) = 0 . 

( х 2 , х ) = ( і , - 2 , 0 ) - ( с , , - 2 с , - 2 с 2 , с 2 ) = 

= 1-с, + ( - 2 ) - ( - 2 с 1 - 2 с 2 ) + 0 - с 2 = 

= Сі + 4с[ + 4 с 2 = 0 => 5С) = - 4 с 2 . 

4 
с і = - ? с 2 . 

Покладемо, наприклад, с2 = 5 . Тоді С] = - 4 і власний вектор 

х = ( - 4 , - 2 , 5 ) . Позначимо х 3 = х = ( - 4 , - 2 , 5 ) . Отже, маємо пару 
ортогональних власних векторів 

х 2 = ( і , - 2 , 0 ) , х 3 = ( - 4 , - 2 , 5 ) . 
Пронормуємо ці вектори. 

1 

лЯ' лЯ 
, 0 е 3 = ЗлЯ' ЗлЯ' ЗлЯ 

Отримані вектори Є [ , е 2 , е 3 ортогональні і нормовані. Безпосе­

редньо впевнюємося, що ( е , , е • )= 8 у . 

3. Складаємо матрицю Г , де вектори е"[, е 2 , е 3 розташову­
ються стовпцями. 
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Т = 

1 

ЇЇ 
2 

о 

1ЇЇ 
2 

з ї ї 
5 

Це матриця переходу від вихідного базису до канонічного. Вона орто­
гональна. Ортогональним перетворенням, що приводить квадратичну фор­
му до канонічного вигляду, є: 

Х = Т¥, 

х \ 

х2 

х3) 

ЇЇ 
2 

ЇЇ 
- 0 

з ї ї 
2 

3>/5 
5 

ЗЇЇ) 

ҐУ1Л 

Уг 

Уу 

2 1 
^ + ЇЇУ2' 

1 2 

2 

з ї ї 
2 

з ї ї 
5 

з ї ї 

Уз 

Уз 

Уз 

або 

х ^ - з п + їїУ2'йІ 

х3 ЇЇУ1 

ЗЇЇ 
5 

ЗЇЇ 

уз ; 

уз ; 

Уз • 

(6.2) 

4. Записуємо канонічний вигляд квадратичної форми. 

к(Л . Уг. 7 з ) = " 9 л 2 + 9^2 + 9л 2 • 
Безпосередня перевірка показує, що 

ТТА Г = £> = а і а § ( - 9 , 9, 9 ) . 

Крім того, підставивши у вихідну квадратичну форму формули 
ортогонального перетворення (6.2) і виконавши всі необхідні алгеб­
раїчні перетворення, отримаємо канонічну форму Ц{у\, У21 Уз ) • 
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5. Зведемо І і ( у і , у і , Уз) до нормального вигляду, поклавши 

2 2 = 3 У 2 ; 
2 3 = з ^ з . 

^ г ( г Ь 2 2 > 2 3 ) = - 2 і 2 + 2 2 + г | . 

Це нормальна форма квадратичної форми. А 

Приклад 5. Звести методом Лагранжа до канонічного виг­
ляду квадратичну форму Ь ( х { , х2 , Х3 ). Записати відповідне 
перетворення, а також матрицю цього перетворення. 

1-і ^ Х^ 9 Х^ ̂  Х^ ^ — Х^ 3^|Х2 ~г* "̂Л̂ л--̂  ~\~ ^Х^Х-^ ~і~ х^ г з • 

• Оскільки серед коефіцієнтів аи , / = 1,3 є відмінні від нуля, зве­
дення до канонічного вигляду можна виконати наступним чином. Пред­
ставимо квадратичну форму у вигляді 

Ь (X] , х 2 > х 3 ) = ( х 2 - З X] х 2 + 4 хі х 3 )+ 2 х 2 х 3 + х 2 = 

= (*? - 2 • | х, (Зх 2 - 4х 3 ) + ~ (3*2 - 4х 3 )21 - і (Зх 2 - 4х 3 ) 2 + 

+ 2 х 2 х 3 + х 3 = | х , - - ( З х 2 - 4 х 3 ) 

- — (9х 2 - 2 4 х 2 х 3 + 1 6 х 2 ) + 2 х 2 х 3 + х 2 = 

З V 9 2 , 2 

X] - ~ * 2 +2хз І ~~х2 + 6 х 2 х 3 - 4 х 3 + 2 х 2 х 3 + х 3 = 

З 1 9 2 2 

X] х 2 + 2х 3 х 2 + 8х 2 х 3 - Зх 3 

*1 
9 

/ 

2 32 16^ 2 "і 
2 

4 х 2 -
1 

- — х 2 х 3 + , 9 , х 3 

/ 
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+ — -^^-х2 - Зх? = | Хі - — х? + 2х 3 

4 81 3 3 V 2 1 3 

Покладемо 

16 
4 І Х 2 " Т Х З 

37 2 

+ Х 3 . 
9 3 

У\ =хі - 1,5x2 + 2*з ; 

16 

Уг = х2 ~ 9

 х з ; 

Уз=хз-
Тоді і ( Х [ , х 2 , х 3 ) прийме вигляд Ц (>>і, у2 , Уз ) . 

(6 .3 ) 

9 2 37 2 

що представляє канонічний вигляд вихідної квадратичної форми. 
Розв'яжемо (6 .3 ) ВІДНОСНО X] , х 2 , х 3 . V 

ЗГ 16 "і „ 
х \ = у\ + 2\У2 + 9 уз \~2уз ; 

іб 

* 2 =У2+—уз ; 

*з = л . 
або 

З 2 
*1 = Л + ^У2 +^Уі 

16 
* 2 = У 2 + у > ' 3 ; 

хз =Уз • 

( 6 . 4 ) 

Можна перевірити, що підставивши ( 6 . 4 ) в задану квадратичну 
форму, отримаємо її канонічний вигляд Ц{у\, У2> Уз)- Таким чином, 
(6 .4 ) є те перетворення, що зводить квадратичну форму до канонічного 
вигляду. Матриця цього перетворення 

\ 3-
2 

0 1 

0 0 

з 
16 

9 

1 
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Перехід до діагональної матриці О канонічної квадратичної форми 
виконується так 

т ( 9 37 ^ 
V 4 ' 9 ) 

(Перевірте!) М 

Приклад 6. Звести квадратичну форму Ь ( х і , х2 , х 3 ) до 
канонічного вигляду методом Лагранжа. Виписати 
відповідне перетворення, а також його матрицю. 

• У квадратичній формі відсутній квадрат змінних, тобто всі 
ай = 0 . Тому виконуємо невироджене лінійне перетворення. 

хі =У\ -У2'> 

• х2 = У\ + Уі; - (6-5) 

. хг = Уг • 

В результаті отримаємо квадратичну форму, в якій коефіцієнт при 

у2 не дорівнює нулю. 

к(у\>У2> Уг ) = 2(У\ ~Уг ){у\+Уг )~6(УІ ~Уг Ьг+ІІУі+Уг )уг = 

= 2уї - 2у і - 4у\Уз + %УгУг = 

= І(У\ - 2у\Уг + Уг ) - Ьг - - ЬгУг + Ьг )+ %Уг = 

= 2(У\-Уг )2-2{у2-Ьг Г+&УІ-
Покладемо 

2 і = Уі - Уг; 
• г2 = у2 - 2у3 ; (6.6) 

. 2 з = Уг • 

Тоді квадратична форма прийме вигляд: 

Ь2(г\, г 2 , г3 )=2г2-2г2 +62], 

що представляє канонічний вигляд вихідної квадратичної форми. 
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Розв'яжемо (6.6) відносно у\, Уг, Уз 

у\ = 2 і + 2 з ; 

у2 = 2 2 + 2г5 ; 

УЗ = 2 3 • 

Підставимо (6.7) в (6.5). Отримаємо 

хі = 2 і ~ 2 2 - 2 з ; 
х2 — 2 1 + 2 2 + ; 

*3 = 2 3 • 

(6.7) 

(6.8) 

Формули (6.8) представляють собою перетворення, яке треба за­

стосувати до квадратичної форми Ь ( х \ , х 2 , *з ) , щоб отримати кано­

нічну форму І 2 ( 2 1 » 2 2 > 2 з ) • 

Можна безпосередньо в цьому впевнитись, підставивши (6.8) в 

і ( * 1 , х 2 , х 3 ) . (Перевірте!) 

Матриця перетворення (6.8) 

' 1 - 1 - 1 Л 

Т = 

Перехід від матриці А квадратичної форми до матриці й ка­
нонічної квадратичної форми виконується так 

Г 1 Л 7 , = £ = сна§(2 > -2 , 6 ) . 

(Перевірте!) 

Зауважимо, що матриця Т перетворення (6.8) може бути отри­
мана з урахуванням матриць перетворень (6.5) та (6.7). 

Дійсно, матриця перетворення (6.5) 

А, = 

-1 0^ 

1 0 

0 1 
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Матриця перетворення (6.7) 

' \ 0 П 

А2= 0 1 2 

0 0 1 

Тоді матриця перетворення (6.8) отримується так: 

( 1 - 1 °] (\ 0 ( 1 - і - П 
Т = А1А2 = 1 1 0 0 1 2 1 1 3 

0 1 ,0 0 \ \ 0 о 1 
що співпадає з отриманим раніше. -4 

Приклад 7. Звести до канонічного вигляду методом 
Якобі квадратичну форму 

• Матриця даної квадратичної форми має вигляд: 

( 2 -2 \ л 

•2 З - 1 

1 - 1 

її головні кутові мінори А] = 2 , Д 2 = 2 , Д 3 = 1 відмінні від нуля. 

Канонічний вигляд квадратичної форми 

де р , = А , ; Р 2 = 4 2 - ; Рз = Л з 

л 2 ' "1 

Тому р , = 2 ; 02=1 = 1; Р з = | -

Отже, канонічна квадратична форма має вигляд: 

к(Уі>У2> УЗ ) = 2Уі + Я + • 
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Перетворення, що зводить дану квадратичну форму до каноніч­
ного вигляду, має вигляд: 

Врахуємо, що коефіцієнти а]{ цього перетворення визначають­

ся за формулами 

де Д^_] , - мінор матриці А, що розташований на перетині стовпців цієї 

матриці з номерами 1, 2, ... , і - 1 , і +1, ..., у і рядків з номерами 1, 2 , . . . , у - 1 . 

Отримаємо 

х, =ух + а21у2 +СІ31У3 ; 

х 2 = у2+ а32у2 ; 
хз = Уз • 

-2 1 

З - 1 1 . 
а 3 і = ( - ! ) • 

2 2 

2 
- 2 -

а 3 2 = 0 . 
2 

Таким чином, 

(6.9) 

х 3 = Уз • 

Отримане перетворення зводить вихідну квадратичну форму до 

канонічного вигляду Ц{у\, У2> Уз)- Якщо підставити (6.9) у вираз 

для і ( Х [ , х2 , Х3 ) , отримаємо Ь\ ( у х , у2 , у3 ) . 
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Матриця перетворення (6.9) 

1 1 - -

0 1 

0 0 

Діагональна матриця Б канонічної квадратичної форми отри­
мується так: 

Т1АТ = £> = о ї а ^ 2 , 1 , 1 

(Перевірте!) 

Приклад 8. Дослідити на знаковизначеність квадратич­
ну форму 

./> (, х2, х3) — 5Х| -ь Зх 2 ~ь Зх3 4Х|Х 2 "Ь 2х^х3 4х2х3 . 

• Матриця квадратичної форми має вигляд 

А = 

5 - 2 
- 2 З 

1 - 2 

її головні кутові мінори: 

5 - 2 
А ! = 5 > 0 , Д 2 

- 2 
11 > 0 , Д 3 =ое іЛ = 18 > 0 . 

Отже, згідно з критерієм Сильвестра, квадратична форма додат­
но визначена.-^ 

IV. Задачі для практичних занять 

6.1. Записати матриці кожної із заданих квадратичних форм. 

а) ь{ х1, х2) = 2х2 - х\ + 4 Х ) Х 2 ; 

б) ь(хх, х2) = х2 + Зхі - х\х2 ' 



§1. Теорія квадратичних форм 229 

в) Ь(хи х2 ) = х2 - 2 х 2 ; г) Ь(х{, х2 )-Зххх2; 

х,, х2, х 3 ) = Xі - 2х2 + х2 - 6х,х 3 ; 

с) х^, х^, х-̂  ) — "Г~ х^ 2x2X3 9 

є) 5 ' ^ 3 ) — ЗХ| Х^2 "т" -5^з ' 

Х| , Д*2 ^ Х3 ^ — *̂ *1"̂ "2 ' 

з) Х | ? ^ 2 ? Х^ ? Х^ ^ — ^ 2 ^-^3 ^-^4 ^^1^2 2X3X4 ; 

( \ 2 ^ 2 2 

Х | , х^ 5 Х 3 , х^ ) — ЗХ| ~і" х^ "і~ 2 х ^ Х |Х^ , 

6.2. Знайти ранг кожної із заданих квадратичних форм. 

а) Ь{ х,, х 2 ) = х 2 + 4х 2 + 4х,х 2 ; 

б) Ь( хх, х2 ) = х 2 + 2х 2 - 6х (х 2 ; 

в) Х| , х 2 , х 3 ) ~ х, 2х 2 Зх3 -ь 4х,х 2 -і- 6х,х3 -ь 2х 2 х 3 ; 

г) ^ ( Х | , х 2 , х 3 ^ — 2хі Зх 2 Зх 3 2ххх2 -ь 2х,х3 §х 2 х 3 , 

д) УІ/( Х | , х 2 , х 3 , Хд ) — 2Х| х 2 4- Зх3 Ч" х^ . 

6.3. Записати квадратичну форму Ь(х],х2,...,хг!) у мат­
ричному вигляді, якщо: 

а) / ,(х, , х 2 ) = Зх,2 + 2х 2 - 6х,х 2 ; 

б) Ь(хх, х2) = х\ + Зх,х 2; в) і( х,, х 2 ) = 2х 2 - х 2 ; 

г) x̂  9 Х2 Х 3 ) — х̂  -^-^2 4X2X3 \ 

д) X ] , Х2 5 Х3 ̂  —- 5Х| ~і~ 2x^Xз - ^ ^ з * 

І^і^ Х | , Х2 9 Х3 ^ — Х|Х2 " І " Зх^х^ 2X2X3 . 
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6.4. Записати квадратичну ф о р м у ь(х],х2,...,хп) у виг-

п п 
ляді £ X а г ]

х , х

1

 з а з а д а н о ю м а т р и ц е ю А : 
1 = 1 у = 1 

1 _ 2 1 Го 
б) Л = 

V 2 
б) Л = 

.1 

/ 2 - 2 СУ гз 0 

2 1 - 1 ; г) л = 0 - 2 1 

V 0 - 1 І2 1 1 

Го 5 °1 
д ) Л = 5 - 3 0 ; е ) А 

,о 0 о, 

ґ - \ 3 0 1 

3 0 4 0 

0 4 2 5 

, 1 0 5 0 

6.5. Знайти о р т о г о н а л ь н е п е р е т в о р е н н я , яке з в о д и т ь д о 

к а н о н і ч н о г о в и г л я д у к в а д р а т и ч н у ф о р м у Ь(х{, х 2 , . . . , х„) 

т а з а п и с а т и в і д п о в і д н и й к а н о н і ч н и й в и г л я д к в а д р а т и ч н о ї 

ф о р м и , якщо: 

а) і ( х , , ^ — 2Х| н~ 2x2 2Х |Х2 ^ 

б ) і ( х и Л̂ 2 ) — + 2х^ + 2д /б Х]^2 ^ 

в) і ( х , , •̂ 2 ) — 2Х|^2 ; 

г) і ( х , , ^2 9 Х3 ) = ЗХ| ~г" ЗХ2 2Х|Х2 ~Ь 4Х|Х^ ~І~ 4X2X3 ? 

д ) Х2 у х ^ ) — 7Х| Ч" 7x2 ^"^3 2 x ^ 2 н~ 2Х|Х^ н~ 2 x 2 X 3 , 

е) і ( х , , Х2 у Х 3 ) — 2Х |Х2 "і~ 2Х|Хз у 

є ) і ( х , , Х2 ) Х3 ̂  — Х| *т* Х2 *4" Х3 ™~ 2x^X2 ~~* 2Х|Хз 2X2X3 • 
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6.6. Звести задану квадратичну форму до канонічного виг­
ляду методом ортогональних перетворень. Виписати ортого­
нальне перетворення та канонічний вигляд квадратичної фор­
ми. Записати нормальний вигляд квадратичної форми. 

Х| , 5 Х-̂  ^ — "4" ~т~ Х̂  Н~ 4x^X2 ~т~ 4Х|Хз ~т~ 4х2Х^ . 

6.7. Звести квадратичну форму Ь(х{, х2,..., хп) до ка­
нонічного вигляду методом Лагранжа та записати відповід­
не перетворення, якщо: 

а) 7і( , х 2 ) = х, + 2х 2 + 2х,х 2 \ 

б) 1~/(х,, х2 , х 3 ) — х, ч- 5х 2 ~і~ 2х 3 -і- 2х^х2 ~ь 2х,х3 2х 2 х 3 , 

в) Ь(х], х 2 , х 3 ) = 4х 2 + 2х 2 + 14х3 - 4х ,х 2 - 6х 2 х 3 ; 

^ ( 5 ̂ 2 ' "̂*з ) — ^"^з 2Х|Х2 ~Ь 2x^x^ ^ 

д ) Х | , Д̂ 2 ^ Х3 ) -̂ 2 " І - Х3 ~г" -̂ [-̂ з 2x2^2 , 

є) -^і ? -^2 ' "̂ 3 ) — Х |Х2 Х|Хз . 

6.8. Методом Лагранжа знайти нормальний вигляд та 
невироджене лінійне перетворення, що зводить до цього виг­
ляду, для заданої квадратичної форми: 

Х| , Х2 5 Х^ ^ — Х| ~г~ 5x2 "̂*̂ 3 2x^X2 4Х |Х^ . 

6.9. Звести квадратичну форму Ь(х{, х 2 , . . . , хп ) до ка­
нонічного вигляду методом Якобі та записати відповідне пе­
ретворення, якщо: 

а) х,, х 2 , х 3 ) — х, • х 2 -ь Зх3 "Ь 4Х |Х 2 4- 2х 2 х 3 , 

б) Ь{ Х | , х 2 , х 3 ) = 2х 2 Н" Х2 ~і~ ^Хз 2Х|Х2 ) 

в) І^і^ Хі , Х2 5 Х^ ^ — 2x2 *̂ 3 6Х|Х2 2X2X3 . 
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6.10. Звести квадратичну форму Ь(х{, х 2 , . . . , х„ ) до 
канонічного вигляду: 1) за допомогою ортогонального пе­
ретворення; 2) методом Лагранжа; 3) методом Якобі (якщо 
цей метод можливо застосувати), та записати відповідне пе­
ретворення, якщо: 

3.) X] , Х2 ) = Х\ "г" 2Х|Д^2 \ 

б) Ь{ хх, х2 ) = Зх2 - 4х 2 - 4л/2 х,х 2 ; 

в) / / ( X] , х2, х 3 ) = х, + 2х 2 + 2х 3 + 2х 2 х 3 . 

У задачах 6.11 - 6 . 1 6 дослідити на знаковизначеність 
кожну з даних квадратичних форм. 

6« 11* Х/( Х| , Х2 ^ ~ Хі "і~ 2 x 2 2 Х | Х 2 • 

6.12. Ь( хх, х 2 ) = х2 + 2х 2 - 6х,х2 . 

6»13» Х| 9 Х2 5 Х3 ^ = Х| ЗХ2 ^"^3 ^1"^2 2X2X3 . 

6.14. 2,( х,, х 2 , х 3 ) = 6х,2 + Зх 2 + 5х3 + 2 х ^ 2 + 4х,х3 — 2х 2 х 3 . 

6.15» ^у^Х| 9 5 Х3 ^ — 8Х| ^-^2 ^"^3 4Х |Х2 2Х |Х^ "т* 2 X 2 X 3 . 

6.16. Ь( х,, х 2 , х 3 ) = X 2 - 2х 2 + Зх 2 - 4X4 + х,х 4 + 6х 2 х 3 . 

У задачах 6 .17-6.20 дослідити, за яких значень X кож­
на з даних квадратичних форм є знаковизначеною. 

6.17. Ь(хх, х2, х 3 ) = х 2 + 2х 2 + А.х3. 

6.18. X ] , х 2 , х 3 ) == 2Х| — Зх 2 4- 4х 3 + Х.Х]Х2 + х 2 х 3 . 

6.19. Ь(хх, х 2 ) = Хх2 + Зх 2 - 4 х , х 2 . 

6.20. Ь{ X , , х 2 ) = - З х 2 + X х\ - 4х,х 2 . 



§2 . Використання теорії квадратичних форм 233 

§2. Використання теорії квадратичних форм 

І. Короткі теоретичні відомості 

Зведення загальних рівнянь кривих та поверхонь другого порядку 
до канонічного вигляду. Загальне рівняння кривої другого порядку має вигляд 

•у 9 
аіхх + 2аХ2ху + а22у + 2ах + 2Ьу + / = 0, 

(6.10) 

де а у-, і, і = 1,2 , а , Ь , / - задані числа, при цьому хоча б один з кое­

фіцієнтів ац Ф 0 . 

Це рівняння може визначати невироджені лінії другого порядку: еліпс, 
гіперболу, параболу або вироджені лінії другого порядку: пару прямих (може 
й співпавших), точку, пусту множину. 

Загальне рівняння поверхні другого порядку має вигляд 

7 7 7 

ацх +а22у + Я 3 3 2 +2аі2ху + 2ацХ2 + 2а23у2 + 

+2ах + 2Ьу + 2сг + / = 0 , 

(6.11) 

де а,-, *у > г, У = 1,3, а , Ь , с , / - задані числа, при цьому хоча б один з 

коефіцієнтів а у Ф 0 . 
Це рівняння може визначати невироджені поверхні другого по­

рядку: циліндри, конуси, еліпсоїди, гіперболоїди, параболоїди або ви­
роджені поверхні другого порядку: пару площин паралельних (може й 
співпавших), чи таких, що перетинаються, точку, пусту множину. 

Зведення загальних рівнянь кривих та поверхонь другого порядку до 
канонічного вигляду виконується з використанням теорії квадратичних форм. 

Дійсно, група старших членів рівнянь (6.10) та (6.11) представ­
ляє собою квадратичну форму змінних х, у та х , у , г з матрицями 

А = ап аХ2 

«12 а2і) 

та А = 
аи 0,2 

а\2 а22 

Уа\3 «23 «33. 

«13 

«23 

відповідно. 
Тому, перш за все, зводимо вказані квадратичні форми до канонічного 

вигляду, використовуючи метод ортогональних перетворень. З цією метою 

переходимо від ортонормованого базису і, } або / , } , к до ортонормова-
ного базису е , , е2 або ех,е2> ^3 відповідно, що складається з власних век­
торів відповідних матриць. 
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Підкреслимо, що новий базис обов'язково повинен бути ортонормо-
ваним, бо тільки у цьому випадку перехід від першого базису до другого має 
геометричний зміст повороту координатних осей. 

Зауважимо також, що коефіцієнти при квадратах змінних у канонічно­
му вигляді квадратичної форми, що одержані методом Лагранжа або Якобі, 
не співпадають з власними значеннями матриці цієї форми, а перетворення 
координат при цьому, хоча і є лінійним і невиродженим, не збігається з пере­
творенням координат при повороті осей. 

Далі приводимо алгоритм зведення рівнянь кривих та поверхонь дру­
гого порядку до канонічного вигляду. Всі пункти будуть записані для повер­
хонь другого порядку, тобто для трьох змінних. Для кривих другого поряд­
ку, тобто для випадку двох змінних, всі формули відповідно спрощуються. 

1. Складаємо характеристичне рівняння 

< і е і ( Л - А £ ) = 0 

та знаходимо його корені Х\, А 2 , А 3 - власні значення матриці А . 

2. Знаходимо власні вектори Х\, х 2 , х 3 , що відповідають цим влас­
ним значенням. Вони повинні бути ортогональними, що збігається з вла­
стивостями власних векторів самоспряженого оператора. Пронормував-
ши їх, отримаємо ортонормований базис. 

- Х\ _ X") -. Х-І 
Є\=Т=~у Є 2 = Г ^ - | , Є3=Т=-\ 

1*1 І \Х2\ 1*3 І 
де (е,-, е} )= 8 у , 8 у - символ Кронекера. 

3. Виписуємо матрицю Т переходу від базису і,],к до бази­

су е\, е 2 , е 3 . Для цього записуємо вектори ех, е 2 , е 3 у стовпці мат­

риці Т , для якої йсіТ = ± 1 . Для збереження взаємної орієнтації нових 

координатних осей, на матрицю Т накладають додаткову умову: 

сієї 7" = 1. Якщо ця умова не виконується, то їй легко задовільнити 
відповідним вибором власних векторів. 

4. Виконуємо лінійне невироджене перетворення 

х = тґ, 

'х\ V 
де Х = У Уі 

1 г , 
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Тоді матриця А квадратичної форми зведеться до діагонального 
вигляду 73. 

А —» Б = аіа§ ( к \ , Л2, Л3 ) . 

Група старших членів перетвориться так: 
2 2 2 

а \ \ х +а22У + Я 3 3 2 + 2аі2х у+ 2ацх 2+ 2а2-$у 2 = 

= | X = ТХ' І = А,*,2 + Л2у\ + Я 3 2 , 2 . 

Група лінійних доданків представиться так: 

2ах + 2Ьу + 2сг = \Х = ТХ'\ = 2а'х]+2Ь'уі +2с ' г , . 

Вільний член / залишиться без змін. 

Таким чином, рівняння (6.11) у координатах х\,у\,2\ приймає 
вигляд: 

Ххх2 + Х2у2 + Х. 32, 2 + 2а'хх + 2Ь'ух + 2с 2 , + / = 0 . (6.12) 

5. Виділяємо повні квадрати відносно змінних хх, у\, 2Х, вико­
нуємо паралельний перенос, переходячи до змінних х2, у2, г2 і таким 
чином отримуємо канонічне рівняння. 

Зауважимо, що рівняння (6.11) задане у системі координат 

0 ; / , у , £ ) ; рівняння (6.12) у системі (О; ех, е2, е 3 ) , що отримана з 
вихідної поворотом на деякий кут, канонічне рівняння записується у 
системі (Ох;ех,е2,е3 ), що отримується з попередньої паралельним 
переносом початку координат у точку Ох. 

Зауважимо також, що канонічні рівняння кривих та поверхонь дру­
гого порядку можуть представлятися в одному з наступних виглядів. 

Для кривої другого порядку (у змінних х, у у. 

1) Х\х2 + Х2у2 + с = 0 , ХіХ2*0; 

2) Лхх2 + Ьу = 0 , Х\ * 0 ; 

3)Я.,л: 2 + с = 0 , Х\ * 0 . 

Для поверхні другого порядку (у змінних х, у , 2 ) : 

1) Х.,л-2 + Я . 2 > ' 2 + Я . з2 2 + с = 0 , А.,Х 2 >.з#0; 
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2) Ххх2+Х2у2 + Ьг = 0 , 

3) Ххх2 + Х2у2 + с = 0 , 

4) Х\х2 + Ьу = 0 , 

5) Ххх2 + с = 0 , 

Х{Х2 Ф0\ 

Х{к2 * 0 ; 

ХхФО; 

Х,*0. 

II. Контрольні питання та завдання 

1. Запишіть загальне рівняння кривої другого порядку на 
площині. Як знайти ортонормований базис, в якому квадратична 
форма, що відповідає цьому рівнянню, має канонічний вигляд? 

2. Запишіть загальне рівняння поверхні другого порядку. 
Як знайти ортонормований базис, в якому квадратична 
форма, що відповідає цьому рівнянню, має канонічний 
вигляд? 

///. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. Звести до канонічного вигляду задане 
рівняння кривої другого порядку та побудувати її. 

• Рівняння кривої (6.13) задане в системі координат уО\ і , і 

Матриця квадратичної форми, що присутня в (6.13) 

Знаходимо Д = 9 - 2 5 = - 1 6 < 0 . Маємо криву гіперболічного типу. 

Виконуємо зведення рівняння до канонічного вигляду таким чином: 

Зх2 +1 Оху + 3у2 - 2х -14у -13 = 0 (6.13) 

3 - Х 5 
1. Складаємо характеристичне рівняння = 0 і знахо-

5 3-Х 

димо його корені Я.) = 8, Х2 = -2 . Це власні значення матриці А . 
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2. Знаходимо власні вектори. 
Використовуємо систему: 

[(З-А.)*! + 5 х 2 = 0; 
5хх + ( 3 - А ) х 2 = 0. 

У цій системі послідовно покладемо А.) = 8, А 2 = - 2 . 

Г-5хі + 5х-> = 0; ( 

[ 5Х] - 5 х 2 = 0, 

х, = х 2 ; 

х 2 = 1, 

Х[ = ( і , і) - власний вектор; ех = 

ний вектор. 

{5хі + 5хт = 0 ; , 

5х) + 5х 2 = 0 , 

х, = 1 ; 

х 2 = 1. 

1 1 
—!=, —г= | - нормований влас-
\2 у/2 . 

х\ - - Х 2 ; 

х 2 = 1, 

х 2 =• ( - 1 , і) - власний вектор; е 2 = 

хі =-і; 

х 2 = 1. 

^ і_ 

л/2 ' л/2 
нормований влас­

ний вектор. 

Маємо нову систему координат (О; ? ] , є2 ) , яка отримується з 
попередньої поворотом на відповідний кут. 

3. Записуємо матрицю переходу від базису і,] до базису ех, е2 • 

Т = 

1 1 

л/2 л/2 
1 1 

І л/2 л/2 ) 
4~2 

(І - Г \ 
1 1 

Матриця Т ортогональна. 
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Перевіряємо: оеі Т = 1 , значить збережена взаємна орієнтація осей 
при повороті системи координат. 

4. Виконуємо лінійне перетворення: 

Х = ТҐ. 

Х = 
1 

її 
і - п 
1 1 

тобто 

У = 

1 

ЇЇ 
1 

ЇЇ 

{х\~У\)\ 

(Хі+У\ ) • 
(6.14) 

Підставимо формули перетворення (6.14) в рівняння кривої (6.13). 
Тоді матриця А квадратичної форми прийме діагональний вигляд 
А -> Б = йіа§(Я}, Л2) і група старших членів представиться так: 

Зх2 + 1 Оху + 3 у 2 = | X = ТХ' | = А,*,2 + Л 2 Л

2 = 8х,2 - 2у\ . 

Група лінійних членів: 

-2х-14у = \х = ТХ'\ = -2~{х1-у1)-14--~(х1+у1) = 

= - 2 - ^ ( * 1 -Уі + 1х1+7у1)=-2~(Щ + 6 ^ ) . 

Вільний член не змінюється. 

Таким чином, рівняння кривої у змінних х\ та ^ прийме вигляд: 

8х 2 -2у2 - 2 - - у = Х ] - 2 - - ^ у ] - 1 3 = 0 . (6.15) 
л/2 ' 

5. Виділяємо повні квадрати відносно змінних хх та >>і у (6.15). 

9 9^| ' 2 1 1 О / 

Хі —2—г="Хі н —2 
ЇЇ 2 2) 

- 1 3 = 0 , 

Г 1 1 
2 

Г 3 "І - 2 
+ 

= 13 + 4 - 9 , 
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*1 '4г. -2 У\ + 

Покладемо 

( 1 1 
2 

( 3 1 
І^Тг] 

1 4 

х2 - хх 

1 

4І' (6.16) 

Це відповідає паралельному переносу початку координат у точку 

О, 
^ 3_ 

4г' 4г . Отримаємо рівняння 

2 2 
хг Уг 1 (6.17) 
1 4 

Це канонічне рівняння гіперболи. Воно записано в системі коор­

динат (Ох;ех,е2). 

6. З формул паралельного переносу (6.16) знайдемо вираз х\, у\ 

через х2 , у2 та підставимо у формули перетворення (6.14). Отримає­
мо результуюче перетворення координат (6.18). 

У\ = Уг -

1_ 

4г 
з 

4г' 

у = 

1 

4г 
_і_ 

4~г 

Х2+Т2-уг+Тг) 
і з ) 

і 

лЯ 
1 

лЯ 

( х 2 - > ' 2 ) + 2; 

( * 2 + у 2 ) - 1 . 
(6.18) 
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Очевидно, що якщо підставити формули перетворення (6.18) у ви­
хідне задане рівняння кривої (6.13), то отримаємо канонічне рівняння (6.17). 
(Перевірте!) 

Таким чином, (6.18) - результуюче перетворення координат, а кано­

нічна система координат (Ох; е\, е2), де 

< 1 з ^ 1 Г 1 - - 1 Т 1 

4їУ Є і = 7 Ґ + 7 Г ; Є 2 = " 7 Ґ + 7 ї 7 

2 2 X") 
7. Побудуємо гіперболу задану рівнянням (6.17) — — = 1. По-

1 4 
слідовно нанесемо три системи координат (о;/,_/)> (0;е\,е2), 

(О]; е\, е2) і в останній канонічній системі координат представимо 
гіперболу, задану цим рівнянням. 

2 2 х~) уу 
Враховуємо, що -у у- = 1 - гіпербола з дійсною віссю Охх2 , 

а = 1 , 6 = 2 - півосі гіперболи. 

Рис. 6.1 < 
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Приклад 2. Звести до канонічного вигляду задане рівнян­
ня поверхні другого порядку та побудувати її. 

Зх2 + 5у2 + Зг2 - 2ху + 2хг - 2уг - 1 2 х -10 = 0 (6.19) 

• Рівняння (6.19) задане в системі координат ((9; і, і, к ) . 
Матриця квадратичної форми, що присутня в (6.19), має вигляд: 

3 - 1 Г 
-1 5 - 1 

1 - 1 7>/ 

Виконуємо зведення рівняння до канонічного вигляду таким чином: 
1. Складаємо характеристичне рівняння 

3-Х. - 1 1 

- 1 5 - А . - 1 = 0 . 

1 - 1 3-Х, 

Звідки 

(3-А.)(А.2 -8А. + 1 2 ) = 0 . 

Отримуємо власні значення 

А, = 2 , Х2 — 3 , А-з = 6 . 
2. Знаходимо власні вектори, використовуючи систему 

( 3 - А . ) х , - х2 + * з = 0 ; 

- х , + ( 5 - А ) х 2 - Х з = 0 ; 
х \ ~ х2 +(3 + А.)х3 = 0 . 

У цій системі послідовно покладаємо А] = 2 , А 2 = 3 , А3 = 6 . 

а) А, = 2 ; 

х \ - х2 + х 3 = 0 ; 

~Х1 + 3х2 - * з = 0 ; 
хі - х 2 + Хз = 0 . 

( 1 - 1 г '\ - і г 
А-2Е = - 1 3 - 1 ~ 0 2 0 

, 1 - 1 ,0 0 0, 
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г = К£{[А-2Е)=2; п-г = 1 => 3 один лінійно незалежний влас­

ний вектор, що відповідає Хх. 

Скорочена система для визначення власного вектора: 

х\ ~ х2 + х3 = о ; 
2х2 = 0 , 

*3 = - х \ + х г ; х\ = і ; 
х2 = 0 ; = > • х2 = 0 ; 
хх = 1, / з = - і . 

х\ = ( і , 0, - і) - власний вектор, і?) = 

ний власний вектор, 

б) Х2 = 3 ; 

- нормова-

- х2 + х 3 = 0 ; 

- X) + 2*2 _ *з = о ; 

X] - * 2 = 0 • 

' 0 - 1 г ' 0 - 1 0 ( 0 - 1 А 

- 1 2 - 1 - 1 2 - 1 ~ -1 1 0 

- 1 о, V 0 1 -0 0 0 о, 

г = К § ( Л - 3 £ ) = 2 ; л - г = 1 => 3 один лінійно незалежний влас­

ний вектор, що відповідає Х2. 

Скорочена система для визначення власного вектора: 

- х 2 + х 3 = 0 ; 

- Х | + х 2 = 0 , 

х 2 = х 3 ; 
х\~х2 > 

х3 = 1 , 

X] = 1 ; 

х 2 = 1 ; 

х 3 = 1. 

х 2 = ( і , 1, і) - власний вектор, е2 

, 7 з ' >/з ' л/з 
- нормований 

власний вектор, 

в) Ц = 6 ; 

• Зхі - х 2 + х 3 = 0 ; 
- X] - х2 - х 3 = 0 ; 

х\ - х2 — 3х 3 = 0 . 
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ґ - з - і г і 0 2 4^ Го 1 2* 

А-6Е = - і - і - 1 ~ - і - 1 - 1 ~ і 1 1 

, і - і -V , 0 - 2 0 о, 

г = Кц(А-6Е)=2; п-г = \ => 3 один лінійно незалежний влас­
ний вектор. 

Скорочена система для визначення власного вектора: 

[ х2 + 2*з = 0 ; 

І х, + х2 + *з = 0 , 

х\~ - х2 -хг ; 

х2=- 2хг ; 

*з = 1 > 

х\= 1; 
х2 = - 2 ; 
х 3 = 1. 

х 3 = (і, - 2 , і) - власний вектор, е 3 = 
^ 2_ _[_ 

л/б ' л /б 'л /б 
нормова­

ний власний вектор. 

Вектори ? | , е2, е$ - ортогональні та нормовані. ?^ )=<5у . 

Маємо нову систему координат (О; ех, е2, е3), яка отримується з 
попередньої поворотом на відповідний кут. 

3. Записуємо матрицю переходу від базису і , у , к до базису 

е \ , е 2 , е г . 

1 

УІ2 л/з 

0 1 

1 

л/о" 
_ ^ 2 _ 

л/3 л/б 
1 1 

л/2 л/3 

1 

Матриця Г - ортогональна. 

сієї Т = 1, тобто буде збережена взаємна орієнтація осей при пово­
роті системи координат. 

4. Використовуємо лінійне перетворення 

X = ТХ'. 
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Х = 

{ 1 і \ 

ЇЇ ЇЇ її 
0 

і 2 
У — 0 

ЇЇ її 
1 1 1 

, ЇЇ ЇЇ ЇЇ 

х\ 

У\ 

1 21 

тобто 

їїХі+її 
У\+-

1 

ЇЇ' 
1 2 

(6.20) 

Підставивши формули перетворення (6.20) в задане рівняння по­
верхні (6.19), після перетворень отримаємо, що матриця А квадра­
тичної форми прийме діагональний вигляд А —> Б = ш'а§ (Л х , Л2 , Л3 ) і 
група старших членів представиться так: 

Зх2 + 5у2 + З22 - 2ху + 2x2 - 2уг = | X = 7Х' | = 2л,2 + Зу2 + б 7 2 . 

(Перевірте безпосередньою підстановкою). 
Група лінійних членів прийме вигляд: 

- ш = | ^ г г | = - | , - | Л - | г і . 

Вільний член не змінюється. 

Таким чином, рівняння поверхні у змінних * ( , у\, 2\ приймає вигляд: 

. 1 , 2 , 2 12 12 12 

2*і +3у( + 6г( ~~^хі ~П^У^ ~7б 2 1 ~ = ' 
(6.21) 

5. Виділяємо повні квадрати відносно змінних хх, ух, гх в рів­
нянні (6.21). 

ЇЇ' 

хх + 3 Уі 
ЇЇ' 

Уі +6 2,2~ЖХ Н 0 = 0 ' 
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2 , 3 9 \ І 
+ 3 

Тз"" з 
= 10 + 9 + 4 + 1, 

2 / ч2 

+ 6 2 , 1 1 

+ 3 

*1 
_2_ 

л/з~ 

+ 6 

' 2 

^ 
\2 

Ге. 
= 2 4 , 

\2 

л/б 
12 

Покладемо 

*2 

8 

З 

2 2 = 2 1 " X 

І - = І. 

(6.22) 

О, 

Це відповідає паралельному переносу початку координат у точку 

З _2_ _іЛ 
Іл / г ' ліз' л/б)' 

Отримаємо рівняння 
2 2 2 

12 8 4 
Це канонічне рівняння еліпсоїда. 

Воно записане у системі координат (0\; е\, е 2 , е$). 

(6.23) 

6. З формул паралельного переносу (6.22) знайдемо вираз хх, у \ , 
2] через * 2 , >̂2 , ^2 та підставимо у формули перетворення (6.20). 
Отримаємо результуюче перетворення координат (6.24). 

Х ] = Х 2 + 4 2 ; 

У і = У 2 + 7 з ;  

2 І = 2 2 + 7 Г 
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1 ( З "і 1 ( 2 ) 1 ( 1 

2 = -
1 

ЇЇ 
х2+-

1 
л/з" 

1 

2 ) 2 ' 
2 2 + 

і 

_і_ 

? 2 " І , 1 

або 

1 1 1 7 
* = ; Г 2 + 7 Г 2 + ; / Г 2 + з ; 

1 2 1 

т г 2 - ; Г 2 + з - ; 

1 1 1 2 

(6.24) 

Якщо підставити формули перетворення (6.24) у вихідне задане 
рівняння поверхні (6.19), отримаємо канонічне рівняння еліпсоїда (6.23). 

(Перевірте!) 
Таким чином, результуючим перетворенням є (6.24), канонічна си­

стема координат (Оі,Єі,е2,е3), де 

Ох 
Г_3_ _2_ 1 

>/2'л / з ' 7б | ; Є і 

1,о. 1 1 1 1 

_1 2 1_ 

7. Побудуємо еліпсоїд, заданий рівнянням (6.23) 
2 2 2 

12 8 4 

Півосі еліпсоїда: а - 2л / з , 

ь=г4г, 
с = 2 . 



Рис. 6.2 -« 

IV. Задачі для практичних занять 

У задачах 6.21 - 6.26 звести до канонічного вигляду зада­
не рівняння кривої другого порядку та побудувати її. Виписати 
канонічну систему координат. 

6.21. 9х2 - 4ху + 6у2 + \6х - 8> - 2 = 0 . 

6.22. х2-2ху + у2-\0х-6у + 25 = 0. 

6.23. 5х 2 + 12ху - 22х -12>> - 1 9 = 0 . 

6.24. 4 х 2 - 4 х у + / - 6 х + 3 .у-4 = 0. 

6.25. 2х2 + 4ху + 5у2 -6х-%у - 1 = 0. 

6.26. х 2 - 4 х > ' + 4 г > 2 - 4 х - 3 > > - 7 = - 0 . 
У задачах 6.27 - 6.34 звести до канонічного вигляду зада­

не рівняння поверхні другого порядку та побудувати її. Виписа­
ти канонічну систему координат. 
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6.27. їх2 + 6у2 + Ьгг - 4ху - 4уг - 6х - 24у +18г + ЗО = 0. 

6.28. 2х2~7у2-4г2+4ху+20у2-Іб2Х+60х-\2у+\22 -90=0. 

6.29. 2х2 + 2у2 - 5г2 + 2ху - 2х - 4у - 4г + 2 = 0 • 

6.30. 2х2 +2у2+3г2 +Лху + 2уг + 2гх-4х + 6у-2г + 3 = 0. 

6.31. 4х2+у2+422-4ху+4уг-82х-28х+2у+16г+45=0. 

6.32. 2х2 +5у2 +2г2 -2ху-4х2 + 2у2 + 2х-\0у-22-\ = 0. 

6.33. х2 + 5у2 + г2 + 2ху + 2уг + бгх - 2х + 6у + 2г = 0 • 

6.34. х 2 - 2 / + 2 2 + 4 х > ' + 4>2-102х + 2д:-і-4>'-102-1 = 0. 



ГЛАВА 7. ГРАНИЦІ ТА НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЙ 

§1. Гоаниці послідовностей та функцій 

І. Короткі теоретичні відомості 

П о с л і д о в н і с т ь . Г р а н и ц я п о с л і д о в н о с т і 

Основні поняття. Якщо кожному натуральному числу п є N ставить­
ся у відповідність число хп, то множина чисел 

.Г|, х2,...,х„,... 

називається числовою послідовністю або просто послідовністю. 

Скорочено послідовність позначається символом {х„} . Числа 

хп, п є N , називаються членами послідовності, хп = /(«) - загальний член 
послідовності. 

Число а називається границею числової послідовності {хп}, якщо 
для довільного є > 0 існує такий номер УУ(Є) , що для всіх п > ^ ( є ) , вико­
нується нерівність 

| х „ - а \ < Е . 

Символічно це записується так: 
Ііт хп = а або хп —> а при п - » оо . 

И-КЮ 

Послідовність {х„}, яка має границю а , називається збіжною. По­
слідовність, яка не є збіжною, називається розбіжною. 

Враховуючи, що нерівність | х „ - а | < є рівносильна нерівності 

а-г<хп <а + е, яка означає, що хп належить г-околу точки а 0(а,е), 

маємо геометричний зміст границі а послідовності {х„}: для будь-якого 

є > 0 всі х„ є 0(а, є ) , починаючи з деякого номера п > /У(є). 

Послідовність {*„} називається обмеженою, якщо З М > 0 таке, що 

Уи \хп\<М . 

Послідовність {х„}, називається зростаючою (спадною), якщо 

* И + 1 > хп (хп+1 < хп) Д Л Я В С І Х П • 

Послідовність {х„}, називається неспадною (незростаючою), якщо 
хп+\ * хп (Хи+і < Х„ ) ДЛЯ ВСІХ И . 
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Зростаючі та спадні послідовності називаються строго монотонними. 
Неопадні та незростаючі послідовності називаються.монотонними. 

Будь-яка обмежена та монотонна послідовність збіжна. 
Критерій Коті збіжності послідовності. Для того, щоб послідовність 

{хп} була збіжна, необхідно та достатньо, щоб для довільного £ > 0 існував 

такий номер И{г), що | хт - х„ \ < с для всіх т,п > Л^(є). 

( 1V Число е. І і т 1 н— = е. 

е - ірраціональне число, 2 < е < 3, е = 2,71828182... 

Якщо за основу логарифма взято число е , його називають натураль­
ним логарифмом і позначають 1п х. 

Послідовність {а„} називається нескінченно малою, якщо 

І і т а„ = 0 . 

Нескінченно малі послідовності {а„} та {р„} називаються еквіва-

а 
лентними, якщо І і т — - = 1. Пишуть а„ ~ р „ . 

Мають місце такі властивості нескінченно малих послідовностей. 

1°. Алгебраїчна сума скінченного числа нескінченно малих послідов­
ностей є нескінченно мала послідовність. 

2°. Добуток нескінченно малої послідовності на обмежену є нескінчен­
но малою послідовністю. 

Послідовність {хП\ називається нескінченно великою, якщо для 

довільного числа М > 0 знайдеться такий номер И{М), що для всіх 

и>ЛГ (М) \ х„\>М. 

Символічно це записується так: І і т х„ = оо . 
7Ї—ЮО 

Серед нескінченно великих послідовностей виділяють такі: 

І і т х„ = +<», І і т х„ = - о о . 

Нескінченно великі послідовності {х„} та {у„} називаються 
х 

еквівалентними, якщо І і т — = 1. Пишуть хп ~ у„. 
п->*.уп 
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Арифметичні властивості збіжних послідовностей 

Якщо існують скінченні границі послідовностей {хп} та {у п } 

Ііт х„ = а , Ііт уп = Ь , 
л - * д а л - * о о 

ТО 

1) Ііт схп = с Нт хп, с = сопзі; 
И->00 Л —>0О 

2) Ііт (хп ±у„)= Ііт х„ ± Ііт у„ ; 
Л —»оо Л—»со л—>ао 

3) Ііт *„-.)>„ = Ит х„ • Нт у„ ; 
Л~>00 /7 —>00 Л—>00 

Ит *„ 
4) 1 і т ^ - = п ^ ° ° , н т . у я * 0 . 

л _ * с о Уя п т Уп л _ > е о 

Л~>сс 

Обчислення границь зводиться до застосування вказаних формул, за 
умови існування скінченних границь послідовностей {хп} та {у„}. Якщо ж 
ця умова не виконується, виникають так звані невизначеності, наприклад 

типів | ~ | > І 0 0 - 0 0 ) . {І"} - Д Л Я розкриття невизначеностей спочатку ви­

конують перетворення, а після цього переходять до границі. 

Ф у н к ц і я 

Основні поняття. Нехай задано дві непусті множини X та У. Якщо 
кожному значенню змінної х, що належить деякій області її зміни X 
(х є X), ставиться у відповідність за деяким законом єдине значення у еУ, 
то кажуть, що на множині X задана функція у = /(х). 

Множина X називається областю визначення функції* позначається . 
Множина У називається областю значень функцій позначається Е(/). При цьому 
х називається незалежною змінною або аргументом, у -функцією. 

Якщо кожному значенню хеХ відповідає не одне, а декілька зна­
чень у є У, то функція називається многозначною, на відміну від однознач­
ної^функції, визначеної вище. В подальшому будемо розглядати тільки одно­
значні функції, якщо не застережене противне. 

Графіком функції у = /(х) називається множина точок площини хОу 

з координатами (х, /(х)), де х є / - ) ( / ) . 
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Обернені функції. Якщо рівняння у = /(х) може бути однозначно 

розв'язано відносно змінної х, тобто існує функція х = §(у) така, що 

у - /[{;(х)], то функція х = д(у) або в стандартних позначеннях у = %(х) 
називається оберненою по відношенню до у = /(х). Очевидно, що 

£ [ /(*)] = х . тобто функції /(х) і %(х) є взаємно оберненими. 

Суперпозиція функцій. Нехай задані функції у = / ( и ) , и = ф(лг). Су­

перпозицією цих функцій (або складною функцією) називається функція виг­
ляду у = /[ф)]. 

Деякі класи функцій 
Обмежені функції. Функція /(х), визначена на множині X, нази­

вається обмеженою, якщо існує таке число М > 0 , що для всіх х є X , вико­
нується нерівність І /(х) І < М . 

Монотонні функції. Функція /(х) називається зростаючою (спад­

ною), якщо /(хі)> /(х2) ( / ( * ] ) < / і х
2 ) ) П Р И

 х\ > х2 • Ц' функції назива­
ють строго монотонними. 

Функція /(х) називається неспадною (незростаючою), якщо 

/(*,)> /(х2) (/(дг,)^ /(дг 2))прид, > х2. Ці функції називають ЛІОНО/ИОКШАМИ. 

Парні та непарні функції. Функція /(х) називається парною (непар­

ною), якщо її область визначення симетрична відносно точки д: = 0 і 
Я-х) = Ах) (Л-дг) » - / ( * ) ) . 

Періодичні функції. Функція /(х) називається періодичною, якщо існує 
таке число Т > 0 , що Удг є £ ) ( / ) виконується умова /(х + Т) = /(х). Най­
менше число Т, для якого виконується ця умова, називаєтьсяйф/одом функції. 

Основні елементарні функції. Основними елементарними функціями 
називаються такі функції. 

1. Степенева функція: у = ха, а є К . 

2. Показникова функція: у = ах, а>0,а*\. 

3. Логарифмічна функція: у = 1о§а х, а>0,аф]. 

4. Тригонометричні функції: у = &'тх, у = соя*, у = 1&х, у = сІ§х. 

5. Обернені тригонометричні функції: у = а г с з і п і > = агссо$х, 
у •- агсі£ х, у = агсс(£ х. 
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Елементарні функції. Елементарними функціями називаються функції, 
які отримуються з основних елементарних функцій за допомогою скінчен­
ного числа арифметичних операцій і суперпозицій (формування складних 
функцій). 

Гіперболічні функції. До елементарних функцій відносяться гіпер­
болічні функції, які визначаються так: 

гіперболічний синус зЬх = 

гіперболічний косинус сЬ X = 

гіперболічний тангенс Йі х = 

е —е 
2 

е х + е~х 

2 ' 

кЬх є" -е~ 

сЬх е х + е 

сЬ х е х + е х 

гіперболічний котангенс с т х = = —— , х Ф 0 . 
8 П X еХ - Є Х 

Раціональні функції. До елементарних функцій відносяться раціональні 
функції, які визначаються так: 

ап + а,х +... + а„х" 

Ь0 +Ьхх + ... + Ьтх" 

де аІ, - дійсні числа, і = 0, п, } = 0, т, т,п є N . 

Якщо т = 0, Ь0 * 0 , то позначивши с, = — , маємо функцію 

у = с0 +с]х + ... + с„х", 
яка називається цілою раціональною функцією або многочленом. 

Якщо раціональна функція не є цілою, то її називають дробово-раціо­
нальною функцією або раціональним дробом. 

Г р а н и ц я ф у н к ц і ї 

Основні поняття. Нехай функція /(х) визначена в деякому околі 
точки х = а, за виключенням, можливо, самої точки х - а. 

Означення 1 (на мові послідовностей). Число А називається границею 

функції /(х) в точці х = а, якщо для довільної послідовності {хп}, хп * а , 

збіжної до а , відповідна послідовність {/(х п )} збігається до А. 
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Означення 2 (на мові " є - 8 "). Число А називається границею функції 
Д х ) в точці х = а, якщо для довільного числа є > 0 знайдеться число 

8 = 8(є) таке, що для всіх х, які задовольняють нерівності 0 < | х - а | < 8 , 

виконується нерівність І Д х) - А | < є . 
Символічно той факт, що число А є границею функції Д х ) в точці 

х = а , записується так: 

І і т /(х) = А. 

Геометрично цей факт інтерпретується так: для довільного є > 0 існує 
таке 8 , що для всіх х є (9(а,8), х Ф а , відповідні значення Д х ) є 0 ( Л , є ) . 

Поняття границі має місце і при а - оо, і при А = оо. 

Запис І іт Д х) = А означає, що для будь-якого є > 0 знайдеться таке 

число М(г) > 0 , що для всіх х, які задовольняють умові \ х\> М(Е) , вико­

нується нерівність І Д х ) - А | < є . 

Запис І і т /(х) = оо означає, що | /(х) \ > М для всіх х, що задоволь-

няють умові 0 < І х - а | < 8 ( М ) , де М - довільне додатне число. 

Якщо І і т /(х) = оо , то функція /(х) називається нескінченно великою 
х->а 

при х -» а . 

Якщо І і т а(х) = 0 , то функція а(х) називається нескінченно малою 

при х —> а . 
Якщо х < а і х —> а , то умовно пишуть х —> а - 0 ; 

якщо х > а і х -> а , то умовно пишуть х —> а + 0 ; 

Числа 

/ ( а - 0 ) = І і т Д х ) та Д а + 0 ) = І і т Д х ) 
х->а-0 х-*а+0 

називаються відповідно границею функції / ( х ) зліва в точці а і границею 

функції / ( х ) справа в точці а . 
Границю зліва в точці а та границю справа в точці а називають одно­

сторонніми границями. 
Для існування границі функції при х —> а необхідно та достатньо, щоб 

/ ( а - 0 ) = / ( а + 0 ) . 
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Практичне обчислення границь основується на таких теоремах. 

Якщо існують скінченні границі І і т / ( х ) та 1 і т £ ( х ) , т о 
х—>а х-+а 

Нт с/(х) = с Нт / ( х ) , с = соті; 
х—>а х~¥а 

І і т [ / (*) ± 8(х)] = І і т Д х ) ± Нт е(х); 
х~>а х—>а х-*а 

Нт [ Д х) • І(Х)] = Нт Д х) • Нт ф ) ; (7.1) 

Н т Д х ) 
1 і т ^ = - , Н т £ ( х ) * 0 . 
х-т £(х) Нт §(х) х-т 

х—ю 

Це так звані арифметичні властивості функцій, що мають скінченні 
границі. 

Використовуються також перша та друга важливі границі і наслідки з них. 
Перша важлива границя: 

Нт = 1. (7.2) 
*->о х 

Друга важлива границя: 

1 і т | і + - 1 = е . (7.3) 

Наслідки з першої важливої границі: 

,. Ійх , ,. а г с 5 І п х , .. агсїех , ._ . ч Н т -2— = 1; Нт = 1; Нт — = 1 . (7.4) 
дг—>0 X *->0 X *->0 X 

Наслідки з другої важливої границі: 

Нт(1 + х ) л = е ; 

И т і о Є а п + * ) , _ ! _ . 1 і т и м = 1 ; 

*->о х т а х->о х 

а* — 1 ех — 1 
Н т = 1па; І і т = 1; (7.5) 
*->о х *-»о х 

.. (1 + х У - І 
Н т - = ц . 
х - > 0 X 
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П о р і в н я н н я н е с к і н ч е н н о м а л и х 

Нехай а(х) та р(х) нескінченно малі при х —> а . 
а(х) 

1. Якщо І і т = А Ф 0 , то а(х) і Р(х) називають нескінченно ма-
*->я р(х) 

лими одного порядку та пишуть а(х) = 0(Р(х)) при х —> а (О - велике). 
а(х) 

2. Якщо І іт = 1,то а(х) і Р(х) називають еквівалентними не-
Р(х) 

скінченно малими та пишуть а(х) ~ Р(х) при х —> а . 

ссГх) 
З.Якщо І і т = 0 , т о а(х) називають нескінченно малою вищого 

*->л Р(х) 
порядку, ніж Р(х) та пишуть а(х) = о(Р(х)) при х —» а ( о - мале). 

сс(х) 
4. Якщо І іт — = А Ф 0 , то а(х) називають нескінченно малою 

*-+«р*(х) 
к -го порядку відносно Р(х), тобто а(х) = 0 ( р ; (х ) ) . 

Відмітимо властивості еквівалентних нескінченно малих. 
1°. Якщо а(х) ~ Р(х) при х—>а, Р (х)~у(х) при х - > а , то 

а(х) ~ у(х) при х -> а . 
2°. Якщо а ( х ) ~ а , ( х ) , Р (х )~р , (х) при х —> а і існує границя 

а(х) . а , (х ) 
І і т = т , то існує і границя н т —• = т . 
х->а Р(х) ДГ->а р, (х) 

3°. Якщо а(х) ~ р(х) при х —> а, то мають місце формули: 
І і т Д х ) • а(х) = І іт Д х ) • р(х), 
х—>а х->а 

х-щ а (х) х-+а Р(х) 

за умови існування границь зліва (справа) у цих формулах. 

4°. Сума скінченного числа нескінченно малих функцій різних по­
рядків еквівалентна доданку нижчого порядку. 

Аналогічно порівнюються нескінченно великі функції. 
Зокрема, якщо / х (х), / 2 (х) - нескінченно великі функції при Х ^ Й І 

,. А(х) . 
І іт — = 1, то їх називають еквівалентними нескінченно великими при 

X —> а і пишуть /\(х)~ /2(х) при х —> а . 

Корисно використовуватилакгрда/сок еквівалентних нескінченно малих, який 
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отримується з введених раніше важливих границь, а також з наслідків з них. 

х ~ зіпх ~ г§х ~ агсзіпх ~ агсІ§х ~ 1п(1 +х) ~ ех - 1 , х —> 0 (7.6) 

або в більш загальному вигляді 
и(х) ~ &ти(х) ~ 1§и(х) ~ агС8Іпн(х) ~ агсІ§и(х) ~ 

~ 1п(1 + и(х)) ~ еи(х) - 1 , и(х) -» 0 при х -» а . (7.7) 

Вказаний ланцюжок еквівалентностей, зокрема, и(х) ~ !п(1 +и(х ) ) , 

и(х) —> 0, х —> а , дозволяє застосовувати такий підхід до розкриття невиз-

наченостей типу { І 0 0 } : 

Ііт \у(дг) 1пф(*) Ііт >|/(л) 1гі(1+(ф(л)-1)) 
1іт (ф (х ) ) ч ' ( д : ) = { Г } = е ^ " = е л г - > " 
л:-Ю 

= 1п(1 + ( ф ( х ) - 1 ) ) ~ Ф ( х ) - 1 

х -> а, ф(х) —> 1, ф(х) - 1 —> 0 

Зауважимо також, що мають місце такі еквівалентності: 
х 

а * - 1 ~ х 1 п д , 1о§ а(1 + х) , (1 + х ) ц - 1 ~ ц х прих—»0. 
Іпа 

Для нескінченно великих функцій корисно використовувати еквіва­
лентність 

Рп(х) = а0х" +а ,х"~ 1 +... + а0 ~ а0х" при х - > со . (7.8) 

Т е х н і к а о б ч и с л е н н я г р а н и ц ь 

При обчисленні границь використовується: 
- формули (7Л), пов'язані з арифметичними властивостями функцій, 

що мають скінченні границі; 
- правило граничного переходу під знаком неперервної функції (див. 

§ 2 цієї глави) 

І і т / ( * ) = / І і т * 1 ; (7.9) 
х —*а \х^>а ) 

- важливі границі (7.2), (7.3) та їх наслідки (7.4), (7.5); 
- ланцюжок еквівалентних нескінченно малих (7.6), (7.7); 
- еквівалентні нескінченно великі (7.8), тощо. 
При обчисленні границь перш за все необхідно аргумент функції замі­

нити його граничним значенням. При цьому можуть отриматись або визна­
чені значення або невизначеності різних типів. Слід пам'ятати, що за умови 
с = сопзі, маємо такі співвідношення - визначеності: 

Ііт ї|/(л-)(ф(д-)-1) 
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1) - = оо, с * 0 ; 
0 

5) с • оо = оо, с * 0 ; 6) оо • оо = оо ; (7.10) 

7) оо + оо = оо ; 8) 0 Ж = 0 ; 9) оо 0 0 = оо . 

Підстановка граничного значення часто призводить до невизначенос-
тей вигляду: 

Для розкриття невизначеностей спочатку виконують перетворення, а 
потім переходять до границі. 

Стандартні випадки розкриття невизначеностей усіх типів розглянуто 
в п. Ш цього параграфа. 

//. Контрольні питання та завдання 

1. Що називається числовою послідовністю? 
2. Наведіть означення границі числової послідовності та 

тлумачення її геометричного змісту. 
3. Перелічіть властивості збіжних числових послідовностей. 
4. Дайте означення обмеженої числової послідовності. 
5. Дайте означення зростаючої (спадної), неспадної (не-

зростаючої) числової послідовності. 
6. Яка послідовність є монотонною, строго монотонною? 
7. Сформулюйте критерій Коші збіжності послідовності. 
8. Що таке число е, який логарифм називають натуральним? 
9. Наведіть арифметичні властивості збіжних послідовностей. 

10. Визначте нескінченно малі послідовності, перелічіть їх 
властивості. 

11. Визначте нескінченно великі послідовності. 
12. Дайте означення еквівалентних нескінченно малих 

послідовностей та еквівалентних нескінченно великих 
послідовностей. 

13. Дайте означення функції. 

(7.П) 
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14. Що називається областю визначення та областю зна­
чень функції? 

15. Дайте означення оберненої функції. 

16. Що називається суперпозицією функцій? 

17. Яка функція називається обмеженою? 

18. Яка функція називається монотонною, строго монотонною? 

19. Дайте означення парної (непарної) функції. 

20. Що таке періодична функція, період? 

21. Перелічіть основні елементарні функції. 

22. Які функції називаються елементарними? 

23. Дайте означення гіперболічних функцій. 

24. Як визначаються раціональні функції? Що таке ціла ра­
ціональна функція? 

25. Дайте означення границі функції на мові послідовностей. 

26. Дайте означення границі функції на мові "є - 8". 
27. Визначте поняття границі функції на нескінченності. 
28. Дайте означення односторонніх границь. 
29. Наведіть першу важливу границю, наслідки з неї. 

30. Наведіть другу важливу границю, наслідки з неї. 

31. Визначте нескінченно малі функції, їх властивості. 

32. Як порівнюють нескінченно малі функції? 

33. Які нескінченно малі функції називають еквівалентними? 

34. Наведіть ланцюжок еквівалентних нескінченно малих. 

III. Приклади розв'язання задач 

П о с л і д о в н і с т ь . Г р а н и ц я посл ідовност і 

Приклад 1. Користуючись означенням границі числової 
.. 6л + 1 , 

послідовності, довести, що І і т =3 . 
л-+°°2л + 3 
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• Для заданої послідовності х п = 
6п + 1 

, а = 3 . 
2п + З 

Задамо довільне є > 0 і покажемо, що для нього можна знайти таке 
натуральне число N = Л^є ) , що для всіх п > Л^є) , виконується нерівність 

| хп - 31 < є 
або 

6/7+1 

2п + 3 
- З < є. 

Звідси < є , 2 / 7 + 3 > — . 
2/і + 3 є 2/7 + 3 

Розв'язавши останню нерівність відносно п , матимемо 

Отже, за N(г) можна прийняти найбільше ціле число, яке не переви­

щує ^ ( ~ " _ 3 І > т о б т о М(е) ІГІ-З 
2 І є 

Отже, | х п - 31 < є для всіх п > N(Е), а це означає, що 

.. 6/7+1 
І і т = 3 . < 
л-к° 2/2 + 3 

Приклад 2. Знайти границі: 

а) І і т Зп + 4п + \ 
л->°°2л - 5 и + 7 

б) І і т 
л / « 2 +4п 

" " • " л / л ' - З л 2 ' 

(л + 2)!-л! ч ,. 1 + 2 + ... + л Ч 1 . 5-3" 
в) І і т —^ ; г) І і т , ш =====; д) І і т 

п-ю ^(п^ліп-І)])' л/4« 4 - л 2 +1 ' " - » с о З " - 2 

• Зауважимо, що кожна з заданих границь є невизначеністю типу 

а) І іт 
Зп +4п + 1 

>2/72 - 5 / 7 + 7 
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Для розкриття заданої невизначеності типу | — | виносимо в чисель­

нику та знаменнику вищий степінь л . Після скорочення та врахування того, 

що І і т — = І і т -Хг = 0 , а також властивостей арифметичних дій над збіжни-
л—»СО П Л—>00 у} 

ми послідовностями, маємо: 

Зл +4л + 1 С оо І і т 
л->С 02и'' - 5 л + 7 

І і т -

4 1 
п1 3 + - + 

п п 
оо І я->°О 2[ •> ^ 7 

л І 2 - - + — 
Л п 

І і т 
/1—>00 

л Л 

Розв'язання буде простішим, якщо врахувати, що 

а0пк +ахпк~х +... + ап ~ а0пк при л —> оо , 

бо І іт Нт 
Н—>0О 

- + . . . + -
а п л а п л 

= 1. 
О" у 

Тоді 

І і т 
Зл +4л + 1 

2 л 2 - 5 л + 7 

Зл 2 +4л + 1 ~ 3 л 2 

2 л 2 - 5 л + 7 - 2 л 2 
Зл 

= Нт — -
"-> 0° 2 л 

б) Нт 
+ 4л 

« ^ л У л 3 - З л 2 

Нт 
00 І п—>АО 

З І я 3 [ і - -

= Ііт -
л Л + -

л з і 

= ^ = 1 

Інакше 

Нт 
4л 

-Зл^ 

2 , /і 2 

я + 4и ~ п 

л 3 - З л 2 ~ л 3 
Л —> со 

Н т - = 1. 
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Скористаємось тим, що 
л ! = 1 - 2 - 3 - . . . л ; п\=(п-\)\п; (л + 2)!= л!(л + 1)(л + 2 ) . 

Тоді маємо 

(и + 2)! -л! оо і ,. л!(л + 1)(л + 2 ) - л ! 
І і т І і т 

«->«>пг{п\+(п~\)\) І оо ) «->°° л^( (л -1) !л + ( л - 1 ) ! ) 

= І і т 
л!((я + 1)(и + 2 ) - і ) _ л ( л 2 +3л + 1) _ 

"-*00 л (л -1 ) ! (я + 1) л 2 ( л + 1) 

л 2 +3л +1 ~ л 2 

п +1 ~ л 
Л —>• 00 

= І і т — г = 1. 

г) І іт 
1 + 2 + ... + « 

л / 4 л 4 - л 2 + 1 

оо 

Маємо невизначеність типу | — ^. У чисельнику маємо суму л членів 

арифметичної прогресії , сума 5,, якої обчислюється за формулою а, +а — п . Крім того, в знаменнику скористаємось тим, що 

4 л 4 - л 2 + 1 ~ 4 л 4 при л —» оо . Отже, 

1 + л 
1+2 + .., + п І оо І 2 і - п~ + п І і т = і — !> = І і т — ^ - х — = І іт • 

"-""ЇЇп4 - л 2 +1 ^ 0 0 " ~ * " = 0 2и 2 "-»00 4л 

2 , 2 

л + л ~ л 
Л —» 00 

І і т л" _ 1 
4 л 2 4 

д) І і т -^-^— = і — 1 = І іт — ^ — = 5. 
п -*оо 3" — 2 І 0 0 і " _ > а : ) | 2 

Тут чисельник і знаменник поділено на 3 я . 
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Приклад 3. Знайти границю Ііт(л/л 2 + п - п). 

• Тут маємо невизначеність типу {со - с о } . Для її розкриття множимо 
чисельник і знаменник на вираз, спряжений до чисельника, і користуємось 

формулою: (а - Ь)(а + Ь) = а2 -Ь1. 

,. , Г~2 ч < > (\п2+п-п)(уіп2+п+п) 
І іт (\п +п -п) = { о о - о о } = І і т = = ^ = = 
П—»СО П—>О0 А 2 , 

\П +П +П 

2 1 
І іт —— = І іт 

'л/«2 +п +п "^ліп2 +п +п 

2 2 
п + п ~ п 

п —> 00 
: І і т 
«->ОО п + п 

Приклад 4. Знайти границю І і т — зіп 3 2Гі 

и-уоо „ 3

 + 1 

• Розглянемо дві послідовності: \—г-—\ та { з і п " ^ " } . 

Перша послідовність нескінченно мала, бо 

І і т • " 
я-ко п 3 + 1 І 0 0 

п 3 + 1 ~ п 3 

П —> со 
= І і т = І і т = 0. 

я—>°° /7 я—>°°/2 

Друга послідовність обмежена, бо | кіп 3 2" | < 1. 

Отже, добуток цих послідовностей є нескінченно малою послідов­
ністю як добуток нескінченно малої послідовності на обмежену. 

Звідси І і т —кіп 3 2" = 0 . 

Ф у н к ц і я 

Приклад 5. Знайти область визначення функції 
1п(1 + х) 

/ ( * ) = х - 1 

• Функція / ( х ) = № ^ + *) визначена,якщо 0, 1 + х > 0 , т о б т о 
х - 1 

якщо х Ф 1 і х > - 1 . 
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Область визначення функції /(х) є об'єднання двох інтервалів: 

/ > ( / ) = (-1,1) II 

Приклад 6. Знайти множину значень функції 
/(х) = 2 + З 8ІП х. 

• Врахуємо, що | кіп х | < 1 або -1 < зіп х < 1. Помножимо всі частини 
цієї нерівності на 3 та додамо до них число 2. 

Маємо 

-З < 3$іпх < З , 

2 - 3 < 2 + 38Іпх<2 + 3 , 

- 1 < 2 + Ззіпд: < 5 . 

Отже, £ ( / ) = [-1,5] . < 

Приклад 7. Встановити парність або непарність функцій: 

г)/(х) = 2'+2-х

і / ( х ) = 1 8 £ ± | ; в) Дх) = х2+5х. 
б) х-3 

• У розглядуваних прикладах область визначення кожної з функцій 
симетрична відносно точки х = 0 . 

а) / ( * ) = 2 * + 2 - \ 

Заміняємо х на -х . Отримаємо 

/ ( - * ) = 2 " + 2 - < - * > = 2 " * + 2 * = / ( * ) . 

Отже, /" ( -*) = /(х) і функція Дх) = 2х + 2~* - парна. 

б) / ( х ) = і 8 £ ± 1 . 
дг-З 

Знаходимо 

-х + 3 х-3 + 3 V і х + 3 
-х-3 х+3 \х-3) х-3 

х + 3 
Отже, /(-х) = -/(х) і функція / ( х ) = І£ непарна. 

х-3 
в) /(х) = х2 +5х. 
Маємо 

Д - х ) = ( - * ) 2 + 5 ( - х ) = х 2 - 5 х . 
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Отримали , що /(х), / ( - х ) # - / ( х ) , отже, функція 
/ ( х ) = х 2 + 5х не є ні парною, ні непарною. Ч 

Приклад 8. Знайти періоди функцій: 
а ) /"(*) = соз 8* ; б) /Хх) = з іп6х-И§4х. 
• а) / ( х ) = соз8х. 

Згідно з означенням періодичної функції 
соз8(х + Т)= соя8х, 

8(х + Г) = 8х + 2 я , 

8х + 8Г = 8х + 2 я , 

8Г = 2 я , 

т = — . 
4 

б) /Хх) = кіпбх + 1§4х . 

Розмірковуючи аналогічно п. а), маємо, що 

для функції / , (х) = зіпбх період Г, = — = — , 
6 З 

для функції /2(х) = \&4х період Т2= — . 

Отже, за період Т функції / ( х ) = зіпбх + Іц4х приймається наймен­
ше загальне кратне цих чисел, тобто Т = я . -4 

Г р а н и ц я ф у н к ц і ї 

Приклад 9. Довести, використовуючи означення границі 
функції на мові "є - 8", що 1ірп(3х + 2) = 5 -

• Позначимо у = Зх + 2 . 

Задамо довільне число є > 0 і знайдемо таке 8 = 8(є) > 0 , що для всіх 

х , які задовольняють нерівності 0 < | х - і | < 8 , виконується нерівність 

| у - 51 < є . Для виконання цієї нерівності необхідно, щоб 

Є І Зх + 2 - 5 < є або І х -11 < — . І і З 

Звідси 8 = — . 
З 

Якщо тепер для довільного є > 0 і знайденого 8 взяти значення х , 
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що задовольняють нерівності | х - 1 1 < 8 , то 

| х - і | < 5 => | х - і | < | =>|Зх + 2 - 5 | < є => \у-5\<г.А 

2.x+ 5 
Приклад 10. Довести, що І іт = 2 , використовую-

х-»°о X 

чи означення границі функції при х - > со . 

• Позначимо у = ^х + ^ _ 
Задамо довільне число є > 0 . Знайдемо число М(е) > 0 таке, що для 

всіх х , які задовольняють нерівності | х | > М , виконується нерівність 

І у - 21 < є . Остання нерівність виконуватиметься, якщо 

2х + 5 0 < є, або „ 5 Л < є , або 
5 

< є, або 2 + - - 2 < є , або 
X X X 

< є . 

Звідси І х І > — . Нехай М = — ,тоді 
є є 

\х\>М X > • 
5 5 2х + 5 „ 
— => — < є => 2 
є X X 

< є => Ііт у = 2 .А 

Р о з к р и т т я н е в и з н а ч е н о с т е й 

Н е в и з н а ч е н і с т ь т и п у •< — 

[о 
1. Обчислення границь функцій, заданих відношенням двох много-

Р (х) 
членів, тобто границь дробово - раціональної функції — - , де Р ( х ) , 

0т(х) - многочлени степенів п і т , п,т є N , при х —> а : 

"•«е»^) І о . 
Виконуємо тотожні перетворення з метою позбавитися від невизначе­

ності, тобто виділяємо в чисельнику і знаменнику множник (х - а), який 
прямує до нуля при х —> а. Цей множник (х - а) називатимемо критичним. 
Далі треба скоротити на цей множник. Якщо при цьому розкладання на 
множники виявиться утрудненим, то треба розділити чисельник і знамен­
ник на критичний множник "у стовпчик". 
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При цьому слід пам'ятати: 

а) наслідок теореми Безу: якщо а - корінь многочлена Рп ( х ) , тобто 

Р„(а) = 0 , т о Р„(х) ділиться на двочлен (х-а) без залишку: 

Р„(х) = (х-а)Рп_1(х); 

б) квадратний тричлен Р2(х) = ах2 +Ьх + с, у якого дискримінант 

В-Ь2- 4ас > 0 , представляється у вигляді: 
ах2 + Ьх + с = а (х - х,) (х - х 2 ) , 

де х, , х 2 - корені квадратного рівняння ах2 +Ьх + с = 0 . 
2. Обчислення границь функцій, що містять ірраціональні вирази: 
а) при обчисленні границь функцій, що містять ірраціональні вирази, 

які обертаються в нуль при х —> а , в них треба виділити множник (х-а). 
Це можна зробити, позбувшись від ірраціональності в чисельнику або зна­
меннику шляхом домноження дробу на відповідний спряжений множник. 
При цьому використовуються формули: 

а2-Ь2 = (а-Ь)(а+Ь), 

я 3 +Ьг = (а + Ь)(а2 -аЬ + Ь2), 

а3-Ь3 =(а-Ь)(а2 +аЬ + Ь2); 
б) крім того, у багатьох випадках, вирази, що містять ірраціональності, 

приводять до раціонального вигляду введенням нової змінної. 
3. При обчисленні границь функцій, що містять тригонбметричні вирази, 

виконують тотожні перетворення із застосуванням формул тригонометрії, першу 
важливу границю і введений вище ланцюжок еквівалентних нескінченно малих. 

Приклад 11. Знайти границі заданих функцій (невизна-

чешсть типу •( — >): 

Xі-1 ,. х 3 - 6 х + 4 . . . ліх2 + 5 - 3 
а) Ііт— - ; б) І і т — г -; в) І і т 

х2 + 5х-6 *-+2 2х1 -х-6 х-2 
Ч Л/І + X - 1 Ч , . СОЗ Зх - С 0 8 X . , . 1 - 8 І П Х 

г) І і т . — ; д) І і т ; е) І і т г-. 
. Ї ^ О + х - і х->о зіп х • агсі§3х ( я V 
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• а) І і т — . 
*^х2 +5х-6 

Маємо під знаком границі відношення двох многочленів. Тут не мож­
на застосувати теорему про границю частки, бо границя знаменника дорів­
нює нулю. Підстановка граничного значення х = 1 призводить до невизна­

ченості типу ^ — >. Розкладемо чисельник та знаменник на множники і ско­

ротимо на (х - 1 ) . 

х1 - 1 ГО] ,. ( х - 1 ) ( х + 1) ,. х + 1 2 
І і т - - = і — Г = п т = и т = — • 

2+5х-6 Ю) *->і ( х - 1 ) ( х + 6) х-+іх + 6 1 
.. Xі -6х + 4 

б) Ь т — г . 
*-+2 2х2-х-6 

Маємо під знаком границі відношення двох многочленів. Тут не можна 
застосувати теорему про границю частки, бо границя знаменника дорівнює нулю. 
Підстановка граничного значення х = 2 призводить до невизначеності типу 

. Розкладемо многочлени в чисельнику і знаменнику за теоремою Безу. 

Чисельник х 3 - 6 х + 4 = ( х - 2 ) ( х 2 + 2х-2), 

бо х = 2 - корінь многочлена, який стоїть в чисельнику, що зумовлює на­
явність множника (х - 2 ) . Далі ділимо х 3 - 6х + 4 на (х - 2) "стовпчиком". 

_ 2 х 2 - 6 х 
2 х 2 -Ах 

_ - 2 х + 4 
- 2 х + 4 

0 
Отримали другий множник у розкладі. 
Для розкладу знаменника на множники можна поступити аналогічно, 

або розв'яжемо рівняння 

2 х 2 - х - 6 = 0 

£> = й 2 - 4 а с = 1 + 48 = 49 х 1 2 = - ^ - ; х, = 2, х 2 = - - . 

6х + 4 
х 2 + 2 х - 2 

х - 2 
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Далі маємо такий розв'язок: 

,. х 3 - 6 х + 4 ГО] ,. ( х - 2 ) ( х 2 + 2 х - 2 ) ,. Xі+2х-2 6 
І і т — - = { - \ = І і т ——; —-— = І і т - -
~ 2 2 х 2 - х - 6 1 0 Л ~ 2 2 ( Х _ 2 ) Г + £ | 2х + 3 7 

ч ,. л / х 2 + 5 - 3 
в) І і т . 

х->2 х - 2 
Маємо ірраціональний вираз під знаком границі. 
Позбудемось ірраціональності в чисельнику, помноживши чисельник 

і знаменник на л/х2 + 5 + 3 . Далі в чисельнику скористаємось формулою 

а2 -Ь2 =(а-Ь)(а+Ь),в знаменнику множник л/х2 + 5 + 3 замінимо його 

значенням при х = 2 . Отже, маємо 

^ У Т ^ - з Г о ї 1 і т ( У 7 ^ - з ) ( У 7 + 7 + 3 ) 

*->2 х - 2 1 0 ] г->2 ( х - 2 ) (л /х 2 +5+3) 

х 2 + 5 - 9 ,. х 2 - 4 ,. ( х - 2 ) ( х + 2) .. х + 2 2 
= І іт = н т = І і т = І іт = —. 

* - > 2 ( х - 2 ) ( 3 + 3) * - > 2 ( х - 2 ) - 6 *->2 ( х - 2 ) - 6 *->2 6 З 

, .. л/Г+7-і 
г) І і т . 

*-><> ч71 + х - 1 
Маємо ірраціональний вираз під знаком границі. 
Спосіб 1. Домножимо чисельник і знаменник на вирази, спряжені до 

чисельника і знаменника. Скориставшись відповідними формулами 

а2 -Ь2 ~(а-Ь)(а +Ь), а3 + Ь3 = (а + Ь)(а2 - аЬ + Ь2), маємо 

, чЯ+7 -1 ГО] ,. (7Г+^-1)(л/Г+7 + 1)(і/(1 + х ) 2 + 3УГ+х~ + 1) 
І іт , — = < — ^ = 1іт-
*-*>*/Г+7-і І о і ^ о(?УЇ+7-і)(л/(і + х ) 2 +УЇ+х + і)(4ї+х+і) 

,. (1 + х - 1 ) - 3 ,. х -3 З 
І іт -— = І і т = — 
*->о(1 + х - 1 ) - 2 л->ох-2 2 
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Спосіб 2. Введемо заміну 1 + х = і 6 . Маємо 

УГТ7-1 
^>о VI + х - 1 
Пт 

= І і т = І і т 

\+х = Г 
х -» 0, і -> 1 

^П + X=^і 

+ Х = Г 

7 3 - 1 
= І і т 

'->і Iі - 1 

Г + г + 1 З 

ч ,. СОЗЗх-С05Х 
д) І і т - : ~ • 

*->о кіп х • агс(§ Зх 

Маємо тригонометричний вираз під знаком границі. 
Скористаємось відомою формулою тригонометрії, згідно з якою 

сокЗх - с о § х = -2$іп2х$іпх . Далі використаємо ланцюжок еквівалентних 
нескінченно малих. 

,. с о з З х - с о з х Г 0 І ,. -28Іп2х -8Іпх 
1 і т = \ — \- І і т -

*-»о 5Іп х • агсІ§ Зх 

- 2 •2х 4 

*-»о 8Іп х • агсІ§ Зх 

І і т 

зіп 2х ~ 2х 
агсІ§ Зх - Зх 

х - > 0 

е) Ііт 1 - 8 1 П х 

г \ \ - х 

•-х = у 

71 

х=~-у 

я 

І іт -
у->0 

І і т 
1-С05 у 

~ ~ 7 ~ 

2 $ і п 2 ^ 
= І іт -

у->0 

• У У 
8 1 П — ~ — 

2 2 
у-+0 

2-' 
І іт -

оо 
Н е в и з н а ч е н і с т ь т и п у <І—-

1. Обчислення границь функцій, заданих відношенням двох много-
Г°о] 

членів у випадку невизначеності типу 
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а) у чисельнику і знаменнику виноситься х у найвищому степені. Після 

відповідних скорочень, та враховуючи, що дроби типу —> 0 при х —><», 

отримуємо значення розглядуваної границі; 
б) використовуються еквівалентні нескінченно великі, тобто 

Р„{х) = а0х" + а^х"'1 + ...+ ап ~ айх" , 

()т(х) = Ь0хт +Ь]Х

т~' + ... + Ьт ~Ь0хт при х - > о о . 

Тоді 

Ііт 
апх +а,х +... + а 

= І і т— • : — =•! 

0 при п < т, 
а0 

при п = т, 

оо при п > т. 

2. При обчисленні границь дробів, що МІСТЯТЬ ірраціональність, вико­
ристовуються аналогічні прийоми. 

Приклад 12. Знайти границі заданих функцій (невизна­

ченість типу <| —|> ): 
оо 

ч ,. 2х2 +х + 1 
а) І і т — -

*->°°5х -х-А 

в) І іт 

2х5 + 3х 3 - Ах 
*->-°° Зх - 4 х + 2 

б) І і т 1 0 * - З 
2х 3 + 4х 3 + З 

. ( У х 2 + 1 + х ) 2 

г) ь т — Т Г — = — ; 

д) Нт 
1п(Зх 3 +4х + 5) 
іп(2х 9 + х 3 +1) 

а) Спосіб 1. 

,. 2х1+х + \ 
І і т — -

5х -х - 4 
= < — > = Пт 

хЧ 2 + - + — 
X х1 

ї-юо 2 І - 1 4 
х І 5 ~ 

х хг 

2 + 0 + 0 _ 2 
5 - 0 - 0 ~ 5 
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Спосіб 2. 

Ііт 
їх1 +х+\ 

х^х5хг -х-4 

їх1 +х + ї ~2х2 

5х2 -х-4~5х2 

X - > оо 

= І і т їх* 

5х 

б) І і т - 10х-3 

*->ж2х +4х+3 

10х-3~Юх 

2 х 3 + 4 х + 3 ~ 2 х 3 

х—>оо 

.. Юх .. 5 5 
= І і т — - = І і т — = — = 0 . 
*-><»2х і - > о о х 0 0 

в) І і т 
2 х 5 + 3х 3 - 4 х 

З х " - 4 х + 2 

2х 5 + 3 х 3 - 4 х ~ 2 х 5 

Зх 2 - 4 х + 2 ~ 3 х 2 
,. 2 х 5 

І іт —— 
х^-<» Зх 2 

,. їх* ,. 2 х 3 - о о 
= І і т — - = І і т = = - о о . 

х-^~сс2х *->-«> з з 

г) І і т (л/х 2+1+х) 2 

Х-++СО 3 / 6 х°+1 

Л / Х 2 + 1 ~ Л / Х Т = Х 

4?7\~47=х2 

х—»+оо 

Ііт 
(2х) 2 

= 4 . 

д) І іт 
1п(3х 3 + 4 х + 5) оо 

дс-»-+оо 1п(2х 9 + х 3 +1) І 00 

Зх 3 + 4х + 5 ~ 3 х 3 

2 х 9 + х 3 +1 ~ 2 х 9 

х —> +00 

= І і т 
ІпЗх 3 

1п2х 

\п(аЬ) = 1пд + 1пЬ 

Іпа* = Ь\па 
= І іт 

ІпЗ + 3 Іпх 
*->+<» 1п 2 + 91п х 

1 п х ( - ^ - + 3 
И т іпх )1Л.* 

Іпх 
1п2 „ Л 

+ 9 
ч1пх 

9 З 
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Н е в и з н а ч е н і с т ь т и п у {0-оо} 

Невизначеність типу {0 • оо} шляхом тотожних перетворень зводять до 

0 І с Г 0 0 

невизначеностей типів -і — > або < — 
0 І 1 оо Приклад 13. Знайти границі заданих функцій (невизна­

ченість типу {0 • оо } 

а) 
Н г п х • з і п —г- ' , б ) І і т •і%х. 

• а) І іт х-зіп — = {оо -0 } = 81X1 

- > 0 

2 2 X X 
= І іт х • -ї— = І і т — = 0 ; 

Х - > 0 0 X X—>00 ДС 

б) 1іт[ — - х = { 0 - о о } = І і т — 
X - 8 1 П Х 

созх 
• я і 

8 1 П — = І 

2 

X 

= Ііт-2 
созх 

2 

81П_У ~ _у 
. у - > 0 

Я 

я 
х = - - ^ 

X - > — , V - » О 
2 

= І і т 
у - > 0 я 

соз І — - у 

• Ііт 
У - > 0 8 І П ^ 

І і т ^ = 1. < 
у-+0 у 

Н е в и з н а ч е н і с т ь т и п у { оо — оо } 

Невизначеність типу {оо - оо } шляхом тотожних перетворень зводять 

до невизначеностей типів | | або | — | . При цьому у випадку наявності 

ірраціональності чисельник та знаменник домножують на відповідний спря­
жений множник. 



274 Глава 7. Границі та неперервність функцій 

Приклад 14. Знайти границю заданої функції (невизна­
ченість типу {оо - оо } ) : 

І і т (ліх1 + 8х + 3 - л / х 2 +4х-5). 

• І і т (л/х2 + 8х + 3 -л/х2 + 4 х - 5 ) = { оо — оо > = 

,. ( 7 х 2 + 8х + 3-л/х 2 + 4х-5)(л/х2 + 8х + 3+л/х2 + 4 х - 5 ) 
І іт . 4  

х^+а0 л/х 2+8х + 3+л /х 2 +4х-5 
х 2 + 8 х + 3 - х 2 - 4 х + 5 ,. 4х + 8 

І і т = = = = = • = п т 
л/х2 +8х + 3 + л/х2 + 4 х - 5 ^ + 0 0 л/х 2 + 8х + 3+л/х2 + 4 х - 5 

х 2 + 8х + 3 ~ х 2 

х 2 + 4 х - 5 ~ х 2 

4х + 8 ~ 4х 
X — > 00 

= І іт ^ Х = І і т — = —= 2 . - ^ 
дг->+« X + X дг->+оо 2х 2 

\|/(лг) О б ч и с л е н н я г р а н и ц ь в и г л я д у 1іт[ф(х)] 

Нехай 1 іт [ф(х)Г м = С . 

Слід мати на увазі, що 
1) якщо існують скінченні границі 

Н т ф(х) = А і І і т \у(х) = В , 
Х~>А Х—*А 

т о С = / ; 
2)якщо Н т ф(х) = А Ф І І І і т у(х) = ±оо , то питання про знаход-

.х-»а Х—>А 

ження границі розв'язується безпосередньо піднесенням А в степінь + 0 0 
або - о о ; 

3)якщо Н т ф ( х ) = 1 і Нт \у(х) = « , то маємо невизначеність типу 
Х~Т Х—>А 

а) для розкриття невизначеності використовується друга важлива гра­
ниця, яка має вигляд 

І і т ( і + — 1 = І і т (1 + а ) а = е. 
Х-*<Х\ х ) а - > 0 
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Дійсно, поклавши ф(х) = 1 + а ( х ) , маємо 

Г _ ! _ 1 "М'ЧЧ*) Ііт а(х)Мх) 
С= 1 і т [ Ф ( х ) ] ¥ ( д г ) = \іт\[1+а(х)]а^ 

Ііт [ф(х)-1]\}/(х) 
= | а ( х ) = ф ( х ) - 1 | = е х - ; 

б) для розкриття невизначеності використовуємо таке представлення: 

[ ф ( х ) Г М = е ^ » 1 " ^ » 

і використовуємо еквівалентність 1п(1+а(х))~а(х), а(х)—>0 при х - » а ,яка 
є наслідком другої важливої границі. 

Тоді 
Ііт У ( х ) | п ( | + а ( д г ) ) 

С = І іт Мх)Г(х) = І і т е ^ 1 " * * ) = І Ф ( х ) = 1 + а(х) І = е"' 
х—їа 

Ч(х)а{х) Ііт Ііт М*)-1]ч<(*) 

•ех^а = | а(х) = ф(х) - 1 | = ех^а 

Отримали той же результат, що в п. а). 

або 

4) якщо І і т ф(х) = оо і І і т у (х) = 0 , 
Х—>А Х—>А 

якщо І і т ф(х) = 0 і І і т \|/(х) = 0 , 
Х—>А Х-*А 

то маємо невизначеності типів {°° 0} або | о 0 } відповідно. 

Для .розкриття цих невизначеностей використовують представлення 

[ ф ( х ) Г ( д ) = е ^ х ) Х т ( х ) . 

Приклад 15. Знайти границі заданих функцій: 
2 

2х 

ч , . ( з і п 2 х У + * ( х + 1 Л* 
а ) І і т | | І і т (-. 

5) х-*х> у 2х +1 

в) І і т 
Злг+1 

л ; г) І і т ( 2 е х ' 1 - І ) - 1 

• а) І і т 
. ( зіп2х У+Дґ 

і т 
-><Ч х ) 

5Іп2х ~ 2х 

х - > 0 
= І і т 

* - » 0 ^ X ) 
2 = 2 
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б) І і т р ^ - У = 
Х + \ ~ X 

2х +1 ~ 2х 

X —> 00 

= і і т Г ^ Т 2 = і і т ГіТ 2 = 
х^>™\2х ) х-^<и\2 ) 

= 0 . 

в) Спосіб 1. 

' ^ = { Г } = 1іш|'і + — Г*'* 
^ 2х - 3 у дс-х»^ 2 х - 3 

.. ( 2х І іт 

= І і т 1 + = І і т 
х-*юу 2х — 3 ) х->оо 

2 - 5 * 

1 + -
2 х - 3 

3 ( 2 - 5 * ) 

: І і т е 2*~ 3 = 
*—>со 

,. 3 ( 2 - 5 * ) ,. - 1 5 * 15 
І і т — Ь т -

Спосіб 2. 

* ->°°у2х - і ] 

= е 

( 2 - 5 ^ ) 1 п ^ - ( 2 - 5 * ) 1 п 

= І і т е 2х~3 = І і т е 
Х~>С0 Л — > 0 0 

( 2 - 5 * ) 1 п 1+ 

= Нт е 1 2х~3 

х-»<ю 

V 2 х - 3 у 2 х - 3 
З 

х - > оо, > О 2 х - 3 

Ііт ( 2 - 5 л ) - 3 15 

о 

г) 1іт(2е*-' - 1 ) ^ = {і°°}= 

Х - 1 = 2 

X = 2 + 1 

X - » 1, 2 -> О 

2е* _ І - 1 = 2 е г - 1 

= 1 і т ( 2 е г - 1 ) 2 = { Г } = Нт(1 + 2 е 2 - 2 ) г = 1іт(1 + 2(е г - І ) ) 2 = 
2 - > 0 2 - > 0 2 - * 0 

Є~ - 1 ~ 2 

2 - » 0 
= 1іт(1 + 2 2 ) 2 = Н т ( 1 + 2 2 ) 2 г = е 1 2 . - « 

2 - + 0 2 - » 0 
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П о р і в н я н н я н е с к і н ч е н н о м а л и х 

Приклад 16. Порівняти нескінченно малі функції сх(х) та 
Р(х) при х —> 0 : 

а) с ц » = 5х2 + 2х5, р\х) = Зх 2 + 2 х 3 ; 

б) а(х) = х 8Іп2 х , р\х) = 2х 8Іп х ; 

в) а (х ) = х • ї п Г і + х ) ' Р(*) = х 8 т х • 

• а) а(х) = 5х2 + 2 х 5 , Р(х) = іх2 + 2 х 3 , х -> 0 . 

,з а(х) 
І і т = І іт 

5.т2 + 2 х 5 

= Ііт 
X І (5+ 2 * 0 ,. 5 + 2х* 5 

1 і т : = - # 0 . 
+ор(х) х-*0 3х2+2х3 *~>° х 2 ( 3 + 2х) *-*о 3 + 2х З 

Отже, а(х) та Р(х) - нескінченно малі одного порядку при х —> 0 , 
тобто а(х) = 0(р(х)), х -» 0 . 

б) сс(х) = х з і п 2 х , Р(х) = 2х8Іпх, х - > 0 . 

,. а (х) .. х8 Іп 2 х ,. зіпх 
• І і т — 1 - £ = 1іт = І і т = 0. 

ї->ор(х) Г->0 2Х8ІПХ -Ї->0 2 

Отже, а(х) - нескінченно мала вищого порядку, ніж Р(х) при х —> 0 , 

тобто а(х) = о(Р(х)), х —> 0. 
в) а(х) - х • 1п(1 •<- х ) , Р(х) = хзіп х, х -» 0 . 

1п(1 + х ) - х 

з і п х ~ х 
х - » 0 

,. а(х) ,. х1п(1 + х) ,. 1п(1 + х) 
І і т — — - І і т 1 = и т -

*-*о р(.ї) х-*0 хзіпх л-»0 зіпх 

= Ііт —= 1. 
х-*о х 

Отже, а(х) та р(х) - еквівалентні нескінченно малі при х —> 0 , тоб­

то а(х) ~ Р(х), х 0 . Ч 

Приклад 17. Визначити порядок малості к нескінченно 
малої функції а(х) відносно Р(х) - х при х -» 0 : 

а) а(х) ••= 2х - Зх 3 + х 5 ; б) а(х)-^л/і + х 2 - л / і - х 2 ; 

в) а(х) = л/Т- 4х - л/і - Зх ; г) а(х) = і§ х - зіп х 
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• а) а(х) = 2х - Зх 3 + х 5 = х(2 - Зх 2 + х 4 ) , тому 

а(х) 2 х - З х 3 + Х 5 .. 2 4ч , п 
І іт —— = І іт = 1іт(2 - Зх + х ) = 2 * 0 , 
л-->0 X А->0 X >->о 

тобто а(х) = 2х - Зх 3 + х 5 = О ( х ) , х —> 0 , порядок малості к = 1. 

б) а(х) = л / і + х 2 - \ / і - х 2 = 

-4\'Х2)(4\ + х2 + Л / І - Х 2 ) 2 х 2 

л/і + х 2 + л / і - х 2 л/і + х 2 + л / і - х 2 

,. а (х) ,. л/і + х 2 - л / і - х 2 ,. н т —— = І і т = і і т 
і - > 0 X і *-»<> ^ ч 2 ( 7 ї 7 І 2 " + л / і Т 7 ) 

= 1 * 0 , 

тобто а(х) = л/і + х 2 - л/і - х 2 = 0 ( х 2 ) , х -> 0 , порядок малості & = 2 . 

Очевидно, що \/і + г 2 - Л / І - х 2 ~ х 2 , х —> 0 , бо І іт а ^ = 1 . 
х-»0 

в) а(х) = л / і - 4 х - л 7 і - 3 х = ( л / і - 4 х - 1 ) + ( 1 - 3 л / і - 3 х ) = 

-4х Зх 

> / і - 4 * + 1 1 + ч / і - 3 х + г / ( 1 - 3 х ) 2 

,. а(х) ,. V I - 4 х - ч У і - З х 
І і т = І і т 
ї - > 0 X * - > 0 

= І іт = - 2 + 1 = -1 
л / і - 4 * + 1 1 + У і - З х + } / ( 1 - З х ) 2 

Отже, ця функція першого порядку малості відносно х і еквівалентна 

( - х ) : а (х) = Л / І - 4 Х - Л / І - З Х = О(х), х -> 0, £ = 1; 

а(х) = л / Т ^ Я Т - ^ І - З х ~ - х , х - > 0 . 

г) а(х) = 1 § х - з і п х = 1§х(1 - с о я х ) = 1§х-2$іп х _1. 
2 ~ 2 

х \ х - > 0 . 

1 і т ^ ) = 1 і т І ^ ! ^ = 1 і т 

*-»о х 3 х 3 

~ х 1 

^ - = 1 * 0 . 
л-^о х-1 2 

„3> Отже, а (х) = 1§ х - зіп х = 0 ( х ), х —> 0, к = 3 - порядок малос гі. -4 
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IV. Задачі для практичних занять 

П о с л і д о в н і с т ь . Г р а н и ц я п о с л і д о в н о с т і 

7.1. Написати п'ять перших членів послідовності {хГІ}. 

а ) х я = 1 + ( - і ) " і ; б ) х „ = / і ( 1 - ( - 1 ) и ) ; в ) х п = ^ - . 
п 2л - З 

7.2. Записати формулу загального члена хп послідовності. 

а ) - - , - , б) 0, 2, 0, 2, . . . 
2 3 4 5 

, . 4 6 8 

7.3. Користуючись означенням границі послідовності, до­
вести, що 

ч .. З л - 2 3 ^ ,. 4п2+1 4 а) І і т = —; б) І і т —= = —; 
«->«> 2п - 1 2 «-»*>Зп +1 З 

2 - З л 2 З 
в) І іт 

"-> ( ю4 + 5л 5 
У задачах 7.4 - 7.30 обчислити задані границі. 

_ . .. л - 1 _ _ ,. 5л + 1 7.4. І і т . 7.5. І і т 
н-юо 2>п . «->'» 7 - 9п 

щ , .. (л + 1)2 ,. З л 2 - 7 л + 1 
7.6. І і т - ~ . 7.7. І і т г - . 

"-»*> 2п "->°° 2 - 5« - 6« 
„ . .. л 3 - 1 0 0 л 2 + 1 „ п ,. 1000л 3 +3л 2 

7.8. І і т ; . 7.9. І іт-
»-»» 100л 2 +15л ' »->»0,001л 4-100л 3+1 

, 1 П .. (л + 1 ) 3 - ( л - 1 ) 3 _ Л Л ,. (л + 1 ) 4 - ( л - 1 ) 4 

7.10. І і т - -— '—. 7.11. І і т ' ' 
„->» („ + І ) 2 + ( И _ І)" п->со („ + І ) 4 + (П- 1)" 

_ . . л / л 3 + 2 л - 1 _ ,. \п2+п 
7.12. І і т . 7.13. І і т . 

н->°о П + 2 л-><ю Л + 1 
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. . . ,. (V//2 +1 +п)2 ,. п\ 7.14. І і т - — - = = = - — . 7.15. Ііт 
у[пв + \ "-»<*(/* +1) ! -л ! ' 

7.16. 1 і т ^ ^ ± ^ . 7.17. 1 і т ^ ± ^ ^ 
»->°° (л + 3)! »->»(я + 2)!-(я + 1)! 

, 1 1 1 

7.18. Ііт \ - ~ Ц- .7.19. Ііпі—(1+2+3+...+п). 
Я - > 0 0 , 1 1 І Л - > 0 0 

1 + - + - + ... + — " 
3 9 З" 

7.20. Ііт 
И--»00 

7.21. Ііт 

'І + 2 + З + ... + я 
V П + 2 2; 

2"+З" 
я -,п ' 

я - » » 2 " - З 

2" - 1 2 , / " - 1 
7.22. а) І і т — ; б) І і т - г ; 

/ , - * Х ) 2" +1 , , ->ао2 | / л +і 
7.23. 1іт(л/« + 2 - л/л). 

7.24.1іт(л/« 2 +« + 1 - л / и 2 - и +1) . 

7.25.1іт(лДи+ « ) ( « + 6 ) - п ) . 
я-»оо 

7.26. Ііт л/м(л/я + 1 - л/л). 
Я - » 0 О 

7.27. 1 і т й ^ ( л / 7 ^ Т - л / ^ Г Г 2 ) . 7.28. І і т ^ ' 0 0 5 " , 
я-»» п->оо И + 1 

_ _ 0 ,. «-8іп«! Мп2-&іпп2 

7.29. І і т — . 7.30. Ііт 
п-»со /2 4-1 л _»оо я —1 
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Ф у н к ц і я 

7.31. Знайти область визначення функцій: 

а) / О ) = ^ 4 - Xі + —;б) /(де) = а г с с о з ^ - 1 ^; 

в ) я * ) = - Ц ^ - . 
СО§2х 

7.32. Знайти множину значень функцій: 
а) Д х ) = | * | + 1 ;б) Д х ) = - х 2 + 8 х - 1 3 ; 
в) Д х ) = 1 -Зсозх . 
7.33. Знайти функцію, обернену даній: 

, 1 
а)_у = 1 -3х ; б)>- = х ^ + 1 ; в)у = - ; 

1-х 

г) у = х2-2х; д) у = \0х+, е) .у = 1 + 1§(х + 2) ; 

є) у = 1о§ х2\ ж) у - 2 зіп Зх. 

7.34. Встановити парність або непарність функцій: 
а ) / ( * ) - * 4 зіп 7х ; б) / ( х ) = х 4 - Зх 2 + х ; 
в ) / ( х ) = І£ С 0 8 * • 
7.35. Довести, що / ( х ) + Д - х ) - парна функція, а 

Д х ) - / ( - х ) непарна функція. 
7.36. Довести, що добуток двох парних функцій є парною 

функцією, добуток двох непарних функцій - парна функція, до­
буток парної і непарної функції - непарна функція. 

7.37. Знайти періоди функцій: 

а ) / ( х ) = зіп5х; б) Д х ) = 1§соз2х; 
в ) / ( х ) - І£3х + соз 4х . 
7.38. Побудувати графік такої періодичної функції з періо­

дом Т - 1, яка на інтервалі [0,1) задана формулою: 
а) у - х; б) у = х 2 . 
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е) у = 2 з і п ^ х - ^ . г)у = $\п^; д) >> = --2$іпу; 

7.43. Побудувати графіки функцій: 
х 

а) у = агсі§ х ; б) у = 2 агсзіп —; 
К 

в) у = 1 + агс!§2х; г) у - — - агссоз2х. 

Г р а н и ц я ф у н к ц і ї 

7.44. Довести, використовуючи означення границі на мові 
" є - 8 " , що 1 і т / ( * ) = Л: 

а) /(*) = х2, а = 2, А = 4 ; 

б) / ( * ) = - , а = \, А = \; 
х 

з) Д х ) = 1 8х, а = 1, .4 = 0 . 

7.39. Побудувати графіки функцій: 

л 1 3 (Г\ І з 
а) У = -х ; б) у = --х ; 

в) у - х 3 + Зх 2 ; г) у = х 3 - х + 1. 
7.40. Побудувати графіки функцій: 

а)у = -2х; 5)у = Г+і; в ) ^ = 1-З т; г)у = 2^2 

7.41. Побудувати графіки функцій: 

а)>> = - 1 о § 2 х ; б)у = І£—; 
х 

в)_у = | і § х | ; г) _у = 1о§ 2| х І. 

7.42. Побудувати графіки функцій: 
а)ту = - з і п х ; б ) > > - 1 - 5 І п х ; в)у = 8Іп2х; 
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У задачах 7 . 4 5 - 7 . 1 2 9 знайти границі функцій. 

х 2 - 2 х 2 + З 
7.45. І і т — . 7.46. І іт— . 

*-х>ЗдГ-5* + 1 ^ з х

2 _ з 

7.47. І і т — . 7.48. Ііт ^ ~ 3 . 
* - > І 1 - Х *->73дг 4 + х + 1 

х 2 - 1 х 2 - 2 х 
7.49. І і т - = . 7.50. Ііт 

X і 4-Зх 4-2 *->2 х2 -Ах + 4 

х 2 - 2 х + 1 ,. х 3 + 3 х 2 + 2 х 
7.51. Ііт ; . 7.52. Ііт 

л-* 1 X 3 - X х->-2 х2 - X - 6 

х 3 + х - 2 х 3 - З х + 2 
7.53. Ііт—; г . 7.54. Ііт-

х 3 - х 2 - х 4-1 х 4 - 4х + З 

_ __ .. х т - 1 Ж Т _ _ , ,. (х + / г ) 3 - х 3 

7.55. Ііт , т,п є N . 7.56. Ііт 
г-И х" - 1 «-»о Н 

„ С „ . . Л/1 + Х 2 - 1 „ ^ 0 , . А / І 4 - Х - 1 
7.57. Ііт . 7.58. Ііт - . 

_ . . . ,. л / х 2 4 - 1 - 1 ^ п л / х - 1 - 2 
7.59. Ііт , = . 7.60. Ііт-

х->0 л / х 2 4 - 1 6 - 4 

.. З - л / 5 4 - Х _ _„ ,. л/і 4- х 2 - 1 
7.61. Ііт , 7.62. Ііт 

1 - л / 5 - х ' ' " *-*о X" 

_ ,. л/і + х - л/і - х ,. л/х 4- /г - л/х 7.63. Ііт . 7.64. Ііт 
х->0 х А->0 . /ї 

7.65. Ііт * ^ . 7.66. Ііт ^ = — - . 
*-»8 л / х - 2 л / х - 1 
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_ ,. л / х - 1 ... _ ,„ .. Ух - І 7.67. Ііт—==—, п,те?і. 7.68. І і т - 7 = — 

7.69. І і т х +х 
*->°° х4 - Зх2 + 1 

7.70. Ііт 
х 4 - 5 х 

7.71. І і т 
х 2 - 1 

2хА + 1 
7.72. І і т 

*->°°х - З х + 1 

1 + х - З х 2 

1 + х 2 + Зх 3 

7 7 3 І і т (* + 1 ) ' 0 + ( * + 2 ) і 0 + . - + (-У + 100) 1 0 

' *-*» х 1 0 + 10 1 0 

Ч 1 0 

„ „ . .. л/х 2 +1 + л/х „ „ „ .. л/х 2 +1 - л / х 2 +1 7.74. І і т ,. . 7.75. І і т . ===== 
^ х 3 + х - х г ^ ^ х 4 +1 - V * 4 + 1 

7.76. Ііт 
54х1+3+442хГ~\ 

X + х +1 - X 

7.77. І іт 
х-*1 

( 1 
1 -х 1 - х 3 

7.78. Ніг/ 1 

.ї->2 

1 
^ х ( х - 2 ) х - З х + 2 

7.79. І і т X [. 7.80. І іт 
~ї *Ґ»]} / " V " І / V 

^ '^-у^л. 1 ' -г і у 
7.81. І і т (л/х + а - V I ) . 7.82. І і т (л/х2 +1 - Т х 2 " Т ) . 

7.83. І і т (л/х2 - 5 х + 6 - х ) . 7.84. І і т х ^ х 2 +1 - х) . 

7.85. ! іт ( л / і ^ 2 д г - 1 - л / х ^ 7 ] Г Г з ) . 

7.86. І і т х 3 / 2 ( / х 3 +1 - л / х 7 ^ 1), 
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_ ,. ЗІпЗх 
7.87. Ііт 

*->0 X 

7.89. Нт 
і%2х 

7.91. І іт 

х->0 зіп 5х 
2х - агсзіп х 

*-+о 2х + агсІ§ х 

7.93. І іт 
1 - СОЗ X 

7.95. І іт 
х->0 

7.97. Ііт 

*->о хзіп2х 

1 + з і п х - с о з х 
*->о 1 - зіпх - созх 

(1 - с о з а ) 2 

а-»о 1 § 3 а - з і п 3 а 

7.99. І іт 
я ґ 

1 - зіп X 

дг->— 
2 Я \ 

- X 

7.101. І іт {-
Л2 

* § Х 

7.88. І і т ^ . 
х-+0 Х 

_ _ _ .. 2 агсзіп х 
7.90. І і т 

*->о Зх 
1 - созх 

7.92. Ит 
*-»° Xі 

7.94. І іт 
а ^ ° і / ( 1 - с о з а ) 2 • 

_ ~ , .. І е а - з і п а 7.96. І іт — г 

7.98. І іт 
*->о 

а->0 

ґ І 1 Л 

^зіпх і§х 

7.100. Ііт созх 
^ О - з і п * ) 2 

7.102. І іт зіпа 
а 

7ГХ 

х->1 

7.105. І іт созх - зіпх 
.ч соз2х 

~ . у-а . пу 
.у—>я 

51П X 

7.106. Ііт 

2 "2а 

я 

л/3 
6 созх 

2 

7.107. І іт 1 + -
V х) 

7.108. Ііт 
/->оо 

Г . - і ] ' 
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7.109. Ііт 
Гх + 1 2х-1 

7.111. Ііт 
х->+°о 

ґ х + 1 V 

у2х-1у 

7.110. 

7.112. 

І і т 
х->оо 

х+1 

Ііт 
х-»±°о 

Зх + 2 

2х + П 
V х -1 

7.113. І і т 
X—>±0О 

( 1 ч * 
1 + - 7.114. Ііт 

X—>00 

Г х 2 - 2 х + Г 
х 2 - 4х + 2 

7.115.1іт(со8х) 
х->0 

1_ 
8 1 П Х 

7.117. Ііт 1п(1 + Ах) 

7.116. 1іт(1 + і§ 2 7х) 2 ^, 
х->0 

х->0 х 
7.119. І і т [х(1п(х + а ) - 1 п х ) ] . 

7.118. 1 і т 1 П ( а + х ) - - ^ 
х-+0 

_ .. Іпх - 1 
7.120. Ііт 

х-+е Х-Є 

7.122. Ііт 
. е 2 * - 1 

*->о Зх 

7.124. Ііт - - -
х->0 

7.126. І і т 
х->0 х 

7.121. Ііт 
. а л - 1 

7.123. 

7.125. 

7.127. 

1іт е * _ е 

х->і д: - 1 

.. ех-е~х 

І і т 
*->о ЗІП X 

, . ІПС05Х 
І і т х-*0 2 

7.128. 1іт(соз х + зіп х)х . 7.129. 
х->0 

8 1 П Х 

, . ( ЗІП X І Х - 5 Ш Х 

н т 
*-><\ х 
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П о р і в н я н н я н е с к і н ч е н н о м а л и х 

7.130. Довести еквівалентність нескінченно малих функцій 
а(х) і Р(х) при х -» 0 : 

а) а(х) = 1п(1 + 5х), р(х) = е5х -1; 

б) а(х) = хех, (3(х) = х ; 

1-созх 
в) а(х) = , р(х) = х ; 

х 
г) а(х) = е2х - ех, Р(х) = зіп 2х - зіп х . 

7.131. Довести, що нескінченно малі функції а(х) і Р(х) 
одного порядку малості: 

1 -х /— 
а) а(х) = , Р(х) = 1 -Ух, х —> 1; 

1 + х 
б) а(х) = 1 - х, р(х) = 1 - л/х, х -> 1; 

в) а(х) = л/4 - х - 2 , Р(х) = х, х —> 0 . 

7.132. Порівняти нескінченно малі функції а(х) і р(х) при 
х - > 0 : 

а) а(х) = Xі зіп 2 х, Р(х) = х 1§ х ; 

б) а(х) = 1п (1 + Зх зіп х), Р(х) = \% х1; 

в) а(х) = ах - 1 , р(х) = х1па . 

7.133. Довести вказані рівності при х -> 0 : 

а) х 3 агсзіп2 Зх = о ( х 3 ) ; 

б) 2х 2 + х І§х = о(х); 

в) л/2 + х 3 -л/2 = 0 ( х 3 ) . 
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7.134. Визначити порядок малості нескінченно малої 
функції а(х) відносно Р(х) = х при х -» 0 : 

а) а(х) = х 3 + 100х 2 ; б) а(х) = * ( х + гХ) ; 
1 + л/х 
7х 1 0 

в) а(х) = л/х 2 - л/х ; г) а(х) = 
х 3 + 1 

д) а(х) = л/і + хзіпх - 1 ; е) а(х) = л/зіп2х ; 

є) а ( х ) = 
ЗVx 3 

1-х 

§2. Неперервність функцій 

І. Короткі теоретичні відомості 

Означення неперервності. Функція /(х) називається неперервною 
в точці х = а, якщо: 

1) функція /{х) визначена в точці х = а і деякому її околі; 

2) існує скінченна границя І і т / ( х ) ; 

3) ця границя дорівнює значенню функції в точці х = а , тобто 

Н і й / ( * ) = Д о ) . (7-12) 

З умови неперервності (7.12) випливає, що 

І і т /(х) = /(Птх), (7.13) 
Х—ЇА Х—ЇА 

що дає правило граничного переходу під знаком неперервної функції. 
Умова неперервності (7.12) може бути також представлена у вигляді 

Нт Д Д а ) = 0 (7.14) 
&Х->0 

або у вигляді 
/(а + 0) = Да~0) = /(а). (7.15) 

Умова (7.14) означає, що для неперервної в точці х = а функції, не­
скінченно малому приросту аргументу в точці а відповідає , нескінченно 
мале значення приросту функції в цій точці. 
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Умова (7.15) означає, що для неперервної в точці х -• а функції, гра­
ниця функції справа в точці а дорівнює границі функції зліва в точці а і 
дорівнює значенню функції в цій точці. 

Якщо функція неперервна в кожній точці деякої області, то вона нази­
вається неперервною в цій обметі. 

Точки розриву. Точка а , в якій порушена хоча б одна з умов непе­
рервності, називається точкою розриву функції /(яг). 

Точки розриву класифікуються таким чином. 
Якщо існують скінченні границі / ( а + 0) і / ( а - 0 ) , причому не всі 

три числа / ( о + 0), / ( а - 0 ) , / ( о ) рівні між собою, то точка а називається 
точкою розриву першого роду. 

До точок розриву першого роду відносяться точкиуеувного розриву та 
точки розриву типу "стрибок". 

Якщо 
Да + 0) = /(а-0)*/(а), (7.16) 

то точка х = а називається точкою усувного розриву. 
Якщо 

/ ( в + 0 ) * / ( я - 0 ) , (7.17) 
то точка х = а називається точкою "стрибка ", 
а величина 

Д / = / ( а + 0 ) - / ( в - 0 ) (7.18) 
стрибком функції /(х) в точці а . 

Точка а називається точкою розриву другого роду функції /(х) , якщо 

хоча б одна з границь /(а + 0), / ( а - 0 ) не існує або дорівнює нескінченності. 

Властивості неперервних функцій 
Арифметичні операції над неперервними функціями. Нехай функції 

/ ( .*) та ф(х) неперервні в точці х=а. Тоді в цій точці неперервні функції: 

с •/(*), с = соп8І; Дх)±Ф(х); Дх)-ф(х); Ц^- (<р(а)*0). 

ф(х) 
Неперервність складної функції. Якщо функція х = ц>(() неперервна в 

точці а, а функція у - /(х) неперервна в точці Ь = ф(й), то складна функ­

ція у = /[($>(()] неперервна в точці а . 
Неперервність оберненої функції. Нехай функція у = /(х) визначе­

на, зростаюча (спадна) і неперервна на відрізку [а,Ь], де {(а)-а, 
/(Ь) - (3 (а < Р) . Тоді ця функція має на відрізку [а.Ь] обернену функцію 

х = /''(у) або х ф(г), яка є зростаючою (спадною) і неперервною. 



290 Глава 7. Границі та неперервність функцій 

Неперервність елементарних функцій. Елементарні функції непе­
рервні в усіх точках, в яких вони визначені. 

Властивості функцій, неперервних на відрізку 
Функція Дх) неперервна на відрізку [а,Ь], якщо вона неперервна в 

кожній точці відрізка, причому неперервність в точці а означає непе­
рервність справа, тобто Да + 0) = /(а), а неперервність в точці Ь означає 
неперервність зліва, тобто / ( 6 - 0 ) = ДЬ). 

Функція /(х), неперервна на відрізку [а,Ь], має такі властивості: 

1) обмежена на відрізку [а,Ь]; 

2) досягає на відрізку [а, Ь] свого найбільшого та найменшого значення; 

3) приймає всі проміжні значення між Да) = А\ /(Ь) = В, АФВ, тоб­

то для будь-якого числа С , що лежить між числами А і В, знайдеться така 

точка с є (а,Ь), що Де) = С ; 

4) за умови, що Да) • ДЬ) < 0 , існує хоча б одна точка се(а,Ь) така, 

що Де) = 0 

Рівномірна неперервність. Функція Дх) називається рівномірно не­
перервною на проміжку X, якщо для будь-якого є > 0 знайдеться таке 
5 = 5(є) , що для будь-яких х', х" є X з нерівності | х - х " | < 8 випливає, 

Що |ДдО-/(*')|<є. 
Теорема Кантора. Якщо функція Дх) неперервна на відрізку [а,Ь], 

то вона рівномірно неперервна на ньому. 

//. Контрольні питання та завдання 

1. Дайте означення функції, неперервної в точці. 

2. Дайте означення точки розриву функції. Наведіть класи­
фікацію точок розриву функції. 

3. За яких умов складна функція неперервна; обернена функ­
ція неперервна? 

4. Сформулюйте поняття неперервності функції на відрізку. 

5. Наведіть властивості функцій, неперервних на відрізку. 

6. Дайте означення рівномірно неперервної на проміжку 
функції. 
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///. Приклади розв 'язання задач 

Приклад 1. Довести, що функція у = зіпх неперервна для 
будь-якого х є К. 

• Знайдемо Ау: 
• / А л - • Ах ( Ах Ду = ЗіПІХ + Д х ) - 5 Ш Х = 2зіп соз хн 

2 І 2 

Ах ^ Ах\ 
І і т Ау = І і т 2зіп созі х + — = 0 , 

ді->о ' дг->о 2 V 2 ) 
Ах ( Ах\ 

бо зіп — — > 0 при Л х - » 0 , СОЗІХ + — І <1 У х е к . 

Отже, функція у = зіп х неперервна для будь-якого х є К . Ч 

Приклад 2. Дослідити задану функцію на неперервність, 
знайти точки розриву і встановити їх характер: 

а) т = б) Д х ) = ^ 4 ; 
| х | 

1 лг+1 

в) Д х ) = Зх~2; г) Д х ) = є*2-3*'4 . 
зіпх 

• а) / ( * ) = - г т • 
\ х \ 

Функція визначена для всіх х , крім х = 0 , і є неперервною на інтер­
валах ( -оо , 0 ) , (0, + о о ) , бо частка від ділення неперервних функцій є функ­
цією неперервною. 

Обчислимо / ( 0 4-0) і Д О - 0 ) : 

„, ,. зіп X зіпх , / ( 0 4 - 0 ) = І і т ~ — г = І і т = 1 ; 
л ->+0 X дг-»+0 д: 

„,„ п ч ,. зіпх зіпх зіпх 
/ ( 0 - 0 ) = І і т - — р = І і т = - І і т = - 1 . 

х->-0 | х | лг->-0 - X х - > - 0 X 

Маємо, що / ( 0 4- 0) Ф / ( 0 - 0 ) , отже х = 0 - точка розриву першого 
роду, типу "стрибок". 

Величина стрибка Д / = / ( 0 4 - 0) - / ( 0 - 0 ) = 1 - ( - ! ) = 2 . 

б) Д х ) = -
х 2 - 9 
х - 3 
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Функція визначена для всіх х , крім х = 3 , і є неперервною на інтерва­
лах (-со,3), (3, + со) . 

Обчислимо / ( 3 + 0) і / ( 3 - 0 ) : 

7 ( 3 + 0 ) = І і т ^ - — ^ = 6; 7 ( 3 - 0 ) = І і т ^ — ^ = 6 . 
г->3+0 X - З ЛГ-+3-0 X — З 

Маємо, що / ( З + 0) = / ( 3 - 0) * / ( 3 ) , бо при х = З функція невизна-
чена. В точці х - 3 маємо розрив першого роду - усувний розрив, 

і 
в) 7(.г) = 3 > - 2 . 
Маємо показникову функцію, яка неперервна в кожній точці її області 

визначення. У точці х = 2 функція невизначена. Отже, функція неперервна 
на інтервалах ( -оо , 2 ) , (2, + оо) . 

Обчислимо 7 ( 2 + 0) і 7 ( 2 - 0 ) : 

7 ( 2 + 0 ) = І і т З*- 2 = 3 + 0 ° = + о о ; 7 ( 2 - 0 ) = І і т 3х'2 = 3~°° = 0 . 
х - » 2 + 0 л - > 2 ~ 0 

В точці х = 2 функція має розрив другого роду, 

г) 7 ( х ) = є*2-*"-4 . 

Функція визначена в усіх точках, крім х, =-\,х2 =4 (це корені 

рівняння хг - З х - 4 = 0 ) . Отже, функція неперервна на проміжках ( - о о , - 1 ) , 

(-1,4), (4, + оо ) , розрив можливий тільки в точках х, = - 1 , х 2 = 4 . 
Дослідимо характер точок розриву. 

дг+1 і 
Врахуємо, що 7 ( х ) = е

{х+[)(-х'4) = е~4. 
і _\_ _і_ ^ 

/ ( - 1 + 0 ) = І і т ех~4=е5; / ( - 1 - 0 ) = І іт е"-4=е5. 
Маємо / ( - 1 + 0 ) = / ( - 1 - 0 ) , отже, точка х = - 1 -точка усувного розриву. 

/ ( 4 + 0 ) = І іт ех~4 = е + 0 ° = + о о ; / ( 4 - 0 ) = І і т ех~4=е~х=0. 
х - > 4 + 0 Х-+4-0 

Точка х = 4 - точка розриву другого роду. Ч 
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Приклад 3. Дослідити задану функцію на неперервність і 
побудувати її графік. 

І 

(х-\)2 

5 - х, 

оо < х < 0; 

0 < х < 2; 

2 < х < + о о . 

• Функція Д х ) визначена і неперервна на інтервалах 

-зс.О), (0,2), (2, юо) , де вона задана неперервними елементарними функ-

И Л * И . Отже, розрив можливий тільки в точках дг, = 0 і х2 = 2 . Визначимо 
лвмггер точок розриву. 

- 0 ) = І іт ( х - 1 ) 2 = 1 ; Д 0 - 0 ) = І іт х2 = 0 ; Д 0 ) = х 2 | = 0 . 
х - > + 0 т - > - 0 '•»=•' 

/"(0 + 0) *• Д О - 0) , отже, функція Д х ) в точці х, = 0 має розрив пер-

" • ролу, типу "стрибок". Величина стрибка Д / - 1 - 0 = 1. 

/ ( 2 + 0 ) = І іт ( 5 - х ) = 3 ; Д 2 - 0 ) = І і т ( х - 1 ) 2 = 1 ; 
> 2 + 0 - > 2 - 0 

I X - 1 ) " 
г=2 

1 . 

| \ 1 + ^ Ф | ( ^ - ^ ,отже, '^уттля ^-х 4) ВТОЧУ» х 1 = 1 шк. розрита тлр-

шого роду, типу "стрибок". Величина стрибка Д / = 3 - 1 = 2 . 

Графік заданої функції зображено на рис.7.1. 

Рис.7.1 < 
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Приклад 4. Дослідити функцію /(х) = 9Х~2 +\ на непе­
рервність в точках х, = 2 , х2 = 3 . 

• Для точки Х| = 2 маємо: 

/ ( 2 + 0 ) = І іт 
д->2+0 

9 * - 2 + 1 

/ ( 2 - 0 ) = І іт 
дг->2-0 

( _ і _ 
9 * - 2 + ] 

= 9 + 0 ° + 1 = + о о ; 

= 9" = с + 1 = 0+1 = 1. 

Отже, в точці х, = 2 функція має розрив другого роду. 

Для точки х 2 = З маємо: 

/ ( 3 + 0 )= І іт 
<-->з+о 

9*-2 + 1 

/ " (3-0) = І і т 
х->3-0 

/ 0 ) = 

^ _!_ ^ 
9 х-2 + 

V У 

/" 1 > 

9 > - 2 + 1 

V ^ х=з 

= 9 + 1 = 1 0 ; 

= 9 + 1 = 10; 

= 9 + 1 = 10. 

Отже, в точці х 2 = З функція неперервна. Ч 

Приклад 5. За якого значення параметра А функція 

/ 0 0 = 
л / х ~ Л - 2 

, ХФ5; 
х-5 
А, х - 5. 

буде неперервною? 

• Знаходимо І і т / ( х ) : 
Ї->5 

,. , . , ,. л /х^ -Т-2 ,. (Л/Х -Т-2)(Л/Х : : Т + 2) .. х - 1 - 4 1 
І іт / (х) = І іт = І і т . = І іт = —. 

х->5 х - 5 *->5 ( х - 5 ) ( л / х ^ 1 + 2 ) * - > 5 ( х - 5 ) - 4 4 
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Враховуючи, що функція неперервна за умови, що 

Д 5 + 0) = Д 5 - 0 ) = Д 5 ) І Д 5 + 0) = Д 5 - 0 ) = | , 
4 

маємо, що / (5) = А = — . 
4 

Отже, функція Дх) неперервна при А=--.< 

Приклад 6. Довести, що функція у - §іпх рівномірно не­
перервна на будь-якому проміжку числової осі. 

• Задамо є > 0 . Доведемо, що існує таке 5 = 5(є) > 0 , що з нерівності 

| х - х"\ < 8 випливає, що \/(х')- /\х") | < є. 

Оцінимо | і(х')- Дх")\ • 

\Дх')- Дх")\ = \ат х' -5ІПХ" 

< 2 \ І - * 1 = \ Х ' - Х ' \ . 

2 ' 

І повинно бути І х - х"\ < є. 

Отже, 5 = с , тобто існує таке 8 = є , що як тільки | х - х"\ < 8 , то вико­

нується нерівність І /(х') - Дх") | < е. -̂ 1 

Приклад 7. Довести, що функція у = 8Іп— не с рівномір-
х 

но неперервною на інтервалі (0,1) . 
• Задамо с , що задовольняє умові 0 < є < 2 . Доведемо, що для 

У є є ( 0 , 2 ) не можна вказати 8 > 0 , при якому \Дх')-/(х")\< с < 2 для 

всіх х', х" о (0,1) за умови | х - х" \ < 8 . Тобто доведемо, що якими б близь­

кими х' і л" не брати, | Дх') -_/ (х") | = 2 > є. 

о- , 1 , 1 
Візьмемо X = . X -— . 

я Зя 
— 4 2/ія у 2яя 
2 2 

Для будь-якого 5 можна вибрати я таким, що | а ' - . г " | < 8 . 

. . х - х х + х 
2зіп соз 

? 9 

= 2 3 1 П -
X - X С 0 8 - -

X + X 
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Але при будь-якому п 

ІДО-/(*")| . 1 . 1 
8 1 П - 7 - 5 1 П — -

X X 
8Іп| — 4 2іт | - 8 Іп[ — + 2пП 

\ 2 ) \ 2 
= | і - ( - 1 ) | = 2 > е . 

. 1 
Отже, функція у = кіп — не е рівномірно неперервною на інтервалі (0,1). А 

IV. Задачі для практичних занять 

7.135. Довести, що вказані функції неперервні в кожній 
точці їх області визначення: 

а) Дх) = х", п є N ; б) Дх) = а, аеЯ; 

в) Дх) - •*> а>0,аФ\; г) / ( х ) = созх . 
7.136. Дослідити задану функцію на неперервність, знайти 

точки розриву га встановити їх характер: 

б) Дх) = а) Л х ) : 

в) Дх) 

Д) Дх)-

х " ( х - 1 ) 

2 1 / х - 1 

2 ^ + 1 : 

і 
з * - 2 - 1 

3*~ 2 +1 

є) Д х ) = а г с і § - ; 
X 

З х - 5 

г) Дх) = 3^2-

\ 44 \ ^Тх^-3 
е) Дх) = -——-

х-А 1 
ж) Д х ) = (1 + х)агсі§- , 

1 - х 

з) Дх) = 

і) Дх) = 

2 \ - 1 < х < 1; 

1, * = 1; 
х - 1 , 1 < х < 4 . 

7Г Я 

соз х, < х < —; 
2 4 

4 
-> тс 2 тс 

х" , — < х < я . 
16 4 
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7.137. Для заданої функції / ( х ) визначити, за якого вибору 
параметрів, що входять в її означення, функція буде неперервною: 

а ) Ж > = 
[х + 1, х < 1; 

} З - Й Г Х 2 , х > 1. 

Г х 2 + х - 2 
б) Дх) = 

•, х * 1; 
х - 1 
А, х = І. 

В ) Д Х ) : 

ах + \, х < —; 
2 

81ПХ + 0 , Х > — . 
2 

г)/(-*) = 

-2зіпх, х < — ; 
2 

ЛЗІПХ + І К < Х < — , 
2 2 

С08Х, Х > —. 
2 

Д) Д * ) = 

( х - 1 ) 3 , х < 0 ; 

ах + Ь, 0 < х < 1, е) Д х ) = 

л/х, х > 1 . 

х, ІхІ < 1; 

х 2 + ах + /З, І х І > 1. 

7.138. Функція Д х ) не визначена при х = 0 . Довизначити 
ДО) так, щоб функція Д х ) була неперервна при х = 0 : 

ч (1 + Х ) " - 1 1 - С 0 8 Х 

а ) Д х ) = ^ - — , п є И ; б) Д х ) = - — ; 
X X" 

в ) д х ) = 1п(1 + х ) - 1 п ( 1 - х ) . г ) т = 

2 1 
Д) / ( * ) = * 8 і п - ; е) Д х ) = Х С І £ Х 

х 2 - 1 
7.139. Функція / (х) = —г не визначена при х = 1. Довиз-

х - 1 
начити / (1 ) так, щоб функція / ( х ) була неперервна при х = 1. 
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_ , . „ „ , ... 81ПХ . 

7.140. Якого роду розриви мають функції у = і 
X 

СОЗ X 
у = при х - 0 ? Вказати характер графіків цих функцій в 

х 
околі точки х = 0 . 

7.141. Дослідити неперервність функції Дх) = 
Щ х*0; 
х 
0, х = 0. 

Побудувати її графік. 
7.142. Скільки точок розриву і якого роду має функція 

у = —І—-? Побудувати схематично її графік. 
^1*1 

7.143. Функція /(х) = агсі§ — не визначена в точці х = 0 . 
х 

Чи можна так довизначити функцію Дх ) в точці х = 0 , щоб 
функція була неперервна в цій точці? 

7.144. Довести, що функція у - - — в точці х = 0 має 

розрив першого роду. Побудувати схематично графік цієї функції 
в околі точки х = 0 . 

У задачах 7.145 - 7.148 дослідити на рівномірну непе­
рервність задані функції на заданих проміжках. 

7.145. / ( * ) = X 
. 7 ' [-1.1]. 7.145. / ( * ) = 
4 - х 2 

7.146. Дх ) = Іпх, (0,1]. 

7.147. Дх) = 
зіпх 

(0,я]. 
X 

7.148. Дх) = V*, [0, + » ) 



ГЛАВА 8. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЙ 
ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

§1. Диференціювання функцій 

І. Короткі теоретичні відомості 

Похідна, її механічний та геометричний шіст. Похідною від функції 
Ау 

у = /(х) у точці х називається І іт — , якщо ця границя існує. 
Д ї - » 0 Дх 

Позначення: у'(х), у'х, — , / " ( х ) . 
ох 

Отже, за означенням 

, ,. Ау ґ(х + Ах)-/(х) 
у = І і т — = І і т — — і - ^ — і - . 

Лі->0 Дх Лї ->0 Дх 

Операція знаходження похідної називається диференціюванням функції. 
Механічний зміст похідної: швидкість у прямолінійного руху точки в 

момент часу / є похідна від шляху 5 за часом / , тобто, якщо І = .$(/), то 
У = • 

Геометричний зміс т похідної: похідна в точці х 0 від функції у = /(х) 
дорівнює кутовому коефіцієнту дотичної до графіка цієї функції в точці з 
абсцисою х 0 , тобто у' = 1§а . 

Основні правила диференціювання 

1. С = 0 . 

2. (Си)' = Си'. 

3. ( и ± у ) ' = и ' ± у \ 

4. ( и - у ) ' = н ' - у + и - у ' . 

Г 

. (иЛ и ' - у - и - у ' . 

6. ( / ( « ) ) ' , - / : • « ; . 

7. х'„ = — , де х = х(у) - обернена функція для функції у = у(х). 
Ух 
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У правилах диференціювання 1-6: С - стала, и = и(х), У - у(х). 

Має місце також правило диференціювання добутку п функцій 
и = и(х), У = У{Х), и> = \у{х),...,2 = г(х) : 

(и • V- \У...г)' - и' - V• И>...2 + и - У'• №..,2 + ... + и • V • М...г'. 

Основні формули диференціювання 

1. (иау = аиа'] а є К . 

2. ( | 0 8 в „ ) ' = _ ! _ . и ' . 
ита 

3. (1пи)' = - - м ' . 
и 

4. (аиу = а"1паи'. 

5. (еи)' = еи 

6. ( З І П И ) ' = СОЗИ и' . 

7. (созм/ = - з і п и - и ' . 

8. (1 8 и) ' = -1Т~и'. 
соз и 

9. ( с ї 8 и) ' = — - 1 — и'. 
зіп и 

10. (агсзіпц)'= ~ } 7-й'. 

4\-и2 

11. (агесозм)' = —,-~ .. • и'. 
л / і ^ и 2 

12. (агсі 8 и) ' = — і — - и ' . 
1 +м 

13. (агсс!£«)' = ^—и'. 
1+и 

14. (зЬг()' = с Ь « - и ' . 

15. (сЬі/)' = 8 І 1 М • » ' . 



>, її , > »• і. 

§ 1. Диференціювання функцій ЗОЇ 

16. ( Л И ) ' = - І - Ї * . 
сЬ и 

17. ( с т и ) ' = \ - и • 
$Ь и 

Тут и = и(х). Якщо и(д-) = х , то и'(л:) = х' = 1 . 
Логарифмічне диференціювання.Логарифмічною похідною функції 

У = /М називається похідна від логарифму цієї функції, тобто 

V 

Послідовне застосування логарифмування та диференціювання 
функцій називається логарифмічним диференціюванням. У деяких випадках 
попереднє логарифмування функцій спрощує знаходження її похідної. 

Для знаходження похідної від складної показникової функції 

У = и \ 

де и = и(х), V = у ( х ) , и(х) > 0 , попередньо застосовують логарифмування. 

Маємо 

1п у = у]пи, 

У' м 

— = у Іпи + V — , 

у = у V Іпг/ + V — 
и 

у' = И*' у ' І П И + V = « " І П И • Vі + VIIі ' - м ' . 

Зауважимо, що похідну від складної показникової функції можна зна­
ходити, представивши цю функцію у вигляді 

у = и" =е ' " " ' = е " | п " . 
Тоді 

у

І = {и")' = (е^пи) = еУІпи(у'Іпи + у— ) = иу(у'\пи + у— \ = 

= и" І П И - У ' + У И " 1 и ' . 

Отримали такий же результат. 
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Похідна неявної функції. Якщо залежність між х та у задана в не-

то для знаходження похідної у'л = у' треба: 
1) обчислити похідну по х від лівої та правої частини заданого рівняння 

2) розв'язати останнє рівняння відносно у'. 

Диференціал функції. Якщо функція у = / ( х ) диференційовна в 

точці х, тобто мас в цій точці скінченну похідну у', то її приріст представи-
мий у вигляді 

де а -» 0 при Дх -> 0. 

Диференціалам функції у = /(х) називається головна частина її при­

росту, лінійна відносно приросту аргумента Ах . 

Позначення: сіу. 
Отже, 

явній формі 

Р(х,у) = 0, 

Р(х,у) = 0, 

вважаючи у функцією від х . 

Отримаємо 

Р,(х,у,у') = 0. 

Ау = у' Ах + а Ах, 

а'у = у'Ах 
або 

Лу - у'-йх . 
Правила знаходження диференціалів: 
1. йГ = 0 . 

2. 4{Си) = Ссіи. 

3. с!(и +>•) = сіи + сіу. 

4. й(и •у)-уа'и + иа'\І. \ 

Тут С - стала, и = и(х), V = г ( х ) . 



§1. Диференціювання функцій 303 

Застосування в наближених обчисленнях. Порівняння Ау з ау показує, що 

Ау « Ау. 

Звідси 

Дх + Ах)-Дх)*Г(х)Ах, 

Дх + Ах)«Дх) + Д{х)Ах. 
Ця формула застосовується для наближеного обчислення значень 

функції при малому прирості Дх незалежної змінної х . 

Геометричний зміст диференціала. Геометрично диференціал Ау є 

приростом ординати дотичної до графіка функції в точці М(х,у): 
йу - 1§а- Дх (рис.8.1). 

у 

Ау 

'. - , 

х х + Дг 

Рис.8.1 
Похідна функції, заданої параметрично. Якщо функція у = / ( х ) за­

дана параметрично рівняннями 

| х = х(/) 

[У = У(Ч 

то похідна від неї обчислюється за формулою 

ах х, 

Похідні вищих порядків. Похідною другого порядку від функції 
у = Дх) називається похідна від її першої похідної, тобто 

йх1 
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Аналогічно визначаються похідні більш високих порядків: 

И*)У = / " ( * ) = 4 т = ^ ' 

сіх" 

Механічний зміст другої похідної. Якщо 5 = - функція, що опи-

сує закон руху матеріальної точки, то —— -а - прискорення цієї точки в 

момент часу І. 
Для похідних п -го порядку справедливі наведені нижче формули. В 

них покладено, що и = и(х) , V = У ( Х ) , С = с о т і . 

1. ( С и ) ( л ) = С і / ( п ) . 

2 ( и ± у ) ( я ) = і # ( " ) ± і ' ( " ) . 

3. (и-у){г) = £ с * и ( "-*У*> - формула Лейбніца. Тут і / ( 0 ) =и , 

у ( 0 ) =• у , С* - число комбінацій з п по к , Ск„ ~ — . 
" ( и - * ) ! * ! 

Наведемо також вирази для похідних п -го порядку зід деяких функцій: 

(ех)(п)=ех; (ах){п) = ах(\па)"; 

( 5 І П Х ) ( " ' = 5 Н Ш х + п~^ 1! ( с о $ х ) ( л ) = созі х + « ~ 1; 

( х т ) ( , , ) = 

т\, якщоя = /и, 
0, якщо п > т, 

т{т-\)...(т-{п-\))хт~", якщо п <т. 
Похідні вищих порядків функцій, що задані неявно. Нехай функ­

ція у = /(х) задана неявно рівнянням 

Р(х,у) = 0. 
Процифереиціювавши обидві частини цього рівняння по змінній х , вва­

жаючи, що у = / (х), отримаємо рівняння першого степеня відносно у', тобто 

Г1(х,у,/) = 0. 
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Звідси знаходимо у'. 
Продиференціювавши обидві частини останнього рівняння по х, вва­

жаючи, що у та у' функції від х, отримаємо рівняння відносно у", тобто 

Р2(х,у,у',у') = 0, 
і т.д. 

Похідні вищих порядків функції, заданої параметрично. Нехай 
функція у = /(х) задана параметрично рівняннями 

/ * = * ( / ) , 

[.V = ДО-
Похідні від такої функції обчислюються за формулами 

Ух , ~ , > 

ах хг 

, _Лу\) _{у\У, 
У \.х 

У х\х 

СІХ XІ, 

СІХ х\ 

і т.д. 
Диференціали вищих порядків. Диференціалом я-го порядку від 

функції у-/(х) називається диференціал від диференціала (п ~ 1) поряд­
ку цієї функції, тобто 

і!" у = сі (а"'-1 у). 

Якщо задана функція у = / ( л ) , де Ї - незалежна змінна, то маємо 

сі2у - сі(йу) = у'Чх2 , 

(І\ = сі(а":]у)^у(:')а,х". 

Якщо у- /(и), м=ф(л'), и - залежна змінім, то маємо 

(і2у = у"„А1' +УІ,'12" • 
Аналогічно знаходяться диференціали більш високих порядків. 
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//. Контрольні питання та завдання 

1. Дайте означення похідної. Наведіть її геометричний та 
механічний зміст. 

2. Наведіть формули похідних суми, добутку та частки двох 
функцій. 

3. Наведіть формули диференціювання степеневої та по­
казникової функцій. 

4. Що називається логарифмічним диференціюванням? 
5. Як знаходиться похідна від складної показникової 

функції? 
6. Сформулюйте означення диференціала. Який його гео­

метричний зміст? 
7. Як застосовується диференціал у наближених обчисленнях? 
8. Дайте означення похідної п -го порядку. 
9. Наведіть формулу Лейбніца для похідної п -го порядку 

від добутку функцій. 
10. Як знаходяться похідні першого та другого порядку від 

функції, заданої параметрично? 
11. Як знаходяться похідні першого та другого порядку від 

функції, заданої неявно рівнянням Р(х,у) = 0? 
12. Дайте означення диференціала п -го порядку. 
13. Наведіть формулу для диференціала п -го порядку від 

функції- у - /(х), коли х - незалежна змінна. 

///. Приклади розв 'язання задач 

Приклад 1. Знайти похідні вказаних функцій: 

а) у = 5х3 - 6х 2 + 7х + 4 ; б) у = х 3 агсІ§ х ; 

в) у = агезіп х 
X 

( З г)у= 17 + — ' 4 ' 
V X ) 
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д) у - 1п(х + \ /х 2 + 1 ) ; е) у = х л / х ( 3 1 п х - 2 ) . 
• а) застосовуючи правило диференціювання суми функцій, магмо: 

/ = (5х 3 -6л- 2 + 7х + 4) ' = 5-ЗА-2 - 6 - 2 * + 7-І = 15х 2 - 1 2 х + 7 ; 

б) застосовуючи правило диференціювання добутку функцій, магмо: 

. 3 . . . . . V і . . 2 . „ „ , „ 3 1 _ - > „ 2 . * 3 

У = (х агсі§х)' = 3х агсІ§х + х • Зх агсі£ х 
1 + х 2 ' 1 + х 2 ' 

в) застосовуючи правило диференціювання частки функцій, маємо: 
1 

У = 
агсзіп х 

. • х - агсзіп х • 1 

4^7 - > / ї ~ - 2 х • агсзіп х 

г) застосовуючи правило диференціювання складної функції, степе­
невої функції та суми, маємо: 

!7 + -У 

X V х 

12 Л 
((17 + З х " 4 ) 1 2 ) = 12(17 + 3 х " 4 ) " - 3 ( - 4 ) х " 5 

д) застосовуючи правило диференціювання складної функції, логариф­
мічної функції та суми, маємо: 

/ = (ь (х + \ / х 2 +1)^ = 
ґ 1 1 

1п(х + ( х 2 + 1 ) 2 ) 

Х + (Х 2 + 1 ) 2 

1 , - - ^ 
1 + - ( х 2 + 1 ) 2 -2х 

2 
х + ( х 2 + 1 ) 2 

1 + -

I ( х 2 + 1 ) 2 

( х 2 +-1)2 + х 

х + ( х 2 + 1 ) 2 ( х 2 + 1 ) 2 л/Т+Т' 
е) перепишемо задану функцію 

у = х\/х(31пх - 2 ) 
у вигляді 

у = х 2 ( З і п х - 2 ) . 
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Т о д і 

х 2 ( З і п х - 2 ) У = 
( з А і 2 , о І 

= -х~ 2 ( З і п х - - 2 ) 4 - х 2 - 3 - - = - * 2 га*. < 
2 х 2 

Приклад 2. Знайти похідну функції у = х С 0 5 3 г . 
• Маємо складну показникову функцію, бо і основа, і степінь зале­

жать від х . 
Прологарифмуємо задану функцію 

У = А- 0" 5 3'' . 
Маємо 

Іпу = соз 3-ї • Іпх . 

Далі диференціюємо обидві частини останньої різності по х : 

(Іп^) ' = (созЗх-Іпх) ' . 

Звідси 
У' 1 — = -з іпЗх-31пх4-сохЗх —. 
У х 

Далі знаходимо у ' : 

, , „ . , . созЗх 
У - У\ -->зіпЗх • І П Х 4 

або 

у' = х С 0 8 3 ї І - З з і п З х • І п х + — І І. М 

Приклад 3. Знайти похідну функції 
= ( 2 х - 1 ) 3 - У з ~ х + 2 

У ~ (5х + 4 ) 2 - У ї ^ х ' 
• Запишемо задану функцію у вигляді 

і 

_ ( 2 х - І ) 3 ( З Х 4 - 2 ) 2 

у ~ \_ • 
( 5 х 4 - 4 ) 2 ( 1 - х ) 3 

Прологарифмуємо задану функцію 

1п^ = 3 1 п ( 2 х - 1 ) 4 - | і п ( З х 4 - 2 ) - 2 1 п ( 5 х 4 - 4 ) - ^ - 1 п ( 1 - х ) . 
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Продиферснціюємо обидві частини останньої рівності по х : 

(1п уУ = |^31п(2х -1) + ̂ - Ц З х + 2) - 2Щ5х + 4) - —1п(1 -х)^ 

Звідси 

^ = 3 . - і - . 2 + І . - ^ . 3 - 2 — ^ 5 - 1 . ^ - . ( - 1 ) . 
у 2х-\ 2 Зх + 2 5х + 4 3 1-х 

6 3 1 10 
У = У 

2х-\ 2 Зх + 2 5х + 4 3(1 - х ) 

Отже, 

, _ ( 2 х - 1 ) 3 -л/Зх + 2 ( 6 3 10 
У , _ . . 1 1 П. /-V 1 ^ 

(5х + 4)2-Уї-х \2х-1 2(Зх + 2) 5х + 4 3 (1 -х ) 

Приклад 4. Знайти диференціал сіу функції у = 8Іп Зх. 
• Згідно з означенням 

сіу = у 'сіх . 
Знаходимо похідну заданої функції 

у' = (кіп 6 Зх)' = 6§іп 5 Зх • созЗх • 3 . 

Отже, 

сіу = 18яіп5 Зх • сокЗхях . А 

Приклад 5. Обчислити наближене значення 

• Розглянемо функцію у = л/х . Покладемо х = 27, Ах = 0,1 і засто­
суємо формулу 

Д х + Л х ) * Д х ) + Я х ) Л х . 

1 ~~ 1 
У нашому випадку / '(х) = — х 3 

3 Зл7х2 

Отже, маємо 
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Приклад 6. Знайти похідну другого порядку від функції 

у = \п(\-х). 
• Знаходимо першу похідну 

у ' = (іп(1-дг))'=-^-. 
1 - X 

Тоді 

1-х) (І-Д-Г 

Приклад 7. Використовуючи формулу Лейбніца, знайти 

У 5 ) від функції у - (х2 + х + 1) кіп де. 
• Формула Лейбніца має вигляд 

( и м . ) ( " , = £ с * « " , - і ) у " ) 

Для заданої функції и = х2 + х + 1, V = кіпх . 

У нашому випадку п = 15 , а функція и така, що 

»(0) =х2 +д- + 1, и' = 2х + 1, и" = 2, іґ = 0. 
Отже, 

У 5 1 = ( (х 2 + Х + 1НІПА) , і 5 > = С , ° 5 Л ( , 5 ) + С ^ / ' г " 4 » + С2

5и"у{]:\ 
де = 1 , С,'5 = 15, С,2

5 = І 1 І 1 = Ю5, 

У ( Л ) =(8ІП.ї)" =8іп^л- + я ^ , 

у ( І 5 ) = ьіп( X + 15 — ) = 5Іп[ V + — І = - С 0 5 Х , 

* І 2 { 2 
• 8ІП| X + 14— | = 8ІП( V + Я ) = —ЗІП X , 

У 1 = ЗІп| X + 13— І = 5ІПІ X + — І = С05Х . 
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Отже, маємо 

_у ( 1 5> =((Х
2 + . Ї+1)8ІПХ) ( І 5 ) = 1-(.Г 2 +Л-+1)(-С08Х) + 

+ 15(2х + 1)(-8іп Ї ) + 105-2СО8Х = ( 2 0 9 - л - - . г 2 ) с о 8 . ї - 1 5 ( 2 л + 1 ) 8 І п л - . •« 

Приклад 8. Знайти у ' х = — та = —¥г від функції, за-
йх ' ' йх 

\х = Іти, 
даної параметрично ̂  

{)> = [*+ 21 + 1. 

• у' Т*У _ Л{іг+2і + \) _ {Iі +2і + \)\ _ З/ 2 + 2 _ 3 ґ з , 2 (  

У х сіх сЦІпі) ( іпо; і 
І 

V" -. ''У = ^ ( 3 ? 3 + 2 / ) = ( 3 ' 3 + 2 / ) ' =

 9 , 2 + 2 = 9 ґ 3 і 2Г « 
сіх2 сіх сІ(\пі) (ІпО; і 

Приклад 9. Знайти 3 / та у" від функції, заданої неявно 
2 Л . 

р і в н я н н я м х + 7 = 1 . 
• Диференціюємо ліву та праву частини рівняння 

ДГ + V = 1 , 

вважаючи, що у = у(х). Згідно з правилом диференціювання складної 
функції, маємо: 

2х + 2у-у' = 0 
або 

х + у- у' = 0. 
Звідси 

у' = - — 
у 

Далі диференціюємо ліву та праву частини рівняння 

х + у-у' = 0, 

вважаючи, що у = у(х), у' = у'(.х). 
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Маємо 

Звідси 

\ + у'2 + у-у" = 0 . 

1 + у ' 2 

У 
X 

Враховуючи вираз для у = , отримуємо 
У 

1 + - Г 2 2 

У У у' 

Але згідно з умовою х2 + у2 = 1, отже остаточно маємо: 

Приклад 10. Знайти диференціал другого порядку ( і 1 у від 
функції у = 1п(1 + X і ) . 

• Згідно з означенням 

Знаходимо у' та у": 

сі2у = у"сіх2. 

2х „ _ 2(\+х-)~2х-2х __ \-х~ 
У ' і + д-2 ;

 У ~ (1 + х 2 ) 2 ~~ (1 + х 2 ) 2 ' 
Отже, 

^ 2 0 - £ ^ ) , 2 . 
« У = Г Г " 

(1 + х 2 ) 2 

IV. Задачі для практичних занять 

У задачах 8.1 - 8.14 знайти похідні вказаних функцій. 

8.1. у = 3х2 -5х + 1. 8.2. у = 3 - 2 х + - х 4 . 
З 

8.3. у = ~ - - \ ~ \ . 8.4. ^ = 2 л / х " - - + л/з . 
X X X х 

8.5. у = - 4 = - ~р= • 8.6. у = (х 2 - Зх + 3)(х 2 + 2х - 1). 
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8.7. у = (х 3 - Зх + 2 ) (х 4 + х 2 - 1 ) . 

8.8. у = (л/х + 1) 
л/х 

8.9. >> = (х 2 - 1 ) (х 2 - 4 ) ( х 2 + 9 ) . 

8.10. у 

8.12. у 

8.14. у 

х - 1 
х + 1 

2 + л/х 

8.11. у = 
х 2 + 1 
х 3 - X 

1 

2 - л/х 

я + Ьх 
с + сіх 

8.13. у = ^-
Xі + 3 х - 1 

8.15. / ( х ) = Зх - 2л/х". Знайти: / ( 1 ) , / ' ( 1 ) , / ( 4 ) , / " ( 4 ) . 

8.16. / ( / ) = 
Г - 5 / - 1 

. З н а й т и : / ( - 1 ) , / ' ( - 1 ) , Л 2 ) . 

8.17. Д х ) = (х - 1)(х - 2)(х - 3). Знайти: / ' ( 0 ) , /'(І), / ' ( 2 ) . 

З 
8.18. Д х ) = Знайти: / ' ( 0 ) , . /"(-1) . 

х + 2 х 2 + 1 
У задачах 8.19 - 8.64 знайти похідні вказаних функцій. 

2 \ 3 8.19. у = (\ + 4хг) 

8.21. >> = ( х 3 - х ) 6 . 

8.23. у = (\-2л[х~)А 

8.20. у = (\-х) 20 

8.22. у = Л + х 2 " 
1 + х 

8.24. = з/ 
1 + х ' 
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8.26. у = зіп Зх. 

2х 
8.28. у = 6 с о з — . 

8.30. у = соз 3 4 х . 

8.32. у = созх 3 . 

8.34. у = зіп л/і + х 2 

8.36. у = соз" Я X 

8.38. у = (агсзіп х ) . 

8.40. і' = а г с з і п ( х - 1 ) . 

2 
8.42. V = агсзіп — . 

8.27. у = Ззіп(Зх + 5). 

8.29. у = соз 2 х . 

8.31. у - Ззіп" х - зіп х . 

8.33. у = зіп*" х• зіпх . 

8.35. у = (1 + з і п 2 х ) 4 . 

8.37. у - х агсзіп х . 

8.39. у агесоз х 

8.41. у - агсіцх". 

і 1 
8.43. у = агсі§" — 

8.44. у = х" 1о§3 х , 

8.46. у = 
Іпх 

8.48. у = 1о§ 3(х 2 - 1 ) . 

8.50. у = 1п4 зіп х . 

8.51. г/ = х - 1 0 \ 

8.53. у - ех созх . 

8.45. у = 1п2 х . 

8.47. .у = 1п (х 2 - 4 х ) . 

8.49. у = 1п(§х . 

8.52. у = х • с? л ' . 

8.54. = х 3 - Зл' 
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8.55. .у = 10 2.г-3 8.56. у = а кіп"* .ї 

8.57. у = 10 1-5ІП Зх 

8.58. у = зЬ 3 х. 8.59. у = 1п сЬ х . 

8.60. у = іЬ(\-х2). 8.61. >> = зп 2 х + сп 2 х . 

8.62. у = Т с п Т . 8.63. у = е с і Л . 

8.64. у = .X зЬ х - сЬ х . 
У задачах 8.65 - 8.72 продиференціювати задані функції, 

використовуючи логарифмічне диференціювання. 

8.65. у = хЛ ' 2 . 8.66. у = (зіп х) С 0 5 д г . 

8.67. у = ( 1 п х Г . 8.68. у = х*. 

8.69. у = (х 2 + 1 ) 5 І , 1 Л ' . 8.70. у = х V ' зіп 2х . 

( х - 2 ) 2 -лУх + 1 /і -агезіпх 
8.71. у = . 8.72. V = л \ • 

(х - 5) " V 1 + агезіпх 
У задачах 8.73 - 8.82 знайти похідні від функцій у, зада­

них неявно. 
2 ,2 І і і 

8 . 7 3 . ^ + ^ = 1. 8.74. х 2 +у2 = а 2 . 
Ь~ 

8.75. х 3 + V 3 - Заху = 0 . 8.76. у3 - Зу + 2ах = 0 . 

8.77. у2 - 2ху + Ь2 = 0 . 8.78.зіп(ху) + соз(ху) = 0. 

8.79. 2х + 2 1 - = 2 х + у . 8.80. у = соз(х + у). 

8.81. а гс і§^ = Іпл/х 2 + у 2 . 8.82. у = 1 + х е г . 
х 
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і/ 

У задачах 8.83 - 8.87 знайти диференціал заданих функцій. 

8.83. у = ( І 4 - х - х 2 ) 3 . 

8.85. у = 2 
і 

С05Д-

8.84. у = 1§ х. 

СОЗХ 
8.86. 7 

8.87. у = 3 *2 + Зх 3 - 4%/х". 
8.88. Обчислити наближено: 

а) агсзіп 0,05; б) агсІ§ 1,04; в) 1п 1,2 . 
8.89. Обчислити наближено: 

а) агсі§1,02; б) агс!§0,97. 
8.90. Обчислити наближено: 

а) л / 5 , л / Ї 7 ; б ) УЇО, л/70;в) л /Ї7 . 
8.91. Обчислити наближено: 

а) зіп31°;б) соз61°;в) і§44°. 
8.92. Знайти наближені значення функцій: 

а) Д х ) = л/х 2 - 7 x 4 - 1 0 при х = 0,98; 

б) / ( * ) = Л / І 4- х при х = 0,2 ; 

в) / ( х ) = е при X ,05. 

йу 
У задачах 8.93 - 8.103 знайти похідну у' = — від функцій, 

<іх 
заданих параметрично. 

|х = 2 ґ - 1 , 
8.93. 

\у = ґ 

8.95. 
х = 

1±1 
І 

1-Х 

і 

8.94. 

8.96. 
[х = а созф, 

і у = 6 зіпер. 
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8.97. Х = Й С ° 8 Ф ' 8 . 9 8 > = а ( ф - 8 Ш ф ) ' 
[_У = Й 8 І П 3 Ф . [у = ( 3 ( 1 - С 0 8 Ф ) . 

8.99. Ь ' " < 1 + ' 2 ) . 

[у = і - АГСІ£ і. 

\Х = УІІ, \х = е'^тІ, 
8.101. \ _ 8.102 

у = \Іг. {у = е'со5і. 

[х = А ( С 0 8 ? + / 8 І П / ) , 
8.103. -ч 

[ V = а(&'тІ -(со$1). 
У задачах 8.104 - 8.112 знайти похідні другого порядку від 

заданих функцій. 

8.104. у = х2 -Зх + 2. 8.105. у = (х 2 + І ) 3 . 

8.106. у = С О 8 2 х . 8.107. .у = агсі£ х 2 . 

8.108. у = хе'2. 8.109. Д ^ — Ц - . 

1 + х' 

8.110. 7 = (1 + х 2 ) А Г С І § х . 8.111. у = л/а 2 - х 2 . 

8.112. у = л/і - Xі агсзіп х . 

8.113. Знайти / " ( О > якщо / ( х ) = агсІ§ х . 

8.114. Знайти / ( 4 ) ( 1 ) , я к щ о Д х ) = х 6 - 4х 3 + 4 . 

8.115. Знайти / " ( 0 ) , якщо Дх) = е 2 л " ' . 

8.116. Знайти / ( 0 ) , у"(0), у"'(0), якщо у(х) = е2х 8ІпЗх. 

8.117. Знайти ут(2), якщо у(х) = 1п (х - 1) . 

8.118. Знайти .у ( 4 ) (1), якщо у(х) - х 3 Іпх. 
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У задачах 8.119 - 8.124 знайти формулу для похідної п -го 
порядку від заданих функцій. 

8.119. у = еах. 8.120. у = е'х . 

8.121. у = хех. 8.122. у=-ах + Ь 

8.123. у = Щах + Ь) . 8.124. у = 1о§й х. 
У задачах 8.125 - 8.129 знайти похідні вказаних порядків, 

осовуючи формулу Лейбніца. 
8.125. У = (х2 + 1)зіпх. Знайти у{]5). 

8.126. У = (х2-х)ех. Знайти у 2 0 ) 

8.127. У — зіп х • ех. Знайти у{5). 

8.128. У = XІ0§2 X . Знайти у{Щ. 

8.129. У = хзЬх . Знайти уооо) 

у задачах 5.і_)и - б.і^о знайти похідні вказаних порядків 
для функцій, заданих неявно. 

8.130. у2 =2рх. Знайти у". 

8.131. Ь2х2 + а2у2 = а2Ь2. Знайти у". 

8.132. Xі + у2 = г2. Знайти ут . 
8.133. у = Щ(х + у). Знайти у'". 

8.134. 8 = \ + 1-е*. Знайти з". 
8.135. у 3 + Xі - Заху = 0 . Знайти у". 

8.136. ех+у = ху . Знайти у". 
У задачах 8.137 - 8.143 знайти похідні вказаних порядків 

від функцій, заданих параметрично. 
[х-\пІ, (іг

х, 
8.137. \ , Знайти — 4 г . 

сіх 
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Гх = й С 0 8 / , (]2у 
8.138. 4 Знайти у 

\у = Ь%\\\і. сіх2 

{х = асові, л3м 
8.139. \ Знайти 

[у = Ь 5 І П І . сіх 
З ' 

8 . 1 4 0 > " = " ( ф - 5 І П < Р ) ' З н а й т и ^ " 
І>' = а ( 1 - с о 8 ф ) . ах 

2 

\Х = Є ', СІ3 у 
8.141. < Знайти [у = 13. сіх3 

8.142. \ , Знайти ^-4-. 
[у = і 2 - \ . сіх2 

\х - а с о 5 3 і, й 3 \ 

8.143.^ З н а й т и ^ - . 
[у = а зіп 3 г\ сіх 

У задачах 8.144 - 8.150 знайти диференціали вказаних 
порядків. 

8.144. у = \Іх2 . Знайти сі2у. 

*Л45.у = хт. Знайти сі Зу. 

8.146. у = (х + 1)3 ( х - 1 ) 2 . Знайти сі2 у. 

8.147. = 4"д"2 . Знайти ^ 2 у . 

8.148. у = х(1пх - 1) . Знайти сіу , сі2у , сі3у 

8.149. у = х2е~х. Знайти сі3у . 

х 4 

8.150. у = ——-. Знайти ^4_у . 
2 - х 
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§2. Застосування диференціального числення 

І. Короткі теоретичні відомості 

Г е о м е т р и ч н і та м е х а н і ч н і з а с т о с у в а н н я п о х і д н о ї 

Рівняння дотичної до кривої у = / ( .т) у точці ( л 0 , у 0 ) має вигляд 

Рівняння нормалі (перпендикуляра до дотичної в точці дотику) має вигляд 

у-у°в-7Ьіх'Хо)-
Дотична та нормаль до кривої у = /(х) у точці М визначає такі чо­

тири відрізки (рис.8.2): І-ТМ - відрізок дотичної, х, = ТК - піддотична, 

п = іУМ - відрізок нормалі. ап = КМ - піднормаль. 

Кутом між двома кривими у = /\(х) та у = /2(х) у точці їх перетину 

М0(х0,у0) називається кут ф між дотичними до цих кривих у точці М 0 . 
Кут між двома кривими знаходиться за формулою 

Якщо ;іри прямолінійному русі точки задано закон руху л- - . ? ( / ) , то 

швидкість руку в момент часу / є похідна від шляху по часу: V = х'(і) ; при­

скорення цієї точки в момент часу і: а = л"(0. 

п 

Рис.8.2 

і8Ф = Лі-ч)-Л(-ч) 
1+ /,'(-*„ ) - / 2 ' ( х 0 ) 
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Теореми про диференційовні функції 

Теорема 1 (Ферма). Якщо функція /(х) : 

1) неперервна на [а, Ь]; 

2) диференційовна на (а,Ь); 

3) приймає в точці с є (а,Ь) найменше або найбільше значення, 

то ]'(с) = 0 . 

Теорема 2 (Ролля). Якщо функція / ( х ) : 

1) неперервна на [а, Ь]; 

2) диференційовна на (а, Ь); 

3) Да) = ДЬ), 

то існує така точка с є (а,Ь), що Д(с) = 0 . 

Теорема 3 (Коші). Якщо функції Д х ) та §(х) : 

1) неперервні на [а,Ь]; 

2) диференційовні на (а,Ь); 

3) £ ' ( * ) * 0 на (а,/Ь), 

то існує така точка с є (а,Ь), що 

/ ( 6 ) - / ( д ) = Л с ) 
ф)-£(а) £'(с) 

Теорема 4 (Лагранжа). Якщо функція / ( х ) : 

1) неперервна на [а,Ь]; 

2) диференційовна на (а,Ь), 

то існує така точка с є (а,Ь), що 

/ ( * ) - / ( а ) = Л с ) ( * - а ) . 
Р о з к р и т т я н е в и з н а ч е н о с т е й за п р а в и л о м Л о п і т а л я 

[ 0 ] 
Розкриття невизначеностей типу <. — > та 

Теорема 5 (правило Лопіталя). Якщо функції / '(х) та §(х): 

1) задовольняють умовам теореми Коші в деякому околі точки х = а ; 
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2) прямують до нуля (або ± оо) при х —> а ; 
Г(х) 

3) існує границя Ііт (скінченна або нескінченна, рівна + оо або -оо), 
х ^ а <г'(х) 

• ,. Дх) то існує і пт , причому 
*-*а 8(х) 

1 і т / « = 1 . т Л £ ) . 
х ^ а £ ( Х ) ї - > « сг'(х) 

Правило Лопіталя справедливе і при а = ±<х>. 

Правило Лопіталя може застосовуватись повторно. На кожному етапі 
застосування правила Лопіталя слід користуватись спрощующими тотожни­
ми перетвореннями, а також комбінувати це правило з будь-якими іншими 
способами обчислення границь, зокрема, використовувати еквівалентні не­
скінченно малі та нескінченно великі. 

Дх) . .. /'(*) Слід також пам ятати, що І і т - може існувати, а І і т - не 
*->О £(х) Л-*Ї £ '(х) 

існує. Тоді правило Лопіталя не може бути застосовано. 

Розкриття невизначеностей типу {0-со} та { о о - о о } 

У цих випадках слід алгебраїчно перетворити дану функцію так, щоб 

І°1 « І 0 0 ! 
привести п до невизначеностей типу < — > або < — >, а далі використовувати 

[0 ] [ о о ] 
правило Лопіталя. 

а) нехай / ( х ) —> 0, ^(х) —> оо при х —> а . Перетворимо Дх)-&(х) 
таким чином: 

./••£ = 1 або / Я = У -

•7 7 
Тоді маємо невизначеність типу і —І або і — 1 при х —> а . 

1 0 / Іоо ] 

б) нехай Дх) —> +оо, §(х) —> +оо при х —> а . Перетворимо вираз 

/*(*) —£(х) таким чином: 

1 1 

1 1 Я _ 7 
1 І 1 І 
І 8 / 8 
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Маємо невизначеність типу |Ц| при х -> а . 

Розкриття невизначеностей типу {°°0}, { о 0 } 

У всіх трьох випадках розглядаємо обчислення границі виразу 

(/(х))8(х) при х -» а , причому: 
якщо / —> 1, £ —> <», маємо невизначеність типу \і™}; 

якщо / —» оо, £ —> 0 , маємо невизначеність типу |оо° } ; 

якщо / —» 0, £ —» 0 , маємо невизначеність типу |о°} . 

Перетворимо вираз ( / ( х ) ) і ' ( г ) таким чином: 

р = е ? 1 п / . 
Тоді 

Ііт % 1п /' 
І і т / 8 = 1 і т е « 1 п / = е ^ « 

В усіх трьох випадках вираз § 1п / при х —> а представляє невизна­

ченість типу {О-оо}. 
До такого ж результату приходимо, якщо попередньо прологарифмує­

мо ліву та праву частину рівності 

У = /*-
Маємо 

\пу = 8 \ п / . 

Звідси 

у = е*1п' 
або 

Ф о р м у л а Т е й л о р а 

Нехай функція Д х ) диференційовна п + \ раз у точці х = а та деяко­

му її околі 0(а,г). Тоді для будь-якого х є 0(а,г) справедлива формула 

т = ^1—^.(х-а)к

+Кп(х), 

де К „(х) - залишковий член, / < 0 ) ( а ) = /(а), яка називається формулою 
Тейлора для функції / ( х ) з центром у точці а . 
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Формула Тейлора дає представлення функції у вигляді многочлена та 
залишкового члена. 

Залишковий член у формі Лагранжа має вигляд: 

К„(х) = 1 ^ ( Х _ а ) « + і , 
(л + 1)! 

де Ь, лежить між точками а і х , тобто £ = а + 0(х - а ) , причому 0 < 0 < 1. 

Залишковий член у формі Пеапо має вигляд: 

К „(х) = о ( ( х - а ) " ) при х - » а . 

При о = 0 з формули Тейлора, як частинний випадок, отримуємо $&ор-
мулу Маклорена: 

Ах)=±£^-хк

+Яп(х). 

Для цієї формули залишкові члени мають вигляд: 

у формі Лагранжа Я „(х) = ̂  і — - х " + 1 , 0 < 0 < 1; 
(я +1)! 

у формі Пеано Я „(х) = о(х") при х —» 0 . 

Наведемо основні розклади функцій за формулою Маклорена з залиш­
ковим членом у формі Пеано. 

" хк 

ех = У ± _ + о ( х " ) ; 
к = 0 К -

п г 2 * - 1 

8 І п х = У ( - 1 ) 4 4 - — + о ( х 2 " ) ; 
~ , ( 2 * - 1 ) ! 

с о 8 х = + о ( х 2 п + І ) ; 
*=о (2*)! 

1п(1 + х ) = Х ( - 1 ) 4 - ' ^ + о ( х " ) ; 

(1+х) =1+2, Т. х + 0УХ )• 



§2. Застосування диференціального числення 325 

У випадку залишкового члена у формі Лагранжа маємо 

х " + | 

для функції ех : Я „(х) = е ° 1 , 0 < 8 < 1; 
(п +1)! 

для функції зіп х Я X 
1 \ < 

2п І — (2и + 1)! ' 

2п+2 

<— ; 
(2/7 + 2)! 

для функції созх 

для функції 1п (1 + х ) : Я „(х) = 
п + [[\ + вх) ' 

т(т- \)...(т-п) 

(л + 1)! 

(~1)У х у + | 

, 0 < в < 1 ; 

для функції (1 + х) '" : Я ( і(х) = х" + | (1 + 9х) , 0 < в < 1 . 

Формула Тейлора широко застосовується при обчисленні значень 
функції з заданою точністю. Нехай, наприклад, треба обчислити значення 
функції /(х) в точці х 0 з абсолютною похибкою, яка не перевищує є , якщо 
відомо значення цієї функції та її похідних у точці а . З формули Тейлора 
випливає, що 

Д о с л і д ж е н н я ф у н к ц і й та п о б у д о в а г р а ф і к і в 

Зростання та спадання функцій. Функція / ( х ) називається зрос­

таючою на інтервалі (а,Ь), якщо для Ух, ,х 2 є {а,Ь) і таких, що х, < х 2 , 

виконується нерівність / ( х , ) < / ( х 2 ) . Якщо ж при х ] < х 2 виконується 

нерівність / ( х , ) > / ( х 2 ) , то функція називається спадною. 

Якщо / '(х) > 0 на (а,Ь), то функція {(х) зростає на цьому інтервалі. 

Якщо /'(х) < 0 на (а,Ь), то функція / ( х ) спадає на цьому інтервалі. 
Інтервали зростання та спадання функції називаються інтерваламилю-

нотонності. 
Екстремуми функцій. Точка х = х 0 називається точкою локального 

максимуму функції / ( х ) , якщо існує такий окіл точки х 0 О{х0,Ь), що для 
\/х є О(х 0 ,5 ) , х Ф х 0 виконується нерівність 

де л 0 - мінімальний з номерів п , для яких | Яп+[ (х) | < £. 

Д х ) < / ( х 0 ) . 
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Аналогічно точка х = х 0 - точка локального мінімуму функції / ( х ) , 
якщо для \/х є О(х0,8), х Ф х0 виконується нерівність 

Д х ) > Д х 0 ) . 
Точки локального максимуму та локального мінімуму функції /(х) 

називаються точками локального екстремуму цієї функції. 

Необхідна умова екстремуму. Якщо функція / ( х ) диференційовна в 

точці х 0 і має в цій точці екстремум, то /'(х0) = 0 . 

Точка х 0 , в якій / ' ( х о ) = 0 , називається стаціонарною. Точки, в яких 

/ ' ( х 0 ) = 0 , нескінченності або не існує, називаються критичними точками. 

В цих точках дотична до кривої у = /(х) або горизонтальна, або вертикаль­
на, або немає двосторонньої дотичної. 

Достатні умови екстремуму. Ці умови задаються такими правилами: 

1. Нехай функція /Хх) диференційовна в деякому околі О(х 0 , 8 ) кри­

тичної точки х 0 , за виключенням, можливо, самої точки х 0 . Тоді, якщо: 

а) /'М> 0, х є(х0-8,х0) і / ' ( х ) < 0 , х є ( х 0 , х 0 + 8 ) , то х 0 - т о ч ­

ка локального максимуму функції Д х ) ; 

б) /'(х) < 0 , х є (х 0 - 8 , х 0 ) і / ' ( х ) > 0 , х є ( х 0 , х 0 + 8 ) , то х 0 - т о ч ­

ка локального мінімуму функції / ( х ) ; 

в ) / ' ( * ) н е змінює знака при х є О ( х 0 , 8 ) , х Ф х 0 , то точка х 0 не є 
точкою локального екстремуму. 

2. Нехай функція /(х) двічі диференційовна в критичній точці х 0 і в 
деякому її околі. Тоді, якщо: 

а) /"(х0) < 0 , то х 0 - точка максимуму; 

б) /""(х 0 ) > 0 , то х 0 - точка мінімуму; 

в) / " ( х 0 ) = 0 , то потрібне додаткове дослідження. 

3. Нехай функція / ( х ) п раз диференційовна в критичній точці х 0 і в дея­

кому її околі і / ' ( х 0 ) = Г(х0 ) = .-• = /(""') (х0) = 0, / м ( х 0 ) Ф 0 . Тоді, якщо: 

а) п - парне число, то х 0 - точка локального екстремуму. При цьому, 
якщо 

/ * " ' ( х 0 ) < 0 , то точка х 0 - точка локального максимуму, 
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/ (х0) > 0, то точка х 0 - точка локального мінімуму; 

б) п - непарне число, то точка х 0 - не є точкою локального екстремуму. 

Опуклість, вгнутість. Точки перегину. Нехай / ( х ) диференційов­
на функція на інтервалі (а,Ь) . Графік функції Д х ) називається опуклим 
уверх або опуклим на інтервалі (а,Ь), якщо він розташований нижче дотич­
ної, проведеної в будь-якій точці цього інтервалу. Графік функції / ( х ) на­
зивається вгнутим униз або вгнутим на інтервалі (а,Ь) , якщо він розташо­
ваний вище дотичної, проведеної в будь-якій точці цього інтервалу. 

Точка ( х 0 , / ( х 0 ) ) графіка функції, яка відділяє його опуклу частину 
від вгнутої, називається точкою перегину. 

Достатня умова опуклості (вгнутості) графіка функції. Нехай функ­
ція / ( х ) двічі диференційовна на інтервалі (а,Ь). Тоді, якщо: 

а ) / " ( х ) < 0 на (а,Ь), то графік функції / ( х ) є опуклим на (а,Ь); 

б) / " ( х ) > 0 на (а,Ь), то графік функції / ї х ) є вгнутим на (а,Ь). 
Із означення точки перегину та достатніх умов опуклості (вгнутості) 

випливає, що, коли х 0 - абсциса точки перегину графіка функції у = / ( х ) , 
то друга похідна дорівнює нулю, нескінченності або не існує. 

Точки, в яких / " ( х ) = 0 . нескінченності або не існує, називаються кри­
тичними точками другого ;ч>і)у. 

Достатня умова точки перегину. Нехай функція / ( х ) двічі диференці­

йовна в деякому околі О(х 0 , 5 ) критичної точки другого роду х 0 , за виклю­

ченням, можливо, самої точки х 0 . Тоді, якщо / " ( х ) в інтервалах (х 0 - 5 , х 0 ) , 

( х 0 , х 0 + 8) має протилежні знаки, то х 0 - абсциса точки перегину. Якщо ж 

/ " ( х ) має однаковий знак у цих інтервалах, то точка з абсцисою х 0 не є 
точкою перегину. 

Асимптоти. Пряма Ь називається асимптотою графіка функції / ( х ) , 

якщо відстань від точки М графіка функції до прямої Ь р(М,Ь) —> 0 при 

віддаленні точки М у нескінченність. 

Вертикальні асимптоти. Пряма х = а є вертикальною асимптотою 
графіка функції / ( х ) , якщо І і т / ( х ) = ±оо . Неперервні функції не мають 

х—>а 
вертикальних асимптот. 
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Похилі асимптоти. Пряма у =кх + Ь є похилою асимптотою графіка 
функції /(х), якщо існують скінченні границі 

\ і т ^ - = к, 1\т[/(х)-кх] = Ь. 
Х-*±<*> X Х->±°0 

Горизонтальні асимптоти. Пряма у = Ь є горизонтальною асимпто­

тою графіка функції / ( х ) . Горизонтальна асимптота є частинним випад­

ком похилої асимптоти у = кх + Ь при к = 0 . 
Схема повного дослідження функції. Для повного дослідження 

функції та побудови її графіка можна рекомендувати таку схему: 
1) вказати область визначення функції; 
2) дослідити функцію на парність, непарність (симетрію графіка), пе­

ріодичність; 
3) знайти точки перетину функції з осями координат; 
4) знайти точки розриву функції, якщо вони існують, і встановити їх 

характер; 
5) знайти асимптоти графіка функції; 
6) визначити інтервали зростання та спадання функції та екстремуми; 
7) визначити інтервали опуклості та вгнутості функції і а точки перегину; 
8) провести необхідні додаткові дослідження: сталість знаку функції, 

розташування графіка відносно осей координат (вище, нижче), поведінка 
функції на нескінченності, тощо. 

Побудову графіка рекомендується виконувати поступово, переходячи 
від пункту до пункту схеми, з нанесенням знайдених у кожному пункті ха­
рактеристик. 

З н а х о д ж е н н я н а й б і л ь ш о г о та н а й м е н ш о г о 
з її а ч е її •• я ф у її к ц і ї на в і д р і з к у 

Якщо функція /(ДҐ) неперервна на відрізку [а,Ь], то вона досягає на 
цьому відрізку своїх найбільшого та найменшого значень. Для знаходження 
цих значень треба: 

а) знайти все критичні точки функції /(х) на відрізку [а,Ь]; 

б) обчислити значення функції /(х) у критичних точках; 

в) обчислити значення функції /(х) у точках х = а , х-Ь; 

г) серед обчислених значень вибрати найбільше та найменше. 
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//. Контрольні питання та завдання 

1. Сформулюйте теорему Ролля. Вкажіть її геометричний зміст. 
2. Сформулюйте теорему Лагранжа. Вкажіть її геометрич-

3. Сформулюйте правило Лопіталя для розкриття невизна-

з використанням правила Лопіталя? 
5. Як розкриваються степеневі невизначеності з викорис­

танням правила Лопіталя? 
6. Запишіть формулу Тейлора з залишковим членом у формі 

Лагранжа. 
7. Який вигляд має залишковий член у формулі Тейлора у 

формі Пеано? 
8. Запишіть формулу Маклорена. 
9. Як знаходяться інтервали зростання та спадання функції? 

10. Яка необхідна умова локального екстремуму? 
11. Які точки називаються критичними? 
12. Сформулюйте достатню ознаку екстремуму функції, по­

в'язану з похідною першого порядку? 
13. Сформулюйте достатню ознаку екстремуму функції, по­

в'язану з похідною другого порядку? 
14. Як знаходити проміжки опуклості, вгнутості, точки пе­

регину? 
15. Які точки називаються критичними точками другого роду? 
16. Як знаходити вертикальні асимптоти графіка функції; 

похилі асимптоти? 
17. Як знаходиться найбільше та найменше значення функції 

на відрізку? 

ний ЗМІСТ. 

4. Як розкриваються невизначеності типів {0 • о о } та { оо — оо 
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///. Приклади розв'язання задач 

У цьому пункті наведено 28 прикладів розв'язання задач, 
які за своєю тематикою розподілились таким чином: 

1. Геометричні та механічні застосування похідної: 
приклади 1-6. 
2. Теореми про диференційовні функції: приклади 7-11. 
3. Розкриття невизначеностей за правилом Лопіталя: 
приклади 12-17. 
4. Формула Тейлора: приклади 18 - 22. 
5. Дослідження функцій та побудова графіків: 
приклади 23 - 26. 
6. Знаходження найбільшого та найменшого значення 

функції: приклади 27, 28. 
Г е о м е т р и ч н і та м е х а н і ч н і з а с т о с у в а н н я п о х і д н о ї 

Приклад 1. Які кути утворюють з віссю Ох дотичні до 
кривої у = х - х у точках з абсцисами: 

а) х = 0 ; б) х = ; в) х = 1 ? 

• Знайдемо похідну від функції у = х - х2: у' = 1 - 2х . 

а) при х = 0 : у' = 1, тобто г§ а = 1, а = 45° ; 

б) при х = 1 : у' = 0 , тобто 1§ а = 0 , а = 0° ; 

в) при х = 1 : у' = - 1 , тобто і§ а = - 1 , а = 135° . 

Результати проілюстровано на рис.8.3. 

х 

Рис.8.3 < 
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Приклад 2. Написати рівняння дотичної і нормалі до па­

раболи у = у[х у точці з абсцисою х - 4 . 

• Знаходимо похідну функції у = Гх: 

У 2л[х' 

Звідси кутовий коефіцієнт дотичної к = у'(4) = — . Оскільки точка до-
4 

тику має координати х = 4, у = 2 , то рівняння дотичної є: 

у-2 = —(х-4) або х - 4 ^ + 4 = 0 . 
4 

В силу умови перпендикулярності кутовий коефіцієнт нормалі Аг, = - 4 . 
Звідси рівняння нормалі має вигляд: 

у - 2 = ~4(х-4) або 4х + у-\& = 0 . -4 

Приклад 3. Скласти рівняння дотичної та нормалі до кри­

вої Xі + 2.ту2 + Зу4 - 6 у точці . 

• 3 рівняння кривої Xі + 2ху2 + Зу4 = 6 знаходимо похідну у': 

2х + 2у2 + 4хуу'+12уіу' = 0, 

у'- Х
 + У2 

Звідси у ' \ ( и і 

2ху + 6у3 

1 + ( -1 ) 2 1 

"° 2 -1 - ( -1 ) + 6 - ( - 1 ) 3 4 ' 
Рівняння дотичної: 

>> + 1 = — ( х - 1 ) або х-4у-5 = 0. 
4 

Рівняння нормалі: 
у + 1 = - 4 ( х - 1 ) або 4х + у-3 = 0.< 

2 
Приклад 4. Знайти кут між параболами у - 8 - х та 

у = Xі 
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• Розв'язуємо сумісно рівняння парабол: 

у = 8 — х 2 

=> 8 - х 2 = х 2 => 2х2 = 8 => Xі = 4 => х = ±2 . 
У = х2 

Тоді у = 4. 
Отже, маємо дві точки перетину парабол А(2,4), £ ( - 2 , 4 ) . 

Продиференціюємо рівняння парабол: 

з рівняння у = 8 - х 2 маємо у' = -2х , з рівняння у = х 2 маємо у' = 2х . 
Знайдемо кутові коефіцієнти дотичних до парабол у точці А(2,4): 

* , = ( - 2 д 0 | , = 2 = - 4 , к2=(2х)\х=2=4. 

Отже, 
4 + 4 8 

Ф, = агсі£ 

Аналогічно, визначається кут між кривими в точці В(-2,4): 

*, ={~2х)\х__2 = 4,к2 = ( 2 х ) | ї = _ 2 = - 4 . 
- 4 - 4 8 

8 ^ 
Фг = а г с і 8 — 

Приклад 5. Залежність шляху від часу при прямолінійному 
і5 2 . пі , 

русі точки задана рівнянням з = — і — з і п — (і - у секундах, 
5 я 8 

5 - у метрах). Визначити швидкість руху в кінці другої секунди. 
• Знаходимо похідну від шляху по часу. Отримуємо швидкість руху: 

сіп 4 1 пі 
V- — = 1 н — с о з — . 

сії 4 8 
-При 1 = 2 маємо у\ , = 16н л/2 я 16,18 

І / = 2 § 

Отже, швидкість руху в кінці другої секунди у ~ 16,18 м/с. А 
Приклад 6. По параболі у = х(8-х) рухається точка так, 

що її абсциса змінюється в залежності від часу / за законом 
х = 141 ((-у секундах, х - у метрах). Яка швидкість зміни орди­
нати у точці М(],7)? 
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• Знайдемо закон зміни ординати, поклавши х = 1\Гі у рівнянні пара­

боли у = х ( 8 - х ) . Отримаємо у = 8іт[ї -Iі. Швидкість зміни ординати є 

похідна від ординати по часу: у'= \2л[ї - Зі2 . Для точки М(1,7) значення 

Отже, у' | = 9 , тобто швидкість зміни ординати дорівнює 9 м/с. Ч 

Т е о р е м и п р о д и ф е р е н ц і й о в н і ф у н к ц і ї 

Приклад 7. Показати, що задана функція Д х ) задо­
вольняє умовам теореми Ролля на [а, Ь]. Знайти відповідне зна­
чення с є (а, Ь), таке, що /'(с) - 0 . 

а) / ( х ) = х 2 - 6х + 100; а = 1, Ь = 5; 

б) Д х ) = л / 8 х - х 2 ; а = 0, Ь = 8 . 

• а) функція / ( х ) = х 2 - 6 х + 1 0 0 неперервна на відрізку [1 ,5] ; 

/ ' ( х ) = 2 х - 6 , отже, функція диференційовна на інтервалі (1 ,5 ) ; 

/ ( 1 ) = / ( 5 ) = 95 . Умови теореми Ролля виконані. 

Для знаходження с є (1, 5 ) , такого, що /'(с) = 0 , розв'язуємо рівняння: 

/ ' ( * ) = 2 х - 6 = 0 , 

х = 3 . 

Отже, с = х = 3 . 

б) функція Д х ) = л/8х - х 2 неперервна на відрізку [0, 8] ; похідна 

8 — 2х 
/Xх) = = існує для х Ф 0, х * 8 , тобто на інтервалі (0, 8) ; 

3 - ^ ( 8 х - х 2 ) 2 

/ ( 0 ) = / ( 8 ) = 0 . Умови теореми Ролля виконуються. 

Для знаходження с, розв'язуємо рівняння: 
/ ' ( * ) = — * ^ = = 0 , 

3 - ^ ( 8 х - х 2 ) 2 

і - 2 х = 0 . 

х = 4 . 
Отже, с = х-А Л 
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Приклад 8. Чи виконуються умови теореми Ролля для та­
ких функцій: 

5 - х 2 

а) /(х) = — т — на відрізку [-1,1]; 
х 

б) Д х ) = ^ ( х - 8 ) 2 на відрізку [0,16]? 

5 - х 2 

• а) для функції / ( х ) = — - — порушена умова неперервності функції 
X 

на відрізку [-1,1]. Точка х = 0 є [-1,1] є точкою розриву функції. 
б) для функції Д х ) = д/(х - 8) 2 порушена умова диференційовності 

функції на інтервалі (0,16). 
2 

Дійсно, / ' ( х ) = , у точці х = 8є(0 ,16) не існує. А 
З - л / х - 8 

Приклад 9. Показати, що похідна многочлена 
/ ( х ) = х 3 - х 2 - х + 1 має дійсний корінь в інтервалі (-1,1) . 

• Функція / ( х ) задовольняє умовам теореми Ролля (вона неперерв­

на на [-1,1], диференційовна на (-1,1), / ( - 1 ) = / ( 0 = 0 ) . Отже, існує така 

точка с є (-1,1), що У'(с) = 0 , тобто існує хоча б один дійсний корінь рівнян­

ня / ' ( х ) = 0 . Знайдемо цей корінь, розв'язавши рівняння: 

/ ' ( х ) = 3 х 2 - 2 х - 1 = 0 . 

Корені цього рівняння х, = - 1 , х 2 = 1; х, = с = - 1 є ( - 1 , 1). -4 

Приклад 10. Перевірити виконання умов теореми Лагран­
жа для функції Д х ) = х - х 3 на відрізку [-2,1] і знайти 
відповідне проміжне значення с. 

• Функція / ( х ) = х - х 3 неперервна на в ідрізку [-2,1]; 
/Xх) - 1 ~ З х 2 , отже, функція диференційовна на інтервалі ( -2, 1). Умови 
теореми Лагранжа виконані, отже, існує таке с є ( - 2 , 1 ) , що 

Д 1 ) - Д - 2 ) = / » П - ( - 2 ) ) ; 
0 - 6 = / ' ( с ) - 3 ; 

Л О = - 2 . 
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Враховуючи вираз для /'(х), маємо: 

1 - Зс 2 = - 2 => Зс 2 = 3 => с 2 = 1 => 

Шукане с = - 1 , бо -1 є (-2, 1). -4 

Приклад 11. На дузі АВ кривої / ( х ) = 2х - х 2 знайти точку 
М , в якій дотична паралельна хорді АВ, якщо А(1, 1), В(3,-3). 

• Функція /(де) = 2х - х1 неперервна та диференційовна при всіх зна­
ченнях х , а значить і на відрізку [1, 3] . Згідно з теоремою Лагранжа існує 
така точка с є (1, 3 ) , що виконується рівність: 

Л 3 ) - / ( 1 ) = / ' ( с ) ( 3 - 1 ) , 

де / ' ( х ) = 2 - 2 х . 

Підставивши відповідне значення, маємо: 

( 2 - 3 - 3 2 ) - ( 2 - 1 - 1 2 ) = ( 2 - 2 с ) - 2 , 

- 4 = 4 ( 1 - с ) , 

1 -с = - 1 , 
с = 2 . 

Тоді / ( 2 ) = 0 . Отже, шукана точка М ( 2 , 0 ) . ^ 

Р о з к р и т т я н е в и з н а ч е н о с т е й за п р а в и л о м Л о п і т а л я 
Приклад 12. Показати, що правило Лопіталя не може бути 

використане для обчислення вказаної границі: 
х + зіпх 

Ііт 
.Ї-»ОО х + СОЗ X 

Обчислити цю границю, не використовуючи правила Лопі­
таля. 

• Чисельник і знаменник даного дробу неперервні, диференційовні та 
прямують до нескінченності. Знайдемо границю відношення похідних: 

(Х + 5ІПХ)' , . 1 + С 0 5 Х 

І і т = І і т : . 
(х + СОЯХ) ' *->°°1—зіпх 

Ця границя не існує, бо, враховуючи, що | созх | < 1, | з іпх | < 1 , чи­
сельник (знаменник) приймають значення, що належать відрізку [0,2] , а саме 
відношення похідних приймає будь-які невід'ємні значення. 
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Отже, правило Лопіталя не може бути використано згідно з теоре­
мою 5 цього параграфа, бо границя відношення похідних не існує. 

Обчислюємо границю безпосередньо, не використовуючи цього 
правила: 

, З ІПХ 
г і 1 +  

Х + 81ПХ оо х 

Ьт = і —} = І іт — = 1. -4 дг~>°° X + СОЗ X І ОО | л->оо С 0 8 Х 

Приклад 13. Знайти границі, використовуючи правило 

Лопіталя (невизначеність типу | Ц 1): 

. ,. х - 1 + Іпх 
а) п т : 

ех-е 
. І2 X — 8ІП X 

в) І і т - 2 г ; 

б) Ііт Х - 8 1 П Х 
г - > 0 

г) 
п т т г - 2 . а г с 1 : § х 

з" 

ех
 - 1 

• а) 1 і т : 

б) І іт 

Є -Є 

Х - 8 1 П Х [0 

, ,„-, 2х + — 
+ 1пх 0 ,. г - > = І іт -

х" 

2х1 +1 З 
X 

, . 1 - С О З Х 0 , 
І іт — = \ — \ = І іт 
•>->» Зх 2 І01 *->о 6х 

хе 
8 І П Х 

81ПХ ~ X 
» - > 0 

= І іт — = — (тут правило Лопіталя застосовано двічі); 
і->о 6х 6 

в) І і т г § х - 81П х 10 
п т 

созх з соз х 1 .• і - соз х ^оз £ _ _ _ | і т . 
0 ] *-><> Зх 2 З х ^ о х

2

с о з

2

х 

1,. (1-созх)(1 + созх + соз х) 1, . ( І - с о з х ) - З ,. 1 - С 0 8 Х 
= —Ііт ; ^ = — Ііт - — = І іт — 

З х->0 

[ 0 І = и т « ! ! £ 
0 2х 

х2 соз 2 X 

51ПХ ~ X 
л - > 0 

З * - Ю х1 • 1 

X 1 

х->0 

= І і т 
х-*й їх 2 
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2 1 

г ) ьт 7 І " 2 , а Г С Є § Х = (°1 = І і т _ 1 ± * і = і Н т х2 

- 1 ех\ 
X 

оо 2 ,. 2х 2 . 
— >= — І іт — = — . < 
с о І 3 г-»+°° 2х З 

Приклад 14. Знайти границі, використовуючи правило 

оо і Лопіталя (невизначеність типу < — Н 
со 

а) Ііт ^ П Х ; б) Ііт 
г ->0 С І § Х 

1п2 х х ! п ( х - 5 ) 
в) І іт 

* - » 5 1п ( е * - Є 5 ) 

• а ) І і т 
ІП .V І оо 

— V = Ігт- І іт 
зіп х 10 

- > 0 С І § Х [оо] х->0 1 х->0 х 

5 1 П X 

зіпх ~ х 
х->0 

= - І іт — = І іт х = 0 ; 
д : - > 0 X * - » 0 

б) І іт 
ІП X 0 0 

л:—>+оо х 

1 

21пх-
— \ = І іт 

1_ 
Т 2 , Іпх [ оо 
— = — І іт 

0 0 І х-*+к> Зх З ї->+оо 

2 х 2 .. 1 
= - І і т - ~ = - І і т — - = 0 ; 

3 *->+<ю Зх 3 Ї->+ОО їх 

х1п(х-5) [оо 
в) І іт —• = {— }= 5 І іт 

*->5 1п(еХ - Є5) 

1 
х - 5 5 І іт 

е -е 

1-і = - у І іт — = - у е 5 = 5 . - 4 
[О] е

5 ^ 5 1 е 5 
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Приклад 15. Знайти границі, використовуючи правило 
Лопіталя (невизначеність типу {0 • оо } ) : 

ЯХ 
а) І і т х е х ; б) І і т 8Іп(х- 1 )1§—; в) І і т х Іпх. 

.ї-»+оо х-+\ 2 х - > + 0 

• а) І і т х 3 е " = {0-оо}= н т і _ = | * 1 = і і т 

= 3 1 і т ^ = і " = 6 1 і т - 1 = 0 ; 

б) 1ітзіп(х - 1 ) 1 § — = {0-со} = зіп(х-І) ~ х - 1 
ї ->1 

• • / ях 
= 1 і т ( х - 1 ) г § — = 

ДГ-+І 2 

І і т = ^ — > = 1 і т -
Х-+1 ЯХ 0 ї ->1 

С І 8 Т 
1 я 

2 , . . т ях 2 
— І іт зіп — = : 
я « і 2 я 

зіп 
2 ™" 2 

в) І іт х 2 Іпх = {0-оо}= 1 і т ^ і = { — 1 = І іт 
.т-> + 0 дг-> + 0 1 оо лг-» + 0 2 

, 3 

= - І іт х 2 = 0 . «« 
2 д~>+о 

Приклад 16. Знайти границі, використовуючи правило 
Лопіталя (невизначеність типу { о о - о о } ) : 

а) І іт 
х->0 

1 1 
З 2 V81п X X ) 

( X я л 

б) І іт 
л_>1^с1§х 2 созх 

• а) І іт 
1 

-Дг І = { с о - с о } = І іт 
*-><\зіп х х ) 

( 2 • 1 \ 
х - з і п X 

2 „ : _ 2 

2 - 2 4 
X З І П X ~ X 

.г->0 

,. х - з і п ' х [ 0 | .. 2 х - з і п 2 х 
= І іт = < — >= І іт ; 

*->о Х

А 0 І ДГ->0 4Х3 
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1, . 2 - с о 8 2 х - 2 1, . 1-со82х 0] 1, . 2$'т2х 
= — І іт = = — І іт = { — } = — І і т -

4*->о ЗЇ 6д-->о х

2 [01 6*->о 2Х 

8Іп2х ~ 2х 

б) І і т 

1 ,. 2х 1 
— І і т — = — 
6 - > - » 0 д- 3 

. Т _>"чСІ§ д - 2 С 0 8 Х 
= {оо — оо}= 1 і т Х - 8 1 П Х я 

С08Х 2С08Х 
2 

2Х8ІПХ-Л (0) ,. 28ІПХ+2ХС08Х , . 
= І іт і г = ' і т = - 1 . -4 

д._,л 2С08Х [0 ] н ї 2 ( - 8 І п х ) 
2 2 
Приклад 17. Знайти границі, використовуючи правило 

Лопіталя (невизначеності типу {і°°}, { с о °} , 

а) 1іт(со8 2 х ) ї 2 ; б) 1 і т ( і § х ) 2 с о 8 ї ; в) 1 ітл : 1 п ( е Г ~ І ) 

х->0 , я *_>() 

• а) 1іт(со8 2х ) 1 

Скористаємось співвідношенням: 

з А з 
—^ 2 —^-ІПСО$2дг 

(С082Х)'" = Е

Н Т 2 * ) Х = Е* 2 

Тоді 

1 і т ( со82х) х " =І1 |= І і т є" 
л-->о ; .<•-><) 

ІПС052.Х 0 1 , ,. І П С 0 8 2 Х 

_ 3 1 і і " 2 = е

3 " . 

ІПС082Х „ 
Тут позначено Л = Нт . Знайдемо цю границю, застосовую-

д - > 0 Xі 

чи правило Лопіталя: 

. ,. ІПС082Х 0 ,. С082Х 
А = І і т = <̂  - \ = І і т 

х 2 [0 ] д->о 2х 
. . . - 2 х = 2 І іт = - 2 . 

*г>о 2х 

(-8Іп2х)-2 8Іп 2х ~ 2х, 
ї - > 0 ; 

С082х - » 1, 
д - - > 0 . 
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Отже, 1ігл(соз2х) г 2 = е 3 ( 2 ) =е 6 . 
х - > 0 

б) 1 і т ( 1 8 х ) 2 с о " . 
^ к 

Враховуючи, що {Щх)2со*х = є2™"1"** , маємо 

л 1 

1 і т ( і 8 х ) 2 с о " =(оо°}= 1 і т е

2 с о 5 , Г І п , 8 д г = { е 0 с о ) = е "2т>< 2 А 
: Є , 

2 

1 1 
А , . І П І £ Х [ о о ] І£Х СОВ2 X . . 1 

де Л = І і т —^— = і — г = Ь т - - = І іт 
1 ^ ^ — ( - 5 1 П Х ) ^ В 

СОЗХ С 0 5 X 

= І іт созх = 0 . 
к 

х->— 

Отже, 1 і т ( 1 8 х ) 2 с о , г = Є

2 0 = е ° = 1. 
х->— 

1 1 , , Іпх 
- Іпх п т -

в) Н т х 1 " ^ - 1 * = (о°}= І і т е 1 " ^ - 1 ' = е ' ^ ' ' - 1 1 = еА , 
х - > 0 л - > 0 

1 
, ,. Іпх ,. х .. е х - \ ,. е * - 1 10 

де А = І іт = І іт — = І іт = І іт = < — 
*->о Іп(е* -1 ) * ->° 1 л Х е ( *->° х [0] 

І і т — = 1. 
х - > 0 1 

Отже, \ітх1п(еХ'1) =е.< 
х - > 0 
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Ф о р м у л а Т е й л о р а 

Приклад 18. Розкласти многочлен Р ( х ) = х 3 - 2 х 2 + З х + 5 за 
степенями двочлена (х - 2) . 

• Знаходимо похідні многочлена та їх значення в точці х = 2 : 

Р'(х) = 3х2 - 4 х + 3 ; Р"(х) = 6 х - 4 ; Ря(х) = 6 ; Ріп)(х) = 0 при п > 4 . 

Р{2) = 1 1 ; Р'(2) = 7 ; Р"(2) = 8 ; Рт(2) = 6 . 

Отже, за формулою Тейлора маємо: 

х 3 - 2 х 2 4 - 3 x 4 - 5 =11 + 7 ( х - 2 ) + — ( х - 2 ) 2 4 - — ( х - 2 ) 3 

2! З! 
або 

х 3 - 2 х 2 4 - 3 x 4 - 5 = 1 І 4 - 7 ( х - 2 ) 4 - 4 ( х - 2 ) 2 4 - ( х - 2 ) 3 . Ч 

Приклад 19. Розкласти функцію / ( х ) = 1§х за формулою 
-і 

Маклорена до члена, що містить х включно. 
• Знаходимо похідні функції / ( х ) = 1§ х до третього порядку включ­

но, а також їх значення при х = 0 . 
Маємо 

Дх) = Щх, Д 0 ) = 0; 

/ ' ( * ) = — у - = с о з - 2 х , / ' ( 0 ) = 1; 
С08 X 

/ " ( х ) = ( - 2 ) с о 8 _ 3 х ( -з іпх) = 2соз~ 3 х-зіпх , / " (0 ) = 0 ; 

/ " ( Х ) = 6 С 0 5 " 4 Х - 8 І П 2 Х 4 -2с08" 2 Х, / " ( 0 ) = 2 . 

За формулою Маклорена з залишковим членом у формі Пеано маємо 

х 3 

Г 2 Х = Х 4 - + 0 ( х 3 ) . 
з 

Або враховуючи, що 
/ " ( 4 ) ( х ) = 6 ( 4 С 0 8 ~ 5 Х -8ІП 3 X 4-С08~4 X - 2 8ІП X • С08х) 4- 2 (-2)С08~ 3 Х • (-8ІП х) , 

/ ' 4 ) (0) = 0 , залишковий член можна записати у вигляді о ( х 4 ) , тобто маємо 

х 3 

І£ X = X 4- 4- О ( X 4 ) . Ч 
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Приклад 20. Розкласти функцію / ( х ) = Ух за формулою 
Тейлора з центром розкладу у точці а = 1 (за степенями (х - 1 ) ) 

до члена з (х - 1 ) 3 включно. 
І 

• Обчислимо значення функції / ( х ) = х 3 та її похідних до третього 

порядку включно при х = а = 1 . 

1 2 5 8 
Д х ) = я-з; Г(х) = V 3 ; / " ( х ) = - | х " з ; / " ( х ) = Щх~*. 

Л І ) = 1; / ' (1 ) = і ; / " ( О = - | ; / " (1 ) = ^ • 

Отже, за формулою Тейлора маємо: 

V I = 1+ —(х -1) — ( х - 1 ) 2 + - ^ - ( х - 1 ) 3 + о ( ( х - 1 ) 3 ) . < « 
З 9-2! 27-3! 

Приклад 21. Обчислити з точністю до 10 _ 3 наближене зна­

чення УЇ9 
• Представимо заданий корінь у вигляді: 

і 

2 "із ^29 = ХІ21 + 2 = 3 1 + 
V 27 

Скористаємось біноміальним розкладом: 

ч,„ , т т(т-Х) •> т(т-\)...(т~п + \) „ 
(1 + х) =1 + — х + — - х +. . . + — -— -х" + /?„. 

1! 2! я! 

Звідси маємо наближену рівність 

п , \" л . т ^{т-\) 2 ^ , т(т-\)...(т-п + \) „ 
(1 + х) « 1 + — Х + X + . . . + X , 

1! 2! я! 
похибка якої 

= т(т-1)...(т-Я) +, _, 
(я + 1)! 

може бути зроблена як завгодно малою при Іх | < 1 та достатньо ве­
ликому я . 
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Поклавши х~2~^ ' т о т Р и м а є м о 

^ 2 9 = 3 1 1 + _2_>з" 
27 

, 2 2 

1 + - + 
2 3 - 5 2 5 - 5 

1 8 1 2 3 -81 3 3 • 8 1 4 

Оцінюючи величини послідовних похибок обчислення ЗІ Кп І, знаходимо 

2 З 
З І Л | | < 3 - ^ Т < 0 , 0 0 2 ; ЗІ К2\<^—^-< 0,00007. 

81 1 1 8 1 3 

Отже, для обчислення з заданою точністю достатньо взяти три члени, 
які передують залишку К2, тобто 

29 =3(1 + 0,024 - 0,0006) = 3,072 . Ч 

Приклад 22. Використовуючи розклади функцій за фор­
мулою Тейлора (Маклорена), обчислити задані границі: 

. . . 1-соз х 
а) І і т — г г-

5х 2 + 7х 3 

б) І і т 
( х - 1 ) - 8 І п 2 ( х - 1 ) 

*->1 ( Х ~ 1 ) + 8 І П З ( Х - 1 ) 

в) І і т 
1§ X + 2 8ІП х - Зх 

• а) І іт 
1 - соз х 

« 5 х 2 + 7 х 3 
5х2 + 7х 3 5х' 

д-->0 

,. (1 -созх) (1 +созх + соз х) ,. З ( І - с о з х ) = І іт - = 1 і т — 
і - > 0 5*' 

І і х з 
;со5х = 1 + о(х ) 
і 2! 

*->° 5х 2 

2 2 

1 - 1 + - о (х 3 ) о (х 3 ) 
З 2 ' 3 2 і 

= — І іт г = — І іт -
5 д--»о .2 



344 Глава 8. Диференціальне числення функцій однієї змінної 

б) І іт 
( х - 1 ) - 5 І п 2 ( х - 1 ) _ 

х->\ ( х - 1 ) + 8 І п З ( х - 1 ) 

ЗІП 2(х - 1) = + о(х - 1) 
1! 

зіп 3(х - 1 ) = 3 ( * ~ П + 0(х -1) 
1! 

= Нт 
. ( х - 1 ) - 2 ( х - 1 ) - о ( х - 1 ) ,. - ( х - 1 ) 1 
' " і - - - = Ь т — - = — 

(х - 1 ) + 3(х - 1 ) + о(х - 1 ) д-и4(х-1) 4 ' 

. ,. і ех + 2 з і п х - 3 х 
в) п т • 

*->о 

х + — + о ( х 4 ) + 2 
З 

Щх = х + — + о ( х 4 ) 

Xі 

зіп х = х + о ( х 4 ) 
6 

( г 3 

х / 4 ч 

х но(х ) 
6 

-Зх 

: І і т -
х - > 0 х 4 *-*о х ч 

Д о с л і д ж е н н я ф у н к ц і й т а п о б у д о в а г р а ф і к і в 

Приклад 23. Дослідити функцію / ( х ) - ^Х + ^ та побу-
х - 2 

дувати її графік. 
• 1. Область визначення функції £>(/) = ( -со , 2 ) І І (2 , + оо) . На інтер­

валі ( - о о , 2) Дх) < 0 , на інтервалі (2, + оо) / ( х ) > 0 . 
2. Функція не є парною, не є непарною, бо 

Д-х) = 
( -х + 1) 2 ( -х + 1) 2 

- х - 2 х + 2 
тобто Д-х) * Дх), Д-х) *-Дх). 

Функція неперіодична, бо не існує такого числа Т, Т > 0 , щоб 

Дх + Т) = Дх), Ух є / > ( / ) . 

Отже, маємо функцію загального вигляду. 

3. Точки перетину з осями координат (-1,0) та ^ > - ^ • 

4. Точка розриву функції х = 2 . Маємо розрив другого роду, бо 

І і т /(х) = - о о , І і т /(я) = + о о . 

< - - > 2 - 0 х - > 2 + 0 
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5. Вертикальна асимптота х = 2 , бо І і т / ( х ) = оо . 
г->2 

Похилі асимптоти шукаємо у вигляді у = кх + Ь. 

Дх) 
к = І і т 

ЛГ->±00 X 

1 і т і £ ± і > 1 = , ; 
*-»±» х(х - 2) 

Ь= І іт [ / ( х ) - А х ] = І і т (х + 1) 2 

1- 4 Х + 1 /І 

= І іт = 4 . 
д-->±а> X —2 

Отже, у = х + 4 - похила асимптота. 

6. Знаходимо точки екстремуму та визначаємо інтервали монотонності 
функції. 

2(х + 1 ) ( х - 2 ) - ( х + 1) 2 х 2 - 4 х - 5 (х + 1 ) ( х - 5 ) 

( х - 2 Г ( х - 2 ) " ( х - 2 Г 

Для знаходження критичних точок розв'язуємо рівняння /'(х) = 0 , 

тобто (х + 1)(х - 5 ) = 0 , ( х - 2 ) 2 Ф 0 , звідки х, = -1 , х 2 = 5 . 

Критичні точки X] = - 1 , х 2 = 5 та точка х = 2 (це точка розриву функції) 
поділяють область визначення функції на інтервали, які вказані на наведеній ниж­
че схемі. На цій схемі над віссю Ох вказано знак похідної функції у' = / ' (х) , під 
віссю Ох показана поведінка функції у = / ( х ) на вказаних інтервалах. Тут 
стрілками , X вказується відповідно, що функція зростає чи спадає. Слова 
тах, тіп вказують відповідно точки, де функція досягає максимуму чи мінімуму. 

знак у 
поведінка 
функції у 

- 1 0 
тах \^ 

5 
\^ тіп / 

2 
точка 

розриву 

Отже, утт = у{-\) = 0 , утт = у(5) = 12 . 

На проміжку (~оо,-1)и(5, + со) функція зростає; 

на проміжку (-1,2) СІ (2,5) функція спадає. 
7. Знаходимо точки перегину графіка кривої та визначаємо інтервали 

опуклості та вгнутості 

' х 2 - 4 х - 5 Л 

(х-2У 

Г(Х)ФО; 

( 2 х - 4 ) ( х - 2 ) ~ - ( х 2 - 4 х - 5 ) 2 ( х - 2 ) 18 

( х - 2 ) 4 " ( х - 2 ) 3 
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/"(х) < 0 на проміжку ( - с о , 2 ) , тобто крива опукла на цьому про­
міжку; 

/ " ( х ) > 0 на проміжку (2, + оо ) , тобто крива вгнута на цьому проміжку. 

Точок перегину немає, бо точка х = 2 , в околі якої змінюється знак 
другої похідної, є точкою розриву функції. Результати цього дослідження 
наведено на схемі. 

знак у" 
поведінка 0 2 х 
функції у О точка ^ 

Тут знак О означає опуклість, знак ^ - вгнутість. 

8. Проводимо додаткові дослідження: 
а) на інтервалі ( -оо , 2 ) / ( х ) < 0 (графік нижче осі Ох), на інтервалі 

(2, + оо) / ( х ) > 0 (графік вище осі Ох); 
б) дослідимо поведінку функції на нескінченності: 

На основі досл ідження поступово будуємо графік функції 

розриву 

І іт /Хх) = І іт 
лг-> + сс X —2 

.. (х + 1 ) 2 

І іт 
->±°° х - 2 

= ±оо . 

(* + 1) 
х - 2 

2 

/ ( * ) = , який наведено на рис.8.4. 

Рис.8.4 < 
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_х± 

Приклад 24. Дослідити функцію / ( х ) = хе 2 та побуду­
вати її графік. 

• 1. Область визначення функції £>(/) = ( - < » , + о о ) . 

(-Д-)2 х 2 

2. Функція с непарною, бо /(-х) = -хе 2 =-хе 2 = - / ( х ) , отже, 
її графік симетричний відносно початку координат. 

Функція неперіодична, бо не існує такого числа Т, Т > 0 , щоб 

Дх + Т) = /(х), Ух є / ) ( / ) . 

Отже, маємо функцію загального вигляду. 
3. Точка перетину графіка функції з осями координат (0,0). 

4. Точок розриву функція не має. 
5. Вертикальних асимптот функція не має, бо не існує такого числа а , 

щоб І іт / ( х ) = оо . 
х—>а 

Похилі асимптоти шукаємо у вигляді у = кх + Ь. 

_х± 

к = І іт № - = І і т І і - І - = І і т - 4 г = 0 ; 

*-»+<*> х дг-»±« х х->±<» е

х
 / 2 

2 

Ь= І іт [/(х)-кх]= І і т хе 2 = І іт —\-г-= і — 1 = Нт — г - | = 0 
* - > ± ° о дг->±<х> Ї->±ОО ^х / 2 [ о о ] л--»±а> х / 2 _ х 

Отже, маємо горизонтальну асимптоту у = 0 . 
6. Досліджуємо функцію на екстремум та знаходимо інтервали моно­

тонності. 

ґ -2 \ ,2 2 

е 2 +хе' 2 -(-х)=е~ 2 ( 1 - х 2 ) 1 Х 

V ^ 

е 

е 

2 / 2 

х 2 / 2 ' 

/ ' ( х ) = 0 ; і - ^ - = 0 ; 1 - х 2 = 0 ; х , = - 1 , х 2 = 1 . 

Отримали критичні точки, які розбивають числову вісь на три інтер­
вали. Дослідження знаку першої похідної на цих інтервалах та висновки 
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відносно поведінки функції на них наведено на схемі. 

знак у 
поведінка 0 1 

тах функції у \ ^ тіп тах \ ^ 

На проміжку ( - о о , - 1 ) и ( 1 , + со) функція спадає; 

на проміжку (-1,1) функція зростає. 

Утт =у(-1) = -е 2 = — ^ - « - 0 , 6 ; і> т а х =у(\) = е 2 = - ^ « 0 , 6 . 
Є ' Є' 

7. Досліджуємо функцію на опуклість, вгнутість та знаходимо точки 
перегину. 

Ґ(х) = 
ґ \ - х 2 ^ -2хех2/2-(\~х2)е^2 

_ хех2І2{-2-\ + х2) _ х(х2 - 3 ) 

е е 1 

/\х) = 0; х ( х 2 - 3 ) = 0 ; х, = 0 , х2 = - У з , х 3 = Уз . 

Отримали критичні точки другого роду, які розбивають числову вісь 
на п'ять інтервалів. 

знак у 

поведінка - У з 0 Уз х 
функції у ГЛ точка ^ точка О точка ^ 

перегину перегину перегину 

Функція опукла на проміжку ( - о о , - У з ) ЦІ (0,Уз~), бо / * ( х ) < 0 ; 

функція вгнута на проміжку ( - У з , 0) У (Уз , + оо ) , бо / " ( х ) > 0 . 

Оскільки в околі точок х х = 0 у" змінює знак, то при цих 
значеннях абсцис маємо точки перегину. 

Підрахуємо значення функції в цих точках: 

г Уз 
Я ± У з ) = ± - ^ - * ± 0 , 4 ; у(0) = 0 . 

Маємо три точки перегину Р [ ( - У З ; - 0 , 4 ) , /> 2 (УЗ;0,4) , Р 3(0;0) . 
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8. Проводимо додаткові дослідження: 
а) на інтервалі ( -оо ,0 ) /(х) < 0 (графік нижче осі Ох), на інтервалі 

(0, + со) /(х)>0 (графік вище осі Ох); 

б) дослідимо поведінку функції на нескінченності: 

І і т / ( х ) = І і т хе 2 = І і т —гу-
.т->±оо і-->±оо Л - > ± ° 0 X /2 

= І іт 
ОО і д-->±со е

х і- , х 

= 0 . 

На основі досл ідження поступово будуємо графік функції 

_х± 

/(х) = хе 2 , який наведено на рис.8.5. 

Рис.8.5-4 

Приклад 25. Дослідити та побудувати графік функції, за­

даної параметрично рівняннями 

• 1. Область визначення. 

| х = а соз і, 

[у - а з і п 3 1 , а>0. 

Параметр : є ( - о о , + оо) , але оскільки функції с о з 3 1 , зіп 3 / періодичні 

з періодом 2л , будемо вважати, що І є [0,2л]. Змінна х є [-а,а]. 

Область значень функції £>(>>) = [ -а ,а] • 

2. Симетрія кривої. Враховуючи, що х(і) = х(-і), у(і) = -у(і), маємо, 

що крива симетрична відносно осі Ох. 
3. Знаходимо нулі функцій х - х(і), у = у (і) та області знакосталості 

цих функцій. 

п Зл 
х = а соз 1 = 0 => 1 = -

2 2 
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функція х(с) знакододатна на проміжку 0 , ^ 
2 

II 
Зл 

2л 

у = а зіп 3 і = 0 => / = 0, л,2л , 

функція у(() знакододатна на проміжку [0, я ] . 

4. Крива не має похилих асимптот, бо у є [ - а , а ] . 

5. Знаходимо точки і к , в яких хоча б одна з похідних х\, у] дорівнює 
нулю або розривна. 

Xі. - - З а с о х 2 ; х, = - З а с о з 2 г - зіп / = 0 , / = 0, — , — , 2 л . 
2 2 

у\ — За з іп 2 1 - с о з / ; у\ = За зіп 2 г-соз/ = 0,1 = 0 ,—,—,2я . 

Знаходимо : 
а > ^ 1 

х, 

2 2 
За зіп г-соз/ 

сіх ' " х\ - З а с о з " / -зіп/ 
Далі складаємо таблицю, враховуючи отримані точки та значення похідних. 

Область 
зміни / 

Відповідна 
область 
зміни X 

Відповідна 
область 
зміни у 

Знак 

сіх 

Характер зміни у 
як функції від X 

(У = /(*)) 

0 < / < * 
2 

а>х >0 0<у<а - спадає 

я 
— < 7 < я 
2 

0 > х > - а а>у>0 + зростає 

Зя 
я < / < — 

2 
-а<х<0 0>у>-а - спадає 

— < * < 2л 
2 

0 < х <а -а<у<0 + зростає 

З таблиці видно, що задані параметричні рівняння визначають дві не­
перервні функції вигляду у = / ( х ) : 

при 0 < І < я маємо у > 0 (два перші рядки таблиці); 

при я < І < 2я маємо у < 0 (два останні рядки таблиці). 

З виразу для похідної — = -Щі випливає, що 
йх 

.. сіу о; І і т — = +со . 
,^1ісіх 

І і і г Д 
.'сіх 

2 2 
У цих точках дотична до кривої вертикальна. 
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При / = у, х = 0, у = а . Отже, утзк = у[^ \ = а . 

П Р И ' = у . х = °. У = ~а • 0 т ж е > Утт = У{^~~ \ = ~а-

Враховуючи, що 

= 0 , 
( = 0 

йу_ 

Л 
= 0 , * 

Ж 
; 0 , 

г=2тг 

маємо, що дотична до кривої в цих точках горизонтальна. 

7. Знаходимо точки, в яких 
сіх2 

= 0 . 

а2у сі(У'х)_ й - н е О СОЗ2 І 1 

сіх1 <іх сі(асо5 І) Засоз"" І • (— кіп/) Засоз г-зіп/ 

Маємо, що — ~ > 0 при 0 < / < я - крива вгнута, 
сіх 

<*гу Л 

—^- < 0 при я < І < 2п - крива опукла. 
сіх' 

На основі дослідження будуємо криву. Ця крива називається астроїдою. 

- 4 

-а 

-а 

Р и с . 8 . 6 ^ 

Приклад 26. Дослідити та побудувати графік функції, за­
даної в полярних координатах рівнянням р = а зіп Зф (трипе­
люсткова троянда). 
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• 1. Періодичність (знаходження такого значення Т, що 

Л Ф + П = / ( Ф ) ) . 

8Іп[3 (ф + Т)] = кіп Зф , 

3(ф + Г) = Зф + 2 л , 

ЗГ = 2 л , 

З 

2. Область визначення (ті значення ф , при яких р > 0) . 

віпЗф > 0 , 

0 < Зф < я , 

я 
0 < ф < - . 

• 2я 4я 5я Далі, з урахуванням періоду, маємо — < ф < я, — < ф < — . 

3. Промені симетрії (такі півпрямі, що виходять з полюса, відносно 
яких графік функції симетричний). 

Враховуючи, що для функції у - віпф промінь симетрії ф = ^ , то для 

функції р = а 5 І п З ф маємо Зф = —, звідки ф = — - промінь симетрії. Вра-
2 6 

ховуючи періодичність, отримуємо ще два промені: 

_ я 2л _ 5я _ _ 5л 2л _ 9л Зл 

4. Знаходимо точки екстремуму. 

я 
р =ЗасокЗф; р ' = ЗясозЗф = 0 , сов3ф = 0 , ф = — . 

6 

р* = -9а8ІпЗф < 0 на 0,- . 0 Т Ж Є ' Ртах = Р| | -1 = а&іп^ = а . 

р ' > 0 при ф є 0,— І - функція зростає на цьому проміжку; 
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' , Я Я 

р < 0 при ф є | - , -
- функція спадає на цьому проміжку. 

5. Складаємо таблицю значень функції на проміжку 0,-

ф 0 я я я 
ф 0 

Ї 8 І 2 б" 

Зф 0 я 
6~ 

я я 

зіп Зф 0 1 
2 

л/2 
2 

і 

Р 0 1 
—а 
2 

л/2" 
а 

2 
На основі дослідження будуємо графік трипелюсткової троянди. 

2к 

Рис.8.7 < 

В і д ш у к а н н я н а й б і л ь ш и х та н а й м е н ш и х 
з н а ч е н ь ф у н к ц і ї 

Приклад 27. Знайти найбільше М та найменше т зна­

чення функції / ( х ) = х 3 - Зх 2 - 9х + 35 на відрізку [-4,4]. 
• Знаходимо критичні точки даної функції, що лежать всередині 

відрізка [-4,4] і обчислюємо значення функції в цих точках: 

/'(х) = 3х2-6х-9; З х 2 - 6 х - 9 = 0 ; 



354 Глава 8. Диференціальне числення функцій однієї змінної 

х = - 1 , х = 3 - критичні точки функції, що належать заданому відрізку; 
Д - 1 ) = 4 0 , / ( 3 ) = 8 . 

Обчислюємо значення даної функції в точках х - - 4 , х = 4 - межах 
відрізка [-4,4]: / ( - 4 ) = - 4 1 , / ( 4 ) = 15 . 

З отриманих чотирьох значень вибираємо найбільше та найменше. 
Отже, М = / ( - 1 ) = 40 , т= / ( - 4 ) = - 4 1 . < 

Приклад 28. Знайти такий циліндр, який мав би найбіль­
ший об'єм при заданій повній поверхні 5 . 

• Нехай радіус основи циліндра К = х ,а висота Н = у. 

Тоді 

5 = 2 5 о с н + 5 6 і ч н = 2кх2+2кху. 
Звідси 

8-2ш1 

2кх 
Отже, об'єм циліндра представиться так: 

і . , , , ч о г г 2 8 — 2'кх2 3 я 
2лх 2 

Задача зводиться до дослідження функції У(х) на максимум при х > 0 . 

У'(х) = --3пх2; --3кх2=0; * = ,/—. 
2 2 І/бп 

Це критична точка. Дослідимо її на екстремум. 

У\х) = -впх; V 
ч . 6 я у 

- 6 л , | — = - л / 6 л 5 < 0 . 

Отже, в точці х - . І— функція має максимум, тобто об'єм має найбіль­
ші 6л 

ше значення. Висота циліндра при цьому така: 

5 
5 - 2 л 

Н=у 

\6п 

6л =2лІ—=2х = 2Я. 
І 6л 

Отже, висота Н циліндра дорівнює 2К - діаметру основи циліндра. 
За цієї умови циліндр має найбільший об'єм. А 
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/V. Задачі для практичних занять 

Г е о м е т р и ч н і та м е х а н і ч н і з а с т о с у в а н н я п о х і д н о ї 

8.151. Знайти кутовий коефіцієнт дотичної, яка проведе­

на до параболи у - х2: 1) у початку координат; 2) у точці (3,9); 

3) у точці ( -2 ,4) ; 4) у точках перетину її з прямою у = Зх - 2 . 

8.152. В яких точках кутовий коефіцієнт дотичної до ку­

бічної параболи у = х 3 дорівнює З? 
8.153. В якій точці дотична до параболи у - х : 

1) паралельна осі Ох ; 2) утворює з віссю Ох кут у 45° ? 

8.154. В яких точках дотична до параболи у - х2 : 

1) паралельна прямій у = Ах - 5; 2) перпендикулярна до пря­

мої 2х - 6у + 5 = 0; 3) утворює з прямою Зх - у + 1 = 0 кут у 45° ? 

8.155. На лінії у = х ( х - 2 ) знайти точки, в яких дотич­
на паралельна осі абсцис. 

8.156. На лінії у = — - знайти точку, в якій дотична 
(х + 2 ) 2 

паралельна осі абсцис. 

8.157. На параболі у = х2 зафіксовано дві точки з абсциса­
ми х, = 1, х\ = 3 . Через ці точки проведено січну. В якій точці 
параболи дотична до неї паралельна проведеній січній? 

8.158. Написати рівняння дотичної і нормалі, проведених 
до кривої у = х 3 у точці з абсцисою 2. Знайти піддотичну 5 , і 

піднормаль зп. 
8.159. Скласти рівняння дотичної та нормалі до гіперболи 

у = — у точці з абсцисою х = -~. Знайти піддотичну з, та 
х 2 

піднормаль зп. 
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У задачах 8.160 - 8.164 скласти рівняння дотичної та нор­
малі до даних ліній в даній точці. 

8.160. у = х 2 - 5х + 4 , х 0 = - 1 . 

8.161. у = х3 + 2х2 - 4х - 3 , х 0 = - 2 . 

8.162. у = л/х , х 0 = 4 . 

8.163. у = і%2х, х 0 = 0 . 

8.164. у = Іпх, х 0 = 1. 

8.165. Написати рівняння дотичної і нормалі в точці 
М 0 (2 ,2 ) до кривої, заданої параметрично 

1 + / 

< 

З _1_ 
[У " 2(2 + 21' 

8.166. Написати рівняння дотичної до кривої 

X = ІС05І, 

у ~ (5ІПІ 

71 
у початку координат і в точці і - —. 

4 
8.167. Написати рівняння дотичної та нормалі до кривої 

х 3 + у2 + 2х - 6 = 0 в точці з ординатою у0 = 3 . 

8.168. Написати рівняння дотичної у точці М0(1,1) до кри­

вої х 5 + у5 - 2ху = 0 . 
2 2 

X V 
8.169. Довести, що дотична до еліпса — + = 1 в точці 

а Ь 
а , , \ • х х о УУо і М(хо>_Уо) має рівняння — + — т - = і-

а Ь 
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2 2 X у 
8.170. Довести, що дотична до гіперболи — =-= 1 в 

а1 Ь 
точці М ( х 0 , у 0 ) має рівняння ^ ~ - Щ і = \. 

а Ь 

8.171. Під яким кутом перетинається парабола у = х2 з пря­
мою З х - у - 2 = 0 ? 

У задачах 8.172 - 8.177 знайти кути, під якими перетина­
ються задані криві. 

8.172. Параболи у - х2 та у2 = х. 

8.173. Гіпербола у = — з параболою у = л/х . 

х 

8.174. Кола х2 + у2 - 4х = 1 та х 2 + у2 + 2у = 9 . 

8.175. Параболи у = (х - 2 ) 2 та у = 4х - х 2 + 4. 
2 2 2 

8.176. Коло х +у = 8 та парабола у = 2 х . 
2 2 

2 2 X V 8.177. Гіпербола х - у = 5 та еліпс 1—н — = 1. 
18 8 

8.178. Відстань, пройдена матеріальною точкою за час / , є 

з = - ^ 1 4 + 2 ( + \ (І- у секундах, 5 - у метрах). Знайти 

швидкість руху даної точки у моменти часу І = 0; 1; 2 с. 

8.179. Задано рівняння руху точки вздовж осі Ох 

х- 100 + 5(-0,00\і {1-у секундах, х - у метрах). Знайти 

швидкість V та прискорення а цієї точки у моменти часу / 0 = 0, 

/, = 1, (2 = 10с. 
8.180. Точка рухається прямолінійно, закон її руху 

2 . пі 

з = —$т — + х0. Знайти прискорення в кінці першої секунди 

(і - у секундах, 5 - у сантиметрах). 
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8.181. Закон руху матеріальної точки по прямій має вигляд 

х = — і4 - 4(3 + 1 б / 2 . Визначити: 
4 
а) в які моменти часу точка знаходиться у початку координат? 
б) в які моменти часу її швидкість дорівнює нулю? 
в) в які моменти часу напрямок її руху співпадає з додат­

ним напрямом осі Ох ? 
г) в які моменти часу її прискорення дорівнює нулю? 
8.182. Залежність шляху від часу задана рівнянням 

5 = і\п(1 + 1) (/ - у секундах, 5-у метрах). Знайти швидкість 
руху в кінці другої секунди. 

8.183. По кубічній параболі у = х 3 рухається точка так, що 
її ордината змінюється в залежності від часу І за законом 

у = аі3. Яка швидкість зміни абсциси в залежності від часу? 
Т е о р е м и п р о д и ф е р е н ц і й о в н і ф у н к ц і ї 

У задачах 8.184 - 8.187 перевірити справедливість теоре­
ми Ролля для заданої функції Д х ) на даному відрізку [а, Ь]. 

8.184. Д х ) = х 3 + 4х 2 - 7х - 1 0 , [-1,2]. 

8.185. / ( х ) = 1п зіп х , л 5л 

8.186. Д х ) = 4 8 Ш \ [0 ,л] . 

8.187. Д х ) = л / х 2 - З х + 2 , [1,2]. 

8.188. Функція /(х) = Щх - 2)2 на кінцях відрізка [0,4] 

приймає рівні значення / ( 0 ) = Д 4 ) = >/4 . Чи справедлива для 
цієї функції теорема Ролля на відрізку [0,4] ? 

8.189. Чи виконані умови теореми Ролля для функції 
Д х ) = 1§х на відрізку [0,л]? 
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8.190. Чи виконані умови теореми Ролля для функції 
2 - х 2 

Д х ) = -т- на відрізку [-1,1]? 
X 

8.191. Перевірити виконання умов теореми Лагранжа і знайти 
4 

відповідну проміжну точку с для функції Д х ) = х 3 на відрізку [-1,1]. 

8.192. Записавши формулу Лагранжа на відрізку [0,1] для 

функції / ( х ) = л/з х 3 + Зх , знайти на інтервалі (0,1) відповідне 
значення с. 

8.193. Для дуги параболи у = х2,щоміститьсяміжточками Д1,1) 
та 5(3,9), знайти точку, дотична до якої паралельна хорді АВ. 

8.194. Записавши формулу Коші на відрізку [0,2] для функцій 

/ ( х ) = 2 х 3 + 5х + 1 та §(х) = х 2 + 4, знайти відповідне значення с. 

8.195. Для заданих функцій / ( х ) та §(х) перевірити ви­
конання умов теореми Коші на заданому відрізку [а, Ь] та знай­
ти відповідне значення с: 

а) / ( х ) = х 2 + 2 , £(х) = х 3 - 1 , [а, Ь] = [1,2]; 

я 
б) / ( х ) = §іп х , §(х) = соз х , [а, Ь] •• 

° ' 2 
Р о з к р и т т я н е в и з н а ч е н о с т е й за п р а в и л о м Л о п і т а л я 

У задачах 8.196 - 8.207 знайти границі, використовуючи 

правило Лопіталя (невизначеність типу |-Ц|). 
.. у[х-Ча _ лп- .. Іпсозх 8.196. І і т - т = = . 8.197. І і т . 
х~+ал/х-лІа -ї->0 х 

О Т О І- О Г Є*" - СОЗ ОХ 
8.198. І і т . 8.199. Ііт—г . 

*->о зіпх *->о ЄРХ -созРх 
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х - а г с І § х в , п 1 л . х п - а ' 
8.200. І і т - — , ь . 8.201. Ііт-

*->о х 3 ' х" - а" 

р х - р ~ х х 3 - З х 2 + 2 

8.202. І іт — . 8.203. І іт , , 
Х-»о1п(1 + х) « ї х - 4 х + 3 

£>2* — 1 СТЕГ Г - 1 
8.204. І і т — - . 8.205. ІІГТІ 8 . 

Х-+о агсзіп Зх 8Іп4х 

« - . ^ •• л -2агс І§х „ „„„ ,• ах-Ьх 

8.206. І і т -,——. 8.207. І іт 
.Ї->+со є1' -І хл/і - X 2 

У задачах 8.208 - 8.215 знайти границі, використовуючи 

правило Лопіталя (невизначеність типу \ — і). 

8.208. І і т - ^ - . 8.209. І іт ~ . 

8.210. І іт — . 8.211. 1 і т ^ , т > 0 . 
Х->+0 1 + 2 ІП 8ІП X ДГ->+ОО Х

Т 

пх 
„ „ . „ 8 7 „ „ . , ,. С 0 8 Х - 1 п ( х - 3 ) 
8.212. І і т . 8.213. І і т 4 , Л 

^ і - о 1п ( 1 - х ) *->з+о \п(ех-є5) 
о - . , , ,• 1п(х-1) „ , . . . . І П 8 І П 2 Х 8.214. І і т — - . 8.215. І і т . 

Х->1+0 СІ§7ТХ *-++0 І П 8 І П Х 

У задачах 8.216 - 8.221 знайти границі, використовуючи 
правило Лопіталя (невизначеність типу {0 • о о } ) . 

8.216. І і т х(е]/х - 1 ) . 8.217. І іт х"е~х. 
X—»+00 X—>+°0 

8.218. І і т * з і п - . 8.219. Іітх 2*?* 2 . 
Х->ОО х х~*® 

8.220. 1 і т х 1 п 3 х . 8.221. 1 і т ( л - х ) 1 § - . 
-Г->+0 Х->Л 2 
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У задачах 8.222 - 8.227 знайти границі, використовуючи 
правило Лопіталя (невизначеність типу {оо - о о } ) . 

8.222. І іт 
1 

8.224. Ііт; 

ДГ->і+(\1пл; Іпх 

X 1 ^ 
^ - и ^ х - 1 Іпх, 

8.223. І іт 
ДГ->0 

сЩх 
X ) 

8.225. І і т 
. Ї - > 0 

1 1 
агсі§ х х 

( 
8.226. І іт 

'2\ сі§ х 2 сов х 
.8.227. І і т 

х->0 

( 1 2 — - С І § X 
Чх 

У задачах 8.228 - 8.239 знайти границі, використовуючи 

правило Лопіталя (невизначеності типу { і 0 0 } , {ж0}, {о 0 }). 

8.228. 1 і т ( с о 8 2х)* . 
х-*0 

лх 

8.230. І іт 
х—*а а 

8.232. І і т 
*-»<\ х ) 

8.234. 1 і т х 8 ш - \ 
х->0 

8.229. 1іт(е* + х) 
х-*0 

8.231. І іт 
V 

1+ — 
V X ' У 

і 
8.233. І і тх 1 -* 

ЛГ->1 

8.235. 1 іт (1§х) 2х-к 

8.236. І і т х 1 " ' ^ - " . 
Л->0 

8.237. І і т Г -

8.238. 1іт(х + 2 х ) Т . 8.239. 1 і т ( т с - 2 х ) с 

8.240. Довести, що задані границі не можуть бути знайдені 
за правилом Лопіталя. Знайти ці границі безпосередньо. 

а) І і т 

, . 1 
X 81П — 

X 
.Ї-»0 8 Ш X 

б) І і т 
X - 81П X 

*-»0 х + 81П X 
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Ф о р м у л а Т е й л о р а 

8.241. Розкласти многочлен Р(х) = х 4 - 5х 3 + х 2 - Зх + 4 за 
степенями двочлена х - 4 . 

8.242. Розкласти многочлен Р(х) = х 3 + Зх 2 - 2х + 4 за сте­

пенями двочлена х + 1 . 

8.243. Нехай Р(х) - многочлен четвертого степеня. Обчис­

лити Р ( -1 ) , Р'(0), Р\\), якщо відомо, що Р{2) = - 1 , Р'{2) = 0 , 

Р"(2) = 2 , Р'"(2) = - 1 2 , Р!У(2) = 26. 

8.244. Розкласти задану функцію / ( х ) за формулою Мак­
лорена до члена вказаного порядку включно. 

А ) / ( Х ) = Е ' Х > Д° члена з х" ; 

б) / ( х ) = е х , до члена з х ; 

в) / ( х ) = VI - х + 2х 2 , до члена з х 3 ; 

г) / ( х ) = хех, до члена з х". 

8.245. Розкласти задану функцію / ( х ) за формулою Тей­
лора з центром розкладу у точці х = а (за степенями (х - а)) до 
члена вказаного порядку включно. 

а) /~(х) = —, а = - 1 , до члена з (х + 1)"; 
х 

б) / ( х ) = >/х , а = 4 , до члена з (х - 4 ) 2 ; 

в) / ( х ) = х 3 Іпх , а = 1, до члена з (х - І ) 4 ; 

г ) / ( х ) = зіп — , я = 1, до члена з (х - 1 ) 4 . 
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8.246. Написати формулу Тейлора для заданої функції / ( х ) 
з центром у точці х = а до члена вказаного порядку включно. 
Побудувати графік даної функції і її многочлена Тейлора. 

а) /(*) = і&х, а = 0, до члена з х ; 

б) / ( х ) = агсзіп х , а = 0, до члена з х 3 ; 

в ) / ( х ) = 1п х, а = 1, до члена з (х - І ) 2 . 
8.247. За допомогою формули Тейлора обчислити набли-

жені значення чисел з точністю до 10 . 

а ) з іп1 ; б) Те; в)1п1,05; г) Чз~3. 
8.248. Використовуючи розклади функцій за формулою 

Маклорена, обчислити задані границі: 

ч .. 1 -созх .. і е х - з і п х 
а) Ііт—-——г- ; б) І іт-

*->о х 2 + х 

ч .. л/і + х - л/і - X . . . в) Ііт ; г) І іт 
х-*0 X х^уО 

з і п 2 х - 2 ї § х д) І іт — ; е) І і т 

3 , 4 
X + Х 

2 
X 

созх - е 2 

4 
X 

ех+е~х- -2 
*-+о Іпіі + х") *-ю 2х" 

Досл ідження функцій та побудова г р а ф і к і в 

У задачах 8.249 - 8.269 провести повне дослідження 
функцій та побудувати їх графіки. 

8.249. у = — ^ Ц - . 8.250. у = ' 
1 + х 2 ' ' 1 - х 2 ' 

V X 2 

8.251. у = . 8.252. у = — . 
х 2 - 1 х 2 - 1 
. х 2 - 5 ї 3 х 3 

8.253. у 8.254. у = ——-
125 2 ( х - 1 ) 2 
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Х 3 X 
8.255. у = . 8.256. у = —. 

х 2 - 3 ех 

І 

8.257. у = є2*'*2. 8.258. у = хе* . 

2 1 
8.259. у = (2х-\)ех. 8 .260.1 / 

ХІПХ 

8.261. у = х - 1п (х +1) . 8.262. у = 1п (х 2 + 1). 

8.263. у = л/х2 - 2 х . 8.264. у = л / і - х 3 . 

х 3 х 
8.265. у = —г . 8.266. у = -т . 

л/х4 + 1 л /х 2 +1 

8.267. у2 = х 3 + 1 . 8.268. / = х ( х - 1 ) 2 . 

о к а ^ х 3 - 2 
8.269. у = . 

Зх 
У задачах 8.270 - 8.273 дослідити функції, задані парамет­

рично, та побудувати їх графіки. 

8.270. х = / 2 - 2 1 , у = Г +2(. 

8.271. х = / + е~', у = 2і + е~2'. 

8.272. х = г3 -Зп, у = Іі -6агс1§ / . 

8.273. х = г-, у = . 
1 + / 3 1 + ?3 

У задачах 8.274 - 8.278 дослідити лінії, рівняння яких за­
дані у полярних координатах, та побудувати їх. 

8.274. а) р = азіпЗф (трипелюсткова троянда); 
б) р = а соз Зф (трипелюсткова троянда). 
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8.275. а) р = 3 зіп 2ф (чотирипелюсткова троянда); 

б) р = Зсо§2ф (чотирипелюстковатроянда). 

8.276. р = ал/со82ф (лемніскатаБернуллі). 

8.277. р = а(1 + созф) (кардіоїда). 

8.278. р = — (жезл). 

У задачах 8.279 - 8.280 дослідити та побудувати лінії, по­
передньо привівши їх рівняння до полярних координат. 

8.279. (х2 + у2)2 =а2(х2 -у2). 

8.280. (х2 +у2)г =4а2х2у2. 
З а д а ч і на в і д ш у к а н н я н а й б і л ь ш и х т а н а й м е н ш и х 

з н а ч е н ь ф у н к ц і ї 

У задачах 8.281 - 8.286 знайти найбільше М та найменше 
т значення функцій на вказаних відрізках. 

8.281. у = х4 -2х2 + 5 ; [-2,2]. 

8.282. у = уіШ-Х2 ; [-6,8]. 

8.283. у = ̂ - ; [0 ,4]. 
х + 1 

8.284. у=]~Х + х2

2;[0Л]-
1 + х-х 

8.285. у = 8\п2х -х ; 
Ті Ті 

2 ' 2 

8.286. 7 = а г с І § - - ^ ; [0,1]. 
1 + х 

8.287. Число 8 розбити на два таких доданки, щоб сума їх 
кубів була найменшою. 

8.288. Яке додатне число, складене з оберненим йому чис­
лом, дає найменшу суму? 
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8.289. Число 36 розкласти на два таких множники, щоб сума 
їх квадратів була найменшою. 

8.290. Об'єм правильної трикутної призми дорівнює V . Яка 
повинна бути сторона основи, щоб повна поверхня призми 
була найменшою? 

8.291. Периметр вісьового перерізу циліндра дорівнює 6а. 
Знайти найбільший об'єм такого циліндра. 

8.292. Циліндр вписаний в конус з висотою И і радіусом 
основи г. Знайти найбільший об'єм вписаного циліндра. 

8.293. Знайти найменший об'єм конуса, описаного на­
вколо кулі радіуса г. 

8.294. Знайти найбільший об'єм конуса при заданій дов­
жині / його твірної. 

8.295. Визначити найбільшу площу прямокутника, вписа­
ного в круг радіуса г. 

8.296. На параболі у-х2 знайти точку N, яка найменш 
віддалена від прямої ^=2х-4. 

8.297. У півколо радіуса К вписано прямокутник з най­
більшою площею. Визначити його основу х та висоту у . 

8.298. Відрізок довжини а розділити на дві частини так, 
щоб сума площ квадратів, побудованих на цих частинах, була 
найменшою. 



ГЛАВА 9. ТИПОВІ РОЗРАХУНКОВІ ЗАВДАННЯ 

§1. Індивідуальне завдання 1. 

Векторна алгебра та аналітична геометрія 

Задача 1. [гл. 1, §2, приклади 9, 7, 5 ]. 

Задані вектори а = ( а 1 ; а 2 , Д з ) , Ь ={Ь\, Ь2,63), с = ( с 1 , с 2 , б , з ) . 
Визначити: 

1) довжину вектора а : 

2) скалярний добуток векторів а та £ : (З , £ ) ; 

3) косинус кута між векторами а та Ь ; 

4) векторний добуток векторів 5 та 6 : а х 6 ; 

5) площу паралелограма 5і та площу трикутника 5 2 , побудованих на 
векторах а та Ь ; 

6) мішаний добуток векторів а , Ь , с : (а,Ь,с); 

7) об'єм паралелепіпеда К] та об'єм трикутної піраміди К2 , побудо­

ваних на векторах а , Ь , с ; 

8) чи колінеарні вектори а та і ; 

9) чи компланарні вектори а , 6 , с . 
Варіанти завдань 

1. а = ( 2 , 3 , 1 ) , ї = ( - і , о , - і ) , с = ( 2 , 2 , 2 ) . 

2. а = ( 2 , 3 , 1 ) , £ = ( 2 , 3 , 4 ) , с = ( 3 , 1 , - 1 ) 

3. а = ( 1 , 5 , 2 ) , ь = ( - і , і , - і ) , с = ( 1 , 1 , 1 ) . 

4. а = ( 1 , - 1 , - 3 ) , £ = ( 2 , 3 , 1 ) , ' с ( 2 , 3 , 4 ) . 

5. а = ( 3 , 3 , 1 ) , £ = ( 1 , - 2 , 1 ) , І = ( 1 , 1 , 1 ) . 

6. а = ( 3 , 1 , - 1 ) , £ = ( - 2 , - 1 , 0 ) , с = ( 5 , 2 , - 1 ) 

7. а ( 4 , 3 , 1 ) , £ = ( 1 , - 2 , 1 ) , с = ( 2 , 2 , 2 ) 

8. 11 = ( 4 , 3 , 1 ) , £ = ( 6 , 7 , 4 ) , с = ( 2 , 0 , - 1 ) 

9. а = ( 3 , 2 , 1 ) , £ = ( 1 , - 3 , - 7 ) , с = ( 1 , 2 , 3) 

10. а = ( 3 , 7 , 2 ) , £ = ( - 2 , 0 , - 1 ) , с = ( 2 , 2 , 1 ) . 



368 Глава 9. Типові розрахункові завдання 

11. а — 1 , - 2 , 6 ) , ь = [ 1 , 0 , 1 ) , с 1 2 , - 6 , 7 ) 

12. а = 1 6 , 3 , 4 ) , ь = . - 1 , - 2 , - 1 ) , і = [ 2 , 1 , 1 ) . 

13. а = [ 7 , 3 , 4 ) , ь = [ - 1 , - 2 , - 1 ) , с — ( 4 , 2 , 4 ) . 

14. а = [ 2 , 3 , 2 ) , ь = [ 4 , 7 , 5 ) , с = [ 1 , - 1 , 1 ) . 

15. а = [ 5 , 3 , 4 ) , ь = [ - 1 , 0 , - 1 ) , с = ( 4 , 2 , 4 ) . 

16. а = [ 3 , 1 0 , 5 ) , ь = [ - 2 , - 2 , - 3 ) , с ( 2 , 4 , 3 ) . 

17. а - ( - 2 , - 4 , - 3 ) , ь = [ 4 , 3 , 1 ) , і = ( 6 , 7 , 4 ) . 

18. а = ( 3 , 1 , - 1 ) , ь = [ 1 , 0 , - 1 ) , с = ( 8 , 3 , - 2 ) . 

19. а ( 1 , 2 , 3 ) , ь = [ - 2 , 3 , 0 ) , с = (2 , 1 , - 6 ) . 

20. а = ( 3 , - 2 , 3 ) , ь = ( - 1 , 2 , 1 ) , с = ( 4 , 2 , 0 ) . 

21. а ( 2 , 3 , 2 ) , ь = ( 4 , 6 , 4 ) , с - ( 2 , - 1 , 3 ) . 

22. а = ( 4 , 0 , 3 ) , ь = ( 1 , - 2 , 4 ) , с = ( 1 , - 1 , 2 ) . 

23. а = ( 5 , - 3 , 2 ) , ь = ( - 4 , 1 , 5 ) , с = ( 0 , 2 , 4 ) . 

24. а ( 2 , 3 , 0 ) , ь = ( 2 , - 1 , 1 ) , с = ( - 2 , - 2 , 1) 

25. а = ( 1 , 1 , - 2 ) , ь = ( - 2 , - 5 , 3 ) , с - ( - 1 , 0 , 2 ) 

26. а = ( - 3 , 1 , 0 ) , ь = ( 1 , 6 , 5 ) , с ( 1 , 1 , 0 ) . 

27. а = ( 1 , 3 , 7 ) , ь = ( - 1 , 3 , 5 ) , 1 = ( - 6 , 0 , 2 ) 

28. а = ( - 4 , - 3 , 0 ) , ь = ( 3 , 2 , - 1 ) , с = ( - 3 , 2 , 2 ) 

29. а - ( 0 , 6 , - 3 ) , ь = ( - 1 , 6 , 0 ) , с ( 4 , 4 , 2 ) . 

30. а = ( 0 , - 5 , 4 ) , ь = ( 4 , - 1 , - 2 ) , ( 5 , 0 , 4 ) . 

31. а = ( - 3 , 3 , 1 ) , ь = ( 1 , 0 , - 3 ) , с = ( 2 , 1 , 6 ) . 

Задача 2. [ гл. 1, §2, приклад 8; §], приклад 2 ]. 
Перевірити, що вектори р,ц,г утворюють базис. Написати розклад 

вектора х за цим базисом. 
Варіанти завдань 

1. ї = ( - 2 , 4 , 7 ) , р = ( 0 , 1 , 2 ) , $ = ( 1 , 0 , 1 ) , г = ( - 1 , 2 , 4 ) . 

2. х = (6,12,-1), ^ = ( 1 , 3 , 0 ) , £ = ( 2 , - 1 , 1 ) , Я = ( 0 , - 1 , 2 ) . 

3. х = ( 1 , - 4 , 4 ) , р = ( 2 , 1 , - 1 ) , $ = ( 0 , 3 , 2 ) , ? = ( ! , - ! , 1 ) . 
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4. X ( - 9 , 5 , 5 ) , Р = ( 4 , 1 , 1 ) , Я = ( 2 , 0 , 3 ) , г ( - 1 , 2 , 1 ) 

5. і = ( - 5 , - 5 , 5 ) , Р- ( - 2 , 0 , 1 ) , 4 = ( 1 , 3 , - 1 ) , У = ( 0 , 4 , 1 ) . 

6. X = (13, 2, 7 ) , Р = ( 5 , 1 , 0 ) , 4 = ( 2 , - 1 , 3 ) , г = ( 1 , 0 , - 1 ) . 

7. X ( - 1 9 , 1 , 7 ) , Р = ( 0 , 1 , 1 ) , 4 = ( - 2 , 0, 1), г = ( 3 , 1 , 0 ) . 

8. X ( 3 , - 3 , 4 ) , Р = ( 1 , 0 , 2 ) , 4 = (0 , 1, 1) , 7 = ( 2 , - 1 , 4 ) 

9. •• = ( 3 , 3 , - 1 ) , Р = ( 3 , 1 , 0 ) , 4 = ( - 1 , 2 , 1 ) , г=( - 1 , 0 , 2 ) . 

10. X ( - 1 , 7 , - 4 ) , Р = ( - 1 , 2 , 1 ) , 4 = ( 2 , 0 , 3 ) , г ( 1 , 1 , - 1 ) . 

11. А = ( 6 , 5 , - 1 4 ) , Р = ( 1 , 1 , 4 ) , 4 = ( 0 , - 3 , 2 ) , і' = ( 2 , 1 , - 1 ) . 

12. X = ( 6 , - 1 , 7 ) , Р = ( 1 , - 2 , 0 ) , 4 = ( - 1 , 1 , 3 ) , г — ( 1 , 0 , 4 ) . 

13. X = ( 5 , 1 5 , 0 ) , Р = (1, 0, 5 ) , Ч = ( - 1 , 3 , 2 ) , 7 = ( 0 , - 1 , 1 ) . 

14. X = ( 2 , - 1 , 1 1 ) , Р = ( 1 , 1 , 0 ) , Я = ( 0 , 1 , - 2 ) , г = ( 1 , 0 , 3 ) . 

15. х = ( П , 5 , - 3 ) , Р = (1, 0, 2 ) , 4 = ( - 1 , 0 , 1 ) , г ( 2 , 5 , - 3 ) 

16. X = ( 8 , 0 , 5 ) , Р = ( 2 , 0 , 1 ) , ч = (1, 1, 0 ) , І = ( 4 , 1 , 2 ) . 

17. X = (3 , 1 ,8 ) , Р = ( 0 , 1 , 3 ) , я = ( 1 , 2 , - 1 ) , г = ( 2 , 0 , - 1 ) 

18. X = (8, 1, 12), Р = ( 1 , 2 , - 1 ) , я = ( 3 , 0 , 2 ) , г = ( - 1 , 1 , 1 ) . 

19. X = ( - 8 , - 9 , 3 ) , Р = ( 1 , 4 , 1 ) , я = ( - 3 , 2 , 0 ) , г = ( 1 , - 1 , 2 ) . 

20. X ( - 5 , 9 , - 1 3 ) , р = ( 0 , 1 , - 2 ) , я = ( 3 , - 1 , 1 ) , 7 = ( 4 , 1 , 0 ) . 

21. і = ( - 1 5 , 5, 6 ) , Р = ( 0 , 5 , 1), я = (3 , 2 , - 1 ) , 7 = ( - 1 , 1 , 0 ) 

22. X = ( 8 , 9 , 4 ) , Р = ( 1 , 0 , 1 ) , ч = ( 0 , - 2 , 1 ) , 7 = ( 1 , 3 , 0 ) . 

23. X = ( 2 , - 4 , - 3 ) , Р = ( 2 , 1 , 0 ) , я = ( 1 , - 1 , 0 ) , 7 = ' - 3 , 2 , 5) 

24. X = ( 3 , 1 , 3 ) , Р = ( 2 , 1 , 0 ) , я = ( 1 , 0 , 1 ) , 7 = ( 4 , 2 , 1 ) . 

25. X ( - 1 , 7 , 0 ) , Р = ( 0 , 3 , 1 ) , я = ( 1 , - 1 , 2 ) , 7 = ( 2 , - 1 , 0) 

26. V = ( 1 1 , - 1 , 4 ) , Р = ( 1 , - 1 , 2 ) , я = ( 3 , 2 , 0 ) , 7 = ( - 1 , 1 , 1 ) . 

27. X = ( - 1 3 , 2 , 1 8 ) , р = ( 1 , 1 , 4 ) , я = ( - 3 , 0 , 2 ) , 7 = (1, 2 , - 1 ) . 

28. X = ( 0 , - 8 , 9 ) , Р = ( 0 , - 2 , 1 ) , я = ( 3 , 1 , - 1 ) , 7 = ( 4 , 0 , 1 ) . 

29. X = ( 8 , - 7 , - 1 3 ) , р = ( 0 , 1 , 5 ) , я = ( 3 , - 1 , 2 ) , 7 = ( - 1 , 0 , 1 ) 

30. X = (2 , 7, 5 ) , Р = ( 1 , 0 , 1 ) , я = ( 1 , - 2 , 0 ) , 7 = 0 , 3 , 1 ) . 
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31. х = ( 1 5 , - 2 0 , - 1 ) , р = ( 0 , 2 , 1 ) , £ = ( 0 , 1 , - 1 ) , ? = ( 5 , - 3 , 2 ) . 

Задача 3. [ гл. 1, §2, приклад 9 ]. 

Встановити, чи колінеарні вектори С\ та с-і, побудовані за векторами 

а і 6 . 
Варіанти завдань 

1. а = ( 1 , - 2 , 3 ) , 6 = (3 , 0, - 1 ) , с\ = (25 + 4 6 ) , сг = ( 3 6 - 5 ) . 

2. а = (1 ,0 ,1 ) , ь = ( - 2 , 3 , 5 ) , г і = (5 + 2 6 ) , сг = ( 3 5 - 6 ) . 

3. а = ( - 2 , 4 , 1 ) , 6 = ( 1 , - 2 , 7 ) , С\ = (55 + 3 6 ) , сг = ( 2 5 - 6 ) . 

4. а = ( 1 , 2 , - 3 ) , ь = ( 2 , - 1 , 1 ) , С\ = (45 + 3 6 ) , сі = ( 8 5 - 6 ) . 

5. а = ( 3 , 5 , 4 ) , ь = ( 5 , 9 , 7 ) , С\ = ( - 2 5 + 6 ) , сг = ( 3 5 - 2 6 ) . 

6. а - ( 1 , 4 , - 2 ) , ь = ( 1 , 1 , - 1 ) , С\ = (5 + 6 ) , сг = (45 + 2 6 ) . 

7. а = ( 1 , - 2 , 5 ) , ь = ( 3 , - 1 , 0 ) , С\ = ( 4 5 - 2 6 ) , ?2 = ( 6 - 2 5 ) . 

8. а = ( 3 , 4 , - 1 ) , ь = ( 2 , - 1 , 1 ) , С\ = ( 6 5 - 3 6 ) , = ( 6 - 2 5 ) . 

9. а ( - 2 , - 3 , 2 ) , ь = ( 1 , 0 , 5 ) , С\ = (35 + 9 6 ) , сг = ( - 5 - 3 6 ) 

10. І і = ( - 1 , 4 , 2 ) , ь = ( 3 , - 2 , 6 ) , с\ = ( 2 5 - 6 ) , ? 2 = ( 3 6 - 6 5 ) . 

11. а = (5 ,0 ,1 ) , ь = ( 7 , 2 , 3 ) , С\ = ( 2 5 - 6 ) , ?2 = ( 3 6 - 6 5 ) . 

12. а = ( 0 , 3 , - 2 ) , 6 = ( 1 , - 2 , 1 ) , С\ = ( 5 5 - 2 6 ) , ? 2 = (35 + 5 6 ) . 

13. а = ( - 2 , 7 , - 1 ) , ь = ( - 3 , 5 , 2 ) , С\ = (25 + 3 6 ) , ? 2 = (35 + 2 6 ) . 

14. а = ( 3 , 7 , 0 ) , 6 = ( 1 , - 3 , 4 ) , с\ = ( 4 5 - 2 6 ) , сі = ( 6 - 2 5 ) . 

15. а = ( - 1 , 2 , - 1 ) , ь = ( 2 , - 7 , 1) , с\ = ( 6 5 - 2 6 ) , сі = ( 6 - 3 5 ) . 

16. а = ( 7 , 9 , - 2 ) , ь = ( 5 , 4 , 3 ) , С\ = ( 4 5 - 6 ) , ?2 = ( 4 6 - 5 ) . 

17. а = ( 5 , 0 , - 2 ) , ь = ( 6 , 4 , 3 ) , с\ ( 5 5 - 3 6 ) , ? 2 = ( 6 6 - 1 0 5 ) 

18. а = ( 8 , 3 , - 1 ) , ь = ( 4 , 1 , 3 ) , с\ = ( 2 5 - 6 ) , ^2 = ( 2 6 - 4 5 ) . 

19. а = ( 3 , - 1 , 6 ) , ь = ( 5 , 7 , 1 0 ) , ( 4 5 - 2 6 ) , сі = ( 6 - 2 5 ) . 

20. а = ( 1 , - 2 , 4 ) , ь = ( 7 , 3 , 5 ) , г 1 = ( 6 5 - 3 6 ) , ?2 = ( 6 - 2 5 ) . 

21. а — ( 3 , 7 , 0 ) , ь = ( 4 , 6 , - 1 ) , = (35 + 2 6 ) , сг = (55 + 7 6 ) . 

22. а = ( 2 , - 1 , 4 ) , ь = ( 3 , - 7 , 6 ) , = ( 2 5 - 3 6 ) , с 2 = ( 3 5 - 2 6 ) . 
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23. 5 = ( 5 , - 1 , - 2 ) , £ = ( 6 , 0 , 7 ) , с, = ( 3 а - 2 6 ) , с"2 = ( 4 6 - 6 5 ) . 

24. а = ( - 9 , 5 , 3 ) , £ = ( 7 , 1 , - 2 ) , ? , = ( 2 5 - £ ) , 5 2 = ( 3 5 + 5 £ ) . 

25. 5 = ( 4 , 2 , 9 ) , £ = ( 0 , - 1 , 3 ) , с, = ( 4 6 - 3 5 ) , с 2 = ( 4 5 - з £ ) . 

26. 5 = ( 2 , - 1 , 6 ) , £ = ( - 1 , 3 , 8 ) , с, = ( 5 5 - 2 6 ) , с " 2 = ( 2 5 - 5 £ ) . 

27. 5 = ( 5 , 0 , 8 ) , £ = ( - 3 , 1 , 7 ) , ^ = ( 3 5 - 4 6 ) , с 2 = ( 1 2 6 - 9 5 ) . 

28. 5 = ( - 1 , 3 , 4 ) , £ = ( 2 , - 1 , 0 ) , с, = ( 6 5 - 2 6 ) , с 2 = ( 6 - 3 5 ) . 

29. 5 = ( 4 , 2 , - 7 ) , £ = ( 5 , 0 , - 3 ) , С [ = ( 5 - з £ ) , с 2 = ( б £ - 2 5 ) . 

30. 5 = ( - 9 , 5 , 3 ) , £ = ( 7 , 1 , - 2 ) , г , = ( 2 5 - £ ) , с2 = ( 3 5 + 5 6 ) . 

31. 5 = ( - 1 , 2 , 8 ) , £ = ( 3 , 7 , - 1 ) , с , = ( 4 5 - з £ ) , с2=(9Ь~Ш). 

Задача 4. [ гл. 1, §2, приклад 4 ]. 

Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах 5 та £. 

Варіанти завдань 

1. 5 = р + 25 , 6 = Зр - 5 ; \Р = ». = 2 , 
Л 

(Р,Я) 

2. 5 = Зр + 5 , £ = ^ - 2 5 ; \Р = 4 , Iі? = 1, (рія) 

3. « = Р ~ 35 , £ = 5 + 2 5 ; \Р 
1 

~ 5 ' \я = 1, 
л 

( р . <п 

4. 5 = 3 / 3 - 2 5 , £ = р + 5 5 ; \Р = 4 , \я 
1 

' 2 ' 

л 
(р,я) 

5. 5 = р~2д , £ = 2р + 5 ; \р = 2 , \я = 3 , 

6. 5 = р + 3 5 , £ = р-2д; \р = 2 , \я = 3 , (Р*Я) 

7. 5 = 2 р , £ = Р + 3 5 ; \р = 3 , \я = 2 , (Р*Я) 

8. 5 = 4 р + 5 , £ = р-я\ \Р = 7 , \я = 2 , ІР*Я) 

9. 5 = р - 45 , £ = Зр + 5 ; \р = 1, \я = 2 , 
л 

( £ > <?) 

10. 5 = ^ + 45 , £ = 2р-д; \Р = 7 , \я = 2 , (/С«) 

6 
- к 

' 4 ' 
Я 

" І " 

5л 
6 
Ззт 
4 
я 

" 3 ' 
. 7 1 

" 2 ' 
я 

" 4'" 
я 

" 6 ' 
я 

" 3 ' 
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п. а = 3р + 2д, Ь = р-д; \Р = ю, \я = 1, 
Я 

~ 2 ' 

12. а = 4р-д , ь = р + 2д; \Р = 5 , \я = 4 , 
Л 

(р,я) 
я 

~~ 4 ' 

13. а = 2р + 3д, ь = р - 2 < ? ; \Р = 6 , \я = 7 , 
л 

(р,д) 
я 

~ 3 ' 

14. а = 3р-д, ь = р + 2д; \Р = 3 , \я = 4 , (Р*я) 
я 

~ 3 ' 

15. а = 2р + 3д, ь = р-2д; \Р = 2 , \я = 3 , 
л 

(р,я) 
я 

~ 4 ' 

16. а = 2р-3д, ь = 3р + д; \Р = 4 , \я = 1, (р?я) 
я 

~ 6 ' 

17. а = 5р + д, ь = р-3д; \Р = 1, \я = 2 , 
л 

(р,я) 
я 

~ 3 ' 

18. а = 1р-2д , ь = р + 3д; \Р 
1 

~ 2 ' \я = 2 , 
л я 

~~2 ' 

19. а ь = р + д; ІР = 3 , \ч = 4 , 
я 

~ 4 ' 

20. а = \0р + д , ь = 3р-2д; \Р = 4 , \я = 1, 
л 

О - я) 
я 

~~6 ' 

21. а = 6р-д, ь = р + 2д; \ґ> = 8 , и 1 
~ 2 ' (р?я) 

я 
~ 3 ' 

22. а = 3р + 4д, ь = Я~Р\ \Р 
_ 5 
~ 2 ' \я = 2 , 

л я 
~ 2 " 

23. а = 7Р + Я . ь = р-3д; \Р = 3 , \я = 1, 
л 

(р, я) 
_ Зя 
~ 4 

24. а = р + 3д, ь = 3р-д; \Р = 3 , \я = 5 , 
л 

(р,я) 
_ 2я 

3 

25. а = Зр + о , ь = р-3д; \Р = 7 , \я = 2 , 
л 

(р> 4 ; 
я 

~ 4 ' 

26. а = $Р ~ Я » ь = р + я; \Р = 5 , \я = 3 , 
л 

(р> <?) 
_ 5 7 1 

6 

27. а = 3р-4д, ь = р + 3д; \Р \я = 3 , 
л 

(р,я) 
я 

~ 4 

28. а = 6р - д , ь = 5д + р; \ї> 
1 

~ 2 ' \я = 4 , 
л 

(р,я) 
_ 5 7 1 

~ 6 

29. а = 2р + Зі] , ь = р~2я; \Р = 2 , \я = 1, 
л 

(р, я, 
я 

~ 3 
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ЗО. 5 = 2 / 3 - З а , 6 = 5 р + 5/, | / 3 | = 2 , | д | = 3 , {р,я)-~-

Ї Ї Ї Ї _ л Зя 3 1 . 0 = 3/7 + 25,, Ь=2р-с}; | р | = 4 , | о | = 3 , (/>,$=) = — . 

Задача 5. [ гл. 2, §1, приклад 4 ]. 
Задано прямі /( та / 2 і точка М. 
Знайти: 
1) кутовий коефіцієнт прямої 1\ і відрізок, який відтинає ця пряма на 

осі ординат; 

2) рівняння прямих /| та / 2 у відрізках; 

3) точку N перетину прямих /і і / 2 ; 

4) рівняння прямої / 3 , що проходить через точку Мпаралельно прямій / 2 ; 

5) рівняння прямої / 4 , що проходить через точку М перпендикулярно 
до прямої / 2 ; 

6) відстань від точки М до прямої / 2 : р(М, /2 ) . 

Усі результати ілюструвати графічно. 

Варіанти завдань 

1. 1\ • 5х + 3.у + 8 = 0 , н •• х-4>> + 20 = 0 ; А / ( 7 , - 2 ) . 

2. /і = Зх + 2>> + 2 = 0 , к • 4 х - 3 ^ + 31 = 0 ; М(6, 0 ) . 

3. 1\ •• х-5>> + 9 = 0 , Н- Зх + 2у + Ю = 0 ; М(1,3). 

4. /і : 5х + 2>> + 13 = 0 , '2 • 2х - 5 ^ + 11 = 0 ; М(6, 4 ) . 

5. /і = 4х + ^ + 10 = 0 , І2 •• Зх + 7_у-5 = = 0 ; М ( 5 , - 4 ) . 

6. 'і : 5х + 2.у + 17 = 0 , І2- 2х - Зу + 3 = = 0 ; М ( 5 , 2 ) . 

7. /, : 9х-5)> + 17 = 0 , >2 • 4х + >> + 14 = = 0 ; М ( 8 , 4 ) . 

8. Ч • З х - 2 > - - 1 6 = 0 , '2 • х + 7у + 10 : = 0 ; Л / ( - 1 0 , 3 ) . 

9. І\ • 2х + 3 у - 1 5 = 0 , Н : З х - 7 у - 1 1 = 0 ; М ( - 5 , - 4 ) 

10. /, : х - 1у + 8 = 0 , І2- 2х + 5 ^ - 2 2 = 0 ; А / ( - 4 , - 7 ) 

11. 'і • Зх-8>> + 6 = 0 , н • х + 2>>-12 = = 0 ; М ( - 8 , - 3 ) 

12. ч •• 2 х - 3 у + 1 7 = 0 , 4х - у + 9 = 0 ; М ( 6 , - 2 ) . 

13. 4 : Зх->> + 10 = 0 , н • 5х + 2>' + 2 = = 0 ; М ( 3 , 1 0 ) . 
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14. к = 11х + 6>> + 9 = 0 , / 2 : З х - 7 + 16 = 0 ; Л / ( 5 , - 4 ) . 

15. к • 2х + З у - 5 = 0 , Зх + ^ - 4 = 0 ; М(2, 3 ) . 

16. к : З х - 2 у + 7 = 0 , к • 5х + у + 3 = 0 ; М ( 1 , 4 ) . 

17. к • 2х-3>> + 5 = 0 , к- 2х + 5 у - 1 2 = 0 ; М ( 3 , - 4 ) . 

18. к • 4х-3 .у + 5 = 0 , к : х + 4>>-13 = 0 ; М ( - 2 , - 3 ) 

19. к • Зх + у - 7 = 0 , / 2 = 2 х - 3 у - 1 = 0; М ( - 5 , - 8 ) 

20. к- 2х + 5у-\4 = 0, / 2 : х - З у + 4 = 0 ; Л / ( - 4 , - 4 ) 

21. к • 5 х - 2 у + 12 = 0 , к : 4х + 3 у + 5 - 0 ; М ( - 7 , - 8 ) 

22. к • 4х + у-13 = 0, х - 5 у > - 8 = 0 ; А / ( - 4 , 7 ) . 

23. к • З х - 2 . у - 1 3 = 0 , / 2 : 2х + 7^ + 8 = 0 ; А / ( - 1 , 9 ) . 

24. к • 2 х - 3 у + 3 = 0 , ; 2 : Зх + ^ - 1 2 = 0 ; Щ - 5 , - 6 ) 

25. к • 4х + у + 5 = 0 , / 2 : 5 х - 2 ^ + 16 = 0 ; М(4,-5). 

26. к • 5. ї + > ; - 7 = 0 , к • З х - 2 ^ - 1 2 = 0 ; М ( - 6 , 8 ) . 

27. к • 2 х - З у - 5 = 0 , к = 4х + у - 1 7 = 0 ; Л / ( - 5 , - 2 ) 

28. к • 8х + 3 ^ - 4 = 0 , / 2 = 2х + 5 у - І 8 = 0; Л / ( 8 , 3 ) . 

29. к •• 2 х - 3 у + 13 = 0 , / 2 : 2х + 7 у - 8 = 0 ; Л / ( 7 , 4 ) . 

30. к • 5х + у + 1 = 0 , / 2 : 7 х - 2 ^ + 20 = 0 ; М ( 5 , - 6 ) . 

31. к • х + 2у - 3 = 0 , к-- З х - 4 у + 11 = 0 ; А / ( 2 , 9 ) . 

Задача 6. [ гл. 2, §1, приклади 9, 12, 13 ]. 
Задано рівняння площини , прямої Ь\ і точка М. 
Знайти: 
1) рівняння площини Рі , що проходить через точку М паралельно 

площині Р\; 
2) рівняння площини / з , що проходить через точку М перпендику­

лярно до прямої Ь\; 
3) рівняння прямої Ь2 , що проходить через точку Мперпендикулярно 

до площини Р| ; 
4) рівняння прямої і 3 , що проходить через точку М паралельно прямій І ] ; 
5) точку N перетину прямої І[ і площини / } ; 

6) відстань від точки М до площини Р\ : р (М,Р]); 
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7) відстань від точки М до прямої Ьх : р(М,Ьх) 

8) проекцію точки М на площину Р|; 

9) проекцію точки М на пряму Ц . 

Варіанти завдань 

1. Р, : 5 х - З г + 2 = 0 , І , : ^ ~ = ^ = 2 - , Щ О , 2 , 3 ) . 

2. Р, : х-3>> + 22 + 4 = 0 , Ь{ : Ї = У-± = Ї±1, Щ 1 . 0 . - 3 ) . 

3. Р, : 2 х - 3 ^ + 7г = 0 , І ! : | = ^ І - 2 = ^ , М ( - 4 , 5 , 0 ) . 

4. Я, : Зх + у-22 = 0, Ьх: £ і 1 = 2 = £ ± * , Щ 2 , - 1 , 0 ) . 

5. Р, : 4 х - 2 у + г = 0 , Ц: ?—^=>- = — , Щ З , 0 , - 2 ) . 
і 1 1 2 - 3 

6. Ру : 5х + 3>>-6 = 0 , І , : = ~ " = § . Щ - 2 , 1 , 1 ) . 

7. Р, : х + З у - 2 = 0 , І , : = - 2 - = ^ ± , Щ О , 0 , 4 ) . 

8. Р, : 2 х - 5 г + 3 = 0 , і , : х + 1 = ^ і = 2 , Щ 1 , - 1 , 0 ) . 

і 4 2 З 

9. Р, : З х - 4 > > - 4 2 = 0 , ^ : * = ^ = - у - , Щ О , 5 , 5 ) . 

10. Р, : х + 2^ + 2 г - 5 = 0 , і , : ~ І = - ^ ~ - = | , Щ О , 0 , 4 ) . 

11. Р , : 4 х - 3 ^ + 1 = 0 , І , : *-*-=^- = у, Щ 1 , - 2 , 1 ) . 

12. Р, : х + 2>>-32 + 4 = 0 , Ц : Х-7-=У^=-+~, Щ - 1 , 0 , 3 ) . 

13. Р, : 2х->> + 2 2 - 3 = 0 , Ьх : Х = ^ І 2 - = - у 1 , Щ О , 2 , - 1 ) . 

14. Р, : 4х->- + 2 + 1 = 0 , Ц: = Л/ ( 1 , - 1 , 2 ) . 
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5* + 2 2 - 3 = 0 , І , : - р ^ у , М ( 2 , 3 , 0 ) . 

6 х - 5 у + 2 = 0 , Ц: *-=*•—= , Л / ( 2 , 5 , 1 ) . 
3 1 2 

3^ + 5 г - 4 = 0 , Ь\ : ' І у = ^ 4 = 7 > А / ( 0 , - 2 , 3 ) . 

З х - 4 у + 5 = 0 , І , : ^ ? = ^ = ^ , М ( 1 , 0 , - 4 ) . 

х - З у + 2 2 - 1 = 0 , І , : ™ = ^ = ~ ' ^ ( Ь 2 , 3 ) . 

2^+^-32 = 0 , І , : р ^ у ^ і у ' ^ ( 0 , 3 , 4 ) . 

Зх + 22 - 5 = 0 , - у = ^ = ™ , Щ - 1 , 2 , - 1 ) 

Зх + 2 у - 2 = 0 , Ь\ : ^ = " р = 2-' А / ( 1 , 0 , 2 ) . 

х - 2 У + 3 2 , . _ _ ч 

х - 3 у + 2 г - 1 = 0 , Ц: ~ 0

— = _ ] " = 4 ' ^ С 1 - 3 ^ ) . 

Х + 1 V + 2 2 , . , / < « іч 

4 х - г - - 22 + 3 = 0 , Ь\ : - - у = ^ - у - = - , Л / ( 1 , 0 , - 1 ) . 

5х + 3 2 - 7 = 0 , І , : | = ^ 1 = - ^ 1 , М ( 2 , - 3 , 0 ) . 

Зх + 2 > ' - 6 = 0 , І , : * = ^ - = - у , Щ З , 0 , - 2 ) . 

5 х - ^ + 2 2 = 0 , Ц: і у 5 = ^ , М ( 1 , 2 , - 1 ) . 

2х-3>> + 2 + 1 = 0 , і , : І у ^ = ! = Т Т > М ( ° ' ! ' - 2 ) -

х + 2 у - 3 2 = 0 , ^ = - у - = § ' ^ ( 2 , 0 . 1 ) . 

З х - 4 2 + 11 = 0 , І!= | = - ^ = І у - . ^ ( 2 ' 9 . ° ) -
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31. Р, : 4х + 3>>-9 = 0 , І , : = | = ™ , М ( 1 , - 2 , 1 ) . 

Задача 7. [ гл. 2, §1, приклад 11 ]. 
Задано координати вершин піраміди А \ А 2А -^А 4 . Знайти: 

1) рівняння прямої Ь , яка проходить через точки А\, А2, та довжину 
ребра АУА2 ; 

2) рівняння площини Р , яка проходить через точки А\ ,А2 ,Ат,, та пло­
щу 5 грані АхА2Ат,; 

3) рівняння висоти Я , опущеної з вершини А4 на грань А1А2А2 , т а ї ї 
довжину Н; 

4) об'єм V піраміди А\А2А^А4\ 

5) кут а між ребрами А\А2 та А\А4; 
6) кут р між ребром АХА4 та гранню А]А2А^. 

Зробити рисунок. 

Варіанти завдань 

1. 
А \ (1,3,6), А2 (2 ,2 , і ) , Аз ( -1 ,0 ,1 ) , А4 ( - 4 , 6 , - 3 ) . 

2. 
А \ ( - 4 , 2 , 6 ) , А2 ( 2 , - 3 , 0 ) , Аз ( -10 ,5 ,8 ) , А4 ( - 5 , 2 , - 4 ) . 

3. А \ (7 ,2 ,4 ) , А2 ( 7 , - 1 , - 2 ) , Аз ( з , з , і ) , А4 ( - 4 , 2 , 1 ) . 

4. 
А \ (2,1,4) , А2 ( - 1 , 5 , - 2 ) , Аз ( - 7 , - 3 , 2 ) , А4 ( - 6 , - 3 , 6 ) . 

5. 
А \ ( - 1 , - 5 , 2 ) , А2 ( - 6 , 0 , - 3 ) , Аз ( 3 , 6 , - 3 ) , А4 ( - 1 0 , 6 , 7 ) . 

6. 
А \ ( 0 , - 1 , - 1 ) , А2 ( - 2 , 3 , 5 ) , Аз ( 1 , - 5 , - 9 ) , А4 ( - 1 , - 6 , 3 ) . 

7. 
А \ (5 ,2 ,0) , А2 (2 ,5 ,0) , Аз (1 ,2 ,4) , А4 ( - М , 1 ) . 

8. 
А \ ( 2 , - 1 , - 2 ) , А2 (1,2,1), Аз ( 5 , 0 , - 6 ) , А4 ( - 1 0 , 9 , - 7 ) 

9. 
А \ ( - 2 , 0 , - 4 ) , А2 ( -1 ,7 ,1) , Аз ( 4 , - 8 , - 4 ) , А4 ( і , - 4 , б ) . 

10. Ах (14,4,5), А2 ( - 5 , - 3 , 2 ) , Аз ( - 2 , - 6 , 3 ) , А4 ( - 2 , 2 , - 1 ) . 

11. 
А \ (1 ,2 ,0) , А2 ( 3 , 0 , - 3 ) , Аз (5 ,2 ,6 ) , А4 ( 8 , 4 , - 9 ) . 

12. А \ ( 2 , - 1 , 2 ) , А2 (1 ,2 , -1 ) , Аз (3,2,1), А4 ( - 4 , 2 , 5 ) . 

13. 
А \ (1,1,2), А2 ( -1 ,1 ,3 ) , Аз ( 2 , - 2 , 4 ) , А4 ( - 1 , 0 , - 2 ) . 

14. 
А \ (2,3,1) , А2 ( 4 , 1 , - 2 ) , Аз (6 ,3 ,7 ) , А4 ( 7 , 5 , - 3 ) . 
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15. А ( і , і , - і ) , А2 (2,3,1) , А ( 3 , 2 , і ) , 

16. А ( 1 , 5 , - 7 ) , А2 ( - 3 , 6 , 3 ) , А ( - 2 , 7 , 3 ) , 

17. А ( - 3 , 4 , - 7 ) , А2 ( 1 , 5 , - 4 ) , Аз ( - 5 , - 2 , 0 ) , 

18. А ( - 1 , 2 , - 3 ) , А2 ( 4 , - 1 , 0 ) , Аз ( 2 , 1 , - 2 ) , 

19. А ( 4 , - 1 , 3 ) , А2 ( - 2 , 1 , 0 ) , Аз ( 0 , - 5 , 1 ) , 

20. А (1 , -1 ,1 ) , А2 ( - 2 , 0 , 3 ) , Аз ( 2 , 1 , - 1 ) , 

21. А (1,2,0) , А2 ( і , - 1 , 2 ) , Аз ( о , 1 , - 1 ) , 

22. А (1,0,2) , А (1 ,2 , -1 ) , Аз ( 2 , - 2 , і ) , 

23. А 0,2 , -3) , А (1,0,1), Аз ( - 2 , - 1 , 6 ) , 

24. А (3 ,10 , -1 ) , А2 ( - 2 , 3 , - 5 ) , Аз ( - 6 , 0 , - 3 ) , 

25. А ( - 1 , 2 , 4 ) , А2 ( - 1 , - 2 , - 4 ) , А3 ( з , о , - і ) , 

26. А ( о , - 3 , 1 ) , А2 ( - 4 , 1 , 2 ) , Аз ( 2 , - 1 , 5 ) , 

27. А (1,3,0), А2 ( 4 , - 1 , 2 ) , Аз (3,0,1), 

28. А ( - 2 , - 1 , - 1 ) , А2 (0 ,3 ,2) , Аз ( 3 , 1 , - 4 ) , 

29. А ( - 3 , - 5 , 6 ) , А2 ( 2 , 1 , - 4 ) , Аз ( о , - з , - і ) , 

30. А ( 2 , - 4 , - 3 ) , А2 ( 5 , - 6 , 0 ) , Аз ( - 1 , 3 , - 3 ) , 

31. А (1 , -1 ,2 ) , А2 (2,1,2) , Аз ( і ,1 ,4) , 

Задача 8. [ гл. 2, §1, приклад 8 ]. 
Написати канонічні рівняння прямої Ь . 

Варіанти завдань 

\2х + у+ 2 - 2 = 0; (х-Зу + 2 

А4 ( 5 , 9 , - 8 ) . 

А4 ( - 4 , 8 , - 1 2 ) 

А4 (2 ,5 ,4) . 

А4 (3 ,4 ,5) . 

А4 ( 3 , 2 , - 6 ) . 

А4 ( 2 , - 2 , - 4 ) . 

А4 ( - 3 , 0 , 1 ) . 

А4 (2,1,0) . 

А4 ( 0 , - 5 , - 4 ) . 

А4 0,-1,2). 

А4 ( 7 , - 3 , 1 ) . 

А4 ( 3 , 1 , - 4 ) . 

А4 ( - 4 , 3 , 5 ) . 

А4 ( - 4 , 7 , 3 ) . 

А4 ( - 5 , 2 , - 8 ) . 

А4 ( - 1 0 , - 8 , 7 ) 

А4 ( 6 , - 3 , 8 ) . 
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х + 5у + 2 7 + 11 = 0; 

х - у - 7 - 1 = 0 . 

5 х + у - Зг + 4 = 0; 

х - у + 2 г + 2 = 0 . 

4 х + у - З г + 2 = 0; 

2 х - у + 2 - 8 = 0. 

6 х - 7 . у - 4 2 - 2 = 0; 

х+1 у- 2 - 5 = 0. 

6 х - 5 ; ' - 4 г + 8 = 0; 

6х + 5 / + 32 + 4 = 0. 

2 х - 3 у + 2 + 6 = 0; 

х - 3 у - 2 г + 3 = 0. 

4х + у + 2 + 2 = 0; 

2 х - у - З г - 8 = 0. 

х + V - 2 г - 2 = 0; 

х - у+ 2 + 2 = 0. 

х - у + 2 - 2 = 0 ; 

х - 2 > > - 2 + 4 = 0. 

х + 5 у + 2 2 - 5 = 0: 

2 х - 5 у - 2 + 5 = 0 

2х + 3у - 22 + 6 = 0 
х - Зу + 2 + 3 = 0 

З х + 3 у + 2 - 1 = 0 

2х - Зу - 22 + 6 = 0 

2х - Зу - 2г + 6 = 0 

х - 3 у + 2 + 3 = 0 

і. Ь: 

10. Ь: 

12. І: 

14. І: 

16. І: 

18. І: 

20. і : 

22. І : 

24. Ь : 

26. І : 

28. І : 

30. і : 

| З х + 4 у - 2 2 + 1 = 0; 

[ 2 х - 4 у + 32 + 4 = 0. 

| х - у - 2 - 2 = 0; 

| х - 2 у + 2 + 4 = 0. 

[ З х + З у - 2 2 - 1 = 0 ; 

[ 2 х - 3 у + 2 + 6 = 0. 

Г 8 х - у - 3 2 - 1 = 0 ; 

} х + у + 2 + 1 = 0 . 

Г х + 5 у - 2 - 5 = 0; 

| 2 х - 5 у + 22 + 5 = 0 . 

| 5 х + у + 2г + 4 = 0; 

{ х - у - 3 2 + 2 = 0 . 

| 2 х + у - 3 2 - 2 = 0; 

[ 2 х - у + 2 - 6 = 0. 

| х + 5 у - 2 + 1 1 = 0 ; 

[ х - у + 2 г - 1 = 0 . 

[ б х - 7 у - 2 - 2 = 0 ; 

[ х + 7 у - 4 г - 5 = 0 . 

Г х - 3 у + 7 + 2 = 0; 

| х + Зу + 2 2 + 1 4 = 0. 

| 3 х + 4 у + 32+ 1 = 0 ; 

[ 2 х - 4 у - 2 2 + 4 = 0. 

| б х - 5 у + 3 7 + 8 = 0; 

І6х + 5 у - 4 2 + 4 = 0. 
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Задача 9. [ гл. 2, §1, приклад 12 ]. 
Знайти точку М', симетричну точці М відносно прямої Ь . 

Варіанти завдань 

х - 1 _ у + \,5 _ г 
____ _ _____ _ _ . 1. М 

2. М 

3. М 

4. М 

5. М 

6. М 

7. М 

8. М 

9. М 

10. М 

11. М 

12. М 

13. М 

14. М 

. 0 , - 3 , - 2 ) , А: 

.2 , -1 ,1) , і : 

1,1,1), І : 

1,2,3), І: 

1,0 , -1) , І : 

2 ,1 ,0) , _ : 

х - 4 , 5 _ у + З _ г - 2 
Г " 0,5 1 

х - 2 _ _у +1,5 _ 2 - 1 

~ 4 ~ ~ ~ 2 ~ ~ ~ Г ' 
х - 0 , 5 _ у + 1,5 _ 2 - 1 , 5 

( Г ~ ~ ~ - 1 ' 1 

х - 3 , 5 >>-1,5 _ х 

2 ~ - 1 ~ 0 ' 

х - 2 _ у +1,5 _ 2 + 0,5 
0 1 

. 2 , - 3 , 0 ) , _ : ^ = ^ ^ 5 = ^ . 
' 1 - 1 1 

- 1 , 0 , - 1 ) , І: 

0,2,1) , _ : 

3 , - 3 , - 1 ) , і : 

3 ,3 ,3) , І : 

х _ у - 0,5 _ г - 2 
- Т ~ ~ 0 1 

х - 1 , 5 _ у _ 2 - 2 
_____ _ _ _____ . 

х - 6 _ у - 3,5 _ 2 + 0,5 
5 ~" 4 ~ ~~о~~ 

х - 1 у-\,5_г-3 

- 1 0 1 

.1,2,0) _ • і ± ° ! 5 - _ _ _ ^ _ ; _ _=_. 
1 - 0 , 2 2 ' 

2 , - 2 , - 3 ) , _ : 

1,0,1), І : 

х - 1 _ у + 0,5 _ _+1,5 
' ^ Г ~ " о 7 ~ ~~<Г~ 

_ ± ° _ _ _ _ _ _ _ _ _Г_І 
~ " о " ~ ~2~ ' 
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16. Л / ( і , 2 , 3 ) , І : 

17. М ( 0 , 1 , 3 ) , І : 

18. А / ( - 1 , 0 , 4 ) , І: 

19. М (0,3,5), І: 

20. Л / ( і , 2 , 0 ) , Ь: 

21. Л / ( о , 2 , і ) , Ь: 

22. А / ( 3 , - 1 , 0 ) , Ь : 

23. А/ ( 0 , - 1 , 3 ) , І : 

24. М ( і , 0 , - 1 ) , І : 

25. М ( 0 , 2 , 3 ) , І: 

26. М ( - 1 , 2 , 0 ) , І : 

27. А / ( 2 , - 2 , - 3 ) , І : 

28. М (0,1,4), І : 

29. М ( -1 ,0 ,1 ) , І : 

30. Л / ( - 1 , 0 , - і ) , І : 

31. Л/ (2,1,0), Ь : 

х-2 у - 3 2 + 1 
- 1 - 1 4 

х + 1 у-3 2 + 1 
3 - 4 5 

х + 1 у + 2 2 - 3 

- 3 2 - 2 

х - 1 у - 2 2 - 4 

2 0 1 

х + 2 у - 2 2 - 3 

1 0 0~~ 

х - 1 У А 2 + 2 
2 - і 3 

х - 1 7 + 1 2 + 1 
1 0 - 1 

х + 2 у - 1 2 + 3 
- 1 1 2 

х - 3 у + 2 2 - 8 

~ Т - 1 0 

х + 1 У 2 + 1 
- 2 0 _ 3 

х - 1 у - 3 2 + 5 
6 1 

х - 2 у - 1 2 + 3 
4 - 3 - 2 

х - 1 у + 2 2 - 3 

2 - 5 - 2 

х - 1 у - 3 ' 2 + 2 
1 0 -2 

х + 3 у - 2 2 + 5 
0 - 3 11 

х - 7 у - 3 2 + 1 

3 1 - 2 
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Задача 10. [ гл. 2, §1, приклад ІЗ ]. 

Знайти точку М', симетричну точці М відносно площини Р . 

Варіанти завдань 

1. М (1,0,1) , Р Ах + 6у + 4г - 25 = 0 

2. М ( - 1 , 0 , - 1 ) , Р 2х + 6 ^ - 2 . + 11 = 0 . 

3. М (0,2,1), Р 2х + 4у - 3 = 0 . 

4. М (2,1,0), Р >> + _ + 2 = 0 . 

5. М ( - 1 , 2 , 0 ) , Р 4х-5у-2-7 = 0. 

6. М (2 , -1 ,1 ) , Р х- у + 2г - 2 = 0 . 

7. М (1,1,1), Р х + 4у + 2>г + 5 = 0 . 

8. М (1 ,2 , 3 ) , Р 2х + >> + 2 + 1= 0 . 

9. М ( 0 , - 3 , - 2 ) , Р 2х + 10у + 102 -1 = 0 

10. М (1 ,0 , -1 ) , Р 2 у + 4 7 - 1 = 0 . 

11. М ( з , - з , і ) , Р 2 х - 4 / - 4 2 - 1 3 = 0 . 

12. м ( - 2 , - 3 , 0 ) , Р х + 5у + 4 = 0 . 

13. м ( 2 , - 2 , - 3 ) , Р ^ + 7 + 2 = 0 . 

14. м ( -1 ,0 ,1) , Р 2х + 4 ^ - 3 = 0 . 

15. м ( 3 , 3 , 3 ) , Р 8х + 6 у + 8г - 25 = 0 

16. м ( - 2 , 0 , 3 ) , Р 2 х - 2 ^ + 10. + 1 = 0 . 

17. м ( 0 , - 3 , - 2 ) , Р х + 2у + 32 + 14 = 0 . 

18. м (2 , -1 ,1 ) , Р х + 2 ^ - 5 7 + 20 = 0 . 

19. м (1,1,1), Р х - 3 . у + 7 7 - 2 4 = 0. 

20. м (1 ,2 ,3) , Р Зх + ^ - 5 7 - 1 2 = 0 . 

21. м (1 ,0 , -1 ) , Р х + 3;. - 5 2 + 9 = 0 . 

22. м (2,1,0) , Р х - 2 у + 57 + 17 = 0 . 

23. м ( - 2 , - 3 , 0 ) , Р 2 х - З у - 5 г - 7 = 0 . 

24. м ( - 1 , 0 , - 1 ) , Р З х - 2 у - 4 г - 8 = 0 . 
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25. М (0 ,2,1) , Р х + 2 > > - 2 - 2 = 0 . 

26. М ( 3 , - 3 , - 1 ) , Р 5л:- у + 4 г + 3 = 0 . 

27. м ( з , з , з ) , Р дг + Зу + 5 2 - 4 2 = 0 

28. М ( - 1 , 2 , 0 ) , Р х - 2 у + 2 + 4 = 0 . 

29. М ( 2 , - 2 , 3 ) , Р 2х-3у + 2 + 6 = 0 . 

ЗО. М ( -1 ,0 ,1 ) , Р Х+>> + 2 + 10 = 0 . 

31. М ( 0 , - 3 , - 2 ) , Р х - З у - 2 2 + 3 = 0 . 

Задача 11. [ гл. 2, §2, приклади 1,2,4 ]. 
Встановити тип кривої другого порядку Ь та знайти всі її характерис­

тики: для кола - координати центра та радіус; для еліпса - координати центра, 
півосі, ексцентриситет, рівняння директрис; для гіперболи - координати цен­
тра, дійсну та уявну півосі, координати фокусів, ексцентриситет, рівняння ди­
ректрис, рівняння асимптот; для параболи - параметр параболи, координати 
вершини, координати фокуса, рівняння директриси. 

Побудувати графіки кривих. 

Варіанти завдань 

1. Ь: 9х2+4у2 +6х-Лу-2 = 0 . 

2. Ь: 9 х 2 - І б у 2 - 6 х + 8 у - 1 4 4 = 0 . 

3. І : 12х 2 - 1 2 х - 3 2 у - 2 9 = 0 . 

4. І: 16х 2 + 25 у 2 + 32х - 1 ООу - 284 = 0 

5. І: 9 х 2 - 16у 2 + 90х + 32у - 367 = 0 . 

6. І : 9>>2 - 7 у ~ 1 6 = 8х . 

7. І : 4 х 2 +3у2 - 8 х + 1 2 у - 3 2 = 0 . 

8. І: 16х 2 -9у2 - 6 4 х - \ 8 у + 199 = 0 . 

9. І: х = 2 у 2 -Пу + ІА. 

10. Ь: 4х2 +9у2 - 4 х + 6 у - 2 = 0 . 

11. Ь: - 16х 2 + 9 у 2 + 8х - 6у - 1 4 4 = 0 . 

12. Ь: \2у2 - 1 2 х - 3 2 у - 2 9 = 0 . 

13. £: 25х 2 +16 у 2 - 1 ООх + 32у - 284 = 0 
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14. Ь: -16х2 + 9 у2 + 32х + 90у - 367 

15. І: 1 2 
х = -- у +у. 

4 
16. Ь: З х 2 + 4 / + 1 2 х - 8 > ' - 3 2 = 0 . 

17. І: - 9 х 2 + 16.у2 - 1 8 х - 6 4 . у + 199 

18. І: .у = 2 х 2 - 1 2 х + 14 . 

19. Ь: х 2 - 2 х + 4>>2 - 3 = 0. 

20. І: 4 х 2 - у 2 + 2>>-3 = 0 . 

21. І : у = 4х2 - 8 х + 6. 

22. _ : х 2 + 2 ^ 2 + 4х-4>> = 0. 

23. _ : 2 х 2 - 3 у 2 - 6х + 9у - 2 = 0 . 

24. 1: 4 х 2 + 4х + 2у>-1 = 0 . 

25. Ь: х 2 + у 2 - З х - 5 у + 1,25 = 0 . 

26. Ь: 2 х 2 + 6х + Зу + 6 = 0 . 

27. Ь: - 4 х 2 + >>2 + 8 х - 6 > > - 8 = 0 . 

28. Ь: 9 х 2 +'4у2 + 6х-4у-2 = 0. 

29. 2х + у2 - 3 V + 4 = 0 . 

30. і : х 2 - 4 у 2 + 8 у - 5 = 0. 

31. І: 4 х 2 — 8х + у2 = 0 . 

Задача 12. [гл. 2, §2, приклади 5-9]. 
Встановити тип заданої поверхні Р та побудувати її. 

Варіанти завдань 

1. Р: х1 +у2 + г 2 =2аг . 2.Р:г = 4-х2. 

3. Р: х1 +у2 =2аг. 4. Р: у2 +22 =4х . 

5. Р: х2 +г2 = 2аг . 6. Р: х2 + у 2 - і 2 = 0 . 

2 
7. Р: х2-у2 =2аг . 8. Р: у2 + г 2 - - - = 0 . 
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9. Р : Л - 2 - у 2 = 2 2 . 10. Р 
2 2 2 

4 9 1 

11. Р : X 2 = 6 2 . 12. Р / 2 2 ч . 2 = - ( X + V ) . 

13. Р : ~ 2 2 2 = 2 + X + у . 14. Р 
2 2 2 V 2 . 

- х + -— + - - = 0 . 
4 9 

15. Р : х 2 + 2 2 = 2 5 . 16. Р 2 = 1 - Х 2 - у 2 . 

17. Р : 
25 16 

18. Р : у 2 = 6х - 4 . 

19. Р : 
2 2 

= 1 . 
16 9 

20. Р : 2 х 2 - 3 2 2 = 12у. 

21. Р : 2 х 2 - З г 2 = - 1 2 у . 22. Р : 2 х 2 - у 2 + б 2 2 = 1 2 . 

23. Р : х

2 +4у2 - 4 = 0 . 24. Р : 2 х 2 + у 2 - З л 2 + 6 2 = 0 

25. Р : у 2

+ 7 2 = - 2 . 26. Р : 2 х 2 + у 2 + 2 2 + 1 = 0 . 

27. Р : у 2 = а х . 28. Р : 2 х 2 - у 2 + 2 2 + 1 = 0 . 

29. Р : X 2 = 4 . 30. Р : 2 х 2 + 2 2 + 2 х + 2 = 0 . 

31. Р : 2 2 х + у = а х . 

І §2. Індивідуальне завдання 2. 

Визначники. Матриці. Системи лінійних алгебраїчних 
рівнянь 

| Задача І.[гл. З, §1, приклади 4 - 6]. 
• Обчислити визначник четвертого порядку. 

І Варіанти завдань 

4 0 1 2 

3 - 1 2 0 

1 2 - 1 1 ' 

2 4 - 3 3 

1 4 0 

- З 2 1 

1 - 1 2 

З 0 4 

1 2 3 0 І 
- 1 - 2 0 4 

2 5 6 1 

1 3 5 2 
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4. 

7. 

10. 

16. 

19. 

22. 

- 1 2 0 3 2 0 4 0 1 - 1 . 1 --1 
1 

2 

- 3 
- 4 

1 
2 

2 

0 
. 5. 

2 

- 4 
1 

3 

8 

- 9 

3 

1 
. 6. 

2 
- 1 

0 

1 

3 

0 

1 
2 

3 - 5 1 - 8 6 1 10 3 3 2 1 --1 

3 1 --3 4 - 1 2 3 0 | 1 - 1 2 - 2 
1 

- 1 

1 -
2 

-1 

2 
2 
0 

8. 
1 

2 
- 3 

- 3 

- 2 

- 5 

1 

2 

і 

1 

3 
- 1 

- 4 

2 
7 
3 

- 8 
4 

0 3 1 2 3 1 - 7 3 і 2 - 3 5 - 6 

3 0 1 0 1 2 3 4 - 1 3 1 
- 3 

6 

1 

2 

- 1 
1 

3 

5 
. 11. 

2 

3 

5 8 

8 0 
9 

2 
12. 

1 
2 

2 
1 

- 1 

- 3 

_ 

і ; 
9 4 2 1 4 3 3 3 3 - 7 - 5 і* 

5 4 3 2 4 3 2 1 0 1 2 з і 
4 

3 
2 2 

2 3 

1 

4 
14. 

3 
2 

4 0 

4 6 
7 

8 
15. 

1 

2 
2 
1 

0 -
3 -

4 і 
1 

2 4 5 3 1 1 2 3 - 3 3 1 0 1 
1 

2 1 - 1 3 3 1 2 3 1 2 3 4 
4 

2 
0 

- 2 
1 

3 

1 

0 
. 17. 

6 

- 3 

4 

2 

- 1 

0 

0 

5 
. 18. 

- 1 
1 

0 
3 

-1 
1 

2 

-1 

" 2 3 1 1 3 - 1 2 1 2 1 6 0 

2 0 1 - 1 1 - 1 0 4 3 1 0 1 
0 

1 

1 

- 1 

2 

0 

2 

1 
. 20. 

- 1 
2 

2 

- 1 

3 

1 
0 
1 

. 21. 
2 

3 

1 

- 1 

- 1 

2 

1 

2 
- 1 2 3 4 1 3 0 - 1 - 2 0 - 1 1 

3 1 - 7 0 1 -1 2 3 4 1 - 1 2 
- 1 

І 
2 

- 1 
0 

3 
4 

2 
. 23. 

0 

- 2 

2 
1 

3 

0 

1 
4 

. 24. 
0 

2 
3 

1 

1 
1 

1 

0 
0 4 - 2 1 2 3 - 2 1 2 - 1 0 3 



§2. Індивідуальне завдання 2. 387 

25. 

28. 

1 1 - 1 3 3 1 2 - 1 - 1 2 0 3 

- 1 2 3 1 2 1 0 - 1 1 - 2 1 - 3 
26. . 27. 

2 1 0 4 1 2 1 0 1 2 2 0 
- 1 - 1 1 4 - 2 - 3 1 2 - 1 3 0 4 

2 3 - 1 2 - 3 1 0 5 2 3 4 5 

4 7 1 4 3 - 2 1 - 4 1 3 2 3 
. 29. . ЗО. 

4 0 1 
3 ! 

6 - 3 2 1 2 7 5 4 
- 2 - 4 2 3 6 2 1 0 - 3 - 1 0 2 11 

2 - 3 1 5 

0 5 1 4 

1 - 1 0 2 

4 - 1 3 1 

Задача 2. [ гл. З, §2, приклади 1,3 ]. 

Знайти матрицю С, виконавши вказані операції над матрицями А та В. 

Варіанти завдань 

' 2 3 Г ' 2 7 1 \ 

1. С = 2(А + В)В; А = - 1 2 4 й = - 1 0 1 

0 3 0 5 1 2 
) / 

(2 3 \\ '0 8 7" 
2. с = А(2А + В); А = 4 - 1 0 5 = 2 7 3 

,о 1 4 
V 

3 5 
) 

(4 - 2 о ч Го -2 

3. с = 2А(А + В); А = 1 1 2 В = 2 4 3 

, з - 2 0, ,о 

(\ - 1 
°1 ( 5 3 --

4. с = ЗВ(В-2А); А = 2 0 1 - 1 2 0 

ч 1 1 1 0 о, 
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(2 2 --1 ( 0 3 -1 

5. С = = 2б(_ -А); А = 0 - 1 2 в = 2 - 1 2 

.5 0 1 У 1 4. 

( 3 4 5Л ( 0 1 
" 21 

6. с = 2А(А-В); А = - 1 0 2 в = - 1 1 2 

- 1 о, 

{ 4 5 б ({) - 1 2] 
7. с = В{А-ЗВ); А = - 1 0 3 в = 1 0 --,2 

2 --1 1 2, 

(1 - 3 0" Г - 4 2 

8. с = В(А + 2В); А = 1 - 1 0 _ в = 1 0 1 

,2 0 2У , 3 
2 1, 

( 2 3 --1 ґ - 1 0 5^ 

9. с = 2А{2В~А); А = 4 0 2 в = 0 1 3 

0 7 ) . 2 - 2 

(4 5 -- 2 Л 

Г 2 1 _ 1 1 
10. с = {А + 2В)В; А = 3 - 1 0 в = 0 1 3 

,4 2 °, ,5 0 з, 
' 5 1 7^ (2 4 

11. с = 2{А - В)А ; А = - 1 - 2 1 в = 3 1 0 

. 0 
1 2, ,0 2 

' 7 2 0 '0 2 У 

12. с = В(А-ЗВ); А = - 7 - 2 1 , в = 1 0 - 2 

V 1 
1 1 ) ,з і 1 

2 0> ( 3 0 -
13. с = А(2А + В); А = 0 4 1 в = - 1 - 2 0 

,7 3 2 , V " 1 з, 
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{ 5 - 1 3 1 Гз о - 2 1 
14. С В)2А; А = 0 2 - 1 і і - 2 

, - 2 - 1 °> 

' 3 2 - 5 ' Г-і 2 4^ 
15. С = {Л- 2В)В; А = 4 2 0 в = 0 3 2 

И 1 2 , - 1 -- 3 

ґ0 3 -г < 1 4 
16. С = 2(А -В)А; А = 2 0 4 в = - 3 - 2 0 

, 3 5 ч , 5 0 2 , 

(\ 4 2^ ' 4 0 - 2) 
17. С = 2А(А + В); А = 2 1 - 2 в = 4 1 1 

1 \/ 2 4 - 5 , 
(4 2 г ' 2 0 2 

18. С = 3 ( Л - В ) В ; А = 3 - 2 0 в = 5 - 1 - 2 
- 1 2/ - 1 

( 1 0 3 1 ( 1 5 

19. С = ( 2 Л - б ) л ; А = - 2 0 1 в = 0 1 
3 , - 3 - 1 

Г7 - 3 0̂  (-4 2 

20. С = В(А + 2В); Л = І - 1 0 в = 1 0 1 
0 \ , 3 2 1 

(2 - 5 (\ -2 
°1 

21. С = 2(В~А)А; А = 5 - 1 5 в = 1 - 2 1 

,° 1 о, К 
' 1 1 

°1 
ґ4 1 ї ї 

22. С = 3{А + В)В; А = 1 2 1 в = 0 1 1 

. - 2 1 К ч о о і, 
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' 1 2 6 1 '2 - 1 П 

23. С = 2А{А + В); А = - 2 - 1 0 2 - 1 і 

V 3 1 - 1 / .0 0 і, 

ґ \ 0 
°1 

г 2 - 1 

24. с = В(2В-ЗА); А = 1 1 0 в = 4 - 2 5 

^0 0 І .2 - 1 °, 
<\ 1 2Л ' і 1 

25. с = 2А(В + А); А = 2 - 1 > в = 0 0 1 

1 12 0 1 

Г4 ( 2 0 

26. с = В(2А-В); А = 2 - 2 в = 1 1 

, з 0 з , , - з 0 

(\ 2 3^ Гі - 5 7 1 
27. с = (ЗЛ - 2В)В ; А = 0 1 1 в = 3 - 1 0 

о, .» 2 °, 
' \ 1 2^ ' 3 - 1 

28. с = (А-2В)А; А = 0 1 в = 0 1 0 

,о і - 0 0 

' 1 - 1 1 ґ2 - 2 

29. с = (А + 2В)А; А = - 1 2 0 в = 1 2 -

1 -2 ,4 0 

(\ - 2 Ґ2 - 2 

30. с = (А-2В)В; А = 2 1 1 в = 1 2 -

.3 " 2 ». ,4 0 < 

( 1 1 3^ Г2 1 Г 

31. с = (А + ЗВ)2В ; А = 1 - 2 1 в = 0 1 0 . 

, - з 1 о у 0 о, 
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Задача 3. [ гл. З, §2, приклад 4 ]. 
Знайти значення многочлена Д х ) при х = А, де Л - задана матриця. 

Варіанти завдань 

1. Д х ) = х 2 +4х + 1, 

Г 1 2 3 Л 

0 0 - 2 
- 1 0 1 

3. Д х ) = 3 х 2 - х - 1 

5. Д х ) = 3 х 2 + 2 х + 1 

А = 
Г і — і 

0 2 - 3 
4 0 - 1 

7. Д х ) = х ^ + 6 х - 7 

' 0 
А = 

2 3^ 
0 - 1 2 
4 - 2 0 

9. Д х ) = 5 х 2 + х - 6 , 

А = 
1 - 2 1 
3 0 - 4 
0 5 -

П. Д х ) = 4 х 2 - 5 х + 1 

1 - 2 

2 1 

0 2 

3 ^ 

-1 

4 

2. / ( х ) = 2х - З х + 5 , 

' 5 1 
0 - 2 З 
2 0 - 4 

4. Д х ) = 2 х 2 - х + 3 , 

' \ - 2 2" '0 2 о ' 
А = 2 0 3 А = 1 0 - 2 

0 1 0 
V ) 

0 3 1 

6. Д х ) = -2х^ - 2 х + 5 , 

'2 1 - 1 Л 

0 3 0 
З 0 1 

У 

Д х ) = 3х 2 + 2 х - 3 , 

Ґ2 - З О 
0 5 1 
0 0 4 

10. Д х ) = -4х - х + 5 , 

А = 
5 6 0 

- 1 0 3 
0 2 - 1 

12. Д х ) = х 2 - 5 х + 3 , 

А = 
( \ - 2 3 ) 

2 - 4 1 
3 - 5 2 

V 
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13. Дх) = 2хг +3х-1, 

( \ - 1 2 ^ 

А= 0 З 1 

- 1 2 0 

15. Д х ) = 3 х 2 - х + 5, 

( 0 0 1 ч 

- 1 2 3 

V 0 1 4 

17. / ( х ) = х 2 - 4 х + 3 , 

' 2 1 - 2 ^ 

0 3 0 
1 0 2 

. -

19. / ( х ) = х 2 + 5 х - 6 , 

П - і о ї 
2 - 2 

0 З 

21. / ( х ) = х / + З х - 4 , 

А = 
5 1 - 1 
1 2 0 
З 0 0 

23. Д х ) = х / + 6 х - 4 

' 1 - 1 2^ 

3 0 4 

0 2 - З 

25. Д х ) = 6 х 2 - 7 х + 2 , 

( - \ 1 0^ 

0 2 3 

- 1 0 - 1 

14. / ( х ) = х / + 2 х - 2 , 

'3 2 П 
„ = 0 - 1 2 

0 1 0 

16. Д х ) = 4 х 2 - х + 3 , 

( \ - 1 2 Ч 

2 0 0 

,0 3 - 1 

18. / ( х ) = - 4 х 2 + 2 х - 5 : 

'З 1 - 2 Ї 
А= 1 0 0 

0 3 - 1 

20. / ( х ) = 5х 2 - 4х + 2 , 

' 2 - З П 
0 1 0 

0 0 4 

22. Д х ) = 2 х 2 + З х - 5 , 

V 

-2 - 3 ^ 
0 - 1 
2 0 

У 
24. / ( х ) = 5х - 2 х + 7 , 

1 ~\ 2 Г 

3 0 4 

, 0 - 1 0 

26. Д х ) = - 3 х 2 +х + 2, 
' 2 - 1 З ї 

- 4 0 2 

0 - 1 0 
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27. Д х ) = 2х - З х + 1, 

( \ - 2 - З 
О 2 

О - 4 

29. Дх) = 2х1 - 4 х + 5, 

Г О О 

1 - І 

- 2 ^ 

2 

З 

31. Д х ) = 3х -5х + 4, 

З О 
5 З 
О - 1 

2 ^ 
1 

-2 

28. Дх) = -4х1 +х + \ , 

'2 1 (Л 
Л = 1 З - 1 

0 0 2 
V 

ЗО. Д х ) = 5 х 2 - 4 х + 1 

(2 - 4 
А = О - 1 

- 1 2 

2 

З 

Задача 4. [ гл. 3. §3, приклад 2 ]. 
Розв'язати задану систему рівнянь трьома методами: 

1) матричним методом; 2) за формулами Крамера; 3) методом Гаусса. 

Варіанти завдань 

3. 

5. 

7. І 

- 2х 2

 + ^3 = " - 2 ; 4х, + 4х 2 + Зх 3 = 5 

5х| + 4 х 2 - х 3 = 0 ; 2:- 2х, — х 2 + х 3 = 7 

Зх, + х 2 + х 3 = 2 . Зх, +2х 2 - х 3 = - 4 

Зх, - х 2 - х 3 = і ; 7х, - 4х 2 + х 3 = 7 ; 

X) + Зх 2 + 2х 3 = 6 ; 4. • х, + Х2 —х3 = 1 ; 

2х, - 4 х 2 - х 3 = - 3 . 2х, — 2 x 2 — х3 — ^ • 

X, + 2х 2 - х 3 = - 1 ; 4х, - Х2 - Зх 3 = 5 ; 

2х, + Зх 2 + 4х 3 = - і ; * 6. • х, + 2х 2 — 2х 3 = 0 

Зх[ - х 2 - х 3 = 4 . Зх, - З х 2 + 4х 3 =10 

2х, + Зх 2 - 2х 3 = - 1 ; х, - х 2 + 2х 3 = 3 ; 

Зх, - х 2 + 2х 3 = 3 ; 8. • 2х, + х 2 - Зх 3 = 0 ; 

4х, +2х 2 - х 3 = 0 . х, — 2х 2 — х 3 = 5 . 
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9. і 

Зл*| + _-2 —Ху — 8 ; 

Зх, - л'2 + Х 3 = 4 ; 

.V, + 2х2 - Хт, = 4 . 

10. 

2хі - Х2 + Зхз = 7 ; X, - х 2 + х 3 = 1 ; 

11. • х \ + Зх 2 - 2х 3 = 0 ; 12. • 4х, - Зх 2 - х 3 = 2 ; 

2х 2 - х 3 = 0 . 4х, + 2х 2 + х 3 = - 8 . 

2-4 + х 2 - х 3 = -3 ; X, + х 2 + х 3 = - 4 ; 

13. Зх, + 2x2 + •"'З - і • 14. • Зх, - х 2 - 2хз = 3 ; 

4х, - х 2 - 2хз = 0 . Зх, + 2х 2 + х 3 = 6 . 

4х, + Х2 - Х3 = -1 ; X, + 2х 2 - Зхз = 0 ; 

15. < Зх, + 2х 2 - х 3 = і ; 16. • 2х, + Зх 2 + Зх 3 = 2 ; 

л'і - Зх 2 + 2хз = 0 . Зх, + 2х 2 - 5х 3 = 8 . 

Зх, + х 2 - 2 х 3 = - 2 ; 5х, + Зх 2 + 4х 3 = 6 ; 

17. < 2х, - х 2 + х 3 = - і ; 18. • Зх, + х2+ х 3 = 1 ; 

2х, + Зх 2 - 2хз = 6 . 4х, - 2 л 2 - х 3 =1 . 

2х, - х 2 + х 3 = 3 ; X, + х 2 - 5х 3 = 0 ; 

19. Зх, + х 2 - х 3 = 2 ; 20. • 2х, - х2 + х 3 = 5 ; 

4х, + 2х 2 - 5хз = - 7 . 4х, - Зх 2 - 2хз = 4 . 

Зх, + 2 х 2 - Зх 3 = - і ; X, - З х 2 - х 3 = - 1 

21. • 4х, - 5 х 2 - х 3 = 0 ; 22. < 4х + д'2 - Зх 3 = 1 

X, + х 2 - х 3 = 0 . 5х, - Х 2 - 4 х 3 = 0 

2х } + х 2 - х 3 = 1 ; 2х - Зх 2 - хз = - 2 

23. • Зх, + 2х 2 - Зх-з = - 2 ; 24. • Зх, - 4 х 2 + 2 х 3 = - 1 

4х + 4х 2 - 5х 3 = 0 . 2х - Х2 + Зхз = 6 

Зх, + Зх 2 + 2хз = 2 ; 'Зх, - 4x2 _ хз ~ 2 ; 
25. • 4х, + х2 + х3 = 2 ; 26. • 2 Х ! - 3x2 ~~ х з = '; 

5х, -3x2 — 2хз = - -2 . Х\ - 5x2 + х 3 = 12 . 

+ 2x2 + 3*з = 6 : 

- 2x2 - 2х 3 = 0 

+ Х2~3х 3 = 1 



§2. Індивідуальне завдання 2. 395 

X] + х 2 + х 3 = - 2 ; х, + Зх 2 - х 3 = Ю ; 
27. • 5хі + 4х 2 + х 3 = 0 ; 28. • 6х( - Зх 2 - х 3 = 3 

6х] - х 2 - 2х 3 = - 2 . х ,+ х 2 + х 3 = 0 . 

Х| + х 2 — 2х 3 = 6 ; X] + 2х 2 + Зх 3 = 8 

29. • 2хі + Зх 2 - 7х 3 = 16 ; 30. і - X] + 2х 2 + Зх 3 = 8 

5х[ + 2х 2 + х 3 = 16 . — Х | — 2х 2 + ч х 3 = 0 

х, + х 2 + х 3 = 6 ; 
31. • 2х] + х 2 + Зх 3 = 13 ; 

X) + 2х 2 + Зх 3 = 14 . 

Задача 5. [ гл. З, §3, приклад 3 ]. 
Дослідити сумісність системи, і у випадку сумісності знайти загаль­

ний розв'язок та один частинний розв'язок системи. Виконати перевірку пра­
вильності частинного розв'язку. 

Варіанти завдань 

Х[ + 2 х 3 - Х 4 = 0 
ЗХ)+ х 2 + 6х 3 - ЗХ4 — З 
4х] - х 2 + 8х 3 - 4 х 4 = -З 
2х| + х 2 + 4х 3 - 2x4 = З 

2. 

Зх| - 2 х 2 + х 3 = -1 

2х] + х 2 - х 3 - 4x4 = _ 4 

Зх) - х 2 + 2 х 3 = 1 
Х\ + 2 х 2 + х 3 - 2 х 4 = 1 

X] + х 2 — Зх 3 = -1 

X] - Зх 2 - Зх 3 + 4 г 4 = - 1 

2х] + Зх 2 - 6х 3 - Х 4 = - 2 

2х( - х 2 - 6х 3 + Зх 4 = - 2 

Зх, — 2 х 2 - Зх 3 + Зх 4 = —4 ; 

Хі + 2 х 2 - 2 х 3 - 2x4 = 4 ; 

Х\ — х 2 — 2 х 3 + х 4 = —2 ; 

2х] + х 2 - 4 х 3 - х 4 = 2 . 

Зх[ - х 2 - 5 х 3 + 5x4 = 1 

2х'і + х 2 - 5 х 3 = -1 ; 
Х| - 2 х 2 + 5 х 4 = 2 

Х | + х 2 - Зх 3 - Х4 = -1 . 

2х) + х 2 + х 3 + 2x4 = З 

X] + 2 х 2 — х 3 + Х 4 = —З 

Х| + Зх 2 - х 4 = 0 

Зх, + 4 х 2 + 2 х 3 = 6 
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7. 

9. 

11. 

13. 

15. 

17. 

19. 

Х[ + 2x2 ~ 3 *з _ - 6х 4 = 4 ; 2ху + х 2 — Х3 = 7 ; 

х\ - 4x2 ~ З^з = - 8 ; 
8 < 

X] - Зх 2 + х 3 - Зх 4 = 0; 
х \ - 2 * 2 - 3 * 3 -- 2 х 4 = - 4 ; О . * 

2*2 + *3 ~ 2*4 = 2 ; 
2Х\ - 5хт - °*з - -Зх 4 = - 1 0 . З*] - *з - *4 = 9. 

2х\ - Х2+ хз — 5х 4 = 2 ; 
2*1 - * 2 ~ 2x4 - 4 ; 

*) + 2 х 2 - 5хз - 2 х 4 = - 1 0 ; 
10 . * 

х\ + х 2 - 3*з - Х4 = 2 ; 

Зх| - 5х 2 + *4 = 0; ЗХ] + * 2 - 5*з - ЗХ4 = 6 ; 

*1 + Х2 - Зхз - 2 х 4 = - 6 . Ху— *з — Х4 = 2 . 

X] + х 2 + *з - 5х 4 = 0 ; 2х) + х 2 + 2 х 3 - х 4 = 1 ; 

Зх, - 4х 3 - х 4 = - 4 ; 
1 2 . • 

2х] - Зх 2 + 2 х 3 + Зх 4 = - 3 ; 

2х] - Зх 2 - Зхз = 0 ; З*] — х 2 + 3 х 3 + х 4 = - 1 ; 

*і + 2x2 - 2*з + *4 = - 4 . х\- х 2 + х 3 + х 4 = - 1 . 

х,+ х 2 + х 3 -- З х 4 = - 1 ; Зхі - х 2 - хз - Зх 4 = - 3 ; 

2х] - 4 х 2 - Хз = і ; 
14. -

2*і - * 2 2 х 4 = - 3 ; 

Зх) — 5х 2 - х 4 = 0 ; *1 + х 2 - Зхз - х 4 = 3 ; 
4х| - 6х 2 - Зхз - 2 х 4 = 3 . 2х] + *2 - 4х 3 - 2 х 4 = 3 . 

Х[ + х 2 + *з = - 2 ; 2х) +3х 2 - 2 * 3 - * 4 = 1 ; 

2Х] + х 2 + *з -- х 4 = - 1 ; 
16. і 

Хі + 2 х 2 - * 3 - х 4 = 1 ; 

Зх, + 2 х 2 + *4 = 3 ; 2х| - х 2 - 2 * 3 + 2 х 4 - - 3 ; 

Зх] + 2 х 2 + 2 х 3 -- х 4 = - 3 . Х[+ х 2 - х 3 = 0 . 

X] + 2 х 2 + Зх 3 - 2 х 4 = 6 ; *!+ * 2 ~ * 3 - *4 = ~ 1 і 
2*і - * 3 ' - х 4 = - 2 ; 

18. -
2х| - Зх 2 - 2*з + 3*4 = 8 ; 

Зх] + х 2 — 2 х 4 = 0 ; *1 — * 2 — *з *4 = 3 ; 
х ( - х 2 + 2 х 3 -- 4 х 4 = 4 . ЗХ|+ х 2 ~3*з - 2*4 = - 1 . 

2х[ + х 2 + х 3 - *4 = 2 ; X] + 2 х 2 - ЗХ3 + 5х 4 = 1 

Зхі + 2 х 2 - хз - 2*4 = 1 ; 20. • 
X] + Зх 2 - 1 3 * з - 2 2 х 4 = - 1 

X) - х 2 + Хз + х 4 = 0 ; Зх| + 5х 2 + *з - 2 х 4 = 5 

2х) + Зх 2 — *з -Зх 4 = 2 . 2х , + 3*2 + 4*з - 7х 4 = 4 
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21. 

23. 

27. 

2л-] - х 2 + х 3 - л"4 = 1; * 1 - 2х 2 + Зх 3 - 4 х 4 = 4 

2х, - х2 - Зх 4 = 2 ; 
- 22. < 

х 2 - х 3 + х 4 = - 3 

Зх, - хз + х 4 = - 3 ; х \ +• Зх 2 - Зх 4 = 1 

4х| - 2х 2 + хз - 4 х 4 = 3 . - 7х 2 + Зх 3 + х 4 = - 3 

2х] + х 2 - х 3 - З х 4 = 2 ; X + Зх 2 + 5х 3 - 2 х 4 = 3 
4х[ + Хз - 7х 4 = 3 ; 

- 24. • 
2х + 7х 2 + Зхз + х 4 = 5 

2х 2 -Зх'з + х 4 = 1 ; X + 5х 2 - 9х 3 + 8х 4 = 1 
2х[ + Зх 2 - 4х 3 - 2х 4 = 3 . 5х, +18х 2 + 4х 3 + 5х 4 = 12 

X ] - 4 х 2 + 2х 3 — - 1 ; 'їх + Зх 2 - х 3 + х 4 = і ; 
2х, - З х 2 - х 3 - 5 х 4 = - 7 ; 

26. • 
8х, + 12х 2 - 9 х 3 + 8 х 4 = 3 ; 

Зх, - 7 х 2 + х 3 - 5 х 4 = - 8 ; 4х + 6х 2 + Зхз - 2л'4 = 3 ; 
2х + Зх 2 + 9х 3 - 7х 4 = 3 . 

X ] — х 2 + Хз — х 4 = —2 ; 4х, + х 2 - 2 х 3 + х 4 = 3 ; 

Х | + 2х 2 — 2л'з — Х 4
 = —5 ; 

28. • 
X ] - 2х 2 — Х 3 + 2х 4 = 2 

2х] - х 2 - З х 3 + 2 х 4 = -1 ; 2х, + 5х 2 - х 4 = --1 

Зх, - 2х 2 - 2.Т3 + х 4 = - 3 . Зх, + Зх 2 — х 3 — З Х 4 = 1 

2х| + 5х 2 + л'з + Зх 4 = 2 ; X , + Зх 2 - 2х 3 + 2х 4 = --4 
4х[ + 6х 2 + Зл'з + 5х 4 = 4 ; 

ЗО. -
5х, + 4 х 2 + х 3 + Зх 4 = -5 , 

4 х | + 1 4 х 2 + х 3 + 7 х 4 = 4 ; 2 т, + х 2 + х 3 + 4 х 4 = 2 ; 
2х| - Зх 2 + Зх 3 - х 4 = 7 . Зх, + 2 х2 + л'з + х 4 = --3 . 

2х, - х 2 + Зхз + 4х 4 - 5 ; 

4 х , - 2 х 2 + 5 х 3 + 6 х 4 = 7 ; 
31. < 

6х, - Зх 2 + 7х 3 + 8х 4 - 9 ; 

8х, - 4 х 2 + 9 х 3 +10х 4 =11 . 

Задача 6. [ гп. З, §3, приклади 5, 4 \. 
Дослідити, чи має нетривіальні розв'язки однорідна система рівнянь. 

У випадку позитивної відповіді, знайти її загальний розв'язок. Записати та­
кож фундаментальну систему розв'язків. 
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Варіанти завдань 

5. 

X ] + Зх 2 + 5х 3 - 2 х 4 - 0 

2х\ + 1х2 + Зх 3 + Х 4 = 0 

X ] + 5х2 + 9 х 3 + 8 х 4 = 0 

2х| + 8 х 2 + 14х3 + 6х 4 = 0 . 

Зх] - 2 х 2 + х 3 - Х4 + 2 х 5 = 0 

Х | + х 2 + 2x4 + ЗХ5 = 0 

3. •! - 2 х | + Зх 2 - х 3 + ЗХ4 + ^ 5 = 0 

2х] - х 2 + 4 х 3 - Зх 4 + 4 х 5 = 0 

- X ] + х 2 - Зх 3 + 2x4 + х 5 = 0, 

2х] + Зх 2 - Зх 3 + 2 х 4 = 0 

Зх] + 2 х 2 - х 3 + Зх 4 = 0 

2х] - х 2 + 5х 3 - Х 4 = 0 

хі + Зх 2 - 6 х 3 + 4 х 4 = 0. 

4х| - Зх 2 + Зх 3 = 0 

- X ] + 2 х 2 + Зх 3 + 2x4 = 0 

X ] - 2 х 2 + х 3 - х 4 = 0 

Зх] - х 2 + 2 х 3 + х 4 = 0 . 

х\ + х 2 - Зх 4 - х 5 = 0 

д І хі ~ х2 + 2^3 - Х 4 = 0 

4х| - 2 х 2 + 6 х 3 + Зх 4 - 4 x 5 = 0 

2х] + 4 х 2 - 2 х 3 + 4 х 4 - 7х 5 = 0 

Зх| + 4 х 2 - 5х 3 + 7x4 = 0 

^ ^ 12х ( - Зх 2 + Зх 3 - 2x4 = 0 

4х] + 1 1х 2 - 13х3 + 16х 4 = 0 

2 х 2 + х 3 + ЗХ4 = 0 7х] -

13. 

X ] - 2х 2 + х 3 + х 4 - Х5 = 0 

2х ( + х 2 - х 3 - х 4 + х 5 = 0 

X ] + 7х 2 - 5х 3 - 5х 4 + 5 x 5 = 0 

Х | + 2х 2 - х 3 + 2 х 4 - х 5 = 0 

5хі + 11х 2 - 2х 3 + 8x4 + 2x5 = 0 

4х] + 10х 2 + 2х 3 + 10х 4 - Зх 5 = 0 

5х, + 1 Зх 2 + 4х 3 + 16х 4 - 1 0 х 5 = 0 

4. 

6. 

8. 

10. 

12. 

14. 

X ] + 2х 2 - Зх 3 + ЗХ4 = 0 

2х] - х 2 + х 3 - 2x4 = 0 

Зх, + х 2 - 2х 3 + Х4 = 0 

- X ] + Зх 2 + х 3 + 2 х 4 = 0. 

2х] + Зх 2 - Зх 3 + 2х 4 = 0; 

Зх) + 2х 2 - х 3 + Зх 4 = 0; 

2х] - х 2 + 5х 3 - х 4 = 0; 

Х [ - х 2 + 2х 3 + х 4 = 0. 

Зх| + х 2 - 2х 3 + х 4 = 0 ; 

- Х\ + Зх 2 - х 3 + 2х 4 = 0 ; 

2.Ї| + х 2 - Зх 3 + ЗХ4 = О; 

Х | + 4х 2 - 4х 3 + 5х 4 = 0 . 

Х | + 5х 2 + Зх 3 + 2х 4 = 0 

Х [ + х 2 + 2х 3 + Зх 4 = 0 

Х | + 5хт + х 3 + 2 х 4 = 0 

[х] + 5х 2 + 5х 3 + 2х 4 = 0. 

Х [ + Зх 2 + 2х 3 + 7х 4 = 0 : 

2Х[ - х 2 + 3 г-. - 9 у „ = 0 

-Зх] 

Зх. х 2 - 2 х 3 + х 4 - х 5 = 0. 

лі + Зх 3 - 2 х 4 = 0 

•>л ] - 5 х 2 + 4 х 3 +16x4 = 0 

X ] - 6 х 2 + 7 х 3 +14x4 = 0 

5х] + х 2 + 4х 

Зх) + 2 х 2 

2х] -

-х\+ 2 х 2 -

г3 + 2х 4 = 0 

х 3 + Зх 4 = 0 

х 2 + 5х 3 - х 4 = 0 

х 3 + 2 х 4 = 0 
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15. 
X] - 4х 2 + 3*3 + х 4 + 2х 5 = 0; 

З.ї| - 2х2 - л'з + 5х 4 - х 5 = 0; 
2х, + 2х 2 - 4х 3 + 4 х 4 - Зх 5 = 0. 

16. 

2х[ - Зх 2 + 4х 3 - Зх 4 = О 

Зх] - х 2 + 11х3 - 1 Зх 4 = О 

4х] + 5х 2 - 7х 3 - 2х 4 = О 

ІЗХ) - 25х 2 + х 3 + 11х 4 = О 

17. 

5х] + 6х 2 - 2х 3 + 7х 4 + 4 х 5 = О 
2х] + Зх 2 - Хз + 4 х 4 + 2х 5 = О 
7х] + 9х 2 - Зх 3 + 5х 4 + 6 х 5 = О 
5х| + 9х 2 - Зх 3 + х 4 + 6х 5 = О 

18. 

2х] + Зх 2 - л'з + 5х 4 = О 

Зх] - л'2 + 2х 3 - 7х 4 = О 

4х] + х 2 - Зх 3 + 6х 4 = О 

X ) + 2х 2 - 5хз + 1 Зх 4 = О 

19. і 
2х, + х 2 + х 3 + х 4 = 0; 

Х | - х 2 + 2хз - х 4 = 0 ; 
X ] + 2х 2 + Зх 3 + х 4 = 0. 

20. 

2х) - 4х 2 - 6х 3 + - х 4 = О 
4Х) - Зх 2 + 2х 3 - 7х 4 = О 

- X ] + 2х 2 + Зх 3 = О 

- х і + 2 х 2 + 3 х 3 + х 4 = 0 

21. 

X ] + х 2 - Зл'з + х 4 = О 
Зх] + 5х 2 - 5х 3 + 5х 4 = О 

Х [ + х 2 + хз + Зх 4 = О 
Х | + 2х 2 - Зх 3 + х 4 = О 

22. 

X ) - Зх 2 + 4хз - 6х 4 = О 
X ] + 2х 2 - х 3 + 4 х 4 = О 

Зх] + х 2 + 2хз + 2 х 4 = О 
2х] - х 2 + Зх 3 - 2 х 4 = О 

23. \ 

21. 

л'| - 2х 2 + х 3 + х 4 - Х5 = 0; 
2х] + х 2 - х 3 - х 4 + Х5 = 0; 

Зх] - х 2 - 2х 3 + х 4 - х 5 = 0 . 

2хі + х 2 + х 3 + х 4 = О 

З.Т] - 2х 2 + 2л'з - Зх 4 = О 

Зх, + х 2 - л'з + 2х 4 = О 

6х| - х 2 + х 3 - х 4 = 0 . 

2х| + Зх 2 - Х3 + 2х 4 + х 5 = О 
8х] + х 2 - 5х 3 + 4 х 4 - Зх 5 = О 

- Зл-) + х 2 + 2х 3 - х 4 + 2х 5 = 0: 
5Х) + 2х 2 - ЗХ3 + Зх 4 - х 5 = О 

,?.4 

26. 

28. 

2х) + Зх 2 - Х3 + 5х 4 = О 
Зх] + х 2 + ЗХ3 - 2 х 4 = О 
Ч Х | + х 2 ~ Зл'з + 6 х 4 = О 

X ] - 2х 2 -і- 4х 3 - 7х 4 = 0. 

2х] - х 2 + х 3 - х 4 = О 

4х| - 2х 2 - 2х 3 + Зх 4 = О 

2х] - х 2 + 5л'з - 6х 4 = О 

2х| - х 2 - Зх 3 + 4 х 4 = 0. 

2х| + 7х 2 + Зх 3 + х 4 = О 
Х | + Зх 2 + 5.Ї3 - 2х 4 = О 
х, + 5х 2 - 9л'3 + 8х 4 = О 

5х, + 18х 2 + 4х 3 + 5х 4 = 0. 
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29. 

х1 ~ 4 х 2

 + _ 3^4 + 2 x 5 = О 

5х] - 7х 2 + 7x4 ~ 3*5 = 0 ; 

2х| - Зх 2 + Х3 + Х4 + Х5 = 0: 

х ( + х 2 - Зх 3 + 4 х 4 - х 5 = 0 

30. 

X ] + Зх 2 + Х3 - х 4 = 0 

2х| - 2х 2 + Х4 = 0 

2х, + 3x2 + х3 ~ Зх 4 = 0 

4х, + х 2 + Х3 - 2х 4 = 0 

31. 

Зх] + 4x2 + *3 + 2*4 + Зх 5 = 0 
5х, + 7x2 + хз + ЗХ4 + 4х-5 = 0 
4х[ + 5х 2 + 2хз + Х 4 + 5х 5 = 0 
7х, + 10х 2 + х 3 + 6х 4 + 5х 5 = 0 

Задача 7. [ гл. З, §3, приклад б ]. 
Дослідити систему на сумісність та знайти її загальний розв'язок ме­

тодом Жордана-Гаусса (повного виключення). 

Варіанти завдань 

2х| - Зх 2 + 5хз + Х 4 = - 7 2х, + Зх 2 + 4х'з + 5x4 = - 2 ; 

] 
- х, + х 2 + 4хз - 2х 4 = 1 2. Зх, + х 2 + 2x3 + 4х'4 = 1; 
5х| + 2х 2 - Зхз + 6х 4 = 5 4х, + 6х 2 + Зх 3 + 7x4 = 1; 

— 2х| + 5х 2 + Х 3 - 7х 4 = 5 5х, + 2х 2 + х 3 + 4 х 4 = 4. 

4х] - 2х 2 + 5хз + 2х 4 = 7; X ] + 2х 2 + Зх 3 + 4 х 4 = 7; 

3. 
5х| - х 2 + Зхз + Х 4 = 1; 

4. 
Х\ + 2х 3 + 2 х 4 = 5; 

X ] + Зх 2 - Х 3 + 2х'4 = 14; 4х, + х 2 - х 3 = 14; 
Зх] - 2х 2 + Х 3 — Х 4 = - 11. 2л, + х 2 + х 3 1. 

X ] + 2х 2 + Зх 3 + 4 х 4 = 0; Зх, + 4 х 2 - 2хз + 5 х 4 = = Ю; 

5. 
7х, + 14х 2 + 20х 3 + 27х 4 == 0; 

6. 
2х, + Зх 2 + 5хз - 4 х 4 = • - 2 ; 

5х[ + 10х 2 + 16х 3 + 19х 4 = - 2 • 4х, + 5х 2 - 4хз - Зл'4 = = - 7 ; 
Зхі + 5х 2 + 6x3 + 1ЗХ4 = 5. 5х, + Зх 2 + 2 х 3 - 5х 4 = = - 1 

Зх, - 2х 2 + х 3 - Х 4 = - П ; 5х, + 2х 2 + х 3 + 4 х 4 = 4 ; 

7. 
Х | + Зх 2 - Х 3 + 2 х 4 = 14; 

8. 
4х, + 6х 2 - Зх 3 + 7х 4 - 1; 

5х] - х 2 + ЗХ3 + Х 4 = 1; Зх, + х 2 + 2х 3 + 4 .Ї4 = 1; 
4х| - 2х 2 + 5х 3 + 2x4 = 7. 2х, + Зх 2 + 4х 3 + 5х 4 = - 2 . 
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9. 

1 1 . 

X , + 2х2

 + 3*з - 2 х 4 = 6; 

2х\ - Х2 - 2хз - Зх 4 = 8; 

Зх, + 2x2 ~ *3 + 2 х 4

 = 4; 

2х, - Зх 2

 + 2*з + х 4 = - 8 

*2 - 3 * 3 + 4 х 4 = - 5 

Х\ — 2хз + Зх 4 = - 4 , 

Зх| + 2х 2 - Зх 4 = 12 

4х, + Зх 2 - 5хз = 5 

13. 

15. 

х, + х 2 + х 3 + х 4 = 0 

*2 + *3 + *4 + *5 = О 

X) + 2x2 + 3*з = 2 

Х2 + 2хз + ЗХ4 = ~2 

Хз + 2x4 + 3*5 = 2 

*1 + *2 + 3*3 + 4x4 = 5 

2х] + Х2 + 2хз + ЗХ4 = 1 

Зх| + 2x2 + *3 + 2 х 4 = 1 

4х, + Зх 2 + 2 х 3 + х 4 = - 5 

17. 

2хі - Зх-> + 5Х-І + Х 4 — 

19. 

21. 

- х, + Х2 + 4х 3 - 2 х 4 

5х, + 2x2 ~~ 3*з + 6х 4 

- 2х, + 5х 2 + Х3 - 7x4 

2х| + Х 2 + Х3 — Х 4 = 1 

3*1 _ *2 + *3 + *4 = 2 

4х, + 2x2 + *з - *4 = 1 

х, + Х4 = 2. 

4х, - Зх 2 + 2хз - Х 4 = 8 

Зх, - 2x2 + *3 3*4 = 1 

2х| - * 2 - 5хз = 6 

5хі - З х 2 - 4 х з -ЗХ4 = 13 • 

- 7 

1 

5 

5 

10. 

1 2 . 

14. <̂  

16. 

18. 

20. 

22 . \ 

*1 + 2 х 2 + Зх 3 + 4 х 4 = 5; 

2х, + Х 2 + 2хз + ЗХ4 = 1 ; 

Зх, + 2 X 2 + *3 + 2 х 4 = 1 ; 

4*і + 3x2 + 2*з + х 4 = - 5. 

2 х , - х2+ Зхз + 2 х 4 = 4 ; 

Зх, + 3x2 + ЗХ3 + 2 х 4 = 6; 

Зх, - х 2 - х 3 + 2 х 4 = 6; 

Зх, - Х 2 + Зхз - х 4 = 6. 

X, + Зх 2 + 5хз + 7 х 4 = 1 2 ; 

Зх, + 5 х 2 + 7хз + х 4 = 0 ; 

5х, + 7x2 + *3 + Зх 4 = 4; 

7Х! + х 2 + ЗХ3 + 5х 4 = 16. 

X, + Х 2 + 2хз + Зх 4 = 1 ; 

Зх, - х 2 - х 3 - 2 х 4 = - 4; 

2 х , + Зх 2 - х 3 - Зх 4 = - 6; 

X, + 2 х 2 + ЗХ3 - 2 х 4 = - 5 . 

5*і + 2x2 + х3 + 4 х 4 = 4; 

4*1 +6х2 + Зхз + 7 х 4 = 1 ; 

Зх, + Х2+ 2хз + 4 х 4 = 1 ; 

2 х , + Зх 2 + 4 х 3 + 5x4 = ~ 2. 

4*і - 3x2 + *3 + 5 х 4 = 7 ; 

X, — 2x2 2хз - Зх 4 = 3 ; 

Зх, — Х 2 + 2хз = - 1 ; 

2 х , + 3x2 + 2*з - 8 х 4 = - 7 . 

2х , + х 2 + Х3 = 2; 

X, + Зх 2 + Х3 = 5 ; 

X, + х 2 + 5 х 3 = - 7 ; 

2х , + Зх 2 - Зхз = 14. 
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Х\ + 3x2 ~ 3*з - 2 ; Х\ - 2x2 + З^з _ 4 х 4 = 4; 
2х, - Зх2 + 4*3 = - 1 ; 

24. • 
— Х2 — Х3 + Х 4 = - 3 ; 

Зх, + 2х2 - Л"3 = 4 ; Х| + 3x2 _ 4 х 4 = 1; 
х\ - 8д"т + 9*3 = - 6. - 7x2 + 3*з + Х4 = - 3 . 

X] + ЗЛ"2 + ДГ3 — ЛГ4 = 2 ; X] - х 2 - 4 х 3 4- 9x4 = 22 

2х| — 2 х 2 + Д"4 = -- 3 ; 
26. 

X] 4- 2X2 - 4 х 4 = - 3 

2а-] + Зх 2 + Х3 - Зх 4 = -- 6 ; 2Х] - Зх 2 4- Х3 4- 5x4 = - 3 

Зх| + 4 х 2 - х 3 + 2 х 4 = 0. Зх, - 2 х 2 - 5хз 4- Х4 = 3 

2х| — х 2 4- Х3 -- ЗХ4 — 4 ; Х| 4- 2 х 2 - Зхз 4- 4x4 = 3 ; 
Зх, + Зх 2 + 2 х 3 4- ЗХ4 = 6; 

28. • 
2х, - х 2 + Зхз 4- 4 х 4 

= 3 ; 

Зх, — х 2 — Х3 4- Х4 — 6; ЗХ] 4- Х 2 - Х3 4- 2 х 4 = 4; 

4х| - Х2+ 2 х 3 - х 4 = 8. 4 Х | + Зх 2 4- 4 х 3 4- 2 х 4 = 7. 

2х) + х 2 + ЗХ3 - 7 х 4 = 5; 2Х] 4- Х2 4- Зх 3 4- Х4 = 1; 

X] - 2 х 2 + Зх 3 - 4 х 4 = 4 ; 
30. • 

Х[ - х 2 4- х 3 - 2 х 4 = 0; 

Х 2 — Х3 4- Х4 = - 3 ; 2Х| 4- х 2 4- Зх 3 - 7 х 4 = 1; 
X] 4- 3X2 — *4 " 1. X) 4- Х2 4- Х3 4- Х 4 = 2 . 

2х, + Х2 " х 3 — ЗХ4 = 2 ; 

4х] + х 3 - 7 х 4 = 3 ; 

2 х 2

 — Зх 3 + Х 4 = 1; 

2х] + 3x2 - 4хз - 2x4 = 3. 

§3. Індивідуальне завдання 3. 

Лінійна алгебра 

Задача 1. [ гл. 4, §1. приклад 8 ]. 
Знайти який-небудь базис та визначити вимірність лінійного простору 

розв'язків системи. 
Варіанти завдань 

Зхі 4- х 2 - 8x3 4- 2 х 4 4- х 5 = 0; 

2х( - 2 х 2 - Зх 3 - 7х 4 + 2х 5 = 0; 

X] 4-11х2 - 12х 3 4- 34х 4 - 5x5 = 0-
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2. 

3. 

4. < 

5. 

6. 

7. 

9. 

10. 

7д-| + 2 х 2 ~ х 3 _ 2*4 + 2*5 = 0; 
ЛГ, — Зх 2 + *з — *4 — *5 — 0; 

2х, + 5х 2 + 2л"з + Д"4 + Х 5 = 0. 

*і + хг + Ю * з + *4 _ *з = 0; 

5х] - х 2 + 8 x 3 - 2 ^ 4 + 2 x 5 = 0 ; 

Зх| - Зх 2 - 1 2 х 3 - 4 х 4 + 4 х 5 = 0. 

6х] - 9х 2 + 2 1 х 3 - Зх 4 - 12x5 = 0; 

- 4 Х ] + 6х 2 - 14х 3 + 2 х 4 + 8х 5 = 0 ; 

2х] - Зх 2 + 7 х 3 - х 4 - 4x5 = 0. 

2х[ - Х 2 + 2 х 3 - х 4 + Х 5 = 0 ; 

X) + 10x2 ~ Зхз - 2 х 4 - Х5 = 0; 

4х! + 19х 2 - 4 х 3 - 5 х 4 - х 5 = 0. 

5х| - 2 х 2 + Зх 3 - 4x4 _ *5 = 0; 

*1 + 4x2 _ 3*з + 2 * 4 - 5x5 = 0; 

6х) + 2 х 2 - 2x4 ~ 6*5 = 0. 

12хі - Х 2 + 7 х з + 1 1 х 4 - х 5 = 0 ; 

24х, - 2x2 + 14*з + 2 2 х 4 - 2 х 5 = 0; 

X] + Х 2 + *з - х 4 + х 5 = 0. 

X] + 2 х 2 + Х3 + 4x4 + *5 = О', 

2х| - х 2 + 3 х 3 + х 4 - 5 х 5 = 0 ; 

Х | + Зх 2 - Х3 - 6x4 - Х5 = 0. 

2х| — Х2 + Зхз — Х 4 — Х5 = 0; 

х, + 5х 2 - *з + х 4 + 2 х 5 = 0; 

X] + 16х 2 - 6x3 + 4 х 4 + 7 х 5 = 0. 

3 5 5 
- х , + - х 2 + - х 3 + х 4 = 0 ; 
3 1 2 2 . 
- х , + - х 2 + - х 3 + - * 4 = ° ; • 
1 1 2 2 . 

- Х і + — X. + Х з + — Х л = 0 . 
5 і 6 21 л 15 4 



404 Глава 9. Типові розрахункові завдання 

11. 

1 2 . 

13. 

8Л"І + х 2 4- х$- л"4 + 2 х 5 = 0; 

Зх] - Зх 2 - 2 х 3 4- х 4 - Зх 5 = 0 ; 

5х] + 4*2 + Зл"з - 2*4 + 5х 5 = 0. 

Х\ + Зх2 - *з + 12^4 - х5 = 0 ; 

2хі - 2 х 2 + Х3 - 10x4 + *5 = 0; 

ЗХ] + Х 2 + 2x4 = 0-

7Х[ - 14х 2 + Зхз - х 4 + Х 5 = 0 ; 

X] - 2 х 2 + Х3 - ЗХ4 + 7x5 = 0 ; 

5х) - 1 0 х 2 + х 3 + 5х 4 - ІЗХ5 = 0-

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

Х[ + 2x2 + 4- Х 4 - * 5 = 0; 

2х] - 2x2 ~~ 5хз - Зх 4 4-Х 5 = 0; 

Зх] - 2x2 + Зхз 4 - 2 х 4 - х 5 = 0. 

х, + х 2 + х 3 - х4 - *5 = 0 

2х] + Х2 - 2хз — Х 4 - 2 X 5 = 0 

X] + 2 х 2 + 5 х 3 - 2 х 4 ~ *5 = 0 

2х| 4- Х2 — Зхз 4- Х 4 - *5 = 0 

Зх] - Х2 + 2хз - *4 + 2 х 5 = 0 

X] - 2x2 + 5хз - 2 х 4 4- Зх 5 = 0 

X] + 2x2 - Зхз 4 - 1 0 х 4 - *5 = 0; 

X] - 2x2 + Зхз -- 1 0 х 4 4- х 5 = 0; 

Х| 4- 6x2 ~~ 9хз 4- ЗОХ4 - З х 5 = 0. 

2х| 4- х 2 — Х3 4- 7 х 4 4- 5 х 5 = 0 

Х| - 2 х 2 4- Зхз - 5 х 4 - 7x5 = 0 

ЗХ[ - х 2 4- 2хз 4- 2 х 4 - 2x5 = 0 

19. 

2х| - 2х 2 - Зхз - 7 х 4 4 - 2 х 5 = 0 ; 

X} - 1 1 х 2 - 12хз 4- 34x4 - 5x5 = 0; 

Х[ - 5х 2 4- 2хз - 16х 4 4- ЗХ5 = 0-
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20. і 
+ *2 - 8 х 3 + 2 х 4 + х 5 = 0 ; 

+ 1ІХ2 - 1 2 х 3 - 3 4 х 4 - 5 х 5 = 0; 

- 5x2 + 2х 3 - 16х 4 + Зх 5 = 0. 

+ 3x2 _ 5хз + 9 х 4 - х 5 = 0 ; 

- 2x2 ~~ Зхз - 7 х 4 + 2 х 5 = 0; 

- 5x2 + 2хз - 16х 4 + Зх 5 = 0. 

+ 2 х 2 - х 3 + Зх 4 + 4 х 5 = 0; 

+ Х2 - 2хз + Зх 4 + 5x5 = 0 ; 

+ 3x2 - 2*з + 4*4 + 7x5 = 0-

+ 2x2 ~ 2хз - Х 4 + 4x5 = 0 ; 

+ 5х 2 - Зх 3 - 2 х 4 + х 5 = 0 ; 

+ Х 2 + Зх 3 - 7 х 5 = 0. 

+ Зх 2 - 2 х 3 + 4 х 4 + 7 х 5 = 0; 

+ 4 х 2 - Зх 3 + 2 х 4 + 4 х 5 = 0; 

+ х 2 - х 3 - 2x4 - ЗХ5 = 0. 

- 5x2 + 2*з + 4*4 = 0; 

- 4x2 + * 3 + 3*4 = 0 ; 

+ 7 х 2 - 4хз - 6 х 4 = 0. 

+ Х2 + Зх 3 - 2 х 4 + ЗХ5 = 0 ; 

+ 2x2 + 4*з - *4 + 3*5 = 0 ; 

+ Х2 + 5хз - 5x4 + 6*5 = 0. 

27. 

28. 

х, + 2 х 2 + Зх 3 - 2 х 4 + Х5 = 0 ; 

X] + 2 х 2 + 7хз - 4 х 4 + х 5 = 0 ; 

X] + 2 х 2 + 11*з - 6 х 4 + х 5 = 0. 

6х[ + Зх 2 + 2хз + Зх 4 + 4x5 = 0 ; 

4х] + 2 х 2 + Х3 + 2 х 4 + ЗХ5 = 0 і 
2х[ + х 2 + Хз + х 4 + х 5 = 0. 
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29. 

30. 

31. 

Зх] + 2 х 2 + 4х 3 + х 4 + 2х 5 = 0 ; 

Зх| + 2 х 2 - 2х 3 + х 4 = 0 ; 

Зх} + 2х 2 + 16х 3 + х 4 + 6х 5 = 0. 

Х | + х 2 + х 3 + 2 х 4 + х 5 = 0; 

X] - 2х 2 - Зх 3 + х 4 - х 5 = 0; 

2х, х 2 - 2д і + Зх 4 = 0. 

Х | — х 2 + х 3 — 2 х 4 + х$ — 0; 
Х[ + х 2 - 2х 3 - х 4 + 2 х 5 = 0 ; 
X) - Зх 2 + 4х 3 - Зх 4 = 0 . 

Задача 2. [ гл. 4, §1, приклади 5, б ]. 
/ / <• 

Знайти координати вектора х у базисі {е\ , е 2 ,<?3 ) , якщо цей вектор 
задано в базисі {е\ ,е2 , е 3 ) . 

Варіанти завдань 

1. х = ( 6 , - 1 , 3 ) ; 

е\ = Є| + е 2 + 2 е 3 ; 

е2 = 2ех -е2; 

е3' = - є, + е2 + е 3 . 

3. х = ( і , 3 , б ) ; 

в\ = Є\ + е2+ 4 е 3 ; 
4 _ 

е 2 = 3 -е , 

Є 3 = - Є ( + І т + 

5. х = ( б , 3 , і ) ; 

- _ 4 _ 
є, = е, + е2 + е 3 ; 

е 2 ' = 4е, - е 2 ; 

Є 3 = - Є) + е2 + е 3 . 

е 3 ^ 

2 . і = (1 ,2 ,4) ; 

е\ = ?| + е~, + 3 е 3 ; 
_ ' 3 _ 
е 2 = ^ Є і ~ Є 2 ' 

е 3 ' = - е , + ? 2 + £ 3 . 

4. х = ( 2 , 4 , і ) ; 
3 . 

в! = е{+ е2+ - е3; 

е 2 = 3 є, - е 2 ; 

<?3 = — Є| + ? 2

 + ^3 • 

6. х = ( і , 4 , 8 ) ; 

Є) = Є] + е2 + 5 е 3 ; 
_ - 5 - _ 
е2 = е, - <?2 ; 



§3. Індивідуальне завдання 3. 407 

7. і? = (8 ,4 ,1 ) ; 8. „ = ( 2 , 5 , 1 0 ) ; 

_ _ 5 _ 
е, = <?, + е2 + -ег; 

е 2 = 5е, -е2 ; 

е3' =-ех + е2 + ег. 

е\ = в\ + е2 + 6е3; 
_ - 6_ _ 
е 2 = - е, - е 2 ; 

_ ' - . 
Є3 = - Є\ + Є 2 + £"3 . 

9. Зс = (10,5,1); 

_ _. 6 -
е, = є, + е 2 + у е 3 ; 

е 2 = 6 г, - е 2 ; 

Є 3 = - Є) + е 2 + ?з . 

10. ЗЕ = (1 ,6 ,12) ; 

е\ = є, + ? 2 + 7 Є3 ; 

_. - 7 _ _ 

^з = - Щ + ^2 + Ь-

11. 3. = ( - 1 2 , 6 , 1 ) ; 

_ _ 7_ 
<?! = е, + е 2 + - е 3 ; 

«2 = 1 е\ -е2; 

ег' = - є, + е2 + е 3 . 

12. „ = ( - 1 , 7 , 1 4 ) ; 

є, = е, + е'2 + 8 _?з ; 
_ - 8 _ _ 

• _ „ _ 
Є3 = - Є, + Є2 + Є\. 

13. „ = ( - 3 , 2 , 4 ) ; 

е 1 е, + _-2 - ег ; 

е 2 = 2

 е і - < _ ; 

[ е 3 ' = - е , + е 2 + е 3 . 

15. „ = ( 2 , 6 , - 3 ) ; 

є, = е, + е 2 - 2 е 3 ; 
_ - 2 _ 
е 2 = 3

 е і - е2; 

_ ' — _ _ 
ез = - е, + е 2 + Є 3 . 

14. Зс = ( 2 , 4 , 3 ) ; 

<?, = <?, + е 2 + -£? 3 ; 

е 2 = - е, - е 2 ; 

е 3 ' = - е , + і 2 + і 3 . 

16. Зс = ( 1 2 , 3 , —і); 

е, = е, + е 2 + з е 3 ; 

е2 = - 2 е , - е 2 ; 

е 3 ' = - є, + е 2 + е 3 . 
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17. ї = ( і , - 4 , 8 ) ; 

є, = ех + е2-3е3; 
- - З _ _ 

• е2 = - е, - е 2 ; 

е 3 ' = - е 1 + е 2 + е 3 . 

19. Зс = ( 7 , - 5 , 1 0 ) ; 

в\ = в] + е 2 - 4 е 3 ; 
, » 4 - _ 

£ 3 ' = - е , + е 2 + е 3 . 

21. Зс = ( і , - 6 , б ) ; 

е\ = е\ + е2 - 5 е 3 ; 
_ - 5 _ _ 

- е 2 = - ех - е2 ; 

е 3 ' = - ех + е2 + ег. 

23. дс = ( і , 7 , - 7 ) ; 

ех = в\ + е2 — 6 е 3 ; 
- ' 6 _ -

-. ' — — — 
Є 3 = - Є] + е2 + е 3 . 

25. Зс = ( 3 , - 8 , 8 ) ; 

е\ = е\ + е2 - 7 <?3; 
_ < 7 _ _ 

Є 3 ' = - Є [ + е2 + е3. 

18. Зс = ( 1 , 4 , - 8 ) ; 

Щ'= е1 + е2-3е3; 
3 . -

• е2 = ~ А

е \ - е 2 \ 

}г =-ех + е2+ е}. 

20. Зс = ( 5 , - 5 , - 4 ) ; 

_ „ 4 _ 
Є) = Є) + е2 + - е 3 ; 

• е 2 = — Ае\~е2\ 

е 3 = —е\ + е2+ е 3 . 

22. Зс = ( 6 , 6 , 2 ) ; 

_ _ 5 _ 
е, = єі + є2+ -- е 3 ; 

о 

•е2=- 5е, - е 2 ; 

е 3 = - ?) + е2 + е 3 . 

24.3с = ( 7 , 7 , 2 ) ; 

^ _ 6 ^ 
е\ = е1 + е2 + ~е3; 

• е2' = ве\-е2; 
— * — 

Є 3 = - Є] + е2 + е 3 . 

26. Зї = ( 1 , - 9 , 9 ) ; 

?і = Є] + е2 - 8 е 3 ; 
_ г 8_ _ 

е3'=-еі + е2+ е 3 . 
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27. „ = ( 9 , 9 , 2 ) ; 28. 3. = ( 3 , - 1 0 , 1 0 ) ; 

е\ = е ,+ е 2 + - е 3 ; 

е 2 ' = - 8 е , - е 2 ; 

е 3 ' = - е, + е 2 + е 3 . 

29. х = (10,10,7) ; 

і] = е\ + е2+ 0,9 £ 3 ; 

е 2 ' = - 9 ^ , - е 2 ; 

і 3 ' = - е, + е 2 + е 3 . 

31. іс = (1,10,10); 

є, = е\ + е 2 + 11 е 3 ; 

е 2 =1,1 Є] - е 2 ; 

? 3 ' = - є, + е2 + ег. 

є , = Є) + і _ - 9 е 3 ; 
_ - 9 _ _ 
Є 2 = і о Є | ^ 2 ; 

—. * — — — 
Є 3 = - Є] + е2 + е"3 . 

30. іс = (1 ,9 ,18) ; 

Єї = е\+е2+ 1 0 е 3 ; 
10_ -

<_ = е \ - ?2; 
— ' —, — — 
Є 3 = - Є\ + Є2 + Є 3 . 

Задача 3. [ гл. 5, §1, приклад 5 ]. 
Нехай х = ( X , , х 2 , х 3 ) . Встановити, чи с лінійними наступні пере­

творення. 

Варіанти завдань 

1. Лх = (6х] - 5*2 - 4х 3 , - Зх, - Зх 2 - х 3 , х 2 + 2 х 3 ) , 

-8 х = (6 - 5х 2 - 4 х 3 , Зх) - 2 х 2 - х 3 , х 2 + 2) , 

Сх - (х 3 , Зх, - 2 х 2 - х 3 , х 2 + 2 х 3 ) . 

2. Л х - (5х] - 4 х 2 - Зх 3 , 2х, - х 2 , х 2 + 2) , 

зВх = (5х| - 4 х 2 - З х 3 , 0 ,Х2 + 2 х 3 ) , 

С х = (5х, - 4 х 2 - З х 3 , 2х, - х 2 , х 2 + 2 х 3 ) . 
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3. сАх = (4х| - Зх 2 - 2 х 3 , х\, х\ + 2х\ + Зх 3 ) , 

Зх — (4х) - 3 * 2 - 2 х 3 , х\, х\+ 2х2 + Зх 3 ) , 

Сх= (4х] - 3*2 _ 2 х 3 , хх, X] + 2х 2 + 3) , 

4. Лх - (Зх! + 2х 2 + х 3 , х 3 , 2Х] - Зх 2 - 4 х 3 ) , 

Зх = (Зх] + 2 х 2 + х 3 , 1, 2х| - Зх 2 - 4 ) , 

Сх = (Зхі + 2 х 2 + х 3 , х 3 , 2х\ - Зх 2 - 4 х 3 ) , 

5. Лх = (X] , х\ - 2 х 2 - 3 , 4хі - 5 х 2 - 6 ) , 

Зх = {х\, Х| - 2 х 2 - З х 3 , 4хі - 5 х 2 - 6 х 3 ) , 

Сх = ( х | , хх - 2 х 2 - З х 3 , 4хі - 5 х 2 - 6 х 3 ) . 

6. Л х = (2х[ + х 2 , х 2 - 2 х 3 , ЗХ) - 4 х 2 - 5х 3 ) , 

Зх = (2х| + х 2 , х 2 - 2 х 3 , Зх] - 4 х 2 - 5 х 3 ) , 

С х = (2х] + х 2 , х 2 - 2 , Зх 1 + 4 х 2 - 5) . 

7. Л х = (X] , Х\ + 2 х 2 + Зх 3 , 4х, + 5х 2 + 6х 3 ) , 

'Зх = (Х[, X) + 2 х 2 + 3 , 4Х[ + 5 х 2 +6) , 
4 

Сх = (Х[, Х[ + 2 х 2 + 3 х 3 , 4х ( + 5 х 2 + 6 х 3 ) . 

8. Л х = (Зхі - 2х 2 - х 3 , 1, х\+ 2х2 + 3 ) , 

Зх = (3х] - 2 х 2 - х 3 , 0, х 3 + 2 х 2 + 3 х 3 ) , 

Сх. =(3х! - 2 х 2 - х 3 , х 3 , X] + 2 х 2 + 3 х 3 ) . 

9. сЛ х = (2х\ - х 2 , х 3 , X] + 2 х 2 + З х 3 ) , 

З х = (2х) - х 2 , х 3 , X] + 2х 2 + З х 3 ) , 

С х = (2х] - х 2 , 1 , Х[ + 2 х 2 + 3) . 
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10. Лх = ( х 3 , 2х) + Зх2 + 4 х 3 , 5*1 + 6х 2 + 7 х 3 ) , 

ІЗх = ( х 3 , 2х} + Зх 2 + 4 , 5х] + 6х 2 + 7 ) , 

Сх = ( х 3 , 0, 5„і + 6х 2 + 7 х 3 ) . 

11. <А х = (6х] - 5х 2 - 4х 3 , Зх! - 2х 2 - х 3 , 0) , 

Зх = (6х| - 5 х 2 - 4 , ЗХ[ - 2 х 2 - х 3 , 0 ) , 

С х = (6х) - 5х 2 - 4 х 3 , Зл-) - 2х 2 - х 3 , 0) . 

12. А х = (5х| - 4 х 2 - 3 , 2х] - х 2 , х 3 ) , 

ІЗ х = (5х] - 4х 2 - Зх 3 , 2х] - х 2 , 1) , 

С х = (5*і - 4 х 2 - Зх 3 , 2х] - х 2 , х 3 ) . 

13. Ах = (4хі - З х 2 - 2 х 3 , Х | , х 2 + 2 х 3 ) , 

і і х = (4х) - З х 2 - 2 х 3 , х, , х 2 + 2 х 3 ) , 

С х = (4х[ - Зх 2 - 2 , Х[ , х 2 + 2) . 

14. А х = (Зл-) + 2 х 2 + х 3 , 0, X] - 2 х 2 - З х 3 ) , 

іЗх = (3х, + 2 х 2 + 1 , 0, Хі - 2 х 2 - 3 ) , 
_ 2 

Сх =(3х] + 2 х 2 + х 3 , 0, X] - 2 х 2 - З х 3 ) . 

15. сі х = (х і , х 2 - 2 х 3 , Зх, - 4 х 2 - 5 ) , 

І5х = ( х | , х 2 - 2х 3 , Зх, - 4 х 2 - 5) , 

С х = ( Х | , х 2 - 2х 3 , З Х | - 4 х 2 - 5х 3 ) . 

16. сА х, = (2хі + х 2 , х 3 , 2х, - З х 2 - 4 х 3 ) , 

ІЗх = (2.Г) + х 2 , х 3 , 2х] - Зх 2 - 4 х 3 ) , 

С х = (2хі + х 2 , х 3 , 2х] - Зх 2 - 4 ) , 
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17. сЛ х = ( Х [ , х 2 + 2 х 3 , Зхх + 4х2 + 5 х 3 ) , 

ІЗ 5 = ( X ] , х 2 + 2 х 3 , Зх] + 4 х 2 + 5) , 

Сх = ( X ) , х 2 + 2 х 3 , Зх] + 4х 2 + 5х 3 ) , 

18. с ^ х = (3х[ - 2 х 2 - 1 , 0, х, + 2 х 2 + 3 х 3 ) , 

£х = (3х 2 - 2 х 2 - х 3 , 0, 0) , 

Сх = (Зх! - 2 х 2 - х 3 , 0, X] + 2х 2 + Зх 3 ) . 

19. сАх = (2х| - х 2 , х 3 , 2х 2 + З х 3 ) , 

£ х = (2хі - х 2 , х 3 , 2 х 2 + З х 3 ) , 

Сх = (2х| - х 2 , х 3 , 2х 2 + 3 ) . 

20. Лх = (0, х, + 2 х 2 + 3 х 3 , 4х! + 5 х 2 + 6 х 3 ) , 

$>х = (0, X] + 2 х 2 + Зх 3 , 4х] + 5х 2 + 6) , 

Сх = (0, х 2 + 2 х 2 + 3 х 3 , 4х! + 5 х 2 + 6 х 3 ) . 

21 . Л х = (бхі - 5х 2 - 4х 3 , Зх) - 2 х 2 - х 3 , х 2 ) , 

В х = (6х] - 5х 2 - 4 , Зх| - 2 х 2 - х 3 , х 2 ) , 

С х = (6х] - 5х 2 - 4х 3 , Зх] - 2 х 2 - х 3 , 0) . 

22. сЛ х - (5х! - 4 х 2 - 3, 2хі - х 2 , х\ + 2х2 + Зх 3 ) , 

іЗх = (5х) - 4 х 2 - З х 3 , 2х] - х 2 , х, + 2х2 + Зх 3 ) 

Сх = (5х] - 4 х 2 - З х 3 , 2х) - х 2 , X ] + 2 х 2 + Зх 3 ) 

23. с ^ х = ( 4 х ! - З х 2 - 2 х 3 , х , + х 3 , 0) , 

£х = (4х] - З х 2 - 2 х 3 , хі + х 3 , 2х] + 3 х 2 + 4 х 3 ) 
"і 

С х = (4х[ - Зх 2 - 2 , X) + х 3 , 2х) + Зх 2 + 4 х 3 ) . 



§3. Індивідуальне завдання 3. 413 

24. <А х = (Зх( + 4 х 2 + 5 х 3 , блг] + 7х 2 + 8x3 , 9ху + х2) , 

-Зх =(3х] + 4 х 2 + 5 , 6х] + 7 х 2 + 8 , 9х] + х 3 ) , 

С х = (Зх] + 4 х 2 + 5хз , 6х] + 7х 2 + 8 х 3 , 0) . 

25. <Ах = (2х, + 3 х 2 + 4 , 5х) + 6 х 2 + 7 , 8х[ + х 3 ) , 

ІЗх = (2х) + Зх 2 + 4хз , 5х| + 6х 2 + 7хз , 0) , 

С х = ( 2 х ] + 3 х 2 + 4хз , 5х 1 + 6х 2 + 7хз , 8х, + х 3 ) . 

26. с_ х = ( х 3 + х 3 , 2х] + Зх 2 + 4х 3 , 0) , 
33х = ( Х ] + х 3 , 2хі + 3 х 2 + 4 х 3 , 5х] + 6 х 2 + 7 х 3 ) , 

Сх = (ху + 1, 2х] + Зх 2 + 4 , 5х] + 6х 2 + 7хз) . 

27. сА х = (Зх[ - 2 х 2 - х 3 , х 2 + 2х 3 , З.*} + 4 х 2 + 5х 3 ) , 

ІЗх =(3хі - 2 х 2 - І, х 2 + 2 , Зх[ + 4 х 2 + 5 х 3 ) , 

С х = (Зх] - 2 х 2 - Х3 , х 2 + 2хз , 0) . 

28. <А х = (2х] - х 2 , X] + 2 х 2 + 3 , 4х] + 5 х 2 + 6x3) , 

.3 х = (2х| - х 2 , X] + 2х 2 + Зх 3 , 0) , 

Сх = (2х) - х 2 , Х\+ 2х2 + Зхз , 4х[ + 5 х 2 + 6x3) . 

29. Лх = (хі + 2 х 2 + З х 3 , 4х! + 5х 2 + 6 х 3 , 7х! + 8 х 2 ) , 

зб х = (х] + 2х 2 + ЗХ3 , 4х] + 5 х 2 + 6x3 , 7х] + 8х 2 ) , 

С х = ( X ] + 2 х 2 + 3, 4х] + 5х 2 + 6, 1х\ + 8х 2 ) . 

30. сА х = (х 2 + 2 x 3 , Зх] + 4 х 2 + 5хз, бхі + 7х 2 + 8 х 3 ) , 

З х = (х 2 + 2, Зх] + 4 х 2 + 5, 6х] + 7х 2 + 8х 3 ) , 
з 

С х = (х 2 + 2хз , Зх[ + 4 х 2 + 5хз, 6х[ + 7х 2 + 8x3) . 

31. А х = ( х 2 , Х | — Х 3 , х 2 + Х 3 ) , 

ІЗх = (І , X] - х 3 , х 2 + х 3 ) , 

С х = (х ] , Х\ — Х 3 , х 2 + Х 3 ) . 
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Задача 4. [ гл. 5, $7, приклади 18, 19 ]. 
Нехай х = (х| ,х2 ,д"з), Лх = (х2-х3, Х [ , хх + х 3 ) , Зх = (х2, 2 х 3 , х\). 
Виконати вказані дії над операторами. 

Варіанти завдань 

1. (ЛЗ-ЗЛ) х. 2. (Л2 + 33) Зс. 3. (Л2 -3) х . 

4. ( « 4 - с / / ) х . 5. (З2 + Л + 23) х . 6. (2Л + 332)х. 

7. (Л2 + 32) х. 8. (32+5Л)х. 9.(ЗЛ-Л3 + 2Л) х 

10. 3(2Л-3) х . 11. Л(23-Л) х . 12. 2(ЛЗ + 2Л)х. 

13. (Л-3)2х. 14. (3-2Л)2х. 15. (ЗЛ2 -23) х. 

16. (ЗЛ2 + В)х. 17. {Л2 +3) х . \%.2(3 + 2Л2 +32) х. 

19. (2Л-32) х . 20. {35і-4Л) х. 21. (З2 -2Л) х. 

22. Л(3 + Л) х . 23. (Л32-ЗЛ)х. 24. Л(З-Л) Зс . 

25. (Л2-32)х. 26. 3(Л-3) х . 27. (3-Л + З2) х . 

28. ®(Л + 3) х. 29. (Л + ЗЛ-3) х . 30. ( 3$ + 2 с ^ 2 ) х. 

31. 3(2Л+3)х. 

Задача 5. [ гл. 5, §1, приклад 16 ]. 

Знайти матрицю А в базисі (ех ,е2 , е 3 ) , де е\ =е\ ~е2 + е 3 , 

е2 = -вх + е 2 - 2 е 3 , е 3 = -в\ + 2е2 + е 3 , якщо ця матриця задана в базисі 

( е , , е 2 , е 3 ) . 

Варіанти завдань 

Гі 0 Ґ '2 1 3^ ' 0 2 3 1 
1. Л = 3 - 1 0 2. А = 3 0 0 3. А = 4 1 0 

,1 1 " 2 , ч 1 - 1 2, .2 - 1 - 2 , 
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4. А--

Ґ1 2 
З О 
2 1 

3 0" Ґ2 1 ґ ' 0 1 2 

7. А = 2 1 - 1 8. Л = 3 0 2 9. А = 4 0 1 

2 \ .1 0 1 - 2 1 

10. А = 

( \ І 0) 
О - 1 
2 З 

13. А = 
' 1 2 

0 2 0 

1 1 

16. А = 

' 1 1 3>* 
1 0 1 
2 0 1 

19. Л = 
0 1 1 Л 

1 1 О 
2 1 1 

5. 

' 2 О Г| 
3 0 2 

ч 1 1 2 

11. /1 = 

14. / . : 

17. „ : 

20. А = 

(2 1 Г 

0 0 2 

1 3 - 1 

1 1 2 ' 
0 2 1 

1 - 1 О 

Гі о і Л 

0 - 1 2 

ч 3 - 1 1 

Г і і 
і і і 
О 2 1 

6. Л = 

ГО 3 2^ 

2 1 - 1 

0 - 1 2 V 

12. А = 

ґ3 О 1 Л 

1 - 1 О 

2 1 - 1 

15. А = 

( \ 1 1^ 
2 0 1 
О 1 1 

18. А = 

О 2 ' 
О - 1 

1 - 2 1. 
З 

ч 1 . 

21. А = 

( 2 О 
1 - 1 1 
1 2 1 

22. А = 

25. /1 = 

О 0 1 

2 1 - 1 

- 1 1 1 

2 О П 

0 1 - 1 

1 1 - 1 

23. А-

26. А-

( 0 1 О 

О 2 1 

ч 1 2 1 

' 2 0 1 

1 1 1 

ч 0 2 - 1 

24. А-

21. А--

О 2 1 
0 3 2 

ЧІ 1 " І . 

' 2 1 -Г) 
1 3 1 

О 1 О V 
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(2 1 о ч ( 2 1 
°1 ( 2 - 1 оN 

28. А = 1 0 1 29. А = 0 1 - 1 . ЗО. А = - 1 0 1 

I і ' І Ь 1 К 1 1 1 - \ 

31. А--

ґ 0 1 Г 
1 0 1 
1 - 1 1 

Задача 6. [ гл. 5, §1, приклади 1 - 12, 21, 22 ]. 
Довести лінійність заданого оператора, знайти його матрицю, ядро та 

образ, базиси ядра та образу, а також ранг і дефект. 

Варіанти завдань 

1. Оператор проектування на вісь Ох. 

2. Оператор проектування на площину 2 = 0 . 

3. Оператор проектування на вісь Ог . 

4. Оператор дзеркального відображення відносно площини Оуі. 

5. Оператор проектування на вісь Оу . 

6. Оператор проектування на площину у = 0 . 

7. Оператор дзеркального відображення відносно площини х - у = 0 . 

8. Оператор дзеркального відображення відносно площини у + 2 = 0 . 

9. Оператор проектування на площину у - 2 = 0 . 

10. Оператор проектування на площину у = -Уз х . 

11. Оператор проектування на площину Оуг. 

12. Оператор дзеркального відображення відносно площини х - г = 0 

13. Оператор дзеркального відображення відносно площини Оху . 

к 
14. Оператор повороту відносно осі Ох на кут — в додатному напрямку 

15. Оператор проектування на площину х — у = 0. 

16. Оператор проектування на площину у + 2 = 0 . 
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17. Оператор дзеркального відображення відносно площини х + у = 0 . 

18. Оператор дзеркального відображення відносно площини у - 2 = 0 . 

19. Оператор проектування на площину х + у = 0 . 

20. Оператор проектування на площину х - г = 0 . 

21. Оператор дзеркального відображення відносно площини х + 2 = 0 . 

я 
22. Оператор повороту відносно осі Ог в додатному напрямку на кут 

23. Оператор проектування на площину л/з у + 2 = 0 . 

24. Оператор дзеркального відображення відносно площини Охг. 

71 

25. Оператор повороту в додатному напрямку відносно осі Оу на кут —. 

26. Оператор проектування на площину х + г = 0 . 

27. Оператор проектування на площину у + л/з 2 = 0 . 

28. Оператор проектування на площину -у/з х + 2 = 0 . 
29. Оператор проектування на площину -^3 х + у = 0 • 

я 
30. Оператор повороту відносно осі Ог в додатному напрямку на кут 

31. Оператор проектування на площину х- -Уз 2 = 0 . 

Задача 7. [ гл. 5, §2, приклади 1-7]. 
Знайти власні значення та власні вектори лінійного оператора Л , що 

заданий матрицею А. Чи зводиться ця матриця до діагонального вигляду? 
У випадку позитивної відповіді навести цю діагональну матрицю та базис, в 
якому матриця має діагональний вигляд. 

Варіанти завдань 

<\ 2 - 21 ( 2 - 1 Гз - 1 п 
1. А = 1 0 3 2. А = - 1 2 0 3. А = 0 2 - 1 

. 1 - 1 Ь .0 - 1 2, 
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' 5 - 1 - 1 \ ( 6 - 2 - г ( 3 1 - п 
4. А - 0 4 - 1 . 5. А = - 1 5 - 1 6. А = 2 2 - 1 

- 1 4 
; , 1 - 2 *, \ 

- 2 1 4] 

( 2 0 - 1 \ ( 2 1 0^ ( 4 1 °1 
7. А = 1 1 - 1 . 8. А = 1 2 0 9. А = 1 4 0 

, - 1 0 2 у 1 \ \ . " 
-1 1 5, 

( 5 1 — г ^5 - 4 4> 3 -- 2 2^ 

10. А = - 2 4 - 1 . 11. А = 2 1 2 12. Л = 2 - 1 2 

,-2 1 6 у ^ 0 3 , 12 " - 2 з , 

ГЗ - 2 2^ Г5 - 2 2^ ґ1 -- 4 4^ 

13. А 0 3 0 14. А = 0 5 0 15. А = 2 3 2 

2 Ь 2 3 , ,2 0 

'7 - 6 '7 - 6 6 Л '13 2 2 1 
16. А = 4 - 1 4 17. А = 2 3 2 18. /1 = 6 9 6 

, 4 - 2 ,2 2 3, V 2 - 2 5, 

Г - 1 3 - < 3 0 0 ( 7/3 2/3 2/3 
19. А = - 3 5 - . 20. А = 2/3 7/3 4/3 . 2\.А = 4/3 5/3 2 / : 

, - з 3 ,2 /3 2/3 5/3 ) V 0 0 1 

(2 1 - г { 4 2 6> Гз 0 0 \ 

22. А = 1 2 23. А = 2 1 3 . 24. А-- і 2 і 

,о 0 , - 6 - 3 Ь - 1 2 
/ 

Гб І -г (5 0 0 Г4 - 3 - з ) 
25. А = 2 5 - 2 . 26. А = 1 4 - 1 21. А-- 1 2 ] 

,1 - 1 4^ ч 1 - 1 4 ) 1 2І 
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( 7 - 4 - 2^ ( 3 - 2 - 2 ^ 

28. А = - 2 5 - 2 29. А = - 2 / 3 5/3 - 2 / 3 

. 0 
0 , - 2 / 3 2/3 - і з / з , 

Г19/3 2/3 -2/2] { 5 / 3 - 2 / 3 -4/3^1 

ЗО. А = 2 5 -2 . 31. А = 0 1 0 

1.2/3 - 2 / 3 ! / 3 , , - 2 / 3 2/3 7/3 , 

Задача 8. [ гл. 6, §1, приклади 5, 6]. 
Звести квадратичну форму Ь (х, , х 2 , х 3 ) до канонічного вигляду ме­

тодом Лагранжа. Виписати матрицю переходу Т до канонічного базису та 
лінійне перетворення, що зводить до канонічного вигляду. 

Варіанти завдань 

1. Ь Х | , х 2 , х 3 ) = х2 + 4 х | Х 2 + 4 х | Х 3 + 4 х 2 х 3 + 4х 3 . 

2. 1 Х | >*2'хз)= 4 х 2 + 4 х ] Х 2 + 8 х ! Х 3 - З х 2 + 4х 3 . 

3. Ь X ] , х 2 , х 3 ) = 4 х 2 + 8х,х 2 + 4 х 2 х 3 + х 3 . 

4. ь к х \ , х 2 , х 3 ) = 4 х 2 + 8 х | Х 2 + 4 x ^ 3 + Зх 2 - 2 х 2 . 

5. 1 Х | , * 2 , * з ) = х 2 + 4 х ] Х 2 + 4 х ] Х 3 + Зх 2 + 4 х 2 х 3 + х 2 . 

6. 1 Х | , х 2 , х 3 ) = х\ + 4 х ] Х 2 + 4 х 2 х 3 + х 3 . 

7. 1 Х | , х 2 , х 3 ) = X ] " + 2 х ] Х 2 + 2 х | Х 3 - З х 2 - 6 х 2 х 3 - 2 х 3 . 

8. 1 Х | , х 2 , х 3 ) = 2 ^ 2 
Х | + 4 х ] Х 2 + 2 х ] Х 3 + Зх 2 + 2 х 2 х 3 + х 3 . 

9. _ X ] , х 2 , х 3 ) = 2 2 2 
Х | + 4 х ] Х 3 -д - 2 - 2 х 2 х 3 + 4 х 3 . 

10. 1 к х \ , х 2 , х 3 ) = X] + 2 х | Х 2 + 2 х ) Х 3 + х 3 . 

11. 1{ Х [ , х 2 , х 3 ) = X ) + 4 х ( х 2 + 4 х [ Х 3 + 8х 2 + 12х 2 х 3 + 4х 3 

12. 1 і х 1 , х 2 , х 3 ) = 4 х 2 + 4 х ] Х 2 + 8х!.г3 + 5х 2 + 8 х 2 х 3 + 4х 3 

13. 1 к - г1 4 х 2 + 8 х ] Х 2 + 4хіх 3 + 8 х 2 + 8 х 2 х 3 + х | . 
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14. Ь х \ ,х2 , х 3 ) = 4 х 2 + 8 х ] Х 2 + 4 х ] Х 3 + 5х 2 + 8 х 2 х 3 + 4х 3 

15. ь( х \ ,х2 , х 3 ) = 2 2 2 
х\ + 4 х ] Х 2 + 4х]Х^ + 5^2 + 12x2-^3 + 7л"з 

16. І кХ\ ,х2,х3) = X ) + 4 х | Х 2 + 4 х ] Х 3 + 8х 2 + 1 6 х 2 х 3 + 7х 3 

17. 1 ,х2 , х 3 ) = 2 2 2 
X ) + 2хіх 2 + 2 х ] Х 3 + 5х 2 + 1 0 х 2 х 3 + 4 х 3 

18. 1 кХ] , х 2 , х 3 ) = 9 2 2 Х\ + 4 х | Х 2 + 2 х [ Х 3 + 5х 2 + 6 х 2 х 3 + х 3 . 

19. ь , х 2 , х 3 ) = 2 2 2 
Х | + 4 х | Х 2 + х 2 + 2 х 2 х 3 + 4х 3 . 

20. 1 к х \ , х 2 , х 3 ) = 9 2 2 х\ + 2 х [ Х 2 + 2 х [ Х 3 + 2 х 2 + 4 х 2 х 3 + х 3 . 

21. ь х \ , *2>*з )= х 2 + 4 х ) Х 2 + 4 х ] Х 3 + 4 х 2 х 3 + 2х 3 . 

22. ь \ х \ , * 2 , * з ) = 4 х 2 + 4 х ] Х 2 + 4х ,х 3 - Зх 2 + 2д 3 . 

23. 1 \ х \ ,*2>*з) = 
2 2 

4х| + 8 х | Х 2 + 4 х [ Х 3 + х 3 . 

24. ь кх\ , х 2 , х 3 ) = 4 х 2 + 8 х [ Х 2 + 4 х | Х 3 + Зх 2 - 4х 3 . 

25. ь х \ , х 2 , х 3 ) = 2 2 2 
X ] + 4 х ] Х 2 + 4 х ] Х 3 + Зх 2 + 4 х 2 х 3 - х 3 . 

26. І \ х \ >*2>*з)= 
2 2 X ] + 4 х ) Х 2 + 4 х ] Х 3 - х 3 . 

27. 1 х \ >х2,хз) = х
2 + 2 х ] Х 2 + 2хіХ3 - Зх 2 - 6 х 2 х 3 - 4х 3 . 

28. ь Х\ , х 2 , х 3 ) = 2 2 2 Х\ + 4 х ] Х 2 + 2 х ] Х 3 + Зх 2 + 2 х 2 х 3 - х 3 . 

29. 1 ух , х 2 , х 3 ) = 2 ^ 2 Х\ + 4 х ) Х 3 - х 2 - 2 х 2 х 3 + 2х 3 . 

30. 1 ух 2 2 
X ] + 2 х | Х 2 + 2 . Г | Х 3 - х 3 . 

31. 1 кх , х 2 , х 3 ) = 2 ^ 2 
Х | + 2 х ] Х 2 + 2 х ] Х 3 + 2х 2 + 4 х 2 х 3 + Зх 3 

Задача 9. [ гл. 6, §1, приклади З, 4 ]. 
Звести квадратичну форму І ( Х | , х 2 , х 3 ) до канонічного вигляду мето­

дом ортогональних перетворень. Виписати матрицю переходу до канонічного 
базису та лінійне перетворення, що зводить до канонічного вигляду. 
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Варіанти завдань 

1. І (*і , х 2 ,*з) = 4х 2 - З х 2 +4х\Х2 - 4 х ] Х 3 +8*2*3 • 

2. Ь(х\, х2, х 3 ) = 2 х 2 + 2 х 2 - 5 * 3 + 2х ,х 2 . 

3. Ь ( я " ! , х 2 , * з ) = 2 х 2 + 2х 2 + 2*з + 8х ,х 2 + 8 x ^ 3 — 8 * 2 * 3 • 

4. І ( * ] , * 2 , * з ) = 2 Х 2 + 9х 2 + 2 х 2 - 4 х ] Х 2 + 4 х 2 х 3 . 

5. Ь ( х | , Х 2 , х з )= - 4 х 2 - 4 х 2 + 2 х 2 -4х\Х2 + 8 x 1 X 3 - 8 х 2 Х з . 

6. Ь (х) ,х2 ,хз) = Х[ + х 2

 + 5*з - 6 х [ Х 2 + 2х]Хз - 2 x 2 X 3 . 

( \ 2 2 2 

Х | , Х 2 ,Хз) = 4х] + 4х 2 + х 3 + 2 х ] Х 2 -4х]Хз + 4х 2Хз . 

8. Ь ( X ] , х 2 , Х 3 ) = Зх]~ + х 2 — — х 2 + 2л[3х^х2 — *і*з + у[3х2х3. 

9. Ь ( х і , х 2 , Х3) = - х 2 - х 2 - Зх 2 - 2 х ] Х 2 - 6 Х [ Х 3 + 6х 2 Хз. 

10. Ь ( х | , х 2 , х 3 ) = х 2 - 7х 2 + х 2 - 4 х ] Х 2 — 2х\Х3 - 4 х 2 х 3 . 

11. Ь ( X ) , х 2 , Х 3 ) = 2 х 2 + х 2 + Зх 2 - 4>/2х2Хз . 

12. Ь (х) , х 2 ,хз) = Зх 2 - 7х 2 + Зх 2 + 8 х [ Х 2 - 8 x 1 X 3 - 8х 2 Хз . 

13. І (x^ ,х2 , х з ) = х 2 + 5 х 2 + х 2 -4х]Х2 +5уІ2х,х^ +у[2х2х3 . 

лл і ( \ 2 2 2 4 8л/2 
14. Ц х , , х 2 , х 3 у ) - х, + х 2 + х 3 - — Х\х2 — х 2 х 3 . 

15. Ь (х | , х 2 , х 3 ) = 5х 2 + 9х 2 + 9 х 2 - 12х ]Х 2 -6Х]Хз . 

16. І ( X ] , х 2 , х 3 ) = 5х 2 + 2х 2 + 2 х 2 - 2 х ] Х 2 + 2 х ] Х 3 + х 2 х 3 . 

17. Ь ( Х [ , х 2 , х 3 ) = х 2 + х 2 - х 2 - 4хіх 3 + 4 х 2 х 3 . 

18. Ь (х] , х 2 , х 3 ) = -2х\ +2х2 - 2 х 2 + 4 х і х 2 - 6 Х ] Х 3 + 4 х 2 х 3 . 

19. Ь (хі , х 2 , х 3 ) = 2 х 2 + 3 х 2 + 2 х 2 - 8 х | Х 2 - 4 ^ Х ] Х 3 + 2л /2х 2 х 3 . 
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20. Ь (ху , * 2 , *з) = - 4 * 2 +х\ - 4 * 2 + 4 * | * 2 - 4 * ! * 3 + 4 * 2 * 3 • 

21. _ ( а-, , х 2 ,*3) = 1 О*,2 +14дг| + 7*3 - 1 0 * 1 * 2 _ хз ~ 5л/2* 2 * 3 . 

22. І (*] , * 2 , * з )= 1,5*]2 - 5 * | +1 ,5* | + 4 * і * 2 _ * і х з - 4 * 2 * з . 

23. _ (* і , * 2 , * з )= * 2 + * 2 + 2 * 2 + 4 * і * 2 + 2 л / 2 * | * 3 - 2 л / 2 * 2 * з . 

24. Ь (*] , * 2 ,*з) = 2 * 2 - З * 2 -2 - \ / з * і*2 - 4 * ] * з +4л / з * 2 *з . 

( \ 2 2 2 4 8̂ 2~ 
* ] , * 2 , * з ] = *] + * 2 +*з +— * і * 2 + •"• * 2 * 3 • 

26. _ (*] , * 2 ,*з) = * 2 + * 3 +8*1*2 + 4л/2*і*з -2л/2*2*з • 

27. _ ( *1 , * 2 , * з )= 5 * 2 +13*2 + ^*3 +4*1*2 +8*2*3 • 

*1 , * 2 ,*з) = 2*| +2*2 + 2 * 3 + у * і * 2 Н —— * 2 * 3 • 

29. Ь( *1 , * 2 , * з ) = 5 * 2 +4*2 +2*3 - 4 * ] * 2 -2-У2~Х]*з + 4 - / 2 * 2 * з -

30. - ( * і , * 2 , *з ) = - 2 * 2 + 5 * | - 2 * 2 + 4 * і * 2 +4*2 *з . 

31. Ь ( * ) , * 2 ,*з) = - З * 2 +9*2 + З* 2 +2*1*2 +8*1*3 + 4 * 2 * 3 • 

Задача 10. [ гл. 6, §], приклад 7 ]. 
Звести квадратичну форму до канонічного вигляду методом Якобі. Ви­

писати матрицю переходу до канонічного базису та лінійне перетворенні! 
що зводить до канонічного вигляду. 

Варіанти завдань 

1. _ (*[ , * 2 ,*з) = * 2 + 2 * і * 2 +2*1*3 + 2 * 2 +4*2 *з +*3 • 

2. І ( *] , * 2 , *з ) = * 2 + * ) * 2 + * і *з - * | • 

3. Ь (* і , * 2 , *з) = * 2 + 4 * і * з - д _ - 2 * 2 * 3 + 2*3 • 

4. і ( *] , * 2 , * з ) = * 2 + 4* |*2 + 2 * і * 3 + 3*2 + 2*2*3 х3 • 
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5. І (де, 

6. і ( д 

7. І ( л 

8. і ( л 

9. і ( л 

10. £ ( л 

11. £ ( д 

12. і ( х 

13. і ( х 

14. і ( 

15. Ь{ 

16. / . ( 

17. Ь(х 

18. і(х, 

19. і ( х , 

20. і ( х , 

21. і ( х , 

22. і ( х , 

23. 

х2 , х 3 ) = 

,х2 ,х3)--

, х 2 , х 3 ) 

,Х2,Ху) 

, х 2 , х 3 ) 

,х2 , х 3 ) 

,х2 , х 3 ) 

,х2 , х 3 ) 

' х 2 >*з) 

, х 2 , х 3 ) = 

-•^ >*з) = 

, х 2 , х 3 ) = 

, х 2 , х 3 ) = 

*2>*з) = 

х 2 , х 3 ) = 

* 2 , * з ) = 

*2>*з)= 

*2>*з) = 

х 2 , х 3 ) = 

2 2 

7 7 7 
= Х | + 4 х [ Х 2 + 4 х | Х 3 + Зх 2 + 4 х 2 х 3 - х 3 . 

7 7 7 

= X] + 2 х ^ 2 + 2хіх 3 - Зх 2 - 6 х 2 х 3 - 4 х 3 . 

= 4 х 2 + 8 х ] Х 2 + 4 х | Х 3 + Зх 2 - 4х 3 . 

2 2 

= 4х] + 8 х ) Х 2 + 4 х , х 3 + х 3 . 

= 4 х 2 + 4 х ] Х 2 + 4 х ] Х 3 - З х 2 + 2х 3 . 

= х 2 + 4 х ] Х 2 + 4 х | Х 3 + 4 х 2 х 3 + 2 х 2 . 

7 7 7 

= X] + 2 х ( Х 2 + 2 х ] Х 3 + 2 х 2 + 4 х 2 х 3 + х 3 . 

= х 2 + 4 х | Х 3 + х 2 + 2 х 2 х 3 + 4х 3 . 
7 7 7 

= X) + 4х іх 2 + 2 x ^ 3 + 5х 2 + 6 х 2 х 3 + х 3 . 

= х 2 + 2 х [ Х 2 + 2 х | Х 3 + 5 х 2 + 1 0 х 2 х 3 + 4 х 3 . 

= х 2 + 4 х ] Х 2 + 4 х | Х 3 + 8 х 2 + 16х 2 х 3 + 7х 3 . 

7 7 7 

= Х] + 4 х ] Х 2 + 2 х ] Х 3 + 5 х 2 + 6 х 2 х 3 + х 3 . 

= 4х\ + 8х{х2 + 4х{х3 + 5х2 + 8х2х3 + 4х3 . 

= 4х2 + 8х ,х 2 + 4 х ( х 3 + 8 х 2 + 8 х 2 х 3 + х 2 . 
"> 7 7 

= 4х]~ + 4 х ] Х 2 + 8 х | Х 3 + 5 х 2 + 8 х 2 х 3 + 4 х 3 . 
7 7 7 

Х( + 4 х ] Х 2 + 4 х | Х 3 + 8 х 2 + 1 2 х 2 х 3 + 4 х 3 . 

х 2 + 2 х | Х 2 + 2 х ] Х 3 + х 2 . 

2 2 2 
X] + 4 х ] Х 3 - х 2 - 2 х 2 х 3 + 4х 3 . 

2 7 7 хі + 4 х ( х 2 + 2 х , х 3 + Зх 2 + 2 х 2 х 3 + х 3 . 

24. і ( х , *2>*з)= 
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25. Ь (хі , х 2 ,*з) = * 2 + 2х ,х 2 + 2 х ] Х 3 - Зх2 - 6 x 2 * 3 - 2 х 2 . 

26. Ь ( X ) , х 2 , х 3 ) = х2 + 4x1*2 + 4*і*з + 3*2 + 4*2*з + х1 • 

27. I (*! , х 2 , х 3 ) = х 2 +2х\Х2 +2л-]Дг3 + х 2 • 

28. І (х) , х 2 , * з ) = *? + 2 х ) Х 2 + 2 х ] Х 3 + 2х 2 + 4 х 2 х 3 + 3 х 2 . 

29. Ь (х] , х 2 , х 3 ) = х2 - 6 Х ] Х 2 + 2 х ] Х 3 + х 2 - 2 х 2 х 3 + 5 х 3 . 

30. I (*і , х 2 , х 3 ) = 5 х 2 - 12х ]Х 2 -6х]Хз + 9 х 2 + х 2 х з - 9 х 3 . 

31. І (х] , х 2 , х 3 ) = X) 2 - 4 х | Х 3 + х 2 + 4 х 2 х 3 - х | . 

Задача 11. [ гл. 6, §2, приклад 1 ]. 
Звести задану криву другого порядку Ь до канонічного вигляду; ре­

зультати ілюструвати графічно. 

Варіанти завдань 

1. Ь: -х2 - у2 +4ху + 2х-4у + \=0. 

2. І: 2х2 +2у2-2ху-2х-2у + 1 = 0 . 

3. І : ху + х - у - 0 . 

4. І : - 2 х 2 - 2 у 2 + 2 х . у - 6 х + 6.у + 3 = 0 . 

5. І: -Зх2-Зу2 + 4 х у - 6 х + 4у + 2 = 0 . 

6 . 1 : - 2ху - 2х - 2у +1 = 0 . 

7. І: -х2-у2-4ху-4х-2у + 2 = 0. 

8. І: - 4 х 2 - 4 у 2 + 2 х > ' + 1 0 х - 1 0 у + 1 = 0 . 

9. І: 2ху + 2х-2у-Л=0. 

10. І : х 2 + у 2 + 2 х > > - 8 х - 8 . у + 1 = 0 . 

11. І : х 2 + у 2 + 4 х > ' - 8 х - 4 у + 1 = 0 . 



§3. Індивідуальне завдання 3. 425 

12. Ь: х2 + у2 - 2ху - 2х + 2у -1 = 0 

13. Ь: 2ху + 2х + 2у - 3 = 0 . 

14. І: 4х2 +4у2 +2ху + \2х + \2у + 1 = 0 

15. І: Зх2 + Зу2 + 4ху + 8.ї + 12у +1 = = 0 . 

16. І: х2 +у2 - 8 х у - 2 0 л - + 20., +1 = 0 . 

17. Ь: Зх2 + Зу2 -2ху-6х + 2у + \ = 0 . 

18. І : 4ху + 4х + 4у +1 = 0. 

19. _ : Зх2 +3у2 -4ху + 6х-4у-1 = 0 . 

20. _ : — 2ху — 2х + 2у + 3 = 0 . 

21. І : 5л-2 + 5у2 - 2ху + 10л- - 2у +1 = 0 

22. £ : 2х2+2у2 +4ху + 8х + 8у + \ = 0 . 

23. Ь: -х2 -у2 +2ху + 2х-2у + \ = 0 . 

24. І: 2х2 + 2 у 2 -4ху -8л- + 8у- +1 = 0 . 

25. Ь: Зл-2 + Зу2 + 2ху - 12л- - 4у +1 = = 0 . 

26. І : - 4 х у + 8л- + 8 у + 1 = 0 . 

27. І: х2 + у2 ~ху + 3х-3у-3 = 0. 

28. І: х2 + у2 + 4лу + 4л- + 2у - 5 = 0 

29. Ь: 4лу + 4лг - 4 у +1 = 0 . 

30. І: Зл-2 + Зу2 - 4ху + 4л: + 4у +1 = 0 . 

31. І: л-2 + у2 - 4ху + 4х - 2у + 1 = 0 

Задача 12. [ гл. б, §2, приклад 2 ]. 
Звести задану поверхню другого порядку Р до канонічного вигляду; 

результати ілюструвати графічно. 
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Варіанти завдань 

1. Р: х2 + 5у + г + 2ху + 6X2 + 2у2 - 6 = 0 . 

2. Р: 2х2 +у2 +2г2 -2ху-2у2 + х-4у-32 + 2 = 0. 

3. Р: 2х2 + у2 -4ху-4уг + 2х-у + 1 =0. 

4. Р: х2 -2у2 +г2 + 4 д т ' - 8 л - 2 - 4 у 2 - 1 4 л : - 4 > ' + 142 + 16 = 0 . 

5. Р: З х 2 + З 2 2 + 2 * 2 - 5 = 0 . 

6. Р: Xі +2у2 + 3 г 2 - 4 * у - 4 у 2 + 34х + 2> ' -100 = 0 . 

7. Р: х2 + у1 - Зі2 - 2ху - бхг - буг + 2х + 2у + 4г = 0 . 

8. Р: 7 * 2 + 6 у 2 + 5 2 2 - 4 * у - 4 , у 2 - 6 л - - 2 4 у + 182 + 30 = 0 . 

9. Р: 2л:2 - Ту2 - 4г2 + 4ху -16*2 + 20у2 + 60* - 1 2 у +12г - 90 

10. Р: 2 * 2 +2 .у 2 - 5 г 2 +2ху- 2х- 4у- 4г + 2 = 0 . 

11. Р: 2 * 2 + 2 у 2 + З 2 2 +4*у + 2*г + 2 . у 2 - 4 х + 6 у > - 2 2 + 3 = 0 . 

12. Р: 4 * 2 + у2 +4г2 - 4 * у - 8 * 2 + 4 > ' 2 - 2 8 * + 2у + 1б2 + 45 = 0 . 

13. Р: 2 * 2 + 5у2 + 2г2 - 2ху - 4x2 + 2уг + 2* - 1 Оу - 2г -1 = 0 . 

14. Р: х1 + 5у2 +г2 + 2ху + бхг + 2у2-2х + 6у + 22-0. 

15. Р: х2 -2у2 +г2 + 4 * у - 1 0 * 2 + 4>>2 + 2х + 4 у - 1 0 2 - 1 = 0. 

16. Р: х 2 + 5у2 +г2 + 2ху + 6x2 + 2уг - 2х + 6у + 2г = 0 . 

17. Р: х 2 + у2 + 4г2 + 2ху + 4x2 + 4уг - 6г +1 = 0 . 

18. Р: 7 х 2 +6у2 +5г2 - 4 х у - 4 у 2 - 6 х - 2 4 > - + 182 + 30 = 0 . 

19. Р: 2 х 2 +2>>2 - 5 2 2 + 2 * у - 2 х - 4 у - 4 2 + 2 = 0 . 

20. Р: х 2 + 5у2 +г2 +2ху + бхг + 2_у2 - 2х + 6у + 2г = 0 . 
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21. Р: 4Л-2 +3у2 + 2г2 + 4ху-4уг + 4х-2у-42-3 = 0 

22. Р: 2л:2 + 5х2 - 2ххх2 + 2Л-2Л-3 - 4л-,л-3 - 3 = 0 . 

23. Р: 1х\ + 6 л 2 +5х2 -4х{х2 - 4 л - 2 * 3 - 1 8 = 0 . 

24. Р: х2 - 2х\ + х2 + 4ххх2 - 4лг2л-3 - 8 x ^ 3 - 6 = 0 . 

25. Р: 6 л - 2 - 2 . . 2 + б 2 2 + 4 л _ + 8 л - - 4 . у - 8 - + 1 = 0 . 

26. Р: х2 + 5у2 + 2 2 + 2ху + бхг + 2уг + 6 = 0. 

27. Р: 2л-2 +у2-4ху-4уг + 2х-у-\ = 0. 

28. Р: 2 л - 2 - 2 у 2 - 5 г 2 +2ху-2х-4у-4г-2 = 0 . 

29. Р: х2 -2у2 +г2 +4ху-\0хг + 4у2 + 2х + 4у-\0г + \=0. 

30. Р: х2 + у2 +4г2 +2ху + 4хг + 4уг-62-\ = 0 . 

31. Р : 4л-2 + 3 у 2 + 2 г 2 +4ху-4у2 + 4х-2у-4г + 3=0. 

§4. Індивідуальне завдання 4. 

Границі. Неперервність 

Задача 1. [ гл.7, § 1, приклад 1] 

Довести, що І і т а„ = а (вказати Л^є)) . 

Варіанти завдань 

З и - 1 3 „ Зп + 1 З 
1. а. = , а = — . 2. а„ = , а = — . 

" 2л+ 1 2 2п 2 
и + 1 1 „ 2/7 + 4 2 

3. а„ = , а = —. 4. а„ = , о = —. 
" 2 и - 1 2 " З и - 2 З 

2п - 1 2 , 5л+ 1 
5. а„ = , а = —. 6. я„ = , а = - 1 . 

" 5 и + 4 5 " 1-5и 
_ 5 « - 7 4/7 + 3 
7. а„ = , я = 5 . 8. а, ,= , а = 2 . 

" я + 2 " 2 / 7 - 1 
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9. а„ 

11. а„ 

13. а„ = 

15. а„ = 

17. а„ 

19. ап 

21- ап = 

23. а„ 

25. д„ = 

27. а„ = 

29. а„ = 

31. а„ = 

2п + 5 
п-5 
7и + 1 
2и + 5 

1-й 
2,1 + 3 

4п + 3 
3 -4 / і 

, а=2. 

1 
, а = — . 

2 - З п ' 

/ / 2 - 3 

и 2 + і ' 

3 + /Ґ 

1 + я 2 

1-7/г 

. а =—г 

, а = -1. 

- п + 5 1 
, а = — 

І -5 / і 5 
2п + 3 

а = 1 

, а = 1. 

/і + 7 

7 - / і 
/1 + 7 

4 - й 
и + 2 

1-п 
1 + и 

, а =-1. 

,а = -\. 

, а=-\. 

, а = -1. 

10. ап = 

12. ап = 

14. а„ = 

16. а„ = 

18. «„ = 

20. а„ = 

22. д „ = 

24. а„ = 

26. а„ 

28. а „ 

30. а„ = 

3 /1+4 З 
, а = — . 

4 / г - З 4 
І -З / і 
2 - З л ' 

5 + « 2 

а = 1 

а = - 1 . 

2 + « 2 ' 

2п + 1 
3 / 1 - 5 ' 

1 + 2п 2 

2 - й 2 ' 

1 - п 2 

(2 + и ) 2 

4 л 2 - 1 
4/і 2 + « ' 

4 / г - І 

4/7 + 10' 

З/і 2 + 2 
4 / і 2 - і ' 

/ і 2 + 3 
Зп 2 + Г 

в = - і . 

2 
а = —. 

З 

а = -2. 

а = - 1 . 

а = 1. 

а = 1 

З 
а = — . 

4 

а = • 

Задача 2. [ гд. 7, $ 1, приклади 2, 3 ] 
Обчислити границі числових послідовностей. 

Варіанти завдань 
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б) 1 і т ( - / я ( я + 2 ) - л / я 2 - 2 я + 3 ) ; б) І іт(>/(/ . 2 + 1)я - ( я + 1)л/й); 

в) І іт 
(я + 4 ) ! - (и + 2)! 

«->« (я + 3)! 

, (11 + я ) 2 - ( 1 1 - я ) 2 

3. а) І іт 

в) І іт 
2" - З" 

я-»*1 (я +1) +1 

б) 1 і т я ( л / я 4 + 3 - л / я 4 - 2 ) ; 

. (я + 1)!-2 
в) І іт — . 

(я + я ) ( я - 1 ) ! 

5. а) П т ^ ^ 2 " - ^ 

4. а) Ііт 

я-»сс 2" + 9-3"~ 2 

(я + 1)3 - ( я - 1 ) 3 

»-*х(п + ])2 + ( я - І ) 2 

б) Ііт (л/я + 5я 2 - я 

в) І іт 

, 1 1 1 

2 2 2 2" 
Н—>Х> , 1 1 1 

з З 2 З" 

(я- + 6) (2я 2 +3) 

, ч ,. (я + 1) 2 + 5 я 2 - 6 ( я - 1 ) 2 

6. а) І іт 
я-*» п

1 - (я - 1)" 

б) \\т(4п2 +п + \-4п2-п+\); б) 1іт(л/я 2 + З и - 2 - л / я 2 - 3 ) : 
л~>оо 

( я + 4 ) ! - ( я + 2)! 
в) І іт 

7. а) І іт 

л - > х (я + 3)! 

1 +2я + 3я 2 

в) І іт 
2 " + З " 

и - » _ 1 - З я + 3я ' - я з ' 8. а) І іт 
я 4 + 1 - ( я - 1 ) 4 

я 3 + ( я + 1) 3 

б) І іт (уп2 - Зя + 2 - я ) ; 

. ,. 1 + 3 + 5 + ... + ( 2 я - 1 ) 
в) І і т 

п - » х 1 + 2 + . . . + п 

б) І іт я(л/3и + 1 - л / З я + 2 ) ; 

в) Ііт 
2 й - 5 Я + 1 

»^ос2" + 1 + 5 " + 2 

9. а) І і т 
- я 4 + 1 

н -«°я 3 + 2 я 2 +1 
10. а) І і т 

(2я + 1)2 + ( 2 я - 1 ) 2 . 

б) І іт я(л/я^ +1 - я ) ; 

х ,. (2я + 1)! + (2я + 2)! 
в) І іт 

н->_ (2я + 3)! 

(я + 2 ) 3 - ( я - 2 ) 3 

б) 1 ітя(л /5 + 8я 3 - 2 я ) ; 

1 + 2 + 3 + ... + п 
в) І іт • 

лІ9п4 +\ 
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11. а) І іт 
(Л7 +1) Й - ( / 1 - І ) 6 . 

(л + 1 ) 4 + ( л - 1 ) 4 

б) І іт п(4пг + 1 -47) ; 

в) І і т • 
(2л) ! - (л + 1)! 

л->* (2/г-1)!(и' : +3/7 + 2) 

- л - и ' + 8 
13. а) І і т 

( « - 1 ) 2 ( / 7 + 3) 

б) 1 іт ( л /« (л +5) - / ? ) ; 

(3/ї + 1)!+2 
в) І і т 

«->" (Зп)!(/і" + 7 , 1 - 8 ) 

15. а) І і т 
(2,7 + І ) 3 - ( 2 / 7 - І ) 3 

(2,7 + 1)' + ( 2 / 7 - 1 ) ' 

б) 1 і т ( 3 / 7 - л / 9 , 7 2 + 1 ) ; 

в) Ііт 
2 + 4 + . . . + 2/? 

и-»ос , 7 + 3 

17. а) І і т 
. 7 , 7 3 + 6 , 7 2 - 13 

»->«. 2 , 7 + 3 , 7 - 5 

12. а) І і т 
5 + 10,7 + 4,?^ 

( 1 - л Г 

б) І і т « ( ^ ( п - 2 ) - 4 п 2 - 3 ) : 

в) І іт 
л! + (л + 2)! 

«-»оо ( я - ! ) ! + (,,+ 2)! 

, . . .. 4 и 2 + 5 , 7 - 9 
14. а) І і т — - ; 

б) І іт п2{4777-л/з + л 3 ) ; 

в) Н т Ґ ^ 2 ] . 
«-+«\ 1 + 2 + 3 + ... + ,? 3 ; 

"->*> ( З л 2 + 1 ) ( л + 2) 

б) І іт (я - > ( " - ' ) ) ; 

ПІ 
в) Ііт 

и->о° (я + 1)! — л ! 

18. а) І іт 
2 1 я 4 + 1 0 0 я 2 - 1 

б) І іт я (V/; 3 +1 - V л - 1 ) ; 
«-><» 

. ,. 2 + 4 + 6 + ... + 2л 
в) І іт . 

«-»<» 1 + 3 + 5 + . . . + (2/? - 1 ) 

. ,. - 1 - 2 л - 4 9 , 7 2 

19. а) І іт ; 
«-м> (2 + 7л ) (1 -7л ) 

б) 1іт(л/ я +л+1 - \ я - / 7 + 1 ) ; 

Я-+оо (1 — 7 я ' ) " 

б) 1іт(л + л / 4 - л 3 ~ ) ; 

в) І іт 
(2л + 1)! + (2/7 + 2)! 

я ->«(2и+3)! - (2л + 2)! 

20. а) І і т -
(2л + 1)4 

я - > ° ° ( л - 1 ) ' ( 2 л - І Г 

б) Ііт(л/л2 +1 -л/л2 + я + 1 ) ; 

в) І іт 
З + 6 + 9 + . . . + Зл 

л 2 + 4 
в) І іт 1 + 2 + . . . + л 

з 
" - > ° ° / 7 - , 7 + 3 
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„ , . ,. я +2л + 1 
21. а) І і т -; 

я-»» 7я - 1 0 

б) І іт я(л/л 2 +1 - я ) ; 

22. а) І іт 
4 2 , Я + Я + 1 

я-кс ( л + 1 ) (и - 1 ) 

б) 1 і т ( я - л / л 2 + 5 ) ; 

23. а) 

24. а) 

(2л + 1)! + (2я 2 +1) 
«->_ ( 2 я - 1 ) ! ( я 2 + 1 ) 

(я + 1)3 + ( я - І ) 3 + я 3 . 
п-*го ( л 2 +3я + 2)я 

,. 2 "+10"" 
п т —•— •. 
„->_ ]0" - 2 " " 

І і т - ; 
"-*00 я + (л + І)" +(я + 2) 

І і т 
(Зя-1) !+(3я + 1)! 

25. а) 

я-»« (Зя) ! (я -1) 

, . т ( ц ! ) і ч ^ і ) 1 
"->*> я +(2я + 1) 

З" - 2 " 
І іт . 
я-»_ з""1

 + 2" 
,. я 3 + ( я + 1)3 

п т - ; 

,. П + 3 + 5 + ... + ( 2 л - 1 ) 
І іт 

І іт 
и - » х (я + 1)" + ( Я - 1 ) / 

26. а) 

27. а) 

в) І іт 2 2 " + 2 " + 1 

" ^ ( 2 Л - 1 ) ( 2 " +3) 

б) І іт (я - л / / ^+5л - 3 ) ; 

б) 1іт(-/н(я + 1 ) - - / ( я - 1 ) ( я - 2 ) ) ; 

б) І іт (л/я 3 + я +1 - я 

/г + 3 

(4я + 1) 3 - ( 4 я - 1 ) 3 

Ііт І — + — + . . . + 
»->Ч2 2 2" 

28. а) І іт 
я—>го 

І і т 

Зя +2я + 1 

(1 + я ) 2 

б) І іт >/я + 2 (л/я + 3 - л/я - 4 ) ; 

б) 1іт(л/4я 2 +1 - 2 я ) ; 

б) І і т (л / (я 2 +1)(я 2 - 4 ) - л / я 4 - 9 ) ; 

1 + 2 + 3 + .. . + (я -1 ) 
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29. а) І і т 
5>ґ +1 

"~>»(10/з2 + п + 1){п - 2 ) ' 

в) І іт 

б) \\т(4п[п + 2)-4п- - 2 и + 3 ) ; 

,. 2 И + 1 + 3 " + 1 

ЗО. а) І і т 

2" + 3 " 

5л 2 +15/ ;+З 
„ ^ 0 0 ( 2 / 1 - 1 ) ( 1 - 3 п ) 

1 1 
1 -

в) І іт 

б) І іт Л / Й 3 + 8 ( Л / / Г ' , + 2 - Л / / 7 3 - 1 ) ; 

1 — + — - . . . + (-1)" 
З З 3 Т 

2 2 2 2" 

31. а) І іт 

в) І іт 

1-4и 

«->*> (/1 + 1) 3 - ( / 1 - І ) 3 

2" + 7 " 

я->»2" - 7 " " 1 

б) 1іт(^/(/; 2 +!)(/? 2 + 2 ) - - / ( п 2 - 1 ) ( " 2 - 2 ) ) : 

Задача 3. [ гл.7, § 1, приклади 11-15] 
Обчислити границі заданих функцій. 

В а р і а н т завдань 

, х~ + 4 х - 5 
1. а) н т — г 

^ і 2 х 3 + З . Г - 5 

г) І і т 
18 4л-

к VI - созбх 

2. а) І і т 
. г Ч х - 1 0 

х~+г х - 4 

г) І іт сі^х 
л/2 1 - 8ІП X 

б) І іт 
л/9 + 2 х - 5 

>->І*Х" - 6 х - 1 6 

д) Нт 
х - 7 2х 

х->™\ X + 5, 

б) Н т ^ Ч ; 
л/х + 3 - 2 

д) І іт | У"1 ; 
л->Л х + 2 у1 

в) І і т 
Зх' + 2 х - 7 

*->«> 2 х 3 + 4 х 2 

е) І і т 

в) І іт 

1 п ( 9 - 2 х 2 ) 

1§(г 2 - 4 ) 

4 х 2 + х + 5 

0,2х^ - х 

е) І іт 
агсІ§ 2х 

^ о і п ( 1 - 4 х - ) 
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З.а) І і т 
х - 6 х - 9 

.- .з х - 9 
« . г / / 2 , Ч , Л/Д:4+1-Л/7+Т 
б) 1 і т ( \ х + 4 х - х ) ; в ) І і т ; 

*-»•» 2х +4 

г) І і т 
8Іп5х • Щ2х 

*^>° агсІ§ Зх 

4. а) І і т х - х - 6 
* - > - 2 2х^ + Х - 6 

д) І і т І І І І І ] 2 * 4 " 1 • е ) ] і т . ІП8ІП Зх 
х-х*\Х — 4) 

х _ , » ( 6 „ - я ) ' 
6 

б) 1 
. л/х + 4 - у / 2 х - \ . ,. лі з , , 
і т ; в) І і т х(л/х + х - х ) ; 

*->5 х - 4 х - 5 

г) І іт 
соз2х-со84х 

*->о х-1§3х 

5. а) І і т 
х3 -х2

 - 4 

* - > 2 х ' - 2 х 

д) І іт 
х->0< \2-Зх) 

* 2 + * ; е) І і т Ь*-1 

*-»к>х2 - П х + 10 

б) І іт 
У х + 2 4 - 3 . 1 2 х - 9 

дг->3 л/х + 1-2 

; в) І іт 
їх1 + Х - 2 0 

0,00 їх - 1 

г) І і т 
зіп 1 їх 

СОЗХ 

6. а) І і т 
х1 - 2 х - 8 

« 4 1 і + 4 х - 3 2 

л:-»2^ 5 + Х у1 

,. У5х + 2 - 3 . .. 
б) І і т , ; в) І і т 

лг->5 І-л/х-4 

х->о агсг§2х 

4Ух1Л-3Ухі+7 
*->«> 6 х 3 - х - 1 0 0 0 

г) І іт 81П юс 

л-И 8ІПІ2ЛХ 
д) Нт 

Д Г - > ] 

(Зх-іу-х . 
е) 1 і т І 0 ^ ( 4 - 3 - Г ) 

*->о агс8Іп5х 

7. а) І і т 
х ' - З х + 2 

*-»' х - 4 х + 3 

б) І іт 
2 х - 2 

*->' ^26 + х - З 
; в) І і т . х +4х + 5 

ч •• ч?3х г) Інп — 
51ПХ 

2х+\ 

д) Нт 
Х-+0 

2х' +1 

і-зх 2; .ґз--*-, 
1 

; е) Нті о — і 
С08Х) 

51П Зх 

8.а) І іт 
48 + 4 х - х 3 

*->-4х2 + і б х - 8 0 

„ .. Уі + З х - 1 х 2 + 1 
б) І іт ; в) І і т агссі^х 

х-*0 X х-*а> х 

ч ,. С08Х-С0$2х 
г) І і т 

*->0 1§С08Х 

д) 1 і т ( І 8 х ) 2 л - П ; е) І і т ^ Ц -
х~*° Щ Зх 
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9. а) І і т . х ' + 2 х - 1 2 б) І іт 
*->2 х2 + 5 х - 1 4 ' *->о VI+ х -\Я 

;в) І іт х3 +х-19 

г) 1 і т х с г § 2 х : х + 3 \ 
л г - > < 4 . X 

Д ) - І 
.«+3 

10. а) І іт 
х 2 +6х + 5 

^ - 5 і 2 - х - 3 0 

1 - с о з б х 

б) І і т Д ; ——: 
х2 + х - 5 6 

г) І і т 
х->о 1 - соз2х 

И л Г х 2 - 5 х + 6 11. а) Ііт—т 
•"^2х

і-2х- - х + 2 

х^>«\2х-\) 

2х^+х+4 

х-\ 

л->со Х + х - 2 \ 

е) І іт — 2 — . 
.*->з 1пЗ-1пх 

ч ,. 8 + 17х 2 + 9 х 4 

в) І іт ; 
* - > « ( 2 - З х ) ( 4 - 2 х ) 

е)1ітх(1п(2х+1)-1п(2х-1)). 

в) І і т соз5х-соз 
1 

2 
2х - л 

д) 1іт(1+х 2) с , 8" г ; 

12. а) І іт х

4-4х2+4 
Л х - 2 х 

. .. 2 - 7 х - 3 
в) І і т — г 

х 2 - 4 9 

д) І іт (созх) 
х->0 

13. а) І і т 
х + 6 х - 1 6 

^ 2 х - 2 х - 4 

в) І і т 2л/х3 +1 + 9х 
*->°°л- (л/х+7 + 4) ' 

і 

д) І іт зіп 
X | І £ Х - 8 І П Х 

б) І іт х(л/х 2 +1 - х ) ; 
А—>+00 

. .. ЗІПХ-ЗІП З 
г) н т — = = = = = ; 

^ 3 \ / х 3 - 2 х 2 - 8 - 1 

1п(%/х 2 +3-1) 
е) І і т 

агсІ§(х-1) 

б) І і т агссоз X + "УХ 

г) І іт 

х" л/2х +1 

соз 3 - соз х 
• г ^ - 3 л / х 3 + 2 8 - л / х 2 - 8 ' 

1-<?" 8* 
е) І іт 

*->о 1 - соз х 

б) І іт 
Узх3 + 1 -Ух + 3 

"-^ л / 2 х 2 + 1 - 3л/хТІ 

г) І іт 
соз 2 х + созх - 2 

-*-»0 х - з т ' х 

агсІ§х е) І і т 
х^>а\х\{\ + Щх) 
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14. а) І і т 
х 3 - 5 х 2 + 2 5 х - 1 2 5 

* - > 5 х 3 - 5 х 2 

Л / Х + 1 3 - 2 Л / Х + 1 
б) І і т 

дс-»3 х 2 - 9 

в) І і т 
х1 -2х + 7 

*->«>(1-х) (1 + 4х) 
г) І і т 

88ІП х +1 

і 6х + я 
6 

д) І і т (2 - созх) х ; 
л:->0 

е) І і т 
( 1 - З х ) 2 

ЩЗтіх -зіпЗлх 

. .. х^ -1000 
15.а) І іт —; ; 

* - и о х 3 - 2 0 х 2 + 1 0 0 х 
б) І і т 

2х - х 

^ 3 2 х - л / х 2 + 2 7 ' 

в) І і т (л/х 2 + Зх - х ) ; г) І і т 
1 —зіп х 

соз X 
2 

д) 1 і т ( 3 - 2 х ) ' - * 
1 о е 3 х - 1 

е) І іт—— 
*->3 Г§ЯХ 

16. а) І і т 
хА + 6 Х + 9 

* - > - з х

3 + 5 х 2 - 1 8 

_ч ,. л / іО-х - 2 
б) І і т 

в) 1 іт (л /х 2 +1 - л / х 2 - 1 ) ; г) І іт 

*->2 х-2 

соз5х 
71 созЗх 

д) І іт І 1 - . 
*-><Ч Зху 

е) І і т 
соз За - соз Зх 

^ " л / 2 х 2 + 2 а 2 - л/х 2 + За 2 

17. а) І і т 
х 3 — х 2 — 5х — З 

* - > - і - З х 3 - 4 х 2 + х + 2 

в) І іт 
х 3 + х 2 + ] 

•°° 2 - х ^ 

б) Нт 
л / Ю - х -л /9х 

л/2х + 2 - л/і + Зх ' 

з і п х - 1 
г) І і т 

. П созх 

д) І і т (зіп Зх) хіплг-со^л: • Ч 1 . Іп(5х + 1 ) - 1 п ( 1 - 5 х ) 
е) І і т -

*~*о агсзіп2х 
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18. а) І і т 
х 3 + 5х 2 + 8х + 4 

* - » - 2 2 х 3 + ЗХ 2 - 7 Л - - 1 0 

в) І і т 
к2+1*-А 4 х ч + 5 

+ л/ х ^ - 1 

б) І і т хА + 5 - 3 
х~>2 2-лІ2х2-4 ' 

. ,. 1+со$Згос 
г) н т г ; 

Х% лх 

5-х' 

д) І і т 
П + 2х} 2х 

лг-»°°1 2 х - 3 
е) І і т 

х 2х 
агсзіп— агсде— 

4 5 
л->0 І 0 § 3 С 0 8 2 х 

19. а) І іт 
. 6 х 3 - 2 3 х 2 + 1 5 х 

*~>з х 3 - 6 х 2 + 2 7 
б) І і т 

з - л / 7 + 2 
*-»-з ^ б + х - І 

х- '+І 
в) І і т . 

х^хх-Чх2+\ 
г) І і т 

х->0 

8 І п 2 х - 8 І П 6х 

* 8 ( ^ ( х 2 - 3 х ) 

2 + 4 х 2 

д) І і т Г і ї ^ І -

„ л . ,. 4 + 2 х - х 
20.а) Інгь = -

д г ^ 2 - 1 2 + Х 2 + Х 3 

е) І іт 
. Ї - * 0 

б) І і т 

1п(1 + 3х) 

І \ + Щ2х 

^7 + ^ - 2 

х + З х - 4 

в) І і т (л/х 2 + 4 - х ) ; 
„ л/С08Х - 1 

г) І і т - — 
з н Г 2 х 

Зі 
д) І і т 3——І 6 ; 

*->зІ 3 ) 
е) Н т 

х->0 

1 - С 0 8 2 х + 1§ X 
Х8ІП Зх 

21 . а) Нт 
х 3 - 8 х - 3 

^ З л г 3 - 9 х 2 + 2 7 х - 2 7 

в) І і т 
х 2 л/х +1 ї х 2 

7 х - 4 л/х 5 - 1 0 0 

б) Нт -
х^ - 4 

*-*2 л /4х-2 

1 + Х 8 І П Х - С 0 з 2 х 
г) Нт 

х-+0 8ІП 2 X 

/ 2 у ' в 2 2 * 
Д) І і т 3 — : 

ж-+<\ соз2хУ 
е) Нт 2 

дг—>і Іпх 
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. .. ( х 2 + х - 6 ) 2 

22. а) І ІТ 
*->-з (х + 3)(х* + 2 х - 3 ) 

С Ч .. Л/9 + 2 х - 5 
б) и т — р = 

^ 8 1 / 7 - 4 

в) І і т соз—-її/ * + ^ 
* - > + ° о д- 1,х - 4 х 

. ,. ( 2 с 0 8 Х - Л / 3 ) - З І П З Х 
Г) І ІТ 

х_>* (2з іпх-1) -соз2х 

2+Злг" 

д) Н т ^ Х - х Ч х ^ „ 2 
7 - 2 Х + Х" 

. . . х 4 + х 2 + х - 2 2 
23.а) І іт г 

е) Н т 
1 -х 

• і 1о§2 х 

б) Н т ( Л / Х + Ї - Л / Х 2 + 1 1 х ) 

. . . . 1 х + 1 
в) Нт 8ІП ^ 

*->°° х х +7х + 6 

. . . . 1 - х лх 
Г) І ІТ 8ІП 1 2 — ; 

<->і 2 2 

д) Нт 
^2 + З х - х 3 ^ 

1 - х - х 3 

х-+5 
З 

е) Н т 
созЗх С 0 5 * 

е -є 
о агсІ§2х 

24. а) Пт 
. х 4 + х 3 + 3 х 2 - 4 х - 1 

х + х - 2 

. .. 2 Л/х + 1 + х 
в) П т соз = - ; 

* - > о о Х Х 2 - л / х 

б) Нт 
Л/х +1 - 1 

Л/х + 1 - 1 ' 

С08 7ТХ-5ІПЯХ 
г) Н т 

І 1е4лх 

ч ,. (2х + 4\йх~ї) 
д) Нт -

*->оІ Зх + 4 ; 
е) Нт 

1 § х - 1 

*->і°Л /х -9 - 1 ' 

25.а) Нт 
. 2 х 4 + 7 х 2 - 5 х - 4 

*->' Xі + х-2 
б) Н т 

3 - ^ 4 х + 1 5 

*->з і + з /Зх -10 

з) И т ( Л / х 2 + 4х + 5 - Л/х 2 - 2 х - 1 ) ; Г) Пт 
з і п 3 2 х - 1 

і зіп4х 
4 

д) Пт — г - ^ : 

« ю х 2 - ІЗх+ 30 
е) Н т 

Г4Х + 2 У 
л : - > о г Л 3 + 4х ) 
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26. а) І іт 
х 3 + х - 1 0 

•'^2 Xі + Здг - 1 0 

ч .. л/8х3 + 4 х - 5 + л / х - 3 
в) І і т •-. —— ; 

м " Л 2 - 2 * - 1 5 - # х + 5 

і 

Т 
д) Нт 

Д Г - > 0 0 ' 

*+5 

27. а) І і т 
х + 4х 

^ 0 ( ^ + 1) 2 - ( х - 1 ) 2 ' 

в) Ііт Зх - 2 х + 5 

•*->«> 2 х 2 + 4х - З 

2л- 2-! 

д) ІітГсо^У'" 2* ; 

28. а) І і т 
х 3 + х 2 + 5 х - 7 

г х ' - х - І 

1 9 

в) І ітзіп І£(х + 3 х - 1 8 ) ; 
*->з х - 3 

д) Нт 
' х 2 - 2 х + 7 Л 

29. а) І іт 

+ 7 х - 1 

х 2 + х - 1 2 

<->з^ + 2 х - 3 3 

ч ,. 0,0001х 
в) І і т + л/х 7 +1 

1 0 0 0 0 - х 3 л / х + 4 ' 

„ ,. л/і + 2 х - 3 
б) І і т — — 

л / х - 2 

г) І і т 
С08 Зх 

5 1 - зіп Зх 
б 

е) І і т Іп( І - — ] - с г § — . 

з, 
б) І іт 

16х - 4 

г) І іт 

*^ 4 л/х+~4 -л/їх ' 

зіпЗх -8Іп5х 

1 -С08л / х 

е) Нт 
1п созбх 

^ і а г с к і п ( З Х - Т І ) 

б) 1іт(л/х 3 + х - л / х 3 - х ) ; 

ч .. соз2х-со8 4х 
г) І іт ; 

*->о х-зіпЗх 

е) Нт - е -е 
^->і8іп2(х / -1 ) 

б) І і т -
V И .1 

х + х - 2 

^ ' У г і х - г о - У - З х + б 

. , . 1 + С 0 8 3 7 І Х 
г) Нт 

Х~*1 8ІП ЛХ 

д) 1іт(10~3х) '* ' и г ; 
дг->3 

е) Н т х [ 1 п ( х - 2 ) - 1 п ( х + 3) 
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ЗО. а) І і т 
Xі + 4 х - 1 2 

в) 1 І П І ( л / Х 2 + 7 Х - 4 - л / Х 2 + 3 ) ; 

.. л/і + х -л / і -х 
о) І і т 

х->о х 
ч ,. з і п х - і е х 

г) І і т 

д) Пт 
Х - > ° ° ' 

31. а) І і т 

5 х - П Т 7 . 
5х +1 і 

4 + 6 х - 2 х ' 

« 2 б - 1 3 х + 5х^ 

. ,. $ і п ( 3 ( х 2 + х - 2 ) ) 
в) І і т — —: 

< - > - 2 8Іп(х + 2) 

,2 
д) І іт 

і - > 0 < 

1+3х^ 

( 5 - 2 х ^ " 7 " 
І 1 1 - 2 х і 

е) І і т ( 2х -1 ) [1пх -1п (х + 5)] . 
.ї-> х 

б) І і т 
х->с 

г) І і т 

л/х + 4 - 2 
« о З / х + 8 - 2 ' 

( 1 + і ) і / з _ ( ] _ х ) і / з 

х - > 0 - С 0 8 Х 

е) І і т 
1§(х + 10)-1§(2х + 10) 

х->0 8 І П Х - 8 І п 2 х 

Задача 4. [ гл. 7, £ 2, приклади 2, 3 ] 
Дослідити на неперервність задані функції, визначити точки розриву і 

встановити їх характер. 

Варіанти завдань 

і. / 0 ) = 
х - 1 6 

х - 4 
2. Д х ) = е*+2 

3. Д х ) = 2 5 Ш * . 

х - 1 

5. Ах)-. 

7- / ( х ) = 

4? і 

х + 3 

.7^4 

4. Д х ) = 9 2 ~ 

х-1 

6. Л х ) = 2 - 2 - ' 

2х 

8. Д х ) = 3 4 - . 
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11. Д Х ) -

13. Д Х ) : 

1 
І п ( х - З ) 

1п(1 + х) 

15. Д х ) = 2 *~ 3 . 

х + 2 
17. / ( я ) = я + -

х + 2 | 

19. Дх) = 
х1 - 4 
х + 2 

З і / х 

21. / ( х ) = 3 ' - д г + 1 . 

х + 2 
23. Д х ) ; 

25. Д х ) : 

27. Дх) • 

29. Д х ) = 

31. Д х ) = -

х 2 - 6 х + 8 

х 2 + 2 , х < 1 , 

х - 1 , X > 1. 

1-х, х > 2. 

- х +4х , х < 0, 

5х + 1, х > 0 . 

- х , х < 1, 

2 -, х > 1. 
. х - 1 

12. Дх)--

Н . ДХ)-

16. ДХ): 

18. Д х ) = 

20. Дх). 

- + — 
X І X І 

х(х + 2 ) 

4 

х 2 - 2 х + 1 
2 І Х - 1 І 

х 2 - х 3 ' 

12 

х - 6 х + 5 

22. Д х ) = 5 * + 4 +1 

24. Д х ) = х + 1 + ] 

26. Дх) = 

1/(х-1), х < 0 , 

(х + 1) 2 , 0 < х < 2 , 28. Д х ) = 

ЗО. Дх) = 

- 1 / х , х < 0 , 

2х + х", х > 0. 

Тх, - 1 < х < 1 , 

1, х = 1, 

х + 1, х > 1. 

4 - 3 \ х < 0 , 

5 + х, х > 0 . 

Задача 5. [ гл. 7, § 2, приклад 5 ] 

Визначити те значення параметра А , за якого функція / ( х ) буде не­
перервною (якщо можливо). Зробити рисунок. 
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Варіанти завдань 

і. / о о = 

3. Д х ) = 

5. / 0 0 = 

7- Дх) 

9. Д х ) = 

11. Дх) = 

13. / 0 0 = 

15. Д х ) = 

Xі, х<2, 
2х + А, х > 2. 

і 
-, х < 1, 

X і +1 
- / ї х , х > 1 . 

$іпх, х < 0 , 

х + Л, х > 0. 

| і 8 ( х 2 + 1 ) , х < 3 , 

[соз лх + Л, X > 3. 

I 2 ~ \ х < - 1 , 
[Лх +2 , х > - 1 . 

х 2 - 4 , х < 2 , 
- х + /1, х > 2. 

х +4х + 3, х < 1, 
-4х + А, х>\. 

, х < З, 

17. / 0 0 = 

19. / ( х ) = 

х 2 + 1 
Лх 
— , х > 3 . 

З 

СОЗХ, Х < , 
2 

Лх + 1, х > - —. 
2 

х + 3, х < 1 , 

- Ах2, х > 1. 

2- / ( х ) = 

4. Д * ) = 

6. Дх) = 

8- / ( * ) = 

Ю. / 0 0 = 

12. / 0 0 = 

14. ДдО = 

16. / 0 0 = 

1/х, х < - 1 , 

х + А, х > - 1 . 

С О З -лх х < 2 , 

х 2 +4х + А, х>2. 

(4 +Ах, х < - 2 , 

| х 2 - 1 , х > - 2 . 

І2х2+6, х < 1 , 

[А(х + ])2, Х > 1 . 

х + 3, х < 0 , 

А-У +2 , х > 0 . 

х 2 +4 , х < - 1 , 
х + А, х > - 1 . 

зіп лх, х<\, 

-х2 +2х + А, х > 1. 

Г , А < - З , 

/їх , 
— , х > - 3 . 

З 

18. Д х ) = 

20. Д х ) = 

агсг§х, х<—, 

Ах + 7>, х > — . 
4 

' 2х, х < 0 , 

, 4 - 2 ~ \ х > 0 . 
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21. Д х ) = 

23. / ( * ) = 

25. Д х ) = 

27. Д х ) = 

29. Д х ) = 

з і . / ( * ) = 

-х + 4х + А, х < 1, 

* > 1. * 2 - 1 

2х, х < 1 , 

- х + Лх, х > 1. 

З " * , х < - 1 , 

Ах2 + 4 х - 5 , х > - 1 . 

х + 4х + 3, х < 0, 

-х + А, х > 0 . 

І 8 ( х 2 + 1 ) , х < 3 , 

Ах1 — 2х-2, х > 3. 

соз тсс, х < 1 , 

- х 2 + А, х > 1. 

22. Д х ) = 

24. Д х ) = 

26. Д х ) = 

28. Д х ) = 

30. Д х ) = 

Іпх, х<е, 

Ах2 - 5 , х > є. 

Зх, х < 1, 

-х2 + А, х > 1. 

созх, Х < — , 
2 

8 1 П Х + А, X > —. 
2 

х + 2, х < 1 , 

- х 2 - 4 х + А, х > 1. 

х~ + 4 , х < 1, 

/їх, х > 1 . 

§5. Індивідуальне завдання 5. 

Диференціальне числення функцій однієї змінної 

Задача 1. [ гл.8, § 1, приклади 1, 2, З, 4, 6, 8, 9 ] 
Продиференціювати задані функції. 

У пунктах а), б), в), г), д) знайти похідні у ' ; у пункті е) знайти 

у , у ,ау, а у; у пункті є) знайти у = — , у 
йх 

Варіанти завдань 

йх~ 

І.а) у - 1 + 
1 ї 

їх ) 
д) ех з і п у - е у созх = 0 ; 
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6)у = агссоз х 

л/і + 2 кіп х 

в) у = \п(е2х + 1)-2атсЩ(ех); 

г) у = х™*; 

2.а) >> = (2 + х ) л / 3 - х ; 

б) у = 1п (агсзіп 5х) ; 

в) у = 1п(х + л/4 + х 2 ) ; 

г) 7 = (агсІ8х) х ; 

З.а) у = 2х 2 - 2 х + 1 

СІ£ — 
б) у = 3 * ; 

в) у = агсзіп (1п х ) ; 

г) у = х 1 ; 

л/Х + л/Х ; 4-а) >> 

б) у = агсзіп 
^ Л. х 

1 + х ' 

в) у = д/іпх + 1 + 1п(-Ух + 1 ) ; 

е) у = ех ; 

є) 
|х = 2 / \ 

| у = 3г \ 

д) ху = агсг§ —; 
У 

е) у = (агсзіп х ) 2 ; 

х = Зсозґ, 
є) 

у = ЗзіпЛ 

д) 1пх + е ^ / л = 5 ; 

е) у = (1 + х 2 ) агс і£х ; 

х = ґ -з іпг , 
є) у = 1 - соз/. 

д) 3 х + 3 у = з і п у ; 

е) у = л/і + х 2 ; 

є) 
Х = / - С О З Ґ, 

[у = зіп 2 Л 

г 
г ) У = (агссоз х ) 
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5-а) у 

б) у 

в) у 

г) у 

6-а) у 

б) у 

в) у 

г) у 

7-а) у 

б) у 

в) .У 

г) у 

8-а) у 

б) у 

в) у 

г) у 

( 1 - х 2 ) 4 ' 

: І П 

1 + соз х ; 

1 + л/х 2 +1 

= х л / х 2 - 1 ; 

: з іп 4 х + соз 4 х ; 

= 1п 
1 + 2х 
1-2х 

( і , . .2 \ 1 + Х 

• з іпх -соз 3 х 2 ; 

1п 4? + 2х 
х + 1 

= х 1 п х ; 

= \/х + 2>/х ; 

1 + х 
= агсі§ 

1-х 

= 1п 

= X 

1 + 8ІПХ 

1 -8ІПХ 

д) х = у + агсІ§у; 

е) у = г£х ; 

Гх = 1пг, 

ч з х-у 
д) * = — - ; 

х + у 

е) у = х 3 ^ ; 

є) 
\х = Ґ, 
[у = 1п/ 2 . 

д) ех+еу-2Г} - 1 = 0 ; 

е) у = є - * 2 ; 

X = гсоз/, 
є) 

у = /8іп г. 

д) х зіп у + у зіп х = 0 ; 

е) у = сг£х; 

\х = агсзіп/, 
є) 
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9-а) у = ^ -
3 2_ 

б) у = агсІ§л/4х 2 - 1 ; 

г) у - О п х ) 1 ' * ; 

10.а) >> = (1 -27х~) 4 ; 

б) у = $іп\1 + х2 ; 

в) у = 1п агссоз 2Л: ; 

г) у = {$тхуГх'; 

11. а) у = л/7 + 5л-3 ; 

б) у = агсзіп—; 
х 

в)у=2іпх; 

г) г> = ( з іпЗх) ' ; 

12.а) у 
Зл/Г^х 7 ' 

б) у = агсзіп 
х 2 - 1 

д) х 4 + / = * У ; 

е) у = агсзіп— : 
2 

в) у = Іп^зіпх + л/і + зіп 2 х^; є) 
| * = 1п(1 + / 2 ) , 

д) 3 х + 3 у = с о з у ; 

е) у = агссоз 2 х ; 

£ ) и * . 

д) >> = 5х + агсІ§ у ; 

5 
е) У = 

є) 

х + 3 

х = 1п/, 

1 
У = 1-І 

д) зіп(ху) + соз>> = 0; 

е) у = тІ4-х2 ; 

в) у = 1п 
1 - х 2 

Зх с) 

х = агсІ§г, 

т) у = х* 
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13-а) у = 
_ 2 1__ 
2х - 1 х 

б) у = -у/агсгцх - агсзіп х ; 

в) у = х 3 І п х - — ; 
З 

г) у = (2х + 1) 3/*; 

д) у =х зіп у 

е) у = л/Ї£Зх ; 

Гх = соз2/, 

[у = 8 1 П І. 

14. а) у = ^ 
х + 2 _ 
х - 2 ' 

д) х 1пу + ^—= 3 ; 
х 

б) у = з і п 2 ( х 3 ) ; е) у = е V I . 

в) у = л/іп2 х + 5 ; 

г) у = ( х 2 + 4 ) — ; 

є) 
х =51 + (, 

у = 1пЛ 

15.а) у : 
1 1 

10х 5 4 х 4 

б) у = хагссозх-л/1 - х 2 ; 

д) у с о 8 у - с о з ( х - у ) = 0 ; 

е) у = хех ; 

в ) у = —Іпідх + Іпсозх; є) 
X = соз ґ, 

[у = 8 І П 3 

Г) у : 

16. а) у . 

х + 5 

х-4' 4 + х ' 
д) х + 7 7 + У = 5 ; 

2 1 
б) у = агсІ§ — ; 

в) у = 1п7 зіп2х ; 

е) у 
1 + х з ' 

є) 
х = а (І - зіп/), 
у = а (1 - соз?). 

г) у = (созх) 5 " 1 - ' ; 
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17. а) у-

18. а) у-

б) у -

19. а) у-

20. а) у = 

б) у -

( х 2 - х + 1)4 ' 

б) у = зіп (соз4х) 

в) у = 
1п 5 х 

г) у = х кіп(д:+5) . 

х2 +1 

Ах ' 

агсзіп х 
агссоз х 

1 , х2 -2х + \ 
в) у = — 1п 

З х 2 + х + 1 

г) у = (х2+3)5х; 

х2(х-2) 

б) у = х\п\2х + —\ ; 

в) у = (агсзіп.к + 2 х 2 ) 7 ; 

СОЗХ 
Іпзіпх 

в) _у = є х Іпх ; 

г) у = (со$х)іпх; 

д) х - 2ху + У =1; 

1 
е) у 

є) 

7 + л/х ' 

х = агсі§/, 

у = \п(] + ґ). 

д) х 2 + Зху + у3. +1 = 0 ; 

е) у — Л/І - х 2 агсзіпх; 

Гх = 1п/, 
є) і з 

д) / - 3 > > + 10х = 0 ; 

е) V = І 0 £ 7 х ; 

х = 2 соз/, 
є) 

у = зіп/. 

д) у = соз(х + у); 

е) у = 1п(х + -\/і + х 2 ) ; 

є) 
X = 1п/, 

7 = 1//. 
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2 1 . а) у = х6^4-х2 ; 

б) у = е с о " з і п х ; 

в) у = ІпГі + 
СОЗХ 

г) у = х^; 

22. а) у 

в) У = 

ІП ЗІП X 

1п созх 

2з іп 2 х 
соз2х 

г) у = (х2 + 2 ) 3 с о " 

23. а) у ; 

б) у-

ІУІ49 + Х2 

Зсозх 

л/соз2х 

в) у = 1п[ 3 + х + >/бх + х 2 

г) у = (агсІ8х) 1 / д г ; 

24. а) у = х 5 - л / х 6 - 8 ; 

б) у = е

с о " зіпх ; 

1 в) у = 1п 1 + 
созх 

г) у = х^; 

д) х-_у + 7соз>> = 0 ; 

е) у = е а г с 5 І п х ; 

є) 
[у = е 

д) 5 х + 5 ' = 5 * + " ; 

е) У = х2-\ 

є) | X = е , 

д) ху - у Іпх = 3 ; 

е) у = Уїх-х2 ; 

[х = агссоз-У7, 
є) 

ІУ = 4 ^ ї 2 

д) е 2 * + е 3 ' =1ху; 

Є ) у = С05Є* +8ІПЄДГ 

(х = 2С08Ґ, 
є) 

у = зіп?. 
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25. а) у • 

б) У-

26. а) у 

б) у 

27. а) у •. 

28. а) у-

5 47 -• —— н • 

47 і ' 

•• Л/ЗІПЛ/Х ; 

в) у = \о§,2(Іпх); 

г) у = (созх) 1 '* ; 

5 + 4х 
5 - У х ' 

ЗІП X — С О З Х 

зіп X + созх 

в) у = 1п (л/х + л/х + 1) ; 

г) у = (з іпх) 1 " 5 *; 
„ 5 

8х" 

б) ^ = ^/і + І8 |х + - | ; 

в) у> = 2^ 

г ) 7 = х , А 2 ; 

^ 47/х ; 

б) >> = агсзіп-
2х 

1 + х " 

а) у = 1о§ 5(х + л/х 2 + 9 ) : 

д) х + 7 + 7 с о з 7 = 0 ; 

е) у = еа 

є) 
[* = е 2 ' , 

уу = е 

д) х + 7 + е^агсІ§х = 0 ; 

е) у = е3 

є) 
х = соз 2/, 
у = зіп Зі. 

д) (х + у ) С О 5 Х + 5Іп(х.у) = 0 ; 

е) у = [х + л/х 2 +1 ^ ; 

Гх = (1 + С 0 8 / ) ' . 
Є ) 1 , 

[̂  = ( 1 - С О З / ) Г . 

д) зіп(х + у) = соз(х + у ) ; 

е) У = 1о§ 7 х ; 

є) 
= 1 / ' , 

>> = /3 +і2 +1. 

г) 7 = ( х 2 + 4 Г ; 
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29. а) у = 5 
1 

6) у = агссоз 

в) у = 1п-

7х"+1 ' 

2 - х 

сл/2 

Т і Т ^ х 7 ' 

г) у = ( 1 8 * ) " ; 

30. а) у = х \ А - х 4 ; 

ІпзіпЗх 
б) у : 

1п зіп X 

д) агсїду = х + у ; 

е) у = 1п(5х + 9 ) ; 

є) 
х = г - зіп г, 
у = соз 

д) Зу 2 х = е ' Л ; 

х - 3 
Є) у : 

• + 4 

в) у = 1п (1 + созх) ; 

г) у = х ' 

31. а) у = х 2 -л7і + х ; 

б) у = соз 4 (5х + 2 ) ; 

в) у = • 

є) 
X = соз І, 

[у = зіп І. 

8ІП(Х +3) 

г) у = (з іпх) 1 ^ ; 

Задача 2. [ г л Д £ 2 , приклади 1-4] 
Розв'язати вказані задачі. 

Варіанти завдань 

д) 5у х = соз(ху); 

е) у = 1п(10х + 1); 

\х = І + 8ІП?, 

у = -С08Л 

1. Знайти точку на кривій у = 7 , дотична до якої паралельна 
4 

прямій у = 8х - 4 , і написати рівняння цієї дотичної'. 
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2. Знайти точку на кривій у = -Зх2 + Ах + 7 , дотична в якій перпен­

дикулярна до прямої х - 20у + 5 = 0 , і написати рівняння цієї дотичної. 

3. Написати рівняння дотичної до кривої у = х іпх , яка паралельна 

прямій у -х -5 = 0. 

А. Написати рівняння нормалі до кривої у = х - —, яка паралельна 
х 

прямій 2у + х + 3 = 0 . 

5. Написати рівняння дотичної до кривої у = 2-4х , перпендику­

лярної прямій у + Ах - 4 - 0 . 

6. Написати рівняння дотичної і нормалі до кривої у = Х + ^ в точці 
х - 1 

з абсцисою х 0 - - 1 . 

7. Знайти точку на кривій у = Зх2 - 4х + 6 , дотична в якій паралель­

на прямій 8х - у - 5 = 0 , і написати рівняння цієї дотичної. 

8. Знайти точку на кривій у = 5х2 - 4х +1, дотична в якій перпенди­

кулярна до прямої х + 6у + \ 5 = 0 , і написати рівняння цієї дотичної. 

Xі 9х2 

9. Знайти точки на кривій у = — — + 20х -1, в яких дотична 

паралельна осі Ох. 

Зх 2 +1 
10. Написати рівняння дотичної і нормалі до кривої у = — в точці 

х 2 + 3 
з абсцисою х 0 = 1. 

11. Написати рівняння дотичної до кривої у = хсокх, яка перпенди­

кулярна прямій х + у + 3 = 0 . 

1-х 2 

12. Написати рівняння нормалі до кривої у = е , яка перпендику­

лярна прямій 2х + у - 4 = 0 . 

13. Написати рівняння дотичної і нормалі до кривої у = х1п(1 + х 2 ) в 

точці з абсцисою х 0 = 1 . 
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х

2 

14. Вияснити, в якій точці кривої у = їх + 5 дотична паралельна 
4 

прямій у - 2х - 5 = 0 , і написати рівняння цієї дотичної. 

15. Вияснити, в якій точці кривої у = їх2 - 5 * + 4 дотична перпенди­

кулярна прямій 23у + х - 1 = 0 , і написати рівняння цієї дотичної. 

16. Знайти точку на кривій у = -х2 + їх + 1 6 , дотична до якої пара­

лельна прямій у - Зх - 4 = 0 , і написати рівняння цієї дотичної. 

Xі 5х2 

17. Вияснити, в яких точках кривої У = ~^ + 7х + 4 дотична 

складає з віссю Ох кут ф = —. 
4 

18. Вияснити, в яких точках кривої у = 2 л - 3 - 1 дотична складає з віссю 

Ох кут ф = —. 

19. Написати рівняння дотичної і нормалі до кривої у = зіп х + со$х в 

точці з абсцисою х0 = —. 
4 

20. Написати рівняння дотичної до кривої у = етз* , паралельної 

прямій у + х + 3 = 0 . 

21. Написати рівняння дотичної і нормалі до кривої у = х3 + Л/Л в точці 

з абсцисою х0 = -1 . 

22. Написати рівняння дотичної до кривої у = 1 — у , паралельної 
х 

прямій 2у + У2х + 7 = 0 . 

23. В якій точці кривої у2 = 4 х 3 дотична перпендикулярна до прямої 

х + 3у - 1 = 0 ? Написати рівйяння цієї дотичної. 

24. Вияснити, в яких точках кривої у = зіп 2х дотична складає з віссю 

Ох кут ф = —. 
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25. Написати рівняння нормалі до кривої у = х -Гх ,перпендикуляр­

ної до прямої Ау - Зх + 5 = 0 . 

26. Написати рівняння дотичної і нормалі до кривої у = в точці 

з абсцисою х0 = 3 . 

27. Написати рівняння дотичної і нормалі до кривої у = Ух 2 - 1 в точці 

з абсцисою х 0 = 1. 

28. Написати рівняння дотичної до кривої у = х 3 - Зх 2 - 5 , яка пер­

пендикулярна прямій 2х - 6у +1 = 0 . 

х 3 + 1 
29. Написати рівняння дотичної і нормалі до кривої у = — в точці 

х + 4 
з абсцисою х 0 = - 1 . 

30. Знайти кути, під якими перетинаються лінії, задані рівняннями 

у = хг і х 2 + 2у2 = 3 . 

31. На дузі параболи у = х 2 , що обмежена точками /1(1,1), 5 (3 ,9 ) , 

знайти точку, дотична в якій паралельна хорді АВ . 

Задача 3. [ гл.8, § 2, приклади 12 - 17] 
Знайти границі, використовуючи правило Лопіталя. 

Варіанти завдань 

1. а) І іт 
І £ Х - Х 

* - > 0 X - 8 1 П Х 

2. а) І іт — ; 
дг-» + оо Xі 

б) І і т х 
. ї - > 0 

б) І іт х 
х - » 0 + 0 

4+Іпдг 

. ,. х -агсз іп х ,. і— 
а) и т ; б) н т х ' ~ * 

•"•->" зіп х 
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. . ,. 8 і п х - з і п а 4. а) І іт : 
х - т х-а 

ех + 8ІПХ-1 
5. а) І і т 

х->о 1п(1 + х) 

б) ШпґЩ^Т 2 

х->\ 4 ) 

б) І іт ( с 1 8 х ) | / 1 п л 

х->0+0 

6. а) І і т 

7. а) І іт 
ІПЗІП Зх 

8. а) І і т 

х->0+0 ІПЗІПХ 

1п 1§7х 
Х-̂ О+О1ПІ§2Х ' 

б) І і т 
х->0І 
• ш ґ ' Г . 

б) 1 і т ( с 1 8 * Г х . 
г->0 

б) Іітх]/х 

г-><х 

9. а) І і т Х-81ПХ 
х->0 З ' б) 1іт (1§х) 2 х - к 

х - а г с і £ х 
10. а) І іт г-̂ — 

Ї ^ О х 3 

11. а) І і т х 2 е _ д г ; 
Х - > + со 

б) І іт х 
х->0 

\п(ех-1) 

б) 1 і т ( м п х ) І 8 \ 
х-»0 

12. а) І і т -
х-»0 зіп х 

б) 1іт(агсзіпх) ( 8 * 
х->0 

З ' - 7 Л 

13. а) Нт -

14. а) І іт 

х-»0 X 

1п(1 + х) 

х-»о агсг^х 

б) І і т ( е х + * ) | / * . 
х->0 

б) 1 і т ( с о 8 х ) 2 

к 
х—>— 

15. а) І і т 
л->0Іп(1 + х) ' 

б) І іт 

16. а) І і т 
Іпх 

б) 1іт(со82х) 
х->0 

3 / х 2 
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е3х-Зх-\ 
17. а) І і т ; 

5ІП 5х 

18. а) І іт 1 п х 

лг-Ю+О 1 + 2ІП5ІПХ 

б) І і т (соз 5х) 
д-->0 

А/х 

б) І і т (Іпх) 

19. а) І і т 
е 2 х - \ 

х->0 5ІП 7х 
б) І і т ( 2 - х ) ' 8 2 . 

.V-»! 

О Л . . . 1-СОЗЯХ 
20. а) І іт 

дг-»0 1 -соз/Зх 

21. а) І і т - ^ ; 
*->+0 ІП 8ІП X 

б) І іт А -* 4 . 
Х->1 

б) І і т х * . 
д-->1 

л-2агсг§х 
22. а) н т - - — 

X—»СС £ ' — 1 

0 - . .. І п ( х - І ) 
23. а) І і т — ; 

х->і+о сг§лх 

б) І іт 
х->0\^ X 

б) І і т (їв*)*» 2*. 

24. а) І іт 
І п ( х - І ) 

х-И+0 ТС 
1 8 Г 

б) І іт (соз—] 

25. а) І іт 
І п ( х - а ) 

26. а) І іт 

х - ^ + 0 ] п ( е * - е

а ) 

Іпх 

г->+о сІ§х 

б) І і т х 
д-» + 0 

6 

1+2 Іпл 

б) І і т (сЩ2хУпх . 
г-> + 0 

27. а) І і т - ^ - ; б) І іт Г ЗІПХ^І-сохх 

*-+<\ х ) 

Іпх 
28. а) І і т 

Х - > + 00 
б) 1 і т ( е 2 х + \ ) ] / х . 

х-*0 

29. а) Н т - 1 Х 

• І 81П ЛХ 
б) 1 і т ( л - 2 х ) с 

к 
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ЗО. а) І і т ХС05Х-51ПХ 

31. а) І іт 
х->0 1§Х~Х 

б) \іт(х + 2 х ) у 

ДГ-+ОС 

б) Нт 
' х 2 + 1 > 

Задача 4. [ гл.8, § 2, приклади 23-26] 
Дослідити функції методами диференціального числення та побуду­

вати їх графіки. 

Варіанти завдань 

•> 2 
І . а ) у = х + — 

2. а) у, 

З- а) у = 

4. а) у = 

5. а) у: 

6. а) у: 

7. а) у: 

8. а) у = 

х ^ - 4 

6 х 2 - х 4 

;Г - 2 х + 2 
х - 1 

х 2 + 3 ' 

З х 4 + 1 

х 3 

х 4 - 3 

х ^ - 4 

б) у = е ч / ї . 

б) у = х - 1 п ( х + 1). 

б) у = 1 п ( х 2 + 1 ) . 

б) у = (х + 1 ) е 2 \ 

б) у = ( * - 1 ) е 3 

б) у : 
Іпх 

X 

б) у = X е 

б) у = х е 

2 
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11. а) у 

12. а) у 

13. а) у 

14. а) у 

15. а) у 

16. а) у 

П . а) у 

18. а) у 

19. а) у 

20. а) у •• 

21. а) у-

22. а) у : 

23. а) у : 

24. а) у 

25. а) у : 

.2 ' 

2 ' 3-х 

4-2х 
1-х 2 ' 

- + 4х" 

= х + -х + 2 

х 3 - 1 

4 1 
— + 
х х 

З 1 

4 ' 

* х 

= 2 4 -
12 

х 2 - 4 

( * 2 - і ) 3 ; 

5л-

4-х 2 ' 

( х - 1 ) 
2 4 - X 

2 ' 

( Х + 1) 

лг + 2 

л-3 

1-л- 3 

2 ' 

б) у = х 3 е - л г 

б) у = -
е'-І 

б) у = л : 2 е - х 2 / 2 , 

б) у = X + е * . 

б) у = е1/х+х. 

„2х-х2 

б) у = е 

б) у 
2 Іпх 

б) V = -^х 2 - ІПЛ - . 

б) у = Х І П Х . 

б) у = хг
 І п х . 

2 
б) >>= 

X 

Іпх 

І 
б) у = е2~х . 

б) у = е , / х . 

б) >> = х 4 - 2 х 2 + 3 . 

б) у = 2 х 3 + З х 2 - 5 . 
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4 + х 
26. а ) у = - ^ ; б) у = 2 * 3 + 9 х 2 + 12*. 

* 

27.а)у=^-; б) і> = - х 4 - 2 х 3 + - . 
* 2 + 1 4 4 

2 8 . а ) у = - ^ - ; б) у = - х 3 + ~ * 2 - 1 . 
* - 1 3 2 

29.а) у = * + — — ; б) у = 1+ 2 * 2 - * 4 . 
З х - 1 

ЗО. а) у = * + — — - б) у = 2 - 3 * 3 + * 4 . 
* + 2 

3 1 . 8 ) 3 » = - — — ; б) у = 2 * 3 - з * 2 + і 
* ( * - 4 ) 

Задача 5. [гл.8, § 2, приклад 27] 

Знайти найменше та найбільше значення функції на відрізку [а,Ь]. 

Варіанти завдань 

у=х
2+1^--16, [1,4]. 2. >>=х-4л/х" + 5 , [0,4] . 

* 
3. >> = 3 - х і - у , [-1,2] . 4. у = 1 п ( х 2 - 2 х + 2 ) , [0 ,3] . 

(х + 2 ) 2 

5. >> = х1пх , [-1,2] . 6. >> = х 3 е 1 + 1 , [ -4 ,0 ] . 

1.у~~р~, [0 ,5] . 8 . у = А Ц - , [-0,5;0]. 
х 2 + 1 ( * - 1 ) 2 

* 5 - 8 
9- У = — — . [ - 3 , - 1 ] . 10. у = х 5 - 5 * 4 + 5 х 3 + 1 , [-1,2]. 

* 
11. _у = ( 3 - * ) < Г * , [0 ,5] . 12. у = 1 0 8 * - х 4 , [ -1 ,4] . 

13. у ^ - І І у , [ -4 ,2 ] . 14. у = - 2

2

( * 2 + 3 ) , [-5,1]. 
4 + х хг+2х + 5 
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15. 7 = 4 — 8 х - 1 5 , [ -2 ; -0 ,5 ] . 16. 7 = 8х + - 4 - - 1 5 , [ОД2] . 
х х 

.7. , = 4^112-. , - 3 , 3 ] . І . . , - - ! ^ . [ - « , . 
х - 2 х + 5 х +2х + 2 

19. у = 2 х 2 + — - 5 9 , [2,4]. 2 0 . 7 = - ^ , [0,3]. 
х 1 + х 2 

21.у = 4 - х - ~ , [1,4]. 22. 7 = 3 - х 1 — , [ -1,2] . 
х 2 (х + 2 ) 2 

23. 7 = ( х + 2 ) е ' - \ [ -2 ,2] . 24. 7 = 1 п ( х 2 - 2 х + 4 ) , [-1;1,5]. 

х 3 Є 
2 5 . 7 = — , [-1,1]- 26. 7 = У х - х 3 , [ -2 ,2] . 

х - х + 1 
з 

27. 7 = і - 1 і , [1,2]. 28. 7 = — [ - 2 , 2 ] . 
х 9 - х 

29. 7 = [1,3]. 3 0 . 7 = ^ , [-3,-1] . 
х 

31. 7 = х 2 ~ 2 х + - 2 — , [-1,3]. 
х - 1 



ГЛАВА 10. ДОВІДКОВИЙ МАТЕРІАЛ 

§1. Основні формули векторної алгебри 

Таблиця 1.1 

Величина 
або співвідношення, 

що визначаються 

І 

Сума векторів 

Формула 

а +Ь =(ах + Ьх) і +(ау +Ьу) у + (а2 + Ьг) к 

Добуток вектора на 
число аа = аахі +аау] + аагк . 

Скалярний добуток 
векторів 

(а,Ь) = аЬ =|а||6|со$ср 

(а,Ь) = ахЬх +ауЬу + а2Ь2. 

Векторний добуток 
векторів 

і І к 
[ 5 , Ь ] = а хЬ = ах ау аг 

ьх 

Мішаний добуток 
векторів (а,Ь,с)- Ьх Ьу Ь2 

с с е 
ь 2 

Подвійний векторний 
добуток 

а х(Ь х с) = Ь(а с)-с(а Ь); 

(ахЬ)хс=Ь(ас)-а(Ьс). 

Довжина вектора | а | = ^(а ,а) = + а2 + а2 . 

Відстань між точками 
М\(хі>У],г\) та 
М2(х2,У2,г2) 

р(М, , М 2 ) = л/(х 2 - .х,) 2 +(У2 ~У\)2 + (*2 - г о 2 

С05ф : ( о . Ь ) . 
іаіії і ' 

Кут між векторами 
С05ф = 

ахЬх + ауЬу + а2Ь2 

^а2

х+а2

у+а2^Ь2+Ь2+Ь2 
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Продовження таблиці 1.1 

1 2 

Координати точки, що 
ділить відрізок у 
даному відношенні А 

Я + А г~) 
г = — —; 

1 + А. 
х_х,+Хх2 У\+^Уі „ _ 2 , + А . 2 2 

1+А ' 1+А ' 1+А Площа паралелограма, 
побудованого на 
векторах а та Ь 

5пар = | 5 х Ь | . 

Площа трикутника, 
побудованого на 
векторах а та А 
Об'єм паралелепіпеда, 
побудованого на 
векторах а, Ь,с 
Об'єм піраміди, 
побудованої на 
векторах а, Ь, с 

Утр=Х-\(а,Ь,с)\. 

Колінеарність двох 
векторів 

а\\Ь <=> а х / 3 = 0 ; 

- и Г ах ау аг а\\Ь <=> - і = - ^ - = і . 

ьх ьу ь2 

Ортогональність двох 
векторів 

аІЬ <=> (д,/5) = 0; 

а 1Ь <=> ахЬх + ауЬу + агЬ2 = 0 . 

Компланарність трьох 
векторів 

(о,Ь,с) = 0; 
ах ау а2 

Ьх Ьу Ь2 

сх су сг 

= 0. 
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§2. Основні формули аналітичної геометрії 

Таблиця 2.1 - Пряма на площині 
Вигляд рівняння 

прямої / Назва рівняння Пояснення 

1. 
А(х-х0) + В(у-у0) = 0 

Рівняння прямої, що 
проходить через 
точку М 0 (х 0 ,>>о) 
перпендикулярно до 
вектора п 

іі 11; п=(А,В), 
М0еі . 

2. Ах+Ву+С=0 Загальне рівняння п і і , п=(А,В) 

3. у = кх + Ь 
Рівняння прямої 3 
кутовим 
коефіцієнтом 

к = 1§а - кутовий кое-
Л 

фіцієнт, а = (/ , Ох); 
точка ( 0 , Ь ) є / . 

4. у-у0=к{х-х0) 

Рівняння прямої, що 
має кутовий 
коефіцієнт к та 
проходить через 
задану точку 

Мо(х0,у0)єІ, 
л 

к = Що., а = ( / , Ох). 

5. 
х ~ хо _ У - У о 

т п 
Канонічне рівняння 
прямої 

М0(хо,Уо)е1, 
.? Ц / ; х =(т,п). 

6. 
| х = х 0 + ті; 

1У = Уо + «? • 
Параметричні 
рівняння прямої 5 \\1; з=(т,п), ( е К . 

7. £ + £ = ! Рівняння прямої у 
відрізках 

Точки (а ,0) , (0 ,6) є / . 

8. 
х - х , _ у - у , 

х 2 - х, у 2 - У\ 

Рівняння прямої, 
що проходить 
через дві точки 

М\(х{,ух)єІ, 

М2 ( х 2 , у 2 ) є / . 

9. х сок а + у соз р - р = 0 Нормальне 
рівняння прямої 

іі = ( соза ,созР) , я ± / , 

р = р ( О , / ) > 0 . 

Відстань від точки Л / 0 ( х 0 , у 0 ) до прямої / 

/: Ах + Ву + С = 0 р ( М 0 , / ) = -
А х'о + В уо + С 

4А2

+В2 

1: х с о з а + у с о з р - р = 0 р ( А / 0 , / ) = х 0 с о 8 а + у о с о з р - / ? . 
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Продовження таблиці 2.1 

Кут між прямими /, та / 2 на площині 

/] : у = к\х + Ь\ 

Н '• У = к2х + Ь2 

к7 -к\ 
*8Ф= , ,' • 1 + Л2Л] 

/, : Ахх + Вху + С\ = 0 

/2 : А2х + В2у + С2 = 0 
С 0 5 ф = ( Й , ' Я 2 ) - , ^ И 2 + у 2 

Паралельність та перпендикулярність прямих /] та / 2 на площині 

'і II / 2 
1,112 

/і : у = + ^ 

/ 2 : у = &2х + Ьі 
* , * 2 = - 1 . 

/, : Л ^ + ^ у + С, = 0 

/ 2 : Л 2 х + 5 2 у + С 2 = 0 

Я] х п2 - 0 ; 

А = А 
Л 2 Я 2 ' 

( й , , й 2 ) = 0 ; 

АхА2+В,В2=0. 

, . х - л г , у - у , 
'! • — - • • -

Щ "\ 
. х-х2 у-у2 

'2 • 
т2 п2 

?і х в2 = 0; 

т І = ^ 

т 2 п2 

( І , , 5 2 ) = 0 ; 

/ И ] / я 2 + « ] « 2 = 0 . 

Таблиця 2.2 - Площина у просторі 
Вигляд рівняння 

площини Я Назва рівняння Пояснення 

1. 
А(х-х0) + В(у-у0) + 

+С(2-2 0) = 0 

Рівняння площини, що 
проходить через точку 
М0 перпендикулярно 

до вектора іі 

^о(*о>>'о>го)є/'> 
п±Р, п=(А,В,С). 

2. Лх + Я у + С2 + £) = 0 Загальне рівняння пІР, п=(А,В,С). 

3. 
X у 2 
— + — + - = 1 
а 6 с 

Рівняння площини у 
відрізках 

Точки ( а , 0 , 0 ) , 

( 0 А 0 ) , ( 0 , 0 , с ) є Р . 

4. 
у-З'і г - 2 , 

* 2 ~ * і Г г - ^ і 2 : - г і 
* з - * і Уз~У\ г з - - і 

= 0 
Рівняння площини, що 
проходить через задані 
точки Мх ,М2 ,М3 

М1(хі,уі,г1)єР, 

М2(х2,у2,г2)єР, 

М3(х3,у3,23)єР. 
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Продовження таблиці 2.2 

5. 
Р: хсош + усо&$ + 
+ 2 С 0 8 у - р = 0 

Нормальне рівняння 
площини 

п = ( с о 8 а , с о $ р , с о 8 у ) , 

п±Р,р = р(О,1)>0. 

Відстань від точки М о ( л о , у 0 , 2 0 ) до площини Р 

Р:Ах + Ву + С2 + О = 0 р т Р ) - Ах0+Ву0+С20+О 
Р:Ах + Ву + С2 + О = 0 

Л А 2 + В2 + С2 

Р\ Л-С08СІ + УС05Р + 

+ 2 с о $ у - р = 0 
р( Мо, Р) = | *о сока + уо со$р + 2 0 созу - р |. 

Кут між площинами Рх та Р2 

Р\ : Ахх + Вху + С\2 + Ох =0 

Р2 : А2х + В2у + С2г + £>2 = 0 
г п „ т _ ("і Яг) _ Мг +В\В2 +С ,С 2 

Р\ : Ахх + Вху + С\2 + Ох =0 

Р2 : А2х + В2у + С2г + £>2 = 0 • — і - • • і. і 

1ЯіПЯ2І ^А2+В2

+С2уІА2+В2+СІ 
Паралельнсть та перпендикулярність площин Рх та Р2 

Р , 1 Р 2 

Р, : А]х + Віу + С]2+Ох = 0 

Р2:А2х+В2у + С22 + 02 = 0 

щ х п2 = 0 ; 

^2 #2 С 2 

( л , , Я 2 ) = 0 ; 

А\А2 +В\В2 +С\С2 =0 . 

Таблиця 2.3 - Пряма у просторі 
Вигляд рівняння 

прямої Ь . Назва рівняння Пояснення 

1. 
ІЛіх + Віу + Сіг + Яі = 0, 
[А2х + В2у + С22 + £>2 = 0. 

Загальні рівняння 
прямої 

Пряма визначається 
перетином двох 
непаралельних площин 

2. • 

х = Х(, + ті; 

у = Уо+пі; 
2 = 20+рІ. 

Параметричні 
рівняння прямої 

Точка А(х0,у0,20)еЬ , 
$=(т,п,р), 

ІеК. 

3. 
Х~Х0 _ у-у0 _ 2 - 2 „ Канонічні рівняння 

прямої 
А(х0,у0,20)єЬ, 

5=(т,п,р). 
3. 

т п р 
Канонічні рівняння 
прямої 

А(х0,у0,20)єЬ, 

5=(т,п,р). 

4. 
Х~Х] _ у-ух _ 7 - 2 , 

Рівняння прямої, що 
проходить через дві 
точки М] ,М2 

М^х^у^г^еЬ, 

М2(х2,у2,г2)єЬ. 
4. 

* 2 - * і > " 2 - Л Ч-Ч 

Рівняння прямої, що 
проходить через дві 
точки М] ,М2 

М^х^у^г^еЬ, 

М2(х2,у2,г2)єЬ. 
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Продовження таблиці 2.3 

Відстань від ючки А/о(дг(Ь.}'0>го) Д° прямої І 

ь . х ~ х \ _ У~У\ 2~2\ 
т п р 

р ( А / 0 ) І ) = І ^ о Х - ? І , 
м 

А{Х\,У|,21 ) є І , І =(т,п,р) . 

Кут між прямими Ц та /, 2 

Х - Х \ у-У{ 7 - " | 

і , . 
пц л, рі 

Р П „ Т _ ( - ? 1 ^ 2 ) _ " ' 1 ^ 2 + " 1 " 2 

І ^ 1 І І 5 2 І ^т2 +п2 +р2^т2+п2+р2 

Кут між прямою Ь та площиною 2 

£ . х ~ х \ _У~У\ _ 2 ~ 2 і 

/и п р 
£>: Ах + Ву + Сі + £> = 0 

\Ат + Вп + Ср\ 
51Пф = — і І — . 

\ / л 2 + В2 +С2 у]т2 +п2 + р2 

Відстань між двома мимобіжними прямими 

. Г - Д Г , _ V - V , 7 - 7 , 

т , л, / ; , 

^ . х - х 2 _ У ~ Уг _ 2 ~~ ; 2 

" і 2 « 2 = ( л і , , Л | , р 1 ) , 12 = (т2,п2,р2) • 

Паралельність та перпендикулярність прямих Ц та і 2 

Ц II ^ 2 

£ . Л ' - * і _ У-У\ : ~ 2 \ 
т \ "і Р] 

, Х - . Ї , у-у-, г - г 2 
і о • — 

т : л 2 р2 

?і х 5 2 = о ; 

_!"_]_ = £ і = Л. 
т2 п2 р2 

( і і , ї 2 ) = о ; 

ЛІ|Л»2 + ІЦПу + Р\р2 =0 • 

Паралельність та перпендикулярність прямої Ь та площини £) 

нг п р 

<2 : Ах + Ву + Сг + О = 0 

( ї , й ) = о ; 

Л т + 5 я + С;у = 0 . 

5 х л = 0; 

А В _С 
т п р 
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Таблиця 2.4 - Криві другого порядку 
Назва кривої Канонічне рівняння 

1. Коло 2 2 2 х + у =г 

2. Еліпс 
2 2 

а2 Ь2 

3. Гіпербола 
2 2 

а2 Ь2 

4. Парабола у2=2рх, р>0 

Таблиця 2.5 - Поверхні другого порядку 
Назва поверхні Канонічне рівняння 

1. Сфера 2 ~> ~> г,2 Xі +у~ +2= / Г 

2. Еліпсоїд X2

 У

2 22 , 

а Ь с 
3. Гіперболоїди: 

а) однопорожнинний 
гіперболоїд 

б) двопорожнинний 
гіперболоїд 

2 2 2 Xі
 V 2^ , 

„ 2 Ь1 сг 

4. Параболоїди: 
а) еліптичний 

параболоїд 

2 2 
— + -— = 2 г , /?с/>0 
Р Ч 

б) гіперболічний 
параболоїд 

2 2 X V 
— = 2 г , рц> 0 

Р Ч 
5. Циліндри 

а) еліптичний 
1 2 

о 2 б 2 

б) гіперболічний ? У2 1 V 
Т - 7 2 " 

в) параболічний у 2 = 2 / ? Х \/ 2 

6. Конічна поверхня 
~> 2 2 Х~ V 2 

— + ^ - - = 0 
Я 0 с 
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§3. Матриці. Системи лінійних рівнянь 

Таблиця 3.1 - Різновиди матриць 
Назва матриці Вигляд матриці 

1 2 

1. 
Прямокутна, 
розміру тхп А = 

Ч і «12 ••• " і / 

"21 «22 ••• «2п 

к
ат\ ат2 ••• атп; 

» ( й у ) т , я ' ^тхп 

-> 
і . . 

Транспонована 
по відношенню до 
матриці А 

АТ = 

Ч і «21 ••• « ш Г 

«12 «22 ••• ат2 

к
а\п а2п ••• атп. / 

3. 
Квадратна, 
порядку п А = 

' а \ \ а\2 ••• а\п  

а2\ а22 ••• «2и 

чя„і а„2 ... а„„ 

\ 

> («у )/),/? ' Апхп 

) 

4. 
Приєднана 
до квадратної 
матриці А 

Ґ 

А = 

V 

Аи А\2 ... Аь,л  

А2\ А22 ••• А1п 

Ап] Ап2 ... Апп/ 

Т (А\\ А2\ ••• 4 , Г 
Ап А22 ... А„2 

у
А\п А2п ••• Л т у 

5. Обернена до 
квадратної матриці А Л-*= 1 А 

дсіА 

6. Нульова 0 = 

' 0 0 ••• 0 ' 
0 0 - 0 

^0 0 ••• 0 у 

7. Одинична Е = 

' 1 0 ••• 0" 
0 1 ••• 0 

и о . . . \ { 

8. Діагональна 

аи 0 ••• 0 "1 

0 а22 ••• 0 
'0 = ^&(а\\,а22,-,а„„) 

0 0 •••а„„) 
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Продовження таблиці 3.1 

9. Верхня трикутна 

(Т 

А = 

!«11 «12 

0 |вт> •• а~і 

0 0 ...\ап 

10. Нижня трикутна А = а 2 і 

а,,і 

11. Трапеціевидна 

1«П « 1 2 

«22 

•• аи. а ь . + ] ••• а[п 

•• а 2 г «2/-+1 • " «2л 

0 

0 
і а г г ° І Т + \ 

"о" 

V 0 0 

д,-, * 0 , при / = 1, г 

О О 

12. Блочна А = 
(в ! С 

, В, С, Д р ~ матриці 

13. Квазидіагональна 
А = о] в ]р 

у о ] о ] с 

,А,В, С- матриці, 

О - нульова мазриця 

14. Квазитрикутна 

А : в і с 
1 і 

О ! о ! р 
Т "Т О ! 0 ! с 

А= 0\й\Р ,А, В, С, О, Р, С - матриці, 

О - нульова матриця 
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Продовження таблиці 3.1 
1 2 

15. Комплексна С = А + В і, А, В- дійсні матриці 

16. 
Комплексно-
спряжена 
до матриці С 

С = А-Ві, А, В-дійсні матриці 

17. Спряжена 
до матриці С С* = СТ 

18. Симетрична А = АТ, аіі= а у, 

19. Кососиметрична А = -АТ , а^ = -ар 

20. Ортогональна ААТ = АТА = Е , АТ = А~~] 

21. Ермітова А = А*, ау=ам 

22. Косоермітова А = -А\ аіі=-ал 

23. Унітарна АА* = А* А = Е, А*=А'1 

24. 
Клітина Жордана 
т - го порядку з влас­
ним значенням X 

Ст(Х)= 

'X 1 _о ••• о о4 

0 X 1 ••• 0 0 
0 0 X ••• 0 0 24. 

Клітина Жордана 
т - го порядку з влас­
ним значенням X 

Ст(Х)= 

0 0 0 ••• X 1 
0̂ 0 0 ••• 0 X / 

25. Матриця Жордана 

С = (Сщ(Х{),С„12(Х2),...,Сщ(Хк)) = 

(СЩ(ХХ) о ... о Л 
0 Сп,2(Х2) ... о 

[ 0 0 ... Сщ(Хк)) 

Спіі (Хі) - клітини Жордана, 

0 - нульова матриця 
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Таблиця 3.2 - Різновиди систем лінійних рівнянь, їх сумісність та роз­
в'язки 

Поняття 
або співвідношення, 

що визначаються 
Формула 

1 2 

Загальна система 
лінійних алгебраїчних 
рівнянь 

-

й і ) Х і + 0 ) 2 * 2 + "' + а \ п х п = Ь\> 
а2\х\ + « 2 2 * 2 + ••• + а2пхп = Ь2; 

Загальна система 
лінійних алгебраїчних 
рівнянь 

-

ат\х\ + ат2х2 + "" + атпхп = • 

Основна матриця 
системи 

А = 

' ап а 1 2 ••• аХп "| 
«21 «22 ••• «2л 

ч«/л1 ат2 ''' атп ) 

Матриця-стовпець 
вільних членів 

В = 

Матриця-стовпець 
невідомих X = 

( г Л 
х2 

\хп ) 
Матрична форма запису 
системи 

АХ = В 

Розширена матриця 
системи 

А = {А\В)= «21 «22 ••• «2и 

\атІ ат2 "' атп 

ЬЛ 
ь2 

Умова сумісності системи К&А = Я8А 

Система має єдиний 
розв'язок 

Я&А = К£А=г = п 

Система має безліч 
розв'язків 

К&А = К£А =г <п 

Система несумісна К%А*К§А 
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Продовження таблиці 3.2 

1 2 

Квадратна система 
лінійних алгебраїчних 
рівнянь 

• 

аих\+ а \ 2 х 2 + ••• + а \ п х п = ЬХ; 
а2\х\ + а22х2+ ••• +а2пх„= Ь2; Квадратна система 

лінійних алгебраїчних 
рівнянь 

• 

апХХ\+ ап2х2+ ••• +а„пхп = Ьп. 

Квадратна система має 
єдиний розв'язок 

дсіА * 0 

Квадратна система має 
безліч розв'язків 

СіЄіЛ = 0 , КцА = К^А=г<п 

Квадратна система 
несумісна сісіЛ = 0 , К§,А*К£А 

Однорідна система рівнянь АХ = 0 
Однорідна система має 
тільки нульовий розв'язок 

К§Л = л 

Однорідна система має 
нетривіальні розв'язки 

К§Л = г < п 

Квадратна однорідна 
система має тільки 
нульовий розв'язок 

<ІЄіЛ*0 

Квадратна однорідна 
система має нетривіальні 
розв'язки 

оіеі А = 0 

Структура загального 
розв'язку однорідної 
системи 

п-г 

Е\,Е2,...,Е„_Г - Ф . С. Р. 

С(, і = \,п-г - довільні числа; 
г = К§ А < п ,п - число невідомих. 

Структура загального 
розв'язку неоднорідної 
системи 

У = У0 + х, 
де У0 - деякий частинний розв'язок неодно­
рідної системи, X - загальний розв'язок 
відповідної однорідної системи. 
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§4. Границі. Неперервність 

Таблиця 4.1 
Поняття 

або 
співвідношення, 

що визначаються 

Формула 

1 2 

Число е 1 і т | 1 + —] =е 

Границя 
суми, 

добутку, 
частки 

за умови: З і і т Д х ) , 

3 І іт §(х) 
Х—НІ 

І і т с Д х ) = с І іт Д х ) , с = соші ; 
X—>« X—>(1 

І іт [ Д х ) ± ф)] = І і т Дх) ± І і т §(х); 
\—>и х —» а х —> а 

1 і т [ Д х ) • ф)] = І іт Дх) • І і т §(х); 
х-^а х~>а х->а 

Н т Д х ) 
, . т У ( х ) = , - , 0 , ш„ 

х->а £(х) І іт §(х) 
х—>а 

Перша важлива 
границя 

. . 8 І П Х „ 
І і т = 1 

х - > 0 X 

Наслідки з першої 
важливої іраниці 

,. агскіпх , 
І і т = 1; 

х->0 X 

.. Щх агсІ§х 
н т - 2 — = 1; І іт = 1 
дг—»0 х г - > 0 X 

Друга важлива 
границя 1 і т [ ] + —) =е 

х->к\ х) 

Наслідки з другої 
важливої границі 

1іт(1 + х ) г = е; 
х->0 

1 і т І 0 ^ ( 1 + ї ) = 1 ; К т

1 п ( І + л с ) = 1; 
г->о х \па х 

І іт = 1па; І іт = 1, 
* - > 0 X л - > 0 Л" 

,. (1 + х ) м - 1 І і т = ц 
д-~>0 X 
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Продовження таблиці 4.1 
1 2 

Еквівалентні 
нескінченно 

малі 

х ~ йіпл" ~ 1§х ~ агсзіпх ~ агсідх ~ 1п(1 + х) ~ еЛ - 1 

х - > 0 

Еквівалентні 
нескінченно 

малі 

и(х) ~ 8Іпн(х) ~ і%и{х) ~ агс8Іпи(х) ~ агсі§м(х) ~ 

~1п(1 + г,(х))~<?" ( Л ) - 1 , 
и(х) -> 0 при х —» а 

Еквівалентні 
нескінченно 

малі 

ах-\~х\па, 1о§а(1 + х ) ~ - ^ - , 
Іпа 

(1 + х ) м - 1 ~ и х 
при х —> 0 

Еквівалентні 
нескінченно 

великі 

Р„(х) = а0х" + а | х " " і + ... + а„ ~а0х" 
при X —» 00 

Таблиця 
визначеностсй 

1 ) - = оо, с * 0 ; 2) — = оо; 3)— = 0 ; 
0 0 оо 

4) — = 0; 5)с-оо = со, с ^ О ; 6)со-со = со; 
оо 

7)оо + оо = оо; 8 ) 0 ^ = 0 ; 9)оо°°=оо. 
Типи 

невизначеностей { ? } . { ^ } . { 0 - Н « » - о о } , Н , И . { 0 0 } 

Неперервність 
функції 

в точці х = а 

І іт Д х ) = Д « ) 

І і т Д Д д ) = 0 
Дг->0 

/ ( я + 0 ) = / ( я - 0 ) = / ( а ) 

Розрив першого роду 

а) усувний 
б) стрибок 

З Д я + 0), Д а - 0 ) ; 
значення / ( а + 0), / (а - 0), / ( а ) - різні. 

Д а + 0 ) = Д я - 0 ) * Д в ) 
Д д + 0 ) * Д а - 0 ) 

Розрив другого роду 
Хоча б одна з границь 

Д а + 0), Д в - 0 ) 
не існує або дорівнює нескінченності. 
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§5. Основні формули диференціального числення 

Таблиця 5.1 - Основні правила та формули диференціювання 

Основні правила диференціювання 

1. С' = 0 . 
2. (Си)' = Си'. 
3. 0 ± У ) ' = И ' ± У ' . 

4. ( К - У ) ' = И' -У + К - І / . 

- , У * 0 . 
5- Н = — Ї — 

- , У * 0 . 

6. ( / («)) ' . = / ; • « ; . 

7. *„ = — ,де х = ) 
Ух 

((у) - обернена функція для функції у = у(х). 

Тут С - стала, и = и(х), V = • 
Правило диференціювання добутку п функцій 

и = и(х), У = У(Х), н>= у,{х),...,г = г(х) '• 
(и• V• и\ . .г)' = и • V и>...г + и- Vі -\у...г + ...+ и-у-М!...г'. 

Основні формули диференціювання 

1. (иа)' = аиа-і -и', а є К . 

2. ( і 0 8 и « ) ' = - ! — « ' . 
иіпа 

3. (1ПИ)' = - - И ' . 
и 

4. (я" ) ' = а н 1 п а - г / . 

5. (е")' = еи-и' • 
6. ( 5 т ц ) ' = с о 8 к - ц ' . 

7. (созм)' = -%ти-ії. 

8. (І8«)' = — у — м ' . 
СОЗ « 

9. (счзи)' = ^ - - и ' -
ЗІП « 
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Продовження таблиці 5.1 

10. (агсвіпи)' = — т — и'. 

4-й2 

(агсвіпи)' = — т — и'. 

4-й2 

11. (агссоіш)' = —;— и'. 

4-й2 

12. (агсг§и) = --и . 
1 + и 

13. (агсс(§и)' = ^ г » ' • 
1 +ІҐ 

14. (зЬи)' = сЬи -и'. 
15. (спи)' = $\\ии'. 

16. (±и)' = - \ - . и ' . 
сЬ"« 

17. (сіпи)' = ]—и'. 
8ІГм 

Тут и = и(х). Якщо и(х) = х , то и'(х) = х' = 1 . 

Таблиця 5.2 - Основні поняття та формули 
Поняття 

або 
співвідношення, 
що визначаються 

Формула 

1 2 

Похідна ' ,- АУ у = Ііт 
Д-г—»0 Дх: 

Диференціал <іу = у' • Дх або с/у = у' • сіх 

Похідна п -го порядку 
ах 

Формула Лейбніца 

4=0 

т , (0) (0) 

Тут іг = и , V і = V , С„ - число 

, п\ 
комбінацій з /; по к, С„ = . 

" (п-к)\к\ 
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Продовження таблиці 5.2 
1 2 

Похідні від функції, 
заданої параметрично 

\х = х(1), 

[У = }>(')• 

у'Л 
X, 

у = Ц > ;  

х< 

Диференціал п -го порядку сі"у = сІ(а",Ау) 

Таблиця 5.3 - Застосування похідної 
Поняття 

або 
співвідношення, 
що визначаються 

Формула 

1 2 
Рівняння дотичної 

до кривої у = / (х) 
У ТОЧЦІ (Хо .Уо) 

У-Уо = / ' ( * о ) ( * - * о ) 

Рівняння нормалі 
до кривої у = ] (х) 

у точці (х0,уп) 
У Уо- Лх хо) 

Кут між двома кривими 
У = /\(х) та У = МХ) 

у точці їх перетину (х0,у0) 

1 й ф = Л ' ^ о ) - / . ' ( ^ о ) 

При прямолінійному русі 
точки з законом руху 5 = 5 ( / ) : 

швидкість у 

прискорення а а = л"(0 

Формула Коші 
(відношення скінчених 

приростів) 

Я А ) - / ( а ) / ї с ) 

Формула Лагранжа 
(формула скінчених 

приростів) 
ДЬ)-/(а) = Г(с)(Ь-а), Сє(а,Ь) 

Формула Тейлора 
для функції Д х ) з центром 

розкладу в точці х = а 

я і (*) / \ 
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Продовження таблиці 5.3 

Залишковий член у формі 
Лагранжа 

Я „(*) = - Щх-а)"+х. 
(и + 1)! 

^ = а + &(х-а), 0 < 0 < 1 
Залишковий член у формі 

Пеано Я п(х) = о((х - а)"), х-*а 

Формула Маклорена 
(Тейлора при а = 0 ) 

А = 0 

Основні розклади функцій за формулою Маклорена 

ех = £ ^ + о(х"); 
к=0 

к\ 

п 2к~] „ 2к 
П А - = V Л . + 0 ( . г 2 " ) ; созл-= У(-1)* - ^ + о ( л - 2 и + І ) 

г-Г (2к-\у гі Пк\\ 

к х_ 
А=О (2*)! 

Щ\+х)=У2(-1)к-]~ + о(х"); 

( 1 + Х ) ' " = 1 + Х 
к=\ 

^т{т-\)...(т-к + \) 

к\ 
к , / П \ 

х +о(х ) . 

Екстремуми функцій 
Необхідна умова локального екстремуму функції /(х) в точці г 0 

/Ь0) = 0 

Достатні умови локального екстремуму в точці „г0 

I правило. 

/ (х) змінює знак з "+" на "-" в околі <3(л-0,5) => / ( х 0 ) = у т а х ; 

У (х) змінює знак з "-" на "+" в околі О(.г 0,8) => /'(х{1) = утт; 

/(х) не змінює знака в околі О(лг0,8) => Дх0)футяіі, /'(х0)*ушп. 
II правило. 
/\х0)<0 => /(.*„) = у п ш х ; 

/ ( * „ ) > 0 => .Лл-0) = у п 1 І п ; 

.Ґ(хо)= 0 => потрібне додаткове дослідження. 
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§ 6. Основні формули елементарної математики 

6.1 Алгебраїчні функції 

6.1.1 Властивості степенів 

Для будь-яких х,у та додатних а, Ь мають місце такі рівності: 

в° = 1 ; (аЬУ = ахЬх; 

аЛх

 = а__ 
Ь) ~ЬХ' 

а - х = ± . 
X а 

(аху=ах>; 

6.1.2 Многочлени 

Для будь-яких а, Ь.с мають місце такі рівності: 

а2-Ь2 = (а-Ь)(а + Ь); 

(а + Ь)2 = а 2 +2аЬ + Ь2; 

(а-Ь)2 =а2-2аЬ + Ь2; 

(а + Ь)3 = а 3 + 2а2Ь + 2аЬ2 + Ь3; 

(а-Ь)3 = а3-За2Ь + ЗаЬ2-Ь3; 

а 3 + Ь3 =(а + Ь)(а2-аЬ + Ь2); 

а 3 - Ь 3 =(а-Ь)(а2 + аЬ + Ь2); 

ах2 + Ьх + с = а(х-х, )(х-х2 ) , 

2 , „ -Ь + лІЬ2 -Аас 
де х, ,х2 - корені рівняння а х +Ьх + с = 0, хІ2= — 

2а 
Для « є N 

а" -Ь" =(а-Ь)(ап~І + а"'2Ь + а"'3Ь2 + ... + аЬ"~2 +Ь"~1). 
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Якщо п - парне, 

а" - Ь" =(а + Ь)(а"'1 - а п _ 2 і + а'^Ь2 - . . . - аЬ"'2 + Ь'"х). 

Якщо п - непарне, 

а" + Ь" =(а + Ь){а"А -а"~2Ь + а"^Ь2 - . . . - аЬ"~2 + Ь"'1). 

6.1.3 Властивості арифметичних коренів 

Для будь-яких натуральних п , к , більших одиниці, та будь-яких не­
від'ємних а , Ь мають місце такі рівності: 

піаЬ=Та-"4Ь; {Уа~)" = а (а > 0 ) ; 

» Е = ^ Ї ( й * 0 ) ; п4~<ЧІЬ, якщо 0<а<Ь; 

В / = " ^ 7 ; 47 = \а\7 я п Р и . > 0 , 
-а при а < 0; 

Vл/я = у/а ; \ а = І а | ; 

\а = \а ; V - а = - л/а (а > 0) . 

6.2 Тригонометричні функції 
(У всіх формулах, наведених у цьому пункті, слід враховувати 
область припустимих значень лівої та правої частини формул) 

6.2.1 Співвідношення між тригонометричними функціями 
одного і того ж аргументу 

зіп" х + соз" х = І ;, 1 § х с І § х = 1; 

ЗІП .V , . 2 ' 
\\%х = ; \ + Щ х созх соз 2 X 

СОЗХ , 2 
сЩ х = — ; 1 + сі§ х = зіп 2 X 

6.2.2 Формули додавання 

зіп(х + у) = зіпх соз у + созх зіп у ; 
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зіп (х ~ у) = зіп л' соз у - соз х зіп у; 

соз (х + у) = соз х соз у - зіп х зіп у ; 

соз(х - у) = созх соз у + зіп х зіп у ; 

Іах + Іау . . с і§хсгйУ-1 
Ч(х + у) = -* — ; с і е ( х + у) = 

1 - г § х г § у с І8х+с!§у 
г § х ~ г § у сідхсіцу + і 

і£{х-у)=- с 1 § ( х - у ) = 
1 + 1§хг§у с і ^ х - с і ^ у 

6.2.3 Формули подвійного аргументу 

зіп 2х = 2 зіпх созх ; 

соз 2х = соз 2 х - з і п 2 х = 2 соз 2 х - 1 = 1 - 2 зіп 2 х ; 

, - 2 і 8 х с<е 2 х-1 
ІІ 2х = — ; сІ§ 2х = - — . 

1- ій- дг 2с і§х 

6.2.4 Формули половинного аргументу 

. ? х 1-созх 2х І + созх 
5іп — = ; соз — = ; 

2 2 2 2 
-> X 1-СОЗХ 2 х 1 + созх 

І £ - - = ; - сІ§ - = ; 
2 1+созх 2 1-созх 

х зіпх 1-созх X зіпх І + созх 
1§—= = — ; с(§— = = 

2 1 + созх зіпх 2 1-созх зіпх 

6.2.5 Формули зниження степеня 

. і 1-соз2х 2 1 + соз2х з і п _ х = ; соз х = 

6.2.6 Формули перетворення суми в добуток 

. . X + у X - V 
зіп х +зіп у = 2 зіп — соз ; 

2 2 
х + у . х - у 

з і п х - з і п у = 2 соз зіп ; 
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х + у х-у 
соз х + сову = 2 соз соз : 

2 2 

„ . х+у . х-у 
соз х - с о з у = - 2 зіп зіп 

2 2 

соз х + зіпх = лІ2 созі — - х |= УІ2 кіп( — + х І; 

СОЗ X - з іпх = *І2 зіп І — - х 1= >/2 созі — + х . 
и ; и ) 

8 І П ( Х + у ) 8 І П І Х + V) 

1§ х + 1§ у = ; сг§ х + сІ§ у = , . ' ; 
созх соз у зіпх зіп у 
зіп ( х - у ) зіп ( х - у ) 

і £ х - г § у = і ^ ; е ї § х - с ( - Є у = - . / ' 
созх соз у зіпх зіп у 

6.2.7 Формули перетворення добутку в суму 

зіп х зіп у = у (соз(х - у) - соз(х + у)) ; 

созх соз у = і (соз(х - у) + соз(х + у ) ) ; 

зіп х созу = ^ (зіп(х - у) + зіп(х + у ) ) . 

6.2.8 Вираження тригонометричних функцій через тангенс 
половинного кута 

зіпх = —; созх = — ; 
ї ї ? X 

1 + 18" - 1 + 8̂ -
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6.2.9 Формули зведення 

Назва функції не змінюється Назва функції змінюється на подібну 

и - а л - а л + а 
л 
— а 
2 

л 
—+ а 
2 

Зя 
а 

2 

Зл 
— + а 
2 

8 І П - 8 І п а з іпа - 8 І п а с о з а сова - с о з а - с о в а 

соя сова - с о в а - с о в а кіпа - з і п а - 8 І п а кіпа 

Ч - 1 § а - І £ < Х Ща сі^а - с г § а с іца - с І § а 

- с і § а - с І § а 1 § а -Ща 18 а -18 « 

6.2.10 Значення тригонометричних функцій 

Значення кута а Ф у н к ц і ї 
град рад 8Іп а соз а сіц а 

0" 0 0 1 0 не існу< 

30° 
я 
6 

1 
2 А 

2 

А 
3 

л/3 

45° Я 

4 А 
2 

А 
2 

1 1 

60° я 
У А 

2 

1 
2 7з~ А 

3 
90° я 

2 
1 0 не існує 0 

180" я 0 - 1 0 не існує 

270° Зя 
2 

- 1 0 не існує 0 

360° 2я 0 1 0 не існує 

6.2.11 Властивості обернених тригонометричних функцій 
агсз іп ( -а ) = - а г с з і п я , | я | ^ 1 
агесоз ( - а ) = л - а г е с о з я , |а | < І 
агс(8 (-а) = - агсг§ а, а еК 

агссг§( -о) = л -агссІ8 о, а є К 

агезіп а + агесоз а = —, І« ! < І 
2 ' ' 

л і і і 

агсІ8 а + агсс(8 а = —, | а | ^ 1 
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6.2.12 Розв'язки найпростіших тригонометричних рівнянь 

Рівняння Розв'язки рівняння 
зіпх = я, | а | < 1 х = (-1)" агсзіп а + лп, И Е 2 

созх = а, \а\<І х = іагесоза + 2лп, пєХ 

Щх = а , Й Е К х = агсІ§ а + лп , п є 2, 

сІ§ х = а , а є К х = агссІ§ а + лп , п є X 

Окремі розв'язки тригонометричних рівнянь 

зіпх = 0 => X 

зіп X = ±1 => X 

созх = 0 => X 

созх = 1 => X 

созх = - 1 => X 

х = лп, п е 2 

я 
±—і- 2лп 

2 
л 
— и лп, п 
2 

6.3 Властивості логарифмів 

1°. Основна логарифмічна тотожність : 

х = аІ0&"\ х > 0 , а>0, а*1. 

2° . Логарифм основи дорівнює одиниці: 
" = 1 • 

3° . Логарифм одиниці дорівнює нулю : 

1 о 8 о 1 = 0 . 

4 ° . Формула для логарифма добутку : 

І0£ а ( х , х 2 ) = 1о§„ х, + 1о§а х 2 , х, > 0 , х 2 > 0 . 

5° . Формула для логарифма частки : 

І08а — = 1о§ а х, - 1о§„ х 2 , х, > 0 , х 2 > 0 . 
х2 
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6 . Формула для логарифма степеня : 

1о§ а хр = р 1о§ а х, х > 0 , р є К . 

7 ° . Формула переходу до нової основи логарифма : 

\о&ах = ̂ ^ - , х>0, ЬєН, Ь>0, Ь*1. 

Зокрема, 

Ь й о * = т—^— і І 0 § а * • І08/> " = 1 • 

6.4 Прогресії 

Арифметична прогресія Геометрична прогресія 

а„ = о я _ і + я \ 
де І/ - різниця прогресії 

Ь„ = V I ° . 
де а ~ знаменник прогресії 

Формула /7-го члена 
а„ =°і + ( л - 1 ) ^ 

л = 1,2 , . . . 
К = <Г' 
п = 1 ,2 , . . . 

Формула суми перших «членів 

2 і - я 
Формула для різниці Формула для знаменника 

сі = а„ - в „ _ , 
К -і 

Сума натуральних чисел 
від 1 до п 

Сума нескінченної 
геометричної прогресії 

5 _ "(л + 1) 
2 

5 = *• 
1 - 9 

6.5 Основні формули комбінаторики. Біном Ньютона 

Число перестановок з п елементів знаходяться за формулою 

Р„ = 1 - 2 - . . . - ( л - 1 ) л = и! , 0 ! = 1 . 
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Число розміщень з п елементів по т елементів знаходяться за формулою 

А™ =п(п -1 ) . . . (и -(т-])) = • 
(п-т)\ 

Число комбінацій з п елементів по т елементів знаходяться за формулою 

с „ _ К _ и ( и - 1 ) . . . ( я - ( і я - 1 ) ) 
" ?т 1-2-..,т 

або 

ст

п=- , Са

а=С°я=1. 
т\ (п —т)\ 

Властивості комбінацій: 

Формула бінома Ньютона має вигляд 

(в + й)" = Хсу-тЬя =СУ +С]„а"-,Ь+ ... + СГ'ай"-' + С > " , 
т = 0 

л! 
де С"1 = число комбінацій з п елементів по т елементів; п є N. 

т\ (п —т)\ 

Сума біноміальних коефіцієнтів £С™ = 2" . 
т = 0 

б. б Числові значення деяких величин 

Позначення 
величини 

Числове 
значення 

Позначення 
величини 

Числове 
значення 

Л 3,14159 е 2,71828 
2л 6,28318 1/е 0,36788 

л/2 1,57080 е2 7,38906 

л/3 1,04720 Ге 1,64872 

я/4 0,78540 \%е 0,43429 

я/6 0,52360 ІпІО 2,30258 

1/л 0,31831 1 радіан 57°17'45" 
я 2 9,86960 1°(град) 0,0174 (рад) 

-Уя 1,77245 72 1,41421 

7л~ 1,46459 1,73205 



СЛОВНИК КЛЮЧОВИХ СЛІВ 

Українською Російською Англійською 
мовою мовою мовою 

абсолютний абсолютний аовоіиіе 

абсциса абсцисса аЬксізза, х-соогсііпаїе 

адитивність аддитивность асісііиуігу 

аксіома аксиома ахіот 

алгебра. алгебра а1§еЬга 

алгебра векторна алгебра векторная уесіог а1§еЬга 

алгебра лінійна алгебра линейная а1§еЬга Ііпеаг 

алгебраїчне алгебраическое соГасІог 
доповнення дополнение 
алгебраїчний алгебраический а1§еЬгаіс 

аналіз; анализ; апаїукія; 
математичний аналіз; математический анализ; саісиїш; 
гармонічний аналіз гармонический анализ Ьагтопіс апаїукік 
аналізувати анализировать апаїузе 

аналітична аналитическая апаїуііс 
геометрія геометрия §еотеігу 
антикомутативність антикоммутативность аппсоттиіагіуігу 

анулювання аннулирование аппиїтепі 

апліката аппликата 2-соогаіпаІе 

аргумент аргумент аг§итепІ, 
іпаерепсіепі уагіаЬІе 

арксинус арксинус агскіпе 

арктангенс арктангенс агсгап§епІ 

асимптота асимптота аяутріоіе 

асоціативність ассоциативность акзосіаііуігу 

базис базис Ьакіз 

біном бином Ьіпотіаі 



Словник ключових слів 487 

Українською 
мовою 

біном Ньютона 

Російською 
мовою 

бином Ньютона 

Англійською 
мовою 

Ьіпотіаі Гогтиіа 

блок блок Ьіоск 

будь-який, усякий любой апу, агЬіІгагу 

варіація вариация уагіаііоп 

вгнутий вогнутьій сопсауіїу 

вгнутість вогнутость сопсауе 

Вейєрштрас Вейерштрасс \УеіегзІгазз 

векторний добуток векторное произведение УЄСІОГ ргоаисі 

векторний простір векторное пространство УЄСІОГ зрасе 

велика вісь большая ось т а ^ г ахіз 

величина величина Яиапіігу, 8І2Є 

величина змінна величина переменная уагіаЬІе уаіие 

верхній верхний иррег, іор 

верхня межа; 
верхня грань 
взагалі 

верхняя граница; 
верхняя грань 
вообще 

иррег ЬОШКІ; 

зиргетит 
іп §епега1, §епега11у 

взаємно однозначна взаимно однозначное опе-ю-опе 

відповідність соответствие соггезропоепсе 

взаємоспряжений взаимносопряженньш зеїі-сопіи^аіе 

вигляд; 
у вигляді; 
явний вигляд 
визначник 

вид; 
в виде; 
явний вид 
определитель 

азресі, ґогт, УІЄ\У; 

іп т е ґогт, аз; 
ехріісії ґогт 
сіеіегтіпапі 

використання использование иза§е, иіііігаиоп 

використання; 
повторне 
використання 
вимагати 

использование; 
повторное 
использование 
требовать 

изе, иіііізаііоп; 

геизе, геизіп§ 
із геяиігеа" 

вимірність размерность штепзіоп 
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Українською Російською Англійською 
мовою мовою мовою 

вимірність размерность шшепхіоп 

вимірювання, вимір; измерение; т е а $ и г е т е п І , а і т е т і о п ; 
число вимірів число измерений ш т е п 5 І о п 

вимога требование сопсіігіоп 

виняток; исключение; ехсшзіоп, ехсерііоп; 
за винятком за исключением \УІПІ т е ехсерііоп оГ 

вираз, вираження вьіражение ЄХрГЄ88ІОП 

висновок; вьівод; сопсіизіоп; 
робити висновок делать вьівод с!га\у а сопсіивіоп 
виходити; исходить; с о т е ггот, зіагі ггот; 
вихідний, початковий; исходньїй; іпіііаі, огі§іпа1, іприї; 
вихідне рівняння; исходное уравнение; іприї е^иа^іоп; 
вихідні данні; исходньїе данньїе; іприї сіаіа; 
вихідна формула; исходная формула; а 8 8 и т р І і о п ґогтиіа; 
виходячи исходя 8ІагІіп§ й о т , 

Ье§іппіпц Ггот 

вищевикладений; вмшеизложенньїй; зіаіе аЬоуе; 
вищевказаний; вьішеуказанньїй; аЬоуе-тепІіопеа; 
вищедоведений; вьішедоказанньїй; ргоуеа аЬоуе; 
вищезгаданий; вьішеупомянутнй; аЬоуе-сігесІ, 

аЬоуе-тепІіопесІ; 
вищеописаний; вьшіеописанньш; аехсгіЬеа аЬоуе; 
вищенаведений вьішеприведенньїй іоге£оіп§, 

аЬоуе-тепІіопеа 
вищий вьісший пі§Ьег 

від'ємний; отрицательньїй; пе§а1іуе; 
від'ємник; вьічитаемое; 8иЬггапепс1; 
віднімання; вьічитание; зиоггасііоп, сіеа'исііоп; 
віднімати; вичитать; виЬігасІ, сіеаисі; 
відняти вьічесть киЬігасі 

від'ємно отрицательно пе§а1іуе 
визначений определенньїй сІеГтіїе 
відновити восстановить ГЄ810ГЄ, ГЄ8ІаЬ1І8І1 

відношення отношение гаїіо, циоііепі, геїаііоп 

відповідність; соответствие; соггезропо'епсе; 
у відповідності в соответствии ассогсііп£Іу 
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Українською Російською Англійською 
мовою мовою мовою 

відповідь ответ ап8\уег, геріу, гекропзе 

відрізок отрезок 5 е § т е п і , сіозеа1 іпіегуаі 

відстань расстояние сііаіапсе 

відтворювати воспроизводить гергоаисе, яиоіе 

вісь ось ахік 

вказівка указание іпшсагіоп 

включно включительно іпсішіуеіу 

власне собственное еі§епуа1ие, 
значення значение сЬагасІегікй'с уаіие 
власний собственньїй спагасіегізгіс 

власний вектор собственньїй вектор ЄІ§ЄПУЄСІОГ 

властивість свойство ргореіїу 

внаслідок вследствие зо та ї , оп ассоипі оГ 

вперше впервьіе Гіг8ї, тог т е Гіг8І і і т е 

вправо, праворуч вправо Іо т е гщЬі 

враховувати учитьівать С0П8ІСІЄГ 

всередині; внутри; іп, іпзісіе, зиЬзеїя оГ; 
рівномірно збігається равномерно сходится ипііогтіу СОПУЄГ§ЄПІ оп 
всередині Б внутри 0 сотрасі виЬзеїз оГБ 
вступ введение іпігооисгіоп 

геометричний геометрический §еотеггіс 

гіпербола гипербола ЬурегЬоІа 

гіперболічний гиперболический ЬурегЬоІіс 

головна вісь главная ось ргіпсіраї ахіз 

головний; главньїй; ргіпсіраї, еззепііаі, 
таіп; 

головним чином; главньїм образом; сЬіеЯу, таіпіу; 
головна частина главная часть ргіпсіраї рагі 

границя предел Іітії 
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Українською Російською Англійською 
мовою мовою мовою 

граничний перехід предельньїй переход ракза^е Іо т е І іт і ї 

громіздкий громоздкий ситЬегзоте, Ьиіку 

груба помилка грубая ошибка £ Г 0 8 8 еггог 

давати давать §ІУЄ 

Даламбер Даламбер сі'АІетЬегІ 

двічі дваждьі Ішісе 

двовимірний двумерньїй (\уо-аітеп8Іопа1 

двократний двукратньїй гереаіеа, аоиЬІе 

двопорожнинний двуполостньїй ЬурегЬоІоіа оГ Ї\УО 
гіперболоїд гиперболоид 8ПЄЄІ 

Декарт Декарт Ое8сагІе8 

декартів декартов СаПе8Іап 

директриса директриса аігесігіх 

диференціал; дифференциал; штїегепііаі; 
диференціювання; дифференцирование; олпегепііаііоп, 

аегіуаііоп; 
диференціювати; дифференцировать; шіїегепгіаіе, 

аІ8й'п§иі§п; 
диференщйовшсть; дифференцируемость; аЧгГегепііаЬіІігу; 

диференційовний дифференцируемьій сІїтТегепііаЬІе, 
аіГГегепІіаІегі 

діагоналізація; диагонализация; аіа^опаїігаїіоп; 
діагоналізовний; диагонализуемьій; сІіазопаІігаЬІе; 
діагоналізовність; диагонализируемость; (ііа^опаІігаЬіІіІу; 
діагональ; диагональ; ша^опаї; 
діагональний диагональньїй ш'а§опа1 

діаметр диаметр ш а т е ї е г 

дійсна вісь действительная ось геаі ахІ8 

дійсний действительньїй геаі, Ігие 

дійсно действительно геаііу, іп Гасі 

ділене делнмое с-іуіаепа' 



Словник ключових слів 491 

Українською 
мовою 

ділення 

Російською 
мовою 

деление 

Англійською 
мовою 

СІІУШОП 

Діло дело Ьшіпезз, таКег, саке 

дільник делитель ШУІ80Г 

Діріхле Дирихле ОігісЬІеІ 

добування кореня извлечение корня 1акіп§ т е гооі 

добуток произведение ргосшсі, сотрозіїіоп 

добуток матриць произведение матриц таггіх ргосіисі 

доведемо; 

доведений; 
доведення; 
доводити 

докажем; 

доказанньїй; 
доказательство; 
доказьтвать 

\уе 5ПЄІ1 ргоуе, 
Іеі из ргоуе; 
ргоуеоі; 
ргооГ, сіетопзггаїіоп; 
ргоуе, аетопкігаїе 

довжина длина 1еп§іп, раїЬ 

довизначити доопределить сіегїпе, оіеіегтіпе 

довідковий справочньїй геГегепсе 

довільний произвольньїй агЬіігагу 

додавання сложение асісііиоп, кирріетепі 

додатно 
визначений 
додаток 

положительно 
определенньїй 
приложение 

Р05ІІІУЄ 

аеГіпііе 
арріісаііоп, зирріетепі 

доповнення дополнение 1 афипсі, сотр іетеп і 

доповнення 
до повного квадрата 
допоміжне 
твердження 
допоміжний 

дополнение 
до полного квадрата 
вспомогательное 
утверждение 
вспомогательньтй 

сотр1егіп§ т е ^иаге 

І е т т а 

аихіїіагу, зиЬкісііагу 

дослідження исследование іпуекіі^аііоп, гевеагсп 

достатні достаточньїе епои§Ь 

достатньо; 
достатність 

достаточно; 
достаточность 

киігїсіепііу, епои^Ь; 
зиГйсіспсу 



492 Словник ключових слів 

Українською 
мовою 

достатня умова 

Російською 
мовою 

достаточное условие 

Англійською 
мовою 

зиШсіепІ сопсШіоп 

досягати достигать геасЬ, асЬіеуе, апаіп 

Дріб; 
похідна дробу; 
раціональний дріб; 
правильний дріб 

дробово-раціональний 

другий 

дробь; 
производная дроби; 
рациональная дробь; 
правильная дробь 

дробно-рациональньїй 

другой 

Ггасііоп, циоііепі; 
аегіуаііуе оґ а циоііепі; 
гаїіопаї ггасііоп; 
ргорег ггасііоп 

гаїіопаї, Ьіііпеаг, 
Ііпеаг ітасііопаї 
«есопа 

дужка скобка рагепгпекіз, Ьгасе 

евклідів евклидов Еисіісіеап 

ексцентриситет зксцентриситет ессепігісіїу 

еліпс зллипс еііірке 

еліпсоїд зллипсоид ЄІ1Ір80ІСІ 

Ерміт Зрмит Негшії 

ермітово 
симетричний 
ермітово 
кососиметричний 
єдиний 

зрмитово 
симметричньїй 
зрмитово 
кососимметричньш 
единственньїй 

Неїтаіііап-зуттеїгіс 

ккеду-Негтіїіап 

ипі^ие 

єдиність единственность ипіциепе58 

Жордан Жордан Іогаап 

жорданів блок жорданов блок Іогдап Ьіоск 

жорданова клітина жорданова клетка .Іогаап Ьох 

загальний розв'язок 
однорідного рівняння 

загальний; 
загальна сума 

общее решение 
однородного уравнения 

общий; 
общая сума 

сотріетепіагу гипсііоп, 
§епега! зоїиііоп оГіЬе 
Ьото^епеоиз еяиаііоп 
с о т т о п , §епегаІ, Іоіаі; 
з и т Іоіаі 
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Українською Російською Англійською 
мовою мовою мовою 

задавати; задавать; 8 е І , а85І§п, §ІУЄ; 
завдання, задання; задание; Іазк^'оЬ, гергекепіаііоп; 
задання кривих у задание кривих в рагатеїгіс 
параметричній формі параметрической форме гергекепіапоп оґсигуез; 
заданий; заданньїй; §ІУЄП , сіеГіпесі; 
задамо зададим Іеі из @ІУЄ 

задача задача ргоЬІет, іазк 

закінчувати заканчивать ііпізЬ, сотріеіе 

закривати закрьівать СІ05Є, 8пиг 

залежність зависимость сіерепсіепсе, геїаііоп 

залишковий остаточньїй ге8Іаиа1, гетаіпоіег 

залишковий член остаточний член гетаіпоіег і'огт 

заміна; замела; зиЬзп'їиііоп, сЬап§е; 
заміна змінних замена переменньїх сЬап§е оґуагіаЬІез 
замкнений замкнутий сіозесі, ізоіаіесі 

занумерувати занумеровать питЬег, іпдех 

запис запись поіапоп, 1І8(іп§, \УГІИП§ 

застосування применение арріісаііоп 

застосування, додаток приложение арріісаііоп, зирріетепі 

зафіксувати зафиксировать ГіХ, 8ЄІІІЄ 

збільшувати увели чи вать іпсгеазе 

звичайний обьїкновенньїй огоііпагу, изиаі 

зводити; приводить; гедисе, Ьгіп§, реггогт; 
зводячи подібні приводя подобньїе соІ1есп'п§ зітіїаг 
члени члени ІЄГГП8 

згрупувати сгруппировать §гоир, аггап§е іпіо 
§гоир 

зліва, ліворуч слева ггот іЬе Іеії; 

зменшуване уменьшаемое тіпиепсі 

зменшувати уменьшать гесіисе 



494 Словник ключових слів 

Українською 
мовою 

зміна 

Російською 
мовою 

изменєние 

Англійською 
мовою 

сЬап§е, уагіаііоп 

змінна переменная уагіаоїе, аг^шпепі 

зміст содержание сопіепіз 

знаковизначеність 

знаковизначенний 

знакоопределенность 

знакоопределенньїй 

ргореггу оГЬауіп§ 
Гіхеа 8І£П 

оГііхеа 8І§П 

знакозмінний знакопеременньїй \УІІП аііегпагіпд 8І§п8 

знакосталий знакопостоянньш оГсопзІапІ 8І§П8 

знаменник; 
загальний знаменник 
знаходження 

знаменатель; 
общий знаменатель 
нахождение 

аепоітііпаїог, гаїіо; 
с о т т о п сіепотіпаїог 
аеіегтіпаїіоп, ііпш'п^ 

значення; 
мати значення; 
власне значення 
зобразити 

значение; 
иметь значение; 
собственное значение 
изобразить 

уаіие, 8І§піЯсапсе; 
Іо теап; 
еі^епуаіие 
гергевепі 

зростання; 
зростати; 
зростаючий 

возрастание; 
возрастать; 
возрастающий 

іпсгеазе, гІ8е, §го\ут; 
іпсгеазе, §гош, азсепсі; 
іпсгеа8Іп£, §ГО\УІПІ», 
ассе1егаііп§, а 8 с е п ш п § 

інваріантність инвариантность іпуагіапсе 

інверсія инверсия ІПУЄГ8І0П 

індекс; 
верхній індекс; 
нижній індекс 
індукція 

индекс; 
верхний индекс; 
нижний индекс 
индукция 

іпаех; 
зирегзсгірі; 
зиЬзсгірІ 
іпсіисііоп, шзріасетепі 

інтервал интервал іпіегуаі 

інтерпретувати интерпретировать іпіегргеі 

ірраціональність иррациональность іггагіопаїігу 

канонічний канонический сапопісаі, сіаззісаі 

квадрант квадрант циаагапі 



Словник ключових слів 495 

Українською 
мовою 

квадрат; 
у квадраті; 
повний квадрат; 
квадратний; 
квадратне рівняння 

Російською 
мовою 

квадрат; 
в квадрате; 
полньїй квадрат; 
квадратний; 
квадратное уравнение 

Англійською 
мовою 

зяиаге; 
кяиагесі; 
регіесі зциаге; 
і^иаге, яиаогаїіс; 
циаахаїіс ециаііоп 

кількість количество атоипі, яиапіі(у,питЬег 

класифікація классификация сіаззітлсаііоп 

колінеарність коллинеарность соїііпеагігу 

коло окружность сігсіе 

комбінаторика комбинаторика сотЬіпаїогіаІ апаїузіз 

комбінація, сполучення сочетание сотЬіпаїіоп, 8 Є І 

компланарний компланарньш соріапаг 

компланарність компланарность соріапагігу 

комплексний комплексний сотріех 

комплексно-
спряжена матриця 
комплексно-
спряжений 
конічний 

комплексно-
сопряженная матрица 
комплексно-
сопряженньїй 
конический 

а<і)оіпІ таїгіх 

сотріех сопіи^аіе 

сопіс 

конус конус сопе 

координата координата соогсііпаїе 

корінь; 
знак кореня; 
квадратний корінь; 
кубічний корінь; 
корінь рівняння 

корень; 
знак корня; 
квадратний корень; 
кубический корень; 
корень уравнения 

гооі, гасіісаі; 
гашсаі 8І§п; 
зциаге гооі; 
сиЬе гооі; 
зоїиііоп оґ ап 
ециаііоп, 
гооі оґ ап еяиаііоп 

коротко коротко ЬгіеЛу 

косоермітів косозрмитов 8ке \у-Негті(іу 

кососиметричний кососимметрический 8ке \у-зутте1гіс 



496 Словник ключових слів 

Українською 
мовою 

Крамер 

Російською 
мовою 

Крамер 

Англійською 
мовою 

Сгатег 

кратний кратньїй тиіііріе, СІІУІЗІЬІЄ 

кратність кратность тиіііріісіїу 

крива кривая сигуе 

критерій критерий сгіїегіоп 

критичний критический сгіїісаі 

Кронекер Кронекер Кгопескег 

круг круг сігсіе, шзк 

куля шар Ьаіі, 50І ісІ зрЬеге 

кусково-неперервний кусочно-непрерьівньїй ріесешіае сопііпиоик 

кут угол ап§1е, согпег 

кутовий угловой ап§и1аг, согпег 

кутовий коефіцієнт угловой козффициент зіоре 

Лагранж; 
теорема Лагранжа 
Лаплас 

Лагранж; 
теорема Лагранжа 
Лаплас 

Ьа§гап§е; 
Ьа§гап{*е'8 іЬеогет 
Ьаріасе 

лінійна залежність линейная зависимость Ііпеаг сіерепсіепсе 

лінійна оболонка линейная оболонка Ііпеаг Ьиіі 

лінійне 
перетворення 
лінійний 

линейное 
преобразование 
линейньш 

Ііпеаг ігапзгогтаїіоп 

Ііпеаг, агс\уІ8е 

лінійно незалежний 
розв'язок 
лінія 

линейно независимое 
решение 
линия 

Ііпеагіу іпаерепо!епІ 
80ІШ.ІОП 

Ііпе 

лінія пряма, крива линия прямая, кривая Ііпе ахіз, сигуе 

логарифм; 
логарифмування 
локальний 

логарифм; 
логарифмирование 
локальний 

Іо^апіпт; 
іакіт* іКе 1о§агіпіт 
Іосаі 

Лопіталь Лопиталь Ь'НоріїаІ 
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Українською Російською 
мовою мовою 

максимум максимум 

мала; малая; 
нескінченно мала бесконечно малая 
математика; математика; 
математичний математический 
мати; иметь; 
мати справу; иметь дело; 
мати значення; иметь значение; 
мати місце; иметь место; 
мати на увазі иметь в виду 

матриця матрица 

матриця-рядок матрица-строка 

матриця-стовпець матрица-столбец 

метод метод 

мимобіжні скрещивающиеся 
прямі прямьіе 
мінімум минимум 

мінор минор 

мішаний добуток смешанное произведение 

многочлен многочлен 

множення умножение 

множина множество 

множник; множитель; 
розкладання разложение 
на множники на множители 
монотонний монотонньїй 

наближений приближенньїй 

навколо вокруг 

надавати придавать 

надавати значення придавать значение 

найбільший наибольший 

Англійською 
мовою 

т а х і т и т , реап 

ктаїї циапіігу; 
іпгтііезітаї 
т а т е т а і і с з ; 
т а т е т а п ' с а і 
Ьауе; 
сіеаі, Ьауе го сіо(шіт); 
теап , Ьауе теапіп§; 
оссиг, Іаке ріасе; 
кеер іп т і п а 

таїгіх 

го\у таїгіх 

соїитп таігіх 

тетоо! 

ьке\у 1іпе8 

т і п і т и т 

т і п о г 

тіхеоі ргосіисі 

роїупотіаі 

ти1гір1уіп§ 

5ЄІ 

ґасіог, тиііірііег; 

іасіогізаііоп 
топогопе 

арргохітаїе 

агоипо!, гоипсі 

асісї, а(іасЬ, §ІУЄ 

аііасп ітрогіапсе 

Згеаіезі, 1аг§е5І 



498 Словник ключових слів 

Українською 
мовою 

найменший 

Російською 
мовою 

наименьший 

Англійською 
мовою 

Іеакі, зтаїїезі: 

належати принадлежать Ье1оп§, Ье1оп§ (о 

напрям, напрямок направление шгесііоп 

напрямний направляющий ш'гесііоп 

напрямний косинус направляющий косинус дігесііоп созіпе 

невизначеність 

невироджена 
матриця 
невироджений 

неопределенность 

невьтрожденная 
матрица 
невьірожденньш 

іпаеіегтіпасу, 
ІПСІЄГІПІІЄПЄ83 

поп5Іп£и1аг таггіх 

попае^спегаїе 
недиференційовність недифференцируемость попшгїегепІіаЬІе 

недолік недостаток сіеГісіепсу 

недопустимий, 
неприпустимий 
незалежний; 
незалежна величина 
незростаючий 

недопустимьій 

независимьій; 
независимая величина 
невозрастающий 

іпас!тІ88іЬ1е 

іпаерепсіепі; 
іпсіерепаепі уагіаЬІе 
попіпсгеазіпд 

некомпланарний некомпланарний попсоріапаг 

нелінійний нелинейньїй попііпеаг 

необмежений неограниченн ьщ ипіітііео 1, ипЬоипаеа 

необхідність необходимость ПЄСЄ88ІІу 

непарний нечетньїй оаМ 

нескінченний бесконечньїй іпГіпііе 

нескінченність; 
до нескінченності 
нескінченно 

бесконечность; 
до бесконечности 
бесконечно 

іпГіпігу; 
ао! іпГтіптт 
іпйпііеіу 

нескінченно 
віддалена точка 
нескінченно малі 

бесконечно 
удаленная точка 
бесконечно мальте 

роіпі аі іпііпііе 

іпГіпіІезітаІ 

неспадаючий неубьівающий попо'есгеазіп§ 



Словник ключових слів 499 

Українською 
мовою 

неявний 

Російською 
мовою 

неявний 

Англійською 
мовою 

ітріісії 

нижня грань нижняя грань 1О\УЄГ Ьошиї, іпГітит 

норма норма погт 

нормаль нормаль погтаї 

нормувальний нормирующий погтаї іг іпд 

нормування нормирование погтаїігаїіоп 

нуль нуль 2ЄГ0, огі§іп 

нульовий нулевой гего, пиіі, Ігіуіаі 

нульовий розв'язок нулевое решение Ігіуіаі 50ІиІіоп 

Ньютон Ньютон ИЄ\УІОП 

об 'єм обьем у о ї и т е 

обвідний окаймляющий Ьоипо!іп§ 

обгрунтування обоснование ргооґ, Ьаяіз, ]и5іігїсапоп 

обернена матриця обратная матрица 

обернений, зворотний; обратньїй; 
обернене обратное 
перетворення; преобразование; 
обертатися; обращаться; 
перетворюватися в нуль; обращаться в нуль; 
обернення обращение 

ІПУЄГ8Є та їг іх , 

гесіргосаі та їг іх 
ІПУЄГ8Є, гесіргосаі; 

ІПУЄГ8Є 
Ітапвґогтаїіоп; 
геаисе ю ГЄУЄГІ, Іигп; 
уапікЬ; 
СОПУЄГ8ІОП, ІПУЄГ8ІОП 

обернення матриці обращение матрицн іпуег8Іоп о ґ та їг іх 

обертання вращение гоїаііоп 

обертати обращать ІПУЄГІ, сопуегі 

область; 
область визначення; 
область значень 

обмежений; 
обмежений зверху; 
обмежений знизу 

образ 

область; 
область определения; 
область значений 

ограниченньш; 
ограниченннй сверху; 
ограниченньш снизу 

образ 

сіотаіп, ге§іоп, гап§е; 
а о т а і п оґ сіеґіпіііоп; 
гап§е оґ уаіиез 

Ьоипаеа, Іітіїесі; 
Ьоипа,еа! аЬоуе; 
Ьоипо!ео! Ьеіош 

і т а § е 



500 Словник ключових слів 

Українською Російською Англійською 
мовою мовою мовою 

обчислення; вмчисление; саісиїагіоп, 
сотриіаііоп; 

обчислювати вичислять саісиїаіе, сотриіе 
одиниця единица ипії, ійепіііу 

одинична матриця единичная матрица ігіепіігу таїгіх 

одиничне коло единичньш круг ипії сігсіе 

одиничний оператор единичньїй оператор ідепіігу орегаїог 

однозначно однозначно ідешісаНу, ипіциеіу 

однопорожн ин н ий однополостньш ЬурегЬоІоіс! оГ опе 
гіперболоїд гиперболоид 8ПЄЄІ 

однорідний однородннй пото§епеощ 

ознака признак іпсіісаііоп, 8І§п, тагк 

означений, визначений определенньїй аеГіпіІе, аеґіпеа1, 
аеіегтіпаїе, оіеіегтіпесі 

означення; определение; аеГіпіІіоп,с!еІегтіпаІіоп; 
за означенням по определению Ьу сіеГіпіІіоп 
окіл окрестность пещЬЬоигпоосІ, уісіпігу 

оператор оператор орегаїог 

опуклість; вьшуклость; сопуехігу; 
опуклий випуклий СОПУЄХ 

ордината ордината огаіпаїе, у-соогаіпаїе 

ортогоналізація ортогонализация огїпо^опаїігагіоп 

ортогональний ортогональний огшо§опа1 

ортонормований ортонормированний огтопогтаїігеа, 
огіЬопогтаї 

ортонормування ортонормирование огіпопогтаїігаїіоп 

особлива точка особая точка зіпеиіаг роіпі 

особливий особий віп^иіаг, рагіісиїаг 

остаточний вираз окончательное гезиііапі ехргеззіоп 
вмражение 

остаточно окончательно Гіпаї, СІЄГІПІІІУЄ 
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Українською 
мовою 

отже 

Російською 
мовою 

следовательно 

Англійською 
мовою 

сопзеяиепііу, Іпегеґоге 

отримувати получать §еі, оЬіаіп, гесіуе 

парабола парабола рагаЬоІа 

параболоїд параболоид рагаЬоІоіо! 

паралелепіпед параллелепипед рагаїїеіеріреб 

паралелограм параллелограмм рагаїїеіощ-ат 

параметр параметр рагатеїег 

параметричний параметрический рагатеїгіс 

парний четнмй ЄУЄП 

перевірка проверка 1ез1іп§, сопггої, сЬеск 

перегин; 
точка перегину 
перегрупування 

перегиб; 
точка перегиба 
перегруппировка 

іпґіесііоп; 
роіпі оґ іпЯесІіоп 
ге§гоиріп§ 

перелік, перелічення перечисление епитегаїіоп, Ігашґег 

перелічення, 
перерахування 
перемноження 

пересчет 

перемножение 

гесаісиїаііоп, гесоипі 

тиіііріісаііоп 

перенос перенос Ігапзґег 

перепозначати переобозначить гепате 

переріз сечение СГ083-8ЄСІІОП, сиі 

перестановка перестановка регтиіаііоп 

перетворення 
подібності 
перетворення 
обернене; 
перетворення Фур'є 
перетин; 

преобразование 
подобия 
преобразование 
обратное; 
преобразование Фурье 
пересечение; 

зітіїагіїу Ігапзгогтаїіоп 

Ігапзгогтаїіоп 
іпуег8е ; 

Роигіег ггашґогтаїіоп 
іпіегзесііоп; 

точка перетину точка пересечения рОІПІ ОҐ ІПІЄГ8ЄСІІ0П 
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Українською 
мовою 

перехід; 
перехід до границі 
періодичний 

Російською 
мовою 

переход; 
переход к пределу 
периодический 

Англійською 
мовою 

разза§е, Ігапзгег; 
разза^е Іо т е Іітії 
регіосііс, гесштепі 

перпендикулярність перпендикулярность регрепшсиїагігу 

питання вопрос ^ие8поп, ргоЬІет, іззие 

піввісь полуось зетіахіз 

півколо полуокружность зетісігсіе 

півкруг полукруг Ьаіі'-аізк 

півпряма полупрямая гау, паІГ-Ііпе 

півсума полусумма паІС-зит 

півсфера полусфера петізрпеге 

підбір подбор зеїесііоп, сЬоісе 

підібрати подобрать зеїесі, ріскоиі 

підкореневий подкоренной зиЬгайісаІ 

підносити возводить гаізе, егесі 

підносити до квадрату возводить в квадрат зциаге 

підносити 
до третього степеня 
підпослідовність 

возводить 
в третью степень 
подпоследовательность 

гаізе Іо іЬе іЬіга" рошег 

8и^8е^иепсе 

підпростір подпространство зиЬзрасе 

підрахунок подсчет соипі, епитегаїіоп 

підстановка подстановка зиЬзІішгіоп, ретиіїаііоп 

підхід подход арргоасЬ 

піраміда пирамида ругатісі 

площа площадь агеа, зрасе 

площина плоскость ріапе, Паї, зиЬзрасе 

побудова построение зггисшге, сопзггисііоп 



Словник ключових слів 503 

Українською 
мовою 

поверхня 

поворот 

подібне 
перетворення 

подібний 

поділити 

по-друге 

позначення 

показник; 
показник степеня; 
показникова функція 

поле 

поліном 

помітити 

по-перше 

порівнювати 

послідовність 

постановка 

похибка 

похідна 

початок 

початок координат 

почленно 

пояснення 

правило 

правило Крамера 

Російською 
мовою 

поверхность 

поворот 

подобное 
преобразование 

подобньїй 

разделить 

во-вторьіх 

обозначение 

показатель; 
показаіель степени; 
показательная функция 

поле 

полином 

заметить 

во-первьіх 

сравнивать 

последовательность 

постановка 

погрешность 

производная 

начало 

начало координат 

почленно 

поясненне 

правило 

правило Крамера 

Англійською 
мовою 

зиггасе 

іигп, гогаїіоп 

кітіїішсіе 

зітіїаг 

ШУІСІЄ, зерагаїе 

зесопсі, іп т е 8ЄСОПСІ 

ріасе 
сіе8І§паІіоп, погаїіоп 

іпа'ех, ехропепі; 
ехропепі; 
ехропепііаі Гипсііоп 
ГіеМ 

роїупотіаі 

поіісе, гетагк, поіе 

іп т е Т Ї Г 8 І ріасе 

сотраге, ециаі 

8ЄЯиЄПСЄ, 8ЦССЄ88І0П 

8ІаІетепІ, р о 8 І п § , 
гогтиіаііоп 
еггог, т і8 ( аке 

сіегіуаііуе 

Ье§іппіп£, огі§іп 

огі§іп оґ соогсііпаїев 

І е г т \ у І 8 е 

ехріапаїіоп 

гиіе, ргіпсіріе, 1а\у 

Сгатег'з гаїе 
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Українською Російською Англійською 
мовою мовою мовою 

приєднана присоединенная асУоіпі таїгіх, 
матриця матрица аицтепіеа таїгіх 
приклад пример ехатріе, іпзіапсе 

припущення, допущенце аззитрііоп 
допущення 
прирівнювати приравнивать е^иа^е, зеї ециаі 

приріст приращение іпсгетепі, іпсгеазе 

прогресія прогрессия р Г 0 § Г Є 5 8 І 0 П 

продиференціювавши продифференцировав Ьауіп§ шіїегепііаіеа, 
аґіег аігГегепІіаІіп§ 

проекція проекция ргоіесііоп 

прологарифмувати прологарифмировать Іаке т е Іо^агіїЬт 

проміжний промежуточньїй іпіегтесїіаіе 

проміжок промежуток іпіегуаі, зрасе 

пронормувати пронормировать погтаїіге 

пропорційний пропорциональньїй ргорогііопаї 

пропорційність пропорциональность ргороггіопаїігу 

простір пространство зрасе 

протилежний противоположньїй орровіїе, ІПУЄГ8Є 

протиріччя противоречие сопггашсііоп 

прямокутна система прямоугольная система Сагіезіап соогаіпаїе 
координат координат зузіет 
прямокутний' прямоугольньїй гес1ап§и1аг 

прямокутний прямоугольньїй гі§Ьі ггіап§1е 
трикутник треугольник 
прямокутник прямоугольник гес1ап§1е 

прямувати, прагнути, стремиться ЗІГІУЄ, Ігу 

наближатися 
радіус радиус гасііиз 

радіус-вектор радиус-вектор гашиз-уесіог 



Словник ключових слів 505 

Українською 
мовою 

ранг матриці 

Російською 
мовою 

ранг матрицьі 

Англійською 
мовою 

гапк оґ таїгіх 

раціональний рациональньїй гаїіопаї 

результат результат ГЄ8ЦІІ 

рекурентна формула рекуррентная формула гесигзіоп геїаііоп 

рекурентний рекуррентньїй гесишоп, гесиггепі 

рівний; 
рівність; 
знак рівності 
рівнобедрений 

равньїй; 
равенство; 
знак равенства 
равнобедренньїй 

ециаі; 
едиаіігу; 
еяиаіііу 8І§п 

І808СЄІЄ8 

рівномірний равномерньїй ипіюгт 

рівносильний равносильнмй ециіуаіепсе 

рівняння уравнение еяиаііоп 

різниця разность олгГегепсе, гетаіпо"ег 

робити делать т а к е 

робити висновок делать вьівод сопсіиа'е 

розбіжний расходящийся ШУЄГ§ЄПІ 

розбіжність расходимость ш'уегдепсе 

розв'язок, розв'язання, 
розв'язування 
розв'язувальний 

решение 

разрешающий 

80ІЦІІОП, 0ІЄСІ8ІОП 

8 0 І У І П £ , СІЄСІ8ІОП 

розглядання 

розкладання, розклад 

розкладати 

рассмотрение 

разложение 

разлагать 

ехатіпаїіоп, 
сопзісіегаїіоп 
ехрапзіоп, 
сіесотрозіїіоп 
ехрапої, Гасіог 

розкриття раскрьітие ипсоуегіп§, орепіп§ 

самоспряжений самосопряженньїй 8ЄІҐа£)ОІПІ 

середній средний тійсЛе, ауега§е 

система система сіавв, 8 у 8 І е т 
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Українською 
мовою 

січна 

Російською 
мовою 

секущая 

Англійською 
мовою 

зесапі, Ігапзуегзаі 

скалярний добуток скалярное произведение зсаіаг ргоаисі 

скінченний; 
скінченний приріст 

конечний; 
конечное приращение 

Гшаї, Гіпііе; 
Гіпііе іпсгетепі 

складна функція сложная функция сотрозіїе шпсііоп 

складний сложньїй сотріісаіед, сотріех 

скористатися воспользоваться Іаке астуапіа^е о ґ ш е 

спадати убивать сіесгеазе 

спадний убнвающий о!есгеавіп§ 

спектр спектр зресігит 

співвідношення соотношение геїагіоп 

спосіб способ \уау, тешос! 

справа, праворуч справа ггот (Не гі§Ьі 

спрощення упрощение зітріігкагіоп 

спрощувати упрощать зітрНГу 

сталий постоянннй сопзіапі, йхед 

стаціонарний стационарньїй зіапопагу 

степеневий степенной рошег, ае§гее 

степінь степень рошег, ае§гее, ехіепі 

сума сумма 8шг\, ипіоп 

сумісний совместний сотраІіЬІе 

сумісність совместность сотрагіЬіІііу 

сфера сфера зрЬеге 

сферичний сферический зрЬегісаІ 

твірна образующая §епегаІог, е іетепі 

твірна циліндра образующая цилиндра еіетепі оґ суііпаег 
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Українською 
мовою 

теорема 

тетраедр 

точка перетину 

точка; 
критична точка 

точний 

точність 

транспонована 
матриця 

транспонування 

трапецісвидний 

трапеція 

тривимірний 

трикутник 

тричлен 

у подальшому 

узагальнення 

указати 

умова; 
достатня умова; 
необхідна умова 

умовний 

унітарний 

унітарність матриць 

фігура 

фокус 

формула 

Російською Англійською 
мовою мовою 

теорема Іпеогепт 

тетраздр ІеггаЬесІгоп 

точка пересечения роіпі ОҐ ІПІЄГ8ЄСІІОП 

точка; роіпі, ріасе; 
критическая точка сгіїісаі роіпі 

точний ргесізе, ехасі, ехріїсії 

точность е х а с 1 п е 8 8 , ассигасу 

транспонированная І г а п 5 р о 8 е таїгіх 
матрица 
транспонирование ІГаП8р08ІІІОП 

трапециевидннй Ігарегоісіаі 

трапеция ггарегіит 

трехмерннй іЬгее-(1ітеп8Іопа1 

треугольник 1гіап§1е 

трехчлен Ігіпотіаі 

впоследствии айегшагаХ Іаіег оп 

обобщение §епега1І8аІіоп, 
ЄХІЄП8ІОП 

указать іпсіісаіе, і~тй, 
оіеіегтіпе 

условие; сопсііііоп; 
достаточное условие; 8иШсіепІ сопш'ііоп; 
необходимое условие п е с е 8 8 а г у сопшііоп 
условннй сопшііопаї 

унитарньїй ипііагу 

унитарность матриц и п і і а г у ргорегіу оґ 
таїгіх 

фигура ЇЇ£иге 

фокус і"осиз 

формула гогтиіа 
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Українською 
мовою 

фундаментальний 

Російською 
мовою 

фундаментальний 

Англійською 
мовою 

Гшкіатепіаі 

функціональний функциональньїй тпспопаї 

функція; 
обернена функція 

функция; 
обратная функция 

шпсііоп; 
іпуегке Гипсііоп 

циліндр цилиндр суііпсіег 

ціле целое іпіе§ег 

частина; 
права частина; 
ліва частина 
частковий 

часть; 
правая часть; 
левая часть 
частичньїй 

рагі, зісіе; 
гі§пІ рагі; 
ІеГі рагі 

рагііаі 

чисельник числитель питегаїіоп 

число; 
натуральне число 
числова пряма 

число; 
натуральное число 
числовая прямая 

питЬег; 
роьіііуе питЬег 
питЬег Ііпе 

числовий числовой питегісаі 

член член т е т Ь е г 

чудовий, визначний замечательньїй гетагкаЬІе, шопсіеггиі 

шукане искомое ипкпо\Уп,яиапІііу 

ядро ядро кете ї 
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Теорема анулювання 74 
- К о ш і 321 
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-Лагранжа 321 
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Центр гіперболи 59 
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ВІДПОВІДІ 

Гла в а 1 

— г 1 2 л - 2 19 1.1. а) | Я] |=л/5, ( а , ) 0 = ( - - ^ = , - ^ = , 0 ) ; б ) с о 5 ( 3 , , ; ) = — ; в) х = - у ; 

4 2 _ 
г) пр-а = у = 0 . 1.2. а = - 2 е . 1.3. а = -—є, - — е 2 . 1.4. а = - 2 ^ + е 2 -

- е 3 . 1 .5 . а) 5 0 = ~ , 0 ) ; б ) а! = ( 3 , - ^ , 0 ) ; в) / = -2у ; 
л/13 л/13 2 

г) И / 7 7 ( 5 - 6 ) = 6 . 1 .6. ( А 2 . , _ А ) . 1 .7 . ± 3 л / б . 1 .8 . ) ^ 1= л/Ї54, 

9 8 3 -
со$а = - ? = , со88 = - = = = , со8у = —==•. 1.9. х = - 5 і + 1 0 / + 10£ . л/154 л/154 ТІМ 

1.10. х = 2 / " + 2 / + 2£ . 1.11. х = + 5 7 + ~ у - - А * . 1.12. а = - 1 , р = 4 . 
л/2 л/2 

1.13. 0 ( 9 , - 5 , 6 ) . 1.14. С ( 6 , - 2 ) , £>(2,~4) . 1.15. Л ( - 6 , - 2 ) , 5(2,8) , 

С ( І 0 , - 6 ) . 1 .16 . Л / , (7 ,0 ) та Л / 2 ( - 1 , 0 ) . 1 .17 . М(0,1,0). 1 .18. 7 . 

1.19. ( 4 ,0 ) та ( 5 , 2 ) . 1.20. ( -1 ,2 , 4 ) та ( 8 , - 4 , - 2 ) . 1.21. а) 9 ; б) - 6 1 ; 

з , 13 .1.22. а = ± - . 1 . 2 3 . 15 ,7593 .1 .24 . — . 1 . 2 5 . - . 1 . 2 6 . ( е , ^ 7 ) = - . 
5 3 2 З 

1.27. а) 2 2 ; б) - 2 0 0 ; в) 4 1 ; г) л/105; д ) у ; е) у ; 

-" соза = —, соз р = - - , со8у = - — ; ж) — ^ — ; з) — . 1.28. М, (1, 0 ) та 
З З г 3 7 г29 21 1 

• 6 . 0 ) . 1.29 .а) - — ; б) — . 1 . 3 0 . 4 . 1.31. ( 1 , - , - - ) . 1.32. ( -3 ,3 ,3 ) . 
5 7 2 2 

: . 3 3 . а) лІЗ; б) Зл/З; в) І0л /з . 1 .34 . [аьа2] = 0, тобто 5,11 « 2 -

135. а) 2(А : -Г); б) 2 [3 , с ] ; в) [й,с]; г) 3 .1 .36 . 50>/2 . 1.37. а) ( - 3 , 5 , 7 ) ; 

- 6 .10 , 1 4 ) ; в) ( - 12 ,20 , 2 8 ) . 1.38. 2л/б . 1.39. 5 . 1.40. а = - 6 , р = 2 1 . 

1-41. ( - 2 0 , 7 , - 1 1 ) . 1.42. - 4 7 + 3 7 + 4 ^ . 1-43. - 3 . 1.44. - 7 . а) Ліва; 
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32 
б) права; в) права. 1.45. а) Ні; б) так. 1.46. а) 42 ; б) 24 . 1.47. /504 

1.48. у . 1.49. 6 . 1.50. Зл/2 .1.51. а) Так; б) ні. 1.52. а) - 3 ; б) за будь-

якого X. 

Глава 2 

2.1. а) 2(х + 1) + 2 ( у - 2 ) = 0; х + у - 1 = 0; ~ х + ~ ^ у - ~ = 0; р = ~ ; 
л/2 л/2 л/2 л/2 

б) 2(х-2) = 0; х - 2 = 0, пряма паралельна осі Оу ; х - 2 = 0 , / > = 2 ; 

в) 2 ( х - 1 ) - ( у - 1 ) = 0; 2 х - у - 1 = 0; ~х—\=у--^ = 0, р = ~ . 
л/5 л/5 л/5 л/5 

х + 1 у-2 1 3 5 5 
2.2. а) ; х + 3 у ~ 5 = 0; —==х—т=у—== = 0, р-3 - 1 л/10 л/10 л/ЇО л/10 

б) ~~~~ = - х + 1 = 0 , пряма паралельна осі Оу ; х - 1 = 0 , ^ = 1 ; 

в) —у— = ^ ^ - ; у - 1 = 0 , пряма паралельна осі Ох ; у - 1 = 0, р - \ -

- , . х - 1 у - 2 , . 1 1 1 п 1 
1.3. а) = ; х - у + 1 = 0 ; = х + —я=-у—?= = 0, » = —=?; 

- 2 - 2 ' Л Л} 4Ї р Л 
б) Х д ^ = х - 1 = 0 , пряма паралельна осі Оу ; х - 1 = 0, /? = 1; 

х _ 2 у - 2 
в) — — = —-—; у - 2 = 0, пряма паралельна осі Ох; у - 2 = 0 , р = 2. 
2.4. а) р(М,1) = ~ , / ' ; £ ± 1 = 2121, / " : - 2 ( х + 1 ) + ( у - 2 ) = 0 ; 

б ) р ( М , / ) = 1 / ' : £ 2 І = > 1 Г : 2 у = 0 ; в ) р ( Л / , / ) = 0, / ' : і . = ± ± і , 
2 0 2 " 1 1 

3 1 л 1 
/" : х + у +1 = 0. 2.5. Перетинаються у точці М 0 ( — , ), со8(7. , / 2 ) = —г=-

4 2 ^/5 
л 2 

2.6. Перетинаються у точці М п ( Ю ) , со8(7] , / 2 ) = - т = . 2.7. Паралельні, 
л/5 



Г л а в а 2 515 

л/2 
Р(1\у Ь) = • 2-8. Паралельні, р( / ] , / 2 ) = лІ2 . 2.9. а) 2 х - у + 2 - 2 = 0 , 

1/л/б; б) х - у = 0, 1/л/2. 2.10. а) х + у - 3 = 0 ; б ) х + 2 у - 2 = 0 . 

2.11. а) х - 2 у + г = 0 ; б) - х + у + 2 г - 5 = 0 . 2.12. а) - х + 2у + 3 г - 3 = 0 ; 

б) 2 х - 2 у - 2 + 1 = 0 . 2.13. а) х + у - 3 = 0 ; б) 2 х - у - 1 = 0 . 

1 
2.14. Перетинаються , с о 8 ( Р і , Р 2 ) = 

2л/15 
2.15. Паралельні , 

р (й /> 2)=-4=. 2.16. 8. 2.17. 2 х - у - г - 2 = 0 . 2.18. а) ї = [ л , . Я 2 ] = 
27б 

-З/ + 4у + 5Лг, р івняння у проекціях : 

б) ? = [п], ії2] = - / - 7) - 5к , рівняння у проекціях: 

4х + Зу - 5 = 0 ; 

5х + Зг - 7 = 0 ; 

5у - 4г +1 = 0 ; 

7х - у + 1 = 0 ; 

5х - 2 - 1 = 0 ; 

5 у - 7 г - 1 2 = 0 . 

х - 2 V 2 + 3 , х - 2 у 2 + 3 . . х - 2 у 2 + 3 
2.19. а) = — = ; б) = —= ; в,) = — = — 

2 - 3 5 5 2 - 1 1 0 0 
г) 

х - 2 у 2 + 3 

0 0 1 
д) 

х - 2 у 2 + 3 

- 4 8 10 
е) 

Х - 2 V 2 + 3 

2.20.а) ^± = Ш = ^ ± , б ) !^1 = 1±і = ^ 
2 3 - 2 - 2 1 - З 

1 2 1/2 

.2.21.а) х - 2 у + 2 = 0; 

«ч о ^ і п Ї | х - 2 у + 2 = 0; х у - 1 2 - 2 18 
б) 2х +у - 1 = 0 ; в) < або — = = ; г) — = 

[2х + у - 1 = 0 - 1 2 5 730 

V 5 

х + у - 2 + 1 = 0 ; 

Д) МХ-^---Х). 2.22. а) І/л/ГЇ, ( 1 , - 6 , - 4 ) ; б) Зх - у + 2 г - 1 = 0 ; 

а) <! " ' 2.23. 3 . 2.24. а) - = 

[ З х - у + 2 2 - 1 = 0 . 41 

2.26. £ ± і = 2 ^ . = £ ^ 1 . 2 . 2 7 . - 1 1 . 2.28. 

б) 2 1 . 2.25. 2 5 . 

х - 1 5 _ у _ 2 - 23 
4 7 ' 

2.29. а г е з і п — . 2.30. б) 6х - З у - 2 г + 2 = 0 ; в) 7 ; 
2л/7 
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17х + 16у + 2 7 2 - 9 0 = 0 ; , „„ г— 
г) \ У 2 . 3 1 . 6 ) 2 х - З у - 4 г - 7 4 = 0 ; в) 4л/26 ; 

[31х + 5 8 у - 6 2 - 2 0 = 0 . 7 

г) ~ = ± ^ = - ± - . 2 . 3 2 . а ) а = 5 , 6 = 3 ; б) ^ ( - 4 , 0), Г2(4, 0 ) ; в) є = 1 ; 

2 2 2 2 
г) £>, : х = - — , £>2 : х = — . 2 . 3 3 . а) — + ± - = 1 ; б) — + — = 1 ; 

1 4 і 4 9 4 25 9 
2 2 2 2 2 2 2 2 

ч х У , ^ х У , ч х V і ч * У і 
в) — + — = 1; г) + ^— = 1; д) — + — = 1; е) — + - і - = 1. 

25 16 169 25 5 1 64 48 
2.34. ( Х " ^ о ) 2 + І ± 2 М І = ! . 2.35. а) С(3 , -1) , я = 3, 6 = 7?, є = - , 

а 2 б 2 З 

£ > , : 2 х + 3 = 0, £ ) 2 : 2 х - 1 5 = 0 ; б) С( -1 ,2 ) , а = 5, 6 = 4, є = | , 

£>, : З х + 28 = 0, £ > 2 : З х - 2 2 = 0 ; в) С(1 , -2) , а = 4, 6 = 2л/з, є = ^ , 

£>, : у + 10 = 0, £ 2 : у - 6 = 0 . 2.36. а) а = 3, 6 = 4 ; б) ^ , ( - 5 , 0 ) , / ^ ( 5 , 0 ) ; 

в ) є = | ; г) у = ± ^ - х ; д) х = ±~ . 2 .37. а) а = 4, 6 = 3 ; 6 ) ^ , ( 0 , - 5 ) , 

* 2 ( 0 , 5 ) ; в) Е = ~; г) у = + | х ; д) у = ± у . 2 .38 . а) ~ = 1 ; 

2 2 2 2 * 2 2 2 2 х у X у х у ч * -У і 
б ) — - — = 1; в) — = 1; г) — = 1; д) — = 1; 

9 16 4 5 64 36 36 64 

е ) — - і ± = 1 . 2 . 3 9 . ( Х " ^ ° ) 2 -{У-У^2 = 1 , 2 . 4 0 . а) С ( 2 , - 3 ) , а = З, 
4 5 а 2 б 2 

6 = 4, є = | , 4 х - 3 у - 1 7 = 0 та 4х + 3у + 1 = 0, £ > , : 5 х - 1 = 0 та 

£ 2 : 5 х - 1 9 = 0 ; б) С(-5,1) , а = 8 , 6 = 6, є = | , Зх + 4 у + 1 1 = 0 та 

З х - 4 у + 19 = 0, £>, : х = -11,4 та £>2 : х = 1,4; в) С(2 , -1 ) , а = 4, 6 = 3, 

е = 1 , 4х + Зу - 5 = 0 та 4х - Зу - 1 1 = 0, £>, : у = -4,2 та £>2 : у = 2,2 . 

2 .41 . а) р = 3 ; б) р = 5/2 ; в) р = 2 ; г) /? = 1/2 . 2 .42 . а) у 2 = - х ; 
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б ) х 2 = - 2 . у ; в)х2=-\2у. 2.43. а) (у-у0)2 = 2р(х-х0); 

б) (У-Уо)2 = =-2р(х-х0). 2.44.а) /1(2,0), р = 2 ; б) ДО, 2), р = \/2; 
в) Д1 ,3 ) , / 7 = 1/8; г) Л(6, -1) , р = 3; д) Д 1 , 2 ) , р = 2 ; е) Д - 4 , 3 ) , 
/з = 1/4. 2.45. Еліпсоїд. 2.46. Однопорожнинний гіперболоїд. 2.47. 

Двопорожнинний гіперболоїд обертання. 2.48. Конус. 2.49. Параболоїд 
обертання . 2.50. Г іпер-болічний параболоїд . 2.51. Еліптичний 
параболоїд. 2.52. Параболічний циліндр. 2.53. Параболоїд обертання з 
вершиною (0 ,0 ,2 ) . 2.54. Г іпербол іч -ний параболоїд . 2.55. 
Однопорожнинний гіперболоїд обертання. 2.56. Двопо-рожнинний 
гіперболоїд обертання. 2.62. Круговий циліндр (х-2)2 + ( г - 2 ) 2 = 4 . 
2.63. Конус другого порядку х + (у-\)~-

- ( г - І ) 2 = 0 з вершиною 5(0,1,1) . 2.64. Точка (0 ,1 , -1 ) . 2.65. Однопорож-
2 т2 

нинний гіперболоїд з канонічним рівнянням х2 + — — — = 1. 2.66. Дво-
4 4 

2 2 2 

порожнинний гіперболоїд з канонічним рівнянням Х\ + у] - 2 | = - 1 . 

2.67. Параболоїд обертання з канонічним рівнянням х2 + у2 = Аіх. 2.68. 
2 2 

Гіперболічний параболоїд з канонічним рівнянням х2—= 2ух. 

Гла в а З 

3.1. 18. 3.2. 4аЬ. 3.3. 1. 3.4. 1. 3.5. .г, = - 4 , х2=-\. 3.6. х = - + —, 
6 З 

кє2. 3.7. - 2 . 3.8. 4. 3.9. 0. 3.10. 22. 3.11. 28. 3.12. Х] = 1 , х2 = - 3 . 

3.13. ( - о о , + оо) . 3.14. ( 4 , + оо) . 3.15. ( - 6 , - 4 ) . 3.20. 0. 3.21. 0. 3.22. 0. 

3.26. а) 8а + 156 + 12с-19о г ; б) 2а - 8 6 + с + сі ; в) 2а -Ь-с -сі . 3.27. 0. 

3.28. 48. 3.29. (Ье-са')2. 3.30. 665. 3.31. - 6 5 . 3.32. 0. 3.33. 394. 

3.34. х- -х4 + х 3 + х2 

3.38. ( - І ) " " 1 -п 

2х + 1 . 3.35. п\ . 

3.39. а " . 3.40. а " + р " 3.41. 

3.42. 
5 2 

7 0 
3.43. 

ґо о л 

о о 
3.44. 

3.36. 2/7 + 1 . 3.37. 1. 
ґ 2 5 - З " 

6 7 - 8 , ' 

^56> 

3.45. 

V" 

(\\ -22 29^ 

9 - 2 7 32 

13 - 1 7 26 

69 

О ? , 
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3.46. а) ( 3 1 ) ; б) 

' 1 2 0 - 6 9 ЗЛ 
4 0 - 2 З 1 

- 4 0 2 - 3 - 1 

20 0 - 1 0 15 5 

8 0 - 4 6 2 

. 3.47. 

( 5^ 

15 

25 

ч 3 5 у 

3.48. 
13 - 1 4 Ї 
21 - 2 2 

3.49. 
'1 па '1 па 

. 3.50. 
V 

Хп пХ1 

0 X" 
. 3.51. 

8 15 

0 23 

(-3 2^ 
. 3.52. 

) 

3.53. 
Ґ 4 - 8 

Л2 - 4 
3.54. 

4 1 9 

- 2 - 6 З 

- 8 - 9 2 
3.55. 

(а 2Ь 
ЗЬ а + ЗЬ 

, \/а,Ь 

3.56. 
а ЗЬ 

•5Ь а + 9Ь 

( 

\ 
, Уо,6 .3.57. 

V 

а Ь 
с -а 

де а + Ьс = 0 . 

3.58. ±Е; " М д е й

2

+ 6 с = 1.3.59.ґ 7 " 4 " 
1-5 З 

^« ґ С 0 8 а зіпоЛ „ ^ 3.60. .3.61. 
І^-зіпа сокої^ 

1 - 1 1 

-38 41 - 3 4 

27 - 2 9 24 
. 3.62. 

- 8 29 - 1 1 
- 5 18 - 7 

1 - 3 1 

л 1 2 
°1 

1 1 1 - 2 0 

4 1 - 1 0 2 

,1 - 1 0 - 2 , 

3.64. 
' - 7 / 3 2 

5/3 - 1 
- 2 1 

1/ЗЛ 
1/3 

3.65. -
9 

1 -
- 2 

П 1 1 1 

. 3.66. -
4 

1 1 

- 1 

- 1 

1 

- 1 
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3 . 6 7 . 

' - 7 

З 

41 

1-59 

5 12 - 1 9 Л 

- 2 - 5 8 

ЗО - 6 9 111 
43 99 - 1 5 9 

3 . 6 8 . 
( 

. 3 . 6 9 . 
, 2 3 , V 

3 . 7 0 . 
1 2 

V- V ч3 4 

' 2 1 

(ь 4 5 Ч Ґ1 2 3^ ґ 
3 . 7 1 . 2 1 2 . 3 . 7 2 . 4 5 6 . 3 . 7 3 . 

І з 3 Ь ,7 8 9> 
V 

З - 2 Л 

5 - 4 , 

-1 

0 - 1 

3.74. 3.75. 2. 3.76. 3. 3.77. 2. 3.78. 2. 3.79. 2. 3.80. 3. 3 .81. 5. 0 2 1 

,0 0 2 у 

3 .82 .4 .3 .83 . Лінійно незалежна. 3.84. Лінійно залежна. 3.85. 3.3.86. г = 3 ; 

Р = ( й 2 , а 3 , а 4 ) . 3 . 8 7 . /- = 3 ; р = (о , , а2 , а 5 ) . 3 . 1 0 9 . х = 16, у = 1 . 

3.110. х = 2, у = 3. 3.111. х = -Ь, у = ~а . 3.112. х = 2, у = - 1 , 2 = 1. 

3 . 1 1 3 . х = 1, у = 3, 2 = 5 . 3 .114 . х = 3, >> = 1, 2 = - 1 . 3 .115 . х, =1 , 

х 2 = - 1 , х 3 = 2, х 4 = - 2 . 3.116. X ] = 2 , х 2 = х 3 = х 4 = 0 . 3.117. Х | = - З , 

х 2 = 2, х 3 = 1. 3 .118 . X ] = - 1 , х 2 = 1 , х 3 = - 2 . 3 .119 . X ] =1 , х 2 = 1, 

х 3 = - 1 , х 4 = - 1 . 3.120. х ( = - 2 , х 2 = 0 , х 3 = 1, х 4 = - 1 . 3 .121. Система 

несумісна. 3 . 1 2 2 . ( -1 + 2си 1 + с ь с, ) Т , с, є К 3 . 1 2 3 . ( -1 , 3 , - 2 , 2 ) т . 

і ГП О 1 3 " і т і Г 2 1 9 1 0 5 1 V і 

3.124. 0 , 2 , - , — . 3.125. + — с і с7, с, + — с 2 , с , , с , , 
ч 3 2) \ 11 11 1 11 2 11 11 1 11 2 1 1 ) 

с\,с2 є К . 3 . 1 2 6 . Система несумісна . 3 . 1 2 7 . ( С ] , - 1 3 + Зс], - 7, 0 ) т , 

б] є К . 3 .128. Система несумісна. 3.129. X * 6 . 3 .130. При будь-якому 

X. 3 .131 . Х = -2 . 3 .132 . Якщо X # 0 , система несумісна; якщо X = 0 , 

к С 3 5 ІЗ 1 7 7 19 ^ 

3.133. Якщо (А -1 ) (А + 3) * 0 , X = —і— (1,1 ,1 ,1) т ; якщо X = - 3 , система 
А, + З 

несумісна; якщо X = 1 , X = (1 -с\ -с2 - с 3 , С ] , с 2 , с 3 ) , с і , с 2 , с 3 є К . 
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3 . 1 3 4 . £ , = ( 3 , 1 , 5 ) Т , Х = с1Е], с , є К . 3 . 1 3 5 . £ , = ( 2 , 1 , 0 ) т , 

Е2 = ( 3 , 0 , 1 ) т , X = схЕх + с2Е2, С\,с2 є К . 3 .136 . Система має тільки 

тривіальний розв'язок. 3.137. Ех = (4,1,— 5 ) т , Х=схЕх, сх є К . 

3.138. Ех = ( 1 , 0 , 0 , - | , | ) Т , Е2 = ( 0 , 1 , 0 , - | . | ) Т » £з = ( 0 , 0 , 1 , - 2 , 1 ) т , 

X = с , £ і + с 2 £ 2 + с 3 £ 3 , с ] ; с 2 , с 3 є К . 3 . 1 3 9 . £ , = ^ 1 , 0 , - - | , ^ , 

Е2 = ( 0 , 1 , 5 , - 7 ) т , Х=сіЕ1+ с2Е2, сьс2 є К . 3.140. ах = 2, Х = с , £ , , 

£ і = ( 1 , 0 , - 2 ) т ; й 2 = - 4 , X = С ] £ , , £ , = ^ 1 , - - у , - - ^ , с ^ є К , с , * 0 . 

3.141. о, = - 1 , Х = схЕх, Ех = ^ - | , І , ^ , сх є К , * 0 . 

3.142. Х = Х 0 + с , £ і + с 2 £ 2 + с 3 £ 3 , Х 0 =^уІ ; о,0,0^ , £ , =(0,1,1,0,0) т , 

Е2 =(0,1,0,1, 0 ) т , £ 3 = | у , - | , 0 , 0 , ^ , с ь с 2 , с 3 є К . 

3.143. X =Х0+схЕх+с2Е2+с3Е3, Х0 = ̂ | , і ,0 ,0 ,о] 

(2 2 ^ т (2 \ 1 Т 

£, = 1 - , - , 1 , 0 , 0 , £ 2 = ^ - , - - Д ^ , £ 3 = (1,1,0,0,1) т , сх,с2,с3еК. 

ЗЛ44. X = Х0+схЕх+с2Е2+ с3Е3+с4Е4, Х 0 = -^,0,0,0,0^ , 

Ех =(1,1,0,0,0,0) т , Е2 =( -1 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0) т , £ 3 =(0,0,0,1,1,0) т , 

Е4 = ( 0 , 0 , 0 , - 1,0,1)т , с ь с 2 , с 3 , с 4 є К . 3.145. X = Х0 +схЕх +с2Е2 +с3Е3, 

Х 0 = Г і , - у , 0 , 0 , 0 І , £ 1 = Г о , - | , 1 Д О І , £ 2 = ( 0 , - 2 , 0 , 1 , 0 ) т , 
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Е3 = І 0 , - | , 0 , 0 , 1 ] , с ь с 2 , с 3 є К . 3.146. ( 1 , - 1 , - 1 , 1 ) т . 

3.147. (6 - с, - 5 + с, 3, - 1 - с, с ) т , с є К . 3.148. Система несумісна. 

( 5 3 1 1 6 
3 * 1 4 9 * [ 2 ~ 2 С і ' С і ' ° ' ° ' у _ з с 2 . с2 І > с ь с 2 є К . 

3.150. (-1 + С] + 2 с 2 , - 3 + С\ + 2 с 2 , Сі, с 2 ) Т , С],с 2 є К . 

Глава 4 

4 .4 . Так, якщо пряма проходить через початок координат. 4 . 5 . Ні 

' - 1 0 0 Л 

4.7 .7р_> р .= 0 - 1 0 

0 0 - 1 

ґ1 1 -1> ( 1/2Ч 

4 . 6 . Тр^р = 1 - 1 2 - 3 / 2 

,о о - і у 1 -у 

Го 0 г '~2) 
2 • 4.8. гр->р' - і 0 0 , х' = 1 • 4.8. гр->р' -

,о 1 о ; , 1 
. 4.9. а) Так; б) так; в) ні; 

г) ні. 4.10. а) Так; б) ні; в) так. 4 .11 . а) Так; б) ні; в) так; г) ні; д) так. 

4.12. г = 2; базисом є, наприклад, система х 2 ) . 

4 . 1 3 . 7 ^ 

( 1 2 1 0 
2 3 2 3 , х' = 2 , х' = 

- 1 0 1 - 1 1 

, - 2 - 1 4 о, А 

. 4 . 1 4 . а) б) 

ґ 0 Л 

- 2 
1 

V «У 

4.16. 0 . 4.17. 1 

,-1у 1 1 

4.18. а) Так; б) так; в) ні; г) ні; д) ні. 4.19. а) Так; 

б) ні; в) ні; г)так; д) ні. 4.20. а) 1,(і , 7, 5 ) ; б) 3, ( - 0 , 1 ; 0,7; 1; 0; 0 ) , 

( - 0 , 4 ; - 0 , 2 ; 0; 1; 0 ) , (0,4; 0,2; 0; 0; 1 ) . 4 . 2 1 . а) ( 3 , - 2 , 5 ) , 
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б) ( 0 , 4 , - 1 ) , в) ( 4 , 1 2 , 9 ) . 4 .22. а) ( - 1 , 5 , 2 , і ) , б) ( 3 , 7 , - 4 , 12 ) . 

Г і 1 
4.23. 2 . 4 .24. 1 

, 1 
4.25. 

2 

1 
. 4 .26. а ) , б) Підпростір вимірності 2, 

базисом є будь-яка пара неколінеарних векторів з заданої множини; в) не 

є підпростором. 4.27. а) Підпростір вимірності я - 2 , б) не є підпростором. 

4.28. Множини, вказані у пп. а) ,б) , г) - підпростори, а множина з в) не є 

підпростором • Умову, якій задовольняють координати у будь-якій задачі 

з цієї серії, можна записати у вигляді А X = 0 , де А - деяка матриця, що 

має п стовпців, а X - стовпець координат у фіксованому базисі. Отже, 

вимірність відповідного підпростору дорівнює п - К§ А , а за базис можна 

узяти будь-яку фундаментальну систему розв 'язків системи рівнянь 

АХ = 0. 4 .29 . а) Підпростір вимірності п2 -С2 =- ; б) не є 

підпростором. 4 .30.2. 4 .31.3; один з базисів є, наприклад, р = (хх, х 2 , х4 ) . 

4.32. 3; один з базисів є, наприклад, р = ( х х , х 2 . *5 )• 4.33. а) | х | = л[Е , 

| у | = 3 , (х, у) = 3, сов ф = - А ; б) | х | = л/ЇО , | V | = л/? , (х, у)=2, 

со5ф = ; в ) | х | = 13, | у | = л/і4, (х, у ) = - 1 5 , с о 8 ф = = = . 

4.34. а) 

б ) 

1 \ 

0, 
л/и ' л/І4 ' Т и і ' 1. ' л / Г з ' л/ІЗ 

2 3_1 ( 1 5 3 _ 

л/35 ' л/зТ л/35 

_гз_ 
/І82 : 

л/Ї4 ' л/Ї4 ' л/Ї4 ^ ' 

в) ( і , 0, 0 ) 

/182 

З 

182 

л/ЇО 
, 0, 

< 1 1 Л 

0 —— — — 
л/2' лЯ 

0, 
1 

л/2 ' л/2. 
. 4.35. а) 

0, 0, 
л / 2 ' л/2 

-7=, - ^ = , 0, 0 
лЯ л/2 

( 1 1 Л 

0, о , — і , 
л/2 л/2 
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б) 
ґ ± _ 0 _ 1 _ _ 2 _ ) ( л/з~ п л/з~ л / Р ґ 

л/б ' ' л /б ' л/б 
0, - - і - , V 

З 3 3 
о, о 

л/2 л/2 

( 0 , 1 , 0 , 0 ) . 4 . 3 6 . / ! = ! , = ( ! , 1, 1, 1 ) , / 2 = ( 2 , 2 , - 2 , - 2 ) , 

7 3 = ( - 1 , 1, - 1 , 1 ) . 4.37. / , = £ , = ( 1 , 2 , 1 , 3 ) , / 2 = 
10 

З з 

7 3 = [ _ І 9 . , І І , ^ . , _ І 2 . ) . 4.38. 7, =я, = ( 1 , 2 , 2 , - 1 ) , 
У 3

 у 185 185 185 185 ) ^ * і V . . л 

7 2 = ( 2 , з , - з , 2 ) , / , = ( 2 , - 1 , - 1 , - 2 ) . 4 . 3 9 . р = ( 7 , , 7 2 , 7 3 ) , 

/ , = ( 1 , 2 , 2 , - 1 ) , / 2 = ( 2 , 3 , - 3 , 2 ) , / з = ( 2 , - 1 , - 1 , - 2 ) . 

4 . 4 0 . Р = ( / , , / 2 . Л ) . / , = ( 2 , 1 , 3 , - 1 ) , 72 = ( 3 , 2 , - 3 , - 1 ) , 

/ з = ( і , 5 , 1 , 1 0 ) . 4 . 4 1 . е 3 = ( - 4 , 2 , - 1 , 3 ) , е 4 = ( 2 , 4 , 3 , 1 ) . Для 

визначення вектора е 3 = ( х х , х 2 , х 3 , х 4 ) достатньо знайти який-небудь 

РОЗВ'ЯЗОК СИСТеМИ ВІДНОСНО НеВІДОМИХ Х | , х 2 , х 3 , х 4 двох лінійних 

рівнянь ( Є 3 , Є] ) = 0 , ( ? з , е 2 ) = 0 . Для визначення е 4 аналогічна 

система скла-дається з трьох р івнянь . 4 . 4 2 . е 4 = ( і , - 1 , 1 , - 1 , 0 ) , 

е 5 = ( 0 , 5 , 1 , - 4 , - 2 ) . 4 . 4 3 . 4 . 4 4 . <?3 = ( і , - 2 , 1, 0 ) , 

£ , = ( 2 5 , 4 , - 1 7 , - 6 ) . 4 . 4 5 . а) - 1 + 6 / ; 6 ) 2 - 4 / . 4 . 4 6 . а) 91 + 6 3 / , 

| 5 | = л/Ї57 , | б | = л/Ї06 ; б) 4 - 4 / , | й | = | й | = л/б . 

Глава 5 

5 . 1 . Є л ін ійним оператором; А = 

оператором. 5.3. Є лінійним оператором; якщо <5 = а, / + а 2 у + а 3 & , то 

А 0 0 
о д о 
0 0 Я 

5 . 2 . Не є л інійним 
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0 - «з «2 

«З 0 - Я ] 

{-а2 щ 0 

. 5.4. Не є лінійним оператором. 5.5. Є лінійним 

оператором; А-
Го і ї ї 

2 0 1 

3 - 1 1 V 

5.6. Є л ін ійним оператором; 

0 1 1 

2 0 1 

3 - 1 1 
А = 

оператором; 

5.7. Не є л ін ійним оператором. 5.8. Є л ін ійним 

ґ0' 0 0"| 

0 1 - 1 

) V 
0 0 0 

5.9. Є л інійним оператором; 

А = 

1 2 2 

0 - 3 1 

,2 0 3^ 

5.11. Не є лінійним оператором. 

5 .10 .Є лінійним оператором; А-

1 0 

1 - 2 - 1 

0 3 2 

5.12. С = 

5.13. с = 

' 22 13 - 37^ 
- 3 9 - 1 6 25 
- 1 0 - 6 

Сх = (22х] + 13х 2 ~37хз , 
- 3 9 X ] - 1 6 х 2 + 2 5 х 3 , - X ] - 6 х 3 ) 

- 1 5 23 - 7 ^ 
2 8 - 4 

- 7 1 7 

С х = ( - 1 5 X] + 23 Х2 - 7 хз , 
2х} + 8 х 2 - 4 х 3 , - 7 х { + х 2 + 7 х 3 ) . 

5.14. С = 0 , Сх = 0 . 5.15. С = 
2 3 - 2 
1 0 - 4 
5 0 - 2 

Сх = (2хі + 3 х 2 - 2 х 3 , 
Хі - 4 х 3 , 5х ( - 2 х 3 ) . 

П 2 П Г-6 6 з ї '1 14 5 ' 

5.16. а) 5 3 0 ; б) 13 6 2 ; в) 8 - 8 - 2 

12 7 6, , 2 0 ч 7 2 3 ]К 
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5.17. а) 
6 5 

-З З 
б) 

'-2 - 5 Л 

ч 1 1 1 1 

в) - 9 -І г) 
Г-16 - 1 5 Л 

20 16 

5.18. а) А' = 

( \ 0 2 0 
2 3 5 1 

; б ) л ' = ; б ) л ' = 
3 - 1 0 2 

; б ) л ' = 

чі 1 2 з, V 

2 0 1 0І 

1 - 4 - 8 - 7 

1 4 6 4 

1 3 4 7 

5.19. А" = 

1 2 

З - 1 

2 - З 

2^ 

-2 

1 

5.20. И + Д ] р . = 
44 44 

-29 ,5 - 2 5 

5.21. р(А) = ЗА2-2А + 5Е = 
ґ - 6 22 Л 

- 2 2 49 

Го 1 0 0 . .. 0 4 Го 1 0 0 . . 0 
0 0 2 0 . .. 0 0 0 1 0 . . 0 

5.22. а) О = 
0 0 0 3 . . 0 

; б) о = 
0 0 0 1 . . 0 

0 0 0 0 . . л - 1 0 0 0 0 . . 1 
0 0 0 . 0 0 0 . . 0 

5.23. Оператор має обернений тоді і тільки тоді, коли Л ^ О ; Л 1 х = — х . 

5.24. Л~] х = (-х + 2у-г)ї + (-х-Зу-2г)] + ( 2 х - З у + 2г)к . 

5.25. Оператор не має оберненого. 5.26. <А_І = сА . 5.27. Оператор не має 

оберненого. 5.28. х. = (х, + 2х2 + 2 х 3 , 2хх +х2- 2х 3 , 2х. - 2х 2 + х 3 ) . 

5.29. а) - — 
28 

- 4 19 - 8 

12 - 8 - 4 

0 - 7 0 
; б) — 

12 

0 

12 

0 

5 2 Л 

-19 2 

1 - 2 

в) не існує; 

г) — 
30 

Г - 5 15 - 2 5 ^ 

2 0 14 

4 0 2 
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5.30. а і т ІтА = 2 ; базис 1т А : Є ] = ( 2 , 1 , і ) , с 2 = ( - 1 , - 2 , 1); 

ш т К е г с ^ = 1; базис Кетаі: е = (\, 1, і ) . 

5.31. ш т і т с ^ = 1; базис І т о ї : е = ( і , 1 , і ) ; 

а і т К е г с 4 = 2 ; б а з и с Кег А: ^ = ( 1 , - 1 , 0 ) , е 2 = ( і , 0 , - і ) . 

5.32. а) КегсЯ = { 0 } , І т ^ = К 3 , К§с/? = 3 , &{Л = 0; 

б) К е г Л = { с ( - 1 , 7, 4 ) | Ус є К } , 

І т с т? = { с , ( і , 3 , 4 ) + с 2 ( - 1 , 1 , 0 ) | У с , , с 2 є й ) , К§гУ? = 2 , аеґс^ = 1; 

в) Кегс4 = {{сх, - 4 с , -2с2,с2) \ Ус , , с 2 є К }; 

Ішсі = { с ( 4 , 1 , 2 ) | У с є К } , К § с ^ = 1 , а е Г с ^ = 2 ; 

г) Кег<^ = К 3 , Ітст? = { 0 } , К § с ^ = 0 , а е Г с / / = 3 . 

5.33. Кегс^ : сукупність многочленів нульового степеня, тобто констант; 

а і т Кег сй = 1; 

І т с4 : сукупність многочленів, степінь яких < п - 2 ; а і т ІтЛ = п - 1 . 

5.34. а) х 2 , х 3 - власні вектори з власними значеннями Ах = 3 , А 2 = 2 

відповідно; б) хх - власний вектор з власним значенням Я] = - 3 ; 

в) X ] , х 2 - власні вектори з власними значеннями Ах = 1, Л2 = 5 
відповідно. 

5.35. а) А2-51 + 6 = 0 ; спектр: 2, 3; б) А 2 - 6 1 + 8 = 0 ; спектр: 2, 4; 

в) Д ( Д - 2 ) ( Д - 3 ) = 0 ; спектр: 0, 2, 3; г) (Л-1 ) 2 ( А + 3 )= 0 ; спектр:-З, 

1,1; д) ( Я - 4 ) 2 ( Я - 5 ) = 0 ; спектр: 4, 4, 5; е) ( Я - 1 ) 2 ( А-2 )(Я +1 )= 0 ; 

спектр: - 1 , 1, 1, 2; є) (А-4)2(Д-1 ) 2 = 0 ; спектр : 1, 1, 4, 4; 

ж) ( Л - 9 ) 2 ( Д - і ) ( Л + і ) = 0 ; спектр: - 1 , 1,9, 9. 

5.36. Л = - 1 , х ( л ) = с ( і , 1 , - і ) , с є К , с * 0 . 

5.37. А = 2 , х ^ = с\{\, 2 , 0 ) + с 2 ( 0 , 0, і ) , сх, с 2 є К , Іс, | + | с 2 І ^ 0 . 
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5 . 3 8 . / ^ = 1 , * ( Я | ) = с ( і , 1, і ) ; Я 2 = 0 , х(ЛА = с(і, 2 , 3 ) , с е К , с * 0 . 

5.39. Я = 1, З с ( Л ) = с ( 3 , 1 , і ) . с є К , с * 0 . 

5.40. Я, = 3 , х^=с{\, 2 , 2 ) ; Я 2 = - 1 , х ^ 2 ' = с ( і , 2 , і ) , с є К , с * 0 . 

5.41. Я, = 1 , ) = с і ( 2 , 1, 0 ) + с 2 ( і , 0, - і ) , с , , с 2 є К , | С і | + | с 2 | * 0 ; 

Я 2 = - 1 , х^2 ' = с ( 3 , 5, б ) , с є К , с * 0 . 

5.42. Я, = 2 , ) = с ( 0 , 1 , 0 ) ; Я 2 = 1 , х ^ 2 ) = с ( 0 , 1 , - і ) , с є К , с * 0 . 

5.43. Я = - 1 , х ( д ) = с 1 ( 5 , 0, і ) + с 2 ( - 2 , 1, 0 ) , с , , с 2 є К , |с, | + | с 2 | * 0 . 

5.44. Я - = - 1 , х ( Д | ) = с ( і , 1, і ) ; Я 2 = 2 , х ^ 2 ) = с ( 4 > 7 ) . 

Я 3 = - 2 , х ( Д з ' = с ( 2 , 3 , 3 ) ; с є К , с # 0 . 

5.45. Я = 2 , х ' д ) = с ( 2 , - 4 , 3 ) , с є К , с # 0 . 

5.46. Я 1 > 2 =1 + 3 / , х ^ 1 ) = с ( і , - / ) , х ^ 2 ) = с ( і , / ) , с е С , с * 0 . 

5.47. ЛИ 2 = ± 3 / , х ^ ' ) = с ( 5 , 1 - 3 / ) , х * Д 2 ' = с ( 5 , 1 + 3 / ) , с є С , с * 0 . 

5.48. Я] = 2 , Я 2 3 = 3 ± / , х ( Д | ^ = с ( і , 0, і ) , с є К , с * 0 ; 

х ^ = с{\, 1 + /, 2 - / ) , с є С , с * 0 ; 

х ^ 3 ^ = с ( і , 1 - / , 2 + / ) , с є С , с * 0 . 

5.49. Я, = - 2 , Я 2 3 = + 4 / , х ( я ' ) = с ( - 4 , 1, і ) , с є К , с * 0 ; 

х ( Д 2 ) = с ( 2 , / , 2 ) , х ^ 3 ^ = с ( 2 , - / , 2 ) , с є С , с * 0 . 

£ = ( 1 , 0 , 0, 0 ) ; ( \ 0 0 0^ £ = ( 1 , 1, 1, і ) ; 

б ^ І 0 ' 2 ' " 1 ' ° ^ = ° 1 0 0 . 5 . 5 1 . - 2 - 0 ' - і , і, - і ) ; 

е 3 = ( 1, 1, 0, 0 ) ; 0 0 2 0 е 3 = ( і , 2 , 4 , 8 ) ; 
е 4 = ( 1, 0, 2 , - і ) , [о 0 0 2) е 4 = ( і , - 3 , 9 , - 2 7 ) , 
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0 
0 
0 

0 0 
-1 о 

0 2 

0^ 
0 
о 

е і = ( і , і, О ; 

5.52. е*2 = ( 1, 0, - і ) ; 

* $ = ( о , 1 , - 1 ) , 0 0 - 3 ^ 

5.53. Не зводиться до діагонального вигляду. 

? ! = ( ! , 0 , - 1 ) ; ("О 0 0^ 

3 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

5.54. е2 ={ 1, 0, і ) ; £> = 

^ = ( 0 , 1 , 0 ) , 

0 1 0 
0 0 1 

Є | = ( 1 , 0 , - 3 ) ; 

5.55. є2 = ( 0 , 1, 3 ) ; 

г 3 = ( і , 1, О , 

Г2 0 0 Л 

0 2 0 
0 0 1 V 

Є | = ( і , 1, 0, 0 ) ; 

5.56. ^ °' 1 ' ° ] ; 

е 3 = ( і . 0, 0, і ) ; 
е 4 = ( і , - 1 , - 1 , - і ) , 

^2 0 0 0^ 
0 2 0 0 
0 0 2 0 
0 0 0 2 

5.57, 

є, = ( 1, 0 ,0 , і ) ; 
е2 = ( 0, 1, 1 ,0 ) ; 
е 3 = ( 0 , - 1 , 1 , 0 ) ; 
е 4 = ( - 1 , 0 , 0 , 1 ) , 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 - 1 0 
0 0 0 -\ 

е\ = 

5.58. е2 = 

е 3 = 

2 2 І 
3 ' 3 ' З 

І _ 2 І 
з ' з ' З 2 

з ! 
і 2 
з ' з 

£> = 

'9 0 0~ 
0 - 9 0 
0 0 18 

5.59. е2 = 

5 3 = 

1 1 

V I ' V I і 

5.60. е2 = 

V I V I 
і 

V I ' V I 
е 3 = ( 0, 0 

, о 

) , 

1 1 

о 

л/ЙГ л / Ї8 ' л/Ї8 

9 0 0^ 
0 9 0 
0 0 27 

( 

'2 0 ОЇ 
0 4 0 
0 0 4 

5.61. е2 = 

1 1 \ 

0 
Ч л / І ' V I ' У 
' і 1 1 Л 

л/з' V I ' V I 
_ 1 _ _2_ _2_ 
л /б ' л /б ' л/6 

5 3 = 
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О О (Л 
О О О 

0 0 6 

5.70. а) 
2 4 

-З 5 

5.68. 
( 3 6 

- 1 - З 

б) 

- 1 0 3"| 
З 1 - 1 
2 4 - 2 

5.69. 

в) 

- 8 3 - 5 9 - 4 5 

107 83 67 

14 10 3 

3 О 
- 1 4 0 
2 - 5 - З 

5.71. а) Ні; б) так; в) ні; г) так. 5.72. а) а = -4=-; б) ні при якому а. 

л/2 

5.73. а) 
ґ - 3 - А і 

4 2 ; б ) 7 
Гі9 -\І ; в) 

4/3 3/л/б 5І(зЛ) 
4/Уб 0 і/л/з 

2/(зл/2") 0 -1 /3 

5.74. а) Ні; б) так, 
і/л/їо з/л/То 

- з / л / ї о і/л/Го 
в) так, 

і /л/з 0 2/л/з 
2 / 7 б - і / л / б -і/л/б 

2/л/30 5/л/30 - і / л / з О 

г) ні; д) так, 

2/л/ЇЗ о з /л / ї з 
0 1 О 

- З / л / Ї З 0 2/л/ЇЗ 

; е) так, 
1/л/з" і/л/3" 1/л/з"! 
і/л/2 - і /л / 2 О 
і/л/б і/л/б -2/7б 

5.75. се2 + / 9 2 = 1 . 5.76. оеі А В = ±1 . 5.77. а) Ні; б) так; в) гак. 

5.78. Відповідь визначається неоднозначно: а) 
і/л/2" 1/л/Г 
і/л/2 і /лЯ 

О О 

ч 0 2) 

б) 
' -л /5/6 

1/л^І 
/ 

1 1 / ^ V 

-1 о 
0 5 

в) Г іА/2 і/72"1 
/ 

1-1/72" і / ^ V 

2 0 

О 4 

г) 

і/л/3 - і /л /2 і/л/б' 
і/л/3 і/VI і/л/б 
і/л/з 0 -2/л/б 

\ 
Ґ7 0 о 4 ш - і / Л о л 

0 4 0 ; д) і/л/2 0 

/ 
,о 0 Ь 0 

V. 
0 1 

) 
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г-1 0 0̂  і 

0 3 0 ; е) 
0 V V 

є) 

-1/Тб 0 5/л/30 
2/л/б -і/лЯ 2/л/30 

ґ -1 0 0̂  
0 0 0 

) 1 о 0 \ 

-1/'л/2 і/л/2 0 
0 0 1 

і/л/2 і/л/2 0 

\ 
Гі 0 

°1 
0 5 0 

,0 0 5, 

Гла в а б 

6 . 1 . а) 
(2 2^ 

2 - 1 б) 
( 1 - 1 / 2 Л 

1/2 З в) 
0Ї 

-2 г) 
0 3/2^ 

3/2 0 , 

г 1 0 - з і Ґ4 0 
°1 { 3 0 0^ Г 0 1/2 

д) 0 - 2 0 ; е ) 0 1 - 1 ; є ) 0 - 1 0 ; ж ) 1/2 0 

0 Ь ,° - 1 °, V 0 0 5 У 1 - 1 0 

-її 

з) 

ГО 2 0 0Ї 
2 1 0 0 
0 0 - 2 - 1 

0 0 - 1 З 

; І ) 

3 0 0 -1 /2^ 

0 1 0 о 
0 0 - 1 о 

- 1 / 2 0 0 2 

6.2. а) 1; б) 2 ; в) 3 ; г) 2 ; д) 4 . 

6.3. а) , х 2 )={хх х2) 

б) ь(х],х2) = (х1 х2) 

в) і ( х , , х 2 ) = (х1 х 2 ) | 

Г з - 3 ^ 

І - з 2, 4 * 2 , 

0 3/2 Л 

3/2 1 . 
*1 

1*2 

-і о ¥ * , 4 

0 2 Іх2. 
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г) і ( х ь х 2 , х 3 )={хх х2 х 3 ) 

г \ О О У х , Л 

х2 

д) і ( х ь х 2 , х 3 ) = (х, х 2 х 3 ) 
1 ¥ х ^ 

О О -1/2 
1 -1 /2 0 _ 

х2 

4*3 У 

е) і ( х , , х 2 , х 3 )=(х, х 2 х 3 ) 

Ґ 0 1/2 3 / 2 ¥ х , л 

1/2 0 - 1 
3/2 - 1 О 

х2 

6.4. а) і ( X , , х 2 ) = X ] 2 + Зх 2 - 4х ]Х 2 ; б) і ( х\, х 2 ) = - З х 2 + 2 х [ Х 2 ; 

в) / . ( х , , х 2 , х 3 ) = 2х,2 +х\- 4х,х 2 - 2 х 2 х 3 ; 

г) ь( Х [ , х 2 , х 3 ) = Зх 2 - 2х 2 + х 3 + 4х [Х 3 + 2 х 2 х 3 ; 

д) і ( X ] , х 2 , х 3 ) = - З х 2 +1 Ох]Х 2 ; 

е) і ( Х | , х 2 , х 3 , х 4 ) = - х 2 + 2х 3 + 6Х]Х2 + 2 х | Х 4 + 8 х 2 х 3 + 1 0 х 3 х 4 . 

6.5. Відповідь визначається неоднозначно. 

а) 

б) 

в) 

хі = 

Х2 : 

х, = 

Х2 

X, = 

Х2 -

Іі(у\ . У2 )=У\ +?>У2 ' 

У\ У2 

У2 )=4)'\ -Уг' 

5 Л + ^ 2 ' 

Т2У'+ЬУ2'' 
^+Т2У2 

к{у]> У2 )=У\ -У2; 
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г) 

1 1 

1 1 

_1_ 
Ге' 

і 

Хї=ТзУх~Т2У2+ТьУг'' 

4~6 
Уз > 

к{уі>Уі>Уз ) = 4 у 2 + 4 > 2 - 2 ^ 1 ; 

д) 

Х і = 7 з ^ у з ; 

хг=-)=У\+-і=У2 — 7 7 Уз ' к(У\> У2 . Уз ) = 9у? + 6 у | + 6_у| 4і 41 
2 

41 2 
+ — У З 

е) 

- ^ У 2 + ^ У З 

1 1 
У\+-У2+^Уз 

1 1 1 
*3 = ТгУі + Г У 2 + Т У З 

хх 

х2 = 42 

4І 

к{)'\' У2 > Уз )=42у\-42у\ ; 

6.6. 

Уз ; А ( У і . У 2 . У з ) = - У і 2 + 2 У 2 + 2 У з 

* з ^ У , 

1 

4їУх*ТьУ2+Т2у':  

Х2=ТУх+ТЬУ^Т2у' 

Хі=ІУі~7ЕУ2> 

к(Уі. У2 . Уз ) = 5 У 2 " У 2 - У з 2 
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^ г ( 2 і > 2 2 > 2 3 ) = 2 ? ~ 2 2 ~ 2 3 • 6-7. Відповідь визначається неоднозначно. 

ч ІУі = х \ + *2 і , / \ 2 , 2 
а ) 1 ^ і І 7 ь 72 ) = У\ +У2'> 

\У2 х2 . 

б) 
У і = х \ + х2+х3~, 

У2= - 2х2 + хз; 

7з = хз , 

у, = 2х, - х 2 ; 

в) \у2 = х 2 - З х 3 ; 

" Уз = *з . 

г ) 

Д ) 

е) 

у, =хі - х 2 + х 3 ; 

у 2 = - х 2 + х 3 ; 

7з = *з . 

У\ = 0,5хі + 0,5х3 ; 

У2= ~х2+ хз; 
Уз = - 0,5А'і + 0,5х 3 , 

У\ = 0,5х] + 0,5х 2 - 0,5х3 ; 

у 2 = -0,5х] + 0,5х 2 - 0,5х 3 ; 

Уз 

Х\=У\--У2+тУз 
і о 

х 3 

6.8. х2 = 

Х 3 = 

1У2^УЗ 

-Уз 

1\ІУ\> У2> Уз )=У\ + 72 і 

1\{У\ . У2> Уз )=У\ +УІ + 5Уз; 

^ ( л . ^2 > Уз ) = 7 і 2 - Я ~4Уз; 

А ( 7 ь 7 2 ' 7з ) = 7 і 2 + 7 2 - 7 з ; 

М у і ' 72 . 7з ) = 7 і 2 ~ 7 2 -

і і ( 7 і . 7 2 . 7 з ) = 7 і + 7 2 - 7 з • 

6.9. а) 

х \ = 7 і - 2 7 2 - 0 , 4 у 3 ; 

•*2 = 72 + °> 27з ; А (7і . 72 . 7з ) = 7 2 ~ 572 + 3 > 2 7 з 2 • 
хз= Уз > 



534 Відповіді 

б) 

Х\=У\ + 0>5у2 

хг = Уг 
хг = Уг 

к ( у і > Уі. У з ) = 2 у ? + °.5у2 + 5 У з 2 ; 

в) 

дг, =у\+3уг+ — уг ; 

х 2 

*3 : 

У 2 + ^ У 3 

УЗ . 

УЬ У2 - УЗ ) = -Уі + 1 1 У 2 • 

6.10. У випадках 1, 2 відповідь визначається неоднозначно. 

а) 1 . 

1 1 
УІ =-ттх\+~ттХ2; Л 1 & 

' 2 = 7 Г ' ~ 7 Ї Х 2 

к{у\'Уг ) = 2 у І ; 

2. >ї = *1 - Х2 

[У2 = *2 . 

3. Не можна застосувати метод; 

к(уі>У2 )'- Уі 
2 . 

б) 1. 

2д/2 1 ; , = - — х 1 + - , 2 

1 2л/2 
У 2 = - * і + - 3 — * 2 

2. 

3. і 

\у\= х\ ; 

[ у 2 = л/2х, + 2х 2 , 

2л/2 
х і = у і + - ^ - У 2 ; 
Х2 = У2 • 

^ ( у і . У2 ) = 5 л 2 - у | ; 

А ( у і . Уг ) = 3 У 2 - у У 2 ; 
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в) 
ЇЇ ЇЇ' 

73 = 7= ^ 2 + - 7 = ^ 3 

2. ^ 

71 = *1 

7 2 = * 2 + у * з ; 

73 = х3 

^ і ( 7 ь 7 2 . 7з ) = 7 і 2 + 2 7 2 + - 7 з ; 

*1 =7] 

*2 = 

х3 = 

72 - у - 1 ' 3 ' 

7з , 

^1 ( 7 1 . 72 - 7з ) = 7 2 + 272 + - 7 з • 

6 . 1 1 . Д о д а т н о визначена. 6 . 1 2 . Н е є знаковизначеною. 6 . 1 3 . Не є 

знаковизначеною. 6 .14. Додатно визначена. 6 .15. Від'ємно визначена. 

6.16. Не є знаковизначеною. 6.17. V Я, > 0 . 6.18. Ні при якому значенні 

У'2 V'2 

X. 6.19. Х>4/3. 6.20. А . < - 4 / 3 . 6 .21. Еліпс — + •£— 
2 1 " і - Н і . 

Ґ 1 2 Л 

ЇЇ' її 
е2 

Ґ 2 р 

ЇЇ' її 

) 

\ ^ ( 
<?2 = 

ЇЇ' ЇЇ 
. 6.22. Парабола у'2 =4ЇЇх', 0'(2, і ) , 

V 

-Х=, А— . 6.23. Гіпербола 2!— = 1, О' ( 1 , 1) , 
ЇЇ ЇЇ) 4 9 1 ' " 

л/Гз' л/Гз 
е 2 

із V I з 
. 6.24. Паралельні прямі х = + ЇЇ 

О ' І - - , - — 
5 10 

- _ 2 _ _ ± 
, ЇЇ' ЇЇ, 

> ?2 = 
ч>/5 ' ЇЇ, 

або, у старих змінних, 
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,2 <2 ґ~, < 
2 х - у + 1 = 0 , 2 х - у - 4 = 0 . 6.25. Еліпс - і — + = 1 , О' - , 

' 35/6 35/36 І ^ ,6 3 

' 2 — і . ' ' _ 1 _ _2_^ 
е 1 = 

, л / 5 ' л/Х 
> е2 = . 7 5 ' V I , 

. 6.26. Парабола у'2 =—!=-х', 0 ' ( 3 , 2) . 
л/5 

*1 
_2 1_ 

л/5 ' л/5 
Є2 = 

V 

^ 2_ 

л / ї ^ л / І 

'2 -2 , , 2 
6.27. Еліпсоїд —— + ——н-^—= 1, 

2 1 2 / 3 

е2 = 
2 1 

<?3 = 
2 1 

6.28. Г іперболічний параболоїд 

2 1 2 
' з ' З ' З 

'1 2 2 
е 2 = І Т > -

2 1 

2 
. 3 ' з ' З 

6.29. Двопорожнинний г іперболоїд 

з ' з ' з і ' " л и з ' з 

• 2 2 ' , 0 ' ( 1 , 2 , 3 ) 
г2 -2 

е 3 
2 2 _1_ 
З ' 3 ' 3 . 

-2 '2 >: 
X V 2 

- + -4/5 4/15 4/25 

О 1 0, 1, [, е1 = 
л / Г л / Г 

е2 = 
^ і_ 

л/ї'л/г"' 
е 3 = ( о , 0, 1). 

6.30. Еліптичний параболоїд 
х1 ^ у'2 , 0 , Г _ _ 1 _ __19 Г 

5Л /2/4 + Л /2 /2 2 ' I 4 0 ' 4 0 ' 2, 

^ 1 2_ 

ч л / б ' л / б ' л /б , 
е 2 

Г_і_ _ і _ _ і _ 
л/3 1 л/3 ' л/3 

е 3 
1 1 

ЇЇ''Л' 

6.31. Параболічний циліндр у ' 2 = у х ' , 0 ' ( 2 , 1 , - і ) , е. = ( 1 , ) , 

е2 
\_ _2 2 

з ' з ' з і ' Є з Ч з ' з ' з 
6.32. Ел іптичний циліндр 

^ і ^ 

Л / з ' Л / з ' З 
е 2 

^ 2 1_ л 

л / б ' л / б ' л/б 

е 3 
Г ' о, ' 

л/2 ЇЇ) 
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6.33. Однопорожнинний гіперболоїд + —,— = 1, О' ( - — , - — , — І, 
У 1/3 1/6 1/2 1, 3 3 3 ) 

_1 1 1_ 

л/з' л / з 'л / з . 
е2 

Л/б ' Л/б ' Л/б 
<?3 = ' о ' 

л/2 л/2 

6.34. Гіперболічний циліндр ^ - — ^ — = \ О] —, —,-— 1, 
н 1/3 1/3 ч 6 3 6 / 

. , 0 , -
л / 2 ' " ' Л Я І ' ? 2 І л / з ' Л/з' 7 з 

1 1 1 
. е3 

(\_ 2_ _ И 

Л/б ' л/б ' л/б 

Глава 7 

3 2 5 4 14 17 20 
7.1. а) 0 , ^ , ^ , . . . ; б ) 2, 0, 6, 0 , 1 0 , . . . ; в) - 8 , 11, у , у , у , . . . . 

7.2. а) х н = Ь І І І . б ) х = і + (_!)« . в ) = 2 « . 7 . 4 . 1. 7 . 5 . _ | 
я +1 2я - 1 З 9 

7.6. 0. 7.7. - і . 7.8. оо. 7.9. 0. 7.10. 3. 7.11. 0. 7.12. 1. 7.13. 0. 7.14. 4. 7.15. 0. 
2 

7.16. 0. 7.17. 1. 7.18. - .7 .19. - . 7 . 2 0 . - - . 7.21. - 1 . 7.22. а) 1; б) 0. 7.23. 
3 2 2 

0. 7.24. 1. 7.25. - ^ 2 . . 7.26. 1 . 7.27. - . 7.28. 0. 7.29. 0. 7.30. 0. 
З 2 2 

7.31.а) [-2,0)11(0,2]; б) [0,4] ; в) х * " ( 2 я + н є 2 . 7.32. а) [1,+ ю): 

б) (-оо,3]; в) [ -2 ,4] . 7.33. а) у = 1 - х / х - 1 
; б) у = +V х - 1 ; в) у -

г) у = 1 ± л / х 7 Т ; д ) у = \&^;е) у = -2 +10х-'; є) у = 2х>х; 

1 х 
ж) У = ~агсзіп—. 7.34. а) Непарна; б) ні парна, ні непарна; в) парна. 
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7.37. а) ; б) к; в) к. 7.45. -2. 7.46. 2. 7.47. о о . 7.48. 0. 7.49. - 2 . 

7.50. оо . 7.51. 0. 7.52. - - . 7.53. о о . 7.54. - . 7.55. —. 7.56. З х 2 . 7.57. 0. 
5 2 п 

7.58. оо . 7.59. 4. 7.60. - . 7.61. - - . 7.62. - . 7.63. - . 7.64 ' 
4 л •> •> Зл/х 2 

7.65. 12. 7.66. - . 7.67. —. 7.68. - . 7.69. 0. 7.70. оо . 7.71. - . 7.72. - 1 . 
2 я 3 2 

7.73. 100. 7.74. - 1 . 7.75. 1. 7.76. оо . 7.77. -1 . 7.78. оо . 7.79. 0. 7.80. - . 
4 

7.81. 0. 7.82. 0. 7.83. - —. 7.84. — , якщо х - > +оо ; - о о , якщо х - > - с о . 
2 2 

7.85. + - . 7 . 8 6 . 1 .7 .87 .3 .7 .88. £ .7 .89 . 1 . 7 . 9 0 . 1 . 7 . 9 1 . 1 . 7 . 9 2 . 1 . 
2 5 3 3 2 

7.93. 1 . 7.94. со . 7.95. - 1 . 7.96. 1 . 7.97. оо . 7.98. 0. 7.99. 1 . 7.100. оо . 
4 2 2 

7.101. 1. 7.102. - . 7.103. 1 . 7.104. - - . 7 . 1 0 5 . — . 7.106. 2. 7.107. етК . 
2 п тс 2 

7.108. 1 . 7.109. е 6 . 7.110. е " 2 / 3 . 7.111.0, якщо х - > +со ; оо , якщо х -> - о о . 
е 

7.112. оо , якщо х —> +оо ; 0, якщо х —> - о о . 7.113. оо , якщо х —> +оо ; 0, 

якщо х -> - о о . 7.114. е 2 . 7.115. 1.7.116. л/е. 7.117. к. 

7.118. 1 . 7 . 1 1 9 . а. 7.120. 1 . 7 . 1 2 1 . та. 7.122. 1 . 7 . 1 2 3 . е. 7.124. 1 . 
а е 3 2 

7.125.2. 7.126. 1.7.127. - 1 . 7 . 1 2 8 . е. 7.129. 1 . 7 . 132 . а) а(х) = оф(х)); 
2 е 

б) с ц » = 0(Р(х) ) ; в) а(х) ~ Р(х) . 7.134. а) 2; б) 1; в) 1 ; г) 10; д) 2; е) 1 ; є) | . 

7.136. а) х, = 0, х 2 = 1 - точки розриву другого роду; б) х = 1 - точка розриву 

першого роду (стрибок); в) х = 0 - точка розриву першого роду; 
г) X ] = 2 , х 2 = - 2 - точки розриву другого роду; д) х = 2 - точка розриву пер 
шогороду;е) х = - 2 -точка розриву другого роду, х = 2 - точка усувного розриву; 
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є) х = 0 - точка розриву першого роду (стрибок); ж) х = - 1 - точка усув­
ного розриву, х = 1 - точка розриву першого роду (стрибок); з) х = 1 -

.. п 
точка розриву першого роду; і) х = — - точка розриву першого роду. 

4 

7.137. а) а = 1; б) А = 3 ; в) Ь = у ; г) А = - 1 , В = 1; 

д) а = 2, Ь = - 1 ; е) а = 1, Ь = - 1 . 7.138. а) / ( 0 ) = п ; б) / ( 0 ) = 1; 

в) / ( 0 ) = 2 ; г) / ( 0 ) = 2 ; д) / ( 0 ) = 0 ; е) / ( 0 ) = 1 . 7.139. | . 7.140.Усувний 

розрив; розрив другого роду. 7.141. х = 0 - точка розриву першого роду. 
7.142. Три точки розриву: х = 0 - точка усувного розриву, х = ±1 - точки 

розриву другого роду. 7.143. Ні, бо / ( 0 + 0) = —, / ( 0 - 0 ) = - — . 
2 2 

7.145. Рівномірно неперервна. 7.146. Не є рівномірно неперервною. 
7.147. Рівномірно неперервна. 7.148. Не є рівномірно неперервною. 

Г л а в а 8 

8.1. 6 х - 5 . 8 . 2 . - 2 + - х 3 . 8 . 3 . — \ - + \ + А - . 8.4. 4 = + ^ г -
З х 2 х 3 х 4 Тх̂  х 2 

8 .5 .1 
/ 3 2 Л 

•—== + х 4 / „ 3 3 / 2 
8.6. 4 х 3 - Зх 2 - 8х + 9 . 

8.7. 7 х 6 - 1 0 х 4 + 8 х 3 - 12х 2 + 4 х + 3 . 8.8. К=\ 1 + -
2л/х 

8.9. 2х(3х 4 + 8 х 2 - 4 1 ) . 8.10. — ± — . 8 . 1 1 . 1 ^ Х * . 
(х + 1) 2 ( х 3 - х ) 2 

8.12. . - 2

 Г 7 . 8.13. - 3 ( " 2 + 1 )

2 . 8.14. - * £ ^ . . 8.15. / ( 1 ) = 1; 
Л - ( 2 - л / х ) 2 ( х 3 + 3 х - 1 ) 2 (с + ^ х ) 2 

/ ' (1 ) = 2 ; / ( 4 ) = 8; / ' ( 4 ) = 2,5. 8.16. / ( - 1 ) = - 5 ; / ' ( - 1 ) = - 8 ; 

/ ' ( 2 ) = ^ . 8.17. / ' ( 0 ) = 11 ; / ' ( 1 ) = 2 ; / ' ( 2 ) = - 1 . 8.18. / " (0) = -0 ,25 ; 
1 6 
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/ ' ( - 1 ) = 0,5 . 8.19. 24х(1 + 4 х 2 У . 8.20. - 20(1 - х) . 

8.21. 6(х 3 - х)*(3х 2 - 1 ) . 8.22. 5 П + * 2 ) У + 2 х - 1 ) _ ^ - 4(1 - іГх? 
(1 + х ) 6 ' л/7 

2х хГх 2 + 2а2Л 
8.24. . 8.25. ; ' . 8.26. ЗсозЗх. 8.27. 9соз(Зх + 5 ) . 

З - ^ І + х 2 ) 4 ' ' ' уІ(х2+а2)3 

8.28. - 4 з і п — . 8 . 2 9 . - з і п 2 х . 8 . 3 0 . - 1 2 с о з 2 4х-з іп4х. 
З 

З , 7 

8.31. - з і п 2 х ( 2 - з і п х ) . 8.32. - з і п х -Зх 2 . 

Х-СОЗл/1 
8.33. 2 з і П х ( х 8 Ш Х С 0 8 Х + +С03Х-81ПХ ) . 8.34. . . . .— 

лАТх 7 

8.35. 4(1 + зіп 2 х ) 3 -8Іп2х . 8.36. -і-созх . 8.37. агсзіпх + - Х 

2 ' 4~72 

8 . 3 8 . 2агс8іпх _ & ж _ ^ 1 а г с с о 8 х = £ ^ _ 8 Ж 1 _ ^ 2х 

4\-х2 х2-4-х2 л / 2 х - х 2 1 + * 

2 2 а г с І § - , 
8.42. . 8.43. г ^ . 8 . 4 4 . 2х 1о 8 з х + — - . 8.45. — 

2 /. 4 1 + х ІпЗ х 

4 

1 2 х - 4 2х 2 
8.46. і — . 8.47. „ . 8.48. — . 8.49. — = — . 

х1п 2 х х 2 - 4 х ( х 2 - 1 ) 1 п З 8іп2х 

8.50. 4 1 п 3 8 і п х - с 1 § х . 8.51. 10* (1 + х Ь 1 0 ) . 8.52. е* (1+х) . 

8.53. ( с о з х - з і п х ) . 8.54. З х 2 - З ' ї п З . 8.55. 2 • 1 0 2 ї _ 3 ІпІО. 

8.56. а8І"3* 1п а • 3зіп 2 х • соз х . 8.57. - 1 2 - ІО 1 - 8 ' " 4 З д г 1п 10 • зіп 3 Зх • соз Зх . 

8.58. ЗзЬ 2 х-спх . 8.59. Л х . 8.60. , 2 * • • . 8.61. 2зп2х . 
с п 2 ( 1 - х 2 ) 
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8.62. 

2^/спх 

8.66. ( з іпх) 0 0 

. 8.63. е л *зп2х. 8.64. хс\\х . 8.65. х*" + , (21пх + 1) 

( 2 СОЗ X 
- зіпх • Іп зіп х 8.67. (1пд:Г| + 1п 1пх 

Іпх 

8.68. х ^ ~ 2 ( 1 - 1 п х ) . 8.69. ( х 2 + 1 ) 5 І п - ^ 2 Х

2

8 1 П Х + с о 5 х - 1 п ( х 2 +1) | . 
х ' +1 

8.70. х1 ех зіп2х(3 + 2 х 2 + 2 х с г § 2 х ) . 8.71. 
2{х-2){х1 + 1 І Х + 1) 

3(х-5 ) 4 - 3 л / (х + 1 ) 2 

8.72. 
л / і - х 2 [ ( а г с з і п х ) 2 - 1 ] V 1 + агсзіпх 

' - Ж 8 І П Ї 8 . 7 3 . - ^ . 8 . 7 4 . -
а у 

8.75. ау -х 
у2 - ах 

8.76. 2а 

3 ( 1 - / ) 
•. 8.77. 

у 2 ; 

8.78. - і . 8.79. 2"-•>'• 
у-х \-2х 

8.80. 5 Ш ( х + > ; ) .8 .81. ^ ^ . 8 . 8 2 . - ^ - . 8 . 8 3 . 3(1 + х - х 2 ) ( 1 - 2 х ) Л х . 
1 + 8 І п ( х + >') х - у 2-у 

8.84. - ^ 4 ^ х . 8 . 8 5 . _ 2 _ = < я т 1п2 - -^Ц^-Лс . 
СОЗ X С 0 8 X 

8.86. {Х -1)8ІПХ:?

ХС05Ха-х.8.Ю. 
( 1 - х - ) 2 

З * 2 ІПЗ — + 9 Х 2 - - 2 = 
X V* 

ах. 

8.88. а) 0,05; б) 0,805; в) 0,2. 8.89. а) 0,795; б) 0,770. 8.90. а) 2,25; 4,13; 
б) 2,16; 4,13; в) 2,03. 8.91. а) 0,515; б) 0,485; в) 0,965. 8.92. а) 2,09; б) 1,1; 

в) 0,9. 8.93. - г 2 . 8 . 9 4 . ^ — ! - . 8.95. - 1 . 8 . 9 6 . - - с г з ф . 8 . 9 7 . - - 1 § ф . 
2 2( а а 

8.98. с г§^ .8 .99 . - .8.100. - 2 е 3 ' . 8.101. — ^ . 8.102. і і і і і . 
2 2 з.*/? 1 + І8 ' 

8.103. 1 § / .8.104. 2 . 8.105. 6(5х 4 + 6х 2 + 1). 8.106. - 2соз2х . 

8.107. 
2 - 6 х 4 

( 1 + * 4 ) 2 

8.108. 2ех (Зх + 2 х 3 ) . 8.109. 
6х(2х 3 - 1 ) 

( х 3 + 1 ) 3 
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8.110. _ 2 £ _ + 2агсІ8х. 8.111. — г ^ 
1 + * 4(а2-х2)3 

8.112. - ™ ± £ ^ Ї 1 . «.„з. - 1 . 8 . 1 1 4 . 3 6 0 . 8 . 1 1 5 . 1 
2 ч З 2 

8.116. / ( 0 ) = 3 , / ( 0 ) = 12, /"(О) = 9. 8.117. 2 .8 .118. 6 . 8 .119 .а я е п 

8.120. (-1)"е-*. 8.121. е г ( х + /г). 8.122. 
(ах + Ь)"+1 

чП-1 Я 

8.123. і—^— у " 8.124. (-1) ( - Г Г ' а > - 1 ) ! , „ „ - , ( « - ! ) ! 

(ях + Ь)" х"1па 

8.125. ( х 2 - 3 7 9 ) 8 І п х - 4 0 х с о з х . 8.126. ех(х2 + 3>9х + 360). 

8.127. 4 л / 2 з і п [ х - - ] < Г \ 8.128. — ^ — . 8 . 1 2 9 . хзІїх + ЮОспх. 
1 п 2 х 9 

8.130. - 4 . 8 . 1 3 1 . 8.132. - З ф . 8.133. - 1 ^ + ^ + 5 ) 

7 « У у5 у8 

8.134. ^ і і ф . 8 . , 3 5 . - ^ , 8 . 1 3 6 . , Я ( х - 1 ) 2

+ ( 7 - 1 ) 2 1 
( 2 - ^ ) 3 ( / - Д х ) 3 х 2 ( у - 1 ) 3 

8.137. 9 / 3 . 8.138. 1 — . 8.139. - 3 ? с 0 8 / . 8.140. - 1 

а 8 І п 3 ї а 3 8 І п 5 / 0 ( 1 - С 0 8 ф ) 2 

8.141. -6ґ'(\ + 3( + Ґ). 8.142.4г 2 . 8.143. 
С 0 8 2 І - 4 8 І П 2 І 

9а2 сов 7 / -8Іп 31 

8.144. ! - = а х 2 . 8.145. т(т -1)(/и - 2 ) х т ~ 3 йх3. 
9хЦх 

8.146. 4(х + 1 ) ( 5 х 2 - 2 Х - 1 ) Й Х 2 . 8.147. 4 ^ 2 2 1 п 4 ( 2 х 2 1 п 4 - 1 ) а х 2 . 

8.148. йу = \пх(іх, <і2у = ~йх2 , (І3у =—\-сіх3. 
х х 

-і 384 
8.149. - < Г * ( х ~ - 6 х + 6)с/х 3. 8.150. — - і х 4 . 8.151. 1)0; 2 )6 ; 3) - 4 ; 

( 2 - х ) 5 
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4)*, =2,к2 = 4 . 8 . 1 5 2 . (1,1); ( - 1 , - 1 ) . 8.153. 1) (0, 0); 2) [ у , 1 | 

8.154. 1) (2,4); 2) ^ - | , ^ ; 3 ) (-1,1), ^ 1 - 1^.8 .155 . (0,0); (1,1); (2,0) . 

8.156. (0,1).8.157. (2,4) .8.158. у = \2х-\6; х + 1 2 у - 9 8 = 0 ; 5 , = | ; 

а„ = 9 6 . 8.159. у + 4х + 4 = 0; 8 у - 2 х + 15 = 0 ; з, = 1 ; ап = 8 . 

8.160. 7х + 7 ~ 3 = 0 ; х - 7 у + 71 = 0 .8 .161 . у - 5 = 0 ; х + 2 = 0 . 

8.162. х - 4 у + 4 = 0 ; 4х + у - 1 8 = 0 . 8.163. у-2х = 0; х + 2у = 0. 

8.164. х - > > - 1 = 0 ; х + 7 - 1 = 0 . 8.165. 7 х - 1 0 у + 6 = 0 ; 1 Ох+ 7 7 - 3 4 = 0 . 

8.166. 7 = 0 ; (тс + 4)х + ( т х - 4 ) 7 - л ; 2 — = 0 . 8.167. 5х + б 7 - 1 3 = 0 ; 
4 

1 1 
6 х - 5 7 + 21 = 0 . 8.168. х + 7 - 2 = 0 . 8.171. а , = а г с д § - ; а 2 =агс(§ — . 

8.172. а, = - ; а , = а гсге - . 8.173. агсІеЗ . 8.174. 45° . 8.175. агсге— . 
1 2 2 4 15 

8.176. агсі§3 . 8.177. 90° . 8.178. 2 м/с; 2 м/с; 6 м/с. 

8.179. у = 5; 4,997; 4,7м/с; а = 0 ; - 0 , 0 0 6 ; - 0 , 0 6 м / с 2 . 8.180.Д = - — см/с 2 . 
18 

8.181.а) г, = 0 , / 2 = 8 ; б ) г , = 0 , 1 2 = 4 , г3 = 8 ; в) І є (0,4) ІІ (8 ,+оо); 

г) і, = 1 (3 + л/3) , ї 2 = 1 (3 - л/3) . 8.182. 1,76 м/с. 8.183. х[ =\[а . 

к 
8.188. Ні, бо /'(2) не існує. 8.189. Ні, бо х = ~ - точка розриву функції. 

8.190. Ні, бо х = 0 - точка розриву функції. 8.191. с = 0 . 8.192. с = —\=-. 
л/3 

8.193. (2 ,4) . 8.194. с , = - , с 7 = - . 8.195. а) с = — ; б) с = - . 
2 3 9 4 
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8.196. -А—- 8.197 .0. 8.198. 1.8.199. - .8.200. 1.8.201. — ат~". 
3 ^ Р 3 п 

'Х О 1 о 
8.202. 2. 8.203. - . 8.204. - . 8.205. - . 8.206. - . 8.207. І п - . 8.208. 5. 

5 3 2 3 Ь 

8.209. + о о . 8.210. 1 . 8 . 2 1 1 . 0 . 8.212. - о о . 8.213. сояЗ. 8.214. 0. 8.215. 1. 
2 

8.216. 1. 8.217.0. 8.218. а . 8.219. оо . 8.220. 0. 8.221. 2. 8.222. - 1 . 8.223. 0. 

8.224. 1 . 8.225. 0. 8.226. - 1 . 8.227. - . 8.228. Е~Ь . 8.229. Е2. 8.230. . 
2 З 

8.231. 1. 8.232. ~ . 8.233. 1 . 8.234. 1. 8.235. 1. 8.236. Е. 8.237. 1. 8.238. 2. 
ЬУІЕ е 

8.239. 1.8.240. а) 0; б) 1. 

8.241. Р(х)=(х~4)4 + 11(х-4) 3 +37(х~4) 2 +21(л--4)-56. 

8.242. Р(х) = (х + 1 ) 3 - 5 ( х + 1 ) + 8 . 8 .243. />(-1) = 143, Р'(0) = - 6 0 , 

Р"(0) = 26 . 8.244. а) і - х + — - — + . . .+ (-1)" ~ + о ( х и ) ; 
2! З! я! 

бА+2г + х 2 - ї х 3 - ї х 4 - — х 5 + о ( х 5 ) ; в) 1 - ! . г + ! х 2 + — х 3 + о ( х 3 ) ; 
Ш 3 6 15 2 8 16 

Г) І.7Г~ + о ( х " ) . 8.245. а) £ ( - 1 ) ( х + 1)* +о((х + 1)") ; 

б ) 2 + ^ 1 _ ( ^ і ) 1 + 0 ( ( х _ 4 ) 2 ) ; 
64 

в) (*.-1) + | у ( х - І ) 2 + - 1 ) 3 + А ( х - 1 ) 4 + о((х - 1 ) 4 ) ; 

2 4 

г ) 1_ ( х _ і ) 2 + - _ - ( х - 1 ) 4 + о ( ( х - 1 ) 4 ) . 8 . 2 4 6 . а ) х + о ( х 3 ) ; 
о 384 

з ' • 
б) х + — + о ( х 4 ) ; в) (х - 1 ) — ( х - 1 ) 2 + о((х - 1 ) 2 ) . 8.247. а) 0,842; 

6 • 2 
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б) 1,648; в) 0,049 ; г) 2,012. 8.248. а) 1 ; б) ~ ; в) 1; г) — ; д) - 2 ; е) і . 

1 . . . 1 „ґ /г ^ 
8 - 2 4 9 - .У тах =У(1) = - , У т т = У ^ 1 ) = ~ ^ ^ Т 0 Ч К И п Є Р Є Г И Н у />, 

V У 

Р 2 (0 ,0 ) , Р3 

' 4 
; асимптота 7 = 0 . 8.250. утт = 7(0) = 1; точок переги­

ну немає; асимптоти х = ± 1 , у = 0 . 8.251. Екстремумів немає; точка переги­

ну /°(0,0); асимптоти х = ± 1 , 7 = 0 . 8.252. утях = 7(0) = 0 ; точок перегину 

немає; асимптоти х = ±\, 7 = 1. 8.253. 7 т і п = 7 ( 0 ) = -1 ; точки перегину 

| ± 1 , - - ^ ] , (± л/5,о). 8.254. 7 т ш = 7(3) = Щ - ; точка перегину (0,0); асим-
V 125у 8 

птоти х = 1, 7 = ^ +1 . 8.255. утт = у( -3) = - 4 , 5 ; у т і п = 7(3) =4,5 ; точка 

перегину (0,0); асимптоти х = ±л/з, у = х . 

1 С 2 ^ 
8.256. 7 т а х = 7(1) = — ; точка перегину 2 , — ; асимптота 7 = 0 . 

е V е-) 

8.257. 7 т а х = 7(1) = е ; точки перегину 
І2±4І г ; асимптота 7 = 0 . 

2 

8.258. утт = 7 ( 1 ) = е ; точок перегину немає; асимптоти 7 = х + 1 , х = 0 (пра­

ва асимптота). 8.259. Точка перегину ( 1 , е 2 ) ; асимптоти у = 2 х + 3 , 

х = 0(права асимптота). 8.260. утж =7^—^ = - е ; асимптоти х = 1 , х = 0 

(права асимптота), 7 = 0 (права асимптота). 

8.261. утт = 7(0) = 0 ; точок перегину немає; асимптота х = - 1 . 

8.262. 7 І П І І 1 = 7 ( 0 ) = 0 ; точки перегину ( + 1 , 1 п 2 ) . 8.263. 7 т т = 7 ( 1 ) - - 1 ; точ­

ки перегину ( 0 , 0 ) , ( 2 , 0 ) . 8.264. Точки перегину ( 0 , 1 ) , ( 1 , 0 ) ; асимптота 

7 = - х . 8.265. Точки перегину (0 ,0 ) , (± 1 ,± л/2~); асимптота 7 = х . 

8.266. Точка перегину ( 0 , 0 ) ; асимптоти у = - 1 (ліва), 7 = 1 (права). 
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8.267. Визначена при х > - 1 , двозначна; екстремумів немає; графік симет­
ричний відносно осі Ох ; точки перегину (0,1), (0 , -1) ; асимптот немає. 

8.268. Визначена при х > 0 , двозначна; графік симетричний відносно осі 

Ох;\у\ 
2л/з 

; точок перегину немає; асимптот немає. 

8.269. Визначена при х < 0 та при х > Чі , двозначна; графік симетричний 

відносно осі Ох; | у | т а х = |у(-1) | = 1; точок перегину немає; асимптоти 

х = 0 , у = ± 
х4ї 

8.270. х т ш = - 1 при 1 = 1 0 ( 0 = 3 ) , У т т = - 1 при 

і = - 1 (х(-1) = 3) ; парабола з вершиною у початку координат, вісь якої -

пряма у = х (х > 0, у > 0 ) . 8.271. хтт = утт =1 при / = 0 (точка звороту), 

у = 2х - асимптота при і - » + оо . 

8.272. ^ - 1 - З я , - 1 + - максимум, ^1 -Зтс ,1 - - ^ -^ - мінімум, точка пе­

регину (—3л,0); асимптоти у = х, у = х + 6к. 8 .273. Асимптота 

х + у +1 = 0 ; (0,0) - точка самоперетину, дотичними в цій точці є осі коор­
динат; точок перегину немає; у першому квадранті - замкнена петля. 
8.274. ф а) Замкнена трипелюсткова троянда; 

з 
І) 

2тс 4тс 5л' 
Т ' Т 

тс 5тс Зтс 
; екстремуми при ф = —, ер = — , ф = — 

6 6 2 

(достатньо дослідити лінію при 0 < ф < я ) ; б) графік отримується з графіка 

р = а зіп Зф за допомогою повороту на кут —. 8.275. а) Екстремуми при 
6 

я Зтс 5тс 7я , . . . 
Ф = —, ф = — , ф = — , ш = — (достатньо дослідити функцію при 

4 4 4 4 

я 
0 < ф < —); б) графік отримується з графіка р = 3§іп2ф за допомогою пово­

роту на кут —. 8.276. 1>(р) = 
4 

я я "Зя 5я~ 
. 4 4 _ 

; екстремуми при ф = 0 , 

Ф = я (достатньо дослідити лінію при 0 < ф < —) . 
4 
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8.277. Кардіоїда, полюс - точка звороту; р т а х = р(0) = 2а , р т ш = р(л) = 0. 

8.278. £>(р) = (0, + оо) ; лінія спірально завивається навколо полюса, асимп­

тотично до нього наближаючись; точка перегину ^ \ / 2 л , у | ; горизонтальна 

асимптота - полярна вісь (ф = 0 ) . 8.279. Лемніската Бернуллі (див.№ 8.276). 

8.280. Чотирипелюсткова троянда (див.№ 8.275а)). 8.281. М = 13, т = 4 . 

8.282. М = 10, т = 6 . 8.283. Л / = | , т = - \ . 

8.284. М = 1 , т = - . 8 . 2 8 5 . М =-, т = - - . 8.286. М т=0. 
5 2 2 4 

8.287. 4 та 4. 8.288. 1. 8.289. 6 та 6. 8.290. 1[л~У . 8.291. т и 3 . 8.292. — л г 2 л . 
27 

8.293. - г о - 3 . 8.294. - ^ е 3 . 8.295. 2 г 2 . 8.296. # (1 ,1) . 8.297. х = к4ї ; 
З 9л/3 

у = — . 8.298. Розділити відрізок навпіл. 
л/2 
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Учбово-виробничич видавничо-поліграфічним центром ХТУРЕ 
підготовлено ло видання серію навчальних посібників 

для студентів економічних спеціальностей > ніверситетів 
за загальною редакцією доктора технічних на\к, 

професора А. Д. Тевяшева 

Навчальні посібники цієї серії відрізняє: 
• повна відповідність навчальним програмам курсів, що 

викладаються; 
• старанний підбір теоретичного матеріалу; 
• велика кількість прикладів, задач та індивідуальних завдань; 
• доступність викладання матеріалу для самостійного вивчення; 
• наявність повного комплексу довідкового матеріалу. 

До серії увійшли: 
V Вища математика. Загальний курс. Збірник задач та вправ. | 
V Вища математика. Математичне програмування, 
д/ Вища математика. Теорія ймовірностей та математична статистика. 
V Статистичний аналіз даних. 
V Економетрика. 
V Економічний ризик. Оцінювання та управління 
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Учбово-виробничим видавничо-поліграфічним центром ХТУРЕ 
підготовлено до видання серію навчальних посібників 

"ПРИКЛАДНА МАТЕМАТИКА" 
за заіальною редакцією доктора технічних наук, 

професора А. Д. Тевяшева 

Навчальні посібники цієї серії відрізняг: 
• повна відповідність навчальним програмам курсів, що 

викладаються; 
• старанний підбір теоретичного матеріалу; 
• велика кількість прикладів, задач та індивідуальних завдань; 
• доступність викладання матеріалу для самостійного вивчення; 
• наявність повного комплексу довідкового матеріалу. 

До серії увійшли: 
V Функціональний аналіз у прикладах та задачах. 
V Численньїе методьі в примерах и задачах. 
V Системний анализ. Вводннй курс. 
V Основи дискретной математики в примерах и задачах. 
V Алгебра і геометрія. Лінійна алгебра. Аналітична геометрія. 
V Алгебра и геометрия. Алгебраические структури. Категории. 
V Случайньїе процесси в примерах и задачах. 
V Теорія функцій комплексної змінної у прикладах та задачах. 
V Теория вероятностей в примерах и задачах. 
V Математическая статистика в примерах и задачах. 
V Диференціальні рівняння у прикладах та задачах. 
V Стохастическое программирование. 
V Математические модели физических процессов. 
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