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Ñâiòëié ïàì'ÿòi ìî¨õ
áàòüêiâ ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ

Âñòóï

Ó ïðîöåñi ïiçíàííÿ òà ïðàêòè÷íî¨ äiÿëüíîñòi ëþäñòâî øèðîêî
çàñòîñîâó¹ ðiçíîìàíiòíi ìîäåëi. Ìîäåëþâàííÿ � öå óíiâåðñàëüíèé
ìåòîä íàóêîâîãî ïiçíàííÿ, ùî áàçó¹òüñÿ íà ïîáóäîâi, äîñëiäæåííi
òà âèêîðèñòàííi ìîäåëåé îá'¹êòiâ i ÿâèù. Íàéáiëüø âàæëèâèì ðiç-
íîâèäîì ìîäåëþâàííÿ ¹ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi. Â ¨õ îñíîâi ëåæèòü
ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî âñi ïàðàìåòðè, âåëè÷èíè, ïî÷àòêîâi äàíi
ìîæíà êiëüêiñíî âèìiðÿòè é îïèñàòè ìàòåìàòè÷íèìè ñïiââiäíî-
øåííÿìè.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ � ïîòóæíèé iíñòðóìåíò ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ òåõíîëîãi÷íèõ, iíæåíåðíèõ i íàóêîâèõ ïðîáëåì, ùî  ðóí-
òó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Ñó÷àñíi äîñÿã-
íåííÿ íàóêè i òåõíiêè áóëè á íåìîæëèâèìè áåç ïîáóäîâè åôåê-
òèâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Ðîçóìíî êåðóâàòè ñêëàäíèìè ïðî-
öåñàìè â íàø ÷àñ òåæ íåìîæëèâî áåç âèêîðèñòàííÿ àäåêâàòíèõ
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Çàðàç åïîõà âiäïîâiäàëüíèõ ðiøåíü, ÿêi
íåîáõiäíî ïðèéìàòè íå iíòó¨òèâíî, à íà íàóêîâié îñíîâi ç âèêîðè-
ñòàííÿì ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

Ñïåöiàëiñò, ùî ìà¹ ìàòåìàòè÷íó îñâiòó, ïîâèíåí ïiçíàâàòè
îòî÷óþ÷ó ðåàëüíiñòü çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.
Íåîáõiäíiñòü òàêîãî ïiäõîäó â íàóêîâî-òåõíi÷íié äiÿëüíîñòi ñòà-
ëà çðîçóìiëîþ âæå ïîíàä 100 ðîêiâ òîìó. Ëþäñüêà ëîãiêà, ÿêà íå
âèêîðèñòîâó¹ ìàòåìàòè÷íi ñèìâîëè, ÷àñòî çàïëóòó¹òüñÿ ó ñëîâàõ i
ðîáèòü íåïðàâèëüíi âèñíîâêè. Âèÿâèòè öi ïîìèëêè äåêîëè êîøòó¹
âåëèêèõ çàòðàò ïðàöi.

Ïîðÿä iç òðàäèöiéíèìè îáëàñòÿìè âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòèêè,
äî ñôåðè ¨¨ çàñòîñóâàííÿ çàëó÷àþòüñÿ âñå íîâi é íîâi äèñöèïëiíè.
Äåäàëi áiëüøå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íàóêîâèõ ïðàöü, â ÿêèõ ìàòåìàòèêè
âèâ÷àþòü ÿâèùà é ïðîöåñè, ÿêi ðàíiøå íå íàëåæàëè äî ñôåðè ìà-
òåìàòè÷íèõ çàñòîñóâàíü, ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ñòàëè ôóíäàìåíòîì
äîñëiäæåíü.

Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ÿê ìåòî-
äîëîãi¨ íàóêîâî¨ òà ïðàêòè÷íî¨ äiÿëüíîñòi, íåîäíîðàçîâî äîâîäèëî
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äîñòàòíüî âèñîêó åôåêòèâíiñòü. Íàïðèêëàä, êîëè ñòàëà ðîçâèâà-
òèñÿ øâèäêiñíà àâiàöiÿ, òî êîíñòðóêòîðè çiòêíóëèñÿ ç ñåðéîçíîþ
ïðîáëåìîþ � ÿâèùåì ôëàòòåðà. Âîíî ïîëÿãàëî â òîìó, ùî ïiä ÷àñ
åêñïåðèìåíòàëüíèõ ïîëüîòiâ íà äåÿêèõ êðèòè÷íèõ ðåæèìàõ âèíè-
êàëè ðiçêi âiáðàöi¨ êîíñòðóêöi¨ i ëiòàê çà ëi÷åíi õâèëèíè ðîçâàëþ-
âàâñÿ íà êóñêè. Ïðè÷èíîþ áóëè ðåçîíàíñíi ÿâèùà, ùî âèêëèêà-
ëèñÿ âçà¹ìîäi¹þ åëåìåíòiâ êîíñòðóêöi¨ ëiòàêà i âèõðîâèõ ïîòîêiâ
ïîâiòðÿ íà âåëèêèõ øâèäêîñòÿõ. Öÿ ïðîáëåìà áóëà ðîçâ'ÿçàíà àêà-
äåìiêîì Ì. Â. Êåëäèøåì1, çàâäÿêè ðîçðîáöi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi
öüîãî ÿâèùà.

Â îñòàííi ðîêè, âíàñëiäîê øèðîêîãî âïðîâàäæåííÿ îá÷èñëþ-
âàëüíî¨ òåõíiêè é âiäïîâiäíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ, à îñîá-
ëèâî ïåðñîíàëüíèõ êîìï'þòåðiâ, ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþ-
âàííÿ íàáóëè íîâîãî ðîçâèòêó i ñòàëè øèðîêî âèêîðèñòîâóâàòèñÿ
â ïîâñÿêäåííié ïðàêòèöi. Îñîáëèâî ïðàãíåííÿ äî ìàòåìàòè÷íî¨
ôîðìàëiçàöi¨ âèÿâëÿ¹òüñÿ â òèõ ñôåðàõ çíàííÿ, äå ïðÿìèé åêñïå-
ðèìåíò, ùî äîçâîëÿ¹ çiáðàòè ïîâíó iíôîðìàöiþ ïðî îá'¹êò, ïðàê-
òè÷íî íåìîæëèâèé. Íàïðèêëàä, åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþ-
âàííÿ ¹ îäíèì iç ñó÷àñíèõ ïiäõîäiâ äëÿ àíàëiçó ðîçâèòêó íàðîä-
íîãî ãîñïîäàðñòâà, éîãî ãàëóçåé, ïiäïðè¹ìñòâ [38, 46, 58, 75].

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ � öå ãàëóçü çíàíü, äå ïëiäíî ïî¹ä-
íóþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòèêè, iíôîðìàòèêè
iç çàñòîñóâàííÿì â iíøèõ íàóêàõ, òîáòî äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ íåîáõiäíà âiäïîâiäíà ìàòåìàòè÷íà
é ïðåäìåòíà ïiäãîòîâêà, ùî íå ïiä ñèëó îäíié ëþäèíi. Òîìó äëÿ
çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ñòâîðþþòüñÿ
öiëi êîëåêòèâè, àëå î÷îëþ¹ öåé êîëåêòèâ, ÿê ïðàâèëî, ìàòåìàòèê-
ïðèêëàäíèê. Ó çâ'ÿçêó ç öèì, àêòóàëüíèì ¹ çàâäàííÿ öiëåñïðÿìî-
âàíî¨ ïiäãîòîâêè ñïåöiàëiñòiâ ç ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi áóäóâàëèñÿ i ðàíiøå, àëå òiëüêè çàðàç ñè-
ñòåìàòè÷íî âèâ÷àþòüñÿ ïðèíöèïè ìîäåëþâàííÿ, òîìó ùî â ðó-
êàõ ñïåöiàëiñòiâ ç'ÿâèëèñÿ ÅÎÌ � ïîòóæíèé çàñiá ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷. ÅÎÌ, ÿê çàñîáè îäåðæàííÿ íîâèõ çíàíü,
çáàãàòèëè é ðîçøèðèëè iíñòðóìåíòàëüíèé àðñåíàë íàóêè. Áåç
êîìï'þòåðiâ çàðàç íåìîæëèâî óÿâèòè ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè.

1Êåëäèø Ì.Â. (1911 � 1978) � ðàäÿíñüêèé iíæåíåð, ìàòåìàòèê i ìåõàíiê.
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Àëå âïðîâàäæåííÿ êîìï'þòåðíî¨ òåõíiêè ñàìå ïî ñîái íå ìîæå
âiäìiíèòè âèâ÷åííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îñíîâ ìîäåëþâàííÿ. Â îñòàííi
äåñÿòü ðîêiâ ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ âèîêðåìèëîñÿ â ñàìîñòié-
íó äèñöèïëiíó ç ïðèòàìàííèìè ¨é îá'¹êòàìè òà ìåòîäàìè äîñëiä-
æåííÿ é ñòàëî ïîòóæíèì çàñîáîì äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì.
Äî òàêèõ ñèñòåì ó íàø ÷àñ ìîæíà âiäíåñòè òåõíi÷íi, áiîëîãi÷íi,
åêîëîãi÷íi, ñîöiàëüíî-åêîíîìi÷íi ñèñòåìè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ
íåëiíiéíiñòþ, ñêëàäíiñòþ òà áàãàòîãðàííiñòþ çâ'ÿçêiâ ìiæ åëåìåí-
òàìè ñèñòåìè.

Â óíiâåðñèòåòñüêèõ ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëiíàõ ñòóäåíòiâ íàâ-
÷àþòü ôîðìàëiçîâàíèì òåîðiÿì ìàòåìàòèêè, àëå íåäîñòàòíüî ïðè-
äiëÿþòü óâàãó íàáóòòþ äîñâiäó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ �
îâîëîäiííþ ìåòîäàìè îïèñó îá'¹êòiâ òà ÿâèù ìîâîþ ìàòåìàòèêè ç
ìåòîþ ïîäàëüøîãî ¨õ âèâ÷åííÿ çàñîáàìè ìàòåìàòèêè òà iíôîðìà-
òèêè. Â áiëüøîñòi âèïàäêiâ, ïðîöåñ ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìî-
äåëi, òîáòî ïðîöåñ ïåðåõîäó âiä ìîâè ïðèðîäè äî ìîâè ìàòåìàòèêè
çàëèøà¹òüñÿ çà ½êàäðîì�.

Îñü ÷îìó íåâiä'¹ìíó ÷àñòèíó ìàòåìàòè÷íî¨ îñâiòè ïîâèííî
ñêëàäàòè âìiííÿ áóäóâàòè àäåêâàòíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äëÿ äî-
ñëiäæåííÿ ðåàëüíèõ ÿâèù. �Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ� ñòàëî îä-
íi¹þ ç îñíîâíèõ äèñöèïëií ïðè ïiäãîòîâöi ñïåöiàëiñòiâ ç íàïðÿìiâ
�Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà�, �Iíôîðìàòèêà�. Ïðåäìåòîì ìàòåìàòè÷-
íîãî ìîäåëþâàííÿ ¹ ïîáóäîâà é äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-
ëåé ç ìåòîþ ïiçíàííÿ ðåàëüíîñòi.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ îïèðà¹òüñÿ íà çíàííÿ ïðàêòè÷íî
âñiõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè i âèìàãà¹ äîáðî¨ ïiäãîòîâêè ç ìàòåìà-
òè÷íîãî àíàëiçó, äèôåðåíöiàëüíèõ òà ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü, àëãåá-
ðè, ãåîìåòði¨, òåîði¨ ôóíêöié, ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, òåîðåòè÷íî¨
ìåõàíiêè, òåîði¨ óïðàâëiííÿ, òåîði¨ ñòiéêîñòi, äèñêðåòíî¨ ìàòåìà-
òèêè, îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ òà ií. Îêðiì öüîãî, ìàòåìàòè÷íå
ìîäåëþâàííÿ ïîòðåáó¹ âìiííÿ ïðîãðàìóâàòè íà ÅÎÌ, àêòèâíî âè-
êîðèñòîâóâàòè çíàííÿ ç ïðèðîäíè÷î-íàóêîâèõ äèñöèïëií i ïî¹äíó-
âàòè ¨õ iç çàñòîñóâàííÿì ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ ëþäñüêî¨ äiÿëüíîñòi äëÿ
îäåðæàííÿ íîâèõ çíàíü.

Ìåòà äàíîãî ïîñiáíèêà � äàòè îñíîâè òåîði¨ ìàòåìàòè÷íîãî ìî-
äåëþâàííÿ, íàâ÷èòè ðiçíèõ ïiäõîäiâ òà ïðèíöèïiâ ïîáóäîâè ìàòå-
ìàòè÷íèõ ìîäåëåé ðåàëüíèõ ÿâèù i ïðîöåñiâ, íàâåñòè ïðèêëàäè
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îñíîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ç ðiçíèõ ñôåð çíàíü, ïîêàçàòè,
ùî ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äîçâîëÿþòü ïiçíàâàòè ðåàëüíiñòü i ñïðèÿ-
þòü ðîçóìiííþ ñóòi ïðîöåñó.

Ïîáóäîâà ìîäåëåé i ¨õ äîñëiäæåííÿ âèìàãà¹ íå òiëüêè äî-
ñòàòíiõ çíàíü, àëå i äåÿêîãî äîñâiäó, ìèñòåöòâà. I öüîìó òåæ
òðåáà â÷èòèñÿ. Òîìó îâîëîäiííÿ ìåòîäîëîãi¹þ ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ ìîæëèâå ëèøå ïðè ïî¹äíàííi âèâ÷åííÿ òåîði¨ i
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷. Ó çâ'ÿçêó iç öèì, äëÿ ïîãëè-
áëåíîãî çàñâî¹ííÿ ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â êiíöi
êîæíîãî ðîçäiëó íàâîäèòüñÿ ñïèñîê ïðàêòè÷íèõ çàâäàíü äëÿ ñà-
ìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Öå áóäå ñïðèÿòè êðàùîìó ðîçóìiííþ i
áiëüø ãëèáîêîìó çàñâî¹ííþ òåîðåòè÷íèõ çíàíü, à òàêîæ ðîçâèòêó
â ñòóäåíòiâ òâîð÷îãî ìèñëåííÿ.

Ïîñiáíèê ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí. Â ïåðøié � òåîðåòè÷íié
÷àñòèíi � äàþòüñÿ îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîëîæåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ, âèêëàäàþòüñÿ ïðèíöèïè òà ìåòîäè ìàòåìàòè÷íî-
ãî ìîäåëþâàííÿ, îïèñóþòüñÿ îñíîâíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ìàòå-
ìàòè÷íèõ ìîäåëåé i íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi ôóíäàìåíòàëüíi ìîäåëi
ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi. Â äðóãié � ïðàêòè÷íié ÷àñòèíi � ðîçãëÿäà-
þòüñÿ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ç ðiçíèõ ãàëóçåé íàóêîâî¨ äiÿëüíîñòi.
Âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç äåâ'ÿòè ðîçäiëiâ.

Äîñi âçiðöåì ïîáóäîâè ìîäåëåé ¹ ìåõàíiêà, òîìó â ðîçäiëi 5
íàâîäÿòüñÿ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ðóõó, ÿêi îïèñóþòüñÿ êëàñè÷íèìè
ôóíäàìåíòàëüíèìè çàêîíàìè ìåõàíiêè. Òóò âèâ÷àþòüñÿ ìîäåëi
ðóõó ïiä äi¹þ ñèëè âàãè, ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà, ïðîöåñiâ çîâ-
íiøíüî¨ áàëiñòèêè, ðóõó ïëàíåò òà ií. Ó ðîçäiëi 6 ðîçãëÿäàþòüñÿ
ìîäåëi åëåêòðîäèíàìiêè, çîêðåìà, ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi åëåêòðè÷-
íèõ ëàíöþãiâ i ðóõó åëåêòðîíà â åëåêòðè÷íîìó òà ìàãíiòíîìó îä-
íîðiäíèõ ïîëÿõ. Ðîçäiëè 7, 8, 9 ïðèñâÿ÷åíi âèâ÷åííþ ìàòåìàòè÷-
íèõ ìîäåëåé åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì. Ñåðåä íèõ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi
içîëüîâàíèõ ïîïóëÿöié, ìîäåëü Â. Âîëüòåððè äëÿ ñèñòåìè �õèæàê�
æåðòâà�, ìîäåëü Êîëìîãîðîâà, äèñêðåòíi ìîäåëi äèíàìiêè ïîïóëÿ-
öié. Ó ðîçäiëi 10 ðåïðåçåíòîâàíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi õiìi÷íèõ ðå-
àêöié òà ôåðìåíòàòèâíî¨ êiíåòèêè. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi áiîìåäè÷-
íèõ ïðîöåñiâ, çîêðåìà ìîäåëi iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàíü, ïîäàíi â
ðîçäiëi 11. Ðîçäië 12 ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ äåÿêèõ ïðîáëåì
åêîíîìiêè çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ. Ó ðîçäiëi 13 íàâå-
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äåíi ìîäåëi äåÿêèõ ñîöiàëüíèõ ñèñòåì, çîêðåìà ãëîáàëüíà ìîäåëü
ñâiòîâî¨ äèíàìiêè.

Ïðîïîíîâàíèé ïîñiáíèê áàçó¹òüñÿ íà ìàòåðiàëi êóðñó ëåêöié ç
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ùî ÷èòà¹òüñÿ àâòîðîì äëÿ ñòóäåí-
òiâ ñïåöiàëüíîñòåé �Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà� òà �Iíôîðìàòèêà� â
×åðíiâåöüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè-
÷à, à òàêîæ íà âëàñíîìó äîñâiäi ðîçðîáêè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé
äèíàìiêè åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì, ùî iñòîòíî âïëèâà¹ íà õàðàêòåð ðîç-
ãëÿäóâàíèõ ïðèêëàäiâ ìîäåëþâàííÿ.

Àâòîð ìà¹ íàäiþ, ùî ïîñiáíèê áóäå êîðèñíèì íå òiëüêè ñòóäåí-
òàì, à é øèðîêîìó êîëó ñïåöiàëiñòiâ ç ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè, ÿêi
ñïåöiàëiçóþòüñÿ â ãàëóçi ìàòåìàòè÷íîãî i êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþ-
âàííÿ ðåàëüíèõ ñèñòåì.

Âèâ÷åííÿ íàâåäåíèõ òóò ìàòåðiàëiâ âàðòî ðîçãëÿäàòè ÿê ïî-
÷àòêîâi êðîêè â ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi. Âîäíî÷àñ âèêëàäå-
íîãî ìàòåðiàëó äîñòàòíüî, ùîáè çðîçóìiòè ìîæëèâîñòi ìàòåìàòè÷-
íîãî ìîäåëþâàííÿ â ïiçíàííi é äîñëiäæåííi ðåàëüíîñòi. Íàâåäåíèé
ñïèñîê ëiòåðàòóðè äîçâîëèòü çíà÷íî ïîãëèáèòè çíàííÿ ç ìàòåìà-
òè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó ñïiâðîáiòíèêàì êàôåäðè ïðèêëàä-
íî¨ ìàòåìàòèêè çà äîïîìîãó â ïiäãîòîâöi ìàòåðiàëó. Äîáðèõ ñëiâ
çàñëóãîâó¹ ðîáîòà Ðîìàíåíêî Í.Â. ç ïiäãîòîâêè êîìï'þòåðíîãî
âàðiàíòó äàíîãî ïîñiáíèêà.

Ïîáàæàííÿ i ïðîïîçèöi¨ ùîäî ïîëiïøåííÿ ñòðóêòóðè òà çìiñòó
íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà íàäñèëàéòå çà àäðåñîþ vgm2006@mail.ru
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Âàæêî ïîçáóòèñÿ âiä÷óòòÿ, ùî öi
ìàòåìàòè÷íi ôîðìóëè æèâóòü íåçàëåæíèì
æèòòÿì i âîëîäiþòü âëàñíèì iíòåëåêòîì,

ùî âîíè ìóäðiøi çà íàñ, ìóäðiøi íàâiòü çà òîãî,
õòî ¨õ âiäêðèâ, i ùî ìè áåðåìî ç íèõ áiëüøå,

àíiæ â íèõ áóëî çàêëàäåíî íà ïî÷àòêó.
Ãåíðiõ Ãåðö

×àñòèíà I. Òåîðåòè÷íi îñíîâè ìàòåìàòè÷íîãî

ìîäåëþâàííÿ

Ðîçäië 1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîëîæåííÿ

ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ

1.1. Ïîíÿòòÿ ìîäåëi. Ïðèçíà÷åííÿ ìîäåëåé.
�õ êëàñèôiêàöiÿ

1.1.1. Ùî òàêå ìîäåëü?

Òåðìií ½ìîäåëü� (âiä ëàòèíñüêîãî modulus � ìiðà, âçiðåöü, íîð-
ìà) øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â íàóöi òà â ïîâñÿêäåííîìó ñïiëêó-
âàííi. Ïðîòÿãîì óñüîãî æèòòÿ ëþäèíà ïîñòiéíî ìà¹ ñïðàâó ç ìîäå-
ëÿìè, îáäóìóþ÷è ñâî¨ â÷èíêè, ïîäóìêè ïðîêðó÷óþ÷è íàñëiäêè òî-
ãî ÷è iíøîãî ðiøåííÿ. Òàê, ç ïðîöåñîì ìîäåëþâàííÿ ìè çóñòði÷à¹-
ìîñÿ âæå â äèòèíñòâi, êîëè ç êóáèêiâ ñòâîðþ¹ìî ðiçíi êîíñòðóêöi¨.

Â îòî÷óþ÷îìó ñâiòi ãåîìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ íå iñíó¹ � òî÷êè,
ëiíi¨, ãåîìåòðè÷íi ôiãóðè ¹ àáñòðàêòíèìè ïîíÿòòÿìè, õî÷à ¨õ âè-
íèêíåííÿ ïîâ'ÿçàíå ç îïèñîì i âèâ÷åííÿì âëàñòèâîñòåé ðåàëüíèõ
òië.

Ñüîãîäíi ç ïîíÿòòÿì ìîäåëi ïîâ'ÿçàíî øèðîêå êîëî îá'¹êòiâ �
âiä äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äî çðàçêiâ îäÿãó, âçóòòÿ. Ïiä òåðìi-
íîì �ìîäåëü� ó øèðîêîìó çíà÷åííi ðîçóìiþòü àáî îáðàç îá'¹êòà
(â òîìó ÷èñëi é óìîâíèé), àáî íàâïàêè ïðîîáðàç îá'¹êòà. Ïîíÿòòÿ
ìîäåëi ÿê îáðàçà ìîæíà ïðîäåìîíñòðóâàòè íà ïðèêëàäi ãëîáóñà
(ÿê ìîäåëü çåìíî¨ êóëi), ôîòîãðàôi¨, êàðòèíè (ÿê ìîäåëü òèõ ðå-
àëüíèõ îá'¹êòiâ, ÿêi íà íèõ çîáðàæåíi). Äëÿ ðîçóìiííÿ ìîäåëi, ÿê
ïðîîáðàçó, ìîæíà íàâåñòè äåìîíñòðîâàíó ìîäåëü àâòîìîáiëÿ íà
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âèñòàâöi, ÿêèé çãîäîì ïiäå â ñåðiéíå âèðîáíèöòâî. Õóäîæíèê íà-
çèâà¹ ìîäåëëþ ëþäèíó, ç ÿêî¨ ïèøå êàðòèíó.

Îòæå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîíÿòòÿ ½ìîäåëü� âèêîðèñòî-
âó¹òüñÿ â ïðîòèëåæíèõ çíà÷åííÿõ, ùî íå äà¹ ìîæëèâîñòi ÷iòêî
âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ ½ìîäåëü� (iñíó¹ áàãàòî ðiçíèõ âèçíà÷åíü ìî-
äåëi). Öå çàâäàííÿ íå ñïðîñòèòüñÿ, ÿêùî ðîçãëÿäàòè òåðìií ½ìî-
äåëü� ó íàóöi: íàïðèêëàä, iñíó¹ òåîðiÿ ðåëåéíî-êîíòàêòíèõ ñõåì, â
ÿêié òåðìií ½ìîäåëü� âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïðîòèëåæíèõ çíà÷åííÿõ.
Îïèñ ðåëåéíî-êîíòàêòíî¨ ñõåìè ó âèãëÿäi ôóíêöié àëãåáðè ëîãiêè
íàçèâà¹òüñÿ òåîðåòè÷íîþ ìîäåëëþ ðåëåéíî-êîíòàêòíî¨ ñõåìè,
à ñàìó ðåëåéíî-êîíòàêòíó ñõåìó íàçèâàþòü åêñïåðèìåíòàëüíîþ
ìîäåëëþ ôóíêöié àëãåáðè ëîãiêè. Ó ìàòåìàòèöi iñíó¹ íàóêà òåîði¨
ìîäåëåé, â ÿêié ïiä ìîäåëëþ ðîçóìiþòü äåÿêó ìíîæèíó iç çàäàíèì
íà íié íàáîðîì âëàñòèâîñòåé i âiäíîøåíü.

Ó ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ ìîäåëÿìè íàçèâàþòü äåÿêi äîïîìiæíi
îá'¹êòè äîñëiäæåííÿ, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ àíàëiçó âèõiäíèõ ðå-
àëüíèõ îá'¹êòiâ-îðèãiíàëiâ. Òîáòî ìîäåëü � öå òàêèé ìàòåðiàëüíèé
àáî iäåàëüíèé îá'¹êò, ÿêèé çàìiíþ¹ îá'¹êò-îðèãiíàë ç ìåòîþ éîãî
äîñëiäæåííÿ, çáåðiãàþ÷è äåÿêi âàæëèâi äëÿ äàíîãî äîñëiäæåííÿ
âëàñòèâîñòi îðèãiíàëó. Ìîäåëü çàáåçïå÷ó¹ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé
îðèãiíàëó, ÿêi öiêàâëÿòü äîñëiäíèêà. Áóäü-ÿêi ìîäåëi � öå ëèøå âi-
äîáðàæåííÿ ðåàëüíîãî ñâiòó i âîíè ìîæóòü ëèøå íàáëèæåíî îïè-
ñóâàòè ðåàëüíiñòü.

Îòæå, ïiä ìîäåëëþ ðîçóìiþòü òàêèé ñòâîðåíèé ñïåöè-
ôi÷íèé îá'¹êò ìàòåðiàëüíîãî àáî àáñòðàêòíîãî õàðàêòåðó, ùî
çíàõîäèòüñÿ ó ïåâíié âiäïîâiäíîñòi (ñõîæîñòi, ïîäiáíîñòi) äî
îá'¹êòà-îðèãiíàëà i âiäîáðàæà¹ ÷àñòèíó âëàñòèâîñòåé, õàðàê-
òåðèñòèê, çâ'ÿçêiâ îá'¹êòà-îðèãiíàëà, ÿêi ¹ iñòîòíèìè äëÿ ïî-
ñòàâëåíî¨ çàäà÷i. Öåé îá'¹êò (ìîäåëü) ñòâîðþ¹òüñÿ ç ìåòîþ
îäåðæàííÿ àáî (òà) çáåðåæåííÿ iíôîðìàöi¨ ïðî îá'¹êò-îðèãiíàë.
Ïðîöåñ ïîáóäîâè, äîñëiäæåííÿ òà âèêîðèñòàííÿ ìîäåëi äëÿ âèâ-
÷åííÿ îá'¹êòiâ íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëþâàííÿì [1].

Ìîäåëþâàííÿ � îäíà ç îñíîâíèõ êàòåãîðié ïiçíàííÿ. Íà iäå¨
ìîäåëþâàííÿ áàçó¹òüñÿ áóäü-ÿêèé ìåòîä ïiçíàííÿ. Ìîäåëþâàííÿ
� öå äîñëiäæåííÿ ÿâèù, îá'¹êòiâ øëÿõîì çàìiíè ¨õ áiëüø çðó÷-
íîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèñòåìîþ, òîáòî ïîáóäîâè òà äîñëiäæåííÿ
ìîäåëåé. Ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ ìàþòü íàäiëÿòè ìîäåëü çäàòíiñòþ
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âiäîáðàæàòè îñíîâíi ðèñè ðåàëüíîãî îá'¹êòà, òîáòî âñòàíîâëþâàòè
âçà¹ìîîäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìîäåëëþ i îðèãiíàëîì.

Ìîäåëþâàííÿ ÿê çàñiá âiäîáðàæåííÿ äiéñíîñòi çàðîäèëîñÿ ùå
â àíòè÷íó åïîõó i çàðàç âàæêî íàçâàòè ãàëóçü íàóêè, äå á âîíî íå
âèêîðèñòîâóâàëîñÿ (â ñó÷àñíié íàóöi ìîäåëþâàííÿ âiäiãðà¹ çíà÷íó
ðîëü).

Óïðîäîâæ ðîçâèòêó íàóêè ïî-ðiçíîìó îöiíþâàëè ïðîöåñ
ïiçíàííÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëþâàííÿ. Áóâ ÷àñ, êîëè äåÿêi ôi-
ëîñîôè ââàæàëè íåìîæëèâèì ìîäåëþâàííÿ ïðèðîäíèõ ïðîöåñiâ,
îñêiëüêè, íà ¨õíþ äóìêó, ïðèðîäíi òà øòó÷íi ïðîöåñè ïiäïîðÿäêî-
âóþòüñÿ ðiçíèì çàêîíîìiðíîñòÿì. Âîíè ââàæàëè, ùî âiäîáðàçèòè
ïðèðîäó ìîæíà òiëüêè çà äîïîìîãîþ ëîãiêè, ìiðêóâàíü. À îñü ÷å-
ðåç êiëüêà ñòîëiòü äåâiçîì àíãëiéñüêîãî êîðîëiâñüêîãî íàóêîâîãî
òîâàðèñòâà ñòàâ ëîçóíã ½Íi÷îãî ñëîâàìè�, òîáòî âèçíàâàëèñÿ òiëü-
êè âèñíîâêè, ÿêi áóëè ïiäêðiïëåíi åêñïåðèìåíòàëüíèìè àáî ìàòå-
ìàòè÷íèìè äîñëiäæåííÿìè. Â àíãëiéñüêié ìîâi äîñi äî ïîíÿòòÿ
½íàóêà� íå íàëåæàòü çíàííÿ, ÿêi ìè íàçèâà¹ìî ãóìàíiòàðíèìè íà-
óêàìè (âîíè âiäíåñåíi äî êàòåãîði¨ ìèñòåöòâ), õî÷à ãóìàíiòàðíi
íàóêè òåæ âèêîðèñòîâóþòü ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ, íàïðèêëàä ìî-
äåëþâàííÿ iñòîðè÷íèõ ïðîöåñiâ.

Áóâ ÷àñ, êîëè ïîíÿòòÿ ½ìîäåëü� ñòîñóâàëîñÿ òiëüêè ìàòåðiàëü-
íèõ îá'¹êòiâ, íàïðèêëàä ìîäåëi êîðàáëÿ. Ó XX ñò. ïîíÿòòÿ ìîäåëi
ñòà¹ áiëüø çàãàëüíèì, âîíî îõîïëþ¹ ÿê ðåàëüíi ìàòåðiàëüíi, òàê
é iäåàëüíi ìîäåëi.

1.1.2. Ìåòà ìîäåëþâàííÿ

Ïðîöåäóðà ìîäåëþâàííÿ çàñòîñîâóâàëàñÿ ëþäñòâîì çäàâíà, àëå
ðîëü i çíà÷åííÿ éîãî ïîñòiéíî çðîñòà¹ â íàø ÷àñ i ïðèâåðòà¹ óâàãó
øèðîêîãî êîëà ñïåöiàëiñòiâ. Ïiäâèùåíèé iíòåðåñ äî ìîäåëþâàííÿ
çóìîâëåíèé òi¹þ ðîëëþ, ÿêó ìîäåëi âiäiãðàþòü ó ïiçíàííi. Ìîäå-
ëþâàííÿ ¹ íàéáiëüø åôåêòèâíèì ìåòîäîì íàóêîâèõ äîñëiäæåíü
òà ïðàêòè÷íî¨ äiÿëüíîñòi ëþäèíè.

Íàéâàæëèâiøèì i íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíèì ïðèçíà÷åííÿì
ìîäåëåé ¹ ¨õ çàñòîñóâàííÿ äëÿ âèâ÷åííÿ é äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ
ñèñòåì òà ïðîöåñiâ i ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âèÿâèòè íàéñóòò¹âiøi
ôàêòîðè, ÿêi ôîðìóþòü òi ÷è iíøi âëàñòèâîñòi ðåàëüíîãî îá'¹êòà,
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éîãî ñòðóêòóðó, îñêiëüêè ñàìà ìîäåëü âiäîáðàæà¹ ëèøå äåÿêi îñ-
íîâíi õàðàêòåðèñòèêè âèõiäíîãî îá'¹êòà.

Ìîäåëi, ÿêi îïèñóþòü ôîðìó îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ, éîãî ñòðóê-
òóðó, ñêëàäîâi ÷àñòèíè, çâ'ÿçêè ìiæ íèìè, íàçèâàþòü ñòðóêòóð-
íèìè, à ìîäåëi, ÿêi âiäîáðàæàþòü ïðîöåñè, ùî âiäáóâàþòüñÿ â
îá'¹êòi òà îïèñóþòü ìåõàíiçì ôóíêöiîíóâàííÿ îá'¹êòà ìîäåëþâàí-
íÿ, � ôóíêöiîíàëüíèìè.

Ìåòîþ ìîäåëþâàííÿ ¹ îïèñ ïîâåäiíêè ñèñòåìè, ïîáóäîâà òåî-
ðié òà ïåðåâiðêà ðiçíèõ ïðèïóùåíü i ãiïîòåç äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ïðèí-
öèïiâ ôóíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè, âèêîðèñòàííÿ ìîäåëåé äëÿ ïåðåä-
áà÷åííÿ ìàéáóòíüîãî ñèñòåìè.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî äåÿêi îá'¹êòè i ÿâèùà âçàãàëi íå ìîæóòü
áóòè âèâ÷åíi áåçïîñåðåäíiìè íàòóðíèìè åêñïåðèìåíòàìè. Íåïðè-
ïóñòèìi, íàïðèêëàä, åêñïåðèìåíòè ç åêîíîìiêîþ êðà¨íè, ç åêîëî-
ãi÷íèìè ñèñòåìàìè, ç òåõíîëîãi÷íèìè ïðîöåñàìè, øêiäëèâèìè äëÿ
ëþäèíè, ôiçè÷íèìè ïðîöåñàìè íà iíøèõ ïëàíåòàõ òîùî.

Áàãàòî åêñïåðèìåíòiâ íåçäiéñíåííi ÷åðåç ñâîþ äîðîãîâèçíó àáî
ðèçèê äëÿ ëþäèíè. ßê ïðàâèëî, â íàø ÷àñ äîñëiäæåííÿ íà ìîäå-
ëÿõ ïåðåäóþòü ïðîâåäåííþ ñêëàäíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Áiëüøå òîãî,
åêñïåðèìåíòè íà ìîäåëÿõ iç çàñòîñóâàííÿì ÅÎÌ äîçâîëÿþòü ðî-
çðîáèòè ïëàí íàòóðíèõ åêñïåðèìåíòiâ, ç'ÿñóâàòè òåðìiíè ïðîâå-
äåííÿ ñïîñòåðåæåíü òà ìîìåíòè ïðîâåäåííÿ âèìiðþâàíü, îöiíèòè
âàðòiñòü åêñïåðèìåíòó, äîñëiäèòè ãiïîòåòè÷íi îá'¹êòè àáî ðåàëüíi
îá'¹êòè â ãiïîòåòè÷íèõ óìîâàõ. Ìîäåëþâàííÿ äà¹ âèãðàø ó ÷àñi,
ñêîðî÷óþ÷è â áàãàòî ðàçiâ òåðìiíè ïðîâåäåííÿ íàòóðíèõ åêñïåðè-
ìåíòiâ. Íàòóðíi åêñïåðèìåíòè, ùî òðèâàþòü ìiñÿöÿìè, íà ÅÎÌ
ïðîâîäÿòüñÿ çà êiëüêà õâèëèí.

Íå ìåíø âàæëèâå ïðèçíà÷åííÿì ìîäåëåé ¹ òå, ùî çà ¨õ äî-
ïîìîãîþ â÷àòüñÿ ïðàâèëüíî êåðóâàòè îá'¹êòîì øëÿõîì àïðîáàöi¨
ðiçíèõ âàðiàíòiâ óïðàâëiííÿ íà ìîäåëi öüîãî îá'¹êòà (âèêîðèñòî-
âóâàòè äëÿ öüîãî ðåàëüíèé îá'¹êò ÷àñòî áóâà¹ íåäîöiëüíî, âàæêî
àáî íåðåàëüíî, à ñàìå êîëè iñíó¹ ðèçèê ïðèâåñòè îá'¹êò äî íåáà-
æàíîãî ñòàíó). Íàïðèêëàä, íàâ÷èòèñÿ êåðóâàòè ñó÷àñíèì ëiòàêîì
áåçïå÷íiøå, øâèäøå i äåøåâøå íà òðåíàæåði (ìîäåëi).

ßêùî âëàñòèâîñòi îá'¹êòà ç ÷àñîì çìiíþþòüñÿ, òî îñîáëèâî-
ãî çíà÷åííÿ íàáóâà¹ çàâäàííÿ ïðîãíîçóâàííÿ ñòàíó öüîãî îá'¹êòà
ïiä äi¹þ ðiçíèõ ôàêòîðiâ. Íàïðèêëàä, ïðè ïðîåêòóâàííi òà åêñ-
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ïëóàòàöi¨ ñêëàäíî¨ òåõíi÷íî¨ ñèñòåìè âàæëèâî âìiòè ïðîãíîçóâà-
òè íàäiéíiñòü ôóíêöiîíóâàííÿ ÿê óñi¹¨ ñèñòåìè, òàê i îêðåìèõ ¨¨
ïiäñèñòåì.

Ìîäåëþâàííÿ äîçâîëÿ¹ âàðiþâàòè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìè é ñå-
ðåäîâèùà â äîñèòü øèðîêèõ ìåæàõ, äà¹ åêîíîìiþ çàñîáiâ ïðè ïðî-
åêòóâàííi ñèñòåì, óñóâà¹ çàéâi âèòðàòè ëþäñüêèõ i ìàòåðiàëüíèõ
ðåñóðñiâ. Îòæå, ìè ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ìîäåëü íåîáõiä-
íà äëÿ òîãî, ùîá:

� çðîçóìiòè, ÿêà áóäîâà êîíêðåòíîãî îá'¹êòà, ÿêà éîãî ñòðóêòó-
ðà, ÿêèìè ¹ îñíîâíi âëàñòèâîñòi, ïðèíöèïè éîãî ôóíêöiîíóâàííÿ
òà âçà¹ìîäi¨ ç íàâêîëèøíiì ñâiòîì;

� íàâ÷èòèñÿ êåðóâàòè îá'¹êòîì àáî ïðîöåñîì, ïiçíàâàòè íàé-
êðàùi ñïîñîáè óïðàâëiííÿ çà çàäàíèìè öiëÿìè òà êðèòåðiÿìè;

� ïðîãíîçóâàòè ïðÿìi é íåïðÿìi íàñëiäêè ðåàëiçàöi¨ ðiçíèõ ñïî-
ñîáiâ i ôîðì óïðàâëiííÿ îá'¹êòàìè òà ñèñòåìàìè.

1.1.3. Êëàñèôiêàöiÿ ìîäåëåé

Êëàñèôiêàöiþ ìåòîäiâ ìîäåëþâàííÿ é ìîäåëåé ìîæíà çäiéñíþ-
âàòè çà ðiçíèìè îçíàêàìè: çà ñôåðîþ çàñòîñóâàííÿ, çà õàðàêòåðîì
îá'¹êòiâ, çà ôîðìîþ ïîäàííÿ iíôîðìàöi¨, çà çàñîáàìè ìîäåëþâàí-
íÿ. Áóäü-ÿêà òàêà êëàñèôiêàöiÿ óìîâíà, îñêiëüêè âîíà âiäîáðàæà¹
òiëüêè äåÿêó ñòîðîíó ïðîöåñó ìîäåëþâàííÿ. Îñêiëüêè íàñ öiêà-
âèòü ðîëü ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó äîñëiäæåííi ñèñòåì, òî äàìî
êëàñèôiêàöiþ ìîäåëåé çà çàñîáàìè ìîäåëþâàííÿ [1] (ðèñ. 1.1).

Çà çàñîáàìè ìîäåëþâàííÿ ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ ïîäiëÿþòüñÿ
íà äâi âåëèêi ãðóïè: ìåòîäè iäåàëüíîãî (ìèñëåííîãî, òåîðåòè÷íî-
ãî) ìîäåëþâàííÿ òà ìåòîäè ìàòåðiàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ.

Iäåàëüíå ìîäåëþâàííÿ ïåðâèííå ùîäî ìàòåðiàëüíîãî (ñïî÷àò-
êó ó ñâiäîìîñòi ëþäèíè ôîðìó¹òüñÿ iäåàëüíà ìîäåëü, à ïîòiì íà ¨¨
îñíîâi áóäó¹òüñÿ ìàòåðiàëüíà ìîäåëü). Çíàéîìñòâî ç âèäàìè ìî-
äåëþâàííÿ ïî÷íåìî ç ìàòåðiàëüíîãî, îñêiëüêè âîíî áiëüø íàî÷íå
i ïðîñòiøå äëÿ ðîçóìiííÿ. Ìîäåëi â öüîìó âèïàäêó àáî áóäóþòüñÿ
äîñëiäíèêàìè, àáî âiäáèðàþòüñÿ ç íàâêîëèøíüîãî ñâiòó.
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Ðèñ. 1.1. Êëàñèôiêàöiÿ ìîäåëåé çà çàñîáàìè ìîäåëþâàííÿ

Ìàòåðiàëüíå ìîäåëþâàííÿ

Ìîäåëþâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ ìàòåðiàëüíèì òîäi, êîëè äîñëiä-
æåííÿ îá'¹êòà çäiéñíþþòüñÿ íà ìàòåðiàëüíèõ àíàëîãàõ, çâ'ÿçîê
ÿêèõ ç îðèãiíàëüíèìè îá'¹êòàìè ìà¹ ìàòåðiàëüíèé õàðàêòåð.

Îñíîâíèìè ðiçíîâèäàìè ìàòåðiàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ¹ íà-
òóðíå (ôiçè÷íå) é àíàëîãîâå ìîäåëþâàííÿ. Ïðè öüîìó âñi âèäè ìà-
òåðiàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ áàçóþòüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ ãåîìåòðè÷-
íî¨ àáî ôiçè÷íî¨ ïîäiáíîñòi, òîáòî äåÿêà ìàòåðiàëüíà êîíñòðóêöiÿ
ìîæå çàìiíèòè îá'¹êò-îðèãiíàë òiëüêè òîäi, êîëè ìiæ îðèãiíàëîì
i ìîäåëëþ áóäå âñòàíîâëåíî âiäíîøåííÿ ïîäiáíîñòi.

Äâi ãåîìåòðè÷íi ôiãóðè ïîäiáíi, ÿêùî âiäíîøåííÿ âñiõ âiäïî-
âiäíèõ äîâæèí îäíàêîâi, à âiäïîâiäíi êóòè ðiâíi. Ïðèêëàäàìè ãåî-
ìåòðè÷íî ïîäiáíèõ ôiãóð ¹ ìàêåòè â àðõiòåêòóði, ìîäåëi êîðàá-
ëiâ òîùî. ßêùî âiäîìèé êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi � ìàñøòàá,
òî ïðîñòèì ìíîæåííÿì íà êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi ìîæíà ðî-
çðàõóâàòè ðîçìiðè iíøî¨ ôiãóðè, ÿêà ãåîìåòðè÷íî ïîäiáíà äî äà-
íî¨. Ìàñøòàáíi êîåôiöi¹íòè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ïðîïîðöiéíiñòü
âiäíîøåííÿ âiäïîâiäíèõ ïàðàìåòðiâ, íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè
ïîäiáíîñòi.

Âiäíîøåííÿ ïðîïîðöiéíîñòi äîâæèí ìîæíà ñôîðìóëþâàòè
iíàêøå. ßêùî ââåñòè ñèñòåìó ïðÿìîêóòíèõ êîîðäèíàò, òî ïðè ãåî-
ìåòðè÷íié ïîäiáíîñòi âñi êîîðäèíàòè îäíîãî îá'¹êòà ïðîïîðöiéíi
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âiäïîâiäíèì êîîðäèíàòàì äðóãîãî îá'¹êòà:

xA
xB

=
yA
yB

=
zA
zB
,

äå (xA, yA, zA), (xB, yB, zB) � êîîðäèíàòè âiäïîâiäíèõ òî÷îê
îá'¹êòiâ À i Â.

Ïîäàëüøèì ðîçâèòêîì i óçàãàëüíåííÿì ãåîìåòðè÷íî¨ ïîäiá-
íîñòi ¹ ïîíÿòòÿ àôiííî¨ ïîäiáíîñòi. Ïðè àôiííié ïîäiáíîñòi äëÿ
âiäïîâiäíèõ òî÷îê îá'¹êòiâ (xA, yA, zA), (xB, yB, zB) ñïðàâåäëèâi
ñïiââiäíîøåííÿ

xA
xB

= mx,
yA
yB

= my,
zA
zB

= mz,

òîáòî ìà¹ìî íåðiâíiñòü ìàñøòàáiâ ïî îêðåìèõ êîîðäèíàòàõ � öå
îçíà÷à¹ äåôîðìàöiþ ãåîìåòðè÷íèõ ôiãóð (íàïðèêëàä, êîëî ïåðå-
òâîðþ¹òüñÿ íà åëiïñ).

Ôiçè÷íå ìîäåëþâàííÿ âèêîðèñòîâó¹ ïîäiáíiñòü ìiæ ðåàëüíèì
îá'¹êòîì i âiäïîâiäíîþ ôiçè÷íîþ ìîäåëëþ. Ïîíÿòòÿ ïîäiáíîñòi ôi-
çè÷íèõ ïðîöåñiâ ¹ ðîçâèòêîì àôiííî¨ ïîäiáíîñòi.

Íåõàé ôiçè÷íèé ïðîöåñ À õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïåâíîþ çàëåæ-
íiñòþ F (P1, P2, . . . , Pn) = 0 ìiæ ñóêóïíiñòþ ïàðàìåòðiâ P1, P2,. . . ,
Pn, ùî õàðàêòåðèçóþòü ïðîöåñ. Ðîçãëÿíåìî öþ ôóíêöiîíàëüíó çà-
ëåæíiñòü â óçàãàëüíåíîìó êîîðäèíàòíîìó ïðîñòîði x 1, x 2,. . . , xn,
äå ïàðàìåòðè P1, P2,. . . , Pn âèìiðþþòüñÿ â öèõ êîîðäèíàòàõ.

Íåõàé ó öié ñèñòåìi âiäáóâà¹òüñÿ ùå îäèí ôiçè÷-
íèé ïðîöåñ, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíîþ çàëåæíiñòþ
f(R1, R2, . . . , Rn) = 0, äå R1, R2, . . . , Rn � éîãî ïàðàìåòðè.

ßêùî ïðè öüîìó âñi âiäïîâiäíi ïàðàìåòðè ïðîïîðöiéíi, òîáòî

P1

R1
= m1,

P2

R2

= m2, ...,
Pn

Rn
= mn,

òî ïðîöåñè À i Â ïîäiáíi.
Àëå íå âñi ìàñøòàáíi êîåôiöi¹íòè m1, m2,. . . , mn ïîäiáíèõ ôi-

çè÷íèõ ïðîöåñiâ ìîæóòü íàáóâàòè íåçàëåæíèõ çíà÷åíü. Òîìó äëÿ
iäåíòèôiêàöi¨ ïîäiáíîñòi ïðîöåñiâ óâîäÿòü êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi, ÿêi
¹ ôóíêöiÿìè (êîìáiíàöiÿìè) ïàðàìåòðiâ ïðîöåñó.
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Ìàñøòàáíi êîåôiöi¹íòè m1, m2,. . . , mn â óçàãàëüíåíîìó âè-
ïàäêó ìîæóòü áóòè ÷èñåëüíî ðiçíèìè äëÿ ïåâíèõ ãðóï ïîäiáíèõ
ïðîöåñiâ. À êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi íàáóâàþòü îäíàêîâèõ çíà÷åíü äëÿ
óñiõ ïîäiáíèõ ïðîöåñiâ ó âiäïîâiäíèõ òî÷êàõ óçàãàëüíåíîãî êîîð-
äèíàòíîãî ïðîñòîðó x 1, x 2,. . . , xn.

Ïðîïîðöiéíiñòü ïàðàìåòðiâ ¹ îêðåìèì âèïàäêîì ïîäiáíîñòi ôi-
çè÷íèõ ïðîöåñiâ. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïiä ïîäiáíiñòþ ðîçóìiþòü
òàêó âçà¹ìîîäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïðîöåñàìè, çà ÿêî¨ âi-
äîìi ïðàâèëà ïåðåõîäó ïàðàìåòðiâ, ùî õàðàêòåðèçóþòü îäèí ç
ïðîöåñiâ, äî âiäïîâiäíèõ ïàðàìåòðiâ, ùî õàðàêòåðèçóþòü iíøèé
ïðîöåñ.

Îòæå, äâà ÿâèùà ôiçè÷íî ïîäiáíi, ÿêùî çà çíàéäåíèìè êiëüêiñ-
íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îäíîãî ÿâèùà ìîæíà çíàéòè õàðàêòå-
ðèñòèêè iíøîãî ÿâèùà øëÿõîì ¨õ ìíîæåííÿ íà äåÿêi ñòàëi, ùî
íàçèâàþòüñÿ êîíñòàíòàìè ïîäiáíîñòi. Çãiäíî ç òåîði¹þ ïîäiá-
íîñòi, äâà ÿâèùà ôiçè÷íî ïîäiáíi, ÿêùî âîíè ÿêiñíî îäíàêîâi òà
õàðàêòåðèçóþòüñÿ îäíàêîâèìè çíà÷åííÿìè äåÿêèõ áåçðîçìiðíèõ
ïàðàìåòðiâ, ùî ñêëàäåíi ç ôiçè÷íèõ âåëè÷èí. Íàïðèêëàä, ïðîòi-
êàííÿ â'ÿçêî¨ ðiäèíè â äâîõ òðóáàõ ïîäiáíå, ÿêùî äëÿ íèõ îäíà-
êîâå çíà÷åííÿ áåçðîçìiðíîãî ïàðàìåòðà, ùî íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì
Ðåéíîëüäcà Re, ÿêå õàðàêòåðèçó¹ âiäíîøåííÿ ñèë iíåðöi¨ äî ñèë
â'ÿçêîñòi. Óìîâà ðiâíîñòi ÷èñåë Re ¹ êðèòåði¹ì ïîäiáíîñòi äëÿ ïðî-
òiêàííÿ â'ÿçêèõ ðiäèí.

Ôiçè÷íå ìîäåëþâàííÿ âèíèêëî áiëüøå ñòîëiòòÿ òîìó ñàìå ç íà-
òóðíèõ ìîäåëåé êîðàáëiâ. Ó ñåðåäèíi XIX ñò. ìîäåëþâàííÿ ñòàëî
ðîçâèâàòèñÿ ÿê íàóêîâà äèñöèïëiíà, à ñàìi ìîäåëi âèêîðèñòîâóâà-
ëèñÿ ïðè ïðîåêòóâàííi íîâèõ òåõíi÷íèõ ñèñòåì. Ñåðåäèíà XIX ñò.
ïîâ'ÿçàíà ç ïåðåõîäîì âiä ïàðóñíèõ ÷îâíiâ äî ïàðîâèõ êîðàáëiâ.
Äëÿ ïàðóñíèõ ÷îâíiâ ó ðåçóëüòàòi áàãàòîði÷íîãî äîñâiäó ìåòîäîì
ïðîá i ïîìèëîê áóëè âèðîáëåíi îïòèìàëüíi ïàðàìåòðè ôîðìè êîð-
ïóñó òà ïàðóñiâ.

Ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî âèêîðèñòàííÿ ïàðîâèõ ìàøèí âèìàãà¹ ïðèí-
öèïîâî¨ çìiíè êîíñòðóêöi¨ êîðàáëiâ. Îäíà ç îñíîâíèõ çàäà÷ �
öå çàäà÷à çíèæåííÿ îïîðó ðóõó êîðàáëÿ. Ïðÿìèé åêñïåðèìåíò
ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ çàäà÷i íåìîæëèâèé, çâàæàþ÷è íà òå, ùî áóäiâ-
íèöòâî êðåéñåðà òðèâàëî êiëüêà ðîêiâ, à éîãî âàðòiñòü áóëà çíà÷-
íîþ. Íå ïiääàâàëàñü öÿ çàäà÷à i òåîðåòè÷íîìó ðîçâ'ÿçóâàííþ, õî-
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÷à íà òîé ÷àñ áóëà ðîçâèíóòà ãiäðîìåõàíi÷íà òåîðiÿ. Ïîäiáíi çàäà÷i
ç íåîáõiäíîþ òî÷íiñòþ ðîçâ'ÿçóþòüñÿ òiëüêè çàðàç íà ñó÷àñíèõ ïî-
òóæíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ êîìïëåêñàõ íà îñíîâi ñêëàäíèõ ÷èñëîâèõ
ìåòîäiâ òà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

Òîìó êîðàáëåáóäiâíèêàì íåîáõiäíî áóëî çíàéòè áiëüø øâèä-
êèé i äåøåâøèé, ïîðiâíÿíî ç òðàäèöiéíèì ìåòîäîì ïðîá, ñïîñiá
ïîøóêó îïòèìàëüíèõ ïàðàìåòðiâ êîðàáëÿ. Âèõiä áóâ çíàéäåíèé ó
ìîäåëþâàííi. Ïðîòÿãóþ÷è â áàñåéíàõ íåâåëèêi ìîäåëi ìàéáóòíiõ
êîðàáëiâ i âèìiðþþ÷è íåîáõiäíi ïàðàìåòðè, çíàéøëè ðàöiîíàëüíi
ïàðàìåòðè ôîðìè êîðïóñó êîðàáëÿ é ïîòóæíîñòi ïàðîâî¨ ìàøèíè.
Ïðîôiëü êîðïóñó êîðàáëÿ, ùî âïëèâà¹ íà õàðàêòåðèñòèêè øâèä-
êîñòi ðóõó êîðàáëÿ, çíà÷íî ëåãøå ïiäiáðàòè çà äîïîìîãîþ ìîäåëi.

Ïðè öüîìó ôiçè÷íà ìîäåëü ñòâîðþ¹òüñÿ çà ñòðîãèìè çàêîíàìè
òåîði¨ ïîäiáíîñòi. Òåîðiÿ ïîäiáíîñòi äîçâîëèëà âèêîíàòè ïåðåíå-
ñåííÿ ðåçóëüòàòiâ âèïðîáóâàíü ìàëèõ çà ðîçìiðîì ãåîìåòðè÷íî
ïîäiáíèõ ìîäåëåé íà ðåàëüíi êîðàáëi.

Òàêå åêñïåðèìåíòàëüíå äîñëiäæåííÿ ãiäðîäèíàìi÷íèõ õàðàê-
òåðèñòèê êîðàáëiâ çà äîïîìîãîþ ìàñøòàáíèõ ìîäåëåé ñòàëî ïåð-
øèì â iñòîði¨ ïðèêëàäîì íàóêîâî¨ ìåòîäîëîãi¨ ìîäåëþâàííÿ i ñòè-
ìóëþâàëî ðîçâèòîê òåîði¨ ïîäiáíîñòi äëÿ ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî öiëîãî
ðÿäó ÿâèù iíøî¨ ôiçè÷íî¨ ïðèðîäè.

Ó íàø ÷àñ ìåòîäè íàòóðíîãî (ôiçè÷íîãî) ìîäåëþâàííÿ çíàõî-
äÿòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ äëÿ âèâ÷åííÿ äèíàìiêè ôiçè÷íèõ ïðî-
öåñiâ, ïðîåêòóâàííÿ òåõíi÷íèõ ñèñòåì, äîñëiäæåííÿ ïðè÷èí âåëè-
êèõ àâàðié, êàòàñòðîô òîùî. Íàïðèêëàä, ïðè ñòâîðåííi íîâîãî
ëiòàêà çìåíøåíó ôiçè÷íó ìîäåëü ëiòàêà ïîìiùàþòü â àåðîäèíà-
ìi÷íó òðóáó, âñåðåäèíi ÿêî¨ ñòâîðþ¹òüñÿ ïîòiê ïîâiòðÿ ç òàêîþ
øâèäêiñòþ, ç ÿêîþ ïîâèííà ëåòiòè ìîäåëü. Ñïåöiàëüíi ïðèñòðî¨
ôiêñóþòü íàâàíòàæåííÿ íà îêðåìi åëåìåíòè êîíñòðóêöi¨. Ïðîâå-
äåíi äîñëiäæåííÿ ç ìîäåëÿìè â àåðîäèíàìi÷íié òðóái äîçâîëÿþòü
âèâ÷èòè îñîáëèâîñòi îáòiêàííÿ ôþçåëÿæó ïîâiòðÿíèìè ïîòîêàìè,
çíàéòè çà äîïîìîãîþ äàò÷èêiâ âåëè÷èíè íàïðóæåíü, ÿêi âèíèêà-
þòü â ðiçíèõ ìiñöÿõ êîíñòðóêöi¨, âiäòâîðèòè ðàöiîíàëüíó ôîðìó
êîðïóñó ëiòàêà òà îêðåìèõ âóçëiâ. Äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé ëiòàëü-
íèõ àïàðàòiâ â àåðîäèíàìi÷íié òðóái íà îñíîâi òåîði¨ ïîäiáíîñòi
äà¹ çìîãó ñòâîðþâàòè ñàìi ëiòàëüíi àïàðàòè.
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Îòæå, ôiçè÷íå ìîäåëþâàííÿ � öå òàêå ìîäåëþâàííÿ, ïðè
ÿêîìó ðåàëüíîìó îá'¹êòó ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü éîãî çáiëü-
øåíèé àáî çìåíøåíèé ìàòåðiàëüíèé àíàëîã îäíi¹¨ é òi¹¨ æ ñà-
ìî¨ ïðèðîäè, ùî ïåðåäáà÷à¹ äîñëiäæåííÿ (ÿê ïðàâèëî, â ëàáîðà-
òîðíèõ óìîâàõ) çà äîïîìîãîþ ïîäàëüøîãî ïåðåíåñåííÿ âëàñòè-
âîñòåé ïðîöåñiâ i ÿâèù ç ìîäåëi íà ðåàëüíèé îá'¹êò íà îñíîâi
òåîði¨ ïîäiáíîñòi.

Â îñòàííié ÷âåðòi XIX ñò. âèíèêëî àíàëîãîâå ìîäåëþâàííÿ.
Àíàëîãîâèìè ¹ ìîäåëi, â ÿêèõ âëàñòèâîñòi ðåàëüíîãî îá'¹êòà ïå-
ðåäàþòüñÿ iíøîþ âëàñòèâiñòþ îá'¹êòà, ùî ìà¹ iíøó ôiçè÷íó ïðè-
ðîäó. Àíàëîãîâå ìîäåëþâàííÿ ìîæëèâå âíàñëiäîê îäíàêîâîñòi äå-
ÿêèõ çàêîíîìiðíîñòåé äëÿ âåëè÷èí ðiçíî¨ ïðèðîäè.

Ó ïðîöåñi ìàòåìàòèçàöi¨ ïðèðîäíè÷èõ íàóê ñòàëî î÷åâèäíèì,
ùî öiëèé ðÿä ÿâèù ðiçíî¨ ïðèðîäè îïèñóþòüñÿ îäíàêîâèìè (àíà-
ëîãi÷íèìè) çà ôîðìîþ ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè. Òàêi ìîäåëi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü îäíîìó é òîìó æ ìàòåìàòè÷íîìó ñïiââiäíîøåííþ
(íàïðèêëàä, äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ) íåçàëåæíî âiä ôiçè÷-
íî¨ ïðèðîäè ñèñòåìè îá'¹êòiâ ââàæàþòüñÿ àíàëîãîâèìè. ×èñëî-
âi çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, êðàéîâi óìî-
âè, ïðàâi ÷àñòèíè â êîæíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó ñâî¨, æîðñòêî
ïîâ'ÿçàíi ç âëàñòèâîñòÿìè ðåàëüíî¨ ñèñòåìè, àëå äèíàìi÷íi âëà-
ñòèâîñòi òàêèõ ñèñòåì àíàëîãi÷íi.

ßê ïðèêëàä àíàëîãîâèõ ìîäåëåé ìîæíà íàâåñòè åëåêòðè÷íi
òà ìåõàíi÷íi êîëèâàííÿ, ÿêi ç òî÷êè çîðó ìàòåìàòèêè îïèñóþòü-
ñÿ îäíàêîâèìè ìàòåìàòè÷íèìè ñïiââiäíîøåííÿìè, àëå íàëåæàòü
äî ÿêiñíî ðiçíèõ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ. Òîìó âèâ÷àòè ìåõàíi÷íi êî-
ëèâàííÿ ìîæíà çà äîïîìîãîþ åëåêòðè÷íî¨ ñõåìè i íàâïàêè. Âåñü
ðàííié ïåðiîä ôîðìóâàííÿ íàóêîâèõ óÿâëåíü ïðî åëåêòðîìàãíiòíi
ÿâèùà áàçóâàâñÿ íà ìåõàíi÷íèõ àíàëîãiÿõ, ïîòiì öå åêñïåðèìåí-
òàëüíî ïåðåâiðÿëîñü i íàáóâàëî ôîðìè çàêîíiâ (íàïðèêëàä, çàêîí
Áiî-Ñàâàðà-Ëàïëàñà).

Äî ÷èñëà öiêàâèõ ïðèêëàäiâ ìîæíà âiäíåñòè âiäîìó â òåîði¨
ïðóæíîñòi àíàëîãiþ Ïðàíäòëÿ. Ïðàíäòëåì áóëî äîâåäåíî, ùî ðiâ-
íÿííÿ äëÿ íàïðóæåíü ó çàäà÷i ïðî êðó÷åííÿ ñòåðæíÿ äîâiëüíîãî
ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó iäåíòè÷íi ðiâíÿííÿì, ùî îïèñóþòü ïðîãèí
íåðîçòÿãíåíî¨ ìåìáðàíè, ùî íàòÿãíóòà íà ïðóæíèé êîíòóð òi¹¨ æ
ôîðìè ïiä äi¹þ ðiâíîìiðíîãî íàâàíòàæåííÿ. Öå äîçâîëÿ¹ çàìiíè-
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òè íåïðîñòi åêñïåðèìåíòè âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü ó ñêðó÷óâàíîìó
ñòåðæíi ïðîñòèìè âèìiðàìè ïðîãèíiâ ìåìáðàíè.

Ãiäðîäèíàìi÷íi òà òåïëîâi ïðîöåñè ìîæíà âèâ÷àòè, äîñëiäæó-
þ÷è ïàðàìåòðè åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, îñêiëüêè, ïî-ïåðøå, îáèäâà
ÿâèùà îïèñóþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì Ëàïëàñà2 â ÷à-
ñòèííèõ ïîõiäíèõ i, ïî-äðóãå, åêñïåðèìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ åëåê-
òðè÷íîãî ïîëÿ çíà÷íî ïðîñòiøi âiä äîñëiäæåíü ó ãiäðîäèíàìiöi.

Áàãàòî ÿâèù ó ïðèðîäi ìàþòü îäíi é òi æ ìàòåìàòè÷íi ìî-
äåëi, òîìó íà îñíîâi äîñâiäó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, áàíêó
îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòìiâ i ïðîãðàì, ìîæíà øâèäêî òà åôåê-
òèâíî ðîçâ'ÿçóâàòè íîâi çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ.

Îòæå, àíàëîãîâå ìîäåëþâàííÿ � öå ìîäåëþâàííÿ, ùî áàçó-
¹òüñÿ íà àíàëîãi¨ ïðîöåñiâ i ÿâèù, ÿêi ìàþòü ðiçíó ôiçè÷íó ïðè-
ðîäó, àëå îïèñóþòüñÿ îäíàêîâèìè çà ôîðìîþ ìàòåìàòè÷íèìè
ñïiââiäíîøåííÿìè, ëîãi÷íèìè ñòðóêòóðíèìè ñõåìàìè.

Iäåàëüíå (àáñòðàêòíå) ìîäåëþâàííÿ

Ó XIX ñò. îäíî÷àñíî ç ìàòåðiàëüíèì ìîäåëþâàííÿì iíòåíñèâ-
íî ðîçâèâàëîñÿ é iäåàëüíå ìîäåëþâàííÿ. Iäåàëüíå ìîäåëþâàííÿ
áàçó¹òüñÿ íå íà ìàòåðiàëüíié àíàëîãi¨ ìiæ ìîäåëëþ i îá'¹êòîì, à
íà iäåàëüíié, ìèñëèìié, i çàâæäè ìà¹ òâîð÷èé õàðàêòåð.

Iäåàëüíi ìîäåëi ¹ àáñòðàêòíèìè êîíñòðóêöiÿìè, ÿêi ïîáóäîâàíi
çàñîáàìè ìèñëåííÿ ñâiäîìîñòi, òîáòî ìîäåëi ïîáóäîâàíi çàñîáàìè
ìîâè. Ïðè iäåàëüíîìó ìîäåëþâàííi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñèìâîëè,
ñëîâà, òåðìiíè, ïîíÿòòÿ. Ïðèêëàäàìè òàêèõ ìîäåëåé ìîæóòü ñëó-
æèòè ëiòåðàòóðíi îïèñè ïðèðîäè. Òàêi îïèñè âîëîäiþòü óñiìà âëà-
ñòèâîñòÿìè ìîäåëåé � âîíè ñïðîùóþòü äiéñíiñòü, àëå ïåðåäàþòü
ïîäiáíi ëþäñüêi âiä÷óòòÿ, ïåðåæèâàííÿ. Íàøå çíàííÿ ïðî ÿêåñü
ÿâèùå ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê iäåàëüíó ìîäåëü öüîãî ÿâèùà.

Ïðè öüîìó äëÿ áiëüø òî÷íîãî îïèñó ìîäåëåé ñòâîðþþòüñÿ ñïå-
öiàëiçîâàíi ìîâè. Çàóâàæèìî, ùî â ïîíÿòòÿ ìîäåëü íå âõîäÿòü óñi
ïîáóäîâàíi àáñòðàêöi¨, ïîêè âîíè íå áóäóòü iíòåðïðåòîâàíi äî ìà-
òåðiàëüíèõ, àáî iíôîðìàöiéíèõ îá'¹êòiâ ðåàëüíîñòi.

Ìåòîäè iäåàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ìîæíà óìîâíî ðîçáèòè íà äâà
îñíîâíèõ òèïè: íåôîðìàëiçîâàíå (iíòó¨òèâíå) òà ôîðìàëiçîâàíå
(íàóêîâå) [1].

2Ëàïëàñ Ï'¹ð Ñèìîí (1749 � 1827) � ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê, ôiçèê i àñò-
ðîíîì.
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Íàóêîâå ìîäåëþâàííÿ � öå çàâæäè ëîãi÷íî îá ðóíòîâàíå ìî-
äåëþâàííÿ, ÿêå âèêîðèñòîâó¹ äåÿêi ïðèïóùåííÿ ïðî îá'¹êò, ùî
ïðèéíÿòi ÿê ãiïîòåçè, íà îñíîâi ñïîñòåðåæåíü çà îá'¹êòîì ìî-
äåëþâàííÿ òà çäîãàäîê ïðî ïðè÷èííî-íàñëiäêîâi çâ'ÿçêè.

Ïðè ôîðìàëiçîâàíîìó ìîäåëþâàííi ìîäåëÿìè ñëóæàòü ñèñòå-
ìè çíàêiâ i îáðàçiâ, ðàçîì ç ÿêèìè âèçíà÷àþòüñÿ i ïðàâèëà ¨õ ií-
òåðïðåòàöi¨. ßêùî ÿê ìîäåëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñèñòåìè çíàêiâ, òî
òàêå ìîäåëþâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ çíàêîâèì � öå ìîæóòü áóòè ðèñóí-
êè, ãðàôiêè, êðåñëåííÿ, i¹ðîãëiôè, íàáîðè ñèìâîëiâ.

Âàæëèâèì âèäîì çíàêîâîãî ìîäåëþâàííÿ ¹ ìàòåìàòè÷íå ìîäå-
ëþâàííÿ. Ïðè âèêîðèñòàííi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ìîäåëü
çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóêóïíîñòåé ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü,
ïåðåòâîðåííÿ ÿêèõ çäiéñíþ¹òüñÿ íà îñíîâi ïðàâèë ìàòåìàòèêè.
Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü � öå íàáëèæåíèé îïèñ êëàñó ÿâèù çà äîïî-
ìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ñèìâîëiêè.

Iíøîþ ôîðìîþ ôîðìàëiçîâàíîãî ìîäåëþâàííÿ ¹ îáðàçíå ìîäå-
ëþâàííÿ, â ÿêîìó ìîäåëi áóäóþòüñÿ ç äåÿêèõ îáðàçiâ, íàïðèêëàä,
çiòêíåííÿ ìîëåêóë ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê çiòêíåííÿ äâîõ ïðóæíèõ êó-
ëüîê � âiäáóâà¹òüñÿ ìèñëåíèé åêñïåðèìåíò. Ç ïîÿâîþ ñóïåðÅÎÌ ç
ïðîäóêòèâíiñòþ â ìiëüÿðä i áiëüøå îïåðàöié çà ñåêóíäó i ãðàôi÷-
íèõ ñòàíöié ç'ÿâèëàñÿ ìîæëèâiñòü äîñòàòíüî åôåêòèâíîãî ìàíiïó-
ëþâàííÿ îáðàçàìè.

Ðîçãëÿäàþ÷è íàóêîâå ìîäåëþâàííÿ, íåîáõiäíî çðîçóìiòè çìiñò
òàêèõ òåðìiíiâ, ÿê ½ìîäåëü� i ½òåîðiÿ�.

Ìîäåëü � öå iíñòðóìåíò, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà äîñëiäæó-
âàòè ïîâåäiíêó òà âëàñòèâîñòi êîíêðåòíîãî îá'¹êòà.

Òåîðiÿ � áiëüø àáñòðàêòíå, íiæ ìîäåëü, ïîíÿòòÿ. Îñíîâíîþ ìå-
òîþ òåîði¨ ¹ ïîÿñíåííÿ ïîâåäiíêè àáî âëàñòèâîñòåé íå êîíêðåòíîãî
îá'¹êòà, à äåÿêî¨ ãðóïè îá'¹êòiâ. Òåîðiÿ ìiñòèòü ñèñòåìó êîíêðåò-
íèõ ìîäåëåé i çàêîíiâ öiëèõ êëàñiâ ÿâèù i ïðîöåñiâ. Ïðèêëàäàìè
òåîðié ìîæíà íàçâàòè òåîðiþ òâåðäîãî òiëà, êâàíòîâó òåîðiþ, òåî-
ðiþ âiäíîñíîñòi, òåîðiþ êîëèâàíü, òåîðiþ ñòiéêîñòi òîùî.

Ïðè ñòâîðåííi êîíêðåòíî¨ ìîäåëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ çíàííÿ,
çàêîíè, ðiâíÿííÿ ç âiäïîâiäíî¨ òåîði¨, à ïðè ñòâîðåííi ìîäåëåé
ñêëàäíèõ ïðîöåñiâ ÷àñòî äîâîäèòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè êiëüêà òåî-
ðié, ÿêi ìîæóòü íàëåæàòè é äî ðiçíèõ ãàëóçåé çíàíü.
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Iíòó¨òèâíå (íåôîðìàëiçîâàíå) ìîäåëþâàííÿ � öå ìîäåëþâàí-
íÿ, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà iíòó¨òèâíîìó óÿâëåííi ïðî îá'¹êò äî-
ñëiäæåííÿ i íå ïiääà¹òüñÿ ôîðìàëiçàöi¨.

ßê íàéáiëüø ÿñêðàâî âèðàæåíèé ïðèêëàä iíòó¨òèâíî¨ ìîäåëi
íàâêîëèøíüîãî ñâiòó ìîæíà ââàæàòè æèòò¹âèé äîñâiä ëþäèíè, ¨¨
âìiííÿ i çíàííÿ. Äîâiëüíå åìïiðè÷íå çíàííÿ (îòðèìàíå ç åêñïåðè-
ìåíòó àáî çi ñïîñòåðåæåííÿ) áåç ïîÿñíåííÿ ïðè÷èí i ìåõàíiçìiâ
ñïîñòåðåæóâàíîãî ÿâèùà òåæ iíòó¨òèâíå.

Âàðòî ïiäêðåñëèòè âàæëèâó ðîëü iíòó¨öi¨, iíòó¨òèâíèõ ìîäåëåé
ó íàóöi. Íîâå çíàííÿ íå ìîæå áóòè îäåðæàíî òiëüêè ìåòîäàìè
ôîðìàëüíî¨ ëîãiêè. Íàðîäæåííÿ ïðèíöèïîâî íîâèõ íàóêîâèõ iäåé
íå ìîæå áóòè çâåäåíî äî ïðîöåñiâ ôîðìàëüíî-ëîãi÷íîãî âèâåäåííÿ
âèñíîâêiâ iç ìíîæèíè âæå âiäêðèòèõ ôàêòiâ, ãiïîòåç, òåîðié.

Ç öüîãî ïðèâîäó âèñëîâëþâàâñÿ Ïóàíêàðå3: ½×èñòà ëîãiêà ïðè-
âåëà á íàñ òiëüêè äî òàâòîëîãi¨; âîíà íå ìîãëà áè ñòâîðèòè íi÷îãî
íîâîãî; ñàìà ïî ñîái âîíà íå ìîæå äàòè ïî÷àòîê æîäíié íàóöi...
Äëÿ òîãî, ùîá ñòâîðèòè àðèôìåòèêó, ÿê i äëÿ òîãî, ùîá ñòâîðèòè
ãåîìåòðiþ àáî ÿêóñü iíøó íàóêó, ïîòðiáíî äåùî iíøå, íiæ ÷èñòà
ëîãiêà. Äëÿ ïîçíà÷åííÿ öüîãî ó íàñ íåìà¹ iíøîãî ñëîâà, êðiì ñëîâà
½iíòó¨öiÿ�.

Íàâiòü ó ñàìié àáñòðàêòíié ãàëóçi ôóíäàìåíòàëüíî¨ íàóêè �
ìàòåìàòèöi � iíòó¨öiÿ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü: ½Âè ïîâèííi çäîãà-
äàòèñÿ ïðî òåîðåìó, ïåðø íiæ âè ¨¨ äîâåäåòå ...; äîâåäåííÿ âiä-
êðèâà¹òüñÿ ... òåæ çà äîïîìîãîþ çäîãàäêè�. Ìàòåìàòèêó ðóõàþòü
âïåðåä â îñíîâíîìó òi, õòî âîëîäi¹ äàðîì iíòó¨öi¨, à íå ñòðîãèõ
äîâåäåíü.

Ùå é çàðàç ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü â åêîíîìi÷íèõ ñèñòåìàõ çäiéñ-
íþ¹òüñÿ íà îñíîâi äåÿêèõ óÿâëåíü íà iíòó¨öi¨ (ÿêùî íå çàñòîñî-
âóâàëîñÿ ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ). Àëå òàêèé ïiäõiä äî ïðèé-
íÿòòÿ ðiøåíü ìîæå ïðèâåñòè äî ïîìèëîê, íå âñi çäîãàäêè, iäå¨
âèòðèìóþòü ïåðåâiðêó åêñïåðèìåíòàìè é ìåòîäàìè ôîðìàëüíî¨
ëîãiêè. Âîäíî÷àñ iíòó¨òèâíå é íàóêîâå ìîäåëþâàííÿ íå ìîæíà â
æîäíîìó âèïàäêó ïðîòèñòàâëÿòè îäíå îäíîìó, âîíè äîáðå äîïîâ-
íþþòü îäíå îäíîãî. Òîìó çàðàç ïðîâîäÿòüñÿ ðîáîòè ïî ñòâîðåííþ
ëþäèíî-ìàøèííèõ ñèñòåì, â ÿêèõ òâîð÷èé ïîòåíöiàë íåôîðìàëü-

3Ïóàíêàðå Àíði (1854 � 1912) � ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê, ôiçèê, àñòðîíîì
i ôiëîñîô.
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íîãî ìèñëåííÿ, äîñâiä ëþäèíè ïî¹äíó¹òüñÿ ç òî÷íèìè ðîçðàõóí-
êàìè íà ÅÎÌ íà îñíîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

Ó öèõ äiàëîãîâèõ ëþäèíî-ìàøèííèõ ñèñòåìàõ ëþäèíà ïðèé-
ìà¹ ðiøåííÿ, à îá÷èñëþâàëüíà ñèñòåìà çàáåçïå÷ó¹ íåîáõiäíó ií-
ôîðìàöiþ, çiñòàâëÿ¹ âàðiàíòè, âiäøóêó¹ îïòèìóìè òà âçàãàëi
âèêîíó¹ âñi ôîðìàëüíi îïåðàöi¨ é ïðîöåäóðè. Òàêi ëþäèíî-
ìàøèííi ñèñòåìè íàçèâàþòü iìiòàöiéíèìè, àáî åâðèñòè÷íî-
àëãîðèòìi÷íèìè. Ïðè iìiòàöiéíîìó ìîäåëþâàííi ìàòåìàòè÷íà
ìîäåëü ÿâëÿ¹ ñîáîþ àëãîðèòì ôóíêöiîíóâàííÿ îá'¹êòà, ùî ðå-
àëiçîâàíèé ó âèãëÿäi ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó äëÿ ÅÎÌ, òîáòî íà
êîìï'þòåði âiäáóâà¹òüñÿ iìiòàöiÿ ðåàëüíîãî ïðîöåñó. Iìiòàöiéíi ñè-
ñòåìè âèÿâèëèñÿ íàéáiëüø åôåêòèâíèì çàñîáîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ âå-
ëèêèõ ñèñòåìíèõ çàäà÷ (ç íåäîñòàòíüîþ iíôîðìàöi¹þ ïðî îá'¹êò).
Öi çàäà÷i ñêëàäíi, îñêiëüêè ìiñòÿòü òèñÿ÷i çìiííèõ, à ç iíøîãî áî-
êó, õàðàêòåðèçóþòüñÿ íåâèçíà÷åíiñòþ, ñëàáêèì âèâ÷åííÿì âíóò-
ðiøíiõ ìåõàíiçìiâ (òàê çâàíi ñëàáîñòðóêòóðîâàíi çàäà÷i).

1.2. Îñíîâíi âèìîãè äî ìîäåëåé

1.2.1. Âëàñòèâîñòi ìîäåëåé

1. Ìîäåëü ÿâëÿ¹ ñîáîþ 4-åëåìåíòíó êîíñòðóêöiþ:
� îá'¹êò îðèãiíàë;
� ñóá'¹êò, ÿêèé äîñëiäæó¹ ðåàëüíèé îá'¹êò;
� çàäà÷à, ÿêó ðîçâ'ÿçó¹ ñóá'¹êò;
� ìîâà îïèñó àáî ñïîñiá ìàòåðiàëüíîãî âiäòâîðåííÿ ìîäåëi.
Îñíîâíó ðîëü òóò âiäiãðà¹ çàäà÷à, ÿêà âèçíà÷à¹ õàðàêòåð ìî-

äåëi. Ïîçà êîíòåêñòîì çàäà÷i àáî êëàñó çàäà÷ ïîíÿòòÿ ìîäåëi íå
ìà¹ çìiñòó.

2. Êîæíîìó ðåàëüíîìó îá'¹êòó âiäïîâiäà¹ ìíîæèíà â ðiâíié
ìiði àäåêâàòíèõ, àëå ðiçíèõ çà çìiñòîì ìîäåëåé, ïîâ'ÿçàíèõ iç
ðiçíèìè çàäà÷àìè. Íàïðèêëàä, äëÿ ãåíåðàòîðà ìîæíà ðîçãëÿäà-
òè çàäà÷i ðîçðàõóíêó åëåêòðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê, äîñëiäæåííÿ
òåïëîâèõ õàðàêòåðèñòèê, àáî îöiíêè íàäiéíîñòi éîãî ðîáîòè.

3. Ïàðà çàäà÷à-îá'¹êò òåæ ìà¹ ìíîæèíó ìîäåëåé. Íà îäíié i
òié æå iíôîðìàöi¨ áóäóþòüñÿ ðiçíi çà ôîðìîþ ìîäåëi, íàïðèêëàä,
îäíîìó é òîìó æ ÿâèùó ìîæóòü áóòè ñïiâñòàâëåíi òàáëèöÿ äàíèõ,
ãðàôiê, àíàëiòè÷íà ôîðìóëà, àíàëîãîâà ìîäåëü òîùî.
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4. Äîâiëüíèé îá'¹êò äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèé i õàðàêòåðèçó¹òü-
ñÿ íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ òà çâ'ÿçêiâ. Ïðè ïîáóäîâi
ìîäåëåé äîñëiäíèê çàâæäè âèõîäèòü ç ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i äëÿ ñâî-
ãî äîñëiäæåííÿ i âðàõîâó¹ íàéñóòò¹âiøi äëÿ öi¹¨ çàäà÷i ôàêòîðè.
Òîìó áóäü-ÿêà ìîäåëü íå òîòîæíà îá'¹êòó-îðèãiíàëó i íåïîâíà,
îñêiëüêè âîíà íå âðàõîâó¹ áàãàòî ôàêòîðiâ. Âiäêèíóòi ôàêòîðè,
íåçâàæàþ÷è íà ñâîþ ìàëiñòü, ó ñóêóïíîñòi ìîæóòü ïðèçâåñòè äî
çíà÷íèõ âiäìiííîñòåé ìiæ îá'¹êòîì i ìîäåëëþ.

Ìîäåëü, çà âèçíà÷åííÿì, ¹ ëèøå ïîäiáíiñòþ äî îá'¹êòà îðè-
ãiíàëó, â iíôîðìàöiéíîìó ïëàíi ìîäåëü áiäíiøà � òîìó íå ìîæå
iñíóâàòè ïîíÿòòÿ òî÷íî¨ ìîäåëi. Ìîäåëü � íå äiéñíiñòü, âîíà
ëèøå âiäîáðàæà¹ äiéñíiñòü. Ìè ìîæåìî ïiäâèùóâàòè òî÷íiñòü
ìîäåëi, íàïðèêëàä, çáiëüøóþ÷è êiëüêiñòü i ñêëàäíiñòü ðiâíÿíü,
àëå âñå îäíî íå äîñÿãíåìî àáñîëþòíî¨ òî÷íîñòi.

5. ßê âëàñòèâiñòü ìîäåëi ìîæíà ðîçãëÿäàòè ïîòåíöiéíiñòü
ìîäåëi (âiä. ëàò. potential - ñèëà). Ìîäåëü � öå çàñiá äëÿ îòðèìàí-
íÿ íîâèõ çíàíü ïðî îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Öÿ âëàñòèâiñòü ôiãóðó¹ â
âèçíà÷åííi ìîäåëi Ì. Ì. Ìîiñ¹¹âà4 [65]: ½Ïiä ìîäåëëþ ìè áóäåìî
ðîçóìiòè ñïðîùåíå, ÿêùî õî÷åòå, óïàêîâàíå çíàííÿ, ÿêå äà¹ äî-
ñèòü âèçíà÷åíó iíôîðìàöiþ ïðî ïðåäìåò (ÿâèùå). Ìîäåëü ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê ñïåöiàëüíó ôîðìó êîäóâàííÿ iíôîðìàöi¨. Íà âiäìi-
íó âiä çâè÷àéíîãî êîäóâàííÿ, êîëè âiäîìà âñÿ âèõiäíà iíôîðìàöiÿ,
à ìè ëèøå ïåðåâîäèìî ¨¨ íà iíøó ìîâó, � ìîäåëü... êîäó¹ i òó iíôîð-
ìàöiþ, ÿêî¨ ëþäè ùå íå çíàëè. Ìîæíà ñêàçàòè, ùî ìîäåëü ìiñòèòü
ó ñîái ïîòåíöiéíå çíàííÿ, ÿêå ëþäèíà ìîæå ... âèêîðèñòîâóâàòè ó
ñâî¨õ ïðàêòè÷íèõ æèòò¹âèõ ïîòðåáàõ�.

Îòæå, áóäü-ÿêà ìîäåëü ÿâëÿ¹ ñîáîþ iíôîðìàöiéíå óòâîðåííÿ.
Ìîäåëü ¹ äæåðåëîì iíôîðìàöi¨ ïðî îá'¹êò. Âiäîìî ÷èìàëî âèïàä-
êiâ, êîëè ñòâîðåííÿ i âèêîðèñòàííÿ ìîäåëåé äîçâîëèëè çðîáèòè
íîâi âiäêðèòòÿ. ßê ïðèêëàä ìîæíà íàâåñòè âiäêðèòòÿ ïëàíåòè
Íåïòóí íà îñíîâi ðîçðàõóíêiâ, âèêîíàíèõ iç âèêîðèñòàííÿì çàêî-
íó âñåñâiòíüîãî òÿæiííÿ (ìîäåëi) i äàíèõ ïðî ðóõ ïëàíåòè Óðàí.

Ó íàø ÷àñ íà îñíîâi ðåçóëüòàòiâ òåîðåòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ
âiäêðèòi ½÷îðíi äiðè� â àñòðîôiçèöi, êâàðêè ó ôiçèöi åëåìåíòàðíèõ
÷àñòèíîê, ÿêi ùå ïðÿìî íå ïiäòâåðäæåíi åêñïåðèìåíòàëüíî, òà ií.

4Ìîiñ¹¹â Ì.Ì. (1917 � 2000) � ðàäÿíñüêèé â÷åíèé â îáëàñòi ìåõàíiêè i
ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè.
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1.2.2. Àäåêâàòíiñòü òà åôåêòèâíiñòü ìîäåëåé

Îïèñàííÿ (ëiíãâiñòè÷íå ÷è ìàòåìàòè÷íå) ÿêîãî-íåáóäü ïðîöåñó
ìîæëèâå òiëüêè äî ïåâíîãî ðiâíÿ äåòàëiçàöi¨, òîìó áóäü-ÿêå äî-
ñëiäæåííÿ ðåàëüíîãî îá'¹êòà çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ìîäåëi öüîãî
îá'¹êòà. Ìîäåëü ïîâèííà ïðàâèëüíî, ç íåîáõiäíîþ ïîâíîòîþ é äî-
ñòîâiðíiñòþ âiäîáðàæàòè âèõiäíèé îá'¹êò, � âiä öüîãî çàëåæèòü
óñïiõ ìîäåëüíîãî äîñëiäæåííÿ. Ïèòàííÿ ïðî âiäïîâiäíiñòü ìîäåëi
îá'¹êòà-îðèãiíàëó íàëåæèòü äî ÷èñëà âàæëèâèõ ó ñôåði ìîäåëüíî¨
ìåòîäîëîãi¨. Æîäíà, íàâiòü íàéáiëüø äîâåðøåíà ìîäåëü (â òîìó
÷èñëi i ìàòåìàòè÷íà) íå ìîæå áóòè òîòîæíîþ ðåàëüíîñòi. Ïðèðî-
äà çíà÷íî áàãàòøà, íiæ áóäü-ÿêi ìîäåëi. Ìîäåëü, çà äîïîìîãîþ
ÿêî¨ âäà¹òüñÿ âèâ÷èòè âëàñòèâîñòi ðåàëüíîãî îá'¹êòà, íàçèâà¹òüñÿ
àäåêâàòíîþ îá'¹êòó. Àäåêâàòíiñòü îçíà÷à¹, ùî âèìîãè òî÷íîñòi,
ïðàâèëüíîñòi, iñòèííîñòi ìîäåëi âèêîíàíi ëèøå òi¹þ ìiðîþ, ÿêà
íåîáõiäíà äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ çàäà÷i. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ íà-
âiòü óäà¹òüñÿ ââåñòè ìiðó àäåêâàòíîñòi, òîáòî âêàçàòè ñïîñiá, ÿêèé
âèçíà÷à¹, ÿêà ç äâîõ ìîäåëåé áiëüø íàáëèæåíà äî îá'¹êòà. Íàé-
áiëüø ïðèðîäíèì øëÿõîì óñòàíîâëåííÿ àäåêâàòíîñòi ìîäåëåé ¹
¨õ ïðàêòè÷íà åêñïëóàòàöiÿ, òîáòî âåðèôiêàöiþ ìîäåëåé ðåàëüíèõ
ïðîöåñiâ àáî ÿâèù ìîæíà çäiéñíèòè ëèøå øëÿõîì ïîðiâíÿííÿ ðå-
çóëüòàòiâ, ÿêi äà¹ ìîäåëü iç ðåàëüíèìè äàíèìè, à ñòóïiíü çáiãó
öèõ ðåçóëüòàòiâ i âèçíà÷à¹ òî÷íiñòü ìîäåëi. Àäåêâàòíi ìîäåëi ¹,
ÿê ïðàâèëî, çíà÷íèì íàóêîâèì äîñÿãíåííÿì.

Ïðîöåñ ìîäåëþâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ â óìîâàõ äiàëåêòè÷íî¨ âçà-
¹ìîäi¨ äâîõ ïðîòèëåæíèõ ñòîðií. Ç îäíîãî áîêó, ïîòðiáíî áiëüø
ïîâíî é òî÷íî âiäòâîðþâàòè â ìîäåëi âëàñòèâîñòi é õàðàêòåðè-
ñòèêè îá'¹êòà, òîìó ñëiä âðàõîâóâàòè ìàêñèìóì ôàêòîðiâ, ùîá íå
îïóñòèòè ñóòò¹âå. Íàñëiäêîì òàêîãî ïiäõîäó ¹ çðîñòàííÿ ñêëàä-
íîñòi ìîäåëi � çáiëüøó¹òüñÿ êiëüêiñòü çìiííèõ, êiëüêiñòü çâ'ÿçêiâ,
îáñÿã âèõiäíèõ äàíèõ. Âåëèêà êiëüêiñòü çìiííèõ çìåíøó¹ ñòóïiíü
ðîçóìiííÿ ÿâèùà.

Ç iíøîãî áîêó, ìîäåëü ïîâèííà áóòè çðó÷íîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ,
òîáòî åôåêòèâíîþ (åêîíîìi÷íîþ). Ïðàêòèêà ïîêàçó¹, ùî åôåêòèâ-
íiñòü ìîäåëi çíàõîäèòüñÿ â îáåðíåíié çàëåæíîñòi âiä ¨¨ ñêëàäíîñòi.
Êîæíó äîäàòêîâó çìiííó, êîæåí äîäàòêîâèé ïàðàìåòð ó ìàòåìà-
òè÷íîìó îïèñi îá'¹êòà ïîòðiáíî îïëà÷óâàòè âèñîêîþ öiíîþ, òî-

28



ìó äåêîëè äîâîäèòüñÿ îãðóáëÿòè ìîäåëü, íàâiòü ÿêùî äîâåäåòüñÿ
çíåõòóâàòè äåÿêîþ òî÷íiñòþ. Íàéêðàùà ÿêiñòü ìîäåëåé äîñÿãà¹òü-
ñÿ ÿê ðîçóìíèé êîìïðîìiñ ìiæ áëèçüêiñòþ ìîäåëi äî îðèãiíàëó
(àäåêâàòíiñòþ) òà ïðîñòîòîþ, ùî çàáåçïå÷ó¹ çðó÷íiñòü ¨¨ âèêîðè-
ñòàííÿ (åôåêòèâíiñòþ).

Íàäìiðíà òî÷íiñòü ìîäåëåé íà ïðàêòèöi íå ìåíø øêiäëèâà,
íiæ ¨¨ íåïîâíîòà. Îïòèìàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ òî÷íîñòi é ïðîñòî-
òè ìîäåëi âèçíà÷à¹òüñÿ áàãàòüìà ôàêòîðàìè, ñåðåä ÿêèõ äîìiíó¹
çìiñò çàäà÷i.

Ìàòåìàòè÷íèì ñïîñîáîì âèçíà÷èòè ñïiââiäíîøåííÿ ïîâíîòè
òà ïðîñòîòè íå âäà¹òüñÿ ÷åðåç íåìîæëèâiñòü ôîðìàëiçóâàòè öi
ôàêòîðè, òóò âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü íåôîðìàëüíi ìåòîäè. Âè-
áið êiëüêîñòi ïàðàìåòðiâ ìîäåëi ¹ íåôîðìàëüíèì àêòîì i  ðóí-
òó¹òüñÿ íà äîñâiäi é iíòó¨öi¨ äîñëiäíèêà.

Ó âèïàäêó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ âèçíà÷àëüíèì ôàêòî-
ðîì åôåêòèâíîñòi ìîäåëi ¹ îáðàíèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò. Ïðè-
êëàäíà ìàòåìàòèêà íàäà¹ äîñëiäíèêó øèðîêèé âèáið ìàòåìàòè÷-
íèõ êîíñòðóêöié, ùî ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ïîáóäîâi òà
äîñëiäæåííi ìîäåëåé. Àëå ÿêiñòü ðåçóëüòàòiâ çàëåæèòü âiä òîãî,
íàñêiëüêè âäàëî çäiéñíåíî öåé âèáið.

Ç ïðàêòèêè âiäîìî, ùî ÷àñ, ÿêèé âèòðà÷à¹òüñÿ íà ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ çàäà÷i, ìîæå êîëèâàòèñÿ â äåñÿòêè ðàçiâ ó çàëåæíîñòi âiä
îáðàíî¨ ìîäåëi, âiä ïðîôåñiéíîãî ðiâíÿ ¨¨ ïîñòàíîâêè, âiä àëãîðèò-
ìiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ, òîìó åôåêòèâíiñòü ìîäåëi çàëåæèòü âiä ñóòî
ñóá'¹êòèâíîãî ìîìåíòó, i ÷èì ñêëàäíiøèé îá'¹êò, òèì ñèëüíiøà öÿ
çàëåæíiñòü.

1.2.3. Âèìîãè äî ñóá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ

Ó êîæíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó ÿêiñòü ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi
çàëåæèòü âiä äîñëiäíèêà � íåîáõiäíî çðîçóìiòè ôiçè÷íó ñóòü ÿâè-
ùà òà ñòâîðèòè àäåêâàòíèé ìàòåìàòè÷íèé îïèñ. Ðiçíi äîñëiäíèêè,
îïèñóþ÷è îäèí i òîé ñàìèé ïðîöåñ ç îäíi¹þ é òi¹þ æ ìåòîþ, ìî-
æóòü ïðèéòè äî ðiçíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Ïîáóäîâà ìîäåëåé
� ïðîöåäóðà íåôîðìàëüíà i ñèëüíî çàëåæèòü âiä äîñâiäó òà òàëàí-
òó äîñëiäíèêà.

Ñóá'¹êòó ìîäåëþâàííÿ íåîáõiäíî, ç îäíîãî áîêó, äîñêîíàëî
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óÿâëÿòè çàäà÷ó, ãëèáîêî âèâ÷èòè îá'¹êò ìîäåëþâàííÿ. Ïðîöåñè,
ùî ïðîòiêàþòü â îá'¹êòi ìîäåëþâàííÿ, ïîòðiáíî íå òiëüêè äîáðå
çíàòè, àëå é âiä÷óâàòè. Ç iíøîãî áîêó, äîñëiäíèêó, ÿêèé áóäó¹ ìî-
äåëü, íåîáõiäíî àêòèâíî âîëîäiòè âåëè÷åçíèì àïàðàòîì ïðèêëàä-
íî¨ ìàòåìàòèêè, âèêîðèñòîâóâàòè ÅÎÌ i àëãîðèòìè, ïèñàòè ïðî-
ãðàìè äëÿ ÅÎÌ. Ùå îäíà ãðóïà âèìîã ïîâ'ÿçàíà ç íåôîðìàëü-
íèìè åëåìåíòàìè ìîäåëþâàííÿ: òâîð÷iñòþ, âèíàõiäëèâiñòþ, ïðî-
ôåñiéíîþ iíòó¨öi¹þ.

Ïðîöåñ ïîáóäîâè ìîäåëi âèìàãà¹ âèêîðèñòàííÿ âåëèêîãî îá-
ñÿãó ôîðìàëiçîâàíèõ íàóêîâèõ çíàíü, ìåòîäiâ, ôóíäàìåíòàëüíî¨
ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íî¨ ïiäãîòîâêè òà íåôîðìàëiçîâàíèõ ïiäõîäiâ.

Ñóìiñòèòè âñi öi âèìîãè â îäíié îñîái ìàéæå íåìîæëèâî, òîìó
ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi êîìïëåêñíèõ çàäà÷ âåëèêî¨ ñêëàäíîñòi ñóá'¹êò
ìîäåëþâàííÿ ÿâëÿ¹ ñîáîþ ãðóïó ñïåöiàëiñòiâ ðiçíîãî ïðîôiëþ. Öié
ãðóïi, ùî ñòâîðþ¹ ìîäåëü, îáîâ'ÿçêîâî ïîòðiáíèé ìàòåìàòèê, ÿêèé
âèêîíó¹ îïèñ ìîäåëi íà ìîâi, çðîçóìiëié ÅÎÌ, i çàáåçïå÷ó¹ êîðè-
ñòóâà÷àì çðó÷íó ôîðìó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ïðîöåñ ïîáóäîâè ìîäåëåé íå ìîæíà ïîâíiñòþ ôîðìàëiçóâàòè,
íà åòàïi ïîáóäîâè ìîäåëåé âèçíà÷àëüíó ðîëü âiäiãðàþòü íåôîð-
ìàëüíi åâðèñòè÷íi çäiáíîñòi ëþäñüêîãî iíòåëåêòó.

ßê çàçíà÷à¹ Øåííîí5, ½Ìèñòåöòâîì ìîäåëþâàííÿ ìîæóòü îâî-
ëîäiòè òi, õòî âîëîäi¹ îðèãiíàëüíèì ìèñëåííÿì, âèíàõiäëèâiñòþ i
ãëèáîêèìè çíàííÿìè ñèñòåì ôiçè÷íèõ ÿâèù, ÿêi ïîòðiáíî ìîäå-
ëþâàòè.

Íå iñíó¹ ÷iòêèõ ïðàâèë, ÿê ïîòðiáíî ôîðìóëþâàòè çàäà÷ó íà
ñàìîìó ïî÷àòêó ìîäåëþâàííÿ. Íå iñíó¹ ìàãi÷íèõ ôîðìóë äëÿ
ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ ïèòàíü, ÿê âèáið ïàðàìåòðiâ, ñïiââiäíîøåíü,
ùî îïèñóþòü ïîâåäiíêó ñèñòåìè, à òàêîæ êðèòåði¨â îöiíêè åôåê-
òèâíîñòi ìîäåëi.� [105].

Íåîáõiäíî ìàòè âåëèêó iíòó¨öiþ, ùîá çìîãòè âèçíà÷èòè, ùî ¹
âàæëèâèì ó äàíîìó äîñëiäæåííi, àëå ïðè äîñëiäæåííi ñêëàäíèõ
ÿâèù iíòó¨öi¨ çàìàëî, íåîáõiäíi ìåòîäèêè, ñèñòåìè çíàíü, ÿêi á
äîçâîëèëè âèêîðèñòîâóâàòè äîñâiä, i ïåâíi ïðèíöèïè äëÿ ïîáóäîâè
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

5Øåííîí Êëîä (1916 � 2001) � àìåðèêàíñüêèé iíæåíåð i ìàòåìàòèê.
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1.3. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi

1.3.1. Ðîëü ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó íàóöi i òåõíiöi

Iñòîðiÿ ðîçâèòêó íàóêè ÿñíî ïîêàçó¹, ùî êîæíèé ñóòò¹âèé íî-
âèé êðîê â äîñëiäæåííi ïðèðîäè ïîâ'ÿçàíèé ç ðîçâèòêîì íîâèõ
ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ � öå òåõíîëî-
ãiÿ äîñëiäæåííÿ ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ i ÿâèù íà ¨õ ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëÿõ. Ðîëü ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ÿê ìåòîäó ïiçíàííÿ
ðåàëüíîñòi ðiçêî çðîñëà îñòàííiì ÷àñîì ó çâ'ÿçêó ç óñêëàäíåííÿì
îá'¹êòiâ äîñëiäæåííÿ.

Ñóòíiñòü öi¹¨ ìåòîäîëîãi¨ ïîëÿãà¹ â çàìiíi îá'¹êòà, ùî äîñëiä-
æó¹òüñÿ, éîãî îáðàçîì (äåÿêèì åêâiâàëåíòîì) � ìàòåìàòè÷íîþ
ìîäåëëþ � i ïîäàëüøèì âèâ÷åííÿì ìîäåëi ÿê ìåòîäàìè ìàòåìà-
òè÷íîãî àíàëiçó (àíàëiòè÷íî), òàê i çà äîïîìîãîþ îá÷èñëþâàëüíî-
ëîãi÷íèõ àëãîðèòìiâ, ÿêi ðåàëiçóþòüñÿ íà åëåêòðîííèõ îá÷èñëþ-
âàëüíèõ ìàøèíàõ. Ðîáîòà íå ç ñàìèì îá'¹êòîì (ÿâèùåì, ïðîöå-
ñîì), à ç éîãî ìîäåëëþ äà¹ ìîæëèâiñòü  ðóíòîâíî, âiäíîñíî øâèä-
êî i áåç ñóòò¹âèõ âèòðàò, âèâ÷àòè éîãî âëàñòèâîñòi é ïîâåäiíêó â
áóäü-ÿêèõ ìèñëèìèõ ñèòóàöiÿõ.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ � íàéâèùà ôîðìà ìîäåëþâàííÿ,
âîíî ¹ íàéáiëüø óíiâåðñàëüíèì, íàéáiëüø çàñòîñîâíèì, íàéåôåê-
òèâíiøèì, åêîíîìi÷íèì i ïîòóæíèì çàñîáîì ïiçíàííÿ ïðîöåñiâ òà
ÿâèù, òîìó ùî öåé øëÿõ ìîäåëþâàííÿ îïèðà¹òüñÿ íà ìîãóòíi ìå-
òîäè ìàòåìàòèêè òà ìîæëèâîñòi ÅÎÌ. Ïðàêòè÷íà ðåàëiçàöiÿ ìîæ-
ëèâîñòåé ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ é îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïå-
ðèìåíòó iñòîòíî ïiäâèùó¹ åôåêòèâíiñòü íàóêîâî-òåõíi÷íèõ ðîçðî-
áîê, îñîáëèâî ïðè ñòâîðåííi ïðèíöèïîâî íîâèõ ìàøèí, ïðèñòðî¨â,
ìàòåðiàëiâ, òåõíîëîãié, ùî äîçâîëÿ¹ ñêîðîòè çàòðàòè ÷àñó òà ìà-
òåðiàëüíèõ ðåñóðñiâ. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ðàçîì iç çàñòîñó-
âàííÿì ÅÎÌ ïðèçâåëî äî áóðõëèâîãî ðîçâèòêó ñó÷àñíîãî iíôîð-
ìàöiéíîãî ñóñïiëüñòâà.

Ïðèíöèïîâî âàæëèâî òå, ùî ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ äîçâî-
ëèëî îá'¹äíàòè ôîðìàëüíå é íåôîðìàëüíå ìèñëåííÿ, òîáòî çäàò-
íiñòü ÅÎÌ ó áàãàòî ðàçiâ øâèäøå, òî÷íiøå i êðàùå âiä ëþäèíè
çäiéñíþâàòè ôîðìàëüíi îïåðàöi¨ ç âëàñòèâîñòÿìè ëþäñüêîãî iíòå-
ëåêòó (iíòó¨öi¨, äîãàäêè òîùî).

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ çàðîäèëîñÿ i ðîçâèíóëîñÿ ó ôiçèöi i
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íàéáiëüø äîâåðøåíèìè ðåçóëüòàòàìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàí-
íÿ ¹ ìîäåëi ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi, òîìó, ñòèêàþ÷èñü iç ïðîáëåìîþ
ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó íåòðàäèöiéíèõ ãàëóçÿõ ïðèðî-
äîçíàâñòâà, íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè òîé äîñâiä ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ, ÿêèé íàêîïè÷åíèé êëàñè÷íèì ïðèðîäîçíàâñòâîì,
òîáòî óæå iñíó¹ â òàêèõ íàóêàõ, ÿê ôiçèêà, ìåõàíiêà, àñòðîíîìiÿ.
Â öüîìó äîñâiäi ¹ ùîñü îá'¹êòèâíå, ùî íå çàëåæèòü âiä êîíêðåòíî¨
ñèòóàöi¨.

ßê ïðèêëàä ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ìîæíà íàâåñòè êëàñè÷íó ìå-
õàíiêó Íüþòîíà6, ÿêà îïèñó¹ ðóõ i äîñëiäæó¹ îñíîâíi çàêîíè ìà-
òåðiàëüíîãî îá'¹êòà. Âiäòîäi, ÿê Íüþòîí çàïðîïîíóâàâ âèêîðèñòî-
âóâàòè ìàòåìàòè÷íi çíàííÿ äëÿ âèâ÷åííÿ îòî÷óþ÷îãî ñâiòó, áóëà
ñòâîðåíà âåëè÷åçíà êiëüêiñòü ðiçíîìàíiòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-
ëåé.

Íåìîæëèâî óÿâèòè ñîái ñó÷àñíó íàóêó áåç øèðîêîãî âèêîðè-
ñòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Ôàêòè÷íî âñi ñó÷àñíi ðîçäi-
ëè ôiçèêè ïðèñâÿ÷åíi ïîáóäîâi é äîñëiäæåííþ ìàòåìàòè÷íèõ ìî-
äåëåé ôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ i ÿâèù. Òàê, ôiçèêè-ÿäåðíèêè äî ïðîâå-
äåííÿ åêñïåðèìåíòiâ âèêîíóþòü ñåðéîçíi äîñëiäæåííÿ iç çàñòîñó-
âàííÿì ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Äàëi çà ðåçóëüòàòàìè òåîðåòè÷íî-
ãî äîñëiäæåííÿ ïëàíó¹òüñÿ ïðîâåäåííÿ åêñïåðèìåíòiâ, êîëè âæå
âiäîìî, äå i êîëè ìîæíà î÷iêóâàòè ÿêèõîñü åôåêòiâ i ùî ïîòðiá-
íî ðå¹ñòðóâàòè. Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ ïiäâèùèòè åôåêòèâíiñòü
åêñïåðèìåíòó.

Çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â òåõíiöi äîçâîëÿ¹
íà ïîðÿäîê çìåíøèòè ìàòåðiàëüíi çàòðàòè, ùî çâ'ÿçàíi ç ïðîåêòó-
âàííÿì, âèãîòîâëåííÿì òà åêñïëóàòàöi¹þ òåõíi÷íèõ îá'¹êòiâ.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü âèâ÷àòè ÿê íàäòî
øâèäêi, òàê i ïîâiëüíi ïðîöåñè, ÿêi íåñóìiðíi ç ìîæëèâîñòÿì íà-
øîãî ñïðèéíÿòòÿ, íàïðèêëàä, àòîìíi òà òåðìîÿäåðíi ðåàêöi¨. Çà
äîïîìîãîþ ìîäåëþâàííÿ ìîæíà âèâ÷àòè îá'¹êòè, ÿêi ùå àáî âæå
íå iñíóþòü. Çîêðåìà, ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ áóëà
âiäíîâëåíà êàðòèíà ïðîöåñiâ ïðè ïàäiííi Òóíãóñüêîãî ìåòåîðèòà,
i íà îñíîâi ðåçóëüòàòiâ ìîäåëþâàííÿ áóëî ïîÿñíåíî íàñëiäêè ïà-
äiííÿ êîñìi÷íîãî òiëà.

6Íüþòîí Iñààê (1642 � 1727) � àíãëiéñüêèé ôiçèê, ìàòåìàòèê, ìåõàíiê i
àñòðîíîì.
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Ó âèïàäêó, êîëè ïðÿìèé íàòóðíèé åêñïåðèìåíò ïðàêòè÷íî
íåìîæëèâèé, íàïðèêëàä, ïðè âèâ÷åííi ÿâèù ìiêðî- i ìàêðîñâiòó,
ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ¹äèíî ìîæëèâi. Íåìîæëèâî,
íàïðèêëàä, ïîáóäóâàòè ÿêiñü ìåõàíi÷íi àíàëîãè òèõ ÿâèù, ÿêi âiä-
áóâàþòüñÿ ó êâàíòîâié i ðåëÿòèâiñòñüêié ôiçèöi, òîìó íà ïåðøèé
ïëàí òóò âèñóâà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ íàñëiäêiâ ÿäåðíî¨ âiéíè äîâåëî, ùî
â ðåçóëüòàòi çàïîðîøåííÿ àòìîñôåðè ìîæëèâå çíà÷íå ãëîáàëüíå
ïîõîëîäàííÿ (½ÿäåðíà çèìà�) i, ÿê íàñëiäîê, âèìèðàííÿ âñüîãî æè-
âîãî.

Êðiì òðàäèöiéíèõ ãàëóçåé âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòèêè, äî ñôå-
ðè ¨¨ çàñòîñóâàíü çàëó÷àþòüñÿ âñå íîâi é íîâi äèñöèïëiíè, â òîìó
÷èñëi é ñîöiàëüíi. Òåõíi÷íi, åêîëîãi÷íi, åêîíîìi÷íi òà iíøi ñèñòå-
ìè, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ ñó÷àñíîþ íàóêîþ, áiëüøå íå ïiääàþòüñÿ äî-
ñëiäæåííþ (ç ïîòðiáíîþ ïîâíîòîþ é òî÷íiñòþ) çâè÷àéíèìè òåî-
ðåòè÷íèìè ìåòîäàìè. Íàòóðíi åêñïåðèìåíòè òåæ íå çàâæäè ìî-
æóòü áóòè çäiéñíåíi. Òîìó, ÿê ïðàâèëî, çíà÷íèõ óñïiõiâ ó áiîëîãi¨,
õiìi¨, åêîëîãi¨ îñòàííiì ÷àñîì äîñÿãíóòî ç ðîçðîáêîþ i äîñëiäæåí-
íÿì ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé áiîëîãi÷íèõ, õiìi÷íèõ, åêîëîãi÷íèõ ñè-
ñòåì. Ìàòåìàòèêà ïiäíÿëà íà íîâèé ðiâåíü öi íàóêè. Ç'ÿâèëàñÿ
ìîæëèâiñòü íà íàóêîâié îñíîâi ïiäõîäèòè äî áàãàòüîõ åêîëîãi÷-
íèõ, ñîöiàëüíèõ, ìåäè÷íèõ ïðîáëåì, çîêðåìà, iìïëàíòàöi¨ i çàìiíè
ëþäñüêèõ îðãàíiâ, ïðîãíîçóâàííÿ åïiäåìié, ðîçðîáêè ïëàíiâ ëiêâi-
äàöi¨ âåëèêèõ êàòàñòðîô. Îñîáëèâî âåëèêó ðîëü âiäiãðà¹ ìàòåìà-
òè÷íå ìîäåëþâàííÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ êåðóâàííÿ, íà éîãî
îñíîâi âiäáóâà¹òüñÿ àíàëiç i ñèíòåç ñèñòåì êåðóâàííÿ.

Îñòàííiì ÷àñîì iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íå ìîäå-
ëþâàííÿ â çàäà÷àõ íàíîòåõíîëîãié. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi òàêèõ çà-
äà÷ âèíèêàþòü ñèñòåìè ç ìiëüéîíà òà áiëüøå ðiâíÿíü, ùî îïèñó-
þòü ðóõ ìîëåêóë i àòîìiâ.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ � öå iäåàëüíå çíàêîâå ôîðìàëüíå
ìîäåëþâàííÿ, ïðè ÿêîìó îïèñ îá'¹êòà çäiéñíþ¹òüñÿ íà ìîâi ìà-
òåìàòèêè, à äîñëiäæåííÿ ìîäåëi ïðîâîäèòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì
ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ òà ÅÎÌ.
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1.3.2. Ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi

Îñíîâíèì ïîíÿòòÿì ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ¹ ïîíÿòòÿ ìà-
òåìàòè÷íî¨ ìîäåëi. Ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, ÿê i ðÿä iíøèõ
ïîíÿòü, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi, íå
ìàþòü ñòðîãîãî ôîðìàëüíîãî âèçíà÷åííÿ. Â öå ïîíÿòòÿ âêëàäà-
þòü êîíêðåòíèé çìiñò, ç ÿêèì ïîâ'ÿçàíèé íàáëèæåíèé îïèñ ÿêîãî-
íåáóäü ÿâèùà ÷è ïðîöåñó îòî÷óþ÷îãî ñâiòó çà äîïîìîãîþ ìàòåìà-
òè÷íî¨ ñèìâîëiêè.

Ë. Êàðíî ñâîãî ÷àñó çàçíà÷àâ, ùî ñèìâîëè � öå íå òiëüêè çàïèñ
äóìêè, çàñiá ¨¨ âiäîáðàæåííÿ é çàêðiïëåííÿ, âîíè äiþòü íà ñàìó
äóìêó i äî äåÿêî¨ ìiðè ñïðÿìîâóþòü ¨¨, i áóâà¹ äîñòàòíüî ïåðå-
òâîðèòè ¨õ íà ïàïåði, çãiäíî ç âiäîìèìè ïðîñòèìè ïðàâèëàìè, äëÿ
òîãî, ùîá áåçïîìèëêîâî äîñÿãíóòè íîâèõ iñòèí.

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü � öå àáñòðàêöiÿ ðåàëüíîñòi, â ÿêié âiä-
íîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ðåàëüíîñòi, ùî öiêàâëÿòü äîñëiäíèêà,
çàìiíåíi âiäïîâiäíèìè âiäíîøåííÿìè ìiæ ìàòåìàòè÷íèìè êàòå-
ãîðiÿìè. Öi âiäíîøåííÿ, ÿê ïðàâèëî, ïîäàþòüñÿ ó ôîðìi ðiâíÿíü,
íåðiâíîñòåé ìiæ çìiííèìè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ôóíêöiîíóâàííÿ
ðåàëüíî¨ ñèñòåìè. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äîçâîëÿþòü ïðîíèêíóòè â
ñóòü äîñëiäæóâàíîãî ÿâèùà, à òàêîæ çäiéñíþâàòè éîãî ïðîãíîçó-
âàííÿ òà óïðàâëiííÿ.

Â äîñòàòíüî çàãàëüíîìó âèïàäêó, îá'¹êò ìîäåëþâàííÿ ìîæ-
íà îõàðàêòåðèçóâàòè âåêòîðàìè çîâíiøíiõ, âíóòðiøíiõ i âèõiä-
íèõ ïàðàìåòðiâ. Äîâiëüíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äîçâîëÿ¹ çà çàäà-
íèìè âõiäíèìè äàíèìè âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ âèõiäíèõ ïàðàìåòðiâ
îá'¹êòà ÷è ÿâèùà. Òîìó ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ñóòü áóäü-ÿêî¨ ìà-
òåìàòè÷íî¨ ìîäåëi � öå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Ωx çíà÷åíü âõiä-
íèõ ïàðàìåòðiâ X i âíóòðiøíiõ ïàðàìåòðiâ G ∈ Ωg íà ìíîæèíó
çíà÷åíü Ωy âèõiäíèõ ïàðàìåòðiâ Y . Îòæå, ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äåÿêèé çâ'ÿçîê ìiæ ïðè÷èíîþ i íàñëiäêîì.
Ñôîðìóëþ¹ìî âèçíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi.

Ïiä ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ áóäåìî ðîçóìiòè äåÿêå îïåðà-
òîðíå ñïiââiäíîøåííÿ Y = A(X,G), ÿêå äîçâîëÿ¹ çà âiäïîâiäíèìè
çíà÷åííÿìè âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ X i âíóòðiøíiõ ïàðàìåòðiâ G
âñòàíîâèòè âèõiäíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ Y îá'¹êòà ìîäåëþâàí-
íÿ, òîáòî îïåðàòîð ìîäåëi A âiäîáðàæà¹ ìíîæèíó X,G â Y ,

34



X ∈ Ωx, G ∈ Ωg, Y ∈ Ωy, äå Ωx, Ωg, Ωy � ìíîæèíè äîïóñòèìèõ
çíà÷åíü âõiäíèõ âíóòðiøíiõ òà âèõiäíèõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëüîâà-
íîãî îá'¹êòà [1].

Íàïðèêëàä, ñïiââiäíîøåííÿ U = IR, ùî âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê
ìiæ ïàäiííÿì íàïðóãè U íà ðåçèñòîði, éîãî îïîðîì R i ïðîòiêàþ-
÷èì ñòðóìîì I, ¹ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ðåçèñòîðà (çàêîí Îìà).
Òóò îïið R ¹ âíóòðiøíiì ïàðàìåòðîì, òîäi, ÿêùî çàäàíî I, òî I �
âõiäíèé ïàðàìåòð, à U � âèõiäíèé ïàðàìåòð.

Çàëåæíî âiä ïðèðîäè ìîäåëüîâàíîãî îá'¹êòà ìíîæèíàìè Ωx,
Ωg, Ωy ìîæóòü áóòè äîâiëüíi ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè (÷èñëà, âåê-
òîðè, òåíçîðè, ôóíêöi¨, ìíîæèíè òîùî). Ïîíÿòòÿ îïåðàòîðà À ó
âèçíà÷åííi òðàêòó¹òüñÿ øèðîêî. Öå ìîæå áóòè ÿê äåÿêà ôóíêöiÿ,
ùî çâ'ÿçó¹ âõiäíi é âèõiäíi äàíi, òàê i ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ, äèôå-
ðåíöiàëüíèõ, iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ àáî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.
Öå ìîæå áóòè àëãîðèòì, ñóêóïíiñòü ïðàâèë, òàáëèöü òîùî. Iíêîëè
iíôîðìàöiÿ ïðî âíóòðiøíi ïàðàìåòðè âiäñóòíÿ àáî âíóòðiøíÿ áó-
äîâà íàäòî ñêëàäíà, òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü òàêîãî îá'¹êòà ìà¹
âèãëÿä Y=AX. Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi êîíêðåòíîãî ÿâèùà
� öå íàéáiëüø iñòîòíèé i ñêëàäíèé åòàï íàóêîâîãî äîñëiäæåííÿ,
ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ òèïîâó îáåðíåíó çàäà÷ó: çà äåÿêèìè íåïðÿìèìè
ïðîÿâàìè ÿâèùà íåîáõiäíî âãàäàòè òèï îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ. I
öåé àñïåêò öiëêîì íåôîðìàëüíèé � òóò íàäòî áàãàòî çàëåæèòü âiä
iíòó¨öi¨ òà äîñâiäó äîñëiäíèêà.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äîçâîëÿþòü çâåñòè äîñëiäæåííÿ ðåàëü-
íîãî îá'¹êòà äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ çàäà÷i, âiäêðèâàþ÷è
ìîæëèâîñòi âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà ñèëè ÅÎÌ.
Ðîëü ÅÎÌ íàñòiëüêè âåëèêà, ùî òåðìií �ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàí-
íÿ� òåïåð ðîçóìiþòü áiëüø øèðîêî i âií íàëåæèòü äî âàæëèâî¨
ãàëóçi ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè, ùî ìiñòèòü ó ñîái ÿê ðîçðîáêó, äî-
ñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, òàê i ñòâîðåííÿ îá÷èñëþâàëü-
íèõ àëãîðèòìiâ òà ïðîãðàì äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷. Ìîäåëþâàí-
íÿ íà ÅÎÌ çíà÷íî äåøåâøå çà iíøi âèäè ìîäåëþâàííÿ i äîçâîëÿ¹
îäåðæóâàòè ðåçóëüòàòè ç áiëüøîþ òî÷íiñòþ.

Åòàïè ðîçâèòêó áàãàòüîõ ïðèðîäíè÷î-íàóêîâèõ íàïðÿìêiâ �
öå ïîáóäîâà ïîñëiäîâíîñòi ÷èìðàç òî÷íiøèõ i ïîâíiøèõ ìîäåëåé.
Âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ìîæíà õðîíîëîãi÷íî
ðîçáèòè íà òðè åòàïè éîãî ðîçâèòêó.
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Åëåìåíòè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ âèêîðèñòîâóâàëèñü iç
ñàìîãî ïî÷àòêó âèíèêíåííÿ òî÷íèõ íàóê. Îñíîâó ñó÷àñíîãî ìî-
äåëþâàííÿ çàêëàâ Íüþòîí, çàñòîñîâóþ÷è ìåòîäè ìàòåìàòèêè äî
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðèðîäîçíàâñòâà. Äðóãå íàðîäæåííÿ öi¹¨ ìå-
òîäîëîãi¨ ïðèïàëî íà êiíåöü 40-õ � ïî÷àòîê 50-õ ðð. XX ñò. i áóëî
çóìîâëåíî ïîÿâîþ ÅÎÌ, íåîáõiäíiñòþ âèâ÷åííÿ ÿäåðíèõ ðåàêöié
òà ìîäåëþâàííÿ êîñìi÷íèõ ïîëüîòiâ. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ
ñïðàâèëîñÿ ç öi¹þ çàäà÷åþ: ÿäåðíi âèáóõè òà ïîëüîòè ðàêåò i ñó-
ïóòíèêiâ áóëè ñïî÷àòêó çäiéñíåíi ó íàäðàõ ÅÎÌ çà äîïîìîãîþ
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, i ëèøå ïîòiì � íà ïðàêòèöi.

Çàðàç ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ âñòóïà¹ ó òðåòié ïðèíöèïî-
âî âàæëèâèé åòàï ñâîãî ðîçâèòêó � âîíî âáóäîâó¹òüñÿ ó ñòðóêòó-
ðè iíôîðìàöiéíîãî ñóñïiëüñòâà. Iñòîðiÿ ìåòîäîëîãi¨ ìàòåìàòè÷íî-
ãî ìîäåëþâàííÿ ïåðåêîíó¹: âîíà ìîæå é ìà¹ áóòè iíòåëåêòóàëüíèì
ÿäðîì iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié, óñüîãî ïðîöåñó iíôîðìàòèçàöi¨
ñóñïiëüñòâà. Áåç âîëîäiííÿ iíôîðìàöiéíèìè ðåñóðñàìè íå ìîæíà
íàâiòü óÿâèòè ðîçâ'ÿçàííÿ ìàñøòàáíèõ ïðîáëåì, ÿêi ñòîÿòü ïå-
ðåä ñâiòîâîþ ñïiëüíîòîþ. Îäíàê iíôîðìàöiÿ ÿê òàêà ìàëî ùî äà¹
äëÿ àíàëiçó i ïðîãíîçó, äëÿ ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü i êîíòðîëþ çà ¨õ
âèêîíàííÿì. Ïîòðiáíi íàäiéíi ñïîñîáè ïåðåðîáêè iíôîðìàöiéíî¨
ñèðîâèíè íà ãîòîâèé ïðîäóêò, òîáòî íà òî÷íå çíàííÿ.

1.3.3. Êëàñèôiêàöiÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé

Ñòðiìêèé ðîçâèòîê ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ i áà-
ãàòîãðàííiñòü ãàëóçåé ¨õ âèêîðèñòàííÿ ïðèçâåëè äî ïîÿâè âåëè-
êî¨ êiëüêîñòi ìîäåëåé ðiçíîãî òèïó. Òîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ó
êëàñèôiêàöi¨ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Êëàñèôiêàöiþ ìàòåìàòè÷-
íèõ ìîäåëåé ìîæíà çäiéñíþâàòè â çàëåæíîñòi âiä [1]:

� õàðàêòåðó âiäîáðàæóâàíèõ âëàñòèâîñòåé îá'¹êòà;
� ñïîñîáó ïîáóäîâè ìîäåëi;
� ñêëàäíîñòi îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ;
� îïåðàòîðà ìîäåëi;
� âõiäíèõ òà âèõiäíèõ ïàðàìåòðiâ;
� ìåòè ìîäåëþâàííÿ;
� ñïîñîáó äîñëiäæåííÿ ìîäåëi.
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Êëàñèôiêàöiÿ â çàëåæíîñòi âiä õàðàêòåðó âiäîáðà-

æóâàíèõ âëàñòèâîñòåé îá'¹êòà. Â çàëåæíîñòi âiä õàðàêòå-
ðó âiäîáðàæóâàíèõ âëàñòèâîñòåé îá'¹êòà ðîçðiçíÿþòü ñòðóêòóð-
íi òà ôóíêöiîíàëüíi ìîäåëi. Ñòðóêòóðíi ìîäåëi âiäîáðàæàþòü
ñòðóêòóðó åëåìåíòiâ îá'¹êòà. Âîíè ìîæóòü ìàòè ôîðìó ìàòðè-
öü, ãðàôiâ, ñïèñêiâ i âèðàæàòè âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ åëåìåíòiâ ó
ïðîñòîði. Ôóíêöiîíàëüíi ìîäåëi âiäîáðàæàþòü ïðîöåñè ôóíêöiî-
íóâàííÿ îá'¹êòà. Âîíè ÷àñòiøå çà âñå ¹ ðiâíÿííÿìè.

Êëàñèôiêàöiÿ â çàëåæíîñòi âiä ñïîñîáó ïîáóäîâè ìî-

äåëi. Çà ñïîñîáîì ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëüíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi
ïîäiëÿþòüñÿ íà òåîðåòè÷íi i åìïiðè÷íi. Ïåðøi ñòâîðþþòüñÿ íà
îñíîâi ðiçíîìàíiòíèõ ïðèíöèïiâ ìîäåëþâàííÿ â ðåçóëüòàòi âèâ÷åí-
íÿ âëàñòèâîñòåé îá'¹êòà. Ïðè ¨õ ïîáóäîâi çàñòîñîâóþòüñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíi çàêîíè ïðèðîäè, íàïðèêëàä, çàêîíè çáåðåæåííÿ ìàñè,
åíåðãi¨, iìïóëüñó ðóõó òà ií. Òåîðåòè÷íi ìîäåëi áiëüø óíiâåðñàëüíi,
âîíè ñïðàâåäëèâi äëÿ øèðîêèõ äiàïàçîíiâ çìiíè ïàðàìåòðiâ.

Åìïiðè÷íi ìîäåëi ¹ ðåçóëüòàòîì îáðîáêè â àëãîðèòìi÷íié
àáî àíàëiòè÷íié ôîðìi âõiäíèõ òà âèõiäíèõ äàíèõ åêñïåðèìåí-
òó. Òîáòî ïîáóäîâà åìïiðè÷íî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi çâîäèòüñÿ äî
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ iäåíòèôiêàöi¨. Íà îñíîâi ñòàòèñòè÷íîãî àíàëi-
çó åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ àáî ñïîñòåðåæåíü ìîæíà áóäóâàòè
ðåãðåñiéíi ìîäåëi. Öåé ìåòîä áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòà-
òèñòèêè i øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â åêîíîìiöi, ñîöiîëîãi¨, ïñèõî-
ëîãi¨ òà iíøèõ îáëàñòÿõ.

Ïî¹äíàííÿ òåîðåòè÷íèõ ìiðêóâàíü ÿêiñíîãî õàðàêòåðó ç îá-
ðîáêîþ ðåçóëüòàòiâ ñïîñòåðåæåííÿ ïðèâîäèòü äî çìiøàíîãî òèïó
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî íàçèâàþòüñÿ íàïiâåìïiðè÷íèìè. Ïðè
ïîáóäîâi òàêèõ ìîäåëåé âèêîðèñòîâóþòü òåîðiþ ðîçìiðíîñòåé, çî-
êðåìà π-òåîðåìó, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî çàëåæíiñòü ìiæ ðîçìiðíèìè
ôiçè÷íèìè âåëè÷èíàìè ìîæíà çâåñòè äî çàëåæíîñòi ìiæ ìåíøîþ
êiëüêiñòþ áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí � êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi é íà îñíîâi
åêñïåðèìåíòiâ âiäíîâèòè öþ çàëåæíiñòü.

Êëàñèôiêàöiÿ â çàëåæíîñòi âiä ñêëàäíîñòi îá'¹êòà

ìîäåëþâàííÿ. Îá'¹êòîì ìîäåëþâàííÿ ìîæå âèñòóïàòè ÿê äåÿ-
êå ìàòåðiàëüíå òiëî òàê i ïðèðîäíèé òåõíi÷íèé ïðîöåñ àáî ÿâèùå.
Òîìó âñi îá'¹êòè ìîäåëþâàííÿ ìîæíà ðîçïîäiëèòè íà äâi ãðóïè:
ïðîñòi òà îá'¹êòè-ñèñòåìè.
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Äëÿ ïðîñòîãî îá'¹êòà ïðè ìîäåëþâàííi íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ âíóò-
ðiøíÿ áóäîâà îá'¹êòà, íå âèäiëÿþòüñÿ éîãî ñêëàäîâi åëåìåíòè, íà-
ïðèêëàä, ïðîñòèì îá'¹êòîì ¹ ìàòåðiàëüíà òî÷êà ó êëàñè÷íié ìå-
õàíiöi.

Äëÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì õàðàêòåðíà íàÿâíiñòü âåëèêî¨ êiëüêîñòi
âçà¹ìîäiþ÷èõ ìiæ ñîáîþ åëåìåíòiâ i âîäíî÷àñ ç îòî÷óþ÷èì ñå-
ðåäîâèùåì âîíè âçà¹ìîäiþòü ÿê ¹äèíå öiëå. Ïðè öüîìó çâ'ÿçîê
åëåìåíòà À ç Â ìîæå âiäðiçíÿòèñÿ âiä çâ'ÿçêó åëåìåíòà Â ç À.
ßêùî ñèñòåìà ìà¹ N åëåìåíòiâ, òî êiëüêiñòü çâ'ÿçêiâ ìiæ åëå-
ìåíòàìè äîðiâíþ¹ N (N - 1). ßêùî âñi N åëåìåíòiâ ìàþòü ïî
M ñòàíiâ, òî çàãàëüíà êiëüêiñòü ñòàíiâ äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè äîðiâ-
íþ¹ MN . Öÿ îáñòàâèíà ñâiä÷èòü, ç îäíîãî áîêó, ïðî ñêëàäíiñòü
ñèñòåìè é áàãàòîâàðiàíòíiñòü ¨¨ ïîâåäiíêè, ç iíøîãî áîêó, � ïðî
íàÿâíiñòü çíà÷íèõ òðóäíîùiâ ïðè âèâ÷åííi é ìîäåëþâàííi òàêî¨
ñèñòåìè. Ìîäåëi îá'¹êòiâ-ñèñòåì, ÿêi âðàõîâóþòü âëàñòèâîñòi òà
ïîâåäiíêó îêðåìèõ åëåìåíòiâ, à òàêîæ çâ'ÿçêè ìiæ íèìè, íàçèâà-
þòüñÿ ñòðóêòóðíèìè. Ñòðóêòóðíi äèíàìi÷íi ìîäåëi âèäiëÿþòü â
îêðåìèé êëàñ � iìiòàöiéíi ìîäåëi, ïðè öüîìó ñèñòåìè ñêëàäàþòüñÿ
çi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ñòàíiâ òà
ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ çâ'ÿçêiâ. Ìîäåëþâàííÿ âçà¹ìîäié åëåìåíòiâ
ñèñòåìè çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó, ùî ðåàëiçó¹òüñÿ
íà ÅÎÌ.

Êëàñèôiêàöiÿ â çàëåæíîñòi âiä îïåðàòîðà ìîäåëi.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ìîæóòü áóòè ÿê àëãîðèòìi÷íèìè, òàê i
àíàëiòè÷íèìè, òîáòî îïåðàòîð À ìîæå áóòè àëãîðèòìîì àáî çàïè-
ñóâàòèñÿ ó âèãëÿäi äåÿêèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ñïiââiäíîøåíü i ëîãi÷-
íèõ óìîâ. ßêùî çâ'ÿçêè ìiæ ïàðàìåòðàìè îá'¹êòà ìîæíà âèðàçè-
òè â àíàëiòè÷íié ôîðìi, òî ìà¹ìî àíàëiòè÷íi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi.

Ïðè àëãîðèòìi÷íîìó ïiäõîäi ñàì îá'¹êò ðîçáèâà¹òüñÿ íà äåÿ-
êi åëåìåíòè. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíî-
øåíü äëÿ îá'¹êòà-ñèñòåìè â öiëîìó íå çàïèñó¹òüñÿ, à çàìiíþ¹òüñÿ
äåÿêèì àëãîðèòìîì, ÿêèé ìîäåëþ¹ ïîâåäiíêó ñèñòåìè ÷åðåç âçà-
¹ìîäiþ ìîäåëåé îêðåìèõ åëåìåíòiâ ñèñòåìè. Àëãîðèòì, íà îñíîâi
âõiäíèõ äàíèõ, äîçâîëÿ¹ âiäòâîðèòè ðåàëüíi ÿâèùà â ñèñòåìi é
óçíàòè ïîâåäiíêó ñêëàäíî¨ ñèñòåìè â êîíêðåòíié ñèòóàöi¨.

Çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìi÷íèõ ìîäåëåé ìîæëèâå ëèøå ïðè íà-
ÿâíîñòi ÅÎÌ, à ¨õ âèêîðèñòàííÿ àíàëîãi÷íå ïðîâåäåííþ åêñïåðè-
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ìåíòiâ iç ðåàëüíèì îá'¹êòîì, òiëüêè çàìiñòü åêñïåðèìåíòó ç ðå-
àëüíèì îá'¹êòîì ïðîâîäÿòü îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò iç àëãî-
ðèòìi÷íîþ ìîäåëëþ. Çàäàâøè êîíêðåòíèé íàáið çíà÷åíü âõiäíèõ
ïàðàìåòðiâ ìîäåëi, â ðåçóëüòàòi îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó
îäåðæóþòü êîíêðåòíèé íàáið íàáëèæåíèõ çíà÷åíü âèõiäíèõ ïà-
ðàìåòðiâ. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè îá'¹êòà ïðè íîâîìó íàáîði
âèõiäíèõ äàíèõ íåîáõiäíî ïðîâåñòè íîâèé îá÷èñëþâàëüíèé åêñïå-
ðèìåíò.

Áåçïåðå÷íîþ ïåðåâàãîþ àëãîðèòìi÷íèõ ìîäåëåé ¹ âiäñóòíiñòü
ïðèíöèïîâèõ îáìåæåíü íà ñêëàäíiñòü ìîäåëåé, ùî äîçâîëÿ¹ âèêî-
ðèñòîâóâàòè ¨õ äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèñòåì äîâiëüíî¨ ñêëàäíîñòi.

Áiëüøå òîãî, äëÿ ïðîâåäåííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ç
ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ, íà ¨¨ îñíîâi ðîçðîáëÿþòü àëãîðèòì, ÿêèé
ðåàëiçó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ïðîãðàìè, òîáòî â ïðîöåñi ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ àíàëiòè÷íó ìîäåëü ïåðåòâîðþþòü â àëãîðèòìi÷íó.

Îïåðàòîð À ìîæå áóòè ëiíiéíèì àáî íåëiíiéíèì. Ëiíiéíi ìî-
äåëi áiëüø ïðîñòi äëÿ äîñëiäæåííÿ. Â ëiíiéíèõ ìîäåëÿõ ïàðàìåòðè
îá'¹êòà çâ'ÿçàíi ëiíiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè. Iç âëàñòèâîñòi ëiíié-
íîñòi âèïëèâà¹ âëàñòèâiñòü ñóïåðïîçèöi¨ (âiä ëàò. superposition �
íàêëàäàííÿ) ðîçâ'ÿçêiâ, òîáòî äëÿ äâîõ ðiçíèõ âõîäiâ x 1 òà x 2
ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ A(ñ1x 1 + ñ2x 2) = ñ1Ax 1 + ñ2Ax 2. Ìàþ-
÷è ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè, ìîæíà, ÿê ïðàâèëî, ïîáóäóâàòè çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ. Ëiíiéíi ðiâíÿííÿ ðåàëüíî îïèñóþòü ïðîöåñè,
ùî ïðîòiêàþòü îäíàêîâî ïðè ðiçíèõ çîâíiøíiõ çáóðåííÿõ. Ïðè
çáiëüøåííi iíòåíñèâíîñòi òàêèõ çáóðåíü, çìiíè â ñèñòåìi ïðîïîð-
öiéíî çðîñòàþòü, àëå íîâèõ ÿêîñòåé íå âèíèêà¹. Îáëàñòü çàñòîñó-
âàííÿ ëiíiéíèõ ìîäåëåé äîñèòü øèðîêà. Âîíà îõîïëþ¹ êëàñè÷íó
i êâàíòîâó ìåõàíiêó, åëåêòðîäèíàìiêó, àíàëiòè÷íó õiìiþ òà áiî-
ëîãiþ. Àëå ëiíiéíà ïîâåäiíêà ñèñòåìè âëàñòèâà âiäíîñíî ïðîñòèì
îá'¹êòàì.

Ðåàëüíèì ñèñòåìàì, ÿê ïðàâèëî, ïðèòàìàííà íåëiíiéíà áàãàòî-
ãðàííà ïîâåäiíêà. Öå çâ'ÿçàíî ç íåëiíiéíîþ ïîâåäiíêîþ õàðàêòåðè-
ñòèê ÿâèùà, ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ ðiçíèõ ôàêòîðiâ, ùî âïëèâàþòü
íà ñèñòåìè, çi çìiíîþ õàðàêòåðó âçà¹ìîäi¨ â ñàìîìó îá'¹êòi ïðè
çìiíi éîãî ñòàíó òîùî. Ñåðåä öèõ ôàêòîðiâ çíàéäóòüñÿ òàêi, äëÿ
ÿêèõ íå áóäå âèêîíóâàòèñü ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨, òîáòî ðåçóëüòàò
äi¨ êiëüêîõ ôàêòîðiâ ó íåëiíiéíîìó ïðîöåñi íåðiâíîçíà÷íèé ñóìi
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ðåçóëüòàòiâ, ÿêi âèêëèêàþòüñÿ öèìè ôàêòîðàìè, ùî äiþòü îêðå-
ìî. Â ðåçóëüòàòi öüîãî â íåëiíiéíié ñèñòåìi âèíèêà¹ êiëüêà ñòié-
êèõ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ, à âåñü ïðîñòið ðîçáèâà¹òüñÿ íà îáëàñòi
ïðèòÿãàííÿ. Ìiæ ñòàöiîíàðíèìè ñòàíàìè ìîæëèâi ïåðåõîäè àáî
ïiä âïëèâîì çîâíiøíüî¨ äi¨, êîëè çìiíþ¹òüñÿ ïîëîæåííÿ ñèñòåìè
â ïðîñòîði ñòàíiâ i âîíà îïèíÿ¹òüñÿ â îáëàñòi ïðèòÿãàííÿ iíøî-
ãî ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó, àáî ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè, êîëè
çìiíþþòüñÿ õàðàêòåðèñòèêè ñàìèõ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìîæíà çíàéòè ëèøå
â îêðåìèõ âèïàäêàõ, à îêðåìi ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè íå ìîæóòü ïî-
âíiñòþ âiäîáðàæàòè õàðàêòåð ïîâåäiíêè îá'¹êòà. Ìàëi çìiíè ïàðà-
ìåòðiâ ìîæóòü ïðèçâåñòè äî íåî÷iêóâàíî âåëèêèõ çìií ðîçâ'ÿçêiâ
íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü i áóäå ìàòè ìiñöå ÿêiñíî iíøà ïîâåäiíêà ñè-
ñòåìè. Àíàëiç òàêèõ ìîäåëåé íàáàãàòî ñêëàäíiøèé ïîðiâíÿíî ç
ëiíiéíèìè ñèñòåìàìè. Ñâiò íåëiíiéíèõ ìîäåëåé äëÿ ñó÷àñíî¨ íàó-
êè áiëüø ïåðñïåêòèâíèé ó ïëàíi âiäêðèòòÿ íîâèõ çàêîíîìiðíîñòåé
i îïèñó ïîâåäiíêè ñêëàäíèõ ÿâèù. Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ
ìîäåëåé ó íàø ÷àñ øâèäêî ðîçâèâàþòüñÿ. Îñêiëüêè íåëiíiéíi çà-
äà÷i âäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàòè àíàëiòè÷íî ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ, òî
äëÿ ¨õ äîñëiäæåííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÷èñëîâi ìåòîäè.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè ïåâíèõ óìîâàõ, íàïðèêëàä ïðè ðîçãëÿäi
ïðîöåñiâ ó äåÿêîìó ìàëîìó îêîëi âèáðàíèõ òî÷îê, íåëiíiéíi ñèñòå-
ìè ìîæóòü ìîäåëþâàòèñÿ ëiíiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè ÷åðåç ëi-
íåàðèçàöiþ ñèñòåìè â îêîëi öèõ òî÷îê. Àëå ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè
òîé ôàêò, ùî ëiíåàðèçàöiÿ ìîæå ïðèçâåñòè äî ñóòò¹âîãî ñïîòâî-
ðåííÿ ðåàëüíèõ âëàñòèâîñòåé îá'¹êòà.

Â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó îïåðàòîðà ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ìîæ-
íà ðîçïîäiëèòè íà ïðîñòi òà ñêëàäíi (ðèñ. 1.2). Ïðîñòi ìîäåëi
÷àñòiøå ¹ ðåçóëüòàòîì óçàãàëüíåííÿ é àíàëiçó åêñïåðèìåíòàëüíèõ
äàíèõ. Íà îñíîâi àíàëiçó òàêèõ äàíèõ ôîðìóëþ¹òüñÿ ãiïîòåçà ïðî
ìîæëèâèé ôóíêöiîíàëüíèé çâ'ÿçîê âõiäíèõ i âèõiäíèõ ïàðàìåò-
ðiâ. Ïiñëÿ öüîãî äàíà ãiïîòåçà ïåðåâiðÿ¹òüñÿ íà åêñïåðèìåíòàëü-
íîìó ìàòåðiàëi, óòî÷íþ¹òüñÿ ñòóïiíü àäåêâàòíîñòi. ßêùî ðåçóëü-
òàòè ïåðåâiðêè íåçàäîâiëüíi, òî ïðèéíÿòà ãiïîòåçà âiäêèäà¹òüñÿ é
çàìiíþ¹òüñÿ íîâîþ. ßê ïðèêëàäè ïðîñòèõ ìîäåëåé ìîæíà íàâåñòè
äåÿêi çàêîíè ôiçèêè (çàêîí Íüþòîíà, çàêîí Îìà, çàêîí Ãóêà).

Ìîäåëü, ÿêà ìiñòèòü ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
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(ÑÇÄÐ), iíòåãðàëüíèõ òà iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (IÄÐ),
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (ÄÐ×Ï) óæå
íå ¹ ïðîñòîþ. Äëÿ ñâîãî äîñëiäæåííÿ âîíè âèìàãàþòü çàñòîñóâàí-
íÿ äîñòàòíüî ñêëàäíèõ ìåòîäiâ. Òàêi ìîäåëi ìîæíà ïîäiëèòè íà
ìîäåëi ç çîñåðåäæåíèìè ïàðàìåòðàìè (ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ, çâè-
÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ) òà ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè
(ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ, ðiâíÿí-
íÿ ç çàïiçíåííÿì). Iíîäi ñêëàäíà ìîäåëü ìîæå áóòè çâåäåíà äî
ïðîñòî¨, íàïðèêëàä, ÿêùî:

� ñèñòåìà ìàòåìàòè÷íèõ ðiâíÿíü ìîæå áóòè àíàëiòè÷íî
ðîçâ'ÿçàíà,

� ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ çi ñêëàäíîþ ìî-
äåëëþ àïðîêñèìîâàíi äåÿêîþ àëãåáðà¨÷íîþ çàëåæíiñòþ, íàïðè-
êëàä, ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ.

Ðèñ. 1.2. Êëàñèôiêàöiÿ â çàëåæíîñòi âiä îïåðàòîðà ìîäåëi

Êëàñèôiêàöiÿ â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ. Ïðèéíÿò-
òÿ íåîáõiäíèõ ôàêòîðiâ i âiäêèäàííÿ äðóãîðÿäíèõ ôàêòîðiâ � âiä-
ïîâiäàëüíèé ìîìåíò ïðè ïîáóäîâi áóäü-ÿêî¨ ìîäåëi.

Óñi ôàêòîðè ìîäåëi ïîâèííi áóòè îïèñàíi (â ÿêiñíîìó àáî êiëü-
êiñíîìó âiäíîøåííi), òîäi âîíè íàáóâàþòü ñòàòóñó çìiííèõ ìî-
äåëi. Ïàðàìåòðè ìîäåëi, ÿêi îïèñóþòü ñòàí i ïîâåäiíêó îá'¹êòà
ìîäåëþâàííÿ, ïîäiëÿþòüñÿ íà ðÿä ìíîæèí, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ
(ðèñ. 1.3):

� ñóêóïíiñòü âõiäíèõ (êåðîâàíèõ) ïàðàìåòðiâ Ωx;
� ñóêóïíiñòü ïàðàìåòðiâ çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà Ω (íåêåðîâà-

íèõ). Íåêåðîâàíi ïàðàìåòðè çìiíþþòü ñâî¨ çíà÷åííÿ äîâiëüíî, à
îòæå, ñïîíòàííî çìiíþ¹òüñÿ ñòàí îá'¹êòà;

� ñóêóïíiñòü âíóòðiøíiõ (âëàñíèõ) ïàðàìåòðiâ îá'¹êòà ΩI ;
� ñóêóïíiñòü âèõiäíèõ õàðàêòåðèñòèê Ωy.
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Êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ óñiõ òèïiâ ó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ ñêií-
÷åííà. Ïðè öüîìó êîæíèé iç ïàðàìåòðiâ ìîæå ìàòè ðiçíó ìàòåìà-
òè÷íó ïðèðîäó (áóòè ïîñòiéíîþ âåëè÷èíîþ àáî ôóíêöi¹þ, áóòè
ñêàëÿðîì ÷è âåêòîðîì). Íåçàëåæíèìè çìiííèìè ÷àñòî ¹ êîîðäè-
íàòè òî÷îê òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó òà ÷àñ.

Âõiäíi ïàðàìåòðè X, ïàðàìåòðè çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà Å,
âíóòðiøíi õàðàêòåðèñòèêè G îá'¹êòà íàëåæàòü äî íåçàëåæíèõ
(åêçîãåííèõ) âåëè÷èí. Âèõiäíi ïàðàìåòðè Y ¹ çàëåæíèìè (åíäî-
ãåííèìè) âåëè÷èíàìè.

Ó öiëîìó îïåðàòîð ìîäåëi À ïåðåòâîðþ¹ åêçîãåííi ïàðàìåòðè
â åíäîãåííi A : {X, E, G} → Y. Â çàëåæíîñòi âiä òèïó ìíîæèí ïà-
ðàìåòðiâ ìîäåëi êëàñèôiêóþòüñÿ i ñàìi ìîäåëi. Òàêà êëàñèôiêàöiÿ
äà¹òüñÿ â íèæ÷å íàâåäåíié òàáëèöi 1.1.

Òàáëèöÿ 1.1. Êëàñèôiêàöiÿ ìîäåëåé ó çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ
Ñòàòè÷íi ìîäåëi Äèíàìi÷íi ìîäåëi
Äèñêðåòíi ìîäåëi Íåïåðåðâíi ìîäåëi
Ñòàöiîíàðíi ìîäåëi Íåñòàöiîíàðíi ìîäåëi
Äåòåðìiíîâàíi ìîäåëi Ñòîõàñòè÷íi ìîäåëi

Çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ õàðàêòåðèñòèêè îá'¹êòiâ ìîæóòü áóòè ÿê
êiëüêiñíèìè, òàê i ÿêiñíèìè. Äëÿ êiëüêiñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ââî-
äÿòüñÿ ÷èñëà. Êiëüêiñíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ìîæóòü âèðàæàòèñÿ
äèñêðåòíèìè àáî íåïåðåðâíèìè âåëè÷èíàìè. Ìîäåëü íàçèâà¹òüñÿ
äèñêðåòíîþ, ÿêùî ñòàí ¨¨ âèõîäiâ i âõîäiâ çìiíþ¹òüñÿ ëèøå â äèñ-
êðåòíi ìîìåíòè ÷àñó; ÿêùî æ âõiäíi i âèõiäíi çìiííi çìiíþþòüñÿ
íåïåðåðâíî, òî ìîäåëü íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ.

Çà õàðàêòåðîì çìiíè ïàðàìåòðè ìîæóòü áóòè äåòåðìiíîâàíè-
ìè é ñòîõàñòè÷íèìè (íåâèçíà÷åíèìè). Äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ âåëè-
÷èí êîæíîìó ïàðàìåòðó âiäïîâiäà¹ êîíêðåòíå ÷èñëî àáî âiäïî-
âiäíà ôóíêöiÿ. Òîáòî äåòåðìiíîâàíi ïàðàìåòðè ïîâíiñòþ âèçíà-
÷åíi, âîíè äàþòü ìîæëèâiñòü îäíîçíà÷íî âèçíà÷àòè ñòàí ñèñòåìè.
Äåòåðìiíîâàíi ìîäåëi áóäóþòüñÿ íà îñíîâi ôiçè÷íèõ çàêîíiâ, ùî
ìàþòü ìiñöå â äîñëiäæóâàíîìó ïðîöåñi. Ñòîõàñòè÷íi ïàðàìåòðè
ìàþòü ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi çàäàíi ãóñòè-
íîþ éìîâiðíîñòi. Äëÿ àíàëiçó ñòîõàñòè÷íèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-
ëåé çàñòîñîâóþòü ìåòîäè òåîði¨ éìîâiðíîñòi, âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
i ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè.
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Ïîäië ïàðàìåòðiâ íà ñòàöiîíàðíi é íåñòàöiîíàðíi âèêîðèñòî-
âó¹òüñÿ äëÿ ìîäåëåé, â ÿêèõ îäíèì iç íåçàëåæíèõ àðãóìåíòiâ ìî-
æå áóòè ÷àñ. Äëÿ ñòàöiîíàðíèõ ñèñòåì ïàðàìåòðè íå çìiíþþòüñÿ
â ÷àñi. Ñòàöiîíàðíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi îïèñóþòü ÿâèùà, â ÿêèõ
ïðîòiêàþòü ñòàëi ïðîöåñè. Äî ñòàëèõ ïðîöåñiâ âiäíîñÿòüñÿ i ïåðiî-
äè÷íi ïðîöåñè, äëÿ ÿêèõ äåÿêi ïàðàìåòðè çàëèøàþòüñÿ íåçìiííè-
ìè, à iíøi çìiíþþòüñÿ êîëèâíèì ÷èíîì. Íàïðèêëàä, ìàòåìàòè÷-
íà ìîäåëü ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà� ïðè íàÿâíîñòi òiëüêè ñèëè
ïðóæíîñòi ¹ ñòàöiîíàðíèì ïðîöåñîì.

ßêùî îäíèì iç iñòîòíèõ íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ âèñòóïà¹ ÷àñ,
òî ìîäåëü íàçèâà¹òüñÿ íåñòàöiîíàðíîþ. Òàêi ìîäåëi, ÿê ïðàâèëî,
ñêëàäíiøi çà ñòàöiîíàðíi. Íåñòàöiîíàðíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äåÿ-
êèõ îá'¹êòiâ ÷àñòî ìîæíà ïðèâåñòè äî íåëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ àáî ñèñòåìè âèãëÿäó

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t > 0

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x (t)=x 0 ïðè t=t0.
ßêùî ïàðàìåòðè îá'¹êòà çìiíþþòüñÿ ïîâiëüíî òàê, ùî íà äå-

ÿêîìó ïðîìiæêó ÷àñó öi¹þ çìiíîþ ìîæíà çíåõòóâàòè, òî ìà¹ìî
êâàçiñòàöiîíàðíó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü.

Ìîäåëü íàçèâà¹òüñÿ äèíàìi÷íîþ, ÿêùî ïîâåäiíêà âèõiäíîãî
ñèãíàëó çàëåæèòü íå òiëüêè âiä âõiäíîãî ñèãíàëó â ïîòî÷íèé ìî-
ìåíò ÷àñó, àëå é âiä ïîïåðåäíiõ çíà÷åíü âõîäó. Ñèìâîëi÷íî öå ìîæ-
íà çàïèñàòè òàê y=F (x (s), s≤t), äå F � îïåðàòîð ìîäåëi. Öå îçíà-
÷à¹, ùî ìîäåëü âîëîäi¹ ïàì'ÿòòþ (iíåðöiéíiñòþ). Ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó � ìîäåëü ñòàòè÷íà, òîáòî ñòàòè÷íà ìîäåëü íå âðàõîâó¹
çìiíè â ÷àñi. Íàïðèêëàä, ôîðìóëà ïiäéîìíî¨ ñèëè êðèëà ëiòàêà â
äîçâóêîâîìó äiàïàçîíi, ùî ïðèïàäà¹ íà îäèíèöþ äîâæèíè ðîçìà-
õó êðèëà,

P = c(α)
ρv2

2
b,

äå P � ïiäéîìíà ñèëà; ρ, v � ãóñòèíà i øâèäêiñòü ïîâiòðÿíîãî ïîòî-
êó; b � õîðäà ïðîôiëÿ êðèëà; α � êóò àòàêè, ¹ ñòàòè÷íîþ, îñêiëü-
êè, âñi ïàðàìåòðè, ùî õàðàêòåðèçóþòü öi ïðîöåñè ïîñòiéíi â ÷àñi.
Ñòàòè÷íà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìîæå áóòè îêðåìèì ðiâíÿííÿì àáî
ñèñòåìîþ ðiâíÿíü. ßêùî çìiíè ïàðàìåòðiâ îá'¹êòà âiäáóâàþòüñÿ
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íàñòiëüêè ïîâiëüíî, ùî â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó íèìè ìîæíà çíåõòó-
âàòè, òî ìîäåëü íàçèâà¹òüñÿ êâàçiñòàòè÷íîþ. Ïåðåõiä ñèñòåìè ç
îäíîãî ñòàòè÷íîãî ñòàíó àáî ñòàëîãî ïðîöåñó â iíøèé íàçèâà¹òüñÿ
ïåðåõiäíèì ïðîöåñîì.

Ïîäië ìîäåëåé íà îäíîâèìiðíi, äâîâèìiðíi, òðèâèìiðíi çàñòî-
ñîâó¹òüñÿ äî ìîäåëåé, ñåðåä ïàðàìåòðiâ ÿêèõ ¹ ïðîñòîðîâi êîîð-
äèíàòè. ßê ïðàâèëî, çáiëüøåííÿ ðîçìiðíîñòi ìîäåëi ïðèâîäèòü
äî çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü. Îñîáëèâî
ñêëàäíi â ðåàëiçàöi¨ òðèâèìiðíi ìîäåëi, ÿêi âèìàãàþòü âèñîêîïðî-
äóêòèâíèõ ÅÎÌ. Ïðè ðåàëiçàöi¨ òðèâèìiðíèõ ìîäåëåé ïîòðiáíî
ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi, íàïðèêëàä 10 òèñ. ðiâ-
íÿíü i áiëüøå (�ïðîêëÿòòÿ ðîçìiðíîñòi� çà Áåëìàíîì7). Ðåàëiçàöiÿ
òàêèõ ìîäåëåé ñòàëà ìîæëèâîþ ëèøå ç ïîÿâîþ ÅÎÌ i ñïåöiàëüíèõ
îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ.

Ç ïîãëÿäó iíôîðìàòèâíîñòi, çìiííi ïîäiëÿþòüñÿ íà ñïîñòåðå-
æóâàíi (áåçïîñåðåäíüî àáî îïîñåðåäêîâàíî âèìiðþâàíi) òà íåñïî-
ñòåðåæóâàíi (ïðèíöèïîâî àáî òåõíi÷íî íåâèìiðþâàíi). Íåñïîñòå-
ðåæóâàíi çìiííi íåäîñòóïíi äëÿ êîíòðîëþ i ñïîñòåðåæåííÿ, âî-
íè âèÿâëÿþòü ñåáå òiëüêè ÷åðåç çìiíó ñòàíó îá'¹êòà. Êîìïåíñàöiÿ
çáóðåíü íåñïîñòåðåæóâàíèõ çìiííèõ ìîæëèâà ëèøå â ñèñòåìàõ çi
çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì.

Êëàñèôiêàöiÿ â çàëåæíîñòi âiä ìåòè ìîäåëþâàííÿ.

Ìåòîþ äåñêðèïòèâíèõ ìîäåëåé (âiä ëàòèíñüêîãî descriptio � îïèñ)
¹ ïîáóäîâà çàêîíiâ çìiíè ïàðàìåòðiâ ðåàëüíîãî îá'¹êòà. Íàïðè-
êëàä, ìîäåëü ðóõó ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè îïèñó¹òüñÿ äðóãèì çàêîíîì

Íüþòîíà i ìà¹ âèãëÿäm
d2x

dt2
= F . Çàäàþ÷è ïîëîæåííÿ i øâèäêiñòü

ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó (âõiäíi ïàðàìåòðè), ìàñó (âëàñíèé ïà-
ðàìåòð), çàêîí çìiíè ñèë (çîâíiøíÿ äiÿ), ìîæíà âèçíà÷èòè øâèä-
êiñòü i êîîðäèíàòè ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó
(âèõiäíi ïàðàìåòðè).

Äåñêðèïòèâíi ìîäåëi � öå ðåàëiçàöiÿ îïèñîâèõ, ïîÿñíþþ÷èõ
ìîäåëåé, âîíè äàþòü ðîçóìiííÿ ñòðóêòóðè ðåàëüíîãî îá'¹êòà, çà-
êîíè éîãî ðîçâèòêó òà âëàñòèâîñòi, îïèñ âçà¹ìîäi¨ ç íàâêîëèøíiì
ñåðåäîâèùåì. Îäåðæàíi ìîäåëi îïèñóþòü çàëåæíiñòü âèõiäíèõ âå-
ëè÷èí âiä çíà÷åíü âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ.

7Áåëìàí Ði÷àðä (1920 � 1984) � àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê.
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Îïòèìiçàöiéíi ìîäåëi ïðèçíà÷åíi äëÿ âèçíà÷åííÿ îïòèìàëü-
íèõ çà äåÿêèì êðèòåði¹ì ïàðàìåòðiâ îá'¹êòà i äëÿ ïîøóêó íàéêðà-
ùîãî ðåæèìó êåðóâàííÿ äåÿêèì ïðîöåñîì. ×àñòèíà ïàðàìåòðiâ
ìîäåëi íàëåæèòü äî ïàðàìåòðiâ êåðóâàííÿ, çìiíþþ÷è ÿêi, ìîæ-
íà îòðèìóâàòè ðiçíi âàðiàíòè íàáîðiâ çíà÷åíü âèõiäíèõ âåëè÷èí.
Ìåòîþ îïòèìiçàöiéíèõ ìîäåëåé ¹ ïîøóê òàêèõ ïðèïóñòèìèõ çíà-
÷åíü ïàðàìåòðiâ, ïðè ÿêèõ êðèòåðié âèáîðó äîñÿãà¹ íàéêðàùèõ
ðåçóëüòàòiâ.

ßê ïðàâèëî, äàíi ìîäåëi ñêëàäàþòüñÿ ç îäíi¹¨ àáî êiëüêîõ äå-
ñêðèïòèâíèõ ìîäåëåé i äåÿêîãî êðèòåðiþ, ùî çàáåçïå÷ó¹ ïîðiâ-
íÿííÿ ìiæ ñîáîþ ðiçíèõ çíà÷åíü âèõiäíèõ âåëè÷èí ç ìåòîþ âèáî-
ðó íàéêðàùîãî âàðiàíòà. Ïðèêëàäîì îïòèìiçàöiéíî¨ ìîäåëi ìîæå
ñëóæèòè ìîäåëþâàííÿ çàïóñêó ðàêåòè ç ïîâåðõíi Çåìëi ç ìåòîþ
ïiäéîìó íà çàäàíó âèñîòó çà ìiíiìàëüíèé ÷àñ ïðè îáìåæåííÿõ íà
âåëè÷èíó iìïóëüñó äâèãóíà, ÷àñ éîãî ðîáîòè, ïî÷àòêîâó é êiíöåâó
ìàñó ðàêåòè.

Ìîäåëi óïðàâëiííÿ ïðèçíà÷åíi äëÿ ïðèéíÿòòÿ åôåêòèâíèõ ði-
øåíü ó ðiçíèõ ñôåðàõ öiëåñïðÿìîâàíî¨ äiÿëüíîñòi ëþäèíè.

Íà âiäìiíó âiä îïòèìàëüíèõ ìîäåëåé, äå êðèòåðié âèáîðó âiäî-
ìèé i øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê çàáåçïå÷ó¹ åêñòðåìàëüíiñòü öüîãî êðè-
òåðiþ, ó ìîäåëÿõ óïðàâëiííÿ íåîáõiäíî ìàòè ñïåöèôi÷íi êðèòåði¨
îïòèìàëüíîñòi, ÿêi äîçâîëÿþòü ïðîâîäèòè ïîðiâíÿííÿ àëüòåðíà-
òèâ ïðè ðiçíèõ íåâèçíà÷åíîñòÿõ ó çàäà÷i. Öi ìîäåëi íåîáõiäíi äëÿ
òîãî, ùîá ïðîãíîçóâàòè ïðÿìi òà ïîái÷íi íàñëiäêè ðåàëiçàöi¨ ðiç-
íèõ ñïîñîáiâ óïðàâëiííÿ òà äié íà îá'¹êò. Êðèòåðié îïòèìàëüíîñòi
â çàäà÷àõ óïðàâëiííÿ çàçäàëåãiäü íå ôiêñó¹òüñÿ.

Êëàñèôiêàöiÿ â çàëåæíîñòi âiä ìåòîäiâ äîñëiäæåí-

íÿ. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé çàñòîñîâóþòüñÿ ðiçíîìàíiòíi ìåòî-
äè (ðèñ. 1.3).

Ìåòîä äîñëiäæåííÿ ìîäåëi íàçèâàþòü àíàëiòè÷íèì, ÿêùî âií
äîçâîëÿ¹ çíàéòè âèõiäíi âåëè÷èíè ó âèãëÿäi àíàëiòè÷íèõ âèðàçiâ.
×àñòêîâèì âèïàäêîì àíàëiòè÷íèõ âèðàçiâ ¹ àëãåáðà¨÷íi âèðàçè, â
ÿêèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨, ïiäíåñåííÿ äî ñòå-
ïåíÿ, äîáóâàííÿ êîðåíiâ. Àíàëiòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ìîäåëi
áiëüø öiííi, îñêiëüêè äîçâîëÿþòü âèâ÷àòè âëàñòèâîñòi îá'¹êòà ìî-
äåëþâàííÿ, ¨õ ÿêiñíó ïîâåäiíêó, çàñòîñîâóþ÷è ìåòîäè ìàòåìàòè÷-
íîãî àíàëiçó.
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Íà æàëü, âiäîìi íà ñüîãîäíiøíié äåíü ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè äîç-
âîëÿþòü îòðèìàòè àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ëèøå äëÿ íåñêëàäíèõ ìà-
òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ ïðè äîñëiäæåííi ìîäå-
ëåé çàñòîñîâóþòü àëãîðèòìi÷íi ïiäõîäè, ÿêi äîçâîëÿþòü îòðèìó-
âàòè ëèøå íàáëèæåíi çíà÷åííÿ øóêàíèõ ïàðàìåòðiâ.

Çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ ñóêóïíiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ðiâ-
íÿíü çàìiíþ¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèì àíàëîãîì. Öå ÷àñòiøå çà âñå
äîñÿãà¹òüñÿ äèñêðåòèçàöi¹þ âèõiäíèõ ñïiââiäíîøåíü, òîáòî ïåðå-
õîäîì âiä ôóíêöi¨ íåïåðåðâíîãî àðãóìåíòó äî ôóíêöié äèñêðåò-
íîãî àðãóìåíòó. Ïiñëÿ äèñêðåòèçàöi¨ âèõiäíî¨ çàäà÷i áóäó¹òüñÿ îá-
÷èñëþâàëüíèé àëãîðèòì äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèñêðåòíî¨ çàäà÷i. Îò-
ðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê äèñêðåòíî¨ çàäà÷i ïðèéìà¹òüñÿ çà íàáëèæåíèé
ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i.

Ïðè iìiòàöiéíîìó ïiäõîäi ñàì îá'¹êò äîñëiäæåííÿ ðîçáèâà¹òü-
ñÿ íà îêðåìi åëåìåíòè. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ìàòåìàòè÷íèõ
ðiâíÿíü äëÿ îá'¹êòà-ñèñòåìè â öiëîìó íå çàïèñó¹òüñÿ, à çàìiíþ¹òü-
ñÿ äåÿêèì àëãîðèòìîì, ÿêèé ìîäåëþ¹ éîãî ïîâåäiíêó. Ìîäåëÿìè
îêðåìèõ åëåìåíòiâ ìîæóòü âèñòóïàòè ÿê àíàëiòè÷íi, òàê i àëãåá-
ðà¨÷íi ñïiââiäíîøåííÿ.

Àëãîðèòìi÷íi ìîäåëi íå äîçâîëÿþòü îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê â
àíàëiòè÷íié ôîðìi, ùî óñêëàäíþ¹ ïðîöåñ àíàëiçó ðåçóëüòàòiâ
ìîäåëþâàííÿ, ¨õ çàñòîñóâàííÿ ìîæëèâå ëèøå ïðè íàÿâíîñòi
ÅÎÌ. Äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, ïîáóäîâàíî¨ ó âèãëÿäi
àëãîðèòìiâ, àíàëîãi÷íå ïðîâåäåííþ åêñïåðèìåíòiâ iç ðåàëüíèì
îá'¹êòîì, òiëüêè çàìiñòü ðåàëüíîãî åêñïåðèìåíòó ç îá'¹êòîì ïðî-
âîäèòüñÿ îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò iç éîãî ìîäåëëþ. Çàäàþ÷è
êîíêðåòíèé íàáið çíà÷åíü âèõiäíèõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi, ó ðåçóëü-
òàòi îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó îòðèìóþòü íàáëèæåííÿ çíà-
÷åííÿ øóêàíèõ ïàðàìåòðiâ.

Ðèñ. 1.3. Êëàñèôiêàöiÿ â çàëåæíîñòi âiä ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ
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1.3.4. Âèìîãè äî ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi áóäóòü åôåêòèâíèìè, ÿêùî âîíè çàäîâîëü-
íÿþòü ïåâíi âèìîãè. Íàâåäåìî îñíîâíi ç íèõ.

Ïîâíîòà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíà äà¹
ïðèíöèïîâî íîâó ìîæëèâiñòü çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòî-
äiâ âiäîáðàçèòè äîñòàòíüîþ ìiðîþ ñàìå òi õàðàêòåðèñòèêè é îñîá-
ëèâîñòi îá'¹êòà, ÿêi öiêàâëÿòü äîñëiäíèêà. Íàïðèêëàä, ç ðiâíÿííÿ,
ùî îïèñó¹ äèíàìiêó ñèñòåìè êóëüêà�ïðóæèíà ìîæíà îäíîçíà÷íî
âèçíà÷èòè ÷àñòîòó êîëèâàíü, òîìó öÿ ìîäåëü � ïîâíà, à äëÿ âèçíà-
÷åííÿ àìïëiòóäè � íåïîâíà, îñêiëüêè ïîòðiáíi äîäàòêîâi äàíi.

Òî÷íiñòü ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi äà¹ ìîæëèâiñòü çàáåçïå÷èòè
ïðèéíÿòíèé çáiã ðåàëüíèõ i çíàéäåíèõ ç ìîäåëi çíà÷åíü âèõiäíèõ
ïàðàìåòðiâ. Íåõàé ymi i y

e
i � çíà÷åííÿ, ùî çíàéäåíi ç ìîäåëi i âçÿòi

ç åêñïåðèìåíòó âiäïîâiäíî äëÿ i-òîãî âèõiäíîãî ïàðàìåòðà. Òîäi
âiäíîñíà ïîõèáêà ìîäåëi çà öèì ïàðàìåòðîì äîðiâíþ¹

εi =
|ymi − yei |

|yei |
, i = 1, 2, . . . .

Äëÿ êiëüêiñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòi ìàòåìàòè÷íî¨ ìî-
äåëi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íîðìó ∥ ε ∥ = (

∑n
i=1 ε

2
i )

1
2 , àáî

∥ ε ∥ =max
i

| εi |.
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîõèáêà ìîäåëþâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà

ôîðìóëîþ
∆ = δ1 + δ2 + δ3 + δ4,

äå δ1 � ïîõèáêà ìîäåëi, δ2 � ïîõèáêà îá÷èñëþâàëüíî¨ ñõåìè, δ3 �
íàêîïè÷óâàëüíà ïîõèáêà îá÷èñëåíü, δ4 � ïîõèáêà âèêëèêàíà íåäî-
ñòà÷åþ âèõiäíî¨ iíôîðìàöi¨. Òîáòî òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ íå ìîæå
áóòè âèùîþ çà òî÷íiñòü âèõiäíèõ äàíèõ i òî÷íiñòü ïðîìiæíèõ îá-
÷èñëåíü.

Ïîõèáêà δ1 çóìîâëåíà ñïðîùåííÿìè, ÿêi ìàþòü ìiñöå ïðè ïå-
ðåõîäi âiä ðåàëüíîãî îá'¹êòà íåñêií÷åííî¨ ñêëàäíîñòi äî ìàòåìà-
òè÷íî¨ ìîäåëi � îá'¹êòà ñêií÷åííî¨ ñêëàäíîñòi.

Ïîõèáêà δ2 � ñïðè÷èíåíà îá÷èñëþâàëüíîþ ðåàëiçàöi¹þ ìàòå-
ìàòè÷íî¨ ìîäåëi: ñïðîùåííÿ ïðè ïåðåõîäi âiä âèõiäíèõ ðiâíÿíü äî
ðiçíèöåâèõ.
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Ïîõèáêà δ3 � öå íàêîïè÷åííÿ îá÷èñëþâàëüíî¨ ïîõèáêè çà ðà-
õóíîê ñêií÷åííîãî ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë â ÅÎÌ. Ïðè âåëèêèõ îá-
ñÿãàõ îá÷èñëåíü ïîõèáêà ìàøèííèõ îá÷èñëåíü ìîæå ñóòò¹âî ñïî-
òâîðþâàòè ðîçðàõóíêîâi ðåçóëüòàòè i äàâàòè íåäîñòîâiðíi äàíi.

Ïîõèáêà δ4 õàðàêòåðèçó¹ äåòàëüíiñòü çàäàííÿ âèõiäíî¨ iíôîð-
ìàöi¨. Iíêîëè ÷åðåç îá'¹êòèâíi ïðè÷èíè âõiäíi ïàðàìåòðè âèçíà÷åíi
ç ïîõèáêîþ â äåñÿòêè âiäñîòêiâ, ÷àñòèíà ïàðàìåòðiâ óçàãàëi ìîæå
áóòè íåâiäîìîþ. Ìîäåëü â öüîìó âèïàäêó ìîæå áóòè ñôîðìóëüî-
âàíà ç iíôîðìàöiéíèìè �äiðêàìè�. Äëÿ óñóíåííÿ iíôîðìàöiéíèõ
�äið� ó ìîäåëÿõ íåîáõiäíî ïiäáèðàòè íåäîñòàþ÷ó iíôîðìàöiþ. Öÿ
ïðîáëåìà iíêîëè âèìàãà¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ îáåðíåíèõ çàäà÷.

Âèìîãà ðîáàñòíîñòi (âiä àíãë. robust � ìiöíèé, ñòiéêèé) îçíà-
÷à¹ ñòiéêiñòü ìîäåëi äî ïîõèáîê âõiäíèõ äàíèõ, òîáòî çäàòíiñòü
íiâåëþâàòè öi ïîõèáêè. Äàíi ìîæóòü áóòè âiäîìi ëèøå ç áiëüøîþ
àáî ìåíøîþ òî÷íiñòþ i òàêà ñèòóàöiÿ íå ïîâèííà ñóòò¹âî âïëèâàòè
íà ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ.

Àäåêâàòíiñòü ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi � öå çäàòíiñòü ïðàâèëüíî
ÿêiñíî é êiëüêiñíî îïèñóâàòè òi õàðàêòåðèñòèêè îá'¹êòà, ÿêi ¹ âàæ-
ëèâèìè äëÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i. Â äåÿêèõ ïðèêëàäíèõ ãàëóçÿõ (íà-
ïðèêëàä, áiîëîãi¨, ñîöiîëîãi¨), â ÿêèõ êiëüêiñíi çàêîíîìiðíîñòi ùå
íå âñòàíîâëåíi, ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ìàþòü, â îñíîâíîìó, ÿêiñíèé
õàðàêòåð, òîìó ïiä àäåêâàòíiñòþ âàðòî ðîçóìiòè ëèøå ïðàâèëü-
íèé ÿêiñíèé îïèñ ïîâåäiíêè îá'¹êòiâ. Ñëiä ïàì'ÿòàòè, ùî ìîäåëü
àäåêâàòíà ïðè âèáîði îäíèõ õàðàêòåðèñòèê i íå àäåêâàòíà ïðè âè-
áîði iíøèõ õàðàêòåðèñòèê òîãî æ îá'¹êòà, òîáòî âñiëÿêà àäåêâàò-
íiñòü âiäíîñíà i ìà¹ ñâî¨ ìåæi çàñòîñóâàííÿ. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü
íå ìîæå áóòè àäåêâàòíîþ íà âñié ìíîæèíi çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ.
Çàâæäè iñíó¹ îáëàñòü àäåêâàòíîñòi ìîäåëi, ÿêà çàäà¹òüñÿ äiàïàçî-
íîì çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, ó ìåæàõ ÿêèõ âîíà àäåêâàòíà ðåàëüíîìó
îá'¹êòó. Íåõòóâàííÿ öèì ïðàâèëîì ìîæå ïðèçâåñòè äî ãðóáèõ ïî-
ìèëîê � ïðèïèñóâàííÿ ðåàëüíèì îá'¹êòàì òèõ âëàñòèâîñòåé, ÿêè-
ìè âîíè íàñïðàâäi íå âîëîäiþòü. Òàê, ïðè äîñëiäæåííi åêîíîìiêî-
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íåîáõiäíî ÷iòêî óÿâèòè ñîái, ùî âèðîáíè÷i
ôóíêöi¨ ¹ äîñòàòíüî óìîâíèì îïèñîì ðåàëüíèõ âëàñòèâîñòåé âè-
ðîáíè÷èõ îäèíèöü åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè, òîìó ïðè iíòåðïðåòàöi¨ i
âèêîðèñòàííi ðåçóëüòàòiâ ìîäåëþâàííÿ íå ìîæíà âèõîäèòè çà ìå-
æi àäåêâàòíîñòi ìîäåëi.
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Åôåêòèâíiñòü (äîñòàòíÿ ïðîñòîòà). Ìîäåëü ïîâèííà áóòè
çðó÷íîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ, òîáòî äîñòàòíüî ïðîñòîþ, àëå íå ïðî-
ñòiøîþ, íiæ öå ìîæëèâî. Cïðîùåííÿ ìîäåëi ìîæíà ïðîâîäèòè
äîòè, ïîêè ìîäåëü ïðîäîâæó¹ âiäîáðàæàòè íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi
ïðîöåñiâ. Ìàéæå çàâæäè ¹ òàêi ñèòóàöi¨, êîëè â ðåçóëüòàòi ñïðî-
ùåíü ìîæíà îäåðæàòè íåïðàâäîïîäiáíi ðåçóëüòàòè.

Ïðîñòîòà ìîäåëi äîñÿãà¹òüñÿ çà ðàõóíîê òîãî, ùî âîíà ðîçãëÿ-
äà¹ òiëüêè äåÿêi ñòîðîíè îá'¹êòà i ìîæå ïîÿñíèòè òiëüêè òå, ùî â
íå¨ çàêëàäåíî, ïðè÷îìó ÷àñòî òiëüêè ÿêiñíî àáî íàáëèæåíî êiëü-
êiñíî. Äëÿ ïðîñòîòè íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè ëèøå ñóòò¹âi ôàêòîðè.
ßêi ôàêòîðè ¹ ñóòò¹âèìè, à ÿêèìè ìîæíà çíåõòóâàòè çàëåæèòü
âiä îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçóâàíî¨ çàäà÷i òà äîñâiäó äîñëiäíèêà.

Àëå, íå çâàæàþ÷è íà öå, ðîëü ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ
äîñèòü âåëèêà, îñêiëüêè âîíà ïðèâîäèòü äî ðîçóìiííÿ ñóòi ïðî-
öåñó. Êîëè ïîòðiáíi áiëüø òî÷íi ðåçóëüòàòè, òî öå âèìàãà¹ óòî÷-
íåííÿ é óñêëàäíåííÿ ìîäåëi òà ïðîâåäåííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñ-
ïåðèìåíòiâ. Ïðîñòîòà (åêîíîìi÷íiñòü) ìîäåëi îçíà÷à¹, ùî iñíóþ÷i
çàñîáè ìàòåìàòèêè i êîìï'þòåðíî¨ òåõíiêè äàþòü ìîæëèâiñòü çà
ïðèéíÿòíèé ÷àñ i ç äîïóñòèìèìè çàòðàòàìè ðåñóðñiâ, ç íåîáõiä-
íîþ òî÷íiñòþ ïðîâåñòè ÿêiñíèé àáî êiëüêiñíèé (ó çàëåæíîñòi âiä
ïîñòàíîâêè çàäà÷i) àíàëiç ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. ßñíî, ùî âè-
ìîãà ïðîñòîòè â äåÿêîìó ðîçóìiííi ïðîòèëåæíà âèìîçi àäåêâàò-
íîñòi. ßê ïðàâèëî, ÷èì áiëüø àäåêâàòíà ìîäåëü, òèì âîíà ìåíø
åôåêòèâíà, õî÷à áóâàþòü âèïàäêè, êîëè óñêëàäíåííÿ ìîäåëi ìîæå
ïðèçâåñòè äî ïîãiðøåííÿ àäåêâàòíîñòi. Òîìó íà ïðàêòèöi ïîòðiáíî
çíàõîäèòè ðîçóìíèé êîìïðîìiñ ìiæ àäåêâàòíiñòþ i åôåêòèâíiñòþ.

Ïðîäóêòèâíiñòü ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî ìîäåëü ìiñòèòü ðiçíi ïà-
ðàìåòðè êîìïîíåíò îá'¹êòà, âêëþ÷à¹ ôóíêöiîíàëüíi çàëåæíîñòi,
îïèñó¹ çâ'ÿçêè ìiæ ôiçè÷íèìè âåëè÷èíàìè. Âñi öi ïàðàìåòðè íà-
çèâàþòüñÿ âèõiäíèìè äàíèìè ìîäåëi, âîíè âèçíà÷àþòü òi ðåçóëü-
òàòè, ÿêi ìè îäåðæèìî ç ìîäåëi. Âèìîãà ïðîäóêòèâíîñòi ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî ó ðåàëüíèõ óìîâàõ âèõiäíi äàíi ìàþòü áóòè âiäîìèìè,
òîáòî ¨õ ìîæíà âèìiðÿòè, îá÷èñëèòè àáî çíàéòè â äîâiäíèêàõ. ßê-
ùî ðåàëüíî îäåðæàòè âèõiäíi äàíi íåìîæëèâî, òî ïiñëÿ âèâ÷åííÿ
ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ìè ìîæåìî äiçíàòèñÿ òiëüêè ïðî âëàñòèâî-
ñòi îá'¹êòà, õî÷à iíêîëè i âëàñòèâîñòi êîíêðåòíîãî îá'¹êòà ìîæóòü
áóòè íåÿñíèìè.
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1.4. Åòàïè ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé

Îñòàííiì ÷àñîì ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïîÿâà âåëèêî¨ êiëüêîñòi ìàòå-
ìàòè÷íèõ ìîäåëåé äëÿ ðiçíèõ ïðîöåñiâ. Îñîáëèâiñòþ ìàòåìàòè÷-
íèõ ìîäåëåé, ÿêi ñòâîðþþòüñÿ â íàø ÷àñ, ¹ òå, ùî âîíè âèêîðè-
ñòîâóþòüñÿ äëÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì âçà¹ìîäiþ÷èõ åëåìåíòiâ, òîìó
öå ïðèçâîäèòü äî óñêëàäíåííÿ ìîäåëåé, äî íåîáõiäíîñòi ñóìiñíîãî
âèêîðèñòàííÿ áàãàòüîõ òåîðié òà ñó÷àñíèõ ÅÎÌ.

Ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé � öå ñêëàäíà çàäà÷à, ÿêà
âèìàãà¹ ñïiâïðàöi áàãàòüîõ ñïåöiàëiñòiâ ÿê ó ïðåäìåòíié îáëàñòi,
ùî ïîâ'ÿçàíà ç îá'¹êòîì ìîäåëþâàííÿ, òàê i â îáëàñòi ïðèêëàäíî¨
ìàòåìàòèêè, ñó÷àñíèõ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ òà ïðîãðàìóâàííÿ.

Ïðîöåñ ìîäåëþâàííÿ íå ìîæíà ïîâíiñòþ ôîðìàëiçóâàòè i äëÿ
ïîáóäîâè ìîäåëåé âèçíà÷íó ðîëü âiäiãðàþòü íåôîðìàëüíi åâðè-
ñòè÷íi ïðèéîìè ëþäñüêîãî iíòåëåêòó.

Ñêëàäíiñòü ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïîëÿãà¹ ñàìå â òîìó,
ùî ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íåîáõiäíî ïî¹äíóâàòè ìà-
òåìàòè÷íi i ñïåöiàëüíi çíàííÿ. Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé �
öå ïîøóê êîìïðîìiñó ìiæ óðàõóâàííÿì ÿêîìîãà áiëüøî¨ êiëüêîñòi
ôàêòîðiâ ðåàëüíîãî ïðîöåñó òà ìîæëèâiñòþ ïîäàëüøîãî àíàëiçó
ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, îñîáëèâî òi, ùî âèêîðèñòîâóþòü ÷èñëîâi
ìåòîäè é îá÷èñëþâàëüíó òåõíiêó, âèìàãàþòü äëÿ ñâîãî ñòâîðåííÿ
çíà÷íèõ iíòåëåêòóàëüíèõ, ôiíàíñîâèõ i ÷àñîâèõ çàòðàò.

Øèðîêå âïðîâàäæåííÿ îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè â óñi ñôåðè
ëþäñüêî¨ äiÿëüíîñòi ïðèçâåëî äî iíòåíñèâíîãî âèêîðèñòàííÿ ìà-
òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. ×àñòî äîâîäèòüñÿ ñòâîðþâàòè öiëèé ñïåêòð
ìîäåëåé îäíîãî é òîãî æ îá'¹êòà. Íåîáõiäíiñòü ìàñîâîãî ñòâîðåííÿ
ìîäåëåé âèìàãà¹ äåÿêî¨ ñóêóïíîñòi ïðàâèë i ïiäõîäiâ, ÿêi á äîçâî-
ëèëè çíèçèòè çàòðàòè íà ñòâîðåííÿ ìîäåëåé òà óíèêíóòè ìîæëè-
âèõ ïîìèëîê. Ïîäiáíó ñóêóïíiñòü ïðàâèë ìîæíà áóëî á íàçâàòè
òåõíîëîãi¹þ ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

Ïðîöåñ ñòâîðåííÿ íîâî¨ ìîäåëi íåâiä'¹ìíèé âiä åêñïåðèìåíòó-
âàííÿ ç íåþ. ßêiñíà ìîäåëü, ÿê ïðàâèëî, âèíèêà¹ ëèøå ïiñëÿ áà-
ãàòüîõ iòåðàöié òèïó ìîäåëü�åêñïåðèìåíò�ïîëiïøåííÿ ìîäåëi.

Ïðîöåñ ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè
ÿê ïîñëiäîâíiñòü åòàïiâ, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 1.4. Íàâåäåíà ïîñëi-
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äîâíiñòü åòàïiâ ìà¹ çàãàëüíèé i óíiâåðñàëüíèé õàðàêòåð, õî÷à â
îêðåìèõ âèïàäêàõ âîíà ìîæå çìiíþâàòèñÿ.

Ðèñ. 1.4. Åòàïè ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi

1.4.1. Îáñòåæåííÿ îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ

Íåîáõiäíiñòü ó íîâié ìîäåëi ìîæå âèíèêíóòè ó çâ'ÿçêó ç ïðîâå-
äåííÿì íàóêîâèõ äîñëiäæåíü, âèêîíàííÿì ïðîåêòíèõ i êîíñòðóê-
òîðñüêèõ ðîáiò íà âèðîáíèöòâi, ñòâîðåííÿì ñèñòåì óïðàâëiííÿ é
êîíòðîëþ. Îðãàíiçàöiþ, ÿêà çàöiêàâëåíà ó ñòâîðåííi íîâî¨ ìàòåìà-
òè÷íî¨ ìîäåëi i âèâ÷åííi îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ, íàçèâàþòü çàìîâ-
íèêîì. Ïiñëÿ ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü ïðî íåîáõiäíiñòü ñòâîðåííÿ íîâî¨
ìîäåëi çàìîâíèê çíàõîäèòü âèêîíàâöÿ ñâîãî çàìîâëåííÿ. Âèêîíàâ-
öåì, ÿê ïðàâèëî, âèñòóïà¹ ðîáî÷à ãðóïà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ çi ñïå-
öiàëiñòiâ ðiçíîãî ïðîôiëþ: ïðèêëàäíèõ ìàòåìàòèêiâ, ñïåöiàëiñòiâ
iç ïðåäìåòíî¨ ãàëóçi, ïðîãðàìiñòiâ.

Äàëi öÿ ãðóïà ðîçïî÷èíà¹ äîñëiäæóâàòè îá'¹êò ìîäåëþâàííÿ.
Îñíîâíîþ ìåòîþ öüîãî åòàïó ¹:

� äåòàëüíå âèâ÷åííÿ îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ ç ìåòîþ âèÿâëåí-
íÿ îñíîâíèõ ôàêòîðiâ, ìåõàíiçìiâ, ùî ñóòò¹âî âïëèâàþòü íà éîãî
ïîâåäiíêó, âèáið òèõ ôàêòîðiâ, ÿêi ïiääàþòüñÿ ôîðìàëiçàöi¨;
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� âèäiëåííÿ òà îïèñ âíóòðiøíiõ i çîâíiøíiõ çâ'ÿçêiâ îá'¹êòà;
� âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü îïèñóâàòè îá'¹êò ìî-

äåëþâàííÿ;
� çáið é ïåðåâiðêà åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ, ïðîâåäåííÿ â ðàçi

íåîáõiäíîñòi íîâèõ åêñïåðèìåíòiâ;
� àíàëiç i ïîðiâíÿííÿ ìiæ ñîáîþ ïîáóäîâàíèõ ðàíiøå ìîäåëåé

îá'¹êòà;
� àíàëiç i óçàãàëüíåííÿ âñüîãî íàêîïè÷åíîãî ìàòåðiàëó.
Öåé åòàï âàæëèâèé i âiäïîâiäàëüíèé � ÷èì ïîâíiøó iíôîðìà-

öiþ âäà¹òüñÿ çiáðàòè ïðî îá'¹êò íà åòàïi äîñëiäæåííÿ, òèì ÷iòêiøå
ìîæíà âèêîíàòè çìiñòîâíó ïîñòàíîâêó çàäà÷i, ïîâíiøå âðàõóâàòè
íàáóòèé äîñâiä òà çíàííÿ, óíèêíóòè áàãàòüîõ ñêëàäíîñòåé íà ìàé-
áóòíiõ åòàïàõ ðîçðîáêè ìîäåëi. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i âèõîäèòü ç òèõ
çíàíü, ùî îäåðæàíi â ðåçóëüòàòi ñïîñòåðåæåíü i âèâ÷åííÿ îá'¹êòà,
à òàêîæ ç òi¹¨ ïðàêòè÷íî¨ ïðîáëåìè, ÿêó íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè.

1.4.2. Çìiñòîâíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íà îñíîâi çiáðàíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî îá'¹êò ìîäåëþâàííÿ âèêîíà-
âåöü ðàçîì iç çàìîâíèêîì ôîðìóëþþòü çìiñòîâíó ïîñòàíîâêó çà-
äà÷i ìîäåëþâàííÿ, ÿêà, ÿê ïðàâèëî, íå áóâà¹ îñòàòî÷íîþ é ìî-
æå óòî÷íþâàòèñÿ òà êîíêðåòèçóâàòèñÿ â ïðîöåñi ðîçðîáêè ìîäåëi.
Çàìîâíèêó � ïðåäñòàâíèêó ñïåöiàëüíî¨ îáëàñòi çíàíü, ÿê ïðàâèëî,
âàæêî ïîÿñíèòè â çðîçóìiëié ìàòåìàòèêó ôîðìi ñóòíiñòü ïðîáëå-
ìè. Òîìó ïðèêëàäíèé ìàòåìàòèê ïîâèíåí ÷iòêî é îäíîçíà÷íî çðî-
çóìiòè âñi âèìîãè çàìîâíèêà òà ïåðåêîíàòèñÿ â ¨õ ñóïåðå÷ëèâîñòi.

Ïiäãîòîâèòè ÿêîìîãà ïîâíiøèé ñïèñîê ïèòàíü, íà ÿêi ïîâèííà
âiäïîâiñòè íîâà ìîäåëü, ¹ ñàìîñòiéíîþ ïðîáëåìîþ, ÿêà âèìàãà¹
äëÿ ñâîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñïiâïðàöi âiäïîâiäíèõ ñïåöiàëiñòiâ. Äæå-
ðåëîì iíôîðìàöi¨ äëÿ ôîðìóâàííÿ ñïèñêó ïèòàíü ìîæóòü áóòè
áåñiäè ç çàìîâíèêîì, íàÿâíà çiáðàíà iíôîðìàöiÿ ïðî îá'¹êò, à òà-
êîæ ìîäåëi, ùî áóëè ñòâîðåíi ðàíiøå. Ñïåöiàëiñòè-ïîñòàíîâíèêè
çàäà÷ ïîâèííi âìiòè ç âåëèêîãî îáñÿãó ñëàáîôîðìàëiçîâàíî¨ ií-
ôîðìàöi¨ ïðî îá'¹êò ìîäåëþâàííÿ iç ðiçíèõ, ìîæëèâî, íå÷iòêî
ñôîðìóëüîâàíèõ âèìîã çàìîâíèêà äî ìîäåëi âèäiëèòè òå ãîëîâíå,
ùî ìîæå áóòè äiéñíî ðåàëiçîâàíå.

Íåîáõiäíî äîáðå îáäóìàòè, êîíêðåòèçóâàòè, óòî÷íèòè çàäà÷ó,
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ïîäèâèòèñü íà íå¨ ç ðiçíèõ òî÷îê çîðó i òàê ñôîðìóëþâàòè ïðî-
áëåìó, ùîá îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê áóâ êîðèñíèì i éîãî ìîæíà áóëî
á çíàéòè. Âiä êîðåêòíîñòi ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i íà öüîìó åòàïi çàëå-
æèòü óñïiõ óñüîãî äîñëiäæåííÿ. Íåâäàëà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ìîæå
ïðèçâåñòè äî îäåðæàííÿ íåïîòðiáíèõ àáî òðèâiàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ.
I òóò çíà÷íó ðîëü âiäiãðà¹ äîñâiä çàñòîñóâàííÿ ìåòîäîëîãi¨ ìàòå-
ìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.

Êðiì öüîãî, âèêîíàâåöü ïîâèíåí âìiòè îöiíèòè òåðìiíè òà âàð-
òiñòü ðåàëiçàöi¨ íîâî¨ ìîäåëi, iíàêøå ðåàëiçàöiÿ ïðîåêòó ïîáóäîâè
ìîäåëi ìîæå áóòè íåâäàëîþ.

Ç ïåðåðàõîâàíèõ âèùå âèìîã áà÷èìî, íàñêiëüêè âåëèêà âiä-
ïîâiäàëüíiñòü ëÿãà¹ íà ïîñòàíîâíèêiâ çàäà÷, òîìó ÿê êåðiâíèêà
ãðóïè äîöiëüíî ðåêîìåíäóâàòè ñàìå ìàòåìàòèêà-ïðèêëàäíèêà. Ç
öüîãî ïðèâîäó Ã. Áiðêãîô çàçíà÷à¹, ùî ïðèêëàäíèêè-ìàòåìàòèêè
½çäàòíi äî ãëèáîêîãî ñïiëêóâàííÿ ç iíøèìè â÷åíèìè, iíæåíåðàìè
i çíàéîìi ç ñèëîþ i îáìåæåííÿìè öèôðîâèõ ìàøèí, ... ïîêëèêàíi
ñòàòè âîæäÿìè çàâòðàøíüîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñâiòó�.

Îòæå, çìiñòîâíó ïîñòàíîâêó çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ ñêëàäà¹
ïåðåëiê ñôîðìóëüîâàíèõ ó ñëîâåñíié ôîðìi îñíîâíèõ ïèòàíü ïðî
îá'¹êò ìîäåëþâàííÿ, ÿêi öiêàâëÿòü çàìîâíèêà.

Âåñü çiáðàíèé ó ðåçóëüòàòi îáñòåæåííÿ ìàòåðiàë ïðî
îá'¹êò, çìiñòîâíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ, äîäàòêîâi âè-
ìîãè äî ðåàëiçàöi¨ ìîäåëi é ïîäàííÿ ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåííÿ
îôîðìëÿþòüñÿ ó âèãëÿäi òåõíi÷íîãî çàâäàííÿ ùîäî ïðîåêòóâàí-
íÿ i ðîçðîáêè ìîäåëi.

1.4.3. Êîíöåïòóàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íà îñíîâi çìiñòîâíî¨ ìîäåëi ðîçðîáëÿ¹òüñÿ êîíöåïòóàëüíà ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ, ÿêà ñëóæèòü îñíîâîþ êîíöåïòóàëü-
íî¨ ìîäåëi îá'¹êòà. Êîíöåïòóàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ìîäåëþâàí-
íÿ ôîðìóëþ¹òüñÿ, ÿê ïðàâèëî, ðîáî÷îþ ãðóïîþ áåç çàìîâíèêà,
íà îñíîâi òåõíi÷íîãî çàâäàííÿ, çiáðàíèõ äàíèõ ïðî îá'¹êò ìîäå-
ëþâàííÿ é âèìîã äî ìàéáóòíüî¨ ìîäåëi. Íà öüîìó åòàïi ïðîâî-
äèòüñÿ ïîäië óñiõ äiþ÷èõ ó öüîìó ÿâèùi ôàêòîðiâ íà ãîëîâíi, ÿêi
îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííi âðàõîâóâàòèñü, i äðóãîðÿäíi, ÿêi íà ïî÷àòêó
äîñëiäæåííÿ ìîæóòü áóòè âiäêèíóòi.
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Êîíöåïòóàëüíà ìîäåëü (ïðè äîñëiäæåííi ïðèðîäíè÷èõ ïðî-
áëåì òàêó ìîäåëü íàçèâàþòü ùå ôiçè÷íîþ) ÿâëÿ¹ ñîáîþ äåÿêó
iäåàëiçîâàíó ìîäåëü îá'¹êòà, ùî çàïèñàíà â òåðìiíàõ êîíêðåòíèõ
ïðèðîäíè÷èõ äèñöèïëií. Äëÿ öüîãî íà ïåðøîìó êðîöi íàóêîâîãî
ïiçíàííÿ ôîðìó¹òüñÿ ñóêóïíiñòü ãiïîòåç, ïðèïóùåíü ïðî ïîâåäií-
êó îá'¹êòà, ïðî âçà¹ìîäiþ éîãî ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì, ïðî
çìiíó éîãî âíóòðiøíiõ ïàðàìåòðiâ.

Ãiïîòåçà � öå ïðèïóùåííÿ àáî ëîãi÷íèé âèñíîâîê, ùî îòðè-
ìó¹òüñÿ ç àíàëiçó âæå âiäîìèõ ôàêòiâ. Äëÿ îá ðóíòóâàííÿ ãiïîòåç
ìîæóòü áóòè íàâåäåíi äåÿêi òåîðåòè÷íi äîâîäè i åêñïåðèìåíòàëüíi
äàíi ïðî îá'¹êò. Ó âèáîði é îá ðóíòóâàííi ãiïîòåç çíà÷íîþ ìiðîþ
ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ìèñòåöòâî òà äîñâiä ÷ëåíiâ ãðóïè. Íà îñíîâi ïðèé-
íÿòèõ ãiïîòåç âèçíà÷àþòüñÿ ïàðàìåòðè, ùî îïèñóþòü ñòàí ñèñòå-
ìè, ðiçíîãî ðîäó îáìåæåííÿ, ÿêèì çàäîâîëüíÿþòü öi ïàðàìåòðè.
Öå ìîæóòü áóòè åëåìåíòè áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè Õ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ
ôàçîâèì ïðîñòîðîì äàíî¨ ñèñòåìè. Ïðàâèëüíèé âèáið ôàçîâîãî
ïðîñòîðó çíà÷íîþ ìiðîþ âèçíà÷à¹ êiíöåâèé ðåçóëüòàò. Äî âèáîðó
ôàçîâèõ çìiííèõ âèñóâà¹òüñÿ ðÿä âèìîã, ãîëîâíà ç íèõ ïîëÿãà¹ â
òîìó, ùî çàäàííÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó, òîáòî òî÷êè x0 ∈ X, ïîâèííî
îäíîçíà÷íî âèçíà÷àòè åâîëþöiþ ñèñòåìè (çìiíó ¨¨ ñòàíó ç ÷àñîì).

Ïðîöåñ ñòâîðåííÿ êîíöåïòóàëüíî¨ ìîäåëi íà ñüîãîäíi íå ôîð-
ìàëiçîâàíèé, òîáòî íå iñíó¹ òî÷íèõ ïðàâèë ¨¨ ñòâîðåííÿ. Ðiçíi
ïðåäìåòíi îáëàñòi ìàþòü ñâî¨ îñîáëèâîñòi.

Êîíöåïòóàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ � öå ñôîðìó-
ëüîâàíèé ó òåðìiíàõ êîíêðåòíèõ äèñöèïëií (ôiçèêè, õiìi¨, áiî-
ëîãi¨ i ò.ä.) ïåðåëiê îñíîâíèõ ïèòàíü, ÿêi öiêàâëÿòü çàìîâíèêà,
à òàêîæ ïðèïóùåíü, ãiïîòåç âiäíîñíî âëàñòèâîñòåé i ïîâåäiíêè
îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ.

1.4.4. Ìàòåìàòè÷íà ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ïiñëÿ òîãî, ÿê âèçíà÷åíi ìàòåìàòè÷íi âåëè÷èíè, ùî îïèñóþòü
ïðîöåñ, ÿâèùå ÷è ñèñòåìó, ïåðåõîäÿòü äî ïîøóêó ìàòåìàòè÷íèõ
ñïiââiäíîøåíü, ÿêi çâ'ÿçóþòü öi ìàòåìàòè÷íi âåëè÷èíè. Ôîðìó-
ëþâàííÿ ñïiââiäíîøåíü çäiéñíþ¹òüñÿ íà îñíîâi çðîáëåíèõ ïðèïó-
ùåíü, âèñóíóòèõ ãiïîòåç, çàêîíiâ, ÿêèì ïiäïîðÿäêîâóþòüñÿ öi ÿâè-
ùà.
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Çàêií÷åíà êîíöåïòóàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ äîç-
âîëÿ¹ ñôîðìóëþâàòè ìàòåìàòè÷íó çàäà÷ó ìîäåëþâàííÿ, ÿêà ìi-
ñòèòü ñóêóïíiñòü ðiçíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü, ùî îïèñó-
þòü ïîâåäiíêó, âëàñòèâîñòi îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ, âçà¹ìîçâ'ÿçêè
ìiæ åëåìåíòàìè îá'¹êòà. Ïðè öüîìó ïîòðiáíî íàìàãàòèñÿ, ùîá
ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü áóëà çðó÷íîþ äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåí-
íÿ. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ìàòåìàòèê-ïðèêëàäíèê ïðè ñêëàäàííi
ìîäåëi ïîâèíåí îði¹íòóâàòèñÿ íà ñòðóêòóðó i çìiñò äîñòóïíî¨ éî-
ìó âèõiäíî¨ iíôîðìàöi¨. Iíàêøå ìîæåìî îäåðæàòè ìàòåìàòè÷íèé
êîíñòðóêò, ÿêèé íiêîëè íå çíàéäå ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ.

Ìàòåìàòè÷íà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ � öå ñóêóï-
íiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü, ÿêi îïèñóþòü ïîâåäiíêó i
âëàñòèâîñòi îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ (òîáòî íàøi ïðåäñòàâëåííÿ
ïðî îá'¹êò íàáóâàþòü ìàòåìàòè÷íî¨ ôîðìè).

Ñóêóïíiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü âèçíà÷à¹ âèãëÿä îïå-
ðàòîðà ìîäåëi. Íàéáiëüø ïðîñòèé âèãëÿä îïåðàòîð ìîäåëi ìà¹ ó
âèïàäêó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü. Ïîäiáíi ìîäåëi ìîæíà íàçâàòè ìî-
äåëÿìè àïðîêñèìàöiéíîãî òèïó, îñêiëüêè äëÿ ¨õ ïîáóäîâè âèêî-
ðèñòîâóþòü ðiçíi ìåòîäè àïðîêñèìàöi¨ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ
ïðî ïîâåäiíêó, çàëåæíî âiä âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ, ïàðàìåòðiâ çîâ-
íiøíüîãî ñåðåäîâèùà òà âíóòðiøíiõ ïàðàìåòðiâ îá'¹êòà. Îäíàê
ìîäåëi òàêîãî òèïó ìàþòü îáìåæåíó ñôåðó çàñòîñóâàííÿ. Ïðè âèâ-
÷åííi ïðèðîäè íàì ïîñòiéíî äîâîäèòüñÿ ñïîñòåðiãàòè ÿâèùà, ÿêi
çàëåæàòü âiä ÷àñó. Òàêi ÿâèùà íàçèâàþòüñÿ ïðîöåñàìè. ×àñòî ìà-
òåìàòè÷íi ìîäåëi ïðîöåñiâ îïèñóþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿí-
íÿìè ç äîäàòêîâèìè óìîâàìè. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ìàþòü
íåïåðåðâíèé õàðàêòåð i ¨õ áåçïîñåðåäí¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íà ÅÎÌ
íåìîæëèâå, îñêiëüêè ÅÎÌ ¹ ïðèñòðîÿìè äèñêðåòíîãî òèïó. Òî-
ìó íåîáõiäíî ïîïåðåäíüî çäiéñíþâàòè äèñêðåòèçàöiþ ïîñòàâëåíî¨
çàäà÷i é çàñòîñîâóâàòè ÷èñëîâi ìåòîäè äëÿ ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Äëÿ ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ñêëàäíèõ ñèñòåì i ïðî-
öåñiâ ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè âåëèêèé îáñÿã çíàíü, ùî íàêîïè-
÷èâñÿ â öié äèñöèïëiíi. Ó áàãàòüîõ ãàëóçÿõ çíàíü (ìåõàíiöi, ôiçèöi,
áiîëîãi¨) ïðèéíÿòî âèäiëÿòè çàêîíè äëÿ îá'¹êòiâ äàíî¨ ãàëóçi çíàíü
i ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi îïèñóþòü ïîâåäiíêó îêðåìèõ åëåìåíòiâ àáî
¨õ ñóêóïíîñòåé, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ áàëàíñó ìàñè, êiëüêîñòi iì-
ïóëüñó, åíåðãi¨, ÿêi ñïðàâåäëèâi çà ïåâíèõ óìîâ äëÿ áóäü-ÿêèõ òië.
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Ðiâíÿííÿ öüîãî êëàñó ïiäòâåðäæåíi âåëèêîþ êiëüêiñòþ åêñïåðè-
ìåíòiâ i äîáðå âèâ÷åíi. Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî öi ñïiââiäíîøåí-
íÿ ¹ îñíîâíèì åëåìåíòîì � ñåðöåâèíîþ áóäü-ÿêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨
ìîäåëi. Ïîìèëêè ó âèáîði âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü ïðèâîäÿòü
äî íåïðàâèëüíèõ ðåçóëüòàòiâ ìîäåëþâàííÿ.

Ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïîñòiéíî ïîòðiáíî âðàõî-
âóâàòè ñóïåðå÷ëèâi âèìîãè: ìîäåëü ïîâèííà áóòè äîñòàòíüî ïîâ-
íîþ i â òîé æå ÷àñ äîïóñêàòè ¨¨ äîñëiäæåííÿ çà äîïîìîãîþ iñíóþ-
÷èõ ìàòåìàòè÷íèõ i êîìï'þòåðíèõ çàñîáiâ. Àêàäåìiê À.Ì. Òèõî-
íîâ8 çàçíà÷àâ, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíà ìà-
òåìàòè÷íà ìîäåëü ðîçâ'ÿçó¹ ïðîáëåìó ìîäåëþâàííÿ áiëüøå, íiæ
íà ïîëîâèíó. Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi � öå íàéáiëüø iñòîò-
íié, íàéáiëüø ñêëàäíèé åòàï íàóêîâîãî äîñëiäæåííÿ, ÿêèé íå ïiä-
äà¹òüñÿ ôîðìàëiçàöi¨ [94].

Äëÿ êîíòðîëþ ïðàâèëüíîñòi îòðèìàíî¨ ñèñòåìè ìàòåìàòè÷íèõ
ñïiââiäíîøåíü íåîáõiäíî âèêîíàòè ðÿä ïåðåâiðîê [1].

Êîíòðîëü ðîçìiðíîñòåé . Ó ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi
ðîçãëÿäóâàíi âåëè÷èíè, ÿê ïðàâèëî, ìàþòü ðîçìiðíiñòü. Õàðàêòå-
ðèñòèêè îá'¹êòà âèìiðþþòüñÿ â äåÿêèõ îäèíèöÿõ, ùî ìàþòü ïåâ-
íèé çìiñò, íàïðèêëàä ìàñà âèìiðþ¹òüñÿ â êã, òåìïåðàòóðà â ãðàäó-
ñàõ i ò.ä. ×èñëîâi çíà÷åííÿ ðîçìiðíèõ îäèíèöü çàëåæàòü âiä âèáî-
ðó îäèíèöü âèìiðþâàííÿ. Ñåðåä îäèíèöü âèìiðþâàííÿ âèäiëÿþòü
âåëè÷èíè ç íåçàëåæíîþ (îñíîâíîþ) ðîçìiðíiñòþ, à ðîçìiðíîñòi ií-
øèõ âåëè÷èí âèðàæàþòü ÷åðåç îñíîâíi. Òàê íàïðèêëàä, äëÿ îïèñó
ìåõàíi÷íèõ ÿâèù ó ñèñòåìi ÑI íåçàëåæíèìè îäèíèöÿìè ¹ ìåòð, êi-
ëîãðàì, ñåêóíäà � ðîçìiðíîñòi äîâæèíè, ìàñè i ÷àñó. Íà âiäìiíó
âiä íèõ, ðîçìiðíiñòü êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ðîçìið-
íîñòi îñíîâíèõ îäèíèöü çà ôîðìóëîþ [E] = [m][x][t]−2 =êã·ì2·ñ−2.
Ñèìâîë [f ] îçíà÷à¹ ðîçìiðíiñòü âåëè÷èíè f .

Çãiäíî ç ïðàâèëîì êîíòðîëþ ðîçìiðíîñòåé 1) ïðèðiâíþâàòèñÿ,
çâ'ÿçóâàòèñÿ â íåðiâíiñòü é äîäàâàòèñÿ ìîæóòü òiëüêè âåëè÷èíè
îäíàêîâî¨ ðîçìiðíîñòi; 2) ÿêùî ðîçìiðíiñòü äåÿêî¨ âåëè÷èíè âæå
âiäîìà, òî òàêîþ âîíà ìà¹ áóòè i â ìàòåìàòè÷íié ìîäåëi; 3) àð-
ãóìåíò ó òðàíñöåíäåíòíî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ áóòè áåçðîçìiðíèì (íàïðè-
êëàä, sin(x )); 4) îá÷èñëåííÿ ìîæóòü çäiéñíþâàòèñÿ íàä âåëè÷èíà-

8Òèõîíîâ À.Ì. (1906 � 1993) � ðàäÿíñüêèé ìàòåìàòèê i ãåîôiçèê.
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ìè îäíi¹¨ é òi¹¨ æ ñèñòåìè îäèíèöü (íåîáõiäíî ïåðåâiðÿòè ôiçè÷íèé
çìiñò óñiõ ñïiââiäíîøåíü).

Öå ïðàâèëî ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìî¨
ðîçìiðíîñòi äåÿêî¨ âåëè÷èíè. �¨ ëåãêî îäåðæàòè ç ôîðìóëè, ùî
ìiñòèòü öþ âåëè÷èíó òà iíøi âåëè÷èíè, ðîçìiðíîñòi ÿêèõ âiäîìi.
Íàïðèêëàä, çíàéäåìî ðîçìiðíiñòü êîåôiöi¹íòà òåïëîïðîâiäíîñòi ç
ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

∂θ

∂t
= a2

∂2θ

∂x2
.

Îñêiëüêè äèôåðåíöiàë áóäü-ÿêî¨ âåëè÷èíè ìà¹ òó æ ðîçìið-
íiñòü, ùî é ñàìà âåëè÷èíà, òî, ïðèðiâíþþ÷è ðîçìiðíîñòi ëiâî¨ i
ïðàâî¨ ÷àñòèí ôîðìóëè, îäåðæó¹ìî

[θ]

[t]
= [a]2

[θ]

[x]2
⇒ [a]2 =

[x]2

[t]
.

Êîíòðîëü ïîðÿäêiâ ïîëÿãà¹ â ãðóáié îöiíöi ïîðÿäêiâ âåëè-
÷èí, ÿêi ôiãóðóþòü ó ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåííÿõ. Çà äîïîìî-
ãîþ ãðóáèõ îöiíîê ìîæíà îäåðæóâàòè õàðàêòåðíi çíà÷åííÿ âåëè-
÷èí, ùî âõîäÿòü ó ðiâíÿííÿ, i çðîçóìiòè, ÿêi âèðàçè ¹ âiäíîñíî
ìàëèìè. ßêùî ¨õ âiäêèíóòè, òî ïiñëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñïðîùåíèõ
ðiâíÿíü ìîæíà çðîçóìiòè, ÷è âiäêèíóòi ÷ëåíè äiéñíî ìàëi.

Êîíòðîëü õàðàêòåðó çàëåæíîñòåé . Íàïðÿì i øâèäêiñòü
çìiíè âèõiäíèõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi, ÿêi âèïëèâàþòü iç ìàòåìàòè÷-
íèõ ñïiââiäíîøåíü, ïîâèííi áóòè òàêèìè, ÿê öå âèïëèâà¹ ç ôiçè÷-
íîãî çìiñòó ìîäåëi.

Êîíòðîëü çàêîíiâ çáåðåæåííÿ . ßêùî ìàòåìàòè÷íà ìî-
äåëü áóäóâàëàñü íà îñíîâi çàêîíó çáåðåæåííÿ, òî öié æå âëàñòèâî-
ñòi ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè i ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ. ßêùî ïðè ïîáóäîâi
ìîäåëi áóëè âðàõîâàíi âòðàòè åíåðãi¨, òî òàêié æå âëàñòèâîñòi ïî-
âèíåí çàäîâîëüíÿòè i ðîçâ'ÿçîê. ßê ïðàâèëî, àíàëîãè ôóíäàìåí-
òàëüíèõ çàêîíiâ ïîâèííi çáåðiãàòèñÿ i ïðè ïåðåõîäi äî îá÷èñëþ-
âàëüíîãî àëãîðèòìó.

Êîíòðîëü åêñòðåìàëüíèõ ñèòóàöié . Ïðè öüîìó íåîáõiä-
íî ïðîäèâèòèñÿ, ÿêîãî âèãëÿäó íàáóâàþòü ìàòåìàòè÷íi ñïiââiäíî-
øåííÿ, ÿêùî ïàðàìåòðè ìîäåëi íàáëèæàþòüñÿ äî ãðàíè÷íî äî-
ïóñòèìèõ çíà÷åíü � ÷àñòiøå çà âñå äî íóëÿ àáî äî íåñêií÷åííîñòi.
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Ó ïîäiáíèõ åêñòðåìàëüíèõ ñèòóàöiÿõ ìîäåëü ÷àñòî ñïðîùó¹òüñÿ, à
ìàòåìàòè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ ñòàþòü áiëüø íàî÷íèìè i ìîæóòü áó-
òè ïåðåâiðåíèìè. Íàïðèêëàä, âiäñóòíiñòü íàâàíòàæåíü ïðèâîäèòü
äî âiäñóòíîñòi äåôîðìàöié.

Êîíòðîëü ãðàíè÷íèõ óìîâ . Ïåðåäáà÷à¹ ïåðåâiðêó òîãî, ùî
âîíè âèêîðèñòàíi ïðè ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçêiâ i ùî çíà÷åííÿ âèõiäíèõ
ïàðàìåòðiâ ìîäåëi çàäîâîëüíÿþòü äàíi óìîâè.

Êîíòðîëü ìàòåìàòè÷íî¨ çàìêíóòîñòi ïîëÿãà¹ â ïå-
ðåâiðöi òîãî, ùî âèïèñàíà ñèñòåìà ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü
äà¹ ìîæëèâiñòü, i ïðè òîìó îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçàòè ïîñòàâëåíó
ìàòåìàòè÷íó çàäà÷ó, òîáòî çà ïî÷àòêîâèì ñòàíîì ñèñòåìè ìîæ-
íà îäíîçíà÷íî âèçíà÷èòè ¨¨ íàñòóïíi ñòàíè. Íàïðèêëàä, äëÿ çíà-
õîäæåííÿ n íåâiäîìèõ iç ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ïîòðiáíî
ïåðåâiðèòè, ùî êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ n. ßêùî
ðiâíÿíü ìåíøå n, òî òàêà ñèñòåìà ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ i ïîòðiá-
íî ñôîðìóâàòè äîäàòêîâi âèìîãè, ùîá ðîçâ'ÿçîê çíàõîäèâñÿ îäíî-
çíà÷íî. ßêùî öi ðiâíÿííÿ îòðèìóþòüñÿ ç åêñïåðèìåíòiâ òà ñïîñòå-
ðåæåíü, òî ìîæëèâà ïîñòàíîâêà çàäà÷i, ïðè ÿêié êiëüêiñòü ðiâíÿíü
ïåðåâèùó¹ n, à ñàìi ðiâíÿííÿ çàäîâîëüíÿþòüñÿ ëèøå íàáëèæåíî,
òîäi ðîçâ'ÿçîê øóêà¹òüñÿ ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ.

ßêùî çàäà÷à çâåëàñü äî âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ, òî íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè, ÷è ïîñòàâëåíi äîäàòêî-
âi (ïî÷àòêîâi, ãðàíè÷íi) óìîâè îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ðîçâ'ÿçîê,
òîáòî ïåðåâiðèòè, ÷è ìîäåëü ¹ çàìêíóòîþ.

Âëàñòèâiñòü ìàòåìàòè÷íî¨ çàìêíóòîñòi ñèñòåìè òiñíî
ïîâ'ÿçàíà ç ââåäåíèì Àäàìàðîì ïîíÿòòÿì êîðåêòíî ïîñòàâ-
ëåíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ çàäà÷i � çàäà÷i, äëÿ ÿêî¨ ðîçâ'ÿçîê iñíó¹,
¹äèíèé i íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä âõiäíèõ äàíèõ, òîáòî ìàëié
çìiíi âõiäíèõ äàíèõ âiäïîâiäà¹ äîñòàòíüî ìàëà çìiíà ðîçâ'ÿçêó.
×èñëîâi ìåòîäè âèïðàâäàíî çàñòîñîâóâàòè ëèøå äî êîðåêòíî
ïîñòàâëåíèõ çàäà÷. Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî íå âñi çàäà÷i, ÿêi
âèíèêàþòü íà ïðàêòèöi, ¹ êîðåêòíèìè. Íàïðèêëàä, ó ïðèêëàäíèõ
çàñòîñóâàííÿõ ìàòåìàòèêè ÷àñòî âèíèêàþòü ñèñòåìè ëiíiéíèõ
àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, àëå òàêi ñèñòåìè ìîæóòü âèÿâèòèñÿ ïîãàíî
îáóìîâëåíèìè, òîáòî ìàëi çìiíè âõiäíèõ äàíèõ ìîæóòü iñòîòíî
çìiíþâàòè ðîçâ'ÿçîê, à îñêiëüêè ïàðàìåòðè ñèñòåìè îòðèìóþòüñÿ
ç åêñïåðèìåíòiâ, òî ìîæíà îäåðæàòè íåäîñòîâiðíi ðîçâ'ÿçêè.
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Äîâåäåííÿ êîðåêòíîñòi ìàòåìàòè÷íî¨ çàäà÷i ¹ ñêëàäíîþ ìà-
òåìàòè÷íîþ ïðîáëåìîþ, ¨¨ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ëèøå äëÿ äåÿêèõ
êëàñiâ ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷. Íàéïðîñòiøèé ñïîñiá ðîçïiçíàâàííÿ
ïîãàíî¨ îáóìîâëåíîñòi ïîëÿãà¹ â ïåðåðàõóíêó ðîçâ'ÿçêiâ ïðè äî-
âiëüíié çìiíi âõiäíèõ äàíèõ ó ìåæàõ ¨¨ òî÷íîñòi. ßêùî ðåçóëüòàòè
ïðè öüîìó áóäóòü ñèëüíî âiäðiçíÿòèñÿ, òî ìàòåìàòè÷íà çàäà÷à ïî-
ãàíî îáóìîâëåíà i ìîäåëü ïîòðiáíî çìiíèòè.

Äëÿ ïðèêëàäó íàâåäåìî ñèñòåìè, â ÿêèõ âiëüíi ÷ëåíè âiäðiç-
íÿþòüñÿ â ï'ÿòié çíà÷óùié öèôði{

100x1 + 500x2 = 1700,
15x1 + 75, 01x2 = 255

,

{
100x1 + 500x2 = 1700,

15x1 + 75, 01x2 = 255, 03.

Ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨ ñèñòåìè õ 1=17, õ 2=0, à äðóãî¨ � õ 1=2, õ 2=3.
Çàóâàæèìî, ùî âèçíà÷íèê ìàòðèöü öèõ ñèñòåì äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü êîðåêòíà, ÿêùî äëÿ íå¨ âèêîíóþòüñÿ âñi
êîíòðîëüíi ïåðåâiðêè ðîçìiðíîñòi, ïîðÿäêiâ, õàðàêòåðó çàëåæíî-
ñòåé, åêñòðåìàëüíèõ ñèòóàöié, ãðàíè÷íèõ óìîâ, ôiçè÷íîãî çìiñòó
òà ìàòåìàòè÷íî¨ çàìêíóòîñòi.

Äîâåäåííÿ òåîðåì iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ñêëàäà¹ îäèí iç íàé-
âàæëèâiøèõ êðîêiâ öüîãî äîñëiäæåííÿ. Äîñòàòíüî çãàäàòè, ñêiëü-
êè iíòåëåêòóàëüíèõ ñèë ëþäñòâî âèòðàòèëî íà íåðîçâ'ÿçíi çàäà-
÷i. Îäíàê, ÿêùî äîâåäåíî, ùî çàäà÷à íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó, à ôiçè÷íå
ÿâèùå âñå æ iñíó¹, òî íåîáõiäíî ïðîàíàëiçóâàòè ïðè÷èíó òàêî¨
íåâiäïîâiäíîñòi. Âîíà ìîæå áóòè âèêëèêàíà íåäîñêîíàëîþ ìîäåë-
ëþ, àáî íåàäåêâàòíiñòþ ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó. Íàïðèêëàä, áàãà-
òî êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ïðè íåäîñòàòíüî ãëàäêèõ
ïî÷àòêîâèõ i êðàéîâèõ óìîâàõ íå ìàþòü êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó.
Ïîäîëàòè öi òðóäíîùi âäà¹òüñÿ â ðàìêàõ êîíöåïöi¨ óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié. Íà æàëü, äëÿ àêòóàëüíèõ ñêëàäíèõ çàäà÷, ÿêi ïðîïîíó¹
ñüîãîäíiøíÿ íàóêà, ïîäiáíi äîñëiäæåííÿ âäà¹òüñÿ âèêîíàòè ëèøå
â îêðåìèõ âèïàäêàõ.

Àëå âàðòî ðîçóìiòè, ùî æîäíi ìàòåìàòè÷íi óòâîðåííÿ, ÿêèìè
á âèòîí÷åíèìè âîíè íå áóëè, íå ìîæóòü çàìiíèòè ïðè ïîáóäî-
âi ìîäåëi ÷iòêîãî ðîçóìiííÿ ïðîáëåìè, òî÷íî¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i,
çìiñòîâíîãî âèâ÷åííÿ îá'¹êòà-îðèãiíàëà òà âçà¹ìîäi¨ éîãî ç îòî÷ó-
þ÷èì ñåðåäîâèùåì.
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1.4.5. Âèáið i îá ðóíòóâàííÿ ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Êîëè ìîäåëü ñòâîðåíà, ïåðåõîäÿòü äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i, ÿêèé çâîäèòüñÿ äî âiäøóêàííÿ äåÿêèõ çàëåæíîñòåé øóêà-
íèõ âåëè÷èí âiä âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi. Íà öüîìó åòàïi âàæ-
ëèâó ðîëü âiäiãðà¹ ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, íåîáõiäíèé äëÿ àíàëiçó
ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi. Ïðè öüîìó íåîáõiäíî ðîçðîáèòè àáî âèêî-
ðèñòàòè ðàíiøå ñòâîðåíi àëãîðèòìè äëÿ àíàëiçó äàíî¨ ìîäåëi.

Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà íàäà¹ äîñëiäíèêó øèðîêèé âèáið ìàòå-
ìàòè÷íèõ ìåòîäiâ, ùî ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi
êîíêðåòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Ñåðåä öèõ ìåòîäiâ ¹ êðàùi òà
ãiðøi é ïîòðiáíî óìiòè ¨õ âiäðiçíÿòè. Âñi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ
çàäà÷ ìîæíà ïîäiëèòè íà àíàëiòè÷íi òà àëãîðèòìi÷íi.

Àíàëiòè÷íi ìåòîäè áiëüø çðó÷íi äëÿ íàñòóïíîãî àíàëiçó ðå-
çóëüòàòiâ, àëå çàñòîñîâíi ëèøå äëÿ âiäíîñíî ïðîñòèõ ìîäåëåé.
Àíàëiòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ áàçóþòüñÿ íà ðiçíîìàíiòíîìó ìà-
òåìàòè÷íîìó àïàðàòi. Ñåðåä àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ íåîáõiäíî âiä-
çíà÷èòè ÿêiñíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî äîç-
âîëÿþòü ÿêiñíî îöiíèòè ðÿä îñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìè. Íà
ïðàêòèöi iíêîëè íå ïîòðiáíèé òî÷íèé êiëüêiñíèé ðîçðàõóíîê, à
ìîæíà îáìåæèòèñÿ ÿêiñíîþ êàðòèíîþ ïîâåäiíêè ÿâèùà, îñîáëè-
âî öå âàæëèâî ïðè ìîäåëþâàííi áiîëîãi÷íèõ ñèñòåì, äå çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðiâ ïî÷àòêîâèõ óìîâ íå ìîæóòü áóòè òî÷íî çàäàíi i âiä
ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi âèìàãà¹òüñÿ ç'ÿñóâàííÿ ÿêiñíèõ õàðàêòåðè-
ñòèê, à ñàìå, ÷è iñíóþòü ó ñèñòåìè ñòàíè ðiâíîâàãè, ÷è âîíè ñòiéêi,
ÿê çìiíþ¹òüñÿ õàðàêòåð ñòiéêîñòi ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ. Âàæëèâó
ðîëü ñåðåä àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ âiäiãðàþòü ìåòîäè çáóðåíü, ÿêi
äîçâîëÿþòü ïîñëiäîâíî óòî÷íþâàòè ðîçâ'ÿçîê. Îäíàê ó áàãàòüîõ
çàñòîñóâàííÿõ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ ïðîöåñiâ âèíèêà¹ ðÿä
îáìåæåíü, ùî ïîâ'ÿçàíi çi ñêëàäíiñòþ, íåëiíiéíiñòþ. Ó öüîìó âè-
ïàäêó íåäîñòàòíüî àíàëiòè÷íîãî àïàðàòó, à ïîòðiáíi åôåêòèâíi
÷èñëîâi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, òîáòî ðåàëi-
çóâàòè âåëèêèé ïîòåíöiàë ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ íåìîæëè-
âî áåç ïîòóæíèõ çàñîáiâ àâòîìàòèçàöi¨ îá÷èñëåíü, ÿêèìè ¹ ñó÷àñíi
êîìï'þòåðè. Òàê, áåç êîìï'þòåðiâ áóëî á íåìîæëèâî äåòàëüíî ïðî-
àíàëiçóâàòè ñêëàäíi ôiçè÷íi ïðîöåñè, ùî âèíèêàþòü ïðè ðîçðîáöi
äæåðåë àòîìíî¨ åíåðãi¨, ðîçðàõóâàòè òðà¹êòîði¨ ñóïóòíèêiâ òà êîñ-
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ìi÷íèõ êîðàáëiâ. Ïðèâ'ÿçóâàííÿ êîìï'þòåðà äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà-
÷i äîñëiäæåííÿ äåÿêîãî îá'¹êòà i îçíà÷à¹ ñòâîðåííÿ êîìï'þòåðíî¨
ìîäåëi, ÿêà äîçâîëÿ¹ ïðîâîäèòè îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè.

Ðîçâ'ÿçêè, îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìi÷íèõ ìåòîäiâ, íå
çâîäÿòüñÿ äî òî÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i.
Àëãîðèòìi÷íi ìåòîäè áiëüø òðóäîìiñòêi â ðåàëiçàöi¨, âèìàãàþòü
ãëèáîêèõ çíàíü ìåòîäiâ îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè, íàÿâíiñòü
áiáëiîòåêè ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ, ïîòóæíî¨ îá÷èñëþâàëüíî¨
òåõíiêè.

×èñëîâi ìåòîäè ìîæóòü çàñòîñîâóâàòèñÿ ëèøå äëÿ êîðåêòíèõ
ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷, ùî iñòîòíî äëÿ çàñòîñóâàííÿ äàíèõ ìåòîäiâ
ó ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi. Ñïiëüíèì äëÿ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ
¹ çâåäåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ çàäà÷i äî ñêií÷åííîâèìiðíî¨, öå ÷àñòiøå
çà âñå äîñÿãà¹òüñÿ äèñêðåòèçàöi¹þ âèõiäíî¨ çàäà÷i, òîáòî ïåðåõî-
äîì âiä ôóíêöi¨ íåïåðåðâíîãî àðãóìåíòó äî ôóíêöi¨ äèñêðåòíîãî
àðãóìåíòó. ×èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê ðåàëiçó¹òüñÿ ó âèãëÿäi îá÷èñëþ-
âàëüíîãî àëãîðèòìó. Àëãîðèòì ïîâèíåí äàâàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
çà äîïóñòèìèé ìàøèííèé ÷àñ.

Âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ àëãîðèòìó ¹ éîãî òî÷íiñòü, òîá-
òî ìîæëèâiñòü îòðèìóâàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ
ε > 0 çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü äié. Íà ïðàêòèöi çàäîâîëüíÿþòüñÿ
äåÿêèì êîìïðîìiñîì ìiæ òî÷íiñòþ i âåëè÷èíîþ ìàøèííîãî ÷àñó.
Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ çàäà÷i, ÿê ïðàâèëî, ìîæíà çàïðîïî-
íóâàòè êiëüêà àëãîðèòìiâ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà îòðèìàòè
ðîçâ'ÿçêè ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ, àëå çà ðiçíó êiëüêiñòü îïåðàöié.
Àëãîðèòìè, ÿêi âèòðà÷àþòü ìåíøó êiëüêiñòü äié äëÿ äîñÿãíåí-
íÿ îäíàêîâî¨ òî÷íîñòi, áóäåìî íàçèâàòè áiëüø åêîíîìi÷íèìè àáî
áiëüø åôåêòèâíèìè.

Âåëèêå ðiçíîìàíiòòÿ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ çíà÷íîþ ìiðîþ óñêëàä-
íþ¹ âèáið òîãî ÷è iíøîãî ìåòîäó â êîæíîìó êîíêðåòíîìó âèïàä-
êó. Âèáið êîíêðåòíîãî ìåòîäó çóìîâëåíèé òèì, ÿêèé iç íèõ áiëüøå
ïiäõîäèòü äëÿ äàíî¨ ìîäåëi ç òî÷êè çîðó çàáåçïå÷åííÿ åôåêòèâíî-
ñòi, ñòiéêîñòi i òî÷íîñòi ðåçóëüòàòiâ.

Âèáðàíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïîâèíåí áóòè ðîçðàõî-
âàíèé íà òàêi âõiäíi äàíi, ÿêi ìîæíà âèìiðÿòè ç íåîáõiäíîþ òî÷-
íiñòþ. ßêùî âõiäíi äàíi ìiñòÿòü ïîõèáêè, òî íåìà¹ çìiñòó âèêîðè-
ñòîâóâàòè ÷èñëîâi ìåòîäè âèñîêî¨ òî÷íîñòi.
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Ïîìèëêà ó âèáîði îá÷èñëþâàëüíîãî ìåòîäó ÷åðåç ïîõèáêè çà-
îêðóãëåííÿ ìîæå ïðèçâåñòè äî îäåðæàííÿ íåäîñòîâiðíèõ ðåçóëü-
òàòiâ. Íàïðèêëàä, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ïðè íåïðàâèëüíîìó âèáîði ìåòîäó ç ÷àñîì ìîæóòü ç'ÿâèòèñÿ ñèëü-
íî îñöèëþþ÷i ðîçâ'ÿçêè, àëå öå íå îçíà÷à¹, ùî òàêèì ñòà¹ ðåàëü-
íèé ïðîöåñ, øâèäøå çà âñå îá÷èñëþâàëüíèé ìåòîä ñòàâ íåñòiéêèì.

Áiëüøå òîãî, åôåêòèâíiñòü îäíîãî é òîãî æ ìåòîäó ìîæå iñòîò-
íî âiäðiçíÿòèñÿ âiä çàñòîñóâàííÿ éîãî ðiçíèìè ñïåöiàëiñòàìè, ÷à-
ñòî åôåêòèâíiñòü ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ, ðîçðîáëåíèõ ïðîãðàì âèçíà-
÷à¹òüñÿ iíòó¨òèâíî, ùî íàïðàöüîâó¹òüñÿ âïðîäîâæ áàãàòüîõ ðîêiâ.

Îäíàê êîæíà êîìï'þòåðíà ðåàëiçàöiÿ âiäïîâiäà¹ êîíêðåòíèì
çàäàíèì ïàðàìåòðàì ñèñòåìè, i ïðè öüîìó ìîæóòü áóòè çàãóáëåíi
âàæëèâi ÿêiñíi âëàñòèâîñòi ìîäåëi, ïîâ'ÿçàíi íàñàìïåðåä ç àñèìï-
òîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ ðîçâ'ÿçêó, òîìó, ïåðø íiæ çàñòîñîâóâàòè
÷èñëîâi ìåòîäè, ïîòðiáíî çàäà÷ó äîñëiäèòè àíàëiòè÷íèìè ìåòîäà-
ìè. Òîáòî äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïîâèííî, ÿê ïðàâèëî,
ïî¹äíóâàòè ÿê îá÷èñëþâàëüíi, òàê i àíàëiòè÷íi ìåòîäè.

1.4.6. Ðåàëiçàöiÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ó âèãëÿäi ïðîãðàì
äëÿ ÅÎÌ

Ó íàø ÷àñ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ñëóæàòü îñíîâîþ äëÿ ñòâî-
ðåííÿ ïðîãðàìíèõ êîìïëåêñiâ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiçíèõ çàäà÷. Öå
ïðèâîäèòü äî ðåàëiçàöi¨ ìîäåëi ó âèãëÿäi ïðîãðàì äëÿ ÅÎÌ.

Ïðîöåñ ñòâîðåííÿ íàäiéíîãî òà åôåêòèâíîãî ïðîãðàìíîãî çà-
áåçïå÷åííÿ íå ìåíø ñêëàäíèé, íiæ ðîçðîáêà ìàòåìàòè÷íî¨ ìî-
äåëi. Äëÿ ñòâîðåííÿ ïðîãðàì íåîáõiäíî âîëîäiòè ñó÷àñíèìè àëãî-
ðèòìi÷íèìè ìîâàìè, òåõíîëîãiÿìè ïðîãðàìóâàííÿ, íàÿâíèì ïðî-
ãðàìíèì çàáåçïå÷åííÿì, çíàííÿìè ìîæëèâîñòåé îá÷èñëþâàëüíî¨
òåõíiêè, îñîáëèâîñòÿìè ðåàëiçàöi¨ íà ÅÎÌ ìåòîäiâ îá÷èñëþâàëü-
íî¨ ìàòåìàòèêè. Ñó÷àñíå ïðîãðàìóâàííÿ ¹ ñàìîñòiéíîþ íàóêîþ ç
ñâî¨ìè ôóíäàìåíòàëüíèìè ïðèíöèïàìè, ïiäõîäàìè i ìåòîäàìè.

Ïðîöåñ ñòâîðåííÿ ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ ìîæíà ðîçáèòè
íà ðÿä åòàïiâ:

� ðîçðîáêà òåõíi÷íîãî çàâäàííÿ ùîäî ñòâîðåííÿ ïðîãðàìíîãî
çàáåçïå÷åííÿ;

� ïðîåêòóâàííÿ ñòðóêòóðè ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó;
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� êîäóâàííÿ àëãîðèòìó;
� òåñòóâàííÿ é íàëàãîäæóâàííÿ;
� ïðîâåäåííÿ ðîçðàõóíêiâ i àíàëiç ðåçóëüòàòiâ, ïðèéíÿòòÿ ði-

øåííÿ ïðî ïîäàëüøå äîîïðàöþâàííÿ ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó ÷è
çäà÷ó â åêñïëóàòàöiþ;

� ñóïðîâiä i åêñïëóàòàöiÿ.
Ó òåõíi÷íîìó çàâäàííi ùîäî ðîçðîáêè ïðîãðàìíîãî çàáåçïå-

÷åííÿ äà¹òüñÿ îïèñ çàäà÷i, ìàòåìàòè÷íà ïîñòàíîâêà çàäà÷i, âèçíà-
÷à¹òüñÿ ñèñòåìà ïðîãðàìóâàííÿ òà âèìîãè äî àïàðàòíîãî çàáåçïå-
÷åííÿ, ôîðìóëþþòüñÿ îñíîâíi âèìîãè äî âçà¹ìîäi¨ êîðèñòóâà÷à
ç ïðîãðàìîþ, îïèñóþòüñÿ âõiäíi òà âèõiäíi çìiííi, äëÿ âèõiäíèõ
çìiííèõ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìà ¨õ ïðåäñòàâëåííÿ (÷èñëîâà, ãðàôi÷-
íà, òåêñòîâà), íàâîäÿòüñÿ òåñòîâi ïðèêëàäè, íà ÿêèõ çäiéñíþ¹òüñÿ
íàëàãîäæåííÿ é òåñòóâàííÿ ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó.

Ïðîåêòóâàííÿ ïðîãðàìè.Íà åòàïi ïðîåêòóâàííÿ ôîðìó¹òü-
ñÿ çàãàëüíà ñòðóêòóðà ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó. Âñÿ ïðîãðàìà ðîç-
ïîäiëÿ¹òüñÿ íà ïðîãðàìíi ìîäóëi. Äëÿ ïðîãðàìíîãî ìîäóëÿ ôîð-
ìóëþþòüñÿ âèìîãè é ðîçðîáëÿ¹òüñÿ àëãîðèòì. Âèçíà÷à¹òüñÿ ñõå-
ìà âçà¹ìîäi¨ ïðîãðàìíèõ ìîäóëiâ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ñõåìîþ ïîòî-
êiâ äàíèõ ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó. Ðîçðîáëÿ¹òüñÿ ïëàí òåñòóâàííÿ
îêðåìèõ ìîäóëiâ i ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó â öiëîìó.

Áiëüøiñòü ïðîãðàì, ÿêi ðåàëiçóþòü ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ñêëà-
äà¹òüñÿ ç òðüîõ îñíîâíèõ ÷àñòèí:

� ïðåïðîöåñîð (ïiäãîòîâêà i ïåðåâiðêà âõiäíèõ äàíèõ ìîäåëi);
� ïðîöåñîð (ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i);
� ïîñòïðîöåñîð (âiäîáðàæåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ).
Ëèøå äëÿ âiäíîñíî ïðîñòèõ ìîäåëåé öi òðè ÷àñòèíè ìîæóòü

áóòè îá'¹äíàíi ó âèãëÿäi îäíi¹¨ ïðîãðàìè. Òàêi ïðîãðàìè ïèøóòü-
ñÿ, ÿê ïðàâèëî, îäíèì àâòîðîì i æîðñòêèõ âèìîã äî òàêèõ ïðîãðàì
íå âèíèêà¹.

Iíøà ñïðàâà � âåëèêi ïðîãðàìè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñêëàäíèõ
íàóêîâî-òåõíi÷íèõ ïðîáëåì. Íàïðèêëàä, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ñó÷àñ-
íèõ çàäà÷ ç ìîäåëþâàííÿ ïîâåäiíêè ðiäèí, ãàçiâ, òâåðäèõ òië êîæ-
íà ç öèõ ÷àñòèí ìîæå ìiñòèòè â ñîái öiëèé êîìïëåêñ ïðîãðàì.
Òàêi ïðîãðàìè ñòâîðþþòüñÿ êîëåêòèâàìè âèñîêîêâàëiôiêîâàíèõ
ïðîãðàìiñòiâ i âèìàãàþòü âåëèêèõ ÷àñîâèõ çàòðàò. Òîìó òàêi ïðî-
ãðàìè ïîâèííi ïðîéòè ñòàäiþ ïðîåêòíîãî îá ðóíòóâàííÿ.
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Ïðè ïðîåêòóâàííi ïðîãðàì ðîçðîáëÿþòüñÿ ñõåìè ðîçðàõóíêiâ,
ÿêi âñòàíîâëþþòü ïîñëiäîâíiñòü âèêîíàííÿ îêðåìèõ ìîäóëiâ, ñõå-
ìè îáìiíó äàíèìè ìiæ îêðåìèìè ìîäóëÿìè, âèçíà÷àþòüñÿ ñòðóê-
òóðè âõiäíèõ òà âèõiäíèõ äàíèõ.

Ïðè ïðîåêòóâàííi ñõåì îáìiíó äàíèìè ìiæ ìîäóëÿìè íåîáõiä-
íî âèçíà÷èòè âõiäíi, âèõiäíi (ãëîáàëüíi) òà âíóòðiøíi (ëîêàëüíi)
äàíi. Îáìií äàíèìè ïîâèíåí áóòè îïòèìiçîâàíèé i çâåäåíèé äî
ìiíiìóìó, îñêiëüêè âií âèìàãà¹ âåëèêèõ äîäàòêîâèõ ðåñóðñiâ ïðî-
öåñîðíîãî ÷àñó, êàíàëiâ ïåðåäà÷i äàíèõ.

Ïðè ïðîåêòóâàííi ïðîãðàì íåîáõiäíî ìàòè íà óâàçi, ùî íà
åôåêòèâíiñòü ïðîöåñó (ÿê îáìiíó äàíèìè, òàê i âñüîãî îá÷èñëþ-
âàëüíîãî ïðîöåñó) âïëèâà¹ àïàðàòóðà òà àðõiòåêòóðà ÅÎÌ.

ßêiñíi, íàäiéíi, ëåãêî ìîäèôiêîâàíi ïðîãðàìíi êîìïëåêñè ìîæ-
íà ñòâîðþâàòè ïðè íàÿâíîñòi äîáðå ïðîäóìàíî¨ ñòðàòåãi¨ ðîçâèòêó
ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó.

Ïðîãðàìóâàííÿ ìîäóëiâ. Ìîäóëüíiñòü ¹ îñíîâíèì ïðèí-
öèïîì ñòâîðåííÿ ïðîãðàìíèõ ñèñòåì. Ïðîãðàìíèé ìîäóëü � öå
îêðåìà ôóíêöiîíàëüíî çàêií÷åíà ïðîãðàìíà îäèíèöÿ. Ìîäóëüíèé
ïðèíöèï äîçâîëÿ¹ âèêîíóâàòè âiäîêðåìëåíå ïðîãðàìóâàííÿ îêðå-
ìèõ ÷àñòèí ïðîåêòó é âiäîêðåìëåíå íàëàãîäæåííÿ ïðîãðàìíèõ
ìîäóëiâ. Ïîòiì çà äîïîìîãîþ äðàéâåðíî¨ ïðîãðàìè ïðîãðàìíi ìî-
äóëi îá'¹äíóþòüñÿ â ¹äèíó ïðîãðàìó äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðèêëàäíî¨
çàäà÷i.

Âåëèêîãî çíà÷åííÿ íåîáõiäíî íàäàâàòè âèêîðèñòàííþ ñó÷àñ-
íèõ òåõíîëîãié ïðîãðàìóâàííÿ � öå â ïåðøó ÷åðãó äà¹ ïiäâè-
ùåííÿ íàäiéíîñòi ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ òà çáiëüøåííÿ ïðî-
äóêòèâíîñòi ïðàöi ïðîãðàìiñòà. Äóæå âiäïîâiäàëüíèì ìîìåíòîì ¹
âèáið ìîâè ïðîãðàìóâàííÿ. Öåé âèáið ðîáèòüñÿ ìiæ ïðîáëåìíî-
îði¹íòîâàíèìè ìîâàìè ïðîãðàìóâàííÿ âèñîêîãî ðiâíÿ i ìîâàìè
íèçüêîãî ðiâíÿ. Ïåðøi âðàõîâóþòü ñïåöèôiêó çàäà÷i i ïðîöåñó
ïðîãðàìóâàííÿ. Âîíè çðó÷íi äëÿ ðîçðîáêè ïðîãðàì, ñêîðî÷óþòü
òåðìiíè ñòâîðåííÿ ïðîãðàì, çìåíøóþòü êiëüêiñòü ïîìèëîê, ðîá-
ëÿòü ïðîãðàìó íàãëÿäíîþ. Äðóãi äîçâîëÿþòü çàáåçïå÷èòè âèñîêó
ÿêiñòü îá'¹êòíèõ ïðîãðàì, îñêiëüêè âîíè âiäîáðàæàþòü ñïåöèôiêó
àðõiòåêòóðè êîíêðåòíî¨ îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàøèíè. Iíêîëè çàñòîñî-
âóþòü äâîñòàäiéíå ïðîãðàìóâàííÿ: ñïî÷àòêó ïðîãðàìà ïèøåòüñÿ
íà ìîâi âèñîêîãî ðiâíÿ, à ïîòiì ïåðåïèñó¹òüñÿ íà àâòîêîäi.
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Ïðîãðàìíi ìîäóëi ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ïðèíöèïîâèì âèìî-
ãàì: ðîçøèðþâàíiñòü, àäàïòèâíiñòü i ïåðåíîñèìiñòü. Âëàñòèâiñòü
ðîçøèðþâàíîñòi ïåðåäáà÷à¹ ìîæëèâiñòü äîïîâíåííÿ ïðîãðàìíî-
ãî êîìïëåêñó íîâèìè ìîäóëÿìè. Àäàïòèâíiñòü � öå çäàòíiñòü
ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó îïòèìàëüíî íàëàøòîâóâàòèñü íà iñíóþ÷i
ïðîãðàìíi ðåñóðñè i ìàêñèìàëüíî ïîâíî âèêîðèñòîâóâàòè ¨õ. Ïå-
ðåíîñèìiñòü � öå çäàòíiñòü ìîäóëÿ äî ôóíêöiîíóâàííÿ â ðiçíèõ
ïðîãðàìíî-àïàðàòíèõ ñåðåäîâèùàõ.

Âàæëèâèì ôàêòîðîì, ùî âèçíà÷à¹ íàäiéíiñòü i òåðìiíè ñòâî-
ðåííÿ ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïåâíîãî
êëàñó, ¹ íàÿâíiñòü ðîçâèíóòî¨ áiáëiîòåêè ñóìiñíèõ ìiæ ñîáîþ ïðî-
ãðàìíèõ ìîäóëiâ, ïðè öüîìó ïðîãðàìè îòðèìóþòüñÿ áiëüø íàäié-
íèìè i ñòâîðþþòüñÿ â áiëüø êîðîòêi òåðìiíè.

Äëÿ åôåêòèâíî¨ ðîçðîáêè ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ â ãàëóçi
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ íàñàìïåðåä íåîáõiäíî çâåðíóòè óâà-
ãó íà ñòâîðåííÿ òàêèõ ñòàíäàðòíèõ áiáëiîòåê ïðîãðàì:

� íàáëèæåíi é ÷èñëîâi ìåòîäè;
� çàñîáè ïiäãîòîâêè âèõiäíèõ äàíèõ (ïðåïðîöåñîð);
� çàñîáè âiçóàëiçàöi¨ i ïîäàííÿ ðåçóëüòàòiâ (ïîñòïðîöåñîðè).
Íàëàãîäæåííÿ i òåñòóâàííÿ ïðîãðàì. Îñîáëèâó óâàãó ïðè

ðîçðîáöi ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ íåîáõiäíî ïðèäiëÿòè íàëàãîä-
æåííþ ïðîãðàì. Ðîçðiçíÿþòü ñèíòàêñè÷íå, àðèôìåòè÷íå òà ìåòî-
äè÷íå íàëàãîäæåííÿ.

Ñèíòàêñè÷íi ïîìèëêè âèíèêàþòü ïðè íåïðàâèëüíîìó âèêîðè-
ñòàííi êîíñòðóêöié ìîâè ïðîãðàìóâàííÿ é ëåãêî óñóâàþòüñÿ ií-
ñòðóìåíòàëüíèìè çàñîáàìè.

Àðèôìåòè÷íå íàëàãîäæåííÿ ñòàâèòü ñîái çà ìåòó ïåðåâiðèòè
ïîâíå ñïiâïàäàííÿ îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó i ñòâîðåíî¨ ïðî-
ãðàìè. Îñíîâíèé çàñiá àðèôìåòè÷íîãî íàëàãîäæåííÿ � öå ðiçíi
äîïîìiæíi íàëàãîäæóþ÷i ïðîãðàìè, ÿêi äîçâîëÿþòü ïåðåðèâàòè
ðîáîòó ïðîãðàìè â ïîòðiáíîìó ìiñöi òà çàáåçïå÷èòè âèâåäåííÿ
íåîáõiäíî¨ iíôîðìàöi¨.

Ìåòîäè÷íå íàëàãîäæåííÿ ïåðåäáà÷à¹ îäíî÷àñíó ïåðåâiðêó àë-
ãîðèòìiâ i ïðîãðàìè � ïåðåâiðêó íà òåñòàõ. Äëÿ òåñòiâ ìîæóòü áó-
òè âèêîðèñòàíi ìîäåëüíi çàäà÷i, ùî ìàþòü àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè,
àáî çàäà÷i ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi, äëÿ ÿêèõ óæå iñíóþòü ïðàöþþ÷i
ïðîãðàìè. Ìîæëèâî ¹ òåñòè, ùî áàçóþòüñÿ íà iíøié ìàòåìàòè÷-
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íié ìîäåëi. Íà öüîìó åòàïi íàëàãîäæåííÿ çäiéñíþþòü êîíòðîëü
i çà âíóòðiøíiìè âëàñòèâîñòÿìè àëãîðèòìó i ìîäåëi. Íàïðèêëàä,
çäiéñíþ¹òüñÿ ïåðåâiðêà çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, ôîðìóëþâàííÿ ÿêèõ
ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ çíàíü äîñèòü ðiçíîìàíiòíå. Íåìà¹ çìiñòó ïîëiï-
øóâàòè àëãîðèòì i êîìï'þòåðíó ïðîãðàìó, ÿêùî íå âèêîíóþòüñÿ
çàêîíè çáåðåæåííÿ. Ç iíøîãî áîêó, öåé âèä êîíòðîëþ ¹ òiëüêè
íåîáõiäíèì, àëå íå äîñòàòíiì.

Ïðîâåäåííÿ îá÷èñëåíü. Çàâåðøóþ÷à ñòàäiÿ ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ � öå ïðîâåäåííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ íà
ÅÎÌ. Çà äîïîìîãîþ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ìîæíà îäåð-
æàòè iíôîðìàöiþ, ÿêà öiêàâèòü äîñëiäíèêà. Àëå ðåçóëüòàòàìè ìî-
äåëþâàííÿ ìîæóòü áóòè ìiëüéîíè ÷èñåë, òîìó âèíèêà¹ ïðîáëåìà
¨õ iíòåðïðåòàöi¨ òà çáåðåæåííÿ. ×àñòêîâî ïîëåãøèòè îáðîáêó òà-
êèõ äàíèõ äîïîìîæóòü ÷èñëîâi òàáëèöi. Âèêîðèñòàííÿ ãðàôi÷íèõ
ñèñòåì çàáåçïå÷èòü âiçóàëiçàöiþ îäåðæàíî¨ ÷èñëîâî¨ iíôîðìàöi¨,
ùî ñïðèÿòèìå êîíöåíòðîâàíîìó ñïðèéíÿòòþ iíôîðìàöi¨.

1.4.7. Àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Âåðèôiêàöiÿ ìîäåëi

Ðîáîòà ìàòåìàòèêà-ïðèêëàäíèêà íå çàêií÷ó¹òüñÿ â òîé ìîìåíò,
êîëè âií îäåðæó¹ ñåðiþ ôîðìóë àáî òàáëèöi ÷èñåë. Íåîáõiäíî ùå
çäiéñíèòè çâîðîòíèé ïåðåõiä ç ìîâè ìàòåìàòèêè íà ìîâó òi¹¨ íàó-
êè, íà ÿêié ôîðìóëþâàëàñÿ çàäà÷à. Ïðè àíàëiçi ðåçóëüòàòiâ âàæ-
ëèâî çðîçóìiòè, ÷îìó i ÿê âñå âiäáóâà¹òüñÿ, ÿê âïëèâàþòü ïàðàìåò-
ðè íà ïðîöåñè. Îòðèìàíó iíôîðìàöiþ ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè âñiìà
äîñòóïíèìè åêñïåðèìåíòàëüíèìè é òåîðåòè÷íèìè çàñîáàìè.

Ïiñëÿ ïîáóäîâè é äîñëiäæåííÿ ìîäåëü îáîâ'ÿçêîâî ïðîõîäèòü
åòàï âåðèôiêàöi¨ (âiä ëàò. �âåðóñ� � iñòèííèé i �ôàöiî� � ðîáëþ),
òîáòî ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ ç iíøèìè âiäîìèìè ôàêòàìè, òà ïå-
ðåâiðêó íà åêñïåðèìåíòàëüíîìó ìàòåðiàëi, ÿêèé íå âèêîðèñòîâó-
âàâñÿ ïðè ¨¨ ñòâîðåííi. Ïåðø çà âñå âiä ìîäåëi âèìàãà¹òüñÿ àäåê-
âàòíiñòü, òîáòî âiäïîâiäíiñòü ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ çi ñòâîðåíî¨
ìîäåëi, i íàòóðíèõ äàíèõ. Àäåêâàòíiñòü äà¹ ìîæëèâiñòü âiäêðèâà-
òè íîâi âëàñòèâîñòi é çàêîíîìiðíîñòi ðåàëüíîãî îá'¹êòà çà äîïî-
ìîãîþ ñòâîðåíî¨ ìîäåëi.

Òðåáà ìàòè íà óâàçi, ùî áóäü-ÿêà ìîäåëü àäåêâàòíà çà äåÿêèõ
óìîâ, ó äåÿêèõ ðàìêàõ, îñêiëüêè ìîäåëü íå ¹ êîïi¹þ ðåàëüíîñòi,
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òîáòî ìîäåëü ìà¹ ìåæi ñâîãî çàñòîñóâàííÿ i ¨õ âàæëèâî çíàòè. Íà-
ïðèêëàä, ìîäåëü Ði÷àðäñîíà ãîíêè îçáðî¹íü (äèâ. ðîçäië 13) íå
ïðàöþ¹ â ñèòóàöiÿõ, ïîâ'ÿçàíèõ ç ÿäåðíîþ çáðî¹þ, îñêiëüêè ÿäåð-
íà çáðîÿ ñòâîðþ¹ íåîáìåæåíó çàãðîçó íå òiëüêè äëÿ ïðîòèâíèêà,
à é äëÿ âñi¹¨ íàçåìíî¨ áiîòè.

Âåðèôiêàöiþ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi äåÿêîãî ðåàëüíîãî ïðîöå-
ñó, àáî ÿâèùà ìîæíà çäiéñíèòè ëèøå øëÿõîì ïîðiâíÿííÿ ðåçóëü-
òàòiâ ïðîãíîçóâàííÿ, ùî îäåðæàíi ç ìîäåëi ç ðåàëüíèì ïðîòiêàí-
íÿì ïðîöåñó, àáî ç íåçàëåæíèõ òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåíü ìîäåëüî-
âàíîãî îá'¹êòà. Äëÿ öüîãî íà ñòâîðåíié ìîäåëi âiäòâîðþþòü ðÿä
ìîäåëüíèõ ÿâèù, ïðîöåñiâ, äëÿ ÿêèõ ¹ äîñòîâiðíèé åêñïåðèìåí-
òàëüíèé ìàòåðiàë, i ïðè çáiãîâi ðåçóëüòàòiâ ðîçðàõóíêó â ìåæàõ
òî÷íîñòi ñïîñòåðåæåíü ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè ìîäåëü ââà-
æà¹òüñÿ àäåêâàòíîþ. Iíàêøå íåîáõiäíî óòî÷íþâàòè âèõiäíi êîí-
öåïöi¨ i ïðèïóùåííÿ, à ïîòiì çíîâó âåðèôiêóâàòè ìîäåëü. Çàñòîñó-
âàííÿ êðèòåðiþ ïðàêòèêè äî îöiíêè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äîç-
âîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ïðàâèëüíiñòü ïðèïóùåíü, ïîêëàäåíèõ
â îñíîâó ìîäåëi.

Ìîäåëü ïîâèííà äàâàòè ïðàâèëüíèé ÿêiñíèé òà êiëüêiñíèé
îïèñ îá'¹êòà. Ñïåöèôiêà ïðîáëåìè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäïîâiä-
íiñòü ìîäåëi ðåàëüíîìó îá'¹êòó çàâæäè ïîâèííà áóòè ëèøå çà
ñóòò¹âèìè äëÿ äàíî¨ ñèòóàöi¨ îçíàêàìè. Àäåêâàòíi ìîäåëi ÷àñòî
äàþòü äîáðèé çáiã ç îðèãiíàëîì i çà íåâðàõîâàíèìè ôàêòîðàìè
(ïîái÷íà àäåêâàòíiñòü).

Ïåðåä ïåðåâiðêîþ àäåêâàòíîñòi ìîäåëi íåîáõiäíî ïåðåêîíàòèñÿ
â ïðàâèëüíîìó êîìïëåêñíîìó ôóíêöiîíóâàííi âñiõ àëãîðèòìiâ i
ïðîãðàì ìîäåëi, âèêîíàòè íåçàëåæíå òåñòóâàííÿ é íàëàãîäæåííÿ
âñiõ îêðåìèõ àëãîðèòìiâ.

Ïåðåâiðêà àäåêâàòíîñòi ìîäåëi ñòàâèòü ñîái çà ìåòó:
1. Ïåðåêîíàòèñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi ãiïîòåç, âèõiäíèõ ïðèïó-

ùåíü, ñôîðìóëüîâàíèõ íà åòàïàõ êîíöåïòóàëüíî¨ òà ìàòåìàòè÷íî¨
ïîñòàíîâêè. Ïåðåõîäèòè äî ïåðåâiðêè ãiïîòåç ìîæíà ëèøå ïiñëÿ
ïåðåâiðêè îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

2. Ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òî÷íiñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ âiäïîâi-
äà¹ íåîáõiäíèì âèìîãàì.

Ïèòàííÿ òî÷íîñòi ìîäåëþâàííÿ çàëåæèòü âiä âèìîã, ÿêi ñòàâ-
ëÿòüñÿ äî ìîäåëi, òà âiä ïðèçíà÷åííÿ ìîäåëi. Äëÿ ìîäåëåé, ÿêi
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ïðèçíà÷åíi äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê, çàäîâiëüíîþ ââàæà¹òüñÿ òî÷-
íiñòü 10-15 %. Äëÿ ìîäåëåé, ïðèçíà÷åíèõ äëÿ âèêîðèñòàííÿ â êîí-
òðîëþþ÷èõ ñèñòåìàõ, íåîáõiäíà òî÷íiñòü ìà¹ áóòè 1 � 2 %.

Ðîçðiçíÿþòü ùå ÿêiñíi òà êiëüêiñíi ñïiâïàäàííÿ ðåçóëüòàòiâ
ïîðiâíÿííÿ. Ïðè ÿêiñíîìó ñïiâïàäàííi âèìàãà¹òüñÿ ëèøå ñïiâïà-
äàííÿ äåÿêèõ õàðàêòåðèñòèê îñîáëèâîñòåé (íàïðèêëàä, íàÿâíiñòü
åêñòðåìàëüíèõ òî÷îê, ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨). Ïèòàííÿ ïðî êiëü-
êiñíå ïîðiâíÿííÿ ìîæíà ñòàâèòè ëèøå ïiñëÿ çàäîâiëüíî¨ âiäïîâiäi
íà ïèòàííÿ ïðî ÿêiñíå ñïiâïàäàííÿ ðåçóëüòàòiâ. Ïðè íåîáõiäíî-
ñòi êiëüêiñíîãî ñïiâïàäàííÿ âåëèêå çíà÷åííÿ íåîáõiäíî íàäàâàòè
òî÷íîñòi âèõiäíèõ äàíèõ äëÿ ìîäåëþâàííÿ.

Äæåðåëîì íåàäåêâàòíîñòi ìîäåëi ìîæóòü áóòè:
� çàíàäòî ñèëüíi ñïðîùåííÿ ïðî îá'¹êò, íåâðàõóâàííÿ ôàê-

òîðiâ, ÿêi ç òèõ ÷è iíøèõ ïðè÷èí ââàæàþòüñÿ äðóãîðÿäíèìè (íà-
ïðèêëàä, ÷åðåç ¨õ ìàëiñòü), à â äiéñíîñòi âîíè ¹ ñóòò¹âèìè;

� âèõiä ïàðàìåòðiâ çà ïðèïóñòèìi ìåæi çíà÷åíü, ÿêi âèçíà÷à-
þòüñÿ ñèñòåìîþ ãiïîòåç;

� íåòî÷íî âñòàíîâëåíi êîíñòàíòè é ïàðàìåòðè ó âèêîðèñòàíèõ
ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåííÿõ;

� íåïðàâèëüíà àáî íåîá ðóíòîâàíà ñèñòåìà âèõiäíèõ ãiïîòåç.
Ïðè âèíèêíåííi ïðîáëåì ç àäåêâàòíiñòþ ìîäåëi íåîáõiäíî óñó-

âàòè äæåðåëà íåàäåêâàòíîñòi ìîäåëi, òîáòî ïðîâîäèòè óòî÷íåííÿ
ìîäåëi. Íàïðèêëàä, êëàñè÷íi ðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè (ðiâ-
íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, õâèëüîâå ðiâíÿííÿ, ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà9)
¹ ëiíiéíèìè. Âîíè ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ëèøå ÿê ïåðøå íàáëè-
æåííÿ äî iñòèííèõ çàêîíiâ ïðèðîäè. ×àñòî ïîâåäiíêà ñóöiëüíîãî
ñåðåäîâèùà îïèñó¹òüñÿ íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè. Íåëiíiéíi ïðîöå-
ñè çíà÷íî ñêëàäíiøi, íiæ ëiíiéíi. Äî ÷èñëà õàðàêòåðíèõ âëàñòè-
âîñòåé íåëiíiéíèõ ìîäåëåé íàëåæèòü ïîðîãîâiñòü, ïðè ÿêié ñèñòå-
ìà ÿêiñíî çìiíþ¹ ñâié ñòàí, ÿêùî çîâíiøíi äi¨ ïåðåâèùóþòü äåÿ-
êó êðèòè÷íó âåëè÷èíó. Îäíàê ëiíåàðèçóþ÷è íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ â
îêîëi äåÿêîãî ðîçâ'ÿçêó, ìè îäåðæó¹ìî êëàñè÷íi ðiâíÿííÿ ìàòå-
ìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Â äåÿêèõ ñèòóàöiÿõ ìåòîäè ëiíåàðèçàöi¨ ïðèé-
íÿòíi, à â iíøèõ � íi. Äîâiëüíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìîæå áóòè

9Ëàïëàñ Ï'¹ð Ñèìîí (1749 � 1827) � ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê, ôiçèê i àñò-
ðîíîì.
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ïîäàíà ó âèãëÿäi ñõåìè, êîæåí áëîê ÿêî¨ ìîæå âäîñêîíàëþâàòè-
ñÿ íåçàëåæíî âiä iíøèõ, òîìó àïðîáàöiÿ áëîêà ìîæå ïðîâîäèòèñÿ
ñàìîñòiéíî. Àïðîáàöiþ ìîäåëåé òðåáà ïðîâîäèòè íà ðåàëüíèõ äà-
íèõ, àíàëiç ðåçóëüòàòiâ àïðîáàöi¨ ìîæå ñëóæèòè äëÿ ïîäàëüøîãî
óòî÷íåííÿ ìîäåëi. Â ïåðøó ÷åðãó íåîáõiäíî óòî÷íèòè çíà÷åííÿ
êîíñòàíò i âèõiäíèõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi. ßêùî íà öüîìó êðîöi íå
äîñÿãëè óñïiøíèõ ðåçóëüòàòiâ, òî ïîäàëüøîþ ¹äèíîþ ìîæëèâiñòþ
ïîëiïøåííÿ ìîäåëi ¹ çìiíà ïðèéíÿòî¨ ñèñòåìè ãiïîòåç, òîáòî ïî-
âåðíåííÿ äî äðóãîãî åòàïó ðîçðîáêè ìîäåëi, à öå ìîæå ïðèâå-
ñòè äî çìiíè ìàòåìàòè÷íî¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i, çìiíè ìåòîäiâ ¨¨
ðîçâ'ÿçóâàííÿ, öiëêîâèòî¨ ïåðåðîáêè ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ.
Óñi öi äi¨ íàçèâàþòüñÿ íàëàãîäæåííÿì ìîäåëi.

Óòî÷íþâàòè ìîäåëi ìîæíà äî íåñêií÷åííîñòi, ïîñëiäîâíî êî-
ðåêòóþ÷è ¨õ. Iíòó¨òèâíî çðîçóìiëî, ùî, óñêëàäíþþ÷è ìîäåëü, ìè
ïiäâèùó¹ìî ¨¨ àäåêâàòíiñòü ðåàëüíîìó ïðîöåñó. Îäíàê öÿ çàêîíî-
ìiðíiñòü ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå ó âèãëÿäi çàãàëüíî¨ òåíäåíöi¨. Iíêî-
ëè óñêëàäíåííÿ ìîäåëi òiëüêè ïîãiðøó¹ ¨¨ âëàñòèâîñòi é ðîáèòü ¨¨
ïðàêòè÷íî íåïðèäàòíîþ. Iíêîëè ìîäåëü äîâîäèòüñÿ íå óòî÷íþâà-
òè, à, ïî ñóòi, ïåðåáóäîâóâàòè ¨¨ íà íîâié îñíîâi. Ïðàâäà, ìîäåëüî-
âàíà ñèñòåìà ìîæå áóòè íàñòiëüêè ñêëàäíà, à ïîâåäiíêà ¨¨ íàñòiëü-
êè áàãàòîãðàííà, ùî ïðèéíÿòà ñèñòåìà ãiïîòåç ìîæå ïðèâåñòè íå
òiëüêè äî êiëüêiñíèõ, àëå é äî ÿêiñíèõ âiäìiííîñòåé ðåçóëüòàòiâ
ìîäåëþâàííÿ âiä ïîâåäiíêè ñèñòåìè â ðåàëüíèõ óìîâàõ. Ïðè öüî-
ìó ïiäâèùåííÿ àäåêâàòíîñòi ìîäåëi ìîæå áóòè íåìîæëèâèì ÷åðåç
íåðîçâèíåíiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ àáî íåìîæëèâiñòü ïîáóäîâè
àíàëiòè÷íîãî îïèñó ñèñòåìè òà çâ'ÿçêiâ ìiæ åëåìåíòàìè ñèñòåìè.

Öåé åòàï ìîäåëþâàííÿ äóæå âàæëèâèé. Íà öüîìó åòàïi ìè ïî-
âèííi ïðèéíÿòè ðiøåííÿ ïðî ïðèéíÿòòÿ ìîäåëi àáî ïðî âíåñåííÿ
çìií äî ìîäåëi. Íå ìîæíà äóìàòè, ùî öèì ìîæíà çíåõòóâàòè. Ùå
áiëüø íåáåçïå÷íèé âèïàäîê, êîëè ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðåàëüíî¨ çàäà-
÷i çà äîïîìîãîþ íåïåðåâiðåíî¨ ìîäåëi îòðèìóþòüñÿ ïðàâäîïîäiáíi
ðåçóëüòàòè, à çà iíøèõ óìîâ ìîäåëü ìîæå äàòè ÿêiñíî íåïðàâèëüíi
ðåçóëüòàòè, òîáòî ïðè òðàêòóâàííi ðåçóëüòàòiâ ìîäåëþâàííÿ âàæ-
ëèâî íå ïåðåîöiíèòè çàãàëüíiñòü ¨¨ âèñíîâêiâ.

Íàðåøòi, çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó âiäîìî¨ äîñòàòíüî àïðîáî-
âàíî¨ ìîäåëi ïèòàííÿ âåðèôiêàöi¨ äëÿ íàñ íå âèíèêà¹. Íàïðèêëàä,
ìè íå áóäåìî ïåðåâiðÿòè íà àäåêâàòíiñòü äðóãèé çàêîí Íüþòîíà
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÷è ìîäåëi Ìàêñâåëëà. Ïèòàííÿ âåðèôiêàöi¨ iñòîòíî ó òîìó âèïàä-
êó, êîëè ìè áóäó¹ìî íîâó ìîäåëü àáî ðîçøèðþ¹ìî ìåæi çàñòîñó-
âàííÿ âæå âiäîìî¨ ìîäåëi.

1.4.8. Ïðàêòè÷íå âèêîðèñòàííÿ ïîáóäîâàíî¨ ìîäåëi

Ïiñëÿ óñóíåííÿ óñiõ íåäîëiêiâ òðiàäó �ìîäåëü�àëãîðèòì�
ïðîãðàìà� ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê ðîáî÷èé iíñòðóìåíò äëÿ
ïðîâåäåííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ i ðîçðîáêè íà îñíîâi
îäåðæàíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðàêòè÷íèõ ðåêîìåíäàöié ùîäî çàñòîñóâàí-
íÿ ìîäåëi.

Ìîäåëi ïðèçíà÷àþòüñÿ äëÿ îïèñó ïàðàìåòðiâ äåÿêîãî ÿâèùà
àáî ïðîöåñó, äëÿ âèâ÷åííÿ çàêîíîìiðíîñòåé çìií öèõ ïàðàìåòðiâ i
âèêîðèñòîâóþòüñÿ:

� äëÿ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ïîâåäiíêè îá'¹êòà ïðè ðiçíèõ
âõiäíèõ äàíèõ;

� ÿê áëîêè ìîäåëåé ó ñèñòåìàõ àâòîìàòèçîâàíîãî ïðîåêòóâàí-
íÿ òà óïðàâëiííÿ;

� ïðè ïîáóäîâi îïòèìiçàöiéíèõ ìîäåëåé ñêëàäíèõ ñèñòåì i êîì-
ïëåêñiâ.

Ïðàöþþ÷è ç ìîäåëëþ, äîñëiäíèêè ïî÷èíàþòü äîáðå ðîçóìiòè
âëàñòèâîñòi îá'¹êòà, ìîæóòü ïîÿñíèòè ïîâåäiíêó îá'¹êòà. Äåòàëü-
íèé àíàëiç ìîäåëi äîçâîëèòü ç'ÿñóâàòè îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ ìî-
äåëi, îöiíèòè ìîæëèâiñòü ñïðîùåííÿ ìîäåëi ç ìåòîþ ïiäâèùåííÿ
åôåêòèâíîñòi òà íàïðÿìó ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó ìîäåëi. Íà îñíîâi
ìîäåëåé ðîçðîáëÿþòü óçàãàëüíåíó òåîðiþ ðåàëüíîãî îá'¹êòà.

1.4.9. Ïðèêëàä ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi.
Ìîäåëü ðóõó ÷îâíà

Çìiñòîâíà ïîñòàíîâêà. ×îâåí øòîâõíóëè âiä áåðåãà i ïðè ïî-
÷àòêîâié øâèäêîñòi âiäïóñòèëè éîãî. Íåîáõiäíî äîñëiäèòè ðóõ ÷îâ-
íà.

Êîíöåïòóàëüíà ïîñòàíîâêà. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîñòóïàëüíèé ðóõ
÷îâíà ç ïî÷àòêîâîþ øâèäêiñòþ v0, ïiä äi¹þ ñèëè âàãè mg, àðõiìå-
äîâî¨ ñèëè NA i ñèëè îïîðó ðóõó Fr. ×îâåí òðèìà¹òüñÿ íà ïëàâó
(ðóõ ïî âåðòèêàëi âiäñóòíié), òîìó àðõiìåäîâà âèøòîâõóâàëüíà
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ñèëà çðiâíîâàæó¹ ñèëó âàãè mg. Ðîçðîáêó ìîäåëi áóäåìî çäiéñíþ-
âàòè ïðè òàêèõ ïðèïóùåííÿõ:

� ÷îâåí çäiéñíþ¹ ïîñòóïàëüíèé ðóõ ó ãîðèçîíòàëüíié ïëîùèíi;
� ÷îâåí ïðèéìåìî çà ìàòåðiàëüíó òî÷êó ìàñè m, ïîëîæåííÿ

ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç öåíòðîì ìàñ (ìàòåðiàëüíà òî÷êà � öå òiëî, ðîç-
ìiðàìè ÿêîãî ìîæåìî çíåõòóâàòè);

� ðóõ ÷îâíà ïiä äi¹þ ïðèêëàäåíèõ ñèë îïèñó¹òüñÿ îñíîâíèì
ðiâíÿííÿì äèíàìiêè (äðóãèì çàêîíîì Íüþòîíà);

� âåëè÷èíà ñèëè îïîðó âîäè Fr ïðÿìî ïðîïîðöiéíà øâèäêîñòi
÷îâíà i ïðîòèëåæíà çà íàïðÿìîì (Fr = -µν, äå µ - êîåôiöi¹íò
ïðîïîðöiéíîñòi).
Ïîòðiáíî âèçíà÷èòè øâèäêiñòü ÷îâíà ÿê ôóíêöiþ âiä ÷àñó.

Ìàòåìàòè÷íà ïîñòàíîâêà. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi10,
çàäàíî¨ ó âèãëÿäi

m
dv

dt
= −µν, v(0) = v0. (1.4.1)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i. Äëÿ âèçíà÷åííÿ øâèäêîñòi ïðîiíòåãðó¹-
ìî ðiâíÿííÿ (1.4.1). Ç óðàõóâàííÿì ïî÷àòêîâèõ óìîâ ìà¹ìî

v (t) = v0 exp
(
− µ

m
t
)
.

Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâå ðîçâ'ÿçóâàííÿ äàíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ çàäà-
÷i. Äëÿ öüîãî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ àïðîêñèìó¹ìî ðiçíèöåâîþ
ñõåìîþ (ÿâíà ñõåìà Åéëåðà)

v (t+∆t)− v (t)

∆t
≈ − µ

m
v (t) .

Çâiäñè ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ v (t+∆t) = v (t) − µ
mv (t)∆t, çà

äîïîìîãîþ ÿêîãî ïðè ìàëèõ ∆t ìîæíà îá÷èñëþâàòè íàáëèæåíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.4.1).

Ïðè öüîìó âàæëèâèì ¹ äîñëiäæåííÿ óìîâ, çà ÿêèõ îäåðæà-
íèé ðîçâ'ÿçîê âîëîäi¹ çàäàíîþ òî÷íiñòþ. Äàíà ìîäåëü äîçâîëÿ¹
äîñòàòíüî ïðîñòî îäåðæàòè îöiíêó òî÷íîñòi ðîçâ'ÿçêó, òîìó ùî
âiäîìèé àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i, ÿêèé ìîæíà ïðèéíÿòè çà
òî÷íèé. Ó öüîìó ïðèêëàäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü âèâîäèòüñÿ ç ôi-
çè÷íèõ çàêîíiâ, íà îñíîâi ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ïðîöåñ. N

10Êîøi Îãþñòåí Ëó¨ (1789 � 1857) � ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíiê.
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1.5. Îñîáëèâîñòi ìåòîäiâ ìîäåëþâàííÿ íåæèâî¨ òà æèâî¨
ïðèðîäè

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî â íàø ÷àñ ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ
iíòåíñèâíî ïðîíèêà¹ â óñi ñôåðè íàóêîâîãî çíàííÿ, çîêðåìà, ìàòå-
ìàòè÷íi ìîäåëi áóäóþòüñÿ â åêîíîìi÷íèõ, ñîöiîëîãi÷íèõ òà iíøèõ
ãàëóçÿõ òðàäèöiéíî ãóìàíiòàðíèõ äèñöèïëií.

Óïåðøå ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ç'ÿâèëèñÿ ó ôiçèöi òà ìåõàíiöi.
Ïðè÷îìó âîíè ïîÿñíþâàëè íå òiëüêè âæå âiäîìi ôàêòè, àëå é äîç-
âîëÿëè ïåðåäáà÷àòè íîâi ÿâèùà òà åôåêòè. Íàïðèêëàä, çàêîíè
Íüþòîíà ÿâëÿþòü ñîáîþ ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðóõó çi øâèäêîñòÿ-
ìè ìàëèìè ïîðiâíÿíî çi øâèäêiñòþ ñâiòëà. Öi ìîäåëi ïðîòÿãîì
200 ðîêiâ çàðåêîìåíäóâàëè ñåáå ÿê ìîäåëi, ÿêi ç âèñîêèì ñòóïå-
íåì òî÷íîñòi îïèñóþòü âiäïîâiäíi ÿâèùà. Ïðî öå ñâiä÷àòü òî÷-
íi ïåðåäáà÷åííÿ çàòåìíåíü Ñîíöÿ i Ìiñÿöÿ íà áàãàòî äåñÿòèði÷
óïåðåä, âiäêðèòòÿ ðàíiøå íåâiäîìèõ ïëàíåò Íåïòóíà i Ïëóòîíà.
Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ âiäêðèëà iñíóâàííÿ
åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü.

Ó äàíèé ÷àñ òåîðiþ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ôiçèêè âèâ÷à¹ ìà-
òåìàòè÷íà ôiçèêà. Âîíà çíàõîäèòüñÿ íà ñòèêó ôiçèêè é ìàòåìà-
òèêè òà ¹ ôiçè÷íîþ çà ñâî¨ì çìiñòîì i ìàòåìàòè÷íîþ � çà âèêî-
ðèñòàíèìè ìåòîäàìè. Îñü ùî ñêàçàâ Ëó¨ äå Áðîéëü ïðî ïðåäìåò
ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè: ½Ìàòåìàòè÷íà ôiçèêà � öå ïîãëèáëåíå âèâ-
÷åííÿ ôiçè÷íèõ òåîðié ðîçóìîì, âèòîí÷åíèì ó ìàòåìàòè÷íèõ ìið-
êóâàííÿõ, ç ìåòîþ âäîñêîíàëåííÿ öèõ òåîðié, íàäàííÿ ¨ì áiëüøî¨
ñòðîãîñòi, à òàêîæ ïîøóêó íîâèõ òåì äëÿ ñóòî ìàòåìàòè÷íèõ äî-
ñëiäæåíü�.

Äëÿ ôiçè÷íî¨ ìàòåði¨ îñíîâíèìè ïðèíöèïàìè âiäáîðó âàðiàí-
òiâ ïîâåäiíêè ¹ ôóíäàìåíòàëüíi çàêîíè ïðèðîäè (çáåðåæåííÿ ðå-
÷îâèíè, åíåðãi¨, iìïóëüñó). Ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé
ïîòðiáíî âèáðàòè ôàçîâi çìiííi é çàïèñàòè çàêîíè çáåðåæåííÿ â
öèõ çìiííèõ. Àëå ñàìi ïî ñîái çàêîíè çáåðåæåííÿ íå âèäiëÿþòü
¹äèíîãî ðóõó, ¨õ íåäîñòàòíüî äëÿ çàìêíóòîãî îïèñó ðåàëüíèõ ïðî-
öåñiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî ìîäåëü çàìêíóòà, ÿêùî çà ïî÷àòêîâèì ñòà-
íîì ñèñòåìè ìîæíà îäíîçíà÷íî âèçíà÷èòè âñi ¨¨ íàñòóïíi ñòàíè.

Ó ôiçèöi, ìåõàíiöi äëÿ çàìèêàííÿ ìîäåëi âèêîðèñòîâóþòü iíøi
ïðèíöèïè, ùî çâóæóþòü ìíîæèíó ìîæëèâèõ ðóõiâ, òîáòî âñÿêîãî
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ðîäó îáìåæåííÿ, íàïðèêëàä ïî÷àòêîâi òà ãðàíè÷íi óìîâè.
Êðiì ôiçè÷íî¨ ìàòåði¨, iñíóþòü ùå æèâà ìàòåðiÿ òà ñîöiàëü-

íà ìàòåðiÿ � ñóñïiëüñòâî. Íà ðiâíi æèâî¨ ìàòåði¨ ïðîöåñ ìîäåëþ-
âàííÿ ïî÷èíà¹òüñÿ òåæ iç çàïèñó çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (áàëàíñîâèõ
ñïiââiäíîøåíü). Íàïðèêëàä, ÿêùî âçÿòè åêîëîãi÷íó ñèñòåìó, òî
òóò çàêîíè çáåðåæåííÿ âèðàæàþòüñÿ â òåðìiíàõ ½õòî êîãî ïî¨äà¹�.
Æèâié ìàòåði¨ âëàñòèâi äi¨ ìåòè, òîìó äîäàòêîâi óìîâè âiäáîðó
ôîðìóþòüñÿ íà ïîíÿòòi çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó. Ôóíêöiîíóâàííÿ áóäü-
ÿêîãî æèâîãî îðãàíiçìó ìîæëèâå ëèøå ïðè ïåâíèõ çîâíiøíiõ óìî-
âàõ. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè ðiçíèõ óìîâàõ æèâèé îðãàíiçì ïîâèíåí
ïîâîäèòè ñåáå òàê, ùîá éîãî ñòàí íå âèéøîâ ç òi¹¨ îáëàñòi ïàðàìåò-
ðiâ, ÿêi çàáåçïå÷óþòü ìîæëèâîñòi iñíóâàííÿ îðãàíiçìó. Îáëàñòü
ïðèïóñòèìèõ çìií ïàðàìåòðiâ, ïðè ÿêèõ æèâèé îðãàíiçì ìîæå iñ-
íóâàòè, íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ ãîìåîñòàçèñà, à ìíîæèíà ¨õ êðèòè÷-
íèõ çíà÷åíü � ¨õ ãðàíèöåþ. Áóäü-ÿêèé æèâèé îðãàíiçì âîëîäi¹
½äàò÷èêàìè�, ùî äîçâîëÿþòü éîìó îöiíèòè ñâié ñòàí âiäíîñíî ãðà-
íèöü ãîìåîñòàçèñó. Ìåõàíiçì çâîðîòíèõ çâ'ÿçêiâ âëàñòèâèé æèâié
ìàòåði¨, âií ôîðìó¹ ðåàêöiþ îðãàíiçìiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü ¨ì âiä-
õîäèòè âiä ãðàíèöü ãîìåîñòàçèñó â éîãî ñåðåäèíó. Îäåðæàâøè ií-
ôîðìàöiþ ïðî îòî÷óþ÷èé ñâiò (âåêòîð x ), îðãàíiçì ôîðìó¹ ñâî¨ äi¨
(âåêòîð u) çàëåæíî âiä îäåðæàíî¨ iíôîðìàöi¨, òîáòî ìà¹ìî ôóíê-
öiþ ïîâåäiíêè u = f (x ).

Òàêèì ÷èíîì æèâèé îðãàíiçì, çáåðiãàþ÷è ñâié ãîìåîñòàçèñ,
ïîðîäæó¹ ìåõàíiçì âiäáîðó ðåàëüíî¨ ïîâåäiíêè. Îòæå, îïèñà-
òè ôóíêöiîíóâàííÿ æèâî¨ ñèñòåìè íåìîæëèâî áåç âèêîðèñòàííÿ
ïðèíöèïiâ çâîðîòíèõ çâ'ÿçêiâ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ùå ôóíêöiÿìè ïî-
âåäiíêè. Äîïîâíþþ÷è çàêîíè áiîëîãi¨, åêîëîãi¨, õiìi¨, ôóíêöi¨ ïî-
âåäiíêè äîçâîëÿþòü çàìêíóòè ìîäåëü.

Îêðåìî ðîçãëÿíåìî îñîáëèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ
åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì. Ìàòåìàòè÷íà åêîëîãiÿ ¹ äîñòàòíüî îáøèðíîþ
ãàëóççþ ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè é çóìîâëåíî öå òèì, ùî ìåòîäè
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ çàñòîñîâóþòüñÿ äî âåëèêî¨ êiëüêîñòi
åêîëîãi÷íèõ îá'¹êòiâ i ðîçâ'ÿçóþòü øèðîêèé ñïåêòð åêîëîãi÷íèõ
çàäà÷.

Äëÿ îïèñó åêîñèñòåì çàñòîñîâóþòü ìåòîäè ç ðiçíèõ îáëàñòåé
ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Íàéáiëüø øèðîêå ðîçïîâñþäæåííÿ îäåð-
æàâ ïiäõiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà àïàðàòi äèôåðåíöiàëüíîãî òà iíòå-

73



ãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Äèôåðåíöiàëüíi òà ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ îïè-
ñóþòü ïðè÷èííî-íàñëiäêîâi çâ'ÿçêè â åêîñèñòåìi òà äîçâîëÿþòü
âèâ÷àòè äèíàìiêó ïðîöåñiâ ó ðåæèìi ðåàëüíîãî ÷àñó. Òàêi ìîäåëi
íàçèâàþòüñÿ îïèñîâèìè. Ïðè öüîìó ïðèíöèïiàëüíà ñêëàäíiñòü ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî íå iñíó¹ ïðàâèë âèâåäåííÿ ñàìèõ ðiâíÿíü. Ïðîöå-
äóðè ¨õ ïîáóäîâè áàçóþòüñÿ íà íàïiâåìïiðè÷íèõ çàêîíîìiðíîñòÿõ,
ïðèïóùåííÿõ, àíàëîãiÿõ.

Òåõíi÷íi òðóäíîùi, ùî âèíèêàþòü ïðè ìîäåëþâàííi, ïîâ'ÿçàíi
ç ðîçìiðíiñòþ çàäà÷, îñêiëüêè äëÿ áiîëîãi÷íèõ óãðóïóâàíü, ùî âè-
êîðèñòîâóþòü ÷èñëåííi ðåñóðñè, ïîòðiáåí ïiäáið ñîòåíü ïàðàìåò-
ðiâ i àíàëiç ñèñòåì ç äåñÿòêiâ ðiâíÿíü. Àëå ïðàêòèêà ïîêàçó¹, ùî
íàäòî äåòàëüíèé îïèñ áàãàòîêîìïîíåíòíèõ ñèñòåì ÷àñòî ïðèâî-
äèòü äî îäåðæàííÿ íåïðàâäîïîäiáíèõ ðåçóëüòàòiâ ÷åðåç âèêîðè-
ñòàííÿ âåëèêî¨ êiëüêîñòi íåòî÷íî âèçíà÷åíèõ ïàðàìåòðiâ. Òîìó
÷àñòî çàñòîñîâóþòü ïðèéîìè çíèæåííÿ êiëüêîñòi çìiííèõ � ¨õ àã-
ðåãóâàííÿ àáî â ìîäåëü óâîäÿòü òiëüêè äîìiíóþ÷i ôàêòîðè.

Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè áiîëîãi÷íi ñèñòåìè ëèøå â ÿêiñ-
íîìó ïëàíi, òîáòî äà¹ ìîæëèâiñòü çðîçóìiòè äèíàìi÷íi åôåêòè â
ïîâåäiíöi ñèñòåìè. Òàêi ìîäåëi íàçèâàþòüñÿ ÿêiñíèìè ìîäåëÿìè.

Ìåòîäàìè ñòîõàñòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ùî áàçóþòüñÿ íà ií-
ñòðóìåíòi òåîði¨ éìîâiðíîñòi é ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè, ìîæíà
ðåàëiçóâàòè äåñêðèïòèâíi ìîäåëi, ÿêi äîçâîëÿþòü îäåðæàòè ií-
ôîðìàöiþ ïðî âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ íàéáiëüø âàæëèâèìè çìiííèìè,
ùî îïèñóþòü åêîñèñòåìè. Ñåðåä ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîäiâ âèêîðèñòî-
âóþòü òi, ùî íå âðàõîâóþòü ÷àñ ÿê çìiííó (ïðîñòà, ìíîæèííà,
ëiíiéíà i íåëiíiéíà êîðåëÿöiÿ i ðåãðåñiÿ, äèñïåðñiéíèé i ôàêòîð-
íèé àíàëiçè) i äèíàìi÷íi ìåòîäè, ùî âðàõîâóþòü ÷àñîâó çìiííó
(àíàëiç Ôóð'¹, êîðåëÿöiéíèé i ñïåêòðàëüíèé àíàëiçè).

Äëÿ ïðàêòè÷íèõ öiëåé çàñòîñîâóþòü iìiòàöiéíi ìîäåëi ñêëàä-
íèõ ñèñòåì. Âîíè äîçâîëÿþòü âðàõîâóâàòè âñþ íàÿâíó iíôîðìà-
öiþ i òèì ñàìèì ïðîãíîçóâàòè ïîâåäiíêó ñèñòåìè àáî ðîçâ'ÿçóâàòè
îïòèìiçàöiéíi çàäà÷i åêñïëóàòàöi¨ ïîïóëÿöié. Ïðîãðàìíà ðåàëiçà-
öiÿ äîçâîëÿ¹ çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïå-
ðèìåíòiâ iìiòóâàòè ïðîöåñ ôóíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè íà ÅÎÌ.

Ïðèíöèïiàëüíî iíøèì ¹ ìåòîä ìîäåëþâàííÿ, ùî áàçó¹òüñÿ íà
çàñòîñóâàííi åêñòðåìàëüíèõ ïðèíöèïiâ, çãiäíî ç ÿêèìè â ïðèðîäi
ðåàëiçóþòüñÿ ëèøå òi ñòàíè ñèñòåìè, ÿêi íàäàþòü åêñòðåìàëüíîãî
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çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ (ôóíêöiîíàëó), ùî âèçíà÷à¹ ðîçâèòîê ñèñòåìè
é íàçèâà¹òüñÿ öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ.

Íàéâiäîìiøèé âàðiàöiéíèé ïðèíöèï � öå ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà,
çãiäíî ç ÿêèì êîæíà ìåõàíi÷íà ñèñòåìà âåäå ñåáå òàê, ùîá ôóíê-
öiîíàë äi¨ (iíòåãðàë ïî ÷àñó âiä ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà) áóâ ìiíiìàëü-
íèì. Â åêîëîãi¨ ¹ ñïðîáè âèêîðèñòàííÿ öüîãî âàðiàöiéíîãî ìåòîäó,
à òàêîæ áàãàòüîõ iíøèõ. Ñåðåä íèõ ïðèíöèï ìàêñèìóìó ìàëü-
òóçiàíñüêîãî ïàðàìåòðà, ïðèíöèï îïòèìàëüíî¨ êîíñòðóêöi¨, ïðèí-
öèï âèæèâàííÿ òà ií.

Ñåðåä ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ùî çàñòîñîâóþòü-
ñÿ â åêîëîãi¨, âàðòî âèäiëèòè ìåòîäè êëiòèííèõ àâòîìàòiâ. Âîíè
çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðîñëèííîãî ïîêðîâó òà íåðiâíî-
ìiðíîãî ðîçïîäiëó ïîïóëÿöi¨ ïî òåðèòîði¨.

Êëiòèííi àâòîìàòè � öå äèíàìi÷íi ìîäåëi ç äèñêðåòíèì ÷à-
ñîì, ïðîñòîðîì i ñòàíàìè. Ïðîñòèé êëiòèííèé àâòîìàò âèçíà÷à¹òü-
ñÿ ñiòêîþ L, ïðîñòîðîì ñòàíiâ Q, øàáëîíîì ñóñiäíiõ êëiòîê i ôóíê-
öi¹þ ïåðåõîäiâ. Êîæíà êëiòêà ç ñiòêè L ìîæå çíàõîäèòèñÿ â ñòàíi
ç ïðîñòîðó Q. Êëiòêè ìîæóòü ç'¹äíóâàòèñÿ ðiçíèìè ñïîñîáàìè, â
íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó âîíè óòâîðþþòü êâàäðàòíó ñiòêó. Êëiòêè
ìîæóòü îäíî÷àñíî çìiíþâàòè ñâié ñòàí â äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó.
Íàñòóïíèé ñòàí êëiòêè çàëåæèòü âiä ñòàíiâ îòî÷óþ÷èõ ¨¨ ñóñiäiâ i
ôóíêöi¨ ïåðåõîäó. Ôóíêöiÿ ïåðåõîäó âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ast+1 = f(aut ),

äå ast � ñòàí êëiòêè â ìîìåíò ÷àñó t; U � ìíîæèíà êëiòîê, ùî ¹
ñóñiäíiìè ç êëiòêîþ s; f � ôóíêöiÿ ïåðåõîäó.

Â îñòàíí¹ äåñÿòèëiòòÿ øèðîêîãî ðîçïîâñþäæåííÿ äëÿ õiìi÷-
íèõ, ìåäè÷íèõ, ìåäèêî-áiîëîãi÷íèõ, åêîëîãi÷íèõ äîñëiäæåíü íàáó-
ëè ìåòîäè íåéðîííèõ ìåðåæ. Â åêîëîãi¨ âîíè çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ
ìîäåëþâàííÿ äèíàìiêè ðèá, ïðîöåñó âiäòâîðåííÿ ôiòîïëàíêòîíó
òîùî.

Íà ñóñïiëüíîìó ðiâíi îðãàíiçàöi¨ ìàòåði¨ âèíèêà¹ íîâå ÿâèùå �
òðóäîâà äiÿëüíiñòü, òîìó ïðè ìîäåëþâàííi ïðîöåñiâ, ùî ïðîòiêà-
þòü ó ëþäñüêîìó ñóñïiëüñòâi, ìè ïîâèííi ïåâíèì ÷èíîì îïèñóâà-
òè ïðîöåäóðè îáðîáêè iíôîðìàöi¨. Ëþäèíà íà îñíîâi iíôîðìàöi¨
ïðèéìà¹ ðiøåííÿ, àëå çàëåæíiñòü ½ðåàêöiÿ = f (ñèãíàë)� ñêëàäíà
é íåîäíîçíà÷íà.
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Êðiì òîãî, â ñóñïiëüñòâi iñíóþòü ðiçíi ãðóïè ëþäåé, êîëåêòèâiâ,
ÿêi ìàþòü ñâî¨ öiëi (÷àñòî àíòàãîíiñòè÷íi) é ðiçíi çàñîáè äîñÿãíåí-
íÿ öèõ öiëåé, òîìó ìàòåìàòè÷íèé îïèñ ôóíêöi¨ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó
� öå ñâî¹ðiäíà ïðîáëåìà. ×àñòiøå çà âñå, ìè íå ìîæåìî ôîðìàëiçó-
âàòè ñóñïiëüíi ïðîöåñè i ñüîãîäíi çíàõîäèìîñÿ ëèøå íà ïiäñòóïàõ
äî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i.

Àëå, íåçâàæàþ÷è íà òàêó ñêëàäíiñòü, ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàí-
íÿ ñóñïiëüíîãî æèòòÿ âæå øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ. I â áiîëîãi÷íèõ,
i â ñîöiàëüíèõ ñèñòåìàõ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ñëóæàòü íå ñòiëüêè
äëÿ îäåðæàííÿ òî÷íèõ êiëüêiñíèõ õàðàêòåðèñòèê (ÿê ó íåæèâié
ïðèðîäi), ñêiëüêè äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíîê ïðèïóñòèìèõ ãðàíèöü
íàøèõ äié, òåíäåíöié ¨õ ðîçâèòêó.

1.6. Iäåíòèôiêàöiÿ ìîäåëåé

Âàæëèâèì åòàïîì ìîäåëþâàííÿ ¹ iäåíòèôiêàöiÿ ìîäåëåé. Òåðìií
�iäåíòèôiêàöiÿ� ïîõîäèòü âiä ëàòèíñüêîãî ñëîâà identi�co, ùî â
ïåðåêëàäi îçíà÷à¹ îòîòîæíþþ, ðîçïiçíàþ. Iäåíòèôiêàöiÿ îçíà÷à¹
îòîòîæíåííÿ ìîäåëi îá'¹êòó-îðèãiíàëó.

Iäåíòèôiêàöiÿ � öå ðîçäië ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, â
ÿêîìó âèâ÷àþòüñÿ ìåòîäè ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi
äîñòàòíüî òî÷íî âiäîáðàæàþòü äiéñíiñòü. Íàéáiëüø çàãàëüíå
âèçíà÷åííÿ iäåíòèôiêàöi¨ äàíî Çàäå, ÿêèé âèçíà÷èâ iäåíòèôiêà-
öiþ ÿê âñòàíîâëåííÿ âiäïîâiäíîñòi ìiæ äàíîþ ðåàëüíîþ ñèñòåìîþ
i ñèñòåìîþ, ÿêà îáðàíà êîðèñòóâà÷åì ç äåÿêî¨ ìíîæèíè ñèñòåì
(ìîäåëåé).

Ìåòà iäåíòèôiêàöi¨ � öå ïîáóäîâà åôåêòèâíî¨ ìîäåëi, ÿêà áóäå
àäåêâàòíîþ ðåàëüíié äiéñíîñòi. Ìåòîäè iäåíòèôiêàöi¨ � öå ïðî-
öåäóðè ïîáóäîâè àäåêâàòíî¨ (â äåÿêîìó ðîçóìiííi) ìîäåëi ñèñòå-
ìè íà îñíîâi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ.

Äëÿ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ ìîäåëü ïîâèííà áóòè iäåíòè-
ôiêîâàíà íà îñíîâi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ. Iäåíòèôiêîâàíi ìî-
äåëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïîäàëüøîìó äëÿ àíàëiçó é îïòèìiçàöi¨
ïðîöåñiâ ïîâåäiíêè ðåàëüíèõ ñèñòåì, ïëàíóâàííÿ éîãî ðîçâèòêó,
òîìó äîñëiäíèêàì íåîáõiäíî âìiòè áóäóâàòè àäåêâàòíi ìàòåìà-
òè÷íi ìîäåëi ñèñòåì òàê, ùîá àäåêâàòíiñòü çàáåçïå÷óâàëàñÿ äëÿ
íàéáiëüø õàðàêòåðíèõ óìîâ ôóíêöiîíóâàííÿ äàíî¨ ñèñòåìè.
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Çàäà÷à iäåíòèôiêàöi¨ ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê: íåõàé ó ðåçóëüòàòi
åêñïåðèìåíòiâ íàä äåÿêèì îá'¹êòîì çàìiðÿíi âõiäíi Õ1, Õ2, . . . ,
Õn òà âèõiäíi Y1, Y2, . . . , Ym çìiííi. Ïîòðiáíî âèçíà÷èòè âèä
(ñòðóêòóðó) i çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ îïåðàòîðà À, ÿêèé ñòàâèòü
ó âiäïîâiäíiñòü çìiííèì Õ çìiííi Y.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ó òåîði¨ iäåíòèôiêàöi¨ ïðèéíÿòî ðîçðiçíÿòè äâi
çàäà÷i: çàäà÷ó iäåíòèôiêàöi¨ â øèðîêîìó ðîçóìiííi (ñòðóêòóðíà
iäåíòèôiêàöiÿ) i çàäà÷ó iäåíòèôiêàöi¨ ó âóçüêîìó ðîçóìiííi (ïàðà-
ìåòðè÷íà iäåíòèôiêàöiÿ).

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ââàæà¹òüñÿ íåâiäîìîþ ñòðóêòóðà é ïàðà-
ìåòðè îïåðàòîðà À, â äðóãîìó � ëèøå ïàðàìåòðè öüîãî îïåðàòîðà.

Çàäà÷à ñòðóêòóðíî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ ó âèáîði ñòðóêòó-
ðè (êëàñó) ìîäåëi çà ñïîñòåðåæåííÿìè îá'¹êòà, òîáòî ó âèáîði
âèãëÿäó é õàðàêòåðó ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü, ÿêi óòâîðþþòü
ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü. Îñêiëüêè ïiä ìîäåëëþ ðîçóìiþòü ñïiââiäíî-
øåííÿ Y = A(X), äå X � âõiäíi, Y � âèõiäíi ïàðàìåòðè, òî çàäà÷à
ñòðóêòóðíî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi (ñèíòåçi) ìîäåëüíîãî
îïåðàòîðà À. Òî÷íiøå: ïðè iäåíòèôiêàöi¨ ñòàâèòüñÿ çàäà÷à âèçíà-
÷åííÿ íå ñàìîãî îïåðàòîðà À, à éîãî íàáëèæåíîãî çíà÷åííÿ, òîá-
òî éîãî îöiíêè À∗ çà ðåçóëüòàòàìè ñïîñòåðåæåííÿ, òàê ùîá A∗

áóâ áëèçüêèì äî À â ðîçóìiííi äåÿêîãî êðèòåðiþ. Çàäà÷à âèçíà-
÷åííÿ êëàñó îïåðàòîðà (ôóíêöi¨) âàæêî ôîðìàëiçó¹òüñÿ i âèìà-
ãà¹ åâðèñòè÷íèõ ïîøóêiâ. Çàãàëüíîãî ïiäõîäó äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
çàäà÷ ñòðóêòóðíî¨ iäåíòèôiêàöi¨ íåìà¹ i äëÿ éîãî ñòâîðåííÿ, ìà-
áóòü, ïîòðiáíèé îðèãiíàëüíèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò. Íèíi òåîðiÿ
ñòðóêòóðíî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ùå äàëåêà äî ñâîãî çàâåðøåííÿ.

ßêùî ñòðóêòóðà îïåðàòîðà À óæå âiäîìà, òî ïîòðiáíî ùå íà
îñíîâi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ öi¹¨
ñòðóêòóðè, áî ñòðóêòóðà ìîäåëi � öå ùå íå ñàìà ìîäåëü.

Çàäà÷à ïàðàìåòðè÷íî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi ïà-
ðàìåòðiâ îïåðàòîðà À (êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿíü) ïðè îáðàíié éîãî
ñòðóêòóði.

Ïðàêòèêà ïîêàçó¹, ùî äëÿ íàëåæíî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ìîäåëi
ñêëàäíîãî ïðîöåñó ïîòðiáíî âèòðàòèòè íà ïîðÿäîê áiëüøå çóñèëü,
íiæ íà ðîçðîáêó ñàìî¨ ìîäåëi. Iíêîëè iíôîðìàöiÿ, íåîáõiäíà äëÿ
iäåíòèôiêàöi¨, âiäñóòíÿ, äåêîëè äëÿ iäåíòèôiêàöi¨ íåîáõiäíî îð-
ãàíiçóâàòè ñïåöiàëüíi äîñëiäæåííÿ, åêñïåðèìåíòè.
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Ïiñëÿ ïðîâåäåííÿ åêñïåðèìåíòiâ ôîðìó¹òüñÿ ìàòðèöÿ ðåçóëü-
òàòiâ ñïîñòåðåæåíü (

x11 . . . xn1 y1
x1N . . . xnN yN

)
,

äå n � êiëüêiñòü âõiäíèõ äàíèõ, N � êiëüêiñòü äîñëiäiâ, xij � çíà÷åí-
íÿ i-î¨ çìiííî¨ â j -ìó åêñïåðèìåíòi, yj � çíà÷åííÿ âèõiäíî¨ çìiííî¨.

Íåõàé ñòðóêòóðà îïåðàòîðà âiäîìà, íåîáõiäíî çíàéòè ÷èñëîâi
çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ, ùî âõîäÿòü äî ìîäåëi (ïàðàìåòðiâ ìîäåëi).

Çàäà÷à ïàðàìåòðè÷íî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi òà-
êèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, ÿêi çàáåçïå÷óþòü
íàéêðàùó â äåÿêîìó ðîçóìiííi áëèçüêiñòü ðîçðàõóíêîâèõ Yp i
åêñïåðèìåíòàëüíèõ çíà÷åíü Ye ïðè îäíàêîâèõ çíà÷åííÿõ âèõiä-
íî¨ çìiííî¨ X. Ðåàëiçàöiÿ ïîøóêó ïàðàìåòðiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ìî-
äåëi, âçàãàëi êàæó÷è, ¹ ãðîìiçäêîþ çàäà÷åþ i ÿê ïðàâèëî âèìàãà¹
çàñòîñóâàííÿ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ äëÿ çíàõîäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ
çíà÷åíü ôóíêöié i ôóíêöiîíàëiâ. Îêðiì òîãî, öi çàäà÷i ìîæóòü
áóòè íåêîðåêòíèìè i íå çàâæäè ïðèâîäÿòü äî ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó.

ßê ïðèêëàä êiëüêiñíî¨ ìiðè áëèçüêîñòi ìîäåëi é îðèãiíàëó
÷àñòiøå çà âñå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñóìà êâàäðàòiâ ðiçíèöü òåîðå-
òè÷íèõ i åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ

I =

N∑
j=1

(yjp − yje)
2 .

Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ïîëÿãà¹ ó âèáîði îöiíîê íåâiäî-
ìèõ ïàðàìåòðiâ, ùî ìiíiìiçóþòü âèðàç I i ¹ ìåòîäîì îöiíþâàííÿ
íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ òåîðåòè÷íèõ ìîäåëåé çà åêñïåðèìåíòàëüíè-
ìè äàíèìè. Àâòîðàìè öüîãî ìåòîäó ââàæàþòüñÿ Ê. Ãàóññ11 i Ëå-
æàíäð12. Ïåðøi çàñòîñóâàííÿ åëåìåíòiâ ìåòîäó òà éîãî íàçâà íà-
ëåæàòü Ëåæàíäðó (1806 ð.), àëå îá ðóíòóâàííÿ öüîãî ìåòîäó òà
éîãî ðîçâèòîê áóëè çðîáëåíi Ãàóññîì.

Íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè iäåíòèôiêàöi¨ ñèñòåì. Ñïî÷àòêó ðîç-
ãëÿíåìî çàäà÷ó ñòðóêòóðíî¨ iäåíòèôiêàöi¨.

11Ãàóññ Êàðë (1777 � 1855) � íiìåöüêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíiê, ôiçèê i àñòðî-
íîì.

12Ëåæàíäð Àíäði¹í Ìàði (1752 � 1833) � ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê.
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Ïðèêëàä 1.6.1. Íåõàé òiëî ìàñîþ m ïàäà¹ âåðòèêàëüíî âíèç
iç äåÿêî¨ âèñîòè. Ñèëà òåðòÿ, ÿêà äi¹ íà òiëî, ïðîïîðöiéíà âåëè÷èíi
øâèäêîñòi: F = -αv, äå a = const > 0 � êîåôiöi¹íò òåðòÿ. Ïîòðiáíî
âèçíà÷èòè ïðîöåñ çìiíè øâèäêîñòi âiä ÷àñó.

Íåõàé v(t) � øâèäêiñòü òiëà â ìîìåíò ÷àñó t. Íà òiëî äiþòü äâi
ïðîòèëåæíî íàïðàâëåíi ñèëè: ñèëà âàãè P = mg òà ñèëà òåðòÿ F .

Íà îñíîâi äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà ìîæíà âèïèñàòè äèôå-
ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, òîáòî âèçíà÷èòè ñòðóêòóðó ìàòåìàòè÷íèõ
ñïiââiäíîøåíü, ÿêi ñêëàäàþòü ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü:

m
dv

dt
= F = P + FB, àáî m

dv

dt
= −αv +mg. (1.6.1)

Ñòðóêòóðó ìîäåëi (1.6.1) ìè îòðèìàëè íà îñíîâi ôiçè÷íîãî çà-
êîíó.

Ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíÿííÿ (1.6.1), îäåðæó¹ìî

v (t) =
mg

α
+ Ce−

α
m
t.

ßêùî òiëî ïî÷èíà¹ ðóõ iç íóëüîâîþ øâèäêiñòþ v(0) = 0, òî
C = −mg

α i

v (t) =
mg

α

(
1− e−

α
m
t
)
.

Çàäà÷à ïàðàìåòðè÷íî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ â ïiäáîði ïàðà-
ìåòðiâ m, α òàê, ùîá ôóíêöiÿ v(t) ó íàéêðàùèé ñïîñiá ó äåÿêîìó
ðîçóìiííi íàáëèæàëà åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi. N

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàä-
ðàòiâ äëÿ iäåíòèôiêàöi¨ ïàðàìåòðiâ ðiâíÿíü ñòàíó.

Ïðèêëàä 1.6.2. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà ñèñòåìè âiäîìî,
ùî ðiâíÿííÿ ñòàíó ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿä-
êó

duâèõ
dt

+ θuâèõ = γuâõ, uâèõ(0) = u0, (1.6.2)

äå uâèõ(t) � âèõiäíèé ñèãíàë; uâõ(t) � âõiäíèé ñèãíàë; θ, γ � ïî-
ñòiéíi âåëè÷èíè.

Òåîðåòè÷íèé çàêîí çìiíè âåëè÷èíè uT
âèõ

(t) ïðè t ∈ [0, T ] ïî-
äàìî ó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ iç çàäàíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ u0 :

uT
âèõ

(t, θ, γ) = u0e
−θ t + γ

t∫
0

uâõ (s)h (t− s) ds,
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äå h(t) = e−θ t � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.6.2).
Íåõàé ìè ïðîâåëè åêñïåðèìåíò � íà âõiä ëàíêè ñèñòåìè ïîäàëè

âiäîìèé ñèãíàë uâõ(t), à íà âèõîäi çàìiðÿëè ñèãíàë u∗
âèõ

(t). Òîäi
iäåíòèôiêàöiÿ ïàðàìåòðiâ θ, γ çà ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ
âiäáóâà¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨

L (θ, γ) =

∫ T

0

(
uT
âèõ

(s, θ, γ)− u∗
âèõ

(s)
)2
µ (s) ds

çà ïàðàìåòðàìè θ, γ. Âàãîâà ôóíêöiÿ µ(t) îáèðà¹òüñÿ ç äåÿêèõ
åâðèñòè÷íèõ ìiðêóâàíü ïðè çáåðåæåííi óìîâ µ(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ],∫ T
0 µ (s) ds = 1. Äëÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ìåòîä iäåíòèôiêàöi¨ i éî-
ãî àëãîðèòì ïîâ'ÿçàíèé ç iíòåãðàëüíèì êðèòåði¹ì âiäïîâiäíîñòi
ìîäåëi ðåàëüíîñòi.

Íåîáõiäíà óìîâà ìiíiìóìó ôóíêöi¨ L(θ, γ) ïðèâîäèòü äî ñèñòå-
ìè äâîõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó∫ T

0
uT
âèõ

(s, θ, γ)
duT

âèõ
(s, θ, γ)

dθ
µ (s) ds =

=

∫ T

0
u∗
âèõ

(s)
duT

âèõ
(s, θ, γ)

dθ
µ (s) ds,∫ T

0
uT
âèõ

(s, θ, γ)
duT

âèõ
(s, θ, γ)

dγ
µ (s) ds =

=

∫ T

0
u∗
âèõ

(s)
duT

âèõ
(s, θ, γ)

dγ
µ (s) ds,

ç ÿêî¨ çíàéäåìî ïàðàìåòðè θ, γ. N
Ïðèêëàä 1.6.3. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü ïðîöåñó, ïðè ÿêîìó øâèä-

êiñòü çìiíè äåÿêî¨ âåëè÷èíè ëiíiéíî çàëåæèòü âiä ¨¨ ïîòî÷íîãî
ñòàíó, òîáòî ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ïðîöåñó ¹ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó

dx

dt
= Ax+ b, (1.6.3)

äå x (t) � n-âèìiðíèé âåêòîð, A � ïîñòiéíà n×n-ìàòðèöÿ, b � ïî-
ñòiéíèé âåêòîð. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â iäåíòèôiêàöi¨ ïàðàìåòðiâ A òà b
çà ñïîñòåðåæåííÿìè x (t).
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Íåõàé âèìiðþ¹òüñÿ ñòàí ñèñòåìè â ìîìåíòè ÷àñó t=τ i, i=0,1,
. . . , m, äå τ ôiêñîâàíà âåëè÷èíà (÷àñîâèé êðîê), òîáòî ìà¹ìî íàáið
ñïîñòåðåæóâàíèõ çíà÷åíü x (0), x (τ), . . . , x (mτ).

Âiäïîâiäíî äî ôîðìóëè Êîøi äëÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (1.6.3),
ìà¹ìî

x(t) = eAτ (x(t− τ) +

∫ τ

0
e−Asbds). (1.6.4)

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ Ñ=eAτ , D = eAτ
∫ τ
0 e

−Asbds i ïåðåïèøåìî
(1.6.4) ó âèãëÿäi

x(t) = Cx(t− τ) +D. (1.6.5)

Ó ìîìåíò ÷àñó t+τ ìà¹ìî

x(t+ τ) = Cx(t) +D. (1.6.6)

Âiäíiìàþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.6.5), (1.6.6), äiñòàíåìî

x(t+ τ)− x(t) = C(x(t)− x(t− τ)).

Ïîçíà÷èìî x (t+τ)�x (t)=y(t+τ), òîäi îäåðæèìî, ùî
y(t+τ)=Cy(t), àáî, çàïèñóþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ
t=τ , 2τ , . . . , (m−1)τ , äiñòàíåìî âåêòîðíèé çàïèñ (y2, . . . ,
ym)=C (y1, y2, . . . , ym−1), äå yk=y(kτ), k=1,2, . . . , m.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi Ñ íåîáõiäíî, ùîá iñíóâàëà îáåð-
íåíà ìàòðèöÿ äëÿ ìàòðèöi (y1, y2, . . . , ym−1). Îñêiëüêè y(t) �
n-âèìiðíèé âåêòîð, òî ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü m−1 = n, òîáòî
m = n+ 1, i óìîâà det(y1, y2, . . . , yn)̸=0. Ïðè öüîìó C=(y2, . . . ,
yn+1)( y1, y2, . . . , yn)−1, à âåêòîð D=x (τ)−Cx (0).

Îòæå, ìàòðèöÿ C = eAτ ìîæå áóòè çíàéäåíà çà n+1 âèìiðþ-
âàííÿì âåëè÷èíè õ (t). Öÿ âëàñòèâiñòü ñèñòåìè íàçèâà¹òüñÿ iäåí-
òèôiêîâàíiñòþ. Çàóâàæèìî, ùî ïðè öüîìó âèíèêàþòü ïðîáëåìè
çi çíàõîäæåííÿì ìàòðèöi À, îñêiëüêè ìàòðè÷íèé ëîãàðèôì ìà¹
íåîäíîçíà÷íiñòü: äëÿ îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ìàòðèöi Ñ iñíó¹ ç÷èñëåííà
êiëüêiñòü äiéñíèõ ëîãàðèôìiâ. N
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1.7. Àãðåãóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé

Ó äàíèé ÷àñ ìàòåìàòè÷íå òà iìiòàöiéíå ìîäåëþâàííÿ ñòàëî îä-
íèì iç íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíèõ i åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ äîñëiä-
æåííÿ ñêëàäíèõ ðåàëüíèõ ÿâèù òà ïðîöåñiâ.

Ïðè ìîäåëþâàííi äîñëiäíèê ìà¹ ñïðàâó, ÿê ïðàâèëî, çi ñêëàä-
íèìè îá'¹êòàìè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ âåëè÷åçíîþ êiëüêiñòþ
çìiííèõ i ïàðàìåòðiâ, òî÷íà êiëüêiñòü ÿêèõ íåâiäîìà. Êðiì òîãî,
÷àñòî âiäñóòíi àáî íåïîâíi åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi ïðî ïàðàìåòðè,
áåç ÿêèõ ìîäåëü íå ìîæå áóòè àäåêâàòíîþ.

Óæå íà åòàïi âèáîðó ïàðàìåòðiâ ìîäåëi âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿêi
ñàìå çìiííi ñèñòåìè íåîáõiäíî âêëþ÷èòè â ìîäåëü, ñêiëüêè ¨õ ìà¹
áóòè. Î÷åâèäíî, ùî âêëþ÷åííÿ â ìîäåëü óñiõ åëåìåíòiâ ïðèâåëî
á ¨¨ äî íàäçâè÷àéíî¨ ñêëàäíîñòi, óñêëàäíèëî á ðîáîòó ç íåþ, ¨¨
ðîçóìiííÿ òà iíòåðïðåòàöiþ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ïîñòàâèëî á
âèìîãè äî åêñïåðèìåíòàëüíî¨ iíôîðìàöi¨. Òîìó âæå íà åòàïi ìîäå-
ëþâàííÿ âèíèêà¹ ïðîáëåìà àãðåãóâàííÿ ìîäåëi. Ïðè àãðåãóâàííi
ïàðàìåòðè ñïðîùåíî¨ ìîäåëi ïîäàþòü ÿê àãðåãàòè âåëè÷èí âèõiä-
íî¨ ìîäåëi ó âèãëÿäi íîâèõ çìiííèõ. Àãðåãóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ
òàê, ùîá îäåðæàíà áiëüø ïðîñòà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü îïèñóâàëà
òiëüêè ãîëîâíi ðèñè ðåàëüíîãî îá'¹êòà. Iíêîëè àãðåãîâàíi ìîäåëi
áóäóþòüñÿ äëÿ âèâ÷åííÿ òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé âèõiäíî¨ ñè-
ñòåìè, íàïðèêëàä, êîëè íåîáõiäíî âèçíà÷èòè, ÷è ñèñòåìà ñòiéêà â
öiëîìó.

Ïiä àãðåãóâàííÿì êîìïîíåíò ñèñòåìè áóäåìî ðîçóìiòè ïðî-
öåäóðó îá'¹äíàííÿ îäíîðiäíèõ çà ÿêèìèñü îçíàêàìè êîìïîíåíò ó
áëîêè (àãðåãàòè), êîæíèé ç ÿêèõ ¹ êîìïîíåíòîþ íîâî¨ ìîäåëi,
áiëüø åôåêòèâíî¨ äëÿ äîñëiäæåííÿ.

×àñòî àãðåãîâàíi çìiííi ââîäÿòüñÿ ÿê ñóìè äåÿêèõ êîìïîíåíò
âèõiäíèõ íåâiäîìèõ âåëè÷èí, â iíøèõ âèïàäêàõ áåðóòüñÿ çâàæåíi
ñóìè, à òàêîæ àãðåãîâàíi çìiííi ìîæóòü áóòè ââåäåíi øòó÷íèì
ñïîñîáîì.

ßêiñòü àãðåãóâàííÿ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ øëÿõîì çiñòàâëåííÿ ðåçóëü-
òàòiâ âiäòâîðåííÿ îäíi¹¨ é òi¹¨ æ ñèòóàöi¨ íà äâîõ ìîäåëÿõ. Ïðè
àãðåãóâàííi âèñóâàþòüñÿ ðiçíi ãiïîòåçè âiäíîñíî ïðèíöèïiâ éîãî
ðåàëiçàöi¨. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì ïðîâåäåííÿ îá-
÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ íà ìîäåëÿõ.
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Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çàäà÷à àãðåãóâàííÿ ñòàâèòüñÿ òàê.
Íåõàé çàäàíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà

ẋ = F (x) , x ∈ Ex. (1.7.1)

Ñèñòåìi (1.7.1) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêó iíøó ñèñòåìó

ż = Φ(z), z ∈ Ez. (1.7.2)

Êàæóòü, ùî ñèñòåìà (1.7.2) îäåðæàíà â ðåçóëüòàòi àãðåãóâàííÿ
ñèñòåìè (1.7.1), ÿêùî

dimEx > dimEz

é iñíó¹ ñóð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ

φ : Ex → Ez, z = φ(x),

òàêå, ùî, ÿêùî ẋ = F (x), òî
d

dt
φ (x (t)) = Φ (φ (x (t))).

Ïðîáëåìà àãðåãóâàííÿ äîñèòü àêòóàëüíà ïðè ìîäåëþâàííi ðiç-
íèõ ñèñòåì. Íåþ çàéìàþòüñÿ õiìiêè äëÿ îïèñó áàãàòîêîìïîíåíò-
íèõ ðåàêöié, åêîíîìiñòè äëÿ ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ åêîíîìi÷íèõ
ñèñòåì, ó òåîði¨ àâòîìàòè÷íîãî óïðàâëiííÿ ïðè äîñëiäæåííi äèíà-
ìiêè ñêëàäíèõ ñèñòåì, ó òåîðåòè÷íié ôiçèöi òîùî. Iäåÿ àãðåãóâàí-
íÿ ¹ îñíîâíîþ ïðè ïîáóäîâi ñèñòåì iìiòàöi¨.

Íàéáiëüø ïîâíî â äàíèé ìîìåíò òåîðiÿ àãðåãóâàííÿ ðîçðîáëå-
íà äëÿ ìîäåëþâàííÿ åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì. Ïðè÷èíè öüîãî òàêi:

� âåëèêà ðîçìiðíiñòü, íåäîñòàòíiñòü iíôîðìàöi¨;
� áiëüøiñòü åêîíîìi÷íèõ çàäà÷ ïðè ñïðîái ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà

äîïîìîãîþ äåòàëüíèõ íåàãðåãîâàíèõ ìîäåëåé áóëè á íåðîçâ'ÿçíi
íàâiòü íà ñó÷àñíèõ ÅÎÌ.

Ìîäåëü ìiæãàëóçåâîãî áàëàíñó, àáî ìîäåëü âèòðàòè�âèïóñê,
¹ òðàäèöiéíîþ îáëàñòþ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ àãðåãóâàííÿ. Ïðè
ïîáóäîâi öi¹¨ ìîäåëi íåìèíó÷å âèíèêàþòü ïèòàííÿ âèáîðó ðiâíÿ
äåòàëiçàöi¨, ñïîñîáiâ êëàñèôiêàöi¨ ãàëóçåé, à òàêîæ ïèòàííÿ ðîç-
ðîáêè ìåòîäiâ îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðÿìèõ çàòðàò. Ìíîæèíè
âèõiäíèõ çìiííèõ ðîçáèâàþòüñÿ íà ïiäìíîæèíè, ÿêi ðîçãëÿäàþòü-
ñÿ â ïîäàëüøîìó ÿê àãðåãîâàíi çìiííi.
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Âèõiäíà ñòàòè÷íà ìîäåëü ìiæãàëóçåâîãî áàëàíñó (ìîäåëü
Ëåîíòü¹âà) ðîçìiðíîñòi n ìà¹ âèãëÿä

X = AX + Y, (1.7.3)

äå X = colon(x 1, x 2, . . . , xn) � âåêòîð ïîâíîãî âèïóñêó, Y =
colon(y1, y2, . . . , yn) � âåêòîð êiíöåâîãî âèïóñêó, A = ∥aij∥n1 �
ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðÿìèõ çàòðàò.

Àãðåãóâàííÿ ìîäåëi (1.7.3) ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi àíàëîãi÷íî¨ ìàò-
ðèöi Q ðîçìiðíîñòi m < n, ÿêà çâ'ÿçó¹ àãðåãîâàíèé ïîâíèé âèïóñê
P = colon(p1, p2, . . . , pm) ç àãðåãîâàíèì êiíöåâèì âèïóñêîì R =
colon(r1, r2, . . . , rm), òîáòî

P = QP +R.

Ìàòðèöÿ Q íàçèâà¹òüñÿ àãðåãîâàíîþ ìàòðèöåþ ïðÿìèõ âèò-
ðàò.

Iñíóþòü ðiçíi ïðèéîìè àãðåãóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé �
âiä iíòó¨òèâíèõ äî ñòðîãî òåîðåòè÷íî îá ðóíòîâàíèõ. Ïîÿñíèìî
öåé ôàêò íà àãðåãóâàííi åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì.

Ïðîáëåìà àãðåãóâàííÿ â ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi åêîëî-
ãi÷íèõ ñèñòåì ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà êiëüêîìà íàïðÿìàìè:

1. Ðîçäiëèòè åêîñèñòåìó íà âèäè. Òàêèé ïîäië åêîñèñòåìè ìîæå
ïðèâåñòè äî ïîÿâè â ìîäåëi 100, 1000 çìiííèõ i çðîáèòè ¨¨ íåçðó÷-
íîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ.

2. Â åêîëîãi¨ çàçâè÷àé ñèñòåìè ìàþòü i¹ðàðõi÷íó (âåðòèêàëü-
íó) ñòðóêòóðó, òîìó òóò ìîæëèâå àãðåãóâàííÿ, ïðè ÿêîìó êîæ-
íà ãðóïà çìiííèõ îäíîãî òðîôi÷íîãî ðiâíÿ îá'¹äíóþòüñÿ â îäíó
çìiííó òàêèì ÷èíîì, ùî àãðåãîâàíi çìiííi êîíñòðóþþòüñÿ ç äå-
ÿêî¨ ìíîæèíè ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ, ÿêi íàëåæàòü îäíîìó ðiâíþ,
òîáòî ÿê àãðåãîâàíi çìiííi ðîçãëÿäàþòü àáî ñóìàðíi áiîìàñè, àáî
çàãàëüíi ÷èñåëüíîñòi âñiõ âèäiâ îäíîãî òðîôi÷íîãî ðiâíÿ. Àëå òàêi
ìîäåëi ìàëî ïðèäàòíi äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ i ìî-
æóòü ìàòè ëèøå òåîðåòè÷íèé iíòåðåñ. Êðiì öüîãî, íåîäíîçíà÷íî
ìîæå áóòè âèçíà÷åíå ïîíÿòòÿ òðîôi÷íîãî ðiâíÿ.

3. Ïîäië ñèñòåìè çà òðîôi÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Àëå i öåé
ïîäië âàæêî çäiéñíèòè, îñêiëüêè â ðiçíèõ âèäiâ îäíi õàðàêòåðè-
ñòèêè ìîæóòü ñïiâïàäàòè, à iíøi � íi. Â öèõ óìîâàõ ïðåäñòàâíèêè
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îäíîãî âèäó ìîæóòü íàëåæàòè äî ðiçíèõ ãðóï. Òàê, äåÿêi âèäè çîî-
ïëàíêòîíà ìîæóòü êîðìèòèñÿ ÿê ôiòîïëàíêòîíîì, òàê i çîîïëàíê-
òîíîì, i âíàñëiäîê öüîãî ðîçäiëåíi íà ðiçíi ãðóïè, àëå âîäíî÷àñ çà
ðåøòîþ õàðàêòåðèñòèê âîíè íå ðîçðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ.

4. Àãðåãóâàííÿ øëÿõîì ââåäåííÿ çàìiíè çìiííèõ, òàê ùîá
ïðàâi ÷àñòèíè àãðåãîâàíèõ ìîäåëåé ìîæíà áóëî á ïðåäñòàâèòè â
àãðåãîâàíèõ çìiííèõ.

Â åêîëîãi¨ ïðîáëåìà àãðåãóâàííÿ ùå óñêëàäíþ¹òüñÿ iñòîòíîþ
íåëiíiéíiñòþ ñèñòåì. Íåëiíiéíiñòü óñêëàäíþ¹ ïîøóê ìàòåìàòè÷-
íîãî îïèñó àãðåãîâàíî¨ ñèñòåìè.

Íàâåäåìî ïðèêëàä àãðåãóâàííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi.
Ïðèêëàä 1.7.1. Íåõàé ìè ìà¹ìî äèíàìi÷íó ñèñòåìó ç íåïåðå-

ðâíèì ÷àñîì, ùî îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
dx1
dt = x2 + x3,

dx2
dt = x1,

dx3
dt = x1 + x2 − x3.

Çàïðîâàäèìî çàìiíó çìiííèõ z 1= x 1+x 2, z 2= x 3, òîäi âèõiäíó
ñèñòåìó øëÿõîì äîäàâàííÿ äâîõ ïåðøèõ ðiâíÿíü ìîæíà çàïèñàòè
â àãðåãîâàíié ôîðìi {

dz1
dt = z1 + z2,
dz2
dt = z1 − z2,

ÿêà ïðîñòiøà äëÿ äîñëiäæåííÿ. N

1.8. Äåêîìïîçèöiÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé

Ïðè ôîðìàëiçàöi¨ ñêëàäíèõ ïðîöåñiâ i ÿâèù ó áàãàòüîõ ïðèêëàä-
íèõ îáëàñòÿõ âèíèêàþòü çàäà÷i, â ÿêèõ êiëüêiñòü çìiííèõ i çâ'ÿçêiâ
âèìiðþ¹òüñÿ ñîòíÿìè i òèñÿ÷àìè.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âåëèêèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâóþòü ÅÎÌ. Îä-
íàê âèêîðèñòàííÿ ÅÎÌ ñòàâèòü ðÿä iñòîòíèõ ïðîáëåì. Çîêðåìà,
÷åðåç âèñîêó ðîçìiðíiñòü çàäà÷i ìîæå íå âèñòà÷èòè îïåðàòèâíî¨
ïàì'ÿòi àáî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ìîæå âèìàãàòè àñòðîíîìi÷íèõ
çàòðàò ìàøèííîãî ÷àñó, àáî, ùî íàéáiëüø ñóòò¹âî, ìîæå âiäáóâà-
òèñÿ íàêîïè÷åííÿ ïîõèáîê, ùî ïðèçâåäå äî íåäîñòîâiðíèõ ðåçóëü-
òàòiâ.
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Îäåðæàòè ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ çàäà÷i ñòà¹ íåðåàëüíèì. Ó ïiäõîäi,
ùî áàçó¹òüñÿ íà àãðåãóâàííi, âèíèêàþòü ïðîáëåìè, ïîâ'ÿçàíi ç âè-
áîðîì àãðåãàòiâ, ïðîáëåìè ïî âiäíîâëåííþ iíôîðìàöi¨ ïðî âèõiäíi
çìiííi çà àãðåãàòàìè, ïðîáëåìè àäåêâàòíîñòi ìîäåëi. Îñîáëèâî öå
àêòóàëüíî ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ ó ðåàëüíîìó ðåæèìi ÷àñó. Ïðè
ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi ðîçâ'ÿçîê ìîæíà îäåðæà-
òè, âèêîðèñòîâóþ÷è äåêîìïîçèöiþ, òîáòî çâåäåííÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i
äî ñóêóïíîñòi çàäà÷ ç ìåíøèìè ðîçìiðíîñòÿìè.

Ïðîáëåìè çíèæåííÿ ðîçìiðíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ çàäà÷
ñòàëè iíòåíñèâíî âèâ÷àòèñÿ íà ïî÷àòêó 60-õ ðîêiâ ìèíóëîãî
ñòîëiòòÿ. Ïåðøi áàãàòîâèìiðíi çàäà÷i âèíèêëè â ìàòåìàòè÷íié åêî-
íîìiöi ÷åðåç øèðîêó íîìåíêëàòóðó ïðîäóêöi¨ òà çíà÷íó êiëüêiñòü
âèäiâ âèêîðèñòîâóâàíèõ ðåñóðñiâ. Áóëè ðîçðîáëåíi iíòåðàêòèâíi
ìåòîäè äåêîìïîçèöi¨ äëÿ áëî÷íèõ çàäà÷ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàí-
íÿ, ÿêi îïèñóþòü i¹ðàðõi÷íi ìîäåëi åêîíîìi÷íîãî ïëàíóâàííÿ. Ïiç-
íiøå ñòàëè ïðîïîíóâàòèñÿ ðiçíi ñïîñîáè ïîíèæåííÿ ðîçìiðíîñòi
äëÿ âåëèêèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíè-
ìè ðiâíÿííÿìè ó çâè÷àéíèõ i ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

Äåêîìïîçèöiÿ � öå ðîçáèòòÿ âèõiäíîãî îá'¹êòà íà áiëüø ïðî-
ñòi îá'¹êòè, ÿê ïðàâèëî, òi¹¨ æ ïðèðîäè, ùî é âèõiäíèé îá'¹êò,
ïðè÷îìó ñóêóïíiñòü áiëüø ïðîñòèõ îá'¹êòiâ åêâiâàëåíòíà âèõiä-
íîìó îá'¹êòó, òîáòî äåêîìïîçèöiÿ ïåðåäáà÷à¹ ïîäàëüøå ïî¹äíàí-
íÿ ñêëàäîâèõ ÷àñòèí.

Äåêîìïîçèöiÿ i àãðåãóâàííÿ ¹ îñíîâíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåí-
íÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì. Óêàæåìî ùå íà îäíó ïðè÷èíó ðîçðîáêè ìå-
òîäiâ äåêîìïîçèöi¨. Âèñîêi âèìîãè äî øâèäêîäi¨ i äîñòîâiðíîñòi
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðè óïðàâëiííi òåõíîëîãi÷íèìè îá'¹êòàìè
ïðèâåëè äî ðîçðîáêè áàãàòîïðîöåñîðíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ êîì-
ïëåêñiâ. Íà îñíîâi ìåòîäiâ äåêîìïîçèöi¨ ç'ÿâëÿþòüñÿ ìîæëèâî-
ñòi áóäóâàòè ÷èñëîâi àëãîðèòìè ç îðãàíiçàöi¹þ ïàðàëåëüíèõ îá-
÷èñëåíü. Çàâäÿêè ðîçïàðàëåëþâàííþ äåêîìïîçèöiÿ ïðèâîäèòü äî
iñòîòíîãî çìåíøåííÿ ìàøèííèõ ðåñóðñiâ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi áàãà-
òîâèìiðíèõ çàäà÷.

Äåêîìïîçèöiÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé � öå ðîçáèòòÿ ñêëàä-
íî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi íà ðÿä íåçàëåæíèõ áiëüø ïðîñòèõ ìî-
äåëåé. Äëÿ äåêîìïîçèöi¨ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé âèêîðèñòîâóþòü-
ñÿ ìåòîäè ðîçäiëåííÿ çìiííèõ, ìåòîäè ðîçäiëåííÿ ðóõiâ çà òåì-
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ïàìè ¨õ çìiíè, ìåòîäè ìàëîãî ïàðàìåòðà (äèâ. ðîçäië 4) òà ií.
Ðîçðiçíÿþòü òàêîæ òî÷íi òà íàáëèæåíi ìåòîäè äåêîìïîçèöi¨.

Ïîêàæåìî, ÿê ïðàöþ¹ ìåòîä äåêîìïîçèöi¨ äëÿ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü. Íåõàé ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ äåÿêîãî êåðîâàíîãî
ïðîöåñó ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

dyi
dt

= fi(t, y1, y2, ..., yn, u1, u2, ...ur), i = 1, 2, . . . , n, (1.8.1)

äå ó = (ó1, ó2, . . . , yn) � âåêòîð ôàçîâèõ çìiííèõ (âíóòðiøíi
çìiííi), u=(u1, u2, . . . , ur) � âåêòîð óïðàâëiííÿ (çîâíiøíi çìií-
íi). Ïàðàìåòðè u çíàõîäÿòüñÿ â ðîçïîðÿäæåííi êåðóþ÷èõ îðãàíiâ,
çà ¨õ äîïîìîãîþ ìîæíà öiëåñïðÿìîâàíî íàïðàâëÿòè ïðîöåñ. Ìî-
äåëü (1.8.1) ìà¹ äîñòàòíüî çàãàëüíèé âèãëÿä, äóæå áàãàòî ïðîöåñiâ
óïðàâëiííÿ îïèñóþòüñÿ öèìè ðiâíÿííÿìè.

Ïî÷àòêîâèé ñòàí ïðîöåñó (t0, y(t0)) i âiäîìi íà [t0,T ] âåëè÷èíè
u(t) ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòü íà öüîìó âiäðiçêó ôàçîâi çìiííi ó1, ó2,
. . . , yn. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðàâi ÷àñòèíè fi(t, y, u), i = 1, 2, . . . , n,
ñèñòåìè (1.8.1) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíi çà ó1, ó2, . . . , yn i
íåïåðåðâíi çà t, u1, u2, . . . , ur â äåÿêié îáëàñòi M n+1-âèìiðíîãî
ïðîñòîðó.

Ùîá ç (1.8.1) îòðèìàòè åêâiâàëåíòíó ñèñòåìó, çðîáèìî çàìiíó
çìiííèõ

zi = gi(t, y), i = 1, 2, . . . , n. (1.8.2)

Äëÿ çäiéñíåííÿ çàìiíè íåîáõiäíî, ùîá (1.8.2) áóëà äîñòàòíüî ãëàä-
êîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî g(t,y) ¹ âçà¹ìî îäíîçíà÷íèì (ái¹êòèâíèì) âi-
äîáðàæåííÿì, òîáòî iñíó¹ îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ yi = (gi(t), z)

−1,
i= 1,2, . . . , n, ÿêå âíàñëiäîê ái¹êòèâíîñòi òåæ ãëàäêå.

Ó ðåçóëüòàòi ïåðåõîäó äî ôàçîâèõ çìiííèõ zi îäåðæèìî

dzi
dt

= φi(t, z1, z2, ..., zn, u1, u2, ...ur), i = 1, 2, . . . , n. (1.8.3)

ßêùî ñèñòåìà (1.8.3) áóäå ìàòè âèãëÿä

dzk
dt

= φk(t, z1, z2, ..., zm, u1, u2, ...uq), k = 1, 2, . . . ,m,

dzl
dt

= φl(t, zm+1, zm+2, ..., zn, uq+1, ...ur), l = m+ 1, . . . , n,
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òî öå i ¹ äåêîìïîçèöi¹þ ñèñòåìè (1.8.1) íà äâi çàìêíåíi íåçàëåæíi
ñèñòåìè, âîíè íå çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ, ìàþòü ìåíøó ðîçìiðíiñòü,
íiæ âèõiäíà ñèñòåìà, i ìîæóòü ðîçâ'ÿçóâàòèñÿ â ïàðàëåëü.

Áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê äåêîìïîçèöi¨ ñèñòåìè (1.8.1) � öå âè-
ïàäîê, êîëè çàìêíåíà ëèøå îäíà iç ñèñòåì

dzk
dt

= φk(t, z1, z2, ..., zm, u1, u2, ...uq), k = 1, 2, . . . ,m,

dzl
dt

= φl(t, z1, . . . , zm, zm+1, zm+2, ..., zn, u1, . . . , uq, uq+1, ...ur),

l = m+ 1, . . . , n.

Çàìêíåíà ëèøå ïåðøà ñèñòåìà, äðóãà ñèñòåìà ñòàíå çàìêíå-
íîþ, ÿêùî òóäè ïiäñòàâèòè ðîçâ'ÿçêè zk(t), k = 1, 2, . . . ,m.

Ïðèêëàä 1.8.1. Ïðîiëþñòðó¹ìî ïðîöåñ äåêîìïîçèöi¨ íà êîí-
êðåòíîìó ïðèêëàäi. Íåõàé íàì çàäàíà ñèñòåìà äâîõ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü 

dy1
dt

= a11y1 + a12y2,

dy2
dt

= a21y1 + a22y2.

(1.8.4)

Ïîäiëèìî îáèäâà ðiâíÿííÿ íà ó2, äiñòàíåìî

1

y2

dy1
dt

= a11
y1
y2

+ a12,
1

y2

dy2
dt

= a21
y1
y2

+ a22. (1.8.5)

Çðîáèìî òåïåð çàìiíó çìiííèõ z1 = y1
y2
, z2 = y2. Âðàõîâóþ÷è

(1.8.5), îäåðæèìî

dz1
dt

=
d

dt
(
y1
y2

) =
1

y22
(
dy1
dt
y2 − y1

dy2
dt

) =
1

y2

dy1
dt

− 1

y2

dy2
dt

y1
y2

=

= a11
y1
y2

+ a12 −
y1
y2

(a21
y1
y2

+ a22) = a11z1 + a12 − z1(a21z1 + a22).

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.8.4), âðàõîâóþ÷è çàìiíó çìií-
íèõ, ìà¹ìî

dz2
dt

=
dy2
dt

= a21z2z1 + a22z2 = (a21z1 + a22)z2.
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Òîáòî äåêîìïîçèöiÿ ñèñòåìè (1.8.4) ìà¹ âèãëÿä

dz1
dt

= a11z1 + a12 − z1(a21z1 + a22),

dz2
dt

= (a21z1 + a22)z2.N

1.9. Êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ. Ïðîãðàìíi çàñîáè
ìîäåëþâàííÿ

Çàñòîñóâàííÿ òåõíîëîãi¨ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïåðåäáà-
÷à¹ çàñòîñóâàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ i êîìï'þòåðíî¨ òåõíiêè.
Óäîñêîíàëåííÿ êîìï'þòåðíî¨ òåõíiêè ïðèâåëî äî ïîÿâè ñó÷àñíèõ
ÅÎÌ iç âåëèêèì îáñÿãîì ïàì'ÿòi é âèñîêîþ øâèäêiñòþ âèêîíàííÿ
àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié. Ó ðåçóëüòàòi âèíèêëà ìàòåðiàëüíà áàçà
äëÿ ñòàíîâëåííÿ i øâèäêîãî ðîçâèòêó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàí-
íÿ, ç'ÿâèëèñÿ ðåàëüíi ìîæëèâîñòi âèêîðèñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíîãî
åêñïåðèìåíòó íå òiëüêè ç iñíóþ÷èìè îá'¹êòàìè, àëå é ïðè ïðî-
åêòóâàííi íîâèõ ñêëàäíèõ ñèñòåì. Êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ i
îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ìàòå-
ìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ïðîöåñiâ i ÿâèù. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþ-
âàííÿ ðàçîì iç ñó÷àñíîþ îá÷èñëþâàëüíîþ òåõíiêîþ ðîáèòü ðåàëü-
íèì îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò, òîáòî, ñêëàâøè ïðîãðàìó çà
àëãîðèòìîì ôóíêöiîíóâàííÿ îá'¹êòà, íà ÅÎÌ ìîæíà ïðîâîäèòè
ñåðiþ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ � òèì ñàìèì äîñëiäæóâàòè
âëàñòèâîñòi îá'¹êòà, àíàëiçóâàòè àëüòåðíàòèâè, ïåðåâiðÿòè ïðèïó-
ùåííÿ, ïðîãðàâàòè ðiçíîìàíiòíi ñöåíàði¨, çíàõîäèòè îïòèìàëüíi
ïàðàìåòðè i ðåæèìè ðîáîòè, ïðîãíîçóâàòè ïîâåäiíêó òîùî. Îá-
÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò ñòàâ îñíîâîþ íàóêîâèõ âiäêðèòòiâ.

Çà äîïîìîãîþ ìîäåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ìîæíà âèâ÷àòè òàêi
îá'¹êòè, äëÿ ÿêèõ íàòóðíi åêñïåðèìåíòè íåìîæëèâi. Îá÷èñëþ-
âàëüíi åêñïåðèìåíòè ïðîâîäÿòü íå ç ðåàëüíèìè îá'¹êòàìè, à ç
ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè. Çàâäÿêè îá÷èñëþâàëüíèì åêñïåðèìåí-
òàì ñêîðî÷óþòüñÿ òåðìiíè äîñëiäæåííÿ, çíèæóþòüñÿ ìàòåðiàëüíi
çàòðàòè. Êîìï'þòåðíi ìîäåëi çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ
íàéñêëàäíiøèõ ïðîáëåì, íàïðèêëàä, êåðîâàíèé òåðìîÿäåðíèé
ñèíòåç, ìîäåëþâàííÿ åâîëþöi¨ Âñåñâiòó, ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñîöiàëüíî-
åêîíîìi÷íèõ çàäà÷, ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ òåõíi÷íèõ ñèñòåì. Òàê,
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îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò äîçâîëèâ çíèçèòè çàòðàòè íà ïðîâå-
äåííÿ íàòóðíèõ àåðîäèíàìi÷íèõ âèïðîáóâàíü àåðîáóñà é äîáèòèñÿ
çìåíøåííÿ àåðîäèíàìi÷íîãî îïîðó íà 20% ïîðiâíÿíî ç iñíóþ÷èìè
àíàëîãàìè.

Îòæå, ïiä êîìï'þòåðíîþ ìîäåëëþ ðîçóìiþòü ïðîãðàìó,
ÿêà ìîæå iíòåðïðåòóâàòèñÿ êîìï'þòåðîì i âiäòâîðþâàòè íà
êîìï'þòåði ïðîöåñ àáî ÿâèùå âiäïîâiäíî äî ìàòåìàòè÷íîãî îïè-
ñó. Ïðîãðàìíà ðåàëiçàöiÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ìîæå áóòè äî-
ïîâíåíà ñëóæáîâèìè ïðîãðàìàìè.

Äëÿ óñïiøíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ íåîá-
õiäíå âiäïîâiäíå ìàòåìàòè÷íå çàáåçïå÷åííÿ. Ïðè ðåàëiçàöi¨
êîìï'þòåðíî¨ ìîäåëi âàæëèâèì ìîìåíòîì ¹ âèáið iíñòðóìåíòàëü-
íèõ ïðîãðàìíèõ çàñîáiâ. Íèíi iñíó¹ áàãàòî ïðîãðàìíèõ çàñîáiâ,
ùî äîçâîëÿþòü ðåàëiçóâàòè çàäà÷i ìàòåìàòè÷íîãî, çîêðåìà iìiòà-
öiéíîãî, ìîäåëþâàííÿ. Öå é ìîâè ïðîãðàìóâàííÿ ðiçíîãî ðiâíÿ, é
óíiâåðñàëüíi ìàòåìàòè÷íi ïàêåòè (MathCad, Matlab, Mathematica,
Maple òà ií.), i ñïåöiàëiçîâàíi çàñîáè âiçóàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ
(Vissim, Powersim, AnyLogic òà ií.). Àëå íåîáõiäíî ìàòè íà óâàçi,
ùî ïðè ìîäåëþâàííi ìîæóòü âèíèêàòè ïðîáëåìè, ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ÿêèõ íå çàâæäè ìîæíà äîâiðÿòè óíiâåðñàëüíèì ìàòåìàòè÷íèì ïà-
êåòàì.

Óíiâåðñàëüíi ìàòåìàòè÷íi ïàêåòè. Äî ïåðåâàã ìàòåìàòè÷-
íèõ ïàêåòiâ âàðòî âiäíåñòè ïðîñòèé i çðó÷íèé iíòåðôåéñ, øèðîêó
áiáëiîòåêó âáóäîâàíèõ ôóíêöié i ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ, ìîæëèâiñòü
ñèìâîëüíèõ îá÷èñëåíü, ãðàôi÷íi çàñîáè ïîäàííÿ ðåçóëüòàòiâ, à òà-
êîæ ìîæëèâiñòü iíòåãðàöi¨ ç ïðîãðàìíèìè çàñîáàìè âiçóàëüíîãî
ìîäåëþâàííÿ. Ìàòåìàòè÷íi ïàêåòè ¹ iíñòðóìåíòàëüíèìè çàñîáà-
ìè, ÿêi äîçâîëÿþòü ðåàëiçóâàòè ÿê àíàëiòè÷íå, òàê i iìiòàöiéíå
ìîäåëþâàííÿ ðiçíèõ ñèñòåì.

Ñåðåä ìàòåìàòè÷íèõ ïàêåòiâ íàéáiëüø ïðîñòèì ó çàñâî¹ííi ç
òî÷êè çîðó êîðèñòóâàöüêîãî iíòåðôåéñó i äîñòàòíüî ïîòóæíèì
çàñîáîì ìîäåëþâàííÿ ¹ ñèñòåìà MathCad (ç'ÿâèëàñü â 1984 ð.).
MathCad � öå ïîïóëÿðíà ñèñòåìà êîìï'þòåðíî¨ ìàòåìàòèêè, ùî
ïðèçíà÷åíà äëÿ àâòîìàòèçàöi¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷
ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè, òåõíiêè é îñâiòè. Âèêîðèñòîâóþ÷è âáó-
äîâàíi àëãîðèòìè, MathCad äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçóâàòè áàãàòî ðiçíèõ
ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷ áåç âèêîðèñòàííÿ ïðîãðàìóâàííÿ.
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Ñèñòåìà äîçâîëÿ¹ âèêîíóâàòè ÷èñëîâi é ñèìâîëüíi îá÷èñëåííÿ,
îïåðàöi¨ çi ñêàëÿðíèìè âåëè÷èíàìè, âåêòîðàìè i ìàòðèöÿìè, ïåðå-
âîäèòè âåëè÷èíè îäíi¹¨ ðîçìiðíîñòi â iíøó, âîíà âîëîäi¹ çàñîáàìè
äâî- òà òðèâèìiðíî¨ ãðàôiêè, ìîæëèâiñòþ iíòåãðàöi¨ ç îñíîâíèìè
îôiñíèìè i êîíñòðóêòîðñüêèìè ïðîãðàìàìè.

Ó ñèñòåìi MathCad ââåäåíà ìîæëèâiñòü ðîçøèðåííÿ ¨¨ ôóíê-
öiÿìè, ùî ðåàëiçóþòüñÿ ñàìîñòiéíî ðîçðîáëåíèìè ïðîãðàìàìè.
Êðiì öüîãî, iñíóþòü çàñîáè ðîçøèðåííÿ, ÿêi ïðåäñòàâëåíi äîäàò-
êîâèìè áiáëiîòåêàìè, åëåêòðîííèìè êíèãàìè, ïàêåòàìè ðîçøèðåí-
íÿ. Öå äîçâîëÿ¹ íàëàøòóâàòè ñèñòåìó íà åôåêòèâíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷.

Ïîðÿä iç MathCad øèðîêå ðîçïîâñþäæåííÿ îäåðæàâ ïàêåò
Matlab. Ñåðåäîâèùå Matlab ¹ ïîòóæíîþ iíñòðóìåíòàëüíîþ ñèñòå-
ìîþ, ÿêà ââiáðàëà â ñåáå íå òiëüêè ïåðåäîâèé äîñâiä ðîçâèòêó
÷èñëîâèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, àëå i âåëè÷åçíèé äîñâiä
ìàòåìàòèêè. Îñîáëèâî äåòàëüíî ïðîðîáëåíi àëãîðèòìè ìàòðè÷-
íèõ îïåðàöié, ùî çâiëüíÿ¹ êîðèñòóâà÷à âiä ïðîãðàìóâàííÿ îïåðà-
öié ç âåêòîðàìè òà ìàòðèöÿìè i íàäà¹ øèðîêi ìîæëèâîñòi ÷èñëî-
âîãî ìîäåëþâàííÿ ëiíiéíèõ, íåëiíiéíèõ ñèñòåì âåëèêî¨ ðîçìiðíî-
ñòi. Äëÿ ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ iòåðàöiéíi àëãîðèòìè.
Â áàçîâié ñèñòåìi Matlab äîáðå ïðåäñòàâëåíi ìåòîäè äëÿ ðîáîòè
ç ðîçðiäæåíèìè ìàòðèöÿìè, çàñîáè ñïåêòðàëüíîãî àíàëiçó, ìåòî-
äè îáðîáêè çîáðàæåíü òîùî. Matlab âêëþ÷à¹ â ñåáå áiëüø, íiæ
30 ñïåöiàëiçîâàíèõ áiáëiîòåê äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðèêëàäíî¨
ìàòåìàòèêè, à òàêîæ ãðàôi÷íi çàñîáè äëÿ âiçóàëiçàöi¨ ðåçóëüòàòiâ
ìîäåëþâàííÿ ç åôåêòàìè àíiìàöi¨ òà àóäèôiêàöi¨ äàíèõ.

Matlab � íàéáiëüø ïîâíèé i åôåêòèâíèé iíñòðóìåíò àíàëiòè÷-
íîãî òà iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ (ïðîåêòóâàííÿ) ñêëàäíèõ ñè-
ñòåì. Ñàìå â ñôåði ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ Matlab äîçâîëÿ¹
ïîâíiñòþ âèêîðèñòîâóâàòè âñi ñó÷àñíi äîñÿãíåííÿ êîìï'þòåðíèõ
òåõíîëîãié. Ìîâà Matlab � âèñîêîåôåêòèâíà ìîâà ïðîãðàìóâàííÿ
äëÿ íàóêîâî-òåõíi÷íèõ ðîçðàõóíêiâ.

Îäíà ç íàéâàæëèâiøèõ ïðîáëåì ïðè ðåàëiçàöi¨ ìàòåìàòè÷íî-
ãî ìîäåëþâàííÿ â ñåðåäîâèùi Matlab � ïiäãîòîâêà ìîäåëi. Ìî-
äåëü ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó ôîðìi ãðàôi÷íîãî àáî òàáëè÷íîãî îïèñó.
Ïðè öüîìó îá'¹êò ïîòðiáíî ïîäàòè ó âèãëÿäi îêðåìèõ êîìïîíåíòiâ,
äàëi íåîáõiäíî ïåðåäáà÷èòè çâ'ÿçêè ìiæ êîìïîíåíòàìè òà âñòàíî-
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âèòè ¨õ ïàðàìåòðè. Ïðè çàïóñêó ìîäåëi íà âèêîíàííÿ àâòîìàòè÷íî
ñòâîðþ¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü, ùî îïèñó¹ îá'¹êò i çäiéñíþ¹òüñÿ âè-
âåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ.

Ïàêåòîì ðîçøèðåííÿ ñó÷àñíèõ âåðñié ñåðåäîâèùà Matlab ¹ ïà-
êåò âiçóàëüíîãî ïðîãðàìóâàííÿ Simulink. Çàñîáàìè Simulink ìîæ-
íà ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ äè-
íàìi÷íèõ ñèñòåì ó ôiçèöi, åëåêòðîòåõíiöi, áiîëîãi¨ òà iíøèõ ãàëó-
çÿõ íàóêè i òåõíiêè. Âií äîçâîëÿ¹ çäiéñíþâàòè ìîäåëþâàííÿ ïî-
âåäiíêè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì øëÿõîì ãðàôi÷íî¨ çáîðêè áóäü-ÿêî¨
ñèñòåìè ç îêðåìèõ áëîêiâ, ùî çáåðiãàþòüñÿ â áiáëiîòåêàõ Simulink i
âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì ñòðóêòóðíî¨ ÷è ôóíêöiîíàëüíî¨ ñõåìè ñè-
ñòåìè. Ìîäåëëþ â Simulink ¹ áëî÷íà äiàãðàìà, ùî ìiñòèòü êîìïî-
íåíòè ñèñòåìè ó âèãëÿäi îêðåìèõ áëîêiâ i ïiäñèñòåì ç âiäïîâiäíèì
îïèñîì ¨õ âëàñòèâîñòåé. Ñêëàäíi ðiâíÿííÿ ñòàíó, ùî ñêëàäàþòü
ìîäåëü ñèñòåìè, ôîðìóþòüñÿ àâòîìàòè÷íî.

Áiáëiîòåêà êîìïîíåíòiâ äîñòàòíüî øèðîêà, âîíà âêëþ÷à¹ äæå-
ðåëà ñèãíàëiâ ç áóäü-ÿêèìè ÷àñîâèìè çàëåæíîñòÿìè, iíòåãðóþ÷i
òà äèôåðåíöiþþ÷i áëîêè, ìàñøòàáóþ÷i, ëiíiéíi òà íåëiíiéíi ïåðå-
òâîðåííÿ õàðàêòåðèñòèê òîùî.

Ïðîãðàìíèé çàñiá Simulink ¹ ïðåäñòàâíèêîì âiçóàëüíî-
îði¹íòîâàíèõ çàñîáiâ ïðîãðàìóâàííÿ. Íà âñiõ åòàïàõ ðîáîòè, îñîá-
ëèâî ïðè ïiäãîòîâöi ìîäåëi, êîðèñòóâà÷ íå ìà¹ ñïðàâè çi çâè÷àé-
íèì ïðîãðàìóâàííÿì. Ïðîãðàìà â êîäàõ àâòîìàòè÷íî ãåíåðó¹òüñÿ
â ïðîöåñi ââåäåííÿ âèáðàíèõ áëîêiâ, êîìïîíåíò, ¨õ ç'¹äíàíü i çà-
äàííÿ ¨õ ïàðàìåòðiâ. Êîðèñòóâà÷ çà äîïîìîãîþ ìèøi ïåðåíîñèòü
íåîáõiäíi áëîêè ç áiáëiîòåêè íà ðîáî÷èé ñòië ïàêåòà Simulink i
ç'¹äíó¹ ëiíiÿìè (êàíàëàìè) âõîäè i âèõîäè áëîêiâ. Ïàðàìåòðè i õà-
ðàêòåðèñòèêè áëîêiâ íàëàøòîâóþòüñÿ â iíòåðàêòèâíîìó ðåæèìi.
Çàñîáè ãðàôi÷íî¨ àíiìàöi¨ Simulink äîçâîëÿþòü íàî÷íî ïîêàçóâàòè
ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ.

Ðàçîì iç áàçîâîþ ñèñòåìîþMatlab, ùî ìà¹ íàéáiëüø äîâåðøåíi
àëãîðèòìè ìàòðè÷íèõ îá÷èñëåíü, Simulink ¹ ïîòóæíèì iíñòðóìåí-
òîì ïiçíàííÿ ðåàëüíîñòi çàñîáàìè ìîäåëþâàííÿ.

Êîìï'þòåðíà ñèñòåìà Maple � òåæ ïîòóæíèé çàñiá ìàòåìàòè÷-
íîãî ìîäåëþâàííÿ. Âîíà ìiñòèòü åôåêòèâíi ÷èñëîâi òà ñèìâîëüíi
ïiäñèñòåìè. Âîíà ïðèçíà÷åíà äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ øèðîêîãî ñïåêòðà
ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷ ÿê àíàëiòè÷íèìè, òàê i ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.
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Ñèñòåìà ìîäåëþâàííÿ Vissim. Ñèñòåìà ìîäåëþâàííÿ
Vissim (Visual Simulator) ïðèçíà÷åíà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ i òåõíi÷íèõ îá'¹êòiâ.

Iíòåðôåéñ ïðîãðàìè Vissim ÿâëÿ¹ ñîáîþ iíòåðàêòèâíèé âiðòó-
àëüíèé ñòåíä, ùî çàáåçïå÷ó¹ ïîáóäîâó ìîäåëåé ç îêðåìèõ áëîêiâ,
çàïóñê ìîäåëþâàííÿ, óïðàâëiííÿ íèì i êîíòðîëü ðåçóëüòàòiâ.

Äî ìîäåëi Vissim ìîæóòü áóòè ïiä'¹äíàíi ÷åðåç äîäàòêîâi
êîìï'þòåðíi ïëàòè ôiçè÷íi ïðèñòðî¨, ÿêèìè ìîäåëü, ùî ïîáóäîâà-
íà â Vissim, çìîæå óïðàâëÿòè, òîáòî îá'¹êòîì óïðàâëiííÿ ìîäåëi
ñèñòåìè ìîæå áóòè ðåàëüíèé ïðèñòðié.

Ìîäåëi ñèñòåì i îá'¹êòiâ ó Vissim áóäóþòüñÿ ç îêðåìèõ åëåìåí-
òiâ � áëîêiâ. Áëîê � öå âiðòóàëüíèé àíàëîã ôiçè÷íîãî åëåìåíòà
ðåàëüíî¨ ñèñòåìè. Áëîêè Vissim ìîæóòü ìàòè âõîäè i âèõîäè, ÷å-
ðåç ÿêi ïåðåäàþòüñÿ ñèãíàëè ç îäíîãî áëîêó íà iíøèé. Êiëüêiñòü
áëîêiâ ó áiáëiîòåöi áiëÿ ñîòíi, àëå êîðèñòóâà÷ ìîæå ïîïîâíèòè íà-
áið áëîêiâ çà äîïîìîãîþ ïàêåòiâ ðîçøèðåííÿ. Áiáëiîòåêà áëîêiâ
ïðåäñòàâëåíà â ïîçèöi¨ Blocs (Áëîêè).

Êîæíèé áëîê çîáðàæà¹òüñÿ íà äiàãðàìi, ÿê ïðàâèëî ó âèãëÿäi
ïðÿìîêóòíèêà, âñåðåäèíi ÿêîãî ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî éîãî ôóíê-
öiîíàëüíå ïðèçíà÷åííÿ. Âçà¹ìîäiÿ ìiæ áëîêàìè âiäîáðàæà¹òüñÿ
ëiíiÿìè çâ'ÿçêó, ùî âêàçóþòü íàïðÿì ïåðåäà÷i ñèãíàëó âiä îäíîãî
áëîêà äî iíøîãî.

Äëÿ âiçóàëüíîãî ñïðîùåííÿ äiàãðàì ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè
îá'¹äíàííÿ áëîêiâ â îäèí áëîê (ãðóïà áëîêiâ íà äiàãðàìi áóäå çîá-
ðàæàòèñÿ ¹äèíèì áëîêîì).

Âçà¹ìîäiÿ ìiæ áëîêàìè ìîäåëþ¹òüñÿ ñèãíàëàìè � ôóíêöiÿìè
÷àñó, ùî ïåðåäàþòüñÿ ìiæ áëîêàìè ïî ëiíiÿõ çâ'ÿçêó. Ñèãíàëè â
ìîäåëi ìîæóòü áóòè âèìiðÿíi çà äîïîìîãîþ âiðòóàëüíèõ âèìiðþ-
âàíèõ ïðèñòðî¨â.

Ïðè çàïóñêó ìîäåëi â ðîáîòó ïðîãðàìà ïî÷èíà¹ àíàëiçóâàòè
ç'¹äíàííÿ áëîêiâ i íà îñíîâi öüîãî àíàëiçó ñêëàäà¹ äèôåðåíöiàëü-
íi, àëãåáðà¨÷íi ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü ìîäåëü, i ðîçâ'ÿçó¹ ¨õ. Â
ðåçóëüòàòi ðîáîòè ìîäåëi âèõiäíi ñèãíàëè áëîêiâ ïî÷íóòü çìiíþ-
âàòèñÿ, ¨õ âåëè÷èíè ïðîãëÿäàþòü íà âiðòóàëüíîìó îñöèëîãðàôi.

Iíòåãðàöiÿ ñèñòåìè Vissim ç iíøèìè ïðîãðàìíèìè çàñîáàìè
ðîçøèðþ¹ êðóã çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ i ðåàëiçó¹ åôåêòèâíi ÷èñëî-
âi ìåòîäè ïðè äîñëiäæåííi ìîäåëåé.
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Âàðòî çàóâàæèòè, ùî çðó÷íîñòi, ÿêi íàäà¹ ñó÷àñíå ïðîãðàìíå
çàáåçïå÷åííÿ, ÷àñòî âèêëèêàþòü áàæàííÿ ïðè êiëüêiñíîìó àíàëiçi
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé âèêîðèñòàòè çàñîáè óíiâåðñàëüíèõ ìàòå-
ìàòè÷íèõ ïàêåòiâ. Îäíàê ìåòîä, ÿêèé ãîäèòüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ
áàãàòüîõ ñòàíäàðòíèõ çàäà÷, ÷àñòî íå ïiäõîäèòü äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ
êîíêðåòíî¨ íåñòàíäàðòíî¨ çàäà÷i.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íîâèõ i ñêëàäíèõ çàäà÷ ôîðìàëüíå çâåð-
íåííÿ äî óíiâåðñàëüíèõ ïàêåòiâ i ïðîãðàìíèõ êîìïëåêñiâ ìîæå
ïðèçâåñòè äî íåäîñòîâiðíèõ ðåçóëüòàòiâ. Âèõiä ç öüîãî ïîòðiáíî
çíàõîäèòè â óìiëîìó ïî¹äíàííi àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ i çàñòîñóâàí-
íi ÅÎÌ.

1.10. Iìiòàöiéíi ñèñòåìè òà ìîäåëi

ßê óæå âiäçíà÷àëîñÿ, áóäü-ÿêà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ¹ ôîð-
ìàëüíîþ ñõåìîþ ðåàëüíîãî ÿâèùà, ç ÿêî¨ çà äîïîìîãîþ ôîðìàëü-
íî¨ ëîãiêè ìîæíà îòðèìóâàòè íîâi çíàííÿ ïðî ðåàëüíå ÿâèùå.
Ïðèðîäíî, iñíó¹ ïðàêòè÷íå îáìåæåííÿ íà ñêëàäíiñòü öèõ ñõåì. Öi
îáìåæåííÿ çàëåæàòü âiä òèõ çàñîáiâ, ÿêèìè ìè âîëîäi¹ìî ó ñôåði
ìàòåìàòèêè. ßê áè ñèëüíî íå áóëè ðîçâèíóòi iíñòðóìåíòè äîñëiä-
æåííÿ ôîðìàëüíèõ ñõåì, çàâæäè iñíóþòü ïðîöåñè, ùî íå ïiääà-
þòüñÿ âèâ÷åííþ ìàòåìàòè÷íèìè ìåòîäàìè, òîáòî óñêëàäíåííÿ çà-
äà÷ âèïåðåäæóþòü ìîæëèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Àëå
öå íå îçíà÷à¹, ùî öi ïðîöåñè íå ìîæíà ïiçíàòè.

Ç ïîÿâîþ ÅÎÌ iñòîòíî çðiñ ðiâåíü ñêëàäíîñòi ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà ïðàâèëüíî ïåðåäáà÷èòè ïî-
âåäiíêó ñèñòåìè òà ¨¨ âëàñòèâîñòi, òîáòî ç'ÿâèëèñÿ ìàòåìàòè÷íi
ìîäåëi, ÿêi ðiçêî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ½äîìàøèííèõ�. Êîëè ÿâèùà
â ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ íàñòiëüêè ñêëàäíi, ùî àíàëiòè÷íà ìîäåëü
¹ äîñèòü ãðóáèì íàáëèæåííÿì äiéñíîñòi, òî, êðiì ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé, âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìîäåëi, ÿêi âiäòâîðþþòü íà ÅÎÌ ïî-
âåäiíêó òi¹¨ ÷è iíøî¨ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè ïðîòÿãîì äåÿêîãî ÷àñó. Öi
ìîäåëi îäåðæàëè øèðîêå çàñòîñóâàííÿ i ñòàëè íàçèâàòèñÿ iìiòà-
öiéíèìè ìîäåëÿìè.

Â iìiòàöiéíèõ ìîäåëÿõ ïî¹äíóþòüñÿ ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè òà ìå-
òîäè ãóìàíiòàðíèõ äèñöèïëií � òàêi æ íåîáõiäíi ìåòîäè âèâ÷åííÿ
ðåàëüíîñòi, ÿê i ìàòåìàòè÷íi. Ìàòåìàòèêà, ñõåìàòèçóþ÷è ÿâèùå,
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ïîçáàâëÿ¹ éîãî ïðè öüîìó iíäèâiäóàëüíîñòi, íåïîâòîðíèõ ðèñ. Ãó-
ìàíiòàðíi íàóêè é ìèñòåöòâî, íàâïàêè, âèäiëÿþòü â ÿâèùàõ íåïî-
âòîðíå, iíäèâiäóàëüíå òà âëàñòèâå ëèøå öüîìó ÿâèùó. Öi ñïîñîáè
âèâ÷åííÿ ðåàëüíîñòi âçà¹ìîïîâ'ÿçàíi é äîïîâíþþòü îäíå îäíîãî.

Ãóìàíiòàðíèìè ìåòîäàìè ìîæíà âèâ÷àòè ÿâèùà ðiçíî¨ ñêëàä-
íîñòi. Ìàòåìàòè÷íèìè ìåòîäàìè ìîæåìî âèâ÷àòè ëèøå òi ÿâèùà,
ñêëàäíiñòü ÿêèõ âiäïîâiäà¹ çàñîáàì ôîðìàëüíîãî àíàëiçó. Àëå ìà-
òåìàòèêà ïîñòiéíî âiäâîéîâó¹ â ãóìàíiòàðíèõ ìåòîäiâ ÷èìðàç íî-
âi ñôåðè, îñêiëüêè ïîñòiéíî ðîçâèâàþòüñÿ ìåòîäè ôîðìàëüíîãî
àíàëiçó.

Ìîäåëi, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ìàòåìàòè÷íi òà ãóìàíiòàðíi ìå-
òîäè, ñòâîðèëè íîâèé êëàñ ìîäåëåé, ÿêi ñòàëè íàçèâàòèñÿ iìiòà-
öiéíèìè ìîäåëÿìè. Ìåæà ìiæ ãóìàíiòàðíèìè òà ìàòåìàòè÷íè-
ìè ìåòîäàìè ïðîõîäèòü ñàìå ïî iìiòàöiéíèõ ìîäåëÿõ. Iìiòàöiéíi
ìîäåëi � íåìîâáè ïðîìiæíà ëàíêà ìiæ ðåàëüíiñòþ òà ìàòåìàòè÷-
íèìè ìîäåëÿìè, òîáòî ç êîæíîþ iìiòàöiéíîþ ìîäåëëþ ïîâ'ÿçàíà
ñóêóïíiñòü áiëüø ïðîñòèõ ìîäåëåé îêðåìèõ ñòîðií ïðîöåñó (ÿê ìà-
òåìàòè÷íèõ, òàê i ãóìàíiòàðíèõ). ßê ïðàâèëî, iìiòàöiéíi ìîäåëi
ñêëàäíi, ìàþòü âåëèêó ðîçìiðíiñòü, õàðàêòåðèçóþòüñÿ íàÿâíiñòþ
âåëèêî¨ êiëüêîñòi åêçîãåííèõ ôàêòîðiâ, ÷àñòèíà ÿêèõ ¹ âèïàäêî-
âèìè ôóíêöiÿìè ÷àñó.

Iìiòàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ øëÿõîì âiäòâîðåííÿ ïðîòiêàííÿ ðåàëü-
íîãî ïðîöåñó íà ÅÎÌ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïðè
êiëüêîõ âàðiàíòàõ óïðàâëiííÿ, ùî ïðèçíà÷àþòüñÿ åêñïåðòàìè ç
ïîäàëüøèì àíàëiçîì îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â iìiòàöiéíèé ïðî-
öåñ ìîæå âòðóòèòèñÿ ëþäèíà â çàëåæíîñòi âiä îáñòàâèí. Êîæåí
àêò âiäòâîðåííÿ ïðîòiêàííÿ ïðîöåñó çà äîïîìîãîþ iìiòàöiéíî¨ ìî-
äåëi íàçèâà¹òüñÿ iìiòàöiéíèì åêñïåðèìåíòîì. Íàéáiëüøå åêñïå-
ðèìåíòiâ âèíèêà¹ â òèõ âèïàäêàõ, êîëè ìåòîþ ìîäåëþâàííÿ ¹ âè-
áið ðàöiîíàëüíèõ ñïîñîáiâ óïðàâëiííÿ ñêëàäíèì ïðîöåñîì.

Iìiòàöiéíå ìîäåëþâàííÿ îçíà÷à¹, ùî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç òàêèìè
ìîäåëÿìè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ðåçóëüòàò íåìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè,
ÿêùî íå ïðîâåñòè åêñïåðèìåíò (iìiòàöiþ) íà ìîäåëi ïðè çàäàíèõ
âèõiäíèõ äàíèõ.

Îòæå, ñóòü iìiòàöiéíîãî ïiäõîäó â ìîäåëþâàííi ïîëÿãà¹ â
òîìó, ùî ïðîöåñ ôóíêöiîíóâàííÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè çîáðàæó¹òü-
ñÿ ó âèãëÿäi àëãîðèòìó, ÿêèé ðåàëiçó¹òüñÿ íà ÅÎÌ. Iìiòàöiéíèé
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ïiäõiä âèêîðèñòîâóþòü òîäi, êîëè ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ðåàëüíó
ïîâåäiíêó ñêëàäíî¨ ñèñòåìè â ïðàêòè÷íèõ öiëÿõ.

ßêùî íà äîñëiäæóâàíèé ïðîöåñ ìîæóòü âïëèâàòè çà äîïîìî-
ãîþ ñâî¨õ óïðàâëiíü êiëüêà ãðóï îñiá, òî iìiòàöiéíi åêñïåðèìåíòè
íàáóâàþòü õàðàêòåðó iìiòàöiéíèõ iãîð, íàïðèêëàä, òîäi, êîëè âiä-
òâîðþâàíi ïðîöåñè ìàþòü êîíôëiêòíèé õàðàêòåð.

Îòæå, iìiòàöiéíà ìîäåëü îçíà÷à¹ ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ÿêà ñïå-
öiàëüíî ïðèçíà÷åíà äëÿ äîñëiäæåíü ó ðåæèìi iìiòàöi¨, òîáòî öå
ïðîãðàìà, ÿêà äîçâîëÿ¹ iìiòóâàòè íà ÅÎÌ ïîâåäiíêó ðåàëüíî¨ ñè-
ñòåìè â ðiçíèõ óìîâàõ. Iìiòàöiéíà ìîäåëü � öå ëàáîðàòîðíà âåðñiÿ
ðåàëüíî¨ ñèñòåìè.

Äîñèòü ÷àñòî â ðàìêàõ iìiòàöiéíî¨ ìîäåëi íåìîæëèâî ïîñòàâè-
òè îïòèìiçàöiéíi çàäà÷i ÷åðåç ñêëàäíiñòü çàäà÷i òà íåìîæëèâiñòü
ôîðìóëþâàííÿ ¹äèíîãî êðèòåðiþ ÿêîñòi.

Âîäíî÷àñ iñíóþòü i ìîäåëi, ÿêi, ç îäíîãî áîêó, ¹ îïòèìiçàöiéíè-
ìè (òîáòî â ðàìêàõ ìîäåëi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ îïòèìiçàöiéíi çàäà÷i), à
ç iíøîãî áîêó � iìiòàöiéíi (òîáòî â ðàìêàõ ìîäåëi ïðîâîäÿòü iìiòà-
öiéíi åêñïåðèìåíòè).

Ñïî÷àòêó iìiòàöiéíi ìîäåëi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ äëÿ âèâ÷åí-
íÿ ñîöiàëüíî-åêîíîìi÷íèõ ïðîöåñiâ ìàòåìàòè÷íèìè ìåòîäàìè. Ïî-
øòîâõ äî ðîçâèòêó iìiòàöi¨ äàâ íàêîïè÷åíèé äîñâiä âèêîðèñòàííÿ
åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ, ùî  ðóíòóþòüñÿ íà ìåòîäàõ ìà-
òåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Ðåçóëüòàòè âïðîâàäæåííÿ åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ
ïîêàçàëè, ùî ìîãóòíi ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ íå
ìîæóòü ñòàòè iíñòðóìåíòîì çàáåçïå÷åííÿ ïðàêòè÷íîãî êåðóâàííÿ.
Ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïòèìiçàöiéíèõ çàäà÷ ó áiëüøîñòi
âèïàäêiâ ïðèâîäèòü äî çíà÷íîãî îãðóáëåííÿ ìîäåëi, âiäêèäàííÿ,
íåõòóâàííÿ ôàêòîðàìè, ÿêi ¹ ñóòò¹âèìè, à ¨õ ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè
â ïðàêòè÷íîìó óïðàâëiííi. Òîáòî óïðàâëiííÿ, îäåðæàíi ç îïòèìi-
çàöiéíèõ çàäà÷, íå ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè âíàñëiäîê íåàäåêâàò-
íîñòi ìîäåëi ðåàëüíèì ïðîöåñàì. Öi óïðàâëiííÿ ìîæíà âèêîðè-
ñòîâóâàòè ÿê äîïîìiæíó iíôîðìàöiþ. Îñíîâíà ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â
ñêëàäíîñòi çàäà÷i.

Òîìó ïîäàëüøèì ðîçâèòêîì ìîäåëþâàííÿ ñòàëî iìiòàöiéíå ìî-
äåëþâàííÿ, ïðè ÿêîìó âiäìîâà âiä ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïòèìiçàöiéíèõ
çàäà÷ äîçâîëÿ¹ âèòðà÷àòè îá÷èñëþâàëüíi ïîòóæíîñòi íà âiäòâî-
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ðåííÿ ðåàëüíîãî ïðîöåñó, òîáòî ìîæíà çðîáèòè ìîäåëi áiëüø àäåê-
âàòíèìè ðåàëüíîñòi.

Ðåçóëüòàòè iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ ëåãøå ïîÿñíèòè ëþäÿì,
ùî ïðèéìàþòü ðiøåííÿ, òèì áiëüøå, ùî öi ëþäè ñàìi ìîæóòü ïðî-
âîäèòè iìiòàöiéíi åêñïåðèìåíòè.

Ïåðåâàãà iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ � öå øèðîêèé êëàñ
îá'¹êòiâ ìîäåëþâàííÿ òà ðiçíîìàíiòíiñòü çàäà÷, ÿêi ìîæóòü
ðîçâ'ÿçóâàòèñÿ çà äîïîìîãîþ iìiòàöiéíèõ ìîäåëåé. Iìiòàöiéíå ìî-
äåëþâàííÿ ìà¹ ñèñòåìíèé õàðàêòåð äîñëiäæåííÿ ñèñòåì. Iìiòà-
öiéíi ìîäåëi äîçâîëÿþòü âèâ÷àòè òàêi ñêëàäíi ñèñòåìè, ç ÿêèìè
íåìîæëèâî ïðîâîäèòè íàòóðíi åêñïåðèìåíòè, çîêðåìà, ãëîáàëü-
íi ìîäåëi áiîñôåðè. Çîêðåìà, â Îá÷èñëþâàëüíîìó öåíòði Àêàäåìi¨
íàóê ÑÐÑÐ íà ïî÷àòêó 80-õ ðîêiâ áóëà ñòâîðåíà iìiòàöiéíà ìîäåëü
ãëîáàëüíèõ åêîëîãi÷íèõ çìií. À íà ïîðÿäêó äåííîìó ñòîÿòü çàäà-
÷i ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ âàæëèâèõ ïðîáëåì ñó÷àñíîñòi, ÿê ðàöiî-
íàëüíå âèêîðèñòàííÿ ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ òà äîñÿãíåííÿ ñèìáiîçó
âèðîáíèöòâà i ïðèðîäè � öèõ íåóçãîäæåíèõ ó íàø ÷àñ êîìïîíåíòiâ
áiîñôåðè òà ñîöiîñôåðè.

Îäíàê iìiòàöiÿ âîëîäi¹ é ðÿäîì íåäîëiêiâ. Öå ñêëàäíiñòü îð-
ãàíiçàöi¨ iìiòàöiéíî¨ ìîäåëi, âiäíîñíî âèñîêà âàðòiñòü ïðîâåäåííÿ
iìiòàöiéíèõ åêñïåðèìåíòiâ, ìîæëèâiñòü ïðîäèâèòèñÿ é ïîðiâíÿòè
ëèøå íåâåëèêó êiëüêiñòü âiäiáðàíèõ âàðiàíòiâ óïðàâëiííÿ, ñêëàä-
íîñòi, ïîâ'ÿçàíi ç iíôîðìàöiéíèì çàáåçïå÷åííÿì ìîäåëi.

Îòæå, iìiòàöiéíà ñèñòåìà � öå iíôîðìàöiéíå ñåðåäîâèùå, ÿêå
ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ îñíîâíèõ ÷àñòèí:

� iìiòàöiéíà ìîäåëü ñêëàäíîãî ïðîöåñó ðàçîì ç ïðîãðàìàìè,
ùî ðåàëiçóþòü öþ ìîäåëü íà ÅÎÌ;

� ñóêóïíiñòü ñïðîùåíèõ àãðåãîâàíèõ ìîäåëåé ïðîöåñó àáî
îêðåìèõ ñòîðií ïðîöåñó, ùî äîçâîëÿþòü ðîçâ'ÿçóâàòè îïòèìiçà-
öiéíi òà iãðîâi çàäà÷i íà âèáið óïðàâëiííÿ;

� ñóêóïíiñòü ïðîãðàì äëÿ çðó÷íîãî ñïiëêóâàííÿ ç ÅÎÌ ïðè
ïðîâåäåííi iìiòàöiéíèõ åêñïåðèìåíòiâ: çàñîáè ââåäåííÿ òà çáåðå-
æåííÿ äàíèõ, çàñîáè íàëàãîäæåííÿ òà íàëàøòîâóâàííÿ ìîäåëi,
çàñîáè ïðåçåíòàöi¨ ðåçóëüòàòiâ òà iíøi ñåðâiñíi ïðîãðàìè.

Íàðåøòi, äàìî òðàêòóâàííÿ ñàìîãî òåðìiíà ½iìiòàöiÿ� (àí-
ãëiéñüêîþ ìîâîþ � simulation). Êðàùå çà âñiõ öþ òðàêòîâêó ñôîð-
ìóëþâàâ Ð. Øåííîí, âèçíà÷èâøè ¨¨ ÿê ½ïðîöåñ êîíñòðóþâàííÿ ìî-
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äåëi ðåàëüíî¨ ñèñòåìè é ïîñòàíîâêè åêñïåðèìåíòiâ íà öié ìîäåëi
ç ìåòîþ çðîçóìiòè ïîâåäiíêó ñèñòåìè àáî îöiíèòè (â ðàìêàõ îá-
ìåæåíü, ùî íàêëàäàþòüñÿ äåÿêèì êðèòåði¹ì àáî ñóêóïíiñòþ êðè-
òåði¨â) ðiçíi ñòðàòåãi¨, ùî çàáåçïå÷óþòü ôóíêöiîíóâàííÿ äàíî¨ ñè-
ñòåìè�. Àíàëîãi÷íå âèçíà÷åííÿ äà¹ Ò. Íåéëîð: ½Iìiòàöiÿ � öå ÷èñ-
ëîâèé ìåòîä ïðîâåäåííÿ íà öèôðîâèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ìàøèíàõ
åêñïåðèìåíòiâ iç ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè, ùî îïèñóþòü ïîâåäií-
êó ñêëàäíèõ ñèñòåì ïðîòÿãîì äîâãèõ ïåðiîäiâ ÷àñó�.

Ç öèõ òà iíøèõ âèçíà÷åíü çðîçóìiëî, ùî iìiòàöiÿ òà iìiòàöiéíå
ìîäåëþâàííÿ çâîäÿòüñÿ äî ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Ñïðàâà
â òîìó, ùî â öüîìó òåðìiíi âiäáèâà¹òüñÿ òîé ðiâåíü ñêëàäíîñòi ìà-
òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿêèé ñòàâ äîñòóïíèì iç ïîÿâîþ ÅÎÌ, ïîðiâ-
íÿíî ç òèì ðiâíåì ñêëàäíîñòi, ÿêó ìîãëè ìàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi
â äîìàøèííó åïîõó.

Ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ñêëàäíèõ ïðîöåñiâ íå
îáîâ'ÿçêîâî áóäóâàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ó âèãëÿäi ñèñòåì ðiâ-
íÿíü. Ìîæëèâèé i iíøèé ïiäõiä, êîëè íà ÅÎÌ iìiòó¹òüñÿ ñàìå
ÿâèùå ó âèãëÿäi äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi îïåðàöié, ùî ¹ âèïàäêîâèìè
ïðîöåñàìè i ïiäïîðÿäêîâóþòüñÿ éìîâiðíiñíèì çàêîíàì. Ìàøèí-
íà iìiòàöiÿ äîçâîëÿ¹ äîñëiäèòè ìîäåëü ÿê â îêðåìi ìîìåíòè ÷à-
ñó, òàê i ïðîòÿãîì äåÿêîãî ïåðiîäó ÷àñó. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòié-
êèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðè ÷èñëîâîìó ñòàòèñòè÷íîìó ìîäåëþâàííi âèìà-
ãà¹òüñÿ éîãî áàãàòîêðàòíå âiäòâîðåííÿ ç íàñòóïíîþ ñòàòèñòè÷íîþ
îáðîáêîþ. Ïðè öüîìó ìîæíà ïðîâîäèòè iìiòàöiþ äi¨ âèïàäêîâèõ
ôàêòîðiâ íà ðiçíi åëåìåíòè ìîäåëi.

Ñòâîðåííÿ éìîâiðíiñíî¨ ìîäåëi, çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ Ìîíòå-
Êàðëî äëÿ iìiòàöi¨ ÿâèùà íà ÅÎÌ íàçèâàþòü éìîâiðíîñíî-
iìiòàöiéíèì ìîäåëþâàííÿì.

Çàïèòàííÿ òà çàâäàííÿ äî ñàìîïåðåâiðêè

1. Äàéòå îçíà÷åííÿ ìîäåëi, ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïðèðîäíè-
÷èõ íàóêàõ.

2. Íàâåäiòü êëàñèôiêàöiþ ìîäåëåé.
3. Ùî òàêå àäåêâàòíiñòü òà åôåêòèâíiñòü ìîäåëåé?
4. Äàéòå âèçíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi.
5. Ñôîðìóëþéòå âèìîãè äî ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.
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6. ßê êëàñèôiêóþòüñÿ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi â çàëåæíîñòi âiä
ïàðàìåòðiâ ìîäåëi?

7. Íàçâiòü åòàïè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.
8. ßêi ïåðåâiðêè íåîáõiäíî âèêîíàòè äëÿ êîíòðîëþ ïðàâèëü-

íîñòi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi?
9. Ùî òàêå âåðèôiêàöiÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé?
10. Ùî òàêå iäåíòèôiêàöiÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé? ßê ôîðìó-

ëþþòüñÿ çàäà÷i iäåíòèôiêàöi¨? Íàçâiòü ìåòîäè iäåíòèôiêàöi¨.
11. Ùî ðîçóìiþòü ïiä àãðåãóâàííÿì ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi?
12. Ùî òàêå äåêîìïîçèöiÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé?
13. ßêi ïðîãðàìíi çàñîáè âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ìàòåìàòè÷íîìó

ìîäåëþâàííi?
14. Ùî òàêå iìiòàöiéíi ìîäåëi?

Ëiòåðàòóðà: [1, 2, 4, 5, 7, 9, 10, 14, 15, 17, 18, 19, 21, 22, 28, 31,
41, 42, 43, 44, 53, 63, 65, 70, 71, 72, 73, 74, 76, 83, 89, 90, 92, 94, 96,
99, 102, 105].
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Ðîçäië 2. Ïðèíöèïè ìàòåìàòè÷íîãî

ìîäåëþâàííÿ

Äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé âèêîðèñòîâóþòü äâà ïiä-
õîäè � òåîðåòè÷íèé i åêñïåðèìåíòàëüíèé. Òåîðåòè÷íèé ïiäõiä áà-
çó¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi ôóíäàìåíòàëüíèõ çàêîíiâ ïðèðîäè, âàðià-
öiéíèõ ïðèíöèïiâ, i¹ðàðõi÷íîãî ïiäõîäó, ìåòîäó àíàëîãié, òåîði¨
ïîäiáíîñòi. Ïðè åêñïåðèìåíòàëüíîìó ïiäõîäi âñòàíîâëþþòü çà-
ëåæíîñòi ìiæ ðÿäàìè äàíèõ. Ïðèíöèïè i ìåòîäè ïîáóäîâè ìàòåìà-
òè÷íèõ ìîäåëåé íàéáiëüø øèðîêî ðîçâèíåíi â ìåõàíiöi òà ôiçèöi.
Íàéïîøèðåíiøèé ìåòîä ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïîëÿãà¹
â çàñòîñóâàííi ôóíäàìåíòàëüíèõ çàêîíiâ ïðèðîäè äî êîíêðåòíî¨
ñèòóàöi¨. Öå ìîæóòü áóòè çàêîíè çáåðåæåííÿ, åâîëþöiéíi çàêîíè,
ÿêèì ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ öå ÿâèùå. Öi çàêîíè çàãàëüíîâèçíàíi, áà-
ãàòîðàçîâî ïiäòâåðäæåíi äîñâiäîì i ñëóæàòü îñíîâîþ âåëèêî¨ êiëü-
êîñòi íàóêîâî-òåõíi÷íèõ äîñÿãíåíü. Ðîçãëÿíåìî ¨õ çàñòîñóâàííÿ íà
ïðîñòiøèõ ïðèêëàäàõ.

2.1. Ïðîñòiøi ìîäåëi. Îñíîâíi ïiäõîäè äî ¨õ ïîáóäîâè

2.1.1. Âèêîðèñòàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ çàêîíiâ ïðèðîäè

à) Çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðãi¨. Öåé çàêîí âiäîìèé ìàéæå
äâiñòi ðîêiâ i çàéìà¹ âàæëèâå ìiñöå ñåðåä âåëèêèõ çàêîíiâ ïðèðî-
äè. Ïîêëàäàþ÷èñü íà íüîãî, åêñïåðòó ç áàëiñòèêè äëÿ âèçíà÷åííÿ
øâèäêîñòi ðåâîëüâåðíî¨ êóëi áåç ñïåöiàëüíî¨ ëàáîðàòîði¨ ìîæíà
ñêîðèñòàòèñÿ âiäíîñíî ïðîñòèì ïðèñòðî¹ì òèïó ìàÿòíèêà � âàí-
òàæåì, ïiäâiøåíèì íà ëåãêîìó íåäåôîðìîâàíîìó ñòåðæíi, ÿêèé
ìîæå âiëüíî îáåðòàòèñÿ íàâêîëî òî÷êè ïiäâiñó (ðèñ. 2.1).

Ðèñ. 2.1. Ñèñòåìà �âàíòàæ�êóëÿ�
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Êóëÿ, ÿêà çàñòðÿãà¹ ó âàíòàæi, íàäà¹ ñèñòåìi ½êóëÿ�âàíòàæ�
ñâîþ êiíåòè÷íó åíåðãiþ, ÿêà â ìîìåíò íàéáiëüøîãî âiäõèëåííÿ
ñòåðæíÿ âiä âåðòèêàëi ïîâíiñòþ ïåðåõîäèòü ó ïîòåíöiàëüíó åíåð-
ãiþ ñèñòåìè. Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ êóëi ìàñîþ m äîðiâíþ¹ mv2

2 , äå v
� øâèäêiñòü êóëi. Êiíåòè÷íà i ïîòåíöiàëüíà åíåðãi¨ âàíòàæó ç êó-
ëåþ âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü (M +m)V

2

2 òà (M+m)gh, äå Ì � ìàñà
âàíòàæó, V � øâèäêiñòü ñèñòåìè ½êóëÿ�âàíòàæ� âiäðàçó ïiñëÿ ïî-
òðàïëÿííÿ êóëi ó âàíòàæ, g � ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ, h �
âèñîòà ïiäéîìó âàíòàæó ç êóëåþ. Âðàõîâóþ÷è, ùî h = l − l cosα
(ðèñ. 2.1), äå l � äîâæèíà ñòåðæíÿ, α � êóò íàéáiëüøîãî âiäõèëåí-
íÿ ñòåðæíÿ âiä âåðòèêàëi, íà ïiäñòàâi çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨
ìà¹ìî

mv2

2
= (M +m)

V 2

2
= (M +m)gl(1− cosα).

Îòæå, øóêàíà øâèäêiñòü êóëi v âèçíà÷à¹òüñÿ ç ôîðìóëè

mv2

2
= (M +m)gl(1− cosα)

i äîðiâíþ¹

v =

√
2(M +m)gl(1− cosα)

m
. (2.1.1)

Øâèäêiñòü ç (2.1.1) íå äîñèòü òî÷íà, òîìó ùî íàìè íå âðà-
õîâàíi âòðàòè åíåðãi¨ íà íàãðiâàííÿ êóëi é âàíòàæó, íà ïîäîëàí-
íÿ îïîðó ïîâiòðÿ, ðîçãií ñòåðæíÿ òîùî. Ïðîöåñè, ÿêi âiäáóâàþòü-
ñÿ ïðè çiòêíåííi êóëi é ìàÿòíèêà, óæå íå ñóòî ìåõàíi÷íi. Òîìó
çàêîí çáåðåæåííÿ ìåõàíi÷íî¨ åíåðãi¨, ÿêèé áóâ òóò çàñòîñîâàíèé
äëÿ îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè v, äà¹ íå çîâñiì ïðàâèëüíèé ðåçóëüòàò,
îñêiëüêè çáåðiãà¹òüñÿ ïîâíà, à íå ìåõàíi÷íà åíåðãiÿ ñèñòåìè. Çà-
êîí çáåðåæåííÿ ìåõàíi÷íî¨ åíåðãi¨ âèçíà÷à¹ ëèøå íèæíþ ìåæó
äëÿ îöiíêè øâèäêîñòi êóëi.

á) Çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè. Âèêîðèñòàííÿ öüîãî çàêîíó ïðè
ñòâîðåííi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi iëþñòðó¹òüñÿ òàêèì ïðèêëàäîì.
Íåõàé ¹ íåâåëèêà êiëüêiñòü ðàäiîàêòèâíî¨ ðå÷îâèíè (óðàíó), ÿêà
îòî÷åíà òîâñòèì øàðîì çâè÷àéíîãî ìàòåðiàëó (íàïðèêëàä, ñâèí-
öþ). Íà ðèñ. 2.2 öå ñõåìàòè÷íî ïîçíà÷åíî ÿê îáëàñòi 1 òà 2. Òàêà
ñèòóàöiÿ òèïîâà ïðè çáåðiãàííi ìàòåðiàëiâ, ùî ðîçùåïëþþòüñÿ,
àáî ïðè ¨õ âèêîðèñòàííi â åíåðãåòèöi.
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Ðèñ. 2.2. Çáåðiãàííÿ ðàäiîàêòèâíî¨ ðå÷îâèíè

Ïðèïóùåííÿ ïðî íåâåëèêó êiëüêiñòü ðàäiîàêòèâíî¨ ðå÷îâèíè
ñïðîùåíå. Âîíî äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî âñi ïðîäóêòè ðîçïàäó
áåç ïåðåøêîä çàëèøàþòü îáëàñòü 1 áåç çiòêíåíü ç àòîìàìè ðå-
÷îâèíè öi¹¨ îáëàñòi. Iíøèìè ñëîâàìè, äîâæèíà âiëüíîãî ïðîáiãó
ïðîäóêòiâ ðîçïàäó λ1 ðàäiîàêòèâíî¨ ðå÷îâèíè çíà÷íî áiëüøà çà
õàðàêòåðíi ðîçìiðè ñàìîãî ìàòåðiàëó L1, òîáòî λ1 >> L1. Ñëîâà
½òîâñòèé øàð� îçíà÷àþòü, ùî, çãiäíî ç óìîâàìè çáåðiãàííÿ, ïðî-
äóêòè ðîçïàäó ïîâíiñòþ ïîãëèíàþòüñÿ â îáëàñòi 2. Öå ãàðàíòó¹òü-
ñÿ ïðè âèêîíàííi ïðîòèëåæíî¨ óìîâè λ2 << L2, äå λ2 � äîâæèíà
âiëüíîãî ïðîáiãó ïðîäóêòiâ ðîçïàäó ó äðóãié ðå÷îâèíi, L2 � õàðàê-
òåðíèé ðîçìið òîâùèíè øàðó.

Îòæå, óñå, ùî âèëiòà¹ ç îáëàñòi 1, ïîãëèíà¹òüñÿ â îáëàñòi 2, i
ñóìàðíà ìàñà îáîõ ðå÷îâèí ç ÷àñîì íå çìiíþ¹òüñÿ. Öå i ¹ çàêîí
çáåðåæåííÿ ìàòåði¨, çàñòîñîâàíèé äî äàíî¨ ñèòóàöi¨. ßêùî â ïî-
÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 ìàñè ðå÷îâèí äîðiâíþâàëè M1(0) i
M2(0), òî â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t ïðàâèëüíèé áàëàíñ

M1(0) +M2(0) =M1(t) +M2(t). (2.1.2)

Àëå öüîãî ðiâíÿííÿ (2.1.2), î÷åâèäíî, íåäîñòàòíüî äëÿ çíàõîä-
æåííÿ ïîòî÷íèõ çíà÷åíü äâîõ ìàñ M 1(t) i M 2(t). Äëÿ çàìèêàí-
íÿ ìàòåìàòè÷íîãî ôîðìóëþâàííÿ íåîáõiäíî çàëó÷èòè äîäàòêîâi
äàíi ïðî õàðàêòåð ðîçïàäó. Öi äàíi ôîðìóëþþòüñÿ òàêèì òâåð-
äæåííÿì: øâèäêiñòü ðîçïàäó (êiëüêiñòü àòîìiâ, ÿêi ðîçïàäàþòüñÿ
â îäèíèöþ ÷àñó) ïðîïîðöiéíà çàãàëüíié êiëüêîñòi àòîìiâ ðàäiîàê-
òèâíî¨ ðå÷îâèíè.

Çà ìàëèé ïðîìiæîê ÷àñó dt ìiæ ìîìåíòàìè t i t+dt óñüîãî
ðîçùåïèòüñÿ

N1(t+ dt)−N1(t) = −αN1(t+ ξdt)dt, (α > 0, 0 < ξ < 1) (2.1.3)
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àòîìiâ. Òóò ïîâòîðíî âèêîðèñòàíî çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè íà
âiäðiçêó ÷àñó dt. Ó ðiâíÿííi (2.1.3), ÿêå îïèñó¹ áàëàíñ àòîìiâ, ó
ïðàâié ÷àñòèíi ñòî¨òü çíàê ìiíóñ (êiëüêiñòü ðå÷îâèíè çìåíøó¹òü-
ñÿ), à âåëè÷èíà N 1(t+ξdt) âiäïîâiäà¹ äåÿêîìó ñåðåäíüîìó çíà÷åí-
íþ êiëüêîñòi àòîìiâ ó ïðîìiæíèé ìîìåíò ÷àñó t+ξdt. Ïåðåïèøå-
ìî ðiâíiñòü (2.1.3) ó äèôåðåíöiàëüíié ôîðìi (äëÿ öüîãî ïîäiëèìî
(2.3.1) íà dt i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè dt→0). Äiñòàíåìî ðiâíÿí-
íÿ

dN1(t)

dt
= −αN1(t).

Öå i ¹ îñíîâíèé çàêîí ðàäiîàêòèâíîãî ðîçïàäó. Âií îïèñó¹ çà-
ëåæíiñòü iíòåíñèâíîñòi ðàäiîàêòèâíîãî ðîçïàäó âiä ÷àñó i êiëüêî-
ñòi ðàäiîàêòèâíèõ àòîìiâ. Çàçíà÷èìî, ùî öåé çàêîí áóâ ñïî÷àòêó
âiäêðèòèé åêñïåðèìåíòàëüíî Ô. Ñîääi òà Å. Ðåçåðôîðäîì ó 1903 ð.

Âðàõîâóþ÷è, ùî M 1(t) = µ1N 1(t), äå µ1 � àòîìíà âàãà ðàäiî-
àêòèâíî¨ ðå÷îâèíè, îòðèìà¹ìî

dM1(t)

dt
= −αM1(t). (2.1.4)

Ïðè ñàìî÷èííîìó (ñïîíòàííîìó) ïîäiëi ÿäåð áóäü-ÿêèé àòîì
ìà¹ äåÿêó, íåçàëåæíó âiä ñòàíó îòî÷óþ÷î¨ ðå÷îâèíè, éìîâiðíiñòü
ðîçïàäó. Òîìó, ÷èì áiëüøà (ìåíøà) êiëüêiñòü ñàìî¨ ðàäiîàêòèâ-
íî¨ ðå÷îâèíè, òèì áiëüøå (ìåíøå) âèäiëÿ¹òüñÿ ïðîäóêòiâ ðîçïà-
äó â îäèíèöþ ÷àñó. Êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi (ñòàëà ðîçïàäó)
α > 0 õàðàêòåðèçó¹ éìîâiðíiñòü ðàäiîàêòèâíîãî ðîçïàäó çà îäèíè-
öþ ÷àñó é âèçíà÷à¹òüñÿ êîíêðåòíîþ ðå÷îâèíîþ. Ðiâíÿííÿ (2.1.2)
i (2.1.4) ðàçîì ç óìîâàìè λ1>>L1 i λ2<<L2, à òàêîæ âåëè÷èíàìè
α òà M 1(0), M 2(0) ñêëàäàþòü ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü îá'¹êòà, ÿêèé
ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Iíòåãðóþ÷è (2.1.4), îòðèìó¹ìî

dM1(t)

M1(t)
= −αdt ⇒ lnM1(t) = −αt+ lnC ⇒ M1(t) = Ce−αt.

Ïðè t = 0 ìà¹ìî C = M 1(0), òîìó îñòàòî÷íî

M1(t) =M1(0)e
−αt.
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Îòæå, ìàñà ðàäiîàêòèâíîãî ìàòåðiàëó çìåíøó¹òüñÿ çà åêñïîíåí-
öiàëüíèì çàêîíîì i ïðè t→∞ â îáëàñòi 1 ðå÷îâèíà ïîâíiñòþ
çíèêíå. Îñêiëüêè ñóìàðíà ìàñà ðå÷îâèí, çãiäíî ç (2.1.2), çàëè-
øà¹òüñÿ ñòàëîþ, òî â îáëàñòi 2 êiëüêiñòü ðå÷îâèíè çðîñòà¹ çà çà-
êîíîì

M2(t) =M2(0) +M1(0)−M1(0)e
−αt

i ïðè t→∞ ïðîäóêòè ðîçïàäó ïîâíiñòþ ïåðåõîäÿòü ç îáëàñòi 1 â
îáëàñòü 2.

â) Çàêîí çáåðåæåííÿ iìïóëüñó. Iìïóëüñîì òiëà íàçèâà¹òü-
ñÿ äîáóòîê ìàñè òiëà íà éîãî øâèäêiñòü. Çàêîí çáåðåæåííÿ iì-
ïóëüñó ñòâåðäæó¹, ùî ïîâíèé iìïóëüñ ñèñòåìè, íà ÿêó íå äiþòü
çîâíiøíi ñèëè (ñèñòåìà çàìêíåíà), ñòàëèé.

Íàïðèêëàä, ïðè âèñòðiëi ç ãàðìàòè âèíèêà¹ âiääà÷à, òîáòî ñíà-
ðÿä ðóõà¹òüñÿ âïåðåä, à ãàðìàòà âiäêî÷ó¹òüñÿ íàçàä. Òàê ïðîÿâëÿ¹
ñåáå çàêîí çáåðåæåííÿ iìïóëüñó. ßêùî ïîçíà÷èòè øâèäêiñòü âiä-
êî÷óâàííÿ ãàðìàòè ÷åðåç V⃗ , øâèäêiñòü ñíàðÿäà ÷åðåç −→v , ¨õ ìàñè
÷åðåç Ì òà m, òî íà îñíîâi çàêîíó çáåðåæåííÿ iìïóëüñó ìà¹ìî
M V⃗+m−→v =0.

Íà ïðèíöèïi âiääà÷i áàçó¹òüñÿ é ðåàêòèâíèé ðóõ. Ïðèíöèï ðå-
àêòèâíîãî ðóõó ïîêëàäåíî â îñíîâó áàãàòüîõ òåõíi÷íèõ ïðèñòðî¨â,
çîêðåìà ðàêåòè, ÿêà âèâîäèòü íà îðáiòó Çåìëi øòó÷íèé ñóïóòíèê.
Äëÿ öüîãî ¨é ïîòðiáíî ðîçâèíóòè øâèäêiñòü ïðèáëèçíî 8 êì/ñ.
Ó ðàêåòi ïðè çãîðàííi ïàëèâà óòâîðþþòüñÿ ãàçè, ÿêi ìàþòü âèñî-
êó òåìïåðàòóðó é âèëiòàþòü ç ñîïëà ðàêåòè ç âåëèêîþ øâèäêiñòþ
u, øòîâõàþ÷è ðàêåòó âïåðåä. Äëÿ ñó÷àñíèõ ïàëèâ øâèäêiñòü u
äîðiâíþ¹ 3-5 êì/ñ âiäíîñíî ðàêåòè.

Íàéïðîñòiøà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ðóõó ðàêåòè îòðèìó¹òüñÿ
iç çàêîíó çáåðåæåííÿ iìïóëüñó ïðè íåõòóâàííi îïîðîì ïîâiòðÿ,
ãðàâiòàöi¹þ òà iíøèìè ñèëàìè, çà âèíÿòêîì, çâè÷àéíî, òÿãè ðåàê-
òèâíèõ äâèãóíiâ.

Íåõàé ó ìîìåíò ÷àñó t ðàêåòà ìàëà ìàñó m(t) i ðóõàëàñÿ çi
øâèäêiñòþ v(t). Çà ìàëèé ïðîìiæîê ÷àñó dt ìiæ ìîìåíòàìè t i
t+dt ÷àñòèíà ïàëèâà âèãîðiëà é ìàñà ðàêåòè çìiíèëàñÿ íà âåëè-
÷èíó dm. Çìiíèâñÿ òàêîæ iìïóëüñ ðàêåòè, àëå ñóìàðíèé iìïóëüñ
ñèñòåìè �ðàêåòà ïëþñ ïðîäóêòè çãîðàííÿ� çàëèøèâñÿ òèì ñàìèì,
ùî é ó ìîìåíò t, òîáòî
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m(t)v(t) = m(t+ dt)v(t+ dt) + dm[u− v(t+ ξdt)],

äå v(t) � øâèäêiñòü ðàêåòè â ìîìåíò ÷àñó t; u− v(t+ ξdt), 0<ξ<1,
� ñåðåäíÿ çà ïðîìiæîê dt øâèäêiñòü âèòiêàííÿ iç ñîïåë ãàçiâ (îáè-
äâi øâèäêîñòi áåðóòüñÿ âiäíîñíî Çåìëi). Ïåðøèé ÷ëåí ó ïðàâié
÷àñòèíi öi¹¨ ðiâíîñòi � iìïóëüñ ðàêåòè â ìîìåíò ÷àñó t+dt, äðóãèé
� iìïóëüñ ãàçiâ, ùî âèòiêàþòü çà ÷àñ dt. Â ìîìåíò ÷àñó t iìïóëüñ
óñi¹¨ ñèñòåìè äîðiâíþâàâ m(t)v(t). Óðàõîâóþ÷è, ùî

m(t+ dt) = m(t) + (dm/dt)dt+O((dt)2),

v(t+ dt) = v(t) + (dv/dt)dt+O((dt)2),

çàêîí çáåðåæåííÿ iìïóëüñó ç òî÷íiñòþ äî íåñêií÷åííî ìàëèõ äðó-
ãîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ

m
dv

dt
= −dm

dt
u, (2.1.5)

ó ÿêîìó ÷ëåí −dm
dt u íà îñíîâi äðóãîãî çàêîíà Íüþòîíà, ¹ íå ÷èì

iíøèì, ÿê ñèëîþ òÿãè ðàêåòíèõ äâèãóíiâ çà ðàõóíîê âèòiêàííÿ
ãàçiâ. Âåëè÷èíà µ = −dm

dt âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü çãîðàííÿ ïàëèâà.
Ôîðìóëà (2.1.5) äîçâîëÿ¹ çðîáèòè óæå ïåðøèé âèñíîâîê ïðî ðîç-
ìið äâèãóíà ðàêåòè. Â ñó÷àñíié ðàêåòíié òåõíiöi ïðèéíÿòî ñòâîðþ-
âàòè ñèëó òÿãè â 1,25 ðàç áiëüøó çà ñèëó âàãè ðàêåòè ïðè ïiäéîìi,

òîáòî
dm

dt
u = 1, 25mg. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî µ = dm

dt ≈ 1
4m. Iíøè-

ìè ñëîâàìè, äâèãóí ðàêåòè ïîâèíåí ñïàëþâàòè çà îäíó õâèëèíó
ïðèáëèçíî ÷åòâåðòó ÷àñòèíó ìàñè ðàêåòè.

Ðiâíÿííÿ (2.1.5) çâåäåìî äî âèãëÿäó

dv

dt
= −ud(lnm)

dt

i ïðîiíòåãðó¹ìî çà t íà ïðîìiæêó âiä t0 äî t. Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ
ìàòèìåìî

v(t)− v0 = −u ln(m(t)

m0
),

àáî
v(t) = v0 + u ln(

m0

m(t)
), (2.1.6)

105



äå v0= v(t0) � ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü ðàêåòè, à m0= m(t0) � ïî-
÷àòêîâà ìàñà ðàêåòè. ßêùî v0 = 0, òî ìàêñèìàëüíà øâèäêiñòü
ðàêåòè, ÿêà äîñÿãà¹òüñÿ ïðè ïîâíîìó çãîðàííi ïàëèâà, äîðiâíþ¹

v = u ln(
m0

mp +ms
). (2.1.7)

Ó (2.1.7)mp � êîðèñíà ìàñà (ìàñà ñóïóòíèêà),ms � ñòðóêòóðíà ìà-
ñà âëàñíå ðàêåòíî¨ êîíñòðóêöi¨ � ïàëèâíèõ áàêiâ, äâèãóíiâ, ñèñòåì
óïðàâëiííÿ òîùî.

Ôîðìóëà (2.1.7) � öå ôîðìóëà Öiîëêîâñüêîãî. Âîíà äîçâîëÿ¹
çðîáèòè ôóíäàìåíòàëüíèé âèñíîâîê ïðî êîíñòðóêöiþ ðàêåòè äëÿ
êîñìi÷íèõ ïîëüîòiâ. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíî¨ øâèäêîñòi çà
ôîðìóëîþ Öiîëêîâñüêîãî ïîêëàäåìî mp = 0 (ðàêåòà áåç êîðèñíî¨

ìàñè, òîáòî áåç ñóïóòíèêà), òîäi äðiá
m0

ms
õàðàêòåðèçó¹ âiäíîøåííÿ

ïî÷àòêîâî¨ é ñòðóêòóðíî¨ ìàñ ðàêåòè. Äëÿ ñó÷àñíèõ êîíñòðóêöié
ðàêåò öå âiäíîøåííÿ ïðèáëèçíî äîðiâíþ¹ 10 (îáåðíåíå âiäíîøåííÿ
ïîçíà÷èìî ÷åðåç λ i ìàòèìåìî λ=0,1). Äëÿ ïðàêòè÷íî ðåàëüíèõ
çíà÷åíü u = 3 êì/ñ ïðè mp = 0 îòðèìà¹ìî

v = u ln(10) ≈ 7êì/ñ < 7, 9êì/ñ.

ßê áà÷èìî, íàâiòü â iäåàëüíié ñèòóàöi¨ (êîðèñíà ìàñà äîðiâíþ¹
íóëþ, âiäñóòíi ãðàâiòàöiÿ òà îïið ïîâiòðÿ òîùî) îäíîñòóïåíåâà ðà-
êåòà íå çäàòíà ðîçâèíóòè ïåðøî¨ êîñìi÷íî¨ øâèäêîñòi. Ïðè÷èíà
òàêî¨ îáñòàâèíè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äâèãóíó ðàêåòè äîâîäèòüñÿ
ïðèñêîðþâàòè íåïîòðiáíó âiäïðàöüîâàíó ñòðóêòóðíó ìàñó, òîáòî
âèâîäèòè íà îðáiòó ïîðîæíi áàêè. Î÷åâèäíî, ùî ðîáîòó äâèãóíà
ðàêåòè ìîæíà çðîáèòè áiëüø åôåêòèâíîþ, ÿêùî âiäêèäàòè íåïî-
òðiáíó âiäïðàöüîâàíó ñòðóêòóðíó ìàñó. Çâiäñè âèïëèâà¹ âàæëèâèé
âèñíîâîê � íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè òàê çâàíi áàãàòîñòóïåíåâi
ðàêåòè, êîëè ñòóïåíi ðàêåòè âiääiëÿþòüñÿ â ìiðó çãîðàííÿ ïàëèâà.
Ç ïðîöåñó ïîäàëüøîãî ðîçãîíó ðàêåòè âèêëþ÷à¹òüñÿ ìàñà êîíòåé-
íåðiâ, â ÿêèõ çíàõîäèëîñü ïàëèâî, âiäïðàöüîâàíi äâèãóíè, ñèñòåìè
óïðàâëiííÿ òîùî. Ñàìå òàê ðîçâèâà¹òüñÿ ñó÷àñíå ðàêåòîáóäóâàí-
íÿ.

Ðîçãëÿíóòèé ïðèêëàä iëþñòðó¹ òàêîæ ñâîãî ðîäó ïðèíöèï
íàéáiëüøîãî ñïðèÿííÿ, ÿêèé ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íà ïî÷àòêî-
âié ñòàäi¨ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ îá'¹êòiâ: ÿêùî
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îá'¹êò, áóäó÷è ïîñòàâëåíèì ó íàéêðàùi óìîâè, íå â çìîçi äîñÿãíó-
òè ïîòðiáíèõ õàðàêòåðèñòèê, òî íåîáõiäíî çìiíèòè ñàì ïiäõiä äî
îá'¹êòà àáî ïîì'ÿêøèòè âèìîãè äî íüîãî; ÿêùî æ âèìîãè â ïðèí-
öèïi äîñÿæíi, òî íàñòóïíi êðîêè ïîâ'ÿçàíi ç äîñëiäæåííÿì âïëèâó
íà îá'¹êò äîäàòêîâèõ, áiëüø ñêëàäíèõ ôàêòîðiâ.

Ïîáóäó¹ìî ùå ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðóõó ðàêåòè ç óðàõóâàí-
íÿì ñèë òÿæiííÿ òà ñèë îïîðó ïîâiòðÿ. ×åðåç çãîðàííÿ ïàëèâà
ìàñà ðàêåòè � çìiííà âåëè÷èíà, òîìó äëÿ îïèñó ðóõó ðàêåòè çà-
ñòîñîâó¹òüñÿ çàêîí Íüþòîíà ó ôîðìi

dI

dt
= F,

äå I (t) � iìïóëüñ, à F � ðiâíîäiéíà âñiõ çîâíiøíiõ ñèë. Î÷åâèäíî,
ùî ðiâíÿííÿ ðóõó ðàêåòè ìà¹ âèãëÿä

m
dv

dt
+
dm

dt
u = F.

Çà óìîâè, ùî F = P + Fo, äå P = −mg � ñòàëà ñèëà òÿæiííÿ,
F0 = −kv � ñèëà îïîðó ïîâiòðÿ, ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ

m
dv

dt
+
dm

dt
u = −mg − kv.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî îïið ïîâiòðÿ âiäñóòíié (k = 0), òî, iíòå-
ãðóþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ, äiñòàíåìî

v(t) = v0 − gt+ u ln(
m0

m(t)
).

Öÿ ðiâíiñòü ïîêàçó¹ âïëèâ ñèëè òÿæiííÿ íà âåëè÷èíó øâèäêîñòi.

2.1.2. Âèêîðèñòàííÿ âàðiàöiéíèõ ïðèíöèïiâ

Ùå îäèí ïiäõiä äî ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïîëÿãà¹ ó
âèêîðèñòàííi òàê çâàíèõ âàðiàöiéíèõ ïðèíöèïiâ. Öåé ïiäõiä çà
øèðîòîþ òà óíiâåðñàëüíiñòþ éîãî ìîæëèâîñòåé ìîæíà çiñòàâèòè
ç âèêîðèñòàííÿì ôóíäàìåíòàëüíèõ çàêîíiâ ïðèðîäè. Âàðiàöiéíi
ïðèíöèïè ¹ äîñèòü çàãàëüíèìè òâåðäæåííÿìè ïðî îá'¹êò, ñèñòåìó
àáî ÿâèùå, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Âîíè ñòâåðäæóþòü, ùî ç óñiõ ìîæ-
ëèâèõ âàðiàíòiâ ïîâåäiíêè îá'¹êòà (ðóõó, åâîëþöi¨) ðåàëiçóþòüñÿ
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ëèøå òi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïåâíó óìîâó. Çàçâè÷àé, çãiäíî ç öi¹þ
óìîâîþ, äåÿêà âåëè÷èíà, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç îá'¹êòîì, äîñÿãà¹ ñâîãî
åêñòðåìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðè ïåðåõîäi îá'¹êòà ç îäíîãî ñòàíó â
iíøèé.

Ïðèêëàä 2.1.1. Ïðèïóñòèìî, ùî àâòîìîáiëü ìà¹ ïîòðàïèòè
ç òî÷êè À îäíîãî ñåðåäîâèùà â òî÷êó Â iíøîãî ñåðåäîâèùà. Ìå-
æåþ ñåðåäîâèùà ¹ ëiíiÿ L. Íåõàé øâèäêîñòi ðóõó â öèõ ñåðåäî-
âèùàõ âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü va òà vb. Íà ðèñ. 2.3 ïîêàçàíi ðiçíi
òðà¹êòîði¨ ðóõó ç òî÷êè À â òî÷êó Â. Ñóöiëüíîþ ëiíi¹þ âèäiëåíî
íàéêîðîòøèé øëÿõ.

Ðèñ. 2.3. Òðà¹êòîðiÿ ðóõó àâòîìîáiëÿ

Âàðiàöiéíèé ïðèíöèï ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ç áàãàòüîõ òðà¹ê-
òîðié âèáðàòè òîé øëÿõ, ÿêèé âèìàãà¹ ìiíiìàëüíèõ çàòðàò ÷àñó.
Âèðàçèìî âèòðà÷åíèé ÷àñ ÿê ôóíêöiþ âåëè÷èíè α � êóòà ìiæ ïðÿ-
ìîþ L i âiäðiçêîì øëÿõó âiä òî÷êè äî òî÷êè :

t(α) = tAC + tCB =
a

va sinα
+

b

vb sinβ(α)
.

Òóò a i b � äîâæèíè ïåðïåíäèêóëÿðiâ, ÿêi îïóùåíi âiäïîâiäíî ç
òî÷îê À i Â íà ïðÿìó L, β(α) � êóò ìiæ ïðÿìîþ L i âiäðiçêîì
øëÿõó ç òî÷êè C äî òî÷êè Â.

Óìîâà åêñòðåìàëüíîñòi t(α) çà àðãóìåíòîì α îçíà÷à¹, ùî

dt(α)

dα
|α=αextr = 0,

àáî
a cosα

va sin
2 α

+
b cosβ(α)

vb sin
2 β(α)

dβ

dα
= 0. (2.1.8)
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ßê âèäíî ç ðèñ. 2.3, äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü α ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

l =
a

tgα
+

b

tgβ(α)
, (2.1.9)

äå l � âiäñòàíü ìiæ ïðîåêöiÿìè òî÷îê À i Â íà ïðÿìó L (öÿ âiäñòàíü
îäíàêîâà äëÿ âñiõ òðà¹êòîðié). Äèôåðåíöiþþ÷è (2.1.9), îòðèìà¹ìî
ñïiââiäíîøåííÿ

a

va sin
2 α

+
b

vb sin
2 β (α)

dβ

dα
= 0,

ÿêå ðàçîì ç óìîâîþ ìiíiìàëüíîñòi (2.1.8) ìà¹ âèãëÿä

cos(α)

va
=

cos(β)

vb
.

Äàëi íåâàæêî çíàéòè ñàìi çíà÷åííÿ αmin, tmin ÷åðåç çàäàíi
âåëè÷èíè a, b, l. Îäíàê çàðàç äëÿ íàñ âàæëèâî iíøå � óìîâà ìiíi-
ìàëüíîñòi âèòðàò ÷àñó ïðèâåëà äî âèáîðó âiäïîâiäíî¨ òðà¹êòîði¨
çà ïðàâèëîì: êîñèíóñè êóòiâ ïðîïîðöiéíi øâèäêîñòÿì. À öå îçíà-
÷à¹, ùî àâòîìîáiëü ïîâèíåí ïî¨õàòè íå ïî ïðÿìié, à ïî ëàìàíié,
çðîáèâøè âiäïîâiäíèé çëàì íà ìåæi äâîõ ñåðåäîâèù.

Òàêîìó æ çàêîíó ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ i õiä ïðîìåíÿ ñâiòëà, ÿêèé
ïðîõîäèòü ç îäíîãî ñåðåäîâèùà â iíøå � íà ìåæi äâîõ ñåðåäîâèù
âií çìiíþ¹ íàïðÿì. òîáòî ïðîìåíi ñâiòëà ðóõàþòüñÿ òðà¹êòîðiÿìè,
ÿêi çàáåçïå÷óþòü íàéøâèäøå ïîïàäàííÿ ïðîìåíÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè â
iíøó. Öå i ¹ âiäîìèé âàðiàöiéíèé ïðèíöèï Ôåðìà â ãåîìåòðè÷íié
îïòèöi. N

2.1.3. Çàñòîñóâàííÿ i¹ðàðõi÷íîãî ïiäõîäó äî ñòâîðåííÿ
ìîäåëåé

Íà ïðàêòèöi ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ óäà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè ìà-
òåìàòè÷íó ìîäåëü, íàâiòü âiäíîñíî ïðîñòèõ îá'¹êòiâ, îäðàçó â óñié
¨¨ ïîâíîòi, ç óðàõóâàííÿì óñiõ ôàêòîðiâ, ñóòò¹âèõ äëÿ ïîâåäiíêè
îá'¹êòiâ. Òîìó ïðèðîäíèì ¹ ïiäõiä, ÿêèé ðåàëiçó¹ ïðèíöèï âiä ïðî-
ñòîãî � äî ñêëàäíîãî, êîëè íàñòóïíèé êðîê ðîáèòüñÿ ïiñëÿ äîñèòü
äåòàëüíîãî âèâ÷åííÿ ïðîñòiøî¨ ìîäåëi. Ïðè öüîìó âèíèêà¹ ëàíö-
þã (i¹ðàðõiÿ) óñå áiëüø ïîâíèõ ìîäåëåé, êîæíà ç ÿêèõ óçàãàëüíþ¹
ïîïåðåäíi, âêëþ÷àþ÷è ¨õ ÿê ÷àñòèííi âèïàäêè.
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Ïîáóäó¹ìî òàêèé i¹ðàðõi÷íèé ëàíöþã íà ïðèêëàäi ìîäåëi áà-
ãàòîñòóïåíåâî¨ ðàêåòè. Â ï. 2.1.1 ïîêàçàíî, ùî ðåàëüíà îäíîñòóïå-
íåâà ðàêåòà íåñïðîìîæíà ðîçâèíóòè ïåðøó êîñìi÷íó øâèäêiñòü.
Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ âèòðàòà ïàëüíîãî íà ðîçãií íåïîòðiáíî¨ âiä-
ïðàöüîâàíî¨ ÷àñòèíè ñòðóêòóðíî¨ ìàñè. Òîìó ïiä ÷àñ ðóõó ðàêåòè
íåîáõiäíî ïåðiîäè÷íî ïîçáóâàòèñÿ áàëàñòó. Íà ïðàêòèöi öå îçíà-
÷à¹, ùî ðàêåòà ìà¹ ñêëàäàòèñÿ ç êiëüêîõ ñòóïåíiâ, ÿêi âiäêèäàþòü-
ñÿ ïiñëÿ ¨õ âèêîðèñòàííÿ.

Íåõàé mi, i∈{1,2,. . . } � çàãàëüíà ìàñà i-ãî ñòóïåíÿ ðàêåòè;
λmi� âiäïîâiäíà ñòðóêòóðíà ìàñà (ïðè öüîìó ìàñà ïàëüíîãî äîðiâ-
íþ¹ âåëè÷èíi (1− λ)mi; mp � ìàñà êîðèñíîãî âàíòàæó. Òóò ïàðà-
ìåòð λ õàðàêòåðèçó¹ âiäíîøåííÿ ñòðóêòóðíî¨ òà ïî÷àòêîâî¨ ìàñ
áóäü-ÿêî¨ ñòóïåíi, äëÿ ïðàêòè÷íî ðåàëüíèõ çíà÷åíü λ=0,1. Ïðè-
ïóñêà¹òüñÿ, ùî âåëè÷èíè λ i øâèäêiñòü âèòiêàííÿ ãàçó u îäíàêîâi
äëÿ âñiõ ñòóïåíiâ. Âiçüìåìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi êiëüêiñòü ñòóïåíiâ
n = 3. Ïî÷àòêîâà ìàñà òàêî¨ ðàêåòè äîðiâíþâàòèìå

m0 = mp +m1 +m2 +m3.

Ðîçãëÿíåìî ìîìåíò ÷àñó, êîëè âèòðà÷åíî âñå ïàëèâî ïåðøîãî
ñòóïåíÿ é ìàñà ðàêåòè äîðiâíþ¹ âåëè÷èíi

mp + λm1 +m2 +m3.

Òîäi, çà ôîðìóëîþ Öiîëêîâñüêîãî (2.1.7), øâèäêiñòü ðàêåòè â öåé
ìîìåíò

v1 = u ln(
m0

mp + λm1 +m2 +m3
).

Ïiñëÿ äîñÿãíåííÿ øâèäêîñòi v1 ñòðóêòóðíà ìàñà λm1 âiäêè-
äà¹òüñÿ i âìèêà¹òüñÿ äðóãèé ñòóïiíü ðàêåòè. Ìàñà ðàêåòè ó öåé
ìîìåíò äîðiâíþ¹

mp +m2 +m3.

Äàëi çà ôîðìóëîþ (2.1.6), âðàõîâóþ÷è, ùî ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü
óæå äîðiâíþ¹ v1, îäåðæó¹ìî, ùî ïiñëÿ ïîâíîãî çãîðàííÿ ïàëèâà
ó äðóãîìó ñòóïåíi ðàêåòà äîñÿãíå øâèäêîñòi

v2 = v1 + u ln(
mp +m2 +m3

mp + λm2 +m3
).
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Òàêi æ ñàìi ìiðêóâàííÿ çàñòîñó¹ìî äî òðåòüîãî ñòóïåíÿ ðàêå-
òè. Ïiñëÿ âiäêëþ÷åííÿ ¨¨ äâèãóíiâ øâèäêiñòü ðàêåòè äîðiâíþâà-
òèìå

v3 = v2 + u ln(
mp +m3

mp + λm3
).

Öåé ëàíöþã íåâàæêî ïðîäîâæèòè äëÿ áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi ñòó-
ïåíiâ i îòðèìàòè âiäïîâiäíi ôîðìóëè. Ó âèïàäêó n = 3 äëÿ îñòà-
òî÷íî¨ øâèäêîñòi ìàòèìåìî

v3
u

= ln{( m0

mp + λm1 +m2 +m3
)(
mp +m2 +m3

mp + λm2 +m3
)(
mp +m3

mp + λm3
)}.

Óâîäÿ÷è âåëè÷èíè

α1 =
m0

mp +m2 +m3
, α2 =

mp +m2 +m3

mp +m3
, α3 =

mp +m3

mp
,

îòðèìà¹ìî

v3
u

= ln(
α1

1 + λ(α1 − 1)
· α2

1 + λ(α2 − 1)
· α3

1 + λ(α3 − 1)
).

Îäåðæàíèé âèðàç ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî âåëè÷èí α1, α2, α3 i
íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî éîãî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ äîñÿãà¹òüñÿ â
ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó, òîáòî êîëè α1 = α2 = α3= α. Ïðè öüîìó

α =
1− λ

P − λ
, P = e−

v3
3u .

Äîáóòîê α1α2α3 äîðiâíþ¹, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè, âiäíîøåííþ
m0

mp
,

òîìó

α3 =
m0

mp
=
( 1− λ

P − λ

)3
.

Äëÿ n-ñòóïåíåâî¨ ðàêåòè àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî

m0

mp
=
( 1− λ

P − λ

)n
, P = e−

vn
nu . (2.1.10)

Ïðîàíàëiçó¹ìî ôîðìóëó (2.1.10). Ïîêëàäåìî vn=10,5 êì/ñ,
λ = 0, 1. Òóò ìè çðîáèëè çàïàñ øâèäêîñòi, îñêiëüêè íå âðàõîâàíi
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ñèëè, ùî ñïîâiëüíþþòü ðóõ ðàêåòè. Òîäi äëÿ n = 2, 3, 4 âiäïîâiäíî
îòðèìà¹ìî

m0 = 149mp, m0 = 77mp, m0 = 65mp.

Öå îçíà÷à¹, ùî äâîñòóïåíåâà ðàêåòà ïðèäàòíà äëÿ âèâåäåííÿ íà
îðáiòó äåÿêî¨ êîðèñíî¨ ìàñè (îäíàê ïðè îäíié òîííi êîðèñíîãî âàí-
òàæó íåîáõiäíî ìàòè ðàêåòó ìàñîþ 149 òîíí). Ïåðåõiä äî òðüîõ
ñòóïåíiâ äîçâîëÿ¹ âèâåñòè íà îðáiòó 1 òîííó âàíòàæó ðàêåòîþ ç
ïî÷àòêîâîþ ìàñîþ 77 òîíí, òîáòî öå çìåíøó¹ ìàñó ðàêåòè ïîðiâ-
íÿíî ç äâîñòóïåíåâîþ ìàéæå ó äâà ðàçè (çâè÷àéíî, ïðè öüîìó
óñêëàäíþ¹ ¨¨ êîíñòðóêöiþ). ×îòèðèñòóïåíåâà ðàêåòà íå äà¹ ïî-
ìiòíîãî âèãðàøó ïîðiâíÿíî ç òðèñòóïåíåâîþ, òîìó äëÿ âèâåäåííÿ
ñóïóòíèêiâ íà íàâêîëîçåìíó îðáiòó âèêîðèñòîâóþòü â îñíîâíîìó
òðèñòóïåíåâi ðàêåòè.

Ïîáóäîâà i¹ðàðõi÷íîãî ëàíöþãà äîçâîëèëà âiäíîñíî ïðîñòî
ïðèéòè äî òàêèõ âàæëèâèõ âèñíîâêiâ. Ó ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêàõ ìè
çìîãëè ïðîâåñòè ïîâíèé àíàëiç ìîäåëåé ñóòî àíàëiòè÷íèìè ìåòî-
äàìè áåç îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ iäåàëi-
çàöi¹þ ñèñòåìè. ßêùî âðàõîâóâàòè ôàêòîðè, ÿêèìè ìè íåõòóâàëè
ïðè ïîáóäîâi ìîäåëi, à òàêîæ iíøèìè ôàêòîðàìè, ÿêi ¹ âàæëèâè-
ìè äëÿ çàïóñêó ðàêåòè, òî öå ïðèâåäå äî óñêëàäíåíü, ïðè ÿêèõ
àíàëiç ìîäåëi áåç ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ çðîáèòè íå ìîæíà.

I¹ðàðõiÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ÷àñòî áóäó¹òüñÿ é çà ïðîòè-
ëåæíèì ïðèíöèïîì âiä ñêëàäíîãî � äî ïðîñòîãî. Ó öüîìó âèïàä-
êó ðåàëiçó¹òüñÿ øëÿõ çâåðõó � âíèç: iç äîñèòü çàãàëüíî¨ òà ñêëàä-
íî¨ ìîäåëi çà âiäïîâiäíèõ ñïðîùóâàëüíèõ ïðèïóùåíü îòðèìó¹òüñÿ
ïîñëiäîâíiñòü óñå ïðîñòiøèõ (àëå òàêèõ, ÿêi ìàþòü ìåíøó ñôåðó
çàñòîñóâàííÿ) ìîäåëåé.

2.1.4. Çàñòîñóâàííÿ àíàëîãié ïðè ïîáóäîâi ìîäåëåé

×àñòî ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi îá'¹êòà àáî íåìîæëè-
âî ïðÿìî âêàçàòè ôóíäàìåíòàëüíi çàêîíè ÷è âàðiàöiéíi ïðèíöèïè,
ÿêèìè öåé îá'¹êò îïèñó¹òüñÿ, àáî, ç ïîãëÿäó íàøèõ ñüîãîäíiøíiõ
çíàíü, óçàãàëi íå ìîæíà áóòè âïåâíåíèìè â iñíóâàííi ïîäiáíèõ
çàêîíiâ, ÿêi äîïóñêàþòü ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ. Òîäi îäíèì
iç ïëiäíèõ ïiäõîäiâ äî ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ¹ âèêîðè-
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ñòàííÿ àíàëîãié ç óæå âèâ÷åíèìè ÿâèùàìè. Ìåòîä àíàëîãié äîçâî-
ëÿ¹ áóäóâàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi â åêîëîãi¨, áiîëîãi¨ òà iíøèõ ãà-
ëóçÿõ íàóêè i òåõíiêè. Ñóòü éîãî ïîëÿãà¹ â ïîøóêó â ïðèðîäi ÿâèù
i ïðîöåñiâ ïîäiáíèõ äî ÿâèùà, ùî âèâ÷à¹òüñÿ. Ïîäiáíi àíàëîãi÷íi
ÿâèùà â ïðèðîäi çóñòði÷àþòüñÿ äîñèòü ÷àñòî. Òàêi ÿâèùà îïèñó-
þòüñÿ îäíàêîâèìè ðiâíÿííÿìè. Ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi äëÿ îäíîãî
ÿâèùà, ïiäõîäÿòü äî iíøîãî. Ðîçãëÿíåìî ÿâèùå ðàäiîàêòèâíîãî
ðîçïàäó é ïîïóëÿöiþ áiîëîãi÷íîãî âèäó. Âèÿñíèìî, ùî ìîæå áó-
òè ñïiëüíèì ìiæ ðàäiîàêòèâíèì ðîçïàäîì i äèíàìiêîþ ïîïóëÿöié,
çîêðåìà, çi çìiíîþ ÷èñåëüíîñòi íàñåëåííÿ íàøî¨ ïëàíåòè. Íà íàé-
ïðîñòiøîìó ðiâíi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ àíàëîãiÿ öèõ ïðîöåñiâ. Ïðî öå
ñâiä÷èòü ìîäåëü Ìàëüòóñà äëÿ äèíàìiêè ïîïóëÿöié. Â ¨¨ îñíîâó
ïîêëàäåíî ïðîñòå òâåðäæåííÿ: øâèäêiñòü çìiíè íàñåëåííÿ ç ÷à-
ñîì t äîðiâíþ¹ ¨¨ ïîòî÷íié êiëüêîñòi N (t), ïîìíîæåíié íà ðiçíèöþ
êîåôiöi¹íòiâ íàðîäæóâàíîñòi α(t) i ñìåðòíîñòi β(t). Ó ðåçóëüòàòi
ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ

dN(t)

dt
= [α(t)− β(t)]N(t), (2.1.11)

ÿêå äîâîëi ñõîæå íà ðiâíÿííÿ ðàäiîàêòèâíîãî ðîçïàäó i çáiãà¹òüñÿ
ç íèì ïðè α < β (ÿêùî α i β � ñòàëi). Öå âiäáóëîñü òîìó, ùî ïðè
âèâåäåííi öèõ ðiâíÿíü âèêîðèñòîâóâàëèñü îäíàêîâi ìiðêóâàííÿ.

Iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ (2.1.11) äà¹

dN(t)

N(t)
= (α(t)− β(t))dt⇒ lnN(t)− lnN(t0) =

t∫
t0

(α(t)− β(t))dt,

àáî îñòàòî÷íî

N(t) = N0 exp(

t∫
t0

(α(ξ)− β(ξ))dξ. (2.1.12)

Ïðîàíàëiçó¹ìî (2.1.12). Ïðè α = β ÷èñåëüíiñòü íàñåëåííÿ çà-
ëèøà¹òüñÿ ñòàëîþ òîìó, ùî ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.1.11) ¹ ñòàëà
âåëè÷èíà N (t)=N 0 (ðèñ. 2.4).

Ðiâíîâàãà ìiæ íàðîäæóâàíiñòþ i ñìåðòíiñòþ íåñòiéêà ó òîìó
ðîçóìiííi, ùî íàâiòü íåâåëèêå ïîðóøåííÿ ðiâíîñòi α = β ïðèâî-
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äèòü iç ÷àñîì äî çáiëüøåííÿ âiäõèëåííÿ ôóíêöi¨ N (t) âiä ðiâ-
íîâàæíîãî çíà÷åííÿ N 0. Ïðè ñòàëèõ α i β çà óìîâè α < β ÷è-
ñåëüíiñòü íàñåëåííÿ çìåíøó¹òüñÿ i ïðè t → ∞ ïðÿìó¹ äî íóëÿ
(ðèñ. 2.4) çà åêñïîíåíöiàëüíèì çàêîíîì

N(t) = N0e
(α−β)t, α− β < 0,

à ïðè α > β çðîñòà¹, çíîâó-òàêè çà åêñïîíåíöiàëüíèì çàêîíîì
(ðèñ. 2.4), ïðÿìóþ÷è äî íåñêií÷åííîñòi ïðè t → ∞. Òàêèé ðå-
çóëüòàò ñòàâ îñíîâîþ äëÿ ïîáîþâàíü Ìàëüòóñà ïðî ïåðåíàñåëåííÿ
Çåìëi ç óñiìà íàñëiäêàìè, ÿêi ç öüîãî âèïëèâàþòü.

ßê ó äàíîìó ïðèêëàäi, òàê i â áàãàòüîõ iíøèõ ðîçãëÿíóòèõ íà-
ìè ïðèêëàäàõ ìîæíà âêàçàòè ÷èìàëî î÷åâèäíèõ îáìåæåíü çàñòî-
ñóâàííÿ ïîáóäîâàíî¨ ìîäåëi. Çâè÷àéíî, äóæå ñêëàäíèé ïðîöåñ çìi-
íè ÷èñåëüíîñòi íàñåëåííÿ, ÿêèé çàëåæèòü äî òîãî æ âiä ñâiäîìîãî
âòðó÷àííÿ ñàìèõ ëþäåé, íå ìîæå îïèñóâàòèñÿ ÿêèìèñü ïðîñòèìè
çàêîíîìiðíîñòÿìè. Íàâiòü â iäåàëüíîìó âèïàäêó içîëüîâàíî¨ áiî-
ëîãi÷íî¨ ïîïóëÿöi¨ çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü íå âiäïîâiäà¹ ðåàëüíîñòi
ïîâíîþ ìiðîþ õî÷à á ÷åðåç îáìåæåíiñòü íåîáõiäíèõ äëÿ iñíóâàííÿ
ðåñóðñiâ.

Îäíàê öå çàóâàæåííÿ íiñêiëüêè íå çìåíøó¹ ðîëi àíàëîãié ïðè
ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äóæå ñêëàäíèõ ÿâèù. Çàñòîñó-
âàííÿ àíàëîãié áàçó¹òüñÿ íà îäíié ç íàéâàæëèâiøèõ âëàñòèâî-
ñòåé ìîäåëåé � óíiâåðñàëüíîñòi, òîáòî ¨õ çàñòîñîâíîñòi äî îá'¹êòiâ
ïðèíöèïîâî ðiçíî¨ ïðèðîäè. Òàê, ïðèïóùåííÿ òèïó �øâèäêiñòü
çìiíè âåëè÷èíè ïðîïîðöiéíà çíà÷åííþ ñàìî¨ âåëè÷èíè (àáî äå-
ÿêî¨ ôóíêöi¨ âiä íå¨)� øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â äàëåêèõ îäíà
âiä îäíî¨ ñôåðàõ çíàíü.

Ðèñ. 2.4. Ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.1.11)
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Âèñíîâêè
Ó öüîìó ïóíêòi âèêëàäåíi îñíîâíi ïiäõîäè äî ïîáóäîâè ìàòåìà-

òè÷íèõ ìîäåëåé ôiçè÷íèõ ÿâèù, à ñàìå çàñòîñóâàííÿ ôóíäàìåí-
òàëüíèõ çàêîíiâ, âàðiàöiéíèõ ïðèíöèïiâ, ìåòîäó àíàëîãié, ïðèíöè-
ïó i¹ðàðõi¨ ìîäåëåé. Íà ¨õ îñíîâi ïðîiëþñòðîâàíî ïîáóäîâó ïðîñòi-
øèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Âèêëàäåíèé ìàòåðiàë äîçâîëèòü ïî-
÷àòè ñòóäåíòàì ñàìîñòiéíî áóäóâàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi âiäíîñíî
ïðîñòèõ îá'¹êòiâ.

Îäíèìè i òèìè æ ñàìèìè ìîäåëÿìè ìîæóòü îïèñóâàòèñÿ çîâ-
ñiì ðiçíi çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ îá'¹êòè, ÿêi ïiäïîðÿäêîâóþòüñÿ ðiç-
íèì ôóíäàìåíòàëüíèì çàêîíàì i, íàâïàêè, çà îäíèì çàêîíîì ìî-
æóòü áóòè ïîáóäîâàíi ïðèíöèïîâî ðiçíi ìîäåëi, íàïðèêëàä ëiíiéíi
òà íåëiíiéíi.

Ñëiä ìàòè íà óâàçi, ùî ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé
íåîáõiäíî (ÿêùî öå ìîæëèâî) çàñòîñîâóâàòè äåêiëüêà ïðèíöèïîâî
ðiçíèõ ïiäõîäiâ. ßêùî ïðè ðiâíèõ óìîâàõ áóäóòü îòðèìóâàòèñÿ
îäèíàêîâi ìîäåëi, òî öå äà¹ çìîãó ïåðåêîíàòèñÿ â ïðàâèëüíîñòi
ðåçóëüòàòiâ.

2.1.5. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

2.1. Â çàäà÷i ïðî âèçíà÷åííÿ øâèäêîñòi ðóõó êóëi çàñòîñóéòå
íå çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðãi¨, à çàêîí çáåðåæåííÿ iìïóëüñó. Ïîðiâ-
íÿéòå îäåðæàíó ôîðìóëó äëÿ øâèäêîñòi êóëi ç ôîðìóëîþ (2.1.1).
Ïîÿñíiòü, ÷îìó íå çáiãàþòüñÿ ðåçóëüòàòè.

2.2. Êóëÿ âõîäèòü ó äîøêó òîâùèíîþ 8 ñì çi øâèäêiñòþ
200 ì/ñ i âèëiòà¹ ç äîøêè çi øâèäêiñòþ 100 ì/ñ. Âðàõîâóþ÷è,
ùî ñèëà îïîðó äîøêè ðóõó êóëi ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó øâèäêîñòi
êóëi, çíàéòè ÷àñ ðóõó êóëi ÷åðåç äîøêó.

2.3. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ �iäåàëüíà� îäíîñòóïåíåâà ðàêåòà, â ÿêié
íåïåðåðâíî âiäêèäà¹òüñÿ âiäïðàöüîâàíà i ñòàâøà íåïîòðiáíîþ
ñòðóêòóðíà ìàñà (äî ìîìåíòó ïîâíîãî çãîðàííÿ ms= 0). Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è çàêîí çáåðåæåííÿ iìïóëüñó, çíàéòè øâèäêiñòü v(t) ó
áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t. Ïîêàçàòè, ùî ìàêñèìàëüíà øâèäêiñòü
òàêî¨ ðàêåòè âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ vmax = (1−λ)u ln(m0/mp),
äå m0� ñòàðòîâà ìàñà ðàêåòè, mp � ìàñà êîðèñíîãî âàíòàæó (òîá-
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òî êîðèñíèé âàíòàæ ìîæíà ðîçiãíàòè äî áóäü-ÿêî¨ øâèäêîñòi).
Âêàçiâêà. Âðàõóâàòè, ùî ÿêùî ìàñà ðàêåòè çìiíèëàñü íà âåëè-
÷èíó dm, òî (1−λ)dm � ìàñà çãîðiëîãî ïàëèâà, à λdm � öå ñòðóê-
òóðíà ìàñà, ÿêà âiäêèäà¹òüñÿ (λ ≈ 0, 1).

2.4. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðóõó ðàêåòè ç óðàõóâàí-
íÿì ñèëè òÿæiííÿ òà ñèëè îïîðó ïîâiòðÿ (ñèëà îïîðó ïðîïîðöiéíà
øâèäêîñòi ðóõó ðàêåòè). Ââàæàþ÷è, ùî øâèäêiñòü çãîðàííÿ ãàçiâ
¹ ïîñòiéíîþ âåëè÷èíîþ µ = −dm

dt , µ=const ïðè t ≤ t1, äå t1 � ìî-
ìåíò ïîâíîãî çãîðàííÿ ãàçiâ. Ïîáóäóâàòè ôîðìóëè äëÿ øâèäêîñòi
ðóõó ðàêåòè v(t) òà âèñîòè ¨¨ ïiäéîìó y(t). Çíàéòè âèñîòó ïiäéîìó
y(t1) â ìîìåíò çãîðàííÿ âñüîãî ïàëèâà.

2.5. Íàïiâñôåðè÷íà ÷àøà âèñîòîþ (ðàäióñîì) 5 ôóòiâ íàïîâíå-
íà âîäîþ. Â ìîìåíò ÷àñó t = 0 â îñíîâi ðåçåðâóàðà âiäêðèâà¹òüñÿ
îòâið ó âèãëÿäi êðóãà äiàìåòðîì 1 äþéì. Âèçíà÷èòè çàëåæíiñòü
ðiâíÿ âîäè â ðåçåðâóàði âiä ÷àñó t, à òàêîæ ÷àñ, çà ÿêèé âèòå÷å
âñÿ âîäà ç ðåçåðâóàðà. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè çàêîí Òîðði÷åëëi,
çãiäíî ç ÿêèì øâèäêiñòü v âèòiêàííÿ ðiäèíè â ìîìåíò ÷àñó, êîëè
âèñîòà ¨¨ ðiâíÿ äîðiâíþ¹ õ, âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

v = k
√

2gx,

äå k � êîåôiöi¹íò øâèäêîñòi âèòiêàííÿ âîäè ç îòâîðó (äëÿ âîäè
k = 0, 6), g = 9, 8 ì/ñ2.

2.6. Íàïiâñôåðè÷íèé ðåçåðâóàð ðàäióñîì 1 ì ïîñòàâèëè íà
ïëîñêå äíî, â ÿêîìó ¹ îòâið ðàäióñîì 1 ñì i çàïîâíèëè âîäîþ. Â
ìîìåíò ÷àñó t = 0 âiäêðèâàþòü îòâið. Âèçíà÷èòè çàëåæíiñòü ðiâ-
íÿ âîäè â ðåçåðâóàði âiä ÷àñó t, à òàêîæ ÷àñ, çà ÿêèé âèòå÷å âñÿ
âîäà ç ðåçåðâóàðà. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè âêàçiâêó äî çàäà÷i 2.5.

2.7. Çàäà÷ó 2.5 ðîçâ'ÿçàòè äëÿ êîíi÷íîãî òà öèëiíäðè÷íîãî ðå-
çåðâóàðiâ, ïiäiáðàâøè íåîáõiäíi ïàðàìåòðè.

2.8. Íåõàé ïiäâîäíèé ÷îâåí, ùî çíàõîäèòüñÿ íà ãëèáèíi Í âiä
ïîâåðõíi ìîðÿ é ðóõà¹òüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîìó íàïðÿìêó çi øâèä-
êiñòþ v â ìîìåíò ÷àñó t = 0, íå çóïèíÿþ÷è ðóõ, ïî÷èíà¹ ñïëèâàòè.
Çíàéòè ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ ðóõó ÷îâíà òà ÷àñ, ÿêèé áóäå çàòðà-
÷åíî äëÿ òîãî, ùîá ÷îâåí îïèíèâñÿ íà ïîâåðõíi ìîðÿ.

2.9. Â 1938 ð. áóëî âiäêðèòî åôåêò ïîäiëó àòîìíîãî ÿäðà ïðè
ïîïàäàííi â íüîãî íåéòðîíà. Ïðè öüîìó ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî ÿäðî ðîç-
ïàäà¹òüñÿ íà äâi ÷àñòèíè ç îäíî÷àñíèì âèëüîòîì 2 àáî 3 íåé-
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òðîíiâ. Îñêîëêè ÿäðà ïiä äi¹þ êóëîíiâñüêèõ ñèë íàáóâàþòü êi-
íåòè÷íî¨ åíåðãi¨, ÿêà ïîòiì ïåðåõîäèòü ó òåïëîâó åíåðãiþ. Ó ñâîþ
÷åðãó, íåéòðîíè, ùî óòâîðèëèñÿ, ìîæóòü ïîïàñòè â iíøi ÿäðà, ùî
çíîâó ïðèâåäå äî ïîäiëó ÿäðà ç ïîÿâîþ íîâèõ äîäàòêîâèõ íåé-
òðîíiâ i ò.ä. Öå ÿâèùå îäåðæàëî íàçâó ëàíöþãîâî¨ ðåàêöi¨. Âiä-
áóâà¹òüñÿ ðiñò êiëüêîñòi îñêîëêiâ ó ãåîìåòðè÷íié ïðîãðåñi¨ i â ðå-
çóëüòàòi ìà¹ìî ÿäåðíèé âèáóõ.

Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ÿêà îïèñóâàòèìå çìiíó êiëü-
êîñòi íåéòðîíiâ. Ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ ìîäåëi.

2.10. Â ðåçóëüòàòi àâàði¨ íà àòîìíié åëåêòðîñòàíöi¨ äåÿêèé ðå-
ãiîí áóâ çàáðóäíåíèé ðàäiîàêòèâíîþ ðå÷îâèíîþ, ÿêà ðîçïàäà¹òüñÿ
çà åêñïîíåíöiàëüíèì çàêîíîì. Ïî÷àòêîâà êiëüêiñòü ðàäiîàêòèâíî¨
ðå÷îâèíè äîðiâíþâàëà 15 ñòðîíöi¹âèõ îäèíèöü, à ÷åðåç 5 ìiñÿöiâ �
10 ñòðîíöi¹âèõ îäèíèöü. Ïðèïóñòèìî, ùî îäíà ñòðîíöi¹âà îäèíè-
öÿ ¹ áåçïå÷íîþ äëÿ ïðîæèâàííÿ. Âèçíà÷èòè ÷åðåç ñêiëüêè ìiñÿöiâ
ðåãiîí áóäå áåçïå÷íèì äëÿ ïðîæèâàííÿ.

2.11. Äåÿêà ðàäiîàêòèâíà ðå÷îâèíà ìàñîþ m ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
â iíøó, ÿêà, ó ñâîþ ÷åðãó, òåæ ðîçïàäà¹òüñÿ. Îïèñàòè ïðîöåñ çìiíè
ìàñè öèõ ðå÷îâèí, ÿêùî øâèäêiñòü óòâîðåííÿ êîæíî¨ ç íèõ, ïðî-
ïîðöiéíà êiëüêîñòi ïðèñóòíüî¨ âèõiäíî¨ ðå÷îâèíè. Çíàéòè ìîìåíò
÷àñó, êîëè ìàñè íîâèõ ðå÷îâèí áóäóòü îäíàêîâèìè.

2.12. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðãi¨, ïîáóäóâàòè
ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü âiëüíèõ êîëèâàíü âåëè÷èíè ñòðóìó I(t) òà
çàðÿäó q(t) â LC -êîíòóði, äå L � iíäóêòèâíiñòü, à C � ¹ìíiñòü.
Âêàçiâêà. Ïîâíà åëåêòðîìàãíiòíà åíåðãiÿ êîíòóðà â áóäü-ÿêèé
ìîìåíò ÷àñó äîðiâíþ¹ ñóìi åíåðãié ìàãíiòíîãî òà åëåêòðè÷íîãî
ïîëiâ, òîáòî W = 1

2I
2 + 1

2
q2

C .
2.13. Ïåðåä îáiäîì òiëî æåðòâè âáèâñòâà áóëî çíàéäåíî â êiì-

íàòi, äå òåìïåðàòóðà ïîâiòðÿ ñòàíîâèëà 21◦. Î 12-é ãîäèíi òåì-
ïåðàòóðà òiëà ñòàíîâèëà 28◦, à î 13-é ãîäèíi � 24◦. Ïðèïóñòèìî,
ùî òåìïåðàòóðà òiëà ïiä ÷àñ âáèâñòâà áóëà 36, 6◦ Ïîáóäóâàòè ìà-
òåìàòè÷íó ìîäåëü ïðîöåñó îõîëîäæåííÿ òiëà òà âèçíà÷èòè ÷àñ,
êîëè áóëî ñêî¹íî âáèâñòâî. Âêàçiâêà. Ââàæàòè, ùî òiëî æåðòâè
îõîëîäæóâàëîñü çãiäíî ç çàêîíîì Íüþòîíà.

2.14. Ìiíîíîñåöü ïîëþ¹ çà ïiäâîäíèì ÷îâíîì. Ó ÿêèéñü ìî-
ìåíò ÷àñó ïiäâîäíèé ÷îâåí ñïëèâà¹ íà ïîâåðõíþ çà 3 êì âiä ìiíî-
íîñöÿ i éîãî âèÿâëÿþòü. Çíàéòè òðà¹êòîðiþ, çà ÿêîþ ìà¹ ðóõàòèñü
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ìiíîíîñåöü, ùîá âií ïðîéøîâ òî÷íî íàä ïiäâîäíèì ÷îâíîì, ÿêùî
îñòàííié ïiñëÿ âèêðèòòÿ çðàçó çàíóðèâñÿ i ïîïëèâ íà ïîâíié øâèä-
êîñòi ïî ïðÿìié ó íåâiäîìîìó íàïðÿìêó. Âðàõóâàòè, ùî øâèäêiñòü
ìiíîíîñöÿ âäâi÷i áiëüøà, íiæ øâèäêiñòü ÷îâíà.

Çàïèòàííÿ òà çàâäàííÿ äî ñàìîïåðåâiðêè

1. Ïåðåëi÷iòü îñíîâíi ôóíäàìåíòàëüíi çàêîíè, ùî çàñòîñîâó-
þòüñÿ ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

2. ßê ç ìîäåëi ðàäiîàêòèâíîãî ðîçïàäó çíàéòè ïåðiîä íàïiâðîç-
ïàäó (÷àñ, çà ÿêèé êiëüêiñòü ðàäiîàêòèâíî¨ ðå÷îâèíè çìåíøèòüñÿ
âäâî¹)?

3. Ðîçêðèéòå çàãàëüíó ñóòü âàðiàöiéíèõ ïðèíöèïiâ ïîáóäîâè
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

4. Óêàæiòü, íà ÷îìó áàçó¹òüñÿ çàñòîñóâàííÿ àíàëîãié ïðè ïî-
áóäîâi ìîäåëåé.

5. Îïèøiòü ñóòü i¹ðàðõi÷íîãî ïiäõîäó ïðè ïîáóäîâi ìîäåëåé.
6. ßêi âèñíîâêè áóëî îòðèìàíî ç ïðîñòiøî¨ ìîäåëi ðóõó ðàêåòè?
7. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ i¹ðàðõi÷íèé ïiäõiä äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëi ðóõó

ðàêåòè?

2.2. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà�

2.2.1. Ïîáóäîâà ïðîñòiøèõ ìîäåëåé íà îñíîâi
ôóíäàìåíòàëüíèõ çàêîíiâ

Ðîçãëÿíåìî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó �êóëüêà�ïðóæèíà� (ðèñ. 2.5).

Ðèñ. 2.5. Ñèñòåìà �êóëüêà�ïðóæèíà�

Íåõàé m � ìàñà êóëüêè, r(t) � êîîðäèíàòà êóëüêè âçäîâæ
îñi ïðóæèíè â ìîìåíò ÷àñó t (íàïðÿì ðóõó êóëüêè çáiãà¹òüñÿ ç
âiññþ ïðóæèíè). Ââàæà¹ìî, ùî ïîâåðõíÿ iäåàëüíî ãëàäêà, òîáòî
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ðóõ âiäáóâà¹òüñÿ áåç òåðòÿ. Íåõòó¹ìî òàêîæ îïîðîì ñåðåäîâèùà.
Íåõàé êóëüêà çäiéñíþ¹ òiëüêè ïðÿìîëiíiéíi êîëèâàííÿ, òîáòî âàãà
êóëüêè mg çðiâíîâàæó¹òüñÿ ðåàêöi¹þ ïëîùèíè N . �äèíîþ ñèëîþ,
ùî äi¹ íà êóëüêó â íàïðÿìêó îñi r, ¹ ñèëà ïðóæíîñòi ïðóæèíè
(ðèñ. 2.5). Ñèëó ïðóæíîñòi âèçíà÷èìî çà çàêîíîì Ãóêà, çãiäíî ç
ÿêèì ïðè ìàëèõ äåôîðìàöiÿõ ïðóæèíè

F = −kr,

äå k > 0 � êîåôiöi¹íò, ùî õàðàêòåðèçó¹ ïðóæíiñòü ïðóæèíè, r
� âåëè÷èíà âiäõèëåííÿ êóëüêè âiäíîñíî íåéòðàëüíîãî ïîëîæåííÿ
r = 0.

Ñïî÷àòêó ïîáóäó¹ìî ìîäåëü ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè íà îñíîâi äðó-
ãîãî çàêîíó Íüþòîíà. Íåõàé m � ìàñà òiëà, ùî ìîæå áóòè ïðèé-
íÿòî çà ìàòåðiàëüíó òî÷êó, à

→
v � âåêòîð ¨¨ øâèäêîñòi, òî äîáóòîê

m
→
v � öå êiëüêiñòü ðóõó (iìïóëüñ) ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè. Çìiíà êiëü-

êîñòi ðóõó ìîæå âiäáóòèñÿ òiëüêè ïiä äi¹þ ñèëè. Íàâåäåìî ôîð-
ìóëþâàííÿ äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà: çìiíà êiëüêîñòi ðóõó òî÷êè
ïðîïîðöiéíà ïðèêëàäåíié ðóõîìié ñèëi i âiäáóâà¹òüñÿ â íàïðÿìêó
äi¨ öi¹¨ ñèëè.

Âèáèðàþ÷è âiäïîâiäíèì ÷èíîì îäèíèöi ìàñè, øâèäêîñòi òà ñè-
ëè, äðóãèé çàêîí Íüþòîíà ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

d

dt
(m

→
v ) =

→
F .

Ó òàêîìó âèãëÿäi äðóãèé çàêîí Íüþòîíà ïðàâèëüíèé äëÿ òië
çi çìiííîþ ìàñîþ. Â òàêié ôîðìi âií âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ðåëÿ-
òèâiñòñüêié ìåõàíiöi.

Ïðè ïîñòiéíié ìàñi çàêîí Íüþòîíà çàïèñó¹òüñÿ ó ôîðìi m
→
a =

→
F , äå

→
a =

d
→
v

dt
. Òóò m âèìiðþ¹òüñÿ â êiëîãðàìàõ, a � â ìåòðàõ çà

ñåêóíäó â êâàäðàòi, F � ó íüþòîíàõ (1 íüþòîí = 1 êã·ì/ñ2). ßêùî
a = g = 9,8 ì/ñ2(g � ïðèñêîðåííÿ çåìíîãî òÿæiííÿ), òî mg = P,
äå P � âàãà òiëà.

Ùîá çàñòîñóâàòè äðóãèé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ìîäåëþâàííÿ ìå-
õàíi÷íèõ ïðîöåñiâ, éîãî íåîáõiäíî çàïèñàòè â ïðîåêöiÿõ íà îñi
îáðàíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Îá÷èñëþþ÷è ñèëè ÿê ôóíêöi¨ ñèñòå-
ìè êîîðäèíàò, îäåðæóþòü ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü. Ïðîäåìîíñòðó¹ìî
öåé ïiäõiä íà ïðèêëàäi ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà�.
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Çãiäíî ç çàêîíîì Íüþòîíà, âíàñëiäîê çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü,
ðiâíÿííÿ ðóõó êóëüêè íàáóâà¹ âèãëÿäó

m
d2r

dt2
= −kr. (2.2.1)

Ðiâíÿííÿ (2.2.1) îïèñó¹ ãàðìîíi÷íi êîëèâàííÿ i ìà¹ çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê

r(t) = C1 sinωt+ C2 cosωt, (2.2.2)

äå ω =

√
k

m
� âëàñíà ÷àñòîòà êîëèâàíü ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà�

(âèìiðþ¹òüñÿ â ðàä/ñ). Âåëè÷èíà T =
2π

ω
âèçíà÷à¹ ïåðiîä êîëè-

âàíü (âèìiðþ¹òüñÿ â ñåêóíäàõ). Ðiâíÿííÿ (2.2.1) íàçèâàþòü ãàð-
ìîíi÷íèì îñöèëÿòîðîì. Ó øèðîêîìó ðîçóìiííi îñöèëÿòîðîì (âiä
ëàò. oscillo, ùî îçíà÷à¹ êîëèâàòèñü) íàçèâàþòü òàêó ñèñòåìó, äåÿêi
ïàðàìåòðè ÿêî¨ çäiéñíþþòü êîëèâàííÿ ïðè âiäñóòíîñòi çîâíiøíiõ
çìiííèõ äié.

Äëÿ çàìèêàííÿ ìîäåëi (2.2.1) äîïèñó¹ìî ùå äîäàòêîâi ïî÷àò-
êîâi óìîâè

r(t) = r0,
dr

dt
= v(t) = v0 ïðè t = 0,

òîäi çíà÷åííÿ Ñ 1, Ñ 2 ëåãêî ìîæíà îá÷èñëèòè. Òèì ñàìèì îäåð-
æó¹ìî, ùî

r(t) =
v0
ω

sinωt+ r0 cosωt.

Çàñòîñó¹ìî ùå äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ñèñòåìè
�êóëüêà�ïðóæèíà� çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðãi¨. Çàêîí çáåðåæåííÿ
åíåðãi¨ ñòâåðäæó¹, ùî ïîâíà åíåðãiÿ â içîëüîâàíèõ ñèñòåìàõ íå
çìiíþ¹òüñÿ, ïðîòå åíåðãiÿ ìîæå ïåðåòâîðþâàòèñÿ ç îäíîãî âèäó â
iíøèé.

Îñêiëüêè òî÷êà êðiïëåííÿ ïðóæèíè íåðóõîìà, òî â ñèñòåìó íå
íàäõîäèòü åíåðãiÿ i, íàâïàêè, ñèñòåìà íå âiääà¹ åíåðãiþ, òîáòî ïîâ-
íà ìåõàíi÷íà åíåðãiÿ Å çàëèøà¹òüñÿ ïîñòiéíîþ. Ïîâíîþ ìåõàíi÷-
íîþ åíåðãi¹þ íàçèâàþòü ñóìó êiíåòè÷íî¨ i ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãié:
E = EK + EÏ .
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Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ EK âèçíà÷à¹òüñÿ ðóõîì êóëüêè é îá-
÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

EK =
mv2

2
=
m

2
(
dr

dt
)2.

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ � öå ðîáîòà, ÿêó íåîáõiäíî âèêîíàòè ïðè
çìiùåííi êóëüêè íà âåëè÷èíó r, òîáòî

EÏ = −
r∫

0

F (s)ds =
kr2

2
.

Òîäi ïîâíà åíåðãiÿ

E =
m

2
(
dr

dt
)2 +

k

2
r2.

Îñêiëüêè Å = const, à îòæå dE
dt = 0, òî äèôåðåíöiþþ÷è Å çà t,

îäåðæó¹ìî

m
dr

dt

d2r

dt2
+ k

dr

dt
r =

dr

dt
(m

d2r

dt2
+ kr) = 0.

Çâiäcè ìà¹ìî ðiâíÿííÿ (2.2.1).
Çàçíà÷èìî, ùî íàâiòü ó ïðîñòiøèõ âèïàäêàõ äëÿ ïîáóäîâè ìî-

äåëi íåîáõiäíî (ÿêùî öå ìîæëèâî) âèêîðèñòîâóâàòè íå îäèí, à
êiëüêà ôóíäàìåíòàëüíèõ çàêîíiâ. Ðiçíi ñïîñîáè ïîáóäîâè ìîäåëåé
ïîâèííi äàâàòè îäèíàêîâi ðåçóëüòàòè. Òàêà ïåðåâiðêà íåïðîòèði÷-
÷ÿ äà¹ çìîãó ïåðåêîíàòèñÿ â ïðàâèëüíîñòi ìîäåëi. Çðîçóìiëî, ùî
òàêå ñïiâïàäiííÿ ìîæëèâå ïðè îäíèõ i òèõ ñàìèõ ïðèïóùåííÿõ
âiäíîñíî îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ.

2.2.2. Âàðiàöiéíi ïðèíöèïè

Îäíèì ç ãîëîâíèõ äæåðåë ôóíäàìåíòàëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìî-
äåëåé ¹ âàðiàöiéíi ïðèíöèïè ìåõàíiêè. Ïiä òåðìiíîì �ïðèíöèï�
ðîçóìiþòü òàêå àêñiîìàòè÷íå òâåðäæåííÿ, ÿêå äîñòàòíüî çàãàëüíå
i îñíîâíå äëÿ äàíî¨ ãàëóçi íàóêè. Âñi iíøi ïîëîæåííÿ (íàïðèêëàä,
çàêîíè ðóõó) âèïëèâàþòü çi ñôîðìóëüîâàíîãî ïðèíöèïó.
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Íàäçâè÷àéíî çðó÷íèì i çàãàëüíèì ïðèíöèïîì, ùî äîçâîëÿ¹
îäåðæóâàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ðóõó, ¹ âàðiàöiéíèé ïðèíöèï Ãà-
ìiëüòîíà13. Öåé ïðèíöèï ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ñåðåä óñiõ êiíåìà-
òè÷íî ìîæëèâèõ ðóõiâ âèäiëèòè òîé äiéñíèé ðóõ, äëÿ ÿêîãî äåÿ-
êèé ôóíêöiîíàë äîñÿãàòèìå ñâîãî åêñòðåìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Äà-
ìî ñïðîùåíå ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà äëÿ ìåõàíi÷íèõ
ñèñòåì i íà éîãî îñíîâi âèâåäåìî ðiâíÿííÿ ðóõó ñèñòåìè �êóëüêà�
ïðóæèíà�.

Íåõàé ìà¹ìî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, â ÿêié ¨¨ åëåìåíòè òà âçà¹-
ìîäiÿ ìiæ íèìè âèçíà÷àþòüñÿ çàêîíàìè ìåõàíiêè. Ââåäåìî â ðîç-
ãëÿä ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò q = (q1, q2,. . . , qn), ùî îä-
íîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ìiñöåçíàõîäæåííÿ ñèñòåìè òà ¨¨ åëåìåíòiâ
ó ïðîñòîði â ìîìåíò ÷àñó t. Âåëè÷èíà q(t) ìîæå áóòè äåêàðòî-
âèìè êîîðäèíàòàìè, ðàäióñîì-âåêòîðîì, êóòîâèìè êîîðäèíàòàìè,
íàáîðîì êîîðäèíàò ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê, ùî ñêëàäàþòü ñèñòåìó.

Âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ¹ óçà-
ãàëüíåíà øâèäêiñòü � ïîõiäíà óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò çà ÷àñîì

q̇i = dqi/dt, i = 1, 2, . . . , n.

Íàáið q(t) i dq/dt âèçíà÷à¹ ñòàí ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè â óñi ìîìåíòè
÷àñó. Ñïiââiäíîøåííÿ, ùî çâ'ÿçóþòü ïðèñêîðåííÿ çi øâèäêîñòÿ-
ìè, íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ðóõó. Öi ðiâíÿííÿ ÿâëÿþòü ñîáîþ
äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî ôóíêöié q(t)

Fk(q, dq/dt, d
2q/dt2) = 0, k = 1, 2, . . . , n

i äîçâîëÿþòü ïåðåäáà÷èòè ïîäàëüøèé ðóõ ñèñòåìè.
Äëÿ îïèñó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ââîäèòüñÿ ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà14

L(q,q̇). Öþ ôóíêöiþ ââiâ Ãàìiëüòîí i íàçâàâ ¨¨ â ÷åñòü ñâîãî ïî-
ïåðåäíèêà. Â ïðîñòiøèõ âèïàäêàõ ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà ìà¹ âèãëÿä
L(q,q̇) = EK − EÏ , äå EK , EÏ � êiíåòè÷íà i ïîòåíöiàëüíà åíåðãi¨
ñèñòåìè âiäïîâiäíî.

13Ãàìiëüòîí Óiëüÿì (1805 � 1865) � iðëàíäñüêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíiê, ôiçèê.
14Ëàãðàíæ Æîçåô Ëó¨ (1736-1813) � ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê, àñòðîíîì i

ìåõàíiê.
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Óâåäåìî äàëi âåëè÷èíó S (q), ÿêà íàçèâà¹òüñÿ äi¹þ çà Ãàìiëü-
òîíîì íà âiäðiçêó [t1, t2]:

S(q) =

t2∫
t1

L(q, q̇)dt. (2.2.3)

Iíòåãðàë (2.2.3) � öå ôóíêöiîíàë âiä óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò
q(t) (ôóíêöi¨ q(t)), ùî çàäàíi íà âiäðiçêó [t1, t2], ÿêèé ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü äåÿêå ÷èñëî S (äiþ).

Äàìî ôîðìóëþâàííÿ âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà.
Íåõàé ó ìîìåíòè ÷àñó t = t1 i t = t2 ìåõàíi÷íà ñèñòåìà çàéìà¹ ïî-
ëîæåííÿ q1= q(t1) i q2=q(t2). Òîäi ç óñiõ äîïóñòèìèõ òðà¹êòîðié,
çà ÿêèìè ñèñòåìà ìîãëà á ïåðåéòè ç ïîëîæåííÿ q1 â ïîëîæåí-
íÿ q2, â äiéñíîñòi ðåàëiçó¹òüñÿ òðà¹êòîðiÿ, ÿêà äîñòàâëÿ¹ ìiíiìóì
ôóíêöiîíàëó äi¨, òîáòî q(t) ¹ ñòàöiîíàðíîþ òî÷êîþ äëÿ S (q):

d

dε
S(q + εφ) = 0 ïðè ε = 0,

äå φ(t) � äåÿêà äîâiëüíà ôóíêöiÿ, òàêà, ùî φ(t1)=0, φ(t2)=0.
Ôóíêöiÿ ϵφ(t) íàçèâà¹òüñÿ âàðiàöi¹þ âåëè÷èíè q(t), òàê ùî q(t)
+ ϵφ(t) ¹ ìîæëèâîþ êîîðäèíàòîþ äàíî¨ ñèñòåìè.

Îòæå, íà ïiäñòàâi ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà, ñåðåä óñiõ ìîæëèâèõ
øëÿõiâ ç ïîëîæåííÿ Q1 â Q2, ùî ñèñòåìà ïðîõîäèòü ìiæ ïðîìiæ-
êàìè ÷àñó t1, t2 òiëüêè íà ïðÿìîìó øëÿõó äiÿ çà Ãàìiëüòîíîì ìà¹
ñòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ (ðèñ. 2.6). Ðåøòà øëÿõiâ îáõiäíi (øòðèõîâi
ëiíi¨).

Ðèñ. 2.6. Iëþñòðàöiÿ äî ìåòîäó Ãàìiëüòîíà

Íà ïðÿìîìó øëÿõó âàðiàöiÿ δS = 0, òîìó öåé ïðèíöèï íàçè-
âàþòü ùå ïðèíöèïîì íàéìåíøî¨ äi¨, îñêiëüêè äiÿ âçäîâæ ïðÿìîãî
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øëÿõó, ÿê ìîæíà ïîêàçàòè ïðè äåÿêèõ äîäàòêîâèõ ïðèïóùåííÿõ,
ìà¹ íàéìåíøå, ïîðiâíÿíî ç îáõiäíèìè øëÿõàìè, çíà÷åííÿ.

Ïiäâîäÿ÷è ïiäñóìêè, íàâåäåìî ïîñëiäîâíiñòü äié, ÿêi íåîáõiäíî
âèêîíàòè äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì
çà ïðèíöèïîì Ãàìiëüòîíà:

1) âèçíà÷àþòüñÿ óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè q(t) òà óçàãàëüíåíi
øâèäêîñòi q̇(t)ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè;

2) áóäó¹òüñÿ ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà L(q, q̇);
3) ââîäèòüñÿ â ðîçãëÿä ôóíêöiîíàë äi¨ S (q);
4) ìiíiìiçó¹òüñÿ ôóíêöiîíàë äi¨.
Öÿ ïîñëiäîâíiñòü çàäà¹ ÷iòêó ïðîãðàìó äié ïðè ïîáóäîâi ìàòå-

ìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Óíiâåðñàëüíiñòü i ñòðîãî ôîðìàëiçîâàíi ïðîöå-
äóðè, ùî íå çàëåæàòü âiä ñòðóêòóðè ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, � âàæëè-
âà ðèñà âàðiàöiéíèõ ïðèíöèïiâ. Äëÿ ñêëàäíèõ ìåõàíi÷íèõ îá'¹êòiâ
âàðiàöiéíi ïðèíöèïè ¹ ¹äèíèì ìåòîäîì ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé.

Êðiì âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà, áóëè çàïðîïîíîâàíi
é iíøi âàðiàöiéíi ïðèíöèïè ìåõàíiêè. Çà ¨õ äîïîìîãîþ âäàâàëîñü
îäåðæóâàòè ðiâíÿííÿ ðóõó ñêëàäíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì. Ïiäõiä
ó ìîäåëþâàííi, ùî áàçó¹òüñÿ íà âàðiàöiéíèõ ïðèíöèïàõ, óñïiø-
íî çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ñèñòåì ðiçíî¨ ïðèðîäè (ôiçè÷íèõ, õiìi÷íèõ,
áiîëîãi÷íèõ), äëÿ ÿêèõ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè çàãàëüíi òâåðäæåí-
íÿ ïðî õàðàêòåð ¨õ åâîëþöi¨.

2.2.3. Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ñèñòåìè
�êóëüêà�ïðóæèíà� íà îñíîâi ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà

Çàñòîñó¹ìî òåïåð âàðiàöiéíèé ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà äëÿ ïîáóäî-
âè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà�. Çà óçàãàëü-
íåíó êîîðäèíàòó ìiñöåçíàõîäæåííÿ êóëüêè îáåðåìî çâè÷àéíó åé-
ëåðîâó êîîðäèíàòó r(t). Òîäi óçàãàëüíåíà øâèäêiñòü dr

dt � öå çâè-
÷àéíà øâèäêiñòü. Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà â îáðàíèõ êîîðäèíàòàõ çà-
ïèñó¹òüñÿ âæå ÷åðåç çíàéäåíi â ï. 2.2.1 âèðàçè äëÿ êiíåòè÷íî¨ òà
ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãié ñèñòåìè

L(r,
dr

dt
) =

m

2
(
dr

dt
)2 − k

2
r2.
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Äëÿ ôóíêöiîíàëà äi¨ S (q), çãiäíî ç (2.2.3), ìà¹ìî âèðàç

S(r) =

t2∫
t1

(
m

2
(
dr

dt
)2 − k

2
r2)dt.

Òåïåð çíàéäåìî ñòàöiîíàðíó òî÷êó ôóíêöiîíàëà S (r). Äëÿ öüî-
ãî îá÷èñëèìî

d

dε
S(r + εφ) =

d

dε

t2∫
t1

[
m

2
(
d(r + εφ)

dt
)2 − k

2
(r + εφ)2]dt =

=
d

dε

t2∫
t1

[
m

2
((
dr

dt
)2 + 2ε

dr

dt

dφ

dt
+ ε2(

dφ

dt
)2)− k

2
(r2 + 2εrφ+ ε2φ2)]dt =

=

t2∫
t1

[m(
dr

dt

dφ

dt
+ ε(

dφ

dt
)2)− k(rφ+ εφ2)]dt.

Çãiäíî ç óìîâîþ åêñòðåìàëüíîñòi ôóíêöiîíàëà S (q) ìà¹ìî

d

dε
S(r + εφ)|ε=0 =

t2∫
t1

[m
dr

dt

dφ

dt
− krφ]dt = 0.

Çàñòîñó¹ìî äî iíòåãðàëà âiä ïåðøîãî âèðàçó ôîðìóëó iíòåãðó-
âàííÿ ïî ÷àñòèíàõ i âðàõó¹ìî, ùî φ (t1)=φ(t2)=0, òîäi îäåðæèìî

d

dε
S(r + εφ)|ε=0 = −

t2∫
t1

[m
d2r

dt2
+ kr]φ(t)dt = 0.

Îñêiëüêè φ(t), ùî ôiãóðó¹ â äàíîìó âèðàçi, � äîâiëüíà ôóíê-
öiÿ, òî âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ïiä iíòåãðàëîì ïîâèíåí äîðiâ-
íþâàòè íóëþ äëÿ âñiõ ìîìåíòiâ ÷àñó t1<t<t2. Òîáòî ðóõ êóëüêè
îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

m
d2r

dt2
+ kr = 0,

ùî ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿííÿì, îäåðæàíèì â ï. 2.2.1 íà îñíîâi ôóíäà-
ìåíòàëüíèõ çàêîíiâ.
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2.2.4. I¹ðàðõiÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ñèñòåìè
�êóëüêà�ïðóæèíà�

2.2.4.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ
Ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé çàñòîñîâó¹òüñÿ ïiäõiä, ùî

ðåàëiçó¹ ïðèíöèï âiä �ïðîñòîãî äî ñêëàäíîãî�, àáî �çíèçó-ââåðõ�,
êîëè íàñòóïíèé êðîê ó ìîäåëþâàííi ðîáèòüñÿ ïiñëÿ äåòàëüíîãî
âèâ÷åííÿ ïðîñòiøî¨ ìîäåëi. Ñïî÷àòêó áóäó¹òüñÿ ïðîñòiøà ìîäåëü,
ùî âðàõîâó¹ ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü ôàêòîðiâ i ìà¹ ìiíiìàëüíó îá-
ëàñòü çàñòîñóâàííÿ, äàëi øëÿõîì ïîñòóïîâîãî óñêëàäíåííÿ ìîäåëi
ïåðåõîäÿòü äî ìîäåëåé áiëüø âèñîêîãî ðiâíÿ.

Â ìàòåìàòè÷íîìó ïëàíi öå îçíà÷à¹, ùî äîñëiäæåííÿ ïî÷è-
íà¹òüñÿ ç ïîáóäîâè ëiíiéíèõ ñòàöiîíàðíèõ äèíàìi÷íèõ ìîäåëåé,
à ïîòiì ïåðåõîäÿòü äî ëiíiéíèõ íåñòàöiîíàðíèõ i íåëiíiéíèõ ìî-
äåëåé, òîáòî i¹ðàðõiÿ çà ïðèíöèïîì �çíèçó-ââåðõ� ïðèâîäèòü äî
íåîáõiäíîñòi âèêîðèñòîâóâàòè ÷èìðàç ñêëàäíiøèé ìàòåìàòè÷íèé
àïàðàò.

Ïðè öüîìó âèíèêà¹ ëàíöþã (i¹ðàðõiÿ) äåäàëi áiëüø ïîâíèõ ìî-
äåëåé, êîæíà ç ÿêèõ óçàãàëüíþ¹ ïîïåðåäíþ, ÿê çàãàëüíèé âèïà-
äîê. Öåé øëÿõ äà¹ ìîæëèâiñòü ïîåòàïíî âèâ÷àòè áiëüø ðåàëiñòè÷-
íi ìîäåëi øëÿõîì âiäìîâè âiä ïðèïóùåíü, ÿêi iäåàëiçóþòü äàíèé
îá'¹êò. I¹ðàðõiÿ îçíà÷à¹ óïîðÿäêóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé çà
îçíàêîþ ¨õ ñêëàäíîñòi i ïîâíîòè.

Ïðè ïîáóäîâi é àíàëiçi áóäü-ÿêî¨ ìîäåëi çàâæäè êîðèñíî çíàòè
¨¨ ìiñöå â i¹ðàðõi¨ ìîäåëåé äîñëiäæóâàíîãî ÿâèùà, òîáòî ïðè ïî-
áóäîâi i¹ðàðõi÷íîãî ëàíöþãà ìîäåëåé äåÿêîãî îá'¹êòà ïîòðiáíî äî-
òðèìóâàòèñÿ ïðèíöèïó âiäïîâiäíîñòi ìîäåëåé, ÿêèé ìîæíà ñôîð-
ìóëþâàòè òàê: ñêëàäíà áiëüø ïîâíà ìîäåëü íå âiäêèäà¹ ïðîñòó, à
ëèøå óñòàíîâëþ¹ äëÿ íå¨ ãðàíèöi çàñòîñóâàííÿ, âîíà ñïiâïàäà¹ ç
áiëüø ïðîñòîþ â ìåæàõ óêàçàíèõ ãðàíèöü. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ïðà-
âèëüíî îöiíèòè îáëàñòü ¨¨ çàñòîñóâàííÿ, ÷iòêî çðîçóìiòè ¨¨ çâ'ÿçêè
ç ìîäåëÿìè iíøèõ ðiâíiâ, ùî ñïðèÿòèìå áiëüø ãëèáîêîìó ðîçóìií-
íþ äîñëiäæóâàíèõ ÿâèù.

Çàóâàæèìî, ùî i¹ðàðõiÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ìîæå çäiéñíþ-
âàòèñÿ i çà ïðèíöèïîì âiä �ñêëàäíîãî äî ïðîñòîãî�. Â öüîìó âè-
ïàäêó ðåàëiçó¹òüñÿ øëÿõ �çâåðõó-âíèç�, òîáòî ç äîñòàòíüî ñêëàä-
íî¨ ìîäåëi ïðè ñïðîùåíèõ ïðèïóùåííÿõ i êîíêðåòèçàöi¨ îá'¹êòà
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ìîäåëþâàííÿ îäåðæó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü äåäàëi ïðîñòiøèõ ìîäå-
ëåé. Ñòâîðåííÿ ìîäåëåé çà öèì ïðèíöèïîì ó âèïàäêó, êîëè âi-
äîìèé íàéáiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ âëàñòèâî-
ñòi ñèñòåìè, âiäáóâà¹òüñÿ òàê: ïî÷àâøè iç çàãàëüíèõ ðiâíÿíü (íà-
ïðèêëàä, ðiâíÿíü Íüþòîíà, Ëàãðàíæà, Ãàìiëüòîíà â ìåõàíiöi, ðiâ-
íÿíü Íàâ'¹�Ñòîêñà â àåðî- i ãiäðîäèíàìiöi, ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà â
åëåêòðîäèíàìiöi, ðiâíÿíü Øðåäèíãåðà ó êâàíòîâié ìåõàíiöi), äàëi
ç'ÿñîâó¹ìî, ùî ìîæíà â íèõ ñïðîñòèòè âíàñëiäîê ñïåöèôiêè çàäà÷i
i òàê îäåðæó¹ìî ñïðîùåíi ìîäåëi. Ñïðîùåííÿ ïðîâîäÿòü äîòè, ïî-
êè íå ñòàíóòü çðîçóìiëèìè îñîáëèâîñòi ïîâåäiíêè ÿâèùà. Ïðîñòiøi
ìîäåëi ìàþòü ìåíøó îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ, àëå çàòå óòî÷íþþòü
ïîâåäiíêó îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ.

Öåé ïiäõiä õàðàêòåðíèé òèì, ùî äîçâîëÿ¹ ñïî÷àòêó âñòàíîâèòè
äåÿêi çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè, à ïîòiì êîíêðåòèçóâàòè ¨õ â
÷àñòèííèõ âèïàäêàõ.

I¹ðàðõiÿ ìîäåëåé ìîæå ìiñòèòè øèðîêèé ñïåêòð ðiâíÿíü,
ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ i ñóòî ìàòåìàòè÷íîþ ïîñòàíîâêîþ
(ëiíiéíi, íåëiíiéíi, åëiïòè÷íi, ïàðàáîëi÷íi, ãiïåðáîëi÷íi, çìiøàíî-
ãî òèïó, ñòàöiîíàðíi, íåñòàöiîíàðíi, îäíîâèìiðíi, áàãàòîâèìiðíi òà
ií.). Ïðè ïîáóäîâi i¹ðàðõi¨ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé áàæàíî, ùîá
ïðîñòiøi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi áóëè ïðåäñòàâëåíi â àíàëiòè÷íié
ôîðìi, ÿêi äîïóñêàþòü òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìîæå áóòè âèêî-
ðèñòàíèé ïðè òåñòóâàííi áiëüø ïîâíèõ ìîäåëåé.

Ïîáóäó¹ìî i¹ðàðõi÷íèé ëàíöþã ìîäåëåé íà ïðèêëàäi ìåõàíi÷-
íî¨ ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà� çà ïðèíöèïîì �çíèçó-ââåðõ�.

2.2.4.2. Ìîäåëü ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà� â iäåàëüíèõ
óìîâàõ

Iäåàëüíi óìîâè äëÿ îá'¹êòà ïîêëàäàþòüñÿ íà ïåðøîìó åòàïi
ïîáóäîâè ìîäåëåé ñêëàäíèõ îá'¹êòiâ. ßêùî îá'¹êò, ùî çíàõîäèòü-
ñÿ â íàéêðàùèõ óìîâàõ, íå â çìîçi äîñÿãòè ïîòðiáíèõ õàðàêòå-
ðèñòèê, òî ïîòðiáíî çìiíèòè ïiäõiä äî îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ àáî
ïîì'ÿêøèòè âèìîãè äëÿ íüîãî. Öå i ¹ ïðèíöèï íàéêðàùîãî ñïðè-
ÿííÿ, ùî ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íà ïåðøié ñòàäi¨ ìîäåëþâàííÿ.
ßêùî âèìîãè äî îá'¹êòà âèêîíàíi, òî íàñòóïíi êðîêè ìîäåëþâàííÿ
ïîâ'ÿçàíi ç äîñëiäæåííÿì âïëèâó íà îá'¹êò äîäàòêîâèõ óñêëàäíþ-
þ÷èõ ôàêòîðiâ, òîáòî ãðóáèì îöiíþâàííÿì ÿâèù ìè ç áiëüøèì
ðîçóìiííÿì ìîæåìî ïiäiéòè äî ¨õ óòî÷íåíèõ ìîäåëåé.
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Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà� â iäåàëüíèõ
óìîâàõ áóëà ïîáóäîâàíà â ïï. 2.2.1 i 2.2.3. Íàäàëi ïîñëiäîâíî ââî-
äèòèìåìî íîâi óñêëàäíþþ÷i ôàêòîðè, òèì ñàìèì ïîáóäó¹ìî i¹ðàð-
õi÷íèé ëàíöþã ìîäåëåé çà ïðèíöèïîì �çíèçó�ââåðõ�.

2.2.4.3. Óðàõóâàííÿ äi¨ çîâíiøíüî¨ ñèëè
Íà êóëüêó ìîæå äiÿòè âiäîìà çîâíiøíÿ ñèëà F (r, t), ùî çàëå-

æèòü âiä ÷àñó t i ïîëîæåííÿ êóëüêè r. Öi ñèëè ìîæóòü ìàòè ðiçíó
ïðèðîäó: ìåõàíi÷íó, åëåêòðè÷íó, ìàãíiòíó òîùî.

Iç äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà ìà¹ìî, ùî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè áàçî-
âî¨ ìîäåëi (2.2.1) íåîáõiäíî äîäàòè âèðàç F (r, t), òîáòî îòðèìà¹ìî
ñïiââiäíîøåííÿ

m
d2r

dt2
= −kr + F (r, t). (2.2.4)

Ïðîñòiøèé âàðiàíò ðiâíÿííÿ (2.2.4) îäåðæó¹òüñÿ ó âèïàäêó
ñòàëî¨ ñèëè, òîáòî ïðè F (r, t) = F0 ðiâíÿííÿ (2.2.4) íàáóâà¹ âèãëÿ-
äó

m
d2r

dt2
= −kr + F0.

Âèêîíóþ÷è â îñòàííüîìó ðiâíÿííi çàìiíó r = r− F0
k , îäåðæèìî

äëÿ r ðiâíÿííÿ òèïó (2.2.1)

m
d2r

dt2
= −kr. (2.2.5)

Ç (2.2.5) âèïëèâà¹, ùî ïðèðîäà êîëèâàíü çàëèøà¹òüñÿ òàêîþ æ,
ÿê i ðàíiøå, ëèøå íåéòðàëüíà òî÷êà r = 0 çñóâà¹òüñÿ íà âåëè÷èíó
F0
k , òîáòî ïîñòiéíà ñèëà íå âíîñèòü çìií ó ïðîöåñ êîëèâàíü.

Ñêëàäíiøà êàðòèíà ðóõó âèíèêà¹ ó âèïàäêó, êîëè ¹ ñèëà, ùî
çàëåæèòü âiä ÷àñó, íàïðèêëàä, êîëè F (t) � ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ.
Êîëèâàííÿ, ÿêi âèíèêàþòü ó ñèñòåìi ïiä äi¹þ çîâíiøíüî¨ ïåðiî-
äè÷íî¨ ñèëè, íàçèâàþòüñÿ âèìóøåíèìè. Íåõàé F (t) = F0 sinω1t.
Òîäi ç (2.2.4) îòðèìó¹ìî

m
d2r

dt2
= −kr + F0 sinω1t. (2.2.6)

Ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (2.2.6) çíàõîäèìî ÿê ñóìó çàãàëü-
íîãî ðîçâ'ÿçêó (2.2.2) îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ i ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó
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íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêèé ïðè ω1 ̸= ω øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

r∗ = A sinω1t. (2.2.7)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.2.7) â (2.2.6), çíàõîäèìî âèðàç äëÿ çíàõîä-
æåííÿ ñòàëî¨ À:

A =
F0

k −mω2
1

=
F0

m( k
m − ω2

1)
=

F0

m(ω2 − ω2
1)
,

äå ω � ÷àñòîòà êîëèâàíü êóëüêè ó ðàçi âiäñóòíîñòi çîâíiøíiõ ñèë,
òîáòî âëàñíà ÷àñòîòà ñèñòåìè.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.2.6) ìà¹ âèãëÿä

r(t) = C1 cosωt+ C2 sinωt+
F0

m(ω2 − ω2
1)

sinω1t, (2.2.8)

àáî

r(t) = C cos(ωt+ φ) +
F0

m(ω2 − ω2
1)

sinω1t, C = const.

Iíøèìè ñëîâàìè, ðåçóëüòóþ÷èé ðóõ � öå ñóìà ãàðìîíi÷íèõ êî-
ëèâàíü iç âëàñíîþ ÷àñòîòîþ ω i êîëèâàíü iç ÷àñòîòîþ çáóðþþ÷î¨
ñèëè ω1.

Àëå äiÿ çîâíiøíüî¨ ñèëè F (t) ïðèâîäèòü íå òiëüêè äî ïîÿâè â
ñèñòåìi äîäàòêîâèõ êîëèâàíü, à é äî íåîáìåæåíîãî çðîñòàííÿ àì-
ïëiòóäè êîëèâàíü ïðè ω1 → ω (ðèñ. 2.7), òîáòî äî ïîÿâè ðåçîíàíñó
â ñèñòåìi.

Ðèñ. 2.7. Çáiëüøåííÿ àìïëiòóäè êîëèâàíü

Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïîâåäiíêè ñèñòåìè íà ÅÎÌ çíàéäåìî ñòàëi
iíòåãðóâàííÿ C1, C2, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

r(0) = r0, ṙ(0) = v0. (2.2.9)
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Âðàõîâóþ÷è (2.2.9), ç (2.2.8) îòðèìà¹ìî

r(t) = r0 cosωt+
v0
ω

sinωt− F0

m(ω2 − ω2
1)

ω1

ω
sinωt+

F0

m(ω2 − ω2
1)

sinω1t.

(2.2.10)
ßê âèäíî ç (2.2.10), ïðè r0 = 0, v0 = 0, ñèñòåìà áóäå ìàòè êîëèâ-
íèé ðóõ. Ïðè ÷àñòîòàõ ω1, áëèçüêèõ äî âëàñíî¨ ÷àñòîòè ω, ââàæà-
þ÷è, ùî ω

ω1
= 1, àëå ω2 − ω2

1 ̸= 0, ç (2.2.10) îäåðæó¹ìî

r(t) =
F0

m(ω2 − ω2
1)
(sinω1t− sinωt),

àáî

r(t) = 2
F0

m(ω2 − ω2
1)

sin
ω1 − ω

2
t · cosω1t.

Ó öüîìó ðàçi, çàâäÿêè íàêëàäåííþ êîëèâàíü, âèíèêà¹ ÿâèùå,
ÿêå íàçèâà¹òüñÿ áèòòÿì (ðèñ. 2.8).

Ðèñ. 2.8. Áèòòÿ (ω1 ≈ ω) Ðèñ. 2.9. ßâèùå ðåçîíàíñó

Ïðè ω1 = ω ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.2.6), (2.2.9) ìà¹ âèãëÿä

r(t) = r0 cosωt+
v0
ω

sinωt+
F0

2mω2
[sinωt− ωt cosωt]. (2.2.11)

Íà ðèñ. 2.9 ïîêàçàíî ãðàôiê öüîãî ðóõó ïðè r0 = 0, v0 = 0. ßê
âèäíî, ïðè ω1 = ω âèíèêà¹ íåîáìåæåíå çðîñòàííÿ àìïëiòóäè êî-
ëèâàíü, äî òîãî æ ðiñò àìïëiòóäè ëiíiéíèé ó ÷àñi. Öå ÿâèùå íàçè-
âàþòü ðåçîíàíñîì.

2.2.4.4. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè ç òåðòÿì
Ó ïðèðîäi âñi ðåàëüíi ìåõàíi÷íi ñèñòåìè çíàõîäÿòüñÿ ïiä äi¹þ

òèõ ÷è iíøèõ ñèë òåðòÿ. Âçàãàëi íåîáõiäíî âèçíàòè, ùî ñèëè òåð-
òÿ, ÿêi âèíèêàþòü ÷åðåç âçà¹ìîäiþ ðåàëüíî¨ ñèñòåìè ç îòî÷óþ÷èì
ñåðåäîâèùåì, íàéáiëüø ñêëàäíi ñåðåä âiäîìèõ íàì ñèë ïðèðîäè.
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Ñèëè òåðòÿ â ñèñòåìi �êóëüêà�ïðóæèíà� ìîæóòü ç'ÿâèòèñÿ çà
ðàõóíîê íåiäåàëüíî¨ ïîâåðõíi êóëüêè i ïëîùèíè, ïî ÿêié âîíà ðó-
õà¹òüñÿ. Òîäi äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ðóõó òiëà ìàòèìå âèãëÿä

m
d2r

dt2
= −kr + FT ,

äå FT � ïðîåêöiÿ íà âiñü r ñèëè ñóõîãî òåðòÿ. Ñèëà òåðòÿ íàïðàâ-
ëåíà ïðîòè ðóõó, òîáòî â ïðîòèëåæíèé áiê âiä íàïðÿìó øâèäêîñòi
ðóõó òiëà i çà ìîäóëåì FT = k1mg. Òîìó ðóõ êóëüêè îïèñó¹ ðiâ-
íÿííÿ

m
d2r

dt2
= −kr − k1mg sign(

dr

dt
). (2.2.12)

×åðåç çíàêîçìiííiñòü ñèëè FT öå ðiâíÿííÿ íå ìîæíà çâåñòè
äî ñòàíäàðòíîãî ðiâíÿííÿ êîëèâàíü (2.2.1). Ðiâíÿííÿ (2.2.12) çâî-
äèòüñÿ äî äâîõ ðiâíÿíü ç äîäàòêîâèìè óìîâàìè

m
d2r

dt2
= −kr + k1mg (

dr

dt
< 0), (2.2.13)

m
d2r

dt2
= −kr − k1mg (

dr

dt
> 0). (2.2.14)

Ðiâíÿííÿ (2.2.13) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè, àëå öåé ðîçâ'ÿçîê îïèñó-
âàòèìå ðóõ êóëüêè ëèøå ïîêè øâèäêiñòü áóäå âiä'¹ìíîþ. Äàëi ðóõ
áóäå îïèñóâàòèñÿ ðiâíÿííÿì (2.2.14), àëå çà óìîâè, ùî øâèäêiñòü
äîäàòíà. Ïiñëÿ öüîãî çíîâó ïîâåðòà¹ìîñÿ äî ðiâíÿííÿ (2.2.13) i
ò.ä.

Êîëèâàííÿ áóäóòü ïðîõîäèòè äîòè, ïîêè ñèëà ïðóæíîñòi ïðè
ìàêñèìàëüíèõ âiäõèëåííÿõ êóëüêè íå ñòàíå ìåíøîþ çà ñèëó òåðòÿ
k1mg. Íà ðèñ. 2.10 ïîêàçàíî ãðàôiê òàêèõ êîëèâàíü.

Íå ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿíü (2.2.13) òà (2.2.14), ïîêàæåìî, ùî àì-
ïëiòóäà öèõ êîëèâàíü áóäå çìåíøóâàòèñÿ. Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî
îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (2.2.12) íà dr

dt = v, çâiäêè ìàòèìåìî

mv
dv

dt
+ kr

dr

dt
= −k1mgvsign(v).

Ïåðåïèøåìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

m

2

dv2

dt
+
k

2

dr2

dt
= −k1mgvsign(v),
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àáî
d

dt
(
mv2

2
+
kr2

2
) = −k1mgvsign(v). (2.2.15)

Çàóâàæèìî, ùî âèðàç â äóæêàõ, âèðàæà¹ ïîâíó åíåðãiþ ñèñòå-
ìè, òîáòî ñóìó êiíåòè÷íî¨ i ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãié:

E(t) = EK (t) + EÏ (t).

Îñêiëüêè v · sign(v) > 0, òî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (2.2.15)
âiä'¹ìíà i îäåðæó¹ìî, ùî

dE(t)

dt
< 0, v ̸= 0,

(dE(t)

dt
= 0, v = 0

)
,

òîáòî ïîâíà åíåðãiÿ ñèñòåìè ñïàäà¹ ç ÷àñîì (òàêi ñèñòåìè íàçè-
âàþòüñÿ äèñèïàòèâíèìè). Òîìó mv2

2 + kr2

2 ¹ ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ
÷àñó.

Ðèñ. 2.10. Êîëèâàííÿ ïðè ñóõîìó òåðòi

Ó ìîìåíòè ìàêñèìàëüíîãî âiäõèëåííÿ êóëüêè âiä íåéòðàëüíî-

ãî ïîëîæåííÿ v = 0 îäåðæó¹ìî, ùî kr2max
2 ñïàäà¹, à öå îçíà÷à¹, ùî

àìïëiòóäà êîëèâàíü |rmax(t)| � òåæ ñïàäíà ôóíêöiÿ ÷àñó. Êóëüêà
÷åðåç íàÿâíiñòü ñóõîãî òåðòÿ äî ïîâåðõíi äîñèòü ñêîðî çóïèíÿ¹òü-
ñÿ.

2.2.4.5. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè ç îïîðîì
Ðîçãëÿíåìî ïðÿìîëiíiéíèé ðóõ êóëüêè ïiä äi¹þ ëiíiéíî¨ ñèëè

ïðóæíîñòi é ëiíiéíî¨ ñèëè îïîðó (îïið ïîâiòðÿ, âîäè, iíøîãî ñåðå-
äîâèùà).

Îñêiëüêè ñèëà îïîðó iñòîòíî çàëåæèòü âiä øâèäêîñòi ðóõó é
çàâæäè íàïðàâëåíà â áiê, ïðîòèëåæíèé øâèäêîñòi ðóõó êóëüêè, òî
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ïðîåêöiÿ ñèëè îïîðó íà âiñü r (âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ Ñòîêñà)

Fîï = −µv = −µdr
dt
,

äå êîåôiöi¹íò µ > 0 âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçìiðàìè êóëüêè, ãóñòèíîþ
ñåðåäîâèùà, éîãî â'ÿçêiñòþ òîùî.

Ðiâíÿííÿ ðóõó êóëüêè ó â'ÿçêîìó ñåðåäîâèùi ìà¹ âèãëÿä

m
d2r

dt2
= −kr − µ

dr

dt
. (2.2.16)

Çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.2.16), ïîïåðåäíüî
çâiâøè éîãî äî ðiâíÿííÿ òèïó (2.2.5). Äëÿ öüîãî â (2.2.16) çðîáèìî
çàìiíó çìiííèõ

r(t) = r(t)eαt, α = const.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ r(t) äiñòàíåìî ðiâíÿííÿ

m(
d2r

dt2
+ 2α

dr

dt
+ α2r)eαt = −kreαt − µ

dr

dt
eαt − µαreαt.

Ïîäiëèâøè öå ñïiââiäíîøåííÿ íà eαt i ââàæàþ÷è, ùî α = − µ
2m ,

îòðèìà¹ìî

m
d2r

dt2
= −(k − µ2

4m
)r,

àáî

m
d2r

dt2
= −kr, (2.2.17)

äå

k = k − µ2

4m
. (2.2.18)

Íà âiäìiíó âiä ðiâíÿííÿ (2.2.5), k ìîæå áóòè äîäàòíèì,
âiä'¹ìíèì i íàâiòü äîðiâíþâàòè íóëþ. Ðîçãëÿíåìî öi âèïàäêè îê-
ðåìî.

Âèïàäîê 1. k > 0. Öå ìîæëèâî, êîëè êîåôiöi¹íò îïîðó µ
ìàëèé (ìàëèé îïið), òîáòî 0 < µ < 2

√
km. Ïðè öüîìó çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.2.17) ìà¹ âèãëÿä, àíàëîãi÷íèé (2.2.2), òîáòî

r(t) = C1 cosωt+ C2 sinωt, ω =

√
k

m
,
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à äëÿ r(t) óíàñëiäîê çàìiíè ìà¹ìî

r(t) = e−
µ
2m

t(C1 cosωt+ C2 sinωt), (2.2.19)

äå C1, C2 � ñòàëi iíòåãðóâàííÿ, ÿêi ìîæíà çíàéòè, âèêîðèñòîâóþ-
÷è ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ r(0), ṙ(0). Îòæå, â ñèñòåìi ç ìàëèì îïîðîì
âiäáóâàþòüñÿ çãàñàþ÷i ç ÷àñîì êîëèâàííÿ, ïðè÷îìó àìïëiòóäà êî-
ëèâàíü ñïàäà¹ åêñïîíåíöiàëüíî (ðèñ. 2.11).

Ðèñ. 2.11. Êîëèâàííÿ ïðè ìàëîìó îïîði

Ðiâíÿííÿ (2.2.16) â öüîìó âèïàäêó ¹ îñöèëÿòîðîì, ïðè÷îìó
âíàñëiäîê ëiíiéíîñòi ðiâíÿííÿ éîãî íàçèâàþòü ëiíiéíèì îñöèëÿ-
òîðîì. ×åðåç ïðîìiæêè ÷àñó π

ω , ùî íå çàëåæàòü âiä ïî÷àòêîâèõ
óìîâ, êóëüêà ïðîõîäèòü ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, à ÷åðåç ïðîìiæêè
2π
ω ôóíêöiÿ r(t) äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíèõ àáî ìiíiìàëüíèõ çíà÷åíü,
ÿêi âiäïîâiäàþòü ìîìåíòàì ïåðåòâîðåííÿ øâèäêîñòi â íóëü.

Âèïàäîê 2. k = 0, òîáòî µ = 2
√
km (êðèòè÷íèé âèïàäîê).

Ç (2.2.17) ìà¹ìî, ùî r(t) = C1t + C2. Ç óðàõóâàííÿì ïî÷àòêîâèõ
óìîâ äëÿ r(t) îäåðæó¹ìî

r(t) = e−
µ
2m

t((v0 +
µr0
2m

)t+ r0). (2.2.20)

Ó öüîìó âèïàäêó êîëèâàííÿ âiäñóòíi ÷åðåç äiþ ñèë îïîðó. Êóëüêà
ìîæå ëèøå îäèí ðàç ïðîéòè òî÷êó ðiâíîâàãè r = 0, àëå çà óìîâè,
ùî

v0 < −µr0
2m

, r0 > 0 (v0 > −µr0
2m

, r0 < 0), (2.2.21)

òîáòî êîëè ïî÷àòêîâèé ïîøòîâõ êóëüêè (ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü)
äîñèòü âåëèêèé çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ i íàïðàâëåíèé äî òî÷êè
r = 0 (ðèñ. 2.12 à)).
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ßêùî óìîâè (2.2.21) íå âèêîíóþòüñÿ, òî êóëüêà æîäíîãî ðàçó
íå ïîòðàïèòü â ñòàí r = 0, âîíà áóäå òiëüêè äî öüîãî ïîëîæåííÿ
íàáëèæàòèñÿ (ðèñ. 2.12 á), â)).

à á â
Ðèñ. 2.12. Ðóõ êóëüêè â êðèòè÷íîìó âèïàäêó

Âèïàäîê 3. k < 0, òîáòî µ > 2
√
km. Öÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹

íàÿâíiñòü âåëèêîãî îïîðó. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.2.17) â öüîìó âè-
ïàäêó ìà¹ âèãëÿä

r(t) = C1e
−ωt + C2e

ωt, ω =

√
− k

m
.

Äëÿ ôóíêöi¨ r(t) ìà¹ìî

r(t) = e−
µ
2m

t(C1e
−ωt + C2e

ωt)

i ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ äåÿêèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü r(0), ṙ(0)
êóëüêà çàñòðÿãà¹ â ñåðåäîâèùi i íiêîëè íå ïðîõîäèòü òî÷êó r = 0,
à ëèøå îäíîñòîðîííüî íàáëèæà¹òüñÿ äî íå¨ ïðè t→ ∞.

2.2.4.6. Íåëiíiéíi ìîäåëi
Âèùå ìè ðîçãëÿíóëè âèïàäîê, êîëè ñèëà îïîðó ëiíiéíî çà-

ëåæèòü âiä øâèäêîñòi, àëå öå ñïðàâåäëèâî òiëüêè äëÿ ïåâíèõ
(óñòàëåíèõ) ðóõiâ. Öiëêîì ìîæëèâi ñèòóàöi¨, çà ÿêèõ ñèëà îïîðó
â'ÿçêîãî ñåðåäîâèùà ïðè ìàëèõ øâèäêîñòÿõ ìåíøà, à ïðè âåëèêèõ
øâèäêîñòÿõ áiëüøà, íiæ ó ôîðìóëi Ñòîêñà, íàïðèêëàä,

Fîï = −µv|v|α,

äå µ > 0, α > 0. Òîäi ðóõ êóëüêè îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

m
d2r

dt2
= −kr − µ

dr

dt
|dr
dt

|α. (2.2.22)
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Ðiâíÿííÿ (2.2.22) íåëiíiéíå. Éîãî ðîçâ'ÿçîê âèïèñàòè íåìîæ-
ëèâî, àëå, êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäèêîþ ç ï. 2.2.4.4, ìîæíà ïîêàçàòè
çàòóõàþ÷èé õàðàêòåð êîëèâàíü.

Ñêëàäíà ïðèðîäà ñóõîãî òåðòÿ òåæ ìîæå âèêëèêàòè íåëiíié-
íîñòi. Ïðîñòiøèé âèïàäîê, êîëè ñèëà òåðòÿ íå çàëåæèòü âiä âå-
ëè÷èíè øâèäêîñòi, ðîçãëÿíóòèé ó ï. 2.2.4.4. Àëå ñèëà òåðòÿ ìîæå
çðîñòàòè çi øâèäêiñòþ, ñïàäàòè àáî ñïî÷àòêó ñïàäàòè, à ïîòiì
çðîñòàòè. Íà ðèñ. 2.13 ïîäàíi öi òðè òèïè çàëåæíîñòåé.

Ðèñ. 2.13. Çàëåæíiñòü ñèëè òåðòÿ âiä øâèäêîñòi

Äëÿ ïåðøèõ äâîõ òèïiâ çàëåæíîñòåé ñèëè òåðòÿ âiä øâèäêîñòi
â ïåðøîìó íàáëèæåííi ìîæíà âçÿòè ëiíiéíó àïðîêñèìàöiþ, ïðè
ÿêié ñèëà òåðòÿ äîðiâíþ¹

FT = F0sign(
dr

dt
) + h

dr

dt
.

Ó òðåòüîìó âèïàäêó ñèëó òåðòÿ àïðîêñèìóþòü ïîëiíîìîì
òðåòüîãî ñòåïåíÿ

FT = F0sign(
dr

dt
) + β

dr

dt
+ γ(

dr

dt
)3.

Òîìó ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ìàþòü âèãëÿä

m
d2r

dt2
= −kr −

(
F0sign

(dr
dt

)
+ h

dr

dt

)
m
d2r

dt2
= −kr −

(
F0sign

(dr
dt

)
+ β

dr

dt
+ γ
(dr
dt

)3)
.

Äëÿ öèõ ìîäåëåé ìîæíà çíàéòè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè òà äîñëiäèòè
¨õ íà ñòiéêiñòü.
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Ùå îäèí òèï íåëiíiéíîñòi ìîæå áóòè çóìîâëåíèé çìiííèìè
ìåõàíi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ïðóæèíè. Çàêîí Ãóêà äiéñíèé, óçà-
ãàëi êàæó÷è, ëèøå ïðè ìàëèõ âiäõèëåííÿõ êóëüêè âiä íåéòðàëü-
íîãî ïîëîæåííÿ. Ïðè áiëüøèõ äåôîðìàöiÿõ ïðóæèíè, çàëåæíî âiä
ìàòåðiàëó, ç ÿêîãî âîíà çðîáëåíà, ïðóæèíà ìîæå ïîâîäèòèñÿ ÿê
ì'ÿêà (ñèëà ïðóæíîñòi ìåíøà, íiæ ó çàêîíi Ãóêà), àáî ÿê æîðñò-
êà (ñèëà ïðóæíîñòi áiëüøà, íiæ ó çàêîíi Ãóêà). Òîáòî æîðñòêiñòü
ïðóæèíè ¹ íåëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ i ðiâíÿííÿ ðóõó íàáóâà¹ âèãëÿäó

m
d2r

dt2
= −k(r)r. (2.2.23)

Äëÿ (2.2.23) ìîæíà âèïèñàòè íåÿâíèé ðîçâ'ÿçîê. Àëå, êðiì öüîãî,
ìîæíà ïîêàçàòè ñòàëiñòü ïîâíî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî äîìíî-
æèìî ëiâó é ïðàâó ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (2.2.23) íà dr

dt . Îòðèìà¹ìî

m
dr

dt

d2r

dt2
= −k(r)rdr

dt
. (2.2.24)

Ïåðåòâîðèìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (2.2.24) òàê:

−dr
dt
rk(r) = −dr

dt

d

dr

r∫
0

sk(s)ds = − d

dt

r∫
0

sk(s)ds.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (2.2.24)

mv
dv

dt
=
m

2

dv2

dt
=

d

dt

mv2

2
,

îäåðæèìî

d

dt
(
mv2

2
+

r∫
0

sk(s)ds) = 0,

àáî

mv2

2
+

r∫
0

sk(s)ds = const,

ùî îçíà÷à¹ êîíñåðâàòèâíiñòü ðóõó, òîáòî ñòàëiñòü ïîâíî¨ åíåðãi¨.
Çâiäñè ìà¹ìî êîëèâíèé õàðàêòåð ðóõó êóëüêè.
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Íàñàìêiíåöü çàçíà÷èìî, ùî ó çâ'ÿçêó ç øèðîêèì âèêîðè-
ñòàííÿì çàñîáiâ îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè â ó÷áîâèõ çàêëàäàõ,
ç'ÿâèëàñÿ ìîæëèâiñòü äîñèòü íàî÷íî iëþñòðóâàòè ðiçíi îñîáëèâî-
ñòi ïîâåäiíêè íåëiíiéíèõ ñèñòåì. Ðîçâ'ÿçàííÿ ïîäiáíèõ ïðàêòè÷íî
âàæëèâèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ öiëåñïðÿìîâàíî ôîðìó¹ ó ñâiäîìî-
ñòi ñòóäåíòiâ ïåðåêîíàííÿ â òîìó, ùî îá÷èñëþâàëüíà òåõíiêà ¹
ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì iíæåíåðà, â÷åíîãî, ùî áàãàòîðàçîâî ïî-
ñèëþ¹ éîãî äîñëiäíèöüêèé ïîòåíöiàë.

Òîìó íà êàôåäði ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè ×ÍÓ ðîçðîáëåíà
êîìï'þòåðíà ìîäåëü, ÿêà äà¹ çìîãó ñòóäåíòàì ïðîâîäèòè îá-
÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè ç i¹ðàðõi¹þ ìîäåëåé ñèñòåìè �êóëüêà�
ïðóæèíà� â iíòåðàêòèâíîìó ðåæèìi.

Âèñíîâêè. Íàâåäåíi ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äåìîí-
ñòðóþòü i¹ðàðõi÷íèé ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Ìî-
äåëi áóäóþòüñÿ ïðè ïîñëiäîâíié âiäìîâi âiä óìîâ, ùî iäåàëiçóþòü
äàíèé îá'¹êò. Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ óñêëàäíåííÿ ìîäåëi íå âíîñèòü
íi÷îãî íîâîãî, â iíøèõ âèïàäêàõ ïîâåäiíêà ñèñòåìè ñóòò¹âî çìi-
íþ¹òüñÿ. Øëÿõ âiä ïðîñòîãî äî ñêëàäíîãî äà¹ ìîæëèâiñòü ïîåòàï-
íî âèâ÷àòè ÷èì ðàç ðåàëüíiøi ìîäåëi é ïîðiâíþâàòè ¨õíi âëàñòèâî-
ñòi. Äîñèòü çàãàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü ïîâåäiíêó ìåõàíi÷íî¨
ñèñòåìè, ìàþòü âèãëÿä

m
d2r

dt2
= −k(r, t)r + F (r, t,

dr

dt
), k > 0, (2.2.25)

äå k, F � ðiçíîìàíiòíi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ.
Iñíó¹ i äðóãèé øëÿõ ïîáóäîâè i âèâ÷åííÿ ìîäåëåé � âiä �çàãàëü-

íîãî äî ÷àñòèííîãî�. Ç çàãàëüíî¨ ìîäåëi (2.2.25), çäiéñíþþ÷è êîí-
êðåòèçàöiþ, ìîæíà ïîñëiäîâíî îäåðæóâàòè i âèâ÷àòè áiëüø ïðîñòi
ìîäåëi îêðåìèõ âèïàäêiâ. Öåé ïiäõiä òåæ øèðîêî çàñòîñîâó¹òü-
ñÿ, îñêiëüêè äîçâîëÿ¹ çðàçó âñòàíîâèòè äåÿêi çàãàëüíi âëàñòèâî-
ñòi îá'¹êòiâ, à ïîòiì êîíêðåòèçóâàòè i äîïîâíþâàòè ¨õ â ÷àñòèííèõ
âèïàäêàõ.

2.2.5. Ìåòîä àíàëîãié ìiæ ìåõàíi÷íèìè òà åëåêòðè÷íèìè
ñèñòåìàìè

Ñïî÷àòêó çàñòîñó¹ìî âàðiàöiéíèé ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà äëÿ ïî-
áóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi åëåêòðè÷íîãî êîíòóðà, ùî ñêëà-
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äà¹òüñÿ ç êîíäåíñàòîðà ¹ìíiñòþ Ñ i êîòóøêè iíäóêòèâíiñòþ L
(ðèñ. 2.14).

Ðèñ. 2.14. LC -êîíòóð

Çãiäíî ç öèì ïðèíöèïîì, âèçíà÷èìî óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè �
ôóíêöiþ q(t), ùî îïèñó¹ âåëè÷èíó çàðÿäó íà êëåìàõ êîíäåíñàòî-
ðà òà óçàãàëüíåíó øâèäêiñòü q̇(t), ùî çàäà¹ âåëè÷èíó êîíòóðíîãî
ñòðóìó.

Ùîá çíàéòè âèðàçè äëÿ àíàëîãiâ êiíåòè÷íî¨ òà ïîòåíöiàëüíî¨
åíåðãié, ìiðêóâàòèìåìî òàê. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî êiíåòè÷íó åíåð-
ãiþ (åíåðãiþ ðóõó çàðÿäiâ), ùî ïåðåìiùàþòüñÿ â ïðîâiäíèêó. Åíåð-
ãiÿ òàêèõ çàðÿäiâ ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó øâèäêîñòi v ¨õ íàïðàâëå-
íîãî ðóõó. Ç iíøîãî áîêó, çàðÿä, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîïåðå÷íèé
ïåðåòèí s çà îäèíèöþ ÷àñó (ñòðóì), äîðiâíþ¹ i=q0nsv, äå q0� âå-
ëè÷èíà åëåìåíòàðíîãî çàðÿäó, n � îá'¹ìíà êîíöåíòðàöiÿ ïåðåíîñ-
íèêiâ ñòðóìó. Òîìó åíåðãiÿ ðóõó ÷àñòèíîê T ∼ v2 ∼ i2 (i = q̇).
Êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi áåðåìî òàêèì, ùî äîðiâíþ¹ L/2, òîáòî
T = T (q) = 1

2Lq̇
2.

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ êîíòóðó ìiñòèòüñÿ â êîíäåíñàòîði. Äëÿ
éîãî çàðÿäêè ïîòðiáíî çàòðàòèòè ðîáîòó ïî ðîçäiëåííþ ðiçíîé-
ìåííèõ çàðÿäiâ. Çãiäíî ç çàêîíîì Êóëîíà, ñèëà, ùî ÷èíèòü îïið
öüîìó ïðîöåñó, ïðîïîðöiéíà äîáóòêó çàðÿäiâ q1q2 (ïðè q1=q2=q
ñèëà ïðîïîðöiéíà q2). Òîìó ðîáîòà äëÿ âiäîêðåìëåííÿ çàðÿäiâ,
òîáòî ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ V, ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó q(t): V =
V (q) = 1

2C q
2.

Ñòâîðþþ÷è ëàãðàíæiàí

L = T − V =
1

2
Lq̇2 − 1

2C
q2,
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çãiäíî ç çàãàëüíîþ ñõåìîþ ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà (ï. 2.2.2), çàïè-
ñó¹ìî ôóíêöiîíàë äi¨

S(q) =
1

2

t2∫
t1

(Lq̇2 − 1

C
q2)dt.

Äàëi àíàëîãi÷íî, ÿê ó ï. 2.2.3, ç óìîâè åêñòðåìàëüíîñòi ôóíê-
öiîíàëà S (q) îäåðæèìî ðiâíÿííÿ, ÿêèì îïèñó¹òüñÿ çìiíà çàðÿäó
íà êîíäåíñàòîði

q̈ = − 1

LC
q.

Îñêiëüêè êîíòóðíèé ñòðóì I(t) = −q̇(t), òî ðiâíÿííÿ äëÿ çà-
ðÿäó ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê ðiâíÿííÿ äëÿ êîíòóðíîãî ñòðóìó

LÏ +
1

C
I = 0.

Ó âèïàäêó, êîëè â LC - êîíòóð ïiä'¹äíàòè ùå îïið R, òî ðiâ-
íÿííÿ äëÿ êîíòóðíîãî ñòðóìó I (t) íàáóâà¹ âèãëÿäó

LÏ +Rİ +
1

C
I = 0.

Öå ðiâíÿííÿ òàêå æ ñàìå, ÿê i ðiâíÿííÿmẍ+µẋ+kx = 0,ùî îïèñó¹
ðóõ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà� ïiä äi¹þ ñèë ïðóæíîñòi
é îïîðó (äèâ. ï. 2.2.4).

Íåçâàæàþ÷è íà ðiçíîìàíiòíó ïðèðîäó öèõ ÿâèù, ïîáóäîâàíi
ìîäåëi âèÿâèëèñü iäåíòè÷íèìè, òîìó êîëèâàííÿ â RLC -êîíòóði
âiäáóâàþòüñÿ òàê ñàìî, ÿê ó ìåõàíi÷íié ñèñòåìi, òîáòî ðiçíi çà ïðè-
ðîäîþ êîëèâàííÿ ïðîòiêàþòü çà îäíèì i òèì æå çàêîíîì. Öå ùå
ðàç ñâiä÷èòü ïðî âàæëèâó âëàñòèâiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé � ¨õ
óíiâåðñàëüíiñòü, ùî øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðè âèâ÷åííi îá'¹êòiâ
ðiçíîìàíiòíî¨ ïðèðîäè. Äîäàþ÷è äî ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ ðiçíi
iíòåðïðåòàöiéíi êîìïîíåíòè, ìîæíà îäåðæàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi
ðiçíèõ ïðåäìåòiâ i ÿâèù.

Òåïåð çðîçóìiëî, ùî ìiæ åëåêòðè÷íèìè i ìåõàíi÷íèìè ñèñòå-
ìàìè iñíó¹ âàæëèâà àíàëîãiÿ (äèâ. òàáëèöþ 2.1).
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Òàáëèöÿ 2.1. Âiäïîâiäíiñòü ïàðàìåòðiâ åëåêòðè÷íî¨ òà ìåõàíi÷-
íî¨ ñèñòåì
Ìåõàíi÷íà ñèñòåìà Åëåêòðè÷íà ñèñòåìà
ìàñà êóëüêè m iíäóêòèâíiñòü L
êîåôiöi¹íò îïîðó µ îïið R
æîðñòêiñòü ïðóæèíè k âåëè÷èíà îáåðíåíà ¹ìíîñòi C−1

çìiùåííÿ êóëüêè x ñèëà ñòðóìó I (t), àáî âåëè÷èíà çà-
ðÿäó q(t)

êiíåòè÷íà åíåðãiÿ mẋ2

2 åíåðãiÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ
êîòóøêèL q̇2

2

ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ kx2

2 åíåðãiÿ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ êîíäåí-
ñàòîðà q2

2C
ñèëà íàòÿãó ïðóæèíè kx åëåêòðè÷íà íàïðóãà êîíäåíñàòîðà

q
C

Îòæå, ÿêùî ìè ìà¹ìî äâi ñèñòåìè � ìåõàíi÷íó i åëåêòðè÷-
íó, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç ïåðåðàõîâàíèõ åëåìåíòiâ i ïðè öüîìó ìiæ
àíàëîãi÷íèìè åëåìåíòàìè âèíèêàþòü îäèíàêîâi çâ'ÿçêè, òî i ñè-
ñòåìè â öiëîìó ¹ àíàëîãi÷íèìè. Íà öüîìó áàçó¹òüñÿ àíàëîãîâå ìî-
äåëþâàííÿ, ùî äîçâîëÿ¹ ìåõàíi÷íó ñèñòåìó âèâ÷àòè çà äîïîìî-
ãîþ åëåêòðè÷íî¨ i íàâïàêè. Öå îñîáëèâî êîðèñíî, êîëè ñòâîðåííÿ
ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè äîðîãå àáî ïðîâåäåííÿ çàìiðiâ ó ìåõàíi÷íié
ñèñòåìi äîñèòü ñêëàäíå, òîäi ïîâåäiíêó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ìîæ-
íà ïåðåäáà÷èòè çà äîïîìîãîþ ïðîñòèõ çàìiðiâ ïàðàìåòðiâ åëåê-
òðè÷íî¨ ìîäåëi. Íàïðèêëàä, åëåêòðè÷íi ìîäåëi ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì
âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ïðè ðîçðîáöi ïåðøèõ ÿäåðíèõ ðåàêòîðiâ äëÿ
åëåêòðîñòàíöié.

2.2.6. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè
2.15. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (2.2.13), (2.2.14).
2.16. Ðiâíÿííÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç òåðòÿì ìà¹ âèãëÿä

mẍ+ kx = F (u),

äå ïðàâà ÷àñòèíà F (u) çàäà¹òüñÿ âèðàçîì
F = F0sign(u) + hu, àáî F = F0sign(u) + βu+ ηu3.
Òóò µ, k, h, β, η, F 0 � äîäàòíi ÷èñëà, u = v − ẋ, v � øâèä-

êiñòü ðóõó ïîâåðõíi, íà ÿêié çíàõîäèòüñÿ òiëî ìàñîþ m. Çíàéòè
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè òiëà òà äîñëiäèòè óìîâè éîãî ñòiéêîñòi.
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2.17. Äëÿ ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ ðóõ òiëà ç òåðòÿì âèãëÿäó

mẍ+ hẋ+ kx = F0sign(v − ẋ) + hv,

äå µ, k, h, β, η, F 0 � äîäàòíi ÷èñëà; v � øâèäêiñòü ðóõó ïîâåðõíi,
íà ÿêié çíàõîäèòüñÿ òiëî ìàñîþ m ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè äëÿ êiíåòè÷íî¨ i ïîòåíöiàëüíî¨ åíåð-
ãié ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà�, à òàêîæ ðiâíÿííÿ ãàð-
ìîíi÷íèõ êîëèâàíü (2.2.1), ïîêàçàòè, ùî â öié ñèñòåìi çàãàëüíà
åíåðãiÿ ïîñòiéíà.

2.18. Êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà â ïîëi ñèë òÿæiííÿ. Íåõàé íà íåðó-
õîìîìó øàðíiði ïiäâiøåíèé ìàÿòíèê � âàíòàæ ìàñîþ m, ùî çíàõî-
äèòüñÿ íà êiíöi ñòåðæíÿ äîâæèíîþ l. Ñòåðæåíü ââàæà¹òüñÿ íåâà-
ãîìèì i àáñîëþòíî æîðñòêèì. Âàíòàæ ìà¹ íåâåëèêi ðîçìiðè ïîðiâ-
íÿíî ç äîâæèíîþ ñòåðæíÿ òàê, ùî éîãî ìîæíà ïðèéíÿòè çà ìà-
òåðiàëüíó òî÷êó. Îïîðîì ïîâiòðÿ íåõòó¹ìî, êîëèâàííÿ âiäáóâà-
þòüñÿ ó ôiêñîâàíié âåðòèêàëüíié ïëîùèíi. Âèêîðèñòîâóþ÷è âàðià-
öiéíèé ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà, ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìà-
ÿòíèêà. Âêàçiâêà. Äëÿ óçàãàëüíåíî¨ êîîðäèíàòè âèáðàòè êóò α
âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà âiä íåéòðàëüíîãî ïîëîæåííÿ α=0.

2.19. Òiëî ìàñîþ m ïðèêðiïëåíå äî äâîõ ïðóæèí, ÿê ïîêàçàíî
íà ðèñ. 2.15. Íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó êóëüêà ïåðåáóâà¹ â
ñòàíi ñïîêîþ â òî÷öi x = c. Çíàéòè çàêîí ðóõó òiëà. Ðîçãëÿíóòè
âèïàäêè îäíàêîâî¨ òà ðiçíî¨ ïðóæíîñòi ïðóæèí.

Ðèñ. 2.15. Êîëèâàííÿ êóëüêè ïiä äi¹þ äâîõ ïðóæèí

2.20. Ó ñèñòåìi �êóëüêà�ïðóæèíà� çäiéñíþ¹òüñÿ êîëèâàííÿ ïiä
äi¹þ çîâíiøíüî¨ ñèëè, âåëè÷èíà ÿêî¨ F = F 0 cos3 ωt. Äîâåñòè, ùî
iñíóþòü äâà çíà÷åííÿ ÷àñòîòè ω, ïðè ÿêèõ âèíèêà¹ ÿâèùå ðåçî-
íàíñó. Çíàéäiòü öi äâà çíà÷åííÿ.

2.21. Ëiíiéíå ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ ïîâåäiíêó ãàðìîíi÷íîãî îñ-
öèëÿòîðà, ìà¹ ìiñöå çà óìîâè ìàëîñòi àìïëiòóäè êîëèâàíü, ùî äà¹
çìîãó çàïèñàòè ñèëó ïðóæíîñòi â ëiíiéíîìó âèãëÿäi F = �kx. Äëÿ
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îïèñàííÿ ðóõó ç áiëüøèìè àìïëiòóäàìè âèðàç äëÿ ñèëè ïðóæíîñòi
ìà¹ äâà ÷ëåíè: ëiíiéíèé i íåëiíiéíèé, òîäi ðiâíÿííÿ ðóõó íàáóâà¹
âèãëÿäó

ẍ+ ω2
0x = −αx2.

Ïîáóäóâàòè ôàçîâi òðà¹êòîði¨ öüîãî ðiâíÿííÿ. Ïîðiâíÿòè éîãî
ðîçâ'ÿçêè ïðè ðiçíèõ α ç ðîçâ'ÿçêàìè ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ.

2.22. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñèñòåìè äâîõ êóëüîê
ìàñàìè m0, m1, ç'¹äíàíèõ ïðóæèíàìè ç ïðóæíîñòÿìè k0, k1, k2
(ðèñ. 2.16). Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
Çàñòîñîâóþ÷è çàñîáè îäíîãî ç óíiâåðñàëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïà-
êåòiâ òèïó MathCad, âèêîíàòè êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ ìåõàíi÷-
íî¨ ñèñòåìè.

Ðèñ. 2.16. Ìåõàíi÷íà ñèñòåìà ç äâîìà êóëüêàìè

2.23. Âèêîíàòè ïîâíèé àíàëiç ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ñèñòåìè
�êóëüêà�ïðóæèíà� ç òåðòÿì. Ïðîâåñòè êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ
ðóõó êóëüêè.

2.24. Âèêîíàòè ïîâíèé àíàëiç ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ñèñòåìè
�êóëüêà�ïðóæèíà� ç îïîðîì. Ïðîâåñòè êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ
ðóõó êóëüêè.

2.25. Òiëî ðóõà¹òüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîìó ñåðåäîâèùi ç ïî÷àò-
êîâîþ øâèäêiñòþ v0. Âèçíà÷èòè, ÿê áóäå çìiíþâàòèñü øâèäêiñòü
i ïðîéäåíèé øëÿõ òiëà, ÿêùî îïið ñåðåäîâèùà à) ëiíiéíèé; á) ïðî-
ïîðöiéíèé êâàäðàòó øâèäêîñòi; â) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
F = −kv3/2. Âèêîíàòè ïîáóäîâó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òà ¨õ äî-
ñëiäæåííÿ. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè øâèäêîñòi i ïðîéäåíîãî øëÿõó.

2.26. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñèñòåìè �êóëüêà�
ïðóæèíà� ç îïîðîì çà óìîâè, ùî íà êóëüêó äi¹ çîâíiøíÿ ïåðiîäè÷-
íà ñèëà. Çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ìîäåëi. Ïîêàçàòè, ùî â òàêié ñèñòåìi
ÿâèùå ðåçîíàíñó íåìîæëèâå. Ïðîâåñòè êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ
ðóõó êóëüêè.
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Çàïèòàííÿ òà çàâäàííÿ äî ñàìîïåðåâiðêè

1. Ñôîðìóëþéòå âiäîìi âàì ôóíäàìåíòàëüíi çàêîíè ïðèðîäè.
2. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ

ìîäåëåé?
3. Ùî òàêå ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà? ßê ¨¨ ïîáóäóâàòè?
4. Ùî òàêå ôóíêöiîíàë äi¨? ßê çíàéòè éîãî åêñòðåìóì?
5. Ùî òàêå îñöèëÿòîð / ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð?
6. Êîëè â ñèñòåìi �êóëüêà�ïðóæèíà� âèíèêà¹ ÿâèùå ðåçîíàíñó?
7. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïðèíöèï i¹ðàðõi¨ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äëÿ

ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà�?
8. Ïîáóäóéòå ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà�

ç óðàõóâàííÿì òåðòÿ. ßêi âèñíîâêè îäåðæóþòüñÿ ç ìîäåëi?
9. Çàïèøiòü ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà� ç

îïîðîì. Îïèøiòü ìåòîäè ¨¨ äîñëiäæåííÿ.
10. Íàâåäiòü ïðèêëàäè íåëiíiéíèõ ìîäåëåé ñèñòåìè �êóëüêà�

ïðóæèíà�.
11. Îïèøiòü àíàëîãiþ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè �êóëüêà�ïðóæèíà� i

åëåêòðè÷íîãî ëàíöþãà.

2.3. Çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ïîäiáíîñòi äëÿ ïîáóäîâè
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé

Ìåòà ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ � ïîáóäîâà àäåêâàòíî¨ ìî-
äåëi. Îäíèì iç ìåòîäiâ çàáåçïå÷åííÿ àäåêâàòíîñòi ¹ âèêîðèñòàííÿ
íà åòàïi ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi òåîði¨ ïîäiáíîñòi. Òåîðiÿ
ïîäiáíîñòi � öå íàóêà, ùî âèâ÷à¹ óìîâè ïîäiáíîñòi äâîõ ôiçè÷íèõ
ÿâèù. Òåîðiÿ ïîäiáíîñòi çàáåçïå÷ó¹ âèçíà÷åííÿ êðèòåði¨â ïîäiá-
íîñòi ïî âiäíîøåííþ äî îá'¹êòà i ìîäåëi i ìåòîäè âñòàíîâëåííÿ
ïîäiáíîñòi. Ìiæ ìîäåëëþ i îá'¹êòîì ïîâèííî áóòè âñòàíîâëåíî
âiäíîøåííÿ ïîäiáíîñòi. Ôóíäàìåíò òåîði¨ ïîäiáíîñòi ïî÷àâ çàêëà-
äàòèñÿ â ñåðåäèíi ÕIÕ ñò. Çãîäîì òåîðiÿ ïîäiáíîñòi ñòàëà øèðîêî
âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â àðõiòåêòóði, êîðàáëåáóäóâàííi, òåïëîòåõíi-
öi, åëåêòðîòåõíiöi, òåîði¨ ïðóæíîñòi òîùî. Â÷åííÿ ïðî ïîäiáíiñòü
ðîçâèâàëîñÿ äâîìà øëÿõàìè:

� àíàëiç ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü ÿâèùå;
� àíàëiç ðîçìiðíîñòåé ôiçè÷íèõ âåëè÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü

öi ÿâèùà.
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Âiäïîâiäíî äî öüîãî, iñíó¹ äâà ñïîñîáè âèçíà÷åííÿ êðèòåði¨â
ïîäiáíîñòi. Ïåðøèé ç íèõ ïîëÿãà¹ â çâåäåííi ðiâíÿíü ôiçè÷íîãî
ïðîöåñó äî áåçðîçìiðíîãî âèãëÿäó, òîáòî äëÿ éîãî çàñòîñóâàííÿ
ïîòðiáíî ìàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ïðîöåñiâ. Äðóãèé ñïîñiá
áàçó¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi π-òåîðåìè. Íèì ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ
ó âèïàäêó, êîëè âiäîìî òiëüêè ïàðàìåòðè ïðîöåñó, ¨õ ôiçè÷íi ðîç-
ìiðíîñòi, àëå ðiâíÿííÿ ïðîöåñó íåâiäîìå.

Êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi âèêîíóþòü ïîäâiéíó ðîëü. Ïî-ïåðøå, ç ¨õ
äîïîìîãîþ âèçíà÷àþòü ìàñøòàáè, ùî çâ'ÿçóþòü ïàðàìåòðè ìîäåëi
i îðèãiíàëà. Ïî-äðóãå, íà îñíîâi àíàëiçó êðèòåðiàëüíèõ ñïiââiäíî-
øåíü âèÿâëÿþòü íàéáiëüø õàðàêòåðíi îñîáëèâîñòi ìîäåëüîâàíèõ
îá'¹êòiâ.

2.3.1. Çíàõîäæåííÿ êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi ÿâèù çà
íàÿâíîñòi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi

Ïiä ïîäiáíiñòþ ðîçóìiþòü âçà¹ìîîäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ
ìîäåëëþ i îá'¹êòîì, ïðè ÿêié ôóíêöi¨ àáî ïðàâèëà ïåðåõîäó âiä ïà-
ðàìåòðiâ ìîäåëi äî ïàðàìåòðiâ îá'¹êòà âiäîìi. Äâà îá'¹êòè (ïðî-
öåñè, ÿâèùà), ó ÿêèõ ïîäiáíi õàðàêòåðíi âåëè÷èíè, íàçèâàþòüñÿ
ïîäiáíèìè, âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ìàñøòàáàìè îñíîâíèõ ðîç-
ìiðíèõ âåëè÷èí, ïðè÷îìó êîåôiöi¹íòè ïîäiáíîñòi ïî êîæíié ç öèõ
âåëè÷èí, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi. Ïîíÿòòÿ ïîäiáíîñòi äîïóñêà¹ øè-
ðîêå òðàêòóâàííÿ. Íàéáiëüø ïðîñòà i çðîçóìiëà � öå ãåîìåòðè÷íà
ïîäiáíiñòü. Ïðè ïîäiáíîñòi ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ ïîâèííi áóòè ïîäiáíi
âñi îñíîâíi ôiçè÷íi âåëè÷èíè, ùî õàðàêòåðèçóþòü öi ïðîöåñè ó âiä-
ïîâiäíèõ ïðîñòîðîâî-÷àñîâèõ òî÷êàõ, ùî ðiâíîñèëüíî çáåðåæåííþ
âñiõ ÷èñëîâèõ çíà÷åíü âåëè÷èí i çàìiíi îäèíèöü âèìiðó îñíîâíèõ
ðîçìiðíèõ âåëè÷èí. Íàâåäåìî êiëüêà ïðèêëàäiâ ôiçè÷íî¨ ïîäiáíî-
ñòi.

1. Ãåîìåòðè÷íà ïîäiáíiñòü âèðàæà¹òüñÿ ðiâíiñòþ âñiõ âiäïîâiä-
íèõ êóòiâ i ïðîïîðöiéíiñòþ âñiõ âiäïîâiäíèõ ëiíiéíèõ ðîçìiðiâ:

l
′
1

l1
=
l
′
2

l2
= ... =

l
′
n

ln
= kl = const.

2. ×àñîâà ïîäiáíiñòü âèðàæà¹òüñÿ ïðîïîðöiéíiñòþ iíòåðâàëiâ
ìiæ âiäïîâiäíèìè ìîìåíòàìè ÷àñó (íàïðèêëàä, ïðîïîðöiéíèìè ¹
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ïðîìiæêè ÷àñó, çà ÿêi äâi âiäïîâiäíi òî÷êè îá'¹êòà é ìîäåëi ïðî-
õîäÿòü ãåîìåòðè÷íî ñõîæi øëÿõè):

t
′
1

t1
=
t
′
2

t2
= ... =

t
′
n

tn
= kt = const.

3. Ïîäiáíiñòü òåìïåðàòóð âèðàæà¹òüñÿ ïðîïîðöiéíiñòþ òåìïå-
ðàòóð ó âiäïîâiäíèõ òî÷êàõ i ó âiäïîâiäíi ìîìåíòè ÷àñó:

u
′
1

u1
=
u

′
2

u2
= ... =

u
′
n

un
= ku = const.

4. Ïîäiáíiñòü øâèäêîñòåé âèðàæà¹òüñÿ âiäïîâiäíiñòþ íàïðÿìiâ
â ïðîïîðöiéíiñòþ âåëè÷èí øâèäêîñòåé (øâèäêîñòi âiäïîâiäíèõ òî-
÷îê ó âiäïîâiäíi ìîìåíòè ÷àñó ïðîïîðöiéíi):

v
′
1

v1
=
v
′
2

v2
= ... =

v
′
n

vn
= kv = const.

Ïðîïîðöiéíiñòü âåêòîðíèõ âåëè÷èí âèçíà÷à¹òüñÿ âiäïîâiä-
íiñòþ íàïðÿìêiâ i ïðîïîðöiéíiñòþ ¨õ àáñîëþòíèõ âåëè÷èí àáî ïðî-
ïîðöiéíiñòþ êîîðäèíàò âiäïîâiäíèõ âåêòîðiâ.

Öåé ñïèñîê ìîæíà ïðîäîâæóâàòè äëÿ iíøèõ ôiçè÷íèõ âåëè-
÷èí. Ó öèõ ôîðìóëàõ k � öå êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi, êîåôiöi¹íò
ïîäiáíîñòi, àáî ñòàëà ïîäiáíîñòi. Ïîçíà÷åííÿ áåç øòðèõà ñòîñó-
þòüñÿ ïåðøîãî ôiçè÷íîãî ÿâèùà (îðèãiíàëó), ç øòðèõîì � äðóãî-
ãî ôiçè÷íîãî ÿâèùà, àáî ìîäåëi. Íèæíi iíäåêñè 1, 2, . . . âêàçóþòü
íà âiäïîâiäíi òî÷êè ïðîñòîðó i ìîìåíòè ÷àñó.

Äëÿ ïîäiáíîñòi ôiçè÷íèõ ÿâèù íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìî-
âîþ ¹ íåçìiííiñòü (iíâàðiàíòíiñòü) ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü
ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïðè ïîäiáíèõ ïåðåòâîðåííÿõ çìiííèõ (çàìiíi
âñiõ çìiííèõ ïðîïîðöiéíèìè ¨ì âåëè÷èíàìè), òîáòî ñèñòåìà âèçíà-
÷àëüíèõ ðiâíÿíü {

f(x1, x2,..., xn) = 0,
f(k1x1, k2x2, ..., knxn) = 0

ìà¹ áóòè ñóìiñíîþ, äå õ 1, õ 2, . . . , õn � ïàðàìåòðè ìîäåëi. Öÿ ñè-
ñòåìà ñóìiñíà, ÿêùî

f(k1x1, k2x2, . . . , knxn) = φ(k1, k2, . . . , kn)f(x1, x2, . . . , xn).
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Iíøèìè ñëîâàìè, ïîäiáíi ïåðåòâîðåííÿ àðãóìåíòiâ ïðèâîäÿòü äî
ïîäiáíèõ ïåðåòâîðåíü óñi¹¨ ôóíêöi¨. Òàêi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ ãî-
ìîãåííèìè. Âiäîìî, ùî ãîìîãåííèìè ¹ òiëüêè ñòåïåíåâi ôóíêöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ïîäiáíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ó ðiâíÿííi òåïëî-
ïðîâiäíîñòi. Íåõàé ïðîöåñ ïîøèðåííÿ òåïëà â ñòåðæíi îïèñó¹òüñÿ
äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, (2.3.1)

äå u � òåìïåðàòóðà, t � ÷àñ, x � êîîðäèíàòà òî÷êè.
Âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi u = kuu

′, t = ktt
′, x =

kxx
′, a = kaa

′. Ïiäñòàâèâøè îäåðæàíi çíà÷åííÿ çìiííèõ ó ðiâíÿííÿ
òåïëîïðîâiäíîñòi, ìàòèìåìî

ku∂u
′

kt∂t
′ = k2a(a

′
)2
ku∂

2u
′

k2x∂x
′2
. (2.3.2)

Äëÿ òîãî, ùîá ðiâíÿííÿ (2.3.2) çáiãàëîñÿ ç ðiâíÿííÿì (2.3.1),
íåîáõiäíî, ùîá êîåôiöi¹íòè ïðîïîðöiéíîñòi (ïîäiáíîñòi) çàäîâîëü-
íÿëè óìîâó

ku
kt

=
k2aku
k2x

⇒ k2akt
k2x

= 1.

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ ka2t
x2

= k2akt
k2x

, òî ìàòèìåìî ka2t
x2
=1. Öå

îçíà÷à¹, ùî ìàñøòàá áåçðîçìiðíîãî êîìïëåêñó
a2t

x2
ìà¹ çíà÷åííÿ,

ùî äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òîáòî äëÿ ïîäiáíèõ ïðîöåñiâ öåé êîìïëåêñ
ìà¹ çàëèøàòèñÿ íåçìiííèì ó âiäïîâiäíèõ ÷àñîâî-ïðîñòîðîâèõ òî÷-
êàõ. Çàóâàæèìî, ùî òóò ìà¹ ìiñöå íåçìiííiñòü, à íå ñòàëiñòü,
îñêiëüêè îäåðæàíi êîìïëåêñè îäèíàêîâi òiëüêè äëÿ âiäïîâiäíèõ
òî÷îê i äëÿ âiäïîâiäíèõ ìîìåíòiâ ÷àñó äâîõ ÿâèù. Äëÿ ðiçíèõ òî-
÷îê i ðiçíèõ ìîìåíòiâ ÷àñó îäåðæàíi êîìïëåêñè ìîæóòü áóòè ðiç-
íèìè. Áåçðîçìiðíi êîìïëåêñè, íåçìiííiñòü ÿêèõ ¹ êiëüêiñíîþ îçíà-
êîþ ïîäiáíîñòi ôiçè÷íèõ ÿâèù, íàçèâàþòüñÿ êðèòåðiÿìè ïîäiáíî-
ñòi.

Áåçðîçìiðíèé êîìïëåêñ
a2t

x2
¹ êðèòåði¹ì ïîäiáíîñòi ÿâèù òåï-

ëîïðîâiäíîñòi. ßê ïðàâèëî, öåé êîìïëåêñ çàìiíþþòü îáåðíåíîþ
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âåëè÷èíîþ i íàçèâàþòü êðèòåði¹ì ïîäiáíîñòi Ôóð'¹. Äëÿ íüîãî
ïðèéíÿòî òàêå ïîçíà÷åííÿ: F o= x2

a2t
. Ðiâíiñòü êðèòåði¨â Ôóð'¹ ó âiä-

ïîâiäíèõ òî÷êàõ òåïëîâèõ ïîòîêiâ � öå íåîáõiäíà óìîâà ïîäiáíîñòi
íåñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó òåïëîîáìiíó. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
öÿ óìîâà i äîñòàòíÿ.

Íà öüîìó ïðèêëàäi ìè ïðîiëþñòðóâàëè óìîâè ïîäiáíîñòi äâîõ
ÿâèù òåïëîïðîâiäíîñòi � öå íåçìiííiñòü êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi. Òîá-
òî, ÿêùî ðîçðàõóâàòè u(x, t) äëÿ äåÿêîãî ÿâèùà òåïëîïðîâiäíîñòi,
òî çà ïåðåòâîðåííÿì ïîäiáíîñòi ìîæíà çíàéòè u′(x′, t′) äëÿ ïîäiá-
íîãî ÿâèùà.

Çàóâàæèìî, ùî ìîæëèâèé ôîðìàëüíèé áiëüø ïðîñòèé ñïîñiá
ïîäiáíîãî ïåðåòâîðåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü: êðèòåði¨ ïîäiá-
íîñòi çíàõîäÿòü, ÿêùî ïîäiëèòè îäíó ÷àñòèíó äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ íà iíøó i âiäêèíóòè çíàêè ìàòåìàòè÷íèõ îïåðàòîðiâ.

Äiéñíî, êðèòåðié Ôóð'¹ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äiëåííÿ ∂u
∂t íà

a2 ∂
2u

∂x2 ïiñëÿ âiäêèäàííÿ çíàêiâ äèôåðåíöiàëà, îñêiëüêè äèôåðåí-
öiàë áóäü-ÿêî¨ âåëè÷èíè ìà¹ òó æ ðîçìiðíiñòü, ùî é ñàìà âåëè÷è-

íà. Âðàõîâóþ÷è, ùî
∂u

∂t
∼ u

t
,
∂2u

∂x2
∼ u

x2
, îäåðæèìî

u
t

a2 u
x2

=
x2

a2t
= Fo.

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ ïðàâèëîì çàìiùåííÿ.

Ïðàâèëî çàìiùåííÿ. ßêùî u
′
1

u1
=

u
′
2

u2
= Mu = const, òî du

′

du =
Mu.

Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi öüîãî ïðàâèëà,
ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâiñòþ ïðîïîðöi¨

∆u
′

∆u
=
u

′
2 − u

′
1

u2 − u1
=
u

′
1

u1
=Mu.

Òåïåð, ÿêùî ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè ∆u→0, òî îäåðæèìî

lim
∆u→0

∆u
′

∆u =Mu, òîáòî du
′

du =Mu. Çâiäñè ìà¹ìî ïðàâèëî: âèâ÷àþ÷è

ïîäiáíiñòü, çàìiñòü äèôåðåíöiàëà äåÿêî¨ âåëè÷èíè ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ñàìó âåëè÷èíó.
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Çà òàêèì ïðàâèëîì ìîæíà îäåðæàòè iíøi êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi.

Íàïðèêëàä, äëÿ êðèòåðiþ Íüþòîíà ç ðiâíÿííÿ F = m
dv

dt
ìà¹ìî

Ne =
F

mv
t

=
Ft

mv
.

Îñíîâíi ïîëîæåííÿ òåîði¨ ïîäiáíîñòi çàçâè÷àé ñèñòåìàòèçó-
þòüñÿ ó âèãëÿäi òåîðåì ïîäiáíîñòi. Ðîçãëÿäàþ÷è ïðèêëàä ðiâíÿí-
íÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ìè çðîçóìiëè, ùî äëÿ ïîäiáíèõ ÿâèù ìîæíà
âèçíà÷èòè íåçìiííi áåçðîçìiðíi êîìïëåêñè, ÿêi ¹ êîìáiíàöi¹þ ôi-
çè÷íèõ âåëè÷èí, ùî îïèñóþòü öi ÿâèùà. Öåé ôàêò ìîæíà îôîð-
ìèòè ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Ïåðøà òåîðåìà ïîäiáíîñòi. ßâèùà, ïîäiáíi â òîìó ÷è ií-
øîìó ðîçóìiííi, ìàþòü ïåâíi êîìáiíàöi¨ ïàðàìåòðiâ (âîíè íàçè-
âàþòüñÿ êðèòåðiÿìè ïîäiáíîñòi), ÿêi ÷èñåëüíî îäíàêîâi ó âiäïî-
âiäíèõ ïðîñòîðîâî-÷àñîâèõ òî÷êàõ.

Ïåðøà òåîðåìà ïîäiáíîñòi ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ ïîäiáíèõ ÿâèù
(îá'¹êòiâ, ïðîöåñiâ) iñíóþòü îäíàêîâi áåçðîçìiðíi ñòåïåíåâi êîì-
ïëåêñè ôiçè÷íèõ âåëè÷èí, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü öi ÿâèùà. Öÿ òåî-
ðåìà ôîðìóëþ¹ íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ïîäiáíîñòi, àëå âîíà íå
óêàçó¹ ñïîñîáó ðåàëiçàöi¨ ïîäiáíîñòi ïðè ïîáóäîâi ìîäåëåé. Ïåð-
øà òåîðåìà ïîäiáíîñòi íàçèâà¹òüñÿ òàêîæ òåîðåìîþ Íüþòîíà àáî
òåîðåìîþ Íüþòîíà�Áåðòðàíà.

Äðóãà òåîðåìà ïîäiáíîñòi. Â îñíîâíîìó ôîðìóëþâàííi öÿ
òåîðåìà ìà¹ òàêèé âèãëÿä: áóäü-ÿêå ïîâíå ðiâíÿííÿ ôiçè÷íîãî
ïðîöåñó, ÿêå çâ'ÿçó¹ n ôiçè÷íèõ âåëè÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü
ïðîöåñ, ìîæå áóòè çîáðàæåíèì ôóíêöiîíàëüíîþ çàëåæíiñòþ
ìiæ êðèòåðiÿìè ïîäiáíîñòi, ÿêi ôîðìóëþþòüñÿ ç öèõ âåëè÷èí.
Ïðè÷îìó, ÿêùî äëÿ âèìiðþâàííÿ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí âèêîðèñòî-
âó¹òüñÿ k íåçàëåæíèõ ðîçìiðíîñòåé, òî êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi
ìà¹ áyòè n− k.

Öÿ òåîðåìà ÷àñòî íàçèâà¹òüñÿ π-òåîðåìîþ, îñêiëüêè êðèòåði¨
ïîäiáíîñòi, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ïîäiáíi ïðîöåñè, íàé÷àñòiøå ïî-
çíà÷àþòü ãðåöüêîþ ëiòåðîþ π. Çàóâàæèìî, ùî çìiñò íåçàëåæíèõ
ðîçìiðíîñòåé áóäå ïîÿñíåíî â íàñòóïíîìó ïóíêòi.

Ïðîiëþñòðó¹ìî äðóãó òåîðåìó íà ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ. Òðè-
êóòíèê îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çà òðüîìà ñòîðîíàìè a, b, c, òî-
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ìó ìà¹ìî n = 3. Îñêiëüêè âîíè ìàþòü îäíàêîâó ðîçìiðíiñòü, òî
k = 1. Òîìó ïîäiáíiñòü òðèêóòíèêiâ ïîâèííà âèçíà÷àòèñÿ äâîìà
(n − k = 2) êðèòåðiÿìè ïîäiáíîñòi. Çà êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi ìîæíà
âèáðàòè âiäíîøåííÿ b/a, c/a. Ó ïîäiáíèõ òðèêóòíèêiâ öi âiäíî-
øåííÿ áóäóòü îäíàêîâèìè.

Òðåòÿ òåîðåìà ïîäiáíîñòi. Íåîáõiäíèìè é äîñòàòíiìè
óìîâàìè ïîäiáíîñòi äâîõ ÿâèù ¹ ïðîïîðöiéíiñòü âiäïîâiäíèõ âå-
ëè÷èí, ùî âõîäÿòü â óìîâè îäíîçíà÷íîñòi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-
ëåé öèõ ÿâèù, i ðiâíiñòü êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi öèõ ÿâèù.

Òðåòÿ òåîðåìà ïîäiáíîñòi íàçèâà¹òüñÿ ùå òåîðåìîþ Êiðïi÷îâà�
Ãóõìàíà. Äî óìîâ îäíîçíà÷íîñòi, ùî çãàäóþòüñÿ â òåîðåìi, íà-
ëåæàòü, íàïðèêëàä, ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè (ïî÷àòêîâi óìîâè),
óìîâè íà ìåæàõ ñèñòåìè (ìåæîâi àáî êðàéîâi).

2.3.2. Çíàõîäæåííÿ êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi ÿâèùà çà
âiäñóòíîñòi éîãî ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi

ßêùî îá'¹êò, ùî âèâ÷à¹òüñÿ, � ñêëàäíèé, òî ÷àñòî âàæêî îïè-
ñàòè éîãî çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, à âiäñóòíiñòü ìà-
òåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ðîáèòü íåìîæëèâèì óñòàíîâëåííÿ ìàñøòàáiâ i
êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ âèçíà÷àëüíèõ ðiâ-
íÿíü îðèãiíàëó é ìîäåëi. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ öå âäà¹òüñÿ çðîáè-
òè, âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëiç ðîçìiðíîñòåé óñiõ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí,
ùî âèçíà÷àþòü ôiçè÷íå ÿâèùå, à òàêîæ π-òåîðåìó, ÿêà âêàçó¹ ìå-
òîä óñòàíîâëåííÿ êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi, êîëè ìàòåìàòè÷íi îïèñàí-
íÿ îðèãiíàëó é ìîäåëi íåâiäîìi.

Àíàëiç ðîçìiðíîñòåé i π-òåîðåìà Áåêiíãåìà äîçâîëÿþòü ñòâî-
ðþâàòè ðîçðàõóíêîâi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi íà îñíîâi äàíèõ, ÿêi îò-
ðèìóþòüñÿ ç íàòóðíèõ åêñïåðèìåíòiâ.

Ðîçìiðíîñòi. Âèìiðþâàííÿ � öå ïîðiâíÿííÿ âèìiðþâàíî¨ âå-
ëè÷èíè ç äåÿêèì ¨¨ çíà÷åííÿì, ùî ïðèéíÿòî çà îäèíèöþ âèìi-
ðó. Íåõàé âèìiðþ¹òüñÿ äåÿêà âåëè÷èíà V. Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷å-
ðåç [V ] îäèíèöþ âèìiðþâàííÿ âåëè÷èíè V. Íàïðèêëàä, äëÿ ñèëè
åëåêòðè÷íîãî ñòðóìó � öå àìïåð. Òîäi âèìiðÿòè V îçíà÷à¹ çíàéòè
âiäíîøåííÿ âåëè÷èíè V äî îäèíèöi âèìiðó [V ], òîáòî

v =
V

[V ]
.
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×èñëî v íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîâèì çíà÷åííÿì âèìiðþâàíî¨ âåëè÷èíè.
Ôiçè÷íi âåëè÷èíè ìîæóòü áóòè ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïåâíèìè

ñïiââiäíîøåííÿìè. Òîìó ÿêùî âèáðàòè îäèíèöi âèìiðó äåÿêèõ ç
íèõ, òî ÷åðåç öi îäèíèöi ìîæíà âèçíà÷èòè îäèíèöi âèìiðó âñiõ
iíøèõ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí. ×åðåç öå ôiçè÷íi âåëè÷èíè ïîäiëÿþòüñÿ
íà îñíîâíi òà ïîõiäíi. Ùî ñòîñó¹òüñÿ ìåõàíiêè, òî â ñèñòåìi ÑI
¹ òðè îñíîâíi îäèíèöi âèìiðó: îäèíèöÿ âèìiðó äîâæèíè � ìåòð
(ì), îäèíèöÿ âèìiðó ìàñè � êiëîãðàì (êã), îäèíèöÿ âèìiðó ÷àñó
� ñåêóíäà (ñ). Â çàãàëüíîìó âèïàäêó [äîâæèíà] = L, [ìàñà]=M,
[÷àñ]=T, äå L, M, T � ìàñøòàáè äîâæèíè, ìàñè i ÷àñó.

Iíøi îäèíèöi âèìiðþâàííÿ ¹ ïîõiäíèìè. Íàïðèêëàä, äëÿ ñè-
ëè [F ]=MLT−2, äëÿ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ [E ] = ML2T−2, äëÿ ÷à-
ñòîòè ïåðiîäè÷íîãî ïðîöåñó [ω]=T−1. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó
[A]=Mm.Ll.T t, äå m, l, t � ïîêàçíèêè, ÿêi ìîæóòü áóòè äîäàòíèìè,
âiä'¹ìíèìè, öiëèìè, äðîáîâèìè.

Ïîêàæåìî, ùî ïîõiäíi îäèíèöi âèìiðþâàííÿ çàâæäè ¹ ñòåïåíå-
âèìè äîáóòêàìè îñíîâíèõ îäèíèöü âèìiðó. Ïðèïóñòèìî, ùî ìiæ
ôiçè÷íîþ âåëè÷èíîþ X, äëÿ ÿêî¨ çíàõîäèòüñÿ ïîõiäíà îäèíèöÿ
âèìiðó [X ], i ôiçè÷íèìè âåëè÷èíàìè Y 1, Y 2, . . . , äëÿ ÿêèõ óñòà-
íîâëåíi îñíîâíi îäèíèöi âèìiðó [Y 1], [Y 2], . . . , iñíó¹ çàëåæíiñòü
X=F (Y 1, Y 2, . . . ). Àëå, ÿê ìè óæå çíà¹ìî, ùî çàëåæíiñòü F ìà¹
áóòè ãîìîãåííîþ, òîáòî X=F (Y 1, Y 2, . . . ) = a Y 1

α1 Y 2
α2..., òèì

ñàìèì [X ]= [Y 1]α1 [Y 2]α2... .
Ðîçìiðíîñòi ó ñâî¨é ñóêóïíîñòi ìîæóòü áóòè çàëåæíèìè òà

íåçàëåæíèìè. Íåçàëåæíiñòü ðîçìiðíîñòåé ó äàíié ñóêóïíîñòi
îçíà÷à¹, ùî áóäü-ÿêà ðîçìiðíiñòü íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà
÷åðåç ðîçìiðíîñòi iíøèõ âåëè÷èí, ùî âõîäÿòü ó öþ ãðóïó. Íà-
ïðèêëàä, âåëè÷èíè A, B, C ìàþòü íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi, ÿêùî
[A] ̸= [B]n[C]m ïðè áóäü-ÿêèõ m, n. Òàê ðîçìiðíîñòi äîâæèíè L,
øâèäêîñòi LT−1, åíåðãi¨ ML2T−2� íåçàëåæíi, à ðîçìiðíîñòi äîâ-
æèíè L, øâèäêîñòi LT−1, ïðèñêîðåííÿ LT−2 � çàëåæíi.

Ùîá âèçíà÷èòè êiëüêiñòü âåëè÷èí, ÿêi ìàþòü íåçàëåæíi ðîç-
ìiðíîñòi, ïîòðiáíî âèðàçèòè ðîçìiðíîñòi öèõ âåëè÷èí ÷åðåç ðîç-
ìiðíîñòi îñíîâíèõ i ñêëàñòè ìàòðèöþ ç ïîêàçíèêiâ ñòåïåíÿ. Ðàíã
öi¹¨ ìàòðèöi äà¹ êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ ðîçìiðíîñòåé. Íàïðèêëàä,
äëÿ ñèëè, äîâæèíè i ÷àñó ìà¹ìî [F ]=M 1L1T−2, [l ]=M 0L1T 0,
[t ]=M 0L0T 1, ïðè öüîìó ìàòðèöÿ ç ïîêàçíèêiâ ìàòèìå âèãëÿä
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F l T

M (êã) 1 0 0
L (ì) 1 1 0
T (ñ) -2 0 1

Ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ òðüîì, òîìó âåëè÷èíè F, l, t ìàþòü
íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàõîäèòè êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi òà áóäóâàòè ìà-
òåìàòè÷íi ìîäåëi ôiçè÷íèõ ÿâèù, äàìî ñòðîãå ôîðìóëþâàííÿ π-
òåîðåìè.

π-òåîðåìà. Íåõàé ìàòåìàòè÷íèì îïèñàííÿì (ðîçðàõóíêî-
âîþ ìîäåëëþ) äåÿêî¨ ôiçè÷íî¨ çàêîíîìiðíîñòi ¹ ôóíêöiîíàëüíà
çàëåæíiñòü

F (x1, x2, ...xk, xk+1, ..., xn) = 0 (2.3.3)

ìiæ n âèçíà÷àëüíèìè ðîçìiðíèìè âåëè÷èíàìè x1, x2, . . . , xn, ñå-
ðåä ÿêèõ k âåëè÷èí x1, x2, . . . , xk, ìàþòü íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi.
Òîäi çàëåæíiñòü (2.3.3) ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíà íà ñïiââiäíî-
øåííÿ

F (1, 1, . . . , 1, π1, π2, . . . , πm) = φ(π1, π2, . . . , πm) = 0 (2.3.4)

ìiæ m = n − k íåçàëåæíèìè áåçðîçìiðíèìè ñòåïåíåâèìè êîì-
ïëåêñàìè ôiçè÷íèõ âåëè÷èí âèãëÿäó

πi =
xk+i

xα1i
1 xα2i

2 · ... · xαki
k

, i = 1, 2, . . . ,m, (2.3.5)

ÿêi íàçèâàþòüñÿ êðèòåðiÿìè ïîäiáíîñòi. Òóò xk+i, i = 1, 2, . . . ,
m � âåëè÷èíè, ùî ìàþòü çàëåæíi ðîçìiðíîñòi, à ïîêàçíèêè ñòå-
ïåíiâ α1i,α2i,...,αki òi æ ñàìi, ùî é ó âiäïîâiäíèõ ôîðìóëàõ ðîç-
ìiðíîñòåé äëÿ ðîçìiðíî çàëåæíèõ âåëè÷èí.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ñåðåä âèçíà÷àëüíèõ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí
x1, x2, ..., xn ðiâíÿííÿ (2.3.3) íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi ìàþòü ïåðøi
k âåëè÷èí

x1, x2, ..., xk,

à iíøi m âåëè÷èí
xk+1, xk+2, ..., xk+m
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ìàþòü çàëåæíi ðîçìiðíîñòi, ïðè÷îìó k + m = n, òî ðîçìiðíîñòi
öèõ âåëè÷èí âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

[xk+1] = [x1]
α11 · [x2]α21 · ... · [xk]αk1 ,

[xk+2] = [x1]
α12 · [x2]α22 · ... · [xk]αk2 ,

...................................................
[xk+m] = [x1]

α1m · [x2]α2m · ... · [xk]αkm .

(2.3.6)

Ïîêàçíèêè ëåãêî ìîæíà çíàéòè ç ïîðiâíÿííÿ ðîçìiðíîñòåé ó
ïðàâié i ëiâié ÷àñòèíàõ íàïèñàíî¨ ðiâíîñòi. Íà îñíîâi öèõ ôîðìóë
ìîæíà ñêëàñòè m áåçðîçìiðíèõ ñòåïåíåâèõ êîìïëåêñiâ

π1 =
xk+1

xα11
1 · xα21

2 · ... · xαk1
k

,

π2 =
xk+2

xα12
1 · xα22

2 · ... · xαk2
k

,

.........................................

πm =
xk+m

xα1m
1 · xα2m

2 · ... · xαkm
k

.


(2.3.7)

Öi êîìïëåêñè íàçèâàþòü êðèòåðiÿìè ïîäiáíîñòi π1, π2, ..., πm. Äî-
âåäåìî òåïåð, ùî ôóíêöiîíàëüíà çàëåæíiñòü (2.3.3) ìîæå áóòè
çâåäåíà äî êðèòåðiàëüíî¨ ôîðìè (2.3.4). Ñïî÷àòêó ïðîâåäåìî îáåç-
ðîçìiðþâàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2.3.3), áàçóþ÷èñü íà òîìó, ùî áóäü-
ÿêà ðîçìiðíà âåëè÷èíà xi, i=1, 2,. . . , k ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi
xi=βi [xi], äå áåçðîçìiðíèé êîåôiöi¹íò βi � ÷èñëîâå çíà÷åííÿ âåëè-
÷èíè xi â îáðàíié ñèñòåìi îäèíèöü, à [xi] � ðîçìiðíiñòü âåëè÷èíè
xi (äåñÿòêè êiëîãðàì, ñîòíi ìåòðiâ i ò.ä.).

×èñëîâi çíà÷åííÿ áåçðîçìiðíèõ ìíîæíèêiâ äëÿ ðîçìiðíî çà-
ëåæíèõ âåëè÷èí xk+1, xk+2, . . . , xk+m îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëà-
ìè:

βk+1 =
xk+1

[xk+1]
=

xk+1

[x1]α11 · [x2]α21 · ... · [xk]αk1
, . . . ,

βn =
xn
[xn]

=
xn

[x1]α1m · [x2]α2m · ... · [xk]αkm
,

ùî âèïëèâà¹ ç ôîðìóë (2.3.6). Ñïiââiäíîøåííÿ (2.3.3) ìîæíà òðàê-
òóâàòè ÿê çâ'ÿçîê ìiæ ÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè âåëè÷èí x 1, x 2,
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. . . ,xn (òîáòî ìiæ áåçðîçìiðíèìè âåëè÷èíàìè β1, β2,..., βn). Öå
îçíà÷à¹, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2.3.3) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

F (β1, β2, ...βk, βk+1, ..., βn) = 0,

àáî
F
( x1
[x1]

, . . . ,
xk
[xk]

,
xk+1

[x1]α11 · [x2]α21 · ... · [xk]αk1
, . . .

xn
[x1]α1m · [x2]α2m · ... · [xk]αkm

)
= 0.

ßêùî òåïåð äëÿ ðîçìiðíî íåçàëåæíèõ âåëè÷èí âèáðàòè îäèíèöi
âèìiðþâàííÿ òàê, ùîá x1 = [x1], . . . , xk = [xk], òî ç îñòàííüîãî
ñïiââiäíîøåííÿ äiñòàíåìî (2.3.4). �

Íàïðèêëàä, ÿêùî ðîçãëÿäóâàíå ÿâèùå îïèñó¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿì

F (x1, x2, ...x5) = 0,

ùî çâ'ÿçó¹ ï'ÿòü ôiçè÷íèõ âåëè÷èí, i öi âåëè÷èí âèðàæàþòüñÿ ÷å-
ðåç òðè íåçàëåæíi îäèíèöi âèìiðþâàííÿ, òî êiëüêiñòü êðèòåði¨â
m = n − k = 5 − 3 = 2 i ôóíêöiîíàëüíà çàëåæíiñòü ìîæå áó-
òè çîáðàæåíà ó âèãëÿäi φ(π1, π2)=0. Êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi ñòàþòü
íîâèìè çìiííèìè, ¨õ íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèìè çìiííèìè. Çàóâà-
æèìî, ùî êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi çàëåæàòèìóòü âiä âèáîðó ðîçìiðíî
íåçàëåæíèõ âåëè÷èí.

ßêùî k = n− 1, òî äëÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2.3.3), ÿê âèïëèâà¹ ç
(2.3.7), îäåðæó¹òüñÿ ïðîñòèé âèðàç ÷åðåç âiäîìi ïàðàìåòðè, à ñàìå

xn = π1x
α11
1 · xα21

2 · ... · xαn−1,1

n−1 ,

äå π1 êîíñòàíòà, ÿêó ìîæíà âèçíà÷èòè çà åêñïåðèìåíòàëüíèìè
äàíèìè.

Çàóâàæèìî, ùî áåçðîçìiðíi ïàðàìåòðè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü
îá'¹êò, ïðè âàðiàöi¨ îäèíèöü âèìiðþâàííÿ íå çìiíþþòüñÿ i òîìó
â π-òåîðåìi íå ôiãóðóþòü.

Êîíêðåòíi âèðàçè äëÿ êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi (2.3.7) âèçíà÷àþòü-
ñÿ òèì, ÿêi ç âèçíà÷àëüíèõ âåëè÷èí âèáèðàþòüñÿ çà òàêi, ùî ìà-
þòü íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi. Îñêiëüêè öå ìîæå áóòè çðîáëåíå ïî-
ðiçíîìó, òî ôîðìà êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi ìîæå áóòè ðiçíîþ.
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Áóäü-ÿêà ìîäåëü ìiñòèòü çíà÷íó êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ i â õîäi
ìîäåëþâàííÿ íåîáõiäíî âèÿñíèòè âïëèâ êîæíîãî ïàðàìåòðà íà
õàðàêòåð ðîçâ'ÿçêó. Åêñïåðèìåíòàëüíå âñòàíîâëåííÿ çàëåæíîñòi
(2.3.3) çà âåëèêèõ n ïîòðåáó¹ âåëèêî¨ êiëüêîñòi äàíèõ. Òàê, äëÿ òà-
áóëþâàííÿ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ íåîáõiäíî äâà ðÿäè äàíèõ, ôóíê-
öi¨ äâîõ çìiííèõ � òàáëèöÿ, ïðè òðüîõ àðãóìåíòàõ � äåñÿòêè, ñîòíi
òàáëèöü i ò.ä. Îáðîáêà öèõ äàíèõ ç ìåòîþ îòðèìàííÿ àíàëiòè÷-
íîãî âèðàçó ôóíêöi¨ F ñêëàäíà. Òîìó ïðè äîñëiäæåííi íåîáõiäíî
çìåíøèòè êiëüêiñòü âåëè÷èí, ùî âïëèâàþòü íà ïðîöåñ (âõîäÿòü
ó ðiâíÿííÿ). Îäíèì ç åôåêòèâíèõ ñïîñîáiâ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi
ïàðàìåòðiâ ¹ ïåðåõiä äî áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí.

Òîé ôàêò, ùî çà äîïîìîãîþ π-òåîðåìè çàëåæíiñòü (2.3.3) ìiæ n
ðîçìiðíèìè âåëè÷èíàìè x 1, x 2, . . . , xn ìîæíà çâåñòè äî çàëåæíîñòi
ìiæ m áåçðîçìiðíèìè âåëè÷èíàìè π1, π2, . . . , πm, m < n, äîçâî-
ëÿ¹ ñïðîñòèòè (÷àñòî äóæå ñóòò¹âî) çíàõîäæåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî
îïèñàííÿ ðiçíèõ îá'¹êòiâ, òîáòî çäiéñíèòè ðîçðàõóíêîâå ìîäåëþ-
âàííÿ. Çàïèñ ðiâíÿíü ó áåçðîçìiðíié ôîðìi ïîëåãøó¹ äîñëiäæåííÿ
i íàäà¹ ðåçóëüòàòàì áiëüøî¨ óíiâåðñàëüíîñòi. Ïðè öüîìó, ÿê ïðà-
âèëî, âäà¹òüñÿ âèÿñíèòè òi áåçðîçìiðíi çìiííi i çìiííi ïàðàìåòðè,
âiä ÿêèõ ñóòò¹âî çàëåæèòü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i. Åêñïåðèìåíòàëüíå
âñòàíîâëåííÿ êðèòåðiàëüíî¨ çàëåæíîñòi φ(π1, π2, . . . , πm) = 0 çà
ìàëèõ m ìîæå áóòè çîâñiì ïðîñòèì.
Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðîñòiøi ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ π-òåîðåìè.

Ïðèêëàä 2.3.1. Íåõàé íàì íåâiäîìèé çàêîí ìåõàíiêè, ùî
âèçíà÷à¹ øëÿõ âiëüíîãî ïàäiííÿ òiëà áåç îïîðó ñåðåäîâèùà, àëå
ç äîñëiäiâ ìè çíà¹ìî, ùî ïðîéäåíèé øëÿõ S çàëåæèòü âiä ÷à-
ñó t i ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ g òà â çàãàëüíîìó âèïàäêó
S = S(t, g). Âèáåðåìî ñèñòåìó îñíîâíèõ îäèíèöü âèìiðþâàííÿ. Â
ñèñòåìi ÑI äîâæèíà S âèìiðþ¹òüñÿ â ìåòðàõ, ÷àñ � ó ñåêóíäàõ,
ïðèñêîðåííÿ � â ì/ñ2. Ìà¹ìî äâi íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi òà òðè
âåëè÷èíè, òîìó ìàòèìåìî îäèí êðèòåðié ïîäiáíîñòi (3− 2 = 1).

Ïðèïóñòèìî, ùî íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi ìàþòü âåëè÷èíè g i
t. Ïîäàìî ðîçìiðíiñòü âåëè÷èíè S ÷åðåç ðîçìiðíîñòi âåëè÷èí g i
t, òîáòî [S ]=[g ]a.[t ]b. Çàïèøåìî öå ñïiââiäíîøåííÿ ÷åðåç ðîçìið-
íîñòi ì=(ì/ñ2)añb. Íàéìåíóâàííÿ ðîçìiðíîñòåé ó äâîõ ÷àñòèíàõ
ðiâíÿííÿ ìàþòü áóòè îäíàêîâèìè. Öå îçíà÷à¹, ùî a=1, b=2. Òî-
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ìó ¹äèíèì êðèòåði¹ì ïîäiáíîñòi ¹ áåçðîçìiðíèé êîìïëåêñ

π1 =
S

gt2
= const.

Îòæå, S = Cgt2. Ç åêñïåðèìåíòiâ ìîæíà âèçíà÷èòè âåëè÷èíó
Ñ. Âiäîìî, ùî S = gt2/2. N

Ïðèêëàä 2.3.2. Ðîçãëÿíåìî êîëèâàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿò-
íèêà áåç çàòóõàííÿ (äèâ. ï. 5.4). Ïàðàìåòðàìè ïðîöåñó ìîæíà ââà-
æàòè äîâæèíó l ìàÿòíèêà, ìàñó m òiëà, ïðèñêîðåííÿ g âiëüíîãî
òÿæiííÿ, ÷àñòîòó êîëèâàíü ω i íàéáiëüøèé êóò α âiäõèëåííÿ ìà-
ÿòíèêà âiä âåðòèêàëi, ïðè÷îìó [l ]=L, [m]=M, [g ]=LT−2 , [ω]=T−1,
[α]=1.

Ôóíêöiîíàëüíèé çâ'ÿçîê ÷àñòîòè ω êîëèâàíü âèçíà÷àòèìåìî çà
ôîðìóëîþ ω =ω(l, g, m, α), ÿêà ìiñòèòü ÷îòèðè ðîçìiðíi îäèíèöi,
òðè ç ÿêèõ ìàþòü íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi, òà îäíó áåçðîçìiðíó îäè-
íèöþ. Öå îçíà÷à¹, ùî âíàñëiäîê π-òåîðåìè ìà¹ìî îäèí êðèòåðié
ïîäiáíîñòi (n− k = 4− 3 = 1).

Îñêiëüêè äëÿ ðîçìiðíîñòåé ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ [ω] =

[l]−
1
2 [g]

1
2 [m]0[φ]0, òî l

1
2 g−

1
2ω � âåëè÷èíà áåçðîçìiðíà i äëÿ ïîäiáíèõ

ïðîöåñiâ îäíàêîâà, òîáòî çàëåæèòü òiëüêè âiä α. Çâiäñè îäåðæó¹ìî
ôîðìóëó äëÿ ÷àñòîòè êîëèâàíü

l
1
2 g−

1
2ω = Cα ⇒ ω = Cα

√
g

l
,

äå Ñα � áåçðîçìiðíèé êîåôiöi¹íò, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä α. Âèä
çàëåæíîñòi Ñα ç ìiðêóâàíü ðîçìiðíîñòi îäåðæàòè óæå íå ìîæíà,
àëå çíà÷åííÿ Ñα ìîæíà âèçíà÷èòè åêñïåðèìåíòàëüíî àáî ñêîðè-
ñòàòèñÿ òåîðåòè÷íîþ ìîäåëëþ, ÿêà ïðåäñòàâèòü çàëåæíiñòü Ñα ó
âèãëÿäi åëiïòè÷íîãî iíòåãðàëó ïåðøîãî ðîäó.

Àëå íàâiòü ïðè íåâiäîìîìó çíà÷åííi Ñα ç ôîðìóëè äëÿ ω ìîæ-
íà ïîáà÷èòè, ùî ÷àñòîòà íå çàëåæèòü âiä ìàñè m, i ç'ÿñóâàòè õà-
ðàêòåð çàëåæíîñòi ÷àñòîòè âiä äîâæèíè l ìàÿòíèêà. Êðiì öüîãî,
çíàþ÷è ÷àñòîòó äëÿ îäíîãî ìàÿòíèêà, ¨¨ ìîæíà ïåðåðàõóâàòè äëÿ
iíøîãî. À ñàìå, ÿêùî âiäîìå çíà÷åííÿ ÷àñòîòè ω äëÿ äåÿêîãî ìà-
ÿòíèêà äîâæèíîþ l, òî ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ g, α äëÿ äðóãîãî

ìàÿòíèêà äîâæèíîþ l1 ÷àñòîòà êîëèâàíü áóäå ω1 = ω
√

l
l1
.
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Àíàëîãi÷íî ìîæíà îäåðæàòè ôîðìóëó é äëÿ ïåðiîäó êîëè-
âàíü. N

Ïðèêëàä 2.3.3. Ðîçãëÿíåìî ÿâèùå ïðîòiêàííÿ åëåêòðè÷íîãî
ñòðóìó I ÷åðåç ïîñëiäîâíî ç'¹äíàíi îïið R i ¹ìíiñòü C ïiñëÿ ïiä-
êëþ÷åííÿ ñòàëî¨ íàïðóãè U = const. Öå ÿâèùå â êîæíèé ìîìåíò
÷àñó õàðàêòåðèçó¹òüñÿ çíà÷åííÿìè ï'ÿòè ôiçè÷íèõ âåëè÷èí I, U,
R, C, t.

Ïåðåõiäíèé ïðîöåñ, ùî âiäáóâà¹òüñÿ â RC -êîíòóði, îïèñó¹òüñÿ
ôóíêöiîíàëüíîþ çàëåæíiñòþ

F (I, U,R,C, t) = 0.

Ïåðåòâîðèìî öþ çàëåæíiñòü ìiæ íåçàëåæíèìè áåçðîçìiðíèìè ñòå-
ïåíåâèìè êîìïëåêñàìè ôiçè÷íèõ âåëè÷èí (êðèòåðiÿìè ïîäiáíî-
ñòi). Âèçíà÷èìî ñïî÷àòêó êiëüêiñòü êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi. Äëÿ öüî-
ãî íà ïî÷àòêó â ñèñòåìi îäèíèöü CI ïîäàìî ðîçìiðíîñòi ï'ÿòè âåëè-
÷èí ÷åðåç îñíîâíi ðîçìiðíîñòi L,M, T, I : [I ]=I, [U ]=L2M 1T−3I−1,
[R] = L2M1T−3I−2, [C] = L−2M−1T 4I2, [t ]=T.

Ñêëàäåìî ìàòðèöþ ç ïîêàçíèêiâ ñòåïåíi
I U R C t

L (ì) 0 2 2 -2 0
M (êã) 0 1 1 -1 0
T (ñ) 0 -3 -3 4 1
I (à) 1 -1 -2 2 0

Ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ òðüîì, òîáòî òðè ç ï'ÿòè ôiçè÷íèõ
âåëè÷èí ìàþòü íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi. À öå îçíà÷à¹, ùî ìà¹ìî äâà
êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi (n− k = 5− 3 = 2). Áóäåìî ââàæàòè, ùî âåëè-
÷èíè I, R, C ìàþòü íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi. Îñêiëüêè [U ]=[R][I ],
[t ]=[R][C ], òî êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi ìàþòü âèãëÿä

π1 =
U

RI
, π2 =

t

RC
.

Îòæå, çãiäíî ç àíàëiçîì ðîçìiðíîñòåé i π-òåîðåìîþ, çàëåæ-
íiñòü F (I, U, R, C, t)=0 ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿäi çàëåæíî-
ñòi ìiæ äâîìà áåçðîçìiðíèìè çìiííèìè

π1 = ψ(π2),
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äå ôóíêöiÿ ψ çàëèøà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíîþ (¨¨ ìîæíà âèçíà÷èòè íà
îñíîâi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ).

Ó äàíîìó âèïàäêó ìîæíà ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü
RC -êîíòóðó (äèâ. ï. 6.1.12) é ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿí-
íÿ. Àíàëiçóþ÷è ðîçâ'ÿçîê, ìîæíà îäåðæàòè, ùî π1=åõð(π2). N

Ïðèêëàä 2.3.4. Ïðèêëàäîì âiäíîñíî íåäàâíüîãî çàñòîñóâàí-
íÿ ìîäåëþâàííÿ íà îñíîâi òåîði¨ ïîäiáíîñòi ¹ âèçíà÷åííÿ çàñåêðå-
÷åíî¨ åíåðãi¨ ïåðøîãî ÿäåðíîãî âèáóõó íà îñíîâi âiäêðèòî¨ äåìîí-
ñòðàöi¨ êiíîôiëüìó ïðî ÿäåðíèé âèáóõ.

Ââàæàòèìåìî, ùî ÿäåðíèé âèáóõ òî÷êîâèé, à âèíèêàþ÷à óäàð-
íà õâèëÿ ñôåðè÷íà. Òîäi ïðè òàêèõ ñïðîùåííÿõ ðàäióñ R âèáóõî-
âî¨ õâèëi ¹ ôóíêöi¹þ åíåðãi¨ E ÿäåðíîãî âèáóõó, ÷àñó t òà ïî÷àò-
êîâî¨ ãóñòèíè ρ îòî÷óþ÷îãî ïîâiòðÿ.

Âiäïîâiäíà òàáëèöÿ ðîçìiðíîñòåé öèõ ÷îòèðüîõ âèçíà÷àëüíèõ
âåëè÷èí ìà¹ âèãëÿä

E R t ρ

M (êã) 1 0 0 1
L (ì) 2 1 0 -3
T (ñ) -2 0 1 0

,

îñêiëüêè [E ]= êã. ì2. ñ−2, [R]=ì, [t ]=ñ, [ρ]=êã.ì−3.
Öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã, ùî äîðiâíþ¹ 3. Öå îçíà÷à¹, ùî ç óñiõ

âèçíà÷àëüíèõ âåëè÷èí òðè âåëè÷èíè ìàþòü íåçàëåæíi ðîçìiðíî-
ñòi, à îòæå, ìà¹ìî îäèí êðèòåðié ïîäiáíîñòi. Ââàæàòèìåìî, ùî
âåëè÷èíè E, t, ρ ìàþòü íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi. Ïîäàìî òåïåð ðîç-
ìiðíiñòü âåëè÷èíè R ÷åðåç iíøi ðîçìiðíîñòi

[R] = [E]
1
5 [t]

2
5 [ρ]−

1
5 .

Òîìó ¹äèíèì êðèòåði¹ì ïîäiáíîñòi ¹ áåçðîçìiðíèé êîìïëåêñ

π1 =
R

E
1
5 t

2
5 ρ−

1
5

.

Âiäïîâiäíî äî öüîãî çíàõîäèìî, ùî ðàäióñ R = CE
1
5 t

2
5ρ−

1
5 ,

äå C � äåÿêà êîíñòàíòà, ÿêà ìîæå áóòè çíàéäåíà çà îäèíè÷íèì
îêðåìèì åêñïåðèìåíòîì àáî òåîðåòè÷íèìè ðîçðàõóíêàìè. Âñòà-
íîâëåíî, ùî Ñ=1.
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Çíàéäåíà ôîðìóëà äîçâîëÿ¹ çíàéòè åíåðãiþ ÿäåðíîãî âèáóõó,
ÿêùî âiäîìèé ðàäióñ âèáóõîâî¨ õâèëi â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó t. Öi
äàíi ìîæíà âçÿòè ç êiíîôiëüìó ïðî ÿäåðíèé âèáóõ. N

Íàâåäåìî ùå ïðèêëàä ïðîåêòóâàííÿ òåõíi÷íèõ ñèñòåì ç âèêî-
ðèñòàííÿì ïîäiáíîãî ôiçè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ íà ïðèêëàäi ðåçåð-
âóàðà äëÿ âîäè. Ïîäiáíå ôiçè÷íå ìîäåëþâàííÿ � öå çàìiíà ìàòå-
ðiàëüíîãî îá'¹êòà, ïðîöåñó ÷è ÿâèùà ôiçè÷íî ïîäiáíîþ ìîäåëëþ.

Ïðèêëàä 2.3.5. Íåõàé äîñëiäæó¹òüñÿ (ïðîåêòó¹òüñÿ) óñòà-
íîâêà äëÿ âèòiêàííÿ ðiäèíè ç ðåçåðâóàðà âåëèêèõ ðîçìiðiâ. Ïðè
öüîìó îñíîâíèì ïàðàìåòðîì ¹ âàãà ðiäèíè, ùî âèòiêà¹ ÷åðåç êâàä-
ðàòíèé îòâið ó ðåçåðâóàði. Î÷åâèäíî, ùî òàêi äîñëiäæåííÿ ïîòðiá-
íî ïðîâîäèòè íà ìîäåëüíîìó ðåçåðâóàði çìåíøåíèõ ðîçìiðiâ. Òîäi
çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ íà ìîäåëi ïàðàìåòðiâ, ÿêi íåîá-
õiäíi äëÿ ïðîåêòóâàííÿ îðèãiíàëó.

Îïèøåìî ïàðàìåòðè, ÿêi âèçíà÷àþòü ïðîöåñ âèòiêàííÿ ðiäèíè:
q � âàãà ðiäèíè, ùî âèòiêà¹ â îäèíèöþ ÷àñó, [q ]=LMT−3;
ρ � ãóñòèíà ðiäèíè, [ρ]=L−3M ;
h � âèñîòà ðiäèíè â ðåçåðâóàði, [h]=L;
B � ðîçìið îòâîðó [B ]=L;
g � ïðèñêîðåííÿ [g ]=LT−2.
Îòæå, çàãàëüíà êiëüêiñòü çìiííèõ äîðiâíþ¹ 5, ç íèõ 2 âåëè÷è-

íè q, Â ¹ ïàðàìåòðàìè ç çàëåæíèìè ðîçìiðíîñòÿìè, à 3 (ρ, g, h)
� ç íåçàëåæíèìè ðîçìipíîñòÿìè. Â ðåçóëüòàòi ïîðiâíÿííÿ ðîçìip-
íîñòåé îäåðæó¹ìî

[q] = [ρ][g]
3
2 [h]

5
2 , [B] = [h].

Êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi ìàþòü âèãëÿä

π1 =
q

ρg
3
2h

5
2

, π1 =
B

h
.

Îïèøåìî ìåòîäèêó é àëãîðèòì ïðîåêòóâàííÿ óñòàíîâêè. Êðè-
òåði¨ ïîäiáíîñòi îäíàêîâèé äëÿ ìîäåëi é îðèãiíàëó, òîìó

πo1
πm1

=
qog

3
2

qm
ρo
ρm
g

3
2
h

5
2
o

h
5
2
m

= 1,
πo2
πm2

=
Bo

Bm
ho
hm

= 1. (2.3.8)
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Òóò iíäåêñîì î ïîçíà÷åíi ïàðàìåòðè îðèãiíàëó, à iíäåêñîì m
� ïàðàìåòðè ìîäåëi. Ââåäåìî òåïåð ïîçíà÷åííÿ äëÿ ìàñøòàáiâ

mq =
qo
qm
, mρ =

ρo
ρm

, mB =
Bo

Bm
, mh =

ho
hm

.

Òîäi (2.3.8) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

mq

mρm
5
2
h

= 1, mB = mh.

Àíàëiç ìàñøòàáíèõ ñïiââiäíîøåíü äîçâîëÿ¹ ðåàëiçóâàòè çàäà-
÷ó ïðîåêòóâàííÿ çà óìîâè, ùî åêñïåðèìåíòàëüíà óñòàíîâêà (ìî-
äåëü) ïîáóäîâàíà òàê:

1. Âèáðàâøè ìàñøòàá mh, áóäó¹ìî ìîäåëüíèé ðåçåðâóàð çìåí-
øåíèõ ðîçìiðiâ ç îòâîðîì ðîçìiðó Bm i äîñòàòíüîþ âèñîòîþ Hm

òàê, ùîá Hm>hm=ho/mh, äå ho � çàäàíà âåëè÷èíà.
2. Âèáèðà¹ìî äëÿ ìîäåëi ðiäèíó ç âiäïîâiäíîþ ãóñòèíîþ i

âèçíà÷à¹ìî mρ=ρo/ρm, òîäi mq = mρm
5
2
h .

3. Ïðîâîäèìî åêñïåðèìåíòè é âèçíà÷à¹ìî qm. Çíàííÿ qm äîç-
âîëèòü ðîçðàõóâàòè âàãó ðiäèíè â îðèãiíàëüíîìó ðåçåðâóàði çà
ôîðìóëîþ qo=qm . mq. N

2.3.3. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

2.27. Ìîäåëþ¹òüñÿ çàïîâíåííÿ ïîñóäèíè îá'¹ìîì V ÷åðåç
òðóáêó ç ïåðåïàäîì òèñêó ∆Ð íà êiíöÿõ òðóáêè. Òðèâàëiñòü çà-
ïîâíåííÿ τ óñòàíîâëþ¹òüñÿ äëÿ ðiäèí ç ðiçíèìè êîåôiöi¹íòàìè
â'ÿçêîñòi µ é ùiëüíîñòi ρ. Çíàéäiòü êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi äëÿ öüîãî
ÿâèùà, ââàæàþ÷è, ùî ïàðàìåòðè τ , V, µ ìàþòü íåçàëåæíi ðîçìið-
íîñòi.

2.28. Âèçíà÷èòè ìàñîâèé ðîçõiä m â'ÿçêî¨ ðiäèíè, ùî ïðîòiêà¹
÷åðåç òðóáó êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó ðàäióñà r. Âêàçiâêà.
Ðiâíÿííÿ øóêàòè ó âèãëÿäi

m = C∆pα1ρα2rα3µα4 ,

äå ∆p � ðiçíèöÿ òèñêiâ, ρ � ùiëüíiñòü ðiäèíè, µ � êîåôiöi¹íò
â'ÿçêîñòi.
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2.29. Äîñëiäæó¹òüñÿ ïðîòiêàííÿ â'ÿçêî¨ ðiäèíè òðóáêîþ äîâ-
æèíîþ l i äiàìåòðîì d çi øâèäêiñòþ v. Øîðñòêiñòü ñòiíêè òðóá-
êè äîðiâíþ¹ ∆. Âèçíà÷èòè ïàäiííÿ òèñêó δ = f(l, ρ, v, d,∆, µ), äå
ρ � ãóñòèíà ðiäèíè, µ � â'ÿçêiñòü ðiäèíè. Ïðèéíÿâøè çà íåçà-
ëåæíi îäèíèöi äîâæèíó l, ãóñòèíó ρ, øâèäêiñòü v âiäïîâiäíî äî
π-òåîðåìè, ïîáóäóâàòè êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi.

2.30. Âèçíà÷èòè øâèäêiñòü êóëi, ùî ïàäà¹ ïiä äi¹þ ñèëè òÿ-
æiííÿ â ñåðåäîâèùi ç ðiäèíîþ. Âêàçiâêà. Âðàõóâàòè, ùî øâèä-
êiñòü êóëi çàëåæèòü âiä ðiçíèöi ùiëüíîñòåé ìàòåðiàëó êóëi é ðiäè-
íè, ðîçìiðó êóëi, â'ÿçêîñòi ðiäèíè é âåëè÷èíè ïðèñêîðåííÿ âiëü-
íîãî ïàäiííÿ.

2.31. Âèçíà÷èòè îïið òiëà äîâæèíîþ 3 ì, ùî çàíóðåíå ó âîäó i
ðóõà¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ 30 ì/ñ, ÿêùî ïðè ïðîäóâi â àåðîäèíàìi÷-
íié òðóái éîãî ãåîìåòðè÷íî ïîäiáíî¨ ìîäåëi äîâæèíîþ 0,3 ì ïðè
øâèäêîñòi v1=30ì/ñ âåëè÷èíà ëîáîâîãî îïîðó F 1=3,85Í.

2.32. Íåõàé ìà¹ìî òðè íåçàëåæíi îäèíèöi âèìiðþâàííÿ M, L,
T. Â ñèñòåìi ÑI � öå êiëîãðàì, ìåòð, ñåêóíäà. Âèáåðåìî òåïåð iíøi
âåëè÷èíè A, B, C, ÿêi ìàþòü íåçàëåæíi ðîçìiðíîñòi [A], [B ], [C ].
Íàãàäà¹ìî, ùî ðîçìiðíîñòi íåçàëåæíi, ÿêùî êîæíà ç íèõ íå ìî-
æå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi êîìáiíàöi¨ ðåøòè ðîçìiðíîñòåé.
Ïîêàçàòè, ùî ðîçìiðíîñòi M, L, T ìîæíà âèðàçèòè ¹äèíèì ñïîñî-
áîì ÷åðåç ðîçìiðíîñòi [A], [B ], [C ]. Âêàçiâêà. Ïîäàòè ðîçìiðíîñòi
âèáðàíèõ âåëè÷èí ÷åðåç ðîçìiðíîñòi îñíîâíèõ âåëè÷èí ó âèãëÿäi

[A] =Ma1La2T a3, [B] =M b1Lb2T b3, [C] =M c1Lc2T c3.

2.33. Ðîçãëÿíåìî êîëèâàííÿ âàíòàæó ìàñîþ m ïiä äi¹þ ñèëè
ïðóæíîñòi ç êîåôiöi¹íòîì ïðóæíîñòi k ó â'ÿçêîìó ñåðåäîâèùi ç
ñèëîþ îïîðó, ùî ïðîïîðöiéíà øâèäêîñòi ç êîåôiöi¹íòîì ïðîïîð-
öiéíîñòi µ ó âèïàäêó, êîëè íà âàíòàæ äi¹ ñèëà F 0sinωt. Ïîçíà÷èìî
âiäõèëåííÿ òiëà âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ÷åðåç x. Òîäi ôóíêöiî-
íàëüíà çàëåæíiñòü, ùî îïèñó¹ öåé ïðîöåñ, ìà¹ âèãëÿä

F (m,x, t, k, ω, µ, F0) = 0.

Âèçíà÷èòè êiëüêiñòü êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi. Íà îñíîâi çíàéäå-
íèõ ôîðìóë äëÿ ðîçìiðíîñòåé îòðèìàòè êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi (ðiçíi
âàðiàíòè).
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2.34. Âiäîìî, ùî â ñòåðæíi ç êðóãëèì ïåðåðiçîì äiàìåòðà d
ïðè ðîçòÿãóâàííi ñèëîþ Ð âèíèêà¹ íàïðóæåííÿ σ = 4P

πd2
, à çìi-

ùåííÿ îäíîãî êiíöÿ ñòåðæíÿ âiäíîñíî iíøîãî ïðè çáåðåæåííi ìà-
òåðiàëîì âëàñòèâîñòåé ëiíiéíî¨ ïðóæíîñòi äîðiâíþ¹ u = σl

E , äå l
� äîâæèíà ñòåðæíÿ äî íàâàíòàæåííÿ, E � ìîäóëü ïðóæíîñòi ìà-
òåðiàëó ñòåðæíÿ ïðè ðîçòÿãóâàííi.

Çàñòîñóâàòè äî öi¹¨ çàäà÷i òåîðiþ ðîçìiðíîñòåé. Çíàéòè êiëü-
êiñòü íåçàëåæíèõ ðîçìiðíîñòåé, à, çãiäíî ç π-òåîðåìîþ, âèçíà-
÷èòè êiëüêiñòü êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà
âèáðàòè êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi? Íàâåäiòü êiëüêà âàðiàíòiâ êðèòåði¨â
ïîäiáíîñòi, ïîðiâíÿéòå ¨õ. Ïîäàéòå íàâåäåíi âèùå äâi çàëåæíîñòi
â êðèòåðiàëüíié ôîðìi.

2.35. Âèçíà÷èòè êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ðóõó
â'ÿçêî¨ ðiäèíè â ïîëi ñèë òÿæiííÿ, ÿêùî òå÷iÿ âèçíà÷à¹òüñÿ õàðàê-
òåðíèì ðîçìiðîì l, øâèäêiñòþ v, ùiëüíiñòþ ρ, â'ÿçêiñòþ υ i ïðè-
ñêîðåííÿì ñèëè òÿæiííÿ g.Âêàçiâêà. Êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi � öå äâà
âiäîìèõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà i Ôðîóäà Re=lυ/v, Fr=υ2/lg. Êðèòåðié
Ðåéíîëüäà âèçíà÷à¹ õàðàêòåð ïîòîêó: ëàìiíàðíèé, ïðîìiæíèé ÷è
òóðáóëåíòíèé.

2.36. Ïîáóäóâàòè íàïiâåìïiðè÷íó ôîðìóëó äëÿ ïiäéîìíî¨ ñè-
ëè êðèëà ëiòàêà â äîçâóêîâîìó ïîâiòðÿíîìó ïîòîöi, ùî ïðèïàäà¹
íà îäèíèöþ äîâæèíè ðîçìàõó êðèëà. Âðàõóâàòè, ùî íà ïiäéîìíó
ñèëó P áóäóòü âïëèâàòè òàêi ôiçè÷íi âåëè÷èíè: v, ρ � øâèäêiñòü i
ãóñòèíà íàáiãàþ÷îãî ïîòîêó ïîâiòðÿ, b � õîðäà ïðîôiëþ êðèëà òà
áåçðîçìiðíèé ïàðàìåòð α � êóò àòàêè, ùî õàðàêòåðèçó¹ íàïðÿì
íàáiãàþ÷îãî ïîòîêó (ðèñ. 2.17). Âêàçiâêà. Âèðàçèòè ðîçìiðíîñòi
[P ], [ρ], [v ], [b] ÷åðåç îñíîâíi ðîçìiðíîñòi M (êã), L (ì), T (ñ) i íà
îñíîâi π-òåîðåìè âñòàíîâèòè ôîðìóëó

P

ρv2b
= f(α) = const.

Áåçðîçìiðíèé êîåôiöi¹íò f (α), ùî çàëåæèòü âiä ôîðìè ïðîôi-
ëþ êðèëà i êóòà àòàêè α ìîæå áóòè çíàéäåíèé åêñïåðèìåíòàëüíî
øëÿõîì ïðîäóâàííÿ ïiä ðiçíèì êóòîì àòàêè ãåîìåòðè÷íî ïîäiáíî¨
ìîäåëi êðèëà â àåðîäèíàìi÷íié òðóái.

2.37. Ðîçãëÿíåìî âåðòèêàëüíèé ïîëiò ëiòàëüíîãî àïàðàòó ç ìà-
ñîþ m â ãóñòié àòìîñôåði, ÿêùî âiäîìî, ùî íà ëiòàëüíèé àïàðàò
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äiþòü: ñèëà òÿãè R⃗, ñèëà òÿæiííÿ P⃗ i ñèëà àåðîäèíàìi÷íîãî îïîðó
F⃗ (ðèñ. 2.18).

Âèçíà÷èòè êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi. Âêàçiâêà. Áåçðîçìiðíi êîìái-
íàöi¨ ïàðàìåòðiâ çíàõîäèòè ó âèãëÿäi π = Chα1mα2rα3gα4kα5tα6 ,
äå h(t) � âèñîòà ïîëüîòó â ìîìåíò ÷àñó t, g � ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî
ïàäiííÿ, k � êîåôiöi¹íò îïîðó, r � âåëè÷èíà ñèëè òÿãè.

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ÷òî âåëè÷èíà ñèëè îïîðó F = −kv2 =

−k
(dh
dt

)2
.

Ðèñ. 2.17. Iëþñòðàöiÿ âèíèêíåííÿ Ðèñ. 2.18. Ñõåìà
ïiäéîìíî¨ ñèëè äî çàäà÷i 2.37

Çàïèòàííÿ òà çàâäàííÿ äî ñàìîïåðåâiðêè

1. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ñóòü ïåðøî¨ òåîðåìè ïîäiáíîñòi?
2. Ñôîðìóëþéòå ïîñëiäîâíiñòü îïåðàöié äëÿ ïðîñòîãî ïîäiáíî-

ãî ïåðåòâîðåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
3. Ñôîðìóëþéòå ïðàâèëî çàìiùåííÿ.
4. Äàéòå ôîðìóëþâàííÿ äðóãî¨ òåîðåìè ïîäiáíîñòi.
5. ßê âèçíà÷èòè êiëüêiñòü âåëè÷èí, ùî ìàþòü íåçàëåæíi ðîç-

ìiðíîñòi?
6. Ùî òàêå êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi? ßê âîíè âèçíà÷àþòüñÿ?
7. Â ÷îìó ïåðåâàãà êðèòåðiàëüíî¨ ôîðìè çàëåæíîñòi?
8. Ñôîðìóëþéòå òðåòþ òåîðåìó ïîäiáíîñòi.
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2.4. Åëåìåíòè òåîði¨ iäåíòèôiêàöi¨ ìîäåëåé

2.4.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ

Äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi
ÿê òåîðåòè÷íi, òàê i åêñïåðèìåíòàëüíi ìåòîäè. Äîñâiä, íàêîïè÷å-
íèé ïðè ìîäåëþâàííi ðåàëüíèõ ñèñòåì, ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî íå
ìîæíà ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, àäåêâàòíó ðåàëüíié ñè-
ñòåìi, òiëüêè íà îñíîâi òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåíü. Ñòâîðåíà òàêèì
ñïîñîáîì ìîäåëü, ÿê ïðàâèëî, âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðåàëüíî¨ ñèñòåìè.
Òîìó â ïðîöåñi âèâ÷åííÿ ðåàëüíîñòi îäíî÷àñíî ç òåîðåòè÷íèìè
äîñëiäæåííÿìè ïðîâîäÿòü ÷èñëåííi åêñïåðèìåíòè äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ òà óòî÷íåííÿ ìîäåëi. Ìåòîäè ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé
çà ðåçóëüòàòàìè ðåàëüíèõ äîñëiäæåíü ¹ ïðåäìåòîì òåîði¨ iäåíòè-
ôiêàöi¨.

Iäåíòèôiêàöiÿ îá'¹êòà éîãî ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ � öå ïîáó-
äîâà (ñèíòåç) ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi íà îñíîâi ñòàòèñòè÷íîãî ìà-
òåðiàëó, òîáòî çà äàíèìè ñïîñòåðåæåíü çà âõiäíèìè äîïóñòèìèìè
ñèãíàëàìè òà ðåàêöi¹þ îá'¹êòà íà öi ñèãíàëè.

Îñíîâíà ïðîáëåìà òåîði¨ iäåíòèôiêàöi¨ � öå ïðîáëåìà àäåêâàò-
íîñòi ìîäåëåé ðåàëüíié äiéñíîñòi. Òîìó ç ñàìîãî ïî÷àòêó ìîäåëi
ïîâèííi áóäóâàòèñü òàê, ùîá àäåêâàòíiñòü çàáåçïå÷óâàëàñü äëÿ
íàéáiëüø õàðàêòåðíèõ äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè óìîâ ¨¨ ôóíêöiîíóâàí-
íÿ.

Íèíi íàéâiäîìiøi òàêi ìåòîäè iäåíòèôiêàöi¨:
1) êëàñè÷íi ìåòîäè âèâåäåííÿ ðiâíÿíü íà îñíîâi ôóíäàìåí-

òàëüíèõ çàêîíiâ ïðèðîäè;
2) ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ;
3) ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ îáåðíåíèõ çàäà÷ òåîði¨ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü;
4) ìåòîäè ïåðåäàòî÷íèõ ôóíêöié, ùî áàçóþòüñÿ íà çàñòîñóâàí-

íi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà;
5) ìåòîäè äåêîìïîçèöi¨ ñèñòåìè äî ðiâíÿ òèïîâèõ ëàíîê;
6) ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè iäåíòèôiêàöi¨ (ðåãðåñiéíi, äèñïåðñiéíi

ìîäåëi);
7) ìåòîäè ïàðàìåòðè÷íî¨ iäåíòèôiêàöi¨ çà êðèòåðiÿìè ñòiéêîñòi

é îïòèìàëüíîñòi òà iíøi.
Êîæíèé ç ìåòîäiâ iäåíòèôiêàöi¨ íå ïiäõîäèòü äëÿ âñiõ âèäiâ
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ñèñòåì, à ìà¹ ñâîþ ñôåðó çàñòîñóâàííÿ. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ç öèõ
ìåòîäiâ. Äîñèòü ïîâíèé àíàëiç ðiçíèõ ìåòîäiâ iäåíòèôiêàöi¨ äà¹òü-
ñÿ â [83, 101].

2.4.2. Ïàðàìåòðè÷íà iäåíòèôiêàöiÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì.
Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ

Ïðèêëàä ïàðàìåòðè÷íî¨ iäåíòèôiêàöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü, äëÿ ÿêèõ ìîæíà çíàéòè ðîçâ'ÿçîê, ïðîiëþñòðîâàíèé ó ï. 1.6.
Óêàæåìî, ÿê ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷íî¨ iäåíòèôiêà-
öi¨ ó âèïàäêó, êîëè íå ìîæíà ÿâíî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ.

Íåõàé ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ äåÿêîãî ïðîöåñó ¹ íåëiíiéíå äè-
ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

dx

dt
= f(x, α). (2.4.1)

Ïðèïóñòèìî, ùî â ðåçóëüòàòi åêñïåðèìåíòiâ çàìiðÿíi çíà÷åííÿ
çìiííî¨ x, à ñàìå x0, x1, ..., xn â äåÿêi ìîìåíòè ÷àñó t0, t1, ..., tn,
òîáòî ìà¹ìî òàáëèöþ äàíèõ

t t0 t1 ... tn
x x0 x1 ... xn

.

Ïîòðiáíî âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà α òàê, ùîá çíàéäåíèé
ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ âiäïîâiäàâ åêñïåðèìåíòàëü-
íèì äàíèì.

Äëÿ îäíîâèìiðíîãî âèïàäêó êðèòåði¹ì áëèçüêîñòi ìîæå áóòè
iíòåãðàë âiä êâàäðàòà ïîõèáêè âèðàçó

F (α) =

T∫
0

µ(t)(xT (t, α)− xe(t))
2dt,

äå xT (t, α) � âèõiä ìîäåëi, xe(t) � åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi, µ(t) �

âàãîâà ôóíêöiÿ òàêà, ùî

T∫
0

µ(t)dt = 1. Äëÿ ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨
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F (α) âèêîðèñòîâóþòü ãðàäi¹íòíi ìåòîäè. Çàñòîâóþ÷è ÷èñëîâi ìå-
òîäè çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó xT (t, α), êðèòåðié áëèçüêîñòi ìîæíà
ïåðåïèñàòè â iíøié ôîðìi.

Äëÿ ïðîñòîòè ââàæàòèìåìî, ùî ti = hi, äå h > 0, i ∈
{1, 2, ..., n}. Ïðîiíòåãðóâàâøè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ íà ïðî-
ìiæêó [ti, ti+1], îäåðæèìî

x(ti+1)− x(ti) =

ti+1∫
ti

f(x, α)dt.

Iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi íå ìîæíà çíàéòè, îñêiëüêè íå âiäî-
ìèé ðîçâ'ÿçîê x(t). Òîìó çàìiíèìî iíòåãðàë êâàäðàòóðíîþ ôîð-
ìóëîþ, íàïðèêëàä, ëiâèõ ïðÿìîêóòíèêiâ. Îäåðæèìî

xi+1 = xi + hf(xi, α) + o(h),

àáî
xi+1 ≈ xi + hf(xi, α).

Ñêëàäåìî ôóíêöiþ

F (α) =
n−1∑
i=0

[xi+1 − (xi + hf(xi, α))]
2 .

Ïðèéìåìî ÿê îçíà÷åííÿ, ùî ìiíiìóì ôóíêöi¨ F (α) äà¹ øóêàíå
α. Òèì ñàìèì âèçíà÷èìî íàéêðàùó ìîäåëü ç óñiõ ðiâíÿíü.

ßêùî ìàòèìåìî ñåðiþ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ
xk0, x

k
1, ..., x

k
n, k = 1, 2, ..., N , òî

F (α) =

N∑
k=1

n−1∑
i=0

[
xki+1 − (xki + hf(xki , α))

]2
.

ßêùî x(t) � âåêòîð, òîáòî x(t) =
(x1(t), x2(t), ..., xs(t), ..., xm(t))T , i ìà¹ìî âèïðîáóâàííÿ
x(t0), x(t1), ..., x(tn), òî

F (α) =
m∑
s=1

n−1∑
i=0

[xs(ti+1)− (xs(ti) + hf(xs(ti), α))]
2 .
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ßêùî äëÿ âåêòîðíî¨ âåëè÷èíè x(t) ìàòèìåìî ñåðiþ âèïðîáó-
âàíü xk(t0), xk(t1), ..., xk(tn) k = 1, 2, ..., N , òî

F (α) =

N∑
k=1

m∑
s=1

n−1∑
i=0

[
xks(ti+1)− (xks(ti) + hf(xks(ti), α))

]2
.

Òóò i îçíà÷à¹ ìîìåíò ÷àñó âèìiðþâàííÿ âåëè÷èíè x, k � íîìåð
åêñïåðèìåíòó (íîìåð íàáîðó äàíèõ), s � ïîðÿäêîâèé íîìåð åëå-
ìåíòà âåêòîðà.

Ðîçãëÿíåìî iäåíòèôiêàöiþ ïàðàìåòðiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi
ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ íà ïðèêëàäi ëîãiñòè÷íî¨ ìîäåëi,
îñêiëüêè âîíà äîñèòü ÷àñòî çóñòði÷à¹òüñÿ íà ïðàêòèöi.

Ïðèêëàä 2.4.1. Çàïèøåìî ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ó ôîðìi

dx

dt
= x(t)(a− bx(t)), a, b > 0. (2.4.2)

Ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ìî ñïîñòåðåæåííÿ çà âåëè÷èíîþ x(t) ó
äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó ti, òîáòî âiäîìi çíà÷åííÿ x0, x1, ..., xn, äå
xi = x(ti), i ∈ {0, 1, ..., n}. Iäåíòèôiêàöiÿ ëîãiñòè÷íî¨ ìîäåëi ïîëÿ-
ãà¹ â çíàõîäæåííi ÷èñåë a, b çà ñïîñòåðåæåííÿìè xi, i ∈ {0, 1, ..., n}

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.4.2) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

x(t)

a− bx(t)
=

x(0)

a− bx(0)
eat.

Òåïåð, ìàþ÷è òðè çíà÷åííÿ x0, x1, x2, ìîæíà çàïèñàòè àëãåá-
ðà¨÷íó ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ äâîõ íåâiäîìèõ ïà-
ðàìåòðiâ a òà b. Àëå öåé øëÿõ íå ïðèâåäå äî çàãàëüíîãî êîíñòðóê-
òèâíîãî àëãîðèòìó, òîìó ùî, ÿêùî âçÿòè iíøó òðiéêó åêñïåðèìåí-
òàëüíèõ äàíèõ x0, x1, x2, òî îäåðæèìî âæå iíøi ÷èñëà a òà b.

Óêàæåìî, ÿê ìîæíà çíàéòè çíà÷åííÿ a òà b, ìàþ÷è n+1 åêñïå-
ðèìåíòàëüíèõ çàìiðiâ âåëè÷èíè x(t). Äëÿ öüîãî ïåðåïèøåìî ðiâ-
íÿííÿ (2.4.2) ó âèãëÿäi

d

dt
lnx = a− bx(t).

Iíòåãðóþ÷è öå ðiâíÿííÿ íà ïðîìiæêó ÷àñó [ti, ti+1], îäåðæèìî

lnxi+1 − lnxi =

ti+1∫
ti

(a− bx(t))dt, i ∈ 0, 1, ..., n− 1.
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Çíàéòè iíòåãðàë òî÷íî íå ìîæíà, îñêiëüêè íåâiäîìà ôóíêöiÿ
x(t) ìiæ ìîìåíòàìè ÷àñó ti, ti+1, òîìó âèêîíà¹ìî íàáëèæåíå îá-
÷èñëåííÿ iíòåãðàëà çà êâàäðàòóðíèìè ôîðìóëàìè. Öå ìîæíà çðî-
áèòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè ç ðiçíîþ òî÷íiñòþ êiíöåâîãî ðåçóëüòàòó.
Çóïèíèìîñü íà àïðîêñèìàöi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó, òîäi

lnxi+1 ≈ lnxi + hi(a− bxi), hi = ti+1 − ti.

Äàëi çàïèñó¹ìî ôóíêöiþ

F (a, b) =

n−1∑
i=0

[lnxi+1 − lnxi − hi(a− bxi)]
2 .

Ìiíiìóì öi¹¨ ôóíêöi¨ äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ ïàðà-
ìåòðiâ a òà b. Öi çíà÷åííÿ âèçíà÷àþòü íàéêðàùó ìîäåëü ç óñiõ
ðiâíÿíü äëÿ äàíîãî íàáîðó ñïîñòåðåæåíü çà ïðîöåñîì.

ßêùî ìà¹ìî íå îäèí íàáið åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ
xi, i ∈ {0, 1, ..., n}, à N íàáîðiâ, òîáòî ìà¹ìî ìàòðèöþ X =
{xij}i=0,1,...,n, j=1,...,N åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ, äå xij � çíà÷åííÿ
i-ãî çàìiðó â j-ìó íàáîði, òî ìîæíà ïðîâåñòè óñåðåäíåííÿ âiäïî-
âiäíèõ çàìiðiâ ïî âñiõ íàáîðàõ, òîáòî ðîçãëÿäàòè ñåðåäíi çíà÷åííÿ

x̄i =
xi1 + xi2 + ...+ xiN

N
, i = 0, 1, ..., n.

À ìîæíà ðîçãëÿäàòè ôóíêöiþ

F (a, b) =
N∑
j=1

n−1∑
i=0

[lnxi+1,j − lnxij − hi(a− bxij)]
2 . (2.4.3)

Ìiíiìiçàöiÿ ôóíêöi¨ (2.4.3) äîçâîëèòü iäåíòèôiêóâàòè ëîãiñòè÷íó
ìîäåëü. Çàóâàæèìî, ùî xij ìàþòü áóòè ñòðîãî äîäàòíèìè, iíàêøå
íå ìîæíà îá÷èñëèòè lnxij . N

2.4.3. Iäåíòèôiêàöiÿ ìîäåëåé ìåòîäîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ
îáåðíåíèõ çàäà÷ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Ïðÿìèìè íàçèâàþòüñÿ çàäà÷i, â ÿêèõ äëÿ çàäàíîãî äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òà ïî÷àòêîâèõ (êðàéîâèõ) óìîâ íåîáõiäíî
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çíàéòè ðîçâ'ÿçîê, òîáòî ôóíêöiþ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ i äî-
äàòêîâi óìîâè.

Îáåðíåíi çàäà÷i äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîëÿãàþòü ó òîìó,
ùîá çà çàäàíîþ ñóêóïíiñòþ ôóíêöié âèçíà÷èòè äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ, ðîçâ'ÿçêàìè ÿêîãî ¹ óêàçàíi ôóíêöi¨, òîáòî íåîáõiäíî
âèçíà÷èòè ñòðóêòóðó é ïàðàìåòðè äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà.
Ïðîiëþñòðó¹ìî ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ îáåðíåíî¨ çàäà÷i äëÿ ëiíié-
íîãî ðiâíÿííÿ. Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ùîá êîåôiöi¹íòè a1(t), a2(t), ..., an(t) äè-
ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Lx =
dnx

dtn
+a1(t)

dn−1x

dtn−1
+a2(t)

dn−2x

dtn−2
+...+an−1(t)

dx

dt
+an(t)x = f(t),

(2.4.4)
äå f(t) � çàäàíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷àëèñü îäíîçíà÷íî,
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëè n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ôóíê-
öié x1(t), x2(t), ..., xn(t), ùî ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi é çàäîâîëü-
íÿþòü ðiâíÿííÿ (2.4.4).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðiâ a1(t), a2(t), ..., an(t) çàïóñêàòèìå-
ìî íà âõiä ñèñòåìè ñèãíàëè f1(t), f2(t), ..., fn(t) i çäiéñíþâàòèìåìî
çàìiðè âèõiäíèõ ñèãíàëiâ x1(t), x2(t), ..., xn(t) (ðèñ. 2.19).

Ðèñ. 2.19. Ñèñòåìà ç âõîäîì-âèõîäîì

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (2.4.4) äëÿ ôóíêöié x1(t), x2(t), ..., xn(t).
Îäåðæèìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâi-
äîìèõ a1(t), a2(t), ..., an(t).

a1(t)x
(n−1)
1 + a2(t)x

(n−2)
1 + ...+ an(t)x1 = f1 − x

(n)
1 ,

a1(t)x
(n−1)
2 + a2(t)x

(n−2)
2 + ...+ an(t)x2 = f2 − x

(n)
2 ,

...

a1(t)x
(n−1)
n + a2(t)x

(n−2)
n + ...+ an(t)xn = fn − x

(n)
n .

Öþ ñèñòåìó ìîæíà ïåðåïèñàòè â ìàòðè÷íié ôîðìi

W Ta(t) = F,
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äå W T � òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ Âðîíñüêîãî, ùî ìà¹ âèãëÿä

W T =


x
(n−1)
1 x

(n−2)
1 ... x1

x
(n−1)
2 x

(n−2)
2 ... x2

... ... ... ...

x
(n−1)
n x

(n−2)
n ... xn

 , F =
(
f1 − x

(n)
1 , f2 − x

(n)
2 , ..., fn − x(n)n

)
,

a(t) = (a1(t), a2(t), ..., an(t))
T � âåêòîð íåâiäîìèõ âåëè÷èí. ßê âi-

äîìî, âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî íå äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ ëiíiéíî íåçà-
ëåæíèõ ôóíêöié, òîìó

a(t) = (W T )−1F.

Îòæå, ñòðóêòóðà i ïàðàìåòðè äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà L
ñòàþòü âiäîìèìè.

2.4.4. Ìåòîä ïåðåäàòî÷íèõ ôóíêöié

Ùå îäíi¹þ ôîðìîþ îïèñàííÿ çàëåæíîñòi "âõiä�âèõiä" äëÿ äè-
íàìi÷íî¨ ñèñòåìè ¹ ìåòîä ïåðåäàòî÷íèõ ôóíêöié. Âií áàçó¹òüñÿ íà
ìåòîäàõ îïåðàöiéíîãî ÷èñëåííÿ. Ñóòü îïåðàöiéíîãî ìåòîäó ïîëÿ-
ãà¹ â íàñòóïíîìó.

Íåõàé çàäàíà ôóíêöiÿ x(t) äiéñíî¨ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó òàêà, ùî
äëÿ íå¨ iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà (L - ïåðåòâîðåííÿ)

L(x(t)) ≡
∞∫
0

e−ptx(t)dt = X(p),

äå p = σ + iω � êîìïëåêñíå ÷èñëî; x(t) � äåÿêà âõiäíà ôóíêöiÿ,
ÿêó íàçèâàþòü îðèãiíàëîì; X(p) � ¨¨ çîáðàæåííÿ çà Ëàïëàñîì.

Òîäi, ÿêùî âiäîìî çîáðàæåííÿ X(p), òî îá÷èñëèòè îðèãiíàë
x(t) ìîæíà çà äîïîìîãîþ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

x(t) = L−1(X(p)) =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

X(s)estds, t > 0.

Ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ìà¹ ðÿä çðó÷íèõ äëÿ ïðàêòèêè âëàñòè-
âîñòåé. Íàïðèêëàä, äèôåðåíöiþâàííþ îðèãiíàëó âiäïîâiäà¹ ìíî-
æåííÿ çîáðàæåííÿ X(p) íà êîìïëåêñíó çìiííó p, à iíòåãðóâàííþ
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îðèãiíàëó x(t) çà çìiííîþ t âiäïîâiäà¹ îïåðàöiÿ äiëåííÿ çîáðàæåí-
íÿ X(p) íà çìiííó p, òîáòî

L

(
d

dt
x

)
= pX(p)− x(+0),

L

(
dn

dtn
x

)
= pnX(p)−

n∑
i=1

pi−1d
n−ix(+0)

dtn−i

L

 t∫
0

x(t)dt

 =
1

p
X(p),

äå x(+0) = lim
t→+0

x(t).

Ïðèêëàäè iíøèõ âiäïîâiäíîñòåé "îðèãiíàë�çîáðàæåííÿ" ìîæ-
íà çíàéòè â ëiòåðàòóði ç îïåðàöiéíîãî ÷èñëåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ëiíiéíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó. Íåõàé òàêà ñè-
ñòåìà îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ïîñòiéíèìè êîåôi-
öi¹íòàìè

Ax ≡ a2
d2x

dt2
+ a1

dx

dt
+ a0x = u(t)

x(0) = 0,
dx(0)

dt
= 0.

Âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà íàä äâîìà ÷àñòèíàìè öüîãî
ðiâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è íóëüîâi ïî÷àòêîâi óìîâè i âëàñòèâîñòi
ëiíiéíîñòi ñàìîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Îäåðæèìî

a2p
2X(p) + a1pX(p) + a2X(p) = U(p),

àáî

K ′(p) ·X(p) = U(p), äå K ′(p) = a2p
2 + a1p+ a0.

Ôóíêöiþ K(p) =
X(p)

U(p)
, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê âiäíîøåííÿ çîáðà-

æåíü çà Ëàïëàñîì âèõiäíîãî X(p) òà âõiäíîãî U(p) ñèãíàëiâ ïðè
íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ, íàçèâàþòü ïåðåäàòî÷íîþ ôóíêöi¹þ.

ßêùî âiäîìà ïåðåäàòî÷íà ôóíêöiÿ K(p), òî çà ôîðìóëîþ
X(p) = K(p)U(p) îá÷èñëþ¹ìî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó, à çà îáåð-
íåíèì ïåðåòâîðåííÿì � i ñàì ðîçâ'ÿçîê x(t). Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî

171



âiäîìi âõiäíèé ñèãíàë uâõ(t) i ðåàêöiÿ ñèñòåìè x(t) íà öåé âõiäíèé
ñèãíàë, òî, ïîáóäóâàâøè çîáðàæåííÿ U(p) òà X(p), ìîæíà çíàéòè
ïåðåäàòî÷íó ôóíêöiþ K(p), ÿêà äîçâîëèòü âiäíîâèòè îïåðàòîð A
âèõiäíî¨ ëiíiéíî¨ ìîäåëi. Öåé ìåòîä iëþñòðó¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷
ñòðóêòóðíî¨ iäåíòèôiêàöi¨ äëÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ïåðåäàòî÷íèõ ôóíêöié òà âiäïîâiäíi ¨ì ìà-
òåìàòè÷íi ìîäåëi åëåìåíòiâ (ëàíîê) ñèñòåìè:
1. K(p) = k � äëÿ ëàíêè ïiäñèëþâà÷à x(t) = kuâõ(t);
2. K(p) = kp � äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ëàíêè k duâõ(t)

dt = x(t);

3. K(p) = k
p � äëÿ iíòåãðàòîðà x(t) = k

t∫
0

uâõ(s)ds;

4. K(p) = γ
p+a0

� äëÿ ëiíiéíî¨ äèíàìi÷íî¨ ëàíêè
dx

dt
+ a0x =

γuâõ(t);
5. K(p) = γ

p2+a1p+a0
� äëÿ ëiíiéíî¨ äèíàìi÷íî¨ ëàíêè äðóãîãî ïî-

ðÿäêó
d2x

dt2
+ a1

dx

dt
+ a0x = γuâõ(t).

Iíêîëè âèíèêàþòü çíà÷íi òðóäíîùi ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íî¨
ìîäåëi âñi¹¨ ñèñòåìè, êîëè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ïiäñèñòåì (îêðåìèõ
ëàíîê) óæå âiäîìi i ìàþòü äèôåðåíöiàëüíó ôîðìó.

Óâåäåííÿ â ðîçãëÿä ïåðåäàòî÷íèõ ôóíêöié äîçâîëÿ¹
ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i àíàëiçó é ñèíòåçó äèíàìi÷íèõ ñèñòåì
îïåðàòîðíèìè ìåòîäàìè.

Îñíîâíîþ ïåðåâàãîþ ïåðåäàòî÷íèõ ôóíêöié ¹ ìîæëèâiñòü äî-
ñèòü ëåãêî òà ïðîñòî îïèñàòè ñèñòåìó, ÿêùî âiäîìi ïåðåäàòî÷íi
ôóíêöi¨ åëåìåíòiâ ñèñòåìè (ïiäñèñòåì) i ñõåìè ç'¹äíàííÿ åëåìåí-
òiâ.

Âiäîìî, ùî iñíóþòü òðè âèäè òèïîâèõ ç'¹äíàíü ïiäñèñòåì: ïî-
ñëiäîâíi (ðèñ. 2.20, à), ïàðàëåëüíi (ðèñ. 2.20, á), ñèñòåìè ç îáåðíå-
íèì çâ'ÿçêîì (ðèñ. 2.20, â).

à á â
Ðèñ. 2.20. Òèïîâi ç'¹äíàííÿ åëåìåíòiâ ñèñòåìè

172



Ïðè âèêîðèñòàííi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïiäñèñòåì ïðîöåäóðà
ñèíòåçó âñi¹¨ ñèñòåìè çíà÷íî ïîëåãøó¹òüñÿ i ôîðìàëiçó¹òüñÿ.

Òàê, äëÿ ïîñëiäîâíîãî ç'¹äíàííÿ åëåìåíòiâ ñèñòåìè ìà¹ìî

K1(p) =
Y (p)

X(p)
, K2(p) =

Z(p)

Y (p)
.

Çâiäñè Y (p) = K1(p)X(p), Z(p) = K2(p)Y (p) = K2(p)K1(p)X(p).
Ïåðåäàòî÷íà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (âiäíîøåííÿ çîáðàæåíü âèõiäíîãî
òà âõiäíîãî ñèãíàëiâ ñèñòåìè).

K(p) =
Z(p)

X(p)
= K1(p) ·K2(p).

Îòæå, ïåðåäàòî÷íà ôóíêöiÿ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëi-
äîâíî ç'¹äíàíèõ ëàíîê, äîðiâíþ¹ äîáóòêó ïåðåäàòî÷íèõ ôóíêöié
åëåìåíòiâ ñèñòåìè.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî ïåðåäàòî÷íà ôóíêöiÿ ñè-
ñòåìè ç ïàðàëåëüíèì ç'¹äíàííÿì åëåìåíòiâ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ ñóìi
ïåðåäàòî÷íèõ ôóíêöié ïiäñèñòåì, òîáòî K(p) = K1(p) +K2(p).

À ñèñòåìi ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì âiäïîâiäà¹ ïåðåäàòî÷íà ôóíê-
öiÿ K(p) = K1(p)

1+K2(p)K1(p)
, ÿêùî E = X(p) − Z(p) i K(p) =

K1(p)
1−K2(p)K1(p)

, ÿêùî E = X(p)+Z(p), äå K1(p) � ïåðåäàòî÷íà ôóíê-
öiÿ ïiäñèñòåìè, K2(p) � ïåðåäàòî÷íà ôóíêöiÿ ëàíêè �îáåðíåíèé
çâ'ÿçîê�.

2.4.5. Ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè iäåíòèôiêàöi¨

Ó âèïàäêó íåâèçíà÷åíîñòi ïîâåäiíêè àáî ñòðóêòóðè ñèñòåìè,
òîáòî êîëè íåâiäîìi ôiçè÷íi çàêîíè, ùî âèçíà÷àþòü ñèñòåìó, âiä-
ïîâiäíèé ìàòåìàòè÷íèé îïèñ ìîæíà îäåðæàòè òiëüêè â ðåçóëüòàòi
âåëèêî¨ êiëüêîñòi åêñïåðèìåíòiâ. Ó ðåçóëüòàòi òàêèõ åêñïåðèìåí-
òiâ i àïðiîðíèõ òåîðåòè÷íèõ çíàíü ìîæíà ïîáóäóâàòè ñïiââiäíî-
øåííÿ â àíàëiòè÷íié ôîðìi, ÿêi çâ'ÿçóþòü äîñòóïíi äëÿ ñïîñòåði-
ãà÷à âèõiäíi ñèãíàëè i äîïóñòèìi âõiäíi ñèãíàëè. Òàêèé ïiäõiä äî
ïîáóäîâè ìîäåëi íàçèâà¹òüñÿ åìïiðè÷íèì.

Äî åìïiðè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ âäàþòüñÿ ó äâîõ âèïàäêàõ. Ïî-
ïåðøå, êîëè îá'¹êò äîñëiäæåííÿ íåäîñòàòíüî âiäîìèé i íåìà¹ ùå
òåîði¨, ÿêà îïèñó¹ îá'¹êòè äîñëiäæåííÿ ïîäiáíîãî òèïó. Ïî-äðóãå,
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êîëè òåîðiÿ ¹, àëå îá'¹êò íàäòî ñêëàäíèé, éîãî ìàòåìàòè÷íà ìî-
äåëü íàäòî ãðîìiçäêà i, êðiì öüîãî, ìiñòèòü âåëèêó êiëüêiñòü çà-
çäàëåãiäü íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ.

Ïðè åìïiðè÷íîìó ïiäõîäi ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìîæíà ïîáóäó-
âàòè çà ðåàêöi¹þ âèõiäíèõ çìiííèõ ñèñòåìè íà âiäîìi âõiäíi çìií-
íi òà çîâíiøíi óìîâè. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî âèáðàòè âèä ðiâíÿíü
÷è ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi ìiæ çìiííèìè i ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó
îöiíêè ïàðàìåòðiâ öi¹¨ ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi òàê, ùîá îäåð-
æàíà ìîäåëü áóëà àäåêâàòíà ðåàëüíèì ïðîöåñàì.

Ïîâåäiíêà âèõiäíî¨ çìiííî¨ y ïðè ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi x
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ óìîâíèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì M(y/x)
i óìîâíîþ äèñïåðñi¹þ σ(y/x). Ðåãðåñiéíà çàëåæíiñòü � öå çà-
ëåæíiñòü óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ y âiä x. Ðiâíÿííÿ,
ùî îïèñó¹ öþ çàëåæíiñòü íàçèâàþòü ðåãðåñiéíèì ðiâíÿííÿì (ðå-
ãðåñiéíîþ ìîäåëëþ). Ðåãðåñiéíèé àíàëiç ¹ êëàñè÷íèì ìåòîäîì ïî-
áóäîâè ìîäåëi iäåíòèôiêàöi¨.

Çàóâàæèìî, ùî ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè é ðåãðåñié-
íîãî àíàëiçó ìîæíà ïîáóäóâàòè äëÿ îá'¹êòà ôîðìàëüíó ìîäåëü òè-
ïó �÷îðíîãî ÿùèêà�. Ó òàêié ìîäåëi âiäñóòíi äàíi ïðî âíóòðiøíié
âìiñò ÿùèêà (òîìó âií íàçèâà¹òüñÿ ÷îðíèì), à òiëüêè çàäàþòüñÿ
çâ'ÿçêè ìiæ âõiäíèìè òà âèõiäíèìè ïàðàìåòðàìè.

Ëîãiêà áóäü-ÿêîãî îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ôóíêöi¨
ðåãðåñi¨ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âèáðàòè òàêi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, ÿêi
çàáåçïå÷óòü ìiíiìàëüíå âiäõèëåííÿ ôóíêöi¨ ðåãðåñi¨ âiä ñóêóïíîñòi
ðåçóëüòàòiâ ñïîñòåðåæåííÿ.

ßê êðèòåðié êiëüêiñíî¨ ìiðè áëèçüêîñòi ìîäåëi é îðèãiíàëó,
÷àñòiøå çà âñå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñóìà êâàäðàòiâ ðiçíèöü ðîçðà-
õóíêîâèõ y é åêñïåðèìåíòàëüíèõ ye çíà÷åíü äëÿ âèõiäíî¨ çìiííî¨
ïðè îäíàêîâèõ âõiäíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà x.

e =

n∑
k=1

(yek − yk)
2,

äå n � öå êiëüêiñòü ïðîâåäåíèõ åêñïåðèìåíòiâ.
Iäåíòèôiêàöiÿ ñèñòåìè ç m âõîäàìè ïîëÿãà¹ ó âiäíîâëåííi

ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi

y = f(x1, x2, ..., xm).
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Äëÿ ¨¨ âèêîíàííÿ íà ïî÷àòêó âèìiðþ¹ìî çíà÷åííÿ âõiäíèõ i
âiäïîâiäíèõ ¨ì âèõiäíèõ ñèãíàëiâ òà îäåðæó¹ìî òàáëèöþ äàíèõ

(yek, x1k, x2k, ..., xmk), k = 1, 2, ...n.

Çà ôîðìóëàìè ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè îá÷èñëþ¹ìî îöiíêè
ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü, äèñïåðñi¨ òà êîåôiöi¹íòiâ ïàðíî¨ êîðåëÿ-
öi¨ âõiäíèõ i âèõiäíèõ äàíèõ:

M(ye) =

n∑
k=1

yek

n
= ȳe, M(xj) =

n∑
k=1

xjk

n
= x̄j , j = 1, 2, ...,m,

D(ye) =
1

n− 1

n∑
k=1

(yek − ȳe)
2, D(xj) =

1

n− 1

n∑
k=1

(xjk − x̄j)
2,

ryxj =
1

n

n∑
k=1

(yek − ȳe)(xjk − x̄j)√
D(ye)

√
D(xj)

� ñòàòèñòè÷íà îöiíêà ïàðíî¨ êîðåëÿöi¨ ìiæ y i xj ,

rxsxj =
1

n

n∑
k=1

(xsk − x̄s)(xjk − x̄j)√
D(xs)

√
D(xj)

� êîåôiöi¹íò ïàðíî¨ êîðåëÿöi¨ ìiæ xs i xj .
Òàêèé íàáið ñòàòèñòè÷íèõ îöiíîê äîñòàòíié äëÿ òîãî, ùîá ïî-

áóäóâàòè ôóíêöiþ f ó ôîðìi ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi. Òîáòî ðiâíÿííÿ
ìíîæèííîþ¨ ðåãðåci¨ ìà¹ âèãëÿä

y = b0 + b1x1 + b2x2 + ...+ bmxm. (2.4.5)

Ïîòðiáíî òiëüêè îá÷èñëèòè (îöiíèòè) çíà÷åííÿ b0, b1, . . . , bm,
äëÿ âèçíà÷åííÿ ÿêèõ ñòàâèòüñÿ åêñïåðèìåíò. Äëÿ i-òîãî åêñïåðè-
ìåíòó âiäõèëåííÿ ñïîñòåðåæóâàíîãî çíà÷åííÿ yei âiä ðîçðàõóíêî-
âîãî çà ôóíêöi¹þ ðåãðåñi¨ äîðiâíþ¹

ei = yei − (b0 + b1xi1 + b2xi2 + ...+ bmxim), i = 1, 2, ..., n. (2.4.6)

äå ei � âåëè÷èíà âiäõèëåííÿ, ùî íàçèâà¹òüñÿ íåâ'ÿçêîþ; xi �
âåêòîð-ðÿäîê ìàòðèöi ñïîñòåðåæåííÿ; b0, b1, ..., bm � îöiíêè ïàðà-
ìåòðiâ.
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Ïåðåïèøåìî ôîðìóëó (2.4.6) ó ìàòðè÷íié ôîðìi

e = Y −Xb, (2.4.7)

äå

e=


e1
e2
...
en

, Y =


ye1
ye2
...
yen

, X =


1x11x12...x1m
1x21x22...x2m
. . . . . . . . . . . . . .
1xn1xn2...xnm,

, b =

b0
b1
...
bm.

.
Ó âèïàäêó ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìiðà âiäõèëåíü ôóíê-
öi¨ ðåãðåñi¨ âiä ñóêóïíîñòi åêñïåðèìåíòàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ âèçíà-
÷à¹òüñÿ ÿê ñóìà êâàäðàòiâ íåâ'ÿçîê

S(b) =

n∑
i=1

e2i = eT e, (2.4.8)

äå iíäåêñîì T ïîçíà÷à¹òüñÿ îïåðàöiÿ òðàíñïîíóâàííÿ.
Î÷åâèäíî, ùî ÷èì ìåíøà öÿ ñóìà, òèì áëèæ÷à ôóíêöiÿ ðå-

ãðåñi¨ äî ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåííÿ. Îöiíêîþ ïàðàìåòðiâ ôóíê-
öi¨ ðåãðåñi¨ áóäå òàêèé íàáið ïàðàìåòðiâ, ÿêèé çàáåçïå÷èòü ìiíi-
ìàëüíå çíà÷åííÿ ñóìè êâàäðàòiâ íåâ'ÿçîê (ôóíêöi¨ S(b)), òîáòî
b = argmin

b
S(b).

Ìiíiìóì ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi, äå âñi
÷àñòèííi ïîõiäíi öi¹¨ ôóíêöi¨ çà íåçàëåæíèìè çìiííèìè äîðiâíþ-
þòü íóëþ. Òîìó ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

∂S

∂b0
= 0,

∂S

∂b1
= 0, . . . ,

∂S

∂bm
= 0.

Ç ôîðìóë (2.4.7) òà (2.4.8) çàïèøåìî âèðàç äëÿ S(b)

S(b) = (Y −Xb)T (Y −Xb) = Y TY −Y TXb− (Xb)TY +(Xb)TXb =

= Y TY − 2bTXTY + bTXTXb.

Äèôåðåíöiþþ÷è öþ ôóíêöiþ çà âåêòîðîì ïàðàìåòðiâ, îäåðæèìî

∂S

∂b
= −2XTY + 2XTXb = 0. (2.4.9)
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Çàóâàæèìî, ùî ïðè îá÷èñëåííi ∂S
∂b âèêîðèñòàíi ôîðìóëè ìàò-

ðè÷íî¨ àëãåáðè:

∂

∂b
(bTa) = a, äå a = XTY,

∂

∂b
(bTAb) = 2Ab

äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi ÿêîþ i ¹ ìàòðèöÿ XTX = A.
Ç (2.4.9) îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

XTXb = XTY.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî âiäíîñíî b, îñòàòî÷íî äiñòàíåìî ðîçðàõóí-
êîâó ôîðìóëó äëÿ âèáiðêîâèõ îöiíîê êîåôiöi¹íòiâ ðåãðåñi¨ (ïðè
öüîìó ââàæà¹ìî, ùî XTX � íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ)

b = (XTX)−1XTY.

Ïðè çàñòîñóâàííi êëàñè÷íîãî ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ iñ-
íóþòü äâi òðóäíîùi. Ïåðøà ç íèõ ïîâ'ÿçàíà ç îáåðòàííÿì ìàòðèöi
(iíêîëè âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi) áåç âïåâíåíîñòi â ¨¨ êîðåêòíîñòi. Äðó-
ãà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ïðè áóäü-ÿêèõ
çìiíàõ âèêîðèñòîâóâàíèõ äàíèõ àáî ñòðóêòóðè ìîäåëi âèìàãà¹ ïî-
âíîãî ïîâòîðåííÿ öèõ îá÷èñëåíü.

Òîìó ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ � íå ¹äèíèé ìåòîä, ùî äîçâî-
ëÿ¹ ðîçðàõóâàòè îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ ðåãðåñi¨. Âiäîìi é iíøi ìåòîäè
îöiíêè ïàðàìåòðiâ ðåãðåñi¨ [8].

Åëåêòðîííi òàáëèöi Excel ìàþòü ôóíêöiþ ËÈÍÅÉÍ, ùî äîçâî-
ëÿ¹ ðîçðàõóâàòè ïàðàìåòðè ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi, îöiíèòè ¨õ ñåðåäí¹
êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ òà iíøi ïàðàìåòðè, ùî õàðàêòåðèçóþòü
¨¨ âëàñòèâîñòi.

Âàæëèâå ìiñöå ïðè ïîáóäîâi ëiíiéíî¨ ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi çàéìà¹
êîðåëÿöiéíèé àíàëiç, òîáòî îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ryxj ïàðíî¨
êîðåëÿöi¨ ìiæ y i xj . Öåé êîåôiöi¹íò äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè òiñíîòó
ñòàòèñòè÷íî¨ çàëåæíîñòi, òîáòî ìiðó êîðåëÿöiéíîãî çâ'ÿçêó ìiæ
äâîìà çìiííèìè y òà xj , i çìiíþ¹òüñÿ âií âiä−1 äî+1. ×èì áëèæ÷å
|ryxj | äî îäèíèöi, òèì ðåàëüíà çàëåæíiñòü áëèæ÷à äî ëiíiéíî¨. Äî-
äàòíi çíà÷åííÿ ryxj ïîêàçóþòü, ùî y çáiëüøó¹òüñÿ çi çðîñòàííÿì
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xj , âiä'¹ìíi � y çìåíøó¹òüñÿ çi çðîñòàííÿì xj . ßêùî |ryxj | ≈ 0, òî
çìiííi íåêîðåëüîâàíi i íåäîöiëüíî âêëþ÷àòè ôàêòîð xj â ðiâíÿííÿ
(2.4.5).

Àíàëiç çíà÷åíü rxixj äîçâîëÿ¹ âèÿâèòè çàëåæíiñòü ìiæ ôàêòî-
ðàìè. Âèñîêå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨ ìiæ xi i xj âêàçó¹ íà
¨õíié òiñíèé êîðåëÿöiéíèé çâ'ÿçîê.

Ââàæà¹òüñÿ, ùî äâi çìiííi xi, xj ÿâíî êîëiíåàðíi, òîáòî çíàõî-
äÿòüñÿ ìiæ ñîáîþ â ëiíiéíié çàëåæíîñòi, ÿêùî |rxixj | ≥ 0, 7. ßêùî
ôàêòîðè ÿâíî êîëiíåàðíi, òî âîíè äóáëþþòü îäèí îäíîãî i îäèí ç
íèõ ðåêîìåíäó¹òüñÿ âèêëþ÷àòè ç ðåãðåñi¨.

Äî îñíîâíèõ åòàïiâ ðåãðåñiéíîãî àíàëiçó âiäíîñÿòü âèçíà÷åí-
íÿ çíà÷èìîñòi ïàðàìåòðiâ ðiâíÿííÿ, îñêiëüêè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ
ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ òåæ ¹ âèïàäêîâèìè, ÷åðåç òå, ùî âîíè çíàõîäÿòü-
ñÿ ç îáìåæåíî¨ âèáiðêè äàííèõ. Â äàíîìó ïîñiáíèêó öi ïèòàííÿ íå
ðîçãëÿäàþòüñÿ.

Iíêîëè âèêîðèñòàííÿ ôîðìóë ëiíiéíî¨ áàãàòîôàêòîðíî¨ ðå-
ãðåñi¨ íåäîñòàòí¹ äëÿ çàäîâiëüíî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìî-
äåëi, òîìó âèêîðèñòîâóþòü é iíøi ôîðìè ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæ-
íîñòi. Ïðèêëàäàìè òàêèõ ôîðì ¹ íàñòóïíi ìîäåëi.

Ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ ðåãðåñi¨

y = axα1
1 xα2

2 ...xαm
m ,

ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ ðåãðåñi¨

y = a exp
m∑
j=1

αjxj ,

ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ ðåãðåñi¨

y = a+

m∑
j=1

αj lnxj ,

ãiïåðáîëi÷íi ôóíêöi¨ ðåãðåñi¨

y =
1

a+ α1x1 + ...+ αmxm
,

y = a+
α1

x1
+ ...+

αm

αm
,
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êâàäðàòè÷íi ôóíêöi¨ ðåãðåñi¨

y = a+

m∑
j=1

αjxj +

m∑
k=1

m∑
s=1

αksxkxs

òà iíøi.
Òóò a, αj , αks � êîåôiöi¹íòè ðåãðåñi¨.
Ðîçðàõóíîê ïàðàìåòðiâ ðåãðåñi¨ öèõ ôîðì íà îñíîâi âèõiä-

íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ iíôîðìàöi¨ ïîëåãøó¹òüñÿ òèì, ùî ¨õ îá÷èñëåííÿ
ìîæíà çâåñòè äî îá÷èñëåíü çà ôîðìóëàìè äëÿ ëiíiéíî¨ ìíîæèííî¨
ðåãðåñi¨.

Íàïðèêëàä, ÿêùî ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè ëîãàðèôìi÷íó ôóíê-
öiþ ðåãðåñi¨, òî äîñòàòíüî çàìiñòü âèõiäíèõ âåëè÷èí x1, x2, ..., xm
ðîçãëÿíóòè ¨õ ëîãàðèôìè z1 = lnx1, z2 = lnx2, ..., zm = lnxm i äëÿ
z1, z2, ..., zm ïîáóäóâàòè ëiíiéíó ìíîæèííó ðåãðåñiþ, à öå äàñòü
ìîæëèâiñòü çàïèñàòè ëîãàðèôìi÷íó ôóíêöiþ ðåãðåñi¨.

Ó âèïàäêó êâàäðàòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðåãðåñi¨ òåæ ðîáëÿòü çàìiíó
çìiííèõ � äîáóòêè xkxs çàìiíþþòü íîâîþ çìiííîþ.

Ïðèêëàä 2.4.2. Çâåñòè òðèãîíîìåòðè÷íó ìîäåëü

y = A sin(ωt+ φ),

â ÿêié ω, t � âiäîìi; A,φ � íåâiäîìi, äî ëiíiéíî¨ âèãëÿäó (2.4.5).
Çàïèøåìî y ó ôîðìi

y = Acosφ sinωt+A sinφcosωt

i ïîçíà÷èìî x1 = sinωt, x2 = cosωt, b1 = Acosφ, b2 = A sinφ, òîäi
y = b1x1 + b2x2.

Ïiñëÿ ïîáóäîâè îöiíîê b1, b2 îáåðíåíèé ïåðåõiä çäiéñíþ¹òüñÿ
çà ôîðìóëàìè

A = b21 + b22, φ = arctg
b2
b1
.N

Ïðèêëàä 2.4.3. Äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìî-
äåëü âèðîáíè÷î¨ îäèíèöi, íåîáõiäíî ìàòè âèðîáíè÷i ôóíêöi¨. Âè-
ðîáíè÷i ôóíêöi¨ íèíi ¹ îäíèì ç åôåêòèâíèõ ñïîñîáiâ àíàëiçó âè-
ðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì. Ïîáóäîâà àãðåãîâàíèõ ìî-
äåëåé âèðîáíè÷èõ ôóíêöié äà¹ ìîæëèâiñòü âèâ÷àòè åôåêòèâíiñòü
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ïðîöåñiâ âèðîáíèöòâà, àíàëiçóâàòè âäîñêîíàëåííÿ òà âïðîâàäæåí-
íÿ íîâèõ òåõíîëîãié îêðåìî¨ âèðîáíè÷î¨ îäèíèöi i íàâiòü ìîäåëþ-
âàòè åêîíîìiêó âñi¹¨ êðà¨íè.

Âèðîáíè÷i ôóíêöi¨ áàçóþòüñÿ íà îñíîâi ôóíêöiîíàëüíèõ ìî-
äåëåé: çàìiñòü òîãî, ùîá çðîçóìiòè ñêëàäíó âíóòðiøíþ ñòðóêòó-
ðó åêîíîìi÷íîãî îá'¹êòà, áóäóþòü âiäíîñíî ïðîñòó ôóíêöiþ, ùî
çâ'ÿçó¹ ðåàêöiþ îá'¹êòà íà çîâíiøíi äi¨ ç âåëè÷èíàìè öèõ çîâíiø-
íiõ äié.

Ïðè ïîáóäîâi âèðîáíè÷èõ ôóíêöié �÷îðíèì ÿùèêîì� ââà-
æà¹òüñÿ âèðîáíè÷à îäèíèöÿ, çîâíiøíiìè äiÿìè ¹ çàòðàòè ðåñóðñiâ,
à ðåàêöi¹þ � âèðîáëåíà ïðîäóêöiÿ.

Íà ïåðøîìó åòàïi ðîçãëÿäàþòü äâîôàêòîðíó âèðîáíè÷ó ôóíê-
öiþ, òîáòî ôóíêöiþ ç îäíèì âèõîäîì � âèïóñêîì ïðîäóêöi¨ i äâîìà
âõiäíèìè ôàêòîðàìè � çàòðàòàìè êàïiòàëüíèõ i òðóäîâèõ ðåñóð-
ñiâ.

Âèõiäíà âåëè÷èíà Y � öå iíòåãðàëüíèé ïîêàçíèê âèïóñêó ïðî-
äóêöi¨. Çàòðàòè òðóäîâèõ ðåñóðñiâ L âèçíà÷àþòüñÿ êiëüêiñòþ ïðà-
öþþ÷èõ, à çàòðàòè êàïiòàëüíèõ ðåñóðñiâK õàðàêòåðèçóþòüñÿ âàð-
òiñòþ îñíîâíèõ âèðîáíè÷èõ ôîíäiâ. Ñòðóêòóðíî òàêà ìîäåëü çîá-
ðàæåíà íà ðèñ. 2.21.

Äâîôàêòîðíà âèðîáíè÷à ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çàëåæíiñòþ
Y = F (K,L).

Ðèñ. 2.21. Áëîê-ñõåìà âèðîáíè÷î¨ ôóíêöi¨

Äîñëiäèìî ìîæëèâiñòü îïèñó ôóíêöiîíóâàííÿ äåÿêî¨ åêîíî-
ìi÷íî¨ ñèñòåìè (íàïðèêëàä, åíåðãîñèñòåìè) íà îñíîâi ïîáóäîâè àã-
ðåãîâàíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó ôîðìi ñòåïåíåâèõ âèðîáíè÷èõ
ôóíêöié òèïó Êîááà�Äóãëàñà.

Ðîçãëÿíåìî êëàñè÷íó äâîôàêòîðíó âèðîáíè÷ó ôóíêöiþ
Êîááà�Äóãëàñà

Y = AKαLβ, (2.4.10)
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äå A � òåõíîëîãi÷íèé êîåôiöi¹íò; α > 0 � êîåôiöi¹íò åëàñòè÷íîñòi
çà êàïiòàëüíèìè ðåñóðñàìè; β > 0 � êîåôiöi¹íò åëàñòè÷íîñòi çà
òðóäîâèìè ðåñóðñàìè.

Öiêàâî çàçíà÷èòè, ùî âïåðøå âèðîáíè÷à ôóíêöiÿ áóëà ðîçðà-
õîâàíà â 30-òi ðîêè ÕÕ ñò. äëÿ îáðîáíî¨ ïðîìèñëîâîñòi ÑØÀ ó
âèãëÿäi ðiâíîñòi

Y ∼ K0,27L0,73.

Ïðè α+β = 1 ìà¹ìî äâîôàêòîðíó îäíîðiäíó âèðîáíè÷ó ôóíê-
öiþ. Îäíîðiäíiñòü îçíà÷à¹, ùî öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ ïîñòiéíèé åôåêò
ìàñøòàáiâ âèðîáíèöòâà; ÿêùî K i L ïîìíîæèòè íà äåÿêó äîäàòíó
êîíñòàíòó λ, òî i Y òåæ ïîìíîæèòüñÿ íà λ. Öå äåìîíñòðó¹ ïîñòié-
íó âiääà÷ó ïðè çìiíi ìàøòàáiâ âèðîáíèöòâà, òîáòî, ÿêùî ðiâåíü
êîæíîãî âèðîáíè÷îãî ðåñóðñó çáiëüøèâñÿ íà r%, òî é îáñÿã ïðî-
äóêöi¨ çðîñòà¹ íà r%.

Ïðîëîãàðèôìóâàâøè ôóíêöiþ (2.4.10), îäåðæèìî

lnY = lnA+ α lnK + β lnL. (2.4.11)

Ç ôîðìóëè (2.4.11) ïðè β = 1− α ìà¹ìî

ln
Y

L
= lnA+ α ln

K

L
. (2.4.12)

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ

ln
Y

L
= y, lnA = b, ln

K

L
= x.

Òîäi (2.4.12) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨

y = αx+ b.

Òåïåð íà îñíîâi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ ìîæíà âèêîíàòè iäåí-
òèôiêàöiþ ïàðàìåòðiâ α òà b, à íà ¨õ îñíîâi ðîçðàõóâàòè ïàðàìåòðè
ìîäåëi (2.4.10).

Ïðèïóñòèìî, ùî çà ñïîñòåðåæåííÿìè ïàðàìåòðiâ K,L, Y â äå-
ÿêié ôiðìi îäåðæàëè íàáîðè äàíèõ, ÿêi ïîäàíi â òàáëèöi 2.1. Â
öié æå òàáëèöi çàïîâíèìî çíà÷åííÿ y òà x, íåîáõiäíi äëÿ ïîáóäîâè
ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ ðåãðåñi¨.
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Òàáëèöÿ 2.1. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ äëÿ ïîáóäîâè âèðîáíè÷î¨
ôóíêöi¨

K L Y K
L

Y
L y = ln K

L x = ln Y
L

410 20 410 20,50 20,50 3,02 3,02
410 20 410 20,50 20,50 3,02 3,02
430 21 430 20,48 20,48 3,02 3,02
480 22 440 21,82 20,00 3,08 3,00
500 25 500 20,00 20,00 3,00 3,00
480 27 520 17,78 19,26 2,88 2,96
450 29 510 15,52 17,59 2,74 2,87
440 32 550 13,75 17,19 2,62 2,84
510 35 620 14,57 17,71 2,68 2,87
530 38 650 13,95 17,11 2,64 2,84
580 24 520 24,17 21,67 3,18 3,08
600 40 710 15,00 17,75 2,71 2,88
570 26 540 21,92 20,77 3,09 3,03
600 33 640 18,18 19,39 2,90 2,96
620 37 680 16,76 18,38 2,82 2,91
610 24 500 25,42 20,83 3,24 3,04
640 28 600 22,86 21,43 3,13 3,06
710 36 705 19,72 19,58 2,98 2,97
760 34 700 22,35 20,59 3,11 3,02
720 36 720 20,00 20,00 3,00 3,00
650 32 620 20,31 19,38 3,01 2,96

Çàñòîñîâóþ÷è ôóíêöiþ ËÈÍÅÉÍ ç ïðîãðàìè MS Excel, îòðè-
ìó¹ìî ðåãðåñiéíó ìîäåëü ó âèãëÿäi

y = 0, 384x+ 1, 834.

Êîåôiöi¹íò äåòåðìiíàöi¨ ryx = 0, 933 óêàçó¹ íà ñèëüíó çàëåæ-
íiñòü ìiæ íåçàëåæíîþ i çàëåæíîþ çìiííèìè.

Çíàþ÷è çíà÷åííÿ α òà β, ìîæíà âèïèñàòè âèðîáíè÷ó ôóíêöiþ
Êîááà�Äóãëàñà ó âèãëÿäi

Y = 6, 277K0,384L0,616.
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Òåïåð ñòà¹ ìîæëèâèì âñòàíîâèòè âïëèâ ôàêòîðiâ L òà K íà âè-
ïóñê ïðîäóêöi¨. Çîêðåìà, öÿ ðiâíiñòü ïîêàçó¹, ùî ÷àñòêà ïðàöi â
ñóêóïíîìó âèïóñêó ïðîäóêöi¨ ñêëàäà¹ 61, 6%, à ÷àñòêà êàïiòàëó
38, 4%.

Îñêiëüêè âèðîáíè÷à ôóíêöiÿ ïîáóäîâàíà çà ïðèíöèïîì �÷îð-
íîãî ÿùèêà�, òî íà ìàéáóòí¹ ïðîåêòóþòüñÿ òi òåíäåíöi¨, ÿêi ìàëè
ìiñöå â ìèíóëîìó. Òîìó òðåáà ìàòè íà óâàçi, ùî ïðè âèêîðèñòàííi
îäåðæàíî¨ ôîðìóëè íà ïðàêòèöi íå ìîæíà âèõîäèòè çà ìåæi äià-
ïàçîíó çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ L òà K, ïðè ÿêèõ ìîäåëü çàëèøà¹òüñÿ
ïðàâèëüíîþ. N

Ñòðóêòóðíà iäåíòèôiêàöiÿ çà âèìiðþâàíèìè äàíèìè ¹ äîñòàò-
íüî ñêëàäíîþ çàäà÷åþ i çâ'ÿçàíà ç âèáîðîì áàçèñíèõ ôóíêöié ìî-
äåëi. Íèíi íå iñíó¹ òî÷íî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ïðîöåäóðè, ÿêà äîçâîëÿ¹
â ïîâíîìó îá'¹ìi ðîçâ'ÿçàòè ïðîáëåìó ñòðóêòóðíî¨ iäåíòèôiêàöi¨
ñêëàäíîãî íåëiíiéíîãî îá'¹êòà. Çà êðèòåði¨ äëÿ àïðiîðíîãî âèáîðó
ñòðóêòóðè ìîäåëi âèêîðèñòîâóþòü ïîêàçíèêè ñêëàäíîñòi, íàïðè-
êëàä, ñòåïiíü ïîëiíîìà ðåãðåñi¨ àáî êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ôóíêöiîíàëü-
íîãî ðÿäó.

Ïðè âèáîði ñòðóêòóðè ìîäåëi íåîáõiäíî êîðèñòóâàòèñÿ ïðèí-
öèïîì ïðîñòîòè: ç ðiçíèõ âàðiàíòiâ ñòðóêòóðè ìàòåìàòè÷íî¨ ìî-
äåëi ñïî÷àòêó âàðòî ïîïðîáóâàòè ïðîñòiøó. Íàïðèêëàä, ÿêùî äî-
ñëiäæó¹òüñÿ ñêëàäíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà, òî íà ïî÷àòêó òðåáà ïå-
ðåâiðèòè, ÷è íå ìîæíà îáìåæèòèñÿ ñòàòèñòè÷íîþ ìîäåëëþ, ùî íå
âðàõîâó¹ äèíàìiêó.

Ïðè óòî÷íåííi ñòðóêòóðè ñòàòèñòè÷íî¨ ìîäåëi òåæ êåðóþòüñÿ
ïðèíöèïîì ïðîñòîòè, à ñàìå ó âèïàäêó, êîëè çàëåæíiñòü âèõîäó
âiä âõîäó ìîíîòîííà, òî ñïî÷àòêó ïðîáóþòü ëiíiéíó ìîäåëü, ÿê-
ùî çàëåæíiñòü âèõîäó âiä âõîäó ìà¹ åêñòðåìàëüíèé õàðàêòåð, òî
áåðóòü êâàäðàòè÷íó ôóíêöiþ, ÿêùî çàëåæíiñòü �âèõiä�âõiä� ìà¹
ïåðåãèí, òî ïî÷èíàþòü ç êóái÷íî¨ ôóíêöi¨.

Ìîæëèâèé ðiçíèé âèáið ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó ðiçíèõ îáëà-
ñòÿõ çìiííèõ, íàïðèêëàä, â äåÿêîìó îêîëi åêñòðåìóìó îáèðàþòü
êâàäðàòè÷íó ôóíêöiþ, ïîçà îêîëîì � ëiíiéíi ôóíêöi¨.

ßêùî òî÷íiñòü ìîäåëi çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè íåäîñòàòíÿ,
òîáòî äîñëiäæóâàíà ñèñòåìà íåñòàöiîíàðíà, òî â ìîäåëü óâîäÿòü
çàëåæíiñòü êîåôiöi¹íòiâ âiä ÷àñó, ÷àñòiøå çà âñå ëiíiéíó àáî ãàð-
ìîíi÷íó.
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2.4.6. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

2.38. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü Â. Âîëüòåððè, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó
óãðóïîâàííÿ n âèäiâ, ìà¹ âèãëÿä

dxi
dt

= xi

(
εi −

n∑
j=1

γijxj

)
, i ∈ {1, 2, . . . , n},

äå εi � êîåôiöi¹íò ïðèðîñòó i-ãî âèäó ó âèïàäêó içîëüîâàíî¨ ïîïó-
ëÿöi¨; γij (i ̸= j) � ïàðàìåòðè, ùî îïèñóþòü âïëèâ j-ãî âèäó íà i-é
âèä; γii � ïàðàìåòð âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨ äëÿ i-ãî âèäó.
Ìàòðèöÿ Γ = {γij}i,j=1,2,...,n, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ óãðóïîâàííÿ.

Ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷íî¨ iäåíòèôiêàöi¨ äëÿ öi¹¨ ìî-
äåëi.

2.39. Íåõàé äåÿêèé ïðîöåñ îïèñó¹òüñÿ ëiíiéíèì äèôåðåíöiàëü-
íèì ðiâíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó

d2x

dt2
+ 2α

dx

dt
+ βx = f(x).

Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ïðîâåëè åêñïåðèìåíò, òîáòî íà âõiä ïî-
äàëè âiäîìèé ñèãíàë f(t) i íà âèõîäi çàìiðÿëè x∗(τ). Çà ìåòîäîì
íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ âèêîíàòè iäåíòèôiêàöiþ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi
α, β. Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíóòè ðiçíi âèïàäêè êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷-
íîãî ðiâíÿííÿ.

2.40. Iäåíòèôiêàöiÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ëiíiéíî¨ äèíàìi÷íî¨
ñèñòåìè (çàäà÷à ñïîñòåðåæåííÿ).

Íåõàé âåêòîð ñòàíó äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

ẋ = A(t)x+ b(t), (2.4.13)

äå x(t) � n-âèìiðíèé âåêòîð; A(t) � n× n-ìàòðèöÿ ç íåïåðåðâíèõ
åëåìåíòiâ; b(t) � íåïåðåðâíèé n-âèìiðíèé âåêòîð ïðè t ≥ t0.

Ïðèïóñòèìî, ùî íà ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi ÷àñó ñïîñòåðiãà¹ìî
âåêòîð

y(t) = R(t)x(t) + g(t), (2.4.14)

äå R(t) � n × n-ìàòðèöÿ; g(t) � íåïåðåðâíèé âåêòîð. Ñòàâèòü-
ñÿ çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ x(t0), ÿêå äîçâîëèòü
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çíàéòè ðîçâ'ÿçîê x(t) ëiíiéíî¨ ñèñòåìè (2.4.13) çà ñïîñòåðåæåííÿì
(2.4.14).

Ñèñòåìà (2.4.13) íàçèâà¹òüñÿ ïîâíiñòþ ñïîñòåðåæóâàíîþ íà
[t0, T ], ÿêùî çà ñïîñòåðåæåííÿìè y(t) ìîæíà îäíîçíà÷íî âèçíà-
÷èòè âåêòîð x(t).

Îäåðæàòè óìîâè ïîâíî¨ ñïîñòåðåæóâàíîñòi ñèñòåìè (2.4.13).
Ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè çà âåëè÷èíîþ y(t) âåäóòüñÿ äèñêðåòíi
ñïîñòåðåæåííÿ. Âêàçiâêà. Çàïèñàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (2.4.13),
ïiäñòàâèòè éîãî â (2.4.14) i îäåðæàòè ñèñòåìó äëÿ x(t0).

Çàïèòàííÿ òà çàâäàííÿ äî ñàìîïåðåâiðêè

1. Íàçâiòü âiäîìi âàì ìåòîäè iäåíòèôiêàöi¨.
2. Îïèøiòü ÿê âèêîíàòè iäåíòèôiêàöiþ ïàðàìåòðiâ ëîãiñòè÷íî¨

ìîäåëi.
3. Ïðîiëþñòðóéòå iäåíòèôiêàöiþ ìîäåëåé ìåòîäîì ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ îáåðíåíèõ çàäà÷.
4. Îïèøiòü ñóòü ìåòîäó ïåðåäàòî÷íèõ ôóíêöié.
5. Ñôîðìóëþéòå çàãàëüíó iäåþ ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîäiâ iäåíòè-

ôiêàöi¨.
6. ßê ïîáóäóâàòè ðiâíÿííÿ ìíîæèííî¨ ðåãðåñi¨.
Ëiòåðàòóðà: [1, 3, 4, 7, 8, 9, 10, 13, 14, 17, 18, 19, 32, 39, 65, 79,

83, 99, 107].
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Ðîçäië 3. Ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi

Íàéáiëüø äîâåðøåíèìè ðåçóëüòàòàìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäå-
ëþâàííÿ ¹ ìîäåëi ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi. Ïðèíöèïè ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ ñóòò¹âî äîïîìàãàþòü áóäóâàòè
ìîäåëi â íåòðàäèöiéíèõ äëÿ ïðèðîäîçíàâñòâà i òåõíiêè ãàëóçÿõ
(åêîíîìiêà, åêîëîãiÿ, ìåäèöèíà i ò.ä.).

3.1. Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íà îñíîâi ðiâíÿíü
Ëàãðàíæà

Ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà áóëè âiäêðèòi áiëüøå äâiñòi ðîêiâ òîìó,
àëå i ñüîãîäíi ¹ óíiâåðñàëüíèì çàñîáîì ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé. Âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íàéðiç-
íîìàíiòíiøî¨ ïðèðîäè. Óíiâåðñàëüíiñòü öèõ ðiâíÿíü çóìîâëåíà
ïåðø çà âñå çàãàëüíèì àëãîðèòìîì ¨õ ïîáóäîâè. Ðiâíÿííÿ Ëàãðàí-
æà äàþòü ¹äèíèé, ïðè÷îìó äîñòàòíüî ïðîñòèé ñïîñiá ïîáóäîâè ìà-
òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì. Ñàì Ëàãðàíæ óêà-
çóâàâ íà òå, ùî âií ïîñòàâèâ ïåðåä ñîáîþ çàäà÷ó çâåñòè òåîðiþ
ìåõàíiêè i ìåòîäè, çâ'ÿçàíi ç íåþ, äî çàãàëüíèõ ôîðìóë, ÿêi äà-
âàòèìóòü ðiâíÿííÿ, íåîáõiäíi äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîæíî¨ îêðåìî¨
çàäà÷i. Êiëüêiñòü ðiâíÿíü íå çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi ìàòåðiàëüíèõ
òî÷îê i äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ñòåïåíiâ âiëüíîñòi. Îäåðæèìî çàãàëü-
íèé âèãëÿä öèõ ðiâíÿíü.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ ñèñòåìè ç n ñòåïåíÿìè âiëüíî-
ñòi ââîäèìî â ðîçãëÿä óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè q(t)=(q1, q2, . . . ,
qn). Óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíàòàìè ñèñòåìè íàçèâà¹òüñÿ ñóêóï-
íiñòü íåçàëåæíèõ ìiæ ñîáîþ ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ, ùî îäíî-
çíà÷íî âèçíà÷àþòü ïîëîæåííÿ ñèñòåìè â ïðîñòîði. �õ ïîõiäíi çà
÷àñîì íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèìè øâèäêîñòÿìè. Âåêòîð (q(t), dqdt )
âèçíà÷à¹ ñòàí ñèñòåìè. Ñïiââiäíîøåííÿ, ùî çâ'ÿçóþòü ïðèñêîðåí-
íÿ ç êîîðäèíàòàìè i øâèäêîñòÿìè, íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ðóõó.
Öi ðiâíÿííÿ ÿâëÿþòü ñîáîþ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïî-
ðÿäêó âiäíîñíî q(t).

Íàäçâè÷àéíî çðó÷íèì i çàãàëüíèì ïðèíöèïîì ïîáóäîâè ðiâ-
íÿíü ðóõó ¹ ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà (ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨). Çãiä-
íî ç öèì ïðèíöèïîì, êîæíà ìåõàíi÷íà ñèñòåìà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
âèçíà÷åíîþ ôóíêöi¹þ L(q, q̇, t). Íåõàé ó ìîìåíòè ÷àñó t=t1 i t=t2
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ìåõàíi÷íà ñèñòåìà çàéìà¹ ïîëîæåííÿ q(1) òà q(2). Òîäi çi âñiõ ìîæ-
ëèâèõ òðà¹êòîðié, çà ÿêèìè ñèñòåìà ìîãëà áè ïåðåéòè ç ïîëîæåí-
íÿ q(1) â ïîëîæåííÿ q(2), â äiéñíîñòi ðåàëiçó¹òüñÿ òðà¹êòîðiÿ, ÿêà
äîñòàâëÿ¹ ìiíiìóì iíòåãðàëó

S =

t2∫
t1

L(q, q̇, t)dt. (3.1.1)

Ôóíêöiÿ L(q, q̇, t) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Ëàãðàíæà, à iíòåãðàë
(3.1.1) � äi¹þ.

Íåîáõiäíîþ óìîâîþ åêñòðåìóìó ôóíêöiîíàëà (3.1.1) ¹ ðiâíiñòü
íóëþ éîãî ïåðøî¨ âàðiàöi¨

δS = δ

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt = 0.

Ïðè÷îìó i -òà ñêëàäîâà âàðiàöi¨ ôóíêöiîíàëà äi¨ ïî i -òié ôóíêöi¨
òåæ äîðiâíþâàòèìå íóëþ, òîáòî

(δS)i =

∫ t2

t1

(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i)dt = 0.

Îñêiëüêè δq̇i = d
dtδqi, òî, ïðîiíòåãðóâàâøè äðóãèé äîäàíîê çà ÷à-

ñòèíàìè, îäåðæèìî

(δS)i =
∂L

∂q̇i
δqi
∣∣t2
t1
+

∫ t2

t1

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
)δqidt = 0.

Ïåðøèé äîäàíîê ó öié ôîðìóëi äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè
δqi(t1) = δqi(t2) = 0 ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ δqi. Çà îñíîâíîþ ëå-
ìîþ âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ iíòåãðàë äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè äîâiëüíié
ôóíêöi¨ δqi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äîðiâíþ¹ íóëþ ïiäiíòåãðàëüíèé
âèðàç, ùî çíàõîäèòüñÿ â äóæêàõ. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, 2, . . . , n. (3.1.2)

Öÿ ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i íàçèâà¹òüñÿ â ìåõàíi-
öi ðiâíÿííÿìè Ëàãðàíæà, à ó âàðiàöiéíîìó ÷èñëåííi ïîäiáíi ðiâ-
íÿííÿ íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè Åéëåðà. Äëÿ òîãî, ùîá ç öèõ ðiâ-
íÿíü îòðèìàòè ðiâíÿííÿ ðóõó (ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü) êîíêðåòíî¨
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ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ëàãðàíæà öi¹¨
ñèñòåìè i ïiäñòàâèòè ¨¨ â (3.1.2). Ðiâíÿííÿ (3.1.2) ÿâëÿþòü ñîáîþ
ñèñòåìó n äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ n íåâi-
äîìèõ ôóíêöié qi(t).

Äëÿ òîãî, ùîá ìîæíà áóëî á âèçíà÷èòè ñòàí ìåõàíi÷íî¨ ñèñòå-
ìè â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t > t0, íåîáõiäíî çàäàòè ïî÷àòêîâi
óìîâè ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (óìîâè Êîøi). Äëÿ
ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó öå áóäóòü ïî÷àòêîâi êîîðäèíàòè é ïî-
÷àòêîâi øâèäêîñòi, òîáòî q(t0) òà q̇(t0).

Ïîÿñíèìî íà ïðîñòîìó ïðèêëàäi, ÿê âèíèêàþòü ðiâíÿííÿ ó
ôîðìi Ëàãðàíæà. Âiçüìåìî ðiâíÿííÿ Íüþòîíà äëÿ ëiíiéíîãî ìå-
õàíi÷íîãî îñöèëÿòîðà mẍ+ kx = 0 i âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

mẍ =
d

dt

∂

∂ẋ
(
mẋ2

2
), kx =

∂

∂x

(kx2
2

)
,

òîäi

mẍ+ kx =
d

dt

∂

∂ẋ
(
mẋ2

2
− kx2

2
)− ∂

∂x
(
mẋ2

2
− kx2

2
).

Òàêå ïðåäñòàâëåííÿ çà ôîðìîþ çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿì Ëàãðàí-
æà. Òóò mẋ2

2 � êiíåòè÷íà åíåðãiÿ, kx2

2 � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ.
Àíàëîãi÷íî äî ëàãðàíæåâîãî âèãëÿäó çâîäèòüñÿ é ðiâíÿííÿ

åëåêòðè÷íîãî îñöèëÿòîðà (âèêîíàòè ñàìîñòiéíî).

3.1.2. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôóíêöié Ëàãðàíæà

ßêùî äâi ñèñòåìè íå âçà¹ìîäiþòü, òî ¨õíi ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà
íå ìàþòü çàãàëüíèõ çìiííèõ. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî çàãàëüíà ôóíêöiÿ
Ëàãðàíæà äîðiâíþ¹ ¨õíié ñóìi

L = L1 + L2.

ßêùî äâi ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà L1(q, q̇, t) i L2(q, q̇, t) âiäðiçíÿþòüñÿ
íà ïîâíó ïîõiäíó äåÿêî¨ ôóíêöi¨ f(q, t), îá÷èñëåíî¨ âçäîâæ òðà¹ê-
òîðié ðóõó q(t), òîáòî

L1(q, q̇, t) = L2(q, q̇, t) +
d

dt
f(q, t),

òî ðiâíÿííÿ ðóõó ñèñòåì, ùî çàäàþòüñÿ òàêèìè äâîìà ôóíêöiÿìè
Ëàãðàíæà, çáiãàþòüñÿ.
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Äiéñíî, âiäïîâiäíi ôóíêöiîíàëè äi¨ çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

S1(q) =

t∫
t0

L1(q, q̇, t)dt =

t1∫
t0

[
L2(q, q̇, t) +

d

dt
f(q, t)

]
dt =

=

t1∫
t0

L2(q, q̇, t)dt+ f(q(t1), t1)− f(q(t0), t0) =

= S2(q) + f(q(1), t1)− f(q(0), t0).

Ïðè îá÷èñëåííi ïåðøî¨ âàðiàöi¨ ìà¹ìî

δS1(q) = δS2(q).

Îñêiëüêè iíòåãðàëè âiäðiçíÿþòüñÿ íà ñòàëó, òî ðiâíÿííÿ ðóõó çái-
ãàþòüñÿ.

ßêùî ðîçãëÿäàòè âiëüíèé ðóõ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, òîáòî òà-
êèé, ÿêèé íå ïiääà¹òüñÿ çîâíiøíiì çáóðåííÿì, òî öå îçíà÷à¹, ùî â
áóäü-ÿêîìó ìiñöi ïðîñòîðó òàêà òî÷êà, çíàõîäÿ÷èñü ó ñïîêî¨, áóäå
ïåðåáóâàòè â öüîìó ñòàíi ÿê çàâãîäíî äîâãî. Ôîðìàëüíî öå îçíà-
÷à¹, ùî ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà íå çàëåæèòü íi âiä êîîðäèíàò, íi âiä
÷àñó. Êðiì öüîãî, âîíà íå çàëåæèòü âiä íàïðÿìêó âåêòîðà øâèä-
êîñòi. Öåé ôàêò áóäåìî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi L = L(v2).

Çàïèñóþ÷è ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨, ìà¹ìî

d

dt
Lv(v

2) = 0.

Çâiäñè Lv(v
2) = const, à îòæå, v = const.

Òàêà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â ÿêié áóäü-ÿêèé âiëüíèé ðóõ âiä-
áóâà¹òüñÿ çi ñòàëîþ çà âåëè÷èíîþ é íàïðÿìîì øâèäêiñòþ, íàçè-
âà¹òüñÿ iíåðöiàëüíîþ. Öå òâåðäæåííÿ âèçíà÷à¹ çàêîí iíåðöi¨ (ïåð-
øèé çàêîí Íüþòîíà).

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà âiëüíî¨ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè.
Ïðèïóñòèìî, ùî iíåðöiàëüíà ñèñòåìà âiäëiêó O1 ðóõà¹òüñÿ âiä-
íîñíî iíøî¨ iíåðöiàëüíî¨ ñèñòåìè O ç ìàëîþ øâèäêiñòþ ξ⃗, òî-
äi v⃗ = v⃗1 + ξ⃗. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ ðóõó ïîâèííi ìàòè òîé ñà-
ìèé âèãëÿä, òî ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà L(v2) ïîâèííà âiäðiçíÿòèñÿ
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âiä ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà L(v21) íà ïîâíó ïîõiäíó çà ÷àñîì. Çíàéäåìî
L(v2) = L(v21 + 2v⃗1ξ⃗ + ξ2).

Ðîçêëàäàþ÷è â ðÿä ïðàâó ÷àñòèíó çà ñòåïåíÿìè ξ⃗ i çàëèøàþ÷è
â ðîçêëàäi ëèøå ëiíiéíå íàáëèæåííÿ, îäåðæó¹ìî

L(v2) = L(v21) +
∂L

∂v2

∣∣∣
ξ⃗=0

· 2v⃗1ξ⃗.

Äðóãèé ÷ëåí âèðàçó áóäå ïîâíîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì òîäi é

ëèøå òîäi, êîëè âií çàëåæèòü âiä øâèäêîñòi ëiíiéíî, òîìó
∂L

∂v2
âiä øâèäêîñòi íå çàëåæèòü, òîáòî ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà ìà¹ âèãëÿä
L = a · v2. ßêùî âçÿòè a = m/2, äå m � ìàñà ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè,
òî îäåðæèìî

L =
mv2

2
.

ßêùî ðîçãëÿäàòè êiëüêà íåâçà¹ìîäiþ÷èõ òî÷îê iç ìàñàìè mi i
øâèäêîñòÿìè v⃗i, i ∈ {1, 2, . . . , n}, òî, çãiäíî ç àäèòèâíiñòþ, ôóíê-
öiÿ Ëàãðàíæà ìàòèìå âèãëÿä

L =

n∑
i=1

miv
2
i

2
.

Âçà¹ìîäiÿ ìiæ òî÷êàìè ìîæå áóòè îïèñàíà äîäàâàííÿì
äî ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà äåÿêî¨ äîäàòêîâî¨ ôóíêöi¨ êîîðäèíàò,
ÿêà çàëåæèòü âiä õàðàêòåðó âçà¹ìîäi¨. Ïîçíà÷èâøè ¨¨ ÷åðåç
Π(q1, q2, . . . , qn), çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà ó âèãëÿäi

L =
n∑

i=1

miv
2
i

2
−Π(q1, q2, . . . , qn) = T −Π. (3.1.3)

Ïðè öüîìó âåëè÷èíó T =

n∑
i=1

miv
2
i

2
íàçèâàþòü êiíåòè÷íîþ åíåð-

ãi¹þ ñèñòåìè, à Π(q1, . . . , qn) � ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ ñèñòåìè.
Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ çàëåæèòü âiä ðîçòàøóâàííÿ âñiõ ìà-

òåðiàëüíèõ òî÷îê â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó, à çìiíà ïîëîæåííÿ îäíi¹¨
ç íèõ ìèòò¹âî âïëèâà¹ íà çìiíó ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨.
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Âàðiàöiéíèé ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà ñòâåðäæó¹, ùî ñåðåä óñiõ
ìîæëèâèõ ðóõiâ çäiéñíþ¹òüñÿ ëèøå òîé ðóõ, ïðè ÿêîìó äîñÿãà¹òü-
ñÿ ìiíiìóì ôóíêöiîíàëà

S(q) =

t∫
t0

[T (v21, v
2
2, . . . , v

2
n)−Π(q1, q2, . . . , qn)]dt,

äå T (·) � êiíåòè÷íà, à Π(·) � ïîòåíöiàëüíà åíåðãi¨ ñèñòåìè.
Çàóâàæèìî, ùî, çàñòîñîâóþ÷è ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà i ðiâíÿííÿ

Åéëåðà�Ëàãðàíæà, ìîæíà îäåðæàòè òàêîæ îñíîâíi çàêîíè: çàêîí
çáåðåæåííÿ åíåðãi¨, çàêîí çáåðåæåííÿ iìïóëüñó, çàêîí çáåðåæåí-
íÿ ñèë, çàêîí çáåðåæåííÿ ìîìåíòó iìïóëüñó (äèâ. íàïðèêëàä [4,
100]).

3.1.3. Óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà

Ó ï. 3.1.1 íàâåäåíî âèãëÿä ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äëÿ êîíñåðâàòèâ-
íèõ ñèñòåì, òîáòî äëÿ ñèñòåì, çàãàëüíà åíåðãiÿ ÿêèõ ñòàëà. Ñèëè,
ùî äiþòü ó êîíñåðâàòèâíié ñèñòåìi, ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Qi = −∂Π
∂qi

, i = 1, 2, . . . , n.

Òàêi ñèëè íàçèâàþòüñÿ ïîòåíöiàëüíèìè, à âåëè÷èíà Π � ïî-
òåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ. Ïîòåíöiàëüíi ñèëè � öå, íàïðèêëàä, ñèëà
ïðóæíîñòi, ñèëà òÿæiííÿ, îñêiëüêè ñèëó ïðóæíîñòi −kx ìîæíà
ïîäàòè ÿê

−kx = − ∂

∂x

kx2

2
, Π =

kx2

2
,

à ñèëà òÿæiííÿ mg =
∂

∂x
mgx.

Ðîáîòà ïîòåíöiàëüíî¨ ñèëè ïðè ïåðåõîäi ñèñòåìè ç îäíîãî ïî-
ëîæåííÿ â iíøå íå çàëåæèòü âiä øëÿõó ïåðåõîäó i äîðiâíþ¹ çìiíi
ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨.

Äëÿ íåïîòåíöiàëüíèõ ñèë, çîêðåìà, äëÿ ñèë òåðòÿ, îïîðó åíåð-
ãiÿ íå çáåðiãà¹òüñÿ i ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà íå ìîæíà çàñòîñóâàòè.
Àëå éîãî ìîæíà óçàãàëüíèòè. Ïîòðiáíî òiëüêè âèõîäèòè íå ç ïî-
òåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ äiþ÷èõ ñèë àáî ç åíåðãi¨ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïî-
ëÿ, à ç âèðàçó äëÿ ðîáîòè.
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Ïðè íàÿâíîñòi ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ åëåìåíòàðíà ðîáîòà äîðiâ-
íþ¹

δA = −δΠ = −
∑
i

∂Π

∂qi
δqi.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òàê ñàìî

δA = −
∑
i

Qiδqi,

òîáòî ïîõiäíi
∂Π

∂qi
çàìiíþþòüñÿ íà âåëè÷èíè Qi, ÿêi íàçèâàþòüñÿ

óçàãàëüíåíèìè ñèëàìè, à δqi � äîâiëüíi âàðiàöi¨ íåçàëåæíèõ óçà-
ãàëüíåíèõ êîîðäèíàò.

Ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, L = T −Π

ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= −∂Π

∂qi
.

Óçàãàëüíåííÿì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹

d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= Qi, i = 1, 2, . . . , n.

ßêùî òåïåð ñèëè ðîçäiëèòè íà ïîòåíöiàëüíi é íåïîòåíöiàëüíi, òî
ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà íàáóâà¹ âèãëÿäó

d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= −∂Π

∂qi
+Qi, i = 1, 2, . . . , n,

àáî
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= Qi, i = 1, 2, . . . , n, (3.1.4)

äå L = T − Π, àëå Π ñòîñó¹òüñÿ òiëüêè ïîòåíöiàëüíèõ ñèë, à Qi

� íåïîòåíöiàëüíi ñèëè. Ðiâíÿííÿ (3.1.4) ¹ óçàãàëüíåííÿì ðiâíÿííÿ
Ëàãðàíæà äëÿ íåêîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè.
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Ïðîiëþñòðó¹ìî çàñòîñóâàííÿ ðiâíÿííÿ (3.1.4). Íåõàé ìè ìà¹ìî
ìåõàíi÷íó ñèñòåìó �êóëüêà�ïðóæèíà� ïðè íàÿâíîñòi ñèë îïîðó. Â

öüîìó âèïàäêó (äèâ. ï. 3.1.1) êiíåòè÷íà åíåðãiÿ T =
mẋ2

2
. Ñèëè,

ùî çäiéñíþþòü ðîáîòó ïî ïåðåìiùåííþ êóëüêè, � öå ñèëà ïðóæ-
íîñòi F = −kx � ïîòåíöiàëüíà ñèëà, i ñèëà îïîðó Q = −µẋ � íåïî-
òåíöiàëüíà ñèëà. Òóò x(t) îçíà÷à¹ çìiùåííÿ êóëüêè âiä ïîëîæåí-
íÿ ðiâíîâàãè. Ïîòåíöiàëüíó ñèëó âiäíîñèìî äî ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà,
òîìó

L(x, ẋ) =
mẋ2

2
− kx2

2
.

À óçàãàëüíåíó ñèëó îïîðó çàïèøåìî â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ
Ëàãðàíæà äëÿ íåêîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè, òîäi ç ðiâíÿííÿ (3.1.4)
îäåðæó¹ìî

d

dt

∂

∂ẋ

(mẋ2
2

− kx2

2

)
− ∂

∂x

(mẋ2
2

− kx2

2

)
= −µẋ,

àáî
mẍ+ kx = −µẋ,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿì (2.2.16).
Äîñëiäæåííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ íàâåäåíî â ï. 2.2.4.

3.1.4. Ïðèêëàäè çàñòîñóâàíü ðiâíÿíü Ëàãðàíæà

Ïðèêëàä 3.1.1. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìàÿòíèêà, â
ÿêîãî òî÷êà êðiïëåííÿ ðóõà¹òüñÿ ãîðèçîíòàëüíî é âåðòèêàëüíî çà
çàêîíîì x = u(t), y = v(t) (ðèñ. 3.1).

Ðèñ. 3.1. Ìàÿòíèê ç ðóõîìîþ òî÷êîþ êðiïëåííÿ
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Äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi çàñòîñó¹ìî ðiâíÿííÿ
Ëàãðàíæà. Âèðàçèìî êîîðäèíàòè ìàñè m ìàÿòíèêà ÷åðåç çìiùåí-
íÿ u(t), v(t) i êóò φ âiäõèëåííÿ éîãî âiä âåðòèêàëi. ßê âèäíî ç
ðèñ. 3.1,

x = u+ l sinφ, y = v + l cosφ.

Çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2)−mgh,

äå
√
ẋ2 + ẏ2 � øâèäêiñòü ðóõó, h = v + l cosφ.

Âðàõîâóþ÷è âèðàçè äëÿ x, y, ìà¹ìî

L =
m

2
[(u̇+ lφ̇ cosφ)2 + (v̇ − lφ̇ sinφ)2]−mg(l cosφ+ v).

Íà îñíîâi öi¹¨ ôóíêöi¨ L çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà (3.1.2).
Òèì ñàìèì îäåðæèìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìàÿòíèêà ç ðóõîìîþ
òî÷êîþ ïiäâiñó:

φ̈+
g

l
sinφ = −1

l
ü cosφ+

1

l
v̈ sinφ.

Çà óìîâè, ùî â öié ñèñòåìi íàÿâíi ñèëè â'ÿçêîãî òåðòÿ, ç ðiâíÿííÿ
(3.1.4) ìîæíà îäåðæàòè çàãàëüíiøå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

φ̈+ 2δφ̇+ ω2 sinφ = −1

l
ü cosφ+

1

l
v̈ sinφ, ω2 =

g

l
. (3.1.5)

ßêùî ðîçãëÿäàòè íåâåëèêi âiäõèëåííÿ, òî sinφ ≈ φ, cosφ ≈ 1, i
(3.1.5) íàáóâà¹ ïðîñòiøîãî âèãëÿäó

φ̈+ 2δφ̇+ ω2φ = −1

l
ü+

1

l
v̈φ. (3.1.6)

ßêùî â ðiâíÿííi (3.1.6) ðîçãëÿäàòè òiëüêè ãàðìîíi÷íi ãîðèçîí-
òàëüíi ðóõè äëÿ òî÷êè ïiäâiñó, òîáòî

u =
al cos νt

ν2
, v = 0,

òî (3.1.6) íàáóâà¹ âèãëÿäó

φ̈+ 2δφ̇+ ω2φ = a cos νt. (3.1.7)

194



Ðiâíÿííÿ (3.1.7) çâîäèòüñÿ äî âiäîìîãî âæå íàì ðiâíÿííÿ

ẍ+ ω2x = a cosωt,

ÿêå âèâ÷àëîñÿ â ï. 2.2.4.2.
ßêùî â ðiâíÿííi (3.1.6) ðîçãëÿäàòè òiëüêè âåðòèêàëüíi ãàð-

ìîíi÷íi ðóõè, òîáòî êîëè òî÷êà êðiïëåííÿ ðóõà¹òüñÿ çà çàêîíîì

u = 0, v =
εl cos νt

ν2
, òî ðiâíÿííÿ (3.1.6) ïåðåéäå â ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

φ̈+ 2δφ̇+ ω2φ = −ε cos νtφ,

àáî
φ̈+ 2δφ̇+ (ω2 + ε cos νt)φ = 0. (3.1.8)

Îòæå, ÿêùî òî÷êó êðiïëåííÿ ãàðìîíi÷íî ïåðåìiùàòè ãîðèçîí-
òàëüíî, òî öå ðiâíîçíà÷íî äi¨ íà ìàÿòíèê ãàðìîíi÷íî¨ ñèëè. ßêùî
òî÷êó êðiïëåííÿ ãàðìîíi÷íî ïåðåìiùàòè âåðòèêàëüíî, ùî öå ðiâ-
íîñèëüíî ãàðìîíi÷íié çìiíi ÷àñòîòè ìàÿòíèêà, ùî ìîæå âiäáóâà-
òèñÿ ïðè ïåðiîäè÷íié çìiíi äîâæèíè l ìàÿòíèêà (l = l0 + a cos νt).

Ðiâíÿííÿ (3.1.8) øëÿõîì çàìiíè φ = e−δtx ìîæíà çâåñòè äî
âèãëÿäó

ẍ+ (Ω2 + ε cos νt)x = 0,

äå Ω2 = ω2 − δ2. Çàìiíà ìàñøòàáó ÷àñó τ = νt äîçâîëèòü ó öüîìó
ðiâíÿííi çìåíøèòè êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ äî äâîõ. Ìà¹ìî

ẍ+ (ν−2Ω2 + εν−2 cos τ)x = 0.

Öå ¹ ðiâíÿííÿ Ìàòü¹, ÿêå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ẍ+ (ω2 + ε cos t)x = 0.

Äîñëiäæåííþ öüîãî ðiâíÿííÿ ïðèñâÿ÷åíà îáøèðíà ëiòåðàòóðà
[6, 7, 64]. Ìè ëèøå çàçíà÷èìî, ùî òóò âèíèêàþòü ÿâèùà ïàðàìåò-
ðè÷íîãî ðåçîíàíñó. N

Ïðèêëàä 3.1.2. Ðàíiøå áóëè ïîáóäîâàíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi
ìåõàíi÷íîãî òà åëåêòðè÷íîãî îñöèëÿòîðiâ îêðåìî. Ñêîíñòðóþ¹ìî
òåïåð åëåêòðîìåõàíi÷íó ñèñòåìó. Ïðèïóñòèìî, ùî â ñåðåäèíi êî-
òóøêè ñàìîiíäóêöi¨ ìîæå êîëèâàòèñÿ çàëiçíèé ñòåðæåíü ìàñîþm,
ïiäâiøåíèé íà ïðóæèíi (ðèñ. 3.2).
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Öÿ ñèñòåìà, íå çâàæàþ÷è íà ïðîñòîòó êîíñòðóêöi¨, äîñèòü
ñêëàäíà. Âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ îñöèëÿòîðiâ � çàìêíóòîãî êîí-
òóðó ñàìîiíäóêöi¨ é ¹ìíîñòi òà ìàñè m, ïiäâiøåíî¨ íà ïðóæèíi, ÿêi
âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ.

Ðèñ. 3.2. Åëåêòðîìåõàíi÷íà ñèñòåìà

Ðóõ ñòåðæíÿ çìiíþ¹ ìàãíiòíå ïîëå êîòóøêè ñàìîiíäóêöi¨, âè-
êëèêàþ÷è â íié ÅÐÑ iíäóêöi¨. Ïðè öüîìó ñàìîiíäóêöiÿ L çàëåæèòü
âiä âiäõèëåííÿ çàëiçíîãî ñòåðæíÿ âiä éîãî ñòàíó ðiâíîâàãè x = 0.
À çìiííå ìàãíiòíå ïîëå êîòóøêè ñàìîiíäóêöi¨ äi¹ íà çàëiçíèé ñòåð-
æåíü.

Ùîá íàïèñàòè ðiâíÿííÿ ðóõó öèõ îñöèëÿòîðiâ çà çàêîíîì Íüþ-
òîíà, ïîòðiáíî çíàéòè ÅÐÑ, ÿêà iíäóêó¹òüñÿ â êîòóøöi ñàìîiíäóê-
öi¨ ðóõîì ñòåðæíÿ, i çìiííó ñèëó äi¨ ìàãíiòíîãî ïîëÿ êîòóøêè ñà-
ìîiíäóêöi¨ íà çàëiçíèé ñòåðæåíü, ùî çíàõîäèòüñÿ â íié. Äëÿ öüîãî
ïîòðiáíi äîáði çíàííÿ öèõ ïðîöåñiâ. Ìàòåìàòèêó çíà÷íî ïðîñòiøå
íàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà.

Ëàãðàíæ çàïðîïîíóâàâ ïðîñòèé i óíiâåðñàëüíèé ìåòîä ñêëà-
äàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
Ëàãðàíæà äëÿ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì òèïó (3.1.2). Óíàñëiäîê çíàéäå-
íî¨ àíàëîãi¨ öåé ïðèíöèï ïåðåíîñèòüñÿ íà åëåêòðè÷íi ñèñòåìè.

Öå ìîæíà çðîáèòè i äëÿ åëåêòðîìåõàíi÷íèõ ñèñòåì. Äëÿ öüîãî
ïiä óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíàòàìè q1, q2, . . . , qn ðîçóìiþòü ñêàëÿðíi
âåëè÷èíè, ÿêi âèçíà÷àþòü íå òiëüêè ìåõàíi÷íi ïîëîæåííÿ, à é âñi
çàðÿäè. Ïiä êiíåòè÷íîþ åíåðãi¹þ òàêî¨ ñèñòåìè ðîçóìiþòü ñóìó
êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè é åíåðãi¨ ìàãíiòíîãî ïîëÿ
iíäóêòèâíîñòi, à ïiä ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ Π � ñóìó ìåõàíi÷íî¨
ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ òà åíåðãi¨ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ¹ìíîñòi.

ßêùî, êðiì êîîðäèíàòè çìiùåííÿ x, ââåñòè ùå çàðÿä êîíäåíñà-
òîðà q, òî, âðàõîâóþ÷è âèðàçè äëÿ ìåõàíi÷íî¨ i åëåêòðè÷íî¨ åíåð-
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ãié, çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà L(x, q) ó âèãëÿäi:

L(x, q) =
L(x)q̇2

2
+
mẋ2

2
− q2

2C
− kx2

2
,

äå L(x) � iíäóêòèâíiñòü êîòóøêè ïðè âiäõèëåííi ñòåðæíÿ äî òî÷êè
x, à C � ¹ìíiñòü êîíäåíñàòîðà.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî äâà ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äëÿ âåëè÷èí x(t) i
q(t) ó âèãëÿäi

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= mẍ− 1

2
L′(x)q̇2 + kx = 0, (3.1.9)

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= L(x)q̈ + L′(x)ẋq̇ +

q

C
= 0. (3.1.10)

Ðiâíÿííÿ (3.1.9), (3.1.10) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi
mẍ+ kx =

1

2
L′(x)q̇2,

L(x)q̈ +
q

C
= −L′(x)ẋq̇.

(3.1.11)

ßêùî L′ = 0, òî ñèñòåìà (3.1.11) ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâà íåçàëåæíèõ
ðiâíÿííÿ. Ïðè L′ ̸= 0, ÿê âèäíî ç (3.1.11), åëåêòðè÷íèé îñöèëÿòîð

äi¹ íà ìàñó m ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç ñèëîþ
1

2
L′(x)q̇2, à ìåõàíi÷-

íèé îñöèëÿòîð íàâîäèòü â åëåêòðè÷íîìó êîíòóði ÅÐÑ iíäóêöi¨,
ùî äîðiâíþ¹ L′(x)ẋq̇.

ßêùî ðiâíÿííÿ (3.1.9) ïîìíîæèòè íà ẋ, à ðiâíÿííÿ (3.1.10) �
íà q̇ i äîäàòè ¨õ, òî îäåðæèìî çàãàëüíèé iíòåãðàë âèãëÿäó

L(x)q̇2

2
+
mẋ2

2
+
q2

2C
+
kx2

2
= const,

ÿêèé ñòâåðäæó¹, ùî çàãàëüíà åíåðãiÿ â òàêié åëåêòðîìåõàíi÷íié
ñèñòåìi ¹ ñòàëîþ. N

Ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà çàñòîñîâó¹òüñÿ íå òiëüêè äî ñèñòåì ç ìà-
òåðiàëüíèõ òî÷îê. Âií ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà ñóöiëüíi òiëà, ùî íå ¹
ñóêóïíiñòþ ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê, àëå öi òiëà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
ìíîæèíó îêðåìèõ ïðèëÿãàþ÷èõ òî÷îê. Íàâåäåìî òàêèé ïðèêëàä.
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Ïðèêëàä 3.1.3. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìàëèõ êî-
ëèâàíü ñòðóíè.

Ñòðóíà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê òîíêà åëàñòè÷íà íèòêà, íàòÿãíóòà
âçäîâæ îñi Ox. Ââàæà¹ìî, ùî ïî÷àòîê êîîðäèíàò çíàõîäèòüñÿ â
îäíîìó ç êiíöiâ ñòðóíè. Âiäõèëèìî ñòðóíó âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâà-
ãè i âiäïóñòèìî, óíàñëiäîê ÷îãî îäåðæèìî âiëüíi êîëèâàííÿ ñòðóíè
âiäíîñíî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Ñêëàäåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ îïèñó ïåðïåíäèêóëÿð-
íîãî ïåðåìiùåííÿ u = u(x, t) òî÷êè x ñòðóíè âiä ïîëîæåííÿ ðiâ-
íîâàãè â ìîìåíò ÷àñó t. ×àñòèííi ïîõiäíi âiä ôóíêöi¨ u(x, t) çà
çìiííèìè x, t ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî u′x, u

′
t.

Íåõàé ρ(x) � ëiíiéíà ãóñòèíà ñòðóíè, òîäi ìàñà ìàëîãî åëåìåí-
òà ñòðóíè â iíòåðâàëi âiä x äî x+dx äîðiâíþ¹ ρ(x)dx, à êiíåòè÷íà

åíåðãiÿ öüîãî åëåìåíòà äîðiâíþ¹
1

2
ρdx(u′t)

2. Ïîâíà êiíåòè÷íà åíåð-

ãiÿ âñi¹¨ ñòðóíè

T =
1

2

l∫
0

ρ(x)(u′t)
2dx.

Çíàéäåìî òåïåð ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ. Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ïðî-
ïîðöiéíà ðîçòÿãó ñòðóíè. Äiëÿíêà ñòðóíè dx ó äåôîðìîâàíîìó
ñòàíi ìà¹ äîâæèíó

ds =
√

1 + (u′x)
2dx,

îñêiëüêè ds2 = dx2 + du2.
Îòæå, ïîäîâæåííÿ åëåìåíòà ñòðóíè äîðiâíþ¹

ds− dx = (
√

1 + (u′x)
2 − 1)dx.

Çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà,√
1 + (u′x)

2 ≈ 1 +
1

2
(u′x)

2.

Îñêiëüêè ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìàëi êîëèâàííÿ ñòðóíè, òî ÷ëåíàìè
âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi â ðîçêëàäi ôóíêöi¨ u(x, t) òà ¨¨ ïîõiäíèõ
ìîæíà çíåõòóâàòè.

Çíàéäåìî òåïåð çáiëüøåííÿ äîâæèíè åëåìåíòà ñòðóíè√
1 + (u′x)

2dx− dx ≈ 1

2
(u′x)

2dx.
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Òîìó ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ åëåìåíòà ñòðóíè (ãóñòèíà ïîòåí-

öiàëüíî¨ åíåðãi¨) äîðiâíþ¹
k(u′x)

2

2
, äå k � êîåôiöi¹íò ïðîïîðöié-

íîñòi. Ïðè öüîìó ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ âñi¹¨ ñòðóíè âèðàæà¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿì

Π =
1

2

l∫
0

k(u′x)
2dx.

Òîäi ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà L = T −Π ìà¹ âèãëÿä

L =
1

2

l∫
0

ρ(x)
(∂u
∂t

)2
dx− 1

2

l∫
0

k
(∂u
∂x

)2
dx. (3.1.12)

Çàïèøåìî iíòåãðàë äi¨ äëÿ ñòðóíè

S =

t2∫
t1

[1
2

l∫
0

ρ(x)(u′t)
2dx− 1

2

l∫
0

k(u′t)
2dx
]
dt.

Ðiâíÿííÿ Åéëåðà�Ëàãðàíæà ó âèïàäêó, êîëè u = u(x, t), ìà¹
âèãëÿä

Lu − ∂

∂t
Lp −

∂

∂x
Lq = 0, (3.1.13)

äå p = u′t, q = u′x.
Äëÿ ëàãðàíæiàíà (3.1.12) ìà¹ìî

∂L

∂u
= 0, Lp =

∂L

∂p
=
∂L

∂u′t
= ρ(x)u′t, Lq =

∂L

∂q
=

∂L

∂u′x
= −ku′x.

Òîìó ç ðiâíÿííÿ (3.1.13) îäåðæó¹ìî ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâ-
íÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

ρ(x)
∂2u

∂t2
− k

∂2u

∂x2
= 0.

Ïîäiëèâøè öå ðiâíÿííÿ íà ρ(x), îòðèìà¹ìî õâèëüîâå ðiâíÿííÿ
äëÿ âiëüíèõ ìàëèõ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü ñòðóíè ó âèãëÿäi

∂2u

∂t2
− a2(x)

∂2u

∂x2
= 0,
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äå a2 =
k

ρ(x)
.

ßêùî ñòðóíà îäíîðiäíà (ρ(x) = const), òî õâèëüîâå ðiâíÿííÿ
ìà¹ âèãëÿä

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0.

ßêùî ñòðóíà ïiääà¹òüñÿ äi¨ çîâíiøíüî¨ ñèëè f(x, t), ÿêà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà äî ñòðóíè, òî äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi
çàñòîñó¹ìî óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà

Lu − ∂

∂t
Lp −

∂

∂x
Lq = f(x, t).

Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ âèìóøåíèõ êîëèâàíü ñòðóíè
âèãëÿäó

ρ(x)
∂2u

∂t2
− k

∂2u

∂x2
= f(x, t).

Äëÿ çàìèêàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ïîòðiáíî äîäàòè ùå ïî÷àòêîâi
òà ãðàíè÷íi óìîâè íà ôóíêöiþ u(x, t). Ïî÷àòêîâi óìîâè çàäàþòüñÿ
ó âèãëÿäi

u(x, t)|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ(x),

à ãðàíè÷íi �
u(x, t)|x=0 = 0, u(x, t)|x=l = 0.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ âèâ÷à¹òüñÿ â ïiäðó÷íèêàõ ç ìàòå-
ìàòè÷íî¨ ôiçèêè, íàïðèêëàä [95]. N

3.2. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü òåïëîîáìiíó

Íåõàé òåïëî ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ â äåÿêîìó òåïëîïðîâiäíîìó
òiëi, ùî ìiñòèòü âíóòðiøíi äæåðåëà òåïëà. Ðîçãëÿíåìî â íüîìó
äåÿêó îáëàñòü V ó äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó t. Ïîòðiáíî ïîáóäóâà-
òè ìîäåëü, ùî îïèñó¹ ðîçïîäië òåìïåðàòóðè òiëà u(M, t) ó òî÷öi
M(x, y, z) ∈ V ó ìîìåíò ÷àñó t.

Íà ïîâåðõíi S îáëàñòi V iñíó¹ òåïëîâèé ïîòiê ç ïèòîìîþ ïî-
òóæíiñòþ q⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî äîâæèíà öüîãî âåêòîðà äîðiâíþ¹ êiëü-
êîñòi òåïëà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç îäèíè÷íó ïëîùó ïîâåðõíi S çà
îäèíèöþ ÷àñó.
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Ðèñ. 3.3. Ñõåìà òåïëîîáìiíó

Ïîòiê òåïëà, çãiäíî ç åêñïåðèìåíòàëüíèì çàêîíîì Ôóð'¹, çà
ÿêèì ùiëüíiñòü òåïëîâîãî ïîòîêó ïðîïîðöiéíà ãðàäi¹íòó òåìïå-
ðàòóðè (òåïëîâi ïîòîêè íàïðÿìëåíi âiä ìiñöü ç áiëüø âèñîêîþ
òåìïåðàòóðîþ äî ìiñöü ç ìåíøîþ òåìïåðàòóðîþ), âèçíà÷à¹òüñÿ
çà ôîðìóëîþ

q⃗ = −λgrad u,
äå λ � êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi.

Çìiñò öi¹¨ ôîðìóëè äîñèòü ïðîçîðèé: êiëüêiñòü òåïëà, ùî ïðî-
õîäèòü ÷åðåç îäèíè÷íó ïëîùàäêó çà îäèíèöþ ÷àñó, ïðîïîðöiéíà
ïåðåïàäó òåìïåðàòóð â îêîëi ïîâåðõíi.

Òîäi êiëüêiñòü òåïëà, ùî âiääà¹òüñÿ ç ïîâåðõíi S òiëà â îòî÷óþ-
÷å ñåðåäîâèùå çà ÷àñ dt, âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë

QS =

∫ ∫
S

qndSdt,

äå qn � ïðîåêöiÿ âåêòîðà ùiëüíîñòi òåïëîâîãî ïîòîêó q⃗ íà çîâíiø-
íþ íîðìàëü n⃗ äî ïîâåðõíi S.

Êiëüêiñòü òåïëîòè, ùî âèäiëÿ¹òüñÿ â òiëi îá'¹ìó V çà ÷àñ dt
âíóòðiøíiìè äæåðåëàìè òåïëà, ç ïèòîìîþ ïîòóæíiñòþ f(M, t)
äîðiâíþ¹ âåëè÷èíi îá'¹ìíîãî iíòåãðàëà

QV =

∫ ∫ ∫
V

f(M, t)dV dt.

Òåïëîîáìií íàãðiòîãî òiëà ç çîâíiøíiì ñåðåäîâèùåì (áåç âèêîíàí-
íÿ çîâíiøíüî¨ ðîáîòè) ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåð-
ãi¨ (ïåðøîìó çàêîíó òåðìîäèíàìiêè)

QV = QS +∆U,
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äåQV � êiëüêiñòü òåïëîòè, ùî âèäiëÿ¹òüñÿ â òiëi âíóòðiøíiìè äæå-
ðåëàìè òåïëà; QS � êiëüêiñòü òåïëîòè, ùî âiääà¹òüñÿ ç ïîâåðõíi S
òiëà â îòî÷óþ÷å ñåðåäîâèùå; ∆U � çìiíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ òiëà.

Çíàéäåìî âèðàç äëÿ ∆U . Â îá'¹ìi dV ìiñòèòüñÿ cρudV òåï-
ëîâî¨ åíåðãi¨, äå c � ïèòîìà òåïëî¹ìíiñòü, ρ � ãóñòèíà òiëà, u �
òåìïåðàòóðà â äàíié òî÷öi i â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó. Òîäi çà ÷àñ dt
âiäáóâà¹òüñÿ çìiíà òåïëîâî¨ åíåðãi¨ íà âåëè÷èíó

∆U =
∂

∂t

∫ ∫ ∫
V

cρudV dt.

Äëÿ ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëà QS âðàõó¹ìî çàêîí Ôóð'¹ i çàñòî-
ñó¹ìî ôîðìóëó Îñòðîãðàäñüêîãî:∫ ∫

S

qndS = −
∫ ∫
S

(λgradu, n)dS = −
∫ ∫ ∫

V

div (λgradu)dV.

Òåïåð, çãiäíî ç çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðãi¨, ìà¹ìî∫ ∫ ∫
V

[ ∂
∂t

(cρu)− div (λgradu)− f
]
dV dt = 0.

Óñi ðîçãëÿäóâàíi ôóíêöi¨ íåïåðåðâíi, òîìó îñòàííié iíòåãðàë
äîðiâíþ¹ íóëþ òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè â áóäü-ÿêié òî÷öi
îáëàñòi V äîðiâíþ¹ íóëþ ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç. Çâiäñè îäåð-
æó¹ìî ðiâíÿííÿ íåñòàöiîíàðíî¨ òåïëîïðîâiäíîñòi (ðiâíÿííÿ Ôóð'¹-
Êiðõãîôà) ó âèãëÿäi

∂(cρu)

∂t
= div (λgradu) + f. (3.2.1)

Äëÿ çàìèêàííÿ ìîäåëi íåîáõiäíî çàäàòè ùå äîäàòêîâi óìîâè: à)
ïî÷àòêîâi óìîâè � u(M, 0) = u0(M); á) ãðàíè÷íi óìîâè íà S �

u(p, t) = φ(t), p ∈ S àáî
∂u

∂n
(p, t) = ψ(t), p ∈ S.

Ðiâíÿííÿ (3.2.1) ¹ äîñèòü çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì òåïëîïðîâiäíî-
ñòi. Ç íüîãî ìîæíà îäåðæóâàòè äåÿêi îêðåìi âèïàäêè.

Íàïðèêëàä, ÿêùî c, ρ, λ = const, òî ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
= a2 div gradu+

f

cρ
,
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äå a2 =
λ

cρ
� êîåôiöi¹íò òåìïåðàòóðîïðîâiäíîñòi.

ßêùî âiäñóòíi äæåðåëà òåïëà, òî ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

∂u

∂t
= a2 div gradu.

Êîìáiíàöiÿ div grad íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòî-
ðîì Ëàïëàñà é ïîçíà÷à¹òüñÿ ∆ àáî ∇2. Ó äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ
ëàïëàñiàí ìà¹ âèðàç

∆ =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
.

Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó äëÿ ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà â ñòåðæ-
íi âèêîðèñòîâóþòü ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü âèãëÿäó

cρ
∂u

∂t
=

∂

∂x

[
λ(x)

∂u(x, t)

∂x

]
+ f(x, t). (3.2.2)

Ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ùî îïèñó¹ ñòàí ñòàöiî-
íàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ äåÿêî¨ îáëàñòi V òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó
â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

∂

∂x

[
λ(x, y, z)

∂u

∂x

]
+

∂

∂y

[
λ(x, y, z)

∂u

∂y

]
+

∂

∂z

[
λ(x, y, z)

∂u

∂z

]
+

+f(x, y, z) = 0.

Íåëiíiéíi çàäà÷i ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà âèíèêàþòü, êîëè â
ðiâíÿííi ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà ðîçãëÿäàþòüñÿ äæåðåëà òåïëà,
ïîòóæíiñòü ÿêèõ çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè. Ç òàêèìè çàäà÷à-
ìè çóñòði÷àþòüñÿ â òåîði¨ ðîçïîâñþäæåííÿ ïîëóì'ÿ. Òóò, ðàçîì
ç âïëèâîì òåìïåðàòóðè íà øâèäêiñòü âèäiëåííÿ òåïëà, ìà¹ ìiñöå
çàëåæíiñòü (ÿê ïðàâèëî, ñòåïåíåâà) òåïëîïðîâiäíîñòi é òåïëî¹ì-
íîñòi � âiä òåìïåðàòóðè.

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, ùî ¹ îäíîâèìiðíèì íåëiíiéíèì ðiâíÿí-
íÿì òåïëîïðîâiäíîñòi, çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

∂u

∂t
= a2 div (ukgradu).
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Íàðåøòi âiäìiòèìî ùå óíiâåðñàëüíiñòü ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi,
ùî ìiñòèòü ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà

∆u(M) + f(M) = 0,

äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà; M � äåÿêà òî÷êà îáëàñòi V ; u(M) �
øóêàíà ôóíêöiÿ. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà âèâ÷àòè
óñòàëåíi ïðîöåñè ïðîòiêàííÿ ðiäèí, ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëîòè, ðîç-
ïîäië åëåêòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó, äåôîðìàöiþ ìåìáðàíè, ìåõàíi÷íi
íàïðóæåííÿ ïðè êðó÷åííi ñòåðæíÿ, ôiëüòðàöiþ ðiäèíè â  ðóíòi,
ðîçïîâñþäæåííÿ äîìiøêiâ ó ïîâiòði, åïiäåìi¨ â ðåãiîíi òîùî.

Ó êîæíié ç öèõ çàäà÷ u(M), f(M) ìàþòü ñâié çìiñò, àëå ¨õ
çâ'ÿçîê îïèñó¹ çàãàëüíå äëÿ öèõ çàäà÷ ðiâíÿííÿ.

Ïðèêëàä 3.2.1. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü òåïëîïðîâiäíîñòi
ñòåðæíÿ.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíèé ñòåðæåíü äîâæèíîþ l, ùî içîëüîâàíèé
ç áîêiâ i òîíêèé íàñòiëüêè, ùî â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó òåìïåðà-
òóðó â óñiõ òî÷êàõ ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó ìîæíà áóëî á ââàæàòè
îäíàêîâîþ. Íàñ öiêàâèòü ïðîöåñ ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà â ñòåðæ-
íi. Öåé ïðîöåñ ìîæå áóòè îïèñàíèé ôóíêöi¹þ u(x, t), ùî âèçíà÷à¹
òåìïåðàòóðó â òî÷öi x ñòåðæíÿ â ìîìåíò ÷àñó t (ðèñ. 3.4).

Ðèñ. 3.4. Ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà â ñòåðæíi

Ðiâíÿííÿ, ÿêå áóäå çàäîâîëüíÿòè u(x, t), ÿê âèïëèâà¹ ç (3.2.2),
ó âèïàäêó îäíîðiäíîãî ñòåðæíÿ ìà¹ âèãëÿä

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, a2 =

λ

cρ
. (3.2.3)

Äëÿ âèäiëåííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi
íåîáõiäíî äîäàòè ùå ïî÷àòêîâi òà êðàéîâi óìîâè. Ïî÷àòêîâà óìî-
âà ïîëÿãà¹ â çàäàííi çíà÷åíü ôóíêöi¨ u(x, t) ïðè t = t0. Ãðàíè÷íi
óìîâè ìîæóòü áóòè ðiçíèìè â çàëåæíîñòi âiä òåìïåðàòóðíèõ ðå-
æèìiâ íà êiíöÿõ ñòåðæíÿ. N

204



3.3. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ãiäðîäèíàìiêè

3.3.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ

Ðóõ ðiäèí i ãàçiâ ¹ òðàäèöiéíèì îá'¹êòîì ìàòåìàòè÷íîãî ìî-
äåëþâàííÿ. Öå çâ'ÿçàíî ïåðø çà âñå ç øèðîêèì çàñòîñóâàííÿì
ìîäåëåé öèõ ïðîöåñiâ â àâiàöi¨, ðàêåòîáóäóâàííi, êîðàáëåáóäóâàí-
íi, åíåðãåòèöi, ìåäèöèíi, åêîëîãi¨, êëiìàòîëîãi¨, ïðîìèñëîâîñòi òà
iíøèõ ãàëóçÿõ íàóêè i òåõíiêè. Ìàòåìàòè÷íèé îïèñ ãiäðîäèíàìi÷-
íèõ ïðîöåñiâ áàçó¹òüñÿ íà ðiâíÿííÿõ ãiäðîäèíàìiêè.

Ðiäèííå ñåðåäîâèùå çîáðàæàþòü äåÿêèì ñóöiëüíèì ñåðåäîâè-
ùåì. Ïîíÿòòÿ ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà ââîäèòüñÿ ÷åðåç ïîíÿòòÿ ÷à-
ñòèíêè ðiäèíè, ÿêà ¹ íåîáõiäíèì åëåìåíòîì ñóöiëüíîãî ñåðåäîâè-
ùà. Çà ÷àñòèíêó ðiäèíè âèáèðàþòü ìàëèé îá'¹ì ðiäèíè, äî ÿêîãî
ìîæíà çàñòîñóâàòè çàêîíè ìåõàíiêè.

Òàêi ôiçè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ñåðåäîâèùà, ÿê ùiëüíiñòü, òåìïå-
ðàòóðà, øâèäêiñòü ÷àñòèíîê, íàçèâàþòüñÿ ãiäðîäèíàìi÷íèìè. Ïðè
îïèñàííi ðiäèííèõ ñåðåäîâèù âèêîðèñòîâóþòüñÿ äâà ïiäõîäè: Åé-
ëåðà i Ëàãðàíæà.

Ïðè Ëàãðàíæåâîìó ïiäõîäi îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ¹ ÷àñòèíêè ði-
äèíè, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ñóêóïíiñòü ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê, ÿêi
ñóöiëüíî çàïîâíþþòü îá'¹ì ç ðiäèíîþ. Ïðè öüîìó äîñëiäæóþòü,
ÿê çìiíþþòüñÿ ðiçíi âåêòîðíi i ñêàëÿðíi ïàðàìåòðè êîíêðåòíî¨ ÷à-
ñòèíêè ðiäèíè ç ÷àñîì. Íåõàé (x0, y0, z0) � êîîðäèíàòè ÷àñòèíêè â
ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = t0, òîäi â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t ̸=
t0 êîîðäèíàòè ÷àñòèíêè (x, y, z) áóäóòü ôóíêöiÿìè íå òiëüêè ÷àñó,
àëå é ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè, òîáòî x = x(x0, y0, z0, t),
y = y(x0, y0, z0, t), z = z(x0, y0, z0, t). Ïðè t = t0 ìà¹ìî x0 =
x(x0, y0, z0, t0), y0 = y(x0, y0, z0, t0), z0 = z(x0, y0, z0, t0). Êîîðäè-
íàòè (x0, y0, z0) íàçèâàþòüñÿ Ëàãðàíæåâèìè.

Iíêîëè çàìiñòü (x0, y0, z0) ìîæíà ðîçãëÿäàòè äåÿêi iíøi âåëè-
÷èíè, ùî îäíîçíà÷íî çâ'ÿçàíi ç (x0, y0, z0)

a = ψ1(x0, y0, z0), b = ψ2(x0, y0, z0), c = ψ3(x0, y0, z0).

Òåïåð óæå ñóêóïíiñòü âåëè÷èí (a, b, c, t) ¹ çìiííèìè Ëàãðàíæà.
Ó çìiííèõ Ëàãðàíæà ìîæíà âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ ñêàëÿðíèõ i âåê-
òîðíèõ âåëè÷èí, çâ'ÿçàíèõ ç êîíêðåòíîþ ÷àñòèíêîþ. Êîîðäèíàòè
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äåÿêî¨ ÷àñòèíêè çàäàþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

x = f1(a, b, c, t), y = f2(a, b, c, t), z = f3(a, b, c, t).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîìïîíåíò øâèäêîñòi v⃗ òà ïðèñêîðåííÿ w⃗
ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ (a, b, c) âèêîðèñòîâóþòü ôîðìóëè

vx =
∂x

∂t
=

(
∂f1
∂t

)
a,b,c

, vy =
∂y

∂t
=

(
∂f2
∂t

)
a,b,c

, vz =
∂z

∂t
=

(
∂f3
∂t

)
a,b,c

.

wx =
∂2x

∂t2
=

(
∂2f1
∂t2

)
a,b,c

, wy =
∂2y

∂t2
=

(
∂2f2
∂t2

)
a,b,c

,

wz =
∂2z

∂t2
=

(
∂2f3
∂t2

)
a,b,c

.

Äëÿ ïîâíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ñòàíó ðiäèíè íåîáõiäíî çíàòè ùå
òèñê p i ùiëüíiñòü ρ ÿê ôóíêöi¨ çìiííèõ Ëàãðàíæà

p = p(a, b, c, t), ρ = ρ(a, b, c, t).

Ïðè Åéëåðîâîìó ïiäõîäi îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ¹ íå ñàìà ðiäèíà,
à äåÿêèé íåðóõîìèé îá'¹ì, çàïîâíåíèé ðiäèíîþ.

Ïðè öüîìó âèâ÷à¹òüñÿ:
� çìiíà ðiçíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîòiêàííÿ ðiäèíè ó ôiêñîâàíié òî÷-
öi ïðîñòîðó ïðè çìiíi ÷àñó,
� çìiíà öèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè ïåðåõîäi äî iíøèõ òî÷îê ïðîñòîðó,
â öüîìó âèïàäêó âåêòîðíi i ñêàëÿðíi õàðàêòåðèñòèêè ðóõó ðiäèíè
çàëåæàòü âiä çìiííèõ (x, y, z, t), ÿêi íàçèâàþòüñÿ çìiííèìè Åéëå-
ðà. Çîêðåìà, êîìïîíåíòè âåêòîðà øâèäêîñòi ìîæóòü áóòè çàïèñàíi
ÿê

vx = F1(x, y, z, t), vy = F2(x, y, z, t), vz = F3(x, y, z, t).

3.3.2. Îñíîâíi ðiâíÿííÿ ãiäðîäèíàìiêè

3.3.2.1. Ðiâíÿííÿ íåðîçðèâíîñòi ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà
Ó ñåðåäèíi ðóõîìî¨ ðiäèíè ðîçãëÿíåìî äåÿêèé îá'¹ì V , ùî ìi-

ñòèòü îäíi é òi ñàìi ÷àñòèíêè i ðóõà¹òüñÿ ðàçîì ç íèìè.
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Íåõàé B(x, y, z, t) � äåÿêà ãiäðîäèíàìi÷íà õàðàêòåðèñòèêà, íà-
ïðèêëàä ùiëüíiñòü ÷àñòèíîê, ó òî÷öi ç êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ó
ìîìåíò ÷àñó t, òîäi ìàñà âèðàæà¹òüñÿ iíòåãðàëîì∫

V

B(x, y, z, t)dV.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ êiëüêiñòü ðóõó i åíåðãiÿ. Ïîõiäíà çà ÷à-
ñîì âiä iíòåãðàëà, âçÿòîãî çà îá'¹ìîì, ùî ðóõà¹òüñÿ, âèçíà¹òüñÿ çà
âiäîìîþ ôîðìóëîþ äèôåðåíöiþâàííÿ çà ïàðàìåòðîì t iíòåãðàëà
ïî îáëàñòi, ùî çàëåæèòü âiä öüîãî ïàðàìåòðà

d

dt

∫
V

B(x, y, z, t)dV =

∫
V

∂B

∂t
dV +

∫
∂V

vndS. (3.3.1)

Ââàæà¹òüñÿ, ùî ôóíêöiÿ B(·) � íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíà çà
ïàðàìåòðîì t, à ìåæà îáëàñòi ∂V � ãëàäêà i ãëàäêî çàëåæèòü âiä t.

Òóò ïåðøèé iíòåãðàë âðàõîâó¹ çìiíó ôóíêöi¨ B ç ÷àñîì, à äðó-
ãèé, âçÿòèé ïî ìåæi ∂V , � çìiíó iíäèâiäóàëüíî¨ îáëàñòi i âèðàæà¹
ïîòiê âåêòîðà ÷åðåç ïîâåðõíþ, ùî îáìåæó¹ öåé îá'¹ì.

Ñèìâîëîì vn = vn(x, y, x, t) ïîçíà÷åíà ïðîåêöiÿ øâèäêîñòi v
òî÷êè (x, y, z) ìåæi íà çîâíiøíþ íîðìàëü äî ìåæi ∂V . Äîâåäåí-
íÿ öi¹¨ ôîðìóëè ìîæíà çíàéòè â [3] òà ïiäðó÷íèêàõ ç ìåõàíiêè
ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ìåæà îáëàñòi (àáî ¨¨ ÷àñòèíà)
çàäàíà ðiâíÿííÿì Φ(x, y, z, t) = 0, ïðè÷îìó Φ(x, y, z, t) < 0 ïðè
(x, y, z) ∈ V , òî îðò çîâíiøíüî¨ íîðìàëi ìîæíà çàäàòè ó âèãëÿäi
∇Φ
|∇Φ| (â ïðèïóùåííi, ùî âñþäè íà ìåæi îáëàñòi ∇Φ ̸= 0). Ïðè

öüîìó øâèäêiñòü vn çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ vn = − 1
|∇Φ|

∂Φ
∂t (òóò ∇ �

îïåðàòîð íàáëà).
Îñêiëüêè ïîëå øâèäêîñòi v(x, y, z, t) âiäîìå, òî ïîâåðõíåâèé ií-

òåãðàë â (3.3.1) çà ôîðìóëîþ Îñòðîãðàäñüêîãî�Ãàóññà ìîæíà çâå-
ñòè äî îá'¹ìíîãî. Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî

d

dt

∫
V

B(x, y, z, t)dV =

∫
V

(
∂B

∂t
+ divBv

)
dV, (3.3.2)

äå div v = ∂vx
∂x +

∂vy
∂y + ∂vz

∂z .
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Ìàñà M ðiäèíè, ùî çíàõîäèòüñÿ â îá'¹ìi V , äîðiâíþ¹

M =

∫
V

ρ(x, y, z, t)dV

i çàëèøà¹òüñÿ ïîñòiéíîþ ïðîòÿãîì óñüîãî ÷àñó (çàêîí çáåðåæåííÿ
ìàñè). Òîìó, âiäïîâiäíî äî (3.3.2), ìà¹ìî

dM

dt
=

∫
V

(
∂ρ

∂t
+ div ρv

)
dV = 0.

Îñêiëüêè îá'¹ì V � äîâiëüíèé (çìiíþ¹òüñÿ ç ÷àñîì), à ïiäiíòå-
ãðàëüíà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà, òî ç ðiâíîñòi iíòåãðàëà íóëþ âèïëè-
âà¹, ùî é ñàìà ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî

∂ρ

∂t
+ div ρv = 0. (3.3.3)

Öå i ¹ ðiâíÿííÿ íåðîçðèâíîñòi ñåðåäîâèùà â åéëåðîâié ôîðìi,
ÿêå ùå íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ëióâiëÿ.

Iíêîëè div ρv â (3.3.3) ðîçïèñóþòü çà ôîðìóëîþ

div ρv = ρdiv v + vgrad ρ.

Ðiâíÿííÿ íåðîçðèâíîñòi (3.3.3) âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó ìåõàíi-
öi ðiäèí òà ãàçiâ. Öå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ
ðå÷îâèíè.

ßêùî ùiëüíiñòü ñåðåäîâèùà íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òîáòî ∂ρ
∂t =

0, òî ðiâíÿííÿ íåðîçðèâíîñòi (3.3.3) íàáóâà¹ âèãëÿäó

div ρv = 0,

ùî âèðàæà¹ çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè (à íå îá'¹ìó).
ßêùî ðiäèíà òàêà, ùî íå ñòèñêó¹òüñÿ, òîáòî ρ = const, òî îäåð-

æó¹ìî ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ íåðîçðèâíîñòi

div v = 0.
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3.3.2.2. Ðiâíÿííÿ äèíàìiêè iäåàëüíî¨ ðiäèíè.
Ðiâíÿííÿ Åéëåðà

Äëÿ ñêëàäàííÿ ðiâíÿííÿ ðóõó ðiäèíè âèêîðèñòîâó¹ìî çàêîí
çìiíè iìïóëüñó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè. Îá÷èñëèìî iìïóëüñ ðiäêîãî
îá'¹ìó, ùî âèäiëåíèé óñåðåäèíi ðóõîìî¨ ðiäèíè i ñêëàäà¹òüñÿ ç
ôiêñîâàíèõ ÷àñòèíîê. Ìà¹ìî

P⃗ =

∫
V

ρ(x, y, z, t)v⃗(x, y, z, t)dV.

Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè çàïèñiâ ïîçíà÷àòèìåìî
r = (x, y, z), r0 = (x0, y0, z0).

Çàêîí çìiíè iìïóëüñó, ÿê i äëÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ìà¹ âèãëÿä

dP⃗

dt
= F⃗ ,

äå F⃗ � ïîâíèé âåêòîð óñiõ çîâíiøíiõ ñèë, ïðèêëàäåíèõ äî îá'¹ìó.
Îá÷èñëèìî öi ñèëè. Ñòàí ðóõó ðiäèíè çìiíþ¹òüñÿ ïiä âïëèâîì
âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê ìiæ ñîáîþ i ç òiëàìè, ÿêi ¹ çîâíiøíiìè ïî âiä-
íîøåííþ äî äàíîãî îá'¹ìó ðiäèíè. Â ðåçóëüòàòi òàêî¨ âçà¹ìîäi¨
âèíèêàþòü ñèëè äâîõ òèïiâ. Íèìè ¹ îá'¹ìíi (àáî ìàñîâi) i ïîâåðõ-
íåâi ñèëè. Ñèëè, ÿêi ðîçïîäiëåíi ïî îá'¹ìó i ïðîïîðöiéíi ìàñàì
÷àñòèíîê, íàçèâàþòüñÿ ìàñîâèìè (íàïðèêëàä, ñèëà âàãè).

ßêùî F⃗ = (X,Y, Z) � âåêòîð ìàñîâî¨ ñèëè, ùî äi¹ íà îäèíè÷íó
ìàñó, òî íà åëåìåíò îá'¹ìó dV äi¹ ñèëà F⃗ ρdV , äå ρ(x, y, z, t) �
ãóñòèíà ðiäèíè, à ìàñîâà ñèëà ùî äi¹ íà îá'¹ì V , äîðiâíþ¹∫

V

F⃗ ρdV = (

∫
V

XρdV,

∫
V

Y ρdV,

∫
V

ZρdV ).

Ïîâåðõíåâi ñèëè, íà âiäìiíó âiä ìàñîâèõ, äiþòü çi ñòîðîíè çîâ-
íiøíüîãî ïî âiäíîøåííþ äî åëåìåíòà ñåðåäîâèùà i ðîçïîäiëåíi ïî
ïîâåðõíi. Íåõàé ∆S � åëåìåíòè äîñòàòíüî ãëàäêî¨ ïîâåðõíi ∂V ,
ùî îáìåæó¹ îá'¹ì V , n⃗ � íîðìàëü äî ïîâåðõíi, ùî ìà¹ çîâíiøíþ
îði¹íòàöiþ ïî âiäíîøåííþ äî îá'¹ìó V . Âåêòîð ïîâåðõíåâèõ ñèë
Σ⃗(r, t), ÿêèé ïðèêëàäåíèé äî îäèíèöi ïëîùi, íàçèâà¹òüñÿ íàïðó-
æåííÿì. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó Σ⃗(r, t) çàëåæèòü âiä ïîëîæåííÿ i
îði¹íòàöi¨ îäèíè÷íî¨ ïëîùi â ïðîñòîði i âiä ÷àñó.
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Çi ñòîðîíè çîâíiøíiõ, ïî âiäíîøåííþ äî îá'¹ìó V , ÷àñòèíîê äî
çîâíiøíüî¨ ñòîðîíè åëåìåíòà ∆S áóäå ïðèêëàäåíà ïîâåðõíåâà ñè-
ëà Σ⃗(r, t)∆S. ßêùî êóò ìiæ íîðìàëëþ n⃗ äî ïîâåðõíi i íàïðóæåí-
íÿì Σ⃗(r, t) ãîñòðèé, òî íîðìàëüíà ñêëàäîâà âåêòîðà Σ⃗ íàçèâà¹òüñÿ
íîðìàëüíèì íàïðóæåííÿì, ÿêùî êóò òóïèé, òî íîðìàëüíà ñêëà-
äîâà íàçèâà¹òüñÿ òèñêîì.

Äîòè÷íà äî ïîâåðõíi ñêëàäîâà âåêòîðà Σ⃗ íàçèâà¹òüñÿ äî-
òè÷íèì íàïðóæåííÿì àáî ñèëîþ âíóòðiøíüîãî òåðòÿ (ñèëîþ
â'ÿçêîñòi).

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó íå ñàìèõ ñèë, à ùiëüíîñòi ¨õ ðîçïîäiëó.
Äëÿ îá'¹ìíèõ ñèë öå áóäå

f⃗(r, t) = lim
∆V→0

∆F⃗ (r, t)

ρ(r, t)∆V
=

1

ρ(r, t)
lim

∆V→0

∆F⃗ (r, t)

∆V
.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi, îäåðæó¹ìî

dF⃗ = ρf⃗dV.

Àíàëîãi÷íî ïîâåðõíåâi ñèëè çàäàþòüñÿ ïîâåðõíåâèì íàòÿãîì

σ⃗(r, t) = lim
∆S→0

∆Σ⃗(r, t)

∆S
,

äå∆Σ⃗(r, t) � ïîâíèé âåêòîð ñèë, ïðèêëàäíèé äî åëåìåíòà ïëîùèíè
∆S. Çâiäñè

dΣ⃗(r, t) = σ⃗dS.

Íà âåñü îá'¹ì äi¹ ïîâåðõíåâà ñèëà
∫
∂V

σ⃗n⃗dS, òîìó ïîâíèé âåêòîð

çîâíiøíiõ ñèë, ïðèêëàäåíèé äî îá'¹ìó V ìà¹ âèãëÿä

F⃗ =

∫
V

ρ(r, t)f⃗(r, t)dV +

∫
∂V

σ⃗n⃗dS.

Òóò ∂V � ïîâåðõíÿ, ùî îáìåæó¹ îá'¹ì V , σ⃗n⃗ � ïðîåêöiÿ σ⃗ íà âåêòîð
çîâíiøíüî¨ íîðìàëi n⃗.

Íà ïî÷àòêó ïîáóäó¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó iäåàëüíî¨ ðiäèíè. Iäåàëü-
íîþ ðiäèíîþ íàçèâà¹òüñÿ ðiäèíà, â ÿêié âiäñóòíi ñèëè âíóòðiøíüî-
ãî òåðòÿ, à îòæå, äîòè÷íi ñêëàäîâi íàïðóæåíü äîðiâíþþòü íóëþ.
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Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ iäåàëüíî¨ ðiäèíè iñíóþòü òiëüêè íîðìàëüíi íà-
ïðóæåííÿ, ÿêi ïðè äåôîðìàöi¨ ðiäèíè íå äîïóñêàþòü ¨¨ ðîçðèâó.
Íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ çàâæäè íàïðàâëåíi â ñåðåäèíó âèäiëåíî-
ãî â iäåàëüíié ðiäèíi îá'¹ìó i ¹ ñèëàìè òèñêó. Ó öüîìó âèïàäêó
âåêòîð σ⃗n⃗ ìà¹ âèãëÿä

σ⃗n⃗ = −pn⃗,

äå p = p(r, t) � ñêàëÿðíà âåëè÷èíà, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ãiäðîäèíàìi÷-
íèì òèñêîì iäåàëüíî¨ ðiäèíè. Òîáòî ó âèïàäêó iäåàëüíî¨ ðiäèíè
âåêòîð σ⃗n⃗ íàïðàâëåíèé ó ïðîòèëåæíó ñòîðîíó äî âåêòîðà çîâíiø-
íüî¨ íîðìàëi.

Îñíîâíîþ âëàñòèâiñòþ iäåàëüíî¨ ðiäèíè ¹ òàêà óìîâà (çàêîí
Ïàñêàëÿ): âåëè÷èíà íîðìàëüíîãî òèñêó â ïîòîöi íå çàëåæèòü âiä
íàïðÿìó ïëîùàäêè, äî ÿêî¨ âií ïðèêëàäåíèé, òîìó

F⃗ =

∫
V

ρ(r, t)f⃗(r, t)dx−
∫
∂V

p(r, t)n⃗(r, t)dS.

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ãàóñà�Îñòðîãðàäñüêîãî ïîâåðõíåâèé iíòå-
ãðàë ïåðåòâîðèìî â îá'¹ìíèé, òîìó∫

∂V

p(r, t)n⃗(r, t)dS =

∫
V

grad p(r, t)dV.

Çâiäñè

F⃗ =

∫
V

[ρ(r, t)f⃗(r, t)− grad p(r, t)]dV.

Òåïåð óæå ìîæíà çàïèñàòè ðiâíÿííÿ çìiíè iìïóëüñó

dP⃗

dt
=

∫
V

[ρ(r, t)f⃗(r, t)− grad p(r, t)]dV. (3.3.4)

Ïðè ñêëàäàííi ðiâíÿíü äèíàìiêè iñòîòíiì ìîìåíòîì ¹ òå, ùî
ïîõiäíà îá÷èñëþ¹òüñÿ âçäîâæ ðóõó.

Íàãàäà¹ìî, ùî ó çìiííèõ Åéëåðà ïàðàìåòðè ðiäèíè â ìîìåíò
t ñòîñóþòüñÿ äàíî¨ òî÷êè ïðîñòîðó r(x, y, z). Ó çìiííèõ Ëàãðàíæà

211



âñi ïàðàìåòðè ñåðåäîâèùà â ìîìåíò t âiäíîñÿòüñÿ äî òî÷êè ç ïî-
÷àòêîâèì ïîëîæåííÿì r0(x0, y0, z0). Çâ'ÿçîê ìiæ íèìè çàäà¹òüñÿ
ôîðìóëàìè

x = x(x0, y0, z0, t), y = y(x0, y0, z0, t), z = z(x0, y0, z0, t).

Ïîçíà÷èìî

I(r0, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂x0

∂x

∂y0

∂x

∂z0
∂y

∂x0

∂y

∂y0

∂y

∂z0
∂z

∂x0

∂z

∂y0

∂z

∂z0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Öå ÿêîáiàí ïåðåòâîðåííÿ îäíi¹¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò â iíøó. Òîäi
îá'¹ìè ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì dV = I(r0, t)dW .

Ïåðåéäåìî äî ðiâíÿíü çìiíè iìïóëüñó â ëàãðàíæåâié ñèñòåìi
êîîðäèíàò

dP⃗

dt
=

d

dt

∫
W

ρ′(r0, t)v⃗′(r0, t)I(r0, t)dW =

=

∫
W

[
d

dt
(ρ′(r0, t)v⃗′(r0, t)I(r0, t) + ρ′(r0, t)v⃗′(r0, t)

dI(r0, t)

dt

]
dW.

Ïîâåðòàþ÷èñü â îñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííi äî âèõiäíèõ çìií-
íèõ, îäåðæó¹ìî

dP⃗

dt
=

∫
V

[
d

dt
(ρV⃗ ) + ρV⃗ div V⃗

]
dV. (3.3.5)

Ïîðiâíþþ÷è ñèëè â ñïiââiäíîøåííÿõ (3.3.4) i (3.3.5), ìà¹ìî∫
V

[
d

dt
(ρv⃗) + (ρv⃗)div v⃗

]
dV =

∫
V

[
ρ(r, t)f⃗(r, t)− grad p(r, t)

]
dV.

Çãiäíî ç äîâiëüíiñòþ îá'¹ìó V , iíòåãðàëè ðiâíi òîäi òiëüêè òîäi, êî-
ëè ðiâíi ïiäiíòåãðàëüíi âèðàçè. Òîìó îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

d

dt
(ρv⃗) + (ρv⃗)div v⃗ = −grad p(r, t) + ρ(r, t)f⃗(r, t),
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àáî

ρ
dv⃗

dt
+ v⃗

(
dρ

dt
+ ρdiv v⃗

)
= −grad p(r, t) + ρ(r, t)f⃗(r, t).

Îñêiëüêè âèðàç ó äóæêàõ äîðiâíþ¹ íóëþ âíàñëiäîê ðiâíÿííÿ íåðî-
çðèâíîñòi, òî îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî

dv⃗

dt
= −1

ρ
grad p(r, t) + f⃗(r, t). (3.3.6)

Öå i ¹ ðiâíÿííÿ ðóõó iäåàëüíî¨ ðiäèíè (ðiâíÿííÿ Åéëåðà).
Ëiâîðó÷ ñòî¨òü ïîâíà ïîõiäíà âçäîâæ ðóõó, ÿêà îá÷èñëÿ¹òüñÿ

çà ôîðìóëîþ dv⃗
dt = ∂v⃗

∂t + (v⃗,∇)v⃗. Òîìó (3.3.6) íàáóâà¹ âèãëÿäó

∂v⃗

∂t
+ ( ¯V,∇)v⃗ = −1

ρ
grad p(r, t) + f⃗(r, t), (3.3.7)

àáî, ðîçïèñóþ÷è ïîêîîðäèíàòíî, îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

∂vx
∂t

+ vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

+ vz
∂vx
∂z

= −1

ρ

∂p

∂x
+ fx,

∂vy
∂t

+ vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

+ vz
∂vy
∂z

= −1

ρ

∂p

∂y
+ fy, (3.3.8)

∂vz
∂t

+ vx
∂vz
∂x

+ vy
∂vz
∂y

+ vz
∂vz
∂z

= −1

ρ

∂p

∂z
+ fz.

Äîäàâøè ðiâíÿííÿ íåðîçðèâíîñòi

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρvx) +

∂

∂y
(ρvy) +

∂

∂z
(ρvz) = 0, (3.3.9)

îäåðæèìî ñèñòåìó ÷îòèðüîõ ðiâíÿíü ç ï'ÿòüìà íåâiäîìèìè. À ñàìå
òðüîõ ñêëàäîâèõ âåêòîðà øâèäêîñòi v⃗ = (vx, vy, vz), ôóíêöi¨ ùiëü-
íîñòi ρ(x, y, z, t) i òèñêó p(x; y, z, t). Âåêòîðíå ïîëå f⃗ = (fx, fy, fz)
îá'¹ìíèõ ñèë ââàæà¹òüñÿ çàäàíèì. ×àñòî ïðèïóñêàþòü, ùî íà ði-
äèíó íå äiþòü íiÿêi çîâíiøíi ñèëè. Çîêðåìà, ÿêùî ñèëà ïîòåí-
öiàëüíà (íàïðèêëàä ñèëà âàãè), òî ¨¨ ïèòîìó ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ
ìîæíà ïðîñòî ïðè¹äíàòè äî òèñêó.
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Ùîá çàìêíóòè ñèñòåìó ðiâíÿíü (3.3.8), (3.3.9), íåîáõiäíî äîäà-
òè ùå îäíå ðiâíÿííÿ, ùî ïîâ'ÿçó¹ ùiëüíiñòü i òèñê, òîáòî ðiâíÿííÿ
òåðìîäèíàìi÷íîãî ñòàíó ðiäèíè. Âîíî ìà¹ âèãëÿä ρ = ρ(p). Òàêà
çàëåæíiñòü, ÿê ïðàâèëî, âiäîìà, íàïðèêëàä óñòàíîâëþ¹òüñÿ åêñ-
ïåðèìåíòàëüíî.

Ðiäèíè, â ÿêèõ ùiëüíiñòü çàëåæèòü òiëüêè âiä òèñêó, íàçèâà-
þòüñÿ áàðîòðîïíèìè. Ñåðåäîâèùå, â ÿêîìó ùiëüíiñòü çàëåæèòü
íå òiëüêè âiä òèñêó, íàçèâà¹òüñÿ áàðîêëiííèì. Äëÿ áàðîêëiííèõ
ñåðåäîâèù çàïèñóþòü ùå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ çàêîíó çáåðå-
æåííÿ åíåðãi¨.

3.3.2.3. Ðiâíÿííÿ ðóõó â'ÿçêî¨ ðiäèíè.
Ðiâíÿííÿ Íàâ'¹�Ñòîêñà

Ïðè ðóñi â'ÿçêî¨ ðiäèíè ïîðÿä ç íîðìàëüíîþ ñêëàäîâîþ íàïðó-
æåííÿ (òèñêîì) âèíèêà¹ äîòè÷íà ñêëàäîâà, ùî íàçèâà¹òüñÿ ñè-
ëîþ âíóòðiøíüîãî òåðòÿ (ñèëîþ â'ÿçêîñòi). Ïðîÿâëÿ¹ âîíà ñåáå
ó âèãëÿäi îïîðó ðiäèíè ïðîöåñó äåôîðìàöi¨.

Ðóõ â'ÿçêî¨ íåñòèñëèâàíî¨ ðiäèíè îïèñó¹òüñÿ íåëiíiéíèì äèôå-
ðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ Íàâ'¹�Ñòîêñà

∂v⃗

∂t
+ (v⃗,∇)v⃗ = −1

ρ
∇p+ ν∆v⃗ + f⃗ , (3.3.10)

äå v⃗ = (vx, vy, vz) � âåêòîð øâèäêîñòi ðiäèíè ó òî÷öi (x, y, z) â
ìîìåíò ÷àñó t; f⃗ � âåêòîðíå ïîëå ìàñîâèõ ñèë; p(x, y, z, t) � òèñê;
ρ(x, y, z) � ùiëüíiñòü ðiäèíè; ν � ïàðàìåòð êiíåìàòè÷íî¨ â'ÿçêîñòi;
∇,∆ � ñèìâîëè îïåðàòîðiâ íàáëà i Ëàïëàñà.

Ïðè ν = 0 ðiâíÿííÿ Íàâ'¹�Ñòîêñà (3.3.10) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â
ðiâíÿííÿ Åéëåðà (3.3.7) äëÿ iäåàëüíî¨ ðiäèíè.

Îá'¹äíóþ÷è (3.3.10) ç ðiâíÿííÿì íåðîçðèâíîñòi äëÿ íåñòèñêó-
âàííî¨ ðiäèíè div V̄ = 0, îäåðæó¹ìî çàìêíóòó ñèñòåìó äëÿ çíà-
õîäæåííÿ ÷îòèðüîõ íåâiäîìèõ ôóíêöié vx(x, y, z, t), vy(x, y, z, t),
vz(x, y, z, t), p(x, y, z, t). Îäíî÷àñíî ùiëüíiñòü ρ, çà ïðèïóùåííÿì,
¹ çàäàíîþ ôóíêöi¹þ.

Ó äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò öi ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

∂vx
∂t

+ vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

+ vz
∂vx
∂z

+
1

ρ

∂p

∂x
= fx + ν∆vx,

∂vy
∂t

+ vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

+ vz
∂vy
∂z

+
1

ρ

∂p

∂y
= fy + ν∆vy, (3.3.11)
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∂vz
∂t

+ vx
∂vz
∂x

+ vy
∂vz
∂y

+ vz
∂vz
∂z

+
1

ρ

∂p

∂z
= fz + ν∆vz,

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vx
∂z

= 0.

ßê ïðàâèëî, äî öèõ ðiâíÿíü äîäàþòü ïî÷àòêîâi òà êðàéîâi óìî-
âè. Äîñi ðîçâ'ÿçêè äàíèõ ðiâíÿíü çíàéäåíi ëèøå â îêðåìèõ âèïàä-
êàõ. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Íàâ'¹�Ñòîêñà äî-
âåäåíà ëèøå â äâîâèìiðíîìó âèïàäêó. Â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði
� öå îäíà ç íàéâàæ÷èõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷íî¨ ãiäðîäèíàìiêè, ÿêà
ðîçâ'ÿçàíà ëèøå äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü v⃗0. Íåäàâ-
íî ïðèâàòíèé iíñòèòóò ó ÑØÀ îãîëîñèâ ïðåìiþ â 1 ìëí. äîëàðiâ
çà ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ.

Íàðåøòi çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ Íàâ'¹�Ñòîêñà ìîæíà åôåê-
òèâíî äîñëiäæóâàòè, ëèøå ïî¹äíóþ÷è âñi ñòîðîíè ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç ìîäåëåé, ÷èñëîâi ìåòîäè ¨õ
ðîçâ'ÿçóâàííÿ òà ñêëàäàííÿ ïðîãðàì äëÿ ÅÎÌ. Öi ðîçðàõóíêè
âèìàãàþòü âåëèêèõ çàòðàò ìàøèííîãî ÷àñó íàâiòü íà ñó÷àñíèõ
ñóïåðêîìï'þòåðàõ.

3.3.3. Ïî÷àòêîâi é ãðàíè÷íi óìîâè

Ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ ïîòðiáíî
ïîñòàâèòè ìàòåìàòè÷íó çàäà÷ó, òîáòî ñôîðìóëþâàòè óìîâè, ÿêi
îäíîçíà÷íî âèçíà÷àòèìóòü ïðîöåñ.

Ñèñòåìè ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü ïðîöåñè ãiäðîäèíàìiêè, ¹ ñè-
ñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ i ìà-
þòü, âçàãàëi êàæó÷è, íåñêií÷åííî áàãàòî ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ òîãî, ùîá
âèäiëèòè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè, ùî îïèñó¹ äåÿêèé ôiçè÷íèé
ïðîöåñ, íåîáõiäíî çàäàòè äîäàòêîâi óìîâè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç ïî-
÷àòêîâèõ i ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ â åéëåðîâèõ çìiííèõ çàäàþòü ðîçïîäië
øâèäêîñòi â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = t0:

vx|t=t0 = φ1(x, y, z), vy|t=t0 = φ2(x, y, z), vz|t=t0 =
= φ3(x, y, z), (x, y, z) ∈ D ⊂ Rn, n = 1, 2, 3.

Ïðè öüîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî ðiäèíà çàïîâíþ¹ äåÿêó îáëàñòü
D ∈ Rn, n = 1, 2, 3, ìåæà ∂D ÿêî¨ íåðóõîìà, ç íåïðîíèêàþ÷èìè
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äëÿ ðiäèíè òâåðäèìè ñòiíêàìè, òàê, ùî âèêîíó¹òüñÿ êðàéîâà óìî-
âà

v⃗|∂D = 0.

ßêùî ðiäèíà ìà¹ íåðóõîìó òâåðäó ìåæó ∂D, ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi
ÿêî¨G(x, y, z) = 0, òî ãðàíè÷íà óìîâà ìîæå ìàòè âèãëÿä (v⃗, n⃗) = 0,
(x, y, z) ∈ ∂D, äå n⃗ = gradG, àáî òå ñàìå, ùî

vx
∂G

∂x
+ vy

∂G

∂y
+ vz

∂G

∂z
= 0, (x, y, z) ∈ ∂D.

Ó âèïàäêó, êîëè ïîâåðõíÿ îáëàñòi D âiëüíà, ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi
çàëåæèòü âiä ÷àñó: G(x, y, z, t) = 0. Ïðè öüîìó ÷àñòèíêè ðiäèíè,
ùî çíàõîäÿòüñÿ íà ïîâåðõíi ∂D, ðóõàþòüñÿ ðàçîì ç íåþ, íå ïåðå-
òèíàþ÷è ¨¨. Òîáòî, ÿêùî ÷àñòèíêà ðiäèíè â ìîìåíò ÷àñó t çíàõî-
äèòüñÿ íà ïîâåðõíi â òî÷öi (x, y, z), òî â íàñòóïíèé ìîìåíò ÷àñó
t + ∆t âîíà çàéìå ïîëîæåííÿ (x + ∆x, y + ∆y, z + ∆z), àëå âñå
îäíî áóäå çíàõîäèòèñÿ íà ïîâåðõíi ∂D, à çíà÷èòü ïðàâèëüíèì ¹
ñïiââiäíîøåííÿ

G(x+∆x, y +∆y, z +∆z, t+∆t) = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä ó ðÿä Òåéëîðà i îáìåæóþ÷èñü ÷ëå-
íàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó, îäåðæó¹ìî

G(x, y, z, t) +
∂G

∂t
∆t+

∂G

∂x
∆x+

∂G

∂y
∆y +

∂G

∂z
∆z = 0.

Îñêiëüêè G(x, y, z, t) = 0, òî, âèêîíóþ÷è äiëåííÿ íà ∆t i ïå-
ðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè ∆t → 0, äiñòàíåìî ãðàíè÷íó óìîâó íà
âiëüíié ïîâåðõíi

∂G

∂t
+
∂G

∂x
vx +

∂G

∂y
vy +

∂G

∂z
vz = 0, (x, y, z) ∈ ∂D.

3.3.4. Ïðèêëàäè çàñòîñóâàíü ðiâíÿíü ãiäðîäèíàìiêè

Ïðèêëàä 3.3.1. Ðîçâ'ÿæåìî ïðîñòiøó çàäà÷ó ãiäðîñòàòèêè ïðî
ðîçïîäië òèñêó â íåðóõîìié íåñòèñêóâàíié ðiäèíi.

Íàïðàâèìî âiñü Oz äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò âåðòèêàëüíî
ââåðõ äî ïîâåðõíi Çåìëi, òîäi âåêòîð ìàñîâèõ ñèë f⃗ = (0, 0, g), äå
g � ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ.
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Ïîêëàäåìî â ðiâíÿííi Íàâ'¹�Ñòîêñà (3.3.10) øâèäêiñòü v⃗ = 0
(îñêiëüêè ðiäèíà íåðóõîìà), òîäi îäåðæèìî

∇p = ρf⃗ ,

àáî â êîîðäèíàòíié ôîðìi

∂p

∂x
=
∂p

∂y
= 0,

∂p

∂z
= −ρg,

äå p = p(x, y, z) � òèñê ó òî÷öi (x, y, z),
Iíòåãðóþ÷è öi ñïiââiäíîøåííÿ, îäåðæó¹ìî íåçàëåæíiñòü òèñêó

âiä êîîðäèíàò x, y i éîãî ëiíiéíó çàëåæíiñòü âiä ãëèáèíè çàíóðåííÿ
çà ôîðìóëîþ p = p0 − gρz. N

Ðèñ. 3.6. Ñõåìà äî
ïðèêëàäó 3.3.2

Ïðèêëàä 3.3.2. Çàäà÷à Ñòîêñà.
Íåõàé íåñòèñêóâàíà ðiäèíà çàéìà¹ ïðî-
ñòið x > 0, à ïëîùèíà yOz ¹ òâåðäîþ
ìåæåþ, ùî çäiéñíþ¹ ãàðìîíi÷íi êîëè-
âàííÿ ïàðàëåëüíî îñi Oy ç ÷àñòîòîþ ω
(ðèñ. 3.6). Ïîáóäóâàòè òà äîñëiäèòè ìî-
äåëü ðóõó ðiäèíè.

Îñêiëüêè ðiäèíà ðóõàòèìåòüñÿ òiëüêè
âçäîâæ îñi Oy, òî

vx = vz = 0, vy = u(x, t), p = const.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi äàíi â (3.3.11), îäåðæèìî îäíîðiäíå ïàðà-
áîëi÷íå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
= ν

∂2u

∂x2
, (3.3.12)

äå ν � ïàðàìåòð êiíåìàòè÷íî¨ â'ÿçêîñòi.
Ðiâíÿííÿ (3.3.2) ìà¹ ðîç'ÿçîê òèïó áiæó÷î¨ õâèëi

u = u0exp
(
−x
σ

)
cos
(x
σ
− ωt

)
,

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

u(0, t) = u0 cosωt, u(+∞, t) = 0,
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äå u0 � çàäàíà äîäàòíà ïîñòiéíà (àìïëiòóäà êîëèâàíü ìåæi); σ =√
2ν
ω . N
Ïðèêëàä 3.3.3 Ìà¹ìî äâi íåñêií÷åííi ïàðàëåëüíi ïëàñòèíè,

âiäñòàíü ìiæ ÿêèìè äîðiâíþ¹ 2h = const. Ïðîòiêàííÿ ðiäèíè
çäiéñíþ¹òüñÿ òiëüêè â íàïðÿìêó îñi Ox. Òå÷iÿ içîòåðìi÷íà, ëàìi-
íàðíà i ñòàöiîíàðíà. Òåðòÿ ðiäèíè îá áîêîâi ñòiíêè íå âðàõîâó¹ìî,
ââàæàþ÷è, ùî øèðèíà êàíàëó β >> h. Ñõåìà ïðîòiêàííÿ ðiäèíè
ïîäàíà íà ðèñ. 3.7.

Ðèñ. 3.7. Ñõåìà òå÷i¨

ßê âèïëèâà¹ ç ðiâíÿííÿ Íàâ'¹�Ñòîêñà (3.3.10), ðiâíÿííÿ ðóõó
â öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

∂p

∂x
= µ

∂2vx
∂y2

, (3.3.13)

äå p = p(x) � òèñê; vx = vx(y) � øâèäêiñòü ïðîòiêàííÿ ðiäèíè
âçäîâæ îñi Ox.

Ãðàíè÷íi óìîâè çàäà÷i � öå óìîâè ïðèëèïàííÿ ðiäèíè äî ïî-
âåðõíi êàíàëà (vx = 0 ïðè y = ±h) òà óìîâè ñèìåòði¨ (∂vx∂y = 0 ïðè
y = 0).

Iíòåãðóþ÷è ðiâíÿííÿ ðóõó (3.3.13), îäåðæó¹ìî

∂vx
∂y

=
1

µ

dp

dx
y + C1.

Ç óìîâè ñèìåòði¨ çíàõîäèìî C1 = 0. Ïîâòîðíå iíòåãðóâàííÿ
äà¹

vx =
y2

2µ

dp

dx
+ C2.

Ç óìîâè ïðèëèïàííÿ âèïëèâà¹, ùî C2 = −h2

2µ
dp
dx .
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Îòæå, ìà¹ìî ïàðàáîëi÷íèé ïðîôiëü äëÿ øâèäêîñòi

vx =
1

2µ

dp

dx
(y2 − h2),

äå dp
dx = −∆p

l < 0 � ãðàäi¹íò òèñêó. Òóò l � äîâæèíà êàíàëà, ∆p �
íàäëèøêîâèé òèñê íà âõîäi â êàíàë. N

Ïðèêëàä 3.3.4. Ðîçãëÿíåìî ñòàöiîíàðíå ïðîòiêàííÿ â'ÿçêî¨
îäíîðiäíî¨ ðiäèíè â òðóái ç êðóãîâèì ïåðåòèíîì, ÿêå âèêëèêàíî
ïîçäîâæíiì ãðàäi¹íòîì òèñêó (ó ïîïåðå÷íîìó ïåðåòèíi òèñê îäíî-
ðiäíèé), ùî íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òîáòî ïðè óìîâàõ, ùî

∂p

∂x
= 0,

∂p

∂y
= 0,

∂p

∂z
̸= 0.

Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî, ùî âiñü Oz íàïðàâëåíà âçäîâæ òðóáè çà
òå÷i¹þ ðiäèíè (ðèñ. 3.8). Îñêiëüêè ïðîòiêàííÿ ðiäèíè âiäáóâà¹òüñÿ
òiëüêè âçäîâæ îñi Oz (ó ïîïåðå÷íîìó ïåðåòèíi ïðîòiêàííÿ âiäñóò-
í¹), òî vx = 0, vy = 0, vz = vz(x, y). Ïðè öèõ óìîâàõ äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ ðîçïîäiëó øâèäêîñòi â òðóái ç ñèñòåìè ðiâíÿíü Íàâ'¹�Ñòîêñà
îäåðæó¹ìî òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü:

µ

(
∂2vz
∂x2

+
∂2vz
∂y2

)
=
∂p

∂z
,

∂vz
∂z

= 0, (3.3.14)

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

v⃗ = 0, (x, y, z) ∈ ST , |v⃗| <∞, (x, y, z) ∈ D,

äå ST � ïîâåðõíÿ òðóáè, à D � âíóòðiøíÿ îáëàñòü òðóáè. Íåâiäî-
ìèìè â ñèñòåìi (3.3.14) ¹ ôóíêöi¨ vz = vz(x, y), p = p(z).

Ðèñ. 3.8. Ïðîòiêàííÿ ðiäèíè ïî òðóái
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Ó âèïàäêó, êîëè ðiäèíà ïðîòiêà¹ â òðóái ç êðóãîâèì ïåðåòè-
íîì ðàäióñà a, â ñèñòåìi (3.3.14) ïåðåéäåìî äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè
êîîðäèíàò (r, φ). Îäåðæèìî êðàéîâó çàäà÷ó Äiðiõëå â êðóçi äëÿ
ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà

∂2vz
∂r2

+
1

r

∂vz
∂r

+
1

r2
∂2vz
∂φ2

=
1

µ

dp

dz
, 0 ≤ r < a, 0 ≤ φ ≤ 2π.

vz|r=a = 0, |vz| <∞. (3.3.15)

Îñêiëüêè, vz = vz(r, φ), òî âèêîíàííÿ ðiâíÿííÿ ç çàäà÷i (3.3.15)
ìîæëèâî, ÿêùî dp

dz = const.
Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.3.15) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

vz = w(r, φ) + ψ.

ßêùî ψ = r2

4µ
dp
dz , òî w(r, φ) çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó çàäà÷ó Äiðiõëå

äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∆w = 0, 0 ≤ r < a, 0 ≤ φ ≤ 2π,

w|r=a = − a2

4µ

dp

dz
, |w| <∞.

Ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà çàäà¹òü-
ñÿ ôîðìóëîþ

w(r, φ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(r
a

)n
(An cosnφ+Bn sinnφ), AnBn = const.

Âðàõîâóþ÷è ãðàíè÷íó óìîâó ïðè r = a, çíàõîäèìî

A0 = − a2

2µ

dp

dz
, An = 0, Bn = 0, n ≥ 1.

Òîìó

vz(r) = − 1

4µ

dp

dz
(a2 − r2),

àáî

vz(x, y) = − 1

4µ

dp

dz
(a2 − (x2 + y2)).
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåëè÷èíè dp
dz âèìiðþþòü òèñêè p1, p2 ó äâîõ

ðiçíèõ òî÷êàõ, ùî çíàõîäÿòüñÿ íà âiääàëi l âçäîâæ îñi Oz, i êîðè-
ñòóþòüñÿ ôîðìóëîþ

dp

dz
= −p1 − p2

l
.N

3.4. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ.
Ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà

Åëåêòðè÷íi i ìàãíiòíi ïîëÿ iñíóâàëè ùå äî Ìàêñâåëëà. Âîíè ïî-
ðîäæóâàëèñü çàðÿäàìè i ñòðóìîì, ÿêi ââàæàëèñü ïåðøîïðè÷èíîþ
âèíèêíåííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ ÿâèù.

Ðiâíÿííÿ, ÿêi ñôîðìóëüîâàíi Ìàêñâåëëîì15, âèíèêëè íà îñíî-
âi âàæëèâèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ âiäêðèòòiâ, ÿêi áóëè çðîáëåíi íà
ïî÷àòêó ÕIÕ ñò. Çîêðåìà, â 1831 ð. Ôàðàäåé16 çðîáèâ âiäêðèòòÿ
ïðî òå, ùî, ÿêùî áiëÿ ïðîâiäíèêà ïåðåìiùàòè ìàãíiò, òî â ïðî-
âiäíèêó ïîðîäæó¹òüñÿ åëåêòðè÷íèé ñòðóì. Öå ÿâèùå áóëî íàçâà-
íî åëåêòðîìàãíiòíîþ iíäóêöi¹þ. Ôàðàäåé óâiâ ïîíÿòòÿ ïîëÿ ñèë
� äåÿêîãî ñåðåäîâèùà, ùî çíàõîäèòüñÿ ìiæ çàðÿäàìè i òîêàìè,
ÿêå õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ðîçïîäiëîì ïåâíî¨ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè â ïðî-
ñòîði. Öå ïîíÿòòÿ Ìàêñâåëë çàìiíèâ íà íàïðóæåíiñòü ïîëÿ. Âîíî
ñòàëî êëþ÷îâèì ó éîãî òåîði¨.

Ìàêñâåëë íàïèñàâ ðiâíÿííÿ, ÿêèì ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ åëåê-
òðîäèíàìi÷íå ñåðåäîâèùå, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âçà¹ìîäi¹þ çàðÿäiâ i
ñòðóìiâ, íàâiòü, ùî äóæå âàæëèâî, ïðè ¨õ âiäñóòíîñòi. Òîáòî â òåî-
ði¨ Ôàðàäåÿ�Ìàêñâåëëà åëåêòðîìàãíiòíi ÿâèùà ìîæóòü ïðîòiêàòè
é áåç çàðÿäiâ i ñòðóìiâ.

Ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà îïèñóþòü åëåêòðîìàãíiòíi ïîëÿ, ÿêi, çìi-
íþþ÷èñü, âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ. Âîíè ìîæóòü iñíóâàòè i ðîçïî-
âñþäæóâàòèñü ñàìi ïî ñîái â ïðîñòîði çi ñêií÷åííîþ øâèäêiñòþ.

Êëàñè÷íà åëåêòðîäèíàìiêà, ùî áàçó¹òüñÿ íà ðiâíÿííÿõ Ìàêñ-
âåëëà, ëåæèòü â îñíîâi ÷èñëåííèõ çàñòîñóâàíü åëåêòðî-, ðàäiîòåõ-
íiêè, îïòèêè, êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, àñòðîôiçèêè, êîñìîëîãi¨ òîùî.
Öiêàâî çàóâàæèòè, ùî äîñÿãíåííÿ ôiçèêè, ÿêi áàçóþòüñÿ íà ðiâ-

15Äæåéì Êëåðê Ìàêñâåëë (1831 � 1879) � áðèòàíñüêèé ôiçèê, ìàòåìàòèê
16Ìàéêë Ôàðàäåé (1791 � 1867) � àíãëiéñüêèé ôiçèê, õiìiê.
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íÿííÿõ åëåêòðîìàãíåòèçìó, îêóïèëè âñi çàòðàòè ëþäñòâà íà ôóí-
äàìåíòàëüíi íàóêè íà 100 ðîêiâ óïåðåä [18].

Ïåðåéäåìî äî çàïèñó ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà. Ñòàíîì áóäü-ÿêî¨
äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè åëåêòðîäèíàìiêè ¹ åëåêòðîìàãíiòíi ïîëÿ. Öi
ïîëÿ õàðàêòåðèçóþòüñÿ âåêòîðíèìè âåëè÷èíàìè: íàïðóæåíiñòþ
åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ E⃗, íàïðóæåíiñòþ ìàãíiòíîãî ïîëÿ H⃗, åëåê-
òðè÷íîþ iíäóêöi¹þ D⃗ òà ìàãíiòíîþ iíäóêöi¹þ B⃗.

Ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà ÿâëÿþòü ñîáîþ ó âåêòîðíié ôîðìi ñèñòå-
ìó ç ÷îòèðüîõ ðiâíÿíü, ÿêà â ïîêîîðäèíàòíié ôîðìi çâîäèòüñÿ äî
âîñüìè (äâà âåêòîðíèõ ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòÿòü ïî òðè êîìïîíåíòè,
ïëþñ äâà ñêàëÿðíèõ) ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó. Öi ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

divD⃗ = 4πρ,

divB⃗ = 0,

rotE⃗ = −1

c

∂B⃗

∂t
,

rotH⃗ =
1

c

∂D⃗

∂t
+

4π

c
j,

(3.4.1)

äå j, ρ � îá'¹ìíà ãóñòèíà åëåêòðè÷íîãî ñòðóìó é îá'¹ìíà ãóñòèíà

åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ; c = 3 · 1010 ñì
c

� åëåêòðîäèíàìi÷íà ñòàëà.

Òóò rot E⃗ � äèôåðåíöiàëüíà îïåðàöiÿ íàä âåêòîðîì
E⃗ = (Ex, Ey, Ez), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âèçíà÷íèêîì âèãëÿäó

rot E⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
Ex Ey Ez

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= i
(∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)
+ j
(∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
+ k
(∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
.

Ðiâíÿííÿ (3.4.1) ìàþòü ôiçè÷íó iíòåðïðåòàöiþ. Ïåðøå îçíà÷à¹,
ùî åëåêòðè÷íèé çàðÿä ¹ äæåðåëîì åëåêòðè÷íî¨ iíäóêöi¨, äðóãå �
íå iñíó¹ ìàãíiòíèõ çàðÿäiâ, òðåò¹ � çìiíà ìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨ ïî-
ðîäæó¹ âèõðîâå åëåêòðè÷íå ïîëå, ÷åòâåðòå � åëåêòðè÷íèé ñòðóì
i çìiíà åëåêòðè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïîðîäæóþòü âèõðîâå ìàãíiòíå ïîëå.
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Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó öå äîñèòü ñêëàäíà ñèñòåìà ðiâíÿíü,
îñêiëüêè âîíà îïèñó¹ âñi ÿâèùà åëåêòðîñòàòèêè, ìàãíiòîñòàòèêè,
åëåêòðîäèíàìiêè é ìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ õâèëü.

Îñêiëüêè iñíóþòü òàê çâàíi ìàòåðiàëüíi àëãåáðà¨÷íi ðiâíÿííÿ
Ìàêñâåëëà, ùî çâ'ÿçóþòü õàðàêòåðèñòèêè D⃗ i E⃗, à òàêîæ B⃗ i H⃗,
òî ñèñòåìó (3.4.1) ÷àñòî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

∂E⃗

∂t
= c rot H⃗ − 4πj, divE⃗ = 4πρ,

∂H⃗

∂t
= −c rot E⃗, divH⃗ = 0.

(3.4.2)

Ñèñòåìà (3.4.2) ïåðåâèçíà÷åíà. Âîíà ìiñòèòü âiñiì ðiâíÿíü äëÿ øå-
ñòè êîìïîíåíò, òîáòî äâîõ âåêòîðíèõ âåëè÷èí E⃗ i H⃗. Àëå, ÿê âiäî-
ìî, äâà ñêàëÿðíèõ ðiâíÿííÿ ìîæíà âçÿòè çà ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ
äëÿ âåëè÷èí E⃗ i H⃗.

Ó âèïàäêó ðîçïîâñþäæåííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü ó ïóñòîòi,
òîáòî ïðè âiäñóòíîñòi çàðÿäiâ i ñòðóìó (ρ, j = 0), ðiâíÿííÿ Ìàêñ-
âåëëà (3.4.2) ñïðîùóþòüñÿ i íàáóâàþòü âèãëÿäó

∂E⃗

∂t
= c rot H⃗, divE⃗ = 0,

∂H⃗

∂t
= −c rot E⃗, divH⃗ = 0.

(3.4.3)

Ç öèõ ðiâíÿíü ìîæíà îäåðæàòè õâèëüîâå ðiâíÿííÿ, ÿêå äà¹ iñ-
íóâàííÿ ãàðìîíi÷íî¨ áiæó÷î¨ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi. �¨ øâèäêiñòü,
ÿê âèÿñíÿ¹òüñÿ, áëèçüêà äî øâèäêîñòi ñâiòëà, òîìó ìîæíà çðîáèòè
âèñíîâîê ïðî òå, ùî ñâiòëî ìà¹ åëåêòðîìàãíiòíó ïðèðîäó.

Ïîêàæåìî, ùî ç (3.4.3) âèïëèâàþòü õâèëüîâi ðiâíÿííÿ äëÿ âå-
ëè÷èí E⃗ i H⃗. Äiéñíî, ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ E⃗ çà t, à
äî ðiâíÿííÿ äëÿ âåëè÷èíè H⃗ çàñòîñó¹ìî îïåðàöiþ rot . Òîäi îäåð-
æèìî

∂2E⃗

∂t2
= c rot

∂H⃗

∂t
, rot

∂H⃗

∂t
= −c rot rot E⃗.

Çàñòîñîâóþ÷è âiäîìó ôîðìóëó âåêòîðíîãî àíàëiçó rot rot =
∇div −∆, äiñòàíåìî

∂2E⃗

∂t2
= −c2(∇divE⃗ −∆E⃗). (3.4.4)

223



Îñêiëüêè divE⃗ = 0, òî ïðèõîäèìî äî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

∂2E⃗

∂t2
= c2∆E⃗.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà âèïèñàòè ðiâíÿííÿ i äëÿ âåêòîðà íàïðóæå-
íîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ H⃗. Òåïåð ìîæíà çíàõîäèòè ðîçâ'ÿçêè õâè-
ëüîâèõ ðiâíÿíü, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (3.4.3).

Ðîçâ'ÿæåìî áiëüø ïðîñòó çàäà÷ó. Ïðèïóñòèìî, ùî E⃗ i H⃗ ¹ òiëü-
êè ôóíêöiÿìè äâîõ çìiííèõ: ÷àñó t i êîîðäèíàòè x. Íàøà çàäà÷à
ç'ÿñóâàòè, ÷è ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (3.4.3) äîïóñêàþòü ðîçâ'ÿçêè ó
âèãëÿäi ïëîñêèõ áiæó÷èõ õâèëü óçäîâæ îñi Ox.

Íåõàé E⃗ = (Ex(x), Ey(x), Ez(x)), H⃗ = (Hx(x), Hy(x),Hz(x)).
Òîäi ç äâîõ îñòàííiõ ðiâíÿíü ñèñòåìè (3.4.3) ìà¹ìî

∂Ex

∂x
= 0,

∂Hx

∂x
= 0.

À öå îçíà÷à¹, ùî êîìïîíåíòè Ex i Hx âåêòîðiâ E⃗ i H⃗ íå çàëåæàòü
âiä x. Íåõàé âîíè ïðèéìàþòü íóëüîâi çíà÷åííÿ Ex = 0, Ey = 0.

Ïiñëÿ öüîãî ðîçïèøåìî äâà ïåðøèõ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.4.3) â
êîìïîíåíòíié ôîðìi:

∂Ey

∂t
= −c∂Hz

∂x
,

∂Ez

∂t
= c

∂Hy

∂x
,

∂Hy

∂t
= c

∂Ez

∂x
,

∂Hz

∂t
= −c∂Ey

∂x
.

Öi ðiâíÿííÿ ðîçäiëÿþòüñÿ íà äâi íåçàëåæíi ïàðè. Âèïèøåìî îäíó
ç íèõ

∂Ey

∂t
= −c∂Hz

∂x
,

∂Hz

∂t
= −c∂Ey

∂x
. (3.4.5)

Äèôåðåíöiþþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ çà t, à äðóãå � çà x i ïîðiâíþþ÷è
¨õ, ïðèõîäèìî äî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

∂2Ey

∂t2
= c2

∂2Ey

∂x2
,

ÿêå, ÿê âiäîìî [8, 95], ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òèïó áiæó÷î¨ ãàðìîíi÷íî¨ õâèëi

Ey = A1 sin
(
ωt− ωx

c

)
. (3.4.6)
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Àíàëîãi÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà îäåðæàòè i äëÿ âåëè÷èíè Hz

Hz = A2 sin
(
ωt− ωx

c

)
.

Îäåðæàíèé ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ âèõiäíié ñèñòåìi
(3.4.3) i ÿâëÿ¹ ñîáîþ åëåêòðîìàãíiòíó õâèëþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç
äâîõ ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ãàðìîíi÷íèõ ïëîñêèõ õâèëü åëåêòðè÷íî-
ãî i ìàãíiòíîãî ïîëiâ, ùî ðîçïîâñþäæóþòüñÿ âçäîâæ îñi Ox çi
øâèäêiñòþ c (ðèñ. 3.5).

ßê âèäíî, çìiíà ç ÷àñîì åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ñóïðîâîäæó¹òüñÿ
ïîðîäæåííÿì ìàãíiòíîãî ïîëÿ, à çìiíà ç ÷àñîì ìàãíiòíîãî ïîëÿ ñó-
ïðîâîäæó¹òüñÿ ïîðîäæåííÿì åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, òîáòî åëåêòðî-
ìàãíiòíå ïîëå � öå äâà âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ ïîëÿ.

Åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü ¹ áàãàòî, ñåðåä íèõ � ñâiòëîâi, ðàäiî-
õâèëi, óëüòðàôiîëåòîâi, iíôðà÷åðâîíi, ðåíòãåíiâñüêi òà ií. Âñi âîíè
ìàþòü åëåêòðîìàãíiòíó ïðèðîäó i âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ÷àñòîòîþ i
äîâæèíîþ õâèëi ïðè îäíàêîâèõ øâèäêîñòÿõ ðîçïîâñþäæåííÿ.

Îòæå, åëåêòðîìàãíiòíi ïîëÿ íàÿâíi â ïðîñòîði, âîíè âçà¹ìîäi-
þòü, ðîçïîâñþäæóþòüñÿ, õî÷à ðóõîìèõ çàðÿäiâ óæå íå iñíó¹, òîá-
òî åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå ¹ ðåàëüíiñòþ, iñíó¹ ñàìîñòiéíî i ïðîÿâëÿ¹
ñåáå ÿê ìàòåðiàëüíèé îá'¹êò.

Ðèñ. 3.5. Ãàðìîíi÷íà åëåêòðîìàãíiòíà õâèëÿ

3.5. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

3.1. Íåõàé ìà¹ìî ïàðàáîëi÷íèé ìàÿòíèê, òîáòî òðà¹êòîðiÿ ðó-
õó ìàÿòíèêà � öå ïàðàáîëà y = ax2. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó
ìîäåëü ðóõó ìàÿòíèêà íà îñíîâi ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà.

3.2. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà áóäü-ÿêà çàìiíà
çìiííèõ òèïó q = f(y) çáåðiãà¹ éîãî âèãëÿä, òîáòî Ëàãðàíæåâà
ôîðìà çàïèñó âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ iíâàðiàíòíîñòi ïî âiäíîøåííþ
äî çàìiíè çìiííèõ, ÷îãî íåìà¹ â ðiâíÿííi Íüþòîíà.
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Âêàçiâêà. Äîâåäåííÿ ïðîâåñòè äëÿ ðiâíÿííÿ Íüþòîíà âèãëÿ-
äó mq̈ + kq = 0.

3.3. Çàñòîñîâóþ÷è óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà (3.1.4), ïî-
áóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü RLC-êîíòóðó (åëåêòðè÷íèé êîíòóð
ç îïîðîì, iíäóêòèâíiñòþ i ¹ìíiñòþ).

Âêàçiâêà. Âðàõîâóâàòè, ùî ðîáîòà ñèë îïîðó ïðè ïåðåíåñåííi
çàðÿäó δq äîðiâíþ¹ −Rq̇δq.

3.4. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðóõó ïîäâiéíîãî ìàÿò-
íèêà. Äîâæèíà ñòåðæíÿ ïåðøîãî ìàÿòíèêà � l1, äðóãîãî � l2.

Ðèñ. 3.9. Ñõåìà ïîäâiéíîãî ìàÿòíèêà

Âêàçiâêà. Çàïèñàòè êîîðäèíàòè òî÷îê (x1, y1), (x2, y2) ó ïî-
ëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò (÷åðåç êóòè φ1, φ2). Çíàéòè êiíåòè÷-

íó åíåðãiþ T (φ1, φ2) =
m1

2
v21 +

m2

2
v22 òà ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ

Π(φ1, φ2) = m1gy1 + m2g(y1 + y2), äå v2i = ẋ2i + ẏ2i , i = 1, 2,
g � ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà.

3.5. Íåõàé ìà¹ìî ïëîñêèé ìàÿòíèê ç òî÷êîþ îïîðè, ÿêà ðó-
õà¹òüñÿ ïî îñi àáñöèñ (ðèñ. 3.10).

Ðèñ. 3.10. Ìàÿòíèê ç ðóõîìîþ òî÷êîþ îïîðè

Ãîðèçîíòàëüíå çìiùåííÿ òî÷êè îïîðè âiäáóâà¹òüñÿ çà çàêîíîì
x = u(t), äîâæèíà ìàÿòíèêà � l, ìàñà � m. Ïîáóäóâàòè ìàòåìà-
òè÷íó ìîäåëü ðóõó òàêîãî ìàÿòíèêà. Âêàçàòè, ÿê ìîæíà çíàéòè
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óïðàâëiííÿ u(t) òàê, ùîá âåðõí¹ ïîëîæåííÿ ìàÿòíèêà áóëî ñòié-
êèì.

Âêàçiâêà. Çàïèñàòè âèðàçè äëÿ êiíåòè÷íî¨ i ïîòåíöiàëü-
íî¨ åíåðãié, ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ëàãðàíæà i ñêëàñòè ðiâíÿííÿ
Ëàãðàíæà. Óïðàâëiííÿ u(t) âèáðàòè òàê, ùîá âiäïîâiäíå äèôå-
ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ìàëî õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ç âiä'¹ìíèìè
äiéñíèìè ÷àñòèíàìè.

3.6. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü åëåêòðîìåõàíi÷íî¨ ñè-
ñòåìè, ÿêà ðîçãëÿäàëàñÿ â ïðèêëàäi 3.1.2, ÿêùî â åëåêòðè÷íèé
êîíòóð ïiä'¹äíàòè îïið, à â ìåõàíi÷íó ñèñòåìó äîäàòè äèñèïàöiþ
(òåðòÿ).

3.7. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà
âçäîâæ ðåáðà, ùî ìà¹ îäíàêîâèé ïðÿìîêóòíèé ïåðåðiç ó áóäü-ÿêié
òî÷öi îñi Ox. Ó ñåðåäèíi ðåáðà òåïëî ïåðåäà¹òüñÿ çà ðàõóíîê òåï-
ëîîáìiíó. Íà áîêîâié ïîâåðõíi çäiéñíþ¹òüñÿ òåïëîîáìií ç çîâíiø-
íiì ñåðåäîâèùåì çà çàêîíîì Íüþòîíà. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åí-
íi òåìïåðàòóðè âçäîâæ ðåáðà. Âèõiäíi äàíi: ðîçìiðè ðåáðà a× b �
ðîçìiðè ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó, l � äîâæèíà ðåáðà, T0 � òåìïåðàòó-
ðà â îñíîâi ðåáðà, òîáòî ïðè x = 0, Tc � òåìïåðàòóðà îòî÷óþ÷îãî
ñåðåäîâèùà, òî÷íà òåìïåðàòóðà T (x), ïðàâèé êiíåöü ðåáðà içîëüî-
âàíèé.

Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ðiâíÿííÿ òåïëîâîãî áàëàíñó dQn +
dQx = 0, äå dQx � ïîòiê òåïëà âçäîâæ ðåáðà (âèçíà÷à¹òüñÿ çàêî-
íîì Ôóð'¹), dQn � ïîòiê òåïëà âiä áîêîâî¨ ïîâåðõíi (âèçíà÷à¹òüñÿ
çàêîíîì Íüþòîíà).

3.8. Íåõàé ñòiíêà òîâùèíîþ h ðîçìåæîâó¹ äâà ñåðåäîâèùà, ùî
ìàþòü ïîñòiéíi òåìïåðàòóðè T1 i T2. Âèñîòó i øèðèíó ñòiíêè ââà-
æà¹ìî äîñòàòíüî âåëèêèìè, ïîðiâíÿíî ç h, òàê ùî ðîçïîäië òåì-
ïåðàòóðè â ñòiíöi ìîæíà ââàæàòè îäíîâèìiðíèì, òîáòî ðîçïîäië
òåïëà îïèñó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ T (z, t) (ðèñ. 3.11).
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Ðèñ. 3.11. Ðîçïîäië òåïëà â ñòiíöi

Iíòåíñèâíiñòü òåïëîîáìiíó íà ïîâåðõíÿõ ñòiíêè âèçíà÷à¹òüñÿ
êîåôiöi¹íòàìè òåïëîâiääà÷i α1, α2 âiäïîâiäíî. Êðiì öüîãî, ïîâåðõ-
íÿ ñòiíêè ïðè z = h îäåðæó¹ òåïëîâèé ïîòiê ùiëüíiñòþ q âiä çîâ-
íiøíiõ äæåðåë. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðîçïîäiëó òåì-
ïåðàòóðè T (z, t) âçäîâæ îñi Oz. Âèêîíàòè äîñëiäæåííÿ ìîäåëi.

Âêàçiâêà. Ââàæàòè, ùî îá'¹ìíèé êîåôiöi¹íò òåïëî¹ìíîñòi c i
êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi λ ïîñòiéíi.

3.9. Çàäà÷à Ðåëåÿ. Íåõàé ïðè t = 0 íåñòèñêóâàíà ðiäèíà çíà-
õîäèòüñÿ â ñòàíi ðiâíîâàãè, à ïëîùèíà yOz ìèòò¹âî ïî÷èíà¹ ðóõ
â íàïðÿìêó îñi Oy ç ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ U . Ïîáóäóâàòè òà äî-
ñëiäèòè ìîäåëü ðóõó ðiäèíè.

Âêàçiâêà. Çàïèñàòè îäíîâèìiðíå ðiâíÿííÿ Íàâ'¹�Ñòîêñà äëÿ
âåëè÷èí vx = vz = 0, vy = u(x, t). Íàêëàñòè ïî÷àòêîâi óìîâè:
u(x, t)|t=0 = 0, x > 0 òà ãðàíè÷íi óìîâè: u(0, t) = U , u(+∞, t) = 0,
t > 0. Ðiâíÿííÿ Íàâ'¹�Ñòîêñà ó öüîìó âèïàäêó äîïóñêà¹ ïîáóäîâó
àâòîìîäåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.

3.10. Çàïèñàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü Íàâ'¹�Ñòîêñà (3.3.10) ó öèëií-
äðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ r, φ, z ïðè f⃗ = 0.

3.11. Äâi íåçìiøóþ÷i ðiäèíè ðiçíî¨ â'ÿçêîñòi ðóõàþòüñÿ ïiä
äi¹þ íàäëèøêîâîãî òèñêó â ïëîñêîìó êàíàëi, ùî îáìåæåíèé ïàðà-
ëåëüíèìè ïëàñòèíàìè y = ±h âçäîâæ îñi Ox. Ïî÷àòîê äåêàðòîâî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò òà âiñü Ox ïîêëàäåìî íà ïëîùèíi ñòèêó äâîõ
ðiäèí. Òå÷iÿ içîòåðìi÷íà, ëàìiíàðíà i ñòàöiîíàðíà. Çíàéòè ïðîôiëi
øâèäêîñòåé.

3.12. Óçàãàëüíèòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìàëèõ êîëèâàíü ñòðó-
íè íà âèïàäîê ìåìáðàíè. Ìåìáðàíà � öå ÷àñòèíà äâîâèìiðíî¨ ïî-
âåðõíi, ÿêà âèêîíàíà ç óïðóãîãî ìàòåðiàëó i â ñòàíi ñïîêîþ çàéìà¹
÷àñòèíó ïëîùèíè (x, y) (îáëàñòü D).
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Âêàçiâêà. Óâåñòè â ðîçãëÿä ôóíêöiþ u(x, y, t) � äåôîðìàöiþ
ìåìáðàíè â íàïðÿìêó íîðìàëi äî ïëîùèíè xOy. Ðîçãëÿäàòè òiëü-
êè ìàëi äåôîðìàöi¨. Âðàõóâàòè, ùî ïîòåíöiéíà åíåðãiÿ ïðîïîðöié-
íà çìiíi ïëîùi dxdy åëåìåíòà ìåìáðàíè äî äåôîðìàöi¨. Êiíåòè÷-
íà åíåðãiÿ àíàëîãi÷íà òié, ÿêó îäåðæàëè äëÿ ñòðóíè. Íà îñíîâi
ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà îäåðæàòè äâîâèìiðíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ äëÿ
ìàëèõ êîëèâàíü ìåìáðàíè. Íà éîãî îñíîâi àíàëîãi÷íî çàïèñàòè
òðèâèìiðíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ, ÿêå ÿâëÿ¹ ñîáîþ îäíå ç îñíîâíèõ
ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

3.13. Íà îñíîâi ðiâíÿíü Íàâ'¹�Ñòîêñà (3.3.11) ïîáóäóâàòè ìà-
òåìàòè÷íó ìîäåëü ïðîòiêàííÿ â'ÿçêî¨ íåñòèñêóâàíî¨ ðiäèíè, ùî
âèêëèêàíî ïîçäîâæíiì ãðàäi¹íòîì òèñêó â ïðÿìîêóòíîìó êàíàëi,
ïîïåðå÷íèé ïåðåòèí ÿêîãî ¹ ïðÿìîêóòíèêîì, ùî îáìåæåíèé ïðÿ-
ìèìè x = ±a, y = ±b.

Âêàçiâêà. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â
ïðÿìîêóòíèêó [−a, a]×[−b, b]øóêàòè ìåòîäîì îðòîãîíàëüíèõ ïðî-
åêöié Áóáíîâà�Ãàëåðêiíà. Â ïåðøîìó íàáëèæåííi çà áàçîâó ôóíê-
öiþ âçÿòè ôóíêöiþ φ(x, y) = c(a2 − x2)(b2 − y2).

3.14. Îäåðæàòè ðiâíÿííÿ ðóõó øàðó â'ÿçêî¨ ðiäèíè ìiæ äâîìà
ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíèìè, ÿêùî îäíà ç íèõ ó ìîìåíò ÷àñó t = 0
ïî÷èíà¹ ðóõàòèñü ïàðàëåëüíî iíøié iç çàäàíîþ øâèäêiñòþ, ùî ìà¹
ïîñòiéíèé íàïðÿìîê. Äi¹þ ñèëè âàãè çíåõòóâàòè.

Âêàçiâêà. Íàïðàâèòè âiñü Ox ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïëîùèí,
à ïî÷àòîê ñèñòåìè êîîðäèíàò ðîçìiñòèòè íà íåðóõîìié ïëîùèíi.
Âèêîðèñòàòè ðiâíÿííÿ Íàâ'¹�Ñòîêñà (3.3.11).

3.15. Âèâåñòè ðiâíÿííÿ åëåêòðîñòàòèêè. Ïîêàçàòè, ùî ïîòåí-
öiàë åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà ç ïðàâîþ
÷àñòèíîþ, ÿêà ïðîïîðöiéíà îá'¹ìíié ùiëüíîñòi çàðÿäiâ.

Âêàçiâêà. Ñòàöiîíàðíi ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà äëÿ åëåêòðîñòà-
òè÷íîãî ïîëÿ â íåïðîâiäíîìó ñåðåäîâèùi ìàþòü âèãëÿä

rot E⃗ = 0, divD⃗ = 4πρ, D⃗ = εE⃗,

äå ε � äiåëåêòðè÷íà ïîñòiéíà, ρ = ρ(M) � îá'¹ìíà ãóñòèíà çàðÿäiâ
â òî÷öi M . Ïîòåíöiàë ïîëÿ U(M) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì
E⃗ = −gradU .

3.16. Âèâåñòè ðiâíÿííÿ äëÿ ïðîöåñó ðîçïîâñþäæåííÿ ïëîñêèõ
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åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü â ïðîâiäíîìó ïîëi (ïîëå íàçèâà¹òüñÿ ïðî-
âiäíèì, ÿêùî â íüîìó ¹ ñòðóìè ïðîâiäíîñòi).

Âêàçiâêà. Â öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà ìàþòü
âèãëÿä

rot E⃗ =
µ

c

∂H⃗

∂t
, rot H⃗ =

4πσ

c
E⃗,

äå µ � ìàãíiòíà ïðîíèêíiñòü, σ � ïðîâiäíiñòü ñåðåäîâèùà. Âiä îáîõ
÷àñòèí ïåðøîãî ðiâíÿííÿ âçÿòè îïåðàöiþ rot , à äðóãå ðiâíÿííÿ
ïðîäèôåðåíöiþâàòè çà ïàðàìåòðîì t.

Çàïèòàííÿ òà çàâäàííÿ äî ñàìîïåðåâiðêè

1. Ùî òàêå ôóíêöiîíàë äi¨?
2. ßêó ðîëü âiäiãðàþòü ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà â ìàòåìàòè÷íîìó

ìîäåëþâàííi?
3. Íàçâiòü îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà.
4. ßêèé âèãëÿä ìàþòü ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äëÿ íåêîíñåðâàòèâ-

íèõ ñèñòåì?
5. Íàâåäiòü ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ ðiâíÿíü Ëàãðàíæà.
6. Ïîáóäóéòå ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìàëèõ êîëèâàíü ñòðóíè.
7. Çàïèøiòü íåñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi.
8. ßêi äâà ïiäõîäè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó ðiäèííèõ ñå-

ðåäîâèù?
9. Âèâåäiòü ðiâíÿííÿ íåðîçðèâíîñòi ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà.
10. Ïîáóäóéòå ðiâíÿííÿ ðóõó iäåàëüíî¨ ðiäèíè.
11. ßêèé âèãëÿä ìà¹ ðiâíÿííÿ Íàâ'¹�Ñòîêñà?
12. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ ðiâíÿíü Íàâ'¹�

Ñòîêñà.
13. ßêi ïðîöåñè îïèñóþòü ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà?
14. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà.
15. Çðîáiòü àíàëiç ìîäåëi Ìàêñâåëëà äëÿ âèïàäêó ïëîñêèõ

åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü.
Ëiòåðàòóðà: [2, 5, 7, 8, 9, 11, 13, 28, 31, 40, 70, 81, 82, 87, 95,

100, 101, 106, 107].
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Ðîçäië 4. Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ

ìîäåëåé

4.1. Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ìåòîäiâ

Ìåòîäè àíàëiçó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ìîæíà óìîâíî ïîäiëèòè
íà ÿêiñíi, àíàëiòè÷íi òà ÷èñëîâi.

ßêiñíi ìåòîäè äîçâîëÿþòü âèÿâëÿòè âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ
ðiâíÿíü, ùî ñêëàäàþòü ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü áåç ¨õ ïîáóäîâè øëÿ-
õîì àíàëiçó ïàðàìåòðiâ ìîäåëi. Çàñòîñóâàííÿ öèõ ìåòîäiâ íàé-
ìåíøå ïiääà¹òüñÿ àëãîðèòìiçàöi¨. ßêiñíi ìåòîäè àíàëiçó äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü íàâåäåíi â äîäàòêó. Ìåòîäè ÿêiñíîãî àíàëiçó ìà-
òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ìàþòü îáìåæåíó îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ � öå
àáî ëiíiéíi ìîäåëi, àáî ïðîñòi íåëiíiéíi ìîäåëi, ùî ¹ îêðåìèìè
ôðàãìåíòàìè ñêëàäíèõ ìîäåëåé. Ó öüîìó ïîñiáíèêó íàâåäåíî áà-
ãàòî ïðèêëàäiâ ÿêiñíîãî äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ç ðiç-
íèõ ïðåäìåòíèõ îáëàñòåé. Àëå â áàãàòüîõ âèïàäêàõ äëÿ àíàëiçó
ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ ïîòðiáíî ìàòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü, äëÿ ¨õ çíà-
õîäæåííÿ âèêîðèñòîâóþòü àíàëiòè÷íi òà ÷èñëîâi ìåòîäè.

Àíàëiòè÷íi ìåòîäè äàþòü ðîçâ'ÿçîê ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ó
âèãëÿäi ôîðìóëè, ðîçêëàäó â ðÿä àáî â iíòåãðàëüíié ôîðìi. Ïåðå-
âàãà àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî îäåðæàíà àíàëiòè÷íà
ôîðìóëà, íàâiòü äëÿ ñïðîùåíî¨ ìîäåëi, çàäîâiëüíî õàðàêòåðèçó¹
ñóòü ÿâèùà. Àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê äîçâîëÿ¹ çðîçóìiòè i íàî÷íî
ïðåäñòàâèòè îñíîâíi çàêîíîìiðíîñòi ïðîòiêàííÿ ÿâèùà ÷è ïðîöå-
ñó, òîáòî âîëîäi¹ âèñîêîþ iíôîðìàòèâíiñòþ. Îäåðæàíi àíàëiòè÷íi
ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi i ÿê òåñòîâi ìîäåëi. Àíàëiòè÷-
íi ìåòîäè ìîæóòü áóòè òî÷íèìè, íàáëèæåíèìè àáî àñèìïòî-
òè÷íèìè.

Òî÷íi àíàëiòè÷íi ìåòîäè äîçâîëÿþòü îäåðæàòè ðîçâ'ÿçîê
âèõiäíî¨ çàäà÷i â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi. Íàïðèêëàä, òî÷íi ôîð-
ìóëè ìîæóòü çàäàâàòè ñóêóïíiñòü óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíîãî äè-
ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (òîäi ìà¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê) àáî
ïðåäñòàâëÿòè ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi óìî-
âè (ïî÷àòêîâi, ãðàíè÷íi, óìîâè ñòàöiîíàðíîñòi, ïåðiîäè÷íîñòi òî-
ùî). Ìàþ÷è ðîçâ'ÿçêè â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi, ìîæíà âèâ÷àòè ¨õ
âëàñòèâîñòi.

231



Òî÷íi ìåòîäè çàñòîñîâíi äëÿ âóçüêîãî êîëà ðiâíÿíü, â îñíîâíî-
ìó äëÿ ëiíiéíèõ. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñó÷àñíèõ çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ
òàêi ìåòîäè ðiäêî çàñòîñîâóþòüñÿ � öå çóìîâëåíî ñêëàäíiñòþ i
íåëiíiéíiñòþ ìîäåëåé. Îäíàê âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi, íà-
ïðèêëàä, äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òåñòîâèõ çàäà÷ ïðè ðîçðîáöi iíøèõ
ìåòîäiâ.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ìîæóòü áóòè íàñòiëüêè ñêëàäíèìè, ùî
äëÿ òîãî, ùîá çðîçóìiòè ïðîöåñ òà éîãî ìåõàíiçì, äîâîäèòüñÿ áó-
äóâàòè ñïðîùåíi ìîäåëi, âiäêèäàþ÷è ìàëi äîäàíêè, àëå íå âñÿêó
ìàëó âåëè÷èíó ìîæíà âiäêèíóòè, íå çìiíèâøè çìiñòó çàäà÷i. Òî-
ìó ìàòåìàòèê, ùî çàéìà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íèì ìîäåëþâàííÿì, ïî-
âèíåí âèâ÷èòè çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ âiä ïàðàìåòðiâ çàäà÷i i, ïåðø
çà âñå, àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ
ïàðàìåòðiâ.

Àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ìîæíà çíàéòè,
ÿêùî çàñòîñóâàòè ðiçíi íàáëèæåííÿ. Êîðåêòíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàëå-
æàòèìå âiä âèáðàíîãî íàáëèæåííÿ. Íàáëèæåíi ìåòîäè îïèðàþòü-
ñÿ íà íåôîðìàëüíå ðîçóìiííÿ ñóòi ïðîöåñó. Âîíè çðó÷íi äëÿ îäåð-
æàííÿ ãðóáèõ îöiíîê i âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà ïî÷àòêîâîìó åòàïi
äîñëiäæåííÿ. ßê ïðèêëàä ìîæíà íàâåñòè ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíié-
íî¨ çàäà÷i çà ëiíåàðèçîâàíèì íàáëèæåííÿì.

Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ñïðîùåííÿ ìîäåëi ìîæíà äîñÿãòè çà ðà-
õóíîê âèäiëåííÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà. Òîäi ðîçâ'ÿçîê ïîäà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi ðîçêëàäó â ðÿä çà ìàëèì ïàðàìåòðîì. Ïîäiáíi ìåòîäè
íàçèâàþòüñÿ àñèìïòîòè÷íèìè àáî ìåòîäàìè çáóðåííÿ. Òàêi ìå-
òîäè äàþòü íàáëèæåíå ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó (àñèìïòîòè÷íèé
ðîçâ'ÿçîê) i øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ íà ïðàêòèöi. Ç ðîçâèòêîì îá-
÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè ðîëü àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ òiëüêè ïîñè-
ëþ¹òüñÿ.

Îäíàê ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ íå iñíó¹ óíiâåðñàëüíèõ ñïîñîáiâ
ïîáóäîâè àíàëiòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ìàòåìàòè÷íî¨ çàäà÷i. �äèíèì
óíiâåðñàëüíèì ñïîñîáîì äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé ¹ çàñòîñóâàííÿ ÷èñ-
ëîâèõ ìåòîäiâ äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ïîñòàâ-
ëåíî¨ çàäà÷i çà äîïîìîãîþ çàñîáiâ ñó÷àñíî¨ îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõ-
íiêè òà ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ. Íàïðèêëàä, ìîäåëi ðóõó, ùî
îòðèìóþòüñÿ íà îñíîâi çàêîíiâ äèíàìiêè, ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü, ÿêi
îïèñóþòü ðóõ ó íåÿâíié ôîðìi. Ùîá îäåðæàòè çàêîí ðóõó, öi ðiâ-
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íÿííÿ ïîòðiáíî ùå ðîçâ'ÿçàòè, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó äîñèòü
ñêëàäíî. Òîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçðîáêè ÷èñëîâèõ àëãîðèò-
ìiâ. Çîêðåìà, äëÿ çàäà÷i n òië òåîðåòè÷íî äîâåäåíi òåîðåìè, ùî
ñòîñóþòüñÿ ñòiéêîñòi ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, çîêðåìà ïëàíåòíèõ îð-
áiò. Àëå òiëüêè ÷èñëîâi ìåòîäè äîçâîëÿþòü äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨
ñèñòåìè îá'¹êòiâ ç çàäàíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ðîçðàõîâóâàòè
òðà¹êòîði¨ ðóõó òië ç íàïåðåä çàäàíîþ òî÷íiñòþ.

Àëå âàðòî ìàòè íà óâàçi, ùî òåîðåòè÷íî îá ðóíòîâàíi ÷èñëîâi
ìåòîäè ïðè ¨õ çàñòîñóâàííi äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷
íà ÅÎÌ ìîæóòü äàâàòè ðîçâ'ÿçêè, ùî íå ìàþòü ôiçè÷íîãî çìiñòó
i ïðè÷èí äëÿ öüîãî ¹ áàãàòî, çîêðåìà:

� ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ìiñòÿòü ïîõèáêè âèõiäíèõ äàíèõ;
� íåîäíîçíà÷íà ìàøèííà ðåàëiçàöiÿ ìàòåìàòè÷íèõ îïåðàöié;
� îñîáëèâîñòi ðåàëiçàöi¨ êîìï'þòåðíî¨ àðèôìåòèêè (àðèôìå-

òè÷íi îïåðàöi¨ íà êîìï'þòåði âiäðiçíÿþòü âiä ìàòåìàòè÷íèõ): çà-
êîíè àñîöiàòèâíîñòi òà äèñòðèáóòèâíîñòi íå âèêîíóþòüñÿ íà æîä-
íîìó êîìï'þòåði;

� ôåíîìåí �ìàøèííîãî íóëÿ�, ÿêèé ¹ íà êîæíîìó ñó÷àñíîìó
êîìï'þòåði;

� íàêîïè÷åííÿ ïîõèáîê îá÷èñëåíü;
� îñîáëèâiñòü àðõiòåêòóðè é ñòðóêòóðè êîìï'þòåðiâ òà ií.
Îòæå, äëÿ äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïî-

òðiáíà ¨õ êîìï'þòåðíà ðåàëiçàöiÿ íà îñíîâi ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ. Òîìó
ñó÷àñíå ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ çàâæäè ïåðåäáà÷à¹ çàñòîñó-
âàííÿ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ àíàëiçó òà êîìï'þòåðíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ
åêñïåðèìåíòiâ. Ïðè öüîìó çíàííÿ àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ç ðîçâèò-
êîì ÅÎÌ i îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè íiÿê íå çìåíøó¹òüñÿ.

Äëÿ ïðîâåäåííÿ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü ìîæíà âèêîðèñòîâó-
âàòè éìîâiðíiñíèé ïiäõiä, çîêðåìà, ìåòîäè ñòàòèñòè÷íîãî ìîäåëþ-
âàííÿ, ÿêi îòðèìàëè íàçâó ìåòîäè Ìîíòå�Êàðëî. Éìîâiðíiñíèìè
ìåòîäàìè ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè òðóäîìiñòêi îá÷èñëþâàëüíi çàäà÷i,
íàïðèêëàä, ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, êðàéîâi çàäà-
÷i äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè, çíàõîäèòè åêñòðåìóì ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ,
îá÷èñëþâàòè áàãàòîâèìiðíi iíòåãðàëè, ðîçïiçíàâàòè îáðàçè òà áà-
ãàòî iíøèõ. Öåé ñòîõàñòè÷íèé ìåòîä iíêîëè ¹ ¹äèíî ìîæëèâèì,
íàïðèêëàä, äëÿ çíàõîäæåííÿ áàãàòîêðàòíèõ iíòåãðàëiâ ç âåëèêîþ
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êðàòíiñòþ. Ïîäiáíi iíòåãðàëè æîäíîþ äåòåðìiíîâàíîþ êâàäðàòóð-
íîþ ôîðìóëîþ ïðàêòè÷íî íå ìîæíà îá÷èñëèòè, îñêiëüêè ç ðîñòîì
ðîçìiðíîñòi iíòåãðàëó ðiçêî çðîñòà¹ êiëüêiñòü àðèôìåòè÷íèõ îïå-
ðàöié ïðè âèêîðèñòàííi äåòåðìiíîâàíèõ ìåòîäiâ.

Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî çíàõîäèòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ùå é
òîìó, ùî âií äîñèòü ïðîñòèé i çðó÷íèé äëÿ ïðîãðàìóâàííÿ.
Ñïî÷àòêó öåé ìåòîä âèêîðèñòîâóâàâñÿ ãîëîâíèì ÷èíîì äëÿ
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìîëåêóëÿðíî¨ i íåéòðîííî¨ ôiçèêè, äå òðà-
äèöiéíi ÷èñëîâi ìåòîäè áóëè ìàëî ïðèäàòíèìè. Çãîäîì éîãî ñòà-
ëè çàñòîñîâóâàòè â ñòàòèñòè÷íié êâàíòîâié ôiçèöi, ìàòåìàòè÷íié
åêîíîìiöi, ãåîôiçèöi, òåîði¨ iãîð, òåîði¨ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ,
ìàòåìàòè÷íié åêîëîãi¨, òåîði¨ ôiëüòðàöi¨, ãàçîâié òà ãiäðîäèíàìiöi,
òîùî.

×èñëîâå ñòàòèñòè÷íå ìîäåëþâàííÿ áàçó¹òüñÿ íà ìîäåëþâàí-
íi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íà êîìï'þòåði íà îñíîâi äàò÷èêiâ ïñåâäî-
âèïàäêîâèõ ÷èñåë. Ïñåâäîâèïàäêîâi ÷èñëà ãåíåðóþòüñÿ íà ÅÎÌ
çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ àëãîðèòìiâ i ïðîãðàì. Öi àëãîðèòìè i
ïðîãðàìè âèêîðèñòîâóþòü ñïåöiàëüíi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ
i âðàõîâóþòü îñîáëèâîñòi âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié íà
ÅÎÌ.

Çà äîïîìîãîþ ìíîæèíè ðåàëiçàöi¨ i âèïðîáóâàíü íà îñíîâi éìî-
âiðíiñíèõ çàêîíiâ îá÷èñëÿþòüñÿ õàðàêòåðèñòèêè ðîçïîäiëó âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí. Öi õàðàêòåðèñòèêè i ¹ ïàðàìåòðàìè äîñëiäæóâà-
íîãî ðåàëüíîãî ÿâèùà.

4.2. Ìåòîäè àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó

4.2.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ

Äëÿ àäåêâàòíîñòi ìîäåëi íåîáõiäíî ìàêñèìàëüíî âðàõîâóâàòè
âñi ìîæëèâi îñîáëèâîñòi îïèñóâàíèõ ÿâèù. Ïðè öüîìó ìîäåëü ðî-
áèòüñÿ íàñòiëüêè ñêëàäíîþ, ùî òî÷íi àíàëiòè÷íi ìåòîäè âæå íå
ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíèìè. Òàêà ìîäåëü íåäîñòóïíà äëÿ ìàòå-
ìàòè÷íîãî àíàëiçó íàâiòü ç âèêîðèñòàííÿì ñó÷àñíèõ îá÷èñëþâàëü-
íèõ çàñîáiâ. Êîæíèé ìàøèííèé åêñïåðèìåíò ç òàêîþ ìîäåëëþ âè-
ìàãà¹ âåëèêèõ çàòðàò ìàøèííîãî ÷àñó, à ïðîâåäåííÿ áàãàòüîõ åêñ-
ïåðèìåíòiâ (íåîáõiäíà óìîâà âñÿêîãî àíàëiçó) áóâà¹ íåìîæëèâèì.
×àñòî ïðÿìèé ìàøèííèé ðîçðàõóíîê áåççìiñòîâíèé.
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Òîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ñïðîùåííÿ ìîäåëåé, çàìiíè îäíi¹¨
ìîäåëi äðóãîþ áiëüø äîñòóïíîþ äëÿ àíàëiçó, òîáòî ïîáóäîâè ìî-
äåëi ìîäåëåé. I â öüîìó êîíòåêñòi îñîáëèâó ðîëü âiäiãðàþòü àñèìï-
òîòè÷íi ìåòîäè. Öi ìåòîäè ÷àñòî ¹ âèðiøàëüíèìè äëÿ óñïiøíîãî
äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, âîíè ñòàëè íåâiä'¹ìíîþ ÷à-
ñòèíîþ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.

Â äåùî ñïðîùåíîìó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íå äîñëiäæåííÿ ïîëÿ-
ãà¹ ó âiäøóêàííi áiëüø ïðîñòî¨ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ñêëàäíî-
ãî îá'¹êòà. Íàïðèêëàä, çíàéøîâøè àñèìïòîòè ãiïåðáîëè, äëÿ çíà-
õîäæåííÿ âiääàëåíèõ òî÷îê ãiïåðáîëè ìîæíà îá÷èñëþâàòè çíà-
÷åííÿ ïðîñòiøî¨ ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨.

Øèðîêå ðîçïîâñþäæåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ðîçâè-
òîê ìåòîäiâ ñèñòåìíîãî àíàëiçó äåìîíñòðóþòü ìîæëèâîñòi àñèìï-
òîòè÷íèõ ìåòîäiâ ïðè äîñëiäæåííi ìîäåëåé. Óìiëå âèêîðèñòàííÿ
àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ ïðè ðîçâ'ÿçàííi ñêëàäíèõ çàäà÷ ìîæå ñóò-
ò¹âî çíèçèòè çàòðàòè ìàøèííîãî ÷àñó. Àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè äîç-
âîëÿþòü âèïèñóâàòè â àíàëiòè÷íié ôîðìi íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè äî-
ñòàòíüî ñêëàäíèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷.

Íàâåäåìî ïðèêëàä çàäà÷i Êîøi äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî îñîáëèâîñòi ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ, îñêiëüêè
çàäà÷à Êîøi ¹ öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþ-
âàííÿ.

Ó âèïàäêó, êîëè ðîçâ'ÿçîê ¹ ïîâiëüíî çìiííîþ ôóíêöi¹þ, òî
áóäü-ÿêèé ÷èñëîâèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi, íàïðèêëàä
ìåòîä Ðóíãå�Êóòòè, ìîæå äàòè çàäîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Îäíàê ó
âèïàäêó âíóòðiøíiõ êîëèâíèõ ïðîöåñiâ, àáî íàÿâíîñòi øâèäêî¨
çìiíè çìiííèõ äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó íåîáõiäíî çàäàâàòè äî-
ñòàòíüî ìàëèé êðîê iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü, òîáòî äëÿ çàáåçïå÷åííÿ
íåîáõiäíî¨ òî÷íîñòi âiäðiçîê iíòåãðóâàííÿ ïîòðiáíî ðîçáèâàòè íà
âåëèêó êiëüêiñòü êðîêiâ. À âåëèêà êiëüêiñòü êðîêiâ, â ñâîþ ÷åð-
ãó, ïðèâîäèòü äî íàêîïè÷åííÿ ïîõèáêè, òèì ñàìèì çíèæó¹òüñÿ
òî÷íiñòü îñòàòî÷íîãî ðåçóëüòàòó. Êðiì öüîãî, ïîäðiáíåííÿ êðîêó
çáiëüøó¹ ìàøèííèé ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i.

Âèõiä ç öi¹¨ ñèòóàöi¨ ïîëÿãà¹ â çàñòîñóâàííi àñèìïòîòè÷íèõ ìå-
òîäiâ. Âîíè äîçâîëÿþòü ïîïåðåäíüî ïðîâåñòè äåÿêi ñïðîùåííÿ çà-
äà÷i i ââåñòè íîâi çìiííi, ÿêi óæå áóäóòü ïîâiëüíî çìiíþâàòèñÿ i
ìîæóòü áóòè äîñòàòíüî òî÷íî òà øâèäêî îá÷èñëåíi íà ÅÎÌ.
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Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ òåîðiÿ
ìàëîãî ïàðàìåòðà. Â öèõ ìåòîäàõ ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ïðè çíà÷åííi
ìàëîãî ïàðàìåòðà, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ, ìè îäåðæó¹ìî ìîäåëü äèíà-
ìi÷íî¨ ñèñòåìè ó âèãëÿäi ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü,
äëÿ ÿêî¨ âiäîìî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

Íåõàé çàäàíà ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

F (x, ẋ, t, ε) = 0, (4.2.1)

äå F � âåêòîð-ôóíêöiÿ; x = x(t) � ðîçâ'ÿçîê; ε � ìàëèé ïàðàìåòð.
Ïðè ε ̸= 0 ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ çáóðåíîþ. Äëÿ çáóðåíî¨ ñèñòå-

ìè íå ìîæíà îäåðæàòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê, îäíàê ìîæíà îäåðæàòè
íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ÷åðåç ìàëiñòü ïàðàìåòðà ε. Ïðè ε = 0 ñè-
ñòåìà ðiâíÿíü

F (z, ż, t, 0) = 0, (4.2.2)

íàçèâà¹òüñÿ íåçáóðåíîþ àáî ïîðîäæóþ÷îþ.
Íåõàé âiäîìèé iíòåãðàë ñèñòåìè (4.2.2) z = z(t, C), äå C � âåê-

òîð ïîñòiéíèõ çíà÷åíü. Öåé ðîçâ'ÿçîê íàçèâà¹òüñÿ ïîðîäæóþ÷èì
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (4.2.1).

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïîáóäîâè iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè, ÿêà äîçâî-
ëèòü çíàéòè ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i øëÿõîì óòî÷íåííÿ ïîðîä-
æóþ÷îãî ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ ïðè ïðÿìóâàííi
ìàëîãî ïàðàìåòðà ε äî íóëÿ íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çáóðåíî¨ çà-
äà÷i ïðÿìó¹ äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó íåçáóðåíî¨ çàäà÷i. Ïîâåäiíêà
ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (4.2.1) ïðè ε→ 0 íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ
ïîâåäiíêîþ, à àíàëiç âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó � àñèìïòîòè÷íèì
àíàëiçîì.

Ðîçâ'ÿçîê çáóðåíî¨ çàäà÷i, ùî îäåðæó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèìè
ìåòîäàìè, ìà¹ âèãëÿä ðîçêëàäó â ðÿä çà ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðà ε.
Ïðè öüîìó ìîæå îäåðæàòèñÿ ðîçáiæíèé ðÿä. Òîìó íà ïðàêòèöi
äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè îáìåæóþòüñÿ ëèøå äåêiëüêî-
ìà ÷ëåíàìè öüîãî ðÿäó.

Ðîçðiçíÿþòü ðåãóëÿðíi òà ñèíãóëÿðíi çáóðåííÿ. Äî ðåãóëÿðíèõ
çáóðåíü âiäíîñÿòü òàêi çáóðåííÿ, ÿêi íå çìiíþþòü ïîðÿäîê ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïðè ñèíãóëÿðíèõ çáóðåííÿõ ïîðÿäîê
ñèñòåìè ïðè çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε ̸= 0 áiëüøèé, íiæ ïîðÿäîê
ñèñòåìè ïðè ε = 0.
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Äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ � öå äîñòàòíüî îáøèð-
íà òåîðiÿ. Íàâåäåìî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòî-
äiâ äëÿ çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëiâ, êîðåíiâ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü òà
ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

4.2.2. Ïðèêëàäè àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó

Ïåðø íiæ ðîçãëÿäàòè ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ
ðîçêëàäiâ, íàãàäà¹ìî äåÿêi ïîíÿòòÿ. Íåõàé α(x), β(x) � ôóíêöi¨,
ùî âèçíà÷åíi â îêîëi òî÷êè a. Ïîçíà÷åííÿ α(x) = o(β(x)) ïðè x→

a ðiâíîñèëüíî óìîâi lim
x→a

α(x)

β(x)
= 0. Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî α(x) òà

β(x) íåñêií÷åííî ìàëi ïðè x → a ( lim
x→a

α(x) = 0, lim
x→a

β(x) = 0), òî

α(x) = o(β(x)) îçíà÷à¹, ùî α(x) ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ âåëè÷èíîþ
âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi, íiæ β(x), òîáòî α(x) øâèäøå ïðÿìó¹ äî
íóëÿ, íiæ β(x) ïðè x→ a.

Íàïðèêëàä, sinx = o(
√
x) ïðè x→ 0, îñêiëüêè lim

x→0

sinx√
x

= 0.

Ïîçíà÷åííÿ α(x) = O(β(x)) ïðè x → a îçíà÷à¹, ùî äëÿ x iç
äåÿêîãî îêîëó òî÷êè a iñíó¹ ñòàëà M , òàêà, ùî |α(x)| ≤M |β(x)|.

Íàïðèêëàä, sinx = O(x) ïðè x → 0, îñêiëüêè | sinx| ≤ |x|,
x ∈ [−π/2;π/2].

Ðiâíîñòi α(x) = o(β(x)), α(x) = O(β(x)) íàçèâàþòüñÿ àñèìïòî-
òè÷íèìè.

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {un(x)}∞n=0, ùî âèçíà÷åíi â îêîëi òî÷-
êè a, íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ ïðè x→ a, ÿêùî

∀n ≥ 0 un+1(x) = o(un(x)) ïðè x→ a.

Íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíiñòü {sinn x}∞n=0 àñèìïòîòè÷íà ïðè
x→ 0, îñêiëüêè sinn+1 x = o(sinn x) ïðè x→ 0.

Ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä
∞∑
n=0

un(x) íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèì

ïðè x→ a, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü {un(x)}∞n=0 àñèìïòîòè÷íà ïðè x→
a.

Íàïðèêëàä:

237



à) ðÿä
∞∑
n=1

xn � àñèìïòîòè÷íèé ïðè x → 0 (ðÿä çáiæíèé ïðè

|x| < 1);

á) ðÿä
∞∑
n=1

n!xn � àñèìïòîòè÷íèé ïðè x → 0 (ðÿä ðîçáiæíèé

äëÿ âñiõ x ̸= 0).

Ðÿä
∞∑
n=0

anun(x) íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèì ðÿäîì äëÿ

ôóíêöi¨ f(x) ïðè x→ a, ÿêùî

∀N ∈ N : f(x)−
N∑

n=0

anun(x) = O(uN+1(x)), x→ a,

àáî òåæ ñàìå, ùî

∀N ∈ N, ∃M > 0 :
∣∣∣f(x)− N∑

n=0

anun(x)
∣∣∣ ≤M |uN+1(x)|.

Öåé ôàêò çàïèñó¹òüñÿ òàê:

f(x)
as
=

∞∑
n=0

anun(x), x→ a.

Ðiâíiñòü

f(x) =
N∑

n=0

anun(x) +O(uN+1(x)), x→ a, (4.2.3)

íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèì ðîçêëàäîì ôóíêöi¨ f çà àñèìïòî-
òè÷íîþ ïîñëiäîâíiñòþ {un(x)} ç òî÷íiñòþ O(uN+1(x)).

Àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè âèêîðèñòîâóþòüñÿ, ÿê äëÿ îá÷èñëåíü
çíà÷åíü ôóíêöi¨ f(x) òàê i äëÿ äîñëiäæåííÿ ¨õ ïîâåäiíêè. Çîêðå-
ìà, ÿêùî â àñèìïòîòè÷íîìó ðîçêëàäi çàëèøèòè äåêiëüêà ïåðøèõ
÷ëåíiâ, òî îäåðæèìî àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ ôóíêöi¨ f(x).
Ïðè äîñëiäæåííi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè
øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, òîá-
òî äëÿ óòî÷íåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî îäåðæóþòüñÿ çi ñïðîùåíî¨ ìîäåëi.
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Àñèìïòîòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ, ÿê ïðàâèëî � öå ðîçêëàäè çà
äîäàòíèìè àáî âiä'¹ìíèìè ñòåïåíÿìè íåçàëåæíî¨ çìiííî¨, àáî äå-
ÿêîãî ïàðàìåòðà.

Ïðè x→ ∞ àñèìïòîòè÷íèé ðÿä äëÿ ôóíêöi¨ f(x) ìà¹ âèãëÿä

f(x)
as
= g(x)

(
a0 +

a1
x

+
a2
x

+ . . .
)
,

äå g(x) � äåÿêà âiäîìà ôóíêöiÿ, à ðÿä, ùî ñòî¨òü ó äóæêàõ, óçàãàëi
êàæó÷è, çáiãà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî
n ∈ {0, 1, 2, . . . } ïðè äîñèòü âåëèêèõ x ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü∣∣∣f(x)− g(x)

(
a0 +

a1
x

+
a2
x2

+ · · ·+ an
xn

)∣∣∣ ≤ M

xn+1
g(x). (4.2.4)

Ïðè öüîìó íå âèìàãà¹òüñÿ, ùîá ðÿä áóâ çáiæíèì ó çâè÷àéíîìó
ðîçóìiííi.

Çàäà÷i, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ÿêèõ çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä ìàëîãî
ïàðàìåòðà, ¹ äâîõ òèïiâ. Ó çàäà÷àõ ïåðøîãî òèïó ìàëèé ïàðà-
ìåòð âõîäèòü â ñàìó ïîñòàíîâêó çàäà÷i i íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè
àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä ðîçâ'ÿçêó çà öèì ïàðàìåòðîì. Ó çàäà÷àõ
äðóãîãî òèïó ìàëîãî ïàðàìåòðà íåìà¹ i éîãî ïîòðiáíî ââåñòè òàê,
ùîá ìîæíà áóëî á çàñòîñóâàòè ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ñëiä ìà-
òè íà óâàçi, ùî íåâäàëèé âèáið ôîðìè çáóðåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìîæå
ïðèçâåñòè äî ïîìèëîê.

Äëÿ êîíòðîëþ ÿêîñòi îäåðæàíîãî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìîæ-
íà ïîðiâíþâàòè ìiæ ñîáîþ ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ. Âæå ïîðiâíÿí-
íÿ 0-ãî, 1-ãî òà 2-ãî íàáëèæåíü äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê ïðî
ÿêiñòü íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó, îñêiëüêè çáiæíiñòü i ðîçáiæíiñòü
ïðîöåñó ïðîÿâëÿ¹òüñÿ, ÿê ïðàâèëî, íà ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåííÿõ;
çàñòîñóâàííÿ íàñòóïíèõ íàáëèæåíü äà¹ ïðàêòè÷íî äîñòîâiðíi ðå-
çóëüòàòè. Êðiì öüîãî, ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ äëÿ êîíòðîëþ ìîæ-
íà ïîðiâíþâàòè ç ðîçâ'ÿçêàìè, ùî îäåðæàíi iíøèì ñïîñîáîì, àáî ç
åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè. Íàâåäåìî ïðèêëàäè àñèìïòîòè÷íèõ
ðîçêëàäiâ øóêàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ïðèêëàä 4.2.1. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà. Íåõàé ç äåÿêîþ
òî÷íiñòþ ïîòðiáíî çíàéòè çíà÷åííÿ iíòåãðàëà

I =

3∫
2

sin t10dt. (4.2.5)
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Ñòàíäàðòíèé øëÿõ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà çà ôîðìóëàìè òðà-
ïåöié, Ñèìïñîíà ÷è iíøèõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë íå ïðèâåäå äî
ðåçóëüòàòó, îñêiëüêè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ îïèñó¹ äîñèòü iíòåí-
ñèâíi êîëèâàííÿ. �¨ ïîõiäíà 10t9 cos t10 ñÿãà¹ çíà÷åíü 10 · 39. Òîìó
çâè÷àéíå âèêîðèñòàííÿ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë ç àâòîìàòè÷íèì âè-
áîðîì êðîêó iíòåãðóâàííÿ ïðèâîäèòü äî õàîòè÷íèõ çìií çíà÷åíü
ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ i íå äà¹ çìîãó îòðèìàòè ðåçóëüòàò.

Ñó÷àñíi óíiâåðñàëüíi ìàòåìàòè÷íi ïàêåòè âæå ðîçâ'ÿçóþòü òà-
êó çàäà÷ó. Âîíè âèêîðèñòîâóþòü àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè äëÿ çíà-
õîäæåííÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ.

Ïîêàæåìî, ÿê ïðàöþ¹ àñèìïòîòè÷íèé ìåòîä íà öüîìó ïðîñòî-
ìó ïðèêëàäi. Äëÿ öüîãî çäiéñíèìî â iíòåãðàëi çàìiíó çìiííèõ çà
ôîðìóëîþ y = t10, òîäi îòðèìà¹ìî iíòåãðàë

I =
1

10

310∫
210

y−
9
10 sin ydy.

Ó íüîìó ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ óæå íå ¹ øâèäêî êîëèâíîþ,
àëå âîäíî÷àñ ìà¹ìî íàäçâè÷àéíî âåëèêèé ïðîìiæîê iíòåãðóâàííÿ,
ç ÿêèì òàêîæ íå ìîæóòü ñïðàâèòèñÿ çâè÷àéíi êâàäðàòóðíi ìåòîäè.
Ñàìå öÿ îáñòàâèíà � âåëèêi ìåæi iíòåãðóâàííÿ � äà¹ ìîæëèâiñòü
çàñòîñóâàòè àñèìïòîòè÷íèé ìåòîä.

Ïîçíà÷èìî

F (x, α) =

∞∫
x

y−α sin ydy.

Öåé iíòåãðàë çáiæíèé ïðè x > 0 äëÿ äîâiëüíîãî α > 0. Òîäi

I =
1

10

(
F
(
210,

9

10

)
− F

(
310,

9

10

))
. (4.2.6)

Çàñòîñó¹ìî äî iíòåãðàëà F (x, α) äåêiëüêà ðàçiâ ôîðìóëó iíòå-
ãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè. Ìà¹ìî

F (x, α) =

∞∫
x

y−α sin ydy = −
∞∫
x

y−αd cos y = −y−α cos y
∣∣∣∞
x
−
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−α
∞∫
x

y−α−1 cos ydy = x−α cosx− α

(
y−α−1 sin y

∣∣∣∞
x
+

+(α+ 1)

∞∫
x

y−α−2 sin ydy

)
= x−α cosx+ αx−α−1 sinx−

−α(α+ 1)

∞∫
x

y−α−2 sin ydy = x−α cosx+ αx−α−1 sinx−

−α(α+ 1)

(
− y−α−2 cos y

∣∣∣∞
x

− (α+ 2)

∞∫
x

y−α−3 cos ydy

)
=

= x−α cosx+ αx−α−1 sinx− α(α+ 1)x−α−2 cosx+

+α(α+ 1)(α+ 2)

∞∫
x

y−α−3 cos ydy.

Îòæå,

F (x, α) =
cosx

xα
+ α

sinx

xα+1
+ α(α+ 1)

cosx

xα+2
+R(x, α), (4.2.7)

äå R(x, α) = α(α+ 1)(α+ 2)

∞∫
x

cos y

yα+3
dy.

Ðÿä ç (4.2.7) àñèìïòîòè÷íèé ïðè x → ∞, òîìó ïðè âåëèêèõ
çíà÷åííÿõ x äåêiëüêà ÷ëåíiâ ñóìè äàþòü äîáðå íàáëèæåííÿ i ìî-
æóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ îá÷èñëåíü çíà÷åíü ôóíêöi¨ F (x, α).

Îöiíèìî çàëèøîê i ïîêàæåìî, ùî âií äîñòàòíüî ìàëèé. Ìà¹ìî:

|R(x, α)| < α(α+ 1)(α+ 2)

∞∫
x

dy

yα+3
= α(α+ 1)

1

xα+2
.

Äëÿ α =
9

10
, x = 210 òà x = 310 îäåðæó¹ìî

R
(
210,

9

10

)
< 0, 9 · 1, 9 · 1

210·2,9
=

1, 71

229
=

3, 42

(1024)3
< 0, 318512 · 10−8,
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R
(
310,

9

10

)
<

1, 71

329
=

5, 13

(59049)3
< 0, 2492 · 10−13.

Ç ôîðìóëè (4.2.7) çíàõîäèìî

F
(
210,

9

10

)
≈ 4, 72648 · 10−5, F

(
310,

9

10

)
≈ 0, 001928156 · 10−7,

à ç ôîðìóëè (4.2.6) ìà¹ìî

I ≈ 0, 000188089,

ïðè÷îìó âiñiì äåñÿòêîâèõ çíàêiâ ïðàâèëüíi.
ßêùî ïðîäîâæèòè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, òî ìîæíà îäåðæà-

òè ùå áiëüøó òî÷íiñòü. N
Ïðèêëàä 4.2.2. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ìàëîãî

ïàðàìåòðà. Íåõàé ïîòðiáíî çíàéòè êîðåíi ðiâíÿííÿ

0, 1x4 + x3 − 2x2 − x+ 2 = 0, (4.2.8)

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî çàäàíi òî÷íî.
Ïîêëàäåìî ε = 0, 1 i ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

εx4 + x3 − 2x2 − x+ 2 = 0. (4.2.9)

Ðiâíÿííÿ (4.2.9) âèçíà÷à¹ çàëåæíiñòü x(ε) ÿê íåÿâíó ôóíêöiþ.
Äëÿ ïîáóäîâè ðîçêëàäó çà ñòåïåíÿìè ε äëÿ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ çà-
ñòîñó¹ìî ôîðìóëó Òåéëîðà

x(ε) = x(0) + x′(0)ε+
x′′(0)

2!
ε2 + . . . .

Ïðè ε = 0 äëÿ x(0) ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

x3 − 2x2 − x+ 2 = 0,

êîðåíÿìè ÿêîãî ¹ x1(0) = 2, x2(0) = 1, x3(0) = −1.
Óòî÷íèìî òåïåð öi êîðåíi ïðè ε ̸= 0. Äëÿ öüîãî ïðîäèôåðåíöi-

þ¹ìî ðiâíÿííÿ (4.2.9) çà ε, ââàæàþ÷è, ùî x = x(ε). Ìà¹ìî

x4 + 4εx3x′ + 3x2x′ − 4xx′ − x′ = 0.
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Ðîçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî x′, îòðèìà¹ìî

x′(ε) =
x4

1 + 4x− 3x2 − 4εx3
.

Òîìó x′1(0) =
24

1 + 4 · 2− 3 · 4
= −16

3
, x′2(0) =

1

1 + 4− 3
=

1

2
,

x′3(0) =
1

1− 4− 3
= −1

6
.

Äàëi çíàõîäèìî

x′′(ε) =
4x3x′(1 + 4x− 3x2 − 4εx3)− (4x′ − 6xx′ − 4(x3 + 3x2x′ε))

(1 + 4x− 3x2 − 4εx3)2
.

Çâiäñè

x′′1(0) =
1024

27
, x′′2(0) =

9

4
, x′′3(0) = − 19

108
.

Îòæå, àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè êîðåíiâ ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

x1 = 2− 16

3
ε+

512

27
ε2 + o(ε3),

x2 = 1 +
1

2
ε+

9

8
ε2 + o(ε3),

x3 = −1− 1

6
ε− 19

216
ε2 + o(ε3).

Çâiäñè ïðè ε = 0, 1 îòðèìó¹ìî x1 ≈ 1, 466, x2 ≈ 1, 0612, x3 ≈
−1, 0174. N

4.3. Àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè Ïóàíêàðå

4.3.1. Êëàñè÷íèé ìåòîä Ïóàíêàðå

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó

ẋ = f(x, t, ε), (4.3.1)

äå x � âåêòîð ðîçìiðíîñòi n; f � âåêòîð-ôóíêöiÿ; t � ñêàëÿðíèé
àðãóìåíò � ÷àñ; ε � ìàëèé ïàðàìåòð. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ôóíêöiÿ
f ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ x i ïàðàìåòðà ε.
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Äëÿ ñèñòåìè (4.3.1) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi: âèçíà÷èòè ôóíê-
öiþ x(t, ε), ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (4.3.1) i çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àò-
êîâó óìîâó

x(0) = x0. (4.3.2)

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (4.3.1) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè, ÿêi ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ëîêàëüíî¨ çàäà÷i Êîøi.
Íàïðèêëàä, íåõàé f(x, t, ε) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöà çà çìií-
íîþ x.

Ïîðÿä ç ðiâíÿííÿì (4.3.1) ðîçãëÿíåìî ïîðîäæóþ÷å ðiâíÿííÿ

ż = f(z, t, 0) (4.3.3)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ z(0) = x0.
Â ðiâíÿííi (4.3.1) çðîáèìî çàìiíó çìiííî¨ x = z + y, ââàæà-

þ÷è ðîçâ'ÿçîê z(t) âiäîìîþ ôóíêöi¹þ. Âåêòîð y çàäîâîëüíÿòèìå
ðiâíÿííÿ

ẏ = f(z + y, t, ε)− f(z, t, 0) (4.3.4)

ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

y(0) = 0. (4.3.5)

Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (4.3.4) ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíê-
öi¹þ çìiííèõ y i ε, òî ¨¨ ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä Òåéëîðà çà öèìè
çìiííèìè, ââàæàþ÷è ¨õ äîñòàòíüî ìàëèìè çà àáñîëþòíèìè âåëè-
÷èíàìè. Öå äîçâîëÿ¹ ïåðåïèñàòè ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

ẏ = Ay + ε
(∂f
∂ε

)
0
+B(y, ε, t), (4.3.6)

äå A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà ç ïåðøèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

A =
( ∂fi
∂xj

)
0
;

fi, xj � êîìïîíåíòè âåêòîðiâ f òà x âiäïîâiäíî;
(∂f
∂ε

)
0
� âåêòîð

(ìàòðèöÿ-ñòîâï÷èê) ç êîìïîíåíòàìè
(∂fi
∂ε

)
0
; B(y, ε, t) � ñóêóï-

íiñòü ÷ëåíiâ àðãóìåíòiâ y i ε, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî ïîðÿäêó. Íó-

ëüîâèé iíäåêñ îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A i âåêòîð
∂f

∂ε
îá÷èñëþþòüñÿ
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ïðè x = z i ε = 0. Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê z(t) çàäà÷i Êîøi ââàæà¹òüñÿ

âiäîìèì, òî A i
(∂f
∂ε

)
� òåæ âiäîìi ôóíêöi¨ ÷àñó.

Äàëi çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.3.6), (4.3.5) ó âèãëÿäi ðÿäó

y(t) =

∞∑
n=1

εnyn, (4.3.7)

äå yn(t) � íåâiäîìi ôóíêöi¨.
Òàêi ðîçêëàäè íàçèâàþòüñÿ ñòåïåíåâèìè àñèìïòîòè÷íèìè ðîç-

êëàäàìè çà ìàëèì ïàðàìåòðîì ε (ïðè ε → 0). Öå îçíà÷à¹, ùî

∀N ≥ 0: y(t)−
N∑

n=1

εnyn(t) = O(εN+1) ïðè ε→ 0.

Ïiäñòàâèìî (4.3.7) â (4.3.6) i, ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè
îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ε, îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ
çíàõîäæåííÿ yi ó âèãëÿäi

ẏ1 = Ay1 +D1,
ẏ2 = Ay2 +D2,
. . . . . . . . . . . . . . .
ẏn = Ayn +Dn,
. . . . . . . . . . . . . . .

(4.3.8)

Ó öèõ ðiâíÿííÿõ D1 =
(∂f
∂ε

)
0
� âiäîìà ôóíêöiÿ ÷àñó. Ôóíêöiÿ

D2 ìiñòèòü êâàäðàòè÷íi ÷ëåíè ðîçêëàäó ôóíêöi¨ B(y, ε, t) çà y i ε,
â íå¨ âõîäÿòü òiëüêè ôóíêöiÿ y1 i íå âõîäÿòü ôóíêöi¨ yi äëÿ i > 1.

Äiéñíî,

B(y, ε, t) = B00y
2 +B01yε+B22ε

2 + . . . .

Ïiäñòàâëÿþ÷è â öåé âèðàç ðÿä (4.3.7), çâåäåìî éîãî äî âèãëÿäó

B(y, ε, t) = ε2(B00y
2
1 +B01y1 +B11) + ε3(. . . ) + . . . .

Î÷åâèäíî, ùî áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ Dn çàëåæèòü òiëüêè âiä ôóíê-
öié y1, y2, . . . , yn−1. Òîìó, ÿêùî ïîñëiäîâíî ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìó
(4.3.8), òî ôóíêöi¨ Dn óæå ñòàþòü âiäîìèìè ôóíêöiÿìè.
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Îòæå, âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó ðîçâ'ÿçêó y(t), òîáòî
ôóíêöié yn(t), çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ Êîøi äëÿ ëiíié-
íî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (4.3.8) ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâà-
ìè, îñêiëüêè ç óìîâè (4.3.5) ìà¹ìî, ùî yn(0) = 0, n ∈ {1, 2, . . . }.

Ñôîðìóëþ¹ìî áåç äîâåäåííÿ òåîðåìó Ïóàíêàðå, ÿêà ïiäñóìî-
âó¹ öå äîñëiäæåííÿ.

Òåîðåìà Ïóàíêàðå. ßêùî ðîçâ'ÿçîê ïîðîäæóþ÷î¨ ñèñòåìè
(4.3.3) âiäîìèé, òî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.3.6) ìîæå áóòè çíàéäå-
íèé çà äîïîìîãîþ îïåðàöié äèôåðåíöiþâàííÿ i âçÿòòÿ êâàäðàòóð.

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (4.3.1) ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè ïàðàìåò-
ðà ε, òîáòî ðÿäè (4.3.7) çáiãàþòüñÿ ïðè äîñèòü ìàëèõ çà àáñîëþò-
íîþ âåëè÷èíîþ çíà÷åííÿõ ε i ÿâëÿþòü ñîáîþ iíòåãðàëè ðiâíÿíü
(4.3.6), ðîçêëàäåíèõ çà ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðà ε.

Ïðèêëàä 4.3.1. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Äþôôiíãà

ẍ+ x− x3 = 0. (4.3.9)

Ðiâíÿííÿ Äþôôiíãà áóëî îäíèì iç ïåðøèõ ïðèêëàäiâ iñòîòíî
íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ùî äîçâîëèëî âèâ÷èòè ðÿä ÿêiñíèõ îñîáëè-
âîñòåé íåëiíiéíèõ ñèñòåì.

Îñêiëüêè çìiííi â ðiâíÿííi (4.3.9) ìîæíà âiäîêðåìèòè, òî âî-
íî ìîæå áóòè ïðîiíòåãðîâàíî â ÿâíîìó âèãëÿäi ÷åðåç åëiïòè÷íi
ôóíêöi¨ i äî êiíöÿ âèâ÷åíî àíàëiòè÷íèìè ìåòîäàìè [6]. Â ðåçóëü-
òàòi ïðèéäåìî äî äîñèòü ãðîìiçäêèõ ôîðìóë. Íà ïðàêòèöi áàæàíî
ìàòè äëÿ ðîçâ'ÿçêó ïðîñòi íàáëèæåíi ôîðìóëè. Âèêîðèñòà¹ìî äëÿ
öüîãî ìåòîä Ïóàíêàðå, ðîçãëÿäàþ÷è ðóõè ç ìàëîþ àìïëiòóäîþ.

Ðiâíÿííÿ (4.3.9) ÿâíî ìàëîãî ïàðàìåòðà íå ìiñòèòü � íèì ìîæå
áóòè ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè, îñêiëüêè âiäõèëåííÿ âiä ïîëîæåí-
íÿ ðiâíîâàãè íåâåëèêi. Ïîêëàäåìî x = εy, òîäi ðiâíÿííÿ (4.3.9)
íàáóäå âèãëÿäó

ÿ + y − ε2y3 = 0.

Ùîá äîòðèìàòèñÿ ïîçíà÷åííÿ ç òåîðåòè÷íèõ âèêëàäîê, ïåðå-
ïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

ẍ+ x− ε2x3 = 0. (4.3.10)

Äëÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü âiçüìåìî

x(0) = α, ẋ(0) = 0. (4.3.11)
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Ïðè ε = 0 ìà¹ìî çàäà÷ó Êîøi

z̈ + z = 0, z(0) = α, ż(0) = 0,

ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ z(t) = α cos t.
Ðîçâ'ÿçîê (4.3.10) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi x = z+y, äå y � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i

ÿ + y = ε2(z + y)3, y(0) = 0, ẏ(0) = 0. (4.3.12)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.3.12) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

y = εy1 + ε2y2 + . . . ,

äå y1, y2, . . . � íåâiäîìi ôóíêöi¨. Äëÿ ¨õ çíàõîäæåííÿ îòðèìó¹ìî
ñèñòåìó

ÿ1 + y1 = 0, y1(0) = 0, ẏ1(0) = 0,
ÿ2 + y2 = z3, y2(0) = 0, ẏ2(0) = 0,
. . . . . . . . .

(4.3.13)

Îñêiëüêè ïåðøå ðiâíÿííÿ îäíîðiäíå é ïî÷àòêîâi óìîâè íóëüîâi, òî
y1(t) ≡ 0.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ y2(t) ç (4.3.13) îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

ÿ2 + y2 = α3 cos3 t.

Îñêiëüêè cos3 t =
3

4
cos t+

1

4
cos 3t, òî ìà¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ:

ÿ2 + y2 =
3

4
α3 cos t+

1

4
α3 cos 3t. (4.3.14)

×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê (4.3.14) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

ỹ2 = C1t sin t+ C2 cos 3t.

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ ỹ2 â ðiâíÿííÿ (4.3.14) i ïðèðiâíþþ÷è êîå-
ôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöiÿõ, îäåðæó¹ìî

ỹ2 =
3

8
α3t sin t− α3

32
cos 3t.
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Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.3.14) ìà¹ âèãëÿä

y2 = A sin t+B cos t+ ỹ2.

Ïiäáåðåìî ñòàëi A òà B òàê, ùîá y2(0) = ẏ2(0) = 0. Ëåãêî áà÷èòè,
ùî A = 0, B = α3/32.

Îñòàòî÷íî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.3.14) ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâè-
ìè óìîâàìè

y2(t) =
3α3

8
t sin t− α3

32
(cos 3t− cos t).

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íî, ìîæíà çíàéòè y3(t), y4(t), . . . , òîáòî
îòðèìàòè íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çà ñòåïåíÿìè ε

y(t) ≈ ε1y1 + ε2y2 + · · ·+ εnyn (4.3.15)

ç íåîáõiäíîþ òî÷íiñòþ.
Ìîæíà ïîêàçàòè (äèâ. [6, 64]), ùî ïðè íåâåëèêèõ ïî÷àòêîâèõ

âiäõèëåííÿõ âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ðiâíÿííÿ Äþôôiíãà ìà¹ ïå-
ðiîäè÷íi òðà¹êòîði¨. Âîäíî÷àñ äîäàíêè ç (4.3.15) âèãëÿäó tk sinωt,
tk cosωt (âiêîâi ÷ëåíè) íå ¹ ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè ÷àñó. Òîìó
áóäü-ÿêà ÷àñòèííà ñóìà ðÿäó òàêîæ íå áóäå ïåðiîäè÷íîþ ôóíê-
öi¹þ ÷àñó.

Òàêå ïðåäñòàâëåííÿ íåçðó÷íå. Çà éîãî äîïîìîãîþ ìè íå ìîæå-
ìî âèâ÷èòè çàëåæíiñòü ïåðiîäó êîëèâàíü âiä àìïëiòóäè òà iíøèõ
âàæëèâèõ õàðàêòåðèñòèê êîëèâíîãî ïðîöåñó. Êðiì òîãî, òî÷íiñòü
àïðîêñèìàöi¨ çi çáiëüøåííÿì ÷àñó áóäå íåïåðåðâíî ïîãiðøóâàòèñÿ,
à ïðè t ïîðÿäêó ε−1 ðÿä âçàãàëi âòðà÷à¹ àñèìïòîòè÷íèé õàðàêòåð,
áî íàñòóïíèé ÷ëåí ðÿäó íå ¹ ìàëèì âèùîãî ïîðÿäêó ïîðiâíÿíî ç
ïîïåðåäíiìè ÷ëåíàìè. Ïðè÷èíà öèõ òðóäíîùiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
ïåðiîä ðîçâ'ÿçêó T âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä 2π i çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ
óìîâ. N

Îòæå, ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå, áóäó÷è ñèëüíèì çà-
ñîáîì íàáëèæåíîãî äîñëiäæåííÿ, äàëåêî íå óíiâåðñàëüíèé äëÿ äî-
ñëiäæåííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ùî ìiñòÿòü ìàëi ïàðàìåòðè, òîìó
äëÿ óñóíåííÿ ñèíãóëÿðíèõ ÷ëåíiâ ïîòðiáíi ìîäèôiêàöi¨ öüîãî ìå-
òîäó.
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4.3.2. Ìåòîä Ïóàíêàðå äëÿ çíàõîäæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ
ðîçâ'ÿçêiâ êâàçiëiíiéíèõ ñèñòåì

Íàéïðîñòiøi ôîðìè ñòàíó ñèñòåì � ñòàöiîíàðíi. Íàñòóïíi âiä-
íîñíî ïðîñòi ôîðìè ñòàíó é åâîëþöi¨ ñèñòåì � ïåðiîäè÷íi. Ïåðiî-
äè÷íi àáî áëèçüêi äî íèõ ðóõè âiäiãðàþòü çíà÷íó ðîëü ó ôiçèöi,
òåõíiöi (òåïåð óæå i â áiîëîãi¨, åêîëîãi¨, åêîíîìiöi òîùî). Òîìó ïðè
âèâ÷åíi ïðîöåñiâ íàéðiçíîìàíiòíiøî¨ ïðèðîäè ÷àñòî âèíèêà¹ íåîá-
õiäíiñòü ç'ÿñóâàòè iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà çíàéòè ¨õ
íàáëèæåííÿ. Ïðîáëåìà çíàõîäæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ àáî áëèçüêèõ äî
ïåðiîäè÷íèõ ïîâåäiíîê ïðîöåñó, ¨õ âèâ÷åííÿ ¹ îäíèì iç âàæëèâèõ
åëåìåíòiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.

Åôåêòèâíå çíàõîäæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü � öå øèðîêà òåìà. Òóò ìè ëèøå
ïðîiëþñòðó¹ìî ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà, ùî çàïðîïîíîâàíèé
Ïóàíêàðå â ìèíóëîìó ñòîëiòòi, ÿêèé ïîñëóæèâ âiäïðàâíîþ òî÷-
êîþ äëÿ áiëüøîñòi iíøèõ òåîðié.

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíå êâàçiëiíiéíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

ẍ+ λ2x = εF (x, ẋ), 0 < ε≪ 1. (4.3.16)

Ïðè ε = 0 ðiâíÿííÿ (4.3.16) îïèñó¹ êîëèâàííÿ ç ÷àñòîòîþ ω(0) = λ

i ïåðiîäîì T0 =
2π

ω(0)
.

Ïðè ε ̸= 0 ïåðiîä ðîçâ'ÿçêó ïîâèíåí çàëåæàòè âiä ïàðàìåò-
ðà ε, òîáòî T = T (ε) = 2π/ω(ε), ïðè÷îìó âíàñëiäîê íåïåðåðâíî¨
çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðà lim

ε→0
ω(ε) = ω(0) = λ.

Áàçóþ÷èñü íà öüîìó ôàêòi, ïðèïóñòèìî, ùî

ω(ε) =
λ

1 + εq1 + ε2q2 + . . .

i çðîáèìî çàìiíó íåçàëåæíî¨ çìiííî¨

t =
τ

λ
(1 + εq1 + ε2q2 + . . . ). (4.3.17)

Çíà÷åííþ t = T âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ τ = 2π, òîáòî ïåðiîä øó-
êàíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäíîñíî íîâî¨ çìiííî¨ òåïåð óæå íå çàëåæèòü âiä
ε i äîðiâíþ¹ 2π. ×èñëà qi íàïåðåä íåâiäîìi, âîíè áóäóòü âèçíà÷åíi
â ïðîöåñi çíàõîäæåííÿ ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó.
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Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (4.3.16) äëÿ çìiííî¨ τ . Äëÿ öüîãî çíàé-
äåìî

ẍ =
d

dt

(dx
dt

)
=

d

dτ

(dx
dt

)dτ
dt

=
d

dτ

(dx
dτ

· dτ
dt

)dτ
dt

=
d2x

dτ2

(dτ
dt

)2
=

=
d2x

dτ2
· λ2

(1 + εq1 + ε2q2 + . . . )2
.

Òîäi îòðèìà¹ìî

d2x

dτ2
+ x(1 + εq1 + ε2q2 + . . . )2 =

= εF
(
x,
dx

dτ

λ

1 + εq1 + ε2q2 + . . .

)(1 + εq1 + ε2q2 + . . . )2

λ2
. (4.3.18)

Çàäàìî äëÿ ðiâíÿííÿ (4.3.18) ïî÷àòêîâi óìîâè:

x(0) = C ≡ C(ε),
dx

dτ
= 0 ïðè τ = 0.

Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ C çàçäàëåãiäü íåâiäîìå.
Îòæå, ìè ïðèéøëè äî çàäà÷i çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ C(ε) i ïå-

ðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (4.3.18), ÿêèé ïîðîäæó¹òüñÿ öèì
ïî÷àòêîâèì çíà÷åííÿì. Ïðè öüîìó âæå âiäîìî, ùî ïåðiîä öüîãî
ðîçâ'ÿçêó äîðiâíþ¹ 2π. Öåé ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê øóêàòèìåìî
ìåòîäîì Ïóàíêàðå ó âèãëÿäi ðÿäó çà ñòåïåíÿìè ε

x(τ) =

∞∑
k=0

εkxk(τ). (4.3.19)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ðÿä (4.3.19) â ðiâíÿííÿ (4.3.18) i ïðèðiâíþþ÷è êîå-
ôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε, îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíà-
õîäæåííÿ xk(τ):

d2x0
dτ

+ x0 = 0,

d2x1
dτ2

+ x1 =
1

λ2
F
(
x0,

dx0
dτ

λ
)
− 2q1x0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(4.3.20)
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Ó ïðîöåñi iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè (4.3.20) ç'ÿâëÿòèìóòüñÿ äî-
âiëüíi ñòàëi. Öi ñòàëi òà íåâiäîìi ÷èñëà q1, q2, . . . íåîáõiäíî ïiäiáðà-
òè òàê, ùî ðîçâ'ÿçêè x0(τ), x1(τ), . . . áóëè ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿ-
ìè çà τ ç ïåðiîäîì 2π.

Â öüîìó é ïîëÿãà¹ ìåòîä Ïóàíêàðå äëÿ âiäøóêàííÿ ïåðiîäè÷-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi ðÿäó, âñi ÷ëåíè ÿêîãî ¹ ïåðiîäè÷íèìè
ôóíêöiÿìè. Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó (4.3.20).

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.3.20), âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâi

óìîâè x0(0) = C,
dx0(0)

dτ
= 0, ìà¹ìî

x0(τ) = C cos τ. (4.3.21)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.3.21) â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.3.20), îäåðæó¹-
ìî

d2x1
dτ

+ x1 =
1

λ2
F (C cos τ,−λC sin τ)− 2q1C cos τ. (4.3.22)

Äëÿ òîãî, ùîá öå ðiâíÿííÿ äîïóñêàëî ïåðiîäè÷íi çà τ ðîçâ'ÿçêè ç
ïåðiîäîì 2π, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá éîãî ïðàâà ÷àñòèíà áóëà
îðòîãîíàëüíîþ äî cos τ i sin τ .

Óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi äàþòü äâà ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ
íåâiäîìèõ C i q1:

I(C) ≡
2π∫
0

F (C cos τ,−Cλ sin τ) sin τdτ = 0, (4.3.23)

q1 =
1

2πCλ2

2π∫
0

F (C cos τ,−Cλ sin τ) cos τdτ. (4.3.24)

Ïåðøå ç öèõ ðiâíÿíü � öå äåÿêå òðàíñöåíäåíòå ðiâíÿííÿ äëÿ
çíàõîäæåííÿ C � àìïëiòóäè ïîðîäæóþ÷îãî ðîçâ'ÿçêó. Ðiâíÿííÿ
(4.3.23) ìîæå âçàãàëi íå ìàòè ðîçâ'ÿçêiâ, òîäi âèõiäíå ðiâíÿííÿ íå
ìà¹ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Íàïðèêëàä, êîëè ôóíêöiÿ F = −kẋ
(¹ äèññèïàòèâíîþ), òî ðiâíÿííÿ (4.3.23) ìà¹ âèãëÿä

k

2π∫
0

Cλ sin2 τdτ = 0,

251



i æîäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, îêðiì òðèâiàëüíîãî C = 0, íåìà¹.
Òðàíñöåíäåíòíå ðiâíÿííÿ (4.3.23) ìîæå ìàòè ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê, êiëüêà ðîçâ'ÿçêiâ àáî íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ.
Íàïðèêëàä, êîëè F (x, ẋ) = F (x) (çáóðþþ÷à ñèëà êîíñåðâàòèâíà),
òîäi

I(C) =

2π∫
0

F (C cos τ) sin τdτ.

Îñêiëüêè F (C cos τ) � ïàðíà ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ ç ïåðiîäîì 2π,
à sin τ � íåïàðíà ôóíêöiÿ, òî I(C) ≡ 0, òîáòî ðiâíÿííÿ (4.3.23)
äîïóñêà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äàëi, ÿêùî C � âiäîìî, òî ç (4.3.24) ìîæíà çíàéòè q1(C). ßê-
ùî îáìåæèòèñÿ ïåðøèì ÷ëåíîì ó ðîçêëàäi (4.3.19), òî îäåðæèìî
íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê

x ≈ x0(t) = C cos
λt

1 + q1(C)ε
.

Öåé âèðàç óæå äîçâîëÿ¹ ç'ÿñóâàòè çàëåæíiñòü ÷àñòîòè âiä àì-
ïëiòóäè.

Ïðèêëàä 4.3.2. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Äþôôiíãà ó ôîðìi

ẍ+ x = εx3. (4.3.25)

Ïiñëÿ çàìiíè (4.3.17) ðiâíÿííÿ (4.3.25) íàáóâà¹ âèãëÿäó

d2x

dτ2
+ x[1 + 2q1ε+ (2q2 + q21)ε

2 + . . . ] =

= εx3[1 + 2q1ε+ (2q2 + q21)ε
2 + . . . ].

Ïiäñòàâëÿþ÷è â öå ðiâíÿííÿ ðÿä (4.3.19), ïðèéäåìî äî ðiâíÿíü
òèïó (4.3.20), ÿêi äîçâîëÿþòü ïîñëiäîâíî çíàéòè x0(τ), x1(τ), . . . :

d2x0
dτ2

+ x0 = 0,

d2x1
dτ2

+ x1 = x0 − 2q1x0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(4.3.26)
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Ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî ðiâíÿííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi óìîâè

x(0) = C,
dx(0)

dτ
= 0, ìà¹ âèãëÿä (4.3.21). Òîäi äðóãå ðiâíÿííÿ

ñèñòåìè (4.3.26) íàáóâà¹ âèãëÿäó

d2x1
dτ2

+ x1 = C3 cos3 τ − 2q1C cos τ.

Ùîá öå ðiâíÿííÿ ìàëî ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê x1(τ) ç ïåðiîäîì 2π,
çàïèñó¹ìî óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi (4.3.23), (4.3.24).

Îñêiëüêè çáóðþþ÷à ñèëà êîíñåðâàòèâíà F = F (x), òî C � äî-
âiëüíà ñòàëà, òîáòî áóäü-ÿêèé ïî÷àòêîâèé ñòàí ïîðîäæó¹ ïåðiî-
äè÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

Çíà÷åííÿ q1 çíàéäåìî çà ôîðìóëîþ (4.3.24) i îäåðæèìî

q1 =
3

8
C2,

òîìó â ïåðøîìó íàáëèæåííi

x(t) = C cosωt, äå ω = 1 +
3

8
C2ε.N

Ìåòîä Ïóàíêàðå äàëåêî íå óíiâåðñàëüíèé. Âií äîçâîëÿ¹ çíà-
õîäèòè ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè òiëüêè êâàçiëiíiéíèõ ñèñòåì, òîáòî
ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ε. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ïóàíêàðå íå ìîæ-
íà âèâ÷àòè óñòàíîâëåííÿ ïðîöåñiâ, âëàñòèâîñòi ñòiéêîñòi, îñêiëüêè
âií îði¹íòîâàíèé òiëüêè íà çíàõîäæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

4.4. Ìåòîä óñåðåäíåííÿ

Iñíóþòü ñèñòåìè ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü ìàëèé ïàðàìåòð, äëÿ ÿêèõ
ïðÿìå âèêîðèñòàííÿ ìåòîäiâ ðîçêëàäó ðîçâ'ÿçêiâ ó ðÿä çà ìàëèì
ïàðàìåòðîì íå ïðèâîäèòü äî êîðèñíèõ äëÿ ïðàêòèêè ðåçóëüòàòiâ.

Îäíà ç òàêèõ ñèñòåì ìà¹ âèãëÿä

dx

dt
= εX(x, y, ε),

dy

dt
= ω(x) + εY (x, y, ε), (4.4.1)

äå x � äåÿêèé âåêòîð, y � ñêàëÿð, ôóíêöi¨ X(x, y, ε), Y (x, y, ε)
ïåðiîäè÷íi ïî y ôóíêöi¨ ç ïåðiîäîì 2π. Òðóäíîùi ÷èñëîâîãî ií-
òåãðóâàííÿ ñèñòåìè (4.4.1) âèêëèêàíi òèì, ùî â ñèñòåìi ïðèñóòíi
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ïîâiëüíi âåëè÷èíè x òà øâèäêi âåëè÷èíè y i êðîê iíòåãðóâàííÿ
âèçíà÷à¹òüñÿ øâèäêîþ âåëè÷èíîþ. Òîìó ÷èñëîâå iíòåãðóâàííÿ ñè-
ñòåìè (4.4.1) íåîáõiäíî ïðîâîäèòè ç äîñòàòíüî ìàëèì êðîêîì i, ÿê
íàñëiäîê, ìà¹ìî âåëèêi çàòðàòè ìàøèííèõ ðåñóðñiâ, à îòæå, âåëè-
êó ïîõèáêó îá÷èñëåíü ðîçâ'ÿçêó íà ïðîìiæêó ÷àñó [0, T ], T > 0.

Ïðîáëåìà çìåíøåííÿ êðîêó iíòåãðóâàííÿ (à îòæå, çáiëüøåííÿ
êiëüêîñòi îá÷èñëåíü) � îäíà ç íàéáiëüøèõ ïðîáëåì ìàøèííî¨ ìà-
òåìàòèêè. Áåëìàí íàçâàâ öþ ïðîáëåìó ïðîêëÿòòÿì ðîçìiðíîñòi.

Äëÿ ñïðîùåííÿ àíàëiçó ñèñòåìè (4.4.1) ïëîäîòâîðíîþ âèÿâè-
ëàñÿ iäåÿ Êðèëîâà�Áîãîëþáîâà � iäåÿ ïðî ðîçäiëåííÿ ïîâiëüíèõ i
øâèäêèõ çìiííèõ. ßêùî ðîçäiëèòè ñèñòåìó íà øâèäêi òà ïîâiëüíi
çìiííi, òî îòðèìà¹ìî åôåêòèâíèé ñïîñiá àíàëiçó ñèñòåìè, îñêiëü-
êè ñèñòåìó ç ïîâiëüíèìè çìiííèìè ìîæíà iíòåãðóâàòè ç âåëèêèì
êðîêîì, à, çíàþ÷è ïîâiëüíi çìiííi, øâèäêó çìiííó ìîæíà çíàéòè
îäíi¹þ êâàäðàòóðîþ.

Ùîá ðîçäiëèòè çìiííi, çàïðîâàäèìî çàìiíó çìiííèõ

x = x+ εu(x, y, ε),

y = y + εv(x, y, ε).

Àëå â çàãàëüíîìó âèïàäêó çíàéòè òî÷íå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ
íå âäà¹òüñÿ, òîìó äîâîäèòüñÿ øóêàòè ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi á äàâàëè
íàáëèæåíå àñèìïòîòè÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Òàêi ïåðåòâî-
ðåííÿ øóêàþòüñÿ ó ôîðìi ðÿäiâ

x = x+ εu1(x, y) + ε2u2(x, y) + . . . ,

y = y + εv1(x, y) + ε2v2(x, y) + . . . , (4.4.2)

äå ôóíêöi¨ u1(x, y), u2(x, y), . . . , v1(x, y), v2(x, y) � íåâiäîìi, ¨õ ïî-
òðiáíî âèçíà÷èòè. Ùîá εiui(x, y), εivi(x, y) áóëè ìàëèìè, íàêëà-
äåìî óìîâó îáìåæåíîñòi ôóíêöié ui(x, y), vi(x, y) ïðè äîâiëüíèõ
x, y, çîêðåìà

lim
y→∞

|ui(x, y)| <∞, lim
y→∞

|vi(x, y)| <∞, i = 1, 2, . . . . (4.4.3)

Âèìàãàòèìåìî, ùîá ó ðåçóëüòàòi çàìiíè (4.4.2) âåêòîð-ôóíêöiÿ
x(t) çàäîâîëüíÿëà ñèñòåìó ðiâíÿíü, ùî íå ìiñòèòü øâèäêî¨ çìiííî¨
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y(t), à ðiâíÿííÿ äëÿ y(t) ó ïðàâié ÷àñòèíi òåæ íå ìiñòèòü y(t),
òîáòî ùîá x(t), y(t) âèçíà÷àëèñÿ ç ñèñòåìè

dx

dt
= εA(x, ε),

dy

dt
= ω(x) + εB(x, ε), (4.4.4)

äå ôóíêöi¨ A(x, ε), B(x, ε) çàçäàëåãiäü íåâiäîìi.
Ñèñòåìà (4.4.4) çíà÷íî ïðîñòiøà çà (4.4.1). Äiéñíî, ïåðøå ðiâ-

íÿííÿ âiäîêðåìëåíå âiä äðóãîãî, òîìó âîíî iíòåãðó¹òüñÿ íåçàëåæ-
íî âiä ðiâíÿííÿ ç øâèäêîþ çìiííîþ, à îñêiëüêè ïîõiäíà ẋ ìàëà, òî
âîíî iíòåãðó¹òüñÿ ç âåëèêèì êðîêîì çà ÷àñîì. Çíàþ÷è x, çìiííó y
çíàéäåìî êâàäðàòóðíèì ìåòîäîì. Ìàþ÷è x òà y, çíàõîäèìî x(t)
òà y(t), ÿê ïîêàçóþòü ôîðìóëè (4.4.2), ëèøå ç òî÷íiñòþ o(ε). Äëÿ
áiëüø âèùî¨ òî÷íîñòi íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ïîòðiáíî ùå çíàõî-
äèòè u1(x, y), u2(x, y), . . . , v1(x, y), v2(x, y), . . . .

Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ïåðåòâîðåíü (4.4.2) ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi
ôóíêöié ui(x, y), vi(x, y), i ∈ {1, 2, . . . }, A(x, ε), B(x, ε).

Ôóíêöi¨ A(x, ε), B(x, ε) òàêîæ øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi ðÿäiâ çà
ñòåïåíÿìè ε, òîáòî çàìiñòü (4.4.4) ìàòèìåìî ñèñòåìó

dx

dt
= εA1(x) + ε2A2(x) + . . . ,

dy

dt
= ω(x) + εB1(x) + ε2B2(x) + . . . . (4.4.5)

Ïiäñòàâèìî (4.4.2) â (4.4.1). Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó, âèêîðèñòîâó-
þ÷è (4.4.5), çíàéäåìî

dui(x, y)

dt
=
∂ui
∂x

dx

dt
+
∂ui
∂y

dy

dt
=

=
∂ui
∂x

(εA1(x)+ε
2A2(x)+ . . . )+

∂ui
∂y

(ω(x)+εB1(x)+ε
2B2(x)+ . . . ).

(4.4.6)
Òîäi ðiâíÿííÿ (4.4.1) ç óðàõóâàííÿì (4.4.6) íàáóâàþòü âèãëÿäó

εA1(x) + ε2A2(x) + · · ·+ ε
∂u1
∂x

(εA1(x) + ε2A2(x) + . . . )+
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+ε
∂u1
∂y

(ω(x) + εB1(x) + ε2B2(x) + . . . ) + · · · =

= εX(x+εu1(x, y)+ε
2u2(x, y)+. . . , y+εv1(x, y)+ε

2v2(x, y)+. . . , ε),

ω(x) + εB1(x) + ε2B2(x) + · · ·+ ε
∂v1
∂x

(εA1(x) + ε2A2(x) + . . . )+

+ε
∂v1
∂y

(ω(x) + εB1(x) + ε2B2(x) + . . . ) + · · · =

= ω(x+εu1(x, y)+ε
2u2(x, y)+. . . )+εY (x+εu1(x, y)+ε

2u2(x, y)+. . . ,

y + εv1(x, y) + ε2v2(x, y) + . . . , ε).

Ðîçêëàäàþ÷è ïðàâi ÷àñòèíè â ðÿäè çà ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðà ε
i ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè ïåðøîìó ñòåïåíi ε, äiñòàíåìî

A1(x) +
∂u1
∂y

ω(x) = X(x, y, 0),

B1(x) +
∂v1
∂y

ω(x) = Y (x, y, 0) +D1(u1),

äå D1(u1) =
∑
i

∂ω

∂xi
ui1, àáî

ω(x)
∂u1
∂y

= g1(x, y)−A1(x),

ω(x)
∂v1
∂y

= h1(x, y)−B1(x), (4.4.7)

äå g1(x, y) = X(x, y, 0), h1(x, y) = Y (x, y, 0)+D1(u1) � âiäîìi ôóíê-
öi¨.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ïðèðiâíþâàòè êîåôiöi¹íòè ïðè εk, äiñòàíåìî

ω(x)
∂uk
∂y

= gk(x, y)−Ak(x),

ω(x)
∂vk
∂y

= hk(x, y)−Bk(x),

äå ôóíêöi¨ gk(x, y), hk(x, y) âiäîìi, îñêiëüêè âîíè âèçíà÷àþòüñÿ ÷å-
ðåç âiäîìi ôóíêöi¨ u1(x, y), . . . , uk−1(x, y), v1(x, y), . . . , vk−1(x, y).
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Ðiâíÿííÿ (4.4.7) � äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïî-
õiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó, ðîçâ'ÿçàíi âiäíîñíî ïîõiäíèõ íåâiäîìèõ
ôóíêöié u1(x, y) òà v1(x, y). Iíòåãðóþ÷è ðiâíÿííÿ (4.4.7), çíàéäåìî

u1(x, y) =
1

ω(x)

y∫
y0

(g1(x, y)−A1(x))dy + φ(x),

v1(x, y) =
1

ω(x)

y∫
y0

(h1(x, y)−B1(x))dy + ψ(x),

äå φ(x), ψ(x) � äîâiëüíi ôóíêöi¨ x (ïîñòiéíi iíòåãðóâàííÿ), A1(x),
B1(x) � íåâiäîìi ôóíêöi¨.

Iñíóþòü ðiçíi ñïîñîáè ðàöiîíàëüíîãî çàäàííÿ ôóíêöié φ(x),
ψ(x). Íàïðèêëàä, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü
(4.4.1) ââàæàþòü x(t0) = x(t0), y(t0) = y(t0) i φ(x) = ψ(x) = 0. Óçà-
ãàëi, ïåðåòâîðåííÿ (4.4.2) ìîæå áóòè ïîáóäîâàíî íå ¹äèíèì ÷èíîì.
Ìîæíà äîâåñòè, ùî òî÷íiñòü ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó íå
çàëåæèòü âiä âèáîðó öèõ ôóíêöié.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè (4.4.3), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

A1(x) =
1

2π

2π∫
0

g1(x, y)dy,

òîáòî A1(x) =
1

2π

2π∫
0

X(x, y, 0)dy. Àíàëîãi÷íî,

B1(x) =
1

2π

2π∫
0

h1(x, y)dy.

ßêùî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè â ñèñòåìi (4.4.1) ω � âåëè÷èíà
ñòàëà, òî â ïåðøîìó íàáëèæåííi x = x, y = y, äå

ẋ = εX(x), ẏ = ω + εY (x),
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X(x) =
1

2π

2π∫
0

X(x, y, 0)dy, Y (x) =
1

2π

2π∫
0

Y (x, y, 0)dy.

Çàóâàæèìî, ùî äî ñèñòåì âèãëÿäó (4.4.1) íàëåæàòü i ñèñòåìè
âèãëÿäó

ẋ = εX(x, t, ε).

Äiéñíî, ïîêëàäàþ÷è y = t, äðóãå ðiâíÿííÿ ç (4.4.1) ìîæíà ïåðå-
ïèñàòè

dy

dt
= 1.

Öåé ìåòîä äîïóñêà¹ ðÿä âàæëèâèõ óçàãàëüíåíü, çîêðåìà, â ñèñòåìi
(4.4.1) ôóíêöi¨ X, Y ìîæóòü áóòè ïåðiîäè÷íèìè ç áóäü-ÿêèì ïå-
ðiîäîì T àáî âçàãàëi íå áóòè ïåðiîäè÷íèìè ïî øâèäêié çìiííié
y.

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ ¹ äîñòàòíüî åôåêòèâíèì çàñîáîì àíàëiçó
ðiçíèõ ñèñòåì. Çîêðåìà, âií äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i çíàõîä-
æåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà ïðîâîäèòè äîñëiäæåííÿ ¨õ ñòié-
êîñòi.

Â îá÷èñëþâàëüíîìó ïëàíi ïåðåõiä äî óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè äîç-
âîëÿ¹ çáiëüøèòè êðîê ÷èñëîâîãî iíòåãðóâàííÿ (iíêîëè â áàãàòî
òèñÿ÷ ðàçiâ), ùî äîçâîëÿ¹ çìåíøèòè ÷àñ îá÷èñëåíü òà ïðàêòè÷íî
óíèêíóòè ïîõèáîê îá÷èñëåíü, ÿêi íàêîïè÷óþòüñÿ ïðè iíòåãðóâàííi
ç ìàëèì êðîêîì.

Ïðèêëàä 4.4.1. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Âàí äåð Ïîëÿ

ẍ+ λ2x = ε(1− ax2)ẋ. (4.4.8)

Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ

x = c cosφ, ẋ = −cλ sinφ. (4.4.9)

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ çà t. Òîäi, âðàõîâóþ÷è
äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ, îäåðæèìî

ċ cosφ− cφ̇ sinφ+ cλ sinφ = 0. (4.4.10)

Äèôåðåíöiþþ÷è äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ (4.4.9) i ïiäñòàâëÿþ÷è â
(4.4.8), ìàòèìåìî

−ċλ sinφ− cλφ̇ cosφ+ cλ2 cosφ = −εc(1− ac2 cos2 φ)λ sinφ.
(4.4.11)
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Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó (4.4.10), (4.4.11) âiäíîñíî ċ, φ̇, äiñòàíåìî

ċ = εc(1− ac2 cos2 φ) sin2 φ,

φ̇ = λ+ ε(1− ac2 cos2 φ) sinφ cosφ. (4.4.12)

Ìè îäåðæàëè ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî c,
φ, ÿêà åêâiâàëåíòíà ðiâíÿííþ (4.4.8). Öÿ ñèñòåìà íàëåæèòü äî
êëàñó ñèñòåì âèãëÿäó (4.4.1), òîáòî ìiñòèòü îäíó ïîâiëüíó çìiííó
c i øâèäêó çìiííó φ.

Çãiäíî ç ìåòîäîì óñåðåäíåííÿ, ìîæíà îäåðæàòè íàáëèæåíèé
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.4.12), çàìiíþþ÷è ïðàâi ÷àñòèíè ¨õ óñåðåäíå-
íèìè çíà÷åííÿìè çà φ:

ċ =
εc

2π

2π∫
0

(1− ac2 cos2 φ) sin2 φdφ =
εc

2

(
1− ac2

4

)
,

φ̇ = λ+
ε

2π

2π∫
0

(1− ac2 cos2 φ) sinφ cosφdφ = λ. (4.4.13)

Ñèñòåìà (4.4.13) � öå ñèñòåìà ç ðîçäiëåíèìè çìiííèìè, ¨¨ ðiâ-
íÿííÿ iíòåãðóþòüñÿ íåçàëåæíî é, îòæå, ìîæíà çíàéòè ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (4.4.8) â ïåðøîìó íàáëèæåííi (âèêîíàòè ñàìîñòiéíî).

Ç ðiâíÿíü (4.4.13) çíàéäåìî òi ðóõè, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ çi ñòàöiî-
íàðíîþ àìïëiòóäîþ. Äëÿ öüîãî ïðèðiâíÿ¹ìî ïðàâó ÷àñòèíó ïåð-
øîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.4.13) äî íóëÿ.

Ðiâíÿííÿ

c
(
1− ac2

4

)
= 0 (4.4.14)

ìà¹ òðè êîðåíi c1 = 0, c2,3 = ±2
√

1/a, òîáòî ñèñòåìà (4.4.13) ìà¹
äâà ñòàöiîíàðíi ðåæèìè: ñòàí ñïîêîþ c = 0 i ïåðiîäè÷íèé ðóõ ç

àìïëiòóäîþ 2
√

1/a i ïåðiîäîì T =
2π

λ
.

Òåïåð ìîæíà âèâ÷èòè àìïëiòóäíó ñòiéêiñòü (àáî, çãiäíî ç òåð-
ìiíîëîãi¹þ Ïóàíêàðå, � îðáiòàëüíó ñòiéêiñòü).

Äëÿ äîñëiäæåííÿ îðáiòàëüíî¨ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Âàí äåð Ïîëÿ ïîêëàäåìî c = c∗ + δc, äå
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c∗ � êîðåíi ðiâíÿííÿ (4.4.14). Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç ó ïåðøå ðiâ-
íÿííÿ ñèñòåìè (4.4.13) i ëiíåàðèçó¹ìî îäåðæàíi ñïiââiäíîøåííÿ
âiäíîñíî δc. Ïiñëÿ î÷åâèäíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî

δ̇c =
ε

2

[
1− 3ac∗

4

]
δc.

ßêùî c∗ = 0, òî δ̇c = εδc/2, àáî δc = δc0 exp(εt/2). Öå îçíà÷à¹, ùî
ç ðîñòîì ÷àñó àìïëiòóäà áóäå çðîñòàòè, òîáòî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ Âàí äåð Ïîëÿ � íåñòiéêèé.

ßêùî c∗ = 2
√

1/a, òî δ̇c = −εδc, àáî δc = δc0 exp(−εt). Öå
îçíà÷à¹, ùî ç ðîñòîì ÷àñó δc → 0, òîáòî ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé. Îòæå, ÿêùî ÷åðåç äåÿêi ïðè÷èíè ñèñòåìà
áóäå âèâåäåíà çi ñòàíó ðóõó ïî ñòàöiîíàðíié îðáiòi, òî ç ðîñòîì
÷àñó ñèñòåìà ïîâåðíåòüñÿ íà âèõiäíó îðáiòó.

Íà öié îñíîâi ìîæíà çîáðàçèòè ãåîìåòðiþ ôàçîâî¨ ïëîùèíè
ðiâíÿííÿ Âàí äåð Ïîëÿ. Òðà¹êòîðiÿ, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ áiëÿ ïî÷àòêó
êîîðäèíàò, áóäå âiääàëÿòèñÿ âiä íüîãî � àìïëiòóäà c áóäå âåñü ÷àñ
çðîñòàòè, àëå âîíà íå ìîæå ñòàòè áiëüøîþ ñòàöiîíàðíî¨ àìïëiòóäè√

2/a. Òîáòî òðà¹êòîði¨, ùî ïî÷èíàþòüñÿ âñåðåäèíi ñòàöiîíàðíî¨
îðáiòè, áóäóòü íàìîòóâàòèñÿ íà íå¨ çñåðåäèíè, à òðà¹êòîði¨, ùî
ïî÷èíàþòüñÿ çîâíi ñòàöiîíàðíî¨ îðáiòè, òåæ áóäóòü ïðÿìóâàòè äî
ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó, àëå íàìîòóâàòèñÿ íà íå¨ çîâíi (ðèñ. 4.1).

Ðèñ. 4.1. Ôàçîâèé ïîðòðåò ðiâíÿííÿ Âàí-äåð-Ïîëÿ

Íàðåøòi çàóâàæèìî, ùî äëÿ òî÷íiøîãî îïèñó ðóõiâ ïîòðiáíî
ðîçãëÿäàòè íàáëèæåííÿ äðóãîãî òà âèùèõ ïîðÿäêiâ. N

4.5. Ïîáóäîâà àñèìïòîòèêè äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíié

Íåõàé çàäàíî äèôåðåíöiàëüíå ðöiâíÿííÿ, ÿêå ñèíãóëÿðíî çàëå-
æèòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, 0 < ε≪ 1:
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ε
dx

dt
= f(x, t, ε), x(0) = A. (4.5.1)

Ïðèïóñòèìî, ùî à) ïðè ε = 0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x0(t) ðiâíÿííÿ

f(x0(t), t, 0) ≡ 0;

á) ôóíêöiÿ f(x, t, ε) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi

Ω = {0 ≤ t ≤ a, 0 ≤ ε ≤ ε0, |x| ≤ B},

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà Ω, |x0(t)| < B, A < B;

â) íà Ω âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ñòiéêîñòi
∂f

∂x
(x, t, ε) < −γ.

Ïî÷íåìî ïîáóäîâó àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.5.1),
ÿêèé áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäó

U(t, ε) =

∞∑
k=0

εkxk(t), ε→ 0. (4.5.2)

Öåé ðÿä íàçèâà¹òüñÿ çîâíiøíiì àñèìïòîòè÷íèì ðîçêëàäîì çà-
äà÷i (4.5.1). Êîåôiöi¹íòè ðÿäó îäåðæóþòüñÿ øëÿõîì ïiäñòàíîâêè
(4.5.2) â (4.5.1) i ïðèðiâíþâàííÿ ÷ëåíiâ ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ
ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Ùîá óíèêíóòè ãðîìiçäêèõ âèêëàäîê, çàìiñòü ðiâíÿííÿ (4.5.1)
ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

ε
dx

dt
= f(x, t) (4.5.3)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
x(0) = A. (4.5.4)

Ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ f(x, t) ó ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè P0 =
(x0(t); t) çà çìiííîþ x ïðè ôiêñîâàíîìó t:

f(x, t) = f(P0) + f ′(P0)(x(t)− x0(t)) +
f ′′(P0)

2!
(x(t)− x0(t))

2 + . . . .

Ïiäñòàâëÿþ÷è ðÿä (4.5.2) â ðiâíÿííÿ (4.5.3) i ïðèðiâíþþ÷è êîåôi-
öi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε, îäåðæèìî

∂f

∂x
(P0)x1 =

dx0
dt

,
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∂f

∂x
(P0)x2 +

1

2

∂2f

∂x2
(P0)x

2
1 =

dx1
dt

, (4.5.5)

∂f

∂x
(P0)x3 +

∂2f

∂x2
(P0)x1x2 +

1

6

∂3f

∂x3
(P0)x

3
1 =

dx2
dt

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ç öi¹¨ ñèñòåìè âíàñëiäîê çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü ïîñëiäîâíî çíà-
õîäèìî âñi xk(t). Òîäi ïîáóäîâàíèé ðÿä ¹ àñèìïòîòè÷íèì, îñêiëüêè
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

ε
dUN (t)

dt
= f(UN (t), t) +O(εN+1),

äå UN (t) = x0(t) +

N∑
k=1

εkxk(t).

Àëå öåé ðÿä íå ¹ àñèìïòîòè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì âñi¹¨ çàäà÷i (4.5.3),
(4.5.4), òîáòî öå íå àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä iñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó íà
âiäðiçêó [0, a]. Ôîðìàëüíî âií, âçàãàëi êàæó÷è, íå çàäîâîëüíÿ¹ ïî-
÷àòêîâó óìîâó (4.5.4). Â îêîëi ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ
íåâ'ÿçêà. Îêië ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè íàçèâàþòü ïîãðàíè÷íèì øàðîì.
Ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî ïîáóäîâàíèé ðÿä (4.5.2) äîáðå íàáëè-
æà¹ iñòèííèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.5.3), (4.5.4) âiääàëiê âiä ïî÷àò-
êîâî¨ òî÷êè, à â ¨¨ îêîëi âiäáóâà¹òüñÿ ðiçêà çìiíà ðîçâ'ÿçêó. Òîìó
äëÿ ïðàâèëüíîãî îïèñó ðîçâ'ÿçêó ââîäÿòü ôóíêöi¨ ïîãðàíè÷íîãî
øàðó. Íà ðèñ. 4.2 öå ïîêàçàíî øòðèõ-ïóíêòèðíîþ ëiíi¹þ.

Ðèñ. 4.2. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.5.3), (4.5.4), ùî çàäà¹òüñÿ
çîâíiøíiì àñèìïòîòè÷íèì ðîçêëàäîì

Çâè÷àéíèé ìàñøòàá íå äîçâîëÿ¹ ïðàâèëüíî îïèñàòè àñèìïòî-

òèêó. Âèðàç ε
dx

dt
ââàæàâñÿ ìàëèì i âií çîâñiì íå áðàâ ó÷àñòi ïðè
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ïîáóäîâi ãîëîâíîãî äîäàíêà àñèìïòîòèêè, ïðîòå ïîáëèçó ãðàíèöi

ïîõiäíà
dx

dt
âåëèêà i íåþ íå ìîæíà íåõòóâàòè.

Ïîáëèçó ãðàíèöi äëÿ ïðàâèëüíîãî îïèñó ðîçâ'ÿçêó ââîäÿòü ií-

øi íåçàëåæíi ðîçòÿãíåíi çìiííi. Öÿ íîâà çìiííà � τ =
t

ε
. Íîâi

çìiííi íàçèâàþòüñÿ âíóòðiøíiìè, à àñèìïòîòè÷íèé ðÿä â îêîëi
ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíiì àñèìïòîòè÷íèì ðÿ-
äîì. Âíóòðiøíié àñèìïòîòè÷íèé ðÿä ìà¹ âèãëÿä

V (τ, ε) =

∞∑
k=0

εkyk(τ). ε→ 0. (4.5.6)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ yk(τ) ïiäñòàâèìî U(t, ε)+V (τ, ε) â
(4.5.3), îäåðæèìî

ε
d(U(t, ε) + V (τ, ε))

dt
= f(U(t, ε) + V (τ, ε), t),

àëå, îñêiëüêè

ε
dU(t, ε)

dt
= f(U(t, ε)),

òî ïîòðiáíî äîìîãòèñÿ, ùîá

ε
dV ( tε , ε)

dt
= f(U(t, ε) + V (

t

ε
, ε), t)− f(U(t, ε))

àáî, âðàõîâóþ÷è (4.5.6), ïîòðiáíî çàäîâîëüíèòè ðiâíÿííÿ

∞∑
k=0

εk
dyk(τ)

dτ
= f

(
x0(ετ) +

∞∑
k=1

εkxk(ετ) + y0(τ) +

∞∑
k=1

εkyk(τ), ετ
)
−

−f
(
x0(ετ) +

∞∑
k=1

εkxk(ετ), ετ
)
. (4.5.7)

Ùîá ìàòè ìîæëèâiñòü ïðèðiâíþâàòè êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ
ñòåïåíÿõ ε, ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçêè xk(ετ) ðîçêëàñòè â ðÿä Òåéëîðà çà

ε â íóëi: xk(ετ) =
∞∑
j=0

ckjε
jτ j , à ôóíêöiþ f ðîçêëàñòè â ðÿä Òåéëî-

ðà â îêîëi x0(0) + y0(τ) i â îêîëi òî÷êè x0(0). Äàëi, ïðèðiâíþþ÷è
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êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε, îäåðæèìî ðiâíÿííÿ äëÿ
íåâiäîìèõ yk(τ). Ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

dy0
dτ

= f(x0(0) + y0(τ), 0)− f(x0(0), 0),

dy1
dτ

=
∂f

∂x
(x0(0)+y0(τ), 0)y1(τ)+

(∂f
∂x

(x0(0)+y0(τ), 0)−
∂f

∂x
(x0(0), 0)×

(4.5.8)

×
(∂x0
∂t

(0) +
∂x1
∂t

(0)
)
+
(∂f
∂t

(x0(0) + y0(τ), 0)−
∂f

∂t
(x0(0), 0)

)
τ.

Çíàéäåìî ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ y0(0) äëÿ ïåðøîãî ðiâíÿííÿ. Ïî-
÷àòêîâà óìîâà äëÿ y0(0) ïîâèííà êîìïåíñóâàòè íåâ'ÿçêó, ÿêó äà¹
çîâíiøíié àñèìïòîòè÷íèé ðÿä, òîìó

y0(0) = A− x0(0).

Òîäi y0(τ) ìîæíà çíàéòè ó êâàäðàòóðàõ

τ =

y0∫
A−x0(0)

dξ

f(x0(0) + ξ, 0)− f(x0(0), 0)
.

Çíàþ÷è y0(τ), ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ (4.5.8) çíàõîäèìî y1(τ) i ò.ä.
Ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà. Íåõàé äëÿ çàäà÷i (4.5.3), (4.5.4) âèêîíàíi ïðèïóùåí-

íÿ à) � â). Òîäi äëÿ 0 ≤ t ≤ a iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i i ïîáóäî-
âàíèé ðÿä U(t, ε) + V ( tε , ε) ¹ éîãî àñèìïòîòè÷íèì ðîçêëàäîì.

Îïèñàíà âèùå ìåòîäèêà ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó
ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i ìîæå áóòè ðîçïîâñþäæåíà i íà äîñëiäæåííÿ ñè-
ñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ε
dx

dt
= f(x, z, t),

dz

dt
= g(x, z, t),

x(0, ε) = x0, z(0, ε) = z0.

Òàêi ñèñòåìè íàçèâàþòü òèõîíîâñüêèìè.
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4.6. Ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæó÷î¨ õâèëi. Àâòîìîäåëüíi
ðîçâ'ÿçêè

×àñòî â ðiçíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè, ôiçèêè, ìåõàíiêè, áiîëîãi¨,
åêîëîãi¨ òà iíøèõ ïðèêëàäíèõ äèñöèïëií çóñòði÷àþòüñÿ íåëiíié-
íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ÿê ïðàâèëî, íå
âäà¹òüñÿ îòðèìàòè. Òîìó îáìåæóþòüñÿ ïîøóêîì òî÷íèõ ÷àñòèí-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ ïîáóäîâè òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü
ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ðîçðîáëåíî öiëèé ðÿä ìåòîäiâ [78], ùî áà-
çóþòüñÿ íà ïåðåõîäi äî íîâèõ çìiííèõ. Òîáòî ñòàâèòüñÿ çàäà÷à
çíàéòè íîâi çìiííi, êiëüêiñòü ÿêèõ ìåíøà, íiæ êiëüêiñòü âèõiä-
íèõ çìiííèõ, i çàïèñàòè âèõiäíå ðiâíÿííÿ â öèõ çìiííèõ. Çîêðåìà,
çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ç
äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ çâè÷àé-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïðèðîäíî, ùî ïðè öüîìó ìè çíàé-
äåìî íå âñi ðîçâ'ÿçêè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,
à ëèøå äåÿêèé êëàñ ðîçâ'ÿçêiâ.

Íàéïðîñòiøèìè êëàñàìè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi îïèñóþòüñÿ
çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè, ¹ ðîçâ'ÿçêè òèïó ái-
æó÷î¨ õâèëi òà àâòîìîäåëüíi ðîçâ'ÿçêè. Öi ðîçâ'ÿçêè ÷àñòî çóñòði-
÷àþòüñÿ â ðiçíèõ çàñòîñóâàííÿõ i âiäiãðàþòü çíà÷íó ðîëü ïðè
âèâ÷åííi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Êðiì öüîãî, ïîáóäîâà òàêèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ëåæèòü â îñíîâi äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ.

4.6.1. Ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæó÷î¨ õâèëi

Íåõàé äåÿêèé ïðîöåñ îïèñó¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè âèãëÿäó

F (x, t, u, u′x, u
′
t, u

′′
xx, u

′′
xt, u

′′
tt) = 0. (4.6.1)

Ðîçâ'ÿçêîì òèïó áiæó÷î¨ õâèëi íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê

u(t, x) = y(ξ), ξ = x− λt, (4.6.2)

äå ïàðàìåòð λ âiäiãðà¹ ðîëü øâèäêîñòi ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëi. Òà-
êi ðîçâ'ÿçêè õàðàêòåðíi òèì, ùî ¨õíi ïðîôiëi â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó
îäåðæóþòüñÿ øëÿõîì ¨õ çñóâó. Ïðè λ > 0 õâèëÿ ðóõà¹òüñÿ âçäî-
âæ îñi Ox âïðàâî, ïðè λ < 0 � âëiâî. Çíà÷åííÿ λ = 0 âiäïîâiäà¹
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ñòàöiîíàðíîìó ðîçâ'ÿçêó. Òîìó ìîæíà ââåñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó
êîîðäèíàò, ùî ðóõà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ i â ÿêié ïðîôiëü
ðîçâ'ÿçêó íå áóäå çìiíþâàòèñÿ.

Ïîøóê ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæó÷î¨ õâèëi çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì
ïiäñòàíîâêè (4.6.2) â (4.6.1) ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî

∂u

∂x
= y′,

∂u

∂t
= −λy′, (4.6.3)

äå øòðèõ îçíà÷à¹ ïîõiäíó çà ξ.
Ïðèêëàä 4.6.1. Çíàéòè ðîçâ'çîê òèïó áiæó÷î¨ õâèëi äëÿ

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
. (4.6.4)

Ïiäñòàâèâøè (4.6.2), (4.6.3) â (4.6.4), äiñòàíåìî

λy′ + (yy′)′ = 0, àáî λy + yy′ = −C1.

Iíòåãðóþ÷è îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, îäåðæó¹ìî∫
ydy

λy + C1
= −

∫
dξ, àáî y − C1

λ
ln(λy + C1) = −λξ + C2,

òîáòî ðîçâ'ÿçîê u(x, t) ñòà¹ âiäîìèì. N

4.6.2. Àâòîìîäåëüíi ðîçâ'ÿçêè

Àâòîìîäåëüíèìè íàçèâàþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè âèãëÿäó

u(t, x) = tαy(ξ), ξ = xtβ, (4.6.5)

äå α, β � äåÿêi ÷èñëîâi ïàðàìåòðè.
Ïðîôiëi òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó t îòðèìóþòü-

ñÿ øëÿõîì ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi, òîáòî ïåðåòâîðåííÿ òèïó
"ñòèñê�ðîçòÿã".

Àâòîìîäåëüíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ iñíóþòü, ÿêùî ïåðåòâîðåííÿ
íåçàëåæíèõ i çàëåæíî¨ çìiííèõ çà ôîðìóëàìè

t = Ct̄, x = Ckx̄, u = Cmū, (4.6.6)
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äå C > 0 � äîâiëüíà ñòàëà, ïðè âiäïîâiäíîìó âèáîði ÷èñåë k i m
ïðèâîäèòü äî òîòîæíüîãî ïåðåòâîðåííÿ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ. Òîáòî
âèõiäíå ðiâíÿííÿ (4.6.1) â ðåçóëüòàòi ïåðåòâîðåííÿ (4.6.6) ïåðåéäå
òî÷íî â òàêå ñàìå ðiâíÿííÿ

F (x̄, t̄, ū, ū′t, ū′x, ū′′xx, ū′′xt, ū′′tt) = 0. (4.6.7)

Íà ïðàêòèöi ñïî÷àòêó ïiäáèðàþòüñÿ ÷èñëà k i m òàê, ùîá ðiâ-
íÿííÿ (4.6.1) i (4.6.7) áóëè òîòîæíî åêâiâàëåíòíèìè, à êîëè k i
m óæå çíàéäåíi, òî âèïèñóþòü àâòîìîäåëüíi çìiííi (4.6.5) ç ïà-
ðàìåòðàìè α = m, β = −k [78]. Ìåòîä ïîáóäîâè àâòîìîäåëüíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâîðåíü (4.6.5) ìà¹ íàçâó ìåòîä
ïîäiáíîñòi.

Çàóâàæèìî, ùî iíêîëè çàìiñòü ïåðåòâîðåíü (4.6.6) ðîçãëÿäà-
þòü ïåðåòâîðåííÿ

t = t̄+ lnC, x = Ckx̄, u = Cmū,

äå C > 0 � äîâiëüíà ñòàëà, k,m � ÷èñëà.
Ïðè öüîìó ãîâîðÿòü ïðî åêñïîíåíöiàëüíî-àâòîìîäåëüíèé

ðîçâ'ÿçîê
u = eαty(ξ), ξ = xeβt.

Ïðèêëàä 4.6.2. Çíàéòè àâòîìîäåëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíîãî
ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi âèãëÿäó

∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
= bun. (4.6.8)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ çàäà÷i îôîðìèìî ó âèãëÿäi îêðåìèõ êðîêiâ.
Êðîê 1. Âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi (4.6.6) â ðiâíÿííi

(4.6.8). Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

Cm−1∂ū

∂t̄
− a2Cm−2k ∂

2ū

∂x̄2
= bCmnūn.

Êðîê 2. Ïiäáåðåìî ÷èñëà m, k òàê, ùîá â îñòàííüîìó ðiâíÿííi
çíèê ïàðàìåòð C. Äëÿ öüîãî ïðèðiâíÿ¹ìî ñòåïåíi âåëè÷èíè C.
Îäåðæèìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

m− 1 = m− 2k = mn,
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ÿêà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê k = 1
2 , m = 1

1−n .
Êðîê 3. Òåïåð îñêiëüêè α = m, β = −k, òî ìîæíà çàïèñàòè

àâòîìîäåëüíèé ðîçâ'ÿçîê

u(x, t) = t
1

1−n y(ξ), ξ = xt−
1
2 . (4.6.9)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.6.9) â (4.6.8), ïåðåéäåìî äî çâè÷àéíîãî äèôå-
ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ y(ξ)

a2y
′′

ξ2 +
1

2
ξy′ξ +

1

n− 1
y + byn = 0. (4.6.10)

Çîêðåìà, ïðè b = 0, òîáòî äëÿ ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ
òåïëîïðîâiäíîñòi

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
,

ïðèïóñêàþ÷è, ùî n = 2 àáî m = −1 ç (4.6.10), îäåðæó¹ìî äèôå-
ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

a2y′′ξ2 +
ξ

2
y′ξ + y = 0,

ÿêå iíòåãðó¹òüñÿ òî÷íî.

4.7. ×èñëîâi ìåòîäè

4.7.1. Ðîëü ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ ó ìàòåìàòè÷íîìó
ìîäåëþâàííi

Ðîçâèòîê ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïðèâiâ äî íåîáõiäíîñòi
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñêëàäíèõ áàãàòîâèìiðíèõ íåñòàöiîíàðíèõ íåëiíié-
íèõ çàäà÷. Öå çóìîâëåíî ñêëàäíiñòþ çàäà÷, ÿêi âèñóâà¹ òåîðiÿ i
ïðàêòèêà, íåîáõiäíiñòþ âðàõóâàííÿ áàãàòüîõ ôàêòîðiâ, ñèñòåìíèì
ïiäõîäîì â ìîäåëþâàííi, îñêiëüêè äîñëiäæóþòüñÿ íå îêðåìi ÿâè-
ùà, à öiëi ñèñòåìè. ßê ïðàâèëî, äëÿ òàêèõ çàäà÷ íå ìîæíà çíàé-
òè àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à íàâiòü êîëè àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê
óäà¹òüñÿ çíàéòè, òî âií ìîæå áóòè íåïðèäàòíèé äëÿ ÷èñëîâèõ ðî-
çðàõóíêiâ.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi â áiëüøîñòi âèïàäêiâ ÿâëÿþòü ñîáîþ äè-
ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ àáî ¨õ ñèñòåìè. Áåçïîñåðåäí¹ àíàëiòè÷íå
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äîñëiäæåííÿ òàêèõ ìîäåëåé ìîæëèâå ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ.
×àñòiøå çà âñå ìîæíà îäåðæóâàòè ëèøå ÿêiñíi îñîáëèâîñòi ïî-
âåäiíêè îá'¹êòiâ, çíàííÿ ÿêèõ íåîáõiäíi, àëå íå äîñòàòíi.

Òîìó ïðè ðîçðîáöi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ç'ÿâèëàñü ïîòðåáà
â åôåêòèâíèõ ÷èñëîâèõ ìåòîäàõ, ÿêi á äîçâîëÿëè îäåðæóâàòè äî-
ñèòü òî÷íèé ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê. Îá÷èñëþâàëüíi àëãîðèòìè ïðè
öüîìó ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè æîðñòêèì âèìîãàì � ïåðø çà âñå
íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i îäåðæóâàòè iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ çà ðî-
çóìíèé ÷àñ, ïî-äðóãå, îáñÿãè îá÷èñëåíü íå ïîâèííi ïåðåâèùóâàòè
ìîæëèâîñòåé êîìï'þòåðà. Òàê, äëÿ ðîçðàõóíêó ëiòàêà íà ìiöíiñòü
ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, äîâîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè
ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ïîðÿäîê ìàòðèöi ÿêî¨ ñòàíîâèòü
30 ìiëüéîíiâ, à ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ îáòiêàííÿ (òðèâèìiðíi ðiâ-
íÿííÿ Íàâ'¹�Ñòîêñà) çäiéñíþ¹òüñÿ íà ñiòöi 6,6 ìëí. âóçëiâ. Òîìó
ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi òàêèõ óíiêàëüíèõ çàäà÷ âèáið ÷èñëîâîãî ìåòîäó
äëÿ ðåàëiçàöi¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ìà¹ âåëèêå çíà÷åííÿ.

Îñêiëüêè áóäü-ÿêèé ÷èñëîâèé ìåòîä íàáëèæåíèé, òî ðåçóëü-
òàòè ìîäåëþâàííÿ àïðiîði áóäóòü ìiñòèòè ïîõèáêó. Âåëè÷èíà ïî-
õèáêè áóäå çàëåæàòè âiä îáðàíîãî ìåòîäó. Iíêîëè ïîõèáêà ìåòî-
äó íàâiòü ìîæå çìiíèòè ÿêiñíèé õàðàêòåð ðîçâ'ÿçêó. Îòæå, îäèí ç
íåäîëiêiâ ÷èñëîâîãî ìåòîäó � öå îöiíêà ïîõèáêè. Àíàëiòè÷íà îöií-
êà ïîõèáêè ÷àñòî ¹ ñêëàäíîþ ïðîöåäóðîþ àáî ïðîñòî íåìîæëèâîþ.
Â öüîìó âèïàäêó äëÿ îöiíêè ïîõèáêè âèêîðèñòîâóþòü îá÷èñëþ-
âàëüíèé åêñïåðèìåíò i ïîðiâíÿííÿ éîãî ðåçóëüòàòiâ ç àíàëiòè÷-
íèìè ðîçâ'ÿçêàìè òà ç ðåàëüíèì íàòóðíèì åêñïåðèìåíòîì. Âàðòî
çàóâàæèòè, ùî â çàäà÷àõ ç íàáëèæåíèìè âõiäíèìè äàíèìè çàñòî-
ñóâàííÿ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ âèñîêîãî ñòåïåíÿ òî÷íîñòi íi ÷èì íå
âèïðàâäàíî, îñêiëüêè ðåçóëüòàò ìîæå áóòè îäåðæàíèé íà îñíîâi
ïðîñòiøèõ ìåòîäiâ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ òî÷íîñòi. Íàâå-
äåìî îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ.

Ñòiéêiñòü ìåòîäó. Â ïðîöåñi îá÷èñëåíü ïîõèáêè íå ïîâèííi
íàêîïè÷óâàòèñÿ. Íåñòiéêèé ÷èñëîâèé ìåòîä ïðèçâîäèòü äî çðîñ-
òàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ïîõèáîê.

Ñòåïiíü òî÷íîñòi ìåòîäó. ×èñëîâi ìåòîäè çàâæäè íàáëèæåíi
i ìàþòü äèñêðåòíèé õàðàêòåð. Äèñêðåòíèé àëãåáðà¨÷íèé àíàëîã
ðîçâ'ÿçêó âèõiäíèõ ðiâíÿíü (ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ) îçíà÷à¹, ùî ìè
ìà¹ìî çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó â îêðåìèõ ôiêñîâàíèõ òî÷êàõ ÷àñó òà
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ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò, òîáòî iñíó¹ äåÿêèé êðîê îá÷èñëåííÿ h.
Ïîõèáêà ìåòîäó çàëåæèòü âiä öüîãî êðîêó. Íàïðèêëàä, ÿêùî ïî-
õèáêà ìåòîäó δ ∼ h2, òî öå îçíà÷à¹, ùî ìåòîä ìà¹ äðóãèé ïîðÿäîê
òî÷íîñòi.

Çáiæíiñòü ìåòîäó. Öå òåîðåòè÷íà õàðàêòåðèñòèêà ìåòîäó,
ÿêà êîíñòàòó¹ òîé ôàêò, ùî äàíèé ÷èñëîâèé ìåòîä äà¹ ðîçâ'ÿçîê,
ÿêèé çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó âèõiäíî¨ çàäà÷i ïðè h→ 0.

4.7.2. Ïðîñòiøi ÷èñëîâi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ¹ ñèñòåìàìè äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ñóòü ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ iíòåãðóâàííÿ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ðîçãëÿíåìî íà ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ

dx

dt
= f(t, x)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x(t = 0) = x0 (çàäà÷à Êîøi).
Íåõàé öÿ çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. ×èñëîâå iíòåãðóâàííÿ

öüîãî ðiâíÿííÿ çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ äèñêðåòíèõ çíà÷åíü y0,
y1, . . . , yn äëÿ çàäàíèõ çíà÷åíü çìiííî¨ t: t0, t1, . . . , tn. Çàñòî-
ñóâàííÿ äèñêðåòíîãî ÷èñëîâîãî ìåòîäó äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü îçíà÷à¹, ùî âèõiäíó íåïåðåðâíó ìàòåìàòè÷-
íó ìîäåëü çàìiíþ¹ìî íà äèñêðåòíó, òîáòî îäåðæó¹ìî äèñêðåòíèé
àíàëîã, äàëi íåîáõiäíî âèâ÷èòè éîãî âëàñòèâîñòi òà ðîçðîáèòè ÷èñ-
ëîâi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèñêðåòíî¨ çàäà÷i.

Íåõàé ó ìîìåíò ÷àñó ti âiäîìå çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó xi = x(ti),
i = 0, 1, 2, . . . . Çíàéäåìî ñïiââiäíîøåííÿ, çà ÿêèìè ìîæíà îá÷èñ-
ëèòè x(ti+1). Ïðîiíòåãðó¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ íà ïðîìiæ-
êó [ti, ti+1], äiñòàíåìî

ti+1∫
ti

dx

dt
dt =

ti+1∫
ti

f(t, x)dt

àáî

xi+1 = xi +

ti+1∫
ti

f(t, x)dt, i = 0, 1, . . . , n− 1.
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ßêùî äëÿ çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëà îáåðåìî ìåòîä ïðÿìîêóòíè-
êiâ, òî îäåðæèìî

xi+1 = xi + hf(ti, xi) � ÿâíèé ìåòîä Åéëåðà,
àáî

xi+1 = xi + hf(ti+1, xi+1) � íåÿâíèé ìåòîä Åéëåðà.
ßâíèé ìåòîä Åéëåðà � ìåòîä ïåðøîãî ïîðÿäêó òî÷íîñòi, ùî

ìà¹ æîðñòêi óìîâè ñòiéêîñòi: ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi áàãàòüîõ ïðàêòè÷-
íèõ çàäà÷ çàáåçïå÷åííÿ ñòiéêîñòi âèìàãà¹ ìàëèõ çíà÷åíü êðîêó ií-
òåãðóâàííÿ h. Óíàñëiäîê öüîãî ÿâíèé ìåòîä çàñòîñîâó¹òüñÿ ðiäêî.

Íåÿâíèé ìåòîä Åéëåðà àáñîëþòíî ñòiéêèé, àëå ìà¹ òåæ ïåð-
øèé ïîðÿäîê òî÷íîñòi. Âèáið êðîêó h çäiéñíþ¹òüñÿ ç ìiðêóâàíü
çàáåçïå÷åííÿ íåîáõiäíî¨ òî÷íîñòi îá÷èñëåíü. Ó âèïàäêó íåëiíié-
íî¨ ôóíêöi¨ f äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ xi+1 ïîòðiáíî çàñòîñóâà-
òè òåæ ÷èñëîâi ìåòîäè, íàïðèêëàä, ìåòîä ïîñëiäîâíèõ iòåðàöié.

ßêùî äëÿ çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëà çàñòîñóâàòè ìåòîä òðàïåöié,
òî îäåðæó¹ìî ìåòîä Åéëåðà�Êîøi:

xi+1 ≈ xi +
h

2
(f(ti, xi) + f(ti+1, xi+1)).

Öåé ìåòîä ìà¹ äðóãèé ïîðÿäîê òî÷íîñòi i ïðàêòè÷íî ñòiéêèé.
Â ïiäðó÷íèêàõ ç ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ ìîæíà çíàéòè áàãàòî iíøèõ

îäíîêðîêîâèõ ìåòîäiâ, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ìàþòü âèùèé ïîðÿäîê òî÷íîñòi, íàïðèêëàä,
ìåòîäè Ðóíãå�Êóòòè [35, 66, 86].

Â îá÷èñëþâàëüíié ïðàêòèöi, êðiì îäíîêðîêîâèõ, âèêîðèñòîâó-
þòüñÿ i áàãàòîêðîêîâi ìåòîäè, â ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê x(ti+1) âèçíà÷à¹òü-
ñÿ çà äåÿêèìè ïîïåðåäíiìè çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨: x(ti), x(ti−1), . . . .

Äëÿ îäåðæàííÿ ðåçóëüòàòiâ ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ çàñòîñîâóþòü
ìåòîäè �ïðåäèêòîð-êîðåêòîð�, òîáòî íà ïåðøîìó åòàïi (ïðåäèê-
òîð) îá÷èñëÿ¹òüñÿ ïîïåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ x(ti+1), à íà äðó-
ãîìó åòàïi (êîðåêòîð) öå çíà÷åííÿ óòî÷íþ¹òüñÿ. Iñíó¹ âåëèêà êiëü-
êiñòü áàãàòîêðîêîâèõ àëãîðèòìiâ [66, 86], ñåðåä ÿêèõ ìåòîäè Ìië-
íà, Õåììiíãà, Àäàìñà òà ií.

Àëå ðîçãëÿíóòi ìåòîäè ìîæóòü âèÿâèòèñÿ íååôåêòèâíèìè ïðè
ðîçâ'ÿçóâàííi æîðñòêèõ ñèñòåì ðiâíÿíü (ñèñòåìè, ÿêi îïèñóþòü
ïðîöåñè ç iñòîòíî ðiçíèìè ìàñøòàáàìè ïðîòiêàííÿ). Íàïðèêëàä,
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ñèñòåìè, ùî îïèñóþòü ïðîöåñè õiìi÷íî¨ êiíåòèêè. Äëÿ òàêèõ ñè-
ñòåì êðîê iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñîì ïîòðiáíî îáèðàòè äîñèòü ìàëèì,
ùîá çàáåçïå÷èòè íåîáõiäíó òî÷íiñòü ðîçðàõóíêó âñiõ ñêëàäîâèõ, à
öå ïðèçâîäèòü äî íàêîïè÷åííÿ îá÷èñëþâàëüíî¨ ïîõèáêè.

Íàéïðîñòiøi àëãîðèòìè, ùî äîçâîëÿþòü ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòå-
ìè æîðñòêèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü � öå íåÿâíi ñõåìè Åéëåðà.
Ïðîòå iñíóþòü i ñïåöiàëüíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ ñèñòåì,
çîêðåìà, ìåòîäè Ãiðà, Ðîçåíáðîêà òà ií.

Íàâåäåìî äåÿêi ôóíêöi¨ ç ïàêåòó Mathcad, ÿêi çàñòîñîâóþòüñÿ
äëÿ äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî ¹ ñèñòåìàìè äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç çàäàíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè.

Ïðîñòiøà ç öèõ ôóíêöié rk�xed ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó Êîøi ìåòîäîì
Ðóíãå�Êóòòè çi ñòàëèì êðîêîì iíòåãðóâàííÿ. ßêùî îá÷èñëåííÿ
ïîòðiáíî ïðîâîäèòè ç çìiííèì êðîêîì, òî âèêîðèñòîâóþòü ôóíêöi¨
Rkadapt àáî rkadapt.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåæîðñòêèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü, ÿê ïðàâèëî, äîñòàòíüî ìîæëèâîñòåé óêàçàíèõ ôóíêöié, ïðî-
òå â ïàêåòi Mathcad ¹ ôóíêöi¨ Bulstoer òà bulstoer, îá÷èñëþâàëüíi
àëãîðèòìè ÿêèõ áàçóþòüñÿ íà ìåòîäi Áóëiðøà�Øòèðà.

Â îñòàííié âåðñi¨ Mathcad âêëþ÷åíà ôóíêöiÿ odesolve, â ÿêié
ïèòàííÿ ïðèâåäåííÿ ðiâíÿíü äî ñòàíäàðòíîãî âèãëÿäó, âèáið êðî-
êó iíòåãðóâàííÿ ðîçâ'ÿçóþòüñÿ àâòîìàòè÷íî.

Ôóíêöi¨ Shti�b òà shti�b çàáåçïå÷óþòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ æîðñò-
êèõ ñèñòåì ìåòîäîì Áóëiðøà�Øòèðà, à ôóíêöi¨ Shti�r òà shti�r �
ìåòîäîì Ðîçåíáðîêà.

Ïðîòå â áiëüøîñòi âèïàäêiâ ïðîñòi ìåòîäè äàþòü ïðèéíÿòíèé
ðîçâ'ÿçîê.

4.7.3. ×èñëîâi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìîäåëåé iç
ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè

Áàãàòî ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ îïèñóþòüñÿ ìîäåëÿìè, ùî ¹ äèôå-
ðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ïðèêëàäàìè
òàêèõ ïðîöåñiâ ¹ ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü, ðóõ ãàçiâ òà ðiäèí, ïåðå-
äà÷à òåïëà, äèôóçiÿ òà iíøi. Öå íàéñêëàäíiøi ðiâíÿííÿ ìàòåìà-
òè÷íî¨ ôiçèêè. Iñíó¹ áàãàòî ìåòîäiâ ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ, ùî òiëüêè
ïiäêðåñëþ¹ ¨õ ñêëàäíiñòü.
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Êîìï'þòåðíå ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ äîçâîëèëî ïåðåéòè âiä
ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîñòiøèõ (ëiíiéíèõ) çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè äî
àíàëiçó ñêëàäíèõ ïðîöåñiâ ðiçíî¨ ôiçè÷íî¨ ïðèðîäè.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè òàêèõ ìîäåëåé i ìåòîäiâ ¨õ ÷èñëîâîãî
äîñëiäæåííÿ. Äëÿ êîíñòðóþâàííÿ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ âèêîðèñòà¹ìî
ìåòîäè, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ ïðè ïîáóäîâi âèõiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé.

Ïîáóäó¹ìî ðiçíèöåâó àïðîêñèìàöiþ ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i íà
âiäðiçêó [0, l] äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
, 0 < x < l, 0 < t ≤ T,

u(0, t) = u1(t), u(l, t) = u2(t), 0 ≤ t ≤ T, (4.7.1)

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l.

�¨ ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ i âiäøóêîâó¹òüñÿ â îáëàñòi 0 < x < l,
0 < t ≤ T (ðèñ. 4.3).

Ðèñ. 4.3. Ðiâíîìiðíà ïðÿìîêóòíà ñiòêà âóçëiâ

Óâåäåìî â öié îáëàñòi ñiòêó ωhτ =
{
(xi, tj), xi = ih, h =

l

N
, i =

0, N, tj = jτ, τ =
T

M
, j = 0,M,N,M ∈ N

}
. Òàêà ñiòêà íàçèâà¹òüñÿ

ðiâíîìiðíîþ.
Ñóêóïíiñòü âóçëiâ ç îäíàêîâèì iíäåêñîì j íàçèâà¹òüñÿ ÷àñîâèì

øàðîì. Â ãðàíè÷íèõ âóçëàõ, ùî íàëåæàòü âiäðiçêàì [0, l], [0, T ],
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[l, T ] ôóíêöiÿ u(x, t) � âiäîìà ç êðàéîâèõ i ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ¨õ
àïðîêñèìàöiÿ ìà¹ âèãëÿä

yj0 = u1(tj), y
j
N = u2(tj), j = 0, 1, . . . ,M.

y0i = u0(xi), i = 0, 1, . . . , N.

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ãðàíè÷íèõ âóçëiâ ÷åðåç γhτ .
Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê íåîáõiäíî çíàéòè íà ìíîæèíi ωhτ , äå

ωhτ � ìíîæèíà âíóòðiøíiõ âóçëiâ (ωhτ = ωhτ \ γhτ ). Ïðîâåäåìî
ðiçíèöåâó àïðîêñèìàöiþ äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà, çàïèñóþ÷è
éîãî çàãàëüíó ôîðìó äëÿ òî÷êè (xi, tj) ñiòêè ωhτ . Ïîõiäíó çà ÷àñîì
çàìiíèìî ïåðøîþ ðiçíèöåþ:

∂u

∂t
≈ (yj+1

i − yji )/τ.

Äðóãó ïîõiäíó çà çìiííîþ x ìîæíà çàìiíèòè ðiçíèöåâèì ñïiââiä-
íîøåííÿì íà j-ìó àáî j + 1�ìó ÷àñîâîìó øàði àáî êîìáiíàöi¹þ
öèõ çíà÷åíü:

∂2u

∂x2
≈ σyj+1

xx + (1− σ)yjxx,

äå yjxx =
yji+1 − 2yji + yji−1

h2
.

Òîäi ç (4.7.1) ïðèéäåìî äî ðiçíèöåâî¨ ñõåìè ç âàãîâèì êîåôi-
öi¹íòîì

yj+1
i − yji
τ

= σ
yj+1
i+1 − 2yj+1

i + yj+1
i−1

h2
+ (1− σ)

yji+1 − 2yji + yji−1

h2
,

(xi, tj) ∈ ωhτ , (4.7.2)

yi0 = u1(tj), y
j
N = u2(tj), y

0
i = u0(xi), i = 0, 1, . . . , N, j = 0, 1, . . . ,M,

ùî ¹ ñèñòåìîþ (N − 1)M ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü äëÿ çíà-
õîäæåííÿ òàêî¨ æ êiëüêîñòi çíà÷åíü ôóíêöi¨ yji , i = 1, 2, . . . , N −1,
j = 1, 2, . . . ,M .

Ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ ðiçíèöåâî¨ ñõåìè (4.7.2) â çàãàëüíîìó
âèïàäêó ¹ âåëè÷èíîþO(τ+h2), òîáòî ïåðøîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì òà

äðóãîãî çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ. Äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ñõåìè ç σ =
1

2
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ïîðÿäîê àïðîêñèìàöi¨ çà ÷àñîì çáiëüøó¹òüñÿ äî O(τ2). Ïðè σ = 0
òà σ = 1 îäåðæóþòüñÿ ïðîñòiøi ñõåìè (σ = 0 � ÿâíà ñõåìà, σ = 1
� íåÿâíà ñõåìà).

Ïðè σ = 0 êîæíå ç ðiâíÿíü (4.7.2) ìiñòèòü ëèøå îäíó íåâiäîìó
âåëè÷èíó yj+1

i , òîìó ¨¨ ðîçâ'ÿçîê çíàõîäèòüñÿ çà ÿâíèìè ôîðìó-
ëàìè ïðè ïåðåõîäi âiä j-ãî øàðó äî j + 1-ãî.

Ó âèïàäêó íåÿâíî¨ ñõåìè (σ = 1) ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ ìiñòÿòü
òðè íåâiäîìi âåëè÷èíè: yj+1

i−1 , y
j+1
i , yj+1

i+1 . Òîìó íà êîæíîìó ÷àñî-
âîìó øàði ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ
ðiâíÿíü ç òðèäiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïðî-
ãîíêè.

×èñòî íåÿâíà ñõåìà ñòiéêà ïðè áóäü-ÿêîìó ñïiââiäíîøåííi ìiæ
h i τ (áåçóìîâíà ñòiéêiñòü), òîäi ÿê äëÿ ÿâíî¨ ñõåìè íåîáõiäíî âèêî-
íàííÿ íåðiâíîñòi τ ≤ Ch2, C > 0 � äåÿêà ñòàëà (óìîâíà ñòiéêiñòü).
Öÿ âèìîãà íàêëàäà¹ îáìåæåííÿ íà êðîê çà ÷àñîì, òîìó ÿâíi ñõå-
ìè ïðàêòè÷íî íå âèêîðèñòîâóþòüñÿ. Äëÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ðiâíÿíü òåïëîïðîâiäíîñòi ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè íåÿâíi ñòiéêi
àëãîðèòìè.

Àíàëîãi÷íî áóäóþòüñÿ ðiçíèöåâi ñõåìè òèïó (4.7.2) äëÿ çàäà÷
ç iíøèìè êðàéîâèìè óìîâàìè, íiæ ó (4.7.1), òà äëÿ áiëüø çàãàëü-
íîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k(u)

∂u

∂x

)
.

Îòæå, íà îñíîâi ïðÿìî¨ àïðîêñèìàöi¨ îäåðæóþòüñÿ äèñêðåò-
íi ìîäåëi, ùî âîëîäiþòü ïîòðiáíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Âîäíî÷àñ ¨õ
ôîðìàëüíå çàñòîñóâàííÿ ìîæå ïðèçâåñòè äî ïîáóäîâè äèñêðåò-
íèõ àíàëîãiâ, ÿêi íå ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ
âèõiäíèõ ìîäåëåé, îñêiëüêè âîíè ïîðóøóþòü ôóíäàìåíòàëüíi çà-
êîíè, íà îñíîâi ÿêèõ áóäóâàëèñÿ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, íàïðèêëàä,
çàêîí çáåðåæåííÿ (áàëàíñó) òåïëà.

Â öüîìó âèïàäêó äëÿ ïîáóäîâè ðiçíèöåâèõ ñõåì çàñòîñîâóþòü
iíòåãðî-iíòåðïîëÿöiéíèé ìåòîä, ñóòü ÿêîãî ïîëÿãà¹ â çàïèñi çàêî-
íó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ â iíòåãðàëüíié ôîðìi äëÿ x ∈ [xi−1, xi] i
íàñòóïíîþ çàìiíîþ iíòåãðàëiâ i ïîõiäíèõ ðiçíèöåâèìè âèðàçàìè.
Iíòåãðî-iíòåðïîëÿöiéíi ìåòîäè çàñòîñîâóþòüñÿ äî øèðîêîãî êëàñó
ðiâíÿíü.
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Äëÿ ïîáóäîâè ðiçíèöåâèõ ñõåì âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêîæ âàðià-
öiéíi ìåòîäè, ÿêi ¹ îäíèìè ç îñíîâíèõ ìåòîäiâ ïîáóäîâè ìàòåìà-
òè÷íèõ ìîäåëåé îá'¹êòiâ ðiçíî¨ ïðèðîäè. Ïðè òàêîìó ïiäõîäi âiä-
áóâà¹òüñÿ äèñêðåòèçàöiÿ âèõiäíîãî îá'¹êòà i ôîðìóëþâàííÿ äëÿ
íüîãî âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó, òîáòî âèâåäåííÿ íà éîãî îñíîâi ðiâ-
íÿíü (çâ'ÿçêiâ) äëÿ äèñêðåòíèõ âåëè÷èí.

Iíêîëè äëÿ ïîáóäîâè ðiçíèöåâèõ ñõåì çàñòîñîâóþòü i¹ðàðõi÷-
íèé ïiäõiä çà ïðèíöèïîì �çíèçó�ââåðõ� àáî �çâåðõó�âíèç�. Ðiçíè-
öåâi ñõåìè ¹ äîñèòü åôåêòèâíèìè çàñîáàìè äëÿ ÷èñëîâîãî ìîäå-
ëþâàííÿ áàãàòüîõ äîñòàòíüî ñêëàäíèõ ïðîöåñiâ.

Íèíi äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiçíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ðî-
çðîáëÿþòüñÿ ïàêåòè ïðèêëàäíèõ ïðîãðàì, çîêðåìà, ïàêåò ANSYS.
Ïðîòå öÿ ðîáîòà ùå äàëåêà äî çàâåðøåííÿ. Â ìàòåìàòè÷íèõ ïà-
êåòàõ (Mathcad, Mathlab, Mathematica òà ií.) òåæ ¹ ôóíêöi¨ i ïðî-
ãðàìè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäíîñíî íåñêëàäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Ôóíêöi¨ Mathcal pdsolve òà numol çàáåçïå÷óþòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïà-
ðàáîëi÷íîãî i ãiïåðáîëi÷íîãî òèïiâ ïðè çàäàíèõ ãðàíè÷íèõ i ïî-
÷àòêîâèõ óìîâàõ.

Ôóíêöi¨ multigrid i relax çàáåçïå÷óþòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü
Ïóàññîíà â ïðÿìîêóòíié îáëàñòi. Áiëüø óíiâåðñàëüíîþ ¹ ôóíêöiÿ
relax. Çàñòîñóâàííÿ ôóíêöi¨ multigrid ïåðåäáà÷à¹ çàäàííÿ íóëüî-
âèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

4.8. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

4.1. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ïðè x → ∞ äëÿ ií-
òåãðàëiâ:

à)

∞∫
x

cos 2t2

t− 1
dt; á)

∞∫
x

e−t2dt;

â)

∞∫
x

(t2 + 1)−2e−t2dt; ã)

∞∫
x

e−t2
√
t2 + 1dt;
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ä)

∞∫
x

cos t2√
t2 + 1

dt; ¹)

∞∫
x

sin t2√
t2 + 1

dt.

Âêàçiâêà. Âèêîíàòè çàìiíó çìiííèõ t2 = ξ i çàñòîñóâàòè ôîð-
ìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, çíàéòè äåêiëüêà ÷ëåíiâ àñèìïòî-
òè÷íîãî ðÿäó.

4.2. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà, çíàéòè êîðåíi àë-
ãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ

à) x4 − 10x3 + 10x− 1 = 0;
á) 0.1x4 + x3 − 4x2 + x+ 6 = 0.
Âêàçiâêà. Â çàäà÷i à) íåìà¹ ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ öüîãî éîãî

ïîòðiáíî ââåñòè òàê, ùîá ïðè ε = 0 îäåðæàòè íåçáóðåíó çàäà÷ó,
ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ ëåãêî çíàéòè, à ïðè ε = ε0 � çáóðåíó çàäà÷ó, ÿêà
ñïiâïàäà¹ ç âèõiäíîþ.

4.3. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

d2x

dt2
+ ω2x− 2ε

dx

dt
, x(0, ε) = a,

dx

dt
(0, ε) = b

ó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó

xε(t) = x0(t) +
∞∑
n=1

εnxn(t),

äå ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð, à x0(t) � ðîçâ'ÿçîê íåçáóðåíî¨ çàäà÷i.
Äîñëiäèòè ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó ïðè ε → 0. Ïîÿñíiòü, ÷îìó

îäåðæàíèé ðÿä ïîãàíî íàáëèæà¹ ðîçâ'ÿçîê ïðè âåëèêèõ çíà÷åí-
íÿõ t.

Âêàçiâêà. Îáìåæèòèñÿ çíàõîäæåííÿì íåâiäîìèõ x1(t), x2(t).
4.4. Çà äîïîìîãîþ êëàñè÷íîãî ìåòîäó Ïóàíêàðå ïîáóäóâàòè

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó (2 ÷ëåíè)
à) ẍ+ 4x+ εx2ẋ = 0,
á) ẍ+ ω2x+ εx5 = 0.
4.5. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Ïóàíêàðå äëÿ çíàõîäæåííÿ ïåðiîäè÷-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ïîáóäóâàòè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

ẍ+ x+ εx2 + εẋ2 = 0.

4.6. Ìåòîäîì óñåðåäíåííÿ ïîáóäóâàòè ñèñòåìè äëÿ ïîâiëüíî
çìiííî¨ àìïëiòóäè òà øâèäêî¨ ôàçîâî¨ çìiííî¨:
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à) ẍ+ x = εx3;
á) ẍ+ x+ εx2 + εẋ2 = 0.
4.7. Ïîáóäóâàòè òðè ÷ëåíè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó

ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i:

d2x

dt2
+ εx3 = 0, 0 ≤ t ≤ 1, x(0) = 0, x(1) = 1.

Âêàçiâêà. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i øóêàòè ó âèãëÿäi

x(t) = z(t) + εy1(t) + ε2y2(t) + . . . ,

äå z(t) � ðîçâ'ÿçîê íåçáóðåíî¨ çàäà÷i.
4.8. Çíàéòè àñèìïòîòèêó ïðè ε → 0 ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâî¨ çà-

äà÷i

ε
dx

dt
= (t2 − x)(x2 − (t+ 1)2), x(0) = 1, 0 ≤ t ≤ 1.

Âèïèñàòè àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ ç òî÷íiñòþ O(ε2).
Âêàçiâêà. Ïîáóäóâàòè âíóòðiøíié òà çîâíiøíié àñèìïòîòè÷íi

ðÿäè, ÿê öå ïîêàçàíî â ï. 4.5.
4.9. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê òèïó áiæó÷î¨ õâèëi äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâ-

íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

à)
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
f(u)

∂u

∂x

)
;

á)
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
.

4.10. Çíàéòè àâòîìîäåëüíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

à)
∂2u

∂t2
= a2

∂

∂x

(
un
∂u

∂x

)
;

á)
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
f(u)

∂u

∂x

)
;

â)
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= aun.

Ëiòåðàòóðà: [6, 9, 12, 16, 35, 47, 64, 66, 78, 86, 93, 103].
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Îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ
ìåòîäiâ ïðèíöèïîâî íåîáìåæåíà, i âñi âèäè

ðóõó ìàòåði¨ ìîæóòü âèâ÷àòèñÿ ìàòåìàòè÷íî.
Êîëìîãîðîâ À.Ì.

×àñòèíà II. Ïðèêëàäè çàñòîñóâàíü ìàòåìà-

òè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ

Ðîçäië 5. Ïðîñòiøi ìîäåëi ðóõó òië

Ìîäåëþâàííÿ ìåõàíi÷íèõ ïðîöåñiâ ñêëàäà¹ êëàñè÷íó ãàëóçü çà-
ñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Ó öüîìó ðîçäiëi
ðîçãëÿíåìî õiä ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íà äåÿêèõ ïðè-
êëàäàõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.

5.1. Ðóõ òiëà ïiä äi¹þ ñèëè âàãè â ñåðåäîâèùi ç îïîðîì

Íåõàé òiëî ïåâíèõ ðîçìiðiâ ðóõà¹òüñÿ ïðÿìîëiíiéíî ïiä äi¹þ ñè-
ëè òÿæiííÿ. Ñèëà òÿæiííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ P = mg,
äå m � ìàñà òiëà, g � ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ íà ïîâåðõíi
Çåìëi. Ïðèñêîðåííÿ, ÿêîãî íàáóâàþòü òiëà ïðè âiëüíîìó ïàäiííi
ïîáëèçó ïîâåðõíi Çåìëi, íå çàëåæàòü âiä ¨õíüî¨ ìàñè. Â òåõíi÷íèõ
ðîçðàõóíêàõ ïîêëàäàþòü g = 9, 81 ì/ñ2. Íåõàé òiëî âiëüíî ïàäà¹
íà Çåìëþ ç äåÿêî¨ âèñîòè h i ïðè öüîìó íà íüîãî äi¹ ñèëà îïîðó ç
áîêó íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà (ðèñ. 5.1).

Ðèñ. 5.1. Ñõåìà ðóõó òiëà

Ñôîðìóëþ¹ìî ïðèïóùåííÿ òà ãiïîòåçè ïðî âëàñòèâîñòi é ïî-
âåäiíêó öüîãî îá'¹êòà.
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1. Òiëî ìà¹ ïðàâèëüíó ãåîìåòðè÷íó ôîðìó é â ïðîöåñi ðóõó
ìàñà é ôîðìà òiëà íå çìiíþ¹òüñÿ, íàïðèêëàä, òàêèì òiëîì ¹ êóëÿ.

2. Ðóõ òiëà âiäáóâà¹òüñÿ ïðÿìîëiíiéíî ïiä äi¹þ ñèëè âàãè òà
ñèëè îïîðó.

3. Ñèëà îïîðó ëiíiéíî çàëåæèòü âiä øâèäêîñòi ðóõó òiëà, òîáòî
F⃗ = −kv⃗.

4. Ãóñòèíà òiëà çíà÷íî áiëüøà çà ãóñòèíó íàâêîëèøíüîãî ñåðå-
äîâèùà (òîìó ìîæíà çíåõòóâàòè ñèëîþ Àðõiìåäà).

5. Âiäñóòí¹ îáåðòàííÿ òiëà.
6. Âàãà ñòàëà, òîìó ìîäåëü íå ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà îïèñ ïðî-

öåñiâ êîñìi÷íîãî ìàñøòàáó.
Çà ïåðåðàõîâàíèõ âèùå ïðèïóùåííü òiëî ìîæíà ââàæàòè ìà-

òåðiàëüíîþ òî÷êîþ, ðóõ ÿêî¨ îïèñó¹òüñÿ çàêîíàìè êëàñè÷íî¨ ìå-
õàíiêè.

Çàçíà÷èìî, ùî ðîçãëÿäóâàíà ìîäåëü íå îïèñóâàòèìå ðóõ òië
çi çìiííîþ ìàñîþ (íàïðèêëàä, êîëè ðå÷îâèíà çãîðà¹), òië çìiííî¨
ôîðìè (êðàïëÿ âîäè çìiíþ¹ ñâîþ ôîðìó), òië îáåðòàííÿ (îáåðòàí-
íÿ òiëà ïðè ðóñi â ñåðåäîâèùi ç îïîðîì ñòâîðþ¹ äîäàòêîâó ñèëó).
Äëÿ îïèñó ¨õ ðóõó íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè ñêëàäíiøi ìîäåëi.

Íà âåðòèêàëüíié îñi, âçäîâæ ÿêî¨ ðóõà¹òüñÿ òiëî, âèáåðåìî òî÷-
êó âiäëiêó é ïîëîæåííÿ òiëà âèçíà÷àòèìåìî êîîðäèíàòîþ x(t).

Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ ïîáóäîâà ìîäåëi, íà îñíîâi ÿêî¨ ìîæíà
áóëî á âèçíà÷èòè çàêîí çìiíè êîîðäèíàòè òiëà x(t) çàëåæíî âiä
÷àñó òà çàêîí çìiíè øâèäêîñòi òiëà v⃗(t).

Çà öèõ ïðèïóùåíü íà îñíîâi äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà ìà¹ìî
ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

m
dv

dt
= mg − kv,

dx

dt
= v (5.1.1)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè v = v0, x = 0 ïðè t = 0. Ïåðøå ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè (5.1.1) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ðóõó, à äðóãå � êiíåìàòè÷-
íèì ðiâíÿííÿì. Öÿ ìîäåëü ìà¹ ÷îòèðè ïàðàìåòðè, ùî óñêëàäíþ¹
¨¨ àíàëiç. Äëÿ ñïðîùåííÿ àíàëiçó ðåçóëüòàòiâ ìîäåëþâàííÿ íåîá-
õiäíî çâåñòè êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ äî ìiíiìóìó. Öå äîñÿãà¹òüñÿ
øëÿõîì çâåäåííÿ ìîäåëi äî áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ.
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Âèçíà÷èìî áåçðîçìiðíó øâèäêiñòü u ÿê âiäíîøåííÿ v(t) äî v0,

òîáòî u =
v

v0
, i ïåðåòâîðèìî ðiâíÿííÿ ðóõó (5.1.1) äî âèãëÿäó

v0
g

du

dt
= 1− kv0

mg
u.

Óâåäåìî áåçðîçìiðíèé ÷àñ τ = t/(v0/g), òîäi îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ
íàáóäå âèãëÿäó

du

dτ
= 1− kv0

mg
u.

Ïîçíà÷èâøè k = kv0/(mg), äå k � áåçðîçìiðíèé êîåôiöi¹íò îïîðó,
îäåðæèìî ðiâíÿííÿ ðóõó

du

dτ
= 1− ku.

Êiíåìàòè÷íå ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðèìî àíàëîãi÷íî:

1

v0

dx

dt
=

v

v0
, t = τ

v0
g
,

1

v0

1

v0/g

dx

dτ
=

v

v0
.

Íåõàé s =
g

v20
x, òîäi â ðåçóëüòàòi çàìiíè ïðèéäåìî äî ñèñòåìè

ðiâíÿíü
du

dτ
= 1− ku,

ds

dτ
= u (5.1.2)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè s(0) = 0, u(0) = 1.
Îòæå, çàäà÷à çâåäåíà äî áåçðîìiðíîãî âèãëÿäó é ìà¹ ëèøå

îäèí áåçðîçìiðíèé ïàðàìåòð k. Çäiéñíþâàòè àíàëiç òàêî¨ ìîäåëi
çíà÷íî ïðîñòiøå, íiæ âèõiäíî¨. Àíàëiç ìîäåëi â áåçðîçìiðíié ôîð-
ìi äà¹ iíôîðìàöiþ ïðî âëàñòèâîñòi âñiõ ðåàëüíèõ ñèñòåì, äëÿ ÿêèõ
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

k =
kv0
mg

= const.

Ðiçíi ðåàëüíi ñèñòåìè, ùî ìàþòü îäíàêîâå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
k, íàçèâàþòüñÿ ïîäiáíèìè. Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè v0 = 0,
ìîæíà îäåðæàòè ìîäåëü áåç ïàðàìåòðiâ. Òàêà ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ
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àâòîìîäåëüíîþ. Â öüîìó âèïàäêó âñi ðåàëüíi ñèñòåìè ïîäiáíi ìiæ
ñîáîþ.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (5.1.2) i âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè,
ìà¹ìî

u(τ) =
(
1− 1

k

)
e−kτ +

1

k
, s(t) =

(
1− 1

k

)1
k

(
e−kτ − 1

)
+

1

k
τ.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è çàìiíó çìiííèõ, îäåðæó¹ìî

v(t) = v0

[(
1− mg

kv0

)
e
− kv0

mg
gt
v0 +

mg

kv0

]
,

x(t) =
v20
g

mg

kv0

[(
1− mg

kv0

)(
e
− kv0

mg
gt
v0 − 1

)
+
gt

v0

]
,

àáî
v(t) = v0

[(
1− mg

kv0

)
e−

kt
m +

mg

kv0

]
,

x(t) =
v0m

k

[(
1− mg

kv0

)(
e−

kt
m − 1

)
+
gt

v0

]
.

Ôîðìóëà äëÿ x(t) âèðàæà¹ çàêîí ðóõó òiëà. Ç óìîâè x(t) = h
ìîæíà çíàéòè ÷àñ ïîëüîòó òiëà. Iç ôîðìóëè äëÿ v(t) îòðèìà¹ìî

ãðàíè÷íó øâèäêiñòü v∗ = lim
t→∞

v(t) =
mg

k
.

ßêùî ðîçãëÿíóòè ðóõ òiëà ïðÿìî ââåðõ iç ïîâåðõíi Çåìëi, à
ïîòiì âíèç, òî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çà íàÿâíîñòi îïîðó òiëî ïàäà¹
äîâøå, íiæ ïiäíiìà¹òüñÿ ââåðõ (äîâåñòè ñàìîñòiéíî).

Íüþòîí ó ñâî¨õ ïðàöÿõ ïîêàçàâ, ùî ñèëà îïîðó ïðè âåëèêèõ
øâèäêîñòÿõ ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó øâèäêîñòi, òîáòî F = kv2. Àëå
åìïiðè÷íi äîñëiäæåííÿ îïîðó ïîâiòðÿ ïîêàçóþòü, ùî ôàêòè÷íà
çàëåæíiñòü îïîðó ïîâiòðÿ âiä øâèäêîñòi ìîæå áóòè äîâîëi ñêëàä-
íîþ. Äëÿ áàãàòüîõ âèïàäêiâ ââàæàþòü, ùî F = kvp, äå 1 ≤ p ≤ 2.
Ïîêàçíèê p çàëåæèòü âiä âåëè÷èíè øâèäêîñòi (p = 1 äëÿ ìàëèõ
øâèäêîñòåé, p = 2 äëÿ âåëèêèõ øâèäêîñòåé, 1 < p < 2 äëÿ ïðî-
ìiæíèõ øâèäêîñòåé), ãåîìåòði¨ òiëà òà ãóñòèíè ñåðåäîâèùà. Öÿ
ôîðìóëà íå ¹ òî÷íèì çàêîíîì ôiçèêè, à ëèøå íàáëèæåíî îïè-
ñó¹ ôóíêöiþ F . Äëÿ ãåîìåòðè÷íî ïðîñòèõ òië âiäîìi àíàëiòè÷íi
âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòà k. Ó âèïàäêó ëiíiéíîãî îïîðó äëÿ êóëi ðà-
äióñîì r êîåôiöi¹íò k = k1 = 6πµr, äå µ � äèíàìi÷íà â'ÿçêiñòü
ñåðåäîâèùà.
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Ó ðàçi êâàäðàòè÷íîãî îïîðó êîåôiöi¹íò îïîðó ïðîïîðöiéíèé
ïëîùi ïîïåðå÷íîãî äî ïîòîêó ïåðåðiçó S, ãóñòèíi ñåðåäîâèùà ρ0

i çàëåæèòü âiä ôîðìè òiëà, òîáòî k = k2 =
1

2
cSρ0, äå c � êîå-

ôiöi¹íò ôîðìè (áåçðîçìiðíà âåëè÷èíà), ùî õàðàêòåðèçó¹ ëîáîâå
çiòêíåííÿ.

Çîêðåìà, êîåôiöi¹íòè ôîðìè äëÿ íàñòóïíèõ òië i ïîòîêiâ ìà-

þòü òàêi çíà÷åííÿ: ïiâêóëÿ → , c = 1, 33; → , c = 0, 55; êóëÿ
→ ⃝, c = 0, 44

5.2. Ðóõ òiëà, êèíóòîãî ïiä êóòîì äî ãîðèçîíòó

Íåõàé òiëî êèíóòå ïiä êóòîì α äî ãîðèçîíòó ç ïî÷àòêîâîþ øâèä-
êiñòþ v0. Ââàæàþ÷è òiëî ìàòåðiàëüíîþ òî÷êîþ, ðóõ ÿêî¨ îïèñó¹òü-
ñÿ çàêîíàìè êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè, ïîáóäó¹ìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü
éîãî ðóõó.

Âèçíà÷èìî îñi êîîðäèíàò, ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ. 5.2.

Ðèñ. 5.2. Ðóõ òiëà

Ââàæàòèìåìî, ùî íà òiëî ìàñîþm äi¹ ëèøå îäíà ñèëà òÿæiííÿ
P = mg, ñèëàìè îïîðó òà ñèëàìè iíøî¨ ïðèðîäè çíåõòó¹ìî. Äëÿ
ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi çàïèøåìî äðóãèé çàêîí Íüþòîíà
â ïðîåêöiÿõ íà îñi x òà y. Îäåðæèìî

m
d2x

dt2
= 0,

m
d2y

dt2
= −mg,

àáî 
d2x

dt2
= 0,

d2y

dt2
= −g.

(5.2.1)
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Äëÿ çàìèêàííÿ ìîäåëi (5.2.1) äîäàìî ïî÷àòêîâi óìîâè

x = 0, y = 0,
dx

dt
= v0 cosα,

dy

dt
= v0 sinα ïðè t = 0. (5.2.2)

Iíòåãðóþ÷è (5.2.1) i âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè (5.2.2), ìà¹ìî

x = (v0 cosα)t, y = (v0 sinα)t− g
t2

2
. (5.2.3)

Çâiäñè ç óìîâè y = 0 çíàõîäèìî ÷àñ ïîëüîòó t∗ =
2v0
g

sinα.

Ç ðiâíÿíü (5.2.3), âèêëþ÷àþ÷è ïàðàìåòð t, îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ
òðà¹êòîði¨ â ñèñòåìi êîîðäèíàò Oxy ó âèãëÿäi

y = x tgα− g

2v0 cos2 α
x2. (5.2.4)

Öå ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹ ïàðàáîëó ç ãiëêàìè, íàïðàâëåíèìè âíèç, ÿêà

ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (0, 0), (
v20 sin 2α

g
, 0).

Îòæå, âiäñòàíü ïîëüîòó ïî ãîðèçîíòàëi ñêëàäà¹
v20 sin 2α

g
i äî-

ñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðè α = α∗ = 45◦, ïðè-

÷îìó xmax =
v20
g
. Ìàêñèìàëüíà âèñîòà ïiäéîìó òiëà ñòàíîâèòü

ymax = v20
sin2 α

2g
i äîñÿãà¹òüñÿ ïðè x =

v20 sin 2α

2g
.

Ïîáóäó¹ìî òåïåð ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ç óðàõóâàííÿì ñèë îïî-
ðó. Ââàæà¹ìî, ùî ñèëà îïîðó F⃗ ëiíiéíî çàëåæèòü âiä øâèäêîñòi
òiëà v⃗, òîáòî F⃗ = −kv⃗ (öå ïðèïóùåííÿ ïðàâèëüíå ïðè íåâåëèêèõ
øâèäêîñòÿõ òiëà). Âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà k çäiéñíþ¹òüñÿ ìåòî-
äàìè iäåíòèôiêàöi¨.

Ðîçêëàäåìî øâèäêiñòü v⃗ íà âåðòèêàëüíó
dy

dt
i ãîðèçîíòàëüíó

dx

dt
ñêëàäîâi òà çàïèøåìî äðóãèé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöiÿõ íà

îñi. Òîäi 
m
d2x

dt2
= −kdx

dt
,

m
d2y

dt2
= −mg − k

dy

dt
.

(5.2.5)
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Ñèñòåìà ðiâíÿíü (5.2.5) ðàçîì ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (5.2.2)
i ¹ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ðóõó òiëà ïî áàëiñòè÷íié òðà¹êòîði¨ â
ñåðåäîâèùi ç îïîðîì.

ßê áà÷èìî, ñèñòåìà (5.2.5) ìiñòèòü äâà íåçàëåæíi ðiâíÿííÿ,
ÿêi ìîæóòü áóòè ïðîiíòåãðîâàíi îêðåìî. Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó,
çíàõîäèìî

x =
mv0 cosα

k
(1−e−

k
m
t), y =

m

k2

(
kv0 sinα+mg(1−e−

k
m
t)−mg

k
t
)
.

Çíà÷íî áiëüøèé iíòåðåñ âèêëèêàþòü ìîäåëi, ÿêi îäåðæóþòü-
ñÿ â ïðèïóùåííi, ùî âåëè÷èíà ñèëè îïîðó ïðîïîðöiéíà êâàäðà-
òó øâèäêîñòi, à íàïðÿì ñèëè ïðîòèëåæíèé íàïðÿìó øâèäêîñòi.
Öåé ôàêò ñïðàâåäëèâèé äëÿ ïîëüîòó òië ç ïî÷àòêîâîþ øâèäêiñòþ,
ìåíøîþ çà øâèäêiñòü çâóêó (v0≤300ì/ñ), íàïðèêëàä, ïðè ñòðiëüái
çi ñòàðèííèõ ãàðìàò ÿäðàìè êóëåïîäiáíî¨ ôîðìè. Ñèìåòðiÿ ÿäðà
äîçâîëÿ¹ ââàæàòè éîãî ìàòåðiàëüíîþ òî÷êîþ.

×åðåç òå ùî äàëüíiñòü i âèñîòà ïîëüîòó ÿäðà íåâåëèêi, òî êðè-
âèçíîþ ïîâåðõíi Çåìëi ìîæíà çíåõòóâàòè i ââàæàòè ïîâåðõíþ
Çåìëi ïëîùèíîþ, à ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ g ïîñòiéíèì.
Îñêiëüêè |F⃗ | = Cv2, òîáòî F⃗ = C|v⃗|v⃗, òî âåêòîðíå ðiâíÿííÿ Íüþ-
òîíà ìà¹ âèãëÿä

ma⃗ = mg⃗ − c|v⃗|v⃗.

Çàïèñóþ÷è ðiâíÿííÿ Íüþòîíà â ïðîåêöiÿõ íà îñi, îäåðæó¹ìî
ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó{

mẍ = −c
√
ẋ2 + ẏ2ẋ,

mÿ = −c
√
ẋ2 + ẏ2ẏ −mg

(5.2.6)

ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ (5.2.2).
Àíàëiç ñèñòåìè (5.2.6) ïîêàçó¹, íàñêiëüêè ñèëüíî ¨¨ óñêëàäíþ¹

óðàõóâàííÿ íåëiíiéíèõ ñèë îïîðó ïîâiòðÿ. À ìè ââåëè â ìîäåëü
ëèøå îäíå óñêëàäíåííÿ. Òàêà ñèñòåìà íå äîïóñêà¹ ðîçâ'ÿçêiâ ó
âèãëÿäi ïðîñòèõ àíàëiòè÷íèõ ôîðìóë i ¨¨ íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçóâàòè
âæå ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè, òîáòî äëÿ äîñëiäæåííÿ ïðîöåñó äîâî-
äèòüñÿ ñòâîðþâàòè êîìï'þòåðíó ìîäåëü, ÿêà âêëþ÷à¹ â ñåáå âi-
äîìó òðiàäó �ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü � ÷èñëîâi ìåòîäè � ïðîãðàì-
íà ðåàëiçàöiÿ�. Îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè íàä ìàòåìàòè÷íîþ
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ìîäåëëþ äîçâîëÿþòü iìiòóâàòè ðåàëüíèé îá'¹êò i çðîçóìiòè éîãî
ïîâåäiíêó.

Ðîçãëÿíåìî ùå çàäà÷ó áàëiñòèêè äëÿ ñó÷àñíî¨ íàðiçíî¨ äàëå-
êîáiéíî¨ ãàðìàòè. Äàëüíiñòü ñòðiëüáè äëÿ íå¨ ñêëàäà¹ äåñÿòêè êi-
ëîìåòðiâ, à øâèäêiñòü ïîëüîòó ñíàðÿäó çíà÷íî ïåðåâèùó¹ øâèä-
êiñòü çâóêó (íàïðèêëàä, ñòàíîâèòü 870 ì/ñ). Ïðè òàêèõ øâèäêî-
ñòÿõ ðiçêî çðîñòà¹ îïið ïîâiòðÿ, à íàâêîëî ñíàðÿäà óòâîðþ¹òüñÿ
õâèëÿ ñèëüíîãî ñòèñíåííÿ, ÿêà ðîçõîäèòüñÿ âiä íüîãî ó âèãëÿäi
êîíóñà. Íà óòâîðåííÿ öi¹¨ õâèëi ïîñòiéíî âèòðà÷à¹òüñÿ êiíåòè÷íà
åíåðãiÿ ñíàðÿäà.

Ìîäóëü ñèëè îïîðó, ÿê i ðàíiøå, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
|F⃗ | = Cv2, àëå êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi óæå íå êîíñòàíòà, à
ôóíêöiÿ Ñ (v), ÿêà ðiçêî çðîñòà¹ çi çðîñòàííÿì øâèäêîñòi v.

Äëÿ çìåíøåííÿ ëîáîâîãî îïîðó ñíàðÿäó íàäàþòü ôîðìó âè-
òÿãíóòîãî òiëà îáåðòàííÿ iç çàãîñòðåíèì ïåðåäíiì êiíöåì, à äëÿ
ñòàáiëiçàöi¨ ïîëüîòó ñíàðÿäó íàäàþòü îáåðòîâîãî ðóõó. Òîìó òà-
êèé ñíàðÿä óæå íå ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìàòåðiàëüíó òî÷êó. Éîãî
íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè ÿê òâåðäå òiëî ç øiñòüìà ñòåïåíÿìè âiëüíî-
ñòi.

Âåëèêà äàëüíiñòü ïîëüîòó íå äîçâîëÿ¹ çíåõòóâàòè êðèâèçíîþ
ïîâåðõíi Çåìëi, à ÷åðåç âåëèêèé ïåðåïàä âèñîò ïðèñêîðåííÿ âiëü-
íîãî ïàäiííÿ g óæå íå ¹ êîíñòàíòîþ. Êðiì öüîãî, â òàêié ìîäåëi
ïîòðiáíî âðàõóâàòè i åôåêò îáåðòàííÿ Çåìëi, òîáòî òîé ôàêò, ùî
òðà¹êòîðiÿ öåíòðà ìàñ ñíàðÿäà âæå íå áóäå ïëîñêîþ êðèâîþ. Äëÿ
îïèñó òàêîãî ðóõó âæå íå äîñòàòíüî äâîõ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò,
à ïîòðiáíî ââåñòè ñôåðè÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Óðàõóâàííÿ âñiõ ïåðåðàõîâàíèõ ôàêòiâ ïðèâîäèòü äî çíà÷íîãî
óñêëàäíåííÿ ìîäåëi ðóõó ïî áàëiñòè÷íié êðèâié. Ñèñòåìà äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ãðîìiçäêà i ñêëàäíà. Êðiì öüîãî, â ðiâíÿííÿ
âõîäèòèìóòü âåëè÷èíè, ÿêi ìàéæå íiêîëè òî÷íî íå âiäîìi, íàïðè-
êëàä ðîçïîäië ùiëüíîñòi ïîâiòðÿ íà ðiçíèõ âèñîòàõ. Äî òîãî æ íå
ìîæíà âèãîòîâèòè ñíàðÿäè àáñîëþòíî îäíàêîâèìè. Âîíè íåáàãàòî
âiäðiçíÿþòüñÿ çà ìàñîþ, çà ôîðìîþ, çà êiëüêiñòþ ïîðîõîâîãî çà-
ðÿäó, à îòæå, é çà ïî÷àòêîâîþ øâèäêiñòþ. Âñi öi òà áàãàòî iíøèõ
íåêîíòðîëüîâàíèõ ôàêòîðiâ ïðèâîäÿòü äî òîãî, ùî äâà ñíàðÿäè,
ÿêi âèïóùåíi ç îäíi¹¨ ãàðìàòè áóöiìòî ïðè îäíàêîâèõ óìîâàõ, íiêî-
ëè íå ïîïàäóòü â îäíó òî÷êó. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîëiò ñíàðÿäà íîñèòü

286



éìîâiðíiñíèé õàðàêòåð. Òîìó íåäîñòàòíÿ âèçíà÷åíiñòü ðåçóëüòàòó,
à òàêîæ ñêëàäíiñòü ìîäåëi ðîáèòü íå òiëüêè íåìîæëèâèì, àëå é
áåççìiñòîâíèì ¨¨ âèêîðèñòàííÿ ïiä ÷àñ âåäåííÿ áîþ.

Àðòèëåðèñòè ïðè âèñòðiëàõ êîðèñòóþòüñÿ çàçäàëåãiäü ñêëàäå-
íèìè òàáëèöÿìè äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî òèïó ãàðìàò i ñíàðÿäiâ
à òàêîæ ïðàêòèêó ïðèñòðiëêè, òîáòî åìïiðè÷íèìè ìîäåëÿìè.

5.3. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ðóõó ïëàíåò ó Ñîíÿ÷íié
ñèñòåìi. Çàäà÷à äâîõ òië

Â 1687 ð. âèéøëè â ñâiò âiäîìi �Ìàòåìàòè÷íi íà÷àëà íàòóðàëüíî¨
ôiëîñîôi¨� Íüþòîíà, â ÿêèõ, íà îñíîâi äðóãîãî çàêîíó äèíàìiêè,
âií ïîáóäóâàâ ìåõàíiêó ñèñòåìè òië i äàâ äèíàìi÷íå îá ðóíòóâàííÿ
òåîði¨ ðóõó ïëàíåò.

Ðóõ ïëàíåò âiäáóâà¹òüñÿ çà çàêîíîì âñåñâiòíüîãî òÿæiííÿ, çà
ÿêèì áóäü-ÿêi äâà òiëà, ùî çíàõîäÿòüñÿ íà âiäñòàíi r ìiæ ñîáîþ
òà ìàþòü ìàñè m i M , ïðèòÿãóþòüñÿ ç ñèëîþ, âåëè÷èíà ÿêî¨

F = γ
mM

r2
,

äå γ � ãðàâiòàöiéíà ñòàëà (γ = 6, 6738 · 10−11 ì3

êã · ñ2
).

Ãåíié Íüþòîíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âií çðîçóìiâ, ùî îäíà é òà
ñàìà ñèëà (âñåñâiòíüîãî òÿæiííÿ) çìóøó¹ ïàäàòè êàìiíü íà Çåìëþ
é óòðèìóâàòè ïëàíåòè íà îðáiòàõ. Öiêàâî, ùî öå âiäêðèòòÿ âií
çðîáèâ ó 25-ði÷íîìó âiöi.

Çàêîí âñåñâiòíüîãî òÿæiííÿ òà çàêîíè Íüþòîíà ñêëàäàþòü
òåîðåòè÷íèé ôóíäàìåíò, íà ÿêîìó ïîáóäîâàíà íåáåñíà äèíàìiêà
òà äèíàìiêà êîñìi÷íîãî ïîëüîòó. Öi çàêîíè äîçâîëèëè íà ¹äèíèõ
ïðèíöèïàõ îïèñàòè ðóõ ïëàíåò, îäåðæàòè, ÿê íàñëiäîê, çàêîíè
Êåïëåðà (1571�1630, íiìåöüêèé ìàòåìàòèê, àñòðîíîì) i ïåðåäáà-
÷èòè íîâi ôàêòè, çîêðåìà, iñíóâàííÿ íåâiäîìèõ ïëàíåò � Óðàíà òà
Íåïòóíà.

Íåõàé ïëàíåòà ìàñîþ m ðóõà¹òüñÿ íàâêîëî Ñîíöÿ, ìàñà ÿêîãî
M (M = 1, 9891·1030 êã). Íåîáõiäíî îïèñàòè ðóõ öi¹¨ ïëàíåòè. Iãíî-
ðóþ÷è âçà¹ìíèì ïðèòÿãàííÿì iíøèõ ïëàíåò, ïðèéäåìî äî çàäà÷i
ïðî ðóõ äâîõ òië. Êðiì öüîãî, íå áóäåìî âðàõîâóâàòè òàêi ôàê-
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òîðè, ÿê îïið ìiæïëàíåòíîãî ñåðåäîâèùà, íåñôåðè÷íiñòü ïëàíåò,
çìiíó ç ÷àñîì ¨õ ìàñ òà iíøi.

Çàäàìî äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, ó ÿêié îïèñóâàòèìåìî
ðóõ. Íåõàé Ñîíöå çíàõîäèòüñÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàòíî¨ ñèñòåìè
Oxy. Âiñü x ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ ïëàíåòè ïðè
t = 0, à âiñü y ðîçìiùåíà â ïëîùèíi îáåðòàííÿ ïëàíåòè íàâêîëî
Ñîíöÿ (ðèñ. 5.3).

Ââàæàòèìåìî, ùî ïëàíåòà â ìîìåíò ÷àñó t çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi
E(x, y) (ðèñ. 5.3).

Ðèñ. 5.3. Ðóõ ïëàíåòè íàâêîëî Ñîíöÿ

Ñèëó ïðèòÿãóâàííÿ Ñîíöÿ F⃗ , ùî äi¹ íà ïëàíåòó, ðîçêëàäåìî
íà äâi ñêëàäîâi: ïàðàëåëüíó äî îñi x i ïàðàëåëüíó äî îñi y, ÿêi
âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü F cosφ, F sinφ.

Çàïèñóþ÷è äðóãèé çàêîí äèíàìiêè â ïðîåêöiÿõ íà îñi, îäåð-
æó¹ìî ðiâíÿííÿ

mẍ = −F cosφ = −γmM
r2

cosφ, (5.3.1)

mÿ = −F sinφ = −γmM
r2

sinφ. (5.3.2)

Äëÿ çàìèêàííÿ ìîäåëi çàäàìî ïî÷àòêîâi óìîâè

x = a, y = 0, ẋ = 0, ẏ = v0, ïðè t = 0. (5.3.3)

Ñèñòåìó (5.3.1), (5.3.2) çðó÷íî äîñëiäæóâàòè â ïîëÿðíié ñè-
ñòåìi êîîðäèíàò r, φ. Iç ôîðìóë, ùî âèçíà÷àþòü çâ'ÿçêè ìiæ ïî-
ëÿðíèìè i äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè (x = r cosφ, y = r sinφ),
çíàõîäèìî

ẍ = r̈ cosφ− 2(ṙ sinφ)φ̇− (r sinφ)φ̈− (r cosφ)φ̇2,
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ÿ = r̈ sinφ+ 2(ṙ cosφ)φ̇+ (r cosφ)φ̈− (r sinφ)φ̇2,

àáî
ẍ = (r̈ − rφ̇2) cosφ− (2ṙφ̇+ rφ̈) sinφ,

ÿ = (r̈ − rφ̇2) sinφ+ (2ṙφ̇+ rφ̈) cosφ. (5.3.4)

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è (5.3.4), ðiâíÿííÿ (5.3.1) òà (5.3.2) ìîæíà
ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

(r̈ − rφ̇2) cosφ− (2ṙφ̇+ rφ̈) sinφ = −k cosφ
r2

, (5.3.5)

(r̈ − rφ̇2) sinφ+ (2ṙφ̇+ rφ̈) cosφ = −k sinφ
r2

, (5.3.6)

äå k = γM .
Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (5.3.5) íà cosφ, à ðiâ-

íÿííÿ (5.3.6) � íà sinφ i äîäàìî îäåðæàíi ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî
ñïiââiäíîøåííÿ

r̈ − rφ̇2 = − k

r2
. (5.3.7)

ßêùî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (5.3.5) ïîìíîæèòè íà sinφ, à ðiâ-
íÿííÿ (5.3.6) � íà cosφ i âiäíÿòè, òî îäåðæèìî ñïiââiäíîøåííÿ

2ṙφ̇+ rφ̈ = 0. (5.3.8)

Ïî÷àòêîâi óìîâè (5.3.3) â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ íàáóâàþòü
âèãëÿäó

r = a, φ = 0, ṙ = 0, φ̇ =
v0
a
ïðè t = 0. (5.3.9)

Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ïðîâîäèòèìåìî äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü
(5.3.7), (5.3.8) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (5.3.9). Öå i ¹ ðiâíÿííÿ ðóõó
ïëàíåòè íàâêîëî Ñîíöÿ àáî êîñìi÷íîãî êîðàáëÿ íàâêîëî ïëàíåòè.

Ðiâíÿííÿ (5.3.8) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

d

dt
(r2φ̇) = 0,

iíòåãðóþ÷è ÿêå, îäåðæó¹ìî

r2φ̇ = C1, C1 = const. (5.3.10)
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Äàìî iíòåðïðåòàöiþ ñïiââiäíîøåííÿ (5.3.10). Ïðèïóñòèìî, ùî
òiëî ðóõà¹òüñÿ ç òî÷êè A â òî÷êó B ïî êðèâié r = r(φ) (ðèñ. 5.4).
Íåõàé S � ïëîùà ñåêòîðà, ùî îáìåæåíèé âiäðiçêàìè OA, OB òà
äóãîþ ÂB. Òîäi

S =
1

2

φ∫
0

r2(φ)dφ,
dS

dt
=
dS

dφ

dφ

dt
=

1

2
r2
dφ

dt
.

Âåëè÷èíó
dS

dt
ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê øâèäêiñòü çìiíè ïëîùi, ÿêó

�çàìiòà¹� ðàäióñ-âåêòîð r(φ).

Ðèñ. 5.4. Ïëîùà, ÿêó îïèñó¹ ðàäióñ-âåêòîð

Îñêiëüêè, çãiäíî iç ôîðìóëîþ (5.3.10), âåëè÷èíà r2φ̇ ñòàëà,

òîáòî
dS

dt
òåæ ñòàëà, òî ðàäióñ-âåêòîð çà îäíàêîâi ïðîìiæêè ÷àñó

îïèñó¹ ðiâíi ïëîùi. Öå i ¹ çàêîí ïëîù � îäèí iç çàêîíiâ Êåïëåðà.
Ïîâíiñòþ öåé çàêîí ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê: êîæíà ç ïëàíåò ðóõà¹òü-
ñÿ ïî ïëîñêié êðèâié âiäíîñíî Ñîíöÿ òàê, ùî ðàäióñ-âåêòîð, ùî
ç'¹äíó¹ Ñîíöå i ïëàíåòó, �çàìiòà¹� ðiâíi ïëîùi çà îäíàêîâi ïðî-
ìiæêè ÷àñó.

Îäåðæèìî äðóãèé çàêîí Êåïëåðà, ùî îïèñó¹ òðà¹êòîðiþ ðóõó
ïëàíåòè. Ç ðiâíÿííÿ (5.3.10) ïðè t = 0 ìà¹ìî C1 = av0, òîìó
r2φ̇ = av0, àáî

φ̇ =
av0
r2
. (5.3.11)

Ç óðàõóâàííÿì (5.3.11) ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (5.3.7) ó âèãëÿäi

r̈ =
a2v20
r3

− k

r2
.
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Äëÿ iíòåãðóâàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ïîçíà÷èìî ṙ = p, òîäi

d2r

dt2
=

d

dt

(dr
dt

)
=
dp

dt
=
dp

dr
· dr
dt

= p
dp

dr

i ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

p
dp

dr
=
a2v20
r3

− k

r2
.

Âiäîêðåìëþþ÷è çìiííi, ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ îòðèìó¹ìî

p2

2
=
k

r
− a2v20

2r2
+ C2, (5.3.12)

äå C2 � äîâiëüíà ñòàëà.
Îñêiëüêè ïðè t = 0 ìà¹ìî p = ṙ = 0, r = a, òî ç (5.3.12)

çíàõîäèìî

C2 =
v20
2

− k

a

i ðiâíÿííÿ (5.3.12) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ṙ2

2
=
k

r
− a2v20

2r2
+
v20
2

− k

a
,

àáî, ðîçãëÿäàþ÷è ëèøå äîäàòíèé êâàäðàòíèé êîðiíü,

ṙ =

√(
v20 −

2k

a

)
+

2k

r
− a2v20

r2
. (5.3.13)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (5.3.13), ìîæíà äiñòàòè
ÿâíó çàëåæíiñòü r = r(t), ùî îïèñó¹ ðîçòàøóâàííÿ ïëàíåòè âiä-
íîñíî Ñîíöÿ â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó t. Àëå íàñ öiêàâèòü òðà¹ê-
òîðiÿ ïëàíåòè ïðè ¨¨ ðóñi íàâêîëî Ñîíöÿ, à äëÿ öüîãî ïîòðiáíî
ìàòè ðiâíÿííÿ, ÿêå ìiñòèòü r i φ.

Äëÿ öüîãî âèêëþ÷èìî ÷àñ t iç ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü (5.3.11), (5.3.13). Ïîäiëèâøè ïî÷ëåííî (5.3.13) íà (5.3.11),
îäåðæèìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

dr

dφ
= r
√
αr2 + 2βr − 1, (5.3.14)
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äå α =
1

a2
− 2k

a3v20
, β =

k

a2v20
.

Âiäîêðåìëþþ÷è çìiííi â ðiâíÿííi (5.3.14), ìà¹ìî

dr

r
√
αr2 + 2βr − 1

= dφ.

Iíòåãðóþ÷è öå ñïiââiäíîøåííÿ, äiñòàíåìî∫
dr

r
√
αr2 + 2βr − 1

= φ+ C3.

Çðîáèâøè ó öüîìó iíòåãðàëi çàìiíó çìiííèõ r =
1

y
(dr = − 1

y2
dy),

îäåðæèìî

−
∫

dy√
α+ 2βy − y2

= φ+ C3,

àáî

−
∫

d(y − β)√
α+ β2 − (y − β)2

= φ+ C3. (5.3.15)

Çàçíà÷èìî, ùî α+ β2 =
1

a2
− 2k

a3v20
+
( k

a2v20

)2
=
(1
a
− k

a2v20

)2
≥ 0.

Ó îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè α+ β2 = 0, ìàòèìåìî

−
∫

dy√
−(y − β)2

= φ+ C3,

ùî ìîæëèâî ïðè y = β, àáî ïðè r =
a2v20
k

, òîáòî òðà¹êòîðiÿ ïëà-

íåòè � êîëî ðàäióñîì
a2v20
k

.

Çà óìîâè α+ β2 > 0 ç (5.3.15) çíàõîäèìî

arccos
y − β√
α+ β2

= φ+ C3,

àáî
y = β +

√
α+ β2 cos(φ+ C3).

292



Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

r =
1

β +
√
α+ β2 cos(φ+ C3)

=
1

β
(
1 + e cos(φ+ C3)

) ,
äå e =

√
α+ β2

β
, à âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ äëÿ α òà β, ìà¹ìî

r(φ) =

a2v20
k

1 + e cos(φ+ C3)
, e =

av20
k

− 1.

Âèçíà÷èìî òåïåð êîíñòàíòó C3. Îñêiëüêè ïðè t = 0, φ = 0, r = a,
òî ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî

1 + e cosC3 =
av20
k

= e+ 1,

çâiäêè cosC3 = 1 ⇒ C3 = 0.
Îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî

r =
a2v20/k

1 + e cosφ
. (5.3.16)

Ç àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ âiäîìî, ùî (5.3.16) � öå ðiâíÿííÿ â
ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ êîíi÷íîãî ïåðåòèíó ç åêñöåíòðèñèòåòîì e.
Ïðè öüîìó ìîæëèâi òàêi ÷îòèðè âèïàäêè:

1) åëiïñ, ÿêùî 0 < e < 1, àáî
k

a
< v20 <

2k

a
;

2) ãiïåðáîëà, ÿêùî e > 1, àáî v20 >
2k

a
;

3) ïàðàáîëà, ÿêùî e = 1, àáî v20 =
2k

a
;

4) êîëî, ÿêùî e = 0, àáî v20 =
k

a
.

Ç àñòðîíîìi÷íèõ ñïîñòåðåæåíü âiäîìî, ùî äëÿ ïëàíåò Ñîíÿ÷-

íî¨ ñèñòåìè v20 <
2k

a
. Îòæå, ìà¹ìî ùå îäèí çàêîí Êåïëåðà: òðà¹ê-

òîði¨ ïëàíåò � öå åëiïñè, â îäíîìó iç ôîêóñiâ ÿêîãî çíàõîäèòüñÿ
Ñîíöå.

Çàçíà÷èìî, ùî Êåïëåð âiäêðèâ ñâî¨ çàêîíè áåç âèêîðèñòàííÿ
çàêîíiâ Íüþòîíà (âîíè òîäi ùå íå áóëè âiäêðèòi), áåç óÿâëåííÿ ïðî
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ñèëè òÿæiííÿ. Âñå, ùî áóëî â éîãî ðîçïîðÿäæåííi, � öå ùîäåííèêè
ðóõó íåáåñíèõ òië, ÿêi âïðîäîâæ áàãàòüîõ ðîêiâ âiâ éîãî ó÷èòåëü
Òèõî Áðàãå i ïðîäîâæóâàâ âåñòè ñàì Êåïëåð. Öi äâà çàêîíè áóëè
ñôîðìóëüîâàíi Êåïëåðîì ó 1609 ð. ó êíèçi �Íîâà àñòðîíîìiÿ�.

Çàçíà÷èìî, ùî îðáiòè Ìiñÿöÿ òà øòó÷íèõ ñóïóòíèêiâ Çåìëi ¹
åëiïñàìè, äëÿ ÿêèõ åêñöåíòðèñèòåò áëèçüêèé äî íóëÿ, òîáòî òðà¹ê-
òîði¨ áëèçüêi äî êîëà. Êîìåòà Ãàëëåÿ ìà¹ îðáiòó �âèäîâæåíîãî�
åëiïñà, äëÿ ÿêîãî åêñöåíòðèñèòåò áëèçüêèé äî îäèíèöi. Öÿ ïëàíå-
òà ç'ÿâëÿ¹òüñÿ â çîíi âèäèìîñòi Çåìëi ïðèáëèçíî ÷åðåç 76 ðîêiâ.

Óìîâà e ≥ 1 äëÿ ïëàíåò ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè íå âèêîíó¹òüñÿ, îä-
íàê âîíà öiêàâà äëÿ ðóõó êîñìi÷íèõ òië. Çîêðåìà, ïî òàêèõ îð-
áiòàõ ðóõàþòüñÿ êîìåòè, ùî ïðèëiòàþòü ó Ñîíÿ÷íó ñèñòåìó ïîçà
¨¨ ìåæ. Íåáåñíi òiëà, ùî ðóõàþòüñÿ ïî ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷-
íèõ òðà¹êòîðiÿõ, ìîæåìî ñïîñòåðiãàòè ëèøå îäèí ðàç.

Çàóâàæèìî, øî óìîâè, âèïèñàíi â 1), 2), 3), 4), äàþòü ìîæ-
ëèâiñòü âèçíà÷èòè øâèäêiñòü êîñìi÷íîãî êîðàáëÿ, ùîá âií ìiã ðó-
õàòèñÿ ïî âiäïîâiäíié òðà¹êòîði¨. Íàïðèêëàä, äëÿ îðáiòè, ùî ¹
êîëîì, ìà¹ìî

v20 =
k

a
=
γmÇ

r0
, (5.3.17)

äå mÇ � ìàñà Çåìëi; r0 � âiäñòàíü êîðàáëÿ âiä öåíòðó Çåìëi; γ �
ãðàâiòàöiéíà ñòàëà.

ßêùî r0 −RÇ << RÇ, äå RÇ � ðàäióñ Çåìëi, òî âåëè÷èíó ñèëè
ïðèòÿãàííÿ F äâîõ òië ìàñîþ mÇ òà mk ìîæíà ïðèðiâíÿòè äî
âåëè÷èíè ñèëè òÿæiííÿ P = mkg, äå mk � ìàñà êîðàáëÿ.

Îñêiëüêè, çãiäíî iç çàêîíîì âñåñâiòíüîãî òÿæiííÿ, âåëè÷èíà
ñèëè âçà¹ìîäi¨ äâîõ òië ìàñàìè mÇ i mk

F = γ
mÇmk

r20
,

òî ìà¹ìî, ùî

γ
mÇmk

r20
= mkg, àáî

γmÇ

r20
= g.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.3.17), îäåðæó¹ìî, ùî v20 =
gr0.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî r0 ≈ RÇ = 6377 êì, òî ìà¹ìî øâèäêiñòü
vk = 7, 9 êì/ñ, ùî çàáåçïå÷èòü êîðàáëþ ðóõ ïî êîëîâié îðáiòi.
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Êîðàáåëü, ùî ðóõà¹òüñÿ ç òàêîþ øâèäêiñòþ ïî êîëîâié îðáiòi, íå
çìîæå âïàñòè íà Çåìëþ. Óìîâà 3) âèçíà÷à¹ ïàðàáîëi÷íó øâèä-
êiñòü vï =

√
2gr0 ≈ 11, 18 êì/ñ. Óìîâà 1) àáî

√
gr0 < vå <

√
2gr0

âèçíà÷à¹ åëiïòè÷íó øâèäêiñòü, à óìîâà 2) àáî vã >
√
2gr0 � ãiïåð-

áîëi÷íó øâèäêiñòü.

5.4. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìàÿòíèêà

Íåõàé íà íåðóõîìîìó øàðíiði O íà íåâàãîìié íåðîçòÿæíié íèò-
öi äîâæèíîþ l ïiäâiøåíî òiëî ìàñîþ m, ÿêå ïiä äi¹þ ñèëè òÿ-
æiííÿ áóäå ðóõàòèñÿ ïî êîëó, ùî ðîçìiùåíå ó âåðòèêàëüíié ïëî-
ùèíi. Òàêà ìåõàíi÷íà ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íèì ìàÿò-
íèêîì (ðèñ. 5.5).

Ðèñ. 5.5. Ðóõ ìàÿòíèêà

Äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ìàÿòíèêà ïðèïóñòèìî, ùî:
•øàðíið iäåàëüíî ãëàäêèé, òîáòî â íüîìó íå âiäáóâà¹òüñÿ âòðà-

òè åíåðãi¨ íà òåðòÿ (íåðóõîìiñòü øàðíiðà îçíà÷à¹, ùî âiä íüîãî
åíåðãiÿ â ñèñòåìó íå íàäõîäèòü);

• íèòêà íåâàãîìà é àáñîëþòíî æîðñòêà, òîáòî ¨¨ êiíåòè÷íà òà
ïîòåíöiàëüíà åíåðãi¨ äîðiâíþþòü íóëþ;

• òiëî ìàñîþ m ìà¹ çíà÷íî ìåíøi ðîçìiðè â ïîðiâíÿííi ç äîâ-
æèíîþ íèòêè, òîáòî öå òiëî ìîæíà ïðèéíÿòè çà ìàòåðiàëüíó òî÷-
êó, íà ÿêó äiþòü äâi ñèëè: F⃗ � ñèëà âàãè òà ñèëà ðåàêöi¨ íèòêè
N⃗ ;

• îïið ïîâiòðÿ âiäñóòíié;
• êîëèâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ ó ôiêñîâàíié âåðòèêàëüíié ïëîùèíi.
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Öi ïðèïóùåííÿ îçíà÷àþòü, ùî ïîëîæåííÿ ìàÿòíèêà ïîâíiñòþ
âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå îäíi¹þ êîîðäèíàòîþ, à ñàìå êóòîì φ âiäõè-
ëåííÿ íèòêè âiä âåðòèêàëi. ßêùî ìàÿòíèê âiäõèëèòè íà êóò φ,
à ïîòiì âiäïóñòèòè, òî, çãiäíî iç çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðãi¨,
Eê + Eï = const (îñêiëüêè åíåðãiÿ íi íà ùî íå âèòðà÷à¹òüñÿ).

Ç öi¹¨ óìîâè, âðàõîâóþ÷è, ùî Eê =
mv2

2
, Eï = mgh, îäåðæó¹ìî

mv2

2
+mgh =

mv2

2
+mg(l − l cosφ) = const.

Ëiíiéíà øâèäêiñòü v iç êóòîâîþ
dφ

dt
ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

v = l
dφ

dt
, òîìó

m

2
l2
(dφ
dt

)2
+mgl(1− cosφ) = const,

àáî, äèôåðåíöiþþ÷è öå ñïiââiäíîøåííÿ çà t i ñêîðî÷óþ÷è íà

ml
dφ

dt
, ïðèéäåìî äî ðiâíÿííÿ

l
d2φ

dt2
+ g sinφ = 0. (5.4.1)

Öå ðiâíÿííÿ i ¹ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà.
Óâiâøè ïîçíà÷åííÿ

ω2
0 =

g

l
,

(5.4.1) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

d2φ

dt2
+ ω2

0 sinφ = 0. (5.4.2)

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (5.4.2) ìîæíà îäåðæàòè ùå íà îñíî-
âi âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà i íà îñíîâi äðóãîãî çàêîíó
Íüþòîíà, ÿêùî éîãî çàïèñàòè â ïðîåêöiÿõ íà äîòè÷íó äî òðà¹ê-
òîði¨ ðóõó.

Ðiâíÿííÿ (5.4.2) íåëiíiéíå é íå ìîæå áóòè ïðîiíòåãðîâàíå â
åëåìåíòàðíèõ ôóíêöiÿõ. Îäíàê âàæëèâi ðèñè ïîâåäiíêè ñèñòå-
ìè �ñòåðæåíü�òiëî� ìîæóòü áóòè äîñëiäæåíi ÿêiñíèìè ìåòîäàìè.
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Î÷åâèäíî, ùî ÷àñòèííèìè ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ φ = 0,
φ = ±π, . . . .

Äëÿ àíàëiçó ðiâíÿííÿ (5.4.2) îáìåæèìîñÿ ñïî÷àòêó âèïàäêîì
ìàëèõ âiäõèëåíü ìàÿòíèêà âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè (φ ≈ 0). Òîäi,
ÿê âiäîìî, sinφ ≈ φ i ðiâíÿííÿ (5.4.2) íàáóâà¹ âèãëÿäó

φ̈+ ω2
0φ = 0. (5.4.3)

Ðiâíÿííÿ (5.4.3) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ìàëèõ êîëèâàíü. Óâiâ-
øè ïîçíà÷åííÿ φ̇ = z, ðiâíÿííÿ (5.4.3) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè äâîõ
ðiâíÿíü 

dφ

dt
= z,

dz

dt
= −ω2

0φ.
(5.4.4)

Äëÿ òîãî, ùîá ó ôàçîâié ïëîùèíi (φ, z) ïîáóäóâàòè ôàçîâi òðà¹ê-
òîði¨, âèêëþ÷èìî â ñèñòåìi (5.4.4) ÷àñ. Äëÿ öüîãî ïîäiëèìî äðóãå
ðiâíÿííÿ íà ïåðøå. Îòðèìà¹ìî

dz

dφ
= −ω

2
0φ

z
. (5.4.5)

Ðiâíÿííÿ (5.4.5) ¹ ðiâíÿííÿì iç âiäîêðåìëþâàíèìè çìiííèìè. Éîãî
iíòåãðàë ìà¹ âèãëÿä

z2 + ω2
0φ

2 = C2, (5.4.6)

äå C � ñòàëà, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ðiâíÿííÿ (5.4.6)
âèçíà÷à¹ ñiì'þ åëiïñiâ. Ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè C = 0, åëiïñ
âèðîäæó¹òüñÿ â òî÷êó (0, 0). Iíòåãðàëüíi êðèâi, íà ÿêèõ óêàçàíi íà-
ïðÿìêè ðóõó, íàçèâàþòüñÿ ôàçîâèìè òðà¹êòîðiÿìè (ðèñ. 5.6). Íà-
ïðÿìîê ñòðiëîê âèçíà÷à¹òüñÿ ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (5.4.4),
ÿêùî z > 0, òî é φ̇ > 0, òîáòî ó âåðõíié ïiâïëîùèíi φ çðîñòà¹, à â
íèæíié ïiâïëîùèíi φ ñïàäà¹ ç ðîñòîì ÷àñó.

Ðèñ. 5.6. Ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ó âèïàäêó ìàëèõ êîëèâàíü
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Ñòàöiîíàðíà òî÷êà (0, 0) ¹ îñîáëèâîþ òî÷êîþ òèïó öåíòð, òîá-
òî ïîëîæåííÿì ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè. Îòæå, ó ðàçi ìàëèõ âiäõèëåíü
âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà áóäóòü ìàéæå ãàð-
ìîíi÷íèìè ç ÷àñòîòîþ ω0, ÿêà íå çàëåæèòü âiä ìàñè m i ïî÷àòêî-
âèõ óìîâ.

Äëÿ ðiâíÿííÿ (5.4.2) ñòàöiîíàðíîþ òî÷êîþ ¹ ùå ïîëîæåííÿ
φ = ±π, îñêiëüêè sinπ = 0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð iíøèé ãðàíè÷íèé âèïàäîê φ ≈ π. Çðîáèìî
çàìiíó α = π − φ, òîäi sinφ = sinα ≈ α i ðiâíÿííÿ (5.4.2) ìàòèìå
âèãëÿä

−α̈+ ω2
0α = 0. (5.4.7)

Àíàëîãi÷íî ÿê äëÿ ðiâíÿííÿ (5.4.3) çíàõîäèìî íàñòóïíi ðiâíÿííÿ
iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ:

z2 − ω2
0α

2 = C2, z = α̇, C = const. (5.4.8)

Öi iíòåãðàëüíi êðèâi âæå ãiïåðáîëè. Çíà÷åííþ C = 0 âiäïîâiäà¹
ïàðà ïðÿìèõ z = ω0α i z = −ω0α. Ôàçîâèé ïîðòðåò çîáðàæåíèé íà
ðèñ. 5.7. Íàïðÿìêè ðóõó âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè: ïðè z > 0 ìà¹ìî
α̇ > 0, ÿêùî α > 0, òî ż > 0.

Ðèñ. 5.7. Âèãëÿä ôàçîâèõ òðà¹êòîðié â îêîëi íåñòiéêî¨ ðiâíîâàãè

Ó öüîìó âèïàäêó îñîáëèâà òî÷êà (0, 0) ¹ ñiäëîì, òîáòî òî÷êîþ
íåñòiéêî¨ ðiâíîâàãè. Áóäü-ÿêå ÿê çàâãîäíî ìàëå çáóðåííÿ âèâîäèòü
ñèñòåìó ç öüîãî ïîëîæåííÿ.

Îá'¹äíóþ÷è ðèñ. 5.6 òà ðèñ. 5.7, îòðèìà¹ìî çàãàëüíèé ôàçîâèé
ïîðòðåò (ðèñ. 5.8), òîáòî ïîâíå óÿâëåííÿ ïðî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ
ðiâíÿííÿ (5.4.2). Îñêiëüêè sinφ � ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ, òî ôðàã-
ìåíòè öèõ ìàëþíêiâ áóäóòü ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþâàòèñÿ. Î÷åâèäíî,
ùî ïðè ïðîìiæíèõ çíà÷åííÿõ φ óêàçàíi ôàçîâi òðà¹êòîði¨ áóäóòü
äåôîðìóâàòèñÿ.
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Ðèñ. 5.8. Ôàçîâèé ïîðòðåò ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà

Çàìêíåíi òðà¹êòîði¨ âiäïîâiäàþòü ïåðiîäè÷íèì ðóõàì ìàÿòíè-
êà, íåçàìêíåíi � îáåðòàííþ òiëà ìàñîþ m íàâêîëî òî÷êè êðiïëåí-
íÿ. Ðîçìåæîâóþòü îáëàñòi çàìêíåíèõ i íåçàìêíåíèõ òðà¹êòîðié
ñåïàðàòðèñè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïàäiííþ òiëà ç âåðõíüî¨ íåñòiéêî¨
ðiâíîâàãè φ = π iç íóëüîâîþ ïî÷àòêîâîþ øâèäêiñòþ.

Ðiâíÿííÿ (5.4.2), ùî îïèñó¹ ôàçîâi òðà¹êòîði¨ äëÿ ìàòåìàòè÷-
íîãî ìàÿòíèêà, ìiñòèòü îäèí ïàðàìåòð ω0. Öåé ïàðàìåòð âïëèâà¹
òiëüêè íà ôîðìó ôàçîâèõ êðèâèõ, àëå íå íà ¨õíié òèï. Îñêiëüêè
íàñ öiêàâèòü òiëüêè ÿêiñíà ïîâåäiíêà ñèñòåìè, òî ìîæíà ïîçáóòè-
ñÿ öüîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî çâåñòè ðiâíÿííÿ (5.4.2)
äî ðiâíÿííÿ â áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ.

Ñïðàâäi, çäiéñíèâøè çàìiíó τ = ω0t, ç (5.4.2) îäåðæèìî

d2φ

dτ2
+ sinφ = 0, (5.4.9)

îñêiëüêè
dφ

dt
=
dφ

dτ
· dτ
dt

=
dφ

dτ
ω0

d2φ

dt2
=

d

dt

(dφ
dt

)
=

d

dτ

(dφ
dt

)
· dτ
dφ

=
d

dτ

(dφ
dτ
ω0

)
ω0 =

d2φ

dτ2
ω2
0.

Íà îñíîâi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïîêàæåìî ùå, ùî ìàÿòíèêîâèé
ãîäèííèê íå ìîæå áóòè òî÷íèì. Ïðèïóñòèìî, ùî ìàÿòíèê âiäõè-
ëèëè íà äåÿêèé êóò α i ïîòiì âiäïóñòèëè (ðèñ. 5.9). Ïðè öüîìó,
çãiäíî iç çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðãi¨, ñóìà êiíåòè÷íî¨ i ïîòåíöiàëü-
íî¨ åíåðãi¨ â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t çáiãà¹òüñÿ ç ïîòåíöiàëüíîþ
åíåðãi¹þ ìàÿòíèêà ó âåðõíüîìó ïîëîæåííi (òóò v = 0), òîáòî

mv2

2
+mg(l − l cosφ) = mg(l − l cosα),

àáî
mv2

2
= mgl(cosφ− cosα). (5.4.10)
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Ðèñ. 5.9. Ìàÿòíèêîâèé ãîäèííèê

Îñêiëüêè v = l
dφ

dt
, òî ðiâíÿííÿ (5.4.10) íàáóâà¹ âèãëÿäó

l

2

(dφ
dt

)2
= g(cosφ− cosα),

çâiäêè

dt = −

√
l

2g

dφ√
cosφ− cosα

. (5.4.11)

Çíàê ìiíóñ âçÿëè òîìó, ùî ç ðîñòîì ÷àñó t êóò φ ñïàäà¹. ßêùî T
� ïåðiîä êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà, òî

T

4
= −

√
l

2g

0∫
α

dφ√
cosφ− cosα

,

àáî

T = 4

√
l

2g

α∫
0

dφ√
cosφ− cosα

. (5.4.12)

Ç ôîðìóëè (5.4.12) âèïëèâà¹, ùî ïåðiîä T çàëåæèòü âiä α. Öåé
ôàêò i ¹ îñíîâíîþ ïðè÷èíîþ òîãî, ùî ìàÿòíèêîâèé ãîäèííèê íå
òî÷íèé, îñêiëüêè íà ïðàêòèöi ìàÿòíèê ïiäíiìà¹òüñÿ â êðàéíå ïî-
ëîæåííÿ íà êóò, âiäìiííèé âiä α.

Íàðåøòi çàóâàæèìî, ùî iíòåãðàëè ó ôîðìóëi (5.4.12) ìîæíà
çâåñòè äî åëiïòè÷íèõ iíòåãðàëiâ, à öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ (5.4.9),
ÿê i ðiâíÿííÿ (5.4.2), ìîæóòü áóòè ðîçâ'ÿçàíi â åëiïòè÷íèõ ôóíê-
öiÿõ.
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5.5. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

5.1. Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå çðîáëåíî äëÿ ðiâíÿííÿ (5.1.1),
ó ñèñòåìi (5.2.5) ïåðåéòè äî áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ. Ðîçâ'ÿçàòè îò-
ðèìàíó ñèñòåìó â àíàëiòè÷íié ôîðìi. Çíàéòè ìàêñèìàëüíó âèñîòó
ïiäéîìó òà ìàêñèìàëüíó äàëüíiñòü ïîëüîòó. Îñíàñòèâøè ìîäåëü
÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ, ïðîâåñòè ñåðiþ îá÷èñëþâàëü-
íèõ åêñïåðèìåíòiâ. Âèçíà÷èòè êóò, ïðè ÿêîìó âèñîòà ïiäéîìó ìàê-
ñèìàëüíà.

5.2. Ó ðàìêàõ ìîäåëi (5.2.1), (5.2.2) áóäåìî âèìàãàòè, ùîá ó
êiíöi ïîëüîòó y(t∗) = −h. Çíàéòè ÷àñ ïîëüîòó t∗, äàëüíiñòü ïîëüî-
òó x(t∗) òà êóò α, ïðè ÿêîìó äîñÿãà¹òüñÿ ìàêñèìóì ôóíêöi¨ x(t∗).
Âêàçiâêà. Êóò α íåîáõiäíî çíàõîäèòè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.

5.3. Àíàëîãi÷íî, ÿê öå çðîáëåíî â ï. 5.2, ïîáóäóâàòè ìàòå-
ìàòè÷íó ìîäåëü ðóõó òiëà ïî áàëiñòè÷íié òðà¹êòîði¨ ó âèïàäêó,
êîëè ñèëà îïîðó ïîâiòðÿ ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó øâèäêîñòi, òîáòî
−→
F îï = −Cρv

−→v
2

. Ïðîàíàëiçóâàòè ñèñòåìó ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.

Ïðîâîäÿ÷è îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè, äîñëiäèòè ìàêñèìàëüíó
äàëüíiñòü ïîëüîòó, êóò, ïðè ÿêîìó äîñÿãà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíà äàëü-
íiñòü ïîëüîòó, òà ìàêñèìàëüíó âèñîòó ïiäéîìó. Âêàçiâêà. Âðàõó-

âàòè, ùî v =
√
v2x + v2y , äå vx =

dx

dt
, vy =

dy

dt
.

5.4.Ìîäåëþâàííÿ áàëiñòè÷íî¨ êðèâî¨. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷-
íó ìîäåëü ðóõó ïî áàëiñòè÷íié êðèâié, ÿêùî âåëè÷èíà ñèëè îïîðó
ïîâiòðÿ Fîï = Av+Bv3 i íàïðàâëåíà â ïðîòèëåæíèé áiê äî øâèä-
êîñòi ðóõó v⃗. Âèêîíàòè êîìï'þòåðíå äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ìîäåëi ïðè
A = 0, 1Í·c

ì , B = 0, 001Í·c
ì , v0 = 20ìñ . Íà îñíîâi êîìï'þòåðíèõ

åêñïåðèìåíòiâ çíàéòè çíà÷åííÿ êóòà, ùî çàáåçïå÷ó¹ ìàêñèìàëüíó
äàëüíiñòü ïîëüîòó. Ðåçóëüòàòè ïîðiâíÿòè ç âèïàäêîì âiäñóòíîñòi
òåðòÿ (A = B = 0) òà âèïàäêîì ëiíiéíîãî òåðòÿ (A ̸= 0, B = 0).

5.5. Òiëî ìàñîþ m êèíóòî âåðòèêàëüíî âãîðó ç ïî÷àòêîâîþ
øâèäêiñòþ −→v0 . Çíàéòè çàêîí ðóõó òiëà, íàéáiëüøó âèñîòó òà ÷àñ
¨¨ äîñÿãíåííÿ çà óìîâè, ùî íà òiëî äi¹ ñèëà îïîðó ïîâiòðÿ, ÿêà
ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó øâèäêîñòi.

5.6. Ïðîâåñòè ìîäåëþâàííÿ ðóõó òiëà, ùî ðóõà¹òüñÿ âåðòè-
êàëüíî ââåðõ�âíèç áåç óðàõóâàííÿ îïîðó ïîâiòðÿ òà ç óðàõóâàí-
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íÿì éîãî îïîðó çà óìîâè, ùî ñèëà îïîðó ïðîïîðöiéíà øâèäêîñòi.
Çíàéòè çàëåæíîñòi äëÿ øâèäêîñòåé òà âèñîòó ïiäéîìó, ïîáóäóâàâ-
øè ãðàôiêè öèõ çàëåæíîñòåé, ïîðiâíÿòè ðåçóëüòàòè. Îñíàñòèâøè
ìîäåëü âiäïîâiäíèìè ÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè, ðîçðàõóâàòè é ïîðiâ-
íÿòè ìàêñèìàëüíó âèñîòó ïiäéîìó òiëà, ÷àñ ïiäéîìó, ÷àñ ïàäiííÿ
òà øâèäêiñòü ó ìîìåíò ïàäiííÿ. Çíàéòè ãðàíè÷íó øâèäêiñòü äå-
ðåâ'ÿíî¨ êóëüêè ðàäióñîì r = 1 ñì (ãóñòèíà äåðåâà ρ = 0, 8 · 103
êã/ì3). Îïið ïîâiòðÿ ââàæàòè òàêèì, ùî äîðiâíþ¹ 0,04 v.

5.7. Ðîçâ'ÿçàòè ïîïåðåäíþ çàäà÷ó äëÿ âèïàäêó, êîëè ñèëà îïî-
ðó ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó øâèäêîñòi. Îïið ïîâiòðÿ äîðiâíþ¹ 0,001
v2.

5.8. Ïàðàøóòèñò ñïóñêà¹òüñÿ ç âèñîòè H íà ïàðàøóòi, ÿêèé
ìà¹ ôîðìó íàïiâñôåðè ðàäióñîì r. Ìàñà ïàðàøóòèñòà ðàçîì iç
ìàñîþ ïàðàøóòà äîðiâíþ¹ m êã. Çíàéòè øâèäêiñòü ïàðàøóòèñòà
÷åðåç 3 ñåêóíäè ïiñëÿ ïî÷àòêó ñïóñêó òà øëÿõ, ïðîéäåíèé çà öåé
÷àñ. ßêó øâèäêiñòü ìàòèìå ïàðàøóòèñò ó ìîìåíò çiòêíåííÿ iç
Çåìëåþ? Âêàçiâêà. Ââàæàòè, ùî ñèëà îïîðó ïîâiòðÿ Fîï = kSv2,
äå S � ïëîùà íàéáiëüøîãî ïåðåðiçó íàïiâñôåðè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîãî äî íàïðÿìêó ðóõó. Ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ïîðóøó¹òüñÿ
óìîâà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi. Îñíàñòèâøè ìîäåëü ÷èñëîâèìè çíà-
÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ, ïîáóäóâàòè ãðàôiêè çàëåæíîñòåé øâèäêîñòi
âiä ïðîéäåíîãî øëÿõó òà âiä ÷àñó.

5.9. Ìàòåðiàëüíà òî÷êà ìàñîþ m ïðèòÿãó¹òüñÿ (âiäøòîâõó¹òü-
ñÿ) öåíòðîì, ùî ìiñòèòüñÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, iç ñèëîþ, ïðî-
ïîðöiéíîþ âiäñòàíi. Ðóõ ïî÷èíà¹òüñÿ ç òî÷êè (x0, 0) çi øâèäêiñòþ−→v 0, ùî ìà¹ íàïðÿì, ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî îñi Ox. Çíàéòè òðà¹ê-

òîðiþ ðóõó. Ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè F =
km

r5
, äå r � âiäñòàíü

âiä òî÷êè äî öåíòðà.
5.10. Ìåòåîðèò, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ïiä âïëèâîì çåìíîãî òÿ-

æiííÿ, çi ñòàíó ñïîêîþ ïî÷èíà¹ ïðÿìîëiíiéíî ïàäàòè íà Çåìëþ
ç äîñèòü âåëèêî¨ âèñîòè H. ßêîþ áóëà á øâèäêiñòü ìåòåîðèòà,
ÿêùî á âií äîñÿãíóâ ïîâåðõíi Çåìëi çà âiäñóòíîñòi çåìíî¨ àòìî-
ñôåðè (íåìà¹ îïîðó ñåðåäîâèùà)? Ðàäióñ Çåìëi R = 6378 êì,
g = 9, 81 ì/ñ2. Çíàéòè ÷àñ ïàäiííÿ. Ïîáóäóâàòè ãðàôiê çàëåæíîñòi
øâèäêîñòi ìåòåîðèòà âiä ïðîéäåíî¨ âiäñòàíi. Âêàçiâêà. Âðàõîâó-
þ÷è çàêîí òÿæiííÿ òà äðóãèé çàêîí Íüþòîíà, ìà¹ìî, ùî ñèëè F
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òà P îáåðíåíî ïðîïîðöiéíi êâàäðàòó âiäñòàíi ìåòåîðèòà âiä öåíòðà
Çåìëi:

F

P
=

R2

(H − x)2
⇒ a

g
=

R2

(H − x)2
, a =

d2x

dt2
,

äå F = ma � ñèëà, ùî äi¹ íà ìåòåîðèò ó ìîìåíò ÷àñó t; P = mg
� ñèëà òÿæiííÿ, ùî äi¹ íà ìåòåîðèò íà ïîâåðõíi Çåìëi; x(t) � âiä-
ñòàíü, ùî ïðîéäåíà ìåòåîðèòîì iç ïî÷àòêó ïàäiííÿ.

5.11. Ìåòåîðèò ìàñîþ m ïàäà¹ íà Çåìëþ âçäîâæ ïðÿìî¨ Ox,
ùî ñïîëó÷à¹ öåíòð ìåòåîðèòà ç öåíòðîì Çåìëi. Ìåòåîðèò çíàõî-
äèòüñÿ â òî÷öi x = 0 íà äîâîëi âåëèêié âiäñòàíi H âiä Çåìëi. Çíàé-
òè çàêîí ðóõó ìåòåîðèòà, ïðèïóñòèâøè, ùî ñèëà ïðèòÿãóâàííÿ
îáåðíåíî ïðîïîðöiéíà äî òðåòüîãî ñòåïåíÿ âiäñòàíi. Ââàæà¹ìî, ùî
ïðè t = 0 ìåòåîðèò ïåðåáóâà¹ â ñòàíi ñïîêîþ.

5.12. Ïîñàäêîâèé ìîäóëü âiëüíî ïàäà¹ íà Ìiñÿöü, ïðè÷îìó íà
âèñîòi 50 êì íàä ïîâåðõíåþ Ìiñÿöÿ éîãî øâèäêiñòü v⃗ íàïðàâëå-
íà äî öåíòðà Ìiñÿöÿ i äîðiâíþ¹ 1500 êì/ãîä. Ãàëüìiâíi ðåàêòèâ-
íi äâèãóíè ìîäóëÿ çàáåçïå÷óþòü ñïîâiëüíåííÿ ðóõó g = 4 ì/ñ2.
Íà ÿêié âèñîòi íàä ïîâåðõíåþ Ìiñÿöÿ ïîâèííi áóòè àêòèâiçîâàíi
ãàëüìiâíi ðåàêòèâíi äâèãóíè, ùîá ãàðàíòóâàòè ì'ÿêå ïðèçåìëåííÿ
(v = 0) ïðè ïîñàäöi?

Âêàçiâêà. Âðàõóâàòè, ùî ìàñà Ìiñÿöÿ M = 7, 35 · 1022 êã, à
ðàäióñ Ìiñÿöÿ r = 1, 74 · 106 ì.

5.13. Êîñìi÷íèé êîðàáåëü ìàñîþ m ðóõà¹òüñÿ ç ïîëîæåííÿ
(x(0), y(0)) ç ïî÷àòêîâîþ øâèäêiñòþ v⃗0 ïiä äi¹þ ñèëè ïðèòÿãàííÿ
F⃗ , ùî íàïðàâëåíà â íåðóõîìèé öåíòð ïëàíåòè. Âèçíà÷èòè êîìïî-
íåíòè âåêòîðà øâèäêîñòi êîñìi÷íîãî êîðàáëÿ ÿê ôóíêöi¨ ÷àñó, à
òàêîæ òðà¹êòîðiþ éîãî ðóõó.

Âêàçiâêà. Ó ìàòåìàòè÷íîìó ïàêåòi òèïó Mathcad çíàéòè
ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (5.3.1), (5.3.2) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (5.2.3) i
ïîêàçàòè, ùî ïðè ïî÷àòêîâié øâèäêîñòi v0 = 7500 ì/ñ âiäáóäåòüñÿ
ïàäiííÿ êîðàáëÿ íà ïîâåðõíþ ïëàíåòè. Ïðè v0 = 7923 ì/ñ òðà¹ê-
òîði¹þ ðóõó áóäå êîëî, ïðè v0 = 10000 ì/ñ � åëiïñ, ïðè v0 ≥ 11206 �
ïàðàáîëà. Ïðè ïðîâåäåííi ðîçðàõóíêiâ ââàæàòè, ùî x(0) = 6, 4·106
ì, y(0) = 0. Ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ,
ìàñà Çåìëi M = 6 ·1024 êã, ðàäióñ Çåìëi R = 6, 378 ·106 ì, ãðàâiòà-
öiéíà ñòàëà γ = 6, 6738 · 10−11 (Í · ì2)/ êã2.

5.14. Ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ âïëèâó çáóðåíü íà îðáiòàëüíó
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ñòàíöiþ, ùî ðóõà¹òüñÿ ïî êîëîâié îðáiòi íàâêîëî Çåìëi, ÿêùî â
ðåçóëüòàòi ïðèñòèêóâàííÿ ðàêåòè-íîñiÿ ñòàíöiÿ îòðèìó¹ ïðèðiñò
øâèäêîñòi ∆v â íàïðÿìêó äîòè÷íî¨ äî êîëà.

5.15. Ïëàíåòà ìàñîþ m iç äåÿêîãî ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ
(x(0), y(0)) ç ïî÷àòêîâîþ øâèäêiñòþ v⃗0 ðóõà¹òüñÿ ïiä äi¹þ ñèë
ïðèòÿãàííÿ F⃗1 òà F⃗2 äâîõ íåðóõîìèõ ïëàíåò. Ïîáóäóâàòè ìàòåìà-
òè÷íó ìîäåëü äëÿ âèçíà÷åííÿ êîîðäèíàò òà øâèäêîñòi ðóõó ïëà-
íåòè ÿê ôóíêöi¨ ÷àñó, à òàêîæ ó ïàêåòi òèïó Mathcad ïîáóäóâàòè
òðà¹êòîðiþ ðóõó ïëàíåòè ïðè ðiçíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ó ïîëi äi¨
äâîõ öåíòðàëüíèõ ñèë. Ïîêàçàòè íåñòiéêèé õàðàêòåð ðóõó ïëàíå-
òè.

5.16. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñèñòåìè �Ñîíöå�
Çåìëÿ�Ìiñÿöü� (ðèñ. 5.15). Äîñëiäèòè òðà¹êòîðiþ ðóõó öåíòðiâ
Çåìëi é Ìiñÿöÿ íàâêîëî Ñîíöÿ ç óðàõóâàííÿì ñèë âçà¹ìîäi¨ ìiæ
ïëàíåòàìè. Äi¹þ ñèë ïðèòÿãàííÿ Ìiñÿöÿ i Çåìëi íà ðóõ Ñîíöÿ
çíåõòóâàòè, îñêiëüêè ìàñà Ñîíöÿ çíà÷íî áiëüøà çà ìàñè Ìiñÿöÿ
òà Çåìëi.

Ðèñ. 5.15. Ñèñòåìà �Ñîíöå�Çåìëÿ�Ìiñÿöü�

Îñíàñòèâøè ìîäåëü ÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè, â ìàòåìàòè÷íîìó
ïàêåòi òèïó Mathcad ïîáóäóâàòè òðà¹êòîði¨ ðóõó Çåìëi òà Ìiñÿöÿ
â ïîëi öåíòðàëüíèõ ñèë.

5.17. ßê ïîêàçàíî â ï. 5.3, íà îêðåìî âçÿòó ïëàíåòó íàéáiëüøå
âïëèâà¹ Ñîíöå, àëå âñi ïëàíåòè ïðèòÿãóþòü îäíà îäíó, òîìó ðóõ
êîæíî¨ ç íèõ íå îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ äâîõ òië. Ñåðåä óñiõ ïëàíåò
Ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè íåîáõiäíî, ïåðåäóñiì, âðàõîâóâàòè âïëèâ Þïi-
òåðà ÿê íàéìàñèâíiøî¨ ïiñëÿ Ñîíöÿ ïëàíåòè (ìàñà Þïiòåðà ïåðå-
âèùó¹ ñóìó ìàñ ðåøòè 8-ìè ïëàíåò). Îòæå, ïðèõîäèìî äî âàæ-
ëèâî¨ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i íåáåñíî¨ ìåõàíiêè � çàäà÷i ïðî ðóõ òðüîõ
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òië ïiä äi¹þ âçà¹ìíîãî ïðèòÿãóâàííÿ (çáóðåííÿì âiä iíøèõ ïëàíåò
Ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè çíåõòó¹ìî).

Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðóõó òðüîõ ìàòåðiàëüíèõ òî-
÷îê, ÿêi âçà¹ìíî ïðèòÿãóþòüñÿ çãiäíî ç íüþòîíiâñüêèì çàêîíîì
ãðàâiòàöi¨. Çàäàòè ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ òà ïî÷àòêîâèé ðóõ.

5.18. Âèêîíàòè êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ êåïëåðîâèõ îðáiò,
ïî ÿêèõ ðóõàòèìóòüñÿ øòó÷íi ñóïóòíèêè, ÿêi çàïóùåíi ç îäíi¹¨ i
òi¹¨ æ òî÷êè íà âèñîòi h íàä ïîâåðõíåþ Çåìëi â îäíîìó é òîìó æ
íàïðÿìêó, àëå ç ðiçíèìè çà âåëè÷èíîþ ïî÷àòêîâèìè øâèäêîñòÿìè.
Ðîçãëÿíóòè òàêi âèïàäêè:

à) ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàäióñ-
âåêòîðó â ïî÷àòêîâié òî÷öi, ÿêà çíàõîäèòüñÿ íà îäíîìó ç êiíöiâ
âåëèêî¨ îñi åëiïòè÷íî¨ îðáiòè (öÿ òî÷êà � ïåðèãåé îðáiòè, ÿêùî
ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü ïåðåâèùó¹ êðóãîâó; i àïîãåé, ÿêùî øâèä-
êiñòü çàïóñêó òðîõè ìåíøà êðóãîâî¨, à âèñîòà h äîñèòü âåëèêà).
ßêùî øâèäêiñòü çàïóñêó òî÷íî äîðiâíþ¹ êðóãîâié øâèäêîñòi, òî
òiëî ðóõàòèìåòüñÿ ïî êðóãîâié îðáiòi;

á) ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü íàïðàâëåíà ïiä äåÿêèì êóòîì äî
ðàäióñ-âåêòîðà â ïî÷àòêîâié òî÷öi. Óñi åëiïñè â öié òî÷öi ìàòèìóòü
ñïiëüíó äîòè÷íó, îäèí iç ôîêóñiâ ÿêèõ ñïiëüíèé äëÿ âñiõ îðáiò, à
iíøèé áóäå ðîçìiùåíèé íà äåÿêié ïðÿìié (ñóïóòíèê Çåìëi ìîæíà
îäåðæàòè ëèøå òîäi, êîëè âiäñòàíü âiä öåíòðà Çåìëi äî ïåðèãåÿ
åëiïòè÷íî¨ îðáiòè áiëüøà çà ðàäióñ Çåìëi).

Çàóâàæèìî, ùî çàïóñê øòó÷íîãî ñóïóòíèêà Çåìëi âiäáóâà¹òüñÿ
íà âèñîòi h (h > 150 êì), çàçâè÷àé ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ðàäiàëü-
íîãî íàïðÿìó.

5.19. Âèêîíàòè êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ åëiïòè÷íèõ îðáiò
ñóïóòíèêiâ, ùî âèëiòàþòü ç îäíi¹¨ òî÷êè íàä Çåìëåþ â ðiçíèõ íà-
ïðÿìêàõ ç ðiâíèìè çà ìîäóëåì øâèäêîñòÿìè. Íàïðèêëàä, ÿêùî
ðàêåòà, ïiäíÿòà íàä Çåìëåþ, â ìàêñèìàëüíié òî÷öi ñâîãî ïiäéî-
ìó ðîçðèâà¹òüñÿ íà îêðåìi óëàìêè, ÿêi ðîçëiòàþòüñÿ â ðiçíèõ íà-
ïðÿìêàõ ç îäíàêîâèìè çà ìîäóëåì øâèäêîñòÿìè. Ïîäàëüøèé ðóõ
âiäáóâà¹òüñÿ òiëüêè ïiä äi¹þ çåìíîãî òÿæiííÿ. ßêùî âèñîòà òî÷êè
âèáóõó äîñèòü âåëèêà, à ïî÷àòêîâi øâèäêîñòi ïðèáëèçíî äîðiâíþ-
þòü êðóãîâié øâèäêîñòi, òî óëàìêè ñòàþòü ñóïóòíèêàìè Çåìëi é
íàäàëi ðóõàþòüñÿ ïî åëiïòè÷íèõ îðáiòàõ.

5.20. Âèêîíàòè êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ òðà¹êòîðié ñíà-
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ðÿäiâ, çàïóùåíèõ ç îäíi¹¨ òî÷êè íà ïîâåðõíi Çåìëi ïiä êóòîì
α = 45◦ ç ðiçíèìè çà ìîäóëåì øâèäêîñòÿìè. Òàêi òðà¹êòîði¨ íàçè-
âàþòüñÿ áàëiñòè÷íèìè. Ïîêàçàòè, ùî íåìîæëèâî çàïóñòèòè ñóïóò-
íèê ïîñòðiëîì ç ãàðìàòè, íàäàþ÷è ñíàðÿäó ÿê çàâãîäíî âåëèêî¨
ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi.

5.21. Ðîçãëÿíóòè ðåàëiñòè÷íiøèé âèïàäîê � êîëèâàííÿ ìàÿò-
íèêà ç óðàõóâàííÿì îïîðó ñåðåäîâèùà (ñèëà â'ÿçêîãî òåðòÿ íà-
ïðÿìëåíà ïðîòè ðóõó òà ïðîïîðöiéíà øâèäêîñòi òiëà F⃗ = −kv⃗).

Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü òàêî¨ ñèñòåìè òà âèêîíàòè
äîñëiäæåííÿ ó âèïàäêó ìàëèõ âiäõèëåíü òiëà âiä ïîëîæåííÿ ðiâ-
íîâàãè φ = 0, φ = π. Çàñòîñóâàòè ïàêåò Mathcad äëÿ ÷èñëîâîãî
iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà â ñåðåäîâèùi ç îïî-
ðîì. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò.

Ëiòåðàòóðà: [1, 6, 7, 8, 9, 12, 26, 42, 44].
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Ðîçäië 6. Ìîäåëi åëåêòðîäèíàìi÷íèõ

ïðîöåñiâ

6.1. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi êîëèâíèõ åëåêòðè÷íèõ êîíòóðiâ

Åëåêòðîòåõíiêà äà¹ øèðîêèé ñïåêòð ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé
(áiëüøèé, íiæ ìåõàíiêà), ùî îïèñóþòü ïîâåäiíêó åëåêòðîòåõíi÷-
íèõ ïðîöåñiâ. Ðîáîòà åëåêòðè÷íèõ ïðèñòðî¨â (ïðè äåÿêié iäåàëiçà-
öi¨) ìàòåìàòè÷íî îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü.

Íàéâàæëèâiøi äåòàëi, ç ÿêèõ êîíñòðóþþòüñÿ åëåêòðè÷íi ïðè-
ñòðî¨, � öå ïðîñòiøi òèïîâi åëåìåíòè:

� ðåçèñòîð (éîãî íàçèâàþòü ùå îïîðîì),
� êîòóøêà (íàçèâà¹òüñÿ iíäóêòèâíiñòþ),
� êîíäåíñàòîð (íàçèâà¹òüñÿ ùå ¹ìíiñòþ).

Çàóâàæèìî, ùî òåðìiíè îïið, ¹ìíiñòü, iíäóêòèâíiñòü i âiäïî-
âiäíi ïîçíà÷åííÿ R, C, L çàñòîñîâóþòüñÿ â åëåêòðîòåõíiöi ÿê äëÿ
ïîçíà÷åííÿ ñàìèõ åëåìåíòiâ, òàê i ¨õ êiëüêiñíèõ õàðàêòåðèñòèê.

Êîæíà ç öèõ äåòàëåé ¹ äâîïîëþñíèêîì, òîáòî ìà¹ äâà êîíòàê-
òè (äâà ïîëþñè), ÿêi ïðè ìîíòóâàííi ïðèñòðîþ ïðè¹äíóþòüñÿ äî
ïîëþñiâ iíøèõ äåòàëåé.

Ïiä ÷àñ ðîáîòè ïðèñòðîþ ÷åðåç äâîïîëþñíèê ïðîõîäèòü åëåê-
òðè÷íèé ñòðóì, ïðè öüîìó åëåêòðè÷íèé ñòàí äâîïîëþñíèêà ab õà-
ðàêòåðèçó¹òüñÿ â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó t äâîìà âåëè÷èíàìè:

� ñèëîþ ñòðóìó Iab(t), ùî éäå âiä ïîëþñà a äî ïîëþñà b (âè-
ìiðþ¹òüñÿ â àìïåðàõ);

� ñïàäîì íàïðóãè Uab(t) âiä ïîëþñà a äî ïîëþñà b (âèìiðþ¹òüñÿ
ó âîëüòàõ).

Ïîðÿäîê ïîëþñiâ ìà¹ çíà÷åííÿ, òîáòî âàæëèâî, ÿêèé iç ïî-
ëþñiâ íà ïåðøîìó ìiñöi, à ÿêèé � íà äðóãîìó. Ïðè çìiíi ïîëþñiâ
ñèëà ñòðóìó òà íàïðóãà çìiíþþòü ñâié çíàê:

Iab(t) = −Iba(t), (6.1.1)

Uba(t) = −Uab(t). (6.1.2)

Çíàê âèçíà÷à¹ íàïðÿì ñòðóìó. Äîäàòíèé íàïðÿì ñòðóìó çà-
äà¹òüñÿ äîâiëüíî i, ÿê ïðàâèëî, óêàçó¹òüñÿ ñòðiëêîþ. Äîäàòíèé
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íàïðÿì íàïðóãè íàé÷àñòiøå çáiãà¹òüñÿ ç äîäàòíèì íàïðÿìîì ñòðó-
ìó.

Äëÿ êîæíîãî äâîïîëþñíèêà ab ôóíêöi¨ Iab(t), Uab(t) íå íåçà-
ëåæíi, à ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ äåÿêèìè ñïiââiäíîøåííÿìè, ÿêi ¹
ôiçè÷íèìè çàêîíàìè, ùî óïðàâëÿþòü ðîáîòîþ äâîïîëþñíèêà.

Ôiçè÷íi çàêîíè äëÿ îïîðó, ñàìîiíäóêöi¨ òà ¹ìíîñòi, ùî óïðàâ-
ëÿþòü ðîáîòîþ, ôîðìóëþþòüñÿ òàê:

� Äëÿ äâîïîëþñíèêà ab, ùî ¹ îïîðîì, ìà¹ ìiñöå çàêîí Îìà
(Ãåîðã Îì, 1784�1854, íiìåöüêèé ôiçèê). Çàëåæíiñòü ìiæ U(t) òà
I(t) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Uab(t) = RabIab(t), (6.1.3)

äå Rab � äîäàòíèé êîåôiöi¹íò, ùî íàçèâà¹òüñÿ îïîðîì (âèìiðþ¹òü-
ñÿ â îìàõ). Âií ñòàëèé äëÿ äàíîãî äâîïîëþñíèêà i çàâæäè Rab =
Rba;

� Äëÿ äâîïîëþñíèêà ab, ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ iíäóêòèâíiñòü, ìà¹
ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (çàêîí åëåêòðîìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨)

Uab = Lab
d

dt
Iab(t), (6.1.4)

äå Lab � äîäàòíèé êîåôiöi¹íò, ùî íàçèâà¹òüñÿ iíäóêòèâíiñòþ (âè-
ìiðþ¹òüñÿ â ãåíði), ïîñòiéíèé äëÿ äàíîãî äâîïîëþñíèêà (Lab =
Lba);

� Äëÿ äâîïîëþñíèêà ab, ùî ¹ êîíäåíñàòîðîì, ìà¹ ìiñöå ñïiââiä-
íîøåííÿ

Iab = Cab
d

dt
Uab(t), (6.1.5)

äå Cab � äîäàòíèé êîåôiöi¹íò, ùî íàçèâà¹òüñÿ ¹ìíiñòþ (âèìiðþ¹òü-
ñÿ â ôàðàäàõ), ïîñòiéíèé äëÿ äàíîãî äâîïîëþñíèêà (Cab = Cba).

Iíòåãðóþ÷è (6.1.5), îäåðæèìî:

Uab(t) = Uab(t0) +
1

Cab

t∫
t0

Iab(t)dt, (6.1.6)

àáî, â ïðîñòiøîìó âèïàäêó,

Uab(t) =
1

Cab

t∫
t0

Iab(t)dt. (6.1.7)
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Ôóíêöiÿ qab(t) = CabUab(t) � öå ôiçè÷íà âåëè÷èíà, ùî îïèñó¹
ñòàí êîíäåíñàòîðà ab ó äàíèé ìîìåíò ÷àñó é íàçèâà¹òüñÿ çàðÿäîì
êîíäåíñàòîðà (âèìiðþ¹òüñÿ â êóëîíàõ).

Åëåêòðè÷íi ñèñòåìè, â ÿêèõ îïið, iíäóêòèâíiñòü i ¹ìíiñòü íå çà-
ëåæàòü âiä âåëè÷èíè òà íàïðÿìó ñòðóìó é íàïðóãè, íàçèâàþòüñÿ
ëiíiéíèìè, îñêiëüêè íàïðóãà é ñòðóì ó êîæíîìó ç öèõ åëåìåíòiâ
çâ'ÿçàíi ëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè (àëãåáðà¨÷íèìè ÷è äèôåðåíöiàëü-
íèìè).

Îïèñàíi äâîïîëþñíèêè íàçèâàþòüñÿ ïàñèâíèìè, ñàìi âîíè íå
ìîæóòü çóìîâëþâàòè ïîÿâè â ïðèñòðî¨ åëåêòðè÷íèõ ÿâèù. Ïîÿâó
â ïðèñòðî¨ åëåêòðè÷íèõ ñòðóìiâ ìîæóòü âèêëèêàòè àêòèâíi äâî-
ïîëþñíèêè � äæåðåëà íàïðóãè òà äæåðåëà ñòðóìó.

Äëÿ äâîïîëþñíèêà, ùî ¹ äæåðåëîì íàïðóãè, Uab(t) = U(t), äå
U(t) � çàäàíà ôóíêöiÿ ÷àñó, ùî õàðàêòåðèçó¹ äæåðåëî íàïðóãè.
Äëÿ äæåðåëà ñòðóìó Iab(t) = I(t), äå I(t) � çàäàíà ôóíêöiÿ âiä t,
ùî õàðàêòåðèçó¹ äæåðåëî ñòðóìó.

Íàé÷àñòiøå ðîçãëÿäàþòüñÿ äæåðåëà, äëÿ ÿêèõ U(t), I(t) ¹ àáî
êîíñòàíòàìè, àáî ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè âèãëÿäó a cos(ωt+φ).

Åëåêòðè÷íèé ëàíöþã � öå ñêií÷åííà ñóêóïíiñòü åëåìåíòiâ (çî-
êðåìà, äâîïîëþñíèêiâ), ïîëþñè ÿêèõ ç'¹äíàíi ó âóçëè òàê, ùî â
êîæíîìó âóçëi ç'¹äíóþòüñÿ äâà àáî áiëüøå ïîëþñiâ ðiçíèõ åëå-
ìåíòiâ ëàíöþãà. Ðîáîòîþ åëåêòðè÷íèõ ëàíöþãiâ êåðóþòü çàêîíè
Êiðõãîôà (Ãóñòàâ Êiðõãîô, 1824�1887, íiìåöüêèé ôiçèê).

Ïåðøèé çàêîí Êiðõãîôà: àëãåáðà¨÷íà ñóìà âñiõ ñòðóìiâ, ùî
âëèâàþòüñÿ â êîæíèé âóçîë ëàíöþãà çi âñiõ åëåìåíòiâ, ÿêi ïðèìè-
êàþòü äî öüîãî âóçëà, äîðiâíþ¹ íóëþ.

Íåõàé a � äîâiëüíèé âóçîë ëàíöþãà s i b1a, b2a, . . . , bna � ñó-
êóïíiñòü óñiõ äâîïîëþñíèêiâ, ïðèëåãëèõ äî âóçëà a (ðèñ. 6.1). Òîäi

Ib1a(t) + Ib2a(t) + · · ·+ Ibna(t) = 0. (6.1.8)

Äðóãèé çàêîí Êiðõãîôà ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi a,
b, c, . . . , h, k âóçëiâ çàìêíåíîãî åëåêòðè÷íîãî ëàíöþãà (ðèñ. 6.2):

Uab(t) + Ubc(t) + · · ·+ Uhk(t) + Uka(t) = 0, (6.1.9)

òîáòî àëãåáðà¨÷íà ñóìà ñïàäiâ íàïðóã óçäîâæ äîâiëüíîãî çàìêíå-
íîãî êîíòóðó ëàíöþãà äîðiâíþ¹ íóëþ.
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Ðèñ. 6.1. Iëþñòðàöiÿ äî ïåðøîãî çàêîíó Êiðõãîôà

Ðîçðàõóâàòè ðîáîòó åëåêòðè÷íîãî ëàíöþãà îçíà÷à¹ çíàéòè
ñòðóì I(t) i íàïðóãó U(t) äëÿ êîæíîãî äâîïîëþñíèêà â äîâiëü-
íèé ìîìåíò ÷àñó t. ßêùî ëàíöþã ñêëàäà¹òüñÿ ç n äâîïîëþñíèêiâ,
òî ïîòðiáíî âèçíà÷èòè 2n ôóíêöié ÷àñó.

Ðèñ. 6.2. Iëþñòðàöiÿ äî äðóãîãî çàêîíó Êiðõãîôà

Çàêîíè, ùî êåðóþòü ðîáîòîþ êîæíîãî äâîïîëþñíèêà îêðåìî,
äàþòü n ðiâíÿíü. Ðåøòó n ðiâíÿíü äàþòü çàêîíè Êiðõãîôà (çàêîíè
Êiðõãîôà äàþòü ñàìå n íåçàëåæíèõ ìiæ ñîáîþ ñïiââiäíîøåíü).

Ó ðåçóëüòàòi ìà¹ìî 2n ðiâíÿíü äëÿ 2n íåâiäîìèõ ôóíêöié. Ðiâ-
íÿííÿ öi ÷àñòêîâî àëãåáðà¨÷íi, à ÷àñòêîâî � äèôåðåíöiàëüíi.

Ïðèêëàä 6.1.1 (êîëèâíèé êîíòóð). Íåõàé ìà¹ìî åëåêòðè÷íèé
ëàíöþã iç ÷îòèðìà âóçëàìè a, b, c, d i ÷îòèðìà äâîïîëþñíèêàìè
ab, bc, cd, da (ðèñ. 6.3).

Äâîïîëþñíèê ab � iíäóêòèâíiñòü L, bc � îïið R, cd � ¹ìíiñòü
C, ad � äæåðåëî íàïðóãè, Uad = U .

Çàñòîñóâàâøè ïåðøèé çàêîí Êiðõãîôà äî âóçëà b, îäåðæèìî
Iab(t) + Icb(t) = 0, àáî Iab(t) − Ibc(t) = 0, àáî Iab(t) = Ibc(t). Òàêå
ñïiââiäíîøåííÿ ñïðàâåäëèâå çàâæäè, êîëè äî îäíîãî âóçëà ïðè-
ëÿãàþòü äâà äâîïîëþñíèêè.
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Îòæå,

Iab(t) = Ibc(t) = Icd(t) = Ida(t) = I(t), (6.1.10)

äå I(t) � êîíòóðíèé ñòðóì.

Ðèñ. 6.3. Êîëèâíèé êîíòóð

Äàëi äëÿ êîæíîãî äâîïîëþñíèêà çàïèøåìî çàêîíè, ùî êåðó-
þòü éîãî ðàáîòîþ:

(6.1.3) ⇒ Ubc(t) = RI(t), (6.1.4) ⇒ Uab(t) = L
d

dt
I(t), (6.1.11)

(6.1.5) ⇒ Ucd(t) =
1

C

t∫
t0

I(t)dt, Uda(t) = −U(t).

Çãiäíî ç äðóãèì çàêîíîì Êiðõãîôà, ìà¹ìî:

Uab(t) + Ubc(t) + Ucd(t) + Uda(t) = 0.

Âðàõîâóþ÷è (6.1.11), îäåðæèìî

L
d

dt
I(t) +RI(t) +

1

C

t∫
t0

I(t)dt = U(t).

Äèôåðåíöiþþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ, îòðèìà¹ìî

L
d2I

dt2
+R

dI

dt
+

1

C
I(t) =

d

dt
U(t). (6.1.12)
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Ðiâíÿííÿ (6.1.12) ¹ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ðîçãëÿäóâàíîãî êîí-
òóðó.

ßêùî ââàæàòè, ùî U(t) = 0, òî öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî â
ëàíöþãó âiäñóòíié àêòèâíèé äâîïîëþñíèê ad i ëàíöþã ñêëàäà¹òü-
ñÿ ëèøå ç òðüîõ ïàñèâíèõ äâîïîëþñíèêiâ ab, bc, cd (ðèñ. 6.4).

Ðèñ. 6.4. RLC-êîíòóð

Ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ ðîáîòó öüîãî ïàñèâíîãî åëåêòðè÷íîãî
ëàíöþãà, ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

L
d2I

dt2
+R

dI

dt
+

1

C
I(t) = 0. (6.1.13)

Ó ïàñèâíîìó ëàíöþãó åëåêòðè÷íi ÿâèùà ñàìi ïî ñîái íå âè-
íèêàþòü, ïðî öå ñâiä÷èòü òîé ôàêò, ùî I(t) ≡ 0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ (6.1.13). Ìîæíà ðîçãëÿíóòè ðîáîòó òàêîãî ëàíöþãà çà
óìîâè, ùî â íüîìó âæå ¹ ñòðóì, i ç'ÿñóâàòè, ÿê öåé ñòðóì áóäå
çìiíþâàòèñÿ ç ÷àñîì.

Îñîáëèâèé iíòåðåñ âèêëèêà¹ êîíòóð, ó ÿêîìó âiäñóòíié îïið R.
Òàêèé ëàíöþã ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç äâîõ ïàñèâíèõ åëåìåíòiâ ab i
cd. Ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ åëåêòðè÷íîãî ëàíöþãà íàáóâà¹ âèãëÿäó

d2I

dt2
+

1

LC
I = 0. (6.1.14)

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî ïðè âiäñóòíîñòi îïîðó â êîíòóði âèíèêàþòü

íåçãàñàþ÷i êîëèâàííÿ ç âëàñíîþ ÷àñòîòîþ ω =
1√
LC

, òîìó òàêèé

ëàíöþã íàçèâà¹òüñÿ êîëèâíèì êîíòóðîì.
Çàðÿä êîíäåíñàòîðà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

q = CU(t), (6.1.15)
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äå C � ¹ìíiñòü êîíäåíñàòîðà, U(t) � ðiçíèöÿ ïîòåíöiàëiâ.
Ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi îïîðó (íåìà¹ ñïàäó íàïðóãè íà ïðîâî-

äàõ) ðiçíèöÿ ïîòåíöiàëiâ íà êîíäåíñàòîði ïåðåäà¹òüñÿ îäðàçó íà
êîòóøêó.

Îñêiëüêè, çà âèçíà÷åííÿì,

I(t) = − d

dt
q(t)

(öå îçíà÷à¹, ùî ïðè çìåíøåííi çàðÿäà íà êîíäåíñàòîði ñòðóì ó
ëàíöþçi çáiëüøó¹òüñÿ é íàâïàêè), òî ç ðiâíÿííÿ (6.1.4), âðàõîâó-
þ÷è (6.1.15), ìà¹ìî:

q

c
= L

d

dt
I ⇒ q

c
= −Ld

2q

dt2
⇒ d2q

dt2
+

1

LC
q = 0.

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ îïèñó¹ äèíàìiêó åëåêòðè÷íîãî çàðÿ-
äó íà êëåìàõ êîíäåíñàòîðà. Öå ðiâíÿííÿ àíàëîãi÷íå ðiâíÿííþ
(6.1.14), à îòæå, q(t) òåæ çìiíþ¹òüñÿ ïåðiîäè÷íî.

Ïîÿñíèìî ôiçèêó öüîãî êîëèâíîãî ïðîöåñó. Ó ïî÷àòêîâèé ìî-
ìåíò ÷àñó ëàíöþã ðîçiìêíåíèé, çàðÿä çîñåðåäæåíèé íà îáêëàäêàõ
(êëåìàõ) êîíäåíñàòîðà. Ìiæ êëåìàìè êîíäåíñàòîðà âèíèêà¹ åëåê-

òðè÷íå ïîëå, åíåðãiÿ ÿêîãî E =
q2

2C
. Ïðè çàìèêàííi åëåêòðè÷íîãî

ëàíöþãà êîíäåíñàòîð ïî÷èíà¹ ðîçðÿäæàòèñÿ é ïî ëàíöþãó ïîòå-
÷å ñòðóì. Åíåðãiÿ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ áóäå çìåíøóâàòèñÿ, ïðîòå
âèíèêíå çðîñòàþ÷à åíåðãiÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ, çóìîâëåíîãî ñòðó-
ìîì, ùî ïðîòiêà¹ ÷åðåç iíäóêòèâíiñòü. Öÿ åíåðãiÿ äîðiâíþ¹ LI2/2.
Îñêiëüêè àêòèâíèé îïið êîíòóðó äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ïîâíà åíåð-
ãiÿ, ùî äîðiâíþ¹ ñóìi åíåðãié åëåêòðè÷íîãî òà ìàãíiòíîãî ïîëiâ,
áóäå ïîñòiéíîþ. Ó òàêîìó ïðîöåñi ïåðiîäè÷íî çìiíþ¹òüñÿ (êîëè-
âà¹òüñÿ) çàðÿä íà êëåìàõ êîíäåíñàòîðà (íàïðóãà íà êîíäåíñàòîði)
i ñèëà ñòðóìó, ùî ïðîòiêà¹ ÷åðåç iíäóêòèâíiñòü. Êîëèâàííÿ ñó-
ïðîâîäæóþòüñÿ âçà¹ìíèì ïåðåòâîðåííÿì åíåðãié åëåêòðè÷íîãî òà
ìàãíiòíîãî ïîëiâ. N

Ïðèêëàä 6.2.2 (åëåêòðè÷íèé ôiëüòð). Ðîçãëÿíåìî åëåêòðè÷-
íó ñõåìó ç ÷îòèðìà âóçëàìè a, b, c, d i ï'ÿòüìà äâîïîëþñíèêàìè
(ðèñ. 6.5):

ab � iíäóêòèâíiñòü L;
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bc � iíäóêòèâíiñòü òi¹¨ æ âåëè÷èíè L;
bd � ¹ìíiñòü C;
ad � äæåðåëî íàïðóãè, ÿêå ïîäà¹ íàïðóãó (áàòàðåÿ, ãåíåðàòîð)

Uad(t) = U(t);
cd � îïið íàâàíòàæåííÿ R.

Ðèñ. 6.5. Åëåêòðè÷íèé ôiëüòð

Íåõàé Iab = I1, Ibc = I2, òîäi, çà ïåðøèì çàêîíîì Êiðõãîôà,
ìà¹ìî

Iab + Idb + Icb = 0, àáî Ibd = I1 − I2, Icd = I2.

Íà îñíîâi äðóãîãî çàêîíó Êiðõãîôà îòðèìà¹ìî:

Uab + Ubc + Ucd + Uda = 0,

Ubc + Ucd + Udb = 0,

àáî

L
dI1
dt

+ L
dI2
dt

+RI2 = U(t),

L
dI2
dt

+RI2 +
1

C

t∫
t0

(I2 − I1)dt = 0.

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè äðóãå ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî ñèñòåìó
L
dI1
dt

+ L
dI2
dt

+RI2 = U(t),

L
d2I2
dt2

+R
dI2
dt

+
1

C
(I2 − I1) = 0.
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Çâiäñè, çíàéøîâøè I1 ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ i ïiäñòàâèâøè â ïåð-
øå, äiñòàíåìî

L2d
3I2
dt3

+ LR
d2I2
dt2

+ 2
L

C

dI2
dt

+
R

C
I2 =

1

C
U(t). (6.1.16)

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ (6.1.16) ìà¹ âèãëÿä

L2λ3 + LRλ2 + 2
L

C
λ+

R

C
= 0. (6.1.17)

Çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ðàóñà�Ãóðâiöà, öåé ìíîãî÷ëåí ìà¹ êîðåíi
ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè (äîâåäiòü öå). Öå îçíà÷à¹, ùî
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè
t→∞.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî U(t) = aeiωt � êîìïëåêñíå ãàðìîíiéíå êî-
ëèâàííÿ, äå a � äiéñíà àìïëiòóäà íàïðóãè, ω � ÷àñòîòà íàïðóãè.
Òîäi ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê (6.1.16) øóêà¹ìî ìåòîäîì êîìïëåêñíèõ
àìïëiòóä ó âèãëÿäi I2 = beiωt. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî íàïðóãà ìàëî¨
÷àñòîòè ëåãêî ïåðåäà¹òüñÿ ÷åðåç ôiëüòð, ìàéæå íå çìiíþþ÷è àì-
ïëiòóäè a, à íàïðóãà âèñîêî¨ ÷àñòîòè ÷åðåç ôiëüòð ìàéæå íå ïðî-
õîäèòü (ôiëüòðó¹òüñÿ). Ïðîâåäiòü öå äîñëiäæåííÿ ñàìîñòiéíî. N

6.2. Ðóõ åëåêòðîíà â îäíîðiäíîìó åëåêòðè÷íîìó òà
ìàãíiòíîìó ïîëÿõ

Ðîçãëÿíåìî íà ïî÷àòêó ðóõ åëåêòðîíà ìàñîþ m i çàðÿäó e â
îäíîðiäíîìó åëåêòðè÷íîìó ïîëi íàïðóæåíîñòi E⃗ (âèìiðþ¹òüñÿ ó
âîëüòàõ íà ìåòð). Îäíîðiäíiñòü îçíà÷à¹, ùî âåëè÷èíà i íàïðÿì
íàïðóæåíîñòi E⃗ â êîæíié òî÷öi ïîëÿ îäíàêîâi. Íà åëåêòðîí, ùî
çíàõîäèòüñÿ â åëåêòðè÷íîìó ïîëi, äi¹ ñèëà F⃗ = eE⃗.

Çàäàìî ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîùèíi òàê, ùîá
âiñü Ox çáiãàëàñÿ ç íàïðÿìîì íàïðóæåíîñòi E⃗, à ïî÷àòîê ñèñòåìè
êîîðäèíàò � ç ïîëîæåííÿì åëåêòðîíà ïðè t = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîìi âåëè÷èíà ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi åëåê-
òðîíà v0, ¨ ¨ ¨ íàïðÿì, ÿêèé ñêëàäà¹ ç âiññþ Ox êóò α.

Ó òàêié ñèñòåìi êîîðäèíàò ïðîåêöiÿ âåêòîðà íàïðóæåíîñòi E⃗
íà âiñü Ox Ex = E, à ïðîåêöiÿ íà âiñü Oy � Ey = 0. Çàïèñóþ÷è
çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöiÿõ íà îñi Ox òà Oy, ìà¹ìî

m
d2x

dt2
= eE, m

d2y

dt2
= 0.
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Iíòåãðóþ÷è öi ðiâíÿííÿ, äiñòàíåìî

dx

dt
=
eE

m
t+ C1,

dy

dt
= C2, (6.2.1)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi, ÿêi ìîæíà çíàéòè, âðàõîâóþ÷è çðîáëåíå

ïðèïóùåííÿ:
dx

dt
= v0 cosα,

dy

dt
= v0 sinα ïðè t = 0. Äiñòàíåìî

C1 = v0 cosα, C2 = v0 sinα, i ðiâíÿííÿ (6.2.1) íàáóâàþòü âèãëÿäó

dx

dt
=
eE

m
t+ v0 cosα,

dy

dt
= v0 sinα.

Iíòåãðóþ÷è öi ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî

x =
eE

2m
t2 + v0t cosα+ C3, y = v0t sinα+ C4.

Êîíñòàíòè C3, C4 çíàéäåìî ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ x = 0, y = 0 ïðè
t = 0. Îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî

x =
eE

2m
t2 + v0t cosα, y = v0t sinα,

àáî, âèêëþ÷àþ÷è ïàðàìåòð t, äiñòàíåìî ñïiââiäíîøåííÿ

x =
eE

2mv20 sin
2 α

y2 + y ctgα,

ÿêå çàäà¹ ïàðàáîëó (ðèñ. 6.6).
Ðîçãëÿíåìî ðóõ åëåêòðîíà ìàñîþ m i çàðÿäó e â îäíîðiäíî-

ìó ìàãíiòíîìó ïîëi íàïðóæåíîñòi H⃗. ßêùî åëåêòðîí ðóõà¹òüñÿ â
öüîìó ïîëi çi øâèäêiñòþ v⃗, òî íà íüîãî äi¹ ñèëà F⃗ , âåëè÷èíà ÿêî¨
F = evH, à íàïðÿì ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïëîùèíè âåêòîðiâ v⃗, H⃗,
òîáòî F⃗ = e[v⃗ × H⃗], äå × îçíà÷à¹ âåêòîðíèé äîáóòîê.

Ïðèïóñòèìî (äëÿ ñïðîùåíü), ùî åëåêòðîí ïðè t = 0 çíàõî-
äèòüñÿ â ïî÷àòêó ñèñòåìè êîîðäèíàò i ìà¹ ïî÷àòêîâó øâèäêiñòü
ðóõó v⃗0, ÿêà íàïðàâëåíà âçäîâæ îñi Ox, âåêòîð íàïðóæåíîñòi H⃗
� ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïëîùèíè xOy, à îòæå, ñèëà F⃗ , ÿêà äi¹ íà
åëåêòðîí, ëåæèòü ó ïëîùèíi xOy. Çà öèõ óìîâ åëåêòðîí óâåñü ÷àñ
çàëèøà¹òüñÿ â ïëîùèíi xOy (ðèñ. 6.7).

316



Ðèñ. 6.6. Ðóõ åëåêòðîíà â îäíî-
ðiäíîìó åëåêòðè÷íîìó ïîëi

Ðèñ. 6.7. Ðóõ åëåêòðîíà â îäíî-
ðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi

Íåõàé ó äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó t åëåêòðîí çíàõîäèòüñÿ â ïîëî-

æåííi (x(t), y(t)), òîäi v⃗ =
(dx
dt
,
dy

dt

)
� âåêòîð øâèäêîñòi. Îñêiëüêè

v⃗ × H⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
dx

dt

dy

dt
0

0 0 −H

∣∣∣∣∣∣∣ = i
(
−H

dy

dt

)
+ jH

dx

dt
,

òî F⃗ =
(
− eH

dy

dt
, eH

dx

dt

)
.

Çàïèñóþ÷è äðóãèé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöiÿõ íà îñi, ìà¹ìî

m
d2x

dt2
= −eH dy

dt
, m

d2y

dt2
= eH

dx

dt
. (6.2.2)

Iíòåãðóþ÷è ðiâíÿííÿ (6.2.2), îäåðæó¹ìî

m
dx

dt
= −eHy + C1, m

dy

dt
= eHx+ C2.

Âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè (ẋ = v0, ẏ = 0 ïðè t = 0), çíàéäåìî

dx

dt
= −eH

m
y + v0,

dy

dt
=
eH

m
x.

Ïîäiëèâøè ïî÷ëåííî äðóãå ðiâíÿííÿ íà ïåðøå, äiñòàíåìî äè-
ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ òðà¹êòîði¨ åëåêòðîíà:

dy

dx
=

eHx

mv0 − eHy
.
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Iíòåãðóþ÷è öå ðiâíÿííÿ i âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè (x = 0,
y = 0 ïðè t = 0), îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî

eH(x2 + y2)− 2mv0y = 0,

àáî

x2 +
(
y − mv0

eH

)2
=
(mv0
eH

)2
.

Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî â îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó

ïîëi åëåêòðîí ðóõàòèìåòüñÿ ïî êîëó ðàäióñîì
mv0
eH

iç öåíòðîì ó

òî÷öi, ÿêà ëåæèòü íà îñi Oy i çíàõîäèòüñÿ íà âiäñòàíi
mv0
eH

âiä
ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðóõ åëåêòðîíà ìàñîþ m çàðÿäó e, êîëè íà
íüîãî îäíî÷àñíî äiþòü åëåêòðè÷íå ïîëå íàïðóæåíîñòi E⃗ i ìàãíiòíå
ïîëå íàïðóæåíîñòi H⃗. Ïðèïóñòèìî, ùî ìàãíiòíå ïîëå äi¹ ïåðïåí-
äèêóëÿðíî äî åëåêòðè÷íîãî, òîáòî H⃗ ⊥ E⃗. Âèáåðåìî ïðÿìîêóòíó
ñèñòåìó êîîðäèíàò ó ïðîñòîði òàê, ùî âiñü Ox çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿ-
ìîì íàïðóæåíîñòi E⃗, âiñü Oz � iç íàïðÿìîì ìàãíiòíîãî ïîëÿ H⃗,
ïî÷àòîê ñèñòåìè êîîðäèíàò � ç ïî÷àòêîâèì ïîëîæåííÿì åëåêòðî-
íà, òîáòî ïðè t = 0 x = 0, y = 0 (ðèñ. 6.8).

Ðèñ. 6.8. Ðóõ åëåêòðîíà â îäíîðiäíîìó åëåêòðîìàãíiòíîìó ïîëi

Ïðèïóñòèìî, ùî ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü v0 = 0. Ïðè öüîìó âåê-
òîð ñèëè, ùî äi¹ íà åëåêòðîí ç áîêó åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ìà¹ êî-

îðäèíàòè (eE, 0), à ç áîêó ìàãíiòíîãî ïîëÿ �
(
− eH

dy

dy
, eH

dx

dt

)
.

Çãiäíî iç çàêîíîì Íüþòîíà, ìà¹ìî:

m
d2x

dt2
= eE − eH

dy

dt
, m

d2y

dt2
= eH

dx

dt
. (6.2.3)

318



Iíòåãðóþ÷è ðiâíÿííÿ (6.2.3), îòðèìà¹ìî:

m
dx

dt
= eEt− eHy + C1, m

dy

dt
= eHx+ C2, (6.2.4)

äå C1, C2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Îñêiëüêè ïðè t = 0 x = 0, y = 0,
dx

dt
= 0,

dy

dt
= 0, òî

C1 = C2 = 0 i (6.2.4) íàáóâà¹ âèãëÿäó

dx

dt
=
eE

m
t− eH

m
y,

dy

dt
=
eH

m
x. (6.2.5)

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè äëÿ
dx

dt
i
dy

dt
, ùî âèçíà÷åíi â (6.2.5), ó ðiâíÿí-

íÿ (6.2.3), äiñòàíåìî

d2x

dt2
+
(eH
m

)2
x =

eE

m
,

d2y

dt2
+
(eH
m

)2
y =

e2EH

m2
t.

Öå ëiíiéíi íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè. Iíòåãðóþ÷è öi ðiâíÿííÿ i âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâi óìî-
âè, îñòàòî÷íî çíàõîäèìî

x =
mE

eH2

(
1− cos

eH

m
t
)
, y =

mE

eH2

(eH
m
t− sin

eH

m
t
)
.

Öå i ¹ ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ ðóõó åëåêòðîíà â îäíîðiäíîìó åëåêòðî-
ìàãíiòíîìó ïîëi. Çàçíà÷èìî, ùî öi ðiâíÿííÿ çàäàþòü ëiíiþ, ÿêà
íàçèâà¹òüñÿ öèêëî¨äîþ.

6.3. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

6.1. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñèëè ñòðóìó â åëåêòðè÷-
íîìó ëàíöþçi, ùî çîáðàæåíèé íà ðèñ. 6.9. Âèêîíàòè àíàëiç ìîäåëi.

Ðèñ. 6.9. Åëåêòðè÷íà ñõåìà äî çàäà÷i 6.1
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6.2. Âðàõîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî â LC-êîíòóði ïîâíà åëåêòðî-
ìàãíiòíà åíåðãiÿ, ÿêà â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó äîðiâíþ¹ ñóìi åíåð-
ãié ìàãíiòíîãî é åëåêòðè÷íèõ ïîëiâ, íåçìiííà, ïîáóäóâàòè ìàòå-
ìàòè÷íó ìîäåëü, ùî îïèñó¹ ïðîöåñ âiëüíèõ êîëèâàíü âåëè÷èíè
çàðÿäó íà êîíäåíñàòîði.

6.3. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ïðîöåñiâ, ùî ïðîòiêàþòü
ó RL- i RC-êîíòóðàõ ó ðàçi ¨õ êîìóòàöi¨ íà ïîñòiéíå äæåðåëî æèâ-
ëåííÿ. Ñõåìà êîìóòàöi¨ öèõ ëàíöþãiâ íà ïîñòiéíå äæåðåëî æèâ-
ëåííÿ ïîäàíà íà ðèñ. 6.10.

Ðèñ. 6.10. Ñõåìà êîìóòàöi¨ RL- i RC-êîíòóðiâ
íà ïîñòiéíå äæåðåëî æèâëåííÿ

Äîñëiäèòè ÷àñîâó çàëåæíiñòü ñòðóìó â RL-êîíòóði òà çìiíó
íàïðóãè â RC-êîíòóði.

Âêàçiâêà. Äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëi âèêîðèñòàòè äðóãèé çàêîí
Êiðõãîôà.

6.4. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïåðåõiäíèõ ïðîöåñiâ, ùî
ïðîòiêàþòü ó RLC-êîíòóði ó ðàçi êîìóòàöi¨ éîãî íà äæåðåëî ïî-
ñòiéíîãî æèâëåííÿ (ðèñ. 6.11).

Ðèñ. 6.11. Ñõåìà êîìóòàöi¨ RLC-êîíòóðó
íà äæåðåëî ïîñòiéíî¨ íàïðóãè
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Çíàéòè ìîæëèâi ÷àñîâi çàëåæíîñòi âåëè÷èíè ñòðóìó I(t) òà
íàïðóãè íà êîíäåíñàòîði Uc(t). Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ïåðåõiäíèõ
ïðîöåñiâ. Âêàçiâêà. Äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëi âèêîðèñòàòè ïåðøèé òà
äðóãèé çàêîíè Êiðõãîôà.

6.5. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó
ïðîöåñiâ ôiëüòðà íèçüêèõ ÷àñòîò ó ðàçi éîãî êîìóòàöi¨ íà äæå-
ðåëî ïîñòiéíî¨ íàïðóãè (ðèñ. 6.12).

Âêàçiâêà. Ïîáóäóâàòè ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ
I(t), Uc(t) íà îñíîâi äðóãîãî çàêîíó Êiðõãîôà. Çíàéòè çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè òà ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi ç íóëüîâèìè ïî÷àòêî-
âèìè óìîâàìè. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ïåðåõiäíèõ ïðîöåñiâ.

Ðèñ. 6.12. Ñõåìà êîìóòàöi¨ íàâàíòàæåíîãî ôiëüòðà
íà äæåðåëî ïîñòiéíî¨ íàïðóãè

6.6. Ïîêàçàòè, ùî ñõåìà �åëåêòðè÷íèé ôiëüòð� ïðîïóñêà¹ íà-
ïðóãó ìàëî¨ ÷àñòîòè ìàéæå íå çìiíþþ÷è àìïëiòóäè âõiäíî¨ íàïðó-
ãè, à íàïðóãó âèñîêî¨ ÷àñòîòè, ìàéæå íå ïðîïóñêà¹ (ôiëüòðó¹).

Âêàçiâêà. Çíàéòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê I2 ðiâíÿííÿ (6.1.16) ç
ïðàâîþ ÷àñòèíîþ U(t) = beiωt, i =

√
−1, ó âèãëÿäi aeiωt i ïîêàçàòè,

ùî ó âèïàäêó íàïðóãè ìàëî¨ ÷àñòîòè |a|R ≈ b, à ó âèïàäêó âåëèêî¨
÷àñòîòè � |a|R ≈ 0.

6.7. Äëÿ ëiíiéíîãî åëåêòðè÷íîãî ëàíöþãà ç îäíèì âõîäîì i
äâîìà âèõîäàìè (ðèñ. 6.13) ïîáóäóâàòè i âèêîíàòè àíàëiç ìîäåëi,
ùî îïèñó¹ âèõiäíi ñèãíàëè åëåêòðè÷íî¨ ñèñòåìè.

Ðèñ. 6.13. Åëåêòðè÷íà ñõåìà äî çàäà÷i 6.7
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6.8. Äëÿ åëåêòðè÷íîãî ëàíöþãà, ùî çîáðàæåíèé íà ðèñ. 6.14,
ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äëÿ ñòðóìiâ I1(t), I2(t). Âèêîíàòè
àíàëiòè÷íèé àíàëiç ìîäåëi.

Ðèñ. 6.14. Åëåêòðè÷íà ñõåìà äî çàäà÷i 6.8

6.9. Äëÿ åëåêòðè÷íîãî ëàíöþãà, ùî çîáðàæåíèé íà ðèñ. 6.15,
ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äëÿ ñòðóìiâ I1(t), I3(t) òà íàïðó-
ãè UC2(t). Ïðîâåñòè àíàëiç ìîäåëi ó âèïàäêó E = const.

Ðèñ. 6.15. Åëåêòðè÷íà ñõåìà äî çàäà÷i 6.9

6.10. Â îäíîðiäíå åëåêòðè÷íå ïîëå íàïðóæåíiñòþ E = 200 Â/ì
âëiòà¹ âçäîâæ ñèëîâèõ ëiíié åëåêòðîí çi øâèäêiñòþ v0 = 2 ì/ñ.
Âèçíà÷èòè âiäñòàíü, ÿêó ïðîéäå åëåêòðîí äî òî÷êè, â ÿêié éîãî
øâèäêiñòü áóäå äîðiâíþâàòè ïîëîâèíi ïî÷àòêîâî¨.

Ëiòåðàòóðà: [8, 9, 48, 80, 81].
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Ðîçäië 7. Ìîäåëi ðîñòó ÷èñåëüíîñòi

içîëüîâàíèõ ïîïóëÿöié

Ïîïóëÿöiÿ � öå äîâiëüíà ãðóïà îðãàíiçìiâ îäíîãî âèäó, ùî çàé-
ìà¹ ïåâíèé ïðîñòið, ôóíêöiîíó¹ ÿê ÷àñòèíà áiîëîãi÷íî¨ ñïiëüíîòè,
ìîæå ðîçìíîæóâàòèñÿ é ðîçâèâàòèñÿ çà ïåâíèõ óìîâ íàâêîëèø-
íüîãî ñåðåäîâèùà.

Ïîïóëÿöi¨ õàðàêòåðíà íèçêà îçíàê (íîñi¹ì îçíàê ¹ ãðóïà çàãà-
ëîì, à íå îêðåìà îñîáèíà â öié ãðóïi): ãóñòèíà (êiëüêiñòü, ùiëü-
íiñòü, áiîìàñà), íàðîäæóâàíiñòü, ñìåðòíiñòü, âiêîâà ñòðóêòóðà òî-
ùî. Âñi ïîïóëÿöi¨ äóæå ìiíëèâi. Åêîëîãiâ íàéáiëüøå öiêàâèòü õà-
ðàêòåð çìiíè ÷èñåëüíîñòi. ×èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ â ÷àñi ìîæå çìi-
íþâàòèñÿ ïî-ðiçíîìó: çðîñòàòè, ñïàäàòè, çäiéñíþâàòè êîëèâàííÿ.
Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi ìîäåëi ðîñòó ïîïóëÿöié.

7.1. Ìîäåëü Ìàëüòóñà

Íåõàé ìà¹ìî äåÿêèé áiîëîãi÷íèé âèä, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ íåîáìå-
æåíèé çàïàñ âèêîðèñòîâóâàíèõ ðåñóðñiâ. Ïîçíà÷èìî ÷èñåëüíiñòü
ïîïóëÿöi¨ â ìîìåíò ÷àñó t ÷åðåç N(t), òîäi øâèäêiñòü ¨¨ çìiíè ìîæå
áóòè ïîäàíà ÿê

Ṅ = íàðîäæóâàíiñòü− ñìåðòíiñòü+ ìiãðàöiÿ.

Ó ïðîñòiøîìó âèïàäêó ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäñóòíiñòü ìiãðàöi¨ òà
ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî íàðîäæóâàíiñòü i ñìåðòíiñòü âiäáóâà¹òüñÿ ïðî-
ïîðöiéíî çàãàëüíié ÷èñåëüíîñòi, òîäi

Ṅ = bN − dN àáî Ṅ = aN, a = b− d, (7.1.1)

äå b � êîåôiöi¹íò íàðîäæóâàíîñòi, d � êîåôiöi¹íò ñìåðòíîñòi, a �
êîåôiöi¹íò øâèäêîñòi ðîçìíîæåííÿ ïîïóëÿöi¨.

Ìîäåëü (7.1.1) óïåðøå áóëà çàïðîïîíîâàíà â 1798 ð. àíãëiéñü-
êèì åêîíîìiñòîì Òîìàñîì Ìàëüòóñîì (Malthus, 1766�1834).

Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (7.1.1) ïðè a = const ¹ åêñïîíåíöiàëüíà
ôóíêöiÿ

N(t) = N0e
a(t−t0),

äå N0 = N(t0) � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó
t = t0.
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ßêùî a > 0, òî ïîïóëÿöiÿ ðîñòå ç åêñïîíåíöiàëüíèì ðîñòîì
(N(t) → ∞ ïðè t → ∞); ÿêùî a < 0, òî ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹
(N(t) → 0 ïðè t → ∞). Âåëè÷èíó a ùå íàçèâàþòü áiîëîãi÷íèì
ïîòåíöiàëîì ïîïóëÿöi¨ àáî ìàëüòóçiàíñüêèì ïàðàìåòðîì ïîïóëÿ-
öi¨.

Åêñïîíåíöiàëüíèé õàðàêòåð çðîñòàííÿ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨
÷àñòî ïðîÿâëÿ¹òüñÿ çà ïðèðîäíèõ óìîâ ó êîðîòêî÷àñíi ïåðiîäè,
êîëè ¹ äîñòàòíüî ¨æi, íåìà¹ ñêóï÷åíîñòi, âiäñóòíi õèæàêè-âîðîãè.
Ó÷åíi ïiäðàõóâàëè, ùî çà ñïðèÿòëèâèõ íåêîíòðîëüîâàíèõ óìîâ
ïîòîìñòâî îäíi¹¨ ïàðè ìóõ ÷åðåç êiëüêà ðîêiâ âàæèëî áè áiëüøå
çà çåìíó êóëþ.

Êðiì öüîãî, åêñïîíåíöiàëüíèé õàðàêòåð çìiíè äåÿêî¨ âåëè÷è-
íè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äëÿ áàãàòüîõ âiäîìèõ ïðîöåñiâ i ÿâèù ïðèðîäè,
òàêèõ ÿê ïîãëèíàííÿ ñâiòëà, ìîíîìîëåêóëÿðíi õiìi÷íi ðåàêöi¨, ðà-
äiîàêòèâíèé ðîçïàä ðå÷îâèíè, îñòèãàííÿ ÷è íàãðiâ òiëà, çðîñòàí-
íÿ ñêëàäíèõ âiäñîòêiâ òîùî. Ìîäåëü Ìàëüòóñà âèêîðèñòîâóâàëè
òàêîæ äî îïèñó ðîçâèòêó íàóêè â ïåðiîä ïðèáëèçíî ç 1700 ð. äî
1950 ð., ùî çàñâiä÷ó¹ êiëüêiñòü îïóáëiêîâàíèõ ñòàòåé.

Ïîìèëêà Ìàëüòóñà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âií öå ðiâíÿííÿ, ÿêå
ñïðàâåäëèâå äëÿ ïåâíîãî êëàñó ïîïóëÿöié, ââàæàâ óíiâåðñàëüíèì
çàêîíîì íå òiëüêè äëÿ âñi¹¨ ïðèðîäè, àëå é äëÿ ñóñïiëüñòâà ëþäåé.
Iíòåðïðåòóþ÷è ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (7.1.1), Ìàëüòóñ ñòâåðäæóâàâ,
ùî â ñóñïiëüñòâi ëþäåé ìà¹ ìiñöå çàêîí áåçìåæíîãî ðîçìíîæåí-
íÿ íàñåëåííÿ i öåé ðiñò âiäáóâà¹òüñÿ â ãåîìåòðè÷íié ïðîãðåñi¨, à
çàñîáè iñíóâàííÿ çáiëüøóþòüñÿ ëèøå â àðèôìåòè÷íié ïðîãðåñi¨.
Çâiäñè Ìàëüòóñ ïðîãíîçóâàâ ðiçíi êàòàñòðîôè äëÿ íåêîíòðîëüîâà-
íîãî ðîñòó íàðîäîíàñåëåííÿ. Àëå àáñîëþòèçóþ÷è ëèøå áiîëîãi÷-
íi ôàêòîðè ó âiäòâîðåííi íàñåëåííÿ, Ìàëüòóñ íå îöiíèâ íàëåæíî
àäåêâàòíîñòi ìîäåëi äî ðåàëüíîñòi. Íàïðèêëàä, ÿêùî ïðèïóñòèòè,
ùî ðiñò íàðîäîíàñåëåííÿ ìàâ çàâæäè òàêó æ øâèäêiñòü, ùî é çà-
ðàç (ïîäâî¹ííÿ êiëüêîñòi çà 40 ðîêiâ), òî îòðèìà¹ìî âèñíîâîê, ùî
ëþäñòâî iñíó¹ ëèøå 32 ïîêîëiííÿ (áëèçüêî 1300 ðîêiâ).

Àëå â òîé æå ÷àñ ìîäåëü Ìàëüòóñà ìîæå áóòè çàñòîñîâíà íà
ïåâíèõ åòàïàõ (íà îáìåæåíèõ ÷àñîâèõ iíòåðâàëàõ) äî øèðîêîãî
êëàñó äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ, ÿêi, íàñàìïåðåä, ñïîñòåðiãàþòüñÿ ó
ëàáîðàòîðíèõ óìîâàõ: ðiñò ìiêðîáiâ, äðiæäæiâ, áàêòåðié ïðè íà-
ÿâíîñòi äîñòàòíüî¨ êiëüêîñòi ïîæèâíèõ ðåñóðñiâ ó ñåðåäîâèùi.
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Öiêàâî, ùî òî÷íiøèé îïèñ ðîñòó íàðîäîíàñåëåííÿ äà¹ íå åêñ-
ïîíåíöiàëüíà, à ãiïåðáîëi÷íà êðèâà, ÿêié âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íèé
çàêîí ðîñòó

dN

dt
=
N2

c
. (7.1.2)

Öié ìîäåëi ìîæíà äàòè òàêå áiîëîãi÷íå îá ðóíòóâàííÿ: ÿêùî çà-
ãàëüíà ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ N(t), òî ìîæíà ââàæàòè, ùî N/2
� ÷èñåëüíiñòü îñîáèí ÷îëîâi÷î¨ ñòàòi, N/2 � ÷èñåëüíiñòü îñîáèí
æiíî÷î¨ ñòàòi. Ïðèïóñòèìî, ùî øâèäêiñòü ðîçìíîæåííÿ ïîïóëÿöi¨
ïðîïîðöiéíà êiëüêîñòi çóñòði÷åé îñiá ÷îëîâi÷î¨ òà æiíî÷î¨ ñòàòåé,
ÿêà, i ñîái , ïðîïîðöiéíà äîáóòêó öèõ ÷èñåëüíîñòåé, òîáòî N2/4.
Òàêå ïðèïóùåííÿ íàçèâà¹òüñÿ �ãiïîòåçîþ åôåêòèâíèõ çóñòði÷åé�,
à ñàìà ìîäåëü îïèñó¹ ðiñò ïîïóëÿöi¨ ç óðàõóâàííÿì ñòàòåâîãî ðîç-

ìíîæåííÿ. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7.1.2) N(t) =
c

T − t
ïðè c ≈ 2·1011,

T ≈ 2026, ÿê ïîêàçó¹ ñòàòèñòèêà, ç äîñòàòíüî âèñîêîþ òî÷íiñòþ
îïèñó¹ ðiñò íàñåëåííÿ Çåìëi ïðîòÿãîì îñòàííiõ 500 ðîêiâ. Àëå öÿ
ôîðìóëà ñòà¹ íåçàñòîñîâíîþ ïðè t = 2026. Ñó÷àñíi ïðîãíîçè áàçó-
þòüñÿ íà òî÷íiøèõ ìîäåëÿõ, ÿêi ìiñòÿòü ó ñîái ÿê ñêëàäîâó ìîäåëü
ãiïåðáîëi÷íîãî ðîñòó. Âîíè ïîêàçóþòü, ùî ÷èñåëüíiñòü íàñåëåííÿ
Çåìëi ç ÷àñîì ñòàáiëiçó¹òüñÿ íà ðiâíi N∗ = 12 · 109 [50]. Çàðàç íà-
ñåëåííÿ Çåìëi íàáëèæà¹òüñÿ äî 6 ìëðä. Ñàì ôàêò ãiïåðáîëi÷íîãî
ðîñòó âêàçó¹ íà òå, ùî ç ðîñòîì íàñåëåííÿ øâèäêiñòü ðîñòó òåæ
çáiëüøó¹òüñÿ, à íå çìåíøó¹òüñÿ, ÿê öå ïðèðîäíî áóëî á ïðèïóñòè-
òè. Äiéñíî, äëÿ áiëüøîñòi âèäiâ íà Çåìëi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ âiä'¹ìíà
êîðåëÿöiÿ ìiæ ÷èñåëüíiñòþ ïîïóëÿöi¨ òà øâèäêiñòþ ðîñòó. Homo
sapiens � ¹äèíèé âiäîìèé âèä, äëÿ ÿêîãî äî öüîãî ÷àñó êîðåëÿöiÿ
ìiæ øâèäêiñòþ ðîñòó i ÷èñåëüíiñòþ ïîçèòèâíà [50].

7.2. Ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ

Ìîäåëü Ìàëüòóñà ðîçãëÿäàëàñÿ, êîëè äëÿ ðîçìíîæåííÿ ïî-
ïóëÿöi¨ ñòâîðåíi íàéñïðèÿòëèâiøi óìîâè i âiäñóòíi ëiìiòóþ÷i ôàê-
òîðè. Ïðîòå ñïðèÿòëèâi äëÿ ðîçìíîæåííÿ óìîâè íå ìîæóòü äîâãî
iñíóâàòè ÷åðåç âïëèâ íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà, ïðèñóòíiñòü âî-
ðîãiâ òà iíøèõ íåñïðèÿòëèâèõ ôàêòîðiâ, ùî çíà÷íî çìåíøó¹ øâèä-
êiñòü çðîñòàííÿ ¨¨ ÷èñåëüíîñòi.
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Ó ìîäåëi Ìàëüòóñà äëÿ ÷èñåëüíîñòi îñîáèí â içîëüîâàíié ïî-
ïóëÿöi¨ ïðè íåðiâíèõ êîåôiöi¹íòàõ íàðîäæóâàíîñòi òà ñìåðòíîñòi
iñíóþòü ëèøå äâi àëüòåðíàòèâè: àáî íåñêií÷åííèé ðiñò, àáî âèðî-
äæåííÿ.

ßêùî êîåôiöi¹íòè ðîçìíîæåííÿ b i ñìåðòíîñòi d îäíàêîâi, òîá-
òî a = 0, òî áóäü-ÿêà òî÷êà N∗ ≥ 0 ¹ ñòàíîì ðiâíîâàãè, ïðè÷îìó
íåñòiéêèì ïî âiäíîøåííþ äî çîâíiøíiõ çáóðåíü.

Îñêiëüêè â ðåàëüíié äiéñíîñòi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñòàáiëiçàöiÿ ÷è-
ñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ íà äåÿêîìó ðiâíi, òî íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè ìà-
òåìàòè÷íi ìîäåëi, â ÿêèõ ãóñòèíà ïîïóëÿöi¨ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü,
òîáòî êîåôiöi¹íò ðîçìíîæåííÿ â òàêié ìîäåëi íå ïîñòiéíèé, à çà-
ëåæèòü âiä ÷èñåëüíîñòi îñîáèí ó ïîïóëÿöi¨. Îòæå, òî÷íiøà ìàòå-
ìàòè÷íà ìîäåëü âèãëÿäó

dN

dt
= F (N)N, (7.2.1)

äå F (N) � êîåôiöi¹íò øâèäêîñòi âiäòâîðåííÿ ïîïóëÿöi¨.
Ðîçêëàäàþ÷è ôóíêöiþ F (N) ó ðÿä Òåéëîðà â îêîëi íóëÿ òà

çàëèøàþ÷è òiëüêè ëiíiéíi ÷ëåíè, ïðèéäåìî äî ðiâíÿííÿ

dN

dt
= (a+ bN)N,

äå a i b � äåÿêi ñòàëi, ïðè÷îìó ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî a > 0 i
b < 0.

Áåëüãiéñüêèé ìàòåìàòèê Ôåðõþëüñò (Verhulst, 1804�1849) â
1838 ð. äëÿ îïèñó ÷èñåëüíîñòi ðiçíèõ ïîïóëÿöié çàñòîñóâàâ ìîäåëü

dN

dt
= r
(
1− N

K

)
N, (7.2.2)

äå r, K � äîäàòíi êîíñòàíòè: r çàäà¹ êîåôiöi¹íò ïðèðîäíîãî âiä-
òâîðåííÿ � ìàëüòóçiàíñüêèé ïàðàìåòð; K iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê ïî-
òåíöiàëüíà ¹ìíiñòü åêîëîãi÷íîãî ñåðåäîâèùà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ äî-
ñòóïíîþ êiëüêiñòþ ðåñóðñiâ. Òîáòî öÿ ìîäåëü óæå âðàõîâó¹ âíóò-
ðiøíüîâèäîâó êîíêóðåíöiþ òà äiþ ëiìiòóþ÷èõ ôàêòîðiâ (íåñòà÷à
¨æi, ïëîùi, ñâiòëà). Öå ðiâíÿííÿ â ëiòåðàòóði íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì
Ôåðõþëüñòà�Ïiðëà (Pearl, 1879�1940). Äî òàêî¨ ìîäåëi ïðèéøîâ i
Àëüôðåä Ëîòêà (Alfred Lotka, 1880�1949) � àìåðèêàíñüêèé ìàòå-
ìàòèê, îäèí iç òâîðöiâ ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨.
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Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7.2.2) ïðè ïî÷àòêîâié óìîâi N(0) = N0

ìà¹ âèãëÿä

N(t) =
N0K

N0 + (K −N0)e−rt
. (7.2.3)

Ç (7.2.3) âèäíî, ùî N(t) → K ïðè t → ∞ äëÿ áóäü-ÿêèõ N0 > 0,
òîáòî êðèòè÷íà òî÷êà N = K àâòîíîìíîãî ðiâíÿííÿ ¹ àñèìï-
òîòè÷íî ñòiéêîþ, òîäi ÿê êðèòè÷íà òî÷êà N = 0 � íåñòiéêà. K
âèçíà÷à¹ ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ (÷èñåëüíiñòü
íå çðîñòà¹ áåçìåæíî, à îáìåæåíà çâåðõó).

Çàóâàæèìî, ùî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó
ðiâíÿííÿ (7.2.2) ìîæíà ïîêàçàòè ùå é çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ëÿ-

ïóíîâà V (N) =
(
1− N

K

)2
.

Äiéñíî, V (N) ≥ 0, V (K) = 0. Ïîõiäíà ôóíêöi¨ V (N) óíàñëiäîê
ðiâíÿííÿ (3.2.2)

dV

dt
= −2r

K
N
(
1− N

K

)2
≤ 0,

dV (K)

dt
= 0.

Ðîçâ'ÿçîê (7.2.3) ïðè 0 < N0 < K ìà¹ âèãëÿä S-ïîäiáíî¨ êðèâî¨
(ðèñ. 7.1), ÿêó ÷àñòî íàçèâàþòü ëîãiñòè÷íîþ êðèâîþ, ñàìå ðiâíÿí-
íÿ (7.2.2) â ëiòåðàòóði iìåíóþòü ùå ëîãiñòè÷íèì ðiâíÿííÿì.

Àíàëiç ðîçâ'ÿçêó (7.2.3) ïîêàçó¹, ùî ïðè N0 << K i ìàëèõ
çíà÷åííÿõ t (ïiäñòàíîâêà N0 = 0 â çíàìåííèê) ñïðàâåäëèâå íàáëè-
æåíå ñïiââiäíîøåííÿ N(t) = N0e

rt, ÿêå ñâiä÷èòü, ùî çà âêàçàíèõ
óìîâ íà ïî÷àòêîâié ñòàäi¨ ïðîöåñ ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé õàðàêòåð.

Ðèñ. 7.1. Ïîâåäiíêà ëîãiñòè÷íèõ êðèâèõ
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Àìåðèêàíñüêèé áiîëîã Ðàéìîíä Ïiðë ââàæàâ, ùî ëîãiñòè÷íà
êðèâà íå ïðîñòî äîáðå îïèñó¹ ðiñò áàãàòüîõ ïîïóëÿöié, à ¹ äåÿ-
êèì ôóíäàìåíòàëüíèì áiîëîãi÷íèì çàêîíîì ðîñòó, ïîäiáíî äî çà-
êîíiâ òåðìîäèíàìiêè ó ôiçèöi. Áàãàòî ðiçíèõ ïðîöåñiâ íå òiëüêè
â áiîëîãi¨, àëå é â åêîíîìiöi, ñîöiîëîãi¨ îïèñóþòüñÿ ëîãiñòè÷íèì
ðiâíÿííÿì.

Àëå öiëêîì î÷åâèäíî, ùî ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ (7.2.2), ÿê i ìî-
äåëü Ìàëüòóñà (7.1.1), íå âàðòî ñïðèéìàòè ÿê ðiâíÿííÿ, ÿêå òî÷íî
îïèñó¹ ïîïóëÿöiéíó äèíàìiêó ðåàëüíèõ ñèñòåì. Íàéòî÷íiøå ëî-
ãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ äèíàìiêó ëàáîðàòîðíèõ ïîïóëÿöié, ÷è-
ñåëüíiñòü ÿêèõ ïðÿìó¹ äî äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ.

Ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïåðøå íàáëèæåííÿ
äëÿ îïèñàííÿ äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié, ó ÿêèõ ðåãóëÿòîðíi
ìåõàíiçìè ¹ ôóíêöiÿìè ñàìî¨ ÷èñåëüíîñòi.

Iíîäi çðó÷íî â ðiâíÿííi (7.2.2) ïåðåéòè äî áåçðîçìiðíî¨ âåëè-

÷èíè x =
N(t)

K
òà çìiíåíîãî ÷àñó τ = rt. Òîäi ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ

(7.2.2) íàáóäå âèãëÿäó

dx

dτ
= x(1− x),

ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî áóäå x(τ) =
1

1− Ce−τ
, x(0) = x0. Ïðè τ → ∞

ìà¹ìî, ùî x→ 1. Òàêèé âèãëÿä ðiâíÿíü òà ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ ïåðå-
âàãè, îñêiëüêè â íüîãî íå âõîäÿòü ïàðàìåòðè. Äî òîãî æ áåçðîç-
ìiðíå ðiâíÿííÿ çáåðiãà¹ âñi âëàñòèâîñòi òà îñîáëèâîñòi âèõiäíîãî
ðiâíÿííÿ.

7.3. Óçàãàëüíåííÿ ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

Ó ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (7.2.2) áàãàòî íåäîëiêiâ. Çîêðåìà,
òî÷êà ïåðåãèíó êðèâî¨ N(t), ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (7.2.3), çà-

âæäè ìà¹ êîîðäèíàòó
K

2
, ùî íå âiäïîâiäà¹ íàòóðíèì ñïîñòåðåæåí-

íÿì, òîìó iñíóþòü ðiçíi óçàãàëüíåííÿ ìîäåëi Ôåðõþëüñòà�Ïiðëà.
Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ äëÿ îïèñó äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié

âèêîðèñòîâóþòü ðiâíÿííÿ

dN

dt
= r
(
1−

(N
K

)α)
N, N(0) = N0 > 0, α > 0, (7.3.1)
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àáî çàãàëüíiøå
dN

dt
= r
(
1−

(N
K

)α)γ
Nβ, (7.3.2)

äå âñi ïàðàìåòðè íåâiä'¹ìíi.
Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ ðiçêîãî çáiëüøåííÿ ÷èñåëüíîñòi

(âëàñòèâå êîìàõàì), ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ñïàëàõîì, âèêîðèñòîâóþòü
ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− p(N), (7.3.3)

äå ÷ëåí p(N) îïèñó¹ âèíèùåííÿ êîìàõ ïòàõàìè. Î÷åâèäíî, iç çà-
ãàëüíèõ ìiðêóâàíü, ùî ôóíêöiÿ p(N) ïîâèííà ìàòè õàðàêòåð íà-
ñè÷åííÿ. Öþ ôóíêöiþ â åêîëîãi¨ íàçèâàþòü òðîôi÷íîþ ôóíêöi¹þ.
Çîêðåìà, ÷àñòî äëÿ àíàëiòè÷íîãî âèðàçó p(N) áåðóòü ôóíêöiþ
Õàññåëà p(N) = bN2/(a2 +N2), äå a i b � äîäàòíi êîíñòàíòè.

Òîäi äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− bN2

a2 +N2
. (7.3.4)

ßêùî âèêîíàòè çàìiíó çìiííèõ

x =
N

a
, r′ =

ar

b
, K ′ =

K

a
, τ =

bt

a
,

òî â íîâèõ áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ ðiâíÿííÿ (7.3.4) íàáóäå âèãëÿäó

ẋ = r′x
(
1− x

K ′

)
− x2

1 + x2
. (7.3.5)

7.4. Ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ç ôàêòîðîì çàïiçíåííÿ.
Ìîäåëü Õàò÷èíñîíà

Íåäîëiêîì ëîãiñòè÷íî¨ ìîäåëi ¹ âèêîðèñòàííÿ ìèòò¹âèõ çíà÷åíü
íàðîäæóâàíîñòi òà ñìåðòíîñòi, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ñòàíîì ïîïóëÿ-
öi¨ â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó. Íàñïðàâäi íàðîäæóâàíiñòü çàëåæèòü âiä
÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ â ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷àñó, òîìó ùî, íàïðè-
êëàä, iñíó¹ ïðîìiæîê ÷àñó τ ìiæ ìîìåíòàìè çà÷àòòÿ i íàðîäæó-
âàííÿ. ×àñ ñòàòåâîãî äîçðiâàííÿ òåæ çóìîâëþ¹ ôàêòîð çàïiçíåí-
íÿ. Ñìåðòíiñòü áiëüøîþ ìiðîþ çàëåæèòü âiä ñòàíó ïîïóëÿöi¨ â
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ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó. Òîäi ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ïåðåõîäèòü ó ðiâ-
íÿííÿ iç çàïiçíþþ÷èì àðãóìåíòîì âèãëÿäó

dN

dt
= r
(
1− N(t− τ)

K

)
N(t), t ≥ 0, (7.4.1)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Õàò÷èíñîíà (Hutchinson, 1948). Òóò
r > 0 � êîåôiöi¹íò ëiíiéíîãî ðîñòó, K > 0 � ñåðåäíÿ ÷èñåëüíiñòü ó
ïîïóëÿöi¨, τ > 0 � çàïiçíåííÿ.

Ðiâíÿííÿ (7.4.1) ìîæíà îäåðæàòè ùå é iç òàêèõ ìiðêóâàíü. Ó
ðåàëüíié åêîñèñòåìi ðåñóðñè ñàìîâiäíîâëþþòüñÿ. Òîìó ðåàëüíèé
ðiâåíü ðåñóðñiâ, äîñòóïíèõ ó ìîìåíò ÷àñó t, çàëåæàòèìå âiä ùiëü-
íîñòi âèäó â ìîìåíò t−τ , äå τ � ÷àñ ðîçâèòêó âèäó, ÿêèé ñëóæèòü
ðåñóðñîì. Äëÿ çàìèêàííÿ ðiâíÿííÿ (7.4.1) íåîáõiäíî çàäàòè ïî-
÷àòêîâó óìîâó

N(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], (7.4.2)

äå φ(t) ≥ 0 � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.
Ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ çàäà÷i iñíó¹, ïðè÷îìó ¹äèíèé [73].
Çàïðîâàäèìî â (7.4.1) çàìiíó çìiííèõ

s =
t

τ
, N(t) =

K

rτ
x(s),

òîäi îòðèìà¹ìî
dx

ds
= (a1 − x(s− 1))x(s), (7.4.3)

äå a1 = rτ . Íåòðèâiàëüíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(7.4.3) ìà¹ âèãëÿä x∗ = a1. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ââàæàòè-
ìåìî, ùî x(s)− a1 = z(s).

Âiäíîñíî z(s) îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

dz

ds
= −z(s− 1)(z(s) + a1).

Ëiíåàðèçóþ÷è îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

dz

ds
+ a1z(s− 1) = 0. (7.4.4)

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

z(s) = eγs, γ = α+ iβ, i =
√
−1.
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Äëÿ ïîêàçíèêà γ ìà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

γeγ + a1 = 0. (7.4.5)

Öå ðiâíÿííÿ äîñèòü ïîâíî äîñëiäæåíå â [88]. Ïðè öüîìó ïîêàçàíî,
ùî ðiâíîâàãà x∗ áóäå ñòiéêîþ (àñèìïòîòè÷íî) òîäi é òiëüêè òî-
äi, êîëè êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìàþòü âiä'¹ìíi äiéñíi
÷àñòèíè.

Ïðè 0 < a1 <
π

2
íåòðèâiàëüíà ðiâíîâàãà â ðiâíÿííi iç çàïiçíåí-

íÿì ñòiéêà (ÿê i áåç çàïiçíåííÿ).

ßêùî a1 >
π

2
, òî iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè, ÿêi íå ïðÿìóþòü äî x∗

ïðè t → ∞. Àëå âîíè çàëèøàþòüñÿ îáìåæåíèìè é êîëèâàþòüñÿ
íàâêîëî çíà÷åííÿ x = x∗.

ßêùî â ðiâíÿííi (7.4.1) âðàõóâàòè êîíêóðåíöiþ, òî öå ðiâíÿííÿ
íàáóäå âèãëÿäó

dN

dt
= r
(
1− N(t)

K
− N(t− τ)

K

)
N(t), N(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0].

(7.4.6)
Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ ðiâíÿíü ïðè t ≥ 0 çàñòîñîâóþòü ìåòîä

êðîêiâ. Íà âiäðiçêó t ∈ [0, τ ] âåëè÷èíà N(t− τ) = φ(t− τ) âiäîìà,
òîìó âèõiäíå ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì Áåðíóëëi. Éîãî ðîçâ'ÿçîê ìîæå
áóòè çíàéäåíèé àíàëiòè÷íî àáî ÷èñåëüíî.

Äàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäðiçîê ÷àñó t ∈ [τ, 2τ ], äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ
N(t− τ) òàêîæ óæå âiäîìà, i çíîâó ìîæíà çíàéòè éîãî ðîçâ'ÿçîê.
Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê íà âiäðiçêó [0, T ].

×àñòî âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïîâåäiíêà ñèñòåìè â ìîìåíò ÷àñó t çà-
ëåæèòü íå ëèøå âiä ìîìåíòó t − τ , à é âiä óñiõ ñòàíiâ, ùî ìàëè
ìiñöå óïðîäîâæ äåÿêîãî ïåðiîäó ÷àñó. Ùîá âðàõóâàòè öåé ôàêò,
Â. Âîëüòåððà çàïðîïîíóâàâ ìîäåëü äèíàìiêè ïîïóëÿöié ó âèãëÿäi

dN

dt
= r
(
K −N(t)−

t∫
0

K(t− ξ)N(ξ)dξ
)
N(t), (7.4.7)

äå iíòåãðàëüíèé ÷ëåí îïèñó¹ çìåíøåííÿ øâèäêîñòi ðîñòó ïî-
ïóëÿöi¨ âíàñëiäîê çàáðóäíåííÿ ñåðåäîâèùà, òîáòî âðàõîâó¹ ïå-
ðåäiñòîðiþ ðîçâèòêó ïîïóëÿöi¨.
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Îòæå, óâåäåííÿ çàïiçíåííÿ â ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ïðèâîäèòü
äî âèíèêíåííÿ çíà÷íî øèðøî¨ ÿêiñíî¨ êàðòèíè äèíàìiêè ÷èñåëü-
íîñòi ïîïóëÿöi¨.

7.5. Iíøi ìîäåëi äèíàìiêè içîëüîâàíèõ ïîïóëÿöié

7.5.1. Ìîäåëü ðîñòó Ãîìïåðòöà

Ïðè âèâåäåííi ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìè âèõîäèëè ç ïðèïó-
ùåííÿ, ùî òåìï ðîñòó ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ïîæèâ-
íèì ðåñóðñîì ñåðåäîâèùà, òîáòî êîåôiöi¹íòîì ïðèðîñòó

a = r
(
1− N

K

)
.

Ãîìïåðòö (Gompertz, 1779�1865, àíãëiéñüêèé ìàòåìàòèê-
ñàìîó÷êà, âiäîìèé ïåðåäóñiì çàêîíîì ðîñòó, ÿêèé íàçâàíèé éîãî
iìåíåì) âèõîäèâ iç ïðèïóùåííÿ, ùî êîåôiöi¹íò ïðèðîñòó ¹ âåëè-
÷èíîþ ïîñòiéíîþ äëÿ âñiõ N , àëå çìåíøó¹òüñÿ ç ÷àñîì, äî òîãî æ
öåé ñïàä ÿâëÿ¹ ñîáîþ äèíàìiêó ïåðøîãî ïîðÿäêó, òîáòî ìà¹ åêñ-
ïîíåíöiàëüíèé õàðàêòåð. Ïðè÷èíîþ ñïàäó ìîæå áóòè äåãðàäàöiÿ,
ñòàðiííÿ àáî óñêëàäíåííÿ îðãàíiçìó.

Ôîðìàëiçàöiÿ íàâåäåíèõ âèùå ïðèïóùåíü ïðèçâîäèòü äî ðiâ-
íÿííÿ

dN

dt
= a(t)N, (7.5.1)

ïðè÷îìó êîåôiöi¹íò ïðèðîñòó âæå íå ïîñòiéíèé, à çìiíþ¹òüñÿ çà
çàêîíîì

da

dt
= −µa, (7.5.2)

äå µ � äîäàòêîâèé äîäàòíèé ïàðàìåòð, ùî õàðàêòåðèçó¹ çìåíøåí-
íÿ a(t).

Iíòåãðóþ÷è ðiâíÿííÿ (7.5.2), îäåðæó¹ìî

a(t) = a0e
−µt,

äå a0 � çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a ïðè t = 0.
Ïiäñòàâëÿþ÷è a(t) â (7.5.1), ìà¹ìî

dN

dt
= a0e

−µtN.
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Âiäîêðåìëþþ÷è çìiííi òà iíòåãðóþ÷è, äiñòàíåìî

N(t) = N0 exp[a0(1− e−µt)/µ], (7.5.3)

äå N0 = N(0).
Ç (7.5.3) ìà¹ìî N(t) → N0e

a0/µ ïðè t → ∞. Ïðè ìàëèõ çíà-
÷åííÿõ t âèðàç e−µt ≈ 1 − µt, òîìó N(t) ≈ N0 exp a0t, òîáòî ïðè
ìàëèõ t ìà¹ìî åêñïîíåíöiàëüíèé çàêîí ðîñòó.

Ðiâíÿííÿ Ãîìïåðòöà ÷àñòî çàñòîñîâóþòü äî ìîäåëþâàííÿ ðî-
ñòó ðàêîâèõ ïóõëèí.

7.5.2. Ïîïóëÿöi¨ ç åôåêòîì Îëëi

Ç ðiâíÿííÿ (7.2.1) áà÷èìî, ùî ïèòîìèé òåìï ïðèðîñòó (êîåôi-

öi¹íò ïðèðîñòó) F (N) =
1

N

dN

dt
¹ ôóíêöi¹þ âiä N . Öÿ çàëåæíiñòü

ìîæå áóòè äâîÿêîþ. Íà ðèñ. 7.2 íàâåäåíà çàëåæíiñòü, ÿêà ¹ ìîíî-
òîííî ñïàäíîþ ïðè çðîñòàííi N : çàëåæíîñòi 2 âiäïîâiäàþòü ðèáè,
ðàâëèêè, æîëóäü äóáà òà iíøi; çàëåæíîñòi 3 âiäïîâiäàþòü âåëèêi
òâàðèíè; ïðÿìà 1 âiäïîâiäà¹ ëîãiñòè÷íié ìîäåëi.

Äîñòîâiðíà âiä'¹ìíà êîðåëÿöiÿ ìiæ F i N , ïåðåâiðåíà ÷èñëåí-
íèìè åêñïåðèìåíòàìè, çàâæäè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â ïîïóëÿöiÿõ, ùî ¹
êîìïîíåíòàìè ñòàáiëüíèõ åêîñèñòåì.

Íà ðèñ. 7.3 íàâåäåíi íåìîíîòîííi çàëåæíîñòi, ÿêi çóñòði÷àþòü-
ñÿ â ïîïóëÿöiÿõ ç ÿñêðàâî âèðàæåíîþ ãðóïîâîþ ïîâåäiíêîþ i âçà-
¹ìîäîïîìîãîþ, íàïðèêëàä, ó êîëîíiÿõ ïòàõiâ i òâàðèí, ó ÿêèõ iñ-
íóþòü ãðóïîâi ôîðìè çàõèñòó âiä íàïàäiâ õèæàêiâ, ñóìiñíå âè-
ðîùóâàííÿ ïîòîìñòâà òîùî. Òóò ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ N (êîëè
ïî÷èíà¹ âèÿâëÿòèñÿ åôåêò ãðóïè) ïî÷èíà¹ çðîñòàòè F (N), à äàëi
÷åðåç íåäîñòàòíiñòü ðåñóðñiâ âåëè÷èíà F (N) ñïàäà¹. Òàêèé òèï
çàëåæíîñòåé íàçèâà¹òüñÿ êðèâèìè Îëëi (Allee, 1885�1955).

Íàéïðîñòiøó çàëåæíiñòü Îëëi ìîæíà çàäàòè êóái÷íîþ ïàðà-
áîëîþ

F (N) = N3 + pN2 + qN + r,

äå p, q, r � ñòàëi, ÿêi ìîæíà âèçíà÷èòè çà òðüîìà çíà÷åííÿìè F ó
äîâiëüíèõ òî÷êàõ.
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Ðèñ. 7.2. Ìîíîòîííà Ðèñ. 7.3. Íåìîíîòîííà
çàëåæíiñòü çàëåæíiñòü òèïó Îëëi

Ó ðàçi ìîíîòîííî¨ çàëåæíîñòi, êðiì íóëüîâî¨ ñòàöiîíàðíî¨ òî÷-
êè ðiâíÿííÿ (7.2.1), iñíó¹ ùå îäíà íåòðèâiàëüíà ñòàöiîíàðíà òî÷êà
N = N∗ (ðèñ. 3.2), ïðè÷îìó íåòðèâiàëüíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê

ñòiéêèé, îñêiëüêè
dN

dt
> 0 ïðè N < N∗ i

dN

dt
< 0 ïðè N > N∗.

Ó ðàçi çàëåæíîñòi òèïó Îëëi ìîæëèâå iñíóâàííÿ äåêiëüêîõ
ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ. Äëÿ êðèâî¨ Îëëi 2 ç ðèñ. 7.3 iñíó¹ òðè
íåòðèâiàëüíèõ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíè, ïðè÷îìó N∗

1 , N
∗
3 (iç íàéìåí-

øîþ i íàéáiëüøîþ ÷èñåëüíiñòþ) ñòiéêi, à N∗
2 (iç ïðîìiæíèì çíà-

÷åííÿì ÷èñåëüíîñòi) � íåñòiéêèé. Íóëüîâà ñòàöiîíàðíà òî÷êà ó öèõ
äâîõ âèïàäêàõ íåñòiéêà.

Òîáòî çàëåæíiñòü òèïó Îëëi ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ íîâîãî
åôåêòó, íàïðèêëàä, äî âèíèêíåííÿ äåêiëüêîõ ñòiéêèõ ñòàöiîíàð-
íèõ ñòàíiâ, ùî ìîæå áóòè iíòåðïðåòîâàíî ÿê âèíèêíåííÿ äåÿêî¨
íîâî¨ ôîðìè àäàïòàöi¨ äî íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà.

Äëÿ àíàëiçó ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ êîðèñòóþòüñÿ

ùå ìåòîäîì ôàçîâèõ äiàãðàì � ãðàôiêàìè çàëåæíîñòi
dN

dt
âiä N .

Íà ðèñ. 7.4 ïîáóäîâàíi ôàçîâi äiàãðàìè äëÿ ìîíîòîííèõ i íåìî-
íîòîííèõ çàëåæíîñòåé iç äåêiëüêîìà ñòàöiîíàðíèìè òî÷êàìè. ßê

áà÷èìî, ñòiéêiñòü ïîâ'ÿçàíà çi çíàêîì ïîõiäíî¨
d

dN
(F (N)N) ó ñòà-

öiîíàðíié òî÷öi.
Îñêiëüêè

d

dN
(F (N)N) =

dF

dN
N + F (N) =

dF

dN
N +

1

N

dN

dt
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i
dN

dt
= 0 â ñòàöiîíàðíié òî÷öi N∗, òî ñòàöiîíàðíà òî÷êà N∗

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, ÿêùî â íié
dF (N∗)

dN
< 0, i íåñòiéêà, ÿêùî

dF (N∗)

dN
> 0.

à á
Ðèñ. 7.4. Ôàçîâi äiàãðàìè: à � ìîíîòîííèõ; á � íåìîíîòîííèõ

çàëåæíîñòåé

Çàóâàæèìî, ùî â åêîëîãi¨ ðîçðiçíÿþòü ñëàáêèé òà ñèëüíèé
åôåêòè Îëëi. Ó ðàçi ñëàáêîãî åôåêòó Îëëi F (N) > 0 ïðè 0 < N <
N∗

1 (êðèâà 2 íà ðèñ. 7.3). Ó ðàçi ñèëüíîãî åôåêòó Îëëi F (N) < 0
ïðè 0 < N < N∗

1 , òîáòî ÿêùî N ñòà¹ ìåíøèì ãðàíè÷íî¨ ÷èñåëüíî-

ñòi N∗
1 , òî øâèäêiñòü ðîñòó

dN

dt
ñòà¹ âiä'¹ìíîþ, ïîïóëÿöiÿ âèìè-

ðà¹. Öåé åôåêò ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê íåäîñòàòíþ ÷èñåëüíiñòü
ïîïóëÿöi¨, çà ÿêî¨ ðåïðîäóêòèâíi îñîáèíè íå çíàõîäÿòü îäíi îäíèõ.

Òèïîâà ôîðìà âðàõóâàííÿ ñèëüíîãî åôåêòó Îëëi â ëîãiñòè÷-
íîìó ðiâíÿííi ìà¹ âèãëÿä

dN

dr
= rN

(
1− N

K

)
(N − L), L < K, r > 0. (7.5.4)

Öÿ ìîäåëü âðàõîâó¹ ïðèðîäíó ñìåðòíiñòü, âíóòðiøíüîâèäîâó
êîíêóðåíöiþ i íèæíþ ìåæó ÷èñåëüíîñòi. Ôàçîâà äiàãðàìà òà ïî-
âåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä, çîáðàæåíèé íà
ðèñ. 7.5.
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à á â
Ðèñ. 7.5. Ôàçîâà äiàãðàìà òî ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ó âèïàäêó

ñèëüíîãî åôåêòó Îëëi: à � ãðàôiê çìiíè øâèäêîñòi ðîçìíîæåííÿ;
á � ôàçîâà ïðÿìà; â � ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (7.5.4)

Ñòàöiîíàðíi òî÷êè N = 0 i N = K ñòiéêi, à N = L � íåñòiéêà,
òîáòî ÿêùî ïî÷àòêîâi óìîâè ïîïóëÿöi¨ òàêi, ùî N(0) = N0 < L,
òî ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹, òîáòî L çàäà¹ íèæíþ ìåæó âèðîäæåííÿ
ïîïóëÿöi¨. Öÿ áiîëîãi÷íà õàðàêòåðèñòèêà êîíêðåòíîãî âèäó ðiçíà
äëÿ ðiçíèõ ïîïóëÿöié. Ñïîñòåðåæåííÿ áiîëîãiâ ïîêàçàëè, ùî äëÿ
îíäàòð öå ëèøå ïàðà îñîáèí íà òèñÿ÷ó êì2, à äëÿ àìåðèêàíñüêîãî
ãîëóáà � öå âæå ñîòíi òèñÿ÷ îñîáèí (çàçäàëåãiäü âàæêî ïåðåäáà-
÷èòè, ùî òàêèé ÷èñëåííèé âèä ïðèðå÷åíèé íà âèìèðàííÿ). Äëÿ
áëàêèòíèõ êèòiâ êðèòè÷íà ãðàíèöÿ ÷èñåëüíîñòi äîðiâíþ¹ äåñÿò-
êàì ñîòåíü. Õèæàöüêå âèíèùåííÿ öèõ òâàðèí ïðèçâåëî äî çìåí-
øåííÿ ¨õ êiëüêîñòi â ñâiòîâîìó îêåàíi. I õî÷à ïîëþâàííÿ íà íèõ
çàáîðîíåíî, íàäi¨ íà âiäíîâëåííÿ ïîïóëÿöi¨ áëàêèòíèõ êèòiâ ïðàê-
òè÷íî íåìà¹. Òàêi êðèòè÷íi ñòàíè âàæëèâî çíàòè äëÿ ïëàíóâàííÿ
ïðîöåñiâ âiäáîðó îñîáèí ó ïîïóëÿöi¨ ïðè ïðîìèñëîâîìó çíà÷åííi
áiîëîãi÷íîãî âèäó.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è íà åòàïi êîíöåïòóàëüíî¨ ïîñòàíîâêè çàäà-
÷i âñå áiëüøå é áiëüøå ôàêòîðiâ, ÿêi âïëèâàþòü íà ÷èñåëüíiñòü
ïîïóëÿöi¨, ìè ïðèõîäèìî äî i¹ðàðõi¨ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, äëÿ
ÿêèõ îäåðæàòè ðîçâ'ÿçîê â àíàëiòè÷íié ôîðìi óæå, ÿê ïðàâèëî, íå
âäà¹òüñÿ. Àëå äåÿêi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà âèâ÷èòè øëÿ-
õîì ÿêiñíîãî äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ òîãî,
ùîá îäåðæàòè êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè, íåîáõiäíî ïåðåéòè äî òà-
êèõ åòàïiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ: ïîáóäîâà è äîñëiäæåííÿ
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äèñêðåòíèõ ìîäåëåé, ðîçðîáêà òà äîñëiäæåííÿ ÷èñëîâèõ àëãîðèò-
ìiâ, ñòâîðåííÿ é òåñòóâàííÿ ïðîãðàì, ïðîâåäåííÿ ðîçðàõóíêiâ i
àíàëiç ðåçóëüòàòiâ.

7.6. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

7.1. Ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ (7.2.2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çà-
äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (7.2.3). Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê óçàãàëüíåíîãî ëîãi-
ñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (7.3.1), çðîáèòè éîãî ÿêiñíèé àíàëiç.

7.2. Âèêîíàòè ÿêiñíèé àíàëiç ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ
(7.3.5). Çíàéòè íåðóõîìi òî÷êè òà äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü çà ïåð-
øèì íàáëèæåííÿì. Çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ r′, K ′, çà ÿêèõ
âiäáóâà¹òüñÿ ïîÿâà àáî çíèêíåííÿ íåòðèâiàëüíèõ ñòàíiâ ðiâíîâà-
ãè, ùî ¹ òî÷êàìè áiôóðêàöi¨.

7.3. Ðîçãëÿíóòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü (7.3.3) äëÿ âèëîâó ðèáè
(ïîëþâàííÿ):

à) ó âèïàäêó ëiíiéíî¨ iíòåíñèâíîñòi âèëîâó ðèáè, òîáòî p(N) =
αN , äå α > 0 � ïîñòiéíi çàòðàòè;

á) ó âèïàäêó ïîñòiéíîãî äîõîäó çà îäèíèöþ ÷àñó, òîáòî p(N) =
A, äå A > 0 çàäà¹ âèëîâ ðèáè çà îäèíèöþ ÷àñó (øâèäêiñòü âèëó-
÷åííÿ ïîïóëÿöi¨).

Çíàéòè ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü òà ïîáóäóâàòè ÿêiñíó êàðòèíó
ðîçâ'ÿçêiâ. Äàòè âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, ÿêà ç öèõ äâîõ ñòðàòåãié
êàòàñòðîôi÷íiøà äëÿ äèíàìiêè ïðîìèñëîâî¨ ïîïóëÿöi¨. Äëÿ äðóãî-
ãî âèïàäêó çíàéòè òî÷êè áiôóðêàöi¨ i ïîáóäóâàòè ôàçîâi ïîðòðåòè.

7.4. Äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dN

dt
= r
(
1− N

K1

)(
1− N

K2

)( N
K3

− 1
)

iç êðèòè÷íèìè òî÷êàìè K1, K2, K3 (K1 > K2 > K3) ïîáóäóâàòè
ôàçîâó äiàãðàìó, âèçíà÷èòè ñòiéêiñòü öèõ òî÷îê òà çîáðàçèòè ÿêiñ-
íó êàðòèíó ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ N(t). Ðîçãëÿíóòè ðiçíi âàðiàíòè
çáiãó êðèòè÷íèõ òî÷îê.

7.5. Äëÿ ðiâíÿííÿ Õàò÷èíñîíà (7.4.1) ïðè N(t) = N0, t ∈
[−τ, 0] ïðîiëþñòðóâàòè ìåòîä êðîêiâ. Ðîçãëÿíóòè òðè êðîêè: 1)
t ∈ [0, τ ], 2) t ∈ [τ, 2τ ], 3) t ∈ [2τ, 3τ ].
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7.6. Ðîçãëÿíóòè íåñòàöiîíàðíå ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ

dN

dt
= N(r(t)− γ(t)N).

Çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ N(0) =
N0 (öå ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi é çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ N(t) =
1

x(t)
çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî x(t)). Ïîáóäóâàòè

ðîçâ'ÿçîê ó âèïàäêó, êîëè r(t) = const, à γ(t) � ïåðiîäè÷íî çìi-
íþ¹òüñÿ áiëÿ äåÿêîãî ñòàëîãî ðiâíÿ q òàê, ùî γ(t) = q + β sinωt,
äå ω � ÷àñòîòà çîâíiøíüîãî çáóðåííÿ, β � àìïëiòóäà çáóðåííÿ.

7.7. Ðîçãëÿíóòè ïîïóëÿöiþ ç óçàãàëüíåíèì ãiïåðáîëi÷íèì çà-
êîíîì ðîñòó

dN

dt
= rN2

(
1− N

K

)
.

Âèêîíàòè ÿêiñíèé àíàëiç ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ.
7.8. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ âåëè÷èíè N(t) ó ìîäåëi Ãîìïåðòöà ìîæ-

íà îòðèìàòè ðiâíÿííÿ

dN

dt
= rN

(
1− lnN

K

)
,

äå r i K � äîäàòíi ïàðàìåòðè.
Âèêîíàòè ÿêiñíèé àíàëiç ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ.

Çíàéòè íåðóõîìi òî÷êè i äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü çà ïåðøèì íà-
áëèæåííÿì. Çíàéòè òî÷íèé àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê òà ïîðiâíÿòè ç
ïîïåðåäíiìè ðåçóëüòàòàìè. Çíàéòè òî÷êó ïåðåãèíó ðîçâ'ÿçêó ðiâ-
íÿííÿ Ãîìïåðòöà.

7.9. Ãiáðèä ðiâíÿííÿ Ãîìïåðòöà òà ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äà¹
ðiâíÿííÿ ×àíòåðà (Chanter, 1976), ÿêå ìà¹ âèãëÿä

dN

dt
= rN

(
1− lnN

K

)
e−µt, N(0) = N0,

äå r, K, µ � äîäàòíi ïàðàìåòðè.
Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ×àíòåðà òà äîñëiäèòè éîãî âëàñòè-

âîñòi. Ïîðiâíÿòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ×àíòåðà ç ðîçâ'ÿçêàìè ëîãi-
ñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ òà ðiâíÿííÿ Ãîìïåðòöà.
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7.10. Äëÿ îïèñàííÿ ðîñòó îðãàíiçìó âèêîðèñòîâóþòü íåàâòî-
íîìíó ìîäåëü

Ẇ =
aW

t
, W (t0) =W0,

äå W � âèìiðþâàíèé ïàðàìåòð îðãàíiçìó (âàãà, äîâæèíà, îá'¹ì),
t � ÷àñ (âiê îðãàíiçìó), W0 � çíà÷åííÿ W ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò
÷àñó t0, a � íåâiä'¹ìíà êîíñòàíòà. Íåîáõiäíî:

à) âèïèñàòè ÿâíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ìîäåëi, äåòàëüíî ïðîàíàëiçó-
âàòè ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié;

á) â åêñïåðèìåíòi áóëî âèÿâëåíî, ùî öÿ ìîäåëü äîáðå îïèñó¹
ðiñò îðãàíiçìiâ ëèøå íà îêðåìèõ ñòàäiÿõ. Ðiçíèì ñòàäiÿì âiäïîâi-
äàþòü ðiçíi çíà÷åííÿ a. Çàïèñàòè òî÷íiøó ìîäåëü ç óðàõóâàííÿì
ñòàäiéíîãî ðîçâèòêó i çîáðàçèòè ãðàôiê ðîñòó â çâè÷àéíié òà ëî-
ãàðèôìi÷íié øêàëàõ.

7.11. Äëÿ ðiçíîñòàòåâèõ ïîïóëÿöié â óìîâàõ íåîáìåæåíîãî ðå-
ñóðñó äèíàìiêó ÷èñåëüíîñòi äîáðå îïèñó¹ ìîäåëü

dN

dt
= rN2.

Îäíàê çà óìîâè âåëèêî¨ ùiëüíîñòi îñîáèí ó ïîïóëÿöi¨ øâèäêiñòü
ðîçìíîæåííÿ ëiìiòó¹ âæå íå êiëüêiñòü çóñòði÷åé ïðîòèëåæíî¨
ñòàòi, à êiëüêiñòü ñàìîê ó ïîïóëÿöi¨. Ìîäåëü, ÿêà âðàõîâó¹ öåé
ôàêò, ìà¹ âèãëÿä

dN

dt
= a

βN2

β + νN
, N(t0) = N0,

äå a, b, ν � äîäàòíi êîíñòàíòè. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ öüî-
ãî ðiâíÿííÿ.

7.12. Áiîëîãè âñòàíîâèëè, ùî äåÿêi áàêòåði¨ ðîçìíîæóþòü-
ñÿ çi øâèäêiñòþ, ïðîïîðöiéíîþ ¨õ íàÿâíié êiëüêîñòi, àëå îäíî-
÷àñíî óòâîðþþòü îòðóòó, ùî çíèùó¹ ¨õ çi øâèäêiñòþ, ïðîïîð-
öiéíîþ ç êîåôiöi¹íòîì b êiëüêîñòi îòðóòè òà êiëüêîñòi áàêòåðié.
Ïðèïóñòèìî, ùî øâèäêiñòü óòâîðåííÿ îòðóòè ïðîïîðöiéíà íàÿâ-
íié êiëüêîñòi áàêòåðié. Óñòàíîâèòè çàêîí ðîçìíîæåííÿ áàêòåðié.
ßêîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ ìîæå äîñÿãòè ÷èñåëüíiñòü áàêòåðié?
ßê çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ áàêòåðié i êiëüêiñòü
îòðóòè? Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè öèõ çàëåæíîñòåé.
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7.13. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðîñòó äåðåâà. Ïðîâå-
ñòè äîñëiäæåííÿ ìîäåëi. Çîáðàçèòè ãðàôiê êðèâî¨ ðîñòó äåðåâà
çàëåæíî âiä ÷àñó.

Âêàçiâêà. Ïðè ìîäåëþâàííi äèíàìi÷íîãî ðîñòó äåðåâà âðàõó-
âàòè, ùî: 1) âiëüíó åíåðãiþ äåðåâî îòðèìó¹ òiëüêè çà ðàõóíîê ôî-
òîñèíòåçó (ïðîäóêòèâíiñòü ôîòîñèíòåçó ïðîïîðöiéíà ïëîùi êðîíè
äåðåâà); 2) åíåðãiÿ âèòðà÷à¹òüñÿ íà ðiñò (çáiëüøåííÿ áiîìàñè), äè-
õàííÿ (îñíîâíèé îáìií) i òðàíñïîðòóâàííÿ ïîæèâíèõ ðå÷îâèí iç
 ðóíòó íà íåîáõiäíó âèñîòó.

7.14. Ïðîñòiøà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâîãî ñêëàäó
ïîïóëÿöi¨ ìà¹ âèãëÿä:

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −µ(τ)x, τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ, t ≥ 0,

x(τ, 0) = φ(τ), τ > 0,

äå x(τ, t) � ãóñòèíà ïîïóëÿöi¨ îñîáèí âiêó τ ó ìîìåíò ÷àñó t; b(τ),
µ(τ) � ôóíêöi¨ íàðîäæóâàíîñòi òà ñìåðòíîñòi; φ(τ) � ïî÷àòêîâèé
ðîçïîäië âiêîâîãî ñêëàäó. Ç'ÿñóâàòè, ÿê ôóíêöi¨ b(τ), µ(τ) âïëè-
âàþòü íà äèíàìiêó ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ ç ðîñòîì ÷àñó.

Âêàçiâêà. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi x(τ, t) =
eγtr(τ). Ïîáóäóâàòè ðiâíÿííÿ äëÿ γ i çíàéòè óìîâè âiä'¹ìíîñòi
γ.

Ëiòåðàòóðà: [12, 18, 29, 45, 55, 67, 68, 69, 77, 84, 88].
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Ðîçäië 8. Àíàëiç äâîâèìiðíèõ ìîäåëåé

äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié

8.1. Êëàñèôiêàöiÿ òèïó âçà¹ìîäié ìiæ ïîïóëÿöiÿìè

Ðiçíi âèäè ïîïóëÿöié âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ ïî-ðiçíîìó. Õà-
ðàêòåð âïëèâó îäíîãî âèäó íà iíøèé ìîæíà çîáðàçèòè îäíèì çi
çíàêiâ: �+� (ñòèìóëþþ÷èé), ��� (ïðèãíi÷åíèé), �0� (íåéòðàëüíèé).

Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi òèïè ïàðíèõ âçà¹ìîäié ìiæ ïîïóëÿöiÿìè.
1. Íåéòðàëiçì (0, 0). Ïðè òàêié âçà¹ìîäi¨ æîäíà ïîïóëÿöiÿ íå

âïëèâà¹ íà iíøó. Ôîðìàëüíî öå âèðàæà¹òüñÿ â òîìó, ùî ðiâíÿííÿ
äèíàìiêè ¹ íåçàëåæíèìè.

2. Àìåíñàëiçì (−, 0). Ïðè òàêié âçà¹ìîäi¨ äðóãèé âèä ïðèãíi-
÷ó¹ ðiñò ïåðøîãî (àìåíñàëà), à ñàì íå âiä÷óâà¹ ñóòò¹âîãî âïëèâó
ç éîãî áîêó. Òàêi âçà¹ìîäi¨ âiäîìi ìiæ ðîñëèíàìè i òâàðèíàìè,
ðîñëèíàìè i ìiêðîîðãàíiçìàìè òîùî. Ôîðìàëüíî ó ðàçi òàêî¨ âçà-
¹ìîäi¨ êîåôiöi¹íò ïðèðîñòó ïåðøîãî âèäó òèì ìåíøèé, ÷èì áiëüøà
÷èñåëüíiñòü äðóãîãî âèäó, à êîåôiöi¹íò ïðèðîñòó äðóãîãî âèäó íå
çàëåæèòü âiä ÷èñåëüíîñòi ïåðøîãî.

3. Êîìåíñàëiçì (+, 0). Ïîïóëÿöiÿ ïåðøîãî âèäó (êîìåíñàë) ìà¹
âèãîäó âiä ïîïóëÿöi¨ äðóãîãî âèäó i òèì ñàìèì çàáåçïå÷ó¹ ñîái
iñíóâàííÿ. Íàïðèêëàä, ó ëåâà iñíó¹ öiëà íèçêà êîìåíñàëiâ: ãi¹íè,
øàêàëè, ïòàõè òà ií.

4. Õèæàê-æåðòâà (+,−). Öå òàêi âiäíîøåííÿ ìiæ ïîïóëÿöiÿìè,
ïðè ÿêèõ çáiëüøåííÿ / çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ æåðò-
âè ïðèâîäèòü äî çáiëüøåííÿ / çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi õèæàêà, à
çáiëüøåííÿ / çìåíøåííÿ õèæàêà ñïðè÷èíþ¹ çìåíøåííÿ / çáiëü-
øåííÿ ÷èñåëüíîñòi æåðòâè.

5. Êîíêóðåíöiÿ (−,−). Ïðÿìå ïðèãíi÷åííÿ äâîõ âèäiâ. Ìiæ-
âèäîâà êîíêóðåíöiÿ ìîæå áóòè ðiçíîþ: çà ïðîñòið, çà ¨æó, çà iíøi
ðåñóðñè. Ó ìîäåëÿõ êîíêóðåíöi¨ êîåôiöi¹íòè ïðèðîñòó ÷èñåëüíîñòi
öèõ âèäiâ ¹ ìîíîòîííî ñïàäíèìè ôóíêöiÿìè.

6. Ìóòóàëiçì (+,+). Öå âiäíîøåííÿ âèãiäíîãî âïëèâó íà øâèä-
êîñòi çðîñòàííÿ îáîõ âèäiâ. Áåç òàêî¨ âçà¹ìîäi¨ êîæíà ç ïîïóëÿöié
îêðåìî iñíóâàòè íå ìîæå.

7. Ïðîòîêîîïåðàöiÿ (+,+). Âèãîäà îáîì, àëå ïîïóëÿöi¨ ìîæóòü
iñíóâàòè îêðåìî.
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8.2. Ñèñòåìà Ëîòêè�Âîëüòåððè �õèæàê�æåðòâà�

Îäíà ç ïåðøèõ ìîäåëåé, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó ÷èñåëüíîñòi äâîõ
ïîïóëÿöié, ùî âçà¹ìîäiþòü çà ïðèíöèïîì �õèæàê�æåðòâà�, áóëà
çàïðîïîíîâàíà Â. Âîëüòåððîþ (V.Volterra, 1860�1940, iòàëiéñüêèé
ôiçèê, ìàòåìàòèê). Âîíà iñòîðè÷íî âèíèêëà ïiä ÷àñ ñïðîáè ïîÿñ-
íèòè êîëèâàííÿ âèëîâó ðèáè â Àäðiàòè÷íîìó ìîði. Òàêà ñèñòåìà
áóëà äåùî ðàíiøå çàïðîïîíîâàíà À. Ëîòêîþ (A. Lotka, 1880�1949,
îäèí iç òâîðöiâ ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨), àëå Âîëüòåððà çäiéñíèâ
ïîâíiøèé àíàëiç öi¹¨ ñèñòåìè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x(t), y(t) êiëüêiñòü îñîáèí æåðòâè òà õèæàêà
âiäïîâiäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ïîïóëÿöi¨ çíàõîäÿòü-
ñÿ içîëüîâàíî îäíà âiä îäíî¨, ¨õíié ðîçâèòîê âiäáóâà¹òüñÿ çãiäíî
ç ïðèíöèïîì Ìàëüòóñà: çà âiäñóòíîñòi õèæàêà ïîïóëÿöiÿ æåðòâè
åêñïîíåíöiàëüíî çðîñòà¹, à çà âiäñóòíîñòi æåðòâè ïîïóëÿöiÿ õè-
æàêà åêñïîíåíöiàëüíî âèìèðà¹.

Ïîçíà÷èìî êîåôiöi¹íòè ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó õèæàêà òà æåðò-
âè ÷åðåç ε1 òà −ε2, òîäi ðiâíÿííÿ ðîñòó ó ðàçi öèõ ïðèïóùåíü
ìàòèìóòü âèãëÿä

ẋ = ε1x, ẏ = −ε2y.

ßêùî òàêi âèäè iñíóþòü â îáìåæåíîìó ñåðåäîâèùi, òî ñóìàðíà
êiëüêiñòü æåðòâ, ùî ñïîæèâà¹òüñÿ õèæàêîì, ëiíiéíî çàëåæèòü âiä
ãóñòèíè ïîïóëÿöi¨ æåðòâè i âiä ãóñòèíè ïîïóëÿöi¨ õèæàêà. Ïðè
öüîìó êîåôiöi¹íò ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó æåðòâè çìåíøó¹òüñÿ íà
âåëè÷èíó, ïðîïîðöiéíó ÷èñåëüíîñòi õèæàêiâ, à äëÿ õèæàêà öåé
êîåôiöi¹íò âiäïîâiäíî çáiëüøó¹òüñÿ. Öå ïðèïóùåííÿ Â. Âîëüòåððà
çðîáèâ íà îñíîâi ãiïîòåçè �åôåêòèâíèõ çóñòði÷åé�, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà
çàêîíi âçà¹ìîäiþ÷èõ ìàñ iç êiíåòè÷íî¨ õiìi¨. Ïðèïóñêà¹òüñÿ òàêîæ,
ùî äîäàòêîâi ôàêòîðè, ÿêi âïëèâàþòü íà äèíàìiêó ïîïóëÿöié ó
ñèñòåìi, âiäñóòíi.

Òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� îïèñó¹òüñÿ
ðiâíÿííÿìè [34, 88]

ẋ = ε1x− γ1xy, ẏ = −ε2y + γ2xy, (8.2.1)

äå ε1, ε2, γ1, γ2 � äîäàòíi ïàðàìåòðè.
Ôàçîâèì ïðîñòîðîì öi¹¨ ñèñòåìè ïðèðîäíî ââàæàòè ìíîæèíó

R2
+ = {x, y : x ≥ 0, y ≥ 0}, ÿêà ¹ iíâàðiàíòíîþ, îñêiëüêè ôàçîâi
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òðà¹êòîði¨ íå ìîæóòü ïåðåòíóòè ëiíi¨ x = 0, y = 0, ÿêi òåæ ¹
ôàçîâèìè êðèâèìè.

Ñèñòåìà (8.2.1) ìà¹ äâi òî÷êè ñïîêîþ: O(0; 0) � íóëüîâèé ñòàí
ðiâíîâàãè (ïîâíà âiäñóòíiñòü æèòòÿ) i íåòðèâiàëüíèé ñòàí ðiâíî-

âàãè P (x∗, y∗), äå x∗ =
ε2
γ2
, y∗ =

ε1
γ1
.

Ëiíåàðèçóþ÷è ñèñòåìó (8.2.1) â îêîëi òî÷êè (0, 0), îäåðæèìî
ñèñòåìó

dξ1
dt

= ε1ξ1,
dξ2
dt

= −ε2ξ2.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ êîðåíi λ1 = ε1, λ2 =
−ε2. Îñêiëüêè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ äiéñíi
êîðåíi ðiçíèõ çíàêiâ, òî îñîáëèâà òî÷êà (0, 0) � ñiäëî (ðèñ. 8.1).

Ðèñ. 8.1. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (8.2.1)

Äëÿ ëiíåàðèçàöi¨ ñèñòåìè (8.2.1) â îêîëi òî÷êè (x∗, y∗) ââàæà-
òèìåìî, ùî x = x∗ + ξ1, y = y∗ + ξ2, òîäi äëÿ ïîïðàâîê ξ1, ξ2 iç
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òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí ïåðøîãî ïîðÿäêó ìà¹ìî

dξ1
dt

= −γ1ε2
γ2

ξ2,
dξ2
dt

=
γ2ε1
γ1

ξ1.

Ìàòðèöÿ ñèñòåìè ìà¹ õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi λ1,2 = ±i√ε1 ε2.
Ñóòî óÿâíi êîðåíi äëÿ ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè âèçíà÷àþòü òèï

�öåíòð� äëÿ îñîáëèâî¨ òî÷êè (x∗, y∗), ôàçîâi òðà¹êòîði¨ îòî÷óþòü
öåíòð i ¹ çàìêíåíèìè (¨õ íàçèâàþòü ùå öèêëàìè). Àëå â öüîìó
âèïàäêó íå ìîæíà ñêàçàòè, ùî òî÷êà (x∗, y∗) áóäå öåíòðîì äëÿ
íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè (8.2.1). Äëÿ öüîãî ïîòðiáíi äîäàòêîâi äîñëiä-
æåííÿ.

Äëÿ ñèñòåìè (8.2.1) ëåãêî çíàéòè ïåðøèé iíòåãðàë. Äëÿ öüî-
ãî ïåðøå ðiâíÿííÿ ïîìíîæèìî íà γ2, à äðóãå � íà γ1 i äîäàìî.
Äiñòàíåìî

γ2
dx

dt
+ γ1

dy

dt
= γ2ε1x− γ1ε2y.

Äàëi ïîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (8.2.1) íà
ε2
x
, à äðóãå

� íà
ε1
y
i òåæ äîäàìî ¨õ:

ε2
x

dx

dt
+
ε1
y

dy

dt
= −ε2γ1y + ε1γ2x.

Îñêiëüêè ïðàâi ÷àñòèíè îäåðæàíèõ ðiâíÿíü çáiãàþòüñÿ, òî, ïðè-
ðiâíÿâøè ëiâi ÷àñòèíè, áóäåìî ìàòè ðiâíÿííÿ

γ2
dx

dt
+ γ1

dy

dt
= ε2

d lnx

dt
+ ε1

d ln y

dt
,

iíòåãðóþ÷è ÿêå, îäåðæó¹ìî ïåðøèé iíòåãðàë ñèñòåìè (8.2.1):

xε2 · yε1 = Ceγ2x+γ1y, (8.2.2)

äå êîíñòàíòó C ìîæíà çíàéòè ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
Â. Âîëüòåððà ïîêàçàâ, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (8.2.2) äà¹ ñiì'þ

çàìêíåíèõ êðèâèõ iç öåíòðîì ó òî÷öi (x∗, y∗) =
(ε2
γ2
,
ε1
γ1

)
(ðèñ. 8.1),

òîáòî ðîçâ'ÿçêè x(t), y(t) ìàþòü êîëèâíèé õàðàêòåð.
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Îòæå, îñíîâíà âëàñòèâiñòü ñèñòåìè Âîëüòåððè, çàâäÿêè ÿêié
âîíà ñòàëà êëàñè÷íîþ i åòàëîííîþ äëÿ ðîçðîáêè áàãàòüîõ íàñòóï-
íèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé åêîëîãi¨, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íà îñíîâi
ñèëüíî ñïðîùåíèõ ïðèïóùåíü ïðî õàðàêòåð âçà¹ìîäi¨, ùî îïèñó-
þòü ïîâåäiíêó ñèñòåìè ñóòî ìàòåìàòè÷íèìè çàñîáàìè, áóëî îäåð-
æàíî âèñíîâîê ïðî ÿêiñíó ïîâåäiíêó öi¹¨ ñèñòåìè: ïðî íàÿâíiñòü ó
ñèñòåìi êîëèâàíü ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨. Áåç ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷-
íî¨ ìîäåëi òà ¨¨ äîñëiäæåííÿ òàêèé âèñíîâîê çðîáèòè íå ìîæíà.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (8.2.1) ìà¹ ÷îòèðè ïàðàìåòðè. Ïiä ÷àñ àíàëi-
çó ìîäåëi ñëiä ÷iòêî çðîçóìiòè çìiñò óñiõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi òà
¨õ ðîçìiðíîñòi. Çà ðàõóíîê óâåäåííÿ çàìiíè çìiííèõ ó ñèñòåìi
(8.2.1) ìîæíà ïåðåéòè äî áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ i âîäíî÷àñ çìåí-
øèòè êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ. À öå çóìîâëþ¹ äîäàòêîâi çðó÷íîñòi
ïðè äîñëiäæåííi ñèñòåìè.

Ó ñèñòåìi (8.2.1) çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ:

x(t) = au(τ), y(t) = bv(τ), t = qτ, (8.2.3)

äå a, b, q � äåÿêi ñòàëi. Îäåðæèìî (òóò óæå òî÷êà ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó
ïî τ):

u̇ = ε1qu− γ1qbuv, v̇ = −ε2qv + γ2aquv. (8.2.4)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðiâ a, b, q çàïèøåìî ðiâíÿííÿ:

ε1q = 1, γ1qb = 1, γ2aq = 1.

Çâiäñè

q =
1

ε1
, b =

ε1
γ1
, a =

ε1
γ2
.

Òîäi, ÿê âèïëèâà¹ ç (8.2.3), çàìiíà çìiííèõ â ÿâíîìó âèãëÿäi çà-
äà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

x =
ε1
γ2
u, y =

ε1
γ1
v, t =

τ

ε1

i ñèñòåìà ðiâíÿíü (8.2.4) íàáóâà¹ âèãëÿäó

u̇ = u− uv, v̇ = −αv + uv, (8.2.5)

äå α = ε2/ε1. Öÿ ñèñòåìà i ¹ ñèñòåìîþ �õèæàê�æåðòâà� â íîâèõ
áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ, ÿêà ìiñòèòü ¹äèíèé ïàðàìåòð α. Î÷åâèäíî,
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ùî àíàëiç òàêî¨ ñèñòåìè ïðîñòiøèé çà àíàëiç ñèñòåìè (8.2.1) i âîä-
íîðàç âñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ïåðåäàþòü âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨
ñèñòåìè.

8.3. Ìîäåëü �õèæàê�æåðòâà� ç êîíêóðåíöi¹þ
ñåðåä æåðòâ

Ìîäåëü Â. Âîëüòåððè ìà¹ äåÿêi íåäîëiêè, çîêðåìà, ïðè âiäñóò-
íîñòi õèæàêà ÷èñåëüíiñòü æåðòâè ìîæå íåîáìåæåíî çðîñòàòè. Íà
ïðàêòèöi öüîãî íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ÷åðåç âíóòðiøíüîâèäîâó êîíêó-
ðåíöiþ òà îáìåæåíiñòü ðåñóðñó.

Ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� ç óðàõóâàííÿì êîíêóðåíöi¨
ñåðåä æåðòâ ìà¹ âèãëÿä

ẋ = (ε1 − γ1y − βx)x, ẏ = (−ε2 + γ2x)y, (8.3.1)

äå x(t), y(t) � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ æåðòâè òà õèæàêà, ε1, ε2, γ1,
γ2, β � äîäàòíi ïàðàìåòðè.

Äëÿ ñèñòåìè (8.3.1) íå ìîæíà çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÷è
çàãàëüíèé iíòåãðàë. Çàñòîñó¹ìî ÿêiñíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ñè-
ñòåìè. Äëÿ àâòîíîìíèõ ñèñòåì (òàê íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü,
ïðàâà ÷àñòèíà ÿêî¨ íå çàëåæèòü âiä ÷àñó) îñîáëèâèé iíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿ¹ âèâ÷åííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ñòàöiîíàðíi
ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (8.3.1) çíàéäåìî ç òàêî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

(ε1 − γ1y − βx)x = 0, (−ε2 + γ2x)y = 0. (8.3.2)

Ñèñòåìà (8.3.1) ìà¹ òðè òî÷êè ðiâíîâàãè:

M1(0; 0), M2

(ε1
β
; 0
)
, M3

(ε2
γ2

;
ε1γ2 − βε2

γ1γ2

)
.

Â îêîëi òî÷êè M1 ìàòðèöÿ ñèñòåìè ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ìà¹
âèãëÿä

A1 =

(
ε1 0
0 −ε2

)
.

Âëàñíi çíà÷åííÿ öi¹¨ ìàòðèöi λ1 = ε1, λ2 = −ε2 � äiéñíi ðiçíèõ
çíàêiâ, òîìó òî÷êà M1 ¹ îñîáëèâîþ òî÷êîþ òèïó ñiäëî (ðèñ. 8.2).
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Ëiíåàðèçóþ÷è ñèñòåìó (8.3.1) â îêîëi òî÷êè M2, îäåðæèìî ñè-
ñòåìó

dξ1
dt

= −ε1ξ1 −
ε1γ1
β

ξ2,
dξ2
dt

=
(
γ2
ε1
β

− ε2

)
ξ2.

Çà óìîâè ε1γ2 > βε2 (óìîâà iñíóâàííÿ òî÷êè M3 iç äîäàòíèìè
êîîðäèíàòàìè) õàðàêòåðèñòè÷íèé êîðiíü λ2 > 0. Òîìó òî÷êàM2 �
ñiäëî (ðèñ. 8.2, à). Çà óìîâè ε1γ2 < βε2 õàðàêòåðèñòè÷íèé êîðiíü
λ2 < 0, òîìó òî÷êà M2 ¹ ñòiéêèì âóçëîì (ðèñ. 8.2, á ).

à á
Ðèñ. 8.2. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (8.3.1) â îêîëi òî÷êè M2

Òåïåð äîñëiäèìî ñèñòåìó â îêîëi òî÷êè M3. Ïîçíà÷èìî

x∗ =
ε2
γ2
, y∗ =

ε1γ2 − βε2
γ1γ2

.

Çàóâàæèìî, ùî äîäàòíå çíà÷åííÿ y∗ iñíó¹ çà óìîâè ε1γ2−βε2 > 0.
Ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ äëÿ ïðèðîñòiâ ξ1(t), ξ2(t) â îêîëi òî÷êè
(x∗, y∗) ìàþòü âèãëÿä

dξ1
dt

= −βx∗ξ1 − γ1x
∗ξ2,

dξ2
dt

= γ2y
∗ξ1.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ λ îäåðæó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ∣∣∣∣ −βx∗ − λ −γ1x∗
γ2y

∗ −λ

∣∣∣∣ = 0,

àáî
λ2 + βx∗λ+ γ1γ2x

∗y∗ = 0.
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Îñêiëüêè λ1λ2 = γ1γ2x
∗y∗ > 0, à λ1 + λ2 = −βx∗ < 0, òî ñòàöiî-

íàðíà òî÷êàM3 ïðè D < 0 ¹ ñòiéêèì ôîêóñîì àáî ñòiéêèì âóçëîì
ïðè D > 0, äå äèñêðèìiíàíò

D = (βx∗)2 − 4γ1γ2x
∗y∗.

Ïîêëàäåìî äëÿ ÷èñëîâîãî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè (8.3.1) çíà÷åí-
íÿ ε2 = 2, γ1 = 0, 1, γ2 = 0, 3, β = 0, 1. Ôàçîâi ïîðòðåòè ïðè ðiçíèõ
çíà÷åííÿõ ε1 íàâåäåíi íà ðèñ. 8.3.

Ðèñ. 8.3. Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (8.3.1)

Ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó (x∗, y∗) ìîæíà äîñëiäèòè òà-
êîæ çà äîïîìîãîþ ôóíêöié Ëÿïóíîâà. Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ
Ëÿïóíîâà ìà¹ âèãëÿä

L(x, y) =
x∗

γ1

( x
x∗

− ln
x

x∗
− 1
)
+
y∗

γ2

( y
y∗

− ln
y

y∗
− 1
)
.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ z ìà¹ìî z − 1 ≥ ln z (ðiâíiñòü ìîæëèâà
ëèøå ïðè z = 1), òî L(x, y) ≥ 0 i L(x∗, y∗) = 0.

Çíàéäåìî
dL

dt
íà òðà¹êòîðiÿõ ñèñòåìè (8.3.1). Îäåðæèìî

dL

dt
=

1

γ1

(
ẋ− x∗

x
ẋ
)
+

1

γ2

(
ẏ − y∗

y
ẏ
)
= − β

γ1
(x− x∗)2 ≤ 0.

Îòæå, òî÷êà (x∗, y∗) ñòiéêà çà Ëÿïóíîâèì. Îñêiëüêè
dL

dt
< 0

ñêðiçü, çà âèíÿòêîì ïðÿìî¨ x = x∗, òî öÿ òî÷êà ¹ àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêîþ.
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8.4. Ìîäåëü Êîëìîãîðîâà

Âèùå ðîçãëÿäàëèñÿ ìîäåëi âçà¹ìîäi¨ äâîõ âèäiâ, âiäîìi ÿê
ðiâíÿííÿ Ëîòêè�Âîëüòåððè. Ó 1935 ð. ðàäÿíñüêèé ìàòåìàòèê
À.Ì. Êîëìîãîðîâ (1903-1987) äëÿ ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� çàïðî-
ïîíóâàâ ìîäåëü äîñèòü çàãàëüíîãî õàðàêòåðó [52].

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, x(t) � ÷èñåëüíiñòü æåðòâ, y(t) � ÷èñåëüíiñòü
õèæàêiâ. Òîäi ìîäåëü Êîëìîãîðîâà ìà¹ âèãëÿä

ẋ = α(x)x− V (x)y, ẏ = K(x)y, (8.4.1)

äå α(x) � êîåôiöi¹íò ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó æåðòâè; V (x) � òðîôi÷-
íà ôóíêöiÿ, ùî õàðàêòåðèçó¹ êiëüêiñòü æåðòâè, ùî âè¨äà¹ îäèí
õèæàê çà îäèíèöþ ÷àñó (øâèäêiñòü âè¨äàííÿ); K(x) � êîåôiöi¹íò
ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó õèæàêiâ.

Ôóíêöi¨ α(x), K(x), V (x) çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:
1. α(x) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ (α′(x) < 0), ùî âêà-

çó¹ íà íàÿâíiñòü âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨, äî òîãî æ iñíó¹
x <∞, òàêå, ùî α(x) = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî çà âiäñóòíîñòi õèæà-
êà ñàìà ïîïóëÿöiÿ æåðòâ íå ìîæå çðîñòàòè áåçìåæíî. Î÷åâèäíî
òàêîæ, ùî α(0) > 0, α(∞) < 0 (ðèñ. 8.4, à).

2. Êîåôiöi¹íò ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó õèæàêiâ K(x) � çðîñòàþ÷à
ôóíêöiÿ (K ′(x) > 0) i òàêà, ùî çìiíþ¹ çíàê iç ìiíóñà íà ïëþñ ó
òî÷öi x = x∗ (K(x∗) = 0) (ðèñ. 8.4, á ), òîáòî ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ
x öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ õèæàêà íåäîñòàòíüî ¨æi òà íå ìîæå âiäáóòèñÿ
éîãî âiäòâîðåííÿ.

3. Òðîôi÷íà ôóíêöiÿ V (x) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ
(V ′(x) > 0), ïðè÷îìó V (0) = 0, V (x) > 0 ïðè x > 0, V (∞) <∞.

à á
Ðèñ. 8.4. Âèä ãðàôiêiâ ôóíêöié: à � α(x), á � K(x)
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Åêîëîãi÷íi åêñïåðèìåíòè ïîêàçóþòü, ùî òðîôi÷íà ôóíêöiÿ íà-
ëåæèòü äî îäíîãî ç òðüîõ òèïiâ:

I. V (x) ¹ îïóêëîþ ââåðõ äëÿ âñiõ x ∈ [0,∞), òîáòî ïåðøà ïî-
õiäíà ìîíîòîííî ïîâiëüíî ñïàäà¹ (ðèñ. 8.5, à).

II. V (x) ìà¹ S-ïîäiáíèé õàðàêòåð. Îïóêëiñòü âíèç çìiíþ¹òüñÿ
íà îïóêëiñòü óâåðõ iç ïîäàëüøèì íàñè÷åííÿì (ðèñ. 8.5, á ). Òàêèé
òèï êðèâî¨ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê íàÿâíiñòü àëüòåðíàòèâíîãî
äæåðåëà ¨æi àáî iñíóâàííÿ äåÿêî¨ êiëüêîñòi íåäîñòóïíèõ õèæàêó
ñõîâèù äëÿ æåðòâè.

III. V (x) � êóñêîâî-ëiíiéíà ç ðiçêèì ïîðîãîì íàñè÷åííÿ
(ðèñ. 8.5, â). Òàêà êðèâà õàðàêòåðíà äëÿ õèæàêiâ-ôiëüòðàòiâ.

à á â
Ðèñ. 8.5. Òðè òèïè òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨ V (x)

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ôóíêöi¨ V (x) ìîæóòü çàäàâàòèñÿ íèæ÷å-
íàâåäåíèìè àíàëiòè÷íèìè ôîðìóëàìè.

Äëÿ òèïó I:

V (x) =
Kx

L+ x
� ôîðìóëà Ìîíî,

V (x) = K(1− e−αx) � ôîðìóëà Iâë¹âà, äå K, L, α > 0.
Äëÿ òèïó II:

V (x) =
Kx2

L+ x2
� ôóíêöiÿ Õàññåëà,

V (x) =
Kxp

L+ xp
(p > 1),

V (x) = K(1− e−αxβ
), äå K, L, α, β = const > 0.

Äëÿ ñèñòåìè (8.4.1) çíàéäåìî ïðîñòiøi òðà¹êòîði¨ x, y = const
â îáëàñòi R+

2 . Òàêi òðà¹êòîði¨ âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâè

α(x)x− V (x)y = 0, K(x)y = 0
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i íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè ñïîêîþ, àáî ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè, àáî
îñîáëèâèìè, àáî êðèòè÷íèìè òî÷êàìè ñèñòåìè (8.4.1).

Ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìîæóòü áóòè äâi àáî òðè
òî÷êè: (0, 0), (x, 0), (x∗, y∗), äå x: α(x) = 0, x∗: K(x∗) = 0,

y∗ =
α(x∗)x∗

V (x∗)
. Çâiäñè âèäíî, ùî y∗ > 0 iñíó¹, êîëè α(x∗) > 0,

òîáòî ïðè x∗ < x.
Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié â îêîëi òðüîõ òî÷îê ñïîêîþ.

Äëÿ öüîãî ââåäåìî ïîïðàâêè ξ1, ξ2 çà ôîðìóëàìè: x = x̃ + ξ1,
y = ỹ+ξ2, äå (x̃, ỹ) � îäíà çi ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê. Íåëiíiéíi ôóíêöi¨
α(x), K(x), V (x) ðîçêëàäàòèìåìî â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè x̃,
çîêðåìà

V (x) = V (x̃+ ξ1) = V (x̃) +
dV (x̃)

dx
ξ1 + o(ξ1)

2.

1. Ó òî÷öi x̃ = 0, ỹ = 0 îäåðæó¹ìî òàêó ëiíåàðèçîâàíó ñèñòåìó:

ξ̇1 = α(0)ξ1, ξ̇2 = K(0)ξ2.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (α(0) − λ)(K(0) − λ) = 0 ìà¹ äâà
äiéñíi ðiçíi êîðåíi λ1 = α(0) > 0, λ2 = K(0) < 0. Òîìó îñîáëèâà
òî÷êà (0, 0) ¹ ñiäëîì. Îñi êîîðäèíàò � ñåïàðàòðèñè. Ïðè λ1 > 0
ñåïàðàòðèñà (âiñü Ox) âèõîäèòü iç ñiäëà, ïðè λ2 < 0 ñåïàðàòðèñà
(âiñü Oy) âõîäèòü ó ñiäëî.

2. Â îêîëi òî÷êè (x, 0) ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

ξ̇1 = α′(x)xξ1 − V (x)ξ2, ξ̇2 = K(x)ξ2.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

(α′(x)x− λ)(K(x)− λ) = 0

ìà¹ êîðåíi λ1 = α′(x)x, λ2 = K(x).
Îñêiëüêè α′(x) < 0, òî λ1 < 0. ßêùî K(x) < 0 (x∗ > x), òî

λ2 < 0 i òî÷êà (x, 0) ¹ ñòiéêèì âóçëîì; ÿêùî K(x) > 0 (x∗ < x), òî
λ2 > 0 i òî÷êà (x, 0) ¹ ñiäëîì.

Êóòîâi êîåôiöi¹íòè ñåïàðàòðèñ k1 = 0, k2 =
α(x)−K(x)

V (x)
< 0.
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3. Ó òî÷öi (x∗, y∗) ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

ξ̇1 = σξ1 − V (x∗)ξ2, ξ̇2 = K ′(x∗)y∗ξ1,

äå σ = α(x∗) + α′(x∗)x∗ − V ′(x∗)y∗.
Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ2 − σλ+ V (x∗)K ′(x∗)y∗ = 0

ìîæå ìàòè êîðåíi ðiçíîãî õàðàêòåðó.
Îñêiëüêè äîáóòîê λ1λ2 = V (x∗)K ′(x∗)y∗ > 0, òî òî÷êà (x∗, y∗)

àáî âóçîë ïðè D = σ2−4V (x∗)K ′(x∗)y∗ > 0, àáî ôîêóñ ïðè D < 0.
Ïðè σ > 0 ñòàöiîíàðíà òî÷êà íåñòiéêà, ïðè σ < 0 � ñòiéêà. Òðåòÿ
òî÷êà (x∗, y∗) iñíó¹ çà óìîâè, ùî x∗ < x, òîáòî êîëè äðóãà òî÷êà
(x, 0) ¹ ñiäëîì.

Ñåïàðàòðèñè, ùî âèõîäÿòü ç òî÷êè (x, 0), ìîæóòü âõîäèòè â
òî÷êó (x∗, y∗) � öå áóäå ó âèïàäêó, êîëè òî÷êà (x∗, y∗) ñòiéêà. Ó
ðàçi íåñòiéêîñòi òî÷êè (x∗, y∗) ñåïàðàòðèñà áóäå íàìîòóâàòèñÿ íà
ãðàíè÷íèé öèêë.

Îòæå, ìà¹ìî òàêó êëàñèôiêàöiþ îñîáëèâèõ òî÷îê (ôàçîâi
ïîðòðåòè ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.6):

à) òî÷êà (0, 0) çàâæäè ¹ ñiäëîì;
á) ÿêùî x < x∗, òî òî÷êà (x, 0) ¹ ñòiéêèì âóçëîì i íå iñíó¹

òðåòüî¨ ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè;
â) ÿêùî x > x∗, òî (x, 0) ¹ ñiäëîì i iñíó¹ òðåòÿ ñòàöiîíàðíà

òî÷êà (x∗, y∗);
ã) òî÷êà (x∗, y∗) ïðè σ > 0 ¹ íåñòiéêèì ôîêóñîì, ÿêùî D < 0,

i íåñòiéêèì âóçëîì, ÿêùî D > 0;
ä) ïðè σ < 0 òî÷êà (x∗, y∗) � ñòiéêèé ôîêóñ, ÿêùî D < 0, i

ñòiéêèé âóçîë, ÿêùî D > 0. Â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ õî÷à á îäèí
ãðàíè÷íèé öèêë, ÿêèé ðîçâîäèòü öi òðà¹êòîði¨.

Ïîâåäiíêà òðà¹êòîðié óñåðåäèíi öèêëó ìîæå áóòè äîñòàòíüî
ñêëàäíîþ.

Âèùå ïîêàçàíî, ÿê iç ïðîñòèõ òà ïðèðîäíèõ ïðèïóùåíü ïðî
õàðàêòåð ìiæâèäîâèõ i âíóòðiøíüîâèäîâèõ âçà¹ìîäié âèíèêà¹ äî-
ñèòü ñêëàäíà ïîâåäiíêà ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà�. Íàéöiêàâiøèì ¹
òå, ùî â ñèñòåìi ìîæëèâå iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó, äî òîãî æ
¨õ ìîæå áóòè äåêiëüêà.
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Ðèñ. 8.6. Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (8.4.1)

Ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê ñèñòåìè (8.4.1):

ẋ = αx− V (x)y, ẏ = (−m+ kV (x))y, (α,m, k = const > 0).
(8.4.2)

Àíàëiç öi¹¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi äà¹ ìîæëèâiñòü îäåðæàòè âiäïî-
âiäü íà ïèòàííÿ, ÷è ìîæå õèæàê ñòàáiëiçóâàòè ñèñòåìó �õèæàê�
æåðòâà�. Áåç ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ îá ðóíòóâàòè âiäïîâiäü
íà öå ïèòàííÿ íåìîæëèâî.

Ó ìîäåëi Êîëìîãîðîâà çðîáëåíî ïðèïóùåííÿ, ùî α′(x) < 0 i
α(x) = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî â ïîïóëÿöi¨ æåðòâ óæå iñíó¹ ìåõàíiçì
âíóòðiøíüî¨ ðåãóëÿöi¨ çà âiäñóòíîñòi õèæàêà. Òîìó â ìîäåëi (8.4.2)
ââàæàòèìåìî, ùî α(x) = α = const.

Ïðèðîäíî, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (8.4.2) çàëåæàòü âiä âèäó òðî-
ôi÷íî¨ ôóíêöi¨ V (x), ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, âèçíà÷à¹òüñÿ õàðàêòåðîì
õèæàöòâà. Ôóíêöiÿ V (x) çàäîâîëüíÿ¹ òi æ óìîâè, ùî é ðàíiøå:

V (x) > 0, V (0) = 0, V ′(x) ≥ 0, V (∞) <∞.

Ñèñòåìà (8.4.2), êðiì òðèâiàëüíî¨, ìà¹ ùå îäíó íåòðèâiàëüíó ñòà-
öiîíàðíó òî÷êó (x∗, y∗), äå

y∗ =
αk

m
x∗, V (x∗) =

m

k
,

çà óìîâè, ùî V (∞) >
m

k
.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ òî÷êè (x∗, y∗) ìà¹ âèãëÿä

λ2 − λα[1− f(x∗)] + αmf(x∗) = 0,
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äå

f(x) =
V ′(x

V (x)/x
.

Ïðè

D = [1− f(x∗)]2 − 4m

α
f(x)∗ < 0

ñòàöiîíàðíà òî÷êà (x∗, y∗) � ôîêóñ, ïðè D > 0 � âóçîë.
Ñòiéêiñòü öüîãî ñòàíó âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ f(x∗) > 1, àáî

V ′(x∗) >
V (x∗)

x∗
,

i çàëåæèòü òiëüêè âiä ïîâåäiíêè ôóíêöi¨ V (x). Îñòàííþ íåðiâíiñòü
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi(V (x)

x

)′
x=x∗

> 0. (8.4.3)

Ñïiââiäíîøåííÿ (8.4.3) ìîæíà òðàêòóâàòè òàê: äëÿ ñòiéêîñòi
íåòðèâiàëüíî¨ ðiâíîâàãè ñèñòåìè (8.4.1), òîáòî äëÿ iñíóâàííÿ ñè-
ñòåìè �õèæàê�æåðòâà�, äîñòàòíüî, ùîá â îêîëi ñòàöiîíàðíîãî ñòà-
íó âiäíîñíà ÷àñòêà ñïîæèòèõ õèæàêîì æåðòâ çðîñòàëà çi çðîñòàí-
íÿì ÷èñåëüíîñòi æåðòâ.

Ïðè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ V ′(x) óìîâà (8.4.3) âèêîíó¹òüñÿ â
äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x = x∗, òîáòî ÿêùî x1 < x∗ < x2, òî

V (x1)

x1
<
V (x∗)

x∗
<
V (x2)

x2
, (8.4.4)

äå x1, x2 òî÷êè ç îêîëó òî÷êè x∗.
Íåõàé òåïåð òðîôi÷íà ôóíêöiÿ ¹ ôóíêöi¹þ òèïó I (ðèñ. 8.5).

Íåðiâíiñòü (8.4.4) íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ çíà÷åíü x, îñêiëüêè
V (x) îïóêëà ââåðõ (îá ðóíòóâàííÿ öüîãî ôàêòó ïîêàçàíî íà ðèñ.
8.7, à).

Öå îçíà÷à¹, ùî â ñèñòåìi �õèæàê�æåðòâà� ç òàêèì òèïîì òðî-
ôi÷íî¨ ôóíêöi¨ íå iñíó¹ ñòiéêîãî íåòðèâiàëüíîãî ñòàíó ðiâíîâà-
ãè. Òóò ìîæëèâi òàêi âàðiàíòè: àáî ÷èñåëüíiñòü õèæàêà òà æåðò-
âè íåîáìåæåíî çðîñòà¹, àáî ïðè ïðîõîäæåííi òðà¹êòîði¨ ïîáëèçó
îäíi¹¨ ç êîîðäèíàòíèõ îñåé óíàñëiäîê âèïàäêîâîñòåé ÷èñåëüíiñòü
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æåðòâè àáî õèæàêà ïåðåòâîðèòüñÿ â íóëü. Ïðè âèìèðàííi æåðòâè
çãîäîì âèìðå é õèæàê, ïðè âèìèðàííi õèæàêà ÷èñåëüíiñòü æåðòâè
ïî÷íå çðîñòàòè. Òðåòié âàðiàíò � âèíèêíåííÿ ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî
öèêëó � íåìîæëèâèé. Äiéñíî, âèðàç

∂

∂x

( 1

xy
(αx− V (x)y)

)
+

∂

∂y

( 1

xy
(kV (x)−m)

)
=

=
V (x)− V ′(x)x

x2
=

1

x

(V (x)

x
− V ′(x)

)
çàâæäè äîäàòíèé ó ïåðøié ÷âåðòi äëÿ ôóíêöi¨ V (x) òèïó I. Òî-
äi, çãiäíî ç êðèòåði¹ì Äþëàêà, â ïåðøié ÷âåðòi âiäñóòíi çàìêíåíi
òðà¹êòîði¨ i ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó íå iñíó¹.

à á
Ðèñ. 8.7. Îá ðóíòóâàííÿ óìîâè (8.4.4)

Òîìó ïðàâîìiðíèé âèñíîâîê, ùî ó âèïàäêó òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨
òèïó I õèæàê íå ìîæå áóòè ðåãóëÿòîðîì, ùî çàáåçïå÷ó¹ ñòàáiëü-
íiñòü óñi¹¨ ñèñòåìè. Ïðè òàêîìó òèïi òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨ ñèñòåìà
ìîæå áóòè ñòiéêîþ òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè â ïîïóëÿöi¨ æåðò-
âè iñíóþòü âëàñíi âíóòðiøíi ðåãóëÿòîðíi ìåõàíiçìè, íàïðèêëàä,
âíóòðiøíüîâèäîâà êîíêóðåíöiÿ.

Äëÿ òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨ òèïó II ìîæëèâå iñíóâàííÿ ñòiéêîãî
íåòðèâiàëüíîãî ñòàíó ðiâíîâàãè. Äiéñíî, íåõàé xm � òî÷êà äîòè-
êó ïðÿìî¨, ïðîâåäåíî¨ ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò, äî êðèâî¨ V (x). Ó öié

òî÷öi ôóíêöiÿ
V (x)

x
äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Âiçü-

ìåìî òåïåð x∗ < xm, òîäi î÷åâèäíî, ùî iñíóþòü x1, x2, òàêi, ùî
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x1 < x∗ < x2 < xm i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (8.4.4). Äîâåäåííÿ öüîãî
ôàêòó ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.7, á. Îòæå, íåòðèâiàëüíèé ñòàí ðiâíîâà-
ãè, äëÿ ÿêîãî x∗ < xm, àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé. Òîáòî ó âèïàäêó
òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨ òèïó II õèæàê ìîæå ðîáèòè ñèñòåìó ñòiéêîþ.
Öå âëàñòèâî ñèñòåìi �õèæàê�æåðòâà�, â ÿêié õèæàêè çäàòíi íà-
â÷àòèñÿ, à æåðòâè çäàòíi çíàõîäèòè ñõîâèùà.

8.5. Ìîäåëi êîíêóðåíöi¨

8.5.1. Ìîäåëü Âîëüòåððè äëÿ äâîõ êîíêóðåíòiâ

Â. Âîëüòåððà [34] äëÿ îïèñàííÿ äèíàìiêè äâîõ âèäiâ, ÿêi æèâóòü
íà îäíié òåðèòîði¨ i êîíêóðóþòü çà çàãàëüíèé ðåñóðñ, çàïðîïîíó-
âàâ òàêó ìîäåëü:

dx

dt
= (ε1 − γ1(x+ y))x,

dy

dt
= (ε2 − γ2(x+ y))y, (8.5.1)

äå x(t), y(t) � ÷èñåëüíiñòü äâîõ êîíêóðåíòiâ; äîäàòíi ÷èñëà ε1, ε2 �
iíòåíñèâíîñòi íàðîäæóâàíîñòi; γ1, γ2 � iíòåíñèâíîñòi âèìèðàííÿ.

Çàìiíîþ çìiííèõ

x = ε1/γ1u, y = ε1/γ1v, t = τ/ε1

ñèñòåìà (8.5.1) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè âèãëÿäó

u̇ = u(1− (u+ v)), v̇ = γv(1− ε(u+ v)), (8.5.2)

äå γ = ε2/ε1, ε = ε1γ2/(ε2γ1).
Ñòàöiîíàðíi òî÷êè ñèñòåìè (8.5.2) çíàéäåìî ç ñèñòåìè

u(1− (u+ v)) = 0, γv(1− ε(u+ v)) = 0. (8.5.3)

ßêùî ε ̸= 1, òî ñèñòåìà (8.5.3) ìà¹ òðè ðîçâ'ÿçêè

O(u = 0, v = 0), P (u = 0, v = 1/ε), Q(u = 1, v = 0).

ßêîáiàí ñèñòåìè (8.5.2) � öå ìàòðèöÿ

A =

(
1− (2u+ v) −u

−γεv γ(1− ε(u+ 2v))

)
.
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Ó òî÷êàõ ðiâíîâàãè ìàòðèöÿ A íàáóâà¹ âèãëÿäó

A1 = A(O) =

(
1 0
0 γ

)
, A2 = A(P ) =

(
1− 1/ε 0
−γ −γ

)
,

A3 = A(Q) =

(
−1 −1
0 γ(1− ε)

)
.

Äëÿ ìàòðèöi A1 âëàñíi çíà÷åííÿ λ1 = 1, λ2 = γ, òîìó òî÷êà
O(0, 0) ¹ íåñòiéêèì âóçëîì.

Ìàòðèöÿ A2 ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ λ1 = 1 − 1

ε
, λ2 = −γ. Çà

óìîâè, ùî ε < 1 λ1 ìà¹ âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ, òî÷êà P ¹ ñòiéêèì
âóçëîì, ïðè ε > 1 òî÷êà P � ñiäëî.

Ìàòðèöÿ A3 ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ λ1 = −1, λ2 = γ(1 − ε). Ïðè
ε < 1 çíà÷åííÿ λ2 > 0 i òî÷êà Q � ñiäëî, ïðè ε > 1 òî÷êà Q �
ñòiéêèé âóçîë.

Âiäïîâiäíi ôàçîâi ïîðòðåòè ìîäåëi (8.5.2) íàâåäåíi íà ðèñ. 8.8.

à á
Ðèñ. 8.8. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (8.5.2): à � ε < 1; á � ε > 1

Äàìî åêîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â åêî-
ëîãi÷íèõ ìîäåëÿõ âiäíîøåííÿ ε/γ íàçèâà¹òüñÿ êîåôiöi¹íòîì ïðè-

ñòîñóâàííÿ. ßêùî ε > 1
(ε1γ2
ε2γ1

> 1 ⇒ ε1
γ1

>
ε2
γ2

)
, òî ïåðøèé âèä

áiëüø ïðèñòîñîâíèé, íiæ äðóãèé. ßêùî ε < 1, òî, íàâïàêè, äðóãèé
âèä áiëüø ïðèñòîñîâíèé. Òîìó ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ äîçâîëÿþòü
ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðè ε ̸= 1 âèæèâà¹ âèä iç áiëüøîþ ïðèñòîñî-
âàíiñòþ, à iíøèé � âèìèðà¹. Öå i ¹ ïðèíöèï êîíêóðåíòíîãî âèêëþ-
÷åííÿ, âiäêðèòèé Ã. Ãàóçå (1910�1986, ðàäÿíñüêèé áiîëîã).
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Ó ðàçi, êîëè ε = 1 (êîåôiöi¹íò ïðèñòîñîâíîñòi îäíàêîâèé), ñè-
ñòåìà (8.5.2) íå äà¹ âiäïîâiäi ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó êîíêó-
ðåíòiâ, îñêiëüêè âîíà ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ u+ v = 1, ñåðåä ÿêèõ
¹ òî÷êè P , Q, òîáòî P , Q � íåiçîëüîâàíi ñòàöiîíàðíi òî÷êè.

8.5.2. Óçàãàëüíåííÿ ìîäåëi êîíêóðåíöi¨

Ðîçãëÿíåìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü êîíêóðåíöi¨ ìiæ äâîìà âèäà-
ìè. Íåõàé îáèäâà âèäè ¹ àâòîòðîôàìè, òîáòî çäàòíi ðîçìíîæóâà-
òèñÿ íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî â içîëÿöi¨ äè-
íàìiêà ïîïóëÿöié äâîõ âèäiâ ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ ëîãiñòè÷íîìó çà-
êîíó, òîáòî â ïîïóëÿöiÿõ iñíó¹ âíóòðiøíüîâèäîâà áîðîòüáà (ñàìî-
îáìåæåííÿ). Âçà¹ìîäiþ äâîõ êîíêóðåíòiâ îïèøåìî çãiäíî ç ãiïî-
òåçîþ �åôåêòèâíèõ çóñòði÷åé�. Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ îïèñàíî¨
ñèñòåìè ¹ ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü âèãëÿäó

ẋ = r1x
(
1− x

K1

)
− γ1xy, ẏ = r2y

(
1− y

K2

)
− γ2xy, (8.5.4)

äå x(t), y(t) � ÷èñåëüíîñòi äâîõ êîíêóðåíòiâ, K1, K2, γ1,
γ2 = const > 0.

Çàñòîñó¹ìî äëÿ àíàëiçó ñèñòåìè (8.5.4) ìåòîä içîêëií. Äëÿ öüî-
ãî ïîäiëèìî äðóãå ðiâíÿííÿ íà ïåðøå:

dy

dx
=

(
r2

(
1− y

K2

)
− γ2x

)
y(

r1

(
1− x

K1

)
− γ1y

)
x
. (8.5.5)

Âèõîäÿ÷è ç ãåîìåòðè÷íîãî çìiñòó ïîõiäíî¨ y′ = tgα (α � êóò íà-
õèëó äîòè÷íî¨ äî îñi Ox), áà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ (8.5.5) âèçíà÷à¹
ïîëå íàïðÿìêiâ, ÿêå âèäiëÿ¹ iíòåãðàëüíi êðèâi ðiâíÿííÿ (8.5.5).
Êðèâà, â êîæíié òî÷öi ÿêî¨ íàõèë ïîëÿ îäèí i òîé ñàìèé, òîáòî
tgα = const, íàçèâà¹òüñÿ içîêëiíîþ ðiâíÿííÿ (8.5.4).

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó ðiâíÿííÿ íóëü-içîêëií. ßêùî
dy

dx
= 0, òî

r2

(
1− y

K2

)
− γ2x = 0, àáî y = K2

(
1− γ2

r2
x
)
. Öå ëiíiÿ íà ïëîùèíi,

ÿêó ôàçîâi òðà¹êòîði¨ áóäóòü ïåðåòèíàòè ãîðèçîíòàëüíî. Ïîçíà-

÷èìî öþ içîêëiíó öèôðîþ 1. ßêùî r1
(
1 − x

K1

)
− γ1y = 0, àáî
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y =
r1
γ1

(
1 − x

K1

)
, òî â öèõ òî÷êàõ ïîëå íàïðÿìêiâ âåðòèêàëüíå.

Öþ içîêëiíó ïîçíà÷èìî öèôðîþ 2. Òî÷êà ïåðåòèíó öèõ ëiíié (ÿê-
ùî âîíà iñíó¹) âèçíà÷à¹ ñòàöiîíàðíó òî÷êó, iíàêøå � òî÷êó ñïîêîþ
÷è ðiâíîâàãè.

Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (8.5.4), ìîæíà âèñòàâèòè íàïðÿìè çìií-
íèõ x(t), y(t) ïîçà ëiíiÿìè 1 òà 2 (ðèñ. 8.9). Íàïðèêëàä, ïiä ëiíi¹þ

1 ìà¹ìî, ùî r2
(
1− y

K2

)
− γ2x > 0, à îòæå,

dy

dt
> 0 i y(t) çðîñòà¹.

Ëiíi¨ 1 òà 2 ìîæóòü áóòè ðîçìiùåíi íà ïëîùèíi ÷îòèðìà ðiç-
íèìè ñïîñîáàìè. Öi ëiíi¨ ïîäiëÿòü ïëîùèíó íà äåêiëüêà îáëàñòåé.
Âèçíà÷àþ÷è â êîæíié îáëàñòi ïîëå íàïðÿìêiâ, ìè çìîæåìî ïðî-
âåñòè ôàçîâi òðà¹êòîði¨. Ðiçíi íàñëiäêè êîíêóðåíòíî¨ áîðîòüáè
ìiæ ïîïóëÿöiÿìè çàëåæíî âiä êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè íàâåäåíi íà
ðèñ. 8.10. Îñöèëÿöiéíi ðåæèìè âiäñóòíi.

Ðèñ. 8.9. Íàïðÿìè çìiíè ôàçîâèõ çìiííèõ x(t), y(t)

Íàïðèêëàä, ïåðøèé âèä ïîâíiñòþ âèòiñíÿ¹ äðóãèé, ÿêùî

r1/γ1 > K2 i K1 >
r2
γ2

(ðèñ. 8.10, à). Ðèñ. 8.10, â ïîêàçó¹, ùî

äâà êîíêóðåíòè ìîæóòü ñïiâiñíóâàòè çà óìîâè
r1
γ1

> K2,
r2
γ2

> K1.

ßêùî áóäóòü âèêîíàíi ïðîòèëåæíi óìîâè, òî çíîâó âèæèâà¹ ëèøå
îäèí âèä, ÿêèé çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ (ðèñ. 8.10, ã). Òóò
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ¹ âæå íåñòiéêîþ ñiäëîâîþ òî÷êîþ.

Ñõîæi ðåæèìè ðåàëiçóþòüñÿ i â iíøèõ ìîäåëÿõ ñèñòåìè äâîõ
êîíêóðåíòiâ.

Íå çâàæàþ÷è íà ïðîñòîòó, ìîäåëü êîíêóðåíöi¨ (8.5.4) ìà¹ ïðàê-
òè÷íå çàñòîñóâàííÿ. Â [29] îïèñàíî ôàêò çàñòîñóâàííÿ ìîäåëi
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(8.5.4) äëÿ àíàëiçó êîíêóðåíòíî¨ áîðîòüáè ìiæ äâîìà âèäàìè êî-
ìàðiâ ó Ïiâíi÷íié Àìåðèöi.

Öÿ ìîäåëü ìîæå çàñòîñîâóâàòèñÿ íå òiëüêè äëÿ îïèñàííÿ êîí-
êóðåíöi¨ ìiæ äâîìà áiîëîãi÷íèìè óãðóïîâàííÿìè, à é äëÿ äîñëiä-
æåííÿ êîíêóðåíöi¨ êîìåðöiéíèõ êîìïàíié, áîðîòüáè ïàðòié çà ôi-
íàíñîâi ðåñóðñè òîùî.

à á

â ã
Ðèñ. 8.10. Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (8.5.4)

Äëÿ ïðîâåäåííÿ àíàëiçó ñèñòåìè (8.5.4) ìåòîäîì ëiíåàðèçàöi¨
âèãiäíî ïåðåéòè äî áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ i çàïèñàòè ñèñòåìó ó
âèãëÿäi

u̇ = u(1− u− αv), v̇ = v(γ − u− βv). (8.5.6)

Çàìiíó çìiííèõ i àíàëiç ñèñòåìè (8.5.6) çà ïåðøèì íàáëèæåí-
íÿì âèêîíàéòå ñàìîñòiéíî. Ïîáóäóéòå ïàðàìåòðè÷íèé ïîðòðåò ñè-
ñòåìè (8.5.6) òà ¨¨ ôàçîâi ïîðòðåòè.

Íàêiíåöü çàóâàæèìî, ùî ìîæíà áóäóâàòè òî÷íiøi ìàòåìàòè÷íi
ìîäåëi âçà¹ìîäi¨ ïîïóëÿöié, ÿêi âðàõîâóâàòèìóòü ñêëàäíi êàðòèíè
âçà¹ìîäi¨, ÿê çà ÷àñîì òàê i â ïðîñòîði, íåðiâíîìiðíiñòü ðîçïîäiëó
÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié íà çàéìàíié òåðèòîði¨, íåîäíîðiäíiñòü âëà-
ñòèâîñòåé îñîáiâ, çîâíiøíi äi¨ òîùî. Äëÿ ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ
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çàäà÷ íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè ÷èñëîâi ìåòîäè, ïðè öüîìó, ÿê
ïîêàçàëè íàâåäåíi âèùå ïðèêëàäè, îáîâ'ÿçêîâî íåîáõiäíî âèêîíó-
âàòè ÿêiñíèé àíàëiç ìîäåëåé. Öþ iíôîðìàöiþ ìîæíà âèêîðèñòàòè
íå òiëüêè äëÿ åêîëîãi÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨, àëå é ïðè òåñòóâàííi ÷èñ-
ëîâèõ ïðèêëàäiâ.

8.6. Ñòîõàñòè÷íà ïîïóëÿöiéíà äèíàìiêà

Ôóíêöiîíóâàííÿ áiîëîãi÷íèõ óãðóïîâàíü, ÿê ïðàâèëî, ñóïðîâîä-
æó¹òüñÿ âèïàäêîâèìè çáóðåííÿìè. Âðàõóâàííÿ âèïàäêîâèõ çáó-
ðåíü ïðèâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi âèêîðèñòîâóâàòè ìàòåìàòè÷íèé
àïàðàò òåîði¨ éìîâiðíîñòi òà òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Ïðîöåñ âèâ÷åííÿ äèíàìiêè ïîïóëÿöié ìîæå ïî÷èíàòèñÿ ç äî-
ñëiäæåííÿ iäåàëüíî¨ ìîäåëi áåç óðàõóâàííÿ âèïàäêîâèõ ôàêòîðiâ.
Íà íàñòóïíîìó êðîöi âêëþ÷àþòü äî ðîçãëÿäó äîäàòêîâi åôåêòè,
ÿêi âèíèêàþòü ïðè âðàõóâàííi âèïàäêîâèõ ôëóêòóàöié, i îöiíþ-
þòü âïëèâ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ íà äèíàìiêó ïîïóëÿöi¨. Ó áàãàòüîõ
âèïàäêàõ âèïàäêîâi çáóðåííÿ ÿêiñíî çìiíþþòü êàðòèíó.

Íàñàìïåðåä äîñëiäíèêiâ ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè öiêàâëÿòü ñòî-
õàñòè÷íi àòðàêòîðè ñèñòåì iç âèïàäêîâèìè çáóðåííÿìè. Ïiä äi¹þ
ñòîõàñòè÷íèõ çáóðåíü âèïàäêîâi òðà¹êòîði¨ ïîêèäàþòü àòðàêòîð
äåòåðìiíîâàíî¨ ñèñòåìè i ôîðìóþòü íàâêîëî íüîãî äåÿêèé ïó÷îê.
Çàâäÿêè ñòiéêîñòi àòðàêòîðà ãóñòèíà ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòi âè-
ïàäêîâèõ ñòàíiâ ó öüîìó ïó÷êó ñòàáiëiçó¹òüñÿ. Ñòàöiîíàðíèé iìî-
âiðíiñíèé ðîçïîäië, ùî âñòàíîâëþ¹òüñÿ, âèçíà÷à¹ ñòîõàñòè÷íèé
àòðàêòîð.

Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíîâàíó íåëiíiéíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

dx = f(x)dt, x, f ∈ Rn, (8.6.1)

äå f(x) � äîñèòü ãëàäêà âåêòîð-ôóíêöiÿ.
Íåõàé ñèñòåìà (8.6.1) ìà¹ àòðàêòîðM ⊂ Rn.M ¹ iíâàðiàíòíîþ

ìíîæèíîþ äëÿ (8.6.1), ÿêà ¹ îáìåæåíîþ i çàìêíóòîþ.
Ïðèïóñòèìî, ùî M � åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêà. Öå îçíà÷à¹, ùî

äëÿ ìàëîãî îêîëó U ìíîæèíè M çíàéäóòüñÿ êîíñòàíòè K > 0,
l > 0, òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó x(t) ñèñòåìè (8.6.1) ç
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x(0) = x0 ∈ U ïðè âñiõ t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ
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íåðiâíiñòü
∥∆(x(t))∥ ≤ Ke−lt∥∆(x0)∥,

äå∆x = x−γ(x), γ(x) = arg min
y∈M

∥x−y∥, ∥·∥ � åâêëiäîâà íîðìà; γ(x)
� íàéáëèæ÷à äî x òî÷êà àòðàêòîðà M ; ∆x � âåêòîð âiäõèëåííÿ x
âiä M .

Ïîðÿä ç (8.6.1) ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó ñòîõàñòè÷íó ñèñòåìó
ðiâíÿíü Iòî

dx = f(x)dt+ εσ(x)dw(t), (8.6.2)

äå w(t) � n-âèìiðíèé ñòàíäàðòíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ; σ(x) � äî-
ñòàòíüî ãëàäêà n× n-ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ, ùî çàäà¹ çàëåæíiñòü âè-
ïàäêîâèõ çáóðåíü âiä ñòàíó ñèñòåìè; ε � ïàðàìåòð iíòåíñèâíîñòi
çáóðåíü.

Ôóíêöiÿ w(t) íàçèâà¹òüñÿ n-âèìiðíèì ñòàíäàðòíèì âiíåðiâñü-
êèì ïðîöåñîì, ÿêùî ¨¨ ïðèðîñòè ∆wi = w(ti+1)−w(ti) äëÿ íåïåðå-
òèííèõ ÷àñîâèõ âiäðiçêiâ íåçàëåæíi é ðîçïîäiëåíi çà íîðìàëüíèì
çàêîíîì

E∆wi = 0, E∆wi∆w
T
i = |ti+1 − ti|I,

äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.
Ó ðåçóëüòàòi äi¨ íåâèðîäæåíèõ øóìiâ (σ(x)|M ̸= 0) âèïàäêîâi

òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (8.6.2) ïîêèäàþòü äåòåðìiíîâàíèé àòðàêòîðM
i ôîðìóþòü íàâêîëî íüîãî äåÿêèé ïó÷îê.

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ìîäåëü äèíàìiêè içîëüîâàíî¨ ïîïóëÿ-
öi¨

ẋ = αx− βx− γx2.

Ïðè α > β, γ > 0 iñíó¹ ñòiéêèé ñòàí ðiâíîâàãè x =
α− β

γ
. Ïðè

α = 2, β = 1, γ = 1 x = 1.
ßêùî âðàõóâàòè âèïàäêîâi ôàêòîðè, ùî âïëèâàþòü íà ïî-

âåäiíêó ïîïóëÿöi¨, òî äèíàìiêà ïîïóëÿöi¨ âèçíà÷àòèìåòüñÿ ç ðiâ-
íÿííÿ [23]

ẋ = αx− βx− γx2 + σẇ(t), (8.6.3)

äå w(t) � îäíîâèìiðíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ.
Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ ïðè α = 2, β = 1, γ = 1 ç ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ x0 = 0, 5 (x0 = 1 çáiãà¹òüñÿ ç òî÷êîþ ðiâíîâàãè x = 1) ïðè
çáóðåííÿõ ðiçíî¨ iíòåíñèâíîñòi íàâåäåíi íà ðèñ. 8.11.
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Ðèñ. 8.11. Äèíàìiêà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (8.6.3)

Ñêëàäíiøèé ïðèêëàä � öå äâîâèìiðíà ñèñòåìà �õèæàê�
æåðòâà� ç îáìåæåíiñòþ ðåñóðñiâ äëÿ æåðòâè. Öÿ ñèñòåìà ìà¹
âèãëÿä

ẋ = αx− xy − x2, ẏ = −y + xy, α > 0.

Ïðè α > 1 ñèñòåìà ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ñòàí ðiâíîâàãè x = 1, y =
α − 1, ÿêèé ïðè 1 < α < 1, 25 ¹ ñòiéêèì âóçëîì, à ïðè α > 1, 25 �
ñòiéêèì ôîêóñîì.

ßêùî âðàõóâàòè çîâíiøíi âèïàäêîâi çáóðåííÿ, òî òàêà ñèñòåìà
çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè [23]

ẋ = αx− xy − x2 + σẇ1, ẏ = −y + xy + σẇ2, α > 0, (8.6.4)

äå w1(t), w2(t) � íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè.
Íà ðèñ. 8.12 ïîêàçàíi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (8.6.4) ïðè x0 = 1,

y0 = 1, ÿêi ïðè α = 2 çáiãàþòüñÿ ç ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè.

σ = 0, 05 σ = 0, 2
Ðèñ. 8.12. Äèíàìiêà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (8.6.4)
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð âïëèâ âèïàäêîâèõ çáóðåíü íà ñèñòåìó
�õèæàê�æåðòâà� ç íàñè÷åííÿì õèæàêà. Äåòåðìiíîâàíà ìîäåëü ìà¹
âèãëÿä

ẋ = x− x

1 + x
y − γx2, ẏ = −y + 2

x

1 + x
y.

Âiäîìî, ùî ïðè 0 < γ <
1

3
öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåñòiéêó òî÷êó ñïîêîþ

(1, 2− 2γ). Òðà¹êòîði¨, ùî âiäõîäÿòü âiä íå¨, íàìîòóþòüñÿ íà ãðà-
íè÷íèé öèêë. Íåçàëåæíî âiä ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü, ñèñòåìà ç ÷àñîì
ïåðåõîäèòü ó ðåæèì êîëèâàíü ïîñòiéíî¨ ÷àñòîòè.

Âíåñåìî â öþ ñèñòåìó âèïàäêîâi çáóðåííÿ, òîäi äèíàìiêà ïî-
ïóëÿöi¨ áóäå âèçíà÷àòèñÿ ðiâíÿííÿìè [23]

ẋ = x− x

1 + x
y − γx2 + σẇ1, ẏ = −y + 2

x

1 + x
y + σẇ2, (8.6.5)

äå w1(t), w2(t) � íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè.
Íà ðèñ. 8.13 çîáðàæåíi ñòîõàñòè÷íi òðà¹êòîði¨ öi¹¨ ñèñòåìè ïðè

γ = 0, 3 iç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè íà ãðàíè÷íîìó öèêëi äëÿ çáóðåíü
ðiçíî¨ iíòåíñèâíîñòi.

Çàâäÿêè ñòiéêîñòi ãðàíè÷íîãî öèêëó âèïàäêîâà òðà¹êòîðiÿ õî-
÷à é ïîêèäà¹ éîãî, àëå ïðîäîâæó¹ ðóõàòèñÿ â éîãî îêîëi, ôîðìóþ-
÷è ïó÷îê. Ðîçêèä òðà¹êòîðié çàëåæèòü âiä iíòåíñèâíîñòi çáóðåííÿ.

Äîñëiäæåííÿ âïëèâó ñòîõàñòè÷íèõ çáóðåíü øëÿõîì ÷èñ-
ëîâîãî ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ òðà¹êòîðié âèìàãà¹ çíà÷íèõ
êîìï'þòåðíèõ ðåñóðñiâ, îñîáëèâî êîëè íåîáõiäíî îäåðæàòè ðåïðå-
çåíòàòèâíi âèáiðêè.

σ = 0, 002 σ = 0, 05 σ = 0, 1
Ðèñ. 8.13. Äèíàìiêà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (8.6.5)
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Äëÿ âèâ÷åííÿ éìîâiðíîñíèõ ðîçïîäiëiâ òðà¹êòîðié ó ïó÷êó
ìîæíà çàñòîñîâóâàòè é àíàëiòè÷íi ìåòîäè. Ïîâíèé iìîâiðíîñ-
íèé îïèñ âèïàäêîâèõ òðà¹êòîðié ó òåðìiíàõ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi
äà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ôîêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ). ßêùî
íàñ íå öiêàâèòü õàðàêòåð ïåðåõiäíîãî ïðîöåñó, à îñíîâíèé iíòåðåñ
ìà¹ìî äî ðåæèìiâ, ùî âñòàíîâèëèñÿ, òî ìîæíà îáìåæèòèñÿ âèâ-
÷åííÿì ñòàöiîíàðíî¨ ãóñòèíè ðîçïîäiëó ρ(x, ε), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ
çi ñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ ÔÏÊ

ε2

2

n∑
ij=1

∂2

∂xi∂xj
(aijρ)−

n∑
i=1

∂

∂xi
(fiρ) = 0, aij = [σσT ]ij .

Áåçïîñåðåäí¹ âèêîðèñòàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ íàâiòü ó ïðîñòiøèõ
ñèòóàöiÿõ (íàïðèêëàä, êîëè ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië
ñòàíó àâòîêîëèâíî¨ ñèñòåìè ç îäíèì ñòåïåíåì âiëüíîñòi) ¹ äîñòàò-
íüî ãðîìiçäêîþ çàäà÷åþ, îñêiëüêè ïðè âèâ÷åííi ìàëèõ çáóðåíü
(ùî âàæëèâî äëÿ ïðàêòèêè) ïðèâîäèòü äî àíàëiçó ðiâíÿíü ç ìà-
ëèì êîåôiöi¹íòîì ïðè ñòàðøèõ ïîõiäíèõ. Òîìó äî âèâ÷åííÿ ìàëèõ
çáóðåíü iñíóþòü é iíøi ïiäõîäè.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó Õîïôà ïðè äi¨ âèïàäêîâèõ çáóðåíü{
ẋ = µx− y − x(x2 + y2) + εẇ1(t),
ẏ = x+ µy − y(x2 + y2) + εẇ2(t),

äå w1(t), w2(t) � ñòàíäàðòíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè.
Äåòåðìiíîâàíà ñèñòåìà Õîïôà iëþñòðó¹ áiôóðêàöiþ ïåðåõî-

äó âiä ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè äî ãðàíè÷íîãî öèêëó. Ïðè ïåðåõîäi ïà-
ðàìåòðà µ ÷åðåç áiôóðêàöiéíå çíà÷åííÿ µ∗ = 0 òî÷êà ðiâíîâàãè
(0, 0) âòðà÷à¹ ñâîþ ñòiéêiñòü i ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ãðàíè÷íèé öèêë (êîëî
x2 + y2 = µ).

Ó ðàçi äi¨ âèïàäêîâèõ çáóðåíü (ε ̸= 0) òðà¹êòîðiÿ ïîêèäà¹ äå-
òåðìiíîâàíèé àòðàêòîð i ôîðìó¹ íàâêîëî íüîãî äåÿêèé ïó÷îê.

Íà ðèñ. 8.14 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü µ çîáðàæåíî ñòàíè öi¹¨ ñèñòå-
ìè, ùî îäåðæàíi â ÷èñëîâîìó åêñïåðèìåíòi.

Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ñòîõàñòè÷íîãî àòðàêòîðà ¹ ñòàöiîíàð-
íèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòi, äî ÿêîãî çáiãàþòüñÿ âñi iíøi ðîçïîäiëè.
Äëÿ ñèñòåìè Õîïôà ðiâíÿííÿ ÔÏÊ äëÿ ñòàöiîíàðíî¨ ãóñòèíè ðîç-
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ïîäiëó ρ(x, y) ìà¹ âèãëÿä

ε2

2

(∂2φ
∂x2

+
∂2φ

∂y2

)
− ∂

∂x
((µx− y − x(x2 + y2))ρ)−

− ∂

∂y
((x+ µy − y(x2 + y2))ρ) = 0.

µ = −1 µ = 0 µ = 1
Ðèñ. 8.14. Ñòàíè âèïàäêîâî¨ ñèñòåìè Õîïôà

Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäÿòüñÿ àíàëiòè÷íî [23]:

ρ(x, y) = K exp
(2µ(x2 + y2)− (x2 + y2)2

2ε2

)
,

äå K > 0 � êîíñòàíòà íîðìóâàííÿ ρ.
Ïðè µ ≤ 0 ôóíêöiÿ ρ(x, y) ìà¹ ¹äèíèé ìàêñèìóì ó òî÷öi (0, 0).

Âèïàäêîâi òðà¹êòîði¨ êîíöåíòðóþòüñÿ â îêîëi òî÷êè (0, 0).
Ïðè µ > 0 ìàêñèìóìè ρ(x, y) ðîçìiùåíi íà äåòåðìiíîâàíîìó

öèêëi x2 + y2 = µ, à ¹äèíèé ìiíiìóì çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi (0, 0).
Ãðàôiêè ôóíêöi¨ ρ(x, y) çà ôiêñîâàíîãî y = 0 ïðè ðiçíèõ çíà-

÷åííÿõ ïàðàìåòðà µ íàâåäåíi íà ðèñ. 8.15.

Ðèñ. 8.15. Ãðàôiêè ôóíêöié ρ(x, 0)
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Ïîêàæåìî ùå, ÿê ìîæíà çäiéñíèòè êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ
ñòîõàñòè÷íèõ òðà¹êòîðié.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ç âèïàäêîâèìè çáóðåííÿìè

ẋ = f(x, y) + σ1(x, y)ẇ1, ẏ = g(x, y) + σ2(x, y)ẇ2.

Ðîçðàõóíîê íàáëèæåíèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà çäiéñíèòè
íà îñíîâi ìåòîäó Åéëåðà çà ôîðìóëàìè

xm+1 = xm + hf(xm, ym) + σ1(xm, ym)∆w1,m,

ym+1 = ym + hg(xm, ym) + σ2(xm, ym)∆w2,m,

äå ∆w1,m, ∆2,m � ïðèðiñò âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ. �õ ìîæíà îäåð-
æàòè çà ôîðìóëàìè

∆w1,m =
√

−2h ln(r1,m) sin(2πr2,m),

∆w2,m =
√

−2h ln(r1,m) cos(2πr2,m).

Òóò r1,m, r2,m � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî ðîç-
ïîäiëåíi íà ïðîìiæêó [0, 1].

8.7. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

8.1. Äëÿ ñèñòåìè (8.5.6) çíàéòè ñòàöiîíàðíi òî÷êè, äîñëiäèòè
¨õ íà ñòiéêiñòü. Ïîáóäóâàòè ïàðàìåòðè÷íèé ïîðòðåò ñèñòåìè, ¨¨
ôàçîâi ïîðòðåòè. Ïîêàçàòè àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ñèñòåìè ïðè
0 < α, β < 1 çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà âèãëÿäó

L(u, v) = (u− u∗) + (v − v∗)− u∗ ln
u

u∗
− v∗ ln

v

v∗
.

8.2. Óçàãàëüíèòè ìîäåëü Â. Âîëüòåððè äëÿ ñèñòåìè �õèæàê�
æåðòâà�, âðàõóâàâøè âíóòðiøíüîâèäîâó êîíêóðåíöiþ ñåðåä æåðòâ
òà õèæàêiâ. Ç ìåòîþ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi ïàðàìåòðiâ ïåðåéòè äî
áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ. Çíàéòè òî÷êè ðiâíîâàãè, äîñëiäèòè ¨õ íà
ñòiéêiñòü. Äîâåñòè âiäñóòíiñòü ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Äàòè åêî-
ëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
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8.3. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� ç óðàõó-
âàííÿì ñàìîîáìåæåííÿ îáîõ ïîïóëÿöié ó âèïàäêó, êîëè òðîôi÷íà
ôóíêöiÿ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Ìiõàåëiñà�Ìåíòåí, ìà¹ âèãëÿä:

ẋ = x(ε1 − γ1x)−
γ1xy

1 + βx
, ẏ = y(−ε2 + γ2y)−

γ2xy

1 + βxy
.

Çàëåæíî âiä ñïiââiäíîøåíü ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè îäåðæàòè ìîæ-
ëèâå ðîçìà¨òòÿ ôàçîâèõ ïîðòðåòiâ. Ïîêàçàòè, ùî îäíà ç òî÷îê ñïî-
êîþ ìîæå áóòè íåñòiéêèì ôîêóñîì, ùî îáìåæåíèé ñòiéêèì ãðà-
íè÷íèì öèêëîì.

8.4. Ìîäåëü Õîëëiíãà�Òåííåðà äëÿ ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà�
ìà¹ âèãëÿä

ẋ = x(r(1− x

K
))− ny

D + x
, ẏ = sy(1− hy

x
),

äå r, K, D, s, n, h � äîäàòíi ïàðàìåòðè.
Öÿ ìîäåëü âðàõîâó¹ áàãàòî ðåàëüíèõ ôàêòîðiâ, çîêðåìà åôåêò

íàñè÷åííÿ õèæàêà V (x) =
γ1x

1 + βx
. Øâèäêiñòü çðîñòàííÿ õèæàêà

sy(1− hy

x
) âèáðàíà ç òàêèõ ìiðêóâàíü: êîëè ¨æi áàãàòî (x ≈ ∞), òî

ïîïóëÿöiÿ õèæàêiâ ðîñòå çà ïðàâèëîì Ìàëüòóñà ç ïîêàçíèêîì s. Çi
çìåíøåííÿì êiëüêîñòi æåðòâè øâèäêiñòü ðîñòó ïîïóëÿöi¨ õèæàêà
cïàäà¹ i ïðè x < hy ñòà¹ âiä'¹ìíîþ.

Âiäïîâiäíîþ çàìiíîþ çìiííèõ çâåñòè ñèñòåìó äî áåçðîçìiðíîãî
âèãëÿäó. Ïîêàçàòè, ùî çàâæäè iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ñòàí ðiâíîâà-
ãè, ÿêèé ìîæå áóòè ñòiéêèì àáî íåñòiéêèì çàëåæíî âiä âåëè÷èíè
ïàðàìåòðiâ. Çíàéòè îáëàñòi ñòiéêîñòi òà íåñòiéêîñòi ó äâîâèìið-
íîìó ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ. Ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíóþòü çàìêíåíi òðà¹ê-
òîði¨. Çìîäåëþâàòè ñèñòåìó ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.

8.5. Â 1934 ð. Ãàóçå çàïðîïîíóâàâ ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñèñòå-
ìè �õèæàê�æåðòâà� ó âèãëÿäi

u̇ = α(u)u− V (u)v, v̇ = (−d+ q(u))x.
Ôóíêöi¨ α(u), V (u) ìàþòü òàêó æ ïîâåäiíêó, ÿê ó ìîäåëi Êîëìî-
ãîðîâà, à q(u) çàâæäè çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: q(0) = 0, q′(u) > 0,
q(u) > 0 ïðè u > 0, q(∞) <∞.

Çíàéòè òî÷êè ðiâíîâàãè, âèïèñàòè ìàòðèöþ ßêîái. Äîñëiäè-
òè òî÷êè ðiâíîâàãè íà ñòiéêiñòü. Ïîáóäóâàòè ôàçîâi ïîðòðåòè.
Ç'ÿñóâàòè, ÷è â ñèñòåìi ìîæå iñíóâàòè ãðàíè÷íèé öèêë.
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8.6.Íåõàé x(t), y(t) � ïåðiîäè÷íi (ïåðiîäó T ) ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè
Ëîòêè�Âîëüòåððè. Ñåðåäíüîþ ÷èñåëüíiñòþ ïîïóëÿöi¨ õèæàêà òà
æåðòâè íàçèâàþòüñÿ âåëè÷èíè

xc =
1

T

T∫
0

x(s)ds, yc =
1

T

T∫
0

y(s)ds.

Çíàéòè xc, yc. ßê çìiíÿòüñÿ çíà÷åííÿ xc, yc, ÿêùî çäiéñíþâàòè
âiäëîâ îñîáèí ç iíòåíñèâíiñòþ, ùî ïðîïîðöiéíà ¨õ êiëüêîñòi.

8.7. Äîñëiäèòè ìîäåëü �õèæàê�æåðòâà� ç êóái÷íîþ îáìå-
æåíiñòþ. Òàêà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

ẋ = (a+ bx− x2)x− xy, ẏ = −my + xy.

Çíàéòè òî÷êè ñïîêîþ. Äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Ïîáóäóâàòè ïà-
ðàìåòðè÷íèé ïîðòðåò ñèñòåìè ïðè ôiêñîâàíîìó ïàðàìåòði m. Ïî-
áóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò.

8.8. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� ç êîíêó-
ðåíöi¹þ ñåðåä æåðòâ i ç íàñè÷åííÿì õèæàêà ìà¹ âèãëÿä

ẋ = x− α
1

1 + x
y − γx2, ẏ = −y + β

1

1 + x
y.

Çíàéòè ñòàöiîíàðíi òî÷êè ñèñòåìè, ïîáóäóâàòè ëiíåàðèçîâàíi ðiâ-
íÿííÿ. Äîñëiäèòè òèï îñîáëèâèõ òî÷îê ó çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåò-
ðiâ ñèñòåìè. Ââàæàþ÷è, ùî α = 1, β = 2 ïîáóäóâàòè ãðàôiêè
çàëåæíîñòi λ(γ), äå λ � âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíåàðèçîâàíî¨ ìàòðèöi.
Îá ðóíòóâàòè ìîæëèâiñòü ïîÿâè ãðàíè÷íîãî öèêëó â öié ñèñòåìi.

8.9. Óçàãàëüíèòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü Â. Âîëüòåððè íà âèïà-
äîê íåëiíiéíîãî ðîçìíîæåííÿ â ïîïóëÿöi¨ æåðòâ. Äëÿ öüîãî ìîæ-

íà âçÿòè ïàðàìåòð ε1 =
ax

N + x
. Çàìiíîþ çìiííèõ çâåñòè ñèñòåìó

ðiâíÿíü äî áåçðîçìiðíîãî âèãëÿäó. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò
ñèñòåìè. Ïîêàçàòè íåñòiéêiñòü íåòðèâiàëüíîãî ñòàöiîíàðíîãî ñòà-
íó.

8.10. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó 8.9 ó âèïàäêó íåëiíiéíîãî ðîçìíîæåí-

íÿ ïîïóëÿöi¨ õèæàêà (ââàæàòè γ2 =
dy

N + y
).

369



8.11. Ìîäåëü �õèæàê�æåðòâà� ç íàñè÷åííÿì õèæàêà é ëîãi-
ñòè÷íèì çàêîíîì ðîçâèòêó ïîïóëÿöi¨ æåðòâè ïðè âiäñóòíîñòi õè-
æàêà ìà¹ âèãëÿä

ẋ = ax
K − x

K
− bxy

1 +Ax
, ẏ = −cy + dxy

1 +Ax
,

äå a, b, c, K, A � äîäàòíi ïàðàìåòðè. Çàìiíîþ çìiííèõ ïåðåéòè
äî ñèñòåìè ç òðüîìà ïàðàìåòðàìè. Ìåòîäîì içîêëií ïîáóäóâàòè
ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè. Çíàéòè óìîâè iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíî¨
ðiâíîâàãè. Ïîáóäóâàòè îáëàñòi ñòðóêòóðíî¨ ñòiéêîñòi íà ïëîùèíi
äâîõ ïàðàìåòðiâ.

8.12. Ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� ç êîíêóðåíöi¹þ ñåðåä
õèæàêiâ ìà¹ âèãëÿä

ẋ = ε1x− γ1xy, ẏ = −ε2 + γ2xy − hy2.

Âèêîíàòè ÿêiñíå äîñëiäæåííÿ ìîäåëi. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðò-
ðåò. Çðîáèòè âiäïîâiäíi åêîëîãi÷íi âèñíîâêè.

8.13. Ïðîâåñòè àíàëiç ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi �õèæàê�æåðòâà� ó
âèïàäêó íåëiíiéíîãî âè¨äàííÿ õèæàêîì æåðòâè. Òàêà ìîäåëü ìà¹
âèãëÿä

ẋ = ax− bx2y

1 +Ax2
, ẏ = −cy + dx2y

1 +Ax2
.

Âiäïîâiäíîþ çàìiíîþ çìiííèõ çâåñòè ñèñòåìó äî ñèñòåìè ç äâî-
ìà ïàðàìåòðàìè. Çà äîïîìîãîþ êðèòåðiþ Äþëàêà äîâåñòè âiä-
ñóòíiñòü ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Çíàéòè òî÷êè ðiâíîâàãè, äîñëiäèòè ¨õ
ñòiéêiñòü. Çîáðàçèòè ôàçîâèé ïîðòðåò. Ïîáóäóâàòè ïàðàìåòðè÷-
íèé ïîðòðåò ñèñòåìè.

8.14. Ðîçãëÿíóòè ñèñòåìó �õèæàê�æåðòâà� ç êîíêóðåíöi¹þ ñå-
ðåä æåðòâ i íåëiíiéíiñòþ ðîçìíîæåííÿ õèæàêà, ùî ìà¹ âèãëÿä

ẋ = ax
K − x

K
− bxy, ẏ = −cy + dxy

y

N + y
.

Çàìiíîþ çìiííèõ ïåðåéòè äî ñèñòåìè ç áåçðîçìiðíèìè çìiííèìè.
Çíàéòè îñîáëèâi òî÷êè, äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü çà ïåðøèì íà-
áëèæåííÿì. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò. Äîñëiäèòè ìîæëèâiñòü
áiôóðêàöié ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ.

370



8.15. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� ç êîíêó-
ðåíöi¹þ ñåðåä æåðòâ iç íèæíüîþ êðèòè÷íîþ ãóñòèíîþ ìà¹ âèãëÿä

ẋ = ax(K − x)(x− L)− bxy, ẏ = −cy + dxy.

Âèêîíàòè ìàêñèìàëüíî ïîâíèé àíàëiç öi¹¨ ñèñòåìè.
8.16. ßêèé òèï âçà¹ìîäi¨ îïèñó¹ òàêà ìîäåëü:

ẋ = r1x
(
1− x

K1 + α1y

)
, ẏ = r2y

(
1− y

K2 + α2x

)
?

Óâåäiòü áåçðîçìiðíi çìiííi òà âèêîíàéòå ïîâíèé àíàëiç öi¹¨ ñèñòå-
ìè.

8.17. Ïðèïóñòèìî, ùî â ñèñòåìi ç äâîõ êîíêóðåíòiâ îäíà ç ïî-
ïóëÿöié âîëîäi¹ íèæíüîþ êðèòè÷íîþ ÷èñåëüíiñòþ, òîäi äèíàìiêà
òàêîãî óãðóïîâàííÿ îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ

ẋ = a1x(K1 − x)(x− L1)− α1xy, ẏ = ay(K2 − y)− α2xy.

Ïîáóäóâàòè áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó öi¹¨ ñèñòåìè (ïàðàìåòðè÷íi òà
ôàçîâi ïîðòðåòè). Ðîçãëÿíóòè ðiçíi âàðiàíòè ðîçìiùåííÿ íóëü-
içîêëií.

8.18. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó 8.17 ó âèïàäêó äâîõ êîíêóðåíòiâ, êîëè
êîæíèé ç íèõ âîëîäi¹ íèæíüîþ êðèòè÷íîþ ÷èñåëüíiñòþ.

8.19. Ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó 8.18 äëÿ ñèñòåìè ñèìáiîçó äâîõ âèäiâ.
8.20. Íåõàé ïðè âiäñóòíîñòi âçà¹ìîäi¨ äèíàìiêà îêðåìî¨ ïîïó-

ëÿöi¨ îïèñó¹òüñÿ ëîãiñòè÷íèì ðiâíÿííÿì i ìiæ ïîïóëÿöiÿìè iñíó-
þòü âiäíîøåííÿ ïðîòîêîîïåðàöi¨. Ïðè âðàõóâàííi âïëèâó íà äè-
íàìiêó ÷èñåëüíîñòi ïðè âiäíîøåííÿõ ïðîòîêîîïåðàöi¨ â ïåðøîìó
íàáëèæåííi ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî âîíè áóäóòü îïèñàíi àíàëî-
ãi÷íî âiäíîøåííÿì �õèæàê�æåðòâà�, òîáòî áiëiíiéíèìè ÷ëåíàìè.
Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñó¹ òàêó äèíàìiêó ÷è-
ñåëüíîñòi, ìà¹ âèãëÿä

ẋ = a1x
(
1− x

K1

)
+ d1xy, ẏ = a2y

(
1− y

K2

)
+ d2xy.

Çäiéñíèâøè çàìiíó çìiííèõ, ïåðåéòè äî ñèñòåìè ç òðüîìà ïàðà-
ìåòðàìè. Ïðè ôiêñîâàíîìó îäíîìó ç ïàðàìåòðiâ çîáðàçèòè ïàðà-
ìåòðè÷íèé ïîðòðåò ñèñòåìè, é âiäïîâiäíi éîìó ôàçîâi ïîðòðåòè.
Äîñëiäæåííÿ ïðîâåñòè ìåòîäîì ëiíåàðèçàöi¨ òà ìåòîäîì içîêëií.
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8.21. Ïðè ìîäåëþâàííi äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïðîñòiøèõ ïîïó-
ëÿöié ó êóëüòèâàòîðàõ øèðîêå ðîçïîâñþäæåííÿ îäåðæàëè ìîäåëi
ñèñòåìè ðåñóðñ�ñïîæèâà÷.

Ïðîñòiøà ìîäåëü ñèñòåìè ðåñóðñ�ñïîæèâà÷ ìà¹ âèãëÿä

dP

dt
= Q− a(P )x,

dx

dt
= x(ka(P )− b(x)), k = const > 0, (8.7.1)

äå P (t) � êiëüêiñòü ïðèäàòíîãî äëÿ ïî¨äàííÿ êîðìó; Q(t) � øâèä-
êiñòü íàäõîäæåííÿ êîðìó â ñèñòåìó; a(P ) � øâèäêiñòü âè¨äàííÿ
ðåñóðñó îäíi¹þ îñîáèíîþ; xb(x) � øâèäêiñòü âèìèðàííÿ îñîáèí.
Ôóíêöi¨ Q, a, b çàäîâîëüíÿþòü ïðèðîäíi óìîâè

Q = Q(P ),
dQ

dP
< 0,

da

dP
< 0,

db

dx
> 0, a(0) = 0, b(0) > 0.

Ïîêàçàòè, ùî â R2
+ íåìà¹ çàìêíåíèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, à ëèøå

iñíó¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè, òîáòî â ðàìêàõ ìîäåëi
(8.7.1) êîðì âiäiãðà¹ ðîëü ñòàáiëiçóþ÷îãî ôàêòîðó.

8.22. ßêùî â ðàìêàõ çàäà÷i 8.21 âðàõóâàòè õàðàêòåð øâèä-
êîñòi íàäõîäæåííÿ êîðìó â ñèñòåìó, òî îäåðæèìî ìîäèôiêàöiþ
(8.7.1) ó âèãëÿäi

dP

dt
= Q(x)− s(x, P ),

dx

dt
= x(a(P )− b(x)), (8.7.2)

äå a, b ìàþòü òàêèé ñàìèé çìiñò, ùî é ó ìîäåëi (8.7.1), s(x, P )
� øâèäêiñòü âiäòîêó êîðìó iç ñèñòåìè. Íàêëàäåìî íà öi ôóíêöi¨
ïðèðîäíi îáìåæåííÿ:

0 < K1 ≤ Q(x) ≤ K2 <∞, a(0) = 0,
da

dP
> 0, ∃K3 : a(P ) ≤ K3 = const,

b(0) > 0, b(∞) = ∞,
db

dx
> 0, s(x, 0) = 0,

s(∞, P ) = s(x,∞) = 0,
∂S

∂x
> 0,

∂s

∂P
> 0. (8.7.3)

Âiäíîñíî Q(x) ìîæëèâi òàêi ñèòóàöi¨:
1) Q′ < 0, êîëè îñîáèíè çíèùóþòü êîðìîâó áàçó;
2) Q′ = 0, äëÿ âèäiâ, ÿêi íå âïëèâàþòü íà êîðìîâó áàçó;
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3) Q′ > 0, îñîáèíè ðîçâèâàþòü êîðìîâó áàçó.
Ïîêàçàòè, ùî â ìîäåëi (8.7.2) ïðè óìîâi 2) i îáìåæåííÿõ (8.7.3)

íåìà¹ çàìêíåíèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ (çà êðèòåði¹ì Äþëàêà ç äî-

ïîìiæíîþ ôóíêöi¹þ
1

x
). Äîâåñòè, ùî â ñèñòåìi ó âèïàäêó 1), 2)

ìîæå ðåàëiçóâàòèñÿ âèðîäæåííÿ ïîïóëÿöié àáî âiäáóòèñÿ ñòàáiëi-
çàöiÿ çíà÷åíü çìiííèõ íà îäíîìó ðiâíi, à ó âèïàäêó 3) ìà¹ ìiñöå
òðèãåðíèé ðåæèì: ñòàáiëiçàöiÿ íà îäíîìó ç äâîõ ðiâíiâ ó çàëåæ-
íîñòi âiä ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü.

8.23. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü âçà¹ìîäi¨ çàáðóäíåííÿ ç îòî÷óþ÷èì
ñåðåäîâèùåì [29]. Ïðèïóñòèìî, ùî çàãàëüíå çàáðóäíåííÿ é ñòàí
äîâêiëëÿ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ÷èñëîâèìè çíà÷åííÿì, ÿêi íà-
çâåìî êîíöåíòðàöi¹þ çàáðóäíåííÿ (P ) i ãóñòèíîþ áiîìàñè E. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî iñíó¹ ïîñòiéíå äæåðåëî çàáðóäíåííÿ ç iíòåíñèâíiñòþ
a. Íåõàé çàáðóäíåííÿ ñàìîçíèùó¹òüñÿ (ðîçïàäà¹òüñÿ) ïðîïîðöié-
íî êiëüêîñòi çàáðóäíåííÿ ç êîåôiöi¹íòîì ïðîïîðöiéíîñòi b. Òîäi
ïðîöåñ åìiñi¨ çàáðóäíåííÿ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

Ṗ = a− bP .
Ïðèïóñòèìî, ùî çàáðóäíåííÿ çíàõîäèòüñÿ â ïîñòiéíié âçà¹-

ìîäi¨ ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì: ïðèðîäà àäñîðáó¹ é ïåðåðîáëÿ¹
çàáðóäíåííÿ, òîìó öþ ñèñòåìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îêðåìèé âè-
ïàäîê ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� (ïðèðîäà � æåðòâà, çàáðóäíåííÿ
� õèæàê). Ïîâåäiíêó ïðèðîäè ó âiäñóòíîñòi çàáðóäíåííÿ îïèøåìî
ëîãiñòè÷íèì ðiâíÿííÿì, òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìàòèìå âèãëÿä

Ṗ = a− bP − cEP, Ė = rE
(
1− E

K

)
− dEP.

Ïîáóäóâàòè ñèñòåìó â áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ i ïîêàçàòè, ùî â öié
ñèñòåìi ìîæëèâi òðè ÿêiñíî ðiçíèõ ñöåíàði¨, ÿêi çàëåæàòü âiä ií-
òåíñèâíîñòi âèêèäó çàáðóäíåííÿ. Çíàéòè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè,
äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü i ïîáóäóâàòè ôàçîâi ïîðòðåòè.

8.24. Ïðèðîäà íå ìîæå ïåðåðîáëÿòè çàáðóäíåííÿ ïðîïîðöié-
íî éîãî êiëüêîñòi. Iñíó¹ äåÿêå ïîðîãîâå çíà÷åííÿ çàáðóäíåííÿ, ÿêå
ìîæå ïåðåðîáèòè ïðèðîäà.Ùîá âðàõóâàòè öåé ôàêò, âèêîðèñòîâó-
þòü òðîôi÷íó ôóíêöiþ i ìîäåëü �ïðèðîäà�çàáðóäíåííÿ� íàáóâà¹
âèãëÿäó

Ṗ = a− bP − cEP

A+ P
, Ė = rE

(
1− E

K

)
− dEP.
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Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó 8.23 äëÿ öi¹¨ ìîäåëi.
8.25. Ó ïðîìèñëîâèõ óìîâàõ áiîëîãi÷íà î÷èñòêà ñòi÷íèõ âîä

âiäáóâà¹òüñÿ â ñïåöiàëüíèõ ðåàêòîðàõ-àåðîòåêàõ, äå çàáðóäíåííÿ
�ïî¨äà¹òüñÿ� ìiêðîîðãàíiçìàìè áiîëîãi÷íî àêòèâíîãî ìóëó â ðå-
çóëüòàòi ðåàêöi¨ áiîõiìi÷íîãî îêèñëåííÿ.

Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü î÷èùåííÿ ñòi÷íèõ âîä ìîæíà çàäàòè ðiâ-
íÿííÿìè [29]

Ṗ = a− bD(P )− cf(P,E), Ė = −dE + eh(P,E),
äå P (t) � êîíöåíòðàöiÿ çàáðóäíåííÿ âîäè; E(t) � ãóñòèíà áiîìàñè
àêòèâíîãî ìóëó; D(P ) � ôóíêöiÿ äèñèïàöi¨, ùî îïèñó¹ ïðèðîäíié
ðîçïàä çàáðóäíåííÿ; f(P,E), h(P,E) � òðîôi÷íi ôóíêöi¨, ùî õà-
ðàêòåðèçóþòü ïðîöåñ î÷èùåííÿ çàáðóäíåííÿ áiîëîãi÷íî àêòèâíèì
ìóëîì; a > 0 � iíòåíñèâíiñòü äæåðåëà çàáðóäíåííÿ; d > 0 � ñòà-
ëà, ùî çàäà¹ øâèäêiñòü çìåíøåííÿ ìàñè àêòèâíîãî ìóëó â ÷èñòié
âîäi; c i e � äîäàòíi êîíñòàíòè.

Ïðèïóñòèìî, ùî D(P ) = P , à òðîôi÷íi ôóíêöi¨ îäíàêîâi é
ìàþòü âèãëÿä

f(P,E) = h(P,E) =
PE

K + P
.

Íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ñèñòåìó â áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ. Çíàéòè
íåðóõîìi òî÷êè é âèêîíàòè ëiíiéíèé àíàëiç. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé
ïîðòðåò ñèñòåìè. Äàòè áiîëîãi÷íå òðàêòóâàííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëü-
òàòiâ.

8.26. Ðîçãëÿíóòè ìîäåëü �îäèí õèæàê�äâi æåðòâè� â áåçðîç-
ìiðíèõ çìiííèõ

v̇ = −γ2v(1− u1 − u2),
u̇1 = u1(1− v),
u̇2 = γ1u2(α− v),

äå γ1, γ2, α � äîäàòíi ïàðàìåòðè. Çíàéòè ìîæëèâi ñòàíè ðiâíîâàãè
i ç'ÿñóâàòè ¨õ ñòiéêiñòü. Çàôiêñóâàòè ïàðàìåòð γ1 = 1 i âiä çìiííèõ
v, u1, u2 ïåðåéòè äî öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàò: u1 = ρ cosφ, u2 =
ρ sinφ, v = z. Ç'ÿñóâàòè, ÿêîþ ¹ ïîâåäiíêà ñèñòåìè â öèëiíäðè÷íèõ
êîîðäèíàòàõ.

8.27. Ðîçãëÿíóòè ìîäåëü åêîñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòè-
ðüîõ ïîïóëÿöié, äå x1 ìîæå çíèùóâàòè x2, x3 (òîáòî âèñòóïà¹ â
ðîëi õèæàêà ïî âiäíîøåííÿ äî x2, x3), â ñâîþ ÷åðãó, x2 ¹ õèæà-
êîì ïî âiäíîøåííþ äî x3, x4. Åëåìåíòè x3, x4 âèñòóïàþòü ó ðîëi
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æåðòâè. Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè, äîñëiäèòè ¨õ íà
ñòiéêiñòü, îñíàñòèâøè ïàðàìåòðè ìîäåëi ÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè,
âèêîíàòè ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè.

8.28. Äîñëiäèòè ñòîõàñòè÷íó äèíàìiêó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè çà
äîïîìîãîþ ïðÿìîãî êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ, çàäàâøè ïàðà-
ìåòðàì ñèñòåìè äåÿêèõ ÷èñëîâèõ çíà÷åíü. Ñêðiçü w1(t), w2(t) �
ñòàíäàðòíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè.

à) ìîäåëü Ëîòêè�Âîëüòåððè
ẋ = αx− βxy + σ1ẇ1, ẏ = −γy + δxy + σ2ẇ2;

á) ìîäåëü ç îáìåæåíiñòþ ðåñóðñó äëÿ æåðòâè

ẋ = x(1− αy)− γx2 + σ1ẇ1, ẏ = y(βx− 1) + σ2ẇ2;

â) ìîäåëü iç íàñè÷åíiñòþ õèæàêà

ẋ = x− αx

1 + x
− γx2 + σ1ẇ1, ẏ = −y + βx

1 + x
y + σ2ẇ2;

ã) ìîäåëü Õîëëiíãà�Òåííåðà

ẋ = r
(
1− x

K

)
x− nxy

D + x
+ σ1ẇ1, ẏ = s

(
1− by

x

)
y + σ2ẇ2.

Ëiòåðàòóðà: [15, 20, 23, 26, 27, 29, 34, 52, 55, 59 67, 69 84, 88].
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Ðîçäië 9. Äèñêðåòíi ìîäåëi ïîïóëÿöié

9.1. Âñòóï

Ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ ìîäåëÿìè äèíàìiêè ïîïóëÿöié âèñòóïà-
ëè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ àáî ¨õ ñèñòåìè. Âèêîðèñòàííÿ òàêèõ
ìîäåëåé ìîæëèâå ëèøå çà äåÿêèõ ïðèïóùåíü, çîêðåìà ïîïóëÿ-
öiÿ ïîâèííà áóòè ÷èñëåííîþ, ùîá ¨¨ ìîæíà áóëî àïðîêñèìóâàòè
íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Êðiì öüîãî, çìiíà ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié
ó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ çàëåæèòü ëèøå âiä ÷èñåëüíîñòi â
äàíèé ìîìåíò ÷àñó, à äëÿ áiëüøîñòi ðåàëüíèõ ïîïóëÿöié ¨¨ ñòàí ó
ìîìåíò ÷àñó t çàëåæèòü âiä ñòàíó â ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷àñó. ßêùî
÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ ç ïåðåêðèâíèìè ïîêîëiííÿìè ìîäåëþ¹òüñÿ
íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, òî âèíèêàþòü ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì,
ó âèïàäêó ïîïóëÿöié iç íåïåðåêðèâíèìè ïîêîëiííÿìè � ðiçíèöåâi
ðiâíÿííÿ.

Ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ k-ãî ïîðÿäêó ìà¹ âèãëÿä

Nt = F (Nt−1, Nt−2, . . . , Nt−k, t), t = k, k + 1, . . . , (9.1.1)

äå Nt � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ â ìîìåíò ÷àñó t.
Äëÿ ïîïóëÿöié iç íåïåðåêðèâíèìè ïîêîëiííÿìè ðiñò ÷èñåëüíî-

ñòi âiäáóâà¹òüñÿ â äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó.
Îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì, êîëè ÷èñåëüíiñòü êîæíîãî íàñòóïíîãî

ïîêîëiííÿ Nt+1 çàëåæèòü âiä ÷èñåëüíîñòi ëèøå ïîïåðåäíüîãî ïî-
êîëiííÿ Nt. Öÿ ñèòóàöiÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ ïîïóëÿöié iç íåïåðåêðèâíè-
ìè ïîêîëiííÿìè áåç äîâãèõ äiàïàóç ó æèòò¹âîìó öèêëi. Äî òàêèõ
ïîïóëÿöié ìîæíà âiäíåñòè, çîêðåìà, áàãàòî âèäiâ êîìàõ. �õ äîðîñ-
ëi îñîáèíè æèâóòü íåäîâãî, âiäêëàäàþòü ÿéöÿ i äî ìîìåíòó ïîÿâè
íà ñâiò íîâîãî ïîêîëiííÿ ïðèïèíÿþòü ñâî¹ iñíóâàííÿ.

9.2. Çàãàëüíà ìîäåëü äèñêðåòíèõ ïîïóëÿöié

Äëÿ íåïåðåêðèâíèõ ïîïóëÿöié, ïðè ïîñòiéíîñòi îñíîâíèõ ôàê-
òîðiâ ñåðåäîâèùà, ðiâíÿííÿ (9.1.1) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíÿííÿ
ïåðøîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó

Nt+1 = F (Nt), (9.2.1)

äå F � ãëàäêà äiéñíà ôóíêöiÿ äiéñíîãî àðãóìåíòó.
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Iç ïðèðîäíèõ ìiðêóâàíü íà ôóíêöiþ F íàêëàäàþòü òàêi óìîâè:
� F (N) ≥ 0 ïðè N ≥ 0, F (0) = 0;
� ïðè ìàëèõ N ôóíêöiÿ F (N) çðîñòà¹;
� F (N) → 0 ïðè N → ∞, îñêiëüêè ðåàëüíèé ðåñóðñ ïîïóëÿöi¨

îáìåæåíèé.
Òèïîâèé ãðàôiê ôóíêöi¨ F (N) íàâåäåíèé íà ðèñ. 9.1, à.

à á
Ðèñ. 9.1. Ãðàôiê ôóíêöi¨ F (N): à � iñíóâàííÿ òî÷îê ðiâíîâàãè; á

� ñõîäèíêè Ëàìåðåÿ

Ðîçâ'ÿçêîì (àáî òðà¹êòîði¹þ) ðiâíÿííÿ (9.2.1) íàçèâàþòü ïî-
ñëiäîâíiñòü çíà÷åíü {Nt}, t = 0, 1, 2, . . . , ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiçíèöåâå
ñïiââiäíîøåííÿ (9.2.1) ïðè êîæíîìó t. Òàêó ïîñëiäîâíiñòü íàçèâà-
þòü ùå îðáiòîþ òî÷êè N0.

Ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (9.2.1) ìîæíà âèçíà÷èòè äîñëiâ-
íî, ÿê âèçíà÷à¹òüñÿ ñòiéêiñòü çà Ëÿïóíîâèì ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Âèçíà÷åííÿ. Ðîçâ'ÿçîê N∗
t ðiâíÿííÿ (9.2.1) íàçèâà¹òüñÿ

ñòiéêèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÿê çàâãîäíî ìàëîãî ε > 0 çíàé-
äåòüñÿ δ(ε) > 0, òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî iíøîãî ðîçâ'ÿçêó Nt iç
íåðiâíîñòi |N0 − N∗

0 | < δ âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü |Nt − N∗
t | < ε äëÿ

âñiõ t = 1, 2, . . . .
Àíàëîãi÷íî ìîæíà âèçíà÷èòè é àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü.
Âèçíà÷åííÿ.ÌíîæèíàM , íà ÿêié âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ F , íà-

çèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòîì ðiâíÿííÿ (9.2.1), ÿêùî F (M) ⊂M .
Ïðîñòiøèì ïðèêëàäîì iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè äëÿ ðiâíÿííÿ

(9.2.1) ¹ ñòàöiîíàðíi òî÷êè (òî÷êè ðiâíîâàãè)

Nt = N∗ = const,
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ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

N∗ = F (N∗). (9.2.2)

Òîáòî N∗ ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ F . Ðiâíîâàãà ìîæ-
ëèâà, ÿêùî ðiâíÿííÿ (9.2.2) ìà¹ õî÷à á îäèí êîðiíü, òîáòî ïåðå-
òèíàþòüñÿ ãðàôiêè ôóíêöié y = F (N) òà y = N (ðèñ. 9.1, à).
Ãðàôi÷íî âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ ðiâíîâàãè ìîæíà é çà äiàãðàìîþ
Ëàìåðåÿ (ðèñ. 9.1, á ). Ïîñëiäîâíiñòü çíà÷åíü N1, N2, . . . ìà¹ íà-
çâó �ñõîäèíêè Ëàìåðåÿ�. Âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç íàïðàâëåíîãî ëàí-
öþæêà âåðòèêàëüíèõ òà ãîðèçîíòàëüíèõ âiäðiçêiâ, ÿêi ç'¹äíóþòü
âiäïîâiäíi òî÷êè ãðàôiêà y = F (N) i òî÷êè áiñåêòðèñè ïåðøîãî
êîîðäèíàòíîãî êóòà, ïðè÷îìó ãîðèçîíòàëüíi íàïðÿìêè éäóòü âiä
òî÷îê ãðàôiêà äî òî÷îê áiñåêòðèñè. Äiéñíî, îñêiëüêè N1 = F (N0),
N2 = F (N1), òî äëÿ òîãî, ùîá N1 çðîáèòè àðãóìåíòîì, ïîòðiáíî
çíà÷åííÿ F (N0) âiäíîñíî áiñåêòðèñè ñèìåòðè÷íî âiäîáðàçèòè íà
âiñü N .

Ïðîäîâæóþ÷è áóäóâàòè ñõîäèíêè Ëàìåðåÿ, îäåðæèìî ïîñëi-
äîâíiñòü ÷èñåëüíîñòi {Nt}, t = 0, 1, . . . , ÿêà äà¹ ìîæëèâiñòü íàî÷-
íîãî çîáðàæåííÿ äèíàìi÷íèõ ðåæèìiâ, ùî ìîæóòü ðåàëiçîâóâàòè-
ñÿ â ðàìêàõ ìîäåëi (9.2.1). Õàðàêòåð öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæå áóòè
ìîíîòîííèì, öèêëi÷íèì, êîëèâíèì òà õàîòè÷íèì i öå âèçíà÷àòè-
ìåòüñÿ ôîðìîþ êðèâî¨ F (N).

Ùîá àíàëiòè÷íî äîñëiäèòè ïîâåäiíêó òðà¹êòîði¨ â îêîëi ðiâ-
íîâàãè N∗, ïiäñòàâèìî â (9.2.1) Nt = N∗ + xt i ëiíåàðèçó¹ìî öå
ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ F (N∗ + xt) ó ðÿä Òåé-
ëîðà â îêîëi òî÷êè N∗ i âíàñëiäîê (9.2.2) îäåðæèìî

xt+1 =
( dF
dN

)
N∗
xt + o(x2t ), (9.2.3)

òîäi ëiíåàðèçàöiÿ ðiâíÿííÿ (9.2.3) ìà¹ âèãëÿä

xt+1 =
( dF
dN

)
N∗
xt. (9.2.4)

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó xt ðiâíÿííÿ (9.2.4) ìà¹ìî xt → 0 ïðè t → ∞,
ÿêùî: ∣∣∣∣∣( dFdN )N∗

∣∣∣∣∣ < 1. (9.2.5)

378



Öå ¹ óìîâîþ ñòiéêîñòi (àñèìïòîòè÷íî¨) ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó
N∗ ðiâíÿííÿ (9.2.1).

Çà óìîâè ∣∣∣∣∣( dFdN )N∗

∣∣∣∣∣ > 1 (9.2.6)

ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê N∗ íåñòiéêèé.

ßêùî
( dF
dN

)
N∗

= 0, òî â óìîâàõ ñòiéêîñòi (9.2.5) òà íåñòiéêîñòi

(9.2.6) ïåðøó ïîõiäíó íåîáõiäíî çàìiíèòè íà
( d2F
dN2

)
N∗

i ò.ä.

Âèïàäîê

∣∣∣∣∣( dFdN )N∗

∣∣∣∣∣ = 1 òåæ âèìàãà¹ äîñëiäæåííÿ ÷ëåíiâ áiëüø

âèñîêîãî ïîðÿäêó â ðîçêëàäi (9.2.3).
Îêðiì ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, âàæëèâi ùå ïåðiîäè÷íi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (9.2.1).
Âèçíà÷åííÿ. Ðîçâ'ÿçîê Nt íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íèì ç ïåðiî-

äîì T (÷àñòî ùå êàæóòü öèêëîì äîâæèíîþ T àáî ïðîñòî T -
öèêëîì), ÿêùî Nt+T = Nt äëÿ âñiõ t = 0, 1, . . . i Nt+j ̸= Nt ïðè
j = 1, 2, . . . , T − 1.

Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíóþòü ñåðåä ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (9.2.1)
öèêëè äîâæèíîþ T = 2 i çíàéòè ¨õ, âèïèøåìî çíà÷åííÿ Nt+2 çãiä-
íî ç (9.2.1):

Nt+2 = F (Nt+1) = F (F (Nt)) ≡ F (2)(Nt).

ßêùî ðîçãëÿäàòè ïîñëiäîâíiñòü iç êðîêîì 2, òî ðiâíÿííÿ

Nt+2 = F (2)(Nt) (9.2.7)

òåæ ¹ ðiçíèöåâèì ðiâíÿííÿì. Äëÿ íüîãî ìîæíà çàñòîñóâàòè íàâå-
äåíi âèùå ôàêòè.

Öèêë äîâæèíîþ 2 ìîæëèâèé, ÿêùî iñíóþòü äâà ðiçíi äîäàòíi
êîðåíi ñèñòåìè

N2 = F (N1), N1 = F (N2),

àáî òå ñàìå, ùî òàêi êîðåíi äà¹ ðiâíÿííÿ

N = F (2)(N).
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Ïîçíà÷èìî öi êîðåíi ÷åðåçN∗
1 ,N

∗
2 . Ëiíåàðèçóþ÷è ðiâíÿííÿ (9.2.7),

íàïðèêëàä, â îêîëi òî÷êè N∗
1 çà àíàëîãi¹þ ç (9.2.5), îäåðæó¹ìî

óìîâó ñòiéêîñòi: ∣∣∣∣∣(dF (2)(N)

dN

)
N∗

1

∣∣∣∣∣ < 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨,
îñòàííþ óìîâó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:∣∣∣∣∣( dFdN )N∗

1

( dF
dN

)
N∗

2

∣∣∣∣∣ < 1. (9.2.8)

Àíàëîãi÷íî óìîâà íåñòiéêîñòi ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó {N∗
1 , N

∗
2 }

ìà¹ âèãëÿä ∣∣∣∣∣( dFdN )N∗
1

( dF
dN

)
N∗

2

∣∣∣∣∣ > 1.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ öèêëiâ äîâæèíîþ 3 (äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
Nt+3 = Nt) ìà¹ìî ñèñòåìó

Nt = F (Nt+2), Nt+2 = F (Nt+1), Nt+1 = F (Nt),

àáî ðiâíÿííÿ

Nt = F (3)(Nt), äå F (3)(Nt) = F (F (F (Nt))).

Öèêëè äîâæèíîþ 3 ìàþòü îñîáëèâèé õàðàêòåð, îñêiëüêè ç ¨õ-
íüîãî iñíóâàííÿ âèïëèâà¹ òåîðåìà �Ïåðiîä òðè ïîðîäæó¹ õàîñ� (Ëi,
Éîðêå, 1975) òà òåîðåìà À.Í. Øàðêîâñüêîãî (1964).

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè Øàðêîâñüêîãî ââåäåìî ïîçíà÷åí-
íÿ m ≻ j, ÿêå îçíà÷à¹, ùî ç iñíóâàííÿ öèêëó äîâæèíîþ m âèïëè-
âà¹ iñíóâàííÿ öèêëó äîâæèíîþ j.

Òåîðåìà Øàðêîâñüêîãî. Íåõàé çàäàíî âiäîáðàæåííÿ
Nt+1 = F (Nt), ó ÿêîìó ôóíêöiÿ F íåïåðåðâíà, òîäi ñïðàâåäëè-
âà òàêà ïîñëiäîâíiñòü ñïiââiäíîøåíü

3 ≻ 5 ≻ 7 ≻ · · · ≻ (2k + 1) ≻ . . . ,

2 · 3 ≻ 2 · 5 ≻ · · · ≻ 2(2k + 1) ≻ . . .
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22 · 3 ≻ 22 · 5 ≻ · · · ≻ 22(2k + 1) ≻ · · · ≻ 23 ≻ 22 ≻ 21 ≻ 1.

Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ÿêùî âiäîáðàæåííÿ íå ìà¹ öèêëiâ
äîâæèíîþ 2, òî âîíî íå ìà¹ âçàãàëi æîäíèõ öèêëiâ. ßêùî âiäî-
áðàæåííÿ ìà¹ öèêë äîâæèíîþ 3, òî âîíî ìà¹ öèêëè âñiõ ìîæëèâèõ
äîâæèí.

Äëÿ F (N) ïðîïîíó¹òüñÿ øèðîêèé íàáið ôóíêöié. Ìè ðîçãëÿ-
íåìî äâà êîíêðåòíi ïðèêëàäè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì (9.2.1), ÿêi íàé-
÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà ïðàêòèöi.

9.3. Äèñêðåòíà ëîãiñòè÷íà ìîäåëü

Ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ïîïóëÿöi¨, ÿê âiäîìî, ìà¹ âèãëÿä

dP

dt
= aP − bP 2, a, b > 0.

Ìåòîä Åéëåðà äëÿ ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ïîëÿãà¹ â îá÷èñëåííi
çíà÷åíü P1, P2, . . . çà ôîðìóëîþ

Pk+1 = Pk + (aPk − bP 2
k )h, k = 0, 1, 2, . . . ,

àáî
Pk+1 = rPk − sP 2

k ,

äå r = 1 + ah, s = bh, h � êðîê iíòåãðóâàííÿ.

Çäiéñíþþ÷è ïiäñòàíîâêó Pk =
r

s
Nt, îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

Nt+1 = rNt(1−Nt), N0 ∈ [0, 1], (9.3.1)

ÿêå îïèñó¹ íå òiëüêè äèíàìiêó ïîïóëÿöié, àëå é áàãàòî iíøèõ ÿâèù
ó ïðèðîäi òà ñóñïiëüñòâi. Öþ ìîäåëü çàïðîïîíóâàâ àìåðèêàíñüêèé
åêîëîã Ð. Ìåé � îäèí iç òâîðöiâ ñó÷àñíî¨ áiîìàòåìàòèêè.

Î÷åâèäíèì íåäîëiêîì ðiâíÿííÿ (9.3.1) ¹ òå, ùî ïðè Nt > 1
ìà¹ìî Nt+1 < 0, ùî ñóïåðå÷èòü åêîëîãi÷íié iíòåðïðåòàöi¨ ìî-
äåëi, îñêiëüêè ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ íå ìîæå áóòè âiä'¹ìíîþ, òîìó
(9.3.1) ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå ïðè 0 < Nt < 1, 0 < r ≤ 4.

Äëÿ ðiâíÿííÿ (9.3.1) ðiâíîâàãà N = N∗ øóêà¹òüñÿ çi ñïiââiä-
íîøåííÿ

N = rN(1−N),
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çâiäêè çíàõîäèìî ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè: N = 0 i N = N∗, äå N∗ =
r − 1

r
.

Ç óìîâè (9.2.5) çíàõîäèìî çíà÷åííÿ r, ÿêi çàáåçïå÷óþòü ñòié-
êiñòü öèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ:∣∣∣( dF

dN

)
N=0

∣∣∣ = ∣∣∣(d(rN(1−N))

dN

)
N=0

∣∣∣ = |r| < 1 ⇒ r ∈ (0, 1),

∣∣∣( dF
dN

)
N=N∗

∣∣∣ = ∣∣∣(d(rN(1−N))

dN

)
N=N∗

∣∣∣ =
= |r(1− 2N)|N=r−1/r = |2− r| < 1 ⇒ r ∈ (1, 3).

ßê áà÷èìî, çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà r âèçíà÷àþòü ïîâåäiíêó òðà¹ê-
òîðié Nt. Çàäàþ÷è ðiçíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà r, ìîæíà îäåðæàòè
ÿêiñíî ðiçíi òèïè ïîâåäiíêè Nt. Äëÿ ïîâíiøî¨ êàðòèíè ðîçãëÿíå-
ìî äèíàìiêó âiäîáðàæåííÿ (9.3.1) ïðè çðîñòàííi ïàðàìåòðà r. Öi
äîñëiäæåííÿ íàâåäåíi â íàñòóïíèõ ïóíêòàõ.

1. 0 < r < 1. Ðiâíÿííÿ (9.3.1) ìà¹ òðèâiàëüíèé ñòàöiîíàðíèé
ðîçâ'ÿçîê N = 0 äëÿ âñiõ r ∈ (0, 4], àëå óìîâà ñòiéêîñòi (9.2.5)
âèêîíó¹òüñÿ ëèøå ïðè 0 < r < 1.

2. 1 < r < 3. Ïðè r > 1 ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íåòðèâiàëüíèé ñòàöiîíàð-

íèé ðîçâ'ÿçîê N∗ = 1− 1

r
, îñêiëüêè ãðàôiê ïàðàáîëè y = F (N) =

rN(1 −N) ïåðåòèíà¹òüñÿ ç áiñåêòðèñîþ â äâîõ òî÷êàõ (ðèñ. 9.2).
Âií áóäå ñòiéêèé ëèøå ïðè 1 < r < 3. Íåðóõîìà òî÷êà N = 0 ïðè
r > 1 âòðà÷à¹ ñòiéêiñòü.

à á
Ðèñ. 9.2. Ãðàôiêè ôóíêöié: à � y = F (N); á � y = F (F (N))

3. 3 < r < 1 +
√
6. Ïðè r > 3 íåðóõîìà òî÷êà N∗ âòðà÷à¹ ñòié-

êiñòü, çàìiñòü íå¨ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ñòiéêèé öèêë äîâæèíîþ 2. Ïîçíà÷è-
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ìî éîãî ÷åðåç {N∗
1 , N

∗
2 }. Òî÷êè, ùî ñêëàäàþòü öåé öèêë, âèçíà÷à-

þòüñÿ ç ðiâíÿííÿ (9.2.7). Âîíè ¹ íåðóõîìèìè òî÷êàìè öüîãî âiäî-
áðàæåííÿ é ó âèïàäêó (9.3.1) çíàõîäÿòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

N − r2N(1−N)(1− rN(1−N)) = 0,

äâà êîðåíi ÿêîãî âæå âiäîìi: N = 0, N = 1− 1

r
. ßêùî ëiâó ÷àñòèíó

öüîãî ðiâíÿííÿ ðîçäiëèòè íà N i íà N −
(
1 − 1

r

)
, òî îäåðæèìî

ðiâíÿííÿ

rN2 − (r + 1)N +
r + 1

r
= 0,

êîðåíÿìè ÿêîãî ¹

N∗
1,2 = (r + 1±

√
r2 − 2r − 3)/(2r).

N∗
1,2 iñíóþòü ïðè r > 3, à ñòiéêi ëèøå ïðè 3 < r < 1 +

√
6.

4. 1 +
√
6 < r < r∞ = 3, 56999 . . . . Ïðè r > 1 +

√
6 ç'ÿâëÿ¹òüñÿ

ñòiéêèé öèêë äîâæèíîþ 4, à öèêë äîâæèíîþ 2 ïåðåñòà¹ áóòè ñòié-
êèì. Ïðè ïîäàëüøîìó çðîñòàííi ïàðàìåòðà r ó öüîìó äiàïàçîíi
ïîñëiäîâíî âiäáóâà¹òüñÿ áiôóðêàöiÿ ïîäâî¹ííÿ äîâæèíè öèêëó,
òîáòî âèíèêàþòü íîâi ñòiéêi öèêëè äîâæèíîþ 2m (m ≥ 2) i ïðè
öüîìó âòðà÷à¹òüñÿ ñòiéêiñòü ïåðiîäè÷íîãî öèêëó äîâæèíîþ 2m−1,
õî÷à öèêëè, ÿêi âòðà÷àþòü ñòiéêiñòü, ïðîäîâæóþòü iñíóâàòè, àëå
â äèíàìi÷íèõ ðåæèìàõ íå ðåàëiçóþòüñÿ ÷åðåç íåñòiéêiñòü.

Áiôóðêàöiþ ïîäâî¹ííÿ öèêëó ïðè çìiíi ïàðàìåòðà r çðó÷íî ïî-
äàâàòè çà äîïîìîãîþ áiôóðêàöiéíî¨ äiàãðàìè (ðèñ. 9.3), ïðè öüîìó
ïî âåðòèêàëüíié îñi âiäêëàäàþòüñÿ íåðóõîìi òî÷êè âiäîáðàæåííÿ,
ùî óòâîðþþòü ñòiéêèé öèêë.

Ðèñ. 9.3. Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà ïîäâî¹ííÿ öèêëó
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç rm çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà r, ïðè ÿêîìó âèíè-
êàþòü ñòiéêi öèêëè äîâæèíîþ 2m. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïîñëiäîâíiñòü
çíà÷åíü rm çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
m→∞

rm − rm−1

rm+1 − rm
= µF = 4, 6692 . . . .

Öåé ôàêò áóâ âñòàíîâëåíèé Ôåéãåíáàóìîì (àìåðèêàíñüêèé ôi-
çèê), òîìó ÷èñëî µF íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíîþ ñòàëîþ Ôåéãåí-
áàóìà.

Ïðè r = r∞ âèíèêà¹ öèêë íåñêií÷åííî¨ äîâæèíè, à âñi öèêëè
äîâæèíîþ 2m áóäóòü íåñòiéêèìè.

5. r > r∞. Ó öüîìó äiàïàçîíi çìiíè r âèíèêàþòü öèêëè äîâæè-
íîþ 3 i òèì ñàìèì çà òåîðåìîþ Øàðêîâñüêîãî öèêëè âñiõ ìîæëè-
âèõ äîâæèí. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öèêë äîâæèíîþ 3 âèíèêà¹ ïðè
r > 1 +

√
8 = 3, 828427 . . . .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ öèêëiâ äîâæèíîþ 3 íåîáõiäíî îá÷èñëèòè êî-
ðåíi ðiâíÿííÿ

N = F (F (F (N))), äå F (N) = rN(1−N).
Öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âæå ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî õàîñ, ïiñëÿ âòðàòè ñòiéêîñòi 3-öèêëó
ïðè äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åííÿõ r íàñòà¹ íåðåãóëÿðíèé õàîòè÷íèé
ðåæèì, êîëè â ïîñëiäîâíîñòi {Nt}∞t=0 íåìà¹ æîäíèõ çàêîíîìiðíî-
ñòåé. Òàêèé ðåæèì íàçèâàþòü ùå êâàçiñòîõàñòè÷íèì, îñêiëüêè âií
iìiòó¹ ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ, õî÷à ñàìà ìîäåëü äåòåðìiíîâàíà.

Ùîá ïîÿñíèòè õàîòè÷íèé õàðàêòåð iòåðàöié ïðè äîñèòü âåëè-
êèõ r, âiçüìåìî â ðiâíÿííi (9.3.1) ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ N0 = sin2 πq,
äå q � iððàöiîíàëüíå ÷èñëî, à ïàðàìåòð r = 4, òîäi

N1 = 4 sin2 πq(1− sin2 πq) = sin2 2πq,

N2 = 4 sin2 2πq(1− sin2 2πq) = sin2 4πq,

. . . . . . . . . . . . . . .

Nt = sin2 2tπq.

Êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ öèõ âåëè÷èí ïîêàçó¹, ùî Nt ïîâî-
äèòüñÿ õàîòè÷íî, çàïîâíþþ÷è âiäðiçîê [0, 1] (ðèñ. 9.4).
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Ðèñ. 9.4. à � äiàãðàìà Ëàìåðåÿ äëÿ ðiâíÿííÿ (9.3.1); á � éîãî
ðîçâ'ÿçîê ïðè r = 4, N0 = 0, 49

Íà ðèñ. 9.5 íàâåäåíi ãðàôiêè çàëåæíîñòi Nt âiä äèñêðåòíîãî
çíà÷åííÿ ÷àñó ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ r (N0 = 0.2). Äëÿ çíà÷åííÿ
r = 0, 5 Nt → 0 ïðè t → ∞, ïðè r = 2.4 Nt → 0, 5833 ïðè t →
∞, ïðè r = 3, 33 âèíèêà¹ öèêë iç ïåðiîäîì 2. Ïðè ïîäàëüøîìó
çðîñòàííi ïàðàìåòðà r äèíàìiêà Nt óñêëàäíþ¹òüñÿ.

Ðèñ. 9.5. Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (9.3.1) ïðè ðiçíèõ
çíà÷åííÿõ r
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9.4. Ìîäåëü Ðiêåðà

Öÿ ìîäåëü çàäà¹òüñÿ ðiçíèöåâèì ðiâíÿííÿì

Nt+1 = Nt exp
(
r
(
1− Nt

K

))
. (9.4.1)

Ðiâíîâàãà â öüîìó âèïàäêó øóêà¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

N∗ exp
(
r
(
1− N∗

K

))
= N∗.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî N∗
1 = 0, N∗

2 = K > 0 � òî÷êè ðiâíîâàãè ∀r.
Ç'ÿñó¹ìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ öèêëiâ äîâæèíîþ 2. Äëÿ

öüîãî ç ðiâíÿííÿ (9.4.1) äiñòàíåìî

Nt+2 = Nt+1 exp
(
r
(
1− Nt+1

K

))
= Nt exp

(
r
(
1− Nt

K

))
×

× exp
(
r
(
1−

Nt exp
(
r
(
1− Nt

K

))
K

))
=

= Nt exp
(
r
(
2− Nt

K

(
exp

(
r
(
1− Nt

K

)
+ 1
))))

.

Îñêiëüêè Nt+2 = Nt, òî

Nt

K

(
exp

(
r
(
1− Nt

K

))
+ 1
)
= 2,

ÿêå çàìiíîþ çìiííèõ Nt = K(1 + x) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ

x = th
(1
2
rx
)
, (9.4.2)

äå thx = (ex − e−x)/(ex + e−x).
Êiëüêiñòü êîðåíiâ òðàíñöåíäåíòíîãî ðiâíÿííÿ (9.4.2)

ç'ÿñîâó¹òüñÿ ãðàôi÷íèì àíàëiçîì. Ïðè r < 2 iñíó¹ ëèøå îäèí
êîðiíü x = 0 (òîáòî N∗ = K), ÿêèé âiäïîâiäà¹ òî÷öi ðiâíîâàãè,
çíàéäåíié ðàíiøå.

Ïðè r > 2 iñíó¹ âæå òðè òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¨ y = x i êðèâî¨

y = th
(r
2
x
)
, à ñàìå x = 0, x = ±x, äå x ∈ (0, 1) (ðèñ. 9.6). Öå îçíà-

÷à¹, ùî ïðè r > 2 ç'ÿâëÿ¹òüñÿ öèêë äîâæèíîþ 2, ÿêèé ñêëàäàþòü
çíà÷åííÿ N∗

1 = K(1 + x) i N∗
2 = K(1 − x). Ïðè öüîìó ðiâíîâàãà

N∗ = K ïåðåñòà¹ áóòè ñòiéêîþ.
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Ðèñ. 9.6. Ãðàôi÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (9.4.2)

Äîñëiäèìî çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè íà ñòiéêiñòü. Âiäïîâiäíî äî ôîð-
ìóëè (9.2.5) ïîòðiáíî çíàéòè çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ F ó öèõ
òî÷êàõ i ïîðiâíÿòè ¨õ çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ ç îäèíèöåþ.

Ïîõiäíà ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹

dF

dN
=
(
1− rN

K

)
exp

(
r
(
1− N

K

))
.

ÄëÿN∗
1 = 0 ìà¹ìî

( dF
dN

)
N∗

1

= er > 1, à öå îçíà÷à¹, ùî ñòàöiîíàðíà

ðiâíîâàãà N∗
1 = 0 íåñòiéêà äëÿ áóäü-ÿêîãî r > 0. Äëÿ N∗

2 = K

ìà¹ìî
( dF
dN

)
N∗

2

= 1 − r i óìîâà ñòiéêîñòi (9.2.5) âèêîíó¹òüñÿ ïðè

0 < r < 2. Äî òîãî æ ïðè 0 < r < 1 ìà¹ìî ìîíîòîííå íàáëèæåííÿ,
à ïðè 1 < r < 2 ðîçâ'ÿçêè ìàþòü êîëèâíèé çãàñàþ÷èé õàðàêòåð
íàâêîëî ñòàíó ðiâíîâàãè.

Îòæå, ïðè 0 < r < 2 íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê N∗
2 = K ñòiéêèé,

ïðè r > 2 � íåñòiéêèé.
Äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ñòiéêîñòi öèêëó äîâæèíîþ 2 ïåðåâiðèìî óìîâó

(9.2.8) äëÿ ðiâíÿííÿ (9.4.1). Öÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî òî÷êè N∗
1 ,

N∗
2 óòâîðþþòü ïðèòÿãóþ÷èé öèêë, êîëè

0 < r(2− r(1− x)) < 2.

Îñòàííÿ óìîâà i çàäà¹ iíòåðâàë çíà÷åíü 2 < r < r2 = 2, 526 . . .
äëÿ iñíóâàííÿ ñòiéêèõ öèêëiâ äîâæèíîþ 2.

Öèêë äîâæèíîþ 3 äëÿ ðiâíÿííÿ (9.4.1) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

Nt = aK, Nt+1 = bK, Nt+2 = cK, a, b, c > 0.
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×èñëà a, b, c çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü

b = a exp(r(1− a)),

c = b exp(r(1− b)), (9.4.3)

a = c exp(r(1− c)).

Ïðîëîãàðèôìó¹ìî êîæíå ç ðiâíÿíü (9.4.3) i äîäàìî ¨õ, òîäi
îäåðæèìî

a+ b+ c = 3.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ óìîâó iç ñèñòåìè (9.4.3) îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ
äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ a âèãëÿäó

ln
(3
a
− 1− exp(r(1− a))

)
= r(2− a− a exp(r(1− a))). (9.4.4)

Ãðàôi÷íèé àíàëiç ðiâíÿííÿ (9.4.4) ïîêàçó¹, ùî ïðè r > r3 ≈ 3, 102
iñíóþòü äâà ðiçíi òðèòî÷êîâi öèêëè, à ïðè r < r3 òàêèõ öèêëiâ
íåìà¹.

Ç iñíóâàííÿ öèêëiâ äîâæèíîþ 3 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ öèêëiâ
áóäü-ÿêî¨ äîâæèíè i, êðiì öüîãî, iñíó¹ íåç÷èñëåííà ìíîæèíà ïî-
÷àòêîâèõ çíà÷åíü N0, ïðè ÿêèõ ðîçâ'ÿçêè ïîâîäÿòü ñåáå õàîòè÷íî,
òîáòî íå ïðÿìóþòü äî æîäíîãî ïðèòÿãóþ÷îãî ðîçâ'ÿçêó.

9.5. Äèñêðåòíà ìîäåëü âiêîâî¨ ñòðóêòóðè. Ìîäåëü Ëåñëi

Ïðè äîñëiäæåííi áàãàòüîõ ïîïóëÿöié âàæëèâî âðàõîâóâàòè ïî-
ïóëÿöiéíi ñòðóêòóðè, íàïðèêëàä, òîé ôàêò, ùî ïîïóëÿöiÿ ïðèðîä-
íî ðîçïàäà¹òüñÿ íà äèñêðåòíi âiêîâi ãðóïè. Ïðè öüîìó çàäà÷à îïè-
ñàííÿ äèíàìiêè âiêîâîãî ñêëàäó ïðèâîäèòü äî àíàëiçó äèñêðåòíî¨
� ó öüîìó âèïàäêó ìàòðè÷íî¨ ñèñòåìè.

Ðîçãëÿäàþ÷è äåÿêó ïîïóëÿöiþ, áóäåìî ââàæàòè, ùî âîíà ðîç-
ïàäà¹òüñÿ íà n âiêîâèõ ãðóï. ×èñåëüíiñòü i-¨ âiêîâî¨ ãðóïè ïîçíà-
÷àòèìåìî ÷åðåç xi(t), i = 1, . . . , n.

ßêùî äëÿ ïîïóëÿöi¨ ñóòò¹âèé ïîäië íà ñòàòi, òî ââàæàòèìåìî,
ùî xi(t) � ÷èñåëüíiñòü ñàìîê i-¨ ãðóïè.

Ïðè ìîäåëþâàííi äèíàìiêè âiêîâîãî ñêëàäó ïîïóëÿöié âiçüìå-
ìî äî óâàãè ïðîöåñè íàðîäæóâàííÿ, âèìèðàííÿ òà ñòàðiííÿ. Áóäå-
ìî ââàæàòè, ùî ïåðøà âiêîâà ãðóïà ñêëàäà¹òüñÿ ç íàùàäêiâ óñiõ
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âiêîâèõ ãðóï, ÿêi ç'ÿâèëèñÿ â ïðîìiæîê ÷àñó (t, t+ 1), à êiëüêiñòü
íàùàäêiâ âiêîâî¨ ãðóïè ïðîïîðöiéíà ÷èñåëüíîñòi öi¹¨ ãðóïè, òîäi

x1(t+ 1) = b1x1(t) + b2x2(t) + · · ·+ bnxn(t). (9.5.1)

Êîåôiöi¹íòè bi ≥ 0 íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè íàðîäæóâàíîñòi.
Íåõàé bn ̸= 0. ×åðåç îäèíèöþ ÷àñó â i+ 1-ó âiêîâó ãðóïó ïåðåéäå
äåÿêà ÷àñòèíà i-¨ ãðóïè, òîáòî ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

xi+1(t+ 1) = aixi(t), i = 1, 2, . . . , n− 1, (9.5.2)

äå ai (0 < ai ≤ 1) � äîëÿ îñiá i-ãî âiêó, ùî äîæèâàþòü äî i+ 1-ãî
âiêó.

Ìîäåëü (9.5.1), (9.5.2), ùî âðàõîâó¹ âiêîâèé öåíç, íàçèâà¹òüñÿ
ìîäåëëþ Ëåñëi (Leslie P.H., åêîëîã, 1900�1974).

Âîíà ìîæå áóòè çàïèñàíà â ìàòðè÷íié ôîðìi

X(t+ 1) = LX(t), (9.5.3)

äå X(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
T � âåêòîð ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨

ó âèäiëåíèõ âiêîâèõ ãðóïàõ,

L =


b1 b2 . . . bn
a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 an−1 0

 . (9.5.4)

Ìàòðèöþ L íàçèâàþòü ìàòðèöåþ Ëåñëi.
Äîñëiäèìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïîñëiäîâíîñòi X(t) ïðè

t → ∞. ßêùî çàäàòè ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië X(0), òî äëÿ äèñêðåò-
íîãî ÷àñó t ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

X(t) = LtX(0), (9.5.5)

ÿêå âèçíà÷à¹ âåêòîð X(t) ó çàëåæíîñòi âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ i çíà-
÷åíü Lt. Ïîâåäiíêà ìàòðèöi Lt âèçíà÷à¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèìè
êîðåíÿìè ìàòðèöi L.

Ìàòðèöÿ Ëåñëi ïîäiáíà äî ñâî¹¨ æîðäàíîâî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè
é ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿäi

L = Pdiag (J1, . . . , Jm)P−1,
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äå Ji � æîðäàíîâi êëiòèíêè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà-
÷åííÿì λi, i = 1, 2, . . . ,m, à ñòîâïöi ìàòðèöi P ñêëàäàþòü æîð-
äàíiâ áàçèñ.

Êîæíà êëiòèíêà J1, J2, . . . , Jm ìà¹ âèãëÿä

J̃ =


λ 1 . . . 0
0 λ . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λ

 ,

äå λ � îäíå ç âëàñíèõ ÷èñåë λ1, . . . , λm, à ïîðÿäîê J̃ äîðiâíþ¹
àëãåáðà¨÷íié êðàòíîñòi k ÷èñëà λ.

ßê âiäîìî, äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè äåÿêó ôóíêöiþ âiä ìàò-
ðèöi L, ïîòðiáíî öi¹þ ôóíêöi¹þ ïîäiÿòè íà æîðäàíîâó íîðìàëüíó
ôîðìó, çîêðåìà

Lt = Pdiag (J t
1, J

t
2, . . . , J

t
m)P−1.

Âèçíà÷èìî õàðàêòåð âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi L, äëÿ öüîãî
çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

det(λE − L) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− b1 −b2 . . . −bn−1 −bn
−s1 λ . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −sn−1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðîçêðèâàþ÷è âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ðÿäêà, ìà¹ìî

∆(λ) ≡ λn − b1λ
n−1 − b2a1λ

n−2 − · · · − bna1 . . . an−1 = 0. (9.5.6)

Óíàñëiäîê çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü âiëüíèé ÷ëåí âiäìiííèé âiä
íóëÿ, òîìó ñåðåä êîðåíiâ íåìà¹ íóëüîâèõ, à çãiäíî ç òåîðåìîþ Äå-
êàðòà êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi
çìií çíàêiâ ó ïîñëiäîâíîñòi éîãî êîåôiöi¹íòiâ àáî ¹ íà ïàðíó êiëü-
êiñòü ìåíøîþ. Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí ∆(λ) ìà¹ îäíó çíàêîçìiíó â
ïîñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ i ∆(0) < 0, ∆(∞) = ∞, òî iñíó¹ ¹äèíèé
äiéñíèé êîðiíü λ1 > 0 õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (9.5.6).

Çà òåîðåìîþ Ôðîáåíióñà, äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü λi íåâiä'¹ìíî¨
ìàòðèöi L âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |λi| ≤ λ1, i = 1, 2, . . . , n.
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ßêùî |λi| = λ1 ïðè i = 1, 2, . . . , h, òî ìàòðèöÿ L ïðè h > 1
íàçèâà¹òüñÿ iìïðèìiòèâíîþ, à ÷èñëî h � iíäåêñîì iìïðèìiòèâíîñòi
ìàòðèöi. Ïðè h = 1 ìàòðèöÿ L ¹ ïðèìiòèâíîþ (|λi| < λ1, i ̸= 1).

Äëÿ ïðèìiòèâíî¨ ìàòðèöi

Lt = Pdiag (λt1, J
t
2, . . . , J

t
m)P−1.

Äëÿ äîñèòü âåëèêèõ t

J̃ t =


λt

t

1!
λt−1 . . .

t(t− 1) . . . (t− k + 2)

(k − 1)!
λt−k+1

0 λt . . .
t(t− 1) . . . (t− k + 3)

(k − 2)!
λt−k+2

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λt

 .

Îñêiëüêè ïðè |λ| < λ1 (äëÿ ïðèìiòèâíî¨ ìàòðèöi L) lim
t→∞

( J̃
λ1

)t
=

0, òî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó (9.5.5) ïðè t → ∞ ìîæíà çàäàòè
ôîðìóëîþ

X(t) ≈ c1λ
t
1y1, (9.5.7)

äå y1 � âëàñíèé âåêòîð, ùî âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ λ1. Òîáòî ãðàíè÷-
íà âiêîâà ñòðóêòóðà ïîïóëÿöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ êîìïîíåíòàìè âëàñ-
íîãî âåêòîðà äîìiíàíòíîãî âëàñíîãî ÷èñëà λ1.

Ç ôîðìóëè (9.5.7) âèïëèâà¹ âàæëèâèé ÿêiñíèé âèñíîâîê: ïðè
λ1 < 1 ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹ ( lim

t→∞
X(t) = 0), ïðè λ1 > 1 ïîïó-

ëÿöiÿ íåîáìåæåíî çðîñòà¹, òàê ùî iñíó¹ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi{LtX(0)

λt1

}∞

t=0
, ïðè λ1 = 1 iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ãðàíèöÿ X(t) ïðè

t → ∞. Îòæå, äîìiíàíòíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ1 âiäiãðà¹ ðîëü, àíà-
ëîãi÷íó ìàëüòóçiàíñüêîìó ïàðàìåòðó.

Äëÿ òîãî, ùîá äiçíàòèñÿ, ÿêà çi ñòðàòåãié áóäå ðåàëiçîâàíà,
íåîáîâ'ÿçêîâî çíàõîäèòè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ λ1 (òåõíi÷íî öå
ìîæå áóòè ñêëàäíîþ çàäà÷åþ), à äîñèòü ëèøå ç'ÿñóâàòè, ÷è λ1 ¹
áiëüøèì ÷è ìåíøèì çà îäèíèöþ. Öå ìîæíà çäiéñíèòè òàê. Ïîäiëè-

ìî (9.5.6) íà λn i ïîçíà÷èìî µ =
1

λ
, òîäi äëÿ µ îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

P (µ) ≡ b1µ+ b2a1µ
2 + · · ·+ bna1 + · · ·+ an−1µ

n = 1. (9.5.8)
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Ïîëiíîì P (µ) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ äiéñíîãî àð-
ãóìåíòó µ, îñêiëüêè âñi éîãî êîåôiöi¹íòè äîäàòíi, é, êðiì òîãî,
P (0) = 0. Òîìó, ÿêùî P (1) > 1, òî êîðiíü ðiâíÿííÿ (9.5.8) µ∗ < 1
(ðèñ. 9.7, à), à öå îçíà÷à¹, ùî λ1 > 1 (ïîïóëÿöiÿ âèæèâà¹).

à á
Ðèñ. 9.7. Iñíóâàííÿ òà õàðàêòåð êîðåíiâ ðiâíÿííÿ P (µ) = 1

ßêùî P (1) < 1, òî êîðiíü µ∗ > 1 (ðèñ. 9.7 á)), òîáòî λ1 < 1
(ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹), ÿêùî P (1) = 1, òî µ∗ = 1, à îòæå, λ1 = 1.

Äëÿ iìïðèìiòèâíî¨ ìàòðèöi L ãðàíè÷íà âiêîâà ñòðóêòóðà ìà¹
ñêëàäíiøó ïîâåäiíêó [88].

Ïðèêëàä 9.5.1. Ïðè âèâ÷åííi äèíàìiêè íàñåëåííÿ äåÿêî¨
êðà¨íè âñþ ïîïóëÿöiþ ðîçáèëè íà 3 ãðóïè � ïî 20 ðîêiâ êîæíà,
òàê ùî ïåðøà âiêîâà ãðóïà âêëþ÷à¹ îñîáèí âiêîì âiä 0 äî 19 ðî-
êiâ, äðóãà � âiä 20 äî 39 ðîêiâ i òðåòÿ � âiä 40 äî 59 ðîêiâ.

Ìàòðèöÿ Ëåñëi äëÿ äèíàìiêè öèõ òðüîõ êëàñiâ ìà¹ âèãëÿä

L =

 0, 42 0, 84 0, 12
0, 99 0 0
0 0, 98 0

 .

Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ìîäåëi íàâåäåíi íà ðèñ. 9.8.
Âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi L: λ1 = 1, 1964, λ2 = −0, 6193,

λ3 = −0, 1571. Íîðìàëiçîâàíèé âëàñíèé âåêòîð y1, ùî âiäïîâiäà¹
âëàñíîìó çíà÷åííþ λ1, ìà¹ âèãëÿä y1 = (0, 6829; 0, 5651; 0, 4629)T .
Òîìó íàñåëåííÿ öèõ òðüîõ âiêîâèõ ãðóï çáiëüøó¹òüñÿ òàê, ùî â
àñèìïòîòèöi âåêòîð X(t) íà êîæíîìó êðîöi ìíîæèòüñÿ íà λ1 i
X(t)

λt1
ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ ïðè t → ∞, ÿêà çàëåæèòü âiä âëàñ-

íîãî âåêòîðà y1 i ïî÷àòêîâîãî âåêòîðà X(0). N
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Ðèñ. 9.8. Àíàëiç ìîäåëi Ëåñëi. Ëiñòèíã ïðîãðàìè íà Mathcad

9.6. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

9.1. Äëÿ ìîäåëi Ñêåëëàìà

Nt+1 = aNt/(1 + bNt), a, b = const > 0

çíàéòè ñòàöiîíàðíi òî÷êè, äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Äîâåñòè, ùî
öå âiäîáðàæåííÿ íåìà¹ æîäíèõ öèêëiâ.

9.2. Äèñêðåòíà ìîäåëü ç óðàõóâàííÿì åôåêòó Îëëi ìà¹ âèãëÿä

Nt+1 = aN2
t /(b

2 +N2
t ), a > 0.
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Âèâ÷èòè ïèòàííÿ iñíóâàííÿ íåðóõîìèõ òî÷îê òà çíàéòè óìîâè ¨õ
ñòiéêîñòi. Íà îñíîâi öüîãî ïîêàçàòè, ùî ïðè a2 > 4b2 iñíó¹ íèæí¹
êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ÷èñåëüíîñòi, ïåðåéøîâøè ÿêå ïîïóëÿöiÿ ïðè-
ðå÷åíà íà âèìèðàííÿ. Äîâåñòè âiäñóòíiñòü ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
Ïðîâåñòè ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ.

9.3. Äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ç äèñêðåòíèì ÷àñîì

Nt+1 = rNt/(1 + aNt)
b, b > 0, a > 0,

çíàéòè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, äîñëiäèòè ¨õ ñòiéêiñòü i îá÷èñëèòè
ïåðøi áiôóðêàöiéíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ.

9.4. Äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè

Nt+1 = Nt

(
1 + r

(
1− Nt

K

))
çíàéòè íåâiä'¹ìíi ñòàíè ðiâíîâàãè òà äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü.
Çíàéòè ïåðøi áiôóðêàöiéíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ òà ç'ÿñóâàòè ÷è
iñíóþòü öèêëè â öüîìó ðiâíÿííi. Ïðîâåñòè îá÷èñëþâàëüíi åêñïå-
ðèìåíòè.

9.5. Äèñêðåòíà ìîäåëü ïîïóëÿöi¨ ìà¹ âèãëÿä

Nt+1 = rNt/(1 + bN2
t ), r, b > 0.

Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè i ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ ¨õ ñòié-
êîñòi. Ïîêàçàòè, ùî r = 1 ¹ áiôóðêàöiéíèì çíà÷åííÿì. Äîâåñòè,
ùî ïðè áóäü-ÿêîìó r ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹, ÿêùî b > 4.

Ç'ÿñóâàòè, ÿêèìè âåëè÷èíàìè áóäå îáìåæåíà ÷èñåëüíiñòü ïî-
ïóëÿöi¨ Nt.

9.6. Ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó 9.4. äëÿ ìîäåëi iç çàïiçíåííÿì

Nt+1 =
rNt

1 + bN2
t−1

, r, b > 0.

Ïîêàçàòè, ùî r = 2 ¹ áiôóðêàöiéíèì çíà÷åííÿì.
9.7. Îäíîði÷íi ðîñëèíè äàþòü íàñiííÿ i â êiíöi ëiòà âèìèðà-

þòü. Âåñíîþ ç ïåâíî¨ ÷àñòèíè íàñiííÿ âèðîñòàþòü íîâi ðîñëèíè.
Äåÿêà ÷àñòèíà íàñiííÿ ìîæå çiéòè ÷åðåç ðiê, à ðåøòó íàñiííÿ ïðî-
ïàäà¹. Ïðèïóñòèìî, ùî îäíà ðîñëèíà äà¹ γ íàñiíèí; α � ÷àñòèíà
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íàñiííÿ, ùî ñõîäèòü âåñíîþ; β � ÷àñòèíà íàñiííÿ, ùî çiéäå ÷åðåç
ðiê (ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî íàñiííÿ ÷åðåç 2 ðîêè íå ñõîäèòü).

Ïîêàçàòè, ùî äèíàìiêà êiëüêîñòi ðîñëèíNt ó ðiê t çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíÿííÿ

Nt+1 = αβγNt + β(1− α)γNt−1.

Äîâåñòè, ùî óìîâà âèæèâàííÿ ïîïóëÿöi¨ ðîñëèí ìà¹ âèãëÿä
γ > 1/(α+ β(1− α)).

Ïîáóäóâàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê i ïðîàíàëiçóâàòè óìîâè, çà ÿêèõ
âií íå ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Âêàçiâêà. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ íåîáõiäíî çíàõîäèòè ó ôîðìi
Nt = µt.

9.8. Äëÿ êîíòðîëþ êiëüêîñòi êîìàõ âèêîðèñòîâóþòü ñòðàòåãiþ
çîâíiøíüîãî ââåäåííÿ â ïîïóëÿöiþ ñòåðèëüíèõ êîìàõ, ïðè÷îìó ¨õ-
íÿ êiëüêiñòü ïiäòðèìó¹òüñÿ íà îäíîìó ðiâíi. Îäíà ç ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó ÷èñåëüíîñòi êîìàõ Nt, ìà¹ âèãëÿä

Nt+1 =
RN2

t

(R− 1)N2
t /M +Nt + S

,

äå R > 1, M > 0, S > 0 � êiëüêiñòü ñòåðèëüíèõ êîìàõ.
Çíàéòè íåðóõîìi òî÷êè ðiâíÿííÿ i äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü.

Âèâ÷èòè ìîæëèâi áiôóðêàöi¨. Çíàéòè êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ÷èñåëü-
íîñòi S = Sêð, òàêå, ùî ïðè S > Sêð ïîïóëÿöiÿ ïîäàâëÿ¹òüñÿ.
Âèçíà÷èòè ìîæëèâi ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ïðè S < Sêð.

9.9. Äëÿ ðiâíÿííÿ Nt+1 = N3
t + 0.1:

à) äîâåñòè iñíóâàííÿ òðüîõ òî÷îê ñïîêîþ N∗
1 < N∗

2 < N∗
3 ;

á) äîâåñòè, ùî òiëüêè N∗
2 ñòiéêà;

â) çíàéòè iíâàðiàíòíèé iíòåðâàë, ùî ìiñòèòü N∗
2 .

9.10. Äëÿ ìîäåëi Nt+1 = rNt(1 − N2
t ) çíàéòè òî÷êè ñïî-

êîþ i äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíóþòü ïåðiîäè÷íi
ðîçâ'ÿçêè.

9.11. Äëÿ ìîäåëi Nt+1 = αNt + β, α > 0, β ∈ (−∞,+∞):
à) çíàéòè ñòàöiîíàðíó òî÷êó é äîñëiäèòè ¨¨ íà ñòiéêiñòü;
á) çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, ïðè ÿêèõ iñíó¹ öèêë äîâæèíîþ

2, i ç'ÿñóâàòè, ÷è áóäå âií ñòiéêèì.
Ðîçãëÿíóòè âèïàäîê β > 0 (ïîñòiéíèé ïðèòîê îñîáèí) òà β < 0

(ïîñòiéíèé âiäòiê îñîáèí).
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9.12. Ïîêàçàòè, ùî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

Nt+1 = r sinπNt, t = 0, 1, 2,

âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó ïðè çìiíi ïàðàìåòðà r.
Çíàéòè óíiâåðñàëüíó ñòàëó Ôåéãåíáàóìà. Äîñëiäèòè ñòiéêiñòü ñòà-
öiîíàðíèõ òî÷îê.

9.13. Ðîçãëÿíóòè âiäîáðàæåííÿ Ðiêåðà

Nt+1 = rNt exp(−bNt),

äå r � ìàêñèìàëüíèé êîåôiöi¹íò ðîçìíîæåííÿ; b � êîåôiöi¹íò, ùî
âiäîáðàæà¹ âïëèâ ñàìîðåãóëÿòîðíèõ ìåõàíiçìiâ. Çíàéòè çíà÷åííÿ
r, ïðè ÿêîìó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íåòðèâiàëüíà íåðóõîìà òî÷êà, òà äiàïà-
çîí çíà÷åíü r ¨¨ ñòiéêîñòi. Ïðè ÿêèõ r âèíèêà¹ ñòiéêèé öèêë äîâ-
æèíîþ 2. ×èñåëüíî âñòàíîâèòè çíà÷åííÿ r, êîëè öèêë äîâæèíîþ
2 âòðà÷à¹ ñâîþ ñòiéêiñòü i ç'ÿâëÿ¹òüñÿ öèêë äîâæèíîþ 4.

9.14. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi äåÿêèõ âèäiâ
ðèá âèêîðèñòîâóþòü ôóíêöiîíàëüíó çàëåæíiñòü âèãëÿäó

Nt+1 =
Nt

1− e−α(1−Nt/K)
.

Âèçíà÷èòè íåâiä'¹ìíi íåðóõîìi òî÷êè çàëåæíî âiä ïàðàìåòðiâ ìî-
äåëi, äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ìîæëèâi öèêëè â
öüîìó ðiâíÿííi.

9.15. Äîñëiäèòè äèíàìiêó ïîïóëÿöié, ùî çàäà¹òüñÿ äèñêðåò-
íîþ ìîäåëëþ

Nt+1 = λNt(1−Nt)
−β, β ≥ 1.

Ïîáóäóâàòè áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó.
9.16. Ïîáóäóâàòè áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó äëÿ âiäîáðàæåííÿ

xt+1 =
axt

1 + xt
exp

{
− bxt

1 + xt

}
.

Ââàæàòè b = 2, a ∈ [0, 100]. Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè.
Ç'ÿñóâàòè óìîâè ¨õ ñòiéêîñòi. Âäàþ÷èñü äî ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ, ïåðå-
êîíàòèñÿ, ùî ïðè a, b ≈ 35 â ìîäåëi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñòiéêèé öèêë
äîâæèíîþ 3.
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9.17. Ïðîâåñòè àíàëiòè÷íå òà ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ âiäîáðà-
æåííÿ

xn+1 = rxn

(
1− xn +Kx2n

1 +K

)
, k = 0, 1, 2, . . . , 10.

Çíàéòè îáëàñòü çíà÷åíü [r0, r∞] ïàðàìåòðà r, ïðè ÿêèõ âiäðiçîê
[0, 1] âiäîáðàæà¹òüñÿ â ñåáå. Àíàëiòè÷íî çíàéòè íåíóëüîâó íåðó-
õîìó òî÷êó âiäîáðàæåííÿ i âèçíà÷èòè îáëàñòü ¨¨ ñòiéêîñòi � iíòåð-
âàë [r1, r2]. Àíàëiòè÷íî àáî ÷èñëîâèìè ìåòîäàìì çíàéòè ñòiéêèé
öèêë ïåðiîäó 2. ×èñåëüíî çíàéòè öèêë ïåðiîäó 3 òà çíà÷åííÿ ïà-
ðàìåòðà r, ïðè ÿêîìó öèêë ïåðåñòà¹ áóòè ñòiéêèì. Ïîáóäóâàòè
áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó.

9.18. Ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ äèñêðåòíî¨ ëîãiñòè÷íî¨ ìîäåëi ç
çàïiçíåííÿì

xt+1 = rxt(1− xt−1).

Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè, äîñëiäèòè ¨õ ñòiéêiñòü çà ëiíiéíèì
íàáëèæåííÿì.

9.19. Íåõàé ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ îïèñó¹òüñÿ äèñêðåòíèì ðiâ-
íÿííÿì Ðiêåðà iç çàïiçíåííÿì:

Nt+1 = Nt exp{r(1−Nt−1)},

äå Nt � âiäíîñíà ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨. Çíàéòè ñòàöiîíàðíi òî÷-
êè, äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Ïîêàçàòè, ùî ïðè r = 1 âèíèêà¹
áiôóðêàöiÿ ñòiéêîñòi.

9.20. Ðîçãëÿíóòè äèñêðåòíó ìîäåëü êîíêóðåíöi¨ äâîõ âèäiâ

xt+1 = xt + a1xt − b1xtyt, yt+1 = yt + a2yt − b2xtyt.

Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè, äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Ïðîâåñòè
÷èñëîâi åêñïåðèìåíòè ïðè a1 = 0, 01, a2 = 0, 02, b1 = 0, 002, b2 =
0, 001.

9.21. Ïîêàçàòè, ùî ÿâèùåì áiôóðêàöi¨ âîëîäi¹ äâîâèìiðíèé
ïðîöåñ Õåííîíà:

Nt+1 = 1− aN2
t +Mt, Mt+1 = bNt.

Ïðè ôiêñîâàíîìó b çíàéòè êðèòè÷íi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè
ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ÿêiñíà çìiíà ïîâåäiíêè ñèñòåìè.
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9.22. Ðîçãëÿíåìî ïîïóëÿöiþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âiêîâèõ
êëàñiâ: ìîëîäøîãî (ñòàòåâî íåçðiëèõ îñîáèí) i ñòàðøîãî (òi, ùî
áåðóòü ó÷àñòü ó ðîçìíîæåííi). Òàêó äèñêðåòíó ìîäåëü äâîâiêîâî¨
ïîïóëÿöi¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

xt+1 = byt, yt+1 = cyt + xt(1− xt),

äå b � êîåôiöi¹íò âèæèâàííÿ i íàðîäæóâàíîñòi ïðèïëîäó íà ïåð-
øîìó ðîöi æèòòÿ; c � êîåôiöi¹íò âèæèâàííÿ äîðîñëèõ îñîáèí; xt
� ÷èñåëüíiñòü ìîëîäøèõ îñîáèí ó ìîìåíò ÷àñó t; yt � ÷èñåëüíiñòü
ðåïðîäóêòèâíîãî ïîêîëiííÿ. Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè, äîñëi-
äèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü.

9.23. Çàïèñàòè òà âèêîíàòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ìîäåëi Ëåñëi
äëÿ òðüîõ âiêîâèõ ãðóï. Ðîçãëÿíóòè ÷èñëîâèé ïðèêëàä iç ìàòðè-
öåþ Ëåñëi

L =

 0 0, 33 3, 16
0, 44 0 0
0 0, 18 0

 .

Ëiòåðàòóðà: [26, 29, 33, 56, 60 88, 104].
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Ðîçäië 10. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi áiîõiìi÷íèõ

ïðîöåñiâ

10.1. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi õiìi÷íî¨ êiíåòèêè

Îñíîâíà çàäà÷à õiìi÷íî¨ êiíåòèêè � öå ðîçðàõóíîê øâèäêîñòi
õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨ (øâèäêîñòi, ç ÿêîþ óòâîðþ¹òüñÿ íîâà õiìi÷íà ðå-
÷îâèíà) i âèçíà÷åííÿ çàëåæíîñòi êîíöåíòðàöié ðåàãóþ÷èõ ðå÷îâèí
âiä ÷àñó.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi õiìi÷íî¨ êiíåòèêè (êiíåòè÷íi ðiâíÿííÿ) ÿâ-
ëÿþòü ñîáîþ ìàòåìàòè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ, ùî äàþòü ìîæëèâiñòü
îäåðæàòè çàëåæíiñòü øâèäêîñòi õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨ âiä ïàðàìåòðiâ
ðåàêöi¨ � êîíöåíòðàöié ðåàãåíòiâ, òåìïåðàòóðè òîùî. Ðiâíÿííÿ õi-
ìi÷íî¨ êiíåòèêè ¹ îêðåìèì âèïàäêîì äèíàìi÷íèõ ñèñòåì çàãàëü-
íîãî âèãëÿäó.

Õiìi÷íi ðiâíÿííÿ ïîêàçóþòü, ÿê ó ðåçóëüòàòi âçà¹ìîäi¨ îäíèõ
ðå÷îâèí óòâîðþþòüñÿ iíøi ðå÷îâèíè. Íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ

2H2 +O2 → 2H2O

ïîêàçó¹, ùî â ðåçóëüòàòi âçà¹ìîäi¨ äâîõ ìîëåêóë âîäíþ òà îäíi¹þ
ìîëåêóëè êèñíþ óòâîðþþòüñÿ äâi ìîëåêóëè âîäè.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó õiìi÷íi (ñòåõiîìåòðè÷íi) ðiâíÿííÿ îïè-
ñóþòü êiëüêiñíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âèõiäíèìè ðå÷îâèíàìè i ïðî-
äóêòàìè, óòâîðåíèìè âíàñëiäîê ðåàêöi¨, i çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi

a1A1 + a2A2 + . . . anAn → b1B1 + b2B2 + · · ·+ bmBm,

äå A1, A2, . . . � ìîëåêóëè âçà¹ìîäiþ÷èõ ðå÷îâèí; B1, B2, . . . � ìî-
ëåêóëè ðå÷îâèí, ùî îäåðæàíi â ðåçóëüòàòi õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨; a1, a2,
. . . , b1, b2, . . . � äîäàòíi êîíñòàíòè (ñòåõiîìåòðè÷íi êîåôiöi¹íòè),
ùî âêàçóþòü íà êiëüêiñòü ìîëåêóë, ùî áåðóòü ó÷àñòü ó ðåàêöi¨.

Õàðàêòåðíèì äëÿ õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨ ¹ òå, ùî äëÿ ¨¨ ïðîõîäæåííÿ
íåîáõiäíî, ùîá ìîëåêóëè ðåàãåíòiâ ìîãëè ïåðåñóâàòèñÿ â ðîç÷èíi é
çóñòði÷àëèñÿ â ïîòðiáíié êiëüêîñòi. Ñàìå çà öèõ óìîâ âiäáóâà¹òüñÿ
îäèíè÷íèé àêò ðåàêöi¨.

Ùîá ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨, êîðè-
ñòóþòüñÿ îäíèì ç îñíîâíèõ çàêîíiâ õiìi÷íî¨ êiíåòèêè, çãiäíî ç
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ÿêèì øâèäêiñòü õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨ ïðè ïîñòiéíié òåìïåðàòóði ïðî-
ïîðöiéíà äîáóòêó êîíöåíòðàöié ðå÷îâèí, ùî áåðóòü ó÷àñòü ó ðå-
àêöi¨ â äàíèé ìîìåíò ÷àñó (çàêîí äiþ÷èõ ìàñ).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó n ðåàãåíòiâ öåé çàêîí çàïèñó¹òüñÿ òàê:

v = kCa1
A1

· Ca2
A2

· · · · · Can
An
,

äå v � øâèäêiñòü ðåàêöi¨; k � êîíñòàíòà øâèäêîñòi ðåàêöi¨; CAi �
êîíöåíòðàöiÿ i-¨ ðå÷îâèíè. Êîíöåíòðàöiÿ ðåàãóþ÷èõ ðå÷îâèí îïè-
ñó¹òüñÿ êiëüêiñòþ ìîëåé öi¹¨ ðå÷îâèíè â îäèíèöi îá'¹ìó. Âåëè÷èíà
a1 + a2 + · · ·+ an íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨.

Ïðèêëàä 10.1.1. Ðîçãëÿíåìî êiíåòèêó õiìi÷íèõ ðåàêöié ïåð-
øîãî ïîðÿäêó A → B. Öi ðåàêöi¨ íàçèâàþòüñÿ ìîíîìîëåêóëÿðíè-
ìè.

Íåõàé a � ïî÷àòêîâà êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè, x � êiëüêiñòü ìî-
ëåé íà 1 ëiòð, ùî ïðîðåàãóâàëè çà ÷àñ t âiä ïî÷àòêó ðåàêöi¨, òîäi
a−x � êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè, ùî áåðå ó÷àñòü ó ðåàêöi¨ â ìîìåíò
÷àñó t. Çãiäíî ç çàêîíîì äiþ÷èõ ìàñ, ìà¹ìî

dx

dt
= k(a− x), x(0) = 0,

äå k � êîíñòàíòà øâèäêîñòi ðåàêöi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó.
Âiäîêðåìëþþ÷è çìiííi, äiñòàíåìî

dx

a− x
= kdt.

Çâiäñè, iíòåãðóþ÷è, ìà¹ìî − ln(a − x) + lnC = kt, äå C � äîâiëü-
íà ñòàëà, ÿêó âèçíà÷à¹ìî ç ïî÷àòêîâî¨ óìîâè x = 0 ïðè t = 0.
Îñòàòî÷íî äiñòà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

x(t) = a(1− e−kt).

Ç âèðàçó äëÿ ðîçâ'ÿçêó x(t) âèäíî, ùî x(t) → a ïðè t → ∞.
Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ x(t) äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè
äàíèìè. N

Ïðèêëàä 10.1.2. Ðîçãëÿíåìî õiìi÷íó ðåàêöiþ äðóãîãî ïîðÿä-
êó, â ïðîöåñi ÿêî¨ äâi ðå÷îâèíè A, B, ùî âçà¹ìîäiþòü, ïåðåòâîðþ-
þòüñÿ â ðå÷îâèíó C. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðå÷îâèíè ðåàãóþòü ó
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ñïiââiäíîøåííi 1: 1. Òîáòî îäíà ìîëåêóëà ðå÷îâèíè A ç'¹äíó¹òüñÿ
ç îäíi¹þ ìîëåêóëîþ ðå÷îâèíè B i óòâîðþ¹òüñÿ îäíà ìîëåêóëà ðå-
÷îâèíè C. Ìåõàíiçì ðåàêöi¨ ìà¹ âèãëÿä A + B → C. Òàêi ðåàêöi¨
íàçèâàþòüñÿ áiìîëåêóëÿðíèìè i âîíè ¹ íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíè-
ìè. Íåõàé a, b � ïî÷àòêîâi êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèí A òà B, x(t) �
êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè C ó ìîìåíò ÷àñó t. Òîäi, çãiäíî iç çàêîíîì
äiþ÷èõ ìàñ, ìà¹ìî

dx

dt
= k(a− x)(b− x), x(t) = 0 ïðè t = 0. (10.1.1)

Íàãàäà¹ìî, ùî êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèí âèìiðþþòüñÿ â ìîëÿõ íà îäè-
íèöþ îá'¹ìó (íà 1 ë). ßêùî a ̸= b, òî, âiäîêðåìëþþ÷è çìiííi â
(10.1.1), ìà¹ìî

dx

(a− x)(b− x)
= kdt. (10.1.2)

Îá÷èñëèìî iíòåãðàë∫
dx

(a− x)(b− x)
=

1

b− a

(∫ dx

a− x
−
∫

dx

b− x

)
=

=
1

b− a
ln
b− x

a− x
− 1

b− a
lnC.

Òîäi ç ðiâíÿííÿ (10.1.2) îäåðæèìî

ln
b− x

a− x
− lnC = (b− a)kt,

àáî
b− x

a− x
= Ce(b−a)t,

äå C � äîâiëüíà ñòàëà, ÿêà, âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâó óìîâó x = 0

ïðè t = 0, äîðiâíþ¹
b

a
. Îòæå,

b− x

a− x
=
b

a
e(b−a)t.

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (10.1.1) ó âèãëÿäi

x =
ab(e(b−a)kt − 1)

be(b−a)kt − a
. (10.1.3)
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Öÿ ôîðìóëà ñâiä÷èòü, ùî ïðè t→ ∞ x→ b çà óìîâè, ùî b < a;
i x→ a çà óìîâè, ùî b > a.

Òåîðåòè÷íî áiìîëåêóëÿðíèé ïðîöåñ, ÿê i ìîíîìîëåêóëÿðíèé,
ïðîäîâæó¹òüñÿ íåñêií÷åííî äîâãî.

ßêùî a = b, òî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (10.1.1) íàáóâà¹
âèãëÿäó

dx

(a− x)2
= kdt.

Iíòåãðóþ÷è öå ðiâíÿííÿ, äiñòàíåìî
1

a− x
+C = kt, äå C � äîâiëüíà

ñòàëà, ÿêà, âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâó óìîâó, äîðiâíþ¹ −1

a
. Îòæå,

1

a− x
− 1

a
= kt.

Çâiäñè

x = a
(
1− 1

1 + kat

)
. (10.1.4)

Êîíñòàíòó øâèäêîñòi ðåàêöi¨ k ìîæíà âèçíà÷èòè, ÿêùî ïîñòà-
âèòè åêñïåðèìåíò i çàìiðÿòè x(t) = x1 ïðè t = t1.

Ó âèïàäêó (10.1.3), òîáòî ïðè a ̸= b,

k =
1

(b− a)t1
ln
a(b− x1)

b(a− x1)
,

ó âèïàäêó (10.1.4)

k =
1

t1

x1
a(a− x1)

.

Åêñïåðèìåíòàëüíèì äîêàçîì òîãî, ùî äàíà õiìi÷íà ðåàê-
öiÿ ìà¹ äðóãèé ïîðÿäîê, ¹ ëiíiéíiñòü âiäíîñíî ÷àñó âèðàçó
1

b− a
ln
a(b− x)

b(a− x)
, ÿêùî a ̸= b, àáî âèðàçó

x

a(a− x)
, ÿêùî a = b. N

Ïðèêëàä 10.1.3. ßêùî ðåàêöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ çãiäíî ç ìåõàíiç-
ìîì

A
k1
�
k2

B,
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òî âîíà ïðîõîäèòü ó äâîõ íàïðÿìêàõ: ÿê óòâîðåííÿ ðå÷îâèíè B,
òàê i óòâîðåííÿ ðå÷îâèíè A. Òàêi ðåàêöi¨ íàçèâàþòüñÿ çâîðîòíè-
ìè. Êîåôiöi¹íòè k1, k2 âèçíà÷àþòü øâèäêîñòi ðåàêöié (êîíñòàíòè
øâèäêîñòi ðåàêöié). Øâèäêîñòi ïðÿìî¨ i çâîðîòíî¨ ðåàêöié ìîæóòü
áóòè ðiçíèìè.

Çàçâè÷àé, ÿêùî ðåàêöiÿ ïðîòiêà¹ çâîðîòíî, òî ÷åðåç ïåâíèé
÷àñ ïîâèííà íàñòàòè äèíàìi÷íà ðiâíîâàãà. Ïîáóäó¹ìî ìàòåìàòè÷-
íó ìîäåëü íàâåäåíî¨ âèùå ñõåìè ðåàêöi¨ óòâîðåííÿ ðå÷îâèí A òà
B. Íåõàé a òà b � ïî÷àòêîâi êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèí A òà B ïðè t = 0,
x(t), y(t) � êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèí A òà B ó ìîìåíò ÷àñó t, òîäi

dx

dt
= −k1x+ k2y,

dy

dt
= k1x− k2y,

(10.1.5)

x(0) = a, y(0) = b.

Êîëè íàñòàíå ðiâíîâàãà, òî x : y = k2 : k1 = k, äå k � êîíñòàíòà
ðiâíîâàãè ðåàêöi¨. Çíàéòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (10.1.5) ñàìîñòiéíî. N

Ïðèêëàä 10.1.4. Ðîçãëÿíåìî ùå ëàíöþæîê õiìi÷íèõ ðåàêöié,
ÿêèé Àëüôðåä Ëîòêà çàïðîïîíóâàâ ó 1910 ð.:

A
k0−→

x

X
k1−→Y

k2−→B.

Íåõàé ó äåÿêîìó îá'¹ìi çíàõîäèòüñÿ äîñòàòíüî áàãàòî ðå÷îâèíè A.
Ìîëåêóëè ðå÷îâèíè A ïåðåòâîðþþòüñÿ â ìîëåêóëè ðå÷îâèíè X ç
ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ k0. Ðå÷îâèíà X ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðå÷îâèíó
Y çi øâèäêiñòþ, ïðîïîðöiéíîþ äîáóòêó êîíöåíòðàöié ðå÷îâèí X
i Y (ç êîåôiöi¹íòîì ïðîïîðöiéíîñòi k1 � ðåàêöiÿ äðóãîãî ïîðÿä-
êó). Ìîëåêóëè ðå÷îâèíè Y íåçâîðîòíî ðîçïàäàþòüñÿ, óòâîðþþ÷è
ðå÷îâèíó B (ðåàêöiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó).

Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü öi¹¨ ðåàêöi¨ çàïèøåìî íà îñíîâi çàêîíó
äiþ÷èõ ìàñ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x(t), y(t), b(t) êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèí
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X, Y , B, òîäi îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü:

dx

dt
= k0 − k1xy,

dy

dt
= k1xy − k2y,

db

dt
= k2y.

(10.1.6)

Ó ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10.1.6) íå âõîäèòü çìiííà b(t),
òîìó ¨õ ìîæíà ðîçãëÿäàòè îêðåìî, îòîæ ìà¹ìî íåëiíiéíó äèíà-
ìi÷íó ñèñòåìó 

dx

dt
= k0 − k1xy,

dy

dt
= k1xy − k2y.

(10.1.7)

Çíàéäåìî ñòàöiîíàðíi òî÷êè ñèñòåìè (10.1.7) (â ñòàöiîíàðíîìó
ñòàíi êîíöåíòðàöi¨ ïðîìiæíèõ ïðîäóêòiâ íå çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì).
Äëÿ öüîãî çàïèøåìî ñèñòåìó{

k0 − k1xy = 0,
k1xy − k2y = 0,

ðîçâ'ÿçóþ÷è ÿêó, çíàõîäèìî êîîðäèíàòè ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê:

x∗ =
k2
k1
, y∗ =

k0
k1
.

Äîñëiäèìî ñòiéêiñòü îäåðæàíîãî ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó (x∗, y∗).
Äëÿ öüîãî â ñèñòåìi (10.1.7) çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ

x = x∗ + p, y = y∗ + q,

äå p, q � ôëóêòóàöi¨ âåëè÷èí x, y.
Ïiñëÿ ëiíåàðèçàöi¨ îäåðæèìî ñèñòåìó äëÿ çáóðåíü p i q:

dp

dt
= −k2q −

k1k0
k2

p,

dq

dt
=
k1k0
k2

p.
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Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä∣∣∣∣∣∣∣∣
k1k0
k2

+ λ k2

− k1k0
k2

λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ2 +
k1k0
k2

λ+ k0k1 = 0.

Çà òåîðåìîþ Âi¹òà, ó âèïàäêó, êîëè äèñêðèìiíàíò äîäàòíèé,
òîáòî çà óìîâè 4k22 < k0k1, ìà¹ìî äâà äiéñíi ðiçíi âiä'¹ìíi êîðåíi
λ1, λ2, òîìó îñîáëèâà òî÷êà (x∗, y∗) ¹ ñòiéêèì âóçëîì. Ó âèïàäêó,
êîëè äèñêðèìiíàíò âiä'¹ìíèé (çà óìîâè 4k22 > k0k1), ðiâíÿííÿ ìà¹
äâà êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíi êîðåíi ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíà-
ìè, à, îòæå, îñîáëèâà òî÷êà � ñòiéêèé ôîêóñ. Òîáòî êîíöåíòðàöi¨
ðåàãåíòiâ ç ðîñòîì ÷àñó íàáëèæàþòüñÿ äî ñâî¨õ ãðàíè÷íèõ çíà-
÷åíü.

Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ ñèñòåìè (10.1.7) ïðè ðiçíèõ ïî÷àòêî-
âèõ äàíèõ ïîäàíi íà ðèñ. 10.1.

à á
Ðèñ. 10.1. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè Ëîòêè:

à � ñòiéêèé ôîêóñ (k0 = 1, k1 = 1, k2 = 1); á � ñòiéêèé âóçîë
(k0 = 3, k1 = 3, k2 = 1)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïëîùèíó ïàðàìåòðiâ, äå íà îñi àáñöèñ âiä-
êëàäàòèìåìî çíà÷åííÿ k2, à íà îñi îðäèíàò � çíà÷åííÿ k0k1. Òîäi
ïàðàáîëà, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì k0k1 = 4k22, ïîäiëèòü ïåðøó
÷âåðòü ïëîùèíè ïàðàìåòðiâ íà äâi îáëàñòi: îáëàñòü ñòiéêèõ âóç-
ëiâ b òà îáëàñòü ñòiéêèõ ôîêóñiâ a (ðèñ. 10.2). Çìiíþþ÷è çíà÷åííÿ
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ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè, ìîæíà ìàòè àáî êîëèâíèé, àáî íåêîëèâíèé
ðåæèì çìiíè êîíöåíòðàöié ðå÷îâèí X òà Y . N

Ðèñ. 10.2. Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà äëÿ ñèñòåìè (10.1.6):
a � îáëàñòü ñòiéêèõ ôîêóñiâ, b � îáëàñòü ñòiéêèõ âóçëiâ

Ïðèêëàä 10.1.5. Äî ñêëàäó æèâèõ îðãàíiçìiâ âõîäÿòü âàæ-
ëèâi õiìi÷íi ñïîëóêè � áiëêè. Ïðàêòè÷íî âñi õiìi÷íi ðåàêöi¨ â îð-
ãàíiçìàõ ïðîòiêàþòü çà ó÷àñòþ áiëêiâ ó ðîëi êàòàëiçàòîðiâ. Êà-
òàëiçàòîð � öå òàêà õiìi÷íà ðå÷îâèíà, ÿêà ïðèøâèäøó¹ ðåàêöiþ
àáî íåîáõiäíà äëÿ ¨¨ ïðîòiêàííÿ, àëå íå âõîäèòü äî ñêëàäó êiíöå-
âèõ ïðîäóêòiâ ðåàêöi¨. Êàòàëiçàòîð ðåàãó¹ ç âèõiäíîþ ðå÷îâèíîþ,
óòâîðþþ÷è ïðîìiæíó ðå÷îâèíó, ÿêà çãîäîì ðîçïàäà¹òüñÿ íà ïðî-
äóêò i êàòàëiçàòîð. Ïîòiì êàòàëiçàòîð çíîâó ðåàãó¹ ç âèõiäíîþ
ðå÷îâèíîþ i öåé êàòàëiòè÷íèé öèêë ïîâòîðþ¹òüñÿ áàãàòîðàçîâî.
Êiëüêiñòü êàòàëiçàòîðà ïiñëÿ ðåàêöi¨ íå çìiíþ¹òüñÿ.

Áiëêè-êàòàëiçàòîðè íàçèâàþòü ôåðìåíòàìè. Ôåðìåíòè ðåàãó-
þòü iç ïåâíèìè ñïîëóêàìè, ùî íàçèâàþòüñÿ ñóáñòðàòàìè. Âîíè
çäàòíi âïëèâàòè íà øâèäêiñòü ðåàêöi¨, òîáòî ôåðìåíòè êàòàëiçó-
þòü ðåàêöi¨ i âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó ðåãóëþâàííi áiîëîãi÷íèõ
ïðîöåñiâ. Ùîá çðîçóìiòè ¨õ ðîëü, íåîáõiäíî âèâ÷èòè êiíåòèêó ¨õ-
íüî¨ ðåàêöi¨.

Ðîçãëÿíåìî íàéïîøèðåíiøó ôåðìåíòàòèâíó ðåàêöiþ, â ÿêié
ñóáñòðàò ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ïðîäóêò îäíèì ôåðìåíòîì. Öÿ ðåàêöiÿ
ìîæå áóòè ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíà ó âèãëÿäi

E + S
k1
�
k2

ES
k3→P + E,

äå E � ôåðìåíò; S � ñóáñòðàò; ES � ôåðìåíò-ñóáñòðàòíèé êîì-
ïëåêñ; P � ïðîäóêò; k1, k2 � êîíñòàíòè øâèäêîñòåé ïðÿìî¨ òà çâî-
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ðîòíî¨ ðåàêöié óòâîðåííÿ ôåðìåíò-ñóáñòðàòíîãî êîìïëåêñó; k3 �
êîíñòàíòà øâèäêîñòi óòâîðåííÿ ïðîäóêòó.

Öå ïðîñòiøà ôåðìåíòàòèâíà ðåàêöiÿ, ÿêà ïðîõîäèòü ó äâi ñòà-
äi¨. Íà ïåðøié ñòàäi¨ â ðåàêöi¨ áåðå ó÷àñòü ôåðìåíò E òà ñóáñòðàò
S i óòâîðþ¹òüñÿ ôåðìåíò-ñóáñòðàêòíèé êîìïëåêñ ES, ÿêèé çãîäîì
íà äðóãié ñòàäi¨ íåçâîðîòíî ðîçïàäà¹òüñÿ íà êiíöåâèé ïðîäóêò P ,
çâiëüíÿþ÷è ìîëåêóëè ôåðìåíòà äëÿ ó÷àñòi â íàñòóïíîìó öèêëi.

Äëÿ öi¹¨ ðåàêöi¨ ïîáóäó¹ìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü i äîñëiäèìî
ïðîöåñ ïðîòiêàííÿ öi¹¨ ðåàêöi¨.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x1(t) êîíöåíòðàöiþ ôåðìåíòà E, x2(t)
� êîíöåíòðàöiþ ñóáñòðàòà S, x3(t) � êîíöåíòðàöiþ ôåðìåíò-
ñóáñòðàêòíîãî êîìïëåêñó ES, x4(t) � êîíöåíòðàöiþ ïðîäóêòà P
ó ìîìåíò ÷àñó t.

Çà çàêîíîì äiþ÷èõ ìàñ, îäåðæèìî êiíåòè÷íi ðiâíÿííÿ, ùî îïè-
ñóþòü øâèäêîñòi çìiíè öèõ ÷îòèðüîõ êîíöåíòðàöié ó âèãëÿäi

dx1
dt

= −k1x1x2 + k2x3 + k3x3,

dx2
dt

= −k1x1x2 + k2x3,

dx3
dt

= k1x1x2 − k2x3 − k3x3,

dx4
dt

= k3x3,

(10.1.8)

äå k1 � êîíñòàíòà øâèäêîñòi óòâîðåííÿ ôåðìåíò-ñóáñòðàêòíîãî
êîìïëåêñó ç ôåðìåíòà i ñóáñòðàòà; k2 � êîíñòàíòà øâèäêîñòi çâî-
ðîòíî¨ ðåàêöi¨ ðîçïàäó ôåðìåíò-ñóáñòðàêòíîãî êîìïëåêñó; k3 �
êîíñòàíòà øâèäêîñòi óòâîðåííÿ ïðîäóêòó ðåàêöi¨.

Öå i ¹ îñíîâíi ðiâíÿííÿ ôåðìåíòàòèâíî¨ êiíåòèêè, ùî îïèñó-
þòü çàëåæíiñòü øâèäêîñòi ôåðìåíòàòèâíî¨ ðåàêöi¨ âiä êîíöåíòðà-
öi¨ ñóáñòðàòà.

Ïðèðîäíi ïî÷àòêîâi óìîâè âiäïîâiäàþòü òîìó, ùî â ïî÷àòêî-
âèé ìîìåíò êîíöåíòðàöi¨ ôåðìåíòà x1(t), ñóáñòðàòà x2(t) çàäàíi i
âiäìiííi âiä íóëÿ, à êîíöåíòðàöi¨ êîìïëåêñà i ïðîäóêòà äîðiâíþ-
þòü íóëþ, òîáòî

x1(0) = x10 > 0, x2(0) = x20 > 0, x3(0) = x4(0) = 0. (10.1.9)
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Ðiâíÿííÿ (10.1.8), (10.1.9) óòâîðþþòü êîðåêòíî ïîñòàâëåíó ìàòå-
ìàòè÷íó çàäà÷ó.

ßêùî äîäàòè ïåðøå òà òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10.1.8) i ïðîií-
òåãðóâàòè ðåçóëüòàò, òî îäåðæèìî

x1(t) + x3(t) = const = x10. (10.1.10)

Çâiäñè, ÿêùî x3(t) âiäîìî, òî ìîæíà çíàéòè x1(t), à ç îñòàííüîãî
ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10.1.8) øëÿõîì éîãî iíòåãðóâàííÿ çíàõîäèìî

x4(t) = k3

t∫
0

x3(s)ds.

Òîìó ç ñèñòåìè (10.1.8) çàëèøà¹ìî ëèøå äâà ðiâíÿííÿ äëÿ
âèçíà÷åííÿ x2(t) òà x3(t). Ç óðàõóâàííÿì (10.1.10) ìà¹ìî

dx2
dt

= −k1(x10 − x3)x2 + k2x3,

dx3
dt

= k1(x10 − x3)x2 − k2x3 − k3x3,

àáî 
dx2
dt

= −k1x10x2 + (k1x2 + k2)x3,

dx3
dt

= k1x10x2 − (k1x2 + k2 + k3)x3

(10.1.11)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè x2(0) = x20 > 0, x3(0) = 0.
Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (10.1.11) íå ìîæíà çíàéòè àíàëiòè÷-

íî, ïðîòå âií ìîæå áóòè äîñòàòíüî ïðîñòî çíàéäåíèé ÷èñëîâèìè
ìåòîäàìè (ðèñ. 10.3).

Õàðàêòåð ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (10.1.11) ìîæå áóòè âñòàíîâëåíèé
ç åëåìåíòàðíèõ ìiðêóâàíü: îñêiëüêè ïðè t = 0 x3 = 0, òî x2(t)
ìîíîòîííî ñïàäà¹ âiä x20 äî íóëÿ, à x3(t) çðîñòà¹ äî ìàêñèìóìà, à
ïîòiì òåæ ñïàäà¹ äî íóëÿ. Ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (10.1.11)
ìîæíà ç'ÿñóâàòè øëÿõîì àíàëiçó ôàçîâî¨ ïëîùèíè (ðèñ. 10.4).
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Ðèñ. 10.3. Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (10.1.8)

Ðèñ. 10.4. Ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè (10.1.8) â ïëîùèíi x2x3

Êðiì öüîãî, äëÿ àíàëiçó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (10.1.11) ÷àñòî âè-
êîðèñòîâóþòü íèæ÷åíàâåäåíi ìiðêóâàííÿ, ÿêi íå çàâæäè ìàþòü
ìiñöå. Ââàæàþòü, ùî îñêiëüêè ôåðìåíò ïðèñóòíié ó ìàëèõ êiëü-

êîñòÿõ, òî
dx1
dt

≈ 0, òîäi (çãiäíî ç óìîâîþ (10.1.10))
dx3
dt

≈ 0.

Iíêîëè ââàæàþòü, ùî x1(t), x2(t) øâèäêî çìiíþ¹òüñÿ â îêîëi ñòà-
öiîíàðíîãî ñòàíó.

Òîìó ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ (10.1.11) ìà¹ìî

k1x10x2 − (k1x2 + k2 + k3)x3 = 0.

Çâiäñè

x3 =
k1x10x2

k1x2 + k2 + k3
.
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Ïðè öüîìó øâèäêiñòü ôåðìåíòàòèâíî¨ ðåàêöi¨ (øâèäêiñòü
óòâîðåííÿ ïðîäóêòó), ÿê âèïëèâà¹ ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòå-
ìè (10.1.8), íàáóâà¹ âèãëÿäó

V =
k3k1x10x2

k1x2 + k2 + k3
.

Ïîäiëèâøè ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà k1, ìà¹ìî

V =
k3x10x2

x2 + (k2 + k3)/k1
,

àáî

V =
Vmx2

x2 +Km
, (10.1.12)

äå Vm = k3x10, Km = (k2 + k3)k1 � êîíñòàíòà Ìiõàåëiñà.
Öå i ¹ îñíîâíå ðiâíÿííÿ ôåðìåíòàòèâíî¨ êiíåòèêè, ùî îïè-

ñó¹ çàëåæíiñòü øâèäêîñòi ôåðìåíòàòèâíî¨ ðåàêöi¨ âiä êîíöåíòðàöi¨
ñóáñòðàòà. Âîíî íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ìiõàåëiñà�Ìåíòåí.

Ãðàôiê çàëåæíîñòi øâèäêîñòi ðåàêöi¨ V âiä êîíöåíòðàöi¨ ñóá-
ñòðàòà x2 íàâåäåíèé íà ðèñ. 10.5.

Ðèñ. 10.5. Çàëåæíiñòü øâèäêîñòi ðåàêöi¨ âiä êîíöåíòðàöi¨
ñóáñòðàòà (ãiïåðáîëi÷íà çàëåæíiñòü)

ßê áà÷èìî, êîíöåíòðàöiÿ ôåðìåíòà ¹ ëiìiòóþ÷èì ôàêòîðîì â
óòâîðåííi ïðîäóêòó.

Îäíàê äëÿ ñèñòåìè (10.1.11) ìîæíà çíàéòè íàáëèæåíi
àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè àñèìïòîòè÷íèì ìåòîäîì, ÿêèé ñòàâèòü øè-
ðîêî âèêîðèñòîâóâàíó òåîðiþ öi¹¨ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ðåàêöi¨ íà
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ñòðîãó ìàòåìàòè÷íó îñíîâó i âêàçó¹ â áiîëîãi÷íèõ òåðìiíàõ óìîâè
ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ ðåàêöi¨.

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó äî ñèñòåìè (10.1.11) íåîáõiä-
íî çàïèñàòè ¨¨ ðiâíÿííÿ â áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ, îñêiëüêè äëÿ òî-
ãî, ùîá îäåðæàòè ìàòåìàòè÷íi (áiîëîãi÷íi) êîðåêòíi àïðîêñèìàöi¨,
íåîáõiäíî ç'ÿñóâàòè âiäíîñíó âåëè÷èíó ðiçíèõ ÷ëåíiâ ó ðiâíÿííi.
Öå ìîæíà âèêîíàòè òiëüêè òîäi, êîëè âñi âåëè÷èíè çâåäåíi äî áåç-
ðîçìiðíîãî âèãëÿäó, iíàêøå ïîíÿòòÿ �ìàëèé� òà �âåëèêèé� íå ìà-
þòü çìiñòó.

Óâåäåìî â (10.1.11) áåçðîçìiðíi âåëè÷èíè

τ = k1x10t, λ =
k3
k1
x20, µ =

k2 + k3
k1

x20,

x(τ) =
x2(t)

x20
, y(τ) =

x3(t)

x10
, ε =

x10
x20

.

(10.1.13)

Çíà÷åííÿ τ , λ, µ, x, y â (10.1.13) � öå ïðîñòî ÷èñëà, ÿêi íå
çàëåæàòü âiä âèáðàíî¨ ñèñòåìè îäèíèöü.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (10.1.13) â ñèñòåìó (10.1.11), îäåðæó¹ìî áåçðîç-
ìiðíó ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ x(τ), y(τ) âèãëÿäó

dx

dτ
= −x+ (x+ µ− λ)y,

− ε
dy

dτ
= k − (x+ µ)y,

x(0) = 1, y(0) = 0.

(10.1.14)

Ó ïåðåâàæíié êiëüêîñòi áiîëîãi÷íèõ ðåàêöié âiäíîøåííÿ ïî÷àò-
êîâèõ êîíöåíòðàöié ôåðìåíòà i ñóáñòðàòà äîñòàòíüî ìàëå, òàê ùî
ε≪ 1. Òîìó ñèñòåìà (10.1.14) ÿâëÿ¹ ñîáîþ çàäà÷ó iç ñèíãóëÿðíèì
çáóðåííÿì, îñêiëüêè ïðè ε = 0 ïîíèæó¹òüñÿ ïîðÿäîê ñèñòåìè i ïî-
÷àòêîâi óìîâè íå ìîæóòü áóòè âèêîíàíi îäíî÷àñíî. Äëÿ ¨¨ íàáëè-
æåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîòðiáíî çàñòîñóâàòè àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñèñòåì.

Çîêðåìà, âäà¹òüñÿ âñòàíîâèòè íàÿâíiñòü âóçüêî¨ ñèíãóëÿðíî¨
îáëàñòi ïîáëèçó τ = 0, äå êîíöåíòðàöiÿ ôåðìåíò-ñóáñòðàòíîãî
êîìïëåêñó çìiíþ¹òüñÿ äîñòàòíüî øâèäêî. Òîìó îäåðæàíà ôîðìó-
ëà (10.1.12) äëÿ øâèäêîñòi ðåàêöi¨ íåïðàâèëüíà íà ïî÷àòêó ðåàêöi¨
(äëÿ ðåàêöi¨ Ìiõàåëiñà�Ìiíòåí óïðîäîâæ êiëüêîõ ïåðøèõ ñåêóíä).
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Ðîçãëÿíåìî ùå ïèòàííÿ iäåíòèôiêàöi¨ ìîäåëi (10.1.8). Ïðè öüî-
ìó ïàðàìåòðè ìîäåëi ââàæàþòüñÿ íåçàëåæíèìè çìiííèìè, à öiëüî-
âà ôóíêöiÿ, ùî ìiíiìiçó¹òüñÿ, ÿê ïðàâèëî, çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

F (p) =

n∑
i=1

m∑
j=1

αi(xij − x̃ij)
2,

äå p � âåêòîð ïàðàìåòðiâ (êîåôiöi¹íòiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi); n
� êiëüêiñòü çìiííèõ ìîäåëi; m � êiëüêiñòü åêñïåðèìåíòiâ, â ÿêèõ
âèìiðþâàëèñÿ çìiííi, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ iäåíòèôiêàöi¨ ìî-
äåëi; αi � âàãîâi êîåôiöi¹íòè äëÿ íîðìóâàííÿ âèõîäiâ ìîäåëi; xij �
êîìïîíåíòè âåêòîðà çìiííèõ ìîäåëi; x̃ij � åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi,
ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ iäåíòèôiêàöi¨ ìîäåëi; i = 1, 2, . . . , n,
j = 1, 2, . . . ,m.

Çíà÷åííÿ αi ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi çà ôîðìóëîþ

αi = 1/
m∑
j=1

x̃ij , i = 1, 2, . . . , n.

Îïòèìàëüíèé âåêòîð ïàðàìåòðiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ìîæå
áóòè âèçíà÷åíèé øëÿõîì ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨ F (p), òîáòî

p∗ = argmin
p
F (p).

Äëÿ ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨ F (p) âèêîðèñòîâóþòü ðiçíi ÷èñëîâi ìåòî-
äè íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ: ìåòîä Ãàóññà�Çåéäåëÿ, ãðàäi¹íòíi
ìåòîäè òà ií. N

10.2. Äèôóçiÿ â ðiäèíi

Ïåðåðîçïîäië ðå÷îâèí ó ëþäñüêîìó îðãàíiçìi âiäáóâà¹òüñÿ íå
òiëüêè çà ðàõóíîê áiîõiìi÷íèõ ðåàêöié, àëå i çà ðàõóíîê ïåðåìi-
ùåííÿ ìàñè ðå÷îâèíè iç çîâíiøíüîãî ïðîñòîðó â êëiòèíè i íàâ-
ïàêè. Òàêå ïåðåìiùåííÿ ðå÷îâèí ïîâ'ÿçàíå ç ðiçíèìè êîíöåíòðà-
öiÿìè ðå÷îâèíè â ðiçíèõ ÷àñòèíàõ îðãàíiçìó, ïðè÷îìó ìîëåêóëè ç
áiëüøîþ éìîâiðíiñòþ âèõîäÿòü ç îáëàñòi ïiäâèùåíî¨ êîíöåíòðàöi¨,
íiæ çàõîäÿòü â öþ îáëàñòü, çà ðàõóíîê ÷îãî âèðiâíþ¹òüñÿ êîíöåí-
òðàöiÿ ó âñié îáëàñòi. Öåé ïðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ äèôóçi¹þ.
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Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé âèïàäîê îäíîâèìiðíî¨ äèôóçi¨. Íåõàé ði-
äèíà ðîçìiùåíà â òðóáöi ç ïîñòiéíèì ïåðåðiçîì. Ïðèïóñòèìî, ùî
íà îäíîìó êiíöi òðóáêè êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè âèùà, íiæ íà ií-
øîìó, òîäi êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè áóäå ðiçíîþ äëÿ êîæíîãî ïî-
ïåðå÷íîãî ïåðåðiçó òðóáêè i áóäå çìiíþâàòèñÿ ç ÷àñîì. Áóäåìî
ââàæàòè, ùî äëÿ âñiõ òî÷îê ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó êîíöåíòðàöiÿ
â äàíèé ìîìåíò ÷àñó ïîñòiéíà. Ðîçãëÿíåìî äâà ïåðåòèíè òðóáêè
x = x1, x = x2 ïî îñi x (ðèñ. 10.6).

Ðèñ. 10.6. Îäíîâèìiðíà äèôóçiÿ

Òîäi ìàñà ìîëåêóë, ùî âèéäóòü iç ïåðåòèíó x1 i ïðîéäóòü ÷å-
ðåç ïåðåòèí x2, áóäå ïðîïîðöiéíîþ êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèíè â ïå-
ðåòèíi x1, òîáòî C1. Àíàëîãi÷íî ïîòiê ðå÷îâèíè ç ïåðåòèíó x2 â
ïåðåòèí x1 ïðîïîðöiéíèé êîíöåíòðàöi¨ C2. Îáèäâà ïîòîêè ïðî-
ïîðöiéíi ïëîùi S ïåðåòèíó òðóáêè. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðiäèíà
îäíîðiäíà, òîáòî ïåðåìiùåííÿ ìîëåêóë âiäáóâà¹òüñÿ ç îäíàêîâîþ
éìîâiðíiñòþ â îáèäâà íàïðÿìêè îñi Ox.

Òîäi çìiíó ìàñè ðå÷îâèíè â ÷àñi é â ïðîñòîði ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi òàêîãî áàëàíñîâîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

∆m

∆t
= αS(C1 − C2) = −αS∆C,

äå α � êîåôiöi¹íò, ùî õàðàêòåðèçó¹ éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ ìî-
ëåêóë ÷åðåç îáèäâà ïåðåòèíè.

Çðîçóìiëî, ùî α òèì áiëüøèé, ÷èì áëèæ÷å ìiæ ñîáîþ ðîçìi-
ùåíi ïåðåòèíè x1, x2, òîáòî ÷èì ìåíøà ðiçíèöÿ ∆x = x2 − x1. ßê

ïðàâèëî, ââàæàþòü, ùî α =
D

∆x
, äå D � äåÿêà êîíñòàíòà. Òîäi ç

îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî

∆m

∆t
= −DS∆C

∆x
,

àáî, ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè ∆t→ 0 i ∆x→ 0, îäåðæó¹ìî

∂m

∂t
= −DS∂C

∂x
, (10.2.1)
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äå
∂m

∂t
� êiëüêiñòü ðå÷îâèíè, ùî äèôóíäó¹ â îäèíèöþ ÷àñó ÷åðåç

ïëîùó S.
Ðiâíÿííÿ (10.2.1) â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ îïèñó¹ ïðîöåñ îäíîâè-

ìiðíî¨ äèôóçi¨, òîáòî äèíàìiêó êîíöåíòðàöi¨ C(t, x) â çàëåæíîñòi
âiä ÷àñó t òà êîîðäèíàòè x, i íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì äèôóçi¨ Ôiêà,
à ñòàëà D � êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨.

Ðiâíÿííÿ (10.2.1) � ïðîñòå é íàî÷íå. Ïðîòå äëÿ åêñïåðèìåí-
òàëüíîãî âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà äèôóçi¨ D âîíî íå ãîäèòüñÿ,
îñêiëüêè âàæêî ñòâîðèòè òàêi óìîâè åêñïåðèìåíòó, ïðè ÿêèõ ìîæ-
íà áóëî á âèìiðÿòè êiëüêiñòü äèôóíäóþ÷î¨ ðå÷îâèíè.

Çíà÷íî ëåãøå âèìiðÿòè ðîçïîäië êîíöåíòðàöi¨ âçäîâæ íàïðÿì-
êó äèôóçi¨ ÷åðåç äåÿêèé ÷àñ ïiñëÿ ïî÷àòêó äîñëiäó àáî ç'ÿñóâàòè
çìiíó êîíöåíòðàöi¨ ç ÷àñîì ó ïåâíié òî÷öi äèôóíäóþ÷îãî ïðîñòî-
ðó. Òîìó íåîáõiäíî ìàòè ðiâíÿííÿ, ÿêå âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ
êîíöåíòðàöi¹þ C, êîîðäèíàòîþ x i ÷àñîì t.

Äëÿ âèâåäåííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ðîçãëÿíåìî åëåìåíò îá'¹ìó
∆V = S∆x, ùî ðîçìiùåíèé ó òî÷öi x äèôóçiéíîãî ïðîñòîðó, i ðiâ-
íÿííÿ (10.2.1) ïåðåïèøåìî âiäíîñíî çìiíè êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèíè
â îá'¹ìi ∆V . Öÿ çìiíà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiçíèöåþ ïîòîêó ìîëåêóë, ùî
âõîäÿòü â îá'¹ì ÷åðåç ïåðåòèí x1, i ïîòîêó, ùî âèõîäèòü ç îá'¹ìó
÷åðåç ïåðåòèí x2:

∆
(∂m
∂t

)
= SD

(∂C2

∂x
− ∂C1

∂x

)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ∆m = C∆V = CS∆x, îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìîæíà
ïåðåïèñàòè òàê:

∆x
∂C

∂t
= D

(∂C2

∂x
− ∂C1

∂x

)
.

Ðîçäiëèìî öå ñïiââiäíîøåííÿ íà ∆x i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè
∆x→ 0, îäåðæèìî

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
. (10.2.2)

Öå i ¹ ðiâíÿííÿì äèôóçi¨. Âîíî ñïðàâåäëèâå çà óìîâè, ùî äëÿ
äàíîãî îá'¹ìó âèêîíó¹òüñÿ çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè, i â öüîìó îá'¹ìi
íå âiäáóâà¹òüñÿ æîäíèõ õiìi÷íèõ ðåàêöié çà ó÷àñòþ äèôóíäóþ÷î¨
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ðå÷îâèíè. Ïðè âðàõóâàííi ðåàêöié ïåðåõîäÿòü äî íåîäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ äèôóçi¨:

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
+ q, (10.2.3)

äå q õàðàêòåðèçó¹ øâèäêiñòü óòâîðåííÿ àáî çâ'ÿçóâàííÿ ìîëåêóë
ðå÷îâèíè â äàíié îáëàñòi.

Ùîá âèêîðèñòàòè (10.2.2), (10.2.3) äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíêðåò-
íèõ äèôóçiéíèõ çàäà÷, ñëiä äîäàòè ãðàíè÷íi òà ïî÷àòêîâi óìîâè.

ßêùî êîåôiöi¹íò äèôóçi¨ D ¹ ôóíêöi¹þ êîíöåíòðàöi¨, òî
(10.2.2) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

∂C

∂t
=

∂

∂x

(
D
∂C

∂x

)
. (10.2.4)

Ó òîìó ðàçi, êîëè äèôóçiÿ âiäáóâà¹òüñÿ âçäîâæ âñiõ òðüîõ îñåé
êîîðäèíàò, (10.2.4) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíÿííÿ

∂C

∂t
=

∂

∂x

(
Dx

∂C

∂x

)
+

∂

∂y

(
Dy

∂C

∂y

)
+

∂

∂z

(
Dz

∂C

∂z

)
.

10.3. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

10.1. Ðå÷îâèíà X çàòiêà¹ çîâíi ç äåÿêîþ ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ
òà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðå÷îâèíó Y çi øâèäêiñòþ, ïðîïîðöiéíîþ êîí-
öåíòðàöi¨ ðå÷îâèíè Y , i âèâîäèòüñÿ ç îáëàñòi ðåàêöi¨. Âñi ðåàêöi¨
ìàþòü ïåðøèé ïîðÿäîê, çà âèíÿòêîì ïðèòîêó ðå÷îâèíè X çîâíi.
Ñõåìà ðåàêöi¨ ìà¹ âèãëÿä

k1−→X
k2−→Y

k3−→.

Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü. Âèêîíàòè ¨¨ äîñëiäæåííÿ:
çíàéòè îñîáëèâi òî÷êè òà äîñëiäèòè ¨õ õàðàêòåð, ïîáóäóâàòè ôà-
çîâèé ïîðòðåò.

10.2. Çà ïåâíî¨ õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨ ðå÷îâèíà A, êiëüêiñòü ÿêî¨ íà
ïî÷àòêó äîðiâíþ¹ a0, ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðå÷îâèíó, êiëüêiñòü ÿêî¨
íà ïî÷àòêó � b0, çi øâèäêiñòþ, ïðîïîðöiéíîþ êiëüêîñòi ðå÷îâè-
íè A. Âîäíî÷àñ óòâîðåíà ðå÷îâèíà B ïåðåõîäèòü ó ðå÷îâèíó A
çi øâèäêiñòþ, ïðîïîðöiéíîþ êiëüêîñòi B. Âèçíà÷èòè çàëåæíiñòü
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êiëüêîñòi ðå÷îâèí A òà B âiä ÷àñó. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè çàëåæíî-
ñòåé. ßê çàëåæèòü õiä ðåàêöi¨ âiä ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü a òà b?

10.3. Â 1971 ð. Ëåôåâð i Íiêîëiñ çàïðîïîíóâàëè ìîäåëü, ùî
îïèñó¹ êîëèâíi ïðîöåñè â õiìi÷íié ðåàêöi¨. Âîíè ðîçãëÿíóëè ëàí-
öþæîê õiìi÷íèõ ðåàêöié

A→ X,
B +X → Y +D,
2X + Y → 3X,

X → E.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x(t), y(t) êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèí X, Y i ïðèïó-
ñòèìî, ùî êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèí A, B, D, E çàëèøàþòüñÿ íåçìií-
íèìè i âiäñóòíi çâîðîòíi ðåàêöi¨. Òîäi êiíåòè÷íi ðiâíÿííÿ çàïè-
øóòüñÿ òàê:

dx

dt
= a− (b+ 1)x+ x2y,

dy

dt
= bx− x2y.

Äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè çíàéòè ñòàöiîíàðíi òî÷êè, äîñëiäèòè ¨õ íà ñòié-
êiñòü. Çà ÿêèõ óìîâ ó ñèñòåìi iñíó¹ ãðàíè÷íèé öèêë? Ïðè ÿêèõ çíà-
÷åííÿõ a òà b âiäáóâà¹òüñÿ ÿêiñíà çìiíà ôàçîâîãî ïîðòðåòà (ïàðà-
ìåòðè÷íà áiôóðêàöiÿ)? Çîáðàçèòè ïàðàìåòðè÷íèé ïîðòðåò ñèñòå-
ìè. Îñíàñòèâøè ñèñòåìó çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ a òà b, çàñîáàìè
Mathcad, ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò ìîäåëi Ëåôåâðà�Íiêîëiñà
ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ a òà b. ßêi içîêëiíè i ôàçîâi
òðà¹êòîði¨ ïåðåòèíàþòüñÿ ãîðèçîíòàëüíî, à ÿêi � âåðòèêàëüíî?

10.4. Äëÿ çàäàíîãî ðiâíÿííÿ õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨

H2 + I2
k1
�
k2

2HI

çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äèíàìiêè êîíöåíòðàöié i äîñëiäèòè ïîâåäiíêó
ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè, k1, k2 � êîíñòàíòè øâèäêî-
ñòåé ðåàêöi¨.

10.5. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ õiìi÷íî¨ êiíåòèêè i äîñëiäèòè ïî-
âåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðåàêöi¨ îêèñíåííÿ ãåìîãëîáiíó

O2 +Hb
k1
�
k2

HbO2.
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10.6. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ õiìi÷íî¨ êiíåòèêè, ìåõàíiçì ÿêî¨ çà-
äà¹òüñÿ ñõåìîþ

A+B
k1−→ 2B, B

k2−→A.

Äîñëiäèòè ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè.
10.7. Áàãàòî ìåòàáîëi÷íèõ ïðîöåñiâ ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ïåðåòâî-

ðåíü, ÿêi ìîæíà ñïðîùåíî ïîäàòè ÿê ëàíöþæîê: ñóáñòðàò → ïðî-

ìiæíèé ïðîäóêò→ êiíöåâèé ïðîäóêò, òîáòî A
k1−→B

k2−→C. Ââàæà-
þ÷è, ùî ñèñòåìà çàìêíåíà, à ðåàêöi¨, ùî ïðîòiêàþòü ó íié, ìàþòü
ïåðøèé ïîðÿäîê, ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü öüîãî ïðîöåñó,
çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè, çîáðàçèòè ¨õ õàðàêòåð. Ââàæà¹ìî, ùî
ïðè t = 0 a = a0, b = 0, c = 0.

10.8. Ðîçâ'ÿçàòè ïîïåðåäíþ çàäà÷ó ó âèïàäêó, êîëè ðåàêöiÿ

B
k2−→C ¹ ðåàêöi¹þ íóëüîâîãî ïîðÿäêó.
10.9. Ó äåÿêó âiäêðèòó ñèñòåìó, íàïðèêëàä, áiîëîãi÷íó êëiòè-

íó, íàäõîäèòü äåÿêèé ñóáñòðàò i âèäàëÿ¹òüñÿ ïðîäóêò ðåàêöi¨, ÿê
öå ïîêàçàíî íà íèæ÷åíàâåäåíié ñõåìi.

Äæåðåëî Âiäêðèòà ñèñòåìà Âèäàëåííÿ

A0
k1−→ −→ A

k′1
�
k′1

B
k′′1−→ −→ B5

Çàïèñàòè êiíåòè÷íi ðiâíÿííÿ äëÿ êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèí A òà B.
Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ìîäåëi òà äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü.

10.10. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ õiìi÷íî¨ êiíåòèêè, ìåõàíiçì ÿêî¨ çà-
äà¹òüñÿ çà òàêîþ ñõåìîþ:

Z � X, X + 2Z → 3Z,

äå Z � êàòàëiçàòîð, X � ïðîìiæíà ðå÷îâèíà.
Ïîáóäóâàòè ïàðàìåòðè÷íèé òà ôàçîâèé ïîðòðåòè ñèñòåìè. Ïî-

êàçàòè, ùî äëÿ òàêî¨ ðåàêöi¨ âèêîíó¹òüñÿ çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñ.
10.11. Ðîçðîáèòè àëãîðèòì i ïðîãðàìó äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà-

äà÷ ïàðàìåòðè÷íî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ìîäåëi (10.1.8) íà îñíîâi ïñåâäî-
åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ. Çíàéòè îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ k1, k2, k3
òà îöiíèòè ìiðó íåàäåêâàòíîñòi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi (âiäíîñíó ïî-
õèáêó ðîçâ'ÿçêó) ïðè îäåðæàíèõ çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòiâ. Âêàçiâ-
êà. Çíà÷åííÿ ïñåâäîåêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ âçÿòè ç ãðàôi÷íîãî
çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (10.1.8), ùî íàâåäåíi íà ðèñ. 10.3,
àáî ç òàáëèöi 10.1.
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Òàáëèöÿ 10.1. Ïñåâäîåêñïåðèìåíòàëüíi äàíi
t 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

x̃1(t) 5 2.65 2.76 2.94 3.12 3.32 3.48 3.7 3.82 4.04
x̃2(t) 20 15.9 13.56 11.62 9.89 8.25 7.16 5.66 4.64 3.76
x̃3(t) 0 2.35 2.25 2.03 1.88 1.67 1.53 1.30 1.12 0.96
x̃4(t) 0 1.74 4.12 6.31 8.26 10.05 11.63 13.03 14.24 15.28

Êîåôiöi¹íòè k1, k2, k3 øóêàòè íà îñíîâi ìiíiìiçàöi¨ âèðàçó

F (k1, k2, k3) =
4∑

i=1

m∑
j=1

αi(xij − x̃ij)
2,

äå m � êiëüêiñòü åêñïåðèìåíòiâ; x̃ij � çíà÷åííÿ i-¨ çìiííî¨ â j-ìó
åêñïåðèìåíòi; xij � çíà÷åííÿ çìiííî¨ xi(t) ïðè t = tj , îäåðæàíî¨ ç
ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi; αi � âàãîâi êîåôiöi¹íòè, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ

çà ôîðìóëîþ αi = 1/
( m∑

j=1

x̃ij

)
. Äëÿ ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨ F âèêîðè-

ñòàòè îäèí iç ãðàäi¹íòíèõ ìåòîäiâ.
Ëiòåðàòóðà: [12, 17, 61, 85, 98].
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Ðîçäië 11. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ

áiîìåäè÷íèõ ïðîöåñiâ

11.1. Îñîáëèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ
áiîìåäè÷íèõ ïðîáëåì

Có÷àñíà ìåäèöèíà ¹, â îñíîâíîìó, åêñïåðèìåíòàëüíîþ íàóêîþ
ç âåëè÷åçíèì åìïiðè÷íèì äîñâiäîì âïëèâó íà òó ÷è iíøó õâîðî-
áó. Àëå äëÿ äåòàëüíîãî âèâ÷åííÿ ïðîöåñiâ áiîñåðåäîâèù óæå íå
äîñòàòíüî åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü, à íàéáiëüø åôåêòèâ-
íèì çàñîáîì ¨õ äîñëiäæåííÿ ñòà¹ ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ. Ïî-
÷àòîê àêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàí-
íÿ ïðèïàäà¹ íà äðóãó ïîëîâèíó XX ñòîëiòòÿ.

Âèáið òèõ ÷è iíøèõ çàñîáiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ äëÿ
îïèñó áiîëîãi÷íèõ i ìåäè÷íèõ îá'¹êòiâ çàëåæèòü âiä iíäèâiäóàëü-
íèõ çíàíü ñïåöiàëiñòiâ òà âiä ñïåöèôiêè ðîçâ'ÿçóâàíèõ çàäà÷. Ñè-
ñòåìàòè÷íi ñïðîáè âèêîðèñòîâóâàòè ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè â ìåäè÷-
íèõ äîñëiäæåííÿõ áåðóòü ñâié ïî÷àòîê ç 80-õ ðîêiâ XIX ñò. iç ìî-
ìåíòó âèêîðèñòàííÿ êîðåëÿöiéíèõ ìåòîäiâ äëÿ îáðîáêè ìåäè÷íèõ
äàíèõ. Âiäòîäi ìåòîäè ñòàòèñòèêè ¹ ïðîâiäíèìè çàñîáàìè ìîäå-
ëþâàííÿ â áiîìåäè÷íèõ íàóêàõ. Âiäîìî, ùî ìåòîäè ìàòåìàòè÷íî¨
ñòàòèñòèêè ðîçâèâàëèñü ñàìå ïiä âïëèâîì áiîìåäè÷íèõ ïðîáëåì.
Öi ìåòîäè ïðèçíà÷åíi äëÿ âèÿâëåííÿ çàêîíîìiðíîñòåé, âëàñòèâèõ
ìåäè÷íèì îá'¹êòàì, íà îñíîâi ÿêèõ ðîáëÿòüñÿ âèñíîâêè i äàþòü-
ñÿ ïðàêòè÷íi ðåêîìåíäàöi¨. Àëå ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè äàþòü ïîâíå
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ó âñiõ âèïàäêàõ, êîëè äîñëiäíèêà íå öiêàâèòü
âíóòðiøíÿ ñòðóêòóðà ïðîöåñiâ. Ìîäåëi äàíèõ íå ìiñòÿòü iíôîðìà-
öi¨ òà ãiïîòåç ïðî âíóòðiøíþ ñòðóêòóðó òà ïðîöåñè ôóíêöiîíó-
âàííÿ. Ó âèïàäêó, êîëè çíàííÿ ïðî ñòðóêòóðó ñèñòåìè, ìåõàíiçì
¨¨ ôóíêöiîíóâàííÿ, âèíèêàþ÷i ÿâèùà ìîæóòü ñóòò¹âî âïëèíóòè
íà ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü, âèêîðèñòîâóþòü ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìî-
äåëþâàííÿ. Ó ìåäèöèíi iñíó¹ áàãàòî ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷, ÿêi äëÿ
ñâîãî ðîçâ'ÿçàííÿ âèìàãàþòü çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ, òîáòî ïîáóäîâè é äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-
ëåé. Íàïðèêëàä, ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ïðîãíîçó äèíàìiêè ðîçâèòêó
îíêîëîãi÷íèõ çàõâîðþâàíü; ðîáîòè ñèñòåì êðîâîîáiãó; iíôàðêòó
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ìiîêàðäà, ÿêi á ïîÿñíþâàëè ìåõàíiçì éîãî âèíèêíåííÿ òà çàêîíî-
ìiðíîñòi éîãî ïðîòiêàííÿ; ðîçðàõóíêó íàñëiäêiâ ÷åðåïíî-ìîçêîâèõ
òðàâì; äèíàìiêè çàãîþâàííÿ ðàí; äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ, ùî ïðîõî-
äÿòü ó òiëi ëþäèíè ïðè ôiçè÷íèõ íàâàíòàæåííÿõ òà ií. Îñòàííiì
÷àñîì â ìåäèöèíi ñòàëè çàñòîñîâóâàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ç àíiìà-
öi¹þ � öå äîçâîëÿ¹ íà åêðàíi êîìï'þòåðà ñïîñòåðiãàòè â ïðèøâèä-
øåíîìó ìàñøòàái ÷àñó ðîçâèòîê ðÿäó çàõâîðþâàíü. Íà ïîðÿäêó
äåííîìó ñòî¨òü êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ õiðóðãi÷íèõ îïåðàöié,
ùî äàñòü çìîãó ïåðåäáà÷èòè ¨õ õiä òà íàñëiäêè.

Ðîçâèòîê ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ñïðèÿ¹ ðîçøèðåííþ ñôåðè
ïiçíàííÿ â ìåäèöèíi, ïîÿâi íîâèõ åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ äiàãíîñòèêè
i ëiêóâàííÿ, ñòâîðåííþ ìåäè÷íî¨ òåõíiêè.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, çàëåæíî âiä âèêîðèñòîâóâàíîãî ìàòåìà-
òè÷íîãî àïàðàòó, ïîäiëÿþòüñÿ íà ïåâíi êëàñè. Ó ìåäèöèíi é áiîëî-
ãi¨ çäåáiëüøîãî âèêîðèñòîâóþòü îïèñ îá'¹êòiâ i ïðîöåñiâ çà äîïî-
ìîãîþ ðiâíÿíü. ßêùî äîñëiäíèêà íå öiêàâèòü ðîçâèòîê ïðîöåñiâ ó
÷àñi (äèíàìiêà îá'¹êòiâ), òî âèêîðèñòîâóþòü àëãåáðà¨÷íi ðiâíÿííÿ.
Ìîäåëi â öüîìó âèïàäêó íàçèâàþòüñÿ ñòàòè÷íèìè. Òàê, â îñíî-
âi êîìï'þòåðíî¨ òîìîãðàôi¨ ëåæàòü òåîðåòè÷íi ìîäåëi ïîãëèíàí-
íÿ âèïðîìiíþâàííÿ òêàíèíàìè îðãàíó, ùî ìàþòü âèãëÿä ñèñòåìè
àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü. Äëÿ îïèñó âëàñòèâîñòåé ñèñòåì, ùî çìiíþ-
þòüñÿ ç ÷àñîì, âèêîðèñòîâóþòüñÿ äèíàìi÷íi ìîäåëi, ÷àñòiøå çà âñå
� äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Ïåðåâàæíà áiëüøiñòü ïðîöåñiâ ó ìå-
äèöèíi ìà¹ ñêëàäíèé íåëiíiéíèé õàðàêòåð. Ñêëàäíiñòü çóìîâëåíà
åôåêòàìè ïiñëÿäi¨, ñòîõàñòè÷íiñòþ ïðîöåñiâ òà iíøèìè ôàêòîðà-
ìè. Íåùîäàâíî ç'ÿâèëèñÿ ïîñòàíîâêè ìåäè÷íèõ çàäà÷, ÿêi ïðèçâî-
äÿòü äî íåîáõiäíîñòi ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè åëiïòè÷íîãî, ãiïåð-
áîëi÷íîãî òà ïàðàáîëi÷íîãî òèïiâ. Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåìî ïðè-
êëàäè ïðîñòiøèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé áiîìåäè÷íèõ ïðîöåñiâ.

11.2. Ôàðìàêîêiíåòè÷íi ìîäåëi

Ôàðìàêîêiíåòèêà âèâ÷à¹ ðîçïîäië â îðãàíiçìi äîñëiäæóâàíî¨ áiî-
ëîãi÷íî àêòèâíî¨ ðå÷îâèíè òà çìiíó ¨¨ êîíöåíòðàöi¨ ç ÷àñîì ó ðiç-
íèõ ñåðåäîâèùàõ îðãàíiçìó ëþäèíè. Äî áiîëîãi÷íî àêòèâíèõ ðå÷î-
âèí íàëåæàòü ëiêàðñüêi ïðåïàðàòè. Îðãàíiçì ôîðìàëüíî ïîäiëÿ-
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þòü íà êàìåðè. Ôàðìàêîêiíåòè÷íà êàìåðà � öå ÷àñòèíà îðãàíiçìó,
â ÿêié ëiêàðñüêèé ïðåïàðàò ðîçïîäiëåíèé ðiâíîìiðíî. Ñóêóïíiñòü
ïðîöåñiâ, ÿêi çóìîâëþþòü çìåíøåííÿ âìiñòó ëiêàðñüêîãî ïðåïàðà-
òó â îðãàíiçìi ç ÷àñîì, íàçèâàþòü åëiìiíàöi¹þ.

11.2.1. Îäíîêàìåðíà ëiíiéíà ôàðìàêîêiíåòè÷íà ìîäåëü

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü îäíîêàìåðíî¨ ëiíiéíî¨ åëiìiíàöi¨ ìà¹
âèãëÿä

dM

dt
= −keM, (11.2.1)

äåM(t) � ìàñà ïðåïàðàòó â êàìåði â ìîìåíò ÷àñó t; ke � êîíñòàíòà
åëiìiíàöi¨, ÿêà ¹ ñóá'¹êòèâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ îðãàíiçìó.

×àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (11.2.1) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
M(t) =M0 ïðè t = 0 ¹ ôóíêöiÿ

M(t) =M0e
−ket.

Àíàëîãi÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ìî i äëÿ êîíöåíòðàöi¨ ïðåïàðàòó â êà-
ìåði

c(t) = c0e
−ket.

Åëiìiíàöiþ áiîëîãi÷íî àêòèâíèõ ðå÷îâèí ç îðãàíiçìó íà ïðàê-
òèöi âèâ÷àþòü çà çìåíøåííÿì ¨õ êîíöåíòðàöi¨ â êðîâi.

Ïðîëîãàðèôìóâàâøè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî ëiíiéíó çà-
ëåæíiñòü ëîãàðèôìà êîíöåíòðàöi¨ ïðåïàðàòó âiä ÷àñó

ln c(t) = ln c0 − ket.

Êîðèñòóþ÷èñü îñòàííüîþ ôîðìóëîþ, çíà÷åííÿ ke ìîæíà îá-
÷èñëèòè çà âiäîìèìè çíà÷åííÿìè âåëè÷èíè c(t) ó áóäü-ÿêi äâà ìî-
ìåíòè ÷àñó t = t1 i t = t2:

ke =
ln c(t1)− ln c(t2)

t2 − t1
.

Îäíîêàìåðíà ëiíiéíà ìîäåëü äëÿ äàíîãî ïðåïàðàòó àäåêâàò-
íà, ÿêùî åêñïåðèìåíòàëüíi çíà÷åííÿ ln c(t1), ln c(t2), . . . , ln c(tn)
çàäîâîëüíÿþòü ïîïåðåäí¹ ðiâíÿííÿ â ìåæàõ ïåâíî¨ òî÷íîñòi. Îä-
íîêàìåðíà ëiíiéíà ìîäåëü àäåêâàòíà äëÿ áàãàòüîõ ëiêàðñüêèõ ïðå-
ïàðàòiâ, óâåäåíèõ ó êðîâ ií'¹êöi¹þ.
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Ó ðîçãëÿíóòié ìîäåëi ïåðåäáà÷àëîñÿ øâèäêå íàäõîäæåííÿ â
êàìåðó òà ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië óñüîãî ëiêàðñüêîãî ïðåïàðàòó.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîñòóïîâå íàäõîäæåííÿ (âñìîêòóâàííÿ) ïðå-
ïàðàòó â êàìåðó ç äåÿêîãî äåïî (ðèñ. 11.1).

Ðèñ. 11.1. Íàäõîäæåííÿ ïðåïàðàòó â êàìåðó òà éîãî åëiìiíàöiÿ

Ìîäåëi çi âñìîêòóâàííÿì àäåêâàòíî îïèñóþòü êiíåòèêó
ëiêàðñüêèõ ïðåïàðàòiâ â îðãàíiçìi ïðè âíóòðiøíüîì'ÿçåâîìó ââå-
äåííi òà â ðàçi ïðèéìàííÿ ëiêiâ ïåðîðàëüíî.

Âñìîêòóâàííÿ ïðåïàðàòó ç äåïî â êàìåðó òà éîãî åëiìiíàöiþ ç
êàìåðè ìîäåëþ¹ìî ëiíiéíîþ êiíåòèêîþ. Òàêà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü
ìà¹ âèãëÿä 

dM1

dt
= −k1M1,

dM2

dt
= k1M1 − keM2,

(11.2.2)

äåM1(t) � ìàñà ïðåïàðàòó â äåïî, àM2 � ìàñà ïðåïàðàòó â êàìåði
â ìîìåíò ÷àñó t, ïî÷àòêîâi óìîâè ìàþòü âèãëÿä

M1(t) =M10, M2(t) = 0 ïðè t = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (11.2.2), ìà¹ìî

M1(t) =M10e
−k1t.

Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (11.2.2) íàáóâà¹
âèãëÿäó

dM2

dt
= k1M10e

−k1t − keM2,

iíòåãðóþ÷è ÿêå, îäåðæó¹ìî

M2(t) =
M10k1
k1 − ke

(e−ket − ek1t).
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11.2.2. Îäíîêàìåðíà ëiíiéíà ìîäåëü iç êðàïåëüíèöåþ

Ëiêàðñüêi ïðåïàðàòè çà äîïîìîãîþ êðàïåëüíèöi íàäõîäÿòü ó
êðîâ çi ñòàëîþ øâèäêiñòþ, à øâèäêiñòü âèâåäåííÿ áiîëîãi÷íî àê-
òèâíèõ ðå÷îâèí ç êðîâi ââàæà¹ìî ïðîïîðöiéíîþ êiëüêîñòi öi¹¨
ðå÷îâèíè â êðîâi, òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü öüîãî ïðîöåñó ìà¹
âèãëÿä

dM

dt
= a− kM, M(t) =M0 ïðè t = 0,

äå M(t) � ìàñà ëiêiâ ó êðîâi â ìîìåíò ÷àñó t; k � êîíñòàíòà, ùî
õàðàêòåðèçó¹ âèâåäåííÿ ëiêiâ iç êðîâi.

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

M(t) =
a

k
(M0 −

a

k
)e−kt.

11.3. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñòàíó êiñòêîâî¨ ñèñòåìè

Çðîñòàþ÷à ÷àñòêà ïåðâèííîãî òà âòîðèííîãî îñòåîïîðîçó â
ñòðóêòóði çàãàëüíî¨ çàõâîðþâàíîñòi íàñåëåííÿ ðiçíèõ êðà¨í ñâiòó
ïðèâåðòà¹ óâàãó äîñëiäíèêiâ äî âèâ÷åííÿ ïèòàíü ðåêîíñòðóêöi¨
êiñòêîâî¨ òêàíèíè � öå îäíà ç âàæëèâèõ ïðîáëåì ìåäèöèíè.

Ïîáóäó¹ìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñòàíó êiñòêîâî¨ òêàíèíè ó õâî-
ðèõ ç ïàòîëîãi¹þ ãåìîïîåòè÷íîãî àïàðàòó. Íà ïðàêòèöi ñòàí êiñò-
êîâî¨ òêàíèíè ïîïåðåêîâîãî âiääiëó õðåáòà äîñëiäæó¹òüñÿ íà àá-
ñîðáöiéíîìó ðåíòãåíîëîãi÷íîìó äåíñèòîìåòði.

Ïiäõîäè äî ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi  ðóíòóþòüñÿ íà ïî-
ïåðåäíié ñòàòèñòè÷íié îöiíöi îòðèìàíèõ äåíñèòîãðàì.

Äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëi çðîáèìî äåÿêi ïðèïóùåííÿ ùîäî õàðàê-
òåðó çìiíè ìiíåðàëüíî¨ ùiëüíîñòi êiñòêîâî¨ òêàíèíè. Ïîçíà÷èìî

öþ õàðàêòåðèñòèêó ÷åðåç x(t). Òîäi
dx

dt
ïðîïîðöiéíî çàëåæèòü âiä

x(t), ùî âiäïîâiäà¹ åêñïîíåíöiàëüíîìó ðîñòó öi¹¨ âåëè÷èíè ç âiêîì.
Àëå îñêiëüêè ç âiêîì äîñÿãà¹òüñÿ äåÿêå ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ âå-

ëè÷èíè x(t), òî ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ¹ ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ
âèãëÿäó

dx

dt
= αx(β − x), (11.3.1)

äå α, β � íåâiäîìi ïàðàìåòðè, ÿêi ïîòðiáíî âèçíà÷èòè íà îñíîâi
åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ. Öå ðiâíÿííÿ âèâ÷àëîñÿ â ï. 7.2.
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Ðîçãëÿíóòà ìîäåëü ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äëÿ îïèñó çìiíè ìi-
íåðàëüíî¨ ùiëüíîñòi êiñòêîâî¨ òêàíèíè ó âiöi 15�70 ðîêiâ.

11.4. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàíü

Ó öüîìó ïóíêòi ñôîðìóëþ¹ìî ïðîñòiøi ìîäåëi ðîçïîâñþäæåííÿ
åïiäåìié. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ñòàëî âàæëèâèì iíñòðóìåí-
òîì ðîçóìiííÿ ïîøèðåííÿ iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàíü.

Íåõàé ó äåÿêié ïîïóëÿöi¨ ÷èñåëüíîñòi N ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ ií-
ôåêöiéíå çàõâîðþâàííÿ. Â ïðîñòiøîìó âèïàäêó ïîïóëÿöiþ ìîæíà
ðîçáèòè íà 3 íåïåðåòèííèõ ãðóïè: çäîðîâi îñîáèíè, ÿêi ïîòåíöié-
íî ìîæóòü áóòè iíôiêîâàíi (êiëüêiñòü ¨õ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç S(t)),
ïåðåíîñíèêè iíôåêöi¨ � I(t) i òi õòî, ïåðåõâîðiâøè, óæå îäóæàâ i
íàáóâ iìóíiòåòó àáî ïîìåð (¨õ êiëüêiñòü ïîçíà÷èìî ÷åðåç R(t)).

Òèïîâó åâîëþöiþ îñîáèí ïîïóëÿöi¨ îïèñó¹ äiàãðàìà

S → I → R àáî âðàçëèâèé → õâîðèé → çäîðîâèé

Òàêi ïîçíà÷åííÿ ïðèéíÿòi âiäïîâiäíî äî iñòîðè÷íî¨ òðàäèöi¨. Î÷å-
âèäíî, ùî â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó ïîâèííî âèêîíóâàòèñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ S + I + R = N , ÿêùî ñèñòåìà çàìêíåíà, òîáòî âiäñóòíi
äåìîãðàôi÷íi ïðîöåñè i ïðîöåñè ìiãðàöi¨.

Ùîá çàïèñàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðîçïîâñþäæåííÿ åïiäåìié,
ïðèïóñòèìî, ùî âñi êîíòàêòè ðiâíîéìîâiðíi, à øâèäêiñòü ïåðåõîäó
iíôiêîâàíèõ ó ãðóïó îñîáèí, ùî íàáóëè iìóíiòåòó, âèçíà÷à¹òüñÿ
ïàðàìåòðîì γ.

Óðàõîâóþ÷è, ùî ïåðåõiä iç ãðóïè S ó ãðóïó I âiäáóâà¹òüñÿ ïðè
çóñòði÷àõ, çàñòîñó¹ìî ïðè ìîäåëþâàííi êiëüêiñíèé çàêîí ïðî ÷à-
ñòîòó çóñòði÷åé: ÷àñòîòà çóñòði÷åé ïðîïîðöiéíà äîáóòêó êiëüêîñòi
iíäèâiäóìiâ äâîõ ãðóï.

Ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî øâèäêiñòü çìiíè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨
çäîðîâèõ ïðîïîðöiéíà äîáóòêó ÷èñåëüíîñòi çäîðîâèõ i çàðàæåíèõ,
ïî ñóòi ñïðàâè, ¹ ñèëüíî iäåàëiçîâàíèì ñïðîùåííÿì, àëå ìîæå âè-
êîðèñòîâóâàòèñÿ ÿê ïåðøå íàáëèæåííÿ äî ðåàëüíîñòi.
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Òîäi ðîçâèòîê åïiäåìi¨ áóäå îïèñóâàòèñÿ ðiâíÿííÿìè

dS

dt
= −βSI,

dI

dt
= βSI − γI,

dR

dt
= γI,

(11.4.1)

äå β, γ � äîäàòíi ïàðàìåòðè;
1

γ
� ñåðåäíié ÷àñ õâîðîáè.

Ñèñòåìà (11.4.1) � öå êëàñè÷íà ìîäåëü Êåðìàêà�Ìàêêåíäðiêà
(Gray McKendrik, 1876�1943, âèäàòíèé øîòëàíäñüêèé åïiäåìiîëîã,
William Kermack, 1898�1970, øîòëàíäñüêèé áiîõiìiê, � ââàæàþòü-
ñÿ òâîðöÿìè ìàòåìàòè÷íî¨ åïiäåìiîëîãi¨). �¨ ùå íàçèâàþòü SIR-
ìîäåëëþ.

Çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (11.4.1) â ïàêåòi MathCad ïðè ïî-
÷àòêîâèõ óìîâàõ S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0, R(0) = R0 ≥ 0
çîáðàæåíi íà ðèñ. 11.2, à.

Ïðîâåäåìî äåÿêi àíàëiòè÷íi äîñëiäæåííÿ. Ç ïåðøîãî òà äðóãî-
ãî ðiâíÿíü öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ìî

dI

dS
= −(βS − γ)I

βSI
= −1 +

σ

S
, σ =

γ

β
. (11.4.2)

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè, çíàõîäèìî

I + S − σ lnS = I0 + S0 − σ lnS0.

Öå ¹ ïåðøèé iíòåãðàë ñèñòåìè (11.4.1). Çà éîãî äîïîìîãîþ ìîæíà
ïîáóäóâàòè ôàçîâi êðèâi íà ïëîùèíi (S, I) (ðèñ. 11.2, à). Îñêiëüêè
òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (11.4.1) íåçàëåæíå i Ṡ(t) ≤ 0, òî ôàçîâèì
ïðîñòîðîì ìîæíà ââàæàòè òðèêóòíèê, çàäàíèé ñïiââiäíîøåííÿì
S(t) + I(t) ≤ N .

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (11.4.1) âèïëèâà¹, ùî êiëüêiñòü
çàðàæåíèõ ñïî÷àòêó çðîñòà¹ (öå óìîâà ïî÷àòêó åïiäåìi¨), ÿêùî
βS0 − γ > 0 àáî S0σ−1 > 1, ïîòiì ïðè S0 = σ äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñè-

ìàëüíîãî çíà÷åííÿ Imax = I0+S0−σ+σ ln
σ

S0
, à ÿêùî S0σ−1 < 1,

òî êiëüêiñòü çàõâîðiëèõ ìîíîòîííî çìåíøó¹òüñÿ äî íóëÿ. Âèêî-
íàéòå ñòðîãå äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó.
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à

á
Ðèñ. 11.2. Êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ ñèñòåìè (11.4.1):

à � äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi çäîðîâèõ S(t), çàõâîðiëèõ I(t) òà òèõ,
õòî ïåðåíiñ çàõâîðþâàííÿ é îäóæàâ R(t); á � ôàçîâèé ïîðòðåò

SIR-ìîäåëi íà ïëîùèíi (S, I)

Ç ïåðøîãî òà òðåòüîãî ðiâíÿíü ñèñòåìè (11.4.1) ìà¹ìî

dS

dR
= −S

σ
⇒ S = S0 exp

(
− R

σ

)
. (11.4.3)

Îñêiëüêè I(t) → 0 ïðè t→ ∞ i R(∞) = N −S(∞), òî äëÿ çíàõîä-
æåííÿ êiëüêîñòi òèõ, õòî íå çàõâîðiâ, îäåðæó¹ìî òðàíñöåíäåíòíå
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ðiâíÿííÿ

S(∞) = S0 exp
(
− N − S(∞)

σ

)
.

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ çàâæäè ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íà ïðîìiæêó (0, σ) (äî-
âåäiòü).

Ó ðiâíÿííi äëÿ S(∞) ïåðåéäåìî âiä àáñîëþòíèõ âåëè÷èí äî

âiäíîñíèõ, à ñàìå: ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó z =
S(∞)

N
(çíà÷åííÿ z

ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ÷àñòêó çäîðîâèõ S, ÿêi íå ïiäõîïèëè iíôåê-
öiþ). ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ïðè t = 0 S0 = N , òî îäåðæèìî

z = e−R0(1−z), (11.4.4)

äå R0 = S0σ
−1. Ðiâíÿííÿ (11.4.4) � öå ñòàíäàðòíå ðiâíÿííÿ äëÿ

ôiíàëüíîãî ðîçìiðó åïiäåìi¨, ÿêå ñïðàâåäëèâå íå òiëüêè â ðàì-
êàõ ìîäåëi (11.4.1), à é ó áàãàòüîõ iíøèõ âèïàäêàõ. Âåëè÷èíà R0

íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíèì ðåïðîäóêòèâíèì ÷èñëîì i îïèñó¹ ñåðåäíþ
êiëüêiñòü çàðàæåíèõ îäíèì õâîðèì, ÿêèé ïîòðàïèâ ó öiëêîâèòî
çäîðîâó ïîïóëÿöiþ. R0 õàðàêòåðèçó¹ iìóíiòåò óñi¹¨ ïîïóëÿöi¨, à íå
îäíi¹¨ îñîáèíè.

Î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ (11.4.4) ìà¹ êîðiíü z = 1, àëå íàñ öiêà-
âèòü êîðiíü, ùî çíàõîäèòüñÿ â ìåæàõ âiä íóëÿ äî îäèíèöi. Ëåãêî
ïîáà÷èòè, ùî êîðiíü z∗ ∈ (0, 1) iñíó¹ ïðè R0 > 1 (ïåðåâiðòå).

Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ìîæíà òðàêòóâàòè òàê: íåõàé ìè ìà¹ìî
÷èñëåííó ïîïóëÿöiþ, âñi iíäèâiäóìè ÿêî¨ ìàþòü îäíàêîâi õàðàêòå-
ðèñòèêè âðàçëèâîñòi, òîäi â òàêî¨ ïîïóëÿöi¨ êiëüêiñòü iíäèâiäóìiâ,
ùî íå ïiäõîïèëè iíôåêöiþ, íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Öå îçíà÷à¹, ùî åïi-
äåìiÿ íå �êîñèòü� óñiõ i òîìó ïîïóëÿöiÿ çìîæå âiäðîäèòèñÿ.

Òàêèì ñïîñîáîì îäåðæó¹òüñÿ îäèí iç âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ìà-
òåìàòè÷íî¨ åïiäåìiîëîãi¨: ïîðîãîâà òåîðåìà.

Òåîðåìà. Íåõàé ïðîöåñ ðîçïîâñþäæåííÿ iíôåêöiéíî¨ õâîðî-
áè â ïîïóëÿöi¨ îïèñó¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ (11.4.1). Òîäi
ñïàëàõ åïiäåìi¨ â ïîïóëÿöi¨ âiäáóâà¹òüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
îñíîâíå ðåïðîäóêòèâíå ÷èñëî R0 > 1. Iíàêøå iíôåêöiÿ íå ïåðå-
òâîðþ¹òüñÿ â åïiäåìiþ i øâèäêî çíèêà¹.

ßêùî R0 > 1, òî ðîçìið ïîïóëÿöi¨ âðàçëèâèõ, ÿêi íå áóëè çà-
ðàæåíi â ïðîöåñi åïiäåìi¨, äà¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (11.4.4).

Ïðè R0 = 0, 5 ìàéæå äîñòîâiðíî, ùî íå áóäå åïiäåìi¨.
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Çàóâàæèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà íå òiëüêè äëÿ ïðîñòi-
øî¨ ìîäåëi (11.4.1), àëå é äëÿ áàãàòüîõ iíøèõ âèïàäêiâ.

Ç ðiâíÿííÿ (11.4.4) ìîæíà îöiíèòè R0 äëÿ ðiçíèõ õâîðîá, ÿêùî
âiäîìà ÷àñòèíà ïîïóëÿöi¨, ÿêà çàëèøèëàñÿ çäîðîâîþ

R0 =
ln z∗

z∗ − 1
.

Íàïðèêëàä, äëÿ êðàñíóõè R0 = 6, 4; äëÿ âiñïè � 4,0; äëÿ ãðèïó �
R0 = 1, 44. Òóò ìîæíà îäåðæàòè öiêàâèé âèñíîâîê.

ßêùî âiäîìà îöiíêà îñíîâíîãî ðåïðîäóêòèâíîãî ÷èñëà, òî ïðè
âàêöèíàöi¨ ïîïóëÿöi¨ íåìà¹ íåîáõiäíîñòi ðîáèòè ùåïëåííÿ âñiì ií-
äèâiäóìàì, ùîá óíèêíóòè ìîæëèâî¨ åïiäåìi¨. Íåîáõiäíî ïðèâèòè
iìóíiòåò òàêié ÷àñòèíi p ïîïóëÿöi¨, ùîá R0 ñòàëî ìåíøèì çà îäè-
íèöþ, òîáòî

N − pN

σ
< 1 ⇒ p > 1− σ

N
⇒ p > 1− 1

R0
.

Îòæå, äëÿ óíèêíåííÿ åïiäåìi¨ ïîòðiáíî âàêöèíóâàòè òiëüêè
÷àñòèíó ïîïóëÿöi¨ (äëÿ âiñïè 70�80 %, äëÿ ãðèïó 31 %).

Çàóâàæèìî, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ âäà¹òüñÿ ïiäiáðàòè ïàðà-
ìåòðè ìîäåëi (11.4.1) òàê, ùî òåîðåòè÷íi êðèâi äîñòàòíüî òî÷íî
âiäîáðàæàþòü ðåàëüíó äèíàìiêó õâîðîáè.

Äàëi äëÿ ìîäåëi (11.4.1) ìîæíà ââîäèòè òàêi óçàãàëüíåííÿ:
� âðàõóâàòè ðiçíèé ñòóïiíü ñïðèéíÿòòÿ çàõâîðþâàííÿ;
� âðàõóâàòè ðiçíó ÷àñòîòó êîíòàêòiâ ìiæ îêðåìèìè iíäèâiäó-

ìàìè;
� çàìiíèòè ÷ëåí βSI òðîôi÷íîþ ôóíêöi¹þ ç íàñè÷åííÿì;
� âðàõóâàòè ñòîõàñòè÷íiñòü ïðîöåñó ðîçïîâñþäæåííÿ iíôåêöié

òà ií.

11.5. Ìîäåëi óïðàâëiííÿ åïiäåìi÷íèì ïðîöåñîì

Äëÿ çìåíøåííÿ íàñëiäêiâ iíôåêöiéíîãî çàõâîðþâàííÿ çàñòîñî-
âóþòü òàêi ìåòîäè êåðóâàííÿ åïiäåìi÷íèì ïðîöåñîì:

� âàêöèíàöiÿ;
� ââåäåííÿ êàðàíòèíó;
� içîëÿöiÿ õâîðèõ;
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� õiìiîïðîôiëàêòèêà (çàñòîñóâàííÿ õiìi÷íèõ çàñîáiâ çàõèñòó)
òîùî.

Âàêöèíàöiÿ ïåðåâîäèòü iíäèâiäóìiâ ç ãðóïè âðàçëèâèõ S ó
ãðóïó iìóííèõ R (ðèñ. 11.3).

Ñõåìà ïðîöåñó ç âàêöèíàöi¹þ íàâåäåíà íà ðèñ. 11.3.
Íåõàé u � iíòåíñèâíiñòü âàêöèíàöi¨ (êiëüêiñòü iíäèâiäóìiâ,

ÿêèì ðîáèëè ùåïëåííÿ çà îäèíèöþ ÷àñó). Äîïîâíèìî SIR-ìîäåëü
ñêëàäîâîþ u, îäåðæèìî

dS

dt
= −βSI − u,

dI

dt
= βSI − γI,

dR

dt
= γI + u, S + I +R = N = const.

Îñêiëüêè âàêöèíàöiÿ ïðîâîäèòüñÿ äî ïî÷àòêó ìàñîâîãî çàõâîðþ-
âàííÿ, òî

u =

{
u ïðè 0 < t < T,
0 ïðè t ≥ T,

äå T � òðèâàëiñòü ïðîöåñó âàêöèíîïðîôiëàêòèêè.
Çàïèøåìî ìîäåëü iç êàðàíòèíîì. Êàðàíòèí � öå içîëÿöiÿ âðàç-

ëèâèõ iç ìåòîþ ïåðåøêîäæàííÿ ïåðåíåñåííþ iíôåêöi¨ âiä õâîðèõ
äî çäîðîâèõ. Íåõàé uk � iíòåíñèâíiñòü êàðàíòèííèõ çàõîäiâ, Nk

� êiëüêiñòü içîëüîâàíèõ îñiá, òîäi ìîäåëü ðîçâèòêó åïiäåìi¨ ìà¹
âèãëÿä 

dS

dt
= −βSI − uk,

dI

dt
= βSI − γI,

dR

dt
= γI,

dNk

dt
= uk, S + I +R+Nk = N = const.
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Ðèñ. 11.3. Ñõåìà ïîòîêiâ iíäèâiäóìiâ ïðè âàêöèíàöi¨

Ïðè içîëÿöi¨ õâîðèõ ñõåìà ïîòîêiâ iíäèâiäóìiâ ìà¹ âèãëÿä, çîá-
ðàæåíèé íà ðèñ. 11.4.

Ðèñ. 11.4. Ñõåìà ïîòîêiâ iíäèâiäóìiâ ïðè içîëÿöi¨ õâîðèõ

Ìîäåëü ç içîëÿöi¹þ õâîðèõ çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

dS

dt
= −βSI,

dI

dt
= βSI − γI − uL,

dR

dt
= γI + γIL,

dIL
dt

= uL − γIL.

11.6. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

11.1. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, ùî îïèñó¹ äiþ ëiêiâ íà çàðàæåíi
âiðóñîì êëiòèíè îðãàíiçìó, çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

ṁ = rm
(
1− m

k

)
− γmf(h), m(0) = m0,

äå m � êiëüêiñòü çàðàæåíèõ êëiòèí; f(h) � ôóíêöiÿ òåðàïi¨, ùî çà-
ëåæèòü âiä ïàðàìåòðà h, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ åôåêòèâíiñòü äi¨ ëiêiâ;
r, k, γ � äîäàòíi êîíñòàíòè. Çàìiíîþ çìiííèõ çâåñòè öå ðiâíÿííÿ
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äî áåçðîçìiðíîãî âèãëÿäó. Äîñëiäèòè äèíàìiêó m(t) ïðè ðiçíèõ h:

à) f(h = h); á) f(h) =
h

1 + δh
, δ = const > 0; â) f(h) = he−δh,

δ = const > 0.
11.2. Çàñòîñîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (11.4.2) òà (11.4.3), çíàéäiòü

íàáëèæåíî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (11.4.1) â àíàëiòè÷íîìó
âèãëÿäi. Îñíàñòèâøè ìîäåëü ÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ
i çàñòîñîâóþ÷è çàñîáè ïàêåòà Mathcad, ïîáóäóâàòè ãðàôiêè çà-
ëåæíîñòåé S(t), I(t), R(t) òà ôàçîâi òðà¹êòîði¨. Ïîðiâíÿòè îäåð-
æàíi ðåçóëüòàòè ç íàáëèæåíèìè òåîðåòè÷íèìè. Âêàçiâêà. Äëÿ
iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ íåîáõiäíî íåëiíiéíi ôóíêöi¨ ðîçêëàñòè â ðÿä
Òåéëîðà â îêîëi íóëÿ i â ðîçêëàäi îáìåæèòèñÿ ÷ëåíàìè äðóãîãî
ñòåïåíÿ.

11.3. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü, ÿêà îïèñó¹ ðîçïîâñþäæåííÿ âåíå-
ðè÷íèõ çàõâîðþâàíü. Äëÿ ïðîñòîòè ââàæàòèìåìî, ùî ìîæëèâi
òiëüêè ãåòåðîñåêñóàëüíi êîíòàêòè, à ïîïóëÿöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
âçà¹ìîäiþ÷èõ ãðóï � ÷îëîâiêiâ i æiíîê. Îòæå, îñíîâíà âiäìiííiñòü
öi¹¨ ìîäåëi âiä SIR-ìîäåëi � öå ïðèïóùåííÿ ïðî äâi ïîïóëÿöi¨,
â ÿêèõ êîíòàêòè âiäáóâàþòüñÿ òiëüêè ç îñîáèíàìè ïðîòèëåæíî¨
ñòàòi.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S1, I1, S2, I2 � êiëüêiñòü çäîðîâèõ i õâîðèõ
÷îëîâiêiâ i æiíîê âiäïîâiäíî. Äëÿ áiëüøîñòi âåíåðè÷íèõ çàõâîðþ-
âàíü ïåðåõâîðiëèé íå íàáóâà¹ iìóíiòåòó, òîìó íåîáõiäíî âðàõîâó-
âàòè ïåðåõiä ïåðåõâîðiëèõ ó êëàñ çäîðîâèõ. Äiàãðàìà ïåðåäàâàííÿ
iíôåêöi¨ òà åâîëþöi¨ çàõâîðiëèõ ìà¹ âèãëÿä

Òàêà ìîäåëü íàçèâà¹òüñÿ ïåðåõðåñíîþ SIS-ìîäåëëþ. Ñèñòåìà
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü SIS-ìîäåëi ìà¹ âèãëÿä

Ṡ1 = −β1S1I2 + γ1I1, Ṡ2 = −β2S2I1 + γ2I2,

İ1 = β1S1I2 − γ1I1, İ2 = β2S2I1 − γ2I2, (11.6.1)

äå β1, β2, γ1, γ2 � äîäàòíi ïàðàìåòðè.
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Ïðèïóñòèìî, ùî çàãàëüíà êiëüêiñòü ÷îëîâiêiâ òà æiíîê çàëè-
øà¹òüñÿ ñòàëîþ

S1 + I1 = N1 = const, S2 + I2 = N2 = const,

òîäi ñèñòåìó ìîæíà çâåñòè äî äâîõ ðiâíÿíü âiäíîñíî I1, I2:

İ1 = β1(N1 − I1)I2 − γ1I1,

İ2 = β2(N2 − I2)I1 − γ2I2.

Âiäïîâiäíî äî âèçíà÷åííÿ ÷èñëà R0 i ïðèïóùåíü ó ìîäåëi (11.6.1)

ìà¹ìî, ùî îäèí ÷îëîâiê çàðàæà¹N2
β2
γ2

æiíîê, à îäíà æiíêà � N1
β1
γ1

÷îëîâiêiâ, òîáòî R0 =

√
N1β1
γ1

· N2β2
γ2

.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi íåòðèâiàëüíîãî ñòàöiîíàðíîãî
ñòàíó, äîñëiäæåííi éîãî íà ñòiéêiñòü.

Íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî çíà÷åííÿ R0 = 1 áiôóðêàöiéíå â ìî-
äåëi (11.6.1). Îñíàñòèâøè ïàðàìåòðè ìîäåëi (11.6.1) ÷èñëîâèìè
çíà÷åííÿìè, çíàéòè ¨¨ ðîçâ'ÿçêè â ñèñòåìi Mathcad.

11.4. ßêùî ñåðåäíié ÷àñ òðèâàëîñòi õâîðîáè äîñèòü ìàëèé
ïîðiâíÿíî ç ñåðåäíiì ÷àñîì çìiíè ïîêîëiíü, òî â SIR-ìîäåëi ìîæíà
íå âðàõîâóâàòè ïðîöåñè äåìîãðàôi¨. Îäíàê äåÿêi õâîðîáè öèðêó-
ëþþòü ó ïîïóëÿöi¨ óïðîäîâæ áàãàòüîõ ðîêiâ, òîìó â ìîäåëi íåîá-
õiäíî âðàõóâàòè äåìîãðàôi÷íi ïðîöåñè â ÿâíîìó âèãëÿäi. Â äî-
äàòîê äî ïðèïóùåíü, ÿêi áóëè çðîáëåíi ïðè ïîáóäîâi SIR-ìîäåëi,
ïðèïóñòèìî, ùî ñìåðòíiñòü ó ïîïóëÿöi¨ ïîâíiñòþ çðiâíîâàæó¹ íà-
ðîäæóâàíiñòü i âñi íîâîíàðîäæåíi àáñîëþòíî çäîðîâi. Îäåðæèìî
òàêó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü:

Ṡ = µN − βSI − µS,

İ = βSI − γI − µI,

Ṙ = γI − µR,

äå µ � êîíñòàíòà, ùî çàäà¹ êîåôiöi¹íò ñìåðòíîñòi i íàðîäæóâàíî-
ñòi. Ïðèïóñòèìî, ùî N = S(t) + I(t) + R(t) = const äëÿ áóäü-
ÿêîãî t, òîäi òðåò¹ ðiâíÿííÿ çàéâå, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî t:
R(t) = N − S(t)− I(t).
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Ïîêàçàòè, ùî îñíîâíå ðåïðîäóêòèâíå ÷èñëî ìà¹ âèãëÿä R0 =
βN

γ + µ
. Äîñëiäèòè ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè. Îñíàñòèâøè ÷èñ-

ëîâèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðè ñèñòåìè, ïðîâåñòè ÷èñëîâi åêñïå-
ðèìåíòè ç ìîäåëëþ.

11.5. Äëÿ SIR-ìîäåëi ðîçãëÿíóòè âèïàäîê íàÿâíîñòi äâîõ
øëÿõiâ ïåðåäàâàííÿ iíôåêöi¨: áåçïîñåðåäíüî âiä çàðàæåíèõ ïðè
êîíòàêòàõ i âiä äåÿêîãî äæåðåëà iíôåêöi¨ (çîêðåìà, âîäîéìèùå).
Ðîçâèòîê ïðîöåñó îïèñó¹òüñÿ äiàãðàìîþ, ùî íàâåäåíà íà ðèñ. 11.5.

Ðèñ. 11.5. Ñõåìà ïåðåäàâàííÿ iíôåêöi¨ äâîìà øëÿõàìè

Ðiâíÿííÿ ðîçâèòêó åïiäåìi¨ â öüîìó âèïàäêó ìàþòü âèãëÿä

dS

dt
= −βSI − dKI,

dI

dt
= βSI + dKI − γI,

dR

dt
= γI,

dK

dt
= cI − δK.

Òóò βSI � iíòåíñèâíiñòü çàðàæåííÿ âðàçëèâèõ S ó êîíòàêòi iç çà-
ðàæåíèìè I; dKI � iíòåíñèâíiñòü çàðàæåííÿ âiä äæåðåëà iíôåêöi¨;
K � êîíöåíòðàöiÿ çáóäíèêà â öüîìó äæåðåëi; cI � iíòåíñèâíiñòü ðî-
ñòó êîíöåíòðàöi¨ çáóäíèêà; δK � iíòåíñèâíiñòü ïðèðîäíîãî ñïàäó

êîíöåíòðàöi¨; δ =
1

T
, äå T � õàðàêòåðíèé ÷àñ iñíóâàííÿ çáóäíè-

êà â äæåðåëi iíôåêöi¨. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî S + I + R = N = const.
Âèêîíàòè äîñëiäæåííÿ ìîäåëi â ïàêåòi Mathcad, îñíàñòèâøè ïà-
ðàìåòðè ñèñòåìè ÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè. Âèêîíàòè äåÿêi ÿêiñíi
äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè.
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11.6. (SIRS-ìîäåëü). Äëÿ áàãàòüîõ çàõâîðþâàíü ïðèðîäíiøå
ïðèïóñòèòè, ùî ïåðåõâîðiëèé iíäèâiäóóì iç ÷àñîì ïåðåéäå â ãðóïó
çäîðîâèõ i ìîæå çíîâó ïiäõîïèòè iíôåêöiþ. Òîìó åâîëþöiþ ïðî-
öåñó îïèñó¹ äiàãðàìà

S −→ I −→ R −→ S.

Çàïèñàòè ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ öi¹¨ ìîäåëi. Ïî-

êàçàòè, ùî ÷èñëî R0 =
N

σ
, ÿê i äëÿ ñèñòåìè (11.4.1). Âèâ÷èòè

äèíàìiêó ðîçâ'ÿçêiâ îäåðæàíî¨ ñèñòåìè àíàëiòè÷íèìè òà ÷èñëîâè-
ìè ìåòîäàìè.

11.7. (SEIR-ìîäåëü). Áàãàòî çàõâîðþâàíü ìàþòü iíêóáàöiéíèé
ïåðiîä, òîáòî iíäèâiäóóì, ùî ïiäõîïèâ iíôåêöiþ, ñòà¹ ¨¨ ðîçïî-
âñþäæóâà÷åì ëèøå ÷åðåç äåÿêèé ÷àñ. Öåé åôåêò ìîæíà âðàõóâà-
òè øëÿõîì ââåäåííÿ â ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ãðóïè çàðàæåíèõ, ÿêi
ùå íå ðîçïîâñþäæóþòü iíôåêöi¨, êiëüêiñòü ÿêèõ ïîçíà÷èìî ÷åðåç
E(t), òîäi

Ṡ = −βSI,

Ė = βSI − θE,

İ = θE − γI,

Ṙ = γI,

β, θ, γ � äîäàòíi ïàðàìåòðè; θ =
1

TL
, γ =

1

TB
, äå TL � òðèâàëiñòü

iíêóáàöiéíîãî ïåðiîäó, TB � õàðàêòåðíà òðèâàëiñòü õâîðîáè.
Ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ìîäåëi. ×îìó äîðiâíþ¹ R0 äëÿ öi¹¨

ìîäåëi? Çàïèñàòè óìîâè âèíèêíåííÿ åïiäåìi¨. Äîïîâíèòè öþ ìî-
äåëü çâîðîòíèì ïîòîêîì iç ãðóïè E â ãðóïó S, ùî âiäïîâiäà¹ çàâåð-
øåííþ iíêóáàöiéíîãî ïðîöåñó â ïî÷àòêîâié ñòàäi¨. Öå âiäáóâà¹òüñÿ
çà íàÿâíîñòi ñèëüíîãî iìóíiòåòó, ùî ìîæå ïåðåáîðîòè iíôåêöiéíèé
ïðîöåñ ó ïî÷àòêîâié ñòàäi¨.

11.8. (SEIRS-ìîäåëü). Óçàãàëüíèòè SEIR ìîäåëü íà âèïàäîê,
êîëè ïåðåõâîðiëèé iíäèâiäóóì ïåðåõîäèòü ó ãðóïó çäîðîâèõ, àëå
ìîæå ïiäõîïèòè iíôåêöiþ ÷åðåç ãåíåòè÷íèé äðåéô çáóäíèêà àáî
óíàñëiäîê ïîñëàáëåííÿ iìóíiòåòó.
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Âèêîíàòè äîñëiäæåííÿ ìîäåëi â ïëàíi çàäà÷ 11.5 òà 11.6 â ïà-
êåòi Mathcad, îñíàñòèâøè ïàðàìåòðè ñèñòåìè ÷èñëîâèìè çíà÷åí-
íÿìè. Âèêîíàòè ÿêiñíi äîñëiäæåííÿ îäåðæàíî¨ ìîäåëi.

11.9. Ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ çìiíó êiëüêîñòi ñòâîëîâèõ êðîâå-
òâîðíèõ êëiòèí (ÑÊÊ) êiñòêîâîãî ìîçêó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

dS

dt
= a(S)S − b(S)S,

äå S(t) � êiëüêiñòü ÑÊÊ â ìîìåíò ÷àñó t, a(S) � øâèäêiñòü ïðîëi-
ôåðàöi¨ ÑÊÊ, b(S) � øâèäêiñòü êîììiòàöi¨. Åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi
ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî çàëåæíiñòü øâèäêîñòi ïðîëiôåðàöi¨ âiä êiëü-

êîñòi êëiòèí S ìà¹ âèãëÿä a(S) =
amax

1 +KSn
, äå K, n � êîíñòàíòè.

Íà ïåðøîìó åòàïi ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî òiëüêè êiëüêiñòü ÑÊÊ
âïëèâà¹ íà øâèäêiñòü ïðîëiôåðàöi¨, à b(S) ¹ ñòàëîþ. Âèçíà÷èòè
äèíàìiêó ÑÊÊ. Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ìîäåëi òà äîñëiäèòè
¨õ íà øâèäêiñòü.

Ëiòåðàòóðà: [25, 29, 36, 51, 62].
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Ðîçäië 12. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi â åêîíîìiöi

12.1. Îñîáëèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ
åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì

Ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè, ùî çàðåêîìåíäóâàëè ñåáå ó ôiçèöi òà ií-
øèõ ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ, iç ÷àñîì çíàéøëè óñïiøíå çàñòîñóâàí-
íÿ é ó ãóìàíiòàðíèõ íàóêàõ, çîêðåìà â åêîíîìiöi. Åêîíîìiêî-
ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ â íàø ÷àñ ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ iíñòðó-
ìåíòiâ åêîíîìi÷íîãî àíàëiçó.

Ïðî ðîëü i çíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïðè äîñëiä-
æåííi çàäà÷ åêîíîìiêè êðàùå çà âñå ãîâîðèòü òîé ôàêò, ùî ïðàê-
òè÷íî âñi ëàóðåàòè Íîáåëiâñüêî¨ ïðåìi¨ ç åêîíîìiêè çàñòîñîâóâàëè
ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â ñâî¨õ íàóêîâèõ äîñëiäæåí-
íÿõ.

Âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ â åêîíîìi÷íèõ çàäà÷àõ
äàëî çìîãó ñôîðìóëþâàòè îáëàñòü åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ìî-
äåëþâàííÿ, ÿêà äà¹ ìîæëèâiñòü:

• âèäiëÿòè é ôîðìàëüíî îïèñóâàòè íàéáiëüø iñòîòíi çâ'ÿçêè
åêîíîìi÷íèõ îá'¹êòiâ;

• ç ïîáóäîâàíèõ ìîäåëüíèõ ñïiââiäíîøåíü øëÿõîì îáðîáêè
âèõiäíî¨ iíôîðìàöi¨ îòðèìóâàòè íîâi çíàííÿ ïðî îá'¹êò, äîñëiä-
æóâàòè çàëåæíîñòi ìiæ ïàðàìåòðàìè, ùî îïèñóþòü öåé îá'¹êò;

• êîìïàêòíî ôîðìóëþâàòè îñíîâíi ïîëîæåííÿ é âèñíîâêè åêî-
íîìi÷íî¨ òåîði¨;

• ðîçðîáëÿòè ñòðàòåãiþ óïðàâëiííÿ åêîíîìi÷íèìè îá'¹êòàìè
òîùî.

Åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ñêëàäàþòüñÿ ç ðiâíÿíü i íåðiâ-
íîñòåé, ùî ìiñòÿòü çìiííi òà ïàðàìåòðè, ÿêi îïèñóþòü åêîíîìi÷íi
ïðîöåñè òà ÿâèùà. Òàêi ìîäåëi íåîáõiäíi ñïåöiàëiñòàì äëÿ êðàùîãî
ðîçóìiííÿ åêîíîìi÷íèõ ïðîöåñiâ, à òàêîæ äëÿ àíàëiçó òà óïðàâëií-
íÿ åêîíîìi÷íèìè ïðîöåñàìè.

Ó çàëåæíîñòi âiä åêîíîìi÷íèõ çàâäàíü ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ìà-
þòü ðiçíó ïðèðîäó. Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàéâàæëèâiøèõ ôàêòîðiâ,
ùî âèçíà÷àþòü ðåçóëüòàòè ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè,
ÿê ïðàâèëî, áóäóþòü åêîíîìåòðè÷íi ìîäåëi; äëÿ àíàëiçó ¨¨ ðîç-
âèòêó â ðåêòðîñèñòåìi � áàëàíñîâi ìîäåëi; äëÿ âèðîáëåííÿ ïðî-
ãíîçiâ � äèíàìi÷íi ìîäåëi, äëÿ äåòàëüíî¨ ïðîðîáêè áiçíåñ-ïëàíiâ
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� ìîäåëi áiçíåñ-ïðîöåñiâ. �äèíî¨ óíiâåðñàëüíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìî-
äåëi åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ àêòóàëüíèõ çàäà÷ íå
iñíó¹. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíà ðîçðîáêà ïðèíöèïîâî íîâîãî åêîíîìiêî-
îði¹íòîâàíîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó. Ïðèíöèïîâà ñêëàäíiñòü ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî åêîíîìi÷íà ñèñòåìà çäàòíà ñàìîðîçâèâàòèñÿ.
Êðiì öüîãî, åêîíîìi÷íi ñèñòåìè ìiñòÿòü ñîöiàëüíî-ïñèõîëîãi÷íi
ôàêòîðè, ÿêi ïîãàíî ïiääàþòüñÿ ôîðìàëiçàöi¨. Òîìó îñíîâó ìàòå-
ìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ åêîíîìi÷íèõ ïðîöåñiâ ñêëàäàþòü ïðèí-
öèïè ìîäåëþâàííÿ ïðèðîäè, ÿêi äàþòü çìîãó âiäíîñíî ïðîñòî áó-
äóâàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi âèðîáíè÷íî-òåõíîëîãi÷íîãî, ÷àñòêîâî
ôiíàíñîâîãî, ñîöiàëüíî-äåìîãðàôi÷íîãî ðiâíiâ.

Äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé åêîíîìiêè, íà âiäìiíó âiä
ïðèðîäíè÷èõ íàóê, íå iñíó¹ òàê áàãàòî ôóíäàìåíòàëüíèõ çàêîíiâ.
Àëå òàêi ôóíäàìåíòàëüíi òâåðäæåííÿ ïðèðîäè, ÿê çàêîí çáåðå-
æåííÿ åíåðãi¨, çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñ, áåçïåðå÷íî, ïåðåíîñÿòüñÿ â
åêîíîìiêó ÿê áàëàíñîâi ñïiââiäíîøåííÿ.

Ïðèêëàäîì âiäíîñíî ïðîñòîãî áàëàíñîâîãî ñïiââiäíîøåííÿ ¹
ìiæãàëóçåâà ìîäåëü Ëåîíòü¹âà, ÿêà íà ïðàêòèöi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
ïåðåäóñiì â çàäà÷àõ êðóïíîìàñøòàáíîãî ïëàíóâàííÿ åêîíîìi÷íèõ
ïðîöåñiâ. Áiëÿ 100 êðà¨í ðîçðîáëÿëè áàëàíñè �çàòðàòè�âèïóñê�
çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ìîäåëi. Ó äåÿêèõ êðà¨íàõ ðîçðàõîâàíèé ïëàí
âèðîáíèöòâà äèðåêòèâíèé, à â iíøèõ � iíäèêàòèâíèé (¹ îði¹íòè-
ðîì íà ðàöiîíàëüíi äi¨). Äëÿ ñêëàäíiøèõ çàäà÷ ðîçðîáëÿþòüñÿ
ëþäèíî-ìàøèííi ñèñòåìè ïðèéíÿòòÿ åêîíîìi÷íèõ ðiøåíü.

12.2. Ìiæãàëóçåâi áàëàíñîâi ìîäåëi

12.2.1. Ôîðìàëiçàöiÿ ìîäåëi

Åôåêòèâíå ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìiêè ïåðåäáà÷à¹ íàÿâíiñòü áà-
ëàíñó ìiæ îêðåìèìè ãàëóçÿìè. Êîæíà ãàëóçü ïðè öüîìó âèñòóïà¹
äâîÿêî: ç îäíîãî áîêó, ÿê âèðîáíèê ïðîäóêöi¨; ç iíøîãî � ÿê ñïî-
æèâà÷ ïðîäóêöi¨, ùî âèðîáëåíà iíøèìè ãàëóçÿìè.

Ðîçðîáêà ìîäåëåé ìiæãàëóçåâîãî áàëàíñó íàëåæèòü îäíîìó ç
íàéâèäàòíiøèõ ó÷åíèõ ÕÕ ñò., ëàóðåàòó Íîáåëiâñüêîãî ïðåìi¨ çà
1972 ð. Âàñèëþ Ëåîíòü¹âó. Â ïðàöÿõ Ëåîíòü¹âà ìîäåëü ìiæãàëó-
çåâîãî áàëàíñó ç'ÿâèëàñÿ â 1936 ð. Âîíà áóäó¹òüñÿ çà òàêèõ ïðè-
ïóùåíü:
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• åêîíîìi÷íà ñèñòåìà (åêîíîìiêà êðà¨íè) ïðåäñòàâëåíà ñóêóï-
íiñòþ n ãàëóçåé i â êîæíié ãàëóçi iñíó¹ ¹äèíà òåõíîëîãiÿ âèðîá-
íèöòâà. Òàêi ãàëóçi íàçèâàþòüñÿ �÷èñòèìè� (íàïðèêëàä, ÷èñòèìè
ãàëóçÿìè ¹ ìàøèíîáóäóâàííÿ, åíåðãåòèêà, ñiëüñüêå ãîñïîäàðñòâî,
òîùî);

• êîæíà ãàëóçü âèðîáëÿ¹ ¹äèíèé îäíîðiäíèé ïðîäóêò i íå äî-
ïóñêà¹òüñÿ çàìiùåííÿ ó âèðîáíèöòâi îäíèõ âèäiâ ïðîäóêöi¨ iíøè-
ìè;

• âñÿ âèðîáëåíà âàëîâà ïðîäóêöiÿ ïîäiëÿ¹òüñÿ íà ïðîìiæíó òà
êiíöåâó;

• íîðìè âèðîáíè÷èõ çàòðàò íå çàëåæàòü âiä îáñÿãó âèãîòîâëå-
íî¨ ïðîäóêöi¨.

Ìiæãàëóçåâi áàëàíñè, çàëåæíî âiä îäèíèöü âèìiðþâàííÿ åêî-
íîìi÷íèõ ïîêàçíèêiâ, ìîæíà áóäóâàòè â íàòóðàëüíié (ì3, òîíè,
øòóêè òîùî), íàòóðàëüíî-âàðòiñíié òà âàðòiñíié ôîðìàõ.

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìiæãàëóçåâèé áàëàíñ ó âàðòiñíié ôîðìi.
Äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëi Ëåîíòü¹âà íàâåäåìî ñõåìó ìiæãàëóçåâîãî

áàëàíñó, ÿêà ïîêàçó¹ çâ'ÿçêè ìiæ ãàëóçÿìè (ðèñ. 12.1):
Ãàëóçi Ãàëóçi-ñïîæèâà÷i Êiíöåâà Âàëîâà

âèðîáíèêè 1 2 . . . n ïðîäóêöiÿ ïðîäóêöiÿ
1 x11 x12 . . . x1n y1 x1
2 x21 x22 . . . x2n y2 x2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

i xi1 xi2 . . . xin yi xi
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n xn1 xn2 . . . xnn yn xn
Óìîâíî-÷èñòà

ïðîäóêöiÿ z1 z2 . . . zn

n∑
i=1

yi =

n∑
j=1

zj

Âàëîâà ïðîäóêöiÿ x1 x2 . . . xn

Ðèñ. 12.1. Ñõåìà ìiæãàëóçåâîãî áàëàíñó

Çãiäíî ç öi¹þ ñõåìîþ, ðîçïîäië ïðîäóêöi¨ êîæíîãî åêîíîìi÷íî-
ãî àãåíòà â ìiæãàëóçåâîìó áàëàíñi êðà¨íè ìîæíà îïèñàòè ðiâíÿí-
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íÿì

xi =
n∑

j=1

xij + yi, i = 1, 2, . . . , n, (12.2.1)

äå xi � âàëîâà ïðîäóêöiÿ, âèðîáëåíà i-þ ãàëóççþ; xij � êiëüêiñòü
ïðîäóêöi¨ i-¨ ãàëóçi, ÿêà ñïîæèâà¹òüñÿ j-þ ãàëóççþ çà ïåâíèé ïå-
ðiîä ÷àñó (íàïðèêëàä, çà ðiê), òîáòî ðÿäîê xi1, xi2, . . . , xin îïèñó¹

ïîñòàâêè i-¨ ãàëóçi âñiì ãàëóçÿì åêîíîìiêè, òàê ùî
n∑

j=1

xij � öå ïðî-

äóêöiÿ âèðîáíè÷îãî ñïîæèâàííÿ (ïðîìiæíà ïðîäóêöiÿ); yi � êií-
öåâà ïðîäóêöiÿ i-¨ ãàëóçi, òîáòî ïðîäóêöiÿ íåâèðîáíè÷îãî ñïîæè-
âàííÿ, ÿêà âêëþ÷à¹ â ñåáå ïðèðiñò çàïàñiâ, îñîáèñòå ñïîæèâàííÿ
íàñåëåííÿ, âèòðàòè íà óòðèìàííÿ äåðæàâíîãî àïàðàòó, îáîðîíó,
îñâiòó òîùî.

Àíàëiçóþ÷è áàëàíñîâi òàáëèöi, Ëåîíòü¹â ïîêàçàâ, ùî êîëè íå
çìiíþ¹òüñÿ òåõíîëîãiÿ âèðîáíèöòâà, òî ìîæíà òàê ðîçáèòè âèðîá-
íèêiâ ïðîäóêöi¨ íà ãàëóçi, ùî âiäíîøåííÿ

xij
xj

= aij , i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n, (12.2.2)

ìîæóòü áóòè îöiíåíi ñòàòèñòè÷íî i ç äîñòàòíüîþ òî÷íiñòþ çàëèøà-
þòüñÿ ïîñòiéíèìè (ñëàáêî çàëåæàòü âiä ÷àñó), íå çâàæàþ÷è íà òå,
ùî ñàìi âåëè÷èíè xij , xj ìîæóòü ïî-ðiçíîìó çìiíþâàòèñÿ â ÷àñi.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ñòàëiñòü êîåôiöi¹íòiâ aij çáåðiãà¹òüñÿ ëè-
øå ïðè ãðóáié êëàñèôiêàöi¨ ãàëóçåé. Ó ÑØÀ ïiñëÿ äðóãî¨ ñâiòîâî¨
âiéíè ïiä êåðiâíèöòâîì Ëåîíòü¹âà áóëà ñêëàäåíà áàëàíñîâà òàá-
ëèöÿ, ùî ìiñòèòü 400 ãàëóçåé åêîíîìiêè. Ïðàêòèêà ïîêàçó¹, ùî
êîëè êiëüêiñòü ãàëóçåé ó áàëàíñi ïåðåâèùó¹ òèñÿ÷ó, òî ñïiââiäíî-
øåííÿ (12.2.2) ïåðåñòàþòü áóòè ñòiéêèìè. Ïðè÷èíà òàêîãî ÿâèùà
ùå íåâiäîìà.

Çíà÷åííÿ aij íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè ïðÿìèõ ìàòåðiàëü-
íèõ âèòðàò, âîíè ïîêàçóþòü âèòðàòè ïðîäóêöi¨ i-¨ ãàëóçi íà âè-
ðîáíèöòâî îäèíèöi ïðîäóêöi¨ j-¨ ãàëóçi, iíàêøå öå íîðìè âèòðàò.

Ç (12.2.2) ìà¹ìî, ùî xij = aijxj , òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (12.2.1)
íàáóâàþòü âèãëÿäó

xi =
n∑

j=1

aijxj + yi, i = 1, 2, . . . , n, (12.2.3)
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àáî â ìàòðè÷íié ôîðìi

x = Ax+ y, (12.2.4)

äå x = (x1, x2, . . . , xn)
T � âåêòîð âàëîâî¨ ïðîäóêöi¨; y =

(y1, y2, . . . , yn)
T � âåêòîð êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨; A = (aij)

n
i,j=1 � ìàò-

ðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðÿìèõ ìàòåðiàëüíèõ âèòðàò (ìàòðèöÿ Ëåîíòü-
¹âà).

Îòæå, âåêòîðè âàëîâèõ òà êiíöåâèõ âèïóñêiâ ïðîäóêöi¨
ïîâ'ÿçàíi ëiíiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì (12.2.4), ÿêå â åêîíîìi÷íî-
ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði ïðèéíÿòî íàçèâàòè ìîäåëëþ ìiæãàëó-
çåâîãî áàëàíñó (iíøà íàçâà � ìîäåëü Ëåîíòü¹âà, àáî ìîäåëü
�çàòðàòè�âèïóñê�).

Òàêi ìîäåëi ãîäÿòüñÿ çà óìîâ ñòàáiëüíî¨ åêîíîìiêè, êîëè åêîíî-
ìi÷íà ñèñòåìà åâîëþöiîíó¹ ïîâîëi. Äëÿ îïèñó êðèçîâèõ ïðîöåñiâ,
êîëè âåëèêi çìiíè â åêîíîìiöi âiäáóâàþòüñÿ çà ìàëi ïðîìiæêè ÷à-
ñó, òàêi ìîäåëi íåïðèäàòíi. Äèíàìiêó ñèñòåìè â öüîìó âèïàäêó
îïèñóþòü iíøi ìîäåëi.

Íàéãîëîâíiøîþ ÷àñòèíîþ ðîáîòè ïðè ñòâîðåííi ìîäåëi
(12.2.4), ÿê âiäçíà÷à¹ ñàì Ëåîíòü¹â, ¹ òðóäîìiñòêèé çáið äàíèõ
òà ïîáóäîâà ìàòðèöi A. Âîíà áóäó¹òüñÿ â ïðîöåñi äîâãîòðèâàëîãî
êðîïiòêîãî àíàëiçó ãîñïîäàðñüêèõ çâ'ÿçêiâ ó ñôåði âèðîáíèöòâà,
ðîçïîäiëó é ñïîæèâàííÿ ïðîäóêöi¨.

Äëÿ ôîðìóëè (12.2.4) ìîæíà îäèí ðàç ðîçðàõóâàòè åëåìåíòè
ìàòðèöi A é äàëi êîðèñòóâàòèñÿ íåþ äëÿ âñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêiâ
ìiæ âàëîâèì âèïóñêîì x i êiíöåâîþ ïðîäóêöi¹þ y.

Îñêiëüêè ìàòðèöþ A ââàæà¹ìî âiäîìîþ, òî â ðàìêàõ ñïiââiä-
íîøåííÿ (12.2.4) ìîæíà ðîçãëÿäàòè äâi çàäà÷i: 1) âåêòîð x �
âiäîìèé i ïîòðiáíî çíàéòè âåêòîð y (öå çàäà÷à çâiòíîãî áàëàí-
ñó); 2) âåêòîð y � ôiêñîâàíèé, à íåîáõiäíî ðîçðàõóâàòè âåêòîð
x (öå çàäà÷à ïëàíîâîãî áàëàíñó). Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå çà-
äà÷ó ïîáóäîâè ïëàíîâîãî áàëàíñó. Âîíà ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi
íåâiä'¹ìíîãî âåêòîðà âàëîâî¨ ïðîäóêöi¨ x, ùî çäàòíèé çàáåçïå÷èòè
íàïåðåä çàäàíèé âåêòîð êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨ y, ÿêèé, çà âèçíà÷åí-
íÿì, íåâiä'¹ìíèé.

Âèíèêà¹ çàäà÷à îá ðóíòóâàííÿ ìîäåëi ïëàíîâîãî áàëàíñó.
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Âèçíà÷åííÿ 12.2.1. Ìàòðèöÿ A ≥ 0 (âñi åëåìåíòè ÿêî¨
íåâiä'¹ìíi) íàçèâà¹òüñÿ ïðîäóêòèâíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåê-
òîðà y ≥ 0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x ≥ 0 ðiâíÿííÿ (12.2.4).

ßêùî A � ïðîäóêòèâíà, òî ìîäåëü Ëåîíòü¹âà òåæ íàçèâà¹òüñÿ
ïðîäóêòèâíîþ. Ïðîäóêòèâíà ìîäåëü Ëåîíòü¹âà � öå ìîäåëü åêî-
íîìiêè, ÿêà ìîæå iñíóâàòè ñàìîñòiéíî (âèðîáíè÷à ñèñòåìà ñàìà
áóäå ïðàöþâàòè).

Ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, ïðîáëåìà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (12.2.4) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òü-
ñÿ iñíóâàííÿì ìàòðèöi (E−A)−1, äå E � îäèíè÷íà n×n ìàòðèöÿ.
Îäíàê òiëüêè iñíóâàííÿ ìàòðèöi (E −A)−1 íå ãàðàíòó¹ äëÿ áóäü-
ÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî âåêòîðà y íåâiä'¹ìíiñòü âåêòîðà x, äå

x = (E −A)−1y. (12.2.5)

Çi ñïiââiäíîøåííÿ (12.2.5) âèäíî, ùî óìîâà ïðîäóêòèâíîñòi
ìàòðèöi åêâiâàëåíòíà iñíóâàííþ íåâiä'¹ìíî¨ ìàòðèöi B = (E −
A)−1, òîáòî ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ óìîâà (E −A)−1 ≥ 0.

Ìàòðèöþ B ïðè öüîìó íàçèâàþòü ìàòðèöåþ ïîâíèõ ìà-
òåðiàëüíèõ âèòðàò. Åëåìåíò bij � öå êiëüêiñòü âàëîâî¨ ïðîäóêöi¨
i-¨ ãàëóçi, ÿêà íåîáõiäíà äëÿ âèïóñêó îäèíèöi êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨
j-¨ ãàëóçi ç óðàõóâàííÿì ÿê ïðÿìèõ, òàê i íåïðÿìèõ (îïîñåðåäêî-
âàíèõ) âèòðàò.

12.2.2. Äîñëiäæåííÿ ìîäåëi Ëåîíòü¹âà

Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç ìîäåëi Ëåîíòü¹âà ïîâ'ÿçàíèé iç òåîði¹þ
íåâiä'¹ìíèõ ìàòðèöü. Íåâiä'¹ìíi ìàòðèöi ìîæíà ïîäiëèòè íà äâà
êëàñè: ðîçêëàäíi òà íåðîçêëàäíi ìàòðèöi. Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòi
òàêèõ ìàòðèöü.

Âèçíà÷åííÿ 12.2.2. Íåâiä'¹ìíà ìàòðèöÿ A = (aij)
k
i,j=1 íàçè-

âà¹òüñÿ ðîçêëàäíîþ, ÿêùî ìàòðèöþ A îäíî÷àñíîþ ïåðåñòàíîâêîþ
ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó

A =

(
A11 0
A21 A22

)
,

äå A11, A22 � êâàäðàòíi ìàòðèöi.
Óñi iíøi íåâiä'¹ìíi ìàòðèöi íàçèâàþòüñÿ íåðîçêëàäíèìè.
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ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi A1, A2, äå

A1 =

 a11 a12 0
a21 a22 0
a31 a32 a33

 , A2 =

 a11 a12 a13
a21 a22 0
a31 a32 a33

 .

Î÷åâèäíî, ùî A1 ¹ ðîçêëàäíîþ, à A2 � íåðîçêëàäíîþ.
Çàçíà÷èìî, ùî ðîçêëàäíiñòü òà íåðîçêëàäíiñòü ìàòðèöi ìàþòü

÷iòêó åêîíîìi÷íó iíòåðïðåòàöiþ. Ðîçêëàäíiñòü ìàòðèöi A îçíà÷à¹,
ùî iñíó¹ ãðóïà içîëüîâàíèõ ãàëóçåé, ÿêi ìîæóòü ôóíêöiîíóâàòè
íåçàëåæíî âiä iíøèõ ãàëóçåé. Ó âèïàäêó íåðîçêëàäíîñòi öi¹¨ ìàò-
ðèöi òàêî¨ ãðóïè ãàëóçåé íå iñíó¹.

Äëÿ òîãî, ùîá ñôîðìóëþâàòè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ïðî-
äóêòèâíîñòi ìîäåëi Ëåîíòü¹âà, ñëiä íàâåñòè äåÿêi ôàêòè ç òåîði¨
íåâiä'¹ìíèõ íåðîçêëàäíèõ ìàòðèöü.

Òåîðåìà 12.2.1 (òåîðåìà Ïåððîíà�Ôðîáåíióñà ïðî ñïåêòðàëü-
íi âëàñòèâîñòi íåâiä'¹ìíî¨ íåðîçêëàäíî¨ ìàòðèöi). Íåõàé A =
(aij)

n
i,j=1 � íåâiä'¹ìíà íåðîçêëàäíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, à Λ(A) =

{λ1, λ2, . . . , λm}, m ≤ n � ìíîæèíà ¨¨ âëàñíèõ çíà÷åíü. Òîäi â
ìíîæèíi Λ(A) ¹ òàêå ïðîñòå äiéñíå âëàñíå çíà÷åííÿ λA > 0, ùî
λA ≥ |λk|, k = 1, 2, . . . ,m, i öüîìó çíà÷åííþ âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé
(ç òî÷íiñòþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæíèêà) âëàñíèé âåêòîð xA > 0
(0 ∈ Rn) ç äîäàòíèìè êîîðäèíàòàìè.

Ó öüîìó âèïàäêó λA íàçèâàþòü ÷èñëîì Ôðîáåíióñà, à âåêòîð
xA � âåêòîðîì Ôðîáåíióñà ìàòðèöi A (AxA = λAxA). Çàçíà÷èìî,
ùî âåêòîð xA íàçèâàþòü ùå ïðàâèì âåêòîðîì Ôðîáåíióñà, îñêiëü-
êè iñíó¹ òàêîæ âåêòîð pA (pTAA = λAp

T
A àáî AT pA = λApA), ÿêèé

íàçèâàþòü ëiâèì âåêòîðîì Ôðîáåíióñà.
Äëÿ ïîðiâíÿííÿ íàâåäåìî òåîðåìó ïðî ñïåêòð äîâiëüíî¨

íåâiä'¹ìíî¨ ìàòðèöi.
Òåîðåìà 12.2.2. Íåõàé A � íåâiä'¹ìíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, à

Λ(A) � ìíîæèíà ¨¨ âëàñíèõ çíà÷åíü. Òîäi â ìíîæèíi Λ(A) ¹ òàêå
âëàñíå çíà÷åííÿ λA ≥ 0, ùî λA ≥ |λ|, λ ∈ Λ(A) i λA âiäïîâiäà¹
âëàñíèé âåêòîð xA ≥ 0.

Ç'ÿñóâàâøè çìiñò òà iñíóâàííÿ ôðîáåíióñîâèõ ÷èñåë i âåêòîðiâ,
ñôîðìóëþ¹ìî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ïðîäóêòèâíîñòi ìîäåëi
Ëåîíòü¹âà.
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Òåîðåìà 12.2.3 (êðèòåðié ïðîäóêòèâíîñòi ìîäåëi Ëåîíòü¹âà).
Äëÿ ïðîäóêòèâíîñòi ìîäåëi Ëåîíòü¹âà ç íåâiä'¹ìíîþ íåðîçêëàä-
íîþ ìàòðèöåþ A = (aij)

n
i,j=1 íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá ìàò-

ðèöÿ A ìàëà ôðîáåíióñîâå ÷èñëî λA < 1.
Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ïîêàæåìî, ùî ç óìîâè ïðîäóê-

òèâíîñòi ìîäåëi Ëåîíòü¹âà âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü λA < 1. Íåõàé
y > 0 � ïîòðiáíèé âåêòîð ïîïèòó. Òîäi iñíó¹ âåêòîð âàëîâîãî âè-
ïóñêó x ≥ 0, äëÿ ÿêîãî x − Ax = y. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x > Ax.
Íåõàé pA > 0 � ôðîáåíióñiâ âåêòîð ìàòðèöi A. Äîìíîæèìî îñòàí-
íþ íåðiâíiñòü ñêàëÿðíî íà âåêòîð pA, îäåðæèìî

(pA, x) > (pA, Ax) = (AT pA, x) = (λApA, x) = λA(pA, x).

Îñêiëüêè x ≥ 0, pA > 0, (pA, x) > 0, òî λA < 1. Òîáòî ìè äîâåëè,
ùî äëÿ òîãî, ùîá âåêòîð y áóâ ñòðîãî äîäàòíèì, íåîáõiäíî, ùîá
ìàòðèöÿ A ìàëà ôðîáåíióñîâå ÷èñëî λA < 1.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé λA < 1, ïîêàæåìî, ùî çâiäñè âèïëèâà¹
ïðîäóêòèâíiñòü ìîäåëi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xA ôðîáåíióñiâ âëàñíèé
âåêòîð ìàòðèöi A. Îñêiëüêè AxA = λAxA, xA > 0, 0 < λA < 1, òî

AkxA = Ak−1(AxA) = λA(A
k−1xA) = · · · = λkAxA

i
lim
k→∞

AkxA = lim
k→∞

λkAxA = 0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî xA > 0, Ak ≥ 0, ìà¹ìî

lim
k→∞

Ak = 0.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü, ÿêà ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêî¨
êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A:

(E −A)(E +A+A2 + · · ·+Ak) = E −Ak+1.

Îñêiëüêè ãðàíèöÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè iñíó¹, òî iñíó¹ òàêîæ ãðàíèöÿ
ëiâî¨ ÷àñòèíè. Çäiéñíþþ÷è ãðàíè÷íèé ïåðåõiä, ìà¹ìî

(E −A)
( ∞∑

k=0

Ak
)
= E,
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òîáòî ðÿä çáiãà¹òüñÿ i éîãî ñóìà

∞∑
k=0

Ak = (E −A)−1. (12.2.6)

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî iñíóâàííÿ (E − A)−1, êðiì òîãî, îñêiëüêè
Ak ≥ 0, òî (E −A)−1 ≥ 0. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà
y ≥ 0 iñíó¹ íåâiä'¹ìíèé ðîçâ'ÿçîê (12.2.5) ñèñòåìè ðiâíÿíü ó ìîäåëi
Ëåîíòü¹âà (12.2.4), òîáòî ìîäåëü Ëåîíòü¹âà ïðîäóêòèâíà. �

Âðàõîâóþ÷è (12.2.6), ôîðìóëà (12.2.5) ïåðåïèøåòüñÿ òàê:

x = (E−A)−1y = y+Ay+A2y+ · · ·+Aky+ · · · =
∞∑
k=0

Aky. (12.2.7)

Ñïiââiäíîøåííþ (12.2.7) ìîæíà äàòè åêîíîìi÷íó iíòåðïðåòàöiþ.
Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè ïëàí âèðîáíèöòâà, ïîòðiáíî âèðîáèòè
ïðîäóêòè êiíöåâîãî ñïîæèâàííÿ. Àëå öüîãî çàìàëî � â ïðîöåñi
âèðîáíèöòâà âèíèêàþòü äîäàòêîâi âèòðàòè, ùî îïèñóþòüñÿ âåê-
òîðîì Ay. Äàëi ïðè âèðîáíèöòâi âåêòîðà Ay âèíèêàþòü âèòðàòè,
ùî äîðiâíþþòü A ·Ay = A2y i ò.ä. Ïîâíi âèòðàòè íà çàáåçïå÷åííÿ
âåêòîðà êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (12.2.7).

Ç òåîðåìè 12.2.3 âèïëèâà¹, ùî ïåðåâiðêà íà ïðîäóêòèâíiñòü
çâîäèòüñÿ äî ñóòî ìàòåìàòè÷íî¨ çàäà÷i ùîäî ñïåêòðà ìàòðèöi A.
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêà çàäà÷à äîâîëi ñêëàäíà, òîìó øèðîêî-
ãî ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ öåé êðèòåðié ïðîäóêòèâíîñòi ìîäåëi
Ëåîíòü¹âà íå îäåðæàâ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì áóëè ñôîðìóëüîâàíi ïðî-
ñòiøi óìîâè ïðîäóêòèâíîñòi ìàòðèöi.

Òåîðåìà 12.2.4 (äîñòàòíÿ óìîâà ïðîäóêòèâíîñòi ìîäåëi
Ëåîíòü¹âà). ßêùî ñèñòåìà x = Ax + y ïðè äåÿêîìó y > 0 ìà¹
ðîçâ'ÿçîê x ≥ 0, òî ìîäåëü Ëåîíòü¹âà ïðîäóêòèâíà.

Äîâåäåííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ íåîáõiäíîñòi
â òåîðåìi 12.2.3. Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.�

Îòæå, êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ≥ 0 ïðîäóêòèâíà, ÿêùî ∃x ≥ 0
òàêå, ùî x − Ax > 0. Ïåðåïèøåìî îñòàííþ íåðiâíiñòü ó âèãëÿäi
(E −A)x > 0, àáî Dx > 0, äå D = E −A.

Âèçíà÷åííÿ 12.2.3. Ìàòðèöÿ D = {dij}ni,j=1, äå

dij ≤ 0 ïðè i ̸= j, (12.2.8)
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íàçèâà¹òüñÿ ïðîäóêòèâíîþ, ÿêùî ∃x ≥ 0: Dx > 0.
Äâà íàâåäåíèõ âèçíà÷åííÿ ïðîäóêòèâíîñòi ìàòðèöi A i D åêâi-

âàëåíòíi. Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 12.2.5. Íåõàé êâàäðàòíà ìàòðèöÿ D çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (12.2.8), òîäi åêâiâàëåíòíi íèæ÷åíàâåäåíi òâåðäæåííÿ:
1) ∃x ≥ 0 Dx = ω > 0;
2) óñi ãîëîâíi ìiíîðè ìàòðèöi D äîäàòíi:

det

∣∣∣∣∣∣
d11 . . . d1k
. . . . . . . . .
dk1 . . . dkk

∣∣∣∣∣∣ > 0, k = 1, 2, . . . , n. (12.2.9)

Äîâåäåííÿ. 1)⇒ 2). Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Ïðè n = 1 ìà¹ìî d11x1 = ω1 > 0, x1 ≥ 0. Îòæå, d11 > 0.
Äëÿ äîâiëüíîãî n íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî ∃x1, x2, . . . , xn ≥ 0,

òàêi, ùî
d11x1 + d12x2 + · · ·+ d1nxn = ω1 > 0,
d21x1 + d22x2 + · · ·+ d2nxn = ω2 > 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
dn1x1 + dn2x2 + · · ·+ dnnxn = ωn > 0.

(12.2.10)

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî

d11x1 = ω1 − d12x2 − · · · − d1nxn > 0,

îñêiëüêè ω1 > 0, d12, . . . , d1n ≤ 0, x2, . . . , xn ≥ 0.
Âèêëþ÷èìî x1 çi âñiõ ðiâíÿíü ñèñòåìè (12.2.10), ïî÷èíàþ÷è ç

äðóãîãî. Îäåðæèìî
d∗22x2 + · · ·+ d∗2nxn = ω∗

2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
d∗n2x2 + · · ·+ d∗nnxn = ω∗

n,
(12.2.11)

äå

d∗ij = dij − d1j
di1
d11

, i, j = 2, . . . , n,

ω∗
i = ωi − ω1

di1
d11

, i = 2, . . . , n.

445



Ç îñòàííiõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹, ùî d∗ij ≤ 0 ïðè i ̸= j, ω∗
i > 0,

îñêiëüêè dij ≤ 0 ïðè i ̸= j, d11 > 0, ωi, ω1, d11 > 0, di1 ≤ 0, äå
i, j = 2, . . . , n.

Ðîçìiðíiñòü ñèñòåìè (12.2.11) ¹ n − 1 i äëÿ íå¨ âèêîíàíî 1),
òîìó çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì óñi ãîëîâíi ìiíîðè ìàòðèöi iç
ñèñòåìè (12.2.11) äîäàòíi, òîáòî

det

∣∣∣∣∣∣
d∗22 . . . d∗2k
. . . . . . . . .
d∗k2 . . . d∗kk

∣∣∣∣∣∣ > 0, k = 2, . . . , n.

Àëå

det

∣∣∣∣∣∣
d11 . . . d1k
. . . . . . . . .
dk1 . . . dkk

∣∣∣∣∣∣ = d11 det

∣∣∣∣∣∣
d∗22 . . . d∗2k
. . . . . . . . .
d∗k2 . . . d∗kk

∣∣∣∣∣∣ > 0, k = 2, . . . , n.

Äîâåäåííÿ 2) ⇒ 1) òåæ âåäåòüñÿ çà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ ií-
äóêöi¨ (âèêîíàòè ñàìîñòiéíî). �

Âëàñòèâiñòü 2) äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè, ÷è ¹ ìàòðèöÿ ïðîäóêòèâ-
íîþ.

Òåîðåìà 12.2.6. ßêùî ìàòðèöÿ A = (aij)
n
i,j=1 íåâiä'¹ìíà òà

íåðîçêëàäíà, à

ri =

n∑
j=1

aij ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n,

i õî÷à á îäíà ç íåðiâíîñòåé ñòðîãà, òîáòî ∃j ≤ n: rj < 1, òî
ìîäåëü Ëåîíòü¹âà, ùî âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi, ïðîäóêòèâíà.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî âåêòîð e = (1, 1, . . . , 1)T ∈ Rn, òîäi
Ae = (r1, r2, . . . , rn)

T . Íåõàé pA � ëiâèé âåêòîð Ôðîáåíióñà, òîäi

(pA, Ae) =

n∑
i=1

ri(pA)i <

n∑
i=1

(pA)i. Ç iíøîãî áîêó,

(pA, Ae) = (AT pA, e) = λA(pA, e) = λA

n∑
i=1

(pA)i.

Ïîðiâíþþ÷è îòðèìàíi ñïiââiäíîøåííÿ, îäåðæèìî, ùî λA < 1, òîá-
òî çà òåîðåìîþ 12.2.3 ìîäåëü Ëåîíòü¹âà ïðîäóêòèâíà. �
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Åêîíîìi÷íèé çìiñò íåðiâíîñòåé òåîðåìè 8.2.6 î÷åâèäíèé. Äiéñ-

íî, ri =
n∑

i=1

aij � ñóìàðíà ÷àñòêà âàëîâîãî âèïóñêó i-¨ ãàëóçi, ùî

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âñiìà iíøèìè ãàëóçÿìè. ßêùî ri = 1, òî öå îçíà-
÷à¹, ùî âñÿ ïðîäóêöiÿ i-¨ ãàëóçi ñïîæèâà¹òüñÿ iíøèìè ãàëóçÿìè i
íà íåâèðîáíè÷å âèêîðèñòàííÿ ç i-¨ ïðîäóêöi¨ íi÷îãî íå çàëèøà¹òü-
ñÿ. ßêùî âñi ri = 1, òî âçàãàëi íi÷îãî íå çàëèøèòüñÿ íà êiíöåâå
ñïîæèâàííÿ, æîäíèé âåêòîð x ≥ 0 íå äàñòü y > 0 (åêîíîìiêà áóäå
ïðàöþâàòè ñàìà íà ñåáå).

12.2.3. Äåÿêi óçàãàëüíåííÿ ìîäåëi Ëåîíòü¹âà

Ìîäåëü Ëåîíòü¹âà (12.2.4) îäåðæàëà áàãàòî ìîäèôiêàöié,
îñêiëüêè âîíà íå âðàõîâó¹ äåÿêi îáìåæåííÿ, ÿêi ìàþòü ìiñöå â
ðåàëüíîìó æèòòi. Îäíèì iç òàêèõ îáìåæåíü ¹ îáìåæåííÿ íà òðó-
äîâi ðåñóðñè.

Íåõàé li � âèòðàòè òðóäîâèõ ðåñóðñiâ â i-é ãàëóçi ïðè âèðîá-
íèöòâi îäèíèöi ïðîäóêöi¨ (êîåôiöi¹íòè òðóäîìiñòêîñòi îäèíèöi i-î¨
ïðîäóêöi¨). Âåêòîð l = (l1, l2, . . . , ln) íàçâåìî âåêòîðîì òðóäîâèõ
âèòðàò, òîäi ñóìàðíèé îáñÿã òðóäîâèõ âèòðàò äîðiâíþ¹

n∑
i=1

lixi = (l, x).

Íà ïëàíîâi âèïóñêè áóäóòü âïëèâàòè îáìåæåííÿ íà òðóäîâi
ðåñóðñè

(l, x) ≤ L,

äå L � íàÿâíèé îáñÿã òðóäîâèõ ðåñóðñiâ.
Ó öüîìó âèïàäêó íå ìîæíà äîñÿãòè áóäü-ÿêîãî âåêòîðà y êií-

öåâîãî ñïîæèâàííÿ. Íåõàé âåêòîð y∗ çàäà¹ ñòðóêòóðó êiíöåâîãî
ñïîæèâàííÿ, à ñàìå êiíöåâå ñïîæèâàííÿ ìîæíà âèðàçèòè âåëè÷è-
íîþ αy∗. Òîäi ïðèðîäíî çàäà÷ó ïëàíóâàííÿ åêîíîìiêè çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

α→ max,
x−Ax ≥ αy∗,
(l, x) ≤ L,
x ≥ 0.

(12.2.12)
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Âîíà ¹ òèïîâîþ çàäà÷åþ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Öÿ çàäà÷à íà-
çèâà¹òüñÿ ìîäåëëþ Ëåîíòü¹âà ïðè îáìåæåííÿõ íà òðóäîâi ðåñóð-
ñè.

ßêùî ìàòðèöÿ A ïðîäóêòèâíà é íåðîçêëàäíà, òî çàäà÷à
(12.2.12) äîïóñòèìà é ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x > 0.

Àíàëîãi÷íî äî çàäà÷i (12.2.12) ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ìîäåëü
îïòèìàëüíîãî ðîçïîäiëó ðåñóðñiâ âèðîáíè÷èõ ôîíäiâ

α→ max,
(E −A)x ≥ αy∗,

(φ, x) ≤ Φ,
x ≥ 0,

äå Φ � çàãàëüíèé îáñÿã ðåñóðñiâ âèðîáíè÷èõ ôîíäiâ; φ =
(φ1, φ2, . . . , φn)

T � âåêòîð ôîíäîìiñòêîñòi îäèíèöi ïðîäóêöi¨.
Iñòîòíiì íåäîëiêîì ìîäåëi Ëåîíòü¹âà ¹ ¨¨ ñòàòè÷íiñòü, òîäi ÿê

ðåàëüíà åêîíîìiêà ðîçâèâà¹òüñÿ ç ÷àñîì. Ñïðîáó îïèñàòè äèíà-
ìiêó ðîçâèòêó åêîíîìiêè â ÷àñi äà¹ ìîäåëü ôîí Íåéìàíà. Òàêà
ìîäåëü ìàêñèìàëüíî íàáëèæåíà äî ðåàëüíî¨ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè.
Êðiì öüîãî, ó äèíàìi÷íèõ ìîäåëÿõ çi ñêëàäó êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨
âèäiëÿþòü âèðîáíè÷i êàïiòàëîâêëàäåííÿ, òîáòî iíâåñòèöi¨ â îñíîâ-
íèé êàïiòàë, ùî äîçâîëÿ¹ àíàëiçóâàòè ¨õ ðîçïîäië.

12.2.4. Äâî¨ñòà çàäà÷à ìiæãàëóçåâîãî áàëàíñó

Iç çàäà÷åþ ïðî ìiæãàëóçåâèé áàëàíñ ïîâ'ÿçàíà äâî¨ñòà çàäà÷à,
ÿêà ôîðìóëþ¹òüñÿ â òåðìiíàõ öií. Åëåìåíòè j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi
A ïðÿìèõ âèòðàò ïîêàçóþòü êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨ êîæíî¨ ãàëóçi,
ÿêà iäå íà âèðîáíèöòâî îäèíèöi ïðîäóêöi¨ j-¨ ãàëóçi. Ïîçíà÷èìî
öiíè ïðîäóêöi¨ ãàëóçåé ÷åðåç p1, p2, . . . , pj , . . . , pn âiäïîâiäíî. Òîäi
âèòðàòè j-¨ ãàëóçi íà ïðèäáàííÿ ïðîäóêöi¨ i-¨ ãàëóçi äîðiâíþþòü

xijpi àáî aijxjpi, à ñóìàðíi âèòðàòè ñòàíîâëÿòü
n∑

i=1

aijxjpi.

Àëå êðiì öèõ âèòðàò, êîæíà ãàëóçü íåñå âèòðàòè íà ðîáî÷ó
ñèëó, àìîðòèçàöiþ, ïîêóïêó òîâàðiâ çà ìåæàìè ñèñòåìè n ãàëó-
çåé, òîìó ïîòðiáíî ùå çàêëàñòè ÷èñòèé ïðèáóòîê. Âñå öå ñêëàäà¹
äîäàíó âàðòiñòü zj = vjxj , äå vj � âåëè÷èíà äîäàíî¨ âàðòîñòi, ùî
ïðèïàäà¹ íà îäèíèöþ ïðîäóêöi¨ j-¨ ãàëóçi (âiäíîñíà öiíà îäèíèöi
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ïðîäóêöi¨). Òîäi çàãàëüíà âàðòiñòü ïðîäóêöi¨ äîðiâíþ¹

pjxj =

n∑
i=1

aijxjpi + vjxj , j = 1, 2, . . . , n.

Ïîäiëèâøè îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ íà xj , äiñòàíåìî

pj =

n∑
i=1

aijpi + vj , j = 1, 2, . . . , n,

àáî ó âåêòîðíî-ìàòðè÷íié ôîðìi,

p = AT p+ v, (12.2.13)

äå p = (p1, p2, . . . , pn)
T � âåêòîð öií; v � âåêòîð êîìïîíåíò äîäà-

íî¨ âàðòîñòi; AT � ìàòðèöÿ, òðàíñïîíîâàíà äî A. Çàäà÷à (12.2.13)
íàçèâà¹òüñÿ äâî¨ñòîþ äî çàäà÷i (12.2.4).

Âèçíà÷åííÿ 12.2.4. ßêùî äëÿ v ≥ 0 çàäà÷à (12.2.13) ìà¹
íåâiä'¹ìíèé ðîçâ'ÿçîê p, òî êàæóòü, ùî ñèñòåìà (12.2.13) ïðèáóò-
êîâà.

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ïðèáóòêîâiñòü ñèñòåìè (12.2.13) i ïðîäóê-
òèâíiñòü ìîäåëi (12.2.4) åêâiâàëåíòíi: iç ïðîäóêòèâíîñòi ïðÿìî¨ ñè-
ñòåìè âèïëèâà¹ ïðèáóòêîâiñòü äâî¨ñòî¨ òà íàâïàêè. Òàêèì ÷èíîì,
ìîäåëü (12.2.13) ìiæãàëóçåâîãî áàëàíñó äîçâîëÿ¹ êiëüêiñíî îöiíè-
òè íà ïðîãíîçíèé ïåðiîä ðiâåíü öií ó ãàëóçÿõ. Òàêi öiíè íàçèâà-
þòüñÿ çðiâíîâàæåíèìè.

Ìîäåëi (12.2.4) òà (12.2.13) â ñóêóïíîñòi âiäîáðàæàþòü îäèí
iç íàéâàæëèâiøèõ ïðèíöèïiâ ìîäåëþâàííÿ áàãàòîãàëóçåâî¨ åêîíî-
ìiêè � ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi, â îñíîâi ÿêîãî ëåæèòü ñóìiñíèé àíàëiç
ìàòåðiàëüíî-ðå÷îâèõ òà âàðòiñíèõ âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ.

12.3. Ìîäåëi åêîíîìi÷íîãî ðîñòó. Ìîäåëü Ñîëîó

Ðîçãëÿíåìî îäíîñåêòîðíó (îäíîïðîäóêòîâó) åêîíîìiêó, êîëè â
åêîíîìiöi äi¹ îäèí ðåïðåçåíòàòèâíèé ñïîæèâà÷, ÿêèé îäíî÷àñíî ¹ i
âèðîáíèêîì. Òàêà åêîíîìiêà àãðåãîâàíà é çàìêíóòà, îñêiëüêè âîíà
âèðîáëÿ¹ îäèí óíiâåðñàëüíèé ïðîäóêò, ÿêèé ìîæå ñïîæèâàòèñÿ òà
iíâåñòóâàòèñÿ.
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Äëÿ îðãàíiçàöi¨ âèðîáíèöòâà, êðiì ðîáî÷î¨ ñèëè àáî òðóäîâèõ
ðåñóðñiâ, ïîòðiáíi ìàòåðiàëüíi ðåñóðñè, äî ÿêèõ íàëåæàòü ïðè-
ðîäíi ðåñóðñè òà çàñîáè âèðîáíèöòâà. Çàñîáè âèðîáíèöòâà ïîäi-
ëÿþòüñÿ íà çàñîáè ïðàöi, ùî áåðóòü ó÷àñòü ó áàãàòüîõ âèðîáíè÷èõ
öèêëàõ (öå áóäiâëi, ìàøèíè, çíàðÿääÿ, ïðèëàäè òîùî), òà ïðåäìå-
òè ïðàöi, ùî áåðóòü ó÷àñòü ëèøå â îäíîìó âèðîáíè÷îìó öèêëi,
� öå âèðîáíè÷i çàïàñè, ñèðîâèíà, íàïiâôàáðèêàòè, äîïîìiæíi ìà-
òåðiàëè, ïàëèâî, òàðà òîùî.

Íàêîïè÷åíi çàñîáè ïðàöi ôîðìóþòü îñíîâíi âèðîáíè÷i ôîíäè
(ÎÂÔ), íàêîïè÷åíi ïðåäìåòè ïðàöi � îáîðîòíi ôîíäè (ÎÔ).

ÎÂÔ ó ìiðó çíîøóâàííÿ áåðóòü ó÷àñòü â óòâîðåííi âàðòîñòi
ïðîäóêöi¨, ùî âèãîòîâëÿ¹òüñÿ. Ïðîñòå âiäòâîðåííÿ ÎÂÔ çäiéñ-
íþ¹òüñÿ òiëüêè çà ðàõóíîê àìîðòèçàöiéíèõ âiäðàõóâàíü, à ðîç-
øèðåíå � çà ðàõóíîê êàïiòàëüíèõ âêëàäåíü i, ÷àñòêîâî, ôîíäó
àìîðòèçàöi¨. ÎÔ ôóíêöiîíóþòü ó ïðîöåñi âèðîáíèöòâà òèì÷àñî-
âî é ïîâíiñòþ ïåðåíîñÿòü ñâîþ âàðòiñòü íà ãîòîâó ïðîäóêöiþ.

Ðåçóëüòàòîì ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìiêè (íàïðèêëàä, çà ðiê) ¹
âàëîâèé âíóòðiøíié ïðîäóêò, ÿêèé ñòâîðþþòü óñi ãàëóçi âèðîá-
íèöòâà.

Âàæëèâèì ïîêàçíèêîì ¹ òàêîæ âàëîâèé âèïóñê � ñóìàðíà âàð-
òiñòü óñi¹¨ âèðîáëåíî¨ çà ðiê ïðîäóêöi¨. Íà ðèñ. 12.2 çîáðàæåíèé
áëîê âèðîáíèöòâà, äå ïðèéíÿòî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Px � áëîê ðîçïîäiëó âàëîâîãî âèïóñêó;
Kt � çàñîáè ïðàöi, àáî ÎÂÔ;
Lt � òðóäîâi ðåñóðñè (êiëüêiñòü çàéíÿòèõ ïðàöiâíèêiâ);
Rt � ïðèðîäíè÷i ðåñóðñè;
Vt � âèðîáíè÷å ñïîæèâàííÿ (ïðîìiæíà ïðîäóêöiÿ);
Xt � âàëîâèé âèïóñê;
Yt � ÂÂÏ (êiíöåâà ïðîäóêöiÿ);
iíäåêñ t îçíà÷à¹ çàëåæíiñòü âåëè÷èíè âiä ÷àñó t.
ßê âèäíî ç ðèñ. 12.2, âàëîâèé âèïóñê ¹ ñóìàðíîþ âàðòiñòþ

ÂÂÏ òà ïðîìiæíî¨ ïðîäóêöi¨, òîáòî òi¹¨ ÷àñòèíè âàëîâîãî âèïóñêó,
ÿêà ïîâåðòà¹òüñÿ íàçàä ó âèðîáíèöòâî, à îòæå, ïðàâèëüíå ñïiââiä-
íîøåííÿ

Xt = Yt + Vt. (12.3.1)
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Ðèñ. 12.2. Ñõåìà âèðîáíèöòâà

Íàâåäåìî òåïåð ñõåìó ðîçïîäiëó ÂÂÏ (ðèñ. 12.3). Ïðè öüîìó
ïðèéìåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Py � áëîê ðîçïîäiëó ÂÂÏ;
Ct � íåâèðîáíè÷å ñïîæèâàííÿ;
It � âàëîâi êàïiòàëüíi âêëàäåííÿ (âàëîâi iíâåñòèöi¨);
PI � áëîê ðîçïîäiëó âàëîâèõ iíâåñòèöié;
At � àìîðòèçàöiéíi âiäðàõóâàííÿ.

Ðèñ. 12.3. Ñõåìà ðîçïîäiëó ÂÂÏ

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàêðèòó åêîíîìiêó é ââàæàòèìåìî, ùî âè-
ðîáëåíà ïðîäóêöiÿ â ìîìåíò ÷àñó t ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà íà
ñïîæèâàííÿ Ct òà iíâåñòèöi¨ It (êàïiòàëüíi âêëàäåííÿ), òîäi

Yt = Ct + It. (12.3.2)

Âàëîâi iíâåñòèöi¨ It ðîçïîäiëÿþòüñÿ íà àìîðòèçàöiéíi âiäðàõó-
âàííÿ At òà ÷èñòi êàïiòàëüíi iíâåñòèöi¨, ùî âèçíà÷àþòü ïðèðiñò
ÎÂÔ (ïðèðiñò êàïiòàëó â ìîäåëi ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì çáiãà¹òüñÿ

ç ïîõiäíîþ
dK(t)

dt
), òîìó ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

It =
dK

dt
+At. (12.3.3)
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×èñòi iíâåñòèöi¨ ¹ òi¹þ ÷àñòèíîþ âàëîâèõ iíâåñòèöié, ÿêà çàëèøè-
ëàñÿ ïiñëÿ àìîðòèçàöiéíèõ âiäðàõóâàíü.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî êàïiòàë çíîøó¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ 0 ≤ δ ≤
1 (δ � íîðìà àìîðòèçàöi¨ êàïiòàëó), òîäi

It =
dK

dt
+ δK. (12.3.4)

Ðåçóëüòàòîì âèðîáíèöòâà ñëóæèòü ÂÂÏ Y . Âåëè÷èíó Y íàçè-
âàþòü âèïóñêîì, àáî îá'¹ìîì âèðîáíèöòâà. Y çàëåæèòü âiä äâîõ
ôàêòîðiâ âèðîáíèöòâà: çàòðàò ïðàöi L i êàïiòàëóK. Îòæå, ñïiââiä-
íîøåííÿ

Y = F (K,L) (12.3.5)

îïèñó¹ êiëüêiñíi çàëåæíîñòi ìiæ òðüîìà õàðàêòåðèñòèêàìè âèðîá-
íè÷î¨ äiÿëüíîñòi i ¹ ìîäåëëþ ìàêðîâèðîáíè÷èõ ôóíêöié. Òèïîâèì
ïðèêëàäîì ìàêðîâèðîáíè÷èõ ôóíêöié âèïóñêó ¹ ñòåïåíåâi âèðîá-
íè÷i ôóíêöi¨, àáî ôóíêöi¨ Êîááà�Äóãëàñà Y = AKαLβ , äå A �
òåõíîëîãi÷íèé êîåôiöi¹íò.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ F (K,L) çàäîâîëüíÿ¹ òàêi âëà-
ñòèâîñòi:

1) F (0, L) = F (K, 0) = 0 � ïðè âiäñóòíîñòi õî÷à á îäíîãî ðå-
ñóðñó âèðîáíèöòâî íåìîæëèâå;

2)
∂F (K,L)

∂K
> 0,

∂F (K,L)

∂L
> 0 (F (K,L) � çðîñòàþ÷à ôóíê-

öiÿ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ) � çáiëüøåííÿ âèòðàò âèðîáíè÷èõ ôîíäiâ i
ðîáî÷î¨ ñèëè ïðèâîäèòü äî çðîñòàííÿ âèïóñêó ïðîäóêöi¨;

3)
∂2F (K,L)

∂K2
< 0,

∂2F (K,L)

∂L2
< 0 (F (K,L) � óãíóòà ôóíêöiÿ) �

ïðè ôiêñîâàíîìó îáñÿçi îäíîãî ç ôàêòîðiâ ïîñëiäîâíi çáiëüøåííÿ
iíøîãî çóìîâëþþòü ÷èìðàç ìåíøi ïðèðîñòè âèðîáëåíî¨ ïðîäóêöi¨;

4) F (λK, λL) = λF (K,L) = λY � îáñÿã âèïóñêó õàðàêòå-
ðèçó¹òüñÿ ïîñòiéíîþ âiääà÷åþ âiä ðîçøèðåííÿ ìàñøòàáiâ âèðîá-
íèöòâà;

5) lim
K→0

∂F (K,L)

∂K
= lim

L→0

∂F (K,L)

∂L
= ∞,

lim
K→∞

∂F (K,L)

∂K
= lim

L→∞

∂F (K,L)

∂L
= 0.

Ãðàíè÷íi åôåêòèâíîñòi ôîíäiâ òà ïðàöi íåîáìåæåíî çðîñòàþòü
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ïðè íàáëèæåííi âiäïîâiäíèõ ðåñóðñiâ äî íóëÿ òà ïðÿìóþòü äî íó-
ëÿ ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ðåñóðñiâ.

Âðàõîâóþ÷è íàâåäåíi ðàíiøå ìàòåìàòè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ
(12.3.2), (12.3.4), (12.3.5), ìîæíà âèïèñàòè ñèñòåìó ìàòåìàòè÷íèõ
ñïiââiäíîøåíü, ÿêà i ¹ ìîäåëëþ åêîíîìi÷íîãî ðîñòó Ñîëîó, â àá-
ñîëþòíèõ ïîêàçíèêàõ (Ñîëîó Ð. (íàð. 1924 ð.) � àìåðèêàíñüêèé
åêîíîìiñò-ìàòåìàòèê, ëàóðåàò Íîáåëiâñüêî¨ ïðåìi¨ ç åêîíîìiêè çà
1987 ð.) 

Y (t) = F (K(t), L(t)),
Y (t) = I(t) + C(t),
dK

dt
= I(t)− δK(t),

K(t0) = K0,
0 ≤ C(t) ≤ F (K(t), L(t)).

(12.3.6)

Ñïiââiäíîøåííÿ (12.3.6) âèïèñàíi ïðè òàêèõ ïðèïóùåííÿõ:
• êiíöåâèé âèïóñê (ÂÂÏ) âèçíà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ ôóíêöi¹þ,

ùî çàëåæèòü âiä âèðîáíè÷èõ ôîíäiâ i òðóäîâèõ ðåñóðñiâ;
• âåñü âèïóñê ïðîäóêöi¨ âèòðà÷à¹òüñÿ íà âàëîâi iíâåñòèöi¨ òà

íåâèðîáíè÷å ñïîæèâàííÿ;
• àìîðòèçàöiÿ íàÿâíîãî êàïiòàëó ïðîïîðöiéíà éîãî âåëè÷èíi ç

íîðìîþ àìîðòèçàöi¨ δ > 0;
• ïðèðiñò êàïiòàëó çáiãà¹òüñÿ ç ÷èñòèìè iíâåñòèöiÿìè (êàïiòà-

ëîâêëàäåííÿìè).
Äëÿ äîñëiäæåííÿ ìîäåëi (12.3.6) áóäåìî ââàæàòè, ùî iíâåñòè-

öi¨ ¹ äåÿêîþ ôiêñîâàíîþ ÷àñòêîþ ïðèáóòêó

I(t) = sY (t), 0 ≤ s ≤ 1. (12.3.7)

Âðàõîâóþ÷è (12.3.7), (12.3.5), ç òðåòüîãî ðiâíÿííÿ (12.3.6)
îäåðæèìî

dK

dt
+ δK(t) = sF (K(t), L(t)). (12.3.8)

Ïîäiëèìî (12.3.8) íà Lt. Ç óðàõóâàííÿì îäíîðiäíîñòi ôóíêöi¨
F (K,L) äiñòàíåìî

K̇

L(t)
+ δ

K(t)

L(t)
= sF

(K(t)

L(t)
, 1
)
. (12.3.9)
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Ïåðåéäåìî âiä àáñîëþòíèõ âåëè÷èí äî âiäíîñíèõ (âåëè÷èí íà îä-

íîãî ðîáiòíèêà). Ïîçíà÷èìî k(t) =
K(t)

L(t)
� êàïiòàë íà îäíîãî ðîáiò-

íèêà (êàïiòàëîîñíàùåíiñòü), òîäi F
(K(t)

L(t)
, 1
)

= f(k) � çàäà¹ âè-

ïóñê íà îäíîãî ðîáiòíèêà, àáî ñåðåäíþ ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi.

Ùîá ïåðåïèñàòè (12.3.9) â íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ, çíàéäåìî
K̇

L(t)
.

Ìà¹ìî

k̇ =
d

dt

(K(t)

L(t)

)
=
K̇L(t)−K(t)L̇

L2(t)
=

K̇

L(t)
− K(t)

L(t)
· L̇

L(t)
.

Çâiäñè
K̇

L(t)
= k̇ + k · L̇

L(t)
. (12.3.10)

Öåé âèðàç çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ, ÿêùî ââàæàòè, ùî êiëüêiñòü çàé-
íÿòèõ ùîði÷íî çðîñòà¹ ç ði÷íèì òåìïîì ïðèðîñòó n, òîáòî L(t) =
L0e

nt. Ç (12.3.10) ìà¹ìî

K̇

L
= k̇ + nk.

Òîìó (12.3.9) íàáóâà¹ âèãëÿäó

k̇ = sf(k)− (n+ δ)k. (12.3.11)

Ðiâíÿííÿ (12.3.11) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì íàêîïè÷åííÿ êàïiòà-
ëó. Â ëiâié ÷àñòèíi (12.3.11) çíàõîäèòüñÿ ÷èñòèé ïðèðiñò êàïiòàëî-
îñíàùåíîñòi.

Âèçíà÷èìî ñòàöiîíàðíèé ñòàí ó ðîçãëÿäóâàíié ìîäåëi, ïðè ÿêî-
ìó êàïiòàë íà îäíîãî ïðàöiâíèêà çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííèì. Ïîçíà-
÷èìî éîãî ÷åðåç k∗ i çàïèøåìî

sf(k∗) = (n+ δ)k∗. (12.3.12)

Îñêiëüêè k∗ = const, òî ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi òà ñïîæèâàííÿ íà
îäíîãî ðîáiòíèêà çàëèøàþòüñÿ ñòàëèìè:

y∗ = f(k∗), C∗ = (1− s)f(k∗).
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Öå îçíà÷à¹, ùî çàïàñ êàïiòàëà, âèïóñê i ñïîæèâàííÿ ïðîäóêöi¨ â
ñòàöiîíàðíîìó ñòàíi çáiëüøó¹òüñÿ ç òèì æå òåìïîì, ç ÿêèì çðîñ-
òàþòü òðóäîâi ðåñóðñè.

Ñòàöiîíàðíèé ñòàí ó ìîäåëi Ñîëîó ïîêàçàíî ãðàôi÷íî íà
ðèñ. 8.4. Çà íàøèìè ïðèïóùåííÿìè, âèðîáíè÷à ôóíêöiÿ f(k) óã-
íóòà i âèõîäèòü ç íóëÿ òàê, ùî ¨¨ íàõèë ó íóëi äîðiâíþ¹ íåñêií-
÷åííîñòi. Ïðè âåëèêèõ k ôóíêöiÿ f(k) ñòà¹ ïîëîãîþ. Iíâåñòèöi¨,
ïîòðiáíi äëÿ ïiäòðèìêè ïîñòiéíî¨ êàïiòàëîîñíàùåíîñòi, (n + δ)k
çîáðàæåíi ïðÿìîþ ëiíi¹þ, ùî âèõîäèòü iç íóëÿ ïiä êóòîì (n+ δ).
Òî÷êà ïåðåòèíó êðèâî¨ f(k) òà ïðÿìî¨ (n+δ)k âèçíà÷à¹ ñòàöiîíàð-
íèé ðiâåíü êàïiòàëîîñíàùåíîñòi k∗. Òàêà òî÷êà îáîâ'ÿçêîâî iñíó¹,
âèõîäÿ÷è ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ f(k).

Ïðè k > k∗ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü sf(k) < (n + δ)k, òîáòî
k̇ < 0. Öå îçíà÷à¹, ùî k(t) áóäå ñïàäàòè, ïîêè íå äîñÿãíå çíà÷åííÿ
k∗. Ïðè 0 < k < k∗ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü sf(k) > (n + δ)k,
òîìó äëÿ âñiõ òàêèõ k ïîõiäíà k̇ > 0, òîáòî äëÿ âñiõ òðà¹êòîðié,
ùî ïî÷èíàþòüñÿ â äîâiëüíié òî÷öi iíòåðâàëó (0, k∗), âåëè÷èíà k(t)
áóäå çðîñòàòè, ïîêè íå äîñÿãíå çíà÷åííÿ k∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
âñi òðà¹êòîði¨ êàïiòàëîîñíàùåíîñòi ïðè k(0) > 0 ïðÿìóþòü äî k∗.
Îòæå, òî÷êà ðiâíîâàãè k∗ ñòiéêà.

Ñòðîãèé ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî
ðîçâ'ÿçêó k = k∗ ìîæíà çäiéñíèòè ìåòîäîì Ëÿïóíîâà çà ïåðøèì
íàáëèæåííÿì (ïðîâåñòè ñàìîñòiéíî).

Ðèñ. 12.4. Ñòàöiîíàðíèé ñòàí ó ìîäåëi Ñîëîó

Çîëîòå ïðàâèëî íàêîïè÷åííÿ êàïiòàëó. Ç ðiâíÿííÿ
(12.3.12) äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó âèïëèâà¹, ùî ïðè çìiíi íîðìè
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çáåðåæåííÿ çìiíþ¹òüñÿ ñòàöiîíàðíà êàïiòàëîîñíàùåíiñòü i âiäïî-
âiäíî çìiíþ¹òüñÿ ñòàöiîíàðíå ñïîæèâàííÿ íà äóøó íàñåëåííÿ. ßê
çìiíèòüñÿ ñïîæèâàííÿ ïðè çìiíi íîðìè çáåðåæåííÿ? Âiäïîâiäü íà
öå çàïèòàííÿ çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâîãî ñòàíó åêîíîìiêè.

Ñòàöiîíàðíå ñïîæèâàííÿ íà äóøó íàñåëåííÿ çðîñòà¹ ç ðîñòîì
s ïðè íèçüêèõ íîðìàõ çáåðåæåííÿ i ñïàäà¹ ïðè âåëèêèõ. Ç'ÿñó¹ìî,
ïðè ÿêié íîðìi çáåðåæåííÿ ñòàöiîíàðíå ñïîæèâàííÿ áóäå ìàêñè-
ìàëüíèì.

Ñòàöiîíàðíå ñïîæèâàííÿ çíàõîäèìî ÿê ðiçíèöþ ìiæ äîõîäîì
òà çáåðåæåííÿì

C∗ = f(k∗(s))− sf(k∗(s)).

Âðàõîâóþ÷è, ùî sf(k∗) = (n+ δ)k∗, çíàõîäèìî

C∗ = f(k∗(s))− (n+ δ)k∗(s).

Ìàêñèìiçóþ÷è ïî s, çíàéäåìî

[f ′(k∗)− (n+ δ)]
dk∗

ds
= 0.

Îñêiëüêè
dk∗

ds
> 0, òî f ′(k∗)−(n+δ) = 0. Êàïiòàëîîñíàùåíiñòü, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, íàçèâà¹òüñÿ êàïiòàëîîñíàùåíiñòþ,
ùî âiäïîâiäà¹ çîëîòîìó ïðàâèëó. Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç k

∗
:

f ′(k
∗
) = n+ δ. (12.3.13)

Óìîâà (12.3.13), ùî âèçíà÷à¹ k
∗
� ñòàöiîíàðíèé ðiâåíü, ÿêèé ìàê-

ñèìiçó¹ ñòàöiîíàðíå ñïîæèâàííÿ, íàçèâà¹òüñÿ çîëîòèì ïðàâèëîì
íàêîïè÷åííÿ êàïiòàëó.

Îòæå, íîðìà çáåðåæåííÿ, ùî çàáåçïå÷ó¹ ìàêñèìàëüíó âåëè-
÷èíó ñòàöiîíàðíîãî ñïîæèâàííÿ íà äóøó íàñåëåííÿ, ìîæå áóòè
çíàéäåíà ç óìîâè

s∗ =
(n+ δ)k

∗

f(k
∗
)

.

Òàê ìè áóäåìî ïiäòðèìóâàòè îäíàêîâèé ðiâåíü ñïîæèâàííÿ äëÿ
âñiõ, õòî æèâå íèíi é æèòèìå â ìàéáóòíüîìó. Ïðè öüîìó ìàê-
ñèìàëüíèé ðiâåíü ñòàöiîíàðíîãî ñïîæèâàííÿ íà äóøó íàñåëåííÿ,
ÿêèé ìè çìîæåìî çàáåçïå÷èòè, ñòàíîâèòü

C
∗
= f(k

∗
)− (n+ δ)k

∗
.
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12.4. Ìîäåëi öiíîóòâîðåííÿ

12.4.1. Ïðîñòiøà äèñêðåòíà ìîäåëü öiíîóòâîðåííÿ

Öiíó íà òîâàð ìîæíà ïîäàòè ãðàôi÷íî äâîìà êðèâèìè, ùî
âèçíà÷àþòü çàëåæíiñòü ïîïèòó D i ïðîïîçèöi¨ S âiä öiíè P òî-
âàðó (ðèñ. 12.5).

Ðèñ. 12.5. Ôóíêöi¨ ïîïèòó D(P ) i ïðîïîçèöi¨ S(P )

Çðiâíîâàæåíà öiíà P âèçíà÷à¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ D(P ) =
S(P ), òîáòî êîëè ïîïèò äîðiâíþ¹ ïðîïîçèöi¨. Îäíàê öÿ öiíà íàïå-
ðåä íiêîëè íå âiäîìà é âñòàíîâëþ¹òüñÿ â ïðîöåñi òîðãiâëi é âèðîá-
íèöòâà òîâàðó.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòiøó äèñêðåòíó ìîäåëü âñòàíîâëåííÿ öiíè.
Áóäåìî ðîçãëÿäàòè äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó t = 0, 1, 2, . . . ,. Ââà-
æàòèìåìî, ùî ÷àñîâi iíòåðâàëè çáiãàþòüñÿ ç ÷àñîì âèðîáíèöòâà
àáî äîñòàâêè òîâàðó (íàïðèêëàä, òèæäåíü, ìiñÿöü). Íà iíòåðâàëi
t ïðîäà¹òüñÿ òîâàð, âèðîáëåíèé (äîñòàâëåíèé) íà iíòåðâàëi ÷àñó
t − 1. Íà iíòåðâàëi t − 1 áóëî âèðîáëåíî S(Pt−1) îäèíèöü òîâàðó,
à ïðîäàâàëè éîãî íà iíòåðâàëi t çà öiíîþ Pt i ïîïèò òîäi ñòàíîâèâ
D(Pt). Ââàæàþ÷è, ùî ïîïèò äîðiâíþ¹ ïðîïîçèöi¨, ìà¹ìî

D(Pt) = S(Pt−1). (12.4.1)

Öå ñïiââiäíîøåííÿ äà¹ çìîãó ïîáóäóâàòè òðà¹êòîðiþ öiíè Pt â
çàëåæíîñòi âiä ÷àñó, à ñàìå:

D(P1) = S(P0), D(P2) = S(P1), D(P3) = S(P2), . . . .

Òîáòî, çíàþ÷è P0, îäåðæó¹ìî äèíàìiêó öií P1, P2, P3, . . .
(ðèñ. 12.5).
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Äëÿ òåîðåòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ áóäåìî ââàæàòè, ùî êðèâi
D(P ), S(P ) â îêîëi òî÷êè P = P ìîæíà àïðîêñèìóâàòè ïðÿìèìè

D(P ) = α− aP, α > 0, a > 0,
S(P ) = β + bP, β > 0, b > 0.

(12.4.2)

Òîäi çðiâíîâàæåíà öiíà P çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

α− aP = β + bP ,

çâiäêè

P =
α− β

a+ b
. (12.4.3)

Ðiâíÿííÿ (12.4.1) íàáóâà¹ âèãëÿäó

α− aPt = β + bPt−1,

àáî

Pt =
α− β

a
− b

a
Pt−1. (12.4.4)

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ: Pt = P +∆Pt, òîäi äëÿ ∆Pt ç (12.4.4) îäåð-
æèìî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

∆Pt = − b
a
∆Pt−1.

Çà òàêèì çàêîíîì áóäó¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ, òîìó çà
ôîðìóëîþ çàãàëüíîãî ÷ëåíà ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨

∆Pt =
(
− b

a

)t
∆P0,

à îòæå,

Pt =
α− β

a+ b
+
(
− b

a

)t
(P0 − P ). (12.4.5)

Äèíàìiêà öiíè Pt ìà¹ òðè ðiçíèõ âàðiàíòè ïîâåäiíêè:
1) 0 < b/a < 1, òîäi P (t) → P ïðè t → ∞. Öiíà, êîëèâàþ÷èñü

íàâêîëî P , íàáëèæà¹òüñÿ äî P (ðèñ. 12.6, à);
2) b/a > 1, òîäi P (t) ðîçáiãà¹òüñÿ ïðè t → ∞ (öiíè ðîçáàëàí-

ñîâóþòüñÿ) (ðèñ. 12.6, á );
3) b/a = 1. Ó öüîìó âèïàäêó P (t) áóäå çìiíþâàòèñÿ ïåðiîäè÷íî

ç ïåðiîäîì 2. Öiíà Pt ìîæå íàáóâàòè ëèøå äâîõ çíà÷åíü: P0 òà
2P − P0 (ðèñ. 12.6, â).
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à á â
Ðèñ. 12.6. Äèíàìiêà öií Pt

12.4.2. Ìîäåëü öií iç çàïiçíåííÿì

Ìîäåëü (12.4.4) ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê, êîëè î÷iêóâàí-
íÿ öiíè çàëåæèòü âiä ïîïåðåäíiõ iíòåðâàëiâ ÷àñó.

Íåõàé öiíà â ïåðiîä t, íà ÿêó î÷iêó¹ ïðîäàâåöü, âèçíà÷à¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿì

P̂t = Pt−1 + ρ(Pt−1 − Pt−2),

äå ρ � äåÿêèé êîåôiöi¹íò, ÿê ïðàâèëî, 0 < ρ < 1.
ßêùî äëÿ S(P̂t) i D(Pt) ïðèéíÿòè óìîâè (12.4.2), òî ç îñíîâíî-

ãî ðiâíÿííÿ D(Pt) = S(P̂t), ùî âèçíà÷à¹ äèíàìiêó öií, îäåðæèìî

α− aPt = β + b(Pt−1 − ρ(Pt−1 − Pt−2)). (12.4.6)

ßê âiäîìî, çðiâíîâàæåíà öiíà P = Pt = Pt−1 = Pt−2 =
α− β

a+ b
.

Çðîáèìî çàìiíó Pt = P +∆Pt, òîäi ç ðiâíÿííÿ (12.4.6) ìà¹ìî

∆Pt + γ(1− ρ)∆Pt−1 + γρ∆Pt−2 = 0, (12.4.7)

äå γ = b/a > 0. Ðiâíÿííÿ (12.4.7) � öå ëiíiéíî-ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó, ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî çíàõîäèòüñÿ ó âèãëÿäi ∆Pt = λt,
äå äëÿ λ ìà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ2 + λγ(1− ρ) + γρ = 0. (12.4.8)

Äèñêðèìiíàíò öüîãî ðiâíÿííÿ D = γ2(1− ρ)2 − 4γρ. Òîäi:
À) ïðè γ > 4ρ/(1− ρ)2 äèñêðèìiíàíò D > 0 i êîðåíi λ � äiéñíi;
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Á) ïðè γ < 4ρ/(1 − ρ)2 êîðåíi � êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíi. Âèïè-
øåìî öi êîðåíi:

λ1,2 =
−γ(1− ρ)± i

√
4γρ− γ2(1− ρ)2

2
,

àáî, â åêñïîíåíöiàëüíié ôîðìi: λ1,2 = reiφ, äå

r = |λ1,2| =
1

4
[γ2(1− ρ)2 + 4γρ− γ2(1− ρ2)] = γρ,

φ = − arctg
√

(4γρ− γ2(1− ρ)2)/(γ(1− ρ)).
Òîäi ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (12.4.7) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

∆Pt = Crt cos(φt+ ε),

äå C i ε � äåÿêi êîíñòàíòè.
Çâiäñè ïðè r < 1, òîáòî ïðè γ < 1/ρ îäåðæó¹ìî, ùî ∆Pt → 0

ïðè t→ ∞, à öiíà Pt, êîëèâàþ÷èñü, ïðÿìó¹ äî çðiâíîâàæåíî¨ öiíè
P . Ïðè γ > 1/ρ ìà¹ìî, ùî ∆Pt → ∞ ïðè t→ ∞. Òîìó íåðiâíiñòü
γ < 1/ρ âèçíà÷à¹ îáëàñòü ñòiéêîñòi â ñèñòåìi êîîðäèíàò ρ, γ (ðèñ.
12.7).

Ó âèïàäêó À), êîëè γ > 4ρ/(1−ρ)2, êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ðiâíÿííÿ äiéñíi, òîìó ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (12.4.7) çàïèñóþòüñÿ ó
âèãëÿäi

∆Pt = C1λ
t
1 + λt2,

äå C1, C2 � êîíñòàíòè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
Ðîçâ'ÿçîê áóäå ñòiéêèì, òîáòî ∆Pt ïðÿìóâàòèìå äî íóëÿ ïðè
t→ ∞, ÿêùî max{|λ1|, |λ2|} < 1.

Óâàæàòèìåìî, ùî 0 < ρ < 1, òîäi

λ1,2 =
−γ(1− ρ)±

√
γ2(1− ρ)2 − 4γρ

2
.

Áiëüøèé ìîäóëü ìàòèìå êîðiíü λ2 i ãðàíèöåþ îáëàñòi ñòiéêîñòi
¹ êðèâà, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ

−γ(1− ρ)−
√
γ2(1− ρ)2 − 4γρ

2
= −1,

àáî √
γ2(1− ρ)2 − 4γρ = 2− γ(1− ρ),
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çâiäêè

γ =
1

1− 2ρ
.

Öå i ¹ ðiâíÿííÿì ãðàíèöi îáëàñòi ñòiéêîñòi â ïëîùèíi ρ, γ.
Ñàìà óìîâà λ1 > −1 âèêîíó¹òüñÿ ïðè γ < 1/(1 − 2ρ). Âiäïî-

âiäíà îáëàñòü ïîêàçàíà íà ðèñ. 12.7.
Çàóâàæèìî, ùî êðèâi

γ =
1

1− 2ρ
òà γ =

4ρ

(1− ρ)2

ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi ρ = 1/3.

Ðèñ. 12.7. Îáëàñòü ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (12.4.7) ïðè
0 < ρ < 1 (çàøòðèõîâàíà îáëàñòü)

12.5. Ìîäåëþâàííÿ ïðèáóòêó ïiäïðè¹ìñòâà

Ïiä âèðîáíèöòâîì ðîçóìi¹òüñÿ äiÿëüíiñòü, ÿêà ïðèâîäèòü äî
îäåðæàííÿ ìàòåðiàëüíèõ áëàã ïðè âèêîðèñòàííi ïðèðîäíèõ,
ìàòåðiàëüíî-òåõíi÷íèõ òà iíòåëåêòóàëüíèõ ðåñóðñiâ.

Íå çâàæàþ÷è íà òå, ùî âèðîáíèöòâî âêëþ÷à¹ â ñåáå áàãàòî ðiç-
íîìàíiòíèõ ôîðì äiÿëüíîñòi (öå âèðîáíèöòâî íîâèõ òîâàðiâ, áóäiâ-
íèöòâî, òðàíñïîðòíi ïîñëóãè, ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêå âèðîáíèöòâî
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é âåëèêi îðãàíiçàöi¨ òèïó ãàëóçåé íàðîäíîãî ãîñïîäàðñòâà), ìàòå-
ìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ âèäiëÿ¹ äåùî çàãàëüíå, âëàñòèâå âñiì öèì
îá'¹êòàì. Çàãàëüíèì ¹ ïðîöåñ ïåðåòâîðåííÿ ïåðâèííèõ ðåñóðñiâ
(âèðîáíè÷èõ ôàêòîðiâ) ó êiíöåâi ðåçóëüòàòè âèðîáíèöòâà.

Äëÿ òîãî, ùîá îïèñàòè âèðîáíèöòâî, âèêîðèñòîâóþòü âèðîá-
íè÷i ôóíêöi¨. Â íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó âèðîáíè÷à ôóíêöiÿ � öå
ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ n àðãóìåíòiâ:

y = f(x1, x2, . . . , xn),

äå âåëè÷èíà y, ÿê ïðàâèëî, ìà¹ âàðòiñíèé õàðàêòåð i âèçíà÷à¹ îá-
ñÿã âèðîáëåíî¨ ïðîäóêöi¨ â ãðîøîâîìó åêâiâàëåíòi. Àðãóìåíòè x1,
. . . , xn çàäàþòü îáñÿãè çàòðà÷åíèõ ðåñóðñiâ ïðè ðåàëiçàöi¨ òåõíî-
ëîãi÷íîãî ïðîöåñó.

Âèðàçè äëÿ âèðîáíè÷èõ ôóíêöié âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îöiíêè
åôåêòèâíîñòi ïðèéíÿòîãî íà äàíîìó âèðîáíèöòâi ñïîñîái ãîñïîäà-
ðþâàííÿ. Âèðîáíè÷à ôóíêöiÿ � âàæëèâèé àïàðàò ïëàíîâèõ ðîçðà-
õóíêiâ, òîìó äëÿ ¨¨ ïîáóäîâè ùîäî êîíêðåòíîãî ãîñïîäàðñòâà âè-
êîðèñòîâóþòü ñòàòèñòè÷íèé ïiäõiä. Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
äåÿêèé ñòàíäàðòíèé íàáið àëãåáðà¨÷íèõ âèðàçiâ, ïàðàìåòðè ÿêèõ
çíàõîäÿòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè.

Ñåðåä ðiçíîìàíiòíèõ òèïiâ âèðîáíè÷èõ ôóíêöié íàé÷àñòiøå
âèêîðèñòîâóþòü ëiíiéíi ôóíêöi¨ âèãëÿäó

y = a0 +

n∑
j=1

ajx
j ,

äëÿ ÿêèõ ëåãêî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à îöiíþâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ çà
ñòàòèñòè÷íèìè äàíèìè, à òàêîæ ñòåïåíåâi ôóíêöi¨

y = a0

n∏
j=1

x
αj

j ,

äëÿ ÿêèõ òàêîæ ìîæíà óòâîðèòè ëiíiéíi ôîðìóëè ÷åðåç ëîãàðèô-
ìóâàííÿ.

Âèêîðèñòàííÿ àïàðàòó âèðîáíè÷èõ ôóíêöié äà¹ ìîæëèâiñòü
ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i ïðî îïòèìàëüíå âèêîðèñòàííÿ çàñîáiâ, ïðè-
çíà÷åíèõ äëÿ çàêóïiâëi âèðîáíè÷èõ ôàêòîðiâ.
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Ïðèïóñòèìî, ùî ôàêòîðè x1, . . . , xn ìîæóòü áóòè çàêóïëåíi
çà öiíàìè p1, . . . , pn, à îáñÿãè çàñîáiâ äëÿ çàêóïiâëi ñòàíîâëÿòü

b (ãðîø. îä.). Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ
n∑

j=1

pjxj ≤ b îïèñó¹ ìíîæèíó

äîïóñòèìèõ íàáîðiâ ôàêòîðiâ.
Çàäà÷à ïðî îïòèìàëüíå âèêîðèñòàííÿ çàñîáiâ ôîðìóëþ¹òüñÿ

òàê: ïîòðiáíî çíàéòè íàáið ôàêòîðiâ, ÿêèé äà¹ íàéáiëüøèé âè-
ïóñê ïðîäóêöi¨ ïðè îáìåæåíèõ ôiíàíñàõ. Òîáòî ïîòðiáíî çíàéòè
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

y = f(x1, . . . , xn) → max,
n∑

j=1

pjxj ≤ b,

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Øóêàíèé çìiñòîâèé ðîçâ'ÿçîê çíàõîäèòüñÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿíü

∂f

∂xj
= λpj , j = 1, . . . , n,

n∑
j=1

pjxj = b,

äå λ � ìíîæíèê Ëàãðàíæà.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê, êîëè êiëüêiñòü ôàêòîðiâ äîðiâ-

íþ¹ 2. Íåõàé x1 = K � êàïiòàë (îñíîâíi ôîíäè), x2 = L � òðó-
äîâi ðåñóðñè, òîäi âèðîáíè÷à ôóíêöiÿ y = f(K,L) → max. Óìî-
âè îáìåæåííÿ: rK + ωL = b, äå r � öiíà âèêîðèñòàííÿ ìàøèí,
óñòàòêóâàííÿ (ïîñëóãè êàïiòàëó), ω � ñòàâêà îïëàòè ïðàöi. Óìîâè
îïòèìàëüíîñòi ìàþòü âèãëÿä

∂y

∂K
= r,

∂y

∂L
= ω.

Ïåðøà óìîâà îçíà÷à¹, ùî ìàðãiíàëüíà ôîíäîâiääà÷à ( ∂y
∂K ) äîðiâ-

íþ¹ íîðìi áàíêiâñüêîãî âiäñîòêà r, äðóãà óìîâà îçíà÷à¹, ùî ìàð-
ãiíàëüíà ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi ∂y

∂L äîðiâíþ¹ ñòàâöi îïëàòè ïðàöi
ω.

Äëÿ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ âèðîáíè÷î¨ ôóíêöi¨ çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä

y = αKαLβ → max,
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çà óìîâè, ùî
rK + ωL = b.

Äëÿ íå¨ îäåðæèìî òàêèé ðîçâ'ÿçîê:

K =
αb

(α+ β)r
, L =

βb

(α+ β)ω
, y = αK

α
L
β
.

12.6. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

12.1. Ðîçãëÿíåìî âçà¹ìîäiþ åêîíîìi÷íèõ àãåíòiâ, êîëè îäíi ç
íèõ ñóòò¹âî çàëåæàòü âiä iíøèõ. Ïðîñòiøèì ïðèêëàäîì òàêèõ âiä-
íîñèí ñëóãóþòü ìîäåëi àãðàðíîãî ñåêòîðà â åêîíîìiöi êðà¨íè. Òàêà
ìîäåëü äëÿ äâîõ àãåíòiâ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi{

ẋ1 = x1(−ε1 + γ12x2),
ẋ2 = x2(ε2 − γ21x1 − γ22x2),

äå âñi êîåôiöi¹íòè äîäàòíi, x1(t) õàðàêòåðèçó¹ çàëåæíó ãàëóçü,
íàïðèêëàä, ñiëüñüêå ãîñïîäàðñòâî, à x2(t) � ãàëóçü-äîíîðà � óñþ
ïðîìèñëîâiñòü. Öÿ ìîäåëü âèðàæà¹ ïðîáëåìó äîòàöié ñiëüñüêîãî
ãîñïîäàðñòâà.

Äîâåñòè, ùî â òàêié ñèñòåìi ìîæëèâå ñóìiñíå ñïiâiñíóâàííÿ
ãàëóçåé. Çíàéòè ñòàöiîíàðíèé ñòàí, äîñëiäèòè éîãî íà ñòiéêiñòü.
Ïîêàçàòè, ùî ïðè γ22 = 0 âèíèêàþòü ïåðiîäè÷íi êîëèâàííÿ íàâ-
êîëî òî÷êè ðiâíîâàãè.

12.2. Åêîíîìiêà ðîçäiëåíà íà òðè ãàëóçi: ïðîìèñëîâiñòü,
ñiëüñüêå ãîñïîäàðñòâî òà iíøi ãàëóçi. Çíàéòè îá'¹ìè âèðîáíèöòâà
ãàëóçåé íàðîäíîãî ãîñïîäàðñòâà, ìàòðèöþ ïîâíèõ ìàòåðiàëüíèõ
âèòðàò òà ìiæãàëóçåâi ïîñòàâêè, ÿêùî íà ïëàíîâèé ïåðiîä çàäàíi
êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ çàòðàò i êiëüêiñòü êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨:

A =

 0, 2 0, 4 0, 2
0, 1 0, 4 0, 3
0, 4 0, 1 0, 2

 , Y =

 49
69
46

 .

Ïåðåâiðèòè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ïðîäóêòèâíîñòi ìàòðèöi A
(òåîðåìà 12.2.3). Ïåðåâiðèòè äîñòàòíi óìîâè ïðîäóêòèâíîñòi ìàò-
ðèöi A (òåîðåìà 12.2.6).
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12.3. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó 12.2, ÿêùî

A =

 0, 1 0, 16 0, 125
0, 05 0, 04 0, 075
0, 25 0, 16 0, 025

 , Y =

 100
200
300

 .

12.4. Íåõàé åêîíîìiêà óìîâíî ðîçäiëåíà íà ÷îòèðè ñåêòîðè: 1)
ïðîìèñëîâiñòü - ãàëóçi ãðóïè À (âèðîáëÿþòü çàñîáè âèðîáíèöòâà);
2) � ïðîìèñëîâiñòü � ãàëóçi ãðóïè Á (âèðîáëÿþòü ïðåäìåòè âèêî-
ðèñòàííÿ); 3) ñiëüñüêå ãîñïîäàðñòâî; 4) iíøi ãàëóçi. Êîåôiöi¹íòè
ïðÿìèõ ìàòåðiàëüíèõ âèòðàò i âåêòîð êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨ çàäàíi:

A =


0, 20 0, 10 0, 05 0, 20
0, 05 0, 20 0, 04 0, 15
0, 10 0, 15 0, 04 0, 10
0, 20 0, 10 0, 10 0, 10

 , Y =


300
100
100
150

 .

Çíàéòè ïëàíîâi çàâäàííÿ âèïóñêó âàëîâî¨ ïðîäóêöi¨ êîæíîþ
ãàëóççþ, ìiæãàëóçåâi ïîñòàâêè i ñêëàñòè ìiæãàëóçåâèé áàëàíñ.
Ïåðåâiðèòè äîñòàòíi óìîâè ïðîäóêòèâíîñòi ìàòðèöi A (òåîðåìà
12.2.6).

12.5. Íàïèñàòè äâî¨ñòó çàäà÷ó äî çàäà÷i (12.4.1). Äàòè åêîíî-
ìi÷íó iíòåðïðåòàöiþ.

12.6.Íåõàé ó çàäà÷i óñòàíîâëåííÿ çðiâíîâàæåíî¨ öiíè, êðiì âè-
ðîáíèêiâ i ïîêóïöiâ, iñíóþòü ùå ïîñåðåäíèêè (îïòîâèêè), ÿêi ñòâî-
ðþþòü çàïàñè Q òîâàðiâ i òèì ñàìèì âèçíà÷àþòü öiíè. Íåõàé Qt �
çàïàñè â êiíöi iíòåðâàëó t. Òîäi ∆Qt = Qt −Qt−1 = S(Pt)−D(Pt)
âèçíà÷à¹ ïðèðiñò çàïàñiâ, ÿêèé äîðiâíþ¹ âèðîáíèöòâó òîâàðiâ ìi-
íóñ ¨õíié ïðîäàæ. Áóäåìî ââàæàòè, ÿê i ðàíiøå, ùî D(Pt) =
α− aPt, S(Pt) = β + bPt.

Ïðè öèõ ïðèïóùåííÿõ ìîæëèâi ðiçíi ìîäåëi âñòàíîâëåííÿ öií
ïðè íàÿâíîñòi çàïàñiâ:

à) Ìîäåëü 1. Pt = Pt−1 − ρ∆Qt−1, äå ρ > 0 � äåÿêà êîíñòàí-
òà. Öå ñïiââiäíîøåííÿ î÷åâèäíå, îñêiëüêè ïðè çáiëüøåííi çàïàñiâ
ïîòðiáíî çíèæóâàòè öiíè.

á) Ìîäåëü 2. Pt = Pt−1 − ρ(Qt − Q). Òóò ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî
ïîâèíåí iñíóâàòè äåÿêèé ñòàíäàðòíèé ðiâåíü çàïàñiâ.

Ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ öèõ ìîäåëåé. Óñòàíîâèòè äèíàìiêó öií.
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12.7. Äîâåñòè òåîðåìó 8.2.4 ïðî äîñòàòíi óìîâè ïðîäóêòèâíî-
ñòi ìîäåëi Ëåîíòü¹âà.

12.8. Ïîáóäóâàòè ñòàòè÷íó ìîäåëü Ëåîíòü¹âà ó âèïàäêó, êîëè
ìà¹ìî n ãàëóçåé âèðîáíèêiâ i m ãàëóçåé äëÿ çíèùåííÿ çàáðóäíåí-
íÿ, ÿêå âèðîáëÿþòü n+m ãàëóçåé.

12.9. Çàäà÷à ðîçêðîþ. Ñòàëüíi ïðóòè äîâæèíîþ 100 ñì íåîá-
õiäíî ðîçðiçàòè íà çàãîòîâêè äîâæèíîþ 40, 45, 50 ñì. Êiëüêiñòü
çàãîòîâîê ñòàíîâèòü 30, 40, 20 øòóê âiäïîâiäíî. Ñêiëüêè ïðóòiâ
i ÿêèì ñïîñîáîì ïîòðiáíî ðîçðiçàòè, ùîá çàáåçïå÷èòè ìiíiìàëüíi
âiäõîäè?

12.10. Ó ðàìêàõ ìîäåëi Ñîëîó ðîçãëÿíóòè îïòèìiçàöiéíó çà-
äà÷ó: çíàéòè ïðîãðàìó íåâèðîáíè÷îãî ñïîæèâàííÿ, çà ÿêî¨ äîñÿ-
ãà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà êîðèñíîñòi

Φ(U) =

tm∫
t0

U(C(t))dt,

U(C) � ôóíêöiÿ êîðèñíîñòi, ùî õàðàêòåðèçó¹ ñòóïiíü çàäîâîëåííÿ
ñïîæèâà÷iâ ó ïîòî÷íèé ìîìåíò ÷àñó t.

Ëiòåðàòóðà: [27, 38, 46, 58, 59, 74, 75].
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Ðîçäië 13. Ìîäåëi ñîöiàëüíèõ òà ãëîáàëüíèõ

ïðîöåñiâ

13.1. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ãîíêè îçáðî¹íü ìiæ äâîìà
êðà¨íàìè

Ñóòíiñòü ãîíêè îçáðî¹íü ïîëÿãà¹ îñü ó ÷îìó. Äâi âîðîãóþ÷èõ
êðà¨íè íàðîùóþòü ñâié âiéñüêîâèé ïîòåíöiàë. Ïåðøà êðà¨íà îçáðî-
þ¹òüñÿ ÷åðåç ïîòåíöiàëüíó çàãðîçó ç áîêó äðóãî¨ êðà¨íè. Îñòàííÿ
i ñîái, çíàþ÷è ïðî çðîñòàííÿ âèòðàò íà îçáðî¹ííÿ ïåðøî¨ êðà¨íè,
òåæ çáiëüøó¹ âèòðàòè íà îçáðî¹ííÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x(t), y(t) îáñÿã îçáðî¹ííÿ äâîõ êðà¨í. Áóäåìî
ââàæàòè, ùî çàãàëüíà êiëüêiñòü çáðî¨ êîæíî¨ êðà¨íè âèçíà÷à¹òüñÿ
òðüîìà ôàêòîðàìè:

� êiëüêiñòþ çáðî¨ â ïðîòèëåæíî¨ ñòîðîíè;
� çíîñîì íàÿâíîãî îçáðî¹ííÿ;
� ñòóïåíåì íåäîâiðè äî ïðîòèâíèêà.
Ïðèïóñêà¹ìî òàêîæ, ùî òåìïè ïðèðîñòó i çìåíøåííÿ îçáðî¹í-

íÿ ïðîïîðöiéíî çàëåæàòü âiä óêàçàíèõ ôàêòîðiâ.
Ïðè òàêèõ ïðèïóùåííÿõ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ãîíêè îçáðî¹íü

ìà¹ âèãëÿä 
dx

dt
= α1(t)y − β1(t)x+ P (t),

dy

dt
= α2(t)x− β2(t)y +Q(t),

(13.1.1)

äå α1(t), α2(t), β1(t), β2(t) � êîåôiöi¹íòè, ùî õàðàêòåðèçóþòü
øâèäêîñòi íàðîùóâàííÿ i çíîñó îçáðî¹ííÿ, ôóíêöi¨ P (t), Q(t) îïè-
ñóþòü ðiâåíü íåäîâiðè êîíêóðåíòiâ i çàëåæàòü òiëüêè âiä ÷àñó.

Àíàëiç ìîäåëi (13.1.1) íàéáiëüø ïðîñòèé ó âèïàäêó ñòàëèõ êî-
åôiöi¹íòiâ, òîáòî äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó îáåðåìî ñèñòåìó

dx

dt
= a1y − b1x+ p,

dy

dt
= a2x− b2y + q.

(13.1.2)
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Ìîäåëü (13.1.2) áóëà ðîçðîáëåíà Ð. Ði÷àðäñîíîì, ÿêèé, çà äà-
íèìè ïðî çàòðàòè íà îçáðî¹ííÿ ïåðåä ïåðøîþ ñâiòîâîþ âiéíîþ,
äîâiâ àäåêâàòíiñòü ñâî¹¨ ìîäåëi ðåàëüíèì ôàêòàì. Ïîëiòîëîãè
âñòàíîâèëè ïðèäàòíiñòü ìîäåëi Ði÷àðäñîíà äëÿ àíàëiçó ñåðéîçíèõ
ìiæíàðîäíèõ êîíôëiêòiâ. Çà îñòàííi 200 ðîêiâ ç 30 êîíôëiêòiâ,
ùî ñóïðîâîäæóâàëèñÿ ãîíêîþ îçáðî¹ííÿ, 25 çàêií÷èëèñÿ âiéíîþ.
Ïðè âiäñóòíîñòi ãîíêè îçáðî¹íü òiëüêè 3 êîíôëiêòè ç 70 ïðèçâåëè
äî âiéíè.

Äîñëiäèìî ÿêiñíó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (13.1.2). Äëÿ
öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî ñòàöiîíàðíi òî÷êè x∗, y∗. Âîíè çàäîâîëü-
íÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü{

a1y − b1x+ p = 0,
a2x− b2y + q = 0.

Çâiäñè

x∗ =
a1q + b2p

b1b2 − a1a2
, y∗ =

a2p+ b1q

b1b2 − a1a2
. (13.1.3)

Ç (13.1.3) óæå ìà¹ìî ïåðøèé âèñíîâîê: äëÿ òîãî, ùîá ðiâíîâàãà
îçáðî¹ííÿ iñíóâàëà, ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ óìîâà

b1b2 > a1a2, q, p > 0. (13.1.4)

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî îáèäâà ïàðàìåòðè p, q, ùî õàðàêòåðè-
çóþòü íåäîâiðó, äîðiâíþþòü íóëþ, òî ñòàíó ðiâíîâàãè âiäïîâiäà¹
âiäñóòíiñòü îçáðî¹íü â îáîõ ñòîðií.

Âèâ÷èìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê. Äëÿ
öüîãî â ñèñòåìi (13.1.2) çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ

x(t) = x∗ + ξ(t), y(t) = y∗ + η(t),

òîäi äëÿ ξ, η îäåðæèìî ñèñòåìó
dξ

dt
= −b1ξ + a1η,

dη

dt
= a2ξ − b2η.

(13.1.5)

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (13.1.5)

λ2 + (b1 + b2)λ+ b1b2 − a1a− 2 = 0
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çàâæäè ìà¹ äâà äiéñíi âiä'¹ìíi êîðåíi, îñêiëüêè

D = (b1 + b2)
2 − 4(b1b2 − a1a2) = (b1 − b2)

2 + 4a1a2 > 0,

λ1 + λ2 = −(b1 + b2) < 0, λ1λ2 = b1b2 − a1a2 > 0.

Òîìó îñîáëèâà òî÷êà (x∗, y∗) ¹ ñòiéêèì âóçëîì, i ôàçîâèé ïîðòðåò
ìà¹ âèãëÿä, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 13.1.

Áóäü-ÿêå âiäõèëåííÿ âiä ñòàíó ðiâíîâàãè ñòà¹ äîñòàòíüî ìàëèì
÷åðåç äîâîëi âåëèêèé ïðîìiæîê ÷àñó.

Ðèñ. 13.1. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (13.1.2)

Ç ïîáóäîâàíî¨ ìîäåëi ìîæíà âèçíà÷èòè äåÿêi õàðàêòåðèñòè-
êè ìîæëèâèõ ïîâåäiíîê ñóïåðíèêiâ ïðè ïåðåõîäi âiä îäíîãî ñòà-
íó ðiâíîâàãè äî iíøîãî. Íåõàé, íàïðèêëàä, òåìï íàðîùóâàííÿ
îçáðî¹íü çìiíþ¹òüñÿ â îáîõ ñóïåðíèêiâ íà íåâåëèêó âåëè÷èíó da
(da1 = da2 = da), òîäi âiäïîâiäíî çìiíÿòüñÿ é âåëè÷èíè x∗, y∗.
Ïðè÷îìó îáèäâi êðà¨íè áàæàþòü, ùîá dx∗ i dy∗ áóëè ðiâíèìè. Äëÿ
âåëè÷èí dx∗, dy∗ ç (13.1.3) îäåðæó¹ìî

dx∗ =
∂x∗

∂a1
da+

∂x∗

∂a2
da =

b1b2q + a2b2p+ a21q + a1b2p

(b1b2 − a1a2)2
da,

dy∗ =
∂y∗

∂a1
da+

∂y∗

∂a2
da =

b1b2p+ a1b1q + a22p+ a2b1q

(b1b2 − a1a2)2
da.

Ïðèïóñòèìî, äëÿ ïðîñòîòè, ùî ñòóïåíi íåäîâiðè ðiâíi, òîáòî
p = q, òîäi ç óìîâè dx∗ = dy∗ îäåðæó¹ìî óìîâè ïàðèòåòó ñòîðií
ïðè íåâåëèêèõ çìiíàõ ðiâíîâàãè:

a1(a1 + b2 − b1) = a2(a2 + b1 − b2). (13.1.6)
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Öå ñïiââiäíîøåííÿ ìîæå áóòè ïîêëàäåíå â îñíîâó âiäïîâiäíèõ äî-
ìîâëåíîñòåé ìiæ êðà¨íàìè, ÿêùî âiäîìi ïàðàìåòðè a1, a2, b1, b2.

Íàïðèêëàä, ïðèïóñòèìî, ùî a2 = σa1, òîäi çi ñïiââiäíîøåííÿ
(13.1.6) ìà¹ìî

a1(1− σ) = b1 − b2. (13.1.7)

Ïðè σ < 1 (òåìï ïðèðîñòó îçáðî¹íü ó äðóãî¨ ñòîðîíè ìåíøèé,
íiæ ó ïåðøî¨) äëÿ çáåðåæåííÿ ïàðèòåòó íåîáõiäíî, ùîá b1 > b2,
òîáòî â äðóãî¨ ñòîðîíè òåìï àìîðòèçàöi¨ îçáðî¹íü ïîâèíåí áóòè
ìåíøèì. Ïðè σ > 1 òåìï àìîðòèçàöi¨ ó ïåðøî¨ ñòîðîíè ïîâèíåí
áóòè ìåíøèì (b1 < b2).

Ïîáóäîâàíà ìîäåëü (13.1.1) íå âðàõîâó¹ áàãàòî âàæëèâèõ ôàê-
òîðiâ, ùî âïëèâàþòü íà ãîíêó îçáðî¹íü, àëå âîäíî÷àñ äà¹ ìîæ-
ëèâiñòü ïðîàíàëiçóâàòè ðÿä iñòîòíèõ âëàñòèâîñòåé öüîãî ïðîöåñó.

Äî ïî÷àòêó 70-õ ðîêiâ ìîäåëü áóëà âèïðîáóâàíà ñîòíi ðàçiâ íà
íàéðiçíîìàíiòíiøèõ âàðiàíòàõ ãîíêè îçáðî¹íü. I êîæíèé ðàç ìî-
äåëü Ði÷àðäñîíà àäåêâàòíî âiäîáðàæàëà îñíîâíi îñîáëèâîñòi êîí-
êðåòíîãî âàðiàíòó ãîíêè îçáðî¹íü, çîêðåìà, íà îñíîâi äàíèõ íà
âiéñüêîâi ðîçõîäè çà 1948�1973 ðð. ó ðàìêàõ öi¹¨ ìîäåëi áóëî ïî-
êàçàíî ñòàáiëüíiñòü ãîíêè îçáðî¹íü ìiæ ÑÐÑÐ òà ÑØÀ (ãîíêà
îçáðî¹íü íå ïåðåéøëà â âiéíó) i íåñòàáiëüíiñòü ãîíêè îçáðî¹íü
ìiæ Iðàêîì, Iðàíîì, Iíäi¹þ i Ïàêiñòàíîì, ùî ïðèâåëî äî âiéñüêî-
âèõ êîíôëiêòiâ.

13.2. Ìîäåëü áîéîâèõ äié ðåãóëÿðíèõ àðìié

Íåõàé ó áîéîâèõ äiÿõ áåðóòü ó÷àñòü äâi ðåãóëÿðíi àðìi¨. Êiëü-
êiñíèé ñêëàä öèõ àðìié ó ìîìåíò ÷àñó t ïîçíà÷èìî ÷åðåç x(t) i
y(t). ×èñåëüíîñòi x(t), y(t) ¹ ãîëîâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñóïåðíè-
êiâ ó ðîçãëÿäóâàíié ìîäåëi. Ïîáóäîâàíà ìîäåëü áóäå îïèñóâàòè
äèíàìiêó ñàìå öèõ âåëè÷èí.

Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî x(t) i y(t) çìiíþþòüñÿ íåïåðåðâíî
i, áiëüøå òîãî, ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè ÷àñó. Òàêi ïðèïó-
ùåííÿ ¹ ñïðîùåííÿì ðåàëüíî¨ ñèòóàöi¨, îñêiëüêè x(t) i y(t) � öå
öiëi ÷èñëà. Àëå ïðè âåëèêié ÷èñåëüíîñòi àðìié òàêi ïðèïóùåííÿ
öiëêîì äîïóñòèìi, öå äàñòü ìîæëèâiñòü áóäóâàòè ìàòåìàòè÷íi ìî-
äåëi ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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Óêàæåìî ðÿä ôàêòîðiâ, ÿêi äàþòü çìîãó îïèñàòè øâèäêiñòü
çìiíè ÷èñåëüíîñòi àðìié. Àðìiÿ x çàçíà¹ âòðàò âiä õâîðîá, òðàâì
òà iíøèõ ôàêòîðiâ, ùî íå ïîâ'ÿçàíi ç áîéîâèìè äiÿìè, ïîçíà÷è-
ìî öþ øâèäêiñòü R(t). ×åðåç S(t) ïîçíà÷èìî øâèäêiñòü, ç ÿêîþ
ñòîðîíà x íåñå âòðàòè áåçïîñåðåäíüî âiä âåäåííÿ áîéîâèõ äié çi
ñòîðîíîþ y. ×åðåç P (t) ïîçíà÷èìî øâèäêiñòü ïiäõîäó ïiäêðiïëåíü
àðìi¨ x. P (t) ââàæà¹ìî çàäàíîþ ôóíêöi¹þ ÷àñó.

Òàêi ôàêòîðè, ÿê ðiâåíü i äîñâiä êîìàíäíîãî ñêëàäó, ìîðàëü-
íèé äóõ ñîëäàò, ñòóïiíü áîéîâî¨ ïiäãîòîâêè òà iíøi, ïðàêòè÷íî
âàæêî âðàõóâàòè â ìàòåìàòè÷íié ìîäåëi.

Ïðè çðîáëåíèõ ïðèïóùåííÿõ î÷åâèäíî, ùî øâèäêiñòü çìiíè
x(t) çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

dx

dt
= −(R(t) + S(t)) + P (t).

Àíàëîãi÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ ìiñöå i äëÿ y(t) .
Òåïåð ïîòðiáíî êîíêðåòèçóâàòè âåëè÷èíèR(t), S(t). Ïðèïóñòè-

ìî, ùî êîæíèé ñîëäàò àðìi¨ x çíèùó¹ çà îäèíèöþ ÷àñó b ñîëäàò
àðìi¨ y, à êîæíèé ñîëäàò àðìi¨ y âáèâà¹ çà îäèíèöþ ÷àñó a ñîëäàò
àðìi¨ x.

Øâèäêiñòü ñàìîâòðàò â àðìi¨ x ââàæà¹ìî ïðîïîðöiéíîþ ñàìié
÷èñåëüíîñòi àðìi¨ x iç äåÿêèì êîåôiöi¹íòîì ïðîïîðöiéíîñòi c, à
ñàìîâòðàòè â àðìi¨ y ìàþòü êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi d.

Òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, ùî âèðàæà¹ çìiíó êiëüêiñíîãî ñêëà-
äó äâîõ àðìié, ìà¹ âèãëÿä

dx

dt
= −cx− ay + P (t),

dy

dt
= −bx− dy +Q(t).

(13.2.1)

Äëÿ çàìèêàííÿ ìîäåëi (13.2.1) íåîáõiäíî çàäàòè ïî÷àòêîâi çíà-
÷åííÿ x0, y0 � êiëüêiñíèé ñêëàä àðìié ïåðåä ïî÷àòêîì âåäåííÿ
áîéîâèõ îïåðàöié (ïðè t = 0).

Ìîäåëü (13.2.1) âåäåííÿ áîéîâèõ äié äâîõ àðìié ó ëiòåðàòóði
âiäîìà ÿê ïåðøà ìîäåëü Ëàíêàñòåðà (àíãëiéñüêèé iíæåíåð i ìà-
òåìàòèê, ÿêèé çàïðîïîíóâàâ öþ ìîäåëü ïiä ÷àñ ïåðøî¨ ñâiòîâî¨
âiéíè).
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Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíó ñèñòåìó (13.2.1) çà óìîâè, ùî
êîæíà ç àðìié çíàõîäèòüñÿ â çîíi äi¨ áîéîâèõ çàñîáiâ iíøî¨ àðìi¨
i áîéîâi äi¨ ñïðÿìîâàíi íà æèâó ñèëó ïðîòèâíèêà. Çà òàêèõ ïðè-
ïóùåííü ìîæíà çíåõòóâàòè ñàìîâòðàòàìè, îñêiëüêè âîíè çíà÷íî
ìåíøi, íiæ âòðàòè æèâî¨ ñèëè â áîþ. Êðiì öüîãî, áóäåìî ââàæàòè,
ùî îáèäâi ñòîðîíè íå îäåðæóþòü ïiäêðiïëåííÿ (P (t) = Q(t) = 0).

Òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü (13.2.1) ñïðîùó¹òüñÿ i íàáóâà¹ âèãëÿ-
äó 

dx

dt
= −ay,

dy

dt
= −bx.

(13.2.2)

Ïîäiëèâøè äðóãå ðiâíÿííÿ íà ïåðøå, îäåðæó¹ìî

dy

dx
=
b

a

x

y
. (13.2.3)

Ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíÿííÿ (13.2.3), ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

a(y2(t)− y20) = b(x2(t)− x20),

àáî
bx2 − ay2 = C, (13.2.4)

äå C = bx20 − ay20 = const.
Ðiâíÿííÿ (13.2.4) çàäà¹ ñiì'þ ãiïåðáîë (ïðè C = 0 � ïàðó ïðÿ-

ìèõ y = ± b
a
x), ïî ÿêèõ âiäáóâàòèìåòüñÿ åâîëþöiÿ ÷èñåëüíîñòi

àðìié. Íà ðèñ. 13.2 çîáðàæåíî ãiïåðáîëè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü C,
ïðè÷îìó îñêiëüêè x(t), y(t) � ÷èñåëüíîñòi àðìi¨, òî ðîçãëÿäà¹ìî
ëèøå ïåðøó ÷âåðòü.

Ðèñ. 13.2. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (13.2.2)
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Ñòðiëêè íà ãiïåðáîëàõ óêàçóþòü íàïðÿì çìiíè ÷èñåëüíîñòi àð-
ìié ç ðîñòîì ÷àñó.

ßê âèäíî ç ðèñ. 13.2, ïðè C < 0 ïåðåìàãà¹ àðìiÿ y. Ïðè öüîìó
áîéîâi ñèëè àðìi¨ x ïîâíiñòþ çíèùóþòüñÿ, òîáòî â õîäi áîéîâèõ äié
÷èñåëüíiñòü àðìi¨ x çìåíøó¹òüñÿ äî íóëÿ çà ñêií÷åííèé ïðîìiæîê
÷àñó. Ïðè C > 0 � ïåðåìàãà¹ àðìiÿ x, ïðè C = 0 îáèäâi àðìi¨
áóäóòü âçà¹ìîçíèùåíi.

Îòæå, ùîá ïåðåìîãëà àðìiÿ x, ¨ì íåîáõiäíî äîñÿãòè òàêî¨ ñè-
òóàöi¨, çà ÿêî¨

bx20 > ay20, (13.2.5)

òîáòî òî÷êà (x0, y0) ïîâèííà ëåæàòè âèùå ãðàíè÷íî¨ ïðÿìî¨

y =
b

a
x.

Iç ôîðìóëè (13.2.5) ìîæíà îäåðæàòè ùå îäèí öiêàâèé âèñíî-
âîê. ßêùî àðìiÿ x õî÷å ïåðåìîãòè àðìiþ y çà óìîâè, ùî ïî÷àòêîâà
÷èñåëüíiñòü ñêëàäó àðìi¨ x â k ðàçiâ ìåíøà çà ïî÷àòêîâó êiëüêiñòü

àðìi¨ y, òîáòî x0 =
y0
k
, òî íåîáõiäíî, ùîá áóëà âèêîíàíà óìîâà

b > k2a.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (13.2.2) ìà¹ìî
1

y

dx

dt
= −a. Òîäi

çíà÷åííÿ a ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê îäèíèöþ âèìiðó ñåðåäíüî¨
åôåêòèâíîñòi êîæíî¨ îäèíèöi áîéîâèõ ñèë àðìi¨ y. Àíàëîãi÷íî çíà-
÷åííÿ b � öå ñåðåäíÿ åôåêòèâíiñòü îäèíèöi áîéîâèõ ñèë àðìi¨ x.

Òåïåð ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê: äëÿ òîãî, ùîá ïåðåìîãòè àð-
ìiþ, âäâi÷i áiëüøó çà ÷èñåëüíiñòþ, ïîòðiáíî ìàòè â 4 ðàçè êðàùó
çáðîþ (åôåêòèâíiñòü îäèíèöi áîéîâèõ ñèë). Òîáòî äëÿ ïåðåìîãè
âàæëèâi íå ñòiëüêè ÷èñåëüíîñòi àðìié íà ïî÷àòêó áî¨â, ñêiëüêè ¨õ
ÿêiñòü îçáðî¹íü, âèó÷êà ñîëäàò òà ií., ùî âèðàæà¹òüñÿ êîåôiöi¹í-
òàìè a, b.

Î÷åâèäíî, ùî ìîäåëü Ëàíêàñòåðà ¹ íàäìiðíèì ñïðîùåííÿì,
àëå ç íå¨ îäåðæó¹òüñÿ âàæëèâèé âèñíîâîê âiäíîñíî êiëüêiñíîãî
ñêëàäó àðìié i ïîòóæíîñòi çáðî¨.

Âiäîìî, ùî íàâåäåíà ïðîñòiøà ìîäåëü ÿêiñíî âiäïîâiäà¹ ðå-
àëüíèì iñòîðè÷íèì ïîäiÿì, íàïðèêëàä, ïîðàçöi Íàïîëåîíà, óñïiõó
ìîíãîëüñüêèõ çàâîéîâíèêiâ òîùî.

Áiëüø àäåêâàòíà ìîäåëü ìîæå âðàõîâóâàòè çàëåæíiñòü êîåôi-
öi¹íòiâ a, b ó ñèñòåìi (13.2.2) âiä ïîòî÷íî¨ ÷èñåëüíîñòi àðìié:
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a = a(x, y), b = b(x, y).
Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü (13.2.1) íàáóâà¹ âèãëÿäó

dx

dt
= −a(x, y)y,

d

dt
= −b(x, y)x.

(13.2.6)

Ñèñòåìà (13.2.6) óæå íå ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà òî÷íî ïðè äî-
âiëüíèõ ôóíêöiÿõ a(x, y), b(x, y), àëå ìîæå áóòè ïðîâåäåíèé ¨¨ ÿêiñ-
íèé àíàëiç.

Îñíîâíèé âèñíîâîê, ùî îòðèìó¹ìî ç ÿêiñíîãî àíàëiçó ñèñòåìè
(13.2.6), � öå âèñíîâîê ïðî ñòðóêòóðíó ñòiéêiñòü öi¹¨ ìîäåëi. Çìiíà
ôóíêöié a, b ïðèçâåäå äî çìiíè êðèâèõ, ùî îïèñóþòü õiä âî¹ííèõ
äié (âîíè âæå íå áóäóòü ãiïåðáîëàìè i ãðàíè÷íîþ ïðÿìîþ), îäíàê
ÿêiñíà êàðòèíà ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (13.2.6), ïîðiâíÿíî ç
(13.2.2), çáåðåæåòüñÿ, îñêiëüêè òîïîëîãi÷íèé òèï òî÷êè ðiâíîâàãè
íå çìiíèòüñÿ.

Òàêi ìîäåëi ùå íàçèâàþòü ì'ÿêèìè, îñêiëüêè âîíè çàçíàþòü
çìií çà ðàõóíîê âèáîðó ôóíêöi¨ a(x, y), b(x, y). Íàòîìiñòü ìîäåëü
(13.2.2) íàçèâà¹òüñÿ æîðñòêîþ, îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè íà-
áóâàþòü ñòàëèõ çíà÷åíü.

13.3. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ãëîáàëüíèõ ïðîöåñiâ

13.3.1. Ìîäåëü Ôîððåñòåðà �Ñâiòîâà äèíàìiêà�

Ó 70-õ ðð. ÕÕ ñò. ñòàëî çðîçóìiëèì, ùî åêîíîìi÷íi ïðîáëåìè íå
ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè áåç óðàõóâàííÿ âïëèâó ãîñïîäàðñüêî¨ äiÿëü-
íîñòi ëþäèíè íà äîâêiëëÿ. Íå ìîæíà ðîçãëÿäàòè åêîíîìiêó îê-
ðåìî âiä åêîëîãi¨. Òîìó â åêîíîìiöi âèíèêàþòü ïðîáëåìè íîâîãî
ïëàíó � öå çàáåçïå÷åííÿ æèòò¹äiÿëüíîñòi ëþäåé, çíèæåííÿ ðiâíÿ
çàáðóäíåííÿ, çìåíøåííÿ òåõíîãåííîãî íàâàíòàæåííÿ íà ïðèðîäó.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðîáëåì ðîçâèòêó öèâiëiçàöi¨ â óìîâàõ îá-
ìåæåíîñòi çåìíèõ ðåñóðñiâ ó öåé ÷àñ ó êðà¨íàõ Çàõîäó âèíè-
êà¹ íèçêà îðãàíiçàöié. Âàæëèâó ðîëü ñåðåä íèõ íà òîé ÷àñ âiäi-
ãðàâ Ðèìñüêèé êëóá (íåóðÿäîâà, íåêîìåðöiéíà îðãàíiçàöiÿ), ÿêèé
îá'¹äíàâ ïîëiòèêiâ ç åêîíîìi÷íî ðîçâèíóòèõ êðà¨í i áóâ ñòâîðåíèé
äëÿ äîñëiäæåíü ãëîáàëüíèõ ïðîáëåì ëþäñòâà.
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×ëåíè êëóáó çðîçóìiëè, ùî ñóòî åêîíîìi÷íèé ïiäõiä íå ìîæå
çàáåçïå÷èòè êiëüêiñíèé àíàëiç ïåðñïåêòèâ åêîíîìi÷íîãî ðîçâèò-
êó, íå äà¹ ìîæëèâîñòi ðîçâ'ÿçóâàòè ñêëàäíi ïðîáëåìè âçà¹ìîäi¨
ëþäñòâà i íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà, à íàéêðàùîþ ôîðìîþ âèâ-
÷åííÿ öèõ ïðîáëåì ¹ âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.
Òîìó âèíèêëà íåîáõiäíiñòü ðîçðîáêè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé åêî-
íîìi÷íîãî ðîçâèòêó â óìîâàõ ðàöiîíàëüíîãî ïðèðîäîêîðèñòóâàí-
íÿ.

Ó 1970 ð. íà ÷åðãîâié ñåñi¨ Ðèìñüêîãî êëóáó ïðîôåñîðîâi Ìàñ-
ñà÷óñåòñüêîãî òåõíîëîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó Äæ. Ôîððåñòåðó (îä-
íîìó ç ïðîâiäíèõ ñïåöiàëiñòiâ ó ãàëóçi óïðàâëiííÿ) çàïðîïîíóâàëè
ðîçðîáèòè ãëîáàëüíó ìîäåëü ðîçâèòêó ñâiòó.

Íà îñíîâi òåîði¨ ñèñòåì, àïàðàòó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i
êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ íèì áóëè ñòâîðåíi ìîäåëi ñâiòîâî¨
äèíàìiêè �Ñâiò-1� òà �Ñâiò-2� (1971�1972 ðð.), ÿêi çàïî÷àòêóâàëè
ïðîöåñè ãëîáàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ.

Îïèñ ìîäåëi, àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ i âèñíîâêè áóëè
îïóáëiêîâàíi Äæ. Ôîððåñòåðîì ó êíèçi �Ñâiòîâà äèíàìiêà�, ùî
âèéøëà ó ñâiò 1971 ðîêó. Ó íié àâòîð óïåðøå ñïðîáóâàâ îïèñàòè
îñíîâíi ïðîöåñè åêîíîìiêè, äåìîãðàôi¨, ðîñòó çàáðóäíåííÿ â ïëà-
íåòàðíîìó ìàñøòàái íà îñíîâi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi. Çóïèíèìîñÿ
íà öié ìîäåëi.

Ó êîíöåïòóàëüíié ìîäåëi Ôîððåñòåð âèîêðåìëþ¹ íàéáiëüø
iñòîòíi ñâiòîâi ïðîöåñè:

1) çðîñòàííÿ íàðîäîíàñåëåííÿ;
2) ïðîìèñëîâå çðîñòàííÿ;
3) íåñòà÷à ïðîäóêòiâ õàð÷óâàííÿ;
4) çðîñòàííÿ âiäõîäiâ âèðîáíèöòâà;
5) íåñòà÷à ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ.
Âiäïîâiäíî äî öèõ ôàêòîðiâ, ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü âêëþ÷à¹

ï'ÿòü îñíîâíèõ ãëîáàëüíèõ çìiííèõ, ùî çàëåæàòü âiä ÷àñó:
P (t) � êiëüêiñòü ëþäåé íà Çåìëi â ìîìåíò ÷àñó t;
K(t) � êàïiòàëîâêëàäåííÿ â ïðîìèñëîâiñòü i ñiëüñüêå ãîñïîäàð-

ñòâî;
X(t) � ÷àñòêà iíâåñòèöié ó ñiëüñüêå ãîñïîäàðñòâî;
R(t) � íåâiäíîâëþâàíi ïðèðîäíi ðåñóðñè;
Z(t) � çàãàëüíà êiëüêiñòü çàáðóäíåíü.
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Çà îäèíèöþ ÷àñó áåðåòüñÿ îäèí ðiê, çà îäèíèöþ êàïiòàëó K(t)
� êàïiòàë, ùî ïðèïàäàâ íà äóøó íàñåëåííÿ â 1970 ð. Îäèíèöÿ
çàáðóäíåííÿ � öå êiëüêiñòü çàáðóäíåííÿ, ùî ïðèïàäàëà íà îäíó
ëþäèíó â 1970 ð. Îäèíèöåþ ðåñóðñiâ ââàæà¹òüñÿ ði÷íå âèêîðè-
ñòàííÿ ðåñóðñiâ íà îäíó ëþäèíó â 1970 ð. Òîáòî çìiííi K(t), R(t),
Z(t) � íîðìîâàíi çà âåëè÷èíàìè îïîðíîãî 1970 ð. X(t) ∈ [0; 1] �
áåçðîçìiðíà âåëè÷èíà.

Âçà¹ìîäiÿ ïðèðîäè i âèðîáíèöòâà îïèñó¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíè-
ìè ðiâíÿííÿìè òàêîãî òèïó:

dy

dt
= y+ − y−,

äå y+ � äîäàòíèé òåìï çðîñòàííÿ âåëè÷èíè y, ùî âêëþ÷à¹ â ñåáå
âñi ôàêòîðè, ÿêi âèêëèêàþòü ðiñò çìiííî¨ y; y− � ïîêàçó¹ âiä'¹ìíèé
òåìï øâèäêîñòi çìiíè y, ùî âêëþ÷à¹ âñi ôàêòîðè, ÿêi âèêëèêàþòü
ñïàäàííÿ çìiííî¨ y.

Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñâiòîâî¨ äèíàìiêè ñêëàäàþòü ï'ÿòü äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

dP

dt
= BR(t)−DR(t), (13.3.7)

dR

dt
= −NR(t), (13.3.8)

dK

dt
= K+(t)−K−(t), (13.3.9)

dZ

dt
= Z+(t)− Z−(t), (13.3.10)

dX

dt
= X+(t)−X−(t), (13.3.11)

äå BR(t) � êiëüêiñòü ëþäåé, ÿêi íàðîäèëèñÿ çà ðiê t; DR(t) � êiëü-
êiñòü ëþäåé, ÿêi ïîìåðëè çà ðiê t; NR(t) � çìåíøåííÿ êiëüêîñòi
ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ çà îäèíèöþ ÷àñó (â ðiê t) óíàñëiäîê âèêîðè-
ñòàííÿ ¨õ äëÿ ïîòðåá âèðîáíèöòâà; K+(t) � êiëüêiñòü íîâèõ âè-
ðîáíè÷èõ ôîíäiâ, ÿêi ñòâîðåíi çà îäèíèöþ ÷àñó (â ðiê t) óíàñëi-
äîê iíâåñòèöié; K−(t) � çìåíøåííÿ êiëüêîñòi âèðîáíè÷èõ ôîíäiâ
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çà îäèíèöþ ÷àñó ÷åðåç àìîðòèçàöiþ; Z+(t) � êiëüêiñòü àíòðîïî-
ãåííèõ âèêèäiâ çàáðóäíþâà÷iâ â íàâêîëèøí¹ ñåðåäîâèùå çà îäè-
íèöþ ÷àñó (â ðiê t); Z−(t) � çìåíøåííÿ êiëüêîñòi çàáðóäíþâà÷iâ
çà îäèíèöþ ÷àñó â ðåçóëüòàòi ïåðåðîáêè çàáðóäíþâà÷iâ òà ¨õ ñàìî-
î÷èùåííÿ; X+(t) � ïðèðiñò ÷àñòêè ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêîãî êàïiòà-
ëó; X−(t) � çìåíøåííÿ ÷àñòêè ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêîãî êàïiòàëó çà
îäèíèöþ ÷àñó (â ðiê t).

Óñi ïåðåðàõîâàíi õàðàêòåðèñòèêè, ùî ôiãóðóþòü ó ïðàâié ÷à-
ñòèíi ñïiââiäíîøåíü (13.3.7) � (13.3.11), ¹ ôóíêöiÿìè ï'ÿòè çìií-
íèõ, à òàêîæ áàãàòüîõ çîâíiøíiõ ïàðàìåòðiâ. Äëÿ ïðîâåäåííÿ îá-
÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ iç ìîäåëëþ öi ôóíêöi¨ íåîáõiäíî êîí-
êðåòèçóâàòè. Äëÿ ¨õ êîíêðåòèçàöi¨ ââîäÿòü äî ðîçãëÿäó ðÿä äîïî-
ìiæíèõ õàðàêòåðèñòèê.

Íàïðèêëàä, ñïiââiäíîøåííÿ, ùî âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü (òåìï) íà-
ðîäæóâàíîñòi BR(t), ìà¹ âèãëÿä

BR(t) = P (t) ·BRF (t) ·BRM(t) ·BRC(t) ·BRZ(t) ·BRN,
äå BRF (t) � ïàðàìåòð, ùî âðàõîâó¹ òåìï íàðîäæóâàíîñòi âiä âiä-
íîñíîãî ðiâíÿ õàð÷óâàííÿ FR(t), ÿêèé äîðiâíþ¹ ðåàëüíié êiëü-
êîñòi ïðîäóêòiâ õàð÷óâàííÿ íà äóøó íàñåëåííÿ FPC(t), ÿêà òåæ
çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi ôîíäiâ ó ñiëüñüêîìó ãîñïîäàðñòâi X(t), à
òàêîæ êîåôiöi¹íòiâ, ùî îïèñóþòü çìåíøåííÿ âèðîáíèöòâà ïðî-
äóêòiâ óíàñëiäîê çàáðóäíåííÿ FPM(Z(t)) òà çáiëüøåííÿ ãóñòèíè
íàñåëåííÿ FCM(P (t)), òîáòî FR(t) = FPC(t) ·FPM(t) ·FCM(t);

BRM(t) � çàëåæíiñòü òåìïó íàðîäæóâàíîñòi âiä ìàòåðiàëü-
íîãî ðiâíÿ æèòòÿ MS(t), ÿêèé òåæ çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi âè-
ðîáíè÷èõ ôîíäiâ íà äóøó íàñåëåííÿ â ïðîìèñëîâîñòi i ñiëüñüêî-
ìó ãîñïîäàðñòâi, âiä ÷àñòêè ôîíäiâ ó ñiëüñüêîìó ãîñïîäàðñòâi âiä
êîåôiöi¹íòà NR(t), ùî âðàõîâó¹ çìåíøåííÿ åôåêòèâíîñòi ôîíäiâ
ó ïðîìèñëîâîìó âèðîáíèöòâi ÷åðåç çìåíøåííÿ êiëüêîñòi ïðèðîä-
íiõ ðåñóðñiâ i çáiëüøåííÿ òðóäîçàòðàò íà ¨õ âèäîáóâàííÿ, òîáòî

MS(t) =
K(t)

P (t)

1−X(t)

1−X(1970)
NR(t);

BRC(t) � êîåôiöi¹íò, ùî îïèñó¹ çàëåæíiñòü òåìïó íàðîäæó-
âàíîñòi âiä âiäíîñíî¨ ãóñòèíè íàñåëåííÿ Pt/P (1970) (P (1970) =
3, 6 · 109), òîáòî öå ãóñòèíà íàñåëåííÿ â ÷àñòêàõ ãóñòèíè, ùî ìàëà
ìiñöå â 1970 ð.;

BRZ(t) � çàëåæíiñòü òåìïó íàðîäæóâàíîñòi âiä âiäíîñíîãî ðiâ-
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íÿ çàáðóäíåííÿ ZR(t), äå ZR(t) =
Z(t)

Z(1970)
. Çíà÷åííÿ Z(1970) ââà-

æà¹òüñÿ òàêèì, ùî äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íàñåëåííÿ â 1970 ð., òîáòî
3, 6 · 109, îñêiëüêè ðiâåíü çàáðóäíåííÿ íà îäíó ëþäèíó â 1970 ð.
áåðåòüñÿ çà îäèíèöþ;

BRN = 0, 04 � êîåôiöi¹íò íàðîäæóâàíîñòi â 1970 ð.
Ïîäiáíèì ñïîñîáîì âèçíà÷àþòüñÿ iíøi çàëåæíîñòi, ùî ôiãóðó-

þòü ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ìîäåëi.
Ðîçðàõóíêè ïî ìîäåëi ïðîâîäèëèñÿ ç 1900 ïî 2100 ðð. 1970 ð.

áóâ âçÿòèé çà îïîðíèé. Äàíi ñòàòèñòèêè çà 1900�1970 ðð. âèêîðè-
ñòîâóâàëèñÿ äëÿ iäåíòèôiêàöi¨ ìîäåëi.

Äàíèìè ðîçðàõóíêiâ çà 1900�1970 ðð. ïîñëóãîâóâàëèñÿ äëÿ âå-
ðèôiêàöi¨ ìîäåëi (âîíè çiñòàâëÿëèñÿ ç íàÿâíîþ ñòàòèñòèêîþ) i çíà-
õîäæåííÿ ìàëî âiäîìèõ ïàðàìåòðiâ, òîáòî âiäòâîðåííÿ iíôîðìà-
öi¨, ÿêî¨ íå âèñòà÷àëî. Ïàðàìåòðè ìîäåëi é ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ
ïiäáèðàëèñÿ òàê, ùîá ðîçðàõóíêîâi äàíi íå íàäòî âiäðiçíÿëèñÿ âiä
ðåàëüíèõ äàíèõ íà iíòåðâàëi 1900�1970 ðð. (òîìó äîâîäèëîñÿ çà-
äà÷i ðîçâ'ÿçóâàòè âïåðåä äî 1970 ð. i íàçàä äî 1900 ð.).

Ðîçðàõóíêè ïî ìîäåëi ç 1970 ïî 2100 ðð. âèêîðèñòîâóâàëèñÿ
äëÿ ïðîãíîçó. Îñíîâíi âèñíîâêè ç ïðîãíîçó Ôîððåñòåðà ïîëÿãà-
þòü â òàêîìó. Çà óìîâè çáåðåæåííÿ ñó÷àñíèõ òåíäåíöié ðîçâèòêó
ñóñïiëüñòâà (70-òi ð. ÕÕ ñò.) íåìèíó÷à ñåðéîçíà êðèçà ó âçà¹ìîäi¨
ëþäèíè i ñåðåäîâèùà â ÕÕI ñò. Öþ êðèçó àâòîð ïîÿñíèâ ïðîòèði÷-
÷ÿì ìiæ îáìåæåíiñòþ ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ i ðîñòîì êàïiòàëó, ùî
âêëàäà¹òüñÿ â ïðîìèñëîâiñòü i ñiëüñüêå ãîñïîäàðñòâî. Ðiñò êàïiòà-
ëó ïðèçâîäèòü äî ðîçòðà÷óâàííÿ ðåñóðñiâ. Âèñíàæåííÿ ïðèðîä-
íèõ ðåñóðñiâ âiäáóäåòüñÿ äî 2100 ð., õî÷à â 1970 ð. çàïàñ ðåñóðñiâ
ñòàíîâèâ 95 % âiä ðiâíÿ 1900 ð.

Ñàìå öåé ðiñò ðàçîì iç ðîñòîì íàñåëåííÿ ïðèçâîäèòü äî ïðè-
ðîäíîãî çàáðóäíåííÿ ñåðåäîâèùà (çàáðóäíåííÿ äî 2050 ð. çðîñòå
â 33 ðàçè ïîðiâíÿíî ç 1900 ð.) i, ÿê íàñëiäîê, çðîñòàííÿ ñìåðòíîñòi
íàñåëåííÿ (çðîñòàííÿ ÷èñåëüíîñòi íàñåëåííÿ çìåíøèòüñÿ çàäîâãî
äî 2100 ð. i äîñÿãíå â 2100 ð. 1,44 ìëðä. ëþäåé).

Íå çâàæàþ÷è íà òå, ùî áóëî ðîçãëÿíóòî áàãàòî ðiçíèõ ñöåíàði¨â
ïðîãíîçó, ÿêi âiäðiçíÿëèñÿ âèõiäíèìè äàíèìè, ðîñòîì óðîæàéíî-
ñòi, êîíòðîëåì íàðîäæóâàíîñòi, ïðîãíîç äëÿ æèòò¹äiÿëüíîñòi ëþ-
äèíè áåç êîíòðîëþ íàä çàáðóäíåííÿì áóâ ïåñèìiñòè÷íèì.
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Ïðîãíîç çà öèìè ñöåíàðiÿìè ñâiä÷èòü, ùî âíàñëiäîê íàêîïè-
÷åííÿ çàáðóäíåíü i çìåíøåííÿ ðåñóðñíîãî ïîòåíöiàëó íåìèíó÷å
íàñòàíå êðèçà çà âñiìà åêîíîìi÷íèìè é åêîëîãi÷íèìè ïîêàçíèêà-
ìè � çàãðîçà êàòàñòðîôè íå ìîæå áóòè âiäñóíóòà çà 2100 ð.

Äëÿ âiäòåðìiíóâàííÿ ñâiòîâî¨ êàòàñòðîôè íåîáõiäíî âæèòè çà-
õîäè äëÿ åêîëîãi÷íî¨ é åêîíîìi÷íî¨ ñòàáiëüíîñòi, íàñëiäêîì ÿêî¨
ïîâèííà ñòàòè ãëîáàëüíà ðiâíîâàãà, êîëè çìiííi ñèñòåìè âèéäóòü
íà ñòàöiîíàðíi çíà÷åííÿ.

13.3.2. Ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëi Ôîððåñòåðà

Îäðàçó ïiñëÿ îïóáëiêóâàííÿ ìîäåëi Ôîððåñòåðà ðiçíèìè àâòî-
ðàìè áóëè çðîáëåíi ñïðîáè ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëi ç ìåòîþ âèÿâëåííÿ
ìîæëèâèõ ïåðñïåêòèâ åâîëþöi¨ ëþäñòâà é ïîøóêó øëÿõiâ, ùî äîç-
âîëÿòü óíèêíóòè ãëîáàëüíî¨ êðèçè.

Îäíi¹þ ç ìîäèôiêàöié ¹ ìîäåëü Ìåäîóçà (ó÷íÿ Ôîððåñòåðà)
�Ñâiò-3�. Îñòàííÿ âåðñiÿ ìîäåëi (1992 ð.) óæå âêëþ÷à¹ â ñåáå 10
âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ ñåêòîðiâ. Ó ìîäåëi �Ñâiò-3� áóëî ââåäåíî ïðèáëèç-
íî â 4 ðàçè áiëüøå âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ (279 ðiâíÿíü), íiæ ó ìîäåëi
�Ñâiò-2� (82 ðiâíÿííÿ).

Ðîçðàõóíêè çà ìîäåëëþ �Ñâiò-3� ïîêàçàëè, ùî ¨õ ïðîãíîçè ÿêiñ-
íî áëèçüêi äî âèñíîâêiâ ìîäåëi �Ñâiò-2�: òóò òåæ ïðîãíîçó¹òüñÿ
íåìèíó÷à êàòàñòðîôà ÷åðåç çìåíøåííÿ ðåñóðñiâ i çðîñòàííÿ êiëü-
êîñòi çàáðóäíåíü. Áóëî ïîêàçàíî, ùî ïðè çáåðåæåííi ñó÷àñíèõ òåí-
äåíöié íåìèíó÷å íàñòàíå ãëîáàëüíà êðèçà.

Àíàëiç ðåçóëüòàòiâ, ùî îäåðæàíi çà ìîäåëÿìè �Ñâiò-2�, �Ñâiò-
3�, çìóñèëè ãðîìàäñüêiñòü çàìèñëèòèñÿ íàä ìîæëèâèìè ãëîáàëü-
íèìè êðèçàìè. Öi ìîäåëi äàëè ïîòóæíèé ïîøòîâõ äëÿ ïîäàëü-
øèõ äîñëiäæåíü ó ãàëóçi ñèñòåìíî¨ äèíàìiêè. Ñüîãîäíi çàâäÿêè
ðîçðîáöi îá'¹êòî-çîði¹íòîâàíèõ ìîâ ïðîãðàìóâàííÿ ñòàëî ìîæëè-
âèì ñòâîðåííÿ âåëèêèõ ìîäåëåé, ùî âêëþ÷àþòü òèñÿ÷i çìiííèõ,
ÿêi ìîæóòü íà äîñòàòíüî äåòàëüíîìó ðiâíi îïèñóâàòè äèíàìiêó
ñêëàäíèõ ñèñòåì.

Iç ñó÷àñíèõ ñèñòåìíî-äèíàìi÷íèõ ìîäåëåé âàðòî âiäçíà÷èòè
ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëi �Ñâiò-3�: ìîäåëü ÌÄÓ, ìîäåëü �ãîðîâà, ìî-
äåëü Ìàõîâà òà ií.

Ó ìîäåëi ÌÄÓ óñêëàäíþþòüñÿ ðiâíÿííÿ ìîäåëi ñâiòîâî¨ äè-
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íàìiêè, íàïðèêëàä, äëÿ ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ ïðîïîíó¹òüñÿ âæå 4
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç óðàõóâàííÿì îñ-
íîâíèõ áàëàíñîâèõ ñêëàäîâèõ ðåñóðñíî¨ áàçè: ïîòåíöiéíî âèêîðè-
ñòîâóâàíèõ ðåñóðñiâ, íîâèõ ðåñóðñiâ, âiäíîâëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ,
âèòðà÷åíèõ ðåñóðñiâ.

Ìîäåëü �ãîðîâà âiäêðèëà íîâèé íàïðÿì ó ãàëóçi ñèñòåìíîãî
ìîäåëþâàííÿ � ìîäåëþâàííÿ ç óïðàâëiííÿì. Ó ìîäåëi �ãîðîâà ç
ìåòîþ çàïîáiãàííÿ ãëîáàëüíié êðèçi ââîäÿòüñÿ óïðàâëÿþ÷i ïàðà-
ìåòðè. Äî òîãî æ ïðèïóñêà¹òüñÿ ìîæëèâiñòü âïëèâó íà ìàòåðiàëü-
íèé ðiâåíü æèòòÿ, âiäíîñíå çàáðóäíåííÿ, ðiâåíü õàð÷óâàííÿ øëÿ-
õîì ðîçïîäiëó êàïiòàëîâêëàäåíü. Ïåðåâàãà òàêî¨ ìîäåëi ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ìîæëèâiñòü óïðàâëiííÿ â ÷àñi ç ìåòîþ
ïîëiïøåííÿ ãëîáàëüíî¨ ñèòóàöi¨. Áóëî ïîêàçàíî, ùî âiäïîâiäíèì
ïiäáîðîì êðèòåðiþ îïòèìàëüíîñòi ìîæíà îäåðæàòè òàêó äèíàìi÷-
íó ìîäåëü, â ÿêié êðèçà íå íàñòàíå äî êiíöÿ XXI ñò.

Ïðàêòè÷íi ðåêîìåíäàöi¨ öi¹¨ ìîäåëi ïîëÿãàþòü ó íåîáõiäíîñòi
ñòâîðèòè ïîòóæíó iíäóñòðiþ âiäíîâëåííÿ ðåñóðñiâ, î÷èùåííÿ çà-
áðóäíåíü i ïðîâåäåííÿ ðåêóëüòèâàöi¨ çåìåëü. Ñàìå äëÿ âèçíà÷åííÿ
âiäðàõóâàíü ó öi òåõíîëîãi¨ i ðîçâ'ÿçóâàëàñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
óïðàâëiííÿ.

Ó ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëi Ìàõîâà ðîáëÿòüñÿ ïðèïóùåííÿ, ÿêi äîç-
âîëÿþòü ïîäîëàòè ïðîöåñè âè÷åðïàííÿ íåâiäíîâëþâàëüíèõ ðåñóð-
ñiâ i çàáðóäíåííÿ äîâêiëëÿ. Ââàæà¹òüñÿ, ùî ðîçâèòîê òåõíîëîãié
äîçâîëèòü ïîñòóïîâî çíèæóâàòè âèêîðèñòàííÿ ðåñóðñiâ i âèðîá-
íè÷i âiäõîäè íà 20-40 % êîæíi 20�30 ðîêiâ. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî
â íåäàëåêîìó ìàéáóòíüîìó ç'ÿâèòüñÿ ìîæëèâiñòü øâèäêîãî î÷è-
ùåííÿ çàáðóäíåíü ÷åðåç ñòâîðåííÿ ïîòóæíî¨ ïðîìèñëîâî¨ ãàëóçi
ç óòèëiçàöi¨ âiäõîäiâ. Òîáòî àïðiîði çàäà¹òüñÿ äåÿêèé ãiïîòåòè÷-
íèé ñöåíàðié ðîçâèòêó. Ðåçóëüòàòè ìîäåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ ïîêà-
çàëè, ùî â òàêié ñèñòåìi ìîæíà äîñÿãòè âèõîäó çìiííèõ íà äåÿêèé
êâàçiñòàöiîíàðíèé ðåæèì, ïðè÷îìó âèõiä ðîçâ'ÿçêiâ íà ñòàöiîíàð
âiäáóäåòüñÿ íå ðàíiøå 2050 ð. Ïî÷àòêîì óïðàâëiííÿ ïåðåäáà÷à-
ëîñÿ îáðàòè 2000 ð., îñêiëüêè âiäòåðìiíóâàííÿ óïðàâëiííÿ â ÷àñi
âiäñóâà¹ âèõiä ðîçâ'ÿçêiâ íà ñòàöiîíàð i íàâiòü ìîæå ìàòè íåãà-
òèâíi íàñëiäêè. Ó âèïàäêó, êîëè óïðàâëiííÿ ïî÷íåòüñÿ ç 2030 ð.,
ñèñòåìà íå âñòèãíå ñòàáiëiçóâàòèñÿ é íàñòàíå ñèñòåìíà êðèçà: ìà-
òåðiàëüíèé ðiâåíü æèòòÿ âïàäå, êiëüêiñòü íàñåëåííÿ çìåíøèòüñÿ,
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õî÷à ïðè öüîìó ïðèðîäíi ðåñóðñè íå âèñíàæàòüñÿ.
Â Îá÷èñëþâàëüíîìó öåíòði ÐÀÍ äëÿ àíàëiçó ãëîáàëüíèõ ïðî-

öåñiâ áóâ çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä, ùî áàçóâàâñÿ íà ïðèíöèïi, çà
ÿêèì ëþäèíà i âñÿ ¨¨ äiÿëüíiñòü � öå ñêëàäîâà ÷àñòèíà çàãàëüíèõ
ïðîöåñiâ ó áiîñôåði. Ãëîáàëüíà ìîäåëü áiîñôåðè � öå ñïðîáà ñó-
ìiñíî îïèñàòè çìiíè äåÿêèõ õàðàêòåðèñòèê áiîñôåðè ïðè ðiçíèõ
âàðiàíòàõ ñîöiàëüíî-åêîíîìi÷íîãî ðîçâèòêó, à îñíîâíå � öå âiäøó-
êàííÿ òèõ øëÿõiâ, êðèòåði¨â i ïðèíöèïiâ, ÿêi á ìîãëè çàáåçïå÷èòè
ìîæëèâiñòü ñòàáiëüíîãî ðîçâèòêó ëþäñòâà é áiîñôåðè.

Ïðè îïèñi áiîñôåðè âèäiëÿëèñÿ òðè áëîêè: àòìîñôåðà, îêåàí i
ðåãiîíè ñóøi. Ñòàí êîæíîãî áëîêó îïèñàíî íàáîðîì äåÿêèõ çìií-
íèõ, ÿêi â ñóêóïíîñòi ñêëàäàþòü âåêòîð ôàçîâèõ çìiííèõ ìîäåëi.
Íàïðèêëàä, ôàçîâi çìiííi áëîêó �ðåãiîíè ñóøi�: íàñåëåííÿ, çàáðóä-
íåííÿ, òðàâ'ÿíà ðîñëèííiñòü, ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêà ðîñëèííiñòü,
òâàðèíè, ãóìóñ, ìiíåðàëüíi ðåñóðñè, åíåðãåòè÷íi ðåñóðñè.

Ìîäåëü îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî âiäîáðàæàþòü çâ'ÿçêè ìiæ êîìïîíåí-
òàìè áiîñôåðè. Â ìîäåëi áiëÿ 400 êîåôiöi¹íòiâ, ùî âèìàãàþòü êiëü-
êiñíîãî âèçíà÷åííÿ i áëèçüêî 200 çâ'ÿçêiâ, ÿêi ïîòðiáíî îïèñàòè
ìàòåìàòè÷íî.

Ç ìîäåëëþ ìîæíà ïðîâîäèòè îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè. Ó
ïåðøîìó ç íèõ áóëî ïîñòàâëåíî ïèòàííÿ, ÿê áóäóòü çìiíþâàòèñÿ
ïàðàìåòðè áiîñôåðè â ðàçi çáåðåæåííÿ ñó÷àñíèõ òåíäåíöié ðîç-
âèòêó ñâiòó. Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ ïîêàçàëè, ùî çàáðóäíåíiñòü
àòìîñôåðè ðiçêî çðîñòàòèìå i äî 2115 ð. çáiëüøèòüñÿ â 4 ðàçè, ïðè
öüîìó ñåðåäíÿ òåìïåðàòóðà çà 200 ðîêiâ íå âèéäå çà ìåæi 13-17◦.
Ñóêóïíiñòü äi¨ çàáðóäíåííÿ îòî÷óþ÷îãî ñåðåäîâèùà i çìåíøåííÿ
áiëêîâî¨ êîìïîíåíòè ðàöiîíó ïðèçâåäå äî ðiçêîãî ñïàäó êiëüêîñòi
íàñåëåííÿ. Öÿ ìîäåëü êîðèñíà äëÿ âèâ÷åííÿ ðiçíèõ ãiïîòåòè÷íèõ
ñèòóàöié, îñêiëüêè ïðîâåñòè ïðÿìi åêñïåðèìåíòè íàä áiîñôåðîþ
àáî íàä ¨¨ ïiäñèñòåìîþ íåìîæëèâî. Íàïðèêëàä, ç îá÷èñëþâàëüíèõ
åêñïåðèìåíòiâ îäåðæàëè, ùî ïàðàìåòðè áiîñôåðè ìîæóòü çàëèøà-
òèñÿ â äiàïàçîíi, ïðèäàòíîìó äëÿ æèòòÿ ëþäèíè, ÿêùî çáiëüøèòè
êàïiòàëîâêëàäåííÿ ó âiäíîâëåííÿ ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ ó 2 ðàçè, à
áîðîòüáó iç çàáðóäíåííÿì ç 2000 ð. � ó 10 ðàçiâ.

Â 1983 ð. áóâ ïðîâåäåíèé îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò äëÿ
îöiíêè ãëîáàëüíèõ êëiìàòè÷íèõ íàñëiäêiâ ÿäåðíî¨ âiéíè ïðè îá-
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ìiíi ÿäåðíèìè óäàðàìè çàãàëüíîþ ïîòóæíiñòþ 5000 ìåãàòîíí. Ðå-
çóëüòàòè ïîêàçàëè, ùî ñîòíi ìiëüéîíiâ òîíí ïèëó, ïiäíÿòîãî â àò-
ìîñôåðó, ïîïië, ñàæà âiä çãîðiëèõ ìiñò i ëiñiâ ÷åðåç 1,5�2 ìiñÿöi
óòâîðÿòü ñóöiëüíó õìàðó, ñêðiçü ÿêó íå çìîæå ïðîíèêàòè ñâiòëî.
Íà Çåìëi íàñòàíå �ÿäåðíà çèìà� íåçàëåæíî âiä òîãî, â ÿêié ãåîãðà-
ôi÷íié òî÷öi ñòàíåòüñÿ âèáóõ, ïî÷íåòüñÿ ïîõîëîäàííÿ, çàìåðçíóòü
óñi äæåðåëà ïðiñíî¨ âîäè, åêîëîãi÷íi çâ'ÿçêè áóäóòü ðîçiðâàíi, âiä-
áóäåòüñÿ ïîâíå âèìèðàííÿ íàçåìíî¨ áiîòè, íà ïåðåâàæíié ÷àñòèíi
òåðèòîði¨ iíòåíñèâíiñòü ðàäiàöi¨ ïåðåâèùóâàòèìå ìàêñèìàëüíî äî-
ïóñòèìèé ðiâåíü, ðàäiàöiÿ äîïîâíèòüñÿ ðåíòãåíiâñüêèì âèïðîìi-
íþâàííÿì Ñîíöÿ, îñêiëüêè øàð îçîíó áóäå çíèùåíèé. Áiîñôåðà,
ÿêà âèíèêíå ïiñëÿ ÿäåðíî¨ âiéíè, áóäå ìàëî ïðèäàòíîþ äëÿ æèòòÿ
ëþäèíè.

Òóò ìè ðîçãëÿíóëè ìîäåëi ãëîáàëüíèõ ïðîöåñiâ íà îñíîâi ñè-
ñòåìíîãî ïiäõîäó é ïîáà÷èëè, ùî çàäà÷à ïîäiáíèõ ìîäåëåé � äà-
âàòè îöiíêè çìiíi òåíäåíöié ðîçâèòêó â ðåçóëüòàòi òèõ ÷è iíøèõ
ïðèéíÿòèõ ðiøåíü, âèÿâëÿòè ìîæëèâiñòü íåáåçïå÷íèõ åêîëîãi÷-
íèõ ñèòóàöié. Çàóâàæèìî, ùî òàêi äîñëiäæåííÿ âèìàãàþòü òiñíîãî
ñïiâðîáiòíèöòâà ñïåöiàëiñòiâ ðiçíèõ ãàëóçåé íàóêè: ôiçèêiâ, ìàòå-
ìàòèêiâ, áiîëîãiâ, êëiìàòîëîãiâ, åêîíîìiñòiâ, ïðîãðàìiñòiâ, òîáòî
ìiæäèñöèïëiíàðíîãî ïiäõîäó.

13.4. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

13.1. Óçàãàëüíèòè ìîäåëü ãîíêè îçáðî¹íü ìiæ äâîìà êðà¨íàìè
ç óðàõóâàííÿì ðiâíÿ åêîíîìi÷íîãî ðîçâèòêó. Âêàçiâêà. Â ìàòå-
ìàòè÷íó ìîäåëü óâåñòè ÷îòèðè ôàêòîðè (çìiííi), ùî õàðàêòåðè-
çóþòü ðiâåíü âèäàòêiâ íà îçáðî¹ííÿ â êîæíié iç öèõ êðà¨í òà ðiâíi
åêîíîìi÷íîãî ðîçâèòêó öèõ êðà¨í.

Ïðè ìîäåëþâàííi ñêîðèñòàòèñÿ ïðèïóùåííÿìè:
� êðà¨íà îçáðîþ¹òüñÿ òèì ñèëüíiøå, ÷èì âèùi âèäàòêè íà

îçáðî¹ííÿ â iíøî¨ êðà¨íè;
� ÷èì âèùèé ðiâåíü ðîçâèòêó åêîíîìiêè êðà¨íè, òèì áiëüøå

êîøòiâ íà îçáðî¹ííÿ ìîæå âèäiëèòè êðà¨íà;
� ÷èì âèùèé ðiâåíü âèòðàò íà îçáðî¹ííÿ, òèì ìåíøà øâèä-

êiñòü éîãî ðîñòó;
� åêîíîìiêà êðà¨íè ðîçâèâà¹òüñÿ òèì øâèäøå, ÷èì âèùèé
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ðiâåíü ¨¨ ðîçâèòêó i áiëüøi âèäàòêè íà îáîðîíó, àëå çàíàäòî âå-
ëèêi âèòðàòè íà îáîðîíó ìîæóòü âèêëèêàòè ñïîâiëüíåííÿ ðîñòó
åêîíîìiêè êðà¨íè.

Ïîêàçàòè, ùî â ñèñòåìi iñíó¹ êiëüêà ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ. Îêðå-
ìi ç íèõ äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü.

13.2. Ó ìîäåëi (13.2.2) çíàéòè çàëåæíiñòü ÷èñåëüíîñòi àðìié
x(t), y(t) âiä òðèâàëîñòi áîéîâèõ äié. Ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âèñíîâêè,
îäåðæàíi íà îñíîâi çàãàëüíîãî iíòåãðàëà (13.2.4), çàëèøàòüñÿ ïðà-
âèëüíèìè. Çíàéòè ìîìåíòè ÷àñó, êîëè x(t) = 0 (ó âèïàäêó C < 0).

Îñíàñòèâøè ìîäåëü (13.2.1) âiäïîâiäíèìè çíà÷åííÿìè êîåôi-
öi¹íòiâ c, a, b, d, ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè ÷èñåëüíîñòi àðìié x(0),
y(0) òà äåÿêèìè âèðàçàìè äëÿ ôóíêöié P (t), Q(t), îäåðæàòè ÷èñ-
ëîâi çíà÷åííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ x(t), y(t). Ïîáóäóâàòè ¨õ ãðàôiêè òà
ôàçîâi òðà¹êòîði¨.

13.3. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü áîéîâèõ äié ìiæ ïàð-
òèçàíñüêèìè çàãîíàìè. Ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ ìîäåëi ó âèïàäêó,
êîëè íå âðàõîâóþòüñÿ âòðàòè, íå ïîâ'ÿçàíi ç áîéîâèìè äiÿìè i
æîäíà çi ñòîðií íå îòðèìó¹ ïiäêðiïëåííÿ. Îäåðæàòè óìîâè ïåðå-
ìîãè êîæíî¨ çi ñòîðií. Âèêîíàòè ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ îòðè-
ìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Âêàçiâêà. Âòðàòè ïàðòèçàíñüêèõ ïiäðîçäiëiâ
ïðîïîðöiéíi, ç îäíîãî áîêó, êiëüêîñòi ñàìîãî ïiäðîçäiëó, à ç iíøîãî
� êiëüêîñòi y(t) áîéîâèõ ñèë ïðîòèâíèêà.

13.4. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ùî îïèñó¹ çìiøàíèé
òèï áîéîâèõ äié, ó ÿêèõ áåðóòü ó÷àñòü ÿê ðåãóëÿðíi àðìi¨, òàê i
ïàðòèçàíñüêi ç'¹äíàííÿ. Ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ ìîäåëi ó âèïàä-
êó, êîëè íå âðàõîâóþòüñÿ âòðàòè, íå ïîâ'ÿçàíi ç áîéîâèìè äiÿìè i
æîäíà çi ñòîðií íå äiñòà¹ ïiäêðiïëåííÿ. Îäåðæàòè óìîâè ïåðåìîãè
êîæíî¨ çi ñòîðií. Âèêîíàòè ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ îòðèìà-
íèõ ðåçóëüòàòiâ. Ïîêàçàòè, ùî ìîäåëü áîðîòüáè ðåãóëÿðíî¨ àðìi¨
ç ïàðòèçàíàìè ïðèâîäèòü äî ïàðàáîëi÷íîñòi çàêîíó çìiíè ¨õíüî¨
÷èñåëüíîñòi.

13.5. Ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ ìîäåëi Ði÷àðäñîíà ó âèïàäêàõ:
à) b1b1 < a1a2, p, q > 0 (íåîáìåæåíà ãîíêà îçáðî¹íü);
á) b1b1 > a1a2, p, q < 0 (ïîâíå ðîçáðî¹ííÿ);
â) b1b1 < a1a2, p, q < 0 (ïðîãíîç ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä ïî÷àò-

êîâèõ óìîâ).
Ëiòåðàòóðà: [24, 37, 49, 54, 91, 97].
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Äîäàòîê

Åëåìåíòè òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó

çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ

1. Ôàçîâi ïîðòðåòè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì

1.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ
Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ÿâëÿþòü ñîáîþ ñè-

ñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

dx

dt
= F (x, α), (1.1)

äå x = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), F � âåêòîð-ôóíêöiÿ.
Òàêi ðiâíÿííÿ îïèñóþòü çàëåæíiñòü øâèäêîñòi çìiíè äåÿêèõ

âåëè÷èí x, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ôàçîâèìè çìiííèìè, âiä çíà÷åíü öèõ
æå âåëè÷èí. Ïðîñòið çìiííèõ x = x(x1, x2, . . . , xn) íàçèâà¹òüñÿ ôà-
çîâèì ïðîñòîðîì ñèñòåìè (1.1). Êðiì öüîãî, â ìîäåëi ìîæóòü áóòè
ïàðàìåòðè α, ùî âèçíà÷àþòüñÿ âíóòðiøíiìè âëàñòèâîñòÿìè ìîäå-
ëüîâàíî¨ ñèñòåìè, àáî çîâíiøíiìè ôàêòîðàìè, ùî äiþòü íà ñèñòå-
ìó.

Çíàþ÷è çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, ìîæíà ïðè áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêî-
âèõ çíà÷åííÿõ ôàçîâèõ çìiííèõ ðîçâ'ÿçàòè àíàëiòè÷íî àáî ÷èñåëü-
íî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i â òàêèé ñïîñiá îäåðæàòè
òðà¹êòîðiþ ñèñòåìè � çàëåæíiñòü ôàçîâèõ çìiííèõ âiä ÷àñó. Âiä-
øóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó x(t), ùî ïðîõîäèòü ïðè t = t0 ÷åðåç çàäàíó
òî÷êó x = x0, íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ Êîøi.

Ìíîæèíà òî÷îê x(t), t ∈ [t0,∞), â ôàçîâîìó ïðîñòîði, äå x(t) �
ðîçâ'ÿçîê (1.1), íàçèâà¹òüñÿ ôàçîâèì ïîðòðåòîì ñèñòåìè (1.1).

Ñåðåä âñiõ ìîæëèâèõ òðà¹êòîðié ñèñòåìè (1.1) ¹ òðà¹êòîði¨,
ùî âèçíà÷àþòü ÿêiñíó ïîâåäiíêó ñèñòåìè. Öå îñîáëèâi òî÷êè, ùî
âiäïîâiäàþòü ñòàöiîíàðíèì ðåæèìàì ñèñòåìè i çàìêíåíi òðà¹ê-
òîði¨ (ãðàíè÷íi öèêëè), ùî âiäïîâiäàþòü ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêàì
ñèñòåìè.

Ñòiéêi òî÷êè ðiâíîâàãè òà ñòiéêi öèêëè ïðèòÿãóþòü áëèçüêi
òðà¹êòîði¨, íåñòiéêi � âiäøòîâõóþòü. Òîìó âèíèêà¹ çàäà÷à äîñëiä-
æåííÿ öèõ òðà¹êòîðié íà ñòiéêiñòü. Öå ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçó¹ ÿêiñíà
òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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Iíøi ïèòàííÿ ñòîñóþòüñÿ çìiíè ïîâåäiíêè ñèñòåìè ïðè çìiíi
ïàðàìåòðiâ α ñèñòåìè (1.1). Ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè ìîæå
çìiíèòèñÿ ¨¨ ôàçîâèé ïîðòðåò. ßêiñíà çìiíà ôàçîâîãî ïîðòðåòà
íàçèâà¹òüñÿ áiôóðêàöi¹þ. Òîìó âèíèêàþòü çàäà÷i âèçíà÷åííÿ ái-
ôóðêàöiéíèõ (êðèòè÷íèõ) çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ i îïèñ ÿâèù, ÿêi
âiäáóâàþòüñÿ ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç öi êðèòè÷íi çíà÷åííÿ. Ðîçáèòòÿ
îáëàñòi ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè íà îáëàñòi ç ÿêiñíî ðiçíèìè òèïàìè
ôàçîâèõ ïîðòðåòiâ íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íèì ïîðòðåòîì ñè-
ñòåìè.

1.2. Ñòðóêòóðà îñîáëèâî¨ òî÷êè ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ
Íåõàé ìà¹ìî àâòîíîìíå ñêàëÿðíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

ẋ = f(x), (1.2)

ïðàâà ÷àñòèíà ÿêîãî íåïåðåðâíà i ìà¹ íåïåðåðâíó ïîõiäíó â îá-
ëàñòi P çìiíè x. ßêùî f(x) ̸= 0, òî ẋ àáî äîäàòíå, àáî âiä'¹ìíå,
òîáòî x(t) àáî çðîñòà¹ àáî ñïàäà¹.

ßêùî f(b) = 0, òî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x = b ñèñòåìè (1.2), ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì ðîçâ'ÿçêîì àáî ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè.

Òî÷êà x = b ðîçáèâà¹ ïðÿìó P íà äâà iíòåðâàëè. ßêùî ñòàöiî-
íàðíèõ òî÷îê äåêiëüêà, òî îäåðæèìî ñèñòåìó iíòåðâàëiâ. Â êîæ-
íîìó ç öèõ iíòåðâàëiâ f(x) ìà¹ çíà÷åííÿ îäíîãî çíàêó.

Íåõàé b � äîâiëüíå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ðiâíÿííÿ (1.2), à (a, b)
i (b, c) � äâà iíòåðâàëè, ùî ïðèìèêàþòü äî òî÷êè b ñïðàâà òà çëiâà.
Êîæíà òî÷êà ç öèõ íòåðâàëiâ âèçíà÷à¹ ¹äèíó òðà¹êòîðiþ. ßêùî
òðà¹êòîði¨, ùî âèõîäÿòü ç (a, b) i (b, c), íàáëèæàþòüñÿ ïðè çðîñòàí-
íi t äî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = b, òî òàêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè
íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì. ßêùî æ öi òðà¹êòîði¨ âiääàëÿþòüñÿ âiä òî÷-
êè x = b, òî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè íàçèâà¹òüñÿ íåñòiéêèì. ßêùî
îäíà ç òðà¹êòîðié íàáëèæà¹òüñÿ, à äðóãà âiääàëÿ¹òüñÿ âiä òî÷êè
b, òî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = b íàçèâà¹òüñÿ íàïiâñòiéêèì.

Äëÿ òîãî, ùîá ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = b áóëî ñòiéêèì,
íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá f(x) áóëà äîäàòíîþ íà iíòåðâàëi (a, b) i
âiä'¹ìíîþ íà iíòåðâàëi (b, c) (ðèñ. 1.1, à).

Äëÿ òîãî, ùîá òî÷êà ðiâíîâàãè x = b áóëà íåñòiéêîþ, íåîáõiäíî
é äîñèòü, ùîá ôóíêöiÿ f(x) áóëà âiä'¹ìíîþ íà iíòåðâàëi (a, b) i
äîäàòíîþ íà iíòåðâàëi (b, c) (ðèñ. 1.1, á ).
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Äëÿ òîãî, ùîá òî÷êà ðiâíîâàãè x = b áóëà íàïiâñòiéêîþ, íåîá-
õiäíî é äîñèòü, ùîá f(x) ìàëà îäèí i òîé ñàìèé çíàê íà äâîõ
iíòåðâàëàõ (a, b) i (b, c) (ðèñ. 1.1, â).

à

á

â

Ðèñ. 1.1. Ñòiéêiñòü òî÷êè x = b

Âèçíà÷èòè õàðàêòåð ñòiéêîñòi ðiâíîâàãè x = b ìîæíà ùå i çà
çíà÷åííÿì f ′(b): ÿêùî f ′(b) < 0, òî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = b
ðiâíÿííÿ (1.2) � ñòiéêå, à ïðè f ′(b) > 0 � íåñòiéêå.

Íàïðèêëàä, äëÿ ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ẋ = x(1 − x) ôóíêöiÿ
f(x) = x(1 − x) ìà¹ äâà êîðåíi x = 0, x = 1, òîìó ôàçîâà ïðÿìà
ðîçáèâà¹òüñÿ íà òðè iíòåðâàëè. Ôàçîâèé ïîðòðåò çîáðàæåíèé íà
ðèñ. 1.2. Ïîëîæåííÿ x = 0 � íåñòiéêå, x = 1 � ñòiéêå.

Ðèñ. 1.2. Ôàçîâèé ïîðòðåò ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

1.3. Àíàëiç ìîäåëåé, ùî îïèñóþòüñÿ ñèñòåìàìè äâîõ
àâòîíîìíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Ìîäåëi, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, äî-
ïóñêàþòü ÿêiñíå äîñëiäæåííÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ôàçîâî¨ ïëî-
ùèíè.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äâîõ àâòîíîìíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó

dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y), (1.3)
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äå P (x, y), Q(x, y) � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi â äåÿêié îáëàñòi
G åâêëiäîâî¨ ïëîùèíè ôóíêöi¨ ôàçîâèõ çìiííèõ x, y. Îáëàñòü G
ìîæå áóòè ÿê îáìåæåíîþ, òàê i íåîáìåæåíîþ, íàïðèêëàä, ÿêùî
x(t), y(t) � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨, òî x, y ≥ 0.

Ïëîùèíà ç îñÿìè êîîðäèíàò, íà ÿêèõ âiäêëàäàþòüñÿ çíà÷åííÿ
çìiííèõ x, y, íàçèâà¹òüñÿ ôàçîâîþ ïëîùèíîþ. Ôàçîâèé ïîðòðåò
ñèñòåìè äîçâîëÿ¹ äiçíàòèñÿ ïðî õàðàêòåð ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié
x(t), y(t) áåç çíàííÿ àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1.3).

Ïîáóäîâà ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñïðîùó¹òüñÿ, ÿêùî âäà¹òüñÿ
îäåðæàòè âèðàç äëÿ ôàçîâèõ òðà¹êòîðié â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi.
Ðîçäiëèìî ïî÷ëåííî äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.3) íà ïåðøå:

dy

dx
=
Q(x, y)

P (x, y)
. (1.4)

Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ y = y(x,C), äå C � ñòàëà iíòåãðóâàí-
íÿ, äàþòü ñiì'þ iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ ðiâíÿííÿ (1.4) i ñóêóïíiñòü
ôàçîâèõ òðà¹êòîðié ñèñòåìè (1.3). ßêùî òàêi ðîçâ'ÿçêè íå âäà¹òü-
ñÿ çíàéòè, òî äëÿ ïîáóäîâè ôàçîâèõ òðà¹êòîðié ìîæíà ñêîðèñòà-
òèñÿ ìåòîäîì içîêëií.

Äëÿ ñèñòåìè (1.3) õàðàêòåðíi òðè òèïè ôàçîâèõ òðà¹êòîðié íà
ôàçîâié ïëîùèíi xy: òî÷êà, çàìêíåíà êðèâà, íåçàìêíåíà êðèâà.
Òî÷êàì âiäïîâiäàþòü ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè, òîáòî ñòàëi
ðîçâ'ÿçêè x(t) = x, y(t) = y, äå x, y � êîíñòàíòè. Çàìêíåíi êðèâi
íà ôàçîâié ïëîùèíi çîáðàæàþòü ðîçâ'ÿçêè, ùî îïèñóþòüñÿ ïå-
ðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè. Òàêi ðîçâ'ÿçêè íàçèâàþòü ïåðiîäè÷íèìè.
Íåçàìêíåíi êðèâi � öå òðà¹êòîði¨ áåç ñàìîïåðåòèíiâ, ÿêi çîáðàæà-
þòü íåïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè. ßêùî óìîâè çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè
(1.3) âèêîíàíi, ùî ÷åðåç êîæíó òî÷êó ôàçîâî¨ ïëîùèíè ïðîõîäèòü
¹äèíà ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ. Ùîá çîáðàçèòè ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòå-
ìè (1.3), ïîòðiáíî äîñëiäèòè ïîâåäiíêó íå âñiõ ôàçîâèõ êðèâèõ,
à ëèøå òèõ iç íèõ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ îñîáëèâèìè: ïîëîæåííÿ ðiâ-
íîâàãè, ãðàíè÷íi öèêëè é íåçàìêíåíi êðèâi, â ÿêèõ õî÷à á îäíà
íàïiâòðà¹êòîðiÿ ¹ ñåïàðàòðèñîþ äåÿêîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Ñòàöiîíàðíi ñòàíè x = x , y = y ñèñòåìè (1.3) çíàõîäÿòüñÿ ç
ðiâíÿííÿ

P (x, y) = 0, Q(x, y) = 0,
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Öi òî÷êè îñîáëèâi äëÿ ðiâíÿííÿ (1.4) òîìó, ùî íàïðÿì äîòè÷íî¨ â
öèõ òî÷êàõ äî ôàçîâî¨ òðà¹êòîði¨ íåâèçíà÷åíèé, îñêiëüêè

dy

dx

∣∣∣
x=x,y=y

=
Q(x, y)

P (x, y)
=

0

0
.

Ãðàíè÷íi öèêëè ñèñòåìè (1.3) � öå òàêi çàìêíåíi ôàçîâi êðèâi, äåÿ-
êèé îêië ÿêèõ öiëêîì çàïîâíåíèé òðà¹êòîðiÿìè, ðóõàþ÷èñü ÿêèìè
ôàçîâà òî÷êà íåîáìåæåíî íàáëèæà¹òüñÿ äî öi¹¨ çàìêíåíî¨ êðèâî¨
ïðè t→ ∞ àáî ïðè t→ −∞.

Çíàþ÷è îñîáëèâi òî÷êè, ìîæíà äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Äëÿ
áiëüøîñòi ñèñòåì, õàðàêòåð ïîâåäiíêè ÿêèõ íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè ìà-
ëèõ çìiíàõ ñàìèõ ðiâíÿíü (òàêi ñèñòåìè íàçèâàþòüñÿ ãðóáèìè),
iíôîðìàöiþ ïðî òèï ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi ñòàöiîíàðíèõ
òî÷îê ìîæíà îäåðæàòè äîñëiäæóþ÷è íå âèõiäíó, à ñïðîùåíó ëi-
íåàðèçîâàíó ñèñòåìó.

ßêiñíå äîñëiäæåííÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (1.3) ïîëÿãà¹ â òî-
ìó, ùîá îäåðæàòè ÿêiñíó êàðòèíó ðîçáèòòÿ ôàçîâî¨ ïëîùèíè íà
òðà¹êòîði¨ ðiçíèõ òèïiâ, òîáòî âèçíà÷èòè òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó,
ÿêà çàëèøà¹òüñÿ iíâàðiàíòíîþ (íåçìiííîþ) â ðàçi âçà¹ìíî îäíî-
çíà÷íîãî i âçà¹ìíî íåïåðåðâíîãî ïåðåòâîðåííÿ ïëîùèíè â ñåáå.

Íàâåäåìî êëàñèôiêàöiþ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè äëÿ ëiíiéíî¨ îä-
íîðiäíî¨ ñèñòåìè äðóãîãî ïîðÿäêó.

1.4. Ôàçîâà ïëîùèíà ëiíiéíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó ñèñòåìó

dx

dt
= ax+ by,

dy

dt
= cx+ dy, (1.5)

äå a, b, c, d � çàäàíi äiéñíi ÷èñëà.

Ç êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè ñêëàäåìî ìàòðèöþ A =

(
a b
c d

)
.

Ó âèïàäêó íåâèðîäæåíîñòi ìàòðèöi A, òîáòî êîëè
detA = ad− bc ̸= 0 ñèñòåìà (1.5) íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ. Â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíîþ.

Ñïî÷àòêó âèâ÷èìî ôàçîâèé ïîðòðåò ïðîñòî¨ ñèñòåìè (1.5). Òà-
êà ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíó îñîáëèâó òî÷êó x = 0, y = 0. Áóäåìî øóêàòè

488



ðîçâ'ÿçîê (1.5) ó âèãëÿäi x = Aeλt, y = Beλt. Ïiäñòàâëÿþ÷è öi âè-
ðàçè â (1.5), äëÿ çíàõîäæåííÿ λ îäåðæó¹ìî ñèñòåìó

(a− λ)A+ bB = 0,
cA+ (d− λ)B = 0.

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, êîëè ¨¨ âèçíà÷íèê äîðiâ-
íþ¹ íóëþ:∣∣∣∣ a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇒ λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0. (1.6)

Ðiâíÿííÿ (1.6) íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì. Êîðåíi ðiâíÿííÿ
(1.6) ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèöi A. Âîíè ïîâíiñòþ âèçíà÷à-
þòü ÿêiñíó ïîâåäiíêó ôàçîâèõ êðèâèõ, ÿê i âëàñòèâiñòü ñòiéêîñòi
÷è íåñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè. Öi êîðåíi ìîæóòü áóòè äiéñíè-
ìè (λ1, λ2 ∈ R), ïðè÷îìó àáî ïðîñòèìè (λ1 ̸= λ2), àáî êðàòíèìè
(λ1 = λ2), àáî êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèìè λ1, λ2 ∈ C, λ1 = λ2. Íàâå-
äåìî ôàçîâèé ïîðòðåò äëÿ êîæíîãî ç öèõ âèïàäêiâ.

à) Êîðåíi λ1, λ2 � äiéñíi ðiçíi. Îñêiëüêè ó âèïàäêó ïðîñòî¨
ñèñòåìè λ1, λ2 ̸= 0, òî ðîçâ'ÿçîê (1.5) ìà¹ âèãëÿä (x(t), y(t)) =
C1e

λ1th1 + C2e
λ2th2, äå h1, h2 � âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A. Âëàñíi

âåêòîðè ëiíiéíî íåçàëåæíi, îñêiëüêè âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì
çíà÷åííÿì λ1 ̸= λ2, òîìó óòâîðþþòü áàçèñ íà ôàçîâié ïëîùèíi.

Çðîáèìî â (1.5) çàìiíó çìiííèõ

ξ = αx+ βy, η = γx+ δy. (1.7)

ßêùî äëÿ êîåôiöi¹íòiâ α, β òà γ, δ âçÿòè êîîðäèíàòè âëàñíèõ
âåêòîðiâ ìàòðèöi A, òî ñèñòåìó (1.5) ìîæíà çâåñòè äî ñèñòåìè

dξ

dt
= λ1ξ,

dη

dt
= λ2η

àáî äî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dη

dξ
=
λ2
λ1

η

ξ
,

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî

η = Cξ
λ2
λ1 . (1.8)
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Ïðè C = 0 îäåðæèìî ðîçâ'ÿçîê η = 0. Ïðè ξ = 0 ðîçâ'ÿçêàìè ¹
η ∈ R. Ñiì'ÿ êðèâèõ ó áàçèñi (ξ, η) âèçíà÷à¹ â çàëåæíîñòi âiä çíàêiâ
λ1, λ2 ñiì'þ ïàðàáîë àáî ãiïåðáîë. Àôiííi ïåðåòâîðåííÿ (1.7) íå
çìiíþþòü õàðàêòåðó îñîáëèâî¨ òî÷êè. Çàìiíà çìiííèõ ïðèâîäèòü
òiëüêè äî ìàñøòàáóâàííÿ òà ïîâîðîòó êîîðäèíàòíèõ îñåé.

ßêùî êîðåíi λ1, λ2 � äiéñíi ÷èñëà îäíîãî çíàêà, òî ïîëîæåííÿ
ðiâíîâàãè � ñòiéêèé âóçîë ïðè λ1 < 0, λ2 < 0 (ðèñ. 1.3, à) i íåñòié-
êèé âóçîë ïðè λ1 > 0, λ2 > 0 (ðèñ. 1.3, á ). Âiñü Oξ áóäå ñïiëüíîþ
äîòè÷íîþ äî ôàçîâèõ òðà¹êòîðié, ùî ¹ ïàðàáîëàìè (1.8). Ôàçîâè-
ìè òðà¹êòîðiÿìè ¹ òàêîæ ïiâîñi îñåé Oξ, Oη.

à á
Ðèñ. 1.3. Ñòiéêèé òà íåñòiéêèé âóçëè

ßêùî æ êîðåíi äiéñíi òà ðiçíèõ çíàêiâ, òî ôàçîâèé ïîðòðåò
ñêëàäà¹òüñÿ ç ãiïåðáîë (1.8) i ïiâîñåé Oξ, Oη. Öi ïiâîñi ñëóæàòü
àñèìïòîòàìè òðà¹êòîðié òèïó ãiïåðáîë i íàçèâàþòüñÿ ñåïàðàòðè-
ñàìè. Îñîáëèâà òî÷êà ¹ ñiäëîì (ðèñ. 1.4).

Ðèñ. 1.4. Ñiäëî Ðèñ. 1.5. Äèêðèòè÷íèé âóçîë (λ > 0)
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Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè íàïðÿìè îñåé ξ, η ïîêëàäåìî â (1.7)

ξ = 0, η = 0 i äiñòàíåìî y = −αx
β
, y = −γx

δ
. Êóòîâi êîåôiöi¹íòè

ñåïàðàòðèñ ìîæíà âèçíà÷èòè ÷åðåç ïàðàìåòðè âèõiäíî¨ ñèñòåìè
(1.5).

á) ßêùî λ1 = λ2 = λ, òî ôàçîâi òðà¹êòîði¨ � öå ïðîìåíi, ùî
ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò, ïðè÷îìó ðóõ ïî ïðîìåíþ ïðè
t→ ∞ äëÿ λ < 0 âiäáóâà¹òüñÿ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, à äëÿ λ > 0
� âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ôàçîâèé ïîðòðåò íàçèâà¹òüñÿ äèêðèòè÷-
íèì âóçëîì. Öåé ôàêò ìà¹ ìiñöå, êîëè ìàòðèöÿ A ìà¹ äâà ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ âëàñíèõ âåêòîðè: Ah1 = λh1, Ah2 = λh2, òîáòî êîëè
ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëüíîþ, à çíà÷èòü, ìàòðèöÿ A − λE ¹ íóëü-
ìàòðèöåþ.

Ó âèïàäêó, êîëè λ1 = λ2 = λ òà ïðîñòið âëàñíèõ âåêòîðiâ
îäíîâèìiðíèé, òîáòî iñíó¹ áàçèñ ïëîùèíè ç âëàñíîãî âåêòîðà h1
ìàòðèöi A òà ïðè¹äíàíîãî äî íüîãî âåêòîðà h2:

Ah1 = λh1, Ah2 = λh2 + h1,

òîáòî êîëè ìàòðèöÿ A íåäiàãîíàëüíà i rang(A− λE) = 1 çàìiíîþ
çìiííèõ (1.7) ñèñòåìà (1.5) ìîæå áóòè çâåäåíà äî âèãëÿäó

dη

dt
= ξ + λη,

dξ

dt
= λξ.

Çâiäêè îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

dη

dξ
=
ξ + λη

λξ
,

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî η =
1

λ
ξ ln |ξ|+ Cξ, C = const, ξ ̸= 0.

ßêùî ξ = 0, òî η ̸= 0. Ôàçîâèé ïîðòðåò ó öüîìó âèïàäêó ìà¹
âèãëÿä, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.6, à òî÷êà ðiâíîâàãè ¹ âèðîäæåíèì
âóçëîì.

Îòæå, ùîá ïîáóäóâàòè ôàçîâi êðèâi ñèñòåìè (1.5) íà ôàçîâié
ïëîùèíi ó âèïàäêàõ âóçëà, ñiäëà é âèðîäæåíîãî âóçëà, ïîòðiá-
íî ñïî÷àòêó çíàéòè ðiâíÿííÿ ôàçîâèõ òðà¹êòîðié, ùî ¹ ïðÿìè-
ìè, i ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Öi ïðÿìi íàïðàâëåíi
âçäîâæ âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A. Ó âèïàäêó âóçëà ôàçîâi êðèâi
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äîòèêàþòüñÿ äî òi¹¨ ïðÿìî¨, ùî íàïðàâëåíà âçäîâæ âëàñíîãî âåê-
òîðà, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ìåíøîìó çà ìîäóëåì âëàñíîìó çíà÷åííþ λ.

â) Ó âèïàäêó êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ λ1, λ2 = µ ± iν ñèñòåìà
ðiâíÿíü (1.5) çàìiíîþ (1.7) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿíü âèãëÿäó

dη

dξ
=
µη + νξ

µξ − νη
, (1.9)

äå µ, ν � äiéñíi ÷èñëà.

à λ > 0; á λ < 0
Ðèñ. 1.6. Âèðîäæåíi âóçëè: à � íåñòiéêèé; á � ñòiéêèé

Íåõàé äiéñíi ÷àñòèíè âëàñíèõ çíà÷åíü äîðiâíþþòü íóëþ (µ =
0). Òîäi, ÿê âèïëèâà¹ ç (1.9), ôàçîâi òðà¹êòîði¨ � öå êîëà. Â öüî-
ìó âèïàäêó ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè äëÿ ñèñòåìè (1.5) íàçèâà¹òüñÿ
öåíòðîì (ðèñ. 1.7).

Ïðè µ ̸= 0 ðiâíÿííÿ (1.9) âèçíà÷àþòü ëîãàðèôìi÷íi ñïiðàëi.
Îñîáëèâà òî÷êà â öüîìó âèïàäêó íàçèâà¹òüñÿ ôîêóñîì.

Ïðè µ < 0 ôîêóñ ñòiéêèé, ïðè µ > 0 � ôîêóñ íåñòiéêèé
(ðèñ. 1.8).

Ðèñ. 1.7. Öåíòð (Reλ = 0)
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à µ < 0; á µ > 0
Ðèñ. 1.8. à � ñòiéêèé ôîêóñ; á � íåñòiéêèé ôîêóñ

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê ñêëàäíî¨ ñèñòåìè (detA = 0), òîäi
ç ðiâíÿííÿ (1.6) ìà¹ìî àáî λ1 ̸= 0, λ2 = 0, àáî λ1 = λ2 = 0.

Íåõàé λ1 ̸= 0, λ2 = 0, òîäi äëÿ ξ(t), η(t) îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

dξ

dt
= λ1ξ,

dη

dt
= 0,

òîáòî âñi òî÷êè ïðÿìî¨ ξ = 0 ¹ òî÷êàìè ðiâíîâàãè, à òðà¹êòîðiÿìè ¹
ïðÿìi η(t) = C. Â çàëåæíîñòi âiä çíàêà λ1 ðóõ ïî íèõ âiäáóâà¹òüñÿ
äî ïðÿìî¨ ξ = 0 àáî âiä íå¨ (ðèñ. 1.9).

Ðèñ. 1.9. Ôàçîâèé ïîðòðåò ó âèïàäêó λ1 ̸= 0, λ2 = 0

Ó âèïàäêó λ1 = λ2 = 0 ôàçîâèé ïîðòðåò ìà¹ âèãëÿä, íàâåäåíèé
íà ðèñ. 1.10.

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ: σ = (a+ d), ∆ = ad− cb, òîäi õàðàêòåðè-
ñòè÷íå ðiâíÿííÿ (1.6) íàáóäå âèãëÿäó

λ2 − σλ+∆ = 0.
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Ðèñ. 1.10. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (1.5) ïðè λ1 = λ2 = 0

Õàðàêòåð êîðåíiâ öüîãî ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿì ìiæ ïàðàìåòðàìè σ òà ∆.

Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó ç êîîðäèíàòàìè σ, ∆ i âiäìiòèìî â íié
îáëàñòi, ÿêi âiäïîâiäàþòü òîìó ÷è iíøîìó òèïó êîðåíiâ λ, à îòæå,
é õàðàêòåðó ïîâåäiíêè ôàçîâèõ òðà¹êòîðié.

Öi îáëàñòi óòâîðþþòüñÿ ïàðàáîëîþ σ2 − 4∆ = 0 òà îñÿìè êî-
îðäèíàò ∆ = 0, σ = 0 (ðèñ. 1.11).

ßêùî âèêëþ÷èòè îñîáëèâó òî÷êó (0, 0), òî ç ðèñ. 1.11 âèäíî,
ùî ñiäëî ìîæå ïåðåéòè â íåñòiéêèé àáî ñòiéêèé âóçîë, ñòiéêèé
âóçîë ìîæå ïåðåéòè â ñiäëî àáî â ñòiéêèé ôîêóñ i ò.ä.

Ðèñ. 1.11. Ïàðàìåòðè÷íèé ïîðòðåò ñèñòåìè (1.5)
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2. Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi íåëiíiéíèõ ñèñòåì

2.1 Íåëiíiéíà àâòîíîìíà ñèñòåìà äðóãîãî ïîðÿäêó
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äâîõ àâòîíîìíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü âèãëÿäó
dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y). (2.1)

Ïðèïóñòèìî, ùî P , Q � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ i ìà-
þòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi íå íèæ÷å ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ñòàöiîíàðíi çíà÷åííÿ çìiííèõ x, y ñèñòåìè âèçíà÷àþòüñÿ ç àë-
ãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

P (x, y) = 0, Q(x, y) = 0.

Ðîçãëÿíåìî õàðàêòåð ïîâåäiíêè çìiííèõ ïðè äåÿêèõ íåâåëèêèõ
âiäõèëåííÿõ ¨õ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü âiä ñòàíó ðiâíîâàãè. Óâåäåìî
çàìiñòü çìiííèõ x, y íîâi íåçàëåæíi çìiííi ξ, η çà ôîðìóëàìè

x = x+ ξ, y = y + η. (2.2)

Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ (2.2) â (2.1) i ðîçêëàäåìî â ðÿä Òåéëîðà âè-
ðàçè P (x+ ξ, y+ η), Q(x+ ξ, y+ η) â îêîëi òî÷êè (x, y). Îäåðæèìî

dξ

dt
= P ′

x(x, y)ξ + P ′
y(x, y)η + φ(ξ, η),

dη

dt
= Q′

x(x, y)ξ +Q′
y(x, y)η + ψ(ξ, η), (2.3)

Âiäêèíåìî â (2.3) íåëiíiéíi ÷ëåíè, ÿêi ìàþòü âèùèé çà ïåðøèé
ïîðÿäîê ìàëîñòi. Îäåðæèìî ëiíiéíó ñèñòåìó ç ïîñòiéíèìè êîåôi-
öi¹íòàìè

dξ

dt
= aξ + bη,

dη

dt
= cξ + dη, (2.4)

äå a = P ′
x(x, y), b = P ′

y(x, y), c = Q′
x(x, y), d = Q′

y(x, y).
Ñèñòåìó (2.4) íàçèâàþòü ñèñòåìîþ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ, àáî

ëiíåàðèçàöi¹þ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè (2.1) â îêîëi ñòàöiîíàðíî¨ òî÷-
êè, àáî ïðîñòî ëiíåàðèçîâàíîþ ñèñòåìîþ â îêîëi ñòàöiîíàðíî¨ òî÷-
êè.
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Ìàòðèöþ

A =

(
P ′
x(x, y) P ′

y(x, y)

Q′
x(x, y) Q′

y(x, y)

)
íàçèâàþòü ÿêîáiàíîì ñèñòåìè (2.3) â îêîëi òî÷êè x = x, y = y.

Ëÿïóíîâ ïîêàçàâ, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ àíàëiç ñòiéêîñòi ñòà-
öiîíàðíèõ ñòàíiâ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè (2.1) ìîæíà çàìiíèòè àíàëi-
çîì ñòiéêîñòi ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè (2.4), à ñàìå ñïðàâåäëèâà
òåîðåìà ïðî ëiíåàðèçàöiþ ñèñòåìè.

Òåîðåìà 2.1.ßêùî ñèñòåìà ïåðøîãî íàáëèæåííÿ (2.4) ¹ ïðî-
ñòîþ àâòîíîìíîþ ñèñòåìîþ (detA ̸= 0) i ξ = 0, η = 0 íå ¹ öåí-
òðîì äëÿ ñèñòåìè (2.4), òîáòî ÿêùî Reλ(A) ̸= 0, òî â îêîëi
x = x, y = y íåëiíiéíà ñèñòåìà (2.1) òà ¨¨ ëiíåàðèçàöiÿ ÿêiñíî
åêâiâàëåíòíi.

Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi A ìàþòü äiéñ-
íi ÷àñòèíè, âiäìiííi âiä íóëÿ, òî ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (2.1) â
îêîëi (x, y) òà ñèñòåìè (2.4) ÿêiñíî åêâiâàëåíòíi. Òàêà òî÷êà (x, y)
íàçèâà¹òüñÿ ãðóáèì ñòàíîì ðiâíîâàãè. Êðèòåði¹ì ãðóáîñòi ¹ âiä-
ñóòíiñòü âëàñíèõ ÷èñåë íà óÿâíié îñi. Îòæå, ó âèïàäêó ãðóáî¨ ñè-
ñòåìè ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (2.1) â îêîëi x, y ìà¹ òîé ñàìèé
õàðàêòåð, ùî é ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (2.4).

Ó âèïàäêó, êîëè îñîáëèâà òî÷êà ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè �
öåíòð (λ1,2 = ±iν, ∆ > 0, σ = 0), òî îñîáëèâà òî÷êà âèõiäíî¨
ñèñòåìè (2.1) ¹ àáî öåíòðîì, àáî ôîêóñîì.

ßêùî õî÷à á îäèí ç êîðåíiâ λ ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹
íóëþ, òî äëÿ àíàëiçó îñîáëèâî¨ òî÷êè ñèñòåìè (2.1) ïîòðiáíî ïðî-
âîäèòè äîäàòêîâi äîñëiäæåííÿ, ÿêi âèìàãàþòü âðàõóâàííÿ íåëiíié-
íèõ äîäàíêiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (2.3). Öi äâà îñòàííiõ âèïàä-
êè äàþòü íåãðóái ñòàíè ðiâíîâàãè, ïðè÷îìó íåîáõiäíî ðîçðiçíÿòè
âèïàäîê ÷èñòî óÿâíèõ i íóëüîâèõ âëàñíèõ ÷èñåë, îñêiëüêè àëãî-
ðèòì äîñëiäæåííÿ òàêèõ òî÷îê ñïîêîþ ìàþòü iñòîòíi îñîáëèâîñòi.
�õ âëàñòèâîñòi ìîæóòü áóòè çìiíåíi ÿê çàâãîäíî ìàëèìè çáóðåí-
íÿìè ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè (2.1). Òîáòî ïðè íåâåëèêèõ çìiíàõ
íåëiíiéíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè (2.3) ìîæå âiäáóòèñÿ ÿêiñíà çìiíà ôà-
çîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìè (2.1). Öå ÿâèùå íàçèâà¹òüñÿ áiôóðêàöi¹þ.
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2.2. Ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
Ðîçãëÿíåìî n-âèìiðíó àâòîíîìíó ñèñòåìó

ẋ = f(x), (2.5)

äå t ∈ [t0,∞) i f(x) � çàäàíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà âåêòîð-
ôóíêöiÿ ç n êîìïîíåíòàìè â äåÿêié îáëàñòi D åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó Rn, òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi ç äîâiëüíèìè ïî÷àòêîâèìè
äàíèìè â îáëàñòi Ω = [t0,∞)×D iñíó¹ é ìà¹ âëàñòèâîñòi ¹äèíîñòi.

Âèçíà÷åííÿ 2.1. Ðîçâ'ÿçîê x∗(t) ñèñòåìè (2.5) íàçèâàþòü
ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì (ïðè t→ ∞), ÿêùî

à) öåé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ íà ïiâîñi [t0,∞);
á) äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ(ε, t0) > 0, ùî âñi ðîçâ'ÿçêè

x(t) öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ∥x(t0) − x∗(t0)∥ < δ,
âèçíà÷åíi ïðè t ≥ t0 i äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥x(t)− x∗(t)∥ < ε, t ≥ t0.

ßêùî õî÷à á îäíà ç âèìîã îçíà÷åííÿ 2.1 ïîðóøó¹òüñÿ, òî
ðîçâ'ÿçîê íàçèâà¹òüñÿ íåñòiéêèì.

Âèçíà÷åííÿ 2.2 Ðîçâ'ÿçîê x∗(t) ñèñòåìè (2.5) íàçèâà¹òüñÿ
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì (ïðè t→ ∞), ÿêùî:

à) öåé ðîçâ'ÿçîê ñòiéêèé çà Ëÿïóíîâèì;
á) äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ x(t) òàêèõ, ùî ∥x(t0)− x∗(t0)∥ < δ âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà lim
t→∞

∥x(t)− x∗(t)∥ = 0.

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî x∗ ¹ ñòàöiîíàðíèì ðîçâ'ÿçêîì ñè-
ñòåìè (2.5), òîáòî f(x∗) = 0. Òîäi çàäà÷ó ïðî ñòiéêiñòü ìîæíà
çâåñòè äî âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðó ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
ëiíiéíî¨ ñèñòåìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Çàïðîâàäèìî çàìiíó x(t) = x∗ + y(t). Òîäi ç (2.5) îäåðæèìî
ñèñòåìó

ẏ = f(x∗ + y). (2.6)

Ó âèïàäêó íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ f(x), âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ôîðìóëó Òåéëîðà, ðiâíÿííÿ (2.6) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó
âèãëÿäi

ẏ = Ay + g(y), (2.7)
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äå A =
(∂fi(x∗)

∂xj

)n
i,j=1

� ìàòðèöÿ ßêîái, à âåêòîð-ôóíêöiÿ g(y) ìà¹

âëàñòèâiñòü lim
∥y∥→0

g(y)

∥y∥
= 0.

Àíàëiç ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (2.7) ïðèðîäíî ðîçïî-
÷àòè ç âèâ÷åííÿ ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè

ẏ = Ay. (2.8)

Ïðîáëåìó àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ñèñòåìè (2.8) ðîçâ'ÿçó¹ òàêà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi áóäü-ÿêîãî
ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.8) íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá êîæåí ç êîðåíiâ
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ det(A−λE) ìàâ âiä'¹ìíó äiéñíó ÷à-
ñòèíó, òîáòî

Reλi < 0, i = 1, 2, . . . , n.

Ïðè öüîìó àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó íåîä-
íîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.7) ðiâíîñèëüíà ñòiéêîñòi (àñèìïòîòè÷íié)
ðîçâ'ÿçêó y = 0 îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.8), ÿêùî ∥g(y)∥ ≤ C∥y∥1+α,
α > 0, òîáòî g(y) ìà¹ ïîðÿäîê âèùèé, íiæ ∥y∥.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ det(A− λE) = 0 ìà¹ âèãëÿä

P (λ) ≡ λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0, a1, . . . , an ∈ R. (2.9)

Ïåðåâiðêó óìîâè Reλ < 0 ìîæíà çäiéñíèòè, íå çíàõîäÿ÷è ñà-
ìèõ âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi A. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äëÿ ïîëiíîìà
P (λ) çàñòîñóâàòè êðèòåðié Ðàóñà�Ãóðâiöà (iñíóþòü é iíøi êðèòåði¨
ïåðåâiðêè óìîâ Reλ < 0, íàïðèêëàä êðèòåðié Ìèõàéëîâà).

Êðèòåðié Ðàóñà�Ãóðâiöà. Äëÿ òîãî, ùîá âñi êîðåíi ðiâíÿí-
íÿ (2.9) ìàëè âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè, íåîáõiäíî é äîñòàòíüî,
ùîá ãîëîâíi ìiíîðè ìàòðèöi Ãóðâiöà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1 0 0 0 0 . . . 0
a3 a2 a1 1 0 0 . . . 0
a5 a4 a3 a2 a1 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 0 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

áóëè äîäàòíèìè (ââàæà¹òüñÿ, ùî ak = 0 ïðè k > n).
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ßêùî ñåðåä êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (2.9) ¹ õî÷à
á îäèí ç äîäàòíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ, òî íåçáóðåíèé ðîçâ'ÿçîê
x(t) ≡ 0 íåñòiéêèé, íåçàëåæíî âiä g(y).

ßê áà÷èìî, òèï ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ñèñòåìè
(2.5) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè âñi Reλ < 0, àáî êîëè
iñíó¹ λ, äëÿ ÿêîãî Reλ > 0. Âiäêðèòèì çàëèøà¹òüñÿ ïèòàííÿ ñòié-
êîñòi ïðè Reλ ≤ 0, ïðè÷îìó õî÷à á îäèí ç êîðåíiâ ìà¹ Reλ = 0.
Ìåòîä ëiíåàðèçàöi¨ â öüîìó âèïàäêó âòðà÷à¹ ñâîþ ñèëó, îñêiëüêè
íà ñòiéêiñòü iñòîòíî ïî÷èíàþòü âïëèâàòè íåëiíiéíi ÷ëåíè â ðîç-
êëàäi f(x) çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè x = x∗. Òàêi âè-
ïàäêè äîñëiäæóþòüñÿ äðóãèì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà, ÿêèé áàçó¹òüñÿ
íà çàñòîñóâàííi ôóíêöié Ëÿïóíîâà.

Âèçíà÷åííÿ 2.3. Íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà â äåÿêîìó
îêîëi U ôóíêöiÿ V (x) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Ëÿïóíîâà ñèñòåìè
(2.5), ÿêùî V (x) > 0, ∀x ∈ U \ {x∗}, V (x∗) = 0, à ¨¨ ïîõiäíà
âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (2.5)

V̇ (x) = (gradV (x), f(x)) ≤ 0 ∀x ∈ U.

Òåîðåìà 2.3. ßêùî â äåÿêîìó îêîëi U ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè
x = x∗ ñèñòåìè (2.5) iñíó¹ ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà V (x), òî x = x∗

¹ ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè àâòîíîìíî¨ ñè-
ñòåìè (2.5).

Òåîðåìà 2.4. ßêùî â äåÿêîìó îêîëi U ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè
ñèñòåìè (2.5) iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà V (x), ùî V̇ (x) < 0
∀x ∈ U \ {x∗}, V̇ (x∗) = 0, òî x = x∗ ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì
ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè (2.5).

Ïðèêëàä 2.1. Äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè
(0, 0) ñèñòåìè {

ẋ1 = −x2 − x21,
ẋ2 = x1 − x32.

Ïðîâiâøè ëiíåàðèçàöiþ ñèñòåìè îäåðæèìî, ùî äëÿ ëiíiéíî¨ ñè-
ñòåìè òî÷êà (0, 0) ¹ öåíòðîì, òîìó íåâiäîìà ïîâåäiíêà âèõiäíî¨
íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè.

Äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà ìîæíà âçÿòè ó âèãëÿäi

V (x1, x2) = x21 + x22.
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Îñêiëüêè ïðè ∥x∥ > 0 V (x1, x2) > 0, V̇ (x1, x2) = −2x41 − 2x42 <
0 i V (0, 0) = 0, V̇ (0, 0) = 0, òî ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê (0, 0) ¹
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì. N

2.3. Ñòiéêiñòü ëiíiéíèõ ñèñòåì çi çìiííèìè êîåôiöi¹í-
òàìè

Äëÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó

dx

dt
= A(t)x, x ∈ Rn, (2.10)

(x = (x1, . . . , xn) � n-âèìiðíèé âåêòîð-ñòîâï÷èê, à A(t) � êâàäðàò-
íà ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà ç êîåôiöi¹íòiâ aij(t), i, j = 1, . . . , n) íå iñíó¹
çàãàëüíèõ êðèòåði¨â ñòiéêîñòi. Ïðîòå ìîæíà äîâåñòè, ùî ðîçâ'ÿçêè
ëiíiéíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (2.10) àáî âñi îäíî÷àñíî ñòiéêi,
àáî íåñòiéêi (äëÿ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè öå íå òàê). Òîìó, âèõîäÿ÷è
ç öüîãî, ëiíiéíó ñèñòåìó (2.10) íàçèâàþòü ñòiéêîþ, àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêîþ àáî íåñòiéêîþ â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÷è ¹ ¨¨ òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ñòiéêèì, àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì àáî íåñòiéêèì.

Iñíóþòü ëèøå îêðåìi îçíàêè ñòiéêîñòi òàêèõ ñèñòåì. Íàâåäåìî
äåÿêi ç íèõ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç spA(t) ñëiä ìàòðèöi A(t) (ñóìà äiàãîíàëüíèõ
åëåìåíòiâ).

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ ñòiéêîñòi (2.10) íåîáõiäíî, ùîá
t∫

t0

SpA(τ)dτ áóâ îáìåæåíèé çâåðõó ïðè t ≥ t0, òîáòî ïîâèííà

iñíóâàòè ñòàëà M , òàêà, ùîá ïðè t ≥ t0

t∫
t0

SpA(τ)dτ ≤M.

Òåîðåìà 2.6. Äëÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó ñè-
ñòåìè (2.10) íåîáõiäíî, ùîá

t∫
t0

SpA(τ)dτ → −∞ ïðè t→ ∞.
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Ïðèêëàä 2.2. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

ẋ1 = x1(t+ 2) + x2e
t,

ẋ2 = x1 sin t+ x2(e
−t + 3).

Ñëiä ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè SpA(t) = t − 1 + e−t. Çíàéäåìî
t∫

0

SpA(τ)dτ .

t∫
0

SpA(τ)dτ =
t2

2
− t− e−t + 1.

Öåé âèðàç íåîáìåæåíèé çâåðõó, à îòæå, ñèñòåìà íåñòiéêà.
Äëÿ ñèñòåì âèãëÿäó

dx

dt
= Ax+B(t)x, x ∈ Rn, (2.11)

äå A � ñòàëà (n × n)-ìàòðèöÿ, B(t) íåïåðåðâíà é îáìåæåíà ïðè
t ≥ t0, ñïðàâåäëèâi òàêi òåîðåìè. N

Òåîðåìà 2.7. ßêùî ñèñòåìà
dx

dt
= Ax ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòié-

êîþ i ∥B(t)∥ → 0 ïðè t → ∞, òî çáóðåíà ñèñòåìè (2.11) òàêîæ
¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ.

Òåîðåìà 2.8. ßêùî ñèñòåìà
dx

dt
= Ax ¹ ñòiéêîþ i ∥B(t)∥ ∈

C[t0,∞),

∞∫
t0

∥B(τ)∥dτ <∞, òî çáóðåíà ñèñòåìè (2.11) ¹ ñòiéêîþ.

Äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè (2.10), äå A(t) âèçíà÷åíà òà íåïåðåðâíà
ïðè t ∈ (−∞,∞) i ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ: A(t+ω) = A(t), ω > 0,
t ∈ (−∞,∞), ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.9. Äëÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ñèñòåìè (2.10)
ç ω-ïåðiîäè÷íîþ ìàòðèöåþ A(t) íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá âñi
ìóëüòèïëiêàòîðè ρ áóëè ðîçìiùåíi â îäèíè÷íîìó êîëi: |ρ| < 1.
Äëÿ ñòiéêîñòi íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá ìóëüòèïëiêàòîðè íàëå-
æàëè îäèíè÷íîìó êðóãó (|ρ| ≤ 1), ïðè÷îìó ìóëüòèïëiêàòîðàì,
ùî ëåæàòü íà îäèíè÷íîìó êîëi, âiäïîâiäàþòü ïðîñòi åëåìåíòàð-
íi äiëüíèêè.
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Íàãàäà¹ìî, ùî ìóëüòèïëiêàòîðàìè íàçèâàþòüñÿ âëàñíi ÷èñëà
ìàòðèöi Y (ω), äå Y (t) � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè (2.10),
íîðìîâàíà ïðè t = t0: Y (t0) = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

3. Ãðàíè÷íi öèêëè

Âèùå ðîçãëÿíóòî îñîáëèâi òî÷êè òà ïîâåäiíêó iíòåãðàëüíèõ
êðèâèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Êîëè îñîáëèâà òî÷êà ¹
öåíòðîì, òî iíòåãðàëüíi êðèâi óòâîðþþòü ìíîæèíó íåïåðåòèííèõ
çàìêíåíèõ êðèâèõ íàâêîëî öåíòðà. Ôiçè÷íî öå âiäïîâiäà¹ êîíñåð-
âàòèâíèì ñèñòåìàì. Àëå â äåÿêèõ íåêîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåìàõ iñ-
íóþòü çàìêíåíi òðà¹êòîði¨ àáî ãðàíè÷íi öèêëè.

Ãðàíè÷íèé öèêë � öå çàìêíåíà ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ, â ÿêié iñíó¹
îêië, ùî öiëêîì çàïîâíåíèé ôàçîâèìè òðà¹êòîðiÿìè, ÿêi íåîáìå-
æåíî íàáëèæàþòüñÿ äî çàìêíåíî¨ òðà¹êòîði¨ ïðè t → ∞ àáî ïðè
t → −∞. Ãðàíè÷íèé öèêë ñèñòåìè íà ïëîùèíi, ÿê i ñòàöiîíàðíà
òî÷êà, ìîæå áóòè ñòiéêèì àáî íåñòiéêèì.

Ãðàíè÷íèé öèêë íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì (àòðàêòîðîì), ÿêùî
òðà¹êòîði¨ íàáëèæàþòüñÿ äî íüîãî òiëüêè ïðè t→ ∞, i íåñòiéêèì
(ðåïåëëåðîì), ÿêùî òðà¹êòîði¨ íàáëèæàþòüñÿ äî íüîãî òiëüêè ïðè
t→ −∞.

Ìîæëèâi ñèòóàöi¨, êîëè òðà¹êòîði¨ íàìîòóþòüñÿ íà çàìêíåíó
êðèâó ïðè äåÿêèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ i ðîçìîòóþòüñÿ � ïðè
iíøèõ. Òàêi öèêëè íàçèâàþòüñÿ íàïiâñòiéêèìè.

Äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü dx
dt = P (x, y), dy

dt = Q(x, y), âñòàíîâëåí-
íÿ iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ äîñèòü
ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. Äëÿ âèÿâëåííÿ iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó
÷àñòî êîðèñòóþòüñÿ ïðèíöèïîì êiëüöÿ.

Òåîðåìà 3.1. ßêùî iñíóþòü äâi êîíñòàíòè r0, r1 (r0 < r1)
òàêi, ùî äëÿ x2 + y2 = r20 âèðàç xP (x, y) + yQ(x, y) ≥ 0, à äëÿ
x2+y2 = r21 âèðàç xP (x, y)+yQ(x, y) ≤ 0 i â êiëüöi r20 ≤ x2+y2 ≤ r21
íåìà¹ îñîáëèâèõ òî÷îê, òî â öüîìó êiëüöi çíàõîäèòüñÿ ñòiéêèé
ãðàíè÷íèé öèêë. ßêùî äëÿ x2+y2 = r20 âèðàç xP (x, y)+yQ(x, y) ≤
0, à äëÿ x2 + y2 = r21 âèðàç xP (x, y) + yQ(x, y) ≥ 0, òî â êiëüöi
iñíó¹ íåñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë.

Ïðèêëàä 3.1. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

dx

dt
= −y + x(x2 + y2 − 1),

dy

dt
= x+ y(x2 + y2 − 1).
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Çíàõîäèìî xP+yQ = (x2+y2)(x2+y2−1). Òîäi ÿêùî x2+y2 ≥ 1+ε
(ε > 0), òî xP + yQ > 0; ÿêùî x2 + y2 ≤ 1 − ε, òî xP + yQ < 0.
Òîìó â êiëüöi 1 − ε < x2 + y2 < 1 + ε iñíó¹ íåñòiéêèé ãðàíè÷íèé
öèêë.

Iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó â öüîìó ïðèêëàäi ìîæíà ïîêàçà-
òè, ùå é îá÷èñëèâøè

d

dt
(x2(t) + y2(t)) = 2xẋ+ 2yẏ = 2x(−y + x(x2 + y2 − 1))+

+2y(x+ y(x2 + y2 − 1)) = 2(x2 + y2)(x2 + y2 − 1).

Íåõàé òî÷êà çíàõîäèòüñÿ íà êîëi x2 + y2 = r2, òîäi

d

dt
r2 > 0 ïðè r ≥ 1 + ε;

d

dt
r2 < 0 ïðè r < 1− ε.

Îòæå â êiëüöi 1 − ε < x2 + y2 < 1 + ε iñíó¹ ãðàíè÷íèé öèêë.
Ðîçâ'ÿçêè âèõiäíî¨ ñèñòåìè ÷åðåç êîëà x2+y2 = 1+ε, x2+y2 = 1−ε
âèõîäÿòü ç öüîãî êiëüöÿ. N

Ïðèêëàä 3.2. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

ẋ = −y + x(x2 + y2 − µ2), ẏ = −x+ y(x2 + y2 − µ2), µ > 0.

Ïîêàæåìî, ùî âîíà ìà¹ ãðàíè÷íèé öèêë. Äëÿ öüîãî ïåðåéäåìî
äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò

x = r cosφ, y = r sinφ.

Îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

ṙ = r(r2 − µ2), φ̇ = 1,

ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨

r2 =
µ2

1− Ce2µ2t
, φ = t+ φ0.

Ïðè C = 0 r(t) = µ � êîëî ðàäióñîì µ.
Ïðè C > 0 r(t) ìîíîòîííî çðîñòà¹ âiä µ äî ∞ ïðè çðîñòàííi t.
Ïðè C < 0 r(t) ìîíîòîííî ñïàäà¹ âiä µ äî 0 ïðè t→ ∞.
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Îòæå, çàìêíåíà êðèâà r(t) = µ ¹ ãðàíè÷íîþ òðà¹êòîði¹þ.
Iíîäi ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî ãðàíè÷íèõ öèêëiâ íåìà¹; ïðè öüî-

ìó ñòàþòü êîðèñíèìè êðèòåði¨ Áåíäèêñîíà òà Äþëàêà. N
Êðèòåðié Áåíäèêñîíà. ßêùî âèðàç

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
íå çìiíþ¹ çíàê

â äåÿêié îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi Ω ïëîùèíè (x, y), òî â öié îáëàñòi
íå ìîæóòü iñíóâàòè çàìêíåíi òðà¹êòîði¨.

Êðèòåðié Äþëàêà. Íåõàé φ(x, y) � äåÿêà îäíîçíà÷íà é äè-
ôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ i íåõàé âèðàç

H(x, y) =
∂(φP )

∂x
+
∂(φQ)

∂y

íå äîðiâíþ¹ òîòîæíî íóëþ i ¹ çíàêîâèçíà÷åíèì (íåâiä'¹ìíèì
àáî íåäîäàòíèì) ó äåÿêié îáëàñòi Ω ïëîùèíè (x, y), ùî îáìåæåíà
íåïåðåðâíèìè êðèâèìè. Òîäi:

1) ÿêùî îáëàñòü Ω � îäíîçâ'ÿçíà, òî â íié íå iñíó¹ çàìêíå-
íèõ êîíòóðiâ, ÿêi ñêëàäåíi ç òðà¹êòîðié ñèñòåìè (2.1), çîêðåìà
ãðàíè÷íèõ öèêëiâ;

2) ÿêùî Ω � äâîçâ'ÿçíà êiëüöåâà îáëàñòü, òî â íié íå ìîæå
áóòè áiëüøå îäíîãî çàìêíåíîãî êîíòóðà.

Ïðèêëàä 3.3. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü âçà¹ìîäi¨ äâîõ ïîïóëÿöié,
ÿêi êîíêóðóþòü ìiæ ñîáîþ çà ñïiëüíi é îáìåæåíi ðåñóðñè:

ẋ = (α1 − β1x)x− γ1xy,

ẏ = (α2 − β2y)y − γ2xy,

äå αi, βi, γi, i = 1, 2, � äîäàòíi ïàðàìåòðè.
Ïîêàæåìî, ùî â öié ñèñòåìi íåìà¹ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ.
Çàñòîñó¹ìî êðèòåðié Äþëàêà, ïðè öüîìó ôóíêöiþ φ âiçüìåìî

ó âèãëÿäi φ(x, y) =
1

xy
.

Îäåðæèìî

∂

∂x

( 1

xy
((α1 − β1x)x− γ1xy)

)
+

∂

∂y

( 1

xy
((α2 − β2y)y − γ2xy)

)
=

=
1

y

∂

∂x
(α1 − β1x− γ1y) +

1

x

∂

∂y
(α2 − β2y − γ2x) =
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= −β1
y

− β2
x
< 0 ïðè x, y > 0.

Îòæå, â îáëàñòi x > 0, y > 0 äëÿ ìîäåëi äâîõ êîíêóðåíòiâ íå
iñíó¹ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. N

4. Áiôóðêàöiÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì

Íåõàé çàäàíà ñèñòåìà

dx

dt
= P (x, y, µ),

dy

dt
= Q(x, y, µ), (4.1)

äå µ � äåÿêèé ÷èñëîâèé ïàðàìåòð.
Ïðè çìiíi ïàðàìåòðà µ ñèñòåìà (4.1) ìîæå ïîâîäèòèñÿ äâîÿêî:
1) çìiíà ïàðàìåòðà µ â äåÿêié îáëàñòi íå çìiíþ¹ ÿêiñíî êàðòèíó

ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìè;
2) ïðè ïðîõîäæåííi ïàðàìåòðà µ ÷åðåç äåÿêå çíà÷åííÿ µ = µ∗

âiäáóâà¹òüñÿ ÿêiñíà çìiíà ôàçîâîãî ïîðòðåòà. Â ñèñòåìi ïðè µ =
µ∗ âiäáóâà¹òüñÿ áiôóðêàöiÿ.

Áiôóðêàöiÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè � öå ÿêiñíà çìiíà ôàçîâîãî
ïîðòðåòà ïðè çìiíi ïàðàìåòðà µ, ÿêùî ïàðàìåòð µ ïðîõîäèòü çíà-
÷åííÿ µ∗. Òî÷êà áiôóðêàöi¨ � öå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà µ = µ∗, ïðè
ÿêîìó ôàçîâèé ïîðòðåò òåðïèòü áiôóðêàöiþ.

Äâà ôàçîâèõ ïîðòðåòè ÿêiñíî îäíàêîâi (òîïîëîãi÷íî åêâiâà-
ëåíòíi), ÿêùî iñíó¹ âçà¹ìîîäíîçíà÷íå i âçà¹ìîíåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ, ùî ïåðåâîäèòü îäèí ôàçîâèé ïîðòðåò â iíøèé. Âóçëè òà
ôîêóñè (îäíàêîâî¨ ñòiéêîñòi) òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi.

Îáëàñòü ïàðàìåòðiâ, â ÿêié çáåðiãà¹òüñÿ ÿêiñíà êàðòèíà ôàçî-
âèõ ïîðòðåòiâ ñèñòåìè, íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ ñòðóêòóðíî¨ ñòié-
êîñòi.

Îòæå, ïåðåáóäîâà ôàçîâèõ ïîðòðåòiâ âiäáóâà¹òüñÿ íà ìåæàõ
îáëàñòåé, ÿêi ñêëàäàþòü ïàðàìåòðè÷íèé ïîðòðåò ñèñòåìè Â áiëü-
øîñòi âèïàäêiâ, ÿêùî ïðîñòið ïàðàìåòðiâ m-âèìiðíèé, òî áiôóð-
êàöiéíi ãðàíèöi ÿâëÿþòü ñîáîþ ãëàäêi ïiäìíîæèíè â Rm.

Ïðèêëàä 4.1. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

dx

dt
= x+ µy,

dy

dt
= x− y. (4.2)
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Òî÷êà (0, 0) äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè ñòàöiîíàðíà. Õàðàêòåðèñòè÷íå
ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä∣∣∣∣ 1− λ µ

1 −1− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇒ λ2 − 1− ν = 0 ⇒ λ2 = 1 + µ.

Ïðè µ < −1 îñîáëèâà òî÷êà (0, 0) ¹ öåíòðîì (âëàñíi çíà÷åííÿ
÷èñòî óÿâíi), ïðè µ > −1 îñîáëèâà òî÷êà ¹ ñiäëîì (âëàñíi çíà-
÷åííÿ äiéñíi ðiçíèõ çíàêiâ), ïðè µ = −1 âëàñíi çíà÷åííÿ λ1,2 = 0

i ðiâíÿííÿ äëÿ ôàçîâèõ êðèâèõ ìà¹ âèãëÿä
dy

dx
= 1. Òîìó ìà¹ìî

áiôóðêàöiéíó êàðòèíó, çîáðàæåíó íà ðèñ. 4.1.

Ðèñ. 4.1. Áiôóðêàöiÿ ñèñòåìè (4.2)

Ñèñòåìà (4.2) ìà¹ äâi îáëàñòi ñòðóêòóðíî¨ ñòiéêîñòi: ïðè
µ < −1 ôàçîâèé ïîðòðåò � ñòiéêèé öåíòð, ïðè µ > −1 ôàçîâèé
ïîðòðåò � ñiäëî. Öi îáëàñòi ðîçäiëåíi òî÷êîþ áiôóðêàöi¨ µ = µ∗ =
−1. Ïðè ïåðåõîäi çíà÷åííÿ µ âiä −∞ äî ∞ ïðè µ∗ = −1 âiäáó-
âà¹òüñÿ âòðàòà ñòiéêîñòi òî÷êè (0, 0). Áiôóðêàöiÿ âòðàòè ñòiéêî-
ñòi òî÷êè ñïîêîþ â ëiíiéíèõ ñèñòåìàõ ïðèâîäèòü äî òîãî, ùî ôà-
çîâi òðà¹êòîði¨ ïðÿìóþòü äî íåñêií÷åííîñòi. Äëÿ íåëiíiéíèõ ñè-
ñòåì òàêà áiôóðêàöiÿ ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ïîÿâîþ ó ñèñòåìè íîâèõ
iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí.

Áiôóðêàöiÿ íàðîäæåííÿ öèêëó. Ðîçãëÿíåìî äèíàìi÷íó ñè-
ñòåìó (4.1) íà ïëîùèíi, ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà µ. Çìiíîþ öüî-
ãî ïàðàìåòðà ìîæíà äîáèòèñÿ ïîÿâè äâîõ êîìïëåêñíîñïðÿæåíèõ
âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi ßêîái, ÿêà îá÷èñëåíà â ïîëîæåííi ðiâíî-
âàãè, òàê ùî Reλ1,2 = 0. Â öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ñòðóêòóðíî
íåñòiéêà, i ïðè çáóðåííi ïàðàìåòðà µ ìîæå âiäáóòèñÿ ïåðåáóäîâà
ôàçîâîãî ïîðòðåòà.

Áiôóðêàöiÿ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, ùî âiäïîâiäà¹ ïîÿâi âëàñíèõ
÷èñåë λ1,2 = ±iω0, ω0 > 0, íàçèâà¹òüñÿ áiôóðêàöi¹þ Àíäðîíîâà-
Õîïôà àáî áiôóðêàöi¹þ íàðîäæåííÿ öèêëó.
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Ïðèêëàä 4.2. Ðîçãëÿíåìî äâîâèìiðíó ñèñòåìó Õîïôà

ẋ = µx− y − x(x2 + y2), ẏ = x+ µy − y(x2 + y2), (4.3)

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = 0, y = 0 ïðè âñiõ çíà-
÷åííÿõ ïàðàìåòðà µ.

Ìàòðèöÿ ßêîái äëÿ òî÷êè (0, 0) ìà¹ âèãëÿä

A =

(
µ −1
1 µ

)
.

Âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A λ1,2 = µ± i. Ó ñèñòåìi (4.3) ïåðåéäåìî äî
ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò r, φ çà ôîðìóëàìè x = r cosφ, y = r sinφ.

Îäåðæèìî ïðîñòó ñèñòåìó äâîõ íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

ṙ = r(µ− r2), φ̇ = 1.

Ðîçâ'ÿçîê äðóãîãî ðiâíÿííÿ φ = t+φ0, äå φ0 � ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ
φ ïðè t = 0.

Ïåðøå ðiâíÿííÿ (ÿêå ðîçãëÿäà¹òüñÿ òiëüêè ïðè r ≥ 0) ìà¹ ïî-
ëîæåííÿ ðiâíîâàãè r0 = 0 äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà µ. Öå ïî-
ëîæåííÿ ðiâíîâàãè ïðè µ < 0 àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå çà ïåðøèì
íàáëèæåííÿì, òîìó r(t) → r0 ïðè t → ∞ i ïðÿìóâàííÿ ¹ åêñïî-
íåíöiàëüíèì.

Ïî÷àòîê êîîðäèíàò (0, 0) äëÿ ñèñòåìè (4.3) ¹ ñòiéêèì ôîêó-
ñîì. Ïîâåäiíêà êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ïîêàçàíà íà
ðèñ. 4.2.

Ðèñ. 4.2. Ïîâåäiíêà õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ ñèñòåìè (4.3)

Ïðè µ = 0 îñîáëèâà òî÷êà ¹ öåíòðîì, à ëiíåàðèçîâàíà ñèñòåìà
� ñòiéêîþ. Àëå äëÿ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè (4.3) âèñíîâîê ïðî ñòiéêiñòü
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íå ìîæíà çðîáèòè íà îñíîâi ëiíåàðèçàöi¨ â îêîëi ñòàöiîíàðíî¨ òî÷-
êè. Ïðè µ = 0 ìà¹ìî

dr

dt
= −r3 ⇒ dr

r3
= −dt⇒ r(t) =

1√
2t+ C

⇒ r(t) → 0 ïðè t→ ∞.

Ïðè µ > 0 îñîáëèâà òî÷êà (0, 0) ¹ íåñòiéêèì ôîêóñîì, îñêiëüêè
õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ìàþòü Reλ > 0 (ðèñ. 4.2). Àëå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ
ùå îäíà îñîáëèâà òî÷êà r =

√
µ. Îñêiëüêè ïðè 0 < r <

√
µ ïî-

õiäíà
dr

dt
> 0, à ïðè r >

√
µ ìà¹ìî

dr

dt
< 0, òî ñòàöiîíàðíà òî÷êà

r =
√
µ (êîëî ðàäióñîì

√
µ) ñòiéêà, òîáòî îäåðæó¹ìî ñòiéêèé ãðà-

íè÷íèé öèêë. Âñi îðáiòè, ùî ïî÷èíàþòüñÿ âñåðåäèíi ÷è çîâíi öüîãî
ãðàíè÷íîãî öèêëó (çà âèíÿòêîì ïî÷àòêó êîîðäèíàò), ïðÿìóþòü
äî ãðàíè÷íîãî öèêëó ïðè t → ∞. Îïèñàíà ñèòóàöiÿ ¹ òèïîâèì
âèïàäêîì áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà. Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà
ñèñòåìè (4.3) çîáðàæåíà íà ðèñ. 4.3.

µ < 0; µ = 0; µ > 0
Ðèñ. 4.3. Áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà â ñèñòåìi (4.3) (ì'ÿêà

âòðàòà ñòiéêîñòi)

Îòæå, ïåðåõiä ïàðàìåòðà µ ÷åðåç áiôóðêàöiéíå çíà÷åííÿ µ =
µ∗ = 0 çóìîâëþ¹ ÿêiñíó çìiíó ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìè (4.3).
Ïðè öüîìó âòðàòà ñòiéêîñòi îñîáëèâî¨ òî÷êè (0, 0) ñóïðîâîäæó¹òü-
ñÿ ïîÿâîþ ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó � êîëà x2 + y2 = µ. Ïðè
öüîìó ðîçìið öèêëó (ðàäióñ êîëà) çðîñòà¹ â ìiðó âiääàëåííÿ ïà-
ðàìåòðà µ âiä ñâîãî áiôóðêàöiéíîãî çíà÷åííÿ µ = µ∗ = 0. Òà-
êèé âàðiàíò áiôóðêàöi¨ íàçèâà¹òüñÿ ì'ÿêèì ïîðîäæåííÿì öèêëó.
Ïðè ìàëèõ µ ñèñòåìà çàëèøà¹òüñÿ â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Öå
íåêàòàñòðîôi÷íà âòðàòà ñòiéêîñòi, òîìó ùî, íàäàâøè ïàðàìåòðó µ
âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü, ìîæåìî ñèñòåìó ïîâåðíóòè â ïî÷àòîê êîîðäè-
íàò. ßêùî á ïðè µ < 0 ñèñòåìà ìàëà íåñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë,
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ÿêèé çíèêà¹ ïðè ïåðåõîäi ïàðàìåòðà µ ÷åðåç çíà÷åííÿ µ∗ = 0 â íà-
ïðÿìêó âiä âiä'¹ìíèõ äî äîäàòíèõ çíà÷åíü, òî öå áóâ áè iíøèé òèï
áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà. Ïðè µ = 0 òðèâiàëüíå ïîëîæåííÿ
ðiâíîâàãè íåëiíiéíî íåñòiéêå. Ïðè µ > 0 ïîëîæåííÿ (0, 0) � íåñòié-
êèé ôîêóñ. Ïðè µ ̸= 0 íóëüîâå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìà¹ òîé ñàìèé
õàðàêòåð ñòiéêîñòi, ùî é ñèñòåìà (4.3). Àëå â öüîìó âèïàäêó ñè-
ñòåìà ïðè ìàëèõ µ > 0 âiäõîäèòü äàëåêî âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
Öå ¹ æîðñòêà âòðàòà ñòiéêîñòi (êàòàñòðîôi÷íà). Íàäàâøè ïàðà-
ìåòðó µ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü, ñèñòåìó âæå ìîæíà íå ïîâåðíóòè â
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, îñêiëüêè âîíà ìîãëà âæå ïîêèíóòè îáëàñòü
ïðèòÿãàííÿ. Òàêà áiôóðêàöiéíà êàðòèíà çîáðàæåíà íà ðèñ. 4.4.

Â îáîõ âèïàäêàõ âiäáóâà¹òüñÿ âòðàòà ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, àëå â ïåðøîìó âèïàäêó ïîëîæåííÿ ðiâíî-
âàãè çàìiíÿ¹òüñÿ ñòiéêèì ãðàíè÷íèì öèêëîì. Â äðóãîìó âèïàä-
êó áàñåéí ïðèòÿãàííÿ íóëüîâîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè îáìåæåíèé
íåñòiéêèì öèêëîì i çìåíøó¹òüñÿ ïðè íàáëèæåííi ïàðàìåòðà µ äî
íóëÿ, äàëi ñèñòåìà âèâîäèòüñÿ ç îêîëó òî÷êè (0, 0).

µ < 0; µ = 0; µ > 0
Ðèñ. 4.4. Áiôóðêàöiÿ Õîïôà (æîðñòêà âòðàòà ñòiéêîñòi)

Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çíàéòè îñîáëèâi òî÷êè, ç'ÿñóâàòè ¨õ õàðàêòåð. Ïîáóäóâàòè
ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè

dx

dt
= 44x− 4x2 − 3xy,

dy

dt
= 31x− 2y2 − 3xy.

2. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò ðiâíÿííÿ:
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à) x′′ − 8x+ 2x3 = 0; á) x′′ + 4x− x2 = 0; â) x′′ + x+ x3 = 0;
ã) x′′ − εx′(1− x2 − (x′)2) + x = 0; ä) x′′ + sinx = 0.
3. Äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìàòåìàòè÷íî-

ãî ìàÿòíèêà ç òåðòÿì, ðóõ ÿêîãî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ẍ+ 2kẋ+
ω2 sinx = 0, k > 0. Çîáðàçèòè ãëîáàëüíèé ôàçîâèé ïîðòðåò ðiâ-
íÿííÿ íåëiíiéíîãî ìàÿòíèêà.

4. Ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ ßêîái äëÿ ñèñòåìè

dx

dt
= ax− pxy,

dy

dt
= −by + qxy.

Çíàéòè ÿêîáiàí â ñòàöiîíàðíèõ òî÷êàõ òà âëàñíi çíà÷åííÿ ÿêîáià-
íà.

5. Íà îñíîâi àíàëiçó ïîëîæåíü ðiâíîâàãè çîáðàçèòè ôàçîâèé
ïîðòðåò ñèñòåìè:

à)


dx

dt
= 2xy,

dy

dt
= 1 + y − x2 + y2;

á)


dx

dt
= 2x(1 + x2 − 2y2),

dy

dt
= −y(1− 4x2 + 3y2);

â)


dx

dt
= x(3− x− y),

dy

dt
= y(x− 1);

ã)


dx

dt
= 1− xy,

dy

dt
= py

(
x− 2

1 + y

)
.

6. Çíàéòè âñi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè i äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü
ñèñòåìó

dx

dt
= ln

(y2
4

− x
)
,

dy

dt
= x− y − 2.

7. Çàñòîñóâàòè òåîðåìè ïðî ëiíåàðèçàöiþ òà ïðîâåñòè êëàñè-
ôiêàöiþ íåðóõîìèõ òî÷îê ñèñòåìè:

dx

dt
= x− y + xy,

dy

dt
= x− y − y2.

8. Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ëÿïóíîâà ïðî ñòiéêiñòü çà ëiíiéíèì
íàáëèæåííÿì äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè:

à)


dx

dt
= 2x− ln(1 + y),

dy

dt
= ex + sin(x+ y)− 1;

á)


dx

dt
= −x+ sin2 y,

dy

dt
= y · cos2 x;
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â)



dx

dt
= tg(z − y)− 2x,

dy

dt
=

√
9 + 12x− 3ey,

dz

dt
= 3y;

ã)


dx

dt
= y + x3,

dy

dt
= x+ y3.

9. Âèçíà÷èòè, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ íóëüîâèé
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ñòiéêèé:

à)


dx

dt
= ln(e+ ax)− ex,

dy

dt
= bx+ 2 tg y;

á)


dx

dt
= 3e−x −

√
9 + ay,

dy

dt
= ln(1 + 24x+ ay).

10. Äîâåñòè, ùî äëÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ñèñòåìè

dx

dt
−−a1x+ b1z,

dy

dt
= b2x− a2y,

dz

dt
= b3y − a3z,

äå ai, bi, i = 1, 2, 3, � äîäàòíi ÷èñëà, íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá âè-
êîíóâàëàñÿ óìîâà a1a2a3 > b1b2b3.

11. Äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è êðèòåðié Ðàóñà�Ãóðâiöà

d5x

dt5
+ 3

d4x

dt4
+ 15

d3x

dt3
+ 24

d2x

dt2
+ 10

dx

dt
+ 5x = 0.

12. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà k ñèñòåìà, ùî îïèñó¹òüñÿ
äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè, áóäå ñòiéêîþ:

à)
d4x

dt4
+ 4

d3x

dt3
+ 2

d2x

dt2
+ 3

dx

dt
+ kx = b;

á)
d3x

dt3
+ 2

d2x

dt2
+ 3

dx

dt
+ (k + 2)x = kb.

13. Ïîáóäóâàòè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
ñòiéêîñòi òåîðåìè Ëÿïóíîâà:

à)


dx

dt
= −2x5 − 2y3,

dy

dt
= x− y3;

á)


dx

dt
= −x5 − xy4,

dy

dt
= 4x3y2 − y5.
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14. Çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà V = ax2+bxy+cy2, a > 0,
ac > b2, äîñëiäèòè ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè
äëÿ ñèñòåìè 

dx

dt
= −x3 + y sinx,

dy

dt
= −y − x2y − x sinx.

15. Ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìè ðiâíÿíü íå ìàþòü ãðàíè÷íèõ öèêëiâ:

à)


dx

dt
= x(x+ y),

dy

dt
= y2;

á)


dx

dt
= 2xy,

dy

dt
= 1 + y − x2 − y2.

16. Äëÿ ñèñòåìè çíàéòè ãðàíè÷íèé öèêë òà äîñëiäèòè éîãî íà
ñòiéêiñòü 

dx

dt
= −y + x√

x2 + y2
sin(x2 + y2),

dy

dt
= x+

y√
x2 + y2

sin(x2 + y2).

17. Äîâåñòè, ùî ïðè µ = 0 ñèñòåìà çàçíà¹ áiôóðêàöi¨ Õîïôà:

à)


dx

dt
= −µx− y,

dy

dt
= x+ y3;

á)


dx

dt
= y − x3,

dy

dt
= −x+ (µ− x2)y;

â)


dx

dt
= y,

dy

dt
= µy − x− y3.

18. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà

dx

dt
= − t2

t2 + 2
x+

ln(t+ 1)

t+ 1
y,

dy

dt
= (arctg t− π)y

àñèìïòîòè÷íî íåñòiéêà.
19. Äîñëiäèòè áiôóðêàöiþ ó ñèñòåìi

dx

dt
= µx− y + x(x2 + y2),

dy

dt
= x+ µy + y(x2 + y2).
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