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Передмова

Цей збiрник задач є доповненням до пiдручника “Варiацiйне
числення. Екстремальнi задачi” з теорiї варiацiйного числення i
методiв оптимального керування, що розрахований на студентiв
унiверситетiв, якi вивчають дисциплiну “Варiацiйне числення i ме-
тоди оптимiзацiї”. У перших двох роздiлах збiрника задач викла-
дено методи знаходження екстремумiв функцiй багатьох змiнних,
дослiджено задачi на безумовний та умовний екстремуми (задачi з
обмеженнями-рiвностями i задачi з обмеженнями-нерiвностями).
Описано необхiднi й достатнi умови екстремуму функцiоналiв, ме-
тод невизначених множникiв Лагранжа.

У роздiлах 3 – 8 дослiджуються як класичнi задачi варiацiйно-
го числення, так i їхнi узагальнення. Аналiзуються рiвняння Ей-
лера, Ейлера – Пуассона, Ейлера – Остроградського, варiацiйнi
задачi з рухомими границями, ламанi екстремалi, iзопериметри-
чнi задачi. Викладено необхiднi й достатнi умови екстремуму в
задачах варiацiйного числення. У цих роздiлах розв’язано багато
екстремальних задач, якi мають практичне значення.

Роздiли 9 та 10 присвячено задачам оптимального керуван-
ня. Описано два пiдходи до розв’язування таких задач: прин-
цип максимуму Понтрягiна та метод динамiчного програмування
Беллмана. Розв’язано задачi Майєра, Лагранжа, Больца. Наве-
дено приклади розв’язування екстремальних задач. Серед них,
зокрема, задачi про посадку космiчного апарата на поверхню Мi-
сяця, запуск штучного супутника Землi.

Близько 500 задач запропоновано для самостiйного розв’язу-
вання. До задач надано вказiвки та вiдповiдi.
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1. Екстремуми функцiй однiєї та багатьох
змiнних

1.1. Основнi поняття, пов’язанi з екстремальними
задачами

Слово максимум (вiд латинського maximum) означає най-
бiльше, а слово мiнiмум (вiд латинського minimum) — наймен-
ше. Цi два поняття об’єднуються термiном екстремум (вiд латин-
ського extremum), що означає крайнє. Користуються ще термiном
оптимальний (вiд латинського optimus), що означає найкращий.
Задачi визначення найбiльших та найменших величин називають
задачами на екстремум або екстремальними задачами. Такi за-
дачi виникають у рiзних областях дiяльностi людини i тому для їх
опису вживаються рiзнi термiни. Щоб користуватися теорiєю екс-
тремальних задач, необхiдно описати задачу мовою математики.
Цей процес називається формалiзацiєю задачi.

Формалiзована задача складається з таких елементiв.

1. Функцiонала якостi f : X → R.

2. Областi X визначення функцiонала f .

3. Обмеження: C ⊂ X.

Тут R — розширена числова пряма, тобто множина всiх дiйсних
чисел, доповнена значеннями +∞ та −∞; C — пiдмножина обла-
стi визначення функцiонала f. Таким чином формалiзувати екс-
тремальну задачу — це чiтко визначити та описати елементи f ,
C, X. Формалiзовану задачу записують у виглядi

f(x) → inf (sup), x ∈ C. (1.1)

Точки множини C називаються допустимими точками задачi
(1.1). Якщо C = X, то допустимими будуть усi точки областi
визначення функцiонала. Задача (1.1) у такому разi називається
задачею без обмежень.

Задачу на максимум завжди можна звести до задачi на мiнi-
мум, замiнивши функцiонал f на функцiонал g(x) = −f(x).
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I навпаки задачу на мiнiмум таким самим чином можна звести
до задачi на максимум. Якщо необхiднi умови екстремуму в за-
дачах на мiнiмум та максимум рiзнi, то виписуємо їх тiльки для
задачi на мiнiмум. Якщо необхiдно дослiдити обидвi задачi, то
записують

f(x) → extr, x ∈ C.

Допустима точка x̂ є точкою абсолютного або глобального мi-
нiмуму (максимуму) екстремальної задачi, якщо для будь-якого
x ∈ C виконується нерiвнiсть

f(x) ≥ f(x̂)
(
f(x) ≤ f(x̂)

)
.

Тодi пишемо x̂ ∈ absmin (absmax). Точка абсолютного мiнiму-
му (максимуму) називається розв’язком задачi. Величина f(x̂),
де x̂ — розв’язок задачi, називається числовим значенням задачi.
Цю величину позначають Smin (Smax).

Крiм глобальних, вивчають i локальнi екстремуми. Нехай X —
нормований простiр. У точцi x̂ досягається локальний мiнiмум
(максимум) задачi, x̂ ∈ locmin (x̂ ∈ locmax), якщо x̂ ∈ C та iснує
таке число δ > 0, що для будь-якої допустимої точки x ∈ C, яка
задовольняє умову ∥x− x̂∥ < δ, виконується нерiвнiсть

f(x) ≥ f(x̂)

(
f(x) ≤ f(x̂)

)
.

Iнакше кажучи, якщо x̂ ∈ locmin (locmax), то iснує окiл Ox̂ точки
x̂ такий, що

x̂ ∈ absmin
(
absmax

)
у задачi

f(x) → inf
(
sup

)
, x ∈ C ∩Ox̂.

Теорiя екстремальних задач дає загальнi правила розв’язання
екстремальних задач. Теорiя необхiдних умов екстремуму бiльше
розвинута нiж теорiя достатнiх умов екстремуму. Необхiднi умови
екстремуму дозволяють видiлити множину точок, серед яких мi-
ститься розв’язок задачi. Така множина називається критичною,
а самi точки — критичними. Як правило, критична множина мi-
стить не дуже багато точок i розв’язок задачi можна знайти, ко-
ристуючись тим чи iншим методом.

8



1.2. Екстремуми функцiї однiєї змiнної

Нехай f : R → R — функцiя однiєї змiнної.

Означення 1.1. Функцiя f називається напiвнеперервною знизу
(напiвнеперервною зверху) у точцi x̂, якщо для всiх ε > 0 iснує
таке δ > 0, що для всiх x ∈ (x̂−δ, x̂+δ) справджується нерiвнiсть

f(x) > f(x̂)− ε
(
f(x) < f(x̂) + ε

)
.

Означення 1.2 (еквiвалентне). Функцiя f називається напiвне-
перервною знизу (зверху) у точцi x̂, якщо для всiх a ∈ R, a < f(x̂)
(a > f(x̂)) iснує таке δ > 0, що для всiх x ∈ (x̂ − δ, x̂ + δ) справ-
джується нерiвнiсть

f(x) > a

(
f(x) < a

)
.

Якщо функцiя набуває значень у R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞}, то
означення 1.2 має сенс тодi, коли f(x̂) = +∞ (f(x̂) = −∞). Якщо
ж f(x̂) = −∞ (f(x̂) = +∞), то функцiя вважається напiвнепе-
рервною знизу (зверху) за домовленiстю.

Наведемо такi приклади.
1. Функцiя y = [x] (цiла частина вiд x) напiвнеперервна зверху

в точках розриву.
2. Функцiя y = {x} (дробова частина вiд x) напiвнеперервна

знизу в точках розриву.
3. Функцiя Дiрiхле, що дорiвнює 0 в рацiональних точках та 1

в iррацiональних точках, напiвнеперервна знизу в кожнiй рацiо-
нальнiй точцi i напiвнеперервна зверху в кожнiй iррацiональнiй
точцi.

4. Якщо функцiя f : R → R має локальний мiнiмум (макси-
мум) у точцi x̂, то вона напiвнеперервна знизу (зверху) у точцi
x̂.

5. Функцiя f(x) = 1
|x| при x ̸= 0, f(0) = +∞, напiвнеперервна

знизу в точцi 0. Якщо визначити функцiю в точцi 0 як f(0) = b
або f(0) = −∞, то вона залишиться напiвнеперервною знизу.
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Теорема 1.1. Нехай f , g — напiвнеперервнi знизу функцiї. Тодi
маємо таке:
1) функцiя f + g напiвнеперервна знизу;
2) функцiя αf напiвнеперервна знизу при α ≥ 0 i напiвнеперервна
зверху при α ≤ 0;
3) функцiя f · g напiвнеперервна знизу, якщо f ≥ 0, g ≥ 0;
4) функцiя 1/f напiвнеперервна зверху, якщо f > 0;
5) функцiї max(f, g), min(f, g) напiвнеперервнi знизу;

6) функцiї sup{fi}
(
inf{fi}

)
напiвнеперервнi знизу (зверху),

якщо fi напiвнеперервнi знизу (зверху).

Теорема 1.2 (теорема Вейєрштрасса). Напiвнеперервна зни-
зу (зверху) на вiдрiзку [a, b] функцiя f : R → R обмежена знизу
(зверху) на [a, b] i досягає найменшого (найбiльшого) значення.

Теорема 1.3 (теорема Ферма). Якщо x̂ — точка локального
екстремуму диференцiйовної в точцi x̂ функцiї f(x), то похiдна
f ′(x̂) = 0.

Теорема Ферма дає необхiдну умову першого порядку iсну-
вання локального екстремуму функцiї f(x) у точцi x̂. Наступнi
теореми дають необхiднi та достатнi умови екстремуму другого
порядку.

Теорема 1.4 (необхiднi умови другого порядку). Якщо x̂ —
точка локального мiнiмуму (максимуму) функцiї f(x), що має в
точцi x̂ другу похiдну, то

f ′(x̂) = 0, f ′′(x̂) ≥ 0

(
f ′′(x̂) ≤ 0

)
.

Теорема 1.5 (достатнi умови другого порядку). Якщо фун-
кцiя f(x) має в точцi x̂ другу похiдну i

f ′(x̂) = 0, f ′′(x̂) > 0

(
f ′′(x̂) < 0

)
,

то x̂ — точка локального мiнiмуму (максимуму) функцiї f(x).
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Необхiднi та достатнi умови вищого порядку iснування екстре-
муму функцiї f(x) наведенi в наступних теоремах.

Теорема 1.6 (необхiднi умови вищого порядку). Якщо x̂ —
точка локального мiнiмуму (максимуму) функцiї f(x), яка має
в цiй точцi x̂ похiдну порядку n, то або

f ′(x̂) = . . . = f (n)(x̂) = 0,

або

f ′(x̂) = . . . = f (2m−1)(x̂) = 0,

f (2m)(x̂) > 0

(
f (2m)(x̂) < 0

)
при деякому m ≥ 1, 2m ≤ n.

Теорема 1.7 (достатнi умови вищого порядку). Якщо фун-
кцiя f(x) має в точцi x̂ похiдну порядку n i

f ′(x̂) = . . . = f (2m−1)(x̂) = 0,

f (2m)(x̂) > 0

(
f (2m)(x̂) < 0

)
при деякому m ≥ 1, 2m ≤ n, то функцiя f(x) досягає в точцi x̂
локального мiнiмуму (максимуму).

1.3. Екстремуми функцiй n змiнних

Нехай f : Rn → R — функцiя n дiйсних змiнних.

Означення 1.3. Функцiя f називається напiвнеперервною знизу
(напiвнеперервною зверху) у точцi x̂, якщо iснує δ-окiл

Ox̂ = {x : ∥x− x̂∥ < δ}, ∥x∥ =

( n∑
k=1

x2k

) 1
2

,

точки x такий, що для всiх x ∈ Ox̂ виконується нерiвнiсть

f(x) > f(x̂)− ε
(
f(x) < f(x̂) + ε

)
.
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Теорема 1.8. Функцiя f : Rn → R є неперервною знизу на Rn то-
дi i тiльки тодi, коли для кожного a ∈ R множина f−1((a,+∞])
вiдкрита або доповнювальна множина f−1((−∞, a]) замкнута.

Теорема 1.9 (теорема Вейєрштрасса). Напiвнеперервна знизу
(зверху) функцiя на непорожнiй обмеженiй замкнутiй пiдмно-
жинi простору Rn обмежена знизу (зверху) i досягає найменшо-
го (найбiльшого) значення.

Теорема 1.10 (теорема Вейєрштрасса). Якщо функцiя f на-
пiвнеперервна знизу i для деякого числа a множина {x : f(x) ≤
≤ a} непорожня та обмежена, то функцiя f(x) досягає свого
абсолютного мiнiмуму.

Наслiдок 1.1. Якщо функцiя f напiвнеперервна знизу (зверху)
на Rn i справджується спiввiдношення

lim
∥x∥→∞

f(x) = +∞
(

lim
∥x∥→∞

f(x) = −∞
)
,

то f досягає свого мiнiмуму (максимуму) на кожнiй замкнутiй
пiдмножинi простору Rn.

Теорема 1.11 (необхiднi умови першого порядку). Якщо x̂
— точка локального екстремуму функцiї f(x), диференцiйовної в
точцi x̂, то всi частиннi похiднi функцiї f дорiвнюють нулю в
точцi x̂:

∂f(x̂)

∂x1
= · · · = ∂f(x̂)

∂xn
= 0.

Теорема 1.12 (необхiднi умови другого порядку). Якщо x̂
— точка локального мiнiмуму функцiї f(x) i ця функцiя дифе-
ренцiйовна два рази в точцi x̂, то виконується умова

n∑
k=1

n∑
j=1

∂2f(x̂)

∂xk∂xj
hkhj ≥ 0 ∀ h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn.

Ця умова означає, що матриця

f ′′(x̂) =

{
∂2f(x̂)

∂xk∂xj

}j=1,n

k=1,n

невiд’ємно визначена.
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Теорема 1.13 (достатнi умови другого порядку). Нехай
функцiя f : Rn → R диференцiйовна два рази в точцi x̂ i вико-
нуються умови:

1)
∂f(x̂)

∂x1
= · · · = ∂f(x̂)

∂xn
= 0;

2)
n∑

k=1

n∑
j=1

∂2f(x̂)

∂xk∂xj
hkhj > 0 ∀ h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn, h ̸= 0.

Тодi x̂ — точка локального мiнiмуму задачi на екстремум

f(x) → inf, x ∈ Rn.

Умова 2) теореми означає, що матриця

f ′′(x̂) =

{
∂2f(x̂)

∂xk∂xj

}j=1,n

k=1,n

додатно визначена.

Теорема 1.14 (критерiй Сiльвестра). Матриця A дода-
тно визначена тодi i тiльки тодi, коли її головнi мiнори дода-
тнi. Матриця A вiд’ємно визначена тодi i тiльки тодi, коли
(−1)k detAk > 0,

Ak =
{
aij
}j=1,k

i=1,k
, k = 1, . . . , n.

Запишемо ряд головних мiнорiв матрицi A

∆1 = a11, ∆2 =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , . . . ,∆n =

∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
· · · · ·

an1 · ann

∣∣∣∣∣∣ .
Тодi можливi такi варiанти:

1) матриця A додатно визначена, якщо

∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . ,∆n > 0;

2) матриця A вiд’ємно визначена, якщо

∆1 < 0, ∆2 > 0, . . . , (−1)n∆n > 0;
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3) матриця A невiд’ємно (недодатно) визначена, якщо

∆1 ≥ 0, ∆2 ≥ 0, . . . ,∆n ≥ 0

(
∆1 ≤ 0, ∆2 ≥ 0, . . . , (−1)n∆n ≥ 0

)
та iснує таке j, що ∆j = 0;
4) матриця A невизначена.
Приклад 1.1. Дослiдити на екстремум функцiю двох змiнних

f(x1, x2) = x31 + x32 − 3x1x2 → extr .

Розв’язання. Функцiя неперервна. Очевидно, що Smax = +∞. Згi-
дно з наслiдком 1.1 iз теореми Вейєрштрасса мiнiмум досягається.
Необхiднi умови першого порядку

∂f(x̂)

∂x1
= 0,

∂f(x̂)

∂x2
= 0

мають вигляд

3x21 − 3x2 = 0, 3x22 − 3x1 = 0.

Розв’язуючи цi рiвняння, визначаємо критичнi точки (0, 0),
(1, 1). Щоб скористатися з умов другого порядку, обчислимо ма-
трицi, складенi з других похiдних:

A(x̂) =

{
∂2f(x̂)

∂xk∂xj

}2

k,j=1

=

(
6x̂1 −3
−3 6x̂2

)
,

A1 = A(0, 0) =

(
0 −3
−3 0

)
,

A2 = A(1, 1) =

(
6 −3
−3 6

)
.

Матриця A1 не є невiд’ємно визначеною. Тому точка (0, 0) не за-
довольняє необхiднi умови максимуму другого порядку. Точка не
може бути розв’язком задачi, (0, 0) /∈ locextr f.

Матриця A2 додатно визначена, отже, згiдно з теоремою 1.13
у точцi (1, 1) досягається локальний мiнiмум задачi.
Вiдповiдь. (0, 0) /∈ locextr; (1, 1) ∈ locmin .
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1.4. Задачi на умовний екстремум. Метод
невизначених множникiв Лагранжа

1.4.1. Задачi з обмеженнями-рiвностями

Нехай fk : Rn → R, k = 0, 1, . . . ,m, — диференцiйовнi
функцiї n дiйсних змiнних. Задачею на умовний екстремум (з
обмеженнями-рiвностями) називається задача

f0(x) → extr, f1(x) = . . . = fm(x) = 0. (1.2)

Точки x̂ ∈ Rn, якi задовольняють рiвняння fk(x̂) = 0, k = 1,m,
називаються допустимими в задачi (1.2). Допустима точка x̂ дає
локальний мiнiмум (максимум) задачi (1.2), якщо iснує таке число
δ > 0, що для всiх допустимих x ∈ Rn, якi задовольняють умову
fk(x) = 0, k = 1, 2, . . . ,m, ∥x− x̂∥ < δ, виконується нерiвнiсть

f(x) ≥ f(x̂)

(
f(x) ≤ f(x̂)

)
.

Основним методом розв’язування задач на умовний екстремум
є метод невизначених множникiв Лагранжа. Вiн базується на
тому, що умовний екстремум у задачi (1.2) досягається в точках,
якi є критичними у задачi на безумовний екстремум:

L(x, λ, λ0) → extr,

де L(x, λ, λ0) =
m∑
k=0

λkfk(x) — функцiя Лагранжа; λ0, . . . , λm —

множники Лагранжа.

Теорема 1.15 (теорема Лагранжа). Нехай x̂ — точка локаль-
ного екстремуму задачi (1.2), а функцiї fi(x), i = 0, 1, . . . ,m, не-
перервно диференцiйовнi в деякому околi U точки x̂. Тодi iснують
одночасно не рiвнi нулю такi множники Лагранжа λ0, . . . , λm, що
виконується умова стацiонарностi по x функцiї Лагранжа:

Lx(x̂, λ, λ0) = 0 ⇐⇒ ∂L(x̂, λ, λ0)

∂xj
= 0, j = 1, . . . , n.

Для того, щоб множник Лагранжа λ0 ̸= 0, достатньо, щоб ве-
ктори з частинних похiдних f ′

1(x̂), . . . , f
′
m(x̂) були лiнiйно неза-

лежними.
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Таким чином, для визначення m+n+1 невiдомих λ0, λ1, . . . , λm
та x̂1, . . . , x̂n дiстали n+m рiвнянь

f1(x̂) = · · · = fm(x̂) = 0,

∂

∂xj

( m∑
k=0

λkfk(x̂)

)
= 0, j = 1, . . . , n.

Варто врахувати, що множники Лагранжа визначенi з точнi-
стю до пропорцiйностi. Якщо вiдомо, що λ0 ̸= 0, то можна вибрати
λ0 = 1. Тодi кiлькiсть рiвнянь i кiлькiсть невiдомих однакова.

Лiнiйна незалежнiсть векторiв частинних похiдних
f ′
1(x̂), . . . , f

′
m(x̂) є тiєю умовою регулярностi, яка гарантує,

що множник Лагранжа λ0 ̸= 0. Однак перевiрити цю умову
значно складнiше, нiж безпосередньо переконатися в тому, що
множник Лагранжа λ0 не може дорiвнювати нулю. Зауважимо,
що з часiв Лагранжа, майже цiле столiття, правило множникiв
використовувалося з λ0 = 1, не дивлячись на те, що в загальному
випадку воно невiрне.

Як i у випадку безумовної задачi оптимiзацiї, стацiонарнi то-
чки задачi на умовний екстремум не обовязково є її розв’язками.
Тут також iснують необхiднi i достатнi умови оптимальностi в
термiнах других похiдних. Позначимо через

L′′
xx(x, λ, λ0) =

{
∂2L(x, λ, λ0)

∂xk∂xj

}k=1,...,n

j=1,...,n

матрицю других похiдних функцiї Лагранжа L(x, λ, λ0).

Теорема 1.16 (необхiднi умови другого порядку). Нехай
функцiї fi(x), i = 0, 1, . . . ,m, двiчi диференцiйовнi в точцi x̂ i не-
перервно диференцiйовнi в деякому околi U точки x̂, причому гра-
дiєнти f ′

i(x̂), i = 1, . . . ,m, лiнiйно незалежнi. Якщо x̂ – локальний
мiнiмум задачi (1.2), то

⟨L′′
xx(x̂, λ0, λ)h, h⟩ ≥ 0

при всiх λ, λ0, що задовольняють умову

L′
x(x̂, λ, λ0) = 0,
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i всiх h ∈ Rn таких, що

⟨f ′
i(x̂), h⟩ = 0, i = 1, . . . ,m.

Теорема 1.17 (достатнi умови другого порядку). Нехай
функцiї fi(x), i = 0, 1, . . . ,m, двiчi диференцiйовнi в точцi x̂ ∈ Rn,
яка задовольняє умови

fi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m.

Припустимо, що при деяких λ, λ0 виконується умова

L′
x(x̂, λ, λ0) = 0,

i, крiм того,
⟨L′′

xx(x̂, λ, λ0)h, h⟩ > 0

при всiх ненульових h ∈ Rn, що задовольняють умову

⟨f ′
i(x̂), h⟩ = 0, i = 1, . . . ,m.

Тодi x̂ – локальний розв’язок задачi (1.2).

Правило невизначених множникiв Лагранжа розв’язуван-
ня задач на умовний екстремум з обмеженнями-рiвностями таке.

1. Скласти функцiю Лагранжа

L(x, λ, λ0) =

m∑
k=0

λkfk(x).

2. Записати необхiднi умови екстремуму функцiї L(x, λ, λ0) —
рiвняння

∂

∂xj
L(x, λ, λ0) = 0, j = 1, . . . , n.

3. Знайти стацiонарнi точки, тобто розв’язки цих рiвнянь за
умови, що не всi множники Лагранжа λ0, λ1, . . . , λm дорiв-
нюють нулю.

4. Знайти розв’язок задачi серед стацiонарних точок або дове-
сти, що задача не має розв’язкiв.
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1.4.2. Задача з рiвностями та нерiвностями

Нехай fi : Rn → R — диференцiйовнi функцiї n дiйсних змiн-
них. Задачею на умовний екстремум iз рiвностями та нерiвно-
стями називається така задача:

f0(x) → inf, (1.3)
fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m,

fm+k(x) = 0, k = 1, . . . , s.

Сформулюємо необхiднi умови мiнiмуму для задачi (1.3).

Теорема 1.18 (про невизначенi множники Лагранжа). Не-
хай x̂ — точка локального мiнiмуму задачi (1.3), а функцiї
fi(x), i = 0, . . . ,m + s, неперервно диференцiйовнi в деякому око-
лi U точки x̂. Тодi iснують одночасно не рiвнi нулю множники
Лагранжа λ0, λ1, . . . , λm+s такi, що для функцiї Лагранжа

L(x, λ0, . . . , λm+s) =
m+s∑
i=0

λifi(x)

виконуються умови:
1) стацiонарностi по x

Lx(x̂, λ) = 0 ⇐⇒ ∂L(x̂, λ)

∂xj
= 0, j = 1, . . . , n;

2) доповнювальної нежорсткостi

λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m;

3) невiд’ємностi
λi ≥ 0, i = 0, . . . ,m.

Правило невизначених множникiв Лагранжа розв’язування
задач на умовний екстремум з рiвностями та нерiвностями таке.

1. Скласти функцiю Лагранжа

L(x, λ) =

m+s∑
i=0

λifi(x).
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2. Записати необхiднi умови:
(a) стацiонарностi

∂L(x, λ)

∂xj
= 0, j = 1, . . . , n;

(b) доповнювальної нежорсткостi

λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m;

(c) невiд’ємностi

λi ≥ 0, i = 0, . . . ,m.

3. Знайти критичнi точки, тобто всi допустимi точки, що за-
довольняють необхiднi умови з множником Лагранжа λ0 = 0 та
λ0 ̸= 0.

4. Знайти розв’язок задачi серед усiх критичних точок або по-
казати, що розв’язкiв немає.

Зауваження 1.1. Користуючись правилом невизначених множни-
кiв Лагранжа розв’язування задач на умовний екстремум з обме-
женнями-рiвностями, можна вибирати число λ0 як додатне, так i
вiд’ємне. Для задач, де є обмеження рiвностi та нерiвностi, знак
λ0 iстотний.

Приклад 1.2. Розв’язати задачу на умовний екстремум

x1 → inf, x21 + x22 = 0.

Розв’язання. Єдиним очевидним розв’язком цiєї задачi є точка
x̂ = (0, 0).

Розв’яжемо задачу методом Лагранжа.

1. Складемо функцiю Лагранжа L = λ0x1 + λ(x
2
1 + x22).

2. Запишемо рiвняння стацiонарностi

L′
x1

= 0 ⇐⇒ 2λx1 + λ0 = 0,

L′
x2

= 0 ⇐⇒ 2λx1 = 0.
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3. Якщо λ0 = 1, то дiстанемо рiвняння

2λx1 + 1 = 0, 2λx2 = 0.

Перше рiвняння несумiсне з умовою x21 + x22 = 0. Тому система
рiвнянь

2λx1 + 1 = 0,

2λx2 = 0,

x21 + x22 = 0

розв’язкiв не має. Якщо λ0 = 0, то x1 = 0, x2 = 0 — розв’язок
системи рiвнянь.

Вiдповiдь. (0, 0) ∈ absmin .

Цей приклад показує, що складаючи функцiю Лагранжа, не
завжди можна брати λ0 = 1.

Приклад 1.3. Розв’язати екстремальну задачу

1

2
ax21 +

1

2
bx22 → min, x31 + x32 = 1,

де a > 0 i b > 0 – заданi числа.
Розв’язання.

1. Випишемо (регулярну) функцiю Лагранжа (указана в тео-
ремi 1.15 умова регулярностi тут виконана):

L(x1, x2, λ) =
1

2
ax21 +

1

2
bx22 + λ(x

3
1 + x32 − 1).

2. Оскiльки

L′
x1
(x1, x2, λ) = ax1 + 3λx21, L′

x2
(x1, x2, λ) = bx2 + 3λx22,

то система рiвнянь для визначення x1, x2, λ така:

2ax1 + 3λx21 = 0,

bx2 + 3λx22 = 0,

x31 + x32 = 1.
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3. Ця система рiвнянь має три розв’язки:(
0, 1,− b

3

)
,
(
1, 0,−a

3

)
,

(
a

(a3 + b3)1/3
,

b

(a3 + b3)1/3
,−(a3 + b3)1/3

3

)
.

4. Далi знаходимо

L′′
xx(x1, x2, λ) =

[
a+ 6λx1 0

0 b+ 6λx2

]
.

Для зазначених розв’язкiв ця матриця набуває вiдповiдно вигляду

A1 =

[
a 0
0 −b

]
, A2 =

[
−a 0
0 b

]
, A3 =

[
−a 0
0 −b

]
.

Умова ⟨f ′
i(x̂), h⟩ = 0, i = 1, . . . ,m, у цьому прикладi така:

3x21h1 + 3x22h2 = 0.

Для перших двох розв’язкiв це означає, що h2 = 0 i h1 = 0 вiдпо-
вiдно. Звiдси зрозумiло, що матрицi A1 i A2 задовольняють умову
теореми 1.17 (хоча вони не є додатно визначеними). Тому точки
(0, 1), (1, 0) — строгi локальнi розв’язки задачi. Для матрицi A3

умова теореми 1.17 не виконується. Тому точка(
a

(a3 + b3)1/3
,

b

(a3 + b3)1/3

)
не може бути розв’язком задачi на мiнiмум. Ця точка є строгим
локальним розв’язком задачi максимiзацiї тiєї самої функцiї при
тих самих обмеженнях.

Вiдповiдь. x̂1 = (0, 1) ∈ locmin, x̂2 = (1, 0) ∈ locmin,
x̂3 =

(
a/(a3 + b3)1/3, b/(a3 + b3)1/3

)
∈ locmax.
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Приклад 1.4. Розв’язати екстремальну задачу

x21 + x22 + x23 → inf;

2x1 − x2 + x3 ≤ 5,

x1 + x2 + x3 = 3.

Розв’язання.
1. Складемо функцiю Лагранжа

L = λ0(x
2
1 + x22 + x23) + λ1(2x1 − x2 + x3 − 5) + λ2(x1 + x2 + x3 − 3).

2. Запишемо необхiднi умови:
(a) стацiонарностi

L′
x1

= 0 ⇐⇒ 2λ0x1 + 2λ1 + λ2 = 0,

L′
x2

= 0 ⇐⇒ 2λ0x2 + λ2 − λ1 = 0,

L′
x3

= 0 ⇐⇒ 2λ0x3 + λ2 + λ1 = 0;

(b) доповнювальної нежорсткостi

λ1(2x1 − x2 + x3 − 5) = 0;

(c) невiд’ємностi λ0 ≥ 0, λ1 ≥ 0.
3. Якщо λ0 = 0, то згiдно з умовою стацiонарностi λ1 = 0,

λ2 = 0. Тодi всi множники Лагранжа — нулi. Це суперечить умовi
теореми. Нехай λ0 = 1/2. Якщо λ1 ̸= 0, то за умови доповнюваль-
ної нежорсткостi 2x1 − x2 + x3 − 5 = 0. Виразимо x1, x2, x3 через
λ1, λ2 i пiдставимо в рiвняння

x1 + x2 + x3 = 3,

2x1 − x2 + x3 = 5.

Дiстанемо λ1 = −9/14 < 0. А це суперечить умовi невiд’ємностi.
Нехай λ1 = 0, тодi x1 = x2 = x3 = 1 — критична точка.

4. Функцiя f(x) = x21 + x22 + x23 → ∞ при ∥x∥ → ∞. За на-
слiдком з теореми Вейєрштрасса розв’язок задачi iснує. Оскiльки
критична точка єдина, то розв’язком задачi може бути лише вона.
Вiдповiдь. x̂ = (1, 1, 1) ∈ absmin, Smin = 3.
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Рис. 1: Приклад 1.5

Приклад 1.5 (приклад нерегулярної задачi). Розглянемо екстре-
мальну задачу

f(x1, x2) = x1 → min,

g1(x1, x2) = −x31 + x2 ≤ 0,

g2(x1, x2) = −x31 − x2 ≤ 0,

g3(x1, x2) = x21 + x22 − 1 ≤ 0.

На рис. 1 зображенi допустима множина задачi й лiнiї рiвня
цiльової функцiї. Розв’язком задачi є точка x̂ = (0, 0). Активними
в цiй точцi є перше i друге обмеження. При цьому

f ′(x̂) = f ′(0, 0) = (1, 0), g′1(x̂) = g′1(0, 0) = (0, 1),

g′2(x̂) = g′2(0, 0) = (0,−1).

Вектор f ′(x̂) = f ′(0, 0) = (1, 0) не можна записати у виглядi лiнiй-
ної комбiнацiї векторiв g′1(x̂) = g′1(0, 0) = (0, 1), g′2(x̂) = g′2(0, 0) =
= (0,−1). Спiввiдношення

λ0f
′(x̂) + λ1g

′
1(x̂) + λ2g

′
2(x̂) + λ3g

′
3(x̂) = 0
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в точцi x̂ = (0, 0) може виконуватися лише при

λ0 = 0, λ1 = λ, λ2 = −λ, λ3 = 0.

Градiєнти g′1(x̂) = g′1(0, 0) = (0, 1), g′2(x̂) = g′2(0, 0) = (0,−1) у
даному випадку лiнiйно залежнi.

Вiдповiдь. x̂ = (0, 0) ∈ absmin, Smin = 0.

Приклад 1.6. Розв’язати екстремальну задачу

f(x1, x2) = x2 → min,

g1(x1, x2) = x21 + x22 − 1 ≤ 0,

g2(x1, x2) = −x1 + x22 ≤ 0,

g3(x1, x2) = x1 + x2 ≥ 0.

Розв’язання. Умова Слейтера виконується. Тому запишемо ре-
гулярну функцiю Лагранжа:

L(x, λ) = x2 + λ1(x
2
1 + x22 − 1) + λ2(−x1 + x22) + λ3(−x1 − x2).

Необхiднi умови екстремуму (стацiонарностi, доповнювальної
нежорсткостi, невiд’ємностi) дають таку систему спiввiдношень
для визначення стацiонарних точок:

2λ1x1 − λ2 − λ3 = 0, 1 + 2λ1x2 + 2λ2x2 − λ3 = 0,

λ1 ≥ 0, x21 + x22 − 1 ≤ 0, λ1(x
2
1 + x22 − 1) = 0,

λ2 ≥ 0, −x1 + x22 ≤ 0, λ2(−x1 + x22) = 0,

λ3 ≥ 0, x1 + x2 ≥ 0, λ3(x1 + x2) = 0.

На рис. 2 зображенi допустима множина задачi й лiнiї рiвня
цiльової функцiї. Точка x = (

√
2/2,−

√
2/2) є розв’язком системи.

У цiй точцi перше i третє спiввiдношення активнi: x21+x22− 1 = 0,
x1 + x2 = 0, а друге – пасивне: −x1 + x22 < 0. Тому тут λ2 = 0. У
результатi одержимо таку систему для визначення λ1 и λ3:

√
2λ1 − λ3 = 0, 1−

√
2λ1 − λ3 = 0, λ1 ≥ 0, λ3 ≥ 0.

Ця система має розв’язок λ1 =
√
2/4, λ3 = 1/2. Точка x =

= (
√
2/2,−

√
2/2) є розв’язком задачi. Переконайтеся в тому, що

iнших стацiонарних точок i, отже, розв’язкiв задачi немає.
Вiдповiдь. x̂ = (

√
2/2,−

√
2/2) ∈ absmin, Smin = −

√
2/2.
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Рис. 2: Приклад 1.6

Приклад 1.7. Нехай числа a > 0, b > 0, причому a < b. Знайти
точки локального мiнiмуму i максимуму функцiї

f(x) =
1

2
ax21 +

1

2
bx22

на множинi розв’язкiв системи

x31 + x32 ≤ 1, x21 + x22 ≥ 1.

Позначимо цю множину через X. Випишемо функцiю Лагранжа

L(x, λ0, λ) = λ0

(
1

2
ax21 +

1

2
bx22

)
+λ1

(
x31 + x32 − 1

)
+λ2

(
−x21 − x22 + 1

)
.

Система для визначення стацiонарних точок має вигляд

aλ0x1 + 3λ1x
2
1 − 2λ2x1 = 0,

bλ0x2 + 3λ1x
2
2 − 2λ2x2 = 0,

λ1 ≥ 0, x31 + x32 ≤ 1, λ1
(
x31 + x32 − 1

)
= 0,

λ2 ≥ 0, x21 + x22 ≥ 1, λ2
(
x21 + x22 − 1

)
= 0,

(λ0, λ1, λ2) ̸= 0.
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Нехай x1 = 0. Тодi з цiєї системи випливає, що x2 ≤ 1, x22 ≥ 1. Це
можливо при x2 = 1 або x2 ≤ −1. Iнакше λ1 = 0. Якщо при цьому
x2 < −1, то λ2 = 0. Але тодi λ1 = 0, що суперечить умовам задачi.
Тепер легко знаходимо першi двi групи розв’язкiв системи:
1) x1 = 0, x2 = 1, bλ0 + 3λ1 − 2λ2 = 0, λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, (λ1, λ2) ̸= 0;
2) x1 = 0, x2 = −1, bλ0 − 2λ2 = 0, λ1 = 0, λ2 > 0.
Аналогiчно, вважаючи x2 = 0, знаходимо ще двi групи розв’язкiв
системи:
3) x1 = 1, x2 = 0, aλ0 + 3λ1 − 2λ2 = 0, λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, (λ1, λ2) ̸= 0;
4) x1 = −1, x2 = 0, aλ0 − 2λ2 = 0, λ1 = 0, λ2 > 0.

Припустимо тепер, що x1 ̸= 0, x2 ̸= 0. Тодi рiвняння системи
можна записати так:

aλ0 + 3λ1x1 − 2λ2 = 0, bλ0 + 3λ1x2 − 2λ2 = 0.

Якщо тут λ1 = 0, то λ0 = 0, оскiльки a ̸= b. Але тодi λ2 = 0, що су-
перечить системi умов. Залишається припустити, що λ1 > 0. Тодi
x31+x32 = 1. Враховуючи, що λ1 ̸= 0, λ2 ̸= 0, одержуємо x21+x22 > 1,
i тому λ2 = 0. Тепер отримуємо ще одну групу розв’язкiв системи:
5) x1 = a/ 3

√
a3 + b3, x2 = b/ 3

√
a3 + b3, λ0 < 0, λ1 = −λ0 3

√
a3 + b3/3,

λ2 = 0.
Вiдмiтимо, що в 1) i 3) множник λ0 може набувати як дода-

тних, так i вiд’ємних значень, у 2) i 4) – лише додатних, а у 5) –
лише вiд’ємних. Тому (0, 1) та (1, 0) – стацiонарнi точки як у зада-
чi мiнiмiзацiї, так i в задачi максимiзацiї, точки (0,−1) та (−1, 0)
– лише в задачi мiнiмiзацiї, а точка iз 5) – лише в задачi максимi-
зацiї.

Тепер проведемо дослiдження стацiонарних точок на опти-
мальнiсть. Функцiя f сильно опукла в R2. Тому вона досягає гло-
бального мiнiмуму на будь-якiй замкнутiй множинi X. Обчислимо
значення f у стацiонарних точках задачi мiнiмiзацiї:
f(0, 1) = f(0,−1) = b/2, f(1, 0) = f(−1, 0) = a/2.
Оскiльки a < b, то звiдси випливає, що (1, 0) i (−1, 0) – точки
глобального мiнiмуму функцiї f на X.

Зобразимо функцiю f у виглядi

f(x) =
1

2
a
(
x21 + x22

)
+

1

2
(b− a)x22.
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Якщо рухатимемось iз точок (0, 1) та (0,−1), залишаючись на
колi x21 + x22 = 1, а значить i в областi X, то значення функцiї
f буде зменшуватися. Отже, цi точки не є точками локального
мiнiмуму функцiї f на множинi X. Водночас при будь-якому ε > 0
точка (ε, 1) належить множинi X та f(0, 1) < f(−ε, 1). Тому точка
(0, 1) не є точкою локального максимуму функцiї f на множинi X.
Отже, стацiонарнi точки (0, 1) та (0,−1) виявилися “стороннiми”.

Дослiдимо тепер матрицю других похiдних функцiї Лагранжа:

L′′
xx =

[
aλ0 + 6λ1x1 − λ2 0
0 bλ0 + 6λ1x1 − λ2

]
.

При значеннях параметрiв iз 5) матриця має вигляд

L′′
xx =

[
−aλ0 0
0 −bλ0

]
.

Оскiльки λ0 < 0, то ця матриця додатно визначена. Тому вико-
нуються достатнi умови екстремуму i (a/

√
3a3 + b3, b/

√
3a3 + b3)

– точка строгого локального максимуму функцiї f на множинi X.
Вiдповiдь. (1, 0) ∈ absmin, (−1, 0) ∈ absmin,

x̂ = (a/ 3
√
a3 + b3, b/ 3

√
a3 + b3) ∈ locmax .

1.5. Задачi для самостiйного розв’язування

Розв’язати задачi на екстремум.
1.1. f(x, y) = x4 + y4 − 4xy → extr .
1.2. f(x, y) = ae−x + be−y + ln(ex + ey) → extr .
1.3. f(x, y) = (x+ y)(x− a)(y − b) → extr .
1.4. f(x, y) = x2 − 2xy2 + y4 − y5 → extr .
1.5. f(x, y) = x+ y + 4 sin (x) sin (y) → extr .
1.6. f(x, y) = xex − (1 + ex) cos (y) → extr .
1.7. f(x, y) = (x2 + y2)e−(x2+y2) → extr .
1.8. f(x, y) = xy ln (x2 + y2) → extr .
1.9. f(x, y) = x− 2y + ln (

√
x2 + y2) + 3arctg(y/x) → extr .

1.10. f(x, y) = sin (x) sin (y) sin (x+ y) → extr,
0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π.
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1.11. f(x, y) = sin (x) + cos (y) + cos (x− y) → extr,
0 ≤ x ≤ π/2, 0 ≤ y ≤ π/2.

1.12. f(x, y) = x2 + xy + y2 − 4 ln (x)− 10 ln (y) → extr .
1.13. f(x, y) = (5x+ 7y − 25)e−(x2+y2+xy) → extr .
1.14. f(x, y) = ex

2−y(5− 2x+ y) → extr .
1.15. f(x, y) = e2x+3y(8x2 − 6xy + 3y2) → extr .
1.16. f(x, y) = 1−

√
x2 + y2 → extr .

1.17. f(x, y) = (ax+ by + c)/
√

x2 + y2 + 1 → extr .
1.18. f(x, y) = xy

√
1− x2/a2 − y2/b2 → extr .

1.19. f(x, y) = 2x4 + y4 − x2 − 2y2 → extr .
1.20. f(x, y) = x2 − xy + y2 − 2x+ y → extr .
1.21. f(x, y) = xy + 50/x+ 20/y → extr .
1.22. f(x, y) = x2 − y2 − 4x+ 6y → extr .
1.23. f(x, y) = 5x2 + 4xy + y2 − 16x− 12y → extr .
1.24. f(x, y) = 3x2 + 4xy + y2 − 8x− 12y → extr .
1.25. f(x, y) = 3xy − x2y − xy2 → extr .
1.26. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − xy + x− 2z → extr .
1.27. f(x, y, z) = x2 + 2y2 + 5z2 − 2xy − 4yz − 2z → extr .
1.28. f(x, y, z) = xy2z3(a− x− 2y − 3z) → extr, a > 0.
1.29. f(x, y, z) = x3+y2+z2+12xy+2z → extr, x > 0, y > 0, z > 0.
1.30. f(x, y, z) = x+ y2/4x+ z2/y + 2/z → extr .
1.31. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 6z → extr .
1.32. f(x, y) = y → extr, x3 + y3 − 3xy = 0.
1.33. f(x, y) = x3 + y3 → extr, ax+ by = 1, a > 0, b > 0.
1.34. f(x, y) = x3/3 + y → extr, x2 + y2 = a, a > 0.
1.35. f(x, y) = x sin (y) → extr, 3x2 − 4 cos (y) = 1.
1.36. f(x, y) = x/a+ y/b → extr, x2 + y2 = 1.
1.37. f(x, y) = x2 + y2 → extr, x/a+ y/b = 1.
1.38. f(x, y) = Ax2 + 2Bxy + Cy2 → extr, x2 + y2 = 1.
1.39. f(x, y) = x2 + 12xy + 2y2 → extr, 4x2 + y2 = 25.
1.40. f(x, y) = cos2 (x) + cos2(y) → extr, x− y = π/4.
1.41. f(x, y) = x/2 + y/3 → extr, x2 + y2 = 1.
1.42. f(x, y) = x2 + y2 → extr, 3x+ 4y = 1.
1.43. f(x, y) = exy → extr, x+ y = 1.
1.44. f(x, y) = 5x2 + 4xy + y2 → extr, x+ y = 1.
1.45. f(x, y) = 3x2 + 4xy + y2 → extr, x+ y = 1.
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1.46. f(x, y, z) = xy2z3 → extr, x+ y + z = 1.
1.47. f(x, y, z) = xyz → extr, x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 0.
1.48. f(x, y, z) = a2x2 + b2y2 + c2z2 − (ax2 + by2 + cz2)2 → extr,

x2 + y2 + z2 = 1, a > b > c > 0.
1.49. f(x, y, z) = x+y+z2+2(xy+yz+zx) → extr, x2+y2+z = 1.
1.50. f(x, y, z) = x− 2y + 2z → extr, x2 + y2 + z2 = 1.
1.51. f(x, y, z) = xmynzp → extr, x+ y + z = a,

m > 0, n > 0, p > 0, a > 0.
1.52. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 → extr, x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1,

a > b > c > 0.
1.53. f(x, y, z) = xy2z3 → extr, x+ 2y + 3z = a,

x > 0, y > 0, z > 0, a > 0.
1.54. f(x, y, z) = xy + yz → extr, x2 + y2 = 2, y + z = 2,

x > 0, y > 0, z > 0.
1.55. f(x, y, z) = sin (x) sin (y) sin (z) → extr, x+ y + z = π/2.
1.56. f(x, y) = ex−y − x− y → extr, x+ y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0.
1.57. f(x, y) = x2 + y2 − 2x− 4y → extr,

2x+ 3y − 6 ≤ 0, x+ 4y − 5 ≤ 0.
1.58. f(x, y) = 2xy−x2−2y2 → extr, x−y+1 ≥ 0, 2x+3y+6 ≤ 0.
1.59. f(x, y) = x2 + y2 → extr, −5x+ 4y ≤ 0, −x+ 4y + 3 ≤ 0.
1.60. f(x, y) = x2 + y2 − 2x → extr, x− 2y + 2 ≤ 0, 2x− y ≥ 0.
1.61. f(x, y, z) = xyz → extr, x2 + y2 + z2 ≤ 1.
1.62. f(x, y, z) = 2x2 + 2x+ 4y − 3z → extr,

8x− 3y + 3z ≤ 40,−2x+ y − z = −3, y ≥ 0.
1.63. f(x, y, z) = x2 + 4y2 + z2 → extr, x+ y + z ≤ 12,

x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.
1.64. f(x, y, z) = 3y2 − 11x− 3y − z → extr, x− 7y + 3z + 7 ≤ 0,

5x+ 2y − z ≤ 2, z ≥ 0.
1.65. f(x, y, z) = xz− 2y → extr, 2x− y− 3z ≤ 10, 3x+2y+ z = 6,

y ≥ 0.
1.66. f(x, y, z) = −4x− y + z2 → extr, x2 + y2 + xz − 1 ≤ 0,

x2 + y2 − 2y ≤ 0, 5− x+ y + z ≤ 0, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.
1.67.

∏n
j=1 x

αj

j → max,
∑n

j=1 ajx
βj

j = b,
b > 0, xj ≥ 0,αj > 0,βj > 0, aj > 0, j = 1, 2, . . . , n.

1.68.
∑n

j=1 cjx
αj

j → min,
∏n

j=1 x
βj

j = b,
b > 0, xj ≥ 0, cj > 0,αj > 0,βj > 0, j = 1, 2, . . . , n.
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1.69.
∑n

j=1
cj

x
αj
j

→ min,
∏n

j=1 x
βj

j = b,

b > 0, xj > 0, cj > 0,αj > 0,βj > 0, j = 1, 2, . . . , n.
1.70.

∑n
j=1

cj
xα
j
→ min,

∑n
j=1 ajxj = b,

b > 0,α > 0, xj > 0, cj > 0, j = 1, 2, . . . , n.
1.71.

∑n
j=1 cjx

α
j → max,

∑n
j=1 ajxj = b,

b > 0, 0 < α < 1, xj > 0, cj > 0, j = 1, 2, . . . , n.
1.72.

∑n
j=1 cjx

α
j → min,

∑n
j=1 ajxj = b,

cj > 0, a = (a1, . . . , an) ̸= 0,α = 2m,m ∈ N.
1.73.

∑n
j=1 cj |xj |α → min,

∑n
j=1 ajxj = b,

cj > 0, a = (a1, . . . , an) ̸= 0,α > 1, b > 0.
1.74.

∑n
j=1 cjxj → max(min),

∑n
j=1 ajx

α
j = b,

b > 0, aj > 0, c = (c1, . . . , cn) ̸= 0,α = 2m,m ∈ N.
1.75.

∑n
j=1 cjxj → max(min),

∑n
j=1 aj |xj |α = b,

b > 0, aj > 0, c = (c1, . . . , cn) ̸= 0,α > 1.
1.76.

∑n
j=1 |cj + xj |α → max(min),

∑n
j=1 |xj |α = b,

b > 0, c = (c1, . . . , cn) ̸= 0,α > 1.
1.77. Роздiлити число 8 на двi частини так, щоб добуток їх

добутку на рiзницю був максимальним (задача Тартальї).
1.78. Визначити прямокутний трикутник найбiльшої площi за

умови, що сума довжин його катетiв дорiвнює заданому числу
(задача Ферма).

1.79. На сторонi BC трикутника ABC визначити точку E таку,
що паралелограм ADEK, у якого точки D та K лежать вiдповiдно
на сторонах AB та AC, мав найбiльшу площу (задача Евклiда).

1.80. На заданiй гранi тетраедра беруть точку, через яку про-
водять площини паралельнi трьом iншим граням. Вибрати точку
так, щоб об’єм паралелепiпеда був максимальним (узагальнена
задача Евклiда).

1.81. Визначити полiном другого степеня t2 + x1t + x2 такий,
що iнтеграл w 1

−1
(t2 + x1t+ x2)

2 dt

набуває найменшого значення (задача про полiном Лежандра дру-
гого степеня).
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1.82. Визначити полiном третього степеня t3 + x1t
2 + x2t + x3

такий, що iнтеграл
w 1

−1
(t3 + x1t

2 + x2t+ x3)
2 dt

набуває найменшого значення (задача про полiном Лежандра тре-
тього степеня).

1.83. Серед усiх дискретних випадкових величин, що набува-
ють n значень, визначити випадкову величину з найбiльшою ен-
тропiєю. (Ентропiєю послiдовностi додатних чисел p1, . . . , pn, що

дорiвнюють у сумi одиницi, називається число H = −
n∑

i=1
pi ln(pi).)

1.84. Вписати в коло прямокутник максимальної площi.
1.85. Вписати в коло трикутник максимальної площi.
1.86. Вписати в кулю цилiндр iз максимальним об’ємом (задача

Кеплера).
1.87. Вписати в кулю конус iз максимальним об’ємом.
1.88. Серед конусiв, вписаних у кулю, визначити конус iз ма-

ксимальною площею бiчної поверхнi.
1.89. Вписати в кулю з простору Rn прямокутний паралелепi-

пед iз найбiльшим об’ємом.
1.90. Вписати в кулю тетераедр iз найбiльшим об’ємом.
1.91. Серед трикутникiв, що мають заданий периметр, визна-

чити трикутник найбiльшої площi.
1.92. Серед усiх n-кутникiв заданого периметра визначити n-

кутник найбiльшої площi (задача Зенона).
1.93. Вписати в коло n-кутник максимальної площi.
1.94. На дiаметрi AB кола одиничного радiуса взята точка E,

через яку провели хорду CD. Визначити положення хорди, за яко-
го площа чотирикутника ABCD максимальна.

1.95. Визначити в трикутнику таку точку, щоб сума вiдношень
довжин сторiн i вiдстаней вiд точки до вiдповiдних сторiн була
мiнiмальною.

1.96. Вписати в коло трикутник iз найбiльшою сумою квадра-
тiв сторiн.
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1.97. Через задану точку всерединi кута провести вiдрiзок iз
кiнцями на сторонах кута так, щоб площа утвореного трикутника
була найменша.

1.98. Через точку всерединi кута провести вiдрiзок iз кiнцями
на сторонах кута так, щоб периметр утвореного трикутника був
найменшим.

1.99. Визначити чотирикутник iз заданими сторонами найбiль-
шої площi.

1.100. Серед сегментiв кулi, що мають задану площу бiчної по-
верхнi, знайти сегмент iз найбiльшим об’ємом (задача Архiмеда).

1.101. Визначити на прямiй точку C таку, щоб сума вiдстаней
вiд точки C до заданих точок A i B була мiнiмальною.

1.102. Серед усiх тетраедрiв iз заданими основою i висотою
знайти тетраедр з найменшою бiчною поверхнею.

1.103. Серед усiх тетраедрiв iз заданими основою та площею
бiчної поверхнi знайти тетраедр iз найбiльшим об’ємом.

1.104. Серед усiх тетраедрiв, що мають задану площу поверхнi,
знайти тетраедр, який має найбiльший об’єм.

1.105. На площинi заданi три точки x1, x2, x3. Визначити таку
точку x0, щоб сума квадратiв вiдстаней вiд точки x0 до точок x1,
x2, x3 була найменшою.

1.106. У просторi Rn задано N точок x1, . . . , xN i N додатних
чисел m1, . . ., mN . Визначити таку точку x0, щоб сума з коефi-
цiєнтами mi квадратiв вiдстаней вiд точки x0 до x1, . . . , xN була
найменшою.

1.107. Розв’язати задачу 1.106 за умови, що точка x0 лежить
на сферi одиничного радiуса.

1.108. Розв’язати задачу 1.106 за умови, що точка x0 належить
кулi одиничного радiуса.

1.109. Знайти вiдстань вiд точки до елiпса. Скiльки нормалей
можна провести з точки до елiпса (задача Аполлонiя)?

1.110. Знайти вiдстань вiд точки до параболи.
1.111. Знайти вiдстань вiд точки до гiперболи.
1.112. Знайти вiдстань вiд точки x0 у просторi Rn до гiперпло-

щини H = {x ∈ Rn|⟨a, x⟩ = β}.
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1.113. Знайти вiдстань вiд точки до гiперплощини в гiльберто-
вому просторi.

1.114. Знайти вiдстань вiд точки x0 у просторi Rn до прямої.
1.115. Знайти мiнiмум лiнiйного функцiонала у просторi Rn на

одиничнiй кулi.
1.116. В елiпс x2/a2+ y2/b2 = 1 вписати прямокутник найбiль-

шої площi зi сторонами, паралельними осям координат.
1.117. В елiпсоїд x2/a2+y2/b2+z2/c2 = 1 вписати прямокутний

паралелепiпед найбiльшого об’єму з ребрами, паралельними осям
координат.

1.118. Довести нерiвнiсть мiж середнiми степеневими(
1

n

n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

≤
(
1

n

n∑
i=1

|xi|q
) 1

q

, −∞ < p ≤ q ≤ ∞, p ̸= 0, q ̸= 0.

1.119. Довести нерiвнiсть( n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

≤
( n∑

i=1

|xi|q
) 1

q

, 0 < p ≤ q ≤ ∞.

1.120. Довести нерiвнiсть мiж середнiм арифметичним та се-
реднiм геометричним:( n∏

i=1

xi

) 1
n

≤ 1

n

n∑
i=1

xi для всiх xi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

1.121. Довести нерiвнiсть Гельдера∣∣∣∣ n∑
i=1

xiai

∣∣∣∣ ≤ ( n∑
i=1

|xi|p
) 1

p
( n∑

i=1

|ai|q
) 1

q

,
1

p
+

1

q
= 1, q > 1, p ≥ 1.

Переконатися, що при a = (a1, . . . , an) ̸= 0 рiвнiсть справедлива
лише при |xi| = λ|ai|, i = 1, . . . , n.

1.122. Довести нерiвнiсть Мiнковського( n∑
i=1

|xi + yi|p
) 1

q

≤
( n∑

i=1

|xi|p
) 1

p
( n∑

i=1

|yi|p
) 1

p

, p > 1.

Переконатися, що при y = (y1, . . . , yn) ̸= 0 рiвнiсть справедлива
лише при xi = λyi, λ > 0, i = 1, . . . , n.
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2. Задачi математичного програмування

2.1. Умови оптимальностi в термiнах напрямкiв

Розглянемо задачу мiнiмiзацiї в загальнiй постановцi:

f(x) → min, x ∈ X ⊂ Rn. (2.1)

Означення 2.1. Вектор h ∈ Rn задає можливий напрямок вiд-
носно множини X у точцi x̂ ∈ X, якщо x̂ + αh ∈ X при всiх
достатньо малих α > 0. Множину всiх таких h позначимо через
V (x̂,X). Ця множина є конусом.

Означення 2.2. Вектор h задає напрямок спадання функцiї f у
точцi x̂ ∈ Rn, якщо f(x̂ + αh) < f(x̂) при всiх достатньо малих
α > 0. Множину всiх таких h позначимо через U(x̂, f).

Лема 2.1. Нехай функцiя f диференцiйовна в точцi x̂ ∈ Rn. Тодi
1) якщо вектор h задовольняє умову

⟨f ′(x̂), h⟩ < 0, (2.2)

то h ∈ U(x̂, f);
2) якщо h ∈ U(x̂, f), то ⟨f ′(x̂), h⟩ ≤ 0.

Визначимо множину U0(x̂, f) = {h ∈ Rn : ⟨f ′(x̂), h⟩ < 0}. Ниж-
че наводиться умова локальної оптимальностi в задачi (2.1), яка
не потребує жодних припущень щодо множини X та функцiї f .

Теорема 2.1. Якщо x̂ – локальний розв’язок задачi (2.1), то

U(x̂, f) ∩ V (x̂,X) = ∅.

Наслiдок 2.1. Якщо функцiя f(x) диференцiйовна в точцi x̂, яка
є розв’язком задачi (2.1), то

U0(x̂, f) ∩ V (x̂,X) = ∅.
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2.2. Диференцiальнi умови оптимальностi

Теорема 2.2. Нехай у задачi (2.1) множина X опукла, функцiя
f диференцiйовна в точцi x̂ ∈ X. Тодi маємо таке:
1) якщо x̂ – локальний розв’язок задачi (2.1), то

⟨f ′(x̂), x− x̂⟩ ≥ 0 для всiх x ∈ X; (2.3)

2) якщо функцiя f опукла на X i виконується умова (2.3), то x̂
– (глобальний) розв’язок задачi (2.1).

Отже, спiввiдношення (2.3) є необхiдною умовою локального
екстремуму в задачi мiнiмiзацiї диференцiйовної функцiї на опу-
клiй множинi. Якщо при цьому функцiя f опукла на X – то спiв-
вiдношення (2.3) є i достатньою умовою глобального мiнiмуму.

Геометрично умова (2.3) означає, що градiєнт f ′(x̂) (якщо вiн
вiдмiнний вiд нуля) складає нетупий кут iз вектором, що виходить
iз точки x̂ у будь-якому напрямку x ∈ X.

Конкретизуємо умову (2.3) у деяких спецiальних випадках.

Лема 2.2. Якщо x̂ ∈ intX, то умова (2.3 ) еквiвалентна умовi:

f ′(x̂) = 0, тобто
∂f(x̂)

∂xj
= 0, j = 1, . . . , n. (2.4)

Отже, для задачi безумовної оптимiзацiї (X = Rn) теорема 2.2
не дає нiчого нового порiвняно зi знайомими результатами.

Лема 2.3. Нехай множина X має вигляд

X = {x ∈ Rn | aj ≤ xj ≤ bj , j = 1, . . . , n} , (2.5)

де −∞ ≤ aj < bj ≤ +∞, j = 1, . . . , n (якщо aj = −∞ або bj = +∞,
то вiдповiдний знак нерiвностi в (2.5) слiд розумiти як строгий).
Тодi умова (2.3) еквiвалентна умовi

∂f(x̂)

∂xj


= 0, якщо aj < x̂j < bj ;
≥ 0, якщо x̂j = aj ̸= −∞;
≤ 0, якщо x̂j = bj ̸= +∞

(2.6)

для будь-якого j = 1, . . . , n.
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Видiлимо окремий випадок цього твердження.

Лема 2.4. Нехай множина X має вигляд

X = {x ∈ Rn |xj ≥ 0, j = 1, . . . , s} ,

де 0 ≤ s ≤ n (s = 0 вiдповiдає X = Rn). Тодi умова (2.3) еквiва-
лентна сукупностi умов:

∂f(x̂)

∂xj
≥ 0; x̂j ·

∂f(x̂)

∂xj
= 0, j = 1, . . . , s; (2.7)

∂f(x̂)

∂xj
= 0, j = s+ 1, . . . , n. (2.8)

Лема 2.5. Нехай X – афiнна множина i L = X−x̂ – паралельний
їй пiдпростiр. Тодi умова (2.3) еквiвалентна такiй умовi:

⟨f ′(x̂), h⟩ = 0 ∀h ∈ L,

тобто f ′(x̂) лежить в ортогональному доповненнi до L.

У найпростiших випадках отриманi результати дозволяють яв-
но розв’язати задачу (2.1).
Приклад 2.1. Нехай необхiдно знайти всi (локальнi та глобальнi)
розв’язки задачi:

f(x1, x2) = 2x21 + x1x2 + x22 → min, −1 ≤ x1 ≤ 1, x2 ≥ 2. (2.9)

Згiдно з лемою 2.3 у точцi мiнiмуму виконуються умови:

∂f(x1, x2)

∂x1
= 4x1 + x2


= 0, якщо − 1 < x1 < 1;
≥ 0, якщо x1 = −1;
≤ 0, якщо x1 = 1,

(2.10)

∂f(x1, x2)

∂x2
= x1 + 2x2

{
= 0, якщо x2 > 2;
≥ 0, якщо x2 = 2.

(2.11)

Тепер, взагалi кажучи, необхiдно скласти шiсть систем спiввiдно-
шень попарно комбiнуючи спiввiдношення (2.10), (2.11). Напри-
клад, першi двi системи мають такий вигляд:

4x1 + x2 = 0, −1 < x1 < 1, x1 + 2x2 = 0, x2 > 2; (2.12)
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4x1 + x2 = 0, −1 < x1 < 1, x1 + 2x2 ≥ 0, x2 = 2. (2.13)

Пiсля цього необхiдно знайти розв’язки кожної такої системи й
дослiдити їх на оптимальнiсть. Однак, перед цим корисно прове-
сти якiсний аналiз задачi.

Функцiя f є квадратичною. Використовуючи критерiй Сiльве-
стра, можна переконатися, що матриця других похiдних функцiї
f додатно визначена. Отже функцiя f сильно опукла на R2. Тому
локальний i глобальний розв’язки задачi (2.9) однаковi. Задача
має єдиний розв’язок, i лише цей розв’язок може задовольняти
умови (2.10), (2.11). Отже, ще не розв’язуючи зазначенi шiсть си-
стем, ми знаємо, що лише одна з них матиме розв’язок, причому
єдиний, i вiн є розв’язком задачi (2.9).

Розглянемо тепер систему (2.12). Вона несумiсна. Перейдемо
до системи (2.13). Її розв’язок x1 = −1/2, x2 = 2. Це i є єдиний
розв’язок задачi (2.9). Дослiджувати iншi чотири системи не по-
трiбно. Згiдно зi сказаним вище вони не можуть мати розв’язку.

2.3. Субдиференцiальна умова оптимальностi

За теоремою 2.2 спiввiдношення (2.3) є необхiдною й доста-
тньою умовою оптимальностi в опуклiй задачi мiнiмiзацiї з дифе-
ренцiйовною функцiєю. У наступнiй теоремi сформульовано бiльш
загальний результат, що охоплює i випадок недиференцiйовної
функцiї.

Теорема 2.3. Нехай у задачi (2.1) множина X опукла, функцiя f
опукла на вiдносно вiдкритiй множинi U, що мiстить X. Точка
x̂ ∈ X є розв’язком задачi (2.1) тодi i тiльки тодi, коли iснує
вектор a ∈ ∂f(x̂) такий, що

⟨a, x− x̂⟩ ≥ 0 ∀x ∈ X. (2.14)

Тут ∂f(x̂) – субдиференцiал функцiї f(x), яка розглядається
на множинi U . Iнакше кажучи, запис a ∈ ∂f(x̂) означає, що

f(x)− f(x̂) ≥ ⟨a, x− x̂⟩ ∀x ∈ U. (2.15)
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Якщо функцiя f(x) диференцiйовна в точцi x̂, то маємо
∂f(x̂) = {f ′(x̂)} i спiввiдношення (2.14) переходить у спiввiдно-
шення (2.3).

Зауваження 2.1. В умовах теореми можна було б вважати, що
функцiя f(x) визначена лише на множинi X i, вiдповiдно, у (2.15)
замiсть U поставити X. Але в цьому випадку теорема стає тривi-
альною: завжди пiдходить a = 0. У зазначеному виглядi теорема
дозволяє залучити теорiю субдиференцiалiв до дослiдження задач
математичного програмування.

Зазначимо, що леми 2.1–2.4 можна переформулювати, врахо-
вуючи спiввiдношення (2.14). Зокрема, якщо x̂ ∈ intX, то умова
(2.14) еквiвалентна умовi a = 0. Iнакше кажучи, у припущеннях
теореми 2.3 точка x̂ ∈ intX є розв’язком задачi (2.1) лише у тому
випадку, коли 0 ∈ ∂f(x̂). Згiдно iз зауваженням 2.1, цей факт сам
по собi тривiальний, однак i вiн може бути корисним, якщо ми
можемо обчислити субдиференцiал ∂f(x̂).

Приклад 2.2. Знайти всi розв’язки задачi

f(x) = ∥x∥ − ⟨c, x⟩ → min, x ∈ Rn,

де c – вектор iз Rn .

Розв’язання. Функцiя f(x) опукла на Rn. Її субдиференцiал у
точцi x = 0 має вигляд ∂f(0) = B1(0) − c. В усiх iнших точках
вона диференцiйовна i f ′(x) = x/ ∥x∥ − c. Включення 0 ∈ ∂f(0)
означає, що c ∈ B1(0), тобто ∥c∥ ≤ 1. Рiвняння f ′(x) = 0 має
розв’язок лише в тому випадку, коли ∥c∥ ≤ 1. При цьому, якщо
∥c∥ = 1, то його розв’язком є будь-яка точка x̂ = λ · c, де λ > 0.

Отже, вiдповiдь така: якщо ∥c∥ < 1, то x̂ = 0 – єдиний розв’я-
зок цiєї задачi; якщо ∥c∥ = 1, то розв’язком буде будь-яка точка
x̂ = λ · c, де λ > 0; якщо ∥c∥ > 1, то розв’язкiв немає.

Приклад 2.3. Розв’язати задачу

f(x1, x2) = x21 + x1x2 + x22 + 3|x1 + x2 − 2| → min .

Розв’язання. Функцiя f(x) = f(x1, x2) опукла, як сума двох
опуклих функцiй. Справдi, функцiя g(x1, x2) = x21 + x1x2 + x22
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опукла, бо матриця її других похiдних

g′′(x) =

(
∂g(x)

∂xi∂xj

)2

i,j=1

=

(
2 1
1 2

)
додатно визначена та не залежить вiд x. Функцiя h(x1, x2) =
= |x1 + x2 − 2| також опукла, як максимум двох лiнiйних фун-
кцiй. Необхiдна й достатня умова екстремуму опуклої задачi без
обмежень має вигляд

0 ∈ ∂f(x̂) = ∂g(x̂) + 3∂h(x̂).

Оскiльки функцiя g(x) диференцiйовна, то її субдиференцiал

∂g(x) = (2x1 + x2, x1 + 2x2).

Субдиференцiал функцiї h(x1, x2) = |x1 + x2 − 2| обчислюється за
формулою

∂h(x1, x2) =


(1, 1), x1 + x2 − 2 > 0;

(α,α), |α| ≤ 1, x1 + x2 − 2 = 0;
(−1,−1), x1 + x2 − 2 < 0.

Тому

∂f(x1, x2) =


(2x1 + x2 + 3, x1 + 2x2 + 3), x1 + x2 − 2 > 0;

(2x1 + x2 + 3α, x1 + 2x2 + 3α), x1 + x2 − 2 = 0;
(2x1 + x2 − 3, x1 + 2x2 − 3), x1 + x2 − 2 < 0.

Отже, умова екстремуму 0 ∈ ∂f(x) матиме вигляд
2x1 + x2 + 3 = 0,
x1 + 2x2 + 3 = 0,
x1 + x2 − 2 > 0;

2x1 + x2 + 3α = 0,
x1 + 2x2 + 3α = 0,

x1 + x2 − 2 = 0;
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2x1 + x2 − 3 = 0,
x1 + 2x2 − 3 = 0,
x1 + x2 − 2 < 0.

У першому та третьому випадках критичних точок немає, оскiль-
ки системи умов несумiснi. У другому випадку отримаємо розв’я-
зок x1 = 1, x2 = 1,α = −1.

Отже, вiдповiдь така: Smin = 3, (x1, x2) = (1, 1).

2.4. Принцип невизначених множникiв Лагранжа

Розглянемо задачу математичного програмування

f(x) → min,
gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , k;
gi(x) = 0, i = k + 1, . . . ,m;
x ∈ P ⊂ Rn.

(2.16)

Таку задачу можна звести до задачi (2.1), якщо визначити допу-
стиму множину X таким чином:

X = {x ∈ P |gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , k; gi(x) = 0, i = k + 1, . . . ,m} .
(2.17)

Визначимо також множину

Q = {y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm | yi ≥ 0, i = 1, . . . , k} , (2.18)

що складається з усiх m-вимiрних векторiв, у яких першi k коор-
динат невiд’ємнi. Зокрема, Q = Rm, якщо обмеження-нерiвностi
вiдсутнi (k = 0), та Q = Rm

+ , якщо обмеження-рiвностi вiдсутнi
(k = m). Визначимо функцiю Лагранжа задачi (2.16):

L(x, y0, y) = y0f(x) +
m∑
i=1

yigi(x),

де x ∈ P, y0 ≥ 0, y = (y1, . . . , ym) ∈ Q. Ця функцiя має такий самий
вигляд, як i у випадку класичної задачi на умовний екстремум.
Будемо надалi використовувати позначення

L′
x(x, y0, y) = y0f

′(x) +

m∑
i=1

yig
′
i(x) (2.19)
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для вектора, складеного з частинних похiдних функцiї Лагранжа
за координатами вектора x, тобто з величин

∂L

∂xj
(x, y0, y) = y0

∂f

∂xj
(x) +

m∑
i=1

yi
∂gi
∂xj

(x), j = 1, . . . , n.

Теорема 2.4 (принцип невизначених множникiв Ла-
гранжа). Нехай у задачi (2.16) множина P опукла, функцiї
f, g1, . . . , gk диференцiйовнi в точцi x̂ ∈ X, функцiї gk+1, . . . , gm
диференцiйовнi в деякому околi точки x̂. Якщо x̂ – локальний
розв’язок задачi (2.16), то iснують число ŷ0 ≥ 0 i вектор ŷ =
= (ŷ1, . . . , ŷm) ∈ Q, що не рiвнi нулю одночасно й такi, що

⟨L′
x(x̂, ŷ0, ŷ), x− x̂⟩ ≥ 0 ∀x ∈ P, (2.20)

ŷigi(x̂) = 0, i = 1, . . . , k. (2.21)

Зауваження 2.2. Зробимо ряд зауважень iз приводу цiєї теореми
та методу невизначених множникiв Лагранжа.

1. Будь-яка точка x̂ ∈ X, що задовольняє умови (2.20), (2.21)
при деяких ŷ0 ≥ 0, ŷ ∈ Q, (ŷ0, ŷ) ̸= 0, називається стацiонарною
точкою задачi (2.16). Згiдно з принципом Лагранжа стверджує-
мо, що при зазначених припущеннях будь-який локальний розв’я-
зок задачi (2.16) є стацiонарною точкою. Достатнiсть умов (2.20),
(2.21) гарантується лише при тих чи iнших додаткових припу-
щеннях (див. теореми 2.5, 2.9).

2. Числа ŷ0, ŷ1, . . . , ŷm називаються множниками Лагран-
жа. Згiдно з означенням множини Q, множники ŷ1, . . . , ŷk, якi
вiдповiдають обмеженням-нерiвностям, невiд’ємнi, а множники
ŷk+1, . . . , ŷm, якi вiдповiдають обмеженням-рiвностям, можуть бу-
ти як вiд’ємнi, так i додатнi. Множники Лагранжа визначенi з то-
чнiстю до додатної константи, тобто якщо пара (ŷ0, ŷ) задовольняє
умови (2.20), (2.21), то для будь-якого λ > 0 пара (λŷ0, λŷ) теж за-
довольняє умови (2.20), (2.21). Це дозволяє розглядати в теоремi
2.4 лише два випадки: ŷ0 = 0 або ŷ0 = 1. Додатковi припущення,
якi забезпечують випадок ŷ0 = 1, прийнято називати умовами ре-
гулярностi. При цьому саму задачу називають регулярною. Для
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такої задачi достатньо розглянути лише функцiю Лагранжа ви-
гляду

L(x, y) = L(x, 1, y) = f(x) +

m∑
i=1

yigi(x), (2.22)

яку теж називають регулярною. Для регулярної задачi опуклого
програмування спiввiдношення (2.20), (2.21) є не лише необхiдни-
ми, але й достатнiми умовами оптимальностi.

Теорема 2.5. Нехай у задачi (2.16) множина P опукла, функцiї
f, g1, . . . , gk опуклi на P i диференцiйовнi в точцi x̂ ∈ X, функцiї
gk+1, . . . , gm лiнiйнi. Якщо при ŷ0 = 1 i деякому ŷ ∈ Q викону-
ються умови (2.20), (2.21), то x̂ – глобальний розв’язок задачi
(2.16).

Враховуючи леми 2.2–2.4, конкретизуємо умову (2.20) у де-
яких спецiальних випадках.

Лема 2.6. Нехай виконуються умови теореми 2.4. Тодi
1) якщо x̂ ∈ intP , то умова (2.20) еквiвалентна умовi

L′
x(x̂, ŷ0, ŷ) = 0, тобто

∂L

∂xj
(x̂, ŷ0, ŷ) = 0, j = 1, . . . , n; (2.23)

2) якщо P має вигляд

P = {x ∈ Rn |aj ≤ xj ≤ bj , j = 1, . . . , n} ,

де −∞ ≤ aj < bj ≤ +∞, j = 1, . . . , n, то умова (2.20) еквiвален-
тна такiй умовi: для кожного j = 1, . . . , n

∂L

∂xj
(x̂, ŷ0, ŷ)


= 0, якщо aj < x̂j < bj ,
≥ 0, якщо x̂j = aj ̸= −∞,
≤ 0, якщо x̂j = bj ̸= +∞;

3) якщо P має вигляд

P = {x ∈ Rn |xj ≥ 0, j = 1, . . . , s} , (2.24)
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де 0 ≤ s ≤ n, то умова (2.20) еквiвалентна умовi

∂L

∂xj
(x̂, ŷ0, ŷ) ≥ 0, x̂j

∂L

∂xj
(x̂, ŷ0, ŷ) = 0, j = 1, . . . , s,

∂L

∂xj
(x̂, ŷ0, ŷ) = 0, j = s+ 1, . . . , n.

Для будь-якої точки x̂ ∈ X визначимо множини

I(x̂) = { i |gi(x̂) = 0, 1 ≤ i ≤ k} ,

S(x̂) = I(x̂) ∪ {k + 1, . . . ,m} = { i | gi(x̂) = 0, 1 ≤ i ≤ m} .

Обмеження-нерiвностi з iндексами i ∈ I(x̂) називаються актив-
ними в точцi x̂, а iншi – пасивними. Умова (2.21), яку на-
зивають умовою доповнювальної нежорсткостi, означає, що
множники Лагранжа, якi вiдповiдають пасивним обмеженням-
нерiвностям, повиннi дорiвнювати нулю, тобто ŷi = 0 для всiх
i ∈ {1, . . . , k} \I(x̂). З умов (2.20), (2.21), ураховуючи (2.19), отри-
маємо ⟨

ŷ0f
′(x̂) +

∑
i∈S(x̂)

ŷig
′
i(x̂), x− x̂

⟩
≥ 0 ∀x ∈ P. (2.25)

Навпаки, маючи (2.25), завжди можна прийти до (2.20), (2.21),
якщо покласти ŷi = 0 при i ∈ {1, . . . , k} \I(x̂). Пояснимо геометри-
чний змiст принципу Лагранжа у тому випадку, коли обмеження-
рiвностi й обмеження x ∈ P вiдсутнi (k = m,P = Rn). Умова
(2.25) тодi має вигляд

ŷ0f
′(x̂) +

∑
i∈S(x̂)

ŷig
′
i(x̂) = 0. (2.26)

При ŷ0 = 1 це означає, що антиградiєнт цiльової функцiї є
невiд’ємною лiнiйною комбiнацiєю градiєнтiв функцiй, що скла-
дають активнi обмеження в точцi x̂.
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2.5. Диференцiальна форма теореми
Куна – Таккера

Нагадаємо, що умовою регулярностi називається будь-яке до-
даткове припущення щодо задачi (2.16), при якому в теоремi 2.4
забезпечується рiвнiсть ŷ0 = 1. Найпростiшим прикладом цiєї
умови є вимога лiнiйної незалежностi градiєнтiв g′1(x̂), . . . , g

′
m(x̂) у

класичнiй задачi на умовний екстремум. Умовою регулярностi в
задачi (2.16) при x̂ ∈ intP виступає лiнiйна незалежнiсть градiєн-
тiв g′i(x̂), i ∈ S(x̂). При x̂ ∈ intP формулу (2.25) можна записати
у виглядi

ŷ0f
′(x̂) +

∑
i∈S(x̂)

ŷig
′
i(x̂) = 0,

де числа ŷ0, ŷi, i ∈ S(x̂), не рiвнi нулю одночасно. Випадок ŷ0 = 0
тут неможливий у силу лiнiйної незалежностi g′i(x̂), i ∈ S(x̂).

На жаль, умови регулярностi такого типу важко перевiрити,
тому що вони сформульованi в термiнах самої точки мiнiмуму
x̂, яку потрiбно знайти. Бiльш зручнi умови регулярностi вдає-
ться отримати для задач з опуклими обмеженнями й лiнiйними
обмеженнями-рiвностями. У наступнiй теоремi наводиться група
таких умов.

Теорема 2.6. Нехай у задачi (2.16) множина P опукла, функцiї
f, g1, . . . , gk диференцiйовнi в точцi x̂ ∈ X, функцiї g1, . . . , gk опу-
клi на P , функцiї gk+1, . . . , gm лiнiйнi. Припустимо, що додатково
виконується принаймнi одна з таких умов:
1) обмеження-рiвностi вiдсутнi та iснує точка x ∈ P така, що
gi(x) < 0, i = 1, . . . ,m;
2) множина P – полiедр, функцiї g1, . . . , gk лiнiйнi;
3) множина P – полiедр, функцiї gl+1, . . . , gk, 0 < l ≤ k, лiнiйнi,
та iснує точка x ∈ X така, що gi(x) < 0 для всiх i = 1, . . . , l;
4) функцiї gl+1, . . . , gk, 0 < l ≤ k, лiнiйнi, та iснує така точка
x ∈ riP ∩X, що gi(x) < 0 ∀i = 1, . . . , l.

Якщо x̂ – локальний розв’язок задачi (2.16), то iснує вектор
ŷ = (ŷ1, . . . , ŷm) ∈ Q такий, що при ŷ0 = 1 виконуються умови
(2.20), (2.21).
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Iз теорем 2.5 i 2.6 безпосередньо випливає один iз найважли-
вiших фактiв теорiї опуклого програмування.

Теорема 2.7 (теорема Куна – Таккера в диференцiальнiй
формi). Нехай виконуються умови теореми 2.6 i нехай функцiя
f опукла на P . Точка x̂ є розв’язком задачi (2.16) тодi i лише
тодi, коли iснує вектор ŷ ∈ Q такий, що при ŷ0 = 1 виконуються
умови (2.20), (2.21).

Зауваження 2.3. Умова 1) у теоремi 2.6 (i в теоремi 2.7) назива-
ється умовою Слейтера. Ця умова регулярностi найбiльш проста
i часто використовується. Умова 2) називається умовою лiнiйно-
стi. Зазначимо, що вона автоматично виконується для задач лi-
нiйного та квадратичного програмування. Умови 3) i 4) назива-
ються модифiкованими умовами Слейтера. Спiльним їх момен-
том є вимога типу умови Слейтера лише до нелiнiйних обмежень-
нерiвностей. Рiзниця полягає в розташуваннi точки x. В умовi 3)
– це просто точка з допустимої множини X. В умовi 4) вимагає-
ться, крiм того, щоб точка x була вiдносно внутрiшньою точкою
множини прямих обмежень P . Таким чином, припущення “P –
полiедр” та “x ∈ riP ∩ X” тут начебто замiняють одне одного.
Зазначимо, що при P = Rn умови 3) i 4) зливаються в одну.

2.6. Умови оптимальностi другого порядку

Позначимо через

L′′
xx(x, y0, y) = y0f

′′(x) +

m∑
i=1

yig
′′
i (x̂)

матрицю, що складена з других частинних похiдних функцiї Ла-
гранжа. Для точки x̂ ∈ P визначимо множину

V (x̂) = {h ∈ Rn |h = λ(x− x̂), λ > 0, x ∈ P } .

Зрозумiло, що V (x̂) = Rn, якщо x̂ ∈ intP .
Позначимо через H(x̂) множину векторiв h ∈ Rn таких, що

⟨f ′(x̂), h⟩ ≤ 0, (2.27)
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⟨g′i(x̂), h⟩ ≤ 0, i ∈ I(x̂), (2.28)

⟨g′i(x̂), h⟩ = 0, i = k + 1, . . . ,m. (2.29)

Сформулюємо теорему про достатнi умови оптимальностi в (не
обов’язково опуклiй та регулярнiй) задачi математичного програ-
мування.

Теорема 2.8. Нехай у задачi (2.16) функцiї f, g1, . . . , gm двiчi ди-
ференцiйовнi в точцi x̂ ∈ X. Припустимо, що iснують число
ŷ0 ≥ 0 та вектор ŷ ∈ Q такi, що виконуються умови (2.20),
(2.21) i, крiм того,

⟨L′′
xx(x̂, ŷ0, ŷ)h, h⟩ > 0 (2.30)

при всiх ненульових h ∈ V (x̂) ∩ H(x̂). Тодi x̂ – строгий локаль-
ний розв’язок задачi (2.16), тобто f(x̂) < f(x) для всiх x ∈ X
близьких до x̂, але вiдмiнних вiд x̂.

Зауваження 2.4. Для будь-яких ŷ0 ≥ 0 та ŷ ∈ Q, що задовольня-
ють (2.20), (2.21) за умови h ∈ V (x̂) ∩H(x̂) маємо

⟨L′
x(x̂, ŷ0, ŷ), h⟩ = 0, (2.31)

ŷ0⟨f ′(x̂), h⟩ = 0, (2.32)

ŷi⟨g′i(x̂), h⟩ = 0, i ∈ I(x̂). (2.33)

Справдi, з умови (2.20) та умови h ∈ V (x̂) випливає, що
⟨L′

x(x̂, ŷ0, ŷ), h⟩ ≥ 0. Iз (2.21) та умови h ∈ H(x̂) отримаємо проти-
лежну нерiвнiсть

⟨L′
x(x̂, ŷ0, ŷ), h⟩ = ⟨ŷ0f ′(x̂) +

∑
i∈S(x̂)

ŷig
′
i(x̂), h⟩ =

= ŷ0⟨f ′(x̂), h⟩+
∑

i∈S(x̂)

ŷi⟨g′i(x̂), h⟩ ≤ 0.

Це можливо лише в тому випадку, коли виконуються спiввiдно-
шення (2.31)–(2.33).
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Теорема 2.8 допускає деякi модифiкацiї. Розглянемо одну з
них, яка iнодi виявляється бiльш зручною в застосуваннi.

Наслiдок 2.1. Нехай у задачi (2.16) функцiї f, g1, . . . , gm двiчi
диференцiйовнi в точцi x̂ ∈ X. Припустимо, що iснують ŷ0 ≥ 0
та ŷ ∈ Q такi, що виконуються умови (2.20), (2.21) та (2.30)
для всiх ненульових h ∈ V (x̂), що задовольняють (2.28), (2.29),
(2.33). Тодi x̂ – строгий локальний розв’язок задачi (2.16).

Iз теореми 2.8 можна отримати також (бiльш грубу) достатню
умову оптимальностi з використанням лише перших похiдних.

Наслiдок 2.2. Нехай у задачi (2.16) функцiї f, g1, . . . , gm дифе-
ренцiйовнi в точцi x̂ ∈ X. Якщо V (x̂) ∩ H(x̂) = {0}, то x̂ –
строгий локальний розв’язок задачi (2.16).

Зауваження 2.5. Для задачi опуклого програмування теорема 2.8
та її наслiдки вказують на достатнi умови єдиностi (глобального)
розв’язку.

Наведемо тепер теорему про необхiдну умову оптимальностi
другого порядку, обмежившись випадком x̂ ∈ intP .

Теорема 2.9. Нехай у задачi (2.16) множина P опукла, функцiї
f, g1, . . . , gm двiчi диференцiйовнi у точцi x̂ ∈ intP ∩ X. Нехай,
крiм того, функцiї gi(x̂), i ∈ S(x̂), лiнiйно незалежнi. Якщо x̂ –
строгий локальний розв’язок задачi (2.16), то

⟨L′′
xx(x̂, ŷ0, ŷ)h, h⟩ ≥ 0 (2.34)

для будь-яких ŷ0 ≥ 0 та ŷ ∈ Q, що задовольняють (2.21), (2.23),
i всiх h ∈ H(x̂).

2.7. Двоїстi задачi опуклого програмування

Розглянемо задачу математичного програмування

f(x) → min,
gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , k;
gi(x) = 0, i = k + 1, . . . ,m;
x ∈ P ⊂ Rn.

(2.35)
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Позначимо через

X = {x ∈ P |gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , k; gi(x) = 0, i = k + 1, . . . ,m}

допустиму множину задачi (2.35). Позначимо через

Q = {y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm | yi ≥ 0, i = 1, . . . , k}

множину векторiв iз Rm, у яких першi k координат невiд’ємнi.
Нехай

L(x, y) = f(x) +
m∑
i=1

yigi(x)

– регулярна функцiя Лагранжа задачi (2.35).
Припустимо, що X ̸= ∅. Позначимо через f̂ точну нижню

грань цiльової функцiї задачi (2.35) на її допустимiй множинi:

f̂ = inf
x∈X

f(x).

Будемо називати f̂ значенням задачi (2.35). Зрозумiло, що точка
x̂ ∈ X є (глобальним) розв’язком задачi (2.35) тiльки тодi, коли
f(x̂) = f̂ . Однак може статися i так, що задача (2.35) не має
розв’язку, тобто f(x) > f̂ ≥ −∞ при всiх x ∈ X.

2.8. Вектор Куна – Таккера

Означення 2.3. Вектор y ∈ Q називається вектором Куна –
Таккера задачi (2.35), якщо

f̂ ≤ f(x) +

m∑
i=1

yigi(x) = L(x, y) при всiх x ∈ P. (2.36)

Задачi, для яких такий вектор iснує, мають ряд властивостей,
якi вiдсутнi в загальному випадку. Виявляється, що вектор Ку-
на – Таккера iснує для достатньо широкого класу задач опуклого
програмування. Перш нiж сформулювати вiдповiдний результат,
наведемо бiльш слабке твердження, що вiдображає одну характер-
ну властивiсть задач опуклого програмування.
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Теорема 2.10. Нехай у задачi (2.35) множина P опукла, функцiї
f, g1, . . . , gk опуклi на P , функцiї gk+1, . . . , gm лiнiйнi, множина
X непорожня. Тодi iснує число ŷ0 ≥ 0 та вектор ŷ ∈ Q, якi не
дорiвнюють нулю одночасно й такi, що

ŷ0f̂ ≤ ŷ0f(x) +
m∑
i=1

ŷigi(x) = L(x, ŷ0, ŷ) при всiх x ∈ P. (2.37)

Теорема 2.11. Нехай у задачi (2.35) множина P опукла, функцiї
f, g1, . . . , gk опуклi на P , функцiї gk+1, . . . , gm лiнiйнi. Припусти-
мо, що додатково виконується принаймнi одна з таких умов:
1) обмежень-рiвностей немає (k = m) та iснує точка x ∈ P
така, що gi(x) < 0 при всiх i = 1, . . . ,m;
2) множина P – полiедр, функцiї g1, . . . , gk – лiнiйнi, множина
X непорожня;
3) множина P – полiедр, функцiї f, g1, . . . , gl, 0 ≤ l ≤ k, опуклi на
вiдносно вiдкритiй опуклiй множинi U , що мiстить P , функцiї
gl+1, . . . , gk лiнiйнi, та iснує точка x ∈ X така, що gi(x) < 0 для
всiх i = 1, . . . , l;
4) функцiї gl+1, . . . , gk, 0 < l ≤ k, лiнiйнi та iснує така точка
x ∈ riP ∩X, що gi(x) < 0 для всiх i = 1, . . . , l.

Тодi вектор Куна – Таккера задачi (2.35) iснує.

Зауваження 2.6. Умови 1), 4) теореми 2.11 вiдповiдно збiгаються
з умовами 1), 4) теореми 2.6. Нагадаємо, що умова 1) називається
умовою Слейтера, а умова 4) – модифiкованою умовою Слейтера.
В умовах 2), 3) теореми 2.11 вимагається трохи бiльше, нiж в
умовах 2), 3) теореми 2.6. I це iстотно. Так, для задачi опуклого
програмування вигляду

f(x) = −
√
x1x2 → min, x1 ≤ 0, x ∈ P = R2

+, (2.38)

спiввiдношення (2.37) виконується лише тодi, коли ŷ0 = 0. Жодна
з вимог 1)– 4) не виконується, причому вимога 2) – у силу того,
що функцiя f нелiнiйна, а вимога 3) – у силу того, що f опукла
тiльки на P . Зазначимо, що для цiєї задачi не можна застосувати
теорему 2.6, оскiльки в точцi x̂ = 0, що є розв’язком, функцiя f
не диференцiйовна.
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Кожнiй задачi математичного програмування можна постави-
ти у вiдповiднiсть двоїсту (спряжену) задачу оптимiзацiї.

Означення 2.4. Двоїстою до задачi (2.35) називається задача

φ(y) → max, y ∈ Y, (2.39)

де

φ(y) = inf
x∈P

L(x, y) = inf
x∈P

(
f(x) +

m∑
i=1

yigi(x)

)
,

Y = {y ∈ Q|φ(y) > −∞}.

При цьому задача (2.35) називається прямою. Припускаючи, що
Y ̸= ∅, позначимо через

φ̂ = sup
y∈Y

φ(y)

значення задачi (2.39).

Зауваження 2.7. Двоїсту задачу (2.39) можна записувати просто
у виглядi

φ(y) → max, y ∈ Q,

допускаючи тим самим нескiнченнi значення функцiї φ(y). У той
же час пряму задачу (2.35) можна записати у виглядi

ψ(x) → min, x ∈ P,

де

ψ(x) = sup
y∈Q

L(x, y) =

{
f(x), якщо x ∈ X,
+∞, якщо x ∈ P\X.

Вважатимемо, що f̂ = +∞, якщо X = ∅, тобто sup
y∈Q

L(x, y) = +∞

при всiх x ∈ P ; φ̂ = −∞, якщо Y = ∅, тобто inf
x∈P

L(x, y) = −∞
при всiх y ∈ Q. Тодi можемо записати

f̂ = inf
x∈P

sup
y∈Q

L(x, y), φ̂ = sup
y∈Q

inf
x∈P

L(x, y). (2.40)
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Таким чином, пряма та двоїста задачi визначаються симетри-
чно вiдносно функцiї Лагранжа L(x, y) прямої задачi: щоб отри-
мати двоїсту задачу досить переставити операцiї infx та supy над
цiєю функцiєю. Покажемо, що двоїста задача до кожної задачi ма-
тематичного програмування є завжди опуклою, якщо розглядати
її як задачу мiнiмiзацiї.

Теорема 2.12. У задачi (2.39) множина Y опукла, функцiя φ
угнута на Y .

Наступна теорема вказує на взаємозв’язки мiж задачею мате-
матичного програмування та двоїстою до неї задачею.

Теорема 2.13. 1. Для довiльних x ∈ X, y ∈ Q справедлива не-
рiвнiсть

f(x) ≥ φ(y). (2.41)

2. Якщо X ̸= ∅, Y ̸= ∅, то

f̂ ≥ φ̂, (2.42)

тобто значення прямої задачi (на мiнiмум) завжди не менше за
значення двоїстої задачi (на максимум).

У нерiвностi (2.42) можливий випадок f̂ > φ̂. Проте централь-
ною проблемою теорiї двоїстостi є пошук умов, при яких значення
прямої та двоїстої задач iдентичнi, тобто f̂ = φ̂, або, ураховуючи
(2.40),

inf
x∈P

sup
y∈Q

L(x, y) = sup
y∈Q

inf
x∈P

L(x, y).

Iз цiєї рiвностi, яка називається вiдношенням двоїстостi, випли-
ває ряд важливих наслiдкiв. Зокрема, це вiдношення дає змогу
звести пошук прямої задачi до вiдшукання розв’язкiв двоїстої, яка
iнодi є простiшою.

Сформулюємо основний результат теорiї двоїстостi.

Теорема 2.14 (теорема двоїстостi). Нехай виконуються при-
пущення теореми 2.11. Якщо значення прямої задачi (2.35) скiн-
ченне (f̂ > −∞), то множина розв’язкiв двоїстої задачi (2.39)
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непорожня та дорiвнює множинi векторiв Куна – Таккера задачi
(2.35). При цьому справедливе вiдношення двоїстостi

f̂ = φ̂. (2.43)

Iз теореми 2.14 випливає iнше важливе твердження.

Теорема 2.15. Нехай виконуються припущення теореми 2.11.
Якщо допустима множина Y двоїстої задачi (2.39) непорожня,
то вона має розв’язок. Якщо ж Y = ∅, то значення прямої задачi
(2.35) нескiнченне (f̂ = −∞).

Наведемо iншу теорему про зв’язок мiж прямою i двоїстою
задачами.

Теорема 2.16. Нехай у задачi (2.35) множина P замкнута й
опукла, функцiї f, g1, . . . , gk неперервнi й опуклi на P , функцiї
gk+1, . . . , gm лiнiйнi, множина розв’язкiв цiєї задачi непорожня
й обмежена. Тодi Y ̸= ∅ i f̂ = φ̂.

Вкажемо одну достатню умову того, що множина розв’язкiв
задачi (2.35) непорожня.

Теорема 2.17. Нехай у задачi (2.35) множина P замкнута й
опукла, функцiї f, g1, . . . , gk неперервнi й опуклi на P , функцiї
gk+1, . . . , gm лiнiйнi та множина X не порожня. Припустимо,
що при деякому y ∈ Y множина P (y) всiх точок iз P таких, що
φ(y) = inf

x∈P
L(x, y), тобто

P (y) =

{
x0 ∈ P

∣∣∣∣L (x0, y) = min
x∈P

L (x, y)

}
,

непорожня й обмежена. Тодi множина розв’язкiв задачi (2.35)
непорожня й обмежена.

2.9. Теорема Куна – Таккера для
недиференцiйовних функцiй

У попереднiх роздiлах наведенi теореми, що встановлюють не-
обхiднi й достатнi умови оптимальностi в задачi опуклого програ-
мування для диференцiйовних функцiй. Нижче поданi теореми,
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якi вже не використовують похiдних i не вимагають диференцi-
йовностi функцiй.

Теорема 2.18 (теорема Куна – Таккера у формi двоїсто-
стi). Нехай виконуються припущення теореми 2.11. Точка x̂ ∈ X
є розв’язком задачi (2.35) тодi i тiльки тодi, коли iснує вектор
ŷ ∈ Q такий, що справедливе спiввiдношення двоїстостi

f (x̂) = φ (ŷ) , (2.44)

яке рiвносильне умовам

L (x̂, ŷ) ≤ min
x∈P

L (x, ŷ) , (2.45)

ŷigi(x̂) = 0, i = 1, . . . , k. (2.46)

Множина векторiв ŷ ∈ Q, якi задовольняють (2.44), дорiвнює
множинi розв’язкiв двоїстої задачi (2.39) або ж (див. теорему
2.14) множинi векторiв Куна – Таккера прямої задачi (2.35).

Зауваження 2.8. У тому випадку, коли функцiї f, g1, . . . , gk ди-
ференцiйовнi в точцi x̂, умова (2.45) рiвносильна умовi (2.20) при
ŷ0 = 1 (теорема 2.2). У той же час умова (2.46) – це та сама умова
(2.21). Отже, теорема 2.18 є узагальненням теореми 2.7 на випадок
недиференцiйовних функцiй. У зв’язку з цим важливо пiдкресли-
ти, що саме поняття вектора Куна – Таккера є узагальненням
поняття вектора множникiв Лагранжа (тобто вектора ŷ ∈ Q, що
задовольняє умови (2.20), (2.21) при ŷ0 = 1). Iз попереднього зро-
зумiло, що в межах теореми 2.7 цi два поняття, а також поняття
розв’язку двоїстої задачi, еквiвалентнi.

Застосування теореми 2.18 виявляється особливо ефективним
у тих випадках, коли яким-небудь чином вдається заздалегiдь зна-
йти розв’язок ŷ двоїстої задачi. Тодi пошук розв’язкiв вихiдної
задачi зводиться до знаходження розв’язкiв рiвняння (2.44) або
системи (2.45), (2.46) на множинi X.
Приклад 2.4. Розв’яжемо задачу на умовний екстремум

n∑
j=1

|xj − aj | → min,

n∑
j=1

xj = 0, (2.47)
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де a1, . . . , an – заданi числа. Складемо функцiю Лагранжа

L (x, y) =
n∑

j=1

|xj − aj |+ y
n∑

j=1

xj ,

де x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, y ∈ R. Перевiряємо, що

inf
xj∈R

(|xj − aj |+ yxj) =

{
yaj , |y| ≤ 1,
−∞, |y| > 1.

Отже,

φ (y) = inf
x∈Rn

L (x, y) =

{
yA, |y| ≤ 1,
−∞, |y| > 1.

де A =
n∑

j=1
aj . Двоїста задача має вигляд

φ (y) = yA → max, −1 ≤ y ≤ 1.

Її розв’язком є ŷ = signA. При цьому φ (ŷ) = |A|. Згiдно з тео-
ремою 2.18 розв’язки задачi (2.47) iдентичнi розв’язкам рiвняння
(2.44) на множинi X, тобто системи

n∑
j=1

|xj − aj | = |A|,
n∑

j=1

xj = 0. (2.48)

Якщо A = 0, то x = (a1, . . . , an) – єдиний розв’язок цiєї системи.
Нехай A ̸= 0. Будемо шукати розв’язки у виглядi

xj = aj − λjA, j = 1, . . . , n, (2.49)

де λ1, . . . , λn – деякi числа. Пiдставляючи (2.49) у (2.48), отрима-
ємо

n∑
j=1

|λj | = 1,

n∑
j=1

λj = 1.

Звiдси λ1 ≥ 0, . . . , λn ≥ 0. Тепер зрозумiло, що всi розв’язки си-
стеми (2.48), а вiдповiдно, i розв’язки задачi (2.47), описуються

формулою (2.49), де λ1 ≥ 0, . . . , λn ≥ 0,
n∑

j=1
λj = 1.
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Iз наведеного прикладу видно, що для знаходження розв’яз-
кiв задачi (2.35), рiвняння (2.44) або систему (2.45), (2.46) слiд
розв’язувати саме на множинi X, а не на множинi P . Вкажемо
важливий окремий випадок, коли умову x̂ ∈ X можна не врахо-
вувати, оскiльки вона виконується автоматично.

Теорема 2.19. Нехай виконуються припущення теореми 2.11,
ŷ – розв’язок задачi (2.39), та нехай задача (2.35) має розв’язок.
Якщо x̂ – єдина точка множини P , що задовольняє однiй з умов
(2.44)–(2.46), то x̂ – єдиний розв’язок задачi (2.35).

Теорему 2.18 можна сформулювати у бiльш привабливiй фор-
мi, якщо скористатись поняттям сiдлової точки.

Означення 2.5. Пара (x̂, ŷ) ∈ P × Q називається сiдловою то-
чкою функцiї L (x, y) на P×Q, якщо виконуються спiввiдношення

L (x̂, ŷ) = min
x∈P

L (x, ŷ) , (2.50)

L (x̂, ŷ) = max
y∈Q

L (x̂, y) , (2.51)

тобто, якщо
L (x, ŷ) ≥ L (x̂, ŷ) ≥ L (x̂, y)

при всiх x ∈ P, y ∈ Q.

Наступна теорема – це теорема Куна – Таккера як твердження
про сiдлову точку.

Теорема 2.20. Нехай виконуються припущення теореми 2.11.
Точка x̂ ∈ P є розв’язком задачi (2.35) тодi й лише тодi, ко-
ли iснує вектор ŷ ∈ Q такий, що пара (x̂, ŷ) є сiдловою точкою
функцiї Лагранжа L (x, y) на P ×Q.

Iнодi теореми 2.18 та 2.20 зручнiше використовувати як твер-
дження про умови одночасної оптимальностi даних точок у пря-
мiй та двоїстiй задачах.
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Теорема 2.21. Нехай виконуються припущення теореми 2.11.
Тодi маємо таке:
1) точки x̂ ∈ X i ŷ ∈ Y є розв’язками задач (2.35) i (2.39) вiдпо-
вiдно тодi i тiльки тодi, коли справедливе спiввiдношення дво-
їстостi (2.44), яке рiвносильне умовам (2.45) i (2.46);
2) точки x̂ ∈ P i ŷ ∈ Q є розв’язками задач (2.45) i (2.46) вiд-
повiдно тодi i тiльки тодi, коли пара (x̂, ŷ) є сiдловою точкою
функцiї Лагранжа L (x, y) на P ×Q.

Вiдмiтимо, що у твердженнi 1) можна було б поставити ŷ ∈
∈ Q, оскiльки з умови (2.44) випливає, що ŷ ∈ Q. Вiдмiннiсть мiж
твердженнями 1) i 2) полягає в тому, що в 1) зразу припускається
умова допустимостi x̂ ∈ X, а в 2) – нi.

Наведемо ще одну форму необхiдних i достатнiх умов опти-
мальностi, яка вимагає вже бiльш сильних припущень щодо задачi
(2.35). Це теорема Куна – Таккера в субдиференцiальнiй формi.

Теорема 2.22 (теорема Куна – Таккера). Нехай виконую-
ться припущення теореми 2.11 i, крiм того, функцiї f, g1, . . . , gk
опуклi на вiдкритiй опуклiй множинi U , яка включає P . Бу-
демо вважати, що лiнiйнi функцiї gk+1, . . . , gm мають вигляд
gi (x) = ⟨ai, x⟩ + bi, i = k + 1, . . . ,m. Точка x̂ ∈ X є розв’язком
задачi (2.35) тодi й лише тодi, коли iснують вектори ŷ ∈ Q,
a0 ∈ ∂f (x̂), ai ∈ ∂gi (x̂) , i = 1, . . . , k, такi, що⟨

a0 +

m∑
i=1

yiai, x− x̂

⟩
≥ 0 при всiх x ∈ P, (2.52)

ŷigi(x̂) = 0, i = 1, . . . , k.

2.10. Задачi для самостiйного розв’язування

Розв’язати задачi на екстремум.
2.1. f(x1, x2) = 4x21 − x1x2 + 2x22 → min,

4 ≤ x1 ≤ 8, −1 ≤ x2 ≤ 2.
2.2. f(x1, x2) = ax21+ bx1x2+ cx22 → min, −1 ≤ x1 ≤ 1, x2 ≥ 1,

a > 0, 4ac > b2.
2.3. f(x1, x2) = ax21 + x1x2 + x22 → min, 2 ≤ x1 ≤ 3,
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3 ≤ x2 ≤ 4, a ∈ R.
2.4. f(x) = 1

2 ∥x∥
2 − ⟨c, x⟩ → min, x ≥ 0.

2.5. f(x) = ∥x∥ − ⟨c, x⟩ → min, x ≥ 0.
2.6. f(x) = 1

2 ∥x∥
2 + ∥x− c∥ → min, x ∈ Rn.

2.7. Вказати значення числа a ∈ R, при яких точка (0, 0) є
розв’язком задачi

f(x1, x2) = ea
2x1+ea

2x2+2ax1−x2 → min, 0 ≤ x1 ≤ 1,−1 ≤ x2 ≤ 0.

2.8. f(x1, x2) = x21 − x1x2 + x22 + |x1 − x2 − 2| → min .
2.9. f(x1, x2) = x21 + x22 + 4max{x1, x2} → min .
2.10. f(x1, x2) = x21 + x22 + 2

√
(x1 − a1)2 + (x2 − a2)2 → min .

2.11. f(x1, x2) = x21 + x22 + a|x1 + x2 − 1| → min .
2.12. Нехай у задачi (2.1) множина X опукла, функцiя f має

похiдну за будь-яким напрямком h ∈ V (x̂, X) в точцi x̂ ∈ X,
тобто величина

f ′ (x̂, h) = lim
α→+0

f (x̂+ αh)− f (x̂)

α

iснує та скiнченна. Показати, що ⟨f ′ (x̂) , h⟩ ≥ 0 при всiх h ∈
V (x̂, X), якщо x̂ – локальний розв’язок задачi (2.1).

Задачi до пiдроздiлу 2.4.
2.13. Навести приклад задачi, для якої в умовах (2.21) обидва

множники перетворюються на нуль.
2.14. Показати, що в теоремi 2.4 множники Лагранжа

ŷ0, ŷ1, . . . , ŷm можна вибрати таким чином, що не бiльше n + 1
iз них будуть вiдмiннi вiд нуля.

2.15. Впевнитися, що в теоремi 2.5 функцiї gi, k + 1 ≤ i ≤ m,
можна вважати опуклими, якщо ŷi ≥ 0, та угнутими, якщо ŷi ≤ 0.

2.16. Показати, що в умовi 2) теореми 2.6 функцiї g1, . . . , gk
можна вважати угнутими на P.

2.17. Показати таке: якщо виконуються умови теореми 2.9
при ŷ0 = 0, то x̂ – iзольована точка множини X. Перевiрити, що
саме такий випадок справджується у задачi

f(x1, x2) = x1 → min, x21 + x22 ≤ 1, x31 + x32 = 1.
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2.18. На прикладi задачi

f(x1, x2) = x1 → min, x21 + x22 ≥ 1, x31 + x32 = 1,

впевнитися, що в теоремi 2.9 умова лiнiйної незалежностi градi-
єнтiв g′i(x̂), i ∈ S(x̂), суттєва.

2.19. Висуваючи з геометричних мiркувань гiпотезу, а потiм
перевiряючи її, знайти розв’язки таких задач:

а) f(x1, x2) = x21 + (x2 − 1)2 → min, x21 + 4x22 ≤ 4,
2x21 + x2 ≥ 2, x1 ≥ 2x2;

б) f(x1, x2) = x1 → max, x21 + x22 ≤ 1, (x1 − 1)2 + x22 ≥ 1,
x1 + x2 ≤ 1;

в) f(x1, x2) = 10(x1−3, 5)2+20(x2−4)2 → min, x1 ≥ 1, x2 ≥ 1,
x1 + x2 ≤ 6, x1 − x2 ≤ 1, 2x1 + x2 ≥ 6, 0, 5x1 − x2 ≥ −4;

г) f(x1, x2) = 25(x1 − 2)2 + (x2 − 2)2 → max, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,
x1 + x2 ≥ 2, x1 − x2 ≥ −2, x1 + x2 ≤ 6, x1 − 3x2 ≤ 2.

2.20. Запропонувати метод розв’язання задачi

n∑
j=1

(xj − aj)
2 → min,

n∑
j=1

xj ≤ 1, x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0.

2.21. Розв’язати задачi:

а)
n∑

j=1
αj

√
xj → max,

n∑
j=1

xj ≤ 1, xi ≥ 0, αi > 0, i = 1, . . . , n;

б)
n∏

j=1
x
λj
j → max,

n∑
j=1

pjxj ≤ 1, xi ≥ 0, λi > 0, pi > 0,

i = 1, . . . , n;

в)
n∑

j=1
(xj − aj)

2 → min,
n∑

j=1
x2j ≤ 1,

n∑
j=1

xj = 0.

2.22. Розв’язати задачу

f(x1, x2) = ax21 + bx1x2 + cx22 → min, x21 + x22 ≤ 1, x1 + x2 ≥ 1,

при всiх можливих значеннях a, b i c. Звернути увагу на те, як
спрощує розв’язування припущення про опуклiсть цiльової фун-
кцiї: a ≥ 0, c ≥ 0, 4ac ≥ b2.
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2.23. Впевнитися, що (−1,−1) – стацiонарна точка задачi

f(x1, x2) =
1

3
x31 + x2 → min, x21 + x22 ≤ 2,

що потрапляє у “щiлину” мiж теоремами 2.8 i 2.9. З’ясувати, чи є
ця точка розв’язком задачi.

Задачi до пiдроздiлу 2.7.
2.24. Переконатися, що множина Ŷ векторiв Куна – Таккера

задачi (2.35) завжди опукла й замкнута.
2.25. Нехай в задачi (2.35) виконується умова 1) теореми 2.11

(умова Слейтера). Показати, що множина Ŷ обмежена. Чи буде
множина Ŷ обмеженою при виконаннi умов 2), 3) або 4) цiєї тео-
реми 2.11?

2.26. Перевiрити, що задача опуклого програмування

f(x) = x → min, x2 + ε|x| ≤ 0, x ∈ R,

де ε > 0, не задовольняє жодну з умов 1)–4) теореми 2.11, проте
має вектор Куна – Таккера.

2.27. Встановити зв’язок мiж векторами Куна – Таккера за-
дачi

f (x) → min, gi (x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, x ∈ P,

та еквiвалентної задачi

f (x) → min, max
i=1,...,m

gi (x) ≤ 0, x ∈ P.

2.28. Перевiрити, що спiввiдношення двоїстостi (f̂ = φ̂) по-
рушується для таких задач:

а) f(x) = x− 1 → min, x2 − 1 = 0, x ∈ R+;

б) f (x) → min, x2 ≤ 0, x ∈ R+, де f (x) =

{
1, x = 0,
0, x > 0.

Для кожної задачi з’ясувати причини цього явища.
2.29. (Загальна схема двоїстостi.) Нехай P i Q – довiльнi мно-

жини з Rn i Rm вiдповiдно, L (x, y) – довiльна числова функцiя
на P ×Q. Покладемо

f (x) = sup
y∈Q

L (x, y) , φ (y) = inf
x∈P

L (x, y) .
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Задача
f (x) → min, x ∈ P,

називається прямою, а задача

φ (y) → max, y ∈ Q,

– двоїстою задачею. (Тут допускаються нескiнченнi значення цi-
льових функцiй.) Нехай

f̂ = inf
x∈P

f (x) , φ̂ = sup
y∈Q

φ (y)

– значення цих задач, а

X̂ = {x̂ ∈ P |f (x̂) = f̂}, Ŷ = {ŷ ∈ Q|φ (ŷ) = φ̂}

– множини їхнiх розв’язкiв. Довести такi твердження:
а) f (x) ≥ φ (y) при всiх x ∈ P , y ∈ Q та f̂ ≥ φ̂;
б) якщо x̂ ∈ P та f (x̂) = φ̂, то x̂ ∈ X̂;
в) якщо ŷ ∈ Q та φ (ŷ) = f̂ , то ŷ ∈ Ŷ ;
г) якщо x̂ ∈ P , ŷ ∈ Q та f (x̂) = φ (ŷ), то x̂ ∈ X̂, ŷ ∈ Ŷ ;
д) при даних x̂ ∈ P та ŷ ∈ Q рiвнiсть f (x̂) = φ (ŷ) рiвносильна

тому, що (x̂, ŷ) – сiдлова точка функцiї L (x, y) на P ×Q.
2.30. Нехай за умов попередньої задачi множини P та Q опу-

клi, функцiя L (x, y) опукла по x на P при кожному y ∈ Q i угну-
та по y на Q для всiх x ∈ P . Нехай також множина P (чи Q)
замкнута, множина X̂ (множина Ŷ ) непорожня й обмежена, фун-
кцiя L(x, y) неперервна по x на P при кожному y ∈ Q (по y на Q
при кожному x ∈ P ). Довести, що f̂ = φ̂.

2.31. Застосовуючи схему мiркувань iз прикладу 2.4, розв’я-
зати такi задачi (a1, . . . , an, b1, . . . , bn – заданi числа):

а)
n∑

j=1
|xj − aj | → min,

n∑
j=1

bjxj = 0;

б)
n∑

j=1
max (xj − aj ; 0) → min,

n∑
j=1

bjxj ≤ 0;

в)
n∑

j=1
ajxj → min,

n∑
j=1

bj |xj | ≤ 1 (bj > 0, j = 1, . . . , n);

г)
n∑

j=1
|xj − aj | → min,

n∑
j=1

x2j ≤ 1.
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3. Задачi варiацiйного числення

3.1. Задача про брахiстохрону

У 1696 р. I. Бернуллi сформулював таку задачу. Нехай у верти-
кальнiй площинi заданi двi точки A, B (рис. 3). Визначити шлях,
рухаючись по якому пiд дiєю сили власної ваги, тiло перемiсти-
ться з точки A в точку B за найкоротший вiдрiзок часу. Вибе-
ремо у площинi систему координат (x, y) так, щоб вiсь X була
горизонтальною, а вiсь Y — спрямована вниз. Вважатимемо, що
точка A збiгається з початком координат, а точка B має коорди-
нати (x1, y1), x1 > 0, y1 > 0. Нехай y(x) — функцiя, яка задає

Рис. 3: Задача про брахiстохрону

рiвняння кривої, що з’єднує точки A i B. Вiдповiдно до закону
Галiлея швидкiсть тiла у точцi (x, y(x)) залежить не вiд форми
кривої y(x), а вiд самої ординати y(x). Ця швидкiсть дорiвнює√
2gy(x), де g — прискорення вiльного падiння. Тому час, за який

тiло перемiститься з точки (x, y(x)) в точку (x + dx, y(x) + dy)
по кривiй довжиною ds =

√
1 + (y′(x))2 dx, дорiвнює ds/

√
2gy(x).

Звiдси виникає така формалiзацiя задачi про брахiстохрону:

J(y(·)) =
w x1

0

√
1 + (y′(x))2√

2gy(x)
dx → inf, y(0) = 0, y(x1) = y1.

(3.1)
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Задача про брахiстохрону звелась до задачi визначення такої
неперервної функцiї y = y(x) на вiдрiзку [0, x1], яка набуває за-
даних значень на кiнцях вiдрiзка: y(0) = 0, y(x1) = y1, i на якiй
досягає мiнiмального значення функцiонал J(y(·)), заданий фор-
мулою (3.1).

Головна вiдмiннiсть цiєї задачi вiд задачi дослiдження на екс-
тремум функцiї однiєї чи багатьох змiнних полягає в тому, що
функцiонал J(y(·)) визначений на множинi всiх кривих, що з’єд-
нують двi точки, а множина всiх таких кривих має нескiнченну
розмiрнiсть. Тобто задача про брахiстохрону — це задача на екс-
тремум функцiї нескiнченної кiлькостi змiнних.

3.2. Найпростiша задача варiацiйного числення.
Рiвняння Ейлера

Найпростiша задача варiацiйного числення (задача Лагран-
жа на множинi функцiй iз закрiпленими кiнцями) — це задача
визначення екстремуму iнтегрального функцiонала

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt → extr (3.2)

на множинi функцiй iз простору C1([t0, t1],R) неперервно дифе-
ренцiйовних скалярних функцiй на вiдрiзку [t0, t1], що задоволь-
няють граничнi умови

x(t0) = x0, x(t1) = x1. (3.3)

Простiр C1([t0, t1],R) є банаховим, тобто повним нормованим
простором вiдносно норми

∥x(·)∥1 = max { max
t0≤t≤t1

|x(t)|, max
t0≤t≤t1

|x′(t)|}.

Функцiя L(t, x, x′), яка задає функцiонал J(x(·)), називається iн-
тегрантом або лагранжiаном задачi. Будемо вважати, що фун-
кцiя L(t, x, x′) неперервна за всiма змiнними разом зi своїми ча-
стинними похiдними Lx(t, x, x

′), Lx′(t, x, x′).
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Функцiї x(t), t0 ≤ t ≤ t1, називаються допустимими в задачi (3.2),
(3.3), якщо вони належать простору C1([t0, t1],R) i задовольняють
граничнi умови (3.3).

Функцiонал J(x(·)) досягає на допустимiй функцiї x̂(·) сильно-
го локального мiнiмуму (сильного локального максимуму), якщо
iснує таке число ε > 0, що для всiх допустимих функцiй x(·), якi
задовольняють умову

∥x(·)− x̂(·)∥0 = max
t0≤t≤t1

|x(t)− x̂′(t)| ≤ ε,

виконується нерiвнiсть J(x(·)) ≥ J(x̂(·)) (J(x(·)) ≤ J(x̂(·))).
Функцiонал J(x(·)) досягає на допустимiй функцiї x̂(·) слабко-

го локального мiнiмуму (слабкого локального максимуму), якщо
iснує таке число ε > 0, що для всiх допустимих функцiй x(·), якi
задовольняють умову

∥x(·)−x̂(·)∥1 = max

(
max

t0≤t≤t1
|x(t)− x̂(t)|, max

t0≤t≤t1
|x′(t)− x̂′(t)|

)
< ε,

виконується нерiвнiсть

J(x(·)) ≥ J(x̂(·)),
(
J(x(·)) ≤ J(x̂(·))

)
.

При визначеннi сильного мiнiмуму (максимуму) порiвнюються
значення функцiонала J(x(·)) на допустимих функцiях x(·), зна-
чення яких близькi до значень функцiї x̂(·), тобто таких, що за-
довольняють умову |x(t)− x̂(t)| < ε для всiх t ∈ [t0, t1].

При визначеннi слабкого мiнiмуму (максимуму) порiвнюються
значення функцiонала J(x(·)) на допустимих функцiях x(·), зна-
чення яких близькi до значень x̂(·), i значення похiдної x′(·) близь-
кi до значень похiдної x̂′(·), тобто

|x(t)− x̂(t)| < ε для всiх t ∈ [t0, t1],

|x′(t)− x̂′(t)| < ε для всiх t ∈ [t0, t1].

Якщо на функцiї x̂(·) досягається сильний екстремум, то до-
сягається i слабкий екстремум. Тому необхiднi умови слабкого
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екстремуму будуть необхiдними умовами сильного екстремуму, а
достатнi умови сильного екстремуму будуть достатнiми умовами
слабкого екстремуму.

Теорема 3.1 (необхiдна умова екстремуму). Нехай функцiя
x̂(·) ∈ C1([t0, t1],R) — розв’язок задачi (3.2), (3.3). Тодi вона за-
довольняє рiвняння

L′
x(t, x̂(t), x̂

′(t))− d

dt
L′
x′(t, x̂(t), x̂′(t)) = 0. (3.4)

Рiвняння (3.4) називають рiвнянням Ейлера. Допустима фун-
кцiя, що задовольняє це рiвняння, називається екстремаллю. Та-
ким чином, локальнi екстремуми задачi – це екстремалi.

Рiвняння Ейлера в iнтегральнiй формi має вигляд

L′
x′(t, x̂(t), x̂′(t)) =

w t

t0
L′
x(u, x̂(u), x̂

′(u)) du+ C. (3.5)

За припущенням функцiя L′
x(t, x̂(t), x̂

′(t)) неперервна, а фун-
кцiя x̂(·) ∈ C1([t0, t1],R). Тому обидвi частини рiвняння можна
диференцiювати й одержати рiвняння Ейлера в диференцiальнiй
формi. Його можна записати в такому виглядi:

L′
x(t, x̂(t), x̂

′(t))− L
′′
x′t(t, x̂(t), x̂

′(t))− L′′
x′x(t, x̂(t), x̂

′(t))x̂′(t)

− L′
x′x′(t, x̂(t), x̂′(t))x̂′′(t) = 0.

Це нелiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку вiдносно
шуканої функцiї x̂(·). Загальний розв’язок рiвняння залежить вiд
двох невiдомих констант. Цi константи визначають, використову-
ючи граничнi умови (3.3).

Приклад 3.1. Знайти екстремалi задачi

J(x(·)) =
w π

2

0

(
(x′)2(t)− x2(t)

)
dt → extr,

x(0) = 0, x
(π
2

)
= 1.
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Розв’язання. Маємо

L(t, x, x′) = (x′)2 − x2,

L′
x = −2x, L′

x′ = 2x′,
d

dt
L′
x′ = 2x′′.

Рiвняння Ейлера має вигляд x′′+x = 0. Його загальний розв’язок

x(t) = C1 cos t+ C2 sin t.

Iз граничних умов обчислимо C1 = 0, C2 = 1.
Вiдповiдь. Функцiя x(t) = sin t — єдина допустима екстремаль.

У цьому прикладi рiвняння Ейлера легко iнтегрується. Проте
це можливо не завжди.

3.3. Iнтеграли рiвняння Ейлера

Опишемо класи задач, в яких рiвняння Ейлера iнтегрується.
1. Функцiя L не залежить вiд x′ : L = L(t, x). Рiвняння Ейлера

має вигляд L′
x(t, x(t)) = 0. Це взагалi не диференцiальне рiвняння.

Розв’язки рiвняння не мiстять невiдомих констант i можуть не
проходити через граничнi точки (t0, x0), (t1, x1). Лише тодi, коли
розв’язок рiвняння L′

x(t, x(t)) = 0 проходить через цi точки, iснує
функцiя, що може давати екстремум функцiонала.

Приклад 3.2. Знайти екстремалi задачi

J(x(·)) =
w t1

t0
x2(t) dt → extr,

x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Розв’язання. Рiвняння Ейлера має вигляд x(t) = 0. Екстремаль
x(t) = 0 проходить через граничнi точки лише тодi, коли x0 = 0,
x1 = 0. Якщо ця умова не виконується, то екстремуму функцiонал
на неперервних функцiях не досягає.

Вiдповiдь. Якщо x0 = 0, x1 = 0, то x(t) = 0 — єдина екстре-
маль. Якщо x0 ̸= 0 або x1 ̸= 0, то допустимих екстремалей не
iснує.
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2. Функцiя L лiнiйно залежить вiд x′:

L(t, x, x′) = M(t, x) + x′N(t, x).

Рiвняння Ейлера має вигляд M ′
x(t, x(t))−N ′

t(t, x(t)) = 0. Це також
не диференцiальне рiвняння i в загальному випадку його розв’яз-
ки не задовольняють граничнi умови. Якщо ж M ′

x − N ′
t ≡ 0, то

Mdt+Ndx є точним диференцiалом i

J(x(·)) =
w t1

t0

(
M +N

d

dt

)
dt =

w t1

t0
(M dt+N dx)

не залежить вiд шляху iнтегрування. Тодi варiацiйна задача не
має змiсту.

Приклад 3.3. Знайти екстремалi задачi

J(x(·)) =
w 1

0

(
x2(t) + t2x′(t)

)
dt → extr,

x(0) = 0, x(1) = a.

Розв’язання. Рiвняння Ейлера має вигляд x(t) = t. Перша гранич-
на умова задовольняється, а друга — лише за умови, що a = 1.
Якщо ж a ̸= 1, то екстремалi, яка задовольняє граничнi умови, не
iснує.

Вiдповiдь. Якщо a = 1, то x̂(t) = t — єдина екстремаль. Якщо
a ̸= 1, то допустимих екстремалей не iснує.

Приклад 3.4. Знайти екстремалi задачi

J(x(·)) =
w t1

t0

(
x(t) + tx′(t)

)
dt → extr,

x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Розв’язання. Рiвняння Ейлера для цiєї задачi перетворюється на
тотожнiсть 1 = 1. Вираз пiд знаком iнтеграла є точним диферен-
цiалом. Тому iнтеграл не залежить вiд шляху iнтегрування

J(x(·)) =
w t1

t0
(x dt+ t dx) =

w t1

t0
d(tx) = t1x1 − t0x0.

Вiдповiдь. Варiацiйна задача не має змiсту.
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3. Функцiя L залежить лише вiд x′. Рiвняння Ейлера має ви-
гляд L′′

x′x′(x′)x′′ = 0. Розв’язками такого рiвняння будуть лише
функцiї x(t) = C1t + C2. Тому екстремалями задачi будуть лише
прямi лiнiї.
Приклад 3.5. Серед усiх кривих, що з’єднують точки A(t0, x0),
B(t1, x1), визначити таку, яка має найменшу довжину.

Розв’язання. Довжина дуги кривої, яка з’єднує точки A(t0, x0),
B(t1, x1) обчислюється за формулою

l(x(·)) =
w t1

t0

√
1 + (x′)2(t) dt, x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Функцiонал l(x(·)) залежить лише вiд x′(·). Отже, вiн може дося-
гати екстремуму лише на вiдрiзках прямих лiнiй. Вiдповiдь. Се-
ред усiх кривих, що з’єднують точки A(t0, x0), B(t1, x1), найменшу
довжину має вiдрiзок прямої лiнiї.

4. Функцiя L залежить лише вiд t, x′ : L = L(t, x′). Рiвняння
Ейлера має вигляд d

dtL
′
x′(t, x′) = 0 або L′

x′(t, x′) = C. Це так званий
iнтеграл iмпульсу. Якщо рiвняння не розв’язується вiдносно x′,
то його можна визначити методом уведення параметра.
Приклад 3.6. Знайти екстремалi задачi

J(x(·)) =
w t1

t0

√
1 + (x′)2(t)

t
dt → extr,

x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Розв’язання. Рiвняння Ейлера L′
x′(t, x(t)) = C для цiєї задачi має

вигляд
x′

t
√

1 + (x′)2
= C.

Це рiвняння можна iнтегрувати, якщо ввести параметр. Нехай
x′ = tan(u). Тодi з рiвняння Ейлера знаходимо

t = x′C−1(1 + (x′)2)−
1
2 = C1 sin(u),

де C1 = 1/C. Щоб знайти вираз x через u, використаємо рiвнiсть
x′ = dx

dt = tan(u). Тодi

dx = x′ dt = tan(u) · C1 cos(u) du = C1 sin(u) du.
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Iнтегруючи це рiвняння, дiстанемо x = −C1 cos(u) +C2. Тепер ми
маємо залежнiсть змiнних x, t вiд параметра u:

x = −C1 cos(u) + C2, t = C1 sin(u).

Якщо вилучити параметр, то дiстанемо t2 + (x − C2)
2 = C2

1 . Це
рiвняння кола. Невiдомi константи C1, C2 визначаємо з граничних
умов.

Вiдповiдь. Допустимi екстремалi задачi задаються рiвнянням
у параметричный формы x = −C1 cos(u) + C2, t = C1 sin(u) або
рiвнянням t2 + (x− C2)

2 = C2
1 .

5. Функцiя L залежить лише вiд x, x′. У цьому разi рiвняння
Ейлера має перший iнтеграл (iнтеграл енергiї)

L(x̂(t), x̂′(t))− x̂′(t)L′
x′(x̂(t), x̂′(t)) = C.

Щоб переконатись у цьому, обчислимо

d

dt
(L− x′L′

x′) = L′
xx

′ + L′
x′x′′ − x′′L′

x′ − L′′
x′x(x

′)2 − L′′
x′xx

′x′′ =

= x′
(
L′
x −

d

dt
L′
x′

)
.

Рiвняння L − x′L′
x′ = C можна iнтегрувати методом введення

параметра.

Приклад 3.7 (задача про найменшу поверхню обертання). Визна-
чити криву, яка проходить через точки A(a, a1), B(b, b1) i вiд обер-
тання якої навколо осi утворюється поверхня мiнiмальної площi
(рис. 4).

1. Формалiзацiя задачi. Площу поверхнi обертання обчислю-
ють за формулою

S(y(·)) = 2π
w b

a
y(x)

√
1 + (y′)2(x) dx.

Отже, формалiзована задача записується так:

S(y(·)) = 2π
w b

a
y(x)

√
1 + (y′)2(x) dx → inf,
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Рис. 4: Поверхня обертання

y(a) = a1, y(b) = b1.

2. Складемо рiвняння Ейлера. Пiдiнтегральна функцiя зале-
жить лише вiд y, y′. Тому рiвняння Ейлера має вигляд

y
√
1 + (y′)2 − y(y′)2√

1 + (y′)2
= C

або y
(
1 + (y′)2

)− 1
2 = C. Це рiвняння можна iнтегрувати, якщо

ввести параметр. Нехай y′ = sinh(u). Тодi y = C cosh(u),

dx =
dy

y′
=

C sinh(u) du

sinh(u)
= C du.

Звiдси x = Cu+C1. Отже, мiнiмальна поверхня обертання утво-
рюється кривою, рiвняння якої в параметричнiй формi має вигляд
y = C cosh(u), x = Cu+ C1. Вилучаючи параметр, дiстаємо

y(x) = C cosh

(
x− C1

C

)
.

Це рiвняння ланцюгових лiнiй, вiд обертання яких утворюються
поверхнi, що називаються катеноїдами.

Вiдповiдь. Найменша поверхня обертання утворюється кривою
y(x) = C cosh

(
x−C1
C

)
.
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Приклад 3.8 (задача про брахiстохрону).

J(x(·)) = 1√
2g

w x1

0

√
1 + (y′)2(x)√

y(x)
dt → inf, y(0) = 0, y(x1) = y1.

Розв’язання. Функцiя L пiд знаком iнтеграла залежить лише вiд
y, y′. Тому рiвняння Ейлера має перший iнтеграл L − y′L′

y′ = C.
Це рiвняння має вигляд√

1 + (y′)2
√
y

− (y′)2
√
y
√

1 + (y′)2(x)
= C.

Пiсля спрощення отримуємо рiвняння y
(
1 + (y′)2(x)

)
= C1. Уве-

демо параметр за допомогою пiдстановки y = cot(u), тодi

y =
C1

1 + cot2(u)
= C1 sin

2(u) =
C1

2
(1− cos(2u)),

dx =
dy

y′
=

2C1 sin(u) cos(u)

cot(u)
= 2C1 sin

2(u) du = C1(1− cos(2u)) du,

x = C1

(
u− sin(u)

2

)
+ C2 =

C1

2
(2u− sin(2u)) + C2.

У параметричнiй формi рiвняння шуканої кривої має вигляд

x =
C1

2
(2u− sin(2u)) + C2, y =

C1

2
(1− cos(2u)).

Якщо покладемо 2u = v та приймемо до уваги, що C2 = 0 через
y(0) = 0, то дiстанемо рiвняння сiм’ї циклоїд

x =
C1

2
(v − sin(v)), y =

C1

2
(1− cos(v)),

де C1/2 — радiус круга, що котиться. Цей радiус визначається з
умови проходження циклоїди через точку B(x1, y1).

Вiдповiдь. Брахiстрона — це циклоїда (рис. 5).
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Рис. 5: Циклоїда

3.4. Задача Лагранжа на множинi векторнозначних
функцiй

Розглянемо задачу на екстремум функцiонала

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt → extr, (3.6)

x(t0) = x0, x(t1) = x1 (3.7)

у класi функцiй x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) iз простору
C1([t0, t1],Rn) неперервно диференцiйовних функцiй на вiдрiзку
[t0, t1]. Вважається, що функцiя L : R × Rn × Rn → R пiд зна-
ком iнтеграла неперервна i має неперервнi частиннi похiднi пер-
шого порядку за всiма 2n + 1 змiнними. Як i в найпростiшiй
задачi варiацiйного числення, функцiї x̄(t), t0 ≤ t ≤ t1 буде-
мо називати допустимими в задачi (3.6)–(3.7), якщо вони нале-
жать простору C1([t0, t1],Rn) i задовольняють граничнi умови
x(t0) = x0, x(t1) = x1. Позначимо через H0 пiдпростiр у просторi
C1([t0, t1],Rn), який породжений функцiями, що задовольняють
нульовi граничнi умови h(t0) = h(t1) = 0. Зауважимо, що функцiї
x(·) та x(·) + h(·), h(·) ∈ H0, одночасно допустимi чи недопустимi
в задачi (3.6)–(3.7).
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Теорема 3.2. Нехай функцiя ˆ̄x(·) = (x̂1(·), . . . , x̂n(·)) дає локаль-
ний екстремум задачi (3.6)–(3.7). Тодi вона задовольняє систему
рiвнянь Ейлера

L′
xk
(t, x̄(t), x̄′(t)) =

d

dt
L′
x′
k
(t, x̄(t), x̄′(t)), k = 1, n.

Приклад 3.9. Знайти екстремалi задачi

J(x(·), y(·)) =
w π

2

0

(
(x′)2(t) + (y′)2(t) + 2x(t)y(t)

)
dt → extr,

x(0) = 0, x(π/2) = 1, y(0) = 0, y(π/2) = 1.

Розв’язання. 1. Складемо систему диференцiальних рiвнянь Ей-
лера. Вона має вигляд

x′′ − y = 0, y′′ − x = 0.

Вилучаючи одну зi змiнних, наприклад y, дiстанемо рiвняння
x(4) − x = 0. Iнтегруючи його, отримаємо загальний розв’язок
системи рiвнянь

x(t) = C1e
t + C2e

−t + C3 cos(t) + C4 sin(t),

y(t) = C1e
t + C2e

−t − C3 cos(t)− C4 sin(t).

2. Використаємо граничнi умови i дiстанемо C1 = 0, C2 = 0,
C3 = 0, C4 = 1.

Вiдповiдь. Функцiї x(t) = sin(t), y(t) = − sin(t) — екстремалi
задачi.

Приклад 3.10. Скласти диференцiальне рiвняння лiнiї пошире-
ння свiтла в оптично неоднорiдному середовищi зi швидкiстю
v(x, y, z).

Розв’язання. 1. Формалiзацiя. Згiдно з принципом Ферма свi-
тло проходить iз точки A(x0, y0, z0) у точку B(x1, y1, z1) по лiнiї,
вздовж якої час T проходження буде мiнiмальним. Якщо рiвняння
лiнiї y = y(x), z = z(x), то

T =
w x1

x0

√
(1 + (y′)2(x) + (z′)2(x))

v(x, y, z)
dx.
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Отже, формалiзована задача така:

T (y(·), z(·)) =
w x1

x0

√
(1 + (y′)2(x) + (z′)2(x))

v(x, y, z)
dx → min,

y(x0) = y0, z(x0) = z0, y(x1) = y1, z(x1) = z1.

2. Система рiвнянь Ейлера для такого функцiонала має вигляд

∂v

∂y

√
1 + (y′)2 + (z′)2

v2(x, y, z)
+

d

dx

y′

v(x, y, z)

1√
1 + (y′)2 + (z′)2

= 0, (3.8)

∂v

∂z

√
1 + (y′)2 + (z′)2

v2(x, y, z)
+

d

dx

z′

v(x, y, z)

1√
1 + (y′)2 + (z′)2

= 0. (3.9)

Вiдповiдь. Диференцiальнi рiвняння (3.8), (3.9) визначають лi-
нiї поширення свiтла в оптично неоднорiдному середовищi.

Приклад 3.11 (задача про геодезичнi лiнiї). Скласти рiвняння лiнiї
найменшої довжини, що лежить на данiй поверхнi i з’єднує двi
точки. Такая лiнiя називається геодезичною.

Розв’язання. 1. Формалiзацiя. Нехай поверхня задана рiвнян-
ням r = r(u, v), а лiнiя на поверхнi визначена рiвнянням u = u(t),
v = v(t). Довжина її вiдрiзка мiж точками, що вiдповiдають зна-
ченням t0, t1 параметра t, обчислюється за формулою

J(u(·), v(·)) =
w t1

t0

√
E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2 dt,

де E, F , G — коефiцiєнти першої квадратичної форми

E =

(
∂r

∂u
,
∂r

∂u

)
, F =

(
∂r

∂u
,
∂r

∂v

)
, G =

(
∂r

∂v
,
∂r

∂v

)
.

Отже, формалiзована задача така:

J(u(·), v(·)) =
w t1

t0

√
E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2 dt → min,

u(t0) = u0, v(t0) = v0, u(t1) = u1, v(t1) = v1.
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2. Рiвняння Ейлера такої задачi мають вигляд

Eu(u
′)2 + 2Fuu

′v′ +Gu(v
′)2√

E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2
=

2(Eu′ + Fv′)√
E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2

; (3.10)

Ev(u
′)2 + 2Fvu

′v′ +Gv(v
′)2√

E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2
=

2(Fu′ +Gv′)√
E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2

. (3.11)

Вiдповiдь. Диференцiальнi рiвняння (3.10), (3.11) визначають рiв-
няння геодезичної лiнiї на поверхнi.

Рис. 6: Геодезичнi лiнiї на цилiндрi

Приклад 3.12 (задача про геодезичнi лiнiї на цилiндрi). Скласти
рiвняння лiнiї найменшої довжини, що лежить на цилiндрi i з’єд-
нує двi точки.

Розв’язання. Нехай r = (a cos(θ), a sin(θ), z) — рiвняння цилiн-
дра. Роль параметрiв u, v вiдiграють змiннi θ, z. Перша квадра-
тична форма має такi коефiцiєнти: E = a, F = 0, G = 1. Рiвняння
геодезичних для такої поверхнi будуть мати вигляд

d

dt

a2θ′√
a2(θ′)2 + (z′)2

= 0,
d

dt

z′√
a2(θ′)2 + (z′)2

= 0,
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звiдки dz
dθ = C, z = Cθ+A.

Отже, геодезичнi на цилiндрi — це гвинтовi лiнiї (рис. 6).

Рис. 7: Геодезичнi лiнiї на сферi

Приклад 3.13 (задача про геодезичнi лiнiї на сферi). Скласти рiв-
няння лiнiї найменшої довжини, що лежить на сферi i з’єднує двi
точки (рис. 7).

Розв’язання. Запишемо рiвняння сфери у виглядi

r = r(ϕ,θ) = (R cos(ϕ) sin(θ), R sin(ϕ) sin(θ), R cos(θ)).

Тодi E = R2 sin2(θ), F = 0, G = R2 i рiвняння Ейлера мають
вигляд

ϕ′ sin2(θ) = C
(
1 + sin2(θ)(ϕ′)2

) 1
2 ,

75



звiдки

θ′ =
−Cd(cot(ϕ))√

(1− C2)− C2 cot2(ϕ)
,

θ(ϕ) = arccos(C1 cot(ϕ)) + C2, C1 = C/
√
(1− C2),

R cos(ϕ) = AR cos(θ) sin(ϕ) +BR sin(θ) sin(ϕ),

A =
cos(C2)

C1
, B =

sin(C2)

C1
.

У декартових координатах це означає, що екстремаль лежить на
сферi i задовольняє рiвняння z = Ax+By. Це рiвняння площини,
що проходить через центр сфери i перетинає сферу по великому
колу. Отже, геодезична лiнiя на сферi — це дуга великого кола.

3.5. Функцiонали, що залежать вiд похiдних вищого
порядку

Розглянемо задачу дослiдження на екстремум функцiонала

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t), . . . , x(n)(t)) dt → extr, (3.12)

x(k)(t0) = x0k, x(k)(t1) = x1k, k = 0, 1, . . . , n− 1, (3.13)

у просторi Cn([t0, t1],R) n раз неперервно диференцiйовних фун-
кцiй. Вважатимемо, що функцiя L(t, x, x′, . . . , x(n)) має неперерв-
нi частиннi похiднi першого порядку по всiх аргументах. Функцiї
x(·) iз простору Cn([t0, t1], R) називатимемо допустимими в за-
дачi (3.12), якщо вони задовольняють граничнi умови (3.13). По-
значимо через Hn

0 пiдпростiр Cn([t0, t1],R) функцiй, що задоволь-
няють граничнi умови h(k)(t0) = h(k)(t1) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1.
Якщо x(·) — допустима функцiя в задачi (3.12), (3.13), то такими
самими будуть i функцiї x(·) + h(·), h(·) ∈ Hn

0 .

Теорема 3.3. Нехай допустима функцiя x̂(·) ∈ Cn([t0, t1],R) дає
локальний екстремум функцiонала задачi (3.12), (3.13). Тодi вона
задовольняє рiвняння Ейлера – Пуассона

L′
x −

d

dt
L′
x′ +

d2

dt2
L′
x′′ − · · ·+ (−1)n

dn

dtn
L′
x(n) = 0. (3.14)
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Це рiвняння можна записати у виглядi
n∑

k=0

(−1)n
dk

dtk
L′
x(k)(t, x̂(t), x̂

′(t), . . . , x̂(n)(t)) = 0.

Приклад 3.14. Знайти екстремаль функцiонала

J(x(·)) =
w 1

0

(
1 + (x′′)2(t)

)
dt → extr,

x(0) = 0, x(1) = 1, x′(0) = 1, x′(1) = 1.

Розв’язання. 1. Рiвняння Ейлера – Пуассона має вигляд

d2

dt2
(2x′′) = 0

або x(4) = 0. Загальний розв’язок цього рiвняння такий:

x(t) = C1t
3 + C2t

2 + C3t+ C4.

2. Невiдомi константи C1, C2, C3, C4 обчислимо за граничними
умовами. Дiстанемо C1 = 0, C2 = 0, C3 = 1, C4 = 0.

Вiдповiдь. Єдина допустима екстремаль функцiонала задачi —
пряма x = t.

Приклад 3.15. Знайти екстремаль функцiонала

J(x(·)) =
w π

2

0

(
(x′′)2(t) + x2(t) + t2

)
dt → extr,

x(0) = 1, x′(0) = 0, x(π/2) = 0, x′(π/2) = −1.

Розв’язання. 1. Рiвняння Ейлера – Пуассона має вигляд

x(4) − x = 0.

Його загальний розв’язок такий:

x(t) = C1e
t + C2e

−t + C3 cos(t) + C4 sin(t).

2. Невiдомi константи C1, C2, C3, C4 обчислимо за граничними
умовами, дiстанемо C1 = 0, C2 = 0, C3 = 1, C4 = 0.

Вiдповiдь. Єдина допустима екстремаль функцiонала задачi –
функцiя x(t) = cos(t).
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Приклад 3.16. Визначити екстремаль функцiонала

J(x(·)) =
w l

−l

(
1

2
µ(y′′)2 + ρy

)
dx → extr,

y(−l) = 0, y′(−l) = 0, y(l) = 0, y′(l) = 0.

До цiєї варiацiйної задачi зводиться задача про визначення осi
вигнутої пружної цiлиндричної балки, закрiпленої на кiнцях.

Розв’язання. 1. Якщо балка однорiдна, то ρ, µ — сталi, i рiв-
няння Ейлера – Пуассона має вигляд

ρ+
d2

dx2
(µy′′) = 0 або y(4) = −ρ

µ
.

Загальний розв’язок цього рiвняння такий:

y = − ρ

24µ
x4 + C1x

3 + C2x
2 + C3x+ C4.

2. Використовуючи граничнi умови, дiстанемо

y = − ρ

24µ

(
x2 − l2

)2
.

Вiдповiдь. Єдина допустима екстремаль функцiонала задачi —
крива y = − ρ

24µ

(
x2 − l2

)2
.

3.6. Функцiонали, що залежать вiд похiдних вищого
порядку векторних функцiй

Розглянемо задачу зi старшими похiдними на множинi вектор-
них функцiй

J(x1(·), . . . , xm(·)) =

=
w t1

t0
L(t, x1(t), . . . , x

(n1)
1 (t), x2(t), . . . , x

(nm)
m (t)) dt → extr, (3.15)

x
(j)
k (t0) = x0kj , x

(j)
k (t1) = x1kj , k = 1,m, j = 0, nk − 1, (3.16)

де xk(·) ∈ Cnk [t0, t1],R), k = 1,m.
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Теорема 3.4. Нехай x̂k(·), k = 1,m — розв’язок екстремальної
задачi (3.15)–(3.16). Тодi функцiї x̂k(·) задовольняють систему
рiвнянь Ейлера – Пуассона

nk∑
i=0

(−1)j
dj

dtj
L′
x
(j)
k

(t, x̂1(t), . . . , x̂
(n1)
1 (t), . . . , x̂(nm)

m (t)) = 0, k = 1,m.

(3.17)

Розв’язки цiєї системи диференцiальних рiвнянь, якi задоволь-
няють граничнi умови, будуть екстремалями задачi (3.15)–(3.16).

3.7. Задача Лагранжа на множинi функцiй багатьох
змiнних

Нехай G — замкнута обмежена область у просторi R2 iз глад-
кою границею ∂G. Розглянемо екстремальну задачу вигляду

J(z(·)) =
x
G

L

(
x, y, z(x, y),

∂

∂x
z(x, y),

∂

∂y
z(x, y)

)
dx dy → extr

(3.18)
у класi допустимих функцiй iз простору C1(G) один раз неперерв-
но диференцiйовних за всiма змiнними функцiй z(x, y), що набу-
вають на границi ∂G областi G заданих значень z(x, t) = v(x, y),
(x, y) ∈ ∂G. Простiр C1(G) є лiнiйним нормованим простором iз
нормою

∥z(·)∥1 = max

{
max

(x,y)∈G
|z(x, y)|, max

(x,y)∈G

∣∣∣∣ ∂∂xz(x, y)
∣∣∣∣, max

(x,y)∈G

∣∣∣∣ ∂∂yz(x, y)
∣∣∣∣}.

Обчислимо першу варiацiю Лагранжа функцiонала J(z(·)). Дi-
станемо

δJ(z(·), h(·)) =
x
G

[
L′
zh(x, y)+L′

p

∂

∂x
h(x, y)+L′

q

∂

∂y
h(x, y)

]
dx dy,

де

p =
∂

∂x
z(x, y), q =

∂

∂y
z(x, y), L = L(x, y, z, p, q).
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Теорема 3.5. Нехай ẑ(·) — розв’язок екстремальної задачi
(3.18). Тодi функцiя ẑ(·) задовольняє рiвняння Ейлера – Остро-
градського

L′
z −

∂

∂x
{L′

p} −
∂

∂y
{L′

q} = 0 (3.19)

iз граничними умовами z(x, y) = v(x, y), (x, y) ∈ ∂G.

Приклад 3.17. Визначити екстремалi функцiонала

J(x(·)) =
x
G

[(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2]
dx dy → extr,

z(x, y) = v(x, y), (x, y) ∈ ∂G.

Розв’язання. Складемо рiвняння Ейлера – Остроградського. Це
рiвняння матиме вигляд

∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2
= 0 або ∆z = 0.

Рiвняння Ейлера – Остроградського цiєї задачi перетворюється на
рiвняння Лапласа. Щоб знайти екстремалi функцiонала, потрiбно
визначити неперервну функцiю z(x, y), яка задовольняє рiвняння
Лапласа на границi областi G i набуває заданих значень v(x, y).
Це одна з основних задач математичної фiзики — задача Дiрiхле.

Отже, екстремалi цiєї задачi варiацiйного числення – це
розв’язки задачi Дiрiхле.

Приклад 3.18. Визначити екстремалi функцiонала

J(x(·)) =
x
G

[(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

+ 2zf(x, y)

]
dx dy → extr,

z(x, y) = v(x, y), (x, y) ∈ ∂G.

Розв’язання. Складемо рiвняння Ейлера – Остроградського. Воно
має вигляд

∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2
= f(x, y) або ∆z = f(x, y).
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Рiвняння Ейлера – Остроградського цiєї задачi перетворюється
на рiвняння Пуассона.

Отже, екстремаль функцiонала — це неперервна функцiя
z(x, y), яка задовольняє рiвняння Пуассона i набуває заданих зна-
чень v(x, y) на границi областi G.

Приклад 3.19. Визначити поверхню мiнiмальної площi, що натя-
гнута на заданий просторовий контур C.

Розв’язання. Задача зводиться до дослiдження на мiнiмум
функцiонала

S(z(·)) =
x
G

(
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2) 1
2

dx dy.

Складемо рiвняння Ейлера – Остроградського. Воно має вигляд

∂

∂x

{
p

(1 + p2 + q2)
1
2

}
+

∂

∂y

{
q

(1 + p2 + q2)
1
2

}
= 0

або

∂2z

∂x2

[
1 +

(
∂z

∂y

)2]
− 2

∂z

∂x

∂z

∂y

∂2z

∂x∂y
+

∂2z

∂y2

[
1 +

(
∂z

∂x

)2]
= 0.

Отже, поверхня мiнiмальної площi має нульову середню кри-
визну в кожнiй точцi. Фiзичною реалiзацiєю мiнiмальних повер-
хонь є мильнi плiвки, що натягнутi на заданий контур C.

Нехай G — замкнута обмежена область у просторi Rn iз глад-
кою границею ∂G. Розглянемо задачу на екстремум у класi фун-
кцiй z(x1, x2, . . . , xn) n змiнних iз простору C1(G), що набувають
на границi ∂G областi G фiксованих значень:

J(z(·)) =
w
· · ·

w
G

L(x1, . . . , xn, z, p1, . . . , pn) dx1 . . . dxn → extr,

(3.20)

z(x1, . . . , xn) = v(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ ∂G,

де pk = ∂z
∂xk

, k = 1, . . . , n.
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Теорема 3.6. Нехай ẑ(·) — розв’язок задачi (3.20). Тодi функцiя
ẑ(·) задовольняє рiвняння Ейлера – Остроградського

L′
z −

n∑
k=1

∂

∂xk
{L′

pk
} = 0. (3.21)

Якщо функцiя L пiд iнтегралом залежить вiд похiдних бiльш
високого порядку, то, застосовуючи перетворення такi, як при ви-
веденнi рiвняння Ейлера – Остроградського, дiстанемо рiвняння,
аналогiчне рiвнянням Ейлера – Пуассона.

Функцiя ẑ(x, y), що дає екстремум функцiонала

J(z(·)) =
x
G

L

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y
,
∂2z

∂x∂y
,
∂2z

∂y2

)
dx dy,

задовольняє рiвняння четвертого порядку в частинних похiдних

L′
x −

∂

∂x
{L′

p} −
∂

∂y
{L′

q}+
∂2

∂x2
{L′

r}+
∂2

∂x∂y
{L′

s}+
∂2

∂y2
{L′

t} = 0,

де

p =
∂z

∂x
, q =

∂z

∂y
, r =

∂2z

∂x2
, s =

∂2z

∂x∂y
, t =

∂2z

∂y2
.

Приклад 3.20. Функцiя z(x, y), що дає екстремум функцiонала

I(z(·)) =
x
G

[(
∂2z

∂x2

)2

+

(
∂2z

∂y2

)2

+ 2

(
∂2z

∂x∂y

)2]
dx dy,

задовольняє так зване бiгармонiчне рiвняння

∂4z

∂x4
+ 2

∂4z

∂x2∂y2
+

∂4z

∂y4
= 0,

яке коротко записується так: ∆∆z = 0.
Функцiя ẑ(x, y), що дає екстремум функцiонала

J(z(·)) =
x
G

[(
∂2z

∂x2

)2

+

(
∂2z

∂y2

)2

+ 2

(
∂2z

∂x∂y

)2

− 2zf(x, y)

]
dx dy,

задовольняє рiвняння ∆∆z = f(x, y).
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До бiгармонiчного рiвняння приведуть також задачi на екс-
тремум функцiонала

J(z(·)) =
x
G

(
∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2

)2

dx dy

та функцiонала бiльш загального вигляду

J(z(·)) =
x
G

{(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)2

−2(1−µ)
[
∂2z

∂x2
∂2z

∂y2
−
(

∂2z

∂x∂y

)2]}
dx dy,

де µ — параметр.

3.8. Задача Больца. Умови трансверсальностi

Найпростiша задача варiацiйного числення (задача Лагранжа
на множинi функцiй iз закрiпленими кiнцями) — це задача з обме-
женнями. Граничнi умови x(t0) = x0, x(t1) = x1 утворюють два
обмеження типу рiвностi.

Задача Больца — задача дослiдження на екстремум функцiо-
нала

B(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt+ l(x(t0), x(t1)) → extr (3.22)

у просторi C1([t0, t1],R) – це задача без обмежень. Вважається, що
функцiя L(t, x, x′) задовольняє такi самi умови, як i в найпростi-
шiй задачi, тобто вона неперервна i неперервно диференцiйовна
за кожною iз двох змiнних x, x′, а функцiя l(x0, x1) неперервно
диференцiйовна за кожною iз двох змiнних.

Теорема 3.7 (необхiднi умови екстремуму в задачi Боль-
ца). Нехай функцiя x̂(·) ∈ C1([t0, t1],R) — розв’язок задачi (3.22).
Тодi вона задовольняє рiвняння Ейлера

L′
x(t, x̂(t), x̂

′(t)) =
d

dt
L′
x′(t, x̂(t), x̂′(t)) (3.23)
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та умови трансверсальностi:

L′
x′(t0, x̂(t0), x̂

′(t0)) =
∂

∂x0
l(x̂(t0), x̂(t1)),

L′
x′(t1, x̂(t1), x̂

′(t1)) = − ∂

∂x1
l(x̂(t0), x̂(t1)).

Як i в задачi Лагранжа, ми маємо диференцiальне рiвняння
другого порядку та двi граничнi умови — умови трансверсаль-
ностi. Цими умовами користуються щоб визначити двi невiдо-
мi константи, якi входять у загальний розв’язок диференцiаль-
ного рiвняння другого порядку. У тому випадку, коли функцiя
l(x0, x1) = 0, задача Больца перетворюється на задачу Лагранжа
на множинi функцiй iз вiльними (незакрiпленими) кiнцями. Тому
iз теореми випливає такий наслiдок.

Теорема 3.8. Якщо функцiя x̂(·) ∈ C1([t0, t1],R) — розв’язок за-
дачi Лагранжа на множинi функцiй iз вiльними (незакрiплени-
ми) кiнцями

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt → extr,

то x̂(·) задовольняє рiвняння Ейлера (3.23) та граничнi умови

L′
x′(tk, x̂(tk), x̂

′(tk)) = 0, k = 0, 1.

3.9. Задача Больца для векторних функцiй

Необхiднi умови екстремуму у векторнiй задачi Больца

B(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x1(t), . . . , xn(t), x

′
1(t), . . . , x

′
n(t)) dt+

+ l(x1(t0), . . . , xn(t0), x1(t1), . . . , xn(t1)) → extr (3.24)

мають такий самий вигляд, як i в скалярнiй задачi.

Теорема 3.9. Нехай функцiя x̂(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) — розв’язок
задачi Больца (3.24). Тодi компоненти x̂k(·), k = 1, n, функцiї
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x̂(·) задовольняють систему рiвнянь Ейлера

L′
xj
(t, x̂1(t), . . . , x̂n(t), x̂

′
1(t), . . . , x̂

′
n(t)) =

=
d

dt
L′
x′
j
(t, x̂1(t), . . . , x̂n(t), x̂

′
1(t), . . . , x̂

′
n(t)), j = 1, 2, . . . , n, (3.25)

та умови трансверсальностi

L′
x′
j
(t, x̂1(tk), . . . , x̂n(tk), x̂

′
1(tk), . . . , x̂

′
n(tk)) =

= (−1)k
∂

∂xj(tk)
l(x̂1(t0), . . . , x̂n(t0), x̂

′
1(t1), . . . , x̂

′
n(t1)),

k = 0, 1; j = 1, 2, . . . , n.

Теорема 3.10. Якщо функцiя x̂(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) — розв’язок
задачi Лагранжа на множинi векторних функцiй iз вiльними
(незакрiпленими) кiнцями

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x1(t), . . . , xn(t), x

′
1(t), . . . , x

′
n(t)) dt → extr,

то x̂(·) задовольняє систему рiвнянь Ейлера (3.25) та граничнi
умови

L′
x′
j
(tk, x̂1(tk), . . . , x̂n(tk), x̂

′
1(tk), . . . , x̂

′
n(tk)) = 0, k = 0, 1.

Приклад 3.21. Розв’язати задачу

B(x(·)) =
w 1

0
((x′)2(t)− x(t)) dt+ x2(1) → extr .

Розв’язання. 1. Складемо рiвняння Ейлера

L′
x = −1, L′

x′ = 2x′,
d

dt
L′
x′ = 2x′′,

L′
x =

d

dt
L′
x′ ⇐⇒ 2x′′ = −1.

Загальний розв’язок рiвняння Ейлера має вигляд

x(t) = −t2/4 + C1t+ C2.
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2. Запишемо умови трансверсальностi

L̂′
x′(0) = l̂′x0

⇐⇒ x̂′(0) = 0;

L̂′
x′(1) = −l̂′x1

⇐⇒ x̂′(1) = −x̂(1).

3. Визначимо допустимi екстремалi. З умов трансверсальностi
дiстанемо такi значення невiдомих констант: C1 = 0, C2 = 3/4.

Отже, задача має одну допустиму екстремаль: x̂(t) = (3−t2)/4.
4. Покажемо, що ця екстремаль дає абсолютний мiнiмум задачi.
Дiйсно, для будь-якої функцiї h(·) ∈ C1([0, 1],R)

B(x̂(·) + h(·))−B(x̂(·)) =

=
w 1

0
2x̂′h′ dt+

w 1

0
(h′)2 dt−

w 1

0
h dt+ 2x̂(1)h(1) + h2(1).

Iнтегруємо частинами i врахуємо, що x̂(t) = (3− t2)/4, тодi

B(x̂(·) + h(·))−B(x̂(·)) = 2x̂′h
∣∣1
0
−

w 1

0
(2x̂′′ + 1)h dt+

+
w 1

0
(h′)2 dt+ 2x̂(1)h(1) + h2(1) =

=
w 1

0
(h′)2 dt+ h2(1) ≥ 0.

Вiдповiдь. x̂(t) = (3− t2)/4 ∈ absmin .

Приклад 3.22. Визначити екстремалi функцiонала

B(x1(·), x2(·)) =
w 1

0
(x′1(t)x

′
2(t) + x1(t)x2(t)) dt+

+ x1(0)x2(1) + x1(1)x2(0) → extr .

Розв’язання. 1. Складемо систему рiвнянь Ейлера

L′
x1

= x2, L′
x′
1
= x′2,

d

dt
L′
x′
1
= x′′2,

L′
x2

= x1, L′
x′
2
= x′1,

d

dt
L′
x′
2
= x′′1.

Отже, x′′2 = x2, x′′1 = x1.
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Загальний розв’язок цих рiвнянь такий:

x̂1(t) = C1e
t + C2e

−t, x̂2(t) = A1e
t +A2e

−t.

2. Щоб скласти умови трансверсальностi, обчислимо

L̂′
x′
1
(0) = x̂′2(0) = A1 −A2, l̂′x1(0)

= x̂2(1) = A1e+A2e
−1,

L̂x′
1
(1) = x̂′2(1) = A1e−A2e

−1, l̂′x1(1)
= x̂2(0) = A1 +A2,

L̂′
x′
2
(0) = x̂′1(0) = C1 − C2, l̂′x2(0)

= x̂1(1) = C1e+ C2e
−1,

L̂′
x′
2
(1) = x̂′1(1) = C1e+ C2e

−1, l̂′x2(1)
= x̂1(0) = C1 + C2.

Умови трансверсальностi мають вигляд

L̂′
x′
1
(0) = l̂′x1(0)

⇐⇒ A1 −A2 = A1e+A2e
−1,

L̂x′
1
(1) = −l̂′x1(1)

⇐⇒ A1e−A2e
−1 = −A1 −A2,

L̂′
x′
2
(0) = l̂′x2(0)

⇐⇒ C1 − C2 = C1e+ C2e
−1,

L̂′
x′
2
(1) = −l̂′x2(1)

⇐⇒ C1e− C2e
−1 = −C1 − C2.

Отримали систему рiвнянь

A1(1− e)−A2

(
1 + e−1

)
= 0, A1(1 + e) +A2

(
1− e−1

)
= 0,

C1(1− e)− C2

(
1 + e−1

)
= 0, C1(1 + e) + C2

(
1− e−1

)
= 0,

з яких випливає, що C1 = C2 = A1 = A2 = 0.
Вiдповiдь. Допустимi екстремалi задачi: x̂1(t) ≡ 0, x̂2(t) ≡ 0.

3.10. Задача Больца на множинi функцiй багатьох
змiнних

Дослiдимо на екстремум функцiонал

B(z(·)) =
x
G

L(x, y, z, zx, zy) dx dy +
w
∂G

F (s, z, zs) ds (3.26)

у класi C1(G) один раз неперервно диференцiйовних в областi G
функцiй z(x, y), (x, y) ∈ G. Функцiя L(x, y, z, zx, zy), як i функцiя
F (s, z, zs), неперервно диференцiйовна.
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Теорема 3.11. Якщо функцiя ẑ(·) ∈ C1(G) — розв’язок задачi
(3.26), то вона задовольняє рiвняння Ейлера — Остроградського
(3.19) та граничнi умови

L′
zx

dy

ds
− L′

zy

dx

ds
+ F ′

z −
d

ds
F ′
zs = 0, (x, y) ∈ ∂G.

Теорема 3.12. Якщо функцiя ẑ(x, y) ∈ C1(G) — розв’язок зада-
чi Лагранжа на множинi функцiй iз вiльними (незакрiпленими)
граничними значеннями

J(z(·)) =
x
G

L(x, y, z, zx, zy) dx dy → extr,

то функцiя ẑ(·) задовольняє рiвняння Ейлера – Остроградського
(3.19) та граничнi умови

L′
zx

dy

ds
− L′

zy

dx

ds
= 0, (x, y) ∈ ∂G.

Приклад 3.23. Визначити екстремалi функцiонала

B(z(·)) =
x
G

(z2x + z2y) dx dy +
x
∂G

σz2 ds → extr .

Розв’язання. Складемо рiвняння Ейлера — Остроградського. Во-
но має вигляд

∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2
= 0.

Отже, екстремалi функцiонала — це розв’язки задачi Дiрiхле з
граничними умовами

∂z

∂n
+ σz = 0, (x, y) ∈ ∂G,

де через ∂z
∂n позначена операцiя диференцiювання по зовнiшнiй

нормалi до кривої ẑ(·).
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3.11. Задачi для самостiйного розв’язування

Знайти допустимi екстремалi функцiоналiв.

3.1.
br
a
(2tx+ (t2 + ex)x′) dt → extr, x(a) = c, x(b) = d.

3.2.
πr
0

(
(x′)2 − x2

)
dt → extr, x(0) = 1, x(π) = −1.

3.3.
1r
0

(
(x′)2 + x2

)
dt → extr, x(0) = 0, x(1) = 1.

3.4.
π/2r
0

(
x2 − (x′)2 − 8x cosh(t)

)
dt → extr, x(0) = 2,

x(π/2) = 2 cosh(π/2).

3.5.
3π/2r
0

(
(x′)2 − x2 − 4x sin(t)

)
dt → extr, x(0) = 0, x(3π/2) = 0.

3.6.
1r
0

(
(x′)2 + 4x2

)
dt → extr, x(0) = e2, x(1) = 1.

3.7.
1/2r
0

√
1+(x′)2

x dt → extr, x(0) = 1, x(1/2) =
√

3/2.

3.8.
ln(2)r
0

(
(x′)2 + 3x2

)
e2t dt → extr, x(0) = 0, x(ln(2)) = 15/8.

3.9.
2r
1

(
(x′1)

2 + x22 + (x′2)
2
)
dt → extr, x1(1) = 1, x1(2) = 2,

x2(1) = 0, x2(2) = 1.

3.10.
πr
0

(
2x1x2 − 2x21 + (x′1)

2 − (x′2)
2
)
dt → extr, x1(0) = 0,

x1(π) = 1, x2(0) = 0, x2(π) = −1.

3.11.
π/4r
0

(
2x2 − 4x21 + (x′1)

2 − (x′2)
2
)
dt → extr, x1(0) = 0,

x1(π/4) = 1, x2(0) = 0, x2(π/4) = 1.

3.12.
1r

−1

(
2tx1 − (x′1)

2 + (x′2)
3/3
)
dt → extr, x1(1) = 0,

x1(−1) = 2, x2(1) = 1, x2(−1) = −1.

3.13.
1r
0

(
(x′1)

2 + (x′2)
2 + 2x1

)
dt → extr, x1(0) = 1, x1(1) = 3/2,
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x2(0) = 0, x2(1) = 1.

3.14.
br
a

(
2x1 cos(t) + 2x22 + 2x′1x

′
2 + (x′1)

2 − (x′2)
2
)
dt → extr .

3.15.
1r
0

(
(x′1)

2 + (x′2)
2 − 2x1x2

)
dt → extr, x1(0) = 0,

x1(1) = sinh(1), x2(0) = 0, x2(1) = − sinh(1).

3.16.
1r
0

(
x21 + x22 + 2x′1x

′
2

)
dt → extr, x1(0) = x2(0) = 0,

x1(1) = x2(1) = sinh(1).

3.17.
1r
0

(
x′1x

′
2 + x1x2

)
dt → extr, x1(0) = x2(0) = 1, x1(1) = e,

x2(1) = 1/e.

3.18.
π/2r
0

(
x′1x

′
2 − x1x2

)
dt → extr, x1(0) = x2(0) = 0,

x1(π/2) = 1, x2(π/2) = −1.

3.19.
1r
0

(
x′1x

′
2 + 6tx1 + 12t2x2

)
dt → extr, x1(0) = x2(0) = 0,

x1(1) = x2(1) = 1.

3.20.
π/2r
0

(
(x′1)

2 + (x′3)
2 + 2x1x2 + 2x2x3

)
dt → extr, x1(0) = 1,

x3(0) = 1, x2(0) = −1, x1(π/2) = π/2, x2(π/2) = 0,
x3(π/2) = −π/2.

3.21.
1r
0

(
x2 + 2(x′)2 + (x′′)2

)
dt → extr, x(0) = x(1) = 0,

x′(0) = 1, x′(1) = − sinh(1).

3.22.
0r

−1

(
240x− (x

′′′
)2
)
dt → extr, x(−1) = 1, x(0) = 0,

x′(−1) = −9/2, x′(0) = 0, x′′(−1) = 16, x′′(0) = 0.

3.23.
br
a

(
(x′)2 + xx′′

)
dt → extr, x(a) = A1, x′(A) = A2,

x(b) = B1, x′(b) = B2.

3.24.
π/2r
0

(
(x

′′′
)2 − (x′′)2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = x′′(π/2) = 0,

x(π/2) = x′(π/2) = x′′(0) = 1.
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3.25.
πr
0

(
(x

′′′
)2 − (x′′)2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0,

x′′(π) = 0, x(π) = π, x′(π) = 2.

3.26.
πr
0

(
(x

′′′
)2 − (x′)2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0,

x′′′(0) = 0, x(π) = x′′(π) = sinh(π), x′(π) = cosh(π) + 1.

3.27.
1r
0

1r
0

ez
′
y sin(z′y) dx dy → extr, z(x, 0) = 0, z(x, 1) = 1.

3.28.
πr
0

(
(x′)2 − x2 − 2x sin(t)

)
dt+ x2(0) + x2(π) → extr .

3.29.
π/2r
0

(
(x′)2 − x2

)
dt− x2(π/2) + 2x(π/2) → extr .

3.30.
ln(2)r
0

(
(x′)2 + 2x2

)
et dt+ (x(0)− 9)x(ln(2)) → extr .

3.31.
er
1

2x′(tx′ + x) dt+ 3x2(1)− x2(e)− 4x(e) → extr .

3.32.
3r
0

4x2(x′)2 dt+ x4(0)− x(3) → extr .

3.33.
1r
0

ex(x′)2 dt+ 4ex(0) + 32e−x(1) → extr .

3.34.
1r
0

et+1
(
(x′)2 + 2x2

)
dt+ 2x(1)(x(0) + 1) → extr .

3.35.
e−1r
0

(t+ 1)(x′)2 dt+ 2x(0)(x(e− 1) + 1) → extr .

3.36.
2r
1

t2(x′)2 dt− 2x(1) + x2(2) → extr .

3.37
π/2r
0

(
(x′)2 − x2 − 2x

)
dt− 2x2(0) + x2(π/2) → extr .
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4. Варiацiйнi задачi з рухомими границями

4.1. Задачi Больца та Лагранжа

Нехай ∆ — скiченний замкнутий вiдрiзок дiйсної прямої.
У просторi C1(∆,Rn) ×R × R, що складається з елементiв
(x(·), t0, t1), розглянемо задачу Больца

B(x(·), t0, t1) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt+ l(t0, x(t0), t1, x(t1)) → extr,

(4.1)
де точки t0, t1 не фiксованi. Вiдомо лише, що t0, t1 ∈ ∆.

Допустимий елемент (x̂(·), t̂0, t̂1) дає слабкий локальний мi-
нiмум (слабкий локальний максимум) функцiонала задачi (4.1),
якщо iснує таке число ε > 0, що для будь-якого iншого допусти-
мого елемента (x(·), t0, t1) ∈ C1(∆,Rn)×R×R, який задовольняє
умови |t0 − t̂0| < ε, |t1 − t̂1| < ε, ∥x(·)− x̂(·)∥C1(∆,Rn) < ε, виконує-
ться нерiвнiсть

B
(
x̂(·), t̂0, t̂1

)
≤ B(x(·), t0, t1)

(
B
(
x̂(·), t̂0, t̂1

)
≥ B(x(·), t0, t1)

)
.

Для того, щоб знайти екстремалi функцiонала (4.1), викори-
стаємо необхiдну умову екстремуму першого порядку. Нехай фун-
кцiї L = L(t, x, x′), l = l(t0, x0, t1, x1) та їхнi частиннi похiднi Lx,
Lx′ , ltj , lxj , j = 0, 1, неперервнi.

Необхiднi умови екстремуму в задачi Больца на множинi фун-
кцiй iз вiльними границями наведенi в теоремi 4.1.

Теорема 4.1 (необхiднi умови екстремуму задачi Больца).
Якщо елемент (x̂(·), t̂0, t̂1) простору C1(∆,Rn)×R×R дає слабкий
локальний екстремум функцiонала задачi Больца (4.1), то x̂(t),
t̂0 ≤ t ≤ t̂1, задовольняє:
1) рiвняння Ейлера

L̂x(t) =
d

dt
L̂x′(t), t ∈ [t̂0, t̂1];

2) умови трансверсальностi по x

L̂x′(tj) = (−1)j l̂xj , j = 0, 1;
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3) умови стацiонарностi по t

(−1)j+1L̂(t̂j) + l̂tj + l̂xj x̂
′(t̂j) = 0, j = 0, 1.

Зауваження 4.1. Умови стацiонарностi по t записуються лише
тодi, коли задача дослiджується на множинi функцiй iз вiльними
границями.

Необхiднi умови екстремуму в задачi Лагранжа на множинi
функцiй iз вiльними границями наведенi в теоремi 4.2.

Теорема 4.2 (необхiднi умови в задачi Лагранжа). Якщо
елемент (x̂(·), t̂0, t̂1) простору C1(∆,Rn) × R × R дає локальний
екстремум функцiонала задачi Лагранжа

J(x(·), t0, t1) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt → extr, (4.2)

то (x̂(·), t̂0, t̂1) задовольняє:
1) рiвняння Ейлера

L̂x(t) =
d

dt
L̂x′(t);

2) умови трансверсальностi по x

L̂x′(t̂0) = 0, L̂x′(t̂1) = 0;

3) умови стацiонарностi по t0, t1

L̂(t̂0) = 0, L̂(t̂1) = 0.

Зауваження 4.2. Граничнi умови в задачi Лагранжа (4.2) вiдсу-
тнi. Тому вона i називається задачею Лагранжа на множинi фун-
кцiй iз вiльними границями. Умови стацiонарностi по t записую-
ться тiльки для таких задач.

Приклад 4.1. Дослiдити на екстремум функцiонал

J(x(·), T ) =
w T

0

(
(x′)2 − x+ 1

)
dt → extr, x(0) = 0.
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Розв’язання. Це задача Лагранжа на множинi функцiй iз фiксо-
ваним лiвим кiнцем та вiльним правим кiнцем, тому умова транс-
версальностi та умова стацiонарностi по T записуються тiльки на
правому кiнцi. Скористаємось необхiдними умовами екстремуму.

1. Складемо рiвняння Ейлера для iнтегранта L = (x′)2−x+1.
Рiвняння має вигляд

L̂x =
d

dt
L̂x′ ⇐⇒ 2x′′ = −1, x = − t2

4
+ C1t+ C2.

Загальний розв’язок рiвняння x = − t2

4 + C1t + C2. Iз граничної
умови x(0) = 0 випливає, що C2 = 0.

2. Для визначення невiдомих C1, T̂ використаємо умову транс-
версальностi по x

L̂x′
∣∣
t=T̂

= 0, 2x′(T̂ ) = 0 ⇐⇒ −T̂ + 2C1 = 0, T̂ = 2C1

та умову стацiонарностi по T

L(T̂ ) = 0 ⇐⇒ (x′)2(T̂ )− x(T̂ ) + 1 = 0,

(2C1 − T̂ )2 − (4c1T̂ − T̂ 2) + 4 = 0,

T̂ 2 = 4, T̂ = 2, C1 = 1.

Отже, iснує одна екстремаль x̂ = t− t2/4 на вiдрiзку [0, 2].
3. Покажемо, що вона не дає локального екстремуму. Дiйсно,

для x̂ = t− t2/4 маємо

J(x̂(·), T ) =
w T

0

(
(x̂′)2 − x̂+ 1

)
dt =

=
w T

0

(
(1− t/2)2 − (t− t2/4) + 1

)
dt =

(T − 2)3

6
+

4

3
.

При T близьких до T̂ = 2 значення функцiонала J(x̂(·), T ) можуть
бути як меншi, так i бiльшi J(x̂, T̂ ). Крiм того, для послiдовностi
пар xn(t) = t, Tn = n маємо J(xn(·), Tn) → −∞. Отже, Smin = −∞,
аналогiчно показуємо, що Smax = +∞.

Вiдповiдь. Екстремаль x̂ = t−t2/4 задовольняє необхiднi умови
екстремуму функцiонала, але x̂ /∈ locextr .
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4.2. Задача Лагранжа iз рухомими границями

Розглянемо у просторi C1(∆,R)× R× R задачу на екстремум
функцiонала

J(x(·), t0, t1) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt → extr, (4.3)

iз двома рухомими границями

x(t0) = φ0(t1), x(t1) = φ1(t1). (4.4)

У цiй задачi точки t0, t1 ∈ ∆ не фiксованi, ∆ — заданий вiдрiзок
числової прямої.

Необхiднi умови екстремуму в задачi Лагранжа на множинi
функцiй iз рухомими границями сформульованi в теоремi 4.3.

Теорема 4.3 (необхiднi умови в задачi Лагранжа). Нехай
функцiя L(t, x, x′) та її частиннi похiднi Lx(t, x, x

′), Lx′(t, x, x′)
неперервнi, а функцiї φ0(t), φ1(t) неперервно диференцiйовнi.
Якщо елемент (x̂(·), t0, t1) простору C1(∆,R)×R×R такий, що
x̂(t0) = φ0(t̂0), x̂(t1) = φ1(t̂1) дає локальний екстремум функцiо-
нала задачi (4.3), (4.4), то (x̂(·), t0, t1) задовольняє:
1) рiвняння Ейлера

L̂x(t) =
d

dt
L̂x′(t), t ∈ [t̂0, t̂1];

2) умови трансверсальностi

L̂(t̂j) = L̂x′(t̂j)(x̂
′(t̂j)−φ′

j(t̂j)), j = 0, 1.

Зауваження 4.3. 1. Нехай точка tj фiксована, а гранична умова
у цiй точцi вiдсутня. Це означає, що гранична точка рухається
по вертикальнiй прямiй, тодi умова трансверсальностi має вигляд
L̂x′(tj) = 0.

2. Нехай точка tj не фiксована, а гранична умова має вигляд
x(tj) = a. Це означає, що гранична точка рухається по горизон-
тальнiй прямiй. Цього разу умова трансверсальностi така:

L̂(t̂j)− x̂′(t̂j)L̂x′(t̂j) = 0.
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Приклад 4.2. Записати умову трансверсальностi для функцiонала

J(x(·)) =
w t1

t0
f(t, x)earctan(x

′)
√

1 + (x′)2 dt, f(t, x) ̸= 0.

Розв’язання. Нехай лiвий кiнець екстремалi фiксований, x(t0) =
= x0, а правий кiнець рухається по кривiй x = ψ(t). Оскiльки

Lx′ = f(t, x)earctan(x
′)(1 + x′)

1√
1 + (x′)2

,

то умова трансверсальностi[
L− (ψ′ − x′)Lx′

]∣∣
t=t1

= 0

має вигляд [
f(t, x)earctan(x

′)
√

1 + (x′)2+

+(ψ′ − x′)f(t, x)earctan(x
′) 1 + x′√

1 + (x′)2

]∣∣∣∣
t=t1

= 0.

Оскiльки f(t, x) ̸= 0, то матинемо ψ′−x′

1−ψ′x′ = −1.
Вiдповiдь. Умова трансверсальностi в точцi (t1, x1) така:

ψ′(t1)− x′(t1)

1−ψ′(t1)x′(t1)
= −1.

А це означає, що екстремалi x̂ = x(t) перетинають криву x = ψ(t)
пiд кутом π/4.

Приклад 4.3. Визначити вiдстань мiж параболою x = t2 i прямою
x = t− 5.
Розв’язання. Щоб розв’язати задачу, потрiбно дослiдити на екс-
тремум функцiонал

J(x(·), t0, t1) =
w t1

t0

√
1 + (x′)2 dt

на множинi функцiй iз рухомими границями φ0(t) = t2, φ1(t) =
= t − 5. Це задача Лагранжа на множинi функцiй iз рухомими
границями. Використаємо необхiднi умови екстремуму.
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1. Рiвняння Ейлера

√
1 + (x′)2 − (x′)2√

1 + (x′)2
= C

має розв’язки x(t) = C1t+ C2.
2. Умови трансверсальностi

[√
1 + (x′)2 + (2t− x′)

x′√
1 + (x′)2

]∣∣∣∣
t=t0

= 0,[√
1 + (x′)2 + (1− x′)

x′√
1 + (x′)2

]∣∣∣∣
t=t1

= 0.

3. Граничнi умови x(t0) = t20, x(t1) = t1 − 5.
Маємо рiвняння C1t0 + C2 = t20, C1t1 + C2 = t1 − 5. Отже, ми

знайшли систему чотирьох рiвнянь для визначення невiдомих C1,
C2, t̂0, t̂1: √

1 + C2
1 + (2t0 − C1)

C1√
1 + C2

1

= 0,√
1 + C2

1 + (1− C1)
C1√
1 + C2

1

= 0,

C1t0 + C2 = t20, C1t1 + C2 = t1 − 5.

Розв’язавши цю систему, матимемо C1 = −1, C2 = 3/4, t̂0 = 1/2,
t̂1 = 23/8.
Вiдповiдь. Рiвняння екстремалi x̂ = −t+ 3/4. Вiдстань мiж пара-
болою i прямою дорiвнює (19

√
2)/8.

Приклад 4.4. Дослiдити на екстремум функцiонал задачi про бра-
хiстохрону

J(y(·)) =
w x1

0

√
1 + (y′)2
√
y

dx, y(0) = 0,

коли вiдсутня гранична умова y(x1) = y1.
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Розв’язання. У цiй задачi лiвий кiнець траєкторiї фiксований, а
правий рухається по вертикальнiй прямiй. Екстремалями фун-
кцiонала є циклоїди, рiвняння яких, враховуючи умову y(0) = 0,
мають вигляд

x = C1(t− sin(t)), y = C1(t− cos(t)).

Для визначення невiдомої константи C1 використаємо умову
трансверсальностi L̂y′(x̂1) = 0 у виглядi

y′√
y(1 + (y′)2

= 0,

звiдки y′ = 0. Отже, шукана циклоїда повинна перетинати верти-
кальну пряму пiд прямим кутом, тому точка x = x1, y = y1 має
бути вершиною циклоїди. Оскiльки вершинi вiдповiдає значення
t = π, то x1 = C1π, C1 = x1/π.
Вiдповiдь. Екстремаль функцiонала задачi про брахiстохрону на
множинi функцiй таких, що їхнiй лiвий кiнець фiксований, а пра-
вий рухається по вертикальнiй прямiй, визначається рiвняннями

x =
x1
π
(t− sin(t)), y =

x1
π
(1− cos(t)).

Це рiвняння циклоїди.

4.3. Задачi Больца iз рухомими границями

У просторi C1(∆,Rn) × R × R дослiдити на екстремум фун-
кцiонал задачi Больца

B(x(·), t0, t1) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt+Ψ0(t0, x(t0), t1, x(t1)) → extr

(4.5)
за умов

Ψj(t0, x(t0), t1, x(t1)) = 0, j = 1, . . . ,m, (4.6)

де точки t0, t1 ∈ ∆ не фiксованi, ∆ — заданий вiдрiзок число-
вої прямої. Використовуючи метод множникiв Лагранжа, можна
вивести необхiднi умови екстремуму в задачi Больца на множинi
функцiй iз рухомими границями
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Теорема 4.4 (необхiднi умови екстремуму в задачi Боль-
ца). Нехай функцiя L(t, x, x′) та її частиннi похiднi Lx(t, x, x

′),
Lx′(t, x, x′) неперервнi, а функцiї Ψj, j = 0, 1, . . . ,m, неперервно
диференцiйовнi. Якщо елемент (x̂(·), t̂0, t̂1) простору C1(∆,Rn)×
×R × R дає локальний екстремум функцiонала задачi Больца
(4.5), (4.6), то iснують множники Лагранжа λ0, λ1, . . . , λm ∈ R,
якi одночасно не дорiвнюють нулю, i такi, що для функцiї
Лагранжа

L(x(·), t0, t1, λ) =
w t1

t0
λ0L(t, x(t), x

′(t)) dt+ l(t0, x(t0), t1, x(t1)),

де

l =
m∑
j=0

λjΨj(t0, x(t0), t1, x(t1)),

виконуються умови:
1) стацiонарностi по x — рiвняння Ейлера

λ0L̂x(t) =
d

dt
λ0L̂x′(t);

2) трансверсальностi по x

λ0L̂x′(t̂0) = lx(t0), λ0L̂x′(t̂1) = −lx(t1);

3) стацiонарностi по t0, t1 (тiльки на множинi функцiй iз ру-
хомими кiнцями)

L̂t0 = 0 ⇐⇒ −λ0L̂(t̂0) = l̂t0 + l̂x(t0)x̂
′(t̂0) = 0,

L̂t1 = 0 ⇐⇒ λ0L̂(t̂1) = l̂t1 + l̂x(t1)x̂
′(t̂1) = 0.

Наслiдок 4.1. Нехай елемент (x̂(·), ŷ(·), t̂0, t̂1) простору
C1(∆,R) × C1(∆,R) × R × R дає локальний екстремум функцiо-
нала задачi Лагранжа у тривимiрному просторi

J(x(·), y(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), y(t), x′(t), y′(t)) dt,
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коли точка A(t0, x0, y0) рухається по кривiй x = φ0(t), y = ψ0(t),
а точка B(t1, x1, y1) — по кривiй x = φ1(t), y = ψ1(t). Тодi фун-
кцiї x̂(·), ŷ(·) задовольняють рiвняння Ейлера

Lx(t)−
d

dt
Lx′ = 0, Ly(t)−

d

dt
Ly′ = 0

та умови трансверсальностi[
L̂(t)+(φ′

k(t)−x̂′(t))L̂x′(t)+(ψ′
k(t)−ŷ′(t))L̂y′(t)

]∣∣
t=t̂k

= 0, k = 0, 1.

Приклад 4.5. Визначити найкоротшу вiдстань вiд точки
A(t0, x0, y0) до прямої x = at+ b, y = pt+ q.

Розв’язання. Задача зводиться до визначення мiнiмуму функ-
цiонала

J(x(·), y(·)) =
w t1

t0

√
1 + (x′)2 + (y′)2 dt

за умови, що правий кiнець екстремалi лежить на прямiй
x = at+b, y = pt+q, отже, φ1(t) = at+b, ψ1(t) = pt+q. Розв’язки
рiвнянь Ейлера мають вигляд x = C1t+ C2, y = C3t+ C4. З умов
трансверсальностi[√

1 + (x′)2 + (y′)2+
(a− x′)x′√

1 + (x′)2 + (y′)2
+

(p− y′)y′√
1 + (x′)2 + (y′)2

]∣∣∣∣
t=t̂1

= 0

виводимо рiвняння 1+aC1+pC3 = 0. Це умова перпендикулярно-
стi шуканої прямої до заданої. Щоб визначити невiдомi C1, C2, C3,
C4, t̂1 врахуємо те, що пряма проходить через точку A(t0, x0, y0) i
перетинає задану пряму. Дiстанемо 5 рiвнянь:

x0 = C1t0 + C2, y0 = C3t0 + C4,

1 + aC1 + pC3 = 0,

C1t̂1 + C2 = at̂1 + b, C3t̂1 + C4 = pt̂1 + q,

з яких обчислюємо невiдомi константи.
Вiдповiдь. Найкоротша вiдстань дорiвнює довжинi перпендикуля-
ра, опущеного з точки A(t0, x0, y0) на пряму:

h =J(x̂(·), ŷ(·)) =

=

(
t20 + (x0 − b)2 + (y0 − q)2 −

[
t0 + a(x0 − b) + p(y0 − q)

]2
1 + a2 + p2

) 1
2

.
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Наслiдок 4.2. Нехай елемент (ŷ(·), ẑ(·), x̂0, x̂1) простору
C1(∆,R) × C1(∆,R) × R × R дає локальний екстремум функцiо-
нала задачi Лагранжа

J(y(·), z(·)) =
w x1

x0

L(x, y(x), z(x), y′(x), z′(x)) dx,

коли точка A(x0, y0, z0) рухається по поверхнi z = φ0(x, y), а
точка B(x1, y1, z1) рухається по поверхнi z = φ1(x, y). Тодi фун-
кцiї ŷ(·), ẑ(·) задовольняють рiвняння Ейлера та умови транс-
версальностi [

L̂y′ + L̂z′φ̂
′
ky

]∣∣
x=x̂k

= 0,[
L̂− L̂y′ ŷ

′ + L̂z′ + (φ̂′
kx − ẑ′)

]∣∣
x=x̂k

= 0, k = 0, 1;

де φ̂′
kx = φ′

kx(x, ŷ(x)), φ̂
′
ky = φ′

ky(x, ŷ(x)).

Приклад 4.6. Визначити найкоротшу вiдстань вiд точки A(1, 1, 1)
до поверхнi сфери x2+y2+z2 = 1. Задача зводиться до дослiдже-
ння на мiнiмум функцiонала

J(y(·), z(·)) =
w x1

1

√
1 + (y′)2 + (z′)2 dx

за умови, що y(1) = 1, z(1) = 1, а координати точки B(x1, y1, z1)
задовольняють спiввiдношення x2 + y2 + z2 = 1.
Розв’язання. Використаємо необхiднi умови екстремуму.

1. Рiвняння Ейлера задовольняють функцiї

y = C1x+ C2, z = C3x+ C4.

Точка A(1, 1, 1) лежить на екстремалi, тому невiдомi C1, C2, C3,
C4 задовольняють рiвняння C1 + C2 = 1, C3 + C4 = 1.

2. Умови трансверсальностi функцiонала мають вигляд[
y′√

1 + (y′)2 + (z′)2
− z′√

1 + (y′)2 + (z′)2
y√

1− x2 − y2

]∣∣∣∣
x=x̂1

= 0;

[√
1 + (y′)2 + (z′)2 − (y′)2√

1 + (y′)2 + (z′)2
−

−
(
z′ +

x√
1− x2 − y2

)
z′√

1 + (y′)2 + (z′)2

]∣∣∣∣
x=x̂1

= 0.
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Звiдси виводимо рiвняння ẑ1 −C3x̂1 = 0, C1ẑ1 −C3ŷ1 = 0. Оскiль-
ки точка B(x̂1, ŷ1, ẑ1) належить екстремалi, то ẑ1 = C3x̂1 + C4,
ŷ1 = C1x̂1 + C2. Враховуючи складенi рiвняння, обчислимо невi-
домi константи: C1 = 1, C2 = 0, C3 = 1, C4 = 0.

Отже, рiвняння екстремалi таке: y = x, z = x. Точка
B(x̂1, ŷ1, ẑ1) лежить на сферi, тому x̂21 + x̂21 + x̂21 = 1, x1 = ±1/

√
3.

Визначенi спiввiдношення задовольняють двi точки

B1

( 1√
3
,
1√
3
,
1√
3

)
, B2

(
− 1√

3
,− 1√

3
,− 1√

3

)
.

Вiдповiдь. Екстремаль y = x, z = x, що з’єднує точку A з точкою
B1, дає мiнiмум функцiонала: Smin =

√
3− 1, а екстремаль y = x,

z = x, що з’єднує точку A з точкою B2, дає максимум функцiона-
ла.
Приклад 4.7. Визначити умови трансверсальностi пiдiнтеграль-
них функцiй, що мають вигляд L = f(x, y, z)

√
1 + (y′)2 + (z′)2, та

поверхнi z = φ(x, y).
Розв’язання. Умови трансверсальностi можна записати так:(

1 +φ′
xz

′)∣∣
x=x̂1

= 0,
(
y′ +φ′

yz
′)∣∣

x=x̂1
= 0

або у виглядi

1

φ′
x

∣∣∣∣
x=x̂1

=
y′

φ′
y

∣∣∣∣
x=x̂1

=
z′

−1

∣∣∣∣
x=x̂1

. (4.7)

Це умови паралельностi вектора τ⃗(1, y′, z′), дотичного до екстре-
малi в точцi B(x̂1, ŷ1, ẑ1), iз вектором n⃗(φ′

x,φ
′
y,−1) нормалi до

поверхнi z = φ(x, y) у точцi B(x̂1, ŷ1, ẑ1).
Вiдповiдь. Умови трансверсальностi функцiоналiв iз функцiєю L
вказаного вигляду зводяться до умов ортогональностi екстремалi
та поверхнi z = φ(x, y).

Приклад 4.8. Визначити найменшу вiдстань мiж поверхнями
z = φ(x, y), z = ψ(x, y).
Розв’язання. Задачу можна формалiзувати так:

J(y(·), z(·)) =
w x1

x0

√
1 + (y′)2 + (z′)2 dx → min,

z0 = φ(x0, y0), z1 = ψ(x1, y1).
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Екстремалями задачi будуть прямi лiнiї. Функцiя пiд iнтегра-
лом має вигляд, наведений у попередньому прикладi, тому умови
трансверсальностi як у точцi (x0, y0, z0), так i в точцi (x1, y1, z1) —
це умови ортогональностi (4.7).
Вiдповiдь. Екстремум може досягатися лише на прямих, якi ор-
тогональнi як до поверхнi z = φ(x, y) у точцi (x0, y0, z0), так i до
поверхнi z = ψ(x, y) у точцi (x1, y1, z1).

Приклад 4.9. Знайти екстремалi функцiонала задачi

J(x(·)) =
w 1

0
x2(x′)2 dt → extr, (4.8)

x(0) = 0, x(1) = 1.

Розв’язання. Запишемо рiвняння Ейлера

2x(x′)2 − d

dt
(2x2x′) = 0,

xx′′ + (x′)2 = 0 =
d

dt
(xx′),

звiдки xx′ = C1, x2 = 2C1t + C2. Використавши граничнi умови,
дiстанемо x2 = t.
Вiдповiдь. Екстремаль функцiонала (4.8), що з’єднує точки (0, 0),
(1, 1), це парабола x2 = t.

Зауваження 4.4. 1. Величину iнтеграла

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt,

взятого вздовж лiнiї x = x(t) вiд точки A(t0, x0) до точки B(t1, x1),
називають J-довжиною лiнiї x = x(t). Якщо x̂ = x̂(t) — екстре-
маль, то J(x̂(·)) називають геодезичною вiдстанню мiж точками
A, B або J-вiдстанню, а саму екстремаль називають J-прямою.
Якщо вiдстань визначається функцiоналом (4.8), то геодезична
вiдстань J(A,B) мiж точками A(0, 0), B(1, 1) дорiвнює 1/4.

2. Геодезичною вiдстанню точки B до лiнiї L, яка задається
рiвнянням x = φ(t), називають геодезичну вiдстань вiд точки B
до точки A ∈ L таку, що функцiонал J(x(·)) обчислюється вздовж
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екстремалi, яка з’єднує точки A i B, перетинаючи лiнiю L у точцi
A трансверсально. Геодезичним колом називають лiнiю, усi точки
якої перебувають на однаковiй геодезичнiй вiдстанi вiд заданої
точки. Аналогiчно визначаються геодезичний елiпс та геодезична
гiпербола.
Приклад 4.10. Знайти геодезичне коло з центром у точцi (0, 0)
радiуса R, якщо геодезичну вiдстань визначають за допомогою
функцiонала (4.8).
Розв’язання. Екстремалi функцiонала (4.8) задовольняють спiв-
вiдношення x2 = C1t, 2xx′ = C1, x′ = x

2t . З умови трансверсаль-
ностi x2x′(2φ′−x′) = 0 випливає, що кутовий коефiцiєнт дотичної
до геодезичного кола задовольняє рiвняння φ′ = x′/2. Враховую-
чи, що x′ = x/2t, складемо диференцiальне рiвняння геодезичного
кола x′ = x/4t. Отже, рiвняння геодезичного кола таке: x4 = Ct.
Щоб визначити величину C, використаємо те, що точка (C3, C)
лежить на геодезичному колi, а рiвняння геодезичного радiуса
(екстремалi), що проходить через цю точку, таке: x2 = t/C, звiд-
ки xx′ = 1

2C , тому

R =
w C3

0
(xx′)2 dt =

w C3

0
(4C2)−1 dt = C/4.

Отже, C = 4R.
Вiдповiдь. Геодезичне коло радiуса R iз центром у початку коор-
динат описується рiвнянням x4 = 4Rt.

Зауваження 4.5. Уведенi поняття дозволяють говорити про неев-
клiдову геометрiю з диференцiалом дуги ds = L(t, x, x′) dt. Якщо
L =

√
1 + x2, то геодезичнi прямi перетворюються на звичайнi.

Приклад 4.11. Визначити екстремаль функцiонала

J(y(·)) =
w x1

0

√
1 + (y′)2

y
dx,

що з’єднує точку (0, 0) та коло (x− 9)2 + y2 = 9 трансверсально.
Розв’язання. Рiвняння Ейлера вказаного функцiонала має вигляд√

1 + (y′)2

y
− y′

y′√
1 + (y′)2

= C1.
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Пiсля спрощень y
√

1 + (y′)2 = C−1
1 = C. Таке рiвняння можна

зiнтегрувати пiдстановкою y′ = tan(u), тодi

y = C cos(u), dx = dy/y′ = −C cos(u) du, x = −C sin(u) + C2.

Параметричне рiвняння y = C cos(u), x = −C sin(u) + C2 — це
рiвняння кола (x−C2)

2 + y2 = C2 iз центром на осi OX. Шукана
екстремаль проходить через точку (0, 0), тому C2 = C > 0. Невi-
дому константу C визначимо з умови ортогональностi дотичних
до кiл (x− 9)2 + y2 = 9, (x− C2)

2 + y2 = C2 у точцi перетину.
Вiдповiдь. Шукана екстремаль — це дуга кола (x− 4)2 + y2 = 16.

Рис. 8: Модель Пуанкаре

Зауваження 4.6. Згiдно з принципом Ферма траєкторiя руху про-
меня свiтла в неоднорiдному двовимiрному середовищi зi швидкi-
стю v(x, y) є екстремаллю функцiонала

J(y(·)) =
w x1

x0

√
1 + (y′)2

v(x, y)
dx.

Якщо швидкiсть свiтла пропорцiйна лише координатi y, то екс-
тремалi функцiонала J — це дуги кiл, центри яких лежать на осi
OX. Нехай задана крива y = g(x). Оптичною довжиною кривої
y = g(x) називають час T (g), за який промiнь проходить цю криву
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зi швидкiстю v(x, y). Розглянемо верхню пiвплощину як середо-
вище, в кожнiй точцi якого швидкiсть свiтла дорiвнює ординатi
цiєї точки v = y. Променями свiтла у цьому середовищi будуть
пiвкола з центрами на осi OX. Можна показати, що дуга пiвкола
y = g(x), один з кiнцiв якої лежить на осi OX, має нескiнченну
оптичну довжину, тому точки осi називають нескiнченно вiддале-
ними. Будемо вважати, що пiвкола з центрами на осi — прямi,
оптичнi довжини дуг таких пiвкiл — їхнi довжини, кути мiж та-
кими прямими — кути мiж дотичними до пiвкiл у точцi перетину.
Прямими будемо називати й пiвпрямi у верхнiй пiвплощинi пер-
пендикулярнi осi OX. Цi пiвпрямi є виродженими пiвколами.

За таких означень точок i прямих виконуються всi аксiоми
евклiдової геометрiї, крiм аксiоми про паралельнi прямi. Напри-
клад, через двi точки можна провести одну i тiльки одну пря-
му (через двi точки у верхнiй пiвплощинi можна провести тiльки
одне пiвколо з центром на осi OX). Паралельними вважаються
двi прямi, що мають спiльну нескiнченно вiддалену точку (тобто
два пiвкола, що дотикаються одне одного в точцi B, яка лежить
на осi OX). Тодi через задану точку A, що не лежить на прямiй
y = g(x), можна провести двi прямi y = g1(x), y = g2(x), паралель-
нi прямiй y = g(x). Прямi, якi проходять через точку A i лежать
у вертикальних кутах I i III, перетинають пряму y = g(x). Прямi,
якi лежать у вертикальних кутах II i IV, не перетинають пряму
y = g(x) (рис. 8).

Це модель Пуанкаре геометрiї Лобачевського на площинi.

4.4. Задачi для самостiйного розв’язування

Дослiдити на екстремум функцiонали.

4.1.
1r
0

(x′)2 dt → extr, x(0) = 1.

4.2.
1r
0

(x′)2 dt+ αx2(1) → extr, x(0) = 0.

4.3.
Tr
0

(x′)2 dt → extr, x(0) = 0, T + x(T ) + 1 = 0.
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4.4.
Tr
0

(x′)2 dt → extr, x(0) = 0, (T − 1)x2(T ) + 2 = 0.

4.5.
Tr
0

(x′)3 dt → extr, x(0) = 0, T + x(T ) = 1.

4.6.
1r
0

(
(x′)2 + x

)
dt → extr, x(1) = 0.

4.7.
T0r
0

(
x− (x′)2

)
dt → extr, x(0) = 0.

4.8.
Tr
0

(
(x′)2 + x

)
dt → extr, x(0) = 1.

4.9.
Tr
0

(
(x′)2 + x

)
dt → extr, x(T ) = T.

4.10.
Tr
0

(
(x′)2 + x

)
dt → extr, x(0) = 0, x(T ) = ξ.

4.11.
Tr
0

(
(x′)2 + x

)
dt → extr, x(0) = 0, x(T ) = T.

4.12.
Tr
0

(
(x′)2 + x+ 2

)
dt → extr, x(0) = 0.

4.13.
π
4r
0

(
(x′)2 − x2

)
dt → extr, x(0) = 1.

4.14.
T0r
0

(
(x′)2 − x2

)
dt → extr, x(0) = 0.

4.15.
π
4r
0

(
(x′)2 − x2 + 4x cos(t)

)
dt → extr, x(0) = 0.

4.16.
π
2r
π
4

(
(x′)2 − x2 + 4x sin(t)

)
dt → extr, x(π/2) = 0.

4.17.
1r
0

(
(x′)2 + x2

)
dt → extr, x(0) = 1.

4.18.
1r
0

(
(x′)2 + x2 + 4x sinh(t)

)
dt → extr, x(0) = 0.

4.19.
1r
0

(
(x′)2 + x2 + 4x cosh(t)

)
dt → extr, x(1) = 0.
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4.20.
1r
0

(
(x′)2 + x2

)
dt− x2(1) → extr, x(0) = 1.

4.21.
Tr
0

(
(x′)2 + x2

)
dt → extr, x(0) = 0, x(T ) = 1.

4.22.
er
1

(t(x′)2 + 2x) dt → extr; x(1) = 0.

4.23.
er
1

(t(x′)2 + 2x) dt → extr; x(1) = x(e) = 0.

4.24.
T0r
0

((x′)2 + x2) dt → extr; x(T0) = ξ.

4.25.
Tr
0

((x′)2 + x2) dt → extr; x(T ) = ξ.

4.26.
T0r
0

((x′)2 + x2) dt → extr; x(0) = 0, x(T0) = ξ.

4.27.
Tr
0

((x′)2 + x2) dt → extr; x(0) = 0, x(T ) = ξ.

4.28.
Tr
0

(
(x′)2 + x2

)
dt → extr, x(T ) + T − 1 = 0.

4.29.
Tr
0

(
(x′)2 + x2

)
dt → extr, x(0) = 0, T + x(T ) + 1 = 0.

4.30. Знайти найкоротшу вiдстань вiд точки A(1, 0) до елiпса
4x2 + 9y2 = 36.

4.31. Знайти найкоротшу вiдстань вiд точки A(−1, 5) до
параболи y2 = x.

4.32. Знайти найкоротшу вiдстань мiж колом x2 + y2 = 1 i
прямою x+ y = 4.

4.33. Знайти найкоротшу вiдстань вiд точки A(0, 0, 3) до
поверхнi z = x2 + y2.

4.34. Знайти найкоротшу вiдстань мiж поверхнями

x2

25
+

y2

16
+

z2

9
= 1, x2 + y2 + z2 = 4.

4.35. Знайти геодезичну вiдстань мiж точками (0, 1) та (1, 1),
якщо геодезична вiдстань визначається функцiоналом

J(y(·)) =
w (

12xy + (y′)2
)
dx.
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4.36. Знайти геодезичне коло радiуса R = 1 з центром у точцi
(0, 0), якщо геодезична вiдстань визначається функцiоналом

J(y(·)) =
w
(y′)3 dx.

4.37.
Tr
0

√
1 + (x′)2 dt → extr, x(0) = 0, T 2x(T ) = 1.

4.38.
1r
0

√
1+(x′)2

x dt → extr; x(1) = 1.

4.39.
1r
0

√
1+(x′)2

x dt → extr; x(0) = x(1) = 1.

4.40.
Tr
0

√
1+(x′)2

x dt → extr; x(0) = 1, 2T + x(T ) = 2.

4.41.
1r
0

√
1+(x′)2

x dt → extr, x(0) = 1.

4.42
Tr
0

√
1+(x′)2

x dt → extr, x(0) = 1, T − x(T ) = 1.

4.43.
T0r
0

x
√

1 + (x′)2 dt → extr, x(T0) = ξ.

4.44.
1r
0

(
1
2

(
(x′1)

2 + (x′2)
2
)
− x1x2

)
dt → extr, x1(1) = x2(1) = 1.

4.45.
1r
0

(
1
2

(
(x′1)

2 + (x′2)
2
)
− x1x2

)
dt → extr, x1(0) = x2(0) = 1.

4.46.
1r
0

(((x′1)
2 + (x′2)

2)/2 + x1x2) dt → extr; x1(0) = x2(0) = 1.

4.47.
π/2r
0

((x′1)
2 + (x′2)

2 + 2x1x2) dt → extr; x1(0) = x2(0) = 0,

x1(π/2) = 1, x2(π/2) = −1.

4.48.
1r
0

(x′′)2 dt → extr; x(0) = x′(0) = 0, x(1) = 1.

4.49.
1r
0

(x′′)2 dt → extr; x(0) = x′(1) = 0, x′(0) = 1.

4.50.
1r
0

(x′′)2 dt → extr; x(0) = x′(0) = 0, x′(1) = 1.
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4.51.
1r
0

(x′′)2 dt → extr; x(0) = x(1) = 0, x′(0) = −1, x′(1) = 1.

4.52.
1r
0

((x′′)2 − 48x) dt → extr; x(0) = x(1) = 0.

4.53.
1r
0

((x′′)2 − 48x) dt → extr; x(0) = x′(0) = x(1) = 0.

4.54.
1r
0

((x′′)2 − 48x) dt → extr; x(0) = x′(0) = x(1) = x′(1) = 0.

4.55.
1r
0

((x′′)2 + 48x) dt → extr; x(0) = 0, x(1) = 1.

4.56.
er
1

t(x′′)2 dt → extr; x(1) = e+ 1/2, x(e) = e2/2, x′(1) = 1.

4.57.
er
1

t(x′′)2 dt → extr; x(1) = 0, x′(1) = 1, x′(e) = 2.

4.58.
er
1

t(x′′)2 dt → extr; x(1) = 0, x′(1) = 1, x(e) = e, x′(e) = 2.

4.59.
er
1

t2(x′′)2 dt → extr; x(1) = −1, x(e) = x′(1) = e.

4.60.
er
1

t2(x′′)2 dt → extr; x(1) = 0, x′(1) = 1, x′(e) = e−1.

4.61.
er
1

t2(x′′)2 dt → extr; x(1) = 0, x(e) = x′(1) = 1, x′(e) = e
1 .

4.62.
er
1

t3(x′′)2 dt → extr; x(1) = e/2, x(e) = 3/2, x′(e) = (2e)−1.

4.63.
er
1

t3(x′′)2 dt → extr; x(1) = 1, x′(1) = −1, x′(e) = e−2.

4.64.
er
1

t3(x′′)2 dt → extr; x(1) = 1, x′(1) = −1, x(e) = e−1,

x′(e) = −e−2.

4.65.
πr
0

((x′′)2 + 4x2) dt → extr; x(0) = x′(0) = 0, x(π) = sinh(π).

4.66.
πr
0

((x′′)2 + 4x2) dt → extr; x(0) = x′(0) = x′(π) = 0,

x(π) = sinh(π).
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4.67.
T0r
0

((x′′)2 − x2) dt → extr.

4.68.
Tr
0

((x′′)2 − x2) dt → extr.

4.69.
π/2r
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(π/2) = 1.

4.70.
πr
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(0) = 1.

4.71.
πr
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x′(0) = 1.

4.72.
πr
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(π) = 1.

4.73.
πr
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x′(π) = 1.

4.74.
π/2r
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(0) = 0, x(π/2) = 1.

4.75.
π/2r
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x′(0) = 0, x′(π/2) = 1.

4.76.
πr
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(0) = 0, x′(π) = 1.

4.77.
πr
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x′(0) = 0, x(π) = 1.

4.78.
πr
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(0) = x(π) = 0, x′(0) = 1.

4.79.
πr
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(0) = x(π) = 0, x′(π) = 1.

4.80.
πr
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(0) = 1, x′(0) = x′(π) = 0.

4.81.
πr
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x′(0) = x′(π) = 0, x(π) = 1.

4.82.
π/2r
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(0) = x′(π/2) = 0, x(π/2) = 1.

4.83.
π/2r
0

((x′′)2−x2) dt → extr; x(π2 ) = 1, x(0) = x′(0) = 0, x′(π2 ) = 0.
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4.84.
πr
0

((x′′)2−x2) dt → extr; x(0) = x(π) = 0, x′(0) = 1, x′(π) = −1.

4.85.
1r
0

((x′′)2 + x2) dt → extr; x(0) = 0, x(1) = sinh(1),

x′(1) = cosh(1).

4.86.
1r
0

((x′′)2 + x2) dt → extr; x(0) = − sinh(1), x′(0) = cosh(1),

x(1) = 0.

4.87.
1r
0

((x′′)2 + x2) dt → extr; x(0) = x′(0) = 0, x′(1) = sinh(1).

4.88.
1r
0

((x′′)2 + x2) dt → extr; x′(0) = sinh(1), x(1) = x′(1) = 0.

4.89.
π/2r
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(0) = 0, x(π/2) = 1 + π/2,

x′(π/2) = 1.

4.90.
π/2r
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(0) = x′(0) = 0, x(π/2) = 1.

4.91.
π/2r
0

((x′′)2 − x2) dt → extr; x(0) = x′(0) = x′(π/2) = 0,

x(π/2) = 1.

4.92.
1r
0

(x
′′′
)2 dt → extr; x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0, x′(1) = 1.

4.93.
1r
0

(x
′′′
)2 dt → extr; x(0) = x′(0) = x′′(0), x(1) = 1.

4.94.
1r
0

(x
′′′
)2 dt → extr; x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0, x(1) = 1.

4.95.
1r
0

(x
′′′
)2 dt → extr; x(0) = x′(0) = x′′(0) = x′(1) = 0, x(1) = 1.

4.96.
1r
0

(x
′′′
)2 dt → extr; x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0,

x′(1) = x′′(1) = 0, x(1) = 1.

4.97.
1r
0

(x
′′′
)2 dt → extr; x(0) = x′(0) = x′′(0) = x(1) = 0,

x′(1) = 0, x′′(1) = 2.
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5. Ламанi екстремалi

5.1. Неособливi екстремалi

При виведеннi рiвняння Ейлера методом Лагранжа ми iнте-
грували частинами другий доданок у виразi

δJ(x̂(·), h(·)) =
w t1

t0

[
L̂x(t)h(t) + L̂x′(t), h′(t)

]
dt.

Ця операцiя обґрунтована, якщо функцiя L̂x′(t) = Lx′(t, x̂(t), x̂′(t))
неперервно диференцiйовна. Похiдна d

dxLx′(t, x̂(t), x̂′(t)) мiстить
другу похiдну x̂′′(t) функцiї x̂(t), проте в найпростiшiй задачi
варiацiйного числення iснування x̂′′(t) не передбачалось. Отже,
необхiдна умова екстремуму (рiвняння Ейлера) обґрунтована ли-
ше для функцiй iз класу C2[t0, t1]. При виведеннi рiвняння Ейле-
ра методом Дюбуа – Реймона доведено iснування i неперервнiсть
функцiї d

dx L̂x′(t). Однак це не означає, що iснує x̂′′(t) i функцiю
Lx′(t, x̂(t), x̂′(t)) = L̂x′(t) можна диференцiювати за правилом ди-
ференцiювання складних функцiй.

Означення 5.1. Екстремаль x̂(·) називається неособливою, якщо

Lx′x′(t) = Lx′x′(t, x̂(t), x̂′(t)) ̸= 0, для всiх t ∈ [t0, t1].

Теорема 5.1 (теорема Гiльберта). Неособлива екстремаль на-
лежить класу C2[t0, t1].

Означення 5.2. Екстремаль x̂(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) функцiонала
J(x(·)), що залежить вiд вектор-функцiй, називається неособли-
вою, якщо

det
(
L̂x′

kx
′
j
(t)
)
̸= 0

для всiх t ∈ [t0, t1].

Теорема 5.2. Неособлива екстремаль x̂(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) нале-
жить класу C2([t0, t1],Rn).
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5.2. Умови Вейєрштрасса – Ердмана

Основна задача варiацiйного числення дослiджувалась у про-
сторi C1[t0, t1] один раз неперервно диференцiйовних функцiй.
Однак у цьому просторi розв’язується не кожна задача, навiть
за умови, що функцiя L(t, x, x′) пiд знаком iнтеграла разом iз по-
хiдними Lx(t, x, x

′), Lx′(t, x, x′) неперервна по сукупностi змiнних,
не завжди iснує розв’язок задачi в просторi C1[t0, t1].

Приклад 5.1 (приклад Гiльберта). Дослiдити на екстремум фун-
кцiонал

J(x(·)) =
w 1

0
t
2
3 (x′)2 dt → inf, x(0) = 0, x(1) = 1.

Розв’язання. Рiвняння Ейлера має iнтеграл iмпульсу t
2
3x′ = C.

Отже iснує єдина екстремаль x̂(t) = t
1
3 . Ця екстремаль не нале-

жить простору C1[t0, t1]. Разом iз тим вона дає абсолютний мi-
нiмум у задачi. Дiйсно, нехай h(·) — будь-яка функцiя з класу
C1[t0, t1], для якої iнтеграл скiнченний та h(0) = h(1) = 0. Тодi

J(x̂(·) + h(·)) =
w 1

0
t
2
3
(
(x′)2(t) + 2x̂′(t)h′(t) + (h′)2(t)

)
dt

= J(x̂(·)) + 2

3

w 1

0
h′(t) dt+ J(h(·))

= J(x̂(·)) + J(h(·)) ≥ J(x̂(·)).

Вiдповiдь. Розв’язок задачi iснує. Проте екстремаль x̂(t) = t
1
3 не

належить простору C1[t0, t1].

Для того, щоб уникнути подiбних ускладнень, клас допусти-
мих функцiй доповнюють новими функцiями i на них визначають
функцiонал J(x(·)).

Визначимо основну задачу варiацiйного числення для куско-
во-гладких функцiй. Нагадаємо, що кусково-гладкою функцiєю на-
зивається неперервна функцiя x(·), яка має неперервну на [t0, t1]
похiдну, за винятком скiнченного числа точок t0 < τ1 < . . . <
< τm < t1, i в цих точках τj похiдна x′(·) має розриви першого ро-
ду. Сукупнiсть усiх кусково-гладких функцiй на [t0, t1] позначимо
KC1[t0, t1].
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Розглянемо основну задачу варiацiйного числення

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt → extr, (5.1)

x(t0) = x0, x(t1) = x1

у просторi KC1[t0, t1]. Iнтегральний функцiонал J(x(·)) визначе-
ний на множинi функцiй x(·) ∈ KC1[t0, t1], оскiльки на множинi
таких функцiй x(·) функцiя L(t, x, x′) кусково-неперервна, отже
iнтеграл iснує. У просторi KC1[t0, t1] бiльш природно дослiджу-
вати функцiонал J(x(·)) на сильний, а не на слабкий екстремум.
Якщо в ε–окiл елемента x̂(·) простору KC1[t0, t1] ввести функцiї
x(·) такi, що малi рiзницi |x(t)− x̂(t)| < ε, t ∈ [t0, t1], а також їхнi
похiднi |x′(t)− x̂′(t)| < ε, t ∈ [t0, t1], то кусково-гладкi функцiї бу-
дуть лежати “далеко” вiд гладких функцiй. Дiйсно, якщо похiдна
x̂′(·) має стрибок δ, то жодна з функцiй x(·) ∈ C1[t0, t1] не може
задовольнити нерiвнiсть |x̂′(t) − x′(t)| < δ/2 для всiх t, за яких
iснує x̂′(t). Тому вiдстань у просторi KC1[t0, t1] природно визна-
чати, порiвнюючи лише значення самих функцiй, а не їх похiдних.
Це обумовлює дослiдження задачi на сильний екстремум.

Означення 5.3. Функцiя x̂(·) ∈ KC1[t0, t1] дає сильний мiнiмум
(максимум) функцiонала задачi (5.1), якщо iснує таке ε > 0, що
для кожної функцiї x(·) ∈ KC1[t0, t1], яка задовольняє граничнi
умови x(t0) = x0, x(t1) = x1 та умову

∥x(·)− x̂(·)∥0 = sup
t0≤t≤t1

|x(t)− x̂(t)| < ε, (5.2)

виконується нерiвнiсть

J(x(·)) ≥ J(x̂(·))
(
J(x(·)) ≤ J(x̂(·))

)
.

Лема 5.1 (лема про заокруглення кутiв). Якщо функцiя
L(t, x, x′) неперервна по сукупностi аргументiв, то
1)

inf
x(·) ∈ KC1[t0, t1],

x(t0) = x0, x(t1) = x1

J(x(·)) = inf
x(·) ∈ C1[t0, t1],

x(t0) = x0, x(t1) = x1

J(x(·));

(5.3)

115



2) рiвнiсть (5.3) зберiгається при тих x(·) ∈ KC1[t0, t1], якi за-
довольняють (5.2) iз заданими x̂(·), ε > 0;
3) твердження дiйсне пiсля замiни inf на sup .

Наслiдок 5.1. Якщо функцiя x̂(·) ∈ C1[t0, t1] дає абсолютний або
сильний мiнiмум (максимум) функцiонала задачi (5.1) у просто-
рi C1[t0, t1], то вона дає такий самий екстремум i в просторi
KC1[t0, t1].

Аналiзуючи виведення рiвняння Ейлера методом Дюбуа – Рей-
мона в класi C1[t0, t1], можна переконатись, що неперервнiсть
функцiї використовувалась лише при переходi вiд рiвняння Ей-
лера в iнтегральнiй формi до рiвняння Ейлера в диференцiальнiй
формi. Перехiд обґрунтований в усiх точках неперервностi фун-
кцiї x̂′(t), тобто мiж точками зламу.

Теорема 5.3. Нехай функцiя L(t, x, x′) та її частиннi похiднi
Lx(t, x, x

′), Lx′(t, x, x′) неперервнi по сукупностi змiнних. Якщо
функцiя x̂(·) ∈ KC1[t0, t1] дає екстремум функцiонала (5.1) най-
простiшої задачi варiацiйного числення, то
1) функцiя x̂(·) задовольняє iнтегральнi рiвняння

L̂x′(t) =
w t1

t0
L̂x(s) ds+ C1, t ∈ [t0, t1], (5.4)

L̂(t)− x′(t)L̂x′(t) =
w t1

t0
L̂t(s) ds+ C, t ∈ [t0, t1]; (5.5)

2) на кожному промiжку неперервностi функцiї x̂′(·) функцiя
x̂(·) задовольняє диференцiальнi рiвняння

L̂x(t) =
d

dt
L̂x′(t), (5.6)

L̂t(t) =
d

dt

[
L̂(t)− x′(t)L̂x′(t)

]
; (5.7)

3) у кожнiй точцi τj, j = 1,m, зламу функцiї x̂(·) виконуються
перша умова Вейєрштрасса – Ердмана

L̂x′(t)
∣∣
t=τj−0

= L̂x′(t)
∣∣
t=τj+0

, j = 1,m,
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та друга умова Вейєрштрасса – Ердмана(
L̂(t)− x̂′(t)L̂x′(t)

)∣∣
t=τj−0

=
(
L̂(t)− x̂′(t)L̂x′(t)

)∣∣
t=τj+0

, j = 1,m.

Сформулюємо теорему про необхiднi умови екстремуму фун-
кцiонала, що залежить вiд векторних функцiй.

Теорема 5.4. Нехай функцiя L = L(t, x1, . . . , xn, x
′
1, . . . , x

′
n) та

її частиннi похiднi Lxk
, Lx′

k
, k = 1, . . . , n, неперервнi. Якщо

функцiя x̂(·) ∈ KC1([t0, t1],Rn) дає екстремум функцiонала
J(x1(·), . . . , xn(·)), то
1) функцiя x̂(·) задовольняє iнтегральнi рiвняння

L̂x′
k
(t) =

w t

t0
L̂xk

(s) ds+ Ck, t ∈ [t0, t1], k = 1, n, (5.8)

L̂(t)−
n∑

k=1

x′k(t)L̂x′
k
(t) =

w t

t0
L̂t(s) ds+ C, t ∈ [t0, t1]; (5.9)

2) на кожному промiжку неперервностi функцiї x̂′(·) функцiя
x̂(·) задовольняє диференцiальнi рiвняння

L̂xk
(t) =

d

dt
L̂x′

k
(t), k = 1, n, (5.10)

L̂t(t) =
d

dt

[
L̂(t)−

n∑
k=1

x′k(t)L̂x′
k
(t)

]
; (5.11)

3) у кожнiй точцi τj, j = 1,m, зламу функцiї x̂(·) виконуються
умови Вейєрштрасса – Ердмана

L̂x′
k
(t)
∣∣
t=τj−0

= L̂x′
k
(t)
∣∣
t=τj+0

, k = 1, n,(
L̂(t)−

n∑
k=1

x̂′k(t)L̂x′
k
(t)

)∣∣∣∣t=τj+0

t=τj−0

= 0, j = 1,m.

Зауваження 5.1. Умови Вейєрштрасса – Ердмана набувають до-
сить простого вигляду, якщо використати канонiчнi змiннi

p = Lx′ , H = −L+ x′Lx′ .

Тодi цi умови означають, що канонiчнi змiннi неперервнi в точках
зламу екстремалi.
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Зауваження 5.2. Зауважимо, що наведене розширення основної
задачi не завжди достатнє. Задача Гiльберта, наприклад, не має
розв’язку i в просторi KC1[0, 1]. Бiльш природно розширити за-
дачу на клас W 1

∞[t0, t1] функцiй, що задовольняють умову Лiпши-
ця. Проте i в такому просторi задача Гiльберта не має розв’язку
(функцiя x(t) = t

1
3 умову Лiпшиця не задовольняє). Це наводить

на думку, що кожну задачу потрiбно розв’язувати у своєму про-
сторi.

Гладкi розв’язки рiвняння Ейлера називаються екстремалями.
Кусково–гладкi розв’язки, складенi з екстремалей, називаються
ламаними екстремалями. Умови Вейєрштрасса – Ердмана можна
тлумачити як рiвняння, за допомогою яких визначають точки,
де можуть бути вершини ламаних екстремалей, а також нахили
гладких дуг, що сходяться у цих вершинах.

Приклад 5.2. Знайти ламанi екстремалi функцiонала

J(x(·)) =
w 2

0

(
(x′)4 − 6(x′)2

)
dt, x(0) = 0, x(2) = 0.

Розв’язання. 1. Функцiя пiд iнтегралом залежить лише вiд x′, то-
му екстремалями функцiонала J(x(·)) будуть прямi x = C1t+C2.

2. Друга похiдна Lx′x′ = 12(x′)2−12 може перетворюватись на
нуль, тому можливi ламанi екстремалi. Нехай ламана екстремаль
складається з вiдрiзкiв прямих

x− = at+ b, 0 ≤ t ≤ τ, x+ = ct+ d, τ ≤ t ≤ 2.

Iз граничних умов x(0) = 0, x(2) = 0 випливає b = 0, d = −2c.
Отже, x− = at, x+ = c(t − 2). Щоб визначити невiдомi коефi-
цiєнти a, c та точку зламу τ, використаємо умову неперервностi
екстремалi в точцi τ та умову Вейєрштрасса – Ердмана. Обчисли-
мо Lx′ = 4x′3 − 12x′, L − x′Lx′ = −3x′4 + 6x′2, x′− = a, x′+ = c.
Складемо такi рiвняння:

aτ = c(τ− 2),

4a3 − 12a = 4c3 − 12c,

−3a4 + 6a2 = −3c4 + 6c2.
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Допустимi розв’язки цiєї системи рiвнянь:
а) a =

√
3, c = −

√
3, τ = 1; б) a = −

√
3, c =

√
3, τ = 1.

Вiдповiдь. Ламанi екстремалi з однiєю точкою зламу такi:

x̂1(t) =

{√
3t, 0 ≤ t ≤ 1,

−
√
3(t− 2), 1 ≤ t ≤ 2,

x̂2(t) =

{
−
√
3t, 0 ≤ t ≤ 1,√

3(t− 2), 1 ≤ t ≤ 2,

J
(
x̂1(·)

)
= J

(
x̂2(·)

)
= −18.

Iндикатриса u = q4 − 6q2 не залежить вiд точки (t, x), вона має
спiльну дотичну в точках з абсцисами q = ±

√
3. Тому умови

Вейєрштрасса – Ердмана будуть виконанi, якщо екстремалi бу-
дувати з прямих, якi утворюють кут ±π/3 з вiссю OX.

Приклад 5.3. Дослiдити на екстремум функцiонал

J(x(·)) =
w t1

t0

(
f(x′) + x2

)
dt → inf, x(t0) = x0, x(t1) = x1,

де функцiя

f(u) =
(
(|u| − 1)+

)2
=


(u− 1)2, u ≥ 1,

0, |u| < 1,

(u+ 1)2, u ≤ −1,

неперервно диференцiйовна та опукла.
Розв’язання. Графiк цiєї функцiї лежить не нижче кожної сво-

єї дотичної i завжди f(v) ≥ f(u)+f ′(u)(v−u). Тому для будь-яких
функцiй x(·), x̂(·) ∈ KC1[t0, t2], що задовольняють заданi грани-
чнi умови x(t0) = x̂(t0) = x0, x(t1) = x̂(t1) = x1, виконується

J(x(·))− J(x̂(·)) =
w t1

t0

(
f(x′(t))− f(x̂′(t)) + x2(t)− x̂2(t)

)
dt ≥

≥
w t1

t0

(
f ′(x̂′(t))(x′(t)− x̂′(t)) + 2x̂(t)(x(t)− x̂(t))+

+ (x(t)− x̂(t))2
)
dt ≥

≥
w t1

t0

(
f ′(x̂′(t))(x′(t)− x̂′(t)) + 2x̂(t)(x(t)− x̂(t))

)
dt.
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Якщо функцiя x̂(·) в усiх точках диференцiйовностi задовольняє
рiвняння Ейлера d

dtf
′(x̂′(t)) = 2x̂(t), то, iнтегруючи частинами на

кожному iнтервалi неперервностi x̂′(·), дiстанемо

J(x(·))− J(x̂(·)) =
w t1

t0

(
− d

dt
f ′(x̂′(t)) + 2x̂(t)(x(t)− x̂(t))

)
dt+

+
∑
j

[
f ′(x̂′(τj + 0)

)
− f ′(x̂′(τj − 0)

)]
(x(τj)− x̂(τj)) = 0,

якщо функцiя p(t) = f ′(x̂′(t)) неперервна. Таким чином, функцiя
x̂(·), що задовольняє рiвняння Ейлера, умову неперервностi p(·)
та граничнi умови, є розв’язком задачi.

Наприклад, функцiя x̂(t) = e|t| зi зламом у точцi t = 0 буде
розв’язком задачi при t0 = −1, t1 = 1, x0 = x1 = e. Тодi |x̂′(t)| ≥ 1.
Отже, функцiя

p(t) = f ′(x̂′(t)) = {2(e−t − 1
)
, t ≥ 0,

2
(
e−t + 1

)
, t < 0

стрибка в точцi t = 0 не має i

d

dt
p(t) = 2e|t| = 2x̂(t),

тому рiвняння Ейлера виконується.

5.3. Задача про вiдбиття екстремалей

Визначити функцiю, що дає екстремум функцiонала

J(x(·)) =
w t2

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt,

x(t0) = x0, x(t2) = x2,

за умови, що крива a(t) проходить iз точки A(t0, x0) у точку
B(t2, x2) лише пiсля вiдбиття вiд заданої лiнiї x = φ(t).
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Будемо вважати, що в точцi вiдбиття C(t1, x1) шукана крива
має злам x′(t1−0) ̸= x′(t1+0), а на iнтервалах [t0, t1], [t1, t2] похiдна
x′(t) неперервна. Запишемо функцiонал у виглядi

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt+

w t2

t1
L(t, x(t), x′(t)) dt =

= J1(x(·)) + J2(x(·)).

Функцiя x̂(·), що дає екстремум функцiонала задачi, задовольняє
рiвняння Ейлера. Дiйсно, якщо на одному з вiдрiзкiв [t0, t1], [t1, t2]
розв’язок задачi визначений i дослiджувати задачу на iншому вiд-
рiзку, то дiстанемо задачу Лагранжа на множинi функцiй iз фi-
ксованими кiнцями, а розв’язок такої задачi задовольняє рiвняння
Ейлера.

У точцi вiдбиття виконується умова[
L̂(t) +

(
φ′(t)− x̂′(t)

)
L̂x′(t)

]∣∣
t=t1−0

=

=
[
L̂(t) +

(
φ′(t)− x̂′(t)

)
L̂x′(t)

]∣∣
t=t1+0

. (5.12)

Вона разом iз граничними умовами x̂(t0) = x0, x̂(t2) = x2 та умо-
вою x̂(t1) = φ(t1) дозволяє визначити координату точки вiдбиття
та невiдомi константи загального розв’язку рiвняння Ейлера.

Приклад 5.4. Визначити точку вiдбиття вiд заданої лiнiї x = φ(t)
променя свiтла, що йде з точки A(x0, y0) у точку B(x2, y2) зi швид-
кiстю v(x, y).

Розв’язання. Задача зводиться до дослiдження на мiнiмум
функцiонала

T =
w x2

x0

√
1 + (y′)2(x)

v(x, y)
dx.

Умова вiдбиття (5.12) у точцi (x1, y1) має вигляд

1

v(x1, y1)

[√
1 + (y′)2(x) +

(φ′ − y′)y′√
1 + (y′)2(x)

]∣∣∣∣
x=x1−0

=

=
1

v(x1, y1)

[√
1 + (y′)2(x) +

(φ′ − y′)y′√
1 + (y′)2(x)

]∣∣∣∣
x=x1+0

,
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або
1 +φ′y′√
1 + (y′)2(x)

∣∣∣∣
x=x1−0

=
1 +φ′y′√
1 + (y′)2(x)

∣∣∣∣
x=x1+0

.

Позначимо кут мiж дотичною до кривої y = φ(x) та вiссю абсцис
через α, а кути нахилу лiвої та правої дотичних до екстремалi в
точцi (x1, y1) через β1, β2. Тодi умова вiдбиття набуває вигляду

1 + tan(α) tan(β1)

− sec(β1)
=

1 + tan(α) tan(β2)

sec(β2)
,

а пiсля спрощення − cos(α−β1) = cos(α−β2). Це означає, що кут
падiння дорiвнює куту вiдбиття.

Вiдповiдь. Точка вiдбиття вiд заданої лiнiї x = φ(t) променя
свiтла визначається умовою: кут падiння дорiвнює куту вiдбиття.

5.4. Задача про заломлення екстремалей

Припустимо, що пiдiнтегральна функцiя L(t, x, x′) має лiнiю
розриву x = φ(t) похiдної x′(t) i граничнi точки A(t0, x0), B(t2, x2)
лежать по рiзнi боки вiд лiнiї розриву. Запишемо функцiонал
J(x(·)) у виглядi

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt+

w t2

t1
L(t, x(t), x′(t)) dt =

= J1(x(·)) + J2(x(·)),

де L1(t, x, x
′) = L(t, x, x′) з одного боку лiнiї розриву x = φ(t)

та L2(t, x, x
′) = L(t, x, x′) з iншого боку лiнiї розриву. Якщо

iснує ламана екстремаль, то вона складається з екстремалей x̂1(t),
t ∈ [t0, t1] та x̂2(t), t ∈ [t1, t2] функцiоналiв J1(x(·)) та J2(x(·)),
що мають спiльну точку на лiнiї розриву. Функцiонали J1(x(·)) i
J2(x(·)) мають одну фiксовану й одну рухому границю. Iз необхi-
дної умови екстремуму δJ(x̂(·)) = 0 випливає така умова залом-
лення:[

L̂1(t) +
(
φ′(t)− x̂′1(t)

)
L̂1x′(t)

]∣∣
t=t1−0

=

=
[
L̂2(t) +

(
φ′(t)− x̂′2(t)

)
L̂2x′(t)

]∣∣
t=t1+0

.
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Вона разом з двома граничними умовами x̂1(t0) = x0, x̂2(t2) = x2
та умовами x̂1(t1) = φ(t1), x̂2(t1) = φ(t1) дозволяє визначити то-
чку заломлення t1 та невiдомi константи C1, C2, C3, C4 розв’язкiв
x̂1(·), x̂2(·) рiвнянь Ейлера

L1x(t) =
d

dt
L1x′(t), t ∈ [t0, t1],

L2x(t) =
d

dt
L2x′(t), t ∈ [t1, t2].

Приклад 5.5 (задача про заломлення свiтла). У середовищi I
швидкiсть поширення свiтла дорiвнює v1(x, y), а в середовищi
II — вона дорiвнює v2(x, y). Середовища I та II роздiленi кри-
вою y = φ(x). Знайти умову заломлення свiтла, що йде з точки
A(x0, y0) середовища I у точку B(x2, y2) середовища II, знаючи,
що промiнь проходить шлях AB за найкоротший вiдрiзок часу.

Розв’язання. Задача зводиться до визначення екстремалей
функцiонала

T =
w x1

x0

√
1 + (y′)2(x)

v1(x, y)
dx+

w x2

x1

√
1 + (y′)2(x)

v2(x, y)
dx = T1 + T2,

де функцiонали T1, T2 визначають час перемiщення променя з
точки A до лiнiї роздiлення y = φ(x) та вiд лiнiї роздiлення до
точки B. Умова заломлення у такому разi матиме вигляд

1

v1(x, y)

[
1 +φ′y′√
1 + (y′)2(x)

]∣∣∣∣
x=x1−0

=
1

v2(x, y)

[
1 +φ′y′√
1 + (y′)2(x)

]∣∣∣∣
x=x1+0

.

Якщо позначимо

y′(x1 − 0) = tan(β1), y′(x1 + 0) = tan(β2), φ′(x1) = tan(α),

то пiсля спрощень дiстанемо

cos(α− β1)

cos(α− β2)
=

v1(x, y)

v2(x, y)

або
sin
[
π
2 − (α− β1)

]
sin
[
π
2 − (α− β2)

=
v1(x, y)

v2(x, y)
.
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Це спiвiвдношення узагальнює вiдомий закон заломлення свiтла:
вiдношення синуса кута падiння до синуса кута заломлення до-
рiвнює вiдношенню швидкостей у середовищах, на границi яких
вiдбувається заломлення.

5.5. Одностороннi варiацiї

У деяких задачах на екстремум допустимi функцiї не можуть
проходити через точки заданої областi. Якщо функцiя x(·), що є
розв’язком такої задачi, не перетинає задану область, то наявнiсть
областi не впливає на властивостi функцiонала та його варiацiї в
околi функцiї. Тому можна використовувати звичнi методи дослi-
дження функцiонала на екстремум. Якщо ж функцiя складається
з частин екстремалей, що не потрапили в область заборони, i чаc-
тин границi заданої областi, то на границi областi можливi лише
одностороннi варiацiї, оскiльки в задану область функцiї не мо-
жуть потрапляти.

Дослiдимо на екстремум функцiонал

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt → extr, (5.13)

x(t0) = x0, x(t1) = x1, (5.14)

за умови, що
x−φ(t) ≥ 0, (5.15)

де φ(t) — неперервно диференцiйовна функцiя.

Теорема 5.5. Якщо функцiя x̂(·), що дає екстремум функцiонала
(5.13) за умов (5.14), (5.15), складається з частин x̂(t) = x̂k(t),
t ∈ [τk, τk+1], x̂(t) = φ(t), t ∈ [τk+1, τk+2], k = 0,m− 1, τ0 = t0,
τm+1 = t1, то
1) функцiї x̂k(t) на вiдрiзках [τk, τk+1] задовольняють рiвняння
Ейлера

Lx(t)−
d

dt
Lx′(t) = 0;
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2) у точках з’єднання τk, k = 1,m, виконуються умови[
L(t, x̂(t), x̂′(t))− L(t,φ(t),φ′(t))+

+ (φ′(t)− x̂′(t))Lx′(t, x̂(t), x̂′(t))
]∣∣

t=τk
= 0;

3) φ′(τk) = x̂′(τk) за умови Lx′x′(t, x̂(t), x̂′(t)) ̸= 0 (екстремаль
x̂(t) дотикається до кривої x = φ(t) у точцi τk).

Приклад 5.6. Визначити найкоротший шлях iз точки A(−2, 3) у
точку B(2, 3) в областi x ≤ t2.

Розв’язання. Задача зводиться до дослiдження на мiнiмум
функцiонала

J(x(·)) =
w 2

−2

√
1 + (x′)2(t) dt

за умов x(−2) = 3, x(2) = 3, x ≤ t2. Екстремалями функцiона-
ла є прямi x = c1 + c2t. Друга похiдна Lx′x′ = [1 + x2]−

3
2 ̸= 0,

тому шукана екстремаль буде складатися з вiдрiзкiв AM , NB,
прямих дотичних до параболи x = t2, та частини MON параболи
x = t2. Позначимо абсциси точок дотику через −τ, τ. У точках
дотику ординати i кутовi коефiцiєнти прямої i дотичної до пара-
боли однаковi, тому c1+ c2τ = τ

2, c2 = 2τ. З iншого боку, дотична
проходить через точку B(2, 3), тому c1 +2c2 = 3. Iз трьох рiвнянь
обчислимо c1 = −1, c2 = 2, τ = 1.

Вiдповiдь. Розв’язок задачi такий:

x(t) =


−2t− 1, −2 ≤ t ≤ −1,

t2, −1 ≤ t ≤ 1,

2t− 1, 1 ≤ t ≤ 2.
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5.6. Задачi для самостiйного розв’язування

Знайти ламанi екстремалi функцiоналiв.

5.1.
2r
0

(x′)2(1− x′)2 dt → extr, x(0) = 0, x(2) = 1.

5.2.
4r
0

(x′ − 1)2(x′ + 1)2 dt → extr, x(0) = 0, x(4) = 2.

5.3.
br
a

(
(x′)2 + 2tx− x2

)
dt → extr, x(a) = c, x(b) = d.

5.4.
1r

−1

x2
(
1− (x′)2

)
dt → extr, x(−1) = 0, x(1) = 1.

5.5.
br
a

(
(x′)4 − 2(x′)2

)
dt → extr, x(a) = c, x(b) = d.

5.6.
ar
0

sin(x′) dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

5.7. Знайти функцiї, на яких може досягати екстремуму фун-
кцiонал

J(x(·)) =
w 10

0
(x′)3 dt, x(0) = 0, x(10) = 0

за умови, що допустимi кривi не можуть потрапити всередину
кола (t− 5)2 + x2 = 9.
5.8. Серед кривих, якi з’єднують точки A(t0, x0), B(t1, x1), ви-
значити таку, що дає екстремум функцiонала

J(x(·)) =
w t1

t0
x
√

1− x2(x′)2 dt

за умов x ≥ 0, 1− x2(x′)2 ≥ 0.
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6. Умови екстремуму другого порядку

6.1. Умова Лежандра

У попереднiх роздiлах наведенi необхiднi умови екстремуму
першого порядку. Цi умови базуються на дослiдженнi першої ва-
рiацiї функцiонала. Новi необхiднi умови екстремуму можна отри-
мати, дослiджуючи другу варiацiю функцiонала.

Розглянемо основну задачу варiацiйного числення

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt → extr, (6.1)

x(t0) = x0, x(t1) = x1

за умови, що функцiя L(t, x, x′) два рази неперервно диференцi-
йовна за всiма аргументами.

Нехай x̂(·) — функцiя, що дає мiнiмум функцiонала J(x(·))
задачi (6.1), а h(·) — допустима варiацiя аргументу функцiона-
ла J(x(·)). Функцiя h(·) належить до класу H0 неперервно дифе-
ренцiйовних функцiй на вiдрiзку [t0, t1] iз нульовими граничними
умовами. Визначимо функцiю φ(λ) = J(x̂(·) + λh(·)) дiйсної змiн-
ної λ. Тодi другу варiацiю функцiонала J(x(·)) можна обчислити
за формулою

φ′′(0) = δ2J(x̂(·), h(·)).
Якщо функцiя L(t, x, x′) неперервна i має неперервнi другi похiднi
Lxx(t, x, x

′), Lxx′(t, x, x′), Lx′x′(t, x, x′), то маємо

δ2J(x̂(·), h(·)) =
w t1

t0
W (t, h(t), h′(t)) dt, (6.2)

W (t, h(t), h′(t)) = L̂xx(t)h
2(t) + 2L̂xx′(t)h(t)h′(t) + L̂x′x′(t)(h′)2(t),

L̂xx(t) = Lxx(t, x̂(t), x̂
′(t)), L̂xx′(t) = Lxx′(t, x̂(t), x̂′(t)),

L̂x′x′(t) = Lx′x′(t, x̂(t), x̂′(t)).

Функцiонал (6.2) через необхiдну умову другого порядку мiнiму-
му функцiоналiв набуває невiд’ємних значень при всiх допусти-
мих варiацiях h(·) ∈ H0:

δ2J(x̂(·), h(·)) ≥ 0 для всiх h(·) ∈ H0. (6.3)
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Iз цiєї нерiвностi можна вивести таку необхiдну умову мiнiмуму
основної задачi варiацiйного числення (6.1).

Теорема 6.1 (умова Лежандра). Якщо x̂(·) — функцiя, що дає
слабкий локальний мiнiмум функцiонала основної задачi варiа-
цiйного числення (6.1), то виконується умова Лежандра

L̂x′x′(t) = Lx′x′(t, x̂(t), x̂′(t)) ≥ 0 для всiх t ∈ [t0, t1]. (6.4)

6.2. Умова Якобi

Якщо x̂(·) — функцiя, що дає мiнiмум функцiонала основної
задачi варiацiйного числення, то друга варiацiя набуває невiд’єм-
них значень при всiх допустимих варiацiях h(·):

δ2J(x̂(·), h(·)) ≥ 0 для всiх h(·) ∈ H0. (6.5)

Означення 6.1. Спряженою задачею у варiацiйному численнi
називається задача мiнiмiзацiї функцiонала δ2J(x̂(·), h(·)) на мно-
жинi функцiй з класу H0:w t1

t0
W (t, h(t), h′(t)) dt → min, h(t0) = h(t1) = 0, (6.6)

Оскiльки виконується умова (6.5) для всiх h(·)) ∈ H0, то
спряжена задача завжди має тривiальний розв’язок: h0(t) ≡ 0,
δ2J(x̂(·), h0(·)) = 0.

Рiвняння Ейлера

W ′
h −

d

dt
W ′

h′ = 0 (6.7)

функцiонала спряженої задачi на мiнiмум (6.6) називається рiв-
нянням Якобi основної задачi варiацiйного числення. Рiвняння
Якобi при h(·) ∈ C2[t0, t1] можна записати у виглядi

a(t)h′′(t) + b(t)h′(t) + c(t)h(t) = 0, (6.8)

де

a(t) = L̂x′x′(t), b(t) =
d

dt
L̂x′x′(t), c(t) =

d

dt
L̂xx′(t)− L̂xx(t).
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Рiвняння Якобi (6.8) — це лiнiйне диференцiальне рiвняння
другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами. Щоб уникнути тривi-
ального розв’язку цього рiвняння, визначають такi розв’язки h(·),
якi задовольняють ненульовi початковi умови:

h(t0) = 0, h′(t0) = 1. (6.9)

Означення 6.2. Точка t∗ називається спряженою iз точкою t0,
якщо iснує такий нетривiальний розв’язок h(t) рiвняння Якобi
(6.8) з початковими умовами (6.9), що h(t0) = h(t∗) = 0.

Теорема 6.2 (умова Якобi). Якщо x̂(·) — функцiя, що дає слаб-
кий локальний мiнiмум функцiонала J(x(·)) основної задачi варi-
ацiйного числення i викoнується посилена умова Лежандра

L̂x′x′(t) = Lx′x′(t, x̂(t), x̂′(t)) > 0 для всiх t ∈ [t0, t1], (6.10)

то на iнтервалi (t0, t1) не iснує точок, спряжених iз точкою t0.

6.3. Достатнi умови слабкого екстремуму

Простi приклади показують, що жодна з умов (стацiонарностi,
Лежандра, Якобi) не є достатньою умовою екстремуму. Проте в
сукупностi цi умови близькi до достатнiх. Сформулюємо систе-
му умов, достатнiх для того, щоб допустима функцiя x(·) давала
слабкий екстремум функцiонала основної задачi варiацiйного чи-
слення:

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt → extr, (6.11)

x(t0) = x0, x(t1) = x1

Теорема 6.3 (достатнi умови слабкого мiнiмуму). Допус-
тима функцiя x̂(·) дає слабкий локальний мiнiмум функцiонала
основної задачi варiацiйного числення (6.11), якщо вона задоволь-
няє такi умови:
1) рiвняння Ейлера

L̂′
x(t)−

d

dt
L̂′
x′(t) = 0;
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2) граничнi умови

x(t0) = x0, x(t1) = x1;

3) посилену умову Лежандра

L̂x′x′(t) = Lx′x′(t, x̂(t), x̂′(t)) > 0 для всiх t ∈ [t0, t1];

4) посилену умову Якобi (на iнтервалi (t0, t1] не iснує точок t∗,
спряжених iз точкою t0).

Аналогiчну теорему можна сформулювати i для слабкого ма-
ксимуму, замiнивши на протилежний знак нерiвностi у посиленiй
умовi Лежандра.

Приклад 6.1. Дослiдити на екстремум функцiонал

J(x(·)) =
w a

0

(
(x′)2 − x2

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = 0.

Розв’язання. 1. Запишемо рiвняння Ейлера: x′′+x = 0. Загальний
розв’зок його такий: x(t) = C1 sin(t)+C2 cos(t). Iз граничних умов
дiстанемо C2 = 0, C1 sin(a) = 0. Отже, екстремаллю задачi буде
функцiя x̂(t) = C1 sin(t), де C1 визначається з умови C1 sin(a) = 0.

2. Рiвняння Якобi h′′ + h = 0 не залежить вiд вигляду екстре-
малi. Нетривiальний розв’зок рiвняння, який задовольняє умову
h(0) = 0, має вигляд h(t) = A sin(t), A ̸= 0. Отже, умова Якобi ви-
конується, якщо 0 < a ≤ π, а при 0 < a < π виконується посилена
умова Якобi, Якщо a > π, то на вiдрiзку (0, a] iснує спряжена з
точкою t0 точка t∗, тобто умова Якобi не виконується.

3. Оскiльки Lx′x′ = 2 > 0, то кожна екстремаль неособлива i
виконується посилена умова Лежандра.

Вiдповiдь. Якщо 0 < a < π, то екстремаль x̂(t) = 0 дає
слабкий мiнiмум функцiонала задачi. Якщо a > π, то задача не
має розв’язкiв. При a = π допустимi екстремалi мають вигляд
x̂(t) = C sin(t), J(x̂(·)) = 0.

130



6.4. Умови слабкого екстремуму функцiоналiв вiд
вектор-функцiй

Спряжену точку, умову Якобi, умову Лежандра можна визна-
чити для функцiоналiв, що залежать вiд векторнозначних фун-
кцiй. Розглянемо основну задачу варiацiйного числення

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt → extr, (6.12)

x(t0) = x0, x(t1) = x1,

де x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), x′(t) = (x′1(t), . . . , x
′
n(t)).

Функцiя x(·) ∈ C1([t0, t1],Rn), а функцiя L : R× Rn × Rn → R
неперервна i має неперервнi другi похiднi

Lxx =
{
Lxkxj (t, x(t), x

′(t))
}j=1,n

k=1,n
,

Lxx′ =
{
Lxkx

′
j
(t, x(t), x′(t))

}j=1,n

k=1,n
,

Lx′x′ =
{
Lx′

kx
′
j
(t, x(t), x′(t))

}j=1,n

k=1,n
.

Обчислимо другу варiацiю функцiонала J(x̄(·)), коли допусти-
ма функцiя h̄(·) ∈ C1([t0, t1], R

n), h(t0) = h(t1) = 0. Отримаємо
такий квадратичний функцiонал:

δ2J(x(·), h(·)) =
w t1

t0

[
⟨Lx′x′h′;h′⟩+

⟨(
Lxx −

d

dt
Lxx′

)
h;h

⟩]
dt.

Якщо x̂(·) — допустима вектор-функцiя, що дає слабкий мiнiмум
функцiонала задачi (6.12), то необхiдно, щоб δ2J(x̂(·), h(·)) ≥ 0
для допустимих функцiй h(·) ∈ C1([t0, t1],Rn), h(t0) = h(t1) = 0.

Означення 6.3. Допустима функцiя x̂(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) задо-
вольняє умову Лежандра, якщо

L̂x′x′(t) = Lx′x′(t, x̂(t), x̂′(t)) ≥ 0 для всiх t ∈ [t0, t1],

тобто матриця L̂x′x′(t) невiд’ємно визначена для всiх допустимих
вектор-функцiй h(·):

⟨L̂x′x′(t)h(t);h(t)⟩ ≥ 0, t ∈ [t0, t1].
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Теорема 6.4 (необхiдна умова Лежандра). Якщо функцiя
x̂(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) дає слабкий мiнiмум функцiонала задачi
(6.12), то виконується умова Лежандра.

Зауваження 6.1. Щоб записати необхiдну умову слабкого макси-
муму, потрiбно знак нерiвностi в умовi Лежандра помiняти на
протилежний.

Означення 6.4. Задача на мiнiмум функцiонала δ2J(x̂(·), h(·)) у
класi допустимих функцiй h(·) називається спряженою задачею.
Рiвняння Ейлера такого функцiонала називається рiвнянням Яко-
бi. Це лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку

A(t)h′′(t) +B(t)h′(t) + C(t)h(t) = 0 (6.13)

iз матричними коефiцiєнтами

A(t) = L̂x′x′(t), B(t) =
d

dt
L̂x′x′(t), C(t) =

d

dt
L̂x′x′(t)− L̂xx(t).

Щоб уникнути тривiального розв’язку, визначають такi матри-
чнi H(t, t0) розв’язки рiвняння (6.13), що задовольняють умови:
H(t0, t0) = 0; H ′(t0, t0) — невироджена матриця. Цi умови вико-
нуються, якщо

H(t0, t0) = 0, H ′(t0, t0) = I. (6.14)

Означення 6.5. Точка t∗ називається спряженою з точкою t0,
якщо iснує такий нетривiальний розв’язок H(t, t0) рiвняння Якобi
(6.13) iз початковими умовами (6.14), що матриця H(t∗, t0) неви-
роджена.

Означення 6.6. Допустима функцiя x̂(·) ∈ C1([t0, t1], R
n) задо-

вольняє посилену умову Лежандра, якщо

⟨L̂x′x′(t)h(t);h(t)⟩ > 0 для всiх t ∈ [t0, t1].

для всiх допустимих варiацiй h(·) функцiї x̂(·).
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Теорема 6.5 (необхiдна умова Якобi). Якщо функцiя x̂(·) ∈
∈ C1([t0, t1],Rn) дає слабкий локальний мiнiмум функцiонала за-
дачi (6.12) i виконується посилена умова Лежандра, то на iн-
тервалi (t0, t1) не iснує точок, спряжених iз точкою t0.

Означення 6.7. Допустима функцiя x̂(·) задовольняє посилену
умову Якобi, якщо на iнтервалi (to, t1] не iснує спряжених точок.

Теорема 6.6 (достатнi умови слабкого локального мiнiму-
му). Допустима функцiя дає слабкий локальний мiнiмум фун-
кцiонала задачi (6.12), якщо вона задовольняє:
1) рiвняння Ейлера;
2) граничнi умови;
3) посилену умову Лежандра;
4) посилену умову Якобi.

Зауваження 6.2. Достатнi умови слабкого локального максимуму
дiстанемо, якщо в умовi Лежандра помiняємо знак нерiвностi на
протилежний.

Приклад 6.2. Дослiдити на екстремум функцiонал
w T0

0

(
(x′1)

2 + (x′2)
2 + 2x1x2

)
dt → extr,

xi(0) = xi0, xi(T0) = xi1, i = 1, 2.

Розв’язання. 1. Система рiвнянь Ейлера має вигляд

x′′1 = x2, x′′2 = x1,

звiдки x
(4)
1 = x1, x

(4)
2 = x2. Загальний розв’язок системи рiвнянь

Ейлера такий:

x1(t) = C1 sinh(t) + C2 cosh(t) + C3 sin(t) + C4 cos(t),

x2(t) = C1 sinh(t) + C2 cosh(t)− C3 sin(t)− C4 cos(t).

Iз граничних умов можна визначити невiдомi C1, C2, C3, C4.
2. Умова Лежандра виконана внаслiдок того, що матриця

A(t) = Lx′x′(t) = I одинична.
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3. Система рiвнянь Якобi збiгається iз системою рiвнянь Ей-
лера. Побудуємо такий матричний розв’язок системи:

H(t, 0) =

[
sinh(t) sin(t)
sinh(t) − sin(t)

]
, detH ′(0, 0) =

∣∣∣∣1 1
1 −1

∣∣∣∣ ̸= 0,

detH(t, 0) = −2 sinh(t) sin(t).

Отже, спряженi точки мають вигляд: t∗ = πk, k ∈ N.
Вiдповiдь. При T0 < π iснує єдина екстремаль, яка дає слаб-

кий локальний мiнiмум функцiонала задачi. При T0 > π задача
розв’язкiв не має. Якщо T0 = π, то необхiдне додаткове дослiдже-
ння.

6.5. Умова Вейєрштрасса. Голковi варiацiї

Задачу на сильний екстремум у варiацiйному численнi впер-
ше дослiдив Вейєрштрасс. Щоб довести необхiдну умову сильного
мiнiмуму вiн використав спецiальнi варiацiї допустимих функцiй:

hλ(t) =


ξλ+ (t− τ)ξ, t ∈ [τ− λ, τ],
ξλ− (t− τ)

√
λξ, t ∈ [τ, τ+

√
λ],

0, t ̸∈ [τ− λ, τ+
√
λ].

Похiдна h′λ(t) варiацiї hλ(t) деякою мiрою нагадує голку (рис. 9),
тому такi варiацiї називають голковими.

Розглянемо основну задачу варiацiйного числення:

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt → extr, (6.15)

x(t0) = x0, x(t1) = x1, (6.16)

у класi KC1[t0, t1] кусково-гладких функцiй. Нехай x̂(·) — екс-
тремаль, що дослiджується на сильний мiнiмум. Будемо вважати,
що функцiя x̂(·) гладка. Вiдповiдно до методу варiацiй побудуємо
функцiю

φ(λ) = J(xλ(·)) = J(x̂(·) + hλ(·)),
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Рис. 9: Голковi варiацiї

де hλ(·) — голкова варiацiя; τ — внутрiшня точка вiдрiзка [t0, t1]; ξ
— довiльне число. При досить малих λ ≥ 0 функцiя xλ(·) = x̂(·)+
+hλ(·) буде допустимою в задачi (6.15) i xλ(t0) = x0, xλ(t1) = x1.

Якщо x̂(·) — це функцiя, на якiй досягає мiнiмуму функцiонал
J(x(·)) задачi (6.15), то J(xλ(·)) ≥ J(x̂(·)), звiдки

φ′(+0) = lim
λ↓0

φ(λ)−φ(0)
λ

≥ 0,

тобто виконується умова Вейєрштрасса:

E(τ, x̂(τ), x̂′(τ), x̂′(τ) + ξ) = L(τ, x̂(τ), x̂′(τ) + ξ)−
−L(τ, x̂(τ), x̂′(τ))− ξLx′(τ, x̂(τ), x̂′(τ)) ≥ 0 (6.17)

для всiх ξ ∈ R та τ ∈ [t0, t1].

Означення 6.8. Функцiя

E(t, x, y, z) = L(t, x, z)− L(t, x, y)− (z − y)Ly(t, x, y)

називається функцiєю Вейєрштрасса.

Теорема 6.7 (умова Вейєрштрасса сильного мiнiмуму).
Якщо x̂(·) — функцiя, що дає сильний локальний мiнiмум фун-
кцiонала основної задачi варiацiйного числення (6.15), то для всiх
ξ ∈ R та τ ∈ [t0, t1], виконується нерiвнiсть (6.17).
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Означення 6.9. Iнтегрант L = L(t, x, x′) називається квазiре-
гулярним (регулярним) в областi V ⊂ R2, якщо функцiя
x′ → L(t, x, x′) опукла (строго опукла) для всiх (t, x) ∈ V.

Квазiрегулярнiсть (регулярнiсть) iнтегранта L = L(t, x, x′)
в областi V рiвносильна тому, що функцiя Вейєрштрасса
E(t, x, x′, u) ≥ 0 (E(t, x, x′, u) > 0, x′ ̸= u) для всiх (t, x) ∈ V
та для всiх (u, x) ∈ R2.

Теорема 6.8 (достатнi умови сильного мiнiмуму). Нехай
x̂(·) ∈ C2([t0, t1]) допустима екстремаль основної задачi варiацiй-
ного числення (6.15), iнтегрант L ∈ C4(V ×R) i квазiрегулярний
в областi V , де V — деякий окiл графiка {(t, x̂(t))| t0 ≤ t ≤ t1}
функцiї x̂(·). Якщо функцiя x̂(·) задовольняє посиленi умови Ле-
жандра i Якобi, то x̂(·) дає сильний локальний мiнiмум основної
задачi варiацiйного числення.

Зауваження 6.3. Достатнi умови сильного максимуму отримаємо,
помiнявши знак нерiвностi на протилежний в умовах Лежандра i
Вейєрштрасса.
Приклад 6.3. Дослiдити на екстремум функцiонал

J(x(·)) =
w a

0
(x′)3(t) dt → extr,

x(0) = 0, x(a) = b, a > 0, b > 0.

Рoзв’язання. 1. Екстремалями функцiонала є прямi лiнiї
x̂(t) = C1t+C2. Iз граничних умов випливає, що екстремум може
досягатися лише на прямiй x̂(t) = pt, p = b/a, де p — тангенс кута
нахилу прямої до осi OX.

2. Перевiримо умову Якобi. Складемо рiвняння Якобi

a(t)h′′(t) + b(t)h′(t) + c(t)h(t) = 0,

a(t) = L̂x′x′(t) = 6x̂′(t) = 6p > 0,

b(t) =
d

dt
L̂x′x′(t) = 6x̂′′(t) = 0,

c(t) =
d

dt
L̂xx′(t)− L̂xx(t) = 0.
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Отже, рiвняння Якобi має вигляд 6ph′′(t) = 0 або h′′ = 0. Його
загальний розв’язок h(t) = At + B. Нетривiальний розв’язок, що
проходить через точку (0, 0), такий: h(t) = At, A ̸= 0. Ця функцiя
перетворюється на нуль у точцi t = 0 i бiльше нулiв не має, тому
умова Якобi виконується для всiх a > 0, b > 0.

3. Посилена умова Лежандра виконується тому, що L̂x′x′(t) =
= 6x̂′(t) = 6p > 0. Це дає пiдставу твердити, що на екстремалi
x̂(t) = pt досягається слабкий локальний мiнiмум функцiонала
задачi.

4. Обчислимо функцiю Вейєрштрасса. Ця функцiя не зберiгає
знака для всiх ξ ∈ R. Умова Вейєрштрасса не виконується.

Вiдповiдь. Екстремаль x̂(t) = pt дає слабкий локальний мiнi-
мум функцiонала задачi. Сильний мiнiмум не досягається.

Приклад 6.4. Дослiдити на екстремум функцiонал

J(x(·)) =
w a

0

(
6(x′)2(t)− (x′)4(t) + x(t)x′(t)

)
dt → extr,

x(0) = 0, x(a) = b, a > 0, b > 0.

Розв’язання. 1. Екстремалями функцiонала є прямi лiнiї x(t) =
C1t + C2. Граничнi умови задовольняє екстремаль x̂(t) = pt, p =
b/a.

2. Рiвняння Якобi 12(1−p2)h′′ = 0 має нетривiальний розв’язок
h(t) = At, A ̸= 0, що проходить через точку (0, 0). Функцiя h = At,
не дорiвнює нулю при t > 0, спряжених точок немає. Виконується
посилена умова Якобi.

3. Перевiримо умову Лежандра. Оскiльки L̂x′x′(t) = 12(1−p2),
то екстремаль x̂(t) = pt дає слабкий мiнiмум, коли p < 1, а при
p > 1 екстремаль дає слабкий максимум.

4. Обчислимо функцiю Вейєрштрасса

E(t, x̂, x̂′, ξ) = 6(ξ+ p)2 − (ξ+ p)4 + p(ξ+ p)t− 6p2 + p4−
− p2t− ξ(12p− 4p3 + pt) =

= −ξ2((ξ+ p)2 + 2p(ξ+ p)− (6− 3p2)).

Знак функцiї E(t, x̂, x̂′, ξ) протилежний знаку останнього множни-
ка. При 6− 2p2 ≤ 0 або p ≥

√
3 квадратичний вираз додатний для
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всiх ξ ∈ R. Якщо ж p <
√
3, то квадратичний вираз може мiняти

знак. Отже, при p ≥
√
3 досягається сильний максимум.

Вiдповiдь. При кутi нахилу прямої x̂(t) = pt вiд 0 до π/4 екс-
тремаль x̂(t) = pt дає слабкий мiнiмум функцiонала задачi. Коли
кут нахилу прямої вiд π/4 до π/3, то екстремаль x̂(t) = pt дає
слабкий максимум функцiонала, а при кутi нахилу вiд π/3 до π/2
екстремаль x̂(t) = pt дає сильний максимум функцiонала задачi.

6.6. Умови другого порядку в задачi Больца

Дослiдимо на екстремум функцiонал задачi

B(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt+ l(x(t0), x(t1)) → inf, (6.18)

у просторi C1([t0, t1],Rn).

Теорема 6.9 (необхiднi умови слабкого мiнiмуму). Нехай
функцiя x̂(·) ∈ C2([t0, t1],Rn) дає слабкий локальний мiнiмум
у задачi Больца (6.18), iнтегрант L(t, x, x′) ∈ C3(U), де U —
окiл графiка {(t, x̂(t), x̂′(t))| t0 ≤ t ≤ t1} ⊂ R2n+1, термiнант
l(x0, x1) ∈ C2(V ), де V — окiл точки (x̂(t0), x̂(t1)) ∈ R2n. Тодi
справджуються: 1) рiвняння Ейлера

L̂x(t)−
d

dt
L̂x′(t) = 0;

2) умови трансверсальностi

L̂x′(t0) = l̂x0 , L̂x′(t1) = −l̂x1 ;

3) умова Лежандра

L̂x′x′(t) ≥ 0, t ∈ [t0, t1];

4) умова Якобi (на iнтервалi (t0, t1) немає спряжених точок),
якщо виконується посилена умова Лежандра: L̂x′x′(t) > 0,
t ∈ [t0, t1];
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5) квадратична форма P + Q невiд’ємна на R2n, якщо виконую-
ться посилена умова Лежандра L̂x′x′(t) > 0, t ∈ [t0, t1] i посилена
умова Якобi (на iнтервалi (t0, t1) немає спряжених точок). Тут

Q(h0, h1) = l′′(x̂(t0), x̂(t1))[(h0, h1); (h0, h1)],

P (h0, h1) = ⟨L̂x′x′(t1)(H
′
0(t1)h0 +H ′

1(t1)h1), h1⟩−
− ⟨L̂x′x′(t0)(H

′
0(t0)h0 +H ′

1(t0)h1), h0⟩+
+ ⟨L̂xx′(t1)h1, h1⟩ − ⟨L̂xx′(t0)h0, h0⟩,

Hi(·) — розв’язки рiвняння Якобi з граничними умовами
Hi(tj) = δijI (δij — символ Кронекера; I — одинична матриця).

Теорема 6.10 (достатнi умови слабкого мiнiмуму). Нехай
у задачi Больца (6.18) функцiя L(t, x, x′), що стоїть пiд зна-
ком iнтеграла, належить простору C3(U), де U — окiл графiка
{(t, x̂(t), x̂′(t))| t0 ≤ t ≤ t1} ⊂ R2n+1, функцiя l(x0, x1) ∈ C2(V ),
де V — окiл точки (x̂(t0), x̂(t1)) ∈ R2n. Якщо допустима функцiя
x̂(·) ∈ C2([t0, t1],Rn) така, що виконуються: 1) рiвняння Ейле-
ра; 2) умови трансверсальностi; 3) посилена умова Лежандра;
4) посилена умова Якобi (на iнтервалi (t0, t1] немає спряжених
точок), а також квадратична форма P +Q додатно визначена,
то функцiя x̂(·) дає слабкий локальний мiнiмум у задачi Больца.

Теорема 6.11 (необхiднi умови сильного мiнiмуму). Не-
хай функцiя x̂(·) ∈ C2([t0, t1],Rn) дає сильний локальний мiнi-
мум у задачi Больца (6.18), iнтегрант L(t, x, x′) ∈ C3(U), де U
— окiл графiка {(t, x̂(t), x̂′(t))| t0 ≤ t ≤ t1} ⊂ R2n+1, термiнант
l(x0, x1) ∈ C2(V ), де V — окiл точки (x̂(t0), x̂(t1)) ∈ R2n. Тодi
справджуються:
1) рiвняння Ейлера

L̂x(t)−
d

dt
L̂x′(t) = 0;

2) умови трансверсальностi

L̂x′(t0) = l̂x0 , L̂x′(t1) = −l̂x1 ;
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3) умова Лежандра

L̂x′x′(t) ≥ 0, t ∈ [t0, t1];

4) умова Якобi (на iнтервалi (t0, t1) немає спряжених точок),
якщо виконується посилена умова Лежандра L̂x′x′(t) > 0,
t ∈ [t0, t1];
5) квадратична форма P + Q невiд’ємна на R2n, якщо виконую-
ться посилена умова Лежандра i посилена умова Якобi (на iн-
тервалi (t0, t1] немає спряжених точок);
6) умова Вейєрштрасса E(t, x̂(t), x̂′(t), u) ≥ 0, u ∈ Rn, t ∈ [t0, t1],
де E(t, x, x′, u) = L(t, x, u)−L(t, x, x′)−Lx′(t, x, x′)(u− x′) — фун-
кцiя Вейєрштрасса.

Теорема 6.12 (достатнi умови сильного мiнiмуму). Нехай
x̂(·) ∈ C2([t0, t1],Rn) — допустима екстремаль у задачi Больца
(6.18), квазiрегулярний на U iнтегрант L(t, x, x′) ∈ C3(U×Rn), де
U — деякий окiл графiка {(t, x̂(t))| t0 ≤ t ≤ t1} ⊂ Rn+1 функцiї x̂(·),
термiнант l(x0, x1) ∈ C2(V ), де V — окiл точки (x̂(t0), x̂(t1)) ∈
∈ R2n. Якщо x̂(·) така, що справджуються:
1) рiвняння Ейлера;
2) умови трансверсальностi;
3) посилена умова Лежандра;
4) посилена умова Якобi (на iнтервалi (t0, t1] немає спряжених
точок);
5) квадратична форма P +Q додатно визначена,
то функцiя x̂(·) дає сильний локальний мiнiмум функцiонала за-
дачi Больца.

Теорема 6.13. Нехай у задачi Больца iнтегрант L має вигляд

L = ⟨Ax′, x′⟩+ 2⟨Cx′, x⟩+ ⟨Bx, x⟩,

де матрицi A(t), C(t) неперервно диференцiйовнi, а B(t) непе-
рервна, термiнант l має вигляд

l(x0, x1) = ⟨αx0, x0⟩+ 2⟨γx0, x1⟩+ ⟨βx1, x1⟩,

де α, β, γ — матрицi розмiру n× n. Якщо виконується посиле-
на умова Лежандра: A(t) > 0 i в iнтервалi (t0, t1) є спряжена
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точка, то значення задачi Smin = −∞. Якщо ж виконуються
посиленi умови Лежандра, Якобi i матриця P + Q невiд’ємно
визначена, то допустима екстремаль x̂(·) ≡ 0 реалiзує мiнiмум
задачi.

Правило дослiдження функцiонала задачi Больца
на екстремум
1. Знайти допустимi екстремалi задачi, тобто розв’язки рiвня-

ння Ейлера

Lx(t)−
d

dt
Lx′(t) = 0,

що задовольняють умови трансверсальностi

Lx′(t0) = lx0 , Lx′(t1) = −lx1 .

2. Обчислити Lx′x′(t) i перевiрити, чи виконується посилена
умова Лежандра:

L̂x′x′(t) > 0 для всiх t ∈ [t0, t1].

3. Знайти нетривiальнi розв’язки h(t) рiвняння Якобi

a(t)h′′(t) + b(t)h′(t) + c(t)h(t) = 0,

a(t) = L̂x′x′(t), b(t) =
d

dt
L̂x′x′(t),

c(t) =
d

dt
L̂xx′(t)− L̂xx(t).

Визначити спряженi точки t∗ : h(t∗) = h(t0) = 0 i перевiрити, чи
належать цi точки iнтервалу (t0, t1].

4. Побудувати квадратичну форму P + Q i дослiдити її на
додатну (вiд’ємну) визначенiсть.

5. Переконатися в тому, що iнтегрант L(t, x, x′) квазiрегуляр-
ний.

6. Користуючись наведеними теоремами показати, що допу-
стима екстремаль дає слабкий (сильний) екстремум функцiонала
задачi.
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Приклад 6.5. Дослiдити на екстремум функцiонал

w π
2

0

(
(x′)2(t)− x2(t)

)
dt+ αx2(0) + βx2

(
π

2

)
+ 2γx(0)x

(
π

2

)
→ inf .

Розв’язання. 1. Рiвняння Ейлера x′′+x = 0 має загальний розв’я-
зок x(t) = C1 sin(t) + C2 cos(t). Умови трансверсальностi

x′(0) = αx(0) + γx(π/2)q, x′(π/2) = −βx(π/2)− γx(0)

задовольняє екстремаль x̂(t) = 0, якщо (γ − 1)2 − αβ ̸= 0, i мно-
жина екстремалей, якщо (γ− 1)2 − αβ = 0.

2. Посилена умова Лежандра виконана: L̂x′x′(t) = 2 > 0.
3. Рiвняння Якобi h′′+h = 0 має розв’язок h(t) = sin(t), що за-

довольняє граничнi умови h(0) = 0, h′(0) = 1. На вiдрiзку (0,π/2]
спряжених точок немає. Посилена умова Якобi виконана.

4. Побудуємо квадратичну форму P + Q. Розв’язки рiвняння
Якобi, що задовольняють граничнi умови h0(π/2) = 0, h0(0) = 1,
h1(π/2) = 0, h1(0) = 0 такi: h0(t) = cos(t), h1(t) = sin(t). Отже,
квадратична форма

P +Q =

∣∣∣∣ 2α 2γ− 2
2γ− 2 2β

∣∣∣∣ .
Ця форма, додатно визначена при α > 0 та αβ− (γ− 1)2 > 0, не є
невiд’ємно визначеною при α < 0 або α > 0 та αβ− (γ− 1)2 < 0.

5. Iнтегрант L = (x′)2 − x2 квазiрегулярний, оскiльки

E(t, x, x′, u) = (u− x′)2 ≥ 0 для всiх u ∈ R, x′ ∈ R.

6. Аналiзуючи отриманi спiвiдношення переконаємося у спра-
ведливостi такого висновку.

Якщо α > 0, αβ − (γ − 1)2 > 0, то функцiя x̂(t) ≡ 0 дає
сильний мiнiмум задачi. Якщо α > 0 i αβ− (γ−1)2 < 0 або α < 0,
то Smin = −∞. Якщо α > 0 i αβ − (γ − 1)2 = 0 або α < 0 i
αβ− (γ− 1)2 > 0, то необхiдне додаткове дослiдження задачi.
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6.7. Умови екстремуму другого порядку в задачах
зi старшими похiдними

Розглянемо варiацiйну задачу зi старшими похiдними

J(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t), . . . , x(n)(t)) dt → inf, (6.19)

x(k)(t0) = x0k, x(k)(t1)) = x1k, k = 0, 1, . . . , n− 1. (6.20)

Будемо вважати, що функцiя L(t, x, x′, . . . , x(n) неперервно дифе-
ренцiйовна n + 2 рази. Нехай x̂(·) ∈ C2n([t0, t1],R) — екстремаль
задачi. Вона задовольняє рiвняння Ейлера – Пуассона

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
L̂x(k)(t) = 0.

Функцiя x̂(·) задовольняє умову Лежандра задачi (6.19)–(6.20),
якщо

L̂x(n)x(n)(t) = Lx(n)x(n)(t, x̂(t), x̂′(t), . . . , x̂(n)(t)) ≥ 0 t ∈ [t0, t1],

i задовольняє посилену умову Лежандра, якщо

L̂x(n)x(n)(t) > 0, t ∈ [t0, t1].

Функцiонал J(x(·)) має другу похiдну в точцi x̂(·). Нехай

K(h(·)) = J ′′(x̂(·))(h(·), h(·)) =
w t1

t0

( n∑
i,j=0

L̂x(i)x(j)(t)h(i)(t)h(j)(t)

)
dt.

Означення 6.10. Рiвняння Ейлера – Пуассона функцiонала
K(h(·)) називається рiвнянням Якобi функцiонала J(x(·)) на екс-
тремалi x̂(·).

Означення 6.11. Точка t∗ називається спряженою з точкою t0,
якщо iснує нетривiальний розв’язок h(·) рiвняння Якобi такий, що
h(k)(t0) = h(k)(t∗) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Функцiя x̂(·) задовольняє умову Якобi (посилену умову Яко-
бi), якщо на iнтервалi (t0, t1) (на iнтервалi (t0, t1]) немає точок,
спряжених iз t0.

Рiвняння Якобi — це лiнiйне диференцiальне рiвняння
порядку 2n. Якщо виконується посилена умова Лежандра,
то його можна розв’язати вiдносно старшої похiдної. Нехай
h1(·), h2(·), . . . , hn(·) — розв’язки рiвняння Якобi такi, що H(t0) =
= 0, а матриця H(n)(t0) невироджена. Тут

H(t) =

 h1(t) · · · hn(t)
· · · · · · · · ·

h
(n−1)
n (t) · · · h

(n−1)
n (t)

 ,

H(n)(t) =

 h
(n)
1 (t) · · · h

(n)
n (t)

· · · · · · · · ·
h
(2n−1)
1 (t) · · · h

(2n−1)
n (t)

 .

Точка t∗ є спряженою з точкою t0 тодi i тiльки тодi, коли матриця
H(t∗) вироджена.

Означення 6.12. Iнтегрант L(t, x, x′, . . . , x(n)) називається ква-
зiрегулярним (регулярним) в областi V ⊂ Rn+1, якщо фун-
кцiя x(n) → L(t, x, x′, . . . , x(n)) опукла (строго опукла) для всiх
(t, x, x′, . . . , x(n−1)) ∈ V.

Функцiя Вейєрштрасса функцiонала J(x(·)) має вигляд

E(t, x, x′, . . . , x(n), u) = L(t, x, x′, . . . , x(n−1), u)−
− L(t, x, x′, . . . , x(n))− Lx(n)(t, x, x′, . . . , x(n))(u− x′).

Квазiрегулярнiсть (регулярнiсть) iнтегранта L в областi V озна-
чає, що E(t, x, x′, . . . , x(n), u) ≥ 0 (E(t, x, x′, . . . , x(n), u) > 0,
x(n) ̸= u) для всiх (t, x, x′, . . . , x(n−1)) ∈ V , (u, x(n)) ∈ R2.

Означення 6.13. Функцiя x̂(·) ∈ KCn[t0, t1] дає сильний мiнiмум
задачi (6.19)–(6.20), якщо iснує таке число ε > 0, що для кожної
допустимої функцiї x(·) ∈ KCn[t0, t1], яка задовольняє умову

∥x(·)− x̂(·)∥Cn−1[t0,t1] < ε,

виконується нерiвнiсть J(x(·)) ≥ J(x̂(·)).
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Теорема 6.14 (необхiднi умови слабкого мiнiмуму). Не-
хай функцiя x̂(·) ∈ C2n[t0, t1] дає слабкий локальний мiнi-
мум у задачi зi старшими похiдними (6.19)–(6.20), iнтегрант
L(t, x, x′, . . . , x(n)) ∈ C(n+2)(U), де U — окiл розширеного графiка
{(t, x̂(t), x̂′(t), . . . , x̂(n)(t))| t0 ≤ t ≤ t1} функцiї x̂(·). Тодi справ-
джуються:
1) рiвняння Ейлера – Пуассона

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
L̂x(k)(t) = 0;

2) граничнi умови x̂(k)(t0) = x0k, x̂(k)(t1) = x1k, k = 0, 1, . . . , n− 1;
3) умова Лежандра

L̂x(n)x(n)(t) ≥ 0, t ∈ [t0, t1];

4) умова Якобi, якщо виконується посилена умова Лежандра
L̂x(n)x(n)(t) > 0, t ∈ [t0, t1].

Теорема 6.15 (достатнi умови слабкого мiнiмуму). Нехай
x̂(·) ∈ C2n[t0, t1] допустима функцiя задачi (6.19)–(6.20) зi стар-
шими похiдними, iнтегрант L ∈ C(n+2)(U), де U — окiл розши-
реного графiка {(t, x̂(t), x̂′(t), . . . , x̂(n)(t))| t0 ≤ t ≤ t1} функцiї x̂(·).
Якщо x̂(·) задовольняє рiвняння Ейлера – Пуассона, посиленi умо-
ви Лежандра i Якобi, то функцiя x̂(·) дає слабкий локальний мi-
нiмум функцiонала задачi (6.19)–(6.20) зi старшими похiдними.

Теорема 6.16 (необхiднi умови сильного мiнiмуму)). Не-
хай функцiя x̂(·) ∈ C2n[t0, t1] дає сильний локальний мiнiмум
функцiонала задачi зi старшими похiдними, iнтегрант L ∈
C(n+2)(U), де U — окiл графiка {(t, x̂(t), x̂′(t), . . . , x̂(n−1)(t))| t0 ≤
t ≤ t1} функцiї x̂(·). Тодi функцiя x̂(·) задовольняє:
1) рiвняння Ейлера – Пуассона

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
L̂x(k)(t) = 0;

2) граничнi умови

x̂(k)(t0) = x0k, x̂(k)(t1) = x1k, k = 0, 1, . . . , n− 1;
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3) умову Лежандра

L̂x(n)x(n)(t) ≥ 0, t ∈ [t0, t1];

4) умову Якобi (на iнтервалi (t0, t1) немає спряжених точок),
якщо виконується посилена умова Лежандра

L̂x(n)x(n)(t) > 0, t ∈ [t0, t1];

5) умову Вейєрштрасса E(t, x̂(t), x̂′(t), . . . , x̂(n)(t), u) ≥ 0 для всiх
u ∈ R, t ∈ [t0, t1].

Теорема 6.17 (достатнi умови сильного мiнiмуму). Нехай
x̂(·) ∈ C2n[t0, t1] — допустима екстремаль у задачi зi старшими
похiдними, iнтегрант L ∈ Cn+2(U×R) i квазiрегулярний на U , де
U — деякий окiл графiка {(t, x̂(t), . . . , x̂(n−1)(t)| t0 ≤ t ≤ t1} функцiї
x̂(·). Якщо функцiя x̂(·) задовольняє посиленi умови Лежандра i
Якобi, то x̂(·) дає сильний локальний мiнiмум функцiонала задачi
зi старшими похiдними.

Теорема 6.18. Нехай у задачi зi старшими похiдними iнте-
грант L має вигляд

L =

n∑
k=0

Ak(t)(x
(k)(t))2

i виконується посилена умова Лежандра: An(t) > 0, t ∈ [t0, t1].
Якщо виконується посилена умова Якобi, то допустима екстре-
маль iснує, єдина i дає абсолютний мiнiмум функцiонала задачi.
Якщо ж умова Якобi не виконується, то Smin = −∞.

Правило дослiдження на екстремум функцiонала
задачi зi старшими похiдними
1. Знайти допустимi екстремалi задачi, тобто розв’язки рiвня-

ння Ейлера – Пуассона

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
Lx(k)(t) = 0,
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що задовольняють граничнi умови

x̂(k)(t0) = x0k, x̂(k)(t1) = x1k, k = 0, 1, . . . , n− 1.

2. Обчислити L̂x(n)x(n)(t) i перевiрити, чи виконується посилена
умова Лежандра:

L̂x(n)x(n)(t) > 0, t ∈ [t0, t1].

3. Знайти нетривiальнi розв’язки h(t) рiвняння Якобi. Визна-
чити спряженi точки t∗ : h(k)(t0) = h(k)(t∗) = 0, k = 0, n− 1, i
перевiрити, чи належать цi точки iнтервалу (t0, t1].

4. Побудувати квадратичну форму P + Q i дослiдити її на
додатну (вiд’ємну) визначенiсть.

5. Переконатися в тому, що iнтегрант L(t, x, x′, . . . , x(n)) квазi-
регулярний.

6. Користуючись теоремами 6.14–6.18 показати, що допустима
екстремаль дає слабкий (сильний) екстремум функцiонала задачi.

Приклад 6.6. Дослiдити на екстремум функцiонал
w T0

0

(
(x′′)2(t)− (x′)2(t)

)
dt → extr,

x(0) = x′(0) = x(T0) = x′(T0) = 0.

Розв’язання. 1. Рiвняння Ейлера – Пуассона x(4) + x(2) = 0 має
загальний розв’язок

x(t) = C1 sin(t) + C2 cos(t) + C3t+ C4.

Граничнi умови задовольняє екстремаль x̂(t) ≡ 0.
2. Посилена умова Лежандра виконується: Lx′′x′′(t) = 2 > 0.
3. Рiвняння Якобi h(4) + h(2) = 0 має нетривiальнi розв’язки

h1(t) = 1− cos(t), h2(0) = sin(t)− t. Побудуємо матричну функцiю

H(t) =

[
h1(t) h2(t)
h′1(t) h′2(t)

]
=

[
1− cos(t) sin(t)− t
sin(t) cos(t)− 1

]
,

H(0) = 0, H ′(0) = det

[
1 0
0 −1

]
̸= 0.
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Спряженi точки дiстанемо, якщо розв’яжемо рiвняння

detH(t) = 2(cos(t)− 1) + t sin(t) = 0.

Найближча до нуля спряжена точка t∗ = 2π.
4. Iнтегрант L = (x′′)2 − (x′)2 квазiрегулярний, оскiльки

E(t, x, x′, x′′, u) = (u− x′′)2 ≥ 0 для всiх u, x′′ ∈ R.

5. Аналiзуючи отриманi спiвiдношення, переконуємося у спра-
ведливостi такого висновку.

Вiдповiдь. Екстремаль x̂(t) ≡ 0 дає сильний мiнiмум задачi
при T0 < 2π. Якщо T0 > 2π, то Smin = −∞. Можна показати,
що при T0 = 2π допустимi екстремалi x̂(t) = C(1 − cos(t)) дають
абсолютний мiнiмум функцiонала задачi.

6.8. Задачi для самостiйного розв’язування

Розв’язати найпростiшi задачi варiацiйного числення.

6.1.
1r
0

(x′)2 dt → extr, x(0) = 1, x(1) = 0.

6.2.
ar
0

(x′)2 dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.3.
1r
0

(
x− (x′)2

)
dt → extr, x(0) = x(1) = 0.

6.4.
ar
0

(
(x′)2 − x

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.5.
1r
0

(
(x′)2 + tx

)
dt → extr, x(0) = x(1) = 0.

6.6.
1r
0

(
t2x− (x′)2

)
dt → extr, x(0) = x(1) = 0.

6.7.
ar
0

(x′)3 dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.8.
3/2r
0

(
(x′)3 + 2x

)
dt → extr, x(0) = 0, x(3/2) = 1.

6.9.
ar
0

(
(x′)3 − (x′)2

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.
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6.10.
ar
0

(
(x′)3 + (x′)2

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.11.
er
1

t(x′)2 dt → extr, x(1) = 0, x(e) = 1.

6.12.
1r
0

(1 + t)(x′)2 dt → extr, x(0) = 0, x(1) = 1.

6.13.
er
1

(
t(x′)2 + 2x

)
dt → extr, x(1) = 1, x(e) = 0.

6.14.
er
1

(
x− t(x′)2

)
dt → extr, x(1) = 1, x(e) = 2.

6.15.
2r
1

t2(x′)2 dt → extr, x(1) = 3, x(2) = 1.

6.16.
3r
2

(t2 − 1)(x′)2 dt → extr, x(2) = 0, x(3) = 1.

6.17.
er
1

(
2x− t2(x′)2

)
dt → extr, x(1) = e, x(e) = 0.

6.18.
1r
0

x2(x′)2 dt → extr, x(0) = 1, x(1) =
√
2.

6.19.
4/3r
0

(
x/(x′)2

)
dt → extr, x(0) = 1, x(4/3) = 1/9.

6.20.
1r
0

ex(x′)2 dt → extr, x(0) = 0, x(1) = ln(4).

6.21.
1r
0

(
(x′)2 + xx′ + 12tx

)
dt → extr, x(0) = x(1) = 0.

6.22.
er
1

(
t(x′)2 + xx′

)
dt → extr, x(1) = 0, x(e) = 1.

6.23.
1r
0

(
t2(x′)2 + 12x2

)
dt → extr, x(0) = 0, x(1) = 1.

6.24.
1r

−1

(
(x′)2 + x2

)
dt → extr, x(−1) = x(1) = 1.

6.25.
1r

−1

(
(x′)2 + 4x2

)
dt → extr, x(−1) = −1, x(1) = 1.

6.26.
1r
0

(
(x′)2 + x2 + 2x

)
dt → extr, x(0) = x(1) = 0.

149



6.27.
1r
0

(
(x′)2 + x2 + tx

)
dt → extr, x(0) = x(1) = 0.

6.28.
1r
0

(
4x sin(t)− x2 − (x′)2

)
dt → extr, x(0) = x(1) = 0.

6.29.
1r
0

(
(x′)2 + x2 + 6x sinh(2t)

)
dt → extr, x(0) = x(1) = 0.

6.30.
ar
0

(
(x′)2 + x2 − 4x sin(t)

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.31.
ar
0

(
(x′)2 + x2 + 6x sinh(2t)

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.32.
1r
0

(
(x′)2 + x2 + 4x sinh(t)

)
dt → extr, x(0) = −1, x(1) = 0.

6.33.
ar
0

(
(x′)2 + x2 + 4x sinh(t)

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.34.
1r
0

(
(x′)2 + x2 + 4x cosh(t)

)
dt → extr, x(0) = x(1) = 0.

6.35.
ar
0

(
(x′)2 + x2 + 4x cosh(t)

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.36.
π/2r
0

(
(x′)2 − x2

)
dt → extr, x(0) = 1, x(π/2) = 0.

6.37.
π/4r
0

(
4x2 − (x′)2

)
dt → extr, x(0) = 1, x(π/4) = 0.

6.38.
π/4r
0

(
(x′)2 − 4x2

)
dt → extr, x(0) = 0, x(π/4) = 1.

6.39.
3π/4r
0

(
(x′)2 − 4x2

)
dt → extr, x(0) = 0, x(3π/4) = −1.

6.40.
π/2r
0

(
2x+ x2 − (x′)2

)
dt → extr, x(0) = x(π/2) = 0.

6.41.
3π/2r
0

(
(x′)2 − x2 − 2x

)
dt → extr, x(0) = 0, x(3π/2) = 0.

6.42.
3π/2r
0

(
(x′)2 − x2 − tx

)
dt → extr, x(0) = x(π/2) = 0.
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6.43.
3π/2r
0

(
(x′)2 − x2 + 4x sinh(t)

)
dt → extr, x(0) = x(π/2) = 0.

6.44.
ar
0

(
(x′)2 − x2 + 4x sinh(t)

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.45.
π/2r
0

(
6x sin(2t) + x2 − (x′)2

)
dt → extr, x(0) = x(π/2) = 0.

6.46.
ar
0

(
(x′)2 − x2 − 6x sin(2t)

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.47.
π/2r
0

(
4x sin(2t) + x2 − (x′)2

)
dt → extr, x(0) = x(π/2) = 0.

6.48.
3π/2r
0

(
(x′)2 − x2 − 4x sin(t)

)
dt → extr, x(0) = x(3π/2) = 0.

6.49.
π/2r
0

(
(x′)2 − x2 + 4x cos(t)

)
dt → extr, x(0) = x(π/2) = 0.

6.50.
π/2r
0

(
(x′)2 − x2 + 4x cos(t)

)
dt → extr, x(0) = 0, x(π2 ) =

π
2 .

6.51.
3π/2r
0

(
x2 − (x′)2 − 4x cos(t)

)
dt → extr, x(0) = 0, x(3π2 ) = −3π

2 .

6.52.
ar
0

(
(x′)2 − x2 + 4x cos(t)

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.53.
1r
0

(
(x′)2 + 3x2

)
e2t dt → extr, x(0) = 1, x(1) = e.

6.54.
1r
0

(
x2 + (x′)2

)
e2t dt → extr, x(0) = 0, x(1) = e.

6.55.
ar
0

(
(x′)2 − x2

)
e2t dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.56.
1r
0

sin(x′) dt → extr, x(0) = 0, x(1) = π/2.

6.57.
1r
0

cos(x′) dt → extr, x(0) = 0, x(1) = π.

6.58.
ar
0

sin(x′) dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.
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6.59.
ar
0

cos(x′) dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.60.
ar
0

x′ex
′
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.61.
ar
0

(
(x′)5 + 5x

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.62.
1r
0

(
1− (x′)2

)2
dt → extr, x(0) = 0, x(1) = b.

6.63.
ar
0

(
(x′)2 − x(x′)3

)
dt → extr, x(0) = 0, x(a) = 0.

6.64.
1r
0

(
(x′)2 − 4x(x′)3 + 2t(x′)4

)
dt → extr, x(0) = x(1) = 0.

6.65.
1/2r
0

√
1+(x′)2

x dt → extr, x(0) = 1, x(1/2) =
√
3
2 .

6.66.
1r

1/2

√
1+(x′)2

x dt → extr, x(1/2) =
√
3
2 , x(1) = 1.

6.67.
t1r
t0

√
1+(x′)2

x dt → extr, x(t0) = x0, x(t1) = x1.

6.68.
ar

−a

x
√

1 + (x′)2 dt → extr, x(−a) = x(a) = b.

6.69.
t1r
t0

√
1+(x′)2√

x
dt → extr, x(t0) = x0, x(t1) = x1.

6.70.
ar
0

√
x+ h

√
1 + (x′)2 dt → extr, x(0) = 0, x(a) = b.

6.71.
1r
0

(x′)2 dt+ 4x2(0)− 5x2(1) → extr.

6.72.
1r
0

(
(x′)2 + x2

)
dt− 2x(1) sinh(1) → extr.

6.73.
πr
0

(
(x′)2 + x2 − 4x sin(t)

)
dt+ 2x2(0) + 2x(π)− x2(π) → extr.

6.74.
π/2r
0

(
(x′)2 − x2

)
dt+ x2(0)− x2(π/2) + 4x(π/2) → extr.

6.75.
ar
0

(
(x′)2 + x2

)
dt+ αx2(a) → extr.
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6.76.
1r
0

(x′′)2 dt → extr, x(0) = x′(0) = x′(1) = 0, x(1) = 1.

6.77.
1r
0

(x′′)2 dt → extr, x(0) = x(1) = x′(1) = 0, x′(0) = 1.

6.78.
1r
0

(
(x′′)2 − 48x

)
dt → extr, x(0) = 1, x(1) = x′(1) = 0,

x′(0) = −4.

6.79.
1r
0

(
48x− (x′′)2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = 0, x(1) = 1, x′(1) = 4.

6.80.
1r
0

(
24tx−(x′′)2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = x(1) = 0, x′(1) = 0, 1.

6.81.
1r
0

(
(x′′)2−24tx

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = 0, x(1) = 1

5 , x
′(1) = 1.

6.82.
πr
0

(
(x′′)2 − x2

)
dt → extr, x(0) = 0, x′(0) = 1,

x(π) = sinh(π), x′(π) = cosh(π).

6.83.
πr
0

(
(x′′)2 − x2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = 0,

x(π) = cosh(π) + 1, x′(π) = sinh(π).

6.84.
ar
0

(
(x′′)2 − x2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = x(a) = x′(a) = 0.

6.85.
πr
0

(
(x′′)2 − x2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = 0,

x(π) = sinh(π), x′(π) = cosh(π) + 1.

6.86.
ar
0

((x′′)2+4x2)dt → extr, x(0) = x′(0) = 0, x(a) = b0, x′(a) = b1.

6.87.
πr
0

(
(x′′)2 + 4x2

)
dt → extr, x(0) = −1, x′(0) = 0,

x(π) = cosh(π), x′(π) = sinh(π).

6.88.
πr
0

(
(x′′)2 + 4x2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = x(π) = 0,

x′(π) = sinh(π).

6.89.
π/2r
0

(
(x′′)2 − x2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = 1,

x(π/2) = π/2, x′(π/2) = 0.
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6.90.
πr
0

(
(x′′)2−(x′)2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = x(π) = 0, x′(π) = 1.

6.91.
1r
0

(
(x′′)2 + (x′)2

)
dt → extr, x(0) = 1, x′(0) = 0,

x(1) = cosh(1), x′(1) = sinh(1).

6.92.
1r
0

(
(x′′)2 + (x′)2

)
dt → extr, x(0) = 0, x′(0) = 1,

x(1) = sinh(1), x′(1) = cosh(1).

6.93.
ar
0

(
(x′′)2 + (x′)2

)
dt → extr, x(0) = x′(0) = x(a) = x′(a) = 0.

6.94.
1r
0

e−t(x′′)2 dt → extr, x(0) = 0, x′(0) = 1, x(1) = e, x′(1) = 2e.

6.95.
1r
0

e−t(x′′)2 dt → extr, x(0) = 1, x′(0) = 1, x(1) = x′(1) = e.

6.96.
1r
0

(t+ 1)(x′′)2 dt → extr, x(0) = x′(0) = 0, x(1) = 1, x′(1) = 2.

6.97.
1r
0

(t+ 1)(x′′)2 dt → extr, x(0) = 0, x(1) = ln(2), x′(0) = 1,

x′(1) = 1/2.

6.98.
er
1

(t+1)t(x′′)2 dt → extr, x(1) = 0, x′(1) = 1, x(e) = e, x′(e) = 2.

6.99.
1r
0

(t+ 1)3(x′′)2 dt → extr, x(0) = 1, x(1) = 1/2, x′(0) = −1,

x′(1) = −1/4.

6.100.
1r
0

(x
′′′
)2 dt → extr, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0, x(1) = 1,

x′(1) = 3, x′′(1) = 6.

6.101.
1r
0

(x
′′′
)2 dt → extr, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0, x(1) = 1,

x′(1) = 4, x′′(1) = 12.

6.102.
1r
0

(
(x

′′′
)2 + (x′′)2

)
dt → extr, x(0) = x′′(0) = 0, x′(0) = 1,

x′(1) = cosh(1), x(1) = x′′(1) = sinh(1).
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7. Iзопериметричнi задачi

7.1. Необхiднi умови екстремуму

Iзопериметричнi задачi — це задачi про геометричнi фiгури
заданого виду, якi мають максимальну площу при фiксованому
периметрi. Серед таких задач, вiдомих ще в стародавнiх Єгиптi
та Грецiї, є й варiацiйнi задачi. Наприклад, задача про замкнуту
криву заданої довжини, яка обмежує максимальну площу (задача
Дiдони). Якщо рiвняння кривої записати у параметричнiй формi
x = x(t), y = y(t), то задачу можна формалiзувати так. Визначити
максимум функцiонала

S =
1

2

w T

0
(x(t)y′(t)− y(t)x′(t)) dt, (7.1)

x(0) = x(T ), y(0) = y(T )

за умови w T

0

√
(x′)2(t) + (y′)2(t) dt = l. (7.2)

Це задача на екстремум з iнтегральною умовою (7.2).
Iзопериметричною задачею у варiацiйному численнi називає-

ться задача на умовний екстремум:

J0(x(·)) =
w t1

t0
f0(t, x(t), x

′(t)) dt → extr, (7.3)

Ji(x(·)) =
w t1

t0
fj(t, x(t), x

′(t)) dt = lj , j = 1,m, (7.4)

x(t0) = x0, x(t1) = x1. (7.5)

Умови (7.4) називаються iзопериметричними. Як i в основ-
нiй задачi варiацiйного числення, припускається, що функцiї
fj(t, x, x

′), j = 0, 1, . . . ,m, неперервнi разом iз похiдними
f ′
jx(t, x, x

′), f ′
jx′(t, x, x′), j = 0, 1, . . . ,m, за всiма змiнними.

Функцiї x(·) ∈ C1[t0, t1] називаються допустимими в iзопе-
риметричнiй задачi (7.3)–(7.5), якщо вони задовольняють iзопе-
риметричнi умови (7.4) та граничнi умови (7.5). Допустима фун-
кцiя x(·) дає слабкий локальний мiнiмум (максимум) функцiонала
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iзопериметричної задачi (7.3)–(7.5) (записується як x̂(·) ∈ locmin
(x̂(·) ∈ locmax)), якщо iснує таке число δ > 0, що для будь-
якої допустимої функцiї x(·), яка задовольняє спiввiдношення
∥x(·)− x̂(·)∥1 < δ, виконується нерiвнiсть

J0(x(·)) ≥ J0(x̂(·))
(
J0(x(·)) ≤ J0(x̂(·))

)
.

Теорема 7.1 (необхiднi умови екстремуму). Нехай функцiї
fj(t, x, x

′), f ′
jx(t, x, x′), f ′

jx′(t, x, x′), j = 0, 1, . . . ,m, неперервнi.
Якщо допустима функцiя x̂(·) дає слабкий локальний екстре-
мум функцiонала iзопериметричної задачi (7.3)–(7.5), то iсну-
ють множники Лагранжа λ0, λ1, . . . , λm, якi не дорiвнюють ну-
лю одночасно i такi, що виконується рiвняння Ейлера

Lx(t, x̂(t), x̂
′(t), λ0, λ1, . . . , λm) =

d

dt
Lx′(t, x̂(t), x̂′(t), λ0, λ1, . . . , λm),

(7.6)

де L(t, x, x′, λ0, λ1, . . . , λm) =
m∑
j=0

λjfj(t, x, x
′) — функцiя Лагранжа

задачi (7.3)–(7.5).

Зауваження 7.1. Рiвняння Ейлера (7.6) визначають екстремалi
задачi безумовного екстремуму функцiонала

J∗(x(·)) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt =

w t1

t0

m∑
j=0

λjfj(t, x(t), x
′(t)) dt.

Усi функцiї fj(t, x, x′), j = 0, . . . ,m, входять у J∗(x(·)) симетрично.
Тому екстремалi задачi рiвняння Ейлера (7.6) визначають екстре-
малi задачi безумовного екстремуму функцiонала (7.3), (7.4) та
задачi

Js(x(·)) =
w t1

t0
fs(t, x(t), x

′(t)) dt → extr

за умов
w t1

t0
fj(t, x(t), x

′(t)) dt = lj , j = 0, . . . , s− 1, s+ 1, . . . ,m,

збiгаються при будь-якому s. У цьому полягає принцип взаємно-
стi. Наприклад, задача про максимальну площу, яка обмежується
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кривою заданої довжини, та задача про мiнiмум довжини замкну-
тої кривої, яка обмежує задану площу, взаємнi i мають спiльнi
екстремалi.

Правило множникiв Лагранжа розв’язування
iзопериметричних задач (7.3)–(7.5)
1. Скласти функцiю Лагранжа

L(t, x, x′, λ0, λ1, . . . , λm) =

m∑
j=0

λjfj(t, x, x
′).

2. Записати необхiдну умову екстремуму — рiвняння Ейлера
для функцiї Лагранжа:

Lx(t, x(t), x
′(t), λ0, λ1, . . . , λm) =

d

dt
Lx′(t, x(t), x′(t), λ0, λ1, . . . , λm).

3. Знайти допустимi екстремалi, тобто розв’язки рiвняння Ей-
лера для лагранжiана L, що задовольняють iзопериметричнi умо-
ви (7.4) та граничнi умови (7.5), за умови, що не всi множники
Лагранжа λ0, λ1, . . . , λm дорiвнюють нулю.

4. Знайти розв’язок задачi серед допустимих екстремалей або
довести, що розв’язкiв немає.

Зауважимо, що iзопериметричну задачу (7.3)–(7.5) уперше
розв’язав Л. Ейлер у 1744 р. Вiн довiв справедливiсть спiввiд-
ношення (7.6) методом ламаних.

Приклад 7.1. Знайти екстремалi iзопериметричної задачi
w 1

0
(x′)2(t) dt → extr,

w 1

0
x(t) dt = 0, x(0) = 0, x(1) = 1.

Розв’язання. 1. Складемо лагранжiан

L = λ0(x
′)2 + λ1x.

2. Запишемо рiвняння Ейлера

Lx =
d

dt
Lx′ ⇐⇒ λ1 = 2λ0x

′′.
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3. Якщо λ0 = 0, то λ1 = 0 — усi множники Лагранжа нулi.
Тому допустимих екстремалей немає. Нехай λ0 = 1/2. Рiвняння
Ейлера x′′ = λ1 має загальний розв’язок x(t) = C1t

2 + C2t + C3.
Невiдомi константи C1, C2, C3 визначаємо з граничних умов та
iзопериметричної умови:

x(0) = 0 ⇒ C3 = 0,

x(1) = 1 ⇒ C1 + C2 = 1,w 1

0
x(t) dt = 0 ⇒

w 1

0
(C1t

2 + C2t) dt = 0 ⇒ C1

3
+

C2

2
= 0.

Отже, C1 = 3, C2 = −2, C3 = 0.
Єдина допустима екстремаль має вигляд x̂(t) = 3t2 − 2t.
4. Покажемо, що екстремаль x̂(t) = 3t2 − 2t дає абсолютний

екстремум. Вiзьмемо допустиму функцiю x(·), тодi

x(·)− x̂(·) = h(·) ∈ C1[0, 1], h(0) = h(1) = 0,
w 1

0
h(t) dt = 0.

Розглянемо спiввiдношення

J(x(·)))− J(x̂(·)) =
w 1

0
(x̂′(t) + h′(t))2 dt−

w 1

0
(x̂′)2(t) dt =

=
w 1

0
2x̂′(t)h′(t) dt+

w 1

0
(h′)2(t) dt ≥ 2

w 1

0
x̂′(t)h′(t) dt.

Iнтегруючи частинами, дiстанемо
w 1

0
x̂′(t)h′(t) dt = x̂′(t)h(t)

∣∣1
0
−

w 1

0
x̂′′(t)h(t) dt = −6

w 1

0
h(t) dt = 0.

Таким чином, J(x(·)) ≥ J(x̂(·)) для будь-якої функцiї x(·). Крiм
того,

Smin =
w 1

0
(x̂′)2(t) dt =

w 1

0
(6t− 2)2 dt = 4.

Вiдповiдь. Функцiя x̂(t) = 3t2 − 2t дає абсолютний мiнiмум фун-
кцiонала iзопериметричної задачi.

Приклад 7.2 (задача Дiдони з фiксованими границями). . Виз-
начити криву заданої довжини l, яка проходить через точки
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A(−a, 0), B(a, 0) i разом з вiдрiзком [−a, a] обмежує максимальну
площу.

Формалiзацiя задачi (рис. 10). Знайти функцiю x(·), що задо-
вольняє граничнi умови x(−a) = 0, x(a) = 0 та дає максимум
функцiонала

S(x(·)) =
w a

−a
x(t) dt

за iзопериметричної умови

aw
−a

√
1 + (x′)2(t) dt = l.

Розв’язання. 1. Складемо функцiю Лагранжа

L = λ0x+ λ1
√

1 + (x′)2.

2. Рiвняння Ейлера має перший iнтеграл L−x′Lx′ = C внаслi-
док того, що функцiя L явно не залежить вiд t. Отже, рiвняння
Ейлера буде таким:

λ0x+ λ1
√

1 + (x′)2 − λ1
(x′)2√
1 + (x′)2

= C.

3. Якщо λ0 = 0, то рiвняння Ейлера має розв’язок x = C1t+C2.
Визначимо константи C1, C2 iз граничних умов. Дiстанемо єдину
екстремаль. Це пряма, що проходить через точки A(−a, 0), B(a, 0).
Лише тодi, коли l = 2a, ця екстремаль дає розв’язок задачi.

Нехай тепер λ0 = 1. Рiвняння Ейлера запишемо так:

x− C = − λ1√
1 + (x′)2

.

Замiна x′ = tan(u), де u — параметр, зводить рiвняння до вигляду

x− C = −λ1 cos(u).

Використаємо спiввiдношення

dt =
dx

tan(u)
=
λ1 sin(u) du

tan(u)
= λ1 cos(u) du.
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Iнтегруючи це рiвняння, дiстанемо t = λ1 sin(u) + C1. Отже, рiв-
няння екстремалi в параметричнiй формi таке:

x = −λ1 cos(u) + C, t = λ1 sin(u) + C1.

Вилучаючи параметр, дiстанемо рiвняння кола

(t− C1)
2 + (x− C)2 = λ21.

Константи C, C1, λ1 визначають iз граничних умов та iзопериме-
тричної умови.
Вiдповiдь. Якщо l = 2a, то екстремаль — це вiдрiзок прямої, що
з’єднує точки A, B. Якщо 2a < l ≤ πa, то єдина екстремаль —
це дуга довжиною l кола, яке проходить через точки A, B. При
l < 2a та l > πa екстремалей немає.

Рис. 10: Задача Дiдони

Приклад 7.3 (задача Дiдони в параметричнiй формi). Визначити
максимум функцiонала (рис. 10)

S =
1

2

w T

0
(x(t)y′(t)− y(t)x′(t)) dt,

x(0) = x(T ), y(0) = y(T )

за умови w T

0

√
(x′)2(t) + (y′)2(t) dt = l.
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Розв’язання. 1. Складаємо лагранжiан

L = λ0(xy
′ − yx′) + λ1

√
(x′)2 + (y′)2.

2. Система рiвнянь Ейлера має вигляд

2λ0y =
λ1x

′√
(x′)2 + (y′)2

+ C1, 2λ0x =
λ1y

′√
(x′)2 + (y′)2

+ C2.

3. Якщо λ0 = 0, то рiвняння будуть такими:

λ1x
′√

(x′)2 + (y′)2
+ C1 = 0,

λ1y
′√

(x′)2 + (y′)2
+ C2 = 0.

Розв’язки цiєї системи диференцiальних рiвнянь x(t) = At + B,
y(t) = Ct+D не задовольняють умови x(0) = x(T ), y(0) = y(T ).

Нехай тепер λ0 = 1
2 . Система рiвнянь Ейлера матиме вигляд

y =
λ1x

′√
(x′)2 + (y′)2

+ C1, x =
λ1y

′√
(x′)2 + (y′)2

+ C2.

Пiднесемо до квадрата i додамо, дiстанемо рiвняння кола

(y − C1)
2 + (x− C2)

2 = λ21.

Вiдповiдь. Максимальну площу при заданому периметрi обмежує
коло.

Приклад 7.4 (задача про положення рiвноваги однорiдної нитки
пiд дiєю сили тяжiння). Серед плоских лiнiй довжиною l, кiнцi
яких закрiпленi в точках A(t0, x0), B(t1, x1), знайти ту, ордината
центра ваги якої найменша.

Задача зводиться до дослiдження на екстремум функцiонала

P (x(·)) =
w t1

t0
x(t)

√
1 + (x′)2(t) dt → min,

w t1

t0

√
1 + (x′)2(t) dt = l, x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Це iзопериметрична задача.
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Розв’язання. 1. Складаємо лагранжiан

L = λ0x
√

1 + (x′)2 + λ1
√

1 + (x′)2.

2. Рiвняння Ейлера для такої функцiї L має перший iнтеграл

L− x′Lx′ = C ⇒ (λ0x+ λ1)
√

1 + (x′)2 − (λ0x+ λ1)(x
′)2√

1 + (x′)2
= C,

звiдки λ0x+ λ1 = C
√
1 + (x′)2.

3. Нехай λ0 = 0, тодi єдина екстремаль — це пряма x = At+B.

Вона є розв’язком задачi, якщо l =
(
(x1−x0)

2+(t1−t0)
2
) 1

2 . Нехай
тепер λ0 = 1. Рiвняння Ейлера

x+ λ1 = C
√

1 + (x′)2

iнтегрується замiною x′ = sinh(u), тодi

x+ λ1 = C cosh(u), dt =
dx

x′
, C du ⇒ t = Cu+ C1.

Вилучаючи параметр u, дiстанемо рiвняння екстремалi

x+ λ1 = C cosh

(
t− C1

C

)
.

Це рiвняння ланцюгової лiнiї. Невiдомi константи C, C1, λ1 визна-
чаються з iзопериметричних та граничних умов.

Вiдповiдь. Серед лiнiй заданої довжини найменшу ординату
центра тяжiння мають ланцюговi лiнiї.

7.2. Задачi для самостiйного розв’язування

7.1. Знайти криву, яка проходить через точку A(0, b) на осi 0Y i
точку на осi 0X, обмежує разом iз вiссю 0X та вiссю 0Y зада-
ну площу S i утворює при обертаннi навколо осi 0X поверхню
найменшої площi.
7.2. Знайти криву довжини l, яка проходить через початок коор-
динат A(0, 0), точку B(x, h) на прямiй y = h, i обмежує разом iз
вiссю 0X i ординатою точки B(x, h) найбiльшу площу.
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7.3. Знайти форму важкої однорiдної нитки довжини l, один кi-
нець якої закрiплений у точцi B(x1, y1), а другий розташований
на осi 0Y .
7.4. З’єднати кривою довжини l задану точку M1 на сторонi кута з
вершиною в початку координат iз невiдомою точкою M2 на iншiй
сторонi кута так, щоб площа фiгури, утвореної сторонами кута i
кривою, була найбiльшою.
7.5. На вертикальних прямих x = a, x = b знайти такi двi точки
M , N i криву MN , що з’єднує цi точки, так, щоб площа AMNB,
де A(a, 0), B(b, 0), була максимальною за умови, що сума довжин
кривої MN i вiдрiзкiв AM , BN фiксована.

7.6.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x dt = 0, x(0) = 1, x(1) = 0.

7.7.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x dt = 3, x(0) = 1, x(1) = 6.

7.8.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

tx dt = 0, x(0) = 0, x(1) = 1.

7.9.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

tx dt = 0, x(0) = −4, x(1) = 4.

7.10.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x dt = 1,
1r
0

tx dt = 0, x(0) = x(1) = 0.

7.11.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x dt = −3
2 ,

1r
0

tx dt = −2, x(0) = 2,

x(1) = −14.

7.12.
πr
0

(x′)2 dt → extr,
πr
0

x cos(t) dt = π
2 , x(0) = 1, x(π) = −1.

7.13.
πr
0

(x′)2 dt → extr,
πr
0

x sin(t) dt = 0, x(0) = 0, x(π) = 1.

7.14.
πr
0

x sin(t) dt → extr,
πr
0

(x′)2 dt = 3π
2 , x(0) = 0, x(π) = π.

7.15.
πr
0

(x′)2 dt → extr,
πr
0

x cos(t) dt = π
2 ,

πr
0

x sin(t) dt = π+ 2,

x(0) = 2, x(π) = 0.

7.16.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

xe−t dt = e, x(1) = 2, x(0) = 2e+ 1.
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7.17.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

xet dt = 0, x(0) = 0, x(1) = 1.

7.18.
1r
0

(
(x′)2 + x2

)
dt → extr,

1r
0

xet dt = e2+1
4 , x(0) = 0, x(1) = e.

7.19.
1r
0

(
(x′)2+x2

)
dt → extr,

1r
0

xe−t dt = 1−3e−2

4 , x(0) = 0, x(1) = 1
e .

7.20.
2r
1

t2(x′)2 dt → extr,
2r
1

tx dt = 7
3 , x(1) = 1, x(2) = 2.

7.21.
2r
1

t3(x′)2 dt → extr,
2r
1

x dt = 2, x(1) = 4, x(2) = 1.

7.22.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x2 dt = 1, x(0) = x(1) = 0.

7.23.
1r
0

(x′′)2 dt → extr,
1r
0

(x′)2 dt = 2, x(0) = x(1) = 0.

7.24.
1r
0

(x′′)2 dt → extr,
1r
0

x2 dt = 2, x(0) = x(1) = 0.

7.25.
0r

−1

(x′)3dt → extr,
0r

−1

tx′dt = − 4
15 , x(−1) = 0, x(0) = 2

3.

7.26.
1r
0

t2x dt → extr,
1r
0

x5 dt = 1.

7.27.
1r
0

(x)3 dt → extr,
1r
0

x dt = 2/3,
1r
0

tx dt = 2/5.

7.28.
1r
0

(x′)4/3 dt → extr,
1r
0

tx′ dt = 5, x(0) = −5/4, x(1) = 5.

7.29.
πr
0

(
(x′)2 − x2

)
dt → extr,

πr
0

x cos(t) dt = 1, x(0) = x(π) = 0.

7.30.
π/2r
0

(
(x′)2−x2

)
dt → extr,

π/2r
0

x sin(t) dt = 1, x(0) = x(π/2) = 0.

7.31.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

(x−(x′)2) dt = 1/12, x(0) = 0, x(1) = 1/4.
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7.32.
1r
0

x′1x
′
2dt → extr,

1r
0

x1dt = 1, x1(0) = x1(1) = 0,

1r
0

x2dt = 0, x2(0) = 0, x2(1) = 1.

7.33.
1r
0

x′1x
′
2 dt → extr,

1r
0

tx1 dt =
1r
0

tx2 dt = 0,

x1(0) = x1(1) = x2(0) = 0, x2(1) = 1.

7.34.
1r
0

(x1 + x2) dt → extr,
1r
0

x′1x
′
2 dt = 0, x1(0) = x2(0) = 0,

x1(1) = 1, x2(1) = −3.

7.35.
1r
0

t(x1 − x2) dt → extr,
1r
0

x′1x
′
2 dt = −4

5 ,

x1(0) = x2(0) = x2(1) = 0, x1(1) = 2.

7.36.
1r
0

(
(x′1)

2 + (x′2)
2 − 4tx′2 − 4x2

)
dt → extr,x1(0) = 0, x1(1) = 1,

1r
0

(
(x′1)

2 − tx′1 − (x′2)
2
)
dt = 2, x2(0) = 0, x2(1) = 1.

7.37.
πr
0

(x′)2 dt → extr,
πr
0

x cos(t) dt = π/2,
πr
0

x sin(t) dt = −2,

x(0) = 0.

7.38.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

xet dt = 1, x(0) = 0.

7.39.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

xet dt = 1, x(0) = x(1) = 0.

7.40.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x2 dt = 1.

7.41.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x2 dt = 1,
1r
0

x dt = 0.

7.42.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x2 dt = 1, x(0) = 0.

7.43.
1r
0

x dt → extr,
1r
0

√
1 + (x′)2 dt = π/2, x(1) = 0.

7.44.
0r

−1

x dt → extr,
0r

−1

√
1 + (x′)2 dt = π/2, x(−1) = 0.
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7.45.
1r
0

x dt → extr,
1r
0

(x′′)2 dt = 1, x(0) = x(1) = 0.

7.46.
1r
0

x dt → extr,
1r
0

(x′′)2 dt = 1, x(0) = x′(0) = x(1) = 0.

7.47.
1r
0

x dt → extr,
1r
0

(x′′)2 dt = 1, x(0) = x′(0) = 0,

x(1) = x′(1) = 0.

7.48.
1r
0

(x′′)2 dt → extr,
1r
0

x dt = 1, x(0) = 0.

7.49.
1r
0

(x′′)2 dt → extr,
1r
0

x dt = 1, x(1) = x′(0) = 0.

7.50.
1r
0

(x′′)2 dt → extr,
1r
0

x dt = 1, x(0) = x′(0) = x′(1) = 0.

7.51.
1r
0

(x′′)2 dt → extr,
1r
0

x dt = 1, x(0) = x′(0) = 0,

x(1) = x′(1) = 0.

7.52.
1r
0

(x′′)2 dt → extr,
1r
0

x2 dt = 1, x(0) = x′(0) = 0.

7.53.
1r
0

(x′′)2dt → extr,
1r
0

x2 dt = 1, x(0) = x′(0) = 0,

x(1) = x′(1) = 0.

7.54.
1r
0

(x′′)2 dt → extr,
1r
0

x2 dt = 1,
1r
0

x dt =
1r
0

tx dt = 0.

7.55.
1r
0

(x′′)2 dt → extr,
1r
0

x2 dt = 1,
1r
0

x dt = 0, x(0) = x(1),

x′(0) = x′(1).

7.56. T → extr,
Tr
0

(x′′)2 dt = 4, x(0) = 0, x′(0) = 1, x′(T ) = −1.

7.57. T → extr,
Tr
0

(x′′)2 dt = 1, x(0) = x′(0) = 0, x′(T ) = 1.

7.58. T → extr,
Tr
0

(x′′)2 dt = 1, x(0) = x′(0) = x(T ) = 0, x′(T ) = 1.

7.59. T → extr,
Tr
0

(x′′)2 dt = 4, x(0) = x′(0) = 0, x(T ) = 1, x′(T ) = 2.
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7.60. x′(1) → extr,
1r
0

(x′′)2 dt = 4, x(0) = x′(0) = x(1) = 0.

7.61. x(1) → extr,
1r
0

(x′′)2 dt = 12, x(0) = x′(0) = x(1) = 0.

7.62.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x dt = 1, x(0) = 0.

7.63.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x dt = 1, x(0) = x(1) = 0.

7.64.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

tx dt = 1, x(0) = 0.

7.65.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

tx dt = 1, x(0) = x(1) = 0.

7.66.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

tx dt = 0, x(0) = 0.

7.67.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x dt =
1r
0

tx dt = 0, x(0) = 1.

7.68.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x dt =
1r
0

tx dt = 0, x(1) = 1.

7.69.
1r
0

(x′)2 dt → extr,
1r
0

x dt =
1r
0

tx dt = 0, x(0) = 0, x(1) = 1.

7.70.
Tr
0

(x′)2 dt → extr,
Tr
0

x dt = 1, x(0) = 3.

7.71.
Tr
0

(x′)2 dt → extr,
Tr
0

x dt = 1/3, x(T ) = 1.

7.72.
πr
0

(x′)2 dt → extr,
πr
0

x sin(t) dt = 1, x(0) = 0.

7.73.
πr
0

(x′)2 dt → extr,
πr
0

x sin(t) dt = 1, x(0) = x(π) = 0.

7.74.
πr
0

(x′)2dt → extr,
πr
0

x sin(t)dt = 1,
πr
0

x cos(t)dt = 0, x(0) = 0.

7.75.
1r
0

x′1x
′
2 dt → extr,

1r
0

x1 dt =
1r
0

x2 dt = 0,

x1(0) = 0, x2(0) = 0, x1(1) = 1, x2(1) = 2.
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8. Задача Лагранжа

8.1. Задача Лагранжа з неголономними в’язями

Жозеф Луї Лагранж у працi “Аналiтична механiка” (1788 р.)
сформулював таку задачу. Знайти екстремум функцiонала

J(x(·)) =
w t1

t0
f(t, x(t), x′(t)) dt → extr (8.1)

у класi векторних функцiй x(·) ∈ C1([t0, t1],Rn), якi задовольня-
ють умови

Φj(t, x(t), x
′(t)) = 0, j = 1, . . . ,m, x(t0) = x0, x(t1) = x1. (8.2)

Задачу (8.1)–(8.2) та рiзнi її модiфiкацiї, пов’язанi з додаткови-
ми обмеженнями (iншими граничними умовами, додатковими iн-
тегральними спiвiдношеннями тощо), називають задачею Лагран-
жа з неголономними в’язями на вiдмiну вiд задачi з обмеженнями
Φj(t, x(t)) = 0, j = 1, . . . ,m, де функцiї Φj(t, x) не залежать вiд x′.
Такi обмеження у варiацiйному численнi називають фазовими. У
механiцi цi обмеження називають ще голономними в’язями.

Задачу (8.1)–(8.2) Лагранж розв’язав за допомогою методу не-
визначених множникiв. Цей метод базується на тому, що умовний
екстремум у задачi (8.1)–(8.2) досягається на кривих, якi є екс-
тремалями функцiонала

L(x(·), λ(·), λ0) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t), λ(t), λ0) dt,

L(t, x(t), x′(t), λ(t), λ0) = λ0f(t, x(t), x
′(t)) +

m∑
j=1

λj(t)Φj(t, x(t), x
′(t)).

Функцiя L(t, x(t), x′(t), λ(t), λ0) називається функцiєю Лагранжа.
Число λ0 та функцiї λj(t), j = 1, . . . ,m, називаються множниками
Лагранжа.

Теорема 8.1 (принцип невизначених множникiв Лагран-
жа). Якщо функцiя x̂(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) – розв’язок задачi (8.1)–
(8.2) на умовний екстремум, то iснують множники Лагранжа
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λ0, λj(t), j = 1, . . . ,m, якi не дорiвнюють нулю одночасно i такi,
що функцiя x̂(·) задовольняє рiвняння Ейлера

Lx(t, x(t), x
′(t), λ(t), λ0) =

d

dt
Lx′(t, x(t), x′(t), λ(t), λ0). (8.3)

Отже, невiдомi функцiї xk(t), k = 1, . . . , n, та λj(t), j =
= 1, . . . ,m, знайдемо, розв’язавши рiвняння Ейлера (8.3) та рiв-
няння (8.2).

Зауважимо, що рiвняння (8.2) будуть рiвняннями Ейлера фун-
кцiонала L(t, x(t), x′(t), λ(t), λ0), якщо аргументами функцiонала
вважати не тiльки функцiю x(·), а й функцiї λj(t), j = 1, . . . ,m.

8.2. Задача Лагранжа у формi Понтрягiна

У класi задач на умовний екстремум видiлимо таку задачу
Лагранжа:

J(x(·), u(·)) =
w t1

t0
f(t, x(t), u(t)) dt+ψ0(x(t0), x(t1)) → extr, (8.4)

x′(t) = φ(t, x(t), u(t)), t0 ≤ t ≤ t1, (8.5)
ψj(x(t0), x(t1)) = 0, j = 1, . . . , s. (8.6)

Тут функцiї

f : R×Rn×Rr → R, φ : R×Rn×Rr → Rn, ψ : Rn×Rn → Rs.

Моменти часу t0, t1 будемо вважати фiксованими.
Обмеження x′(t) = φ(t, x(t), u(t)) називають диференцiаль-

ним зв’язком, обмеження ψj(x(t0), x(t1)), j = 1, . . . , s, — грани-
чними або крайовими умовами. Усi функцiї f(t, x, u), φ(t, x, u),
ψj(x0, x1), j = 1, . . . , s, неперервно диференцiйовнi. Задача (8.4)–
(8.6) дослiджується у банаховому просторi Z = C1([t0, t1],Rn)×
×C([t0, t1],Rr). Елементи z цього простору Z мають вигляд
z = (x(·), u(·)), де x(·) — неперервно диференцiйовна n-вимiрна
вектор-функцiя, а u(·) — неперервна r-вимiрна вектор-функцiя.
Елемент z = (x(·), u(·)) простору Z називають керованим проце-
сом задачi (8.4)–(8.6), якщо функцiї x(·), u(·) задовольняють рiв-
няння (8.5), та допустимим керованим процесом, якщо крiм того
функцiя x(·) задовольняє граничнi умови (8.6).
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Допустимий керований процес (x̂(·), û(·)), називається опти-
мальним, якщо iснує таке число ε > 0, що для всiх допу-
стимих керованих процесiв (x(·), u(·)), якi задовольняють умови
∥x(·) − x̂(·)∥C1 < ε, ∥u(·) − û(·)∥C < ε, виконується нерiвнiсть
J(x(·), u(·)) ≥ J(x̂(·), û(·)).

Отже, оптимальний керований процес (x̂(·), û(·)) дає слабкий
локальний мiнiмум задачi (8.4)–(8.6).

Побудуємо задачу на безумовний екстремум

L(x(·), u(·), p(·),µ, λ0) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t), u(t), p(t), λ0) dt+

+ l(x(t0), x(t1)) → extr, (8.7)

L(t, x(t), x′(t), u(t), p(t), λ0) = p(t)(x′(t)−φ(t, x(t), u(t))+
+ λ0f(x, x(t), u(t)), (8.8)

l(x(t0), x(t1)) =
s∑

j=0

µjψj(x(t0), x(t1)), λ0 = µ0. (8.9)

Якщо функцiонал L(x(·), u(·), p(·),µ, λ0) побудований, то згi-
дно з методом Лагранжа потрiбно шукати екстремум цього фун-
кцiонала, припускаючи, що змiннi x(·), u(·) незалежнi. Iнакше ка-
жучи, потрiбно розв’язати задачу

L(x(·), u(·), p(·),µ, λ0) → extr, (8.10)

вважаючи, що множники Лагранжа фiксованi. Задача (8.10) — це
задача Больца.

Теорема 8.2 (теорема Ейлера – Лагранжа). Якщо (x̂(·), û(·))
— оптимальний керований процес задачi (8.4)–(8.6), то iсну-
ють множники Лагранжа λ0, µ0 (λ0 = µ0 ≥ 0 у задачi на мi-
нiмум, λ0 = µ0 ≤ 0 у задачi на максимум), µ = (µ1, . . . ,µs),
p(·) ∈ C1([t0, t1],Rn), якi не дорiвнюють нулю одночасно i такi,
що виконуються:
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1) рiвняння Ейлера – Лагранжа

Lx(t, x̂(t), x̂
′(t), û(t), p(t), λ0) =

d

dt
Lx′(t, x̂(t), x̂′(t), û(t), p(t), λ0),

(8.11)

Lu(t, x̂(t), x̂
′(t), û(t), p(t), λ0) = 0; (8.12)

2) умови трансверсальностi

Lx′(t0, x̂(t0), x̂
′(t0), û(t0), p(t0), λ0) =

∂

∂x(t0)
l(x̂(t0), x̂(t1)), (8.13)

Lx′(t1, x̂(t1), x̂
′(t1), û(t1), p(t1), λ0) = − ∂

∂x(t1)
l(x̂(t0), x̂(t1)).

8.3. Задача Лагранжа з вiльними границями

У просторi Z = C1(∆,Rn)× C(∆,Rr)× R× R дослiдимо таку
задачу на умовний екстремум:

J0(x(·), u(·), t0, t1) =
w t1

t0
f0(t, x(t), u(t)) dt+

+ψ0(t0, x(t0), t1, x(t1)) → inf, (8.14)
x′(t) = φ(t, x(t), u(t)), t0 ≤ t ≤ t1, (8.15)

Jj(x(·), u(·), t0, t1) =
w t1

t0
fj(t, x(t), u(t)) dt+

+ψj(t0, x(t0), t1, x(t1)) ≤ 0, (8.16)
j = 1, . . . ,m,

Jj(x(·), u(·), t0, t1) =
w t1

t0
fj(t, x(t), u(t)) dt+

+ψj(t0, x(t0), t1, x(t1)) = 0, (8.17)
j = m+ 1, . . . , s.

Тут ∆ —заданий скiнченний вiдрiзок числової прямої, функцiї

fj : R× Rn × Rr → R,
φj : R× Rn × R× Rn → R, j = 0, 1, . . . , s,

ψ : R× Rn × Rr → Rn,
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щонайменше, неперервно диференцiйовнi.
Четвiрку (x(·), u(·), t0, t1) називають керованим процесом у за-

дачi (8.14)–(8.17), якщо виконуються умови:
1) керування u(·) ∈ KC1([t0, t1],Rr);
2) фазова траєкторiя x(·) ∈ C1([t0, t1],Rn);
3) функцiя x(·) задовольняє диференцiальне рiвняння

x′(t) = φ(t, x(t), u(t))

для всiх t ∈ [t0, t1] за винятком точок розриву керування u(·).
Керований процес називається допустимим, якщо вико-

нуються умови (8.16), (8.17). Допустимий керований процес
(x̂(·), û(·), t̂0, t̂1) називають локально оптимальним, якщо iснує та-
ке ε > 0, що для будь-якого керованого процесу (x(·), u(·), t0, t1),
який задовольняє умови |t0− t̂0| < ε, |t1− t̂1| < ε, |x(t)− x̂(t)| < ε,
|x′(t)− x̂′(t)| < ε, |u(t)− û(t)| < ε, t ∈ [t0, t1] ∩ [t̂0, t̂1], виконується
нерiвнiсть

J0(x(·), u(·), t0, t1) ≥ J0(x̂(·), û(·), t̂0, t̂1).

Теорема 8.3 (теорема Ейлера – Лагранжа). Нехай
(x̂(·), û(·), t̂0, t̂1) — оптимальний керований процес задачi (8.14)–
(8.17), функцiї fj(t, x, u), j = 0, 1, . . . , s, та їх частиннi похi-
днi по x та u неперервнi, функцiя φ(t, x, u) та її частинна по-
хiдна по x неперервнi, функцiї ψj(t0, x(t0), t1, x(t1)), j = 0, s,
неперервно диференцiйовнi. Тодi iснують множники Лагранжа
λ = (λ0, . . . , λs) ∈ Rs+1 i вектор-функцiя p(·) ∈ C1(∆, Rn), якi не
дорiвнюють нулю одночасно i такi, що для функцiї Лагранжа

L(x(·), u(·), t0, t1, p(·), λ) =
w t1

t0
[f(t, x(t), u(t))+

+ p(t)(x′(t)−φ(t, x(t), u(t)))] dt+ l0(t0, x(t0), t1, x(t1)),

f(t, x(t), u(t)) =

s∑
j=0

λjfj(t, x(t), u(t)),

l0(t0, x(t0), t1, x(t1)) =
s∑

j=0

λjψj(t0, x(t0), t1, x(t1)),
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виконуються умови:
1) стацiонарностi по x – рiвняння Ейлера для лагранжiана

L(t, x(t), x′(t), u(t)) = f(t, x(t), u(t)) + p(t)(x′(t)−φ(t, x(t), u(t))

L̂x(t) =
d

dt
L̂x′(t) ⇐⇒ p′(t) =

s∑
j=0

λj f̂jx(t)− p(t)φ̂x(t),

t̂0 ≤ t ≤ t̂1,

де f̂j(t) = fj(t, x̂(t), û(t)), φ̂(t) = φ(t, x̂(t), û(t));
2) трансверсальностi по x

L̂x′(t̂0) = l̂x(t0) ⇐⇒ p(t̂0) =

s∑
j=0

λjψ̂jx(t0),

L̂x′(t̂1) = −l̂x(t1) ⇐⇒ p(t̂1) = −
s∑

j=0

λjψ̂jx(t1),

де

l̂ = l(t̂0, x̂(t̂0), t̂1, x̂(t̂1)) =
s∑

j=0

λjψj(t̂0, x̂(t̂0), t̂1, x̂(t̂1));

3) стацiонарностi по u

L̂u(t) = 0 ⇐⇒
s∑

j=0

λj f̂ju(t)− p(t)φ̂u(t) = 0, t̂0 ≤ t ≤ t̂1;

4) стацiонарностi по t0, t1

L̂t0 = 0 ⇐⇒ −f̂(t̂0) + l̂t0 + l̂x(t0) + x̂′(t̂0) = 0,

L̂t1 = 0 ⇐⇒ f̂(t̂1) + l̂t1 + l̂x(t1) + x̂′(t̂1) = 0;

5) доповнювальної нежорсткостi

λjJj(x̂(·), û(·), t̂0, t̂1) = 0, j = 1, . . . ,m;

6) невiд’ємностi λj ≥ 0, j = 0, 1, . . . ,m.
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8.4. Задача Лагранжа з рухомими границями

У просторi Z = C1(∆,Rn) × R × R дослiдимо таку задачу на
умовний екстремум:

J0(x(·), t0, t1) =
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t)) dt+

+ψ0(t0, x(t0), t1, x(t1)) → extr, (8.18)
ψj(t0, x(t0), t1, x(t1)) = 0, j = 1, . . . ,m,

де ∆ —заданий скiнченний вiдрiзок t0, t1 ∈ ∆.

Теорема 8.4 (необхiднi умови екстремуму). Нехай функцiя
L(t, x, x′) та її частиннi похiднi по x та x′ неперервнi, функцiї
ψj, j = 0, 1, . . . ,m, неперервно диференцiйовнi. Якщо (x̂(·), t̂0; t̂1)
— розв’язок задачi (8.18) з рухомими границями, то iснують
множники Лагранжа λ0, λ1, . . . , λm, якi не дорiвнюють нулю
одночасно i такi, що для функцiї Лагранжа

L(x(·), t0, t1, λ) =
w t1

t0
λ0L(t, x(t), x

′(t)) dt+ l(t0, x(t0), t1, x(t1)),

l(t0, x(t0), t1, x(t1)) =

m∑
j=0

λjψj(t0, x(t0), t1, x(t1)),

виконуються умови:
1) стацiонарностi по x (рiвняння Ейлера для iнтегранта
λ0L(t, x, x

′))

λ0L̂x(t) =
d

dt
λ0L̂x′(t), t ∈ [t̂0, t̂1];

2) трансверсальностi по x

λ0L̂x′(t̂0) = l̂x(t0), λ0L̂x′(t̂1) = −l̂x(t1);

3) стацiонарностi по t0, t1

L̂t0 = 0 ⇐⇒ −λ0L̂(t̂0) + l̂t0 + l̂x(t0)x̂
′(t̂0) = 0,

L̂t1 = 0 ⇐⇒ λ0L̂(t̂1) + l̂t1 + l̂x(t1)x̂
′(t̂1) = 0.
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Умови стацiонарностi по t0, t1 записуються лише для задач на
множинi функцiй iз рухомими кiнцями.

Правило невизначених множникiв Лагранжа розв’язу-
вання задач Лагранжа
1. Подати задачу у виглядi задачi (8.14)–(8.17).
2. Побудувати функцiю Лагранжа

L =
w t1

t0
f(t, x(t)u(t)) dt+ l(t0, x(t0), t1, x(t1)),

f(t, x(t)u(t)) =
s∑

j=0

λjfj(t, x(t)u(t)),

l(t0, x(t0), t1, x(t1)) =

s∑
j=0

λjψj(t0, x(t0), t1, x(t1)).

3. Записати необхiднi умови оптимальностi керованого процесу:
1) стацiонарностi по x — рiвняння Ейлера

L̂x(t) =
d

dt
L̂x′(t) ⇐⇒ p′(t) = f̂x(t)− p(t)φ̂x(t);

2) трансверсальностi по x

L̂x′(t̂0) = l̂x(t0) ⇐⇒ p(t̂0) = l̂x(t0),

L̂x′(t̂1) = −l̂x(t1) ⇐⇒ p(t̂1) = −l̂x(t1);

3) стацiонарностi по u — рiвняння Ейлера

L̂u(t) = 0 ⇐⇒ f̂u(t)− p(t)φ̂u(t) = 0;

4) стацiонарностi по t0, t1

L̂t0 = 0 ⇐⇒ −f̂(t̂0) + l̂t0 + l̂x(t0)x̂
′(t̂0) = 0,

L̂t1 = 0 ⇐⇒ f̂(t̂1) + l̂t1 + l̂x(t1)x̂
′(t̂1) = 0;

5) доповнювальної нежорсткостi

λjJj(x̂(·), û(·), t̂0, t̂1) = 0, j = 1, . . . ,m;
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6) невiд’ємностi λj ≥ 0, j = 0, 1, . . . ,m.
4. Знайти допустимi керованi процеси (x̂(·), û(·), t0, t1), якi задо-
вольняють умови п. 3 iз множниками Лагранжа λ0, λ1, . . . , λs, p(·),
що не дорiвнюють нулю одночасно.
5. Знайти розв’язок задачi серед допустимих керованих процесiв,
визначених у п. 4, або довести, що розв’язкiв немає.

Приклад 8.1. Розв’язати задачу
w π

2

0
u2(t) dt → extr, x′′ + x = u, x(0) = x′(0) = 1, x(π/2) = 1.

Розв’язання. 1. Подамо задачу у виглядi задачi Лагранжа, ско-
риставшись замiною x1 = x, x2 = x′:

w π
2

0
u2(t) dt → extr, x′1 = x2, x′2 = u− x1,

x1(0) = x2(0) = x1(π/2) = 1.

2. Складемо функцiю Лагранжа

L =
w π

2

0
(λ0u

2(t) + p1(t)(x
′
1(t)− x2(t)) + p2(t)(x

′
2(t) + x1(t)−

− u(t))) dt+ µ1x1(0) + µ2x2(0) + µ3x1(π/2).

3. Запишемо необхiднi умови оптимальностi.
1) рiвняння Ейлера лагранжiана

L = λ0u
2 + p1(x

′
1 − x2) + p2(x

′
2 + x1 − u),

Lx1 =
d

dt
Lx′ ⇐⇒ p′1 = p2,

Lx2 =
d

dt
Lx′

2
⇐⇒ p′2 = −p1,

Lu = 0 ⇐⇒ 2λ0u− p2 = 0;

2) трансверсальностi термiнанта

l = µ1x1(0) + µ2x2(0) + µ3x1(π/2) :

p1(0) = µ1, p2(0) = µ2, p2(π/2) = 0, p1(π/2) = −µ3.
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4. Нехай λ0 = 0. Тодi p1(t) = p2(t) ≡ 0, µ1 = µ2 = µ3 = 0. Отже,
всi множники Лагранжа — нулi. Це суперечить умовам теореми.
Тому при λ0 = 0 допустимих екстремалей немає.
5. Вiзьмемо λ0 = 1

2 . Iз системи рiвнянь Ейлера отримаємо дифе-
ренцiальне рiвняння

p′′2 + p2 = 0.

Загальний розв’язок такого диференцiального рiвняння

p2 = C1 sin(t) + C2 cos(t).

Оскiльки p2(π/2) = 0, то p2 = C cos(t), тому u(t) = C cos(t). Пiд-
ставляючи цю функцiю u(t) у диференцiальне рiвняння x′′+x = u,
отримуємо x′′ + x = C cos(t). Загальний розв’язок цього рiвняння
x(t) = (C1 + C2t) sin(t) + C3 cos(t). Невiдомi константи C1, C2, C3

визначаються iз граничних умов. Єдиний допустимий керований
процес

(x̂(·), û(·)) =
(
2

π
t sin(t),

4

π
t cos(t)

)
.

6. Покажемо, що екстремаль (x̂(·), û(·)) ∈ absmin . Для того, щоб
функцiя (x̂(·) + x(·), û(·) + u(·)) була допустимим керованим про-
цесом, потрiбно взяти функцiю x(·) ∈ C2[0,π/2], x(0) = x′(0) =
= x(π/2) = 0 та керування u = x′′ + x. Тодi

J(x̂(·) + x(·), û(·) + u(·))− J(x̂(·), û(·)) =

= 2
w π

2

0
û(t)u(t) dt+

w π
2

0
u2(t) dt ≥ 2

w π
2

0
û(t)(x′′(t) + x(t)) dt.

Iнтегруючи частинами та враховуючи граничнi умови, дiстанемо
w π

2

0
û(t)(x′′(t) + x(t)) dt =

= û(t)x′(t)
∣∣π/2
0

+
w π

2

0
û(t)x(t) dt−

w π
2

0
û′(t)x′(t) dt =

= −x(t)û′(t)
∣∣π/2
0

+
w π

2

0
(û(t) + û′′(t))x(t) dt = 0.

Отже, ми показали, що J(x̂(·) + x(·), û(·) + u(·)) ≥ J(x̂(·), û(·)).
Тому (x̂(·), û(·)) ∈ absmin .

Вiдповiдь.
(
2
π
t sin(t), 4

π
t cos(t)

)
∈ absmin .
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Приклад 8.2 (задача Чаплигiна). Визначити замкнуту криву, по
якiй повинен рухатись лiтак, щоб за час T облетiти найбiльшу
площу, якщо швидкiсть вiтру дорiвнює q. Швидкiсть лiтака стала
за величиною i дорiвнює v.

Розв’язання. 1. Формалiзацiя задачi. Нехай α(t) — кут, який
визначає положення вектора швидкостi лiтака вiдносно напрям-
ку, що протилежний до напрямку вiтру. Формалiзовану задачу
можна записати так:

S(x(·), y(·)) = 1

2

w T

0
(x(t)y′(t)− y(t)x′(t)) dt → max,

x′(t) = v cos(α(t))− q, y′(t) = −v sin(α(t)),

x(0) = x(T ), y(0) = y(T ).

Застосуємо метод невизначених множникiв Лагранжа. У задачi
функцiя керування u(t) = α(t).
2. Складемо функцiю Лагранжа

L(x(·), y(·),α(·), p1(·), p2(·), λ0,µ1,µ2) =

=
w T

0

[
λ0

2
(x(t)y′(t)− y(t)x′(t)) + p1(t)(x

′(t)− v cos(α(t)) + q)+

+ p2(t)(y
′(t) + v sin(α(t))

]
dt+ µ1(x(0)− x(T )) + µ2(y(0)− y(T )).

3. Запишемо необхiднi умови оптимальностi:
рiвняння Ейлера – Лагранжа

λ0

2
y′ − d

dt

(
−λ0

2
y + p1

)
= 0,

−λ0
2
x′ − d

dt

(
−λ0

2
x+ p2

)
= 0,

p1v sin(α(t)) + p2v cos(α(t)) = 0;
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умови трансверсальностi

Lx′(t0) =

(
−λ0

2
y(t) + p1(t)

)∣∣∣∣
t=0

= µ1,

Lx′(t1) =

(
−λ0

2
y(t) + p1(t)

)∣∣∣∣
t=T

= µ1,

Ly′(t0) =

(
λ0

2
x(t) + p2(t)

)∣∣∣∣
t=0

= µ2,

Ly′(t1) =

(
λ0

2
x(t) + p2(t)

)∣∣∣∣
t=T

= µ2.

Першi два рiвняння — це рiвняння Ейлера за змiнними x(·), y(·),
а третє — це рiвняння Ейлера за змiнною α(·).
4. Нехай λ0 = 0, тодi з перших двох рiвнянь Ейлера дiстанемо
p1(t) = C1, p2(t) = C2. Якщо C1 = C2 = 0, то всi множни-
ки Лагранжа дорiвнюють нулю, а це суперечить принципу Ла-
гранжа. Отже, C1, C2 не дорiвнюють нулю одночасно. Пiдстави-
мо значення p1(t) = C1, p2(t) = C2 у третє рiвняння, дiстанемо
C1v sin(α(t)) + C2v cos(α(t)) = 0. Iз цього спiввiдношення випли-
ває, що швидкiсть лiтака повинна мати сталий напрямок, перпен-
дикулярний до вектора (C1, C2). Це означає, що задача не має
розв’язку.

Нехай тепер λ0 = 1, тодi з перших двох рiвнянь Ейлера дi-
станемо p1(t) = y(t) + C1, p2(t) = −x(t) + C2. Константи C1, C2

можна вибрати нульовими за рахунок переносу початку системи
координат. Пiдставивши p1(t) = y(t), p2(t) = −x(t) у третє рiвня-
ння Ейлера, отримаємо

y(t) sin(α(t))− x(t) cos(α(t)) = 0.

Якщо визначимо y(t) = r(t) cos(α(t)), x(t) = r(t) sin(α(t)), то з
останнього рiвняння випливає

dr

dt
=

q

v

dy

dt
.

Iнтегруючи це рiвняння, дiстанемо√
x2 + y2 =

yq

v
+ C.
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Це рiвняння елiпса (за умови, що v > q). Його можна подати у
виглядi

x2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1, (8.19)

де

a =
vC√
v2 − q2

, b =
v2C

v2 − q2
, y0 =

vqC

v2 − q2
.

Невiдома константа C визначається з граничних умов, якщо за-
дано T.

Вiдповiдь. 1. Якщо швидкiсть лiтака бiльша за швидкiсть вi-
тру, то оптимальна траєкторiя польоту — елiпс.

2. Якщо швидкiсть лiтака менша за швидкiсть вiтру, то вiн не
зможе повернутися у початкову точку. Рiвняння описує гiперболу.
Задача розв’язку не має.

3. Якщо швидкiсть вiтру q = 0, то задача Чаплигiна транс-
формується в задачу Дiдони, оптимальна траєкторiя польоту —
коло.

Приклад 8.3. Скласти рiвняння лiнiї, яка лежить на поверхнi
φ(x, y, z) = 0, з’єднує двi точки A(x0, y0, z0) та B(x1, y1, z1) i має
найменшу довжину. Така лiнiя називається геодезичною.

Розв’язання. 1. Формалiзацiя задачi. Довжина лiнiї y(x), z(x),
яка з’єднує точки A, B, обчислюється за формулою

l(y(·), z(·)) =
w x1

x0

√
1 + (y′)2 + (z′)2 dx.

Потрiбно знайти мiнiмум функцiонала l(y(·), z(·)) за умови
φ(x, y, z) = 0 (лiнiя лежить на заданiй поверхнi).

Отже, формалiзована задача має вигляд

l(y(·), z(·)) =
w x1

x0

√
1 + (y′)2 + (z′)2 dx → inf,

φ(x, y, z) = 0, y(x0) = y0, z(x0) = z0, y(x1) = y1, z(x1) = z1.

2. Складемо функцiю Лагранжа

l∗(y(·), z(·)) =
w x1

x0

[√
1 + (y′)2 + (z′)2 + λ(x)φ(x, y, z)

]
dx.
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3. Запишемо рiвняння Ейлера

λ(x)φ′
y =

d

dx

y′√
1 + (y′)2 + (z′)2

, (8.20)

λ(x)φ′
z =

d

dx

z′√
1 + (y′)2 + (z′)2

(8.21)

та рiвняння φ(x, y, z) = 0. Iз цих трьох рiвнянь визначають λ(x)
та функцiї y(x), z(x), якi описують допустиму екстремаль.

Щоб виявити геометричнi властивостi геодезичних лiнiй, вi-
зьмемо похiдну рiвняння φ(x, y, z) = 0 за змiнною x:

φ′
x +φ

′
yy

′ +φ′
zz

′ = 0.

Помноживши обидвi частини цього рiвняння на λ(x) i пiдставив-
ши замiсть λ(x)φ′

y та λ(x)φ′
z їхнi вирази з рiвнянь Ейлера, дiста-

немо рiвняння, аналогiчне рiвнянням Ейлера:

λ(x)φ′
x =

d

dx

1√
1 + (y′)2 + (z′)2

.

Дроби, що стоять пiд знаком похiдної по x, дорiвнюють напрям-
ним косинусам дотичної до шуканої геодезичної кривої, тому рiв-
няння можна переписати так:

d cos(α)

dx
= λφ′

x,
d cos(β)

dx
= λφ′

y,
d cos(γ)

dx
= λφ′

z.

Користуючись формулою dx
ds = cos(α), отримуємо

d cos(α)

ds
= µφ′

x,
d cos(β)

ds
= µφ′

y,
d cos(γ)

ds
= µφ′

z,

де µ = λ cos(α).
Лiвi частини цих рiвнянь пропорцiйнi напрямним косинусам

головної нормалi до кривої, а правi — напрямним косинусам нор-
малi до поверхнi. Отже, уздовж геодезичної лiнiї головна нормаль
до лiнiї буде нормаллю до поверхнi.
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Визначимо, як приклад, рiвняння найкоротшої лiнiї, що ле-
жить на поверхнi 15x−7y+z−22 = 0 та з’єднує точки A(1,−1, 0),
B(2, 1,−1). Рiвняння Ейлера (8.20), (8.21) мають вигляд

λ(x) · (−7) =
d

dx

y′√
1 + (y′)2 + (z′)2

,

λ(x) · 1 =
d

dx

z′√
1 + (y′)2 + (z′)2

.

Шуканi функцiї y = y(x), z = z(x) задовольняють рiвняння по-
верхнi 15x−7y+z−22 = 0 та граничнi умови y(1) = −1, y(2) = 1,
z(1) = 0, z(2) = −1. Додамо друге рiвняння Ейлера, помножене
на 7, до першого. Отримаємо

d

dx
(y′ + 7z′)

√
1 + (y′)2 + (z′)2 = 0,

звiдки
(y′ + 7z′)

√
1 + (y′)2 + (z′)2 = C.

Пiдставимо у це рiвняння z′ = 7y′−15, дiстанемо y(x) = C1x+C2.
Граничнi умови дають C1 = 2, C2 = −3, тому y(x) = 2x − 3,
z(x) = 1− x.

Отже, найкоротша лiнiя задається рiвняннями y(x) = 2x − 3,
z(x) = 1− x.

Приклад 8.4 (задача про брахiстохрону у середовищi з опором).
Серед лiнiй, що з’єднують двi точки A i B, знайти лiнiю, руха-
ючись по якiй випущена вниз iз початковою швидкiстю v0 мате-
рiальна точка пройде весь шлях за найменший вiдрiзок часу у
середовищi, опiр якого описується функцiєю R(v).

Розв’язання. 1. Формалiзацiя задачi. Нехай A(x0, y0), B(x1, y1)
заданi точки. Змiна кiнетичної енергiї точки при русi вздовж кри-
вої буде вiдбуватись за рахунок додатної роботи сили тяжiння та
вiд’ємної роботи сили опору середовища

d
v2

2
= g dy −R(v) ds, ds =

√
dx2 + dy2.
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Нехай x — незалежна змiнна, тодi рiвняння має вигляд

vv′ − gy′ +R(v)
√

1 + (y′)2 = 0. (8.22)

Задача зводиться до дослiдження на екстремум функцiонала

J(y(·)) =
w x1

x0

√
1 + (y′)2

v
dx (8.23)

з граничними умовами y(x0) = y0, y(x1) = y1, v(x0) = v0, v(x1) =
= v1 та неголономним зв’язком (8.22).

2. Складемо лагранжiан задачi (8.22), (8.23)

L =
(
1 + (y′)2

) 1
2H + λ(x)vv′ − λ(x)gy′, H = v−1 + λ(x)R(v).

Рiвняння Ейлера по y має перший iнтеграл Ly′ = C або

Hy′√
1 + (y′)2

= C + λ(x)g. (8.24)

Рiвняння Ейлера по v(x) має вигляд√
1 + (y′)2Hv + λ(x)v

′ − d

dx
(λ(x)v) = 0

або
vλ′(x)

1√
1 + (y′)2

= Hv. (8.25)

Система трьох рiвнянь (8.22), (8.24), (8.25) достатня для ви-
значення невiдомих функцiй y(x), v(x), λ(x). Можна переконатись
у справедливостi формули

H2 − (C + gλ)2 = a2, (8.26)

де a — деяка константа. Iз записаних рiвнянь можна визначити λ
як функцiю вiд v: λ = λ(v). Подiлимо (8.24) на (8.25), дiстанемо

dy =
(C + gλ)v dλ

HHv
. (8.27)

183



Враховуючи (8.24), (8.26), запишемо y′ = C
a , звiдки

dx =
av dλ

HHv
. (8.28)

Пiдставимо у (8.27), (8.28) λ = λ(v), зiнтегрувавши отримаємо

x = d+φ(v, a, c), y = b+ψ(v, a, c), (8.29)

де d, b — невiдомi константи.
Вiдповiдь. Рiвняння (8.29) задають параметричну форму шу-

каної брахiстохрони, параметром є швидкiсть v, невiдомi констан-
ти a, b, c, d визначаються з 4-х граничних умов.

8.5. Задачi для самостiйного розв’язування

Розв’язати задачi Лагранжа.

8.1.
1r
0

u2 dt → extr, x′′ − x = u, x(0) = 1.

8.2.
1r
0

u2 dt → extr, x′′ − x = u, x(0) = 1, x′(0) = 0.

8.3.
1r
0

u2 dt → extr, x′′ − x = u, x(0) = 0, x(1) = sinh(1),

x′(1) = cosh(1) + sinh(1).

8.4.
1r
0

u2 dt → extr, x′′ − x = u, x(0) = x′(0) = 0,

x(1) = sinh(1), x′(1) = cosh(1) + sinh(1).

8.5.
π
2r
0

u2 dt → extr, x′′ + x = u, x′(0) = 1.

8.6.
π
2r
0

u2 dt → extr, x′′ + x = u, x(0) = 0, x(π/2) = 1.

8.7.
π
2r
0

u2 dt → extr, x′′+x = u, x(0) = x(π/2) = 0, x′(π/2) = −π/2.

8.8.
π
2r
0

u2 dt → extr, x′′ + x = u, x(0) = 0, x′(0) = −π/2,

x(π/2) = 0, x′(π/2) = 1.
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8.9.
π
2r
0

u2 dt+ x2(0) → extr, x′′ + x = u.

8.10.
π
2r
0

u2 dt+ x2(0) → extr, x′′ + x = u, x(π/2) = 1.

8.11.
π
2r
0

u2 dt+ x2(0) → extr, x′′ + x = u, x(π/2) = 0, x′(π/2) = 1.

8.12.
π
2r
0

u2 dt+ x2(0) → extr, x′′ + x = u, x(π/2) = x′(0) = 0,

x′(π/2) = 1.

8.13.
1r
0

u2 dt+ (x′)2(0) → extr, x′′ − x = u.

8.14.
1r
0

u2 dt+ (x′)2(0) → extr, x′′ − x = u, x(0) = 1.

8.15.
1r
0

u2 dt+(x′)2(0) → extr, x′′−x = u, x(0) = x(1) = 0, x′(1) = 1.

8.16.
π
2r
0

u2 dt+ (x′)2(0) → extr, x′′ + x = u, x(0) = 0, x(π/2) = 1.

8.17.
1r
0

(x2 + u2) dt → extr, x′ = x+ u, x(1) = 1.

8.18.
1r
0

(x2 + 2u2) dt → extr, x′ = x/
√
2 + u, x(0) = 1.

8.19.
1r
0

(x2 + u2) dt → extr, x′′ +
√
2x′ = u, x(0) = 1.

8.20.
1r
0

(x2 + u2) dt → extr, x′′ −
√
2x′ = u, x(0) = 1.

8.21.
Tr
0

u2 dt+ x2(T ) → extr, x′′ + x = u, x(0) = 1.

8.22.
π
2r
0

u2 dt+ x′(0) → extr, x′′ + x = u, x(0) = 0, x(π/2) = 1.

8.23.
1r
0

(
(x′)2 + (y′)2

)
dt → extr, x′y − y′x = 1, x(0) = 0,

x(1) = sin(1), y(0) = 1, y(1) = cos(1).
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9. Задачi оптимального керування.
Принцип максимуму Понтрягiна

9.1. Приклади задач оптимального керування

1. Задача про оптимальну швидкодiю. Нехай вiзок руха-
ється прямолiнiйно без тертя по горизонтальних рейках пiд дiєю
зовнiшньої сили, яку можна змiнювати в заданих границях. По-
трiбно зупинити вiзок у заданому мiсцi за найкоротший вiдрiзок
часу. Ця задача називається найпростiшою задачею про швидко-
дiю.

Формалiзуємо задачу. Нехай маса вiзка дорiвнює m, початкова
координата x0, початкова швидкiсть v0. Зовнiшню силу (силу тя-
ги) позначимо через u. Згiдно iз законом Ньютона рiвняння руху
— це диференцiальне рiвняння

mx′′(t) = u(t).

Обмеження на величину тяги запишемо так: u1 ≤ u(t) ≤ u2. Тодi
формалiзована задача має вигляд

T → inf, mx′′(t) = u(t), u(t) ∈ [u1, u2],

x(0) =x0, m′x′(0) = v0, x(T ) = x′(T ) = 0.

Ця задача буде розв’язана у наступному параграфi.
2. Навiгацiйна задача керування кораблем. Нехай кора-

бель рухається зi сталою за модулем швидкiстю вiдносно течiї,
швидкiсть якої стала за модулем i напрямком. Необхiдно скласти
програму керування рулем, яка забезпечить перемiщення корабля
в задану точку з початкової за найкоротший вiдрiзок часу.

Позначимо через x(t), y(t) положення корабля в момент часу
t у прямокутнiй системi координат такiй, що вiсь OX паралель-
на вектору швидкостi течiї s⃗. Положення рулiв корабля в момент
часу t буде визначати кут α(t) мiж вектором швидкостi корабля
v⃗ та вектором швидкостi течiї s⃗. Позначимо v = |v⃗|, s = |s⃗|. Тодi
складовi вектора швидкостi корабля v⃗ по осi OX та по осi OY
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дорiвнюють s+ v cos(α), v sin(α). Рух корабля можна описати си-
стемою диференцiальних рiвнянь

x′(t) = s+ v cos(α(t)), y′(t) = v sin(α(t)),

враховуючи, що sin2(α(t)) + cos2(α(t)) = 1 для всiх значень t.
Нехай u1(t) = cos(α(t)), u2(t) = sin(α(t)), початковий момент часу
t0. Необхiдно визначити керуючий вектор u⃗(t) = (u1(t), u2(t)),
t ∈ [t0, t1], |u⃗(t)|2 = u21(t) + u22(t) = 1 такий, що розв’язок системи
диференцiальних рiвнянь

x′(t) = s+ vu1(t), y′(t) = vu2(t)

задовольняє граничнi умови x(t0) = x0, y(t0) = y0, x(t1) = x1,
y(t1) = y1, де (x0, y0) — координати початкового положення кора-
бля, (x1, y1) — координати точки, в яку має припливти корабель.
Рiзниця t1 − t0 повинна бути мiнiмальною. Отже, задача опти-
мального керування має вигляд

T = t1 − t0 → inf,

x′(t) = s+ vu1(t), y′(t) = vu2(t),

u21(t) + u22(t) = 1, t0 ≤ t ≤ t1,

x(t0) = x0, x(t1) = x1, y(t0) = y0, y(t1) = y1.

3. Задача про найбiльшу дальнiсть польоту ракети з
обмеженим прискоренням. Потрiбно визначити таке керуван-
ня тягою двигуна ракети, яке максимiзує дальнiсть польоту ра-
кети за умови, що значення тяги не може перевищувати деяку
задану величину. Будемо вважати, що прискорення вiльного па-
дiння не змiнюється, аеродинамiчнi властивостi ракети такi, що
опiр повiтря та iншi ефекти малi i ними можна знехтувати. Нехай
траєкторiя польоту ракети лежить в однiй площинi. Позначимо
через (x(t), y(t)) декартовi координати ракети; v1(t), v2(t) — ком-
поненти вектора швидкостi ракети (v1(t) = x′(t), v2(t) = y′(t));
m(t) — масу ракети; u1(t), u2(t) — компоненти одиничного ве-
ктора, колiнеарного до вектора тяги; g — прискорення вiльно-
го падiння; u3(t) — швидкiсть зменшення маси ракети двигуна
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(u3(t) = −m′(t)). Положення ракети в момент t описується векто-
ром (x(t), y(t), v1(t), v2(t),m(t)). Керуючий процес у кожний мо-
мент часу t — це вектор тяги двигуна u(t) = (u1(t), u2(t), u3(t)).
Нехай модуль тяги пропорцiйний з коефiцiєнтом C швидкостi
зменшення маси u3(t). Тодi горизонтальна складова сили, що дiє
на ракету, дорiвнює Cu3(t)u1(t), а вертикальна складова сили до-
рiвнює Cu3(t)u2(t)−m(t)g.

Система диференцiальних рiвнянь, що описує змiну вектора
положення ракети, має вигляд

x′(t) = v1(t), y′(t) = v2(t),

v′1(t) =
C

m
u3(t)u1(t), v′2(t) =

C

m
u3(t)u2(t)− g, m′(t) = −u3(t).

Компоненти вектора керування (u1(t), u2(t), u3(t)) задовольняють
обмеження, зумовленi тим, що вектор (u1(t), u2(t)) має одиничну
довжину, а тяга двигуна не перевищує максимального значення
Cumax

3 ; 0 ≤ Cu3(t) ≤ Cumax
3 . Тому множина U допустимих значень

вектора (u1, u2, u3) у просторi R3 визначається спiввiдношенням

u21(t) + u22(t) = 1, 0 ≤ u3(t) ≤ umax
3 .

Ракету потрiбно перевести з вiдомого положення в деяке положен-
ня на висотi y1, використавши задану кiлькiсть пального M , так,
щоб горизонтальна дальнiсть польоту була максимальною. От-
же, потрiбно визначити керування u⃗(t) = (u1(t), u2(t), u3(t)) ∈ U ,
t0 ≤ t ≤ t1, яке переведе ракету з положення (x0, y0, v10, v20,m0)
у положення y(t1) = y1, m(t1) = m1 = m0 −M таким чином, щоб
функцiонал

I =
w t1

t0
v1(t) dt

досяг максимального значення.
4. Задача виведення штучного супутника Землi на кру-

гову орбiту. Будемо вважати, що ракета-носiй рухається в однiй
площинi з фiксованою системою координат. Як i в попереднiй за-
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дачi, можна записати рiвняння руху ракети:

x′(t) = v1(t), y′(t) = v2(t),

v′1(t) =
φ1(t) + u1(t) cos(u2(t)

m(t)
,

v′2(t) =
φ2(t) + u1(t) sin(u2(t)

m(t)
,

m′(t) = −F (u1(t)),

де x(t), y(t) — координати положення ракети; v1(t), v2(t) — ком-
поненти вектора швидкостi ракети; m(t) — маса ракети; u1(t) —
тяга двигуна ракети; u2(t) — кут мiж напрямком тяги та вiссю
OX; F (u1) — швидкiсть зменшення маси ракети; φ1(t), φ2(t) —
проекцiї на осi OX, OY iнших сил, що дiють на ракету (сила тя-
жiння, опору повiтря тощо). Вважатимемо, що вiдоме початкове
положення ракети (x0, y0, v10, v20,m0) у момент t0. Позначимо че-
рез t1 момент виходу ракети-носiя на кругову орбiту радiуса R. У
цей момент повиннi виконуватися умови

x2(t1) + y2(t1) = R2,

v1(t1)x(t1) + v2(t1)y(t1) = 0, (9.1)

v21(t1) + v22(t1) = v2R,

де v2R — швидкiсть руху супутника по орбiтi радiуса R. Перша
умова означає, що ракета у момент t1 перебуває на колi радiуса
R. За другої умови вектор швидкостi ракети v⃗(t) = (v1(t), v2(t)) i
вектор положення ракети (x(t1), y(t1)) в момент t1 ортогональнi.
Тобто швидкiсть ракети спрямована по дотичнiй до орбiти. Третя
умова означає, що при вимиканнi ракети-носiя в момент t1 рух
буде продовжуватися по орбiтi радiуса R.

Вектор керування u⃗(t) = (u1(t), u2(t)) повинен задовольняти
обмеження

0 ≤ u1(t) ≤ umax
1 , 0 ≤ u2(t) ≤ 2π, (9.2)

де umax
1 — найбiльша можлива тяга, яку може розвинути двигун

ракети-носiя. Витрати пального за промiжок часу t1 − t0 будуть
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визначатися iнтегралом

J(u⃗(·)) =
w t1

t0
F (u1(t)) dt. (9.3)

Таким чином, мета керування запуском супутника — перевести
ракету-носiй iз початкового положення (x0, y0, v10, v20,m0) у по-
ложення (9.1) так, щоб вектор керування u⃗(t) задовольняв умови
(9.2) i iнтеграл (9.3) набував найменшого значення.

5. Задача про м’яку посадку космiчного апарата на по-
верхню Мiсяця з мiнiмальними витратами пального. Для
спрощення математичної моделi прослiдкуємо тiльки за верти-
кальними компонентами вектора положення i швидкостi космi-
чного апарата, вважаючи, що в початковий момент вiн був неда-
леко вiд поверхнi Мiсяця i можна вважати гравiтацiйне приско-
рення Мiсяця gM сталим пiд час спускання. Положення апарата
в момент часу t визначається вектором (h(t), v(t),m(t)), де h(t) —
висота, v(t) — швидкiсть, m(t) — маса апарата. Керування u(t) —
це вертикальна складова тяги двигуна, яка спрямована до поверх-
нi Мiсяця i зменшує вертикальну швидкiсть апарата. Рiвняння
руху мають вигляд

h′(t) = v(t), v′(t) = −gM + u(t)m−1(t), m′(t) = −Cu(t).

Вважатимемо, що витрати маси апарата пропорцiйнi значенню
тяги з коефiцiєнтом C.

Якщо h0, v0 — початковi висота i швидкiсть апарата в момент
t0, F — початковий запас пального, M — маса апарата без пально-
го, t1 — момент посадки, то граничнi умови мають такий вигляд:

h(t0) = h0, v(t0) = v0, m(t0) = F +M, (9.4)

h(t1) = 0, v(t1) = 0. (9.5)

Запис (9.5) є умови “м’якостi” посадки. За них апарат досягає по-
верхнi з нульовою вертикальною швидкiстю. Якщо umax — най-
бiльша можлива тяга, то керуюча величина u(t) на промiжку
t0 ≤ t ≤ t1 повинна задовольняти умову

0 ≤ u(t) ≤ umax. (9.6)
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Отже, задача зводиться до визначення керування u(t), t0 ≤ t ≤ t1,
що задовольняє обмеження (9.6), яке забезпечує м’яку посадку на
поверхню Мiсяця в момент t1 i для якого величина m(t1) набуває
максимального значення.

9.2. Формалiзацiя задачi оптимального керування

Основним елементом будь-якої задачi оптимального керува-
ння є керований об’єкт (керована система). Його положення в
момент t описується вектором x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) ∈ Rn.
Змiннi x1, . . . , xn називаються фазовими змiнними, вектор x =
= (x1, . . . , xn) — фазовим вектором або положенням об’єкта. Мно-
жина всiх можливих фазових векторiв у Rn називається фа-
зовим простором. Керований об’єкт має керуючi пристрої, по-
ложення яких у кожний момент часу t визначається вектором
u(t) = (u1(t), . . . , ur(t)), що називається вектором керування об’є-
кта. Множина всiх можливих значень вектора керування в реаль-
них об’єктах — це власна пiдмножина простору Rr. Як правило,
множина U замкнута й обмежена, оскiльки в реальних об’єктах
керування u(t) не можуть набувати будь-яких значень, але мо-
жуть набувати своїх “крайнiх” значень.

При математичному описi задач керування необхiдно задавати
допустимий характер змiни керуючого вектора. Дослiдження най-
простiших задач свiдчить, що вимагати неперервностi керування
недоцiльно. Бiльш природно вважати керуючий процес кусково-
неперервним, тобто керування u(t) можуть мати скiнченну кiль-
кiсть точок розриву першого роду.

Закон руху об’єкта визначається диференцiальним рiвнянням

x′(t) = φ(t, x(t), u(t)), (9.7)

де x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), u(t) = (u1(t), . . . , ur(t)).
Векторнозначна функцiя φ(t, x1, . . . , xn, u1, . . . , ur) неперервна

i має неперервнi похiднi по t, x1, . . . , xn. Виконанням цих умов за-
безпечується iснування та єдинiсть розв’язку диференцiального
рiвняння (9.7) iз початковою умовою x(t0) = x0 при вибраному
допустимому керуваннi u(t) на вiдрiзку [t0, t1]. Тобто еволюцiя
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x(t), t ∈ [t0, t1], об’єкта однозначно визначається вибором допу-
стимого керування u(t), t ∈ [t0, t1]. Розв’язок x(t), t ∈ [t0, t1], рiв-
няння (9.7) називається фазовою траєкторiєю керованного об’є-
кта, а пара (x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1], де x(t) — траєкторiя, що вiд-
повiдає u(t), називається керованим процесом. Керований процес
(x(t), u(t)) називається допустимим, якщо задовольняє граничнi
умови.

Мета керування — перевести керований об’єкт iз початкового
положення x(t0) ∈ S0 ⊂ Rn у деяку множину S1 ⊂ Rn в момент
t1 : x(t1) ∈ S1. Як правило, iснує багато керувань u(t) реальними
керованими об’єктами. Тому виникає питання про найкраще, або
оптимальне керування. Для цього необхiдно визначити критерiй
якостi або оптимальностi керування, який дозволяє порiвняти рi-
знi способи керування i вибрати найкращий (оптимальний) з них.

Критерiй оптимальностi J(x(·), u(·)) — це функцiонал, визна-
чений на множинi допустимих керованих процесiв (x(t), u(t)),
де u(t) — допустиме керування, а x(t) — вiдповiдна траєкторiя.
Оскiльки функцiонал J(x(·), u(·)) набуває числових значень, то
кожному керованому процесу (x(t), u(t)) вiдповiдає число, за яким
i судять про якiсть керування. Задача оптимального керування
полягає в тому, щоб визначити допустиме керування û(t) ∈ U ,
t ∈ [t0, t1], за якого фазова траєкторiя задовольняє граничнi умо-
ви x̂(t0) ∈ S0, x̂(t1) ∈ S1 i критерiй оптимальностi досягає на
керованому процесi (x̂(t), û(t)), t ∈ [t0, t1], екстремального значе-
ння. Залежно вiд вигляду критерiю оптимальностi та граничних
умов розрiзняють такi задачi оптимального керування.

Задача Лагранжа. Критерiй оптимальностi має вигляд

J(x(·), u(·)) =
w t1

t0
f(t, x(t), u(t)) dt → inf .

Функцiя f : R1×Rn×Rr → R1 називається iнтегрантом. Вважа-
ється, що вона неперервна i неперервно диференцiйовна за змiн-
ними t, x.

Задача Майєра. Функцiонал J(x(·), u(·)) має вигляд

J(x(·), u(·)) = Ψ(t0, x(t0), t1, x(t1)) → inf .
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Такий функцiонал називається термiнальним. Функцiя Ψ: R1×
×Rn × R1 × Rn → R1 неперервна i неперервно диференцiйовна за
всiма аргументами.

Задача Больца. Функцiонал J(x(·), u(·)) має i термiнальну i
iнтегральну частини

J(x(·), u(·)) =
w t1

t0
f(t, x(t), u(t)) dt+Ψ(t0, x(t0), t1, x(t1)) → inf .

Функцiї f(t, x, u), Ψ(t0, x0, t1, x1) мають такi самi властивостi, як
i в задачах Лагранжа та Майєра.

Якщо у задачi Больца f ≡ 0, то дiстанемо задачу Майєра,
якщо ж Ψ ≡ 0 — то задачу Лагранжа.

Якщо в задачi Лагранжа f = 1, то критерiй оптимальностi —
це час t1− t0 переходу об’єкта з початкового положення в кiнцеве.
Оптимальне керування забезпечить мiнiмiзацiю часу, витраченого
на перехiд. Така задача називається задачею оптимальної швид-
кодiї.

Якщо множини S0, S1 початкових i кiнцевих положень керо-
ваного об’єкта не залежать вiд моментiв часу t0, t1 i мають лише
одну точку S0 = {x0}, S1 = {x1}, то задача оптимального ке-
рування називається задачею з фiксованими, або закрiпленими
кiнцями траєкторiї.

Якщо множина S0 (множина S1) збiгається з усiм простором
Rn, то маємо задачу з вiльним лiвим (правим) кiнцем траєкторiї.

Якщо множина S0 (або S1) — це деякий пiдпростiр простору
Rn розмiрностi меншої, нiж n, то лiвий (правий) кiнець траєкторiї
називається рухомим.

У задачах оптимального керування можуть зустрiчатися си-
туацiї, коли моменти часу t0, t1 не фiксованi. Тодi iнтервал [t0, t1]
необхiдно включити в означення допустимого керованого процесу
i розглядати керованi процеси (x(t), u(t), t0, t1).

Допустимий керований процес (x̂(t), û(t), t̂0, t̂1) називається
оптимальним, якщо iснує таке число ε > 0, що для будь-якого
iншого допустимого керованого процесу (x(t), u(t), t0, t1), який за-
довольняє умови |t0 − t̂0| < ε, |t1 − t̂1| < ε, ∥x̂(t) − x(t)∥ < ε,
t ∈ [t0, t1] ∩ [t̂0, t̂1], виконується нерiвнiсть

J(x̂(·), û(·), t̂0, t̂1) ≤ J(x(·), u(·), t0, t1).
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Порiвняно iз задачею Лагранжа тут не вимагається близькiсть
похiдних x′(t), x̂′(t). У класичному варiацiйному численнi це вiд-
повiдає переходу вiд слабкого до сильного екстремуму.

Задачею оптимального керування (у формi Понтрягiна) на-
зивають таку екстремальну задачу в просторi KC1(∆,Rn)×
×KC(∆,Rr)× R2:

B(x(·), u(·), t0, t1) =
w t1

t0
f0(t, x(t), u(t)) dt+

+Ψ0(t0, x(t0), t1, x(t1)) → inf; (9.8)
x′(t) = φ(t, x(t), u(t)), t ∈ T ; (9.9)

Bi(x(·), u(·), t0, t1) =
w t1

t0
fi(t, x(t), u(t)) dt+

+Ψi(t0, x(t0), t1, x(t1)) = 0, i = 1,m; (9.10)

Bj(x(·), u(·), t0, t1) =
w t1

t0
fj(t, x(t), u(t)) dt+

+Ψj(t0, x(t0), t1, x(t1)) ≤ 0, j = m+ 1, s; (9.11)
u(t) ∈ U, t ∈ ∆, (9.12)

де T ⊂ ∆ – множина точок неперервностi керування u(t); ∆ —
заданий вiдрiзок числової прямої R1; x(·) ∈ KC1(∆,Rn); u(·) ∈
KC(∆,Rr); t0, t1 ∈ int∆; fi : R×Rn ×Rr → R — функцiї n+ r+1
змiнних; Ψi : R × Rn × R × Rn → R — функцiї 2n + 2 змiнних;
φ : R×Rn×Rr → Rn — вектор-функцiя n+r+1 змiнних; U — за-
дана пiдмножина простору Rr. Вектор-функцiя x(·) — це фазова
змiнна (або траєкторiя), u(·) — керування. Рiвняння (9.9) назива-
ється диференцiальним зв’язком. Це рiвняння повинно справджу-
ватися в усiх точках неперервностi T ⊂ ∆ керування u(t). Елемент
(x(·), u(·), t0, t1) простору KC1(∆,Rn)×KC(∆,Rr)×R2, який задо-
вольняє всi умови та обмеження задачi, називається допустимим
керованим процесом.

Допустимий керований процес (x̂(·), û(·), t̂0, t̂1) називається
(локально) оптимальним, якщо iснує число ε > 0 таке, що для
будь-якого допустимого керованого процесу (x(·), u(·), t0, t1), який
задовольняє умову

∥(x(·), t0, t1)− (x̂(·), t̂0, t̂1)∥C(∆,Rn)×R2 < ε,
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виконується нерiвнiсть B(x(·), u(·), t0, t1) ≥ B(x̂(·), û(·), t̂0, t̂1).
Функцiєю Лагранжа екстремальної задачi (9.8)–(9.12) назива-

ється функцiя

L(x(·), u(·), t0, t1, p(·), λ, λ0) =

=
w t1

t0
L(t, x(t), x′(t), u(t)) dt+ l(t0, x(t0), t1, x(t1)), (9.13)

де λ0 ∈ R1, λ = (λ1, . . . , λs) ∈ Rs,

L = L(t, x(t), x′(t), u(t)) =

=

s∑
j=0

λjfj(t, x(t), u(t)) + p(t)(x′(t)−φ(t, x(t), u(t))), (9.14)

l(t0, x(t0), t1, x(t1)) =
s∑

j=0

λjΨj(t0, x(t0), x1, x(t1)). (9.15)

Функцiя p(·) ∈ KC1([t0, t1],Rn). Числа λi, i = 0, 1, . . . , s, та фун-
кцiя p(·) називаються множниками Лагранжа задачi (9.8)–(9.12),
функцiя L = L(t, x(t), x′(t), u(t)) — лагранжiаном, а функцiя
l = l(t0, x(t0), t1, x(t1)) — термiнантом. Функцiю

H(t, x, u, p) = p(t)φ(t, x(t), u(t))−
s∑

j=0

λjfj(t, x(t), u(t)). (9.16)

називають функцiєю Понтрягiна. Будемо надалi користуватися
такими позначеннями:

L̂x(t) = Lx(t, x̂(t), x̂
′(t), û(t)), φ̂(t) = φ(t, x̂(t), û(t)),

f̂x(t) = f(t, x̂(t), û(t)), l̂xk
= lxk

(t̂0, x̂(t0), t̂1, x̂(t̂1)), k = 0, 1.

Теорема 9.1 (принцип максимуму Понтрягiна). Нехай
(x̂(·), û(·), t̂0, t̂1) — оптимальний керований процес у задачi
оптимального керування (9.8)–(9.12), у якiй функцiї φ(t, x, u),
fj(t, x, u), j = 0, 1, . . . , s, та їхнi частиннi похiднi по x неперервнi
на множинi V ×U , де V — окiл множини {(t, x̂(t)) : t ∈ [t̂0, t̂1]}, а
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функцiї ψj(t0, x0, t1, x1), j = 0, . . . , s, неперервно диференцiйовнi в
околi точки (t̂0, x̂(t̂0), t̂1, x̂(t̂1)). Тодi iснують множники Лагран-
жа λ0, λ = (λ1, . . . , λs), p(·) ∈ KC1([t̂0, t̂1], R

n), якi не дорiвнюють
нулю одночасно i задовольняють умови:
1) стацiонарностi по x (рiвняння Ейлера лагранжiана L)

L̂x(t) =
d

dx
L̂x′(t) ⇐⇒ p′(t) = f̂x(t)− p(t)φ̂x(t),

де

f(t, x, u) =
s∑

j=0

λjfj(t, x, u);

2) трансверсальностi по x

L̂x′(t̂0) = l̂x0 ⇐⇒ p(t̂0) = l̂x0 ,

L̂x′(t̂1) = l̂x0 ⇐⇒ p(t̂1) = −l̂x1 ;

3) оптимальностi по u (принцип мiнiмуму в лагранжевiй формi)

min
u∈U

L̂(t, x̂(t), x̂′(t), u) = L̂(t, x̂(t), x̂′(t), û(t)) ⇔

⇔ min
u∈U

[f(t, x̂(t), u)− p(t)φ(t, x̂(t), u)] =

= [f(t, x̂(t), û(t))− p(t)φ(t, x̂(t), û(t))] ∀t ∈ T

або принцип максимуму у формi Гамiльтона (Понтрягiна)

max
u∈U

H(t, x̂(t), u, p(t)) = H(t, x̂(t), û(t), p(t)) ⇔

⇔ max
u∈U

[p(t)φ(t, x̂(t), u)− f(t, x̂(t), u)] =

= p(t)φ(t, x̂(t), û(t))− f(t, x̂(t), û(t)) ∀t ∈ T,

де H(t, x̂(t), û(t), p(t)) — функцiя Понтрягiна (9.16);
4) стацiонарностi по t0, t1 (тiльки тодi, коли границi t0, t1 iнтер-
валу [t0, t1] рухомi)

L̂t0 = 0 ⇐⇒ −f̂(t̂0) + l̂t0 + l̂x0 x̂
′(t̂0) = 0,

L̂t1 = 0 ⇐⇒ f̂(t̂1) + l̂t1 + l̂x1 x̂
′(t̂1) = 0;
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5) доповнювальної нежорсткостi

λiBi(x̂(·), û(·), t̂0, T̂1) = 0, i = 1,m;

6) невiд’ємностi λj ≥ 0, j = 0,m.

9.3. Розв’язування задач оптимального керування

Приклад 9.1. Дослiдити на екстремум функцiонал задачi про
оптимальну швидкодiю

T → inf, mx′′ = u, u ∈ [u1, u2], x(0) = x0, x′(0) = v0,

x(T ) = 0, x′(T ) = 0.

Розв’язання. За допомогою замiни x = Ay + B(t − T )2 задачу
можна подати у виглядi

T → inf, y′′ = u, |u| ≤ 1, y(0) = y0, y′(0) = v0,

y(T ) = 0, y′(T ) = 0.

Це задача оптимального керування

T =
w T

0
1 dt → inf, x′1 = x2, x′2 = u, u ∈ [−1, 1],

x1(0) = x0, x2(0) = v0, x1(T ) = x2(T ) = 0,

де x1 = y, x2 = x′1 = y′, x0 = y0.
Застосуємо принцип максимуму Понтрягiна.
1. Побудуємо функцiю Лагранжа

L =
w T

0

[
p1(t)(x

′
1(t)− x2(t)) + p2(t)(x

′
2(t)− u(t))

]
dt+ λ0T+

+ λ1(x1(0)− x0) + λ2(x2(0)− v0) + λ3x1(T ) + λ4x2(T ).

2. Запишемо необхiднi умови екстремуму:
а) рiвняння Ейлера лагранжiана

L = p1(x
′
1 − x2) + p2(x

′
2 − u)
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будуть такими —

Lxi =
d

dt
Lx′

i
, i = 1, 2 ⇐⇒ p′1 = 0, p′2 = −p1 =⇒ p2(t) = Ct+ C1;

б) трансверсальностi по x

p1(0) = λ1, p2(0) = λ2, p1(T ) = −λ3, p2(T ) = −λ4;

в) оптимальностi по u (доданки, що не залежать вiд (u) не
виписуємо)

min
u∈[−1,1]

[−p2(t)u] = −p2(t)û(t) =⇒ û(t) = sign(p2(t))

при p2(t) ̸= 0;
г) стацiонарностi по T

LT = 0 ⇐⇒ λ0 + λ3x
′
1(T ) + λ4x

′
2(T ) = 0.

Враховуючи, що x′2(T ) = 0, λ4 = −p2(T ), p2(T )û(T ) = |p2(T )|,
дiстанемо

LT = 0 ⇐⇒ λ0 = |p2(T )|.
3. Нехай λ0 = 0. Тодi з умови стацiонарностi г) випливає, що

p2(T ) = 0. Функцiя p2(t) не може бути тотожним нулем, оскiльки
всi множники Лагранжа були б нулями. Отже, з умови а) виво-
димо p2 = C(t − T ), а з умови в) û(t) = 1 або û(t) = −1. Якщо
û(t) = 1, то x2(t) = t − T , x1(t) = (t − T )2/2, v20/2 = x0. Таким
чином, за допомогою керування û(t) = 1 в точку (0, 0) можна
перемiститися лише з початкових точок (x0, v0), якi задовольня-
ють спiввiдношення x0 = v20/2, v0 < 0, а за допомогою керування
û(t) = −1 в точку (0, 0) можна перемiститися лише з початкових
точок (x0, v0) таких, що x0 = −v20/2, v0 > 0.

Нехай тепер λ0 = 1. Тодi з умови г) дiстанемо |p2(T )| = 1.
Отже, умову задовольняють двi функцiї

p+2 (t) = C(t− T ) + 1, p−2 (t) = C(t− T )− 1.

Вiдповiднi керування мають вигляд

û+(t) =

{
−1, 0 ≤ t ≤ τ,
+1, τ ≤ t ≤ T,

û−(t) =

{
1, 0 ≤ t ≤ τ,
−1, τ ≤ t ≤ T.
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Зобразимо траєкторiю руху у фазовiй площинi (x1, x2). При тих
значеннях t, за яких û(t) = 1, виконується

x′2 = 1 =⇒ x′1 = x2 = t+ C ′ =⇒ x1 = t2/2 + C ′t+ C ′′ = x22/2 + C.

Фазова траєкторiя, що вiдповiдає таким значенням t, — це частина
параболи x1 = x22/2 + C. Напрямок руху по нiй визначається з
умови зростання x2, оскiльки x′2 = 1. Аналогiчно, тим значенням
t, для яких û(t) = −1 у фазовiй площинi вiдповiдає парабола
x1 = −x22/2 +C, а напрямок руху визначається з умови спадання
x2, оскiльки x′2 = −1 (рис. 11).

Отже, фазовi траєкторiї руху в площинi (x1, x2) — це частини
парабол x1 = ±x22/2 + C. Лiнiя x1 = −x2|x2|/2 роздiляє площину
на двi частини. Якщо початкова точка (x0, v0) лежить лiворуч вiд
цiєї лiнiї, то за допомогою керування û(t) = 1, 0 ≤ t ≤ τ, точка
перемiститься по параболi x1 = x22/2+C до перетину з параболою
x1 = −x22/2 в момент t = τ. У цей момент вiдбувається змiна
керування û = +1 на û = −1. Далi точка рухається по параболi
x1 = −x22/2 в точку (0, 0). Точка, що лежить праворуч вiд лiнiї
x1 = −x2|x2|/2, пiд дiєю керування û(t) = −1, 0 ≤ t ≤ τ, рухається
по параболi x1 = −x22/2 + C до перетину з лiнiєю в момент t = τ,
а потiм — по параболi x1 = x22/2 пiд дiєю керування û(t) = +1.
Вiдповiдь. Оптимальний керований процес (x̂(·), û(·)) визначає-
ться спiввiдношеннями

û+(t) =

{
−1, 0 ≤ t ≤ τ,
+1, τ ≤ t ≤ T,

x̂+(t) =

{
−t2/2 + C1t+ C2, 0 ≤ t ≤ τ,
(t− T )2/2, τ ≤ t ≤ T,

û−(t) =

{
1, 0 ≤ t ≤ τ,
−1, τ ≤ t ≤ T,

x̂−(t) =

{
t2/2 + C1t+ C2, 0 ≤ t ≤ τ,
−(t− T )2/2, τ ≤ t ≤ T,

де τ, C1, C2 визначаються початковими умовами x0, v0. △

Приклад 9.2. Дослiдити на екстремум функцiонал задачi про м’я-
ку посадку на поверхню Мiсяця:

F +M −m(T ) → inf, x′1 = x2, x′2 = −gL + u/m, m′ = −u,

x1(0) = h0, x2(0) = v0, x1(T ) = x2(T ) = 0, 0 ≤ u ≤ U,
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Рис. 11: Задача про оптимальну швидкодiю

де x1(t) = h(t), x2(t) = v(t) = x1(t), t0 = 0 — початок спуску; T —
кiнець спуску (момент посадки).
Розв’язання. Це задача оптимального керування (задача Майєра).
Застосуємо принцип максимуму Понтрягiна.

1. Побудуємо функцiю Лагранжа

L =
w T

0
[p1(t)(x

′
1(t)− x2(t)) + p2(t)(x

′
2(t) + gL − u(t)/m(t))+

+p3(t)(m
′(t)+u(t))] dt+λ0(F +M −m(T ))+µ1x1(T )+µ2x2(T ).

Тут немає граничних умов на лiвому кiнцi, оскiльки вони не впли-
вають на розв’язок задачi.

2. Запишемо необхiднi умови екстремуму:
а) рiвняння Ейлера

−p′1 = 0, −p′2 − p1 = 0, −p′3 + p2u/m
2 = 0;

б) трансверсальностi по x

p1(T ) = −µ1, p2(T ) = −µ2, p3(T ) = λ0;

в) оптимальностi по u

min
0≤u≤U

[p3(t)u− p2(t)u/m(t)] = p3(t)û(t)− p2(t)û(t)/m(t);
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г) стацiонарностi по T

−λ0m′(T )+µ1x
′
1(T ) = 0 ⇐⇒ λ0û(T )+p2(T )(gM − û(T )/m(T )) = 0.

За умови а) дiстанемо, що p1(t) = P , P = const, p2(t) = −Pt+Q,
Q =const.

Позначимо Ψ(t) = −p3(t) + p2(t)/m(t). Тодi з умови а) випли-
ває, що Ψ′(t) = −P/m(t).

З умови стацiонарностi по T дiстаємо Ψ(T )û(T ) = p2(T )gM , а
з умови оптимальностi по (u) отримаємо

û(t) =

{
0, Ψ(t) < 0,

U, Ψ(t) ≥ 0.

3. Якщо P = 0, то Ψ = Ψ0 = const, де Ψ0 ̸= 0. Iнакше
p2 = 0 i всi множники Лагранжа стають нулями. Тому û(t) ≡ 0
або û(t) ≡ U. Якщо ж P ̸= 0, то функцiя Ψ строго монотонна
i має перемикання з û = U на û = 0 або, навпаки, з û = 0 на
û = U. Перший випадок неможливий iз технiчних причин. Зали-
шаються двi можливостi: або рухатися з керуванням û(t) ≡ U ,
або робити перемикання з нуля на U. Нехай τ — момент пере-
микання. Рух апарата при t ≤ τ описується рiвнянням вiльного
падiння x1 = h0 + v0t − gM t2/2, x2 = v0 − gM t, m(t) ≡ m0. У
фазовiй площинi (x1, x2) цi спiввiдношення визначають параболу
x1 = h0 + v0(v0 − x2)/gM − (v0 − x2)

2/2gM . Рух апарата на вiд-
рiзку часу [τ, T ] визначається такими рiвняннями з початковими
умовами

x′1 = x2, x′2 = −gM + u/m, m′ = −U,

x1(τ) = h1, x2(τ) = v1, m(τ) = F +M = m0.

Розв’язок вiдповiдної задачi Кошi має вигляд (τ+ s = t):

x1(τ+ s) = h1 + v1s−
gLs

2

2
+ s− m0

U

(
1− Us

m0

)
ln

(
1− Us

m0

)
,

x2(τ+ s) = v1 − gLs− ln

(
1− Us

m0

)
, m = m0 − Us.
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Множина точок (h1, v1), з яких можна перейти в початок коор-
динат пiд час роботи двигуна на повну потужнiсть, задається в
параметричнiй формi рiвняннями x1(s) = x2(s) = 0. Вилучаючи з
них параметр s, дiстанемо криву Ψ(h0, v0).
Вiдповiдь. Оптимальне керування

û(t) =

{
0, 0 ≤ t ≤ τ,
U, τ ≤ t ≤ T,

де τ — перший додатний корiнь рiвняння

Ψ(h0 + v0τ−
gLτ

2

2
; v0 − gLτ) = 0. (9.17)

Отже, на промiжку часу [0, τ] апарат рухається в режимi вiльного
падiння, а на промiжку [τ, T ] двигун працює на повну потужнiсть.
Якщо при заданих (h0, v0) рiвняння не має розв’язкiв, то м’яка
посадка неможлива.

Приклад 9.3. Дослiдити на екстремум функцiонал

J(x(·)) =
w 4

0
((x′)2 + x) dt → inf, |x′| ≤ 1, x(0) = 0.

Розв’язання. 1. Зведемо задачу до задачi оптимального керування
у формi Понтрягiна:

J(x(·), u(·)) =
w 4

0
(u2 + x) dt → inf, x′ = u, u ∈ [−1, 1], x(0) = 0.

2. Складемо функцiю Лагранжа

L =
w 4

0
[λ0(u

2 + x) + p(x′ − u)] dt+ λx(0).

3. Запишемо необхiднi умови екстремуму:
а) рiвняння Ейлера лагранжiана

L = λ0(u
2 + x) + p(x′ − u), p′ = λ0,

б) трансверсальностi по x

Lx′(tk) = (−1)klx(tk), k = 0, 1 ⇐⇒ p(0) = λ, p(4) = 0,
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в) оптимальностi по u

min
−1≤u≤1

[λ0u
2 − p(t)u] = λ0û

2(t)− p(t)û(t).

4. Нехай λ0 = 0. Тодi з умови а) випливає p′ = 0, а з умови б)
p = λ = 0. Отже, усi множники Лагранжа стали нулями, що супе-
речить принципу максимуму. Нехай тепер λ0 = 1. Тодi рiвняння
Ейлера має вигляд p′ = 1. Таке рiвняння й умови трансверсаль-
ностi задовольняє функцiя p = t− 4. З умови оптимальностi по u
дiстаємо

û(t) =

{
sign p(t), |p(t)/2| > 1;

p(t)/2, |p(t)/2| ≤ 1.

Отже,

x̂′(t) =

{
−1, 0 ≤ t ≤ 2;

(t− 4)/2, 2 ≤ t ≤ 4.

Користуючись початковою умовою x(0) = 0, визначаємо непе-
рервну функцiю

x̂(t) =

{
−t, 0 ≤ t ≤ 2;

t2/4− 2t+ 1, 2 ≤ t ≤ 4.

5. Покажемо, що функцiя x̂(t) дає абсолютний мiнiмум. Не-
хай функцiя h(·) ∈ KC1([0, 4]) така, що x̂(·) + h(·) — допусти-
ма функцiя. Iнтегруючи частинами та враховуючи, що x̂(0) = 0,
x̂′(t) = t−4

2 при 2 ≤ t ≤ 4, дiстаємо

J(x̂(·) + h(·))− J(x̂(·)) =

=
w 4

0
((x̂′ + h′)2 + x̂+ h) dt−

w 4

0
((x̂′)2 + x̂) dt =

=
w 4

0
2x̂′h′ dt+

w 4

0
h dt+

w 4

0
(h′)2 dt ≥ 2

w 4

0
x̂′ dh+

+
w 4

0
h dt = 2x̂′h

∣∣∣∣4
0

+
w 4

0
(−2x̂′′ + 1)h dt =

w 2

0
h dt ≥ 0

внаслiдок того, що h(t) ≥ 0 при t ∈ [0, 2], оскiльки h(0) = 0 i
h′(t) > 0 при t ∈ [0, 2].
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Вiдповiдь. Оптимальний керований процес (x̂(·), û(·)) визначає-
ться спiввiдношеннями

x̂(·) =

{
−t, 0 ≤ t ≤ 2,

t2/4− 2t+ 1, 2 ≤ t ≤ 4;
û(·) =

{
−1, 0 ≤ t ≤ 2,

(t− 4)/2, 2 ≤ t ≤ 4.

Приклад 9.4. Дослiдити на екстремум функцiонал
w T0

0
|x′(t)| dt → inf, x′(t) ≥ A, x(0) = 0, x(T0) = b, A < 0.

Розв’язання. 1. Зведемо задачу до задачi оптимального керування
у формi Понтрягiна

w T0

0
|u(t)| dt → inf, x′ = u, u ≥ A, x(0) = 0, x(T0) = b.

2. Складемо функцiю Лагранжа

L =
w T0

0
(λ0|u(t)|+ p(t)(x′(t)− u(t)) dt+ µ1x(0) + µ2(x(T0)− b).

3. Запишемо необхiднi умови екстремуму:
а) рiвняння Ейлера лагранжiана L = λ0u+ p(x′ − u) —

p′ = 0 =⇒ p(t) = p0 = const;

б) трансверсальностi по x

p(0) = µ1, p(T0) = −µ2;

в) оптимальностi по u

min
u≥A

[λ0|u| − p(t)u] = λ0|û(t)| − p(t̂)u(t).

4. Якщо λ0 = 0, то p0 ̸= 0 (iнакше всi множники Лагранжа —
нулi). Нехай p0 > 0. Тодi min

u≥A
(−p0u) = −∞ i умова оптимальностi

по u не виконується. Якщо p0 < 0, то з умови трансверсальностi
б) випливає u ≡ A, x(t) = At. Допустима екстремаль можлива
лише при b = AT0. Вiзьмемо λ0 = 1. Умова оптимальностi по u
не виконується при p0 > 1, а при p0 = 1 ця умова виконується
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за будь-якої невiд’ємної функцiї û(·). Якщо −1 < p0 < 1, то û ≡
0, якщо p0 = −1, то û(·) — будь-яка функцiя, що задовольняє
нерiвнiсть A ≤ û(t) ≤ 0; якщо p0 < 1, то û = A.

5. Зi спiввiдношення
w T0

0
x′(t) dt = b

виводимо
|b| ≤

w T0

0
|x′(t)| dt.

Тут рiвнiсть досягається на будь-якiй допустимiй екстремалi. Це
означає, що будь-яка допустима екстремаль дає абсолютний мiнi-
мум задачi.
Вiдповiдь. Якщо b < AT0, то допустимих функцiй немає. Якщо
b = AT0, то є одна допустима функцiя — екстремаль x̂(t) = At.
Якщо AT0 < b < 0, то допустима екстремаль — будь-яка монотон-
но спадна допустима функцiя. Якщо b = 0, то єдина допустима
екстремаль x̂ ≡ 0. Якщо b > 0, то будь-яка монотонно зростаюча
функцiя є допустима екстремаль. Кожна допустима екстремаль
дає абсолютний мiнiмум задачi.
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9.4. Задачi для самостiйного розв’язування

Розв’язати задачi оптимального керування.

9.1.
πr

−π
x sin(t) dt → extr; |x′| ≤ 1, x(−π) = x(π) = 0.

9.2.
7π/4r
0

x sin(t) dt → extr, |x′| ≤ 1, x(0) = 0.

9.3.
4r
0

((x′)2 + x) dt → extr, |x′| ≤ 1, x(4) = 0.

9.4.
T0r
0

((x′)2 + x) dt → extr, |x′| ≤ 1, x(0) = 0.

9.5.
T0r
0

((x′)2 + x) dt → extr, |x′| ≤ 1, x(0) = ξ.

9.6.
Tr
0

((x′)2 + x) dt → extr, |x′| ≤ 1, x(0) = ξ.

9.7.
T0r
0

((x′)2 + x) dt → extr, |x′| ≤ 1, x(T0) = ξ.

9.8.
T0r
0

((x′)2 + x) dt → extr, |x′| ≤ 1, x(0) = 0, x(T0) = 0.

9.9.
Tr
0

((x′)2 + x) dt → extr, |x′| ≤ 1, x(0) = 0, x(T ) = ξ.

9.10.
T0r
0

((x′)2 + x2) dt → extr, |x′| ≤ 1, x(0) = ξ.

9.11.
1r
0

x dt → extr, |x′′| ≤ 2, x(0) = x′(0) = 0.

9.12.
1r
0

x dt → extr, |x′′| ≤ 2, x(1) = x′(1) = 0.

9.13.
1r
0

x dt → extr, |x′′| ≤ 2, x(0) = x′(1) = 0.

9.14.
2r
0

x dt → extr, |x′′| ≤ 2, x(0) + x(2) = 0, x′(2) = 0.

9.15.
2r
0

x dt → extr, |x′′| ≤ 2, x(0) + x(2) = 0, x′(0) = 0.
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9.16.
1r
0

x dt → extr, |x′′| ≤ 2, x(0) + x(1) = 0, x′(0) + x′(1) = 0.

9.17.
2r
0

x dt → extr, |x′′| ≤ 2, x(0) = x′(0) = x(2) = 0.

9.18.
2r
0

x dt → extr, |x′′| ≤ 2, x(0) = x′(2) = x(2) = 0.

9.19.
2r
0

x dt → extr, |x′′| ≤ 2, x(0) = x′(0) = x′(2) = 0.

9.20.
4r
0

x dt → extr, |x′′| ≤ 2, x(0) + x(4) = 0, x′(0) = x′(4) = 0.

9.21. T → inf, |x′′| ≤ 2, x(−1) = 1, x(T ) = −1,
x′(−1) = x′(T ) = 0.

9.22. T → inf, |x′′| ≤ 2, x(−1) = −1, x(T ) = 1,
x′(−1) = x′(T ) = 0.

9.23. T → inf, |x′′| ≤ 2, x′(0) = x′(T ) = 0, x(0) = 1, x(T ) = 3.
9.24. T → inf, −1 ≤ x′′ ≤ 3, x(0) = 1, x′(0) = x′(T ) = 0,

x(T ) = −1.
9.25. T → inf, −3 ≤ x′′ ≤ 1, x(0) = 3, x′(0) = x′(T ) = 0,

x(T ) = −5.
9.26. T → inf, |x′′| ≤ 1, x(0) = ξ1, x′(0) = ξ2, x′(T ) = 0.
9.27. T → inf, |x′′| ≤ 1, x(0) = ξ1, x′(0) = ξ2, x(T ) = 0.

9.28.
2r
0

|x′′| dt → inf, x′′ ≥ −2, x(0) = 0, x(2) = −1, x′(2) = −2.

9.29.
2r
0

|x′′| dt → inf, x′′ ≥ −2, x(0) = x′(0) = 0, x(2) = −3.

9.30.
2r
0

|x′′| dt → inf, x′′ ≥ −2, x(0) = x′(2) = 0, x(2) = 3.

9.31.
2r
0

|x′′| dt → inf, x′′ ≤ 2, x(0) = 0, x(2) = 1, x′(2) = 2.

9.32.
2r
0

|x′′| dt → inf, x′′ ≤ 2, x(0) = 1, x′(0) = −2, x(2) = 0.

9.33.
1r
0

(x′′)2 dt → inf, x′′ ≤ 24, x(0) = 11, x(1) = x′(1) = 0.
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9.34.
2r
0

(x′′)2 dt → inf, x′′ ≥ 6, x(0) = x′(0) = 0, x(2) = 17.

9.35.
1r
0

(x′′)2 dt → inf, |x′′| ≤ 1, x(0) = x′(0) = 0, x(1) = −11/24.

9.36. x(2) → extr; |x′| ≤ 2,
2r
0

(x′)2 dt = 2, x(0) = 0.

9.37. x(T0) → extr;
T0r
0

(x′)2 dt = 2, |x′| ≤ 1, x(0) = 0.

9.38.
1r
0

((x2 + (x′)2)/2 + |x′|) dt → extr; x(1) = ξ.

9.39.
T0r
0

(xy′ − xy′) dt → sup, (x′)2 + (y′)2 ≤ 1,

x(0) = x(T0), y(0) = y(T0).

9.40.
T0r
0

(xy′ − yx′) dt → sup, (x′ − ξ)2 + y2 ≤ 1,

x(0) = x(T0), y(0) = y(T0).

9.41.
T0r
0

(xy′ − yx′) dt → sup, (x′)2/a2 + (y′)2/b2 ≤ 1,

x(0) = x(T0), y(0) = y(T0).

9.42.
T0r
0

(xy′ − yx′) dt → sup, |x′| ≤ 1, |y′| ≤ 1,

x(0) = x(T0), y(0) = y(T0).

9.43.
T0r
0

(xy′ − yx′) dt → sup, |x′|+ |y′| ≤ 1, x(0) = x(T0),

y(0) = y(T0).

9.44.
T0r
0

t/(1 + (x′)2) dt → inf, x′ ≥ 0, x(0) = 0, x(T0) = ξ.

9.45.
1r
0

x2 dt → sup, |x′| ≤ 1, x(0) = 0.
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10. Метод динамiчного програмування

10.1. Принцип оптимальностi

Метод динамiчного програмування — це досить загальний ме-
тод розв’язування задач на екстремум. У його основi лежить спе-
цiальний принцип оптимальностi Р. Беллмана. Згiдно з цим прин-
ципом оптимальне керування у будь-який момент часу не зале-
жить вiд траєкторiї руху об’єкта в минулому i визначається лише
положенням об’єкта у даний момент часу та функцiоналом якостi
задачi.

Покажемо докладнiше, що означає принцип оптимальностi ди-
намiчного програмування в задачi оптимального керування

J(x(·), u(·)) =
w t1

t0
f(t, x(t), u(t)) dt+Ψ(x(t1)) → inf, (10.1)

x′(t) = φ(t, x(t), u(t)), t0 ≤ t ≤ t1, (10.2)
u(t) ∈ U, t0 ≤ t ≤ t1, (10.3)
x(t0) = x0. (10.4)

Нехай (x̂(t), û(t)), t0 ≤ t ≤ t1, — оптимальний керований процес
задачi (10.1)–(10.4). Фiксуємо момент часу τ ∈ (t0, t1) i роздiлимо
керований процес (x̂(t), û(t)) на двi частини (x̂(t), û(t)), t0 ≤ t ≤ τ;
(x̂(t), û(t)), τ ≤ t ≤ t1. Побудуємо задачу оптимального керування

Jτ(x(·), u(·)) =
w t1

τ
f(t, x(t), u(t)) dt+Ψ(x(t1)) → inf, (10.5)

x′(t) = φ(t, x(t), u(t)), τ ≤ t ≤ t1; (10.6)
u(t) ∈ U, τ ≤ t ≤ t1, (10.7)
x(τ) = x̂(τ) = y. (10.8)

Ця задача вiдрiзняється вiд задачi (10.1)–(10.4) початковим мо-
ментом часу τ та початковим положенням x(τ) = x̂(τ) = y. Прин-
цип оптимальностi означає, що частина (x̂(t), û(t)), τ ≤ t ≤ t1,
оптимального керованого процесу задачi (10.1)–(10.4) буде опти-
мальним керованим процесом задачi (10.5)–(10.8).

Обґрунтувати це твердження можна за допомогою методу вiд
супротивного. Припустимо, твердження не вiрне. Отже, функ-
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цiонал Jτ(x(·), u(·)), що визначає критерiй оптимальностi в за-
дачi (10.5)–(10.8), досягає мiнiмуму не на керованому проце-
сi (x̂(t), û(t)), τ ≤ t ≤ t1, а на iншому керованому процесi
(x∗(t), u∗(t)), τ ≤ t ≤ t1. Тодi виконується нерiвнiсть

Jτ(x̂(·), û(·)) =
w t1

τ
f(t, x̂(t), û(t)) dt+Ψ(x̂(t1)) ≥

≥ Jτ(x
∗(·), u∗(·)) =

w t1

τ
f(t, x∗(t), u∗(t)) dt+Ψ(x∗(t1)). (10.9)

Побудуємо процес керування на промiжку [t0, t1] так, щоб на про-
мiжку [t0, τ] об’єкт рухався по траєкторiї x̂(t), t0 ≤ t ≤ τ, а на
промiжку [τ, t1] — по траєкторiї x∗(t), τ ≤ t ≤ t1. Через нерiвнiсть
(10.9) вiдповiдний керований процес

(x(·), u(·)) =

{
(x̂(·), û(·)), t0 ≤ t ≤ τ;
(x∗(·), u∗(·)), τ ≤ t ≤ t1

дає критерiю оптимальностi J(x(·), u(·)) задачi (10.1)–(10.4) мен-
ше значення, нiж керований процес (x̂(·), û(·)), t0 ≤ t ≤ t1. Це
суперечить тому, що (x̂(·), û(·)), t0 ≤ t ≤ t1, — оптимальний керо-
ваний процес задачi (10.1)–(10.4).

Пiдкреслимо, що принцип оптимальностi динамiчного програ-
мування означає, що оптимальнiсть зберiгає лише прикiнцева ча-
стина траєкторiї, а не її довiльна частина.

10.2. Задача оптимальної швидкодiї

Нехай траєкторiя руху керованого об’єкта описується дифе-
ренцiальним рiвнянням

x′(t) = φ(x(t), u(t)) ⇐⇒
⇐⇒ x′k(t) = φk(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t)), k = 1, n,

де функцiя φ(x, u) неперервна i неперервно диференцiйовна за
змiнними x1, . . . , xn. Задача оптимальної швидкодiї полягає в то-
му, щоб визначити керування u(t) ∈ U ⊂ Rr, яке переводить ке-
рований об’єкт iз початкового положення x в момент часу t0 в
положення x1 за найкоротший вiдрiзок часу.
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Припустимо, що виконуються такi вимоги:
1) для будь-якої точки x фазового простору iснує оптимальний
керований процес (x̂(t), û(t)), що переводить керований об’єкт iз
положення x у положення x1 за мiнiмальний час B(x);
2) функцiя Беллмана B(x) неперервно диференцiйовна.

Нехай керований об’єкт, що перебував у положеннi x у поча-
тковий момент часу t0 розпочинає рухатись пiд дiєю керування
u = const. Позначимо через x(t) фазову траєкторiю, що описує-
ться рiвнянням

x′(t) = φ(x(t), u) ⇔ x′k(t) = φk(x1(t), . . . , xn(t), u1, . . . , ur), k = 1, n.

У момент часу t об’єкт перебуватиме в положеннi x(t). При-
пустимо, що з моменту часу t об’єкт рухається по оптимальнiй
траєкторiї i досягає положення x1. Тодi об’єкт перейде з положе-
ння x у положення x1 за час B(x(t)) + t− t0. Оскiльки мiнiмаль-
ний час переходу об’єкта з положення x у положення x1 дорiвнює
B(x) = B(x(t0)), то виконується нерiвнiсть

B(x(t)) + t− t0 ≥ B(x(t0)).

Подiливши обидвi частини нерiвностi на t− t0, дiстанемо

B(x(t))−B(x(t0))

t− t0
≥ −1.

Перейдемо у цiй нерiвностi до границi при t → t0. Отримаємо

d

dt
B(x) = ⟨B′(x), x′⟩ =

n∑
k=1

B′
xk
(x)φk(x, u) ≥ −1. (10.10)

Нехай (x̂(t), û(t)) — оптимальний керований процес, що перево-
дить об’єкт iз положення x у положення x1. Рухаючись по опти-
мальнiй траєкторiї, об’єкт досягає положення x̂(t) у момент часу
t, витративши t − t0 часу. Вiдповiдно до принципу оптимально-
стi динамiчного програмування частина оптимального керованого
процесу (x̂(τ), û(τ)), t ≤ τ ≤ t1, буде оптимальним керованим про-
цесом у задачi оптимальної швидкодiї з початковим положенням
x̂(t). Тому

B(x̂(t)) + t− t0 = B(x̂(t0)) = B(x),
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звiдки
n∑

k=1

B′
xk
(x̂(t0))φk(x̂(t0), (û(t0)) = −1. (10.11)

Враховуючи, що x̂(t0) = x, дiстанемо
n∑

k=1

B′
xk
(x)φk(x, (û(t0)) = −1.

Зiставляючи (10.10) та (10.11), переконуємося, що справджується
таке твердження.

Теорема 10.1. Нехай виконуються умови 1), 2). Функцiя Белл-
мана B(x) задачi оптимальної швидкодiї задовольняє рiвняння

min
u∈U

[ n∑
k=1

B′
xk
(x)φk(x, u)

]
=

n∑
k=1

B′
xk
(x)φk(x, û(t)) = −1. (10.12)

Це рiвняння називається рiвнянням Беллмана задачi опти-
мальної швидкодiї.
Приклад 10.1. Розв’язати задачу оптимальної швидкодiї

T → inf, x′(t) = ax(t) + u(t), a > 0,

|u(t)| ≤ 1, x(0) = x0, x(T ) = 0.

Розв’язання. Складемо рiвняння Беллмана

min
|u|≤1

[B′(x)(ax+ u)] = B′(x)(ax+ û(t)) = −1, B(0) = 0.

Оскiльки
min

−1≤u≤1
[B′(x)u] = −|B′(x)|,

то його можна записати у виглядi

axB′(x)− |B′(x)| = −1, B(0) = 0.

Оптимальне керування визначається спiввiдношенням

û(t) =

{
1, B′(x) < 0,

−1, B′(x) > 0.
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Оскiльки функцiя Беллмана B(x) — це мiнiмальний час переходу
з точки x у точку 0, то функцiя B(x) > 0, x ̸= 0. Вона монотонно
зростає при x > 0 i монотонно спадає при x < 0. Тому B′(x) > 0
при x > 0 i B′(x) < 0 при x < 0. Враховуючи цi властивостi,
рiвняння Беллмана можна записати у виглядi

B′(x)[ax− 1] = −1, x > 0;

B′(x)[ax+ 1] = −1, x < 0,

звiдки

B(x) = −1

a
ln(1− a|x|), |x| < 1/a;

u(t) = − signx(t), 0 ≤ t ≤ T.

Оптимальну траєкторiю визначаємо з рiвняння

x′(t) = ax(t)− signx(t), 0 ≤ t ≤ T.

Вiдповiдь. Час T , витрачений на перемiщення об’єкта з точки x0
у точку 0, дорiвнює B(x0) = − 1

a ln(1− a|x0|).

10.3. Задачi Майєра, Лагранжа, Больца

Розглянемо задачу оптимального керування Больца

J(x(·), u(·)) =
w t1

t0
f(t, x(t), u(t)) dt+Ψ(x(t1)) → inf, (10.13)

x′(t) = φ(t, x(t), u(t)), t0 ≤ t ≤ t1, (10.14)
u(t) ∈ U, t0 ≤ t ≤ t1, (10.15)
x(t0) = x0, (10.16)

де x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), u(t) = (u1(t), . . . , ur(t)), функцiї
f(t, x, u), φ(t, x, u), Ψ(x) неперервнi за всiма змiнними та непе-
рервно диференцiйовнi за змiнними xk, k = 1, n; U — замкнута
опукла множина у просторi керувань, моменти часу t0, t1 фiксо-
ванi i правий кiнець траєкторiї вiльний.

213



Згiдно з принципом оптимальностi динамiчного програмуван-
ня побудуємо задачу

Jt(x(·), u(·)) =
w t1

t
f(τ, x(τ), u(τ)) dτ+Ψ(x(t1)) → inf, (10.17)

x′(τ) = φ(τ, x(τ), u(τ)), t ≤ τ ≤ t1, (10.18)
u(τ) ∈ U, t ≤ τ ≤ t1, (10.19)
x(t) = x. (10.20)

Припустимо, що виконуються умови:
1) за всiх значень параметрiв t ∈ [t0, t1], x ∈ Rn задача (10.17)–
(10.20) має розв’язок (x̂(τ), û(τ)), t ≤ τ ≤ t1, Jt(x̂(·), û(·)) = B(x, t);
2) функцiя Беллмана B(x, t) неперервно диференцiйовна за всiма
змiнними.

Покажемо, що B(x, t) задовольняє диференцiальне рiвняння
спецiального вигляду, що називається рiвнянням Беллмана задачi
(10.13)–(10.16). Вiзьмемо довiльний вектор u ∈ U. За час ∆t керу-
вання u переведе об’єкт iз положення x(t) у положення x(t+∆t, u).
Побудуємо керування u∗(τ) на промiжку [t, t1] згiдно з формулою

u∗(τ) =

{
u, t ≤ τ ≤ t+∆t;

v∗(τ), t+∆t ≤ τ ≤ t1,

де v∗(τ) — таке керування, що

B(x(t+∆t, u), t+∆t) = Jt+∆t(x(t+∆t, u), u), v∗(·)).

Тодi справджується нерiвнiсть

B(x(t), t) ≤ Jt(x, u
∗(·)) =

= B(x(t+∆t, u), t+∆t) +
w t+∆t

t
f(τ, x(τ), u) dτ.

А оптимальне керування û(τ), t ≤ τ ≤ t1, задовольняє рiвняння

B(x(t), t) = B(x(t+∆t, û), t+∆t) +
w t+∆t

t
f(τ, x̂(τ), û(τ)) dτ.
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Подiлимо цi спiввiдношення на ∆t i перейдемо до границi при
∆t → 0. Дiстанемо

f(t, x, u) +
d

dt
B(x(t, u), t) ≥ 0,

f(t, x, û) +
d

dt
B(x(t, û), t) = 0.

Враховуючи рiвняння руху та початковi умови, отримаємо

f(t, x, u) +B′
x(x, t)φ(t, x, u) +B′

t(x, t) ≥ 0,

f(t, x, û) +B′
x(x, t)φ(t, x, û(t)) +B′

t(x, t) = 0.

Оскiльки множина U замкнута, то цi спiввiдношення можна за-
писати у виглядi

min
u∈U

[B′
t(x, t) +B′

x(x, t)φ(t, x, u) + f(t, x, u)] =

= B′
t(x, t) +B′

x(x, t)φ(t, x, û(t)) + f(t, x, û(t)) = 0, (10.21)
B(x, t1) = Ψ(x). (10.22)

Гранична умова B(x, t1) = Ψ(x) є наслiдком визначення функцiї
Беллмана. Рiвняння (10.21)–(10.22) називається рiвнянням Белл-
мана задачi Больца (10.13) –(10.16).

Теорема 10.2. Нехай для всiх значень t ∈ [t0, t1], x ∈ Rn iснує
оптимальний розв’язок (x̂(τ), û(τ)) задачi (10.17)–(10.20). Фун-
кцiя Беллмана B(x, t) = Jt(x̂(·), û(·)) задачi оптимального керу-
вання (10.13)–(10.16) задовольняє рiвняння в частинних похiдних

min
u∈U

[B′
t(x, t)+B′

x(x, t)φ(t, x, u) + f(t, x, u)] =

= [B′
t(x, t)+B′

x(x, t)φ(t, x, û(t)) + f(t, x, û(t))] = 0 (10.23)

iз граничною умовою B(x, t1) = Ψ(x).

Розглянемо задачу Майєра

J(x(·), u(·)) = Ψ(x(t1)) → inf, (10.24)
x′(t) = φ(t, x(t), u(t)), t0 ≤ t ≤ t1, (10.25)
u(t) ∈ U, t0 ≤ t ≤ t1, (10.26)
x(t0) = x0. (10.27)
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Побудуємо допомiжну задачу оптимального керування

Jt(x(·), u(·)) = Ψ(x(t1)) → inf, (10.28)
x′(τ) = φ(τ, x(τ), u(τ)), t ≤ τ ≤ t1, (10.29)
u(τ) ∈ U, t ≤ τ ≤ t1, (10.30)
x(t) = x. (10.31)

Теорема 10.3. Нехай для всiх значень x ∈ [t0, t1], t ∈ Rn iснує
оптимальний розв’язок (x̂(τ), û(τ)) задачi (10.28)–(10.31). Фун-
кцiя Беллмана B(x, t) = Jt(x̂(·), û(·)) задачi оптимального керу-
вання (10.24)–(10.27) задовольняє рiвняння в частинних похiдних

min
u∈U

[B′
t(x, t)+B′

x(x, t)φ(t, x, u)] =

= B′
t(x, t)+B′

x(x, t)φ(t, x, û(t)) = 0 (10.32)

iз граничною умовою B(x, t1) = Ψ(x).

Застосуємо метод динамiчного програмування до задачi Ла-
гранжа

J(x(·), u(·)) =
w t1

t0
f(t, x(t), u(t)) dt → inf, (10.33)

x′(t) = φ(t, x(t), u(t)), t0 ≤ t ≤ t1, (10.34)
u(t) ∈ U, t0 ≤ t ≤ t1, (10.35)
x(t0) = x0. (10.36)

Побудуємо допомiжну задачу оптимального керування

Jt(x(·), u(·)) =
w t1

t
f(τ, x(τ), u(τ)) dτ→ inf, (10.37)

x′(τ) = φ(t, x(τ), u(τ)), t ≤ τ ≤ t1, (10.38)
u(τ) ∈ U, t ≤ τ ≤ t1, (10.39)
x(t) = x. (10.40)

Теорема 10.4. Нехай для всiх значень x ∈ [t0, t1], t ∈ Rn iснує
оптимальний розв’язок (x̂(τ), û(τ)) задачi (10.37)–(10.40). Фун-
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кцiя Беллмана B(x, t) = Jt(x̂(·), û(·)) задачi оптимального керу-
вання (10.33)–(10.36) задовольняє рiвняння в частинних похiдних

min
u∈U

[B′
t(x, t)+B′

x(x, t)φ(t, x, u) + f(t, x, u)] =

= [B′
t(x, t)+B′

x(x, t)φ(t, x, û(t)) + f(t, x, û(t))] = 0 (10.41)

iз граничною умовою B(x, t1) = 0.

Приклад 10.2. Користуючись методом динамiчного програмуван-
ня, розв’язати задачу

J(x(·), u(·)) =
w T

0
u2(t) dt+ λx2(T ), λ > 0,

x′(t) = u(t), x(0) = x0, 0 ≤ t ≤ T,

де u(t) — кусково-неперервна функцiя.
Розв’язання. Складемо рiвняння Беллмана

min
u∈R1

[B′
x(x, t)u+B′

t(x, t) + u2] = 0,

B(x, T ) = λx2, x ∈ R1, 0 ≤ t ≤ T.

Мiнiмум у рiвняннi Беллмана досягається при u = −B′
x/2. Рiвня-

ння буде таким:

B′
t(x, t)−

1

4
[B′

x(x, t)]
2 = 0.

Будемо шукати функцiю B(x, t) у виглядi полiнома

B(x, t) = b0(t) + b1(t)x+ b2(t)x
2.

Пiдставимо його у рiвняння та граничнi умови. Дiстанемо такi
спiввiдношення:

b′0(t) + b′1(t)x+ b′2(t)x
2 − 1

4
(b1(t) + 2b2(t)x)

2 = 0,

b0(T ) + b1(T )x+ b2(T )x
2 = λx2, x ∈ R1, 0 ≤ t ≤ T.
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Порiвнюючи коефiцiєнти за однакових степенiв x, отримаємо си-
стему рiвнянь

b′0(t)−
1

4
b21(t) = 0, b′1(t)− b1(t)b2(t) = 0,

b′2(t)− b22(t) = 0, b0(T ) = b1(T ) = 0, b2(T ) = λ.

Iз останнього рiвняння випливає

db2(t)

b22(t)
= dt, b2(T ) = λ,

звiдки

b2(t) =
λ

1− λ(t− T )
, 0 ≤ t ≤ T.

Iз другого рiвняння дiстаємо

db1(t)

b1(t)
= b2(t) dt, b1(T ) = 0,

звiдки b1(t) = 0. З першого рiвняння отримаємо b0(t) = 0.
Отже, функцiя Беллмана

B(x, t) =
λx2

1− λ(t− T )
.

Оптимальне керування та оптимальна траєкторiя такi:

û(x, t) =
λx

λ(t− T )− 1
, x̂(t) = − x0

1 + λT
[λ(t− T )− 1], 0 ≤ t ≤ T.

Отже, оптимальний керований процес визначений.

10.4. Задачi для самостiйного розв’язування

Виразити оптимальне керування через функцiю Беллмана та
записати рiвняння Беллмана у виглядi, що не залежить вiд керу-
вання.
10.1. T → inf, x′′(t) = u(t), |u(t)| ≤ 1, x(0) = x0, x′(0) = v0,

x(T ) = x′(T ) = 0.
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10.2. T → inf, x′′(t) = u(t),
Tr
0

u2(t) dt = 1, x(0) = x0,

x′(0) = v0, x(T ) = x′(T ) = 0.

10.3. J(x(·), u(·)) = 1
2

Tr
0

u2(t) dt+ 1
2x

2(T ) → inf,

x′(t) = −ax(t) + bu(t), x(0) = x0.

10.4. J(x(·), u(·)) = 1
2

Tr
0

u2(t) dt+ 1
2x

2(T ) → inf,

x′′(t) = −ω2x(t) + u(t), x(0) = x0, x′(0) = v0.

10.5. J(x1(·), x2(·)) =
t1r
t0

f(t, x1(t), x2(t)) dt → inf,

x′1(t) = u(t)x1(t) + x2(t), x′2(t) = u2(t),
x1(t0) = x0, x2(t0) = x1.

10.6. J(x1(·), x2(·)) =
t1r
t0

f(t, x1(t), x2(t)) dt → inf,

x′1(t) = u(t)x1(t) + x2(t), x′2(t) = u2(t),
|u1(t)| ≤ 1, |u2(t) ≤ 1, x1(t0) = x0, x2(t0) = x1.

10.7. J(x(·), u(·)) = −
t1r
t0

((x(t)− c)2 + u2(t)) dt → sup,

x′(t) = ax(t) + bu(t), x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Знайти функцiю Беллмана у виглядi

B(x, t) = b0(t) + b1(t)x+ b2(t)x
2

та визначити оптимальний керований процес у задачах.

10.8. J(x(·), u(·)) =
t1r
t0

(x(t)− u(t)) dt → sup, x′(t) =
√

u(t),

x(t0) = x0, x(t1) = x1, 0 ≤ u ≤ x.

10.9. J(x(·), u(·)) =
Tr
1

(tx2(t) + t−1u2(t)) dt → inf, x′(t) = u(t),

x(1) = x0.

10.10. J(x(·), u(·)) =
π/3r
π/4

((x(t) tan(t) + u(t) cot(t)) dt → inf,

x′(t) = u(t), x(π/4) = 3
√
2.
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11. Вiдповiдi. Вказiвки. Розв’язки

1.1. Розв’язання. Функцiя f неперервна. Очевидно, що Smax = +∞.
Згiдно з наслiдком 1.1 з теореми Вейєрштрасса мiнiмум досягається.
Необхiднi умови першого порядку мають вигляд

∂f

∂x
= 4x3 − 4y = 0,

∂f

∂y
= 4y3 − 4x = 0.

Розв’язуючи цi рiвняння, знаходимо критичнi точки: (0, 0), (1, 1),
(−1,−1). Для того, щоб скористатися умовами другого порядку, обчи-
слимо матрицi, складенi з других похiдних:

A =

{
∂2f

∂x∂y

}
=

(
12x2 −4
−4 12y2

)
,

A1 = A(0, 0) =

(
0 −4
−4 0

)
,

A2 = A(1, 1) = A(−1,−1) =

(
12 −4
−4 12

)
.

Матриця A1 невизначена. Тому точка (0, 0) не задовольняє необхiднi
умови екстремуму другого порядку. Точка (0, 0) /∈ locextr f. Матриця A2

додатно визначена, отже, згiдно з теоремою 1.13 у точках (1, 1), (−1,−1)
досягається локальний мiнiмум задачi.
Вiдповiдь. (0, 0) /∈ locextr; (1, 1), (−1,−1) ∈ absmin .

1.2. (ln(a+
√
ab), ln(b+

√
ab)) ∈ absmin, Smax = +∞.

1.3. ((2a− b)/3, (2b− a)/3) ∈ locmin, a+ b < 0;
((2a− b)/3, (2b− a)/3) ∈ locmax, a+ b > 0;
(a,−a) ̸∈ locmin, a+ b = 0.

1.4. (0, 0) ̸∈ locextr.
1.5. Стацiонарнi точки: (x, y), де x = (−1)k+1π/12 + (k +m)π/2,

y = (−1)k+1π/12+(k−m)π/2, k,m = 0,±1,±2, . . . Точки (x, y) ∈ locmin,
якщо k парне, а m непарне. Точки (x, y) ∈ locmax, якщо k непарне, а m
парне. Точки (x, y) ̸∈ locextr, якщо k +m парне.

1.6. (0, 2kπ) ∈ locmin, (−2, (2k + 1)π) ̸∈ locextr, k = 0,±1,±2, . . .
1.7. (0, 0) ∈ absmin, {(x, y) : x2 + y2 = 1} ∈ locmax.
1.8. (±(2e)−1/2,±(2e)−1/2) ∈ locmin, Smin = −1/2e;

(±(2e)−1/2,∓(2e)−1/2) ∈ locmax, Smax = 1/2e;
(0,±1) ̸∈ locextr, (±1, 0) ̸∈ locextr.

1.9. (1, 1) – ciдлова точка.
1.10. (2π/3, 2π/3) ∈ locmin, Smin = −3

√
3/8;

(π/3,π/3) ∈ locmax, Smax = 3
√
3/8.
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1.11. (π/3,π/6) ∈ locmax, Smax = 3
√
3/2.

1.12. (1, 2) ∈ locmin, Smin = 7− 10 ln 2.
1.13. (−1/26,−3/26) ∈ locmin, Smin = −26e−1/52;

(1, 3) ∈ locmax, Smax = e−13.
1.14. (1,−2) – ciдлова точка.
1.15. (0, 0) ∈ locmin, Smin = 0; (−1/4,−1/2) – ciдлова точка.
1.16. (0, 0) ∈ locmax, Smax = 1.
1.17. (a/c, b/c) ∈ locmin, c < 0; (a/c, b/c) ∈ locmax, c > 0;

Smin = −
√
a2 + b2 + c2, Smax =

√
a2 + b2 + c2;

екстемума немає, якщо c = 0, a2 + b2 ̸= 0.
1.18. (±a/

√
3,∓b/

√
3) ∈ locmin, (±a/

√
3,±b/

√
3) ∈ locmax,

Smin = −ab/3
√
3/8, Smax = −ab/3

√
3/8.

1.19. (±1/2,±1) ∈ locmin, (0, 0) ∈ locmax,
Smin = −9/8, Smax = 0; (0,±1), (±1/2, 0) – ciдловi точки.

1.20. (1, 0) ∈ absmin, Smin = −1, Smax = +∞.
1.21. (5, 2) ∈ locmin, Smin = 30, Smax = +∞.
1.22. Smin = −∞, Smax = +∞, (2, 3) /∈ locextr.
1.23. (−4, 14) ∈ absmin, Smax = +∞.
1.24. (8,−10) /∈ locextr, Smin = −∞, Smax = +∞.
1.25. (1, 1) ∈ locmax, (0, 0), (0, 3), (3, 0) /∈ locextr, Smin = −∞,

Smax = +∞.
1.26. (−2/3,−1/3, 1) ∈ absmin, Smin = −4/3, Smax = +∞.
1.27. (2, 2, 1) ∈ absmin, Smin = −1.
1.28. (a/7, a/7, a/7) ∈ locmax, Smax = a7/77.
1.29. (24,−144,−1) ∈ absmin, Smin = −6913.
1.30. (1/2, 1, 1) ∈ absmin, Smin = 4.
1.31. (−1,−2, 3) ∈ absmin, Smin = −14.
1.32. (21/3, 41/3) ∈ locmax, (0, 0) /∈ locextr.
1.33. a ̸= b, (a1/2(a3/2 + b3/2)−1, b1/2(a3/2 + b3/2)−1) ∈ locmin,

(a1/2(a3/2 − b3/2)−1, b1/2(b3/2 − a3/2)−1) ∈ locmax;
a = b, (a1/2(a3/2 + b3/2)−1, b1/2(a3/2 + b3/2)−1) ∈ absmin.

1.34. 0 < a < 2, (0,−a1/2) ∈ absmin, (0, a1/2) ∈ absmax; a > 2,
(−b,−b−1) ∈ locmin, (b−1, b) ∈ locmin, (b, b−1) ∈ locmax,
(−b−1,−b) ∈ locmax; a = 2, (±1,±1) /∈ locextr.

1.35. (−1,π/3 + 2kπ) ∈ absmin, (1,−π/3 + 2kπ) ∈ absmin,
(1,π/3 + 2kπ) ∈ absmax, (−1,−π/3 + 2kπ) ∈ absmax.

1.36. (−b sign(ab)/
√
a2 + b2,−a sign(ab)/

√
a2 + b2) ∈ absmin,

(b sign(ab)/
√
a2 + b2, a sign(ab)/

√
a2 + b2) ∈ absmax,

Smin = −
√
a2 + b2/|ab|, Smax =

√
a2 + b2/|ab|.

1.37. (ab2/a2 + b2, a2b/a2 + b2) ∈ absmin, Smin = a2b2/a2 + b2.
1.38. Smin = λ1, Smax = λ2, (A− λ)(C − λ)−B2 = 0, λ1 < λ2.
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1.39. (±2,∓3) ∈ absmin, (±3/2,±4) ∈ absmax,
Smin = −50, Smax = 106, 25.

1.40. (π/8 + kπ/2,−π/8 + kπ/2) ∈ locmin, k = 2n+ 1;
(π/8 + kπ/2,−π/8 + kπ/2) ∈ locmax, k = 2n;
Smin = 1 +−1/

√
2, Smax = 1 + 1/

√
2.

1.41. (8/13, 12/13) ∈ absmin, Smin = 36/13, Smax = +∞.
1.42. (3/25, 4/25) ∈ absmin, Smin = 1/25, Smax = +∞.
1.43. (1/2, 1/2) ∈ absmin, Smin = 0, Smax = e1/4.
1.44. (−1/2, 3/2) ∈ absmin, Smax = +∞.
1.45. Smin = −∞, Smax = +∞.
1.46. (1/6, 1/3, 1/2) ∈ locmax; (t, 0, 1− t) ∈ locmax, t > 1, t < 0;

(t, 0, 1− t) ∈ locmin t ∈ (0, 1); Smin = −∞, Smax = +∞.
1.47. {(1/

√
6, 1/

√
6,−2/

√
6), (1/

√
6,−2/

√
6, 1/

√
6),

(−2/
√
6, 1/

√
6, 1/

√
6)} ∈ absmin, Smin = −1/(3

√
6);

{(−1/
√
6,−1/

√
6, 2/

√
6), (−1/

√
6, 2/

√
6,−1/

√
6),

(2/
√
6,−1/

√
6,−1/

√
6)} ∈ absmax, Smax = 1/(3

√
6) .

1.48. {(0, 0,±1), (0,±1, 0), (±1, 0, 0)} ∈ absmin,
Smin = 0; (±1/

√
2, 0,±1/

√
2) ∈ absmax, Smax = (a− c)2/4;

(0,±1/
√
2,±1/

√
2) /∈ locextr, (±1/

√
2,±1/

√
2, 0) /∈ locextr.

1.49. (1/2, 1/2, 1/2) ∈ locmax,
{(x, y, z) : (x− 1/2)2 + (y − 1/2)2 = 2, x+ y + z = −1/2} ∈
∈ absmin.

1.50. (−1/3, 2/3,−2/3) ∈ absmin; Smin = −3;
(1/3,−2/3, 2/3) ∈ absmax; Smax = 3.

1.51. Smax = am+n+pmmnnpp/(m+ n+ p)m+n+p,
x/m = y/n = z/p = a/(m+ n+ p).

1.52. (0, 0,±c) ∈ absmin, Smin = c2; (±a, 0, 0) ∈ absmax,
Smax = a2.

1.53. (a/6, a/6, a/6) ∈ absmax, Smax = (a/6)6.
1.54. (1, 1, 1) ∈ absmax, Smax = 2.
1.55. (π/6,π/6,π/6) ∈ absmax, Smax = 1/8.
1.56. (0, 1) ∈ absmin, Smin = 1/e− 1; (1, 0) ∈ absmax, Smax = e− 1.
1.61. {(−1/

√
3,−1/

√
3,−1/

√
3), (1/

√
3, 1/

√
3,−1/

√
3),

(1/
√
3,−1/

√
3, 1/

√
3), (−1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3)} ∈ absmin,

{(1/
√
3, 1/

√
3, 1/

√
3), (1/

√
3,−1/

√
3,−1/

√
3),

(−1/
√
3,−1/

√
3, 1/

√
3)} ∈ absmax,

Smin = −1/3
√
3, Smax = 1/3

√
3 .

1.62. (−2, 0, 7) ∈ absmin, Smax = +∞.
1.63. (0, 0, 0) ∈ absmin, Smin = 0; (0, 12, 0) ∈ absmax, Smax = 576.
1.64. (0, 1, 0) ∈ absmin, Smin = 0; Smax = +∞.
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1.65. (2/7, 174/35,−24/5) ∈ locmin, Smin = −∞; (1, 0, 3) ∈ locmax,
Smax = +∞; (−1, 6,−3) ̸∈ locextr.

1.67. Задача має розв’язок у силу теореми Вейєрштрасса. Засто-
суємо метод Лагранжа до логарифма функцiонала. Задача регулярна.
Тому функцiю Лагранжа можна записати у виглядi

L = −
n∑

j=1

αj ln(xj) + λ

 n∑
j=1

ajx
βj

j − b

 .

Необхiднi умови екстремуму такi:

∂L

∂xj
= −αj

xj
+ λajβjx

βj−1
j = 0, j = 1, . . . , n;

n∑
j=1

ajx
βj

j = b, xj > 0, j = 1, . . . , n.

Розв’язок першої системи рiвнянь

xj =

(
αj

λajβj

)1/βj

, j = 1, . . . , n,

пiдставимо у другу систему рiвнянь i знайдемо множник Лагранжа

λ =
A

b
, A =

n∑
j=1

αj

βj
.

Враховуючи отриманi результати, знаходимо розв’язок задачi

x̂ = (x̂1, . . . , x̂n), x̂j =

(
αjb

ajβjA

)1/βj

, j = 1, . . . , n.

1.68. Розв’язок задачi

x̂ = (x̂1, . . . , x̂n), x̂j =

(
b

A

)1/(αjB)(
βj

αjcj

)1/αj

, j = 1, . . . , n,

A =

n∏
j=1

(
βj

αjcj

)βj/αj

, B =

n∑
j=1

βj

αj
.

1.69. Розв’язок задачi

x̂ = (x̂1, . . . , x̂n), x̂j =

(
b

A

)1/(αjB)(
αjcj
βj

)1/αj

, j = 1, . . . , n,
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A =
n∏

j=1

(
αjcj
βj

)βj/αj

, B =
n∑

j=1

βj

αj
.

1.70. Розв’язок задачi

x̂ = (x̂1, . . . , x̂n), x̂j =
b

A

(
cj
aj

)1/(α+1)

, j = 1, . . . , n,

A =
n∑

j=1

(
aαj cj

)1/(α+1)
.

1.71. Розв’язок задачi

x̂ = (x̂1, . . . , x̂n), x̂j =
b

A

(
aj
cj

)1/(α−1)

, j = 1, . . . , n,

A =
n∑

j=1

(
aαj
cj

)1/(α−1)

.

1.72. Задача має розв’язок у силу теореми Вейєрштрасса. Задача
регулярна. Тому функцiю Лагранжа можна записати у виглядi

L =
n∑

j=1

cjx
α
j + λ

b−
n∑

j=1

ajxj

 .

Необхiднi умови екстремуму такi:

∂L

∂xj
= αcjx

α−1
j − λaj = 0, j = 1, . . . , n,

n∑
j=1

ajxj = b.

Розв’язок першої системи рiвнянь

xj =

(
λaj
αcj

)1/(α−1)

, j = 1, . . . , n,

пiдставимо у друге спiввiдношення i знайдемо множник Лагранжа

λ = α

(
b

A

)α−1

, A =
n∑

j=1

(
aαj
cj

)1/(α−1)

.
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Враховуючи отриманi результати, знаходимо розв’язок задачi

x̂ = (x̂1, . . . , x̂n), x̂j =
b

A

(
aj
cj

)1/α−1

, j = 1, . . . , n.

1.73. Задача має розв’язок у силу теореми Вейєрштрасса. Задача
регулярна. Тому функцiю Лагранжа можна записати у виглядi

L =
n∑

j=1

cj |xj |α + λ

b−
n∑

j=1

ajxj

 .

Необхiднi умови екстремуму такi:

∂L

∂xj
= αcj |xj |α−1 sign(xj)− λaj = 0, j = 1, . . . , n,

n∑
j=1

ajxj = b.

Оскiльки b > 0, то λ ̸= 0.
Нехай λ < 0. Тодi sign(xj) = − sign(aj), i має виконуватись рiвняння

−
n∑

j=1

|aj |
(
−λ|aj |α

αcj

)1/(α−1)

= b.

Оскiльки b > 0, то це рiвняння суперечливе i не має розв’язку.
Нехай λ > 0. Тодi αcj |xj |α−1 = λ|aj |, та

xj =

(
λ|aj |
αcj

)1/(α−1)

sign(aj), j = 1, . . . , n.

Пiдставимо у друге спiввiдношення та отримаємо

λ = α

(
b

A

)α−1

, A =
n∑

j=1

(
|aj |α

cj

)1/(α−1)

> 0.

Отже, розв’язок задачi такий:

x̂ = (x̂1, . . . , x̂n), x̂j =
b

A

(
|aj |
cj

)1/(α−1)

sign(aj), j = 1, . . . , n.
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1.74. Обидвi задачi мають розв’язки в силу теореми Вейєрштрасса.
Стацiонарнi точки (i розв’язки задач) – це x̂ та −x̂, де x̂ = (x̂1, . . . , x̂n),

x̂j =

(
b

A

)1/α(
cj
aj

)1/(α−1)

, A =

n∑
j=1

aj

(
cj
aj

)α/(α−1)

> 0.

1.75. Обидвi задачi мають розв’язки в силу теореми Вейєрштрасса.
Стацiонарнi точки (i розв’язки задач) – це x̂ та −x̂, де x̂ = (x̂1, . . . , x̂n),

x̂j =

(
b

A

)1/α( |cj |
aj

)1/(α−1)

sign(cj), A =
n∑

j=1

aj

(
|cj |
aj

)α/(α−1)

> 0.

1.76. Обидвi задачi мають розв’язки в силу теореми Вейєрштрасса.
Функцiю Лагранжа можна записати у виглядi

L =
n∑

j=1

|cj + xj |α + λ

b−
n∑

j=1

|xj |α
 .

Необхiднi умови екстремуму такi:

∂L

∂xj
= α|cj + xj |α−1 sign(cj + xj)− λα|xj |α−1 sign(xj) = 0, j = 1, . . . , n,

n∑
j=1

|xj |α = b.

Iз першої системи рiвнянь випливає, що xj = µcj . Пiдставимо це спiв-
вiдношення у другу умову й отримаємо

µ = ±
(

b

A

)1/α

, A =

n∑
j=1

|cj |α.

Стацiонарнi точки (i розв’язки задач) – це x̂ та −x̂, де x̂ = (x̂1, . . . , x̂n),

x̂j = cj

(
b

A

)1/α

.

1.77. Одне число дорiвнює 4− 4/
√
3, iнше 4 + 4/

√
3.

1.78. Рiвнобедрений трикутник.
1.79. Точка E — середина вiдрiзка BC.
1.80. Центр ваги фiксованої гранi.
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1.81. t2 − 1/3 ∈ absmin.
1.82. t3 − 3t/5 ∈ absmin.
1.83. p̂ = (p̂1, . . . , p̂n) ∈ absmax, p̂1 = . . . = p̂n = 1/n.
1.84. Квадрат.
1.85. Правильний трикутник.
1.86. Висота цилiндра дорiвнює 2/

√
3.

1.87. Висота конуса дорiвнює 4/3.
1.88. Висота конуса дорiвнює 4/3.
1.89. Куб.
1.90. Правильний тетраедр.
1.91. Правильний трикутник.
1.92. Правильний многокутник.
1.93. Правильний многокутник.
1.94. Розв’язання. 1. Формалiзацiя:√

1− a2 sin2(φ) sin(φ) → sup, 0 ≤ φ ≤ π/2,

кут CEB позначений α, а площа чотирикутника, вписаного в коло, до-
рiвнює половинi добутку дiагоналей на синус кута мiж ними. Виконав-
ши замiну a sin(φ) =

√
z, дiстанемо таку задачу:

f(z) = z(1− z) → sup, 0 ≤ z ≤ a2.

За теоремою Вейєрштрасса задача має розв’язок ẑ.
2. Якщо 0 < ẑ < a2, то за теоремою Ферма f ′(ẑ) = 0.
3. f ′(ẑ) = 0 ⇐⇒ ẑ = 1/2.
4. Оскiльки задача має розв’язок, то одна зi стацiонарних точок 0,

1/2, a2 дає абсолютний максимум задачi. Порiвнюючи значення функцiї
f(z) у цих точках, визначаємо розв’язок.

Вiдповiдь. Якщо 0 ≤ a ≤ 1/
√
2, то ẑ = a2, тобто φ̂ = π/2. Якщо

1/
√
2 ≤ a ≤ 1, то ẑ = 1/2, тобто φ̂ = arcsin(a

√
2)−1.

1.95. Центр вписаного кола.
1.96. Розв’язання. 1. Формалiзацiя:

f(x1, x2) = |x1 − x2|2 + |x1 − e|2 + |x2 − e|2 → sup;

|x1|2 = |x2|2 = 1, e = (1, 0), xi ∈ R2, i = 1, 2,

|x| =
√
x2
1 + x2

2.

Функцiя Лагранжа

L = λ0f(x1, x2) + λ1|x1|2 + λ2|x2|2.
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2. Запишемо необхiднi умови

Lx1 = 0 ⇐⇒ λ0(x1 − x2 + x1 − e) + λ1x1 = 0,

Lx2 = 0 ⇐⇒ λ0(x2 − x1 + x2 − e) + λ2x2 = 0.

3. Якщо λ0 = 0, то λ1 = λ2 = 0. Усi множники Лагранжа — нулi.
Нехай λ0 = −1. Тодi

(2− λ1)x1 = x2 + e, (2− λ2)x2 = x1 + e ⇒
⇒ ((2− λ1)(2− λ2)− 1)x1 = e(3− λ2).

Отже, x1 = ±e, або λ1 = λ2 = 3 ⇒ x1 + x2 = −e. Тому 1) x1 = x2 = ±e,
2) x1 = −x2 = e, 3) x1 = (−1/2,

√
3/2), x2 = (−1/2,−

√
3/2).

4. Оскiльки множина допустимих елементiв компактна, то за теоре-
мою Вейєрштрасса розв’язок задачi iснує. Максимум функцiоналу дає
третя екстремаль.

Вiдповiдь. Правильний трикутник.
1.97. Розв’язання. 1. Нехай M — задана точка всерединi кута AOB,

точки C, D лежать на променях OA i OB вiдповiдно i M ∈ [CD]. Про-
ведемо через точку M паралельну OA пряму лiнiю; точку перетину її
з OB позначимо через F. Нехай довжина OF дорiвнює a, довжина FD
дорiвнює x. Площа трикутника OCD дорiвнює k(a + x)2/x, де k — де-
який коефiцiєнт пропорцiйностi. Задача

S(x) = k(a+ x)2/x → inf, x ≥ 0

має розв’язок, оскiльки S(x) непереревна i S(x) → ∞ при x → +∞.
2. Запишемо необхiдну умову екстремуму S′(x̂) = 0.
3. Розв’яжемо рiвняння S′(x̂) = 0 ⇐⇒ x̂ = a.
4. Оскiльки стацiонарна точка одна, то x̂ ∈ absmin.
Вiдповiдь. Пряма проведена так, що її вiдрiзок мiж сторонами кута

дiлиться заданою точкою на двi рiвнi частини.
1.98. Через точку провести коло (бiльшого радiуса), що дотикає-

ться до сторiн кута, та вiдрiзок, дотичний до кола.
1.99. Чотирикутник, вписаний у коло.
1.100. Розв’язання. 1. Формалiзацiя:

V (R, h) = πh2(R− h/3) → sup, 2πRh = a, 0 ≤ h ≤ 2R,

де R — радiус кулi, h — висота сегмента, a — площа бiчної поверхнi.
Вилучаючи R, дiстаємо

V (h) =
ah

2
− πk3

3
→ sup, 0 ≤ h ≤

√
a/π.
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2. Запишемо необхiдну умову екстремуму V ′(ĥ) = 0.

3. Розв’яжемо рiвняння V ′(ĥ) = 0 ⇐⇒ ĥ =
√
a/2π.

4. За теоремою Вейєрштрасса розв’язок задачi iснує. Оскiльки ĥ ̸= 0
та x̂ ̸=

√
a/π через V (0) = 0, V (

√
a/π) = a

√
a/6

√
π < V (

√
a/2π) =

= a
√
a/3

√
2π, то a = 2πĥ2, звiдки ĥ = R.

Вiдповiдь. Найбiльший об’єм має пiвкуля.
1.101. Якщо точки A, B лежать по рiзнi боки прямої l, то C — точка

перетину прямих AB та l. Нехай точки A, B розмiщенi з одного боку
вiд прямої l. Знайдемо точку A′, симетричну точцi A вiдносно прямої l.
Перетин прямих A′B та l визначає точку C.

1.102, 1.103. Вершина тетраедра проектується в центр кола, впи-
саного в основу.

1.104. Правильний тетраедр.
1.105. x0 = (x1 + x2 + x3)/3.

1.106. x0 =

(
N∑
i=1

mixi

)/
N∑
i=1

mi.

1.107. Нехай

x̂ =

( N∑
i=1

mixi

)/ N∑
i=1

mi.

Якщо |x̂| ≤ 1, то x0 = x̂; якщо |x̂| > 1, то x0 = x̂/|x̂|.
1.108. Нехай

x̂ =

( N∑
i=1

mixi

)/ N∑
i=1

mi.

Якщо |x̂| = 0, то x0 — будь-яке; якщо |x̂| ̸= 0, то x0 = x̂/|x̂|.
1.109. Iз точки (ξ1, ξ2) до елiпса x2

1/a
2
1 + x2

2/a
2
2 = 1, a1 > a2 можна

провести чотири нормалi, якщо ця точка лежить усерединi астроїди

(ξ1a1)
2/3 + (ξ2a2)

2/3 = (a21 − a22)
2/3;

три нормалi, якщо вона лежить на астроїдi (за винятком вершин). З
iнших точок можна провести двi нормалi.

1.110. З точки (ξ1, ξ2) до параболи y = ax2, a > 0 можна провести
три нормалi, якщо точка розташована вище кривої

ξ2 = 3 · 2−4/3a−1/3ξ
2/3
1 + 2−1a−1;

двi нормалi, якщо вона лежить на цiй кривiй (за винятком точки
(0, 2−1a−1)). З iнших точок можна провести одну нормаль.
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1.111. Iз точки (ξ1, ξ2) можна провести три нормалi до ближньої
гiлки гiперболи та одну до дальньої, якщо

(ξ1a1)
2/3 − (ξ2a2)

2/3 > (a21 + a22)
2/3;

двi нормалi до ближньої та одну до дальньої, коли

(ξ1a1)
2/3 − (ξ2a2)

2/3 = (a21 + a22)
2/3;

(за винятком точок (0, (a21+a22)/a1)). З iнших точок можна провести по
однiй нормалi до кожної гiлки.

1.112. Вiдстань вiд точки x̂ = (x̂1, . . . , x̂n) до гiперплощини
n∑

i=1

aixi = b дорiвнює
∣∣ n∑
i=1

aixi − b
∣∣( n∑

i=1

a2i
)−1/2

.

1.113. Розв’язання. 1. Нехай гiперплощина визначена рiвнянням
⟨a, x⟩−b = 0, де ⟨a, x⟩ — скалярний добуток векторiв a, x. Формалiзована
задача має вигляд

∥x− x0∥2 → inf, ⟨a, x⟩ − b = 0, a ̸= 0.

Складемо функцiю Лагранжа

L = λ0∥x− x0∥2 + λ⟨a, x⟩.

2. Запишемо необхiдну умову 2λ0(x̂− x0) + λa = 0.
3. Якщо λ0 = 0, то a = 0. Розв’язкiв немає. Нехай λ0 = 1/2. Тодi

x̂ = x0 − λa, λ = (⟨a, x0⟩ − b)/⟨a, a⟩.

4. Переконуємось у тому, що x̂ ∈ absmin,

Smin = (⟨a, x0⟩ − b)/⟨a, a⟩.

Вiдповiдь. Вiдстань дорiвнює |⟨a, x0⟩ − b)|/∥a∥.
1.114. Вiдстань вiд точки x̂ до прямої at+ b, a, b ∈ Rn дорiвнює

(∥x̂− b∥2 − (⟨x̂− b, a⟩/∥a∥2)1/2.

1.115. x̂ = −a/∥a∥ ∈ absmin, l(x̂) = ∥a∥.
1.116. Сторони прямокутника:

√
2a,

√
2b.

1.117. Сторони паралелепiпеда: 2a/
√
3, 2b/

√
3, 2c/

√
3.

1.118. Розв’язання. Дослiдимо на екстремум задачу

n∑
i=1

|xi|p → sup;

n∑
i=1

|xi|q = aq, 1 < p < q, a > 0.
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1. Множина допустимих елементiв компактна, функцiонал непе-
рервний. За теоремою Вейєрштрасса розв’язок задачi iснує.

2. Складемо функцiю Лагранжа

L = λ0

n∑
i=1

|xi|p + λ
( n∑

i=1

|xi|q − aq
)
.

3. Запишемо необхiдну умову екстремуму

L̂xi = 0 ⇐⇒ λ0p|x̂i|p−1 sign(x̂) + λq|x̂i|q−1 sign(x̂i) = 0, i = 1, . . . , n.

4. Якщо λ0 = 0, то x̂ = 0 не буде допустимим елементом задачi.
Нехай λ0 = −1. Тодi x̂i = 0 або |x̂i| = (λq/p)1/(p−q).

5. Максимуму функцiонал досягає в критичнiй точцi. Нехай кри-
тична точка має рiвно k вiдмiнних вiд нуля координат. Цi координати
такi: |x̂i| = ak−1/q. Отже,

Smax(a) = ap max
1≤k≤n

k1−p/q = apn1−p/q.

Скориставшись розв’язком задачi, доведемо нерiвнiсть. Нехай p > 1 i
n∑

i=1

|xi|q = aq. Тодi

( n∑
i=1

|xi|p/n
)1/p

= n−1/p

( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

≤ n−1/p(Smax(a))
1/p =

= n−1/pan1/p−1/q = an−1/q =

( n∑
i=1

|xi|q/n
)1/q

.

Якщо p = 1, то переконатися у справедливостi нерiвностi можна, пере-
йшовши до границi у нерiвностi з p > 1.

Нехай 0 < p < 1 та yi = |xi|p. Тодi( n∑
i=1

|xi|p/n
)1/p

=

( n∑
i=1

|yi|/n
)1/p

≤

≤
(( n∑

i=1

|yi|q/p/n
)p/q)1/q

=

( n∑
i=1

|xi|q/n
)1/q

.
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Якщо p < q < 0, то −q < −p i можна використати доведенi нерiвностi( n∑
i=1

|xi|p/n
)1/p

=

( n∑
i=1

|x−1
i |−p/n

)−(−1/p)

≤

≤
( n∑

i=1

|x−1
i |−q/n

)−(−1/q)

=

( n∑
i=1

|xi|q/n
)1/q

.

Нехай p < 0 < q. Тодi

lim
p→0

( n∑
i=1

|xi|p/n
)1/p

=

( n∏
i=1

|xi|
)1/n

,

( n∑
i=1

|xi|p/n
)1/p

≤
( n∏

i=1

|xi|
)1/n

≤
( n∑

i=1

|xi|q/n
)1/q

.

1.119. Нерiвнiсть доводиться так само, як i в задачi 1.118.
1.120. Розв’язання таке саме, як i в задачi 1.118.
1.121. Розв’язання. Дослiдимо на екстремум задачу

n∑
i=1

xiai → sup;
n∑

i=1

|xi|p = bp, p > 1, b > 0.

1. Множина допустимих елементiв компактна, функцiонал непе-
рервний. За теоремою Вейєрштрасса розв’язок задачi iснує.

2. Складемо функцiю Лагранжа

L = λ0

n∑
i=1

xiai + λ

n∑
i=1

|xi|p.

3. Запишемо необхiдну умову екстремуму

L̂xi = 0 ⇐⇒ λ0ai + λp|x̂i|p−1 sign(x̂i) = 0, i = 1, . . . , n.

4. Якщо λ0 = 0 i λ ̸= 0, то x̂ = 0 не буде допустимим елементом
задачi. Нехай λ0 = −1. Тодi

x̂i = µ|ai|p
′−1 sign(ai), 1/p+ 1/p′ = 1.

Оскiльки
n∑

i=1

|xi|p = bp, то µ =

(
n∑

i=1

|ai|p
′
)−1/p

.
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5. Критична точка одна. Тому x̂ ∈ absmax .

Smax(b) = b

( n∑
i=1

|ai|p
′
)−1/p′

.

Отже,

n∑
i=1

aixi ≤ Smax

(( n∑
i=1

|xi|p
)1/p)

=

( n∑
i=1

|xi|p
)1/p( n∑

i=1

|xi|p
′
)1/p′

.

1.122. Вказiвка. Дослiдити на екстремум задачу

n∑
i=1

|xi + yi|p → sup;
n∑

i=1

|xi|p = ap,
n∑

i=1

|yi|p = bp, p > 1, a > 0, b > 0.

3.1. Iнтеграл не залежить вiд шляху iнтегрування. Варiацiйна
задача не має сенсу.

3.2. x̂ = cos(t) + C sin(t).
3.3. x̂ = sinh(t)/ sinh(1).
3.4. x̂ = 2 cosh(t).
3.5. x̂ = t cos(t).
3.6. x̂ = e2(1−t).
3.7. x̂ =

√
1− t2.

3.8. x̂ = et − e−3t.
3.9. x̂1 = t, x̂2 = sinh(t− 1)/ sinh(1).
3.10. x̂1 = C sin(t)− t

π
cos(t), x̂2 = C sin(t) + (2 sin(t)− t cos(t))/π.

3.11. x̂1 = sin(2t), x̂2 = −t2/2 + (32 + π2)t/(8π).
3.12. x̂1 = −(t3 + 5t− 6)/6, x̂2 = t.
3.13. x̂1 = t2/2 + 1, x̂2 = t.
3.14. x̂1 = (B − 1) cos(t) + (t/4 +D) sin(t) +At+ C,

x̂2 = B cos(t) + (t/4 +D) sin(t).
3.15. x̂1 = sinh(t), x̂2 = − sinh(t).
3.16. x̂1 = sinh(t), x̂2 = sinh(t).
3.17. x̂1 = et, x̂2 = e−t.
3.18. x̂1 = sin(t), x̂2 = − sin(t).
3.19. x̂1 = t4, x̂2 = t3.
3.20. x̂1 = t+ cos(t), x̂2 = − cos(t), x̂3 = cos(t)− t.
3.21. x̂ = (1− t) sinh(t).
3.22. x̂ = −(t3 + 6t+ 1)t3/6.
3.23. Варiацiйна задача не має сенсу, оскiльки пiд знаком

iнтеграла стоїть повний диференцiал.
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3.24. x̂ = 1− cos(t).
3.25. x̂ = t− sin(t).
3.26. x̂ = sinh(t)− sin(t).
3.27. ẑ(x, y) = y.
3.28. x̂ = (t/2− π/4) cos(t)− (1/2 + π/4) sin(t).
3.29. x̂ = cos(t).
3.30. x̂ = et.
3.31. x̂ = ln(t) + 1.
3.32. x̂ = (1/2)

√
t+ 1.

3.33. x̂ = 2 ln(t+ 1).
3.34. x̂ = −et/(e3 + 1).
3.35. x̂ = ln(t+ 1)− 1.
3.36. x̂ = 1/t+ 1/2.
3.37. x̂ = cos(t)− 1.
4.1. x̂ = 1 ∈ absmin, Smax = +∞.
4.2. α > −1 ⇒ x̂ = 0 ∈ absmin, α > −1 ⇒ x̂ = Ct ∈ absmin,

Smin = 0; α < −1 ⇒ Smin = −∞, Smax = +∞.
4.3. T̂ = 1, x̂ = −2t ∈ absmin, Smax = +∞.
4.4. T̂ = 1/2, x̂ = ±4t ∈ absmin, Smax = +∞.
4.5. x̂ = 0 /∈ locextr, Smin = −∞, Smax = +∞.
4.6. x̂ = (t2 − 1)/4 ∈ absmin, Smax = +∞.
4.7. Розв’язання. 1. Складемо функцiю Лагранжа

L =
w T0

0
λ0(x− (x′)2) dt+ λx(0).

2. Запишемо необхiднi умови: а) рiвняння Ейлера 2λ0x
′′ + λ0 = 0; б)

трансверсальностi −2λ0x
′(0) = λ, λ0x′(T0) = 0.

3. Якщо λ0 = 0, то λ = 0. Допустимих екстремалей немає. Нехай
λ0 = 1. Загальний розв’язок рiвняння Ейлера

x = −t2/4 + C1t+ C2.

Єдина допустима екстремаль x̂ = t(2T0 − t)/4.
4. Перевiримо, що x̂ ∈ absmax . Дiйсно, якщо h(·) ∈ C1([0, T0]),

h(0) = 0, то

J(x̂(·) + h(·))− J(x̂(·)) =
w T0

0
h dt−

w T0

0
2x̂′h′ dt−

w T0

0
(h′)2 dt =

=
w T0

0
(2x̂′′ + 1)h dt− 2x̂′h

∣∣T0

0
−

w T0

0
(h′)2 dt = −

w T0

0
(h′)2 dt ≤ 0.

Отже, Smin = −∞.
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4.8. T̂ = 2, x̂ = t2/4− t+ 1 /∈ locextr, Smin = −∞, xn(t) = 1− t,
Tn = n; Smax = +∞.

4.9. T̂ = 8, x̂ = t2/4− 8 /∈ locextr, Smin = −∞,
xn(t) = (t2 − n2)/4 + n, Tn = n; Smax = +∞.

4.10. T̂ = 2
√
ξ, x̂ = t2/4 /∈ locextr, Smin = −∞,

xn =


−t, 0 ≤ t ≤ 1,

−1, 1 ≤ t ≤ n− 1, Tn = n,

(ξ+ 1)(t− p+ 1)− 1, n− 1 ≤ t ≤ n,

Smax = +∞.
4.11. x̂ = t2/4− (1 +

√
5)t (T̂ = 8 + 4

√
5) /∈ locextr, Smin = −∞;

xn = (t2 − nt)/4 + t, Tn = n; Smax = +∞.
4.12. T̂ = 2

√
2, x̂ = t2/4− t

√
2 /∈ locextr, Smin = −∞, xn(t) = −t,

Tn = n; Smax = +∞.
4.13. x̂ = cos(t) + sin(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.14. Smax = +∞, T0 < π/2 ⇒ x̂ = 0 ∈ absmin,

T0 = π/2 ⇒ x̂ = A sin(t) ∈ absmin,
Smin = 0, T0 > π/2 ⇒ Smin = −∞.

4.15. x̂ = (t− π/4− 1) sin(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.16. x̂ = (t− π/4 + 1) cos(t) ∈ absmin, Smin = −∞.
4.17. x̂ = cosh(t− 1)/ cosh(1) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.18. x̂ = t cosh(t− 1)− sinh(t)(sinh(1) + cosh(1))/ cosh(1) ∈ absmin,

Smax = +∞.
4.19. x̂ = t sinh(t)− tanh(t) cosh(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.20. Розв’язання. 1. Складемо функцiю Лагранжа

L =
w 1

0
λ0((x

′)2 + x2) dt− λ0x2(1) + λ(x(0)− 1).

2. Запишемо необхiднi умови:
а) рiвняння Ейлера 2λ0(x

′′ − x) = 0;
б) трансверсальностi 2λ0x′(0) = λ, λ0x′(1) = λ0x(1).
3. Якщо λ0 = 0, то λ = 0. Допустимих екстремалей немає.
Нехай λ0 = 1. Загальний розв’язок рiвняння Ейлера

x = C1 sinh(t) + C2 cosh(t).

Єдина допустима екстремаль x̂ = sinh(t) + cosh(t) = et.
4. Перевiримо, що x̂ ∈ absmin . Дiйсно,

J(x̂(·) + h(·)) = J(x̂(·)) + J(h(·)) ∀h(·) ∈ C1([0, 1]), h(0) = 0.
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Формула Вейєрштрасса дає тотожнiсть
w 1

0
(x′2(t) + h2(t)) dt =

w 1

0
(x′(t) + h(t) coth(t))2 dt+ coth(1)h2(1)

∀ h(·) ∈ C1([0, 1]), h(0) = 0,

звiдки J(h(·)) ≥ 0 ∀h(·) ∈ C1([0, 1]), h(0) = 0.
Тому J(x̂(·) + h(·)) ≥ J(x̂(·)), Smax = +∞.
4.21. Допустимих екстремалей немає.
4.22. x̂ = t− e ln(t)− 1) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.23. x̂ = t+ (1− e) ln(t)− 1 ∈ absmin, Smax = +∞.
4.24. x̂ = ξ cosh(t)/ cosh(T0) ∈ absmin, Smin = ξ2 tanh(T0),

Smax = +∞.
4.25. ξ = 0 ⇒ x̂ ≡ 0 ∈ absmin; ξ ̸= 0 ⇒ x̂ ∈ ∅, Smin = 0,

Smax = +∞.
4.26. ξ sinh(t)/ sinh(T0) ∈ absmin, Smin = ξ2 coth(T0), Smax = +∞.
4.27. ξ = 0 ⇒ x̂ ≡∈ absmin;

ξ ̸= 0 ⇒ x̂ ∈ ∅, Smin = ξ2, Smax = +∞.
4.28. x̂ = 2 sinh(T̂ ) cosh(t), T̂ — розв’язок рiвняння

sinh(2T ) + T = 1.
4.29. x̂ = −2 cosh(T̂ ) sinh(t), T̂ — розв’язок рiвняння

sinh(2T ) + T = −1.
4.30. 4/

√
5.

4.31.
√
20.

4.32. 2
√
2− 1.

4.33.
√
11/2.

4.34. 1.
4.35. 26/5.
4.36. y = 2x2/3.

4.37. x̂ = t/
√
2, T̂ = 21/6.

4.38. x̂ =
√
2− t2 ∈ absmin, Smax = +∞.

4.39. x̂ =
√
1− t2 + t ∈ absmin, Smax = +∞.

4.40. T̂ = 1−
√

2/5, x̂ =
√

2− (t− 1)2 ∈ absmin, Smax = +∞.
4.41. x̂ = (2− (t− 1)2)1/2.
4.42. x̂ = (2− (t− 1)2)1/2, T̂ = 2.
4.43. Екстремалi задачi — ланцюговi лiнiї x = coth

(
t
C

)
. Нехай

α визначається з рiвнянь α = sinh(τ), τ = coth(τ). Тодi при |ξ| < αT0

екстремалей немає. Якщо |ξ| = αT0, то екстремаль одна, а при |ξ| > αT0

є двi екстремалi.
4.44. x̂ = (x̂1, x̂2) = (cos(t)/ cos(1), cos(t)/ cos(1)).
4.45. x̂ = (x̂1, x̂2) = (cos(t) + tan(1) sin(t), cos(t) + tan(1) sin(t)).
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4.46. x̂1 = cosh(t− 1)/ cosh(1) = x̂2, x̂ = (x̂1, x̂2) ∈ absmin.
4.47. x̂ = (sin(t),− sin(t)) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.48. x̂ = (4t2 − t3)/2 ∈ absmin, Smax = +∞.
4.49. x̂ = t− t2/2 ∈ absmin, Smax = +∞.
4.50. x̂ = t2/2 ∈ absmin, Smin = 1, Smax = +∞.
4.51. x̂ = t2 − t ∈ absmin, Smax = +∞.
4.52. x̂ = t4 − 2t3 + t ∈ absmin, Smin = −24/5, Smax = +∞.
4.53. x̂ = t4 − 5t3/2 + 3t2/2 ∈ absmin, Smin = −9/5, Smax = +∞.
4.54. x̂ = t4 − 2t3 + t2 ∈ absmin, Smin = −4/5, Smax = +∞.
4.55. x̂ = 2t3 − t4 ∈ absmin, Smax = +∞.
4.56. x̂ = t2/2− et(ln(t)− 1) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.57. x̂ = t ln(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.58. x̂ = t ln(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.59. x̂ = (t+ e) ln(t)− t ∈ absmin, Smax = +∞.
4.60. x̂ = ln(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.61. x̂ = ln(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.62. x̂ = e/2t+ ln(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.63. x̂ = 1/t ∈ absmin, Smax = +∞.
4.64. x̂ = 1/t ∈ absmin, Smax = +∞.
4.65. x̂ = cosh(t) sin(t)− sinh(t)(tanh(π) sin(t) + cos(t)) ∈ absmin,

Smax = +∞.
4.66. x̂ = cosh(t) sin(t)− sinh(t) cos(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.67. cos(T0) cosh(T0) ̸= 1 ⇒ x̂ ≡ 0 /∈ locextr;

cos(T0) cosh(T0) = 1 ⇒ x̂ = C((cosh(T0)− cos(T0)(sinh(t)+
+ sin(t))− (sinh(T0)− sin(T0)(cosh(t) + cos(t)) /∈ locextr,
Smin = −∞, Smax = +∞.

4.68. x̂ ≡ 0 /∈ locextr;
Smin = −∞, Smax = +∞.

4.69. x̂ = (sin(t) + sinh(t))/2 + (1− sinh(π/2))(cos(t) + cosh(t))/2
cosh(π/2) /∈ locextr; Smin = −∞, Smax = +∞.

4.70. x̂ = (cos(t) + cosh(t)− [(1 + cosh(π/2)) sinh(π)](sin(t)+
+ sinh(t))/2 /∈ locextr; Smin = −∞, Smax = +∞.

4.71. x̂ = (sin(t) + cos(t)/ coth(π/2)− (cosh(t)+
+cosh(π− t))/ sinh(π))/2 /∈ locextr; Smin = −∞, Smax = +∞.

4.72. x̂ = ((1 + cosh(π))(sinh(t) + sin(t))/ sinh(π)− cosh(t)−
− cos(t))/2 /∈ locextr; Smin = −∞, Smax = +∞.

4.73. x̂ = ((1 + cosh(π))(cosh(t) + cos(t))/2 sinh(π)− (sinh(t)+
+ sin(t))/2) /∈ locextr; Smin = −∞, Smax = +∞.

4.74. x̂ = sin(t)/2 + sinh(t)/2 sinh(π/2)) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.75. x̂ = cosh(t)/2 sinh(π/2)− cos(t)/2 /∈ locextr, Smin = −∞,

Smax = +∞.
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4.76. x̂ = sinh(t)/2 cosh(π)− sin(t)/2 /∈ locextr, Smin = −∞,
Smax = +∞.

4.77. x̂ = cosh(t)/2 cosh(π)− cos(t)/2 /∈ locextr, Smin = −∞,
Smax = +∞.

4.78. x̂ = sin(t) ∈ absmin, Smin = 0, Smax = +∞.
4.79. x̂ = − sin(t) ∈ absmin, Smin = 0, Smax = +∞.
4.80. x̂ = cos(t) /∈ locextr, Smin = −∞, Smax = +∞.
4.81. x̂ = − cos(t) /∈ locextr, Smin = −∞, Smax = +∞.
4.82. x̂ = sin(t) ∈ absmin, Smin = 0, Smax = +∞.
4.83. x̂ = (1 + sinh(π/2))(sin(t)− sinh(t))/2 + (cosh(π/2)(cosh(t)−

− cos(t))/2 ∈ absmin, Smax = +∞.
4.84. x̂− sin(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.85. x̂ = sinh(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.86. x̂ = sinh(t− 1) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.87. x̂ = cosh(t)− 1 ∈ absmin, Smax = +∞.
4.88. x̂ = 1− cosh(t− 1) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.89. x̂ = t+ sin(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.90. x̂ = 1− cos(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
4.91. x̂ = 2(sin(t)− cos(t)− t+ 1)/(4− π) ∈ absmin.
4.92. x̂ = t3/2− t4/8 ∈ absmin, Smin = 3, Smax = +∞.
4.93. x̂ = (t2 + 2t+ 2)/5 ∈ absmin, Smin = 0, Smax = +∞.
4.94. x̂ = (t5 − 5t4 + 10t3)/6 ∈ absmin, Smin = 20, Smax = +∞.
4.95. x̂ = (8t5 − 25t4 + 20t3)/3 ∈ absmin, Smin = 320, Smax = +∞.
4.96. x̂ = 6t5 − 15t4 + 10t3 ∈ absmin, Smin = 720, Smax = +∞.
4.97. x̂ = t3(t− 1)2 ∈ absmin, Smin = 36, Smax = +∞.

5.1. x̂1 =

{
t, t ∈ [0, 1],

1, t ∈ [1, 2]
x̂2 =

{
0, t ∈ [0, 1],

t− 1, t ∈ [1, 2].

5.2. x̂1 =

{
−t, t ∈ [0, 1],

t− 2, t ∈ [1, 4]
x̂2 =

{
t, t ∈ [0, 3],

−t+ 6, t ∈ [3, 4].

5.3. Не iснує.

5.4. x̂ =

{
0, t ∈ [−1, 0],

t, t ∈ [0, 1].

5.5. Ламанi екстремалi складенi з вiдрiзкiв прямих, що паралельнi
бiсектрисам координатних кутiв.

5.6. Ламанi екстремалi складенi з вiдрiзкiв прямих, тангенси кутiв
нахилу яких дорiвнюють 4n−1

2 π, n ∈ Z.

5.7. x =


±3t/4, t ∈ [0, 16/5],

±
√
9− (t− 5)2, t ∈ [16/5, 34/5],

±(3(t− 10)/4, t ∈ [34/5, 10].
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5.8. Екстремалi — елiпси (t+C1)
2

C4
2

+ x2

C2
2
= 1 з центрами на осi OX.

Границя допустимої областi визначається рiвняннями x = 0, x2 =
±2(t − C3). Параметри C1, C2 вибираються так, щоб елiпс проходив
через точки A i B. Якщо шлях iз точки A в точку B вибирати по дугах
двох парабол та по прямiй y = 0, то дiстанемо розривний розв’язок.

6.1. x̂ = (1− t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.2. x̂ = tb/a ∈ absmin, Smax = +∞.
6.3. x̂ = (t− t2)/4 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.4. x̂ = −t2/4 + (b/a+ a/4)t ∈ absmin, Smax = +∞.
6.5. x̂ = (t3 − t)/12 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.6. x̂ = (t− t4)/24 ∈ absmin, Smin = −∞.
6.7. x̂ = bt/a — єдина екстремаль, b > 0 ⇒ x̂ ∈ locmin,

b < 0 ⇒ x̂ ∈ locmax,
b = 0 ⇒ x̂ /∈ locextr, ∀ b x̂ — не сильний locextr,
Smin = −∞, Smax = +∞.

6.8. x̂ = (2t/3)3/2 — єдина екстремаль, x̂ ∈ locmin,
x̂ — не сильний locextr, Smin = −∞, Smax = +∞.

6.9. x̂ = bt/a — єдина екстремаль, b > a/3 ⇒ x̂ ∈ locmin,
b < a/3 ⇒ x̂ ∈ locmax,
b = a/3 ⇒ x̂ /∈ locextr, ∀ b x̂ — не сильний locextr,
Smin = −∞, Smax = +∞.

6.10. x̂ = bt/a — єдина екстремаль, b > −a/3 ⇒ x̂ ∈ locmin,
b < −a/3 ⇒ x̂ ∈ locmax,
b = −a/3 ⇒ x̂ /∈ locextr, ∀ b x̂ — не сильний locextr,
Smin = −∞, Smax = +∞.

6.11. x̂ = ln(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.12. x̂ = (ln(1 + t))/ ln(2) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.13. x̂ = t− e ln(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.14. x̂ = (1 + e)2−1 ln(t) + (3− t)/2 ∈ absmax, Smin = −∞.
6.15. x̂ = 4/t− 1 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.16. x̂ = (ln(3(t− 1)/(t+ 1)))/ ln(3/2) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.17. x̂ = e/t− ln(t) ∈ absmax, Smin = −∞.
6.18. x̂ =

√
1 + t ∈ absmin, Smax = +∞.

6.19. Розв’язання. 1. L = x/(x′)2.
2. Рiвняння Ейлера x/(x′)2 = C.
3. Загальний розв’язок рiвняння x = (C1t + C2)

2. Граничнi умови
задовольняють екстремалi x̂1 = (t− 1)2, x̂2 = (t− 2)2/4.

4. Друга екстремаль оточена полем. Тому вона дає сильний локаль-
ний мiнiмум. Перша екстремаль не задовольняє умову Якобi. Отже,
x̂1 /∈ locextr .
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6.20. x̂ = 2 ln(1 + t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.21. x̂ = t3 − t ∈ absmin, Smax = +∞.
6.22. x̂ = ln(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.23. x̂ = t3 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.24. x̂ = coth(t)/ coth(1) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.25. x̂ = sinh(2t)/ sinh(2) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.26. x̂ = (et + e1−t)/(1 + e)− 1 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.27. x̂ = (sinh(t)/2 sinh(1))− t/2 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.28. x̂ = sin(t)− sin(1) sinh(t)/ sinh(1) ∈ absmax, Smin = −∞.
6.29. x̂ = sinh(2t)− sinh(2) sinh(t)/ sinh(1) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.30. x̂ = sin(t) + (b− sin(a)) sinh(t)/ sinh(a) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.31. x̂ = sinh(2t) + (b− sinh(a)) sinh(t)/ sinh ∈ absmin,

Smax = +∞.
6.32. x̂ = (t− 1) cosh(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.33. x̂ = t cosh(t) + (b− a cosh(a)) sinh(t)/ sinh(a) ∈ absmin,

Smax = +∞.
6.34. x̂ = (t− 1) sinh(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.35. x̂ = ((b/ sinh(a))− a+ t) sinh(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.36. x̂ = cos(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.37. x̂ = cos(2t) ∈ absmax, Smin = −∞.
6.38. x̂ = sin(2t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.39. Smin = −∞, Smax = +∞, π

2 — спряжена точка. Умова Якобi
не виконується. Допустима екстремаль x̂ = sin(2t) /∈ locextr .

6.40. x̂ = cos(t) + sin(t)− 1 ∈ absmax, Smin = −∞.
6.41. Smin = −∞, Smax = +∞, π — спряжена точка. Умова Якобi

не виконується. Допустима екстремаль x̂ = cos(t)− sin(t)− 1 /∈ locextr.
6.42. x̂ = (π sin(t)− 2t)/4 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.43. x̂ = sinh(t)− sinh(π/2) sin(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.44. 0 < a < π ⇒ x̂ = sinh(t) + sin(t)(b − sinh(a))/ sin(a) ∈ absmin,

π — спряжена точка. Отже, при b > π умова Якобi не виконується.
Допустимi екстремалi x̂ /∈ locextr. Якщо a = π, то при b = sinh(π)
екстремаль x̂ = sinh(t) + C sin(t) ∈ absmin ∀C ∈ R, при b ̸= sinh(π)
допустимих екстремалей немає i Smin = −∞, Smax = +∞.

6.45. x̂ = sin(2t) ∈ absmax, Smin = −∞.
6.46. 0 < a < π, x̂ = (b/ sin(a) − 2 cos(a)) sin(t) + 2 sin(t) ∈ absmin,

π — спряжена точка. Отже, при a > π умова Якобi не виконується.
Допустимi екстремалi x̂ /∈ locextr. Якщо a = π, то при b = 0 екстремаль
x̂ = sin(2t) + C sin(t) ∈ absmin, а при b ̸= 0 допустимих екстремалей
немає i Smin = −∞, Smax = +∞.

6.47. x̂ = t cos(t) ∈ absmax, Smin = −∞.
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6.48. Smin = −∞, Smax = +∞, π — спряжена точка. Умова Якобi
не виконується. Допустима екстремаль x̂ = t cos(t) /∈ locextr.

6.49. x̂ = t sin(t)− (π/2) sin(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.50. x̂ = t sin(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.51. π — спряжена точка. Умова Якобi не виконується. Допустима

екстремаль x̂ = t sin(t) /∈ locextr. Smin = −∞, Smax = +∞.
6.52. Якщо 0 < a < π, то x̂ = (b/ sin(a)−a) sin(t)+ t sin(t) ∈ absmin,

π — спряжена точка. Умова Якобi не виконується при a > π. Допустимi
екстремалi x̂ /∈ locextr. Якщо a = π, то при b = 0 екстремаль x̂ =
= (t + C) sin(t) ∈ absmin, ∀C ∈ R, Smin = −π; при b ̸= 0 Smin = −∞,
Smax = +∞.

6.53. x̂ = et ∈ absmin, Smax = +∞.
6.54. x̂ = te2−t ∈ absmax, Smin = −∞.
6.55. x̂ = tbet−a/a ∈ absmin, Smax = +∞.
6.56. x̂ = πt/2 ∈ absmax, Smin = −1, Smax = +1.
6.57. x̂ = πt ∈ absmin, Smin = −1, Smax = +1.
6.58. Smin = −a, Smax = +a, 2πk < b/a < π + 2πk, k = 0, 1, . . .,

x̂ = bt/a ∈ locmax; −π + 2πk < b/a < 2πk, k = 1, 2, . . . ⇒ x̂ ∈ locmin;
не виконується необхiдна умова Вейєрштрасса. Отже, x̂ — несильний
locextr. Якщо a = πk, k = 1, 2, . . ., то необхiдне додаткове дослiдження.

6.59. Smin = −a, Smax = +a, π/2 + 2πk < b/a < 3π/2 + 2πk, k =
= 0, 1, . . . ⇒ x̂ = bt/a ∈ locmin; −π/2 + 2πk < b/a < π/2 + 2πk, k =
= 0, 1, . . . ⇒ x̂ ∈ locmax. Не виконується необхiдна умова Вейєрштрасса.
Отже, x̂ — несильний locextr. Якщо a = π/2+πk, то необхiдне додаткове
дослiдження.

6.60. Smin = −∞, Smax = +∞, a > −b/2 ⇒ x̂ = bt/a ∈ locmin;
a < −b/2 ⇒ x̂ ∈ locmax. Не виконується необхiдна умова Вейєрштрасса.
Отже, x̂ — несильний locextr. Якщо a = −b/2, то необхiдне додаткове
дослiдження.

6.61. Smin = −∞, Smax = +∞; b ≥ 4a5/4/5 ⇒ x̂1 = 4((t + c)5/4−
−c5/4)/5 ∈ locmin; b ≤ −4a5/4/5 ⇒ x̂2 = 4(c5/4 − t + c)5/4/5 ∈ locmax,
де c визначається з рiвняння 4((a+ c)5/4 − c5/4) = 5|b|. Не виконується
необхiдна умова Вейєрштрасса. Отже, x̂ — несильний locextr. При |b| <
< 4a5/4/5 допустимих екстремалей немає.

6.62. Якщо |b| < 1/
√
3, то екстремаль x̂ = bt ∈ locmax. При |b| >

> 1/
√
3 екстремаль x̂ = bt ∈ locmin, а при |b| < 1 ця екстремаль не дає

сильного мiнiмуму, оскiльки не виконується умова Вейєрштрасса.
6.63. Граничнi умови задовольняє екстремаль x̂ ≡ 0. Але вона не

є розв’язком задачi. Smin = −∞, Smax = +∞.
6.64. Граничнi умови задовольняє екстремаль x̂ ≡ 0. Вона задо-

вольняє необхiднi умови сильного мiнiмуму. Але сильного мiнiмуму не
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дає. Щоб переконатися в цьому, досить побудувати ламану x(t, k, h) =
= kt/h при 0 ≤ t ≤ h i x(t, k, h) = k(1− t)/(1− h) при h ≤ t ≤ 1, а потiм
для будь-якого k > 0 пiдiбрати h > 0 так, щоб J(x(·, k, h)) < 0.

6.65. x̂ =
√
1− t2 ∈ absmin, Smax = +∞.

6.66. x̂ =
√
2t− t2 ∈ absmin, Smax = +∞.

6.67. Допустима екстремаль — дуга кола з центром на осi t, що
проходить через точки (t0, x0), (t1, x1). Вона дає мiнiмум функцiонала
задачi. Smax = +∞.

6.68. Екстремалi задачi — ланцюговi лiнiї x = C cosh((t+D)/C).
6.69. Допустиму екстремаль x = a2(1 − cos(τ))/2, t = (τ−

− sin(τ))a2/2 +C можна оточити полем екстремалей. Iнтегрант квазi-
регулярний. Допустима екстремаль дає absmin, Smax = +∞.

6.70. Екстремаль, що задовольняє початкову умову x(0) = 0, має
вигляд x(t,α) = αt+(1+α2)t2/4h. Рiвняння обвiдної лiнiї x = −h+t2/4h.
Якщо точка (a, b) лежить за межами цiєї кривої, то допустимих екстре-
малей немає. Якщо точка лежить на кривiй, то допустима екстремаль
одна. Якщо точка лежить пiд кривою, то допустимих екстремалей двi.
Верхня екстремаль має спряжену точку на iнтервалi (0, a) i не дає силь-
ного екстремуму. Нижня дає сильний мiнiмум.

6.71. x̂ ≡ 0 — єдина екстремаль, x̂ /∈ locextr, Smin = −∞
(xn ≡ n), Smax = +∞.

6.72. x̂ = cosh(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.73. x̂ = et + sin(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.74. x̂ = sin(t) + cos(t) /∈ locextr, Smin = −∞ (xn ≡ n),

Smax = +∞.
6.75. Розв’язання. 1. Складемо лагранжiан
L = (x′)2 + x2, l = αx2(a).
2. Запишемо необхiднi умови:
а) рiвняння Ейлера x′′ − x = 0;
б) трансверсальностi x′(0) = 0, x′(a) = −αx(a).
3. Загальний розв’язок рiвняння Ейлера x = C1 cosh(t) + C2 sinh(t).

Допустимi екстремалi x̂1 ≡ 0∀α, x̂2 = C cosh(t) при α = − tanh(a).
4. Перевiримо умови другого порядку. Умова Лежандра виконується

(L̂x′x′ = 2 > 0). Iнтегрант L регулярний. Умова Якобi теж виконується.
Побудуємо квадратичну форму P + Q. Оскiльки h1 = sinh(t)/ sinh(a),
h0 = sinh(a− t)/ sinh(a), то матриця P +Q має вигляд∣∣∣∣ 2 coth(a) −2/ sinh(a)

−2/ sinh(a) 2α+ 2 coth(a)

∣∣∣∣ .
Матриця P + Q додатно визначена при α > − tanh(a), невiд’ємно ви-
значена при α = tanh(a) i невизначена при α < − tanh(a),
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Вiдповiдь. Якщо α > − tanh(a), то x̂ ≡ 0 ∈ absmin, Smin = 0. Якщо
α = − tanh(a), то x̂ = C cosh(t) ∈ absmin ∀C ∈ R. При α < − tanh(a)
екстремаль x̂ ≡ 0 /∈ locmin, Smin = −∞ (xn = n cosh(t)); Smax = +∞∀α.

6.76. x̂ = 3t2 − 2t3 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.77. x̂ = t(t− 1)2 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.78. x̂ = t4 − 4t3 + 6t2 − 4t+ 1 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.79. x̂ = t4 ∈ absmax, Smin = −∞.
6.80. x̂ = t2(t3 − 2t+ 1)/10 ∈ absmax, Smin = −∞.
6.81. x̂ = (t5 + 3t3 − 2t2)/10 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.82. x̂ = sinh(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.83. x̂ = cosh(t)− cos(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.84. Розв’язання. 1. L = (x′′)2 − x2.
2. Складемо рiвняння Ейлера – Пуассона x(4) − x = 0.
3. Загальний розв’язок рiвняння

x = C1 sin(t) + C2 cos(t) + C3 sinh(t) + C4 cosh(t).

Якщо cosh(a) cos(a) ̸= 1, то єдина допустима екстремаль x̂ ≡ 0. У тому
випадку, коли cosh(a) cos(a) = 1, маємо x̂2 = C((sinh(a) sin(a))(cosh(t)−
− cos(t))− (cosh(a)− cos(a))(sinh(t)− sin(t))).

4. Перевiримо достатнi умови екстремуму. Умова Лежандра викону-
ється L̂x′x′ = 2 > 0. Iнтегрант L регулярний. Перевiримо умову Якобi.
Рiвняння Якобi має розв’язки h1 = cosh(t)− cos(t), h2 = sinh(t)− sin(t).
Нехай

H =

[
h1 h2

h′
1 h′

2

]
=

[
coth(t)− cos(t) sinh(t)− sin(t)
sinh(t) + sin(t) coth(t− cos(t))

]
.

Тодi H(0) = 0, а матриця H ′′(0) =

[
2 0
0 2

]
невироджена. Спряженi то-

чки t∗ визначаються за допомогою спiввiдношення detH(t) = 0, що
приводить до рiвняння cos(t) cosh(t) = 1.

Вiдповiдь. Якщо a < t∗, то x̂ ≡ 0 ∈ absmin . Якщо a > t∗, то
Smin = −∞, Smax = +∞.
6.85. x̂ = sinh(t)− sin(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.86. x̂ = C1 sinh(t) sin(t) + C2(cosh(t) sin(t) sinh(t) cos(t)) ∈ absmin,
C1 = (2b0 sinh(a) sin(a)

√
2b1(cosh(a) sin(a)− sinh(a) cos(a)))×

×(sinh2(a)− sin2(a))−1, C2 = (b1 sinh(a) sin(a)− b0(cosh(a) sin(a)−
− sinh(a) cos(a)))(sinh2(a)− sin2(a))−1.
6.87. x̂ = − cosh(t) cos(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.88. x̂ = − sin(t) sinh(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.89. x̂ = t+ cos(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
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6.90. x̂ = (1− cos(t))/2 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.91. x̂ = cosh(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.92. x̂ = sinh(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.93. x̂ ≡ 0 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.94. x̂ = tet ∈ absmin, Smax = +∞.
6.95. x̂ = et ∈ absmin, Smax = +∞.
6.96. x̂ = t2 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.97. x̂ = ln(t+ 1) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.98. x̂ = t ln(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.99. x̂ = 1/(1 + t) ∈ absmin, Smax = +∞.
6.100. x̂ = t3 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.101. x̂ = t4 ∈ absmin, Smax = +∞.
6.102. x̂ = sinh(t) ∈ absmin, Smax = +∞.

7.1. Пряма x
a + y

b = 1, ab = 2S.

7.2. Коло (x−R)2 + y2 = R2.

7.3. Ланцюгова лiнiя y + λ = C · cosh(x/C).

7.4. Дуга кола, що перетинає пiд прямим кутом сторону кута, який
проходить через точку M2.

7.5. Пiвколо радiуса (b − a)/2 побудовано на дiаметрi, паралель-
ному осi OX.

7.6. x̂ = 3t2 − 4t+ 1 ∈ absmin, Smax = +∞.
7.7. x̂ = 3t2 + 2t+ 1 ∈ absmin, Smax = +∞.
7.8. x̂ = (5t3 − 3t)/2 ∈ absmin, Smax = +∞.
7.9. x̂ = 5t3 + 3t− 4 ∈ absmin, Smax = +∞.
7.10. x̂ = 60t3 − 96t2 + 36t ∈ absmin, Smax = +∞.
7.11. x̂ = −10t3 − 12t2 + 6t+ 2 ∈ absmin, Smax = +∞.
7.12. x̂ = cos(t) ∈ absmin, Smax = +∞.
7.13. x̂ = (t− 2 sin(t))/π ∈ absmin, Smax = +∞.
7.14. x̂ = t+ sin(t) ∈ absmax, t− sin(t) ∈ absmin.
7.15. x̂ = 2 sin(t) + cos(t) + 1 ∈ absmin, Smax = +∞.
7.16. x̂ = 2e1−t + 1− t ∈ absmin, Smax = +∞.
7.17. x̂ = 2(1− et)/(e2 − 4e+ 3) + (e− 1)t/(e− 3) ∈ absmin,

Smax = +∞.
7.18. Розв’язання. 1. Складемо лагранжiан

L = λ0((x
′)2 + x2) + λxet.

2. Запишемо рiвняння Ейлера 2λ0(−x′′ + x) + λet = 0.
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3. Якщо λ0 = 0, то λ = 0 i всi множники Лагранжа — нулi. Нехай
λ0 = 1/2. Рiвняння Ейлера x′′ − x = λet має загальний розв’язок x =
= C1e

t + C2e
−t + C3te

t. Єдина допустима екстремаль x̂ = tet.
7.19. x̂ = te−t, x̂ ∈ absmin, Smax = +∞.
7.20. Розв’язання. 1. Складемо лагранжiан

L = λ0t
2(x′)2 + λtx.

2. Запишемо рiвняння Ейлера

− d

dt
(2λ0t

2x′) + λt = 0.

3. Якщо λ0 = 0, то λ = 0 i всi множники Лагранжа — нулi. Нехай
λ0 = 1/2. Рiвняння Ейлера x′ = λ/2 + C/t2 має загальний розв’язок
x = C1t+ C2/t+ C3. Єдина допустима екстремаль x̂ = t.

4. Безпосередня перевiрка показує, що x̂ = t ∈ absmin, Smax = +∞.
7.21. x̂ = 4/t2 ∈ absmin, Smax = +∞.
7.22. Розв’язання. 1. Складемо лагранжiан

L = λ0(x
′)2 + λx2.

2. Запишемо рiвняння Ейлера λ0x′′ − λx.
3. Якщо λ0 = 0, то λ = 0 i всi множники Лагранжа — нулi. Нехай

λ0 = 1. Рiвняння Ейлера x′′ = λx має загальний розв’язок:
а) λ > 0 ⇒ x = C1e

√
λt + C2e

−
√
λt,

б) λ = 0 ⇒ x = C1t+ C2,
в) λ < 0 ⇒ x = C1 sin(

√
−λt) + C2 cos(

√
−λt).

При λ > 0 та λ = 0 допустимих екстремалей немає. При λ < 0
екстремалi мають вигляд

x̂ =
√
2 sin(πkt), k = ±1,±2, . . .

4. Абсолютний мiнiмум дає функцiя x̂ = ±
√
2 sin(πt), оскiльки

w 1

0
((x′)2 − π2x2) dt =

w 1

0
(x′ − π ctg(πt)x)2 dt ∀x(·) ∈ C1([0, 1]),

x(0) = x(1) = 0, Smin = π2, Smax = +∞.

7.23. x̂ = ±
√
2 sin(πt).

7.24. x̂ = ±
√
2 sin(πt).

7.25. x̂ = 2
3 (t+ 1)3/2.

7.26. x̂ =
(
7
2

)1/5 √
t.
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7.28. x̂ = 5
4 (5t

4 − 1).
7.29. x̂ = 4

π
t sin(t) + C sin(t), C ∈ R.

7.30. x̂ = 8
π
t cos(t).

7.31. x̂ = (2t− t2)/4.
7.32. x̂1 = −6t2 + 6t, x̂2 = 3t2 − 2t, Smin = −∞, Smax = +∞.
7.33. x̂1 = 0, x̂2 = 5t3/2− 3t/2, Smin = −∞, Smax = +∞.
7.34. x̂1 = (3t2 − 2t, 3t2 − 6t), x̂2 = (−3t2 + 4t,−3t2),

Smin = −∞, Smax = +∞.
7.35. x̂1 = (3t− t3, t3 − t), x̂2 = (t3 + t,−t3 + t),

Smin = −∞, Smax = +∞.
7.36. x̂ = ((7t− 5t2)/2, t).

7.37. x̂ = cos(t)− 1 ∈ absmin, Smax = +∞.
7.38. x̂ = 2(et − te− 2)/(e2 − 4e+ 1) ∈ absmin, Smax = +∞.
7.39. x̂ = 2(te− t− et + 1)/((3− e)(e− 1)) ∈ absmin, Smax = +∞.
7.40. x̂ = ±

√
2 cos(πkt), k ∈ N , x̂ ≡ ±1 ∈ absmin,

Smin = 0, Smax = +∞.
7.41. x̂ = ±

√
2 cos(πt) ∈ absmin, Smin = π2, Smax = +∞.

7.42. x̂k = ±
√
2 sin(1/2 + k)πt), k ∈ Z, x̂1 ∈ absmin,

Smin = π2, Smax = +∞.
7.43. x̂ =

√
1− t2 ∈ absmax, x̂ = −

√
1− t2 ∈ absmin.

7.44. x̂ =
√
1− t2 ∈ absmax, x̂ = −

√
1− t2 ∈ absmin.

7.45. x̂ =
√
5(t4 − 2t3 + t)/2

√
6 ∈ absmax, −x̂ ∈ absmin,

Smax = −Smin = 1/2
√
30.

7.46. x̂ =
√
5(t4/3− 5t3/6 + t2/2) ∈ absmax, −x̂ ∈ absmin,

Smax = −Smin = 1/8
√
5.

7.47. x̂ =
√
5t2(t− 1)2/2 ∈ absmax, −x̂ ∈ absmin,

Smax = −Smin = 1/12
√
5.

7.48. x̂ = 2t ∈ absmin, Smin = 0, Smax = +∞.
7.49. x̂ = 5(t4 − 6t2 + 5)/16 ∈ absmin, Smin = 15/2, Smax = +∞.
7.50. x̂ = 15t2(t− 2)2/8 ∈ absmin, Smin = 45, Smax = +∞.
7.51. x̂ = 30t2(t− 1)2 ∈ absmin, Smin = 720, Smax = +∞.
7.52. x̂ = C((cosh(ωt)− sin(ωt))(cosh(ω) + cos(ω)) + (cos(ωt)−

− cosh(ωt))(sinh(ω) + sin(ω))) ∈ absmin, Smin = ω4,
cosh(ω) cos(ω) = −1, ω > 0, Smax = +∞.

7.53. x̂ = C((sinh(ωt)− sin(ωt))(cosh(ω)− cos(ω)) + (cos(ωt)−
− cosh(ωt))(sinh(ω)− sin(ω))) ∈ absmin, Smin = ω4,
cosh(ω) cos(ω) == 1,ω > 0, Smax = +∞.

7.54. x̂ = C((sinh(ωt) + sin(ωt))(cosh(ω)− cos(ω)) + (cos(ωt)−
− cosh(ωt))(sinh(ω)− sin(ω))) ∈ absmin, Smin = ω4,
cosh(ω) cos(ω) = 1,ω > 0, Smax = +∞.
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7.55. x̂k =
√
2 sin(2πkt+ γ),γ ∈ R1, x̂1 ∈ absmin, Smin = (2π)4,

Smax = +∞.
7.56. x̂ = t(1− t) ∈ absmin, T = 1, Smax = +∞.
7.57. x̂ = t2/2 ∈ absmin, T = 1, Smax = +∞.
7.58. x̂ = t3/16− t2/4 ∈ absmin, T = 4, Smax = +∞.
7.59. x̂ = t2 ∈ absmin, T = 1, Smax = +∞.
7.60. x̂ = t3 − t2 ∈ absmax, x̂ = t2 − t3 ∈ absmin,
7.61. x̂ = 3t2 − 2t3 ∈ absmax, x̂ = 2t3 − 3t2 ∈ absmin,
7.62. x̂ = 3t− t2/2 ∈ absmin, Smin = 3, Smax = +∞.
7.63. x̂ = 6t− 6t2 ∈ absmin, Smin = 12, Smax = +∞.
7.64. x̂ = 15t/4− 5t3/4 ∈ absmin, Smin = 15/2, Smax = +∞.
7.65. x̂ = 15(t− t3)/2 ∈ absmin, Smin = 45, Smax = +∞.
7.66. x̂ = 5t3/8− 15t/8 + 1 ∈ absmin, Smin = 15/8, Smax = +∞.
7.67. x̂ = −20t3/3 + 14t2 − 8t+ 1 ∈ absmin, Smin = 8, Smax = +∞.
7.68. x̂ = 20t3/3− 6t2 + 1/3 ∈ absmin, Smin = 8, Smax = +∞.
7.69. x̂ = 10t3/3− 12t2 + 3t ∈ absmin, Smax = +∞.
7.70. T̂ = 1/3, x̂ ≡ 3 ∈ absmin, Smax = +∞.
7.71. T̂ = 1/3, x̂ ≡ 1 ∈ absmin, Smax = +∞.
7.72. x̂ = 2(t+ sin(t))/(3π) ∈ absmin, Smax = +∞.
7.73. x̂ = 2 sin(t)/π ∈ absmin, Smax = +∞.
7.74. x̂ = 8(1− cos(t)− π(t+ sin(t))/4)/(16− 3π2)) ∈ absmin,

Smax = +∞.
7.75. x̂ = (3t2 − 2t, 6t2 − 4t), Smin = −∞, Smax = +∞.
8.1. (x̂, û) = (cosh(t) + C sinh(t), 0) ∈ absmin, Smax = +∞.
8.2. (x̂, û) = (cosh(t), 0) ∈ absmin, Smax = +∞.
8.3. (x̂, û) = (t cosh(t), 2 sinh(t)) ∈ absmin, Smax = +∞.
8.4. (x̂, û) = (t sinh(t), 2 cosh(t)) ∈ absmin, Smax = +∞.
8.5. (x̂, û) = (sin(t) + C cos(t), 0) ∈ absmin, Smax = +∞.
8.6. (x̂, û) = (sin(t), 0) ∈ absmin, Smax = +∞.
8.7. (x̂, û) = (t cos(t),−2 sin(t)) ∈ absmin, Smax = +∞.
8.8. (x̂, û) = ((t− π/2) sin(t), 2 cos(t)) ∈ absmin, Smax = +∞.
8.9. (x̂, û) = (C sin(t), 0) ∈ absmin, Smax = +∞.
8.10. (x̂, û) = (sin(t), 0) ∈ absmin, Smax = +∞.

8.11. (x̂, û) =

(
−2(t+ 2) cos(t)

4 + π
,
4 sin(t)

4 + π

)
∈ absmin, Smax = +∞.

8.12. (x̂, û) =

=

(
−(2πt+ 4π) cos(t) + (4t− 2π) sin(t)

4− 4π− π2
,
8 cos(t)− 4π sin(t)

4− 4π− π2

)
,

(x̂, û) ∈ absmin, Smax = +∞.
8.13. (x̂, û) = (C cosh(t), 0) ∈ absmin, Smax = +∞.
8.14. (x̂, û) = (cosh(t), 0) ∈ absmin, Smax = +∞.
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8.15. x̂ = (3t sinh(1) cosh(t) + (t sinh(1)− t cosh(1)− sinh(1)−
−2 cosh(1)) sinh(t))/(sinh(2) + sinh2(1)− 3),

û =
6 sinh(1) sinh(t) + 2(sinh(1)− cosh(1)) cosh(t)

sinh(2) + sinh2(1)− 3
,

(x̂, û) ∈ absmin, Smax = +∞.

8.16. (x̂, û) =

(
(4 + 2t) sin(t)

4 + π
,
4 cos(t)

4 + π

)
∈ absmin, Smax = +∞.

8.17. (x̂, û) =

=

(√
2 cosh(

√
2t) + sinh(

√
2t)√

2 cosh(
√
2) + sinh(

√
2)

,
sinh(

√
2t)√

2 cosh(
√
2) + sinh(

√
2)

)
(x̂, û) ∈ absmin, Smax = +∞.

8.18. (x̂, û) =

=

(√
2 cosh(t− 1) + sinh(t− 1)√

2 cosh(1)− sinh(1)
,

sinh(t− 1)

2 cosh(1)−
√
2 sinh(1)

)
(x̂, û) ∈ absmin, Smax = +∞.

8.19. (x̂, û) ∈ absmin, x̂ = (C1t + C2) cosh(t) + (C3t + C4) sinh(t),
û = x̂′′ +

√
2(x′). Невiдомi константи C1, C2, C3, C4 визначаються за

умов x(0) = 1, û(0) = û(1) = û′(1) = 0; Smax = +∞.
8.20. (x̂, û) ∈ absmin, x̂ = (C1t + C2) cosh(t) + (C3t + C4) sinh(t),

û = x̂′ −
√
2x̂′. Невiдомi константи C1, C2, C3, C4 визначаються за умов

x(0) = 1, û(0) = û(1) = û′(1) = 0; Smax = +∞.
8.21. (x̂, û) = (cos(t) − cot(T̂ ) sin(t), 0) ∈ absmin, ∀ T̂ ̸= kπ, k =

= 1, 2, . . ., Smin = 0, Smax = +∞.
8.22. (x̂, û) = ((t/4 + 1− π/8) sin(t), cos(t/2)).
8.23. Розв’язання. 1. Перейдемо до полярних координат
x = r sin(φ), y = r cos(φ). Тодi
x′ = r′ sin(φ) + rφ′ cos(φ), y′ = r′ cos(φ)− rφ′ sin(φ).
Тому

x′y − y′x = r2φ′ = 1,

(x′)2 + (y′)2 = (r′)2 + r2(φ′)2 = (r′)2 +φ′.

Отже, матимемо таку задачу Лагранжа:w 1

0
u2(t) dt → extr,

φ′ = r−2, r′ = u, r(0) = r(1) = 1, φ(1) = 1.

2. Складемо функцiю Лагранжа

L =
w 1

0
(λ0u

2 + p1(φ
′ − r−2) + p2(r

′ − u)) dt+ λ1r(0)+

+ λ2r(1) + λ3φ(0) + λ4φ(1).
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3. Запишемо необхiднi умови ектремуму:
а) систему рiвнянь Ейлера

Lr −
d

dt
Lr′ = 0, Lφ − d

dt
Lφ′ = 0 ⇒ −p′2 + 2p1r

−3 = 0, p′1 = 0;

б) трансверсальностi по r та φ

p1(0) = λ3; p1(1) = −λ4, p2(0) = λ1, p2(1) = −λ2;

в) стацiонарностi по u

2λ0u− p2 = 0.

4. Якщо λ0 = 0, то всi множники Лагранжа нулi. Допустимих екс-
тремалей немає. Нехай λ0 = 1/2. З умови стацiонарностi по u та рiвня-
ння Ейлера дiстанемо таке диференцiальне рiвняння:

r′′ − C/r3 = 0 ⇒ r′′r′ − Cr′/r3 = 0 ⇒ (r′)2 + C/r2 = C ′.

Але r′′r′ − C/r2 = 0. Тому

(r2/2)′′ = (r′)2 + r′′r = C ′, r2 = C1t
2 + C2t+ C3.

Iз початкових умов маємо r2 = A(1− t)t+1. Тому φ′ = (1+At(1− t))−1.
Оскiльки

φ(1) =
w 1

0
(1 +At(1− t))−1 dt = 1,

то A = 0. Отже, r̂(t) = 1, φ̂(t) = t.
Вiдповiдь. Єдина допустима екстремаль x̂ = sin(t), ŷ = cos(t).

9.1. x̂ =


π+ t, −π ≤ t ≤ −π/2,
−t, −π/2 ≤ t ≤ π/2,
t− π, π/2 ≤ t ≤ π,

x̂ ∈ absmin, −x̂ ∈ absmax .

9.2. x̂ =

{
−t, 0 ≤ t ≤ π/4,
t− π/2, π/4 ≤ t ≤ 7π/4,

x̂ ∈ absmin, −x̂ ∈ absmax .

9.3. x̂ =

{
t2/4− 3, 0 ≤ t ≤ 2,

t− 4, 2 ≤ t ≤ 4,

x̂ ∈ absmin, 4− t ∈ absmax .
9.4. T0 ≤ 2 ⇒ t2/4− tT0/2 ∈ absmin;
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T0 > 2 ⇒ x̂ =

{
−t, 0 ≤ t ≤ T0 − 2,

(t− T0)
2/4 + 1− T0, T0 − 2 ≤ t ≤ T0,

x̂ ∈ absmin, t ∈ absmax .
9.5. T0 ≤ 2 ⇒ x̂ = (t− T0)

2/4 + ξ− T 2
0 /4 ∈ absmin;

T0 > 2 ⇒ x̂ =

{
−t+ ξ, 0 ≤ t ≤ T0 − 2,

(t− T0)
2/4 + 1 + ξ− T0, T0 − 2 ≤ t ≤ T0,

x̂ ∈ absmin, t+ ξ ∈ absmax.
9.6. ξ ≤ 0 ⇒ x̂ ∈ ∅;

0 < ξ ≤ 1 ⇒ T̂ = 2
√
ξ, x̂ = t2/4−

√
ξt+ ξ;

ξ > 1 ⇒ T̂ = 1 + ξ,

x̂min =

{
−t+ ξ, 0 ≤ t ≤ ξ− 1,

(t− ξ− 1)2/4, ξ− 1 ≤ t ≤ 1 + ξ,

Smin = −∞ (Tn = n, xn = ξ− t),
Smax = +∞ (Tn = n, xn = ξ+ t).

9.7. T0 ≤ 2 ⇒ x̂ = t2/4 + ξ− T 2
0 /4 ∈ absmin;

T0 > 2 ⇒ x̂ =

{
t2/4 + 1 + ξ− T0, 0 ≤ t ≤ 2,

t+ ξ− T0, 2 ≤ t ≤ T0,

x̂ ∈ absmin, −t+ T0 + ξ ∈ absmax.
9.8. T0 ≤ 4 ⇒ x̂ = t(t− T0)/4 ∈ absmin; T0 > 4 ⇒

⇒ x̂ =


−t, 0 ≤ t ≤ T0/2− 2,

(t− T0/2)
2/4 + 1− T0/2, T0/2− 2 ≤ t ≤ T0/2 + 2,

t− T0, T0/2 + 2 ≤ t ≤ T0,
x̂ ∈ absmin;

x̂ =

{
t, 0 ≤ t ≤ T0/2− 2,

T0 − t, T0/2 ≤ t ≤ T0,
x̂ ∈ absmax.

9.9. ξ ≤ 0 ⇒ x̂ ∈ ∅;
0 < ξ ≤ 1 ⇒ T̂ = 2

√
ξ, x̂ = t2/4;

ξ > 1 ⇒ x̂min =

{
t2/4, 0 ≤ t ≤ 2,

t− 1, 2 ≤ t ≤ T̂ ,

T̂ = 1 + ξ; Smin = −∞, Smax = +∞.
9.10. |ξ| ≤ coth(T0) ⇒ x̂ = ξ cosh(t− T0)/ cosh(T0) ∈ absmin,

|ξ| > coth(T0) ⇒

⇒ x̂ =

{
ξ− t sign ξ, 0 ≤ t ≤ |ξ| −

√
1 + C2,

C cosh(t− T0) sign ξ, |ξ| −
√
1 + C2 ≤ t ≤ T0,

C sinh(|ξ| −
√
1 + C2 − T0) = −1,

x̂ ∈ absmin, ξ+ t ∈ absmax.
9.11. x̂ = −t2 ∈ absmin, x̂ = t2 ∈ absmax.
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9.12. x̂ = −(t− 1)2 ∈ absmin, x̂ = (t− 1)2 ∈ absmax.
9.13. x̂ = t2 − 2t ∈ absmin, x̂ = 2t− t2 ∈ absmax.
9.14. x̂ = (t− 2)2 − 2 ∈ absmin, x̂ = 2− (t− 2)2 ∈ absmax.
9.15. x̂ = t2 − 2 ∈ absmin, x̂ = 2− t2 ∈ absmax.
9.16. x̂ = t2 − t ∈ absmin, x̂ = t− t2 ∈ absmax.

9.17. x̂ =

{
−t2, 0 ≤ t ≤ 2−

√
2,

t2 − (8− 4
√
2)t+ 12− 8

√
2, 2−

√
2 ≤ t ≤ 2,

x̂ ∈ absmin, −x̂ ∈ absmax .

9.18. x̂ =

{
t2 − 2, 0 ≤ t ≤ 1,

−(t− 2)2, 1 ≤ t ≤ 2,
x̂ ∈ absmin, −x̂ ∈ absmax .

9.19. Розв’язання. 1. Зведемо задачу до вигляду
w 2

0
x1 dt → inf,

x′
1 = x2, x′

2 = u, |u| ≤ 2, x1(0) = x2(0) = x2(2) = 0.

2. Складемо функцiю Лагранжа

L =
w 2

0
(λ0x1 + p1(x

′
1 − x2) + p2(x

′
2 − u)) dt+ λ1x1(0) + λ2x2(0) + λ3x2(2).

3. Запишемо необхiднi умови:
а) систему рiвнянь Ейлера
−p′1 + λ0 = 0, −p′2 − p1 = 0;
б) трансверсальностi по x
p1(0) = λ1; p1(2) = 0, p2(0) = λ2, p2(2) = −λ3;
в) оптимальностi по u
min
|u|≤2

(−p2u) = −p2û.

4. Якщо λ0 = 0, то p1(t) ≡ 0 ⇒ p′2(t) = 0 ⇒ p2(t) = C ̸= 0 ⇒
⇒ û(t) = ±2 ⇒ x̂ = ±t2 + C1 + C2. Iз граничних умов випливає, що

допустимих екстремалей немає.
Нехай λ0 = 1. Тодi p1 = t − 2 ⇒ p2 = −(t − 2)2/2 + C. З умови

оптимальностi по u випливає, що û = 2 sign p2. Оскiльки при û ≡ C
допустимих екстремалей немає, то потрiбно дослiдити керування û, яке
має перемикання в точцi τ на вiдрiзку [0, 2]. Це може вiдбуватися лише
тодi, коли функцiя p2(t) змiнює знак у точцi τ з мiнуса на плюс. Отже,

û(t) =

{
−2, 0 ≤ t ≤ τ,
2, τ ≤ t ≤ 2.
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Тодi

x̂ =

{
−t2 + C1t+ C2, 0 ≤ t ≤ τ,
t2 + C3t+ C42, τ ≤ t ≤ 2.

⇒ x̂ =

{
−t2, 0 ≤ t ≤ 1,

(t− 2)2 − 2, 1 ≤ t ≤ 2.

Невiдомi константи на точку τ визначаємо з умови неперервностi x та
x′ у точцi τ та граничних умов.

5. Покажемо, що x̂ ∈ absmin . Нехай функцiя h(·) така, що x̂(·)+h(·)
допустима. Iнтегруючи частинами та користуючись спiввiдношеннями
p′(2) = 0, p′′ = −1, h(0) = h′(0) = h′(2) = 0, p = p2 = 1/2 − (t − 2)2/2,
дiстанемо

w 2

0
(−ph′′) dt = −ph′∣∣2

0
+p′h

∣∣2
0
−

w 2

0
p′′h dt =

w 2

0
h dt,

звiдки
J(x̂(·) + h(·))− J(x̂(·)) =

w 2

0
(−ph′′) dt ≥ 0,

оскiльки p(t) ≤ 0, h′′(t) ≥ 0 при t ∈ [0, 1] i p(t) ≥ 0, h′′(t) ≤ 0 при
t ∈ [1, 2].

9.20. x̂ =


−t2, 0 ≤ t ≤ 1,

(t− 2)2 − 2, 1 ≤ t ≤ 3,

−(t− 4)2, 3 ≤ t ≤ 4,

x̂ ∈ absmin, −x̂ ∈ absmax .

9.21. T̂ = 1, x̂ =

{
−t2 − 2t, −1 ≤ t ≤ 0,

t2 − 2t, 0 ≤ t ≤ 1,
x̂ ∈ absmin.

9.22. T̂ = 1, x̂ =

{
t2 + 2t, −1 ≤ t ≤ 0,

−t2 + 2t, 0 ≤ t ≤ 1,
x̂ ∈ absmin.

9.23. T̂ = 2, x̂ =

{
t2 + 1, 0 ≤ t ≤ 1,

−t2 + 4t− 1, 1 ≤ t ≤ 2,
x̂ ∈ absmin.

9.24. T̂ =
4√
3
, x̂ =

{
−t2/2 + 1, 0 ≤ t ≤

√
3,

(
√
3t− 4)2/2− 1,

√
3 ≤ t ≤ T̂ ,

x̂ ∈ absmin.

9.25. T̂ =
8√
3
, x̂ =

{
−3t2/2 + 3, 0 ≤ t ≤ 2/

√
3,

(t− 8
√
3t)2/2− 5, 2/

√
3 ≤ t ≤ 8/

√
3,

x̂ ∈ absmin.
9.26. ξ2 ≥ 0 ⇒ T̂ = ξ2, x̂ = −t2/2 + ξ2t+ ξ1 ∈ absmin,

ξ2 < 0 ⇒ T̂ = −ξ2, x̂ = t2/2 + ξ2t+ ξ1 ∈ absmin.
9.27. ξ1 > 0 ⇒ T̂ = ξ2 +

√
ξ22 + 2ξ1, x̂ = −t2/2 + ξ2t+ ξ1 ∈ absmin,

ξ1 < 0 ⇒ T̂ = −ξ2 +
√
ξ22 − 2ξ1, x̂ = t2/2 + ξ2t+ ξ1 ∈ absmin.
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ξ1 = 0 ⇒ T̂ = 0.

9.28. x̂ =

{
0, 0 ≤ t ≤ 1,

−(t− 1)2, 1 ≤ t ≤ 2,
x̂ ∈ absmin.

9.29. x̂ =

{
−t2, 0 ≤ t ≤ 1,

−2t+ 1, 1 ≤ t ≤ 2,
x̂ ∈ absmin.

9.30. x̂ =

{
2t, 0 ≤ t ≤ 1,

3− (t− 2)2, 1 ≤ t ≤ 2,
x̂ ∈ absmin.

9.31. x̂ =

{
0, 0 ≤ t ≤ 1,

(t− 1)2, 1 ≤ t ≤ 2,
x̂ ∈ absmin.

9.32. x̂ =

{
(t− 1)2, 0 ≤ t ≤ 1,

0, 1 ≤ t ≤ 2,
x̂ ∈ absmin.

9.33. x̂ =

{
8t3 − 18t+ 11, 0 ≤ t ≤ 1/2,

12(t− 1)2, 1/2 ≤ t ≤ 1,
x̂ ∈ absmin.

9.34. x̂ =

{
−t3 + 6t2, 0 ≤ t ≤ 1,

3t2 + 3t− 1, 1 ≤ t ≤ 2,
x̂ ∈ absmin.

9.35. x̂ =

{
−t2/2, 0 ≤ t ≤ 1/2,

t3/3− t2 + t/4− 1/24, 1/2 ≤ t ≤ 1,
x̂ ∈ absmin.

9.36. x̂ = t ∈ absmax, x̂ = −t ∈ absmin.
9.37. T0 < 2 ⇒ x̂ ∈ ∅, T0 ≥ 2 ⇒ x̂ = t

√
2/T0,

x̂ ∈ absmax, −x̂ ∈ absmin.
9.38. Розв’язання. 1. Зведемо задачу до вигляду

w 1

0

(
x2 + u2

2
+ |u|

)
dt → extr, x′ = u, x(1) = ξ.

2. Складемо функцiю Лагранжа

L =
w 1

0

(
λ0

(
x2 + u2

2
+ |u|

)
+ p(x′ − u)

)
dt+ λx(1).

3. Запишемо необхiднi умови:
а) рiвняння Ейлера −p′ + λ0x = 0;
б) трансверсальностi по x
p(0) = 0; p(1) = −λ;
в) оптимальностi по u

min
u∈R

(
λ0

(
u2

2
+ |u|

)
− pu

)
= λ0

(
(û)2

2
+ |û|

)
− pû.
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4. Якщо λ0 = 0, то p ≡ 0, λ = 0. Усi множники Лагранжа — нулi.
Допустимих екстремалей немає. Нехай λ0 = 1 в задачi на мiнiмум. Тодi

û(t) =


0, |p| < 1,

p− 1, p ≥ 1,

p+ 1, p ≤ −1.

Оскiльки p(0) = 0, то û(t) = 0 при малих t. Отже, x̂(t) = C. За умов
а), б) p(t) = Ct при таких t. При t = 1/|C| модуль p(t) дорiвнює 1. Це
точка перемикання керування. Нехай |p| ≥ 1. Тодi û′ = p′ ⇒ x′′ − x = 0.
Iз неперервностi û = x′ дiстаємо, що x = C cosh(t− 1)/|C|. Константа C
визначається з умови x(1) = ξ.

5. Допустима екстремаль: |ξ| ≤ 1 ⇒ x̂min = ξ;

|ξ| > 1 ⇒ x̂min =

{
C, 0 ≤ t ≤ 1/|C|,
C cosh(t− 1/|C|), 1/|C| ≤ t ≤ 1,

де C визначається з рiвняння C cosh(t − 1/|C|) = ξ. Через опуклiсть
задачi x̂min ∈ absmin.

9.39. Оптимальна траєкторiя — коло радiуса T0/2π.
9.40. Оптимальна траєкторiя — елiпс (x2 + y2)1/2 − ξy = C.
9.41. Оптимальна траєкторiя — елiпс (x/b)2 + (y/a)2 = R2.
9.42. Оптимальна траєкторiя — квадрат |x|+ |y| = C.
9.43. Оптимальна траєкторiя — квадрат |x| = C1, |y| = C2.

9.44. x̂ = −p

2
(− ln(u) + u2 + 3u4/4) + 7p/2,

t = −p

2
(1/u+ 2u+ u2), p < 0.

9.45. Допустимi екстремалi

x̂n(t) =
w t

0
sign cos ((2n+ 1)(π/2)τ) dτ, n = 0,±1, . . . ,

x̂ ∈ absmax.
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