1. БІОЛОГІЧНІ МОДЕЛІ

1.2.2. Модель одновидової популяції 
з урахуванням насичення (логістична модель)

Більш точна модель має враховувати конкурентну боротьбу в обмеженому життєвому просторі. Зробимо відносно моделі таке припущення, що підтверджується практичними спостереженнями: середньостатистична кількість попарних сутичок у популяції за одиницю часу пропорційна 
[image: image1.wmf]2

N

. Тоді рівняння балансу “зміна кількості” = “приріст” – “втрати” можна подати у вигляді
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Це рівняння вивів у 1837 р. данський учений Ферхюльст. Воно називається логістичним і є математичною моделлю одновидової популяції з урахуванням ефекту насичення.

Проаналізуємо дану математичну модель. Основна вимога до неї – досить точно описувати реальний процес за великих значень 
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. З математичного погляду цій вимозі відповідає нелінійне рівняння Ріккатті, загальний розв’язок якого може бути знайденим у квадратурах шляхом його зведення до лінійного. Однак точні формули виявляються досить громіздкими для практичного користування. Проте нас цікавить лише асимптотична поведінка розв’язків при 
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. Таке дослідження у випадку, коли 
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 є сталими, можна провести й без інтегрування рівняння (2.1.6).

Заміною змінних 
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 рівняння (2.1.6) можна звести до вигляду
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тобто коефіцієнти 
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 можна вважати рівними 1.

Розв’язки залежать від зміни знаків функції 
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 (нас цікавить випадок 
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Отже, дане рівняння має два положення рівноваги: 
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, причому перше з них є нестійким, а друге – асимптотично стійким, усі розв’язки при 
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 наближуються до нього. Поведінку інтегральних кривих зображено на рис. 2.1.1.
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Рис. 2.1.1

Отже, у логістичній моделі всі розв’язки з часом прямують до рівноважного стану, і ніякого перенаселення, як стверджував Мальтус, бути не може.

1.2.3. Логістична модель з урахуванням зовнішніх впливів

Описані вище моделі будувалися на припущенні, що популяція існує ізольовано й не зазнає жодних зовнішніх впливів. Це припущення, зрозуміло, значно понижує степінь адекватності даної моделі оригіналу. Побудуємо більш складну модель, що враховує зовнішній вплив. Вона буде наступною ланкою в ієрархічному ланцюзі моделей популяцій, побудованому за принципом знизу-вверх (від простої моделі – до більш складної).

Якщо мова йде, наприклад, про популяцію риб у водоймі, то зовнішній вплив може означати постійне їх відловлення.

Будемо вважати, що швидкість вилучення особин з популяції є сталою, тоді, за аналогією з попереднім, математичною моделлю даного об’єкта є рівняння
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Покладемо, що 
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 рівні 1. Отримаємо рівняння
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де 
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 – параметр, що відповідає за швидкість вилучення. Розглянемо його вплив на процес розвитку популяції.

При 
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 – це описана вище логістична модель. При зростанні 
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 відбувається зближення положень рівноваги 
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, які є функціями 
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, але їх характер не змінюється, як і в логістичній моделі (рис. 2.1.2). 
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Рис. 2.1.2

При критичному значенні 
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 положення рівноваги зливаються в одне кратне положення рівноваги (рис. 2.1.3).
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Рис. 2.1.3

При подальшому зростанні 
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 рівняння (2.1.9) не матиме положень рівноваги, і популяція з часом зникне (рис. 2.1.4).
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Рис. 2.1.4

Тобто сильний зовнішній вплив, наприклад, відловлення риб, може призвести до зникнення виду, як це трапилося з турами, стелеровою коровою тощо.

Якісна зміна поведінки системи при проходженні параметром 
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 критичного значення 
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l

 називається біфуркацією; вона відображає явище фазового переходу в біологічній системі (популяції).

Небезпечними для виживання популяції, незалежно від її початкової величини, є не тільки значення 
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, а й усі значення 
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, досить близькі до критичного. Дійсно, на перший погляд, якщо 
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, і популяції вимирання не загрожує. Однак якщо 
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, і найменша випадкова флуктуація величини популяції 
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 (t – досить велике) може зробити цю величину меншою за 
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, що спричинить вимирання популяції.
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1.2.4. Модель двовидової популяції Лотки – Вольтерра

Від моделі одновидової популяції перейдемо до наступної в ієрархічному ланцюзі популяцій ланки, коли існує кілька біологічних видів. Найпростішим випадком такої ситуації є двовидова популяція типу “хижак-жертва”. Нехай скалярні змінні x та y характеризують величини популяцій хижаків і жертв відповідно. При побудові математичної моделі зробимо такі спрощувальні припущення:

а) за відсутності хижаків жертви розвиваються згідно з логістичним рівнянням (2.1.6);

б) за наявності хижаків додаткові втрати жертв пропорційні як їх кількості, так і кількості хижаків (отже, у правій частині рівняння (2.1.6) потрібно дописати вираз 
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в) за відсутності жертв хижаки вимирають за логістичним рівнянням
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, причому знак “–” перед 
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 вибирається на підставі припущення, що жертви є єдиним джерелом існування для хижаків;

г) наявність жертв викликає приріст, пропорційний як їх кількості, так і кількості хижаків (отже, права частина рівняння має містити доданок 
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З вищенаведеного одержимо систему диференціальних рівнянь
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що і є математичною моделлю еволюцій двовидової популяції.

Дослідимо дану модель.

Спочатку розглянемо випадок, коли конкуренцією всередині кожного виду можна знехтувати. Поклавши в системі (2.1.10) 
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, одержимо рівняння так званої моделі Лотки – Вольтерра:
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Фазовим простором даної системи є перший квадрант. Розділивши перше рівняння на 
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, а друге – на 
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, а потім проінтегрувавши їх, отримаємо систему інтегральних рівнянь вигляду


[image: image59.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

ò

=

ò

=

+

-

-

,

)

(

,

)

(

0

0

))

(

(

0

))

(

(

0

t

t

ds

s

rx

p

ds

s

my

k

y

t

y

x

t

x

l

l



      (2.1.12)

з якої бачимо, що якщо 
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, тобто розв’язок починався в першому квадранті, то він там весь час і знаходиться.

Еволюцію хижаків і жертв можна дослідити, не розв’язуючи систему (2.1.11), а намалювавши на площині 
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 її фазовий портрет. Знайдемо рівняння її фазових траєкторій. Розділивши перше рівняння на друге, отримаємо диференціальне рівняння траєкторій
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що має загальний інтеграл:
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Система (2.1.11) має два положення рівноваги: точки 
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. Щоб зобразити решту траєкторій, розглянемо функцію (рівняння поверхні)
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Її лінії рівня і будуть шуканими кривими. Графік цієї функції має форму ями. У цьому неважко переконатися, пересікаючи поверхню паралельними осі OZ площинами, що проходять через точку 
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. Сукупність зазначених площин описується рівнянням 
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 – довільне. У перерізі даної поверхні з кожною з площин отримаємо криву, що описується рівнянням
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При цьому
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а отже, усі криві опуклі вниз, що й доводить наше твердження.

Лінії рівня поверхні є замкнутими, тому й фазові криві системи Лотки
– Вольтерра є замкнутими кривими, що охоплюють положення рівноваги. Останнє означає, що розв’язки системи – періодичні функції часу.

Тепер зрозуміло, що в досліджуваній системі відбуваються незгасаючі коливання навколо положення рівноваги, тобто жодному виду вимирання не загрожує.

Проте, виникає питання: наскільки дана модель відповідає оригіналу? Адже система (2.1.11) не враховує всіх факторів, що можуть впливати на динаміку даної популяції. Зокрема, не бралась до уваги конкуренція між особинами одного виду 
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. Тому більш точною є система вигляду (2.1.10). Лінеарізувавши її в околі положення рівноваги 
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 і знайшовши власні числа відповідної матриці лінійної системи, можна переконатися, що положення рівноваги – або асимптотично стійкий вузол, або асимптотично стійкий фокус. Мовою популяцій це означає, що з часом кількість особин кожного з видів прямує до рівноважного стану, і популяція не вимирає.

1.2.5. Модель багатовидової популяції

Наступною ланкою в ієрархічному ланцюзі є перехід до моделі багатовидової популяції. Розглянемо таку модель, а також укажемо на задачі, пов’язані з нею. Розв’язання таких задач може стати темою подальших наукових досліджень і кваліфікаційних робіт різного рівня.

Нехай 
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(2.1.14)

де 
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 – коефіцієнти системи.

Аналогічно можна переконатися, що перший квадрант є фазовим простором даної системи. При її дослідженні (навіть у випадку сталих коефіцієнтів) виникає низка серйозних математичних проблем, відповідь на які потрібно отримати в термінах коефіцієнтів системи, тобто функцій 
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1. Дослідити умови конкурентного зникнення одного чи кількох видів, тобто умови, за яких 
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2. Знайти умови обмеженості числа особин певного виду, тобто 
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3. Знайти умови періодичності зміни числа особин 
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4. Дослідити умови перманентності системи (2.1.14).

Останнє означає існування в першому квадранті деякої компактної множини 
[image: image89.wmf]M

, що має таку властивість: усі розв’язки системи (2.1.14), починаючи з деякого моменту часу (для кожного розв’язку – свого), лежать у даній множині.

З погляду біологічних популяцій, умови перманентності означають умови “мирного” співіснування всіх видів, коли жоден з видів не зникає.
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