3. НЕЛІНІЙНІ МОДЕЛІ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 
ТА ФІЛЬТРАЦІЇ

3.1. РОЗПОВСЮДЖЕННЯ ТЕПЛА ПРИ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ, ЩО ЗАЛЕЖИТЬ ВІД ТЕМПЕРАТУРИ

Класична лінійна теорія розповсюдження тепла в середовищі зі сталими теплопровідністю та теплоємністю вважається найбільш вивченим розділом математичної фізики, чого не можна сказати про нелінійні задачі розповсюдження тепла. Такі задачі виникають, коли в рівнянні розповсюдження тепла розглядаються джерела тепла, потужність яких залежить від температури. З такими задачами ми зустрічаємося в теорії розповсюдження полум’я, у теорії зірок. В обох випадках, разом із впливом температури на швидкість виділення тепла, має місце істотна залежність (як правило, степенева) теплопровідності й теплоємності від температури. Зараз у теорії горіння й теорії зірок добре вивчені одновимірні стаціонарні та квазі-стаціонарні процеси, у яких температура залежить тільки від однієї просторової змінної, що дає можливість переходити до звичайних диференціальних рівнянь. В ієрархії складності наступними є одновимірні нестаціонарні процеси, у яких температура залежить від однієї просторової змінної та часу. Відповідна до них математична модель є одномірним нелінійним рівнянням теплопровідності.

Загальне рівняння теплопровідності в інертному середовищі (без джерел тепла) має вигляд
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Якщо теплоємність 
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, то (2.3.1) записується у вигляді
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де 
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 – стала, що об’єднує коефіцієнти пропорційності й густину середовища при 
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рівняння (2.3.2) набуває вигляду 
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тобто стає рівнянням теплопровідності для випадку сталої теплоємності та степеневої залежності теплопровідності від температури. Тому досить обмежитися розглядом рівняння
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Розглянемо одновимірні нелінійні рівняння, коли від операторів 
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 та 
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 залишаються тільки їх радіальні частини в циліндричній і сферичній системах координат:
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Якщо ввести показник розмірності простору 
[image: image21.wmf]3
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, то наведені рівняння об’єднуються в рівняння вигляду
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Сім’ї розв’язків цього рівняння будемо шукати у вигляді добутку двох функцій, кожна з яких залежить тільки від одного аргументу [1]:
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Змінна 
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 називається змінною подібності тому, що значення функції 
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Виберемо розв’язок у вигляді (2.3.6) і відокремимо змінні в рівнянні
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Згідно з цими виразами, рівняння (2.3.5) після домноження на 
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(2.3.7)

Ми не накладали обмежень на функції 
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що дозволяє зробити відокремлення змінних:
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Для визначення 
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 одержимо звичайні диференціальні рівняння:
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Загальний розв’язок рівняння (2.3.9) має вигляд 
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Тоді
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Домножимо рівняння (2.3.8) на 
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Якщо 
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Інтегруючи (2.3.14) ще раз, отримаємо
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– розв’язок, що залежить від довільної сталої 
[image: image58.wmf].
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де 
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 – рівняння фронту розповсюдження, що відділяє збурене середовище від середовища, до якого в даний момент часу збурення ще не дійшло.

Швидкість розповсюдження збурення така:
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У лінійній теорії теплопровідності й дифузії поняття області впливу відсутнє: температура, концентрація й густина тільки асимптотично прямує до нуля на нескінченній відстані від джерела. У нелінійній теорії, якщо в початковому стані в середовищі теплопровідність дорівнює нулю, то в кожний даний момент часу теплове збурення охоплює тільки певний скінченний об’єм.

У другому частинному випадку 
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Тоді 
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Загальним розв’язком задачі буде


[image: image72.wmf]1

1

_

22

2

2(1)

11

000

0

(1)

(),0,

(,)

4(1)2(2)

0,.

rnkn

k

k

kk

aBkk

ttB

urt

kkn

++

+

++

ì

éù

ï

æö

éù

+

êú

ç÷

ï

-h-h£h£h

êú

=

í

êú

ç÷

++

êú

ëû

ï

èø

ëû

ï

h£h<¥

î


де 
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залежить від параметрів 
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Особливий інтерес становлять процеси розповсюдження фіксованої кількості тепла, енергії або маси, виділених у початковий момент часу в початку координат.
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Підставляючи (2.3.6) у (2.3.20), отримуємо 
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Отже, 
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 відповідає розв’язок (2.3.16)–(2.3.17). Однак для фізики цікаві не всі такі розв’язки, а тільки ті, для яких 
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 Обидві умови виконуються автоматично, а використовується тільки одна:
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Звідси 
[image: image89.wmf],

)

2

(

)

(

1

1

1

2

0

-

+

=

kn

k

n

k

kn

I

k

n

w

Q

B

h



[image: image90.wmf]1

1

21

0

1

()

,1,

11

2

()

2

(1),2,

2(1)

1

(1)

,3;

31

2(23)

()

2

k

n

kn

k

n

k

k

k

Ixxdxn

k

k

k

n

k

k

-

ì

G

ï

p

=

ï

+

ï

G+

ï

ï

ï

=-==

í

+

ï

ï

G+

ï

p

ï

=

+

ï

G+

ï

î

ò



[image: image91.wmf](

)

;

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

G

=

n

n

n

p

v



[image: image92.wmf],

2

2

2

2

2

2

0

kn

k

kn

k

nk

g

Q

k

n

B

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

h



[image: image93.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

G

÷

ø

ö

ç

è

æ

G

+

=

=

k

n

k

nk

I

g

n

kn

n

kn

1

2

1

2

2

p

v

.

Точні розв’язки залежать тільки від комбінації 
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