3.2. РІВНЯННЯ ФІЛЬТРАЦІЇ

Під фільтрацією будемо розуміти рух, а точніше, просочування рідини або газу в пористому середовищі або середовищі з тріщинами.

Основними величинами, що визначають стан рідини чи газу в природному ґрунті, є густина 
[image: image1.wmf]r

, тиск 
[image: image2.wmf]p

 і швидкість фільтрації. Характеристикою ґрунту або іншого середовища, у якому відбувається фільтрація, є пористість 
[image: image3.wmf]m

.

Під швидкістю фільтрації 
[image: image4.wmf]v

r

 розуміють витрати рідини чи газу, віднесені до одиниці площі, виділеної в пористому середовищі. Фільтрація – це рух частинок рідини через канали, що утворилися між частинками ґрунту або іншого пористого середовища.

Відношення загального об’єму каналів або пор, що знаходяться в деякому об’ємі пористого середовища, до всього об’єму цього середовища називається пористістю середовища 
[image: image5.wmf]m

. 
[image: image6.wmf].
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В основі теорії фільтрації лежить закон, установлений експериментально у 1852–1855 рр. французьким інженером А. Дарсі. Згідно з цим законом, кількість рідини чи газу пропорційна падінню гідродинамічного тиску в напрямку потоку рідини:
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де 
[image: image8.wmf]p

 – тиск, 
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 – нормаль до одиничної площадки, а 
[image: image10.wmf]k

 – коефіцієнт фільтрації.

Якщо 
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 – густина, то кількість рідини 
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Кількість рідини 
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, що відповідає заданій густині, визначається інтегралом 
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Це співвідношення аналогічне відповідному співвідношенню, що визначає кількість накопиченого тілом тепла 
[image: image20.wmf]Q

.

При виведенні рівняння фільтрації рідини або газу в пористому середовищі необхідно використати рівняння руху в’язкої рідини Нав’є – Стокса, а також рівняння нерозривності та стану. Їх використання обумовлене тим, що на відміну від теплопровідності й дифузії, процес фільтрації визначається густиною 
[image: image21.wmf]r

, тиском 
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 і швидкістю фільтрації 
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. Безпосереднє інтегрування рівнянь Нав’є – Стокса у випадку обтікання нескінченно великого числа частинок (при фільтрації) не можна виконати. Тому застосовують штучний підхід, що базується на використанні рівнянь руху Ейлера.
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де 
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 – вектор швидкості.

Вважатимемо, що компонентами сил ваги є 
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 – прискорення сили ваги. Знак “-” вибрано відповідно до вибору напрямку осі 
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Сили опору 
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, що виникають при обтіканні рідиною частинок пористого середовища, визначаються за допомогою закону Дарсі:
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Для їх визначення в рівняннях (2.3.24) нехтують силами інерції та силою ваги. Це приводить до такого рівняння:
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Використовуючи закон Дарсі, отримуємо
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Якщо підставити в рівняння (2.3.24) знайдені компоненти сил, то отримуємо
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До цих рівнянь необхідно приєднати рівняння стану рідини чи газу (вони пов’язують густину 
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 і тиск 
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і рівняння нерозривності
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Однак така система рівнянь є невиправдано ускладненою. Як правило, сили інерції 
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 досить малі, тому ними можна знехтувати в рівняннях (2.3.28). Тоді рівняння (2.3.28) спрощується:
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Звідси випливають рівняння фільтрації:


[image: image53.wmf],

x

p

k

u

¶

¶

-

=

 
[image: image54.wmf],

y

p

k

v

¶

¶

-

=

 
[image: image55.wmf].

p

wkkg

z

¶

=--r

¶


(2.3.31
[image: image56.wmf]1

)

Підставляючи знайдені 
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 у рівняння нерозривності й ураховуючи рівняння стану, отримаємо основне рівняння фільтрації відносно тиску 
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Фільтрація нестисливої рідини. Якщо рідина нестислива, то її густина – стала. Рівняння стану (2.3.29) у цьому випадку не використовується, а рівняння нерозривності набуває вигляду
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Якщо ввести функцію напору (п’єзометричного напору)
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то рівняння фільтрації (2.3.31
[image: image64.wmf]1

) матимуть вигляд 
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Підставляючи (2.3.35) у (2.3.33), запишемо рівняння для знаходження напору 
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Якщо 
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 і 
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, то воно зводиться до рівняння Лапласа: 
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Тут частинки нестисливої рідини рухаються лініями току, що ортогональні до поверхонь сталого напору:
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Рівняння фільтрації політропного газу. Рівняння стану такого газу має вигляд
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де 
[image: image75.wmf]p

 – абсолютний тиск газу, 
[image: image76.wmf]b

 – стала газу, 
[image: image77.wmf]n

 – показник політропи. Підставляючи (2.3.39) у рівняння фільтрації (2.3.32) і нехтуючи в ньому малими силами ваги, отримаємо рівняння
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Якщо ввести заміну 
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 EMBED Equation.3  [image: image81.wmf];
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і рівняння (2.3.40) набуде вигляду
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Це і є основне рівняння фільтрації політропного газу в пористому середовищі (Лейбензона). При його інтегруванні необхідно задати початкову
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умови.

Рівняння Бусінеска. Однією з основних модельних задач руху ґрунтових вод є задача плоскої фільтрації рідини в пласті. Пласт, яким рухається рідина, має знизу непроникний ґрунт. Вода займає лише частину пласта й має вільну поверхню, тиск над якою є сталим. При відкачуванні води з пласта через водозбірні криниці або свердловини її початковий рівень у пласті змінюється, і рівень вільної поверхні води знижується в напрямку стоку. Припустимо, що висота вільної поверхні в пласті, що розташований під площиною відліку, описується функцією координат 
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, яка змінюється неперервно й дуже повільно протягом усього пласта, а глибина дна 
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 також є неперервною функцією від 
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, що дуже повільно змінюється протягом усього пласта. Ці припущення дозволяють вважати рух рідини плоским, тобто таким, що всі величини, які його характеризують, залежать лише від 
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Математичною моделлю такої плоскої фільтрації є диференціальне рівняння Бусінеска відносно п’єзометричного напору 
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Якщо 
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де 
[image: image106.wmf]m
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Розглянемо деякі окремі випадки рівняння (2.3.42):

1. Якщо відношення 
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 то в рівнянні (2.3.42) можна знехтувати напором 
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 порівняно з глибиною 
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, що приводить до лінійного рівняння із змінними коефіцієнтами
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Коли рух усталиться, отримаємо стаціонарне рівняння
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2. Якщо підстильний пласт горизонтальний, то його можна прийняти за горизонтальну площину 
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. Тоді рівняння (2.3.42) матиме вигляд
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Це важливе рівняння було отримано Буссінеском. 

Якщо рух є стаціонарним, то маємо 
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Це рівняння Дюпюї.

3. Проведемо аналогію з рухом газу. Якщо процес фільтрації газу ізотермічний, то показник політропи 
[image: image117.wmf].

1

=

n

 Тоді рівняння (2.3.40) має вигляд
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Якщо рух газу плоский, то отримаємо рівняння
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яке збігається з рівнянням (2.3.41).

Одномірні нелінійні крайові задачі нестаціонарної ізотермічної фільтрації рідин і газів у пористих середовищах. До таких задач ми приходимо у випадку, коли процес фільтрації залежить тільки від однієї просторової змінної та часу 
[image: image121.wmf]t

. Така властивість притаманна процесам із плоскою, циліндричною або сферичною симетрією.

Тоді рівняння (2.3.32) можна записати у вигляді
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(2.3.44)

де 
[image: image123.wmf]r

 – просторова координата, тобто відстань: а) від даної точки пористого середовища до площини відліку при русі газу плоскими хвилями; б) від цієї точки до осі симетрії руху при осесиметричному русі газу; в) від точки до центра симетрії при центрально-симетричному русі газу. Відповідно 
[image: image124.wmf]n

 дорівнює 1, 2 або 3 для цих типів руху.

Якщо 
[image: image125.wmf]const
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, то для політропного газу отримаємо рівняння 
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