Лекция № 14
Решение алгебраических уравнений и систем уравнений.

5.1 Основная функция solve.
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5.1 Основная функция solve.
Для решения линейных и нелинейных уравнений в аналитическом виде используется достаточно универсальная и гибкая функция 

solve(eqn, var) 
solve({eqn1, eqn2,...}, {var1, var2,...}) 

где eqn-уравнение, содержащее функцию ряда переменных, var-переменная, по которой ищется решение. Если решение содержит повторяющиеся выражения, Maple V обозначает их как %1, %2 и т.д. и выводит решение с такими переменными.
Характер решений можно изменить с помощью глобальных переменных:
_SolutionsMayBeLost - при значении true дает решение при возврате функцией solve значения NULL;
_MaxSols - задает максимальное число решений;
_EnvAllSolutions - при значении true задает выдачу всех решений.

В решениях помимо переменных %N могут встречаться следующие обозначения:
_NN - указывает на неотрицательные решения;
_B - указывает на решения в бинарной форме;
_Z - указывает на то, что решение содержит целые числа. 

5.2 Одиночные нелинейные и тригонометрические уравнения.
Решение одиночных нелинейных уравнений вида f(x)=0 легко обеспечивается функцией solve(f(x),x).Например: 

> solve(x^3-2*x+1,x); 

      1/2              1/2   

1,1/25   -1/2,-1/2-1/25

> solve(x^(3/2)=3,x); 

 2/3

3

Функция solve старается дать решение в аналитическом виде. Для получения корней в численном виде надо использовать функцию evalf или convert.

> s:=solve(sqrt(ln(x))=2,x);

> s1:=evalf(s);

> convert(s,float);

               s := exp(4)

               s1 := 54.59815003

               54.59815003

Часто бывает удобно представлять уравнение и его решения в виде отдельных объектов, отождествленных с определенной переменной.Это позволяет в дальнейшем использовать полученные решения в других вычислениях. В частности, это позволяет легко проверить решение подстановкой subs:

> e1:={x^3-2*x+1=0};

> s:=solve(e1,x);

                  3

          e1 := {x  - 2 x + 1 = 0}

          s := {x = 1}, {x = -1/2 + 1/2 sqrt(5)}, 

               {x = -1/2 - 1/2 sqrt(5)}

> subs(s[2],e1);evalf(%);

                              3

         {(-1/2 + 1/2 sqrt(5))  + 2 - sqrt(5) = 0}

         {0 = 0}

Если результат решения представлен через функцию RootOf, то получить все корни можно через функцию allvalues.

> solve({exp(x)=sin(x)},x);

           {x = RootOf(_Z - ln(sin(_Z)))}

> allvalues(%);

           {x = .3627020561 - 1.133745919 I}

> a:=solve({x^5-2*x=-3},x);

                            5

         a := {x = RootOf(_Z  - 2 _Z + 3)}

> allvalues(a);

       {x = -1.423605849},

       {x = -.2467292569 - 1.320816347 I},

       {x = -.2467292569 + 1.320816347 I},

       {x = .9585321812 - .4984277790 I},

       {x = .9585321812 + .4984277790 I}

Сводящиеся к одному уравнения вида f1(x)=f2(x) также решаются функцией solve(f1(x)=f2(x),x). 

При решении тригонометрических уравнений периодичность тригонометрических функций и связанная с этим множественность решений не учитывается. 

> solve( sin(x)=cos(x)-1, x );

                  - 1/2 Pi, 0

В данном примере найдено одно главное решение. Используя системную переменную _EnvAllSolutions, которой присвавается значение true (по умолчанию - false), можно получить все решения. 

> _EnvAllSolutions := true:

> solve( sin(x)=cos(x)-1, x );

            - 1/2 Pi + 2 Pi _Z~, 2 Pi _Z~

В данном примере переменные _Z~ означают ряд натуральных чисел. Таким образом, получены все решения уравнения с учетом периодичности тригонометрических функций.

5.3 Системы нелинейных и трансцендентных уравнений.
При решении систем уравнений они и список переменных задаются как множества, т.е. в фигурных скобках. При этом и результат решения получается в виде множества.

> sys:={x*y=c,x+y=d};

             sys := {x y = c, x + y = d}

>s1:=solve(sys,{x,y});                                                                                                    2

 s1 := {x = -RootOf(_Z  - _Z d + c) + d, 

                     2

        y = RootOf(_Z  - _Z d + c)}

> s2:=allvalues(%);

  s2 := {y = 1/2 d + 1/2 %1, x = 1/2 d - 1/2 %1},

        {y = 1/2 d - 1/2 %1, x = 1/2 d + 1/2 %1}

              2

  %1 := sqrt(d  - 4 c)

> r1:=s2[1];s2[2];

                                  2

     r1 := {y = 1/2 d + 1/2 sqrt(d  - 4 c),

                                 2

           x = 1/2 d - 1/2 sqrt(d  - 4 c)}

                                                                                    2

          {y = 1/2 d - 1/2 sqrt(d  - 4 c), 

                                 2

           x = 1/2 d + 1/2 sqrt(d  - 4 c)}

Для того чтобы преобразовать его к обычному решению, нужно использовать функцию assign, которая обеспечивает присваивание переменным значений, взятых из множества.

> assign(s2[1]);x;y; # Присвоение первого решения

                                2

              1/2 d - 1/2 sqrt(d  - 4 c)

                                2

              1/2 d + 1/2 sqrt(d  - 4 c)

> subs(s2[2],sys);expand(%);#Проверка 2-го решения

     {d = d,

                   2                            2

(1/2 d - 1/2 sqrt(d  - 4 c)) (1/2 d + 1/2 sqrt(d  - 4 c)) = c}

     {c = c, d = d}

5.4 Решение неравенств.
Решение неравенств с помощью функции solve осуществляется также, как и уравнений (вместо равенств вводятся неравенства).

> solve(5*x>10,x);

               RealRange(Open(2), infinity)

> solve(x^2-2*x-1>0,x);

     RealRange(-infinity, Open(1 - sqrt(2))),

     RealRange(Open(1 + sqrt(2)), infinity)

> solve({x*y*z>0,y+z>10,x>-1},{x,y,z});

     {10 < z, -1 < x, y = 0}, {-1 < x, 10 < y, z = 0}

5.5 Решение уравнений в численном виде.
Функция solve имеет несколько производных от нее функций. Одна из них:

fsolve (eqns,vars,options)

- сразу дает решения в форме действительных или комплексных чисел 
Некоторые из опций, используемые этой функцией:

complex - находит один или все корни полинома в комплексной форме
maxsols = n - задает нахождение только n корней
interval - задается в виде a..b или x = a..b или {x = a..b, y = c..d} и обеспечивает поиск корней в указанном интервале.

Локализация поика корней позволяет отыскать решения, которые не дают функции solve и fsolve.

> fsolve(sin(x)=0.5);

                .5235987756

> fsolve(sin(x)=0.5,x=4..8);

                 6.806784083

> fsolve(x^5-x,x);

             -1., 0, 1.000000000

> fsolve(x^5-x,x,complex);

             -1., -1. I, 0, 1. I, 1.000000000

> fsolve(x^5-x,x,complex,maxsols=2);

             -1., -1. I

5.6 Решение функциональных, рекуррентных и др. уравнений.
Рекуррентными называются уравнения, у которых решение на заданном шаге находится по одному или нескольким предшествующим шагам. Для решения таких уравнений в Мaple V существует функция rsolve: 

rsolve(eqns,fcns)

eqns - одиночное уравнение или система уравнений
fcns - функция, имя функции или множество имен функций. 

> rsolve({y(n)*y(n-1)+y(n)-y(n-1)=0,

>y(0)=a},y);

                  a

                -------

                1 + n a

> rsolve({y(n+1) + f(n) = 2*2^n + n, 

> f(n+1) - y(n) = n - 2^n +3, 

  y(k=1..5)=2^k-1, f(5)=6}, {y, f});

                n

       {y(n) = 2  - 1, f(n) = n + 1}

Для решения целочисленных уравнений служит функция isolve, для отыскания решений по модулю m функция msolve. Более подробно с работой этих функций можно ознакомиться в справочной системе Maple V.

Решение функционального уравнения, содержащего некоторую функцию f(x) в составе равенства, заключается в нахождении этой функции. Функция solve с указанием f или f(x) в качестве независимой переменной var успешно справляется с этой задачей. Причем указание только имени функции (без переменной) в качестве var приводит к созданию процедуры, и для получения вида найденной функции требуется предпринять дополнительные шаги (например, использовать функцию allvalues или convert).

5.7 Функция RootOf.
В решениях уравнений нередко появляется функция RootOf, означающая, что корни нельзя выразить в радикалах. Эта функция применяется и самостоятельно в виде: 

RootOf(expr) или RootOf(expr,x) 


где expr-алгебраическое выражение или равенство, имя переменной, относительно которой ищется решение. Если x не указана, ищется универсальное решение по переменной _Z. Когда expr задано не в виде равенства, решается уравнение expr=0. Для получения решений вида RootOf в явном виде может использоваться функция allvalues. Например: 

> RootOf(x^3-1,x) mod 7; 

         3

RootOf(_Z +6)

> allvalues("); 

  1/3      1/3      1/2 1/3     1/3      1/2 1/3

-6   , 1/26  ,-1/2I3   6   ,1/26   +1/2I3   6

> evalf("); 

-1.817120593, .9085602965-1.573672596I, .9085602965+1.573672596I 
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