Лекция № 8
Mathcad: Функции для решения задач интерполяции и аппроксимации
1. Функции для решения задач интерполяции

2. Функции для решения задач аппроксимации

1. Функции для решения задач интерполяции 

Одномерная интерполяция
Интерполяция является одним из распространенных методов обработки массивов данных, заданных своими узловыми значения в табличной форме, и предполагает нахождение значений исследуемых функций между узловыми точками.

В Mathcad применяются два вида интерполяции:

— линейная — соседние точки соединяются отрезками прямых (линейным сплайном);

— нелинейная сплайн-интерполяция — соседние точки соединяются отрезками кубического сплайна (от англ. spline — планка, рейка).
Суть любого метода интерполяции заключается в разбиении отрезка, на котором исследуется функция на 
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 отрезков. На каждом из отрезков вычисляются значения функции и строится кривая, соединяющая две точки на отрезке.
В случае линейной интерполяции такой кривой является прямая, а в случае кубической — парабола.
Линейная интерполяция позволяет построить «грубую» интерполяцию, а кубическая более точную, т. к. кубическая интерполяция не только содержит в себе формулу линейной интерполяции 
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Линейная интерполяция. Зададим вектором X координаты абсцисс заданных точек (абсциссы должны идти по возрастанию), а вектором Y — координаты ординат точек. 

Чтобы предсказать значение функции, например, в точках 2,5 и 1,2 достаточно набрать:

Linterp(X,Y,2.5)=
Аналогично:
Linterp(X,Y,1.2)=

Можно также построить график интерполяционной кривой (в случае линейной интерполяции это ломаная).
Пример 1. Пример реализации линейной интерполяции (рис. 1).
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Рис. 1. Пример реализации линейной интерполяции

Кубическая сплайн-интерполяция. Кубическая интерполяция проводит кривую через заданные точки таким обратом, что первые и вторые производные кривой непрерывны в каждой точке. Это обеспечивает гладкость интерполяционной кривой.
Для решения задач одномерной кубической интерполяции предусмотрены функции lspline, pspline, cspline, interp. При этом функции lspline, pspline, cspline имеют вспомогательное значение и осуществляют предварительную подготовку к решению задачи в соответствии с выбранным методом интерполяции данных, a interp использует эти предварительно полученные результаты для определения значений функции во всем диапазоне изменения аргумента. 
Рассмотрим функции более подробно:
lspline(X,Y) — вычисляет вектор D коэффициентов кубического сплайна с линейным приближением в конечных точках;
pspline(X,Y) — вычисляет вектор D коэффициентов кубического сплайна с параболическим приближением в конечных точках;
cspline(X,Y) — вычисляет вектор D коэффициентов кубического сплайна с полиномиально-кубическим приближением в конечных точках;
interp(D,X,Y,x) — вычисляет значения функции f(x) с использованием кубических сплайнов для произвольного значения аргумента x по предварительно определенному одной из перечисленных выше функций вектору D.
В перечисленных функциях 
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 — векторы X и Y задают совокупность исходных узловых точек. Вектор X должен быть ранжирован в порядке возрастания значений его элементов. Вектор D, размерностью 
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, в качестве первых трех элементов содержит служебные параметры, которые определяют  особенности  функций  lspline,  pspline,  cspline.  Остальными  
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 элементами вектора D служат вторые производные в узловых точках. Особенностью функций lspline, pspline, cspline служит то, что состыковка сплайнов осуществляется в узловых точках; между узлами функция f(x) вычисляется по кубическому полиному.
На рис. 2 приведены примеры реализации кубической интерполяции с применением рассмотренных функций.
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Рис. 2. Пример реализации кубической интерполяции
Двумерная кубическая сплайн-интерполяция
Функции lspline, pspline, cspline, interp могут быть использованы также и для осуществления двумерной кубической сплайн-интерполяции поверхностей z = F(x, y). Так, при использовании функции pspline для двумерного случая необходимо ввести:
pspline(XY,Z) — для вычисления вектора D по координатам узловых точек, заданных значениями элементов двухстолбцовой матрицы XY и значениями z в 
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 — матрице Z; первый и второй столбцы матрицы XY одинаковой размерности 
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 должны быть ранжированы по возрастанию значений их элементов;
interp(D,XY,Z,v) — для вычисления z = F(x, y) во всем диапазоне изменения значений x и y. Вектор v служит для рассматриваемого двумерного случая векторным аргументом, т. е. вектором с двумя компонентами (x и y).
Пример реализации двумерной интерполяции приведен на рис. 3.
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Рис. 3. Пример реализации двумерной интерполяции

2. Функции для решения задач аппроксимации

Одномерная аппроксимация. Рассматриваемая ниже группа функций позволяет решать разнообразные практические задачи обработки массивов данных, в которых отразились результаты случайных воздействий и возмущений. Задачи, возникающие при этом, связаны, как правило, с попыткой найти математическое описание, (математическую модель), адекватно представляющее совокупность данных. Такие задачи аппроксимации отличаются от только что рассмотренных задач интерполяции, которые не были связаны с получением математической модели, а состояли лишь в определении промежуточных значений функции между узлами.
Общую параметрическую аппроксимацию осуществляют две функции: 

linfit(X,Y,F)   —   вычисляет   весовые   коэффициенты   набора   локальных функций, введенных в виде выражений в F;
genfit(X,Y,g,N) — определяет параметры заданной функции f(x) так, чтобы эта функция наилучшим образом приближалась к множеству точек; g — вектор начального приближения параметров. Вектор-функция N должна содержать в виде выражений функцию f(x) и ее частные производные по всем искомым параметрам, расположенные друг под другом в качестве элементов вектора. Исходные данные, как и прежде, задаются в виде векторов X и Y.
Пример реализации аппроксимации с использованием функции linfit представлен на рис. 4.
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Рис. 4. Пример реализации аппроксимации с использованием функции linfit

В Mathcad имеются функции, позволяющие решать задачи аппроксимации для специальных случаев, когда пользователь с достаточной степенью уверенности может назначить для исследуемого массива данных аппроксимирующее выражение в виде одной из простейших функций (экспоненциальной, синусоидальной, логарифмической и т. д.).
Встроенные функции этой группы несколько отличаются от ранее описанных. Они реализуют поисковые алгоритмы неизвестных коэффициентов и нуждаются, поэтому, в предварительном задании начальных приближений этих параметров.
В рассматриваемую группу входят функции, которые вычисляют коэффициенты следующих зависимостей, наилучшим образом аппроксимирующих данные, представленные в X, Y:
expfit(X,Y,g) — коэффициенты экспоненциальной функции 
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lgsfit(X,Y,g) — коэффициенты логистической функции 
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logfit(X,Y,g) — коэффициенты логарифмической функции 
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pwrfit(X,Y,g) —  коэффициенты степенной функции вида 
[image: image18.wmf]c
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sinfit(X,Y,g) — коэффициенты синусоидальной функции 
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lnfit(X,Y) — коэффициенты логарифмической функции 
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Вектор g содержит начальные приближения искомых коэффициентов. Перечисленные функции (за исключением последней) формируют результат определения параметров а, b и c в виде вектора-столбца (а, b, с)T. Функция lnfit выводит двумерный результирующий вектор (а, b)T. Использование функций этой группы однотипно.
На рис. 5 приведен пример применения одной из функций (sinfit) для определения параметров соответствующего выражения у(х) в условиях, когда сформированные эталонные значения функции были искажены аддитивной нормально распределенной помехой с нулевым средним и стандартом отклонения, равным 0,5.
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Рис. 5. Пример применения функции sinfit
Наличие помехи вызвало отклонение полученных параметров от их эталонных значений. Множество исходных точек (ромбики) и результаты вычислений по полученному аппроксимирующему выражению (сплошная кривая) приведены на графике.
Существует также функция для обеспечения аппроксимации при произвольной степени аппроксимирующего полинома:

regress(X,Y, n).
Она возвращает вектор D, запрашиваемый функцией interp(D,X,Y,x), содержащий коэффициенты многочлена n-й степени, который наилучшим образом приближает «облако» точек с координатами, хранящимися в векторах X и Y. 
На практике не рекомендуется делать степень аппроксимирующего полинома выше 4—6, поскольку погрешности реализации сильно возрастают.
Функция regress создает единственный приближающий полином, коэффициенты которого вычисляются по всей совокупности заданных точек, т. е. глобально. Иногда полезна другая функция полиномиальной регрессии, дающая локальные приближения отрезками полиномов второй степени, — loess(X,Y,span). Эта функция возвращает используемый функцией interp(D,X,Y,x) вектор D, дающий наилучшее приближение данных (с координатами точек в векторах X и Y) отрезками полиномов второй степени. Аргумент span>0 указывает размер локальной области приближаемых данных (рекомендуемое начальное значение — 0,75) (рис. 6).
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Рис. 6. Пример одномерной аппроксимации с использованием функций regress и loess
Чем больше span, тем сильнее сказывается сглаживание данных. При больших span эта функция приближается к regress(X,Y,2).
Двумерная аппроксимация. Mathcad позволяет выполнять также многомерную аппроксимацию, типичный случай которой — приближение трехмерных поверхностей. Их можно характеризовать вектором значений высот Z, соответствующих двумерному массиву XY координат точек на горизонтальной плоскости (XY — матрица m(2, содержащая координаты x и y).
Новых функций для этого не задано. Используются уже описанные функции в несколько иной форме (рис. 7):
— regress(XY,Z,n) — возвращает вектор D, запрашиваемый функцией interp(D,XY,Z,v) для вычисления многочлена п-й степени, который наилучшим образом приближает точки множества XY и Z. v — вектор с двумя компонентами x и y;

— loess(XY,Z,span) — аналогична loess(X,Y,span), но в многомерном случае.

Рис. 7. Пример двумерной аппроксимации с использованием функций regress и loess 
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