Лекция № 9
Mathcad: Функции для решения задач сглаживания и экстраполяции (предсказания)
1. Функции для решения задач сглаживания

2. Функции для решения задач экстраполяции (предсказания)
1. Функции для решения задач сглаживания
Под сглаживанием понимается процедура повышения достоверности данных, снижения уровня помех. Необходимость сглаживания часто возникает на этапе предварительной обработки данных, перед их использованием для получения количественных характеристик, построения математических моделей и т. д.. В качестве алгоритма такого предварительного сглаживания обычно используется процедура так называемого скользящего окна, под которым понимается обработка данных на выбранной части диапазона изменения аргумента при поэтапном перемещении этой части диапазона (скольжении «окна») по оси абсцисс. Для сглаживания в таком понимании в Mathcad предусмотрены три функции. При этом исходный массив задается для функций в виде векторов X и Y одинаковой размерности 
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. Перечисленные функции выводят результат в виде вектора сглаженных значений той же размерности:
medsmooth(Y,m) — предназначена для обработки исходного массива чисел, сданных вектором Y, методом скользящей медианы и вычисления сглаженных (по сравнению с исходными) оценок переменных у; т ширина окна обработки, значение т должно быть нечетным и меньшим, чем число элементов вектора Y;
Медианы давно использовались и изучались в статистике как альтернатива средним арифметическим значениям отсчетов в оценке выборочных средних значений. Медианой числовой последовательности 
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 при нечетном 
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 является средний по значению член ряда, получающегося при упорядочивания этой последовательности по возрастанию (или убыванию). Для четных 
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 медиану определяют как среднее арифметическое двух средних отсчетов упорядоченной последовательности.
ksmooth(X,Y,b) — в предположении нормального распределения вычисляет сглаженные оценки методом средневзвешенной обработки; b ширина окна обработки, которая должна в несколько раз превышать интервал между точками по оси х; вектор X должен содержать элементы, ранжированные в порядке возрастания;
Среднее взвешенное, точнее среднее арифметическое взвешенное набора вещественных чисел 
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 с вещественными весами 
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 определяется как:
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Часто подразумевается, что сумма весов равна 1, тогда формула выглядит следующим образом:
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В том случае, если все веса равны между собой, среднее арифметическое взвешенное будет равно среднему арифметическому.
supsmooth(X,Y) — вычисляет сглаженные оценки методом наименьших квадратов для k ближайших соседних точек; параметр k  выбирается адаптивно.
Метод наименьших квадратов (МНК) обычно упоминается в двух контекстах. Во-первых, широко известно его применение в регрессионном анализе, как метода построения моделей на основе зашумленных экспериментальных данных. При этом помимо собственно построения модели обычно осуществляется оценка погрешности, с которой были вычислены ее параметры. Во-вторых, МНК часто применяется просто как метод аппроксимации, без какой-либо привязки к статистике. 
Суть метода заключается в том чтобы найти коэффициенты 
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 линейной комбинации:
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таким образом, чтобы обеспечить близость кривой 
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 и заданной функции.

Коэффициенты определяются из следующего матричного уравнения:
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где 
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 — заданная зашумленная функция; 
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 — прямоугольная матрица размерностью 
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; 
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 — количество точек заданной функции 
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; 
[image: image18.wmf]m

 — порядок функции, используемой для аппроксимации сигнала.  

Матрица 
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 имеет следующий вид:
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При использовании для аппроксимации степенных функций 
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 будет иметь вид: 
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, а матрица 
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При использовании тригонометрических функций (параметр 
[image: image25.wmf]2
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На рис. 1 приведены примеры использования функций сглаживания для случайного процесса. Для функции medsmooth выбрана ширина окна обработки п = 9.
Результаты, полученные с использованием функции medsmooth, представлены на левом графике, из которого можно сделать вывод о достаточно высокой способности метода скользящей медианы выделить основной характер изменения исходных данных. Анализируя влияние ширины окна обработки на конечный результат, можно убедиться, что при снижении ширины окна сглаживающие  способности  использованной  функции  будут снижаться.
Для функции ksmooth была принята малая величина окна обработки, что привело к увеличению разброса результирующей кривой. Применение функции supsmooth в тех же условиях дает лучший результат-
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Рис. 1. Применение функций сглаживания
Из приведенных результатов использования функций сглаживания виден эффект «подавления помех», важный при предварительной обработке данных.
2. Функции для решения задач экстраполяции (предсказания)

Прогнозирование поведения переходных процессов, сигналов, зависимостей и системах Malhcad осуществляется функцией predict(Y,m,k):
где Y — вектор данных; m — число последних точек существующих данных, на основе которых происходит расчет предсказываемых точек; k — число точек, в которых необходимо предсказать данные. 
Она по ряду заданных равномерно расположенных точек позволяет рассчитать некоторое число k последующих точек, т. е. по существу выполняет экстраполяцию произвольной (но достаточно гладкой и предсказуемой) зависимости. Функция предсказания обеспечивает высокую точность при монотонных исходных функциях или функциях, представляемых полиномом невысокой степени. 
Эта функция использует простейший вид алгоритма экстраполяции — линейный, поэтому исходные данные должны быть достаточно гладкими и с хорошо проявляющимися динамическими особенностями, т. е. не должны быть сильно искажены помехами.

Качество получаемых оценок иллюстрирует рис. 2, где производится экстраполяция  процесса, имеющего шумовую составляющую.

При этом используется функция rnorm(n,mu,sigma), которая возвращает вектор из n случайных чисел, имеющих нормальное распределение со средним значением mu и стандартным отклонением sigma.
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Рис. 2. Пример получения экстраполированных значений
При незначительном среднеквадратическом отклонении шума от нулевого математического ожидания, равном 0,1 (левый график), исходный процесс имеет небольшие искажения и близок к синусоидальному. Линейная экстраполяция осуществляется с 61-й точки и, при опоре на 7 точек, дает достаточно хорошие результаты. Увеличение стандарта отклонения помехи до 0,3 (правый   график) заметно искажает исходные данные и вызывает ухудшение качества результирующих значений оценок экстраполяции.
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