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ВСТУП 

Навчальна дисципліна «Механіка суцільних середовищ–2. Нелінійні 

задачі механіки суцільних середовищ» належить до циклу дисциплін 
самостійного вибору навчального закладу. В МСС досліджується напружено-
деформований стан твердих, рідких і газоподібних тіл під час їх взаємодії між 

собою та фізичними полями різної фізичної природи – гравітаційними, 
тепловими, електромагнітними, променевими тощо. При цьому, залежно від 

мети дослідження і зовнішніх умов, для описання однакових фізичних 
середовищ застосовуються різні математичні моделі. Ці моделі вивчаються в 

таких класичних розділах МСС, як гідростатика, гідро- і газодинаміка, теорія 
пружності, теорія пластичності і повзучості, опір матеріалів тощо. На практиці 

дуже часто вказані розділи МСС лишаються у свідомості багатьох студентів 
тільки як окремі дисципліни без глибокого розуміння їх єдності. Однак, значно 

більше розуміння суті фізичних явищ, що досліджуються, виникає тільки тоді, 
якщо прослідкувати, як проявляються загальні закони в різноманітних умовах 

і які результати отримуються за умови використання різних моделей за 
однакових умов. Саме тому задачі і вправи, що зібрані в навчальному посібнику 

мають на меті показати не тільки розмаїття підходів, але й єдність ідей та 
методів, що використовуються в МСС, покращити розуміння та забезпечити 
засвоєння студентами теоретичного матеріалу через розв’язання практичних 

задач. 
Навчальний посібник базується на збірниках задач таких відомих авторів 

як Дж. Мейз, М. Е. Егліт та інші і включає 522 задачі та вправи за основними 
розділами механіки суцільного середовища, з яких понад 385 задач мають 

розв’язки, а решта задач, що призначена для самоконтролю, має тільки 
відповіді. У наведених розв’язках багатьох задач автором додано проміжні 

аналітичні викладки, які включають перетворення складних формул та 
співвідношень, що значно полегшують розуміння способів та методів їх 

розв’язання. 
У посібнику використовуються в основному декартові тензори як головна 

база для описання суті багатьох теорій континууму, але також застосовуються 
такі важливі ортогональні системи криволінійних координат як циліндрична та 
сферична. Усі важливі рівняння та фундаментальні співвідношення наводяться 

як в тензорній або індексній, так і в класичній символічній або векторній 
формах запису, що дає змогу студентам порівняти еквівалентні вирази та 

застосовувати їх у подальшому. 
У перших п’яти розділах розглянуто розв’язки задач, що стосуються 

загальних основ суцільного середовища, а саме: тензорному численню, 
математичному апарату неперервних функцій, напруженому та 

деформованому стану, поняттям руху і течії, фундаментальним законам 
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механіки континууму. Решта з чотирьох розділів присвячена задачам, що 
відносяться до конкретних додатків механіки суцільного середовища – теорії 
пружності та термопружності, гідромеханіці, теорії пластичності та 

в’язкопружності. У додатках викладено необхідні теоретичні відомості і деякі 
математичні перетворення та розв’язки задач. 

 Навчальний посібник підготовлено на основі посібників [1, 2], лекцій та 
практичних занять, які автор читає та проводить зі студентами кафедри 

хімічного, полімерного та силікатного машинобудування Національного 
технічного університету України «Київський політехнічний інститут імені 

Ігоря Сікорського». Усі зауваження і пропозиції щодо поліпшення змісту 
навчального посібника будуть сприйняті автором із вдячністю. 
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ОСНОВНІ ПОЗНАЧЕННЯ ТА СКОРОЧЕННЯ 

Основні позначення 

А – робота, Дж; 

ia – компоненти вектору прискорення, м/с2; 

ib – компоненти вектора масових сил, Н/кг; 

ijklC  – компоненти тензора 4-го рангу пружних констант ізотропного 

матеріалу, Па; 

 KMC – матриця пружних констант, Па; 

YC  – стала текучості, Па2; 

ijc – компоненти тензора перетворення координат; 

vc – масова ізохорна теплоємність, Дж/(кгК); 

pc – масова ізобарна теплоємність, Дж/(кгК); 

D̂ – тензор швидкості деформації, с-1;  

ijd – компоненти девіатора лагранжевого тензора лінійної 

деформації; 

ds – діференціал відстані, м; 
PdW – прирощення роботи на пластичних деформаціях; 

P
ekvd – прирощення еквівалентної пластичної деформації; 

E  – модуль пружності під час розтягу, Па; 

Ê – ейлерів тензор лінійної деформації;  

AÊ – тензором скінченних деформацій Альмансі; 

k
i ee ,  – коваріантний і контраваріантний векторний базис, відповідно; 

ije – компоненти девіатора ейлеревого тензора лінійної деформації; 

F – масова вільна енергія, Дж/кг; 

F̂  – матеріальний градієнт (тензор 2-го рангу);  

G  – модуль зсуву, Па; 

Ĝ  – тензор деформацій Гріна; 

ijg  – компоненти метричного тензора;  

h – масова ентропія, Дж/кг; 

Î – одиничний тензор 2-го рангу; 

DDD III,II,I – 1-й, 2-й і 3-й інваріанти тензора швидкості деформації; 

 III,II,I – 1-й, 2-й і 3-й інваріанти тензора напруження; 

kji ,, – орти декартової системи координат; 

Ĵ – матеріальний градієнт переміщення (тензор 2-го рангу); 

J – якобіан; 
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iJ  – піддатливість матеріалу, Па-1; 

K  – кінетична енергія, Дж; модуль об’ємного стискання, Па; 

K̂  – просторовий градієнт переміщення (тензор 2-го рангу); 

ijpqK – тензор четвертого рангу коефіцієнтів в’язкості; 

k – коефіцієнт теплопровідності середовища, Вт/(м∙К); показник 

адіабати; межа текучості матеріалу при чистому зсуві, Па; 

L̂  – лагранжевий тензор лінійної деформації; 

GL̂  – лагранжевий тензор скінченних деформацій; 

ijl  – компоненти лагранжевого тензора нескінченно малих 

деформацій; 

M  – маса робочого тіла, кг; 

n  – вектор зовнішньої нормалі до поверхні тіла; 

in – компоненти вектор зовнішньої нормалі до поверхні тіла; 

np – вектор напруження, Па; 

p – тиск, Па; 

Q  – теплота, Дж; 

q  – вектор густини теплового потоку, Вт/м2; вектор завихреності, с-1; 

mq  – густина внутрішнього джерела теплоти, Вт/м3; 

R – універсальна газова стала, Дж/(кгК); 

r – радіус-вектор, м;  

,, zr  – циліндричні координати (радіус, апліката та азимутальний кут); 

S – площа, м2; 

ijs – компоненти девіаторної складової тензора; 

s – масова ентропія, Дж/(кгК); 

;,, IIIIII sss  

321 ,, sss – 

 

головні значення девіаторних напружень, Па; 

T  – абсолютна температура, К; 

t  – час, с; 
 n
it – вектор напруження, Па; 

U  – внутрішня енергія, Дж; 

  tU  – одинична ступінчаста функція зі стрибком в момент часу 01 t ; 

u – масова внутрішня енергія, Дж/кг; 
u  – вектор переміщень, м; 

*u – масова енергія деформації, Дж/кг;  

iu  – компоненти вектора переміщень, м; 

 
*
Du – густина енергії викривлення форми, Дж/кг; 
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*
Su – густина енергії розширення, Дж/кг;   

V – об’єм, м3; 

V̂ – тензор завихреності, с-1; 

v – вектор швидкості, м/с; 

iv  – компоненти вектору швидкості, м/с; 

v  – питомий об’єм газу, м3/кг; 
w – лагранжевий вектор лінійного повороту; 

321 ,, XXX  – матеріальні (лагранжеві) декартові координати, м; 

x  – радіус-вектор, м; 

321 ,, xxx  – просторові (ейлереві) декартові координати, м; 

ijY – компоненти градієнта швидкості, с-1; 

  – коефіцієнт лінійного температурного розширення, К-1; 
* – коефіцієнт об’ємної в’язкості, Па∙с; 

S – площа елемента поверхні, м2; 

T  – різниця температур, К; 

ij – символ Кронекера; 

̂  – тензор сумарних пружних і температурних деформацій 2-го 

рангу; 
ê  – тензор пружних деформацій 2-го рангу; 
T̂  – тензор температурних деформацій 2-го рангу; 

ij  – компоненти ейлеревого тензора нескінченно малих 

деформацій; 
P
ij – компоненти тензора пластичних деформацій; 

;,, IIIIII   

321 ,,  – 

 

головні значення ейлеревої деформації, Па; 

ijk – компоненти тензора Леві-Чивіти; 

̂  – тензор швидкості деформації; 

 – комплексний потенціал; 

 – символи Кристофеля 2-го роду; 

– показник адіабати; 

max – максимальна швидкість зсуву, с-1; 

– коефіцієнт в’язкості, Па∙с; 

– потенціал, м2/с; 

 t  – функція релаксації, Па; 

 m – коефіцієнт довжини; 
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  – коефіцієнт Ламе, Па; 
* – коефіцієнт в’язкості рідини, Па∙с; 

  – коефіцієнт Ламе, Па;  
* – динамічна в’язкість, Па∙с; 

  – коефіцієнт Пуасона; 
  – число Пі; 

  – густина, кг/м3; 

ij – компоненти тензора напруження 2-го рангу, Па; 

σ̂– тензор напруження 2-го рангу, Па; 

ekv – еквівалентне напруження за Мізесом, Па; 

okt – октаедричне дотичне напруження, Па; 

Y – границя текучості, Па; 

;,, IIIIII   

321 ,,  – 

 

головні значення напруження, Па; 

 C
ij  – тензор консервативних напружень, Па; 

 D
ij – тензор дисипативних напружень, Па; 

 – час запізнення, с; 

ij – тензор в’язкого напруження, Па; 

Ω– вектор вихору швидкості, с-1; кутова швидкість, с-1; 
ω – ейлерів вектор лінійного повороту; вектор вихору, с-1; 

– масова вільна енергія, Дж/кг; 

 t – функція повзучості, Па-1. 

Основні індекси 

0 – стосується початкового стану; 

d – стосується девіаторної складової тензора; 

K – стосується моделі Кельвіна; 

M – стосується моделі Максвела; 
n  – стосується нормалі; 
s – стосується кульової складової тензора. 

Інші символи 

det – детермінант; 

div – оператор дивергенції; 

grad – оператор градієнта; 

rot – оператор ротора; 

 tr – оператор сліду тензора; 
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tt  – оператор диференціювання за часом; 

 P ,  Q – лінійні диференціальні оператори; 

 – оператор Лапласа; 

  – оператор Гамільтона; 

– оператор скалярного добутку векторних величин; 

∙ – оператор скалярного добутку векторних величин; 

: – оператор подвійного скалярного добутку; 
  – оператор подвійного скалярного добутку; 

  – логічне «або». 

Основні скорочення 

ККД  – коефіцієнт корисної дії; 

МСС – механіка суцільних середовищ. 
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1. МАТЕМАТИЧНІ ОСНОВИ. ВВЕДЕННЯ В ТЕНЗОРНЕ 
ЧИСЛЕННЯ  

1.1. Алгебра векторів і діадиків 

Задача 1.1. В ортогональній декартовій системі координат (рис. 1.1) 

визначити: а) одиничний вектор, паралельний вектору kjiv 632  (або 

kjiv


632  ); б) одиничний вектор прямої, що з’єднує точки  3;0;1P  і 

 1;2;0Q . 

 
Рис. 1.1. До задачі 1.1 

 

Розв’язання 
а) спочатку визначимо довжину вектору v  

       7493694632
222

 vv , 

тоді одиничний вектор паралельний v  буде визначатись як 

kji
v

v
7

6

7

3

7

2


v
. 

б) вектор, що направлений з P  до Q  виражається за формулою 

      kjikjiu 221310210  , 

його модуль дорівнює 

      39221
222

u . 

Звідки одиничний вектор, направлений з P  до Q , дорівнює 

kji
u

u
u

3

2

3

2

3

1
 , 
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і навпаки з Q  до P  – kji
u

u
u

3

2

3

2

3

1



 . 

Задача 1.2. Довести, що вектор kjiv cba   перпендикулярний 

площині, заданої рівнянням  czbyax  (рис. 1.2). 

 
Рис. 1.2. До задачі 1.2 

 

Розв’язання 

Нехай  111 ,, zyxP  і  222 ,, zyxQ  – дві будь-які точки на площині (див.  

рис. 1.2). Тоді  111 czbyax  і  222 czbyax , а вектор, що з’єднує ці 

точки, є      kjiu 121212 zzyyxx  . Проекція вектору v  на 

напрямок вектору u  дорівнює 

        

  .0
1

1

111222

121212









uu

kjikji
uu

vu

czbyaxczbyax

cbazzyyxx

 

 Оскільки u  – будь-який вектор, який лежить на площині, а вектор v  

перпендикулярний цій площині. 

Задача 1.3. Нехай kjir zyx   – вектор, що виходить із початку 

координат у довільну точку  zyxP ,, , а kjid cba  – деякий сталий вектор. 

Показати, що   0 rdr  є рівняння сфери. 

Розв’язання 
Розкриваючи скалярний добуток будемо мати 

          

.0222 



czbyaxzyx

zyxczbyax kjikjirdr
 

Додаючи 
44

2222 cbad 
  до правої і лівої частин останнього рівняння, 

отримуємо 
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2222

2222





































dc
z

b
y

a
x , 

тобто отримали рівняння сфери з центром у точці 
2

d
 і радіусом 

2

d
. 

Задача 1.4. Довести, що         barcacrbcbrarcba  . 

Розв’язання 

Розглянемо добуток   rcba  . Розкриємо векторний добуток у 

скобках 

            barcacrbbrccrbarcba  . 

З іншого боку, припускаючи vcb  , напишемо 

        rcbacbrarvarcba  . 

Таким чином, 

       rcbacbrabarcacrb   

і, відповідно, 

        barcacrbcbrarcba  . 

Ця тотожність корисна, коли переміщення твердого тіла визначається 

через переміщення трьох довільних його точок. 

 Задача 1.5. Показати, що змішаний добуток векторів 0cba  , якщо 

вектори cba ,,  є лінійно залежними. Перевірити лінійну залежність для такої 

трійки векторів: 

 

.2

;4

;23

kjiw

kjiv

kjiu







 

Розв’язання 

Вектори cba ,,  є лінійно залежними, якщо існують константи  ,, , які 

не всі рівні нулю і такі, що 0 cba . Це векторне рівняння дає в 

компонентах три скалярних рівняння: 

 

.0

;0

;0







zzz

yyy

xxx

cba

cba

cba

 

Ця система має нульові розв’язки для  ,,  тільки в тому випадку, коли 

детермінант з її коефіцієнтів дорівнює нулю 

 0

zzz

yyy

xxx

cba

cba

cba

, 
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а це еквівалентно рівності 0cba  . Для запропонованої трійки векторів 

wv,u,  маємо, що 

04621163

121

114

213









. 

 Відповідно, ці вектори wv,u,  лінійно залежні. Насправді, wuv  . 

 Задача 1.6. Показати, що будь-який тензор 2-го рангу, що заданий у 

вигляді суми N діад, можна звести до суми трьох членів, якщо використовувати 

базисні вектори 321 e,e,e  в якості: а) перших множників, б) других множників 

у діадах. 

Розв’язання 

Нехай  NiiNN ,1,2,i  ˆ
2211   babababaD . 

а) напишемо всі перші множники діад ia  через базисні вектори 321 e,e,e : 

jjiiiii aaaaa eeee  332211 . Тоді  

  jjijijijji caa ebebeD ˆ , де 31,2,j . 

б) аналогічно, представляючи ib  у вигляді jjii b eb  , отримуємо 

  jjijijjjii gbb eaeeaD ˆ , де 31,2,j . 

Задача 1.7. Показати, що для довільних діадика D̂  і вектора v  

справедлива рівність cDvvD ˆˆ  . 

Розв’язання 

Нехай  NiiNN ,1,2,i  ˆ
2211   babababaD . Тоді 

     

        ,ˆ

ˆ

2211

2211

ciiNN

NN

Dvabvabvabvabv

vbavbavbavD








 

де iiNN
T

c ababababDD  ...ˆˆ
2211 .  

 Задача 1.8. Довести, що   DDDD  ccc
ˆˆ . 

Розв’язання 

Відповідно до jiijD eeD ˆ  і ijjic D eeD ˆ . Тому 

  qipjpqjiqppqjijic DDDD eeeeeeeeDD ˆ  

і 

      .ˆ DDeeeeeeeeeeeeDD  cijjipqpqjiijpqpqiqpjpqjicc DDDDDD

 

Задача 1.9. Показати, що   cc DvvD ˆˆ  . 
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Розв’язання 

     vbavbavbavD  NN2211
ˆ , 

       

      .ˆ

ˆ

2211

2211

cNN

NNc

Dvabvabvabv

avbavbavbvD








 

Задача 1.10. Нехай kkjjiiD cba ˆ , r  – радіус-вектор, kjir zyx  . 

Показати, що рівняння 1ˆ  rDr  представляє еліпсоїд 1222  czbyax . 

Розв’язання 

     

    .1

ˆ

222 



czbyaxczbyaxzyx

zyxcbazyx

kjikji

kjikkjjiikjirDr
 

Тут 1 kkjjii . 

Задача 1.11. Для тензорів kkjkjjiiD 523ˆ   і kkkjjjikF  364ˆ  

обчислити та порівняти подвійні скалярні добутки FD ˆ:ˆ  і FD ˆˆ  . 

Розв’язання 

 За визначенням   dbcacdab : , відповідно,  

   

     

.17512

512

)(:)5()6(:)2(

364:523ˆ:ˆ









kkkkjjjj

kkkkjjjj

kkkjjjikkkjkjjiiFD

. 

Тут       1 kkjjii , а решта комбінацій з ортами дорівнюють 

нулю, наприклад,       0 kjkiji . 

 Аналогічно   dacbcdab   і, відповідно, 

   

     

.205312

5))((312

)()5()3()()6()2(

364523ˆˆ









kkkkjjkkjjjj

kkkkkjjkjjjj

kkkjjjikkkjkjjiiFD

 

Задача 1.12. Визначити діадики FDG ˆˆˆ   і DFH ˆˆˆ  , якщо D̂  і F̂  – 

тензори, які дорівнюють kkjkjjiiD 523ˆ   і 

.364ˆ kkkjjjikF   

Розв’язання 

 Скористаємося правилом множення діад  cdcbcdab  . Тоді 
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.51531212

51531212

53536243

364523ˆ

kkkjjkjjjjik

kkkkkjkkjkkkjjkkjjjjikii

kkkkkjkkkkjkkjjkjjjjikii

kkkjjjikkkjkjjiiG









 Тут       1 kkjjii , а решта комбінацій з ортами дорівнюють 

нулю, наприклад,       0 kjkiji . 

Аналогічно для Ĥ  отримуємо, що 

   

                       

           

.8661220

53661220

532362654

523364ˆ

kkkjjkjjik

kkkkkkjjkjjjjkjjjjjjikkk

kkkkjkkjjjkjjkjjjjjjkkik

kkjkjjiikkkjjjikH









 Задача 1.13. Виходячи із дев’ятичленної форми запису тензора другого 

рангу D̂ , показати, що його можна представити у вигляді 

     kkDjjDiiDD  ˆˆˆˆ . Показати також, що 

11
ˆ DDxx  iDi , 12

ˆ DDxy  jDi  та ін. 

Розв’язання 

 Напишемо D̂  в дев’ятичленній формі й перегрупуємо члени 

 

 
 
 

      .ˆˆˆ

    

    

ˆ

311 kkDjjDiiDkdjdid

kkji

jkji

ikjiD









zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx

DDD

DDD

DDD

 

 Отже 

     xxzxyxxx DDDD  kjiiiDidi ˆ
1 , 

     yxzxyxxx DDDD  kjijiDjdj ˆ
1 , 

     yyzyyyxy DDDD  kjijjDjdj ˆ
2  і так далі. 

 Задача 1.14. Показати, що для антисиметричного тензора другого рангу 

Â  і будь-якого вектора b  виконується формула bAAb  v
ˆˆ2 . 

Розв’язання 

 Нехай маємо, що 332211
ˆ cececeA  . Внаслідок асиметрії тензора Â  

можна написати, що 

  cAAA ˆˆˆ2  , де cÂ  спряжений до Â ,  

або  
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 .

ˆ2

333322221111

332211332211

ecceecceecce

ecececcececeA




 

 Тому 

              

        ,ˆ

ˆ2

332211

333322221111

bAbcebcebce

ecbcebecbcebecbcebAb





v

 

де        bceecbceb  111111  і так далі, 332211
ˆ cececeA v . 

Задача 1.15. Нехай kkijiiD 436ˆ   і kiu  2 , jv 5 . Показати 

безпосереднім обчисленням, що     vuDvuD  ˆˆ . 

Розв’язання 

 Оскільки       kiki

kji

jkivu 10505250

050

10252  , 

то 

 
             

    ,40304030

10456105436ˆ

kikkkiii

kkkiiikikkijiivuD




 

де     1 kkii . 

 З іншого боку, 

     iiijkjikkikkijiiuD 36862436ˆ  , 

де       ikkjijiikijkiiikii

kji

uD 6863608603

102

436ˆ   

і 

     kijiiijkjikvuD 403053686ˆ  . 

Задача 1.16. Розглядаючи діадик kkjjjiijiiD  243ˆ  як 

лінійний векторний оператор, знайти r , який утворюється під час дії оператора 

D  на вектор kjir 524   (рис. 1.3). 

 
Рис. 1.3. До задачі 1.16 
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Розв’язання 

 

   

         

.5104528812

528812

524243ˆ

kjikjiji

kkkjjjjjiiijiii

kjikkjjjiijiirDr







 

Задача 1.17. Визначити діадик D̂ , який слугує лінійним векторним 

оператором для вектор-функції   rbbbfa  , де kjir zyx  , а b  – 

деякий сталий вектор. 

Розв’язання  

 За допомогою формул      kfjfifa zyx bbb   і  

        bwkvjuibkwbjvbiua   побудуємо такі вектори: 

   kji

kji

i

iriiifu yzzyx 

00

, 

   kji

kji

j

jrjjjfv xzzyx 

00

, 

   kji

kji

k

krkkkfw  xyzyx

00

. 

 Тоді 

      kkjijkjiikjiwkvjuiD  xyxzyzˆ  

і 

     kjibDa zyxzyxzyx bxbybxbbzbybzbb  ˆ . 

Для перевірки можна отримати той же результат безпосередньо 

розкриваючи вектор-функцію 

     kjikjirbba xbybzbxbybzbbbb yxxzzyzyx  , 

де      kji

kji

rb xbybxbzbybzb

zyx

bbb yxzxzyzyx  . 

Задача 1.18. Виразити одиничні вектори reee ,,   через kji ,,  і показати, 

що цей тріедр складає праву систему, тобто, що reee   . 

Розв’язання  
 Безпосереднім проектуванням (рис. 1.4) знайдемо 
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      kjie  sinsincoscoscos , 

    jie  cossin , 

      kjie  cossinsincossinr . 

 
Рис. 1.4. До задачі 1.18 

  

Звідки 

      
      .cossinsincossin

sincoscoscossinsin0cossin0

0cossin

sinsincoscoscos

22

rekji

kji

kji

ee









 

 

Задача 1.19. Розкласти тензор kjkijjjiikiiD 2107643ˆ   на 

симетричну та антисиметричну частини. 

Розв’язання  

 Нехай FED ˆˆˆ  , де cEE ˆˆ   і cFF ˆˆ  . Тоді 

 

   

 

 

 

,ˆ773733

21421461466
2

1

2210101466446
2

1

2107643

2107643
2

1ˆˆ
2

1ˆ

c

c

Ekjkijkjjjiikijii

kjkijkjjjiikijii

jkkjikkijjijjikiikii

jkikjjijkiii

kjkijjjiikiiDDE
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де  


















0210

076

403

D̂ ,    


















004

270

1063

ˆˆ T
c DD ,  



















017

173

733

ˆ
cE . 

 

   

 

 

 

,ˆ3333

262666
2

1

2106421064
2

1

2107643

2107643
2

1ˆˆ
2

1ˆ

c

c

Fkjkijkjiikij

kjkijkjiikij

jkikijkikjkijiik

jkikjjijkiii

kjkijjjiikiiDDF











 

 де  






















013

103

330

ˆ
cF . 

 Задача 1.20. Вектори 
321 ,, aaa  утворюють взаємний базис для базисних 

векторів 321 ,, aaa  (не обов’язково одиничних), якщо ij
i

i aa . Знайти 

необхідні співвідношення для побудови взаємного базису і виконати ці 

обчислення для наступних базисних векторів: 

 jib 431  , kjib 222  , kjib 3 . 

Розв’язання  

 Відповідно визначенню, 11
1 aa , 02

2 aa , 03
3 aa . Отже 1

a  

перпендикулярний векторам 2
a  і 3

a , тому паралельний 32 aa  , тобто 

 32
1

aaa  . Оскільки 11
1 aa , то 1321  aaa  і 

   321321 11 aaaaaa  . Таким чином, знайдено загальне правило 

отримання взаємного базису: 

 
 321

321

aaa

aa
a


 , 

 321

132

aaa

aa
a


 , 

 321

213

aaa

aa
a


 . 

 Для вказаних базисних векторів 321 ,, bbb  маємо, що 

 

   

        
      .121233043

21212243

111

22143,, 321321







jjkjiji

kjiji

kji

jibbbbbb
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 Тоді  

 
 

     

,
412

330

12

212122

12

111

221

321

321

kjkji

kji

kji

bbb

bb
b

















  

 
 

     

,
124312

34

12

343040

12

043

111

321

132

kjikji

kji

kji

bbb

bb
b












  

 
 

     

.
6

5

23

2

12

1068

12

460608

12

221

043

321

213

k
j

i
kji

kji

kji

bbb

bb
b















  

  

1.2. Індексні позначення – декартові тензори 

Задача 1.21. У тривимірному просторі розшифрувати наступні тензорні 

символи (декартові тензори): ijjiijiijijjii SbaTaRBA ,,,, . 

Розв’язання  

 iiA  представляє одну суму: 332211 AAAAii  ; 

 ijjB  представляє три суми: 

  1) для 1i    133122111 BBB  , 

  2) для 2i   233222211 BBB  , 

  3) для 3i   333322311 BBB  ; 

 ijR  представляє дев’ять компонент: 

   

;,,

,,,

,,,

333231

232221

131211

RRR

RRR

RRR
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ijiTa  представляє три суми: 

  1) для 1j   313212111 TaTaTa  , 

  2) для 2j   323222121 TaTaTa  , 

  3) для 3j   333232131 TaTaTa  ; 

 ijji Sba  представляє суму дев’яти членів. Перше підсумовування по i  дає 

jjjjjjijji SbaSbaSbaSba 332211  . Потім кожне із цих трьох доданків 

підсумовуємо по j :  

 

.            

            

333332233113

233222222112

133112211111

SbaSbaSba

SbaSbaSba

SbaSbaSbaSba ijji







 

 Задача 1.22. В тривимірному просторі обчислити наступні вирази, що 

містять символ Кронекера ij : а) ii ; б)  ijij ; в) jkikij  ; г) jkij ; д) .ikij A  

Розв’язання 
 Символ Кронекера в тривимірному просторі записується як 

 


















100

010

001

ij . 

а) 3111332211 ii . 

б)  
       

    .3111100100

010010001001332211



 jjjjjjijij

 

 

Тут вираз
     1001001   означає скалярний добуток векторів. 

в) 
311111

332211



 jkkjjkkjjkkjjkikij

. 

г)      


















































 100

1

0

0

010

0

1

0

001

0

0

1

332211 kikikijkij  

ik





































































100

010

001

100

000

000

000

010

000

000

000

001

; 
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д) 

     

.

000

000

000

000

000

000

1

0

0

0

1

0

0

0

1

333231

232221

131211

333231

232221

131211

333231232221131211

332211

jk

kjkjkjikij

A

AAA

AAA

AAA

AAA

AAA

AAA

AAAAAAAAA

AAAA
































































































































 

Задача 1.23. Для тензора Леві-Чивіти ijk  безпосереднім розписуванням 

по індексах показати, що: а) 6 kijijk ; б) 0 kjijk aa . 

,1

,1

213132321

312231123




решта = 0. 

Розв’язання 
а) Виконаємо підсумовування спочатку по i : 

 

jkjkjkjkjkjkkijijk 332211  . 

Потім підсумуємо по j , записуючи тільки відмінні від нуля члени: 

 323231312323212113131212 kkkkkkkkkkkkkijijk  . 

На кінець підсумовуємо по k , знову залишаючи тільки ненульові члени: 

                  .6111111111111

132321231312123231321213213132312123



 kijijk
 

б) Виконуємо підсумовування по j , потім по k : 

 
.233213313223

122131132112332211

aaaaaa

aaaaaaaaaaaaaa

iii

iiikkikkikkikjijk




 

З цього виразу отримаємо: 

 для 1i , ,023321  aaaaaa kjjk  

для 2i , ,013312  aaaaaa kjjk  

для 3i , .012213  aaaaaa kjjk  

 Замітимо, що kjijk aa  є індексною формою запису векторного добутку 

вектора на самого себе і, відповідно, 0aa . 

 Задача 1.24. Визначити компоненту 2f  даних нижче векторів:  
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 а) jkijki Tf  , б) jijjjii bcbcf ,,  , в) *
jiji fBf  . 

Розв’язання 

 а) 3113312311321322 TTTTTf jkjk  , тут 1213   і 1231  . 

 б) 
    .32,33,212,11,2

32,322,212,133,222,211,22

bccbcc

bcbcbcbcbcbcf




 

 в) 
*

323
*

222
*

1212 fBfBfBf  . 

 Задача 1.25. Написати в розгорнутій формі і по можливості спростити 

вираз jiij xxD , якщо: а) jiij DD  , б) ijij DD  . 

Розв’язання 

 Маємо 

 

.333323321331

322322221221311321121111

332211

xxDxxDxxD

xxDxxDxxDxxDxxDxxD

xxDxxDxxDxxD jjjjjjjiij







 

 Тому 

а)       311332232112

2

333

2

222

2

111 222 xxDxxDxxDxDxDxDxxD jiij  . 

б) 0jiij xxD , оскільки 1111 DD  , 1212 DD   і так далі. 

 Задача 1.26. Показати, що jpiqjqipkpqijk  : а) при 1i , 2 qj , 

3p ; б) 1 qi , 2 pj . 

Розв’язання 

 а) Покладемо 1i , 2j , 3p , 2q  і замітимо, що k  – індекс 

підсумовування і, відповідно, пробігає значення 1,2,3. Тоді 

 03321232321221321213212  kkkpqijk , 

 00023122213  jpiqjqip . 

 б) Нехай 1i , 2j , 2p , 1q . Тоді  

 1321123  kpqijk , 

 11022112112  jpiqjqip . 

 Задача 1.27. Показати, що тензор jijkik aB   антисиметричний. 

Розв’язання 

 Згідно з визначенням ijk  перестановка місцями двох індексів веде до 

зміни знаку, так що 

      kikijkjijijkik BBaaB  . 
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 Задача 1.28. Нехай задано антисиметричний декартовий тензор ijB  і 

вектор jkijki Bb 
2

1
. Показати, що ipqipq bB  . 

Розв’язання 

 Помножимо даний вектор на pqi  і скористуємося тотожністю, що 

доведена в задачі 1.26 

 
   

  .
2

1

2

1

2

1

2

1

pqpqpq

qppqjkqjpkqkpjjkijkpqiipqi

BBB

BBBBb




 

 Задача 1.29. Безпосереднім обчисленням знайти компоненти метричного 

тензора в сферичній системі координат, яка показана на рис. 1.5. 

 
Рис. 1.5. Сферична система координат 

 

Розв’язання 

 Формулу pqq

i

p

i

pq
x

x

x

x
g 








  перепишемо у вигляді 

q

i

p

i
pq

xx
g








 . 

Нумерацію координат приймемо такою  321   ,, r  (рис. 1.6).  

Тоді  

 3211 cossin x , 3222 sinsin x , 213 cosx . 

Відповідно, 

 32

1

1 cossin 


x
, 321

2

1 coscos 


x
, 321

3

1 sinsin 


x
, 

 32

1

2 sinsin 


x
, 321

2

2 sincos 


x
, 321

3

2 cossin 


x
, 

 2

1

3 cos


x
, 21

2

3 sin


x
, 0

3

3 


x
. 
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Звідси знайдемо 

 1cossinsincossin 3
2

3
2

2
2

3
2

2
2

11

11 







 ii xx

g , 

 
Рис. 1.6. До задачі 1.29 

 

 2
12

22
13

2
2

22
13

2
2

22
1

22

22 sinsincoscoscos 







 ii xx

g , 

 2
22

13
2

2
22

13
2

2
22

1

33

33 sincossinsinsin 







 ii xx

g . 

 Крім того, 0pqg  для qp  . Наприклад, 

     

   .0sincos

sincossinsincoscoscossin

212

3213232132

21

12











 ii xx

g
 

 Таким чином, у сферичних координатах квадрат діференціала відстані ds  

дорівнює 

            23

2

21

2

2

2

1

2

1

2
sin  dddds , 

або 

          222222
sin  drdrdrds . 

 Задача 1.30. Показати, що довжина лінійного елемента ds , яка 

відповідає прирощенню криволінійній координаті id , дорівнює iii dgds   

(тут підсумовування не виконується). Застосувати отриманий результат до 

сферичної системи координат (задача 1.29). 

Розв’язання 

 Напишемо формулу   qp

q

i

p

i

dd
xx

ds 









2
 у вигляді   qppq ddgds 

2
. 

Тоді для лінійного елементу  0,0,1d  отримаємо вираз  
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   2111

2

1  dgds  і 1111  dgds . 

Аналогічно для  0,,0 2d  отримаємо 

2222  dgds , 

а для  3,0,0 d  отримаємо 

 3333  dgds . 

 У сферичній системі координат маємо наступні вирази: 

 1) для  0,0,1d  drdds  11 ; 

 2) для  0,,0 2d   rddds 212 ; 

 3) для  3,0,0 d   drdds sinsin 3213 . 

 Задача 1.31. Нехай 12  – кут між лінійними елементами  0,0,1d  і 

 0,,0 2d . Показати, що 
2211

12
12cos

gg

g
 . 

Розв’язання 

 Нехай 1111  dgds  – довжина лінійного елемента  0,0,1d , а 

2222  dgds  – довжина лінійного елемента  0,,0 2d . Тоді квадрат довжини 

 2ds  лінійного елемента  0,, 21  dd  можна обчислити так 

       2
222

2
1112112

2

2

2

12112

2
cos2cos2  dgdgdsdsdsdsdsdsds . 

 З іншого боку 

  2112
2
222

2
111

2
2  ddgdgdgdxdxds ii . 

Прирівнюючи останні дві рівності отримуємо 

.cos2cos2

2cos2

2112211221122112

2112
2
222

2
111

2
222

2
1112112





ddgdsdsddgdsds

ddgdgdgdgdgdsds
 

Звідки отримуємо, що 

2

2

1

1
1212cos

ds

d

ds

d
g


 . 

Користуючись результатом задачі 1.30 1111  dgds  і 2222  dgds , 

отримуємо 

2211

12

222

2

111

1
12

2

2

1

1
1212cos

gg

g

dg

d

dg

d
g

ds

d

ds

d
g 











 , 

що і треба було показати. 

 Задача 1.32. Осі декартової системи координат 321 xxxO   отримані 

поворотом системи 321 xxOx  на кут   навколо осі 3x . Визначити коефіцієнти 
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перетворення ijc  (тензор перетворення) вказаних осей і знайти компоненти 

вектора 332211 eeev vvv   в системі 321 xxxO  . 

Розв’язання 

 За визначенням  jiij xxc ,cos  . Кути між відповідними осями вказані на 

рис. 1.7, що дозволяє записати таблицю направляючих косинусів.  

 
Рис. 1.7. До задачі 1.32 

 

 1x  2x  3x  

1x  cos  sin  0 

2x   sin  cos  0 

3x  0 0 1 

 Таким чином тензор перетворення координат має вигляд 























100

0cossin

0sincos

ĉ  

 За правило перетворення векторів jiji vcv   отримуємо для компонент 

 ,sincos 2111  vvvcv jj  

 ,cossin 2122  vvvcv jj  

 .333 vvcv jj   

 Задача 1.33. У наведеній таблиці частково задані направляючі косинуси 

кутів між осями двох декартових ортогональних систем координат.  

 1x  2x  3x  

1x  53  54  0 

2x  0 0 1 

3x     
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Визначити елементи нижнього ряду таблиці так, щоб система 321 xxxO   

була правою. 

Розв’язання 

 Перший рядок таблиці дає одиничний вектор 1e  на осі 1x  у вигляді  

211
5

4

5

3
eee  . Точно так само маємо, що 32 ee  . Для правої системи повинна 

бути виконана рівність 213 eee   або 

 

.
5

3

5

4

000
5

3
0

5

4

100

0
5

4

5

3

5

4

5

3

21

321

321

311213

ee

eee

eee

eeeeee































 Таким чином отримали третій рядок таблиці  

3x  
5

4
  

5

3
  0 

 Задача 1.34. Нехай кути між напрямками осей координат системи зі 

штрихами і системи без штрихів (див. попередню задачу) дано в такій таблиці: 

  1x  2x  3x  

1x  135 60 120 

2x  90 45 45 

3x  45 60 120 

Визначити компоненти тензора перетворення координат ijc  і показати, 

що умови ортогональності виконуються.  

Розв’язання 

 Компоненти ijc  є направляючими косинусами і можуть бути зразу 

обчислені у відповідності до даної таблиці кутів. Таким чином, 

 





























2

1

2

1

2

1
2

1

2

1
0

2

1

2

1

2

1

ĉ . 

 Умова ортогональності jkikijcc   вимагає, щоб виконувалися такі умови: 
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1) за умови 1 kj  повинно бути 1313121211111  cccccc ; ліва частина 

очевидно, представляє собою суму квадратів елементів 1-го стовпця, 

тобто 

1
2

1
0

2

1

2

1
0

2

1
2

2

2


















 . 

2) за умови 3,2  kj  повинна бути виконана рівність 

0333223221312  cccccc , сума якої є сумою добутків відповідних 

компонентів 2-го і 3-го стовпців. Перевірка 

0
2

1

2

1

4

1

2

1

4

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
 . 

3) сума добутків відповідних елементів будь-яких стовпців повинна 

дорівнювати нулю; сума квадратів  будь-якого стовпця повинна бути 

рівна одиниці. 

4) Якщо умова ортогональності записана в формі jkkijicc  , то замість 

стовпців перемножуються рядки. Вказане вище рішення задовольняє 

всім цим вимогам. 

Задача 1.35. Показати, що сума ijij BA   представляє компоненти 

тензора другого рангу, якщо відомо, що ijA  і ijB  – тензори другого рангу. 

Розв’язання 

 Відповідно формулі pqqjpiij TaaT   і умові задачі pqqjpiij AaaA   і 

pqqjpiij BaaB  . 

 Звідки 

      ijijqjpipqqjpipqqjpiijij BAaaBaaAaaBA  , 

а це значить, що вказана сума перетворюється як декартовий тензор другого 

рангу. 

 Задача 1.36. Показати, що   kjiijkkjijikjkiijk xxxPxxxPPP 3 . 

Розв’язання 
 Оскільки всі індекси є німими і, відповідно, порядок написання змінних 

ix  не відіграють ролі, усі доданки еквівалентні один одному. Це легко показати 

за допомогою введення інших німих індексів. Так, замінюючи kji ,,  в другому 

і третьому членах на rqp ,, , отримуємо 

 rqpqprrqpqrpkjiijk xxxPxxxPxxxP  . 

 Тепер повернемося в тих самих членах до попередніх індексів 

підсумовування kji ,,  і отримаємо суму 

 kjiijkkjiijkkjiijkkjiijk xxxPxxxPxxxPxxxP 3 . 
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 Задача 1.37. Нехай ijB  – антисиметричний і ijA  – симетричний тензори. 

Показати, що 0ijij BA . 

Розв’язання 

 Оскільки jiij AA   і jiij BB  , то jijiijij BABA   або  

 0 pqpqijijjijiijij BABABABA . 

 Оскільки усі індекси є німими, то 

 ijijpqpq BABA  , 

і тому 

 02 ijij BA  або 0ijij BA . 

 Задача 1.38. Показати, що квадратична форма jiij xxD  не зміниться, якщо 

замість тензора ijD  взяти його симетричну частину  ijD . 

Розв’язання 

 Розкладемо ijD  на симетричну і антисиметричну частини 

        jiijjiijijijij DDDDDDD 
2

1

2

1
. 

 Тоді 

       jiijpqpqjiijjijiijjiij xxDxxDxxDxxDDxxD 
2

1

2

1
. 

 Задача 1.39. Використовуються індексні позначення, довести векторні 

тотожності: 

 1)      cbabcacba  ,  2) 0 aba . 

Розв’язання 

1) Нехай cbv  . Тоді kjijki cbv   і, якщо wva  , то 

 
    ,pqqpqqpqqqpq

kjqqjpkqkpjkjijkqpqip

cbabcacbacba

cbacbaw




 

(див. задачу 1.26) 

 У символічних позначеннях цей вираз має вигляд 

      cbabcacbaw  . 

2) Нехай 0 aba , тобто kjijki bav   і, якщо av  , то 

 kjiijk baa . Але ijk  антисиметричний тензор за індексами i  і j , в 

той час як добуток  kji baa  є симетричним по цих індексах. Отже, 

kjiijk baa  обертається в нуль, що можна показати, безпосередньо 

розписуючи цей вираз по індексах 

 332211 baabaabaa jiijjiijjiij   



31 
 

   13223123321 baaaa  

      .000 3213232  bbbaaaa  

 Задача 1.40. Показати, що визначник  

333231

232221

131211

det

AAA

AAA

AAA

Aij   

можна записати у вигляді kjiijk AAA 321 . 

Розв’язання 

Змішаний добуток  cb,a,  можна представити у вигляді 

 

321

321

321

ccc

bbb

aaa

cba kjiijk  cb,a,cba . 

 Якщо тепер покласти kkjjii AcAbAa 321  ,,  , то будемо мати, що 

kjiijkkjiijk AAAcba 321 . 

Цей же результат можна отримати і безпосереднім розкладанням 

визначника по рядку. Визначник можна також записати у вигляді kjiijk AAA 321 ; 

очевидно, ці два вирази еквівалентні. 

 Задача 1.41. Вектор iv  задано в базисі cb,a,   своїми компонентами 

iiii cbav  . Показати, що 
rqppqr

kjiijk

cba

cbv




 . 

Розв’язання 
Маємо 

1111 cbav  , 

2222 cbav  , 

3333 cbav  . 

За правилом Крамера можна визначити   

333

222

111

333

222

111

cba

cba

cba

cbv

cbv

cbv

 . 

З іншого боку можна записати, що 
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kjiijk cbv

cbv

cbv

cbv



333

222

111

 і rqppqr cba

cba

cba

cba



333

222

111

, 

тоді отримуємо 

rqppqr

kjiijk

cba

cbv




 . 

Аналогічним чином можна отримати для двох інших коефіцієнтів 

rqppqr

kjiijk

cba

cva




 , 

rqppqr

kjiijk

cba

vba




 . 

1.3. Матриці і матричні методи 

Задача 1.42. Для векторів kia 43  , kjb 62   і діадика 

kjjjikiiD 5423ˆ   шляхом перемноження матриць обчислити добутки 

Da ˆ , bD ˆ  і bDa  ˆ . 

Розв’язання 

Нехай vDa  ˆ , тоді 

     6209

050

040

203

403321 



















 vvvv . 

Нехай wbD ˆ , тоді 















































































10

8

12

6

2

0

050

040

203

3

2

1

w

w

w

w . 

Нехай  bvbDa ˆ , тоді 

  76

6

2

0

6209 



















 .  

Задача 1.43. Знайти головні напрямки і головні значення декартового 

тензора T̂  другого порядку, який представлено матрицею 

  






















100

031

013

ijT . 
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Розв’язання 

Для визначення головних значень  , відповідно до 0 ijijT , маємо 

рівняння 

     0131

100

031

013
2









. 

Це кубічне рівняння 

    04218147 23  , 

корені якого   11  ,   22  ,   43  . 

 Нехай тепер 
 1
in  – компоненти одиничного вектора головного напрямку, 

що відповідає   11  . Тоді два перших рівняння системи  

 

 

 

 













.0

,0

,0

333232131

323222121

313212111

nTnTnT

nTnTnT

nTnTnT

      (1.1) 

дають 
    02 1

2
1

1  nn  і 
    02 1

2
1

1  nn , звідки 
    01

2
1

1  nn , а із умови 1iinn , 

отримуємо 
  11
3 n . 

 Для   22   із системи рівнянь типу (1.1) отримуємо 
    02

2
2

1  nn , 

    02
2

2
1  nn  і 

  02
3  n . Таким чином, 

  02
3 n , а    

2

12
2

2
1  nn , оскільки 

1iinn . 

Для   43   із системи рівнянь типу (1.1) отримуємо 
    03

2
3

1  nn , 

    03
2

3
1  nn  і 

  03 3
3 n . Таким чином, 

  03
3 n , а    

2

13
2

3
1  nn . 

Орієнтація головних осей 
*
ix  відносно вихідної системи ix  визначається 

направляючими косинусами, що наведені в таблиці. 

 

 1x  2x  3x  

*
1x  0 0 1  
*
2x  21  21  0 

*
3x  21  21  0 

  

Звідси видно, що матриця тензора перетворення така 
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02121

02121

100

ˆ



c . 

Задача 1.44. Показати, що головні осі тензора, що визначені в задачі 1.43, 

утворюють праву систему ортогональних координат. 

 

Розв’язання 

Для виконання умов ортогональності необхідно виконання умов 

jkikijcc   (де ijc  – тензор перетворення координат). Оскільки під час 

визначення ijc  вже були використані співвідношення 1iinn , умови 

ортогональності для kj   виконано автоматично. Виконавши множення будь-

якого рядка (стовпця) на відповідні елементи будь-чкого іншого рядка 

(стовпця) і склавши ці добутки, впевнимося, що розв’язку, який отримано в 

задачі 1.43, умови ортогональності виконано і для .kj   

Щоб система і до того ж була, необхідно, щоб 
     132

nnn  . Таким 

чином   

          3321

321

32 21210000

02121

02121 eeee

eee

nn 



 , 

де 
 

21
2 2121 een  , 

 
21

3 2121 een   за даними задачі 1.43. 

 Наявність знаків   у компонент тензора ijc  в задачі 1.43 вказує на те, що 

існують дві системи головних осей 
*
ix  і 

**
ix . Як вказує рис. 1.8, головні 

напрямки 
*
ix  утворюють праву систему, а 

**
ix  – ліву. 

 
Рис. 1.8. До задачі 1.44 
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Задача 1.45. Показати, що матриця тензора ijT  задачі 1.43 може бути 

приведена до діагональної (головної форми) за допомогою перетворення 

pqjqipij TccT * . 

Розв’язання 

  















 









































001

21210

21210

100

031

013

02121

02121

100
*

ijT  

































 





















400

020

001

001

21210

21210

02222

022

100

 

Задача 1.46. Довести, що якщо усі три головних значення  1 ,  2 ,  3  

симетричного тензора другого рангу різні, то головні напрямки взаємно 

ортогональні. 

 

Розв’язання 

Доведення виконаємо для напрямів, що відповідають  2  і  3 . Для 

кожного із них виконується співвідношення ijij nnT  , так що  
 

 2
2

2
ijij nnT   

і  
 

 3
3

3
ijij nnT  . Домножимо першу із цих рівностей на 

 3
in , а другу на 

 2
in : 

   
 

   32
2

32
iiijij nnnnT  , 

   
 

   23
3

23
iiijij nnnnT  . 

 Оскільки тензор ijT  симетричний, можна поміняти місцями німі індекси 

i  і j  в лівій частині другого рівняння і потім друге рівняння відняти із першого. 

Отримаємо 

    
 

   32
2

32
iiijij nnnnT   

 – 

    
 

   23
3

23
iijiij nnnnT   

 = 

          032
32  ii nn . 

 Оскільки    32  , їх різниця не дорівнює нулю. Відповідно, 
    ,023 ii nn  

а це і є умова ортогональності даних двох напрямів.  
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 Задача 1.47. Обчислити головні значення тензора  2T̂  задачі 1.43 і 

впевнитися, що його головні осі співпадають з головними осями тензора T̂ . 

 

Розв’язання 

 
































































100

0106

0610

100

031

013

100

031

013
2

ijT . 

 Характеристичне рівняння для цієї матриці буде таким 

          0164136101

100

0106

0610
2









, 

звідки   11  ,   42  ,   163  . 

 Підставляючи ці значення в  

 

 

 

 













.0

,0

,0

333232131

323222121

313212111

nTnTnT

nTnTnT

nTnTnT

 

і враховуючи умову 1iinn , отримуємо: 

 для   11   

 
   

   








096

069
1

2
1

1

1
2

1
1

nn

nn
 або 

    01
2

1
1  nn , 

  11
3 n ; 

 для   42   

 

   

   

  













03

066

066

2
3

2
2

2
1

2
2

2
1

n

nn

nn

 або 
    212

2
2

1  nn , 
  02
3 n ; 

 для   163   

 

   

   

  













015

066

066

3
3

3
2

3
1

3
2

3
1

n

nn

nn

 або 
    213

2
3

1  nn , 
  03
3 n . 

 Із отриманих даних видно, що головні напрями T̂  і  2T̂  однакові. 

 Задача 1.48. Скориставшись тим, що тензор  2T̂  і симетричний тензор T̂  

мають однакові головні напрямки, знайти тензор T̂ , якщо 
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401

041

115

T̂ . 

Розв’язання 

Перш за все будемо шукати головні значення напрямків тензора T̂ . 

Діючи так само, як і в задачі 1.43, знайдемо діагональну форму T̂ . 

    0436725413

401

041

115
23 







. 

Тоді   31  ,   42  ,   63  . 

Звідки, діагональна форма T̂  має вигляд 



















600

040

003

ˆ *
T . 

 Компоненти тензора перетворення координат ijc  знаходяться із 

 

 

 

 













.0

,0

,0

333232131

323222121

313212111

nTnTnT

nTnTnT

nTnTnT

 

 В результаті отримуємо 

  




















616162

21210

313131

ijc . 

 Знайдемо тензор 
*

T̂  

 


















600

020

003

ˆ *
T . 

 Тоді, знаючи матрицю  ijc , вернемося до початкових осей координат за 

допомогою ATAATAT
** ˆˆˆ T

c  , що можна записати в матричній формі 

так 
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616162

21210

313131

600

020

003

612131

612131

62031

ijT  

 .

16216222

16216222

222242

6

1























  

  

1.4. Декартові тензори та операції над ними 

 Задача 1.49. Для функції jiij xxA , де ijA  – сталі, показати, що 

  jjiij

i

xAA
x





 і jiij

ji

AA
xx




2

. Спростити ці похідні у випадку jiij AA  . 

Розв’язання 
Розглянемо похідну 

k

j

iijj

k

i
ij

k x

x
xAx

x

x
A

x 












. 

Оскільки  

ik

k

i

x

x





, то 

  jjkkjiikjkj

k

xAAxAxA
x





. 

Диференціюючи другий раз, отримуємо 

  pkkp

p

j

jkkj

kp

AA
x

x
AA

xx









2

. 

Якщо jiij AA  , то  

jkj

k

xA
x

2



 і kp

kp

A
xx

2
2





. 

 Задача 1.50. Користуючись індексними позначеннями, довести векторні 

тотожності: а) 0 ; б) 0 a . 

Розв’язання 

а) Згідно з ii

ix
,grad 




 e ,   записується у вигляді i, , тоді 

v  має компоненти  



39 
 

kjijkkjijkiv ,,  . 

Але ijk  антисиметричний тензор третього рангу по індексах j  і k , тоді 

як kj,  симетричний за цими індексами, отже добуток kjijk ,  обертається в 

нуль. До цього ж результату можна прийти, обчислюючи окремо кожну 

компоненту v , наприклад 

032,23,32,13223,1231 v  і так далі. 

б)   0,,,  jikijkijkijk aaa , оскільки jikijk aa ,,   і jikijk  . 

 Задача 1.51. Знайти похідну функції    2321

2

1 2 xxxx   за 

напрямком, який задано одиничним вектором 321
7

6

7

3

7

2
eeen   або 

  7632 321 eeen  . 

Розв’язання 
Шукана функція обчислюється по формулі 

iin
n

,



n . 

Таким чином 

       3213121 62
7

2

7

6
2

7

3
2

7

2
22 xxxxxxx

n





. 

 Задача 1.52. Нехай ijA  – декартовий тензор другого рангу. Показати, що 

його похідна по kx , тобто kijA , , є декартовим тензором третього рангу. 

Розв’язання 

Якщо ix  і ix  – декартові системи координат, то jjii xcx   і ji

j

i c
x

x





. Тоді 

будемо мати 

 
  mpqkmjqip

k

m

m

pq

jqippqjqip

kk

ij

kij Accc
x

x

x

A
ccAcc

xx

A
A ,, 


















 , 

а це і є правило перетворення декартового тензора третього рангу.  

 Задача 1.53. Нехай ii xxr 2
 і  rf  – похідна функція r . Показати, що:  

а)      rrfrf x  і б)      rfrfrf  22
, де штрихом позначено 

диференціювання по r . 

Розв’язання 

а) Вектор f  має компоненти if , , причому  

i

i
x

r

r

f
f








, , 

а оскільки  
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iij

jj

x
x

r
r

x

r










22

2

, 

то 
r

x

x

r j

j





. 

 Отже, 

 
r

x
f

x

r

r

f
f i

i

i









, . 

 б) 
r

f
f

r

xx

r
f

r

xx
f

r

x
fff iiii

i

i
ii






















23
32

,

,
2

. 

 Задача 1.54. Скористувавшись теоремою Гауса-Остроградського, 

показати, що ij

S

ji VdSnx  , де dSn j  – елемент поверхні S , обмежений об’ємом 

V  (рис. 1.9), ix  – радіус-вектор елемента поверхні dSn j  і in  – зовнішня нормаль 

до цього елемента. 

 
Рис. 1.9. До задачі 1.54 

 

Розв’язання 

По формулі dSnTdVT
S

pijk

V

pijk   ,  можна записати 

VdVdVxdSnx ij

V

ij

V
ji

S

ji   , . 

Тут ij

j

i
ji

x

x
x 























100

010

001

,
. 

Задача 1.55. Нехай дано вектор vb   і скалярну функцію координат 

 ix . Показати, що  
V

i

S

ji dVbdSnb . 
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Розв’язання 

За умовами задачі vb  , тобто jkijki vb , . 

Тоді, використовуючи теорему Гауса-Остроградського, напишемо   

 

  







V V

iijikijkjkiijk

V
ijkijk

S

ijkijk

S

ji

dVbdVvv

dVvdSnvdSnb

,,,,,

,,,

 

оскільки 0,  jikijkv . 

 1.5. Змішані задачі 

 Задача 1.56. Для довільних векторів a  і b  показати, що 

        22
ab bababa . 

Розв’язання 
Поміняємо місцями скалярне і векторне множення в першому члені. Тоді 

отримаємо 

    

       

           ,
2

ab





bababaabbbaa

bababababba

babababa

 

оскільки другий і третій члени взаємно знищуються. 

 Задача 1.57. Нехай uωu   і vωv  . Показати, що  

    vuωvu 
dt

d
. 

Розв’язання 
а) У символічних позначеннях будемо мати 

     

       

     .vuωvωuuωv

vωuωvuωuvuωv

vωuvuωvuvuvu





 
dt

d

 

 б) У індексних позначеннях. Нехай   wvu 
dt

d
, тоді  

   kjijkkjijkkjijki vuvuvu
dt

d
w   , 

а оскільки за умовами задачі qpjpqj uu   і nmkmnk vv  , то 

   nmikmjinkkmnijknmkmnjijkkqpjpqijki vuvuvuw  . 

 Користуючись результатом задачі 1.59, отримуємо 
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  ,nmikjnimknmijminmnij

nmimnijjnimjminjnimi

vuvu

vuw




 

що в індексній формі представляє вираз  vuω  . 

Задача 1.58. Довести тотожність 

rsrqrp

nsnqnp

msmqmp

mnrpqs







 . 

Розв’язання 

Розглянемо визначник ijA  

333231

232221

131211

det

AAA

AAA

AAA

A . 

 Перестановка рядків і стовпців веде до зміни знаку визначника 

 Adet

333132

232122

131112

333231

131211

232221



AAA

AAA

AAA

AAA

AAA

AAA

. 

 Якщо рядки міняти місцями довільну кількість разів, то 

 Adet

321

321

321

mnr

rrr

nnn

mmm

AAA

AAA

AAA

 , 

а якщо замінити місцями стовпці, то 

 Adet

333

222

111

pqs

sqp

sqp

sqp

AAA

AAA

AAA

 . 

 Отже, для довільної послідовності перестановок рядків і стовпців 

отримаємо 

 Adetpqsmnr

rsrqrp

nsnqnp

msmqmp

AAA

AAA

AAA

 . 

Якщо покласти ijijA  , то 1det 









rsrqrp

nsnqnp

msmqmp

A . Тотожність доведено. 
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Задача 1.59. Скориставшись результатами задачі 1.58, довести, що: 

а) qnprqrpnsnrpqs  ; б) prsqrpqs  2 . 

Розв’язання 
У тотожності, що доведена в задачі 1.58, розкладемо визначник по 

першому рядку 

     rpnqrqnpmsrsnprpnsmqrqnsrsnqmpmnrpqs  . 

а) Покладемо sm  , отримаємо 
     

.

33

rpnqrqnp

rpnqrqnpqrnprpqnrqpnnqrp

rpnqrqnpssrsnprpnssqrqnsrsnqspsnrpqs







 

 б) В отриманому в а) співвідношенні покладемо n  рівним q , тоді 

 .23 rprpprrpqqrqqpsqrpqs   

Задача 1.60. Тензор другого рангу B̂  є кососиметричним, тобто vBB ˆˆ 

. 

Показати, що BaaB ˆ2ˆ v . 

Розв’язання 

Напишемо B̂  у вигляді 332211
ˆ ebebebB   (див. задачу 1.6). Тоді 

332211
ˆ ebebebB v  

і 

 

     

           

   

.ˆ2ˆˆˆˆ

ˆ

332211332211

333322221111

332211

BaBaBaBaBa

bebebeaebebeba

beaebabeaebabeaeba

aebaebaebaB









v

v

 

Задача 1.61. Скориставшись співвідношенням Гамільтона-Келі, знайти 

 4B̂  для тензора 























201

030

101

B̂ . 

Перевірити результат безпосереднім піднесенням у квадрат  2B̂ . 

Розв’язання 

Характеристичне рівняння для тензора B̂  має вигляд 
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  0962

201

030

101
23 







. 

 За теоремою Гамільтона-Келі тензор задовольняє власному 

характеристичному рівнянню. Отже,   

     0ˆ9ˆ6ˆ2ˆ 23
 IBBB .       (1.2) 

 Помножаючи цю рівність на B̂ , отримуємо 

       BBBB ˆ9ˆ6ˆ2ˆ 234
 ,       (1.3) 

або, підставляючи     IBBB ˆ9ˆ6ˆ2ˆ 23
  із рівняння (1.2) в рівняння (1.3), 

будемо мати 

           

    .ˆ18ˆ3ˆ10ˆ

ˆ9ˆ6ˆ18ˆ12ˆ4ˆˆ9ˆ6ˆ9ˆ6ˆ22ˆ

24

224224

IBBB

BBIBBBBBIBBB








 

 

 Звідки знайдемо 

  









































































2607

0810

705

100

010

001

18

201

030

101

3

501

090

102

10ˆ 4
B . 

Тут  



























































501

090

102

201

030

101

201

030

101

ˆ 2
B . 

 Перевіримо отриманий результат, безпосереднім множенням тензора 

 2B̂  самого на себе 

  



















































2607

0810

705

501

090

102

501

090

102

ˆ 4
B . 

 Задача 1.62. Довести, що: а) iiA , б)  ijij AA , в) ipkjpijk A  є інваріантами 

відносно перетворення координат pqqjpiij TccT  , тобто, що iiii AA   і так далі. 

Розв’язання 

а) Згідно з pqqjpiij TccT  , pqqjpiij AccA  , тоді 

iipppqpqpqqipiii AAAAccA  . 

б) ijijpqpqmnpqqnpmmnmjmipqqjpiijij AAAAAAAccAccAA  . 
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 в) 

 
   
  .mnkjnmjkmnjjmnnjmj

mnjjmnmnmnnpmijjipjpij

mnnpmijjipjpijmnnpmikjpijkipkjpijk

AA

AAcc

AccAccA







 

 Задача 1.63. Показати, що бівектор довільного тензора ijT  залежить 

тільки від  ijT , однак добуток ijijST  тензора ijT  на симетричний тензор ijS  від 

 ijT  не залежить. 

Розв’язання 

За визначенням jkijki Pv   бівектор тензора ijT  має компоненти 

jkijki Tv   або       jkijkjkjkijki TTTv  , (де  jkT  симетрична частина ijT , а 

 jkT  – антисиметрична), оскільки   0 jkijkT  ( ijk  – антисиметричний по j  і ,k  

а  jkT  – симетричний за індексами j  і k ). 

 Вказаний добуток можна записати у вигляді     ijijijijijij STSTST  . Тут 

  0ijij ST  і, відповідно,   ijijijij STST  . 

 Задача 1.64. Показати, що ED :  дорівнює ED  , якщо E  – симетричний 

тензор другого рангу. 

Розв’язання 

Напишемо тензори у вигляді jiijD eeD ˆ  і qppqE eeE ˆ . Згідно з 

    dbcacdab : , 

  qjpipqij ED eeeeED : . 

Внаслідок     dacbcdab  маємо 

     qipjqpijqipjpqij EDED eeeeeeeeED  , 

оскільки qppq EE  . Якщо тепер в останньому виразі поміняти місцями німі 

індекси p  і q , то отримаємо 

      qjpipqijpiqjpqij EDED eeeeeeeeED  . 

 Задача 1.65. Користуючись індексними позначеннями, довести векторну 

тотожність  

          babaababba  . 

Розв’язання 

Нехай   vba  . Тоді kjqijkpqip bav   або  

   

  
.,,,,

,,

,,,

qpqqqppqqqqp

qkjkqjqjpkqkpj

qkjkqjijkpqiqkjijkpqip

babababa

baba

bababav
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А це означає, що        babaababv  . 

Задача 1.66. За допомогою теореми Гауса-Остроградського показати, що 

  VdS
S

axan 2 , де V  – об’єм, укладений всередині поверхні S ,  

n  – зовнішня нормаль, x  – радіус-вектор будь-якої точки об’єму V ,  

a  – довільний сталий вектор. 

Розв’язання 
У індексних позначеннях даний інтеграл по поверхні має компоненти 

 
S

kjijkpqpi dSxan . По формулі dSnTdVT
S

pijk

V

pijk   ,  даний інтеграл 

перетворюється в інтеграл по об’єму   
V

pkjijkqpi dVxa
,

. Враховуючи, що  

a  – сталий вектор, останній вираз можна перетворити таким чином 

   

    VadVaadVaa

dVxaxadVxadVxa

q

V

qq

V

qppppq

V

pqpppq

V

pkjpjqkpkqj

V

pkjijkqpi

23

.,,,








 

Тут використано, що qp

p

q

pq
x

x
x 























100

010

001

, ,  3 pp . 

 Задача 1.67. Показати, що перетворення відображення осей координат 

(рис. 1.10) є ортогональним. 

 
Рис. 1.10. До задачі 1.67 

 

Розв’язання 
Із рис. 1.10 видно, що матриця перетворення має такий вигляд 

 


















100

010

001

ijc . 



47 
 

Умови ортогональності jkikijcc   або jkkijicc  , очевидно, виконано.  

У матричній формі це можна перевірити, скориставшись формулою 

IAAAA  TT
 

 























































100

010

001

100

010

001

100

010

001

. 

 Задача 1.68. Показати, що   DvDvI ˆˆˆ  . 

Розв’язання 

   
     

      .ˆ

ˆ

Ivkkvjjviiv

ijkikjjki

kjikkjjiivI







yxzxzy

zyx

vvvvvv

vvv

 

Звідки витікає, що  

  DvDIvDvI ˆˆˆˆˆ  , 

де DDI ˆˆˆ  . 

Задача 1.69. Обчислити: 

а) суми kijkijjiijii    ,  , , якщо всі індекси пробігають значення 1,2,3; 

 б) ті ж суми, якщо всі індекси пробігають значення 1,2,…,n. 

Розв’язання 
а) Якщо індекс застосовується двічі, то розуміється, що цей індекс 

приймає всі значення із свого інтервалу зміни і члени, що відповідають 

кожному значенню індексу із набору, підсумовуються. Індекси, що 

повторюються, часто називають німими.  

При 3,1,, kji  маємо для символу Кронекера 


















100

010

001

ij , що 

під однаковою індексацією тензора розуміється сума його діагональних 

членів, тобто  

3111332211 ii ; 

Добуток символів Кронекера 

1332211  iiiiiiiijiij   

і  

  1332211332211  iiiiiiiikikikikikikikijkij ; 
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б) при nkji ,1,,   маємо для символу Кронекера 























n

ij

000

010

001







, що 

nnnii  1112211  , 

 і аналогічно попередньому завданню маємо, що 

 njiij   і nkijkij  . 

Задача 1.70. Показати, що повна згортка симетричного ijs  і 

антисиметричного kia  тензорів дорівнює нулю: 0ijijas . 

Розв’язання 
Згортка не залежить від того, якими літерами позначені індекси, за якими 

виконується підсумовування. Тому jijiijij asas  . Лишається відмітити, що 

ijji ss   і ijji aa  , і, таким чином, 0 jiijijij asas .  

Перевірка: 

маємо симетричний тензор другого рангу 


















332313

232212

131211

sss

sss

sss

sij  і 

антисиметричний тензор 




















0

0

0

2313

2312

1312

aa

aa

aa

aij . 

Згортка з добутком тензорів аналогічна скалярному добутку. В результаті 

такого добутку маємо 




















0

0

0

23231313

23231212

13131212

asas

asas

asas

as ijij . Виконаємо повну 

згортку 

 0000 232313132323121213131212  asasasasasas . 

Задача 1.71. Кульовою складовою  s
t  і девіатором  d

t  симетричного 

тензора t  другого рангу називаються відповідно тензори з компонентами 

 
ijkk

s
ij tt 

3

1
  і 

 
ijkkij

d
ij ttt 

3

1
. 

а) Знайти девіатор кульової складової    ds
t . 

б) Знайти кульову складову девіатора    sd
t . 

Розв’язання 
а) Девіатор кульової складової за означенням девіатора визначається як 
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000

000

000

3

1

3

1

3

1
ijkkijkkijkk

s
ij

ds
ij ttttt . 

б) Кульова складова девіатора визначається за означенням кульової 

складової 

     



















000

000

000

3

1
ij

d
kk

sd
ij tt , 

оскільки для девіатора завжди справедлива рівність 
  0d
kkt . 

Задача 1.72. Покажіть, що за допомогою тензора Леві-Чивіти змішаний 

добуток трьох векторів cba ,,  може бути представлений в такому вигляді 

   kji
ijk cba cba  

в будь-якій системі координат. 

Розв’язання 

Змішаний добуток векторів можна представити через компоненти у 

вигляді визначника (який можна визначити, наприклад, за допомогою правила 

Крамера) 

   

.231312123

213132321

321

321

321

cbacbacba

cbacbacba

ccc

bbb

aaa



 abccba
  (1.4) 

Скористаємося тензором Леві-Чивіти ijk , який має 27 компонент і в 

будь-якій ортогональній системі координат визначається в такій формі: 











 ,0

 ,1

  ,1

ijk

всіху 

якщо

якщо

 . або , або ,випадках інших  

1,2,3; ізку перестановнепарну  дають 

1,2,3; ізку перестановпарну  дають 

ikkjji

i,j,k

i,j,k



 

Тобто, скориставшись рис. 1.11 нескладно записати, що  

 

,1

,1

213132321

312231123




             (1.5)       

а всі інші 18 компонент, в 

яких індекси повторюються, 

дорівнюють нулю. 

 
Рис. 1.11. До визначення ijk  

Із порівняння індексів при компонентах векторів cba ,,  і знаків в (1.4) з 

індексацією і знаками символів Леві-Чивіти ijk  в (1.5) витікає формула для 
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визначення змішаного добутку трьох векторів cba ,,  за допомогою тензора Леві-

Чивіти 

  kji
ijk cba cba , 

що і треба було показати. 

Задача 1.73. Покажіть, що об’єм паралелепіпеда зі сторонами cba ,,  

дорівнює 
kji

ijk cba . 

Розв’язання 
Виберемо довільним чином три вектори: 

iia ea  , jjb eb  , kkc ec  , 3,2,1,, kji . 

Об’єм паралелепіпеда, який побудовано на цих векторах, є визначник   

321

321

321

ccc

bbb

aaa

V abc
.        (1.6) 

Об’єм abcV  є скаляром і не змінюється при перетворенні координат. При 

цьому 0abcV , якщо орієнтація векторів cba ,,  співпадає з орієнтацією 321 ,, eee

, в протилежному випадку 0abcV . 

Безпосередньою перевіркою можна показати, що визначник (1.6) можна 

виразити через тензор Леві-Чивіти ijk  

abcV 231312123213132321 cbacbacbacbacbacba  , 

а із визначення тензора Леві-Чивіти маємо, що 

.1  ,1 213132321312231123   

Тому спираючись на порівнянні індексів і знаків тензорів останніх 

виразів можна записати, що 

abcV
kji

ijk cba , 

що і треба було показати. 

Таким чином abcV  є згорткою математичного об’єкта і компонент тензора 

kji cba  і ця згортка для будь-яких векторів cba ,, , які визначають тензор 

kji
kji cba eee , є скаляром. Тому kjiijk eeeE   є тензором 3-го рангу і називається 

тензором Леві-Чивіти або  -тензором. Легко бачити, що  -тензор 

антисиметричний за перестановкою двох індексів: 

jikjkikjikijikjijk  . 

1.6. Додаткові задачі для самоконтролю 

Задача 1.74. Показати, що вектори kjiu   і jiv   взаємно 
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 перпендикулярні. Знайти такий вектор w , щоб wvu ,,  утворювали 

правий тріедр. 

Відповідь:  kjiw 2
6

1
 . 

Задача 1.75 Знайти матрицю перетворення, що зв’язує трійку векторів 

wvu ,,  задачі 1.69 і орти осей координат. 

Відповідь: 

 
























626161

02121

313131

ijc . 

 Задача 1.76. Використовуючи індексні позначення, довести, що:  

а) 3 x , б) 0 x , в) axa  , де x  – радіус-вектор, а a  – деякий сталий 

вектор. 

 Задача 1.77. Знайти головні значення симетричної частини тензора 

 
























1183

661

315

ijT . 

 Відповідь:   151  ,   52  ,   103  .  

Задача 1.78. Для симетричного тензора 

 


















740

473

037

ijT  

визначити головні значення і напрямки головних осей. 

 Відповідь:   21  ,   72  ,   123  . 

 1x  2x  3x  

*
1x   253  21   254  

*
2x  54  0 53  

*
3x   253  21   254  

 Задача 1.79. Дано довільний вектор v  і будь-який одиничний вектор e . 

Показати, що v  можна розкласти на дві компоненти – паралельну і 

перпендикулярну вектору e , тобто, що    eveeevv  . 

 Задача 1.80. Нехай 0 v , wv   і vw  . Показати, що 

vv 2 . 

 Задача 1.81. Провести перевірку розв’язку задачі 1.48, показавши 

безпосереднім множенням, що   TTT  . 
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 Задача 1.82. Витягти корінь квадратний із тензора 

 


















900

032

023

B̂ . 

 Відповідь: 

   
   























300

01515

01515

ˆ
2
1

2
1

2
1

2
1

B  

 Задача 1.83. Скориставшись розв’язками задачі 1.40, тобто рівністю 

kjiijk AAA 321
ˆdet A , показати, що   BABA ˆdetˆdetˆˆdet  . 

 Задача 1.84. Впевнитись у тому, що: а) 33 vvpp  , б) 33 jjii AA  ,  

в) ,0 ijkij  г) 2332 AA jiji  . 

 Задача 1.85. Перетворення, що зв’язує системи координат 321 xxxO   і 

321 xxOx  задано таблицею 

   1x  2x  3x  

*
1x   253  21   254  

*
2x  54  0 53  

*
3x   253  21   254  

  

а) Показати, що виконано умови ортогональності jkikijcc   і .pssqpqcc   

 б) Визначити в системі зі штрихом координати точки, що має радіус-

вектор 312 eex  . 

 в) Як виглядає в системі зі штрихами рівняння площини ?13 321  xxx  

 Відповідь: б)     252- ,511 ,252 , в) 1222 321  xxx . 

 Задача 1.86. Показати, що об’єм V , що розміщений всередині поверхні 

S , можна задати виразом   
S

dSV nxx
6

1
, де x  – радіус-вектор, а  

n – одиничний вектор зовнішньої нормалі до поверхні. 

 Вказівка: записати V  у вигляді  
S

jjii dSnxxV
,6

1
 і використовувати 

формулу dSnTdVT
S

pijk

V

pijk   , . 

 Задача 1.87. Показати, будь-який тензор другого рангу можна записати у 

вигляді суми симетричного і антисиметричного тензорів. Чи є єдиним таке 

представлення? 
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 Відповідь:    jiijjiijij ttttt 
2

1

2

1
; представлення єдине. 

 Задача 1.88. Показати, що якщо для тензора другого рангу за умови будь-

якого вектору v  виконується рівність 0jiij vvt , то тензор t  антисиметричний. 

 Задача 1.89. Знайти головні компоненти і головні осі тензора, що має в 

деякому ортонормованому базисі ie  таку матрицю компонент: 

 а) 




















300

013

031

; б) 




















200

013

031

. 

Відповідь: а)   21  ,   12  ,   33  ; 
 

21
1 2 een  , 

 
21

2 3 een  , 

 
3

3
en  ; б)   21  ,     232  . 

 Задача 1.90. Перевірте справедливість наступних співвідношень для 

тензора Леві-Чивіти: 

 jpiqjqippqkijk  , ijjklikl  2 , 6 ijkijk . 

 Задача 1.91. а) Покажіть, що за допомогою тензора Леві-Чивіти змішаний 

добуток трьох векторів cba ,,  може бути представлено в такому вигляді 

   kji
ijk cba cba  

в будь-якій системі координат. 

 б) Напишіть компоненти подвійного векторного добутку 

  cba   

векторів cba ,,  через їх компоненти. 
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2. НАПРУЖЕНИЙ СТАН 

2.1. Напружений стан у точці. Вектор напруження. Тензор 
напруження   

Задача 2.1. Вектори напруження  n
it  і  *n

it  в точці P  діють відповідно 

на елементи поверхні Sni  і ** Sni  . Показати, що компонента  n
it  в напрямку 

*
in  дорівнює компоненті  *n

it  в напрямку in  (рис. 2.1). 

 
Рис. 2.1. До задачі 2.1 

 

Розв’язання 

 За умовами задачі вимагається показати, що  

     **
iiii ntnt nn  . 

 Згідно  
jiji nt n  можна написати  

ijjiii nnnt ** n , а в силу симетрії 

,ijji  так, що  

    ***
jjjiijijji ntnnnn n , 

що і треба було показати. 

 Задача 2.2. Тензор напруження в точці P  задано так 

 






















402

050

207

σ̂ . 

 Визначити вектор нормалі в точці P  на площадці з одиничним вектором 

нормалі 321
3

1

3

2

3

2
eeen  . 

Розв’язання 

 Для розв’язання задачі скористаємося співвідношенням 
 

σnt
n ˆ . Для 

більшої наочності множення виконаємо в матричній формі      kjkj nt  11
n  
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.
3

4

3

4
,

3

10
,

3

2

3

14

402

050

207

3

1
,

3

2
,

3

2
,, 321





































nnn ttt

 

Таким чином 

 
21

3

10
4 eet

n  . 

 Задача 2.3. Для вектора напруження задачі 2.2 визначити:  

а) компоненту, перпендикулярну площадці; б) модуль  n
it ; в) кут між 

 n
t  і n . 

Розв’язання 

 а) За умовами і розв’язками задачі 2.2 321
3

1

3

2

3

2
eeen   і 

 
21

3

10
4 eet

n  . Тоді можна визначити 

 

9

44

3

1

3

2

3

2

3

10
4 32121 

















 eeeeent

n . 

б) 
      207,5

3

612

9

100
16

3

10
4

3

10
4 2121 

















 eeee

nnn
iii ttt . 

в) Оскільки 
     cosnn

tnt , то 

 

 
939,0

613

22

6129

344
cos 









n

n

t

nt
, 

  1,20
180

939,0arccos 


 . 

 Задача 2.4. Дано вектори напруження 
 1e
it , 

 2e
it , 

 3e
it , що діють на три 

координатні площадки. Показати, що сума квадратів модулів цих векторів не 

залежить від орієнтації кожної координатної площини. 

Розв’язання 

 Нехай S  – вказана сума. Тоді 

 
           332211 eeeeee

iiiiii ttttttS  , 

а із  
jij

it 
e  витікає, що 

 jijiiiiiiiS  332211  – інваріант.   

 Задача 2.5. Напружений стан у деякій точці задано тензором напружень 
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cb

ca

ba

ij , 

де cba ,,  – константи, а   – деяке значення напруження. Визначити константи 

cba ,,  так, щоб вектор напруження на октаедричній площадці з одиничною 

нормаллю 321
3

1

3

1

3

1
eeen   дорівнював би нулю. 

Розв’язання 

 Для заданих тензора напруження і вектора нормалі величина  
jiji nt n  

повинна дорівнювати нулю. Напишемо цей вираз у матричній формі 

 

























































0

0

0

31

31

31

cb

ca

ba

, звідки маємо 

.1

;1

;1







cb

ca

ba

 

 Розв’язуючи ці рівняння, отримуємо 
2

1
 cba . Тоді розв’язок 

задачі виражається таким тензором 

 
























22

22

22

ij . 

 Задача 2.6. У точці P  задано тензор напружень 

 






















210

135

057

σ̂ . 

 Визначити вектор напруження на площадці, що проходить через точку 

P  паралельно площині ABC , що показана на рис. 2.2. 

 
Рис. 2.2. До задачі 2.6 
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Розв’язання 

 Площина ABC , що проходить через три задані точки  0,0,4A ,  0,2,0B  і 

 6,0,0C  (див. рис. 2.2), визначається рівнянням 

 1226348824120

600

020

004

321321

321

321

321









xxxxxx

xxx

xxx

xxx

. 

 Вектор нормалі до площини ABC  визначається через векторний 

добуток двох векторів, що утворюють дану площину, наприклад 

 321

321

82412

604

024 eee

eee

ACABv 



  і тоді  

321
321

222

321

7

2

7

6

7

3

28

82412

82412

82412
eee

eeeeee

v

v
n 







 , 

де 21 24 eeAB   і 31 64 eeAC  . 

 За формулою         
























333231

232221

131211

321321 nnnttt nnn  вектор 

напруження можна визначити множенням вектора нормалі на матрицю 

компонентів тензора напружень 

  10,5,9
7

1

210

135

057

7

2
,

7

6
,

7

3






























. 

 Таким чином, 

 
 

321
7

10

7

5

7

9
eeet

n  . 

 Задача 2.7. Напружений стан у будь-якій точці суцільного середовища в 

декартовій системі координат задано тензором 

 


















020

205

053

ˆ

3

3
2
2

2
221

x

xx

xxx

σ . 

 Визначити вектор напруження в точці  3,1,2P  на площадці, дотичній 

у цій точці до циліндричної поверхні 42
3

2
2  xx . 
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Розв’язання 

 Після підстановки  3,1,2P  напруження в цій точці приймають 

значення 

 


















0320

3205

056

σ̂ . 

 Одиничний вектор нормалі в точці P  визначається вектором 

  4grad 2
3

2
2  xx . 

 Таким чином, 

 3322 22 ee xx   

і, відповідно, в точці  3,1,2P  

 32 322 ee  . 

Тоді одиничний вектор нормалі в точці P  є (рис. 2.3) 

 
32

32

22

32

2

3

2

1

4

322

322

322
ee

eeee
n 












 . 

На кінець, вектор напруження на площадці, яка перпендикулярна до n  в 

точці P , визначається за формулою  
jiji nt n  



















































3

3

25

23

21

0

0320

3205

056

, 

або 

 
321 33

2

5
eeet

n  . 

 
Рис. 2.3. До задачі 2.7 
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2.2. Рівняння рівноваги 

Задача 2.8. Який вигляд повинні мати компоненти масової сили, якщо 

за умови розподілу напруження задачі 2.7, усюди виконуються рівняння 

рівноваги 0,  ijij b ?  

Розв’язання 

 Підставимо в рівняння 0,  ijij b  значення, які безпосередньо 

обчислені за заданим у задачі 3.7 тензором напруження :

020

205

053

ˆ

3

3
2
2

2
221



















x

xx

xxx

σ  

 

.0000

;0200

;00103

3

2

122







b

b

bxx

 

 Ці рівняння задовольняються за умови  21 13xb ,  22b , 03 b . 

 Задача 2.9. Вивести рівняння 0
V

jkijk dV  із рівняння 

  0 
S V

kjijkkjijk dVbxdStx n . 

Розв’язання 

 Почнемо з рівняння 

   0 
S V

kjijkkjijk dVbxdStx n .      (2.1) 

 Підставимо 
 

jjik nt n
 в інтеграл по поверхні і перетворимо результат 

до інтегралу по об’єму по формулі dSnTdVT
S

pijk

V

pijk   ,  

       
S V

ppkjijkppkjijk dVxdSnx
,

, 

 Виконаємо в цьому інтегралі по об’єму диференціювання і об’єднаємо 

результат з іншим інтегралом по об’єму, що входить у формулу (2.1) 

    0,, 
V

kppkjpkpjijk dVbxx .     (2.2) 

 Але внаслідок рівнянь рівноваги 0,  kppk b  доданок у скобках 

формули (2.2) перетворюється в нуль, а jp

p

j

pj
x

x
x 




, , то 

pkpkjppkpjx , , і тому інтеграл по об’єму приводиться до вигляду 
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  0
V

jkijk dV , 

що і треба було вивести. 

 2.3. Перетворення тензора напруження 

Задача 2.10. Напружений стан у деякій точці задано в декартовій 

системі координат 321 xxOx  тензором 

























200

022

022

σ̂ . 

 Визначити тензор напруження σ̂  для повернутих осей 321 xxxO  , які 

пов’язані з осями без штрихів тензором перетворення координат 

 




















212121

212121

21210

Ĉ .  

Розв’язання 

 Формула pqjqipij cc   дає закон перетворення тензора напруження, 

який також можна записати в символьному вигляді T
c CσCCσCσ ˆˆˆˆˆˆˆ  . 

Детальні обчислення краще провести за допомогою множення відповідних 

матриць      qjpqipij cc  . Таким чином, 

 

 

.

2112

1210

200

212121

212121

21210

200

022

022

212121

212121

21210


















































































ij

 

 Задача 2.11. Показати, що закон перетворення напружень можна 

отримати, скориставшись виразом jiijN nn  для величини нормального 

напруження на довільній площадці, що має одиничний вектор нормалі 
in . 

Розв’язання 

 Оскільки 
N  – тензор нульового порядку (тобто скаляр), тому в будь-

якій системі координат (зі штрихами або без штрихів) 
N  буде записуватися 

однаково 
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 jiijjiijN nnnn  , 

але, згідно з jiji vcv  , будемо мати, що jiji ncn  , і тому 

 qppqNqjqpipijjiij nnncncnn  , 

де в останньому члені використані нові індекси підсумовування. Таким 

чином, 

   0 qppqjqipij nncc , 

а оскільки напрямки осей без штрихів є довільними, то маємо 

 pqjqipij cc  . 

 Задача 2.12. В системі осей без штрихів (рис. 2.4) тензор напруження 

має вигляд 

 

























00

00

00

ij . 

 
Рис. 2.4. До задачі 2.12 

 

 Визначити тензор напруження в осях зі штрихами, напрямки яких 

вказані на рис. 2.4. 

Розв’язання 

 Перш за все необхідно повністю визначити матрицю перетворення ĉ . 

Вісь 
1x   складає однакові кути з осями 3,2,1  , ixi

 (тобто співпадає з 

діагоналлю одиничного куба), тому перший рядок таблиці перетворення, а 

також компонента 
33c  відомі: 

 

 1x  
2x  

3x  

1x  31  31  31  

2x     

3x    21  
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Розглянемо як визначено 31cos  . Рлзглянемо одиничний куб. 

Спочатку визначемо діагональ його граней 211 22  . Тоді дігональ 

одиничного куба   32121
22  . Звідки будемо мати, що 

31cos  . 

 Елементи таблиці перетворення, яких не вистачає, можна визначити із 

умови ортогональності jkikijcc   (додаток Б, файл task 2-12.xmcd)  

  




















21210

616162

313131

ijc . 

 Отже, 

  .

00

00

00

21210

616162

313131

00

00

00

21210

616162

313131






















































































T

ij

Отриманий результат не буде здаватися дивним, якщо розглянути круги Мора 

для напруженого стану з трьома однаковими значеннями головних напружень. 

 2.4. Поверхня напруження Коші 

 Задача 2.13. Знайти поверхні напруження Коші в точці P  для таких 

напружених станів: 

 а) усесторонній рівномірний розтяг (стискання) 

  332211
, 0231312  ; 

 б) одновісний розтяг (стискання) 

 11 , 02313123322  ; 

 в) простий зсув 

  2112 , 02313332211  ; 

 г) плоский напружений стан 

  2211 ,  2112 , 0233133  .  

Розв’язання 

 Згідно 
2kjiij   (k – стала), рівняння поверхні напруження в 

символічній формі запису має такий вигляд 2ˆ k


σ . Використовуючи 

матричну форму, отримуємо результати. 

 а)   22
3

2
2

2
1

3

2

1

321

00

00

00

k













































 . 
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 Звідси видно, що поверхня напруження для всестороннього 

рівномірного розтягу є сферою 

  22
3

2
2

2
1 k . 

 б)   22
1

3

2

1

321

000

000

00

k







































 . 

 Поверхня напруження для одновісного розтягу представляє собою дві 

площини, перпендикулярні лінії дії напруження. 

 в)   2
21

3

2

1

321 2

000

00

00

k











































 . 

 Поверхня напружень для простого зсуву є гіперболічний циліндр з 

утворюючою, що паралельна осі 3 . 

 г)   22
321

2
1

3

2

1

321 2

000

0

0

k











































 . 

 Для плоского напруженого стану поверхня представляє собою 

циліндричну поверхню з утворюючою, яка паралельна осі нульового 

напруження, і напрямної у вигляді кривої другого порядку. 

 Задача 2.14. Показати, що для напруженого стану, заданого тензором 

 


















c

b

a

00

00

00

σ̂ , 

поверхня напруження (квадрика) Коші буде еліпсоїдом (еліпсоїдом 

напруження), якщо a , b  і c  мають однакові знаки. 

Розв’язання 

 Рівняння поверхні напруження має вигляд 

   22
3

2
2

2
1

3

2

1

321

00

00

00

kcba

c

b

a









































 . 

 Це еліпсоїд 

 
abc

k

abacbc

22
3

2
2

2
1 










. 
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2.5. Головні напруження 

Задача 2.15. Тензор напруження в точці P  в декартових осях 321 xxOx  

має компоненти 



















021

201

113

. 

 Визначити головні напруження і головні осі тензора напруження, з 

якими буде пов’язана система осей координат *
3

*
2

*
1 xxOx . 

Розв’язання 

 Згідно з 0 ijij , головні напруження   визначається із рівняння 

 0

21

21

113









, 

або в розгорнутому вигляді 

     0142  . 

 Головні напруження є коренями цього рівняння   21  ,   12  , 

  43  . Нехай вісь *
1x  співпадає з віссю головного напруження  1  і нехай 

 1
in  – направляючі косинуси цієї осі. Тоді, згідно  

     0 k
jijkij n ,         (2.3) 

маємо 

 

       

     

      .022

;022

;023

1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

1
1







nnn

nnn

nnn

 

 Звідки   01
1 n ,    1

3
1

2 nn  , а оскільки 1iinn , то 
  

2

121
2 n . Тому   01

1 n , 

 

2

11
2 n ,  

2

11
3 n . 

 Нехай точно так само вісь *
2x  відповідає головному напруженню  2 . 

Тоді, згідно (2.3), 

 

       

     

      ,02

;02

;013

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1







nnn

nnn

nnn

 
звідки отримуємо      3

3
3

2
3

1 nnn  . Тоді з 1iinn , маємо  
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     ,
3

1
13 3

1

23
1  nn  

так, що   312
1 n ,   312

2 n ,   312
3 n . 

 Нехай, на кінець, *
3x  відповідає головному напруженню  3 . Тоді, 

згідно (2.3), 

 

       

     

      ,042

;024

;043

3
3

3
2

3
1

3
3

3
2

3
1

3
3

3
2

3
1







nnn

nnn

nnn

 
так, що   623

1 n ,   613
2 n ,   613

3 n . 

 Задача 2.16. Показати, що тензор перетворення, що складається із 

направляючих косинусів, які визначені в задачі 2.15, призводить первинний 

тензор напруження до діагонального вигляду, тобто осі *
ix  є головними. 

Розв’язання 

 Згідно      qjpqipij cc *
, що для умов даної задачі зразу дає 

 




























































































400

010

002

6

1

3

1

2

1
6

1

3

1

2

1
6

2

3

1
0

021

201

113

6

1

6

1

6

2
3

1

3

1

3

1
2

1

2

1
0

*
ij . 

 Задача 2.17. Визначити головні напруження і головні осі тензора 

напруження 

 






















ij . 

Розв’язання 

 Згідно 0 ijij , 

 0







, 

або          3,0,00303 321
232

. 

 Для    33  згідно рівнянь      0 k
jijkij n  



66 

 

 

     

     

      ,02

;02

;02

3
3

3
2

3
1

3
3

3
2

3
1

3
3

3
2

3
1







nnn

nnn

nnn

 
і, відповідно,       313

3
3

3
3

1  nnn . 

 Для    21   рівняння      0 k
jijkij n

 
зводиться до вигляду

 

 

,0

;0

;0

321

321

321







nnn

nnn

nnn

 

разом з 1iinn  це недостатньо для однозначного визначення першої і другої 

головних осей. Таким чином, будь-яка пара взаємно перпендикулярних осей, 

які перпендикулярні напрямку  3
in , може слугувати головними осями. 

Розглянемо, наприклад, осі, що були визначені в задачі 2.12 матрицею 

перетворення 

  




















21210

616162

313131

ijc . 

 За законом перетворення      qjpqipij cc   матриця головних 

напружень  *
ij  має вигляд 

 

 

.

000

000

003

21610

216131

06231

000

000

333

216131

216131

06231

21210

616162

313131
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ij

 

 Задача 2.18. Показати, що осі *
3

*
2

*
1 xxOx  (де *

33
*
2 ,, xxx  лежать в одній і тій 

же вертикальній площині, а *
21

*
1 ,, xxx  – в одній горизонтальній площині) теж е 

головними осями тензора напруження задачі 2.17. 

Розв’язання 

 Ясно, що деякі елементи матриці (тензора) перетворення координат  ijc

, що зв’язує дві системи осей, відомі 
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313131

32

0

ijc . 

 Це добре видно на рис. 2.5. 

 

 
Рис. 2.5. До задачі 2.18 

 

 Решта чотири елементи визначаються із умов ортогональності 

jkikijcc 
 
так, що (додаток В, файл task 2-18.xmcd) 

  






















313131

326161

02121

ijc . 

 Діяючи як і раніше, знаходимо 

   

































































T

ij

313131

326161

02121

313131

326161
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 Задача 2.19. Показати, що головні напруження  
*
k  і компоненти 

напруження ij  в довільній системі координат, що утворюється із головних 
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осей за допомогою перетворення з коефіцієнтами ijc , зв’язані 

співвідношенням 

 



3

1

*

p
ppjpiij cc . 

 Розв’язання 

 За правилом перетворення тензора напруження маємо 
*
pqqjipij cc  , 

але, оскільки, 
*
pq  – головні напруження, в правій частині цієї рівності 

лишаються тільки три члени з qp  . Значить, праву частину можна записати 

у вигляді 

 



3

1

*

p
ppjpiij cc . 

 Задача 2.20. Довести, що kjikij   – інваріант тензора напруження. 

Розв’язання 

 За правилом перетворення компонент тензора pqjqipij cc   маємо, що 

 

   

   

.kjikijrmqmrq

rssmmnqnpqpr

mnrspqsmqnpr

mnrspqjnkmksirjqip

mnjnkmrsksirpqjqipkjikij

cccccc

cccccc











 

 Задача 2.21. Безпосереднім обчисленням знайти інваріанти I , II , III  

тензора напруження 

 






















800

063

036

ij . 

 Знайти головні напруження для цього напруженого стану і показати, що 

діагональна форма призводить до тих самих значень інваріантів. 

Розв’язання 

 Згідно з  σ̂trI  ii  маємо 

 20866I  ii . 

 Згідно з  ijijjjii 
2

1
II  отримуємо 
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   .12394848360033688666

2

1
II

131323231212113333222211





 ijijjjii

 

 Згідно  σ̂detIII  ij  

     216243486

800

063

036

III 



 ij . 

 Тоді головні напруження знаходяться із кубічного рівняння 

 
    .0389

0216123200IIIIII 2323



   

 Звідки величини головних напружень тензора ij  будуть дорівнювати 

9I  , 8II  , 3III  . Інваріанти, які підраховані через головні значення 

напруження, дорівнюють 

  20389I IIIIII   

123272472II IIIIIIIIIIII  . 

  216389III IIIIII  . 

Задача 2.22. Октаедричною називається площадка, яка складає рівні 

кути з головними напрямами напруження (рис. 2.6). Показати, що дотичні 

напруження на цій площадці, які називаються октаедричними дотичними 

напруженнями, обчислюються за формулою 

     2IIII

2

IIIII

2

IIIokt
3

1
 . 

 
Рис. 2.6. До задачі 2.22 

 

Розв’язання 

 Нормаль до октаедричної площадки в головних осях дається виразом 
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  321
3

1
eeen  . 

 Тоді, згідно з 
 

jiji nt n
, вектор напруження на такій площадці 

дорівнює 

 

     

 ,
3

1

3

1

3III2II1I

33III22II11I321

eee

eeeeeeeeet
n





 

А його нормальна компонента буде  

    3III2II1I
3

1
eeetn

n N . 

Тут       1332211  eeeeee . 

 Отже, для дотичної компоненти будемо мати 
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1
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2
II

2
IIIII

2
I

2

1

IIIIIIIIIIII
2
III
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 Задача 2.23. В деякій точці задано тензор напруження 

 




















1120

1260

005

ij . 

 Визначити максимальне дотичне напруження в цій точці і показати, що 

воно діє в площині, яка ділить навпіл кут між площадками максимального і 

мінімального нормальних напружень. 

Розв’язання 

 Використовуючи формулу 0IIIIII 23    можна впевнитися 

в тому, що головні напруження дорівнюють 10I  , 5II  , 15III  . 

Перевіримо ці значення. Спочатку знайдемо інваріанти I , II , III  тензора 

напруження за умовами задачі: 

 0165I  ii . 
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       .1751445630012120511665

2

1
II

131323231212113333222211





 ijijjjii

 

   750144530

1120

1260

005

III 



 ij .  

 Тоді головні напруження знаходяться із кубічного рівняння 

 
    .015510

075017500IIIIII 2323



   

 Звідки величини головних напружень тензора ij  будуть дорівнювати 

10I  , 5II  , 15III  . Тобто головні напруження знайдено правильно. 

 Із формули   2IIII S  знайдемо величну максимального 

дотичного напруження  

  5,1221015 S . 

Головні осі *
3

*
2

*
1 xxOx  зв’язані з осями 321 xxxO  максимального дотичного 

напруження, як показано на рис. 2.7. Таблиця перетворення осей з 

компонентами ijc  наведена нижче.  

 
Рис. 2.7. До задачі 2.23 

 

 *
1x  *

2x  *
3x  

1x  21  0 
21  

2x  0 1 0 

3x  21  0 21  

 Визначимо тензор напруження, віднесений до осей зі штрихом 
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 Отримані результати можна пояснити, вказавши напруження, що діють 

у даній точці на елементарні куби, грані яких перпендикулярні осям 

координат (рис. 2.8).  

  

Рис. 2.8. До задачі 2.23 

 2.6. Круги Мора 

 Задача 2.24. Побудувати круги Мора для напруженого стану, описаного 

в задачі 2.23. Відмітити найважливіші точки. Встановити зв’язок між 

системою осей 321 xxxO 
 (що відповідає компонентам ij ) і головними осями 

*
3

*
2

*
1 xxOx  і нанести на діаграму точки, що характеризують напружений стан на 

координатних площинах системи 321 xxOx . 

Розв’язання 

 На верхній половині симетричної діаграми кругів Мора (рис. 2.9) 

вказана точка P  максимального дотичного напруження і відмічені головні 

напруження. Таблиця направляючих косинусів для перетворення координат 

приводить до схеми взаємного розташування осей координат, що показана на 

рис. 2.10. 
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Рис. 2.9. До задачі 2.24 

 

 *
1x  *

2x  *
3x  

1x  0 1 0 

2x  53  0 54  

3x  54  0 53  

 Осі 1x  і *
2x  співпадають. Осі 2x  і 3x  лежать у площині *

3
*
1 xx , як показано 

на рис. 2.10. За вказаними кутами 8,36  і 2,53  знаходимо положення 

точки  12;6A , яка характеризує напруження на площадці, що 

перпендикулярна осі 2x , і точки  12;1B , яка дає напружений стан на 

площадці, що перпендикулярна осі .3x  Точка  0;5C  представляє напружений 

стан на площадці, яка перпендикулярна осі 1x . 

 
Рис. 2.10. До задачі 2.24 

 Задача 2.25. Напружений стан в деякій точці в системі координат 

321 xxOx  задано компонентами  

 
























1120

1260

005

ij . 
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 Визначити аналітично компоненти вектора напруження на площадці з 

одиничною нормаллю 321
3

2

3

1

3

2
eeen  . Перевірити результати за 

допомогою діаграми Мора для цієї задачі. 

Розв’язання 

 Скориставшись 
     kjkj nt  11
n

 і властивостями симетрії тензора 

напруження, отримаємо вектор напруження на площадці з нормаллю  n  у 

вигляді добутку матриць 
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 Таким чином, 
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321 eeet
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 а із 
   

jiijiiN nnnt  nt
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 отримуємо 
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 Тоді із     222
NiiS tt 

nn  витікає, що 
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 Для даного тензора ij  головні напруження дорівнюють 10I  , 5II 

, 15III  , головні осі зв’язані з осями 321 xxOx  перетворенням, що 

визначається такою таблицею 

 
1x  2x  3x  

*
1x  0 

53  54  

*
2x  1 0 0 

*
3x  0 

54  53  

 

 Таким чином, у головних осях jiji ncn *
 або 
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 Тоді кути, що показані на рис. 2.11, дорівнюють 
2,48

3

2
arccos 

 
і 

5,70
3

1
arccos  , а діаграма кругів Мора для умов даної задачі, що 

відповідає рис. 2.12, побудована на рис. 2.13.  

 
Рис. 2.11. Зв'язок між діаграмою напруження Мора і фізичним напруженим станом 

 

 
Рис. 2.12. Зв'язок між простором напружень з фізичним простором 

 
Рис. 2.13. До задачі 2.25 
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 Задача 2.26. Побудувати круги Мора для трьох випадків плоского 

напруженого стану, що відповідають напруженням, які діють на елементарний 

куб, ребра якого паралельні осям координат, як показано на рис. 2.14. 

Визначити максимальне дотичне напруження в кожному випадку. 

   
а б в 

Рис. 2.14. До задачі 2.26 

 

Розв’язання 

 Круги Мора, що відповідають умовам задачі, показано на рис. 2.15. 

 

   
а б в 

Рис. 2.15. До задачі 2.26 

 

2.7. Кульовий тензор і девіатор напруження 

Задача 2.27. Розкласти тензор напруження 





















320

294

0412

ij  

на кульову і девіаторну складові і показати, що перший інваріант девіатора 

дорівнює нулю. 

 



77 

 

Розв’язання 

 Знайдемо спочатку кульову складову тензора ij  

   8339123  kkM . 

 Тоді девіаторна складова буде дорівнювати 

 
























































520

214

044

800

080

008

320

294

0412

ijMijijs . 

 Знайдемо перший інваріант девітора 

 0514I ˆ  iis
D

. 

 Задача 2.28. Показати, що девіатор напруження еквівалентний 

суперпозиції п’яти станів простого зсуву. 

Розв’язання 

 Скористаємося розкладанням девіатора 

 

,

00

00

000

000
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00
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де два останніх тензора, очевидно, еквівалентні стану простого зсуву по 

аналогії з випадками а і б задачі 2.26. Відмітимо також, що 223311 sss  , 

оскільки 0iis . 

 Задача 2.29. Визначити головні значення девіатора напруження для 

тензора 

 






















100

0106

0610

ij . 

Розв’язання 

 Враховуючи те, що 73213  kkM , то девіатор для ij  буде мати 

вигляд 

  
























600

036

063

ijs , 

а його головні значення знаходяться із характеристичного рівняння 
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 Таким чином, головні значення девіатора будуть такі: 9I s , 3II s , 

6III s . Такий самий результат можна отримати, якщо спочатку обчислити 

головні значення тензора напруження ij , а потім скористатися формулою 

    Mkks  . Для тензора ij , як нескладно впевнитись, головні значення 

дорівнюють 16I  , 4II  , 1III  , звідки, знаючи, що 7M , знаходимо 

9716I s , 374II s , 671III s .   

 Задача 2.30. Показати, що другий інваріант девіатора напруження 

виражається через головні значення девіатора таким чином: 

  IIIIIIIIIIIIˆII ssssss
D

 ,  

або 

   .
2

1
II 2

III
2
II

2
Iˆ sss

D
   

Розв’язання 

 Характеристичне рівняння для девіатора напруження, що записане через 

головні значення девіатора, отримується таким чином 

     .0

00

00

00

IIIIII

III

II

I









ssssss

ss

ss

ss

 

 Виконаємо деякі перетворення 

       IIIIIIIIIIIIIIIIII
3

IIIIII ssssssssssssssss  . 

 Звідки маємо, що 

  IIIIIIIIIIIIˆII ssssss
D

 . 

 Оскільки 0IIIIII  sss , то 

     2
III

2
II

2
I

2

IIIIIIIIIIIIIIIIIIˆ
2

1
222

2

1
II ssssssssssss

D
 .  

 2.8. Змішані задачі 

Задача 2.31. Довести, що будь-який симетричний тензор, наприклад, 

тензор напруження ij , при переході до будь-якої іншої системи 

перетворюється також у симетричний тензор ij . 

Розв’язання 

 По формулі pqjqipij cc   отримуємо jiqpipjqpqjqipij cccc  .  
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 Задача 2.32. Головні напруження в точці P
 

такі, що IIIIII2  . 

Визначити одиничний вектор нормалі in
 

до площадки, на якій IIN  
і 

  4IIII S . 

Розв’язання 

 Згідно 
   

jiijiiN nnnt  nt
nn

, 

     22 IIIIIII
2
3IIII

2
2I

2
1  nnnN ,  

і, оскільки 12
3

2
2

2
1  nnn , із спільного розв’язання цих рівнянь можна 

отримати, що 31 nn  . Далі із     222
NiiS tt 

nn , знаходимо 

      1642
2

IIII

2

IIII
2
III

2
3

2

IIII
2
2

2
I

2
1

2  nnnS . 

 Підставляючи в це рівняння 13 nn 
 
і 2

1
2
3

2
1

2
2 21 nnnn  , а потім 

розв’язуючи його відносно 1n , знаходимо направляючі косинуси 
22

1
1 n , 

2

3
2 n , 

22

1
3 n . 

Задача 2.33. Показати, що розкласти тензор напруження ij  на кульову і 

девіаторну частини можна тільки єдиним способом. 

Розв’язання 

 Припустимо, що існують два розкладання ijijij s , для яких 0iis
 

і 0* iis . Тоді *33 ii  і, відповідно, * , а із 
*
ijijijij ss   витікає, 

що 
*
ijij ss  . 

Задача 2.34. Довести, що якщо σ̂
 

– симетричний тензор з дійсними 

компонентами, то головні напруження теж дійсні числа. 

Розв’язання 

 За умови дійсних значень компонент тензора напруження його 

інваріанти теж дійсні числа і, відповідно, усі коефіцієнти рівняння 

0IIIIII 23    – дійсні величини. З теорії таких рівнянь відомо, що 

хоч би один корінь (головне значення) повинен бути дійсним числом. 

Позначимо його через  3
 

і розглянемо сукупність осей зі штрихами ix , 

причому напрям 3x
 
відповідає  3 . Відносно таких осей характеристичне 

рівняння має вигляд 

 

 

0

00

0

0

3

2221

1211









, 
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або         0
2

1222113  . 

 Оскільки дискримінант квадратичної форми, що стоїть у квадратних 

скобках, є додатним 

          044
2

12

2

2211

2

122211

2

2211 D , 

то і решта коренів повинна бути дійсними числами. 

 Задача 2.35. Використовуючи метод множників Лагранжа, показати, що 

екстремальні (максимальне й мінімальне) значення нормального напруження 

N  співпадають з головними напруженнями. 

Розв’язання 

 Розглянемо 
   

jiijiiN nnnt  nt
nn

, за умови 1iinn . За аналогією з 

iiS nnF  2  побудуємо функцію iiN nnH  , для якої 0 inH . Тоді 

 

  ,022

2

2 ,,,







iippiiipiipjpj

iipjpiijjipij

ipipjiijjpiijp

nnnn

nnn

nnnnnnnH

  

а це еквівалентно характеристичному рівнянню   0 jijij n  для 

визначення головних напружень. 

 Задача 2.36. Припустимо, що компоненти напруження ij
 
отримані із 

симетричного тензорного поля ij
 

за допомогою співвідношення 

pmqnjmnipqij , . Показати, що за умови відсутності масових сил 

задовольняються рівняння рівноваги 0,  jij . 

Розв’язання 

 Користуючись результатами задачі 1.58, знайдемо компоненти 

напруження 

   ppjijipppijppjpiqpqpppqqijij ,,,,,,  , 

або в розгорутому вигляді запису 

 33,2222,3311  , 21,332112  , 

 11,3333,1122  , 23,113223  , 

 22,1111,2233  , 13,221331  . 

 Підставляючи ці значення в рівняння 0,  jij , отримаємо 

 0133,22212,33331,22221,333,132,121,11  , 

 0233,11112,33332,11211,333,232,221,21  , 

 0223,11113,22232,11131,223,332,321,31  . 

 Задача 2.37. Показати, що нормаль до поверхні напруження Коші в 

точці з радіусом-вектором r
 
паралельна вектору напруження  n

it .  
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Розв’язання 

 Нехай поверхня напруження задана рівнянням 02  kjiij    

(k – стала). Нормаль до неї в будь-якій точці визначається як   або 

ii , . Отже, ipijpiijjipijp  2, . Але, оскільки, ii rn , 

останній вираз перетворюється в ipirn2  або    n
pipi tnr 22  . 

 Задача 2.38. Тензор напруження в точці P , віднесений до осей 321 xxOx  
має вигляд 

 






















2000

0510

01015

ij . 

 Нехай нові осі 321 xxxO 
 отримано поворотом навколо початку координат 

відліку, тобто перетворенням з матрицею 

  














 



53054

010

54053

ijc . 

 Визначити вектор напруження на кожній із координатних площадок 

системи зі штрихами шляхом проектування вектора напруження в початкових 

осях на напрями осей зі штрихами. Визначити таким чином ij . Перевірити 

результат використовуючи формулу перетворення pqjqipij aa  . 

Розв’язання 

 Із 
   

jj
ii t et

ee
  і тотожності 

 
ijj

it 
e

 витікає, що вектори напруження на 

координатних площадках в системі без штрихів дорівнюють 

 
 

21 10151 eet
e

 , 
 

21 5102 eet
e

 , 
 

3203 et
e

 , 

що відповідає рядкам тензора напруження. Проектуючи ці вектори на осі 

системи зі штрихами, допомогою співвідношення        321
321

eeen
tttt nnn   

отримуємо 

 
      321321 166920

5

4
1015

5

3
1 eeeeeet

e



. 

Після перетворення одиничних базисних векторів ця рівність приймає 

вигляд 

 
32131231
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Аналогічно отримуємо для 
 

321 8562 eeet
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так що 

 
























5848512
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5126591

ij .  

 З іншого боку по формулі T
c cσccσcσ ˆˆˆˆˆˆˆ   
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 Задача 2.39. Показати, що другий інваріант девіатора напруження 
D̂

II

пов’язаний з окстаедричним дотичним напруженням співвідношенням 

D
 ˆokt II

3

2
- . 

Розв’язання 

 Із задачі 2.22 відомо, що      2IIII

2

IIIII

2

IIIokt
3

1
 , 

але II sM  , IIII sM   і так далі. Тому можна записати, що 

 

     

   .22
3

1

3

1

IIIIIIIIIIII
2
III

2
II

2
I

2

IIII

2

IIIII

2

IIIokt

sssssssss

ssssss





 

 А оскільки 0IIIIII  sss , то і   0
2

IIIIII  sss  або  

  IIIIIIIIIIII
2
III

2
II

2
I 2 sssssssss  . 

 Звідки 

  
D

ssssss  II
3

2
6

3

1
IIIIIIIIIIIIokt . 

 Задача 2.40. Напружений стан у всіх точках тіла задано тензором 

напруження 
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00

0

00

1

13

3

Cx

CxCx

Cx

ij , 

де C  – довільна стала. 

 а) Показати, що якщо масові сили дорівнюють нулю, то рівняння 

рівноваги задовольняються. 

 б) Обчислити вектор напруження в точці  7;4;4 P  на площині 

722 321  xxx  і на сфері        22

3

2

2

2

1 9 xxx . 

 в) Визначити головні напруження, максимальні дотичні напруження і 

головні напруження в точці P . 

 г) Побудувати круги Мора для напруного стану в точці P . 

Розв’язання 

 а) Підставляючи безпосередньо в 0,  jij  компоненти ij , 

переконуємося в тому, що рівняння рівноваги задовольняють тотожно. 

 б) Із задачі 1.2 витікає, що одиничний вектор нормалі до площини 

722 321  xxx  визначається виразом 

 321
3

1

3

2

3

2
eeen  . 

 Тоді, згідно формули 
 

jiji nt n
, вектор напруження на цій площадці в 

точці P  дорівнює 

 

   

 .81814
3

1

3

4

3

8

3

14

3

14

4477
3
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3

2

3
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3212312

23321221321

eeeeeee

eeeeeeeeeeet
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CC

CCCC

 

 Нормаль до сфери 29ii xx
 
в точці P  визначається виразом iin , ,  

де 81 iixx , відповідно 321
9

7

9

4

9

4
eeen  . Вектор напруження в точці ,P

згідно         
























333231

232221

131211

321321 nnnttt nnn  , буде мати вигляд 

  
































 CC

C

CC

C

9

16
,0,

9

28

040

407

070

9

7

9

4

9

4n
t . 

 в) Згідно з 0 ijij  для головних напружень матимемо рівняння 
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   065

40

47

07
2 







, 

звідки 65I  , 0II  , 65III  . 

 Величина максимального дотичного напруження дорівнює 

   652IIII S . 

Оскільки середнє нормальне напруження в точці P  дорівнює 

   03IIIIII M , 

то головні значення девіатора такі ж самі, що і в тензора напруження.  

 г) Круги Мора показано на рис. 2.16. 

 

 
Рис. 2.16. До задачі 2.40 

 

 Задача 2.41. Знайти власні числа матриці повороту на кут   навколо осі 3x  

 




















100

0cossin

0sincos

. 

Розв’язання 

 Однорідна лінійна система рівнянь має нетривіальний розв’язок, якщо 

визначник цієї системи дорівнює нулю, тобто  

0

100

0cossin

0sincos









. 

 Після розкриття цього визначника отримуємо характеристичне рівняння 

відносно можливих власних значень  .  

 В результаті отримали кубічне рівняння вигляду 
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     0coscoscos2cos21 2223  . 

Після спрощення отримуємо 

    01cos21 2  . 

 Розв’язуючи останнє рівняння, знаходимо 

 1coscos 2
2,1  , 13  . 

 Задача 2.42. В деякій точці тіла в декартовій ортогональній системі 

координат тензор напружень задано такими компонентами (Па) 

  




















60150160

1500100

160100100

ij  . 

 Для площадки з нормаллю 2/1  ,2/1  ,2/1 321  nnn , знайти 

компоненти вектору  n
tp n , а також величину тангенціального np  і 

нормального nnp  напружень та кут   між np  і n . 

Розв’язання 

Компоненти вектору напруження  n
tp n  

213
2

1
160

2

1
100

2

1
1001

1  jjn np Па, 

56
2

1
150

2

1
0

2

1
1002

2  jjn np Па, 

37
2

1
60

2

1
150

2

1
1603

3  jjn np Па, 

          2233756213
222232221  nnnn pppp  Па. 

Нормальна складова вектору напружень nnp  визначається із 

співвідношення 

52
2

1
37

2

1
56

2

1
213  i

i
nnn npp  Па. 

Величина тангенціальної складової вектору напружень np  визначається 

за формулою 

   22

nn
i
n

i
nn pppp  , 

звідки  

      217523756213 22222
 nn

i
n

i
nn pppp  Па. 

Кут   між np  і n знаходиться за формулою 

23,0
223

52
/cos  nnnp p , 
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  23,0arccos 76,7 . 

 Задача 2.43. В точці М декартової системи координат компоненти 

тензора напружень задані матрицею 

  






















404

050

408

ij . 

Визначити вектор напруження  n
tp n  на площадці з нормаллю 

 321
3

2

3

2

3

1
eeen  . 

Розв’язання 

Визначимо компоненти вектору  n
tp n  

0
3

8

3

8

3

2
4

3

2
0

3

1
8 313211

1 







 eeeeejjn np , 

33212
2

3

10

3

2
0

3

2
5

3

1
0 eeee 








 jjn np , 

3313213
3

3

4

3

8

3

4

3

2
4

3

2
0

3

1
4 eeeeee 








 jjn np , 

Тоді 

3333
331

3

4

3

10

3

4

3

10
0 eeeep  nnnn ppp , 

що і треба було знайти. 

Задача 2.44. В декартовій системі координат компоненти тензора 

напружень в точці M  такі: 

1211  , 41312  , 823  , 03322  . 

а) Визначити головні напруження і головні осі тензора напруження. 

б) Розкласти тензор напруження на суму кульового тензора і девіатора. 

Розв’язання 

а) Тензор напружень за умовами задачі 



















084

804

4412
ij

ij .        (2.4) 

Головні напруження 3,2,1,  kk  визначаються із умови 

    3,2,1  ,0  kn k
jijk

ij
,       (2.5) 

 



87 

 

де 


















100

010

001

ij  – символ Кронекера; 
 k
jn  – вектор направляючих косинусів 

для кожної головних осей 3,2,1k . 

Для того щоб система рівнянь (2.5), окрім 0jn , мала ще і 

нетривіальний розв’язок детермінант  ij
ij det  із її коефіцієнтів повинен 

дорівнювати нулю 

   0 ij
ij

, 

або 

00 32
2

1
3

333231

232221

131211









JJJ ,  (2.6) 

де 321 ,, JJJ  – перший, другий і третій інваріанти тензора напружень ij ; 

332211
1 J ; 

3332

2322

3331

1311

2221

1211

2













J ;  ijJ  det3 . 

 Для тензора напружень маємо, що 

1200121 J ; 96641616
08

80

04

412

04

412
2 J ; 

512768001281280

084

804

4412

3 J . 

 Кубічне рівняння для визначення головних напружень 3,2,1,  kk  

05129612 23  . 

Для розв’язання кубічного рівняння підберемо перший корінь 41  . 

Розділимо 5129612 23    на  4 . Отримаємо 012882   

              0                               

512128              

 512128              

32 8    

69 8    

1288                      4

45129612

2

2

223

23
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2

248

2

5768

2

512648
3,2








 , 82  ,  163  , 

звідки знаходимо, що 



















16

8

4

k .          (2.7) 

Головні осі тензора напружень будемо визначати із системи рівнянь 

(2.5). Для головного напруження 41   система рівнянь (2.5) для визначення 

 1
jn  набуває вигляду 

     

     

     













.0484

;0844

;0448

1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

1
1

nnn

nnn

nnn

        (2.8) 

Оскільки детермінант (2.8) дорівнює нулю, то для розв’язання системи 

рівнянь (2.8) будемо використовувати додаткову умову  
         1

21
3

21
2

21
1  nnn .       (2.9) 

Визначимо із (2.9)  1
1n  

       21
3

21
2

1
1 1 nnn  .       (2.10) 

Із першого рівняння (2.8) знайдемо  1
1n  

            1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

1
1

2

1
0448 nnnnnn      (2.11) 

підставимо (2.11) в друге рівняння (2.8) і знайдемо  1
2n  

               








 084
2

1
40844 1

3
1

2
1

3
1

2
1

3
1

2
1

1 nnnnnnn  

               1
3

1
2

1
3

1
2

1
3

1
2

1
3

1
2 6608422 nnnnnnnn    (2.12) 

Тоді з врахуванням (2.12) 

            21
3

1
1

21
3

21
2

1
1 211 nnnnn      (2.13) 

підставимо (2.13) і (2.12) в третє рівняння (2.8) і знайдемо  1
3n  

 

           

             
 

3

1

132121

04214048214

1
3

21
3

21
3

21
3

1
3

21
3

1
3

21
3

1
3

1
3

21
3







n

nnnnn

nnnnn
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 Підходить корінь  

3

11
3 n , тоді 

 

3

11
2 n ,       

3

1

3

1

3

1

2

1

2

1 1
3

1
2

1
1 








 nnn . 

 В результаті для головної осі І маємо такий вектор направляючих 

косинусів 

    .
3

1

3

1

3

11










T

jn   

 Для визначення 
 2
jn  і 

 3
jn  головних осей ІІ і ІІІ, виконуються аналогічні 

дії. 

Для головного напруження 82   система рівнянь (2.5) для 

визначення 
 2
jn  набуває вигляду 

     

     

     













.0884

;0884

;04420

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

nnn

nnn

nnn

       (2.14) 

            2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

5

1
04420 nnnnnn  , 

              

           ,0404044

088
5

1
40884

2
3

2
2

2
3

2
2

2
3

2
2

2
3

2
2

2
3

2
2

2
3

2
2

2
1

nnnnnn

nnnnnnn













 

 

            

           .
2

1

2

1
021021

0882140884

1
3

21
3

21
3

21
3

2
3

2
3

21
3

2
3

2
2

2
1





nnnn

nnnnnn

 

Приймаємо, що  

2

11
3 n , тоді    

2

12
3

2
2  nn , а 

       0
2

1

2

1

5

1

5

1 2
3

2
2

1
2 








 nnn . 

В результаті для головної осі ІІ маємо такий вектор направляючих 

косинусів 

    .
2

1

2

1
02











T

jn  
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Для головного напруження 163   система рівнянь (2.5) для визначення 

 3
jn  набуває вигляду 

     

     

     













.01684

;08164

;0444

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

nnn

nnn

nnn

       (2.15) 

           2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 0444 nnnnnn  , 

              

       ,01212

0816408164

2
3

2
2

2
3

2
2

2
3

2
2

2
3

2
2

2
3

2
2

2
1

nnnn

nnnnnnn




 

            

           

          .
6

1
16421

022104221

016821401684

1
3

21
3

2
3

21
3

2
3

21
3

2
3

2
3

21
3

2
3

2
3

21
3

2
3

2
2

2
1







nnnn

nnnnn

nnnnnn

 

Приймаємо, що  

6

11
3 n ,    

6

12
3

2
2  nn , а  

     

6

2

6

1

6

12
3

2
2

2
1  nnn . 

В результаті для головної осі ІІІ маємо такий вектор направляючих 

косинусів 

    .
6

1

6

1

6

23










T

jn  

 Перевірка за     3,2,1,0  kn k
jijk

ij
: 

 – головна вісь І  




















484

844

448

ijk
ij ,    










3

1

3

1

3

11 T

jn ,  

 































































0

0

0

3

1
3

1
3

1

484

844

448

; 
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– головна вісь ІІ  


















884

884

4420

ijk
ij ,    










2

1

2

1
02 T

jn ,  

 


























































0

0

0

2

1
2

1
0

884

884

4420

; 

– головна вісь ІІІ  
























1684

8164

444

ijk
ij , 

   









6

1

6

1

6

23 T

jn ,  

 




































































0

0

0

6

1
6

1
6

2

1684

8164

444

. 

б) Кульова складова тензору напружень визначається за формулою 

   ij
kksij 

3

1
, 

де 332211 kk . 

 Для тензора (2.4) будемо мати, що 

 120012332211 kk , 

тоді 

 




















































400

040

004

100

010

001

4

100

010

001

12
3

1

3

1
ij

kksij , 

 Девіаторна складова тензора напружень визначається за формулою 

  






















































484

844

448

400

040

004

084

804

4412

3

1
ij

kkijdij . 
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2.9. Додаткові задачі для самоконтролю 

Задача 2.45. У точці P  задано тензор напруження 























3507

0217

7714

ij . 

 Визначити вектор напруження в точці P  на площадці, паралельній 

площині: а) BGE , б) BGFC  в елементарному паралелепіпеді (рис. 2.17). 

 
Рис. 2.17. До задачі 2.41 

 

 Відповідь: 

 а)  
321 91211 eeet

n  ; б)    321 121421
5

1
eeet

n  . 

 Задача 2.46. Визначити нормальну і дотичну компоненти напруження 

на площині BGFC  за умовами задачі 2.41. 

 Відповідь: 

 
5

63
N ,  

5

7,37
S . 

 Задача 2.47. Головні напруження в точці P  такі: 12I  , 3II  , 

6III  . Визначити вектор напруження і його нормальну компоненту на 

октаедричній площині в точці P . 

 Відповідь: 

     3  ,6312
3

1
321  Neeet

n . 

 Задача 2.48. Визначити величини головних напружень тензорів: 

 а) 


















011

101

110

ij ;  б) 


















211

121

112

ij . 

 Відповідь: 
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 а) 2I  , 1II  , 1III  ; б) 4I  , 1II  , 1III  .  

  Задача 2.49. Розкласти тензор напруження 

 
























27300

30010

0103

ij  

на кульову і девіаторну частини і знайти головні значення напруження. 

 Відповідь: 

 31I s , 8II s , 39III s . 

 Задача 2.50. Показати, що нормальна компонента вектора напруження 

на октаедричній площині дорівнює одній третій першого інваріанта тензора 

напруження. 

 Задача 2.51. В деякій точці задано тензор напруження 

 


















012

11

210

22ij . 

причому величина 22  не задана. Визначити 22  так, щоб вектор напруження 

на деякій площадці в цій точці перетворювався в нуль. Знайти одиничну 

нормаль до цієї вільної від напруження площини. 

 Відповідь: 

 122  ,  321 2
6

1
eeen  . 

 Задача 2.52. Побудувати круги Мора і визначити максимальне дотичне 

напруження для таких напружених станів: 

 а) 






















000

0

0

ij ;  б) 
























200

00

00

ij . 

 Відповідь: 

 а) S , б) 
2

3
S . 

 Задача 2.53. Використовуючи результат задачі 1.58 і закон 

перетворення тензорів напруження pqjqipij aa  , показати, що добуток 

kmjqippqmijk   є інваріантом. 

 Задача 2.54. Поле напруження в суцільному середовищі задано 

тензором 
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2
3

2
3
21

3
2

1
3
22

2
1

200

0331

01

x

xxxx

xxxx

ij . 

 Визначити: а) розподіл масових сил, якщо рівняння рівноваги 

задоволені повсюди; б) величини головних напружень у точці  aaP 2,0, ;  

в) максимальне дотичне напруження в точці P ; г) головні значення девіатора 

напруження в точці P . 

 Відповідь: а) 33 4xb  ; б) aaa 8,,  ; в) a5,4 ;  

г) .
3

16
,

3

5
,

3

11
aaa   

 Задача 2.55. Отримати формули, що виражають величини нормального і 

дотичного напруження на площадці з нормаллю n  в точці M  через головні 

компоненти тензора напруження в цій точці. Вважати відомими проекції 

вектору n  на головні осі тензора напруження.  

 Відповідь: 2
i

i
nn npp  ,    2222

i
i

i
i

n npnpp  . 

 Задача 2.56. Поле тензора напруження в декартових координатах задано 

матрицею 

 const   ,

020

205

053

2
3

2
3

2
2

2
221


























x

xx

xxx

ij . 

 Якими повинні бути масові сили, щоб середовище з заданою густиною 

  було в рівновазі? 

 Відповідь: 


 2
1 13

x
b , 


 3

2 4
x

b , 03 b . 

 Задача 2.57. Нехай в декартовій системі координат тензор напруження 

має компоненти  32111 ,xxgx  , решта компонент ij  дорівнюють нулю. 

Густина const  const,  g . Знайти масові сили, якщо відомо, що середовище 

знаходиться в рівновазі. 

 Відповідь:  

 gb 1 , 02 b , 03 b . 
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3. ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН 

3.1. Переміщення і деформації 

Задача 3.1. Відносно суміщених матеріальних iX  і просторових осей ix  

задано поле переміщення суцільного середовища 11 Xx  , 322 AXXx  , 

233 AXXx  , де A  – стала. Визначити компоненти вектора переміщення в 

матеріальній і просторовій формі (тобто в лагранжевих і ейлеревих змінних). 

Розв’язання 
 Компоненти переміщення в матеріальній формі знаходимо 

безпосередньо із kkk Xxu  : 

 0111  Xxu , 3222 AXXxu  , 2333 AXXxu  . 

Розв’язуючи отриману систему рівнянь відносно, iX  отримуємо: 

 11 xX  , 
2

32
2

1 A

Axx
X




 , 

2

23
3

1 A

Axx
X




 ,  

а просторові компоненти вектору u  будуть такими: 

 01 u , 
2

23
32

1 A

Axx
AAXu




 , 

2

32
23

1 A

Axx
AAxu




 . 

 Тут визначення 2X  і 3X  відбувалося таким чином:  

322322 AXxXAXXx  ; 

 
2

23
33233233

1 A

Axx
XAXxAXxAXXx




 ; 

2

32
22

23
22

11 A

Axx
X

A

Axx
AxX









 . 

Із отриманих результатів видно, що початкова пряма лінія в 

матеріальній частинці, яка представлена 01 X , 
A

XX



1

1
22 , після 

деформації займе положення 01 x , 132  xx . А матеріальна лінія 01 X , 

32 XX   після деформації стане 01 x , 32 xx  . 

Задача 3.2. Для поля переміщень задачі 3.1 визначити зміщене 

положення матеріальних частинок, які початково складали: а) коло з 

границею  22
3

2
2 11 AXX   в площині 01 X ; б) нескінченно малий куб, 

ребра якого лежать на осях координат і мають довжину dXdXi  . 

Намалювати зміщені конфігурації для випадків а і б, якщо 
2

1
A . 
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Розв’язання 

а) Підстановка координат 
2

32
2

1 A

Axx
X




  і 

2

23
3

1 A

Axx
X




  переводить 

коло в область, яка обмежена еліпсом 

 

   
     .1141

1

1

1

4

1

1

11
11

22
3

2
32

2
2

2

22

2

22

2
3

2
3

2
32
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 За умови 
2

1
A  рівняння еліпса набуває вигляду 

     

.3585
4

1
1

4

1
1

4

1
4

4

1
11141

2
332

2
2

2
332

2
2

22
3

2
32

2
2

2






























xxxx

xxxxAxAxAxxA

 

 В головних осях *
ix , які утворюють кути 45  з 3,2,1  , ixi , це рівняння 

приймає вигляд 

 .39 2*
3

2*
2  xx   

 Знайдемо рівняння кола з границею  22
3

2
2 11 AXX   за умови 

2

1
A . 

     34411111 2  A , тоді 

 342
3

2
2  XX . 

 На рис. 3.1 показано геометричне місце зміщених точок. 

 

 
Рис. 3.1. До задачі 3.2 (завдання а) 
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 б) Із розв’язку задачі 3.1 переміщення ребр куба знаходяться таким 

чином. На ребрі 11 XX  , 032  XX  компоненти переміщення становлять 

0321  uuu . На ребрі 021  XX , 33 XX   маємо, що 031 uu , 

32 AXu  , і частинки переміщуються в напрямку 2X  пропорційно їх відстані 

від початку координат.  Для ребра 031  XX , 22 XX  , 021 uu , 23 AXu  . 

Початкове зміщення куба показано на рис. 3.2. 

 
Рис. 3.2. До задачі 3.2 (завдання б) 

 
Задача 3.3. Відносно суміщених матеріальних і просторових осей 

задано вектор переміщення 3
2
312

2
321

2
14 eeeu XXXXX  . Визначити зміщене 

положення частинки, що початково знаходилася в точці  2 ,0 ,1 . 

Розв’язання 

Радіус-вектор початкового положення частинки дорівнює 31 2eeX  .  

ЇЇ зміщення складає 

     

,44

2120144

31

3

2

2
2

1
2

3
2
312

2
321

2
1

eeu

eeeueeeu



 XXXXX
 

і, оскільки, зв’язок між просторовими і матеріальними координатами 
виражається співвідношенням uXx  , радіус-вектор кінцевого положення 

буде таким 

 313131 65442 eeeeeex  . 

 Задача 3.4. В ортогональній декартовій матеріальній системі координат 

iX  задано поле переміщення 321 XAXU  , 312 XAXU  , 03 U , де A  – стала. 

Визначити компоненти переміщення в циліндричній просторовій системі 

координат ix , якщо обидві системи мають спільний початок.  

Розв’язання 
Внаслідок геометрії задачі (рис. 3.3) тензор перетворення осей 

KppK Ie   має вигляд 
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100

0cossin

0sincos

22

22

xx

xx

pK , 

а з узагальненого запису формули маємо KpKp Uu  . (Тут під координатою 2x  

мається на увазі азимутальний кут). Оскільки, декартові і циліндричні 

координати зв’язані між собою співвідношеннями 211 cosxxX  , ,sin 212 xxX   

33 xX  ,  формула 
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XAX

XAX

xx

xx

Uu KpKp  дає 

 

        

  ,0cossin

cossinsincossincos

313122

231223123123221





xAxxAxxx

xxAxxxxAxxXAXxXAXxu

  

       

  ,cossin

coscossinsincossin

312
2

2
2

31

231223123123222

xAxxxxAx

xxAxxxxAxxXAXxXAXxu





 

03 u .
 

 
Рис. 3.3. До задачі 3.4 

 

 Отриманий результат є зміщенням стрижня під час кручення. 

 Задача 3.5. Деформація задана в лагранжевій формі:  12
311  eXXx , 

 22
322

 eeXXx , 3
2

3 Xex  , де e  – константа. Довести, що якобіан J  не 

дорівнює нулю, і знайти ейлереві рівняння, що описують деформацію.  

Розв’язання 

Згідно з 
j

i

X

x
J




  отримуємо  
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X
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 Тобто якобіан не дорівнює нулю, що є достатньою умовою існування 
оберненої функції, і тому можливо знайти ейлереві рівняння.  

 Знайдемо обернені рівняння за допомогою розв’язання системи з трьох 
рівнянь 

 

 
   

 .

;1 ;

;

;
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2
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3

22
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2
311
























eexexX

eexxXexX
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eeXXx
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 В результаті отримали 

  12
311  exxX ,  14

322  exxX , 3
2

3 xeX  . 

 Задача 3.6. Дано поле переміщення 33
2
222

2
11

2
31 eeeu XXXXXX  . 

Визначити окремо матеріальний градієнт F̂  і переміщення Ĵ  та впевнитись у 

правильності формули IFuJ ˆˆˆ 


. 
Розв’язання 

За заданим вектором переміщення u  знаходимо компоненти Ĵ  як 

j

i
ij

X

u
J
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X
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X
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X
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X
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X

XX

X

u

j

i . 
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Оскільки, Xux  , то поле переміщення також можна представити 
співвідношеннями для компонент вектора: 

 2
311

2
311 1 XXXXXx  ,  2

1222
2
12 1 XXXXXx  , 

 2
2333

2
22 1 XXXXXx  , 

за допомогою яких можна знайти матеріальний градієнт F̂ , компоненти якого 

визначаються за формулою 
j

i
ij

X

x
F
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2

2
23

1

2
23

3

2
12
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X
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Fij

 

 Безпосередньою підстановкою F̂  у вираз IFJ ˆˆˆ   переконуємося 

порівнянням з виразом для 
j

i

X

u




, що рівність виконується 
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J ij . 

 Задача 3.7. Деякий об’єм суцільного середовища виконує переміщення 

      312231132 4243 eeeu XXXXXX  . Визначити зміщене 

положення вектора, що з’єднує частинки  3 0, ,1A  і  6 6, ,3B , вважаючи, що 

матеріальні і просторові осі співпадають. 
Розв’язання 

Згідно з kkk Xxu  , просторові координати за такого переміщення 

дорівнюють: 

3211 43 XXXx  , 3122 2 XXXx  , 1233 4 XXXx  . 

Таким чином, у зміщеному положенні частинка A  має координати 

113403143 3211  XXXx , 

13022 3212  XXXx , 
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23014 3213  XXXx , 

а частинка B  – координати 

32418343 3211  XXXx , 

66662 3212  XXXx , 

2762434 3213  XXXx . 

Тоді в зміщеному положенні вектор, що з’єднує точки A  і B , має 
вигляд 

        321321 257822716113 eeeeeeV  . 

Задача 3.8. Для поля переміщення задачі 3.7 визначити зміщене 

положення радіуса-вектору частинки  3 6, ,2C , який паралельний вектору, що 

з’єднує частинки A  і B . Показати, що ці два вектори лишаються 

паралельними і після деформації. 
Розв’язання 

Визначимо зміщене положення частинки C  за умовами задачі 3.7 

81218243 3211  XXXx , 

73642 3212  XXXx , 

2532424 3213  XXXx . 

Тоді радіус-вектор частинки C  після деформації буде таким 

321 2578 eeeU  . 

Очевидно, що цей вектор паралельний вектору V  (див. задачу 3.7). 

Отриманий результат є прикладом однорідної деформації  для якої 

справедливе співвідношення jiji XAu  . 

 Задача 3.9. У загальному формулюванні деформація називається 

однорідною, якщо вона задана полем переміщення вигляду jiji XAu  ,  

де ijA  – константи або функція часу. Довести, що під час такої деформації:  

а) плоскі січення лишаються плоскими, б) прямі лінії лишаються прямими.  

Розв’язання 

а) З kkk Xxu   витікає 

  jijijjijiiii XAXAXuXx  . 

Згідно з визначенням якобіана перетворення 
j

i

X

x
J




 , обернені 

співвідношення   jijiji xBX   існують, якщо детермінант ijij A  

відмінний від нуля. Якщо припустити це, то рівняння матеріальної площини 

0 ji X  перейде в 
  0 jijiji xB

, що можна записати у вигляді 

рівняння площини 
0 jj x , де коефіцієнти 

 ijijij B
. 
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б) Пряму лінію можна розглядати як пересічення двох площин.  
У деформованому стані, як доказано, площини лишаються площинами і, 
відповідно, лінія пересічення двох площин теж лишається прямою. 

Задача 3.10. Нескінченно малою однорідною деформаціє називається 

така деформація, для якої коефіцієнти ijA  в формулі jiji XAu   настільки 

малі, що ї добутками можна знехтувати порівняно із самими коефіцієнтами. 
Довести, що повну деформацію, яка отримана в результаті двох послідовних 

нескінченно малих однорідних деформацій, можна розглядати як суму двох 
окремих деформацій і порядок, в якому відбувається переміщення, не впливає 
на кінцеву конфігурацію. 

Розв’язання 

Нехай   jijiji XAx   і   jijiji xBx   визначають послідовні 

нескінченно малі переміщення. Тоді 

     kjkijikikikkjkjkijiji XABABXABx  . 

Нехтуючи добутком jkij AB  як малою величиною вищого порядку, 

отримуємо 

    kikikkikikiki XCXABx  ,  

що представляє нескінченно малу однорідну деформацію 

     iikikikkikikkikiii uuXABXBAXCXxu  . 

 3.2. Тензори деформації 

 Задача 3.11. Деякий об’єм суцільного середовища зазнає деформацію 

11 Xx  , 322 AXXx  , 233 AXXx  , де A  – стала. Обчислити тензор 

деформації Гріна Ĝ  і використати його для визначення лагранжевого тензора 

скінченних деформацій GL̂ . 

Розв’язання 

Тензор деформації Гріна визначається за формулою FFG ˆˆˆ  c , причому 

F̂  в матричній формі визначається по формулі 
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Таким чином, згідно з  IGL ˆˆ
2

1ˆ G , отримуємо 







































































2

2

2

2

20

20

000

2

1

10

010

001

120

210

001

2

1ˆ

AA

AA

AA

AAGL . 

 Задача 3.12. У випадку поля переміщення задачі 3.11 обчислити квадрат 

довжини  2dx  сторін OA  і OB  та діагональ OC  малого прямокутника, який 

показано на рис. 3.4 , після деформації. 

 
Рис. 3.4. До задачі 3.12 

 
Розв’язання 

Скориставшись тензором Ĝ , що визначено в задачі 3.11, за формулою 

  XGX dddx  ˆ2
 знайдемо квадрат довжини діагоналі OC  в матричній 

формі 
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 Задача 3.13. Обчислити зміну квадрата довжини лінійного елемента 
задачі 3.12 і порівняти результат з отриманим по формулі 

    XLX dddXdx G  ˆ2
22

, скориставшись тензором деформації GL̂ , який 

знайдено в задачі 3.11. 
 Розв’язання 

Безпосередньо за результатами задачі 3.12 знайдемо зміну: 
а) для OC  

        
  ;4

41
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2
3

2
2

2

2
3

2
232
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3

2
2
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dXAdXdXdXA
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б) для OB  

      2
3

22
3

2
3

222
1 dXAdXdXAdXdx  ; 

в) для OA  

      2
2

22
2

2
2

222
1 dXAdXdXAdXdx  . 

Із рівняння     XLX dddXdx G  ˆ2
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для OB  
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для OA  
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 . 

Задача 3.14. Для поля переміщення задачі 3.11 обчислити матеріальний 

градієнт зміщення Ĵ  і використати цей тензор для визначення лагранжевого 

тензора скінченних деформацій GL̂ . Порівняти з результатами задачі 3.11. 

Розв’язання 

Внаслідок умов задачі 3.11 компоненти вектора переміщення 

дорівнюють 01 u , 32 AXu  , 23 AXu  , так що 



105 

 

 


















00

00

000

ˆ

A

AJ   і  

















2

2

00

00

000

ˆˆ

A

Ac JJ . 

 Тоді по формулі  JJJJL ˆˆˆˆ
2

1ˆ  ccG , отримуємо лагранжевий тензор 

скінченних деформацій 
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що співпадає з результатами задачі 3.11.  

 Задача 3.15. Дано поле переміщення 211 AXXx  , 322 AXXx  , 

133 AXXx  , де  A  – стала. Обчислити лагранжевий тензор лінійної 

деформації L̂  і ейлерів тензор лінійної деформації Ê . Порівняти L̂  і Ê  у 

випадку, коли стала A  дуже мала. 
Розв’язання 

Спочатку визначимо компоненти вектора переміщення за формулою 

iii Xxu  : 

 2121111 AXXAXXXxu  , 

 3232222 AXXAXXXxu  , 

1313333 AXXAXXXxu  . 

Тоді із    cJJuuL ˆˆ
2

1

2

1ˆ 


, отримуємо 
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де 
j

i

X

u




Ĵ , 

i

j

c
X

u




Ĵ  – компоненти матеріального градієнта. 

 Знайдемо просторові компоненти координат, тобто виконаємо зворотне 

перетворення     iiii xFXXfx  , розв’язуючи систему лінійних 

рівнянь вигляду 
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 Підставляючи останні вирази в формули для компонент вектора 
переміщення, отримуємо 
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 Використовуючи останні вирази, визначимо ейлерів тензор лінійної 

деформації за формулою    cKKuuE ˆˆ
2

1

2

1ˆ 
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A
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де 
j

i

x

u




K̂ , 

i

j

c
x

u




K̂  – компоненти просторового градієнта. 

 Якщо стала A  є малою величиною, то членами 2A  і вищих порядків 

можна знехтувати. В результаті отримуємо 
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 В результаті Ê  зводиться до L̂ . 

 Задача 3.16. Поле переміщення задано формулою 

  33
2
22

2
3212

2
1 eeeu XXXXXX  . Визначити вектор відносного 

переміщення ud  в напрямку осі 2X  в точці  1 ,2 ,1 P . Визначити відносне 

переміщення PQi
uu   для точок  1 1, ,11 -Q ,  1- ,23 ,12Q ,  1- ,47 ,11Q , 

 1- ,815 ,11Q  і порівняти їх напрямки з напрямом ud . 

Розв’язання 

Для заданого вектору u  градієнт переміщення Ĵ  в матричній формі  
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виглядає так 
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XXX
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X

u

j

i , 

так що по формулі   Xuu dd P 


 відносне переміщення в точці P  в 

напрямку 
2X   дорівнює 
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1

1

0

1

0

440

210

014

idu . 

 Далі безпосереднім обчисленням із виразу для u  знайдемо в точці 

 1 ,2 ,1 P  

   32133
2
22

2
3212

2
1 42 eeeueeeu  PXXXXXX  

і в точці  1 1, ,11 -Q  

 311
eeu Q . 

 Тоді 

     321321 34121
1

eeeeeeuu  PQ . 

 Аналогічним чином знаходимо 

   25,3 3212
eeeuu  PQ , 

   475,3 3213
eeeuu  PQ , 

   8875,3 3214
eeeuu  PQ . 

 Ясно, що коли точка 
iQ  наближається до точки P , напрямок відносного 

зміщення двох частинок прямує до граничного значення напрямку ud . 
 Задача 3.17. Для переміщення задачі 3.16 визначити відносне 

переміщення одиничного вектора, що йде з точки  1 ,2 ,1 P  в точку  3 ,2 ,4Q . 

Розв’язання 

Одиничний вектор у напрямку із P  в Q   є 31
5

4

5

3
eev  , так що по 

формулі νJu
u

 ˆ
i

dX

d 
, використовуючи матрицю J , що була обчислена 

в задачі 3.16, отримуємо 
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 Задача 3.18. Для поля переміщення     3212

2

321

2

31 eeeu xxxxxx   

за умови обмежень, прийнятих в теорії малих деформацій  EL  , визначити 

тензор лінійної деформації, тензор лінійного повороту і вектор повороту в 

точці  1 ,2 ,0 P . 

Розв’язання 
У даному випадку градієнт переміщення має матричну форму 
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і в точці P  приймає вигляд 
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 Розкладемо цю матрицю на симетричну і антисиметричну складові 
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  За формулою uω 


2

1
визначимо вектор повороту ω  
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У точці  1 ,2 ,0 P  вектор повороту ω  буде дорівнювати 

     321321 0002220
2

1
eeeeeeω  . 

Задача 3.19. Для поля переміщення задачі 3.18 знайти зміну довжини – 

відносне подовження в напрямку   948 321 eeev   в точці  1 ,2 ,0 P .  

Розв’язання 
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Користуючись формулою νLν 
 ˆ
dX

dXdx
 і тензором деформації в 

точці P , який обчислено в задачі 3.18, отримаємо відносне подовження в 
точці P  в напрямку v  як добуток матриць 

 
   

27

2

94

91

98

012

120

202

949198 











































dX

dXdx
p
v

. 

Задача 3.20. Довести, що в теорії малих деформацій зміна прямого кута 

між двома ортогональними одиничними векторами v  і μ  недеформованої 

конфігурації дається формулою 

μLv  
ˆ2v . 

Розв’язання 

За умови припущення малості градієнтів переміщення одиничні вектори 

напрямів, що отримані під час деформації із v  і μ , внаслідок 

νJu
u

 ˆ
i

dX

d 
 мають відповідно вигляд νJν  ˆ  і μJμ  ˆ . Напишемо νJ ˆ  

в еквівалентній формі cJν ˆ  і перемножимо скалярно вектори, які отримано 

під час деформації. Тоді отримаємо  

    vvsin2sincos  або  

      μJJνμJJνμνμJμJνν  
ˆˆˆˆˆˆ

cccv . Тут у випадку 

малих градієнтів переміщення JJ ˆˆ c  мають більш високий порядок малості, 

порівняно з іншими членами. Окрім того, μv    і, відповідно, 0μv . Таким 

чином, використовуючи      cc JJLJJuuL ˆˆˆ2ˆˆ
2

1

2

1ˆ 


, остаточно 

отримуємо 

μLv  
ˆ2v . 

 Задача 3.21. Використовуючи результати задачі 3.20, знайти зміну 

прямого кута між векторами   948 321 eeev   і   9744 321 eeeμ   в 

точці  1 ,2 ,0 P  для поля переміщення задачі 3.18.  

Розв’язання 
Оскільки в теорії малих деформацій EL  , компоненти тензорів 

деформацій ijij l  і, відповідно, в точці P  

 
27
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97

94

94

024

240

404

949198ˆ2 





































  μLvv . 



110 

 

 3.3. Коефіцієнти довжини і поворот 

 Задача 3.22. Для деформації зсуву 11 Xx  , 322 AXXx  , 

233 AXXx   задачі 3.11 показати, що коефіцієнти довжини  m  лінійного 

елемента, паралельного осі 1X , дорівнює одиниці (відносне подовження 

дорівнює нулю). Знайти  m  для діагональних напрямків OC  і DB  

нескінченно малого квадрату OBCD  (рис. 3.5) і порівняти результатами з 
безпосередню обчисленими по полю переміщення. 

 
Рис. 3.5. До задачі 3.22 

 

Розв’язання 

За формулою   mGmm  ˆ2 , користуючись матрицею Ĝ , що знайдена 

в задачі 3.11, отримаємо квадрат коефіцієнта довжини для напрямку 1em   
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210
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001
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22
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AA

AAe . 

 Для напрмку   232 eem   вздовж OC  аналогічно знаходимо 

      2

2

22 1

21

21

0

120

210

001

21210 A

AA

AA 



































 m . 

 Згідно співвідношенням, що визначають переміщення, положення точки 
C  після деформації такі (див. рис. 3.5): 

 01 x , AdLdLx 2 , AdLdLx 3 . 

 Таким чином, 

      222
12 dLAdx  , 

а оскільки 
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 dLdX 2 , 

квадрат коефіцієнта довжини    22
1 AdXdx  , як показано формулою 

  mGmm  ˆ2 . 

 Аналогічним чином можна отримати співвідношення  2dXdx  для 

напрямку DB , для якого   232 eem   і відповідно маємо 

    22 1 A m
 i    22

1 AdXdx  .  

 Задача 3.23. Коефіцієнти довжини  m  і  n  однакові тільки в тому 

випадку, коли напрямок, який характеризується вектором n , отримано під час 

деформації із напряму вектору m . Для поля переміщення задачі 3.22 

обчислити  
2

n , якщо   232 een  , і показати, що він співпадає з  
2
m , 

який обчислено в задачі 3.22 для діагоналі OC . 

Розв’язання 
Перейдемо від просторових переміщень задачі 3.22 до матеріальних 

переміщень 

11 Xx  , 322 AXXx  , 233 AXXx  , 
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Звідки можна знайти тензор Коші C . Далі, використовуючи 

 

nCn
n




ˆ1
2

, обчислимо 
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 n

 Таким чином,      
   

 
 2

2

22
2222 1

1

11
11 A

A

AA
AA 




 n , що 

співпадає з  
2
m , який був обчислений для OC . Діагональний елемент OC  не 

змінює свого напрямку під час даної деформації зсуву. 

 Задача 3.24. Використовуючи полярний розклад градієнта деформації F̂  
під час деформації зсуву 11 Xx  , 322 AXXx  , 233 AXXx  , визначити 

правий тензор коефіцієнтів довжини Ŝ  і тензор повороту R̂ . Показати, що 

головні значення тензора Ŝ  є коефіцієнтами діагоналей OC  і DB  задачі 3.22. 
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Розв’язання 

Під час полярного розкладу F̂  тензор коефіцієнтів довжини 

визначається як GS ˆˆ  . По формулі SRF ˆˆˆ   маємо 1ˆˆ  SFR . Згідно 

FFG ˆˆˆ  c , або в нашому випадку 
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AAGij . 

 Головні осі тензора Ĝ утворюються поворотом на 45  навколо осі 1X , а 

сам тензор у головних осях має вигляд 
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 У системі коолдинат iX  це розкладання записується у вигляді 
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001
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001

A

ASRF kjikij . 

 У цьому прикладі шрадієнт деформації F̂  сам є тензором коефіцієнтів 

довжини Ŝ , а тензор повороту IR ˆˆ  . Це є результат співпадіння головних 

осей тензорів GL̂  і AÊ  для даної деформації зсуву. 

 Задача 3.25. Нескінченно малий поворот твердого тіла задано 

формулами 321 BXCXu  , 312 AXCXu  , 213 AXBXu  , де CBA ,,  – 

дуже малі константи. Довести, що розтяг відсутній за умови IS ˆˆ  , якщо 
знехтувати членами, що містять квадрати і добутки констант.  

Розв’язання 

Спочатку, використовуючи співвідношення iii Xxu  , визначимо 

просторові координати ix  
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Тепер, для заданого поля переміщень визначимо тензор деформацій 

Гріна 
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 Нехтуючи малими вищого порядку, отримуємо  

       ijijij SGG 
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, 

що і треба було довести. 

 3.4. Перетворення тензорів деформації і головні 
деформації 

 Задача 3.26. Довести, що деформація зсуву 11 Xx  , 322 2XXx  , 

233 2XXx  , головні напрямки тензорів GL̂  і AÊ  співпадають, що було 

показано в задачі 3.24. 
Розв’язання 

Згідно з 
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 Цей тензор у головних осях, що визначається матрицею перетворення  

  




















21210
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001

ijc , 

приводиться до вигляду 
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 Спочатку визначимо матеріальні координати через просторові 
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Аналогічно, згідно 
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 Перетворенням  ijE  з використанням матриці  ijc  цей тензор 

приводиться до діагонального вигляду 
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 Задача 3.27. Використовуючи визначення 
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2

1
, 

довести, що за умови перетворених координат jjii xbx   і jiji XbX   

лагранжевий тензор скінченних деформацій ijL  перетворюється як декартовий 

тензор другого рангу. 

Розв’язання 

Застосовуючи 
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1
 разом з умовами  перетворення 

координат, що задані в задачі, можна отримати 
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2

1
, 

оскільки pqqkpkbb  . 

 Задача 3.28. Деяке поле однорідної деформації призводить до тензору 

скінченних деформацій 

  
























622

213

231

ijL . 

 Визначити головні деформації і напрямки головних осей.  

Розв’язання 

ijL  є симетричним тензором другого рангу, тому головні деформації є 

коренями характеристичного рівняння 
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    082232480

622

213

231
23 























LLLLLL

L

L

L

. 

Звідки   21 L ,   22 L ,   83 L . 

Тепер знайдемо напрямки головних осей. 
Згідно рівняння  

     0 k
jijkij nLL ,         (3.1)  

для   21 L  можна записати 

       

       

        .02622

;02213

;02321

1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

1
1







nnn

nnn

nnn

 

Звідки   01
3 n ,    1

2
1

1 nn  , а оскільки 1iinn , то 
     

2

1
12

21
1

21
1  nn . 

Тому   

2

11
1 n ,  

2

11
2 n ,   01

3 n . 

Так само, згідно рівняння  (3.1), для   22 L  можна записати 

       

       

        .02622

;02213

;02321

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1







nnn

nnn

nnn

 

Звідки      2
3

2
2

2
1 nnn  , а оскільки 1iinn , то 

     
3

1
13

22
1

22
1  nn . 

Тому 

  

3

12
1 n ,  

3

12
2 n ,  

3

12
3 n . 

На кінець, згідно рівняння  (3.1), для   83 L  можна записати 

       

       

        .08622

;02813

;02381

3
3

3
2

3
1

3
3

3
2

3
1

3
3

3
2

3
1







nnn

nnn

nnn

 

Звідки 
   

 

2

3
33

2
3

1

n
nn


 , а оскільки 1iinn , то 

   
       

6

2
1

2

3
1

22

3
3

23
3

23
3

2
3

3

2
3

3 


























nnn

nn
. Тому 
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6

13
1 n ,  

6

13
2 n ,  

6

23
3 n . 

 Звідки матриця перетворення до головних напрямків осей буде мати 
вигляд 

  

     

     

      







































626161

313131

02121

3
3

3
2

3
1

2
3

2
2

2
1

1
3

1
2

1
1

nnn

nnn

nnn

cij . 

 Задача 3.29. Для однорідної деформації 11 3Xx  , 22 2Xx  , 

233 3 XXx   визначити матеріальний еліпсоїд деформації, що отримуються 

під час деформації сферичної поверхні 12
3

2
2

2
1  XXX . Показати, що 

рівняння цього еліпсоїду має вигляд       12
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1  xxx . 

Розв’язання 

Використовуючи   22 ˆ RdddX  xCx  або, що теж саме, виконуючи 

обернення формул для переміщення і підставляючи результат у рівняння 

сфери 1ii XX , отримаємо рівняння матеріального еліпсоїду деформації 

вигляду 































,323

,2

,3

,3

,2

,3

233

22

11

233

22

11

xxX

xX

xX

XXx

Xx

Xx

 

.31
3333

1
3232233

1

32
2
3

2
2

2
1

32
2
3

2
2

2
1

232211













xxxxx
xxxxx

xxxxxx
XX ii

 

Це рівняння приводиться до каноничного вигляду в головних осях  

1
263

2
3

2
2

2
1 

xxx
 

за допомогою матриці перетворення 

  




















21210

21210

001

ijc . 

 Використовуючи співвідношення теорії деформації знайдемо тензор 

деформації GS ˆˆ   (обчислення подібні до тих, що були проведені в задачі 

3.24) 
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22

33

22

33
0

22

33

22

133
0

003

ijS . 

 Тензор Ŝ  з використанням матриці перетворення вигляду 

   


















23210

21230

001

ijc  

можна перетворити до головних осей (діагональної форми) за формулою 

     pjkpikij cScS *  (див. задачу 3.26) 

  


















200

060

003
*
ijS , 

де головні значення коефіцієнтів довжини дорівнюють 

   32
1  ,   62

2  ,   22
1  . 

Також відмітимо, що ці головні коефіцієнти довжини можна обчислити 

безпосередньо за формулою   mGmm  ˆ2 , використовуючи наведену вище 

матрицю перетворення  ijc . 

 Задача 3.30. Для деформації, заданої в задачі 3.29, визначити 

просторовий еліпсоїд деформації і показати, що його рівняння 

      12
3

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1  XXX .  

Розв’язання 

Згідно 2ˆ rdd  xGx , сфера 1iixx , що отримана в результаті 

деформації еліпсоїда 1ˆ  XGX  набуває вигляду 

 

.132353

330

350

003

,,

32
2
3

2
2

2
1

3

2

1

321









































XXXXX

X

X

X

XXX
. 

 Це рівняння еліпсоїду приводиться до канонічного вигляду (у головних 
осях) 

 1263 2
3

2
2

2
1  XXX  

за допомогою тензора перетворення 



119 

 

  




















23210

21230

001

ijc . 

 Задача 3.31. Безпосереднім розкладанням перевірити, що другий 

інваріант LII  тензора деформації можна представити у вигляді 

 
3332

2322

3331

1311

2221

1211

LII
ll

ll

ll

ll

ll

ll
 . 

Розв’язання 

Обчислення даних детермінантів призводить до виразу 

 2
31

2
23

2
12113333222211LII lllllllll  . 

З іншого боку, формула  ijijjjii llll  21IIL  в розгорнутому вигляді 

запису дає той самий результат 

    

   



 .

2

1

2

1
II

2
31

2
23

2
12113333222211

333332323131232322222121

131312121111332211332211

332211332211L

lllllllll

llllllllllll

llllllllllll

llllllllll jjjjjjjj









 

 Задача 3.32. Однорідна скінченна деформація характеризується 

співвідношеннями jiji XAu  , де ijA – сталі. Знайти вираз для відносної зміни 

об’єму. Довести, що за малих значень ijA  цей вираз зводиться до кубічного 

розширення. 
Розв’язання 

Розглянемо прямокутний паралелепіпед з початковими розмірами 

321 ,, dXdXdX  вздовж осей координат. За даної деформації   jijiji XAx  . 

Згідно j

j

i
i dX

X

x
dx




 , цей початковий об’єм 0dV  перетворюється в скошений 

паралелепіпед з ребрами довжиною        3,2,1  ,  nXAdx nninii . Внаслідок 

формули  kjiijk cba  цей  деформований елемент має об’єм 

    321332211 dXdXdXAAAdV kkjjiiijk  . 

 Тоді 

    332211

00

0

0

1 kkjjiiijk AAA
dV

V

dV

VdV

dV

dV






 . 
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 Якщо ijA  дуже малі, то їх степенями вищими першого можна 

знехтувати, тоді 

   332211321321321321

0

1 AAAAAA
dV

V
kjikjikjikjiijk 


. 

 В лінійній теорії коефіцієнт кубічного розширення дорівнює  

 
i

i
ii

X

u
l




 , що у випадку jiji XAu   дає 

 332211 AAAlii  . 

 Задача 3.33. Мала лінійна деформація задана співвідношеннями 

3211 34 xxxu  , 212 7xxu  , 3213 443 xxxu  . Знайти для такої 

деформації головні значення деформації (подовження)  n  і головні значення 

девіатора деформації  ne . 

Розв’язання 

Спочатку знайдемо симетричний тензор, використовуючи задані 

співвідношення для компонент переміщення за формулою 
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u
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u
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u
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u
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u

x

u

x

u

x

u

x

u
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u

x

u

x

u

x

u
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u
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 Головні значення деформації  n  визначаються за 0 ijij  

     0348

420

270

004









. 

 Відповідно головні деформації будуть такими 

   81  ,   42  ,   33  . 

 Тоді тензор деформації в головних осях має вигляд 
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300

040

008
*
ij . 

 Знайдемо девіатор тензора деформації за формулою Mijijije  , де 

3

kk
M


  

 5
3

474



M , 














































120

220

001

5420

2570

0054

ije . 

 Головні значення девіатора деформації знаходяться аналогічно до 
головних значень тензора деформації або напруження 

     0123

120

220

001









eee

e

e

e

. 

 Відповідно головні значення девіатора будуть такими 

   31 e ,   12 e ,   23 e . 

 Тоді девіатор в головних осях має вигляд 

 




















200

010

003
*
ije . 

 3.5. Плоска деформація і рівняння сумісності 

 Задача 3.34. Сорокап’ятиградусною розеткою деформації виміряні 

повздовжні деформації вздовж осей, що показано на рис. 3.6. У точці P  

знайдено такі компоненти деформації: 4
11 105  , 4

11 104  , 4
22 107  . 

Визначити деформацію зсуву 12  в цій точці. 

 
Рис. 3.6. До задачі 3.34 

Розв’язання 
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Скористаємося формулою νLν 
 ˆ
dX

dXdx
. Враховуючи, що 

  221 eeν   – одиничний вектор напрямку 1x , складемо рівняння для 12  

   44
12

12
4

104

0

21

21

000

0107

0105

02121 









































. 

 Звідки отримуємо 

 412
4

104
2

21012 





 або 4
12 102  . 

 Задача 3.35. Побудувати круги Мора для випадку плоскої деформації  

 


















330

350

000

ij  

і визначити максимальну деформацію зсуву. Перевірити результат аналітично . 
Розв’язання 

Для даного стану деформування, віднесеного до осей ix , точки B   

( 522  , 322  ) і D  розташовані на кінцях діаметра найбільшого із 

внутрішніх кругів (рис. 3.7). Для плоскої деформації величина головного 

напруження   01  , тому інші круги Мора виглядають так, як показано на  

рис. 3.7. 

 
Рис. 3.7. До задачі 3.35 

  

Поворотом на кут 30  (рис. 3.8) навколо осі 1x  (що еквівалентно куту 
60  на діаграмі Мора) приведемо тензор деформації до головних осей з 

головними значеннями      pjkpikij cc *  



123 

 

  








































































200

060

000

23210

21230

001

330

350

000

23210

21230

001
*
ij , 

де ijc – тензор перетворення координат (осей) знаходиться відповідно до рис. 3.8: 

 вісь 1x  не перетворюється, оскільки цієї осі відбувається поворот, тому 

вектор перетворення для *
11 xx   є таким  001 ; 

 вісь 2x  – поворот на 30  навколо 1x , тому вектор перетворення для 
*
22 xx   є таким    2123030sin30cos0  ; 

 вісь 3x  – поворот на 30  навколо 1x , тому вектор перетворення для 
*
33 xx   є таким    2321030cos30sin0   ; 

 з отриманих векторів і формується тензор перетворення осей другого 
рангу матриця якого має вигляд 

  




















23210

21230

001

ijc . 

 Виконуючи ще один поворот на 45  (рис. 3.9) навколо осі *
3x  (на 90  на 

діаграмі Мора) прийдемо до системи координат ix , в якій тензор деформації 

має такі компоненти      pjkpikij cc  *  

 
































 



































200

033

033

100

02121

02121

200

060

000

100

02121

02121

ij , 

де ijc – тензор перетворення координат (осей) знаходиться відповідно до рис . 3.9 

аналогічно попередньому перетворенню за рис . 3.8: 

вісь *
3x  не перетворюється, оскільки цієї осі відбувається поворот, тому 

вектор перетворення для 3
*
3 xx   є таким  100 ; 

 вісь *
1x  – поворот на 45  навколо *

3x , тому вектор перетворення для 

1
*
1 xx   є таким    02121045sin45cos  ; 

вісь 
*
2x  – поворот на 45  навколо 

*
3x , тому вектор перетворення для 

2
*
2 xx   є таким    02121045cos45sin  

. 
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Рис. 3.8. Поворот навколо осі 1x  

(до задачі 3.35) 
Рис. 3.9. Поворот навколо осі 

*
3x   

(до задачі 3.35) 

  

 З отриманих векторів і формується тензор перетворення осей другого 
рангу, матриця якого має вигляд 

  


















100

02121

02121

ijc . 

 У матриці  ij  перші два рядки описують деформований стан у точці F  

на діаграмі Мора (див. рис. 3.7). Відмітимо, що поворот на 45  навколо  *
3x

відповідав би точці E  (див. рис. 3.7). 

 Задача 3.36. Деформований стан суцільного середовища задано 
тензором 
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31
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1

xxx

xxx

xxxx

ij . 

 Чи задовольняються рівняння сумісності? 

Розв’язання 

Безпосередньою підстановкою в 0ˆ 


E  переконуємося, що всі 

рівняння, окрім третього, задовольняються тотожно: 
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3.6. Змішані задачі 

Задача 3.37. Вивести індексну форму лагранжевого тензора скінченних  

деформацій  JJJJL ˆˆˆˆ
2

1ˆ  ccG , користуючись його визначення 























 ij

j

k

i

k
ij

X

x

X

x
L

2

1
. 

Розв’язання 
Відомо, що градієнт деформації в лагранжевих або матеріальних 

змінних виражається співвідношенням ij

j

i

j

i

X

x

X

u










. Тоді, користуючись 
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1
, можна отримати 
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 Задача 3.38. Дано поле переміщення 3211 BXCXXx  , 

3212 AXXCXx  , 3213 XAXBXx  . Показати, що ці переміщення 

відповідають повороту абсолютно твердого тіла, якщо константи CBA ,,  дуже 
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малі величини. Визначити вектор повороту w  для нескінченно малого 
повороту твердого тіла. 

Розв’язання 

Матеріальний градієнт деформації визначається за формулою 


xF̂  

або  

















j

i
ij

X

x
F . Тоді для заданого в задачі поля переміщення будемо мати 
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1

ˆ

AB

AC

BC

F . 

 Тоді згідно з  IFFL ˆˆˆ
2

1ˆ  cG , визначимо лагранжевий тензор 

скінченних деформацій 




















































































100

010

001

1

1

1

1

1

1

2

1ˆ

AB

AC

BC

AB

AC

BC
T

GL  

 .
2

1

22

22

22

























BABCAC

BCCAAB

ACABCB

 

 Якщо знехтувати добутками малих констант, то цей тензор деформацій 
дорівнює нулю, а переміщення зводиться до повороту абсолютно твердого 

тіла. За формулою  вектор повороту дорівнює uw 


2

1
 

 321

213132

321

321

2

1
eee

eee

w CBA

AXBXAXCXBXCX

XXX















 , 

де       331231132 eeeXxu AXBXAXCXBXCX   – вектор 

переміщення. 

 Задача 3.39. Поворот абсолютно твердого тіла описується полем 

переміщення 31 02,0 Xu  , 32 03,0 Xu  , 213 03,002,0 XXu  . Визначити 

переміщення точки  4,1,0,3Q  відносно точки  4,0,3P . 

Розв’язання 

Поле переміщення для точок Q  і P  дає  



127 

 

   

 

,057,012,008,0

1,003,0302,0403,0402,0

03,002,003,002,0

321

321

3212313

eee

eee

eeeu





 XXXXQ

 

   

 

.06,012,008,0

003,0302,0403,0402,0

03,002,003,002,0

321

321

3212313

eee

eee

eeeu





 XXXXP

 

Звідки 3003,0 euuu  PQd . 

Такий самий результат можна отримати скориставшись формулою 

Xwu dd  , де 21 02,003,0
2

1
eeuw 


,  

    321 01,004,0,34,1,0,3 eeeX  PQd  

 3

321

003,0

01,00

002,003,0 e

eee

u d . 

 Задача 3.40. Для плоскої деформації, що відбувається в площинах, 

паралельних 32xx , визначити вираз для відносного подовження 22  і 

деформацію зсуву 23 , якщо осі зі штрихами і без штрихів розташовані так, як 

показано на рис. 3.10. 

 
Рис. 3.10. До задачі 3.40 

 
Розв’язання 

Із формули vLv  ˆ
vv  витікає, що компонента деформації 22 згідно з 

рис. 3.10 визначається за формулою 
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Тут використано такі тригонометричні перетворення: 

 2sincossin2 2323 ; 
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Аналогічно, використовуючи формулу μLv  
ˆ

v  
і результат задачі 

3.20, знаходимо 

 

.2sin
2
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cossinsincoscossin
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000
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Задача 3.41. Для однорідної деформації дано тензор малих деформацій 

 
























03,001,00

01,002,0005,0

0005,001,0

ij . 

 Визначити зміну прямого кута ADC  на грані елементарного тетраедра 

OABC  (рис. 3.11), якщо OCOBOA  , а точка D  – середина ребра AB . 
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Рис. 3.11. До задачі 3.41 

 
Розв’язання 

Одиничні вектори v  і μ , що виходять з точки D , можна записати у 

вигляді   221 eev   і   62 123 eeeμ  . Тоді, використовуючи 

результат задачі 3.20, отримуємо 

  0058,0

62

61

61

03,001,00

01,002,0005,0

0005,001,0

202121 











































v . 

Задача 3.42. У деякій точці тензор деформації має вигляд 

























401

041

115

ij , 

тобто в головних осях 



















300

040

006
*
ij . 

Обчислити інваріанти для кожного із цих тензорів і показати, що вони 

співпадають. 
Розв’язання 

Застосовуючи формули  ε̂trIE  , 
3332

2322

3331

1311

2221

1211

EII













 , 

ijEIII  і      321E*I  ,            133221E*II  ,      321E*III  , 

знаходимо 

  13445ˆtrIE  ε ,       13346I 321E*  ; 
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,54161919

40

04

41
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41

15
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1311

2221
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E





























 

            54181224633446II 133221E*  ; 

7244165

401

041

115

IIIE 







 ij , 

      72346III 321E*  . 

 Задача 3.43. Для поля переміщення 311 AXXx  , 322 AXXx  , 

2133 AXAXXx   визначити тензор скінченних деформацій GL̂ . Показати, 

що якщо константа A  дуже мала величина, то переміщення представляє 
поворот абсолютно твердого тіла. 

Розв’язання 

З умови задачі витікає, що 3111 AXXxu  , 3222 AXXxu  , 

21333 AXAXXxu  . Тоді з формули 
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 Якщо A  мала величина, то членами з 2A  можна знехтувати і тому 

0ˆ GL . Вектор повороту, згідно з uw 
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1
 буде дорівнювати 
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  .02
2

1
2

2

1
21321 eeeee AAAA   

 Задача 3.44. Показати, що поле переміщення 211 3xAxu  , 

212 3 Bxxu  , 53 u  визначає стан плоскої деформації. Знайти зв’язок між A  

і B , за умови якого деформація буде ізохоричною (відсутнє об’ємне 

розширення). 
Розв’язання 

За заданим полем переміщення і за формулою 
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Отриманий тензор відповідає в формі 






















000

0

0

2212

1211

ij  тензору для 

плоскої деформації. Згідно ii
V

V
D 


 , коефіцієнт об’ємного розширення в 

нашому випадку дорівнює BAD ii  . Звідки видно, що D  буде 

дорівнювати нулю за умови BA . 

Задача 3.45. Так звана дельта-розетка для вимірювання поздовжніх 
деформацій має форму рівностороннього трикутника і дає змогу вимірювати 

відносні подовження 111111  , ,    в напрямках, що показані на рис. 3.12. Нехай 

a11 , b11 , c11 . Визначити 2212  ,  . 

Розв’язання 

У випадку EL ˆˆ   формула νLν 
 ˆ
dX

dXdx
 для напрямку 1x  дає такий 

результат 
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 або ab  4332 2212 . 

 

 
Рис. 3.11. До задачі 3.45 

 

 Для напрямку 1x   аналогічним чином отримуємо такий результат 
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або ac  4332 2212 . 

 Розв’язуючи цю систему рівнянь відносно 2212  ,   знаходимо 
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 Задача 3.46. Вивести формулу 
    3322

2323
23

2121

22
sin

32
LL

LL







ee

, 

що виражає зміну кута між координатними напрямками 2X  і 3X  у випадку 

скінченної деформації. Довести, що якщо градієнти переміщення малі 

величини, то ця формула зводиться до   232323 2cos2sinsin l . 
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Розв’язання 

Нехай  223  – шукана зміна кута (рис. 3.12). Тоді 

  3223 2cossin nn   або згідно XFx dd  ˆ  і   XGX dddx  ˆ2
 маємо 

3322

32

3

3

2

2
23

ˆˆ

ˆˆ
sin

XGXXGX

XFFX

dddd

dd

dx

dX

dx

dX c




 . 

 
Рис. 3.12. Фізична інтерпретація недіагональних членів ijl  

 

 Розділимо чисельник і знаменник цього виразу на 2Xd  і 3Xd . 

Враховуючи те, що FFG ˆˆˆ  c  і   mGmm  ˆ2 , отримуємо 
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 . 

 Далі згідно  IFFL ˆˆˆ
2

1ˆ  cG  маємо  

  2332323232 2ˆˆ2ˆˆ2ˆ LGG  eIeeLeeILeeGe , 

оскільки 032 ee . Згідно з   22
2 21

2
L e  знаходимо   2221

2
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e
 і так далі.  
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 Якщо 1




j
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X

u
, остання рівність зводиться до такого вигляду 
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 Задача 3.47. Для переміщення простого зсуву 11 Xx  , 22 Xx  , 

32 233 XXx   визначити напрям лінійного елементу в площині 32 XX , для 

якого відносне подовження дорівнює нулю. 

Розв’язання 

Нехай 3322 eem mm   – одиничний вектор нормалі в напрямку 

нульового подовження. Тоді із   mGmm  ˆ2 , враховуючи, що   12  m
, 

отримуємо 

  1

0

1320

32370

001

0

3

232 

































m

mmm , 

де 
j

k

i

k
ij

X

x

X

x
G








 . 

 В результаті отримуємо рівняння 

 33347 2
3322  mmmm . 

 Окрім того, 12
3

2
2  mm . 

 Розв’язуючи таку систему рівнянь, знаходимо 

 
2

3
2 m , 

2

1
3 m   або 02 m , 13 m . 

 Таким чином, нульове подовження мають елементи, що розташовані 

вздовж осі 3X , і елемент, який йде під кутом 60  до 3X . 

 3.7. Додаткові задачі для самоконтролю 

 Задача 3.48. Для переміщення зсуву задачі 3.47 знайти рівняння еліпса, 

в який переходить коло 12
3

2
2  XX  під час деформації. 

 Відповідь: 39 2
3

2
2  xx . 

 Задача 3.49. Визначити кут зсуву 23  для деформації задачі 3.47  

(рис. 3.13). 

 Відповідь:  72arcsin23  . 

 
Рис. 3.13. До задачі 3.49 
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 Задача 3.50. Дано поле переміщення 311 2XXx  , 322 2XXx  , 

2133 22 XXXx  . Знайти лагранжевий і ейлерів тензори скінченних 

деформацій GL̂  і AÊ . 

 Відповідь: 






















400

022

022

ˆ
GL , 























400

022

022

9

1ˆ
AE . 

 Задача 3.51. Знайти діагональну форму обох тензорів задачі 3.50. 

 Відповідь: 


















400

000

004

ˆ*
GL ,   



















400

000

004

9

1ˆ *
AE . 

 Задача 3.52. Для поля переміщення задачі 3.50 знайти градієнт 

деформації F̂  і, скориставшись полярним розкладанням F̂ , визначити тензор 

повороту R̂  і правий тензор коефіцієнтів довжини Ŝ . 

 Відповідь: 




















122

221

212

3

1
R̂ , 























300

021

012

Ŝ , 




















122

210

201

F̂ . 

 Задача 3.53. Довести, що перший інваріант тензора GL̂  можна 

представити через головні значення коефіцієнтів довжини таким чином 

           2111I 222

321
 eeeLG

. 

 Вказівка: скористатися співвідношенням   2222
2 21

2
LG  e

. 

 Задача 3.54. В деякій точці задано тензор деформації 

 
























122

213

231

ij . 

 Визначити відносне подовження в напрямку 222 321 eeev   і 

зміну кута між напрямками v  і 222 321 eeeμ  . 

 Відповідь:   6 v , 0 v . 

 Задача 3.55. Як виглядає в головних осях тензор ij  задачі 3.54? 

Врахувати, що напрямки v  і μ , вказані в цій задачі, є головними (отже, 

0 v ). 
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 Відповідь: 




















200

020

006
*
ij . 

 Задача 3.56. Побудувати круги мора для деформованого стану задачі 
3.54 і знайти величину максимальної деформації зсуву. Перевірити результат 

аналітично. 

 Відповідь: 4max  . 

 Задача 3.57. Обчислити усі три інваріанти тензора ij  задачі 3.54 і 

тензора *
ij  задачі 3.55 і порівняти результати. 

 Відповідь: 6I E , 4II E , 24III E . 

 Задача 3.58. Для тензора ij  задачі 3.54 визначити девіатор ije  і 

обчислити його головні значення. 

 Відповідь: 
























222

213

231

ije , 




















400

000

004
*
ije . 

 Задача 3.59. Дано поле переміщення 2
211 3 xxu  , 312 2 xxu  , 21

2
33 xxxu 

. Визначити тензор ij  і перевірити, чи задовольняється умови сумісності. 

 Відповідь:  
























312

1321

2321
2
2

222

203

233

xxx

xxxx

xxxxx

ij , так. 

 Задача 3.60. Для дельта-розетки деформацій відносні подовження, 

величини яких вказано на рис. 3.14. Визначити 12  і 22 . 

 
Рис. 3.14. До задачі 3.60 

 

 Відповідь: 
4

22 101  , 
4

12 102885,0  . 
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 Задача 3.61. Для поля переміщення 311 AXXx  , 22 Xx  , 

133 AXXx   обчислити зміну об’єму і показати, що вона дорівнює нулю, 

якщо константа A  мала величина. 

 Задача 3.62. В деякій точці середовища, в якій відбулася мала 
деформація, тензор малих деформацій в декартовій системі координат має 

таку матрицю компонент 

 
















01,000

001,003,0

003,001,0

. 

 Знайти найбільше і найменше відносне подовження матеріальних 
елементів в цій точці. Знайти напрямки матеріальних елементів, які зазнали: 
 а) найбільше відносне подовження; 

 б) найменше відносне подовження. 
 Обчислити відносну зміну об’єму в цій точці. 

 Відповідь: а)  21max
2

1
een  ;  

04,0max 
n

d ;  

б)  21min
2

1
een  ;  

02,0min 
n

d ; 03,0
0




V

V
. 

 Задача 3.63. Подвійним зсувом називається деформація суцільного 

середовища, яка відповідає закону руху 

   211 XtbXx  ,   322 XtbXx  , 33 Xx  , 

де ix  – просторові декартові координати; iX  – лагранжеві координати;  

 tb  – функція часу, причому   00 b . 

 Вважаючи функцію  tb  заданою, знайти тензори деформацій Гріна GL̂   

і Альмансі AÊ . 

 Відповідь: 

























22
0

222

0
2

0

ˆ

2

2

bb

bbb

b

GL ,  

   






























22
2

2
2

2

1
2

1
22

1
222

22
0

ˆ

b
b

b
bb

b
bbb

bb

AE . 

 Задача 3.64. Знайти компоненти переміщення  t,xu  в ейлеревому описі 

за умови подвійного зсуву (див. задачу 3.63). Знайти тензор малих 

деформацій. 

 Відповідь:     23132, eexu bxbxxbt  ,  23321221
2

ˆ eeeeeeeeε 
b

. 
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4. РУХ І ТЕЧІЯ 

4.1. Матеріальні похідні. Швидкість. Прискорення   

Задача 4.1. Дано просторовий (ейлеревий) опис руху континууму 

 1311  tt eXeXx ,   232 XeeXx tt   , 33 Xx  . Довести, що якобіана J  

для такого руху відмінний від нуля, і знайти матеріальне (лагранжеве) 

представлення цього руху, за допомогою обернення рівнянь для переміщення. 

Розв’язання 

 Згідно 
j

i

X

x
J




 , якобіан переходу від просторового до матеріального 

опису руху континууму (або від ейлеревої системи відліку до лагранжевої) 

буде дорівнювати 
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. 

 За умови 0t , 0J , тобто можливий перехід від ейлеревої системи 

відліку до лагранжевої. 

 Обертаючи рівняння руху, за допомого розв’язання системи рівнянь 

руху відносно iX  методом підстановки, отримуємо матеріальне (лагранжеве) 

представлення цього руху 
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tt

 

 Відмітимо, що за обох способів описання руху континууму має вигляд

3,2,1  ,  iXx ii  за умови 0t . 

 Задача 4.2. Дано закон руху континууму 11 Xx  , 

    22 32322 XXeXXex tt   ,     22 32323 XXeXXex tt   . 

Визначити компоненти швидкості в ейлеревій і лагранжевій формах. 

Розв’язання 

 З другого і третього рівнянь отримуємо: 

спочатку складемо рівняння для 2x  і 3x  та виразимо 32 XX    

  3232 xxeXX t   ; 



139 

 

далі віднімемо від рівняння для 2x  рівняння для 3x  та виразимо 32 XX    

  3232 xxeXX t  . 

 Розв’язуючи ці рівняння, знаходимо обернені рівняння 
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,
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,

32323
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11
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3232

11

xxexxeX

xxexxeX

xX

xxeXX

xxeXX

Xx

tt

tt

t

t  

 Тоді компоненти переміщення iii Xxu   можна записати або в 

лагранжевій формі: 

 011111  XXXxu , 

     232322 22 XXXeXXeu tt   , 

     332323 22 XXXeXXeu tt   , 

або в ейлеревій формі: 

 011111  xxXxu , 

     22 323222 xxexxexu tt   , 

     22 323233 xxexxexu tt   , 

 Згідно 
   

t

tu

dt

tdu
uv ii

ii





,, XX
 , отримуємо  

 01 v ,     22 32322 XXeXXev tt   , 

     22 32323 XXeXXev tt   . 

 З врахуванням співвідношень  3232 xxeXX t    і 

 3232 xxeXX t  , ці вирази для компонент швидкості зводяться до 

 01 v , 3
3232

2
22

x
xxxx

v 





 , 2
3232

3
22

x
xxxx

v 





 . 

 З іншого боку, якщо рух задано в ейлеревих змінних, то з формули  

   
   

 
 

k

i
k

ii
ii

x

tu
tv

t

tu

dt

tdu
tutv











,
,

,,
,,

x
x

xx
xx  , знаходимо 

         22222 3232322
2 tttttt eeveevxxexxev

dt

du
 

, 

         22222 3232323
3 tttttt eeveevxxexxev

dt

du
 

. 

 Розв’язуючи ці рівняння відносно 2v і 3v , отримуємо, як і для 

лагранжевої форми  32 xv  , 23 xv  , а 01 v .  

 Задача 4.3. Дано поле швидкості  txv  111 ,  txv  12 22 , 

 txv  13 33 . Знайти компоненти вектора прискорення. 
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Розв’язання 

 Користуючись формулою  
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 . 

 Задача 4.4. Виконати інтегрування виразу для швидкості, що задана в 

задачі 4.3, і отримати рівняння для переміщення  txx ii ,X  (закон руху). За 

цими даними визначити компоненти прискорення в лагранжевій формі. 

Розв’язання 

 За визначенням 
 

dt

du

dt

Xud

dt

dx
v iiii

i 


 , маємо 

 
 t

x

dt

dx
v




1

11
1 . 

 Розділяючи змінні, отримуємо 

 
 t

dt

x

dx




11

1  і виконуємо інтегрування 

 
 

  Ctx
t

dt

x

dx
ln1lnln

1
1

1

1 


  , 

де C  – стала інтегрування. Оскільки 11 Xx   при 0t , то 1XC  , і, 

відповідно,  tXx  111 . Точно так само знаходимо 

  222 1 tXx   і  333 1 tXx  . 

 Далі, використовуючи 
   

t

tu

dt

tdu
uv ii

ii





,, XX
  і 

   
t

tv

dt

tdv
va ii

ii





,, XX
 , отримуємо, що 
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X
a , 

  
2

2
2 2

12
X

t

tX
a 




 , 

  
 tX

t

tX
a 




 16

13
3

2

3
3 . 

 Задача 4.5. Задано закон руху суцільного середовища 

   tAeAx B   sin1 ,    tAeBx B   cos2 , 33 Xx  . 

Показати, що траєкторії є колами, а величина швидкості стала величина. 

Визначити зв'язок між 1X  і 2X  та сталими A  і B . 

Розв’язання 

 Перепишемо закон руху у вигляді    tAeAx B   sin1 , 

   tAeBx B   cos2 . Піднесемо ці рівності в квадрат 

       tAeAx B   2222

1 sin , 

       tAeBx B   2222

2 cos . 

 Після складання і, враховуючи те, що 1cossin 22  xx , отримаємо 

     222

2

2

1   BeBxAx . 

 За формулою 
dt

dx
v i

i   знайдемо компоненти швидкості: 

  tAe
dt

dx
v B   cos1

1 , 

  tAe
dt

dx
v B   sin2

2 , 

 03
3 

dt

dx
v , 

отже  Bevvvv 222
3

2
2

2
1

2 . 

 На кінець, ii Xx   при 0t , звідки знаходимо, що 

    AeAX B   sin1 , 

    AeBX B   cos2 . 

 Задача 4.6. Поле швидкості задано вектором 3312
2

21
2
1 eeev txxtxtx  . 

Визначити швидкість і прискорення частинки, що знаходиться в момент 1t  

в точці  2,3,1P . 

Розв’язання 

 Прямою підстановкою знайдемо 321 23 eeev P . Користуючись 

векторною формою формули  
   

   tt
t

t

dt

td
t ,,

,,
, xvxv

xvxv
xa 







, 

отримаємо поле прискорення 
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   ,2

2

31333122
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eeeeeeeeeee
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xxtxx




 

або 

       3
2

3
2
1312

4
221

23
1

2
1 222 eeea txxxxtxtxtxx  . 

 Таким чином, 

 321 693 eeea P . 

 Задача 4.7. Для поля швидкості задачі 4.3 знайти лінії току і траєкторії 

та довести, що вони співпадають. 

Розв’язання 

 Дотична до лінії току в кожній точці спрямована за вектором швидкості. 

Отже, для нескінченно малого вектора xd  дотичну до лінії току можна 

написати рівнянням 0 xv d  і отримати таким чином диференціальні 

рівняння ліній току 
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 . 

 Для вказаної течії ці рівняння мають вигляд 
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 . 

 Інтегруючи ці рівняння з врахуванням початкових умов ii Xx   при 

0t , знаходимо для ліній току: 
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X

x

X

x
. 

 Інтегрування виразів для швидкості i
i v

dt

dx
  було здійснено в задачі 4.4, 

в результаті чого отримано закон руху  tXx  111 ,  222 1 tXx   і 

 333 1 tXx  . Виключаючи з цих рівнянь час t , отримуємо траєкторії, які 

точно співпадають зі знайденими вище лініями току, наприклад,  

  
1

11
11 1

X

Xx
ttXx


 ,  
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підставляємо в  
2

1

11
22

2

22 11 






 


X

Xx
XxtXx і знаходимо  
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1

2

21
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X

x

X

x

X

xX
x 








   і так далі. 

 Задача 4.8. В електромагнітному континуумі напруженість магнітного 

поля дорівнює re At , де 
2
3

2
2

2
1

2 xxxr   і A  – константа, і рух задано 

полем швидкості txBxv 311  , 
22

22 tBxv  , 323 xBxv  . Визначити швидкість 

зміни поля частинки, що розташована в момент 1t  в точці  2 ,1,2 P . 

Розв’язання 

 Оскільки 
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 . 

 Таким чином, в точці P  в момент 1t  

  BA
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e
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927

3

3
 . 

 Задача 4.9. Дано поле швидкості 231 34 xxv  , 12 3xv  , 13 4xv  . 

Визначити компоненти прискорення в точках  0 ,0,bP  і  bbQ 3 ,4,0  та 

звернути увагу на те, що поле швидкості відповідає обертанню абсолютно 

твердого тіла з кутовою швидкістю, що дорівнює 5, навколо осі, яка 

спрямована вздовж вектора   534 32 eee  . 

Розв’язання 

 За формулою  
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 Тоді в точці  0 ,0,bP  – 125 ea b  і прискорення має тільки доцентрову 

компоненту, а в точці  bbQ 3 ,4,0 , що розташована на осі обертання, 

     

        .048483636316412312490

161212925

32321

33223211





eeeee

eeea

bbbbbbbb

xxxxx
   

 За даними в задачі компонентами вектора швидкості 231 34 xxv  , 

12 3xv  , 13 4xv   напишемо вектор швидкості 

    3121123 4334 eeev xxxx  . 

З іншого боку цей вектор швидкості можна виразити співвідношенням 

xωv  , 

де   534 32 eeeω  kk  – кутова швидкість обертання навколо осі – вектора 

  534 32 eee  , k  – модуль вектора кутової швидкості, який треба знайти, 

332211 eeex xxx   – вектор координат. 

 Тоді можна записати такий векторний добуток 

 

   

        .4334
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 Порівнюючи вектори v  і v , нескладно прийти до висновку, що вони 

рівними між собою за умови 5k . Тоді можна записати, що eeω 5 k , що і 

треба було показати.  

 4.2. Швидкість деформації, завихреність 

 Задача 4.10. Деяка течія задана полем швидкості 01 v , 

  BtexxxAv  2
3212 ,   BtexxxAv  31

2
23 , де A  і B  – сталі. Знайти градієнт 

швидкості ji xv  для цього руху і обчислити тензор швидкості деформації D̂  

і тензор завихреності V̂  в точці  3 0, 1,P  в момент часу 0t . 
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Розв’язання 

 Згідно з ijij

i

j

j

i

i

j

j

i

j

i
ij VD

x

v

x

v

x

v

x

v

x

v
Y 






















































2

1

2

1
 визначимо 

спочатку 

 Bt

j

i Ae

xxx

xxx

xvxvxv

xvxvxv

xvxvxv

x

v 















































123

312

332313

322212

312111

2

2

000

; 

далі визначимо симетричну ijD  та несиметричну ijV  складові градієнта 

швидкості jiij xvY   

;

2

2

220

20

20

0

2

2

000

2

1

2

1

1323

3212

32

13

21

32

123

312

Bt

Bt

i

j

j

i
jiij

Ae

xxxx

xxxx

xx

xx

xx

xx

xxx

xxxAe
x

v

x

v
DD















































































































 

;

02

02

220

20

20

0

2

2

000

2

1

2

1

323

322

32

13

21

32

123

312

Bt

Bt

i

j

j

i
jiij

Ae

xxx

xxx

xx

xx

xx

xx

xxx

xxxAe
x

v

x

v
VV















































































































 

а тепер перевіри ijij
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 Цей тензор та його складові можна обчислити в точці  3 0, 1,P  в момент 

часу 0t  
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 Задача 4.11. Для руху 11 Xx  ,  12
122   teXXx  і 

 13
133   teXXx  обчислити тензор швидкості деформації D̂  і тензор 

завихреності V̂ . Порівняти компоненти D̂  з 
dt

d ij
 – швидкостями зміни 

компонент ейлеревого тензора малих деформацій Ê . 

Розв’язання 

 У даному випадку компоненти переміщення дорівнюють iii Xxu  : 

011111  XXXxu , 

   11 2
12

2
12222   tt eXXeXXXxu , 

    11 3
13

3
13333   tt eXXeXXXxu . 

 З врахуванням того, що 11 Xx  , компоненти переміщення набувають 

вигляду: 

  12
12   texu ,  13

13   texu . 

 За формулою 
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dt

tdu
uv ii
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,, XX
  компоненти швидкості будуть 

дорівнювати: 
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 Відомо, що розкладання градієнта швидкості ji xv  дає формулу 

ijijji VDxv  , тобто 
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 Аналогічно отримуємо розкладання градієнта переміщення 
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 Порівнючи D̂  з 
dt

d ij
 бачимо, що ij

i

j

j

iij
D

x

v

x

v

dt

d




























2

1
 і виконуючи 

порівняння V̂  з 
dt

d ij
 бачимо, що ij

i

j

j

iij
V

x

v

x

v

dt

d




























2

1
. 

 Задача 4.12. Вихровою лінією називається така лінія, дотична до якої в 

кожній точці рухомого середовища спрямована за вектором вихору швидкості 

qΩ
2

1
 . Довести, що рівняння вихрових ліній мають вигляд 

3

3

2

2

1

1

q

dx

q

dx

q

dx
 . 

Розв’язання 

 Нехай xd – нескінченно малий вектор у напрямку q . Тоді можна 

написати 0 xq d  або 

      0312212311312332

321

321

321

 eee

eee

dxqdxqdxqdxqdxqdxq

dxdxdx

qqq , 

звідки отримуємо рівняння вихрової лінії 

 
3

3

2

2

1

1

q

dx

q

dx

q

dx
 . 

 Задача 4.13. Довести, що поле швидкості 

      312231123 eeev AxCxCxBxBxAx   вихрові лінії є прямими. 

Написати їх рівняння. 

Розв’язання 

 За визначенням  3212 eeevq BAC 


, а, згідно результату задачі 

4.12, диференціальні рівняння вихрових ліній будуть такими 

 23 BdxAdx  , 31 CdxBdx  , 12 AdxCdx  . 
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 Інтегруючи їх, знайдемо рівняння вихрових ліній у канонічній формі 

 1
2

3 K
A

x
Bx  , 2

3
1 K

B

x
Cx  , 3

1
2 K

C

x
Ax  , 

де iK  – сталі інтегрування. 

 Задача 4.14. Довести, що поле швидкості задачі 4.13 представляє собою 

обертання абсолютно твердого тіла, оскільки для нього 0ˆ D . 

Розв’язання 

 Обчислимо градієнт швидкості ji xv   для 

      312231123 eeev AxCxCxBxBxAx   

 ij

j

i V

CA

CB

AB

x

v





























0

0

0

. 

Виявляється, що ji xv  асиметричним тензором, а  це значить, що  

0ijD . Це витікає із рівності ijijij

j

i VVD
x

v





. 

 Задача 4.15. Для обертання абсолютно твердого тіла зі швидкістю 

  3122313 3443 eeev xxxx   визначити вектор вихору швидкості Ω  і 

показати, що xΩv  . 

Розв’язання 

 За визначенням vqΩ 


2

1

2

1
,  qΩ 2  або 

   

       
 

    .3400
2

1
33

2

1

44
2

134

2

1343

2

1

434

2

1

3443

2

1

2

1

2132

13

2

3

1

3
2

1

12

3

3

1

3

3

2

12

1233

321

321

eeee

eee

e

eee

vΩ










































































x

x

x

x

x

xx

x

x

x

x

x

xx

xxxx

xxx



  

 Цей вектор спрямований вздовж осі обертання, що можна перевірити за 

формулою vxΩ   

     

321

321

33221121 03434

xxx

xxx

eee

eeeee  
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  .3443

344003

3122313

3122313

veee

eee





xxxx

xxxx
 

 Задача 4.16. Дано стаціонарне поле швидкості 

    222
2
11

2
21

3
1 eev xxxxxx  . Знайти швидкості частинок відносно точки 

 3 1, 1,P  в точках  3 0, 1,1Q ,  3 ,43 1,2Q ,  3 ,87 1,3Q , віднесені до відстані 

від цих точок до точки P , і показати, що їх величини прямують до відносної 

швидкості, що визначається формулою j

j

i
i dx

x

v
dv




 , або xvv dd 


. 

Розв’язання 

 Безпосереднє обчислення дає: 

у точці  3 1, 1,P  

     2121 20111111 eeeev P ; 

у точці  3 0, 1,1Q  

     2121 000101
1

eeeev Q , 

тоді 21 2
1

eevv  QP , 

у точці  3 ,43 1,2Q  

 2121
4

6

16

7

4

3

4

3
1

16

9
11

2
eeeev 

















Q , 

тоді   2121212 2
4

7
4

4

2

16

7

4

6

16

7
2

22
eevveeeeevv  QPQP ; 

у точці  3 ,87 1,3Q  

 2121
8

14

64

15

8

7

8

7
1

64

49
11

3
eeeev 

















Q , 

тоді   2121212 2
8

15
8

8

2

64

15

8

14

64

15
2

33
eevveeeeevv  QPQP . 

 Визначимо матрицю градієнта швидкості     222
2
11

2
21

3
1 eev xxxxxx   
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332313

322212

312111

xxx

xxxx

xvxvxv

xvxvxv

xvxvxv

x

v

j

i , 

і в точці  3 1, 1,P  градієнт швидкості у від’ємному напрямку осі 2x  дорівнює 

 
  


















































 










0

2

2
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1

0

000

022

022

2edx

dvi . 
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 Таким чином, 
 

21 22

2

ee
v

e










dx

d
, і ця величина, до якої прямує 

відносна швидкість 
iQP vv  , яка віднесена до відстані до точки P . 

 Задача 4.17. Для стаціонарного поля швидкості 

3
2
32123

2
212

2
1 23 eeev xxxxxxx   визначити швидкість подовження 

матеріального відрізка в точці  1 1, 1,P  в напрямку   543 31 eeν  . 

Розв’язання 

 Визначимо градієнт швидкості 

 


























































321
2
31

2
32

2
232

2
121

332313

322212

312111

2

240

036

xxxxxxx

xxx

xxx

xvxvxv

xvxvxv

xvxvxv

x

v

j

i , 

відповідно його симетрична частина дорівнює 

 

.

2
2

2

2

2

2
4

2

3
22

3
6

220

43

06

2

240

036

2

1

2

1
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2
31

2
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2
32

2
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2
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2
1

2
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3132

2
1

2
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D

i

j

j

i
ij

 

 У точці  1 1, 1,P  тензор  ijD  приймає такі значення 

  


















25,15,0

5,145,1

5,05,16

PijD . 

 За формулою vDv  Pd ˆ  для напрямку   543 31 eeν   отримуємо 

 
25

74

5

4
0
5

3

25,15,0

5,145,1

5,05,16

5

4
0

5

3










































d . 

 Задача 4.18. Для руху, заданого в задачі 4.17, визначити в точці P  

швидкість зміни кута між ортогональними напрямками   543 31 eeν   і 

  534 31 eeμ  . 
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Розв’язання 

 Користуючись результатами задачі 3.20, швидкість зсуву   можна 

знайти користуючись формулою νDμ 
ˆ2  

 
25

89

5

4
0
5

3

431

383

1312

5

3
0

5

4










































 , 

де 





































431

383

1312

25,15,0

5,145,1

5,05,16

2ˆ2D . 

 Задача 4.19. Дано стаціонарне поле швидкості 31 2xv  , 32 2xv  , 03 v . 

Знайти головні напрямки і головні значення тензора швидкості деформації. 

Розв’язання 

 У даному випадку тензор швидкості деформації є таким 
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 Визначимо його симетричну 
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та несиметричну складові 
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1
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i
ij

x

v

x

v
V . 

Тоді головні значення   тензора ijD  знаходяться із характеристичного 

рівняння вигляду 0 ijijD  

  022

11

10

10
23 







, 

звідки знаходимо 2I  , 0II  , 2III  .  

 Для знаходження головних напрямків (осей) використаємо систему 

рівнянь 
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    0 k
jijkij nD ,         (4.1)  

для 2I   можна записати 
   

   

      .02

;02

;02

1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

1
3

1
1







nnn

nn

nn

 

Звідки    
 

2

1
31

2
1

1

n
nn  , а оскільки 1iinn , то 

   
          

2

1
1211

2

1

2

1
1

22

1
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21
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3
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3

2
1

3

2
1

3 



































nnnn

nn
. 

Тому  
 

2

11
1 n , 

 

2

11
2 n ,  

2

11
3 n . 

Так само, згідно рівняння  (4.1), для 0II   можна записати 
 

 

    .0

;0

;0

2
2

2
1

2
3

2
3







nn

n

n

 

Звідки 
   2

2
2

1 nn  , 
  02
3 n , а оскільки 1iinn , то 

     
2

1
12

22
1

22
1  nn  

Тому   

2

12
1 n ,  

2

12
2 n , 

  02
3 n . 

На кінець, згідно рівняння  (4.1), для 2III   можна записати 
   

   

      .02

;02
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1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

1
3

1
1







nnn
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Звідки    
 

2

3
33

2
3

1

n
nn


 , а оскільки 1iinn , то 

   
          

2

1
1211

2

1

2

1
1

22

3
3

23
3

23
3

23
3

2
3

3

2
3
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nnnn

nn
. 

Тому 

 

2

13
1 n , 

 

2

13
2 n ,  

2

13
3 n . 

Отже матриця перетворення до головних напрямків осей буде мати 

вигляд 
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cij . 

 Тепер тензор ijD  можна перетворити до головних осей (діагональної 

форми) за формулою      pjkpikij cDcD *  
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 Задача 4.20. Визначити максимальну швидкість зсуву max  для руху, 

заданого в задачі 4.19. 

Розв’язання 

 З використанням головних значень деформацій задачі 4.19 2I  , 

0II  , 2III  знайдемо максимальну швидкість зсуву  

     22222IIIImax  . 

Такий самий результат можна отримати, якщо врахувати те, що 

вказаний рух представляє собою простий зсув, паралельний площині 21xx  в 

напрямку   221 eeν   (рис. 4.1). 

 
Рис. 4.1. До задачі 4.20 

 

 Тому, як і раніше можна записати 
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   2

0

21

21

011

100

100

100max 

































 
 . 

  Слід також відмітити, що максимальна швидкість подовження для 

даного руху має місце в напрямку   22 321 eeen  , як було знайдено в 

задачі 4.19. Таким чином, 

     2

22

21

21

011

100

100

2221211 

































 nd . 

 

 4.3. Матеріальні похідні від об’єму, площі, інтегралу 

 Задача 4.21. Обчислити другу похідну за часом від скалярного добутку 

двох лінійних елементів, тобто знайти 
 

2

22

dt

dxd
. 

Розв’язання 

 Використовуючи формулу   k

k

i
i dx

x

v
dx

dt

d




  і рівність 

  xDx dddx
dt

d
 ˆ22

 можна записати, що 

 
 

jiij dxdxD
dt

dxd
2

2

 . 

 Тому 

 
 


















 k

k

j

iijjk

k

i
ijji

ij
dx

x

v
dxDdxdx

x

v
Ddxdx

dt

dD

dt

dxd
2

2

22

, 

 Після простої операції з перейменування індексів підсумовування 

отримаємо 

 
 

.2
2

22

ji

j

k
ik

i

k
kj

ij
dxdx

x

v
D

x

v
D

dt

dD

dt

dxd





















  

 Задача 4.22. Знайти матеріальну похідну 
S

iidSp
dt

d
 від потоку деякої 

векторної величини ip  через поверхню S . 

Розв’язання 

 По формулі  
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k
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k

S i

k
i
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k

k
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i

S

ii

dS
x

v
p

x

v
p

dt

dp

dS
x

v
pdS

x

v
p

dt

dp
dSp

dt

d

. 

 Задача 4.23. Довести, що формулу для похідної від потоку, що отримана 

в задачі 4.22, можна записати в символічних позначеннях таким чином 

     












SS

dS
t

dS
dt

d
nvppv

p
np . 

Розв’язання 

 Безпосередньо переписуючи в символічних позначеннях результат 

задачі 4.22, отримуємо 

 

   

      .
























S

SS

dS
t

dS
dt

d
dS

dt

d

nvpvppv
p

nvpvp
p

np

 

 Тепер скористаємося векторною тотожністю (див. задачу 1.65) 

          vppvpvvpvp  . 

 Тоді можна написати, що 

     












SS

dS
t

dS
dt

d
nvppv

p
np . 

 Задача 4.24. Представити теорему Рейнольдса про перенос, що 

виражена формулами  
 

  






















V

ijp

p

ij

V

ij dVtPv
xt

tP
dVtP

dt

d
,

,
, *

*

*
x

x
x 


  і  

 
 

   





S

pijp

V

ij

V

ij dStPvdV
t

tP
dVtP

dt

d
,

,
, *

*

*
x

x
x 


 , в символічних 

позначеннях. 

Розв’язання 

 Нехай  t,*
xP  – будь-яка тензорна функція ейлеревих координат і часу. 

Тоді перше рівняння записується так 

     














VV

dV
t

dVt
dt

d
vP

P
xP

*
*

* , . 
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 По теоремі Гауса-Остроградського цей вираз можна перетворити до 

співвідношення, яке відповідає другому рівнянню за умовами задачі 

    





SVV

dSdV
t

dVt
dt

d
nvP

P
xP

*
*

* , . 

 Задача 4.25. Якщо функція  t,*
xP  в задачі 4.24 є скалярною 

величиною, яка дорівнює 1, то інтеграл у лівій частині 

    














VV

dV
t

dVt
dt

d
vP

P
xP

*
*

* ,  є просто миттєвий об’єм деякої частини 

континууму. Знайти матеріальну похідну від цього об’єму. 

Розв’язання 

 Використовуючи векторну форму запису теореми Рейнольдса 

    














VV

dV
t

dVt
dt

d
vP

P
xP

*
*

* , , отримуємо 

  
VV

dVdV
dt

d
v . 

 Тут dVv  являє собою швидкість зміни dV , і тому, v  називають 

швидкістю кубічного розширення. Це співвідношення також можна отримати 

безпосереднім диференціюванням 0JdVdV  .  

 4.4. Змішані задачі 

 Задача 4.26. Використовуючи визначення завихреності vq rot  , 

довести, що kjijki Vq   і що kijkij qV 2 . 

Розв’язання 

 Перетворимо вираз для vq rot   у вигляді суми  

    jkjkijkjkijki vvvq ,,,  , 

де     kjjkjk vvv ,,,
2

1
  – антисиметрична частина тензора – градієнта 

швидкості jkv , ,     kjjkjk vvv ,,,
2

1
  – симетрична частина jkv , . 

 Оскільки,   0,  jkijkv  (див. задачу 1.50), то 

   kjijkjkijki Vvq  , , 

де  jkkj vV ,  – антисиметричний тензор другого рангу. 

 Звідси, остаточно отримуємо 

   srkjsjrkskrjkjijkirsiirs VVVq 2 . 

 Задача 4.27. Довести, що прискорення a  можна записати у вигляді 
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Розв’язання 

 Згідно 
k

i
k

i
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x

v
v
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v
a









 . Звідки отримуємо (спочатку додамо і віднімимо 

від правої частини 
i

k
k

x

v
v




) 

 
   

,
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1

2

1
2

i

kk
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i
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i
k

i
i

x

vv
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v

x
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v
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v
v
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v
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де ik

i

k

k

i V
x

v

x

v


















 – антисиметрична частина тензора за визначенням; 

 

i

kk

i

k
k

x

vv

x

v
v










2

1
 – kv  внесена під знак диференціала; kjijkikk vqVv 2  – 

отримано з використанням результату задачі 4.26 – kijkij qV 2  з множенням 

лівої і правої його частин на kv . 

 Перейдемо від індексної форми запису виразу для прискорення вигляду 

 
 

i

kk
kjijk

i
i

x

vv
vq

t

v
a











2

1
 

до символьної, використаши такі заміни 

 aia , viv , vq kjijk vq , 
  2

2

1

2

1
v





i

kk

x

vv
, 

записуємо 

 
2

2

1
vvq

v
a 






t
. 

 Задача 4.28. Довести, що   v divln dtJd . 

Розв’язання 

 Напишемо Pi dXdx  у вигляді Pix , , так що  

RQPPQR xxxJ ,3,2,1 ,  

і J  може бути представлено сумою трьох визначників 

  RQPRQPRQPPQR xxxxxxxxxJ ,3,2,1,2,2,1,3,2,1   . 

 Далі можна записати, що 

PSSP xvx ,,1,1  , QSSQ xvx ,,2,2  , RSSP xvx ,,3,3  . 

Тут виконано такі перетворення 
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PSS

p

S

SpS

S

p

P xv
dX

dx
dt

dx

dx
dt

dX

dx

dx

dx
dt

dX

dx
x ,,1

111
,1 































  і так далі. 

Тому  

  RSSQPRQSSPRQPSSPQR xvxxxxvxxxxvJ ,,3,2,1,2,,2,1,3,2,,1  . 

З дев’яти визначників третього порядку, що отримано під час 

підсумовування останнього виразу по S , тільки три відмінні від нуля. Таким 

чином, враховуючи те, що RQPPQR xxxJ ,3,2,1 , можна переписати останній 

вираз для J  

JvJvJvJvJ SS ,3,32,21,1  , або  v JJ   

і, відповідно, отримуємо 

  
 

vvv  div
ln1


dt

Jd

dt

dJ

J
JJ . 

 Задача 4.29. Довести, що за умови усталеного руху середовища 0




t

vi  

лінії току і траєкторії співпадають. 

Розв’язання 

 Як було показано в задачі 4.7, лінії току в будь-який момент часу t  є 

розв’язками диференціальних рівнянь 
3

3

2

2

1

1

v

dx

v

dx

v

dx
 , а траєкторії – 

розв’язками диференціальних рівнянь  tv
dt

dx
i

i ,x . Якщо  xii vv  , то 

рівняння траєкторій приймають вигляд 

 
3

3

2

2

1

1

v

dx

v

dx

v

dx
dt    

і, відповідно, співпадають з рівняннями ліній току. 

 Задача 4.30. Для стаціонарного поля швидкості 
3
22

2
11 xxxv  , 

2
21

3
12 xxxv  , 03 v  знайти головні значення деформації D̂  у довільній 

точці  321 ,, xxxP . 

Розв’язання 

 За формулою ijij

j

i VD
x

v





 визначимо градієнт швидкості і його 

складові – симетричну і антисиметричну 
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 Головні значення  id  є розв’язками характеристичного рівняння 

0 dD ijij  

 
  

   0

4

00

02

02

2
2

2
1

2
2

2
1

22
2

2
1

22
2

2
121

2
2

2
1

2
2

2
121











dxxdxxd

xxdxxd

d

dxxxx

xxdxx

. 

 Звідки  

   01 d ,    2
2

2
12 xxd  ,    2

2
2
13 xxd  .  

 Отримані значення можна упорядкувати по мірі їх убування 

  
2
2

2
1I xxd  , 0II d ,  2

2
2
1III xxd  . 

 Задача 4.31. Довести рівність  

   j

i

j

i

i

i
j

i

j

i dS
x

v
dS

x

v
dX

x

X
J

dt

d
dS

dt

d






















 , 

використавши обчислення матеріальної похідної від площі idS  з 

використанням векторного добутку 
   32

kjijki dxdxdS  . 

Розв’язання 

 Використовуючи формулу j

j

i
i dX

X

x
dx




 , отримаємо 

 3

3

2

2

dX
X

x
dX

X

x
dS kj

ijki







  і 

 3232

3211

dXJdXdXdX
X

x

X

x

X

x
dS

X

x kji
ijki

i 
















. 
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 Таким чином, 

 32
1

1

1 dXJdX
x

X
dSdSdS

X

x

x

X

p

piipi
i

p 











, 

і, враховуючи результат задачі 4.28, знаходимо 
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 Задача 4.32. Використовуючи результати задач 4.27 і 4.23, довести, що 

матеріальна швидкість зміни потоку завихреності, тобто похідна  
S

dS
dt

d
nq , 

дорівнює потоку вектора rot  від прискорення a . 

Розв’язання 

 Застосуємо операцію rot  до виразу прискорення, що отримано в задачі 

4.27, 

  
2

2
v

vq
v

a 





t
 

і врахуємо при цьому, що vq   і 0
2

2


v

. Тоді 

      vqvq
q

vq
q

a 





dt

d

t
. 

 Якщо в формулу задачі 4.23 замість p  підставити q , то отримаємо 

потрібний результат 

       












SSS

dSdS
t

dS
dt

d
nanvqvq

q
nq . 

 Задача 4.33. Довести, що для вектора завихреності q  має місце рівність 

  j

S

jiijkijk

V

i dSvqvqadVq
t

 



. 

Розв’язання 

 Тотожність задачі 4.32  vq
q

a 





t
 можна переписати в 

індексній формі 
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srmpmrispjkijk

i vqa
t

q
,, 




. 

 Тоді 

    




V
srmpmrispjkijk

V

i dVvqadV
t

q
,, . 

 Скориставшись теоремою Гауса-Остроградського, отримуємо 

 

  

  .










S

jjiijkijk

S

Srmsmirsrim

S

jkijk

V

i

dSvqvqa

dSvqdSadV
t

q

 

 Задача 4.34. Ввести просторову систему координат і лагранжеві 

координати частинок та знайти закон руху в таких випадках: 

а) тверде тіло рухається поступально з постійною швидкістю за 

напрямком та величиною v; 

б) тверде тіло обертається навколо нерухомої осі з постійною кутовою 

швидкістю . 

Розв’язання 

 Введемо в просторі декартову систему координат  321 ,, xxx . За 

лагранжеві координати частинки візьмемо координати  321 ,, XXX  точки 

простору, в якому частинка знаходилась в момент часу 0t . 

а) Нехай вісь 1x  направлена за вектором швидкості v . Рух полягає в 

перенесенні тіла в напрямку осі 1x  на відстань vt . Тоді закон руху можна 

записати у вигляді 

11 Xvtx  , 22 Xx  ,  33 Xx  , 

що і треба було знайти. 

 б) Перший розв’язок. Нехай вісь 3x  направлена вздовж осі обертання, 

яка є нерухомою в просторі. Тоді рух полягає в повороті навколо неї на кут 

t . Перетворення вектору початкового положення частинки у вектор її 

положення в момент часу t  здійснюється при такому повороті ортогональної 

матриці 






















































3

2

1

3

2

1

100

0cossin

0sincos

X

X

X

tt

tt

x

x

x

. 

Тому закон руху має вигляд (в результаті добутку матриці на вектор)

tXtXx  sincos 211 , tXtXx  cossin 212 , 33 Xx  . 

 Другий розв’язок. Відповідність  321 ,, aaaF   векторів евклідового 

простору і трійок чисел не обов’язково встановлюється у вигляді 
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11 xa  , 22 xa  , 33 xa  ,  

де  321 ,, xxx  – компоненти радіуса-вектору r  в декартовій системі координат. 

 Наприклад, можна використовувати циліндричні координати 

Rx 1 , 2x , zx 3 , 

де R  – відстань від кінця вектору r  до осі 3x ;   – кут між площиною, яка 

проходить через r  і вісь 3x , і площиною 31Oxx ; 3xz  . При обертанні навколо 

осі 3x  циліндричні координати R  і z  частинки очевидно не змінюються, а 

координата   змінюється за час t  на величину t , якщо кутова швидкість 

постійна. Тому закон руху в циліндричних координатах має вигляд 

0RR  , 0 t , 0zz  , 

тут  000 ,, zR   – лагранжеві координати частинки. 

 Таким чином, декартова система координат не завжди є зручною. 

Задача 4.35. Рух середовища відбувається з полем швидкості 

 const  ,0  ,  , 32211  kvkxvkxv  

і полем густини 

const,  , 020  AeAx kt
. 

Знайти швидкість зміни густини в кожній із частинок середовища. 

Розв’язання 

Напишемо рівняння нерозривності 

0 div 


v
dt

d
. 

У декартовій системі координат рівняння нерозривності приймає вигляд  

.
3

3

2

2

1

1

3

3

2

2

1

1 
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x

v

x

v

x
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x
v

x
v

t
 

Звідки нескладно визначити 
t


 – швидкість зміни густини 

 .
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Спочатку знайдемо похідні за координатами 

  020
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1

1 







 kteAx
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v , 

  ktkt AekxeAx
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  .00
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Тоді, після підстановки отриманих виразів похідних, отримуємо вираз 

для швидкості зміни густини в кожній із частинок середовища  

  ktkt AekxAekx
t

0202 000 



, 

що і треба було знайти. 

 Задача 4.36. Скалярне поле , div v  яке в декартовій системі координат 

 ix  знаходиться за формулою  

 , div
i

i

x

v




v  

називається дивергенцією векторного поля v . 

 Покажіть, що в будь-якій системі координат  ix  мають місце такі 

формули: 

 а)  
i

ivv div ; 

тому природно використовувати позначення vv  div , де    – «вектор» з 

коваріантними компонентами i ; 

 б)  
 

i

i
i

i
x

vg

g
v






1
. 

Розв’язання 

а) Нехай маємо векторне поле швидкості  

    ii txxxv ev ,,, 321 , 

оператор «набла» дає такі величини 

 iiii

i

i
ii vv

x

v
v ,




 , 3,2,1i ,  

або  

kiik

k

i
ik vv

x

v
v ,




 3,2,1, ki , 

які дозволяють їх розглядати як компоненти тензора 2-го рангу, який 

називається векторним градієнтом швидкості 

 
 

jmkmij

m

j

kmij

k

m

m

ijj

k

i
ik v

x

v

x

x

x

v

x

v
v 


















 . 

 Згортка цього тензора дає скаляр у вигляді дивергенції векторного поля 

  vdiv i
ikk vv . 
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 б) Символи Кристофеля в ортогональних системах координат можна 

записати як 

 















x

g

gx

g

g

1

2

1
,       (4.2) 

де g  – визначник матриці ijg , 0ijg  при ji  , 332211det ggggij  . 

 Приведемо доведення формули (4.2) для довільної системи координат. 

Маємо, що 

  jiijgg ee ,  і 







e

e
k

k

x
. 

 При складанні похідної 




x

g
 треба диференціювати в кожному елементі 

детермінанта g  скалярний добуток двох векторів ie  та je . 

 При диференціюванні першого фактору ie  отримуємо три детермінанта, 

в кожному з яких члени одного рядка з номером i  замінені членами ji g

 . 

Легко бачити, що кожний із цих детермінантів дорівнює gi
i , де  

i  – фіксований індекс, який дорівнює номеру відповідного рядка. 

(Детермінанти при фіксованих i  дорівнюють нулю.) Сума трьох 

детермінантів дорівнює 



3

1i

i
i g . Із симетрії ijg  очевидно, що при 

диференціюванні других факторів je  буде отримана точно така ж сума. 

 Звідси витікає, що 

 
i
ig

x

g






2 , 

причому в цій формулі за індексом i  проводиться підсумовування. 

 Тоді вираз для дивергенції будь-якого вектору у довільній системі 

координат можна тепер записати таким чином 
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g
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x

v
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x

v
v

1
divv , 

або, замінюючи індекс   на i , отримуємо 

 
 

i

i
i

i
x

vg

g
v






1
, 

що і треба було довести. 

 Задача 4.37. В результаті переміщення із початкового стану частинки 

середовища  321 ;; XXX  перемістилися в точки з матеріальними 

координатами (координати Лагранжа) 
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 1const   ,3,2,1   ,  aiaXXx iii  

відносно просторової декартової системи координат (координати Ейлера).  

 Показати, що відносне подовження всіх матеріальних елементів 

однаково, тому така деформація називається всебічним розтягом або 

стисканням. При яких значеннях а буде відбуватись розтягування, а при яких 

– стискання? 

Розв’язання 

Переміщення частинки середовища буде визначатись як різниця між 

просторовими і початковими координатами 

 .3,2,1   ,  iaXXaXXXxu iiiiiii     (4.3) 

 Лагранжевий (нелінійний) тензор деформації або тензор деформації 

Гріна визначається співвідношенням  

 
j

k

i

k

j

i

i

j
ij

X

u

X

u

X

u

X

u






















2 . 

 В нашому випадку диференціюючи (4.3) маємо, що 

     ijijij aaaaaa  222


.        (4.4) 

 Для визначення відносного подовження скористаємося формулою 

     jiij dXdXdsds


 2
2

0

2
, 

де ds  і 0ds  довжина матеріального елемента до і після деформації. 

 Звідки відносне подовження тіла буде дорівнювати 

 121  jiij dd


 ,        (4.5) 

де id – компоненти одиничного вектору, які мають той самий напрям, що і id

. 

 Після підстановки (4.4) у вираз (4.5), отримуємо 

  aaaaa  1111121
22 . 

З останнього виразу витікає, що відносне подовження всіх матеріальних 

елементів однаково, і така деформація називається всебічним розтягом або 

стисканням. У випадку коли 1a  виникає розтягування, а при 1a  – 

стискання. 

Задача 4.38. Розподіл швидкості в твердому тілі визначається 

формулою Ейлера  

 rvv  0 , 

де  t  – кутова швидкість; r  – радіус-вектор відносно деякої точки О;  

 t0v  – швидкість точки О.  

Обчислити вектор вихору для такого поля швидкості. 
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Розв’язання 

Вектор вихору визначається за формулою 

 vrot 
2

1
 . 

 Ротор вектору визначається за формулою 

 

 

z
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y
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x
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v
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v

y

v

vv

yx
vv
xz

vv

zy

vvv

zyx

eee

eee

eee

vv




























































































rot 

 

або 

   jkkijk v vvrot , 

де kij  – компоненти тензора Леві-Чивіти. 

 Спочатку визначимо векторний добуток rΩ . Вектори можна записати 

у вигляді 

 zyx zyx eeer 
, zyx eeeΩ  00 . 

 Тоді 

 

      .00000

0000
00

zyxzyx

zyx

zyx

xyxy

yxxzzy
zyx

eeeeee

eee

eee

rΩ










  (4.6) 

 Використовуючи (4.6), розподіл швидкості в твердому тілі можна 

записати у вигляді 

       zzyyxx vxvyv eeev 0000  . 

 Тепер можна визначити ротор 

 

     

           
  .200)(00

00

0

rot 

000000

000

zyxzyx

z

yx

y

xz

x

zy

zyx

zyx

xvyv

yx
yvv

xz
vxv

zy

vxvyv
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eeeeee

eee
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 Тоді вектор вихору 

  zyx eeevω  200
2

1
rot 

2

1
 або ω , 

що і треба було обчислити. 

 Задача 4.39. Вивести рівняння нерозривності в змінних Ейлера: 

 а) в циліндричній системі координат; 

 б) в сферичній системі координат. 

Розв’язання 

У довільній системі координат справедлива формула  

ijm

m

gg
x

gv

g
det    ,

1
div 




v . 

В ортогональній системі координат 0ijg  при ji  ,тому 

332211det ggggij  . 

Фізичні компоненти 
mv  або mv~  вектору v , які позначимо для зручності 

через mu , визначаються за формулами 

,  ;/ mm
mm

ii
i

i
i gvuuv  eeev  

тут підсумовування за m  немає.  

В ортогональній системі координат рівняння нерозривності має вигляд 

0
3

3
2211

2

2
3311

1

1
3322





















x

ugg

x

ugg

x

ugg

t
g .  (4.7) 

а) В циліндричній системі координат (рис. 4.2) маємо, що 

zxxrx  321   ,  , , а zr uuuuuu  
321   ,  ,  

2222 dzdrdrds  , (скалярний добуток dsds  , де dzrddrds  ) – 

елементарна відстань між точками суцільного середовища в циліндричній 

системі координат. 

 
Рис. 4.2. Циліндрична система координат 

 

Модулі базисних коваріантних векторів дорівнюють 
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1  ,  ,1 321  eee r , 

тобто 

0  ,1  ,  ,1 33
2

2211  ijggrgg  при ji  , 2det rgg ij  .  (4.8) 

Тому рівняння нерозривності в циліндричній системі координат 

отримується з (4.7) з врахуванням (4.8) і приймає вигляд 

0
1111 22

2 

















 

z

uru

r

ur

t
r zr , 

0

















 

z

ruu

r

ru

t
r zr . 

б) В сферичній системі координат (рис. 4.3) маємо, що 

,  ,  , 321  xxrx (  – широта,   –довгота), а   uuuuuu r
321   ,  , , 

квадрат елементарної відстані між точками суцільного середовища в 

сферичній системі координат 

 drdrdrds 22222 sin ,  

(скалярний добуток dsds  , де  drrddrds sin ). 

 
Рис. 4.3. Сферична система координат 

 

Модулі базисних коваріантних векторів дорівнюють 

 sin  ,  ,1 321 rr eee , 

тобто 

0  ,sin  ,  ,1 22
33

2
2211  ijgrgrgg  при ji  ,  24 sindet rgg ij .

 (4.9) 

Тому рівняння нерозривності в сферичній системі координат 

отримується із (4.7) з урахуванням (4.9) і має вигляд 

0
1sin1sin

sin
22224

24 


















  urur

r

ur

t
r r , 

0
sin

sinsin
2

2 


















  u

r
u

r
r

ru

t
r r . 
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 4.5. Додаткові задачі для самоконтролю 

 Задача 4.40. Дано закон руху середовища  1311  tt eXeXx , 

 ttt eeXeXx  322 , 33 Xx  . Показати, що 0J , і знайти компоненти 

швидкості. 

 Відповідь:   teXXv 311  ,  tt eeXv  32 , 03 v , або 311 xxv  , 

 tt eexv  32 , 03 v . 

 Задача 4.41. Поле швидкості задано в змінних Лагранжа 
teXv  21 , 

32 Xv  , tv 23  . Знайти компоненти прискорення в ейлеревій формі. 

 Відповідь:  3
321 ttxxea t  

, 02 a , 03 a . 

 Задача 4.42. Довести, що поле швидкості ikjijki cxbv  , де ib  і  

ic  – сталі вектори, що представляє обертання абсолютно твердого тіла, і 

визначити вектор вихору швидкості i  для цього руху. 

 Відповідь: iijjiii bbxbq 22 ,  . 

 Задача 4.43. Довести, що для течії  txv ii  1  лінії току і траєкторії 

співпадають. 

 Задача 4.44. Напруженість електричного поля в області, що займає 

рухома рідина, дорівнює   rtA 3cos , де 
2
2

2
1

2 xxr   і A  – стала. 

Швидкість рідини задана компонентами 
3
22

2
11 xxxv  , 

2
21

3
12 xxxv  , 03 v . 

Знайти dtd  в точці  321 ,, xxxP . 

 Відповідь:   rtAdtd 3sin3 . 

 Задача 4.45. Довести, що для поля швидкості 
3
22

2
11 xxxv  , 

2
21

3
12 xxxv  , 03 v  лінії току будуть колами. 

 Задача 4.46. Дано закон руху суцільного середовища 11 Xx  , 

    22 32322 XXeXXex tt  
,     22 32323 XXeXXex tt  

. 

Довести, що dtdD ijij   за умови 0t . Порівняти ці ж тензори за умови 

5,0t . 

 Задача 4.47. За заданим полем швидкості 
3
22

2
11 xxxv  , 

 2
21

3
12 xxxv  , 03 v  знайти головні осі і головні значення тензора D̂  в 

точці  3 2, 1,P . 

 Відповідь: 




















500

000

005
*
ijD ;  





















0103101

100

0101103

ijc . 
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 Задача 4.48. Для поля швидкості задачі 3.41 визначити швидкість 

подовження матеріального відрізка в напрямку   322 321 eeeν   в точці 

 3 2, 1,P . Яка максимальна швидкість зсуву в точці P ? 

 Відповідь: 
  924νd ; 5max  . 

 Задача 4.49. Довести, що   jkkiji xvdtXxd ,, , і, використовуючи цю 

рівність отримати формулу   dV
dx

dv
dV

dt

d

i

i  безпосередньо з 

0321

321

JdVdXdXdX
X

x

X

x

X

x
dV kji

ijk 











 . 

 Задача 4.50. Довести тотожність  

  qpqqpqqqpqsrspqr vvvvv ,,,,,21  , де  iv  – швидкість, а i  – вектор 

вихору швидкості. Також показати, що iiijijijji DDvv  2,, . 

 Задача 4.51. Довести, що матеріальна похідна від сумарної завихреності 

обчислюється за формулою 

   j

S

ijkijk

V

i dSvqadVq
dt

d
  . 

 



172 

 

5. ОСНОВНІ ЗАКОНИ МЕХАНІКИ СУЦІЛЬНОГО 
СЕРЕДОВИЩА 

5.1. Рівняння нерозривності   

Задача 5.1. Відомо, що за умови безвихрового поля, вектор вихору 

швидкості дорівнює нулю. Знайти вигляд рівняння нерозривності для такого 

руху.  

Розв’язання 

 Згідно vq 


, 0rot v , якщо 0q , і, відповідно, v  стає градієнтом 

скалярного поля  txi ,  (див. задачу 1.50). Таким чином, iiv ,  і рівняння 

нероривності 0, 


kkv
dt

d
 набуває вигляду 0, 


kk

dt

d
 або 02 



dt

d
. 

 Задача 5.2. Нехай функція  tPij ,**
x  представляє будь-яку скалярну, 

векторну або тензорну величину, що віднесена до одиниці маси суцільного 

середовища, так що    tPtP ijij ,, ***
xx   . Показати, що 

  
 

 
V

ij

V

ij dV
dt

tdP
dVtP

dt

d ,
,

**

**
x

x


 . 

Розв’язання 

 За формулою 

  
 

 

















V k

k
ij

ij

V

ij dV
x

v
tP

dt

tdP
dVtP

dt

d
,

,
, *

*

*
x

x
x 


 , 

отримуємо 

 

 

,

**

**

**

******

















































V

ij

V k

k
ij

ij

V k

k
ijij

V

ij

dV
dt

dP
dV

x

v

dt

d
P

dt

dP

dV
x

v
PP

dt

d
dVP

dt

d








 

оскільки 0, 


kkv
dt

d
. 

 Задача 5.3. Довести, що лагранжева форма   0J
dt

d
 рівняння 

нерозривності і ейлерева його форма 0, 


kkv
dt

d
 еквівалентні. 

 

 

 



173 

 

Розв’язання 

 Виконаємо диференціювання   0



dt

dJ
J

dt

d
J

dt

d
 і скористуємося 

результатом задачі 4.28 kkJv
dt

dJ
, . В результаті отримуємо, що 

   00 ,,, 
















 kkkkkk v

dt

d
v

dt

d
JJvJ

dt

d
J

dt

d
. 

 Задача 5.4. Показати, що компоненти швидкості 
3r

Ax
v i

i  ,  де 2rxx ii   і 

A  – довільна стала, задовольняють рівнянню нерозривності нестисливої 

рідини. 

Розв’язання 

 Згідно 0, 


kkv
dt

d
 для нестисливої рідини, для якої 0



dt

d
, 

отримуємо 0, kkv  або 0 div v . Визначимо градієнт швидкості за умовами 

задачі 

 






























5353

,

,
3, 33

r

xx

r
A

r

xx

r

x
A

r

Ax
v kiikkiki

k

i
ki , 

де ikkix , . 

 Тоді для дивергенції швидкості kkv ,  можна записати 

  033
3

33
3335

2

353, 






































r

A

rr
A

r

r

r
A

r

xx

r
Av kkkkkkkk

kk , 

де 3111332211 kk , 2rxx kk   – за умовами задачі. 

 Оскільки доведено 0, kkv , то рівняння нерозривності нестисливої 

рідини задовольняється.   

 Задача 5.5. Для поля швидкості 
t

x
v i

i



1

 показати, що 

3210321 XXXxxx  . 

Розв’язання 

 В цьому випадку маємо, що дивергенція швидкості  

 
t

v kk



1

3
, , 

оскільки градієнт швидкості 
tt

x
v ikki

ki








11

,

, , а 
t

v kk
kk






1
,  і 3kk . 
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 Виконаємо інтегрування рівняння нерозривності 0, 


kkv
dt

d
 з 

врахуванням отриманого виразу для дивергенції швидкості , отримаємо 

 
 3

3

1
lnlnln1lnln

1
30

1

3

t

C
Ct

t

dtd

tdt

d
















 , 

де C  – стала інтегрування.  

 Оскільки, 0  за умови 0t , то 00 lnln  CC . Тоді 

 
   3

0
3

0

11
lnln

tt 







 . 

 Далі, інтегруючи рівняння 
 t

dt

x

dx

i

i




1
 (тут підсумовування за  i  не 

виконується), знаходимо, що 

 
 

    tCxCtx
t

dt

x

dx
ii

i

i 


  1lnlnln1lnln
1

. 

 За умови ii Xxt  0 , то ii XCCX  lnln . Тоді 

  tXx ii  1 , 

звідки витікає 

 
 

      32103313
0

321 111
1

XXXtXtXtX
t

xxx 



 , 

тобто 

 3210321 XXXxxx  . 

 5.2. Кількість руху і момент кількості руху. Рівняння руху 

  Задача 5.6. Безпосереднім розкладанням обох частин тотожності 

vijkijk σe ˆ , що використовується в формулах 0
V

jkijk dV  і 0 jkijk , 

довести її справедливість. 

Розв’язання 

 Згідно NNv bababaD  ...ˆ
2211  і 

























333231

232221

131211

σ̂  можемо 

виконати такі перетворення 

 
      .

ˆ

321122133113223

3333311321121111

eee

eeeeeeeeσ



 v
 

 Розкриваючи jkijk , приходимо до таких самих виразів: 3223   для 

1i , 1331   для 2i , 2112   для 3i . Що і треба було довести. 
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 Тут використано тензор Леві-Чивіти ijk , значення компонент якого 

такі: 

,1

,1

213132321

312231123




решта = 0. 

 Задача 5.7. Нехай на континуум діють розподілені масові моменти  

( im  на одиницю об’єму). Довести, що рівняння руху iijji vb  ,  

лишаються чинними, але тензор напруження перестає бути симетричним. 

Розв’язання 

 Рівняння руху отримано з умови рівноваги сил, тому наявність моментів 

на них не впливає. Однак в  
 
V

kjijk

V

kjijk

S

kjijk dVvx
dt

d
dVbxdStx n  

з’являються додаткові члени, так що 

     
V

ikjijk

S

kjijk

V

kjijk dVmbxdStxdVvx
dt

d n . 

 Отримане рівняння можна звести до рівності вигляду 

  0
V

ijkijk dVm  (див. задачу 2.9), і внаслідок довільності об’єму V  в 

даному випадку буде виконуватися співвідношення 

 0 ijkijk m . 

 Задача 5.8. Теорема про зміну кількості руху в диференціальній формі 

виражається рівнянням 
   

jjiiji
i vvb

t

v
,





. Довести, що рівняння руху 

iijji vb  ,  витікає з цього рівняння. 

Розв’язання 

 Виконуючи вказане диференціювання та перегрупування членів, 

отримуємо 

 jijijij
i

jjjji bvv
t

v
vv

t
v ,,,, 



























. 

 Перший член в дужках у лівій частині рівняння дорівнює нулю, згідно 

  0
,



kkv

dt

d
, а другий член дорівнює ia . Таким чином, можна записати 

jijii ba , , що співпадає з iijji vb  , , де ii av  . 

 Задача 5.9. Показати, яким чином рівняння 

 
 
V

kjijk

V

kjijk

S

kjijk dVvx
dt

d
dVbxdStx n  зводиться до форми 0

V

jkijk dV . 
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Розв’язання 

 Підставляючи в перше рівняння  
ppkk nt n  і, застосовуючи теорему 

Гауса-Остроградського dSnTdVT
S

pijk

V

pijk   ,  до отриманого інтегралу по 

поверхні для його перетворення в об’ємний, отримаємо 

      
V

kjijk

V

kjppkjijk dVvx
dt

d
dVbxx

,
. 

 Використовуючи результат задачі 5.2 і виконуючи диференціювання, 

приводимо останнє рівняння до вигляду 

    0,, 
V

kjkkppkjpkpjijk dVvvvbxx  . 

 Сума членів у квадратних скобках дорівнює нулю згідно ., iijji vb   

Окрім того, jppjx , , тоді  jkpkjppkpjx ,  і 0 kjijk vv , так що 

остаточно отримуємо 

 0
V

jkijk dV . 

 Задача 5.10. Під час руху абсолютно твердого тіла з нерухомою точкою 

поле швидкості має вигляд 0 kjijki xv . Довести, що для такого руху 

рівняння  
 
V

kjijk

V

kjijk

S

kjijk dVvx
dt

d
dVbxdStx n  зводиться до відомого 

рівняння моментів динаміки твердого тіла. 

Розв’язання 

 Ліворуч у рівнянні        
VVS

dV
dt

d
dVdS vxbxtx

n , де x  – 

радіус-вектор стоїть повний момент iM  усіх поверхневих і масових сил відносно 

початку відліку. За умови kjijki xv   це рівняння перетворюється таким чином 

 

 

   ,ipp

V

ipqqipp

V

qjjpiqjqipp

V

qpkpqjijki

I
dt

d
dVxxxx

dt

d

dVxx
dt

d
dVxx

dt

d
M
















 

де   
V

ipqqipip dVxxxxI  – тензор моментів інерції. 

 5.3. Енергія. Ентропія. Дисипативна функція 

 Задача 5.11. Довести, що для руху абсолютно твердого тіла з полем  
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швидкості kjijki xv   інтеграл кінетичної енергії 
dt

dK
dV

vv

dt

d

V

ii 
2

 

зволиться до аналогічного виразу з динаміки твердого тіла. 

Розв’язання 

 З рівняння для кінетичної енергії знаходимо 

  

  ,
22

2

1

2

jp

pj

V

jpqqjp

pj

V

qkkpjqkqjpjp

V

qpipqkjijk

V

ii

IdVxxxx

dVxx

dVxxdV
vv

K

















 

або в символічній формі запису 
 

2

ˆ ωIω 
K . 

 Задача 5.12. В деякій точці суцільного середовища дано тензори 

швидкості деформації і напруження 

 


















524

236

461

ijD  і 
























871

720

104

ij . 

 Визначити в цій точці величину   потужності напруження ijijD  . 

Розв’язання 

 Користуючись символьною формою, величина   визначається через 

подвійний скалярний добуток тензорів другого рангу 

 σD ˆ:ˆ . 

 Тобто, за допомогою множення кожного компонента тензора ijD
 

на 

відповідний компонент тензора ij  і додавання, отримуємо 

 58401441460404  . 

 Задача 5.13. Нехай ijij p . Показати, що потужність напруження 

можна записати виразом 
dt

dp
D ijij




 .  

Розв’язання 

 Використаємо формулу для ijjiij VvD  , . Оскільки 0ijijV , то 

   iiijjiijij pvpvD ,,  . 

 З рівняння нерозривності 0, 


iiv
dt

d

 
визначимо 
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dt

d
v ii






1
, . 

 Таким чином, остаточно отримуємо 

dt

dp
D ijij




  за умови ijij p . 

 Задача 5.14. Знайти вигляд рівняння енергії за умови, що 

  ijijkkij DDp ** 2 , а теплопровідність підпорядковується закону 

Фур’є ii kTq , .  

Розв’язання 

 Згідно miiijij qqD
dt

du






 ,

11
 напишемо 

 

 

   ,II4I2

2

,D
*2

D
**

,
**

mii

miiijijijijkk

qkT
dt

dp

qkTDDDDp
dt

du









 

де DI  і  DII  – відповідно, перший і другий інваріанти тензора швидкості 

деформації. Заміна 
dt

dp
Dp ijij




  – зроблена на підставі розв’язку задачі 5.13. 

 Задача 5.15. Нехай ijij p . Написати рівняння для швидкості зміни 

масової ентропії за умови зворотного термодинамічного процесу. 

Розв’язання 

 У цьому випадку 
 C
ijij   і рівняння 

 

dt

ds
T

dt

du
ij

C
ij 


 

1
 з врахуванням 

результату задачі 5.13 дає таке співвідношення 

 
dt

dp

dt

du

dt

ds
T






2
. 

 Тут 
dt

dp
p ijij




  . 

 Задача 5.16. Задана дисипативна частина тензора напруження 
 

kjik
D

ij DD . Знайти дисипативну функцію і виразити її через інваріанти 

швидкості деформації D̂ . 

Розв’язання 

 З використанням формули dtDd ijij   можна записати вираз

 
ijkjikij

D
ij DDD  , що є слідом тензора ijD  і може бути записаний через 
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головні значення      321 ,, DDD . Згідно  
 

 

 























n

n

n

n

3

2

1

00

00

00

T , слід матриці 

(тензора) дорівнює 

 
            

                         .33 321133221321

3

321
3
3

3
2

3
1

DDDDDDDDDDDD

DDDDDDDDD ijkjik




 

 Звідки отримуємо 

    DDDDij
D

ij III3III3I3   , 

де      321I DDDD  ,            133221II DDDDDDD  ,      .III 321 DDDD    

 5.4. Визначальні рівняння 

 Задача 5.17. Нехай визначальні (фізичні) рівняння мають вигляд 

pqijpqij DK . Довести, що із-за симетрії тензорів напруження і швидкості 

деформації тензор четвертого рангу 
4

K̂Kijpq   має не більше 36 незалежних 

компонент. Записати ці компоненти у вигляді матриці шостого порядку. 

Розв’язання 

 Оскільки jiij  , то і jipqijpq KK  . Окрім того, ijqpijpq KK  , оскільки 

jiij DD  . Подібно зовнішньому добутку двох симетричних тензорів ijA  і ijB , 

що мають по шість незалежних компонент, тензор ijpqK  буде мати не більше 

за 36 різних компонент. 

 Зазвичай компоненти тензора ijpqK  прийнято розміщати таким чином 

 



























121212311223123312221211

311231313123313331223111

231223312323233323222311

331233313323333333223311

221222312223223322222211

111211311123113311221111

KKKKKK

KKKKKK

KKKKKK

KKKKKK

KKKKKK

KKKKKK

K ijpq . 

 Задача 5.18. Якщо припустити, що середовище, яке має визначальні 

рівняння pqijpqij DK  задачі 5.17, є ізотропним, так що тензор ijpqK  має 

однакові компоненти в будь-якій ортогональній декартовій системі координат, 

то циклічним перейменуванням осей координат 36 незалежних компонент 

тензора ijpqK  можна скоротити до двох. Показати це. 
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Розв’язання 

 Координатні напрямки можна перейменувати різними способами  

(рис. 5.1). Для існування ізотропії вимагається, щоб 

  332233112211223311331122 KKKKKK   

і 

 323231312121232313131212 KKKKKK  . 

 
  – означає логічне «або» 

Рис. 5.1. До задачі 5.18  
  

Це веде до того, що від 36 компонент лишається 26. Далі, відповідними 

відображеннями і поворотами осей координат ці 26 компонент за умови 

ізотропії середовища можуть бути зведені до двох. 

 Задача 5.19. Для ізотропного середовища компоненти тензора ijpqK  можуть 

бути представлені у вигляді  jpiqjqippqijijpqK  **
. Використати цей 

вираз і записати визначальні рівняння pqijpqij DK  через *  і * . 

Розв’язання 

 Використовуючи  jpiqjqippqijijpqK  **
 можна написати 

фізичне рівняння для ij  

 
 

  .2 ****

**

ijppijjiijppij

pqjpiqjqippqpqijij

DDDDD

DD




 

 Задача 5.20. Довести, що визначальні рівняння задачі 5.19 можна 

розбити на групи   iiii D** 23   і ijij Ds  *2 , де ijs  і ijD  – девіатори 

тензорів напруження і швидкості деформації, відповідно.  

Розв’язання 

 Підставимо 3kkijijij s   і 3kkijijij DDD   у вираз для 

ijkkijij DD ** 2  задачі 5.19. Отримаємо таку рівність 
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  323 **
kkijijkkijkkijij DDDs  . 

 З отриманого рівняння видно, що якщо ji  , то  

 ijij Ds  *2  

і, відповідно, для ji   

   kkkk D** 23  . 

 5.5. Змішані задачі 

 Задача 5.21. Довести, що 















jijjkijki
vqaq

dt

d ,,
, де   – густина,  

ia  – вектор прискорення, iq  – вектор завихреності. 

Розв’язання 

 Безпосереднім диференціюванням знаходимо 

 
2

















 iii qqq

dt

d
. 

 Але відомо, що 

 jjijijjkijki vqvqaq ,,,   – (див. задачу 4.32), 

а із рівняння нерозривності 0, 


kkv
dt

d
, витікає, що 

 iiv , . 

 Тоді остаточно отримуємо 

 

 

  .
1 ,,

,,,,

2

,,,,

2






































jijjkijk

jjijjijijjkijk

iiijjijijjkijkiii

vqa
vqvqvqa

vqvqvqaqqq

dt

d 

 

 Задача 5.22. Дано плоску течію нестисливої рідини 
 

4

2
2

2
1

1
r

xxA
v


 , 

 
4

21
2

2

r

xxA
v  , 03 v , де 

2
2

2
1

2 xxr  . Довести, що таке поле швидкості 

задовольняє рівнянню нерозривності.  

Розв’язання 

 Для нестисливої рідини рівняння нерозривності має вигляд 0, iiv . За 

умовами задачі 

   
6

2
2

2
11

4

1

6

2
2

2
1

11,1

322
4

r

xxx
A

r

x

r

xx
xAv














 , 

 
6

2
2

2
11

2,2

32

r

xxx
Av


 . 
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В результаті отримуємо 

   
0

3232
6

2
2

2
11

6

2
2

2
11

2,21,1 






r

xxx
A

r

xxx
Avv . 

 Задача 5.23. Довести, що поле швидкості задачі 5.22 є безвихровим. 

 Розв’язання 

 Для безвихрової течії необхідно виконання умови 0rot v . Перевіряємо 

і бачимо, що за умовами задачі 
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2
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 Задача 5.24. Існує плоский потік нестисливої рідини, в якому 

,
2

2
1

r

Ax
v   де 

2
2

2
1

2 xxr  . Знайти компоненту 2v  в усьому потоці, якщо 

02 v  для 01 x  за усіх значень 2x . Показати, що рух безвихровий, а лінії 

току є колами. 

Розв’язання 

 Рівняння нерозривності для нестисливої рідини має вигляд 0, iiv . 

Звідки знаходимо 

 
4

21
2,21,1

2

r

xAx
vv  . 

 Інтегруючи його по 2x  отримуємо  

 C
r

Ax
dx

r

xAx
v   2

1
24

21
2

2
. 

 Константу інтегрування знаходимо з умови задачі – 02 v  для 01 x  за 

усіх значень 2x  

 0
0

0
22

1
2 


 CC

r

A
C

r

Ax
v . 

 Значить 
2
1

2
r

Ax
v  . 
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 Для безвихрового руху потрібно виконання умови 0rot v . Тобто 

 

   
.0

00
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r
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r
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 В задачі 4.7 виведено рівняння ліній току 
2

2

1

1

v

dx

v

dx
 . Для даного поля 

швидкості вини мають вигляд 

 02211

1

2

2

1

2

1

2

2

2

1 



dxxdxx
x

dx

x

dx

r

Ax

dx

r

Ax

dx
, 

що після інтегрування дає рівняння кіл 

 const2
2

2
1  xx . 

 Задача 5.25. Визначальні рівняння для деякого середовища мають 

вигляд   ijijkkij DDp ** 2 , де *  і *  – сталі. Написати рівняння 

руху, які виражаються через вектор швидкості iv . 

Розв’язання 

 Рівняння руху jijii bv ,   за умовами задачі мають форму 

 jijijjkkijjii DDpbv ,
*

,
*

, 2 . 

 За визначенням маємо, що 

 ijjiij vvD ,,2  , 

так що для 

 kjkjkk vD ,,  , ijjjjijij vvD ,,,2  . 

 Тому 

   jjiijjiii vvpbv ,
*

,
**

,  . 

 Це рівняння в символічних позначеннях можна записати 

     vvbv
2***  p . 
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 Задача 5.26. Обчислити матеріальну швидкість зміни кінетичної енергії 

середовища, що займає об’єм V , та пояснити фізичний зміст отриманих 

інтегралів. 

Розв’язання 

 Для розв’язання задачі використаємо формулу 
V

ii dVvv
dt

dK
 . Робота 

зовнішніх поверхневих сил (в одиницю часу) дорівнює  

S

ii dStv n , що можна 

переписати інакше через тензор напруження і вектор зовнішньої нормалі 

 
S

jiji dSnv . Застосовуючи до цього інтегралу теорему Гауса-Остроградського 

dSnTdVT
S

kij

V

kij  ,  і скористаємося рівнянням руху вигляду iijji vb  , . 

Тоді отримаємо 

   
V

iiii

V

jiij

S

jiji dVvbvvdVvdSnv , . 

 Звідки отримаємо 

  
 
S

ii

V

jiij

V

ii dStvdVvdVvb
dt

dK n
, . 

 Інтеграли цієї суми представляють потужність масових сил, внутрішніх 

поверхневих сил і зовнішніх поверхневих сил, відповідно. 

 Задача 5.27. В нестисливому середовищі, для якого 
 

ijijkk
D

ij DD ** 2 , відбувається безвихровий рух з потенціалом 

швидкості  , так що  gradv . Знайти дисипативну функцію 
 

ij
D

ij   . 

Розв’язання 

 Оскільки для нестисливої рідини 0,  kkkk vD , то отримуємо 

 
      ijijijijijkkij

D
ijij

D
ij DDDDDD *** 22   . 

 Окрім того, iiv , , і, відповідно, скаляр ijijijij DD ,,  . Тому 

 
 

ijijij
D

ij D ,,
*2  . 

 Виходячи з того, що середовище нестисливе, а рух безвихровий, 

виконуються такі співвідношення 0,  ii  і    22

,,,,,2 
jjiiijij . 

 Цікаво також відмітити, що 

      ijijjjiiiijjiijjiijj ,,,,,,,,
24 242  . 

 Це рівняння за умови 0,  ii  зводиться до ijij ,,4  . Тоді остаточно 

отримуємо 

 
      224*22*  ij
D

ij
 . 
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 Задача 5.28. Для середовища, в якому ijij p , вводиться поняття 

масової ентропії 



p

uh . Довести, що, використовуючи це поняття можна 

записати рівняння енергії у вигляді sT
p

h 
 


 . 

Розв’язання 

 Рівняння енергії 
 

dt

ds
T

dt

du
ij

C
ij 


 

1
 за умовами заданого в задачі 

закону напруження приймає вигляд 

 sT
D

pu
ij

ij  


 . 

 Скористуємося результатом задачі 5.13 і визначимо h . Тоді 

 sT
ppp

hu 
 














22
. 

 Виконуючи скорочення однакових членів, знаходимо 

  sT
p

h 
 


 . 

 Задача 5.29. Нехай середовище задачі 5.25 рухається як нестисливе. 

Написати рівняння руху, що виражено через вектор завихреності q  за умови 

відсутності масових сил і сталої густини. 

Розв’язання 

 У разі нестисливості середовища маємо 0 v . За умови 0b  

рівняння руху задачі 5.25 приймає форму 

 jjiii vpv ,
*

,  . 

 Виконаємо векторне множення оператора   на це рівняння, 

використовуючи тензор Леві-Чивіти 
3

̂ , за умови const , отримаємо 

 jjqipqi

iq

pqiqipqi v
p

v ,

*
,

, 






  . 

 Але 0,  iqpqi p , тому, враховуючи qipqip vq , , можна написати 

 jjpqip qq ,

*





 , 

або в символічних позначеннях 

 q
q 2

*







dt

d
. 
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 Задача 5.30. Використовуючи закон Фур’є, отримати вираз для 

масового притоку теплоти 
 edq , якщо теплопровідність: 

а) constk ;  б)  Tkk  . 

Розв’язання 

Маємо, що рівняння притоку теплоти або нестаціонарне рівняння 

теплопровідності 
 

qdiv
dt

dq e

 приймає вигляд 

а) 
     

T
k

T
kTkTk

dt

dq e



















 2graddivdivq

,  

де 
 eq  – масовий притік теплоти, Дж/кг; t  – час, с; 

 

dt

dq e

 – масовий притік 

теплоти за одиницю часу, Вт/кг; q  – вектор густини теплового потоку, Вт/м2;  

  – густина, кг/м3; k  – коефіцієнт теплопровідності, Вт/(мК); div  – оператор 

дивергенції («набла» 





















zyx
), 1/м; 
























2

2

2

2

2

2
2

zyx
 – 

оператор Лапласа в декартовій системі координат, 1/м2; T  – абсолютна 

температура, К. 

б) 
 

  
   

 2
1

graddiv
1

T
dT

Tdk
T

Tk
TTk

dt

dq e










 .  

Другий доданок останнього виразу перетворюється таким чином 

     
   

 2
111

graddiv
1

T
dT

Tdk
TT

dT

Tdk
TTkTTk 











. 

Тут   
 

T
dT

Tdk
T   – похідна від функції  Tk , яка виражена неявно. 

 Задача 5.31. Знайти стаціонарний розподіл температури в однорідному 

шарі суцільного середовища з постійною теплопровідністю, яке знаходиться в 

стані спокою і розташовано між двома паралельними пластинами з 

постійними температурами 1T   і 2T , відповідно. Товщина шару дорівнює h . 

Розв’язання 

 Рівняння притоку теплоти для процесу теплопровідності в нерухомому 

середовищі без внутрішніх джерел теплоти має вигляд T
t

T
cp 




 . 

Очевидно, що  zTT  , вісь z  перпендикулярна граничним пластинам, тому 

для стаціонарного процесу теплопровідності в нерухомому шарі справедливе 

рівняння  

0
2

2


dz

Td
.           (5.1)  
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Граничні умови: 1TT   при 0z  і 2TT   при hz  .  

 Перше інтегрування рівняння (5.1) дає 

 1C
dz

dT
 .          (5.2) 

 Після другого інтегрування отримаємо 

 211 CzCTdzCdT   ,        (5.3) 

 Із рівняння (5.3) витікає, що при постійному коефіцієнті 

теплопровідності температура в плоскому шарі змінюється за лінійним 

законом. Постійні 1C  і 2C  в рівнянні (5.3) визначаються із граничних умов: 

 для 0z , 1TT   і 12211 0 TCCCT  , 

 для hz  , 2TT   і 
h

TT
CThCT 12

1112


 . 

 Тоді, стаціонарний розподіл температури в однорідному шарі 

суцільного середовища з постійною теплопровідністю буде мати вигляд 

(підставляємо значення 1C  і 2C  в рівняння (5.3)) 

 z
h

TT
TT 12

1


 , 

що і треба було знайти. 

 5.6. Додаткові задачі для самоконтролю 

 Задача 5.32. Довести, що для вектора вихору швидкості Ω  вірна 

формула 
 

dt

d

dt

d ΩvΩΩ



















1
. 

 Задача 5.33. Довести, що течія з полем швидкості 
4

321
1

2

r

xxx
v


 , 

 
4

3
2
2

2
1

2
r

xxx
v


 , 

2

2
3

r

x
v  , де 

2
2

2
1

2 xxr  , задовольняє умові нестисливості. Чи 

буде ця течія безвихровою? 

 Задача 5.34. Рівняння нерозривності в декартових координатах zyx ,,  

має такий вигляд 

 
     

0



















z

v

y

v

x

v

t

zyx . 

 Довести, що в циліндричних координатах zr ,,  рівняння нерозривності 

буде мати вигляд 

 
     

0

















 

z

v
r

v

r

vr

t
r zr . 
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 Задача 5.35. Довести, що течія з полем швидкості 
 

2

2 cos1

r

r
vr


 , 

 
2

2 sin1

r

r
v


 , 03 v  задовольняє рівнянню нерозривності в циліндричних 

координатах, якщо густина – константа. 

 Задача 5.36. Довести, що для будь-якої скалярної, векторної або 

тензорної величини   tPij ,x  має місце рівність 

    
V

ppijqijpq

S

qpqij dVbvPPdSnP  , . 

 Задача 5.37. Якщо в середовищі, окрім масових сил b , діють масові 

моменти h , а окрім вектору напруження  n
t , ще пари напруження 

 n
g , то 

рівняння моментів кількості руху може бути записано у вигляді 

          
SVV

dSdVdV
dt

d nn
txgbxhvxm , 

де m  – розподілений момент кількості руху на одиницю маси. 

 Довести, що якщо 
 n

gGn  ˆ , то диференціальна форма цього рівняння 

буде такою 

 v
dt

d
σGh

m
ˆˆ  . 

 Задача 5.38. Середовище задано визначальними рівняннями 

kjikijijij DDDp  . Показати, що  3II23 Dii p  . Припустити, 

що середовище є нестисливим 0iiD . 

 Задача 5.39. Довести, що середовище, в якому ijij p , 

співвідношення 
 

dt

ds
T

dt

du
ij

C
ij 


 

1
 приймає вигляд pdvTdsdu  , де 1v  

– питомий об’єм. 

 Задача 5.40. Нехай 
dt

dqq

dt

ds
T

ii





,
. Масова вільна енергія за 

визначенням називається величина Tsu  . Довести, що рівняння енергії 

можна написати у вигляді 

 ijij D
dt

dT
s

dt

d



 . 

 Задача 5.41. Існує термодинамічний континуум з визначальними 

рівняннями 

    0232 TTijijijkkij  , 

де 0T  – температура початкового стану. 
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 Довести, що  03 TTkk  , якщо 0kk . 

 Задача 5.42. Отримати диференціальне рівняння руху в початковій 

лагранжевій системі координат. 

 Задача 5.43. Показати, що масова теплоємність пружного середовища в 

процесі зі сталими деформаціями дорівнює похідній 
 

T

Tu ij



 ,
. 

 Задача 5.44. Показати, що в процесах зі сталим тиском для ідеальної 

рідини і ідеального газу зовнішній притік теплоти до одиниці маси дорівнює 

прирощенню масової ентальпії h , а ізобарна масова теплоємність pc  

визначається як 
 
T

Tph



 ,
. 

 Задача 5.45. Для анізотропного середовища з теплопровідністю, що 

описується законом Фур’є, підрахувати кількість можливих незалежних 

коефіцієнтів теплопровідності. 

 Відповідь: 6. 

 Задача 5.46. За яких умов адіабатна течія ідеальної стисливої рідини або 

газу є баротропною? 
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6. ЛІНІЙНА ТЕОРІЯ ПРУЖНОСТІ 

6.1. Закон Гука. Енергія деформації. Ізотропія 

Задача 6.1. Довести, що густину енергії деформації *u  для ізотропного 

гукового середовища можна виразити через тензор деформації у вигляді 

  εεε ˆ:ˆ2ˆtr 22* u  і через тензор напруження у вигляді 

      Eu 2ˆtr ˆ:ˆ1
2*

σσσ  . 

Розв’язання 

 Підставляючи ijkkijij  2  в ijiju 
2

1* , знаходимо 

   ijijjjiiijijkkiju  222* , 

або в символічних позначеннях 

   εεε ˆ:ˆ2ˆtr 
2* u . 

 Підставляючи kkijijij
EE








1

 в ijiju 
2

1*
, знаходимо 

     E
EE

u jjiiijijkkijijij 21
1

2

1* 











 , 

або в символічних позначеннях 

       Eu 2ˆtr ˆ:ˆ1
2*

σσσ  . 

 Задача 6.2. Розклавши кожний з тензорів напруження і деформації на 

кульові і девіаторні складові, представити густину енергії деформації  
*
Su  і 

густини енергії викривлення форми (енергії дисторсії)  
*
Du . 

Розв’язання 

 Підставляючи 3kkijijij e   і ij
kk

ijij s



3

 в ijiju 
2

1*
, 

отримуємо 

 

 

.
3332

1

3
32

1*








 















 


jjiijjiijjii

ijij

ppijij
kk

ijij

se
es

esu

 

 Внаслідок того, що 0 iiii se , вираз для *u  зводиться до суми  

    
26

*** ijijjjii

DS

es
uuu 


 . 
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 Задача 6.3. Існує стан усестороннього рівномірного стискання з 

тензором напруження ijij p . Отримати формули 
 


213

E
K , 

3

23 
K  для модуля об’ємного стискання (відношення тиску до зміни 

об’єму).  

Розв’язання 

 Для тензора напруження ijij p  співвідношення 

kkijijij
EE








1

 приймає вигляд 

    p
E

p
E

ijijij 3
1







 , 

звідки отримуємо 

       











 pp
EE

p
E

pp
E

p
E

iiiiii 913
1

9
1

33
1

. 

 Тоді 

 
   








213913

EEp
K

ii

. 

 Аналогічно із закону Гука ijkkijij  2  будемо мати 

   iiiiiiiiii  232 . 

 Оскільки pp iiii 3 , то 

  





23

3
323

p
p iiiiii . 

 Тоді 

 
 

3

23

3

23 








p

pp
K

ii

. 

 Задача 6.4. Виразити  
*
Su  і  

*
Du  задачі 6.2 через технічні пружні модулі 

K  і G  та компоненти деформацій. 

Розв’язання 

 В задачі 6.3 отримано     iiiiiiii K 323
3

3
23 , і, 

відповідно, можна записати 

  
 
2

I

26

3

6

2

E* KKK
u

jjiijjiijjii

S 








 . 
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 Використовуючи компоненти напруження по закону Гука 

ijkkijij  2  і за формулою ij
kk

ijij s



3

, отримаємо 

 
3

2 kk
ijijijkkijij s


 . 

 Оскільки,   iiii  23 , то можна зробити такі перетворення 

 

 

.
3

2
2236

23363

3

23
2

kkij

ijijkkijijij

kkijkkijijijkkij

kk
ijijijkkij

ss

s

s











 

 Звідки отримуємо 

 






 


3
2

ij

kkijijs . 

 Таким чином, враховуючи те, що 33 kkijijijkkijijij ee  , 

отримаємо 

   






 








 








 


333
2

2

1

2

* jjii

ijij

ij

ppij

ij

kkij

ijij

D

es
u . 

 Відмітимо, що густина енергії розширення  
*
Su  виявляється функцією 

тільки модулю K , а густина енергії викривлення форми  
*
Du  виражається 

через модуль зсуву G . 

 Задача 6.5. Взагалі *u  можна представити квадратичною формою 

MKKMCu  ** , коефіцієнти *
KMC  якої не обов’язково симетричні. Довести, що 

цей вираз можна записати у вигляді MKKMCu 
2

1*
 і що K

K

u




 *

. 

Розв’язання 

 Перетворимо квадратичну форму таким чином 

 

  ,
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

**

*****

MKKMMKMKKM

PNPNMKKMMKKMMKKM

CCC

CCCCu





 

де MKKM CC  . 

 Тепер обчислимо похідну 
R

u



 *
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  .
2

1

2

1

2

1
,,

*

RMRMKKRMRM

MRKMKRKMRMKMRKKM

R

CCC

CC
u








 

 Задача 6.6. Довести, що для ортотропного пружного середовища  

(з трьома ортогональними площинами пружної симетрії) матриця пружних 

констант має вигляд  

 



























66

55

44

333231

232221

131211

00000

00000

00000

000

000

000

C

C

C

CCC

CCC

CCC

CKM .     (6.1) 

Розв’язання 

 Нехай площина 21xx  (або, що те ж саме, 21xx  ) є площиною пружної 

симетрії (рис. 6.1). Тоді MKMK C   і одночасно MKMK C  . Матриця 

(тензор) перетворення осей ix  в осі ix  буде такою 

  




















100

010

001

ijc . 

 
Рис. 6.1. До задачі 6.6 

 

 З pqjqipij cc   і pqjqipij cc   витікає, що KK   і KK   за умови 

6,3,2,1K , в той час як KK   і KK   за умови 5,4K . Так, 

наприклад, для 

 MMC  11  отримаємо 

 61651541431321211111  CCCCCC . 
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 Але, з іншого боку, MMC  11 , тобто 

 6165154143132121111  CCCCCC . 

 Ці два вирази для 11   співпадають тільки в тому випадку, коли  

 01514 CC . 

 Точно так само з рівнянь  

 22  , 33  , 44  , 55  , 66   

витікає, що 

  
.0565352

51434241656435342524





CCC

CCCCCCCCCC
 

 Якщо площина 32xx  (або 32xx  ) є другою площиною пружної симетрії, 

так що MKMK C    і матриця перетворення до осей ix   має вигляд 

  


















100

010

001

ijc , 

то з pqjqipij cc   і pqjqipij cc    отримуємо KK   і KK    за умови 

4,3,2,1K , тоді як KK   і KK   за умови 6,5K . Звідси витікає, що 

 06362615445362616  CCCCCCCC  

і матриця пружних констант приймає вигляд (6.1). 

 Симетрія відносно третьої площини 31xx  отримується автоматично. 

 Задача 6.7. Виконати операцію зі зведення матриці пружних констант 

для ортотропного матеріалу (див. задачу 6.6) до матриці для ізотропного 

середовища  

 







































00000

00000

00000

0002

0002

0002

KMC .  

Розв’язання 

 Для випадку ізотропії пружні властивості середовища однакові у всіх 

декартових системах координат. Зокрема, для осей, повернутих так, як 

показано на рис. 6.2, призводить до подальшого спрощення матриці (див. 

задачу 6.6) за рахунок рівностей 332211 CCC  , 665544 CCC  , 

.322331132112 CCCCCC   
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Рис. 6.2. До задачі 6.7 Рис. 6.3. До задачі 6.7 

 

 На кінець, для системи осей 1x  , що отримана поворотом на кут 45  

навколо осі 3x  (рис. 6.3), матриця (тензор) перетворення осей буде такою 

  




































100

02121

02121

100

045cos45sin

045sin45cos




ijc , 

так що      22 121211126  CC  і 126  . Але 6446   C , 

тому 1211442 CCC  . Вводячи позначення 44C  і 12C , приходимо до 

шуканої матриці задачі. 

 Задача 6.8. Виконати операцію обертання закону Гука для напруження 

через деформацію ijkkijij  2 , щоб отримати співвідношення для 

деформації через напруження 
  ijkkijij 









2

1

232
. 

Розв’язання 

Закон Гука для напруження за умови ji   приймає вигляд 

  iiiiiiiiii  232 , 

де 3332211 ii . 

 Тоді 

 
 




23

ii
ii  

 Далі визначимо із закону Гука складову ij2  з врахуванням ii  

 
 




23
222 kk

ijijijkkijijijijkkijij . 

 Тепер з останнього виразу нескладно визначити ij  через ij  
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    ijkkijij

kk
ijijij 














2

1

23223
2 . 

 Задача 6.9. Виразити технічні константи   і E  через сталі Ламе   і  . 

Розв’язання 

З рівнянь 
 


213

E
K  і 

3

23 
K  видно, що 

 



23

21

E
, 

а з 
 

 


 12
12

E
E

. 

 Таким чином, підставляючи вираз для E  в 
 




23
21

E
, отримуємо 

 
 

 
    




21231223

21

12
. 

 Звідки знаходимо   

 
 



2

. 

 Тепер знову скористаємося виразом   12E  та знайдемо 

 
 

 


















23

2
12 EE . 

 Задача 6.10. Написати матрицю пружних констант для середовища, що 

має вісь пружної симетрії порядку 4N . Вважати при цьому, що .MKKM CC   

Розв’язання 

Нехай віссю пружної симетрії буде вісь 3x . Поворотом інших осей на 

кут 
24

22 








N
 відносно 3x  (рис. 6.4) отримаємо напрямки еквівалентних 

пружних властивостей за умови 4N . Матриця такого перетворення буде 

такою 

 


















100

001

010

ijc , 

і формули pqjqipij cc   і pqjqipij cc   приводять до групи рівнянь 

21  , 12  , 33  , 54  , 45  , 66   

і 

 21  , 12  , 33  , 54  , 45  , 66  . 
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Рис. 6.4. До задачі 6.10 

 

Ці рівняння накладають умови на коефіцієнти KMC . Так, наприклад, із 

рівності 33   витікають рівності  

 0363534  CCC , 3231 CC  . 

 Аналогічно, використовуючи решту п’ять співвідношень для 

напружень, можна записати матрицю пружних констант так 

  































661616

44

44

331313

16131112

16131211

000

00000

00000

000

00

00

CCC

C

C

CCC

CCCC

CCCC

CKM ,  

з сімома незалежними сталими. 

 6.2. Статичні і динамічні задачі теорії пружності 

Задача 6.11. Вивести рівняння Нав’є   0,,  ijiijji buu . 

Розв’язання 

Замінимо компоненти деформації в ijkkijij  2  еквівалентними 

виразами через переміщення, а саме kkkk u ,  і ijjiij uu ,,2  , отримаємо 

  ijjikkijij uuu ,,,  . 

Таким чином, для jij ,  будемо мати 

 ijjjjikikjij uuu ,,,,  . 

Підставивши цей вираз в рівняння рівноваги 0,  ijji b  і 

перегрупувавши члени, отримаємо шукане рівняння Нав’є  
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  0,,  ijiijji buu . 

Задача 6.12. Довести, що якщо 04  iF , то компоненти переміщення 

 
  





jijjji

i

FF
u

,,
2  є розв’язками рівняння Нав’є 

  0,,  ijiijji buu  за умови відсутності масових сил. 

Розв’язання 

Диференціюючи заданий розв’язок, знайдемо члени 

   
 

 
  kijjk

kkjji

jji

jj

jij

jji

jji F
F

uF
F

u ,

,

,

,

,

,

,
22 














  

і 

    
 









kjjikkkjij

jij

FF
u

,,

, 2 . 

 Підстановка отриманих виразів у рівняння Нав’є дає 

  
 

     022 ,

,



 jkkij

kkjij
F

F
. 

 Останнє рівняння задовольняється, якщо 

 04
,  ikkjji FF . 

 Задача 6.13. Довести, що за умови відсутності масових сил функції 

jkijkiiu ,,   задовольняють рівнянню руху    iijiijji ubuu  ,, , 

якщо кожна із функцій   і i  є розв’язками тривимірного хвильове рівняння. 

Розв’язання 

Підставимо функцію iu  в рівняння руху за умовами задачі, отримаємо 

       jkijkipjiqjpqjjijqqkijkikk ,,,,,,   . 

 Але 0,  pjiqjpq , тому рівняння 

      02
,,,, 
jkqqkijkikk

  

задовольняється, якщо  

   22   і  kk
2

.  

 Задача 6.14. Довести, що отримане в задачі 6.13 хвильове рівняння 

 22c , де    22c , має розв’язок 

 
   

r

ctrhctrg 
 , 

де g  і h  – довільні функції своїх аргументів, а iixxr 2
. 
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Розв’язання 

У даному випадку зручно скористатися виразом оператора Лапласа в 

сферичних координатах 

















r
r

rr

2

2

2 1
, оскільки  tr, . Маємо, що 

     hghgrrr 2
, де штрих означає диференціювання функцій g  і 

h  по їх аргументах. Після повторного диференціювання знаходимо 

  rhg 2
. 

Аналогічно 

  rchcg   і   rhgc  2 . 

Тепер видно, що функція   задовольняє рівнянню  22c . 

 Задача 6.15. Вивести рівняння Бельтрами-Мічела 

  0
11

1
,,,,, 







 kkijijjiijkkkkij bbb  і вказати форму, яку вони 

приймають у випадку потенціальних масових сил, тобто коли iib , . 

Розв’язання 

Підставимо співвідношення kkijijij
EE








1

 в умови сумісності 

деформації 0

2222





















ki

jm

mj

ik

ji

km

mk

ij

xxxxxxxx
. Отримаємо 

    ,1 ,,,,,,,, ikjmjmikijkmkmijikjmjmikijkmkmij 

де ii I . 

Тільки шість рівнянь із написаних тут 81 є незалежними. Приймаючи 

km   і використовуючи рівняння рівноваги 0,  ijji b , можемо написати 

      1,,,,,, ijkkijijjiijkkij bb , 

звідки знаходимо 

     11 ,, kkkk b . 

 Підстановка виразу для kk,  в попереднє рівняння приводить до 

шуканого в задачі результату  

  0
11

1
,,,,, 







 kkijijjiijkkkkij bbb . 

Якщо iib , , то 

  ijijji bb ,,, 2  і  2
,, kkkkb , 

так що рівняння Бельтрами-Мічела приймає вигляд 

 0
1

2
1

2
,

,2 








 ijij

ij

ij . 
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 6.3. Двовимірні задачі теорії пружності 

 Задача 6.16. Для плоского напруження, що діє паралельно площині 

,21xx  написати співвідношення між напруженнями і деформаціями, 

використовуючи коефіцієнти   і  . Показати, що ці формули співпадають з 

 






EE

1
,  




E
33 . 

Розв’язання 

У даному випадку 0231333  , а враховуючи ще закон Гука в 

узагальненому вигляді ijkkijij  2 , маємо 02313   і 

    2221133 . Враховуючи записані співвідношення, закон Гука 

можна написати в такому вигляді 

    222 , 

де 2,1,,  . 

 Звідки знаходимо 

      2232 . 

 Тепер формулу для   можна обернути і знайти 

      EE   12232 . 

 Зокрема, звідси витікає, що 

      E  232233 . 

 Задача 6.17. Для плоскої деформації, що паралельна площині 21xx , 

написати співвідношення між напруженням і деформацією, використовуючи 

коефіцієнти   і E . Показати, що ці формули співпадають з 

  2 ,  
   






2
33 . 

Розв’язання 

За умовами задачі 03 u  і, відповідно, 033  , а з kkijijij
EE








1

 

витікає, що 

      2221133 . 

Тепер співвідношення між деформацією і напруженням приймає вигляд 

(узагальнений закон Гука) 

 
 







EE

11
, 

звідки 

 
  

 



E

211
. 
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 Обертаючи співвідношення узагальненого закону Гука, остаточно 

знаходимо 

 
      







 2

1211

EE
. 

 Задача 6.18. Вивести рівняння Нав’є для плоского напруженого стану 

   
0

1212
,, 





 bu

E
u

E
 і показати, що вони еквівалентні 

відповідним рівнянням для плоскої деформації   0,,   buu , 

якщо   замінити на 
 




2

2
. 

Розв’язання 

Обертання рівності  






EE

1
,  




E
33  за умови 

врахування    ,,
2

1
uu  дає 

 
 

   






 ,2,,

12

2

12
u

E
uu

E
. 

 Виконуючи диференціювання останнього виразу по x  і підстановку 

отриманого результату в рівняння рівноваги 0,   b , отримуємо 

 
   

 
 

.0
2

23

1212

,
2

,,

















buu

bu
E

u
E


 

 Якщо виконати заміну 
 
   











2

2

2

23
, то рівняння 

   
0

1212
,, 





 bu

E
u

E
 співпадуть з рівняннями 

  0,,   buu . 

 Задача 6.19. Знайти зв'язок між константами A  і B , за умови якого 

функція 
5
2

3
2

2
1 BxxAx   буде функцією напружень Ері.  

Розв’язання 

Згідно   02 2222,1122,1111,
422 


, функція   повинна 

бути бігармонічною, тобто  

01202402 222222,1122,1111,  BxAx , 

де 21122, 12Ax , 22222, 120Bx . 
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 Звідки знаходимо, що задана функція 
5
2

3
2

2
1 BxxAx   буде функцією 

напружень Ері, коли 

 BA 5 . 

 Задача 6.20. Довести, що функцією напруження Ері може слугувати 

  2
22

3
21

21
434

3
x

c

P

c

xx
xx

c

F









 . 

 Знайти компоненти напруження в області 01 x , cxc  2 . 

Розв’язання 

Спочатку визначимо 4


 для 2
22

3
21

21
434

3
x

c

P

c

xx
xx

c

F









  

01111,  , 01122,  , 02222,  , 

02 2222,1122,1111,
4 


. 

Внаслідок того, що 4


 тотожно дорівнює нулю, функція   може 

слугувати функцією напруження. Компоненти напруження, обчислені за 

формулами 22,11  ,  12,12  ,  11,22  , будуть такими 

c

P

c

xx
F

22
3

4

21
22,11  ,  

4

2
2

3

12,12
4

3
c

xc
F


 , 

011,22  . 

 Такі напруження виникають у консольної балки під дією повздовжнього 

навантаження P  і поперечного навантаження F  на кінці балки (рис. 6.5). 

 

 
Рис. 6.5. Навантаження консольної балки 

 

 Задача 6.21. В задачі 2.36 було показано, що за умови відсутності 

масових сил рівняння рівноваги задовольняє функції pmqnjmnipqij , . 

Довести, що функцією напруження Ері в цьому випадку слугує  2133 , xx , 

в той час як 02313122211  . 



203 

 

Розв’язання 

Компонента 33  є єдиною відмінною від нуля, і тому рівність 

pmqnjmnipqij ,  перетворюється в  

pmjmipij ,3333   або   ,3333 .  

Оскільки 33 , то 

    ,,, . 

 Тому компоненти напруження виражаються через функцію   таким 

чином: 

 22,11,22,11,11  , 12,12  , 

 11,22,22,11,22  . 

 Задача 6.22. Для розв’язання задачі про диск радіуса a , що знаходиться 

під дією обертального моменту M , використовується функція напруження 

Ері  B  в полярних координатах ,r  (рис. 6.6). Знайти компоненти 

напруження і величину константи B . 

 
Рис. 6.6. До задачі 6.22 

 

Розв’язання 

Обчислимо компоненти навантаження. За формулами 











2

11

rrr
rr  і 

2

2

r


  за умови, що  B , отримуємо 

0 rr , 

а за формулою 















 

rr
r

1
 

 
2r

B
r   . 

 Для рівноваги моментів відносно центра диску необхідно, щоб 
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 BBddaM r  


 2
2

0

2

0

2 , 

де 22 ra  . 

 Звідки 

 



2

M
B . 

 6.4. Лінійна термопружність 

 Задача 6.23. Обернути вираз   ijkkijijij TT 















 0

232

1
 і 

отримати визначальні рівняння термопружності 

   0232 TTijijkkijij  . 

Розв’язання 

За умови ji   з   ijkkijijij TT 















 0

232

1
 отримуємо 

 

 

   

      .3233
23

3
23

2

2
3

23

3
1

2

3
232

1

00

00

0

TTTT

TTTT

TT

iiiiii
ii

ii
ii

ii
ii

iiiiiiii





























































 

Розв’язуючи   ijkkijijij TT 















 0

232

1
 відносно ij , 

знаходимо 

       















 ijkkijijij TTTT 00323

232

1
 

    

   .232

232

0

00

TT

TTTT

ijkkijij

ijkkijijij




 

 Задача 6.24. Вивести рівняння енергії   iivii TTckT   23,  для 

термопружності, використовуючи при цьому функцію вільної енергії 

Tsuf  . 

Розв’язання 

Припустимо, що вільна енергія є функцією деформації і температури 

 Tff ij , . Підставимо функцію f  в рівняння (тотожність Гіббса) 
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sTu ijij   , де точками позначено диференціювання за часом. Тоді 

отримаємо 

0






























 T

T

f
s

f
ij

ij

ij
 . 

Оскільки члени в скобках не залежать від швидкості зміни деформації і 

температури, то з останньої рівності витікає, що 

 
ij

ij

f




  і 

T

f
s




 . 

 Рівняння ІІ закону термодинаміки для термопружного середовища має 

вигляд qTds  , тобто 

 iiij

ij

qT
T

ss
TsT ,























  . 

 Звідси, зокрема, видно, що vc
T

s
T 



, де vc  – теплоємність за умови 

сталої деформації, коли 0ij
 .  Скориставшись отриманими вище виразами 

для s  і ij  через f , отримуємо 
2

2

T

f

T

s









, тобто 
















2

2

T

f
Tcv  і 


























TT

fs ij

ijij

12

. 

Тому 

 














 T

T

c

T
TkTq v

ij

ij

iiii


1
,, . 

 З рівняння    0232 TTijijkkijij   видно, що 

   ij

ij

T





23 , 

тому, після підстановки 
T

ij




 в попереднє рівняння енергії, отримуємо 

   iivii TTckT   23, , 

що і треба було вивести.  

 Задача 6.25. Використовуючи співвідношення ijiju 
2

1*
 і 

   0232 TTijijkkijij  , отримати густину енергії деформації 

для термопружного середовища. 
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Розв’язання 

Безпосередньою підстановкою ij , що виражається визначальним 

рівнянням  термопружності, в рівняння для *u , знаходимо 

   

    .23
2

1

2

1

23
2

1

2

1

0

0
*

iiijijijii

ijijijijijkkij

TT

TTu





 

 6.5. Змішані задачі 

 Задача 6.26. Довести, що густину енергії викривлення форми  
*
Du  для 

лінійного пружного матеріалу можна виразити через головні значення 

напруження таким чином 

         2

13

2

32

2

21
*

12

1


G
u D . 

Розв’язання 

Результати задачі 6.2  
G

sses
u

ijijijij

D
42

*  , можна записати через 

компоненти напруження таким чином 

 

    
GG

u
jjiiijijkkijijkkijij

D
4

3

4

33
*





 , 

де  3kkijijijs   – девіторні напруження. 

 Цей вираз, записаний через головні напруження, буде мати вигляд 

 

 
   

 

      . 
12

1

4

32

4

3

2

13

2

32

2

21

133221
2
3

2
2

2
1

321321
2
3

2
2

2
1*













G

G

G
u D

 

 Задача 6.27. Використовуючи результати задачі 6.1, довести, що для 

пружного матеріалу можна написати ij

ij

u




 *

 і ij

ij

u




 *

. 

Розв’язання 

У задачі 6.1 отримано ijijjjiiu  2*
 , тому 
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.2

2
2

2
2

2
2

*

pqpqpqii

pqpqjjpqiijqipijiqipjjjqjpii

pqijijpqiijjpqjjii

pq

u



















 

 Аналогічно, з рівності     Eu jjiiijij 21*  , що отримано в 

задачі 6.1, маємо 

 

   

 
.

1

2

12*

pq

iipqpq

pqjjpqiijqipij

pq

E

E

u














 

 Задача 6.28. Виразити густину енергії деформації *u  у вигляді функції 

інваріантів деформації. 

Розв’язання 

В задачі 6.1 було встановлено, що ijijjjiiu  2*
. Але, згідно 

iiEI , 
     

  ,III2

III2II21II21II

2

EE

2

EEEEEE





ijij

ijijijijijijjjii
 

тому після підстановки, отримуємо 

        E

2

E

2

EE

2

E
* II2I

2
III2I

2















u . 

 Задача 6.29. Циліндричний вал довжиною L  і круглого січення 

радіусом a  знаходиться під дією пари сил у торцевому січенні, як показано на 

рис. 6.7. При цьому відмінними від нуля будуть компоненти напруження 

213 xG , 123 xG , де   – кут закручування на одиницю довжини валу. 

Знайти вираз для густини енергії деформації і повну енергію деформації валу. 

Розв’язання 

Скористаємося результатом задачі 6.1 у вигляді 

      Eu 2ˆtr ˆ:ˆ1
2*

σσσ  . В даному випадку  

0ˆtr σ  і 2222ˆ:ˆ rG σσ , 

де 
2
2

2
1

2 xxr  . 

 Тому 

 
22222222*

2

1

2

1
2

2

1
rGrG

G
rG

E
u 


 , 
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де 
 


12

E
G . 

 
Рис. 6.7. До задачі 6.29 

 

 Повна енергія деформації знаходиться у вигляді інтегралу 

   
 





L a

V

aLG
dxdrdr

G
dVuU

0

2

0

42

0

3
3

2
*

42
. 

 Відмітимо, що оскільки 

   
 


2

0 0

4
2
2

2
1

2

a aG
rdrdxxGT , 

тоді 

 
2

LT
U


 , 

тобто U  дорівнює роботі зовнішнього моменту.  

 Задача 6.30. Довести, що пружні властивості (закон Гука і густина 

енергії деформації) середовища, мають вісь пружної симетрії порядку 2N , і 

середовища з однією площиною пружної симетрії співпадають. 

Розв’язання 

Поворот осей на кут 






2

22

N
 призводить до напрямків 

еквівалентних пружних властивостей. Але до такого самого положення можна 

прийти за умови відображення відносно площини пружної симетрії. 

 Задача 6.31. Довести, що матрицю  KMC  з 12 незалежними 

константами, в якій 332211 CCC  , 665544 CCC   і 231312 CCC  , можна 
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звести до вигляду  







































00000

00000

00000

0002

0002

0002

KMC , поворотом осей 

на довільний кут   навколо осі 3x  (рис. 6.8). 

 
Рис. 6.8. Поворот осей на довільний кут  навколо осі 3x  

 

Розв’язання 

Перетворення осей ix  в осі ix  за умовами задачі дається тензором 

(матрицею) перетворення координат 

 






















100

0cossin

0sincos

ijc , 

а згідно pqjqipij cc  , маємо 

       2212
22

1112 cossinsincoscossin   

або в позначеннях з одним індексом 

       26
22

16 cossinsincoscossin  . 

 Точно так само, використовуючи формулу pqjqipij cc   та враховуючи, 

що  

 111  ,     43223 22  , 

222  ,     53113 22  , 

333  ,     62112 22  , 

отримуємо 

       26
22

16 cossin2sincoscossin2  . 
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 Але у разі ізотропного тіла 6446  C , і, відповідно, в даному випадку 

 124412 2  C . На кінець, згідно з видом матриці  

  



























66

55

44

333231

232221

131211

00000

00000

00000

000

000

000

C

C

C

CCC

CCC

CCC

CKM  

за вказаних вище умов будемо мати 

  12121111  CC  і  21122112  CC , 

і, значить, 

   12121112  CC . 

 Таким чином, 

 441211 2CCC  . 

 Вважаючи, що 

 44C , 12C ,  211C , 

приходимо до шуканої в задачі форми запису матриці пружних властивостей 

 KMC . 

 Задача 6.32. Пружне тіло, підпорядковується закону Гука, знаходиться в 

рівновазі під дією масових сил ib  і поверхневих сил 
 n
it . Довести, що повна 

енергія деформації дорівнює половині роботи зовнішніх сил на переміщеннях 

iu . 

Розв’язання 

Треба довести, що 
 

 
VS

ii

V

ii dVudSutdVub *2n . 

Розглянемо інтеграл по поверхні, в якому зробимо заміну 
 

jjii nt n
, 

і перетворимо його за теоремою Гауса-Остроградського, вважаючи, що 

ijji   

     
V

jiijijij

V
jiij

S

ijji dVuudVudSun ,,,
. 

 Використовуючи розкладання градієнта переміщення jiu ,  на симетричну 

ij  і антисиметричну ij  складові, можна записати 

   ijijijijijjiiju  , , 0ij . 
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З рівняння рівноваги отримуємо 

ijij b , . 

Таким чином можна записати 

  dVdVubdVudVudSut
V

ijij

V

ii

V

jiij

V

ijij

S

ii 



2

2,,
n . 

Враховуючи те, що ijiju 
2

1* , останній інтегральний вираз можна 

перевисати у вигляді 

 








 

S

ii

V

ii

V

dSutdVubdVu n

2

1*  

і теорема доведена. 

 Задача 6.33. Скористатися результатом задачі 6.32, щоб встановити 

єдиність розв’язку статичних задач теорії лінійної пружності, припустивши 

існування розв’язків 
   11 , iij u  і 

   22 , iij u . 

Розв’язання 

В лінійній теорії пружності застосування методу суперпозиції розв’язків 

є обґрунтованим, тобто можна написати 
   21

ijijij  , 
   2

1
1

1 uuui  , що 

буде розв’язками рівняння рівноваги за умови 0ib . Для цього нового 

розв’язку, як було встановлено в задачі 6.32, справедливим є співвідношення 
 

 
VS

ii dVudSut *2n . 

Оскільки обидва вихідних розв’язки задачі задовольняють граничним 

умовам, інтеграл у лівій частині частині дорівнює нулю, тому що на границі 
     21

iii ttt n
 

згідно з 
 

jiji nt n
 і 

 
   21

iii uuu   

згідно з  xii gu  . Таким чином, 

 0* 
V

dVu , 

але, оскільки *u  – позитивно визначена функція, це можливо тільки тоді, коли 

 
    021  ijijij  або 

   21
ijij  . 

 Якщо тензори деформації для двох допустимих розв’язків рівні між 

собою, то за законом Гука і напруження теж рівні між собою. Однакові також 

і переміщення з точністю до переміщення абсолютно твердого тіла. Таким 

чином, єдиність розв’язків встановлена. 

 Задача 6.34. Рівняння Нав’є можна представити в формі 
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 0
21

,, 



 ijijjji buu , 

яке у випадку нестискуваності 









2

1
 стає невизначеним. Для такого 

випадку, використовуючи рівняння рівноваги, довести, що 

0
3

,

, 


 i

i

jji bu . 

Розв’язання 

З рівняння kkijijij
EE








1

 витікає, що 

iiii
E





21

, 

а за умови 
2

1
  виходить, що 

 0,  iiii u . 

 Таким чином, закон Гука для деформації приймає вигляд 

 jkkijjijijjjjijij
EE

uu ,,,,,

2)1(2
2 





 . 

 Але 0, ijju  і GE 3 , коли 
2

1
 . Тому рівняння Нав’є набуває вигляду 

 ikkijji
G

b
G

u ,,
3

1



  

або  

 0
3

1
,

2  iii bu , 

де G , ikki ,,  . 

 Задача 6.35. Для лінійного ізотропного термопружного середовища 

написати вираз для компонент тензора деформацій ij  через компоненти 

напружень ij . 

Розв’язання 

В лінійному ізотропному термопружному середовищі поряд з пружними 

деформаціями e
ij  мають також місце температурні деформації T

ij , тобто 

можна записати для компонент тензора деформацій  ij  

T
ij

e
ijij  ,         (6.2) 
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де e
ij  – тензор пружних деформацій, який визначається із узагальненого 

закону Гука (через коефіцієнти Ламе  ,   – 















 kkijij

e
ij

232

1
, або 

через модуль пружності E  і коефіцієнт Пуассона v  –   kkijij
e
ij vv

E
 1

1

); T
ij  – тензор температурних деформацій, який записується як –  

  ij
T
ij TT  0 , де   – коефіцієнт лінійного температурного розширення; 0T  

і T  – початкова і поточна температура тіла, відповідно; ij  – символ 

Кронекера. 

 Після підстановки виразів для пружних і температурних деформацій у 

рівняння (6.2), отримуємо співвідношення для компонент тензора деформацій 

лінійного ізотропного термопружного середовища 

   ijkkijijij TT 















 0

232

1
, 

або  

      ijkkijijij TTvv
E

 01
1

, 

що і треба було записати. 

Задача 6.36. Вважаючи, що деформація ij і зміна температури  0TT   

малі, написати найбільш загальний вигляд функції вільної енергії для:  

 а) довільного лінійно-пружного середовища; 

 б) ізотропного середовища. 

Користуючись отриманими виразами для вільної енергії і 

термодинамічними співвідношеннями, знайти вираз для компонент тензора 

напружень ij . 

Розв’язання 

Вільна енергія F  або ізохорно-ізотермічний потенціал виражається 

функцією 

 sTUF  ,         (6.3) 

де U  – внутрішня енергія; s  – ентропія; T  – температура. 

 Тоді тотожність Гіббса записана через функцію F , яка задана 

параметрами стану ij  і T , має вигляд 

  sdTdTdF ij
ij

ij 



1

, ,       (6.4) 

де – густина; ij  – тензор деформації; 
ij  – тензор напружень.  
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Тотожність Гіббса (6.4) дає можливість отримати іншу форму рівнянь 

стану 

 

Tij

ij F


















 , 

ij
T

F
s















 .      (6.5) 

 Після підстановки (6.5) в (6.4), отримуємо 

   dT
T

F
d

F
TdF

ij

ij

Tij

ij


































 , .      (6.6) 

 Функцію вільної енергії  TF ij ,  (6.4) при малих деформаціях і малих 

змінах температури можна представити розкладанням по ij ,  0TT  ,  0ss    

до квадратичних членів включно. При цьому рівняння стану (6.5) лишаються 

лінійними. 

 а) використовуючи розкладання функції стану (6.6) в ряд за малими 

величинами ij і  0TT  , вважаючи, що в напруженому стані деформації 

відсутні, отримуємо 

     

 .

,

0

0

2

2

0

0

2

2

0

00

2

TT
T

F

TT
T

F
TT

T

FF
TF

ij

ij

klij

klij

ij








































































 (6.7) 

 Виходячи з (6.7) можна записати вираз для компонент тензора 

напружень 

  0

0

TTBA
F ij

kl
ijkl

ij

ij 

















 ,      (6.8) 

де ij

klij

ijkl F
A 




















0

2

; ij

ij

ij

T

F
B 




















0

2

. 

 б) для ізотропного середовища вільна енергія виражається 

співвідношенням 

   
 

 0

2

0
012

2
210

22
,, TTd

TTb
TTaJJ

J
TJJF 





 , (6.9) 

де 
ij

ij
k
k JJ  21 ,  – 1,2 інваріанти тензора деформацій, відповідно;  

,  – коефіцієнти Ламе; a  – коефіцієнт лінійного температурного 

розширення. 
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 Тоді можна записати рівняння стану (6.5) або узагальнений закон Гука 

для ізотропного пружного середовища при constT   для компонент тензора 

напружень, використовуючи (6.9) 

   ijijij
ij TTaJ  01 2 . 

Задача 6.37. Девіатором тензора напружень називається тензор з 

компонентами   ijij
d
ij pJ  1

3

1
, де   i

ipJ 1 . Написати вираз для 

інваріантів девіатора напружень 
dI1  і 

dI2  та з’ясувати їх знаки. Для лінійно-

пружного середовища Гука написати вирази для компонент девіатора 

напружень через компоненти девіатора деформацій   ijij
d
ij J  1

3

1
. 

Розв’язання 

Напишемо вирази для інваріантів девіатора напружень: 

011  dd JI ,     2

2

12 JII
dijd

ij  .    (6.10) 

З (6.10) очевидно, що 02 dJ  і 02 dI . 

Знайдемо ij  з   ijij
d
ij pJ  1

3

1
 і ij  з   ijij

d
ij J  1

3

1
: 

  d
ijij

d
ijij pJ  1

3

1
 і   d

ijij
d
ijij J  1

3

1
,   (6.11) 

оскільки 011  dd JI . 

 Підставимо значення тензорів напружень і деформацій з (6.11) в закон 

Гука  ij
k
kijij  2 , отримаємо, що 

   d
ij

d
ij

d
ijij

d
ij J  221 , 

де   01  k
kJ . 

Задача 6.38. Призматичний стрижень із лінійно-пружного матеріалу 

знаходиться в рівновазі під дією розтягувальних зусиль, рівномірно 

розподілених по торцевих січеннях, і при вільних бічних гранях (простий 

розтяг). Знайти компоненти тензора деформацій при заданій величині 

напружень на торцях p . Вказати зв'язок між пружними константами 

середовища E  та   і коефіцієнтами Ламе   та  . 

Розв’язання 

За умовами задачі стрижень знаходиться в умовах одновісного розтягу, 

тобто 113322  , а 0ij  при ji  . 

 Напруження в напрямку розтягу визначаються із закону Гука 

 1111  Ep . 

 Звідки 
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E

p
11 . 

 Напишемо закон Гука через коефіцієнти Ламе   та   

3,1,   ,2  jikkijijij  

і через пружні константи середовища E  та   

 
  

3,1,   ,
2111








 ji

EE
kkijijij . 

 Прирівняємо коефіцієнти при однакових компонентах тензора 

деформацій 

 
  




211

E
 ,        (6.12) 




1
2

E
 , звідки 

 


12

E
.      (6.13) 

І навпаки. Із рівняння (6.13) знайдемо E   

   12E .         (6.14) 

 Тепер підставимо (6.14) в (6.12) і знайдемо   

 
 

    








2211

12
. 

 Далі отримане значення  для   підставимо в (6.14) 

 
 

 


















23
   ,

2
12 EE . 

 Використовуючи зв'язок між пружними константами і коефіцієнтами 

Ламе 
 



2

 і 
 






23
E  можна записати, що 

 
 




23
11 p

E

p
 і  

       


















2322322
11113322 pp . 

Задача 6.39. Зразок із лінійно-пружного матеріалу знаходиться між 

двома парами паралельних жорстких стінок, так що його поперечні розміри не 

можуть змінюватися. На торцях діють однорідні стискуючі напруження p . 

Знайти напруження і деформації в матеріалі, вважаючи, що між ним та 

стінками тертя відсутнє. 

Розв’язання 

За умовами задачі маємо, що: 
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– на торцях зразка діють однорідні стискуючі напруження p  

(приймемо цей напрямок за 1x ), то нормальні напруження 11  будуть 

дорівнювати 

p11  і 3322  , 0231312  ; 

– поперечні розміри зразка не змінюються, тобто поперечна 

деформація зразка дорівнює нулю  

03322  , 0231312  . 

Деформацію 11  знайдемо із узагальненого закону Гука для тензора 

деформації 

  ijkkijij 








2

1

232
. 

 Тоді для 11  при умові, що p11  і 3322  , маємо 

 
 

 
 

  pp
















2

1
2

2322

1
2

232
2211221111 . 

 Із узагальненого закону Гука для напружень маємо 

ijkkijij  2  

 знайдемо складову напруження 22  при умові, що 022   

    11112233221122 02002  . 

 В результаті для знаходження 11  і 22p  маємо лінійну систему рівнянь 

  
 

















.

,
2

1
2

232

1122

2211 pp
  

 Підставляючи 22  із другого рівняння системи рівнянь в перше, 

отримуємо 

лінійне рівняння відносно 11  

 
 

  pp








2

1
2

232
1111 . 

 В результаті розв’язання цього рівняння, знаходимо 

  
   













 p

p

2

1

232

2

232

11
2

11  

   

 
 

 
 












































232

23

232

2232

2

1

232232

2
1

2

11

2

11

p

p

 

      232232 2
11 p  
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.
2

22

2223

232

2

2232

23

2222

2211





































p

pp

pp

pp

 

 Тобто 

 



2

11

p
. 

 Тоді  

 





2
1122

p
, 

що і треба було знайти. 

 Задача 6.40. Напружений стан, що описується кульовим тензором 

напружень ijij pg , називається всебічним стисканням. Визначити 

компоненти деформації і відносну зміну об’єму  . Коефіцієнт пропорційності 

між p  і   називається модулем об’ємного стискання K . Знайти вираз для K  

через E  і   та через коефіцієнти Ламе   і  . 

Розв’язання 

Для тензора деформацій при ijij pg  співвідношення 

  















 ijkkijij

2

1

232
 приймає вигляд  

 
 















 pgpg ijijij 3

232

1
 

.

3

23

1

23

23

2

223

323

223

3
1

2















































ijij

ijijij

ij

pgpg

pgpgpg

 

 Відносна зміну об’єму ii , 

 













3

2

3

2

3

3

1

3

23

1 pppgii
ii , 
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тоді 





3

2

p
. 

Для модуля об’ємного стискання маємо 

 









3

2

3

2

p

pp
K

ii

, 

або через модуль пружності E  і коефіцієнт Пуасона   будемо мати 

 

 
      










213123

2

2113

2 EEE
K . 

де 
  




211

E
 і 

 


12

E
. 

Що і треба було знайти. 

6.6. Додаткові задачі для самоконтролю 

 Задача 6.41. Довести, що для однорідного ізотропного пружного 

середовища головні осі тензорів напруження і деформації співпадають. 

 Задача 6.42. Отримати вираз густини енергії деформації *u  для 

ортотропного пружного середовища. Використовувати при цьому формули 

MKKMCu 
2

1*
 і  



























66

55

44

333231

232221

131211

00000

00000

00000

000

000

000

C

C

C

CCC

CCC

CCC

CKM . 

 Відповідь: 
   

.

2
2

1
22

2

1

2
666

2
555

2
444

2
333

23232221313212111
*





CCCC

CCCCCu
 

 Задача 6.43. Визначити вигляд функції густини енергії деформації для 

випадків: а) плоского напруженого стану; б) плоскої деформації. 

 Відповідь:  а)   2
122211

2
22

2
11

* 122
2

1


E
u ; 

   б)   2
122211

2
22

2
11

* 2
2








 
u . 



220 

 

 Задача 6.44. Знайти  constc , для якого функції  ctx
l

Au 


 11

2
sin , 

032  uu  слугують розв’язками рівняння   iijiijji ubuu  ,,  за 

відсутності масових сил. 

 Відповідь: 





2
c . 

Задача 6.45. Довести, що для ізотропного лінійно пружного середовища 

густина енергії викривлення форми дорівнює   







 jjiiijijD

G
u

3

1

4

1* , а 

густина енергії розширення дорівнює   jjiiS
K

u 
18

1* . 

 Задача 6.46. Довести, що 
 

 




 23

2

1

1
 і 

 








21
. 

 Задача 6.47. Довести, що для плоскої деформації, яка паралельна 

площині 21xx , компонента масової сили 03 b , а компоненти 1b  і 2b  є 

функціями тільки 1x  і 2x . 

 Задача 6.48. Використовуючи закони перетворення тензорів 

напруження і деформації, довести, що пружні константи ijkmC  є компонентами 

декартового тензора четвертого рангу, так що pqrsmskrjqipijkm CccccC  . 

 Задача 6.49. Довести, що функція напруження Ері 
4
2

2
2

2
1

4
1 6122 xxxx   задовольняють бігармонічному рівнянню 04  , і 

знайти компоненти напруження, вважаючи деформацію плоскою. 

 Відповідь: 

 






















2
2

2
1

2
2

2
121

21
2
2

2
1

00

02

023

24

xx

xxxx

xxxx

ij . 

 Задача 6.50. Знайти деформації, що викликані напруженнями задачі 

6.43, і довести, що рівняння сумісності виконуються. 

 Відповідь: 

 
 




























 


000

022

0223
1

24 2
2

2
1

2
2

2
121

21
2
2

2
1

2
2

2
1

xxxxxx

xxxxxx

E
ij .  

 Задача 6.51. Для пружного тіла, що має вісь симетрії поряду 6N , 

довести, що 1122 CC  , 4455 CC  ,  121166 2 CCC  , а з решти пружних 

констант відмінні від нуля тільки 13C  і 33C . 
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 Задача 6.52. Довести, що в пружному середовищі за умови дії 

потенціальних масових сил   ,b  рівняння сумісності має вигляд 




 
22

1

1
 у випадку плоскої деформації і    

22 1  у 

випадку плоского напруженого стану. 

 Задача 6.53. Нехай 04  iF . Довести, що функції 

 
G

F
F

G
u

jij

ii

,21
2 


  будуть розв’язками рівняння Нав’є, якщо 0ib  (див. 

задачі 6.12). Знайти компоненти напруження, коли  2112 eeF xx
r

B
 , де 

ii xxr 2
. 

 Відповідь: 2152211 6 xx
r

QG
 , 033  ,  2

1
2
2512 3 xx

r

QG
 ,  

3252313 3 xx
r

QG
 , де 

G
BQ




1
4 . 

 Задача 6.54. Функція напруження Ері задана в полярних координатах: 

  2cos2cos2Cr , де C ,   – сталі. Знайти величину C , якщо 0 , 

 r  за умови   і 0 ,  r  за умови  . 

 Відповідь: 





2sin2
C . 

 Задача 6.55. Довести, що в задачах термопружності за плоскої 

деформації 

   0221133 TTE   і    0232 TT   , а 

за умови плоского напруженого стану    0221133 TT
E




  і 

 0

1
TT

EE






  . 

 Задача 6.56. Довести, що за умови термопружності рівняння сумісності 

12,1211,2222,11 2  можна записати через функцію Ері  21, xx  за умови 

плоскої деформації у вигляді  0
24

1
TTE 




 , а у випадку плоского 

напруженого стану – у вигляді  0
24 TTE  . 
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7. МЕХАНІКА РІДИН ТА ГАЗІВ 

 7.1. Основні властивості рідин. Ньютонівські рідини 

Задача 7.1. Довести, що девіатор ijs  тензора напружень ij , який 

задовольняє співвідношенню ijijij p  0 , дорівнює ijt  – девіатору тензора 

ij , що визначений тим самим співвідношенням. 

Розв’язання 

 Із формули ijijij p   знайдемо, що iiii p  3 . Отже  

  ij
kk

ijijkkijijij
kk

ijijij tpps 






3

33
3

. 

 Задача 7.2. Визначити середнє нормальне напруження 3/ii  в 

нестисливій стоксовій (нелінійній) рідині, для якої kjikijij DDD  , причому 

,  – сталі, де jiijj
i

i

j

ij vv
x

v

x

v
D ,, 

















 – компоненти тензора швидкості 

деформації, с-1; iv  – компоненти вектора швидкості, м/с. 

Розв’язання 

Із закону Нав’є-Стокса ijijij p  , де ij  – тензор в’язких напружень, 

p  – тиск, витікає, що kjikijijij DDDp   і тому 

kiikiiii DDDp  3 . Але kiik DD   і 0,  iiii vD  для нестисливої рідини. 

Таким чином 

  3/23/3/ Djiijii IIpDDp  , 

де DII  – другий інваріант тензора швидкості деформації. 

Задача 7.3. Адіабатна течія (без тертя) ідеального газу (що 

підпорядковується рівнянню Клапейрона) представляє собою баротропну 

течію (баротропним називається процес, в якому   fp ) і описується 

рівнянням 
kCp  , де C  і k  – сталі, причому vp cck /  – відношення 

теплоємності за умови сталого тиску і сталого об’єму. Знайти залежності між 

температурою і густиною, а також між температурою і тиском для даного 

процесу.  

Розв’язання 

Підставляючи 
kCp   в рівняння стану ідеального газу RTp    

(де R  – універсальна газова стала, Дж/(кг∙К), T  – температура, К), знаходимо 

співвідношення між температурою і густиною 

 const
1







C

R

T
RTC

k
k

. 
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Окрім того, із рівняння 
kk

C

p
Cp

1









   і знов із рівняння RTp   

отримуємо залежність між температурою і тиском 

.const
1

1

1

1
1

11

11











































k

k

k

k

k

kk

kk

C

R

T

p

C

RT
p

C

RT

p

p
RT

C

p
p

C

p
RTp

  

Задача 7.4. Написати визначальне рівняння для ньютонівської рідини з 

нульовою об’ємною в’язкістю 0*  . 

Розв’язання 

За умови 0*  , згідно 0
3

2 ***  , 
**

3

2
   і з 

ijkkijijij DDp ** 2  витікає, що 

ijkkijijij DDp ** 2
3

2









 . 

Останній вираз можна переписати через девіатор тензора швидкості 

деформації 

ijij
kk

ijijijij Dp
D

Dp 







 ** 2

3
2 . 

Якщо ввести ще девіатор напружень ijs , то визначальні рівняння можна 

представити двома співвідношеннями 

ijij Ds  *2  і pii 3 . 

 Задача 7.5. Знайти вираз для потужності напруження ijij D  в 

ньютонівській рідині з визначальними рівняннями  

ijkkijijij DDp ** 2 .       (7.1) 

Розв’язання 
Використовуючи визначальні рівняння (7.1), потужність напруження за 

визначенням буде дорівнювати 

 
.2

2

**

**

ijijjjiiii

ijijijkkijijijijij

DDDDpD

DDDDDpD




     (7.2) 

У символічних позначеннях ця рівність має вигляд 



224 
 

    DDDDDσ ˆ:ˆ2ˆtr ˆtr ˆ:ˆ *2*  p . 

Вираз (7.2) можна записати через девіатор ijD  

,2

33
2

**

**

ijijjjiiii

qq

ijij
kk

ijijjjkkiiijij

DDDDpD

D
D

D
DDDpDD






















 

де 
***

3

2
 , 

або в символічних позначеннях 

     DDDDDσ  ˆ:ˆ2ˆtr ˆtr ˆ:ˆ *2*p . 

Задача 7.6. Написати умови, за яких середній нормальний тиск 

3

ii
mp


  дорівнює термодинамічному тиску в ньютонівській рідині. 

Розв’язання 

Визначальне рівняння iiii Dp *33   дає iim Dpp * . Таким чином 

ppm   буде в таких випадках: 

коли 0*  , тобто коли 
**

3

2
  

і коли  0iiD . 

 Задача 7.7. Перевірити правильність написання рівнянь руху Нав’є-

Стокса-Дюгема нютьнівської рідини   jjijijiii vvpbv ,,,    і знайти 

який вигляд приймає рівняння енергії zqDu iiijij 





 ,

11
  для цієї рідини, 

якщо теплопровідність відповідає закону Фур’є ii kTq , . 

Розв’язання 

Враховуючи, що iiii vD , , співвідношення ijkkijijij DDp ** 2  

можна записати у вигляді 

 ijjikkijijij vvvp ,,
*

,
*  . 

Тоді 

    jjijijiijjjjikjkijijjjij vvpvvvp ,
*

,
**

,,,
*

,
*

,,  . 

Підставляючи цей вираз в iijij vb  , , безпосередньо перевіряємо 

виконання   jjijijiii vvpbv ,
*

,
**

,  . 

Підставимо вищезгадані формули для ij  і закон Фур’є в рівняння енергії 

і знайдемо 
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zkT

vv
vvvpu ii

ijji

ijjikkijij 


 ,

,,

,,
*

,
*

2
 . 

Після деяких перетворень отримуємо 

  
 

zkT
vv

vvvvpvu ii

ijji

ijjijjiiji 


 ,

,,

,,
*

,,
*

,
2

 . 

 Задача 7.8. Знайти сумарну поверхневу силу iT , що діє на замкнуту 

поверхню S , яка містить об’єм V  ньютонівської рідини (рис. 7.1) з нульовим 

коефіцієнтом об’ємної в’язкості.  

 
Рис. 7.1. До задачі 7.8 

 

Розв’язання 

Елементарна поверхнева сила 
 dStdT ii
n , а повна сила визначається 

інтегралом  

S

ii dStT n , який, використовуючи властивості напруження, можна 

представити у вигляді 


S

jjii dSnT . 

За умови врахування результату задачі 7.4 у випадку нульового значення 

коефіцієнта об’ємної в’язкості  ijijij Dp  *2  отримуємо 

  
S

jijiji dSnDpT *2 . 

Застосовуючи теорему Гауса-Остроградського, останній вираз можна 

переписати у вигляді 

  
V

iiji dVpDT ,
*2 . 

 Задача 7.9. В осесиметричному потоці в напрямку осі 3x  швидкість є 

функцією 3x  і r , де 
2
2

2
1

2 xxr  . Знайти, який вигляд приймає при цьому 

рівняння нерозривності, якщо вектор швидкості представлений в формі 

33eveqv r


 , де re


 – одиничний вектор радіального напрямку. 
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Розв’язання 
 Рівняння нерозривності в символічних позначеннях має вигляд 

  .0



v

t


 В даному випадку використовуємо оператор   в 

циліндричних координатах 

  
   

3

31

x

v

r

qr

r
v












.    

 З врахуванням попереднього рівняння для рівняння нерозривності 

отримуємо 

 
   

0
1

3

3 














x

v

r

qr

rt


   
0

3

3 














x

vr

r

qr

t
r . 

 Задача 7.10. Двовимірна течія є паралельною площині 21xx , компонента 

швидкості 3v  і 
3

3

x

v




 дорівнюють нулю. Написати для такого випадку рівняння 

Нав’є-Стокса і рівняння нерозривності нестисливої рідини. 

Розв’язання 
 Рівняння Нав’є-Стокса для нестисливої рідини мають вигляд 

 3,2,1.,,
*

,  jivpbv jjiiii ,      (7.3) 

де ib  – компоненти вектору масової сили, Н/кг; p  – тиск, Па;   – динамічна 

в’язкість, Па∙с. 

 Рівняння нерозривності для нестисливої рідини внаслідок того, що 

0/const  dtd , набуває вигляду 

 0, iiv  або 0
2

2

1

1 









x

v

x

v
.       (7.4) 

 Рівняння (7.3) для 3i (за умови 03 v ) дає 3,3 pb  ,  

а для 2,1i   дає 2,1,,,
*

,   vpbv . 

 Якщо масові сили рівні нулю  0ib  і 

   ,,,,0,,, 2122111 txxppvtxxvv   то рівняння Нав’є-Стокса записується 

тільки для координати 1x  

 

























2
2

1
2

2
1

1
2

*

1

1

x

v

x

v

x

p

dt

dv
 

і рівняння нерозривності  

 0
1

1 




x

v
. 
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7.2. Усталена течія. Гідростатика. Безвихрова течія 

Задача 7.11. Нехай атмосферне повітря є ідеальним газом, температура 

якого змінюється лінійно з висотою 30 xTT  , де 0T  – температура на 

поверхні Землі, а координата 3x  відраховується від поверхні Землі угору. 

Визначити атмосферний тиск як функцію 3x  в умовах гідростатики. 

Розв’язання 

В цьому випадку із рівняння стану RTp   витікає, що  .30 xTRp 

Оскільки із масових сил діє тільки постійна сила тяжіння gb 3 , то рівняння 

гідростатики 3,3 pb   дає g
dx

dp


3

 і, враховуючи те, що   30/ xTRp  , 

отримуємо  

  30

3

/ xTRpg
dx

dp
 . 

 Розділимо змінні останнього звичайного диференціального рівняння 

    330/ dxxTRg
p

dp
 . 

 Загальний розв’язок цього звичайного диференціального рівняння після 

його інтегрування має вигляд 

   CxT
R

g
p lnlnln 30 


 , де C  – постійна інтегрування. 

Таким чином, після потенціювання отримуємо, що    R

g

xTCp 30 , 

і якщо 0pp   при 03 x , то 


 R

g

TpC 00 , і, відповідно, 

  














 


R

g

R

g
R

g

T

x
ppxTTpp

0

3
03000 1 . 

Задача 7.12. Баротропна рідина (баротропним називається процес, в 

якому   fp ) описується рівнянням стану 
kp  , де   і k  – сталі. Рідина 

лишається в спокої в полі сили тяжіння, що діє в напрямку 3x . Знайти розподіл 

тиску в залежності від 3x , якщо для 03 x  тиск дорівнює 0p . 

Розв’язання 

 Із рівняння гідростатики bp


  (яке є наслідком рівняння Нав’є-Стокса 

за умови  000Tv


) витікають такі рівняння рівноваги 
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 g
x

p






3

, 0
1






x

p
, 0

2






x

p
. 

 Замітимо, що за умови відсутності масових сил у напрямках 1x  і 2x , тобто 

коли 021  bb , тиск у цих напрямках є постійно величиною. За умови 

врахуванні залежності 

 
kk p

p

1











  

рівняння рівноваги для напрямку 3x  приймає вигляд 

 3

11

311

1

33

dxgdppdx
g

p

dp
g

p

dx

dp
g

dx

dp
kk

kk

k 















 . 

Інтегруючи останнє рівняння, отримуємо загальний його розв’язок  

.
11

3

11

3

1
1

1

3

11

Cxgp
k

k
Cxgp

k

k
dxgdpp kk

k

kkkk 











  

Але 0pp   за умови 03 x , звідки k

k

p
k

k
C

1

0
1




 . Таким чином 

k

k

kk

k

p
k

k
xgp

1

03

11

1







 . 

Задача 7.13. Широка ємність наповнена нестисливою рідиною рухається 

з постійним прискоренням 3322 eaeaa


  в полі сили тяжіння, що направлена 

вздовж осі 3x  (рис. 7.2). Знайти нахил вільної поверхні рідини в ємності. 

 
Рис. 7.2. До задачі 7.13 

 

Розв’язання 

Із рівняння гідростатики bp


  (яке є наслідком рівняння Нав’є-Стокса 

при  000Tv


) витікають такі рівняння рівноваги 

 0
1






x

p
, 2

2

a
x

p





,  3

3

ag
x

p





. 

 Інтегруючи два останніх рівняння, отримуємо 
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  322 xfxap   і    333 xhxagp  , 

де hf ,  – довільні функції своїх аргументів. 

Об’єднуючи два останніх рівняння, одержуємо загальну формулу для 

тиску  

  03322 pxagxap  , 

де 0p  – тиск на початку координат на вільній поверхні рідини. Оскільки всюди 

на вільній поверхні 0pp  , то рівняння шуканої вільної поверхні буде таким 

  
 

2

3

3

2
3322 0

a

ag

x

x
xagxa


 . 

Задача 7.14. Якщо течія рідини відбувається дуже повільно, так що 

членами порядку квадрата швидкості й вище можна знехтувати, то отримуємо 

граничний випадок, який відомий під назвою повзучого руху. Довести, що в 

такому випадку за усталеного руху нестисливої рідини та нульових масових 

сил тиск є гармонічною функцією, тобто 02  p . 

Розв’язання 
Рівняння Нав’є-Стокса для нестисливої рідини мають вигляд 

 3,2,1.,,
*

,, 












 jivpbvv

t

v
jjiiijij

i ,    (7.5) 

де   – густина, кг/м3; iv  – компоненти вектора швидкості, м/с; t  – час, с; ib  – 

компоненти вектора масової сили, Н/кг; p  – тиск, Па; 
*  – динамічна в’язкість, 

Па∙с. 

 Для випадку повзучого руху рідини рівняння (7.5) можна лінеаризувати 

(тобто прийняти, що конвективна похідна нехтовно мала 0, jijvv ), що дає 

 3,2,1.,,
*

, 



 jivpb

t

v
jjiii

i .      (7.6) 

 З рівняння (7.6) видно, що за умови усталеного руху 












0

t

vi  з 

нульовими масовими силами  0ib  отримуємо, що 

 3,2,1.,,
*

,  jivp jjii .        (7.7) 

 Застосуємо оператор дивергенції до обох частин (7.7) в результаті 

отримаємо 

 3,2,1.,,
*

,  jivp ijjiii .        (7.8) 

Враховуючи те, що рівняння нерозривності для нестисливої рідини має 

вигляд 

0, iiv , 

Одержуємо з (7.8) 
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02
,  pp ii , 

що і треба було довести. 

Задача 7.15. Записати рівняння нерозривності і рівняння Нав’є-Стокса-

Дюгема для безвихрового руху через потенціал швидкості  . 

Розв’язання 

Течія, за якої тензор вихору  vvV 
2

1ˆ  дорівнює нулю, тобто 

виконується рівність 0 v , яка виражає необхідну і достатню умову 

існування потенціалу швидкості  , а значить, вектор швидкості для 

безвихрової течії можна представити таким чином 

  3,2,1,,  iv iiv .      (7.9) 

Відповідно до (7.9) маємо iiv , , внаслідок чого рівняння 

нерозривності приймає вигляд 

     000 2 










tt
v .  

Рівняння Нав’є-Стокса-Дюгема 

  3,2,1,,,
*

,
**

,  jivvpbv jjijijiii ,    (7.10) 

де ** ,  – коефіцієнти в’язкості рідини, 

за умови iiv ,  запишеться таким чином 

  3,2,1,,,
*

,
**

,,  jipb ijjjjiiii
 , 

або 

  3,2,1,,2 ,
**

,,,
,














 jipb

t
jjiiiikk

i
, 

або в символічних позначеннях 

     












 





 2**

2

2
2

p
t

b . 

Задача 7.16. Знайти функцію тиску  pP  під час баротропної течії рідини 

(баротропним називається процес, в якому   fp ) з рівнянням стану 

,kp   де   і k  – сталі. 

Розв’язання 

За наявності баротропності течії, коли  p , можна ввести за 

визначенням функцію тиску 

  



p

p

dp
pP

0

.        (7.11) 
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 Виконаємо інтегрування (7.11) з врахуванням   ddpp kk 1
, 

отримаємо 
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7.3. Ідеальна рідина. Рівняння Бернулі. Циркуляція 

Задача 7.17. Інтегруванням рівнянь Ейлера, що записане для баротропної 

течії рідини за умови дії потенціальних масових сил   ii Pv ,,  , де 

,, ii b  вздовж ліній току отримати рівняння   



 tCdx

t

vv
P i

i

2

2

. 

Розв’язання 
Рівняння Ейлера вигляду 

  0,,,,, 



 iijij

i
ii Pvv

t

v
Pv ,   (7.12) 

де ii b , , iP,  – похідна від функції тиску   



p

p

dp
pP

0

. 

 Нехай idx  – елементарне переміщення вздовж лінії току. Візьмемо 

скалярний добуток цього переміщення на (7.12) і виконаємо інтегрування 

  tCdxPdxdxvvdx
t

v
iiiiijiji

i 



 ,,, .   (7.13) 

 Оскільки 

  ddxii, , то   ddxii,      (7.14) 

і 

 dPdxP ii , , то PdPdxP ii   , .     (7.15) 

 Окрім того, вздовж лінії току ds
v

v
dx i

i  , де ds  – елемент відстані. 

Таким чином для конвективної похідної маємо 

 iijjii

j

jii
i

jijijij dvvdxvvds
v

v
vvds

v

v
vvdxvv  ,,,, . 

 Тому 

 
22

1 2

,

v
vvdvvdxvv iiiiijij   .     (7.16) 

 В результаті, після підстановки (7.14)–(7.16) в (7.13), будемо мати 
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 tCdx

t

vv
P i

i

2

2

, 

що і треба було показати. 

 Задача 7.18. Рідина з рівнянням стану 
kp  , де   і k  – сталі, витікає 

із великого закритого резервуару через гладку тонку трубку за умови 

баротропної течії. Тиск в резервуарі дорівнює N  атмосферам. Визначити 

швидкість течії газу, вважаючи тиск у струмені на виході із резервуару рівним 

атмосферному. 

Розв’язання 
Застосуємо інтеграл Бернулі до усталеної течії в двох точках:  

A  – в рідині, що знаходиться в спокої в середині резервуару, і B   – на вільній 

поверхні струменя, що витікає. Рівняння  tCdx
t

vvv
P i

iii 











 

2
 дає 

22

22
B

BB
A

AA

v
P

v
P  . Але 0Av  і, якщо знехтувати силою тяжіння, то 

це рівняння прийме вигляд (див. задачу 7.16 –   














0
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1

pp

k

k
pP )  
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або 
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B
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B
B

Np

k

k
v . 

 Оскільки  

 k
k

A

B

A

B N
p

p
1
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, 

то остаточно будемо мати 

 




















1
1

2
1

2 k

k

B

B
B N

p

k

k
v . 

Задача 7.19. Довести, що в нев’язкої баротропної рідини за умови дії 

потенціальних сил швидкість зміни циркуляції дорівнює нулю (теорема 

Кельвіна про сталість циркуляції). 

Розв’язання 
Формула для визначення матеріальної похідної від циркуляції має вигляд 

   iiiic dvvdxv .        (7.17) 
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Але для даного випадку рівняння для визначення першого доданку в 

підінтегральному виразі (7.17) можна скористатися рівнянням Ейлера, що 

записане для баротропної течії рідини за умови дії потенціальних масових сил 

у вигляді   ii Pv , , де ii b , , і тому    

   







































0
22

22

,,

v
Pd

v
ddPd

dvvdxPdxdvvdxv iiiiiiciiiic


  (7.18) 

внаслідок того, що підінтегральний вираз є повним диференціалом (відомо, що 

завжди 0du ). 

 При отриманні співвідношень (7.18) використані такі перетворення: 

  ddxii, , dPdxP ii , , 
22

1 2v
vvdvv iiii  . 

 Задача 7.20. Знайти циркуляцію швидкості по контуру квадрата 11 x , 

12 x , 03 x  (рис. 7.3) в двовимірній течії з полем швидкості 

    22
2
1121 eev xxxx  . 

 
Рис. 7.3. До задачі 7.20 

 

Розв’язання 

Скористаємося символьним записом формули    dSc vn  за 

умови, що 3en   і   31 12 ev  x  

  412
1

1

1

1

211   
 

dxdxxc . 

До такого ж результату можна прийти за допомогою формули 

  xv dc  

        41111
1

1

11

1

1

22

1

1

11

1

1

22  






dxxdxxdxxdxxc . 
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Тут інтегрування починається в точці A  і ведеться проти годинникової 

стрілки. 

7.4. Потенціальна течія. Плоска потенціальна течія 

Задача 7.21. Вивести рівняння газової динаміки  

(     00 2
,

2  vvvvcvvvc ijjiij , де c  – швидкість звуку в 

середовищі, м/с) та записати ці рівняння через потенціал швидкості  . 

Рівняння газової динаміки отримано для усталеної безвихрової течії стисливої 

рідини за допомогою об’єднання рівнянь Ейлера та нерозривності. 

Розв’язання 
Рівняння нерозривності для усталеної (стаціонарної) течії має вигляд для 

стисливої рідини 

0,,  iiii vv ,        (7.19) 

а рівняння Ейлера без врахування масових сил мають вигляд 

0,,  ijij pvv ,        (7.20) 

де   – густина, кг/м3; iv  – компоненти вектора швидкості, м/с; p  – тиск, Па. 

 З умови баротропності   pp  витікає 









 d

d

dp
dp , або 

iii c
d

dp
p ,

2
,, 










 , де  c  – локальна швидкість звуку. Підставляючи це 

рівняння в рівняння Ейлера (7.20) і виконуючи множення результату на iv , 

знаходимо 

 0,
2

,  iijiji vcvvv .       (7.21) 

 В результаті множення рівняння нерозривності (7.19) на 
2c , отримуємо 

 jiijiiii vcvcvc ,
2

,
2

,
2  .      (7.22) 

 Прирівнюючи рівняння (7.21) і (7.22), отримуємо 

   00 ,
2

,,
2  jijiijjijijiij vvvcvvvvc .   (7.24) 

 Через потенціал швидкості ii v,  рівняння (7.24) записуються таким 

чином 

   0,,,
2  ijjiijc . 

Задача 7.22. Довести, що функція  2
3

2
2

2
1 2xxxA   задовольняє 

рівнянню Лапласа. Знайти компоненти швидкості і описати рух. 

Розв’язання 

 Підставимо функцію   в рівняння Лапласа, що описує потенціальну 

течію рідини 
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xxx
ii . 

 Визначимо похідні 
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; 

 
  

A
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x
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2
1

2

2
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2










. 

 Тобі будемо мати, що 

 0422  AAA , 

тобто функція  2
3

2
2

2
1 2xxxA   задовольняє рівнянню Лапласа. 

 По формулам iiv ,  визначимо компоненти швидкості 

 
  

1

1

2
3

2
2

2
1

1

1 2
2

Ax
x

xxxA

x
v 









 ; 

 
  

2

2

2
3

2
2

2
1

2

2 2
2
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x

xxxA

x
v 









 ; 

 
  

3

3

2
3

2
2

2
1

3

3 4
2

Ax
x

xxxA

x
v 









 . 

 Використовуючи 

   323
2
23223

3

3

2

2

3

3

2

2 2
242

xxdxxddxxdxx
x

dx

x

dx

Ax

dx

Ax

dx
 , 

   313
2
13113

3

3

1

1

3

3

1

1 2
242

xxdxxddxxdxx
x

dx

x

dx

Ax

dx

Ax

dx
 . 

Тобто лінії току в площині 1x  мають рівняння const3
2
2 xx , а в площині 

2x  рівняння const3
2
1 xx . Таким чином, потік спрямований вздовж осі 3x  

назустріч площині 21xx . 

Задача 7.23. Довести, що функція току  21, xx  є сталою вздовж лінії 

току. 

Розв’язання 

Із співвідношень, що описують зв'язок між швидкістю v  і функцією току  
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 21, xx  вигляду   ,3v , де 3  – тензор Леві-Чивіти, і 

диференціального рівняння лінії току 
2

2

1

1

v

dx

v

dx
  отримуємо, що 

1,

2

2,

1







dxdx
, 

де 
 

2

21
2,1

,

x

xx
v




 , 

 

1

21
1,2

,

x

xx
v




 , 

або 

022,11,  ddxdx  – отримали повний диференціал від функції току. 

Тоді 

const d . 

Таким чином вздовж кожної лінії току const , що і треба було довести. 

Задача 7.24. Перевірити, що функція  2
2

2
1 xxA   може слугувати 

потенціалом швидкості нестисливої рідини і описати задану течію. 

Розв’язання 

 Дана функція   задовольняє рівнянню 
2
2

2

2
1

2
2

xx 







  тотожно, 

оскільки 022  AA  

    
A

x

Ax

x

xxA

x
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2

1
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2
1

2
2

2
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2
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x
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2
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2
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2
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2















. 

 Компоненти швидкості знаходяться по формулах 

    
2

2

2
2

2
1

2

21
2,1 2

,
Ax

x

xxA

x

xx
v 









 , 

 
    

1

1

2
2

2
1

1

21
1,2 2

,
Ax

x

xxA

x

xx
v 









 . 

Лінії току отримуються інтегруванням рівняння 

2112

2

2

1

1 dxxdxx
x

dx

x

dx
   

і представляють собою гіперболу Cxx 21  із взаємно перпендикулярними 

асимптотами (рис. 7.4). 
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1 – лінії току; 2 – еквіпотенціальні лінії 

Рис. 7.4. До задачі 7.24 

 

Еквіпотенціальні лінії   1
2
2

2
1 CxxA  , утворюють сімейство таких самих 

гіпербол, що є ортогональні лініям току. На кінець, знайдемо функцію току. 

Відомо, що функція току   і потенціал   задовольняють умовам Коші-Рімана 

 

 

.2

2
,

12

1

2

12

21
1,2,

dxAxd

dx

d
Ax

xx

xx

















 

 Тоді, після інтегрування, функція току має вигляд  

0122 CxAx  , 

яка є сталою величиною вздовж лінії току. 

Задача 7.25. Дано потенціал швидкості 
2

11 / rBxAx  , де 
2
2

2
1

2 xxr 

. Знайти функцію току   для цієї течії. 

Розв’язання 
 Відповідно до умови Коші-Рімана 
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dx
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Після інтегрування останнього виразу, отримуємо 

 
 22

2
2
1

2
122

2
2
1

212
xf

xx

Bx
dx

xx

xBx
d 





  ,    (7.25) 

де  2xf  – довільна функція від 2x . 

Виконаємо диференціювання виразу для функції току (7.25) по 2x  
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2, xf
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xxB
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 .      (7.26) 

Але відповідно до умови Коші-Рімана маємо, що 
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2
2
1

2
2

2
1

1,2,

xx

xxB
A




 .       (7.27) 

Прирівнюючи вирази (7.26) і (7.27), отримуємо 
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222
2

2
1

2
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2
1 , 

або після інтегрування 

  CAxxf  22 .         (7.28) 

Підставляючи (7.28) в (7.25) остаточно отримуємо 

C
xx

Bx
Ax 




2
2

2
1

2
2 , 

що і треба було знайти. 

Задача 7.26. Диференціюванням комплексного потенціалу   zAz   

отримати компоненти швидкості. 

Розв’язання 

За умовами задачі і 21 ixxz   похідна  

 

 221

2
ixx

A

z

A

dz

zd





.       (7.29) 

Після деяких алгебраїчних перетворень (7.29) перетворюється до вигляду 
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2
2

2
1 2
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,       (7.30) 

де 
2
2

2
1

2 xxr  . 

Для отримання (7.30) з (7.29) останній вираз було помножено і поділено 

на спряжений оператор  221 ixx   
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де 12 i ,   422
1

2
1 rxx  . 

Таким чином, використовуючи залежність 21 ivv
dz

d



, можна 

записати, що 
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Відмітимо ще, що якщо використати 

 
 

  
   

2

21

2
2

2
1

21

2121

21

21 r

ixxA

xx

ixxA

ixxixx

ixxA

ixx

A 













 ,  
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 , і знову отримуємо, що 
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 7.5. Змішані задачі 

 Задача 7.27. Вивести рівняння нерозривності для одновимірної течії 

нестисливої рідини в трубі току (бічна поверхня труби току утворена лініями 

току).  

Розв’язання 
Нехай V  – об’єм, що знаходиться між двома довільними січеннями A  і 

B  труби току (рис. 7.5). Рівняння збереження маси 

  0, 














 

V k

k

V

dV
x

v

dt

d
dVt

dt

d

dt

dm
x  в інтегральній формі для цього об’єму 

за умови сталої густини   записується у вигляді 

0
V

dVv . 

Перетворимо цей інтеграл по теоремі Гауса-Остроградського, що дасть 

0
S

dSvn ,        (7.31) 

де n  – одиничний вектор нормалі до поверхні S , що обмежує об’єм V . 

Із-за того, що на бічній поверхні vn  , від інтегралу (7.31) лишаються 

тільки два члени 

 0 
BA S

BB

S

AA dSdS vnvn . 

 
Рис. 7.5. До задачі 7.27 
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 Будемо вважати, що швидкість розподілена рівномірно по січенню і 

перпендикулярна площинам AS  і BS . Внаслідок того, що BBB nvv , 

отримаємо 0 
BA S

B

S

A dSvdSv  або const BBAA SvSv . 

 Задача 7.28. В деякій точці ньютонівської рідини з нульовим 

коефіцієнтом об’ємної в’язкості заданий тензор напруження 

























341

492

126

ij . 

Знайти тензор ij . 

Розв’язання 
Для рідини за умовами задачі величина гідростатичного напруження 

дорівнює 

6
3

396

3
0 





 iip . 

Тоді із співвідношення ijijij p  0 , отримуємо 

  
































































341

432

120

600

060

006

341

492

126

0 ijijij p . 

 Задача 7.29. Довести, що тензори ij  і ij  в формулі ijijij p  0  

мають однакові головні осі. 

Розв’язання 

Напишемо повністю усі співвідношення для ij : 

1111  p , 2222  p , 3333  p , 

1212  , 2323  , 1313  .      (7.32) 

У головних осях 
*
ix  тензора ij  повинні бути виконані рівності: 

0*
13

*
23

*
12  . 

Але останні три рівняння (7.32) при цьому дають 0**  ijij , якщо .ji 

А це означає, що осі 
*
ix  також є головними осями і для тензора ij . 

 Задача 7.30. Для ньютонівської рідини часто вводять дисипативний 

потенціал D , що визначається формулою ijijjjiiD DDDD 


 *2
2

. Довести, 

що ij

ij

D

D





. 
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Розв’язання 
Користуючись визначенням, знаходимо 

pq

ij

ijjj

pq

ii

pq

jj

ii

pq

D

D

D
DD

D

D

D

D
D

D 




























 *2
2

. 

Але 

pqiqip

pq

ii

D

D





 і 

3

pq

ijjqip

pq

ij

D

D 





. 

Тому 

.
3

2

33
2

*

*


















 















ii
pqpqpqii

pq

ijjqip
kk

ijijpqii

pq

D

D
DD

D
DD

D
 

На кінець, внаслідок того, що 
**

3

2
 , отримуємо 

.2 **
pqpqiipq

pq

D DD
D





 

Задача 7.31. Знайти залежність між тиском і густиною в ідеальному газі 

за умов задачі 7.11. 

Розв’язання 

Для 03 x  маємо 0  і 0pp  . Рівняння стану ідеального газу в 

нашому випадку буде мати вигляд  30 xTRp   і, відповідно, 000 RTp  . 

Із залежності тиску від висоти, що визначена в задачі 7.11 як 









 


R

g

T

x
pp

0

3
0 1

, можна отримати  

















1

00

R

g

T

T
. 

Рівняння 









 


R

g

T

x
pp

0

3
0 1  представимо в формі 




R

g

T

T

p

p

00

, звідки 

g

R

p

p

T

T



00

, 

і остаточно знаходимо, що 
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 g

R

p

p
1

00

. 

Задача 7.32. Довести, що в баротропній нев’язкій рідині за умови дії 

потенціальних сил матеріальна похідна від повної завихреності виражається 

формулою  
S

jji

V

i dSqvdVq
dt

d
. 

Розв’язання 

По формулі  
 

   
S

pijp

V

ij

V

ij dStPvdV
dt

tP
dVtP

dt

d
,

,
, *

*

*
x

x
x 


 , 

використовуючи результат задачі 4.33, знаходимо 

  
S

jijkijk

V

i dSvqadVq
dt

d
. 

Але в нашому випадку, відповідно   ii Pa ,  маємо 

  kk Pa , . 

Тоді по теоремі Гауса-Остроградського можна записати 

    0,,  
V

kjijk

S

jkijk dVPdSP  

внаслідок того, що підінтегральний вираз дорівнює нулю (як добуток 

симетричного і антисиметричного тензорів). Звідки витікає 

  
S

jij

V

i dSvqdVq
dt

d
. 

 Задача 7.33. Нестислива ньютонівська рідина рухається всередині 

закритої посудини з твердими стінками, яка знаходиться в спокої. Довести, що 

якщо масові сили відсутні, то швидкість зміни з часом кінетичної енергії рідини 

буде дорівнювати 
V

dVq2* , де q  – модуль вектору завихреності. 

Розв’язання 
Як було встановлено в задачі 5.27, швидкість зміни з часом кінетичної 

енергії середовища дорівнює 

 
 
S

ii

V

jiij

V

ii dStvdVvdVvb
dt

dK n
, . 

 За умовами задачі перший і третій інтеграли обертаються в нуль і для 

ньютонівської рідини, використовуючи ijkkijijij DDp ** 2 , 

отримуємо  

  
V

jiijkkijij

V

jiij dVvDDpdVv
dt

dK
,

**
, 2 . 
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Але внаслідок нестисливості маємо 0,  iiii Dv , тому 

 

    ,

2

*
,

*
,

*

,,,
*

,
*









V

kk

V

jikjik

V

jikkji

V

jiijji

V

jiij

dVqqdVvqdVvq

dVvvvdVvD
dt

dK

 

де jikjik vq , . 

 Задача 7.34. Довести, що в ідеальній рідині за умови відсутності масових 

сил швидкість зміни циркуляції c
  виражається інтегралом   

S

ikjijk dSp,,
1 . 

Розв’язання 

Розглянемо формулу швидкості циркуляції   iiiic dvvdxv . Другий 

інтеграл у цій формулі обертається в нуль, оскільки 0
2

2











 

v
ddvv ii . Із 

рівняння ,i i iv b p     за умови 0ib  маємо, що 



i

i

p
v

, . Тоді 

  






















S

i

j

k

ijkk

k

iic dSn
p

dx
p

dxv
,

,, . 

Тут використана формула  
S

jkijkic dSvn ,  для перетворення лінійного 

інтегралу в інтеграл по поверхні. Виконуючи диференціювання в останній 

формулі отримуємо 

 







































S

ik

j

ijk

S

i

kj

k

j

ijkc dSpdS
p

p ,

,

,

,

,

11 , 

де dSndS ii  . 

Задача 7.35. В однорідній масі М ідеального газу відбувається замкнутий 

квазістатичний процес (цикл Карно): 

І) ізотермічне розширення при температурі 1T  зі зміною густини від 1  

до 12  ; 

ІІ) адіабатичне розширення до 23   і 12 TTT  ; 

ІІІ) ізотермічне стискання при температурі 2T  зі зміною густини до 

34  ; 

IV) адіабатне стискання до 1 , 1TT  . 

Обчислити зміну енергії газу, величину роботи, яка здійснюється газом, і 

кількість теплоти, яку отримує газ на кожній із чотирьох ділянок процесу та в 

усьому процесі. Показати, що 3421 //  . Визначити коефіцієнт корисної 
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дії циклу, який визначається як відношення роботи газу в циклі до підведеної 

до нього теплоти в циклі. 

Розв’язання 

Спочатку зображено діаграму циклу Карно в vp   координатах (рис. 7.6), 

де 



1

v  – питомий об’єм робочого тіла (газу), м3/кг. 

 
Рис. 7.6. vp  діаграму циклу Карно 

 

Позначимо масу газу через M . Повний диференціал кінетичної енергії 

робочого тіла дорівнює нулю (тобто 0kind ), тому 

   ie AA  , 

де 
 eA  – робота діючих зовнішніх сил на термодинамічну систему; 

 iA  – робота 

внутрішніх сил термодинамічної системи; параметри Tp ,, однакові для всіх 

частинок суцільного середовища. 

Для ділянки (І, рис. 7.6) рівняння енергії має вигляд 
   e

I
e

IIvI AQTMcU  0 , 

де IU  – зміна внутрішньої енергії газу за процес (І, рис. 7.6); 
const











V

v
dT

dq
c  

– масова ізохорна теплоємність газу в процесі, Дж/(кгК); 0 IT  – зміна 

температури газу в ізотермічному процесі (І, рис. 7.6), К; 
 e
IQ  – кількість 

теплоти, передане газу в процесі (І, рис. 7.6); 
 e
IA  – робота зовнішніх сил над 

газом в процесі (І, рис. 7.6).  

Робота внутрішніх сил в процесі (І, рис. 7.6) визначається за формулою 

(враховуючи рівняння Клайперона – TRp   і 



1

v  
2




d
dv , можна 

записати, що 











 d

RT
Md

TR
M

d
ppdvdA

22
) 
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     ;ln
2

1
1

1
2

1






 





MRTd
RT

MAA i
I

e
I  

    0 e
I

e
I AQ , 

  0 e
II AA ,  

де R – газова постійна. 

Тут через IA  позначено роботу газу над зовнішніми тілами в процесі  

(І, рис. 7.6). Тобто, газ отримує теплоту 
 e
IQ  і виконує роботу IA . 

В процесі – адіабатного розширення (ІІ, рис. 7.6) газ не отримує теплоти 

зовні 
 e
IIQ ; а в адіабатному процесі 

 Cp , constC , VVp cRcc /1/  , де 

  – показник адіабати, pc – масова ізобарна теплоємність газу, тому 

     12
1

2
1

32 1

3

2

TTMc
MC

d
C

MAU V
i

IIII 






 







 <0; 

    021  TTMcAA V
i

IIII . 

Тобто газ здійснює роботу IIA при розширенні. 

Формули для процесів (ІІІ) і (IV) аналогічні формулам для (І) і (ІІ) 

відповідно, причому 
3

4

2

1









. 

Для процесу (ІІІ) – відводу теплоти від газу, маємо що 
   e

II
e

IIIIVII AQTMcU  0 , 

де 0 IT  – зміна температури газу в ізотермічному процесі (ІІ, рис. 7.6), К; 

    ;ln
4

3
2

2
4

3






 





MRTd
RT

MAA i
II

e
II  

    0 e
II

e
II AQ . 

Газ віддає теплоту за рахунок виконання над ним роботи зовнішніх сил. 

Для процесу (IV) – стискання газу, маємо 

     41
1

4
1

12 1

1

4

TTMc
MC

d
C

MAU V
i

IVIV 






 







 >0; 

    014  TTMcAA V
e

IVIV . 

Всього за цикл маємо: 

0U ;         
2

1
21 ln




 TTMRQQQ e

II
e

I
e ; 

 eQA  ; 

ККД циклу дорівнює  
1

21
T

T

Q

A
e

I

t   і не залежить від М і ступеня 

розширення в ізотермічному процесі. 
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Задача 7.36. Показати, що за умови рівноважних квазістатичних 

ізотермічних процесів прирощення вільної енергії середовища ( F ) дорівнює 

роботі зовнішніх сил, що прикладаються до середовища. 

Розв’язання 
Ізотермічний процес характеризується постійною температурою 

робочого тіла (газу)  constT . 

Із рівняння стану RTpv  отримуємо рівняння процесу 

constpv . 

Ізотермічний процес показано на sT   діаграмі (рис. 7.7). 

 
Рис. 7.7. Графік ізотермічного процесу 

 

Рівняння енергії (перший закон термодинаміки) ізотермічного процесу  

(рисунок 7.7) має вигляд 
   ii AUQ 212121    або 

   ee AQU 212121   ,     (7.33) 

де 
 eQ 21  – кількість теплоти, передане газу в ізотермічному процесі (див. рис. 

7.7);  

21U  – зміна внутрішньої енергії газу в ізотермічному процесі; 
 eA 21  – робота 

зовнішніх сил над газом в ізотермічному процесі. 

З іншого боку зміну внутрішньої енергії газу в процесі можна виразити 

через теплоємність та зміну температури  

02121   TMcU V ,         (7.34) 

де M  – маса робочого тіла, кг; 
const











V

v
dT

dq
c  – масова ізохорна теплоємність 

газу в процесі, Дж/(кгК); 021  T  – зміна температури газу в ізотермічному 

процесі (див. рис. 7.7), К. 

Із (7.34) витікає, що зміна внутрішньої енергії газу в ізотермічному 

процесі дорівнює нулю. Тобто, зовнішня робота 
 eA 21  стискання газу в 

ізотермічному процесі згідно (7.33) перетворюється в теплоту  
 eQ 21  – 

 eQ 21 =
 eA 21 .         (7.35) 
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Вільна енергія процесу виражається із співвідношення 

212121   sTUF .        (7.36) 

З врахуванням (7.34) співвідношення для ізотермічного процесу приймає 

вигляд 

2121   sTF .          (7.37) 

Згідно з другим законом термодинаміки для рівноважного процесу 

маємо, що 
 

T

Q
s

e
21

21





 , звідки теплота і робота ізотермічного процесу (7.35)  

   
212121   sTAQ ee .        (7.38) 

Підставляючи (7.35) в рівняння (7.36), отримуємо  
 eAF 2121   . 

Тобто, в рівноважному квазістатичному ізотермічному процесі 

прирощення вільної енергії середовища ( F ) дорівнює роботі зовнішніх сил 
 eA 21 , що і треба було показати.  

Задача 7.37. Показати, що для нестисливої в’язкої рідини ентропія 

кожної частинки при адіабатному русі в загальному випадку збільшується, а в 

ізотермічному лишається постійною. 

Розв’язання 
Напишемо тотожність Гіббса 




dp
sdTd ,          (7.39)  

або vdpsdTd  ,  

де  /1v  – масовий об’єм;      /, pTsTuTp  – термодинамічний 

потенціал Гіббса; s  – ентропія; T  – абсолютна температура; p  – тиск;  

  – густина. 

Виходячи з (7.39) для нестисливої рідини маємо, що ентропія рідини є 

функцією температури  Tss   

pT
s 












 . 

Тому ентропія кожної частинки нестисливої в’язкої рідини при 

адіабатному русі в загальному випадку збільшується 

0
2

2

















p
T

ds ,  
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(тотожність Гіббса можна перетворити до вигляду   Tds
d

pTdu 





2
, а для 

нестисливої рідини d =0, маємо, що   TdsTdu  , тому 
 

0
T

Tdu
ds ), а при 

ізотермічному процесі constT , тому і consts , що і треба було показати. 

Перетворення тотожності Гіббса, що використано в задачі 















dp
sdT

p
Tsud 












dp
sdT

d
p

dp
sdTTdsdu

2
 


22

0










d
pTdsdu

d
pTdsdu . 

Задача 7.38. Показати, що якщо для деякого ідеального газу виконується 

рівняння Клайперона TRp  , то густина внутрішньої енергії u  цього газу і 

питома теплоємність при постійному об’ємі Vc  є функціями тільки температури 

T  і для знаходження виразу для u  достатньо задати  TcV . 

Розв’язання 
Тотожність Гіббса 




dp
sdTd ,  

де      /, pTsTuTp  термодинамічний потенціал Гіббса; s  – ентропія; 

T  – температура; p  – тиск;   – густина. 

Можна перетворити тотожність Гіббса, підставляючи TRp  , таким 

чином 

  

















 TdsRTdds

d
RTTds

d
pdu ln

2
,    (7.40) 

де  lnRs . 

Перетворення для (7.40) 















dp
sdT

p
Tsud 












dp
sdT

d
p

dp
sdTTdsdu

2
 


22

0










d
pTdsdu

d
pTdsdu . 

Звідки constu , якщо const , тобто   uu ,  


 T
d

du
T , тому 

 T , тобто  Tuu  . Цей висновок справедливий, якщо наперед 

вважається, що s  і u  можуть залежати від T  і  , але не залежати від похідних 

T  і   за часом. Для const , dqdu   і  dTdTdudu / , dTcdq V , тому 
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 Tc
dT

du
c VV  , а   dTTcu V ,  

що і треба було показати. 

Задача 7.39. Вважаючи, що питома теплоємність Vc  відома як функція 

температури, знайти вираз для густини внутрішньої енергії і ентропії 

ідеального газу, який описується рівнянням Ван-дер-Ваальса 

2

1





 a

b

TR
p , 

де ba,  – сталі. 

Розв’язання 
Напишемо тотожність Гіббса у вигляді (див. задачі 7.37, 7.38) 















dp
sdT

p
Tsud 

2




d
pTdsdu . 

В останній вираз підставимо 2

1





 a

b

TR
p  і отримаємо 

 

 
,

1

11 2

2

2









































adds
b

RT
T

ad
b

RT
Tds

d
a

b

TR
Tds

d
pTdsdu

 

тобто можна записати, що    Tdaud , де   bRRs 1lnln  – 

первісна.  

Тому можна записати 

  fau , 
 

 



 T

d

aud
T ,  T ,   Tfau 1 . 

Тепер розглянемо процес, в якому const , тоді виконується 

  dTcdTTfdu V 1 , отже  dTcf V1 . 

Отже, 

  adTcu V . 

Окрім того, для const  виконується 

 Tddu , тобто 
T

dT
cd V ,  dT

T

cV . 

Звідки, використовуючи вираз 

  bRRs 1lnln , 

маємо, що 

 





ln

1ln bR
s   
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або 



 

b
RdT

T

c
s V 1

ln  , що і треба було знайти. 

7.6. Додаткові задачі для самоконтролю 

Задача 7.40. Дано визначальні рівняння ізотропної рідини 

pqijpqijij DKp  , де ijpqK  – сталі, що не залежать від координат. Довести, 

що головні осі тензора напруження і тензора швидкості деформації 

співпадають. 

 Задача 7.41. Довести наступне твердження: якщо має місце рівність 

0


dt

d
, то в ньютонівській рідині pii 




3
. 

 Задача 7.42. Довести, що визначальні рівняння ньютонівської рідині з 

нульовим коефіцієнтом в’язкості можна представити двома групами рівнянь: 

ijij Ds *2  і pii 3 . 

 Задача 7.43. Довести, що, використовуючи завихреності q , рівняння 

Нав’є-Стокса для нестисливої рідини можна записати таким чином 

 qbv 



 *v

p
 , 

де 





*
*v  – кінематичний коефіцієнт в’язкості.  

 Показати, що для безвихрового руху ці рівняння приводяться до вигляду 

  p  v b . 

 Задача 7.44. Рух рідини відбувається по радіусам зі швидкістю  ,,trvv   

де ii xxr 2
. Довести, що рівняння нерозривності має вигляд 

   02

2















vr

rrr
v

t
. 

 Задача 7.45. Рідина обертається як тверде тіло зі сталою кутовою 

швидкістю   навколо вертикальної осі 3x . Із масових сил діє тільки сила 

тяжіння. Довести, що const
2

3

2
2 


gx

rp
. 

 Задача 7.46. Ідеальний газ знаходиться в полі сили тяжіння в умовах 

ізотермічності (за умови сталої температури 0T ). Довести, що 0

3

00

RT

gx

e
p

p 





, 

де 0  і 0p  – густина і тиск за умови 03 x . 

Задача 7.47. Масові сили потенційні, тобто iib , , і процес 

баротропний. Довести, що для безвихрового руху можна виконати 
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інтегрування рівняння Нав’є-Стокса-Дюгема і отримати співвідношення  

(див. задачу 7.15) 

   tfP
t










 





 2**

2

2
2

. 

 Задача 7.48. Показати, що в нев’язкої рідини за умови потенціальних 

масових сил і сталій густині, вектори швидкості і завихреності зв’язані 

співвідношенням 0,  jiji vqq . Довести, що для стаціонарного потоку тієї ж 

рідини jijjij vqqv ,,  . 

 Задача 7.49. Довести, що для баротропного процесу, в якому  p  і 

функція  P , яка визначена формулою   



p

p

dp
P

0

, виконується рівність 




p
gradgradP . 

 Задача 7.50. Довести, що рівняння Бернулі  tCdx
t

vvv
P i

iii 











 

2
 

під час усталеного руху ідеального газу записується у вигляді: 

 а) const
2

ln
2





vp

p  – під час ізотермічної течії; 

 б) const
21

2





vp

k

k
 – під час ізоентропійної течії. 

 Задача 7.51. Довести, що поле швидкості 
4

321
1 2

r

xxx
v  ,  

4

32
2

2
12

r

x
xxv  , 

2

2
3

r

x
v  , де 

2
3

2
2

2
1

2 xxxr  , можливе під час руху нестисливої рідини. Чи буде 

такий рух безвихровим? 

 Відповідь: так. 

 Задача 7.52. Потенціал швидкості    iz  є аналітичною функцією 

комплексного змінного 
 ireixxz 21 . Показати, що в полярних координатах 

 









rr

1
 і 

rr 






1
. 

 Задача 7.53. Виходячи з загальних рівнянь руху суцільного середовища 

отримати рівняння руху ідеальної рідини – рівняння Ейлера. За визначенням в 

ідеальній рідині тензор напруження має вигляд ijij p . 

 Задача 7.54. Вивести рівняння Ейлера на підставі закону збереження 

кількості руху індивідуального об’єму V  ідеальної рідини. 
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 Задача 7.55. Нехай рух ідеальної рідини є потенціальним, тобто 

 gradv . Зовнішні масові сили мають потенціал UgradF . Рух баротропний, 

тобто густина   залежить тільки від тиску p . Показати, що рівняння Ейлера 

мають інтеграл Коші-Лагранжа 

  tFUP
v

t






2

2

 , 

де P  – функція тиску;  tF  – довільна функція. 

 Задача 7.56. З рівняння енергії для стаціонарного адіабатного руху 

ідеальної рідини в потенціальному полі масових сил вивести співвідношення  

 const
2

2

 Uh
v

 

вздовж ліній току (інтеграл Бернулі). Тут 



p

uh  масова ентальпія,  

U  – потенціал масових сил. 

 Задача 7.57. Чи змінилася внутрішня енергія повітря, що знаходиться в 

кімнаті, якщо його температура підвищилася від 1T  до 12 TT  , а тиск не 

змінився? Повітря вважати ідеальним газом. 
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8. ТЕОРІЯ ПЛАСТИЧНОСТІ 

8.1. Основні поняття. Явище текучості 

Задача 8.1. Використовуючи визначення 
0

0

L

LL
e


  і 










0

ln
L

L
, 

отримати співвідношення між логарифмічною   і технічною e  деформаціями. 

Як зв’язані прирощення цих величин? 

Розв’язання 

 Формулу 
0

0

L

LL
e


  можна перетворити до вигляду  

11
00

 e
L

L

L

L
e . 

Тоді з 









0

ln
L

L
 отримуємо 

 1ln1ln
00









 ee

L

L

L

L
. 

Диференціюючи останню рівність, знаходимо 

L

L

ede

d 0

1

1






. 

Внаслідок того, що 
























LddL

L

dL
d

L

L

dL

d

0

ln , 

а з формули  

deLLd
L

L

de

d
0

0 


. 

Тобто можна записати 

deLLddL 0 . 

Задача 8.2. Під час навантаження P  в одномірному випробуванні зразка 

істинне напруження 
A

P
 , в той час як технічне приймається у вигляді ,

0A

P
S   

де 0A  – початкова площа перетину, а A  – поточна її величина. Знайти умови 

максимуму навантаження під час пластичного деформування зі збереженням 

об’єму  ALLA 00 . 

Розв’язання 

В даному випадку  
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1

0

000 




e
S

L

L
S

A

A
S

A

A

A

P
S

A

P
S , 

де 
L

L

A

A 0

0

 ; 
1

10




eL

L
 – із задачі 8.1. 

 Ділянка максимального навантаження на eS   діаграмі знаходиться там, 

де похідна 0
de

dS
. Виконуючи диференціювання отримуємо 

 
 21 e

dd

de

dS




 . 

 Очевидно, що ця похідна дорівнює нулю, якщо  dd . 

 Використовуючи результат задачі 8.1, останню умову можна переписати 

у вигляді 
1






ede

d
. 

 Задача 8.3. У якості міри впливу проміжного головного напруження на 

пластичний стан використовують параметр Лоде 
IIII

IIIIII2




 . Довести, 

що параметр Лоде можна виразити через головні значення девіатора 

напруження формулою 
IIII

II3

ss

s


 . 

Розв’язання 

Головні значення девіатора напруження визначаються формулою 

    Mkks  . Звідки можна записати 

Ms  II , Ms  IIII , Ms  IIIIII , причому  
3

ii
M


 . 

Тоді 

     
   

 
.

32

22

IIII

IIIIIIII
II

IIII

IIIIII

IIII

IIIIII

IIII

IIIIII

ss

ssss
s

ss

sss

ss

sss

MM

MMM






















 

Але відомо, що 0IIIIIII  D
sss , і, відповідно, 

IIII

II3

ss

s


 , що і треба було довести. 

 Задача 8.4. Для напруженого стану 11 , 03322  , 12 , 

01322  , який виникає під час дослідження на розтяг-кручення 

тонкостінної труби, отримати криві текучості в площині   згідно з 
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критеріями Треска і Мізеса, якщо межа текучості під час простого розтягування 

дорівнює Y . 

 Розв’язання 

Під час напруженого стану за умовами задачі головні значення 

напруження дорівнюють 

 
2

4 22

I


  , 0II  , 

 
2

4 22

III


 , 

як показує діаграма Мора на рис. 8.1. Таким чином, по формулі Y IIII  

знайдемо криву Треска 

 Y 224  або 
2224 Y . 

 Це є рівнянням еліпсу в площині  . Аналогічно, формула 

      22

IIII

2

IIIII

2

III 2 Y  описує криву текучості Мізеса у 

вигляді еліпса 

     

      

  ,62248
4

1

44442442
4

1

4244
4

1

2

4

2

4

2

4
00

2

4

2222

222222222222

2
22

2
22

2
22

2
2222

2
22

2
22



























 

















 



















тоді 
222222 3262 YY  . 

 Еліпси текучості Мізеса і Треска для цього випадку порівнюються на  

рис. 8.2. 

 

 

Рис. 8.1. Діаграма Мора Рис. 8.2. Еліпси текучості Мізеса і Треска 
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 Задача 8.5. Перетворити умову пластичності Мізеса YC
D
 ̂II  до 

форми       YC6
2

IIII

2

IIIII

2

III  , тобто записати її 

через головні напруження. 

Розв’язання 

Використовуючи формули  IIIIIIIIIIIIˆII ssssss
D

   і Ms  II , 

Ms  IIII , Ms  IIIIII , причому 
3

IIIIII 
M , можна отримати 

         

 
 








 

3
2223

2223

II

2

IIIIII
IIIIII

2

IIIIII
2

IIIIIIIIIIII

IIIIIIIIIIIIˆ

MMMM

MMMM

MMMMMMD

 

 

 

 

      .
6

1

6

2

3

1

3

222

3

2

IIII

2

IIIII

2

III

IIIIIIIIIIII
2
III

2
II

2
I

2
III

2
II

2
IIIIIIIIIIIII

IIIIIIIIIIII
2
III

2
II

2
I

IIIIIIIIIIII

2

IIIIII
IIIIIIIIIIII
















 















 


 

 Таким чином, можна записати 

       YC6
2

IIII

2

IIIII

2

III  . 

 Задача 8.6. Нехай ортогональна система координат OXYZ  орієнтована 

так, що площина XY  співпадає з  -площиною, а вісь III  лежить в площині 

YOZ  (рис. 8.3). Довести, що поверхня текучості Мізеса перетинає  -площину 

по колу Мізеса (рис. 8.4). 

Розв’язання 

Таблиця коефіцієнтів перетворення одної системи осей координат в іншу 

має вигляд  

 I  II  III  

X  21  21  0 

Y  61  61  62  

Z  31  31  31  
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Рис. 8.3. Системи координат до задачі 8.6 

 

Вісь III  лежить в площині YOZ , то 0 III  X . Площина XY  співпадає з 

 -площиною, для якої справедливим є рівняння 0IIIIII  . Тоді, 

розглядаючи це рівняння в проекції на вісь X , яка є бісектрисою  III  O , 

будемо мати, що єдино вірними коефіцієнтами для I  і II  будуть такі – 

00
2

1
arccos

2

1
arccos IIIIII 

















 . Аналогічним чином отримаємо і 

для проекції на вісь Y  0
6

2
arccos

6

1
arccos

6

1
arccos IIIIII 


























 . 

Тут 
6

2

3

2
 . 

 Використовуючи коефіцієнти таблиці можна записати, що 

 362I ZYX  , 362II ZYX  , 

 362III ZY  . 

 Тоді формула       22

IIII

2

IIIII

2

III 2 Y  зводиться до 

рівняння 

      2322
26326322 YYXYXX  , 

яке після спрощення 

 

22

22222

22222

33

2323222

6913226913222

YX

YYXXX

YXYXYXYXX







 

призводить до кола Мізеса 

 
222 233 YYX  , 
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що показано на рис. 8.4. 

 
Рис. 8.4. Коло Мізеса 

  

Задача 8.7. Використовуючи перетворення координат задачі 8.6, довести, 

що рівняння 0IIIIII   є рівнянням  -площини.   

Розв’язання 

Підставляючи в рівняння 0IIIIII   вирази IIIIII ,,  , що 

знайдені в задачі 8.6, отримуємо рівняння 

 
,0333362

362362IIIIII





ZZZY

ZYXZYX
 

розв’язком якого є 0Z , а це і є площина XY  ( -площина). 

 Задача 8.8. Для двовісного напруженого стану, коли 0II  , знайти 

поверхні текучості Мізеса і Треска й порівняти їх, користуючись діаграмою в 

площині YI , YIII . 

Розв’язання 

Якщо 0II  , тоді критерій Мізеса  

      22

IIII

2

IIIII

2

III 2 Y  набуває вигляду 

.

222222

22
IIIIIII

2
I

22
IIIII

2
III

22
IIIII

2
III

2
III

2
I

Y

YY




 

  Останнє рівняння представляє собою еліпс 

1

2

III

2

IIII

2

I 






























YYY

 

з осями від кутом 45 до вказаних координатних напрямків 
















YY

IIII , . 

Аналогічно критерій Треска, тобто формула Y IIII , разом з рівностями 

Y IIIII , Y III  призводить до шестикутника Треска (рис. 8.5), 
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утвореного відрізками AB   і ED  з рівняннями 1IIII 









YY

, DC  і FA  з 

рівняннями 1III 




Y

 і BC  та EF  з рівняннями 1I 




Y

, відповідно. 

 
Рис. 8.5. Діаграма поверхонь текучості Мізеса і Треска 

 

 Задача 8.9. В енергетичній теорії критерій Мізеса дістав назву 

викривлення форми. Довести, що якщо енергію викривлення форми на 

одиницю об’єму  
*
Du  покласти рівною сталій текучості YC , то в результаті 

отримаємо критерій Мізеса в формі       22

IIII

2

IIIII

2

III 2 Y . 

Розв’язання 

В задачі 6.26 було знайдено вираз для  
*
Du  через головні напруження 

 
     

G
u D

12

2

IIII

2

IIIII

2

III* 
 . 

Під час одновісного розтягування або стискання, коли YI , 

0IIIII  , із цієї формули витікає, що 

 
GG

u YY
D

612

2 22
* 




 . 

Тоді після підстановки  
*
Du  в перше рівняння отримуємо звичайну форму 

критерія Мізеса 

      22

IIII

2

IIIII

2

III 2 Y . 

 8.2. Пластичні деформації. Зміцнення 

 Задача 8.10. Довести, що рівняння Прандтля-Рейса  

 dsd ij
P
ij            (8.1)  
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містить в собі твердження, що головні осі тензора прирощення пластичної 

деформації співпадають з головними осями тензора напруження. Записати ці 

рівняння через головні напруження.  

Розв’язання 

Із формули  dsd ij
P
ij  видно, що в системі координат, в якій дорівнюють 

нулю дотичні напруження, відсутні також і прирощення пластичної деформації 

зсуву. В системах головних осей рівняння (8.1) приймає вигляд  










d
s

d

s

d

s

d PPP

III

III

II

II

I

I . 

Таким чином, 

   dd M
P

II ,    dd M
P

IIII ,    dd M
P

IIIIII .  

Послідовним відніманням знаходимо 

 













d

dddddd PPPPPP

IIII

IIII

IIIII

IIIII

III

III . 

 Задача 8.11. Довести, що у випадку плоскої пластичної деформації, коли 

033  , 033 d , 022  , рівняння Леві-Мізеса  dsd ijij  (8.1) приводить до 

тотожного збігу критеріїв текучості Треска і Мізеса (записаних через межу 

текучості під час чистого зсуву k ). 

Розв’язання 

Для умов задачі рівняння (8.1) використовуючи 
3

kk
ijijijs


  можна 

записати так: 




 dd
3

2 3311
11 , 


 dd

3

3311
22 , 

1133
1133 20

3

2
0 


 d , 

де 
3

2

3

33113311
1111





s , 

33
0 33113311

22





s ,  

3

2

3

11333311
3333





s . 

 За умови відсутності дотичних напружень 

 11I  , 21133II  , 22III 0  . 

 Тоді із формули k2IIII   знаходимо критерій Треска у вигляді 

k211IIII  , а із       22

IIII

2

IIIII

2

III 6k  для даного 

випадку отримуємо для критерію Мізеса 
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   22

11

2

11

2

11 6
22

k






 








 
, 

або 

 
22

11 4k , 

тобто 

 k211  . 

Задача 8.12. Довести, що із рівняння Прандтля-Рейса витікає рівність 

параметра Лоде   (див. задачу 8.3) і величини 

PP

PPP

dd

ddd

IIII

IIIIII2




 . 

Розв’язання 

Із співвідношення  dsd ij
P
ij  отримуємо 

 
 

     
   

.
2

2

22

IIII

IIIIII

IIII

IIIIII

IIII

IIIIII

IIII

IIIIII
























MM

MMM

PP

PPP

dss

dsss

dd

ddd

 

Задача 8.13. Довести, що для другого інваріанта девіатора напруження 

2II ijijss
D
  виконується рівність ij

ij

sD 


 II
. 

Розв’язання 

Користуючись виразом для 
D

II , знаходимо 

 ij

pq

ij

pq

s
s

D








 II
, 

де 
3

3 pqij

jqip

pq

kk
ijij

pq

ijs 











 






. 

 Таким чином, 

 pqij

pqij

jqip

pq

ssD 






 




 

3

II
, 

оскільки 

 0II  Diis . 
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 Задача 8.14. Нехай пластичний потенціал має вигляд  
Dijg  II . 

Довести, що співвідношення  





 d

g
d

ij

P
ij           (8.2)  

для пластичного потенціалу перетворюється в рівняння Прандтля-Рейса. 

Розв’язання 

Доведення зразу витікає із результату задачі 8.13, оскільки в цьому 

випадку ij

ij

s
g





 і, відповідно,  (8.2) зводиться до рівняння Прандтля-Рейса 

 dsd ij
P
ij . 

Задача 8.15. Записати в розгорнутому вигляді вираз  

ijijekv ss
2

3
           (8.3)  

і довести, що еквівалентне напруження ekv  можна записати в формі  

       2
31

2
23

2
12

2

1133

2

3322

2

2211 6
2

1
ekv . (8.4) 

Розв’язання 

Із рівності (8.3) маємо 

2

3

332

3

2

32 jjiiijijqq

ijij

pp

ijijijijekv ss









 








 
 . 

 Записуючи останній вираз в розгорнутому вигляді з врахуванням 

симетрії ,̂  отримуємо 

 

     

   

       
,

2

6

2

62

2

63

2

3

2
31

2
23

2
12

2

1133

2

3322

2

2211

2
31

2
23

2
12113333222211

2
33

2
22

2
11

2

332211
2
31

2
23

2
12

2
33

2
22

2
11















 jjiiijij

 

що і стверджується формулою (8.4). 

 Задача 8.16. В теорії пластичного потенціалу вектор прирощення 

пластичної деформації перпендикулярний поверхні навантаження (текучості) в 

будь-якій регулярній точці. Довести, що якщо задовольняється критерій 

Мізеса, то виконується рівняння 
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III

III

II

II

I

I

s

d

s

d

s

d PPP 






. 

 

Розв’язання 

Нехай числа 1n , 2n , 3n  задають напрямки нормалі до поверхні текучості 

 ijf 1 , тобто цю нормаль можна характеризувати вектором 1gradfn , а цього 

необхідно, щоб 
III1

3

II1

2

I1

1







 f

n

f

n

f

n
, причому, згідно критерію 

Мізеса,  

      02 22

IIII

2

IIIII

2

III1  Yf . 

Тоді   IIIIIIII1 622 sf   і так далі, а оскільки вектор 

прирощення пластичної деформації направлений по нормалі до 1f , звідси 

витікає, що 

III

III

II

II

I

I

s

d

s

d

s

d PPP 






. 

 Задача 8.17. Знайти відношення прирощень пластичних деформацій:  

а) для простого розтягу, коли Y11 ; б) для двохвісного напруженого стану, 

коли 311 Y , 322 Y , 013231233  ; в) для чистого 

зсуву, коли 312 Y . 

Розв’язання 

а) За даних умов Y I11 , 0IIIII   і 32I Ys  , 

3IIIII Yss  , 

оскільки 32
33

IIIIII
II Y

Y
Ys 





  і так далі. 

 Використовуючи результат задачі 8.16, знаходимо 

.
112

33

2

3

IIIIII

IIIIII

III

III

II

II

I

I

PPP

Y

P

Y

P

Y

PPPP

ddd

ddd

s

d

s

d

s

d


































 

б) В даному випадку 3I Y , 0II  , 3III Y  і 

3
3

303
3

3

IIIIII
II Y

YY
Ys 





 , 

0
3

303
0

3

IIIIII
IIII 





 YYs , 
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3
3

303
3

3

IIIIII
IIIIII Y

YY
Ys 





 . 

 Таким чином, 

 
11

33 IIIIIIII

III

III

II

II

I

I
PP

Y

P

Y

PPPP dddd

s

d

s

d

s

d 






















, а третій член 

опускається, оскільки зазвичай припускається, що за обернення в нуль 

знаменника і чисельник теж обертається в нуль. 

 в) У цьому випадку 3I Y , 0II  , 3III Y  і знову 

отримуємо, що 
11

IIII
PP dd 




. 

 Задача 8.18. Знайти прирощення роботи на пластичних деформаціях 
PdW  і прирощення еквівалентної пластичної деформації 

P
ekvd  для двохвісного 

напруженого стану, коли 311 Y , 322 Y , ,031231233 

якщо пластична деформація відбувається так, що Cd P  I , де C  – деяка стала. 

Розв’язання 

Вираз для прирощення роботи P
ijij

P
ijij

P dsddW   в головних осях має 

вигляд 
PPPP ddddW IIIIIIIIIIII  . Для вказаного напруженого стану 

результат задачі 8.17 показує, що 
PP dd IIII  , 0II Pd . Звідси витікає, що 

  3233 YYY
P CCCdW  . 

 Використовуючи формулу 

      

       ,
3

4
                              

9

2

2

1

2

31

2

23

2

12

2

1133

2

3322

2

2211














PPP

PPPPPPP
ekv

ddd

ddddddd

 

знаходимо в головних значеннях 

       

  
.

3

2

33

12

3
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3

2

22

1
222

2

1
2

IIII

2

IIIII

2

III

CCCCC

dddddd
d

PPPPPP
P
ekv
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 Задача 8.19. Перевірити правильність співвідношення ij

ekv

P
P
ij s

dW
d

22

3


 за 

допомогою доведення, що прирощення роботи на пластичних деформаціях для 

матеріалу Прандтля-Рейса дорівнює 
P
ekvekv

P ddW  . 

Розв’язання 

Для матеріалу Прандтля-Рейса, що задовольняє рівнянню  dsd ij
P
ij ,  

формула P
ijij

P
ijij

P dsddW   дає  dssdW ijij
P . Але, згідно з формулою 

ekv

P
ekvd

d





2

3
, отримуємо 

ekv

P
ekv

ijij
P d

ssdW





2

3
, а якщо врахувати визначення 

ijijekvijijekv ssss
2

3

2

3 2  , останній вираз спроститься до такого 

P
ekvekv

P

ekv

P
ekv

ekv
P

ekv

P
ekv

ijij
P ddW

d
dW

d
ssdW 









 2

2

3
. 

Таким чином, у даному випадку 

ekv

P
P
ekv

dW
d


 . 

Співвідношення ij

ekv

P
P
ij s

dW
d

22

3


  тепер зразу витікає з  dsd ij

P
ij  і 

ekv

P
ekvd

d





2

3
. 

 Задача 8.20. Для матеріалу, що задовольняє критерію текучості Мізеса, в 

якості функції текучості в законах зміцнення    P
ij WFf 1  і    P

ekvij Hf 1  

можна взяти еквівалентне напруження ekv . Довести, що в цьому випадку 

виконується рівність HFekv
 , де F  і H   – похідні від функцій, що 

характеризують зміцнення, по їх аргументах. 

Розв’язання 

Закон зміцнення    P
ij WFf 1  за умовами задачі набуває вигляду 

 P
ekv WF , і значить 

P
ekv dWFd  . Аналогічно закон    P

ekvij Hf 1  

записується таким чином  P
ekvekv H  , і тоді 

P
ekvekv dHd  . Таким чином, 

P
ekv

P dHdWF  .  

Із формули 
P
ekvekv

P ddW   зразу можна отримати, що 
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.HF

dHdFdHdWF

ekv

P
ekv

P
ekvekv

P
ekv

P




 

8.3. Деформаційна теорія пластичності 

Задача 8.21. Основу деформаційної теорії пластичності Генкі складають 

такі співвідношення: P
ij

E
ijij  , причому 

 
EG

s
e kk

ij

ij
E
kk

ij
E
ij

E
ij

3
21

23





  і ij

P
ij s . Довести, що ці рівності 

еквівалентні формулам ijij s
G

e 









2

1
 і  

E

ii
ii


 21 . 

Розв’язання 

Серед рівнянь ij
P
ij s  міститься і таке: 0P

ii , а це означає, що 

ij
P
ij

P
ij se  . Із рівності P

ij
E
ijij   витікає, що тоді 

E
iiii  . Із тої ж рівності 

отримується ще співвідношення 
P
ij

E
kk

ij
E
ij

kk
ijij eee 







33
, яке зводиться до 

вигляду ij
P
ij

E
ijij s

G
eee 










2

1
, а це і є перша шукана формула. Окрім того, 

із рівності 
E
iiii   отримуємо  

E

kk
ii


 21 , що і представляє собою другу 

шукану формулу. 

Задача 8.21. Перевірте той факт, що параметр Генкі   можна 

представити формулою 
ekv

P
ekv






2

3
.  

Розв’язання 

 Підносячи до квадрату і складаючи компоненти тензорів в рівнянні 

,ij
P
ij s  приходимо до такої рівності ijij

P
ij

P
ij ss2  або   

 
ekv

P
ij

P
ij

ekv

P
ij

P
ij

ekvijij

ijijekv

ijij

P
ij

P
ij

ss

ss

ss 
















 2

3

2

3

3

2

2

3

2
2

2

. 
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 Враховуючи те, що p
ij

p
ij

p
ekv d

3

2
, тоді  2

2

3 p
ekv

p
ij

p
ij d  . Підставляючи 

останній вираз в 
ekv

P
ij

P
ij





 2

3

, отримуємо 

 

 

ekv

p
ekv

ekv

p
ekv


















2

32

3 2
2

, 

що і треба було довести. 

8.4. Задачі пружнопластичності 

 Задача 8.23. Балка прямокутного перетину із пружно-ідеально-

пластичного матеріалу знаходиться під навантаженням на чистий згин. 

Користуючись елементарною теорією балок, знайти величину згинального 

моменту, що діє на кінці балки, за якого пружне ядро балки простягається від 
a  до a , як це показано на рис. 8.6. 

 
Рис. 8.6. Згин балки 

 

Розв’язання 

 У даному випадку єдиним відмінним від нуля напруженням є згинальне 

напруження 11 . У пружному ядрі всередині балки  axa  2  має місце 

рівність  

R

x
EE 2

1111  , 

де R  – радіус кривизни зігнутої осі балки, а E  – модуль пружності.  

 У пластичній зоні Y11 . Таким чином, 

 

   

  ,
33

2

3

2
22

2
2222

22
3

22

0

2

2

2













 

a
cbcabba

cabb
R

Ea
bdxxbdxx
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E
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Y
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де 
R

Ea
Y  , тобто використана умова неперервності напруження на границі 

між пружною і пластичною зонами. 

 З отриманої формули видно, що 

 ,
3

2 2 YbcM


  

коли пластична зона тільки з’являється (за умови ca  ) 

3
2

3

2
2

2 Y
Y bc

a
abM













 , 

і  

 ,2
YbcM   

коли вся балка знаходиться в пластичному стані (при 0a ) 

 YY bccbM 









 2

2
2

3

0
. 

 Задача 8.24. Знайти згинальний момент балки із матеріалу з кусково-

лінійним зміцненням (так, що за межею текучості 






 


E
A Y

Y 1111 ), на 

яку діє навантаження, як в задачі 8.23. 

Розв’язання 

 Розподіл напружень в такій балці показано на рис. 8.7. 

 

  
Рис. 8.7. Розподіл напруження балки із матеріалу з кусково-лінійним зміцненням 

 

 Деформація визначається за формулою 
R

x2
11  , і, відповідно, 
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R
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 Скориставшись умовою, що 
R

Ea
Y  , знайдемо 

  .31
3

21 22332 E
E

A
Rb

R

A
bc

E

A
bcM YY 

















  

 Задача 8.25. Круглий вал радіуса c  із пружно-ідеально-пластичного 

матеріалу закручується на кінцях моментом T , як показано на рис. 8.8. Знайти 

величину крутного моменту, за якого всередині валу лишається пружне ядро 

радіуса a . 

 
Рис. 8.8. Кручення валу із пружно-ідеально-пластичного матеріалу 

 

Розв’язання 

 У даному випадку дотичне напруження 12  розподілене таким чином: 

a

r
k12  за умови ar 0  і k12  за умови cra  , де k  – межа текучості 

матеріалу під час чистого зсуву. Тоді 

  33
3

2

0

3

3

2

2
22 ca

kka
drkrdr

a

r
kT

c

a

a







  . 

 Таким чином, крутний момент, який характеризує початок появи 

пластичної зони  ca  , дорівнює 
2

3

1

kc
T


 . Вал повністю знаходиться в 

пластичному стані  0a  за умови 1

3

2
3

4

3

2
T

kc
T 


 . 

 Задача 8.26. Товстостінна сферична оболонка, розміри якої вказано на 

рис. 8.9, знаходиться під дією зростаючого тиску 0p . Використовуючи 

критерій Мізеса, знайти той тиск, за якого вперше з’являється пластичний стан. 

Розв’язання 

 У зв’язку з симетрією діючого навантаження головні напруження є 

компонентами в сферичних координатах 
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 III   , IIIrr . 

 

 
Рис. 8.9. Товстостінна сферична оболонка під тиском 

 

 Тоді критерій Мізеса       22

IIII

2

IIIII

2

III 2 Y  буде 

виглядати 

 Yrr  . 

 Можна показати, що компоненти напруження в пружному стані 

представляються виразами 
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1

12

333
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abr
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ab

rb
p

ab
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p

Y

YYrr

 

звідки 
 

3

12 33

0

ab
p Y 

 . При цьому тиску з’являється пластичний стан на 

внутрішній границі оболонки (за умови ar  ). 

 8.5. Теорія ліній ковзання 

 Задача 8.27. Перевірити, що формула   kp  1 ,    kp  2 ,  

  ,3 p  дійсно дає головні значення тенора напруження 

























33

2212

1211

00

0

0

ij , якщо прийнята умова 
2

2211
33


 .  

Розв’язання 
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 Головні значення тензора напружень знаходяться із рівняння 

 0

00

0

0

2212

1211









p

. 

 Розкладаючи визначник по третьому стовпцю, отримуємо 

            02
122211

22
122211  pp . 

 Очевидно, коренями рівняння будуть p  і 

 
 

kp 





 2
12

2

22112211

42
. 

 Задача 8.28. Скориставшись умовою сталості границі текучості під час 

чистого зсуву k , підставити вирази  2sin11 kp ,  2sin22 kp , 

 2cos12 k  в рівняння рівноваги і, виконавши інтегрування, довести 

справедливість співвідношень 12 Ckp   і 22 Ckp  . 

Розв’язання 

 Напишемо рівняння рівноваги  

 0
2

12

1

11 









xx
, 

 0
2

22

1

12 









xx
. 

Після підстановки в них виразів для компонент напруження за умовами 

задачі отримуємо наступне 

    02sin22cos2
211

















x
k

x
k

x

p
, 

    02cos22sin2
221

















x
k

x

p

x
k . 

 Якщо 1x – координата вздовж  -лінії, а 2x – вздовж  -лінії, то 0  і 

рівняння рівноваги приймають вигляд: 

 02
11












x
k

x

p
 вздовж  -лінії і 

 02
22












x
k

x

p
 вздовж  -лінії. 

 Інтегрування цих рівнянь виконати неважко, в результаті чого отримуємо 

  12 Ckp   вздовж  -лінії і 

 22 Ckp   вздовж  -лінії, що і треба було довести. 

 Задача 8.29. Під час штамповки з витяжкою без тертя через квадратну 

матрицю, що приводить до зменшення перетину на 50%, лінії ковзання 
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заповнюють віялоподібну область, яка складається із радіальних прямих  

 -ліній і дуг кіл –  -ліній (рис. 8.10). Знайти компоненти швидкості вздовж 

цих ліній ковзання, виражених через швидкість подачі матеріалу U  і полярні 

координати r  і  . 

 
Рис. 8.10. Штамповка з витяжкою 

 

Розв’язання 

Вздовж прямих  -ліній 0d  і по формулі 012  dvdv  знаходимо 

,02 dv  або const2 v . Оскільки нормальна компонента швидкості вздовж BC  

неперервна, в даній задачі ця константа повинна бути рівна cosU , тобто 

 cos2 Uv . 

Вздовж кругових  -ліній  dd  і по формулі 021  dvdv  отримуємо 

















4

1
2

1
sincos UdUv . 

8.6. Змішані задачі 

Задача 8.30. Довести, що умову пластичності Мізеса можна записати 

через октаедричні дотичні напруження oct  (див. задачу 2.22) таким чином 

Yoct 
3

2
. 

Розв’язання 

Октаедричні дотичні напруження через головні напруження записуються 

формулою 

     2IIII

2

IIIII

2

III3 oct . 

 Відповідно до       22

IIII

2

IIIII

2

III 2 Y , маємо 

       22

IIII

2

IIIII

2

III
2 29 Yoct  . 

 Задача 8.31. Довести, що рівняння 

      22

IIII

2

IIIII

2

III 6k , що виражає критерій Мізеса, можна 

записати у вигляді 
22

III
2
II

2
I 2ksss  . 
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Розв’язання 

Згідно з рівняннями Ms  II , Ms  IIII , Ms  IIIIII  рівняння 

критерію Мізеса приймає форму 

      22

IIII

2

IIIII

2

III 6kssssss  . 

 Розкриваючи скобки і перегруповуючи члени, це рівняння можна 

записати так 

 
  2

2

IIIIII2
III

2
II

2
I 2

3
k

sss
sss 


 . 

 Але відомо, що 

 0IIIIIII  D
sss , 

тому отримуємо шукане рівняння 

 
22

III
2
II

2
I 2ksss  . 

Задача 8.32. За якого значення 
IIII

IIIIII2




 , де – параметр Лоде, 

критерії Треска і Мізеса співпадають? 

Розв’язання 

Із формули, що визначає величину  , маємо 

22

IIIIIIII
II





 . 

Якщо підставити цей вираз у критерій Мізеса 

      22

IIII

2

IIIII

2

III 2 Y , то після деяких алгебраїчних 

перетворень будемо мати (виконаємо спрощення послідовно) 

   
4

1

22

22

IIII

2

IIIIIIII
I










 



 , 

   
4

1

22

22

IIII

2

III
IIIIIIII 
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,

2

3

4

1

4

1

22

IIII

2

IIII

22

IIII

22

IIII










 

   
 

.
3

2

3

4
2

2

3

2
IIII

2

2
2

IIII
2

22

IIII














Y

Y
Y
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 Критерій Треска записується рівнянням Y IIII . Очевидно, якщо 

,1  обидва критерії співпадають. Коли  III  , то 1 . Цей випадок іноді 

називають вісесиметричним станом. 

 Задача 8.33. Для напруженого стану 

 
























00

0

0

ij , 

де   і   – сталі, знайти умови пластичності, що відповідають критеріям Треска 

і Мізеса. 

Розв’язання 

Легко показати, що головні значення даного тензора будуть такими: 

    

   ,02

00

00

0

0

222

22











 

звідки отримуємо, що 

II , 



2

4442 222

IIII, . 

Тоді критерій Треска Y IIII  приводить до рівняння 

YYY  2IIII , 

а критерій Мізеса дає 

 

     

     

.
3

2624

2

2

222222

2222

22

IIII

2

IIIII

2

III

Y

YY

Y

Y










 

Знову переконуємося в тому, що в обох критеріях фігурує   і відсутнє ,

тобто, що гідростатичний тиск ніяким чином не впливає ні на характеристики 

пластичного стану, ні на саму наявність такого стану.  

Задача 8.34. Довести, що якщо рівняння Прандтля-Рейса виконується, то 

виконується і умова матеріалу для пластичної деформації. Записати ці рівняння 

через миттєві напруження. 

Розв’язання 

Із рівняння  dsd ij
P
ij  видно, що 0 dsd ii

P
ii , оскільки 0I  Diis , і, 

відповідно, умова нестисливості 0P
iid  виконується. 
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Напишемо рівняння Прандтля-Рейса через компоненти тензора 

напруження 








 
 dd kk

ijij
P
ii

3
. 

Таким чином, 








 








 
 ddd P

23

2

3

3322
11

332211
1111 , 








 
 dd P

23

2 3311
2222 , 








 
 dd P

23

2 2211
3333  

для нормальних компонент і 

  dd P
1212 ,  dd P

2323 ,  dd P
3131   

для дотичних компонент. 

 Задача 8.35. Використовуючи критерій Мізеса, довести, що в  -площині 

компоненти девіатора напружень на кривій текучості дорівнюють 

 
3

6
cos2

I








 



Y

s , 
3

6
cos2

II








 



Y

s , 
3

sin2
III


 Ys , 

де 
X

Y
arctg  (визначення X  і Y  за даними задачі 8.6).  

Розв’язання 

Радіус кола текучості Мізеса дорівнює Y
3

2
, так що за визначенням 

 cos
3

2
YX ,  sin

3

2
YY  на кривій текучості. Таблиця коефіцієнтів 

перетворення осей координат, що наведена в задачі 8.6, разом з рівностями 

Ms  II , Ms  IIII , Ms  IIIIII  дає можливість отримати рівняння 

 cos
3

2
2III YXss  і  sin262 IIIIII YYsss . Відомо 

також і рівняння  -площини 0IIIIII  sss . Розв’язуючи разом ці три 

рівняння знаходимо 

IIIIII sss  ,  

 

.
3

sin2

sin23sin222

III

IIIIIIIII






Y

YY

ss

ssssss
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Тобто 
3

sin2
III


 Ys . 

Далі 
3

sin2
III


 Yss , 

.
3

6
cos2

6
cos

2

sin

2

cos3

2

sin

2

cos3

3

2

3

sin

3

cos3

3

sin
cos

3

1

3

sin2
cos

3

2
2

cos
3

2

3

sin2
cos

3

2

I

II

II

IIIII








 











 











 















 













 


















Y

YY

Y
Y

Y
Y

Y
Y

Y

s

ss

ss

ssss

 

 І останнє 

 











 






3

sin2

3

6
cos2

3

sin2
IIIII

Y
Y

Y sss  

 

 

.
3

6
cos2

sin
6

cos
3

2

3

sin2

3

6
cos2

II

IIII








 




















 















 




Y

YY
Y

s

ss

 

 Задача 8.36. Пружно-ідеально-пластичний нестисливий матеріал 

знаходиться під навантаженням в умовах плоскої деформації між двома 

жорсткими пластинами, так що 022   і 033   (рис. 8.11). Використовуючи 

критерій Мізеса, визначити напруження 11  в момент появи пластичності і 

відповідну деформацію 11 . 

Розв’язання 

Співвідношення, що зв’язують напруження з деформацією в пружному 

стані  

 22113333 E , 

за умовами задачі зводиться до рівняння 
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 1133  . 

 
Рис. 8.11. Плоска деформація між двома жорсткими пластинами пружно-ідеально-

пластичного нестисливого матеріалу 

 

 Тоді головні напруження за умови 012   будуть дорівнювати  

       000

00

000

00

1111

11

11









, 

   0,0 III11I11  , 

  11II11 0  . 

 По формулі       22

IIII

2

IIIII

2

III 2 Y  будемо мати при 

0,, III11II11I   

       22

11

2

11

2

1111 2 Y , 

        22

11

2

11

2

11 21 Y , 

звідки знаходимо, що на межі текучості напруження стискання,  

 
2

11

1 


 Y . 

 Аналогічно, із співвідношення 

  33221111 E  

знаходимо, що на межі текучості 

 
 

2
11

1

1






E

Y . 

 Задача 8.37. Балка прямокутного перетину із пружно-ідеально-

пластичного матеріалу піддається навантаженню, що призводить до чистого 

згину (рис. 8.12). Навантаження зростає до такого значення моменту, що увесь 

матеріал балки повністю переходить в пластичний стан. Знайти залишкове 

напруження в балці після того, як згинальний момент M  знято. 
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Рис. 8.12. Згин балки прямокутного перетину із пружно-ідеально-пластичного матеріалу 

 

Розв’язання 

Все січення балки повністю вважається в пластичному стані, коли момент 

досягає значення YbcM  2
 (див. задачу 8.23). За такого моменту пружне 

напруження в крайніх волокнах було б рівним 

2

3 Y

I

Mc 
 ,  

де 
2

3

2
bcI   – момент інерції січення балки відносно осі 3x . Наступне зняття 

моменту M  еквівалентно прикладенню відповідно розподілених від’ємних 

пружних напружень, що дає в результаті залишкове напруження, яке показано 

на рис. 8.13. 

 
а б в 

Рис. 8.13. Епюри напруження при згині балки прямокутного перетину: а – пластичне 

напруження; б – від’ємне пружне напруження; в – залишкове напруження 

 

Задача 8.38. Товстостінна циліндрична труба закрита з торців (рис. 8.14) 

знаходиться під дією внутрішнього тиску 0p . Знайти значення 0p , при якому 

вперше досягається межа текучості. Прийняти критерії текучості: а) Мізеса;  

б) Треска. 
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Рис. 8.14. Товстостінна циліндрична труба 

під тиском 

Рис. 8.15. Компоненти напруження в 

циліндричних координатах 

 

Розв’язання 

Компоненти напруження в циліндричних координатах (рис. 8.15) будуть 

головними напруженнями. Аналіз пружного стану дає змогу показати, що  

 
Q

rbp
rr

122
0 

 ,  
 

Q

rbp 122
0 

 ,  
Q

p
zz

0 , 

де  122  abQ . 

 а) За умовами задачі критерій Мізеса має вигляд 

       2222
2 Yrrzzzzrr    

або 
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2624
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 Межа текучості вперше досягається за умови ar   і тоді 
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Звідки 
















2

2

0 1
3 b

a
p Y . 

б) Критерій Треска зводиться до рівності  

Yrr  , 

оскільки головні напруження утворюють нерівність rrzz  . Тобто zz  

– займає проміжне значення. Таким чином можна записати, підставляючи 

значення rr,  у вираз для критерію Треска 

 
   

YY Q
r

b
p

Q

rbp

Q

rbp






2

2

0

22
0

22
0 2

11
. 

 Знов межа текучості досягається за умови ar   і тоді, підставляючи 

значення для Q , отримуємо 

 

























2

2

02

2

2

2

0 1
2

12
b

a
p

a

b

r

b
p Y

Y . 

Задача 8.39. Для пружнопластичного середовища з критерієм текучості 

Мізеса, диференціюючи за часом рівність 
p
ij

e
ijij   

і використовуючи закон Гука і асоціативний закон, отримати рівняння 

Прандтля-Рейса  

   d
ij

d
ijij pp 


 

2

1
, kkkk p

K3

1
 . 

Розв’язання 

Диференціюючи за часом рівність p
ij

e
ijij  , отримуємо 

p
ij

e
ijij    ,         (8.5) 

де ij  – прирощення (або швидкість) сумарної деформації (похідна за часом),  

e
ij  – прирощення пружної деформації, p

ij  – прирощення пластичної 

деформації. 

В теорії пластичності рівність   0,  hf ij  називається критерієм 

текучості. Тут hij ,  – тензор напружень і параметр зміцнення матеріалу, 

відповідно. 

Критерієм текучості Мізеса визначається співвідношенням 

      22

13

2

32

2

21 2 s , 

де 321 ,,   – головні значення тензору напружень (визначаються як власні 

значення тензора напружень), s  – межа плинності матеріалу, яка може бути 
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постійною або функцією параметру зміцнення h , або ekvMs  – еквівалентне 

напруження за Мізесом. 

Критерій текучості Мізеса можна також виразити через тензор 

девіаторних напружень 

   d
ij

d
ij ss

2

3
ekvM  ,         (8.6) 

де 
  3,1,   ,

3

1
1  jiIs ijij

d
ij  – тензор девіаторних напружень, Па; kkI 1 , Па. 

Тобто еквівалентні напруження за Мізесом не залежать від нормальних 

напружень kk . 

Прирощення пластичних деформацій в теорії пластичної течії знаходяться за 

допомогою асоціативного закону 

 

 

















.0, при  ,0

,0, при  ,0,

hf

hf
f

ij

ij

ij
p
ij


  

Тут   розглядається як єдиний символ, в інших випадках точка над 

символом позначає похідну за часом.   – коефіцієнт пропорційності, який 

характеризує пластичні властивості матеріалу. 

Асоціативний закон можна також записати через тензор девіаторних 

напружень  d
ijs  

 d
ij

p
ij    .          (8.7) 

Із асоціативного закону витікає, що 0 p
kk

  і відповідно, 0 p
kk . Тобто 

при пластичних деформаціях тіло не змінює свій об’єм. 

Еквівалентна пластична деформація за Мізесом визначається 

співвідношенням 

p
ij

p
ij

p  
3

2
ekvM ,          (8.8) 

Використовуючи еквівалентне напруження за Мізесом (8.6) і пластичну 

деформацію (8.8) одержимо вираз для   

ekvM

ekvM

2

3






p . 

З вихідних положень теорії пластичної течії витікає, що зміна об’єму 

матеріалу пов’язана із пружними деформаціями, які пропорційні kk
3

1
. Тобто 

kkkk
K


3

1
,          (8.9) 
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де 
3

2
K , ,  – коефіцієнти Ламе. 

Прирощення пружних деформацій визначається із закону Гука, який з 

врахуванням (8.6) приймає вигляд  

 d
ij

e
ij 




2

1
.          (8.10) 

Підставляючи (8.7) і (8.10) в (8.5), отримуємо рівняння Прандтля-Рейса  

   d
ij

d
ijij 


 

2

1
, kkkk

K


3

1
,  

що і треба було отримати. 

Задача 8.40. Пружнопластичне середовище, яке підпорядковується 

критерію Мізеса, рухається в умовах плоскої деформації в декартовій площині 

 21, xx . Вважаючи початковий стан напруженим, показати, що: 

 1) під час руху виконується 02313  ; 

2) якщо середовище нестисливе, то виконується  

2

2211
33


  

і критерій текучості Мізеса приймає вигляд 

  22
12

2

2211 44 k ,  

де 
3

sk


 . 

Розв’язання 

З умов плоскої деформації витікає, що 013   і 023  . Тоді, 

скориставшись рівнянням Прантля-Рейса    d
ij

d
ijij 


 

2

1
, отримуємо, що 

0
2

1
131313 


  , звідки знаходимо, що 013  , 

і 

0
2

1
232323 


  , звідки очевидно, що 023  . 

Критерій Мізеса в  тривимірному випадку записується через компоненти 

тензора напружень у вигляді 

        22
13

2
23

2
12

2

1133

2

3322

2

2211 3
2

1

2

1

2

1
s . 

Враховуючи те, що 02313   і 
2

2211
33


  маємо 
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 . (8.11) 

Спростимо спочатку частину рівняння (8.11) 
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Після підстановки отриманого виразу в (8.11) отримуємо 

  22
12

2

2211 3
4

3
s      22

12

2

2211
3

4
4 s  

   22
12

2

2211 44 k ,  

де 
3

sk


  – початкова межа текучості при чистому зсуві. 

Що і треба було довести. 

8.7. Додаткові задачі для самоконтролю 

 Задача 8.41. Дано закон одновимірної залежності напруження-

деформація nK , причому K  і n  – сталі, а   – істинна деформація. Довести, 

що максимальне навантаження має місце за умови n . 

 Задача 8.42. Розв’язати задачу 8.4, записавши критерії Мізеса і Треска 

через межу текучості для чистого зсуву k , а не через Y . 

 Відповідь: Мізеса – 1
3

22








 








 

kk
; 
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   Треска –  1
2

22








 








 

kk
. 

 Задача 8.43. Прийнявши умови задачі 8.6, переконатися в правильності 

геометричної побудови на рис. 8.16 

 
Рис. 8.16. Криві текучості, що відповідають критерію Треска 

 

 Задача 8.44. Використовуючи визначення параметра Лоде   (див.  

задачу 8.3) і критерій Мізеса, довести, що 

 
2

IIII

3

2




 Y . 

 Задача 8.45. Довести, що в  -площині виконується формула ,tg3 

де 
X

Y
arctg  ( X  і Y  визначені в задачі 8.6).  

 Задача 8.46. Довести, що інваріанти девіатора напружень 2II ijij ss
D
  

і 3III kijkij sss
D
  можна представити відповідно у вигляді 

  2II 2
III

2
II

2
I sss

D
  і   3III 3

III
3
II

3
I sss

D
 . 

 Задача 8.47. Довести, що критерій Мізеса можна записати в формі 

        22
31

2
23

2
12

2

1133

2

3322

2

2211 66 k . 

 Задача 8.48. Використовуючи метод розв’язання задачі 8.17, знайти 

відношення прирощення пластичної деформації: а) для двовісного розтягнення, 

коли Y 2211 ; б) для розтягнення з крученням, коли 211 Y , 

212 Y . 

 Відповідь: а) 2332211
PPP ddd  ; 

   б) 32 12332211
PPPP dddd  . 

 Задача 8.49. Перевірте наступні еквівалентні вирази для прирощення 

ефективної пластичної деформації 
P
ekvd : 

а)              2
1

2

31

2

23

2

12

2

33

2

22

2

11 2
3

2 PPPPPPP
ekv ddddddd  ; 



285 
 

б) 

     

       .6

3

2

2

1
2

31

2

23

2

12

2

1133

2

3322

2

2211

PPP

PPPPPPP
ekv

ddd

ddddddd





 

Зверніть увагу на те, що в обох випадках 
PP

ekv dd 11  за умови одновісного 

розтягування напруженням 11 . 

 Задача 8.50. Тонкостінна труба із пружно-ідеально-пластичного 

матеріалу зазнає навантаження на розтяг і кручення. Першим прикладається 

напруження вздовж осі труби 2Y , яке лишається сталим, в той час коли 

дотичне напруження    рівномірно збільшується починаючи від нуля. 

Базуючись на критерії Мізеса, знайти, за якого значення   починається перехід 

до пластичного стану. 

 Відповідь: 2Y . 

 Задача 8.51. Балка трикутного поперечного січення (рис. 8.17) піддається 

навантаженню на чистий згин. Знайти положення нейтральної осі балки NA  

(її відстань b  від вершини трикутника) в умовах, коли січення повністю 

знаходиться в пластичному стані. 

 
Рис. 8.17. Розміри балки трикутного поперечного січення 

  

Відповідь: 
2

h
b  . 

 Задача 8.52. Показати, що тензор напруження 
























33

2212

1211

00

0

0

ij  має 

вигляд 

 
























p

pk

kp

ij

00

0

0

 

в системі координат, що повернута навколо осі 3x  на кут   (рис. 8.18). 



286 
 

 
Рис. 8.18. До задачі 8.50 

 

 Задача 8.53. Лінії ковзання утворюють віялоподібну область з кутом .30

 -лінії – дуги кіл,  -лінії – радіуси (рис. 8.19). Тиск на лінії AB  дорівнює k . 

Знайти тиск на лінії AC . 

 Відповідь: 






 


3
1kp . 

 
Рис. 8.19. До задачі 8.51 

 

 Задача 8.54. В пружнопластичному середовищі зі зміцненням 

відбувається пластична течія 0 p
ij

 . Виразити множник    в асоціативному 

законі через швидкість зміни напруження ij . Зверніть увагу, що для 

ідеальнопластичного середовища цього зробити неможливою Чому? 

 Задача 8.55. Значення функції f , що задає критерії текучості, не 

залежить від кульової складової тензора напруження. Показати, якщо виконано 

асоціативний закон, то пластичні деформації задовольняють умові 

нестисливості 0 p
kk

 . 
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9. ЛІНІЙНА В’ЯЗКОПРУЖНІСТЬ 

9.1. Найпростіші механічні моделі в’язкопружної поведінки 

Задача 9.1. Перевірте правильність співвідношень між напруженнями і 

деформаціями, що представлені формулами 








G


  і  G  для 

моделей Максвела і Кельвіна, відповідно. 

Розв’язання 

 В моделі Максвела повна швидкість деформація   дорівнює сумі 

швидкості деформації пружини S  і переміщення поршня у в’язкого елементу 

D  (рис. 9.1). Тобто можна записати, що DS   . Оскількі напруження в 

елементах (пружному і в’язкому) дорівнює  , а швидкості деформації 

відповідних елементів моделі дорівнюють GS    і  D , то після 

підстановки цих виразів у формулу для  , отримуємо шукане співвідношення 

моделі в’язкопружного середовища Максвела –  G . 

 
  – напруження, Па; G  – модуль зсуву, Па;  – в’язкість, Па∙с 

Рис. 9.1. Модель в’язкопружного середовища Максвела  

 

 В моделі Кельвіна (рис. 9.2) напруження системи   дорівнює сумі 

напружень, спричинених пружним S  і в’язким D  елементами моделі, тобто 

можна записати DS  . Враховуючи те, що  GS , а  
D , то після 

підстановки цих значень у формулу для  , отримуємо шукане співвідношення 

моделі в’язкопружного середовища Кельвіна –   G . Що і треба було 

показати. 

 
   – напруження, Па; G  – модуль зсуву, Па;  – в’язкість, Па∙с 

Рис. 9.2. Модель в’язкопружного середовища Кельвіна 

 

Задача 9.2. Використовуючи операторну форму запису співвідношення між 

напруженнями і деформаціями для моделі Кельвіна, отримати закон, який зв’язує 

напруження і деформацію в стандартному лінійному твердому тілі (рис. 9.3). 



288 
 

 
Рис. 9.3. Модель стандартного лінійного тіла (трьохпараметрична) 

Розв’язання 

 В моделі стандартного лінійного тіла повна деформація   дорівнює сумі 

деформацій пружного тіла S  і елемента Кельвіна K , тобто KS   або в 

операторній формі  tGG  221 . Звідси знаходимо, що 

  
 

 

    















122221

221

122

221

GGGG

GG

GG

GG

tt

t

t

t  

і, відповідно 

    tt GGGGG 2212121 , 

або 

    
2212121 GGGGG . 

Задача 9.3. Написати співвідношення, що зв’язують напруження і 

деформації в чотирьохпараметричній моделі (рис. 9.4). За умови 1  

порівняти з результатом задачі 9.2    
2212121 GGGGG . 

 
Рис. 9.4. Чотирьохпараметрична модель в’язкопружного середовища 

 

Розв’язання 

Для моделі (див. рис. 9.4) повна деформація   визначається як сума 

моделей Максвела і Кельвіна, тобто  

KM  ,  

де 
 t

K
G 




22

,   

 
 

 
 

 

 
   

,
111

1
1

11

111

11

11

1111

t

t

t

t

t

tM

t

tM

t

M

GG
G

G
GG
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де 111 G  – час запізнення. Після підстановки виразів K  і M  в формулу 

для повної деформації   отримуємо відповідне співвідношення в операторній 

формі  

 
   tt

t
GG 



















2211

11
. 

Приведемо до спільного знаменника і згрупуємо члени 

   






















tt

t
GG

G

2211

1 1
 

 
   

  







tt

tt
t

GG

GG
G

2211

1122
11  

         ttttt GGGGG 1122112211  

         ttttt GGGGG 1122112211  

     
     

          









21

12121
2

21
2

211121

112112

21
2

21
2

211121

GG

GGGGGG

GGG

GGGGG

tttt

ttt

ttt

 

замінимо операторну форму запису похідних на звичайну з крапками, 

отримаємо 

    211212121121211 GGGGGGGG  , 

розділимо ліву і праву частину рівняння на 21 , отримаємо 

    2121221112211  GGGGGGGG  . 

За умови 1  останнє співвідношення приймає вигляд  

   
2212211 GGGGG   

або, після інтегрування за часом, отримуємо   2122121 GGGGG  , 

що еквівалентно результату задачі 9.2    
2212121 GGGGG . 

Задача 9.4. Розглядаючи модель, що показана на рис. 9.5, як окремий 

випадок узагальненої моделі Максвела, знайти для неї співвідношення між 

напруженнями і деформаціями. 

 
Рис. 9.5. Узагальнена модель Максвела 
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Розв’язання 

За умови 2N  (див. рис. 9.5) співвідношення між напруженнями і 

швидкістю деформації для моделі Максвела   f  набуває вигляду 

 
   2211 11 









GG tt


. 

 Якщо ввести величину часу запізнення 111 G  і 222 G  та 

винести 1G  і 2G  за дужки в доданках, то функція   f  буде мати вигляд 

 
   2

2

1

1

11 









tt

GG 
. 

Приведемо до спільного знаменника і згрупуємо члени 

      

       .111

1111

122112

122112









ttt

tttt

GG

GG
 

 Розкриємо оператори і перегрупуємо члени окремо для лівої і правої 

частини рівняння   f  

          2112121 ttt   

       2121212112   , 

 

         
       

    ,

11

122121

122121122121

1222111221













GGGG

GGGGGGGG

GGGGGG

tt

tttt

 

остаточно отримуємо 

            122121212121 GGGG , 

що і треба було знайти. 

Задача 9.5. Модель, яка показана на рис. 9.6, можна вважати виродженим 

випадком узагальненої моделі Максвела  3N  за умови  21G . 

Використовуючи ці значення коефіцієнтів у рівнянні 
 


 




3

1 1i iit G


, 

записати співвідношення між напруженнями і швидкостями деформації для цієї 

моделі. 

Розв’язання 

 Для випадку рис. 9.6 рівняння для узагальненої моделі Максвела приймає 

вигляд 

 
   33

2
1

1 









G

G

tt


   

або після зведення до спільного знаменника і його відкидання отримуємо 

           tttttt GGGG  
23313333 111 , 

        23313333 111 GGGG ttt , 
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       213333 11 GGG tt . 

 
Рис. 9.6. Вироджений випадок узагальненої моделі Максвела 

 

 Виконуючи дії, що вказані операторами, отримуємо 

      3231323133 1 GGGGG . 

 Після інтегрування за часом, отримуємо 

     3231323133 1 GGGGG  , 

домножимо ліву і праву частини на 33G  

    321332333133 GGGGGG  . 

 9.2. Повзучість і релаксація 

 Задача 9.6. Знайти вирази для характеристик повзучості в моделях 

Кельвіна і Максвела безпосереднім інтегрування рівнянь 
  











tU0  і 

  tG 



 0  відповідно. 

Розв’язання 

 Користуючись інтегруючим множником te , із рівняння 
  











tU0  

знаходимо 

    



 

1

0

0 tdtUee tt
, 

а застосовуючи формулу           


t

t

t

tdtfttUtdttUtf

1

11 , маємо 

         tUe
G

e
tU

e tttt 10
00 







 











 

, 

або після ділення на te  
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    tUe
G

t 






 
 10 . 

 Тепер візьмемо te  в якості інтегруючого множника в   tG 



 0 . 

Тоді 

     
1

0

0 tdteGe tt
, 

і за формулою          111 ttUtftdtttf
t




 отримуємо 

   tUGet
0 

 або   tUeG t  0 . 

 Задача 9.7. Знайти деформацію повзучості для стандартного лінійного 

твердого тіла (див. рис. 9.3). 

Розв’язання 

 Внаслідок того, що KS  , деформація повзучості для даної моделі, 

відповідно  G  і       tUe
G

t t 


 10 , обчислюється по формулі 

       tUe
GG

t
t

0

21

21
11












. 

 Той самий результат можна отримати, якщо покласти 2  в 

узагальненій моделі Кельвіна (для 2N ), де деформація дорівнює 

    





2

1
01

i

t
i tUeJ i  або безпосереднім інтегруванням рівняння закону, що 

зв’язує напруження і деформації для стандартного твердого тіла.  

 Задача 9.8. Експеримент з дослідження зворотної повзучості полягає в 

навантаженні, як в досліді на повзучість: 0  зберігається деякий період 

часу, а потім миттєво зникає. Знайти криву деформації зворотної повзучості для 

стандартного твердого тіла (див. рис. 9.3) за умови закону навантаження, що 

показаний на рис. 9.7. 

Розв’язання 

 Доки прикладене навантаження (тобто для 22t ), що знайдено в задачі 

9.7, деформація змінюється за законом 

    









 21
11

21

0

t
e

GG
t . 



293 
 

 
Рис. 9.7. Закон навантаження 

 

В момент часу 22t  навантаження знімається,   стає нульовим і 

одночасно відновлюється пружна деформація 10 G . Для моменту часу 22t  

зміна деформації описується рівнянням 02  , яке відображає закон 

зв’язку між напруженням і деформацією для вказаної моделі для 0 . 

Розв’язком цього диференціального рівняння є 2


T
Ce , де C  – стала 

інтегрування, а .2 2 tT  Для 0T  маємо   2
2

0 1 GeC  , тоді 

     2
2

02
2

0
22 11 GeeGee

tT    для 22t . 

Розглянемо перетворення 22 


tT
ee  більш детально 

 
    2222 222222 eeeeee

ttttT 
 , 

після множення на 2e , що є знаменником, одержуємо 

 22 22 


tt
eeee . 

 Задача 9.9. Модель, що показана на рис. 9.8, розтягується зі сталою 

швидкістю 10 t , як показано на рис. 9.9.  

 

 

 
Рис. 9.8. Модель в’язкопружності Рис. 9.9. Закон деформування 

 

Знайти напруження в такій моделі за умови вказаного процесу деформування. 

Розв’язання 
 За результатами задачі 9.5 залежність між напруженням і деформацією в 

такій моделі буде описуватися рівнянням  GG 3 , а для 

нашого випадку рівнянням 10103 ttGtG  . Виконаємо 

інтегрування останнього виразу і знайдемо    tCetGt 10 2 , де  

C  – стала інтегрування. За умови 0t , 10 t  і, відповідно, 10 tC  . 
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Таким чином,   10 2 teGt t  . Відмітимо, що той самий результат 

отримується за умови інтегрування рівняння іншим способом 

 
1

0

01

0

01

0 3
t

td
etG

t
tdGe

t
e

t tt
tt 








 




. 

 Задача 9.10. Безпосереднім інтегруванням знайти закон, що зв’язує 

напруження і деформацію для стандартного лінійного твердого тіла в процесі 

релаксації напруження, якщо деформація задана законом   tU0 .  

Розв’язання 

 Напишемо співвідношення між напруженнями і деформаціями  

(див. задачу 9.2) для даного випадку у вигляді 

     
  


















2

2110

2

21

tU
GGtGGG . 

Якщо скористатися інтегрувальним множником 
  221  tGG

e , то 

           
 







t

tGG
t

tGGtGG
tdetU

GG
tdetGe

02

210

0

10
221221221 . 

Обчислюючи інтеграли за допомогою формул  

          


t

t

t

tdtfttUtdttUtf

1

11

 

і          ,111 ttUtftdtttf
t




 

знаходимо 
      211210

221 GGtUeGGG
tGG




. 

 9.3. Функції повзучості і релаксації. Інтеграли спадковості 

 Задача 9.11. Знайти функцію релаксації  t  для трьохпараметричної 

моделі, що показана на рис. 9.10. 

 
Рис. 9.10. Модель до задачі 9.11 

 

Розв’язання 

 Співвідношення між напруженням і деформацією для вказаної моделі має 

вигляд 

   221212
 GGGG  . 

 Тоді за умови   tU0  і   t 0
  за допомогою інтегруючого 

множника 2t
e  можна записати 
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        tdtUe
GG

tdteGGe
t

t
t

tt 



 



02

210

0

210
222 . 

Відмітимо, що користуючись формулами  

          


t

t

t

tdtfttUtdttUtf

1

11
і          111 ttUtftdtttf

t




,  

знаходимо    teGG
t




0210
2 , тобто   2

21




t
eGGt . Також 

відмітимо, що цей же результат можна також отримати, якщо покласти 1  

в формулі     





N

i

t
i tUeGt i

1

 для узагальненої моделі Максвела. 

 Задача 9.12. Використовуючи функцію релаксації   2
21




t
eGGt  для 

моделі, що запропонована в задачі 9.11, знайти функцію повзучості по формулі 

   
2

1

s
ss  . 

Розв’язання 

 Перетворенням Лапласа функції   2
21




t
eGGt  буде 

   221 1  sGsGs  (див. таблицю перетворень Лапласа). Тоді за 

формулою    
2

1

s
ss   знаходимо  

          
22212

1
1

1

s
sGsGs

s
ss  

  
 

  221

1

211

2

12
2

2

1

2 1

1

1










































GG

G
s

GGG

G

sG
sGssG

s

s . 

 Користуючись таблицею перетворень Лапласа можна перетворити цей 

вираз і отримати таке співвідношення 

 
 

  221

1

211

2

1

1 





GG

tG

e
GGG

G

G
. 

 Даний результат можна перевірити інтегруванням співвідношення між 

напруженням і деформацією для вказаної моделі за законом навантаження, 

який використовується в дослідженнях на повзучість.  

 Задача 9.13. До матеріалу, що описується моделлю Кельвіна, 

прикладається напруження, яке лінійно зростає з часом до значення 1 , а потім 
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довгий час зберігає сталу величину 1  (рис. 9.11). Обчислити спричинену цим 

напруженням деформацію, припускаючи при цьому, що 


1

1

t
 . 

 
Рис. 9.11. Схема навантаження 

 

Розв’язання 
 Закон зміни напруження можна записати таким чином 

        11 ttUtttUt  . 

 Підставляючи цей вираз у рівняння для моделі Кельвіна  G , 

отримуємо з використанням інтегруючого множника te  

        
















 

 tdttUetttdtUete
t

t

t
t

tt
11

0 1

. 

 Виконуючи інтегрування за допомогою 

          


t

t

t

tdtfttUtdttUtf

1

11 , знаходимо 

                11 11 1 ttUetttUet
ttt 







. 

 Для t  цей вираз зводиться до вигляду 
GG

t 11 
 . 

 Задача 9.14. Скориставшись інтегралом повзучості 

 
 

  





t

tdtt
td

td
t

0

 і функцією повзучості для моделі Кельвіна, перевірити 

результат задачі 9.13. 

Розв’язання 

 Для моделі Кельвіна функція повзучості  
G

e
t

t 


1
 формула  

 
 

  





t

tdtt
td

td
t

0

 призводить до такого результату 
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                  tdettttttUtttU
G

t
tt 


 



1111 . 

який за допомогою           


t

t

t

tdtfttUtdttUtf

1

11  і 

         111 ttUtftdtttf
t




 зводиться до співвідношення 

           















 


t

t

tt
t

tt tdettUtdetU
G

1

11 1

0

. 

Безпосереднє визначення цих інтегралів підтверджує результат, що 

отримано в задачі 9.13 

 

               11 11 1 ttUetttUet
G

ttt 





, 

де інтеграли     11
0

 


t
t

tt ettde  і 

     11 1

1

1 



tt

t

t

tt etttde . 

 Задача 9.15. Застосовуючи принцип суперпозиції, знайти реакцію 

матеріалу Кельвіна на закон навантаження, що показано на рис. 9.12. 

 
Рис. 9.12. Схема навантаження моделі Кельвіна 

 

Розв’язання 
 Вказану зміну навантаження можна представити у вигляді окремих 

послідовних навантажень, які задано нахиленими прямими в площині t , як 

показано на рис. 9.13. 
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Рис. 9.13. Схема навантаження моделі Кельвіна у вигляді окремих послідовних 

навантажень 

 

 В задачі 9.13 знайдено, що для навантаження такого типу деформація 

обчислюється за формулою  

                 11 11 1 ttUetttUet
G

t
ttt 





. Тому в даному 

випадку вона буде складатися із послідовних навантажень (див. рис. 9.13) 
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 Замітимо, що 0  за умови t . 

 9.4. Комплексні модулі і піддатливість 

 Задача 9.16. Знайти комплексний модуль *G  і кут запізнювання   для 

моделі Максвела (див. рис. 9.1). 

Розв’язання 

 Напишемо формулу 










G
 у вигляді 




  G , де G  – час 

запізнення, і підставимо в неї вирази 
tie  0

*
 і 

  tie0
*

. В результаті 

отримаємо 

 
 


 














 ti

ti
ti eGi

e
eiGG 0

0
0

**  , 

де 
tiei  0

*  і 
  tiei 0

* . 

 Звідки 
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Gie
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або в стандартній формі 

 
 

 
  

 
2

22
**

111

1

1 














iG

ii

iGi
G

i

Gi
G . 

Тут враховано, що число 12 i . 

 З рис. 9.14 знаходимо, що 








1
tg

22
1

2

G

G

G

G
. 

 

 

Рис. 9.14. Векторні діаграми 
*G  і 

*J  

 

Задача 9.17. Показати, що результат задачі 9.16 можна отримати також 

безпосередньо із визначення 
*G




 простою заміною оператора  t  на i  в 

рівнянні  












t

t

G

1
. 

Розв’язання 

 Після запропонованої заміни в умові задачі рівняння  












t

t

G

1
 

приймає вигляд 

 


































GiiGi

G
ii

G

i 11
, 

де G  – час запізнення, 

звідки знаходимо, що 

 
















i

Gi

i

Gi
G

11
* , що і було отримано в попередній задачі. 
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 Задача 9.18. На окремому прикладі рівняння 
 


 




N

i iit G1 1


 для 

узагальненої моделі Максвела показати справедливість правила, яке стверджує, 

що за умови паралельного з’єднання моделей їх комплексні модулі додаються. 

Розв’язання 
 В задачі 9.17 для комплексного модуля моделі Максвела отримано вираз 











i

Gi
G

1

*
. Рівняння 

 

 




N

i iit G1 1


 можна записати у вигляді 

 
 

 

 




N

i it

ti
G

1 1
. 

 Тоді комплексний модуль узагальненої моделі Максвела буде 

визначатися формулою 
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k
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N

k k

kk G
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iG
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*

1
. 

Задача 9.19. Перевірити співвідношення 
  


2

1

1
tg1

1

G
J  між модулем 

накопичення і піддатливістю накопичення. 

 Розв’язання 

 Відповідно до формул   21

0

0*

*

*

iGGeiG i 







 
 і 
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 , (помножено на спряжений) 

тобто 
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 Задача 9.20. Для циклічного навантаження (рис. 9.15) за допомогою 

обчислення інтегралу  d  по одному циклу показати, що дисипація енергії за 

один цикл прямо пропорційна піддатливості втрати 2J .  

 

 

а б 
Рис. 9.15. Графіки зміни напруження і деформації під час одномірного навантаження за 

законом t sin0  

 

Розв’язання 

 Для векторів напруження і деформації, показаних на рис. 9.15, 

обчислення інтегралу  d  за цикл дає 
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 Під час обчислення визначеного інтегралу треба було взяти такі границі 

первісних функцій: 

 0
2

sin
lim

2

0








t

t
, 0

2

sin
lim

2

2











t

t

 і 0
4

2sin
lim

0








t

t
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4

2sin
lim

2











t

t

.  

9.5. Тривимірна теорія в’язкопружності. Аналіз 
напруженого стану 

 Задача 9.21. Комбінуючи співвідношення     ijij eQsP 2  і iiii K 3 , 

отримати визначальні рівняння     ijkkijij SR   і знайти вигляд 

операторів  R  і  S . 

Розв’язання 

 Використовуючи  вирази для девіаторних напружень 3kkijijijs   і 

девіаторних деформацій 3kkijijije  , напишемо рівняння     ijij eQsP 2  в 

формі      323 kkijijkkijij QP   і замінимо kk  в цьому виразі на 

kkkk K 3 , отримаємо 

 

     
       

     .2323

23233

3233

ijkkijij

ijkkijkkijij

kkijijkkijij

PQPQKP

QQKPP

QKP







 

 Звідки вигляд операторів  R  і  S  буде таким 

     PQKPR 323  ,     PQS 2 . 

Задача 9.22. Брус із матеріалу Кельвіна знаходиться в стані одновісного 

розтягу, так що   tU011  , 03123123322  , причому 0  стала 

величина. Знайти деформацію 11  за умови такого закону навантаження. 

Розв’язання 

 Із рівності iiii K 3  для даного випадку маємо    KtUii 03  , а 

рівняння     ijij eQsP 2  за умови 1 ji  набуває вигляду 

     323 11111111  QP . Але співвідношення   tG  показує, 

що для матеріалу Кельвіна   1P  і    tGQ  . Тому можна записати 
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          3/2323/23333 001111111111 tUKtUKKKK  , 

а       KtU 93 0111111   

тоді  

      323 11111111 QP

          KtUGtU t 923/2 0110 , 

        KtUGtU t 93/ 0110   

або  
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ttUGtUK
G

ttU

K

tUtUGtUK
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 Розв’язуючи це диференціальне рівняння, отримуємо 

 
        

K

tUe

KG

tUeGK tt

99

13 00
11

 



 . 

 За умови t  маємо 
EKG

GK 0
011

9

3 



 , де 

GK

KG
E




3

9
 – модуль 

пружності при розтягу, Па. 

 Задача 9.23. Матеріал Кельвіна заповнює форму з жорсткими стінками, 

так що 03322  , коли прикладається напруження за законом   tU011   

(рис. 9.16). Знайти 11  і компоненти тензору напруження 3322  , що 

виникають за рахунок наявності стінок форми. 

 
Рис. 9.16. Форма з жорсткими стінками, яка заповнена матеріалом Кельвіна під 

навантаженням 
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Розв’язання 

 За умовою задачі 11ii  і 3322  , тому для матеріалу Кельвіна 

рівність iiii K 3  набуває вигляду 112211 32  K , а із     ijij eQsP 2  

витікає     321232 112211  tG . Комбінуючи ці співвідношення, 

отримуємо диференціальне рівняння 
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G

KG
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3

4

34 011
11
 , 

яке після інтегрування набуває вигляду 

   
    

 KG

e
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GtKG
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1
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011







. 

 Підставляючи цю рівність в 112211 32  K  для 22 , отримуємо 

   
    






















KG

eK
tU

K GtKG

68

19

2

1

2

3 434

022
1111

22 .  

Задача 9.24. Радіальна компонента напруження в пружному 

напівпросторі під час дії концентрованого навантаження P , яке прикладене в 

початку координат (рис. 9.17), виражається формулою 

      zrzr
P

rr ,,21
2




  , 

де   і    відомі функції. Нехай закон навантаження заданий функцією 

  .0 tUPP   Знайти радіальну компоненту напруження в напівпросторі із 

в’язкопружного матеріалу Кельвіна, користуючись принципом відповідності. 

 

 
Рис. 9.17. Напівпростор із в’язкопружного матеріалу Кельвіна, до якого прикладене 

концентроване навантаження P  

 

Розв’язання 

Члену   21  у в’язкопружному середовищі відповідає оператор  

 
 

.
3

3

QKP

Q


  



305 
 

Отже, для кельвінівського тіла перетворення Лапласа розв’язку 

в’язкопружної задачі буде мати вигляд 

    














 zrzr

sGK

sG

s

P
rr ,,

32

0 . 

 Цей вираз можна обернути, якщо представити його у вигляді суми дробу 

і скориставшись таблицями перетворень Лапласа. В результаті отримаємо 

напруження у в’язкопружному середовищі 

  
     






















  zrzre

GK

K

GK

GP tGK
rr ,,

3

3

32

3 30 . 

 Задача 9.25. Принцип відповідності можна використовувати для 

отримання не тільки напруження, але й переміщення. Переміщення поверхні 

пружного напівпростору, що розглянуто в задачі 9.24, за напрямком z   задано 

формулою 
 

rE

P
wz






2

0

1
. Знайти переміщення поверхні напівпростору із 

в’язкопружного середовища в умовах згаданої задачі. 

Розв’язання 

 Оператор теорії в’язкопружності, що відповідає члену 
E

21 
 пружного 

розв’язку, буде мати вигляд 
 
 QKQ

QK





34

43
. Тоді для матеріалу Кельвіна 

перетворення Лапласа для переміщення має вигляд 

 
  

  sGsGKrs

sGKP
wz






34

430
0 . 

 Після доволі тривалих перетворень і обернення, скориставшись 

таблицями перетворень Лапласа, отримуємо 
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z e
GKG
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e

GGKr

GKP
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43
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43 3
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0 . 

 Відмітимо, що 00 zw  за умови 0t  і, що 0zw  прямує до 
 

,
1 2

0

rE

P




 

коли t , тобто до пружного переміщення. 

Задача 9.26. Припускається, що рівномірно навантажена вільно обперта балка 

виготовлена із матеріалу Максвела (рис. 9.18). Знайти напруження згину 11  і 

величину прогину  txw ,1 , якщо навантаження задано у вигляді   .0 tUpp   

Розв’язання 
 Напруження згину для вільно обпертої балки не залежить від 

властивостей матеріалу, тому значення цього напруження і для пружного, і для 
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в’язкопружного матеріалу буде однаковим. Прогин пружної балки 

визначається формулою  

 
 
EI

xp
xw

24

10
1


 ,  

де  1x  – відома функція, а I  – момент інерції поперечного січення балки. 

 
Рис. 9.18. Схема навантаження балки із матеріалу Максвела 

 

Для матеріалу Максвела     1tP  і    tGQ  , так що 

перетворення Лапласа для величини прогину буде мати вигляд 
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 Після обернення цього виразу отримаємо 
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  за умови 0t  дорівнює прогину пружної 

балки. Тут 
GK

KG
E




3

9
 – модуль пружності при розтягу. 

 Задача 9.27. Показати, що якщо матеріал вважається нестисливим 

 2
1 , то за умови t  напруження 
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022 , яке було знайдено в задачі 9.23, 

прямує до 0 , а середовище веде себе як рідина. 

Розв’язання 
 За умови t маємо 
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022  можна переписати у вигляді 



307 
 

 





 1
022 t

 

де 
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  – коефіцієнт Пуасона. 

 Таким чином за умови  2
1  будемо мати 

 00022022
21

21

211

21

1










 tt
, 

що і треба було показати. 

 9.6. Змішані задачі 

 Задача 9.28. Написати визначальне співвідношення для комбінованої 

моделі Кельвіна-Максвела, що представлена на рис. 9.19. Вивести з нього 

визначальні співвідношення (фізичні рівняння) для моделей Кельвіна і 

Максвела. 

 
Рис. 9.19. Комбінована модель Кельвіна-Максвела 

 

Розв’язання 
 Для моделі (див. рис. 9.19) можна записати таке фізичне рівняння 
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 Виконуючи вказане операторами диференціювання за часом, отримуємо 
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 Якщо в цьому рівнянні покласти 02   (тобто паралельно з’єднати з 

вузлом Максвела пружний елемент), то воно набуде такого вигляду 

   .
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2
21

1










G
GG   

 Якщо до того ж задати 02 G , то отримаємо визначальне рівняння для 

моделі Максвела 

 



  1

1

G . 

 Аналогічно, якщо спочатку покласти 02 G  (тобто паралельно з’єднати 

з вузлом Максвела в’язкий елемент), то рівняння буде мати вигляд 
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G , 

а коли ще й додати умову 02  , воно знов зводиться до фізичного рівняння 

Максвела. 

 Якщо визначальне співвідношення для цієї чотирьохпараметричної 

моделі (див. рис. 9.19) записати у вигляді 
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і покласти 01  , то в результаті отримується визначальне рівняння Кельвіна 

    22121211 / GGGGGG  . 

 Точно так само, якщо прийняти 01 G , то рівняння зводиться до вигляду 

     22112211 / GG , 

що теж представляє модель Кельвіна.  

 Задача 9.29. Скористатися принципом суперпозиції і отримати 

деформацію зворотної повзучості для стандартного лінійного твердого тіла 

(див. рис. 9.3). Порівняти результат з тим, який отримано в задачі 9.8. 

Розв’язання 
 Для закону навантаження (рис. 9.20) 
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      200 2 tUtU , 

деформацію можна записати скориставшись виразом, який був знайденим в 

задачі 9.7 

             2

2

21

0

21

0 21
11

1
11

222 



















tUe

GG
tUe

GG
t

tt
. 

 

 
Рис. 9.20. Закон навантаження 

 

 В момент 22t  обидві ступінчасті функції дорівнюють одиниці, 

відповідно, будемо мати 

  
    

2

2
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2

2

0

2222 1

G

ee

G

ee
t

ttt 





 , 

що відповідає результату задачі 9.8. 

 Задача 9.30. Знайти напруження в моделі, що запропонована в задачі 9.9, 

за умови деформації за законом, який показано на рис. 9.21. Показати, що в 

кінці кінців все напруження буде припадати на «вільний» пружний елемент. 

 
Рис. 9.21. Закон навантаження 

 

Розв’язання 

 Розв’язок задачі 9.9   10 2 teGt t   і принцип суперпозиції дає 

можливість знайти напруження у вигляді 
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 Для моментів часу 1tt   напруження дорівнює 

   010 11  
Gtee tt

, 

а для t  напруження стає рівним 0 G . 

 Задача 9.31. «Логарифмічний спектр запізнення» L  визначається через 

звичайний спектр запізнення J  формулою     JL ln . Користуючись цим 

визначенням, знайти функцію повзучості  t  як функцію від  lnL . 

Розв’язання 

 Нехай ln , тобто e . Тоді 


 e
d

d
 або   lndd . Тепер 

формула     


 
0

1 deJt t
 дає можливість записати 

       


 
0

ln1ln deLt t
. 

 Аналогічно, якщо функція     GH ln  визначає логарифмічний 

спектр релаксації, то функцію  t , введену формулою    


 
0

deGt t
, 

можна представити у вигляді 

      


 
0

lnln deHt t
. 

 Задача 9.32. Для моделі Максвела (див. рис. 9.1) знайти модулі 

накопичення і втрати 1G  і 2G  як функції  ln  і побудувати графіки цих 

функцій. 

Розв’язання 

 В задачі 9.16 встановлено, що для матеріалу Максвела можна записати 
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 Таким чином 

  












2

2

22

22

1
11 e

GeG
G , 

де   ln . 



311 
 

 Для 0  маємо 
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 , для   маємо GG 1  
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що дає: для 0  маємо 
211

1
2

GG
G 




 , а для   маємо 02 G  













 




0

1
lim

2

2

e

Ge
. Графіки цих функцій наведено на рис. 9.22. 

 

Рис. 9.22. Графіки функцій  
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G  за умови 1G   

 

Задача 9.33. Знайти вигляд оператора у визначальних співвідношеннях 

в’язкопружності     ijij eQsP 2  і iiii K 3 , що відповідає пружній сталій   

(коефіцієнту Пуасона). 

Розв’язання 

 Під час одновісного розтягнення 011  . Формула iiii K 3  при 

діленні її обох частин на K9  набуває вигляду 
KK

iiiiii

9393

0








, а формула 

    ijij eQsP 2  за умови підстановки 1 ji  і після перетворень дає 
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 Точно так само за умови 2 ji  із     ijij eQsP 2  отримуємо, 

враховуючи 022   
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 Таким чином, в операторній формі можна записати 
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 Задача 9.34. Циліндр із в’язкопружного матеріалу розміщено в щільно 

припасованій формі з жорсткими стінками (рис. 9.23), так що 0rr  (радіальна 

компонента деформації відсутня). Під час розширення матеріал веде себе як 

пружний. Функція повзучості дорівнює 
tCeBtA  , де ,,, CBA  – сталі. 

Знайти  t33 , якщо   tU033   . 

 
Рис. 9.23. Циліндр із в’язкопружного матеріалу 
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Розв’язання 

 Для даного середовища iiii K 3 , і внаслідок симетрії задачі 

 0  , 22112211   ця рівність має вигляд 333311 32  K . Відповідно 

до формули   
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 333311 232  K , 

 

 

 















t

t

tdtt
td

d
K

tdtt
td

d
K

0

33
3333

0

33
333333

2

3

2

3

232

 

  





t

tdtt
td

d
K

0

33
3333

3

2
. 

 Функцію релаксації   можна знайти, користуючись формулою 

   
2
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s
ss  . В результаті отримаємо 
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 Таким чином, остаточно маємо 
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і після інтегрування приходимо до виразу 
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 Задача 9.35. Поздовжній згин стрижня із в’язкопружного матеріалу в 

умовах повзучості в межах лінійної теорії можна досліджувати за допомогою 
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принципу відповідності. Знайти цим методом величину прогину  txw ,1  

шарнірно закріпленого на кінцях стрижня із матеріалу Кельвіна (рис. 9.24). 

 

 
Рис. 9.24. Прогин шарнірно закріпленого на кінцях стрижня 

 

 

Розв’язання 

 Прогин пружного стрижня описується рівнянням 002
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. Для 

матеріалу Кельвіна модуль пружності E  потрібно замінити оператором 

 tE  . Значить для в’язкопружного матеріалу повинно виконуватися 

рівняння 
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 Будемо шукати величину прогину у вигляді добутку двох функцій 

залежних відповідно від координати і від часу 

      txWtxw  11, . 

 Після підстановки  txw ,1  в останнє рівняння приходимо до 

диференціального рівняння вигляду 
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 Але відомо, що навантаження під час поздовжнього згину пружного 

стрижня дорівнює 
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dx
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,  

тому можна записати останнє рівняння у вигляді  

 01 0 













BP

P , 

виконати інтегрування його за часом і отримати розв’язок для 

     


tPP Bet
10 . 

 Остаточно прогин під час поздовжнього згину в умовах повзучості 

визначається виразом 
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Задача 9.36. Сформулюйте задачу про стаціонарні коливання балки із 

в’язкопружного матеріалу, припускаючи, що визначальні рівняння цього 

середовища задані формулами     ijij eQsP 2  і iiii K 3 . 

Розв’язання 
 Вільні коливання балки із пружного матеріалу описуються рівнянням  

0
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4
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4











t

w
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w
EI . Згідно до     ijij eQsP 2  і iiii K 3 , оператор рівнянь 

теорії в’язкопружності, що відповідає E , дорівнює 








QKP
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9
. Якщо прогин 

шукати у вигляді      txWtxw  11, , то диференціальне рівняння коливань 

в’язкопружної балки можна розділити на два рівняння – одне з похідними за 

просторовими координатами  

 04

4
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4

 Wk
dx

Wd
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а друге з похідними за часом  
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 Розв’язок iW  просторового рівняння дає форму i -го головного 

коливання, а рівняння залежне від часу для ikk   має розв’язок 





N

j

t

iji
ijeA

1

, 

де N  залежить від порядку оператора. Таким чином, загальний розв’язок є сума 

вигляду 

     


 




1 1
11,

i

N

j

t

ij
ijeAxWtxw , 

в якій ij  – комплексні величини. 

 9.7. Додаткові задачі для самоконтролю 

 Задача 9.37. Написати визначальне рівняння для чотирьохпараметричної 

моделі, що показана на рис. 9.25. 

 
Рис. 9.25. Чотирьохпараметрична модель в’язкопружного середовища 

 

Відповідь:     .22112121112221   GGGGGGGG  

 Задача 9.38. Безпосереднім інтегруванням рівняння 

          1021210 GtGGGtU   

знайти деформацію повзучості для стандартного лінійного твердого тіла (див. 

задачу 9.7). 

 Задача 9.39. Вивести визначальні співвідношення для моделі Кельвіна і 

для моделі Максвела із співвідношення, встановленого в задачі 9.5 для 

запропонованої в цій задачі чотирьохпараметричній моделі. 

 Вказівка: покласти 03 G і так далі. 

 Задача 9.40. Скориставшись рівнянням    
2

1

s
ss   для знаходження 

функції  t , якщо    mtbat   і 1m . 

 Вказівка: покласти km 1 , так що   1 kmtabt . 

 Відповідь:  
m

b

t

am

m
t 














sin
. 

 Задача 9.41. Знайти функцію повзучості і функцію релаксації для моделі, 

що зображена на рис. 9.26. 
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Рис. 9.26. Модель до задачі 9.41 

 

 Відповідь:  
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 Задача 9.42. Знайти *G  для моделі, яка представлена на рис. 9.27. 

 

 
Рис. 9.27. Модель до задачі 9.42 

 

 Відповідь: 
    

2
2

2

2
2

2
322

2
2

2

2
2

2
2

2
2

2
1*

1

1

1

1











G
i

GG
G . 

 Задача 9.43. В моделі, що використана в задачі 9.42, покласти 

GGG  21  і  32  та визначити закон зміни напруження під час 

деформації за законом (рис. 9.28).  

 
Рис. 9.28. Модель до задачі 9.43 

 

 Відповідь:      
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 Задача 9.44. В’язкопружний матеріал з визначальним рівнянням 

   (де  ,,  – сталі) піддається навантаженню за таких умов: 

  tU011  , 022  , 033   (рис. 9.29). Вважаючи, що iiii K 3 , знайти 

 t33 ,  033  і  33 . 

Відповідь: 
      






























  te

K

K

K

K

K

K

32

23

32

23

32

23
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K

3

3
. 

 

 
Рис. 9.29. Схема навантаження в’язкопружного матеріалу 

 

 Задача 9.45. Шарнірно закріплений на кінцях стрижень виготовлено із 

матеріалу Максвела, для якого 



  E . Початкова форма стрижня задана 

величиною прогину 






 


l

x
ww sin0 . Прикладена сила дорівнює   tUP0  (рис. 

9.30). Знайти величину прогину  txw ,1  в наступні моменти часу як функцію 

від BP  – навантаження під час поздовжнього згину пружного стрижня. 

 
Рис. 9.30. Прогин шарнірно закріпленого на кінцях стрижня 
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Додаток А 

Теоретичні відомості для розв’язання задач 

А.1. Математичні основи. Введення в тензорний аналіз 

А.1.1. Визначення тензора. Тензором називається геометрична 

величина, яка має rn  компонент (n  – розмірність простору, r  – ранг тензора),  

який за зміни координатної системи перетворюється згідно формул 

перетворення: 

tstlskkl bccb  , 

де klb  і tsb   – компоненти тензорів 2-го  рангу в зміненій і вихідній системах 

координат; skc   – тензор перетворення координат.  

Згідно визначення тензора, скаляр це тензором нульового рангу, а 

вектор – тензор 1-го рангу. 

 Тобто, тензор як математичний об’єкт існує незалежно від системи 

координат. В той же час в кожній системі координат його можна задавати 

деякою сукупністю величин, які називаються компонентами тензора. Якщо 

компоненти тензора задані в одній системі координат, то вони визначені і в 

будь-якій іншій системі, бо визначення тензора включає закон перетворення 

його компонент. 

 А.1.2. Фізичні закони механіки суцільного середовища виражають 

тензорними рівняннями. Внаслідок лінійності і однорідності тензорних 

перетворень тензорні рівняння, що є вірними в одній системі координат, 

також вірні і в будь-якій іншій. Така інваріантність тензорних співвідношень 

відносно перетворення координат є одною із основних причин того, що 

тензорне числення вельми корисно під час вивчення механіки суцільного 

середовища. 

 А.1.3. Поняття вектора. Вектор це геометрична величина, яка 

характеризується модулем і напрямком. Наприклад, вектор швидкості 

позначається як v  (або v


), а його модуль – v . Вектори є однаковими, якщо 

вони однаково направлені і мають однакову довжину. Одиничним вектором 

називається вектор, у якого його довжина дорівнює одиниці. Нульовий 

вектор має нульову довжину і невизначений напрям. Від’ємним по 

відношенню до даного називається вектор з тим же модулем, але протилежно 

направлений. 

 А.1.4. Представлення векторів у прямокутних і косокутних 

прямолінійних системах координат. Вектор a  в декартовій системі 

координат можна розкласти за основним базисом 321 ,, iii  (або  kji ,, ) – 

одиничними векторами 

 332211 iiia aaa  , 
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де 321 ,, aaa  – компоненти вектору a


 в декартовій системі координат, які 

являють собою числа або скаляри.  

Розкладання вектору a  в косокутній (афінній) системі координат за 

основним базисом 321 ,, eee  має вигляд 

332211 eeea aaa  , 

де 321 ,, aaa  – компоненти вектору a


 в афінній системі координат. 

 А.1.5.  Основний і взаємний векторні базиси. Основним базисом 

декартової системи координат є три орти 321 ,, iii  – тріедр одиничних векторів. 

Причому компоненти вектору a


 визначаються як скалярний добуток (який 

позначається знаком ∙) вектору a  на базисні вектори 321 ,, iii : 

 11 ia a ; 22 ia a ;  33 ia a  або iia ia  . 

Основним базисом афінної системи координат є три орти 321 ,, eee . 

Компоненти вектору a


 визначаються таким чином: 

 11 ea a ; 22 ea a ;  33 ea a  або iia ea  . 

 Взаємний базис позначається верхніми індексами і визначається 

формулами: 

 
 321

321

,, eee

ee
e


 ;  

 321

132

,, eee

ee
e


 ;  

 321

213

,, eee

ee
e


 , 

де   321321 ,, eeeeee   – одночасний скалярний і векторний добуток, який 

називається змішаним добутком. При цьому спочатку виконується векторний 

добуток, а потім скалярний. Результатом змішаного добутку 321 eee   є скаляр. 

 А.1.6. Складання векторів підпорядковується правилу паралелограма 

або, що еквівалентно правилу трикутника. Алгебраїчно операція складання 

виражається векторною рівністю 

 cabba  . 

 Віднімання векторів виконується шляхом додавання від’ємного вектору 

 dabba  . 

 Операції складання і віднімання векторів мають властивості 

комутативності і асоціативності 

     hgbagba  . 

 А.1.7. Добуток вектора на скаляр у загальному випадку дає новий 

вектор, що має той же напрямок, що і вихідний, але іншу довжину. 

Виключенням є множення на нуль, яке дає в результаті нульовий вектор, і 

множення на одиницю, яке не змінює вектор. Операція множення вектору на 

скаляр асоціативна і дистрибутивна, тобто 

      bbb mnmnnm  , 

     bbbb nmmnnm  , 

     baabba mmmm  . 
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 Результат множення вектору на величину обернену до його модуля дає 

одиничний вектор того ж напрямку 

 
b

b
e b . 

 А.1.8. Скалярний добуток двох векторів a  і b  дає скаляр 

  cosbaabba  або 332211 bababa ba . 

де   – найменший кут між векторами (рад). 

 Скалярний добуток вектору a  на одиничний вектор e  дає проекцію a  

на напрямок e . 

 А.1.9. Векторним добутком векторів a  і b  називається вектор v  

  ebaabbav  sin , 

де   – кут між векторами a  і b , менший за  , рад; e  – одиничний вектор, 

перпендикулярний до площини векторів і направлений так, що поворот за 

правилом правої руки навколо e  на   переміщує a  в b . 

 Модуль v  дорівнює площі паралелограма з суміжними сторонами a  і b . 

Векторний добуток не комутативний. 

 А.1.10. Змішаним добутком називається скалярний добуток двох 

векторів, один з яких сам є векторним добутком 

      cbacbacba . 

Величина   змішаного добутку дорівнює об’єму паралелепіпеда з 

ребрами cb,a, . 

А.1.11. Подвійний векторний добуток – це векторний добуток двох 

векторів, один з яких сам є векторним добутком 

      wcbabcacba  . 

Вектор w  лежить в площині векторів b  і с. 

 А.1.12. Діади і діадики. Діадою називається невизначений добуток двох 

векторів (або тензорний добуток, який позначається  ), який за визначенням 

задається записом векторів один за другим. Невизначений добуток у загальному 

випадку не комутативний, тобто baab  . Діадиком  D̂  називається тензор 

другого рангу. Тут знак ^ вказує на те, що це тензор другого рангу. D̂  завжди 

може бути представлений у вигляді суми скінченого ряду діад 

 NNbababaD  ...ˆ
2211  або abba  . 

 Діадик спряжений до вихідного 

 NN
T

c abababDD  ...ˆˆ
2211 . 

 Скаляр діадика 

 NNs bababaD  ...ˆ
2211 . 

 Вектор діадика 
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 NNv bababaD  ...ˆ
2211 . 

 А.1.13. Невизначений добуток векторів – властивості 

дистрибутивності  

   acabcba  , 

   bcaccba  , 

    bdbcadacdcba  , 

   ababab  , 

     abbaba  , 

де ,  – скаляри. 

 А.1.14. Одиничний діадик Î  

 3322
ˆ eeeeeeI 11  , 

де 32 ,, eee1  – вектори будь-якого ортонормованого базису в тривимірному 

евклідовому просторі. 

 Властивість: 

 vIvvI  ˆˆ . 

 А.1.15. Скалярний добуток Dv ˆ  і vD ˆ  є вектором 

        ubavbavbavDv  NN...ˆ
2211 , 

       wvbavbavbavD  NN...ˆ
2211 . 

Векторний добуток Dv ˆ  і vDˆ  є діадиком 

       NN bavbavbavDv  ...ˆ
2211 , 

      vbavbavbavD  NN...ˆ
2211 . 

 А.1.16. Скалярний добуток двох діад ab  і cd  за визначенням є діада 

  adcbcdab  . 

 Скалярний добуток будь-яких двох діадиків D̂  і Ê  теж є діадиком 

 
   

      .

ˆˆ

22221111

22112211

Gdacbdacbdacb

dcdcdcbababaED





NNNN

NNNN




 

 А.1.17. Подвійний скалярний, змішаний і подвійний векторний 

добуток діад ab  і cd за аналогією визначається таким чином: 

     dbcacdab :         (скаляр), 

    hdbcacdab 

      (вектор), 

    gdbcacdab 

      (вектор), 

    uwdbcacdab 

      (діада). 

 А.1.18. Подвійний скалярний добуток діад 
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     dacbcdab         (скаляр). 

 А.1.19. Симетричний діадик 

 cDD ˆˆ  , 

і антисиметричний діадик 

cDD ˆˆ  . 

А.1.20. Розклад діадика на суму симетричного і несиметричного 

діадиків 

    HGDDDDD ˆˆˆˆ
2

1ˆˆ
2

1ˆ  cc , 

де   GDD ˆˆˆ
2

1
c  – симетричний діадик;   HDD ˆˆˆ

2

1
c  – антисиметричний 

діадик. 

А.1.21. Скалярний добуток векторів a  і b  в декартових компонентах 

     332211332211312111 babababbbaaa  iiiiiiba . 

 А.1.22. Векторний добуток векторів a  і b  в декартових компонентах 

       312212311312332

321

321

321

iii

iii

ba babababababa

bbb

aaa  . 

 А.1.23. Змішаний добуток векторів в декартових компонентах 

  

321

321

321

ccc

bbb

aaa

abc . 

 А.1.24. Діада ab  в декартових координатах 

 
  

.333323231313323222221212

313121211111332211332211

iiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiab

babababababa

babababbbaaa




 

 А.1.25. Індексні позначення тензорів. Тензор другого рангу 

позначається таким чином 

jiijA eeA ˆ , 

де ijA  – компоненти тензора; jiee  – векторний супровід тензора 2-го рангу. 

 Іноді тензори записують у вигляді квадратної матриці 

 


















333231

232221

131211

AAA

AAA

AAA

Aij . 
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 А.1.26. Погодження про підсумовування. За індексами, що 

повторюються двічі, виконується підмумовування. Ці індекси називаються 

німими 

 iivvvv eeeev  332211 , 

де 321 ,, vvv  – декартові компоненти вектора v ; i  – індекс, за яким виконується 

підсумовування; ie  – векторний супровід тензора. 

 А.1.27. Формули перетворення координат. Нехай 

  321 ,, xxxii   

визначають для будь-якої точки  321 ,, xxx  системи координат ix  новий набір 

її координат  321 ,,   в системі координат i . Відносно функцій i , що 

зв’язують дві сукупності змінних величин (координат), припускається, що 

вони однозначні, неперервні і дифенціюються. Визначник 

 

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

xxx

xxx

xxx

J




































 або 

j

i

x
J




 , 

називається якобіаном перетворення. Якщо якобіан не дорівнює нулю, то 

рівняння  321 ,, xxxii   можна локально єдиним чином розв’язати відносно 
ix  

  321 ,,  ii xx . 

 Наведені формули справедливі як для декартових, так і криволінійних 

координат. 

 А.1.28. Закони перетворення контраваріантних тензорів.  

У загальному випадку величини 
ib , зв’язані з точкою P , представляють 

компоненти контраваріантного тензора першого рангу, якщо під час 

перетворення координат ці величини перетворюються за законом 

 j

j

i
i b

x
b




 , 

причому частинні похідні обчислені в точці P . У формулі для перетворення 
jb  є компонентами тензора в системі координат 

jx , а 
ib  – його компоненти в 

системі координат 
i . У загальній теорії тензорів для позначення 

контраваріантних тензорів використовуються верхні індекси. 

 Узагальнення правила перетворення векторів призводить до визначення 

контраваріантного тензора другого рангу, компоненти якого за правилом 

перетворення мають вигляд 

 rs

s

j

r

i
ij B

xx
B








 . 
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 Контраваріантні тензори третього, четвертого та більш вищих рангів 

визначаються аналогічним чином. 

 А.1.29. Закони перетворення коваріантних тензорів. В загальному 

випадку величини ib  називаються компонентами коваріантного тензора 

першого рангу, якщо вони перетворються за правилом 

 ji

j

i b
x

b



 , 

де ib  є коваріантними компонентами вектору в системі координат i , а  

ib  – компонентами в системі координат 
ix . 

 Коваріантні тензори другого рангу підпорядковуються закону 

перетворення вигляду 

 rsj

s

i

r

ij B
xx

B







 . 

 Коваріантні тензори більш високого рангу і змішані тензори 

визначаються очевидним чином 

 m
nqp

q

s

n

m

r
r

sp T
xx

x
T 












 . 

 А.1.30. Метричний тензор. Нехай ix  представляє систему 

ортогональних декартових координат в евклідовому тривимірному просторі, а 
i  – будь-яку іншу систему ортогональних прямолінійних або криволінійних 

координат у тому ж самому просторі. Вектор x , що має декартові компоненти 
ix , називається радіусом-вектором довільної точки  321 ,, xxxP  в декартовій 

системі. Квадрат діференціала відстані ds  між близькими точками в цій 

системі координат  xP  і  xx dQ   дається формулою 

   iidxdxds 
2

. 

 Із формули перетворення координат витікає зв'язок між диференціалами 

 p

p

i
i d

x
dx 




 . 

 Після підставки останнього виразу в попередній маємо 

   qp
pq

qp

q

i

p

i

ddgdd
xx

ds 









2
, 

де 
q

i

p

i

pq

xx
g








  – тензор другого рангу, який називається метричним або 

фундаментальним тензором простору. 

 Якщо 
i  теж утворюють ортогональну декартову систему, скажімо 

ix , 

тоді 
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 pqq

i

p

i

pq
x

x

x

x
g 








 , 

де 









,  при   0

;  при   1

qp

qp
pq  – дельта або символ Кронекера. 

 А.1.31. Декартові тензори. Система координат, для якої квадрат 

нескінченно молого елемента довжини має вигляд   qp
pq ddgds 

2
, 

називається системою однорідних координат. Перетворення, що переводять 

одну систему однорідних координат в іншу, є ортогональними 

перетвореннями, і якщо обмежитись твльки ортогональними перетвореннями, 

то тензори, які визначено таким чином, називаються декартовими 

тензорами. Зокрема, це вірно для законів перетворення ортогональних 

декартових систем координат зі спільним початком. Для декартових тензорів 

немає різниці між контраваріантними і коваріантними компонентами, і тому у 

виразах, що представляють декартові тензори, прийнято користуватися 

виключно нижніми індексами. В законах перетворення, що визначають 

декартові тензори, частинні похідні виду 
i

jx




 в загальних тензорних 

визначеннях заміняються на константи. 

 А.1.32. Закони перетворення декартових тензорів. Нехай 321 xxOx  і 

321 xxxO    – дві ортогональні декартові системи координат зі спільним 

початком у довільній точці O . Можна вважати, що система координат зі 

штрихами отримана із системи без штрихів поворотом вісей навколо 

координат або відображенням вісей відносно одної із координатних площин, 

або, може бути, комбінацією того й іншого. Якщо величиною ijc  позначено 

косинус кута між i -ю віссю системи зі штрихами і j -ю віссю системи без 

штрихів, тобто  jiij xxc ,cos , то орієнтацію будь-якої вісі кожної системи 

відносно другої зручно задати тензором перетворення 

 


















333231

232221

131211

ˆ

ccc

ccc

ccc

c . 

 Компоненти вектора у вихідній і перетвореній системах зв’язані 

співвідношенням 

 iijj vcv  . 

Ця рівність дає закон перетворення декартових тензорів першого 

рангу. Зворотне перетворення дається формулою  

jiji vcv  . 
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Природнім узагальненням формули iijj vcv   є закон перетворення 

будь-якого тензора другого рангу 

pqjqipij TccT  , 

і формула для зворотнього перетворення 

 pqqjpiij TccT  . 

 А.1.33. Дельта Кронекера. Для представлення величин типу ikijcc , 

можна користуватися дельтою Кронекера, яка визначається таким чином 

 









.  при   0

;  при   1

ji

ji
ij  

Символ Кронекера завдяки своїм властивостям є аналогом в індексних 

позначеннях одиничного тензора другого рангу Î . 

Символ Кронекера іноді називають оператором заміни, тому що він 

дає, наприклад, такі перетворення 

tiiijij bbbbb  332211 , 

або  jkkikikiikij FFFFF  332211 . 

За допомогою дельти Кронекера умови, яким повинні задовольняти 

коефіцієнти рівняння kikijj vccv  , можна записати таким чином 

jkikijcc  . 

А.1.34. Умови ортогональності. В розгорнутому вигляді 

співвідношення jkikijcc   складається із дев’яти рівностей, які називаються 

умовами ортогональності або ортонормованності. Ці умови, накладаються 

на направляючі косинуси ijc . Але співвідношення iijj vcv   і jiji vcv   можна 

зкомбінувати інакше та отримати рівність kkjiji vccv  , що дає форму умов 

ортогональності 

ikkjijcc  . 

Лінійні перетворення типу iijj vcv   і jiji vcv  , коефіцієнти яких 

задовольняють умови ортогональності ikkjijcc  , називаються 

ортогональними перетвореннями. Поворот вісей координат і відображення 

їх відносно будь-якої координатної площини є ортогональними 

перетвореннями. 

А.1.35. Додавання декартових тензорів. Декартові тензори однакового 

рангу можна додавати або віднімати покомпонентно відповідно до такого 

правила 

 ijkijkijk TaBA  . 

Сума тензорів є тензор того ж рангу, що і доданки. При цьому однакові 

індекси розташовані в одній і тій же послідовності в кожному члені. 
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А.1.36. Добуток тензора на скаляр. Добуток всіх компонент тензора на 

скаляр дає новий тензор того ж рангу 

ii ab   або ab  , 

ijij AB   або AB ˆˆ  . 

А.1.37. Зовнішнім добутком двох тензорів довільного рангу 

називається новий тензор, у якого компоненти утворені множенням кожної 

компоненти одного тензора на кожну компоненту другого. Ранг отриманого 

тензора дорівнює сумі рангів співмножників. Типовими прикладами 

зовнішнього добутку є наступні вирази:  

а) ijji Tba  ;           в) ijkmkmijTD  ; 

б) ijkjkiFv  ;       г) ijkmmijkv  . 

Як видно із цих прикладів, зовнішній добуток отримується простим 

простим написанням тензорів, що перемножуються, один за одним. 

Відмітимо, що саме ця операція утворює з двох векторів діаду. 

А.1.38. Згорткою тензора по двох вільних індексах називається така 

операція, коли два індекси позначаються одною і тою ж буквою, внаслідок 

чого вони стають індексами підсумовування. В результаті згортання 

отримується знов тензор (згортку), ранг якого на дві одиниці менший за 

вихідний. Така згортка також називається скалярною згорткою. 

а) Згортки тензора ijT  і діади jivu : 

332211 TTTTij  , 332211 vuvuvuvu ji  . 

б) Згортки тензора kijaE : 

ijij baE  ,  jiij caE  , kkii daE  . 

в) Згортки тензора kmij FE : 

jmimij GFE  ,   ijkkij PFE  , 

jkkiij HFE  ,   imjmij QFE  , 

kmkmii KFE  ,   ikkjij RFE  . 

А.1.39. Внутрішнім добутком двох тензорів називається результат 

операції згортання, що застосовується до зовнішнього добутку даних тензорів, 

причому індекси, що співпадають, повинні фігурувати по одному із 

співмножників. 
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Зовнішній добуток Внутрішній добуток: 

 індексні позначення символьні позначення 

jiba  iiba  ba  ; 

jki Ea  kiki fEa   fEa  ; 

 jjii hEa   haE  ; 

kmij FE  imjmij GFE   GFE  ; 

kmij EE  imjmij BEE    2EEE  . 

 А.1.40. Тензор Леві-Чивіти. Cпеціальний тензор третього рангу ijk  або 

3

ε̂ , відомий як тензор Леві-Чивіти (альтернуючий тензор), компоненти якого 

визначаються таким чином 

 











 ,0

 ,1

  ,1

ijk

всіху 

якщо

якщо

 . або , або ,випадках інших  

1,2,3; ізку перестановнепарну  дають 

1,2,3; ізку перестановпарну  дають 

ikkjji

i,j,k

i,j,k



  

Тобто, скориставшись рис. A.1 нескладно записати:  

,1

,1

213132321

312231123




                      

а всі інші 18 компонент, у яких 

індекси повторюються, дорівнюють 

нулю. 
 

Рис. A.1. До визначення ijk  

 За допомогою тензора Леві-Чивіти векторний добуток cba   можна 

записати в індексній формі 

 ikjijk cba  , 

і змішаний добуток векторів  cba  

  kjiijk cba . 

 А.1.41. Матричні представлення декартових тензорів. Оскільки в 

тривимірному просторі будь-який тензор другого рангу можна виразити в 

дев’ятичленній формі, а його компоненти записати у вигляді квадратної 

матриці, дуже корисним є представлення представлення тензорів другого 

рангу (діадиків) квадратними матрицями третього порядку. Тензор першого 

рангу (вектор) можна записати або у вигляді рядка, тобто  31 -матриці, або у 

вигляді стопця  13 -матриці.  Хоч і кожний декартовий тензор, ранг якого не 

вищий за двох (діадик, вектор, скаляр) можна представити у вигляді матриці, 

але не кожна матриця представляє тензор. 

 Якщо обидві матриці третього рангу в добутку CAB   представляють 

тензори другого рангу в тривимірному просторі, то операція множення 
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матриць еквівалентна внутрішньому добутку тензорів і в індексній формі 

запису виглядає так 

 ikjkij CBA  , 

де індекси kji ,,  приймають значення 1,2,3.  

Розшифрування останньої формули дає правило множення матриць за 

принципом «рядок на стовпець»: елементи i -го рядку першої матриці 

множаться почерзі на елементи k -го стовпця другої матриці, ці добутки 

підсумовуються і дають елемент, що стоїть на перетині i -го рядку та k -го 

стовпця результуючої матриці. Деяка добутки такого типу, часто 

зустрічаються в механіці суцільного середовища і наведені нижче для 

порівняння. 

а) Скалярний добуток двох векторів: 

 abba ,      11 jj ba , 

 iiii abba ,    332211

3

2

1

321 bababa

b

b

b

aaa 

















. 

б) Скалярний добуток вектора на тензор другого рангу: 

bEa  , jiji bEa  ,       jiji bEa 11  , 

 


.
,

,

333232131

323222121

313212111

333231

232221

131211

321

EaEaEa

EaEaEa

EaEaEa

EEE

EEE

EEE

aaa

























 

б) Скалярний добуток тензор другого рангу на вектора: 

caE  , jiij caE  ,       11 ijij caE  , 

























































333232131

323222121

313212111

3

2

1

333231

232221

131211

EaEaEa

EaEaEa

EaEaEa

a

a

a

EEE

EEE

EEE

. 

А.1.42. Симетрія диадиків, матриць і тензорів. Діадик D̂  називається 

симетричним (або антисометричним), якщо він дорівнює (або протилежний за 

знаком) спряженому з ним діадику cD̂ . Подібно цьому тензор другого рангу 

ijD  є симетричним, якщо 

 jiij DD  , 

і антисиметричним або кососиметричним, якщо 

 jiij DD  . 

тобто, ijD  можна розкласти на дві складові 
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   jiijjiijij DDDDD 
2

1

2

1
, 

або у скороченій формі запису 

    jiijij DDD  , 

де індексами в круглих дужках позначено симетричну частину ijD , а 

індексами у квадратних дужках – антисиметричну частину. 

 Квадратна матриця A  симетрична, якщо вона дорівнює своїй 

транспонованій матриці T
A  

 



















332313

232212

131211

AAA

AAA

AAA
T

AA . 

 Антисиметрична матриця дорівнює своїй транспозиції з від’ємним 

знаком 

 





















0

0

0

2313

2312

1312

BB

BB

BB
T

BB . 

 Властивості симетрії можна розповсюдити на тензори більш висого 

рангу (більшого за другий). У загальному випадку довільний тензор 

називається симетричним відносно пари індексів, якщо значення кожної його 

компоненти не змінюється за заміни місцями цих індексів. Тензор 

антисиметричний за парою індексів, якщо заміна їх один на другого веде до 

зміни знака, але не абсолютної величини компоненти. 

а) ikjmijkm RR  , (симетричний за k  і j ); 

б) kjiijk  , (антисиметричний за k  і j ); 

в) jimkijmkjikmijkm GGGG  , (симетричний за i  і j , k  і m ); 

г) jikkjiikjijk  , (симетричний за всіма індексами). 

А.1.43. Головні значення і головні напрямки симетричних тензорів 

другого рангу. Головні значення тезору ijT  визначаються рівнянням вигляду 

0 ijijT . 

В розгорнутому вигляді це кубічне рівняння відносно   

0IIIIII TT
2

T
3  , 

яке називається характеристичним рівнянням тензора ijT , а його скалярні 

коефіцієнти дорівнюють 

  ijii TT trIT  , 

де  ijTtr  – слід тензора ijT , 
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  ijijjjii TTTT 
2

1
IIT , ijij TT detIIIT  , 

називаються відповідно, першим, другим і третім інваріантами тензора ijT . 

 Три кореня кубічного рівняння, позначені як      321 ,,  , називаються 

головними значеннями тензора ijT . У симетричного тензора з дійсними 

компонентами головні значення теж дійсні. Якщо вони різні, то три головних 

напрямки ортогональні. У головних осях матриця із компонент тензора 

приводиться до діагональної форми 

 

 

 

 
























3

2

1

00

00

00

T . 

 Якщо    21  , то діагональний вигляд тензора не залежить від вибору 

осей, що відповідають  1  і  2 , і треба встановити тільки головну вісь, яка 

відповідає  3 . Якщо всі головні значення рівні між собою, то будь-який 

напрямок є головним. Якщо головні значення упорядковані, то прийнято 

позначати їх через      IIIIII ,,   і розташовувати їх у порядку спадання: 

     IIIIII  . 

 Головні напрямки тензора визначаються системою рівнянь  

  0 jijij nT  

з додатковою умовою 1iinn . 

 Розв’язками останньої системи рівнянь є  j
in  – направляючі косинуси  

j -го головного напрямку. 

 А.1.44. Степені тензорів другого рангу. Безпосереднім матричним 

множенням квадрат тензора ijT  отримується як внутрішнім добутком kjikTT , 

куб – як добуток mjkmik TTT  і так далі. Таким чином, якщо ijT  представлений в 

діагональній формі (А.1.43), то n -степінь цього тензора (і відповідної 

матриці) дається формулою 
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. 

 А.1.45. Співвідношення Гамільтона-Келі. Якщо, усі головні значення 

задовольняють рівнянню 0IIIIII TT
2

T
3  , а матриця  має 
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діагональний вигляд 

 

 

 























n

n

n

n

3

2

1

00

00

00

, тому сам тензор T  буде 

задавольняти характеристичному рівнянню. Таким чином 

 0ˆIIIIII TT
2

T
3  I , 

де Î  – одинична матриця. 

 Це співвідношення називається співвідношенням Гамільтона-Келі. 

 А.1.46. Тензорні поля. Тензоне поле ставить у відповідність кожній 

точці простору і кожному моменту часу  t,x  тензор  t,xT , де радіус-вектор 

x  змінюється в заданій області простору, а t  – в заданому інтервалі часу. 

Тензорне полее називається неперервним (або диференційованим), якщо 

компоненти  t,xT  є неперервними (або диференційованими) функціями x  і .t

Якщо компоненти тензора залежать тільки від x , то тензорне поле 

називається стаціонарним. 

 В ортогональній декартовій системі координат, де радіус-вектор будь-

якої точки має вигляд 

 iix ex  , 

поля тензорів різного рангу можна записати в індексних і символьних 

позначеннях, наприклад: 

а) скалярне поле  txi ,  або  t,x ; 

б) векторне поле  tvv ii ,x  або  t,xvv  ; 

в) поле тензора другого рангу  tTT ijij ,x  або  t,ˆˆ xTT  . 

 А.1.47. Диференціювання компонент тензора по кординаті ix  

позначається диференціальним оператором 
ix


 або скорочено в індексній 

формі запису i , що вказує на те, що це тензорний оператор першого рангу.  

У символічних позначеннях для запису цієї операції використовується символ 

  (набла) або оператор Гамітьтона, який записується у вигляді 

 ii

i

i
x





 ee . 

 Частинне диференціювання по змінній ix  іноді зображають нижнім 

індексом після коми, як показано в наступних прикладах: 

 а) i

ix
,




,    г) jki

kj

i v
xx

v
,

2





, 
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 б) ii

i

i v
x

v
,




,    д) kij

k

ij
T

x

T
,




, 

 в) ji

j

i v
x

v
,




,    е) kmij

mk

ij
T

xx

T
,

2





. 

 Наведені приклади показують, що в процесі диференціювання оператор 

i  призводить до тензору на один порядок вищого за вихідний, якщо i  

лишається вільним індексом (випадки «а» і «в»), і до тензору на один порядок 

нижчого за вихідний, якщо i  становиться німим індексом підсумовування 

(випадок «б»). 

 Важливі диференціальні оператори, що використовуються в механіці 

континума: 

 i

ix
e




grad  або ii , , 

 vv  div  або iiii vv , , 

 vv rot  або jkijkijijk vv , , 

 2
 або iiii , . 

 У наведених диференціальних операторах оператор   у залежності від 

типу добутка може бути як градієнтом, так і дівергенцією і ротором. 

 А.1.48. Кривопінійні інтеграли. Теорема Стокса стверджує, що 

криволінійний інтеграл від функції F  або iF  вздовж замкнутої кривої C , що 

стягується в точку, можна представити у вигляді інтеграла по будь-якій 

двосторонній поверхні S , границею якої слугує контур C , тобто 

 dSd
SC

  FnxF  – у векторній формі, 

dSFndxF
S

jkijki

C

ii   ,  – в тензорній формі, 

де n  або in – вектор нормалі до поверхні S  (при визначенні n  обхід контура 

C  виконується за правилом правого гвинта); dS  – елемент поверхні;  

ijk  – тензор Леві-Чивіти. 

А.1.49. Теорема Гауса-Остроградського (теорема про дивергенцію) 

дає перетворення інтеграла по об’єму в інтеграл по поверхні. У звичайному 

формулюванні теорема стверджує, що для векторного поля  xvv   

 dSdV
SV

  vnv div  – у векторній формі, 

  dSnvdVv
S

ii

V

ii  ,  – в тензорній формі, 
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де n  або in  – вектор зовнішньої нормалі до поверхні S , що обмежує об’єм V , 

всередині якого визначено векторне поле v  або iv . 

Теорема Гауса-Остроградського в узагальненій формі для полів 

тензорів будь-якого рангу 

dSnTdVT
S

pijk

V

pijk   , . 

 А.2. Напружений стан  

 А.2.1. Поняття суцільного середовища. В багатьох дослідженнях 

поведінки матеріалів важливим є не поведінка їх окремих молекул, а 

матеріалу як цілого. В описі феноменів макроскопічних процесів не 

враховується молекулярна структура речовини, а припускається, що вона 

неперервно розподілена по усьому займаному їй об’єму і повністю заповнює 

цей об’єм. Така концепція суцільності речовини є основним постулатом 

механіки суцільного середовища – континууму. У межах обмежень, за яких 

гіпотеза суцільності справедлива, ця концепція забезпечує основу для 

єдиноподібного вивчення поведінки твердих, рідин і газів. 

 Прийняття гіпотези суцільності як основи для математичного описання 

поведінки матеріалів означає, що поля величин, таких, як напруження, 

переміщення та ін., виражаються кусково-неперервними функціями координат 

і часу. Тобто, це дає змогу під час дослідження руху деформованих середовищ 

використовувати добре вивчений та апробований апарат неперервних 

функцій, диференціальне і інтегральне числення. 

 А.2.2. Однорідність. Ізотропія. Густина. Однорідним називається 

середовище, що має однакові властивості у всіх точках, займаного ним 

об’єму. 

 Середовище (матеріал) буде ізотропним по відношенню до деякої 

властивості, якщо ця властивість в точці виявляється однаковою за всіма 

напряками. Матеріал є анізотропним по відношенню до тих властивостей, які 

залежать від напрямку в будь-якій його точці. 

 Поняття густини вводиться для околу точки суцільного середовища як 

ліміт відношення маси до об’єму 

 
dV

dM

V

M

V







 0
lim , 

де M  – маса елементу об’єму V  (м3) континууму, кг. 

 Масова густина   є скалярною величиною. 

 А.2.3. Масові сили. Сили, які діють на всі елементи об’єму суцільного 

середовища, називаються масовими силами. Прикладом таких сил можуть 

слугувати сили гравітації та інерції. Ці сили позначаються через ibb  (сила, 
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що віднесена до одиниці маси) або ipp  (сила, що віднесена до одиниці 

об’єму). Між совою вони зв’язані співвідношенням, що включає густину 

 ii pb   або pb  . 

 А.2.4. Поверхневі сили. Сили, що діють на елемент поверхні 

середовища, граничної або внутрішньої, називаються поверхневими силами. 

Вони позначаються через iff  (сила, що віднесена до одиниці площі). Сили 

контактної взаємодії між тілами теж відносяться до типу поверхневих сил. 

 А.2.5. Принцип напруження Коші. Нехай на матеріальний континуум 

довільним об’ємом V  діють поверхневі if  і масові ib  сили. Матеріал всередині V , 

обмеженого поверхнею S , взаємодіє з матеріалом поза цим об’ємом. Візьмемо in  

у якості одиничного вектору зовнішньої нормалі в точці P  до малої площадки S  

поверхні S  і позначимо через if  результуючу силу, що діє через площадку S  

на матеріал всередині V  зі сторони зовнішнього середовища. Причому розподіл 

сили на S  є  не обов’язково однорідним. У загальному випадку цей розподіл 

еквівалентний силі if  і моменту сили iM , що прикладені в точці P . Принцип 

напруження Коші стверджує, що відношення Sfi   прямує до певної границі 

dSdfi , коли S  стягується в точку P , в той час як момент сили iM  відносно 

точки P  прямує до нуля. 

 А.2.6. Вектор напруження. Вектор напруження визначається як 

результуючий вектор dSdfi  

 
 

dS

df

S

f
t ii

S
i 






 0
limn

 або 
 

dS

d

SS

ff
t

n 





 0
lim . 

 Позначення  n
it  або 

 n
t  використовуються для того, щоб підкреслити 

той факт, що вектор напруження в даній точці P  суцільного середовища, 

очевидно, залежить від орієнтації обраного елемента поверхні S , яка 

задається одиничним вектором нормалі in  або n . 

 А.2.7. Напружений стан в точці. Принцип напруження Коші ставить у 

відповідність вектор напруження  n
it  для будь-якої довільної точки P  

суцільного середовища кожному одиничному вектору нормалі in , який 

визначає орієнтацію нескінченно малого елемента поверхні, що містить точку 

P . Сукупність усіх можливих пар таких векторів  n
it  і in  в точці P  визначає 

напружений стан у цій точці. Для того, щоб повністю описати напружений в 

даній точці, немає необхідності вказувати всі пари можливих векторів 

напруження і нормалі. Це можна зробити, задаючи вектори напружень на 

трьох взаємно перпендикулярних площадках у точці P . 
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 А.2.8. Тензор напруження. Кожний з трьох векторів напруження на 

площадках, паралельних координатним площинам, можна виразити через 

декартові компоненти: 

 
         

jjtttt eeeet
eeeee 11111

332211  , 

 
         

jjtttt eeeet
eeeee 22222

332211  , 

 
         

jjtttt eeeet
eeeee 33333

332211  . 

 Дев’ять компонент векторів напружень 

 
 

ijj
it 

e
 

є компонентами декартового тензора другого рангу, який називається 

тензором напруження. 

 Тензор напруження можна записати в символьній формі σ̂ , так що його 

розгорнуте представлення (покомпонентне і матричне) будуть мати такий 

вигляд 

 
























333231

232221

131211

σ̂  або  
























333231

232221

131211

ij . 

А.2.9. Нормальні і дотичні напруження. Компоненти 332211 ,,  , 

тензора напруження σ̂ , що відповідають перпендикулярним до вказаних 

площин силам, називаються нормальними напруженнями. Компоненти 

323123211312 ,,,,,  , що діють у дотичних площинах, називаються 

дотичними напруженнями або напруженнями зсуву. 

 А.2.10. Зв'язок між тензором напруження і вектором напруження 

встановлюється співвідношенням вигляду 

 
 

jiji nt n
,  або 

 
σnt

n ˆ . 

 Це співвідношення можна також представити в матричній формі 

 
     kjkj nt  11
n

, 

або в розгорнутому вигляді 

         
























333231

232221

131211

321321 nnnttt nnn . 

 А.2.11. Рівновага сил і моментів. Для рівноваги довільного об’єму V  

суцільного середовища під дією системи поверхневих сил  n
it  і масових сил 

ib  (включаючи інерційні) треба, щоб результуючі сила і момент, які діють на 
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цей об’єм, були рівними нулю. Підсумовування поверхневих і масових сил 

призводить до інтегрального співвідношення 

   0 
S V

ii dVbdSt n , або   0 
S V

dVdS bt
n . 

 Замінюючи тут  n
it  на jjin  і переходячи від інтегралу по поверхні до 

інтегралу по об’єму за допомогою теореми Гауса-Остроградського (А.1.49), 

приводимо рівняння до вигляду 

   0, 
V

ijji dVb , або   0ˆ 
V

dVbσ . 

 Оскільки об’єм V  довільний, підінтегральний вираз у попередній 

формулі повинен обернутися в нуль, так що можна записати рівняння 

 0,  ijji b , або 0ˆ  bσ , 

що називаються рівняннями рівноваги. 

 А.2.12. Симетрія тензора напруження. За умови відсутності 

розподілених моментів (поверхневих і масових пар) для рівноваги моментів 

відносно початку відліку потребується, щоб 

   0 
S V

kjijkkjijk dVbxdStx n  або , 

де jx  – радіус-вектор елемента поверхні або об’єму. 

 Використавши підстановку 
 

jjii nt n
 і застосовуючи теорему Гауса-

Остроградського і використовуючи рівняння рівноваги, після об’єднання 

інтегралів в останньому виразі, приходимо до рівняння 

 0
V

jkijk dV , або 0ˆ 
V

vdVσ . 

 Завдяки довільності об’єму V  із 0ˆ 
V

vdVσ  витікає, що 

 0 jkijk , або 0ˆ vσ . 

 Остання формула містить у собі рівності 322331132112 ,,   або 

 jiij  , 

що свідчить про те, що тензор напружень симетричний. 

 Враховучи симетрію ij , рівняння рівноваги можна переписати у 

вигляді 

 0,  ijij b . 

 А.2.13. Закони перетворення тензорів напруження.  Згідно з закони 

перетворення декартових тензорів першого рангу (А.1.32), компоненти 

     0 
S V

dVdS bxtx
n
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вектору напруження  n
it , віднесені до осей системи координат без штрихів, 

зв’язані з компонентами  n
it   в системі координат зі штрихами формулою 

 
   nn

iiji tct   або    nn
tct  ˆ . 

 Подібним чином за правилом перетворення (А.1.32) для декартових 

тензорів другого рангу компоненти тензора напружень у двох системах 

пов’язані таким співвідношенням 

 pqjqipij cc   або ccσcσ ˆˆˆˆ  . 

 В матричній формі перетворення вектору напруження записується у 

вигляді 

 
       nn

11 iiji tct  , 

а перетворення тензора напружень – у вигляді 

      qjpqipij cc  . 

 А.2.14. Поверхні напруження Коші. Нехай в точці P  суцільного 

середовища тензор напружень має компоненти ij , що віднесені до 

напрямків, паралельним локальним декартовим осям 321 P . Рівняння  

 
2kjiij    (k – стала) 

представляє геометрично подібні поверхні другого порядку (квадрики), що 

мають спільний центр у точці P . Вибір знаку плюс або мінус забезпечує те, 

що поверхні будуть дійсними. 

 Розглянемо вектор напруження  n
it  на площадці з одиничною нормаллю 

in . Радіус-вектор r , що має напрям n  до довільної точки поверхні, має 

компоненти iii rnn  r . У точці P  нормальна складова iNn  вектору 

напруження  n
it  має величину 

    
jiijiiN nnnt  nt

nn . 

 Геометричне місце точок 22 const krN  , тобто поверхня 

 
22 krnn Njiij   

називається поверхнею напружень Коші (або квадрикою Коші). Із цього 

визначення витікає, що величина N  є нормальною компонентою напруження 

на площадці dS , перпендикулярна радіусу-вектору r  в точці P , і обернено 

пропорційна квадрату відстані вздовж r  від точки P  до поверхні напружень 

Коші, тобто 22 rkN  . Крім того, можна показати, що вектор напруження 
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 n
it , що діє на такій площадці dS , паралельний нормалі до площини, яка є 

дотичною до поверхні напружень Коші в точці, радіус-вектор якої є r . 

 А.2.16. Головні напруження. Інваріанти тензора напружень. 

Еліпсоїд напружень. Для головного напрямку має місце рівність 

 
 

ji nt n
 або  

nt
n  , 

де   – величина вектору напруження, яка називається головним 

напруженням. 

 Використовуючи тотожності jiji nn   і jiij  , приходимо до 

рівняння 

   0 jijij n  або   0ˆ  nIσ . 

 Три рівняння містять чотири невідомих, а саме три направляючих 

косинуси in  і величину головного напруження  . 

Для того щоб система рівнянь мала, окрім 0in , ще і нетривіальний 

розв’язок, її детермінант із коефіцієнтів  ijij  повинен дорівнювати нулю, 

тобто 

 0 ijij , 

яке після розкриття приводить до кубічного рівняння вигляду 

 0IIIIII 23   , 

де  σ̂trI  ii ,  ijijjjii 
2

1
II ,  σ̂detIII  ij  називаються 

відповідно першим, другим і третім інваріантами тензора напруження. 

 Три корені кубічного рівняння      321 ,,   є значеннями трьох головних 

напружень. Кожному головному напруженню  k  відповідає головна вісь, для 

якої направляючі косинуси  k
in  знаходяться із розв’язків рівнянь 

      0 k
jijkij n , або       3,2,1   0ˆ  kk

k nIσ . 

 Для позначення головних напружень також використовуються римські 

цифри для того, щоб показати, що головні напруження упорядковані, тобто 

IIIIII  . 

 У просторі головних напружень, де осі координат співпадають з 

головними осями тензора напруження, а одиницями вимірювання координат 

слугують величини       nnn
321 ,, ttt , довільний вектор напруження  n

it  має 

компоненти 

 
 

  111 nt n
, 

 
  222 nt n

, 
 

  333 nt n
. 
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 Але оскільки       1
2

3

2

2

2

1  nnn  для кожного одиничного вектору 

,in  то вектор  n
it  у просторі головних напружень задовольняє рівнянню 

 
  
  

  
  

  
  

1
2

3

2

3

2

2

2

2

2

1

2

1 








nnn ttt
, 

яке і називається рівнянням еліпсоїда, відомого під назвою еліпсоїд 

напруження Ламе. 

 А.2.17. Максимальне і мінімальне дотичне напруження. Розкладемо 

вектор напруження  n
it  на ортогональні компоненти – нормальну N  і 

дотичну   до елемента поверхні dS , на якому він діє. Величину нормальної 

компоненти можна визначити по формулі  
iiN nt n , а квадрат величини 

дотичної компоненти   (напруження зсуву S ) отримується як різниця 
    222

NiiS tt 
nn . 

Квадрат величини дотичного напруження як функції направляючих 

косинусів in  і головних напружень можна представити у вигляді 

 22
3III

2
2II

2
1I

2
3

2
III

2
2

2
II

2
1

2
I

2 nnnnnnS  . 

 Максимальне і мінімальне значення S  можна отримати методом 

множників Лагранжа. Процедура полягає в побудові функції 

 iiS nnF  2 , 

де   – скаляр, який називається множником Лагранжа. 

 Останнє рівняння представляє функцію направляючих косинусів in , так 

що умова екстремуму (максимуму або мінімуму) величини F  має вигляд 

0 inF . 

 Розв’язуючи ці рівняння знаходимо, що мінімальні дотичні напруження 

дорівнюють 0S , а максимальні  

  2,21   ,21   ,0 IIIII321  Snnn ; 

  2,21   ,0   ,21 IIII321  Snnn ; 

  2,0   ,21   ,21 III321  Snnn . 

Таким чином, із отриманих даних витікає, що максимальна компонента 

дотичного напруження діє в площині, яка ділить навпіл прямий кут між 

напрямками максимального і мінімального головних напружень. 

А.2.18. Круги Мора для напруження. Побудова кругів Мора на 

площині напружень, де вісь N  є віссю абсцис, а вісь S  – віссю ординат 

(рис. А.2), базується на таких рівняннях   
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  IIIIIII

2

IIIII2

1



 SNNn ,      (А.1) 

  
    

  IIIIIIII

2

IIII2

2



 SNNn ,      (А.2) 

  
    

  IIIIIIIII

2

III2

3



 SNNn .      (А.3) 

 Оскільки із IIIIII   витікає, що 0III   і 0IIII  , а 

величина  21n  невід’ємна, то чисельник у правій частині (А.1) задовольняє 

співвідношенню 

      0
2

IIIII  SNN , 

яке в площині напружень  SN  ,  представляє точки, що лежать поза кругом 

        2IIIII

22

IIIII 22  SN  

і на його границі. На рис. А.2 цей круг позначено літерою 1C . 

 
Рис. А.2. Круги Мора 

 

 Точно так само із IIIIII   витікає, що 0IIIII   і 0III  . 

Крім того, величина  22n  невід’ємна. Тоді в формулі (А.2) чисельник у правій 

частині задовольняє нерівності 

      0
2

IIII  SNN , 

яка представляє точки всередині круга 

        2IIII

22

IIII 22  SN , 

позначеного на рис. А.2 літерою 2C , і на його границі. 

 На кінець, із IIIIII   видно, що 0IIII   і 0IIIII  , а 

величина  23n  невід’ємна,  тому із формули (А.3) витікає нерівність 

      0
2

III  SNN , 
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яка представляє точки поза кругом 

        2III

22

III 22  SN , 

позначеного на рис. А.2 літерою 3C , і на його границі. 

 Кожна «точка напруження» (пара величин N  і S ) на площині 

напружень  SN  ,  відповідає вектору напруження  n
it , а напружений стан у 

точці P , описаний формулами (2.58), можна представити на рис. А.2 

затіненою областю, яка обмежена кругами Мора для напруження. Ця 

побудова підтверджує, що максимальне напруження зсуву дорівнює 

  2IIII  , як було встановлено в п. А.2.17. 

 Зв'язок між діаграмою напруження Мора і фізичним напруженим станом 

може бути встановлений за допомогою рис. А.3, на якому зображено перший 

октант сфери з центром у точці P  суцільного середовища. 

 
Рис. А.3. Зв'язок між діаграмою напруження Мора і фізичним напруженим 

станом 

 

А.2.19. Плоский напружений стан. Коли одне і тільки одне із головних 

напружень дорівнює нулю, говорять, що існує плоский напружений стан. 

Якщо головні напруження неупорядковані і в якості нульового головного 

напруження взято напрямок 3x , то плоский напружений стан має тільки 

компоненти в площинах, паралельних площинам 21xx . За умови довільного 

вибору орієнтації ортогональних осей 1x  і 2x  матриця напружень маж вигляд 
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А.2.20. Девіатор і кульовий тензор напруження. Тензор напруження 

ij  можна розкласти на два тензори, один з яких називається кульовим 

тензором або тензором гідростатичних напружень і має вигляд 

























M

M

M

MM

00

00

00

ˆ Iσ , 

де 
3

kk
M p


  – середнє значення нормального напруження, Па. 

 Другий тензор, на який можна розкласти ij , називається девіатором 

напруження і має вигляд 

 









































332331

232221

131211

333231

232221

131211

ˆ

sss

sss

sss

M

M

M

Dσ . 

 Розглянуте розкладання тензора напруження ij  записується 

формулами 

 ij
kk

ijij s



3

 або DM σIσ ˆˆ  . 

 Головні осі девіатора ijs  співпадають з головними осями тензора ij . 

Таким чином, головні значення девіатора напружень дорівнює 

     Mkks  . 

 Характеристичне рівняння для девіатора напруження так само, як і 

характеристичне рівняння (див. А.2.16) для тензора напруження, представляє 

собою кубічне рівняння вигляду  

 0IIIII ˆˆ
3   DD

ss  або   0IIIIIIIIIIIIIIIIII
3  sssssssssss . 

 Легко показати, що перший інваріант девіатора напружень тотожно 

дорівнює нулю, що і пояснює його відсутність у попередньому рівнянні. 

 А.3. Деформований стан 

А.3.1. Частинки  і точки. Термін «точка» використовується виключно 

для позначення місця в нерухомому просторі. Термін «частинка» означає 

малий елемент об’єму (або матеріальну точку) суцільного середовища. 

Тобто, точка є місце в просторі, а частинка – мала частина матеріального 

континууму. 

 А.3.2. Конфігурація суцільного середовища. Якщо в певній системі 

координат вказано відповідність частинок деякого об’єму суцільного 

середовища і точок простору, які вони займають в момент часу t , то говорять, 

що в цей момент часу задана конфігурація суцільного середовища. 
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 А.3.3. Деформація і течія. Термін деформація відноситься до зміни 

форми континууму від деякої початкової (недеформованої) конфігурації до 

поточної (деформованої конфігурації). Під час вивчення деформації 

враховується тільки початкова і кінцева конфігурації. Проміжному стану, або 

послідовності конфігурацій, за якими відбувається деформація, увага не 

приділяється.  

У протилежність цьому термін течія використовується для позначення 

неперервного стану руху континууму. Насправді, вивчення історії 

конфігурацій є невід’ємною частиною дослідження течії, для якої задано 

змінне у часі поле швидкості. 

А.3.4. Радіус-вектор. У початковому стані характерна частинка 

середовища займає точку 0P  простору і має радіус-вектор 

KKXXXX iiiiX  332211  

відносно ортогональних декартових координат 321 XXOX . 

 Тут у якості індексів підсумовування використані великі літери, і вони 

застосовуються для того, щоб особливо підкреслити зв'язок деяких виразів з 

системою координат простору початкового стану  321 ,, XXX , які 

називаються матеріальними координатами. 

 У деформованому стані частинка, яка спочатку була в точці 0P  займе 

положення P  і буде мати відносно ортогональних декартових координат 

321 xxox  радіус-вектор 

 iixxxx eeeex  332211 . 

 Тут у якості нижніх індексів використані малі букви, щоб вказати на 

зв'язок з координатами  321 ,, xxx , які дають поточне положення частинки і 

називаються просторовими координатами. 

 А.3.5. Вектор переміщення. Вектор u , що з’єднує точки 0P  і P  

(відповідно початкове і кінцеве положення частинки), називається вектором 

переміщення, який можна записати у вигляді 

 kku eu   або KKU iU  , 

де компоненти KU  і ku  зв’язані через направляючі косинуси kKc . Згідно до 

закону перетворення декартових тензорів (див. А.1.32), одиничний вектор ke  

виражається через матеріальні базисні вектори Ki  таким чином 

 KkKk c ie  . 

 Після підстановки в рівняння для переміщення, отримуємо 

   Uiiu  KKKkKk Ucu , 

звідки 

 kkKK ucU  . 
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 Якщо вектор b  слугує для визначення положення початку координат o  

відносно точки O . Тоді очевидно, що вектор переміщення 

 Xxbu  . 

 В механіці суцільного середовища є можливість сумістити системи 

координат 321 XXOX  і 321 xxox . Тоді 0b , а вираз для u  приймає вигляд 

 Xxu  . 

 В декартових компонентах ця рівність у загальному випадку виглядає так 

 KkKkk Xcxu  . 

 Однак для суміщених осей тріедри одиничних базисних векторів обох 

систем однакові, а це веде до того, що направляючі косинуси kKc  

перетворюється в дельти Кронекера. Внаслідок цього останній вираз 

спрощується і зводиться до вигляду 

 kkk Xxu  . 

 А.3.6. Лагранжевий і ейлерів опис руху. Якщо в деякому об’ємі 

суцільного середовища відбувається деформація (або течія), то його частинки 

рухаються вздовж різних шляхів у просторі. Такий рух можна описати 

рівняннями вигляду 

    txtXXXxx iii ,,,, 321 X  або   t,Xxx  ,    (А.4) 

які дають положення частинки ix  в її поточний момент, яка займала в момент 

0t  точку  331 ,, XXX . Таким чином, (А.4) можна тлумачити як 

встановлення відповідності між точками початкової конфігурації і їх 

положенням в поточному стані. Припускається, що така відповідність взаємно 

однозначна і неперервна з неперервними частинними похідними будь-якого 

порядку. Такий спосіб описання руху або деформації, виражений формулою 

(А.4), називається лагранжевим. 

 З іншого боку, якщо рух або деформація задаються рівнянням вигляду 

    tXtxxxXX iii ,,,, 321 x   або   t,xXX  ,    (А.5) 

у яких незалежними змінними є координати ix  і час t , спосіб описання 

називається ейлеревим. Цей опис можна розглядати як такий, який дає 

можливість прослідкувати до початкового положення частинки, яка зараз 

займає положення  321 ,, xxx . Якщо (А.5) дає неперервну взаємно однозначну 

відповідність з частинними похідними, як це було припущено для (А.4), то ці 

дві відповідності представлені єдиною парою взаємно обернених функцій. 

Необхідною і достатньою умовою існування оберненої функції є відмінність 

від нуля значення якобіана 
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j
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X

x
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 . 

 Наприклад, нехай лагражевий опис руху представлено рівняннями 

  1211  teXXx , 

   212 1 XeXx t   , 

 33 Xx   

має взаємно обернене ейлереве формулювання 
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1

1 21
2 , 

 33 xX  . 

 А.3.7. Градієнти деформації. Градієнти переміщення. Частинне 

диференціювання (А.4) по jX  призводить до тензору 
j

i

X

x




, який називається 

матеріальним градієнтом деформації. У символічних позначеннях 
j

i

X

x




 

представляється тензором другого рангу 

 3

3

2

2

1

1

ˆ e
x

e
x

e
x

xF
XXX 















, 

де i

j

i

j XX
ei












 – матеріальні і просторові осі припускаються 

суміщеними. 

Частинне диференціювання (А.5) по jx  призводить до тензору 
j

i

x

X




, 

який називається просторовим градієнтом деформації. Цей тензор є 

діадиком вигляду 

 3

3

2

2

1

1

ˆ e
X

e
X

e
X

XH
xxx 















. 

 Матеріальний і просторовий тензори деформації пов’язані між собою 

правилом частинного диференціювання 
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 Частинне диференціювання вектору переміщення iu  по координатах 

призводить або до матеріального градієнту переміщення 
j

i

X

u




, або до 

просторового градієнту переміщення 
j

i

x

u




. За допомогою формули 

kkk Xxu  , яка представляє iu  через різницю координат, ці тензори 

виражаються через градієнти деформації лагранжевих або матеріальних 

змінних 

 ij

j

i

j

i

X

x

X

u










 або IFuJ ˆˆˆ 


 

і в елеревих або просторових змінних 

 
j

i
ij

j

i

x

X

x

u









 або HIuK ˆˆˆ 


. 

 А.3.8. Тензори деформацій. Тензори скінченних деформацій. На  

рис. А.4 початкова (недеформована) і кінцева (деформована) конфігурації 

віднесені до суміщених ортогональних декартових вісей координат 321 XXOX  

і 321 xxox . Сусідні частинки, що знаходидись у точках 0P  і 0Q  до деформації, 

переміщуються в точки P  і Q  деформованої конфігурації. 

 
Рис. А.4. До визначення тензорів деформації 

 

 Квадратом нескінченно малої відстані між 0P  і 0Q  є 

   jiijii dXdXdXdXdddX  XX
2

.     (А.6) 

 Відповідно до (А. 5), диференціал відстані idX , очевидно, дорівнює 

 j

j

i
i dx

x

X
dX




  або xHX dd ˆ , 

так що квадрат довжини  2dX  можна написати у вигляді 
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  jiijji

j

k

i

k dxdxCdxdx
x

X

x

X
dX 










2
, або   xCx dddX  ˆ2

,  (А.7) 

де тензор другого рангу 

 
j

k

i

k
ij

x

X

x

X
C








  або HHC ˆˆˆ  c , 

називається тензором деформацій Коші. 

 У деформованій конфігурації квадрат нескінченно малої відстані між P  

і Q  дорівнює 

   jiijii dxdxdxdxdddx  xx
2

.      (А.8) 

 Згідно з (А.4) диференціал відстані має вигляд 

 j

j

i
i dX

X

x
dx




  або XFx dd  ˆ , 

оскільки квадрат довжини  2dx  може бути записаний таким чином 

   jiijji

j

k

i

k dXdXGdXdX
X

x

X

x
dx 










2
 або   XGX dddx  ˆ2

, (А.9) 

де тензор другого рангу 
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k
ij

X
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X
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  або FFG ˆˆˆ  c , 

називається тензором деформацій Гріна. 

Різниця    22
dXdx   для двох сусідніх частинок суцільного середовища 

використовується як міра деформації деякого околу цих частинок між 

початковим і кінцевим станом. Якщо ці різниця тотожно рівна нулю для всіх 

сусідніх частинок, то говорять, що має місце абсолютно жорстке 

переміщення (переміщення суцільного середовища як абсолютно жорсткого 

тіла). Використовуючи (А.9) і (А.6), цю різницю можна представити у вигляді 

    jiijjiij

j

k

i

k dXdXLdXdX
X

x

X

x
dXdx 2

22
























 , 

або       XLXXIFFX dddddXdx Gc  ˆ2ˆˆˆ22
,   (А.10) 

де тензор другого рангу 

 






















 ij

j

k

i

k
ij

X

x

X

x
L

2

1
 або  IFFL ˆˆˆ

2

1ˆ  cG ,    (А.11) 

називається лагранжевим тензором скінченних деформацій або тензором 

скінченних деформацій Гріна. 

 Використовуючи (А.8) і (А.7), різницю    22
dXdx   можна представити 

у вигляді 
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 або       xExxHHIx dddddXdx Ac  ˆ2ˆˆˆ22
,   (А.12) 

де тензор другого рангу 
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2

1
 або  HHIE ˆˆˆ

2

1ˆ  cA ,    (А.13) 

називається ейлеревим тензором скінченних деформацій або тензором 

скінченних деформацій Альмансі. 

 Особливо корисна така форма лагранжевого і ейлеревого тензорів 

скінченних деформацій, коли ці тензори представлені у вигляді функцій 

градієнта переміщення Ĵ




j

i

X

x
 

 

































j

k

i

k

i

j

j

i
ij

X

u

X

u

X

u

X

u
L

2

1
 або  JJJJL ˆˆˆˆ
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1ˆ  ccG .  (А.14) 

 Так само можна перетворити ейлерів тензор з використанням K̂
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 або  KKKKE ˆˆˆˆ

2

1ˆ  ccA .  (А.15) 

 А.3.9. Теорія малих деформацій у механіці суцільних середовищ 

відповідно базується на припущенні малості градієнтів переміщення 

порівняно з одиницею. Основною мірою деформації слугує різниця 

   22
dXdx  , яку можна виразити через градієнти переміщення, підставляючи 

(А.14) і (А.15) в (А.10) і (А.12), відповідно. Якщо градієнти переміщення малі 

величини, то тензори деформацій в (А.10) і (А.12) зводяться до тензорів 

нескінченно малих деформацій, а результуючі співвідношення представляють 

малі деформації. 

 А.3.10. Тензори нескінченно малих деформацій. Якщо компоненти 

градієнта переміщення 
j

i

X

u




 є малими порівняно з одиницею, то і їх добутки, 

що є нелінійними членами в (А.14), є нехтовно малими величинами і ними 

можна знехтувати. В результаті отримуємо лінійний лагранжевий тензор 

нескінченно малих деформацій 
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 Аналогічно, якщо 1




j

i

x

u
, то нелінійним членом 
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 в (А.15) 

також можна знехтувати і отримати лінійний ейлерів тензор нескінченно 

малих деформацій 
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. 

 За умови малих переміщень та їх градієнтів різниця між матеріальними 

та просторовими координатами частинки середовища стає нехтовно малою. 

Компоненти матеріального градієнта 
j

i

X

u




 і компоненти просторового 

градієнта 
j

i

x

u




 стають майже однаковими, тому ейлерів та лагранжевий 

тензори нескінченно малих деформацій приймаються рівними між собою. 

Таким чином можна записати такі рівності 

 ijijl   або EL ˆˆ  . 

 А.3.11. Відносне переміщення. На рис. А.5 переміщення двох сусідніх 

частинок зображені векторами  0P
iu  і  0Q

iu . Вектор 

    00 P
i

Q
ii uudu   або 

   00 PQ
d uuu  , 

називається вектором відносного переміщення частинки, що розташована 

спочатку у точці 0Q , відносно частинки, яка займала положення 0P . 

Припустимо, що для поля переміщення виконані умови неперервності: тоді 
 0Q
iu  можна розкласти в ряд Тейлора в околі точки 0P . Нехтуючи в цьому 

розкладанні членами більш високого порядку, для вектору відносного 

переміщення отримуємо 

 j

Pj

i
i dX

X

u
du

0


















  або   Xuu dd P 

0


. 

Ці похідні є компонентами матеріального градієнту переміщення і 

представляють лагранжеву форму вектора відносного переміщення. 

Корисно також визначити вектор відносного переміщення, що віднесений 

до одиниці довжини відрізка, що розглядається, 
dX

dui , де  dX  – модуль 

нескінченно малої відстані вектору відстані idX . Відповідно до цього, якщо 

i  – одиничний вектор напрямку idX , так що dXdX ii  , то 

 j

j

ij

j

ii

X

u

dX

X

X

u

dX

du












  або νJνu

u
 ˆ



dX

d
, 
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де 


uĴ . 

 
Рис. А.5. До визначення вектору відносного переміщення 

 

 У разі ейлеревого підходу маємо для вектору відносного переміщення   

j

j

i
i dx

x

u
du




  або xKxuu ddd 


, 

а для вектору відносного переміщення, що відноситься до одиниці довжини 

 j

j

ij

j

ii

x

u

dx

x

x

u

dx

du












  або μKμu

u
 ˆ



dx

d
. 

 А.3.12. Тензор лінійного повороту. Вектор повороту. Оскільки 

матеріальний градієнт переміщення 
j

i

dX

du
 можна єдиним чином розкласти на 

симетричну і антисиметричну частини, то вектор відносного переміщення idu  

можна записати у вигляді 
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i
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або     Xuuuuu dd 
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1
. 

Перший член у квадратних дужках попередньої формули є лагранжевий 

тензор лінійної деформації ijl . Другий член називається лагранжевим 

тензором лінійного повороту і позначається 
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ij

X

u

X

u
W

2

1
 або  uuW 



2

1ˆ . 

Якщо тензор деформації ijl  тотожно рівний нулю в околі точки 0P , то 

відносне переміщення околу цієї точки буде нескінченно малим поворотом 

твердого тіла. Цей нескінченно малий поворот можна представити 

лагранжевим вектором лінійного повороту 
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kjijki Ww 
2

1
 або uw 



2

1
. 

Тоді відповідне відносне переміщення через iw  запишеться таким чином 

kjijki dXwdu   або Xwu dd  . 

Розкладання ейлеревого градієнта переміщення 
j

i

x

u




 дає 

j

i

j

j

i

i

j

j

i
i dx

x

u

x

u

x

u

x

u
du
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або     xuuuuu dd 
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Перший член у квадратних дужках є ейлеревим тензором лінійної 

деформації ij . Другий член є ейлерів тензор лінійного повороту 
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1
 або  uuΩ 



2

1ˆ . 

Остання формула визначає ейлерів вектор лінійного повороту 

kjijki 
2

1
 або uω 



2

1
. 

Тоді відносне переміщення виражається через i  наступним чином 

kjijki dxdu   або xωu dd  . 

А.3.13. Геометричний зміст тензорів лінійних деформацій. В теорії 

малих деформацій лагранжевий тензор скінченних деформацій ijL  у формулі 

(А.10) можна замінити лагранжевим тензором лінійних деформацій ijl , і тоді 

ця формула прийме вигляд 

       jiij dXdXldXdxdXdxdXdx 2
22

 , 

або     XLX dddXdx  ˆ2
22

. 

Для малих деформацій dXdx  , тому останню рівність  можна 

представити так 

jiij

ji
ij l

dX

dX

dX

dX
l

dX

dXdx



 або νLν 

 ˆ
dX

dXdx
.   (А.16) 

Ліва частина (А.16) характеризує зміну довжини нескінченно малого 

елементу, що відноситься до одиниці початкової довжини, і називається 

коефіцієнтом відносного подовження лінійного елементу, який у початковому 

стані мав направляючі косинуси 
dX

dXi . 
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Застосуємо формулу (А.16) до нескінченно малого лінійного елементу 

00QP , що розташований відносно локальних осей у точці 0P   і отримаємо 

коефіцієнт відносного подовження цього елементу. Оскільки в цьому випадку 

00QP  розташований вздовж осі 2X , 

031 
dX

dX

dX

dX
, 12 

dX

dX
, 

і тому відповідно до (А.16) 

 
2

2
22

X

u
l

dX

dXdx







. 

Отже, виявляється, що коефіцієнт відносного подовження елементу, 

який на початку був розташований вздовж напрямку 2X , дорівнює 

компоненті 22l . Точно так само для елементів, що у початковий момент 

лежали вздовж осей 1X  і 3X , по формулі (А.16) коефіцієнти відносного 

подовження дорівнюють 11l  і 33l , відповідно. Таким чином, діагональні члени 

тензора лінійних деформацій взагалі представляють собою коефіцієнти 

відносного подовження вздовж осей координат. 

 Фізична інтерпретація недіагональних членів ijl  базується на розгляді 

лінійних елементів, які спочатку лежать вздовж двох осей координат. Лінійні 

елементи 00QP  і 00MP , які спочатку знаходилися на осях 2X  і 3X , після 

деформації перетворюються відповідно у лінійні елементи PQ  і PM  в локальній 

системі координат з осями, паралельними вихідним, і початком у точці P . 

Спочатку прямий кут між лінійними елементами перетворюється на кут  . 

 Окрім того, якщо розглянути зміну прямого кута між цими елементами 

 223  і враховуючи те, що в лінійній теорії кут 23  є малою величиною, 

то можна записати 

   232323 2cos2sinsin l . 

 Отже, недіагональні члени тензора лінійних деформацій дорівнюють 

половині величини зміни кута між двома спочатку ортогональними лінійними 

елементами. Такі компоненти деформації деформаціями зсуву, а із-за 

множника 2 в останній формулі, ці компоненти тензора деформації 

дорівнюють половині звичайних «технічних» деформацій зсуву. 

 Міркування, що були проведені для виявлення фізичного змісту 

компонент ijl , в основному аналогічні тим, які можуть бути застосовані і для 

ейлерева тензора лінійних деформацій ij . Основна відмінність полягає у 

виборі лінійних елементів, які за умови ейлеревого підходу повинні бути 

направлені вздовж осей координат після факту деформації. Діагональні члени 

є коефіцієнтами відносного подовження, а недіагональні – деформаціями 



355 

 

зсуву. Для деформацій, коли ijij l , різниці між ейлеревими і лагранжевими 

системами відліку не існує. 

А.3.14. Коефіцієнт довжини. Інтерпретація скінченних деформацій. 

Важливою мірою деформації нескінченно малого лінійного елементу є 

відношення dXdx , відоме під назвою коефіцієнт довжини. Цю величину 

можна визначити як для точки 0P  в недеформованому стані, та і для точки P  в 

деформованому стані. Так, згідно (А.9) квадрат коефіцієнта довжини в точці 

0P  для лінійного елемента, взятого вздовж одиничного вектору dXdXm  , 

дається формулою 

 
dX

dX

dX

dX
G

dX

dx ji
ij

P








 2

2

0

m  або   mGmm  ˆ2
.   (А.17) 

Аналогічно, згідно (А.7) обернена велична квадрата коефіцієнта 

довжини для лінійного елемента в точці P , взятого вздовж одиничного 

вектору dxdxn  , дається формулою 

  dx

dx

dx

dx
C

dx

dX ji
ij
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2
1

0 n

 або 
 

nCn
n




ˆ1
2

.    (А.18) 

Для елемента, який спочатку розташований вздовж осі 2X , 2em  , і 

тому 031  dXdXdXdX , 12 dXdX , так що (А.17) набуває вигляду 

  2222
2 21

2
LG  e . 

 Такіж результати отримуються і для  
2

1e  і  
2

3e . 

 Для елемента, паралельного 2x  після деформації, формула (А.18) дає 

   2222
2 211

2
EC  e  

і аналогічні вирази для  
2

1
1 e  і  

2

3
1 e . 

 У загальному випадку  
2

2e  не дорівнює  
2

2e , оскільки елемент до 

деформації розташований вздовж осі 2X , не обов’язково буде після 

деформації спрямований вздовж осі 2x .  

 Поняття коефіцієнта довжини дає основу для інтерпретації тензорів 

скінченних деформацій. Так, зміна довжини, що припадає на одиницю 

початкової довжини (відносне подовження), визначається відношенням 

   11 


m
dX

dx

dX

dXdx
, 

а для елемента 00QP , розташованого вздовж осі 2X , відносне подовження 

складає 

     1211 222 2
 LL

e
. 
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 Відносні подовження  1L  і  3L  виражаються подібними рівностями 

через 11L  і 33L  відповідно. 

 Зміна кута між двома малими лінійними елементами характеризується 

величиною  223  і виражається через  2e
  і  3e

  таким чином 

 
    3322

2323
23

2121

22
sin

32
LL

LL







ee

. 

 Якщо деформації малі, то  останнє рівняння зводиться до 

  232323 2cos2sinsin l . 

 А.3.15. Тензори коефіцієнтів довжини. Тензор повороту.  

В тензорному численні існує так званий полярний розклад довільного 

неособливого тензора другого рангу. Він полягає у тому, що такий тензор 

можна представити добутком симетричного додатнього (з дадатніми 

головними компонентами) тензора другого рангу на тензор другого рангу з 

ортогональною матрицею. Якщо таке представлення застосувати до градієнта 

деформації F̂ , то в результаті отримаємо 

 kjikkjik

j

i
ij RTSR

X

x
F 




  або RTSRF ˆ ,    (А.19) 

де R̂  – ортогональний тензор повороту, а Ŝ  і T̂  – додатні симетричні тензори, 

які називаються правим і лівим тензорами коефіцієнта довжини, 

відповідно. 

 Інтерпретацію (А.19) неважко отримати, якщо скористатися 

  jjii dXXxdx  . Підставляючи сюди скалярні добутки, взяті із формули 

(А.19), отримуємо 

 jkjikjkjiki dXRTdXSRdx   або XRTXSRx ddd  .  (А.20) 

 За допомогою цих виразів для перетворення idX  в idx  фізично 

інтерпретувати це перетворення можна двояко. Відповідно до першої форми 

запису правої частини (А.20), це перетворення складається із розтягу  Ŝ  і 

потім повороту з наступним переносом як твердого тіла у точку P . За другої 

форми запису спочатку відбувається паралельний перенос як твердого тіла у 

точку P , потім поворот і, на кінець, розтяг  T̂ . Паралельний перенос не 

змінює, відповідно, компонент вектору відносно декартових осей iX  і ix . 

 А.3.16. Властивості перетворення тензорів деформацій. Всі тензори 

деформацій ijijijij lEL ,,,  є декартовими тензорами другого рангу. Відповідно 

до цього для сукупності повернутих осей iX  , які мають матрицю 
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перетворення  ijb  відносно сукупності локальний осей без штрихів iX  у точці 

0P , компоненти ijL  і ijl   виражаються формулами 

 pqjqipij LbbL   або cGG BLBL ˆˆˆˆ  , 

 pqjqipij lbbl   або cBLBL ˆˆˆˆ  . 

 Так само для повернутих осей ix , що мають матрицю перетворення  ija  

відносно осей без штрихів, компоненти ijE   і ij  мають вигляд 

 pqjqipij EaaE   або cAA AEAE ˆˆˆˆ  , 

 pqjqipij aa   або cAEAE ˆˆˆˆ  . 

 За аналогією з поверхнею напруження (див. А.2.14), можна ввести 

лагранжеву і ейлереву поверхні лінійних деформацій (квадрики 

деформацій) відносно локальних декартових координат i  і i  в точках 0P  і 

P  відповідно. Так, рівняння лагранжевої і ейлеревої поверхонь деформації 

мають вигляд 

 
2hl jiij   або 2ˆ h ηLη , 

 
2gjiij   або 2ˆ g ζEζ . 

 Існують дві наступні властивості лагранжевої (ейлеревої) поверхні 

лінійних деформацій. 

1. Коефіцієнт подовження вздовж деякого променю, віднесеного до 

початкової (поточної) довжини лінійного елемента, обернено 

пропорційний квадрату відстані від центра поверхні деформації 

 PP0  до точки на цій поверхні. 

2. Відносне переміщення сусідньої частинки, що розташована у точці 

 QQ0 , є паралельним нормалі до поверхні деформацій у точці її 

перетину  з лінією  PQQP 00 . 

Еліпсоїди деформації Коші. Матеріальний еліпмоїд деформацій 

визначається рівнянням 

  22
RdxdxCdX jiij   або   22 ˆ RdddX  xCx . 

Рівняння просторового еліпсоїду деформацій має такий вигляд 

  22
rdXdXGdx jiij   або   22 ˆ rdddx  xGx . 

А.3.17. Головні деформації. Інваріанти деформації. Об’ємне 

розширення. З фізичної точки зору головний напрям тензору деформацій – це 

такий, для якого орієнтація елемента у даній точці не змінюється при чистій 

деформації. Головне знаяення деформації є просто віднесене до одиниці 

довжини відносне переміщення (коефіцієнт відносного подовження) вздовж 

головного напряму. 



358 

 

 Для лагранжевого тензора деформацій ijl  вектор відносного 

переміщення на одиницю довжини даний формулою νJu
u

 ˆ
i

dX

d 
, яку 

можна записати так 

   jijij
i vWl

dX

du
  або   νWL

u
 ˆˆ

dX

d
. 

 Позначимо через  n
il  величину 

dX

dui  для лінійного елемента в напрямку 

одиничного вектору in . Для чистої деформації  0ijW  маємо 

 
 

jiji nll n
 або  

nLl
n  ˆ .       (А.21) 

 Якщо напрямок in  головний, а l  – відповідне головне значення тензора 

ijl , то 

 
 

jijii nlnll   n
 або  

nInl
n  ˆll .     (А.22) 

 Прирівнюючи праві частини (А.21) і (А.22), приходимо до 

співвідношення 

   0 jijij nll  або   0ˆˆ  nIL l ,      (А.23) 

яке разом з умовою 1iinn  на одиничні вектори in  дає необхідні рівняння для 

визначення головного значення деформації l  і направляючих косинусів in  

відповідного головного напряму. Нетривіальні розв’язки системи рівнянь 

(А.23) існують тільки тоді, коли визначник із коефіцієнтів дорівнює нулю, 

тобто 

 0 ll ijij  або 0ˆˆ  lIL ,       (А.24) 

що після розкриття визначника призводить до характеристичного рівняння 

для тензора ijl . Це кубічне рівняння вигляду 

0IIIIII LL
2

L
3  lll ,       (А.25) 

де 

  L̂trIL  iil ,  ijijjjii llll  21IIL , L̂detIIIL  ijl  –   (А.26) 

відповідно перший, другий і третій лагранжеві інваріанти деформації. 

Корені рівняння (А.25) є головними значеннями деформації й 

позначаються      321 ,, lll . Перший інваріант лагранжевого тензора деформацій 

є сумою головних деформацій 

     321LI llllii   

і має важливий фізичний зміст. 

 Коефіцієнт об’ємного розширення визначається за формулою 
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 В теорії малих деформацій це співвідношення у першому наближенні 

дає таку суму 

       L3210 I lllD . 

 Що стосується ейлеревого тензора деформацій ij  і відповідного 

вектору відносного переміщення  n
i , головні напрями і головні деформації 

     321 ,,   визначаються точно так само, як їх лагранжеві аналоги. Ейлереві 

інваріанти деформації виражаються так: 

     321EI  ,            133221EII  ,      321EIII  . 

 Для об’ємного розширення в ейлеревій системі відліку за малих 

деформацій отримуємо 

       E321 I



V

V
D . 

 А.3.18. Шаровий тензор і девіатор деформацій. Лагранжевий і ейлерів 

тензори лінійних деформацій можна розкласти на шарові тензори і девіатори 

тим самим способом, як це було виконано для тензора напруження. Якщо 

компоненти лагранжевого і ейлеревого девіаторів позначити через ijd  і ije  

відповідно, то шукані вирази будуть мати вигляд 

 3kkijijij ldl   або   3ˆtrˆˆˆ LILL  D , 

і 3kkijijij e   або   3ˆtrˆˆˆ EIEE  D . 

Перші інваріанти iid  і iie  девіаторів деформацій тотожно рівні нулю. 

Тому девіатори описують деформацію зсуву, для якої об’ємне розширення 

дорівнює нулю. 

А.3.19. Плоска деформація. Круги Мора для деформації. Коли одна і 

тільки одна із головних деформацій у точці суцільного середовища рівна 

нулю, говорять, що у цій точці існує стан плоскої деформації. Якщо в 

ейлеревому описанні (лагранжевий опис проводиться точно так само) за вісь 

3x  прийняти напрям нульової головної деформації, то плоска деформація 

відбувається у площинах, паралельних 21xx  і характеризуються тензором 

лінійних деформацій 























000

0

0

2212

1211

ij . 

Якщо 1x  і 2x  – теж головні напрями, то тензор деформацій приймає 

вигляд 
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Графічно стан плоскої деформації у точці описується кругами Мора для 

деформації точно так як і для кругів Мора поля напруження. При цьому 

тензор деформацій представляють у вигляді 
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ij . 

Тут ij  (для ji  ) – компоненти так званих «технічних деформацій» 

зсуву, які рівні подвійним тензорним компонентам деформацій зсуву. 

За аналогією з кругами Мора для плоских напружень типова діаграма 

для плоскої деформації приведена на рис. А.6. 

 
Рис. А.6. Круги Мора для плоскої деформації 

 

 Упорядковані головні деформації IIIIII ,,   позначені тими ж буквами 

на діаграмі (див. рис. А.6), а величини максимальних деформацій зсуву 

відповідають точкам D  і E . 

А.3.20. Рівняння сумісності для лінійних деформацій. Якщо 

компоненти деформації ij  задані у явному вигляді як функції координат, то 

шість незалежних рівнянь  
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j

i
ij

x

u

x

u

2

1
 

можна розглядати як систему шести рівнянь у частинних похідних для 

визначення трьох компонент перемішення iu . Система є перевизначеною і в 

загальному випадку не має розв’язку за умови довільного вибору компонент 

деформації ij . Значить, щоб існували однозначні і неперервні компоненти 

переміщення iu , на компоненти деформацій повинні бути накладені деякі 
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умови. Необхідні і достатні умови для існування такого поля переміщень 

виражаються такими рівняннями 

0

2222





















ki

jm

mj

ik

ji

km

mk

ij

xxxxxxxx
.     (А.27) 

У системі рівнянь (А.27) міститься вісімдесят одне рівняння, але тільки 

шість із них різні. Ці шість рівнянь, записані у розгорнутій індексній формі 

виглядають так: 
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     (А.28) 

або 

 0ˆ 


E . 

Рівняння сумісності можна записати і для компонент лагранжевого 

тензора лінійних деформацій внаслідок очевидної аналогії з елеревою 

інтерпретацією, що наведнна вище.  

 Для плоскої деформації, що відбувається у площинах, паралельних 21xx , 

шість рівнянь (А.28) зводяться до одного 
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, або 0ˆ 


E . 

 А.4. Рух і течія 

 А.4.1. Рух. Течія. Терміни рух і течія використовуються під час 

описання миттєвої і неперервної зміни конфігурації суцільного середовища. 

Іноді словом течія називають рух, що призводить до залишкової деформації, 

як, наприклад, в теорії пластичності. Однак під час вивчення рідин цей термін 

означає неперервний рух. Рух деякого об’єму суцільного середовища можна 
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виразити або в матеріальних координатах (лагранжеве представлення – 

система відліку) 

    txtXXXxx iii ,,,, 321 X  або  t,Xxx  ,    (А.29) 

або, розв’язуючи ці рівняння у просторових координатах (ейлереве 

представлення) 

    tXtxxxXX iii ,,,, 321 x  або  t,xXX  ,    (А.30) 

 Для існування обернених функцій (А.30) необхідно і достатньо, щоб 

якобіан 

 
j

i

X

x
J




  

був відмінний від нуля. З фізичної точки зору лагранжевий спосіб описання 

фіксує увагу на індивідуальних частинках континууму, в той час як за умови 

ейлеревого підходу цікавляться певною областю простору, яка зайнята 

суцільним середовищем. 

 А.4.2. Матеріальна похідна. Швидкість зміни у часі будь-якої 

властивості у індивідуальних частинках рухомого середовища називається 

матеріальною (або індивідуальною) похідною за часом від цієї величини.

 Матеріальну похідну (субстанціональну або повну похідну) можна 

представити собі як швидкість зміни розглядуваної величини за часом, яка 

була б виміряна спостерігачем, що рухається разом з індивідуальною 

частинкою. Миттєве положення частинки ix  саме є властивістю частинки. 

Матеріальна похідна за часом від положення частинки є її миттєва 

швидкість. Тому, приймаючи символ 
dt

d
, 









Dt

D
 або точку над літерою для 

позначення операції матеріального диференціювання, отримуємо визначенн 

вектора швидкості 

 i
i

i x
dt

dx
v   або x

x
v 

dt

d
.       (А.31) 

 Взагалі, якщо ijP  – будь-яка скалярна, векторна або тензорна 

властивість континууму, яку можна описати локальною функцією координат, і 

якщо в лагранжевому представленні 

  tPP ijij ,X  , 

то індивідуальна похідна за часом від цієї величини має вигляд 

 
 

t

tP

dt

dP ijij






,X
.        (А.32) 
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 Праву частину (А.32) іноді записують у формі 
 

X

X













t

tPij ,
, щоб 

підкреслити, що координати X  вважаються сталими, тобто під час 

обчислення похідної мають діло з одними й тими ж частинками. Якщо деяка 

властивість задана функцією ijP  у просторових координатах 

  tPP ijij ,x  , 

то обчислення матеріальної похідної призводить до виразу 

 
     

dt

dx

x

tP

t

tP

dt

tdP
k

k

ijijij











,,, xxx 
,     (А.33) 

де другий член у правій частині з’являється із-за того, що індивідуальні 

частинки змінюють своє місцезнаходження у просторі. Перший член у правій 

частині (А.33) характеризує швидкість зміни даної властивості у фіксованій 

точці простору і відповідно називається локальною швидкістю зміни 

(локальною складовою похідної). Цей член іноді записують у вигляді 

 

x

x













t

tPij ,
, щоб підкреслити, що x  вважається сталим під час цього 

диференціювання. Другий член у правій частині рівності (А.33) називається 

конвективною швидкістю зміни (конвективною складовою похідної), 

оскільки він виражає вклад, обумовлений рухом частинок у змінному полі 

даної властивості. 

Приймаючи до уваги (А.31), для індивідуальної похідної можна 

написати 

     

k

ij

k

ijij

x

tP
v

t

tP

dt

tdP











,,, xxx 
, 

що дає змогу ввести оператор матеріального диференціювання за часом 

 
k

k
x

v
tdt

d









  або 







v

tdt

d
, 

який використовується під час обчислення індивідуальних похідних від 

величин, записаних у просторових координатах. 

 А.4.3. Швидкість. Миттєве поле швидкості. Визначення поля 

швидкості дано формулою (А.31) у вигляді 
dt

dx
v i

i   (або dtdxv  ). Інше 

визначення того ж вектора можна отримати із вектора переміщення, 

відповідно до якого iii Xux   (або Xux  ). Тоді швидкість можна 

визначити так 

 
 

dt

du

dt

Xud

dt

dx
v iiii

i 


  або 
 

dt

d

dt

d

dt

d uXux
v 


 ,  (А.34) 
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оскільки X  не залежить від часу. 

 Якщо в (А.34) переміщення виражено у лагранжевих змінних 

 tuu ii ,X , то 

 
   

t
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dt

tdu
uv ii

ii





,, XX
  або 

   
t

t

dt

td






,, XuXu
uv  .  (А.35) 

Якщо, з іншого боку, переміщення задано у ейлеревій формі  tuu ii ,x , 

то 
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або    
   

   tt
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dt
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tt ,,
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,, xuxv

xuxu
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 .  (А.36) 

Формулою (А.36) швидкість задається у неявному вигляді, оскільки 

вона входить і як множник у другий член правої частини. Кажуть, що функції 

 tvv ii ,x  або  t,xvv   

представляють миттєве поле швидкості. 

А.4.4. Прискорення. Матеріальна похідна від швидкості за часом є 

прискорення. Якщо швидкість задана у лагранжевій формі (А.35), то 
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  або 
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Якщо ж швидкість виражена у ейлеревій формі (А.36), то 
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. 

А.4.5. Траєкторії. Лінії току. Усталений рух. Траєкторія – це лінія, по 

якій прямує частинка у процесі її руху або течії. Лінією току для поля 

швидкості в деякий момент часу називається крива, дотична до якої у будь-

якій точці співпадає за напрямком зі швидкістю у цій точці. Рух континууму 

називається усталеним (або стаціонарним), якщо поле швидкості не 

залежить від часу, так що 0




t

vi . Для усталеного руху лінії току і траєкторії 

співпадають. 

А.4.6. Швидкість деформації. Завихреність. Прирощення 

деформації. Просторовий градієнт миттєвого поля швидкості дає тензор 

градієнта швидкості 
j

i

x

v




 (або ijY ). Цей тензор можна розкласти на 

симетричну і антисиметричну частини таким чином 
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Симетричний тензор 
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називається тензором швидкості деформації. 

 Антисиметричний тензор 
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1ˆ , 

називається тензором завихреності або вихору. 

 Легко показати, що тензор швидкості деформації представляє собою 

матеріальну похідну за часом від ейлеревого тензора лінійних деформацій. 

Так, якщо у виразі 
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    (А.37) 

поміняти місцями операції диференціювання по координатах і часу, тобто 

замінити 
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, то рівність (А.37) прийме вигляд 
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.   (А.38) 

 Таким самим чином можна показати, що тензор вихору дорівнює 

матеріальній похідній за часом від ейлеревого тензора лінійного повороту. 

Цей результат виражається формулою 
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dt
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. 

 Рівність (А.38) можна переписати у вигляді 

 dtDd ijij   або dtd DE ˆˆ  .       (А.39) 

 Ліва частина (А.39) представляє собою компоненти тензора, які широко 

використовуються в теорії пластичності і які дістали назву прирощення 

деформації. 

 А.4.7. Фізична інтерпретація тензорів швидкості деформації і 

завихреності. На рис. А.7 швидкості сусідніх частинок, що знаходяться у 
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точках P  і Q  рухомого об’єму суцільного середовища, позначені відповідно 

iv   і .ii dvv   Таким чином, швидкість частинки Q  відносно точки P  рівна 

 j

j

i
i dx

x

v
dv




  або xvv dd 


,       

де частинні похідні обчислені в точці P . Цей вираз можна записати через ijD  

і ijV  

   jijiji dxVDdv   або   xVDv dd  ˆˆ .     (А.40) 

 
Рис. А.7. До пояснення фізичної інтерпретації тензорів швидкості деформації і завихреності 

 

Якщо тензор швидкості деформації тотожно рівний нулю  0ijD , то 

jiji dxVdv   або xVv dd  ˆ ,       (А.41) 

і рух в околі точки P  буде обертанням абсолютно твердого тіла. 

Поле швидкості називають безвихровим, якщо тензор завихреності 

обертається в нуль у всіх його точках. Асоційований з тензором завихреності 

вектор визначається співвідношенням 

jkijki vq ,  або vq 


,       (А.42) 

і називається вектором завихреності. Символічна форма запису (А.42) 

показує, що вектор завихреності отримується дією оператору ротор (rot або 

curl) на поле швидкості. Вектор, рівний половині вектора q , 

jkijkii vq ,
2

1

2

1
  або vqΩ 



2

1

2

1
, 

називається вектором вихору швидкості. Під час обертання абсолютно 

твердого тіла, як отримано в (А.41), відносна швидкість частинки, сусідньої з 

P  і, яка знаходиться від неї на відстані idx , дається формулою 

kjijki dxdv   або xΩv dd  . 

Компоненти тензора швидкості деформації мають такий фізичний зміст. 

Діагональні елементи ijD  – це швидкість відносного подовження відрізків, 
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що розташовані вздовж осей координат. Так, для чистої деформації із (А.40) 

витікає, що 

jiji dxDdv   або xDv dd  ˆ , 

а так швидкість зміни довжини лінійного елемента idx , що припадає на 

одиницю миттєвої довжини, є 

 
jij

j

ij
i

i vD
dx

dx
D

dx

dv
d v

 або 
 

vDd
v  ˆ , 

то швидкість подовження у напрямку одиничного вектору iv  рівна 

 
ijijii vvDvdd  v
 або vDv  ˆd . 

Недіагональні елементи ijD  характеризують швидкість зсуву і є мірою 

швидкості зміни прямих кутів між напрямами відрізків, що розташовані 

вздовж осей координат. 

Внаслідок того, що ijD  є симетричним тензором другого рангу, для 

нього існують такі поняття, як головні осі, головні значення, інваріанти, 

поверхня швидкості деформації і девіатор швидкості деформації. Окрім 

того, для компонент тензора швидкості деформації можна написати рівняння 

сумісності, аналогічні рівнянням, що отримано для тензора лінійних 

деформацій. 

А.4.8. Матеріальні похідні від елемента об’єму, елемента поверхні і 

лінійного елемента. Матеріальна похідна від елемента об’єму dV  

визначається співвідношенням 

  dV
x

v
dV

dt

d

i

i




  або   dVdV

dt

d
v


. 

Матеріальна похідна елемента поверхні обчислюється за формулою 

  j

i

j

i

i

i
j

i

j

i dS
x

v
dS

x

v
dX

x

X
J

dt

d
dS

dt

d






















 . 

Матеріальна похідна від квадрату довжини нескінченно малого 

лінійного елементу idx  обчислюється за формулою 

  jiij dxdxDdx
dt

d
22   або   xDx dddx

dt

d
 ˆ22 . 

А.4.9. Матеріальні похідні від інтегралу по об’єму, інтегралу по 

поверхні і лінійного інтегралу. Матеріальна похідна за часом від інтегралу 

по об’єму дорівнює 

 
 

   
S

pijp

V

ij

V

ij dStPvdV
dt

tdP
dVtP

dt

d
,

,
, *

*

*
x

x
x 


 . 
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Це співвідношення стверджує, що швидкість зміни деякої величини 

 tPij
*
  у частині суцільного середовища, який займає у даний момент об’єм ,V

дорівнює сумі змін цієї величини у всіх точках всередині V  плюс потік 

величини  tPij
*
  через поверхню S , яка обмежує об’єм V . 

Матеріальна похідна від інтегралу по поверхні обчислюється за 

формулою 

   
    



































S S

q

p

q

ijpij

q

qijij
dS

x

v
tQdStQ

x

v

dt

tdQ

dt

tdQ
,,

, **

*

xx
x




. 

Матеріальна похідна від лінійного інтегралу обчислюється за 

формулою 

    
   






C C

qij

q

p

p

ijij
dxtR

x

v
dx

dt

tRd

dt

tdR
,

,
*

*

x
x




. 

А.5. Основні закони механіки суцільного середовища 

А.5.1. Рівняння нерозривності у ейлеревій системі відліку 

  0
,



kkv

dt

d
 або   0


v

dt

d
, 

де   – густина, кг/м3; t  – час, с;   – оператор Гамільтона, м-1; v  або  

kv  – вектор швидкості, м/с. 

 Для нестисливого середовища, коли 0


dt

d
, рівняння нерозривності 

набуває вигляду 

 0, kkv  або 0 div v . 

 Лагранжева диференціальна форма рівняння нерозривності 

   0J
dt

d
, 

де J – якобіан переходу між системами відліку. 

 А.5.2. Теорема про зміну кількості руху – інтегральна форма 

   0, 
V

iijji dVvb   або   0ˆ 
V

dVvbσ 


, 

де σ̂  , jji,  – тензор напруження, Па; b , ib  – вектор масової сили, Н/кг; v ,  

iv  – похідна за часом від швидкості або прискорення, м/с2; V  – об’єм, м3. 

 А.5.3. Рівняння руху 

 iijji vb  ,  або vbσ 


 ˆ . 

 Коли відсутнє прискорення 0v , отримуємо рівняння рівноваги 
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 0,  ijji b  або 0ˆ  bσ


. 

 А.5.4. Теорема про зміну моменту кількості руху 

 
 
V

kjijk

V

kjijk

S

kjijk dVvx
dt

d
dVbxdStx n ,  

або        
VVS

dV
dt

d
dVdS vxbxtx

n , 

де x  – радіус-вектор елемента об’єму V , м; 
 

ppkk nt n
 – вектор напруження, 

Па; ijk  – тензор Леві-Чивіти. 

 А.5.5. Перший закон термодинаміки 

 Wqdu  , 

де u  – масова внутрішня енергія, Дж/кг; q  – масова теплота, Дж/кг;  

W – масова робота, яка здійснюється системою проти зовнішніх сил, Дж/кг. 

 А.5.6. Рівняння енергії 

  miiiijiij qqvbvu
v

dt

d

















 ,,

2 11

2
, або miiijij qqD

dt

du






 ,

11
, 

або σvvbqDσ ˆ
1ˆ:ˆ

1

2

2










mq
dt

duv

dt

d
,  

де u  – масова внутрішня енергія, Дж/кг; D̂  – симетрична складова тензора 

градієнта швидкості, с-1; Tkq  – густина теплового потоку, Вт/м2;  

k  – коефіцієнт теплопровідності, Вт/(мК); mq – масова густина потужності 

джерела теплоти немеханічної природи, Вт/м3. 

 Рівняння енергії виражене через консервативні і дисипативні 

напруження 

 
   

dt

q

dt

du
ij

D
ijij

C
ij








 

11
, 

де 
 C
ij  – тензор консервативних напружень, Па; 

 D
ij  – тензор дисипативних 

напружень, Па. 

 А.5.7. Другий закон термодинаміки 

    

T

q
ds

Re 
 , 

де s  – ентропія, Дж/(кгК); q  – масова теплота, Дж/кг; T – абсолютна 

температура, К; «» і «» – для зворотних і незворотних процесів, 

відповідно. 

 А.5.8. Нерівність Клаузіуса-Дюгема 
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S

ii

VV

dS
T

nq
edVsdV

dt

d
 або 0

1

,













i

i

T

q
e

dt

ds
, 

де e  – потужність локальних зовнішніх джерел ентропії, що віднесена до 

одиниці маси, Дж/(кгК). 

 А.5.9. Тотожність Гіббса 

  

dt

ds
T

dt

du
ij

C
ij 


 

1
, 

де ij – швидкість ейлеревої деформації, с-1. 

 А.5.10. Рівняння швидкості притоку ентропії для незворотних 

процесів 

 
 

ij
D

ij
Tdt

q

Tdt

ds






 

11
, 

де 
 

ij
D

ij    – дисипативна функція, Вт/м3. 

 А.6. Лінійна теорія пружності 

 А.6.1. Тензор лінійних деформацій 

  ijjiijij uul ,,
2

1
  або  uuLE 

2

1
, 

де ij , E  – ейлерів тензор нескінченно малих деформацій; ijl ,  

L  – лагранжевий тензор нескінченно малих деформацій; iu , u  – вектор 

переміщення, м. 

А.6.2. Узагальнений законом Гука 

 kmijkmij C   або Eσ :ˆˆ
4

C , 

де ij  – тензор напруження, Па; ijkmCC 
4

ˆ  – тензор пружних констант 

четвертого рангу, який має 81 компоненту, Па; km  – тензор лінійних 

деформацій. 

 Форма закону Гука з врахуванням симетрії тензорів ij  і ij  та зміною 

індексації 

 6,5,4,3,2,1,  ,  MKC MKMK , 

де KMC  – тензор другого рангу, який має 36 пружних констант, Па;  

M  – вектор деформації, що має 6 незалежних величин; K – вектор 

напруження, що має 6 незалежних величин, Па.  

 А.6.3. Квадратична форма 
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 kmijijkmCu 
2

1*
, або ijiju 

2

1*
, або εσ ˆ:ˆ

2

1* u , або MKKMCu 
2

1*
, 

де *u  – об’ємна густина енергії деформації, Дж/м3. 

 А.6.4. Закон Гука для ізотропного тіла, записаний через коефіцієнти Ламе 

  і   

 ijkkijij  2 , або   εεIσ ˆ2ˆtrˆˆ  , 

де    Iˆtr εkk  – перший інваріант тензора деформацій; Î  – одиничний 

тензор другого рангу; ij  – символ Кронекера. 

 Обернений закон Гука для тензора деформації 

 
  ijkkijij 









2

1

232
, або 

 
  σσIε ˆ

2

1
ˆtrˆ

232
ˆ







 , 

де    Iˆtr σkk  – перший інваріант тензора напружень. 

 Закон Гука для ізотропного тіла, записаний через модуль пружності E  

(Па) і коефіцієнт Пуасона   

 















 kkijijij

E

211
, або  















 εIεσ ˆtrˆ

21
ˆ

1
ˆ

E
, 

і в оберненій формі відносно тензора деформацій 

 kkijijij
EE








1

, або  σIσε ˆtrˆˆ
1

ˆ
EE





 . 

 А.6.5. Модуль об’ємного стискання 

 
 


213

E
K  або 

3

23 
K . 

 А.6.6. Модуль зсуву G  

 
 


12

E
G . 

 А.6.7. Рівняння Нав’є-Коші 

   0,,  ijijjji buu , або   02  buu . 

 А.6.8. Рівняння сумісності Бельтрамі-Мічела 

  0
11

1
,,,,, 







 kkijijjiijkkkkij bbb ,  

або     0ˆ
1

ˆtr
1

1
ˆ2 







 bIbbσσ . 

А.6.9. Тензори напруження і деформації у випадку плоского 

напруженого стану  
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000

0

0

ˆ 2212

1211
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33

2212

1211

00

0

0

ε̂ , 

і плоского деформованого стану 

 
























33

2212

1211

00

0

0

σ̂ ,   






















000

0

0

ˆ 2212

1211

ε . 

А.6.10. Рівняння рівноваги для плоского напруженого стану в 

переміщеннях 

   
0

1212
,, 





 bu

E
u

E
, 

або 
   

0
1212

2 





buu
EE

, 

і плоского деформованого стану 

 0,   b  або 0ˆ  bσ , 

   2 ,  
   






2
33 , 

    ,,
2

1
uu ,   uuε 

2

1
ˆ , 

де 
2
2

2

2
1

2
2

xx 







 . 

 А.6.11. Бігармонічне рівняння 

   02 2222,1122,1111,
422  , 

де  21, xx  – функції напружень Ері. 

 А.6.12. Рівняння рівноваги у полярних координатах 

 0
1












 
r

rrrrr b
rrr

, 

 0
212















 b
rrr

rr , 

де r  – радіус, м;   – кут, рад. 

 А.6.13. Визначальне (фізичне) рівняння гіперпружного середовища 

 kmijkmij DK
dt

d


, 
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де qijqqjiqijij VV
dt

d


 – тензор швидкості напруження, Па/с;  

ijV  – тензор завихреності, с-1. 

 А.6.14. Тензор температурних деформацій 

 
    ij
T

ij TT  0 , 

де   – коефіцієнт лінійного теплового розширення, К-1. 

 А.6.15. Рівняння Дюгамеля-Неймана 

   ijkkijijij TT 















 0

232

1
, 

і в оберненій формі відносно тензора напруження 

    0232 TTijijkkijij  . 

 А.6.16. Закон теплопровідності Фур’є 

 ii kTq , , 

де iq  – вектор густини теплового потоку, Вт/м2; k  – коефіцієнт 

теплопровідності, Вт/(мК); iT,  – градієнт температури, К/м. 

 А.6.17. Рівняння теплопровідності 

 Tcq vii
 , , 

де vc  – масова ізохорна теплоємність, Дж/(кгК); T  – похідна за часом від 

температури, К/с. 

 А.6.18. Рівняння притоку теплоти зв’язаної термопружності 

   iivii TTckT   23, , 

де iiT,  – друга похідна за координатою від температури, К/м2. 

А.7. Механіка рідин та газів 

 А.7.1. Напруження в рідині у стані спокою 

 ijij p  0  або Iσ ˆˆ 0p , 

де 0p  – гідростатичне напруження, Па; ij  – символ Кронекера;  

Î  – одиничний тензор другого рангу. 

 Напруження в рідині під час її руху 

 ijijij p  0  або τIσ ˆˆˆ 0  p , 

де ij  – компоненти тензора в’язкого напруження, Па; 0p  – тиск, Па. 

 А.7.2. Середнє напруження в рідині 

 ijii p 
3

1

3

1
 або τσ ˆ

3

1
)ˆtr(

3

1
 p . 

середнє нормальне напруження 
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  iiiiii DpDp *** 23
3

1

3

1
  

або        DDσ ˆtrˆtr23
3

1
ˆtr

3

1 ***  pp , 

де  *** 23
3

1
  – коефіцієнт об’ємної в’язкості, Па∙с. 

 А.7.3. Рівняння стану ідеального газу 

 RTp  , 

де R  – універсальна газова стала, Дж/(кг∙К). 

 А.7.4. Рівняння стану баротропної рідини 

   pp . 

 А.7.5. Стоксова рідина відповідає нелінійній залежності вигляду 

  pqijij Df , або  Dfτ ˆˆˆ  , 

де  ijjiij vvD ,,
2

1
  – тензор швидкості деформації, с-1. 

 А.7.5. Ньютонівська рідина – лінійна залежність між τ̂  і D̂  

 pqijpqij DK  або DKτ ˆ:ˆˆ
4

 , 

де ijpqK , 
4

K̂  – тензор 4-го рангу коефіцієнтів в’язкості, Пас. 

 А.7.6. Фізичні рівняння для ізотропної однорідної ньютонівської 

рідини 

ijkkijijij DDp ** 2  

або   DDIIσ ˆ2ˆtrˆˆˆ **  p , 

або через компоненти девіаторних напружень 

ijiiijijkkijij DDpS 







 *** 2

3

2

3

1
  

або     DDIIσIS 







 ˆ2ˆtr

3

2ˆˆˆtrˆ
3

1ˆ ***p , 

де 
*  і 

*  – коефіцієнти в’язкості рідини, Па∙с; kkijijij DDD
3

1
 . 

 А.7.7. Умова Стокса 

 0
3

2 ***  . 

 А.7.8. Рівняння Нав’є-Стокса-Дюгема для стисливої рідини 

  jjijijiii vvpbv ,
*

,
**

,   
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або     vvbv
2***  p , 

для нестисливої рідини, коли 0, jjv  або 0 v , 

jjiiii vpbv ,
*

,    

або vbv
2* p . 

А.7.9. Рівняння Нав’є-Стокса за умови Стокса **

3

2
  

jjijijiii vvpbv ,
*

,
*

,
3

1
   

або   vvbv
2**

3

1
 p . 

А.7.10. Число Рейнольдса 

*
Re




VL
, 

де L– лінійний розмір, м; V  – швидкість, м/с;   – густина, кг/м3; 





*
*  – 

кінематичний коефіцієнт в’язкості, м2/с. 

 А.7.11. Усталена течія 0




t

vi  

 jiji vvv ,  або  vvv  . 

 А.7.12. Рівняння Нав’є-Стокса за умови 0v  

 ji pb ,  або pb  – стан гідростатичної рівноваги. 

 Якщо до того ж масові сили є потенційними, тобто 

 iib ,  або b ,  

то рівняння гідростатичної рівноваги набуває вигляду 

   0,  iP  або   0 P . 

 А.7.13. Функція тиску 

   



p

p

dp
P

0

. 

 А.7.14. Вектор завихреності 

 kjijki Vq   або vVq  , 

де 
























i

j

j

i
ij

x

v

x

v
V

2

1
 або  vvV 

2

1ˆ  – антисиметрична складова 

градієнта швидкості, с-1; ijk  – тензор Леві-Чивіти. 

 Визначення iq  через швидкість 
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 jkijki vq ,  або vq  . 

 А.7.15. Умову існування потенціалу швидкості   

 0 v  або 0rot v . 

 Безвихрове поле є потенційним, тому 

 iiv ,  або v . 

 А.7.16. Рівняннями руху Ейлера. За умови ідеальної рідини (без тертя) 

рівняння Нав’є-Стокса-Дюгема перетворюються до вигляду 

 ,i i iv b p     або p  v b . 

 А.7.17. Рівняння Бернулі 

  tCdx
t

vvv
P i

iii 











 

2
. 

 Для нестисливої рідини рівняння Бернулі приймає вигляд 

 const
2

2





g

v

g

p
hhhh vp , 

де h  – висота стовпа рідини, м; 
g

p

g

P
hp


  – напір тиску, м; 

g

v
hv

2

2

  – 

швидкісний напір, м. 

 А.7.18. Циркуляція швидкості рідини по замкнутій лінії 

  iic dxv ,   xv dc  

або    dSvn jkijkic , ,    dSc vn , 

де n  – вектор нормалі до поверхні S , що натягнута на дану лінію. 

 А.7.19. Матеріальна похідна від циркуляції за часом c
c

dt

d


   

    iiiic dvvdxv  або    vvxv ddc  . 

 А.7.20. Хвильове рівняння – отримано для безвихрової течії стисливої 

рідини об’єднанням і лінеаризацією рівнянь Ейлера і нерозривності 

 iic ,
2  або  22c , 

де c  – швидкість звуку в середовищі, м/с. 

 А.7.21. Рівняння газової динаміки для усталеної безвихрової течії 

стисливої баротропної рідини 

   0,
2  ijjiij vvvc  або   02  vvvvc . 

 А.7.22. Умови Коші-Рімана 

 2,1,  , 1,2,  , 

де   – потенціал; – функція току. 

 А.7.23. Комплексний потенціал 
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      2121 ,, xxixxz  , 

де 21 ixxz   – функція комплексної змінної. 

 А.7.24. Комплексна швидкість 

 21 ivv
dz

d



. 

 А.8. Теорія пластичності 

 А.8.1. Умова пластичності у загальному випадку 

   Yij Cf  , 

де YC  – стала текучості. 

 А.8.2. Функція текучості 

   01 ijf . 

 А.8.3. Умова пластичності для ізотропного матеріалу може бути 

виражена у вигляді симетричної функції головних напружень 

   YCf  IIIIII2 ,, . 

 А.8.4. Критерій текучості Треска (теорія максимального дотичного 

напруження) 

   const
2

1
IIII  YC . 

 Критерій текучості Треска під час простого розтягу 

 Y IIII , 

де Y  – межа текучості матеріалу, Па. 

 А.8.5. Критерій текучості Мізеса 

       22

IIII

2

IIIII

2

III 2 Y . 

 А.8.6. Рівняння П-площини 

 0IIIIII  . 

 А.8.7. Гіпотези ізотропного зміцнення під час пластичного 

деформування матеріалу:  

енергетична гіпотеза – критерій пластичності 

    P
ij WFf 1 , 

де   P
ijij

P dW – повна робота на пластичних деформаціях; 

 деформаційна гіпотеза – закон зміцнення 

    P
ekvij Hf 1 , 

де   P
ekv

P
ekv d – повна еквівалентна деформація. 

 А.8.8. Умова кінематичного зміцнення 

   01  ijijf , 



378 

 

де ij  – координати центра нової поверхні текучості. 

 За умови лінійного закону зміцнення 

 P
ijij c  , 

де c  – стала. 

 А.8.9. Рівняння Леві-Мізеса або закон течії для жорстко-ідеально- 

пластичного матеріалу 

  dsd ijij , 

де ijs – компоненти девіатора напруження, Па; d  – коефіцієнт 

пропорційності, Па-1. 

 А.8.10. Рівняння Прандтля-Рейса 

  dsd ij
P
ij  

отримано розкладанням прирощення деформації ijd  на пружну E
ijd  і 

пластичну P
ijd  складові 

 P
ij

E
ijij ddd  . 

  

А.8.11. Пластичний потенціал  ijg   

 



 d

g
d

ij

P
ij . 

 А.8.12. Еквівалентне або ефективне напруження 

        .6
2

1 2
31

2
23

2
12

2

1133

2

3322

2

2211 ekv  

 Компактна форма 

 
Dijijekv ss  ˆII3

2

3
. 

 А.8.13. Еквівалентне або ефективне прирощення пластичної 

деформації 

  

      

       .
3

4
                              

9

2

2

1

2

31

2

23

2

12

2

1133

2

3322

2

2211














PPP

PPPPPPP
ekv

ddd

ddddddd

 

 Компактна форма 

 
p
ij

p
ij

p
ekv ddd 

3

2
. 
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 А.8.14. Коефіцієнт пропорційності d  через еквівалентні напруження і 

пластичну деформацію 

ekv

P
ekvd

d





2

3
. 

А.8.15. Прирощення об’ємної роботи на деформаціях 

ijijddW  . 

А.8.16. Прирощення роботи на пластичних деформаціях 
P
ijij

P
ijij

P dsddW  . 

Якщо виконуються умови рівняння Прандтля-Рейса, то прирощення 

роботи на пластичних деформаціях має вигляд  
P
ekvekv

P ddW  , 

де ij

ekv

P
P
ij s

dW
d

22

3


 . 

 А.8.17. Деформаційна теорія пластичності Генки, в якій 

припускається залежність між напруженнями і повними деформаціями: 

 ijij s
G

e 









2

1
,  

E

ii
ii


 21 , 

де 
ekv

P
ekv






2

3
 – параметр Генки; p

ij
p
ij

p
ekv d

3

2
 – еквівалентна деформація. 

 Таким чином 

 ij

ekv

P
ekvP

ij s





2

3
. 

 А.8.18. Теорія ліній ковзання під час плоскої пластичної деформації 

жорстко-ідеально-пластичного середовища. Зв'язок компонент швидкості  з 

положеннями  - і  -ліній ковзання (зсуву) 

   sincos1 vvv , 

   cossin2 vvv . 

 У випадку ізотропного середовища головні осі тензорів напруження і 

швидкості пластичної деформації співпадають. Якщо 1x  і 2x  – напрямки ліній 

ковзання, то 11  і 22  дорівнюють нулю вздовж цих ліній. Тоді для 

визначення поля швидкості маємо 

 021  dvdv  на  -лінії, 

 012  dvdv  на  -лінії. 
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А.9. Лінійна в’язкопружність 

А.9.1. Модель Максвела в’язкопружного середовища є комбінацією 

пружного і в’язкого елементів, які з’єднано послідовно 












G
, 

де dtd  – швидкість деформації, с-1; dtd – швидкість зміни 

напруження, Па/с; G  – модуль зсуву, Па;  – в’язкість, Пас. 

 В операторній формі 

  












t

t

G

1
, 

де tt   – лінійний оператор диференціювання за часом. 

 А.9.2. Модель Кельвіна або Фойхта представляє собою паралельне 

з’єднання пружного і в’язкого елементів 

  G . 

 В операторній формі 

   tG . 

 А.9.3. Узагальнена модель Максвела 

 
     NNttt GGG 














111 2211





. 

А.9.4. Узагальнена модель Кельвіна 

     tNNtt GGG 












 

2211

. 

А.9.5. Загальне рівняння для моделей в’язкопружного середовища 

  210210 qqqppp , 

де ip  і iq  представляють собою комбінації коефіцієнтів G  і  та залежать від 

способу з’єднання елементів у моделі. 

 Або у вигляді лінійного диференціального операторного рівняння 

     QP , 

де   
 




m

i
i

i

i
t

pP
0

,   
 




m

i
i

i

i
t

qQ
0

. 

 А.9.6. Одинична ступінчаста функція, що описує процес 

навантаження під час повзучості і релаксації 

   









. при  1

, при  0

1

1

1
tt

tt
ttU  

 А.9.7. Деформація повзучості для моделі Кельвіна 
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tU0 , 

де G  час запізнення, с. 

 Після інтегрування за часом, отримуємо 

       tUe
G

t t 


 10 . 

 А.9.8. Релаксація напруження в матеріалі Максвела після 

прикладання деформації 

   tG 



 0 , 

де       dttUdt   – одинична імпульсна функція або дельта-функція Дірака. 

 Після інтегрування за часом, отримуємо 

     tUeGt t  0 . 

 А.9.8. Релаксація напруження в матеріалі Кельвіна 

        ttUGt  00 . 

 А.9.9. Деформація повзучості будь-якого матеріалу (моделі) 

     0 tt , 

де  t  – функція повзучості, що залежить від моделі матеріалу. 

 А.9.10. Функція повзучості для узагальненої моделі Кельвіна 

       





N

i

t
i tUeJt i

1

1 , 

де ii GJ 1  – піддатливість матеріалу, Па-1; N  – кількість елементів в моделі. 

 Або в інтегральному вигляді 

     


 
0

1 deJt t , 

де  J  – функція розподілу часу запізнення або спектр запізнення. 

 А.9.11. Релаксація напруження для будь-якої моделі 

     0 tt , 

де  t  – функція релаксації, Па. 

 А.9.12. Функція релаксації для узагальненої моделі Максвела 

     





N

i

t
i tUeGt i

1

. 

 Або в інтегральному вигляді  

    


 
0

deGt t , 

де  G  – функція розподілу часу релаксації або спектр релаксації. 
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 А.9.13. Інтеграли спадковості: 

 для деформації  

  
 

  





t

tdtt
td

td
t

0

 або    
 

  





t

tdtt
td

td
tt

0

0 ; 

 для напруження 

  
 

  





t

tdtt
td

td
t

0

 або    
 

  





t

tdtt
td

td
tt

0

0 . 

 А.9.14. Співвідношення між функцією повзучості  t  і функцією 

релаксації  t  

    
2

1

s
ss  , 

де s  – параметр перетворення згідно з перетворенням Лапласа 

   



0

dtetfsf st . 

 А.9.15. Співвідношення для комплексного модулю  iG*
 

   21

0

0*

*

*

iGGeiG i 







  , 

де дійсна частина відповідає модулю накопичення, а уявна частина – модулю 

втрати. 

 А.9.16. Співвідношення для комплексної піддатливості  iJ *
 

   21

0

0*

*

*

iJJeiJ i 







  , 

де дійсна частина дорівнює піддатливості накопичення, а уявна частина – 

узятій зі зворотним знаком піддатливості втрати. 

 А.9.17. Тривимірне узагальнення визначальних рівнянь 

в’язкопружності 

     ijij eQsP 2 ,      iiii NM  3 , 

де  P ,  Q ,  M  і  N  – диференціальні оператори. 

 За сталих значень операторів  M  і  N , отримуємо 

     ijij eQsP 2 ,  iiii K 3 , 

де K  – об’ємний модуль пружності, Па. 

 Тривимірні визначальні співвідношення в’язкопружності у формі 

інтегралів повзучості: 

   





t
ij

sij td
t

s
tte

0

,   





t
ii

vii td
t

tt
0

 

і інтегралів релаксації: 
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t
ij

sij td
t

e
tts

0

,   





t
ii

vii td
t

tt
0

. 

 Рівняння, які роздільно написані для чистого зсуву і для чистого 

розширення 

     *
21

*** 22 ijijij eiGGeiGs  , 

     *
21

*** 33 iiiiii iKKiK  , 

де 
*K  – комплексний об’ємний модуль. 

 А.9.18. Порівняння рівнянь для квазістатичних ізотермічних задач 

теорії пружності і в’язкопружності 
Рівняння теорії пружності Перетворення рівнянь теорії 

в’язкопружності  

0,  ijij b  

 ijjiij uu ,,2   

 n
ijij tn   на 1S  

ii gu   на 2S  

ijij Ges 2  

iiii K 3 . 

0,  ijij b  

 ijjiij uu ,,2   

 n
ijij tn   на 1S  

ii gu   на 2S  

    ijij esQssP 2  

iiii K 3 . 
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Додаток Б 

Визначення компонент тензора перетворення координат  
задачі 2.12 з використанням інструментів Mathcad 

(файл task 2-12.xmcd) 
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Додаток В 

Визначення компонент тензора перетворення координат  
задачі 2.18 з використанням інструментів Mathcad 

(файл task 2-18.xmcd) 
 

 
  



387 
 

 



388 
 

СПИСОК РЕКОМЕНДОВАНИХ ДЖЕРЕЛ ІНФОРМАЦІЇ 

1. Мейз Дж. Теория и задачи механики сплошных сред / Дж. Мейз ; пер.  

с англ. В. И. Свешниковой ; под ред. М. Е. Еглит. — М. : Мир. — 1974. — 319 с. 

2. Механика сплошных сред в задачах. Т. 1,2 / Под. ред. М. Э. Эглит. — М. : 

«Московский Лицей», 1996. — с. 396, 394. 

3. Безухов Н. И. Сборник задач по теории упругости и пластичности / Н. И. Безухов. 

— М. : Госизд-во теоретико-технической лит-ры, 1957. — с. 286. 

4. Седов Л. И. Механика сплошной среды : монография / Л. И. Седов. — М. : Наука, 

1973. — Т.1,2. — 584, 492 с. 

5. Седов Л. И. Введение в механику сплошной среды / Л. И. Седов. — М. : Изд-во 

физ-мат. лит., 1962. — 284 с. 

6. Жермен П. Курс механики сплошных сред — М. : Высшая школа. 1983 — 399 с. 

7. Ильюшин А. А. Механика сплошной среды — М. : МГУ, 1978. — 286 с. 

8. Сокольников И. С. Тензорный анализ. Теория и применение в геометрии и 

механике сплошных сред. /  И. С. Сокольников ; пер. с англ.  

В. И. Контовта ; под ред. В. В. Лохина. — М. : Наука, 1971. — 376 с. 

9. Техническая термодинамика / Под общ. ред. Кругова В. И. — М. : Выс. школа. — 

1971. — 472 с. 

10. Тимошенко С. П., Гере Дж. Механика материалов / С. П. Тимошенко, Дж. Гере. — 

М. : Мир, 1976. — 669 с. 

11. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика. Т. 2,6,7. — М., 1985. 

12. Коваленко А. Д. Основы термоупругости / А. Д. Коваленко. — К. : Наукова думка, 

1970. — 307 с. 

13. Качанов Л. М. Основы теории пластичности / Л. М. Качанов. — М. : Наука, 1969. — 

420 с. 

14. Блох В. И. Теория упругости / В. И. Блох. — Харьков : изд-во Харьковского ун-та, 

1964. — 484 с. 

15. Механики сплошных сред. Лекции. (Университетский курс общей физики) /  

В. А. Алешкевич, Л. Г. Деденко, В. А. Караваев. — М. : изд-во Физичског фак-та МГУ, 1998. 

— 98 с. 

16. Георгиевский Д. В. Устойчивость процессов деформирования вязкопластических тел 

/ Д. В. Георгиевский. М. : «УРСС», 1998. — 176 с. 

17. Тимошенко С. П. Курс теории упругости / С. П. Тимошенко. — К. : «Наукова 

думка», 1972. — 508 с. 

18. Бреббия К. Методы граничных элементов / К. Бреббия, Ж. Теллес, Л. Вроубел ; пер. с 

англ. Корнейчука Л. Г. ; под ред. Э. И. Григолюка. — М. : Мир, 1987. — 524 с. 

19. Механіка суцільних середовищ – 1. Механіка суцільних середовищ  в інженерних 

розрахунках: Текст лекцій для студентів спеціальностей 7.05050315, 8.05050315 – «Обладнання 

хімічних виробництв і підприємств будівельних матеріалів» / Уклад.: О. С. Сахаров,  

А. Я. Карвацький — К. : НТУУ «КПІ», 2013. —  231 с. (Свідоцтво про електронну публікацію 

ІХФ № Х 10/13-88). – Електронні текстові дані (1 файл: 1,55 Мбайт). — Київ : НТУУ «КПІ», 

2013. — 231 с. — Назва з екрана. — Доступ : http://ela.kpi.ua/handle/123456789/4161 

20. Карвацький А. Я. Метод скінченних елементів у задачах механіки суцільних середовищ. 

Програмна реалізація та візуалізація результатів [Текст]: навч. посіб. – К. : НТУУ «КПІ» ВПІ ВПК 

«Політехніка», 2015. – 392 c. Гриф надано Вченою радою НТУУ «КПІ» (Протокол № 4 від 

12.05.2015 р.) 

 

http://ela.kpi.ua/handle/123456789/4161


389 
 

ЗМІСТ 

ВСТУП  ............................................................................................................................................ 3 
ОСНОВНІ ПОЗНАЧЕННЯ ТА СКОРОЧЕННЯ  ......................................................................... 5 

1. МАТЕМАТИЧНІ ОСНОВИ. ВВЕДЕННЯ В ТЕНЗОРНЕ ЧИСЛЕННЯ  .............................. 10 
1.1. Алгебра векторів і діадиків  ............................................................................................. 10 

1.2. Індексні позначення – декартові тензори ....................................................................... 20 
1.3. Матриці і матричні методи  .............................................................................................. 32 
1.4. Декартові тензори та операції над ними  ........................................................................ 38 

1.5. Змішані задачі .................................................................................................................... 41 
1.6. Додаткові задачі для самоконтролю ................................................................................ 50 

2. НАПРУЖЕНИЙ СТАН............................................................................................................. 54 
2.1. Напружений стан у точці. Вектор напруження. Тензор напруження  ......................... 54 
2.2. Рівняння рівноваги ............................................................................................................ 59 

2.3. Перетворення тензора напруження ................................................................................. 60 
2.4. Поверхня напруження Коші ............................................................................................. 62 

2.5. Головні напруження .......................................................................................................... 64 
2.6. Круги Мора  ....................................................................................................................... 72 
2.7. Кульовий тензор і девіатор напруження ......................................................................... 76 

2.8. Змішані задачі .................................................................................................................... 78 
2.9. Додаткові задачі для самоконтролю ................................................................................ 92 

3. ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН ....................................................................................................... 95 
3.1. Переміщення і деформації ................................................................................................ 95 
3.2. Тензори деформації ......................................................................................................... 102 

3.3. Коефіцієнти довжини і поворот ..................................................................................... 110 
3.4. Перетворення тензорів деформації і головні деформації ............................................ 113 

3.5. Плоска деформація і рівняння сумісності ..................................................................... 121 
3.6. Змішані задачі .................................................................................................................. 125 
3.7. Додаткові задачі для самоконтролю .............................................................................. 134 

4. РУХ І ТЕЧІЯ  ............................................................................................................................ 138 
4.1. Матеріальні похідні. Швидкість. Прискорення............................................................ 138 

4.2. Швидкість деформації, завихреність  ............................................................................. 144 
4.3. Матеріальні похідні від об’єму, площі, інтегралу........................................................ 155 
4.4. Змішані задачі .................................................................................................................. 157 

4.5. Додаткові задачі для самоконтролю .............................................................................. 170 
5. ОСНОВНІ ЗАКОНИ МЕХАНІКИ СУЦІЛЬНОГО СЕРЕДОВИЩА  ................................ 172 

5.1. Рівняння нерозривності  ................................................................................................. 172 
5.2. Кількість руху і момент кількості руху. Рівняння руху .............................................. 174 
5.3. Енергія. Ентропія. Дисипативна функція ..................................................................... 176 

5.4. Визначальні рівняння ...................................................................................................... 179 
5.5. Змішані задачі .................................................................................................................. 181 

5.6. Додаткові задачі для самоконтролю .............................................................................. 187 
6. ЛІНІЙНА ТЕОРІЯ ПРУЖНОСТІ .......................................................................................... 190 

6.1. Закон Гука. Енергія деформації. Ізотропія  .................................................................. 190 

6.2. Статичні і динамічні задачі теорії пружності ............................................................... 197 
6.3. Двовимірні задачі теорії пружності ............................................................................... 200 

6.4. Лінійна термопружність  ................................................................................................ 204 
6.5. Змішані задачі .................................................................................................................. 206 



390 
 

6.6. Додаткові задачі для самоконтролю .............................................................................. 219 
7. МЕХАНІКА РІДИН ТА ГАЗІВ.............................................................................................. 222 

7.1. Основні властивості рідин. Ньютонівські рідини ........................................................ 222 

7.2. Усталена течія. Гідростатика. Безвихрова течія ........................................................... 227 
7.3. Ідеальна рідина. Рівняння Бернулі. Циркуляція........................................................... 231 

7.4. Потенціальна течія. Плоска потенціальна течія  ........................................................... 234 
7.5. Змішані задачі .................................................................................................................. 239 
7.6. Додаткові задачі для самоконтролю .............................................................................. 250 

8. ТЕОРІЯ ПЛАСТИЧНОСТІ .................................................................................................... 253 
8.1. Основні поняття. Явище текучості ................................................................................ 253 

8.2. Пластичні деформації. Зміцнення.................................................................................. 259 
8.3. Деформаційна теорія пластичності ............................................................................... 266 
8.4. Задачі пружнопластичності ............................................................................................ 267 

8.5. Теорія ліній ковзання ...................................................................................................... 270 
8.6. Змішані задачі .................................................................................................................. 272 

8.7. Додаткові задачі для самоконтролю .............................................................................. 283 
9. ЛІНІЙНА В’ЯЗКОПРУЖНІСТЬ ........................................................................................... 287 

9.1. Найпростіші механічні моделі в’язкопружної поведінки  .......................................... 287 

9.2. Повзучість і релаксація ................................................................................................... 291 
9.3. Функції повзучості і релаксації. Інтеграли спадковості .............................................. 294 

9.4. Комплексні модулі і піддатливість ................................................................................ 298 
9.5. Тривимірна теорія в’язкопружності. Аналіз напруженого стану ............................... 302 
9.6. Змішані задачі .................................................................................................................. 307 

9.7. Додаткові задачі для самоконтролю .............................................................................. 316 
Додаток А. Теоретичні відомості для розв’язання задач  ........................................................ 319 
Додаток Б. Визначення компонент тензора перетворення координат 

задачі 2.12 з використанням інструментів Mathcad ........................................... 384 
Додаток В. Визначення компонент тензора перетворення координат 

задачі 2.18 з використанням інструментів Mathcad ........................................... 386 
СПИСОК РЕКОМЕНДОВАНИХ ДЖЕРЕЛ ІНФОРМАЦІЇ ................................................... 388 

 

 

 

  



391 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Навч альне видання  
 
 

Карвацький Антон Янович 

 
 

МЕХАНІКА СУЦІЛЬНИХ СЕРЕДОВИЩ – 2. 

НЕЛІНІЙНІ ЗАДАЧІ МЕХАНІКИ СУЦІЛЬНИХ 

СЕРЕДОВИЩ 

 

Практикум з навчальної дисципліни 

 
 

Навчальний посібник 

 
 

 
В авторській редакції 

 


	_Титул
	вступ
	ОСНОВНІ ПОЗНАЧЕННЯ ТА СКОРОЧЕННЯ
	Розділ 1
	Розділ 2
	Розділ 3
	Розділ 4
	Розділ 5
	Розділ 6
	Розділ 7
	Розділ 8
	Розділ 9
	Додаток A
	Додаток Б
	Додаток B
	СПИСОК РЕКОМЕНДОВАНих джерел інформації
	ЗМІСТ

