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ОРТОТРОПНОГО ШАРУ

Розглядаються перша, друга основнi та змiшана крайовi задачi лiнiйної теорiї пружностi
для однорiдного ортотропного шару постiйної товщини. На шар дiє поверхневе наванта-
ження. Внутрiшнi зусилля вiдсутнi. Потрiбно визначити напруження та перемiщення в
довiльнiй точцi шару, за умови плоскої деформацiї. Побудовано розв’язки поставлених
задач. Розв’язок задачi шукається у просторi трансформант одновимiрного iнтеграль-
ного перетворення Фур’є, де встановлюється спiввiдношення мiж трансформантами
функцiї напружень та трансформантами перемiщень i напружень. Шуканi величини
виражаються через чотири допомiжнi функцiї, якi пов’язанi з трансформантами на-
пружень i перемiщень на верхнiй межi. Для отримання iстиних значеннь напружень i
перемiщень в точках ортотропного шару до знайдених трансформант напружень i пе-
ремiщень застосовується обернене iнтегральне перетворення Фур’є. Отримано числовi
розв’язки для конкретних випадкiв та проведено аналiз результатiв.
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Вступ

Досить часто в iнженернiй практицi виникають задачi в яких необ-
хiдно визначити напружено-деформований стан певного пружного тiла,
його частини, елементiв конструкцiй. Для розв’язання таких задач засто-
совуються аналiтичнi, чисельнi та чисельно-аналiтичнi методи. Зазвичай
аналiтичнi розв’язки задач про знаходження НДС пластин отримуються
за допомогою наближених методiв, якi базуються на зведеннi початкової
тривимiрної задачi до бiльш простої двовимiрної задачi.

Одним з таких методiв є метод пом’якшення нев’язок розглянутий в ро-
ботах Кiльчинського О. О. i Массалiтiної Є. В. [1; 2], що застосовувався для
розв’язання задачi про НДС ортотропної пластини пiд дiєю поверхневих
навантажень. Застосування чисельно-аналiтичного методу для дослiджен-
ня НДС товстостiнних прямокутних iзотропних пластин наведено в роботi
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Григоренка О. Я. [3]. За допомогою методу сплайн-колокацiї вихiдна три-
вимiрна крайова задача зводиться до систем звичайних диференцiальних
рiвнянь, яка розв’язується методом дискретної ортогоналiзацiї.

Також варто зазначити ефективнiсть застосування методу граничних
елементiв для розрахунку ортотропних пластин. Загалом метод граничних
елементiв суттєво зменшив обчислювальнi зусилля за рахунок зменшення
розмiрностi задачi, оскiльки дискретизувати потрiбно лише границю. В
роботах Jianguo W., Maokuang H. [4] i Dos Reis [5] побудовано фундамен-
тальнi розв’язки ортотропних товстих пластин з урахуванням деформацiї
поперечного зсуву i проаналiзовано за допомогою методу граничних еле-
ментiв.

Необхiдно також вiдзначити застосування методу iнтегральних пере-
творень Фур’є описаних в роботi Антоненко Н. М., Величка I. Г. [6], для
визначення контактних напружень iзотропної смуги на абсолютно жорс-
ткiй пiвплощинi.

У данiй роботi узагальнено пiдхiд розроблений для iзотропних плоско
паралельних шарiв [6; 7] на випадок ортотропного матерiалу в межах за-
гальної схеми, що представлена в роботi [8].

Основнi результати

1. Постановка завдання.

Метою роботи є побудова розв’язкiв першої основної, другої основної
та змiшаної крайових задач лiнiйної теорiї пружностi про визначення на-
пружено деформованого стану ортотропного шару в умовах плоскої де-
формацiї.

Вiдомими є навантаження на поверхнях шару (перша основна крайова
задача) або перемiщення точок поверхонь шару (друга основна крайова
задача) або на однiй поверхнi вiдомi напруження, а на другiй перемiщення
(змiшана задача).

Пiд шаром будемо розумiти однорiдне пружне ортотропне тiло постiй-
ної товщини ℎ обмежене паралельними площинами. Навантаження шару
є таким, що деформацiя є плоскою. Потрiбно визначити напруження та
перемiщення в довiльнiй точцi шару, за умови, плоскої деформацiї.

Вiднесемо шар до прямокутної декартової системи координат (рис. 1).

Тодi шар займає область 𝐺(𝑥, 𝑦) : {−∞ < 𝑥 < +∞,−ℎ ≤ 𝑦 ≤ 0}, що
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Рис. 1. Постановка задачi

обмежена площинами 𝑦 = 0 i 𝑦 = −ℎ.
Матерiал шару характеризується пружними константами 𝜈𝑥𝑧, 𝜈𝑥𝑦, 𝜈𝑦𝑧,

𝐸𝑥, 𝐸𝑦.
Розглянемо задачу в трьох постановках, що вiдповiдають основним

крайовим (межовим) задачам механiки деформованого твердого тiла.
Перша основна крайова задача для ортотропного шару.

1. на межах 𝑦 = 0 та 𝑦 = −ℎ заданi навантаження:

𝜎𝑦(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥), 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥),

𝜎𝑦(𝑥,−ℎ) = 𝑓3(𝑥), 𝜏𝑥𝑦(𝑥,−ℎ) = 𝑓4(𝑥). (1)

2. на нескiнченностi напруження прямують до нуля:

lim
𝑥2+𝑦2→∞

𝜎𝑦(𝑥, 𝑦) = 0, lim
𝑥2+𝑦2→∞

𝜏𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 0. (2)

Друга основна крайова задача для ортотропного шару.
На межах 𝑦 = 0 та 𝑦 = −ℎ заданi перемiщення:

𝑢𝑦(𝑥, 0)=𝑔1(𝑥), 𝑢𝑥(𝑥, 0)=𝑔2(𝑥), 𝑢𝑦(𝑥,−ℎ)=𝑔3(𝑥), 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ)=𝑔4(𝑥). (3)

Змiшана крайова задача для ортотропного шару.

1. на верхнiй межi 𝑦 = 0 заданi навантаження:

𝜎𝑦(𝑥, 0) = 𝑝1(𝑥), 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 0) = 𝑝2(𝑥). (4)

2. на нижнiй межi 𝑦 = −ℎ заданi перемiщення:

𝑢𝑦(𝑥,−ℎ) = 0, 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ) = 0. (5)
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3. на нескiнченностi напруження прямують до нуля.

Для розв’язання поставлених задач визначаємо функцiю напружень
𝜙(𝑥, 𝑦) як розв’язок бiгармонiчного рiвняння плоскої теорiї пружностi для
ортотропного матерiалу [9].

1− 𝜈𝑦𝑧𝜈𝑧𝑦
𝐸𝑦

· 𝜕
4𝜙

𝜕𝑥4
+ 2

(︃
1 +
√
𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥√︀
𝐸𝑥𝐸𝑦

− 𝜈𝑥𝑦 + 𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑦
𝐸𝑦

)︃
×

× 𝜕4𝜙

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

1− 𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑥
𝐸𝑥

· 𝜕
4𝜙

𝜕𝑦4
= 0, (6)

де 𝜈𝑥𝑦, 𝜈𝑥𝑧, 𝜈𝑦𝑥, 𝜈𝑦𝑧, 𝜈𝑧𝑥, 𝜈𝑧𝑦, 𝐸𝑥, 𝐸𝑦 – пружнi константи матерiалу шару.
Функцiя напружень 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦) пов’язана з напруженнями та перемi-

щеннями залежностями:

𝜎𝑥 =
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
, 𝜎𝑦 =

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
, 𝜏𝑥𝑦 = − 𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝜕𝑦
,

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

= 𝑐11𝜎𝑥 − 𝑐12𝜎𝑦,
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

= 𝑐33𝜏𝑥𝑦, (7)

де 𝑐11 = 1−𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑥
𝐸𝑥

, 𝑐12 =
𝜈𝑥𝑦+𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑦

𝐸𝑦
, 𝑐33 =

2(1+
√
𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥)√

𝐸𝑥𝐸𝑦
– константи пружностi

в законi Гука для ортотропного матерiалу [9].
Вважаємо, що у нескiнченно вiддалених точках при 𝑥→ ±∞ напруже-

ння та функцiя напружень прямують до нуля (2) та задовольняють умовам
iснування одновимiрного iнтегрального перетворення Фур’є за змiнною х
(при кожному значеннi у). Це дозволяє отримати розв’язок задачi в про-
сторi трансформант Фур’є [7].

2. Розв’язання задач.
Розв’язання задачi будемо проводити за схемою, що запропонована в

[8].

1. Бiгармонiчне рiвняння (6) та крайовi умови (для першої основної
задачi умови (1), (2), для другої задачi умови (3), для змiшаної – (4),
(5)) пiддаються одновимiрному iнтегральному перетворенню Фур’є
[10]:

𝐹 (𝜉, 𝑦) =

∫︁ +∞

−∞
𝐹 (𝑥, 𝑦) · 𝑒𝑖𝜉𝑥 𝑑𝑥, 𝐹 (𝑥, 𝑦) =

1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝐹 (𝜉, 𝑦) · 𝑒−𝑖𝜉𝑥 𝑑𝜉,



Крайовi задачi для ортотропного шару 31

де 𝐹 (𝜉, 𝑦) - трансформанта Фур’є функцiї 𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝜉- параметр пере-
творення.

Внаслiдок цього переходимо до задачi в просторi трансформант Фур’є.
Рiвняння (6) в частинних похiдних в просторi трансформант перетво-
рюється на звичайне диференцiальне рiвняння четвертого порядку.

𝐴1
𝜕4𝜙

𝜕𝑦4
− 2𝐴3𝜉

2𝜕
2𝜙

𝜕𝑦2
+𝐴2𝜉

4𝜙 = 0, (8)

де 𝐴1 =
1−𝜈𝑦𝑧𝜈𝑧𝑦

𝐸𝑦
, 𝐴2 =

1−𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑥
𝐸𝑥

, 𝐴3 =
1+

√
𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥√
𝐸𝑥𝐸𝑦

− 𝜈𝑥𝑦+𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑦
𝐸𝑦

- констан-

ти пружностi.

Крайовi умови (1) в просторi трансформант приймають вигляд:

𝜎𝑦(𝜉, 0) = 𝑓1(𝜉), 𝜏𝑥𝑦(𝜉, 0) = 𝑓2(𝜉),

𝜎𝑦(𝜉,−ℎ) = 𝑓3(𝜉), 𝜏𝑥𝑦(𝜉,−ℎ) = 𝑓4(𝜉). (9)

2. Знаходиться розв’язок диференцiального рiвняння (8) - транстфор-
манта функцiї напружень та трансформанти напружень й перемi-
щень [7] вiдповiдно до формул:

𝜎𝑥(𝜉, 𝑦) =
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
, 𝜎𝑦(𝜉, 𝑦) = −𝜉2𝜙, 𝜏𝑥𝑦(𝜉, 𝑦) = 𝑖𝜉 · 𝜕𝜙

𝜕𝑦
,

𝑢𝑥(𝜉, 𝑦) =
𝑖

𝜉
(𝑐11𝜎𝑥(𝜉, 𝑦)− 𝑐12𝜎𝑦(𝜉, 𝑦)),

𝑢𝑦(𝜉, 𝑦) =
𝑖

𝜉
(𝑐33𝜏𝑥𝑦(𝜉, 𝑦)−

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

). (10)

3. Iз умов на верхнi межi шару знаходяться двi з чотирьох допомiжних
функцiй 𝛼(𝜉), 𝛽(𝜉), 𝛾(𝜉), 𝛿(𝜉), що задаються формулами (11)

𝛼(𝜉) = 𝜎𝑦|𝑦=0, 𝛽(𝜉) =
𝑟
√
𝑎1
𝑢𝑦|𝑦=0,

𝛾(𝜉) = −𝑖𝜉𝑢𝑥|𝑦=0, 𝛿(𝜉) = −
𝑖𝜉

𝑟
√
𝑎1
𝜏𝑥𝑦|𝑦=0, (11)

а iншi двi знаходяться iз умов на нижнiй межi.

Наприклад для першої основної задачi знаходяться 𝛼(𝜉) = 𝑓1(𝜉) i
𝛿(𝜉) = 𝑓2(𝜉), а для другої 𝛽(𝜉) = 𝑟√

𝑎1
· 𝑔1(𝜉) i 𝛾(𝜉) = −𝑖𝜉 · 𝑔1(𝜉).
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4. Знаходяться вирази трансформант напружень i перемiщень через до-
помiжнi функцiї 𝛼(𝜉), 𝛽(𝜉), 𝛾(𝜉), 𝛿(𝜉).

5. Обчислюються iстиннi значення напружень та перемiщень за допо-
могою зворотного iнтегрального перетворення Фур’є.

Продемонструємо бiльш детально застосування цiєї схеми на прикладi
першої основної крайової задачi.

Розв’язок 𝜙(𝜉, 𝑦) рiвняння (8) визначається формулою:

𝜙(𝜉, 𝑦)=𝐴(𝜉) sinh(𝑡)+𝐵(𝜉)
√
𝑎1𝑦 sinh(𝑡)+𝐶(𝜉) cosh(𝑡)+𝐷(𝜉)

√
𝑎1𝑦 cosh(𝑡), (12)

де 𝑟 = |𝜉|,√𝑎1 =
√︁

𝐴3
𝐴1
, 𝑡 = 𝑟𝑦

√
𝑎1.

Виразимо 𝜙(𝜉, 𝑦) через допомiжнi функцiї 𝛼(𝜉), 𝛽(𝜉), 𝛾(𝜉), 𝛿(𝜉) (11).

𝜙(𝜉, 𝑦)=(3𝑎1𝑐11𝛿+𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿−𝛽+𝑟𝑦(𝛾 − 𝛼(𝑎1𝑐11+𝑐12)))·
sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑎1𝑐11𝑟2
−

−
cosh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2
√
𝑎1𝑐11𝑟2

· (2
√
𝑎1𝑐11𝛼+ 𝑟𝑦(𝑎1𝑐11𝛿 + 𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿 − 𝛽)). (13)

Трансформанти напружень та перемiщень визначаються формулами:

𝜎𝑥=(2𝛾𝑎1−4𝑎1𝑐11𝛼−2𝑐12𝛼−
√
𝑎1𝑟𝑦(𝑎1𝑐11𝛿+𝑐12𝛿−𝑐33𝛿−𝛽)) · cosh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑐11
−

− sinh(𝑟𝑦
√
𝑎1)

2𝑐11
· (√𝑎1𝑟𝑦(𝑎1𝑐11𝛼+ 𝑐12𝛼− 𝛾)− (𝑎1𝑐11 − 𝑐12 + 𝑐33)𝛿 − 𝛽),

𝜎𝑦 = (2
√
𝑎1𝑐11𝛼+ 𝑟𝑦(𝑎1𝑐11𝛿 + 𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿 − 𝛽)) · cosh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2
√
𝑎1𝑐11

−
− sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑎1𝑐11
· (3𝑎1𝑐11𝛿 + 𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿 − 𝛽 + 𝑟𝑦(𝛾 − 𝑎1𝑐11𝛼− 𝑐12𝛼)),

𝜏𝑥𝑦 = (2
√
𝑎1𝑐11𝛿 + 𝑟𝑦(𝛾 − 𝑎1𝑐11𝛼− 𝑐12𝛼)) · 𝑖𝜉 cosh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑐11𝑟
−

− 𝑖𝜉 sinh(𝑟𝑦
√
𝑎1)

2
√
𝑎1𝑐11𝑟

· (√𝑎1𝑟𝑦(𝑎1𝑐11𝛿+𝑐12𝛿−𝑐33𝛿−𝛽)+3𝑎1𝑐11𝛼+𝑐12𝛼−𝛾),
(14)

𝑢𝑥 = (
√
𝑎1𝑐11(𝛾−2𝑐12𝛼−2𝑎1𝑐11𝛼)−𝑟𝑦(𝑎1𝑐11+𝑐12)(𝑎1𝑐11+𝑐12𝛿−𝑐33𝛿 − 𝛽))·

· 𝑖 cosh(𝑟𝑦
√
𝑎1)

2
√
𝑎1𝑐11𝜉

+
𝑖 sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑎1𝑐11𝜉
· (√𝑎1𝑟𝑦(𝑎1𝑐11+𝑐12)(𝛾−𝑎1𝑐11𝛼−𝑐12𝛼)+𝑎21𝑐211𝛿+

+𝑎1𝑐11(2𝑐12𝛿 + 𝑐33𝛿 + 𝛽) + 𝑐12(𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿 − 𝛽)),

𝑢𝑦=(𝑎1𝑐11𝑟𝑦(𝛾−2𝑐12𝛼+𝑐33𝛼)−𝑎2𝑐211𝑟𝑦𝛼+ 𝑟𝑦(𝑐12−𝑐33)(𝛾−𝑐12𝛼)+
+2𝑎1𝑐11𝛽) · cosh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑐11𝑟
− sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑐11𝑟
· (𝑎1𝑐11𝑟𝑦(2𝑐12𝛿 − 2𝑐33𝛿 − 𝛽)+

+𝑎21𝑐
2
11𝑟𝑦𝛿 + 5𝑎1

√
𝑎1𝑐

2
11𝛼+ 𝑟𝑦(𝑐12 − 𝑐33)(𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿 − 𝛽)+

+3𝑎1𝑐11(2𝑐12𝛼− 𝑐33𝛼− 𝛾)− (𝑐12 − 𝑐33)(𝛾 − 𝑐12𝛼)).

(15)
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З умов на поверхнi шару 𝛼(𝜉) = 𝑓1 i 𝛿(𝜉) = 𝑓2. Iз умов на нижнiй ме-
жi шару отримаємо систему двох лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно
невiдомих функцiй 𝛽(𝜉) i 𝛾(𝜉). Розв’язавши систему отримаємо:

𝛽= 1
Δ · (−

√
𝑎1𝑓2𝜉(3𝑎1𝑐11+𝑐12−𝑐33) · 𝐶2+2𝑎1

√
𝑎1𝑐11𝜉(

√
𝑎1𝑟ℎ𝑓3−𝑓1𝑆) · 𝐶+

+2𝑎1
√
𝑎1𝑐11(𝑖𝑟

2ℎ𝑓4 + 𝑓3𝜉) · 𝑆−2𝑎21𝑐11𝑟ℎ𝑓1𝜉+𝑎21
√
𝑎1𝑐11𝑟

2ℎ2𝑓2𝜉+𝑎1
√
𝑎1𝑓2𝜉·

·(3𝑐11 + 𝑟2ℎ2(𝑐12 − 𝑐33)) +
√
𝑎1𝑓2𝜉(𝑐12 − 𝑐33)),

𝛾 = 1
Δ · (−

√
𝑎1𝑓1𝜉(𝑐12+3𝑎1𝑐11) · 𝐶2+2𝑎1

√
𝑎1𝑐11(𝑖𝑟

2ℎ𝑓4−𝑓2𝜉𝑆) · 𝐶+
+2𝑎1𝑐11𝑟(𝑖𝑓4 − 𝜉𝑎1ℎ𝑓3) · 𝑆 +

√
𝑎1𝜉(𝑓1𝑎1(𝑐12𝑟

2ℎ2 + 3𝑐11)+

+𝑎21𝑐11𝑓1𝑟
2ℎ2 + 2𝑎1

√
𝑎1𝑐11𝑓2𝑟ℎ+ 𝑐12𝑓1)),

(16)

де ∆ =
√
𝑎1𝜉(𝑎1𝑟

2ℎ2 − 𝐶2 + 1), 𝐶 = cosh(𝑟𝑦
√
𝑎1), 𝑆 = sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1).

Знайденi вирази для 𝛼(𝜉), 𝛿(𝜉) та 𝛽(𝜉), 𝛾(𝜉) (16) пiдставляємо в (14),
(15). Отриманi вирази пiдлягають зворотному iнтегральному перетворен-
ню Фур’є, що дає iстинi значення шуканих величин.

Аналогiчнi дiї застосовуються для розв’язання другої основної та змi-
шаної задач. Наведемо необхiднi формули, що вiдповiдають пункту (3)
схеми розв’язання.

Для другої крайової задачi вiдомими є функцiї 𝛽(𝜉) = 𝑟√
𝑎1
· 𝑔1(𝜉) i

𝛾(𝜉) = −𝑖𝜉 · 𝑔1(𝜉). Iншi двi функцiї 𝛼(𝜉) i 𝛿(𝜉) знаходяться з вiдповiдних
умов на нижнiй межi (3) i описуються формулам:

𝛼 =
(︀
(3𝑎1𝑐11+𝑐12−𝑐33)(𝑎21𝑐211+𝑎1𝑐11(2𝑐12+𝑐33)+𝑐12(𝑐12−𝑐33)) · 𝐶2𝑔2−

−2𝑎1𝑐11𝑔1 · (𝑎21𝑐211 + 𝑎1𝑐11(2𝑐12 + 𝑐33) + 𝑐12(𝑐12 − 𝑐33)
)︀
· 𝑆𝐶+

+2𝑎1
√
𝑎1𝑐11𝑐12𝑟ℎ𝑔1 ·(𝑐12−𝑐33)+2𝑎21

√
𝑎1𝑐

2
11𝑟ℎ𝑔1(2𝑐12−𝑐33)+2𝑎31

√
𝑎1𝑐

3
11𝑟ℎ𝑔1−

−𝑎41𝑐311𝑟2ℎ2𝑔2 − 3𝑎31𝑐
3
11𝑔2 − 𝑎21𝑐211𝑔2(𝑎1𝑟2ℎ2(3𝑐12 − 2𝑐33) + 7𝑐12 + 2𝑐33)−

−𝑎1𝑐11𝑔2(𝑐12 − 𝑐33) · (𝑎1𝑟2ℎ2(3𝑐12 − 2𝑐33) + 5𝑐12 + 𝑐33)−

−𝑐12𝑔2(𝑐12 − 𝑐33)2(𝑎1𝑟2ℎ2 + 1)) · 𝑖

4𝑎1
√
𝑎1𝑐211𝑟𝜉∆1

,

𝛿 = ((𝑎1
√
𝑎1𝑐11𝑟ℎ𝑔1(𝑐

2
12 − 𝑐233)− (𝑎21

√
𝑎1𝑐

2
11𝑟ℎ𝑔1(𝑐12 − 2𝑐33)− 𝑎31

√
𝑎1𝑐

2
11𝑟ℎ𝑔1+

+
√
𝑎1𝑐12𝑟ℎ𝑔1(𝑐12 − 𝑐33)2 + 𝑎21𝑐

2
11𝑔2(𝑎1𝑟

2ℎ2(3𝑐12 − 2𝑐33)− 4.5𝑐12 − 𝑐33)+

+𝑐311𝑔2·(𝑎41𝑟2ℎ2−1.5𝑎31)+𝑎1𝑐11𝑔2(𝑐12−𝑐33)(𝑎1𝑟2ℎ2(3𝑐12−𝑐33)−2.5𝑐12−0.5𝑐33)+

+𝑐12𝑔2(𝑐12 − 𝑐33)2(𝑎1𝑟2ℎ2 − 0.5)) · 𝐶2 + (2𝑎1
√
𝑎1𝑐11𝑟ℎ𝑔2(𝑐12 − 𝑐33)2+
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+4𝑎21
√
𝑎1𝑐

2
11 · 𝑟ℎ𝑔2(𝑐12 − 𝑐33) + 2𝑎31

√
𝑎1𝑐

3
11𝑟ℎ𝑔2 − 𝑎1𝑐311𝑔1(𝑎31𝑟2ℎ2 − 𝑎21)−

−𝑎21𝑐211𝑔1(−2𝑐12− 𝑐33+ 𝑎1𝑟
2ℎ2(3𝑐12− 2𝑐33))− 𝑎1𝑔1(𝑐12− 𝑐33)(𝑎1𝑐11𝑟2ℎ2(3𝑐12−

−𝑐33)−𝑐12)−𝑎1𝑐12𝑟2ℎ2 ·𝑔1(𝑐12−𝑐33)2𝑆−𝑎1
√
𝑎1𝑐11𝑟ℎ𝑔1(𝑐12−𝑐33)(2𝑐12+𝑐33)−

−𝑎21
√
𝑎1𝑐

2
11𝑟ℎ𝑔1(𝑐12 + 𝑐33)−

√
𝑎1𝑐12𝑟ℎ𝑔1(𝑐12 − 𝑐33)2−

−0.5𝑐311𝑔2(𝑎41𝑟2ℎ2(3𝑐12 − 2𝑐33)− 7𝑐12 − 2𝑐33)−

−0.5𝑎1𝑐11𝑔2(𝑐12 − 𝑐33)(𝑎1𝑟2ℎ2(3𝑐12 − 𝑐33)− 5𝑐12 − 𝑐33)) ·
𝑖

4𝑎1
√
𝑎1𝑐211𝑟𝜉∆1

,

∆1=
𝑖

4𝑎1
√
𝑎1𝑐211𝑟𝜉

· ((5𝑎21𝑐211+3𝑎1𝑐11(2𝑐12 − 𝑐33)+𝑐12(𝑐12−𝑐33))(𝑎21𝑐211+
+𝑎1𝑐11 · (2𝑐12 − 𝑐33) + 𝑐12(𝑐12 − 𝑐33)) · 𝐶2 − 𝑎51𝑐411𝑟2ℎ2 − 𝑎41𝑐311(5𝑐11+

+2𝑟2ℎ2(2𝑐12 − 𝑐33))− 𝑎21𝑐11(3𝑐11(6𝑐212 − 2𝑐12𝑐33 − 𝑐233)+
+2𝑐12𝑟

2ℎ2(2𝑐12 − 𝑐33)(𝑐12 − 𝑐33))− 𝑎1𝑐12·
·(2𝑐11(4𝑐12 − 𝑐33) + 𝑐12𝑟

2ℎ2(𝑐12 − 𝑐33))− 𝑐212(𝑐12 − 𝑐33)2).

(17)

Для змiшаної задачi допомiжними функцiями є 𝛼(𝜉) = 𝑝1(𝜉) i 𝛿(𝜉) = 𝑝2(𝜉).
З умов (5) знаходимо 𝛽(𝜉) i 𝛾(𝜉) :

𝛽 = 2𝑎1𝑐11(𝑎
2
1𝑐

2
11+𝑎1𝑐11(2𝑐12+𝑐33)+𝑐12(𝑐12−𝑐33)) ·

𝐶𝑆𝑝1
Δ + (𝑎21𝑐

2
11+

+2𝑎1𝑐11𝑐12 + 𝑎1𝑐11𝑐33 + 𝑐212 − 𝑐12𝑐33)(3𝑎1𝑐11 + 𝑐12 − 𝑐33) · 𝑆
2𝑝2
Δ ,

𝛾 = (𝑎21𝑐
2
11+𝑎1𝑐11(2𝑐12+𝑐33)+𝑐12(𝑐12−𝑐33)(𝑎1𝑐11−𝑐12)) ·

𝑆2𝑝1
Δ +

+2𝑎1𝑐11 · (𝑎21𝑐211+𝑎1𝑐11(2𝑐12+𝑐33)+𝑐12(𝑐12−𝑐33)(𝑎1𝑐11−𝑐12)) ·
𝑆𝐶𝑝2
Δ ,

(18)

де ∆ = (𝑎21𝑐
2
11 + 𝑎1𝑐11(2𝑐12 + 𝑐33) + 𝑐12(𝑐12 − 𝑐33)(𝑎1𝑐11 − 𝑐12)) ·𝐶2 + (𝑎1𝑐11 −

𝑐12)(3𝑎1𝑐11 + 𝑐12 − 𝑐33), 𝐶 = cosh(𝑟𝑦
√
𝑎1), 𝑆 = sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1).

Таким чином маємо всi необхiднi формули для розв’язання поставле-
них задач. Отриманi формули пiддаємо оберненому iнтегральному пере-
творенню Фур’є. Для окремих випадкiв вдається отримати аналiтичнi ви-
рази, в загальному випадку проводиться чисельне iнтегрування за допо-
могою адаптивних алгоритмiв.

3. Числовi розрахунки.
Розглянемо ортотропний шар, матерiал якого 𝜈𝑥𝑦 = 0.26, 𝜈𝑥𝑧 = 0.19,

𝜈𝑦𝑧 = 0.41, 𝜈𝑧𝑦 = 0.30, 𝐸𝑥 = 3.86 ·1010 Па, 𝐸𝑦 = 8.27 ·109 Па. Товщина шару
ℎ = 1 м.

3.1. Перша основна крайова задача.
На межi 𝑦 = 0 дiє зовнiшнє навантаження 𝜎𝑦(𝑥, 0) = 1

𝑥2+1
(Па),

𝜏𝑥𝑦(𝑥, 0) = 0 (Па), на межi 𝑦 = −1 навантаження 𝜎𝑦(𝑥,−1) = − 1
𝑥2+1

(Па),
𝜏𝑥𝑦(𝑥,−1) = 0 (Па).
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Як бачимо на рис. 2 значення
𝜎𝑦(0, 0) = 1, 𝜎𝑦(0,−1) = −1, що свiд-
чить про виконання умов на верхнiй
та нижнiй межi. Характер наван-
таження шару обумовлює симетри-
чнiсть розподiлу напружень в ша-
рi при цьому максимальнi по моду-
лю значення напружень спостерiга-
ються вздовж лiнiї дiї максимально-
го нормального навантаження. Рис. 2.: Значення напруження

𝜎𝑦(𝑥, 𝑦)

3.2. Друга основна крайова задача.
Вiдомi перемiщення на вернiй межi 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 10−4

𝑥2+1
(м), 𝑢𝑥(𝑥, 0) = 0 (м)

та на нижнiй межi 𝑢𝑦(𝑥,−1) = − 10−4

𝑥2+1
(м), 𝑢𝑥(𝑥,−1) = 0 (м).

Рис. 3.: Значення напруження 𝜎𝑦(𝑥, 𝑦) i перемiщення 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)

Отриманi результати цiлком узгоджуються з очiкуваною картиною: ма-
ксимальнi значення поблизу 𝑥 = 0, а за глибиною значення напружень
i перемiщень зменшуються i прямують до 0. Спостерiгається виконання
умов на верхнiй та нижнiй межах 𝑢𝑦(0, 0) = 0.0001, 𝑢𝑦(0,−1) = −0.0001.

3.3. Змiшана крайова задача.
На межi 𝑦 = 0 дiє зовнiшнє навантаження 𝜎𝑦(𝑥, 0) = 1

𝑥2+1
(Па),

𝜏𝑥𝑦(𝑥, 0) = 0 (Па). На межi 𝑦 = −1 перемiщення дорiвнюють нулю.
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Рис. 4.: Значення напружень 𝜎𝑦(𝑥, 𝑦) i 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)

Як бачимо на рис. 4 отриманi значення напружень приймають най-
бiльшi значення поблизу 𝑥 = 0 для кожного 𝑦, а при вiддаленi вiд 𝑥 = 0

значення напружень зменшуються та на нескiнченностi прямують до нуля.
Окрiм того отриманi результати свiдчать про виконання умов на верхнiй
межi 𝜎𝑦(0, 0) = 1 i 𝜏𝑥𝑦(0, 0) = 0.

Рис. 5.: Значення перемiщень 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) i 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)

Отриманi результати для перемiщень 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) i 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) демонструють
симетричний характер деформування. Максимальнi значення нормальних
перемiщень 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) вiдповiдають лiнiї дiї максимального нормального на-
вантаження. На нижнiй межi перемiщення дорiвнюють нулю, що свiдчить
про виконання крайових умов.



Крайовi задачi для ортотропного шару 37

Висновки

В роботi наведено пiдхiд до розв’язання крайових задач лiнiйної теорiї
пружностi для ортотропного шару в умовах плоскої деформацiї. Отримано
чисельно-аналiтичнi розв’язки першої, другої та змiшаної крайових задач,
що представленi в просторi трансформант. Проведено числовi розрахунки
виконано їх аналiз. В перспективi планується поширення описаного методу
на багатошаровi основи з ортотропними шарами.
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Summary

We consider the first, second basic and mixed boundary value problems of
the linear theory of elasticity for a homogeneous orthotropic layer of constant
thickness. The layer is subjected to a surface load. There are no internal
forces. It is required to determine the stresses and displacements at an ar-
bitrary point of the layer, assuming plane deformation. The solutions to the
problem are constructed. The solution to the problem is sought in the space
of transformants of the one-dimensional integral Fourier transform, where the
relationship between the transformants of the stress function and the trans-
formants of displacements and stresses is established. The desired values are
expressed through four auxiliary functions that are associated with the stress
and displacement transforms at the upper boundary. To obtain the true val-
ues of stresses and displacements at the points of the orthotropic layer, the
inverse integral Fourier transform is applied to the found stress and displace-
ment transforms. Numerical solutions for specific cases are obtained and the
results are analyzed.
Key words: orthotropic layer, plane deformation, stress-strain state stress func-
tion, integral Fourier transform.
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