МЕТОДИЧНІ МАТЕРІАЛИ ДЛЯ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ СТУДЕНТІВ ДЕННОГО ВІДДІЛЕННЯ З ДИСЦИПЛІН: «МЕХАНІКА ДЕФОРМІВНОГО ТВЕРДОГО ТІЛА» ТА «ОСНОВИ МЕХАНІКИ ДЕФОРМІВНОГО ТВЕРДОГО ТІЛА»

1. Основні гіпотези механіки суцільного середовища.
Теорія пружності – розділ механіки, що вивчає деформації у твердому тілі, які викликані фізичним впливом, і виникаючі при цьому сили.

Основні припущення:

1. Повна пружність – властивість тіл змінювати свою форму й об’єм під впливом зовнішніх навантажень і повністю відновлювати первісний стан після усунення цих впливів. Первісний стан передбачається таким, що при відсутності навантажень у тілі не виникають напруження (природний стан).

2. Лінійна залежність між навантаженням тіла і його деформацією.

3. Суцільність – відсутність порожнеч і розривів у тілі як до деформації, так і після.

4. Однорідність. У всіх точках тіла пружні властивості однакові.

5. Ізотропність. Однаковість пружних властивостей у всіх напрямках.

Основні принципи теорії пружності.

1. Переміщення точок тіла малі в порівнянні з його лінійними розмірами, а кути здвигів малі в порівнянні з одиницею.

2. Принцип суперпозиції (принцип незалежності дії сил): переміщення точок тіла, викликані дією декількох сил, дорівнюють сумі переміщень, викликаних кожною із сил.

3. Принцип Сен-Венана (принцип локальності ефекту самоурівноважених зовнішніх навантажень): якщо до малої частини тіла прикладена система взаємно-урівноважених навантажень, то вона викликає лише місцеве напруження, що швидко спадають в міру віддалення від місця прикладення. Це означає, що заміна системи сил на еквівалентну викликає лише місцевий ефект.

2. Поняття напруження.
Всі зовнішні сили, що діють на тверде тіло, можна розбити на дві групи: поверхневі й об’ємні.

Поверхневі сили розподілені по поверхні тіла. Прикладами таких сил є тиск води на греблю, тиск будинку на ґрунт і т.д. Звичайно поверхневі сили виникають у результаті контакту тіла з іншими тілами.

Об’ємні сили прикладені у внутрішніх точках тіла (наприклад вага тіла, сили інерції). Вони, як правило, є результатом взаємодії різного роду полів (гравітаційного, електричного й т.д.).

Розглянемо тверде тіло, що перебуває в рівновазі під дією поверхневих і об’ємних сил. Виберемо в цьому тілі точку 
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 та деякий напрямок 
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. Подумки розсічемо тіло площиною 
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, що проходить через вибрану точку перпендикулярно 
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, на дві частини 
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 й 
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. Частина 
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 відкинемо. Виберемо в площині 
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 площадку площею 
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, що містить точку 
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. Дію частини 
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 на площадку замінимо силою 
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Вектором напруження в точці 
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 називається вектор 
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Вектор 
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 залежить як від вибору точки, так і від орієнтації площадки. У загальному випадку він не збігається з напрямком нормалі 
[image: image16.wmf]n

 й представляється у вигляді суми двох векторів, один із яких перпендикулярний площадці (вектор нормального напруження), а інший паралельний площадці (вектор дотичного напруження). Для повної характеристики напруження в точці потрібно вказати довжину вектора 
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 і його напрямок при всіх положеннях площадки. 

Уведемо прямокутну декартову систему координат. Розглянемо площадку з нормальним вектором, паралельним вісі 
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. Розкладемо вектор 
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 по координатних вісях: 
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(У перетинах, паралельних координатним площинам, індекс 
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 замінимо індексом координатної вісі, нормальної до перетину). Позначимо 
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 (знак вибирається за правилом знаків. 

Аналогічно вводяться величини 
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 (у перетині, перпендикулярному вісі 
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 (у перетині, перпендикулярному вісі 
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Правило знаків: нормальне напруження додатне, якщо воно викликає розтягування (збігається з напрямком зовнішньої нормалі до площадки); дотичне напруження додатне, якщо воно на площадці, нормаль до якої збігається з напрямком відповідної їй координатної вісі, спрямовано убік відповідній цьому напруженню координатній вісі. Якщо зовнішня нормаль збігається з від’ємним напрямком відповідної їй координатної вісі, то додатне дотичне напруження спрямоване убік відповідному йому від’ємному напрямку координатної вісі.

Напруження в різних точках (у загальному випадку) різне, тобто:


[image: image27.wmf]j

i

z

y

x

j

i

z

y

x

z

y

x

ij

ij

i

i

¹

=

t

=

t

s

=

s

,

,

,

,

),

,

,

(

),

,

,

(

.
Іноді всі компоненти напруження позначають символом 
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, а в нормальних напруженнях пишуть два однакових індекси, тобто 
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,… Якщо в цих позначеннях поміняти індекси 
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 на 1, 2, 3 відповідно, то отриманий набір величин 
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 утворить тензор напруження. Цей тензор є симетричним, тому що 
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 це очевидно, а для 
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 це є закон парності дотичних напружень.

Напруження виміряються в Паскалях (1 Па = Н/м2).
3. Поняття деформації. Тензор деформації.
Щоб визначити деформацію необхідно порівняти положення точок тіла до й після прикладення навантаження. Під дією навантаження точка 
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 переходить у точку 
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 – переміщення точки 
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. Потрібно розрізняти два види переміщень точок тіла: переміщення всього тіла цілком без його деформації (вивчається в теоретичній механіці) і переміщення, пов’язане з деформацією тіла. Проекції переміщення точки 
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 на координатні вісі 
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 дорівнюють різниці відповідних координат точок 
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 і є функціями координат точки:
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Різниця у величинах переміщень у різних точках тіла викликає його деформацію. Розглянемо нескінченно малий паралелепіпед з ребрами довжиною 
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, який вирізаний із пружного тіла навколо довільної точки 
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, що внаслідок різниці переміщень його точок деформується, тобто, змінюється довжина його ребер і початкові прямі кути між гранями. 

Зобразимо два ребра: 
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. Після того, як будуть прикладені сили точки 
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Відносне подовження уздовж вісі 
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 називається лінійною деформацією по напрямку вісі 
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Аналогічно вводяться лінійні деформації по напрямках вісей 
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Нехай точки мають наступні координати 
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. Тоді розкладаючи функції 
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 в ряд Тейлора й обмежуючись тільки першими похідними, будемо мати, наприклад, для 
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Знайдемо координати точок 
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Тоді вектор 
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. Довжина цього вектора (з точністю до нескінченно малих першого порядку) дорівнює 
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Обчислимо відносне подовження 

[image: image71.wmf]y

v

dy

dy

dy

y

v

AB

AB

B

A

y

¶

¶

=

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

=

-

¢

¢

=

e

1

.

Аналогічно можна отримати формули для двох інших лінійних деформацій:
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Отже, лінійна деформація по будь-якому напрямку дорівнює частинній похідній складової переміщення в цьому напрямку по змінній у тому ж напрямку. 
Кут здвигу в площині 
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, тобто викривлення прямого кута 
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, називається кутовою деформацією. Вона визначається як сума кутів поворотів ребер 
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Розглянемо зміни кутів між ребрами 
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 паралелепіпеда (мал. 2). Точка 
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. Тому що кут 
[image: image80.wmf]1

a

малий, то 


[image: image81.wmf](

)

=

e

+

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

=

¢

¢

¢

¢

¢

¢

=

a

»

a

y

dy

w

dy

y

w

w

B

A

B

B

tg

1

1

1



[image: image82.wmf]y
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Ми обмежилися розглядом нескінченно малих першого порядку й урахували, що в цьому випадку 
[image: image83.wmf]B

A

B

A

¢

¢

»

¢

¢

¢

. Аналогічно отримуємо, що кут 
[image: image84.wmf]z

v

¶

¶

=

a

2

. Тоді кутова деформація 

[image: image85.wmf]z

v

y

w

zy

¶

¶

+

¶

¶

=

a

+

a

=

g

2

1

.

За аналогією: 
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u

x

w

x

v

y

u

zx

xy

¶

¶

+

¶

¶

=

g

¶

¶

+

¶

¶

=

g

,

.

Кутова деформація в будь-якій площині дорівнює сумі частинних похідних складового переміщення в цій площині по змінним у перпендикулярних напрямках.

Отримані залежності між деформаціями й переміщеннями називаються співвідношеннями Коші.

Правило знаків: додатнім лінійним деформаціям відповідає подовження по відповідним напрямках; а від’ємним – укорочення. Додатнім кутовим деформаціям відповідає зменшення кутів між додатними напрямками координатних вісей, а від’ємним – збільшення тих же кутів.
Якщо ввести позначення 
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 буде утворювати тензор деформації. 

Компоненти тензора деформацій безрозмірні.

До деформації об’єм паралелепіпеда дорівнював 
[image: image89.wmf]dxdydz

V

=

, а після об’єм паралелепіпеда стане (з точністю до нескінченно малих вищих порядків) 
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Знайдемо відносну зміну об’єму 
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 – середня деформація.

Матрицю тензора деформації запишемо у вигляді суми
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Перший доданок називається девіатором (він відповідає за зміну форми тіла при постійному об’ємі), а другий – кульовою складовою (він відповідає за зміну об’єму тіла при збереженні форми).
4. Диференціальні рівняння рівноваги й руху.

Припустимо, що тіло перебуває в статичній рівновазі. Із цього тіла навколо деякої внутрішньої точки 
[image: image94.wmf]M

 подумки виріжемо нескінченно малий паралелепіпед з ребрами, паралельними вісям координат. Зі статики відомо, що сума проекцій всіх сил на кожну з координатних вісей повинна дорівнювати нулю. Сума моментів всіх сил щодо кожної з координатних вісей також повинна бути нульовою, тобто:
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Разом з паралелепіпедом 
[image: image96.wmf]A

, що деформується, розглянемо точно такий же паралелепіпед 
[image: image97.wmf]B

, який не зазнає деформації. Якщо на грані площею 
[image: image98.wmf]S

 паралелепіпеда 
[image: image99.wmf]A

 нам відома напруга 
[image: image100.wmf]p

, то для складання рівнянь рівноваги будемо вважати, що до центра тієї ж грані паралелепіпеда 
[image: image101.wmf]B

 прикладена сила 
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 (саме така сила викликає таке напруження на цій площадці). Запишемо рівняння рівноваги паралелепіпеда 
[image: image103.wmf]B

. Знайшовши проекції всіх сил на вісь 
[image: image104.wmf]OX

, одержимо (малрис. 1 і 2):
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де 
[image: image108.wmf]r

 – густина речовини; 
[image: image109.wmf]X

 – проекція на вісь 
[image: image110.wmf]OX

 об’ємної сили віднесеної до одиниці маси.
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Після скорочення на 
[image: image111.wmf]dxdydz

 одержимо шукане рівняння. Аналогічно виходять і два інших рівняння рівноваги. 

Умови рівності нулю моментів всіх сил щодо вісі 
[image: image112.wmf]OX

:


[image: image113.wmf]+

s

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

s

¶

+

s

-

s

2

2

2

dy

dxdy

dz

dxdz

dy

y

dz

dxdz

z

y

y

y



[image: image114.wmf]+

t

+

t

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

s

¶

+

s

+

2

2

2

dy

dydz

dz

dydz

dy

dxdy

dz

z

xy

xz

z

z



[image: image115.wmf]-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

t

¶

+

t

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

t

¶

+

t

+

2

2

dy

dydz

dx

x

dz

dydz

dx

x

xy

xy

xz

xz



 EMBED Equation.3  [image: image116.wmf]+
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Привівши подібні та врахувавши також, що 
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 – нескінченно малі одного порядку, одержимо, що
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(Ми відкинули всі доданки, у яких буква 
[image: image120.wmf]d

 зустрічається чотири рази як нескінченно малі в порівнянні з іншими доданками). Аналогічно отримуємо й два інших співвідношення 
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Ці три співвідношення називаються законом парності дотичних напружень. 

Таким чином, рівняння рівноваги в напруженнях (рівняння Нав’є) мають такий вигляд


[image: image122.wmf]ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

í

ì

=

+

¶

s

¶

+

¶

t

¶

+

¶

t

¶

=

+

¶

t

¶

+

¶

s

¶

+

¶

t

¶

=

+

¶

t

¶

+

¶

t

¶

+

¶

s

¶

.

0

Z

,

0

Y

,

0

X

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

zy

zx

yz

y

yx

xz

xy

x


Для одержання рівнянь динаміки деформівного твердого тіла нам потрібно скористатися принципом Даламбера: у праві частини рівнянь статики потрібно додати інерційні члени:
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5. Залежність між напруженнями й деформаціями в межах теорії пружності.

Залежність напружень і деформацій визначається властивостями матеріалів. Обмежуючись малими деформаціями пружного тіла, зв’язок між напруженнями й деформаціями можна прийняти лінійної. При цьому в загальному випадку кожна складова напружень може залежати від усіх складових деформації:
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Тут 
[image: image125.wmf]mn
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 – пружні константи (те що це константи виходить з того, що тіло однорідне). Для тіл, що володіють повною пружністю з енергетичних міркувань випливає, що 
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, тобто в цьому випадку незалежних сталих буде всього 21 (замість 36 у загальному випадку). 

Для ізотропного тіла незалежними є тільки дві пружні постійні (це маємо з міркувань симетрії). Звичайно в якості таких незалежних пружних сталих звичайно вибираються: 
[image: image127.wmf]E

 – модуль Юнга, 
[image: image128.wmf]G

 – модуль зрушення, 
[image: image129.wmf]n

 – коефіцієнт Пуассона, 
[image: image130.wmf]m

l

,

 – постійні Ламе, 
[image: image131.wmf]K

 – коефіцієнт об’ємного розширення. Можна вибирати будь-які дві величини з цього списку (окрім пари 
[image: image132.wmf]G

 й 
[image: image133.wmf]m

, тому що вони рівні між собою). Усі розглянуті пружні постійні мають розмірність «Паскаль», крім коефіцієнта Пуассона, що є безрозмірним.

Наведемо нижче вирази цих пружних постійних через 
[image: image134.wmf]E

 і 
[image: image135.wmf]n
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Якщо до протилежних бічних граней стрижня прикласти сили так, щоб на його торцях виникло розтягуючи напруження 
[image: image137.wmf]s

, то це викличе його подовження. Нехай величина відносного подовження дорівнює 
[image: image138.wmf]e

. У випадку невеликих напружень ці дві величини пропорційні: 
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, і коефіцієнт пропорційності 
[image: image140.wmf]E

 називається модулем Юнга. При розтяганні стрижень стане тонше. Коефіцієнт пропорційності 
[image: image141.wmf]n

 між відносним подовженням стрижня й відносним укороченням його в напрямку, перпендикулярному вісі, називається коефіцієнтом Пуассона. Наприклад, якщо стрижень розтягується уздовж вісі 
[image: image142.wmf]OX

, то 
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Обчислимо подовження ребра, що паралельно напруженню 
[image: image144.wmf]x
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. Від дії напруження 
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 відносне подовження 
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 ребра дорівнює 
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. Напруження 
[image: image148.wmf]y
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 викликає подовження в напрямку, який перпендикулярний ребру, що паралельне напруженню 
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: 
[image: image150.wmf]E

y

y

s

=

e

, а в напрямку цього ребра викличе вкорочення 
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. На підставі принципу незалежності дії сил знаходимо повне відносне подовження розглянутого ребра як суму подовжень від дії кожного напруження:
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Аналогічно за напрямками вісей 
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 та 
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Зв’язок між кутовими деформаціями й дотичними напруженнями при здвигу можна представити незалежно для кожної із трьох площин, паралельних координатним площинам:
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Таким чином, закон Гука для ізотропного тіла має вигляд:
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Одержимо зворотний закон Гука, що виражає напруження через деформації. Позначимо 
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 – відносну зміну об’єму.
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де 
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 – перший інваріант напруженого стану. Модуль об’ємного розширення: 
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Якщо перший інваріант напруженого стану 
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 замінити середнім напруженням 
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 у точці, то одержимо, що
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Використовуючи уведені величини, запишемо 
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Таким чином, вираз для напруження 
[image: image168.wmf]x
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 приймає вигляд:
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Провівши аналогічні викладки і для інших напружень, запишемо зворотний закон Гука:
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6. Повна система рівнянь теорії пружності. Рівняння Ламе.
При розв’язанні задач теорії пружності невідомими (у кожній точці) є 15 величин: три компоненти вектора переміщення, шість (з урахуванням симетрії) компонент тензора напружень та шість компонент тензора деформації. 

Деформації в тілі не можуть бути довільними. Розіб’ємо тіло на маленькі паралелепіпеди, потім кожний з них деформуємо, а потім складемо їх разом. Знову отримане тіло вже буде містити порожнечі, тобто порушитися принцип суцільності. Тому повинні виконаються ще додаткові співвідношення між компонентами деформації. Ці співвідношення ще мають ім’я Сен-Венана. Їхнє виконання легко перевірити. Для цього треба в них виразити компоненти деформацій через переміщення й одержати тотожності.

Отже, приведемо повну систему рівнянь лінійної теорії пружності:

1. Статичні умови: 

а) рівняння Нав’є: 
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б) умови на поверхні: 
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Де 
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 – одиничний вектор зовнішньої нормалі до поверхні.

2. Геометричні умови: 

а) співвідношення Коші: 
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б) умови суцільності деформацій (співвідношення Сен-Венана) 
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3) Закон Гука, зворотний закон Гука:
а) закон Гука:
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б) зворотний закон Гука: 
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Крім того, на поверхні тіла повинні бути відомі або напруження (перша основна гранична задача), або переміщення (друга основна гранична задача). Якщо ж на частині поверхні тіла відомі напруження, а на частині, що залишилася, – переміщення, то маємо змішану граничну задачу (іноді її називають третьою основною граничною задачею).

Досить часто зручно користуватися рівняннями рівноваги не в напруженнях (рівняннями Нав’є), а в переміщеннях (рівняннями Ламе):
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де 
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 – оператор Лапласа.

7. Рівняння Бельтрамі-Мітчела.

Якщо ми розв’язуємо задачу теорії пружності в переміщеннях, то зручно використовувати рівняння Ламе. При розв’язанні задач теорії пружності в напруженнях одних рівнянь рівноваги (рівнянь Нав’є) недостатньо. Для відшукання шести складових напружень крім трьох рівнянь рівноваги потрібно додати ще шість рівнянь суцільності деформацій. Так як у останні входять складові деформації, то їх необхідно попередньо виразити через напруження. 

Спочатку знайдемо зв’язок між дотичними й нормальними напруженнями. Для цього продиференцюємо перше з рівнянь рівноваги по 
[image: image182.wmf]x

, друге – по 
[image: image183.wmf]y

, третє – по 
[image: image184.wmf]z

. Складаючи почленно два перших з отриманих рівнянь і, віднімаючи третє, знаходимо:
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Тепер у першому з рівнянь суцільності деформацій виразимо деформації через напруження, одержимо:
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або з урахуванням отриманної вище рівності
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де 
[image: image188.wmf]D

 – оператор Лапласа, 
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 – перший інваріант напруг. Аналогічно можна перетворити інші рівняння спільності деформацій. У результаті одержимо систему :
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Ці рівняння отримані Е. Бельтрамі в 1892 році. У 1899 році У. Мітчел вивів ці рівняння для загального випадку, коли об’ємні сили не постійні, і, отже, у праву частину рівнянь замість нулів входять члени, що містять похідні від ємних сил. Тому часто цю систему рівнянь називають рівняннями Бельтрамі-Мітчела.
8. Поняття плоскої деформації й плоского напруженого стану.

Розглянемо тіло, що представляє собою нескінченний паралелепіпед або циліндр. Нехай під дією прикладених навантажень, рівномірно розподілених уздовж вісі тіла, всі точки тіла кожного з перетинів, перпендикулярного до вісі тіла, залишаються в тій же площині. У цьому випадку говорять, що тіло піддається плоскої деформації. 

Будемо вважати, що вісь 
[image: image191.wmf]OZ

 паралельна вісі тіла. Тоді у всіх перерізах, які паралельні площини 
[image: image192.wmf]OXY

, напружений стан однаковий. Розмірність задачі в цьому випадку знижується, а рівняння теорії пружності спрощуються. Усі компоненти вектора переміщень і тензорів напружень і деформацій будуть залежати тільки від двох змінних: 
[image: image193.wmf]y
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,

, і деякі з них будуть нульовими: 
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Перейдемо до розгляду напружень. З огляду на зв’язок між кутовими деформаціями й дотичними напруженнями, одержимо, що
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Із закону Гука випливає, що 
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Підставляємо отримане співвідношення у дві перші формули закону Гука, маємо:
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Виразивши звідси 
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 через 
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, ми одержимо, що 
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Виключивши з повної системи рівнянь теорії пружності ті, які перетворюються в тотожності, одержимо повну систему рівнянь пружності для випадку плоскої деформації:

1. Статичні рівняння:
а) рівняння рівноваги:
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б) умови на поверхні:
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де 
[image: image207.wmf](
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 – одиничний вектор зовнішньої нормалі до поверхні.

2. Формули Коші: 
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3. Рівняння суцільності деформацій:


[image: image209.wmf]y

x

x

y

xy

y

x

¶

¶

g

¶

=

¶

e

¶

+

¶

e

¶

2

2

2

2

2

.
4. Закону Гука:
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При розв’язанні задач про плоску деформацію невідомими є вісім функцій: три складові напружень 
[image: image213.wmf]y
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 й 
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; три складові деформації 
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, а також складові переміщень 
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 і 
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Розглянемо тонку пластинку, що навантажена по торцях розтягуючими або стискаючими силами, які рівномірно розподіленими по товщині, і при цьому всі точки переміщаються в площинах, що паралельні серединній площини пластини. У цьому випадку говорять, що тіло перебуває в плоскому напруженому стані. 

Уведемо систему координат так, що б вісь 
[image: image219.wmf]OZ

 була перпендикулярна серединній площини пластини. Так як пластинка тонка, то можна вважати, що всі компоненти переміщень, напружень і деформацій постійні по глибині (тобто суть функції змінних 
[image: image220.wmf]x

 та 
[image: image221.wmf]y

). Зовнішні сили прикладені тільки по торцях пластини, і не прикладені до верхньої й нижньої її граней. Тому 
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Основні рівняння для тіла, що перебуває в плоскому напруженому стані, збігаються з рівняннями для тіла, що перебуває в умовах плоскої деформації. Відмінність лише в тому, що в законі Гука беруть участь інші пружні постійні:
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Відзначимо ще відмінність між плоскою деформацією й плоским напруженим станом. При плоскій деформації 
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. Таким чином, дослідження плоского напруженого стану можна звести до дослідження плоскої деформації тіла. 

При розв’язанні задач плоскої теорії пружності зручно використати так звану функцію Эрі 
[image: image226.wmf](

)

y

x

,

j

, через яку виражаються напруження: 

[image: image227.wmf]2

2

2

2

,

x

y

y

x

¶

j

¶

=

s

¶

j

¶

=

s

, 
[image: image228.wmf]y

x

xy

¶

¶

j

¶

-

=

t

2

.

Виключимо з рівнянь рівноваги величину 
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, для чого перше із цих рівнянь продиференцюємо по 
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звідки випливає умова існування функції Эрі. 
Функція Эрі повинна задовольняти бігармоничному рівнянню 


[image: image233.wmf]0

2

2

2

2

2

2

2

2

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

j

¶

+

¶

j

¶

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

y

x

y

x

.

Цей факт виходить при підстановці функції в рівняння суцільності деформацій.
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Рисунок 1 – Нормальні напруження


по всім граням елементарного паралелепіпеда
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Рисунок 2 – Дотичні напруження по всім граням 


елементарного паралелепіпеда
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