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3 Вказівки до виконання завдань контрольної роботи

3.1 Завдання 1

Тема завдання – математичне моделювання економічних задач.

Математичне програмування займається дослідженням властивостей та розробкою методів розв’язку задач виду: знайти значення змінних 
[image: image2.wmf](
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, які належать заданій множині 
[image: image3.wmf]X

 і перетворюють в екстремум функцію 
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 цих змінних. Джерелом такого роду задач є кожна галузь практичної діяльності людини і насамперед сфера економіки.

Згідно з прийнятою у математичному програмуванні термінологією, елементи множини 
[image: image5.wmf]X

 називають допустимими розв’язками (планами). Функцію 
[image: image6.wmf](
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, яка підлягає максимізації (мінімізації), називають цільовою. Допустимий розв’язок, який перетворює в екстремум цільову функцію, називається оптимальним розв’язком задачі.

Множина 
[image: image7.wmf]X

 допустимих розв’язків задається як множина розв’язків системи рівнянь і (або) нерівностей. Система рівнянь і нерівностей, яка визначає множину 
[image: image8.wmf]X

, називається системою обмежень задачі. 

При розгляді задач математичного програмування будемо розрізняти два етапи: постановку задачі та її розв’язання. Математика, як відомо, досліджує не реальні об’єкти і відношення, а їх абстракції. Однією з таких абстракцій є математична модель, яка формально описує математичними співвідношеннями явище, що вивчається, і відтворює найбільш суттєві його риси.

На прикладах покажемо, звідки виникають задачі математичного програмування.

Приклад 1. Цех випускає два види фарби: для внутрішніх (А) і зовнішніх (В) робіт. Для виробництва фарби використовують два види сировини: 
[image: image9.wmf]1
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 і 
[image: image10.wmf]2
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. Початкові дані наведено у таблиці: 

	Вид сировини
	Добові запаси сировини
	Витрати сировини на 1 т продукції

	
	
	А
	В
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	2
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	Ціна 1 т продукції
	3
	2


Добовий попит на фарбу А не перевищує попиту на фарбу В більше ніж на 1 т, а попит на фарбу А ніколи не перевищує 2 т на добу. Яку кількість фарби кожного виду повинен виготовляти цех, щоб мати максимальний прибуток від реалізації продукції?
Щоб скласти математичну модель, необхідно:
-6-

· ідентифікувати змінні (величини даної задачі, що знаходимо);
· записати обмеження, які накладаються на змінні, щоб виконувались умови, характерні для системи, яка моделюється;
· сформулювати мету, для досягнення якої з допустимих значень змінних необхідно вибрати ті, що відповідають оптимальному (найкращому) розв’язанню задачі.

У нашому прикладі необхідно знайти обсяг виробництва кожної із фарб, щоб мати максимальний прибуток від реалізації продукції, враховуючи обмеження на попит та витрати сировини.

Змінні: 
[image: image13.wmf]1
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 - добовий обсяг (т) виробництва фарби А,

             
[image: image14.wmf]2
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 - добовий обсяг (т) виробництва фарби В.

Цільова функція: Якщо вартість 1 т фарби А дорівнює 3 умов. грош. од., то добовий прибуток від реалізації буде 
[image: image15.wmf]1
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, а прибуток від реалізації фарби В - 
[image: image16.wmf]2
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. Загальний прибуток: 
[image: image17.wmf].
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Обмеження:
1) витрати сировини не повинні перевищувати її запасів, 
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2) обмеження на попит продукції мають вигляд:


[image: image19.wmf]î

í

ì

£

£

-

;

2

,

1

1

2

1

x

x

x


3) природне обмеження полягає в тому, що обсяги виробництва продукції не можуть бути від’ємними:
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Таким чином, математична модель задачі має наступний вигляд:
Знайти невід’ємний розв’язок системи нерівностей:
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при якому функція
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досягає свого максимального значення.

Приклад 2. Підприємство за певний час 
[image: image24.wmf]T

 повинне виконати або перевиконати план виробництва двох видів виробів 
[image: image25.wmf]1
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 і 
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. Для виробництва кожного виду виробів може бути використане устаткування груп  
[image: image27.wmf]1
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 і 
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. Продуктивність груп дорівнює 
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, де  
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 - індекс, відповідний виду устаткування, а 
[image: image31.wmf]j

 - виду продукції. Вартість одиниці часу роботи устаткування при виготовленні одиниці продукції дорівнює 
[image: image32.wmf]ij
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=1, 2). Знайти оптимальний план роботи групи устаткування, який забезпечує виконання плану випуску продукції з мінімальною собівартістю у заданий термін. Планова кількість виробів 
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 складає 
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 шт., а
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[image: image36.wmf]2
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  шт. Характеристики процесу виробництва групами устаткування (
[image: image37.wmf]1
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 і 
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) подано в таблиці.

	Група устаткування
	Продуктивність устаткування
	Ціна од. часу роботи устаткування
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Змінні: 
[image: image53.wmf]11

x

 –  кількість од. часу, протягом якого перша група устаткування буде виготовляти перший вид виробів, 
[image: image54.wmf]12
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 – кількість од. часу, протягом якого перша група устаткування буде виготовляти другий вид виробів. Змінні 
[image: image55.wmf]21
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 і 
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 мають аналогічні значення.

Обмеження:

1) урахування планового терміну 
[image: image57.wmf]T
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2) урахування планового завдання з кожного виду виробів:
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3) додаткові обмеження, які випливають з фізичного розуміння змінних:
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Цільова функція: вартість виготовленої продукції можна записати у вигляді функції: 
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Остаточно задача формулюється так:

Знайти такий план 
[image: image65.wmf]X
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 , при якому функція
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досягає мінімального значення і виконуються такі обмеження:
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Контрольні запитання
1.Сформулюйте загальну задачу математичного програмування.

2.Сформулюйте задачу лінійного (нелінійного, цілочислового) програмування.

3.Математична модель економічної задачі, її типи та принципи побудови.
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3.2 Завдання 2

Тема завдання – лінійне програмування; графічне розв’язування задач лінійного програмування.

Загальна задача лінійного програмування(ЛП) полягає у знаходженні максимального (мінімального) значення функції
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(1)

за даних умов


[image: image71.wmf](

)

(

)

m

k

i

b

x

a

i

b

x

a

n

j

i

j

ij

n

j

i

j

ij

,...

1

 

,

 

k

1,...,

 

,

 

1

1

+

=

=

=

£

å

å

=

=





(2)
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(3)
де 
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 – задані постійні і 
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Функція (1) – цільова функція, умови (2) – (3) – обмеження даної задачі.

Сукупність чисел 
[image: image77.wmf]X

 – 
[image: image78.wmf](
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, які задовольняють обмеження задачі, називається допустимим розв’язком (або планом).

Допустимий план, при якому цільова функція досягає максимального (мінімального) значення, називається оптимальним:
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Область допустимих рішень являє собою опуклий багатогранник (у двомірному випадку – опуклий багатокутник). Оптимальне рішення. Якщо воно існує, досягається в одній із вершин багатогранника.

Задача ЛП, яка містить обмеження (2) тільки у вигляді рівностей 
[image: image80.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image81.wmf])
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, називається основною або канонічною.. якщо обмеження (2) мають вигляд нерівностей (при 
[image: image82.wmf]n
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), то задачу ЛП називають стандартною.

Графічні методи ґрунтується на геометричній інтерпретації задач ЛП і застосовується для розв’язання задач двовимірного простору.

Приклад 1. Знайти максимальне та мінімальне значення функції 
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1

x

x

l

+

=

 за даних умов

9
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Розв’язання. Будуємо багатокутник розв’язків. Для цього в нерівностях системи обмежень змінимо знаки на знаки точних рівностей:
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Побудуємо отримані прямі, знайдемо відповідні нерівностям площини та їх перетин (рис. 1).

[image: image86.png]




Багатокутником розв’язків задачі є трикутник 
[image: image87.wmf]ABC

. Координати точок 
[image: image88.wmf]ABC

D

 задовольняють умову невід’ємності та нерівностям – обмеженням задачі. Серед точок цього трикутника треба знайти такі, у яких функція 
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 буде мати максимальне та мінімальне значення. Для цього побудуємо вектор 
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Переміщуємо пряму 
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 паралельно самій собі у напрямку градієнта і бачимо, що її останньою спільною точкою з багатокутником розв’язків  буде т.
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. таким чином у цій точці функція приймає максимальне значення. Точка 
[image: image94.wmf]C

 є точкою перетину двох прямих (1) і (3), її координати визначаються як розв’язок системи рівнянь.
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Для знаходження мінімального значення функції переміщуємо пряму 
[image: image98.wmf]4
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 в напрямку, протилежному градієнту. Останньою спільною точкою з багатокутником розв’язків буде т.
[image: image99.wmf]A

, координати якої визначаються як розв’язок системи рівнянь:


[image: image100.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

+

.

0

,

9

3

1

2

1

x

x

x


Отже, т.
[image: image101.wmf]A

 має координати  
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Контрольні запитання

1. Які види обмеження входять до задач ЛП?

2. Як перейти від нерівностей до рівнянь та навпаки у задачах ЛП?

3.Яка множина називається опуклою? Наведіть приклади.

4. Дайте визначення допустимого плану, оптимального плану у задачах ЛП.

5. Що називають багатогранником розв’язків?

6. Які задачі ЛП можна розв’язувати графічним методом?
- 11 –
3.3 Завдання 3


Тема завдання – симплексний метод розв’язування задач лінійного програмування.


Розглянемо цей метод у застосуванні до канонічної задачі мінімізації:
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[image: image106.wmf]).
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Кількість рівнянь у системі обмежень дорівнює рангу системи, і тому число 
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 та цільову функцію виразимо через них. Переозначимо базисні змінні: 
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[image: image117.wmf]
і складемо симплекс-таблицю:

	Базисні змінні
	Вільні члени
	Незалежні змінні
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Припустимо, що всі вільні члени 
[image: image141.wmf]m
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 невід’ємні. Тоді, якщо надати незалежним змінним нульові значення, отримуємо базисний (опорний) розв’язок: 
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 додатні, то розв’язок не буде оптимальним і його можна поліпшити, тобто зменшити значення L.

Зменшення значення функції L пов’язане зі збільшенням значення незалежної змінної, для якої коефіцієнт в останньому рядку симплекс-таблиці більше за нуль. Виберемо її. Нехай це буде xj. Змінну xj необхідно ввести до складу базисних (додатних) змінних і одночасно якусь із базисних змінних x1´, x2´, …, xm´  вивести до складу незалежних, тобто поміняти їх ролями. Визначення такої базисної змінної проводиться наступним чином: порівнюють між собою відношення вільних членів до додатних коефіцієнтів j–го стовпця таблиці і вибирають мінімальне, хай – βi/aij. Це означає, що необхідно поміняти місцями змінні xj і xi´. Якщо додатних коефіцієнтів у j–му стовпці немає, то цільова функція необмежена на множині припустимих розв’язків. 

Процедура заміни базисних змінних визначається коефіцієнтом aij, який називають розв’язувальним елементом, а рядок і стовпець, на перетині яких він знаходиться, - розв’язуючими.
Табличний алгоритм заміни змінних полягає у наступному:

1. Виділити в таблиці розв’язуючий елемент aij, обчислити λ=1/aij і записати значення λ у нижню частину тієї ж клітинки.

2. Елементи розв’язувального рядка помножити на λ, розв’язувального стовпця – на –λ і знайдені значення записати до нижніх частин відповідних клітинок.
3. Підкреслити у розв’язувальному рядку верхні числа, а у розв’язувальному стовпці – нижні.
4. У нижні частини решти клітинок ( що не належать до розв’язувальних рядка та стовпця) записати добуток підкреслених чисел, які розташовані у тому ж рядку і тому ж стовпці.
5. Перейти до нової симплекс-таблиці, в якій
· поміняти місцями xj і xi´;

· в клітинки розв’язувальних рядка та стовпця записати числа з нижніх частин відповідних клітинок попередньої таблиці;
· решту клітинок заповнити сумою чисел, розташованих у нижній та верхній частинах відповідних клітинок попередньої таблиці.
Приклад. Знайти максимум лінійної форми L=2x1-x4 при обмеженнях
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Задача знаходження максимуму функції 
[image: image149.wmf]L

 еквівалентна задачі знаходження мінімуму функції 
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Введемо допоміжні змінні (
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Кількість змінних задачі - 
[image: image154.wmf]6
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, тоді кількість незалежних змінних - 
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. Виберемо незалежними змінні 
[image: image157.wmf]3
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 і виразимо через них базисні змінні (
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) та цільову функцію. Маємо:
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Стандартний запис задачі:
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Складаємо симплекс-таблицю:

Таблиця 3.3.1

	Базисні змінні
	Вільні члени
	Незалежні змінні
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 EMBED Equation.3  [image: image184.wmf]1
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Таблиці 3.3.1 відповідає опорний розв’язок:
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. Так як серед коефіцієнтів цільової функції є додатний, то розв’язок неоптимальний.

Виберемо розв’язувальний елемент. Розв’язувальним стовпцем буде стовпець коефіцієнтів при змінних 
[image: image196.wmf]4

x

, а розв’язувальним рядком – рядок коефіцієнтів при 
[image: image197.wmf]2

x

, розв’язувальний елемент - 
[image: image198.wmf]2
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Згідно з наведеним вище алгоритмом роботи з симплекс-таблицею, виділимо розв’язувальний елемент, обчислимо 
[image: image199.wmf]2
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, помножимо на 
[image: image200.wmf]2
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 всі елементи розв’язувального рядка, та на 
[image: image201.wmf]2
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 - всі елементи розв’язувального стовпця. Знайдені значення запишемо у нижні частини відповідних клітинок таблиці. Підкреслимо в розв’язувальному рядку верхні числа, а у розв’язувальному стовпці нижні. У нижній частині решти клітинок таблиці записуємо добуток підкреслених чисел, які розташовані у тому ж рядку і тому ж стовпці (див. табл.. 3.3.2). Маємо:

Таблиця 3.3.2

	Базисні змінні
	Вільні члени
	Незалежні змінні
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Перейдемо до нової симплекс-таблиці, керуючись правилами алгоритму, наведеного вище.

Таблиця 3.3.3

	Базисні змінні
	Вільні члени
	Незалежні змінні
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Таблиці 3.3.3 відповідає розв’язок: 
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 . Так як серед коефіцієнтів цільової функції нема додатних, то знайдений розв’язок є оптимальним.


Таким чином, при тих же значеннях змінних досягається 
[image: image257.wmf]max
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Розглянутий алгоритм не є єдино можливим, у літературі наведена велика кількість його модифікацій.

Контрольні запитання.


1. У чому полягає ідея симплексного методу розв’язування задач ЛП?


2. Як знайти початковий опорний розв’язок задачі?


3. Як визначити розв’язувальний елемент у симплекс-таблиці?


4. Коли цільова функція необмежена на МПР?
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3.4 Завдання 4


Тема завдання – двоїсті задачі лінійного програмування.


З кожною задачею лінійного програмування тісно пов’язана інша лінійна задача, яка називається двоїстою.


Так, для початкової задачі, яка полягає у максимілізації функції
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за умовами
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двоїстою буде наступна задача:


знайти мінімум функції


[image: image261.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image262.wmf]
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при обмеженнях
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Двоїста пара задач ЛП може бути симетричною і несиметричною. В симетричних задачах система обмежень задається у вигляді нерівностей і на змінні накладаються умови невід’ємності (як у наведеному вище випадку). У несиметричних задачах система обмежень прямої задачі задається рівностями, а у двоїстій – нерівностями, причому змінні останньої можуть бути від’ємними.


Пари двоїстих задач можуть бути записані так:

Симетричні

1) Пряма








Двоїста
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Несиметричні

3) max L(X)= CT X                                                 min L*(Y)= BT Y
            AX =B                                                               AT Y ≥ C

           X ≥ 0

4) min L(X)= CT X                                                  max L*(Y)= BT Y

            AX =B                                                               AT Y ≤ C

           X ≥ 0


                                           x1                       c1                   b1                  y1
де  A=||aij|| i=1,…,m,,     X=  …     ,    C=     …   ,  B=  …      Y=   …

                              j=1,…,n                     xn                    cn                       bm            ym   

                                                                                                                               

       Наприклад, маємо задачу 

                                             min F = 3x1 + 2x2 ,

                                             x1 – 2x2 ≤ 3,

                                             2x1 – x2 ≤ 10,

                                             3x1 – x2 ≥ -5,

                                             - x1 + x2 ≥ 3,

                                              x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Запишемо її у вигляді (1)

                                               max F’ = -3x1 - 2x2 ,

                                             x1 – 2x2 ≤ 3,

                                             2x1 – x2 ≤ 10,

                                             -3x1 + x2 ≤ 5,

                                              x1 -  x2 ≤  -3,

                                              x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
тоді двоїсною буде задача: 

                                              min F’’= 3y1+10y2+5y3 – 3y4 ,

                                              y1+ 2y2 – 3y3+ y4 ≥ -3,

                                              -2y1 - 2y2 +  y3 -  y4 ≥ -2,

                                               yi ≥ 0, i=1,…,4.

        Між розв’язками пари двоїстих задач існують важливі співвідношення: коли перша з пари двоїстих задач має оптимальний розв’язок, то друга також має оптимальний розв’язок, і значення цільових функцій задач при оптимальних планах співпадають.

18
         Крім того, розв’язуючи симплекс-методом початкову задачу, можна отримати оптимальний розв’язок двоїстої. Нехай Х* - оптимальний план початкової задачі, а  хк*,...,хм* - базисні змінні в останній симплекс-таблиці. Позначимо через С* - матрицю-рядок з коефіціентів цільової фунції початкової задачі при цих базисних змінних, а через Р – матрицю коефіціентів при цих змінних в системі обмежень початкової задачі. Тоді оптимальний розв’язок Y* двоїстої задачі можна знайти формулою:

                                                     Y* = С* Р -1 ,

де Р -1 – матриця, обернена до матриці Р .

     Приклад. Для даної задачі записати двоїсгу і знайти її розв’язок.

                                          min L = x1 – x3 ,

                                          x1 - 2x2 + x3=1,

                                          x1 + 3x2 + 4x4=3, 

                                          xi ≥0, i=1,…,4.

 Розв’язання.  Двоїста задача полягає в знаходженні максимального значення функції  L* = y1 + 3y2  за умовами    

                                           y1 + y2 ≤ 1,

                                           -2y1 + 3y2 ≤ 0,

                                            y1 ≤ -1,   
                                            y2 ≤ 0 .   
  Оптимальний  розв’язок цієї двоїстої задачі спочатку знайдемо графічним методом.

                                                                   
[image: image273]                     
З малюнка видно, що максимального значення функція L* досягає  в т.А. Таким чином,  Y* = (-1, - 2/3) є ориганальним планом, при якому L* = - 3.

Розв’яжемо тепер двоїсту задачу іншим методом. По-перше, визначимо оптимальний план початкової задачі за допомогою симплекс- методу.  
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Запишемо початкову задачу у вигляді:
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та розв’яжемо її.
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Обчислимо обернену матрицю 
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Тоді оптимальний розв’язок задачі 

[image: image308.wmf]
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Контрольні запитання

1. В чому полягає суть двоїстості у лінійному програмуванні?

2. Нехай початкова задача полягає в оптимальному використанні ресурсів. Дайте економічну інтерпретацію двоїстої задачі?

3. Який існує зв’язок між розв’язками пари двоїстих задач?

4. Які задачі називають симетричними, несиметричними?

3.5 Завдання 5

Тема завдання – транспортна задача лінійного програмування.


Транспортна задача полягає в наступному:  маємо 
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. Визначити оптимальний план забезпечення споживачів 
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Найбільш часто зустрічається випадок збалансованої задачі, коли 
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, то вводять фіктивного споживача, так щоб задача стала збалансованою, а при 
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 – фіктивного постачальника.


Так як задача збалансована, то маємо дві групи обмежень:
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Процес розв’язування транспортної задачі складається з трьох основних етапів:

1) побудова початкового опорного плану;

2) перевірка оптимального плану;

3) перерозподіл вантажів для поліпшення плану.

Розглянемо ці етапи на прикладі:
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, де елементи матриці 
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 – запаси вантажу в постачальників, елементи 
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 – попит споживачів на вантаж, а елементи 
[image: image334.wmf]C

 – тарифи перевезень.


За даними задачі складаємо таблицю 3.5.1.
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Таблиця 3.5.1.
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Для побудови опорного плану перевезень найбільш простим і зручним у застосуванні є метод північно-західного кута. Згідно з цим методом розподіл продукції споживачам виконується в порядку розміщення їх у таблиці, яку починають заповнювати з лівого верхнього кута, рухаючись далі за рядком праворуч або за стовпцем донизу.

Опорний план має вигляд:
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Маємо план (табл. 3.5.2.):

Таблиця 3.5.2.
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Знайдений план не вироджений, тому що кількість ненульових перевезень дорівнює 
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Оцінимо оптимальність плану методом потенціалів, в основу якого покладено знаходження спеціальних числових показників, приписаних кожному постачальнику і споживачу продукції за певним правилом, а саме: кожному постачальнику 
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(j=1,…,n) так, щоб для всіх заповнених клітинок таблиці мати рівність


[image: image364.wmf]ij

i

i

c

=

+

b

a

.


Введені таким чином числа 
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Визначивши потенціали, знаходять їх суму 
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для незаповнених клітинок таблиці. Критерій оптимальності стверджує, що оптимальним буде план, для якого 
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). У протилежному випадку план можна поліпшити, заповнюючи клітинку з від’ємною характеристикою (
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). Для заповнення такої клітинки необхідно змінити обсяги перевезень, записаних у тих клітинках таблиці, які з вибраною клітинкою пов'зані циклом.


Циклом називається ламана лінія, одна з вершин якої розміщується у незаповненій клітинці, а інші - в заповнених; причому у кожній з вершин перетинаються тільки дві ланки, одна з яких знаходиться у рядку, а друга - у стовпці.


Кожна вершина циклу (відповідна клітинка таблиці) позначається так:

Незаповнена клітинка - знаком “+”, а решта - по черзі знаками “-” і “+”. Вибирається найменша поставка з тих, що містяться у клітинках, позначених знаком  “-”. Здобуту поставку переміщують за циклом, додаючи її значення до поставок у клітинках з “+” і віднімаючи з поставок у клітинках з “-”.

Продовжуємо розв’язування задачі. Знайдемо потенціали 
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як розв’язок системи рівнянь
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Нехай 
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Таблиця 3.5.3

	                     Споживачі               

Постачальники
	В1
	В2
	В3
	
[image: image380.wmf]i

a



	А1
	                     4
4
	                    5

6 -
	                     1

+
	0

	А2
	                    3

	               2
2 +
	                    0

  -  3
	-3

	А3
	                      5

	                        4


	                   2

5
	-1

	
[image: image381.wmf]j

b


	4


	5
	3
	



Знайдемо суму потенціалів для незаповнених клітинок:
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Оскільки 
[image: image384.wmf]0
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, то план можна поліпшити заповнивши клітинку (1,3). Будуємо для клітинки (1,3) цикл як показано у таблиці 3.5.3 і перерозподіляємо за цим циклом 3 од. вантажу (min{3;6}=3). Результати заносимо до таблиці 3.5.4

      Таблиця 3.5.4
	                     Споживачі               

Постачальники
	В1
	В2
	В3
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Маємо новий план. Перевіримо його оптимальність.


Знайдемо потенціали і занесемо їх до таблиці 3.5.4. Для незаповнених клітинок маємо:
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Клітинка (3,2) має від’ємну характеристику, цикл для неї зображено в таблиці 3.5.4. Перерозподіляємо за циклом 3 одиниці вантажу і заносимо результати до таблиці 3.5.5.
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Перевіримо оптимальність плану:
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План оптимальний, йому відповідають сумарні витрати на перевезення:
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       Таблиця 3.5.5

	                     Споживачі               

Постачальники
	В1
	В2
	В3
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                  Контрольні запитання

1. Сформулюйте транспортну задачу і запишіть її математичну модель.
2. Яка модель транспортної задачі називається збалансованою?

3. Як будується початковий опорний план?

4. Який план називається невиродженим?

5. У чому полягає метод потенціалів розв’язування транспортної задачі?
-25-
4 Варіанти контрольних завдань

4.1 Завдання 1

Побудувати математичну модель економічної задачі.

          1.З листового прокату необхідно виробити заготовку чотирьох видів. Один лист довжиною 184 см. можна розрізати на заготовки 45, 50, 65 і 85 см. Усього заготовок кожного виду необхідно відповідно 90, 96, 88, 56 шт. Способи розрізування одного листа на заготовки та величина відходів при кожному способі подані у таблиці.


	Довжина заготовки (см)
	Кількість заготовок з одного листа при розрізуванні способами

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	45
	2
	2
	1
	1
	-
	-

	50
	1
	-
	-
	1
	-
	-

	65
	-
	-
	2
	-
	1
	1

	85
	-
	1
	-
	1
	-
	1

	Відходи(см)
	44
	9
	9
	4
	19
	34


Визначити, яку кількість листів по кожному із способів необхідно розрізати, щоб мати необхідну кількість заготовок даного виду при мінімальних загальних відходах.


2. Для виробництва трьох видів виробів A,B та C використовують три різні види сировини. Кожний із видів сировини може бути використаний у кількості не більш ніж 180, 210, 244 кг. Норми витрат кожного з видів сировини на одиницю продукції даного виду і ціна одиниці продукції кожного виду подані в таблиці.  

	
Види сировини
	Норми витрат сировини (кг) на одиницю продукції

	
	A
	B
	C

	I
	4
	2
	1

	II
	3
	1
	3

	III
	1
	2
	5

	Ціна од. продукції
	10
	14
	12



Знайти план випуску продукції, при якому буде забезпечена її максимальна вартість.


3. Пароплав можна використовувати для перевезення 6 найменувань вантажу. Маса, обсяг і ціна одиниці кожного подано в таблиці.

26

	Параметри одиниці вантажу
	Номер вантажу

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Маса(т)
	60    
	81
	83
	86
	65
	83

	Об’єм(м3)
	80
	114
	60
	106
	114
	86

	Ціна
	2,8
	3,3
	3,5
	4,7
	3,9
	4,0


На пароплав може бути навантажено не більше 500 т вантажу загальним обсягом, який не перевищує 600 м3. Знайти, скільки одиниць кожного вантажу можна розмістити на пароплаві так, щоб загальна його вартість була максимальною.

4.  Маємо три ділянки землі,  на яких можуть бути засіяні кукурудза, пшениця, ячмінь та просо. Площа кожної з ділянок відповідно дорівнює 600, 180 та 220 га. Враховуючи кількість насіння кукурудзи, пшениці, ячменю і проса слід відповідно засіяти 290, 280, 110 і 420 га. Урожайність кожної з культур для кожної ділянки подано матрицею:                          


[image: image394.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

16

18

24

14

22

18

22

28

30

50

45

40

C


Знайти, скільки гектарів кожної культури на кожній ділянці необхідно засіяти, щоб загальний збір був максимальним.
5.  Виготовлена на трьох цегельних заводах цегла поступає на чотири об’єкти. Повсякденне виробництво цегли і потреба в ній наведені в таблиці. В ній вказана ціна перевезення 1000 шт цегли з кожного із заводів до кожного об’єкту.

	Завод
	Ціна перевезення

1000 шт цегли
	Виробництво цегли (тис.шт.)

	
	1
	2
	3
	4
	

	I
	8
	7
	5
	10
	240

	II
	13
	8
	10
	7
	360

	III
	12
	4
	11
	9
	180

	Потреба у цеглі (тис.шт.)
	230
	220
	130
	170
	


Скласти план перевезень, згідно з яким забезпечується потреба в цеглі на кожному об’єкті при мінімальній вартості перевезень.

6. Із 4-х видів сировини необхідно виготовити суміш, до складу якої повинно входити не менше 26 од. хімічної речовини А, 30 од. – речовини В та 24 од. речовини С. Кількість одиниць хімічної речовини, яка міститься у 1 кг кожного виду, подано в таблиці. В ній же наведено ціну 1 кг сировини кожного виду.

	Речовина
	Кількість од. речовини у 1 кг сировини виду

	
	1
	2
	3
	4

	А
	1
	1
	-
	4

	В
	2
	-
	3
	5

	С
	1
	2
	4
	6

	Ціна за 1 кг сировини
	5
	6
	7
	4


Скласти суміш, яка містить в собі не менше потрібної кількості речовини даного виду і має мінімальну вартість.
7. М’ясокомбінат складається з 4-х заводів, на кожному з яких виготовляється три види ковбасних виробів. Потужність кожного з заводів відповідно дорівнює 300, 280, 270 і 350 
[image: image395.wmf]добу

т

. Повсякденні потреби в ковбасних виробах кожного виду відомі і відповідно дорівнюють 450, 370 і 400т. Собівартість 1 т кожного виду ковбасних виробів на кожному заводі визначена матрицею:
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Знайти такий розподіл випуску ковбасних виробів між заводами, при якому собівартість виготовленої продукції буде мінімальною.


8. У трьох пунктах зосереджено однорідний вантаж в кількостях, які відповідно дорівнюють 420, 380 та 400 т. Цей вантаж необхідно перевезти в три пункти призначення в кількостях, рівних 260, 520 і 420 т. Вартість перевезення 1 т вантажу з кожного пункту відправлення в кожний пункт призначення є відомими величинами і подані матрицею:
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Знайти план перевезень, який забезпечує вивезення вантажу з пункту відправлення  в ввіз необхідного вантажу в пункти призначення при мінімальній загальній вартості перевезень.  


9. Cтальний прут довжиною 110 см необхідно розрізати на заготовки довжиною 45, 35 і 50 см. Потрібна кількість заготовок даного виду складає відповідно 40, 30 і 20 шт. Можливі варіанти розрізування та величина відходів при кожному з них наведені в таблиці. Знайти, скільки прутів за кожним з можливих варіантів потрібно розрізати, щоб отримати не менше потрібної кількості заготовок кожного виду при мінімальних відходах.

	Довжина 

заготовки (см)
	                                     Варіант розрізування

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	45
	2
	1
	1
	-
	-
	-

	30
	-
	1
	-
	3
	1
	      -

	50
	-
	-
	1
	-
	1
	2

	Кількість відходів
	20
	30
	15
	5
	25
	10


       10. Пароплав може бути використано для перевезення 5 найменувань вантажу маса, обсяг і ціна одиниці кожного з яких наведено в таблиці.


На пароплав може бути навантажено не більше 800 т вантажу загальним обсягом, який не перевищує 600 
[image: image398.wmf]3

м

. Знайти, скільки одиниць кожного вантажу необхідно помістити на пароплав так, щоб загальна вартість розміщення вантажу була максимальною.
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	Параметри

од. вантажу
	Номер вантажу

	
	1
	2
	3
	4
	5

	Маса (т)
	80
	62
	92
	82
	90

	Обсяг (
[image: image399.wmf]3

м

)
	100
	90
	96
	110
	120

	Ціна
	4,4
	2,7
	3,2
	2,8
	2,7


11. З пункту А в пункт В кожного дня відправляються пасажирські та швидкі поїзди. В таблиці вказано кількість вагонів різних типів, з яких кожного дня можна комплектувати поїзди і кількість пасажирів на яку розраховано вагони. Зайти оптимальну кількість швидких і пасажирських поїздів, при якій кількість перевезених пасажирів буде максимальною.

	Вагон
	Парк вагонів
	Поїзд
	Кількість

пасажирів

	
	
	Швидкий
	Пасажирський
	

	Вантажний
	12
	1
	1
	-

	Поштовий
	18
	1
	-
	-

	Жорсткий
	89
	5
	8
	58

	Купейний
	79
	6
	4
	40

	М’який
	35
	4
	2
	32


12. Розв’язати задачу № 11 за умови, що пропускна здатність дороги обмежує кількість пасажирських поїздів до 6 в день.

13. Підприємство може працювати за п’ятьма технологічними процесами 
[image: image400.wmf])
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, причому кількість одиниць продукції, що випускається, за різними технологічними процесами за 1 од. Часу відповідно дорівнює 300, 260, 320, 400 і 450 шт. В пресі беруть участь такі виробничі фактори: сировина, електроенергія, платня і накладні витрати. Затрати відповідних факторів при роботі за різними технологіями за 1 од. Часу вказані в таблиці.

	Виробничий

фактор
	Затрати при різних технологіях
	Ліміт

	
	
[image: image401.wmf]1
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	Сировина
	15
	20
	12
	14
	18
	2000

	Ел. Енергія
	0,2
	0,3
	0,15
	0,25
	0,30
	300

	Накл. Витр.
	4
	5
	6
	3
	2
	1000

	Зарплата
	6
	3
	4
	6
	3
	1600


Знайти план максимального випуску продукції.
14. Для виготовлення сплаву зі свинцю, цинку та олова певного складу використовується сировина з п’яти сплавів тих же металів, що відрізняються складом і вартістю за 1 кг. Дані наведено в таблиці.

Знайти, яку кількість сплаву кожного виду необхідно для того, щоб виготовити при мінімальній собівартості 1 т сплаву, який має 20% свинцю, 30% цинку, 50% олова.
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	    Тип     сплаву
	                         Склад металу (%)
	Питома вартiсть (грв./кг)

	
	Свинець
	Цинк
	Олово
	

	I
	15
	40
	45
	8

	II
	10
	80
	10
	17

	III
	30
	30
	40
	10

	IV
	40
	25
	35
	12

	V
	10
	70
	20
	15


   15. Розв’язати задачу № 14 при обмеженнях на склад сплаву: олова - від 40% до 60%, а цинку – від 20% до 30%.
    16. . Розв’язати задачу № 14 при обмеженнях на склад сплаву: олова – не бiльше 40% i цинку не менше 20%.

    17-18. Деталi A, B i C можно обробляти на трьох верстатах (I, II, III). В таблицi вказанi норми затрат часу на обробку верстатом вiдповiдноi деталi, вартiсть 1 год. роботи верстата i граничний час роботи верстата.

    Припускаючи, що будь-яка деталь може обробляти на будь-якому з верстатiв, знайти оптимальну виробничу программу за одним iз критеріїв:

· максимум товарної продукції (варiант № 17);

· максимум сумарного прибутку (варiант № 18).
	     Верстат
	Норма часу обробки
	Вартiсть 1 год. роботи верстата
	Час роботи верстата 

(год.)



	
	А
	В
	С
	
	

	I
	0,3
	0,1
	0,2
	30
	50

	II
	0,5
	0,2
	0,4
	20
	60
	40

	III
	0,4
	0,5
	0,3
	15
	40


    19-20. Три механiзми I, II, III можуть виконувати три види земляних робiт А, B i C. В таблицi вказано ресурси робочого часу кожного механiзму, продуктивнiсть механiзмiв при виконаннi робiт i вартiсть однiєї години робочого механiзму.
	     Механізм
	Продуктивність (
[image: image406.wmf]3

м

/год.)

	Питома
Вартість
(грв./год.)
	Ресурс часу (год.)

	

	
	A
	B
	C
	A
	B
	C
	
	

	I
	
[image: image407.wmf]30
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	3
	400
	

	II
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	5
	300
	

	III
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	6
	280
	


Знайти:

- оптимальне навантаження механiзмiв при максимальному суммарному обсязi виконаних робiт (варiант № 19);

- оптимальне навантаження обладнання, мiнiмiзуюче сумарнi витрати, при обсягах робiт: 
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 (варiант № 20).

    21. Механiчний завод при виготовленнi трьох рiзних деталей I, II, III використовуэ токарнi, фрезернi та стругальнi верстати. При цьому обробка кожноЇ деталi можна вести трьома рiзними технологiчними способами  
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, в таблицi вказанi норми часу на обробку деталi на вiдповiдному верстатi кожним технологiчним способом, а також ресурси (станко/год.) кожної групи верстатiв. Прибуток вiд продажу кожного виду виробiв складає вiдповiдно 22, 18 i 30 грв. Скласти оптимальний план навантаження виробничих потужностей, який забезпечить максимальний прибуток.
	     Тип 

верстата
	Норма часу на  обробку деталей (год.)
	Ресурс часу

(год.)
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    22. Розв’язати задачу № 21, враховуючи, що мiж кiлькiстю виготовлених деталей повинно виконуватися спiввiдношення 1:2:1.
    23. Розв’язати задачу № 21, якщо кiлькiсть деталей II не повинна перевищувати 100 од.

    24. За допомогою трьох технологiчних процесiв з руди можна видiлити двi речовини А i B. З кожноЇ тони руди при використаннi процесiв I, II, III маэмо, вiдповiдно, 0.4 i 0.6, 0.6 i 0.4, 0.2 i 0.2  кiлограмiв речовини А i В, при цьому витрати дорiвнюють: 5000 грв. для процесу I, 6000 грв. для II i 1000 грв. для процесу III. Знайти оптимальний розподiл 10 т руди за процесами I, II, III, мiнiмiзуючий витрати, якщо необхiдно одержати не менше 3 кг кожноi речовини.
    25. Для виготовлення виробiв № 1 i № 2 склад може вiдпустити не бiльше 80 кг металу. На вирiб № 1 витрачається 2 кг, а на вирiб № 2 – 1 кг металу. Необхiдно спланувати виробництво, щоб було забезпечено найбiльший прибуток, якщо виробiв № 1 треба виготовити не бiльше 30 шт., а виробiв № 2 – 3 грв.
    Цех випускає три види виробів (I, II, III), добовий плановий випуск яких становить: 90 одиниць виробу I, 70 – виробу II, 60 – виробу III. Добові ресурси на їх виготовлення такі: 780 одиниць виробничого устаткування, 850 одиниць сировини, 790 одиниць електроенергії. Витрати їх на одиницю виготовленої продукції подано в такій таблиці:
	Ресурси
	Витрати ресурсів на од. виробів
	

	
	I
	II
	III
	

	Виробниче устаткування
	2
	3
	4
	

	Сировина
	1
	4
	5
	
	40

	Електроенергія
	3
	4
	2
	

	Вартість в грв.
	8

	7


	 6
	


  Скільки виробів треба виготовити (якого типу і в якій кількості), щоб мати максимальний прибуток від випущеної понад плану продукції.

    27. Господарство має 5 тваринницьких ферм, розміщених в різних місцях і на різних відстанях від полів сівозміни, Потреби в зелені масі для силосування на кожній з ферм становить 2200 т, 4500 т, 2000 т, 1800 т, 3000 т.     
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Кукурудза на силос вирощується на трьох полях сівозміни і збір становить: на першому полі – 6000т, на другому – 3500т і на третьому- 4000т. Транспортні витрати ( в копійках за тонну ) на перевезення зеленої маси з полів на ферми подано в такій таблиці:

	Поля
	Тваринницькі ферми

	
	1
	2
	3
	4
	5

	I
	4
	1
	3
	4
	4

	II
	2
	3
	2
	2
	3

	III
	3
	5
	2
	4
	4


Треба спланувати перевезення силосної маси з полів на ферми так, щоб транспортні витрати були мінімальними.

28. Для підживлення посівів треба внести на 1 га 24 одиниці хімічної речовини А1, 30 одиниць речовини А2, 15 одиниць речовини А3 . 

Радгосп купує комбіновані добрива троьх видів: В1, В2, В3 . У таблиці наведено вміст потрібних хімічних речовин в одиниці комбінованих добрив і ціну одиниці ваги кожного виду добрив.

	Хімічні речовини
	Норма внесення хім.речовини на 1 га
	Вміст хім. речовин на од.ваги комбінованого добрива

	
	
	В1
	В2
	В3

	А1
	24
	1
	4
	3

	А2
	30
	2
	5
	3

	А3
	15
	-
	3
	2

	Ціна добрива за од. ваги
	5
	2
	4


Скільки треба закупити кожного виду комбінованих добрив, щоб грунт було внесено потрібну кількість хімічних речовин і щоб вартість закуплиних добрив була мінімальною?

29. Завод додатково освоїв випуск продукції чотирьох видів В1, В2, В3, В4. Для випуску цієї продукції потрібна сировина чотирьох видів: А1, А2, А3, А4, яку завод щомісяця може одержувати в обмеженій кількості. Кількість сировини кожного виду, яка потрібна для виготовлення кожного виду продукції, а також щомісячне надходження сировини подано в таблиці:

	Види сировини
	Щомісячне надходження сировини (в ум.од.)
	Витрати сировини на од.кожного виробу

	
	
	В1
	В2
	В3
	В4

	А1
	1260
	2
	4
	6
	8

	А2
	900
	2
	2
	0
	6

	А3
	530
	0
	1
	1
	2

	А4
	210
	1
	0
	1
	0

	Прибуток від реалізації одного виробу
	8
	10
	12
	18


Визначити, який асортимент продукції і в якій кількості повинен випускати завод, щоб прибуток від її реалізації був максимальним.

30. Для нормального проходження технологічного процесу в одному з цехів хімічного заводу потрібні  хімічні речовини А1, А2, А3, місячна норма яких повинна бути не меньша, відповідно, 48,60 і 80 вагових одиниць. Ці речовини  містяться в сумішах В1, В2, В3 . Вміст кожної з речовин у кожній із сумішей, а також ціну за 1л.суміші подано в таблиці:
	Види речовини
	Мінімальна потреба
	Вміст хім. речовин у сумішах у вагових одиницях

	
	
	В1
	В2
	В3

	А1
	48
	1
	0
	2

	А2
	60
	2
	3
	0

	А3
	80
	0
	2
	4

	Ціна суміші
	5
	3
	4


Яку кількість суміші В1, В2, В3 треба щомісяця купувати, щоб задовільнити потребу хімічного заводу в хімічних речовинах А1, А2, А3 і щоб витрати на ці закупки були мінімальні?
-33-
4.2 Завдання 2

Розв’язати задачу лінійного програмування графічним методом.
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4.3 Завдання 3

Симплексним методом знайти максимум або мінімум функції при заданих умовах.
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4.4 Завдання 4


Для даної задачі сформулювати двоїсту і найти її розв’язок:

1) графічним методом;

2) використовуючи оптимальний розв’язок даної задачі, знайдений симплекс-методом.
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4.5 Завдання 5

Розв´язати транспортну задачу методом потенціалів, якщо відомі запаси вантажу в пунктах відправлення 
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