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1. Різні способи задання прямих та площин в просторі. Взаємне розміщення двох прямих, прямої та пощини.
Пряма в просторі
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Нехай задана точка 
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Скласти рівняння промої, що проходить через точку 
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 – канонічне рівняння прямої в просторі. 
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 – параметричні рівняння прямої в просторі. 
[image: image11.wmf]t

 – параметр. 

Канонічне рівняння задає пряму, як перетин трьох площин, кожна з яких паралельна координатній осі. 
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 – рівняння прямої, що проходить ч/з дві точки в просторі. 

Дві прямі в просторі

Задані дві прямі:
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Умова паралельності: 
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Якщо крім (1’) виконується також рівність (2’), то прямі співпадають:
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Умова перетину прямих:
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Площина в просторі
                n(a,b,c)
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 - вектор нормалі цієї площини.
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n–перпендикуляр до площини.

Через 3 точки, що не лежать на 1 прямій можна провести площину:
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Пряма і площина в просторі
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2’) якщо крім цього 
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 – кут між прямою і площиною. 

2. Основні алгебраїчні структури: група, кільце, поле. 
а)Група

Непорожня множина із визначеною в ній бінарною операцією 
[image: image43.wmf]*

, в якій визначена асоціативна операція, називається півгрупою. Півгрупа, в якій існує одиничний (нейтральний) елемент, називається моноїдом. Одиничний елемент позначають е: для будь-якого g
[image: image44.wmf]Î

G [g
[image: image45.wmf]*

e = e
[image: image46.wmf]*

g = g]. Моноїд, кожен елемент якого оборотний, називається групою. Оборотним називається такий елемент множини, для якого в цій множині існує обернений. Оберненим до елемента g
[image: image47.wmf]Î

G називається такий елемент g-1 цієї ж множини, для якого g
[image: image48.wmf]*

g-1= g-1
[image: image49.wmf]*

g = e.
Повне означення групи: Непорожня множина G, на якій визначено бінарну операцію 
[image: image50.wmf]*

 , називається групою, якщо виконуються наступні умови: 

1) операція 
[image: image51.wmf]*

 асоціативна;

2) в множині G існує одиничний елемент ;

3) кожний елемент g
[image: image52.wmf]Î

G множини G оборотний.

Якщо операція 
[image: image53.wmf]*

 , визначена в групі, є комутативною(переставний закон аб=ба), то група G називається комутативною або абелевою.

Група G називається скінченною, якщо кількість її елементів (порядок групи) скінченна.

Непорожню підмножину  H групи G називають підгрупою цієї групи, якщо Н є групою відносно бінарної операції, визначеної в групі G.

Перевірка того, чи непорожня підмножина Н групи G є підгрупою групи G, включає:

1) чи містить Н разом із будь-якими своїми елементами g1 та g2 і результат операції між ними, тобто елемент g1
[image: image54.wmf]*

g2;
2) чи містить Н разом із будь-яким своїм елементом g і обернений йому елемент g-1.


Підгрупа, що складається з усіх степенів елемента g
[image: image55.wmf]Î

G, називається циклічною підгрупою групи G, породженою елементом g.   Позначається    <g>.


Група G називається циклічною, якщо вона складається тільки зі степенів одного із своїх елементів g, тобто збігається з однією із своїх циклічних підгруп <g>. Елемент g називають твірним елементом циклічної групи <g>. Кожна циклічна група є абелевою.

б) Кільце

Непорожня множина К, на якій визначено операції додавання і множення, називається кільцем, якщо виконуються такі умови:

1) множина  К є адитивною абелевою групою;

2) множина К є мультиплікативною півгрупою;
3) операція множення дистрибутивна відносно додавання, тобто 

[image: image56.wmf]"

 a,b,cєK [(a+b)c = ac+bc;      c(a+b) = ca+cb]. Позначається (К,+, •).

Кільце називають комутативним, якщо операція множення в кільці комутативна.


Ненульове кільце, в якому є одиничний елемент е, називають кільцем з одиницею.

Елементи а,b  кільця К  називаються дільниками нуля, якщо а
[image: image57.wmf]¹

θ, b
[image: image58.wmf]¹

θ, але ab = θ.          
θ  – нульовий елемент кільця.


Підмножина К1 кільця К називається підкільцем кільця К, якщо К1 є кільцем відносно операцій додавання і множення, визначених в кільці К.

в)Поле


Комутативне кільце з одиницею, в якому кожен ненульовий елемент є оборотним, називається полем. Позначають (Р,+, •).


Поле (Р,+, •) являє собою поєднання в тій самій множині Р двох абелевих груп – адитивної (Р,+) та мультиплікативної (Р\{0},•).

Характеристикою поля Р називають:

· число нуль, якщо ne=θ лише при n=0;

·  натуральне число р, якщо pe = θ і немає такого кєN, меншого ніж р, що  ке = θ.
Підмножину Р1 поля Р називають підполем  цього поля, якщо вона сама є полем відносно бінарних операцій, визначених у полі Р. Поле Р при цьому називають розширенням поля Р1.
3. Системи лінійних рівнянь та способи їх розв’язуванняю.
Рівняння з n невідомими х1,х2,…,хп називається лінійним, якщо його можна подати у вигляді:  

а1х1+а2х2+…+ апхп= b ,      (1)

де    а1,а2,…,ап– коефіцієнти, b – вільний член рівняння (дійсні числа).


Сукупність записаних в певному порядку чисел 
[image: image59.wmf](
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 називається розв’язком рівняння (1), якщо після заміни в ньому невідомих хі відповідними числами 
[image: image60.wmf]*
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 (і=1,2,…,п), воно перетворюється в правильну рівність.


Розглянемо систему m лінійних рівнянь з п невідомими:
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        (2)

Розв’язком системи лінійних рівнянь називається така сукупність записаних у певному порядку чисел 
[image: image62.wmf](
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, що кожне з рівнянь системи (2) перетворюється на правильну рівність після заміни в ньому невідомих хі відповідними числами 
[image: image63.wmf]*
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 (і=1,2,…,п).

Способи розв’язування систем лінійних рівнянь

а) Метод Гаусса розв’язування систем лінійних рівнянь

Запишемо розширену матрицю системи(2), відокремивши стовпчик вільних членів. Застосовуючи елементарні перетворення рядків, зведемо дану матрицю до ступінчастого вигляду(до верхньої або нижньої трикутної матриці). 
Із вигляду ступінчастої матриці можна зробити висновок про сумісність(чи має розв’язок чи ні) та визначеність(має 1 розв’язок чи кілька) с-ми (2):

Розв’язати систему

б) Метод Крамера розв’язування систем лінійних рівнянь

Правило Крамера:


Якщо визначник d системи n лінійних рівнянь з n невідомими відмінний від нуля, то система має єдиний розв’язок: 
[image: image64.wmf]d
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 – визначник, отриманий із визначника d заміною його і-го стовпчика стовпчиком вільних членів системи. 


Наслідок. Система n лінійних однорідних рівнянь з п невідомими тоді і тільки тоді має розв’язки, відмінні від нульового, коли визначник цієї системи дорівнює нулю.

в) Матричний метод розв’язування систем лінійних рівнянь
Матриця А-1 називається оберненою для квадратної матриці А, якщо АА-1=А-1А=Е. Тут Е – одинична матриця.
Матрична форма запису системи лінійних рівнянь
Для системи m лінійних рівнянь з п невідомими 
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вводяться наступні позначення: 


[image: image67.wmf].
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Тоді система лінійних рівнянь запишеться у вигляді матричного рівняння АХ=В. Це рівняння називають матричною формою запису систем лінійних рівнянь. 

Отже, якщо вихідне матричне рівняння із невиродженою матрицею А має розв’язок, то він єдиний і задається формулою  Х*=А-1В, де 
[image: image68.wmf],
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4. Лінійна залежність та ранг системи векторів.


Вектори а1, а2,…,аk векторного простору V називаються лінійно залежними, якщо існують такі числа 
[image: image69.wmf]k
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 одночасно не рівні нулю, що 
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=

+

+

+

k

2

1

a

a

a

k

2

1

...

a

a

a


В іншому випадку вектори називають лінійно незалежними.


Якщо вектори а1,а2,…,аk  лінійно залежні, тобто 
[image: image71.wmf]0

a

a

a

k

2

1

=

+

+

+

k

a

a

a

...

2

1

,   і, наприклад, 
[image: image72.wmf],

0

k

¹

a

 то 


[image: image73.wmf],

...

k

1

k

k

2

k

1

1

k

2

1

k

a

a

a

a

-

-

-

-

-

-

=

a

a

a

a

a

a


тобто 
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[image: image75.wmf].
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Це означає, що вектор аk є лінійною комбінацією решти векторів системи. Отже, якщо вектори а1, а2,…,аk лінійно залежні, то, принаймні, один із них лінійно виражається через решту. Ясно, що справедливе і зворотнє твердження.


Максимальна кількість лінійно незалежних векторів системи векторів    а1, а2,…,аk називається рангом цієї системи. Позначають rank{ а1, а2,…,аk}.


Довільна матриця 
[image: image76.wmf]ú
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 містить дві системи векторів: 

систему векторів – рядків {а1,а2,…,аm} і систему векторів – стовпчиків 


[image: image77.wmf](
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, де аі=(аі1,аі2,…,аіп), і=1,2,…,m, 
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, j=1,2,…,n. 

          Ранг системи рядків довільної матриці А дорівнює рангу її стовпчиків і називається рангом матриці А.  Позначається rankA або r(A).

Таким чином, для знаходження рангу матриці досить з допомогою елементарних перетворень над рядками (стовпчиками) звести її до ступінчастого вигляду і підрахувати кількість ненульових рядків (стовпчиків), яка й дорівнюватиме кількості лінійно незалежних серед них, а, отже, рангу матриці.

5. Векторний простір його розмірність і базис. Підпростори теорема про суму їх розмінностей.

Множина V елементів x, y, z,… називається лінійним, простором, якщо сума х+у довільних двох її елементів х, у і добуток αх кожного її елемента х на будь-яке число α теж належать множині V, причому виконуються 8 аксіом:

1. 
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V

,

x

y

y

x

y

x

+

=

+

Î

"


2. 
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3. 
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    0 – називають нульовим елементом.
4. 
[image: image83.wmf].
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   –х називають елементом, протилежним до х.
5. 
[image: image84.wmf]V
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6. 
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7. 
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8. 
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Елементи векторного простору називають векторами.

Приклади векторних просторів.
1. Множина многочленів не вище п-го степеня з дійсними коефіцієнтами.

2. Множина розв’язків системи лінійних однорідних рівнянь.

3. Множина всеможливих рядків, які містять п дійсних чисел.


Розмірністю векторного простору V називається максимальна кількість лінійно незалежних векторів, що містяться в ньому. Позначається dimV 

(від dimage-фр). 


Базисом простору V називають впорядковану скінченну систему векторів, якщо:

1) вона лінійно незалежна;

2) кожний вектор простору V є лінійною комбінацією векторів цієї системи.

Підпростором векторного простору V називається сукупність V1 його елементів, яка сама є векторним простором відносно введених в V операцій додавання і множення на число.


Для встановлення того, що деяка підмножина V1 векторного простору V є його підпростором, досить показати, що для довільних двох векторів х та у із V1 їх сума х+у теж належить V1, і що для довільного вектора 
[image: image88.wmf]1
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 і довільного 
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 добуток 
[image: image90.wmf]x
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 теж належить V1. 


Сумою двох підпросторів V1 і V2 називається множина векторів вигляду 
[image: image91.wmf],
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 Сума теж є підпростором і позначається V1+V2.

Теорема. Якщо V1 і V2 – підпростори векторного простору V, то 
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6. Лінійні оператори дійсних векторних просторів,їх матриці ранг і дефект.

Кажуть, що в лінійному просторі V задано перетворення А, якщо кожному вектору 
[image: image94.wmf]V

Î

x

 поставлений у відповідність деякий вектор А(х)                 (пишуть Ах). Вектор Ах називають образом вектора х. 
          Перетворення А називається лінійним, якщо для довільних двох векторів х та у із V і довільного дійсного числа α виконуються рівності:
1. А(х+у)=Ах+Ау, 
2)А(αх)=αАх.



В кожному лінійному перетворенню А в заданому базисі е відповідає цілком певна матриця
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 стовпчиками якої є коефіцієнти розкладу векторів Аеі (і=1,2,…,п) за базисом е і рядками якої є коефіцієнти розкладу вектора Ах за координатами вектора х.


Ясно, що в п-вимірному векторному просторі V кожна квадратна матриця п-го порядку є матрицею деякого лінійного перетворення(матриця А).

Сукупність всеможливих векторів вигляду Ах, де 
[image: image96.wmf]V
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, називається областю значень або образом лінійного перетворення А. Позначається ImА.


Сукупність всеможливих векторів 
[image: image97.wmf]V
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, для яких Ах=0, називається ядром лінійного перетворення А. Позначається KerА.


І образ, і ядро лінійного перетворення А є підпростором в V.

а) Якщо 
[image: image98.wmf],
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 то х=Ах1, у=Ау1, де 
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 то х+у=Ах1+Ау1=А(х1+у1), де 
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  і, значить,   
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αх=αАх1=А(αх1), де 
[image: image102.wmf]V
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 і, значить, 
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Отже,   ImА – підпростір простору V. 

б) Якщо 
[image: image104.wmf]KerA
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, тобто якщо Ах=0 і Ау=0, то і 

А(х+у)= Ах+Ау=0+0=0   і   А(αх)=αАх=α·0=0, 

тобто 
[image: image105.wmf]KerA
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 і 
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              Отже,   KerА – підпростір простору V.


Розмірність образу перетворення А    dim(ImА) співпадає з рангом матриці А цього перетворення і називається рангом перетворення А. Дійсно, підпростір ImА породжується векторами Ае1, Ае2,..., Аеп, де е={e1, e2,…,en} – довільний базис простору V і, значить, розмірність ImА дорівнює максимальній кількості лінійно незалежних стовпчиків матриці А.
Розмірність ядра dim(KerА) називається дефектом лінійного перетворення А.


Важливим є твердження, що сума рангу і дефекту лінійного перетворення А дорівнює розмірності п простору V.     Тобто, 

dim(ImА)+dim(KerА)=n.

7. Власні вектори і власні числа лінійних операторів

Вектор 
[image: image107.wmf]0

x

¹

 називається власним вектором лінійного перетворення А, якщо існує таке число λ, що Ах=λх. Число λ називається власним значенням перетворення А, яке відповідає власному вектору х.

Якщо власні вектори е1, е2, …, еп прийняти за базисні, то із рівностей Ае1=λ1е1, Ае2=λ2е2,…, Аеп=λпеп матриця перетворення А матиме вигляд:
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 така матриця називається діагональною). Ясно, що правильне і зворотне: якщо матриця перетворення А в деякому базисі є діагональною, то всі вектори цього базису будуть власними векторами перетворення А.

Розглянемо знаходження власних значень і власних векторів лінійного перетворення.


Нехай, що х – власний вектор, а λ – відповідне йому власне значення лінійного перетворення А. Тоді Ах=λх. Виберемо в просторі V довільний базис е={e1,e2,…,en}, і нехай х=х1е1+х2е2+...+хпеп, а матриця лінійного перетворення А у вибраному базисі має вигляд:
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Тоді із пункту а) випливає: 

Ах=(а11х1+а12х2+…+а1пхп)е1+(а21х1+а22х2+…+а2пхп)е2+…
+(ап1х1+ап2х2+…+аппхп)еп=
=λх=λ(х1е1+х2е2+...+хпеп)= λ х1е1+ λ х2е2+...+ λ хпеп .


Звідси із лінійної незалежності векторів e1,e2,…,en випливає:

а11х1+а12х2+…+а1пхп=λх1,
а21х1+а22х2+…+а2пхп=λх2,
………………………………

ап1х1+ап2х2+…+аппхп=λхп,
звідки:
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Для існування ненульового розв’язку цієї однорідної системи необхідно і достатньо, щоб її визначник дорівнював нулю:


[image: image111.wmf].
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Ліва частина останньої рівності являє собою многочлен п-го степеня відносно λ, який називається характеристичним многочленом перетворення А в базисі е. Він є визначником матриці А-λЕ.


Таким чином, доведено, що кожне власне значення перетворення А є коренем його характеристичного многочлена. І навпаки, кожний корінь характеристичного многочлена перетворення А буде його власним значенням (відповідні власні вектори знаходяться із останньої системи, яка в даному випадку рівності визначника нулю обов’язково має ненульові розв’язки).

8. Лінійні оператори дійсних евклідових просторів. 

Скалярним добутком двох векторів називається добуток їх довжин, помножений на косинус кута між ними. Для векторів х та у їх скалярний добуток позначається (х, у). Отже, (x, y)=
[image: image112.wmf]cos

×
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(x,y).

Властивості:
1. 
[image: image113.wmf]"

x, y 
[image: image114.wmf]Î

V  [(x, y)=(y, x)]. В комплексному просторі (х, у)=
[image: image115.wmf].
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2. 
[image: image116.wmf]"

x, y 
[image: image117.wmf]Î

V , 
[image: image118.wmf]R
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 [(αx, y)=α(x, y)].
3. 
[image: image119.wmf]"

x, y, z 
[image: image120.wmf]Î

V  [(x+y, z)=(x, z)+(y, z)].

4. 
[image: image121.wmf]"

x 
[image: image122.wmf]Î

V  [(x, x) ≥ 0, причому із (х, х)=0 випливає х=0].
У векторному просторі V вважається заданим скалярний добуток, якщо кожній парі векторів x, y 
[image: image123.wmf]Î

V поставлено у відповідність число (х, у) так, що виконуються умови 1-3.
Векторний простір, в якому заданий скалярний добуток, який задовольняє умовам 1 - 4, називається евклідовим простором.

         Нехай 
[image: image124.wmf]A

– лінійне перетворення (оператор) евклідового простору 
[image: image125.wmf]V

. Лінійне перетворення 
[image: image126.wmf]*
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, для якого при всіх x, y 
[image: image127.wmf]Î

V (Ax, y) = ( x, A*y), називається спряженим до A.

Властивості:
1. 
[image: image128.wmf]e
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. Дійсно, (x, 
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y) = (
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x, y) = (x, y) = (x, 
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y).

2. 
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. Дійсно, (Ax, y) = (x, A*y) = (A*y, x) = (y, (A*)* x) =  ((A*)* x, y).
3. 
[image: image133.wmf](
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 Дійсно,   (x, (A + B)*y) = ((A + B)x, y) = (Ax + Bx, y) = (Ax, y) + (Bx, y) =      

                           =  (x, A*y) + (x, B*y) = (x, (A* + B*)y).
4.   
[image: image134.wmf](
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  Дійсно,  (x, (AB)*y) = ((AB)x, y) = (A (Bx), y) = (Bx, A*y) = (x, B*(A*)y) = (x, (B *A*)y).
5. Якщо 
[image: image135.wmf]1
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 існує, то 
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Самоспряженим (симетричним) називається перетворення, яке співпадає із своїм спряженим, тобто 
[image: image138.wmf]A
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.

Якщо A – самоспряжене перетворення, то 
[image: image139.wmf]"

x, y 
[image: image140.wmf]Î

V          (Ax, y)=( x, Ay).

           Якщо матрицею самоспряженого перетворення A в ортонормованому базисі є A=[aij],   тоді A' = A,  тобто  aij = aji.  Така матриця називається симетричною.

Властивості:

1. Тотожнє перетворення 
[image: image141.wmf]e

 є самоспряженим, оскільки 
[image: image142.wmf]e
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2. Сума самоспряжених перетворень є самоспряженим перетворенням.


[image: image143.wmf](
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3. Перетворення, обернене до невиродженого самоспряженого перетворення, є самоспряженим перетворенням. 
[image: image144.wmf](
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4. Добуток самоспряжених перетворень є самоспряженим перетворенням тоді і тільки тоді, коли ці перетворення переставні між собою.

а) якщо 
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б) якщо 
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, тобто 
[image: image154.wmf]AB

– самоспряжене перетворення.

Лінійне перетворення A евклідового простору V називається ортогональним, якщо воно зберігає скалярний добуток векторів, тобто якщо   
[image: image155.wmf]"

x, y 
[image: image156.wmf]Î

V          (Ax, Ay) = (x, y).

Це означає , що ортогональне перетворення зберігає довжини векторів та кути між ними (тому ортогональні перетворення іноді називають ізометричними).

Ясно, що ортогональне перетворення переводить довільний ортонормований базис в ортонормований і навпаки.

Властивості:

1.  
[image: image157.wmf]=
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, тобто 
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.
Дійсно, якщо А - ортогональне перетворення і 
[image: image160.wmf]*

A

 - спряжене до нього перетворення, то 
[image: image161.wmf]"

x, y 
[image: image162.wmf]Î

V  
(x, y) = (Ax, Ay) = (x, A*(Ay)) = (x, A*Ay).  Значить, 
[image: image163.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image164.wmf]e

 або 
[image: image165.wmf]1
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2. Перетворення обернене до ортогонального, теж ортогональне.
Дійсно, якщо 
[image: image166.wmf]1
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3. Добуток ортогональних перетворень є ортогональним перетворенням.
Дійсно, 
[image: image168.wmf](
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Матриця A,  для якої A' = A-1,  називається ортогональною матрицею.

4. Визначник ортогональної матриці дорівнює 
[image: image169.wmf]1

±

.
Дійсно, із  AA' = E  випливає:       |AA'| = |A||A'| = |E| = 1.

Оскільки |A| = |A'|  (транспонування не змінює визначника), то:

 |A|2 = 1 ,       і     
[image: image170.wmf]1

±

=

A

, де А-матриця, для якої A' = A-1, і назив.ортогональною матрицею.
5. Власні значення ортогонального перетворення дорівнюють 
[image: image171.wmf]1

±

.
Дійсно, якщо x - власний вектор і 
[image: image172.wmf]l

-відповідне йому власне значення ортогонального перетворення A, то: 

(x, x) = (Ax, Ax) = (λx, λx) = λ2(x, x),

 звідки, оскільки  (x, x) ≠ 0, отримуємо 
[image: image173.wmf]1
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, і 
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9. Зведення квадратичних форм до канонічного вигляду. 

Розглянемо спосіб зведення квадратичної форми до суми квадратів, тобто знайдемо методи вибору такого базису у векторному просторі V , по відношенню до якого квадратична форма подається в канонічному вигляді
А(х, х) = λ1x'21  + λ2x'22  + … + λnx'2n,

де x'1, x'2, …, x'n – координати вектора х в новому базисі. Коефіцієнти λ1, λ2, …, λn називаються канонічними коефіцієнтами.


Оскільки кожному перетворенню базису відповідає невироджене лінійне перетворення координат (і навпаки), то питання про зведення квадратичної форми до канонічного вигляду можна розв’язувати шляхом відшукання відповідного невиродженого перетворення координат.

Метод Лагранжа

Теорема. Для довільної квадратичної форми А(х, х), заданої в п-вимірному векторному просторі, існує такий базис, в якому ця форма зводиться до суми квадратів (тобто в якому всі коефіцієнти при попарних добутках координат вектора  х  рівні нулю).


Тобто, якщо в n – вимірному векторному просторі V задана довільна квадратична форма, то в просторі V існує такий базис, в якому ця форма зведеться до суми квадратів:А(х, х) = λ1x'21  + λ2x'22  + … + λnx'2n, де 
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 – координати вектора  x  в новому канонічному базисі.

Коефіцієнти 
[image: image176.wmf]i
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 можуть мати різні знаки чи дорівнювати нулю. Якщо здійснити підстановку 
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, то   А(х, х) = ± z12 ± z22 ± … ±zm2 ,де коефіцієнт перед кожним невідомим 
[image: image178.wmf]m
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[image: image179.wmf]рівний або +1, або –1. Змінивши ще й нумерацію базисних векторів, отримаємо
А(х, х) = z12 + z22 + … +zp2 – zp+12  - zp+22 - … - zp+q2 .
Ця форма запису квадратичної форми A(x,x) називається нормальною.
10. Кільце многочленів від 1 змінної. Подільність многочленів. 

Кільцем наз. Не порожня множина К із визначеними в ньому операціями + і *, якщо викон. такі умови:

1. операція + є абелевою групою;

2. опер. * є мультиплікат групою;

3. кожен ненульовий елемент є оберненим.


Многочленом (поліномом) від однієї змінної над цілісним кільцем R називається вираз виду anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0, де n – довільне ціле невід’ємне число, an, an-1, ..., a1, a0 – елементи цілісного кільця R, x, x2,…, xn-1, xn – деякі символи.


хk називають k-м степенем змінної (невідомого) х, ak – k-м коефіцієнтом многочлена, akxk – k-м членом многочлена (k = 0,1,...,n); a0 називають ще вільним членом.


Позначають многочлени від змінної х малими латинськими буквами: f(x), g(x), q(x),…, множину всіх многочленів від х  над цілісним кільцем R   –   R[x].


Відмінний від нуля член многочлена f(x), степінь якого більший за степінь усіх інших ненульових членів цього многочлена, називається старшим членом, його коефіцієнт – старшим коефіцієнтом, а його степінь – степенем многочлена f(x). Степінь многочлена f(x) позначають deg f.

Нехай задано два многочлени :

f(x) = anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0 ,       ai
[image: image180.wmf]Î

R, i = 0, 1,…, n,

g(x) = bmxm+bm-1xm-1+…+b1x+b0,    bj
[image: image181.wmf]Î

R, j = 0,1,…, m.


Многочлени f(x) і g(x) називають рівними між собою, якщо канонічні форми цих многочленів співпадають, тобто рівними є степені обох многочленів і їх відповідні коефіцієнти.

Сумою многочленів f(x) і g(x) називається многочлен 
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Добутком многочленів f(x) і g(x) називається многочлен
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[image: image186.wmf]0

=

j

b

 при j›m.


Множина R[x] усіх многочленів над цілісним кільцем R утворює цілісне кільце відносно операцій додавання і множення многочленів.


Подільність многочленів

а) Ділення з остачею


Вважається, що многочлен 
[image: image187.wmf]P[x]
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(пол.,дляякого  разом із довільними двома елементами 
[image: image188.wmf]a

,
[image: image189.wmf]0
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 поля Р до цього ж поля належала і їх частка 
[image: image190.wmf]b
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.) ділиться з остачею на многочлен 
[image: image191.wmf]P[x]
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, якщо в P[x] існують такі многочлени s(x) та r(x), що 
[image: image192.wmf])
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, причому або r(x)=0, або  deg r<deg g.
Теорема (про ділення з остачею).

          Довільний многочлен f(x) з кільця P[x] однозначно ділиться з остачею на будь-який ненульовий многочлен з цього кільця. 

б) Ділення многочлена на лінійний двочлен


Розглянемо випадок ділення многочлена f(x) на лінійний двочлен x–α. Скористаємось методом невизначених коефіцієнтів.

anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0=(x–α)(An-1xn-1+An-2xn-2+…+A1x+A0)+r.
Тут r = const, оскільки deg r(x)=m–1=1–1=0.
Прирівнявши коефіцієнти в обох частинах, отримаємо:

an=An-1                       
[image: image193.wmf]Þ

 An-1=an,
an-1=An-2-αAn-1           
[image: image194.wmf]Þ

 An-2=an-1+αAn-1,
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

a1=A0-αA1                  
[image: image195.wmf]Þ

 A0=a1+αA1,
a0=r-αA0                     
[image: image196.wmf]Þ

 r=a0+αA0.


Із отриманих формул випливає, що поділити многочлен на лінійний двочлен можна за певною схемою, яка називається схемою Горнера.

	
	   an
	   an-1
	   an-2
	   an-3
	   …
	   a1
	   a0

	   α
	   an

   An-1
	αAn-1+

+an-1

   An-2
	αAn-2+

+an-2

   An-3
	αAn-3+

+an-3

   An-4
	
	αA1+

+a1

   A1
	αA0+

+a0
   A0


Теорема (Безу).Для довільного елемента α поля Р остача при діленні



 многочлена f(x)
[image: image197.wmf]Î

P[x] на x-α дорівнює f(α).

Дійсно, згідно формули ділення з остачею f(x)=(x-α)s(x)+r. Підставимо x=α. Отримаємо f(α)=r, що й треба довести.▲


За допомогою багаторазового ділення многочлена f(x) на лінійний двочлен x-α з допомогою схеми Горнера можна дістати розклад многочлена f(x) за степенями двочлена x-α, який часто використовується в алгебрі та математичному аналізі.

f(x)=(x-α)f1(x)+r0,
f1(x)=(x-α)f2(x)+r1,
f2(x)=(x-α)f3(x)+r2,
- - - - - - - - - - - - -

fn-1(x)=(x-α)fn(x)+rn-1.

Ясно, що fn(x) є многочленом нульового степеня. Позначимо fn(x)=rn. Виключивши послідовно всі   fi(x), i=1,2,…, n-1, отримаємо

f(x)=rn(x-α)n+rn-1(x-α)n-1+…+r1(x-α)+r0.

Таким чином, отримаємо подання многочлена f(x) як многочлена від змінної y=x-α.
в) Подільність многочленів


Важливим для розгляду є випадок ділення многочленів “без остачі”, або, інакше, “націло”. Тоді говорять, що f(x) ділиться на g(x). Позначають: f(x)
[image: image198.wmf]M

 g(x).

Властивості подільності
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2. 
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3. 
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4. (узагальнення2,3).
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5. 
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Спільний дільник многочленів f(x) та g(x), який ділиться на кожний інший спільний дільник цих многочленів, називається їх найбільшим спільним дільником (НСД) і позначається (f,g). НСД многочленів визначається однозначно з точністю до сталого множника (оскільки, якщо d(x) – НСД , то й c·d(x), де 
[image: image214.wmf]P

c

Î

, теж НСД).


Найменшим спільним кратним (НСК) многочленів f(x) та g(x) називається спільне кратне f(x) і g(x), на яке ділиться довільне інше спільне кратне цих многочленів.    Позначається [f, g].
11. Многочлени над числовими полями. Многочлени від багатьох змінних. 

а)Многочлени над полем С
[image: image215.wmf]

EMBED Equation.3[image: image216.wmf]
Теорема 1. Кожний многочлен степеня вищого одиниці є звідним в полі С.

Доведення.   Якщо 
[image: image217.wmf](
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 цього многочлена і 
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EMBED Equation.3[image: image222.wmf](
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звідний в полі С.▲

Наслідок 1. Для того, щоб многочлен був незвідним у полі С, необхідно і 

                     достатньо, щоб його степінь дорівнював одиниці.

Наслідок 2. Кожний многочлен над полем С  єдиним способом розкладається 

                   на лінійні множники і цьому полі:
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                   де 
[image: image227.wmf]1

a

,
[image: image228.wmf]2

a

,…,
[image: image229.wmf]n

a

- корені, 
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- старший коефіцієнт многочлена 
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б) Многочлени над полем R

Теорема 2. Якщо комплексне число 
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Теорема 3.  Кожний многочлен над полем R , степінь якого перевищує 2, є 

                    звідним у цьому полі.

Доведення.    Нехай 
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Із викладеного вище випливає наступне твердження: 

кожний многочлен f(x) над полем R має єдиний розклад на незвідні множники в цьому полі: 
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в) Многочлени над полем Q

Основна відмінність многочленів над полем Q від многочленів над полями R та С полягає в тому, що над полем Q існують многочлени як завгодно високого степеня, незвідні в полі Q, тоді як в кільці R[x] звідним є довільний многочлен степеня вищого 2, а в кільці С[x] – степеня вищого 1. 


Терема Ейзенштейна (критерій незвідності).

Якщо в многочлені з цілими коефіцієнтами 
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 EMBED Equation.3  [image: image267.wmf]0
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 EMBED Equation.3  [image: image269.wmf],...
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 діляться на деяке просте число 
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Многочлени від багатьох змінних


Кільцем многочленів R[x1,x2,…,xn-1,xn] від n змінних x1,x2,…,xn-1,xn над цілісним кільцем R називається кільце многочленів від змінної  xn  над кільцем R[x1,x2,…,xn-1]:

R[x1,x2,…,xn-1,xn]=R[x1,x2,…,xn-1][xn].   (3.1)
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Форма запису многочлена, яка не містить подібних членів, називають канонічною. Ця форма єдина з точністю до порядку членів.
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Степенем члена 
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 многочлена 
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 називається сума 
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 називається степенем даного члена відносно 
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. Найбільший із степенів членів називається степенем многочлена, а член з найбільшим степенем називається старшим членом многочлена.
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Якщо всі члени многочлена мають той самий степінь m, то многочлен називають однорідним многочленом степеня m (або формою степеня m).
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Розміщення членів многочлена, при якому вищі члени передують нижчим, називається лексикографічним. Перший за порядком член многочлена при лексикографічному розміщенні називають вищим членом многочлена.
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[image: image292.wmf](

)

n

x

x

x

f

,...,

,

2

1

 називається симетричним відносно змінних 
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Довільний симетричний многочлен 
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 від n змінних над полем Р можна однозначно подати у вигляді многочлена від елементарних симетричних многочленів 
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 з коефіцієнтами з поля Р.

Це твердження називають основною теоремою теорії симетричних многочленів.
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