
À.À.Áîëîòîâ, C.Á.Ãàøêîâ, À.Á.Ôðîëîâ,
À.À.×àñîâñêèõ

Àëãîðèòìè÷åñêèå îñíîâû
ýëëèïòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçäàíèå áóäåò
äîïóùåíî Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè

â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé,
îáó÷àþùèõñÿ ïî ãðóïïå ñïåöèàëüíîñòåé â îáëàñòè

èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè

Ìîñêâà
2004



2

ÓÄÊ 512.8
ÁÁÊ
Á
À.À.Áîëîòîâ, C.Á.Ãàøêîâ, À.Á.Ôðîëîâ, À.À.×àñîâñêèõ
Àëãîðèòìè÷åñêèå îñíîâû ýëëèïòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè. � M:Èçä-âî,2004. � 499
ñòð., èë.
ISSN
Êíèãà ñîäåðæèò îïèñàíèå è àíàëèç îñíîâíûõ àëãîðèòìîâ, íà êîòîðûõ ñîçäàþò-
ñÿ êðèïòîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìû ýëëèïòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè, àëãåáðàè÷åñêóþ
òåîðèþ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ è àíàëèç èõ ñëîæíîñòè. Ïðåäíàçíà÷åíà
äëÿ ñòóäåíòîâ, ïðåïîäàâàòåëåé âóçîâ è ñïåöèàëèñòîâ, ñîçäàþùèõ ïðîãðàììíûå
êîìïëåêñû çàùèòû èíôîðìàöèè íà îñíîâå òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

ÁÁË

Ó÷åáíîå èçäàíèå

ÁÎËÎÒÎÂ ÀÍÀÒÎËÈÉ ÀËÅÊÑÀÍÄÐÎÂÈ×
ÃÀØÊÎÂ ÑÅÐÃÅÉ ÁÎÐÈÑÎÂÈ×

ÔÐÎËÎÂ ÀËÅÊÑÀÍÄÐ ÁÎÐÈÑÎÂÈ×
×ÀÑÎÂÑÊÈÕ ÀÍÀÒÎËÈÉ ÀËÅÊÑÀÍÄÐÎÂÈ×
ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ

ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÊÐÈÏÒÎÃÐÀÔÈÈ
çàâåäóþùèé ðåäàêöèåé

Êîððåêòîð
Êîìïüþòåðíàÿ âåðñòêà

Èçäàòåëüñòâî Èçä-âî ÐÃÑÓ
Èçäàòåëüñêàÿ ëèöåíçèÿ

Àäðåñ èçäàòåëüñâà
Òåë..ôàêñ:

Àäðåñ â Èíòåðíåò

Ôîðìàò
Òèðàæ

Îòïå÷àòàíî

c©À.À.Áîëîòîâ, C.Á.Ãàøêîâ,
À.Á.Ôðîëîâ, À.À.×àñîâñêèõ,2003

ISSN



Ãëàâà 0

Êðèïòîãðàôèÿ â îòêðûòîì
îáùåñòâå

Äî ïîÿâëåíèÿ êîìïüþòåðîâ êàê îáùåäîñòóïíîãî ñðåäñòâà âû÷èñëåíèé, îáðàáîò-
êè è îñìûñëèâàíèÿ áîëüøèõ îáúåìîâ äàííûõ áûëî îäíî ïîíÿòèå ãðàìîòíîñòè �
îâëàäåíèå ïèñüìåííîñòüþ è èñêóññòâîì îáùåíèÿ íà îñíîâå ïîçíàíèÿ êóëüòóðíî-
ãî è íàó÷íîãî íàñëåäèÿ ïðåäøåñòâóþùèõ ïîêîëåíèé. Êîìïüþòåðû âòîðãøèåñÿ
êàê â ñôåðó ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè è â ïîâñåäíåâíûå çàíÿòèÿ ÷åëîâå-
êà íåèçáåæíî â ñèëó åñòåñòâåííîãî èíòåðåñà ê èõ èñïîëüçîâàíèþ ñïîñîáñòâîâàëè
âîçíèêíîâåíèþ òàêîãî ÿâëåíèÿ êàê â îáùåñòâå êàê "âòîðàÿ ãðàìîòíîñòü,"ïîä
êîòîðîé è ïîíèìàþò âëàäåíèå êîìïüþòåðîì è èíôîðìàöèîííûìè òåõíîëîãè-
ÿìè. Ðàñøèðåíèå âîçìîæíîñòåé îáùåíèÿ "âòîðè÷íî"îáðàçîâàííûõ èíäèâèäóó-
ìîâ, îáìåíà èäåÿìè, êàê è ðàçâèòèå ýëåêòðîííîé òîðãîâëè ñäåëàëî îáùåñòâî
îòêðûòûì. Â îòêðûòîì îáùåñòâå "êîìïüþòåðíûå"ëþäè äåëÿòñÿ íà äâå êàòåãî-
ðèè � ñîçèäàòåëåé è ðàñõèòèòåëåé. Ïðè÷åì ñðåäè ïîñëåäíèõ âñòðå÷àþòñÿ âåñü-
ìà ãðàìîòíûå ñïåöèàëèñòû, ñïîñîáíûå "ðàñêîëîòü"ëþáóþ íåïðîôåññèîíàëüíî
ñäåëàííóþ ñèñòåìó èíôîðìàöèîííîé çàùèòû. Ñîçèäàòåëè æå ïîä÷àñ è íå ïîäî-
çðåâàþò îá îïàñíîñòÿõ, íàâèñàþùèõ íàä èõ òâîðåíèÿìè èëè êàïèòàëàìè. Ïîýòî-
ìó â îòêðûòîì îáùåñòâå îäíèì èç íåîáõîäèìûõ, äàæå îïðåäåëÿþùèõ óñëîâèé
èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â ñîöèàëüíûõ ñèñòåìàõ è áèçíå-
ñå, êàê è â äðóãèõ îáëàñòÿõ, ÿâëÿåòñÿ ñîáëþäåíèå óñëîâèé è èñïîëüçîâàíèå
ñðåäñòâ îáåñïå÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè. Ïðè ýòîì çíàêîìñòâî ñ
êðèïòîãðàôèåé ïîòðåáóåòñÿ êàæäîìó ïîëüçîâàòåëþ ýëåêòðîííûõ ñðåäñòâ îá-
ìåíà èíôîðìàöèåé. Ïîýòîìó êðèïòîãðàôèÿ â áóäóùåì ñòàíåò "òðåòüåé ãðàìîò-
íîñòüþ"íàðÿäó ñî "âòîðîé ãðàìîòíîñòüþ"Ó÷àñòíèêè ýëåêòðîííîãî èíôîðìàöè-
îííîãî îáìåíà äîëæíû âëàäåòü òåõíîëîãèÿìè öèôðîâîé ïîäïèñè, àóòåíòèôè-
êàöèè è ïîäòâåðæäåíèÿ öåëîñòíîñòè è ïîäëèííîñòè ýëåêòðîííûõ ñîîáùåíèé,
îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè ýëåêòðîííîãî áèçíåñà, çàùèòû èíôîðìàöèè, ïåðåäà-
âàåìîé ÷åðåç Èíòåðíåò è äð. Àêòóàëüíîñòü ýòîãî ïîä÷åðêèâàëàñü ïðåäñòàâè-
òåëüíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèåé "Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò è ðàçâèòèå êðèïòî-
ãðàôèè â Ðîññèè,"ÌÃÓ, 17-18 îêòÿáðÿ 2002 ã. Óâàæàåìîìó ÷èòàòåëþ èç ÷èñëà
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ñîçèäàòåëåé ïðåäëàãàåòñÿ êíèãà, ñîäåðæàùàÿ ôóíäàìåíòàëüíîå èçëîæåíèå àë-
ãåáðàè÷åñêèõ è àëãîðèòìè÷åñêèõ îñíîâ ñîâðåìåííîãî íàïðàâëåíèÿ êðèïòîãðà-
ôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì ( êðèïòîãðàôèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, ïîçâîëÿþùåé
ñîçäàâàòü íàèáîëåå çàùèùåííûå è â òî æå âðåìÿ íàèáîëåå òåõíîëîãè÷íûå ñè-
ñòåìû îáåñïå÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè. Íàïðèìåð, òåîðèÿ ýëëèïòè-
÷åñêèõ êðèâûõ ëåæèò â îñíîâå Ðîññèéñêîãî ñòàíäàðòà ýëåêòðîííîé öèôðîâîé
ïîäïèñè. Îòðàæàÿ ñïåöèôèêó êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé, íà ñàìîì äåëå,
êíèãà ñîäåðæèò àëãîðèòìè÷åñêèå îñíîâû êîíå÷íîé àëãåáðû â øèðîêîì ïîíèìà-
íèè è ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíûé ìàòåðèàë, ñïîñîáñòâóþùèé áîëåå ãëóáîêîìó
óñâîåíèþ áàçîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîíÿòèé è ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ íà èõ
îñíîâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ è â äðóãèõ îáëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ áåçîøèáî÷íûõ
âû÷èñëåíèé (error-free computing). Åå àâòîðàìè ÿâëÿþòñÿ âåñüìà àâòîðèòåòíûå
ó÷åíûå:

Áîëîòîâ Àíàòîëèé Àëåêñàíäðîâè÷, êàíä. ôèç.- ìàò. íàóê, äîöåíò ÌÝÈ, èíè-
öèàòîð ïåðåâîäà è íàó÷íûé ðåäàêòîð îäíîé èç ïåðâûõ êíèã ïî êðèïòîãðàôèè
ñ îòêðûòûì êëþ÷îì � À.Ñàëîìàà. Êðèïòîãðàôèÿ ñ îòêðûòûì êëþ÷îì;

Ãàøêîâ Ñåðãåé Áîðèñîâè÷, äîêòîð ôèç.- ìàò. íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ, èçâåñòíûé ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñ-
ëåíèé;

Ôðîëîâ Àëåêñàíäð Áîðèñîâè÷, äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, ïðî-
ôåññîð êàôåäðû Èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè ÐÃÑÓ (ïî ñîâìåñòèòåëüñòâó),
ïðîôåññîð êàôåäðû Ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÌÝÈ.

×àñîâñêèõ Àíàòîëèé Àëåêñàíäðîâè÷, äîöåíò êàôåäðû Ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-
ðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì ìåõ.-ìàòåìàòà ÌÃÓ, èçâåñòíûé ñïåöèàëèñò ïî
òåîðèè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êíèãè îñíîâàíà íà ïóáëèêàöèÿõ àâòîðîâ, à òàêæå
íà ìàòåðèàëàõ ëåêöèé ïî äèñöèïëèíàì "Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû êðèïòîëî-
ãèè"è "Êðèïòîãðàôè÷åñêèå ìåòîäû îáåñïå÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíî-
ñòè,"ïðî÷èòàííûõ àâòîðàìè â ÌÃÓ, ÐÃÑÓ è ÌÝÈ. Êðîìå òîãî, â êíèãå ñîäåð-
æèòñÿ ñèñòåìàòèçèðîâàííîå èçëîæåíèå ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ àëãîðèòìè÷å-
ñêèõ ïðîáëåì ýòîé îáëàñòè ïî ìíîãî÷èñëåííûì öèòèðîâàííûì â ðàáîòå ïóáëè-
êàöèÿì. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðè ñïåöèôèêå êðèïòîãðàôè÷åñêîé òåìàòèêè àâòî-
ðàìè ñîáëþäåíà ïðååìñòâåííîñòü ñ ðÿäîì èçäàííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ó÷åá-
íèêîâ è íàó÷íûõ èçäàíèé, îðèåíòèðîâàííûõ íà êðèïòîãðàôè÷åñêîå îáðàçîâà-
íèå. Çà ðàçðàáîòêó íà îñíîâå ýòîãî èçäàíèÿ áèáëèîòåêè ïðîãðàììíûõ ôóíê-
öèé ECCMSUMPEI àâòîðû áûëè îòìå÷åíû â 2000 ãîäó äèïëîìîì êîìïàíèè
INTEL â ÷èñëå ïîáåäèòåëåé êîíêóðñà ïî òåìå "Òåõíîëîãèè ýëåêòðîííîãî áèçíå-
ñà"(íàðÿäó ñ ó÷àñòíèêàìè îò ÌÈÔÈ è ÌÃÒÓ). Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî
ïîëíîå èçäàíèå áóäåò õîðîøåé òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ ìîùíîãî
ëàáîðàòîðíîãî ïðàêòèêóìà, â ÷àñòíîñòè, ïî òåõíîëîãèÿì ýëåêòðîííîãî áèçíå-
ñà.

Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð Áàáàø À.Â.
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Ïðåäèñëîâèå

Â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè ïðîøëîãî âåêà íà ñòûêå òåîðèè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ,
àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë è êîìïüþòåðíîé àëãåáðû çàðîäèëàñü è â íàøè
äíè ïåðåæèâàåò íàñòîÿùèé áóì ïî ìíîãèì àñïåêòàì íàïðàâëåíèå, èçâåñòíîå
ñåé÷àñ êàê êðèïòîãðàôèÿ ñ îòêðûòûì êëþ÷îì è ïîçâîëÿþùåå óñïåøíî ðåøàòü
ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è çàùèòû èíôîðìàöèè â êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ [144]. Â ïî-
ñëåäíèå ãîäû èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ îòêðûòàÿ íåçàâèñèìî Í. Êîáëèöåì è Âþ-
Ìèëëåðîì â 1985 ãîäó êðèïòîãðàôèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ (ìû ïðåäëîæèëè
[11] êðàòêèé òåðìèí ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèïòîãðàôèÿ), ãäå ðîëü îñíîâíîé êðèïòî-
ãðàôè÷åñêîé ôóíêöèè âûïîëíÿåò ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé, òî åñòü îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ òî÷êè íà êîíñòàíòó, àääèòèâíûé àíàëîã
âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå, ðåàëèçóåìûé íà îñíîâå îïå-
ðàöèé ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ïîñëåäíèå, â ñâîþ
î÷åðåäü, îïèñûâàþòñÿ è âûïîëíÿþòñÿ íà îñíîâå îïåðàöèé óìíîæåíèÿ. âîçâå-
äåíèÿ â ñòåïåíü è èíâåðòèðîâàíèÿ â â êîíå÷íîì ïîëå, íàïðèìåð GF (p) èëè
GF (2n).

Îñîáûé èíòåðåñ ê ýëëèïòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè îáóñëîâëåí òåìè ïðåèìóùå-
ñòâàìè, êîòîðûå äàåò åå ïðèìåíåíèå â áåñïðîâîäíûõ êîììóíèêàöèÿõ � âûñîêîå
áûñòðîäåéñòâèå è íåáîëüøàÿ äëèíà êëþ÷à. Íàïðèìåð, â ïîñòðîåííûõ íà îñíî-
âå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ êðèïòîñèñòåìàõ áèíàðíîé ðàçìåðíîñòè îò 150äî 350
îáåñïå÷èâàåòñÿ óðîâåíü êðèïòîãðàôè÷åñêîé ñòîéêîñòè, êîòîðûé òðåáóåò â èç-
âåñòíûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ýëåìåíòîâ áèíàðíîé ðàçìåðíîñòè îò 600
äî 1400 è áîëåå.

Ïðåäëàãàåìîå ó÷åáíîå ïîñîáèå è ïîñâÿùåíî ýòîìó ñîâðåìåííîìó íàïðàâëå-
íèþ êðèïòîãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì � ýëëèïòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè.

Â íåì îòðàæåí îïûò íàó÷íîãî ñåìèíàðà, ðàáîòàþùåãî â ÌÝÈ ïîä ðóêî-
âîäñòâîì àâòîðîâ, à òàêæå îïûò àâòîðîâ ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îñíîâ
êðèïòîëîãèè è êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ îáåñïå÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîé áåç-
îïàñíîñòè â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, Ìîñêîâñêîì ýíåðãå-
òè÷åñêîì èíñòèòóòå è Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì ñîöèàëüíîì óíèâåðñèòåòå.
Ïðè åãî ïîäãîòîâêå èñïîëüçîâàíû íàó÷íûå ñòàòüè àâòîðîâ, ìíîãî÷èñëåííûå èñ-
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òî÷íèêè, ïðèâåäåííûå â ñïèñêå ëèòåðàòóðû, â ÷àñòíîñòè, ó÷åáíèêè [1, 41].
Íàðÿäó ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè àñïåêòàìè ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîïðîñàì ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè áàçî-
âûõ îïåðàöèé è îñíîâàííûõ íà íà íèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ ñ ó÷åòîì
îñîáåííîñòåé è âîçìîæíîñòåé êîìïüþòåðà. Ïî ñóùåñòâó, ðå÷ü èäåò î ðàñøèðå-
íèè åãî ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ïîçâîëÿþùåì ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçà-
öèþ îïåðàöèé â êîíå÷íûõ ïîëÿõ è â ãðóïïàõ òî÷åê ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ýòî
ðàñøèðåíèå äîïóñêàåò êàê ÷èñòî ïðîãðàììíûå, òàê è òåõíè÷åñêèå, íà îñíîâå
ñèíòåçà ëîãè÷åñêèõ ñõåì, ðåøåíèÿ.

Ìû èñïîëüçóåì âñå âîçìîæíîñòè äîñòèæåíèÿ âûñîêîé ñêîðîñòè âûïîëíå-
íèÿ îïåðàöèé, êàê ÷èñòî ïðîãðàììíûå, òàê è ïðèíöèïèàëüíî àëãîðèòìè÷åñêèå.
Ïðèåìû ïåðâîãî ðîäà ìû íàçûâàåì ïðîãðàììíûìè ¾òðþêàìè¿, îíè ïîçâîëÿþò
ïîâûøàòü ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ¾â ðàçû¿, òî åñòü óìåíüøàþò êîíñòàí-
òó â îöåíêå ñëîæíîñòè îïåðàöèè. Ê òàêèì ¾òðþêàì¿ îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, òàáó-
ëèðîâàíèå íåêîòîðûõ îïåðàöèé íàä áàéòàìè (óìíîæåíèå, âîçâåäåíèå â êâàäðàò,
ïîäñ÷åò ÷èñëà åäèíèö, âû÷èñëåíèå ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí 1+x, ìå-
òîä óñêîðåíèÿ ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî ¾ìàëî÷ëåíà¿ è äðóãèå).
Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ìû íå îáðàùàåìñÿ ê ÿçûêàì òèïà Àññåìáëåð, ñòðåìÿñü ñî-
õðàíèòü óíèâåðñàëüíîñòü è ñðàâíèìîñòü ðåàëèçàöèé àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé. Ïðèåìû âòîðîãî ðîäà áàçèðóþòñÿ íà âûäàþùèõñÿ íàó÷íûõ îòêðûòèÿõ â
îáëàñòè àëãîðèòìèçàöèè òàêèõ. êàê ìåòîä óìíîæåíèÿ Êàðàöóáû, ïîçâîëèâøèé
ñóùåñòâåííî ïîíèçèòü ñëîæíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ êàê öåëûõ ÷èñåë, òàê
è ïîëèíîìîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì, ïîëó÷èâøèé äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ìåòîäå
Øåíõàãå-Øòðàññåíà è äðóãèõ ïîäõîäàõ ê îïòèìèçàöèè îïåðàöèé â êîíå÷íûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ. Èìåííî â ñâÿçè ñ îðèåíòàöèåé ïðåèìóùåñòâåííî
íà òàêîãî ðîäà ìåòîäû îáåñïå÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè â ó÷åáíîì ïîñîáèè áîëü-
øîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îöåíêàì ñëîæíîñòè îïèñûâàåìûõ â íåì àëãîðèòìîâ.
Ìû èññëåäóåì ïðåèìóùåñòâà èìïëåìåíòàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
â òåõ èëè èíûõ áàçèñàõ êîíå÷íîãî ïîëÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåèçáåæíî èçó÷åíèå
òåñòîâ ìåòîäîâ ïîèñêà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, äîïóñêàþùèõ íîðìàëüíûå,
ãàóññîâû è îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû. Íå îãðàíè÷èâàÿñü îáëàñòüþ ïðàê-
òè÷åñêîé ïðèìåíèìîñòè, äëÿ äåìîíñòðàöèè ýôôåêòèâíîñòè èçó÷àåìûõ ìåòîäîâ
ìû ðàáîòàåì òàêæå è ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àâòîðû íå ïðåäëàãàþò ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ êðèïòî-
ãðàôè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èëè êðèïòîñèñòåì. Â ó÷åáíîì ïîñîáèè èçó÷àþòñÿ
ìåòîäû ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè áàçîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ è êðèïòîãðàôè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîãóò ñòðîèòüñÿ êàê èçâåñòíûå (ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïðèìåðû ïðèâîäÿòñÿ â êíèãå), òàê è ïåðñïåêòèâíûå êðèïòîãðàôè÷åñêèå
ñèñòåìû (ïîñëåäíèå � ñ îáÿçàòåëüíûì ó÷àñòèåì ïðîôåññèîíàëüíûõ êðèïòîãðà-
ôîâ).

Áîëüøèíñòâî èçó÷àåìûõ â êíèãå ïîíÿòèé è àëãîðèòìîâ èëëþñòðèðóåòñÿ
ïðèìåðàìè. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ïîëîæåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå òåîðåì,
íàèáîëåå ñëîæíûå èç íèõ äàþòñÿ ñ äîêàçàòåëüñòâàìè, à áîëåå î÷åâèäíûå ôîð-
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ìóëèðóþòñÿ â âèäå óïðàæíåíèé ñ óêàçàíèÿìè ê ðåøåíèþ.
Ïðè ïîäãîòîâêå ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíà áèáëèîòåêà àëãîðèòìîâ ýëëèïòè÷å-

ñêîé êðèïòîãðàôèè è ¾âèçóàëèçèðóþùèé¿ åå àëãåáðàè÷åñêèé ïðîöåññîð, ðàç-
ðàáîòàííûå ïîä ðóêîâîäñòâîì àâòîðîâ ñòóäåíòàìè ÌÝÈ ïðè âûïîëíåíèè äè-
ïëîìíûõ ïðîåêòîâ è ìàãèñòåðñêèõ äèññåðòàöèé. Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò âñå
íåîáõîäèìîå äëÿ ñîçäàíèÿ òàêèõ áèáëèîòåê è ïðîöåññîðîâ â ëþáîì âóçå, ãäå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïîäãîòîâêà ïî ñïåöèàëüíîñòÿì ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè îáåñïå÷å-
íèÿ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè. Ñîäåðæàùèåñÿ â ó÷åáíîì ïîñîáèè òåîðåìû,
ñëåäñòâèÿ, ëåììû, óòâåðæäåíèÿ, óðàâíåíèÿ (èëè àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ),
ïðèìåðû, óïðàæíåíèÿ è ðèñóíêè íóìåðóþòñÿ ïî ãëàâàì, íàïðèìåð, ¾Òåîðåìà
4.5¿ åñòü ïÿòàÿ òåîðåìà ÷åòâåðòîé ãëàâû.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ è êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ ó÷åáíè-
êàìè [27, 1].

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîñòîèò èç øåñòè ãëàâ.
Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ââåäåíèåì, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ

îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è áàçîâûå àëãîðèòìû, ëåæàùèå â îñíîâå òåî-
ðèè, èçó÷àåìîé â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ è èñïîëüçóåìûå â êðèïòîãðàôè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùàåòñÿ ñîâðåìåííîìó ñîñòîÿíèþ òåîðèè òåñòèðîâàíèÿ è
ïîèñêà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, â ÷àñòíîñòè, äî-
ïóñêàþùèõ ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíîãî, ãàóññîâà èëè îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî
áàçèñîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû ðåàëèçàöèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
â êîíå÷íûõ ïîëÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìèàëüíîãî (ñòàíäàðòíîãî) áàçèñà.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â èññëåäîâàíèè ìåòîäîâ
ðåàëèçàöèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â êîíå÷íûõ ïîëÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì íîð-
ìàëüíûõ áàçèñîâ, â ÷àñòíîñòè, ãàóññîâûõ è îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ,
ñ àêöåíòîì íà ìåòîäà ñõåìíîé ðåàëèçàöèè.

Â ïÿòîé ãëàâå íà îñíîâå äàþòñÿ îñíîâíûå àëãîðèòìû íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðè-
âûõ ñ îñîáåííîñòÿìè èõ ðåàëèçàöèè â ïîëÿõ ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê, à òàêæå
ìåòîäû ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè îñíîâíîé îïåðàöèè ýëëèïòè÷åñêîé êðèïòîãðà-
ôèè � îïåðàöèè óìíîæåíèÿ òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íà êîíñòàíòó.

Øåñòàÿ ãëàâà äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ðåàëèçàöèè ðÿäà èçâåñòíûõ êðèïòîãðà-
ôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ (ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé äëÿ êëàññè÷åñêîé êðèïòîñèñòå-
ìû, öèôðîâîé ïîäïèñè è ñêðûòîé ïåðåäà÷è) íà îñíîâå èçëîæåííûõ è îáîñíî-
âàííûõ â êíèãå àëãîðèòìîâ.

Àâòîðû ñòàðàëèñü ñî÷åòàòü ïðàêòè÷åñêóþ è òåîðåòè÷åñêóþ íàïðàâëåííîñòü
èçäàíèÿ. Êíèãà ñîäåðæèò ìàòåðèàë è îñíîâàííûå íà íåì àëãîðèòìû, ñèñòåìà-
òè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ äîñòóïíà êàæäîìó âëàäåþùåìó ïðîãðàììèðîâà-
íèåì íà C ++. Ñåäüìàÿ ãëàâà, ïî ñóùåñòâó, è ÿâëÿåòñÿ ïóòåâîäèòåëåì ê ñîçäà-
íèþ õîðîøåé ó÷åáíîé ëàáîðàòîðèè ïî ìàòåìàòè÷åñêèì îñíîâàì êðèïòîëîãèè è
êðèïòîãðàôè÷åñêèì ìåòîäàì îáåñïå÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè. Îíà
íàïèñàíà ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîãî îïûòà ñîçäàíèÿ Àëãåáðàè÷åñêèõ ïðîöåññî-
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ðîâ ñòóäåíòàìè è ìàãèñòðàíòàìè ÌÝÈ è ÌÃÓ.
Â êîíöå êíèãè ïðèâåäåí ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé ó÷åáíîé, ìîíîãðàôè÷åñêîé

è íàó÷íî-ïóáëèöèñòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, èñïîëüçîâàííîé àâòîðàìè.
Äëÿ óäîáñòâà ïîëüçîâàíèÿ êíèãîé ïðèâåäåí ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü. Ìàòå-

ðèàëû, ñîäåðæàùèå âñïîìîãàòåëüíûå àëãîðèòìû è òàáëèöû âû÷èñëåííûõ ïî
îïèñàííûì â êíèãå àëãîðèòìàì ïàðàìåòðàì àëãåáðàè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòóäåíòàì,îáó÷àþùèìñÿ
ïî ñïåöèàëüíîñòÿì, à òàêæå äëÿ àñïèðàíòîâ ïî ñïåöèàëüíîñòÿì

¾Êðèïòîãðàôèÿ¿ � 075100á
¾Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü¿ � 075200á
¾Îðãàíèçàöèÿ è òåõíîëîãèÿ çàùèòû èíôîðìàöèè¿ � 075300,
¾Êîïëåêñíàÿ çàùèòà îáúåêòîâ èíôîðìàòèçàöèè¿ � 075400.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü çà çàìå÷àíèÿ âñåì ñïåöèàëèñòàì, ïðî÷è-
òàâøèì ðóêîïèñü, à òàêæå ñòóäåíòàì, òàêæå çàìåòèâøèì ðÿä íåòî÷íîñòåé, à
ãëàâíîå, îñóùåñòâèâøèì ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó îïèñàíèé àëãîðèòìîâ è
÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ, ïðèâåäåííûõ â êíèãå. Ìû áëàãîäàðíû çàâåäóùåìó êà-
ôåäðîé èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè ÐÃÑÓ ïðîôåññîðó Áàáàøó À.Â. çà ïîä-
äåðæêó íàñòîÿùåãî èçäàíèÿ.



Ãëàâà 1

Àëãåáðàè÷åñêèå îñíîâû

1.1 Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ
1.1.1 Ãðóïïû

Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà àññîöèàòèâíàÿ
áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ◦,

êîòîðîå ñîäåðæèò ýëåìåíò e òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ G âûïîë-
íÿåòñÿ

e ◦ a = a ◦ e = a,

è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ā òàêîé, ÷òî

a ◦ ā = ā ◦ a = e.

Óêàçàííûé ýëåìåíò e íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé ãðóïïû, ýëåìåíò ā íàçûâàåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûì ê ýëåìåíòó a. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíèöà ãðóïïû åäèíñòâåííà è
÷òî ýëåìåíò, ñèììåòðè÷íûé ê äàííîìó ýëåìåíòó, òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷-
íî. Êàê ñëåäñòâèå â ãðóïïå îïðåäåëåíà óíàðíàÿ îïåðàöèÿ ¯ èíâåðñèè, êîòîðàÿ
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ýëåìåíòó a, a ∈ G, ñèììåòðè÷íûé ê íåìó ýëåìåíò ā. Ýòà
îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Â ðàçäåëå 1.1íà ñòð. 9 Â ïàðàãðàôå 1.1.1 íà ñòð. 9
Åñëè îïåðàöèÿ ◦ êîììóòàòèâíà, òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé. Â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì èçó÷àòü è èñïîëüçîâàòü òîëüêî àáåëåâû ãðóïïû.

Ïðèìåðàìè àáåëåâûõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ
a) ìíîæåñòâà Z öåëûõ, Q ðàöèîíàëüíûõ, R äåéñòâèòåëüíûõ è C êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ;
á) ìíîæåñòâà Q \ {0}, R \ {0} è C \ {0} îòëè÷íûõ îò íóëÿ ðàöèîíàëüíûõ,

äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îïåðàöèÿìè óìíî-
æåíèÿ.

Ãðóïïû ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ àääèòèâíûìè, ãðóïïû ñ îïåðà-
öèåé óìíîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè.

9
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Áèíàðíóþ îïåðàöèþ àääèòèâíîé ãðóïïû ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü çíàêîì +, áè-
íàðíóþ îïåðàöèþ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû îáîçíà÷àþò çíàêîì óìíîæåíèÿ
×, · èëè å¼ îáîçíà÷åíèå, ïî óìîë÷àíèþ, îïóñêàþò.

Åäèíèöà àääèòèâíîé ãðóïïû, êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àåòñÿ 0 è íàçûâàåòñÿ àä-
äèòèâíîé åäèíèöåé. Ðåçóëüòàò îïåðàöèè àääèòèâíîé èíâåðñèè, òî åñòü ýëåìåíò
ā àääèòèâíîé ãðóïïû, ñèììåòðè÷íûé ê ýëåìåíòó a, îáîçíà÷àòñÿ −a è íàçûâàåò-
ñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê ýòîìó ýëåìåíòó. Åäèíèöà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
îáîçíà÷àåòñÿ 1 è íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé åäèíèöåé. Ðåçóëüòàò îïåðà-
öèè ìóëüòèïëèêàòèâíîé èíâåðñèè, òî åñòü ýëåìåíò ā ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóï-
ïû, ñèììåòðè÷íûé ê ýëåìåíòó a, îáîçíà÷àòñÿ a−1 è íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê
ýòîìó ýëåìåíòó.

Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ◦ ïîçâîëÿåò çàïèñûâàòü êðàòíóþ êîìïîçèöèþ

(· · · ((a ◦ a) ◦ a) ◦ · · · a) ◦ a,

îïóñêàÿ ñêîáêè:
a ◦ a ◦ a ◦ · · · ◦ a.

Òàêèå êîìïîçèöèè íàçûâàþòñÿ k-îé ñòåïåíüþ ýëåìåíòà a ãðóïïû (k � ÷èñëî
âõîæäåíèé ýëåìåíòà a â ôîðìóëó êîìïîçèöèè). k-àÿ ñòåïåíü ýëåìåíòà a ãðóïïû
îáîçíà÷àåòñÿ k ∗ a â àääèòèâíûõ ãðóïïàõ è ak â ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïïàõ.

Êîìïîçèöèÿ
a + (−b)

îïåðàöèé èíâåðñèè è ñëîæåíèÿ àääèòèâíîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé âû-
÷èòàíèÿ ýëåìåíòà b èç ýëåìåíòà a, îáîçíà÷àåìîé −. Ðåçóëüòàò a− b íàçûâàåòñÿ
ðàçíîñòüþ ýëåìåíòîâ a è b. Àääèòèâíî îáðàòíûé îòíîñèòåëüíî a ýëåìåíò −a
ïîëó÷àåòñÿ êàê ðàçíîñòü 0− a.

Êîìïîçèöèÿ
a× b−1

îïåðàöèé èíâåðñèè è óìíîæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ îïå-
ðàöèåé äåëåíèÿ ýëåìåíòà a íà ýëåìåíò b, îáîçíà÷àåìîé /. Ðåçóëüòàò a/b, èëè a

b

íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ ýëåìåíòà a íà ýëåìåíò b. Ìóëüòèïëèêàòèâíî
îáðàòíûé îòíîñèòåëüíî a ýëåìåíò a−1 ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíîå 1

a
.

Ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèìåðû àääèòèâíûõ è ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïï
ïðåäñòàâëÿþò áåñêîíå÷íûå ãðóïïû.

Ãðóïïà íà îñíîâå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé. Òðèâèàëü-
íàÿ ãðóïïà ïîñòîåíà íà îäíîýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {0} (àääèòèâíàÿ òðèâèàëü-
íàÿ ãðóïïà) èëè {1} (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà). Ïðîñòåéøèå
íåòðèâèàëüíûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ äâóõýëåìåíòíûìè ìíîæåñòâàìè ñ ýëåìåíòà-
ìè, îáîçíà÷àåìûìè îáû÷íî 0 è 1 (â àääèòèâíîé ãðóïïå) èëè 1,2 (â ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ãðóïïå).

×èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû. Ïîðÿäîê
òðèâèàëüíîé êîíå÷íîé ãðóïïû ðàâåí 1, ïðîñòåéøàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîíå÷íàÿ
ãðóïïà èìååò ïîðÿäîê 2.
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Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â êîíå÷íîé ãðóïïå íåêîòîðàÿ ñòåïåíü gn ëþáîãî
ýëåìåíòà g ãðóïïû ðàâíà åäèíèöå e ãðóïïû.

Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî
gn = e, ò.å. gn = 1 â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå èëè n ∗ g = 0 â àääèòèâíîé
ãðóïïå.

Ýëåìåíò, ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí ïîðÿäêó ãðóïïû, íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùèì
ýëåìåíòîì ãðóïïû.

Ãðóïïà, èìåþùàÿ îáðàçóþùèé ýëåìåíò, íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Â öèêëè-
÷åñêîé ãðóïïå êàæäûé ýëåìåíò ïðåäñòàâèì êàê íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ëþáîãî îáðà-
çóþùåãî ýëåìåíòà ãðóïïû. Íå òðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñÿêàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà àáåëåâà.

×àñòî êîíå÷íàÿ ãðóïïà îáðàçóåòñÿ êàê ôàêòîð-ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íîé ãðóï-
ïû ïî íåêîòîðîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè. 1

Òàê íà ìíîæåñòâå Z öåëûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ìîæíî
îïðåäåëèòü îòíîøåíèå

{(x, y) \ x ≡ y ( mod m)},
ãäå x ≡ y( mod m) îçíà÷àåò, ÷òî m|(x− y), ò.å. ÷èñëî m äåëèò ðàçíîñòü (x− y).
2 Ýòî îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì êîíãðóýíòíîñòè ïî ìîäóëþ m, à
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ýòîìó îòíîøåíèþ � êëàññàìè êîíãðóýíòíîñòè (èëè
êëàññàìè âû÷åòîâ ) ïî ìîäóëþ m.

Ôàêòîð-ìíîæåñòâî Z/≡ mod m ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ñîêðàùåííî îáîçíà-
÷àþò Zm, àíàëîãè÷íî, êëàññû êîíãðóýíòíîñòè [a]≡ mod m îáîçíà÷àþòñÿ ïðîñòî
[a]m.

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî x ≡ y ( mod m) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x mod m
= y mod m.

Íà ôàêòîð - ìíîæåñòâå Zm ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ. Ñóììó
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[x]m + [y]m = [x + y]m.

Óäîáíî â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ [x]m èñïîëüçîâàòü íàèìåíüøèå
íåîòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû x mod m êëàññîâ. Òîãäà îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ìîæíî

1Îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ≈, îáëàäàþ-
ùåå ñâîéñòâàìè òðàíçèòèâíîñòè, ðåôëåêñèâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè. Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì
çàäàíî ýòî îòíîøåíèå, ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè [a]≈, ãäå a � ïðåäñòàâèòåëü
êëàññà. Ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè åñòü ôàêòîð-ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A ïî äàí-
íîìó îòíîøåíèþ ≈, îáîçíà÷àåòñÿ A \≈ .

2Ñîãëàñíî àëãîðèòìó äåëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë ñ îñòàòêîì ïðè çàäàííîì äåëèòåëå d, d ∈ Z\{0}
äåëèìîå a, a ∈ Z åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé a = qd + r. 0 ≤ r < |d|.
×èñëî q íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì, à ÷èñëî r íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ a íà q. Íàïðèìåð,
åñëè a = 5, à d = −3, òî a = (−2)(−2) + 1, òî åñòü q = −2, r = 1. Åñëè îñòàòîê r = 0,
òî ãîâîðÿò, ÷òî d äåëèò a, ÷òî îáîçíà÷àþò d|a. Îñòàòîê îáîçíà÷àò òàêæå r = a mod d èëè
rem(a, d) Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì öåëûõ ÷èñåë n è m íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî d,
ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì êàê m, òàê è n. Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ ÍÎÄ(n, m) èëè ïðîñòî (n,m).
ÍÎÄ(n,m) ñóùåñòâóåò, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë n è m íå ðàâíî 0.
Åñëè ÍÎÄ(n,m) = 1, òî ÷èñëà n è m íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè.
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îïèñàòü â îáîçíà÷åíèÿõ ýòèõ ïðåäñòàâèòåëåé:

[x]m + [y]m = [(x + y) mod m]m.

Íå òðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôàêòîð ìíîæåñòâî Zm ñ òîëüêî ÷òî îïèñàííîé
îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ åñòü àääèòèâíàÿ ãðóïïà. Àääèòèâíîé åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ
êëàññ [0]m, ïðîòèâîïîëîæíûé ê ýòîìó ýëåìåíòó ãðóïïû åñòü ýëåìåíò −[a]m =
[m− a]m.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ m.

[x]m × [y]m = [x× y]m == [(x× y) mod m]m.

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ êëàññîâ êîíãðóýíòíîñòè [a]m, a 6= 0, èìåþ-
ùèõ îáðàòíûé êëàññ [a−1]m, ãäå a×a−1mod m = 1, îáðàçóåò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ
ãðóïïó, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ Z∗

m. Ìóëüòèïëèêàòèâíîé åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ êëàññ
[1]m. Êëàññ [a]m ïðèíàäëåæèò Z∗

m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà a è m âçà-
èìíî ïðîñòû, òî åñòü íå èìåþò îáùèõ ìíîæèòåëåé. Ýòà ãðóïïà ñîäåðæèò âñå
íåíóëåâûå êëàññû, òî åñòü Z∗

m = Zm \ [0]m, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m åñòü
ïðîñòîå ÷èñëî.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå àääèòèâíàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâ-
íàÿ ãðóïïû, îïðåäåë¼ííûå íà ìíîæåñòâàõ Zm è Z∗

m êëàññîâ êîíãðóýíòíîñòè ïî
ìîäóëþ m, èçîìîðôíû àääèòèâíîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïàì, çàäàííûì
íà ìíîæåñòâå íàèìåíüøèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé ýòèê êëàññîâ, ñî-
îòâåòñòâåííî ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ m. Ïîýòîìó ÷à-
ñòî âìåñòî ãðóïïû íà ôàêòîð ìíîæåñòâå ðàññìàòðèâàþò ãðóïïû íà ìíîæåñòâå
ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ, ïðè ýòîì ýòè ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , m − 1} è {a/a è m
âçàèìíî ïðîñòû } ïðåäñòàâèòåëåé îáîçíà÷àþò Zm è Z∗

m, òàê æå, êàê ìíîæåñòâà
êëàññîâ.

Ïîäìíîæåñòâà H, H ⊆ G ìíîæåñòâà ãðóïïû G, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé ãðóïïû, è ÿâëÿþùååñÿ ãðóïïîé ñ ýòèìè æå îïåðàöèÿìè, íàçûâàåò-
ñÿ ïîäãðóïïîé ýòîé ãðóïïû. Ïîäãðóïïó óäîáíî îïðåäåëèòü òàêæå ñëåäóþùèì
êðèòåðèåì ïîäãðóïïû:

Ïîäìíîæåñòâî H, H ⊂ G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ∀a, b ∈ H a ◦ b−1 ∈ H.

Íàïðèìåð, òðèâèàëüíûå àääèòèâíàÿ èëè ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïû ñóòü
ïîäãðóïïû ëþáîé àääèòèâíîé èëè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâåííî,
à ïðîñòåéøèå íåòðèâèàëüíûå àääèòèâíàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïû (ñ òî÷-
íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ýëåìåíòîâ) ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ
íåòðèâèàëüíûõ àääèòèâíûõ èëè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïï ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà, êàê íå òðóäíî ïðîâåðèòü, îòíîøåíèå
GH = {(a, b) \ ∃h ∈ Hb = ah} åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå G.

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè [a]≈ ïî ýòîìó îòíîøåíèþ íàçûâàþòñÿ ëåâûìè
ñìåæíûìè êëàññàìè ãðóïï G ïî ïîäãðóïïå H. Î÷åâèäíî, ÷òî h1 6= h2 → ah1 6=
ah2 äëÿ ëþáûõ h1, h2 ∈ H. (Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ah1 = ah2, òî óìíîæàÿ îáå
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÷àñòè ðàâåíñòâà ñëåâà íà a−1, ïîëó÷èì a−1ah1 = a−1ah2 → h1 = h2, ïðîòèâîðå-
÷èå). Çíà÷èò, ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êàæäîì êëàññå ðàâíî ïîðÿäêó ïîäãðóïïû H.
Åñëè ïîäãðóïïà H òàêîâà, ÷òî ÷èñëî ñìåæíûõ êëàññîâ êîíå÷íî, òî ýòî ÷èñëî
íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G (îáîçíà÷àåòñÿ G : H).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóììàðíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êëàññàõ ðàâíî ïîðÿäêó ãðóïïû,
ïîëó÷àåì äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.1.1 (Ëàãðàíæ) Ïîðÿäîê è èíäåêñ ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G äåëÿò
ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû.

Ïðèìåð 1.1.1 Âîçüìåì ïîäãðóïïó {[0]9, [3]9, [6]9} àääèòèâíîé ãðóïïû

Z9 = {[0]9, [1]9, [2]9, [3]9, [4]9, [5]9, [6]9, [7]9, [8]9}.
Ëåâûìè ñìåæíûìè êëàññàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà

{[0]9, [3]9, [6]9},
{[1]9, [4]9, [7]9},
{[2]9, [5]9, [8]9}.

Èíäåêñ G : H ðàâåí 3.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû. Ëåâûå è ïðàâûå ñìåæ-
íûå êëàññû àáåëåâîé ãðóïïû ñîâïàäàþò.

Äàëåå íå òðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â êîíå÷íîé ãðóïïå âñå ðàçëè÷íûå ñòåïåíè

a1, a2, . . . , aδ

(èëè, â àääèòèâíîé ãðóïïå,

0 ∗ a, 1 ∗ a, . . . , (δ − 1) ∗ a)

ëþáîãî ýëåìåíòà ñîñòàâëÿþò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó, ïîðÿäîê êîòîðîé ðàâåí
ïîðÿäêó δ ýòîãî ýëåìåíòà (åñëè l > δ, òî al = acδ+(l mod δ) = al mod δ èëè, â
àääèòèâíîì ñëó÷àå, l ∗ a = (cδ + (l mod δ)) ∗ a = (l mod δ) ∗ a).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ñëåäñòâèå 1.1.1 Ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà êîíå÷íîé ãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê
ãðóïïû.

Ñëåäñòâèå 1.1.2 Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a êîíå÷íîé ãðóïïû ïîðÿäêà m èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî am = e, ò.å, am = 1 â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå è m∗a = 0
â àääèòèâíîé ãðóïïå.

Ñëåäñòâèå 1.1.3 Åñëè δ � ïîðÿäîê ýëåìåíòà a ãðóïïû G, à n ∈ N, òî

an = e

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà δ|n.
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Òåîðåìà 1.1.1 íà ñòð. 13
1.1.3

Ñëåäñòâèå 1.1.4 Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a êîíå÷íîé ãðóïïû ïîðÿäêà m èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî am−1 = a−1 â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå è (m− 1) ∗ a = −a
â àääèòèâíîé ãðóïïå.

Ñëåäñòâèå 1.1.5 (Òåîðåìà Ýéëåðà). Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n è âñÿêîãî íà-
òóðàëüíîãî a òàêîãî, ÷òî ÍÎÄ(a, n) = 1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

aϕ(n)mod n) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèòåëè a êëàññîâ êîíãðóýíòíîñòè

[a]≡ mod n = {x \ x ≡ a (mod n)}

òàêèå, ÷òî ÍÎÄ (a, n) = 1, îáðàçóþò ãðóïïó ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ïî ìîäó-
ëþ n. Ïîðÿäîê ãðóïïû îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà ϕ(n). (Íàïîìíèì, ÷òî
ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(n) êàê ðàç è îïðåäåëÿåò ÷èñëî óêàçàííûõ êëàññîâ).

Ïðèìåð 1.1.2 Åñëè n = 6, òî ãðóïïà G = ({1, 5},×mod 6, 1), ϕ(6) = 2, 12 = 1 mod 6,
52 = 1 mod 6.

Ñëåäñòâèå 1.1.6 (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a, òàêîãî, ÷òî ÍÎÄ(a, p) = 1, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ap−1 = 1 mod p.

Ïî ñëåäñòâèþ 1.2, ïðîöåññ âîçâåäåíèÿ ýëåìåíòà êîíå÷íîé ãðóïïû â áîëüøóþ
ñòåïåíü ìîæíî óïðîñòèòü ïóò¼ì ïðèâåäåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ïî ìîäóëþ m
ïîðÿäêà ãðóïïû:

gn = gn mod m.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîöåññ âîçâåäåíèÿ ÷èñëà g, òàêîãî, ÷òî (g, n) = 1, â áîëüøóþ
ñòåïåíü k ïî ìîäóëþ n ìîæíî óïðîñòèòü ïóò¼ì ïðèâåäåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè
ïî ìîäóëþ m = ϕ(n):

gk mod n = gk mod ϕ(n)mod n.

Òåîðåìà 1.1.2 Åñëè a � ýëåìåíò ïîðÿäêà δ, òî ïðè ëþáîì k ∈ N

ord ak =
δ

(k, δ)
,

â ÷àñòíîñòè,
ord ak = δ ⇐⇒ (k, δ) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì m = ord ak. Òîãäà akm = 1. Ïî ñëåäñòâèþ 1.3

δ|km.

Îòñþäà
δ

(k, δ)

∣∣∣∣∣
k

(k, δ)
·m.

Ó÷èòûâàÿ. ÷òî (
δ

(k, δ)
,

k

(k, δ)

)
= 1,

ïîëó÷àåì
δ

(k, δ)

∣∣∣∣∣ m. (1.1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(ak)

δ
(k,δ) = (aδ)

k
(k,δ) = 1.

Ïîýòîìó ñ ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ 1.3

m

∣∣∣∣∣
δ

(k, δ)
, (1.2)

Îáúåäèíÿÿ îòíîøåíèÿ 1.1 è 1.2, ïîëó÷àåì

m = ord ak =
δ

(k, δ)
.

Ðàññìîòðèì ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêà ýëåìåíòà ãðóïïû è íàõîæäåíèÿ
îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóïï, à òàêæå ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Â ïðèâåäåííûõ íèæå àëãîðèòìàõ èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî, ÷òî ïîðÿäîê
ýëåìåíòà äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû (Ñëåäñòâèå 1.1). Àëãîðèòìû çàïèñàíû ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ìóëüòèïëèêàòèâíûì ãðóïïàì. Îíè ïðèìåíèìû è ê àääèòèâíûì
ãðóïïàì, åñëè â èõ îïèñàíèÿõ ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñòåïåíè ýëåìåíòîâ ãðóïïû
çàìåíèòü àääèòèâíûìè êðàòíûìè.

Ïîëåçíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ýëåìåíòà ãðóïïû ìîæíî
îñóùåñòâèòü áûñòðî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ïî
ñòåïåíÿì îñíîâàíèÿ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, íàïðèìåð 2 è èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé
àëãîðèòì.

Åñëè âìåñòî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü èñïîëüçîâàòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, òî
ïîëó÷èì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ àääèòèâíîãî êðàòíîãî k ∗ a ýëåìåíòà a

Îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà ýëåìåíòà ãðóïïû ïðè èçâåñòíîé ôàêòîðè-
çàöèè ïîðÿäêà n ãðóïïû. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû ìîæíî îïðåäåëèòü ïî
Àëãîðèòìó 1.2.

Ïîèñê îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Ïðèâåä¼ì âåðî-
ÿòíîñòíûé Àëãîðèòì 1.3 ïîèñêà îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.
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Àëãîðèòì 1.1.1

ÂÕÎÄ: Ýëåìåíò a ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû G;
êîýôôèöèåíòû (d0, d1, . . . dn−1) áèíàðíîãî ðàçëîæåíèÿ
ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè d = d02

0 + d12
1 + · · ·+ dn−12

n−1.
ÂÛÕÎÄ: Ñòåïåíü b = ad ýëåìåíòà a.

1. Ïðèñâîèòü b ← 1.
2. Äëÿ i îò 1 äî n âûïîëíÿòü:

b = (b(adi−1))2.
3. Âåðíóòü b.

Ðèñ. 1.1: @@.

Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ãðóïïà ñîäåðæèò ϕ(n) îá-
ðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ, è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáèðàåìûé ýëåìåíò
ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì ðàâíà ϕ(n)/n > 1

6 ln ln n
.

Çàìå÷àíèå. Òðóäíîñòè ïðîáëåìû ôàêòîðèçàöèè ìîæíî îáîéòè âûáîðîì
ïîäõîäÿùåé ãðóïïû Z∗

p . Ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ è ïðèñóòñòâèå áîëüøîãî ìíî-
æèòåëÿ â ðàçëîæåíèè ÷èñëà p − 1 : ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå
ïðîñòîå ÷èñëî q. Çàòåì ñëó÷àéíî âûáèðàþò îòíîñèòåëüíî ìàëûå ÷èñëà R, ïîêà
íå áóäåò ïîëó÷åíî ïðîñòîå ÷èñëî p = 2Rq +1. Ïîñêîëüêó p− 1 = 2Rq, ôàêòîðè-
çàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ôàêòîðèçàöèè ÷èñëà R. Åñëè âûáèðàòü R = 1, òî ôàêòîðèçà-
öèåé p− 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî 2q. Ïîñêîëüêó ϕ(p− 1) = ϕ(2q) = ϕ(2)ϕ(q) = q − 1,
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé ýëåìåíò α ∈ Z∗

p ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþ-
ùèì ýëåìåíòîì, åñòü q−1

2q
≈ 1

2
. Áåçîïàñíûì ïðîñòâì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòîå

÷èñëî âèäà p = 2q + 1, ãäå q � ïðîñòîå.

Ïîèñê ýëåìåíòà âûñîêîãî ïîðÿäêà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Èíîãäà òðå-
áóåòñÿ ýëåìåíòû âûñîêîãî ïîðÿäêà, íå ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçóþùèìè ýëåìåíòàìè.

Ïóñòü α � îáðàçóþùèé ýëåìåíò öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G ïîðÿäêà n è d äåëè-
òåëü ÷èñëà n. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.7 ýëåìåíò β ïîðÿäêà d ìîæíî ïîëó÷èòü êàê
β = αn/d. Åñëè q � ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà n öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G, ýëåìåíò
β ïîðÿäêà q ìîæíî íàéòè áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî ïîèñêà îáðàçóþùåãî ýëåìåí-
òà α ãðóïïû G. Äëÿ ýòîãî âûáèðàþò ñëó÷àéíî g ∈ G è âû÷èñëÿþò β = gn/q,
ïîâòîðÿÿ ýòè äåéñòâèÿ, ïîêà β 6= 1.
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Àëãîðèòì 1.1.2

ÂÕÎÄ: Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà G ïîðÿäêà n, ýëåìåíò a ∈ G,
ôàêòîðèçàöèÿ n = pe1

1 · pe2
2 · · · pek

k ,
ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè d = d02

0 + d12
1 + · · ·+ dn−12

n−1.
ãäå pi, i = 1, . . . , k, � ðàçíûå ïðîñòûå ÷èñëà.

ÂÛÕÎÄ: ïîðÿäîê t ýëåìåíòà a.
1. Ïðèñâîèòü t ← n.
2. Äëÿ i îò 1 äî k âûïîëíÿòü:

2.1 Ïðèñâîèòü t ← t/pei
i .

2.2 Âû÷èñëèòü a1 ← at.
2.3 Ïîêà a1 6= 1 âûïîëíÿòü a1 ← api

1 è ïðèñâàèâàòü t ← t · pi.
3. Âåðíóòü t.

Ðèñ. 1.2: @@.

Àëãîðèòì 1.1.3

ÂÕÎÄ: Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà G ïîðÿäêà n,
ôàêòîðèçàöèÿ n = pe1

1 · pe2
2 · · · pek

k ,
ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè d = d02

0 + d12
1 + · · ·+ dn−12

n−1.
ãäå pi, i = 1, . . . , k, � ðàçíûå ïðîñòûå ÷èñëà.

ÂÛÕÎÄ: îáðàçóþùèé ýëåìåíò α ãðóïïû G.
1. Âûáðàòü ñëó÷àéíûé ýëåìåíò α ãðóïïû G.
2. Äëÿ i îò 1 äî k âûïîëíÿòü:

2.1 Âû÷èñëèòü b ← αn/pi .
2.2 Åñëè b = 1, òî ïåðåéòè ê 1.

3. Âåðíóòü α.

Ðèñ. 1.3: @@.
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1.1.2 Êîëüöà. Ðåøåòêè íà êîëüöå
Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî R ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè + è ×

òàêèìè, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è îïåðàöèÿ
× àññîöèàòèâíà è äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè + :

(a× b)× c = a× (b× c);

a× (b + c) = a× b + a× c è (b + c)× a = b× a + c× a.

Ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî:

∀a a× 0 = 0× a = 0.

Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà Z öåëûõ, Q ðàöèîíàëüíûõ è R äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Êîëüöî, â êîòîðîì a × b = 0 → a = 0 èëè b = 0 íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ
öåëîñòíîñòè. Åñëè â êîëüöå èìååòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ åäèíèöà 1, òî êîëüöî
íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé. Íèæå èçó÷àþòñÿ òîëüêî îáëàñòè öåëîñòíîñòè
ñ åäèíèöåé.

Ýëåìåíò a′ êîëüöà ñ åäèíèöåé òàêîé, ÷òî a× a′ = 1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê
ýëåìåíòó a. Â îáùåì ñëó÷àå íåíóëåâîé ýëåìåíò êîëüöà èìååò íå áîëåå îäíîãî
îáðàòíîãî ê íåìó ýëåìåíòà. Îáðàòíûé ê íåíóëåâîìó ýëåìåíòó a êîëüöà ýëåìåíò
îáîçíà÷àåòñÿ a−1.

Íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ êîëüöà îïðåäåëÿòñÿ îòíîøåíèå | äåëèìîñòè: a|b,
åñëè â êîëüöå íàéäåòñÿ ýëåìåíò q òàêîé, ÷òî b = q × a, â ÷àñòíîñòè, a|b, åñëè
íåíóëåâîé ýëåìåíò a èìååò îáðàòíûé ê íåìó ýëåìåíò a−1 : â ýòîì ñëó÷àå b = q×a,
ãäå q = b × a−1. Â êîëüöå ∀a a|0 è 0|b → b = 0, â ÷àñòíîñòè 0|0. Â êîëüöå ñ
åäèíèöåé ∀a 1|a. Íóëåâîé ýëåìåíò êîëüöà îáðàòíîãî ê íåìó ýëåìåíòà íå èìååò.

Åñëè a 6= 0, òî â ñëó÷àå a|b óïîìÿíóòûé ýëåìåíò q, b = q × a, åäèíñòâåííûé.
Îí íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ ýëåìåíòà b íà ýëåìåíò a. Åñëè æå a = 0, òî
êàæäûé ýëåìåíò êîëüöà ìîæåò âûñòóïàòü â ðîëè òàêîãî ýëåìåíòà q, è ÷àñòíîå
îò äåëåíèÿ ýëåìåíòà b íà ýëåìåíò 0 íå îïðåäåëåíî.

Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïðåäïîðÿäêà,
òî åñòü îíî òðàíçèòèâíî è ðåôëåêñèâíî, íî â îáùåì ñëó÷àå íå àíòèñèììåòðè÷íî.
Ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ êîëüöà
a ≈ b ⇐⇒ a|b è b|a.

Â îáîçíà÷åíèÿõ [a]≈ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ýòîìó îòíîøåíèþ â êà÷å-
ñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ a êëàññà óêàçûâàþò ýëåìåíò, âûáèðàåìûé ïî èçâåñòíîìó
ïðàâèëó, íàïðèìåð, íàèáîëüøèé ýëåìåíò ýòîãî êëàññà ïî òîìó èëè èíîìó, íî
îïðåäåë¼ííîìó îòíîøåíèþ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå R. Íàïðèìåð, åñëè
R åñòü êîëüöî Z öåëûõ ÷èñåë, òî êëàññû ñîäåðæàò îäèí èëè äâà ýëåìåíòà, èç
êîòîðûõ â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ â îáîçíà÷åíèè êëàññà âûáèðàåòñÿ íåîòðèöà-
òåëüíûé ýëåìåíò.
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Íàðÿäó ñ ýëåìåíòîì a êëàññ [a]≈ ∈ Z≈ ñîäåðæèò ïðîòèâîïîëîæíûé ïî îò-
íîøåíèþ ê íåìó ýëåìåíò −a. Äëÿ èõ ðàçëè÷åíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñè
âèäà

(< çíàê>,< ýëåìåíò, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ>).

Òàê ýëåìåíò a, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå ïàðû (0, a), à
ïðîòèâîïîëîæíûé ê íåìó ýëåìåíò −a ∈ [a]≈ ïðåäñòàâëÿòü ïàðîé (1, a).

Íà ìíîæåñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè [a]≈, îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤:

[a]≈ ≤ [b]≈ =def a|b.@[def?]3

Ïðè ýòîì êëàññû [1]≈ è [0]≈ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé óíè-
âåðñàëüíîé ãðàíèöåé ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè ýòîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíî-
æåñòâà (R≈,≤).

Ôðàãìåíò äèàãðàììû Õàññå äëÿ òàêîãî ÷àñòè÷íîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ êëàññîâ
Z≈ äàí íà Ðèñ.1.

Åñëè ôàêòîð ìíîæåñòâî R≈ ñ÷åòíî èëè êîíå÷íî, òî îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ
≤ åãî ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òîïîëîãè÷åñêè, òî åñòü ëèíåéíî è ñîãëàñîâàííî ñ ýòèì
îòíîøåíèåì:

∀[a]≈, [b]≈ : [a]≈ ≤ [b]≈ → [a]≈ ¹ [b]≈,

ãäå ¹ îáîçíà÷àåò îòíîùåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 1.1.3 Òîïîëîãè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå Z/≈ :

[1]≈ ¹ [2]≈ ¹ [3]≈ ¹ [4]≈ ¹ [5]≈ ¹ . . . ¹ [0]≈

ò.å.
∀i, i > 0 [i]≈ ¹ [i + 1]≈ ¹ [0]≈.

3Îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, îáëàäà-
þùåå ñâîéñòâàìè òðàíçèòèâíîñòè, ðåôëåêñèâíîñòè è àíòèñèììåòðè÷íîñòè. Ìíîæåñòâî, íà
êîòîðîì çàäàíî òàêîå îòíîøåíèå, íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì (×ÓÌ).
Ýëåìåíò m, òàêîé, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà a, íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà A ×ÓÌ a ≤ m
(m ≤ a), íàçûâàåòñÿ ìàæîðàíòîé (ìèíîðàíòîé) ìíîæåñòâà A. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìàæîðàíò
(ìèíîðàíò) ñîñòàâëÿåò âåðõíèé (íèæíèé) êîíóñ ìíîæåñòâà A. Ìàæîðàíòà (ìèíîðàíòà) m
ìíîæåñòâà A, ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîìó ìíîæåñòâó, íàçûâàåòñÿ åãî ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì).
Ìèíèìóì (ìàêñèìóì) âåðõíåãî (íèæíåãî) êîíóñà ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ñóïðåìóìîì (èí-
ôèìóìîì) ýòîãî ìíîæåñòâà. Ñóïðåìóì (èíôèìóì) îäíîýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà {a} åñòü
ýëåìåíò a. Ýëåìåíò b ×ÓÌ äîìèíèðóåò íàä ýëåìåíòîì a, åñëè a ≤ b è íåò äðóãîãî ýëåìåíòà c,
òàêîãî,÷òî a ≤ c ≤ b. Ãðàôè÷åñêè ×ÓÌ óäîáíî çàäàâàòü äèàãðàììîé Õàññå, ãðàôîì, âåðøèíû
êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ×ÓÌ, à ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò îòíîøåíèþ äîìèíèðîâàíèÿ.
Ýëåìåíò a, a ≤ b, ðàçìåùàåòñÿ íå âûøå ýëåìåíòà b.
Åñëè ñóïðåìóì è èíôèìóì èìååò êàæäîå äâóõýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ×ÓÌ, òî ×ÓÌ

íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé. Ìàæîðîíòà (ìèíîðàíòà) âñåãî ×ÓÌ íàçûâàåòñÿ åãî âåðõíåé (íèæíåé)
óíèâåðñàëüíîé ãðàíèöåé. Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ðåøåòêà èìååò êàê íèæíþþ O, òàê è âåðõíþþ I
óíèâåðñàëüíóþ ãðàíèöó. Ýëåìåíòû, äîìíèðóþùèå íàä O, íàçûâàþòñÿ àòîìàìè ðåøåòêè.



20 ÃËÀÂÀ 1. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ

Ðèñ. 1.4: Ðåøåòêà.

(Ñì. @Ðèñ.1 ïî ÿðóñàì ñíèçó ââåðõ.)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî R/≈ ñ îòíîøåíèåì ≤ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ
ðåøåòêîé. Îïåðàöèè èíôèìóìà è ñóïðåìóìà íà ýòîé ðåøåòêå áóäåì îáîçíà÷àòü
∧ è ∨.

Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ÍÎÄ(x, y) ýëåìåíòîâ x è y êîëüöà R íàçû-
âàåòñÿ ýëåìåíò a, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ [a]≈ = [x′]≈ ∧ [y′]≈ 6= [0]≈, x ∈ [x′]≈,
y ∈ [y′]≈.

Çàìå÷àíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ÍÎÄ(0,0) íå ñóùåñòâóåò.
Ïðèìåð 1.1.4 Â êîëüöå Z ÍÎÄ(−6,−4) = 2 : −6 ∈ [6]≈, −4 ∈ [4]≈, ÍÎÄ(−6,−4)=[6]≈ ∧
[4]≈ = [2]≈.

Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì ÍÎÊ(x, y) ýëåìåíòîâ x è y êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïðåäñòà-
âèòåëü a êëàññà [a]≈ = [x′]≈ ∨ [y′]≈ 6= [0]≈, x ∈ [x′]≈, y ∈ [y′]≈.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì, åñëè õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ x èëè
y ðàâåí 0, òî ÍÎÊ(x, y) íå ñóùåñòâóåò. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

ÍÎÊ(a, b) = ab
(a,b)

, ãäå (a, b)= ÍÎÄ(a, b).

Ïðèìåð 1.1.5 Â êîëüöå Z ÍÎÊ(−6,−4)=12, òàê êàê [6]≈ ∨ [4]≈ = [12]≈.

Ýëåìåíòû ðåøåòêè R≈, äîìèíèðóþùèå íàä êëàññîì [1]≈, ÿâëÿþòñÿ åå àòî-
ìàìè, è âñÿêèé åå ýëåìåíò [a]≈ ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì ñòåïåíåé íåêîòîðûõ àòî-
ìîâ. Ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíò a, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ [a]≈ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèåì ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ êîëüöà R, ïðåäñòàâëÿþùèõ ýòè àòîìû. Íà ÿçûêå
òåîðèè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ýòè àòîìû ñóòü âñå àòîìû, ÿâëÿ-
þùèåñÿ ìèíîðàíòàìè ìíîæåñòâà {[a]≈}, èëè àòîìû, ïðèíàäëåæàùèå íèæíå-
ìó êîíóñó ýòîãî ìíîæåñòâà. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ è èõ ñòåïåíåé,
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ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî ýëåìåíòó a, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ôàêòîðèçàöèè â
êîëüöå R. Ôàêòîðèçàöèÿ â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷åé âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Íåêîòîðûå ðàññìàòðèâàåìûå íà-
ìè àëãîðèòìû ïîñòðîåíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ îäíîãî èëè áîëåå
îïåðàíäîâ èçâåñòíà. Îäíèì èç ïðèíöèïîâ êðèïòîãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíîé ôàêòîðèçàöèè ïðè çàøèôðîâàíèè â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ â òàéíå.

Êàê âèäíî, ýëåìåíòû, ïðåäñòàâëÿþùèå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè [a]≈, ñîñòàâ-
ëÿþò ïîäìíîæåñòâî êîëüöà R, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåòêîé ñ îïåðàöèÿìè inf(x, y),
sup(x, y). Äàëåå ýòî ïîäìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ R≈, êàê è ìíîæåñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî inf(a, b) = a∧ b åñòü ýëåìåíò, ïðåäñòàâëÿ-
þùèé êëàññ [a]≈ ∧ [b]≈, à sup(a, b) = a ∨ b åñòü ýëåìåíò, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ
[a]≈ ∨ [b]≈.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≡ (mod) m íà ìíîæåñòâå R≈, êî-
òîðîå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì êîíãðóýíòíîñòè ïî ìîäóëþ ýëåìåíòà m ∈ R≈:

a ≡ b (mod m) =def m|(a− b),

ãäå ðàçíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ýëåìåíòàì êîëüöà R. Ïðè m = 0 îíî
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè [a]≡mod m íàçûâàþòñÿ
êëàññàìè êîíãðóýíòíîñòè ïî ìîäóëþ m.

Åñëè c ∈ [a]≡ mod m, òî ýòî îáîçíà÷àåòñÿ êàê

a = c mod m

èëè c = rem(a, m). (Ïðè m = 0 c ∈ [a]≈ mod m ðàâíîñèëüíî c = a).
Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà

a|(b− b mod a)

è ïðè a 6= 0 îïðåäåëåíî ÷àñòíîå q = b−b mod a
a

.
Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà b êîëüöà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòà a, a 6= 0, â âèäå

b = q × a + b mod a = q × a + rem(b, a)

íàçûâàþò àëãîðèòìîì èëè îïåðàöèåé äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì.
Ïðèìåð 1.1.6 Â ðåøåòêå Z≈ öåëûõ ÷èñåë a = c mod m,m 6= 0, åñòü îñòàòîê r = rem(c,m)
îò äåëåíèÿ ÷èñëà c íà m, åñëè æå m = 0, òî ∀c ∈ Z≈ c mod m = c. Òàê rem(6, 5) = 1, rem
(6, 0) = 6.

Èñïîëüçóÿ ýòó îïåðàöèþ, ìîæíî îïèñàòü àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ îïåðàöèè
èíôèìóìà íà ðåøåòêå R≈.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî 0 ∧ 0 = 0, ÷òî è ïîëó÷àåòñÿ ïî ýòîìó àëãîðèòìó.
Óòâåðæäåíèå 1.1. Àëãîðèòì 1.4 âû÷èñëÿåò ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà [d]≈,

d = a ∧ b.
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Àëãîðèòì 1.1.4

ÂÕÎÄ: Ïðåäñòàâèòåëè a è b êëàññîâ [a]≈ è [b]≈,
ÂÛÕÎÄ: ïðåäñòàâèòåëü d êëàññà [d]≈, d = a ∧ b

1. Åñëè rem(a, b) = a, òî ïðèñâîèòü c ← a, a ← b, b ← c.
2. Ïîêà b 6= 0

2.1. Ïðèñâîèòü r ← rem(a, b),
2.2. Ïðèñâîèòü a ← b, b ← r.

3. Ïðèñâîèòü d ← a è âîçâðàòèòü d

Ðèñ. 1.5: @@.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ï. 1 àëãîðèòìà óæå âûïîëíåí. Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
a, b è r ïî îêîí÷àíèè i-îé èòåðàöèè ï.2 áóäåì îáîçíà÷àòü ai, bi è ri ñîîòâåòñòâåí-
íî. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ a è b îáîçíà÷èì a0, b0. Óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî,
åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî ∀i ai ∧ bi = a0 ∧ b0.

Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó èòåðàöèé ï.2 àëãîðèòìà.
Áàçèñ èíäóêöèè î÷åâèäåí:
a) åñëè b0 = 0, òî r1 = rem(a0, b0) = a0, è a1 ∧ b1 = b0 ∧ r1 = b0 ∧ a0 = a0 ∧ b0;

b) åñëè b0 6= 0, òî

a1 ∧ b1 = b0 ∧ r1 =

= b0 ∧ a0 − r1

b0
b0 + r1 =

= b0 ∧ a0 = a0 ∧ b0.

Åñëè ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ai ∧ bi = a0 ∧ b0,

òî òåì æå ïðèåìîì ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêòèâíîãî øàãà (ó÷èòûâàÿ, ÷òî
bi 6= 0) :

ai+1 ∧ bi+1 = bi ∧ ri+1 =

= bi ∧ ai − ri+1

bi
bi + ri+1 =

= bi ∧ ai = ai ∧ bi = a0 ∧ b0.

Ïðèìåð 1.1.7 Ïðèìåíèì Àëãîðèòì 1.4 ê êëàññàì [115]≈ è [25]≈. Âû÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû
â ñëåäóþùåé òàáëèöå, ãäå ñòîëáöû ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíûì øàãàì àëãîðèòìà.
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Îáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ 1 2.11 2.21 2.12 2.22 2.13 2.23 2.14 2.24 3

a 115 25 15 10 5
b 25 15 10 5 0
r 15 10 5 0
d 5

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ íå ðàâíûõ 0 îäíîâðåìåííî ýëåìåíòîâ a, b èç R≈
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà (x, y) ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà òàêàÿ, ÷òî

a× x + b× y = a ∧ b. (1.3)

Ïðèâåäåííûé íèæå ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà âû÷èñëÿåò a ∧ b è ýëå-
ìåíòû x è y, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó (1.3)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îïåðàöèþ äåëåíèÿ div(a, b) = a/b â ñëó÷àå, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå b|a è b 6= 0.

Â àëãîðèòìå ó÷àñòâóþò êàê ýëåìåíòû a = (0, a), ïðåäñòàâëåííûå â îáîçíà-
÷åíèÿõ êëàññîâ [a]≈, òàê è ïðîòèâîïîëîæíûå ê íèì ýëåìåíòû −a = (1, a).

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû a, ïðåäñòàâëÿþùèå êëàññû [a]≈ â ñîâîêóïíîñòè ñ
ïðîòèâîïîëîæíûìè ê íèì ýëåìåíòàìè îáðàçóþò ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ïîä-
êîëüöîì êîëüöà R.

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ (sign(x), x) + (sign(y), y) = (sign(x + y), (x + y)) ýòîãî
ïîäêîëüöà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùåé òàáëèöåé.

sign(x) sign(y) x > y x = y x < y x + y sign(x + y)
0 0 ± ± ± x + y 0
0 1 + − − x− y 0
0 1 − + − 0 0
0 1 − − + y − x 1
1 0 + − − x− y 1
1 0 − + − 0 0
1 0 − − + y − x 0
1 1 ± ± ± x + y 1

Îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ îïèñûâàåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ îïåðàöèè âçÿòèÿ ïðî-
òèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà è ñëîæåíèÿ: (sign(x), x) − (sign(y), y) = (sign(x), x) +
(sign(y)⊕ 1, y)).

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ óìíîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

(sign(x), x)× (sign(y), y) = (sign(x)⊕ sign(y), xy).

Óòâåðæäåíèå 1.2. Àëãîðèòì 1.5 âû÷èñëÿåò a ∧ b è ýëåìåíòû x è y, óäî-
âëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó (1.3).
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Àëãîðèòì 1.1.5

ÂÕÎÄ: Ïðåäñòàâèòåëè a è b êëàññîâ [a]≈ è [b]≈.
ÂÛÕÎÄ: ïðåäñòàâèòåëü d êëàññà [d]≈, d = a ∧ b,
ýëåìåíòû x è y òàêèå, ÷òî ax + by = d.

1. Åñëè rem(a, b) = a, òî ïðèñâîèòü c ← a, a ← b, b ← c.
2. Ïðèñâîèòü x2 ← (0, 1), x1 ← (0, 0), y2 ← (0, 0), y1 ← (0, 1).
3. Ïîêà b 6= 0

3.1 r ← rem(a, b), q ← (a− r)/b,
x = x2 − q × x1,
y = y2 − q × y1.

3.2 Ïðèñâîèòü a ← b, b ← r,
x2 ← x1, x1 ← x,
y2 ← y1, y1 ← y.

4. Ïðèñâîèòü x ← x2, y ← y2, d ← a è âîçâðàòèòü (d, x, y).

Ðèñ. 1.6: @@.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåìåííûå ai, bi è ri â êàæäîé èòåðàöèè âû-
÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì 1.3, ïðè÷¼ì a0 = a, b0 = b. Òàêèì îá-
ðàçîì ∀i (ai ∧ bi) =(a0 ∧ b0) =(a ∧ b). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ x2 è y2

ïî îêîí÷àíèè ïîñëåäíåé èòåðàöèè ï.3.2 òàêîâû, ÷òî a0x2 + b0y2=(a0 ∧ b0). Äëÿ
ýòîãî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó èòåðàöèé ïîêàæåì, ÷òî

∀i a0xi
2 + b0yi

2 = ai.

Áàçèñ èíäóêöèè î÷åâèäåí:

a0x1
2 + b0y1

2 = a0x0
1 + b0y0

1 = a0 × 0 + b0 × 1 = b0 = a1.

Äîïóñòèì, ÷òî
a0xi

2 + b0yi
2 = ai.

Òîãäà
a0xi+1

2 + b0yi+1
2 =

= a0xi
1 + b0yi

1

= a0(xi−1
2 − qi−1xi−1

1 ) + b0(yi−1
2 − qi−1yi−1

1 ) =

= (a0xi−1
2 + b0(yi−1

2 )− qi−1(a0xi−1
1 + b0yi−1

1 ) =

= ai−1 − qi−1(a0xi
2 + b0yi

2) = ai−1 − qi−1ai =

= ri−1 = ai+1.
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Àëãîðèòì 1.1.6

ÂÕÎÄ: Ýëåìåíòû a è b êîëüöà R.
ÂÛÕÎÄ: Ýëåìåíò d =ÍÎÄ(a, b) è ýëåìåíòû x, y òàêèå,
÷òî ax + by = d èëè ñîîáùåíèå, ÷òî ÍÎÄ(a, b) íå ñóùåñòâóåò

1. Ïðèìåíèòü Àëãîðèòì 1.5.
2. Åñëè d 6= 0, òî âîçâðàòèòü d, x, y,

èíà÷å âîçâðàòèòü "ÍÎÄ(a, b) íå ñóùåñòâóåò".

Ðèñ. 1.7: @@.

Ïðèìåð 1.1.8 Âû÷èñëèì ýëåìåíò d = 6 ∧ 5, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ [d]≈ = [6]≈ ∧ [5]≈. Äëÿ
ýòîãî ïðèìåíèì Àëãîðèòì 1.5 ê ïàðå êëàññîâ [6]≈ è [5]≈. Âû÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå,
ãäå â ñòîëáöàõ 1, 2, 3.11, 3.21, 3.12 3.22 è 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ïî
øàãàì. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû a, b è d ïðåäñòàâëÿþò êëàññû [a]≈, [b]≈ è [d]≈ ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ 1 2 3.11 3.21 3.12 3.22 4

a (0, 6) (0, 5) (0, 1)
b (0, 5) (0, 1) (0, 0)
r (0, 1) (0, 0)
q 1 1 5
x2 (0, 1) (0, 0) (0, 1)
x1 (0, 0) (0, 1) (1, 5)
x (0, 1) (1, 5) (0, 1)
y2 (0, 0) (0, 1) (1, 1)
y1 (0, 1) (1, 1) (0, 6)
y (1, 1) (0, 6) (1, 1)
d (0, 1)

Ïîëó÷èëè, d = 1, òî åñòü [6]≈ ∧ [5]≈ = [1]≈. Ïðè ýòîì x× a + y × b = (0, 1)×
(0, 6) + (1, 1)× (0, 5) = (0, 1).

Ïðèìåíèâ àëãîðèòì ê ïàðå [0]≈, [0]≈, ïîëó÷èì d = 0 ∧ 0 = 0 − ýëåìåíò,
ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ [0]≈

Àëãîðèòìû 1.4 è 1.5 ìîæíî èñïîëüçîâàòü â àëãîðèòìàõ âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ
äâóõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R :

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì Àëãîðèòìà 1.3.

Íà ôàêòîð ìíîæåñòâå R/≡ mod m, èñïîëüçóÿ îïåðàöèè êîëüöà R, ìîæíî
îïðåäåëèòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (+≡ mod m) è óìíîæåíèÿ (×≡ mod m) ïî ìîäóëþ
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m (áîëåå òî÷íî, ýòè îïåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ïî ìîäóëþ m):

[a]≡ mod m +mod m [b]≡ mod m = [a + b]≡ mod m;

[a]≡ mod m ×mod m [b]≡ mod m = [a× b]≡ mod m.

Âîçìîæíîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé è ïîçâîëèëà íàçâàòü îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè ≡ mod m îòíîøåíèåì êîíãðóýíòíîñòè.

Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ôàêòîð ìíîæåñòâî Rm = R/≡ mod m ñ òàêèìè
îïåðàöèÿìè òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ôàêòîð êîëüöîì ïî
îòíîøåíèþ ≡ mod m (ñîêðàùåííî � ôàêòîð êîëüöîì ïî ìîäóëþ m) Ýëåìåíòû
[a]≡mod m ∈ Rm áóäåì êðàòêî îáîçíà÷àòü [a]m Åãî íóëåâûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ
êëàññ [0]m ìóëüòèïëèêàòèâíîé åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ êëàññ [1]m

Ýëåìåíò [a]−1
m = [a′]m íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ýëåìåíòîì ïî îòíîøåíèþ ê ýëå-

ìåíòó [a]m, åñëè [a′]m × [a]m = [1]m.
Îïðåäåëèòü äëÿ ýëåìåíòà [a]m îáðàòíûé ê íåìó ýëåìåíò èëè óñòàíîâèòü,

÷òî îáðàòíûé ýëåìåíò íå ñóùåñòâóåò, ìîæíî ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåííîãî âûøå
ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà, ïðèìåíèâ åãî ê ïàðå ýëåìåíòîâ [m]≈ è [a]≈
ðåøåòêè R≈. Åñëè ïî ýòîìó àëãîðèòìó ïîëó÷àåòñÿ d = [1]≈, òî åñòü [m]≈ ∧
[a]≈ = [1]≈, òî ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì 1.1 è 1.2 îáðàòíûì ê ýëåìåíòó [a]m ÿâëÿåòñÿ
êëàññ [a]−1

m = [x]m, ãäå x � ýëåìåíò, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ [x]≈, ïîëó÷åííûé ïî
ðàñøèðåííîìó àëãîðèòìó Åâêëèäà. Åñëè æå d 6= [1]≈, òî îáðàòíûé ýëåìåíò íå
ñóùåñòâóåò.
Ïðèìåð 1.1.9 Ýëåìåíò [5]6 êîëüöà Z6 ÿâëÿåòñÿ "ñàìîîáðàòíûì,"òî åñòü [5′]6 = [5]6. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ïðèìåðå 1.8 ïîëó÷èëè, ÷òî d = 1, ñëåäîâàòåëüíî ýëåìåíò y = −1 mod m ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà [5′]m, 5′ = −1 + 6.

Ïðèìåíÿÿ ýòîò æå àëãîðèòì ê êëàññàì [6]≈ è [4]≈, ïîëó÷èì d = 2, ÷òî ñâè-
äåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè ýëåìåíòà, îáðàòíîãî ê [4]≈.

Íåíóëåâûå ýëåìåíòû [a]m êîëüöà Rm, èìåþùèå îáðàòíûå [a]−1 ê íèì ýëå-
ìåíòû (òàêèå, ÷òî [a]m ∧ [a]−1 = [1]m), îáðàçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó
R∗

m.
Ïîñëåäíÿÿ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (ò.å. êàæäûé íåíó-

ëåâîé ýëåìåíò êîëüöà Rm èìååò îáðàòíûé ê íåìó ýëåìåíò) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà m íå èìååò äåëèòåëåé, îòëè÷íûõ îò 1 (ò.å. [a]≈ ≤ [m]≈ → 1 ∈ [a]≈).

Äàëåå êëàññû [a]m äëÿ êðàòêîñòè ìû îáîçíà÷àåì ïðîñòî èõ ïðåäñòàâèòåëÿìè
a æèðíûì øðèôòîì, åñëè çíà÷åíèå m ÿñíî èç òåêñòà.
Ïðèìåð 1.1.10 Ìíîæåñòâî {0,1,2,3,4} ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 5
ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, ìíîæåñòâî {1,2,3,4} íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ñ îïåðàöèåé óìíîæå-
íèÿ ïî ìîäóëþ 5 îáðàçóåò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó.

Ìíîæåñòâî {0,1,2,3,4,5} ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 6 ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì, íî ìíîæåñòâî {1,2,3,4,5} åãî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íå ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïîé: ýëåìåíò 2× 3 mod m = 0.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êëàññû êîëüöà Rm, òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ m.



1.1. ÃÐÓÏÏÛ, ÊÎËÜÖÀ, ÏÎËß 27

Àëãîðèòì 1.1.7

ÂÕÎÄ: äâà ðàçëè÷íûõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñëà p è q,
ôàêòîðèçàöèÿ ÷èñåë p− 1 è q − 1.
ÂÛÕÎÄ: ýëåìåíò α ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ÍÎÊ(p− 1, q − 1)
ãðóïïû Z∗

n, n = p · q.
1. Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì 1 ê G = Z∗

p è ôàêòîðèçàöèè ÷èñëà p− 1
íàéòè îáðàçóþùèé ýëåìåíò a ãðóïïû G∗

p.
2. Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì 2 ê G = Z∗

q è ôàêòîðèçàöèè ÷èñëà q − 1
íàéòè îáðàçóþùèé ýëåìåíò b ãðóïïû G∗

q.
3. Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ è àëãîðèòìó Ãàóññà íàéòè
öåëîå α, 1 ≤ α ≤ n− 1, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèÿì
α ≡ a (mod p),
α ≡ b (mod p).
4. Âåðíóòü α.

Ðèñ. 1.8: @@.

Â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Rm, èìåþùèõ îáðàòíûå
ê íèì ýëåìåíòû, ñ ýòèì êîëüöîì ìîæåò íå ñîâïàäàòü, íî êàê åãî ïîäìíîæåñòâî
îíî ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ R∗

m. Íàïðèìåð, Z∗
6 =

{1,5}. Íå âñå òàêèå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè,
íî îíè ïðèìåíÿþòñÿ â êðèïòîãðàôèè. Ââèäó îòñóòñòâèÿ îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ
èñïîëüçóþò ýëåìåíòû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà.

Ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîèñêà ýëåìåíòà ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû Z∗
p·q.

Ïóñòü n = p · q, ãäå p è q � ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà Z∗
p·q íå

öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà ϕ(n) = (p− 1)(q − 1).

1.1.3 Ïîëÿ. Ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì
Ïîëåì íàçûâàåòñÿ êîëüöî R ñ åäèíèöåé, ìíîæåñòâî R \ {0} íåíóëåâûõ ýëå-

ìåíòîâ êîòîðîãî ñ îïåðàöèåé × ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé àáåëåâîé ãðóïïîé.
Ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ïåðâîå êîëüöî, ðàññìîòðåííîå â ïðèìåðå 1.11.
Ïðèìåðàìè áåñêîíå÷íûõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ ïîëÿ Q ðàöèîíàëüíûõ, R äåéñòâè-

òåëüíûõ è C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â òî æå âðåìÿ êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ïîëåì íå
ÿâëÿåòñÿ.

Ïîäìíîæåñòâî ïîëÿ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îáåèõ îïåðàöèé è ÿâëÿþùååñÿ
ïîëåì, íàçûâàåòñÿ ïîäïîëåì.

Ïîëå, íå èìåþùåå ïîäïîëÿ, íå ñîâïàäàþùåãî ñ ñàìèì ïîëåì, íàçûâàåòñÿ
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ïðîñòûì ïîëåì. Èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ïðîñòîå áåñêîíå÷íîå ïîëå � ïîëå Q ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Êîíå÷íûå ïîëÿ íàçûâàþòñÿ ïîëÿìè Ãàëóà ïî èìåíè ôðàíöóçñêîãî ìàòåìà-
òèêà Ýâåðèñòà Ãàëóà (1811�1832), ïîñòðîèâøåãî òåîðèþ êîíå÷íûõ ïîëåé â å¼ ñî-
âðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïîëÿ Ãàëóà îáîçíà÷àþò GF (q) èëè Fq, ãäå q � ÷èñëî
ýëåìåíòîâ, èëè ïîðÿäîê ïîëÿ. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ Fq îáîçíà÷àåòñÿ
F ∗

q , åå ïîðÿäîê íà åäèíèöó ìåíüøå ïîðÿäêà ïîëÿ: |F ∗
q | = q − 1.

Ïðîñòåéøèì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ � ïîëå GF (2). Îïå-
ðàöèè ýòîãî ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ òàáëèöàìè, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ñëîæåíèå
ñîîòâåòñòâóåò áóëåâîé ôóíêöèè ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2, à óìíîæåíèå � êîíú-
þíêöèè:

+ a
b 0 1
0 0 1
1 1 0

× a
b 0 1
0 0 0
1 0 1

Ïîëÿ GF (p), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïîëÿìè. Îïåðà-
öèÿìè ïîëÿ GF (p) ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p.
Ñóùåñòâóþò âñå ïðîñòûå ïîëÿ GF (p), áîëåå òîãî, òàêèå ïîëÿ ñîñòàâëÿþò êëàññ
âñåõ ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ïîëåé.

Äâà ïîëÿ F 1 è F 2 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
ϕ : F 1 → F 2, ñîõðàíÿþùàÿ îïåðàöèè. Ýòà áèåêöèÿ è îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ
ϕ−1 íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìàìè. Ïðîñòîå ïîëå èçîìîðôíî ïîëþ, ÿâëÿþùåìóñÿ
ôàêòîð-êîëüöîì Zp êîëüöà Z öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Ïîíÿòèå ïîëÿ ïîçâîëÿåò ââîäèòü è èñïîëüçîâàòü áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå êî-
ëåö, ýëåìåíòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìíîãî÷ëåíû

f(X) = a0 + a1X + a2X
2 + . . . anXn

ñ êîýôôèöèåíòàìè ai èç äàííîãî ïîëÿ F . Òàêèå ìíîãî÷ëåíû íàçûâàþòñÿ ìíî-
ãî÷ëåíàìè íàä ïîëåì F . Íàèáîëüøåå ÷èñëî n, òàêîå, ÷òî êîýôôèöèåíò an 6= 0,
íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(X). Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n− 1 íàä ïîëåì F
îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì (a0, a1, . . . , an−1) êîýôôèöèåí-
òîâ. Èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü íàáîðû áîëüøåé äëèíû, ïîëó÷åííûå äîáàâëå-
íèåì ñòàðøèõ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Åñëè an−1 = 1, òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1
íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì.

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F îáîçíà÷àåòñÿ F [X]. Òàê ñóùåñòâóþò ìíî-
ãî÷ëåíû íàä ïîëÿìè Q,R è C ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ
÷èñåë è ñîîòâåòñòâóþùèå êîëüöà Q[X], R[X] è C[X] òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Â êðèï-
òîãàôèè è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå èìåþò ìíîãî÷ëåíû
íàä ïðîñòûìè ïîëÿìè Zp è êîëüöà Zp[X] òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ôîðìàëüíî îïå-
ðàöèè íàä ìíîãî÷ëåíàìè îïðåäåëÿþòñÿ òåìè æå ïðàâèëàìè, ïî êîòîðûì ñêëà-
äûâàþòñÿ èëè ïåðåìíîæàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû íàä äåéñòâèòåëüíûì ïîëåì.
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Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ñîïîñòàâëÿåò äâóì ìíîãî÷ëåíàì ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì
n− 1 p1(X) =

∑n−1
i=0 aiX

i è p2(X) =
∑n−1

i=0 biX
i, èõ ñóììó

p1(X) + p2(X) =
n−1∑

i=0

(ai + bi)X
i. (1.4)

Çäåñü è íèæå â ñëàãàåìûõ ôîðìóë, ïîäîáíûõ ôîðìóëå â ïðàâîé ÷àñòè, èìåþòñÿ
â âèäó îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîëå F .

Ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ p1(X) =
∑n−1

i=0 aiX
i è

p2(X) =
∑n−1

i=0 biX
i ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

p(X) = p1(X)× p2(X) =
2n−2∑

i=0

ciX
i, (1.5)

ãäå ci =
∑

t+l=i atbl.
Àääèòèâíîé åäèíèöåé êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí 0, âñå êî-

ýôôèöèåíòû êîòîðîãî íóëåâûå, òî åñòü ðàâíû àääèòèâíîé åäèíèöå ïîëÿ. Ñòå-
ïåíü òàêîãî ìíîãî÷ëåíà íå îïðåäåëÿåòñÿ. Ìóëüòèïëèêàòèâíîé åäèíèöåé êîëüöà
ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí 1 íóëåâîé ñòåïåíè. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íå
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òàê êàê íå äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà èìååòñÿ îáðàòíûé ê íåìó
ìíîãî÷ëåí.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì îòíîøåíèÿ äåëèìîñòè â êîëüöå, ìíî-
ãî÷ëåí f(X) äåëèò ìíîãî÷ëåí g(X), (f(X)|g(X)), åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí
q(X) òàêîé, ÷òî g(X) = q(X)×f(X). Îòíîøåíèå äåëèìîñòè â êîëüöå ìíîãî÷ëå-
íîâ ïîðîæäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

f(X) ≈ g(X) ⇐⇒ f(X)|g(X) è g(X)|f(X).

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ñîäåðæàò ìíîãî÷ëåíû, ïîëó÷àþ-
ùèåñÿ îäèí èç äðóãîãî óìíîæåíèåì íà íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè
(ýëåìåíò ïîëÿ). Óäîáíî â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ êëàññîâ èñïîëüçîâàòü
íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû, òî åñòü ìíîãî÷ëåíû, èìåþùèå ïðè ñòàðøåé ñòå-
ïåíè ïåðåìåííîé êîýôôèöèåíò 1. Ôàêòîð ìíîæåñòâî F [X]/≈ êîëüöà F [X] ïî
ýòîìó îòíîøåíèþ, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, à ìíîæåñòâî ïðåäñòàâè-
òåëåé åãî ýëåìåíòîâ åñòü ïîäêîëüöî êîëüöà F [X]. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ (äëÿ ôàêòîð
ìíîæåñòâà è ïîäêîëüöà) èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå F [X]≈.

Îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå F [X]≈ ïðåâðàùàåò ýòî ìíîæåñòâî â
ðåøåòêó ñ óíèâåðñàëüíûìè ãðàíèöàìè. Àòîìû ðåøåòêè ïðåäñòàâëÿþòñÿ (èëè
ÿâëÿþòñÿ) íîðìèðîâàííûìè íåïðèâîäèìûìè, ìíîãî÷ëåíàìè, ò.å. ìíîãî÷ëåíà-
ìè, íåðàçëîæèìûìè íà íåòðèâèàëüíûå (íåêîíñòàíòíûå) ìíîæèòåëè èç òîãî æå
êîëüöà (ïîäêîëüöà).

Êàê è âî âñÿêîì êîëüöå, â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ
äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì, ñîïîñòàâèâøóþ ìíîãî÷ëåíàì f(X) è îòëè÷íîìó îò 0 ìíîãî-
÷ëåíó g(X) ìíîãî÷ëåí r(X) ñòåïåíè ìåíüøåé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà g(X), òàêîé,
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÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí q(X), óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó
f(X) = q(X)× g(X) + r(X),

ãäå r(X) = f(X) mod g(X) = rem(f(X), g(X)).
Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå

ìîæíî âûïîëíÿòü ïî àëãîðèòìàì, ïðèìåíÿåìûì ïðè ñëîæåíèè, óìíîæåíèè è
äåëåíèè öåëûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿåìûõ â ïîçèöèîííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíî-
âàíèåì, ðàâíûì ïîðÿäêó ïîëÿ F ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî ïðè ñëîæåíèè è âû÷èòàíèè
íå ó÷èòûâàþòñÿ ïåðåíîñû â ñòàðøèé ðàçðÿä.

Èíôèìóì äâóõ íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(X) è g(X) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü ÷åðåç ýòè ìíîãî÷ëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

d(X) = (f(X), g(X)) = p(X)× f(X) + q(X)× g(X). (1.6)
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ d(X) = (f(X), g(X)) ìíîãî÷ëåíîâ d(X),p(X) è q(X), óäî-

âëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ 1.4, ìîæíî èñïîëüçîâàòü Àëãîðèòì 1.4.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ(f(X), g(X)) ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì 1.5.

Ïðèìåð 1.1.11 Ïðèìåíèì Àëãîðèòì 1.5 äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíôèìóìà [X5 + X2 + 1]≈ ∧ [X4 +
X + 1][≈] ïðèìåíèòåëüíî ê êîëüöó GF [2][X]. Âû÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå (ââèäó
òîãî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò êîëüöà GF (2)[X] ñîâïàäàåò ñ ïðîòèâîïîëîæíûì ê íåìó ýëåìåíòîì,
â äàííîì ñëó÷àå ïðè âû÷èñëåíèÿõ îáîçíà÷åíèÿ sign çíàêîâ ýëåìåíòîâ íå èñïîëüçóþòñÿ )

1 2 3.11 3.21 3.12 3.22

a X5 + X2 + 1 X4 + X + 1 X + 1
b X4 + X + 1 X + 1 1
r X + 1 1
q 1 X X3 + X2 + X
x2 1 0 1
x1 0 1 X3 + X2 + X
x 1 X3 + X2 + X
y2 0 1 X
y1 1 X X4 + X3 + X2 + 1
y X X4 + X3 + X2 + 1

3.13 3.23 4
a 1
b 0
r 0
q X + 1
x2 X3 + X2 + X
x1 X4 + X + 1
x X4 + X + 1 X3 + X2 + X
y2 X4 + X3 + X2 + 1
y1 X5 + X4 + 1
y X5 + X2 + 1 X4 + X3 + X2 + 1
d 1
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Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí X3 + X2 + X ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ïî ìîäóëþ ìíî-
ãî÷ëåíà X4 + X + 1 ïî îòíîøåíèþ ê ìíîãî÷ëåíó X5 + X2 + 1, à ìíîãî÷ëåí
X4 + X3 + X2 + 1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà X5 + X2 + 1 ïî
îòíîøåíèþ ê ìíîãî÷ëåíó X4 + X + 1 â êîëüöå GF (2)[X]. Äåéñòâèòåëüíî, íå
òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

((X5 + X2 + 1)× (X3 + X2 + X)) + ((X4 + X3 + X2 + 1)× (X4 + X + 1)) = 1.

Ïðèìåíèâ âìåñòî àëãîðèòìà 1.5 àëãîðèòì 1.6, ïîëó÷èì ÍÎÄ(X5 + X2 +
1, X4 + X + 1) = 1 è òå æå ìíîãî÷ëåíû X3 + X2 + X è X4 + X3 + X2 + 1.

Äàëåå íà ìíîæåñòâå F [X]≈ ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè

f1(X) ≡ f2(X) (mod g(X)) ⇐⇒ g(X)|(f1(X)− f2(X)),

ðàçáèâàþùåå ìíîæåñòâî F [X]≈ íà êëàññû êîíãðóýíòíîñòè [c(X)]≡ modg(X) ïî
ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà g(X). Êàê è â îáùåì ñëó÷àå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-
÷åíèå f(X) mod g(X) = c(X), åñëè f(X) ∈ [c(X)]≡mod g(X). Ìíîæåñòâî êëàñ-
ñîâ êîíãðóýíòíîñòè ñ îïåðàöèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ g(X) èõ ïðåäñòàâèòåëåé, îáðàçóþò êîíå÷íîå êîëüöî. Ñî-
îòâåòñòâåííî êîëüöîì ÿâëÿåòñÿ è ìíîæåñòâî ñàìèõ ïðåäñòàâèòåëåé, íàçîâåì åãî
êîëüöîì íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà g(X).

1.2 Ïîëÿ Ãàëóà
1.2.1 Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîëÿ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ôàêòû î ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå êîíå÷íîãî ïîëÿ.
Ïîðÿäîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F ∗

q êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq ðàâåí q −
1. Ïîðÿäîê ord a íåíóëåâîãî ýëåìåíòà a êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïîðÿäîê ýòîãî æå ýëåìåíòà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ýòîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó èç
òåîðåìû Ëàãðàíæà è ñëåäñòâèé âûòåêàþò óòâåðæäåíèÿ

Òåîðåìà 1.2.1 Äëÿ íåíóëåâîãî ýëåìåíòà a ïîëÿ Fq = GF (q) ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) ord a|q − 1.
(2) aq−1 = 1;
(3) aq−2 = a−1;
(4) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è ëþáîãî ýëåìåíòà a ïîëÿ Fq ñïðàâåä-

ëèâî
aqn−1 = 1;

(5) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è ëþáîãî ýëåìåíòà a ïîëÿ Fq ñïðàâåä-
ëèâî

aqn

= a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (1,2,3) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì èç Ñëåäñòâèé 1.1, 1.2
è 1.4;

(4) ñïðàâåäëèâî ïî ñëåäñòâèþ 1.3, òàê êàê q−1 äåëèò ÷èñëî qn−1; (5) ñëåäóåò
èç (4).

Òåîðåìà 1.2.2 Åñëè a � íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîðÿäêà δ ïîëÿ Fq; n,m ∈ N, òî

am = an ⇐⇒ m ≡ n mod δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ñëåäñòâèþ 1.3

am−n = 1 ⇐⇒ δ|m− n.

Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 1.2.3 Åñëè a � íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîðÿäêà δ ïîëÿ Fq, òî ýëåìåíòû

1, a, a2, . . . , aδ−1 (1.7)

ïîëÿ Fq âñå ðàçëè÷íû.

Òåîðåìà 1.2.4 Åñëè a � íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîðÿäêà δ ïîëÿ Fq, òî ýëåìåíòû
(2.1) ïîëÿ Fq ñóòü âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

Xδ − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k

(ak)δ = (aδ)k = 1.

Ïîýòîìó ïåðå÷èñëåííûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà. Äðóãèõ êîð-
íåé ýòîò ìíîãî÷ëåí íå èìååò, òàê êàê ÷èñëî ýòèõ ýëåìåíòîâ ðàâíî ñòåïåíè ìíî-
ãî÷ëåíà è âñå îíè ðàçëè÷íû.

Òåîðåìà 1.2.5 Åñëè a � íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîðÿäêà δ ïîëÿ, òî ïîðÿäîê åãî
ñòåïåíè ak, k ∈ N, ðàâåí

ord ak =
δ

(δ, k)
,

â ÷àñòíîñòè, ord ak = δ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (δ, k) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåì êàê ñëåäñòâèå Òåîðåìû 1.2.

Òåîðåìà 1.2.6 Åñëè a � ýëåìåíò ïîðÿäêà δ ïîëÿ Fq, òî ïîëå ñîäåðæèò ϕ(δ)
ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.5 ñðåäè ýëåìåíòîâ (2.1) ðîâíî ϕ(δ) èìåþò ïî-
ðÿäîê δ.



1.2. ÏÎËß ÃÀËÓÀ 33

Òåîðåìà 1.2.7 Åñëè δ � íàòóðàëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà q− 1, òî ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ ïîðÿäêà δ ïîëÿ Fq ðàâíî ϕ(δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ψ(δ) ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà δ ïîëÿ Fq. Ïî
óòâåðæäåíèþ (1) òåîðåìû 2.1 èìååì

∑

δ|q−1

ψ(δ) = q − 1. (1.8)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó òîæäåñòâà Ãàóññà äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà
∑

δ|q−1

ϕ(δ) = q − 1,

è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.2), ïîëó÷èì, ÷òî
∑

δ|q−1

(ϕ(δ)− ψ(δ)) = 0. (1.9)

Ïî òåîðåìå 2.6
∀δ ∈ N, ψ(δ) ≤ ϕ(δ),

ïîýòîìó èç (2.3) ñëåäóåò
ψ(δ) = ϕ(δ),

åñëè δ|q − 1.

Ñëåäñòâèå 1.2.1 Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq � öèêëè÷å-
ñêàÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.7 ïðè δ = q− 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà F ∗
q èìååò

ϕ(q − 1) îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ.
Îáðàçóþùèé ýëåìåíò öèêëè÷åñêîé ãðóïïû F ∗

q íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì
ýëåìåíòîì ïîëÿ Fq è ïîëå Fq ñîäåðæèò ϕ(q − 1) ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ.

1.2.2 Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ
Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, òàêîå,

÷òî m ∗ 1 = 0, èëè ÷èñëî 0, åñëè òàêîãî ÷èñëà m íå ñóùåñòâóåò.
Èíûìè ñëîâàìè, õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê àääèòèâíûé ïîðÿ-

äîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé åäèíèöû ïîëÿ.
Ñëåäóþùèå ôàêòû ïîëó÷èì èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ñëåäñòâèå 1.2.2 Õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íîãî ïîëÿ íå ðàâíà íóëþ.

Ñëåäñòâèå 1.2.3 Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íåíóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè åñòü ÷èñ-
ëî ïðîñòîå.
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Ñëåäñòâèå 1.2.4 Åñëè p � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F, à m,n, k è l � ïðîñòûå
÷èñëà, òî

(1) m ∗ 1 = n ∗ 1 ⇐⇒ m ≡ n (mod p),
(2) (m ∗ 1) + (n ∗ 1) = k ∗ 1 ⇐⇒ m + n ≡ k (mod p),
(3) (m ∗ 1) · (n ∗ 1) = l ∗ 1 ⇐⇒ m · n ≡ l (mod p).

Ñëåäñòâèå 1.2.5 Åñëè p � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F, òî ∀a ∈ F p ∗ a = 0.

Ñëåäñòâèå 1.2.6 Âñÿêîå êîíå÷íîå ïðîñòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p èçîìîðôíî
êîëüöó êëàññîâ êîíãðóýíòíîñòè êîëüöà öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ p.

Ñëåäñòâèå 1.2.7 Âñÿêîå êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p ñîäåðæèò ïðîñòîå
ïîäïîëå èç p ýëåìåíòîâ.

Â ëþáîì ïîëå ðåçóëüòàò îïåðàöèè äåëåíèÿ ýëåìåíòà a íà íåíóëåâîé ýëåìåíò
b îïðåäåëÿåòñÿ êàê ýëåìåíò c = a · b−1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîùàòü àëãîðèòìû âû-
ïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â êîíå÷íûõ ïîëÿõ.

Òåîðåìà 1.2.8 Ïóñòü H � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p; a, b ∈ H. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî k

(a + b)pk

= apk

+ bpk

,

(a− b)pk

= apk − bpk

.

Åñëè b 6= 0, òî
(

a

b

)pk

=
apk

bpk .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè k = 1 âñå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (a+ b)p ïî ôîðìóëå áèíî-
ìà Íüþòîíà, êðîìå ïåðâîãî ap è ïîñëåäíåãî bp, èìåþò ìíîæèòåëü p è ðàâíû 0
ïî òåîðåìå 2.1. Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä î÷åâèäåí. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äëÿ íå÷åò-
íîãî p ñëåäóåò èç ïåðâîãî (a + (−b))pk

= apk
+ (−b)pk

= apk − bpk , à ïðè p = 2 íå
îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî. Ñâîéñòâî ÷àñòíîãî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî åãî
îïðåäåëåíèþ:

(
a

b

)pk

= (a× b−1)bk

apk × b−pk

=
apk

bpk ..

Ñëåäñòâèå 1.2.8 Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü pk ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì õàðàêòåðè-
ñòèêè p ìîæíî îñóùåñòâèòü âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü îòäåëüíûõ ÷ëåíîâ:

(1 + a1X + . . . + anXn)pk

= 1 + (a1X)pk

+ . . . + (anXn)pk

.

Òàê ïðè p = 2 ïîëó÷èì (1 + X2 + X3)4 = 1 + X8 + X12.
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Ïóñòü f(X) åñòü ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F. Ýëåìåíò x ∈ F òàêîé, ÷òî f(x) = 0,
íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(X) â ïîëå F .

Ñëåäñòâèå 1.2.9 Ïóñòü f(X) åñòü ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p è
x åñòü êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â òîì æå ïîëå. Òîãäà ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì
k ýëåìåíò xpk ∈ F òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äåéñòâèòåëüíî,
f(xpk

) = f(x)pk

= 0.

1.2.3 Êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ
Ïóñòü F � ïîäïîëå ïîëÿ H. Ìèíèìàëüíîå ïîëå, ñîäåðæàùåå F è ýëåìåíò

θ ∈ H, θ 6∈ F, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ðàñøèðåíèå ïîëÿ F è îáîçíà÷àåòñÿ F (θ).

Ïðèìåð 1.2.1 Ìíîæåñòâî H = {0, 1}3 ñ îïåðàöèÿìè + è ×, ïðåäñòàâëåííûìè â ñëåäóþùèõ
òàáëèöàõ

+ 000 001 010 011 100 101 110 111
000 000 001 010 011 100 101 110 111
001 001 000 011 010 101 100 111 110
010 010 011 000 001 110 111 100 101
011 011 010 001 000 111 110 101 100
100 100 101 110 111 000 001 010 011
101 101 100 111 110 001 000 011 010
110 110 111 100 101 010 011 000 001
111 111 110 101 100 011 010 001 000

× 000 001 010 011 100 101 110 111
000 000 000 000 000 000 000 000 000
001 000 001 010 011 100 101 110 111
010 000 010 100 110 011 001 111 101
011 000 011 110 101 111 100 001 010
100 000 100 011 111 101 010 101 001
101 000 101 001 100 001 111 011 110
110 000 110 111 001 110 011 010 100
111 000 111 101 010 010 110 100 011

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì H. (Ýòè òàáëèöû ñîñòàâëåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïåðàöèè îáëàäàëè ñâîé-
ñòâàìè îïåðàöèé ïîëÿ. ÷òî íå òðóäíî ïðîâåðèòü).

Ìíîæåñòâî {000, 001} ñ îïåðàöèÿìè, ïðåäñòàâëåííûìè â òåõ æå òàáëèöàõ
æèðíûì øðèôòîì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Îáîçíà÷èì ýòî ïîëå F. Ïîëå H ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ïîëÿ F äîáàâëåíèåì ëþáîãî íîâîãî ýëåìåíòà θ èç {0, 1}3, à çàòåì
ïîñëåäîâàòåëüíî è âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó êàæ-
äûé èç íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ïðåäûäóùèõ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ïîëÿ H.
Ìíîæåñòâî {0, 1}3 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîëÿ H, òàêèì îáðàçîì, ýòî
ïîëå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîëåì, ñîäåðæàùèì ýëåìåíòû ïîëÿ F è ýëåìåíò θ.
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Âìåñòî ýëåìåíòà (0,1,0) ìîæíî áûëî âûáðàòü ëþáîé äðóãîé îòëè÷íûé îò (0,0,0)
è (0,0,1) ýëåìåíò èç {0, 1}3.

Òàêèì îáðàçîì,

H = F (010) = F (011) = F (100) = F (101) = F (110) = F (111)

è H åñòü ïðîñòîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F â ïîëå H.
Â äàííîì ñëó÷àå H åñòü ïîëå Ãàëóà GF (23), à F � ïîëå Ãàëóà GF (2). Ïîëå

H ñîäåðæèò ϕ(23) = 4 ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòà

010, 0103, 0105 0107,

à ïîëå GF (2) èìååò ϕ(2) = 1 ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò 001.
Åñëè x = θ åñòü êîðåíü â ïîëå H íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f ñòåïåíè n íàä

ïîëåì F, òî ïðîñòîå ðàñøèðåíèå F (x) íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì àëãåáðàè÷åñêèì ðàñ-
øèðåíèåì, ïîëó÷åííûì ïóòåì ïðèñîåäèíåíèÿ ê ïîëþ F êîðíÿ x ìíîãî÷ëåíà f.
Åñëè ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåí f ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n,
òî ðàñøèðåíèå F (x) íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F
ñòåïåíè n.
Ïðèìåð 1.2.2 Ïîëå GF (22) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèñîåäèíåíèåì ê ïîëþ GF (2) êîðíÿ x íåïðè-
âîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà 1 + X + X2 è îïðåäåëèâ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, îòðàæàþùóþ, ÷òî
x2 = x + 1 :

x · 1 = x,

x · x = 1 + x,

x · (1 + x) = 1,

(1 + x)(1 + x) = x.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò x = 010 ïîëÿ H èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà åñòü êîðåíü
íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f(X) = X3 +X +1 íàä ïîëåì F (Ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî f(x) = x3 + x + 1 = 000). Ïîëå H ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèñîåäèíåíèåì ê ïîëþ
F ýòîãî êîðíÿ: H = F (010). Çíà÷èò, H åñòü ïðîñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå
ïîëÿ F ñòåïåíè 3. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ îòðàæàåò òîò ôàêò. ÷òî X3 = X2 + 1,
÷òî è áûëî èñïîëüçîâàíî ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèöû óìíîæåíèÿ.
Ïðèìåð 1.2.3 Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë åñòü ïðîñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîëå ïîëÿ äåéñòâè-
òåëüíâõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìîå ïðèñîåäèíåíèåì êîðíÿ i íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà X : 2 + 1 íàä
ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü F � ïîäïîëå ïîëÿ H. Ïîëå H íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì
ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F, åñëè ïîëå H ñîäåðæèò ýëåìåíòû

h1, h2, . . . , hk,

òàêèå, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò h èç H ëèíåéíî íàä ïîëåì F âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòè
ýëåìåíòû, òî åñòü óðàâíåíèå

h = h1 · x1 + h2 · x2 + . . . + hk · xk
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ðàçðåøèìî â ýëåìåíòàõ x1, . . . , xk, ïðèíàäëåæàùèõ ïîëþ F.
Åñëè ïðè ýòîì ðåøåíèå åäèíñòâåííî, òî óêàçàííûé íàáîð ýëåìåíòîâ íà-

çûâàåòñÿ áàçèñîì ïîëÿ H îòíîñèòåëüíî ïîëÿ F, à ÷èñëî k ýëåìåíòîâ áàçèñà
íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ H îòíîñèòåëüíî ïîëÿ F è
îáîçíà÷àåòñÿ k = [H : F ].

Ïðèìåð 1.2.4 Ïîëå K êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ñòåïåíè 2 ïî-
ëÿ R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, [K : R] = 2. Áàçèñîì ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ åãî
ýëåìåíòû h1 = (1, 0) = 1 + 0i è h2 = (0, 1) = 0 + 1i.

Ïðèìåð 1.2.5 Ïîëå GF (22) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ GF (2) ñòåïåíè 2,
[GF (22) : GF (2)] = 2. Â êà÷åñòâå áàçèñà GF (22) ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, ýëåìåíòû h1 = 1
è h2 = x, ãäå x � êîðåíü â ïîëå GF (22) íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f(X) = X2 + X + 1 íàä
ïîëåì GF (2).

Áàçèñ ñîñòàâëÿþò òàêæå ýëåìåíòû x è x2.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé

à) Ïîëå F ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì ëþáîãî êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ H ýòîãî ïîëÿ.
á) Õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ðàâíà õàðàêòåðèñòèêå åãî

ïðîñòîãî ïîäïîëÿ.
â) Åñëè H � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ W, à ïîëå W � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå

ïîëÿ F, òî H � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F, ïðè ýòîì

[H : F ] = [H : W ] · [W : F ].

Ïðèìåð 1.2.6 Ïîëå GF (2) åñòü ïîäïîëå ïîëÿ GF (22). Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ GF (22)
ðàâíà 2: (1+1=0).

Ïðèìåð 1.2.7 Ïîëå GF (24) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ñòåïåíè 2 ïîëÿ
GF (22), êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ñòåïåíè 2 ïîëÿ GF (2).
Ïðè ýòîì [GF (24) : GF (2)] = GF (24) : GF [22] · [GF (22) : GF (2)].

Òåîðåìà 1.2.9 Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå è Fq(θ) � åãî ïðîñòîå êîíå÷íîå ðàñ-
øèðåíèå. Òîãäà Fq(θ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Fq,

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Fq(θ) � ïîäïîëå ïîëÿ H, θ ∈ H. Ðàññìîòðèì ìàêñè-
ìàëüíîå ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä ïîëåì Fq ýëåìåíòîâ ïîëÿ Fq(θ),

1, θ, θ2, . . . , θn−1. (1.10)

Ýëåìåíò θn ëèíåéíî çàâèñèò îò ýòèõ ýëåìåíòîâ:

θn = a0 + a1θ + a2θ
2 + . . . + an−1θ

n−1, ai ∈ F, i = 1, . . . , n− 1

Òàêèì îáðàçîì, θ åñòü êîðåíü â ïîëå H ìíîãî÷ëåíà

f(X) = Xn − an−1X
n−1 − . . .− a1X − a0

íàä ïîëåì Fq.
Ââèäó òîãî, ÷òî âûáðàíî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåííûé ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì.
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Òåîðåìà 1.2.10 Ëþáîé ýëåìåíò α ïðîñòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ F (θ)
ñòåïåíè n ïîëÿ F îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

α = a0 + a1θ + a2θ
2 + . . . + an−1θ

n−1, (1.11)

ãäå θ êîðåíü â F (θ) íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n íàä ïîëåì
F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæåíèå î íåîäíîçíà÷íîñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f ñòåïåíè n èìååò îáùèé êîðåíü ñ ìíîãî÷ëåíîì ìåíü-
øåé ñòåïåíè, (òî åñòü ìíîãî÷ëåí, êîðåíü êîòîðîãî ïðèñîåäèíåí, íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðèâîäèìûì).

Åñëè ýëåìåíò α ïðèíàäëåæèò ïîëþ F (θ), òî îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ôîð-
ìóëîé, ñîäåðæàùåé êîíñòàíòû èç ìíîæåñòâà F è êîðåíü θ èçâåñòíîãî íåïðèâî-
äèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïåðàöèé ïîëÿ, ýòó ôîðìóëó
ìîæíî ïðèâåñòè ê ïîëèíîìèàëüíîìó (îòíîñèòåëüíî θ) âèäó. Çàòåì èòåðàöèÿìè
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ïîëó÷åííûé ïîëèíîì ê ïîëèíîìó ñòåïåíè íå áîëåå n− 1.
Èòåðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîëèíîìó ñòåïåíè m íå íèæå n è çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå
ñòàðøåãî íåíóëåâîãî ÷ëåíà amθm ðàâíûì åìó (ïîñêîëüêó f(θ) = 0) âûðàæåíèåì
am(θm−nf(θ) + θm). Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî÷ëåí
ìåíüøåé ñòåïåíè.

Ìíîæåñòâî M(θ) âûðàæåíèé (2. 5) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî θ � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà).

Ñëåäñòâèå 1.2.10 Âñÿêîå ïðîñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F ñòåïåíè
n ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F ñòåïåíè n.

Ñëåäñòâèå 1.2.11 Ïóñòü H � êîíå÷íîå ïîëå, ñîäåðæàùåå ïîäïîëå K, ñîñòî-
ÿùåå èç q ýëåìåíòîâ. Òîãäà H ñîñòîèò èç qm ýëåìåíòîâ, ãäå m = [H : K].

Ñëåäñòâèå 1.2.12 Ìíîæåñòâî (2.4) ñîñòàâëÿåò áàçèñ ïîëÿ F (θ).

1.2.4 Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà. Î ÷èñëå ýëåìåíòîâ êî-
íå÷íîãî ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü F � ïîëå, f � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F. Ïîëåì
ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå
H ïîëÿ F, â êîòîðîì f ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ íàä ïîëåì F
ìíîãî÷ëåíîâ.
Ïðèìåð 1.2.8 Ìíîãî÷ëåí 1 + X + X2 ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè â ïîëå GF (22) :

1 + X + X2 = (X + x)(X + (1 + x)) = X2 + X + Xx + Xx + 1,

ãäå x � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà â ïîëå GF (22). Â ïîëå GF (2) ïîäîáíîå ðàçëîæåíèå íå ñóùåñòâóåò
(óêàçàííûé ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì) Ñëåäîâàòåëüíî, GF (22) åñòü ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëå-
íà 1 + X + X2.
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Òåîðåìà 1.2.11 (Î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íîãî ïîëÿ) Äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è âñÿ-
êîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò ïîëå Ãàëóà GF (pn) è òàêèì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ïîëå
ðàçëîæåíèÿ H ìíîãî÷ëåíà Xq −X, q = pn íàä ïîëåì Fp. Õàðàêòåðèñòèêà ýòîãî ïîëÿ åñòü
÷èñëî p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïî òåîðåìå 2.8 ñóììà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå (ïðè
íåíóëåâîì äåëèòåëå) êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(X) = Xq −X ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ýòîãî æå ìíîãî-
÷ëåíà. Êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ. â ÷àñòíîñòè, 0 è 1, ïðè ýòîì p ∗ 1 = 0, (p− 1) ∗ 1 = −1. Êàæäîìó
êîðíþ θ ñîîòâåòñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò (p− 1) ∗ θ, òàêæå ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì óêà-
çàííîãî ìíîãî÷ëåíà. Àíàëîãè÷íî, îáðàòíûé ýëåìåíò θ−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ è äðóãèå ñâîéñòâà îïåðàöèé ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(X) åñòü ïîäïîëå ïîëÿ H. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(X) ýòîãî ìíîãî-
÷ëåíà

f ′(X) = q ∗Xq−1 − 1 = −1 6= 0.4

Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí è åãî ïðîèçâîäíàÿ âçàèìíî ïðîñòû, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå êîðíè ìíî-
ãî÷ëåíà f(X) ðàçëè÷íû, òî åñòü ïîäïîëå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ñîâïàäàåò ñ ïîëåì H.

Ñëåäñòâèå 1.2.13 Åñëè F � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, òî êàæäûé ýëåìåíò a ∈ F
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

aq = a.

Ñëåäñòâèå 1.2.14 Åñëè K � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ è F � ïîäïîëå ïîëÿ K, òî ìíî-
ãî÷ëåí Xq −X íàä ïîëåì F ðàçëàãàåòñÿ â ïîëå K ñëåäóþùèì îáðàçîì

Xq −X = Πa∈K(X − a),

òàê ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Xq −X.

Ïðèìåð 1.2.9 Ìíîãî÷ëåí X22
+ X ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè â ïîëå GF (22) :

X4 + X = (X + 0)(X + 1)(X + θ)(X + (1 + θ)).

(Â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 ìèíóñ è ïëþñ âçàèìîçàìåíÿåìû). Âèäèì, ÷òî åãî êîðíÿìè â ïîëå
GF (22) ÿâëÿþòñÿ 0, 1, θ è 1+θ. (x = θ � êîðåíü â GF (22) íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà 1+X+X2

íàä ïîëåì GF (2)). Ýëåìåíòû 0, 1, θ è 1 + θ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

X4 = X.

1.2.5 Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Ñóùåñòâîâàíèå íåïðè-
âîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ïî ñëåäñòâèþ 2.13 êàæäûé ýëåìåíò θ ïîëÿ H, ÿâëÿþùåãîñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ
F, åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(X) = Xq −X íàä ïîëåì F.

Åñëè ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íà íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì F ìíîæèòå-
ëè, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ýëåìåíò θ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì òî÷íî îäíîãî èç òàêèõ ìíîæèòåëåé M(θ),
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà θ.

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì ìíî-
ãî÷ëåíîì.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû î ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíàõ.
4Ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 1.2.12 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèìèòèâíîñòè ìíîãî÷ëåíà) Åñëè f(x) � íåïðèâî-
äèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì GF (2) ñòåïåíè m è m � ïðîñòîå ÷èñëî, òî f(x) � ïðèìèòèâíûé
ìíîãî÷ëåí.

Òåîðåìà 1.2.13 (Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèìèòèâíîñòè ìíîãî÷ëåíà).
Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f(X) íàä ïîëåì GF (p) ïðèìèòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà pm − 1 ìíîãî÷ëåí

X
pm−1

d

íå ñðàâíèì ñ 1 ïî ìîäóëþ f(X).

Ñëåäñòâèå 1.2.15 Åñëè ÷èñëî pm−1 � ïðîñòîå, òî íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f(X) ñòåïåíè
m íàä ïîëåì GF (p) ïðèìèòèâåí.

Ýëåìåíòû ðàñøèðåãèÿ Fq ïîëÿ Fp, èìåþùèå îäèí è òîò æå ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí,
íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè îòíîñèòåëüíî ïîëÿ Fp ýëåìåíòàìè.

Ïðèìåð 1.2.10 Ìíîãî÷ëåí X4 + X ðàçëàãàåòñÿ íàä ïîëåì GF (2) íà íåïðèâîäèìûå ìíîãî-
÷ëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X4 + X = X(1 + X)(1 + X + X2).

Ìíîãî÷ëåí X ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà 0 ïîëÿ GF (24), ìíîãî÷ëåí
1 + X åñòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà 1 ïîëÿ GF (24), ìíîãî÷ëåí 1 + X + X2 � ìè-
íèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòîâ θ è 1 + θ ïîëÿ GF (22). Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå äâà ýëåìåíòà
ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûìè ýëåìåíòàìè ïîëÿ GF (22), òî èõ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí 1+X +X2

ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 2 íàä ïîëåì GF (2). Ýëåìåíòû θ è (1 + θ) ÿâëÿ-
þòñÿ ñîïðÿæåííûìè êîðíÿìè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà è òåì ñàìûì � ñîïðÿæåííûìè îòíîñèòåëüíî
ïîëÿ GF (2) ýëåìåíòàìè.

Ïðèìåð 1.2.11 Ïðèâåä¼ì ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (24) :

Ýëåìåíòû ïîëÿ Ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí

0 X
1 X + 1
α, α2, α4, α8 X4 + X + 1
α−1 = α14, α−2 = α13, α−4 = α11, α−8 = α7 X4 + X3 + 1
α3, α6, α12, α24 = α9 X4 + X3 + X2 + X + 1
α5, α10 X2 + X + 1

Òåîðåìà 1.2.14 Ïóñòü Fpm � ðàñøèðåíèå ïðîñòîãî ïîëÿ Fp, è ïóñòü θ ∈ Fpm . Òîãäà ýëå-
ìåíòû

θ, θq, θq2
, . . . , θpm−1 (1.12)

ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè îòíîñèòåëüíî ïîëÿ Fp ýëåìåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(X) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F, x = θ � åãî êîðåíü â
êîíå÷íîì ðàñøèðåíèè F (θ) ïîëÿ F. Ïî òåîðåìå 2.8, xpk ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè òîãî æå ìíîãî÷ëåíà
f(X).

Çàìå÷àíèå. Ýëåìåíòû ðÿäà (2.6) íàçûâàþò òàêæå ýëåìåíòàìè, ñîïðÿæåííûìè ñ ýëåìåí-
òîì θ ïîëÿ Fqm .
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Ïðèìåð 1.2.12 Ïðèìåíèòåëüíî ê GF (22) èìååì ðÿäû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ

0; 1; θ, θ2 = 1 + θ.

Òåîðåìà 1.2.15 Ñîïðÿæåííûå îòíîñèòåëüíî ïîëÿ Fp ýëåìåíòû ïîëÿ Fpm èìåþò îäèí è
òîò æå ïîðÿäîê.

Ïðèìåð 1.2.13 Äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (22) èìååì

θ3 = 1, (1 + θ)3 = 1.

θ2 6= 1, (1 + θ)2 6= 1.

Ñëåäñòâèå 1.2.16 Åñëè θ � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ Fq, òî ïðèìèòèâíûìè áóäóò è
âñå ñîïðÿæåííûå ñ íèì îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïîäïîëÿ ïîëÿ Fq ýëåìåíòû.

Ïðèìåð 1.2.14 Ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû θ è 1 + θ
ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûìè ýëåìåíòàìè ïîëÿ GF (22).

Ñëåäñòâèå 1.2.17 Ïîëÿ Fqm èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçîìîðôèçì îäíîãî ïîëÿ â äðóãîå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì
ïàðû ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ, ïî îäíîìó â êàæäîì ïîëå. Ýòè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ìîãóò
áûòü êîðíÿìè ðàçíûõ ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðèìåð 1.2.15 Ìîæíî ðàññìîòðåòü äâà èçîìîðôíûõ ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ GF (2). Ïåðâîå ïî-
ëó÷àåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì êîðíÿ θ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà 1 + X + X2, à âòîðîå � ïðè-
ñîåäèíåíèåì ñîïðÿæåííîãî êîðíÿ 1 + θ. Èçîìîðôèçì ψ îòîáðàæàåò ïåðâîå ïîëå íà âòîðîå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ(0) = 0, ψ(1) = 1, ψ(θ) = 1 + θ, ψ(1 + θ) = θ.

Ïðèìåð 1.2.16 Â îäíîì âàðèàíòå ïîëÿ GF (24) ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãî ýëå-
ìåíòà êîðåíü α ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà X4 + X + 1, à â äðóãîì âàðèàíòå ïîëÿ � êîðåíü
α−1 = α14 ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà X4 +X3 +1. Âàðèàíòû ïîëÿ èçîìîðôíû, ψ(α) = ψ(α14).
Îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ψ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà 1.2.16 Ñîïðÿæåííûå îòíîñèòåëüíî ïîëÿ Fq ýëåìåíòû ïîëÿ Fqm ðàçëè÷íû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýòèõ ýëåìåíòîâ íàä Fq èìååò ñòåïåíü m.
Åñëè æå ýòî íå òàê, òî ñòåïåíü d ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ýëåìåíòà θ ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì äåëèòåëåì ÷èñëà m, è òîãäà ñðåäè ñîïðÿæåííûõ ñ θ îòíîñèòåëüíî Fq ýëåìåíòîâ
ðàçëè÷íûìè áóäóò ëèøü

θ, θq, θq2
, . . . , θqd−1

,

êàæäûé èç êîòîðûõ ïîâòîðÿåòñÿ â ðÿäó ñîïðÿæåííûõ m/d ðàç, ïîñêîëüêó θqm

= θ.

Ïðèìåð 1.2.17 Â ïîëå GF (22) 1 = 12; 0 = 02. Â òî æå âðåìÿ θ, θ2, êàê è (1 + θ), (1 + θ)2,
ðàçëè÷íû.

Ñëåäñòâèå 1.2.18 Ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñîïðÿæåííûõ îòíîñèòåëüíî ïîëÿ Fp ýëåìåíòîâ
ïîëÿ Fpm , ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè äàííîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì Fp ñîäåðæèò
âñå êîðíè ýòîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà â ïîëå Fpm .



42 ÃËÀÂÀ 1. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ

Òåîðåìà 1.2.17 Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq è êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n â êîëüöå
Fp[X] ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî Np(n) íîðìèðîâàííûõ íåïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n íàä ïðîñòûì ïîëåì Fp îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Np(n) =
1
n

∑

d|n
µ(d)pn/d,

ãäå µ åñòü ôóíêöèÿ Ìåáèóñà,

µ(n) =





1, åñëè n = 1,
0, åñëè n äåëèòñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà,
(−1)k, åñëè n åñòü ïðîèçâåäåíèå k ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ìåòîäû òåñòèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íà íåïðèâîäèìîñòü è ìåòîäû ãåíåðàöèè íåïðèâîäè-
ìûõ âî âòîðîé ãëàâå.

Ïðèìåð 1.2.18 N2(2) = 1

Çàìå÷àíèå. ×èñëî Np(n) íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

1
2n

≤ Np(n)
pn

≈ 1
n

Òåîðåìà 1.2.18 Ïóñòü f ∈ Fq[X] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m íàä êîíå÷íûì
ïîëåì Fq. Òîãäà f(X) äåëèò ìíîãî÷ëåí Xqn −X â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî m
äåëèò n.

Ïðèìåð 1.2.19 Äåëèòåëÿìè ìíîãî÷ëåíà X22 − X ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû X, 1 + X, X +
X2, 1 + X + X2.

Òåîðåìà 1.2.19 Åñëè f ∈ Fq[X] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, òî â ïîëå Fqm

ñîäåðæèòñÿ ëþáîé êîðåíü θ ìíîãî÷ëåíà f. Áîëåå òîãî, âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f ïðîñòû è
èìè ÿâëÿþòñÿ m ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ θ, θq, θq2

, . . . , θqm−1 ïîëÿ Fqm .

Ñì. ïðèìåð 2.13.

Ñëåäñòâèå 1.2.19 Ïóñòü F � ïîëå è f � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íàä ïîëåì F.
Òîãäà

(1) Ñóùåñòâóåò ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f íàä ïîëåì F ;
(2) Ëþáûå ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f íàä ïîëåì F èçîìîðôíû.
(3) Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f åñòü êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F ñòåïåíè n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n � ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì F , ñîäåðæàùèì
q ýëåìåíòîâ, òî åãî ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Xqn

= X. Âñå
òàêèå ïîëÿ èçîìîðôíû. Êîðíè ìíîãî÷ëåíà f ñîñòàâëÿþò áàçèñ åãî ïîëÿ ðàñøèðåíèÿ.

Òåîðåìà 1.2.20 Êðèòåðèé ïîäïîëÿ. Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q = pn ýëåìåíòîâ (p
�ïðîñòîå ÷èñëî). Òîãäà êàæäîå ïîäïîëå ïîëÿ Fq èìååò ïîðÿäîê pm, ãäå m ÿâëÿåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíûì äåëèòåëåì ÷èñëà n. Îáðàòíî, åñëè m � ïîëîæèòåëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà n, òî
ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ïîäïîëå ïîëÿ Fq èç pm ýëåìåíòîâ.

èç pm ýëåìåíòîâ.
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1.2.6 Ñëåä è íîðìà ýëåìåíòà êîíå÷íîãî ïîëÿ
Ïóñòü P = Fq, K = Fqm è α ∈ K. Ñëåä TrK/P (α) ýëåìåíòà α èç ïîëÿ K â

ïîëå P îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

TrK/P (α) = α + αq + αq2

+ . . . + αqm−1

.

Åñëè P � ïðîñòîå ïîäïîëå ïîëÿ K, òî TRK/P íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíûì ñëåäîì
ýëåìåíòà α è îáîçíà÷àåòñÿ TrK(α).

Ïðèìåð 1.2.20 Ïóñòü P = F = GF (2), K = GF (22). Òîãäà

TrK(0) = 0.

T rK(1) = 1 + 1 = 0,

T rK(θ) = θ + θ2 = 1,

T rK(1 + θ) = (1 + θ) + (1 + θ)2 = 1.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà α íàä ïîëåì P íàçûâàåòñÿ
ìíîãî÷ëåí g(X) = f(X)m/d, ãäå f(X) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà α
íàä ïîëåì P, d − ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(X). Êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà f(X) ÿâëÿ-
þòñÿ ýëåìåíòû

α, αq, αq2

, . . . , αqd−1

.

Êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà g(X) â ïîëå F ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå ýëåìåíòû,
êîòîðûå ñîïðÿæåíû ñ ýëåìåíòîì α îòíîñèòåëüíî ïîëÿ P. Îòñþäà

g(X) = Xm + am−1X
m−1 + . . . + a1X1 + a0 = (X − α)(X − αq) . . . (X − αqm−1

).(∗)

Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ äàåò

TrF/P (α) = −am−1.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ñëåä TrF/P (α) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîëÿ P.

Äëÿ α ∈ F = Fqm è P + Fq íîðìà NF/P (α) ýëåìåíòà α íàä ïîëåì P îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

NF/P (α) = α · αq · αq2 · . . . · αqm−1

= α(qm−1)/(q−1).

Ñðàâíåíèå â ðàâåíñòâå (∗) ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ïðèâîäèò ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî
íîðìà NF/P ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîëÿ P :

NF/P (α) = (−1)ma0.



44 ÃËÀÂÀ 1. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ

1.2.7 Àëãîðèòìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ Ãàëóà GF (2n)

Àëãîðèòìè÷åñêè ïîëå Ãàëóà GF (qn) óäîáíî îïèñûâàòü, èìåÿ â âèäó åãî èçî-
ìîðôíûé îáðàç â âèäå ôàêòîð ìíîæåñòâà Fq[X]mod f(X) êîëüöà Fq[X] íîðìèðî-
âàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Fq ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî ìíî-
ãî÷ëåíà f(X) ñòåïåíè n íàä ïîëåì Fq. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå Fqn ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå Fq(x) ïîëÿ Fq ñòåïåíè n, ãäå x � êîðåíü ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà f(X) â GF (qn), à åãî ýëåìåíòû � êàê ïðåäñòàâèòåëè ýòèõ êëàññîâ.

Òîãäà ýëåìåíòû ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè íàáîðàìè α =
(a0, a1, a2, . . . ,an−1) êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ α(X), ïðåäñòàâëÿþùèõ êëàñ-
ñû [α(X)]mod f(X), îíè æå � êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ α(x), îïðåäåëÿþùèõ
ýëåìåíòû ðàñøèðåíèÿ Fq(x) ïîëÿ Fq.

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ â ïîëå Fqn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîêîìïîíåíòíîå ñëîæåíèå
óêàçàííûõ âåêòîðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì àääèòèâíîé îïåðàöèè ïîëÿ Fq :

< a0, a1, . . . , an−1 > + < b0, b1, b2, . . . , bn−1 >=< a0 + b0, a1 + b1, . . . , an−1 + bn−1 >,

òî åñòü êàê íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ

α(X) =
n−1∑

i=0

aiX
i + β(X) =

n−1∑

i=0

biX
i =

n−1∑

i+0

(ai + biX
i). (1.13)

Îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå

< a0, a1, a2, . . . , an−1 > · < b0, b1, b2, . . . , bn−1 >

ýëåìåíòîâ α =< a0, a1, . . . , an−1 > è β =< b0, b1, . . . , bn−1 > â ïîëå Fqn ìîæíî
äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:

1) ïî òåîðåìå î äåëåíèè ñ îñòàòêîì

α(X)× β(X) = f(X)× q(X) + ρ(X), deg ρ(X) < n,

ãäå ρ(X) =rem(α(X)× β(X), f(X)) îòêóäà

α× β = f × q + ρ = ρ = (c0, c1, . . . , cn−1),

ãäå f, q è ρ � íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ f(X), q(X) è ρ(X) (âåê-
òîð ρ îïðåäåëÿåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïðîèçâåäåíèå
ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (2))

2) ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé XÑ êîðåíü x íåïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà f(X) :

α(x)× β(x) = f(x)× q(x) + ρ(x) = ρ(x),

òàê êàê f(x) = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå

< a0, a1, a2, . . . , an−1 > · < b0, b1, b2, . . . , bn−1 >

ýëåìåíòîâ α è β â ïîëå Fqn ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì σ =< c0, c1, c2, . . . , cn−1,
êîòîðûé ìîæíî âû÷èñëèòü

σ =< c0, c1, c2, . . . , cn−1 >

ìîæíî âû÷èñëèòü êàê êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ρ(X) = rem(α(X) ×
β(X), f(X)), íàïðèìåð, äåëåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ "ñòîëáèêîì"ïðîèçâåäåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Ãàëóà GF (2)

α(X)× β(X) =
2n−2∑

k=0

∑

i+j=k

aibjX
k, (1.14)

íà ìíîãî÷ëåí f(X). èëè êàê êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà α(x)×β(x). Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå âîçíèêøèå â ïðîöåññå ôîðìàëüíîãî óìíîæåíèÿ íåíóëåâûå ÷ëåíû

as × xs (1.15)

ñòåïåíè s > n−1 â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñòåïåíåé ïåðåìåííîé x çàìåíÿþòñÿ âûðà-
æåíèÿì âûðàæåíèÿìè asx

s = as(x
s + xs−n × f(x)) è ïðèâåäåíèè ïîñëå êàæäîé

òàêîé çàìåíû ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ (xs + xs−n × f(x) = xs, ò.ê. f(x) = 0). Ýòîò ïðî-
öåññ ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ρ(X), à ïî
çàìåíÿåìûì â óêàçàííûõ èòåðàöèÿõ íåíóëåâûì ñòàðøèì ÷ëåíàì (2.5) ìîæíî
îïðåäåëèòü âñå íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû qi, 0 < i ≤ n − m, qi 6= 0, ÷àñòíîãî
q(X) :

qi = as × f−1
n−1,

ãäå fn−1-ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîëèíîìà-äåëèòåëÿ.
Íàïîìíèì. ÷òî ïîäîáíûé ïðèåì áûë ïðèìåíåí íàìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-

ðåìû 2.10.
Ðàññìîòðåííûé ñïîñîá ôîðìàëèçóåòñÿ â âèäå òàê íàçûâàåìîãî ¾øêîëüíîãî¿

àëãîðèòìà äåëåíèÿ (Ñì. 3.4.1).

1.2.8 Ïîëå Ãàëóà êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Ãàëóà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì

îïðåäåëåíèåì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Ãà-
ëóà GF (q) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

a = (a1, . . . , ai, . . . , an)

îïðåäåë¼ííîé äëèíû n, ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ ïîëÿ, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà
îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ êàê ïîêîìïîíåíòíîå ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïî ïðàâèëàì îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ â ïîëå GF (q) è (êîììóòàòèâíàÿ) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà
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a íà íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò α ïîëÿ GF (q), ðåçóëüòàòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
âåêòîð ïðîèçâåäåíèé (ïî ïðàâèëàì óìíîæåíèÿ â GF (q)) ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëå-
ìåíòîâ èñõîäíîãî âåêòîðà íà ýòîò ýëåìåíò ïîëÿ:

α · a = (αa1, . . . , αai, . . . , αan).

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà îïåðàöèé â ïîëå GF (q), íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå
îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì îáùåãî îïðåäåëå-
íèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà: îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ â í¼ì êîììóòàòèâíà è àññîöè-
àòèâíà, èìååòñÿ íóëåâîé ýëåìåíò, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ìîæíî óêàçàòü ïðîòè-
âîïîëîæíûé âåêòîð b òàêîé, ÷òî a + b = 0, óìíîæåíèå íà ìóëüòèïëèêàòèâíóþ
åäèíèöó ïîëÿ GF (q) íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ âåêòîðà, óìíîæåíèå íà ýëåìåíò
ïîëÿ GF (q) àññîöèàòèâíî (α(βa)) = ((α · β)a), âûïîëíÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòü
îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ìíîæèòåëÿ è äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî "ïîëå-
âîãî"ìíîæèòåëÿ

(α + β) · a = α · a + β · a,

α(a + b) = α · a + α · b.

Êàê è â îáùåì ñëó÷àå âûðàæåíèå

α1e1 + · · ·+ αiei + · · ·αnen

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ e1, . . . , ei, . . . , en ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè

α1, . . . , αi, . . . αn.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ëèíåéíàÿ êîìáèíà-
öèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé. Âåêòîðû e1, . . . , ei, . . . , en íàçûâàþòñÿ ëèíåé-
íî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà èõ òðèâèàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ,
ðàâíàÿ íóëþ, èíà÷å âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ, à ëþáûå n+1 âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìû. Ëþáûå n ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ âåêòîðîâ n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò åãî áàçèñ. Åñëè
e1, . . . , ei, . . . , en åñòü áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ëþáîé âåêòîð ïðåäñòà-
âèì ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Íå òðóäíî çàìåòèòü, ÷òî n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì GF (q)
ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (qn), ÿâëÿþùåãîñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì
ñòåïåíè n ïîëÿ GF (q). Ïîýòîìó áàçèñ òàêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà èíîãäà
íàçûâàþò áàçèñîì ïîëÿ GF (qn).

Äâà áàçèñà. Ïóñòü çàäàí íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí p(X) íàä ïîëåì GF (p)
ñòåïåíè n. Òîãäà êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå GF (p)(x) = GF (pn) ñòåïåíè n ïîëÿ
GF (p), ãäå x � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà p(X), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Ïî ñëåäñòâèþ 2.11, ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ

1, x, x2, . . . , xn−1
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ñîñòàâëÿåò áàçèñ n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è îäíîâðåìåííî áàçèñ ïî-
ëÿ GF (pn). Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìî è ïîçâîëÿåò
ïðåäñòàâèòü ëþáîé ýëåìåíò

q(x) = a0 + a1 · x + a2 · x2 + . . . + ak−1x
n−1. (1.16)

èç GF (2n).
Ýòîò áàçèñ íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì èëè ñòàíäàðòíûì áàçèñîì è îáî-

çíà÷àåòñÿ S.
Áàçèñîì ïîëÿ GF (pn) ìîæåò îêàçàòüñÿ òàêæå ìíîæåñòâî ñîïðÿæåííûõ ñ

ìíîãî÷ëåíîì (ýëåìåíòîì ïîëÿ) x ìíîãî÷ëåíîâ (ýëåìåíòîâ)

{x, xp, xp2

, . . . , xpn−1}.
Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ìíîæåñòâîì.

Äåéñòâèòåëüíî, âñå ýòè ýëåìåíòû ðàçëè÷íû (Òåîðåìà 2.16), ïîñêîëüêó îíè
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà p(x), è åñëè îíè îêàæóòñÿ ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûìè, òî ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ GF (2n) ìîæíî áóäåò ïðåäñòàâèòü
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

a = a0x + a1x
p + a2x

p2

+ . . . + an−1x
pn−1

=
n−1∑

i=0

aix
pi

.

Òîãäà ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì áàçèñîì ïîëÿ GF (2n) è îáî-
çíà÷àåòñÿ N.

Òåîðåìà 1.2.21 Âî âñÿêîì n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì
GF (p) êîíå÷íîì ïîëå GF (2n) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé (ñòàíäàðòíûé )
è íîðìàëüíûé áàçèñû.

Çàìåòèì, ÷òî â íîðìàëüíîì áàçèñå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü õàðàêòåðèñòèêè
ïîëÿ p ðàâíîñèëüíî öèêëè÷åñêîìó ñäâèãó âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà
ïîëÿ (ó÷èòûâàÿ, ÷òî xpn

= x):

ap = (a0x + a1x
p + a2x

p2

+ . . . + an−1x
pn−1

)p =

= a0x
p + a1x

p2

+ a2x
p3

+ . . . + an−2x
pn−1

+ an−1x
pn

=

= an−1x + a0x
p + a1x

p2

+ a2x
p3

+ . . . + an−2x
pn−1

.

Òàêèì îáðàçîì,

ap = (a0, a2, . . . , an−2, an−1)
p = (an−1, a1, a2 . . . , an−2).

Â íîðìàëüíîì áàçèñå ïðîñòî âû÷èñëèòü ñëåä ýëåìåíòà a, a ∈ GF (2n): çíà-
÷åíèå Tr(a) = a + a2 + a22

+ . . . + a2n−1 ðàâíî ñóììå ïî ìîäóëþ äâà ýëåìåíòîâ
áèíàðíîãî âåêòîðà a. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìàòðèöó, ñòðîêàìè êîòîðîé
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ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû a, a2, a22
, . . . , a2n−1

. Å¼ ñòîëáöàìè ÿâëÿþòñÿ òå æå âåêòî-
ðû. Òî åñòü j-ûé ñòîëáåö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèêëè÷åñêèé ñäâèã íà j ïîçèöèé
ïåðâîãî ñòîëáöà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ñòðîê ìàòðèöû åñòü íóëåâîé âåêòîð èëè
âåêòîð èç ýëåìåíòîâ 1. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ â íîðìàëüíîì áàçèñå
ýëåìåíòîâ 0 è 1 ïðîñòîãî ïîäïîëÿ GF (2).

Ïðèìåð 1.2.21 Âû÷èñëèì Tr(10110) ýëåìåíòà (10110) ïîëÿ FG(25).

a = 10110
a2 = 01101

a22
= 11010

a23
= 10101

a24
= 01011

Ñóììà ñòðîê ðàâíà (1, 1, 1, 1, 1), òî åñòü TR(10110) = 1 â ïîäïîëå GF (2).

Âû÷èñëåíèå ñëåäà â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå íåñêîëüêî ñëîæíåå, íî ìîæåò
áûòü óñêîðåíî çà ñ÷¼ò ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ òàê íàçûâàåìîãî âåêòîðà
ñëåäà.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåííûå â ïîëèíî-
ìèàëüíîì áàçèñå ýëåìåíòû x0, x1, x2, xn−1, xn, . . . , xn−2.

Ïðèìåð 1.2.22 Â ïîëå FG(25), ïîðîæäàåìîì íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì x5 +x2 +1, òàêàÿ
ìàòðèöà èìååò âèä

x0 = 10000
x1 = 01000
a2 = 00100
a3 = 00010
a4 = 00001
a5 = 10100
a6 = 01010
a7 = 00101
a8 = 10110

Ýëåìåíòû ti, i = 0, . . . , n− 1 âåêòîðà ñëåäà (t0, . . . , tn−1) îáðàçóþòñÿ ñóì-
ìèðîâàíèåì ïî ìîäóëþ äâà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûõ ïî äèàãîíàëè
(ñëåâà íàïðàâî è ñâåðõó âíèç) â ñîñåäíèõ âåêòîðàõ ai, ai+1, . . . , aj+n−1.

Íàïðèìåð, t0 = 1⊕ 1⊕ 1⊕ 1⊕ 1. Âåêòîð ñëåäà â öåëîì ñëåäóþùèé:

(t0, t1, t2, t3, t4) = (1, 0, 0, 1, 0).

Çíà÷åíèå ôóíêöèè ñëåäà äëÿ ýëåìåíòà a ïîëÿ GF (2n) ðàâíî ñóììå (äèçú-
þíêöèè) ýëåìåíòîâ âåêòîðà, ïîëó÷àåìîãî êàê ïîðàçðÿäíîå ïðîèçâåäåíèå (êîíú-
þíêöèÿ) ýëåìåíòîâ âåêòîðà a è âåêòîðà ñëåäà.
Ïðèìåð 1.2.23 Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè ñëåäà ýëåìåíòà (x0, x1, x2, x3, x4) = (01101).

Âû÷èñëèì ïîêîìïîíåíòíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ñëåäà è ýëåìåíòà a = (01101) :

(t0, t1, t2, t3, t4)&(01101) = (10010)&(01101) = (00000).

Ñóììà ýëåìåíòîâ ïîëó÷åííîãî âåêòîðà ðàâíà 0. Ñëåä ýëåìåíòà (11000) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
ýëåìåíòîâ âåêòîðà (10010)&(11100) = (10000), ò.å. Tr(11100) = 1.
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Óìíîæåíèå â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå âûïîëíÿåòñÿ, êàê îïèñàíî â ïðåäûäó-
ùåì ïàðàãðàôå, íàïðèìåð, óìíîæåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Ãàëóà è ïîñëå-
äóþùèì ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà, ïîðîæäàþùåãî
ýòîò áàçèñ.

Óìíîæåíèå â íîðìàëüíîì áàçèñå âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ

q(x) · s(x) =
n−1∑

i=0

n−1∑

j=0

aibjx
pi

xpj

,

ãäå q(x) = a0x+a1x
p + . . .+an−1x

pn−1
, s(x) = b0x+b1x

p + . . .+bn−1x
pn−1

, ïðè ýòîì
ïðèâåäåíèÿ ðåçóëüòàòà ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà íå òðåáóåòñÿ. Â
òî æå âðåìÿ ñëàãàåìûå

ci,j = aibjx
pi

xpj

â óêàçàííîé äâîéíîé ñóììå â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè íîðìàëü-
íîãî ìíîæåñòâà, òàê êàê äîëæíû ïðåäñòàâëÿòüñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
ýëåìåíòîâ áàçèñà. Ýòî óñëîæíÿåò îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå
ïî ñðàâíåíèþ ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå. Íåäîñòàòêîì
ïîñëåäíåé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïðèâåäåíèÿ ðåçóëüòàòà óìíîæåíèÿ ïî ìîäó-
ëþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà. Èíîãäà èñïîëüçóþò îáà áàçèñà, ïðåäóñìàòðèâàÿ
ïåðåâîä ïðåäñòàâëåíèé ýëåìåíòîâ ïîëÿ èç îäíîãî áàçèñà â äðóãîé. 5. Â ñëó÷àå
ïðèìåíåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî áàçèñà èñïîëüçóþò áàçèñû, ïîðîæäàåìûå ñòåïå-
íÿìè êîðíÿ ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ ìàëûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ (íàçûâàåìîãî
¾ìàëî÷ëåíîì¿, àíãëèéñêèé òåðìèí - fewnomial). Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî óñêî-
ðåíèå ïðèâåäåíèÿ ðåçóëüòàòà óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF(p) ïðè-
ìåíåíèåì ðàññìîòðåííîãî âûøå àëãîðèòìà. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü èìååò òàêæå
îïòèìèçàöèÿ óìíîæåíèÿ â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå 6 ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì
GF (2) êàê ïåðâîãî ýòàïà óìíîæåíèÿ â ïîëå Ãàëóà.

Ïðîâåðêà íîðìàëüíîãî ìíîæåñòâà íà áàçèñíîñòü. Ïåðåõîä îò
íîðìàëüíîãî áàçèñà ê ñòàíäàðòíîìó. Â ñòàíäàðòíîì áàçèñå S =
{1, x, x2, . . . , xk−1} ëþáîé ìíîãî÷ëåí èç GF (2k) âûðàæàåòñÿ íåêîòîðîé ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S ñ êîýôôèöèåíòàìè èç {0, 1}. Òàêèì
îáðàçîì, ëþáîé ìíîãî÷ëåí èç GF (2k) â áàçèñå S çàäàåòñÿ íàáîðîì t1, t2, . . . tn
öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿþùèõ â ñîâîêóïíîñòè âñå êîýôôèöè-
åíòû ìíîãî÷ëåíà (ñì. ïðèëîæåíèå 1). Ïîêàæåì, êàê îïðåäåëÿòü òàêèå íàáîðû
äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà N .

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà x ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð èìååò âèä 1, 0, 0, . . . , 0. Ïóñòü
t1, t2, . . . tn - íàáîð ÷èñåë, çàäàþùèõ x2i . Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå ìíîãî÷ëåíû
tj(x), j = 1, 2, . . . , n, çàäàâàåìûå ÷èñëàìè tj, j = 1, 2, . . . , n. Òîãäà äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíà g(x) =

∑n
j=1 tjx

s(j−1) èìååì x2i ≡ g(x) mod p(x). Óìíîæèâ ìíîãî÷ëåí

5Ìåòîäû óìíîæåíèÿ, âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è èíâåðòèðîâàíèÿ â íîðìàëüíûõ áàçèñàõ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â ÷åòâåðòîé ãëàâå.

6Èçëîæåíèþ è àíàëèçó ýòèõ ìåòîäîâ ïîñâÿùåíà òðåòüÿ ãëàâà.
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g(x) íà ñåáÿ è âçÿâ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðåçóëüòàòà íà ìíîãî÷ëåí p(x), ïîëó÷èì
íàáîð ÷èñåë t′1, t

′
2, . . . t

′
n çàäàþùèõ ìíîãî÷ëåí x2i+1 â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.

Ðàññìîòðèì òàáëèöó T ñ k ñòðî÷êàìè è n ñòîëáöàìè, (i + 1)-ÿ ñòðî÷êà êîòî-
ðîé, ÷èòàåìàÿ ñïðàâà íàëåâî, ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì ÷èñåë t1, t2, . . . tn, çàäàþùèõ
ìíîãî÷ëåí x2i â ñòàíäàðòíîì áàçèñå i = 0, 1, . . . , k − 1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî N ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â òî÷íîñòè òîãäà, êî-
ãäà ìàòðèöà èç íóëåé è åäèíèö ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöå T íåâûðîæäåíà. Ýòîò
ôàêò ìîæíî ïðîâåðèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà NONSIGN-MATRIX, îïè-
ñàííîãî â Ïðèëîæåíèè 1.

Òàáëèöà T çàäàåò ïåðåõîä îò íîðìàëüíîãî áàçèñà ê ñòàíäàðòíîìó.

Ïðèìåð 1.2.24 Ïóñòü k = 3, s = 2. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí p(x) = x3 + x2 + 1. Ýòîò
ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì. Äàëåå,

x ≡ x (mod p(x)),

x2 ≡ x2 (mod p(x)),

x4 = (x + 1)p(x) + x2 + x + 1 ≡ x2 + x + 1 (mod p(x)).

Òîãäà ìàòðèöà ïåðåõîäà îò íîðìàëüíîãî áàçèñà ê ñòàíäàðòíîìó èìååò âèä

M =
0 1 0
1 0 0
1 1 1.

Ìàòðèöà M íåâûðîæäåíà. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû x, x2, x4 îáðàçóþò íîðìàëüíûé áàçèñ.
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí x2 + x4, çàäàííûé â íîðìàëüíîì áàçèñå. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
v = (0, 1, 1). Ïåðåìíîæàÿ âåêòîð v íà ìàòðèöó M , ïîëó÷èì âåêòîð v′ = (0, 1, 1). Ïîýòîìó â
ñòàíäàðòíîì áàçèñå ìíîãî÷ëåí x2 + x4 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 1 + x.

Ýòîò ïðèìåð ìîæíî ïðîñëåäèòü, åñëè ïðè s = 2 ïðåîáðàçîâàòü ìàòðèöó M
ê òàáëèöå T

T =
0 2
1 0
1 3,

à âåêòîð v ê (2, 1). Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ âåêòîð-ñòðîêè v íà òàáëèöó T , áóäåò
(2, 1), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåíó x + 1.

Ïåðåõîä îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê íîðìàëüíîìó. Ïóñòü òàáëèöà T
çàäàåò íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó èç íóëåé è åäèíèö M ïåðåõîäà îò íîðìàëü-
íîãî áàçèñà ê ñòàíäàðòíîìó, ò.å. íîðìàëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Èñ-
ïîëüçóÿ àëãîðèòì INV-MATRIX (ñì. Ïðèëîæåíèå 1), â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðî-
èì òàáëèöó T ′, çàäàþùóþ áèíàðíóþ ìàòðèöó îáðàòíóþ ê M (M−1). Ðàññìîò-
ðèì íàáîð öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë t′1, t

′
2, . . . t

′
n, êîòîðûé çàäàåò ìíîãî÷ëåí

f(x), f(x) =
∑k

i=1 aix
i−1, ai ∈ {0, 1} â ñòàíäàðòíîì áàçèñå. Òîãäà ïðîèçâåäå-

íèå âåêòîð-ñòðîêè u íà òàáëèöó T ′ çàäàåò ýòîò æå ìíîãî÷ëåí, íî óæå â ñòàí-
äàðòíîì áàçèñå.
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Ïðèìåð 1.2.25 Ïóñòü ÷èñëî k = 3, ìíîãî÷ëåí p(x) è ìàòðèöà M òàêèå æå, êàê è â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå. Äëÿ ìàòðèöû M−1 îáðàòíîé ê M , èìååì

0 1 0
1 0 0
1 1 1.

Íàéäåì, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà x+1 â íîðìàëüíîì áàçèñå. Äëÿ ýòîãî ïåðåìíî-
æèì âåêòîð-ñòðîêó v = (0, 1, 1) íà ìàòðèöó M−1. Ïîëó÷èì ñòðîêó (0, 1, 1), ñîîòâåòñòâóþùóþ
ìíîãî÷ëåíó x2 + x4.

Åñëè ïåðåìíîæàòü âåêòîð (2, 1), ñîîòâåòñòâóþùèé v ïðè s = 2 íà òàáëèöó T , çàäàþùóþ
ìàòðèöó M , òî ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð (2, 1), êîòîðûé â íîðìàëüíîì áàçèñå çàäàåò ìíîãî÷ëåí
x2 + x4.

Îïòèìàëüíûå è ãàóññîâû íîðìàëüíûå áàçèñû7. Äëÿ îïòèìèçàöèè
âðåìåíè óìíîæåíèÿ èëè ñõåìíîé ðåàëèçàöèè óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíûõ áàçè-
ñàõ èñïîëüçóþò îïòèìàëüíûå èëè áëèçêèå ê íèì ãàóññîâû íîðìàëüíûå áàçèñû.
Ñîãëàñíî [138], ñëîæíîñòüþ CB ïðîèçâîëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà

B = {x, xq, xq2 , . . . , xqn−1}
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå T , i-ÿ ñòðîêà êîòîðîé åñòü
âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ýëåìåíòà xxqi ïîëÿ GF (qn) îòíîñèòåëüíî áàçèñà B, òî
åñòü

xxqi

=
n−1∑

j=0

ti,jx
qj

.

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîòèâèðóåòñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì óìíîæåíèÿ â íîð-
ìàëüíîì áàçèñå B (àëãîðèòìîì Massey-Omura, ñì.,íàïðèìåð, [109]):

ïóñòü

ξ =
n−1∑

i=0

xix
qi

, ζ =
n−1∑

j=0

yjx
qj

,

ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (qn), ðàçëîæåííûå ïî íîðìàëüíîìó áàçèñó B,
òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

π = ξζ =
n−1∑

i,j=0

xiyjx
qj+qi

=
n−1∑

i,j=0

xiyjx
(qi−j+1)qj

,

ãäå ðàçíîñòü i− j âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ n, à òàê êàê

x(qi−j+1)qj

=
(
xqi−j+1

)qj

=

(
n−1∑

k=0

ti−j,kx
qk

)qj

=

=
n−1∑

k=0

ti−j,kx
qk+j

=
n−1∑

m=0

ti−j,m−jx
qm

,

7Èçó÷åíèþ îïòèìàëüíûõ è ãàóññîâûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ïîñâÿùåíà âòîðàÿ ÷àñòü âòîðîé
ãëàâû.
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ãäå ðàçíîñòü m− j è ñóììà k + j òîæå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìîäóëþ n, òî

π =
n−1∑

m=0

pmxqm

,

ãäå
pm =

n−1∑

i,j=0

ti−j,m−jxiyj

íåêîòîðàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íàä ïîëåì GF (q).
Òàê êàê ïðè âîçâåäåíèè ýëåìåíòîâ ξ, ζ â ñòåïåíü q ïðîèñõîäèò öèêëè÷åñêèé

ñäâèã ïåðåìåííûõ â êàæäîì èç âåêòîðîâ xi, i = 1, . . . , n è yi, i = 1, . . . , n íà îä-
íó ïîçèöèþ âïðàâî, à πq = ξqζq, òî êîîðäèíàòû ýëåìåíòà πq âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì Pi = pi(S(x), S(y)). Íî ïðè âîçâåäåíèè ýëåìåíòà π â ñòåïåíü q ïðî-
èñõîäèò òàêîé æå öèêëè÷åñêèé ñäâèã êîîðäèíàò , ò.å. êîîðäèíàòà pi ïåðåõîäèò
â êîîðäèíàòó pi+1 mod n, çíà÷èò pi−1 mod n(x, y) = pi(S(x), S(y)), i = 0, . . . n − 1
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî pi−k mod n(x, y) = pi(S

k(x), Sk(y)), i = 0, . . . n − 1 ò.å. âñå
îñòàëüíûå ôîðìû ôîðìû ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìû p0 ïî ôîðìóëå pm mod n(x, y) =
p0(S

n−m(x), Sn−m(y)), k = 1, . . . , n− 1 ãäå Sn−m � îïåðàöèÿ öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà
êîîðäèíàò âåêòîðà âïðàâî íà n−m ïîçèöèé, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, âëåâî íà m
ïîçèöèé. Ýòîò ñäâèã ìîæíî ÿâíî îïðåäåëèòü ôîðìóëîé

Sn−m (x0, . . . , xn−1) = (xm, . . . , xn−1, x0, . . . xm−1) = (xi+m mod n, i = 0, . . . , n− 1) .

Îïðåäåëèâ ìàòðèöó A ðàâåíñòâàìè ai,j = ti−j,−j, ãäå i− j è −j âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ìîäóëþ n, çàìå÷àåì, ÷òî ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

pm =
n−1∑

i,j=0

ti−j,m−jxiyj = p0(S
n−m(x), Sn−m(y)) ,

ãäå
p0(x, y) = A(x, y) =

n−1∑

i,j=0

ai,jxiyj.

Â îòëè÷èå îò T ìàòðèöà A ñèììåòðè÷åñêàÿ, íî ÷èñëî åå íåíóëåâûõ ýëåìåí-
òîâ, à òàêæå èõ ñóììà òàêèå æå, êàê è ó ìàòðèöû T . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ áèëèíåé-
íîé ôîðìû A(x, y) äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü 2CB + n − 1 ñëîæåíèé è óìíîæåíèé
â ïîëå GF (q). Åñëè ïðåíåáðå÷ü âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ,
òî ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèÿ íàä íîðìàëüíûì áàçèñîì ïîëÿ GF (qn)
îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê n(2CB + n − 1) îïåðàöèé â ïîëå GF (q), ÷òî âèäíî èç
ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

ξζ = A(ξ, ζ)x + A(ξqn−1

, ζqn−1

)xq + A(ξqn−2

, ζqn−2

)xq2

+ . . . + A(ξq, ζq)xqn−1

.

Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ CB â ìàòðèöå A.
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Óïðàæíåíèå 1.2.1 Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå q = 2 ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ îöåíèâàåòñÿ êàê
n(CB + n− 1).

Ìàòðèöà A (¾òàáëèöà óìíîæåíèÿ¿ â áàçèñå B) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îïå-
ðàöèþ óìíîæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ïîëå.

Î ñëîæíîñòè íîðìàëüíûõ áàçèñîâ èçâåñòíî ñëåäóþùåå ([138]).

Òåîðåìà 1.2.22 Äëÿ ëþáîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà B ïîëÿ GF (qn) åãî ñëîæ-
íîñòü CB íå ìåíüøå 2n−1. Áîëåå òîãî, åñëè q = 2, òî ñëîæíîñòü � íå÷åòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî â ìàòðèöå T ïðîèçâîëüíàÿ i-ÿ ñòðîêà åñòü
ïðîñòî âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ýëåìåíòà xxqi ïîëÿ GF (qn) îòíîñèòåëüíî áàçèñà
B. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà âñåõ ñòðîê ìàòðèöû T åñòü âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ
ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà x(x + xq + . . . + xqn−1

) = xTr(x), òî åñòü (Tr(x), 0, . . . , 0).
Çàìåòèì, ÷òî ñëåä íå ðàâåí íóëþ, òàê êàê ýëåìåíòû áàçèñà B ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòðîêè T òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàêèì îáðà-
çîì, âåêòîð x, xxq, . . . , xxqn−1 òîæå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â GF (qn), òàêèì îáðàçîì,
ñòîëáöû â ìàòðèöå òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû, â ÷àñòíîñòè íåò íóëåâûõ ñòðîê â
ìàòðèöå. Íî ñóììû ýëåìåíòîâ â êàæäîì ñòîëáöå, êðîìå ïåðâîãî, ðàâíû íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì ñòîëáöå, êðîìå ïåðâîãî, ñòîèò, êàê ìèíèìóì, ïî äâà
íåíóëåâûõ ýëåìåíòà. À â ïåðâîì äîëæåí ñòîÿòü, êàê ìèíèìóì, îäèí íåíóëåâîé
ýëåìåíò, ÷òîáû èõ ñóììà áûëà íåíóëåâîé. Ïîýòîìó CB ≥ 2n−1. Â ÷àñòíîì ñëó-
÷àå q = 2 êîëè÷åñòâî åäèíèö â ïåðâîì ñòîëáöå � íå÷åòíî, à âî âñåõ îñòàëüíûõ
� ÷åòíî. Èòàê, óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîðìàëüíîãî B åãî ñëîæíîñòü íå
ìåíüøå 2n− 1.

Íîðìàëüíûå áàçèñû, äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýòà ãðàíèöà, íàçûâàþò îïòè-
ìàëüíûìè.

Â [80] áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû íîðìàëüíûõ áàçèñîâ B, ó êîòîðûõ ôóíê-
öèÿ ñëîæíîñòè CB ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äëÿ
òàêèõ áàçèñîâ èìååò êâàäðàòè÷íóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Ýòè áàçèñû Bα, ïîëó-
÷èâøèå íàçâàíèå ãàóññîâûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ (GNB),

1.2.9 Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(ËÐÏ)

ËÐÏ è ëèíåéíûå ðåãèñòðû ñäâèãà (ËÐÑ). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áåñ-
êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàä ïðîñòûì êîíå÷íûì ïîëåì Fp

< u >= u0, u1, . . . , un, . . . ,

òî åñòü ôóíêöèè u : N0 → Fp íà ìíîæåñòâå N0 öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë,
ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â ïîëå Fp.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < u > íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ (ËÐÏ) ïîðÿäêà k íàä ïîëåì Fp, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû
a0, . . . , ak−1 ∈ Fp òàêèå, ÷òî

un+k =
k−1∑

j=0

aj · un+j + a, n ≥ 0. (1.17)

Çàìå÷àíèå. Íèæå áóäåì èçó÷àòü òîëüêî îäíîðîäíûå ËÐÏ, îïðåäåëÿåìûå
ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì âèäà

un+k =
k−1∑

j=0

aj · un+j, n ≥ 0,

òî åñòü ñîîòíîøåíèåì (2.1), â êîòîðîì ñâîáîäíûé ÷ëåí a = 0.
Ýòî ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå çàâèñìîñòü ìåæäó ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, íàçûâàåòñÿ çàêîíèì ðåêóðñèè, à îïðåäëÿþùèé ýòîò çàêîí ìíîãî÷ëåí

f(x) = xk −
k−1∑

j=0

aj · xj (1.18)

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ËÐÏ. Âåêòîð

u0 = (u0, . . . , uk−1)

íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì âåêòîðîì ËÐÏ.
Ïåðèîäîì ËÐÏ < u > íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî t òàêîå,

÷òî ïðè íåêîòîðîì íåîòðèöàòåëüíîì ÷èñëå η äëÿ âñåõ i ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

uη+i+t = uη+i.

Åñëè η ìîæåò áûòü ðàâíî 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïå-
ðèîäè÷åñêîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êîýôôèöèåíò a0 åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íå ðàâåí 0. Â ýòîì
ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ íåñèíãóëÿðíûì. (Åñëè a0 = 0, òî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì). Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü óäîáíî èçó÷àòü (è ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàòü) êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âûõîäíûõ ñèãíàëîâ ëèíåéíûõ ðåãñòðîâ ñäâèãà (ËÐÑ).

ËÐÑ, ôîðìèðóþùèé ËÐÏ ïîðÿäêà k íàä ïîëåì Fp ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê àâ-
òîíîìíûé ñòðóêòóðíûé àâòîìàò

V = (∅, F k
p , Fp, ϕ, ψ),

ïðåäñòàâëÿåìûé ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìîé ñ ïàìÿòüþ. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà
ñîäåðæèò k ýëåìåíòîâ çàäåðæêè

g0, g1, . . . , gk−1,
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ñ íà÷àëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè

q(0) = (q0(0) = u0, q1(0) = u1, . . . , qk−1(0) = uk−1).

Ôóíêöèîíèðîâàíèå àâòîìàòà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé êàíîíè÷åñêîé ñèñòå-
ìîé:

qk−1(t + 1) =
k−1∑

i=0

ai · qi(t),

qi(t + 1) = qi+1(t), i = (0, k − 2),

y(t) = q0(t).

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < y > âûõîäíûõ ñèãíàëîâ òàêîãî
àâòîìàòà â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ËÐÏ < u > ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì, ñîâïàäà-
þùèì ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà, òî åñòü ËÐÑ. Èç àâòîìàòíîé
èíòåðïðåòàöèè ËÐÏ ïîðÿäêà k ñëåäóåò, ÷òî åå ïåðèîä íå ïðåâûøàåò pk − 1, ãäå
p � ïîðÿäîê ïîëÿ P. Äåéñòâèòåëüíî, àâòîìàò èìååò pk − 1 íåíóëåâûõ ñîñòîÿíèé
è â ïðîöåññå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÷åðåç íå áîëåå ÷åì pk − 1 ìîìåíòîâ âðåìåíè
àâòîìàò ïåðåéäåò â îäíî èç ñîñòîÿíèé, â êîòîðîì îí óæå íàõîäèëñÿ.

Åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî ïåðèîä ðàâåí pk − 1, òî ËÐÏ ïîðÿäêà k íàçâà-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà, èëè ïðîñòî ìàêñèìàëüíîé
ËÐÏ.

Àâòîìàòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîäñêàçûâàåò ïîíÿòèå ñîñòîÿíèÿ ËÐÏ êàê âåê-
òîðà un = (un, un+1, . . . , nn+k−1), îïðåäåëÿþùåãî ñîñòîÿíèå q(n) ñòðóêòóðíî-
ãî àâòîìàòà â ìîìåíò n äèñêðåòíîãî âðåìåíè. Ïðè ýòîì íà÷àëüíûé âåêòîð
u0 = (u0, . . . uk−1) (îí æå âåêòîð íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q(0) êîíå÷íîãî àâòî-
ìàòà) ËÐÏ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê åå íà÷àëüíîå ñîòîÿíèå.

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî âåêòîðû un+1 è un ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé ËÐÏ êàê
âåêòîðû ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé êîíå÷íîãî àâòîìàòà óäîâëåòâîðÿþò ìàòðè÷íîìó
óðàâíåíèþ

un+1 = unA,

ãäå A åñòü ìàòðèöà íàä ïîëåì Fp ðàçìåðà k × k ñëåäóþùåãî âèäà

A =




0 0 0 . . . 0 a0

1 0 0 . . . 0 a1

0 1 0 . . . 0 a2

· · · . . . · ·
0 0 0 . . . 1 ak−1




Ëåììà 1.2.1 Äëÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé u0,u1, . . . ,un, . . . ËÐÏ ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî

un = u0A
n, n = 0, 1, . . . .
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Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íåñèíãóëÿðíûé, òî ìàòðèöà A îáðàòè-
ìà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîé ìàòðèöåé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

A−1 =




a∗k−1 1 0 0 0 . . . 0 0
a∗k−2 0 1 0 0 . . . 0 0
· · · · · . . . · ·

a∗2 0 0 0 0 . . . 1 0
a∗1 0 0 0 0 . . . 0 1
a∗0 0 0 0 0 . . . 0 0




Çäåñü a∗i � êîýôôèöèåíòû âîçâðàòíîãî ìíîãî÷ëåíà

f ∗(X) = Xn × a−1
0 × f(

1

X
).

Ïðèìåð 1.2.26 Âîçüìåì ìíîãî÷ëåí f(X) = X3 + X + 1 íàä ïîëåì F2, òîãäà f∗(X) = X3 +
X2 + 1. Ìàòðèöû A è A−1 èìåþò âèä

A =




0 0 1
1 0 1
0 1 0

,


 A−1 =




1 1 0
0 0 1
1 0 0

,


 .

Âñå îáðàòèìûå ìàòðèöû ðàçìåðå k × k íàä ïîëåì Fp îáðàçóþò îáùóþ
ëèíåéíóþ ãðóïïó GL(k, Fp).

Òåîðåìà 1.2.23 Ïåðèîä ËÐÏ äåëèò ïîðÿäîê ìàòðèöû A, ðàññìàòðèâàåìîé
êàê ýëåìåíò ãðóïïû GL(k, Fp).

Ïî ëåììå 2.1 íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå u0 ËÐÏ ìîæíî âû÷èñëèòü, åñëè èçâåñòíî
ñîñòîÿíèå un :

u0 = un(An)−1.

Ôîðìóëà îáùåãî ÷ëåíà ËÐÏ
Âûâåäåì ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ËÐÏ, çàäàííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíî-

ãî÷ëåíîì f(x) ñòåïåíè k. Ïðè ýòîì áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ trQ
P : Q → P

ñëåäà èç ðàñøèðåíèÿ Q = GF (pk) ïîëÿ P = GF (p) = Fp â ïðîñòîå ïîëå P = Fp :

trQ
P (x) = x + xp + xp2

+ · · ·+ xpk−1

.

Ñîêðàùåííî ýòó ôóíêöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü tr. Ñâîéñòâà îïåðàöèé êîíå÷íîãî
ïîëÿ âëåêóò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè ñëåä:

tr(a · x + b · y) = a · tr(x) + b · tr(y), a, b ∈ P ;

tr(x) = tr(xpk

) = (tr(x))pk

.
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Ëåììà 1.2.2 Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî α ∈ Q è ëþáîãî b ∈ P ÷èñëî Nb ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ tr(α · x) = b ðàâíî pk−1

Äîêàçàòåëüñòâî: Nb ≤ pk−1, ò.ê. pk−1 � ñòåïåíü óðàâíåíèÿ. Íî ∑
b∈P Nb = pk,

òàê êàê ïðè ëþáîì x tr(α · x) ∈ P. Îòñþäà Nb = pk−1.

Òåîðåìà 1.2.24 Äëÿ ËÐÏ < u >, îïðåäåëÿåìîé íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (2.2) ñ êîðíåì λ â ïîëå Q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
êîíñòàíòà α ∈ Q òàêàÿ, ÷òî

un = tr(α · λn), n ≥ 0. (1.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.3) ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (2.2)

∑k−1
j=0 aj · un+j =

∑k−1
j=0 aj · tr(α · λn+j) = tr

(
α · λn ·∑k−1

j=1 aj · λj
)

=

tr(α · λn · λk) = tr(α · λn+k) = u(n + k).

Çäåñü ∑k−1
j=1 aj · λj = λk, òàê êàê λ åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà (2.2)

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ðàçëè÷íûì êîíñòàíòàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû

uλ0 = (tr(1λ0), tr(1λ1), . . . , tr(1λk−1)),
uλ1 = (tr(λλ0), tr(λλ1), . . . , tr(λλk−1)),
· · ·
uλk−1 = (tr((λk−1λ0), tr(λk−1λ1), . . . , tr(λk−1λk−1)),

îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ

uλ0 ,uλ1 , . . .uλk−1

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì çíà÷åíèÿì

1, λ, . . . , λk−1 (1.20)

êîíñòàíòû α.
Ìíîæåñòâî ýòèõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Äîïó-

ñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíî çàâèñèìî ìíîæåñòâî êîíñòàíò
(2.4), ñîñòàâëÿþùèõ ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñ ïîëÿ Q.

Äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óêàçàííûõ íà÷àëüíûõ ñî-
ñòîÿíèé ðàâíà íóëþ:

c0u1 + c1uλ + . . . + ck−1uλk−1 = 0.
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Òîãäà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ êîíñòàíò

c0 + c1λ + · · ·+ ck−1λ
k−1

ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è, ñëåäîâàòåëü-
íî, íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

tr((c0 + c1λ + · · ·+ ck−1λ
k−1) · λi) = 0, i = 0, 1, . . . .

Åñëè λ åñòü êîðåíü ïðèìèòèâíîãî, ìíîãî÷ëåíà, òî óðàâíåíèå

tr((c0 + c1λ + · · ·+ ck−1λ
k−1) · x) = 0, (1.21)

óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè ëþáîì x, òî åñòü èìååò pk > pk−1 êîðíåé (0 è pk−1 ñòåïåíåé
êîðíÿ λ), ÷òî ïðè

((c0 + a1λ + · · ·+ ck−1λ
k−1) 6= 0

ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2.2.
Åñëè λ åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïðèìèòèâíûì, ïðåäñòàâèì

÷åðåç íåãî ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò θ ïîëÿ Q :

θ = b0 + b1λ + · · ·+ bk−1λ

è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

tr((c0 + c1λ + · · ·+ ck−1λ
k−1) · θi), i = 0, 1, . . . .

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ôóíêöèè tr, ïîëó÷èì
tr(c0 + c1λ + · · ·+ ck−1λ

k−1) · θi) =
= tr((c0 + c1λ + · · ·+ ck−1λ

k−1) · (∑k−1
j=0 bjλ

j)i) =
= (tr(c0 + c1λ + · · ·+ ck−1λ

k−1))−(i−1)·
·(∑k−1

j=0 bjtr(c0 + c1λ + · · ·+ ck−1λ
k−1)λj))i = 0.

Êàê âèäèì, è â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.5) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè ëþáîì
x (ïðè x, ðàâíîì 0 èëè ëþáîé ñòåïåíè êîðíÿ θ ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ ïîëèíîìèàëüíîãî áàçèñà ïîëÿ
Q.

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæå-
ñòâîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êîíñòàíò α è íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé.
Ïðèìåð 1.2.27 Ïóñòü k = 2, λ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà X2+X+1 íàä ïîëåì GF (2). Êîíñòàíòàì
1 è λ ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ

u1 = tr(1λ0), tr(1λ1) = (tr(1), tr(λ)) = (1 + 1, λ + λ2) = (0, 1);

uλ = (tr(λ)λ0), tr(λλ1) = (tr(λ), tr(λ2)) = (1, 0),

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî êîíñòàíòàì (0,0) è (1,1) ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ

u0 = (0, 0) è u1 = (1, 1).
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Óïðàæíåíèå 1.2.2 Ñôîðìóëèðóéòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà ËÐÏ, îïðå-
äåëÿåìîé èçâåñòíûì íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì, ïî åå îòðåçêó èç k ýëåìåíòîâ.

Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà ñëåäóåò íàéòè ýëåìåíò

α = α0 + α1λ + · · ·+ αk−1λ
k−1,

óïîìèíàåìûé â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû. Äëÿ ýòîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì çàäàííûõ
k ýëåìåíòîâ un, un+1, . . . , uk−1 ñîñòàâèòü è ðåøèòü ñèñòåìó èç k ëèíåéíûõ îòíî-
ñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ýëåìåíòà óðàâíåíèé

un+j = tr
(
(α0 + α1λ + · · ·+ αk−1λ

k−1)λn+j
)
, j = 0, 1 . . . , k − 1.

Ïîñëå òîãî, êàê ýëåìåíò α íàéäåí, k íà÷àëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

uj = tr(α0 + α1λ + · · ·+ αk−1λ
k−1)λj, j = 0, 1 . . . , k − 1.

Ïðèìåð 1.2.28 Ïóñòü k = 2, λ åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà X2 + X + 1. Äàíû ýëåìåíòû u2 =
0, u3 = 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

< u >= u0, u1, u2, u3, . . . ,

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ X2 + X + 1.
Ñîñòàâèì äâà óðàâíåíèÿ

u2 = tr((α0 + α1λ)λ2) = α0 + α1tr(λ3) = α0 + α1 · 0 = 0,

u3 = tr((α0 + α1λ)λ3) = α0 + α1tr(λ4) = α0 + α1tr(λ) = α0 + α1 · 1 = 1.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì α0 = 0, α1 = 1, òî åñòü α = (0, 1).
Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü u0 è u1 :

u0 = tr(aλ0) = tr(0 + λ) = λ + λ2 = λ + λ + 1 = 1,

u1 = tr(aλ1) = tr((0 + λ)λ) = tr(λ2) = tr(λ) = λ + λ2 = 1.

Ñëåäñòâèå 1.2.20 Ïåðèîä ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí ïîðÿäêó
êîðíÿ λ åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà è îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðèìèòèâåí.

Ìèíèìàëüíûé è àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåíû ËÐÏ. ËÐÏ èç ýëå-
ìåíòîâ ïîëÿ P , çàäàííàÿ íåêîòîðûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì, ìîæåò óäî-
âëåòâîðÿòü è ìíîãèì äðóãèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì. Òàê åñëè t åñòü
ïåðèîä ËÐÏ < u >= u0, u1, . . . , òî âûïîëíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
un+t = un, n = 0, 1, . . . , un+2t = un, n = 0, 1, . . . è ò.ä. Ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿ
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, êàê ýòî îïðåäåëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.2.25 Ïóñòü < u >= u0, u1, . . . � ËÐÏ íàä ïîëåì P. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí m(x) íàä ïîëåì
P òàêîé, ÷òî ëþáîé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí f(x) ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè
íàä P ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
< u > òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) äåëèòñÿ íà m(x).

Îïðåäåëÿåìûé ýòîé òåîðåìîé ìíîãî÷ëåí m(x) ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíîì ËÐÏ < u >, èìåþùèì íàèìåíüøóþ ñòåïåíü, îí íà-
çûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ËÐÏ, ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü ËÐÏ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ËÐÏ ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíî-
ãî÷ëåíîì íàä ïîëåì P. Åñëè ïðè ýòîì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïðèìèòèâåí, òî
ËÏÐ èìååò ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä.

ÄËèíåéíîé ñëîæíîñòüþ L(un) êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè < un >=
u0, u1, . . . , un−1 íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòü áåñêîíå÷íîé ËÐÏ

< u >= u0, u1, . . . un−1, un . . . ,

èìåþùåé ìèíèìàëüíóþ ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü.
Àëãåáðà ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

u0, u1, . . . , un, . . . èç ýëåìåíòîâ ïîëÿ P ñâÿæåì ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä îò
ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé x.

G(x) = u0 + u1x + u2x
2 + · · ·+ unx

n + · · · =
∞∑

n=0

unxn. (1.22)

Ñòåïåííîé ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíîãäà íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöè-
åé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå íè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ,
íà îáëàñòü çíà÷åíèé "ôóíêöèè"íå ìîãóò áûòü óêàçàíû. Ðàññìàòðèâàåìàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèøü ôîðìàëüíûì ñèìâîëîì, îòðàæàþùèì ëèíåéíûé ïîðÿ-
äîê ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûñòóïàþò
â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà.

Äâà ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäà

B(x) =
∑∞

n=0 bnxn è ∑∞
n=0 cnx

n

ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè bn = cn, n = 0, 1, . . . .
Èñïîëüçîâàíèå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìíî-

ãî÷ëåí íàä ïîëåì P

p(x) = p0 + p1x + · · ·+ pkx
k

òàêæå êàê ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

p(x) = p0 + p1x + · · ·+ pkx
k + 0 · xk+1 + 0 · xk+2 + · · · .
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Íà ìíîæåñòâå ñòåïåííûõ ðÿäîâ îïðåäåëÿþò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ ïî ïðàâèëàì, àíàëîãè÷íûì ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ:

B(x) + C(x) =
∞∑

n=0

(bn + cn)xn,

B(x)C(x) =
∑∞

n=0(dn)xn, ãäå dn =
∑n

k=0 bkcn−k, n = 0, 1, . . . .

Åñëè B(x) è C(x) � ìíîãî÷ëåíû, òî ýòè îïåðàöèè èìåþò îáû÷íûé ñìûñë ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Â òî æå âðåìÿ, êàê âèäíî, ìîæíî ñêëàäûâàòü è
ïåðåìíîæàòü îáû÷íûå ìíîãî÷ëåíû è ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû ñìåøàííûì
îáðàçîì(îäèí îïåðàíä � ìíîãî÷ëåí, à äðóãîé � ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä).

Ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ äâóìÿ ðàññìîòðåííûìè îïåðà-
öèÿìè îáðàçóåò êîëüöî. Àääèòèâíîé åäèíèöåé êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûé
ðÿä, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

< 0 >= 0, 0, . . .

èç àääèòèâíûõ åäèíèö 0 ïîëÿ P, à ìóëüòèïëèêàòèâíîé åäèíèöåé � ôîðìàëüíûé
ðÿä, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

< 1 >= 1, 0, 0 . . . ,

íà÷èíàþùåéñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé åäèíèöåé 1 ïîëÿ P è ïðîäîëæàþùèéñÿ àä-
äèòèâíûìè åäèíèöàìè ýòîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 1.2.26 Ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

B(x) =
∞∑

n=0

bnx
n

èìååò îáðàòíûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ýëåìåíò B(x)−1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà b0 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C(x) = B(x)−1, òî åñòü

B(x)C(x) =< 1 > .

â êîëüöå ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Òîãäà êîýôôèöèåíòû c0, c1, . . . , b0, b1, . . . ñòåïåííûõ
ðÿäîâ C(x) è B(x) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

d0 = b0c0 = 1,
d1 = b0c1 + b1c0 = 0.
. . .
dn = b0 + cn + b1cn−1 + . . . + bnc0 = 0. . . .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî b0 6= 0, è c0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
êàê b−1

0 â ïîëå P. Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ci, i = 1, 2, . . . ïðè ýòîì îïðåäåëÿ-
þòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ðåêóðñèâíîé ñõåìå.
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Åñëè B(x) èìååò îáðàòíûé ýëåìåíò, òî ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ äåëåíèÿ
A(x)
B(x)

= A(x)B(x)−1. Ôîðìàëüíî ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü äåëåíèåì "óãëîì."
Ïóñòü u0, u1, . . . ëèíåéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k-ãî ïîðÿäêà íàä ïîëåì P ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

un+k = ak−1un+k−1 + ak−2un+k−2 + · · ·+ a0un, n = 0, 1, . . . .

Ìíîãî÷ëåí
f ∗(x) = 1− ak−1x− ak−1x

2 − · · · − a0x
k

íàä ïîëåì P íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, èëè äâîéñòâåííûì ìíîãî÷ëåíîì ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

f(x) = xk − ak−1x
k−1 − ak−1

k−1 − · · · − a0

è âîçâðàòíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîðÿäêà k
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

f ∗(x) = xkf(x−1).

Îòñþäà
f(x) = xkf ∗(x−1).

Åùå îäíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ T
ñäâèãà, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ñòåïåííîìó ðÿäó (2.?) ñòåïåííîé ðÿä

T (G(x)) = u1 + u2x + u3x
2 + · · ·+ un+1x

n + · · · =
∞∑

n=0

un+1x
n. (1.23)

k-êðàòíîìó ïðèìåíåíèþ ýòîé îïåðàöèè ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð T k :

T k(G(x)) = uk + uk1x + · · ·+ un+kx
n + · · · =

∞∑

n=0

un+kx
n. (1.24)

(ïðè k = 0 T k(G(x)) = G(x)). Ìíîãî÷ëåíó f(X) =
∑r

k=0 akx
k ñîîòâåòñòâóåò

êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ ñäâèãà

fT =
r∑

k=0

akT
k.

Â ðåçóëüòàòå åå ïðèìåíåíèå ê ñòåïåííîìó ðÿäó G(x) ïîëó÷àåòñÿ ñòåïåííîé
ðÿä

fT (G(k)) =
r∑

k=0

T k(akG(x)).

Ìíîãî÷ëåí f(X) íàçûâàåòñÿ àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ñòåïåííîãî
ðÿäà G(X), åñëè

fT (G(k)) =
r∑

k=0

T k(G(x)) = 0.
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Óïðàæíåíèå 1.2.3 Ïîêàæèòå, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä èìååò àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è ÷òî
àííóëèðóþùèì åå ìíîãî÷ëåíîì ÿâëÿåòñÿ åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

Àëãîðèòì Áåðëåêýìïà-Ìåññè. Ïóñòü çàäàí îòðåçîê ËÐÏ ñ íåèçâåñò-
íûì ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå áîëåå k, ñîäåðæàùèé íå ìåíåå 2k
ýëåìåíòîâ. Ïðèâåä¼ì îäíó èç ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà-Ìåññè ïî-
ñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà m(x)

Åñëè ñòåïåíü ïîëó÷àåìîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíà k, òî ýòîò ìíî-
ãî÷ëåí åñòü àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïóñòü u0, u1, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàä êîíå÷íûì ïîëåì P è G(x) =∑∞
n=0 unxn � ïðåäñòàâëÿþùèé ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé

ðÿä. Äëÿ j = 0, 1, . . . îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû gj, hj íàä ïîëåì P, öåëûå ÷èñëà
mj è ýëåìåíòû bj èç ïîëÿ P ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

g0(x) = 1, h0(x) = x, m0 = 0, b0 = u0.

Äàëåå äëÿ j = (0, 2k − 1) âûïîëíèòü

1.gj+1(x) = gj(x)− bjhi(x);

2.hj+1(x) =

{
b−1
j xgj(x), åñëè bj 6= 0, mj ≥ 0,

xhj(x) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

3.mj+1 =

{
−mj, åñëè bj 6= 0, mj ≥ 0,
mj + 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

4. Ïðèñâîèòü bj+1 çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðè xj+1

ôîðìàëüíîãî ðÿäà gj+1(x)G(x).

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó â âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïåðâûå 2k ÷ëå-
íîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî âìåñòî ôîðìàëüíîãî ðÿäà G(x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ìíîãî÷ëåí

G2k−1(x) =
2k−1∑

n=0

unx
n.

Åñëè u0, u1, . . . � ËÐÏ ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k, òî ïîñëå âû-
ïîëíåíèÿ óêàçàííûõ äåéñòâèé ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí g2k(x), ðàâíûé âîçâðàòíîìó
ìèíèìàëüíîìó ìíîãî÷ëåíó. Èñêîìûé ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí â ýòîì ñëó÷àå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê

m(x) = xkg2k(1/x).

Åñëè æå çàðàíåå èçâåñòíî ëèøü, ÷òî deg m(x) ≤ k, òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

m(x) = xrg2k(1/x),

ãäå r = bk + 1/2−m2k/2c.
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Ïðèìåð 1.2.29 Ïóñòü 8 ÷ëåíîâ ËÐÏ íàä ïîëåì GF (3) ïîðÿäêà k ≤ 4 îáðàçóþò å¼ íà÷àëüíûé
îòðåçîê

0, 2, 1, 0, 1, 2, 1, 0,

òîãäà
G7(x) = 2x + x2 + x4 + 2x5 + x6.

Ðàáîòà àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå

j gj(x) hj(x) mj bj

0 1 x 0 0
1 1 x2 1 2
2 1 + x2 2x −1 1
3 1 + x + x2 2x2 0 0
4 1 + x + x2 2x3 1 2
5 1 + x + x2 + 2x3 2x + 2x2 + 2x3 −1 2
6 1 + x3 2x2 + 2x3 + 2x4 0 1
7 1 + x2 + 2x3 + x4 x + x4 0 1
0 1 + 2x + x2 + 2x3 0

Â äàííîì ñëó÷àå r = b4 + 1/2−m8/4c = 4. Ïîýòîìó

m(x) = x4 + 2x3 + x2 + 2x.

Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò äàí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìååò âèä

un+4 = un+3 + 2un+2 + un+1. n = 0, 1, . . . .

Ïðèìåð 1.2.30 Ïóñòü ïåðâûå 8 ÷ëåíîâ ËÐÏ íàä ïîëåì GF (2) ñëåäóþùèå:

1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1.

Èñïîëüçóåì ìíîãî÷ëåí G7(x) = 1 + x + x4 + x6 + x7 íàä ïîëåì GF (2) âìåñòî ôîðìàëüíîãî
ñòåïåííîãî ðÿäà G(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèìåíèì àëãîðèòì Áåðëåêýìïà�Ìýññè, ÷òîáû
íàéòè ËÐÏ íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, ñ óêàçàííûìè ïåðâûìè ýëåìåíòàìè. Ðàáîòó àëãîðèòìà
ïðåäñòàâèì â òàáëèöå:

j gj(x) hj(x) mj bj

0 1 x 0 1
1 1 + x x 0 0
2 1 + x x2 1 1
3 1 + x + x2 x + x2 −1 1
4 1 x2 + x3 0 1
5 1 + x2 + x3 x 0 0
6 1 + x2 + x3 x2 1 0
7 1 + x2 + x3 x3 2 0
0 1 + x2 + x3 3

Â ýòîì ïðèìåðå r = b4 + 1/2−m8/2c = 3 è, ñëåäîâàòåëüíî,

m(x) = x3(1 + (1/x)2 + (1/x)3) = x3 + x + 1.
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Òàêèì îáðàçîì, çàäàííûå ýëåìåíòû îáðàçóþò íà÷àëüíûé îòðåçîê ËÐÏ, óäîâëå-
òâîðÿþùåé ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

un+3 = un+1 + un, n = 0, 1, . . . ,

è íå ñóùåñòâóåò ËÐÏ ìåíüøåãî ïîðÿäêà, èìåþùåé òîò æå íà÷àëüíûé îòðåçîê.
Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí x3 + x + 1 ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì äëÿ
ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ óêàçàííûì íà÷àëüíûì îòðåçêîì:

(T 3 + T + 1)(1 + x2 + x3 + x5 + x6 + · · ·) = 0.

Ïðèìåð 1.2.31 Ïîñòðîèì ËÐÏ íàä ïîëåì GF (2) íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, íå ïðåâûøàþùåãî
5, ïåðâûå 10 ÷ëåíîâ êîòîðîé îáðàçóþò îòðåçîê

0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1.

Èñïîëüçóåì ìíîãî÷ëåí

G10 = x2 + x3 + x5 + x6 + x7 + x9,

ïðåäñòàâëÿþùèé óêàçàííûé îòðåçîê. Ðàáîòà àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà-Ìåññè ïðåäñòàâëåíà â
òàáëèöå

j gj(x) hj(x) mj bj

0 1 x 0 0
1 1 x2 1 0
2 1 x3 2 1
3 1 + x3 x −2 1
4 1 + x + x3 x2 −1 1
5 1 + x + x2 + x3 x3 0 1
6 1 + x + x2 x + x2 + x3 + x4 0 0
7 1 + x + x2 x2 + x3 + x4 + x5 1 1
0 1 + x + x3 + x4 + x5 x + x2 + x3 0 1
9 1 + x2 + x4 + x5 x2 + x3 + x4 0 1
10 1 + x3 + x5 x + x3 + x5 + x6 0 0

Â äàííîì ñëó÷àå r = b5+1/2+m10/2c = b5+1/2+0c = 5. Ñëåäîâàòåëüíî,

m(x) = x5(1 + (x−1)3 + (x−1)5) = x5 + x2 + 1.

Óêàçàííûé îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì ËÐÏ, îïðåäåëÿåìîé ðåêóð-
ðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

un+5 = un+2 + un.

Ìíîãî÷ëåí x5 + x2 + 1 åñòü àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè.

1.2.10 Ìèíèìàëüíûé (àííóëèðóþùèé) ìíîãî÷ëåí ËÐÏ.
Àëãîðèòì Áåðëåêåìïà-Ìåññè

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí è ëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü ËÐÏ. ËÐÏ èç
ýëåìåíòîâ ïîëÿ P , çàäàííàÿ íåêîòîðûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì, ìîæåò
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óäîâëåòâîðÿòü è ìíîãèì äðóãèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì. Òàê åñëè t åñòü
ïåðèîä ËÐÏ < u >= u0, u1, . . . , òî âûïîëíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
un+t = un, n = 0, 1, . . . , un+2t = un, n = 0, 1, . . . è ò.ä. Ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿ
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, êàê ýòî îïðåäåëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2.27 Ïóñòü < u >= u0, u1, . . . � ËÐÏ íàä ïîëåì P. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí m(x) íàä ïîëåì
P òàêîé, ÷òî ëþáîé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí f(x) ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè
íàä P ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
< u > òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) äåëèòñÿ íà m(x).

Îïðåäåëÿåìûé ýòîé òåîðåìîé ìíîãî÷ëåí m(x) ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíîì ËÐÏ < u >, èìåþùèì íàèìåíüøóþ ñòåïåíü, îí íà-
çûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ËÐÏ, ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü ËÐÏ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ËÐÏ ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíî-
ãî÷ëåíîì íàä ïîëåì P. Åñëè ïðè ýòîì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïðèìèòèâåí, òî
ËÏÐ èìååò ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä.

Ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ L(un) êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè < un >=
u0, u1, . . . , un−1 íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòü áåñêîíå÷íîé ËÐÏ

< u >= u0, u1, . . . un−1, un . . . ,

èìåþùåé ìèíèìàëüíóþ ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü.
Àëãåáðà ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

u0, u1, . . . , un, . . . èç ýëåìåíòîâ ïîëÿ P ñâÿæåì ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä îò
ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé x.

G(x) = u0 + u1x + u2x
2 + · · ·+ unx

n + · · · =
∞∑

n=0

unxn. (1.25)

Ñòåïåííîé ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíîãäà íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöè-
åé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå íè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ,
íà îáëàñòü çíà÷åíèé "ôóíêöèè"íå ìîãóò áûòü óêàçàíû. Ðàññìàòðèâàåìàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèøü ôîðìàëüíûì ñèìâîëîì, îòðàæàþùèì ëèíåéíûé ïîðÿ-
äîê ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûñòóïàþò
â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà.

Äâà ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäà

B(x) =
∑∞

n=0 bnxn è ∑∞
n=0 cnx

n

ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè bn = cn, n = 0, 1, . . . .
Èñïîëüçîâàíèå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìíî-

ãî÷ëåí íàä ïîëåì P
p(x) = p0 + p1x + · · ·+ pkx

k
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òàêæå êàê ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

p(x) = p0 + p1x + · · ·+ pkx
k + 0 · xk+1 + 0 · xk+2 + · · · .

Íà ìíîæåñòâå ñòåïåííûõ ðÿäîâ îïðåäåëÿþò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ ïî ïðàâèëàì, àíàëîãè÷íûì ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ:

B(x) + C(x) =
∞∑

n=0

(bn + cn)xn,

B(x)C(x) =
∑∞

n=0(dn)xn, ãäå dn =
∑n

k=0 bkcn−k, n = 0, 1, . . . .

Åñëè B(x) è C(x) � ìíîãî÷ëåíû, òî ýòè îïåðàöèè èìåþò îáû÷íûé ñìûñë ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Â òî æå âðåìÿ, êàê âèäíî, ìîæíî ñêëàäûâàòü è
ïåðåìíîæàòü îáû÷íûå ìíîãî÷ëåíû è ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû ñìåøàííûì
îáðàçîì(îäèí îïåðàíä � ìíîãî÷ëåí, à äðóãîé � ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä).

Ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ äâóìÿ ðàññìîòðåííûìè îïåðà-
öèÿìè îáðàçóåò êîëüöî. Àääèòèâíîé åäèíèöåé êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûé
ðÿä, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

< 0 >= 0, 0, . . .

èç àääèòèâíûõ åäèíèö 0 ïîëÿ P, à ìóëüòèïëèêàòèâíîé åäèíèöåé � ôîðìàëüíûé
ðÿä, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

< 1 >= 1, 0, 0 . . . ,

íà÷èíàþùåéñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé åäèíèöåé 1 ïîëÿ P è ïðîäîëæàþùèéñÿ àä-
äèòèâíûìè åäèíèöàìè ýòîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 1.2.28 Ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

B(x) =
∞∑

n=0

bnx
n

èìååò îáðàòíûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ýëåìåíò B(x)−1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà b0 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C(x) = B(x)−1, òî åñòü

B(x)C(x) =< 1 > .

â êîëüöå ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Òîãäà êîýôôèöèåíòû c0, c1, . . . , b0, b1, . . . ñòåïåííûõ
ðÿäîâ C(x) è B(x) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

d0 = b0c0 = 1,
d1 = b0c1 + b1c0 = 0.
. . .
dn = b0 + cn + b1cn−1 + . . . + bnc0 = 0. . . .



68 ÃËÀÂÀ 1. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî b0 6= 0, è c0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
êàê b−1

0 â ïîëå P. Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ci, i = 1, 2, . . . ïðè ýòîì îïðåäåëÿ-
þòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ðåêóðñèâíîé ñõåìå.

Åñëè B(x) èìååò îáðàòíûé ýëåìåíò, òî ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ äåëåíèÿ
A(x)
B(x)

= A(x)B(x)−1. Ôîðìàëüíî ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü äåëåíèåì "óãëîì."
Ïóñòü u0, u1, . . . ëèíåéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k-ãî ïîðÿäêà íàä ïîëåì P ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

un+k = ak−1un+k−1 + ak−2un+k−2 + · · ·+ a0un, n = 0, 1, . . . .

Ìíîãî÷ëåí
f ∗(x) = 1− ak−1x− ak−1x

2 − · · · − a0x
k

íàä ïîëåì P íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, èëè äâîéñòâåííûì ìíîãî÷ëåíîì ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

f(x) = xk − ak−1x
k−1 − ak−1

k−1 − · · · − a0

è âîçâðàòíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîðÿäêà k
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

f ∗(x) = xkf(x−1).

Îòñþäà
f(x) = xkf ∗(x−1).

Àëãîðèòì Áåðëåêýìïà�Ìåññè. Ïóñòü çàäàí îòðåçîê ËÐÏ ñ íåèçâåñò-
íûì ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå áîëåå k, ñîäåðæàùèé íå ìåíåå 2k
ýëåìåíòîâ. Ïðèâåä¼ì îäíó èç ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà-Ìåññè ïî-
ñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà m(x)

Ïóñòü u0, u1, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàä êîíå÷íûì ïîëåì P è G(x) =∑∞
n=0 unx

n � ïðåäñòàâëÿþùèé ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé
ðÿä. Äëÿ j = 0, 1, . . . îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû gj, hj íàä ïîëåì P, öåëûå ÷èñëà
mj è ýëåìåíòû bj èç ïîëÿ P ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

g0(x) = 1, h0(x) = x, m0 = 0, b0 = u0.

Äàëåå äëÿ j = (0, 2k − 1) âûïîëíèòü

1.gj+1(x) = gj(x)− bjhi(x);

2.hj+1(x) =

{
b−1
j xgj(x), åñëè bj 6= 0, mj ≥ 0,

xhj(x) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

3.mj+1 =

{
−mj, åñëè bj 6= 0, mj ≥ 0,
mj + 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

4. Ïðèñâîèòü bj+1çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðè xj+1

ôîðìàëüíîãî ðÿäà gj+1(x)G(x).
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Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó â âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïåðâûå 2k ÷ëå-
íîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî âìåñòî ôîðìàëüíîãî ðÿäà G(x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ìíîãî÷ëåí

G2k−1(x) =
2k−1∑

n=0

unx
n.

Åñëè u0, u1, . . . � ËÐÏ ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k, òî ïîñëå âû-
ïîëíåíèÿ óêàçàííûõ äåéñòâèé ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí g2k(x), ðàâíûé âîçâðàòíîìó
ìèíèìàëüíîìó ìíîãî÷ëåíó. Èñêîìûé ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí â ýòîì ñëó÷àå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê

m(x) = xkg2k(1/x).

Åñëè æå çàðàíåå èçâåñòíî ëèøü, ÷òî deg m(x) ≤ k, òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

m(x) = xrg2k(1/x),

ãäå r = bk + 1/2−m2k/2c.

Ïðèìåð 1.2.32 Ïóñòü 8 ÷ëåíîâ ËÐÏ íàä ïîëåì GF (3) ïîðÿäêà k ≤ 4 îáðàçóþò å¼ íà÷àëüíûé
îòðåçîê

0, 2, 1, 0, 1, 2, 1, 0,

òîãäà
G7(x) = 2x + x2 + x4 + 2x5 + x6.

Ðàáîòà àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå

j gj(x) hj(x) mj bj

0 1 x 0 0
1 1 x2 1 2
2 1 + x2 2x −1 1
3 1 + x + x2 2x2 0 0
4 1 + x + x2 2x3 1 2
5 1 + x + x2 + 2x3 2x + 2x2 + 2x3 −1 2
6 1 + x3 2x2 + 2x3 + 2x4 0 1
7 1 + x2 + 2x3 + x4 x + x4 0 1
0 1 + 2x + x2 + 2x3 0

Â äàííîì ñëó÷àå r = b4 + 1/2−m8/4c = 4. Ïîýòîìó

m(x) = x4 + 2x3 + x2 + 2x.

Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò äàí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìååò âèä

un+4 = un+3 + 2un+2 + un+1. n = 0, 1, . . . .

Ïðèìåð 1.2.33 Ïóñòü ïåðâûå 8 ÷ëåíîâ ËÐÏ íàä ïîëåì GF (2) ñëåäóþùèå:

1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1.
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Èñïîëüçóåì ìíîãî÷ëåí G7(x) = 1 + x + x4 + x6 + x7 íàä ïîëåì GF (2) âìåñòî ôîðìàëüíîãî
ñòåïåííîãî ðÿäà G(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèìåíèì àëãîðèòì Áåðëåêýìïà�Ìýññè, ÷òîáû
íàéòè ËÐÏ íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, ñ óêàçàííûìè ïåðâûìè ýëåìåíòàìè. Ðàáîòó àëãîðèòìà
ïðåäñòàâèì â òàáëèöå:

j gj(x) hj(x) mj bj

0 1 x 0 1
1 1 + x x 0 0
2 1 + x x2 1 1
3 1 + x + x2 x + x2 −1 1
4 1 x2 + x3 0 1
5 1 + x2 + x3 x 0 0
6 1 + x2 + x3 x2 1 0
7 1 + x2 + x3 x3 2 0
0 1 + x2 + x3 3

Â ýòîì ïðèìåðå r = b4 + 1/2−m8/2c = 3 è, ñëåäîâàòåëüíî,
m(x) = x3(1 + (1/x)2 + (1/x)3) = x3 + x + 1.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàííûå ýëåìåíòû îáðàçóþò íà÷àëüíûé îòðåçîê ËÐÏ, óäîâëå-
òâîðÿþùåé ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

un+3 = un+1 + un, n = 0, 1, . . . ,

è íå ñóùåñòâóåò ËÐÏ ìåíüøåãî ïîðÿäêà, èìåþùåé òîò æå íà÷àëüíûé îòðåçîê.
Ïðèìåð 1.2.34 Ïîñòðîèì ËÐÏ íàä ïîëåì GF (2) íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, íå ïðåâûøàþùåãî
5, ïåðâûå 10 ÷ëåíîâ êîòîðîé îáðàçóþò îòðåçîê

0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1.

Èñïîëüçóåì ìíîãî÷ëåí
G10 = x2 + x3 + x5 + x6 + x7 + x9,

ïðåäñòàâëÿþùèé óêàçàííûé îòðåçîê. Ðàáîòà àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà-Ìåññè ïðåäñòàâëåíà â
òàáëèöå

j gj(x) hj(x) mj bj

0 1 x 0 0
1 1 x2 1 0
2 1 x3 2 1
3 1 + x3 x −2 1
4 1 + x + x3 x2 −1 1
5 1 + x + x2 + x3 x3 0 1
6 1 + x + x2 x + x2 + x3 + x4 0 0
7 1 + x + x2 x2 + x3 + x4 + x5 1 1
0 1 + x + x3 + x4 + x5 x + x2 + x3 0 1
9 1 + x2 + x4 + x5 x2 + x3 + x4 0 1
10 1 + x3 + x5 x + x3 + x5 + x6 0 0

Â äàííîì ñëó÷àå r = b5+1/2+m10/2c = b5+1/2+0c = 5. Ñëåäîâàòåëüíî,
m(x) = x5(1 + (x−1)3 + (x−1)5) = x5 + x2 + 1.

Óêàçàííûé îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì ËÐÏ, îïðåäåëÿåìîé ðåêóð-
ðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

un+5 = un+2 + un.
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1.3 Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå
1.3.1 Àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå è ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå

Òåîðèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òî÷íåå, åå ðàçäåëà, èçó÷àþùåãî ïëîñêèå àëãåáðàè÷å-
ñêèå êðèâûå ( âîîáùå îá àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñì. ôóíäàìåíòàëüíóþ ìî-
íîãðàôèþ [69], à î ïëîñêèõ êðèâûõ � äîâîëüíî äîñòóïíî íàïèñàííóþ êíèãó
[62].) Îíà òåñíî ñâÿçàíà òàêæå ñ êîìïëåêñíûì àíàëèçîì (à èìåííî, ñ òåîðèåé
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñì., íàïðèìåð, [44]) è ñ òåîðèåé ÷èñåë (â ÷àñòíîñòè,
ñ äèîôàíòîâûì àíàëèçîì, ñì., íàïðèìåð, [61] ), äî ñèõ ïîð èíòåíñèâíî ðàçâè-
âàåòñÿ è ÷ðåçâû÷àéíî îáøèðíà è ñëîæíà. Â åå ñîçäàíèè ïðèíèìàëè ó÷àñòèå
ìíîãèå êðóïíåéøèå ìàòåìàòèêè ïðîøëîãî, à íà÷èíàåòñÿ îíà (â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå) ñ ïîñëåäíåãî èç âåëèêèõ äðåâíåãðå÷åñêèõ ìàòåìàòèêîâ � Äèîôàíòà.
Ñòðóêòóðó ãðóïïû íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ îïðåäåëèë çíàìåíèòûé ôðàíöóç-
ñêèé ìàòåìàòèê Àíðè Ïóàíêàðå. Äîëãîå âðåìÿ òåîðèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ
ÿâëÿëàñü ÷èñòåéøåé îáëàñòüþ ìàòåìàòèêè, íå èìåþùåé çà åå ïðåäåëàìè íèêà-
êèõ ïðèëîæåíèé. Ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîé òåîðèè è åå âçàèìîñâÿçÿõ ñ äðóãèìè
ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè ìîæíî ïîëó÷èòü, çàãëÿíóâ, íàïðèìåð, â êíèãè [40], [42],
[56], [21].

Â âîñüìèäåñÿòûå ãîäû ïðîøëîãî âåêà òåîðèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ïîëó-
÷èëà ïðèëîæåíèÿ â îáëàñòè ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè áîëüøèõ ÷è-
ñåë (ñì., íàïðèìåð [17], [60]) è ÷åðåç ýòè ïðèëîæåíèÿ âîøëà â êðèïòîãðàôèþ
(êàê â åå îáëàñòè, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì êðèïòîñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ÷îì,
ïðîòîêîëîâ ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé, è ïðîòîêîëîâ öèôðîâîé ïîäïèñè, à òàêæå â
îáëàñòè êëàññè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè, ñâÿçàííûå ñ ãåíåðàöèåé ïñåâäîñëó÷àéíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé).

Â êðèïòîãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ îñíî-
âîé ðÿäà àëãîðèòìîâ ECC � êðèïòîãðàôèè íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Äàëåå ìû
äëÿ êðàòêîñòè áóäåì èíîãäà íàçûâàòü åå ïðîñòî ýëëèïòè÷åñêîé êðèïòîãðàôè-
åé. Èäåÿ ñîçäàíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè áûëà âûäâèíóòà â 1985 ãîäó
íåçàâèñèìî â ðàáîòàõ Â. Ìèëëåðà è Í. Êîáëèöà. Èíòåðåñ â êðèïòîãðàôèè ê
ýëëèïòè÷åñêèì êðèâûì îáóñëîâëåí, ñ îäíîé ñòîðîíû, òåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ
áîãàòûì èñòî÷íèêîì êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï, îáëàäàþùèõ ïîëåçíûìè ñòðóê-
òóðíûìè ñâîéñòâàìè, òàê è òåì, ÷òî íà èõ îñíîâå îáåñïå÷èâàþòñÿ òå æå êðèï-
òîãðàôè÷åñêèå ñâîéñòâà, êîòîðûìè îáëàäàþò ÷èñëîâûå èëè ïîëèíîìèàëüíûå
êðèïòîñèñòåìû, íî ïðè ñóùåñòâåííî ìåíüøåì ðàçìåðå êëþ÷à.

Äàëåå ìû äàåì êðàòêîå è îðèåíòèðîâàííîå òîëüêî íà ïîñëåäóþùèå ïðèëî-
æåíèÿ ââåäåíèå â òåîðèþ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê
(x, y), x, y ∈ F , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ F (X, Y ) = 0, ãäå F (X,Y ) ìíîãî-
÷ëåí ñòåïåíè n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F . Óòî÷íèì, ÷òî ïîä ñòåïåíüþ îäíî÷ëåíà
ïîíèìàåòñÿ ñóììà ñòåïåíåé âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ, à ïîä ñòåïåíüþ ìíî-
ãî÷ëåíà � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ñîñòàâëÿþùèõ åãî îäíî÷ëåíîâ.
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Ïðèìåð 1.3.1 Ñòåïåíü îäíî÷ëåíà 7X3Y 2 ðàâíà 5, à ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà 7X3Y 2 + 2X4 +
6Y 23X2Y 4 ðàâíà 6.

Ïàðû (x, y) ∈ F∈, ýëåìåíòîâ ïîëÿ F , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ êðèâîé,
íàçûâàþòñÿ åå òî÷êàìè.

Êðèâàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè aX + bY + c = 0, íàçûâà-
åòñÿ ïðÿìîé.

Êðèâàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè

a11X
2 + a12XY + a22Y

2 + a1X + a2Y + a0 = 0,

íàçûâàåòñÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 1.3.2 Íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñðåäè òàêèõ êðèâûõ, êðîìå ýëëèïñîâ, ãè-
ïåðáîë è ïàðàáîë, âñòðå÷àþòñÿ è âûðîæäåííûå êðèâûå, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðó
ïðÿìûõ (èíîãäà ñîâïàäàþùèõ), îíè òîæå îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà

(a1X + b1Y + c1)(a2X + b2Y + c2) = 0.

Òî÷êà (x0, y0) êðèâîé F (X, Y ) = 0 íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, åñëè â íåé íå ðàâíû
íóëþ îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà F (X, Y ).

Ïîÿñíèì, ÷òî çäåñü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂F
∂x

, ∂F
∂y

îïðåäåëÿþòñÿ èçâåñòíûìè
ôîðìàëüíûìè ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûìè ê ìíîãî÷ëåíà-
ìè íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì, à èìåííî

∂(A(y)F + B(y)G)

∂x
= A(y)

∂F

∂x
+ B(y)

∂G

∂x

(ëèíåéíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ), è

∂(FG)

∂x
=

∂(F

∂x
G +

∂G

∂x
F

(ïðàâèëî Ëåéáíèöà), èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî åñëè F (x, y) çàïèñàí ïî ñòåïåíÿì
x êàê

F (x, y) = A0(y) + A1(y)x + . . . + An(y)xn,

òî
∂F

∂x
= A1(y) + 2A2(y)x + . . . + nAn(y)xn−1

è àíàëîãè÷íûå ïðàâèëà ñïðàâåäëèâû äëÿ ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïå-
ðåìåííîé y. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, èëè ãëàäêîé, åñëè âñå åå òî÷êè íåîñî-
áûå. Â ëþáîé òàêîé òî÷êå (x, y) ê íåé ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ , ò.å ïðÿìóþ,
îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì

(X − x)
∂F

∂x
+ (Y − y)

∂F

∂y
= 0.
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Íåîñîáàÿ êðèâàÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà íàä ïîëåì F è íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé íàä òåì æå ïîëåì, åñëè íà íåé åñòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà. Íî åñëè äà-
æå òàêèõ òî÷åê íåò, òî îíè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ýòó êðèâóþ íàä
êàêèì-íèáóäü ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F . Ðàññìîòðåíèå òîé æå êðèâîé íàä ðàñøèðå-
íèåì ïîëÿ äàëåå áóäåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ.

Íüþòîí äîêàçàë, ÷òî íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ëþáóþ ýëëèïòè÷å-
ñêóþ êðèâóþ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó y2 = x3 +ax+b (ïîëó÷èâøåìó ïîçæå
íàçâàíèå ôîðìû Âåéåðøòðàññà) ñ ïîìîùüþ çàìåíû êîîðäèíàò âèäà

X =
l1(x, y)

l3(x, y)
, Y =

l2(x, y)

l3(x, y)
, li 6= 0

(ïðîåêòèâíîé çàìåíû êîîðäèíàò).
Óïðàæíåíèå 1.3.1 Ïðîâåðüòå, ÷òî êðèâàÿ Ôåðìà X3 + Y 3 = 1 çàìåíîé X = 3x/y, Y =
(y − 9)/y ñâîäèòñÿ ê êðèâîé y2 − 9y = x3 − 27, è äàëåå ê êðèâîé âèäà y2 = x3 − 27/4.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò äâóõ, ïðîèçâîëü-
íóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6, ai ∈ F ,

òàêæå íàçûâàåìîìó ôîðìîé Âåéåðøòðàññà. Äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ èñ-
ïîëüçóåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé EE íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, çà-
äàâàåìàÿ óðàâíåíèåì âèäà

Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6, ai ∈ F . (1.26)

Áóäåì îáîçíà÷àòü EF ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y) ∈ F2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó
óðàâíåíèþ è ñîäåðæàùåå êðîìå òîãî áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, îáîçíà÷à-
åìóþ O. Ïîêà ÷òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì î áåñêîíå÷íî óäàëåí-
íîé òî÷êå O êàê î òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé áåñêîíå÷íî äàëåêî â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè îñè y è ðàññìàòðèâàåìîé â êà÷åñòâå òðåòüåé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ëþáîé âåðòèêàëüíîé ëèíèåé, âñÿêàÿ òàêàÿ ëèíèÿ ïåðå-
ñåêàåò êðèâóþ â òî÷êàõ (x1, y1), (x2, y2), O.

Åñëè K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ F , òî EK îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y) ∈K2,
óäîâëåòâîðÿþùèõ (3.1), âìåñòå ñ òî÷êîé O. Â îïðåäåëåíèå ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé óäîáíî âêëþ÷èòü è òðåáîâàíèå åå ãëàäêîñòè è äëÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî-
ãî ðàñøèðåíèÿ K ïîëÿ F (ò.å. òàêîãî ðàñøèðåíèÿ, â êîòîðîì ëþáîé ìíîãî÷ëåí
èìååò êîðåíü). Èíûìè ñëîâàìè, äâà óðàâíåíèÿ

a1Y − 3X2 − 2a2X − a4 = 0,

2Y + a1X + a3 = 0 (1.27)
íå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüñÿ îäíîâðåìåííî íè â îäíîé òî÷êå (x, y) ∈ EK2.
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Ñòðàííàÿ, íà ïåðâûé âçãëÿä, íóìåðàöèÿ èíäåêñîâ è ñòðàííîå íàçâàíèå (ýë-
ëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ) îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà
a1 = a3 = a3 = a4 = a6 = 0 ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ

Y 2 = X3 −X,

íàä ïîëåì R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïðè áîëüøèõ X âåäåò ñåáÿ êàê ôóíêöèÿ
Y = X3/2, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçèðîâàíà ïîäñòàíîâêîé X = T 2 è
Y = T 3. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî, ÷òî X èìååò ñòåïåíü 2, à Y èìååò ñòåïåíü 3, èí-
äåêñû êîýôôèöèåíòîâ â (3.1) îïðåäåëÿþò ñòåïåíè, êîòîðûå äîëæíû áûòü äàíû
êîýôôèöèåíòàì, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå ñòàëî îäíîðîäíûì, òî åñòü, ÷òîáû ñòå-
ïåíü êàæäîãî ÷ëåíà áûëà ðàâíà 6 (â îáùåì ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íå
èìååò ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè). Êðèâîé Y 2 = f(X) ñîîòâåòñòâóåò ýëëèï-
òè÷åñêèé èíòåãðàë ∫ dX√

f(X)
,

íå áåðóùèéñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû, â ñâîþ
î÷åðåäü, ñâÿçàíû ñ âû÷èñëåíèåì äëèí äóã ýëëèïñîâ [56],[42]. Èõ èçó÷åíèå íà÷à-
ëîñü åùå â 18 âåêå â ðàáîòàõ Ôàíüÿíî, Ýéëåðà è Ëåæàíäðà.

Äèñêðèìèíàò è èíâàðèàíò ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Â çàâèñèìîñòè îò õàðàê-
òåðèñòèêè charF ïîëÿ F îáùåå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ìîæåò áûòü
óïðîùåíî. Åñëè ïîëå F íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2, òî áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî a1 = a3 = 0, òî åñòü âìåñòî óðàâíåíèÿ (3.1)
ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå

Y 2 = X3 + a2X
2 + a4X + a6, ai ∈ F . (1.28)

Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íå ðàâíà 2, 3, òî ïîñëå óïðîùåíèÿ ëåâîé ÷àñòè (3.4),
ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííîé (à èìåííî, X → X−1/3a2) ìîæíî òàêæå óäàëèòü
÷ëåí X2 è áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïîëàãàòü, ÷òî êðèâàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì âèäà

Y 2 = X3 + aX + b, a, b,∈ F , charF 6= 2, 3. (1.29)
Â ÷àñòíîñòè, â òàêîì âèäå ïðåäñòàâèìû ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä ïîëåì íó-
ëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèìåð, ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä ïîëåì R äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Ïîñëåäíèå, õîòÿ è íå ïðèìåíÿþòñÿ â êðèïòîãðàôèè, äîïóñêàþò
ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ñàìîé êðèâîé è íàãëÿäíîå îáúÿñíåíèå âàæíûõ åå
ñâîéñòâ.

C óðàâíåíèåì (3.4) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E ìîæíî ñâÿçàòü äèñêðèìèíàíò

∆(E) =
(

a

3

)3

+

(
b

2

)2

=
(4a3 + 27b2)

4× 27
(1.30)

ìíîãî÷ëåíà x3 + ax + b è íå èçìåíÿþùèéñÿ ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ j-
èíâàðèàíò

j(E) =
1728(4a3)

∆
. (1.31)
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Ïîíÿòèå äèñêðèìèíàíòà è j-èíâàðèàíòà â îáùåì ñëó÷àå êðèâîé 3.1 âûãëÿäÿò
áîëåå ãðîìîçäêî. À èìåííî,

∆ = −b2
2b8 − 8b3

4 − 27b2
6 + 9b2b4b6,

ãäå b2 = a2
1+4a2, b4 = 2a4+a1a3, b6 = a2

3+4a6, b8 = a2
1a6+4a2a6−a1a3a4+a2a

2
3−a2

4,

j(E) =
c3
4

∆
, c4 = b2

2 − 24b4.

Åñëè ∆ = 0, òî óêàçàííûé ìíîãî÷ëåí èìååò êðàòíûå êîðíè è â òî÷êå (x, 0)
íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ãëàäêîñòè êðèâîé. Âîîáùå ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1.3.1 Êðèâàÿ E ãëàäêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå äèñêðèìè-
íàíò íåíóëåâîé.

Îòìåòèì åùå, ÷òî ïðè òîì æå óñëîâèè ýòà êðèâàÿ íå èìååò ðàöèîíàëüíîé
ïàðàìåòðèçàöèè.

Óòî÷íèì, ÷òî ìû èìåëè â âèäó âûøå ïîä âîçìîæíîñòüþ óïðîùåíèÿ âèäà
óðàâíåíèé äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Äâå êðèâûå E è E ′ íàä ïîëåì F íàçû-
âàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè îíè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè äîïóñòèìîé çàìåíå
êîîðäèíàò

X = u2x + r, Y = u3y + u2sx + t.

Óïðàæíåíèå 1.3.2 Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò îá-
ðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé.

Óïðàæíåíèå 1.3.3 Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä äàííûì ïî-
ëåì ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ èçîìîðôèçìà.

Óïðàæíåíèå 1.3.4 Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì F õàðàêòåðè-
ñòèêè 6= 2 èçîìîðôíà êðèâîé âèäà

Y 2 = X3 + a2X
2 + a4X + a6, ai ∈ F .

Óêàçàíèå: ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ

X = x, Y = y − a1

2
x− a3

2
.

Óïðàæíåíèå 1.3.5 Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì F õàðàêòåðè-
ñòèêè 6= 2, 3 èçîìîðôíà êðèâîé âèäà

Y 2 = X3 + a4X + a6, ai ∈ F .

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå è ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ

X = x− a2/3, Y = y.
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Óïðàæíåíèå 1.3.6 Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì F õàðàêòåðè-
ñòèêè 2 èçîìîðôíà êðèâîé âèäà

Y 2 + XY = X3 + a2X
2 + a6, ai ∈ F

èëè êðèâîé âèäà
Y 2 + a3Y = X3 + a4X + a6, ai ∈ F .

Óêàçàíèå. Åñëè a1 6= 0, ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ

X = a2
1x + a3/a1, Y = a3

1y,

è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå âèäà

Y 2 + XY = X3 + a2X
2 + a4X + a6, ai ∈ F ,

à ïîòîì ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ âèäà

X = x, Y = y + a4.

Åñëè a1 = 0, ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ

X = x + a2, Y = y.

Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íåèçîìîðôíûå íàä äàííûì ïîëåì F ìîãóò áûòü èçî-
ìîðôíûìè íàä åãî ðàñøèðåíèåì. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1.3.2 Äâå êðèâûå èçîìîðôíû íàä àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ
F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò ðàâíûå j-èíâàðèàíòû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé çàìåíû êîîðäèíàò êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïðåîá-
ðàçóþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

ua′1 = a1 + 2s, u2a′2 = a2 − sa1 + 3r − s2, u3a′3 = a3 + ra1 + 2t,

u4a′4 = a4 − sa3 + 2ra2 − (t + rs)a1 + 3r2 − 2st,

u6a′6 = a6 + ra4 + r2a2 + r3 − ta3 − t2 − rta1,

u2b′2 = b2 + 12r, u4b′4 = b4 + rb2 + 6r2, u6b′6 = b6 + 2rb4 + r2b2 + 4r3,

u8b′8 = b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r4, u4c′4 = c4, u
6c′6 = c6, u

12∆′ = ∆.

Ñïðàâåäëèâà òàêæå
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Òåîðåìà 1.3.3 Äëÿ êàæäîãî j ∈ F ñóùåñòâóåò ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä F
ñ èíâàðèàíòîì j. Åñëè j 6= 0, 1728, òî òàêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ

Y 2 + XY = X3 − 36

j − 1728
x− 1

j − 1728
,

äëÿ êîòîðîé c4 = j
j−1728

, ∆ = j2

(j−1728)3
. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ëþáîé êðèâîé

êîíå÷íà. Ïðè j 6= 0, 1728 îíà ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ àâòîìîðôèçìîâ. Íåòðè-
âèàëüíûé àâòîìîðôèçì çàäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

X = x, Y = y − a1x− a3.

Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ñ íóëåâûì j−èíâàðèàíòîì íàçûâàþòñÿ ñóïåðñèíãó-
ëÿðíûìè, åñëè j−èíâàðèàíò íå ðàâåí íóëþ, òî íåñóïåðñèíãóëÿðíûìè.

Õàðàêòåðíûå ôîðìû ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 3.1 (êðèâûå ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì) è íà
Ðèñ.3.2 (êðèâàÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì). Â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè
2 ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.1) èìååò âèä

Y 2 + a3Y

â ñëó÷àå ñóïåðñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ è

Y 2 + a1XY, a1 6= 0,

â ñëó÷àå íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà
ua′1 = a1, c4 = b2

2 = a4
1, çíà÷èò

j = 0 ↔ a1 = 0.

Äëÿ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 2 ìîæíî, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèå r, s, t â äîïóñòè-
ìîì ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò, ïîëîæèòü a1 = 1 â íåñóïåðñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå:

Y 2 + XY = X3 + a2X
2 + a6, ai ∈ F . (1.32)

Òîãäà b2 = 1, b4 = b6 = 0, b8 = a6, c4 = 1, ∆ = a6, j = 1/a6.
Çàâåðøàÿ îáçîð òèïîâ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ çàìåòèì, ÷òî êðè-

âûå õàðàêòåðèñòèêè 3 (char F = 3) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (3.2), êîòîðîå ïðè
a2 6= 0 ê âèäó (3.3) íå ïðèâîäèòñÿ.

1.3.2 Ãðóïïà òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
Íà ìíîæåñòâå EF , ñîñòîÿùåì èç òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (3.1) è åùå îäíî-
ãî ýëåìåíòà � áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè êðèâîé (ôîðìàëüíî ïîêà íå ÿâëÿþ-
ùåéñÿ òî÷êîé êðèâîé ), ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè
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Ðèñ. 1.9: Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.

Ðèñ. 1.10: Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.
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îïåðàöèè àáåëåâîé ãðóïïû. Ïðèíÿòî ïîëó÷àþùóþñÿ ïðè ýòîì ãðóïïó ðàññìàò-
ðèâàòü êàê àääèòèâíóþ ãðóïïó, à îïåðàöèþ íàçûâàòü îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ è
îáîçíà÷àòü, êàê îáû÷íî, çíàêîì ïëþñ. Óïîìÿíóòàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òî÷êà âû-
ïîëíÿåò ðîëü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà (â àääèòèâíîé çàïèñè � íóëÿ) ýòîé ãðóïïû
è îáîçíà÷àåòñÿ O.

Åñëè K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ F , òî EK îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y) ∈K2,
óäîâëåòâîðÿþùèõ (3.1), âìåñòå ñ òî÷êîé O. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå EK
ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïîëå F , òàê è åãî ðàñøèðåíèå
K.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëàãàåì äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, y) ∈ E(F)

(x, y) + O = O + (x, y) = (x, y), O + O = O.

×òîáû îïðåäåëèòü â îáùåì ñëó÷àå îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ àáåëåâîé ãðóïïû, ñíà÷à-
ëà ïîêàæåì, ÷òî êàæäîé òî÷êå (x, y) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ìîæíî ñîïîñòàâèòü
â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñèììåòðè÷íóþ òî÷êó (äàëåå áóäåò ÿñíî, ÷òî òàêàÿ òî÷-
êà è áóäåò òî÷êîé −(x, y), ïðîòèâîïîëîæíîé ê (x, y) òî÷êîé â ãðóïïå äàííîé
êðèâîé). Çàìåòèì, ÷òî âìåñòå ñ òî÷êîé (x, y) êðèâàÿ èìååò è òî÷êó

(x, ỹ) = (x,−a1x− a3 − y). (1.33)

Â ýòîì íå òðóäíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1) ïðè X = x, Y = −a1x−a3−y è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè X = x
è Y = y ìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Ñèììåòðè÷íîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî, êàê
íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ïî òîìó æå ïðàâèëó òî÷êå (x, ỹ) ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíàÿ
òî÷êà, òàê êàê èìååò ìåñòî èíâîëþòèâíûé çàêîí:

(x, y) = (x, ˜̃y).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè óðàâíåíèå ïðèâåäåíî ê âèäó (3.2) (÷òî âîçìîæ-
íî, åñëè 3 6= charF), òî

(x, ỹ) = (x,−y). (1.34)
Â ÷àñòíîñòè, åñëè êðèâàÿ îïðåäåëåíà íàä ïîëåì R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,

òî òî÷êè (x, y) è (x,−y) ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïðÿìîé Y = x ñèììåòðè÷íî îòíîñè-
òåëüíî îñè àáñöèññ (Ðèñ.3.3).

Äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ è íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ õàðàêòåðèñòèêè 2
ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà (x, ỹ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè (÷àñòíûå
ñëó÷àè (3.8) ïðè a1 = 0, a3 = 1 è a1 = 1, a3 = 0)

(x, ỹ) = (x, y + 1) (1.35)

(x, ỹ) = (x, x + y) (1.36)
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

(x, y) + (x, ỹ) = O
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Ðèñ. 1.11: Ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè

è îáîçíà÷àòü
(x, ỹ) = −(x, y).

Êàê âèäèì, ìíîæåñòâî E(F) óäîâëåòâîðÿåò äâóì àêñèîìàì ãðóïïû (ñóùåñòâóåò
íóëåâîé ýëåìåíò è êàæäîìó ýëåìåíòó ñîîòâåòñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò)

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïîêà ÷òî îïðåäåëåíà íàìè äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà õîòÿ áû
îäíî ñëàãàåìîå åñòü O èëè ñëàãàåìûå (x1, y1)è (x2, y2) òàêîâû, ÷òî

x1 = x2, è y2 = ỹ1 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, y1 = ỹ2.

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ñóììó (x1, y1) + (x2, y2) äëÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà

x1 6= x2 (1.37)

èëè
x1 = x2, è y2 6= ỹ1 (èëè y1 6= ỹ2). (1.38)

Ïóñòü P = (x1, y1) è Q = (x2, y2) äâå òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óñëîâèþ (3.13), è íè îäíà èç íèõ íå åñòü O. Îáîçíà÷èì λ(x1, x2, y1, y2) 6= 0
ýëåìåíò ïîëÿ F, òàêîé, ÷òî ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè F 2

L = {(X, Y ) \ Y − y1 = λ(P, Q)(X − x1)} (1.39)

ñîäåðæèò ýòè äâå òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E(F).
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Òàêîé ýëåìåíò ëåãêî âû÷èñëèòü:

λ(P, Q) = λ(x1, x2, y1, y2) =
y2 − y1

x2 − x1

; (1.40)

Åñëè æå P = Q = (x′, y′) (òî åñòü èìååò ìåñòî óñëîâèå (3.13)), âìåñòî ïðÿìîé
(3.14) áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðÿìóþ

L′ = {(X, Y ) \ Y − y′ = λ′(P )(X − x′)}, (1.41)

ãäå
λ′(P ) =

∂F (X, Y )/∂X

∂F (X, Y )/∂Y

∣∣∣∣∣
X=x′,Y =y′

=

=
(a1Y − 3X2 − 2a2X − a4

2Y + a1X + a3

∣∣∣∣∣
X=x′,Y =y′

. (1.42)

Î÷åâèäíî, îíà ñîäåðæèò òî÷êó P = Q. Îòìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëü â âûðàæåíèè
(3. 17) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü íóëåâûì
Óïðàæíåíèå 1.3.7 Ïðîâåðüòå ýòî.

Ïîêàæåì, ÷òî êðîìå òî÷åê P è Q ïðÿìàÿ L (3.14), êàê è ìíîæåñòâî L′ (3.16)
ñîäåðæèò åùå îäíó òî÷êó R ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (3.1). Â ñëó÷àå ïðÿìîé (3.14)
ýòà äîïîëíèòåëüíàÿ òî÷êà ìîæåò ñîâïàñòü ñ òî÷êîé P èëè ñ òî÷êîé Q (Òàêàÿ
òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé èíôëåêöèè).

Óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ (3.14) è (3.16) ðàâíîñèëüíû ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì

Y = λX + β, (1.43)

ãäå
λ = λ(P, Q), β = y1 − λx1. (1.44)

è
Y = λ′x + β′, (1.45)

ãäå
λ′ = λ′(P ), β′ = y1 − λ′x1. (1.46)

Òî÷êà (x, λx + β) ∈ L (èëè òî÷êà (x, λ′x + β′) ∈ L′ ëåæèò íà ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

(λx + β)2 + a2x(λx + β) + a3(λx + β) = x3 + a2x
2 + a4x + a6

(èëè ñîîòâåòñòâåíîî

(λ′x + β′)2 + a2x(λ′x + β′) + a3(λ
′x + β′) = x3 + a2X

2 + a4x + a6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå

(λX + β)2 + a2X(λX + β) + a3(λX + β) = X3 + a2X
2 + a4X + a6
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(èëè ñîîòâåòñòâåíîî

(λ′X + β′)2 + a2X(λ′X + β′) + a3(λ
′X + β′) = X3 + a2X

2 + a4X + a6)

èìååò (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) òðè êîðíÿ, ñðåäè íèõ x1 è x2 (èëè äâàæäû x), òàê
êàê (x1, λx1 + β) è (x2, λx2 + β) (èëè (x, λ′x + β′)) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè P è Q
(òî÷êîé P ) êðèâîé.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Âèåòà, ñîãëàñíî êîòîðîé ñóììà êîðíåé íîðìè-
ðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíà âçÿòîìó ñî çíàêîì ìèíóñ êîýôôèöèåíòó γ (èëè
γ′) ïðè ñòåïåíè, ïðåäøåñòâóþùåé ñòàðøåé ñòåïåíè, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü è
òðåòèé êîðåíü

x3 = γ − x1 − x2 (èëè x3 = γ′ − 2x)

óðàâíåíèÿ, à çàòåì âòîðóþ êîîðäèíàòó

y3 = y1 + λ(x3 − x1) (èëè y3 = y + λ′(x3 − x1)

òðåòüåé òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, ïðèíàäëåæàùåé ïðÿìîé (3.14) (èëè
(3.16)).

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ x3 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îáåèõ êî-
îðäèíàò òðåòüåé òî÷êè

R = (x3, y3) = (γ − x1 − x2, y1 + λ(x3 − x1)) (1.47)

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íà ïðÿìîé (3.15) ÷åðåç êîîðäèíàòû x1, x2, y1, y2.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè

R = (x3, y3) = (γ′ − 2x, y + λ′(x3 − x)) (1.48)

íà ïðÿìîé (3.16).
Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïðè óñëîâèÿõ (3.12) èëè (3.13) ñóììîé äâóõ âîçìîæíî

ñîâïàäàþùèõ òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé îáúÿâëÿåòñÿ òî÷êà

P + Q = −R = −(x3, y3) (1.49)

èëè
P + P = 2P = 2R = −(x3, y3), (1.50)

ãäå (x3, y3) � òðåòüÿ òî÷êà (3.22) èëè (3.23) ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó (3.14)
èëè (3.16) ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî åñòü ñîáëàçí íàçâàòü ñóììîé òî÷åê P,Q ñàìó òî÷êó R. Íî òàê
îïðåäåëåííàÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íå áóäåò èìåòü èìåòü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà.

Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ñëîæåíèÿ èëè óäâîåíèÿ äëÿ ãðóïïû òî÷åê ýëëèï-
òè÷åñêîé êðèâîé è êîíêðåòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò òðåòüåé
òî÷êè, êîãäà íè îäíî èç ñëàãàåìûõ íå åñòü òî÷êà O è êîãäà ýòè ñëàãàåìûå íå
âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíû, ðàññìàòðèâàþòñÿ â ãëàâå 5.
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Åñëè êðèâàÿ îïðåäåëåíà íàä ïîëåì R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî L
åñòü â ñàìîì äåëå ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè P è Q êðèâîé è ïåðåñåêà-
þùàÿ åå â òðåòüåé òî÷êå R. Ñóììîé ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ ê R òî÷êà −R
(Ðèñ. 3.4).

Ýòà òî÷êà R ìîæåò îêàçàòüñÿ òî÷êîé èíôëåêöèè è ñîâïàñòü ñ îäíîé èç òî÷åê
P èëè Q (Ðèñ. 3.5). Ïðÿìàÿ L′ åñòü êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé â òî÷êå P = Q. Òîãäà R
åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ êðèâîé, 2P åñòü òî÷êà, ïðîòèâîïîëîæíàÿ
ê R òî÷êà −R (Ðèñ. 3.6).
Ïðèìåð 1.3.3 Íà êðèâîé y2 = x3 − 36x âîçüìåì òî÷êè P = (−3, 9), Q = (−2, 8). Òîãäà ïðè
âû÷èñëåíèè (èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ êðèâûõ õàðàêòåðèñòèêè, íå ðàâíîé 2 èëè 3, èç ïÿòî
ãëàâû) P + Q íàõîäèì x3 = 6, y3 = 0, à ïðè âû÷èñëåíèè 2P íàõîäèì x3 = 25/4, y3 = −35/8.

Óïðàæíåíèå 1.3.8 Åñëè P = (x, 0), òî 2P = 0, 3P = P, 4P = 0, è ò.ä.
Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííàÿ îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà è â ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ (3.13) è

(3.14), ïîñêîëüêó λ(x1, x2, y1, y2) = λ(y1, y2, x1, x2). è λ′(x, y) = λ′(y, x).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Àíðè Ïóàíêàðå

Òåîðåìà 1.3.4 Ìíîæåñòâî E(F) (ìíîæåñòâî òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
âìåñòå ñ òî÷êîé áåñêîíå÷íîñòè O) ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ, îïèñàííîé âûøå,
ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.

Äîêàçàòü àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè â ýòîé ãðóïïå ìîæíî, èñïîëüçóÿ ÿâíûå
ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè (x3, y3), ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå.

Áåç ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé ìîæíî âûâåñòè àññîöèàòèâíîñòü èç ñëåäóþùåé
òåîðåìû

Ïóñòü òðè ïðÿìûå L1,L2,L3 ïåðåñåêàþò êóáè÷åñêóþ êðèâóþ â äåâÿòè
òî÷êàõ P1, P2, . . . , P9 ñ âîçìîæíûìè ñîâïàäåíèÿìè è ïóñòü L′1,L′2,L′3 � òðè
ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå êðèâóþ â òî÷êàõ Q1, Q2, . . . , Q9. Åñëè Pi = Qi äëÿ
i = 1, . . . 8, òî òàêæå P9 = Q9, êîòîðóþ ìû îñòàâëÿåì áåç äîêàçàòåëüñòâà,
íî äàëåå äîêàçûâàåì íóæíûé íàì åå ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà àññîöèàòèâíîñòè

P1 + (P2 + P3) = (P1 + P2) + P3

ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå òî÷êè êîíå÷íûå, ò.å. Pi 6= 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îíî î÷åâèäíî.
Óïðàæíåíèå 1.3.9 Ïðîâåðüòå âñå æå åãî è â ýòîì ñëó÷àå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â îáùåì ñëó÷àå çàìåòèì, ÷òî òî÷êè P3,−P3, O ëå-
æàò íà íåêîòîðîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé l1 (ò.å. ïðÿìîé, îïðåäåëÿåìîé óðàâ-
íåíèåì âèäà x = a), òàê êàê ýòà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç áåñêîíå÷íî óäàëåí-
íóþ òî÷êó O, òî÷êè −P1,−P2, P1 + P2 ëåæàò íà íåêîòîðîé ïðÿìîé l2, òî÷êè
P1, P2+P3, T1 = −(P1+(P2+P3)) ëåæàò íà íåêîòîðîé ïðÿìîé l3, òî÷êè P1,−P1, O
ëåæàò íà íåêîòîðîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé m1, òî÷êè −P2,−P3, (P2 + P3) ëåæàò
íà íåêîòîðîé ïðÿìîé m2, è òî÷êè P3, P1 + P2, T2 = −((P1 + P2) + P3) ëåæàò
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Ðèñ. 1.12: Ñëîæåíèå òî÷åê (îáùèé ñëó÷àé).

Ðèñ. 1.13: Ñëîæåíèå òî÷åê ñ èíôëåêöèåé.
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Ðèñ. 1.14: Óäâîåíèå òî÷êè P

íà íåêîòîðîé ïðÿìîé m3. Ïðèìåíÿÿ ñôîðìóëèðîâàííóþ âûøå òåîðåìó, ïîëó÷à-
åì, ÷òî T1 = T2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî óêàçàííóþ
òåîðåìó â ïîëíîé îáùíîñòè äîêàçàòü íå ïðîñòî. Âî ïåðâûõ, ýòî òåîðåìà ïðî-
åêòèâíàÿ, è ñðåäè óïîìÿíóòíûõ â íåé òî÷åê Pi ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ áåñêîíå÷íî
óäàëåííàÿ (à â íàøåì ïðèìåðå åå ïðèìåíåíèÿ îíà äåéñòâèòåëüíî âñòå÷àåòñÿ).
Âî âòîðûõ, ñðåäè òî÷åê Pi ìîãóò áûòü ñîâïàäàþùèå (è â íàøåì ïðèìåðå åå ïðè-
ìåíåíèÿ îíè òîæå ìîãóò áûòü). Åñëè æå, íàïðèìåð, ñîâïàäàþò òî÷êè Q1 è Q2

ñðåäè òî÷åê Q1, Q2, Q3 ëåæàùèõ îäíîâðåìåííî è íà îäíîé ïðÿìîé, è íà äàííîé
êðèâîé, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé â òî÷êå Q1 = Q2

ê äàííîé êðèâîé. Ñëó÷àåâ êàñàíèÿ ñðåäè äàííûõ øåñòè ïðÿìûõ ìîæåò áûòü
äîâîëüíî ìíîãî, è êàæäûé èç íèõ ñ òî÷êè çðåíèÿ îáû÷íîé (àôôèííîé) ãåîìåò-
ðèè îïðåäåëÿåò ñâîþ êîíôèãóðàöèþ, íå ïîõîæóþ íà äðóãèå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ æå
ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè âñå ýòè ñëó÷àè îäèíàêîâû, îäíàêî ïðîâåñòè äîêàçàòåëü-
ñòâî, ãîäÿùååñÿ â îáùåì ñëó÷àå, íåïðîñòî. Ìîæíî âíà÷àëå ðàññìîòðåòü ñëó÷àé
îáùåãî ïîëîæåíèÿ, êîãäà âñå äåâÿòü òî÷åê Pi ðàçëè÷íû, òîãäà îñòàëüíûå ñëó÷àè
ìîæíî âûâåñòè èç îáùåãî ñëó÷àÿ àêêóðàòíî îáîñíîâàííûì ïðåäåëüíûì ïåðå-
õîäîì. Îäíàêî ýòó èäåþ ðåàëèçîâàòü íå ïðîñòî, òåì áîëåå, ÷òî òåîðåìó íàäî
äîêàçàòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëåé, â òîì ÷èñëå êîíå÷íûõ.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàçáîðîì îáùåãî ñëó÷àÿ, íî ñäåëàåì äëÿ ëþáîãî ïîëÿ è
áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè
íåñëîæíûìè ëåììàìè, êîòîðûå îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â âèäå óïðàæíåíèé.
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Óïðàæíåíèå 1.3.10 Åñëè l(x, y) = ax + by + c, b 6= 0, òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí f(x, y) ñòåïåíè
3 ïðåäñòàâèì â âèäå l(x, y)q(x, y) + r(x), deg r(x) ≤ 3. Åñëè l(x) = ax + c, a 6= 0, òî ëþáîé
ìíîãî÷ëåí f(x, y) ñòåïåíè 2 ïî ïåðåìåííîé y ïðåäñòàâèì â âèäå l(x)q(x, y)+r(y), deg r(y) ≤ 2.

Óêàçàíèå: ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì îäíîé ïåðåìåííîé è ïðèìåíèòü øêîëüíóþ
òåîðåìó Áåçó.
Óïðàæíåíèå 1.3.11 Åñëè êðèâàÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà íå ñîäåðæèò öåëèêîì äàííóþ íåâåðòè-
êàëüíóþ ïðÿìóþ, òî îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé íå áîëåå ÷åì â òðåõ òî÷êàõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Óêàçàíèå. Ïóñòü êðèâàÿ èìååò âèä f(x, y) = 0, à ïðÿìàÿ l(x, y) = 0. Òîãäà
f(x, y) = l(x, y)q(x, y) + r(x), r(x) 6= 0, deg r(x) ≤ 3, è åñëè (xi, yi) � òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ l = 0 ñ f = 0, òî r(xi) = 0.

Óïðàæíåíèå 1.3.12 Åñëè êðèâàÿ, â óðàâíåíèå êîòîðîé y âõîäèò íå âûøå ÷åì âî âòîðîé
ñòåïåíè, íå ñîäåðæèò öåëèêîì äàííóþ âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ, òî îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé íå
áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Óêàçàíèå. Ïóñòü êðèâàÿ èìååò âèä f(x, y) = 0, à ïðÿìàÿ l(x) = 0. Òîãäà
f(x, y) = l(x)q(x, y) + r(y), r(y) 6= 0, deg r(y) ≤ 2, è åñëè (xi, yi) � òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ l = 0 ñ f = 0, òî r(yi) = 0.

Óïðàæíåíèå 1.3.13 Ñèñòåìà óðàâíåíèé

x1a1 + x2a2 + x3a3 = 0, x1b1 + x2b2 + x3b3 = 0

âñåãäà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.

Óêàçàíèå. Òðè äâóìåðíûõ âåêòîðà âñåãäà ëèíåéíî çàâèñèìû.
Óïðàæíåíèå 1.3.14 Åñëè êðèâàÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò äâå ðàçíûõ ïðÿìûõ, òî îíà
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåõ ïðÿìûõ.

Óêàçàíèå. Åñëè îíà êðèâàÿ f = 0 ñîäåðæèò ïðÿìûå li = 0, òî f = l1q1,
êðèâàÿ q1 = 0 ñîäåðæèò âñå òî÷êè ïðÿìîé l2, êðîìå ì.á. îäíîé, çíà÷èò q1 = l2l3.

Ðàññìîòðèì, êðîìå äàííîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé F (x, y) = 0, åùå äâå êðè-
âûå òðåòüåãî ïîðÿäêà

L(x, y) = L1(x)L2(x, y)L3(x, y) = 0,M(x, y) = M1(x)M2(x, y)M3(x, y) = 0,

ãäå Li,Mi � óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ li,mi ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ èç
íèõ ïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ, åå ìíîæåñòâî òî÷åê ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì òðåõ
ïðÿìûõ li, ïðè÷åì ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà L(x, y) ïî ïåðåìåííîé y íå âûøå äâóõ.
Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ êðèâîé M(x, y) = 0. Äîïóñòèì,
÷òî â ïðèâåäåííîé âûøå êîíôèãóðàöèè âñå òî÷êè ðàçëè÷íû (êðîìå Ti, ðà-
âåíñòâî êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ äîêàæåì). Çíà÷èò, è âñå ïðÿìûå ðàçëè÷íû, èíà-
÷å áû íåêîòîðûå èç íèõ ïåðåñåêàëèñü áû ñ äàííîé êðèâîé F (x, y) = 0 â
÷åòûðåõ òî÷êàõ, ÷òî íåâîçìîæíî ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå. Äîêàæåì, ÷òî
αF +βL+γM = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà (α, β, γ). Äëÿ ýòîãî âûáå-
ðåì íà ïðÿìûõ m1, l1 ïî òî÷êå A1, A2 íå ñîâïàäàþùåé ñ òî÷êàìè êîíôèãóðàöèè,
ëåæàùèìè íà ýòèõ ïðÿìûõ. Ñ ïîìîùüþ óïðàæíåíèÿ 1.3.13 íàéäåì íåíóëåâîé



1.3. ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÐÈÂÛÅ 87

âåêòîð (α, β, γ), òàêîé, ÷òî êðèâàÿ αF + βL + γM ïðîõîäèò ÷åðåç Ai. Äîêàæåì,
÷òî íà ñàìîì äåëå αF +βL+γM = 0. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà
êðèâàÿ αF + βL + γM ÿâëÿåòñÿ êðèâîé íå âûøå òðåòüãî ïîðÿäêà è ïåðåìåííàÿ
y âõîäèò â åå óðàâíåíèå íå âûøå ÷åì âî âòîðîé ñòåïåíè. Òàê êàê ýòà êðèâàÿ
ïðîõîäèò è ÷åðåç òî÷êè êîíôèãóðàöèè P1, P3,−Pi, P1 + P2, P2 + P3, òî îíà ñî-
äåðæèò ïðÿìûå m1, l1, òàê êàê èíà÷å ñ íèìè â òðåõ òî÷êàõ. Òàê êàê m1 6= l1, òî
αF + βL + γM = M1L1S, ãäå óðàâíåíèå S = 0 îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïðÿìóþ.
Òàê êàê òî÷êè P1 + P2,−P2, P2 + P3, T1 = −(P1 + (P2 + P3)) íå ëåæàò íà ïðÿìûõ
m1, l1, òî îíè ëåæàò íà ïðÿìîé s, çíà÷èò îíà ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé l2, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç P1 + P2,−P2, ñ ïðÿìîé m2, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç −P2, P2 + P3, è ñ ïðÿìîé l3,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç P2 + P3, T1, à ýòî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó αF + βL + γM = 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî γ 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êðèâûå F = 0, L = 0 ñîâ-
ïàäàþò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó êðèâîé F = 0. Ñîêðàùàÿ íà γ, ïîëó÷àåì,
÷òî αF + βL = M äëÿ íåêîòîðûõ α, β. Òàê êàê òî÷êà T1 ëåæèò íà êðèâûõ
F = 0, L = 0, òî èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî îíà ëåæèò è íà M = 0. Åñëè
áû îíà íå ñîâïàäàëà ñ T2, òî íà êðèâîé M = 0 ëåæàëî áû 9 êîíå÷íûõ òî÷åê
êðèâîé F = 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê íà êàæäîé èç ïðÿìûõ mi, i > 1 òàêèõ
òî÷åê íå áîëåå òðåõ, à íà ïðÿìîé m1 íå áîëåå äâóõ òàêèõ òî÷åê.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî íà êàæ-
äîé ïðÿìîé ìîæíî âñåãäà íàéòè ÷åòâåðòóþ òî÷êó. Ýòî âåðíî òîëüêî äëÿ ïîëåé,
ñîäåðæàùèõ íå ìåíååå ÷åòûðåõ òî÷åê. Íî åñëè ïîëå ñîäåðæèò ìàëî òî÷åê, ìû
ìîæåì ðàññìîòðåòü òó æå êðèâóþ è òó æå êîíôèãóðàöèþ, â êîòîðîé ìû äîêà-
çûâàëè, ÷òî T1 = T2, íàä ïîëåì, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì äàííîãî ïîëÿ.
Êîíôèãóðàöèÿ ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ, íî íà êàæäîé ïðÿìîé â ïëîñêîñòè íàä
ýòèì ïîëåì áóäåò óæå äîñòàòî÷íî òî÷åê, ÷òîáû ñîõðàíèòü áåç èçìåíåííèÿ ïðî-
âåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå.

Âñå æå ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî íåïîëíîå, òàê â íåì ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî òî÷êè O,−P3, P3 ïðÿìîé l1, òî÷êè −P1,−P2, P1 + P2 ïðÿìîé l2, òî÷êè
P1, P2 + P3, T1 = −(P1 + (P2 + P3)) ïðÿìîé l3, òî÷êè O,−P1, P1 ïðÿìîé m1, òî÷-
êè −P3,−P2, (P2 + P3) ïðÿìîé m2, è òî÷êè P3, P1 + P2 ïðÿìîé m3 ïîïàðíî íå
ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì. Äîêàçàòåëüñòâî, ñïðàâåäëèâîå è â ñëó÷àå êðàòíûõ
òî÷åê, ñòðîèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, íî áîëåå ñëîæíî â äåòàëÿõ. Åñëè Âû õîòèòå
ðàçîáðàòüñÿ â íåì � ÷èòàéòå äàëüøå. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ãîâîðèòü ïðî êàæ-
äóþ èç ïåðå÷èñëåííûõ òî÷åê, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò ïðÿìûì li,mj � òåì ñàìûì,
íà êîòîðûõ îíà ëåæèò ïî îïðåäåëåíèþ, íåâçèðàÿ íà òî, ÷òî ýòà òî÷êà ìîæåò
ïðèíàäëåæàòü îäíîâðåìåííî è åùå äðóãèì ïðÿìûì, åñëè îíà êðàòíàÿ. Äàëåå
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîâïàäàòü (ñêëåèâàòüñÿ) ìîãóò òîëüêî òî÷êè ëåæàùèå íà
îäíîé ïðÿìîé li èëè mj è òîãäà ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ íå ñåêóùåé, à êàñàòåëü-
íîé ê êðèâîé F â ýòîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàïðèìåð ñîâïàäàþò òî÷êè
ïðÿìîé l1 è ïðÿìîé m2, íå ÿâëÿþùèåñÿ èõ ïåðåñå÷åíèåì, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî,
íàïðèìåð èëè P3 = −P2, èëè P3 = P2 + P3, èëè O = P2, èëè O = P2 + P3. Äâà
èç ýòèõ ñëó÷àåâ íåâîçìîæíû, òàê Pi 6= O.

Óïðàæíåíèå 1.3.15 Äîêàæèòå àññîöèàòèâíîñòü â ñëó÷àÿõ P2 = ±P3,±P1.

Òåïåðü äàëåå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íè îäíà èç ïðÿìûõ li íå ñîâïàäàåò
íè ñ îäíîé èç ïðÿìûõ mj, ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà ïðÿìîé li, íå
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ëåæàùàÿ ôîðìàëüíî íà ïðÿìîé mj áóäåò ñîâïàäàòü ñ íåêîòîðîé òî÷êîé ïðÿìîé
mj, ôîðìàëüíî íå ëåæàùåé íà li (à òàêîé ñëó÷àé ìû óæå èñêëþ÷èëè èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ). Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà ïðÿìîé mj íàõîäèëîñü áû
áîëüøå òî÷åê êðèâîé F = 0 ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, ÷åì åé ïîëîæåíî (äâå, â ñëó÷àå
m1 è òðè â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.).

Äàëåå ïîíàäîáÿòñÿ åùå íåñêîëüêî ïðîñòûõ óòâåðæäåíèé î ìíîãî÷ëåíàõ îò
äâóõ ïåðåìåííûõ.
Óïðàæíåíèå 1.3.16 Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè f1 = lq1+r1, f2 = lq2+r2, l �ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí,
ri = ri(x), åñëè l = l(x, y), è ri = ri(y), åñëè l = l(x), òî f1 + f2 = l(q1 + q2) + r1 + r2, òî
f1f2 = lq3 + r1r2, ãäå q3 � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí.

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå øêîëüíóþ òåîðåìó Áåçó.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà P = (x0, y0) ïðÿìîé L(x, y) = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

êðàòíîñòè k êðèâîé F = 0, åñëè F (x, y) = L(x, y)Q+R(x), è x0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
òîé æå êðàòêîñòè ìíîãî÷ëåíà R(x), ò.å. R(x) = (x−x0)

kH(x), H(x0) 6= 0. Àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðàòíîñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé F = 0 ñ âåðòèêàëüíîé
ïðÿìîé L(x) = 0. Äëÿ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà êðèâîé, êðàòíîñòü îïðåäåëÿåì ðàâ-
íîé íóëþ. Äâóêðàòíûå òî÷êè íàçûâàåì äâîéíûìè, à òðîéíûõ ó íàñ íå áóäåò.

Óïðàæíåíèå 1.3.17 Åñëè F = F1F2, è P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé L = 0 c êðèâûìè
Fi = 0 êðàòíîñòè ki, òî òà æå òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ òîé æå ïðÿìîé ñ êðèâîé
F = 0 êðàòíîñòè k1 +k−2. Â ÷àñòíîñòè, åñëè F = lQ, l �ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí, òî äëÿ ïðÿìîé
L = 0 íå ðàâíîé ïðÿìîé l = 0, êðàòíîñòü ëþáîé òî÷êè P ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé L = 0 ñ êðèâîé
Q = 0 ðàâíà êðàòíîñòè òîé æå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé L = 0 ñ êðèâîé F = 0, åñëè P íå
ëåæèò íà ýòîé ïðÿìîé, è íà åäèíèöó ìåíüøå åå, åñëè P ëåæèò è íà ïðÿìîé l = 0. Åñëè æå
ïðÿìûå L = 0 è l = 0 ñîâïàäàþò, òî óïîìÿíóòûå êðàòíîñòè ñîâïàäàþò âñåãäà.

Åñëè F = F1 + F2, è P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé L = 0 c êðèâûìè Fi = 0 êðàòíîñòè
ki, k2 ≥ k1 òî òà æå òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ òîé æå ïðÿìîé ñ êðèâîé F = 0
êðàòíîñòè k1.

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå.
Êàê è â ïðèâåäåííîì âûøå äîêàçàòåëüñòâå â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êðàòíûõ òî-

÷åê, âûáåðåì êðèâóþ F0 = αF +βL+γM ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè Ai, íî òî÷êó
A2 âûáåðåì òàê, ÷òîáû îíà íå ëåæàëà íà ïðÿìûõ mi (åå ìîæíî âûáðàòü, íàïðè-
ìåð, íà ïðÿìîé l1, åñëè íà íåé åñòü õîòÿ áû ÷åòûðå òî÷êè). Äàëåå ìû äîêàæåì,
÷òî åñëè êðèâàÿ F0 íåíóëåâàÿ, òî îíà ñîâïàäàåò ñ M, à ýòî íåâîçìîæíî òàê
êàê M íå ñîäåðæèò A2 ïî ïîñòðîåíèþ. Çíà÷èò îíà íóëåâàÿ, ïîýòîìó M ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè αF +βL, êàê è â òîì äîêàçàòåëüñòâå.
Òàêæå, êàê è â òîì äîêàçàòåëüñòâå çàìå÷àåì, ÷òî êðèâàÿ F0 ñîäåðæèò ïðÿìóþ
m1, îòêóäà F0 = m1Q. Íàäî òîëüêî óòî÷íèòü, ÷òî ïðÿìàÿ m1 ïåðåñåêàåò êðèâóþ
F íå îáÿçàòåëüíî â äâóõ ðàçíûõ êîíå÷íûõ òî÷êàõ, à ìîæåò áûòü è â îäíîé, íî
äâîéíîé òî÷êå (ò.å. êàñàåòñÿ åå â ýòîé òî÷êå). Òîãäà è êðèâàÿ F0 ïåðåñåêàåò ýòó
ïðÿìóþ â òî÷êàõ ñ ñóììàðíîé êðàòíîñòüþ íå ìåíüøå 3, òàê îíà ñîäåðæèò òî÷êó
A1, è îñòàëüíûå äâå (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèå) òî÷êè ïðÿìîé m1 èìåþò òå æå
êðàòíîñòè ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ âåäü L = L1L2L3 èìååò äëÿ òåõ æå òî÷åê òå
æå êðàòíîñòè, òàê êàê äëÿ äâîéíîé òî÷êè â íåé áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ äâå èç òðåõ
ïðÿìûõ li, à êðèâàÿ M = M1M2M3 èìååò âî âñåõ òî÷êàõ ïðÿìîé m1 íóëåâóþ
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êðàòíîñòü îòíîñèòåëüíî åå. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ êðèâàÿ F0 äîëæíà
ñîäåðæàòü m1, çíà÷èò F0 = M1Q. Äîêàæåì, ÷òî Q = M2R. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,
÷òî ñóììà êðàòíîñòåé òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé m2 ñ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà
Q = 0 íå ìåíüøå òðåõ, îòêóäà, àíàëîãè÷íî óïðàæíåíèþ áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî
Q ñîäåðæèò m2. Ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå î ñóììå êðàòíîñòåé î÷åâèäíî, åñëè
âñå òî÷êè m2 íå ëåæàò íà m1, òàê êàê ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ îíè èìåþò äëÿ
êðèâîé Q òàêóþ æå êðàòíîñòü, êàê è äëÿ êðèâîé F0, ò.å. ðàâíóþ òðåì. Åñëè
æå, íàïðèìåð òî÷êà P2 + P3 = P1 (ò.å. ïðÿìàÿ l3 â ýòîé òî÷êå áóäåò êàñàòåëü-
íîé), òî ýòà òî÷êà áóäåò äâîéíîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé F0 ñ ïðÿìîé l1
(ýòî ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, êàê è áûëî ñäåëàíî âûøå â ñëó÷àå ïðÿìîé m1), çíà÷èò
ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ îíà æå áóäåò òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé Q ñ ïðÿìîé l1,
ò.å. áóäåò ëåæàòü íà Q, è åå êðàòíîñòü êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ Q ñ ïðÿìîé m2

áóäåò íå ìåíüøå åäèíèöû, ò.å. êðàòíîñòè òîé æå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé F0 ñ
ïðÿìîé m2 (ïîòîìó ÷òî ýòà òî÷êà íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ äðóãîé òî÷êîé ïðÿìîé
m2, òàê êàê îíà óæå ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïðÿìîé m1 ). Òàêèì îáðàçîì, è äëÿ
òàêèõ òî÷åê êðàòíîñòè îòíîñèòåëüíî êðèâûõ Q è F0 âñåãäà ñîâïàäàþò, è ñóììà
èõ ðàâíà 3, ïîýòîìó, êàê è âûøå, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî Q = M1R. Ìíîãî÷ëåí
R óæå ëèíåéíûé, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îí ïðîïîðöèîíàëåí M3. Ðàññìîòðèì
äâå òî÷êè P3, P1 + P2 ïðÿìîé m3. Ïóñòü îíè ðàçëè÷íû, è íàïðèìåð P3 âñòðå÷à-
åòñÿ k ðàç íà ïðÿìîé l1. Çíà÷èò, êðàòíîñòü åå êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ F0R c l1
íå ìåíüøå k (ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ óæå íå ðàç äîêàçûâàëèñü âûøå). Çíà÷èò,
ñðåäè ïðÿìûõ m1,m2 òîëüêî k− 1 ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó P3, ïîýòîìó êðàòíîñòü
ýòîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà M1M2 = 0 (íà ñàìîì äåëå ýòî
ïðîñòî ïàðà ïðÿìûõ) ñ ïðÿìîé l1 ðàâíà k−1. Ïðèìåíÿÿ óïðàæíåíèå ïîëó÷àåì,
÷òî êðàòíîñòü òîé æå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé R = 0 ñ ïðÿìîé l1 íå ìåíü-
øå 1, çíà÷èò ïðÿìàÿ R = 0 ñîäåðæèò P3. Àíàëîãè÷íî, îíà ñîäåðæèò P1 + P2 è
ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé m3. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé, à èìåííî
ñîâïàäåíèå òî÷åê P3, P1 +P2 (òîãäà m3 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê F â ýòîé òî÷êå).
Èç íàëîæåííîãî âûøå îãðàíè÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòà òî÷êà íå ëåæèò íà ïðÿ-
ìûõ mi, i < 3. Îïÿòü ïðîâåðÿåì, ÷òî êðàòíîñòü ýòîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé
F0 = 0 ñ ïðÿìîé m3 íå ìåíüøå 2. Òàê êàê F0 = M1M2R, à ýòà òî÷êà íå ëåæèò
íà ïðÿìûõ mi, i < 3, òî ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ êðàòíîñòü ýòîé òî÷êè êàê òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ R c m3 íå ìåíüøå 2. Ïðèìåíÿÿ àíàëîã óïðàæíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî
è â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ R = 0 ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé m3. Çíà÷èò, äîêàçàíî, ÷òî
M = αF + βL. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì αβ 6= 0, òàê êàê åñëè, íàïðèìåð, β = 0,
òî êðèâûå M = 0 è F = 0 ñîâïàäàþò, ÷òî íåâîçìîæíî ïî îïðåäåëåíèþ êðèâîé
F , à åñëè α = 0, òî êðèâûå M = 0 è L = 0 ñîâïàäàþò, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó
ðàçëè÷èÿ ïðÿìûõ mi è lj â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äàííîå ïîëå, à çíà÷èò è ëþáàÿ
ïðÿìàÿ ñîäåðæèò áîëåå òðåõ òî÷åê. Âûøå ìû óæå îáúÿñíÿëè, êàê ìîæíî èçáà-
âèòüñÿ îò ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó αβ 6= 0, è ñëåäîâàòåëüíî F ëèíåéíî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç M, L è L ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç F,L.

Äîïóñòèì, ÷òî T1 6= T2 è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, òîãäà T1 = T2 è àññîöèàòèâ-
íîñòü áóäåò äîêàçàíà. Îáîçíà÷èì T òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l3,m3. Òàê êàê
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T ïðèíàäëåæèò L,M òî îíà ïðèíàäëåæèò è F, à çíà÷èò T ñîâïàäàåò ñ îäíîé
èç òî÷åê P1, P2 + P3, T1 ïåðåñå÷åíèÿ F = 0 ñ l3 è ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç òî÷åê
P3, P1 + P2, T2 ïåðåñå÷åíèÿ F = 0 ñ m3. Òàê êàê T íå ìîæåò ñîâïàäàòü îäíî-
âðåìåííî ñ T1 6= T2, òî â ñèëó ñèììåòðèè áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì,
÷òî T 6= T1, çíà÷èò T = P1 èëè T = P2 + P3. Îïÿòü æå â ñèëó ñèììåòðèè áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T = P1. Òîãäà T 6= P3, P1 + P2 â
ñèëó äåéñòâóþùåãî âî âðåìÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæåíèÿ î íåðàâåíñòâå òî-
÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìûõ li, mj, íî íå íà èõ ïåðåñå÷åíèè. Òàê êàê T ñîâïàäàåò ñ
îäíîé èç òî÷åê P3, P1 + P2, T2 òî îñòàåòñÿ òîëüêî âîçìîæíîñòü T = T2. Òàê êàê
T = P1, òî T ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ m1,m3, ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðåäû-
äóùèì óïðàæíåíèÿì T íå ìåíåå ÷åì äâóêðàòíàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l3
ñ êðèâîé F = 0, òàê êàê F = (1/α)M − (β/α)L. Åñëè áû åùå T = P2 + P3, òî
T ëåæàëà áû åùå íà m2, òîãäà îíà áûëà áû òðåõêðàòíîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ F
è l3. Íî â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà T1 6= 0, T1 6= T áûëà áû ÷åòâåðòîé òî÷êîé êðèâîé
F = 0 íà ïðÿìîé l3 ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, ÷òî íåâîçìîæíî ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì
óïðàæíåíèÿì (åñëè áû T1 = O, òî äëÿ ïðÿìîé l3 ñóììà êðàòíîñòåé òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ F áûëà áû íå áîëüøå äâóõ òàêæå ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì óïðàæíåíèÿì).
Åñëè æå T = P1 6= P2 + P3, òî ñóììà êðàòíîñòåé òî÷åê T1, P2 + P3 6= P1 = T
íå ìåíüøå äâóõ, íåçàâèñèìî îò òîãî ñîâïàäàþò îíè, èëè íåò, ïîýòîìó ñóììà
êðàòíîñòåé âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé F è ïðÿìîé l3 íå
ìåíüøå ÷åòûðåõ, ÷òî íåâîçìîæíî ñîãëàñíî óïîìÿíóòûì óïðàæíåíèÿì (èëè â
ñëó÷àå T1 = O íå ìåíüøå òðåõ, ÷òî òîæå íåâîçìîæíî ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå).
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, è òåîðåìà äîêàçàíà.

1.3.3 Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä ïîëÿìè äåéñòâèòåëüíûõ
è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Äëÿ êðèâûõ íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ðàçóìååòñÿ, ñïðàâåäëèâî âñå
ñêàçàííîå âûøå, è, êàê ïîêàçàíî âûøå, âñå èñïîëüçîâàííûå íàãëÿäíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ è ïîíÿòèÿ èìåþò äëÿ íèõ (è òîëüêî äëÿ íèõ) ñàìûé ïðÿìîé ñìûñë.

Óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå äåéñòâèòåëüíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ, â êà-
êîì òî ñìûñëå áîëåå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ðàñøèðåíèåì ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë � ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ìîæíî
è êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ âûáðàòü èç ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òîãäà
ïîëó÷èòñÿ êîìïëåêñíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, òåîðèÿ êîòîðûõ, òåñíî ñâÿçàí-
íàÿ ñ òåîðèåé ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, â îñîáåííîñòè òåîðèåé ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, áûëà ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ Àáåëÿ, Ýéçåíøòåéíà, ßêîáè,
Âåéåðøòðàññà è äðóãèõ âûäàþùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ 19 âåêà. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîé
òåîðèè äàåòñÿ ñâîå äîêàçàòåëüñòâî àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ òî÷åê
íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Íåïîñðåäñòâåííûõ ïðèëîæåíèé â êðèïòîãðàôèè ýòà
òåîðèÿ íå èìååò, è ìû îòñûëàåì çàèíòåðåñîâàâøåãîñÿ åé ÷èòàòåëÿ ê êíèãàì [42],
[56], [44].

Åñëè êîýôôèöèåíòû êðèâîé ðàöèîíàëüíû, òî åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü åå
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íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Èçó÷åíèå ãðóïï ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê òàêèõ
êðèâûõ ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ î÷åíü ñëîæíîé è îáøèðíîé òåîðèè, ÿâëÿþùåéñÿ
âàæíûì ðàçäåëîì òåîðèè ÷èñåë. Õîòÿ â åå ñîçäàíèå âíåñëè âêëàä ìíîãèå âû-
äàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè, íå âñå âîïðîñû â íåé åùå ïîëó÷èëè ðåøåíèå. Ïðåäñòàâ-
ëåíèå îá ýòîé òåîðèè ÷èòàòåëü ìîæåò ïîëó÷èòü ïî êíèãàì [54], [42], [56], [40]. Â
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîãî ðàçäåëà ìû êðàòêî ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî íàèáîëåå
èçâåñòíûõ åå ðåçóëüòàòîâ, õîòÿ â êðèïòîãðàôèè îíè ïðèëîæåíèé íå èìåþò. Î
ïðèëîæåíèÿõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ â àëãîðèòìàõ ôàêòîðèçàöèè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ìîæíî ïðî÷åñòü â [17], [60]

Ïîðÿäêîì òî÷êè P êðèâîé E íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n, òàêîå ÷òî nP = 0. Åñëè òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò, òî òî÷êà èìååò áåñêîíå÷-
íûé ïîðÿäîê. Ïîíÿòèå ïîðÿäêà òî÷êè íà êðèâîé ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ ïîðÿäêà ýëåìåíòà â ëþáîé ãðóïïå.

Òî÷êè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â ãðóïïå êðèâîé E íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè êðó÷åíèÿ
è îáðàçóþò ïîäãðóïïó, íàçûâàåìóþ ïîäãðóïïîé êðó÷åíèÿ.
Óïðàæíåíèå 1.3.18 Ïðîâåðüòå, ÷òî òî÷åê âòîðîãî ïîðÿäêà âñåãäà íå áîëåå òðåõ. Äëÿ êðè-
âîé

Y 2 + Y = X3 −X2

òî÷êè ïîðÿäêà äâà � ýòî
(0,−1), (1, 0), (1,−1).

Óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî óðàâíåíèå Ôåðìà x3 + y3 = 1 ìîæíî ñâåñòè ê âèäó y2 = x3 − 27/4.

Óïðàæíåíèå 1.3.19 Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî óðàâíåíèå Ôåðìà íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé, äîêàæèòå ÷òî êðèâàÿ Ôåðìà y2 = x3 − 27/4 èìååò òîëüêî òðè ðàöè-
îíàëüíûå òî÷êè (3,±9/2) è O. Äîêàæèòå, ÷òî (3,±9/2) èìåþò ïîðÿäîê 3.

Óïðàæíåíèå 1.3.20 Ïóñòü P = (0, 0) òî÷êà êðèâîé y2 + y = x3 − x. Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè
nP = (x, y), òî (n + 1)P =

(
( y

x )2 − x,−( y
x )3 + y − 1

)
è ïîëüçóÿñü ýòèì, ïîäñ÷èòàéòå, ÷òî

2P = (1, 0), 3P = (−1,−1), 4P = (2,−3), 5P = (
1
4
,−5

8
), 6P = (6, 14),

7P = (−5
9
,

8
27

), 8P = (
21
25

,− 69
125

).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ýòîé êðèâîé áåñêîíå÷íà è ïîðîæäàåòñÿ
òî÷êîé (0, 0) (ýòà òî÷êà � îòíþäü íå ðàâíà òî÷êå O � íóëåâîìó ýëåìåíòó óêàçàííîé ãðóïïû).

Èçâåñòíà òåîðåìà, äîêàçàííàÿ íåçàâèñèìî Ýëèçàáåò Ëóòö è Òîðàëüôîì Íà-
ãåëåì, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàöèîíàëüíûå òî÷êè ïîðÿäêà áîëüøåãî 2 íà ðàöèî-
íàëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé y2 = x3 + Ax + B ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè
òî÷êà (x, y) èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê, áîëüøèé 2, òî x, y � öåëûå, è y2 äåëèò
4A3 + 27B2. Íà ñàìîì äåëå â òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ áîëüøå, íàïðèìåð ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå. Åñëè äëÿ ðàöèîíàëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé îáùåãî âèäà
ïðîñòîå ÷èñëî p íå äåëèò åå äèñêðèìèíàò ∆, à â ñëó÷àå p = 2 åùå è a1 = 0
(êðèâàÿ ñóïåðñèíãóëÿðíà), òî ïðè îòîáðàæåíèè ðåäóêöèè ïî ìîäóëþ p (êîãäà
êîýôôèöèåíòû è òî÷êè êðèâîé çàìåíÿþòñÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ GF (p) ïî ïðàâèëó
(a/b)p = ap/zp, ãäå äëÿ ëþáîãî öåëîãî a ap åñòü ýëåìåíò ïîëÿ GF (p), ñîîòâåò-
ñòâóþùèé îñòàòêó îò äåëåíèÿ a íà p) âñå òî÷êè êðó÷åíèÿ äàííîé ðàöèîíàëüíîé
êðèâîé ïåðåõîäÿò â ðàçíûå òî÷êè êðèâîé íàä ïîëåì GF (p), ÿâëÿþùåéñÿ ðåäóê-
öèåé äàííîé êðèâîé ïî ìîäóëþ p.
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Ïðèìåð 1.3.4 Ïðè ðåäóêöèè ïî ìîäóëþ äâà ðàöèîíàëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Y 2 + Y = X3 −X2

ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ
Y 2 + Y = X3 + X2

íàä ïîëåì GF (2). Ýòà êðèâàÿ ñîñòîèò èç ïÿòè òî÷åê (ñ ó÷åòîì áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè
O.) Çíà÷èò ãðóïïà ýòîé êðèâîé èçîìîðôíà Z5 � öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïÿòîãî ïîðÿäêà. Òàê
êàê ãðóïïà êðó÷åíèÿ ýòîé æå êðèâîé íàä ïîëåì Q ñîäåðæèò òî÷êè

(0, 0), (0,−1), (1, 0), (1,−1),

òî ñîãëàñíî òåîðåìå Ëóòö-Íàãåëÿ ýòà ãðóïïà òîæå èçîìîðôíà Z5.

Óïðàæíåíèå 1.3.21 Ðàöèîíàëüíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E

Y 2 + Y = X3 −X

ñîäåðæèò òî÷êè
(±1, 0), (±1,−1), (2, 2), (2,−3), (6,−15)

è èìååò äèñêðèìèíàíò 37.

Óïðàæíåíèå 1.3.22 Ïðîâåðüòå, ÷òî íàä ïîëåì GF (2) îíà èìååò ïÿòü, à íàä ïîëåì GF (3) �
ñåìü òî÷åê. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå Ëóòö-Íàãåëÿ ãðóïïà êðó÷åíèÿ èçîìîðôíà ïîäãðóïïå
Z5 è ïîäãðóïå Z7, çíà÷èò îíà òðèâèàëüíà. Ïîýòîìó âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå òî÷êè èìåþò
áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.

Ïîëíîñòüþ âîçìîæíûé âèä ãðóïïû êðó÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé ðàöèîíàëüíîé
êðèâîé äàåòñÿ ñëåäóþùåé î÷åíü òðóäíîé òåîðåìîé, äîêàçàííîé â 1976 ã. àìåðè-
êàíñêèì ìàòåìàòèêîì Á.Ìàçóðîì. Ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà îäíîé èç 15 ãðóïï:
öèêëè÷åñêèì ãðóïïàì ïîðÿäêà îò 1 äî 12 è ãðóïïàì âèäà Z2⊕Zn, n =2,3,4, ãäå
Zn � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, à çíàê ⊕ îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ïðÿìîé
ñóììû äâóõ ãðóïï.

Ãðóïïà âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé, íî â ýòîì ñëó-
÷àå, ñîãëàñíî ãèïîòåçå Ïóàíêàðå, âûñêàçàííîé â 1901 ã. è äîêàçàííîé ñïóñòÿ 20
ëåò Ìîðäåëëîì, îíà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé, ò.å. ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òî÷åê òàêîå, ÷òî ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà êðèâîé ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà èç äàííîãî ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Íà ÿçûêå òåîðèè
àáåëåâûõ ãðóïï ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ëþáîé ðàöèî-
íàëüíîé êðèâîé èçîìîðôíà ãðóïïå Zr ⊕ T, ãäå T � åå ïîäãðóïïà êðó÷åíèÿ.
×èñëî r íàçûâàåòñÿ ðàíãîì êðèâîé. Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, ìîæåò ëè îí áûòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.

Óïðàæíåíèå 1.3.23 Ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ òî-
÷åê åñëè è òîëüêî åñëè åå ðàíã áîëüøå íóëÿ.

Óïðàæíåíèå 1.3.24 Äîêàæèòå, ÷òî êîîðäèíàòû ëþáîé ðàöèîíàëüíîé òî÷êè (x, y) íà ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé y2 = x3 + ax + b èìåþò âèä íåñîêðàòèìûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé
x = m/e2, y = n/e2.
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Èíòåðåñíî, ÷òî èçâåñòíàÿ ñî âðåìåí äðåâíèõ ãðåêîâ çàäà÷à î êîíãðóýíòíûõ
÷èñëàõ ñâîäèòñÿ ê äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷èâøèì ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷àì î ðàöè-
îíàëüíûõ êðèâûõ. Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî s íàçûâàåòñÿ êîíãðóýíòíûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ðàöèîíàëüíûìè ñòîðîíàìè è ïëîùàäüþ
s.

Óïðàæíåíèå 1.3.25 Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ êîíãðóýíòíûõ ÷èñåë äî-
ñòàòî÷íî îïèñàòü âñå êîíãðóýíòíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñâîáîäíûå îò êâàäðàòîâ (ò.å. íå äå-
ëÿùèåñÿ íà êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 1.)

Ïîýòîìó äàëåå ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñâîáîäíûå îò êâàäðàòîâ ÷èñëà.
Åùå äðåâíèì åãèïòÿíàì ôàêòè÷åñêè áûëî èçâåñòíî, ÷òî 6 � êîíãðóýíòíîå

÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 1.3.26 Äîêàæèòå, ÷òî Âû íå ãëóïåå åãèïòÿí.

Â òðèíàäöàòîì âåêå Ôèáîíà÷÷è, ðåøàÿ çàäà÷ó íà òóðíèðå, äîêàçàë ÷òî 5 �
êîíãðóýíòíîå ÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 1.3.27 Äîêàæèòå, ÷òî Âû íå ãëóïåå ñðåäíåâåêîâûõ èòàëüÿíöåâ.

Ýéëåð äîêàçàë, ÷òî 7 òîæå êîíãðóýíòíîå ÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 1.3.28 Ïîïðîáóéòå-êà ïîñîðåâíîâàòüñÿ ñ Ýéëåðîì.

Íî Ôåðìà äîêàçàë, ÷òî 1 è 2 � íå êîíãðóýíòíûå ÷èñëà.

Óïðàæíåíèå 1.3.29 Äîêàæèòå ýòî.

Óêàçàíèå. Ôåðìà ñâåë çàäà÷ó ê âîïðîñó î ðàçðåøèìîñòè â íàòóðàëüíûõ ÷èñ-
ëàõ óðàâíåíèÿ x4 = z2 + y4.

Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé íåýôôåêòèâíûé êðèòåðèé êîíãðó-
ýíòíîñòè. ×èñëî n êîíãðóýíòíî åñëè è òîëüêî åñëè íàéäåòñÿ òàêîå x, ÷òî
x, x + n, x− n ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèå 1.3.30 Äîêàæèòå ýòî.

Óêàçàíèå. Åñëè X, Y, Z � ñòîðîíû ïèôàãîðîâà òðåóãîëüíèêà ïëîùàäè n, òî
ïðè x = (Z/2)2 ÷èñëà x, x± n � êâàäðàòû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Îáðàòíî, åñëè
÷èñëà x, x± n � êâàäðàòû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî X =

√
x + n−√x− n, Y =√

x + n+
√

x− n, Z = 2
√

x � ñòîðîíû ïèôàãîðîâà òðåóãîëüíèêà ñ ïëîùàäüþ n.
Ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå ïîäñêàçûâàåò ðàññìîòðåòü êðèâóþ y2 = x3 − n2x.

Óïðàæíåíèå 1.3.31 Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè n êîíãðóýíòíî, òî íà êðèâîé y2 = x3 − n2x åñòü
õîòü îäíà òî÷êà, ïîðÿäêà áîëüøåãî 2. Òî÷êè ïîðÿäêà 2 íà ýòîé êðèâîé åñòü (±n, 0) è (0, 0).

Äîâîëüíî òðóäíî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà: êðîìå òðåõ òî÷åê ïî-
ðÿäêà äâà è òî÷êè O íà êðèâîé y2 = x3 − n2x áîëüøå íåò òî÷åê êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà. Èç ýòîé òåîðåìû ìîæíî âûâåñòè, ÷òî

Óïðàæíåíèå 1.3.32 ×èñëî n êîíãðóýíòíî åñëè è òîëüêî åñëè ðàíã êðèâîé y2 = x3 − n2x
ïîëîæèòåëåí.
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Èñïîëüçóÿ ýòîò êðèòåðèé è ñëîæíûå ìåòîäû òåîðèè ìîäóëÿðíûõ ôîðì, Òàí-
íåë â 1983 ã. äîêàçàë, ÷òî åñëè n êîíãðóýíòíî, òî â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n êîëè-
÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ n = 2x2 + y2 + 32z2 ðàâíî ïîëîâèíå
êîëè÷åñòâà öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ n = 2x2 +y2 +8z2, à äëÿ ÷åòíîãî
n â àíàëîãè÷íîì óòâåðæäåíèè óðàâíåíèÿ çàìåíÿþòñÿ íà n/2 = 4x2 + y2 + 32z2

è n/2 = 4x2 + y2 + 8z2. Îí òàêæå äîêàçàë, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå,
íî äëÿ ýòîãî åìó ïðèøëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîêà íå äîêàçàííîé ãèïîòåçîé Áåð-
÷à è Ñâèííåðòîí-Äàéåðà. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå [42] è
÷àñòè÷íî â [40].

Èñïîëüçîâàíèå òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ïîìîãëî àìåðèêàíñêèì ìàòå-
ìàòèêàì Óàéëñó è Òåéëîðó äîêàçàòü áîëüøóþ òåîðåìó Ôåðìà. Ïðåäñòàâëåíèå î
íåêîòîðûõ ïðèìåíÿåìûõ â ýòîì äîêàçàòåëüñòå ìåòîäàõ ìîæíî ïîëó÷èòü ïî [40],
[56]. Íî ïîëíîñòüþ äîêàçàòåëüñòâî ââèäó åãî ñëîæíîñòè â äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå
ïîêà íå îïóáëèêîâàíî.

Îäíàêî íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè òåîðåìû Ôåðìà ìîãóò áûòü ñðàâíèòåëüíî
íåñëîæíî ñâåäåíû ê çàäà÷àì î êîíêðåòíûõ ðàöèîíàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðè-
âûõ. Êàê ýòî ñäåëàòü â ñëó÷àå n = 3, êðàòêî óêàçûâàëîñü âûøå (ïîäðîáíîñòè
ñì. â [40]). Íî ìîæíî ýòî ñäåëàòü è â ñëó÷àå n = 7, êàê ïîêàçàë N.D. Elkies â ðà-
áîòå ¾The Klein Quartic in Number Theory¿ èç ñáîðíèêà ¾ The Eightfold Way¿,
MSRI Publications, V.35,1998. Ó íàñ íåò ìåñòà äëÿ èçëîæåíèÿ åãî ðàññóæäå-
íèé, íî æåëàþùèì ìû ìîæåì ïðåäëîæèòü ïîïðîáîâàòü ñâîè ñèëû â ðåøåíèè
ñëåäóþùèõ òðóäíûõ óïðàæíåíèé.
Óïðàæíåíèå 1.3.33 Íåðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ôåðìà x7 + y7 = z7 â íåíóëåâûõ öåëûõ
÷èñëàõ ìîæíî ñâåñòè ê íåðàçðåøèìîñòè â íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ Êëåéíà X3Y +
Y 3Z + Z3X = 0, ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó X = x3z, Y = y3x,Z = z3y. Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ
Êëåéíà â íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñëàõ ðàâíîñèëüíà ðàçðåøèìîñòè â íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñëàõ óðàâíåíèÿ x3y + y3 + x = 0.

Óïðàæíåíèå 1.3.34 Âûðàçèòå ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

(X3Y + Y 3Z + Z3X)(X3Z + Y 3X + Z3Y )

÷åðåç
s1 = X + Y + Z, s2 = XY + XZ + Y Z, s3 = XY Z,

è ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííîé ôîðìóëîé äîêàæèòå, ÷òî åñëè óðàâíåíèå Êëåéíà èìååò ðåøåíèå â
íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñëàõ, òî óðàâíåíèå

s4
2 + s3(s5

1 − 5s3
1s2 + s1s

2
2 + 7s2

1s3)) = 0

òîæå èìååò ðåøåíèå â íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñëàõ.

Óïðàæíåíèå 1.3.35 Åñëè óðàâíåíèå

s4
2 + s3(s5

1 − 5s3
1s2 + s1s

2
2 + 7s2

1s3)) = 0

èìååò ðåøåíèå â íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñëàõ, òî óðàâíåíèå

s4
2 + s3(1− 5s2 + s2

2) + 7s2
3 = 0

èìååò ðåøåíèå â íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ.
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Óïðàæíåíèå 1.3.36 Åñëè óðàâíåíèå

s4
2 + s3(1− 5s2 + s2

2) + 7s2
3 = 0

èìååò ðåøåíèå â íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ, òî ïîäîáíîå æå ðåøåíèå èìååò óðàâíåíèå

1 + u(1− 5v−1 + v−2) + 7u2 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.3.37 Åñëè óðàâíåíèå

1 + u(1− 5v−1 + v−2) + 7u2 = 0.

èìååò ðåøåíèå â íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ, òî ïîäîáíîå æå ðåøåíèå èìååò óðàâíåíèå

y2 = −28u3 + 21u2 − 4u.

Îòñòóòñâèå íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ó ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ N.D.
Elkies äîêàçàë ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíî (õîòÿ è íå ïðîñòî).

1.3.4 Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè
Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè èìåþò, åñòåñòâåííî, êîíå÷íûå

ãðóïïû òî÷åê. Ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû áóäåì íàçûâàòü ïîðÿäêîì ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé. Íàïîìíèì, ÷òî ïîðÿäêîì òî÷êè P ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ
íàèìåíüøåå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî kP = O. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîðÿäîê òî÷êè
äåëèò ïîðÿäîê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ïðè îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà êðèâîé åå ìîæíî çàìåíèòü íà óäîáíóþ èçîìîðô-
íóþ åé êðèâóþ, òàê êàê ó èçîìîðôíûõ êðèâûõ ïîðÿäêè î÷åâèäíî îäèíàêîâû.
Ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òî è èõ ãðóïïû èçîìîðôíû, íî ýòî âåðíî, ïîýòîìó äàëåå âñå-
ãäà ìîæíî îãðàíè÷èòñÿ ðàññìîòðåíèåì êðèâûõ ñ óðàâíåíèÿìè ñïåöèàëüíîãî
âèäà, óêàçàííîãî â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.

Äëÿ íåáîëüøèõ ïîëåé âû÷èñëåíèå ãðóïïû òî÷åê äàííîé êðèâîé è åå ïîðÿäêà
íå ñîñòàâëÿåò òðóäà.

Ïðèìåð 1.3.5 Íàïðèìåð, êðèâàÿ y2 = x3 + x íàä ïîëåì GF (23) ñîñòîèò èç 23 òî÷åê

(0, 0), (1, 5), (1, 18), (9, 5), (9, 18), (11, 10), (11, 13), (13, 5), (13, 18),

(15, 3), (15, 20), (16, 8), (16, 15), (17, 10), (17, 13), (18, 10),

(18, 13), (19, 1), (19, 22), (20, 4), (20, 19), (21, 6), (21, 17).

Ó÷èòûâàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, ïîëó÷àåì ÷òî ïîðÿäîê ýòîé êðèâîé ðàâåí 24. Äëÿ
ñîñòàâëåíèÿ ñïèñêà òî÷åê äîñòàòî÷íî ïåðåáèðàòü ýëåìåíòû a = 0, 1, . . . , 22 ïîëÿ è äëÿ êàæäîãî
èç íèõ äëÿ íàõîæäåíèÿ y íóæíî ðåøàòü â ýòîì ïîëå óðàâíåíèå y2 = a3 + a, ò.å. èçâëåêàòü
êâàäðàòíûé êîðåíü. Äîñòàòî÷íî íàéòè òîëüêî îäèí êîðåíü y, âòîðîé êîðåíü âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå −y mod 23 = 23− y. Êâàäðàòíûå êîðíè ñóùåñòâóþò îäíàêî íå âñåãäà.
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Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è èçâëå÷åíèå êâàäðàòíûõ êîðíåé â êîíå÷-
íûõ ïîëÿõ. ×èñëî a, a 6≡ 0 (mod p), íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî
ìîäóëþ p, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå b, ÷òî b2 ≡ a (mod p) è êâàäðàòè÷íûì íåâû-
÷åòîì ïî ìîäóëþ p, åñëè òàêîãî b íå ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòíûå
êîðíè èçâëåêàþòñÿ òîëüêî èç êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è èç íóëÿ.

Òàáëèöó êâàäðàòíûõ êîðíåé ìîæíî ñîñòàâèòü çàðàíåå. Åå ëåãêî ñîñòàâèòü,
åñëè åñòü òàáëèöû ëîãàðèôìîâ è àíòèëîãàðèôìîâ ïî ïðîèçâîëüíîìó ïðèìèòèâ-
íîìó ýëåìåíòó ýòîãî ïîëÿ.
Óïðàæíåíèå 1.3.38 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îäíîãî èç êâàäðàòíûõ êîðíåé â êîíå÷íîì ïîëå
íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

logα

√
x =

1
2

logα x mod (p− 1),

ãäå p � ïîðÿäîê ïîëÿ, à äåëåíèå íà äâà âûïîëíÿåòñÿ ïî ìîäóëþ p− 1, .

Îäíàêî äëÿ áîëüøèõ ïîëåé òàêèå òàáëèöû ãðîìîçäêè, äà è èõ âû÷èñëåíèå
çàòðóäíèòåëüíî, òàê êàê ïðîáëåìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â áîëüøèõ
êîíå÷íûõ ïîëÿõ òðóäíîðåøàåìà (íà ýòîì ôàêòå è îñíîâàíà ïî÷òè âñÿ êðèïòî-
ãðàôèÿ ñ îòêðûòûì êëþ÷îì). Ãîðàçäî ïðîùå íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿòü êâàä-
ðàòíûå êîðíè.

Èçâåñòåí àëãîðèòì èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíûõ êîðíåé â êîíå÷íîì ïîëå Òîíåë-
ëè, ïîçäíåå ïåðåîòêðûòûé Ä.Øåíêñîì. Åãî ìû èçëîæèì â âèäå çàäà÷, ðåøåíèÿ
êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêå È.Ì.Âèíîãðàäîâà ïî òåîðèè ÷èñåë (îíè òàì
ñîäåðæàëèñü çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû Ä.Øåíêñà).
Óïðàæíåíèå 1.3.39 Äîêàæèòå, ÷òî ïðè p = 4k+3, åñëè a ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì
ïî ìîäóëþ p, òî êâàäðàòíûì êîðíåì èç a ïî ìîäóëþ p ÿâëÿåòñÿ ±ak+1.

Óïðàæíåíèå 1.3.40 Äîêàæèòå, ÷òî ïðè p = 8k+5, åñëè a ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì,
ïî ìîäóëþ p, òî êâàäðàòíûì êîðíåì èç a ïî ìîäóëþ p ÿâëÿåòñÿ ±ak+1. ±ak+12(2k+1)s ãäå s = 0
èëè 1.

???????Ïðîïàäàåò èçîáðàæåíèå çà ïðåäåëàìè ïîëåé ñòðàíè-
öû@@@@@@@@@@@@@@@@
Óïðàæíåíèå 1.3.41 Ïóñòü p = 8k+1 è N � íåêîòîðûé êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p
è a � ïðîèçâîëüíûé êâàäðàòè÷íûé âû÷åò. Îáîñíóéòå ñëåäóþùèé áûñòðûé ìåòîä èçâëå÷åíèÿ
êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç a ïî ìîäóëþ p. Ïðåäñòàâèì p â âèäå 2kh + 1, k ≥ 3, h = 2m + 1. Òîãäà
a2k−1h mod p = 1, N2k−1h mod p = −1, a2k−2h mod p = ±1, ïîýòîìó ïðè íåêîòîðîì s2 = 0
èëè 1 a2k−2hNs22

k−1h mod p = 1, a2k−3hNs22
k−2h mod p = ±1, ïîýòîìó ïðè íåêîòîðîì s3 = 0, 1

èëè 3 a2k−3hNs32
k−2h mod p = 1, a2k−4hNs32

k−3h mod p = ±1, è ò.ä., ïîêà íå ïîëó÷èì ïðè
íåêîòîðîì 0 ≤ sk ≤ 2k−1 − 1 ðàâåíñòâî ahNsk2h mod p = 1, çíà÷èò èñêîìûì êîðíåì áóäåò
x = ±a(h+1)/2Nskh.

Óêàçàííûé àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü O(log2 p)4, åñëè íàì çàðàíåå èçâåñòåí
íåâû÷åò N. Åñëè îí íåèçâåñòåí, åãî ìîæíî íàéòè ïåðåáîðîì, åñëè íàó÷èòñÿ
áûñòðî îïðåäåëÿòü ïî ÷èñëó, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî âû÷åòîì èëè íåâû÷åòîì ïî äàí-
íîìó ìîäóëþ. Êàê ýòî äåëàòü, óêàçàíî íèæå. Àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Áàõ
[82] äîêàçàë â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà,



1.3. ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÐÈÂÛÅ 97

÷òî íàèìåíüøèé êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p íå ïðåâîñõîäèò 2 ln2 p ïðè
p > 1000. Ïîýòîìó, âåðîÿòíî, åãî òîæå ìîæíî íàéòè ñî ñëîæíîñòüþ O(log2 p)4,
åñëè ïðèìåíèòü òåîðèþ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ Ýéëåðà-Ëåæàíäðà-Ãàóññà, êî-
òîðóþ äàëåå ìû êðàòêî èçëàãàåì â âèäå çàäà÷ (â îñíîâíîì, î÷åíü òðóäíûõ). Çà
áîëåå ïîäðîáíûì èçëîæåíèåì îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ó÷åáíèêó È.Ì.Âèíîãðàäîâà
èëè ê áîëåå ñëîæíûì êíèãàì [4], [64].

Óïðàæíåíèå 1.3.42 Â ìíîæåñòâå Z∗p , p > 2, ïîðîâíó êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è íåâû÷åòîâ.
Ïðîèçâåäåíèå âû÷åòîâ åñòü âû÷åò, ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåâû÷åòîâ � îïÿòü âû÷åò, à ïðîèçâåäå-
íèå âû÷åòà íà íåâû÷åò � íåâû÷åò. ×èñëî p− 1 ÿâëÿåòñÿ âû÷åòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
p = 4k + 1.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ñèìâîë Ëåæàíäðà
(

a
p

)
ðàâåí 1, åñëè a � âû÷åò, è ðàâåí

ìèíóñ 1, åñëè a � íåâû÷åò,
(

a
p

)
= 0, åñëè a êðàòíî p.

Óïðàæíåíèå 1.3.43 Äîêàæèòå, ÷òî
(

a
p

)
è a

p−1
2 èìåþò ðàâíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p è(

a
p

)(
b
p

)
=

(
ab
p

)
.

Óïðàæíåíèå 1.3.44 Äîêàæèòå, ÷òî:
à) äëÿ ëþáûõ a è x, íå êðàòíûõ p, îñòàòîê îò äåëåíèÿ ax íà p ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ

εxrx íà p, ãäå
1 ≤ rx ≤ (p− 1)/2, εx = (−1)b2ax/pc,

á) äëÿ ëþáîãî a, íå êðàòíîãî p, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(

a

p

)
= (−1)s,

ãäå

s =
(p−1)/2∑

x=1

b2ax/pc.

Óïðàæíåíèå 1.3.45 Äîêàæèòå, ÷òî
(

1
p

)
= (−1)

p−1
2 = sin

πp

2
.

(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 =

√
2 sin

πp

4
.

Óïðàæíåíèå 1.3.46 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïðîñòûõ íå÷åòíûõ p è q

(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

Äëÿ áîëåå èçÿùíîé ôîðìû çàïèñè ïðåäûäóùåé òåîðåìû Ãàóññà
???????????????????????? ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáî-
ãî íå÷åòíîãî ÷èñëà a âûáåðåì a∗ òàê, ÷òîáû a = ±a∗ è a∗ èìåëî áû âèä 4k + 1,
ãäå k� öåëîå.
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Óïðàæíåíèå 1.3.47 Äîêàæèòå, ÷òî
a) äëÿ ëþáûõ íå÷åòíûõ a, b

ab∗ = a∗b∗, a = (−1)
a−1
2 a∗

á) äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p > 2
(

2
p

)
= (−1)

p∗−1
4 ,

(−2
p

)
= (−1)

p−1
2 + p∗−1

4 ,

â) äëÿ ëþáûõ ïðîñòûõ p, q > 2
(

q

p

)
=

(
p∗

q

)
.

Óïðàæíåíèå 1.3.48 Äîêàæèòå, ÷òî
(−3

p

)
=

2√
3

sin
2πp

3
.

Óïðàæíåíèå 1.3.49 Äîêàæèòå, ÷òî ïðè p = 4k + 1 êâàäðàòíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p èç −1
ÿâëÿåòñÿ ±1 · 2 · · · 2k.

Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè ïîçâîëÿåò áûñòðî âûÿñíÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ÷èñëî a
êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p. Äëÿ ýòîãî íóæíî âû÷èñëèòü ñèìâîë Ëåæàíäðà(

a
p

)
. Åñëè ìû óìååì ðàçëîæèòü ÷èñëî a íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè a = pα1

1 . . . pαm
m , òî ýòî ìîæíî

ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è è çàêîíà âçàèìíîñòè.

Óïðàæíåíèå 1.3.50 Äîêàæèòå, ÷òî
(

a

p

)
=

(
p1

p

)
. . .

(
pm

p

)
.

Ïðèìåíåíèå çàêîíà âçàèìíîñòè ñâîäèò âû÷èñëåíèå
(

pi

p

)
ê âû÷èñëåíèþ

(
p
p1

)
=

(
r
p1

)
, ãäå

r = p mod p1, è óêàçàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà îïÿòü ïðèìåíÿåòñÿ, íî ê óæå ìåíüøèì ÷èñëàì.
Ïîñêîëüêó íåèçâåñòåí áûñòðûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, óêàçàííûé

ñïîñîá, òàêæå êàê è àíàëîãè÷íûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ
÷èñåë ñ èçâåñòíûìè ðàçëîæåíèÿìè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè óñòíîì
ñ÷åòå.

Ñèìâîë ßêîáè è àëãîðèòì Êðîíåêåðà. Ê ñ÷àñòüþ, åñòü áûñòðûé àëãîðèòì âû÷èñ-
ëåíèÿ ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè åãî îáîáùåíèÿ � ñèìâîëà ßêîáè, è
î÷åíü íàïîìèíàþùåãî àëãîðèòì Åâêëèäà.

Ââåäåì ñèìâîë Êðîíåêåðà-ßêîáè
(

a
b

)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Åñëè b = 0, òî ïðè a = ±1 ñèìâîë
(

a
0

)
= 1, è ðàâåí 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

2) Åñëè b 6= 0, òî çàïèøåì åãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ b =
∏

pi íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ
ïðîñòûõ ÷èñåë pi è, ìîæåò áûòü, îäíîé ìèíóñ åäèíèöû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷è-
ñåë è îïðåäåëèì ñèìâîë Êðîíåêåðà-ßêîáè

(
a
b

)
êàê ïðîèçâåäåíèå

∏(
a
pi

)
ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà,

à òàêæå ñèìâîëîâ (a

2

)
=

{
0, åñëè a ÷åòíî
(−1)(a

2−1)/8, åñëè a íå÷åòíî
è (

a

−1

)
=

{
1, åñëè a ≥ 0
−1, åñëè a < 0.
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Óïðàæíåíèå 1.3.51 Äîêàæèòå, ÷òî
à)

(
a
b

)
= 0 åñëè è òîëüêî åñëè (a, b) > 1.

á) Äëÿ ëþáûõ öåëûõ a, b, c ñïðàâåäëèâû ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñâîéñòâà ñèìâîëà Êðîíåêåðà-
ßêîáè (

ab

c

)
=

(a

c

) (
b

c

)
,

( a

bc

)
=

(a

b

) (a

c

)
, åñëè bc 6= 0.

Óïðàæíåíèå 1.3.52 Äîêàæèòå, ÷òî
à) Ïðè ôèêñèðîâàííîì öåëîì b > 0 ñèìâîë Êðîíåêåðà-ßêîáè êàê ôóíêöèÿ ¾÷èñëèòåëÿ¿ a

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì b â ñëó÷àå b mod 4 6= 2 è ïåðèîäîì 4b â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
á) Ïðè ôèêñèðîâàííîì öåëîì a 6= 0 ñèìâîë Êðîíåêåðà-ßêîáè êàê ôóíêöèÿ ¾çíàìåíàòåëÿ¿

b ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì |a| â ñëó÷àå a mod 4 = 0 èëè 1, è ñ ïåðèîäîì 4|a| â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Óïðàæíåíèå 1.3.53 Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ íå÷åò-
íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p, q (−1

p

)
= (−1)

p−1
2 ,

(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 ,

(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

Óïðàæíåíèå 1.3.54 Ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ íå÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë
p, q ïðè q > 0 (

q

p

)(
p

|q|
)

= (−1)
p−1
2

q−1
2 .

Óïðàæíåíèå 1.3.55 Àëãîðèòì Êðîíåêåðà.
à) (Ïðîâåðêà b íà ðàâåíñòâî íóëþ) Åñëè b = 0 òîãäà

(
a
b

)
= 1 åñëè |a| = 1 è

(
a
b

)
= 0 â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
á)(Óäàëåíèå äâîåê èç b ) Åñëè a, b îáà ÷åòíûå, òî

(
a
b

)
= 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì v

ðàâíûì íàèáîëüøåé ñòåïåíè äâîéêè, äåëÿùåé b è çàìåíÿåì b íà 2−vb. Åñëè v ÷åòíî, ïîëàãàåì
k = 1, èíà÷å áåðåì k = (−1)(a

2−1)/8. Åñëè b < 0, òî ìåíÿåì ïåðåä íèì çíàê, à åñëè ê òîìó æå
a < 0 ìåíÿåì çíàê ó k.

â) (Ïðîâåðêà a íà ðàâåíñòâî íóëþ) Åñëè a = 0, òî ïðè b > 1 âûõîä àëãîðèòìà ðàâåí 0, à
ïðè b = 1 âûõîä ðàâåí k è ðàáîòà çàêîí÷åíà.

ã) (Óäàëåíèå äâîåê èç a ) Â ñëó÷àå a 6= 0 ïîëàãàåì v ðàâíûì íàèáîëüøåé ñòåïåíè äâîéêè,
äåëÿùåé a è çàìåíÿåì a íà 2−va. Åñëè v ÷åòíî, óìíîæàåì k íà (−1)(b

2−1)/8.
ä) (Ïðèìåíåíèå çàêîíà äâîéñòâåííîñòè è øàã Åâêëèäà) Óìíîæàåì k íà (−1)(a−1)(b−1)/4,

ïîëàãàåì r = |a|, çàìåíÿåì a íà bmodr è b íà r è âîçâðàùàåìñÿ ê ïóíêòó â).
Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëÿåò ñèìâîë Êðîíåêåðà-ßêîáè.

Óïðàæíåíèå 1.3.56 Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ (−1)(a
2−1)/8 äîñòàòî÷íî íàéòè amod8

è âîñïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé {0, 1, 0,−1, 0,−1, 0, 1}. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ (−1)
(a−1)(b−1)

4 äîñòàòî÷íî
íàéòè amod 4, bmod 4 è âîñïîëüçîâàòüñÿ çàðàíåå âû÷èñëåííîé òàáëèöåé.

Ïðèìåíÿþò àëãîðèòì Êðîíåêåðà â îñíîâíîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà, íî â
ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ âîçíèêàþò ñèìâîëû Êðîíåêåðà-ßêîáè, áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâà-
íèþ êîòîðûõ ôàêòè÷åñêè óäàåòñÿ ïðèìåíèòü äàæå íåêîòîðûé óñêîðåííûé âàðèàíò àëãîðèòìà
Åâêëèäà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òîëüêî ëèøü ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà ïðèìåíèòü àëãîðèòì Åâêëèäà
äî êîíöà ðåäêî óäàåòñÿ è ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ïðîìåæóòî÷-
íûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî ëåãêî âûïîëíèòü ïðè ðàáîòå ñ ìàëåíüêèìè ÷èñëàìè è ïðàêòè÷åñêè
íåâîçìîæíî ñ áîëüøèìè.
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Óïðàæíåíèå 1.3.57 Äîêàæèòå, ÷òî áèòîâàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Êðîíåêåðà, ïðèìåíÿåìî-
ãî ê n-ðàçðÿäíûì ÷èñëàì, ðàâíà O(n2).

Óïðàæíåíèå 1.3.58 Äîêàæèòå, ÷òî íà ïîñëåäíåì øàãå àëãîðèòìà Êðîíåêåðà âìåñòî a =
bmod r â ñëó÷àå a > r/2 ìîæíî âçÿòü a − r. Òîãäà âñåãäà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
0 < a ≤ b/2 è àëãîðèòì áóäåò ñõîäèòñÿ íåñêîëüêî áûñòðåå.

Óïðàæíåíèå 1.3.59 Ïîêàæèòå ïî àíàëîãèè ñ áèíàðíûì àëãîðèòìîì Åâêëèäà êàê ìîäèôè-
öèðîâàòü àëãîðèòì Êðîíåêåðà òàê, ÷òîáû â íåì íå âûïîëíÿëèñü îïåðàöèè äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì,
à òîëüêî îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ.

Òåîðåìà Õàññå è ïîðÿäîê ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä êîíå÷íûì
ïîëåì. Ïîëüçóÿñü ñèìâîëîì Ëåæàíäðà, ëåãêî óêàçàòü ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà òî÷åê íà êðèâîé
y2 = f(x). Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ y2 ≡ f(x) (mod p) îòíîñèòåëüíî y ïðè
ôèêñèðîâàííîì x ðàâíî 1 +

(
f(x)

p

)
(ýòî âåðíî è ïðè f(x) = 0). Ó÷èòûâàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåí-

íóþ òî÷êó, ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ïîðÿäêà êðèâîé â âèäå

p + 1 +
p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
.

Ïðè ìàëûõ ïðîñòûõ p, ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé è òåîðèåé êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïîðÿäîê
êðèâîé íàä ïîëåì GF (p) íàõîäèòü äîâîëüíî ëåãêî.

Óïðàæíåíèå 1.3.60 Íàéäèòå ïîðÿäîê êðèâîé y2 = x3 + x + 4 mod 23.

Íî âû÷èñëåíèå ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íå âñåãäà ïðîñòî èëè äàæå âîçìîæíî. Îá-
ùàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîðÿäêà êðèâîé íåèçâåñòíà. Íåèçâåñòíî äàæå, ìîæíî ëè çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ íàéòè êðèâóþ äàííîãî ïîðÿäêà. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî ýòîìó ïîâîäó ìîæíî íàéòè
â [171]. Â [118] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä êîëüöîì
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà n íà ìíîæèòå-
ëè, íî ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü äîêàçàíà â êëàññå âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ.

Òåì íå ìåíåå èçâåñòíû ñïîñîáû âûáîðà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè,
äîïóñêàþùèõ ïðîñòîå îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà. Ýòè ñïîñîáû âàæíû, ïîòîìó ÷òî â êðèïòîãðàôè-
÷åñêîì îòíîøåíèè ïîëåçíûìè ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå, ïîðÿäîê êîòîðûõ ñîäåðæèò
áîëüøèå ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Äëÿ êðèâûõ, ó êîòîðûõ ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ ¾ãëàäêèì¿ ÷èñëîì
(ò.å. ðàçëàãàþùèìñÿ òîëüêî íà ìàëûå ïðîñòûå) ïðîáëåìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ìî-
æåò áûòü ðåøåíà ñðàâíèòåëüíî áûñòðî àëãîðèòìîì Ïîëèãà-Õåëëìàíà-Çèëüáåðà, åùå ðàíüøå
íàéäåííîì, íî íå îïóáëèêîâàííîì â îòêðûòîé ïå÷àòè Â.È.Íå÷àåâûì (ñì., íàïðèìåð [52], [68],
[17]).

Èçâåñòíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä êîíå÷-
íûì ïîëåì. Îíà áûëà íàéäåíà â òðèäöàòûå ãîäû íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ãåëüìóòîì Õàññå. Ïî
òåîðåìå Õàññå ïîðÿäîê N ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì GF (q) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|N − q − 1| ≤ 2
√

q.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

q + 1− 2
√

q ≤ N ≤ q + 1 + 2
√

q.

Òåîðåìà Õàññå â ñëó÷àå ïðîñòîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ êàæåòñÿ èíòóèòèâíî î÷åâèäíîé, òàê êàê
âû÷åòû è íåâû÷åòû ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ ðàñïðåäåëåíû â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ðàâíîìåðíî
è â ñóììå

p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
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ñëàãàåìûå ±1 âåäóò ñåáÿ ïîäîáíî ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ ïî ïðÿìîé. Îäíàêî âñå èçâåñòíûå
åå äîêàçàòåëüñòâà î÷åíü ñëîæíû, äàæå ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî Þ.È.Ìàíèíà â ñëó÷àå
ïðîñòûõ q, êîòîðîå ìîæíî íàéòè â [40] è â [26].

Ñïðàâåäëèâà è áîëåå îáùàÿ òåîðåìà Õàññå-Âåéëÿ
Ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì GF (q) è N � ïîðÿäîê åå ãðóïïû. Òîãäà äëÿ

ïîðÿäêà N(n) ãðóïïû ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E(GF(q\)) íàä ïîëåì GF (qn) ñïðàâåäëèâà ôîð-
ìóëà

N(n) = qn + 1− αn − βn,

ãäå α è β � êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2−tx+q = 0, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò t = q+1−N.
Âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî t2 ≤ 4q è â ñëó÷àå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà êîðíè êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ α è β áóäóò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè.

Ýòà òåîðåìà áûëà ïîñëå âîéíû îáîáùåíà íà øèðîêèé êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ
À.Âåéëåì, à â ñåìèäåñÿòûå ãîäû åå îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîá-
ðàçèÿ áûëî ïîëó÷åíî Ï.Äåëèíåì. Ýòè èñêëþ÷èòåëüíî òðóäíûå è íåýëåìåíòàðíûå ðåçóëüòàòû
ìû ìîæåì çäåñü òîëüêî óïîìÿíóòü. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî ñðàâíèòåëüíî ýëåìåíòàðíîå (íî òîæå
âåñüìà ñëîæíîå) äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ Âåéëÿ ïîëó÷èë Ñ.À.Ñòåïàíîâ [61].

Â ñëó÷àå ïîëåé ìàëîé õàðàêòåðèñòèêè ïîðÿäîê ãðóïïû ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ëåãêî íàéòè
ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Õàññå.

Óïðàæíåíèå 1.3.61 Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ êðèâîé y2 = x3 + 2x2 + 1 íàä ïîëåì GF (3)

N = N(1) = 5, t = 4−N = −1,

N(n) = 3n + 1− αn − βn = 3n + 1− ((1 +
√

11i)/2)n − ((1−
√

11i)/2)n.

Íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòåñü, ÷òî ýòà ôîðìóëà âåðíà äëÿ n = 2.

Èíîãäà ìîæíî òî÷íî âû÷èñëèòü ïîðÿäîê ãðóïïû ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé è äëÿ ïîëåé áîëü-
øîé õàðàêòåðèñòèêè. Íàïðèìåð, ïðè q = pd, p íå êðàòíîì 2n, è q ≡ 3(mod 4) ïîðÿäîê êðèâîé
y2 = x3 − n2x ðàâåí q + 1.

Óïðàæíåíèå 1.3.62 Äîêàæèòå ýòî.

Óêàçàíèå. Òî÷êè ïîðÿäêà 2 � ýòî (0, 0), (±n mod p, 0) è O. Ðàçîáüåì x 6= 0,±n mod p íà
ïàðû {x,−x}. Òàê êàê f(x) = x3 − n2x íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ è (−1) íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì
â ïîëå GF (q) (òàê êàê èíà÷å (−1)(q−1)/2 = 1 ñîãëàñíî òåîðåìå Ôåðìà, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè
q ≡ 3(mod4), òî òîëüêî îäèí èç äâóõ ýëåìåíòîâ f(x), f(−x) = −f(x) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì (òàê
êàê â ïîëå GF (q) ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòîâ � êâàäðàò, è ïðîèçâåäåíèå íåêâàäðàòîâ � òîæå
êâàäðàò), ïîýòîìó êàæäàÿ ïàðà äàåò ïàðó òî÷åê êðèâîé.

Ïóñòü u � ïðîèçâîëüíûé êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò â ïîëå GF (q), q íå÷åòíî. Òîãäà êðèâàÿ
E′ : y2 = x3 + u2ax + u3b íàçûâàåòñÿ ñêðó÷èâàíèåì êðèâîé E : y2 = x3 + ax + b.

Óïðàæíåíèå 1.3.63 Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïîðÿäêîâ êðèâîé è åå ñêðó÷èâàíèÿ ðàâíà 2q +2.

Óêàçàíèå. Ïóñòü f(x) = x3 +ax+ b. Êîãäà x ïðîáåãàåò ýëåìåíòû ïîëÿ GF (q), òî x/u òîæå
ïðîáåãàåò âñå ýòî ïîëå è êàæäîìó êîðíþ ìíîãî÷ëåíà g(x) ñîîòâåòñòâóåò îäíà è òà æå òî÷êà
òî÷êà íà îáîèõ êðèâûõ. Êàæäîìó çíà÷åíèþ f(x), êîòîðîå åñòü êâàäðàòè÷íûé âû÷åò, ñîîòâåò-
ñòâóåò äâå òî÷êè íà E è íè îäíîé íà E′ òàê êàê u3 � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò. Àíàëîãè÷íî,
êàæäîìó çíà÷åíèþ f(x), êîòîðîå åñòü êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò, ñîîòâåòñòâóåò äâå òî÷êè íà E′

è íè îäíîé íà E. Òàê èìååòñÿ q çíà÷åíèé f(x) ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, òî îáùåå ÷èñëî êîíå÷íûõ
òî÷åê íà îáîèõ êðèâûõ ðàâíî 2q.

Áëàãîäàðÿ ýòîìó ôàêòó ïîñëå òîãî, êàê íàéäåí ïîðÿäîê êðèâîé, ïîðÿäîê åå ñêðó÷èâàíèÿ
íàõîäèòñÿ áåç âû÷èñëåíèé.

Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ ëåãêî âû÷èñëèòü ïîðÿäîê.
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Óïðàæíåíèå 1.3.64 Ïîðÿäîê êðèâîé y2 = x3 + b mod p, p ≡ 2mod 3, ðàâåí p + 1.

Óêàçàíèå. Òàê êàê êóáè÷åñêèé êîðåíü â ïîëå GF (p) âñåãäà ñóùåñòâóåò è îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåí, òî äëÿ êàæäîãî y íà êðèâîé ëåæèò ðîâíî îäíà òî÷êà ((y2 − b)1/3, y).

Óïðàæíåíèå 1.3.65 Ïîðÿäîê êðèâîé y2 = x3 + ax mod p, ãäå p ≡ 3mod 4), a
p = 1, ðàâåí

p + 1.

Óêàçàíèå. Òàê êàê −1 åñòü êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò â GF (p), òî êàæäàÿ ïàðà {x,−x}, x 6= 0,
äàåò äâà ðåøåíèÿ:

(x, (x3 + ax)1/2), (x,−(x3 + ax)1/2)

èëè
(x, (−x3 − ax)1/2), (x,−(−x3 − ax)1/2)

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áóäåò ëè êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì x3 +ax èëè íåò. Óðàâíåíèå x3 +ax =
0 mod p èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ãðóïïû ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì GF (q) èçâåñòåí
àëãîðèòì R.Schoof'a [148], [149] è åãî âàðèàíòû, èçâåñòíûå êàê SEA (Schoof-Elkies-Atkin) àë-
ãîðèòì, óêàçàííûå â ðàáîòàõ Elkies, Atkin, Mueller, Charlap, Coley, Robbins, Dewaghe, Morain,
Lercier è äð. (ñì. íàïðèìåð, [94], [122], [120]), â êîòîðûõ îöåíêà åãî ñëîæíîñòè óìåíüøèëàñü
ñ O(log2 q)8 äî O(log2 q)6 è îí äîâåäåí äî ñîñòîÿíèÿ, ïîçâîëèâøåãî â ðàáîòå [136] âû÷èñëèòü
ïîðÿäîê êðèâîé íàä ïîëåì GF (p) äëÿ 500-çíà÷íîãî ïðîñòîãî p. Íà ðóññêîì ÿçûêå èçëîæå-
íèå àëãîðèòìà Schoof'a äëÿ ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ïîëåé íåäàâíî ïîÿâèëîñü â [17] â ñâÿçè ñ åãî
ïðèìåíåíèåì â àëãîðèòìàõ ðàçëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè. Àëãîðèòì Schoof'a áûë
ðàñøèðåí â [116] è íà ñëó÷àé ÷åòíîãî q, è â ðÿäå ðàáîò ñóùåñòâåííî óñîâåðøåíñòâîâàí (ñì.,
íàïðèìåð [132], [121]). Áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì íåäàâíî ïîÿâèëñÿ â [145], [96].

Èçâåñòåí òàêæå äðóãîé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà êðèâûõ� ìåòîä êîìïëåêñíîãî óìíî-
æåíèÿ [117],[137],[123]. Îäíàêî ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòèõ ìåòîäîâ âûõîäèò çà ðàìêè êíèãè.

Ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ äîâîëüíî ïîõîæè íà ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû
êîíå÷íûõ ïîëåé. Îíè òîæå êîììóòàòèâíûå è èìåþò àñèìïòîòè÷åñêè òàêîé æå ïîðÿäîê. Íî
îïåðàöèè â íèõ áîëåå ñëîæíûå, è åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî è ïðîáëåìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèô-
ìèðîâàíèÿ â íèõ ðåøàåòñÿ áîëåå ñëîæíî. Ýòè îæèäàíèÿ îïðàâäûâàþòñÿ, è äàëåå ìû îá ýòîì
ñêàæåì ïîäðîáíåå. Íî ñ àáñòðàêòíîé àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ãðóïïû òî÷åê êðèâûõ íàä
êîíå÷íûìè ïîëÿìè óñòðîåíû íå òàê ñëîæíî, êàê ó ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ.

Â îáùåì ñëó÷àå, ýòè ãðóïïû èëè öèêëè÷åñêèå (èçîìîðôíûå Zm ïðè íåêîòîðîì m), èëè
ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñóììàìè äâóõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï Zm1 ⊕ Zm2 , ãäå m2 äåëèò m1 è m2

äåëèò q − 1.
Ñïðàâåäëèâû è áîëåå òî÷íûå óòâåðæäåíèÿ èç [?]

Òåîðåìà 1.3.5 Äëÿ ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì GF (q), q = pn, ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: ïîðÿäîê èìååò âèä q + 1 − t, ãäå äëÿ t óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç
óñëîâèé

1) t 6≡ 0(mod p) è t2 ≤ 4q
2) n íå÷åòíî è ëèáî t = 0, ëèáî t2 = pq ïðè p = 2, 3
3) n ÷åòíî è ëèáî t = 4q, ëèáî t2 = q ïðè p 6≡ 1(mod 3), ëèáî t = 0 ïðè p 6≡ 1(mod4). Åñëè

p äåëèò t, êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðñèíãóëÿðíîé.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ t2 = 0, q, 2q, 3q, 4q. Ñòðóêòóðà
ãðóïï ñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé [?].

Òåîðåìà 1.3.6 Åñëè t2 = q, 2q, 3q, òî ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ. Åñëè t2 = 4q, òî ãðóïïà èçî-
ìîðôíà Z√q−1 ⊕ Z√q−1 â ñëó÷àå t = 2

√
q, èëè èçîìîðôíà Z√q+1 ⊕ Z√q+1 â ñëó÷àå t = −2

√
q.

Åñëè t = 0, q 6≡ 3(mod4). òî ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ. Åñëè t = 0, q ≡ 3(mod 4), òî ãðóïïà èëè
öèêëè÷åñêàÿ èëè èçîìîðôíà Z(q+1)/2 ⊕ Z2



1.3. ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÐÈÂÛÅ 103

Â [113] äîêàçàíî, ÷òî ñðåäè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ïî ìîäóëþ p äîëÿ öèêëè÷åñêèõ (ò.å.
èìåþùèõ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó) íå ìåíåå 0.7785− o(1).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òåîðåì ñëîæíîå, è ïîýòîìó çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Ðàçëàãàÿ êàæäóþ
èç öèêëè÷åñêèõ ãðóïï â ïðîèçâåäåíèå ãðóïï ïîðÿäêîâ pn äëÿ ðàçíûõ ïðîñòûõ, ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü ãðóïïó ïðîèçâîëüíîé êðèâîé åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï âèäà

Zpα ⊕ Zpβ , α ≥ β, α > 0.

Ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè

(pα, pβ)p|N ,

ãäå N � ïîðÿäîê ãðóïïû, íàçûâàåòñÿ åå òèïîì. Îí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ãðóïïó ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Óïðàæíåíèå 1.3.66 Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû êðèâûõ èç äâóõ ïðåäûäóùèõ óïðàæíåíèé ÿâ-
ëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè.

Óêàçàíèå. Äîïóñòèì, ÷òî ãðóïïû íåöèêëè÷åñêèå. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî p â èõ òèïàõ âñòðå-
÷àþòñÿ êîìïîíåíòû (lα, lβ), α > β > 0, ãäå l � äåëèòåëü p − 1. Íî òàê êàê ïîðÿäîê ãðóïïû
òî÷åê ðàâåí p + 1, òî l � äåëèòåëü p + 1 ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà. Çíà÷èò l = 2. Íî ñðàâíåíèå
x3 + b = 0 mod p èìååò îäíî ðåøåíèå. Çíà÷èò β = 0.

Ïðèìåð 1.3.6 Ãðóïïà êðèâîé y2 = x3− n2x íàä ïîëåì GF (q), q = pd, ïðè p, íå êðàòíîì 2n,
è q ≡ 7( rmmod8) � íå öèêëè÷åñêàÿ.

Óïðàæíåíèå 1.3.67 Äîêàæèòå ýòî.

Óêàçàíèå. Ñîãëàñíî îäíîìó èç ïðåäûäóùèõ óïðàæíåíèé, åå ïîðÿäîê ðàâåí q +1 è êðàòåí
8, à òî÷åê ïîðÿäêà 2 â íåé ðîâíî 3.

Óïðàæíåíèå 1.3.68 Íàéäèòå òèï êðèâîé y2 = x3 − x íàä ïîëåì GF (71).

Óêàçàíèå. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó óïðàæíåíèþ â åå òèï âõîäÿò ÷èñëà 4, 2. Îñòàåòñÿ ïðîâå-
ðèòü, áóäåò ëè òèï èìåòü âèä (4, 2, 9) èëè (4, 2, 3, 3). Äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ýòèõ ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷åê ïîðÿäêà 3 ìåíüøå 9, ïîýòîìó òèï áóäåò (4, 2, 9). Äëÿ ïîèñêà òàêèõ òî÷åê
P çàìåòüòå, ÷òî 2P = −P, çíà÷èò ó ýòèõ òî÷åê ðàâíû x-êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èòå äëÿ íèõ óðàâ-
íåíèå 3x4 − 6x2 − 1 = 0. Åãî ðåøàòü íå íàäî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî êîðíè ó íåãî ðàñïàäàþòñÿ
íà ïàðû x,−x, è òàê êàê x3 − x íå÷åòíà, òî òîëüêî îäèí èç ýëåìåíòîâ ïàðû äàåò äâå òî÷êè
êðèâîé, à äðóãîé íå äàåò òàêèõ òî÷åê.

Ïðåèìóùåñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
èìååòñÿ áîëüøîå ìíîãîîáðàçèå ãðóïï ñ ðàçíûìè ïîðÿäêàìè äëÿ îäíîãî è òîãî æå ïîëÿ GF (q).
Äàæå äîêàçàíî â [119], ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ïîðÿäêè ãðóïï êðèâûõ íàä ïîëåì GF (p) ïî-
÷òè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [p+1−2

√
p, p+1+2

√
p.] Ýòî ÷àñòî äàåò âîçìîæíîñòü

ïîäîáðàòü êðèâóþ, ïîðÿäîê êîòîðîé èìååò òîëüêî îäèí áîëüøîé ïðîñòîé äåëèòåëü.



104 ÃËÀÂÀ 1. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ



Ãëàâà 2

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû

2.1 Òåñòû è ïîèñê íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
2.1.1 Çà÷åì íóæíî èñêàòü íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä

êîíå÷íûìè ïîëÿìè
Çíàíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íóæíî óæå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòðîèòü ñàìè ýòè ïîëÿ.

Ïîýòîìó â ëþáîé êíèãå ïî êîäèðîâàíèþ åñòü òàáëèöû òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ íåâûñîêèõ ñòåïåíåé.
Ñðåäè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû,
ò.å. òàêèå, êîðíè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûìè (èëè ïîðîæäàþùèìè) ýëåìåíòàìè ïîëÿ
ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè äèñêðåòíûõ
ëîãàðèôìîâ, òàáëèöû êîòîðûõ (è ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ, è ëîãàðèôìîâ) òàêæå åñòü â ëþáîé
êíèãå ïî êîäèðîâàíèþ, òàê êàê ñèëüíî îáëåã÷àþò óìíîæåíèå â êîíå÷íûõ ïîëÿõ.

Íî ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ ïîëÿ â âèäå ñòåïåíåé ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà õîòÿ è îáëåã÷à-
åò óìíîæåíèå, íî ñèëüíî çàòðóäíÿåò ñëîæåíèå, ïîýòîìó ÷àùå ýëåìåíòû ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò â
âèäå âåêòîðîâ, ðàçëîæåííûõ ïî ñòàíäàðòíîìó ïîëèíîìèàëüíîìó áàçèñó, òîãäà ñëîæåíèå ñâî-
äèòñÿ ê ñëîæåíèþ ýòèõ âåêòîðîâ (îñîáåííî ïðîñòî îíî âûïîëíÿåòñÿ â ïîëÿõ ïîðÿäêà, ðàâíîãî
ñòåïåíè äâîéêè, òàê êàê ñâîäèòñÿ ê ïîêîìïîíåíòíîé ëîãè÷åñêîé îïåðàöèè XOR), à óìíîæåíèå
ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä èñõîäíûì êîíå÷íûì ïîëåì êîýôôèöèåí-
òîâ, âûïîëíÿåìîå ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà, îïðåäåëÿþùåãî ðàññìàòðèâàåìîå
ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ.

Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âàæíî èìåòü ïîäîáíûå ìíîãî÷ëåíû ñ ìèíèìàëüíûì ïî âîç-
ìîæíîñòè ÷èñëîì îäíî÷ëåíîâ, íàïðèìåð òðåõ÷ëåíû èëè ïÿòè÷ëåíû (â ïîëÿõ õàðàêòåðèñòè-
êè äâà íåïðèâîäèìûõ ÷åòíî÷ëåíîâ, î÷åâèäíî, íå áûâàåò.) Òåîðåòè÷åñêè òàêèå ìíîãî÷ëåíû
ïðåäúÿâèòü óäàåòñÿ íå âñåãäà è èõ ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà.

Âïðî÷åì, äëÿ íåáîëüøèõ ïîëåé êîìïüþòåð îñîáåííî íå íóæåí. Óäèâèòåëüíî, íî âûäàþ-
ùèéñÿ ñïåöèàëèñò ïî êîäèðîâàíèþ è êîíå÷íûì ïîëÿì Ýëâèí Áåðëåêåìï (àâòîð èçâåñòíîãî
àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè) â ñâîåé êíèãå [8] íàïèñàë â
øåñòèäåñÿòûå ãîäû, ÷òî áîëüøèå êîíå÷íûå ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî àêàäåìè÷åñêèé èíòå-
ðåñ.

Íî ñåé÷àñ èíòåðåñ ê áîëüøèì êîíå÷íûì ïîëÿì, â ÷àñòíîñòè ñ ìàëîé õàðàêòåðèñòèêîé,
óæå íå àêàäåìè÷åñêèé. Áåç ýòèõ ïîëåé íåìûñëèìà ñîâðåìåííàÿ êðèïòîãðàôèÿ ñ îòêðûòûì
êëþ÷îì, òàêæå êàê è ïîñòðîåíèå êëàññè÷åñêèõ êðèïòîñèñòåì.

Ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû òàêæå íàõîäÿò ñóùåñòâåííûå ïðèìåíåíèÿ â êðèïòîãðàôèè,
ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîé äëèíû, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè äàò÷èêîâ ñëó÷àéíûõ
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÷èñåë.
Ââèäó âàæíîñòè äëÿ ïðèëîæåíèé, íåïðèâîäèìûå è ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû óæå äàâíî

òàáóëèðîâàíû. Òàáëèöû äëÿ íåáîëüøèõ ñòåïåíåé èìåþòñÿ ïî÷òè â ëþáîì ó÷åáíèêå òåîðèè
êîäèðîâàíèÿ. Îäíàêî áîëüøèå òàáëèöû ìàëî äîñòóïíû äëÿ íàøåãî ÷èòàòåëÿ, î ÷åì ñåòîâàë
Â.Æåëüíèêîâ â [31]. Îíè ïîñëåäîâàòåëüíî ïîÿâëÿëèñü â ñòàòüÿõ [165, 166, 167, 168, 169].
Ôðàãìåíòû ýòèõ òàáëèö èìåþòñÿ â äîñòóïíîé ÷åðåç èíòåðíåò êíèãå [133]. Îäíàêî äåòàëè
àëãîðèòìîâ ñîñòàâëåíèÿ ýòèõ òàáëèö òàì íå îïèñûâàþòñÿ.

Ïðî÷èòàâ ýòó ãëàâó, ÷èòàòåëü ìîæåò óçíàòü, êàê íàïèñàòü ïðîãðàììó, áûñòðî ãåíåðèðó-
þùóþ è òåñòèðóþùóþ íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû, è ïðîâåðÿþùèå èõ íà ïðèìèòèâíîñòü.

2.1.2 Òåñò íà íåïðèâîäèìîñòü. Àëãîðèòì Áåðëåêåìïà
Àëãîðèòì Áåðëåêåìïà ([8]) îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ìíîãî÷ëåí ïðîèçâîëüíîãî âèäà

íàä ïîëåì Ãàëóà GF (q) íåïðèâîäèìûì.
Ïóñòü íóæíî ïðîâåðèòü ìíîãî÷ëåí P (x) íà íåïðèâîäèìîñòü. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ïðîèç-

âîäíóþ P ′(x) ìíîãî÷ëåíà P (x).
Ïðèìå÷àíèå. Ïðîèçâîäíàÿ P ′(x) îáðàçóåòñÿ ïî ïðàâèëó ôîðìàëüíîãî äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x): åñëè P (x) = Σn−1
i=0 aix

i, òî P ′(x) = Σn−1
i=1 i ∗ aix

i−1.
Åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è P ′(x) íå ðàâåí 1, òî ìíîãî÷ëåí

P (x) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, ò.ê. åãî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ñîäåðæèò êâàäðàò ìíî-
ãî÷ëåíà (ñòåïåíè áîëüøåé 0). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðîâåðêà íåïðèâîäèìîñòè ïðîäîëæàåò-
ñÿ. Ïðè ýòîì âû÷èñëÿþòñÿ îñòàòêè Pi(x) îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ x2i íà P (x), i = 1, 2, . . . ,
deg(P (x)) − 1. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ýòè îñòàòêè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíî. Òàê, åñëè âû÷èñëåí Pi(x), òî Pi+1(x) ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ x2Pi(x) íà P (x). Ïî-
ýòîìó ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì ìíîãî÷ëåí R(x), ðàâíûé îñòàòêó îò äåëåíèÿ xPi(x) íà P (x), à óæå
çàòåì Pi+1(x). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷òî R(x) = xPi(x), åñëè deg(Pi(x)) + 1 < deg(P (x)) è
R(x) = xPi(x) + P (x), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìíîãî÷ëåí Pi+1(x) ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ
xR(x) íà P (x). Ïîëîæèì Ri(x) = Pi(x) + xi, i = 1, 2, . . . , deg(P (x))− 1. Äàëåå âû÷èñëèì ðàíã
ìàòðèöû A = (R1(x), R2(x), . . . , Rdeg(P (x))−1(x)). Åñëè îí îêàçàëñÿ ðàâíûì deg(P (x)) − 1, òî
ìíîãî÷ëåí P (x) íåïðèâîäèì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèì.
Ïðèìåð 2.1.1 Ïóñòü íóæíî ïðîâåðèòü íà íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåí P (x) = x4 + x + 1.
Èìååì P ′(x) = 1 è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è P ′(x) ðàâåí 1. Ïîýòîìó,
åñëè P (x) ïðèâîäèì, òî åãî ðàçëîæåíèå P (x) â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñîäåðæèò òîëüêî ñîìíîæèòåëè â ïåðâîé ñòåïåíè (òî åñòü íå ÿâëÿþùèåñÿ êðàòíûìè). Äàëåå
âû÷èñëèì îñòàòêè P1(x), P2(x), P3(x) îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ x2, x4, x6, ñîîòâåòñòâåííî íà
P (x). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî P1(x) = x2, P2(x) = x + 1, P3(x) = x2P2(x)(modP (x)) = x3 + x2.
Ïîýòîìó R1(x) = x2 + x, R2(x) = x2 + 1 + x, R3(x) = x3 + x2 + x3 = x2. Òàêèì îáðàçîì,
íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ðàíã ìàòðèöû A = (R1(x), R2(x), R3(x)) = (x2 + x, x2 + x + 1, x2).
Òðåòüÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà A èìååò íàèáîëüøóþ ñòåïåíü (îíà áûëà âûáðàíà ïîòîìó, ÷òî
èìååò íàèìåíüøåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ). Ïîýòîìó
ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû A ê òðåóãîëüíîìó âèäó ïîëó÷àåì A =
(x, 1+x), B = (x2). Òåïåðü â ìàòðèöå A âûáåðåì ïåðâóþ ñòðîêó è ïðîäåëàåì âòîðóþ èòåðàöèþ
ýòîãî àëãîðèòìà. Òîãäà ïîëó÷èì A = (1), B = (x2, x). Ïîñëå òðåòüåé èòåðàöèè àëãîðèòìà
ïðèâåäåíèÿ ê òðåóãîëüíîìó âèäó ìàòðèöà A íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ, à äëÿ ìàòðèöû B èìååì:
B = (x2, x, 1). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà âåêòîð
B ñîäåðæèò òðè êîìïîíåíòû, ò.å. èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì.

Ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì Áåðëåêåìïà çàìå÷àòåëåí òåì, ÷òî åãî ìîæíî ðàñøèðèòü äî
àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè (ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè) ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè.
Îäíàêî îí íå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì áûñòðûì àëãîðèòìîì äëÿ òåñòèðîâàíèÿ íåïðèâîäèìîñòè. Äà-
ëåå ìû îïèøåì áîëåå áûñòðûå àëãîðèòìû. Äëÿ îöåíêè èõ ñëîæíîñòè ïîíàäîáèòñÿ îöåíèòü
ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Åâêëèäà.
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2.1.3 Îöåíêà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà Åâêëèäà
Ñîãëàñíî øêîëüíîìó àëãîðèòìó äåëåíèÿ îïåðàöèÿ ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè m ïî ìî-
äóëþ k-÷ëåíà ñòåïåíè n èìååò ñëîæíîñòü O(mk). Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó
ñëîæíîñòè àëãîðèòìà Åâêëèäà âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíè êîòîðûõ íå ïðåâîñõî-
äÿò n. Íåñêîëüêî ëó÷øàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè âåðñèè àëãîðèòìà Åâêëèäà, â
êîòîðîé âìåñòî ïîëíîãî äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ïðèìåíÿåòñÿ âû÷èòàíèå äåëèìîãî, óìíîæåííîãî
íà ñîîòâåòñòâóþùèé îäíî÷ëåí. Ýòà îöåíêà â íàèõóäøåì ñëó÷àå ðàâíà O(n2). Â ñðåäíåì ýòîò
àëãîðèòì ðàáîòàåò ñóùåñòâåííî áûñòðåå.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåòè÷åñêè áîëåå áûñòðûé âàðèàíò Øåíõàãå-Ìîåíêà àëãîðèòìà
Åâêëèäà ([146], [139]), êîòîðûé äàåò â íàèõóäøåì ñëó÷àå îöåíêó O(M(n) log n), ãäå M(n) �
ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n â ðàññìàòðèâàåìîì ïîëå. Èçëîæåíèå ýòîãî àë-
ãîðèòìà â [5] íåêîððåêòíî; êîððåêòíîå èçëîæåíèå, âîñõîäÿùåå ê Øòðàññåíó, èìååòñÿ â [101].
Àêêóðàòíàÿ îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â [101], èìååò âèä 24M(n) log2 n + O(n). Äëÿ ÷èñåë n ñïåöè-
àëüíîãî âèäà îíà ïîíèæàåòñÿ äî 12M(n) log2 n + O(n).

Îòìåòèì (ñì., íàïðèìåð,[101] èëè [25]), ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà îò äåëå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 2n íà ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ðàâíà 5M(n) + O(n), à Øåíõàãå ïî-
êàçàë [147] (ñì. òàêæå [101]), ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëÿ GF (q) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî M(n) =
64n log n log log n + O(n). Âñå òðè ìóëüòèïëèêàòèâíûå êîíñòàíòû â óêàçàííûõ îöåíêàõ äî-
âîëüíî âåëèêè, è â èòîãîâîé îöåíêå îíè ïåðåìíîæàþòñÿ, ïîýòîìó ðåàëüíî óêàçàííàÿ îöåíêà
ñëîæíîñòè áûñòðîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà O(n log2 n log log n) ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå êâàäðàòè÷-
íîé îöåíêè ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà, âåðîÿòíî, íà÷èíàÿ ñ ìíîãèõ òûñÿ÷. Âîçìîæíî,
èñïîëüçîâàíèå âìåñòî àëãîðèòìà Øåíõàãå ìåòîäà Êàðàöóáû äëÿ óìíîæåíèÿ ñäåëàåò áûñòðûé
àëãîðèòì Åâêëèäà áîëåå ïðàêòè÷íûì.

2.1.4 Òåñòèðîâàíèå íà íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ íàä
êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Äëÿ ïðîâåðêè íåïðèâîäèìîñòè ïîëèíîìà q çàäàííîé ñòåïåíè n ïî çàäàííîìó ïðîñòîìó
ìîäóëþ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé èçâåñòíûé àëãîðèòì ([45]).

Ïðîâåðÿåì ìíîãî÷ëåí íà íàëè÷èå êðàòíûõ êîðíåé. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåì åãî ïðîèçâîäíóþ
è íàõîäèì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé. Åñëè îí íå ðàâåí 1,
òî î÷åâèäíî, ÷òî q ïðèâîäèì.

Âïðî÷åì, âèäèìî ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî øàãà äëÿ áûñòðîé îòáðàêîâêè ïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ íåâåëèêà, à àëãîðèòì Åâêëèäà ðàáîòàåò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, ïîýòîìó ýòîò øàã
àëãîðèòìà ïðîùå âñåãî îïóñòèòü.

Äàëåå âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé òåñò, ïðèãîäíûé íå òîëüêî äëÿ ïîëÿ GF (p), íî è äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ, íî êîòîðûé áûñòðåå âñåãî ðàáîòàåò ïðè p = 2. Ñòðîèì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ qk+1 = qp

k mod q íà÷èíàÿ ñ ïîëèíîìà q0 = x. Î÷åâèäíî, ÷òî
qk = xpk

mod q. Ïîëèíîì q áóäåò íåïðèâîäèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà qn = x mod q è
äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ s ÷èñëà n íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ qn/s − x
è q áóäåò ðàâåí 1. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî s qn/s = x, òî ìíîãî÷ëåí q ïðèâîäèì,
è âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qk äàëåå n/s íå íóæíî.

Äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè àëãîðèòìà çàìåòèì, ÷òî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü p ïðîâîäèòñÿ ïî
ôîðìóëå f(x)p = f(xp) mod q è èìååò ñëîæíîñòü O(pkn), ãäå k � ÷èñëî îäíî÷ëåíîâ â ìíîãî-
÷ëåíå q, òî åñòü ïðè òåñòèðîâàíèè ¾ìàëî÷ëåíîâ¿ ýòà ñëîæíîñòü ëèíåéíà, à â îáùåì ñëó÷àå íå
áîëåå ÷åì êâàäðàòè÷íà. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qk, k = 0, . . . , n
â ñëó÷àå ¾ìàëî÷ëåíîâ¿ êâàäðàòè÷íà, à â îáùåì ñëó÷àå íå áîëåå ÷åì êóáè÷íà.

Áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè òåñòèðîâàíèÿ íåïðèâîäèìîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ïîëó÷åíà â [101]. Îíà èìååò âèä

O(M(n) log2 p + (n(ω+1)/2 + n1/2M(n))d(n) log2 n),
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ãäå d(n) åñòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n, M(n) îáîçíà÷àåò ñëîæíîñòü óìíî-
æåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n, à ω åñòü òàê íàçûâàåìàÿ ýêñïîíåíòà ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ,
ò.å. íàèìåíüøåå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö ðàçìåðà
n× n ñëîæíîñòè O(nω). Äàëåå áóäåò äîêàçàíà íåñêîëüêî áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà. Êàê èçâåñòíî
(ñì., íàïðèìåð [55]), d(n) = O((ln n)/ ln ln n), à ïî÷òè âñåãäà d(n) àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî ln ln n.

2.1.5 Î áûñòðîé ëèíåéíîé àëãåáðå
Íàèëó÷øàÿ èçâåñòíàÿ îöåíêà ω < 2.376 ïðèíàäëåæèò Âèíîãðàäó è Êóïïåðøìèòó (ñì.,
íàïð.[101]), îòêóäà ñëåäóåò ïðè ìàëûõ p îöåíêà ñëîæíîñòè òåñòèðîâàíèÿ íåïðèâîäèìîñòè
O (n1.688), ãäå ñèìâîë O (n) îçíà÷àåò O(n logO(1) n). Â [101] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî èñïîëüçóÿ ðåçóëü-
òàò Â.ß.Ïàíà è Õóàíà î áûñòðîì óìíîæåíèè ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â
ïðåäûäóùåé îöåíêå ìîæíî óìåíüøèòü äî 1.667.

Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíñòàíòà â îöåíêå ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàò-
ðèö (è, êàê ñëåäñòâèå, â ïðèâåäåííîé âûøå îöåíêå), âèäèìî, î÷åíü âåëèêà è î ïðàêòè÷åñêîì
ïðèìåíåíèè èõ àëãîðèòìà (à òàêæå ïðåäøåñòâóþùèõ ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ) ïîêà íè÷åãî íå
ñëûøíî. Ðåàëüíóþ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ èìååò òîëüêî èñòîðè÷åñêè ïåðâûé òàêîé àëãî-
ðèòì, îòêðûòûé â 1967 ãîäó Ô.Øòðàññåíîì [73]. Ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ êàê
42nlog2 7 îïåðàöèé â ïîëå GF (p). Îäíàêî ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n (ïîðÿäêà òûñÿ÷è ïðè
p = 2) âèäèìî áîëåå áûñòðî áóäåò ðàáîòàòü òàê íàçûâàåìûé àëãîðèòì ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿�
òàê íàçûâàþò íà Çàïàäå àëãîðèòì äëÿ óìíîæåíèÿ áóëåâñêèõ ìàòðèö, ïðåäëîæåííûé â [3]
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î âû÷èñëåíèè òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ãðàôà (ñì. [5]). Ìîäèôèêàöèÿ
ýòîãî àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò ïåðåìíîæàòü n × n ìàòðèöû íàä ïîëåì GF (p) ñî ñëîæíîñòüþ
n3/ logp n êàê â ïðîãðàììíîé èìïëåìåíòàöèè, òàê è ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìàìè íàä äàííûì ïî-
ëåì. Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî àëãîðèòìà òàêæå â òîì, ÷òî îí óäîáåí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ âåêòîðíûõ
îïåðàöèé (êîãäà âìåñòî áèòîâ è áèòîâûõ îïåðàöèé èñïîëüçóþòñÿ ìàøèííûå ñëîâà â 32 áèòà,
òî âðåìÿ åãî ðàáîòû óìåíüøàåòñÿ ïðèìåðíî â 32 ðàçà), à òàêæå â îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê êàê îí íå ñîäåðæèò ðåêóðñèè. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n (ïîðÿäêà
íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ òûñÿ÷) âîçìîæíî âûãîäíûì áóäåò êîìáèíèðîâàíèå ýòîãî àëãîðèòìà ñ
íåñêîëüêèìè øàãàìè øòðàññåíîâñêîé ðåêóðñèè (à ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ-òðåõ øàãîâ ðåêóð-
ñèè ìîæíî â ïðîãðàììèðîâàíèè âîîáùå èçáåæàòü ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ïðîãðàììû).

2.1.6 Àëãîðèòì ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿ äëÿ óìíîæåíèÿ ìàò-
ðèö íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Äàëåå îïèøåì ñõåìíóþ ðåàëèçàöèþ, êîòîðàÿ îñíîâàíà íà èäåå Î.Á.Ëóïàíîâà èç ñòàòüè î
âåíòèëüíûõ ñõåìàõ [46], îïóáëèêîâàííîé íàìíîãî ðàíüøå ðàáîòû [3]. Çàäà÷à óìíîæåíèÿ äâóõ
n× n ìàòðèö ñâîäèòñÿ ê n-êðàòíîìó âûïîëíåíèþ óìíîæåíèÿ n× n ìàòðèöû A íà n-ìåðíûé
âåêòîð X. Êîìïîíåíòà ïðîèçâåäåíèÿ ñ íîìåðîì i ðàâíà

n∑

j=1

ai,jxj .

Ïóñòü r < n íåêîòîðûé ïàðàìåòð, êîòîðûé âûáåðåì íèæå. Ðàçîáüåì ïåðåìåííûå xi íà dn/re
ãðóïï ïî r ïåðåìåííûõ xkr+1, . . . , x(k+1)r (â ïîñëåäíåé ãðóïïå èõ ìîæåò áûòü ìåíüøå). Ðåà-
ëèçóåì çàðàíåå âñå ëèíåéíûå ôóíêöèè îò êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï ïåðåìåííûõ. Âñå ôóíêöèè îò
ïåðåìåííûõ xkr+1, . . . , x(k+1)r èìåþò âèä c1xkr+1+. . .+ckx(k+1)r è èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî pr. Îá-
ùåå ÷èñëî âñåõ ôóíêöèé îöåíèâàåòñÿ êàê (1+n/r)pr. Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè êàæäîé ôóíêöèè
îöåíèâàåòñÿ êàê 2r−1 (r óìíîæåíèé â ïîëå GF (p) è r−1 ñëîæåíèé ). Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè
ñèñòåìû âñåõ ôóíêöèé îöåíèâàåòñÿ ïîýòîìó êàê (2r− 1)(1 + n/r)pr = (2n + 2r− 1− n/r)pr, à
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü � êàê r(1 + n/r)pr = (n + r)pr.
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Â ñëó÷àå ñõåìíîé ðåàëèçàöèè êîíå÷íî íàäî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îäíà èç ìàòðèö èçâåñòíà
çàðàíåå. Â ñëó÷àå ïðîãðàììíîé èìïëåìåíòàöèè ýòî ïðåäïîëîæåíèå èçëèøíå. Â ýòîì ñëó÷àå
äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèé ïî èõ êîýôôèöèåíòàì è ïåðåìåííûì çàðàíåå âû-
÷èñëÿþòñÿ è çàãðóæàþòñÿ â ïàìÿòü dn/re òàáëèö � äâóìåðíûõ ìàññèâîâ ðàçìåðà pr × r,
èç êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè èçâëåêàåòñÿ çà îäíó îïåðàöèþ. Ïîñëå ýòîãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êàæäîé èç n êîìïîíåíò ïðîèçâåäåíèÿ äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ïî ôîðìóëå

n∑

j=1

ai,jxj =
r∑

i=1

ai,jxj + . . . +
n∑

j=r(dn/re−1)+1

ai,jxj

dn/re − 1 ≤ n/r ñëîæåíèé â ïîëå GF (p). Îáùàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ïîýòîìó èìååò âèä

n2/r + (2n + 2r − 1− n/r)pr,

à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê (n + r)pr. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñëîæåíèå â ïîëå
GF (p) òðåáóåò O(log2 p) îïåðàöèé, à óìíîæåíèå � M(GF (p)) = O(log2 p)2 îïåðàöèé, ïîëó÷àåì
îöåíêó áèòîâîé ñëîæíîñòè (è ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ëîãè÷åñêèìè ñõåìàìè)

M(GF (p))(n + r)pr + O(n2/r + (n + r − 1− n/r)pr)(log2 p) =

O(log2 p)2(n + r)pr + O(n2/r + (n + r − 1− n/r)pr)(log2 p).

Âûáèðàåì òåïåðü ïàðàìåòð r òàê, ÷òîáû ãëàâíûì ÷ëåíîì áûë n2/r. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî,
÷òîáû pr log2

2 p = o(n/r). Ìîæíî âûáðàòü r = blogp n− 3 logp logp nc, òîãäà

pr log2
2 p ≤ (1 + o(1)) log2

2 pn/r3 = O(n/r2)

ïðè logp n ≥ log2
2 p. Çíà÷èò îöåíêà áèòîâîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð èìå-

åò âèä O(n2/r) = O((log2 p)2n2/ log2 n), à îöåíêà ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñõåìàìè íàä ïîëåì
GF (p) àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà n2/ logp n. Äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè
óìíîæàþòñÿ íà n è èìåþò âèä O(log2 p)2n3/ log2 n) è n3/ logp n. Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = 2 ïîëó-
÷àåòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè

n3/(2 log2 n) + O(n3 log2 log2 n/ log2
2 n)

è ãëóáèíû log2 r + log2 n/r + O(1) = log2 n + O(1), òàê êàê ãëóáèíà êàæäîé èç çàðàíåå âû-
÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé ðàâíà log2 r +O(1), à ãëóáèíà êàæäîé èç âíåøíèõ ñóìì ðàâíà
log2 n/r + O(1).

Â ñëó÷àå ïðîãðàììíîé èìïëåìåíòàöèè ýòà îöåíêà çàìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêîé
ïî ïîðÿäêó, òàê êàê òàì íàäî ó÷èòûâàòü åùå ñëîæíîñòü îïåðàöèé èçâëå÷åíèÿ èç ïàìÿòè.
Çàìåòèì, ÷òî îáúåì ïàìÿòè, íåîáõîäèìûé äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâåí
npr(log2 p)2 = O((log2 p)2n2/ logC

p n) áèò ïðè âûáîðå r = blogp n−C logp logp nc ïðè ñîõðàíåíèè
óêàçàííîãî âûøå ïîðÿäêà ñëîæíîñòè, òàê êàê ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû íà íîâûé âåêòîð
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïàìÿòü, îñâîáîäèâøóþñÿ ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåäûäóùåãî óìíîæåíèÿ.

Â ðåàëüíîé êîìïüþòåðíîé èìïëåìåíòàöèè îáúåì ïàìÿòè êîíå÷íî îãðàíè÷åí, è ïîýòîìó
äëÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ ëèøü îöåíêà O(n3), íî ñ ìàëåíüêèì
ìóëüòèïëèêàòèâíûì ìíîæèòåëåì (äëÿ åãî ìèíèìèçàöèè ïðè âûáîðå r ìû îãðàíè÷åíû ëèøü
îáúåìîì èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè, ïîýòîìó ïðè ìàëûõ n ìîæíî âûáèðàòü r è áîëüøå logp n.).
Ñêîðîñòü èçâëå÷åíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè èç çàãðóæåííûõ â ïàìÿòü òàáëèö çàâèñèò îò èõ
ðàçìåðà (âñå æå ëó÷øå, ÷òîáû îí áûë ïîìåíüøå) è îò ÷èñëà p. Åñëè îíî íå ñòåïåíü äâîé-
êè, òî ïðåîáðàçîâàíèå p-è÷íûõ âåêòîðîâ â äâîè÷íûå àäðåñà ýëåìåíòîâ ìàññèâà äåëàåòñÿ íå
òàê áûñòðî è ìîæåò ñèëüíî çàìåäëèòü ðàáîòó àëãîðèòìà. Íàñ îäíàêî â îñíîâíîì èíòåðåñóåò
ñëó÷àé p = 2, òîãäà ýòî ïðåîáðàçîâàíèå äåëàåòñÿ áûñòðåå. Â ñëó÷àå ïðîãðàììíîé èìïëå-
ìåíòàöèè ìîæíî äîáèòüñÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ, ïðåäñòàâëÿÿ óìíîæåíèå ìàòðèö êàê
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óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî òîæå ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû. Òîãäà âìåñòî
ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôóíêöèé c1xkr+1 + . . . + crx(k+1)r îò ãðóïï
ïåðåìåííûõ èç ïîëÿ GF (2) xkr+1, . . . , x(k+1)r â êîëè÷åñòâå íå áîëåå (1 + n/r)2r øòóê, ìîæ-
íî âû÷èñëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n. Åñëè äëèíà ìàøèííîãî
ñëîâà ðàâíà w (íàïðèìåð w = 32 ), òî êàæäûé èç ýòèx âåêòîðîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
âåêòîðà èç dn/we ìàøèííûõ ñëîâ, è çàðàíåå âû÷èñëÿòü è çàïîìèíàòü dn/we ðàç âñå ñóììû âè-
äà c1xkr+1 + . . .+crx(k+1)r, ãäå ðîëü ïåðåìåííûõ èãðàþò ìàøèííûå ñëîâà. Òàê êàê óìíîæåíèå
ìàøèííîãî ñëîâà íà áèò è ïîáèòîâûé XOR äëÿ ìàøèííûõ ñëîâ âûïîëíÿþòñÿ îòäåëüíûìè
ìàøèííûìè îïåðàöèÿìè (è áîëåå áûñòðûìè, ÷åì ñëîæåíèå ÷èñåë), òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ
ñèñòåìû âñåõ ýòèõ ñóìì îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé dn/we(1+n/r)2r, à îáúåì ïàìÿòè äëÿ èõ õðà-
íåíèÿ îöåíèâàåòñÿ â áèòàõ êàê O(w(n/r)2r), ïîòîìó ÷òî âû÷èñëåíèÿ ñòîëáöîâ ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèö äåëàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî è ïàìÿòü ïîñëå êàæäîãî èç íèõ îñâîáîæäàåòñÿ. Ïîñëå ýòî-
ãî âû÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö òðåáóåò íå áîëåå dn/wen2/r îïåðàöèé ïîáèòîâîãî XOR
ìàøèííûõ ñëîâ è dn/wendn/re îïåðàöèé èçâëå÷åíèÿ ìàøèííûõ ñëîâ èç ïàìÿòè. Ïðè âû-
áîðå r = dlog2 n − log2 log2 ne îöåíêà ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö àñèìïòîòè÷åñêè èìååò
âèä 2n3/(w log2 n). Åñëè æå âûáðàòü r = dlog2 n − C log2 log2 ne, òî ïðè òîé æå àñèìïòîòèêå
ñëîæíîñòè ïàìÿòè áóäåò äîñòàòî÷íî àèìïòîòè÷åñêè wn2/ logC+1

2 n.

2.1.7 Áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êàê èçâåñòíî, ñâîäèòñÿ ê îáðàùåíèþ ìàòðèöû è óìíî-
æåíèþ ïîëó÷åííîé îáðàòíîé ìàòðèöû íà âåêòîð. Êàê ïîêàçàíî â [5], îáðàùåíèå ìàòðèöû
ìîæíî âûïîëíèòü ïî ïîðÿäêó ñ òîé æå ñëîæíîñòüþ, ÷òî è óìíîæåíèå ìàòðèö. Ïîýòîìó àëãî-
ðèòì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïîðîæäàåò àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä
ïîëåì GF (p) ñëîæíîñòè O(n3/ logp n). Îäíàêî ìåòîä [5] äîâîëüíî ñëîæíûé è ìóëüòèïëèêà-
òèâíàÿ êîíñòàíòà â îöåíêå áóäåò äîñòàòî÷íî âåëèêà. Íî åùå äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîò [5], [3], [146] â
ðàáîòå [43] áûë ïîëó÷åí àëãîðèòì ñëîæíîñòè àñèìïòîòè÷åñêè n3/ logp n äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îí ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà Ãàóññà è îñóùåñòâ-
ëÿåò ïðèâåäåíèå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó ñ íåíóëåâûìè
äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Êðàòêî îïèøåì åãî.

Âûáåðåì r = blogp n−3 logp logp nc è íàçîâåì ïåðâûå r ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè ìàòðèöû åå
êîðòåæåì; î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîðòåæåé íå áîëüøå pr = O(n/r3) = O(n/ log3

p n).
Âû÷èòàÿ îäíó ñòðîêó ñ äàííûì êîðòåæåì èç âñåõ îñòàëüíûõ ñòðîê ñ òàêèì æå êîðòåæåì, ïî-
ëó÷àåì ìàòðèöó, ó êîòîðîé áóäåò íå áîëåå pr−1 ñòðîê ñ íåíóëåâûìè êîðòåæàìè. Ïåðåñòàâëÿÿ
ñòðîêè, ìîæíî ïåðåìåñòèòü âñå ñòðîêè ñ íåíóëåâûìè êîðòåæàìè â âåðõíþþ ÷àñòü ìàòðèöû.
Ñëîæíîñòü ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé íå áîëüøå n2 + O(nr) + O(n2/ log2

p n), åñëè ó÷åñòü, ÷òî
ñëîæíîñòü ïåðåñòàíîâêè äâóõ ñòðîê ìàòðèöû ðàâíà O(n), à ñëîæíîñòü ñðàâíåíèÿ êîðòåæåé
ðàâíà O(r). Ïðèìåíèì òåïåðü ê âåðõíåé ÷àñòè ìàòðèöû àëãîðèòì Ãàóññà è ïðåîáðàçóåì åå â
ìàòðèöó, ó êîòîðîé òîëüêî r ñòðîê èìåþò íåíóëåâûå êîðòåæè, îáðàçóþùèå âåðõíåòðåóãîëü-
íóþ r× r-ìàòðèöó, ðàñïîëîæåííóþ â ëåâîì âåðõíåì óãëó èñõîäíîé n×n ìàòðèöû. Äëÿ ýòîãî
ïðèäåòñÿ âûïîëíèòü O(prr) ðàç ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû è îá-
ùàÿ èõ ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê O(prrn) = O(n2/ log2

p n). Òàêèì îáðàçîì, ñî ñëîæíîñòüþ
n2 + O(n2/ log2

p n) ìîæíî ïîëó÷èòü ìàòðèöó, ó êîòîðîé â ëåâîì âåðõíåì óãëó ðàñïîëîæåíà
âåðõíåòðåóãîëüíàÿ r × r-ìàòðèöà, à â îñòàëüíîé ÷àñòè ïåðâûõ r ñòîëáöîâ ñòîÿò íóëè. Ïîñëå
ýòîãî îñòàåòñÿ ïðèâåñòè ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó (n − r) × (n − r) ïîäìàòðèöó, ëåæàùóþ
â ïåðåñå÷åíèè îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ è ñòðîê ñ íóëåâûìè êîðòåæàìè. Äëÿ ýòîãî ðåêóðñèâíî
ïðèìåíÿåì îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì åùå d(n− r)/re ðàç (â ïîñëåäíèé ðàç çíà÷åíèå r ìîæåò
óìåíüøèòñÿ). Îêîí÷àòåëüíàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè èìååò âèä

(n2 + O(n2/ log2
p n))(n/r + 1) = n3/ logp n + O(n3/ log3

p n).
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Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé áèòîâàÿ ñëîæíîñòü îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (p) ðàâíà O(log2

2 p), à îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ðàâíà O(log2 p), òî îöåíêà
áèòîâîé ñëîæíîñòè èìååò âèä

(log2 p)n3/ logp n + O(n3/ log2
p n)

ïðè logp n ≥ log2
2 p.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî, óêàçàííûé àëãîðèòì ïðèãîäåí òîëüêî äëÿ ïðîãðàììíîé èì-
ïëåìåíòàöèè è íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Äëÿ íåãî íå ñóùåñòâåí âèä ÷èñëà p. Ïðè
p = 2 åãî ìîæíî óñêîðèòü òî÷íî òàêæå, êàê îïèñàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ îöåíèòü ñëîæíîñòè ìîäóëÿðíîé ýêñïîíåíöèàöèè ìíîãî÷ëåíîâ íàä
êîíå÷íûìè ïîëÿìè.

2.1.8 Îöåíêà ñëîæíîñòè ìîäóëÿðíîé ýêñïîíåíöèàöèè ìíî-
ãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî p−è÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n â ñòåïåíü
m < pn ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî k-÷ëåíà ìîæíî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ p-è÷íûé âàðèàíò ìåòîäà
À.Áðàóýðà äëÿ àääèòèâíûõ öåïî÷åê , êàê

O(kpn log m) + O(
M(n) log m

log log m
)

îïåðàöèé â ïîëå GF (p).
Ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. â ðàçäåëå ??????? äîáàâèòü ññûëêó!!!! Ïðè ýòîì äëÿ ìîäóëÿðíîãî

âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü p èñïîëüçîâàëàñü îöåíêà ñëîæíîñòè O(kpn).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðèâîäèìîãî ìîäóëÿ f ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî çàìåíèòü èëè íà

O(M(n) log2 p), âû÷èñëÿÿ p-þ ñòåïåíü ìåòîäîì àääèòèâíûõ öåïî÷åê, èëè íà O(pM(n)), áûñò-
ðî âîçâîäÿ â p-þ ñòåïåíü, à ïîòîì âûïîëíÿÿ ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ äàííîãî f. Ìóëüòèïëè-
êàòèâíûå êîíñòàíòû ìîæíî óìåíüøèòü, åñëè ïî ìîäóëþ f çàðàíåå âû÷èñëèòü ¾îáðàòíûé¿
ìíîãî÷ëåí R, òîãäà ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ ìîæíî ñâåñòè ê äâóì îáû÷íûì óìíîæåíèÿì ìíî-
ãî÷ëåíîâ (ñì., íàïðèìåð, [25].)

Àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè âñå îïåðàöèè ìîäóëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íà ñàìîì äåëå
îïåðàöèÿìè âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è èõ íàäî ðåàëèçîâûâàòü, ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî,
òàê êàê è â øêîëüíîì àëãîðèòìå, è â àëãîðèòìå Êàðàöóáû, è â àëãîðèòìàõ, îñíîâàííûõ íà
èñïîëüçîâàíèè áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âîçâåäåíèå â êâàäðàò èìååò ìåíüøóþ êîí-
ñòàíòó â îöåíêå ñëîæíîñòè, ÷åì îáùåå óìíîæåíèå (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, íàïðèìåð, ïîòîìó
÷òî âìåñòî òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ìîæíî äåëàòü äâà).

Â ñëó÷àå ìàëûõ p âòîðîé ñïîñîá ìîæåò îêàçàòüñÿ ýêîíîìíåå, òàê êàê â íåì íå âûïîëíÿ-
þòñÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, à òîëüêî îïåðàöèè ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ. Ïðè p = 2 åãî îöåíêà
ïîíèæàåòñÿ äî 2M(n) + O(n).

Ïðè íåáîëüøèõ n (ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòåí) íåêîòîðîãî óñêîðåíèÿ îïåðàöèè ïðèâåäåíèÿ
ïî äàííîìó ìîäóëþ ìîæíî äîñòè÷ü, ðàññìàòðèâàÿ åå êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ò.å. êàê
óìíîæåíèå np×n-ìàòðèöû íà n-ìåðíûé âåêòîð è ðåàëèçóÿ åãî ñî ñëîæíîñòüþ O(n2p/ logp n
¾àëãîðèòìîì ÷åòûðåõ ðóññêèõ¿. Åñëè ìîäóëü ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ k-÷ëåí, òî øêîëüíûé àë-
ãîðèòì äàåò åùå ëó÷øóþ îöåíêó O(kpn).

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê âåðîÿòíîñòíûì àëãîðèòìàì.

2.1.9 Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû òåñòèðîâàíèÿ íà íåïðè-
âîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Òàêèå àëãîðèòìû áûëè ïðåäëîæåíû Ðàáèíûì è Áåí-Îðîì (ñì., íàïð. [101]). Áåí-Îð çàìåòèë,
÷òî â ñðåäíåì ó ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà q íàä ïîëåì GF (p) èìååòñÿ íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü f
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ñòåïåíè íå âûøå r = O(log2n). Òàê êàê f äåëèò xpr − x, òî ÍÎÄ(q, xpr − x) 6= 1, çíà÷èò äëÿ
ðàññìîòðåííîé âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qm = xpm

mod q èìååì, ÷òî ÍÎÄ(qr − x, q) 6= 1. Ïî-
ýòîìó äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí q íå èìååò äåëèòåëåé ñòåïåíè íå âûøå r, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî ÍÎÄ(qm − x, q) = 1, m ≤ r, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí òàêèå äåëèòåëè èìååò è
ïîýòîìó ïðèâîäèì. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÍÎÄ(qm − x, q),m ≤ r îöå-
íèâàåòñÿ êàê r(6 log2 pM(n) + E(n)) â îáùåì ñëó÷àå è êàê r(O(pkn) + E(n)) â ñëó÷àå, åñëè
òåñòèðóåìûé ìíîãî÷ëåí q ñîäåðæèò k îäíî÷ëåíîâ, ãäå E(n) åñòü ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n. Â ñëó÷àå p = 2 ïåðâàÿ îöåíêà ïîíèæàåòñÿ äî r(2M(n) + E(n)).

Ïðè r = bn/2c óêàçàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ íå âåðîÿòíîñòíûì, à äåòåðìèíèðîâàííûì,
è âñåãäà äàåò ïðàâèëüíûé îòâåò. Îäíàêî åãî ñëîæíîñòü îêàçûâàåòñÿ âûøå êâàäðàòè÷íîé.
Åñëè æå âûáðàòü r = C log2 n, òî îí ñòàíîâèòñÿ âåðîÿòíîñòíûì àëãîðèòìîì è áóäåò äàâàòü
ïðàâèëüíûé îòâåò òîëüêî ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ. Îäíàêî ñîìíèòåëüíû-
ìè áóäóò òîëüêî åãî óòâåðæäåíèÿ î íåïðèâîäèìîñòè äàííîãî ìíîãî÷ëåíà. Óòâåðæäåíèÿ î
ïðèâîäèìîñòè áóäóò, î÷åâèäíî, âñåãäà ïðàâèëüíûìè.

Åñëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ â âåðîÿòíîñòíîì àëãîðèòìå Áåí-Îðà èñïîëüçîâàòü îáû÷-
íûé àëãîðèòì Åâêëèäà ñî ñëîæíîñòüþ E(n) = O(n2), òî åãî ñëîæíîñòü áóäåò âñå ðàâ-
íî âûøå êâàäðàòè÷íîé, íî åñëè èñïîëüçîâàòü áûñòðóþ âåðñèþ àëãîðèòìà Åâêëèäà ñ îöåí-
êîé E(n) = O(M(n) log n), òî ñëîæíîñòü óêàçàííîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà áóäåò ðàâíà
O(M(n) log2 n + M(n) log nlog2p) è ïðè ìàëûõ p îíà áóäåò ìåíüøå ñëîæíîñòè äåòåðìèíèðî-
âàííîãî àëãîðèòìà äàæå â åãî ñàìîì áûñòðîì âàðèàíòå. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî â àëãîðèò-
ìå Áåí-Îðà âû÷èñëÿåòñÿ òîëüêî íåáîëüøîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qi, è ïîýòîìó
êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ìîäóëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â íåì ìåíüøå, ÷åì â äåòåðìèíè-
ðîâàííîì àëãîðèòìå, õîòÿ êîëè÷åñòâî îïåðàöèé âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ìîæåò áûòü è áîëüøå.

Ïîýòîìó àëãîðèòì Áåí-Îðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ëþáîãî äåòåð-
ìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàïóñêàåì àëãîðèòì Áåí-Îðà (ìîæåò áûòü ñ
íåáîëüøèì çíà÷åíèåì r), êîòîðûé áûñòðî áóäåò îòñåèâàòü ïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû, à ïî-
ñëå òîãî êàê îí çàêîí÷èë ðàáîòó, îáúÿâèâ ÷òî ìíîãî÷ëåí âåðîÿòíî íåïðèâîäèì, çàïóñêàåì
äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì.

Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû â ýòîì ïðåäâàðèòåëüíîì ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà Áåí-Îðà ìîæíî
îãðàíè÷èòñÿ k = blog2 nc, ò.å. âû÷èñëÿòü ÍÎÄ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà q ñ ìíîãî÷ëåíàìè fi =
x2i

+ x, i ≤ log2 n. Òîãäà íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà Åâêëèäà âûïîëíÿåòñÿ äåëåíèå íà fi ñ
îñòàòêîì, à ïîòîì àëãîðèòì Åâêëèäà ðàáîòàåò ñ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè íå áîëüøå 2i, ïîýòîìó
îöåíêó ñëîæíîñòè ýòîãî âàðèàíòà àëãîðèòìà Áåí-Îðà ìîæíî óëó÷øèòü äî

blog2 nc∑

i=1

O(nM(2i))
2i

+ E(2i) =

= O(n log2 n log log n + E(n)) = O(n log2 n log log n) + O(E(n))

â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ áûñòðîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà è áûñòðîãî äåëåíèÿ è äî
blog2 nc∑

i=1

O(nM(2i))
2i

+ E(2i) = O(n2 + E(n)) = O(n2) + O(E(n))

â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ îáû÷íîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà è øêîëüíîãî äåëåíèÿ. Ïðè ìàëûõ i âû-
÷èñëåíèå ÍÎÄ ìîæíî çàìåíèòü íà äåëåíèå íà çàðàíåå âû÷èñëåííûå íåïðèâîäèìûå äåëèòåëè
ìíîãî÷ëåíîâ x2i−2 + . . . + 1.

2.1.10 Åùå îäèí âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì
áûë ïðåäëîæåí â [17] äëÿ ñëó÷àÿ p > 2. Â ýòîì àëãîðèòìå ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå
pn − 1 = 2kt, t = 2s + 1 è äëÿ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà q(x) âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî ìíîãî÷ëåí a
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ìåíüøåé ñòåïåíè è äëÿ íåãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìîäóëþ q ñíà÷àëà ìíîãî÷ëåí at, è åñëè îí íå
ðàâåí 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíûì âîçâåäåíèåì â êâàäðàò âû÷èñëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû a2it, i < k,
ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ ìèíóñ åäèíèöà (ê ñîæàëåíèþ, îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò â ïîëå õà-
ðàêòåðèñòèêè p > 2 âûïîëíÿåòñÿ íå òàê áûñòðî, êàê õîòåëîñü áû). Åñëè ýòîãî íå ñëó÷èëîñü,
òî ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèì, òàê êàê äëÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà âñå âûïîëíÿåìûå îïåðàöèè
ôàêòè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ â îïðåäåëÿåìîì ýòèì ìíîãî÷ëåíîì ïîëå ïîðÿäêà pn, à â ýòîì ïî-
ëå äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî a î÷åâèäíî apn−1 = 1, îòêóäà, èçâëåêàÿ ïîî÷åðåäíî êâàäðàòíûå
êîðíè, âñåãäà íàõîäèì òàêîå r, ÷òî a2rt = −1, r < k, èëè âûÿñíÿåì, ÷òî at = 1. Åñëè æå
ïðîöåäóðà çàâåðøèëàñü óäà÷íî, âûáèðàåòñÿ íîâûé ñëó÷àéíûé ìíîãî÷ëåí a, è îíà ïîâòîðÿ-
åòñÿ, íî íå áîëåå ÷åì, ñêàæåì, 20 ðàç. Â [17] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
âåðîÿòíîñòü óäà÷è â ýòîé ïðîöåäóðå íå áîëüøå ïîëîâèíû. Çíà÷èò, åñëè ïðîöåäóðà óäàëàñü 20
ðàç, òî ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèì ñ âåðîÿòíîñòüþ ìåíüøå îäíîé ìèëëèîííîé, è ìîæíî äëÿ
òî÷íîé ïðîâåðêè çàïóñêàòü äåòåðìèíèðîâàííûé òåñò. Åñëè ÷èñëî n èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî
ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, òî âðåìÿ ðàáîòû äåòåðìèíèðîâàííîãî áîëüøå, ÷åì óêàçàí-
íîãî âåðîÿòíîñòíîãî, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî â íåì íå ïðèìåíÿòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà. Îäíàêî
åñëè n ïðîñòîå, òî â äåòåðìèíèðîâàííîì àëãîðèòìå àëãîðèòì Åâêëèäà òîæå íå ïðèìåíÿåòñÿ
íè ðàçó, à òîëüêî âû÷èñëÿåòñÿ xpn

mod q, è â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûé âåðîÿòíîñòíûé
àëãîðèòì áåññìûñëåííî ïðèìåíÿòü. Íî â ñðàâíåíèè ñ àëãîðèòìîì Áåí-Îðà àëãîðèòì [17] ðàáî-
òàåò àñèìïòîòè÷åñêè ìåäëåííåå, åñëè â ïåðâîì èç íèõ ïðèìåíÿòü áûñòðûé àëãîðèòì Åâêëèäà.
Â ñëó÷àå æå ïðèìåíåíèÿ åãî ñòàíäàðòíîé âåðñèè, âîçìîæíî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ àëãîðèòì
Áåí-Îðà òåðÿåò ñâîå ïðåèìóùåñòâî îñîáåííî, åñëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ at mod q ïðèìåíÿòü íå ìå-
òîä àääèòèâíûõ öåïî÷åê, à óïîìèíàâøèéñÿ âûøå àëãîðèòì [101]. Êðîìå òîãî, àëãîðèòì [17]
ëåã÷å ïðîãðàììèðîâàòü. Âîçìîæíî, îïðåäåëåííûé ýôôåêò ìîæåò äàòü ñîâìåñòíîå ïðèìåíå-
íèå íåáîëüøîãî ÷èñëà øàãîâ ýòîãî àëãîðèòìà âìåñòå ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì øàãîâ àëãîðèòìà
Áåí-Îðà.

2.2 Ïîèñê íåïðèâîäèìûõ è ïðèìèòèâíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ

2.2.1 Ãåíåðàöèÿ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íû-
ìè ïîëÿìè

Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòåí äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé çà ïîëèíîìèàëüíîå îò n âðåìÿ
ãåíåðèðóåò êàêîé-íèáóäü íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íàä ïîëåì GF (p). Î÷åíü ìàëî
èçâåñòíî ðåçóëüòàòîâ î ñóùåñòâîâàíèè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êàêèìè-ëèáî îãðàíè÷å-
íèÿìè íà êîýôôèöèåíòû (âïðî÷åì, èçâåñòíà ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà âîçâðàòíûõ íåïðèâîäèìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ, ñì. íàïðèìåð [?]).

Îäíàêî ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ãåíåðèðóþùèé íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñ âåðîÿò-
íîñòüþ, áëèçêîé ê åäèíèöå, óêàçàòü òåïåðü íå òðóäíî. Âåðîÿòíîñòü âûáðàííîãî íàóãàä ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè n îêàçàòüñÿ íåïðèâîäèìûì ðàâíà O(1/n). Äåéñòâèòåëüíî, êàê èçâåñòíî, ÷èñëî
íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n íàä ïîëåì GF (p) ðàâíî

I(n, p) =
∑

d|n

1
n

µ(n/d)pd,

ãäå µ(n) åñòü ôóíêöèÿ Ìåáèóñà, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 1/2n ≤ I(n, p) ≤ 1/n ïðè pn ≥ 16.
Ïîýòîìó äëÿ ãåíåðàöèè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n äîñòàòî÷íî ñäåëàòü O(n)

ñëó÷àéíûõ âûáîðîê ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n è ïîñëå êàæäîé âûáîðêè òåñòèðîâàòü ðåçóëüòàò
íà íåïðèâîäèìîñòü êàêèì-íèáóäü èç îïèñàííûõ âûøå ïîëèíîìèàëüíûõ ïî ñëîæíîñòè àëãî-
ðèòìîâ.
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Äëÿ óñêîðåíèÿ ñîñòàâëåíèÿ òàáëèöû íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
âçàèìíî âîçâðàòíûå äðóã ê äðóãó ìíîãî÷ëåíû, ò.å. ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà ïðåîáðà-
çîâàíèåì p(x) → p∗(x) = xnp(x−1), áóäóò ïðèâîäèìûìè èëè íåïðèâîäèìûìè îäíîâðåìåííî,
çíà÷èò äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü òîëüêî ïîëîâèíó âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ. Êàê èçâåñòíî, ïîðÿäêè ìíî-
ãî÷ëåíîâ p(x) è p∗(x) ñîâïàäàþò, ïîýòîìó âçàèìíî âîçâðàòíûå ìíîãî÷ëåíû áóäóò ïðèìèòèâ-
íûìè èëè íåïðèìèòèâíûìè îäíîâðåìåííî, ïîýòîìó àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âäâîå ñîêðàùàåòñÿ
ïåðåáîð ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèöû ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

2.2.2 Òåñòèðîâàíèå ïðèìèòèâíîñòè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî-
÷ëåíà

Â íåêîòîðûõ âîïðîñàõ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è êðèïòîãðàôèè âàæíóþ ðîëü èãðàþò òàê íàçûâà-
åìûå ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû. Íàïîìíèì îäíî èç ýêâèâàëåíòíûõ äðóã äðóãó îïðåäåëåíèé
ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà. Íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì GF (p) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ
ïðèìèòèâíûì, åñëè õîòÿ áû îäèí èç åãî êîðíåé â ïîëå GF (pn) (íà ñàìîì äåëå âñå åãî êîðíè)
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì â ýòîì ïîëå, ò.å. ñòåïåíè ýòîãî ýëåìåíòà ïðîáåãàþò âñå
íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â ëþáîì ïîëå GF (q) èìååòñÿ ðîâíî φ(q− 1), ãäå φ
� ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Äåëÿ φ(pn−1) íà ÷èñëî êîðíåé ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà (âñå îíè � ïðè-
ìèòèâíûå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (pn)), ïîëó÷àåì ÷òî ÷èñëî ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n
ðàâíî φ(pn− 1)/n (òî, ÷òî ýòî ÷èñëî � öåëîå, âîâñå íå î÷åâèäíî, íî ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå
ôàêòè÷åñêè ýòî äîêàçûâàåò).

Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ôîðìóëû äëÿ èõ ÷èñëà, íèêàêèõ ÿâíûõ îáùèõ êîíñòðóêöèé ïðèìè-
òèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íåèçâåñòíî. Ìàëî èçâåñòíî è î ñóùåñòâîâàíèè ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ñ êàêèìè-ëèáî îãðàíè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíòû. Âïðî÷åì, íåäàâíî Âåí Áàî Õàí [162]
äîêàçàë ïðè íå÷åòíîì p ñóùåñòâîâàíèå ïðè n ≥ 7 ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ çàðàíåå çàäàí-
íûìè ïåðâûìè äâóìÿ ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äëÿ ïðîâåðêè ïîñòðîåííîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà íà ïðèìèòèâíîñòü íàäî ïðîâå-
ðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýëåìåíò x mod q îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì ïîñòðîåííîãî ïîëÿ GF (pn). Äëÿ
ýòîãî èçâåñòåí ñî âðåìåí Ãàóññà ñëåäóþùèé àëãîðèòì, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå òîãî,
÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ s ÷èñëà pn− 1 ìíîãî÷ëåí x(pn−1)/s mod q íå ðàâåí 1. Ýòîò
àëãîðèòì ïðèìåíèì êîíå÷íî è äëÿ òåñòèðîâàíèÿ íà ïðèìèòèâíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
êîíå÷íîãî ïîëÿ.

Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n íå ïðåâîñõîäèò, êàê îòìå÷àëîñü
âûøå, ïî ïîðÿäêó (log2 p)n/ log n, à â ñðåäíåì, âåðîÿòíî, ãîðàçäî ìåíüøå, ñêîðåå âñåãî, O(ln n+
ln ln p). Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïðè n = 1 â ñðåäíåì ñîãëàñíî [55] ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ó p− 1
àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî ln ln p.

2.2.3 Ôàêòîðèçàöèÿ ÷èñåë âèäà pn − 1

Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñàìàÿ òðóäíàÿ ÷àñòü òåñòèðîâàíèÿ ýòî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè ÷èñëà pn − 1. Îäíàêî åå äîñòàòî÷íî ñäåëàòü äëÿ äàííûõ n è p òîëüêî îäèí ðàç.
Îáû÷íî óêàçàííûå ðàçëîæåíèÿ áåðóò èç òàáëèö ¾Êàííèíãåìîâñêîãî ïðîåêòà¿ [89, 160] èëè
èñïîëüçóþò ïðîãðàììû òèïà ¾Ìàòåìàòèêà¿. Îäíàêî ýòè òàáëèöû äëÿ íàøåãî ÷èòàòåëÿ (êàê,
âîçìîæíî, è ïðîãðàììû) ìàëîäîñòóïíû, ïîýòîìó â îáùèõ ÷åðòàõ îïèøåì, êàê ìîæíî ïîñòðî-
èòü ïðîñòåéøèé àëãîðèòì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñíà÷àëà íàäî íàïèñàòü ïðîñòåéøèé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè íåáîëüøèõ ÷è-
ñåë. Ïðîñòîé òåñò íà ïðîñòîòó ìîæíî íàéòè â [17] â ïàðàãðàôå 1.2. Îí óäîáåí äëÿ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ òåì, ÷òî èñïîëüçóåò òîëüêî ìîäóëÿðíîå óìíîæåíèå è áèíàðíûé àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ
â ñòåïåíü. Åñëè îí íå ïðîõîäèò, òî ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì ïðîáíîãî äåëåíèÿ äëÿ íåáîëü-
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øèõ ÷èñåë, à äëÿ ÷óòü áîëüøèõ àëãîðèòì Ôåðìà, Øåðìàíà-Ëåìàíà èëè îäèí èç àëãîðèòìîâ
Ïîëëàðäà, îïèñàííûõ òàì æå èëè â [39].

Åñëè n ñîñòàâíîå, òî èìååò ñìûñë ðàçëîæèòü pn − 1 íà ìíîæèòåëè, ïîëüçóÿñü êàêèì-
íèáóäü àëãîðèòìîì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xn − 1 íà êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû

xn − 1 =
∏

d|n
Φd(x),

î êîòîðûõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â ëþáîì õîðîøåì ó÷åáíèêå àëãåáðû. Ñàìûé áûñòðûé àëãîðèòì
èìååòñÿ â [101]. Åãî ñëîæíîñòü O(M(n) log2 n) îïåðàöèé íàä öåëûìè ÷èñëàìè, ãäå M(n) åñòü
ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ öåëîêîýôôèöèåíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðè íåáîëüøèõ n ðåàëüíàÿ îöåíêà
çäåñü M(n) = O(nlog2 3) ïîëó÷àåòñÿ ìåòîäîì Êàðàöóáû. Ñàì àëãîðèòì ðåêóðñèâåí è âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ðàçëàãàåì íà ìíîæèòåëè ÷èñëî n è íàõîäèì âñå åãî ïðîñòûå
äåëèòåëè pi, i = 1, . . . s. Ïîëàãàåì f0 = x − 1 è â öèêëå ïî i îò 1 äî s âûïîëíÿåì ïðîöåäóðó
fi = fi−1(x

pi )
fi−1

. Òîãäà fi = Φp1...pi
. Åñëè ïîëîæèòü m = p1 . . . ps, òî Φn = Φm(xn/m) = fr(xn/m).

Äàëåå ïðèõîäèòñÿ ðàçëàãàòü êàæäîå èç ÷èñåë Φd(p) íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, íàïðèìåð,
îäíèì èç àëãîðèòìîâ Ïîëëàðäà. Îòìåòèì åùå, ÷òî äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðîñòîòû ÷èñåë Ìåð-
ñåííà 2p − 1 èìååòñÿ áûñòðûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì Ëåìåðà-Ëþêà, òàêæå èçëîæåííûé
â [17], [39].

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ ïðîâåäåíà èëè âçÿòà èç òàáëèöû è îöåíèì ñëîæ-
íîñòü îñòàëüíîé ïðîöåäóðû. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ

2.2.4 Îöåíêà ñëîæíîñòè ñîâìåñòíîãî âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû
ñòåïåíåé â êîíå÷íîì ïîëå

Äëÿ åå ïîëó÷åíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé ñëîæíîñòè ñîâìåñòíîãî âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû èç m
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âåëè÷èíû íå áîëüøåé N àääèòèâíûìè öåïî÷êàìè ([24],[39] èëè ñëåäóþ-
ùèé äàëåå ðàçäåë êíèãè). Ýòà îöåíêà èìååò âèä

log2 N +
(1 + o(1))m log2 N

log2 log2N
.

Èç íåå íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ñîâìåñòíîå âû÷èñëåíèå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñòåïåíåé

xn1 , . . . , xnm , ni ≤ N, i = 1, . . . ,m

â ïîëå GF (pn) ìîæíî âûïîëíèòü çà

(3M(n) + O(n))(log2 N +
(1 + o(1))m log2 N

log2 log2N
)

îïåðàöèé â ïîëå GF (pn). Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè äëÿ ñîâìåñòíîãî âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ÷èñåë
ñâîäèòñÿ ìåòîäîì ïåðåõîäà ê äâîéñòâåííîé öåïî÷êå ê îöåíêå ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà
âåêòîðíîé àääèòèâíîé öåïî÷êîé. Òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè äâîéñòâåííîé öåïî÷êè ýëåìåíòû
óäâîåíèÿ ïåðåõîäÿò îïÿòü â ýëåìåíòû óäâîåíèÿ, à âîçâåäåíèå â êâàäðàò â äàííîì ïîëå èìååò
ñëîæíîñòü K(n) + 2M(n) + O(n), ãäå K(n) åñòü ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà â êâàäðàò,
òî óêàçàííóþ îöåíêó ìîæíî óòî÷íèòü êàê

(K(n) + 2M(n) + O(n)) log2 N + (3M(n) + O(n))
(1 + o(1))m log2 N

log2 log2N
,

à â ñëó÷àå p = 2 êàê

(2M(n) + O(n)) log2 N + (3M(n) + O(n))
(1 + o(1))m log2 N

log2 log2N
,
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Åñëè ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ çàäàåò íåïðèâîäèìûé k-÷ëåí, òî ïðåäûäóùàÿ îöåíêà óñèëèâàåòñÿ
äî

O(kn) log2 N + (3M(n) + O(n))
(1 + o(1))m log2 N

log2 log2N
.

2.2.5 Îöåíêà ñëîæíîñòè òåñòà íà ïðèìèòèâíîñòü â êîíå÷-
íîì ïîëå ìàëîé õàðàêòåðèñòèêè

Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùóþ îöåíêó ê âîçíèêàþùåé ïðè òåñòèðîâàíèè ýëåìåíòà f ïîëÿ GF (pn) íà
ïðèìèòèâíîñòü çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ñòåïåíåé f (pn−1)/pi , ãäå pi, i = 1, . . . d åñòü ñèñòåìà
âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà pn − 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñëîæíîñòè
âû÷èñëåíèÿ óïîìÿíóòîé ñèñòåìû

(log2 p)(K(n) + 2M(n) + O(n))n + O(
dM(n)n log2 p

log n
).

Âåëè÷èíó d â õóäøåì ñëó÷àå ìîæíî îöåíèòü êàê n/ log n, â ñðåäíåì îíà, âåðîÿòíî, O(logn).
Çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà èìååò â õóäøåì ñëó÷àå ñëîæíîñòü O(n3) log2 p, à
â ñðåäíåì, âåðîÿòíî, O (n2) log2 p, ïðè÷åì ïðè ìàëîì ÷èñëå k ÷ëåíîâ â äàííîì íåïðèâîäèìîì
ïîëèíîìå â ñðåäíåì, âåðîÿòíî, O(n2k) log2 p.

2.2.6 Ãåíåðàöèÿ ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íû-
ìè ïîëÿìè

Äëÿ ýòîé öåëè äî ñèõ ïîð íåèçâåñòåí ïîëèíîìèàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì. Èçëî-
æåííûé âûøå àëãîðèòì òåñòèðîâàíèÿ ïðèìèòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì â ïðåäïîëî-
æåíèè ÷òî pn − 1 óæå ôàêòîðèçîâàíî. Íî âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ãåíåðà-
öèè ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè óêàçàòü òåïåðü íå òðóäíî. Âåðîÿòíîñòü
âûáðàííîãî íàóãàä ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n îêàçàòüñÿ ïðèìèòèâíûì ðàâíà O(1/n log(n log p)) =
O (1/n). Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n íàä ïîëåì GF (p) ðàâíî
φ(pn − 1)/n, ãäå φ(n) åñòü ôóíêöèÿ Ýéëåðà, îòêóäà äîëÿ ïðèìèòèâíûõ ñðåäè âñåõ pn ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè n ðàâíà

φ(pn − 1)
pnn

=
O(1)

n log2(n log2 p)
,

òàê êàê ñîãëàñíî [55] n/φ(n) = O(log2 log2 n).
Ïîýòîìó äëÿ ãåíåðàöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− ε ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n äîñòà-

òî÷íî ñäåëàòü
O(n log(n log p)) log 1/epsilon = O (n) log 1/epsilon

ñëó÷àéíûõ âûáîðîê ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n è ïîñëå êàæäîé âûáîðêè ïðîòåñòèðîâàòü ðåçóëü-
òàò ñíà÷àëà íà íåïðèâîäèìîñòü, à ïîòîì íà ïðèìèòèâíîñòü. Â õóäøåì ñëó÷àå ñëîæíîñòü ýòîé
ãåíåðàöèè ðàâíà

O(n4) log(n log p) log2 p log 1ε.

Ïðè ïîñòðîåíèè òàáëèö ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ [168, 169] ñëó÷àéíûå âûáîðêè íå èñ-
ïîëüçóþò, à ïðîñòî ïåðåáèðàþò ìíîãî÷ëåíû â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà êîýôôèöèåíòîâ,
áëàãîäàðÿ ÷åìó â òàáëèöó ïîïàäàþò ìíîãî÷ëåíû ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì ÷èñëîì íåíó-
ëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ; èç òàáëèö [168, 169] âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå p = 2 âñåãäà ñóùåñòâóþò
ïðèìèòèâíûå ïÿòè÷ëåíû è ñåìè÷ëåíû, íî, êàæåòñÿ, òåîðåòè÷åñêè ýòî íèêòî åùå íå äîêàçàë.

Ñêàçàííîå âûøå î ìíîãî÷ëåíàõ ñïðàâåäëèâî, êîíå÷íî, è äëÿ ãåíåðàöèè ïðèìèòèâíûõ
ýëåìåíòîâ â äàííîì ïîëå, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ïðîñòåéøåãî â
êàêîì-òî ñìûñëå ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà îáû÷íî äîñòàòî÷íî íàéòè õîòü êàêîé-íèáóäü òàêîé
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ýëåìåíò. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ñî âðåìåí Ãàóññà èçâåñòåí åùå îäèí àëãîðèòì, ìîãóùèé ñîñòàâèòü
êîíêóðåíöèþ èçëîæåííîìó âûøå àëãîðèòìó.

2.2.7 Àëãîðèòì ãåíåðàöèè ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â ïîëå
GF (pn)

Ýòîò àëãîðèòì îñíîâàí íà ñëåäóþùåé èäåå, ëåæàùåé â îñíîâå îäíîãî èç äîêàçàòåëüñòâ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà.

Äîïóñòèì, ÷òî èçâåñòíî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

pn − 1 =
d∏

i=1

pαi
i .

Äëÿ êàæäîãî i íàéäåì ýëåìåíò gi ïîðÿäêà qi = pαi
i , ò.å. òàêîé, ÷òî gqi

i = 1, g
qi/p1
i 6= 1, òî-

ãäà, ñîãëàñíî èçâåñòíîé ëåììå, ïîðÿäîê ýëåìåíòà g1 . . . gd áóäåò ðàâåí q1 . . . qd = pn − 1, ò.å.
ýòîò ýëåìåíò è áóäåò ïðèìèòèâíûì. Äëÿ íàõîæäåíèÿ, ñêàæåì, ýëåìåíòà gi áåðåì ñëó÷àéíûé
ýëåìåíò h è âû÷èñëÿåì H = h(pn−1)/qi . Åñëè Hqi/pi = h(pn−1)/pi 6= 1, òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà H
ðàâåí qi (âåäü Hqi = hpn−1 = 1) è ìîæíî ïîëîæèòü gi = H. Òàê êàê óðàâíåíèå h(pn−1)/pi = 1
èìååò íå áîëåå (pn − 1)/pi êîðíåé â ïîëå GF (pn) (íà ñàìîì äåëå ðîâíî ñòîëüêî), òî âåðî-
ÿòíîñòü âûáðàòü h òàê, ÷òîáû h(pn−1)/pi 6= 1 ðàâíà 1 − p−1

i . Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûáðàòü gi ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 − ε/d, äîñòàòî÷íî ñäåëàòü O(log2 d/ε)

log2 pi
ïîïûòîê, ïîñëå ÷åãî ïðèìèòèâíûé ýëå-

ìåíò ìîæíî áóäåò ñãåíåðèðîâàòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−ε ïî ôîðìóëå g1 · · · gd. Òàê êàê ñëîæíîñòü
âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü m ýëåìåíòà ïîëÿ GF (pn) îöåíèâàåòñÿ êàê O(kpn log m) + O(M(n) log m

log log m )
îïåðàöèé â ïîëå GF (p), ãäå k� ÷èñëî ÷ëåíîâ â íåïðèâîäèìîì ìíîãî÷ëåíå, îïðåäåëÿþùåì èñ-
ïîëüçóåìîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ïðàêòèêå âñåãäà ìîæíî âûáðàòü k ≤ 5,

ýòó îöåíêó ìîæíî ïåðåïèñàòü ïðè ìàëûõ k â âèäå O(M(n)) log m
log log m , çíà÷èò ñëîæíîñòü ãåíåðàöèè

ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− ε îöåíèâàåòñÿ ïðè ìàëûõ k êàê

O(M(n)n log2(d/ε))
log n

(
d∑

i=1

log−1
2 pi

)
=

O(M(n)nd log2(d/ε))
log d log n

=
O(M(n)n2 log2(n/ε))

log3 n
.

Ðàáîòó îïèñàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ óñêîðèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïîñëå òîãî, êàê âûáðàëè h òàêîé, ÷òî h(pn−1)/p1 6= 1, ìîæíî âìåñòî âû÷èñëåíèÿ g1 ïî
ôîðìóëå g1 = h(pn−1)/q1 ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé h(pn−1)/pi , i = 2, 3, . . . , ïîêà âïåð-
âûå íå ïîëó÷èì h(pn−1)/pj = 1. Åñëè ýòîãî íå ïðîèçîéäåò, h è åñòü èñêîìûé ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò è ðàáîòà àëãîðèòìà íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ. Åñëè æå íàéäåòñÿ r1 òàêîå, ÷òî

h(pn−1)/pr1+1 = 1, h(pn−1)/pi 6= 1, i ≤ r1,

òî ïîëàãàÿ Q1 = q1 . . . qr1 , G1 = h(pn−1)/Q1 , èìååì

GQ1
1 = 1, G

Q1/pi

1 = h(pn−1)/pi 6= 1, i ≤ r1,

ò.å. ïîðÿäîê ýëåìåíòà G1 ðàâåí Q1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, âûáèðàÿ ñëó÷àéíûé ýëåìåíò h è
âîçâîäÿ åãî â ñòåïåíè (pn−1)/pi, i = r1 +1, r1 +2, . . . , äî ïîëó÷åíèÿ ïåðâîé åäèíèöû (êîíå÷íî,
åñëè îíà ïîëó÷èëàñü óæå íà ïåðâîì øàãå, òî ýëåìåíò h çàìåíÿåòñÿ íà íîâûé ñëó÷àéíûé
ýëåìåíò), íàõîäèì ýëåìåíò G2 ïîðÿäêà Q2 = qr1+1 . . . qr2 è ò.ä. Íàéäÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò Gs,
èìåþùèé ïîðÿäîê Qs = qrs−1+1 . . . qd âû÷èñëÿåì ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïî ôîðìóëå G1 . . . Gs.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðèìèòèâíîñòè íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà ïðèìèòèâíîñòè ýëåìåíòà
g1 . . . gd, òàê êàê ïîðÿäêè Qi ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Åñëè ïðèìåíèòü äëÿ ïîèñêà ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà àëãîðèòì, îïèñàííûé â ïðåäû-
äóùèõ ñåêöèÿõ, òî ïîñëå ñëó÷àéíîãî âûáîðà ýëåìåíòà h òîæå íóæíî âû÷èñëÿòü ñòåïåíè
h(pn−1)/pi , i = 1, 2, . . . è áðîñàòü ýòî äåëî ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ïåðâîé åäèíèöû, âûáèðàÿ íîâûé
ñëó÷àéíûé ýëåìåíò, ïîêà íå áóäåò íàéäåí ýëåìåíò, äëÿ êîòîðîãî âñå ýòè ñòåïåíè îòëè÷íû
îò åäèíèöû. Â íîâîì æå âàðèàíòå àëãîðèòìà ïîñëå âûáîðà î÷åðåäíîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà
âû÷èñëåíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ òîé ñòåïåíè, íà êîòîðîé ñëó÷èëñÿ ïðîâàë â ïðåäûäóùåé ïîïûòêå,
è êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ ìîæåò ïðè óäà÷å ñóùåñòâåííî óìåíüøèòñÿ.

Îòìåòèì åùå, ÷òî â õóäøåì ñëó÷àå ñëîæíîñòü îïèñàííîãî â ïðåäûäóùèõ ñåêöèÿõ àëãî-
ðèòìà ïðè ìàëûõ p îöåíèâàåòñÿ êàê

O(M(n))nd log d log 1/ε

log n
,

òàê êàê âåðîÿòíîñòü óäà÷è â êàæäîì èñïûòàíèè ðàâíà â õóäøåì ñëó÷àå

φ(pn − 1)/(pn − 1) =
d∏

i=1

(1− p−1
i ) = O(1/ log d).

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ÷óòü âûøå, ÷åì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ýòîé ñåêöèè.
Ïîñëå íàõîæäåíèÿ îäíîãî ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà g ìîæíî íàéòè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

gpi

, i = 1, . . . , n − 1 ïîñëåäîâàòåëüíûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü p ñî ñëîæíîñòüþ O(pkn2). Ïðè
ìàëûõ p, k ýòî êâàäðàòè÷íàÿ ñëîæíîñòü. Â ñëó÷àå áîëüøîãî p èëè k áëèçêîãî ê n ýòîò àëãî-
ðèòì â [101] çàìåíåí íà áîëåå áûñòðûé, îäíàêî íà ïðàêòèêå ýòîò ñëó÷àé ïî÷òè íå âñòðå÷àåòñÿ.
Ïåðåìíîæàÿ íàä ïîëåì GF (pn) ëèíåéíûå äâó÷ëåíû x−gpk

, k = 0, . . . , n−1 ìåòîäîì ¾äåëåíèÿ
ïîïîëàì¿, ïîëó÷àåì ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí f(x) íàä ïîëåì GF (p), âûïîëíèâ O(M(n)) log n
îïåðàöèé óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (pn). Äëÿ óìíîæåíèÿ â ýòîì ïîëå â ñâîþ î÷åðåäü íóæíî
O(M(n)) îïåðàöèé â ïîëå GF (p). Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ ãåíåðàöèè ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä ïîëåì GF (p) äîïîëíèòåëüíî íóæíî O(M(n)2) log n îïåðàöèé. Èñïîëüçóÿ îöåíêó Øåíõàãå
äëÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó O (n2), à èñïîëüçóÿ
ïðè íåáîëüøèõ n îöåíêó Êàðàöóáû, èìååì îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó â âèäå O(n3.2). Â ëþáîì èç
ñëó÷àåâ ïîñëåäíèé àëãîðèòì ãåíåðàöèè ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà êàæåòñÿ áîëåå áûñòðûì,
÷åì ïðèâåäåííûé â ïðåäûäóùèõ ñåêöèÿõ, íî îí áóäåò ïîðîæäàòü íå ïðîñòåéøèé, à êàêîé-òî
ñëó÷àéíûé ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.

2.2.8 Îá óñêîðåíèè òåñòèðîâàíèÿ íåïðèâîäèìîñòè ìà-
ëî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ñëó÷àé ïîëÿ GF (2).
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ óñêîðåíèÿ ïîèñêà íåïðèâîäèìûõ òðåõ÷ëåíîâ xn + xk + 1 ìîæíî

çàìåòèòü, ÷òî òðåõ÷ëåíû xn + xk + 1 è xn + xn−k + 1 âçàèìíî âîçâðàòíû äðóã ê äðóãó, çíà÷èò
äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü òîëüêî òðåõ÷ëåíû xn +xk +1, k < n/2, òðåõ÷ëåí xn +xn/2 +1 î÷åâèäíî
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, òî åñòü ïðèâîäèì. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ñîêðàòèòü âäâîå ïåðåáîð
è â ñëó÷àå ïÿòè÷ëåíîâ.

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Øòèêåëüáåðãåðà-Ñóîíà (cì., íàïðèìåð [8]), ïðîâåðÿåì, íå
ÿâëÿåòñÿ ëè âûáðàííûé òðåõ÷ëåí ïðèâîäèìûì. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî òðåõ÷ëåí xn + xk +
1 íàä ïîëåì GF (2) çàâåäîìî áóäåò ïðèâîäèìûì (è áîëåå òîãî, áóäåò èìåòü ÷åòíîå ÷èñëî
íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé)

1) ïðè ÷åòíîì n, íå÷åòíîì @?????????k, k 6= n/2,, è nk/2 = 0, 1 mod 4;
2) ïðè ÷åòíîì k è n = ±1 mod 8 â ñëó÷àå, êîãäà k äåëèò 2n;
3) ïðè ÷åòíîì k è n = ±3 mod 8 åñëè k íå äåëèò 2n.
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Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ÷åòíûõ n è k òðåõ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, è ïîýòîìó
ïðèâîäèì.

Óêàçàííàÿ ïðîâåðêà ðåçóëüòàòèâíà ñ âåðîÿòíîñòüþ àñèìïòîòè÷åñêè 1/2
Óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ãåíåðàöèè íåïðèâîäèìûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ ìîæíî äëÿ ïðîñåèâàíèÿ ïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèìåíÿòü àëãîðèòì Áåí-Îðà,
à òî÷íåå, âû÷èñëÿòü ÍÎÄ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà q ñ ìíîãî÷ëåíàìè x2i

+ x, i = 1, 2, . . . . Ïðè
i < log2 n ôàêòè÷åñêè íàäî âûïîëíÿòü ïðîáíîå äåëåíèå íà íåïðèâîäèìûå äåëèòåëè ìíîãî-
÷ëåíîâ x2i−2 + . . . + 1.

Íàïðèìåð, âíà÷àëå âûïîëíÿåì äåëåíèå íà òðåõ÷ëåí 1 + x + x2. Áûñòðåå âñåãî äëÿ ýòîãî
ïîäåëèòü ñ îñòàòêîì íà 1+x3, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî ïðîñòî çàìåíèòü âñå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè â
òåñòèðóåìîì ìíîãî÷ëåíå íà îñòàòêè ïî ìîäóëþ 3, è âûïîëíèòü ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ
ïî ìîäóëþ äâà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî è ïîëó÷àåòñÿ èñêîìûé îñòàòîê ïî ìîäóëþ 1 + x3. Åñëè
îí áóäåò ðàâåí òðåõ÷ëåíó 1 + x + x2, òî òåñòèðóåìûé ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà íåãî, è, çíà÷èò,
ïðèâîäèì. Ôàêòè÷åñêè íèêàêîãî äåëåíèÿ ïðîèçâîäèòü íå íàäî, à äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
äåëèòñÿ ëè n+k Âåðîÿòíîñòü ýòîãî â ñëó÷àå òðåõ÷ëåíîâ ðàâíà àñèìïòîòè÷åñêè 2/9, à â ñëó÷àå
ïÿòè÷ëåíîâ � 20/81. Ïîäîáíûé æå ïðèåì â ñëó÷àå ïÿòè÷ëåíîâ è äåëåíèÿ íà 1+x+x2+x3+x4

âîçìîæåí, íî íå ýôôåêòèâåí.
Ýôôåêòèâíî, îäíàêî, ïðîáíîå äåëåíèå íà 1 + x7, îñòàòîê â êîòîðîì íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷-

íûì ñïîñîáîì (ñ çàìåíîé 3 íà 7). Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷åííûé îñòàòîê ïðîâåðÿåòñÿ íà äåëèìîñòü
íà 1 + x + x3 è 1 + x2 + x3 (ýòî íåòðèâèàëüíûå íåïðèâîäèìûå äåëèòåëè 1 + x7), äëÿ ÷åãî
äîñòàòî÷íî åãî ñðàâíèòü ñî âñåìè êðàòíûìè èì òðåõ÷ëåíàìè íå âûøå 6-é ñòåïåíè, êîòîðûå
ñóòü

1 + x2 + x6, 1 + x4 + x6, 1 + x2 + x3, 1 + x + x3, 1 + x + x5, 1 + x4 + x5,

è â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ñ îäíèì èç íèõ òåñòèðóåìûé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì. Ïî
ñóùåñòâó çäåñü âû÷èñëÿëñÿ ÍÎÄ òåñòèðóåìîãî ìíîãî÷ëåíà è ìíîãî÷ëåíà 1+x7. Âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî óêàçàííûé ÍÎÄ áóäåò îòëè÷åí îò 1, â ñëó÷àå òðåõ÷ëåíîâ ðàâíà 6/49, à ïîëíàÿ
âåðîÿòíîñòü ðåçóëüòàòèâíîñòè îäíîãî èç äâóõ îïèñàííûõ ïðîáíûõ äåëåíèé è ïðîâåðêè ïî
òåîðåìå Ñóîíà ðàâíà ñîãëàñíî ôîðìóëå âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ è êèòàéñêîé òåîðåìå îá
îñòàòêàõ 1/2+2/9+6/49−12/441−1/9−3/49+2/147 = 83/126 = 0, 658... Â ñëó÷àå ïÿòè÷ëåíîâ
óêàçàííàÿ âåðîÿòíîñòü ìåíüøå è ðàâíà ïðèáëèçèòåëüíî 0.347...

Â [166] ïðåäëàãàåòñÿ ïðîäîëæèòü ýòó ïðîöåäóðó è ôàêòè÷åñêè âû÷èñëÿòü ÍÎÄ òåñòè-
ðóåìîãî ìíîãî÷ëåíà ñ äâó÷ëåíàìè âèäà 1 + x2m−1, m = 4, 5, . . . , 10. Íà ñàìîì äåëå, êîíå÷íî,
âíà÷àëå íàäî âûïîëíèòü äåëåíèå ñ îñòàòêîì íà 1 + x2m−1 àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü
âûøå, à ïîòîì ïîëó÷åííûé îñòàòîê (òðåõ÷ëåí èëè ïÿòè÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå 2m − 1 èñêàòü
â çàðàíåå çàãîòîâëåííîì è ïîìåùåííîì â ïàìÿòü ìàøèíû ñïèñêå òðåõ÷ëåíîâ è ïÿòè÷ëåíîâ
óêàçàííîé ñòåïåíè, êðàòíûõ îäíîìó èç íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, äåëÿùåé m (ïðî-
èçâåäåíèå âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ êàê èçâåñòíî è ðàâíî 1 + x2m−1).

Ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîèñê â ýòîì ñïèñêå òðåáóåò âðåìåíè O(m) è ïàìÿòè O(24m) â ñëó÷àå
ïÿòè÷ëåíîâ è O(22m) â ñëó÷àå òðåõ÷ëåíîâ (÷òî îãðàíè÷èâàåò m ÷èñëîì 5 â ïåðâîì è ÷èñëîì
10 âî âòîðîì ñëó÷àå). Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà Åâêëèäà èëè ïðîáíîãî äåëåíèÿ íà çàðàíåå
âû÷èñëåííûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé, äåëÿùèõ m, ëèêâèäèðóåò ïðîáëåìû ñ ïà-
ìÿòüþ, íî òðåáóåò â îáîèõ ñëó÷àÿõ âðåìåíè â õóäøåì ñëó÷àå O(22m) íà îäèí ìíîãî÷ëåí.

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óêàçàííîãî ñïèñêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé èç ýòèõ ïîäõîäîâ, íî îöåí-
êà âðåìåíè áóäåò óìíîæàòüñÿ íà ÷èñëî ïðîâåðÿåìûõ òðåõ÷ëåíîâ O(22m) èëè íà ÷èñëî ïðî-
âåðÿåìûõ ïÿòè÷ëåíîâ O(24m), ÷òî ïðèâîäèò ê ãðàíèöå m ≤ 8 â ïåðâîì è m ≤ 6 âî âòîðîì
ñëó÷àÿõ. Ãðàíèöà ìîæåò áûòü ïîâûøåíà äî 10 åñëè òåñòèðóþòñÿ òîëüêî ìíîãî÷ëåíû ñïåöè-
àëüíîãî âèäà, íàïðèìåð 1 + x + xn, î ÷åì ïîéäåò ðå÷ü äàëåå.

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå ïðèåìû ñîêðàùàþò ëèøü âðåìÿ ñîñòàâëåíèÿ ñïèñêà íåïðèâî-
äèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ çàäàííûìè ãðàíèöàìè ñòåïåíåé, à äëÿ òåñòèðîâàíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ óñêîðåíèå äîñòèãàåòñÿ ëèøü ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ.
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Òåîðåòè÷åñêè îöåíèòü âåðîÿòíîñòü âçàèìíîé ïðîñòîòû òðåõ÷ëåíà ñòåïåíè n ñ ìíîãî÷ëå-
íîì x2k

+ x â îáùåì ñëó÷àå çàòðóäíèòåëüíî. Â íåäàâíåé ðàáîòå [87] íà îñíîâå âû÷èñëèòåëü-
íîãî ýêñïåðèìåíòà âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü áëèçêà ê 1/k. Òàêæå òàì áûëà
âûäâèíóòà ïîäòâåðæäåííàÿ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè ãèïîòåçà, ÷òî âðåìÿ T (k) ïðîâåðêè
óñëîâèÿ (f, x2k

+ x) = 1 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

T (k) =
k−1∑

i=1

T (i).

Åñëè îáîçíà÷èòü t(n) îöåíêó âðåìåíè ðàáîòû äåòåðìèíèðîâàííîãî òåñòà äëÿ ñëó÷àéíîãî òðåõ-
÷ëåíà ñòåïåíè n, òî â [87] ñòðàòåãèÿ âûáîðà ïàðàìåòðà k â ïðîöåäóðå ïðåäâàðèòåëüíîãî ïðî-
ñåèâàíèÿ îñíîâûâàëàñü íà ïðîâåðêå íåðàâåíñòâà kT (k) < t(n), êîòîðîå äîëæíî îáåñïå÷èòü
ìàëîå âðåìÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî ïðîñåèâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ äåòåðìè-
íèðîâàííîãî òåñòà â ñëó÷àå íåóäà÷è ïðåäâàðèòåëüíîãî ïðîñåèâàíèÿ.

Â [87] âåëñÿ ïîèñê íåïðèâîäèìûõ òðåõ÷ëåíîâ ïðîñòûõ ñòåïåíåé n, äëÿ êîòîðûõ 2n− 1 òî-
æå ïðîñòîå (íàçûâàåìîå ÷èñëîì Ìåðñåííà). Èíòåðåñ ê íèì âûçâàí òåì, ÷òî òàêèå òðåõ÷ëåíû
àâòîìàòè÷åñêè îêàçûâàþòñÿ ïðèìèòèâíûìè. Ñóùåñòâóþò îíè íå äëÿ âñåõ ýêñïîíåíò Ìåðñåí-
íà. Â [87] óñòàíîâëåí ìèðîâîé ðåêîðä: íàéäåíû äâà ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíà (åñòåñòâåííî,
òðåõ÷ëåíû) ñòåïåíè 3021377. Çíà÷åíèÿ k ó íèõ ðàâíû 361604 è 1010202.

Èíòåðåñíî, ÷òî â [87] íå èñïîëüçîâàëñÿ è äàæå íå óïîìèíàëñÿ óïîìèíàâøèéñÿ âûøå òåî-
ðåòè÷åñêè ñàìûé áûñòðûé èçâåñòíûé àëãîðèòì ñëîæíîñòè O (n1.688). Âìåñòî íåãî èñïîëüçî-
âàëñÿ ñòàíäàðòíûé îïèñàííûé âûøå êâàäðàòè÷íûé àëãîðèòì ñ íåêîòîðûìè ïðîãðàììíûìè
óõèùðåíèÿìè.

Òàê, êðîìå ñòàíäàðòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ çàðàíåå âû÷èñëåííîé òàáëèöû äëÿ áûñòðîãî âîç-
âåäåíèÿ â êâàäðàò, è óñêîðåíèÿ äåëåíèÿ íà òðåõ÷ëåí çà ñ÷åò ðàáîòû íå ñ áèòàìè, à ñ 32-
áèòíûìè ìàøèííûìè ñëîâàìè, â [87] ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî òðåõ÷ëåíû ñ ÷åòíûì n − k (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåéòè ê âçàèìíîìó òðåõ÷ëåíó, òàê êàê n íå÷åòíî) è ëîâêî èñ-
ïîëüçîâàëîñü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â êâàäðàòå äàííîãî ìíîãî÷ëåíà âñå êîýôôèöèåíòû ïðè
íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ íóëåâûå. Áëàãîäàðÿ ýòîìó, óäàëîñü óìåíüøèòü â ÷åòûðå ðàçà ÷èñëî áè-
òîâûõ îïåðàöèé XOR, íà ÷åòâåðòü óìåíüøèëàñü èñïîëüçóåìàÿ ïàìÿòü è ïî÷òè â äâà ðàçà
óìåíüøèëîñü ÷èñëî îáðàùåíèé ê íåé.

Â [87] èíòåðåñîâàëèñü òîëüêî ìíîãî÷ëåíàìè ñ ïðîñòûìè ñòåïåíÿìè. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ
ñîñòàâíûìè ñòåïåíÿìè ìîæíî äîáèòüñÿ íåêîòîðîãî óñêîðåíèÿ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

2.2.9 Åùå îá óñêîðåíèè òåñòèðîâàíèÿ íåïðèâîäèìîñòè
<ìàëî÷ëåíîâ> íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ

Äëÿ òðåõ÷ëåíîâ xn+xk +1 íàä ïîëåì GF (2) â ñëó÷àå (n, k) = t > 1, ãäå t íå÷åòíî, ïðîâåðêó íà
íåïðèâîäèìîñòü ìîæíî óñêîðèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (åñëè t ÷åòíî, òî âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû
î÷åâèäíî ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè). Çàìåòèì, ÷òî òîãäà p(x) = f(xt), ãäå f(x) - òðåõ÷ëåí ñòåïåíè
m = n/t, è åñëè îí ïðèâîäèì, òî è p(x) òîæå ïðèâîäèì, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ïðîâåðêó
íà íåïðèâîäèìîñòü ó âñåõ òðåõ÷ëåíîâ ñòåïåíè m, ÷òî äåëàåòñÿ ñóùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì ïðè
ïðÿìîé ïðîâåðêå.

Åñëè âûÿñíèòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì, òî íåî÷åâèäíî, ÷òî òîãäà ìíîãî÷ëåí
p(x) = f(xt) òîæå íåïðèâîäèì.

Èìååòñÿ, îäíàêî, òåîðåìà(òåîðåìà 3.35 [45]) î òîì, ÷òî åñëè ïîðÿäîê e ìíîãî÷ëåíà f(x)
òàêîâ, ÷òî âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà t äåëÿò e, íî íå äåëÿò 2m−1

e , òî ìíîãî÷ëåí p(x) = f(xt)
áóäåò íåïðèâîäèìûì ïîðÿäêà et (ïîðÿäîê ìíîãî÷ëåíà g(x) ðàâåí r � ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ
îçíà÷àåò, ÷òî r åñòü íàèìåíüøèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè òàêîé, ÷òî xr − 1 äåëèòñÿ íà g(x)). Äëÿ
ïðîâåðêè óêàçàííîãî óñëîâèÿ äëÿ e è t ðàçëîæèì t íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè,

t = pα1
1 . . . pαs

s ,
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÷òî äåëàåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ @????????o(t), îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî pi ìàêñèìàëüíûé ïîêà-
çàòåëü ñòåïåíè βi, òàêîé ÷òî pβi

i äåëèò 2m − 1, ÷òî äåëàåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(m2), òîãäà
óêàçàííîå âûøå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî e äîëæíî äåëèòñÿ íà pβ1

1 . . . pβs
s , à òàê êàê e

ýòî ïîðÿäîê ìíîãî÷ëåíà f(x), è îí íå äîëæåí áûòü äåëèòåëåì ÷èñåë

ai =
2m − 1

pi
,

çíà÷èò xai mod f(x) äîëæíî áûòü îòëè÷íî îò åäèíèöû ïðè âñåõ i = 1, . . . , s, è ýòî óñëîâèå
ðàâíîñèëüíî óêàçàííîìó âûøå, à åãî ïðîâåðêà, êàê âûòåêàåò èç îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùåé
ñåêöèè, âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(sm2 log log m), ïîñëå ÷åãî îñòàåòñÿ (â ñëó÷àå íåîáõî-
äèìîñòè) ñî ñëîæíîñòüþ O(m2) óáåäèòñÿ â íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà f(x). Çàìåòèì, ÷òî
s íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ïðîñòûõ äåëèòåëåé ó t, òî åñòü íå áîëüøå O(log t/ log log t) (ñì. [55]),
à â ñðåäíåì O(log log t) êàê îòìå÷àëîñü âûøå. Ïîýòîìó O(sm2 log log m) = @???????o(n2) ïðè
t2 log log t/ log t >> log log m.

Óêàçàííàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ïðîâåðêè óïîìÿíóòîãî óñëîâèÿ ñëèøêîì ãðóáà, òàê êàê
â íåé îöåíèâàåòñÿ ÷èñëî íåîáõîäèìûõ óìíîæåíèé â ïîëå GF (2m) êàê O(sm/ log m) ïðè m
âîçâåäåíèÿõ â êâàäðàò, à ñëîæíîñòü êàæäîãî óìíîæåíèÿ ñîãëàñíî îöåíêå Øåíõàãå êàê

O(m log m log log m).

Â ðåàëüíîñòè ÷èñëî óìíîæåíèé ìîæåò áûòü íå ñòîëü áîëüøèì, òàê êàê ïîêàçàòåëè ñòåïåíè
íå ïðîèçâîëüíûå s ÷èñåë, à ÷èñëà âèäà

2m − 1
pi

.

Åñëè, íàïðèìåð, mi � òàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî, ÷òî 2mi − 1 êðàòíî pi, è mi ìíîãî ìåíüøå m,
òî, êàê èçâåñòíî, m êðàòíî mi è

2m − 1
pi

= bi
2m − 1
2mi − 1

,

ãäå
bi =

2mi − 1
pi

.

Ïðåäñòàâëÿÿ ÷èñëî
2m − 1
2mi − 1

â âèäå
am/mi − 1

a− 1
,

ãäå a = 2mi , ìîæíî, ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèâ âñå ñòåïåíè ñ ìàëåíüêèìè ïîêàçàòåëÿìè bi,
íàéòè âñå íóæíûå íàì ñòåïåíè, èñïîëüçóÿ òîëüêî

s∑

i=1

O(log m/mi)

óìíîæåíèé, à ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà â õóäøåì ñëó÷àå íå áîëüøå O(m), à â ñðåäíåì çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå, íî ÷èñëî âîçâåäåíèé â êâàäðàò ïðè òàêîì ìåòîäå áóäåò ãðóáî îöåíèâàòüñÿ êàê O(sm).

Íàïðèìåð, ïðè n = 1000 âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ t åñòü òîëüêî 5 è 25, è äëÿ óïîìÿíóòîé
ïðîâåðêè äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü âîçâåäåíèÿ â (2200 − 1)/5 è (240 − 1)/25 ñòåïåíè. Äëÿ ýòîãî
âû÷èñëèì (24 − 1)/5 = 3 ñòåïåíü, è

(220 − 1)/25 = 3(1 + 3(1 + 24 + 1 + 28 + 24 + 1 + (24 + 1)(28 + 1))) =



122 ÃËÀÂÀ 2. ÍÅÏÐÈÂÎÄÈÌÛÅ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÛ

= 3(1 + 3(4 + 24 + 25 + 29 + 212)),

÷òî òðåáóåò âñåãî 8 óìíîæåíèé, à ïîòîì âûïîëíèì âîçâåäåíèÿ â (2200−1)/(24−1)5 è â 220 +1
ñòåïåíè. Ïîñëåäíÿÿ îïåðàöèÿ òðåáóåò ëèøü îäíîãî óìíîæåíèÿ è 20 êðàòíîãî âîçâåäåíèÿ â
êâàäðàò. Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ òðåáóåò íå áîëåå 200 âîçâåäåíèé â êâàäðàò è íå áîëåå 12 óìíîæåíèé.
Êàê âèäèì, â ðåàëüíîñòè îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå äàæå ÷èñëà
n (íå ñ÷èòàÿ ñëîæíîñòü òåñòèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) ñòåïåíè n/t).

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè óïîìÿíóòîå âûøå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèòü
íå íóæíî, òàê êàê òîãäà ìíîãî÷ëåí f(xt) áóäåò âñåãäà ïðèâîäèìûì. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà (t, e) = 1.

Èçâåñòíî [45],òåîðåìû 2.47,3.5, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåïðèâîäèìûõ íàä ïîëåì GF (2)
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m è ïîðÿäêà e è åäèíè÷íûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè ðàâíî Qe �
êðóãîâîìó ìíîãî÷ëåíó ïîðÿäêà e, åñëè m � òàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî, ÷òî 2m − 1 êðàòíî e
(íàçûâàåìîå ïîðÿäêîì äâîéêè ïî ìîäóëþ e), e > 1. Êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Qe èìååò ñòåïåíü
φ(e), êîýôôèöèåíòû åãî ïðèíàäëåæàò GF (2) è âñå åãî êîðíè íåêðàòíû è ëåæàò â ïîëå GF (2m),
ÿâëÿÿñü ïåðâîîáðàçíûìè êîðíÿìè e-é ñòåïåíè èç åäèíèöû, òî åñòü èìåþò âèä αs, (s, e) =
1, 1 ≤ s ≤ e, ãäå α ∈ GF (2m), αe = 1, αr 6= 1, r = 1, . . . , e − 1. Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè
f(x) � ëþáîé èç óïîìÿíóòûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ (à èõ êîëè÷åñòâî, êñòàòè, ðàâíî
φ(e)/m,), è αs, (s, e) = 1 � ëþáîé èç åãî êîðíåé, ëåæàùèõ â ïîëå GF (2m), òî αr, (r, e) = 1, rt =
s mod e, áóäåò êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(xt) è îäíîâðåìåííî êîðíåì êàêîãî-òî íåïðèâîäèìîãî íàä
ïîëåì GF (2) ìíîãî÷ëåíà g(x) ñòåïåíè m è ïîðÿäêà e (ìîæåò áûòü è ðàâíîãî f(x)), çíà÷èò
ìíîãî÷ëåíû g(x) è f(xt) íå âçàèìíî ïðîñòû, à òàê êàê g(x) � íåïðèâîäèì, òî îí äîëæåí áûòü
äåëèòåëåì f(xt), è ïîñëåäíèé ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, òàê êàê åãî ñòåïåíü ðàâíà
mt > m.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà t èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü p, íå äåëÿùèé e. Òîãäà, ñîãëàñ-
íî ïðåäûäóùåìó, ìíîãî÷ëåí h(x) = f(xp) ïðèâîäèì íàä ïîëåì GF (2), à çíà÷èò è ìíîãî÷ëåí
f(xt) = h(xt/p) òîæå.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà âñå ïðîñòûå äåëèòåëè t äåëÿò e è (t, (2m − 1)/e) > 1.
Òîãäà t′ = t/(t, (2m − 1)/e) < t. Åñëè t′ = 1, òî et = e(t, (2m − 1)/e) äåëèò 2m − 1, òàê êàê
(t, (2m−1)/e) äåëèò (2m−1)/e, çíà÷èò ïîðÿäîê äâîéêè ïî ìîäóëþ et ðàâåí m < mt, òàêæå êàê
è ïî ìîäóëþ e. Åñëè æå t′ > 1, ïóñòü p � ëþáîé åãî ïðîñòîé äåëèòåëü, è t′′ = (t, (2m − 1)/e)p.
Òîãäà t′′ äåëèò (t, (2m− 1)/e)t′ = t. Ïðîâåðèì, ÷òî òîãäà ïîðÿäîê äâîéêè ïî ìîäóëþ et′′ áóäåò
ðàâåí mp < mt′′.

Äåéñòâèòåëüíî, óêàçàííûé ïîðÿäîê s äîëæåí áûòü êðàòåí m è èìåòü âèä mk, òàê êàê
èíà÷å 2s − 1 íå äåëèëîñü áû íà e, íî

2mk − 1 =
2mk − 1
2m − 1

(1 + 2m + . . . + 2(k−1)m)

áóäåò äåëèòñÿ íà et′′ = e(t, (2m − 1)/e)p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1 + 2m + . . . + 2(k−1)m

áóäåò äåëèòñÿ íà p (âåäü e(t, (2m−1)/e) äåëèò e(2m−1)/e) = 2m−1, íî et′′ íå äåëèò 2m−1, òàê
êàê òîãäà áû ÷èñëî (t, (2m−1)/e)p äåëèëî áû ((2m−1)/e) è t = t′(t, (2m−1)/e) îäíîâðåìåííî,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî (t, (2m−1)/e) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë t è (2m−1)/e),
à òàê êàê 2m − 1 äåëèòñÿ íà e, à çíà÷èò è íà p, òî ïî ìîäóëþ p óêàçàííàÿ ñóììà áóäåò ðàâíà
k, è áóäåò êðàòíà p ëèøü ïðè k êðàòíîì p, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå. Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ
ñëó÷àÿõ áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî äåëèòåëÿ t′ ó ÷èñëà t (ìîæåò áûòü t′ = t), ÷òî
ïîðÿäîê äâîéêè ïî ìîäóëþ et′ áóäåò ìåíüøå mt′.

Óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ÷òî ïðîèçâîëüíûé íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì GF (2) ìíîãî÷ëåí
f(x) ñòåïåíè m è ïîðÿäêà e ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì êðóãîâîãî ìíîãî÷ëåíà Qe, à, çíà÷èò, ìíî-
ãî÷ëåí f(xt′) äåëèò ìíîãî÷ëåí Qe(xt′), à òàê êàê âñå ïðîñòûå äåëèòåëè t äåëÿò e, òî, êàê
ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.35 [45], èç ñâîéñòâ êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ âûòåêàåò, ÷òî
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Qe(xt′) = Qet′(x), çíà÷èò ìíîãî÷ëåí f(xt′) äåëèò êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Qet′(x), íî êàê ïîêàçàíî
òàì æå, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.47 ñòåïåíü êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî äåëèòåëÿ êðóãîâîãî ìíîãî÷ëå-
íà Qet′(x) ðàâíà ïîðÿäêó äâîéêè ïî ìîäóëþ et′, òî åñòü â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìåíüøå mt′,
çíà÷èò, äåëèòåëü h(x) = f(xt′) áóäåò ïðèâîäèìûì, òàê êàê åãî ñòåïåíü ðàâíà mt′, à ïîýòîìó
è ìíîãî÷ëåí f(xt) = h(xt/t′) òîæå áóäåò ïðèâîäèìûì.

Èòàê, âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ (êðîìå ñàìîãî ïåðâîãî) ìíîãî÷ëåí f(xt) îêàçû-
âàåòñÿ ïðèâîäèìûì.

Èç óêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò òàêæå, ÷òî ïðè ïîèñêå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ äîñòà-
òî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ìíîãî÷ëåíàìè ñ óñëîâèåì (n, k) = 1, êîòîðûõ, êàê èçâåñòíî, φ(n)
øòóê. Îòìåòèì, ÷òî ïðè n èìåþùåì ìíîãî ìàëûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, äîëÿ òàêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, íî â ñðåäíåì, êàê èçâåñòíî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåõ÷ëåí
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óêàçàííîìó óñëîâèþ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 6/π2. Åñëè öåëüþ ÿâëÿåòñÿ
ïîèñê îäíîãî íåïðèâîäèìîãî òðåõ÷ëåíà, òî ñîãëàñíî óêàçàííîìó âûøå, èìååò ñìûñë íà÷àòü ñ
ìíîãî÷ëåíîâ ñ áîëüøèì íå÷åòíûì (n, k).

Äëÿ ïÿòè÷ëåíîâ ñïðàâåäëèâî ïî÷òè âñå ñêàçàííîå âûøå, çà èñêëþ÷åíèåì îöåíêè ñëîæíî-
ñòè òåñòèðîâàíèÿ âñåõ ïÿòè÷ëåíîâ, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ òðóäíî âûâîäèìîé.

2.2.10 O íîðìàëüíûõ áàçèñàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåõ÷ëå-
íàì è ïÿòè÷ëåíàì

Ïóñòü {α, αp, αp2
, . . . , αpn−1} � êîðíè òðåõ÷ëåíà f(x) = xn + axm + b â ïîëå GF (pn). Î÷åâèä-

íûì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì áàçèñíîñòè ñèñòåìû {α, αp, αp2
, . . . , αpn−1} ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

íóëþ ñóììû α+αp+αp2
+. . . αpn−1

, íàçûâàåìîé ñëåäîì ýëåìåíòà α. Òàê êàê, ïî òåîðåìå Âèåòà,
ýòà ñóììà ïðîòèâîïîëîæíà ïî çíàêó êîýôôèöèåíòó ïðè xn−1 ìíîãî÷ëåíà f(x), òî ýòîò êîýô-
ôèöèåíò äîëæåí áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ, òî åñòü f(x) äîëæåí èìåòü âèä xn +axn−1 +b. Îäíàêî
ýòè ìíîãî÷ëåíû íàäî ïðîâåðÿòü íà íîðìàëüíîñòü ñ ïîìîùüþ óêàçàííîãî íèæå àëãîðèòìà.
Êîëè÷åñòâî ïðîâåðîê ðàâíî O(p2) â ñëó÷àå òðåõ÷ëåíîâ, è O(n2p4) â ñëó÷àå ïÿòè÷ëåíîâ. Åñëè
p = 2, íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî îäèí òðåõ÷ëåí, ïðè÷åì ëåãêî âèäåòü, ÷òî îí íå ìîæåò èìåòü
êðàòíûõ êîðíåé.

Â ñëó÷àå ïîëÿ GF (2) ïîèñê íåïðèâîäèìûõ òðåõ÷ëåíîâ, ïîðîæäàþùèõ íîðìàëüíûå áàçè-
ñû, íóæíî âåñòè ñðåäè òðåõ÷ëåíîâ âèäà xn+xn−1+1. Òàêèå òðåõ÷ëåíû áóäóò íåïðèâîäèìûìè
(èëè ïðèìèòèâíûìè) îäíîâðåìåííî ñ òðåõ÷ëåíàìè âèäà xn + x + 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíÿåòñÿ îñîáåííî ïðîñòî,
ïîýòîìó åñëè åñòü òàêàÿ âîçìîæíîñòü, èìåííî èõ ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü äëÿ èìïëåìåíòàöèè
îïåðàöèé â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëå. Âñòðå÷àþòñÿ îíè âíà÷àëå äîâîëüíî ÷àñòî, à ïîòîì âñå
ðåæå è ðåæå. Â [166] èìååòñÿ òàáëèöà òàêèõ òðåõ÷ëåíîâ äî ñòåïåíè 30000. Íàøà ïðîãðàììà
íàøëà åùå 2 òðåõ÷ëåíà: 1 + x1 + x32767 è 1 + x1 + x34353. Ïðèâåäåì òàáëèöó òàêèõ òðåõ÷ëå-
íîâ ñî ñòåïåíÿìè íå ïðåâîñõîäÿùèìè 1000. Â íåé òàêæå îòìå÷åíî, êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ
ïðèìèòèâíûìè, à òàêæå íîðìàëüíûìè (ò.å. ïîðîæäàþùèìè íîðìàëüíûå áàçèñû, â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå óêàçàíî ÷èñëî åäèíèö â ìàòðèöå ðàçëîæåíèÿ ñòàíäàðòíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî áàçèñà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó ìíîãî÷ëåíó, ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó íîðìàëüíîìó áàçèñó).

1 + x^1 + x^2 3
1 + x^2 + x^3 5
1 + x^3 + x^4 9
1 + x^5 + x^6 15
1 + x^6 + x^7 23
1 + x^8 + x^9 33
1 + x^14 + x^15 107 primitiv
1 + x^21 + x^22 185 primitiv
1 + x^27 + x^28 331
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1 + x^29 + x^30 361
1 + x^45 + x^46 915
1 + x^59 + x^60 1709 primitiv
1 + x^62 + x^63 1915 primitiv
1 + x^126 + x^127 primitiv
1 + x^152 + x^153 primitiv
1 + x^171 + x^172 13995
1 + x^302 + x^303 44823
1 + x^470 + x^471 109433
1 + x^531 + x^532 139431
1 + x^864 + x^865 370059
1 + x^899 + x^900 400731

2.2.11 Àëãîðèòì ïðîâåðêè ñèñòåìû íîðìàëüíîãî âèäà íà
áàçèñíîñòü

Ïóñòü {α, αp, αp2
, . . . , αpn−1} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (pn). Äëÿ ïðîâåðêè

òîãî, îáðàçóåò ëè îíà áàçèñ (åñòåñòâåííî, íîðìàëüíûé) â ýòîì ïîëå, äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé íàä ïîëåì GF (p). Äëÿ ýòîãî ìîæíî âû÷èñëèòü êîýô-
ôèöèåíòû ai,j ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ αp2 ïî òîìó áàçèñó ïîëÿ GF (pn), êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ
â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäñòàâëåíèè ýòîãî ïîëÿ, è ïðîâåðèòü n × n ìàòðèöó (ai,j) íà âûðîæ-
äåííîñòü. Ìàòðèöà áóäåò âûðîæäåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ñè-
ñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Áàçèñ áóäåò
íîðìàëüíûì, åñëè è òîëüêî åñëè ýòà ìàòðèöà íåâûðîæäåíà. Êîíå÷íî, ìàòðèöà áóäåò âûðîæ-
äåííîé, åñëè ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {α, αp, αp2

, . . . , αpn−1} öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ãàóññà, èìåþùèé î÷åâèä-
íóþ îöåíêó ñëîæíîñòè O(n3). Â ñëó÷àå p = 2 ðàáîòó ýòîãî àëãîðèòìà ìîæíî óñêîðèòü â 32
ðàçà, åñëè ïðè âûïîëíåíèè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ ìàòðèöû ïðåäñòàâëÿòü
èõ â âèäå âåêòîðîâ èç n/32 äëèííûõ öåëûõ ÷èñåë è äëÿ ñëîæåíèÿ ñòîëáöîâ ïî ìîäóëþ äâà
ïðèìåíÿòü îïåðàöèþ XOR ñ äëèííûìè öåëûìè ÷èñëàìè. Îáúåì èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè ïðè
ýòîì òîæå óìåíüøàåòñÿ â 32 ðàçà.

Åùå áîëüøåãî óñêîðåíèÿ ìîæíî äîñòè÷ü, èñïîëüçóÿ áûñòðûå àëãîðèòìû ëèíåéíîé àëãåá-
ðû. Îöåíêà ñëîæíîñòè ïðè ýòîì ðàâíà O(nω), ãäå ω � ýêñïîíåíòà ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.
Îäíàêî äàæå ïðîñòåéøèé èç ýòèõ àëãîðèòìîâ (àëãîðèòì Øòðàññåíà) ñòàíîâèòñÿ ýôôåêòèâ-
íûì òîëüêî ïðè î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n. Ïðè ìàëûõ n ëó÷øå èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì
Êîíîâàëüöåâà [43], êîòîðûé ïðè p = 2 òàêæå ìîæíî óñêîðèòü çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé
íàä äëèííûìè öåëûìè ÷èñëàìè. Åãî îöåíêà ñëîæíîñòè ðàâíà O(n3/ logp n).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû (ai,j) ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïèñàííûé â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàç-
äåëàõ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, xp, . . . , xpn−1 ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà f(x), ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëèíîìèàëüíîìó áàçèñó ðàññìàòðèâàåìîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ïîëÿ. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå f(x) ìàëî÷ëåíà cëîæíîñòü ýòî-
ãî âû÷èñëåíèÿ áóäåò O(n2 log2

2 p). Åñëè æå óäàåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïîëÿ GF (pn)
ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíîãî áàçèñà, òî óêàçàííàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îäèí íîðìàëüíûé áàçèñ {α1, . . . , αn} â ïîëå GF (pn) èçâåñòåí, òî âñå
îñòàëüíûå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç íåãî â ÿâíîì âèäå ïóòåì óìíîæåíèÿ íà íåâûðîæäåííóþ
öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó (ci,j), ci,j = ci+1 mod n,j+1 mod n, ò.å. òàêóþ, ó êîòîðîé êàæäàÿ ñëåäó-
þùàÿ ñòðîêà ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì âïðàâî. Ïîäñ÷èòûâàÿ ÷èñëî
òàêèõ ìàòðèö (à ýòî íå ïðîñòî, ñì. [45],[?]), îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íóþ ôîðìóëó äëÿ
÷èñëà íîðìàëüíûõ áàçèñîâ

1
n

pn
∏

d|m

(
1− p−od(p)

)φ(d)/od(p

,
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ãäå n = pam, m íå êðàòíî p, çíàê | îçíà÷àåò äåëèìîñòü, φ � ôóíêöèþ Ýéëåðà, à od(p)
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî o, òàêîå, ÷òî po − 1 êðàòíî d. Íàïðèìåð, ÷èñëî íîðìàëüíûõ
áàçèñîâ â ïîëå GF (26) ðàâíî

1
6
26

(
1− 2−1)

)(
1− 2−2)

)
= 4

òàê êàê φ(3) = 2 = o3(2). Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå òàêîé ôîðìóëû è íà äîâîëüíî áîëüøóþ âåðî-
ÿòíîñòü ñëó÷àéíî âûáðàííîãî ýëåìåíòà α ïîðîæäàòü íîðìàëüíûé áàçèñ, ÿâíîé êîíñòðóêöèè
íîðìàëüíûõ áàçèñîâ äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè, âèäèìî, íå èçâåñòíî.

2.2.12 Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
Åñëè ýëåìåíò α ïîðîæäàåò íîðìàëüíûé áàçèñ, òî îí ïîðîæäàåò è ñòàíäàðòíûé ïîëèíîìè-
àëüíûé áàçèñ {1, α, . . . , αn−1}, òàê åñëè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí f, àííóëèðóþùèé ýëåìåíò
α, èìååò ñòåïåíü m < n, òî ñèñòåìà {1, α, . . . , αm−1} ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à âñå ñëåäóþùèå
ñòåïåíè ÷åðåç íåå ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ, çíà÷èò ïîðîæäåííîå âñåìè ñòåïåíÿìè ïðîñòðàíñòâî
m−ìåðíî è íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ïîëåì GF (pn). Ïîýòîìó ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí f ñ åäè-
íè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì äîëæåí èìåòü â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñòåïåíü n. Åñëè
æå α íå ïîðîæäàåò áàçèñ â äàííîì ïîëå, òî åãî ñòåïåíü m < n òàêîâà, ÷òî αpm

= α, ïðè÷åì m
ìèíèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ýëåìåíòû α, αp, . . . , αpm−1 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
ìíîãî÷ëåíà f, à òàê êàê êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

g(x) = (x− α) . . . (x− αpm−1
)

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç åãî êîðíè â âèäå ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà, òî
îíè íå ìåíÿþòñÿ ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü p (ñëàãàåìûå è ñîìíîæèòåëè â ôîðìóëàõ Âèåòà
öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿþòñÿ, ÷òî íå ìåíÿåò êîýôôèöèåíòîâ), çíà÷èò îíè ïðèíàäëåæàò ïîëþ
GF (p), à òàê êàê g(x) äåëèò f(x), òî îíè ñîâïàäàþò â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè f(x), ïîýòîìó

f(x) = (x− α) . . . (x− αpm−1
).

Èç ïåðèîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αpi ñëåäóåò, ÷òî m äåëèò n. Âû÷èñëÿÿ ñòåïåíè αpi

òàêæå êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà α, è â ÷àñòíîñòè, ìíî-
ãî÷ëåí, îïðåäåëÿþùèé ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñ, ïîðîæäåííûé α, ìîæíî íàéòè ïóòåì óìíî-
æåíèÿ m ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (pn). Ïðèìåíÿÿ äëÿ óìíîæåíèÿ ìåòîä äåëåíèÿ ïîïîëàì
(íàçûâàåìûé èíîãäà ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿), ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ
f(x) â âèäå O(M(n) log n)M(GF (pn)), ãäå M(GF (pn))� ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (pn),
à M(n) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àñèìïòîòè-
÷åñêè áûñòðûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ â
êîíå÷íûõ ïîëÿõ, áîëåå ïîäðîáíî îïèñàííûõ äàëåå, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó

O(n2 log3 n(log log n)2n log p log log p log log log p.

Îäíàêî ïðè n áîëüøèõ ìíîãèõ òûñÿ÷ ýòà îöåíêà îñòàåòñÿ åùå íåýôôåêòèâíîé. Èñïîëüçóÿ
âìåñòî ìåòîäà Øåíõàãå ìåòîä Êàðàöóáû, ïîëó÷àåì îöåíêó O(M(n)2M(log2 p)), ãäå M(n) =
nlog2 3, êîòîðàÿ, îäíàêî áóäåò õóæå, ÷åì ó ñëåäóþùåãî î÷åâèäíîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà
ëèíåéíîé àëãåáðå.

Âû÷èñëÿåì ñî ñëîæíîñòüþ nM(n)M(log2 p) n×(n+1)-ìàòðèöó (ai,j) êîîðäèíàò ýëåìåíòîâ
αi, i = 0, n â äàííîì ïîëå è äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ðå-
øàåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ýòîé ìàòðèöåé. Â r−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå åå ðåøåíèé
âûáèðàåì âåêòîð ñ r− 1 íóëÿìè â ñòàðøèõ êîîðäèíàòàõ cm = . . . = cm−r+2 = 0, è cm−r+1 = 1.
Íî äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âåðîÿòíî, ïåðâûé ìåòîä ïðîùå.
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2.2.13 Áûñòðûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí f(x) = xm + fm−1x
m−1 + . . . + f0 ýëåìåíòà α ïîçâîëÿåò áûñòðî

âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé αi ñ ïîìîùüþ òîëüêî ëèíåéíûõ îïåðàöèé â ïîëå
GF (pn) ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

αm+i = αmαi = αi(fm−1α
m−1 + . . . + f0) = fm−1α

i+m−1 + . . . + f0α
i.

Åñëè âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αi âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai ∈ GF (p) åå ïåðâûõ êîîðäè-
íàò, òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ â ñèëó ëèíåéíîñòè ïî òåì æå ðåêóððåíòíûì
ôîðìóëàì, êîòîðûå ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â âèäå

ai+m + fm−1ai+m−1 + . . . + f0ai = 0.

Ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ïîçâîëÿþò ðåêóððåíòíî âû÷èñ-
ëÿòü äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Óïðàæíåíèå 2.2.1 Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé äðóãîé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì GF (p), àíàëîãè÷íûì
ñïîñîáîì âû÷èñëÿþùèé äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí.

Òàê êàê ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì, ñëåäîâàòåëüíî îí ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìèíèìàëüíûì
ìíîãî÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai. Î÷åâèäíî, åãî êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü íàéäåíû ïóòåì
ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

ai+m + fm−1ai+m−1 + . . . + f0ai = 0, i = 0, . . . , m− 1.

Óâåëè÷èâàÿ m îò 1 äî n, ìîæíî íàéòè ìèíèìàëüíîå m, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå. Òàê êàê åå ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ èìååò ñïåöèôè÷åñêèé âèä (ïîõîæà
íà öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó), òî íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ó çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà äàííîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå, è íå îäíî.
Îäèí èç àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì Áåðëåêåìïà-Ìåññè, è
èìååò ñëîæíîñòü O(n2)M(log2 p) (ñì. [10].) Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî äëÿ åå ðåøåíèÿ ïîäõîäèò
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, åå ìîæíî ðåà-
ëèçîâàòü ñî ñëîæíîñòüþ O(M(n)M(log2 p) log n), ãäå M(n) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, . . . , a2n−1 ìîæíî îöå-
íèòü òàêæå êàê è ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α0, . . . , α2n−1, à èìåííî, êàê
(2n − 2)M(GF (pn)) = O(nM(n)M(log2 p). Ñòåïåíü m ìíîãî÷ëåíà f íàõîäèòñÿ î÷åâèäíî ñî
ñëîæíîñòüþ O(n2M(log2 p)) îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëåíèåì ñòåïåíåé αpi

, i = 1, . . . , n− 1. Ïîñëå
ýòîãî äîñòàòî÷íî áóäåò âû÷èñëèòü òîëüêî αi, i = 2, . . . , 2m− 1. Íåêîòîðóþ ýêîíîìèþ ñëîæíî-
ñòè ìîæíî äîñòè÷ü, âû÷èñëÿÿ αpi = (αi)p ñ ïîìîùüþ áîëåå áûñòðîé, ÷åì óìíîæåíèå îïåðàöèè
âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü p, êîòîðàÿ äåëàåòñÿ ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ ïðè õîðîøåì âûáîðå áà-
çèñà â ïîëå GF (pn). Îñòàëüíûå ñòåïåíè ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå αpi+s = αipαs, s < p.
Îêîí÷àòåëüíàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà äàííîãî ýëåìåíòà
â ïîëå GF (pn) ðàâíà

2n(1− 1/p)M(GF (pn)) + O(n2)M(log2 p).

2.2.14 Åùå îá àëãîðèòìàõ òåñòèðîâàíèÿ áàçèñíîñòè è íîð-
ìàëüíîñòè

Èçâåñòíû íåýôôåêòèâíûå íà ïðàêòèêå àëãîðèòìû, êîòîðûå îäíàêî óäîáíû òåì, ÷òî ñâîäÿò
ïðîâåðêó ¾áàçèñíîñòè¿ äàííîé ñèñòåìû ê âû÷èñëåíèþ íåêîòîðûõ ÿâíûõ ôîðìóë. Íàïðèìåð,
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äëÿ âûÿñíåíèÿ, îáðàçóåò ëè â ïîëå GF (pn) áàçèñ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {α1, . . . , αn} äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, íå îáðàùàåòñÿ ëè â íóëü îïðåäåëèòåëü n × n ìàòðèöû, ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ
Tr(αiαj).

Óïðàæíåíèå 2.2.2 Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ñèñòåìà îáðàçóåò áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
óêàçàííûé îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ.

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ñëåäà Tr(α) ïî ôîðìóëå

Tr(α) = α + αp + . . . + αpn−1

èìååò ñëîæíîñòü O(n2)M(log2 p) â õîðîøåì ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå è ñëîæíîñòü O(n2 log2 p)
â íîðìàëüíîì áàçèñå. Çàìåòèâ, ÷òî ñëåä ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ïîëÿ GF (pn) â
ïîäïîëå, åãî ìîæíî âû÷èñëèòü ñî ñëîæíîñòüþ O(nM(log2 p)). Ïîýòîìó ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ
âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ðàâíà O(n2M(GF (pn)). Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ðàâíà
O(n2I(log2 p) + n3M(log2 p), ãäå I(log2 p) � ñëîæíîñòü èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (p). Ïðè
ìàëûõ p îêîí÷àòåëüíî èìååì îöåíêó O(n2M(GF (pn)).

Çàìå÷àÿ, ÷òî
Tr(αiαj) = αiαj + αp

i α
p
j + . . . + αpn−1

i αpn−1

j ,

è ïðåäñòàâëÿÿ ìàòðèöó èç ñëåäîâ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû αpj

i íà òðàíñïîíèðîâàííóþ
ê íåé, ïîëó÷àåì, ÷òî íàøà ñèñòåìà áóäåò áàçèñîì åñëè è òîëüêî åñëè îïðåäåëèòåëü íîâîé
ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ.

Óïðàæíåíèå 2.2.3 Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ íîâîé ìàòðèöû óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàðîé, à â ñëó-
÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ GF (pn) íîðìàëüíûì áàçèñîì, è âîâñå ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ. Íî
ýëåìåíòû ìàòðèöû òåïåðü ïðèíàäëåæàò ïîëþ GF (pn) è ïîýòîìó ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ îïðå-
äåëèòåëÿ âîçðàñòàåò äî O(n2I(GF (pn)) + n3M(GF (pn)).

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíèé àëãîðèòì ê òåñòèðîâàíèþ íà áàçèñíîñòü ñèñòåìû
{α, αp, αp2

, . . . , αpn−1} (òåñòèðîâàíèþ íîðìàëüíîñòè), ïîëó÷àåì äëÿ ïðîâåðêè íà íåâû-
ðîæäåííîñòü â òî÷íîñòè öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó. Íåâûðîæäåííîñòü òàêèõ ìàòðèö ìîæíî
ïðîâåðèòü áûñòðåå. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ìàòðèöà C = (ci,j) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå

C = c0E + c1P + . . . + cn−1P
n−1,

ãäå c0, . . . , cn−1 � âåðõíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû C, à P � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè, ò.å. öèðêóëÿíòíàÿ
ìàòðèöà ñ n åäèíèöàìè, ñòîÿùèìè íà ïîçèöèÿõ c0,1, . . . , cn−2,n−1, cn−1,0, è íóëÿìè â îñòàëüíûõ
ìåñòàõ, à P i � åå ñòåïåíè (òîæå öèðêóëÿíòíûìè ìàòðèöàìè, íî äðóãèõ ïåðåñòàíîâîê.)

Óïðàæíåíèå 2.2.4 Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Òàê êàê Pn = E � åäèíè÷íîé ìàòðèöå, óìíîæåíèå öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

AB =
n−1∑

k=0

(
n−1∑

i=0

aibk−i,P
k

)
,

ãäå ai ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû A, bi ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû B, à âû÷è-
òàíèå â èíäåêñàõ äåëàåòñÿ ïî ìîäóëþ n.

Óïðàæíåíèå 2.2.5 Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå. Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ öèð-
êóëÿíòíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îáðàçóåò êîëüöî.
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Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå n ïî ìîäóëþ xn− 1 âûïîë-
íÿåòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì, ÷òî è óìíîæåíèå öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö.

Óïðàæíåíèå 2.2.6 Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö èçîìîðôíî êîëüöó ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñ îïåðàöèÿìè ïî ìîäóëþ xn − 1.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà îáðàòèìà (à ýòî ðàâíîñèëüíî åå íåâûðîæäåííî-
ñòè) åñëè è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé åé ïðè èçîìîðôèçìå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøå n
îáðàòèì ïî ìîäóëþ xn − 1.

Óïðàæíåíèå 2.2.7 Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí îáðàòèì ïî ìîäóëþ xn−1 åñëè è òîëüêî åñëè
îí âçàèìíî ïðîñò xn − 1 (íå èìååò ñ íèì îáùèõ äåëèòåëåé, êðîìå êîíñòàíò).

Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò ñëåäóþùèé êðèòåðèé íîðìàëüíîñòè [45]. Ïóñòü
{α, αp, αp2

, . . . , αpn−1} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (pn). ×òîáû îíà áûëà
áàçèñîì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåíû xn − 1 è

f(x) = αxn−1 + αpxn−2 + αp2
xn−3 + . . . + αpn−1

áûëè âçàèìíî ïðîñòû íàä ïîëåì GF (pn) (à çíà÷èò, ñîãëàñíî ñâîéñòâàì àëãîðèòìà Åâêëèäà,
è íàä ëþáûì ðàñøèðåíèåì ýòîãî ïîëÿ).

2.2.15 Áûñòðûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ñèñòåìû íîðìàëüíîãî
âèäà íà áàçèñíîñòü

Åñëè ïðèìåíèòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ áûñòðûé àëãîðèòì Åâêëèäà è àëãî-
ðèòì Øåíõàãå äëÿ óìíîæåíèÿ , òî îöåíêà ñëîæíîñòè áóäåò

O(M(n))M(GF (pn)) log n = O(n2 log3 n(log log n)2n log p log log p log log log p.

Îäíàêî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíñòàíòà â ýòîé îöåíêå äàæå ïðè p = 2 áóäåò íå ìåíüøå 642 · 12.
Èñïîëüçóÿ äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ÄÏÔ, ìîæíî M(n) çàìåíèòü íà 3F (n)+2n, ãäå F (n) �
ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîðÿäêà n â ìèíèìàëüíîì ðàñøèðåíèè GF (pm)
ïîëÿ GF (pn), ñîäåðæàùåì âñå n êîðíåé n-ñòåïåíè èç åäèíèöû. Òîãäà m = nk, è n äîëæíî
äåëèòü pm − 1, à îöåíêó M(GF (pn))) íóæíî çàìåíèòü íà M(GF (pm)).

Óêàçàííóþ îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü, îòáðîñèâ ìíîæèòåëü O(log n), åñëè çàìåòèòü, ÷òî
âçàèìíàÿ ïðîñòîòà ðàññìàòðèâàåìûõ âûøå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (pm) ðàâíîñèëüíà òîìó,
÷òî f(x) íå èìååò îáùèõ êîðíåé ñ xn − 1, çíà÷èò âñå åãî çíà÷åíèÿ â êîðíÿõ n-é ñòåïåíè èç
åäèíèöû îòëè÷íû îò íóëÿ. Íî âû÷èñëåíèå âñåõ ýòèõ çíà÷åíèé â ïîëå GF (pm) åñòü íå ÷òî èíîå,
êàê âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå Fn, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì îöåíêó F (n)M(GF (pm)).
Ðàçëàãàÿ n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè n = pβ1

1 . . . pβr
r è ïðèìåíÿÿ àëãîðèòìû Ãóäà-Òîìàñà è Êóëè-

Òüþêè (ñì. [10]), ïîëó÷àåì îöåíêè

F (n) = n

(
F (pβ1

1 )

pβ1
1

. . . +
F (pβr

r )

pβr
r

)
≤

≤ n

(
β1

(
F (p1)

p1
+ 1

)
+ . . . + βr

(
F (pr)

pr
+ 1

))
.

Â ñëó÷àå ãëàäêîãî ÷èñëà n (òî åñòü êîãäà âñå pi ìàëû) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà, áëèçêàÿ ê O(n log n).
Åñëè æå êàêîå-íèáóäü pi âåëèêî, òî äëÿ îöåíêè F (pi) ìîæíî ïðèìåíèòü îñíîâàííûé íà

ïðèìåíåíèè êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ àëãîðèòì Âèíîãðàäà ([10]) âû÷èñëåíèÿ öèêëè÷å-
ñêîé ñâåðòêè, ðàçëîæèâ xpi − 1 íà êðóãîâûå ìíîæèòåëè

∏

d|pi

Qd,



2.2. ÏÎÈÑÊ ÍÅÏÐÈÂÎÄÈÌÛÕ È ÏÐÈÌÈÒÈÂÍÛÕ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ 129

ñíà÷àëà íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë, ïîòîì íàä ïîëåì GF (p), êîòîðûå áóäóò èìåòü êîýôôèöè-
åíòû â ïîëå GF (p) è ñðàâíèòåëüíî ìàëî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ, è ïîýòîìó íà íèõ ïðîùå
äåëèòü îáû÷íûì øêîëüíûì àëãîðèòìîì, ïîòîì ïîëó÷åííûå ìíîæèòåëè ðàçëîæèòü íàä áî-
ëåå øèðîêèì ïîëåì GF (pm) è ïðîäîëæèòü ïðèìåíåíèå êèòàéñêîé òåîðåìû. Ïðè áîëüøèõ n
èìååòñÿ áûñòðûé âàðèàíò êàê ïðÿìîãî, òàê è îáðàòíîãî êèòàéñêîãî àëãîðèòìà, îïèñàííûé
íàïðèìåð â [5] (ñ äåôåêòîì) è êîððåêòíî â [101].

Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìåòèì, ÷òî êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Qn ñòåïåíè φ(n) íàä êîëüöîì öåëûõ ÷è-
ñåë â ïîëå GF (pm) ðàçëàãàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ðàâíîé ñòåïåíè d = φ(n)/on(pm),
ãäå on(pn) ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî o òàêîå, ÷òî pmo−1 êðàòíî n. Áûñòðûé àëãîðèòì
ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ðàâíîé ñòåïåíè îïèñàí â [101] è [17].

Ìîæíî òàêæå ìåòîäîì Ðàéäåðà ([10]) ñâåñòè âû÷èñëåíèå F (pi) ê âû÷èñëåíèþ öèêëè÷å-
ñêîé ñâåðòêè ïîðÿäêà pi − 1, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ñâîäèòñÿ ê òðåõêðàòíîìó ïðèìåíåíèþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîðÿäêà pi − 1, êîòîðîå ïðèäåòñÿ âû÷èñëÿòü íàä ïîëåì GF (pmi), ãäå
mi/m � ïîðÿäîê ÷èñëà pm ïî ìîäóëþ pi − 1.

Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ n ìîæåò áûòü äåëèòåëåì pn − 1, è çíà÷èò â êà÷åñòâå
m = nk ìîæíî âçÿòü ïðîñòî n. Íàïðèìåð, âîçüìåì n = pν1 − 1, òîãäà ïîðÿäîê p ïî ìîäóëþ n
ðàâåí ν1, çíà÷èò m = nν1

(n,ν1)
� íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë n è ν1,

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè p > 2 ìîæíî âûáðàòü ν1 òàê, ÷òîáû n äåëèëîñü íà ν1, òîãäà (n, ν1) = ν1

è m áóäåò ðàâíî n. Íî n = pν1 − 1, è äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî äåëèëîñü íà ν1 ìîæíî âûáðàòü
ν1 = ν2p

ν2 − 1, è òàê äàëåå, è äëÿ íåêîòîðîãî s âûáåðåì νs = p− 1, òîãäà νs−1 = pνs − 1 áóäåò
êðàòíî νs è ìû ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ns, ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿåìóþ
ðàâåíñòâàìè ns = ns−1(pns−1−1), n1 = p−1, òàêóþ, ÷òî pns−1 äåëèòñÿ íà ns. Äåéñòâèòåëüíî,
pn1 − 1 = (n1 + 1)n1 − 1 äåëèòñÿ íà n1, è äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

pns − 1 = pns−1(p
ns−1−1) − 1

äåëèòñÿ íà pns−1 −1, â ÷àñòíîì ïîëó÷àåòñÿ 1+a+a2 + . . .+ab−1, ãäå a = pns−1 , b = a−1, à ýòî
÷èñëî ïî ìîäóëþ b ðàâíî ñóììå b åäèíèö òî åñòü ðàâíî íóëþ ïî ìîäóëþ b, çíà÷èò óêàçàííîå
÷àñòíîå äåëèòñÿ íà ns−1, òàê êàê b = pns−1 − 1 äåëèòñÿ íà ns−1, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè, ïîýòîìó pns − 1 äåëèòñÿ íà bns−1 = pns−1ns−1 = ns.

Åñëè æå p = 2, òî n íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì 2n−1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü q � ìèíèìàëü-
íûé ïðîñòîé äåëèòåëü n, òîãäà q äåëèò îäíîâðåìåííî 2q−1 − 1 è 2n − 1, à çíà÷èò, è èõ ÍÎÄ,
ðàâíûé 2(q−1,n)− 1 = 1, òàê êàê (q− 1, n) < q, äåëèò n è, ñîãëàñíî âûáîðó p ðàâíî 1. Èç äîêà-
çàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ÍÎÄ (n, 2n − 1) äåëèò n/p. Ïðèìåð, êîãäà (n, 2n − 1) = n/q î÷åâèäåí �
ïðîñòî áåðåì n = q. Íà÷èíàÿ ñ n1 = q îïðåäåëèì ðåêóððåíòíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâåíñòâà-
ìè ns = ns−1(2ns−1−1), òîãäà, ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, çàìå÷àåì, ÷òî ns/q = (2ns−1−1)ns−1/q
äåëèò 2ns−1 = 2ns−1(2

ns−1−1)−1, ïîòîìó, ÷òî ïðè äåëåíèè 2ns−1(2
ns−1−1)−1 íà (2ns−1−1), êàê

áûëî ïðîâåðåíî ðàíüøå, ïîëó÷àåòñÿ 1+a+a2 + . . .+ab−1, ãäå a = 2ns−1 , b = a−1, è ýòî ÷èñëî
äåëèòñÿ íà b = 2ns−1 − 1, à çíà÷èò, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, è íà qns−1/q, ïîýòîìó
2ns −1 = 2ns−1(2

ns−1−1)−1 äåëèòñÿ íà (2ns−1−1)ns−1/q = ns/q. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñïðàâåäëèâî, ÷òî (2ns − 1, ns) = ns/q, çíà÷èò, âçÿâ n = 2ns − 1, ïîëó÷àåì,
÷òî m = nns

(n,ns) = nq.

2.2.16 Áûñòðûé àëãîðèòì òåñòèðîâàíèÿ íà íåïðèâîäè-
ìîñòü

Çäåñü ìû äëÿ àëãîðèòìà, èçëîæåííîãî â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, äîêàæåì ïðèâåäåííóþ òàì
æå îöåíêó îöåíêó ñëîæíîñòè, ñëåäóÿ [101].
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2.2.17 Áûñòðàÿ ìîäóëÿðíàÿ êîìïîçèöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
Ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèåé íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ g(h) êîìïîçèöèè ìíîãî÷ëåíîâ f, g âû÷èñëåí-
íàÿ ïî ìîäóëþ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà f(x). Ïîêàæåì, ñëåäóÿ [86], [101], ÷òî åå ìîæíî âûïîëíèòü
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøåé n = deg f ñî ñëîæíîñòüþ

O(n(ω+1)/2) + 6n1/2(M(n) + O(n)),

ãäå ω � ýêñïîíåíòà ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, M(n)� ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè n. Â ÷àñòíîñòè, åñëè äëÿ M(n) èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íî õîðîøóþ îöåíêó Òîîìà [39],
òî äëÿ ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè áóäåì èìåòü îöåíêó O(n(ω+1)/2). Íà ïðàêòèêå ïðè n ïîðÿä-
êà òûñÿ÷è ýôôåêòèâíåå ïðèìåíÿòü äëÿ óìíîæåíèÿ àëãîðèòì ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿ ñ îöåíêîé
ñëîæíîñòè O(log2 p)n3/ logp n. Òîãäà ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì óìíîæåíèÿ Òîîìà ñ îöåíêîé O(n1.4),
áóäåì èìåòü îöåíêó äëÿ ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè

O(log2p)n2/ logp n + O(n1.9).

Â ñëó÷àå ïðîãðàììíîé èìïëåìåíòàöèè ïðè p = 2 ïàìÿòü ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê n3/2 , à
âðåìÿ ðàáîòû êàê

O(n2)/(w log2 n) + O(n1.9).

Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà Êàðàöóáû åùå íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êâàäðàòè÷íóþ îöåíêó ñëîæ-
íîñòè.

Àëãîðèòì ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè îñíîâàí íà ñëåäóþùåé èäåå. Ïîëîæèì m = dn1/2e è
ïðåäñòàâèì g(x) â âèäå

g =
m−1∑

i=0

gix
mi,

ãäå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ gi ìåíüøå m. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî äåëàåòñÿ áåñïëàòíî. Âû÷èñëèì
hi mod f, i = 2, . . . ,m. Åñëè çàðàíåå âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí R(x) òàêîé, ÷òî R(x)f(x) = x2n +
r(x),deg r(x) < n, òî ìîäóëÿðíîå âû÷èñëåíèå âñåõ ýòèõ ñòåïåíåé èìååò ñëîæíîñòü 3m(M(n)+
O(n)) è òðåáóåò ïàìÿòè O(mn) = O(n3/2. Ñîñòàâèì ïðÿìîóãîëüíóþ m×n ìàòðèöó A, ñòðîêè
êîòîðîé ñîñòîÿò èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ

hi mod f =
n−1∑

i=0

hi,jx
j , i = 0, . . . ,m− 1,

è êâàäðàòíóþ m×m ìàòðèöó B, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòîÿò èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ

gi ==
m−1∑

j=0

gi,jx
j , i = 0, . . . , m− 1

è âû÷èñëèì èõ ïðîèçâåäåíèå BA, ðàçáèâàÿ ìàòðèöó A íà m êâàäðàòíûõ ïîäìàòðèö (îäíà èç
íèõ ìîæåò áûòü íå êâàäðàòíîé, òîãäà ïðåâðàòèì åå â êâàäðàòíóþ, äîïîëíèâ íóëÿìè), è âû-
ïîëíÿÿ m ðàç óìíîæåíèå êâàäðàòíûõ m×m ìàòðèö ñî ñëîæíîñòüþ mO(mω) = O(n(ω+1)/2).
Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííîì ïðîèçâåäåíèè BA â i ñòðîêå áóäóò ñòîÿòü êîýôôèöèåíòû ìíîãî-
÷ëåíà

ri(x) = gi(h) mod f,

òàê êàê ïðè ñìåíå ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ èìååì

ri =
n−1∑

k=0

m−1∑

j=0

gi,jhj,kxk =
m−1∑

j=0

gi,j

n−1∑

k=0

hj,kxk =
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=
m−1∑

j=0

gi,j(hj mod f) =
m−1∑

j=0

gi,jh
j mod f = gi(h) mod f.

Îêîí÷àòåëüíî, íàõîäèì ìîäóëÿðíóþ êîìïîçèöèþ ïî ôîðìóëå

g(h) mod f =
m−1∑

i=0

gi(h)hmi mod f =
m−1∑

i=0

rih
mi mod f

ïðèìåíÿÿ ñõåìó Ãîðíåðà, äåëàÿ m óìíîæåíèé è ñëîæåíèé ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n−1 ïî ìîäó-
ëþ f. Ñëîæíîñòü ýòèõ âû÷èñëåíèé ðàâíà m(3M(n)+O(n)) è ïàìÿòè äëÿ íèõ òðåáóåòñÿ O(n).
Àëãîðèòì ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè òðåáóåò åùå ïàìÿòè O(n3/2) äëÿ çàïîìèíàíèÿ ìàòðèöû B
è ïðîèçâåäåíèÿ AB.

2.2.18 Î ñõåìíîé ðåàëèçàöèè ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè
Ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè ñëîæíîñòè ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñõåìíîé ðåàëèçàöèè, îäíàêî â ñëó÷àå
èñïîëüçîâàíèÿ ¾àëãîðèòìà ÷åòûðåõ ðóññêèõ¿ ýòî âåðíî ëèøü êîãäà îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ ôèê-
ñèðîâàí. Çàòî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî, íàïðèìåð, ïðè p = 2 ìîæíî óêàçàòü îöåíêó ñ êîíêðåòíîé
ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòîé â ãëàâíîì ÷ëåíå

n2/ log2 n + O(n2 log2 log2 n/ log2
2 n) + 6n1/2(M(n) + O(n)).

Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ãëóáèíû âèäà O(log2 n)2 è äàæå âèäà
O(log2 n), åñëè ôèêñèðîâàí âíóòðåííèé ìíîãî÷ëåí êîìïîçèöèè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îäíîâðå-
ìåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ñòåïåíåé îò ïåðâîé äî n-é ñóùåñòâóåò ñõåìà ãëóáèíû λ(n) + 1
èç n + o(n) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 2.2.8 Äîêàæèòå ýòî.

Èçâåñòíî, ÷òî ñõåìà äëÿ áûñòðîãî ìîäóëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èìååò ñëîæíîñòü
O(nλ(n)λ(λ(n)) è ãëóáèíó D(n) = O(λ(n)). Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ hi mod
f, i = 2, . . . , m ìåòîäîì Ìîíòãîìåðè âûïîëíÿåòñÿ ñ ãëóáèíîé (λ(m)+1)D(n) è ñëîæíîñòüþ (3+
o(1))m(M(n) + O(n)). Åñëè ìíîãî÷ëåí h ôèêñèðîâàí, òî è ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ðàâíû íóëþ.
Ãëóáèíà ñõåìû Ëóïàíîâà äëÿ óìíîæåíèÿ ôèêñèðîâàííîé n × n- ìàòðèöû íà ïðîèçâîëüíóþ
îöåíèâàåòñÿ êàê log2 n + O(1). Ïîýòîìó ãëóáèíà ÷àñòè ñõåìû äëÿ ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè,
îñóùåñòâëÿþùåé ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö, íå áîëüøå

(λ(m) + 1)D(n) +
1
2

log2 n + O(1) = (λ(m) + 1)(D(n) + 1) + O(1).

Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ âûøå ñõåìó äëÿ ñîâìåñòíîãî âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé, ñõåìó Ãîðíåðà äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ n-é ñòåïåíè ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü òàê, ÷òîáû ÷èñëî óìíîæåíèé â íåé óâåëè-
÷èëîñü àñèìïòîòè÷åñêè â äâà ðàçà, à ãëóáèíà ìóëüòèïëèêàòèâíîé è àääèòèâíîé ÷àñòè ñõåìû
áûëà áû λ(n) + 1.

Óïðàæíåíèå 2.2.9 Äîêàæèòå ýòî.

Íà ñàìîì äåëå ñõåìó Ãîðíåðà ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü òàê, ÷òî åå ãëóáèíà áóäåò àñèìï-
òîòè÷åñêè ðàâíà λ(n), à ñëîæíîñòü îñòàíåòñÿ O(n).

Ïîýòîìó, ïîñëå òîãî, êàê âû÷èñëåí ìíîãî÷ëåí hm mod f, âû÷èñëåíèå îêîí÷àòåëüíîãî ðå-
çóëüòàòà ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìû Ãîðíåðà ìîæíî âûïîëíèòü ñ ãëóáèíîé

(λ(m) + 2)(D(n) + 1) = (
1
2
λ(n) + 2)(D(n) + 1) = O(λ(n)2)
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è ñëîæíîñòüþ

n2/ log2 n + O(n2 log2 log2 n/ log2
2 n) + O(n1/2)(M(n) + O(n)).

Åñëè ìíîãî÷ëåí h ôèêñèðîâàí, òî â ñëó÷àå ñõåìíîé ðåàëèçàöèè âìåñòî ñõåìû Ãîðíåðà ìîæíî
âûïîëíèòü ïàðàëëåëüíî m óìíîæåíèé ïî ìîäóëþ f, à ïîòîì m − 1 ñëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ.
Ñëîæíîñòü ýòîé ñõåìû ðàâíà mM(n)+(m−1)n, à ãëóáèíà log2 m+D(M(GF (2n))) = O(log2 n),
åñëè èñïîëüçóåòñÿ óìíîæåíèå ìåòîäîì Øåíõàãå èëè ìåòîäîì Òîîìà. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå
îêîí÷àòåëüíî èìååì îöåíêó ãëóáèíû O(log2 n) ïðè ñëîæíîñòè

n2/ log2 n + O(n2 log2 log2 n/ log2
2 n) + n1/2(M(n) + n).

2.2.19 Î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà Øòðàñ-
ñåíà óìíîæåíèÿ ìàòðèö

Ýòîò àëãîðèòì ñâîäèò óìíîæåíèå n × n-ìàòðèö ê 7 óìíîæåíèÿì n/2 × n/2 ìàòðèö è 15
ñëîæåíèÿì òàêèõ æå ìàòðèö. Äëÿ áèòîâîé ñëîæíîñòè (è äëÿ ñõåìíîé ñëîæíîñòè) îí èìååò
ðåêóððåíòíóþ îöåíêó T (n) ≤ 7T (n/2)+15n2/4, à äëÿ ãëóáèíû � ðåêóððåíòíóþ îöåíêó D(n) ≤
D(n/2)+4, îòêóäà èìååì D(n) ≤ 4 log2 n+O(1), T (n) ≤ 42nlog2 7 è äëÿ ñëîæíîñòè ìîäóëÿðíîé
êîìïîçèöèè

42nlog2 7 + 6n1/2(M(n) + O(n)).

Â ñëó÷àå ñõåìíîé ðåàëèçàöèè ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè ïðè ôèêñèðîâàííîì âíóòðåííåì ìíî-
ãî÷ëåíå ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê

42nlog2

√
14 + n1/2(M(n) + n)

à ãëóáèíà êàê O(log2 n). Äëÿ óìåíüøåíèÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ìîæíî ìàòðèöû
äî îïðåäåëåííîãî ðàçìåðà óìíîæàòü ìåòîäîì ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿, à ïîòîì íà÷àòü ïðèìå-
íÿòü øòðàññåíîâñêèå èòåðàöèè. Â ñëó÷àå ñõåìíîé ðåàëèçàöèè ýòî ìîæíî äåëàòü òîëüêî êî-
ãäà ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà óìíîæàåòñÿ íà ôèêñèðîâàííóþ. Â ýòîì ñëó÷àå 4 ñëîæåíèÿ ïîä-
ìàòðèö ýòîé ìàòðèöû äåëàòü íå íàäî, è ðåêóððåíòíàÿ îöåíêà çàìåíÿåòñÿ íà áîëåå òî÷íóþ
T (n) ≤ 7T (n/2) + 11n2/4. Íà ñàìîì äåëå äëÿ n = 2k â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà
T (n) ≤ (14/3)nlog2 7, à òàêæå îöåíêà

T (2kn) ≤ 7k(T (n) + (11/3)n2),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
(84/3)nlog2

√
14 + n1/2(M(n) + n).

Ñðàâíèâàÿ ñ îöåíêîé n3/ log2 n àëãîðèòìà ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿, ïîëó÷àåì, ÷òî èòåðàöèþ
Øòðàññåíà âûãîäíî äåëàòü, íà÷èíàÿ c n, òàêîãî, ÷òî

8n3/ log2 2n > 7n3/ log2 n + 77n2/3,

ò.å. íà÷èíàÿ ñ n ïîðÿäêà 200. Òàê êàê â ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè èñïîëüçóåòñÿ óìíîæåíèå ìàò-
ðèö ðàçìåðà n1/2, òî ýôôåêò îò èñïîëüçîâàíèÿ øòðàññåíîâñêîé èòåðàöèè îæèäàåòñÿ òîëüêî
íà÷èíàÿ ñ n = 40000.

Åùå îäèí ñïîñîá óñêîðåíèÿ øòðàññåíîâñêîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé äâîè÷-
íîé ìàòðèöû íà ôèêñèðîâàííóþ ìàòðèöó ïðåäëàãàåòñÿ â ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè.

Óïðàæíåíèå 2.2.10 Ïîñòðîéòå èç ýëåìåíòîâ XOR ñõåìó äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñëîæíî-
ñòè àñèìïòîòè÷åñêè

77
6

nlog2 7

(log2 n)log2 7/4

ïðè n = 2kk.
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Óêàçàíèå. Ðàçáåéòå ìàòðèöó íà ïîäìàòðèöû ðàçìåðà 1
2 log2 n è âû÷èñëèòå çàðàíåå

n5/2/ log2 n ëèíåéíûõ ôóíêöèé îò 1
2 log2 n ïåðåìåííûõ. Òîãäà óìíîæåíèå ïîäìàòðèö ðàçìåðà

1
2 log2 n äåëàåòñÿ áåñïëàòíî.

Òàê êàê ïðàêòè÷åñêè íàñ èíòåðåñóþò n ïîðÿäêà 200, òî ïðè ñõåìíîé ðåàëèçàöèè âìåñòî
èñïîëüçîâàíèÿ ìîäóëÿðíîãî óìíîæåíèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Ôðîáå-
íèóñà ïðîùå íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü ìàòðèöû ýòèõ îïåðàòîðîâ è ðåàëèçîâàòü èõ ñõåìàìè
èç ýëåìåíòîâ XOR, ïîñòðîåííûìè ñ ïîìîùüþ êàêîé-íèáóäü ïðîãðàììíîé ýâðèñòèêè ñ ãëóáè-
íîé íå áîëüøå log2 n è ñëîæíîñòüþ íå áîëüøå 2n2/ log2 n.

Â ñëó÷àå ïðîãðàììíîé èìïëåìåíòàöèè ñòðîêè ìàòðèö èìååò ñìûñë õðàíèòü â âèäå âåêòî-
ðîâ äëèíû n/w èç ìàøèííûõ ñëîâ äëèíû w. Ïðè ñëîæåíèè ïîäìàòðèö â àëãîðèòìå Øòðàññå-
íà è â àëãîðèòìå ¾ ÷åòûðåõ ðóññêèõ¿ èñïîëüçóåì îïåðàöèþ ïîáèòîâîãî XOR äëÿ ìàøèííûõ
ñëîâ. Âìåñòî log2 n â àëãîðèòìå ¾ ÷åòûðåõ ðóññêèõ¿ èñïîëüçóåì ïîäõîäÿùóþ ñòåïåíü äâîéêè.
Òîãäà áëîêè òàêîé äëèíû ìîæíî áóäåò öåëèêîì âûáèðàòü èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàøèííûõ
ñëîâ. Â ðåçóëüòàòå ñêîðîñòü ðàáîòû ïðîãðàììû óâåëè÷èòñÿ â w ðàç ïî ñðàâíåíèè ñ ïîáèòîâîé
îðãàíèçàöèåé âû÷èñëåíèé.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå ïðè èìïëåìåíòàöèè ìîäóëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðåáóåòñÿ óìíîæàòü
ìàòðèöû ïîðÿäêà 20 è âåðîÿòíî äîñòàòî÷íî áóäåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî àëãîðèòì ¾÷åòûðåõ
ðóññêèõ¿ ïðè âûáîðå äëèíû áëîêà 4.

2.2.20 Îöåíêà ñëîæíîñòè òåñòèðîâàíèÿ íåïðèâîäèìîñòè
ìíîãî÷ëåíîâ

Çäåñü ìû äîêàæåì íåñêîëüêî áîëåå òî÷íóþ, ÷åì äàííàÿ â [101], îöåíêó

O

(
M(n) log2 p +

(
n(ω+1)/2 + n1/2M(n)

) (
log2n + d(n)

log2 n

log2 log2 n

))
,

ãäå d(n) �÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n, M(n) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n, à ω �- ýêñïîíåíòà ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

Íàïîìíèì óêàçàííûé ðàíåå àëãîðèòì òåñòèðîâàíèÿ íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà q ñòåïå-
íè n. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ qk+1 = qp

k mod q íà÷èíàÿ ñ ïîëèíîìà q0 = x.
Î÷åâèäíî, ÷òî qk = xpk

mod q èìååò ñòåïåíü ìåíüøå n. Ïîëèíîì q áóäåò íåïðèâîäèìûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà qn = x mod q è äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ s ÷èñëà n íàèáîëüøèé îá-
ùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ qn/s−x è q áóäåò ðàâåí 1. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà n ðàâíî d(n) = O((ln n)/ ln ln n, à ïî÷òè âñåãäà d(n) àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî
ln ln n. Òàê êàê ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ðàâíà O(M(n) log n), òî
ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âñåõ (qn/s−x, q) îöåíèâàåòñÿ êàê O(d(n)M(n) log n) = O(M(n) log2 n)).

Îöåíèì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âñåõ qn/s. Òàê êàê q1 = xp mod q, òî ñëîæíîñòü âû÷èñëå-
íèÿ q1 ðàâíà ((l(p)+1)(3M(n)+O(n))+6M(n) = O(log2 pM(n), ãäå l(p) � äëèíà êðàò÷àéøåé
àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ ÷èñëà n. Óêàçàííàÿ ïåðâîé áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ ìåòî-
äîì Ìîíòãîìåðè, à áîëåå ãðóáàÿ âòîðàÿ î÷åâèäíî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî ìåòîäà
âû÷èñëåíèÿ àääèòèâíûõ öåïî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî qi+j âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿðíîé
êîìïîçèöèè ïðè èçâåñòíûõ qi, qj ïî ôîðìóëå qi+j = qi(qj) mod q. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ
òîæäåñòâî Ôðîáåíèóñà, èìååì

qi+j(x) = xpi+j

mod q = (xpi

mod q)pj

mod q = qpj

i (x) mod q =

= qi

(
xpj

)
mod q = qi

(
xpj

mod q
)

mod q = qi(qj) mod q.

Õîòÿ îïåðàöèÿ ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè âîîáùå ãîâîðÿ íåêîììóòàòèâíà, íî â ðàññìàòðèâàå-
ìîì òîæäåñòâå ìíîãî÷ëåíû qi, qj ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Áëàãîäàðÿ ïîëó÷åííîìó òîæäå-
ñòâó âû÷èñëåíèå ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ {qn/s} = {qn1 , . . . , qnd,}, n1 = n, d = d(n) ìîæåò áûòü
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âûïîëíåíî ñî ñëîæíîñòüþ
((l(p) + 1)(3M(n) + O(n)) + 6M(n) + l(n1, . . . , nd)O(n(ω+1)/2 + n1/2M(n))

òàê êàê ïîñëå âû÷èñëåíèÿ q1 òðåáóåòñÿ l(n1, . . . , nd) ðàç ïðèìåíèòü îïåðàöèþ ìîäóëÿðíîãî
óìíîæåíèÿ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ßî, ïîëó÷àåì, ÷òî

l(n1, . . . , nd) = log2 n + O(d)
log2 n

log2 log2 n
= O(

log2
2 n

(log2 log2 n)2
).

Òàê êàê äëÿ ïî÷òè âñåõ n êàê èçâåñòíî d(n) = O(log log n), òî l(n1, . . . , nd) = O(log2 n). Óêà-
çàííûå âûøå îöåíêè ìîæíî óòî÷íèòü, èñïîëüçóÿ óïîìèíàâøóþñÿ ðàíåå îöåíêó [24]

l(n1, . . . , nd) = log2 n + +O(d) +
R

log2 R

(
1 + O

((
log2 log2 R

log2 R

)1/2
))

,

ãäå R = nd/m, m � ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé n. Åñëè ÷èñëî n ñâîáîäíî îò
êâàäðàòîâ, òî m = n è R = nd−1.

Èç ïîëó÷åííûõ âûøå îöåíîê î÷åâèäíî èìååì îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó

O

(
M(n) log2 p +

(
n(ω+1)/2 + n1/2M(n)

) (
log2n + d(n)

log2 n

log2 log2 n

))
,

òàê âòîðîå ñëàãàåìîå â íåé î÷åâèäíî ïðåâîñõîäèò îöåíêó O(M(n) log2 n)) ñëîæíîñòè âû÷èñ-
ëåíèÿ ÍÎÄ.

Î÷åâèäíî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà áóäåò ñïðàâåäëèâà è äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä
ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ïîëåì GF (q), íóæíî â íåé òîëüêî çàìåíèòü p íà q. Ïåðâîå ñëàãàåìîå
â ïîëó÷åííîé îöåíêå ñîõðàíåíî òîëüêî èç-çà âîçìîæíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà p (èëè q) âåëèêî â
ñðàâíåíèè ñ n. Òîãäà ýòîò ÷ëåí â ñóììå ìîæåò ñòàòü ãëàâíûì, è åãî èìååò ñìûñë çàìåíèòü
íà óêàçàííóþ âûøå áîëåå òî÷íóþ îöåíêó. Åñëè æå p ìàëî, íàïðèìåð p = 2, òî ïåðâûé ÷ëåí â
îöåíêå ìîæíî îòáðîñèòü, è òîãäà îíà ïðèíèìàåò âèä

O

((
n(ω+1)/2 + n1/2M(n)

) (
log2n + d(n)

log2 n

log2 log2 n

))
.

Åñëè äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èñïîëüçóåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðûé àëãîðèòì, íàïðèìåð
òàêîé, ÷òî M(n) = O(nω/2), òî îöåíêà ïðèíèìàåò âèä

O

(
n(ω+1)/2

(
log2n + d(n)

log2 n

log2 log2 n

))
.

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ñ ó÷åòîì íîâåéøèõ ðåçóëüòàòîâ î ìàòðè÷íîì óìíîæåíèè, îêîí÷àòåëü-
íàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ïðèíèìàåò âèä O(n1.668).

Ïðè n ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ òûñÿ÷ áîëåå ðåàëèñòè÷íàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ìî-
äóëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, êàê îòìå÷àëîñü, èìååò â ëó÷øåì ñëó÷àå âèä (6 + εn)n2/ logp n (äëÿ
ýòîãî íóæíî ïðèìåíÿòü àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ñî ñëîæíîñòüþ M(n) = O(n1.4) ). Èñïîëüçóÿ
ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì Åâêëèäà ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè GD(n) < 5n2/2 + 3n/2 òîãäà èìååì
îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó

(6 + εn)
n2

logp n

(
log2n + (1 + εn)d(n)

log2 n

log2 log2 n

)
+

+d(n)(5n2/2 + 3n/2) = (2.5 + εn)n2d(n) = O(n2 log n/ log log n),
â êîòîðîé ãëàâíûì ÷ëåíîì îêàçûâàåòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ. Àñèìïòîòè÷å-
ñêè îöåíêó ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ìîæíî êîíå÷íî îöåíèòü êàê
(24 + εn)M(n) log2 n, ãäå M(n) ìîæíî îöåíèòü ìåòîäîì Êàðàöóáû êàê (35/3) nlog2 3. Îäíàêî
ýòà îöåíêà ñòàíîâèòñÿ ëó÷øå îöåíêè 5n2/2 òîëüêî ïðè n ðàâíîé ìíîãèì ìèëëèîíàì. Âîçìîæ-
íî ïðè òàêèõ áîëüøèõ n èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ Øåíõàãå èëè Êàíòîðà óñêîðèò
âûïîëíåíèå àëãîðèòìà Åâêëèäà, íî ïðè n ïîðÿäêà äåñÿòêîâ òûñÿ÷ ýòî ñîìíèòåëüíî.
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2.3 Ãåíåðàöèÿ îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ
2.3.1 Òðè òèïà îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ
Îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû áûëè îáíàðóæåíû Mullin, Onyszchuk, Vanstone, Wilson â
ðàáîòå [138]. Îíè óäà÷íî (êàê áûëî îïèñàíî âûøå) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ìóëüòèïëåðå,
çàïàòåíòîâàííîì â 1985 ã. Massey è Omura. Âïîñëåäñòâèè Gao è Lenstra ([97]) ïîêàçàëè, ÷òî
äðóãèõ îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ, êðîìå íàéäåííûõ â [138], íå ñóùåñòâóåò.

Ïîñêîëüêó îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû ñóùåñòâóþò íå âî âñåõ ïîëÿõ, òî ïðåäñòàâ-
ëÿþò èíòåðåñ áàçèñû åñëè è íå îïòèìàëüíûå, íî èìåþùèå íèçêóþ ñëîæíîñòü. Â [80]. òàêèå
áàçèñû ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ ãàóññîâûõ ïåðèîäîâ, èçó÷åíèþ ïðèëîæåíèé êî-
òîðûõ ïîñâÿùåíû òàêæå ñòàòüè [98],[99]. Îá ýòèõ áàçèñàõ ðå÷ü ïîéäåò ïîçäíåå.

Âñå óïîìÿíóòûå áàçèñû ðåêîìåíäóþòñÿ â ñòàíäàðòå NIST äëÿ èìïëåìåíòàöèè êðèïòî-
ñèñòåì, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Îäíàêî íè â ýòîì ñòàíäàðòå,
íè â äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå íå îáúÿñíÿåòñÿ, êàê èìåííî ðåàëèçîâûâàòü àðèôìåòèêó â ýòèõ
áàçèñàõ. Â [?] îïèñàíû, íàïðèìåð, òîëüêî àâòîìàòíûå ñõåìû, à òàêæå ñõåìà Ìåññè-Îìóðà, êî-
òîðàÿ, êàê áóäåò îáúÿñíåíî íèæå, âñå-òàêè èìååò ñëèøêîì âûñîêóþ ñëîæíîñòü ïî ñðàâíåíèþ
ñ áûñòðûìè àëãîðèòìàìè óìíîæåíèÿ â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ.

Ðàçëè÷àþò òðè òèïà îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ â ïîëå GF (qn) ïî òèïó èõ ïîñòðî-
åíèÿ.

Ïåðâûé òèï îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ìîæíî ïîñòðîèòü, êîãäà n + 1 = p �
ïðîñòîå, à q � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p.

Â ýòîì ñëó÷àå ãåíåðàòîðîì îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà áóäåò îäèí èç ïðèìèòèâíûõ
êîðíåé ζ p-é ñòåïåíè èç åäèíèöû â ïîëå GF (qn).

Âòîðîé òèï îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ âîçíèêàåò, êîãäà 2n + 1 = p � ïðîñòîå, à
q - êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p.

Ãåíåðàòîðîì ýòîãî áàçèñà ñëóæèò ýëåìåíò α = ζ + ζ−1, ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü p-é
ñòåïåíè èç åäèíèöû â ïîëå GF (q2n).
Óïðàæíåíèå 2.3.1 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïîëå GF (qn) ñóùåñòâóåò áàçèñ âòîðîãî òèïà, òî â
ïîëå GF (q2n) ñóùåñòâóåò áàçèñ ïåðâîãî òèïà, êîòîðûé ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì ζ � ïðèìèòèâ-
íûì êîðíåì p-é ñòåïåíè èç åäèíèöû â ïîëå GF (q2n). Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè â ïîëå GF (q2n)
ñóùåñòâóåò áàçèñ ïåðâîãî òèïà, òî â ïîëå GF (qn) ñóùåñòâóåò áàçèñ âòîðîãî òèïà.

Òðåòèé òèï îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ïîðîæäàåòñÿ, êîãäà 2n+1 = p � ïðîñòîå,
p ≡ 3( mod 4), à q � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p è ëþáîé êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå ñòåïåíè q ïî ìîäóëþ p (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ïîðÿäîê ÷èñëà q ïî ìîäóëþ p
ðàâåí n).

Êàê è â ñëó÷àå áàçèñà âòîðîãî òèïà â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà áàçèñà òðåòüåãî
òèïà áåðåòñÿ α = ζ+ζ−1, ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü p-é ñòåïåíè èç åäèíèöû â ïîëå GF (q2n).

Îïòèìàëüíûå áàçèñû ñ ðîñòîì n âñòðå÷àþòñÿ âñå ðåæå è ðåæå. Ñîãëàñíî ãèïîòåçå Àðòèíà
[81] äëÿ ëþáîãî a 6= 0,±1 è íå ðàâíîãî ïîëíîìó êâàäðàòó ÷èñëî ïðîñòûõ n ≤ x, òàêèõ ÷òî a
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ n àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî c(a)x/ log2 x, ãäå c(a) �
çàâèñÿùàÿ îò a êîíñòàíòà. Â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ERH (ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû
Ðèìàíà) ãèïîòåçó Àðòèíà äîêàçàë Õóëè [108]. Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî
äëÿ êîíå÷íîé äîëè âñåõ ïðîñòûõ n ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû â ïîëÿõ
GF (2n).

2.3.2 Òàáëèöà îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ äëÿ q = 2
è 10 ≤ n ≤ 30

Â ýòîé òàáëèöå, ñãåíåðèðîâàííîé ïðîãðàììîé, óêàçàíû âñå îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû
äëÿ 10 ≤ n ≤ 30 è ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû A è T , çàäàííûå ïåðå÷èñëåíèåì
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åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, çàïèñü âèäà A : (i, j) = (4, 3)(1, 0) îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò íà
ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè 4 è ñòîëáöà 3 åäèíè÷íûé è ýëåìåíò íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè 1 è ñòîëáöà 0
òîæå åäèíè÷íûé (íóìåðàöèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ). Òîæå ñàìîå îòíîñèòñÿ è
ê çàäàíèþ ìàòðèöû T, à çàïèñü (i, j, j) = (2, 6, 8) îçíà÷àåò, ÷òî â ñòðîêå 2 åäèíèöû ñòîÿò íà
ìåñòàõ 6 è 8 è çàïèñü T : (i) = (5) îçíà÷àåò, ÷òî äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ñ íîìåðîì 5 ðàâåí
åäèíèöå. Êðîìå òîãî, â òàáëèöå óêàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ñòàí-
äàðòíîãî çàäàíèÿ ïîëÿ (â ñëó÷àå áàçèñîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ ðå÷ü èäåò î êâàäðàòè÷íîì
ðàñøèðåíèè ïîëÿ, â êîòîðîì ñòðîèòñÿ áàçèñ), è ïðèâåäåíû ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû áàçèñîâ
â ýòîì ñòàíäàðòíîì çàäàíèè (õîòÿ ýòè ýëåìåíòû ðåàëüíî íèãäå íå èñïîëüçóþòñÿ).

n = 10

1 òèï:

Ìàòðèöû: T è A
m=0 T : (i) = (5) A : (i, j) = (5, 0) (4, 9) (3, 8)

(2, 7) (1, 6) (0, 5) (9, 4) (8, 3) (7, 2) (6, 1)
m=1 T : (i, j) = (0, 1) A : (i, j) = (9, 9)
m=2 T : (i, j) = (1, 8) A : (i, j) = (3, 2)
m=3 T : (i, j) = (8, 2) A : (i, j) = (6, 8)
m=4 T : (i, j) = (2, 4) A : (i, j) = (8, 6)
m=5 T : (i, j) = (4, 9) A : (i, j) = (5, 1)
m=6 T : (i, j) = (9, 7) A : (i, j) = (2, 3)
m=7 T : (i, j) = (7, 3) A : (i, j) = (4, 7)
m=8 T : (i, j) = (3, 6) A : (i, j) = (7, 4)
m=9 T : (i, j) = (6, 5) A : (i, j) = (1, 5)

ïîëèíîì: 1 + x^3 + x^10

ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò(zeta):
0 + x^2 + x^3 + x^5 + x^7 + x^8
----------------------------------------------------------------

n= 11

3 òèï:

Ìàòðèöû: T è A
m=0 : (i, j) = (0, 1) A : (i, j) = (1,1)
m=1 : (i, j, j) = (1, 8, 0) A : (i, j) = (4, 3) (1, 0)
m=2 : (i, j, j) = (2, 6, 8) A : (i, j) = (7, 5) (5, 3)
m=3 : (i, j, j) = (3, 5, 4) A : (i, j) = (9, 6) (10, 7)
m=4 : (i, j, j) = (4, 9, 3) A : (i, j) = (6, 2) (1, 8)
m=5 : (i, j, j) = (5, 7, 3) A : (i, j) = (9, 4) (2, 8)
m=6 : (i, j, j) = (6, 2, 9) A : (i, j) = (4, 9) (8, 2)
m=7 : (i, j, j) = (7, 5, 10) A : (i, j) = (2, 6) (8, 1)
m=8 : (i, j, j) = (8, 2, 1) A : (i, j) = (6, 9) (7, 10)
m=9 : (i, j, j) = (9, 4, 6) A : (i, j) = (5, 7) (3, 5)
m=10 : (i, j, j) = (10, 7, 10) A : (i, j) = (3, 4) (0, 1)

ïîëèíîì: 1 + x^1 + x^22
zeta =
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1 + x^1 + x^2 + x^5 + x^7 + x^9 + x^15 + x^16 + x^19 + x^21
zeta{-1} =
1 + x^2 + x^5 + x^7 + x^9 + x^10 + x^11 + x^14 + x^17
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò (alpha = zeta + zeta^{-1}):
0 + x^1 + x^10 + x^11 + x^14 + x^15 + x^16 + x^17 + x^19 + x^21
----------------------------------------------------------------

n= 12

1 òèï:

Ìàòðèöû: T è A
m=0 T : (i) = (6) A : (i, j) = (6, 0) (5, 11) (4, 10)
(3, 9) (2, 8) (1, 7) (0, 6) (11, 5) (10, 4) (9, 3) (8, 2) (7, 1)

m=1 T : (i, j) = (0, 1) A : (i, j) = (11, 11)
m=2 T : (i, j) = (1, 4) A : (i, j) = (9, 8)
m=3 T : (i, j) = (4, 2) A : (i, j) = (2, 10)
m=4 T : (i, j) = (2, 9) A : (i, j) = (5, 3)
m=5 T : (i, j) = (9, 5) A : (i, j) = (4, 7)
m=6 T : (i, j) = (5, 11) A : (i, j) = (6, 1)
m=7 T : (i, j) = (11, 3) A : (i, j) = (8, 9)
m=8 T : (i, j) = (3, 8) A : (i, j) = (7, 4)
m=9 T : (i, j) = (8, 10) A : (i, j) = (10, 2)
m=10 T : (i, j) = (10, 7) A : (i, j) = (3, 5)
m=11 T : (i, j) = (7, 6) A : (i, j) = (1, 6)

ïîëèíîì: 1 + x^3 + x^12

ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò (zeta):
1 + x^1 + x^2 + x^3 + x^8 + x^10 + x^11
----------------------------------------------------------------
n= 14

2 òèï:

Ìàòðèöû: T è A
m=0 T : (i, j) = (0, 1) A : (i, j) = (13, 13)
m=1 T : (i, j, j) = (1, 5, 0) A : (i, j) = (10, 9) (1, 0)
m=2 T : (i, j, j) = (2, 8, 5) A : (i, j) = (8, 6) (11, 9)
m=3 T : (i, j, j) = (3, 10, 12) A : (i, j) = (7, 4) (5, 2)
m=4 T : (i, j, j) = (4, 7, 13) A : (i, j) = (11, 7) (5, 1)
m=5 T : (i, j, j) = (5, 2, 1) A : (i, j) = (3, 12) (4, 13)
m=6 T : (i, j, j) = (6, 12, 8) A : (i, j) = (8, 2) (12, 6)
m=7 T : (i, j, j) = (7, 4, 11) A : (i, j) = (3, 10) (10, 3)
m=8 T : (i, j, j) = (8, 2, 6) A : (i, j) = (6, 12) (2, 8)
m=9 T : (i, j, j) = (9, 10, 11) A : (i, j) = (13, 4) (12, 3)
m=10 T : (i, j, j) = (10, 9, 3) A : (i, j) = (1, 5) (7, 11)
m=11 T : (i, j, j) = (11, 9, 7) A : (i, j) = (2, 5) (4, 7)
m=12 T : (i, j, j) = (12, 3, 6) A : (i, j) = (9, 11) (6, 8)
m=13 T : (i, j, j) = (13, 13, 4) A : (i, j) = (0, 1) (9, 10)

ïîëèíîì: 1 + x^1 + x^28
zeta =
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0 + x^1 + x^2 + x^8 + x^9 + x^11 + x^13 + x^17 + x^19 + x^24
+ x^25 + x^26
zeta{-1} =
1 + x^9 + x^10 + x^11 + x^12 + x^13 + x^14 + x^15 + x^17
+ x^19 + x^20 + x^21 + x^24 + x^25 + x^27
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò(alpha = zeta + zeta^{-1}):
1 + x^1 + x^2 + x^8 + x^10 + x^12 + x^14 + x^15 + x^20 + x^21
+ x^26 + x^27
----------------------------------------------------------------

n= 18

1 òèï:

Ìàòðèöû: T è A
m=0 T : (i) = (9) A: (i, j) = (9, 0) (8, 17) (7, 16) (6, 15)
(5, 14) (4, 13) (3, 12) (2, 11) (1, 10) (0, 9) (17, 8) (16, 7)
(15, 6) (14, 5) (13, 4) (12, 3) (11, 2) (10, 1)

m=1 T : (i, j) = (0, 1) A : (i, j) = (17, 17)
m=2 T : (i, j) = (1, 13) A : (i, j) = (6, 5)
m=3 T : (i, j) = (13, 2) A : (i, j) = (11, 16)
m=4 T : (i, j) = (2, 16) A : (i, j) = (4, 2)
m=5 T : (i, j) = (16, 14) A : (i, j) = (2, 4)
m=6 T : (i, j) = (14, 6) A : (i, j) = (8, 12)
m=7 T : (i, j) = (6, 3) A : (i, j) = (3, 15)
m=8 T : (i, j) = (3, 8) A : (i, j) = (13, 10)
m=9 T : (i, j) = (8, 17) A : (i, j) = (9, 1)
m=10 T : (i, j) = (17, 12) A : (i, j) = (5, 6)
m=11 T : (i, j) = (12, 15) A : (i, j) = (15, 3)
m=12 T : (i, j) = (15, 5) A : (i, j) = (10, 13)
m=13 T : (i, j) = (5, 7) A : (i, j) = (16, 11)
m=14 T : (i, j) = (7, 11) A : (i, j) = (14, 7)
m=15 T : (i, j) = (11, 4) A : (i, j) = (7, 14)
m=16 T : (i, j) = (4, 10) A : (i, j) = (12, 8)
m=17 T : (i, j) = (10, 9) A : (i, j) = (1, 9)

ïîëèíîì: 1 + x^3 + x^18

ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò (zeta):
1 + x^1 + x^2 + x^5 + x^7 + x^11 + x^12
2 òèï:

Ìàòðèöû: T è A
m=0 T : (i, j) = (0, 1) A : (i, j) = (17, 17)
m=1 T : (i, j, j) = (1, 8, 0) A : (i, j) = (11, 10) (1, 0)
m=2 T : (i, j, j) = (2, 5, 8) A : (i, j) = (15, 13) (12, 10)
m=3 T : (i, j, j) = (3, 16, 14) A : (i, j) = (5, 2) (7, 4)
m=4 T : (i, j, j) = (4, 7, 13) A : (i, j) = (15, 11) (9, 5)
m=5 T : (i, j, j) = (5, 2, 9) A : (i, j) = (3, 16) (14, 9)
m=6 T : (i, j, j) = (6, 16, 12) A : (i, j) = (8, 2) (12, 6)
m=7 T : (i, j, j) = (7, 17, 4) A : (i, j) = (8, 1) (3, 14)
m=8 T : (i, j, j) = (8, 1, 2) A : (i, j) = (7, 17) (6, 16)
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m=9 T : (i, j, j) = (9, 5, 14) A : (i, j) = (4, 13) (13, 4)
m=10 T : (i, j, j) = (10, 12, 11) A : (i, j) = (16, 6) (17, 7)
m=11 T : (i, j, j) = (11, 15, 10) A : (i, j) = (14, 3) (1, 8)
m=12 T : (i, j, j) = (12, 6, 10) A : (i, j) = (6, 12) (2, 8)
m=13 T : (i, j, j) = (13, 4, 15) A : (i, j) = (9, 14) (16, 3)
m=14 T : (i, j, j) = (14, 9, 3) A : (i, j) = (5, 9) (11, 15)
m=15 T : (i, j, j) = (15, 11, 13) A : (i, j) = (4, 7) (2, 5)
m=16 T : (i, j, j) = (16, 6, 3) A : (i, j) = (10, 12) (13, 15)
m=17 T : (i, j, j) = (17, 17, 7) A : (i, j) = (0, 1) (10, 11)
ïîëèíîì: 1 + x^9 + x^36
zeta =
1 + x^1 + x^5 + x^6 + x^8 + x^11 + x^16 + x^17 + x^20 + x^21 +
x^23 + x^24 + x^26 + x^29 + x^30 + x^31
zeta{-1} =
1 + x^1 + x^4 + x^5 + x^13 + x^14 + x^16 + x^17 + x^19 + x^24
+ x^27 + x^30
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò (alpha = zeta + zeta^{-1}):
0 + x^4 + x^6 + x^8 + x^11 + x^13 + x^14 + x^19 + x^20 + x^21
+ x^23 + x^26 + x^27 + x^29 + x^31
----------------------------------------------------------------
n= 23

3 òèï:

Ìàòðèöû: T è A
m=0 : (i, j) = (0, 1) A : (i, j) = (1,1)
m=1 : (i, j, j) = (1, 19, 0) A : (i, j) = (5, 4) (1, 0)
m=2 : (i, j, j) = (2, 9, 19) A : (i, j) = (16, 14) (6, 4)
m=3 : (i, j, j) = (3, 15, 12) A : (i, j) = (11, 8) (14, 11)
m=4 : (i, j, j) = (4, 6, 5) A : (i, j) = (21, 17) (22, 18)
m=5 : (i, j, j) = (5, 13, 4) A : (i, j) = (15, 10) (1, 19)
m=6 : (i, j, j) = (6, 16, 4) A : (i, j) = (13, 7) (2, 19)
m=7 : (i, j, j) = (7, 21, 13) A : (i, j) = (9, 2) (17, 10)
m=8 : (i, j, j) = (8, 18, 11) A : (i, j) = (13, 5) (20, 12)
m=9 : (i, j, j) = (9, 2, 20) A : (i, j) = (7, 21) (12, 3)
m=10 : (i, j, j) = (10, 15, 17) A : (i, j) = (18, 8) (16, 6)
m=11 : (i, j, j) = (11, 14, 8) A : (i, j) = (20, 9) (3, 15)
m=12 : (i, j, j) = (12, 3, 20) A : (i, j) = (9, 20) (15, 3)
m=13 : (i, j, j) = (13, 5, 7) A : (i, j) = (8, 18) (6, 16)
m=14 : (i, j, j) = (14, 16, 11) A : (i, j) = (21, 7) (3, 12)
m=15 : (i, j, j) = (15, 10, 3) A : (i, j) = (5, 13) (12, 20)
m=16 : (i, j, j) = (16, 14, 6) A : (i, j) = (2, 9) (10, 17)
m=17 : (i, j, j) = (17, 10, 21) A : (i, j) = (7, 13) (19, 2)
m=18 : (i, j, j) = (18, 8, 22) A : (i, j) = (10, 15) (19, 1)
m=19 : (i, j, j) = (19, 2, 1) A : (i, j) = (17, 21) (18, 22)
m=20 : (i, j, j) = (20, 12, 9) A : (i, j) = (8, 11) (11, 14)
m=21 : (i, j, j) = (21, 7, 17) A : (i, j) = (14, 16) (4, 6)
m=22 : (i, j, j) = (22, 18, 22) A : (i, j) = (4, 5) (0, 1)
ïîëèíîì: 1 + x^1 + x^46
zeta =
1 + x^3 + x^6 + x^11 + x^12 + x^13 + x^14 + x^15 + x^21 + x^24
+ x^26 + x^27 + x^29 + x^31 + x^39 + x^42 + x^44 + x^45
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zeta{-1} =
1 + x^1 + x^5 + x^6 + x^9 + x^11 + x^12 + x^13 + x^15 + x^19 +
x^21 + x^23 + x^27 + x^30 + x^31 + x^32 + x^33 + x^34 + x^37 +
x^38 + x^43 + x^44 + x^45
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò (alpha = zeta + zeta^{-1}):
0 + x^1 + x^3 + x^5 + x^9 + x^14 + x^19 + x^23 + x^24 + x^26
+ x^29 + x^30 + x^32 + x^33 + x^34 + x^37 + x^38 + x^39 +
x^42 + x^43
----------------------------------------------------------------
n= 26

2 òèï:

Ìàòðèöû: T è A
m=0 T : (i, j) = (0, 1) A : (i, j) = (25, 25)
m=1 T : (i, j, j) = (1, 17, 0) A : (i, j) = (10, 9) (1, 0)
m=2 T : (i, j, j) = (2, 21, 17) A : (i, j) = (7, 5) (11, 9)
m=3 T : (i, j, j) = (3, 8, 14) A : (i, j) = (21, 18) (15, 12)
m=4 T : (i, j, j) = (4, 10, 12) A : (i, j) = (20, 16) (18, 14)
m=5 T : (i, j, j) = (5, 23, 7) A : (i, j) = (8, 3) (24, 19)
m=6 T : (i, j, j) = (6, 19, 22) A : (i, j) = (13, 7) (10, 4)
m=7 T : (i, j, j) = (7, 13, 5) A : (i, j) = (20, 13) (2, 21)
m=8 T : (i, j, j) = (8, 3, 22) A : (i, j) = (5, 23) (12, 4)
m=9 T : (i, j, j) = (9, 10, 11) A : (i, j) = (25, 16) (24, 15)
m=10 T : (i, j, j) = (10, 9, 4) A : (i, j) = (1, 17) (6, 22)
m=11 T : (i, j, j) = (11, 9, 23) A : (i, j) = (2, 17) (14, 3)
m=12 T : (i, j, j) = (12, 4, 15) A : (i, j) = (8, 22) (23, 11)
m=13 T : (i, j, j) = (13, 7, 20) A : (i, j) = (6, 19) (19, 6)
m=14 T : (i, j, j) = (14, 3, 18) A : (i, j) = (11, 23) (22, 8)
m=15 T : (i, j, j) = (15, 12, 24) A : (i, j) = (3, 14) (17, 2)
m=16 T : (i, j, j) = (16, 20, 25) A : (i, j) = (22, 6) (17, 1)
m=17 T : (i, j, j) = (17, 2, 1) A : (i, j) = (15, 24) (16, 25)
m=18 T : (i, j, j) = (18, 14, 21) A : (i, j) = (4, 12) (23, 5)
m=19 T : (i, j, j) = (19, 24, 6) A : (i, j) = (21, 2) (13, 20)
m=20 T : (i, j, j) = (20, 16, 13) A : (i, j) = (4, 10) (7, 13)
m=21 T : (i, j, j) = (21, 2, 18) A : (i, j) = (19, 24) (3, 8)
m=22 T : (i, j, j) = (22, 8, 6) A : (i, j) = (14, 18) (16, 20)
m=23 T : (i, j, j) = (23, 11, 5) A : (i, j) = (12, 15) (18, 21)
m=24 T : (i, j, j) = (24, 15, 19) A : (i, j) = (9, 11) (5, 7)
m=25 T : (i, j, j) = (25, 25, 16) A : (i, j) = (0, 1) (9, 10)
ïîëèíîì: 1 + x^3 + x^52

zeta =
0 + x^1 + x^2 + x^3 + x^8 + x^9 + x^10 + x^12 + x^13 + x^15 +
x^24 + x^31 + x^32 + x^34 + x^36 + x^37 + x^38 + x^40 + x^43 +
x^45 + x^48 + x^49
zeta{-1} =
0 + x^2 + x^3 + x^4 + x^5 + x^8 + x^9 + x^10 + x^11 + x^14 +
x^17 + x^23 + x^24 + x^25 + x^31 + x^32 + x^33 + x^36 + x^39 +
x^40 + x^41 + x^42 + x^43 + x^44 + x^46 + x^47 + x^48 + x^49
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò (alpha = zeta + zeta^{-1}):
0 + x^1 + x^4 + x^5 + x^11 + x^12 + x^13 + x^14 + x^15 + x^17 +
x^23 + x^25 + x^33 + x^34 + x^37 + x^38 + x^39 + x^41 + x^42 +
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x^44 + x^45 + x^46 + x^47
----------------------------------------------------------------

n= 28

1 òèï:

Ìàòðèöû: T è A
m=0 T : (i) = (14) A : (i, j) = (14, 0) (13, 27) (12, 26)
(11, 25) (10, 24) (9, 23) (8, 22) (7, 21) (6, 20) (5, 19)
(4, 18) (3, 17) (2, 16) (1, 15) (0, 14) (27, 13) (26, 12)
(25, 11) (24, 10) (23, 9) (22, 8) (21, 7) (20, 6) (19, 5)
(18, 4) (17,3) (16, 2) (15, 1)

m=1 T : (i, j) = (0, 1) A : (i, j) = (27, 27)
m=2 T : (i, j) = (1, 5) A : (i, j) = (24, 23)
m=3 T : (i, j) = (5, 2) A : (i, j) = (3, 26)
m=4 T : (i, j) = (2, 22) A : (i, j) = (8, 6)
m=5 T : (i, j) = (22, 6) A : (i, j) = (16, 22)
m=6 T : (i, j) = (6, 12) A : (i, j) = (22, 16)
m=7 T : (i, j) = (12, 3) A : (i, j) = (9, 25)
m=8 T : (i, j) = (3, 10) A : (i, j) = (21, 18)
m=9 T : (i, j) = (10, 23) A : (i, j) = (15, 5)
m=10 T : (i, j) = (23, 25) A : (i, j) = (26, 3)
m=11 T : (i, j) = (25, 7) A : (i, j) = (18, 21)
m=12 T : (i, j) = (7, 18) A : (i, j) = (17, 10)
m=13 T : (i, j) = (18, 13) A : (i, j) = (5, 15)
m=14 T : (i, j) = (13, 27) A : (i, j) = (14, 1)
m=15 T : (i, j) = (27, 4) A : (i, j) = (23, 24)
m=16 T : (i, j) = (4, 21) A : (i, j) = (11, 7)
m=17 T : (i, j) = (21, 11) A : (i, j) = (10, 17)
m=18 T : (i, j) = (11, 9) A : (i, j) = (2, 19)
m=19 T : (i, j) = (9, 24) A : (i, j) = (13, 4)
m=20 T : (i, j) = (24, 17) A : (i, j) = (7, 11)
m=21 T : (i, j) = (17, 26) A : (i, j) = (19, 2)
m=22 T : (i, j) = (26, 20) A : (i, j) = (6, 8)
m=23 T : (i, j) = (20, 8) A : (i, j) = (12, 20)
m=24 T : (i, j) = (8, 16) A : (i, j) = (20, 12)
m=25 T : (i, j) = (16, 19) A : (i, j) = (25, 9)
m=26 T : (i, j) = (19, 15) A : (i, j) = (4, 13)
m=27 T : (i, j) = (15, 14) A : (i, j) = (1, 14)

ïîëèíîì: 1 + x^1 + x^28

ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò (zeta):
1 + x^1 + x^3 + x^7 + x^9 + x^10 + x^11 + x^12 + x^15 + x^16
+ x^20 + x^21 + x^22 + x^24 + x^26
----------------------------------------------------------------

n= 29

2 òèï:
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Ìàòðèöû: T è A
m=0 T : (i, j) = (0, 1) A : (i, j) = (28, 28)
m=1 T : (i, j, j) = (1, 21, 0) A : (i, j) = (9, 8) (1, 0)
m=2 T : (i, j, j) = (2, 6, 21) A : (i, j) = (25, 23) (10, 8)
m=3 T : (i, j, j) = (3, 13, 18) A : (i, j) = (19, 16) (14, 11)
m=4 T : (i, j, j) = (4, 11, 27) A : (i, j) = (22, 18) (6, 2)
m=5 T : (i, j, j) = (5, 17, 20) A : (i, j) = (17, 12) (14, 9)
m=6 T : (i, j, j) = (6, 22, 2) A : (i, j) = (13, 7) (4, 27)
m=7 T : (i, j, j) = (7, 25, 13) A : (i, j) = (11, 4) (23, 16)
m=8 T : (i, j, j) = (8, 10, 9) A : (i, j) = (27, 19) (28, 20)
m=9 T : (i, j, j) = (9, 14, 8) A : (i, j) = (24, 15) (1, 21)
m=10 T : (i, j, j) = (10, 26, 8) A : (i, j) = (13, 3) (2, 21)
m=11 T : (i, j, j) = (11, 4, 14) A : (i, j) = (7, 25) (26, 15)
m=12 T : (i, j, j) = (12, 17, 24) A : (i, j) = (24, 12) (17, 5)
m=13 T : (i, j, j) = (13, 3, 7) A : (i, j) = (10, 26) (6, 22)
m=14 T : (i, j, j) = (14, 11, 9) A : (i, j) = (3, 18) (5, 20)
m=15 T : (i, j, j) = (15, 24, 26) A : (i, j) = (20, 5) (18, 3)
m=16 T : (i, j, j) = (16, 23, 19) A : (i, j) = (22, 6) (26, 10)
m=17 T : (i, j, j) = (17, 12, 5) A : (i, j) = (5, 17) (12, 24)
m=18 T : (i, j, j) = (18, 3, 22) A : (i, j) = (15, 26) (25, 7)
m=19 T : (i, j, j) = (19, 27, 16) A : (i, j) = (21, 2) (3, 13)
m=20 T : (i, j, j) = (20, 28, 5) A : (i, j) = (21, 1) (15, 24)
m=21 T : (i, j, j) = (21, 1, 2) A : (i, j) = (20, 28) (19, 27)
m=22 T : (i, j, j) = (22, 6, 18) A : (i, j) = (16, 23) (4, 11)
m=23 T : (i, j, j) = (23, 25, 16) A : (i, j) = (27, 4) (7, 13)
m=24 T : (i, j, j) = (24, 15, 12) A : (i, j) = (9, 14) (12, 17)
m=25 T : (i, j, j) = (25, 23, 7) A : (i, j) = (2, 6) (18, 22)
m=26 T : (i, j, j) = (26, 15, 10) A : (i, j) = (11, 14) (16, 19)
m=27 T : (i, j, j) = (27, 19, 4) A : (i, j) = (8, 10) (23, 25)
m=28 T : (i, j, j) = (28, 28, 20) A : (i, j) = (0, 1) (8, 9)
ïîëèíîì: 1 + x^19 + x^58

zeta =
1 + x^1 + x^3 + x^5 + x^6 + x^7 + x^8 + x^10 + x^11 + x^12 + x^15
+ x^18 + x^24 + x^26 + x^29 + x^31 + x^33 + x^34 + x^36 + x^37
+ x^38 + x^39 + x^41 + x^43 + x^45 + x^51 + x^54 + x^55 + x^57
zeta{-1} =
0 + x^1 + x^4 + x^6 + x^7 + x^8 + x^10 + x^11 + x^12 + x^13 +
x^14 + x^15 + x^16 + x^17 + x^18 + x^19 + x^21 + x^22 + x^23 +
x^26 + x^27 + x^32 + x^34 + x^35 + x^36 + x^37 + x^38 + x^41 +
x^42 + x^43 + x^44 + x^45 + x^48 + x^52 + x^53 + x^54 + x^56
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò (alpha = zeta + zeta^{-1}):
1 + x^3 + x^4 + x^5 + x^13 + x^14 + x^16 + x^17 + x^19 + x^21
+ x^22 + x^23 + x^24 + x^27 + x^29 + x^31 + x^32 + x^33 + x^35
+ x^39 + x^42 + x^44 + x^48 + x^51 + x^52 + x^53 + x^55 + x^56
+ x^57
----------------------------------------------------------------

n= 30

2 òèï:

Ìàòðèöû: T è A
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m=0 T : (i, j) = (0, 1) A : (i, j) = (29, 29)
m=1 T : (i, j, j) = (1, 6, 0) A : (i, j) = (25, 24) (1, 0)
m=2 T : (i, j, j) = (2, 22, 6) A : (i, j) = (10, 8) (26, 24)
m=3 T : (i, j, j) = (3, 12, 19) A : (i, j) = (21, 18) (14, 11)
m=4 T : (i, j, j) = (4, 17, 28) A : (i, j) = (17, 13) (6, 2)
m=5 T : (i, j, j) = (5, 21, 29) A : (i, j) = (14, 9) (6, 1)
m=6 T : (i, j, j) = (6, 2, 1) A : (i, j) = (4, 28) (5, 29)
m=7 T : (i, j, j) = (7, 19, 22) A : (i, j) = (18, 11) (15, 8)
m=8 T : (i, j, j) = (8, 10, 15) A : (i, j) = (28, 20) (23, 15)
m=9 T : (i, j, j) = (9, 14, 27) A : (i, j) = (25, 16) (12, 3)
m=10 T : (i, j, j) = (10, 8, 20) A : (i, j) = (2, 22) (20, 10)
m=11 T : (i, j, j) = (11, 14, 18) A : (i, j) = (27, 16) (23, 12)
m=12 T : (i, j, j) = (12, 23, 3) A : (i, j) = (19, 7) (9, 27)
m=13 T : (i, j, j) = (13, 26, 17) A : (i, j) = (17, 4) (26, 13)
m=14 T : (i, j, j) = (14, 9, 11) A : (i, j) = (5, 21) (3, 19)
m=15 T : (i, j, j) = (15, 8, 23) A : (i, j) = (7, 22) (22, 7)
m=16 T : (i, j, j) = (16, 27, 25) A : (i, j) = (19, 3) (21, 5)
m=17 T : (i, j, j) = (17, 4, 13) A : (i, j) = (13, 26) (4, 17)
m=18 T : (i, j, j) = (18, 21, 11) A : (i, j) = (27, 9) (7, 19)
m=19 T : (i, j, j) = (19, 7, 3) A : (i, j) = (12, 23) (16, 27)
m=20 T : (i, j, j) = (20, 10, 28) A : (i, j) = (10, 20) (22, 2)
m=21 T : (i, j, j) = (21, 18, 5) A : (i, j) = (3, 12) (16, 25)
m=22 T : (i, j, j) = (22, 7, 2) A : (i, j) = (15, 23) (20, 28)
m=23 T : (i, j, j) = (23, 15, 12) A : (i, j) = (8, 15) (11, 18)
m=24 T : (i, j, j) = (24, 25, 26) A : (i, j) = (29, 5) (28, 4)
m=25 T : (i, j, j) = (25, 24, 16) A : (i, j) = (1, 6) (9, 14)
m=26 T : (i, j, j) = (26, 24, 13) A : (i, j) = (2, 6) (13, 17)
m=27 T : (i, j, j) = (27, 16, 9) A : (i, j) = (11, 14) (18, 21)
m=28 T : (i, j, j) = (28, 4, 20) A : (i, j) = (24, 26) (8, 10)
m=29 T : (i, j, j) = (29, 29, 5) A : (i, j) = (0, 1) (24, 25)
ïîëèíîì: 1 + x^1 + x^60
zeta =
0 + x^1 + x^2 + x^3 + x^4 + x^6 + x^8 + x^10 + x^11 + x^12 + x^14 +
x^15 + x^17 + x^19 + x^21 + x^23 + x^26 + x^28 + x^29 + x^32 + x^33 +
x^36 + x^38 + x^42 + x^44 + x^46 + x^47 + x^52 + x^54 + x^55 +
x^57 + x^59
zeta{-1} =
0 + x^1 + x^2 + x^4 + x^7 + x^9 + x^10 + x^12 + x^14 + x^15 + x^17 +
x^19 + x^21 + x^22 + x^24 + x^25 + x^26 + x^29 + x^32 + x^33 + x^37 +
x^39 + x^43 + x^45 + x^46 + x^47 + x^49 + x^50 + x^52 + x^53 + x^54 +
x^56 + x^57 + x^58
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò (alpha = zeta + zeta^{-1}):
0 + x^3 + x^6 + x^7 + x^8 + x^9 + x^11 + x^22 + x^23 + x^24 + x^25 +
x^28 + x^36 + x^37 + x^38 + x^39 + x^42 + x^43 + x^44 + x^45 + x^49 +
x^50 + x^53 + x^55 + x^56 + x^58 + x^59
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2.3.3 Àëãîðèòì ãåíåðàöèè îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áà-
çèñîâ ïåðâîãî òèïà è äîêàçàòåëüñòâî èõ îïòèìàëü-
íîñòè

Äëÿ ïîèñêà çíà÷åíèé n, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò áàçèñ ïåðâîãî òèïà, íàäî ñãåíåðèðîâàòü
òàáëèöó ïðîñòûõ ÷èñåë îò 1 äî çàäàííîé ãðàíèöû ïîèñêà N ñ ïîìîùüþ ðåøåòà Ýðàòîñôåíà
è äëÿ î÷åðåäíîãî ïðîñòîãî p ïðîâåðèòü, ÷òî

q(p−1)/δ mod p 6= 1

äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ δ ÷èñëà p− 1. Ôàêòîðèçàöèÿ ýòîãî ÷èñëà òðèâèàëüíûì ìåòî-
äîì òðåáóåò âðåìåíè O(

√
p) (c ó÷åòîì óæå ïîñòðîåííîé òàáëèöû ïðîñòûõ), a ïðîâåðêà âñåõ

O(log p) óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ � âðåìåíè O(log2 p). Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ýòîãî ïîäàëãîðèòìà
� O(N3/2).

Äàëåå äëÿ êàæäîãî íàéäåííîãî n = p− 1 èùåì â ïîëå GF (qn) ïðèìèòèâíûé êîðåíü ζ p-é
ñòåïåíè èç 1. Òàê êàê â ñèëó ïðîñòîòû p âñå íååäèíè÷íûå êîðíè óêàçàííîé ñòåïåíè ñòåïåíè
ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûìè, à qn−1 êðàòíî p ñîãëàñíî âûáîðó n, òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëå-
ìåíòà β èç ïîëÿ GF (qn) åãî ñòåïåíü β(qn−1)/p, â ñëó÷àå åñëè îíà íå ðàâíà 1, áóäåò èñêîìûì
êîðíåì, òàê êàê βqn−1 = 1 ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî β
áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî β(qn−1)/p = 1, ðàâíà 1/p, òàê êàê êîëè÷åñòâî êîðíåé (qn − 1)/p
ñòåïåíè èç 1 ðàâíî (qn−1)/p, çíà÷èò íóæíûé íàì êîðåíü ïîñëå, íàïðèìåð 5 ïîïûòîê, ìû ïî-
ëó÷èì ñ ïî÷òè åäèíè÷íîé âåðîÿòíîñòüþ çà âðåìÿ O(n log q)3, åñëè èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé
áûñòðûé àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n log q)2 äëÿ óìíîæåíèÿ
â ïîëå GF (qn). Â êà÷åñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ ìîæíî âçÿòü ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè
n − 1 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ GF (q), à îïåðàöèè ïðîâîäèòü ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî
ïîëèíîìà, æåëàòåëüíî ¾ìàëî÷ëåíà¿.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè áàçèñîâ ïåðâîãî òèïà. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà
{ζ, . . . , ζn} ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñ íîðìàëüíûì áàçèñîì

{ζ, ζq, ζq2
, . . . , ζqn−1},

òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé 1, q, q2, . . . , qn−1, âû÷èñëåííûõ ïî ìîäóëþ p, ñîâïàäàåò
ñ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé π(1), . . . , π(n) ìíîæåñòâà ÷èñåë {1, . . . , n} â ñèëó òîãî, ÷òî q �
ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, çíà÷èò ðàâåíñòâî qi è qj ïðè 0 ≥ i < j < n ïî ìîäóëþ
p íåâîçìîæíî, òàê êàê èíà÷å áû qj−i áûëî áû ðàâíî 1 ïî ìîäóëþ p, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû
ïðèìèòèâíîñòè q ïî ýòîìó ìîäóëþ.

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû {ζ, . . . , ζn} âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ζ íå ìîæåò áûòü êîð-
íåì íèêàêîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì GF (q) ñòåïåíè ìåíüøåé n, òàê êàê ζ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì GF (q) ìíîãî÷ëåíà

1 + x + . . . + xn =
xp − 1
x− 1

,

êîòîðûé íåïðèâîäèì â ñèëó òîãî, ÷òî åñëè îí èìååò ñîáñòâåííûé äåëèòåëü f(x), òî åãî êîðíåì
áóäåò îäèí èç êîðíåé ζqi ìíîãî÷ëåíà 1+x+ . . .+xn, à çíà÷èò åãî êîðíÿìè áóäóò âñå ýëåìåíòû
âèäà αqi

, i = 1, 2, . . . , ãäå α = ζqk

, à çíà÷èò è âñå ýëåìåíòû ζqi+k

, i = 1, 2, . . . , ãäå ñóììà i + k
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ n, òàê êàê

qn = 1 mod p, ζqn

= ζ,

è ïîýòîìó êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà f(x) ÿâëÿþòñÿ âñå n êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 1 + x + . . . + xn, ÷òî
íåâîçìîæíî.
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Âû÷èñëèì òåïåðü ìàòðèöó T. Äëÿ ýòîãî íàäî íàéòè ðàçëîæåíèå

ζζqi

=
n−1∑

j=0

ti,jζ
qj

.

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì ζζm = ζm+1,m = 1, . . . , n ïðè m < n ñóììà

n−1∑

j=0

ti,jζ
qj

áóäåò ðàâíà ζm+1 òîëüêî åñëè ïðè i òàêîì, ÷òî qi = m mod p, (òî åñòü ïðè i = π−1(m))
ðàâåíñòâî ti,j = 1 áóäåò ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðè j òàêîì, ÷òî qj = m + 1 mod p, òî åñòü ïðè

j = π−1(m + 1) = π−1(π(i) + 1),

à îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ti,j áóäóò ðàâíû íóëþ.
Åñëè æå m = n, òî

ζζm = ζn+1 = ζp = 1 =
n∑

k=1

ζk =
n−1∑

j=0

ζqj

,

çíà÷èò ïðè i = π−1(n) âñå êîýôôèöèåíòû ti,j = 1. Â èòîãå îáùåå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ðàâíî 2n− 1, çíà÷èò ïîñòðîåííûé áàçèñ îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé.

Ïðèâåäåì â çàêëþ÷åíèå â ÿâíîì âèäå
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ïåðâîãî òèïà è òàáëèöû

óìíîæåíèÿ â íèõ ïðè q = 2
Ïóñòü íàäî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ â ïîëå GF (2n).
1. Ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè p = n + 1 ïðîñòûì ÷èñëîì.
2. Åñëè äà, òî ïðîâåðÿåì ÿâëÿåòñÿ ëè 2 ïðèìèòèâíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p. Äëÿ ýòîãî

ïðîâåðÿåì, ÷òî
2(p−1)/δ mod p 6= 1

äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ δ ÷èñëà p−1. Åñëè ýòî âûïîëíåíî, òî 2 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì
êîðíåì ïî ìîäóëþ p.

3. Èùåì â ïîëå GF (2n) ïðèìèòèâíûé êîðåíü ζ p-é ñòåïåíè èç 1. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ãåíåðèðóåì íåíóëåâîé ýëåìåíò β èç ïîëÿ GF (2n) è âû÷èñëÿåì åãî ñòåïåíü β(qn−1)/p.
Åñëè ýòà ñòåïåíü íå ðàâíà 1, òî ïîëàãàåì ζ ðàâíûì ýòîé ñòåïåíè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãåíå-
ðèðóåì íîâûé ýëåìåíò β, è òàê äàëåå, ïîêà íå ïîëó÷èì β(qn−1)/p 6= 1, ïîñëå ÷åãî ïîëàãàåì
ζ = β(qn−1)/p.

Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íóæíîé íàì ìàòðèöû T ïóíêò 3 íå íóæåí.
4.Âû÷èñëÿåì ìàòðèöó T = (ti,j). Âûáèðàåì î÷åðåäíîé èíäåêñ i, 0 ≤ i < n. Ñíà÷àëà

íàõîäèì m = 2i mod p. Åñëè m < n, òî íàõîäèì 0 ≤ j < n, òàêîå ÷òî 2j = m + 1 mod p, è
ïîëàãàåì ti,j = 1, à ïðè k 6= j ti,k = 0. Åñëè æå m = n, òî ïîëàãàåì ti,j = 1 ïðè âñåõ j,
0 ≤ j < n.

5. Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû A îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ ai,j = ti−j,−j , ãäå i − j
è −j âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìîäóëþ n. Ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì àëãîðèòìà, òàê êàê èìåííî
îíà èñïîëüçóåòñÿ â àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ Massey-Omura.

Óïðàæíåíèå 2.3.2 Äîêàæèòå, ÷òî ti,j = 1 åñëè è òîëüêî åñëè 1+2i = 2j mod n èëè i = n/2.

Óïðàæíåíèå 2.3.3 Äîêàæèòå, ÷òî ai,j = 1 åñëè è òîëüêî åñëè 2j + 2i = 1 mod n èëè i− j =
n/2 mod n.



146 ÃËÀÂÀ 2. ÍÅÏÐÈÂÎÄÈÌÛÅ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÛ

2.3.4 Àëãîðèòì ãåíåðàöèè îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áà-
çèñîâ âòîðîãî òèïà è äîêàçàòåëüñòâî èõ îïòèìàëü-
íîñòè

Áàçèñ âòîðîãî òèïà âîçíèêàåò, êîãäà 2n + 1 = p � ïðîñòîå ÷èñëî, à óñëîâèå íà q òàêîå æå,
êàê â ïåðâîì ñëó÷àå, ãäå ðîëü ÷èñëà n èãðàåò ÷èñëî 2n. Ýëåìåíò ζ òîãäà áóäåò ïðèìèòèâíûì
êîðíåì ñòåïåíè p èç 1 â ïîëå GF (q2n), íî â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà îïòèìàëüíîãî
íîðìàëüíîãî áàçèñà íóæíî âçÿòü α = ζ + ζ−1. Òàê êàê

qn = −1 mod p,

òî
αqn

= ζqn

+ ζ−qn

= ζ + ζ−1 = α,

çíà÷èò
αqn

= α,

ïîýòîìó α ïðèíàäëåæèò ïîäïîëþ GF (qn) ïîëÿ GF (q2n). Ñèñòåìà

{α, αq, αq2
, . . . , αqn−1}

ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òàê êàê

αqk

= ζqk

+ ζ−qk

= ζqk

+ ζqk+n

â ñèëó ðàâåíñòâà
qk+n = −qk mod p,

à ñèñòåìà
{ζ, ζq, ζq2

, . . . , ζq2n−1}
ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè n > k > 0

ααqk

= (ζ + ζ−1)(ζqk

+ ζ−qk

) = ζ1+qk

+ ζ−1−qk

+ ζ1−qk

+ ζ−1+qk

=

= αqs

+ αqt

,

çíà÷èò ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó áàçèñó ìàòðèöà T ïðè q = 2l ñîäåðæèò 2n−1 åäèíèöó, ïîòîìó
÷òî ïðè k = 0 ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ααq0 ïî áàçèñó ñîñòîèò èç îäíîãî ñëàãàåìîãî, âåäü

α2 = (ζ + ζ−1)2 = ζ2 + ζ−2 = αqs

.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óêàçàííîé ïðîâåðêè çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü qk mod p, k = 0, . . . , 2n − 1 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ïåðåñòàíîâêîé π(1), . . . , π(2n) ìíî-
æåñòâà ÷èñåë {1, . . . , 2n} â ñèëó òîãî, ÷òî q � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p = 2n + 1,
ïðè÷åì â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

qk+n = −qk mod p, k = 0, . . . , n− 1

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
π(k) + π(k + n) = p, k = 0, . . . , n− 1,

à òàê êàê âñå íåóïîðÿäî÷åííûå ïàðû

(1 + qk mod p,−1− qk mod p)
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ïðè ëþáîì k = 0, . . . , n−1, îòëè÷íû îò ïàðû (0, 0), òî èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñîñòîèò
èç ïàð

(π(k), π(k + n)), k = 0, . . . , n− 1

, ò.å. èç íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð âèäà (u, p−u), 0 < u ≥ n, çíà÷èò ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå
(σ(1), . . . , σ(n)) ìíîæåñòâà ÷èñåë 1, . . . , n, â ñåáÿ, ÷òî

(1 + qk mod p,−1− qk mod p) = (π(σ(k + 1)), p− π(σ(k + 1))),

è çíà÷èò
ζ1+qk

+ ζ−1−qk

= ζqσ(k+1)
+ ζ−qσ(k+1)

= αqσ(k+1)
.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå (µ(1), . . . , µ(n)) ìíîæåñòâà 1, . . . , n, â ñåáÿ òàêîå,
÷òî

ζ1−qk

+ ζ−1+qk

= ζqµ(k)
+ ζ−qµ(k)

= αqµ(k)

ïðè ëþáîì n ≥ k > 0.
Òàê êàê

1− qk 6= 1 + qk, 1− qk 6= −1− qk

ïî ìîäóëþ p, òî ïðè ëþáîì n > k > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

µ(k) 6= σ(k + 1).

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû T ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ

ααqi

=
n−1∑

j=0

ti,jα
qj

,

è ñðàâíèâàÿ èõ ñ ïîëó÷åííûìè ðàâåíñòâàìè

ααqi

= αqσ(i+1)
+ αqµ(i)

, i > 0,

ααq0
= ζ1+q0

+ ζ−1−q0
+ ζ1−q0

+ ζ−1+q0
=

= ζ1+q0
+ ζ−1−q0

+ ζ0 + ζ0 = ζ1+q0
+ ζ−1−q0

== αqσ(1)
,

èìååì
ti,j = δσ(i+1),j + δµ(i),j , i 6= 0,

t0,j = δσ(1),j ,

ãäå δk,s � äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé 1 ïðè k = s è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íå÷åòíîãî q óêàçàííûé áàçèñ íå áóäåò, ñòðîãî ãîâîðÿ, îïòèìàëüíûì,

íî áóäåò èìåòü ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà

α2 = (ζ + ζ−1)2 = ζ2 + ζ−2 + 2 = αqs

+ 2,

à ýëåìåíò 2 èç ïîëÿ GF (q) ïðåäñòàâèì â âèäå

c

n−1∑

k=0

αqk

ïðè íåíóëåâîì c èç ïîëÿ GF (q). Ïðèâåäåì â çàêëþ÷åíèå â ÿâíîì âèäå
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ âòîðîãî òèïà è òàáëèöû

óìíîæåíèÿ â íèõ ïðè q = 2
Ïóñòü íàäî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ â ïîëå GF (2n).
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1. Ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè p = 2n + 1 ïðîñòûì ÷èñëîì.
2. Åñëè äà, òî ïðîâåðÿåì ÿâëÿåòñÿ ëè 2 ïðèìèòèâíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p.
3.Åñëè äà, òî âû÷èñëÿåì ìàòðèöó T = (ti,j).
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ñòðîèì ìàññèâ

π(k) = 2k mod q, k = 0, . . . , 2n− 1

Ïîòîì ñòðîèì ìàññèâ (σ(1), . . . , σ(n)) òàêîé, ÷òî 1 ≤ σ(k) ≤ n è

(1 + 2k mod p,−1− 2k mod p) = (π(σ(k + 1)), p− π(σ(k + 1))), k = 0, . . . , n− 1.

Ïîòîì ñòðîèì ìàññèâ (µ(1), . . . , µ(n)), òàêîé ÷òî 1 ≤ µ(k) ≤ n è

(1− 2k mod p,−1 + 2k mod p) = (π(µ(k)), p− π(µ(k))), k = 1, . . . , n

È íàêîíåö âû÷èñëÿåì äëÿ âñåõ 0 < i < n è âñåõ j, 0 ≤ j < n

ti,j = δσ(i+1),j + δµ(i),j ,

t0,j = δσ(1),j ,

ãäå δk,s � äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà.

2.3.5 Àëãîðèòì ãåíåðàöèè îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áà-
çèñîâ òðåòüåãî òèïà è äîêàçàòåëüñòâî èõ îïòèìàëü-
íîñòè

Áàçèñ òðåòüåãî òèïà âîçíèêàåò, êîãäà n íå÷åòíî, 2n + 1 = p � ïðîñòîå ÷èñëî, à óñëîâèå íà q
çàìåíÿåòñÿ íà òî, ÷òî qn = 1 mod p, è ïðè ëþáîì 0 < k < n qk 6= 1 mod p (äðóãèìè ñëîâàìè,
÷èñëî q èìååò ïî ìîäóëþ p ïîðÿäîê n, à íå 2n, êàê âî âòîðîì ñëó÷àå, è òîãäà àâòîìàòè÷åñêè
ñóùåñòâóåò òàêîå r, ÷òî q = r2 mod p, ò.å. q � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p , è ïîýòîìó âñå
åãî ñòåïåíè qk mod p, k = 0, . . . , n − 1 îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà âñåõ êâàäðàòè÷íûõ
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, òàê êàê èõ ðîâíî n øòóê).

À òàê êàê p ðàâíî 3 ïî ìîäóëþ 4, òî −1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ
p, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàëî áû òàêîå ÷èñëî r, ÷òî −1 = r2 mod p, è òîãäà
ïîëó÷èëîñü áû ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàëîé òåîðåìîé Ôåðìà:

rp−1 = (r2)(p−1)/2 = (−1)(p−1)/2 = −1 mod p.

Ïîýòîìó èç òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âû÷åòà íà íåâû÷åò ÿâëÿåòñÿ íåâû÷åòîì, ñëåäóåò, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü −qk mod p, k = 0, . . . , n− 1 îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà âñåõ êâàä-
ðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p,

Êàê è â ñëó÷àå áàçèñà âòîðîãî òèïà â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ζ áåðåòñÿ ïðèìèòèâíûé êîðåíü
ñòåïåíè p èç 1 â ïîëå GF (q2n), à â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà îïòèìàëüíîãî íîðìàëü-
íîãî áàçèñà � ýëåìåíò α = ζ + ζ−1.

Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû

{α, αq, αq2
, . . . , αqn−1}

îòëè÷àåòñÿ îò âòîðîãî ñëó÷àÿ. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü
n−1∑

j=0

ajα
qj

= 0
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äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà (aj) ñ êîîðäèíàòàìè èç ïîëÿ GF (q). Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâà

αqi

= ζqi

+ ζ−qi

,

ïîëó÷àåì, ÷òî
n−1∑

j=0

aj(ζqj

+ ζ−qj

) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
2n−1∑

i=0

biζ
i = 0,

åñëè îïðåäåëèòü bi êàê aj , ãäå i = ±qj mod p (êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ïîñëåäíåå óñëîâèå
îïðåäåëÿåò ÷èñëî j îäíîçíà÷íî; çíàê ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ÷èñëî i � âû÷åò,
à çíàê ìèíóñ � ñëó÷àþ, êîãäà i ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p), çíà÷èò
ìíîãî÷ëåí

f(x) =
2n−1∑

i=0

bix
i

èìååò êîðíè ζ è ζ−1 â ïîëå GF (q2n), à òàê êàê ýòè ýëåìåíòû èìåþò ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëå-
íû ñòåïåíè n êàæäûé, ïðè÷åì îíè âçàèìíî ïðîñòû (â óêàçàííîì ïîëå êîðíÿìè ïåðâîãî èç
íèõ ÿâëÿþòñÿ ζqi

, i = 0, . . . , n − 1, à êîðíÿìè âòîðîãî � ýëåìåíòû ζ−qi

, i = 0, . . . , n − 1), òî
ìíîãî÷ëåí f(x) íàä ïîëåì GF (q) äîëæåí äåëèòñÿ íà èõ ïðîèçâåäåíèå, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê
êàê åãî ñòåïåíü ìåíüøå 2n.

Ïðîâåðêà îïòèìàëüíîñòè ïîñòðîåííîãî áàçèñà ïî÷òè íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò âòîðîãî ñëó-
÷àÿ. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè k < n

1 + qk = ±qσ(k+1) mod p

è
1− qk = ±qµ(k) mod p

(â ïîñëåäíåì ñëó÷àå òîëüêî ïðè k > 0), òîãäà

ζ1+qk

+ ζ−1−qk

= ζqσ(k+1)
+ ζ−qσ(k+1)

= αqσ(k+1)
,

ζ1−qk

+ ζ−1+qk

= ζqµ(k)
+ ζ−qµ(k)

= αqµ(k)
, k > 0.

Òàêæå êàê è â ñëó÷àå âòîðîãî òèïà ïðè n > k > 0 èìååì

ααqk

= (ζ + ζ−1)(ζqk

+ ζ−qk

) = ζ1+qk

+ ζ−1−qk

+ ζ1−qk

+ ζ−1+qk

=

= αqσ(k+1)
, +αqµ(k)

,

à ïðè k = 0
ααq0

= ζ1+q0
+ ζ−1−q0

+ ζ1−q0
+ ζ−1+q0

=

= ζ1+q0
+ ζ−1−q0

+ ζ0 + ζ0 = ζ1+q0
+ ζ−1−q0

== αqσ(1)
.

Îïÿòü, êàê è â ñëó÷àå âòîðîãî òèïà, âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû T ïîñðåäñòâîì
ðàâåíñòâ

ααqi

=
n−1∑

j=0

ti,jα
qj

,
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è ñðàâíèâàÿ èõ ñ ïîëó÷åííûìè ðàâåíñòâàìè

ααqi

= αqσ(i+1)
+ αqµ(i)

, i > 0,

ααq0
= αqσ(1)

,

èìååì
ti,j = δσ(i+1),j + δµ(i),j , i 6= 0,

t0,j = δσ(1),j ,

ãäå δk,s � äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè íå÷åòíîì q óêàçàííûé áàçèñ íå áóäåò, êàê è â ñëó÷àå âòîðîãî òèïà,

îïòèìàëüíûì, íî áóäåò èìåòü ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü.
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì â ÿâíîì âèäå
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ òðåòüåãî òèïà è òàáëèöû

óìíîæåíèÿ â íèõ ïðè q = 2
Ïóñòü íàäî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ â ïîëå GF (2n).
1. Ïðîâåðÿåì, ÷òî n íå÷åòíî. Åñëè äà, òî ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè p = 2n + 1 ïðîñòûì

÷èñëîì.
2. Åñëè äà, òî ïðîâåðÿåì, ÷òî

2n = 1 mod p,

è
2n/δ mod p 6= 1

äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ δ ÷èñëà n.
3. Åñëè äà, òî âû÷èñëÿåì ìàòðèöó T = (ti,j).
Ñíà÷àëà ñòðîèì ìàññèâ

π(k) = 2k mod q, k = 0, . . . , 2n− 1

Ïîòîì ñòðîèì ìàññèâ (σ(1), . . . , σ(n)) òàêîé, ÷òî 1 ≤ σ(k) ≤ n è

1 + 2k mod p = ±π(σ(k + 1)), k = 0, . . . , n− 1.

Ïîòîì ñòðîèì ìàññèâ (µ(1), . . . , µ(n− 1)), òàêîé ÷òî 1 ≤ µ(k) ≤ n è

1− 2k mod p = π(µ(k)), k = 1, . . . , n− 1

È íàêîíåö êàê è â ñëó÷àå âòîðîãî òèïà âû÷èñëÿåì äëÿ âñåõ 0 < i < n è âñåõ j, 0 ≤ j < n

ti,j = δσ(i+1),j + δµ(i),j ,

t0,j = δσ(1),j ,

ãäå δk,s � äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ñëåäóþùèé ôàêò èìååòñÿ â [138].

Óïðàæíåíèå 2.3.4 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàòðèöû A îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà â ïîëå
GF (2n) âòîðîãî èëè òðåòüåãî òèïà ai,j = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
÷åòûðåõ ñîîòíîøåíèé

2i ± 2j = ±1 mod 2n + 1.

Â [79] èìååòñÿ ñëåäóþùåå îïèñàíèå ìàòðèöû A

Óïðàæíåíèå 2.3.5 Äîêàæèòå, ÷òî âñå åäèíè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A îïðåäåëÿþòñÿ êàê
axi,xi+1 èëè axi+1,xi , i = 0, . . . , n − 1, ãäå xi = log2(i + 1) mod n, i < n − 1, xn−1 = n − 1,
ëîãàðèôìû âû÷èñëÿþòñÿ â ïîëå GF (p), p = 2n + 1.
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2.3.6 Íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ïî ìî-
äóëþ p

Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ â ïîëÿõ GF (2n) ïîëåçíî çíàòü, êîãäà äâîéêà
èëè ìèíóñ äâîéêà ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïî ìîäóëþ p. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òîãî
÷òîáû â ïîëå GF (2n) ñóùåñòâîâàë áàçèñ òðåòüåãî òèïà íåîáõîäèìî, ÷òîáû n áûëî íå÷åòíûì
è ìóëüòèïëèêàòèâíûé ïîðÿäîê äâîéêè ïî ìîäóëþ p = 2n + 1 áûë ðàâåí (p− 1)/2 = n.

Óïðàæíåíèå 2.3.6 Äîêàæèòå, ÷òî óêàçàííîå âûøå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ìèíóñ
äâîéêà ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïî ìîäóëþ p.

Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, áóäåò ëè äâîéêà ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ
ïðîñòûõ p. Ãèïîòåçà Àðòèíà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîå öåëîå ÷èñëî a, íå ðàâíîå ±1 è íå ÿâëÿþ-
ùååñÿ êâàäðàòîì, áóäåò ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ ïðîñòûõ p. Ãèïîòåçà
Àðòèíà áûëà äîêàçàíà Õèñ-Áðàóíîì äëÿ âñåõ ïðîñòûõ a, êðîìå áûòü ìîæåò äâóõ, îäíàêî ýòè
äâà èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíû.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðèíàäëåæàùàÿ Ï.Ë.×åáûøåâó.

Òåîðåìà 2.3.1 Ïóñòü ïðîñòûå ÷èñëà p, q > 2. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

• åñëè p = 4q + 1, òî 2 åñòü ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïî ìîäóëþ p,

• åñëè p = 2q + 1, q = 4n + 1, òî 2 åñòü ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïî ìîäóëþ p,

• åñëè p = 2q + 1, q = 4n + 3, òî −2 åñòü ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïî ìîäóëþ p.

2.4 Îïòèìèçàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé áàçèñîâ
2.4.1 Î êîìáèíèðîâàííîì èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìèàëüíî-

ãî è íîðìàëüíîãî áàçèñîâ
Èìïëåìåíòèðîâàííûå ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ â îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áà-
çèñàõ îêàçàëèñü ìåäëåííåå ([12],[13]) àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ äàæå â
ïîëÿõ íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé (â äèàïàçîíå 150 � 350), à ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè îíè ñòàíîâÿò-
ñÿ åùå õóæå. Cðàâíåíèå äâóõ òèïîâ áàçèñîâ, ñòàíäàðòíîãî è íîðìàëüíîãî, íàâîäèò íà ìûñëü
îá óñêîðåíèè àðèôìåòèêè â êîíå÷íûõ ïîëÿõ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ âûãîäíûõ ñòîðîí êàæäîãî
èç íèõ. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæåíèå áûñòðåå ïðîèçâîäèòü â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîëÿ
GF (2n)), à âîçâåäåíèå â ñòåïåíü � â íîðìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé ýòîé èäåè ïîíàäîáÿòñÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà îò íîðìàëüíîãî áàçèñà ê
ñòàíäàðòíîìó è îáðàòíî, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ íå ðàçðÿæåííûìè, à ïëîòíûìè, è òîãäà
ñëîæíîñòü ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó â õóäøåì ñëó÷àå áóäåò O(n2/ log n) (åñëè
èñïîëüçîâàòü äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð ìåòîä ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿).

Íî â óäà÷íîì ñëó÷àå ñëîæíîñòü ïåðåõîäà ìîæåò îêàçàòüñÿ äàæå íå âûøå ëèíåéíîé, íà-
ïðèìåð, â ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöàõ ïåðåõîäîâ áóäåò O(n). Òàêèì
îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à ïîèñêà íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ñ ¾ïðîñòûìè¿ ìàòðèöàìè ïåðåõîäîâ ê
ñòàíäàðòíûì áàçèñàì è îáðàòíî.

Ýòà çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ â ñëó÷àå îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ïåðâîãî òèïà.
Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâûé òèï íîðìàëüíûõ áàçèñîâ âîçíèêàåò ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà n + 1 = p �
ïðîñòîå è q � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p.

Äàëåå ïîä ñëîæíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü â êëàññå ñõåì èç îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â îñíîâíîì ïîäïîëå GF (q).
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Òåîðåìà 2.4.1 Ïåðåõîä îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ïîëÿ GF (qn) ê ñîîòâåòñòâóþùåìó (ñ òåì
æå ãåíåðàòîðîì) îïòèìàëüíîìó íîðìàëüíîìó áàçèñó ïåðâîãî òèïà (åñëè, êîíå÷íî, îí ñóùå-
ñòâóåò äëÿ äàííîãî n) è îáðàòíî ìîæíî âûïîëíèòü ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áàçèñ {ζ, . . . , ζn} (íå ñîâñåì ñòàíäàðò-
íûé) ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñ îïòèìàëüíûì íîðìàëüíûì áàçèñîì

{ζ, ζq, ζq2
, . . . , ζqn−1},

òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë 1, q, q2, . . . , qn−1, âû÷èñëåííûõ ïî ìîäóëþ p, ñîâïàäàåò ñ
íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé

{1, 2, . . . , n}
â ñèëó òîãî, ÷òî ζ åñòü ïðèìèòèâíûé êîðåíü p-é ñòåïåíè èç åäèíèöû â ïîëå GF (qn), à q �
ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p.

Ïîýòîìó, î÷åâèäíî, ïåðåõîä îò áàçèñà {ζ, . . . , ζn} ê íîðìàëüíîìó áàçèñó

{ζ, ζq, ζq2
, . . . , ζqn−1}

è îáðàòíî âûïîëíÿåòñÿ ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè íå áîëåå, ÷åì n.
Îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òî ζ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì GF (q) ìíîãî÷ëåíà

1 + x + . . . + xn =
xp − 1
x− 1

.

Ñòàíäàðòíûì áàçèñîì äëÿ ïåðåõîäà áóäåò áàçèñ {1, ζ, . . . , ζn−1}. Î÷åâèäíî, îí ñ ëèíåéíîé
ñëîæíîñòüþ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áàçèñ {ζ, . . . , ζn}, ïîñêîëüêó

ζn = 1 + ζ + . . . + ζn−1,

è îáðàòíî áàçèñ {ζ, . . . , ζn}, áëàãîäàðÿ ôîðìóëå
1 = ζ + . . . + ζn−1 + ζn,

ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áàçèñ {1, ζ, . . . , ζn−1}. Â ðåçóëüòàòå èìååì, ÷òî
ïåðåõîä îò îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà

{ζ, ζq, ζq2
, . . . , ζqn−1}

ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó {1, ζ, . . . , ζn−1} è îáðàòíî âûïîëíÿåòñÿ ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ.
Óìíîæåíèå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {1, ζ, . . . , ζn−1}, êàê îáû÷íî, ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ ìíî-

ãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (q) è ïîñëåäóþùåé ðåäóêöèè ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
f(x) = 1 + x + . . . + xn, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó áàçèñó. Îòìåòèì, ÷òî äåëåíèå ñ îñòàòêîì íà
ýòîò ìíîãî÷ëåí ìîæíî âûïîëíèòü ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ.

Íà ñàìîì äåëå óäîáíî íå ïåðåõîäèòü ê áàçèñó {1, ζ, . . . , ζn−1}, à ðàáîòàòü â áàçèñå
{ζ, . . . , ζn}. Òîãäà íóæíî áóäåò ïåðåìíîæàòü ìíîãî÷ëåíû âèäà a1x + . . . + anxn è ïîëó÷åí-
íûé ðåçóëüòàò ïðèâîäèòü ïî ìîäóëþ f(x) (òàê êàê ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó íå èç-
ìåíÿåò ìíîãî÷ëåí ïî ýòîìó ìîäóëþ.) Óìíîæåíèå òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ î÷åâèäíî ñâîäèòñÿ ê
óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1. Ïîëó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå g(x) ñòåïåíè 2n íàäî ðàç-
äåëèòü íà f(x) è íàéòè îñòàòîê (òîëüêî îí íàì è íóæåí), ò. å. íàäî ïðåäñòàâèòü g(x) â âèäå
g(x) = f(x)h(x) + r(x), ãäå ñòåïåíü r(x) ìåíüøå n. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà x − 1,
ïîëó÷èì g(x)(x−1) = (xp−1)h(x)+r(x)(x−1), à òàê êàê ñòåïåíü r(x)(x−1) ìåíüøå n+1 = p,
òî r(x)(x− 1) � îñòàòîê îò äåëåíèÿ g(x)(x− 1) íà xp− 1. Äëÿ óìíîæåíèÿ g(x) íà x− 1 äîñòà-
òî÷íî ñäåëàòü 2n−2 ñëîæåíèé (â ïîëå GF (q)), à äëÿ äåëåíèÿ ðåçóëüòàòà íà xp−1 äîñòàòî÷íî
âûïîëíèòü n− 2 ñëîæåíèé è, íàêîíåö, äëÿ äåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî îñòàòêà r(x)(x− 1) íà x− 1
ñ ïîìîùüþ ñõåìû Ãîðíåðà äîñòàòî÷íî áóäåò ñäåëàòü n ñëîæåíèé.
Óïðàæíåíèå 2.4.1 Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (2n) â ñëó÷àå èñïîëü-
çîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà ïåðâîãî òèïà íå ïðåâîñõîäèò M(n) + 4n − 4, ãäå
M(n)� ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1.
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2.4.2 Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ïåðåõîäà îò îïòè-
ìàëüíîãî áàçèñà ïåðâîãî òèïà ê ñòàíäàðòíîìó è îá-
ðàòíî

Ïåðåõîä îò îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà ïåðâîãî òèïà ïîëÿ GF (24) ê ñòàíäàðòíîìó.
Ïóñòü äàíî: n = 4, îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ ïåðâîãî òèïà B = {ζ2k

, k = 0, 1, 2, 3},
ýëåìåíò, çàïèñàííûé â ýòîì áàçèñå, f = 1 · ζ20

+ 0 · ζ21
+ 1 · ζ22

+ 1 · ζ23 .
Íàäî íàéòè: çàïèñü f â ñòàíäàðòíîì áàçèñå A = {1, ζ, ζ2, ζ3}.
Øàã 1. Ïåðåõîä îò áàçèñà íîðìàëüíîãî ê ïî÷òè ñòàíäàðòíîìó áàçèñó A′ = {ζ, . . . , ζn}.
Â íà÷àëå íàéäåì ïåðåñòàíîâêó π(i) ìíîæåñòâà ÷èñåë {1, . . . , n}, ñîâïàäàþùåé ñ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòüþ ñòåïåíåé 1, 2, 22, . . . , 2n−1, âû÷èñëåííîé ïî ìîäóëþ p = n + 1:

π =
(

20 21 22 23 (mod5)
1 2 4 3 (mod5)

)
, (4.2.1)

ò.å. â áàçèñå A′ ìíîãî÷ëåí f çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = 1 · ζ + 0 · ζ2 + 1 · ζ4 + 1 · ζ3.

Øàã 2. Ïåðåõîä îò ïî÷òè ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó. Âûðàçèì åäè-
íèöó, è òîãäà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå A ìíîãî÷ëåí f çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = (1 + 1)ζ + (0 + 1)ζ2 + (1 + 1)ζ3 + 1 · ζ0

ò.å. f = 1 + ζ2.
Ïåðåõîä îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ïîëÿ GF (24) ê îïòèìàëüíîìó íîðìàëüíîãî áàçèñó 1-ãî

òèïà.
Ïóñòü äàíî: n = 4, ñòàíäàðòíûé áàçèñ A = {1, ζ, ζ2, ζ3}, ìíîãî÷ëåí, çàïèñàííûé â ýòîì

áàçèñå, f = 1 + x2 + x3.
Íàäî íàéòè: çàïèñü f â îïòèìàëüíîì íîðìàëüíîì áàçèñ 1-ãî òèïà B = {ζ2k

, k = 0, . . . , 3}.
Øàã 1. Ïåðåõîä îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê ïî÷òè ñòàíäàðòíîìó áàçèñó.
Âûðàçèì êîýôôèöèåíò ïðè ζn è òîãäà â ïî÷òè ñòàíäàðòíîì áàçèñå A′ ìíîãî÷ëåí f çàïè-

øåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = (0 + 1)ζ + (1 + 1)ζ2 + (1 + 1)ζ3 + 1 · ζ4

ò.å. f = ζ + ζ4.
Øàã 2. Ïåðåõîä îò ïî÷òè ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê îïòèìàëüíîìó íîðìàëüíîìó áàçèñó.
Ñäåëàâ îáðàòíóþ ïåðåñòàíîâêó ê ïåðåñòàíîâêå 2.4.2, ïåðåéäåì ê çàïèñè ìíîãî÷ëåíà â

îïòèìàëüíîì íîðìàëüíîì áàçèñå B:
f = ζ + ζ22

.

2.4.3 Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ êîìáèíèðîâàííûõ ñõåì äëÿ
óìíîæåíèÿ â ñòàíäàðòíîì è îïòèìàëüíîì íîðìàëü-
íîì áàçèñå ïåðâîãî òèïà

Çäåñü è äàëåå ïîä ñõåìàìè ïîíèìàþòñÿ ëîãè÷åñêèå ñõåìû, ïîñòðîåííûå èç äâóõâõîäîâûõ ýëå-
ìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ óìíîæåíèå (êîíúþíêöèþ) è ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ äâà (îïåðàöèÿ XOR
� ïî-ðóññêè ¾èñêëþ÷àþùåå èëè¿). Ýëåìåíòû ñõåìû ñîåäèíÿþòñÿ äðóã ñ äðóãîì è ñ âõîäàìè
è âûõîäàìè ñõåìû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ñ åñòåñòâåííûì çàïðåòîì íà îáðàçîâàíèå îðèåí-
òèðîâàííûõ öèêëîâ (êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â àâòîìàòíûõ ñõåìàõ è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
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ñîçäàíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè). Ñëîæíîñòüþ ñõåìû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íåé. Ãëóáèíîé
ñõåìû íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, êàêîå ìîæåò áûòü â öåïè, ñîåäèíÿþùåé
îäèí èç âõîäîâ ñõåìû ñ îäíèì èç åå âûõîäîâ. Ãëóáèíà ïðîïîðöèîíàëüíà çàäåðæêå ñõåìû. Â
ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ïðèìåðàõ ìû íå ñòðåìèìñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ãëóáèíó, è îöåíèâàåì åå
òîëüêî äëÿ ïîâûøåíèÿ íàãëÿäíîñòè â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ðèñóíêîâ. Ñëîæíîñòü ñõåìû î÷å-
âèäíî ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû, èìïëåìåíòèðóþùåé òîò æå àëãîðèòì,
êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé. Ïîýòîìó ïîíÿòèå ñëîæíîñòè ñõåìû ïî-ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ
ïîíÿòèåì òàê íàçûâàåìîé áèòîâîé ñëîæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà.

Äëÿ ïðèìåðà ðàçáåðåì ñëó÷àé ïîëÿ GF (210. Â íåì ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé
áàçèñ ïåðâîãî òèïà, è ìîæíî ñðàâíèòü ñõåìû äëÿ ýòîãî áàçèñà ñî ñòàíäàðòíûìè ñõåìàìè.
Ñíà÷àëà âîçüìåì ñòàíäàðòíûé áàçèñ 1, α, α2, . . . α9 ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì p(x) = 1 +
x3 + x10, p(α) = 0. Åñòü åùå íåïðèâîäèìûé òðåõ÷ëåí 1 + x7 + x10, îí âçàèìåí ê ýòîìó, íî
äëÿ äåëåíèÿ óäîáåí èìåííî ïåðâûé èç íèõ, ïîòîìó ÷òî â íåì ñòåïåíü ñðåäíåãî ÷ëåíà ìåíüøå
ïîëîâèíû ñòåïåíè ñòàðøåãî. Ñõåìà äëÿ óìíîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ

x0 + x1α + . . . + x9α
9, y0 + y1α + . . . + y9α

9,

ñîñòîèò èç ñõåìû äëÿ îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ, äàþùåé ðåçóëüòàò

u0 + u1α + . . . + u18α
18,

è ñõåìû, íàõîäÿùåé îñòàòîê îò äåëåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà íà òðåõ÷ëåí p(x). Ýòó ñõåìó ïðîùå
ïîñòðîèòü íåïîñðåäñòâåííî, íå ñâîäÿ äåëåíèå ê óìíîæåíèþ, êàê â îáùåì ñëó÷àå äåëåíèÿ íà
ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí. Ñëîæíîñòü ýòîé ñõåìû áóäåò ëèíåéíàÿ, à ãëóáèíà � êîíñòàíòíàÿ.
Íàïðèìåð, äëÿ ýòîé ñõåìû ìîæíî âûïèñàòü ôîðìóëû äëÿ åå âûõîäîâ z0, . . . , z9 ( wi îáîçíà-
÷àþò ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû):

z0 = w0 + u0 = u10 + u17 + u0,

z1 = w1 + u1 = u11 + u18 + u1,

z2 = w2 + u2 = u12 + u2,

z3 = w0 + (w3 + u3) = u10 + u17 + u13 + u3,

z4 = w1 + (w4 + u4) = u11 + u18 + u14 + u4,

z5+i = w5+i + u5+i + w2+i = u15+i + u12+i + u5+i, i = 0, . . . , 3

z9 = w6 + u9 = u16 + u9.

Ñëîæíîñòü ñòàíäàðòíîé ñõåìû äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 9 ðàâíà 102 + 92 = 181,
à ãëóáèíà ðàâíà 5, ïðè÷åì òàêóþ ãëóáèíó èìåþò òîëüêî âûõîäû u8, u9, u10. Ãëóáèíà w1 =
u11 + u17 òîæå ðàâíà 5 òàê êàê ýòî áèëèíåéíàÿ ôîðìà

x9y2 + . . . + x2y9 + x8y9 + x9y8

c 10 ñëàãàåìûìè. Ãëóáèíà w4 + u4 = u14 + u4 ïî òîé æå ïðè÷èíå Ïîýòîìó ãëóáèíà z4 =
w1 + (w4 + u4) ðàâíà 6. Àíàëîãè÷íî ãëóáèíà z3 ðàâíà 6. Ãëóáèíà îñòàëüíûõ âûõîäîâ òîæå íå
áîëüøå 6. Ñëîæíîñòü âñåé ñõåìû ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ p(x) ðàâíà 18, à ïîëíàÿ ñëîæíîñòü
ðàâíà 199.

Ïîëèíîì 1+x+ . . .+x10 íåïðèâîäèì. Ìîæíî åãî èñïîëüçîâàòü âìåñòî p(x). Óäîáíî äàëåå
âìåñòî áàçèñà 1, α, α2, . . . α9 ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì p(x), p(α) = 0 èñïîëüçîâàòü áàçèñ
α, α2, . . . α10.

Ñõåìà äëÿ óìíîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ

x0α + x1α
2 + . . . + x9α

10, y0α + y1α
2 + . . . + y9α

10,
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ñîñòîèò èç ñõåìû äëÿ îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ, äàþùåé ðåçóëüòàò

u0α
2 + u1α

3 + . . . + u18α
20,

è ñõåìû, íàõîäÿùåé îñòàòîê îò äåëåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ìíîãî÷ëåí p(alpha) â âèäå z0α +
. . . + z9α

10. Äëÿ òàêîãî äåëåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü îáû÷íîå äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà

u0α + u1α
2 + . . . + u18α

19

íà ìíîãî÷ëåí p(α) â ñ îáû÷íûì îñòàòêîì âèäå z0 + . . . + z9α
9. ×òîáû âûïîëíèòü ýòî äåëåíèå,

ñíà÷àëà ðàçäåëèì
u0α + u1α

2 + . . . + u18α
19

íà α11 + 1 è íàéäåì îñòàòîê, ðàâíûé

u10 + (u0 + u11)α + (u1 + u12)α2 + . . . + (u7 + u18)α8 + u8α
9 + u9α

10,

à ïîòîì ïîäåëèì ýòîò îñòàòîê íà p(α), äëÿ ÷åãî íóæíî îòíÿòü îò íåãî u9p(α), è ïîëó÷èì

z0 + z1α + . . . + z9α
9 =

u10 + u9 + (u0 + u11 + u9)α + (u1 + u12 + u9)α2 + . . . + (u7 + u18 + u9)α8 + (u8 + u9)α9,

� îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà p(α).
Ãëóáèíà z0 = u10+u9 ðàâíà 6. Àíàëîãè÷íî ãëóáèíà z9 ðàâíà 6. Ãëóáèíà îñòàëüíûõ âûõîäîâ

òîæå íå áîëüøå 6, òàê êàê ui + u11i ýòî áèëèíåéíàÿ ôîðìà c 9 ñëàãàåìûìè. Ñëîæíîñòü âñåé
ñõåìû ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ p(x) ðàâíà 18, à ïîëíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà 199.

Íîðìàëüíûé áàçèñ, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì α ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

{α, α2, α4, α8, α16, . . . , α29}.

Îí æå áóäåò îïòèìàëüíûì íîðìàëüíûì áàçèñîì. Íà ñàìîì äåëå îí ïðîñòî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòà-
íîâêîé áàçèñà

{α, α2, . . . α10}, 1 + α + . . . α10 = 0.

Äåéñòâèòåëüíî α11 = 1, αk 6= 1, k = 1, . . . , 10, à òàê êàê

24 = 5 mod 11,

25 = 10 mod 11,

26 = 9 mod 11,

27 = 7 mod 11,

28 = 3 mod 11,

29 = 6 mod 11,

210 = 1 mod 11,

òî
α16 = α5, α32 = α10, α64 = α9,

α128 = α7, α256 = α3, α512 = α6.

Ïîýòîìó ïåðåõîä îò êîîðäèíàò (x1, . . . , x10) â áàçèñå

{α, α2, α4, α8, α16, . . . , α29
.}
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ê êîîðäèíàòàì â áàçèñå
{α, α2, . . . α10}

ñâîäèòñÿ ê èõ ïåðåñòàíîâêå â ïîðÿäêå (x1, x2, x4, x8, x5, x10, x9, x7, x3, x6) Îáðàòíûé ïåðåõîä
ñâîäèòñÿ ê îáðàòíîé ïåðåñòàíîâêå.

Îáùàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ìóëüòèïëåðà Ìåññè-Îìóðà ðàâíà n(C + n− 1), è â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå îíà ðàâíà 280, à ãëóáèíà ðàâíà 6.

Îäíàêî â îïòèìàëüíîì íîðìàëüíîì áàçèñå ïåðâîãî òèïà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó òîé æå
ãëóáèíû è ìåíüøåé ñëîæíîñòè, âûïîëíèâ âíà÷àëå ïåðåõîä ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ñòàíäàðòíî-
ìó áàçèñó ñ ïîìîùüþ óêàçàííîé âûøå ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò, ïîòîì âûïîëíèòü îïèñàííîå
óìíîæåíèå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ñî ñëîæíîñòüþ 199 è ãëóáèíîé 6, à ïîòîì âåðíóòüñÿ â íîð-
ìàëüíûé áàçèñ, âûïîëíèâ îáðàòíóþ ïåðåñòàíîâêó.

Òåïåðü ìîæíî îïèñàòü êàê äåëàòü èíâåðòèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ. Ïóñòü

ξ =
n−1∑

i=0

xiα
2i

ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ GF (2n), çàïèñàííûé â ëþáîì íîðìàëüíîì áàçèñå

{α, α2, α4, α8, α16, . . . , α29}.

Ïî òåîðåìå Ôåðìà îáðàòíûé ýëåìåíò ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå ξ−1 = ξ2n−2. Äëÿ
ïðèìåðà ñäåëàåì ýòî ïðè n = 10. Äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü íàäî ïîñòðîèòü àääèòèâíóþ
öåïî÷êó äëÿ ÷èñëà 2n − 2, ñîäåðæàùóþ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñëîæåíèé (à óäâîåíèÿ ìîæíî íå
ó÷èòûâàòü). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàäî ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíóþ ëèíåéíóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó
äëÿ ÷èñëà n − 1 = 9. (ëèíåéíóþ � çíà÷èò â íåé êàæäîå ÷èñëî ïîëó÷àåòñÿ èëè óäâîåíèåì
ïðåäûäóùåãî ÷èñëà èëè ïðèáàâëåíèåì ê íåìó êàêîãî-òî áîëåå ðàííåãî ÷èñëà èç ýòîé öåïî÷êè).
Íàïðèìåð, åþ áóäåò öåïî÷êà

1, 2, 4, 8, 9.

Ïîñëå ýòîãî âûïèñûâàþòñÿ â ðÿä ÷èñëà

21 − 1, 22 − 1, 24 − 1, 28 − 1, 29 − 1,

è ìåæäó íèìè âñòàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäâîåíèé

1 = 21 − 1, 2, 3 = 22 − 1, 3 · 2, 3 · 4, 15 = 24 − 1, 2(24 − 1), 4(24 − 1), 8(24 − 1), 16(24 − 1),

255 = 28 − 1, 2(28 − 1), 511 = 29 − 1, 1022 = 2(29 − 1).

Òàê êàê óäâîåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåé êîììóòàöèè âõîäîâ, òî ñëîæíîñòü
èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (210) îöåíèâàåòñÿ êàê

I(10) ≤ 4M(10),

ãäå M(10) ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå. Àíàëîãè÷íî ãëóáèíà îöåíèâàåòñÿ êàê

DI(10) ≤ 4DM(10).

Åñëè èñïîëüçîâàòü óêàçàííóþ âûøå ñõåìó äëÿ óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå, òî ñëîæíîñòü
èíâåðòèðîâàíèÿ áóäåò 4 · 199 = 796, à ãëóáèíà 4 · 6 = 24.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä Êàðàöóáû, óìíîæåíèå äâóõ äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 9 ìîæíî
ñâåñòè ê òðåì óìíîæåíèÿì ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 4, è ñëîæíîñòü áóäåò 159, à ãëóáèíà 6. Åñëè
äîáàâèòü ñõåìó ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà 1 + x + . . . + x10, òî ïîëó÷àåòñÿ ñõåìà
ñëîæíîñòè 178, à ãëóáèíû 7.
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2.4.4 Îöåíêà ñëîæíîñòè ïåðåõîäà îò îïòèìàëüíûõ íîð-
ìàëüíûõ áàçèñîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà ê ñòàíäàðò-
íûì è îáðàòíî

Âíà÷àëå äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé (ñëåäóþùàÿ äàëåå ëåììà âûïîë-
íÿåòñÿ è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ).

Ïóñòü α = α1 � ãåíåðàòîð îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà

{α1, . . . , αn}
âòîðîãî òèïà ïîëÿ GF (qn), îí æå ãåíåðàòîð ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòàíäàðòíîãî áàçèñà

{α0, . . . , αn−1}
ò.å. α1 = α = ζ + ζ−1, è ïðè ëþáîì k ≤ n

αk = αqk−1
= ζqk−1

+ ζ−qk−1
,

ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1 ñòåïåíè p = 2n + 1 â ïîëå GF (q2n) .
Ïóñòü q = pr, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è α = ζ + ζ−1. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, . . ., ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì α. Ïîëîæèì a0 = 2 (â ñëó÷àå p = 2
åñòåñòâåííî a0 = 0) è, äàëåå, ak = ζk + ζ−k , k = 1, 2, . . . , a1 = α1 .

Ëåììà 2.4.1 Äëÿ ëþáîãî k ≥ 1 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:
1. ak+1 = aka1 − ak−1,

2. apk = apk

,

3. apk+i = aia
pk − apk−i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ôîðìóëû çàìåòèì, ÷òî

(ζk + ζ−k)(ζ + ζ−1) = ζk−1 + ζ−k+1 + ζk+1 + ζ−k−1,

ò.å.
aka1 − ak−1 = ak+1.

Âòîðàÿ ôîðìóëà î÷åâèäíà.
Òðåòüÿ ôîðìóëà ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

apk+i = ζpk+i + ζ−pk−i = (ζpk

+ ζ−pk

)(ζi + ζ−i)− (ζpk−i + ζ−pk+i) =

= apkai − apk−i = apk

ai − apk−i.

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, äîêàçàííûå â ëåììå, ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ôîðìóëû ïåðåõîäà
îò íîðìàëüíîãî áàçèñà ê ïî÷òè ñòàíäàðòíîìó áàçèñó

{α1, . . . , αn}.
Â ñëó÷àå p = 2 âû÷èòàíèå â ëåììå åñòåñòâåííî ìîæíî çàìåíèòü ñëîæåíèåì.
Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ≥ 1 ýëåìåíò íîðìàëüíîãî áàçèñà αi âûðàæàåòñÿ â

âèäå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè i íàä ïîëåì GF (q), ò.å.

αi = fi(α) =
i∑

j=1

fi,jα
j .

Âûðàçèâ òàêèì îáðàçîì âñå αi â íîðìàëüíîì áàçèñå, ïîëó÷èì ìàòðèöó ïåðåõîäà Fn =
(fi,j) îò ïî÷òè ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê íîðìàëüíîìó. Â ýòîì ñëó÷àå (ò.å. êîãäà p = 2) ïëîòíîñòü
S(Fn) (êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ) ìàòðèöû Fn îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 2.4.1 Ïëîòíîñòü ìàòðèöû ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ïîëÿ GF (2n) ê íîð-
ìàëüíîìó áàçèñó âòîðîãî èëè òðåòüåãî òèïà ðàâíà O(nlog2 3).

Èç ýòîé òåîðåìû âèäíî, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ ðàçðÿæåííîé, è óæå ýòî ïîç-
âîëÿåò îñóùåñòâëÿòü áûñòðîå óìíîæåíèå â ýòîì áàçèñå. Äàëåå áóäåò ïîëó÷åíà åùå ëó÷øàÿ
îöåíêà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê íîðìàëüíîìó è îáðàòíî,
÷åì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùàÿ èç ýòîé òåîðåìû. Õîòÿ ñàìà ïî ñåáå òåîðåìà èñïîëüçîâàòü-
ñÿ íå áóäåò, ïðèâåäåì âñå æå êðàòêî åå äîêàçàòåëüñòâî, òàê â åãî õîäå ïðîÿñíÿåòñÿ ñòðóêòóðà
ìàòðèöû ïåðåõîäà.

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì ëåììû 5.4.1, ìàòðèöà Fn, ïîñòðîåííàÿ ñ èõ ïîìîùüþ, èìååò ïðè
n = 2k − 1 âèä:

F2n+1 =




Fn on On

0 . . . 0 1 0 . . . 0
Gn on Fn


 ,

ãäå on � íóëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö âûñîòû n, On � íóëåâàÿ n × n ìàòðèöà, ìàòðèöà Gn åñòü
ñèììåòðè÷íîå îòðàæåíèå ìàòðèöû Fn îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ñòðîêè, ò.å. Gn = InFn, ãäå In =
(δi,n−i+1) � ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè è íóëÿìè â îñòàëüíûõ ìåñòàõ. Hà
ïðèìåð, ìàòðèöà F7 âûãëÿäèò òàê:

F7 =




1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 1 0 1




.

Åñëè ðàçáèòü ìàòðèöó íà 4 êâàäðàòíûõ ïîäìàòðèöû, óäàëèâ ñðåäíþþ ñòðîêó è ñðåäíèé ñòîë-
áåö, ïîëó÷èì, ÷òî ëåâûé âåðõíèé êâàäðàò 3×3 ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëè ëåâîìó
íèæíåìó è ðàâåí íèæíåìó ïðàâîìó êâàäðàòó. Ñðåäíÿÿ ñòðîêà è ñðåäíèé ñòîëáåö ñîäåðæàò
ðîâíî îäíó åäèíèöó, ëåæàùóþ íà èõ ïåðåñå÷åíèè. Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íèæíåòðåóãîëüíîé ñ
åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Äåéñòâèòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå ñîãëàñíî ëåììå 5.4.1 ïðè 0 ≤ i ≤ 2k

2k+i∑

j=1

f2k+i,jα
j = a2k+i = aia

2k

+ a2k−i =

=
i∑

j=1

fi,jα
2k+j +

2k−i∑

j=1

f2k−i,jα
j ,

îòêóäà èìååì f2k+i,j = f2k−i,j , ïðè 0 ≤ j ≤ 2k, è f2k+i,2k+j = fi,j , ïðè 1 ≤ j ≤ 2k.

Îïèðàÿñü íà ýòî ïðåäñòàâëåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö Fn

S(F2n+1) = 3S(Fn) + 1 , n ≥ 3 , S(F3) = 4,

èç êîòîðîé âûòåêàåò ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà

S(F2k−1) = 3S(F2k−1−1) + 1, k ≥ 2, S(F3) = 4.
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Ïîëàãàÿ l(k) = S(F2k−1), ïåðåéäåì ê ëèíåéíîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ l(k) = 3l(k −
1) + 1, l(2) = 4, ðåøåíèåì êîòîðîãî áóäåò l(k) = (3k − 1)/2. Îáîçíà÷èâ n = 2k − 1 è âûðàçèâ
3k = (2k)log2 3 = (n + 1)log2 3, ïîëó÷èì, ÷òî

S(Fn) = l(k) = ((n + 1)log2 3 − 1)/2 = O(nlog2 3).

Â îáùåì ñëó÷àå ðàâåíñòâî S(Fn) = O(nlog2 3) ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê âûáðàâ k òàêèì îáðàçîì,
÷òî 2k − 1 < n ≤ 2k+1 − 1, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà Fn ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ïîäìàòðèöåé
ìàòðèöû Fm,m = 2k − 1, îòêóäà èìååì

S(Fn) ≤ S(Fm) = O(mlog2 3) = O(nlog2 3).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îöåíèòü ïëîòíîñòü ìàòðèöû F ′n ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ïî-
ëÿ GF (2n) ê íîðìàëüíîìó. Îáîçíà÷èì Bn ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê ïî÷òè
ñòàíäàðòíîìó, òîãäà F ′n = Fn ·Bn, è íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ìàòðèöå Bn âñå ýëå-
ìåíòû íóëåâûå, êðîìå íàääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ bi,i+1 = 1 è íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ íèæíåé
ñòðîêè bn,j , è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû F ′n

f ′i,1 = fi,nbn,1 = δi,nbn,1, f ′i,j = fi,j−1 + fi,nbn,j = fi,j−1 + δi,nbn,j ,

òàê êàê â ñèëó íèæíåé òðåóãîëüíîñòè ìàòðèöû Fn äëÿ åå ýëåìåíòîâ èìååì fi,n = δi,n, ãäå δi,n

� äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî

S(F ′n) =
n,n−1∑

i=1,j=1

fi,j +
n∑

j=1

bn,j = S(Fn)− 1 +
n∑

j=1

bn,j ≤

≤ S(Fn)− 1 + n = O(nlog2 3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(Fn) ñëîæíîñòü ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ìàòðèöåé
Fn (â äàííîì ñëó÷àå � ýòî íàèìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ äâà, íåîáõîäèìûõ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ).

Òåîðåìà 2.4.2 L(Fn) ≤ n
2 log2 n + 2n = O(n log2 n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì áóäåò óäîáíî îöåíèâàòü ñëîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìîãî
òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé FT

n , êîòîðàÿ ðàâíà L(Fn) ñîãëàñíî èçâåñòíîé ëåììå î âçàèìî-
ñâÿçè ñëîæíîñòè òðàíñïîíèðîâàííûõ ìàòðèö (ñì., íàïðèìåð [24]). Âïðî÷åì, äëÿ äàëüíåéøåãî
íàì íóæíî áóäåò îöåíèòü ñëîæíîñòü ïåðåõîäà îò êîîðäèíàò â íîðìàëüíîì áàçèñå

∑n
i=1 xiαi ê

êîîðäèíàòàì â ïî÷òè ñòàíäàðòíîì áàçèñå
∑n

i=1 yiα
i,, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàç ìàòðèöåé

FT
n . Ïóñòü 2k ≤ n ≤ 2k+1, òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë èç ëåììû 5.4.1 èìååì

n∑

i=1

yiα
i =

n∑

i=1

xiai =

=
2k∑

i=1

xiai +
n∑

i=2k+1

xiai =
2k∑

i=1

xiai +
n−2k∑

i=1

xi+2kai+2k =

=
2k∑

i=1

xiai +
n−2k∑

i=1

xi+2k(a2k

ai + a2k−i) =

= x2ka2k +
2k+1−n−1∑

i=1

xiai +
2k−1∑

i=2k+1−n

(xi + x2k+1−i)ai + a2k
n−2k∑

i=1

xi+2kai,
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ãäå a0 = 0. Äàëåå, îïðåäåëÿÿ âåêòîðà-ñòîëáöû

X = {x1, . . . , xn}T ,

X1 = {x1, . . . , x2k+1−n−1, x2k+1−n + xn, . . . , x2k−1 + x2k+1, x2k}T ,

ãäå, åñòåñòâåííî, â ñëó÷àå n = 2k+1 − 1

X1 = {x1 + xn, . . . , x2k−1 + x2k+1, x2k}T ,

à â ñëó÷àå n = 2k+1

X1 = {x1 + xn−1, . . . , x2k−1 + x2k+1, x2k}T ,

è âî âñåõ ñëó÷àÿõ
X2 = {x1+2k , . . . , xn}T ,

è âåêòîðà-ñòðîêè
Y2 = {y1+2k , . . . , yn},
Y1 = {y1, . . . , y2k},

ïîëó÷èì
n∑

i=1

yiα
i =

n∑

i=1

xiai =
2k∑

i=1

X1,iai + α2k
n−2k∑

i=1

X2,iai =

=
2k∑

i=1

Y1,ia
i +

n−2k∑

i=1

Y2,i+2kai+2k ,

çíà÷èò
FT

n ⊗X = (y′1 . . . y′n) = (Y1, Y2) = (FT
2k ⊗X1, F

T
n−2k ⊗X2.), (2.1)

ãäå ⊗ � îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð â ïîëå GF (2). Ðàçóìååòñÿ, ïîñëåäíåå ðàâåí-
ñòâî ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü, îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà ñòðóêòóðå ìàòðèöû Fn. Îñòàëîñü èíäóê-
òèâíî îöåíèòü ñëîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîãî ìàòðèöåé FT

n . Ñîãëàñíî
ðàâåíñòâó (2.1)

L(2m+1) ≤ 2m − 1 + 2L(2m) ,m ≤ k − 1, L(2) = 2.

Ïî èíäóêöèè íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

L(2m) = 2m−1m + 1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n â ïðåäåëàõ 2k < n < 2k+1 ïîëó÷èì

L(n) ≤ L(2k) + L(n− 2k) + n− 2k.

Çàïèñûâàÿ n â äâîè÷íîé ñèñòåìå

n = 2ks + . . . + 2k1 ,

ãäå ks > . . . > k1, ïîëó÷àåì, ÷òî

L(n) ≤ 2ks−1ks + . . . + 2k1−1k1 + s− 1 + (n− 2ks) + . . . + (n− 2ks − . . .− 2k2) ≤

≤ n

2
log2 n + c

n

2
,

ãäå c = 1 2
2 + 3

4 + 4
8 + 5

16 + . . . < 4.
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Òåîðåìà 2.4.3 Cëîæíîñòü B(n) ïåðåõîäà â ïîëå GF (2n) îò îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî
áàçèñà âòîðîãî èëè òðåòüåãî òèïà ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ñòàíäàðòíîìó è íàîáîðîò óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó B(n) ≤ n

2 log2n + 3n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì α = ζ + ζ−1 ãåíåðàòîð ñòàíäàðòíîãî áàçèñà

A = {1, α1, . . . , αn−1}
è áàçèñà âòîðîãî èëè òðåòüåãî òèïà

B = {α20
, α21

, . . . , α2n−1}.
(Ïåðåõîä îò íîðìàëüíîãî ê ñòàíäàðòíîìó.)Ïåðåõîä áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ÷åðåç öåïî÷êó

èç ÷åòûðåõ áàçèñîâ
B → B′ → A′ → A

è ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ýëåìåíòà f ïîëÿ GF (2n) â ýòèõ áàçèñàõ

f =
n∑

i=1

xiα
2i−1

=
n∑

i=1

x′iai =
n∑

i=1

y′iα
i =

n∑

i=1

yiα
i−1 ,

ãäå ai îáîçíà÷àåò ζi + ζ−i, B′ = {a1, . . . , an}, A′ = {α1, . . . , αn}.
Ïåðåõîä îò áàçèñà B ê áàçèñó B′ è ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò x̃ ê êîîðäèíàòàì x̃′. Ýòîò

ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ, è äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ïåðåñòàíîâêà π(i) ÷èñåë {1, . . . , n}, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1 . . . 2n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

2i mod p = ±π(i) ∈ {1, . . . , n}. (2.2)

Â ñàìîì äåëå, äëÿ áàçèñà âòîðîãî òèïà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé

1, 2, 22, . . . , 22n−1,

âû÷èñëåííûõ ïî ìîäóëþ p, ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé

π(1), . . . , π(2n)

ìíîæåñòâà ÷èñåë {1, . . . , 2n} â ñèëó òîãî, ÷òî 2 � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. À â ñèëó
ðàâåíñòâà

2k+n = −2k (mod p),

(ïî òåîðåìå Ôåðìà 22n = 1 (mod p), çíà÷èò 2n = −1 (mod p)) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ôîð-
ìóëó (2.2).

Â ñëó÷àå æå áàçèñà òðåòüåãî òèïà ÷èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ
p, ïîýòîìó âñå ñòåïåíè 2k (mod p), k = 1, . . . , n − 1 îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà âñåõ
êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, òàê êàê èõ ðîâíî n øòóê. Äîáàâèâ ê ýòîìó òîò ôàêò,
÷òî p ðàâíî 3 ïî ìîäóëþ 4, è ïîýòîìó −1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñóùåñòâîâàëî áû òàêîå ÷èñëî r, ÷òî −1 = r2 mod p, à ýòî áû
ïðèâîäèëî ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåîðåìîé Ôåðìà:

rp−1 = (r2)(p−1)/2 = (−1)(p−1)/2 = −1 mod p,

è òîò ôàêò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âû÷åòà íà íåâû÷åò ÿâëÿåòñÿ íåâû÷åòîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü −2k mod p, k = 0, . . . , n− 1 îáðàçóåò ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà âñåõ êâàäðàòè÷íûõ
íåâû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå âåðíà ôîðìóëà (2.2).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî áàçèñ {a1, . . . , an} åñòü ïðîñòî ïåðåñòàíîâêà áàçèñà
{α, . . . , α2n−1}. Îòðèöàòåëüíûå èíäåêñû ìîæíî çàìåíèòü íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíûå
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áëàãîäàðÿ ðàâåíñòâó ai = ζi + ζ−i = a−i ïî ôîðìóëå α2i

= a|π(i)|, (èëè äëÿ êîîðäèíàò xi =
x′|π(i)|). Ïîýòîìó äàëåå âåçäå áóäåì ñ÷èòàòü èíäåêñû ïîëîæèòåëüíûìè, è çíàê ìîäóëÿ ÷èñëà
áóäåì îïóñêàòü.

Î÷åâèäíî B′ � òîæå áàçèñ, ò.ê. îí åñòü ïðîñòî ïåðåñòàíîâêà áàçèñà B. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ñëîæíîñòü ïåðåõîäà LBB′(n) = O(n), à åñëè ðàññìàòðèâàòü íå ïðîãðàììíóþ, à ñõåìíóþ
èìïëåìåíòàöèþ, òî äàæå LBB′(n) = 0.

Ïåðåõîä îò áàçèñà B′ ê áàçèñó A′ è ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò x̃′ ê êîîðäèíàòàì ỹ′. Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 2.4.2 åãî ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê

L(n) ≤ n

2
log2n + 2n.

Ïåðåõîä îò áàçèñà A′ ê áàçèñó A è ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ỹ′ ê êîîðäèíàòàì ỹ. Ïî ðåêóð-
ðåíòíîé ôîðìóëå 2.1 ìîæíî â ÿâíîì âèäå ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí
mα (îí ñòðîèòñÿ ëèøü îäíàæäû, äî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ïåðåõîäà, ïîýòîìó ñëîæíîñòü åãî
ïîñòðîåíèÿ â ñëîæíîñòè àëãîðèòìà íå ó÷èòûâàåòñÿ), ò.å.

mα = fn(α) = b1α
0 + . . . + bnαn = 0, (2.3)

ãäå α � ãåíåðàòîð ýòèõ áàçèñîâ, è íå âñå êîýôôèöèåíòû bi ðàâíû íóëþ. Ñäåëàåì ÿâíûé
ïåðåõîä îò êîîðäèíàò ỹ′ â ïî÷òè ñòàíäàðòíîì áàçèñå A′ ê êîîðäèíàòàì ỹ â ñòàíäàðòíîì A.
Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (2.3),

n∑

i=1

y′iα
i =

n−1∑

i=1

y′iα
i + y′n(

n−1∑

i=0

biα
i) ,

ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè êîýôôèöèåíòîâ èìååì
n∑

i=1

y′iα
i =

n−1∑

i=1

αi(y′i + biy
′
n) + y′nα0 =

n−1∑

i=1

yiα
i + y0α

0,

îòêóäà âèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü ïåðåõîäà îò ïî÷òè ñòàíäàðòíîãî áàçèñà A′ ê ñòàíäàðòíîìy A
îöåíèâàåòñÿ êàê LA′A(n) ≤ (n− 1).

Èòàê, ìû îöåíèëè ñëîæíîñòü êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òåïåðü îñòàëîñü èõ ñëîæèòü:

LBA(n) = LBB′(n) + LB′A′(n) + LA′A(n) ≤ n

2
log2n + 3n.

(Ïåðåõîä îò ñòàíäàðòíîãî ê íîðìàëüíîìó.) Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî òåîðåìà âåðíà è ïpè
îáðàòíîì ïåðåõîäå, ò.å. îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà A ê áàçèñó âòîðîãî èëè òðåòüåãî òèïà B.
Îïÿòü îïðåäåëèì öåïî÷êó ïåðåõîäîâ, íî yæå â îáðàòíîì ïîðÿäêå:

A → A′ → B′ → B.

Ïåðåõîä îò áàçèñà A ê áàçèñó A′ è îò êîîðäèíàò ỹ ê ỹ′. Îïÿòü æå â ñèëy ðåêóððåíò-
íîé ôîðìóëû (2.1) y íàñ åñòü ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí (2.3), èç ÿâíîãî âèäà
êîòîðîãî ìû ìîæåì âûðàçèòü α0, à èìåííî:

α0 =
n∑

i=1

biα
i. (2.4)

Ñäåëàåì ÿâíûé ïåðåõîä îò êîîðäèíàò ỹ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå A ê êîîðäèíàòàì ỹ′ â ïî÷òè
ñòàíäàðòíîì A′. Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå âûðàæåíèå (2.4)

n−1∑

i=0

yiα
i =

n−1∑

i=1

yiα
i + y0(

n∑

i=1

biα
i),
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ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷èì
n−1∑

i=0

yiα
i =

n−1∑

i=1

αi(yi + biy0) + y0α
n =

n−1∑

i=1

y′iα
i + y′nα0,

îòêóäà âèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà A ê ïî÷òè ñòàíäàðòíîìy áàçèñy
A′ îöåíèâàåòñÿ êàê LAA′(n) ≤ n− 1.

Ïåðåõîä îò áàçèñà A′ ê áàçèñó B′ è ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ỹ′ ê êîîðäèíàòàì x̃′. Âû-
÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå

(x′1 . . . x′n) = (F−1
n )T ⊗




y′′1
. . .
y′′n


 ,

óìíîæåíèÿ âåêòîðà Y T íà ìàòðèöó (F−1
2k+1)T (îáðàòíóþ ê ìàòðèöå èç òåîðåìû 2.4.2) ñ ïî-

ìîùüþ (2.1). Â ýòîé ôîðìóëå ðåêóððåíòíî âûïîëíÿëèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ âåêòîðàìè X1 è
X2,, ïåðåâîäÿùèå èõ â âåêòîðà Y1 = (y′1, . . . , y

′′
2k) è Y2 = (y′2k+1, . . . , y

′
n), ñîñòàâëÿþùèå âåêòîð

Y = (y′1, . . . , y
′
n). Åñòåñòâåííî, ÷òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (F−1

n−2k)T ⊗ Y2
T ïåðåâåäåò âåêòîð

Y2 â âåêòîð X2, à ÷òîáû ïîëó÷èòü âåêòîð X1, íàäî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå (F−1
2k )T ⊗Y1

T . Òàê
êàê

X1 = {x1, . . . , x2k+1−n−1, x2k+1−n + xn, . . . , x2k−1 + x2k+1, x2k}T ,

X2 = {x1+2k , . . . , xn}T ,

òî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà X = {x1, . . . , xn} ïî ýòèì âåêòîðàì äîñòàòî÷íî ê ñîîòâåòñòâó-
þùèì n− 2k êîìïîíåíòàì âåêòîðà X1 ïðèáàâèòü (ïî mod2) êîìïîíåíòû âåêòîðà X2.

Èíäóêòèâíî ïpîäîëæàÿ îïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ìû ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòàì x̃′ â ïî÷òè
íîðìàëüíîì áàçèñå B′ ñî ñëîæíîñòüþ ïåðåõîäà

L−1(n)) ≤ n− 2k + L−1(2k) + L−1(n− 2k),

è, êàê è ðàíüøå, ïðèäåì ê îöåíêå

LB′A′(n) ≤ n

2
log2n + 2n.

Ïåðåõîä îò áàçèñà B′ ê áàçèñó B è êîîðäèíàò x̃′ ê x̃. Ïåðåõîä ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì
îáðàòíîé ïåðåñòàíîâêè ê π(i) (ñì. (2.3)), à åãî ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ, êàê è ðàíüøå, ò.å.
LB′B(n) = 0.

Â ðåçóëüòàòå èìååì

LAB(n) = LAA′(n) + LA′B′(n) + LB′B(n) ≤ n

2
log2n + 3n.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (F−1
n )T ïðè n = 2k+1 − 1 ìû

ôàêòè÷åñêè ïîëó÷èëè ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî

(FT
n )−1 =




(FT
m)−1 om Gm

0 . . . 0 1 0 . . . 0
Om om (FT

m)−1


 ,

ãäå m = (n−1)/2, à ìàòðèöà Gm = Im(FT
m)−1 åñòü ñèììåòðè÷íîå îòðàæåíèå ìàòðèöû (FT

m)−1

îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ñòðîêè. Ýòî òîæäåñòâî, òàêæå êàê è àíàëîãè÷íîå òîæäåñòâî

F−1
n =




F−1
m om Om

0 . . . 0 1 0 . . . 0
Gm om F−1

m


 ,
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(çäåñü m = (n − 1)/2, à ìàòðèöà Gm = F−1
m Im åñòü ñèììåòðè÷íîå îòðàæåíèå ìàòðèöû

F−1
m îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî ñòîëáöà) ìîæíî ïðîìåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ

òîæäåñòâ òàêæå êàê è â òåîðåìå 2.4.1 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïëîòíîñòü îáðàòíîé ìàòðèöû
S(F−1

n ) = O(nlog2 3) è òàêóþ æå ïëîòíîñòü èìååò ìàòðèöà ïåðåõîäà îò íîðìàëüíîãî áàçèñà
âòîðîãî èëè òðåòüåãî òèïà ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó ïîëÿ GF (2n).

2.4.5 Î ÿâíîì âû÷èñëåíèè ôîðìóë ïåðåõîäà è ìèíèìàëü-
íûõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áà-
çèñîâ

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé q = pr. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ fi(x) íàä
ïîëåì GF (q) ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

fi+1(x) = xfi(x)− fi−1(x) , f1(x) = x , f0 = 2.

Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî

fi(ζ + ζ−1) = ζi + ζ−i

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ζ.

Óïðàæíåíèå 2.4.2 Äîêàæèòå ýòî.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýòè ìíîãî÷ëåíû çàäàþò ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ
ê íîðìàëüíûì â ñëó÷àå áàçèñîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fi(x) ìîæíî ôîðìàëüíî ïðîäîëæèòü è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ èíäåêñîâ,
ïðè ýòîì, î÷åâèäíî f−i(x) = fi(x).

Óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì àíàëîãîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî-
÷ëåíîâ ×åáûøåâà (èõ èíîãäà íàçûâàþò â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíàìè Äèêñîíà),
è òàêæå êàê è äëÿ íèõ ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ñàìè ÷åòíûå,
ò. å. ñîäåðæàò òîëüêî îäíî÷ëåíû ñ ÷åòíûìè ñòåïåíÿìè, à ìíîãî÷ëåíû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè
� ñàìè íå÷åòíûå. Ïîýòîìó èõ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå

fi(x) =
bi/2c∑

j=0

ai,j(−1)jxi−2j ,

ãäå êîýôôèöèåíòû áóäóò óêàçàíû â ëåììå 2.4.2.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî ×åáûøåâà

fij(x) = fi(fj(x)) = fj(fi(x)),

äëÿ ïðîâåðêè êîòîðîãî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü x = ζ + ζ−1 :

fi(fj(ζ + ζ−1)) = fi(ζj + ζ−j)) = ζij + ζ−ij = fij(ζ + ζ−1).

Ëåãêî ïðîâåðèòü åùå îäíî òîæäåñòâî ×åáûøåâà

fi+j(x) + fi−j(x) = fi(x)fj(x).

Äåéñòâèòåëüíî
ζi+j + ζ−i−j + ζi−j + ζ−i+j = (ζi + ζ−i)(ζj + ζj).

Ëåììà 2.4.2 Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà (â êîòîðûõ âñå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî ìîäóëþ p):



2.4. ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ ÁÀÇÈÑÎÂ 165

1. fi(x) =
∑bi/2c

j=0 ai,j(−1)jxi−2j , ai,j =
(
i−j
j

)
+

(
i−j−1
j−1

)
,

2. xi =
∑bi/2c

j=0

(
i
j

)
fi−2j , ãäå äëÿ óäîáñòâà çäåñü ïîëîæèì f0 = 1, è áèíîìèàëüíûå êîýôôè-

öèåíòû ñ îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè ñ÷èòàåì ðàâíûìè íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áàçà èíäóêöèè ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ øàãà
èíäóêöèè ââèäó òîæäåñòâà

fi+1(x) = xfi(x)− fi−1(x)

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî âñåãäà ai+1,j = ai,j+ai−1,j−1, à ýòî âûòåêàåò èç òîæäåñòâà Ïàñêàëÿ:

ai,j + ai−1,j−1 =
(

i− j

j

)
+

(
i− j − 1

j − 1

)
+

(
i− j

j − 1

)
+

(
i− j − 1

j − 2

)
=

=
(

1 + i− j

j

)
+

(
i− j

j − 1

)
= ai+1,j .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî òîæäåñòâà äîñòàòî÷íî óìíîæèòü îáå åãî ÷àñòè íà x è îïÿòü
ïðèìåíèòü òîæäåñòâî Ïàñêàëÿ:

xi+1 = xxi =
bi/2c∑

j=0

(
i

j

)
xfi−2j =

bi/2c∑

j=0

(
i

j

)
(f1+i−2j + fi−2j−1) =

=
bi/2c∑

j=1

(
(

i

j

)
+

(
i

j − 1

)
)fi−2j−1fi+1 =

bi/2c∑

j=0

(
i + 1

j

)
f1+i−2j .

Ñïðàâåäëèâà òàêæå

Òåîðåìà 2.4.4 Ïóñòü 2n + 1 � ïðîñòîå, è q = pr � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 2n + 1,
èëè 2n + 1 ≡ 3 (mod 4) è q ïîðîæäàåò âñå êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû ïî ìîäóëþ 2n + 1, òîãäà
ìíîãî÷ëåí gn(x) íàä GF (q), îïðåäåëåííûé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

g0 = 1, g1(x) = x + 1, gk(x) = xgk−1(x)− gk−2(x) äëÿ k ≥ 2

ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì àííóëèðóþùèì ýëåìåíò α ìíîãî÷ëåíîì mα, è åãî êîðíè îáðà-
çóþò îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ âòîðîãî èëè, ñîîòâåòñòâåííî, òðåòüåãî òèïà ïîëÿ
GF (qn). Ñâÿçü ìåæäó ìíîãî÷ëåíàìè gn è fn äàåòñÿ ôîðìóëîé

gn = 1 +
n∑

i=1

fi = gn−1 + fn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè n ≥ 1

gn = 1 +
n∑

i=1

fi.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n = 1 èìååì g1 = x + 1 = 1 + f1, ïðè n = 2 èìååì g2 = xg1 − g0 =
x2 + x− 1 = 1 + f1 + f2. Øàã èíäóêöèè îáîñíîâûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì

gn+1 = 1 +
n+1∑

i=1

fi = 1 + f1 +
n+1∑

i=2

xfi−1(x)− fi−2(x) =

= 1 + f1 + x

n∑

i=1

fi −
n−1∑

i=0

fi =
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x(1 +
n∑

i=1

fi)− 1−
n−1∑

i=1

fi = xgn − gn−1.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî

gn(α) = 1 +
n∑

i=1

fi(ζ + ζ−1) = 1 +
n∑

i=1

(ζi + ζ−i) = ζ−n
2n∑

i=0

ζi =
ζ−n(ζ2n+1 − 1)

ζ − 1
= 0

òàê êàê ζ2n+1 = 1. Ìèíèìàëüíîñòü àííóëèðóþùåãî α ìíîãî÷ëåíà gn ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åãî
ñòåïåíü ðàâíà n, è â ïðîòèâíîì ñëó÷àå α áûëî áû êîðíåì íåïðèâîäèìîãî äâîè÷íîãî ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè ìåíüøåé n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû äîêàçàííîé ðàíåå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
ýëåìåíòîâ

{1, α, . . . , αn−1}
íàä ïîëåì GF (2).

Â äîïîëíåíèå ê ýòîé òåîðåìå ìû óêàæåì, êàê ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû
ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

gn(x) =
n∑

j=0

gn,jx
j ,

òî ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.4 è ëåììå 2.4.2

gn(x) = 1 +
n∑

i=1

fi = 1 +
n∑

i=1

bi/2c∑

j=0

ai,j(−1)jxi−2j ,

îòêóäà

gn,j =
b(n−j)/2c∑

i=0

a2i+j,i(−1)i ==
b(n−j)/2c∑

i=0

(−1)i

((
i + j

i

)
+

(
i + j − 1

i− 1

))
.

Ïîñëå î÷åâèäíûõ ñîêðàùåíèé îñòàåòñÿ òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå:

gn,j = (−1)b(n−j)/2c
(b(n + j)/2c

j

)

(âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ p).
Â ñëó÷àå p = 2 ìíîæèòåëü (−1)b(n−j)/2c, åñòåñòâåííî, ìîæíî îïóñòèòü.
Â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû Ëþêà (ñì., íàïðèìåð, [25]) áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò

(
a
b

)
ïî

ìîäóëþ p ìîæíî âû÷èñëèòü çà O(νp(b)) îïåðàöèé â ïîëå GF (p) ïî ôîðìóëå
m∏

i=1

(
ai

bi

)
,

ãäå 0 ≤ ai , bi < p , 1 ≤ i ≤ m � öèôðû p−è÷íîãî ðàçëîæåíèÿ a è b ñîîòâåòñòâåííî,

νp(b) =
m∑

i=1

bi.

Ïîýòîìó, ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ ïóòåì ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû p-è÷íûå ðàçëîæåíèÿ b(n +
j)/2c è j è èñïîëüçóÿ ñäåëàííîå çàìå÷àíèå, ìîæíî âû÷èñëèòü âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà
gn(x) ñî ñëîæíîñòüþ O(pn logp n)

Òàêîå æå óòâåðæäåíèå, åñòåñòâåííî, ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíà fn(x). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ f1(x), . . . , fn(x) èëè



2.4. ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ ÁÀÇÈÑÎÂ 167

g1(x), . . . , gn(x) åñòåñòâåííî, êîíå÷íî, èñïîëüçîâàòü îïðåäåëÿþùóþ åå ðåêóððåíòíóþ ôîðìó-
ëó ñ êâàäðàòè÷íîé îöåíêîé ñëîæíîñòè.

Â ñëó÷àå p = 2 áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìîäóëþ äâà è ñîãëàñíî
òåîðåìå Êóììåðà èõ ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: i−é êîýôôèöèåíò ðàâåí 1 òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà âñå äâîè÷íûå öèôðû âåðõíåãî èíäåêñà, ò.å. b(n + i)/2c, íå ìåíüøå
ñîîòâåòñòâóþùèõ öèôð íèæíåãî èíäåêñà, ò.å. i.

Ïðèìåíÿÿ ýòî ïðàâèëî, ìîæíî âû÷èñëèòü, ÷òî

g23 = 1 + x4 + x6 + x7 + x8 + x16 + x20 + x22 + x23,

è âîîáùå ïðè n = 3 · 2k − 1 ïîëó÷èòñÿ 2k + 3−÷ëåí

gn = 1 + x2k−1
+ x2k−1+2k−2

+ x2k−1+2k−2+2k−3
+

+ . . .+x2k−1+x2k

+x2k+1
+x2k+1+2k−1

+x2k+1+2k−1+2k−2
+x2k+1+2k−1+2k−2+2k−3

+. . .+x2k+1+2k−1 =

(1 + x2k+1
)hk + x2k

, hk = 1 + x2k−1
+ x2k−1+2k−2

+ x2k−1+2k−2+2k−3
+ . . . + x2k−1

2.4.6 Îöåíêà ñëîæíîñòè ïåðåõîäà îò îïòèìàëüíûõ íîð-
ìàëüíûõ áàçèñîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà ê ñòàíäàðò-
íûì â îáùåì ñëó÷àå

Ïóñòü òåïåðü 2n+1 � ïðîñòîå ÷èñëî, à q = pr èëè ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 2n+1 èëè
2n + 1 ≡ 3 (mod 4) è q ïîðîæäàåò âñå êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû ïî ìîäóëþ 2n + 1. Ïóñòü ζ �
ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè 2n + 1 â ïîëå GF (q2n), αi = ζi + ζ−i, α = α1, òîãäà,
êàê îòìå÷àëîñü âûøå, {α1, . . . , αn} ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íîðìàëüíûì áàçèñîì (òî÷íåå, åãî
ïåðåñòàíîâêîé) â ïîëå GF (qn), êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì GF (q).

Ðàññìîòðèì â íåì m-ìåðíîå (m ≤ n) ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå áàçèñîì
{α0, . . . , αm−1} èëè ýêâèâàëåíòíûì áàçèñîì {1, α, . . . , αm−1}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(m) ñëîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò îò áàçèñà {α0, . . . , αm−1} ê
áàçèñó {1, α, . . . , αm−1} è îáðàòíî (ïîä ñëîæíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé â ïîëå GF (q)).

Òåîðåìà 2.4.5 Ïðè m ≤ n

L(m) = O(pm logp m).

Îáîçíà÷èì B(n) ñëîæíîñòü ïåðåõîäà îò îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà âòîðîãî èëè òðå-
òüåãî òèïà ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ñòàíäàðòíîìó èëè íàîáîðîò â ïîëå GF (qn). Ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 2.4.3.

Òåîðåìà 2.4.6
B(n) = O(pn logp n).

Òàê êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ñëó÷àé p > 2 íå ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåí-
íîãî èíòåðåñà, îáå ýòè òåîðåìû ìû îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, îòñûëàÿ ÷èòàòåëÿ ê ñòàòüå
[14]



168 ÃËÀÂÀ 2. ÍÅÏÐÈÂÎÄÈÌÛÅ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÛ

2.4.7 Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ïåðåõîäà îò îïòè-
ìàëüíîãî áàçèñà 2-ãî èëè 3-ãî òèïà ê ñòàíäàðòíîìó
è îáðàòíî.

Ïåðåõîä îò îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà âòîðîãî èëè òðåòüåãî òèïà ê ñòàíäàðòíîìó:
Ïóñòü äàíî: n = 5, îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ âòîðîãî òèïà B = {α2k

, k =
0, 1, 2, 3, 4}, ýëåìåíò, çàïèñàííûé â ýòîì áàçèñå, f = 1 ·α20

+ 1 ·α21
+ 0 ·α22

+ 1 ·α23
+ 1 ·α24 , à

ò.å. è âåêòîð êîîðäèíàò x̃T = {1, 1, 0, 1, 1}.
Íàäî íàéòè: ỹ � âåêòîð êîîðäèíàò f â ñòàíäàðòíîì ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå A =

{α0, α1, α2, α3, α4}
Øàã 1. Ïåðåõîä îò íîðìàëüíîãî áàçèñà B ê ïî÷òè íîðìàëüíîìy áàçèñy B′ è êîîðäèíàò

x̃ ê x̃′.
a) Â íà÷àëå íàéäåì ïåðåñòàíîâêó π(i) òàêóþ ÷òî

2i(mod11) = ±π(i) ∈ {1, . . . , 5}

ò.å.
π =

(
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 (mod11)
1 2 4 −3 5 −1 −2 −4 3 −5 (mod11)

)
, (5.6.1)

b) Ïîëüçóÿñü ïåðåñòàíîâêîé 2.4.7, íàéäåì áàçèñ B′ = {α1, α2, α4, α3, α5}, ò.å. ýëåìåíò â
ýòîì áàçèñå çàïèøåòñÿ òàê: f = 1·α1+1·α2+0·α4+1·α3+1·α5, (ò.å. ïîìåíÿåì ìåñòàìè 3-þ è 4-þ
êîîðäèíàòû è îò êîîðäèíàò (x̃)T = (1, 1, 0, 1, 1) ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòàì (x̃′)T = (1, 1, 1, 0, 1)).

Øàã 2. Ïåðåõîä îò áàçèñà B′ ê áàçèñó B′′ è êîîðäèíàò x̃′ ê x̃′′.
Ò.ê. 22 < 5 < 23, òî ïåðåéäåì ê B′′ = {αk, k = 1, . . . , 8} ïóòåì äîáàâëåíèÿ íóëåé, ò.å.

x̃′′ = (x̃′, 0, 0, 0) = (1, 1, 1, 0︸ ︷︷ ︸
22

, 1, 0, 0, 0︸ ︷︷ ︸
23−22

).

Øàã 3. Ïåðåõîä îò áàçèñà B′′ ê áàçèñó A′′ è êîîðäèíàò x̃′′ ê ỹ′′. A′′ = {αk, k = 1, . . . , 8}.
Ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå 2.1 óìíîæåíèå ìàòðèöû (F8)T íà 8-ìåðíûé âåêòîð x̃′′ ñâîäèòñÿ

ê äâóì óìíîæåíèÿì 4-ìåðíûõ âåêòîðîâ íà ìàòðèöy (F4)T ò.å.

(ỹ′′)T = (F8)T ⊗ x̃′′ = (F4)T ⊗




x′′1 + x′′7
x′′2 + x′′6
x′′3 + x′′5

x′′4


 + α22

(F4)T ⊗




x′′5
x′′6
x′′7
x′′8


 , (5.6.2)

êàæäîå èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê äâóì óìíîæåíèÿì 2-ìåðíûõ âåêòîðîâ íà
ìàòðèöy (F2)T ò.å.

ỹ′′ = (F8)T ⊗ x̃′′ = (F2)T ⊗
(

(x′′1 + x′′7) + (x′′3 + x′′5)
(x′′2 + x′′6)

)
, +α2(F2)T ⊗

(
x′′3 + x′′5

x′′4

)
,

+α4(F2)T ⊗
(

x′′5 + x7

x′′6

)
,+α6(F2)T ⊗

(
x′′7
x′′8

)
,

ãäå (F2) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ò.å. (ỹ′′) = (1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0).
Øàã 4. Ïåðåõîä îò áàçèñà A′′ ê áàçèñó A′ è êîîðäèíàò ỹ′′ ê ỹ′. A′ = {αk, k = 1, . . . , 5}.
À òåïåðü óäàëèì ïîñëåäíèå êîîðäèíàòû: ỹ′ = (1, 1, 0, 0, 1)
Øàã 5. Ïåðåõîä îò áàçèñà A′ ê áàçèñó A è êîîðäèíàò ỹ′ ê ỹ. A = {αk, k = 0, . . . , 4}.
Ïîñòðîèì ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí mα äëÿ ãåíåðàòîðà α. Ïî ðåêóððåíò-

íîé ôîðìóëå (5.4.1) ïîëó÷èì:
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f0 = 0
f1 = x + 1
f2 = x2 + x
f3 = x3 + x2 + x + 1
f4 = x4 + x3

f5 = x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1

ò.å.
mα := f5(α) = a5α

5 + a4α
4 + a3α

3 + a2α
2 + a1α

1 + a0α
0 = 0, (5.6.3)

ãäå a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = 1. Ïðèìåíÿÿ ôîðìyëy 5.5.2 ïîëó÷èì

n−1∑

i=0

yiα
i = 1 · α0 + (1 + 1)α1 + (1 + 1)α2 + (0 + 1)α3 + (0 + 1)α4,

îòêóäà è ïîëy÷àåì âåêòîð êîîðäèíàò â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ỹ = (1, 0, 0, 1, 1). Ò.î. ìû îò ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà â îïòèìàëüíîì íîðìàëüíîì áàçèñå

f = 1 + α21
+ α23

+ α24 ∈ B

ïåðåøëè ê ïðåäñòàâëåíèþ ìíîãî÷ëåíà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå:

f = 1 + α + α3 + α4 ∈ A.

Ïåðåõîä îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê îïòèìàëüíîìó íîðìàëüíîìó áàçèñó âòîðîãî èëè òðå-
òüåãî òèïà:

Ïóñòü äàíî: n = 5, ñòàíäàðòíûé áàçèñ A = {α0, α1, α2, α3, α4}, è ýëåìåíò â ýòîì áàçèñå
f =

∑4
i=0 yiα

i, ñ êîîðäèíàòàìè ỹ = {1, 0, 0, 1, 1}.
Íàäî íàéòè: x̃ � âåêòîð êîîðäèíàò f â îïòèìàëüíîì íîðìàëüíîì áàçèñå 2-ãî èëè 3-ãî

òèïà B = {α20
, α21

, α22
, α23

, α24}
Ò.ê. óñëîâèÿ íà n óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíîãî áàçèñà 2-ãî òèïà, çíà÷èò

ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó 2.4.3.
Øàã 1. Ïåðåõîä îò áàçèñà A ê áàçèñó A′ è êîîðäèíàò ỹ ê ỹ′. A′ = {α21

, α22
, α23

, α24
, α25}

Ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí mα = 0 äëÿ n = 5 yæå íàìè ïîñòðîåí (ò.å. ai è
íàéäåíû) (ñì. 2.4.4), ïîäñòàâëÿÿ ai â ?? èìååì

n∑

i=1

yiα
i = (0 + 1)α1 + (0 + 1)α2 + (1 + 1)α3 + (1 + 1)α4 + 1 · α5,

îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð êîîðäèíàò â ïî÷òè ñòàíäàðòíîì áàçèñå A′ ỹ = (1, 1, 0, 0, 1).
Øàã 2. Ïåðåõîä îò áàçèñà A′ ê ñèñòåìå A′′ è êîîðäèíàò ỹ′ ê ỹ′′.
Ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïyòåì ôîðìàëüíîãî äîáàâëåíèÿ íyëåé â êîíåö âåêòîðà ỹ′:

(ỹ′′)T = (1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0).
Øàã 3. Ïåðåõîä îò ñèñòåìû A′′ ê ñèñòåìå B′′ è êîîðäèíàò ỹ′′ ê êîîðäèíàòàì x̃′′.
Óìíîæåíèå ìàòðèöû (FT

8 )−1 íà 8-ìåðíûé âåêòîð ỹ′′ ñâîäèòñÿ ê äâóì óìíîæåíèÿì 4-
ìåðíûõ âåêòîðîâ íà ìàòðèöó (FT

4 )−1 è ¾ïåðåïóòàííîìó¿ èõ ñëîæåíèþ ò.å.:

(x̃′′)T = (X̃1, X̃2)T = (FT
8 )−1 ⊗ ỹ′′ = (FT

8 )−1 ⊗ (Ỹ1, Ỹ2)

(ãäå âåêòîð Ỹ1 = (y′′1 , y′′2 , y′′3 , y′′4 )T , à âåêòîð Ỹ2 = (y′′5 , y′′6 , y′′7 , y′′8 )T ) ñâîäèòñÿ ê

(ỹ′′) = (v1 + w3, v2 + w2, v3 + w1, v4, w1, w2, w3, w4),
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ãäå âåêòîðà ṽ è w̃ ñ÷èòàþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

(v1, v2, v3, v4) = (FT
4 )−1 ⊗ (X̃1) (5.6.4)

è
(w1, w2, w3, w4) = (FT

4 )−1 ⊗ (X̃2) (5.6.5)

Êàæäàÿ èç ôîðìóë 2.4.7, 2.4.7, â ñâîþ î÷åðåäü ðåêóððåíòíî ñâîäèòñÿ òîæå ê äâóì óìíîæåíèÿì
2-ìåðíûõ âåêòîðîâ íà ìàòðèöó (FT

2 )−1 ≡ E (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2x2) è èõ ¾ïåðåïóòàííîìó¿
ñëîæåíèþ,ò.å.

(v1, v2, v3, v4) = (p1 + r1, p2, r1, r2),

(w1, w2, w3, w4) = (s1 + t1, s2, t1, t2),

ãäå
(p1, p2) = E ⊗ (v1, v2)T ,

(r1, r2) = E ⊗ (v3, v4)T ,

(s1, s2) = E ⊗ (w1, w2)T ,

(t1, t2) = E ⊗ (w3, w4)T ,

ãäå (ỹ′′) = (p1, p2, r1, r2, s1, s2, t1, t2), ò.å. p1 = 1, p2 = 1, r1 = 0, r2 = 0, s1 = 1, s2 = 0, t1 =
0, t2 = 0. Ïîäíèìàÿñü ðåêóðñèâíî ââåðõ ïîëó÷èì, ÷òî(x̃′′) = (1, 1, 1, 0, 1).

Øàã 4. Ïåðåõîä îò ñèñòåìû B′′ ê áàçèñó B′ è êîîðäèíàò x̃′′ ê êîîðäèíàòàì x̃′.
Óäàëèì ïîñëåäíèå êîîðäèíàòû: (x̃′)T = {1, 1, 1, 0, 1}
Øàã 5. Ïåðåõîä îò áàçèñà B′ ê áàçèñó B è êîîðäèíàò x̃′ ê êîîðäèíàòàì x̃.
Âûïîëíÿÿ îáðàòíóþ ïåðåñòàíîâêó ê ïåðåñòàíîâêå π 2.4.7 ïîëó÷èì x̃ = (1, 1, 0, 1, 1).
Òàêèì îáðàçîì îò ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå

f = 1 + α3 + α4

ìû ïåðåøëè ê ïðåäñòàâëåíèþ ìíîãî÷ëåíà â îïòèìàëüíîì íîðìàëüíîì áàçèñå 2-ãî òèïà:

f = 1 + α21
+ α23

+ α24
.

2.4.8 Çàìå÷àíèå î ïðîãðàììíîé èìïëåìåíòàöèè
Ðàçóìååòñÿ, ïðè ðåêóðñèâíîì âûïîëíåíèè àëãîðèòìà ïåðåõîäà îò íîðìàëüíîãî áàçèñà ê ñòàí-
äàðòíîìó è íàîáîðîò, ðåêóðñèþ ìîæíî îñòàíîâèòü â ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè
n ≤ 32, òàê êàê ïðåäñòàâëÿÿ ñòîëáöû ýòèõ ìàòðèö â âèäå 32-áèòíûõ öåëûõ ÷èñåë, óìíîæåíèå
ìàòðèöû íà âåêòîð ìîæíî ñâåñòè ê n îïåðàöèÿì óìíîæåíèÿ ÷èñëà íà áèò è n − 1 îïåðàöèè
XOR (ïîáèòîâîãî ñëîæåíèÿ ÷èñåë), èëè äàæå èíîãäà ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà îïåðàöèé XOR,
åñëè èõ âûïîëíÿòü òîëüêî äëÿ òåõ ÷èñåë-ñòîëáöîâ ìàòðèöû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò åäèíè÷-
íûì êîìïîíåíòàì äàííîãî âåêòîðà. ×òîáû ýòî ñòàëî âîçìîæíûì, íàäî ¾áèòîâûå¿ ñòîëáöû
ïåðâîíà÷àëüíîé ìàòðèöû òîæå ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ñòîëáöîâ èç 32-áèòíûõ ÷èñåë, è âåñü ðå-
êóðñèâíûé àëãîðèòì îôîðìèòü, îðèåíòèðîâàâ íà ðàáîòó íå ñ áèòàìè, à 32-áèòíûìè öåëûìè.
Â ðåçóëüòàòå è èñïîëüçóåìàÿ ïàìÿòü è âðåìÿ ðàáîòû óìåíüøàòñÿ ïðèìåðíî â 32 ðàçà.

Ïðè óìíîæåíèè 32-ìåðíîé áèòîâîé ìàòðèöû íà 32 ìåðíûé âåêòîð ìîæíî âìåñòî ñòàí-
äàðòíîãî ñïîñîáà ïðèìåíèòü ìîäèôèêàöèþ ¾àëãîðèòìà ÷åòûðåõ ðóññêèõ,¿ ðàçáèâ ìàòðèöû
íà òðè ïîäìàòðèöû øèðèíû 11 êàæäàÿ è ïðåäâàðèòåëüíî çàãðóçèâ â ïàìÿòü ìàøèíû òðè
òàáëèöû, ñîäåðæàùèõ ðåçóëüòàòû óìíîæåíèÿ êàæäîé èç ýòèõ ìàòðèö íà ëþáîé 11- áèòíûé
âåêòîð. Òîãäà ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ äàííîé ìàòðèöû íà ïðîèçâîëüíûé 32- áèòíûé âåêòîð
ìîæíî áóäåò ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ òðåõ îïåðàöèé èçâëå÷åíèÿ 32-áèòíûõ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìàññèâîâ è äâóõ îïåðàöèé ïîáèòîâîãî ñëîæåíèÿ ýòèõ ÷èñåë. Îáùèé îáúåì èñïîëüçóåìûõ ìàñ-
ñèâîâ ïðèìåðíî ðàâåí 24 Êá, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ èõ õðàíåíèÿ êýø ïðîöåññîðà è
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óñêîðÿåò äîñòóï ê ýòèì ìàññèâàì. Çà ñ÷åò ýòîãî ïðèåìà äîñòèãàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñêîðå-
íèå ïðèìåðíî â øåñòü ðàç. Åñëè ðàçìåðû êýøà ïîçâîëÿþò, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçáèåíèå íà
äâå ïîäìàòðèöû øèðèíû 16 êàæäàÿ.

Â ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå àëãîðèòìà ïåðåõîäà âåêòîð X ïðåäñòàâëÿëñÿ êàê n-ìåðíûé
áóëåâñêèé âåêòîð è â õîäå àëãîðèòìà ê íåìó ïðèìåíÿëèñü îïåðàöèè ðàçáèåíèÿ íà äâå ðàâíûå
÷àñòè, ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò è ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ äâà. Èñïîëüçóåìàÿ
ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé èíâåðñèè (ïåðåñòàíîâêè, â êîòîðîé ïåðâàÿ
êîîðäèíàòà ñòàâèòñÿ íà ïîñëåäíåå ìåñòî, âòîðàÿ íà ïðåäïîñëåäíåå è ò.ä.) è ñäâèãà íà îäíó
êîîðäèíàòó. Ñêîðîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà ìîæíî óâåëè÷èòü, åñëè n-ìåðíûé áóëåâñêèé âåêòîð
X ïðåäñòàâèòü êàê dn/32e âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç 32-áèòíûõ öåëûõ ÷èñåë. Òîãäà ïîêîîðäèíàò-
íîå ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ äâà çàìåíÿåòñÿ íà ïîêîìïîíåíòíîå âûïîëíåíèå îïåðàöèè ïîáèòîâîãî
XOR ñ öåëûìè ÷èñëàìè. Îïåðàöèÿ ñäâèãà êîîðäèíàò n-ìåðíîãî áóëåâñêîãî âåêòîðà ñâîäèòñÿ
ê âûïîëíåíèþ òàêîãî æå ñäâèãà áèòîâ êàæäîãî èç 32-áèòîâûõ ÷èñåë è ïåðåíîñà îäíîãî áèòà
èç êàæäîãî ÷èñëà â ñîñåäíåå. Ïîýòîìó ñêîðîñòü åå âûïîëíåíèÿ ñóùåñòâåííî âûøå ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè íå áèòîâîãî, à ñëîâàðíîãî (32-áèòîâîãî) ïðåäñòàâëåíèÿ äàííîãî âåêòîðà. Òî æå
ñàìîå âåðíî è äëÿ îïåðàöèè âûïîëíåíèÿ èíâåðñíîé ïåðåñòàíîâêè. Îíà ñâîäèòñÿ ê èíâåðñíîé
ïåðåñòàíîâêå ìàññèâà èç dn/32e 32-áèòíûõ ÷èñåë è èíâåðñíîé ïåðåñòàíîâêå áèòîâ êàæäîãî
÷èñëà èç ýòîãî ìàññèâà. Äëÿ âûïîëíåíèÿ èíâåðñíîé ïåðåñòàíîâêè áèòîâ ðàçáèâàåì äàííîå
32-áèòíîå ÷èñëî íà äâà 16 áèòíûõ ÷èñëà, äåëàåì â êàæäîì èç íèõ ïîäîáíóþ ïåðåñòàíîâêó,
èñïîëüçóÿ çàðàíåå çàãðóæåííóþ â ïàìÿòü òàáëèöó îáúåìîì 128 Êá, è âûïîëíÿåì åùå òðè
îïåðàöèè ñ 32-áèòíûìè ÷èñëàìè, ÷òîáû ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèÿ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòìû, óêàçàí-
íûå â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ íàøåé êíèãè ////// âñòàâèòü ññûëêó!!!!

2.4.9 Î ñëîæíîñòè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â êîíå÷íûõ
ïîëÿõ

Ïóñòü êîíå÷íîå ïîëå GF (qn) ïðåäñòàâëåíî ñòàíäàðòíûì áàçèñîì Bα, ïîðîæäåííûì êîðíåì
α íåïðèâîäèìîãî íàä GF (q) ìíîãî÷ëåíà g(x) ñòåïåíè n. Ñëîæíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1 íàä ïîëåì GF (q) îáîçíà÷èì Mq(n). Ñîãëàñíî [147], Mq(n) =
O(n log n log log n).

Îáîçíà÷èì Ms
q,g(n) ñëîæíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â óêàçàííîì ïðåäñòàâëåíèè ïîëÿ

GF (qn). Òàê êàê óìíîæåíèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëå-
íîâ íàä ïîëåì GF (q) è ïîñëåäóþùåìó äåëåíèþ ðåçóëüòàòà íà ìíîãî÷ëåí g(x) ñ îñòàòêîì,
òî íåçàâèñèìî îò âûáîðà g(x) èçâåñòíà îöåíêà Ms

q,g(n) = 3Mq(n) + O(n), åñëè ïðåíåáðå÷ü
ñëîæíîñòüþ ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f(x), çàâèñÿùåãî òîëüêî
îò g(x). Äàëåå èíîãäà áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû â ôîðìóëå Ms

q,g(n).
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòó îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè g(x) ñîäåðæèò

k îäíî÷ëåíîâ, òî ñëîæíîñòü ðåäóêöèè ïî ìîäóëþ g(x) îöåíèâàåòñÿ êàê kn è ïîýòîìó èìååì
Ms

q,g(n) ≤ Mq(n) + (2k + 1)n, à â ñëó÷àå q = 2 Ms
q,g(n) ≤ Mq(n) + kn.

Ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ â êà÷åñòâå k ìîæíî âçÿòü 3, à åñëè íåïðèâîäèìîãî òðåõ÷ëåíà
ñòåïåíè n íå ñóùåñòâóåò, òî, êàê ïðîâåðåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî, íî íå äîêàçàíî òåîðåòè÷åñêè,
âñåãäà ìîæíî âçÿòü k = 5.

Â óêàçàííûõ âûøå îöåíêàõ ñëîæíîñòü àääèòèâíûõ îïåðàöèé è óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (q)
ïðèíèìàåòñÿ çà åäèíèöó. Â ñëó÷àå q = 2 ýòî åñòåñòâåííî. Åñëè æå q = pk, ãäå p � ïðîñòîå
÷èñëî, òî åñòåñòâåííî òàêæå îöåíèòü áèòîâóþ ñëîæíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (q)
êàê

M(GF (q)) ≤ M(GF (p))Ms
q (k), M(GF (p)) ≤ 3M(log2 p) + O(log2 p),

ãäå M(m) = O(m log m log log m) � áèòîâàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ m-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ
÷èñåë. Îòìåòèì åùå, ÷òî äëÿ p, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè Ìåðñåííà èëè Ôåðìà, ñïðàâåäëèâà
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îöåíêà
M(GF (p)) ≤ M(log2 p) + O(log2 p).

Áèòîâàÿ ñëîæíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (qn) (ïðè óñëîâèè çàäàíèÿ ýëåìåíòîâ
ïîëÿ èõ êîîðäèíàòàìè â äàííîì áàçèñå B íàä ïîëåì GF (q)) îöåíèâàåòñÿ

M(GF (qn)) ≤ M(GF (q))Ms
q,g(n).

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü q ýëåìåíòà ïîëÿ GF (qn) ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì âñòàâêè íóëåé â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ýòîò ýëåìåíò, ïîñëå ÷åãî ïðî-
èçâîäèòñÿ ðåäóêöèÿ ïî ìîäóëþ g, â ðåçóëüòàòå (ñ ó÷åòîì ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ) èìååì
(òåîðåòè÷åñêè íå äîêàçàííóþ) îöåíêó ñëîæíîñòè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü Kq(n) = O(n).

Îöåíèì ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (qn) â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî íîð-
ìàëüíîãî áàçèñà ïåðâîãî òèïà è îïåðàöèé èç ïîëÿ GF (q). Äëÿ âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèÿ ïåðå-
õîäèì ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.1 ñî (ñõåìíîé) ñëîæíîñòüþ 2n − 2, çàòåì
äåëàåì óìíîæåíèå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå è ïåðåõîäèì îáðàòíî ê íîðìàëüíîìó áàçèñó ñî ñëîæ-
íîñòüþ n− 1.

Ñîãëàñíî ñäåëàííîìó ïîñëå òåîðåìû 2.4.1 çàìå÷àíèþ, ïîëó÷àåì îöåíêó

MO1(GF (qn)) ≤ Ms
q (n) + 7n− 8.

Â ñëó÷àå áàçèñîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îöåíêó

MO2(GF (qn)) ≤ 3Ms
q (n) +

3n

2
log2n + O(n),

êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè â òðè ðàçà õóæå, òàê êàê â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàíäàðò-
íûõ áàçèñàõ ïîðîæäàþùèé èõ íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí (âû÷èñëåííûé â òåîðåìå 2.4.4) îêà-
çûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, è äëÿ ðåäóêöèè ïî åãî ìîäóëþ ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè
Mg(n) óêàçàííóþ âûøå îáùóþ îöåíêó. Ìîæíî, îäíàêî, ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà â áàçèñàõ
âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà ñëîæíîñòü áóäåò ïî÷òè òàêîé æå, êàê è â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ.

Äàëåå ÷åðåç MO(GF (qn)) îáîçíà÷àåì ìèíèìàëüíóþ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (qn)
ïðè óñëîâèè çàäàíèè ýëåìåíòîâ ïîëÿ â íåêîòîðîì íîðìàëüíîì áàçèñå.

2.4.10 Îá îöåíêàõ ñëîæíîñòè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è èí-
âåðòèðîâàíèÿ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ

Ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû òàêèå îöåíêè äëÿ ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ. Îöåíèì ñëîæíîñòü èíâåðòèðî-
âàíèÿ â íîðìàëüíûõ áàçèñàõ. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü q âûïîëíÿåòñÿ áåñïëàòíî, ïîýòîìó

IO(GF (qn)) ≤ l(n− 1)MO(GF (qn)) + I(q) + (n + CB)M(GF (q)),

ãäå CB � ñëîæíîñòü èñïîëüçóåìîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà B. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ èíâåðòèðîâà-
íèÿ â ïîëå GF (qn) ìîæíî âû÷èñëèòü y = x(qn−1)/(q−1) ∈ GF (q) è ïðèìåíèòü ôîðìóëó

x−1 = (x(qn−1−1)/(q−1))qy−1.

Âû÷èñëåíèå y−1 ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ I(q), à óìíîæåíèå íà íåãî â
ïîëå GF (qn) âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ nM(GF (q)). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ x(qn−1−1)/(q−1) èñ-
ïîëüçóåòñÿ l(n− 1) óìíîæåíèé â ïîëå GF (qn), à äëÿ âû÷èñëåíèÿ y íóæíà åùå îäíà îïåðàöèÿ
óìíîæåíèÿ, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ òîëüêî îäíà êîîðäèíàòà ïðîèçâåäåíèÿ, è ïîýòîìó îíà
âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ CBM(GF (q)).

Àíàëîãè÷íî, ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü d < qn â îïòèìàëüíûõ íîð-
ìàëüíûõ áàçèñàõ îöåíèâàåòñÿ êàê

O

(
MO(GF (qn)) log d

log log d

)
.
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Ýòè îöåíêè áóäóò ëó÷øå ïîëó÷åííûõ ðàíåå îöåíîê äëÿ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà, åñëè â ïîëå
GF (qn) âûáðàòü íîðìàëüíûé áàçèñ, äîïóñêàþùèé áûñòðîå óìíîæåíèå, íàïðèìåð òàêîé, ÷òî
MO(GF (qn))) = o(n(ω+1)/2). Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêèìè ÿâëÿþòñÿ âñå îïòèìàëüíûå
íîðìàëüíûå áàçèñû. Äðóãèå ïðèìåðû òàêèõ áàçèñîâ ïðèâîäÿòñÿ äàëåå.

2.5 Ãàóññîâû íîðìàëüíûå áàçèñû
2.5.1 Î ãàóññîâûõ íîðìàëüíûõ áàçèñàõ
Â [80] áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû íîðìàëüíûõ áàçèñîâ B, ó êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè CB

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äëÿ òàêèõ áàçèñîâ èìååò êâàäðàòè÷-
íóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Ýòè áàçèñû Bα, ïîëó÷èâøèå íàçâàíèå ãàóññîâûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ
(GNB), ïîðîæäàþòñÿ â ïîëÿõ GF (qn) ýëåìåíòàìè âèäà

α = ζ + ζγ + . . . + ζγk−1
,

ãäå p = kn + 1 � ïðîñòîå ÷èñëî, (â ýòîì ñëó÷àå áàçèñ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì k-ãî òèïà) ζ
� ïðèìèòèâíûé êîðåíü p-é ñòåïåíè èç åäèíèöû â ïîëå GF (qkn), ÿâëÿþùåìñÿ ðàñøèðåíèåì
ïîëÿ GF (qn), γ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü k-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû â êîëüöå âû÷åòîâ ïîðÿäêà p,
êîòîðûé âìåñòå c q ïîðîæäàåò âñþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó íåíóëåâûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
p.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûåì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ GNB k-ãî òèïà, êðîìå ïðîñòîòû
÷èñëà p = kn+1, íå äåëÿùåãî q, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíàÿ ïðîñòîòà ÷èñåë kn/d è n, ãäå d � ïîðÿäîê
ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì q â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå. Óñëîâèå íå äåëèìîñòè
q íà p î÷åâèäíî íåîáõîäèìî, ÷òîáû q áûëî îòëè÷íî îò íóëÿ ïî ìîäóëþ p. Îíî î÷åâèäíî
âûïîëíÿåòñÿ ïðè q = 2.

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (nk/d, n) = 1 ñëåäóåò, ÷òî d êðàòíî n. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â
ðàçëîæåíèå ÷èñëà n ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â ñòåïåíè α, òî â ðàçëîæåíèå nk îíî âõîäèò â íå
ìåíüøåé ñòåïåíè, à òàê êàê nk/d íå êðàòíî p, çíà÷èò â ðàçëîæåíèå n ïðîñòîå p òàêæå âõîäèò
â ñòåïåíè, íå ìåíüøåé α. Òàê êàê d = rn, òî óñëîâèå (kn/d, n) = 1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(k/r, n) = 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óêàçàííîãî íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ çàìåòèì, ÷òî â
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå íàéäåòñÿ òàêîé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò β, ÷òî q = βkn/d. Òàê êàê
γ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü k-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå, òî îí ïðåä-
ñòàâèì âèäå γ = βsn, (s, n) = 1, 1 ≤ s ≤ k. Òîãäà ëþáîé ïðîèçâåäåíèå âèäà qiγj mod p ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå

βikn/d+jsn mod kn.

Òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå βm, 0 ≤
m < kn, òî ïðè (kn/d, n) = r > 1 òîëüêî ýëåìåíòû âèäà βrj ìîãóò áûòü ïðåäñòàâèìû â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ qiγj mod p ÷òî è äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (n, nk/d) = 1.

Åñëè æå kn/d è n âçàèìíî ïðîñòû, òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè
q, γ, áîëåå òîãî, ëþáîé åå ýëåìåíò îò 1 äî p − 1 = kn ïðåäñòàâèì åäèíñòâåííûì îáðàçîì â
âèäå qiγj mod p , 0 ≤ j < k , 0 ≤ i < n. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ
ëþáîé âû÷åò ïî ìîäóëþ kn2/d îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

ikn/d + jn mod kn2/d, , 0 ≤ j < kn/d , 0 ≤ i < n,

ïîýòîìó ïðè d = n , âûáèðàÿ γ = βn, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëþáîé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ qiγj mod p , 0 ≤ j < k , 0 ≤ i < n. Ïðè d = kn î÷åâèäíî è áåç
êèòàéñêîé òåîðåìû, ÷òî ëþáîå ÷èñëî îò 0 äî kn− 1 ïðåäñòàâèìî â âèäå

ikn/d + jn, 0 ≤ j < k , 0 ≤ i < n.
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Ïðè n < d < kn ñîãëàñíî êèòàéñêîé òåîðåìå äëÿ ëþáîãî x, 0 ≤ x < kn2/d ëèáî x = ikn/d+jn,
ëèáî x+kn2/d = ikn/d+jn, ãäå 0 ≤ j < kn/d , 0 ≤ i < n. Â ïåðâîì ñëó÷àå ëþáîå x+sn, 0 ≤ x <
kn2/d, 0 ≤ s ≤ k−kn/d ïðåäñòàâèìî â âèäå ikn/d+jn+sn = ikn/d+(j+s)n, 0 ≤ i < n, j+s < k.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ëþáîå x + sn, 0 ≤ x < kn2/d, kn/d ≤ s ≤ k − kn/d ïðåäñòàâèìî â òîì æå
âèäå, à ëþáîå x, 0 ≤ x < kn2/d ïðåäñòàâèìî â âèäå

ikn/d + (j − kn/d)n = ikn/d + (k + j − kn/d)n mod kn, 0 ≤ i < n,

0 ≤ j < k + j − kn/d < k.

Ïîýòîìó âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëþáîé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ qiγj mod p , 0 ≤ j < k , 0 ≤ i < n. Îäíîçíà÷íîñòü ýòîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà ÷èñëà òàêèõ ïðîèçâåäåíèé è ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ãðóïïå.

Çàìåòèì åùå, ÷òî ïðè d = n âçàèìíî ïðîñòîì ñ k óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ GNB âûïîëíåíî
è áîëåå òîãî, ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà
ïîëÿ GF (p) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï, ïîðîæäåííûõ ýëåìåíòàìè γ è q.

Óïðàæíåíèå 2.5.1 Äîêàæèòå ýòî.

Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ (n, nk/d) = 1 íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü d, à äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ l|n íåâåðíî, ÷òî qnk/l = 1 mod p.

Óïðàæíåíèå 2.5.2 Äîêàæèòå ýòî.

Â [161] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ q = pm â ïîëå GF (qn) ñóùåñòóåò GNB êàêîãî-íèáóäü òèïà
åñëè è òîëüêî åñëè (n,m) = 1, n íå äåëèòñÿ íà 2p ïðè p = 4l + 1, è n íå äåëèòñÿ íà 4p
ïðè p = 4l + 2, 4l + 3. Äîêàæåì ýòî â îñîáî èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå q = 2. Äåéñòâèòåëüíî,
ñîãëàñíî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó âçàèìíîñòè q = 2 áóäåò êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ
p ïðè p − 1 = kn êðàòíîì 8. Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ýéëåðà qkn/2 = q(p−1)/2 = 1 mod p,
çíà÷èò ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.5.2 GNB k-ãî òèïà íå ñóùåñòâóåò â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ò.å. êîãäà n êðàòíî 8 ïðè ëþáîì k, èëè êîãäà n êðàòíî 4 è k ÷åòíî, èëè êîãäà n ÷åòíî, à k
êðàòíî 4.

Äîêàæåì, ÷òî GNB ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè íèçêîé ñëîæíîñòè è óêàæåì ôîðìóëó óìíîæåíèÿ
â ýòèõ áàçèñàõ. Âû÷èñëèì ñëîæíîñòü ìàòðèöû T â ñõåìå óìíîæåíèÿ Ìåññè-Îìóðà äëÿ GNB,
ïîðîæäåííîãî ýëåìåíòîì

α = ζ + ζγ + . . . + ζγk−1
, γk = 1 mod p, γi 6= 1 mod p, i = 1, . . . , k − 1, ζp = 1.

Òîãäà

ααqi

=
(
ζ + ζγ + . . . + ζγk−1

)(
ζqi

+ ζγqi

+ . . . + ζγk−1qi
)

=
k−1∑

j,l=0

ζγjqi+γl

.

Åñëè γsqi + 1 6= 0 mod p, s < k, i < n òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ GNB î÷åâèäíî γsqi + 1 =
γa(s,i)qb(s,i), s < k, i < n, ãäå a(s, i), b(s, i) íåêîòîðûå ôóíêöèè ñ àðãóìåíòàìè 0 ≤ s < k, 0 ≤
i < n, è çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâàõ {0, . . . , k − 1} , {0, . . . , n − 1} ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷èò
γjqi + γl = γl+a(s,i)qb(s,i), s = j − l mod k. Ðàâåíñòâî γjqi + γl = 0 mod p âîçìîæíî åñëè è
òîëüêî åñëè γsqi = −1 mod p ïðè s = j− l mod k. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ GNB òàêàÿ ïàðà s, i
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.

×òîáû ïîëó÷èòü î íåé íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ, âîçâåäåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â ñòåïåíü
2k, îòêóäà èìååì q2ik = 1, i < n ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè 2ik êðàòíîì d, òàê êàê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü qj mod p èìååò ìèíèìàëüíûé ïåðèîä d = nr. Òîãäà 2ik/d = 2i(k/r)/n öåëîå
÷èñëî, à òàê êàê k/r è n âçàèìíî ïðîñòû, òî 2i êðàòíî n, ñëåäîâàòåëüíî i = 0 èëè i = n/2,
à ïðè íå÷åòíîì n âñåãäà i = 0. Íî i = 0 âîçìîæíî òîëüêî ïðè k ÷åòíîì è s = k/2, ïîòîìó
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÷òî òîëüêî òîãäà γs = −1 mod p. Îáðàòíî, åñëè ðàâåíñòâî γsqi = −1 mod p âûïîëíÿåòñÿ ïðè
i = 0, òî k ÷åòíî è s = k/2. Ïîýòîìó â ñèëó âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû â âèäå qiγj mod p , 0 ≤ j < k , 0 ≤ i < n ïðè ÷åòíîì k ðàâåíñòâî
γsqi = −1 mod p âîçìîæíî, åñëè è òîëüêî åñëè s = k/2, i = 0.

Ïîêàæåì åùå ÷òî íå÷åòíîì k ðàâåíñòâî γsqi = −1 mod p, i < n âîçìîæíî ëèøü ïðè ÷åòíîì
n, i = n/2, s êðàòíîì k/r, ãäå d = rn. Äîñòàòî÷íî ýòî ñäåëàòü ïðè ÷åòíîì n è i = n/2. Òàê êàê r
íå÷åòíî, òî èç ðàâåíñòâà γsqn/2 = −1 mod p â ñèëó qd/2 = −1 mod p èìååì γs = q(d−n)/2 mod p,
îòêóäà γsr = qr(r−1)n/2 = qd(r−1)/2 = 1 mod p, ñëåäîâàòåëüíî sr êðàòíî k, çíà÷èò s êðàòíî
k/r.

Îáúåäèíÿÿ ñëàãàåìûå âèäà ζγjqi+γl

, t = j − l mod k ïðè ôèêñèðîâàííîì t â îäíó ñóììó,
èìååì ïðè i = 0 è ÷åòíîì k

ααqi

=
k−1∑

j,l=0

ζγjqi+γl

=
∑

t 6=k/2

k−1∑

l=0

ζ(γtqi+1)γl

+
k−1∑

l=0

ζ(γk/2qi+1)γl

=

∑

t 6=k/2

k−1∑

l=0

ζ(γtqi+1)γl

+ k =
∑

t 6=k/2

k−1∑

l=0

ζγl+a(t,i) mod kqb(t,i)
+ k,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî

αqi

=
k−1∑

l=0

ζγlqi

,

ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî i = 0 è ÷åòíîì k

ααqi

= k +
∑

t 6=k/2

k−1∑

j=0

ζγjqb(t,i)
= k +

∑

j 6=k/2

αqb(j,i)
.

Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî

ααqi

=
k−1∑

j=0

αqb(j,i)
.

Ïðè íå÷åòíîì k òàêæå àíàëîãè÷íî èìååì äëÿ i = n/2

ααqi

= k +
∑

j 6=s

αqb(j,i)
,

ãäå s � òî åäèíñòâåííîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî γsqn/2 = −1 mod p, è äëÿ i 6= n/2

ααqi

=
k−1∑

j=0

αqb(j,i)
.

Äàëåå ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé ÷åòíîãî q, ò.å. q = 2m. Òîãäà ñëàãàåìîå k â ïîëå
GF (q) ðàâíî k mod 2, ò.å. ðàâíî íóëþ ïðè íå÷åòíîì k è ðàâíî 1 ïðè ÷åòíîì k. Ìèíóñ åäèíèöó
â ýòîì (ïðè ÷åòíîì q ïðîñòî åäèíèöó) ïîëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó âñåõ ýëåìåíòîâ
áàçèñà (àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî äåëàëîñü ïðè ïîñòðîåíèè ONB ïåðâîãî òèïà). Òàê êàê i-ÿ
ñòðîêà ìàòðèöû T ðàâíà ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðó êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
ααqi ïî ýëåìåíòàì áàçèñà, òî ÷èñëî C íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ýòîé ìàòðèöå (íà ñàìîì äåëå
÷èñëî åäèíèö) ïðè íå÷åòíîì k íå áîëüøå

k(n− 1) + k − 1 + n = (k + 1)n− 1,
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ïðè ÷åòíîì k íå áîëüøå
k(n− 1) + k − 1 = kn− 1.

Â [?] ñî ññûëêîé íà ðàáîòû Beth, Geiselmann, Meyer äàíû äëÿ q = 2 ñëåäóþùèå íèæíèå
îöåíêè äëÿ ñëîæíîñòè GNB k-ãî òèïà: C ≥ kn − (k2 − 3k + 3), åñëè k ÷åòíî, è C ≥ (k +
1)n− (k2 + k + 1), åñëè k íå÷åòíî, ïðè÷åì ïðè k = 3, 4 âñåãäà C = 4n− 7, ïðè k = 5, n > 2 è
k = 6, n > 3 âñåãäà C = 6n− 21, ïðè k = 7, n > 4 âñåãäà C = 8n− 43.

Îòìåòèì åùå, ÷òî â [83],[77], îïèðàÿñü íà ðàñøèðåííóþ ãèïîòåçó Ðèìàíà ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p è n, íå êðàòíûõ p, ñóùåñòâóþò â ïîëå GF (pn) GNB òèïà k = O(n3 log2 np).

2.5.2 Îöåíêè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â ãàóññîâûõ íîð-
ìàëüíûõ áàçèñàõ

Òî÷íî òàêæå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå îïòèìàëüíîñòè áàçèñîâ ïåðâîãî òèïà, ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî ïðè ìóëüòèïëèêàòèâíîì ïîðÿäêå q ðàâíîì d = nk ìèíèìàëüíûì àííóëèðóþùèì ýëåìåíò
ζ ìíîãî÷ëåíîì mζ íàä ïîëåì GF (q) ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí

Fp−1 = xp−1 + . . . + 1,

è ïîëå GF (qkn) ïîðîæäàåòñÿ ñòàíäàðòíûì áàçèñîì

Bζ = {1, ζ, . . . , ζkn−1}.

Óïðàæíåíèå 2.5.3 Äîêàæèòå ýòî.

Óïðàæíåíèå 2.5.4 Äîêàæèòå, òàêæå êàê è â ñëó÷àå ONB ïåðâîãî òèïà, ÷òî ïðè d = kn
ïîñòðîåííûå íîðìàëüíûå áàçèñû äåéñòâèòåëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî
áóäåò äîêàçàíî íèæå.

Òàê êàê â ñëó÷àå d = nk ýëåìåíòû áàçèñà Bα èìåþò âèä

αqi

= ζqi

+ ζγqi

+ . . . + ζγk−1qi

,

ò.å. ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ðàçíûõ ýëåìåíòîâ ïî÷òè ñòàíäàðòíîãî áàçèñà

B′
ζ = {ζ, . . . , ζp−1},

òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò êîîðäèíàò â áàçèñå Bα ê êîîðäèíàòàì â áàçèñå B′
ζ èìååò ïî îäíîé

åäèíèöå â êàæäîé ñòðîêå è ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò íóëåâóþ ñõåìíóþ
ñëîæíîñòü (è ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü â ñëó÷àå ïðîãðàììíîé èìïëåìåíòàöèè). Îáðàòíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå (îïðåäåëåííîå, êîíå÷íî, òîëüêî íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäïðîñòðàíñòâå) òàêæå ïî
òåì æå ïðè÷èíàì èìååò íóëåâóþ ñõåìíóþ ñëîæíîñòü. Ñëîæíîñòü ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïå-
ðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà Bζ ê ïî÷òè ñòàíäàðòíîìó áàçèñó B′

ζ íàä ïîëåì GF (q) áûëà
ôàêòè÷åñêè îöåíåíà â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.4.1 è ðàâíà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå kn−1.

Ñîãëàñíî ñäåëàííîìó ïîñëå òåîðåìû 2.4.1 çàìå÷àíèþ, ïîëó÷àåì îöåíêó ñëîæíîñòè óìíî-
æåíèÿ â áàçèñå Bζ

Ms
q,Fkn

(kn) ≤ (Ms
q (kn) + 4kn− 5),

îòêóäà èìååì îöåíêó áèòîâîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå Bα

MO(GF (qn)) ≤ (Ms
q (kn) + 7kn− 8)M(GF (q)). (2.5)

Ïðèìåíÿÿ îöåíêó Øåíõàãå äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, èìååì äëÿ GNB k-ãî òèïà

M((GF (qn))) = O(M(GF (q))(nk log nk log log nk)).
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Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíâåðòèðîâàíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå, îòñþäà èìååì

I((GF (qn))) = O(logqn)M((GF (qn))) = O(M(GF (q))(nk log qn log nk log log nk)).

Àíàëîãè÷íî, ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü d < qn îöåíèâàåòñÿ êàê

O

(
M(GF (qn)) log d

log log d

)
= O(M(GF (q))

(
1 +

log k

log n

)
log q(n2k log log nk)).

Â ñëó÷àå d < kn ýòè óòâåðæäåíèÿ áóäóò äîêàçàíû íèæå.
Â ñëó÷àå k = 1, 2 ðàññìàòðèâàåìûå áàçèñû ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè áàçèñàìè ïåðâîãî è

âòîðîãî òèïîâ è ïðè k = 1 ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ïðåâðàùàåòñÿ â îöåíêó, ïðèâåäåííóþ â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå. Îòìåòèì, ÷òî èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäà ê ñòàíäàðòíîìó
áàçèñó Bζ ïîÿâèëàñü â 1997 ã. â ñîîáùåíèè D.Dahm, îïóáëèêîâàííîì â Èíòåðíåòå. Ïðè k = 2
óêàçàííàÿ îöåíêà àñèìïòîòè÷åñêè íåñêîëüêî ëó÷øå îöåíêè

MO2(GF (qn)) ≤ (3Ms
q (n) +

3n

2
log2n + O(n))M(GF (q)),

ïîëó÷åííîé âûøå äëÿ áàçèñîâ êàê âòîðîãî, òàê è òðåòüåãî òèïîâ, òàê êàê Ms
q (2n) àñèìïòîòè-

÷åñêè ìåíüøå 3Ms
q (n), íî ïðàêòè÷åñêè âîïðîñ èõ ñðàâíåíèÿ íå òàê î÷åâèäåí. Ïðè áîëüøèõ k

ýôôåêòèâíîñòü îöåíêè 2.5 ñíèæàåòñÿ, íî ïðè k = O(n1−ε) îíà åùå îñòàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé
â ñðàâíåíèè ñ êâàäðàòè÷íîé îöåíêîé.

Â [100] ñëó÷àå d < kn ïîëó÷åíû òàêèå æå, êàê è âûøå, îöåíêè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ,
èíâåðòèðîâàíèÿ è ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ â GNB. Îòëè÷èå îò ïðèâåäåííûõ âûøå îöåíîê òîëüêî
â îöåíêå äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ, êîòîðîå ïðîâîäèëîñü ïîñëå ïåðåõîäà ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó â
ðàñøèðåííîì ïîëå GF (qkn) ñ ïîìîùüþ áûñòðîãî âàðèàíòà ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà
è ïîýòîìó îöåíêà åãî ñëîæíîñòè èìåëà âèä

I((GF (qn))) = O(M(GF (q))(nk log2 nk log log nk)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè q < k ýòà îöåíêà ôîðìàëüíî ÷óòü õóæå, à ïðè q > k � ÷óòü ëó÷øå
îöåíêè, ïðèâåäåííîé íàìè âûøå. Îòìåòèì âñå æå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìíîæèòåëü â
ïåðâîé îöåíêå ìåíüøå, è åå ìîæíî ïðèìåíÿòü íå òîëüêî ê ïðîãðàììíîé èìïëåìåíòàöèè,
íî è ê ïîñòðîåíèþ ëîãè÷åñêèõ ñõåì. Çàìåòèì åùå, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà k îãðàíè÷åíî,
åãî â óïîìÿíóòíûõ îöåíêàõ ìîæíî îòáðîñèòü. Òàê êàê â [104] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ q, k
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî n, äëÿ êîòîðûõ â ïîëå GF (qn) ñóùåñòâóåò GNB òèïà k, òî â
[100] k ñäåëàí âûâîä, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n ñïðàâåäëèâû îöåíêè

M((GF (qn))) = O(M(GF (q))(n log n log log n)),

I((GF (qn))) = O(M(GF (q))(n log2 n log log n)),

E(M(GF (qn)), d) = O(M(GF (q)) log q(n2 log log n)),

ïîñëåäíÿÿ èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê îáùåìó ýêñïîíåíöèðîâàíèþ.

2.5.3 Åùå î ãàóññîâûõ íîðìàëüíûõ áàçèñàõ
Óêàæåì, îïèðàÿñü, íà [100], åùå îäèí âàðèàíò èçëîæåíèÿ òåîðèè GNB, áîëåå ýëåãàíòíûé, íî
íåñêîëüêî ìåíåå ýëåìåíòàðíûé. Îáîçíà÷èì K ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì γ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà
k â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ GF (p), p = kn + 1 è íå äåëèò q. Ïóñòü Ki, i = 0, . . . , n− 1
ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå K è ζ ∈ GF (qkn), ζp = 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

αi =
∑

a∈Ki

ζa, i = 0, . . . , n− 1
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íàçûâàåòñÿ { ãàóññîâûì ïåðèîäîì} òèïà (n, k). Îíè ïîÿâèëèñü â [106] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î
ïîñòðîåíèè ïðàâèëüíîãî 17-óãîëüíèêà. Â [161] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ãàóññîâ ïåðèîä òèïà (n, k)
â ïîëå GF (qn) îáðàçóåò íîðìàëüíûé áàçèñ åñëè è òîëüêî åñëè (n, nk/d) = 1, ãäå d � ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûé ïîðÿäîê q â ïîëå GF (p). Äåéñòâèòåëüíî, öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííûå
γ è q, èìåþò èíäåêñû kn/k = n è kn/d â ìóëüòïëèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ GF (p), ïîýòîìó
γ è q ïîðîæäàþò åå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (n, nk/d) = 1. Åñëè îíè åå ïîðîæäàþò, òî
ãàóññîâ ïåðèîä åñòü íîðìàëüíûé áàçèñ, åñëè îíè åå íå ïîðîæäàþò, òî îíè ïîðîæäàþò åå ñîá-
ñòâåííóþ ïîäãðóïïó, è òîãäà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ãàóññîâ ïåðèîä íå îáðàçóåò íîðìàëüíîãî
áàçèñà. Äåéñòâèòåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî íà÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ki ñ
êëàññîâ âèäà Ki = Kqi, i = 0, . . . . Åñëè γ è q ïîðîæäàþò ìóëüòïëèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ
GF (p), òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè âñå ðàçëè÷íûå êëàññû èìåþò âèä Ki = Kqi, i = 0, . . . , m− 1,
ãäå m äåëèòåëü d, à òàê êàê èõ ðîâíî n, òî m = n. Òîãäà

αi =
∑

a∈Ki

ζa =
∑

a∈K

ζqia =

( ∑

a∈Ki

ζa

)qi

= αqi

0 .

Òàê êàê αqn

0 = α0, òî α0 ∈ GF (qn), è αi ∈ GF (qn), i = 1, . . . , n−1. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ëèíåéíóþ
íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû {αi, i = 0, . . . , n−1, } ÷òî âûøå áûëî ñäåëàíî òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî d = kn. Â îáùåì ñëó÷àå (ζa)qd

= ζaqd mod p = ζa, çíà÷èò ñèñòåìà {ζa, a = 1, . . . , kn} ëåæèò
â ïîëå GF (qd) è ïðè d < kn íå îáðàçóåò â íåì áàçèñà. Êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí

fkn = 1 + x + . . . + xkn,

êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ýòîé ñèñòåìû, â ñëó÷àå d < kn óæå íå áóäåò íåïðèâî-
äèìûì, íî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå kn/d íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d

fkn =
∏

a∈L

mζa ,

ãäå L ⊂ K, mζa � ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà ζa. Äåéñòâèòåëüíî,
ó ëþáîãî mζa êîðíÿìè áóäóò ýëåìåíòû {ζb, b ∈ aQ, } ãäå Q ïîäãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû ïîëÿ GF (p), ïîðîæäåííàÿ q. Ïî óñëîâèþ åå ïîðÿäîê ðàâåí d. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
mζa = mζb åñëè è òîëüêî åñëè b ∈ aQ, ò.å. b è a ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ñìåæíîìó
êëàññó ïî ïîäãðóïïå Q. Ïóñòü ñïèñîê ýòèõ êëàññîâ åñòü

{Qi, i = 1, . . . , kn/d} = {aQ, a ∈ L}, L ⊂ K,

òîãäà î÷åâèäíî
fkn =

∏

a∈L

mζa .

Ïóñòü ðàâíà íóëþ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
n−1∑

i=0

aiαi, ai ∈ GF (q).

Î÷åâèäíî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
kn∑

j=1

bjζ
j , bj ∈ GF (q),

ò.å. äëÿ íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà

f(x) =
kn−1∑

j=0

bj+1x
j
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èìååì f(ζ) = 0, è êîýôôèöèåíòû bl è bj áóäóò âñåãäà ðàâíû, åñëè l, j ïðèíàäëåæàò îäíîìó
ñìåæíîìó êëàññó Ki. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ K èìååì f(ζa) = 0, òàê êàê

kn∑

j=1

bjζ
aj =

kn∑

j=1

bjζ
j = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíèâ â ïåðâîé ñóììå èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ íà i = aj, çàìåòèì, ÷òî èíäåêñû
i, j ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó ïî K, çíà÷èò bi = bj è îáå ñóììû ðàâíû. Èç
ðàâåíñòâà f(ζa) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí mζa , ïîýòîìó îí äåëèòñÿ
è íà ïðîèçâåäåíèå

fkn =
∏

a∈L

mζa ,

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê åãî ñòåïåíü ðàâíà nk − 1 è ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà fkn. Ïðîòè-
âîðå÷èå äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ ãàóññîâà ïåðèîäà.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà γ è q íå ïîðîæäàþò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ
GF (p). Òîãäà â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè òîëüêî ÷àñòü êëàññîâ èìååò âèä Ki = Kqi, i = 0, . . . , m−1,

ãäå Kqm = K, m < n è ãàóññîâ ïåðèîä ñòðîãî ñîäåðæèò â ñåáå ñèñòåìó âèäà αi = αqi

0 , i =
0, . . . ,m− 1, ëåæàùóþ â ïîëå GF (qm), è íå îáðàçóþùóþ áàçèñà â ïîëå GF (qn).

Óïðàæíåíèå 2.5.5 Äîêàæèòå, ÷òî m äåëèò n.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ýëåìåíòû ïîëÿ GF (qn), ðàçëîæåííûå ïî GNB {αi} ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

kn∑

i=1

aiζ
i,

åñëè èõ ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû ïîëÿ GF (qd), ïðè÷åì ïåðåõîä ê ýòîìó ïðåäñòàâëåíèþ
âûïîëíÿåòñÿ áåñïëàòíî.

Óïðàæíåíèå 2.5.6 Äîêàæèòå ýòî. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåõîä îò áàçèñà {ζi, i = 0, . . . , kn− 1} ê
áàçèñó {ζi, i = 1, . . . , kn} è îáðàòíî äåëàåòñÿ ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ.

Îäíàêî ýòî ïðåäñòàâëåíèå íåîäíîçíà÷íî. Íî åãî ìîæíî ñäåëàòü îäíîçíà÷íûì, åñëè ïîòðå-
áîâàòü âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ, à èìåííî ðàâåíñòâà âñåõ ïàð êîýôôèöèåíòîâ
ai, aj , åñëè èíäåêñû i, j ëåæàò â îäíîì ñìåæíîì êëàññå ïî K. Íàçîâåì ýòî óñëîâèå óñëîâèå ñî-
ãëàñîâàííîñòè (êîýôôèöèåíòîâ). Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ î÷åâèäíî ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü
òîëüêî äëÿ ýëåìåíòîâ ïîäïîëÿ GF (qn) ïîëÿ GF (qd). Îäíîçíà÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê
äîêàçûâàëàñü ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü äàííîãî GNB.

Óïðàæíåíèå 2.5.7 Äîêàæèòå ýòî. Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî âîññòàíîâëåíèå ïî êîîðäèíàòàì â
áàçèñå {ζi, i = 1, . . . , kn} êîîðäèíàò â áàçèñå {αi} äåëàåòñÿ áåñïëàòíî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàííîñòè.

Óìíîæåíèå â ïîëå GF (qn) ìîæíî ïðîèçâîäèòü, ïîëüçóÿñü êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {ζi, i =
1, . . . , kn}. Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ðàññìàòðèâàåì ýòî óìíîæåíèå, êàê óìíîæåíèå ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà fkn, ñ ñîáëþäåíèåì ðàâåíñòâà
íóëþ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ óìíîæåíèå ïî ìîäóëþ xp−1, à ïîòîì
âû ïîëíÿåòñÿ ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ fkn ê âèäó ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Íåïîñðåäñòâåí-
íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè îáà ìíîãî÷ëåíà óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè, òî è èõ
ïðîèçâåäåíèå ïî ìîäóëþ xp − 1 òîæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè.
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Óïðàæíåíèå 2.5.8 Äîêàæèòå ýòî.

Óêàçàíèå. Ïóñòü èíäåêñû òàêîâû, ÷òî i = jh mod p, h ∈ K. Òîãäà xa = xah mod p, yb =
ybh mod p, ïðè ëþáûõ a, b è ôîðìàëüíî ïîëàãàÿ y0 = 0 èìååì

zi =
kn∑

a=1

xayi−a mod p =
kn∑

a=1

xayhj−a mod p =
kn∑

a=1

xah mod pyhj−ah mod p =

=
kn∑

a=1

xa mod pyj−a mod p = zj .

Ïîñëå ýòîãî êî âñåì êîýôôèöèåíòàì zi ïðèáàâëÿåòñÿ z0.
Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå î ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â GNB ïîðÿäêà k èç ïðåäûäóùåãî ðàçäå-

ëà äîêàçàíî è â ñëó÷àå d < kn. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ GF (qn),
áóäó÷è ïðåäñòàâëåí â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó {ζi, i = 1, . . . , kn} ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàííîñòè, áóäåò îáðàòèìûì ýëåìåíòîì â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ fkn, â êîòîðîå
ìû âëîæèëè (íà ñàìîì äåëå èçîìîðôíî) ïîëå GF (qn). Äåéñòâèòåëüíî, îáðàòíîìó äëÿ íåãî
ýëåìåíòó ïîëÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðè ðàññìàòðèâàåìîì âëîæåíèè ýëåìåíò êîëüöà, êîòîðûé ïðè
óìíîæåíèè íà ïåðâûé ýëåìåíò ïî ìîäóëþ xp − 1 áóäåò ðàâåí åäèíèöå (êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñ îäèíàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè), çíà÷èò ýòîò ýëåìåíò îáðàòèì. Ïîýòîìó
èíâåðòèðîâàíèå â GNB áàçèñå òîæå ñâîäèòñÿ ê èíâåðòèðîâàíèþ â ðàññìàòðèâàåìîì êîëü-
öå, ò.å. ê èíâåòèðîâàíèþ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà fkn, êîòîðîå ìîæíî âûïîëíèòü ñ ïîìîùüþ
áûñòðîãî ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà.

Íà ïðàêòèêå îäíàêî â ñëó÷àå q = 2 âìåñòî áûñòðîãî àëãîðèòìà ëó÷øå ïðèìåíÿòü, êàê
çàìå÷åíî â ðàáîòå [150], àíàëîã áèíàðíîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà, íå äîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ äî
êîíöà (òàê íàçûâàåìûé ïîëóèíâåðñíûé àëãîðèòì).

2.5.4 Åùå îäèí âûâîä òàáëèöû óìíîæåíèÿ äëÿ GNB

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ, íà÷àòûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, äàäèì êðàòêèé âûâîä ôîðìóëû
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ GNB, íåñêîëüêî áîëåå òî÷íóþ, ÷åì áûëà ïîëó÷åíà
âûøå. Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç s áûë îáîçíà÷åí èíäåêñ, òàêîé, ÷òî −1 ∈ Ks è áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ïðè ÷åòíîì k s = 0, à ïðè íå÷åòíîì k s = n/2. Ïîëîæèì δj = 0, åñëè j 6= s, è
δs = 1. Îáîçíà÷èì òàêæå cj,h ÷èñëî îáùèõ ýëåìåíòîâ ó Kh è 1 + Kj (ýòè ÷èñëà íàçûâàþòñÿ
öèêëîòîìè÷åñêèìè ÷èñëàìè). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

αiαj = kδj−i +
n−1∑

h=0

cj−i,hαh+i =
n−1∑

h=0

(cj−i,h − kδj−i)αh+i,

ãäå îïåðàöèè ñ èíäåêñàìè ïðîâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ n. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïåðâîå ðàâåíñòâî,
òàê êàê âòîðîå ñëåäóåò èç íåãî, åñëè ó÷åñòü òîò ôàêò, ÷òî ñóììà ýëåìåíòîâ GNB ðàâíà −1.
Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî αi èõ âûðàæåíèÿ â âèäå ãàóññîâûõ ñóìì, èìååì

∑

a∈K

ζqia
∑

b∈K

ζqjb =
∑

a,b∈K

ζqia+qjb =


 ∑

a,b∈K

ζa(1+qj−ib)




qi

.

Òàê ëèáî 1 + qj−ib = 0, ëèáî 1 + qj−ib ∈ Kh äëÿ åäèíñòâåííîãî h, 0 ≤ h < n, òî ëèáî â ïåðâîì
ñëó÷àå ∑

a∈K

ζa(1+qj−ib) = k,



2.5. ÃÀÓÑÑÎÂÛ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÁÀÇÈÑÛ 181

ëèáî âî âòîðîì ñëó÷àå ∑

a∈K

ζa(1+qj−ib) =
∑

a∈K

ζqha.

Íî 1+qj−ib = 0 âîçìîæíî òîëüêî ïðè j−i = s, ïîýòîìó ñëàãàåìîå, ðàâíîå k â ðàññìàòðèâàåìîé
ñóììå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå kδj−i. Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ïðè b 6= i−j ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü
ïî èíäåêñó h, 0 ≤ h < n, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ïðè ñóììå

∑

a∈K

ζqha

áóäåò ðàâåí ÷èñëó òàêèõ b, ÷òî 1 + qj−ib ∈ Kh, ò.å. öèêëîìàòè÷åñêîìó ÷èñëó cj−i,h. Ïîýòîìó

 ∑

a,b∈K

ζa(1+qj−ib)




qi

=

(
kδj−i +

n−1∑

h=0

cj−i,hαh

)qi

= kδj−i +
n−1∑

h=0

cj−i,hαqi

h =

= kδj−i +
n−1∑

h=0

cj−i,hαh+i.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â 1 + Kj ðàâíî k, çíà÷èò èìååòñÿ íå áîëåå k íåíóëåâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ cj,h. Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñ ôîðìóëàìè, èñïîëüçîâàâøèìèñÿ ïðè
âûâîäå ôîðìóë Ìåññè-Îìóðà

α0αi =
n−1∑

j=0

ti,jαj ,

èìååì
ti,j = ci,j − kδi.

2.5.5 Ïðèìåðû ãàóññîâûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ â ïîëÿõ
GF (2n)

Ïîñòðîèì GNB äëÿ ðàçìåðíîñòè n = 4 è k = 3. Òîãäà p = nk + 1 = 13 ïðîñòîå è â ïîëå
GF (p) ýëåìåíò q = 2 èìååò ïîðÿäîê 12 (ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì), òàê êàê 24 =
3 6= 1 mod p, 26 = −1 6= 1 mod p. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ áàçèñà âûïîëíåíû. Ïîëîæèì γ = 3,
òîãäà γ3 = 1 mod p, ò.å. γ ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè k = 3 èç åäèíèöû.

Ïðîâåðèì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò îò 1 äî 12 â ïîëå GF (13) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì âèäå
γiqj = 3i2j , i < 3, j < 4, à òàêæå âû÷èñëèì ôóíêöèè a(i, j), b(i, j) ñ àðãóìåíòàìè 0 ≤ i < 3, 0 ≤
j < 4, è çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâàõ {0, 1, 2} , {0, 1, 2, 3}, òàêèå, ÷òî

γiqj + 1 = 3i2j + 1 = γa(i,j)qb(i,j) = 3a(i,j)2b(i,j), i < k, j < n.

Òàê êàê 3 = 24 mod 13, òî γiqj = 3i2j = 24i+j , à òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå k, 1 ≤ k ≤ 12,
ïóòåì äåëåíèÿ íà 4 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìî â âèäå

k = 4i + j, i < 3, j < 4, i = bk/4c, j = k − 4i,

òî, èñïîëüçóÿ ëîãàðèôìèðîâàíèå ïî îñíîâàíèþ 2,, ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò x
ïîëÿ GF (13) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

x = γiqj = 3i2j = 24i+j , i < 3, j < 4, i = b(log2 x)/4c, j = log2 x− 4i,

ãäå log2 x åñòü äèñêðåòíûé ëîãàðèôì â ýòîì ïîëå ïî îñíîâàíèþ 2. Òîãäà ôóíêöèè a, b ìîæíî
âûðàçèòü ôîðìóëàìè

a(i, j) = b(log2

(
3i2j + 1

))
/4c, b(i, j) = log2

(
3i2j + 1

)− 4a(i, j).
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Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ òàáëèöû ýòèõ ôóíêöèé î÷åâèäíî ïðîùå âñåãî âíà÷àëå âû÷èñëèòü òàáëèöó
ëîãàðèôìîâ â ïîëå GF (13). Îíà èìååò âèä

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
log2 x 0 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6

Òàáëèöà ôóíêöèè 3i2j + 1 mod 13, i < 3, j < 4 èìååò âèä

0 1 2 3
0 2 3 5 9
1 4 7 0 12
2 10 6 11 8

Èç íåå âèäíî, ÷òî 3s2i = −1 mod 13 òîëüêî ïðè s = 1, i = 2 = n/2.
Òàáëèöà ôóíêöèè log2(3i2j + 1 mod 13), i < 3, j < 4 èìååò âèä

0 1 2 3
0 1 4 9 8
1 2 11 6
2 10 5 7 3

Òàáëèöà ôóíêöèé a, b èìååò âèä

0 1 2 3
0 0,1 1,0 2,1 2,0
1 0,2 2,3 1,2
2 2,2 1,1 1,3 0,3

Ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì áàçèñà ÿâëÿåòñÿ

α = ζ + ζ3 + ζ9, ζ13 = 1, ζ ∈ GF (212.

Âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû áàçèñà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

α2 = ζ2 + ζ6 + ζ18 = ζ2 + ζ6 + ζ5,

α4 = ζ4 + ζ12 + ζ10,

α8 = ζ8 + ζ24 + ζ20 = ζ8 + ζ11 + ζ7.

Î÷åâèäíî
α16 = ζ16 + ζ22 + ζ14 = ζ3 + ζ9 + ζ = α,

ïîýòîìó α ∈ GF (24) è ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà äåéñòâèòåëüíî ëåæèò â ïîëå GF (24). Î÷åâèäíî,
÷òî ñóììà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ (ñëåä ýëåìåíòà α â ïîëå GF (2))

α + α2 + α4 + α8 =
12∑

i=1

ζi = 1,

òàê êàê
12∑

i=0

ζi =
ζ13 − 1
ζ − 1

= 0.

Òàê êàê ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ α2i ïî ñèñòåìå ζj , j = 1, . . . , 12 ñîñòîÿò èç ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ, òî ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû α2i

, i = 0, 1, 2, 3 íàä ïîëåì GF (2) ñëåäóåò èç ëèíåéíîé
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íåçàâèñèìîñòè íàä òåì æå ïîëåì ñèñòåìû ζj , j = 1, . . . , 12. Ïîñëåäíåå æå ñëåäóåò èç ëèíåé-
íîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû ζj , j = 0, . . . , 11, êîòîðàÿ áûëà äîêàçàíà, êàê óæå îòìå÷àëîñü, â
ðàçäåëå î ONB ïåðâîãî òèïà.

Cîñòàâèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àåì α2i

÷åðåç αi. Î÷åâèäíî α0α0 = α1, è äàëåå, ðàçáèâàÿ ñëàãàåìûå â ïðîèçâåäåíèÿõ íà òðîéêè, è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ζ13 = 1,

α0α1 =
(
ζ + ζ3 + ζ9

) (
ζ2 + ζ6 + ζ5

)
=

(
ζ3 + ζ9 + ζ

)
+

(
ζ7 + ζ8 + ζ11

)
+

(
ζ6 + ζ5 + ζ

)
= α0 + α1 + α3.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ñ âûâåäåííîé âûøå îáùåé ôîðìóëîé ïðè íå÷åòíîì k è i 6=
n/2

ααqi

=
k−1∑

j=0

αqb(j,i)
,

âèäèì, ÷òî îíè ñîâïàäàþò. Äàëåå, èñïîëüçóÿ òàáëèöó äëÿ ôóíêöèè b, èìååì

α0α3 = α0 + α2 + α3.

Ïðîâåðèì ýòî ðàâåíñòâî íåïîñðåäñòâåííûì óìíîæåíèåì

α0α3 =
(
ζ + ζ3 + ζ9

) (
ζ8 + ζ11 + ζ7

)
=

(
ζ9 + ζ + ζ3

)
+

(
ζ12 + ζ10 + ζ4

)
+

(
ζ8 + ζ11 + ζ5

)
= α0 + α2 + α3.

Ïðè i = 2 = n/2, s = 1, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

ααqi

= k +
∑

j 6=s

αqb(j,i)
,

èìååì
α0α2 = 1 + α1 + α3 = α0 + α2.

Ïðîâåðèì è ýòó ôîðìóëó íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì

α0α2 =
(
ζ + ζ3 + ζ9

) (
ζ4 + ζ12 + ζ10

)
=

(
ζ5 + ζ2 + ζ6

)
+

(
ζ0 + ζ0 + ζ0

)
+

(
ζ11 + ζ7 + ζ8

)
=

= α1 + 3 + α3 = α1 + 1 + α3 = α0 + α2.

Îêîí÷àòåëüíî òàáëèöà óìíîæåíèÿ èìååò âèä

α0α0 = α1, α0α1 = α0 + α1 + α3.α0α2 = α0 + α2.α0α3 = α0 + α2 + α3,

çíà÷èò, ìàòðèöà T = (ti,j) , i < 4, j < 4, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

α0αi =
n−1∑

j=0

ti,jαj ,

èìååò âèä
0 1 0 0
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 1 1

Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìóëà óìíîæåíèÿ ìåòîäîì Ìåññè-Îìóðà çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

z = xy, zi = A(Six, Siy, )i = 0, 1, . . . , n− 1,
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ãäå Si(x) = Si (x0, . . . , xn−1) = (xi, . . . , xn−1, x0, . . . , xi−1) � öèêëè÷åñêèé ñäâèã êîîðäèíàò
(øèôò) íà i ïîçèöèé âëåâî, à

A(x, y) =
n−1∑

i,j=0

ai,jxiyj

áèëèíåéíàÿ ôîðìà ñ n × n-ìàòðèöåé A = (ai,j), ai,j = ti−j mod n,−j mod n. Â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ýòà ìàòðèöà èìååò âèä

0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 0 0 1

à ôîðìóëà óìíîæåíèÿ èìååò âèä

z0 = x0(y1 + y2 + y3) + x1(y0 + y2) + x2(y0 + y1) + x3(y0 + y3),

z1 = x1(y2 + y3 + y0) + x2(y1 + y3) + x3(y1 + y2) + x0(y1 + y0),

z2 = x2(y3 + y0 + y1) + x3(y2 + y0) + x0(y2 + y3) + x1(y2 + y1),

z3 = x3(y0 + y1 + y2) + x0(y3 + y1) + x1(y3 + y0) + x2(y3 + y2).

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð íå î÷åíü èíòåðåñåí ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê â ïîëå
GF (24) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ ïåðâîãî òèïà {ξ, ξ2, ξ4, ξ8, }, îïðåäåëÿå-
ìûé êîðíåì ìíîãî÷ëåíà p(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1, êîòîðûé èìååò ìåíüøóþ ñëîæíîñòü è â
êîòîðîì, ñëåäîâàòåëüíî, óìíîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî áîëåå ïðîñòûì ôîðìóëàì.

Ðàññìîòðèì áîëåå èíòåðåñíûé ïðèìåð. Ïîñòðîèì GNB äëÿ ðàçìåðíîñòè n = 13, äëÿ
êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà. Âûáåðåì k = 4. Òîãäà p = nk +1 =
13 ïðîñòîå (ïðè ìåíüøèõ k ïîëó÷àþòñÿ ñîñòàâíûå ÷èñëà) è â ïîëå GF (p) ýëåìåíò q = 2 èìååò
ïîðÿäîê p − 1 = 52 (ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì), òàê êàê 24 6= 1 mod p, 213 = 30 6=
1 mod p. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ áàçèñà âûïîëíåíû. Ïîëîæèì γ = 30 = −23 mod p, òîãäà
γ4 = 1 mod p, γ2 = −1 mod p, ò.å. γ ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè k = 4 èç åäèíèöû.

Ïðîâåðèì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò îò 1 äî 52 â ïîëå GF (53) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì âèäå
γiqj = 30i2j , i < 4, j < 13, à òàêæå âû÷èñëèì ôóíêöèè a(i, j), b(i, j) ñ àðãóìåíòàìè 0 ≤ i <
4, 0 ≤ j < 13, è çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâàõ {0, 1, 2, 3} , {0, . . . , 12}, òàêèå, ÷òî

γiqj + 1 = 30i2j + 1 = γa(i,j)qb(i,j) = 30a(i,j)2b(i,j), i < k, j < n.

Òàê êàê 30 = 213 mod 13, òî γiqj = 30i2j = 213i+j , à òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå k, 1 ≤
k ≤ 52, ïóòåì äåëåíèÿ íà 13 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìî â âèäå

k = 13i + j, i < 4, j < 13, i = bk/13c, j = k − 13i,

òî, èñïîëüçóÿ ëîãàðèôìèðîâàíèå ïî îñíîâàíèþ 2,, ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò x
ïîëÿ GF (52) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

x = γiqj = 30i2j = 213i+j , i < 4, j < 13, i = b(log2 x)/13c, j = log2 x− 13i,

ãäå log2 x åñòü äèñêðåòíûé ëîãàðèôì â ýòîì ïîëå ïî îñíîâàíèþ 2. Òîãäà ôóíêöèè a, b ìîæíî
âûðàçèòü ôîðìóëàìè

a(i, j) = b(log2

(
30i2j + 1

))
/13c, b(i, j) = log2

(
30i2j + 1

)− 13a(i, j).

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ òàáëèöû ýòèõ ôóíêöèé âû÷èñëèì òàáëèöó ëîãàðèôìîâ â ïîëå GF (53). Äî-
ñòàòî÷íî åå âû÷èñëèòü äëÿ x ≤ 26, òàê êàê ïðè x > 26 èìååì log2 x = log2(53−x)+26 mod 52.
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Îíà èìååò âèä

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
log2 x 0 1 17 2 47 18 14 3 34 48 6 19 24

x 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
log2 x 15 12 4 10 35 37 49 31 7 39 20 42 25

Òàáëèöà ôóíêöèè b èìååò âèä

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 1 4 8 8 10 10 6 0 3 10 9 9 4
1 7 3 12 7 2 1 11 3 2 8 11 2 12
2 0 4 1 12 7 9 5 9 11 4 10 2
3 7 5 11 12 1 8 6 0 5 6 5 6 3

Èç íåå âèäíî, ÷òî 30s2i = −1 mod 53 òîëüêî ïðè s = 2 = k/2, i = 0.
Ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì áàçèñà ÿâëÿåòñÿ

α0 = α = ζ + ζ30 + ζ302
+ ζ303

= ζ + ζ30 + ζ52 + ζ23 = ζ + ζ−23 + ζ−1 + ζ23,

ζ53 = 1, ζ ∈ GF (252.

Âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû áàçèñà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

α1 = ζ2 + ζ−2 + ζ7 + ζ−7, α2 = ζ4 + ζ−4 + ζ14 + ζ−14, α3 = ζ8 + ζ−8 + ζ25 + ζ−25,

α4 = ζ16 + ζ−16 + ζ3 + ζ−3, α5 = ζ21 + ζ−21 + ζ6 + ζ−6, α6 = ζ11 + ζ−11 + ζ12 + ζ−12,

α7 = ζ22 + ζ−22 + ζ24 + ζ−24, α8 = ζ9 + ζ−9 + ζ5 + ζ−5, α9 = ζ18 + ζ−18 + ζ10 + ζ−10,

α10 = ζ17 + ζ−17 + ζ20 + ζ−20, α11 = ζ19 + ζ−19 + ζ13 + ζ−13, α12 = ζ15 + ζ−15 + ζ26 + ζ−26,

Î÷åâèäíî
α13 = α213

= ζ23 + ζ−23 + ζ1 + ζ−1 = α,

ïîýòîìó α ∈ GF (213) è ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà äåéñòâèòåëüíî ëåæèò â ïîëå GF (213). Î÷åâèäíî,
÷òî ñóììà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ (ñëåä ýëåìåíòà α â ïîëå GF (2))

12∑

i=0

αi =
26∑

i=1

(ζi + ζ−i) =
52∑

i=1

ζi = 1,

òàê êàê
52∑

i=0

ζi =
ζ53 − 1
ζ − 1

= 0.

Òàê êàê ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ αi ïî ñèñòåìå ζj , j = 1, . . . , 52, ñîñòîÿò èç ðàçíûõ ýëåìåíòîâ, òî
êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ïðîâåðÿåì, ÷òî ñèñòåìà {αi, i = 0, . . . , 12} îáðàçóåò íîðìàëüíûé
áàçèñ â ïîëå GF (213). Cîñòàâèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå. Î÷åâèäíî
α0α0 = α1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðè i 6= 0

ααqi

=
k−1∑

j=0

αqb(j,i)
,

è òàáëèöó äëÿ ôóíêöèè b, ïîëó÷àåì òàáëèöó óìíîæåíèÿ â âèäå

α0α0 = α1, α0α1 = α0 + α3 + α4 + α5, α0α2 = α4 + α8 + α11 + α12,
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α0α3 = α1 + α7 + α8 + α12, α0α4 = α1 + α2 + α10 + α12, α0α5 = α1 + α7 + α8 + α10,

α0α6 = α9 + α11, α0α7 = α3 + α5, α0α8 = α2 + α3 + α5 + α9, α0α9 = α6 + α8 + α10 + α11,

α0α10 = α4 + α5 + α9 + α11, α0α11 = α2 + α6 + α9 + α10, α0α12 = α2 + α3 + α4 + α12.

çíà÷èò, ìàòðèöà T = (ti,j) , i < 4, j < 4, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

α0αi =
n−1∑

j=0

ti,jαj ,

èìååò âèä
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1
0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1

Ìàòðèöó (ti,j) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü, ïîëüçóÿñü åå âûðàæåíèíåì ÷åðåç öèêëîìàòè÷åñêèå
÷èñëà

ti,j = ci,j − kδi,

ãäå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå k = 4, δi = 1 òîëüêî ïðè i = k/2 = 2, âïðî÷åì íåçàâèñèìî îò δ â
äàííîì ñëó÷àå ti,j = ci,j . Íàïîìíèì, ÷òî ci,j = |(1+Ki)∩Kj , | ãäå Ki = qiK = 2iK, i = 0, . . . , 12
� ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû GF (53) \ {0} ïî ïîäãðóïïå K = {γj , j = 0, 1, 2, 3}, ãäå γ = 30 =
−23 mod 53. Òàê êàê K = K0 = {1, 30, 52, 23} = {1,−23,−1, 23}, òî âûøå ôàêòè÷åñêè óæå
áûëî âû÷èñëåíî ïðè íàõîæäåíèè αi, ÷òî

K1 = 2K = {2,−2, 7,−7},K2 = 4K = {4,−4, 14,−14},K3 = 8K = {8,−8, 25,−25},

K4 = 24K = {16,−16, 3,−3},K5 = 25K = {21,−21, 6,−6}, K6 = 26K = {11,−11, 12,−12},

K7 = 27K = {22,−22, 24,−24},K8 = 28K = {9,−9, 5,−5}, K9 = 29K = {18,−18, 10,−10},

K10 = 210K = {17,−17, 20,−20},K11 = 211K = {19,−19, 13,−13},
K12 = 212K = {15,−15, 26,−26}.

Îòñþäà èìååì K0 + 1{2,−22, 0, 24},

K1 + 1 = {3,−1, 8,−6},K2 + 1 = {5,−3, 15,−13},K3 + 1 = {9,−7, 26,−24},

K4 + 1 = {17,−15, 4,−2},K5 + 1 = {22,−20, 7,−5},K6 + 1 = {12,−10, 13,−11},
K7 + 1 = {23,−21, 25,−23},K8 + 1 = {10,−8, 6,−4},K9 + 1 = {19,−17, 11,−9},

K10 + 1 = {18,−16, 21,−19},K11 + 1 = {20,−18, 14,−12},
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K12 + 1 = {16,−14,−26,−25}.
Ïåðåáèðàÿ ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ 1 + Ki è Kj ïðèõîäèì ê òîé æå ìàòðèöå. Èíòåðåñíî, ÷òî
îíà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, ÷òî íèêàê íå áûëî î÷åâèäíî çàðàíåå.

Ìàòðèöà A ñâÿçàíà ñ ìàòðèöåé T ñîîòíîøåíèåì ai,j = ti−j mod n,−j mod n. Ïîýòîìó îíà ïî-
ëó÷àåòñÿ èç íåå ¾êîñîé òðàíñïîçèöèåé¿, ïðè êîòîðîé ïåðâûé ñëåâà ñòîëáåö (èìåþùèé íîìåð
íóëü) îñòàåòñÿ íà ìåñòå, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïîïàðíî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, òàê, ÷òî âòîðîé
ñòîëáåö ìåíÿåòñÿ ìåñòàìè ñ ïîñëåäíèì, ïðè ýòîì åùå åãî ýëåìåíòû öèêëè÷åñêè ñäâèãàþòñÿ
íà îäíó ïîçèöèþ âíèç (è ñîîòâåòñòâåííî ââåðõ, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåäâèæåíèå ýëåìåí-
òîâ âòîðîãî ñòîëáöà â ïîñëåäíèé ñòîëáåö), òðåòèé ñòîëáåö ìåíÿåòñÿ ñ ïðåäïîñëåäíèì è ò.ä.
Ìàòðèöà A, ÷òî òîæå íå î÷åâèäíî áûëî çàðàíåå, ñîâïàäàåò â äàííîì ñëó÷àå ñ ìàòðèöåé T
(òî, ÷òî îíà äîëæíà ïîëó÷èòñÿ ñèììåòðè÷íîé, çàðàíåå áûëî î÷åâèäíî ), ïîýòîìó ôîðìóëà
óìíîæåíèÿ â ýòîì áàçèñå èìååò âèä

zi = (i, i⊕ 1) + (i⊕ 1, i⊕ 3) + (i⊕ 1, i⊕ 4) + (i⊕ 1, i⊕ 5) + (i⊕ 2, i⊕ 4) + (i⊕ 2, i⊕ 8)+

+(i⊕ 2, i⊕ 11) + (i⊕ 2, i⊕ 12) + (i⊕ 3, i⊕ 7) + (i⊕ 3, i⊕ 8) + (i⊕ 3, i⊕ 12)+

+(i⊕ 4, i⊕ 12) + (i⊕ 4, i⊕ 10) + (i⊕ 5, i⊕ 7) + (i⊕ 5, i⊕ 8) + (i⊕ 5, i⊕ 10)+

+(i⊕ 6, i⊕ 9) + (i⊕ 6, i⊕ 11) + (i⊕ 8, i⊕ 9) + (i⊕ 9, i⊕ 10)+

+(i⊕ 9, i⊕ 11) + (i⊕ 10, i⊕ 11) + (i⊕ 12),

ãäå ÷åðåç (i, j) äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî xiyj +xjyi, à (i) = xiyi, çíàê ⊕ îçíà÷àåò ñëîæåíèå ïî
ìîäóëþ n = 13. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîãî GNB ÷åòâåðòîãî òèïà ðàâíà 22 · 2+1 = 45.

2.5.6 Ïîðÿäêè ãåíåðàòîðîâ áàçèñîâ íèçêîé ñëîæíîñòè è
áûñòðûé àëãîðèòì ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ

Â [98] ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî ãåíåðàòîðû ONB âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ äîâîëüíî
÷àñòî áûâàþò ïðèìèòèâíûìè ýëåìåíòàìè èëè èìåþò ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîëðÿäêè âèäà (2n−
1)/k, ãäå k � íåáîëüøîå ÷èñëî (ñðåäè ÷èñåë îò 2 äî 1000 âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ
áàçèñîâ îíî êàê ïðàâèëî ðàâíî 1, ðåäêî 3, î÷åíü ðåäêî 7, 9, 11, à ìàêñèìóì 381 ). Ýòî äàåò
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ýòè ýëåìåíòû êàê áàçèñíûå äëÿ èìïëåìåíòàöèè êëþ÷åâîãî îáìåíà
Äèôôè-Õåëëìàíà [?]. Â [98] äîêàçàíî, ÷òî áèòîâàÿ ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü e < 2n

ãåíåðàòîðà α ONB âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ îöåíèâàåòñÿ êàê O(nν2(e), ãäå ν2(e) � ÷èñëî
åäèíèö â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà e, è ïîýòîìó ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ïîëó÷åííàÿ âûøå
îöåíêà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü óñêîðåíèÿ ïðîãðàììíîé èìïëåìåíòàöèè
êëþ÷åâîãî îáìåíà Äèôôè-Õåëëìàíà äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé.
Äàëåå ìû ïîëó÷èì óêàçàííóþ îöåíêó áîëåå ïðîñòî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà
B íèçêîé ñëîæíîñòè, ò.å. òàêîãî, ÷òî CB = O(n). Äëÿ GNB àíàëîãè÷íûé ôàêò äîêàçàí â [99].

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ëþáîì íîðìàëüíîì áàçèñå B
ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x = x0α0 + . . . xn−1αn−1 íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ýòîãî áàçèñà αi

ðàâíà (CB − n), à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ðàâíà íå áîîëåå CB , à â ñëó÷àå q = 2 ðàâíà íóëþ.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

z0α0 + . . . zn−1αn−1 = xαi = x0α0 + . . . xn−1αn−1αi

çàìåòèì, ÷òî z0 â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ â âèäå áèëèíåéíîé ôîðìû ñ ìàòðèöåé A, ñîäåð-
æàùåé CB íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à îñòàëüíûå zi âû÷èñëÿþòñÿ òàêæå, òîëüêî â áèëèíåéíîé
ôîðìå äåëàåòñÿ öèêëè÷åñêèé ñäâèã ïåðåìåííûõ. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå âåêòîð êîîðäèíàò
ñîìíîæèòåëÿ αi ñîäåðæèò åäèíèöó íà i-ì ìåñòå, à â îñòàëüíûõ ìåñòàõ íóëè (òàêîé âåêòîð îáî-
çíà÷àåì äàëåå ei è íàçûâàåì åäèíè÷íûì), ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî âåêòîðà â ðàññìàòðèâàåìóþ
áèëèíåéíóþ ôîðìó èç íåå ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé áåðóòñÿ èç
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i-ãî ñòîëáöà, è ïîýòîìó àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü ýòîé ôîðìû ðàâíà ci−1, à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
íå áîëüøå ci, ãäå ci � ÷èñëî åäèíèö â i-ì ñòîëáöå ìàòðèöû A (à â ñëó÷àå q = 2 ðàâíà íóëþ.)
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îöåíèâàåì àääèòèâíóþ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî zj êàê
ci−j mod n− 1, à ìóëüòèïëèêàòèâíóþ � êàê ci−j mod n, òàê êàê ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì öèêëè÷å-
ñêîì ñäâèãå âåêòîð ei ïåðåõîäèò â âåêòîð ei−j mod n. Ïîýòîìó ïîëíàÿ àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü
ðàâíà

n−1∑

i=0

(ci−j mod n − 1) =
n−1∑

i=0

ci − n = CB − n,

à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ íå áîëüøå CB .
Â ñëó÷àå q = 2 è ONB âòîðîãî èëè òðåòüåãî òèïà â [98] ôîðìóëà óìíîæåíèÿ âû÷èñëåíà â

ÿâíîì âèäå:
n∑

k=1

akαk+1αi =
s∑

k=1

(ai−k + ak+i)αk +
d∑

k=s+1

fkαk +
n∑

k=d+1

(ak−i + a2n+1−k−i)αk,

ãäå fk = ai−k + a2n+1−k−i ïðè i > n− i è fk = ak−i + ak+i ïðè i < n− i.

Óïðàæíåíèå 2.5.9 Äîêàæèòå ýòó ôîðìóëó.

Â ñëó÷àå q = 2 äëÿ âûïîëíåíèÿ ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ αe ìîæíî ïðèìåíèòü âàðèàíò áèíàð-
íîãî ìåòîäà

αe =
n∏

k=1

α2kek =
n∏

k=1

αek

k ,

ãäå ek �áèòû äâîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

e =
n∑

k=1

ek2k.

Ïîñëåäîâàòåëüíî óìíîæàÿ íà αk ïðè ek = 1, âû÷èñëÿåì ýêñïîíåíòó ñ ïîìîùüþ ν2(e) − 1
óìíîæåíèé íà ýëåìåíòû áàçèñà αi, ïîýòîìó àääèâíàÿ ñëîæíîñòü åå âû÷èñëåíèÿ ðàâíà (ν2(e)−
1)(SB − n), à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ íå áîëüøå (ν2(e)− 1)SB . Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòóïèòü
ïîäîáíûì æå îáðàçîì.

Óïðàæíåíèå 2.5.10 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãåíåðàòîðà ONB ïåðâîãî òèïà ýêñïîíåíöèðîâàíèå
ìîæíî âûïîëíèòü ñî ñëîæíîñòüþ O(n log log n log log log n ïðè óñëîâèè áåñïëàòíîãî äîñòóïà ê
ïàìÿòè îáúåìà O(n2). Ïî÷åìó ýòî ðåçóëüòàò ñîâåðøåííî áåñïîëåçåí äëÿ ïðèëîæåíèé?

Â [98] îòìå÷åíî òàêæå, ÷òî ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ îáðàòíûé ýëåìåíò äëÿ ãåíåðàòîðà ONB:

α−1 =
n∑

k=1

akαk,

ãäå ak = 1 åñëè è òîëüêî åñëè íå÷åòíî ÷èñëî l = k/2 ïðè ÷åòíîì k è l = n − (k − 1)/2 ïðè
íå÷åòíîì k.

Óïðàæíåíèå 2.5.11 Äîêàæèòå ýòî. Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà äàííîãî ONB ðàâíà O(n).

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà ãåíåðàòîðà GNB k-ãî òèïà íàäî
ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé, â êîòîðîé â êàæäîé ñòðîêå íå áîëåå k
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
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Óïðàæíåíèå 2.5.12 Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòíûé ýëåìåíò äëÿ αe, ãäå 1 ≤ e < 2n − 1, a α
ãåíåðàòîð íîðìàëüíîãî áàçèñà B â ïîëå GF (2n), ìîæíî âû÷èñëèòü ñî ñëîæíîñòüþ O(n −
ν2(e))SB .

Óêàçàíèå: α−e = α2n−1−e.

Ðåçóëüòàòû î ïîðÿäêàõ ãåíåðàòîðîâ ONB â [98] ñòðîãî íå äîêàçàíû. Øïàðëèíñêèé è ôîí
öóð Ãàòåí äîêàçàëè, ÷òî ýòè ïîðÿäêè íå ìåíüøå 2

√
2n−2. Â [98] âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì,

÷òî åñëè n è 2n+1 ïðîñòûå, òî ãåíåðàòîð ONB â ïîëå GF (2n) � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ýòîãî
ïîëÿ.

Â [99] âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî åñëè n è kn + 1 ïðîñòûå, k log2 n + 1, òî ãåíåðàòîð
GNB òèïà k â ïîëå GF (2n) � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ýòîãî ïîëÿ. Ñóùåñòâîâàíèå GNB òèïà k
ëåãêî äîêàçàòü, òàê êàê ïîðÿäîê e äâîéêè ïî ìîäóëþ kn + 1 íå ìåíüøå log2 p ≥ log2 2n ≥ k, à
n ïðîñòîå, ïîýòîìó (nk/e, n) = 1. Â [99] òàêæå âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n,
íå êðàòíîãî 8, â ïîëå GF (2n) ñóùåñòâóåò GNB. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðè n, êðàòíîì 8, GNB
íå ñóùåñòâóþò. Â [99] ïðîâåðåíî, ÷òî ñðåäè âñåõ 1179 GNB äëÿ 2 ≤ 527, 3 ≤ k ≤ 20 906 èìåþò
ïðèìèòèâíûé ãåíåðàòîð, è òîëüêî 8 èìåþò ïîðÿäîê, ìåíüøèé (2n − 1)/n.

2.5.7 Î ñëîæíîñòè ïîðîæäåíèÿ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ, ïðè-
ìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ è íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëè îïèñàíû íåêîòîðûå âåðîÿòíîñòíûå ïîëèíîìèàëüíûå ïî ñëîæ-
íîñòè àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷. Äåòåðìèíèðîâàííûå ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû
èçâåñòíû òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà (ERH).

Óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî â [83],[77], îïèðàÿñü íà ERH ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p è n,
íå êðàòíûõ p, ñóùåñòâóþò â ïîëå GF (pn) GNB òèïà k = O(n3 log2 np).

Óïðàæíåíèå 2.5.13 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîâåðêó ñóùåñòâîâàíèÿ â ïîëå GF (pn) GNB òèïà k
ìîæíî âûïîëíèòü ñî ñëîæíîñòüþ O(log2 n log3

2 nk).
Óêàçàíèå. Ñîãëàñíî 2.5.2 äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ (n, nk/d) = 1 íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñ-

ëÿòü ïîðÿäîê d ýëåìåíòà p ïî ìîäóëþ nk+1, à äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
äåëèòåëÿ l|n íåâåðíî, ÷òî qnk/l = 1 mod nk + 1.

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ôàêòû, ìîæíî íàéòè k, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò GNB òèïà k,
ñî ñëîæíîñòüþ O(log4

2 n) ïðè n, íå êðàòíîì p (à íà ñàìîì äåëå äàæå ñî ñëîæíîñòüþ
O(log3

2 n) log2 log2 log2 n). Ïîñòðîèòü ñàì áàçèñ ìîæíî ñî ñëîæíîñòüþ O(nk log2
2 k log2

2 nk +
n3 log2

2 p). Äåéñòâèòåëüíî, ñíà÷àëà âû÷èñëèì ïîäãðóïïó K ïîðÿäêà k â ãðóïïå GF (kn+1){0}.

Óïðàæíåíèå 2.5.14 Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñî ñëîæíîñòüþ
O(nk log2

2 kM(GF (kn + 1)) = O(nk log2
2 k log2

2 nk).
Óêàçàíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ γ ñòåïåíè k èç åäèíèöû â ïîëå GF (kn+1)

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî γk = 1, è ïðè ëþáîì ïðîñòîì äåëèòåëå l ÷èñëà k γk/l = 1.

Ïîòîì ïîñòðîèì ðàçáèåíèå GF (kn + 1){0} íà ñìåæíûå êëàññû Ki = Kpi, i = 0, . . . n− 1 è
âû÷èñëèì ñäâèãè 1 + Kii = 0, . . . n− 1, îäíîâðåìåíî âû÷èñëÿÿ öèêëîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ci,j , à
ïîòîì ýëåìåíòû ìàòðèöû T.

Óïðàæíåíèå 2.5.15 Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû T è A ìîæíî âû÷èñëèòü ñî ñëîæíîñòüþ
O(nk)M(GF (kn + 1)) = O(nk) log2

2 kn.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ

αi =
∑

a∈Ki

ζa, i = 0, . . . , n− 1

íåò íåîáõîäèìîñòè íàõîäèòü ïðèìèòèâíûé êîðåíü ζ ñòåïåíè kn+1 èç åäèíèöû â ïîëå GF (2d).
Òàê êàê

α0αi =
n−1∑

j=0

ti,jαj ,

òî âåêòîð-ñòîëáåö A = α0α, ãäå α � âåêòîð-ñòîëáåö èç êîìïîíåíò αi, i = 0, . . . , n − 1, ðàâåí
Tα, ïîýòîìó ëèíåéíûé îïåðàòîð

T : GF (pn)n → GF (pn)n

èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð α, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ α0. Ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå α0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà det(T − xE), ãäå E � åäèíè÷íûé
îïåðàòîð. Ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò êîýôôèöèåíòû èç ïîëÿ GF (p) è ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñî
ñëîæíîñòüþ O(n3)M(GF (p)), êàê èçâåñòíî èç ëèíåéíîé àëãåáðû. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
ýëåìåíòà α0 èìååò ñòåïåíü n è êîðíè αi, i = 0, . . . , n − 1. Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé, à èõ ñòåïåíè ðàâíû, òî îíè ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó íåïðè-
âîäèìûé ìíîãî÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñó αi, i = 0, . . . , n − 1 âû÷èñëåí ñî ñëîæíîñòüþ
O(n3)M(GF (p)). Òåì ñàìûì áàçèñ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí. Åãî ýëåìåíòû ìîãóò áûòü íàéäåíû
ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè íàä ïîëåì GF (pn), ÷òî ìîæíî
ñäåëàòü ñî ñëîæíîñòüþ n7/2+εnp1/2 ñîãëàñíî [105].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíîãî áàçèñà â ñëó÷àå n êðàòíîãî p, ïðåäñòàâèì n â âèäå n1n2, ãäå
n2 = pk, à n1 íå êðàòíî p. Íîðìàëüíûé áàçèñ â ïîëå GF (pn1) óæå ïîñòðîåí ñ ïîëèíîìèàëüíîé
ñëîæíîñòüþ â ïðåäïîëîæåíèè ERH. Íîðìàëüíûé áàçèñ â ïîëå GF (pn2) ìîæíî ïîñòðîèòü ñ
ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ ñîãëàñíî [134]. Òàê êàê (n1, n2) = 1, òî, êàê èçâåñòíî, ïðîèç-
âåäåíèå ãåíåðàòîðîâ ýòèõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì íîðìàëüíîãî áàçèñà â
ïîëå GF (pn). Åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíàì
ãåíåðàòîðîâ ýòèõ áàçèñîâ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ îòíîñèòåëüíî n ñ ïîìîùüþ ñëåäóþ-
ùåãî

Óïðàæíåíèå 2.5.16 Åñëè f1, f2 ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû íîðìàëüíûõ áàçèñîâ â ïîëÿõ
GF (pn1), GF (pn2), ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ {αi, i = 0, . . . , n1} è {βi, i = 0, . . . , n2} òî ìèíè-
ìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòîâ αiβj ðàâåí

∏

i,j

(x− αiβj) =
∏

i

αn2
i f2(x/αi).

Òàê êàê ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íîðìàëüíîãî áàçèñà íåïðèâîäèì, òî òåì ñàìûì ñ ïîëè-
íîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ ïîñòðîåí íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì GF (p).

Â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ GNB ñ ãåíåðàòîðîì, èìåþùèì ìóëüòèïëèêàòèâíûé ïî-
ðÿäîê (2n − 1)/n â [99] ïðè n íå êðàòíîì 8 óêàçàí ïîëèíîìèàëüíûé ïî ñëîæíîñòè àëãîðèòì
ïîðîæäåíèÿ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ (è ñîîòâåòñòâåííî ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ) â ïîëå
GF (2n) . Äîïóñòèì, ÷òî â ïîëå GF (2n) ïîñòðîåí GNB ñ ãåíåðàòîðîì α ïîðÿäêà e ≥ (2n−1)/n.
Ïîëîæèì d = (2n−1)/e. Ïðåäñòàâèì d â âèäå d1d2, ãäå (d2, e) = 1, è êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü
d1 äåëèò e. Íàéäåì βi ∈ GF (2n), òàêèå, ÷òî βd1

1 = α, βd2
2 = 1. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äåòåðìèíèðî-

âàííî ñî ñëîæíîñòüþ n7/2+εn ñîãëàñíî [105], ðàçëàãàÿ äâó÷ëåíû íà ìíîæèòåëè. Î÷åâèäíî β1

èìååò ïîðÿäîê ed1, à çíà÷èò β1β2 ñîãëàñíî èçâåñòíîé ëåììå èìååò ïîðÿäîê ed1d2 = 2n−1, òàê
êàê (ed1, d2) = 1. Ïîýòîìó β1β2 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì. Âû÷èñëÿÿ ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí ýòîãî ýëåìåíòà, ïîëó÷àåì ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.

Òàê ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ e = 3, 7, 15 è ò.ä., òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà
ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ôàêò.
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Óïðàæíåíèå 2.5.17 Åñëè d = pk− 1, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xd = α â ïîëå GF (pn) ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé ñèñòåìû íàä GF (p) ñ n íåèçâåñòíûìè.

Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå xd = α ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ xpk

= αx, êîòîðîå â íîðìàëüíîì
áàçèñå (äà è â ñòàíäàðòíîì òîæå) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé ñèñòåìû íàä GF (p) ñ n
íåèçâåñòíûìè. Åñëè áàçèñ ÿâëÿåòñÿ GNB èëè âîîáùå áàçèñîì íèçêîé ñëîæíîñòè è α � åãî
ýëåìåíò, òî ýòà ñèñòåìà èìååò ðåäêóþ ìàòðèöó, ò.å. ìàòðèöó ñ O(n) íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

2.5.8 Ðåäóíäàíòíûå áàçèñû
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ GF (q) ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå åãî ðàñøèðåíèå, ñîäåðæàùåå êîðíè
n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû, äðóãèìè ñëîâàìè ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xn − 1. Íàçîâåì
ýòî ïîëå öèêëîòîìè÷åñêèì è îáîçíà÷èì K(n). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ GF (qn) îáîçíà÷èì
K(m(n)) íàèìåíüøåå ñîäåðæàùåå åãî öèêëîòîìè÷åñêîå ïîëå. Ýòî íàèìåíüøåå ïîëå, â êîòîðîì
ìîæíî âûïîëíèòü ÄÏÔ, íå âûïîëíèìîå â ïîëå GF (qn).

Ïðèâåäåì òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè m(n).

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
m 3 7 5 11 9 29 17 19 11 23 13 53 29 31 19

Ïîëå GF (qn) ðàññìàòðèâàåì êàê âëîæåííîå â ïîëå K(m(n)). Ïóñòü ζ ∈ K(m(n)) ïðèìèòèâíûé
êîðåíü ñòåïåíè m(n) èç åäèíèöû. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó {ζa, a = 0, . . . , m(n) − 1} è íàòÿíóòîå
íà íåå ïîäïðîñòðàíñòâî â ïîëå K(m(n)). Î÷åâèäíî îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ, à çíà÷èò, ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, è îòíîñèòåëüíî èíâåðòèðîâàíèÿ, ò.å.
îíî îáðàçóåò ïîäïîëå â ïîëå K(m(n)). Ýòî ïîäïîëå ÿâëÿåòñÿ öèêëîòîìè÷åñêèì è ñîâïàäàåò
ïîýòîìó ñ ïîëåì K(m(n)). Ñèñòåìó {ζa, a = 0, . . . ,m(n)− 1} íàçîâåì ðåäóíäàíòíûì áàçèñîì
â ïîëÿõ GF (qn) è K(m(n)).

Â îáû÷íîì ñìûñëå ýòè ñèñòåìû ìîãóò íå ÿâëÿòüñÿ áàçèñàìè, òàê êàê ìîãóò áûòü ëèíåéíî
çàâèñèìûìè. Ââåäåíû îíè áûëè â [?]. Ïðèìåðîì ðåäóíäàíòûõ áàçèñîâ ÿâëÿþòñÿ áàçèñû âèäà
{ζa, a = 0, kn}, ãäå ζp = 1, ζ ∈ GF (qd), ãäå d ïîðÿäîê ýëåìåíòà q â ïîëå GF (p), p = kn + 1,
êîòîðûå óæå ïîÿâëÿëèñü ó íàñ ïðè èçó÷åíèè GNB. Î÷åâèäíî, ÷òî K(p) = GF (qd), à òàê
êàê d êðàòíî n, òî m(n) ≤ p. Ïðè k = 1 î÷åâèäíî d = n, m(n) = p. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí fn

íåïðèâîäèì, òî {ζa, a = 0, n − 1}, ãäå ζp = 1, ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò áàçèñ â ïîëå
GF (qn). Ñèñòåìà {ζa, a = 0, n} ÿâëÿåòñÿ ðåäóíäàíòíûì áàçèñîì.

Ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà ïîëÿ GF (qn) èëè ïîëÿ K(m(n)) ïî ðåäóíäàíòíîìó áàçèñó íåîäíî-
çíà÷íî. Óìíîæåíèå â ýòîì áàçèñå î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñ óìíîæåíèåì â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè m(n) ïî ìîäóëþ xm(n)−1. Â [164] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ýòî óìíîæåíèå óäîáíî äëÿ ñõåìíîé
ðåàëèçàöèè, òàê êàê ñîâïàäàåò ñ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêîé.

Â [100] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò GNB òèïà k â ïîëå GF (qn), ñóùåñòâóåò èçî-
ìîðôíîå îòîáðàæåíèå ïîëÿ GF (qn) â êîëüöî Rfp−1 = GF (q)[x]/fp−1 ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ
fp, ãäå p = kn + 1, fp−1 = (xp − 1)/(x− 1).

Ôàêòè÷åñêè ýòî ìû äîêàçàëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Íî ðåäóíäàíòíûé áàçèñ âîçíèêàåò
ôàêòè÷åñêè íå â ýòî êîëüöå, à â êîëüöå R = GF (q)[x]/f ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ f = xp − 1,
èìåííî â íåì óìíîæåíèå ñîâïàäåò ñ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêîé ìíîãî÷ëåíîâ, ïðè÷åì ðåäóíäàíò-
íîìó áàçèñó ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíûé áàçèñ {1, x, x2, . . . , xkn}.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî êîëüöî ñîäåðæèò êàê ïîäêîëüöà êîëüöî Rfp−1 è ïîëå GF (qd). Äåéñòâè-
òåëüíî, êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí

fp = 1 + x + . . . , xp−1,

ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå kn/d íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d

fp =
∏

a∈L

mζa ,
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ãäå L ⊂ K, mζa � ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà ζa. Çíà÷èò ðàçëîæåíèå
íà íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû äâó÷ëåíà xp − 1 íàä ïîëåì GF (q) èìååò âèä

xp − 1 = (x1)
∏

a∈L

mζa = (x− 1)
∏

i

gi,

Ïîýòîìó ñîãëàñíî àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ êîëüöî R èçî-
ìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ êîëåö Rfp−1 è GF (q), à ïîäêîëüöî êîëüöà R , ïîðîæäåííîå áàçè-
ñîì {x, x2, . . . , xkn}, èçîìîðôíî êîëüöó Rfp−1 è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ îíîñèòåëüíî áàçèñà
{1, x, x2, . . . , xkn−1}. Âçàèìíûé ïåðåõîä ìåæäó ýòèìè áàçèñàìè âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ
kn− 1 è áûë îïèñàí â ðàçäåëå îá ONB.

Òàê êàê âñå gi íåïðèâîäèìû è èìåþò ñòåïåíü d, òî êîëüöà Rgi
âñå èçîìîðôíû ïîëþ GF (qd).

Î÷åâèäíî, ÷òî êîëüöî GF (qd)nk/d èçîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ êîëåö Rgi
, à çíà÷èò è êîëüöó

Rfp−1 , è ìîæåò ðàñìàòðèâàòüñÿ êàê ïîäêîëüöî êîëüöà R. Òàê êàê äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå
x → (x, x, . . . , x) èçîìîðôíî âêëàäûâàåò ïîëå GF (qd) â êîëüöî Rfp−1 , òî îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ïîëå GF (qd) ìîæíî âëîæèòü (è ìíîãèìè ðàçíûìè âëîæåíèÿìè ) â ïîäêîëüöî êîëüöà R,
ïîðîæäåííîå áàçèñîì {x, x2, . . . , xkn}, êîòîðûé ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ðåäóíäàíòíûì áàçèñîì
{ζa, a = 1, kn}, ãäå ζp = 1, ζ ∈ GF (qd). Ðàçëè÷íûì âëîæåíèÿì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå
ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà ïîëÿ GF (qd) ïî ýòîìó ¾áàçèñó¿. Íàñ èíòåðåñóþò âëîæåíèÿ ïîäïîëÿ
GF (qn). Îäíî èç íèõ áûëî óêàçàíî ïðè ïîñòðîåíèè GNB. Äåéñòâèòåëüíî, â ïîëå GF (qn)
ñóùåñòâóåò GNB òèïà k {α0, . . . , αn−1}, ãäå

αi =
∑

a∈Ki

ζa, i = 0, . . . , n− 1,

Ki = qiK, i = 0, . . . , n − 1 �ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå K, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì γ
ïîðÿäêà k, è

{1, . . . , kn} = K1 ∪ . . . Kn.

Ðàçëàãàÿ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a ïîëÿ GF (qn) ïî ýòîìó áàçèñó

a =
n−1∑

i=0

aiαi

è âûðàæàÿ ýòîò áàçèñ ÷åðåç ðåäóíäàíòíûé áàçèñ, ïîëó÷àåì, ÷òî â ïîñëåäíåì ýëåìåíò a ìîæ-
íî îäíîçíà÷íî çàïèñàòü ñ ñîáëþäåíèåì óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè êîýôôèöèåíòîâ, à èìåííî
ðàâåíñòâà âñåõ ïàð êîýôôèöèåíòîâ ci, cj , åñëè èíäåêñû i, j ëåæàò â îäíîì ñìåæíîì êëàññå
ïî K. Ïåðåõîä ìåæäó êîîîðäèíàòàìè â GNB è êîîðäèíàòàìè â ðåäóíäàíòíîì áàçèñå äåëàåò-
ñÿ áåñïëàòíî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè. Ìîæíî âìåñòî ðåäóíäàíòíîãî áàçèñà
âçÿòü ðàññìàòðèâàâøèéñÿ áàçèñ {x, x2, . . . , xkn} â ïîäêîëüöå êîëüöà R, è ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
ýòîãî ïîäêîëüöà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ýòîì áàçèñå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííî-
ñòè, îáðàçóåò ïîäêîëüöî, èçîìîðôíîå ïîëþ GF (qn). Äëÿ ïðîâåðêè èçîìîðôíîñòè äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîñòü åñòåñòâåííîãî èçîìîðôèçìà, è ñîõðàíåíèå îïåðàöèé ïðè
íåì, à ýòî áûëî äîêàçàíî â ðàçäåëå î GNB. Âûïîëíåíèå óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (qn) ïîýòîìó
ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ óìíîæåíèÿ â èçîìîðôíîì åìó ïîäêîëüöå êîëüöà R îòíîñèòåëüíî áà-
çèñà {1, x, x2, . . . , xkn}. Ýòî óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêîé è âûïîëíÿåòñÿ âåñüìà
ðåãóëÿðíîé ñõåìîé ñëîæíîñòè 2(kn + 1)(kn + 1) è ãëóáèíû dlog2 2kne, êàê áûëî îòìå÷åíî â
[164]. Åñëè q = 2, òî ñõåìà áóäåò ëîãè÷åñêîé. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïåðâóþ êîîðäèíòàòó ìîæíî
ñ÷èòàòü íóëåâîé, òî ÷èñëî óìíîæåíèé óìåíüøàåòñÿ íà kn + 1, è ÷èñëî ñëîæåíèé íà kn. Íî
åñëè ó÷åñòü ïåðåõîä ê áàçèñó {x, x2, . . . , xkn}, òî kn ñëîæåíèé ïðèäåòñÿ äîáàâèòü. Íî åñëè
ó÷åñòü, ÷òî ñðåäè nk êîîðäèíàò ýëåìåíòà ïîäêîëüöà, èçîìîðôíîãî ïîäïîëþ, ñîãëàñíî óñëî-
âèþ ñîãëàñîâàííîñòè òîëüêî n ðàçëè÷íûõ (êàæäàÿ èç êîòîðûõ äóáëèðóåòñÿ k ðàç), òî ÷èñëî
óìíîæåíèé â ñõåìå óìåíüøàåòñÿ äî n2, à åñëè ó÷åñòü, ÷òî âìåñòî kn êîîðäèíàò äîñòàòî÷íî
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âû÷èñëèòü n, òî è ÷èñëî ñëîæåíèé óìåíüøàåòñÿ äî n(kn − 2), à ìîæåò îêàçàòüñÿ è ìåíüøå
èç-çà âîçìîæíîé ñêëåéêè ñëàãàåìûõ.

Ïðè k = 1 ôîðìóëû ïðîùå è èõ ëåãêî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå. Ïðè óìíîæåíèè
n∑

i=1

aix
i íà

n∑
i=1

bix
i ïî ìîäóëþ xp − 1, p = n + 1, ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåí

n∑
i=0

cix
i, ãäå

ci =
n∑

j=1

ajbi−j mod p = i = 0, . . . , n

ãäå b0 = 0, è êàæäàÿ ñóììà ñîäåðæèò íà ñàìîì äåëå n−1 ñëàãàåìîå, êðîìå ïåðâîé, â êîòîðîé
n ñëàãàåìûõ. Äàëåå åãî ïåðåïèñûâàåòì â âèäå

n∑

i=1

Cix
i, Ci = ci + c0 =

n∑

j=1

(ajbi−j mod p + ajbp−j).

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà

C1 =
n∑

j=2

ajb1−j mod p +
n∑

j=1

ajbp−j

ñîäåðæèò 2n − 1 ñëàãàåìûõ è îñòàëüíûå ôîðìû ñòîëüêî æå. Òàê êàê áàçèñ ζ, . . . , ζn ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ONB ïåðâîãî òèïà, òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà óìíîæåíèÿ ýêâèâàëåíòíà
ôîðìóëå Ìåññè-Îìóðà äëÿ ýòîãî áàçèñà. Íî åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùåé ôîðìóëîé,
òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ óìåíüøàåòñÿ äî 2n2 − 1çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ãëóáèíû íà åäèíèöó.
Óêàçàííàÿ ñõåìà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé, ïîëó÷åííîé
â [143].

Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ïî ìîäóëþ xp − 1 ìîæíî âûïîëíèòü, èñïîëüçóÿ òðþê
Êàðàöóáû. Ïóñòü n = 2m. Ïðåäñòàâëÿÿ

a(x) = a0(x) + xm+1a1(x), b(x) = b0(x) + xm+1b1(x),

è âû÷èñëÿÿ ïðîèçâåäåíèå ïî ìîäóëþ xn+1 − 1 ïî ôîðìóëàì

c0 = a0b0 + a1b1x, c1 = a0b1 + a1b0 = (a0 + a1)(b0 + b1)− c0 = d0 + d1x
m,

c(x) = c0 + xm+1c1 mod x2m+1 − 1 = c0 + d1 + xm+1d0

ñî ñëîæíîñòüþ íå áîëåå M(m) + 2M(m + 1) + 2m− 1 + m + m + 2m + 2m = M(m) + 2M(m +
1) + 8m− 1, ãäå M(m) ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m− 1.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 2. Â ýòîì ñëó÷àå áàçèñ ζ, . . . , ζkn ñîîòâåñòâóåò ONB âòîðîãî èëè
òðåòüåãî òèïà, â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà ýëåìåíòà q â ïîëå GF (p). Åñëè ïîðÿäîê d ðàâåí 2n,
òî ïîëó÷àåòñÿ âòîðîé òèï, à åñëè d = n, òî òðåòèé. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ γ = −1 mod p, áèëèíåéíàÿ
ôîðìà

C1 =
2n∑

j=2

ajb2n+2−j mod p +
2n∑

j=1

ajb2n+1−j

ñîäåðæèò 2n− 1 + 2n = 4n− 1 ñëàãàåìûõ.
Â ñëó÷àå áàçèñà âòîðîãî òèïà αi åñòü ïåðåñòàíîâêà ζi + ζ−i = ζi + ζ2n+1−i, i = 1, . . . , n

ïîýòîìó èç 2n êîîðäèíàò ïðîèçâåäåíèÿ äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü òîëüêî òó ïîëîâèíó, êîòîðàÿ
èìååò íîìåðà îò 1 äî n, è â ôîðìóëå äëÿ C1 íàäî îòîæäåñòâèòü ïåðåìåííûå ïî ïðàâèëó
ai = a2n+1−i, bi = b2n+1−i. Òîãäà áèëèíåéíàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò âèä

C1 =
n∑

j=2

ajbj−1 +
n∑

j=1

an+1−jbn+2−j +
n∑

j=1

ajbj +
n∑

j=1

ajjbj =
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=
n∑

j=2

ajbj−1 +
n∑

j=1

an+1−jbn+2−j .

=
n∑

j=2

ajbj−1 +
n−1∑

j=1

ajbj+1 + anbn.

Îíà ñîñòîèò èç 2n−1 ñëàãàåìûõ. Òàê êàê âûáðàííûå êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè
â ONB, òî îñòàëüíûå áèëèíåéíûå ôîðìû ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâîé öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì ïåðå-
ìåííûõ. Ïîëó÷èëèñü òå æå ñàìûå ôîðìóëû óìíîæåíèÿ â ONB Ìåññè-Îìóðà. Â ñëó÷àå áàçèñà
òðåòüåãî òèïà âåðíî òî æå ñàìîå, íî âûáîð íîìåðîâ êîîðäèíàò, êîòîðûå íàäî âû÷èñëÿòü, è
ïðàâèëî îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ áîëåå ñëîæíû.

2.5.9 Ïðèìåð ñõåìíîãî èíâåðòèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðåäóíäàíòíîãî áàçèñà

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (2n), ãäå 2 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåí-
òîì â ïîëå GF (p), p = n + 1 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óìíîæåíèåì â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ ïî
ìîäóëþ xp − 1, íåâçèðàÿ íà íåîäíîçíà÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ â òàêîì âèäå. Äëÿ ïåðåõîäà ê
îäíîçíà÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå ñëîæíîñòè n è ãëóáèíû
1:

Ai = ai + a0, i = 1, . . . n.

Óìíîæåíèå â ýòîì ðåäóíäàíòíîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ, êàê îòìå÷àëîñü, öèêëè÷åñêîé ñâåðòêîé, è
âûïîëíÿåòñÿ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòüþ p2 è àääèòèâíîé ñëîæíîñòüþ p(p − 1). Ýòà
ñëîæíîñòü íåñêîëüêî âûøå ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ñ ìíîãî÷ëåíîì xn +
. . . + 1 è â ñîîòâåòñòâóþùåì ONB, îäíàêî ãëóáèíà íà åäèíèöó ìåíüøå, òàê êàê ðàâíà 1 +
dlog2 pe. À òàê êàê âîçâåäåíèå â êâàäðàò â ýòîì áàçèñå ñâîäèòñÿ ê ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàò
è ïðè ñõåìíîé ðåàëèçàöèè âûïîëíÿåòñÿ áåñïëàòíî, òî âûïîëíåíèå èíâåðòèðîâàíèÿ â ýòîì
áàçèñå ïî ôîðìóëå

x−1 = x2n−2

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ãëóáèíû

d(n− 1)(1 + dlog2 pe) + 1,

ãäå d(n−1) = dlog2(n−1)e � ìèíèìàëüíàÿ ãëóáèíà àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ n−1, ó êîòîðîé
âñå øàãè ëèíåéíû, êðîìå óäâîåíèé.

Óïðàæíåíèå 2.5.18 Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Íàïðèìåð, äëÿ n = 28 öåïî÷êîé ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè 6 ÿâëÿåòñÿ 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27 íî
öåïî÷êà áîëüøåé ñëîæíîñòè 1, 2, 3, 4, 8, 11, 16, 27 ëèíåéíîé èìååò ìåíüøóþ ãëóáèíó 5. Ïî íåé
ìîæíî ïîñòðîèòü öåïî÷êó äëÿ âû÷èñëåíèÿ 227−1, â êîòîðîé âñå íåóäâàèâàþùèå øàãè èìåþò
âèä

1, 22 − 1, 23 − 1, 24 − 1, 28 − 1, 211 − 1, 216 − 1, 227 − 1

è êîòîðàÿ òàêæå èìååò ãëóáèíó 5, åñëè èãíîðèðîâàòü óäâàèâàþùèå øàãè.
Ïîýòîìó ãëóáèíà èíâåðòèðóþùåé ñõåìû ðàâíà 5 ·6+1 = 31. Åäèíèöà äîáàâëÿåòñÿ ïîòîìó,

÷òî ðåçóëüòàò íàäî ïðèâåñòè ê âèäó â ñòàíäàðòíîì èëè íîðìàëüíîì áàçèñå. Ñëîæíîñòü ñõåìû
ðàâíà (d(n− 1) + ν2(n− 1)− 2)(n + 1)(2n + 1) = 11571. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
íåîïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ïîëÿ GF (228) ñõåìó ãëóáèíû 27 è
âòðîå ìåíüøåé ñëîæíîñòè.
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2.5.10 Ïðèìåð ñõåìû óìíîæåíèÿ â GNB

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ GF (213) â ðåäóíäàíòíîì áàçèñå ζi, i = 1, . . . , 52, ζ53 = 1, ò.å.
â âèäå ìíîãî÷ëåíà

52∑

i=1

aiζ
i

èç êîëüöà R ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ x53+1 ñ óñëîâèÿìè ñîãëàñîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ: ai = aj ,
åñëè i ∈ jK, ãäå K = {1, 30, 52, 23} = {1,−23,−1, 23}� ïîäãðóïïà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ãðóïïå
GF (53){0}. Òàê êàê âûøå áûëî íàéäåíî, ÷òî

K = {1,−23,−1, 23},K1 = {2,−2, 7,−7},K2 = {4,−4, 14,−14},K3 = {8,−8, 25,−25},

K4 = 24K = {16,−16, 3,−3},K5 = 25K = {21,−21, 6,−6},K6 = 26K = {11,−11, 12,−12},
K7 = 27K = {22,−22, 24,−24},K8 = 28K = {9,−9, 5,−5},K9 = 29K = {18,−18, 10,−10},

K10 = 210K = {17,−17, 20,−20},K11 = 211K = {19,−19, 13,−13},
K12 = 212K = {15,−15, 26,−26}

åñòü ðàçáèåíèå ãðóïïû GF (53){0} íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñìåæíûå êëàññû, òî

a1 = a23 = a30 = a52, a2 = a7 = a46 = a51,

a3 = a16 = a37 = a50, a4 = a14 = a39 = a49,

a5 = a9 = a44 = a48, a6 = a21 = a32 = a47,

a8 = a25 = a28 = a45, a10 = a18 = a35 = a43,

a11 = a12 = a41 = a42, a13 = a19 = a40 = a34,

a15 = a26 = a27 = a38, a17 = a20 = a33 = a36,

a22 = a24 = a29 = a31.

Óìíîæèì ýòîò ìíîãî÷ëåí íà ïîäîáíûé æå ìíîãî÷ëåí b(x) ïî ìîäóëþ x53 + 1, ò.å. âûïîëíèì
öèêëè÷åñêóþ ñâåðòêó ïî ôîðìóëàì

ci =
52∑

j=0

ajbi−j mod 53, i = 0, . . . , 52,

ôîðìàëüíî ïîëîæèâ a0 = b0 = 0, è óäàëèì ñâîáîäíûé ÷ëåí, âûïîëíèâ ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ
1 + x + . . . x52. Íîâûå êîýôôèöèåíòû ïðè ýòîì áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì

Ci = ci + c0, i = 1, . . . , 52.

Íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè, ïîýòî-
ìó ðàçëè÷íûõ ñðåäè íèõ áóäåò òîëüêî 13. Îñòàâëÿÿ òîëüêî èõ, ïîëó÷àåì ïðàâèëî óìíîæåíèÿ
â GNB òèïà 4 â ïîëå GF (213). Ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ ïîëó-
÷åííûì ðàíåå äðóãèì ñïîñîáîì ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ, à èìåííî ñ ïðàâèëîì Ìåññè-Îìóðû

zi = (i, i⊕ 1) + (i⊕ 1, i⊕ 3) + (i⊕ 1, i⊕ 4) + (i⊕ 1, i⊕ 5) + (i⊕ 2, i⊕ 4) + (i⊕ 2, i⊕ 8)+

+(i⊕ 2, i⊕ 11) + (i⊕ 2, i⊕ 12) + (i⊕ 3, i⊕ 7) + (i⊕ 3, i⊕ 8) + (i⊕ 3, i⊕ 12)+

+(i⊕ 4, i⊕ 12) + (i⊕ 4, i⊕ 10) + (i⊕ 5, i⊕ 7) + (i⊕ 5, i⊕ 8) + (i⊕ 5, i⊕ 10)+

+(i⊕ 6, i⊕ 9) + (i⊕ 6, i⊕ 11) + (i⊕ 8, i⊕ 9) + (i⊕ 9, i⊕ 10)+
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+(i⊕ 9, i⊕ 11) + (i⊕ 10, i⊕ 11) + (i⊕ 12).

Ñëîæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî GNB, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ðàâíà ÷èñëó îäíî÷ëåííûõ ñëàãà-
åìûõ â áèëèíåéíîé ôîðìå, ò.å. 22 · 2 + 1 = 45. Àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè îäíîé
êîîðäèíàòû ðàâíà 44, à àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü âñåé ñõåìû 13 ·44. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ìóëüòïëè-
êàòèâíàÿ ñëîæíîñòü î÷åâèäíî ðàâíà 132, òî òîòàëüíàÿ ñëîæíîñòü ñõåìû ðàâíà

13 · (44 + 13) = 741.

Ãëóáèíà ñõåìû ðàâíà 7. Äàëåå áóäåò óêàçàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áîëåå ïðîñòîé ñõåìû.

2.5.11 Áûñòðîå ïðîãðàììíîå èíâåðòèðîâàíèå
Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñëó÷àé q = 2, ò.å. èìååì äåëî òîëüêî ñ ïîëÿìè GF (2n) è
áàçèñàìè â íèõ.

Äëÿ ëþáîãî ñòàíäàðòíîãî áàçèñà èíâåðòèðîâàíèå ìîæíî âûïîëíÿòü ñ ïîìîùüþ EEA �
ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà. Íàïðèìåð, â [?] åãî ïðèìåíÿþò äëÿ ïîëÿ GF (2163 è ñòàí-
äàðòíîãî áàçèñà, ïîðîæäåííîãî êîðíåì ïÿòè÷ëåíà

x163 + x7 + x6 + x3 + 1,

òàê êàê ýòî îäíî èç ïîëåé è îäèí èç áàçèñîâ, ðåêîìåíäîâàííûõ ñòàíäàðòîì NIST.
Íà êàæäîì øàãå EEA âìåñòî äåëåíèÿ ñ îòñòàòêîì ìîæíî âûïîëíÿòü âû÷èòàíèå äåëè-

òåëÿ, óìíîæåííîãî íà ñòåïåíü ïåðåìåííîé. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì â îáùåì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê
òàêèì îïåðàöèÿì, íî èõ èñïîëüçîâàíèå óäîáíåå. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, íàïðèìåð ñîãëàñíî [107]
íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé îêàçàëàñü èìåííî òàêàÿ âåðñèÿ EEA. Åãî öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
äëÿ ëþáûõ äàííûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ a(x), f(x) òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ b(x), d(x), ÷òî
ba+df = 1. Òîãäà î÷åâèäíî ab = 1 mod f, ò.å. a−1 = b(modf. Âî âðåìÿ åãî ðàáîòû âû÷èñëÿþò-
ñÿ ìíîãî÷ëåíû b, d, u, v, êîòîðûå ïîñëå ëþáîãî øàãà àëãîðèòìà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
ba = u mod f, ca = v mod f. Íà ïåðâîì øàãå ïîëàãàåì b = 1, c = 0, u = a, v = f. Î÷åâèäíî
óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíåíû. Íà î÷åðåäíîì øàãå íàõîäèì j = deg u − deg v è åñëè
j ≥ 0, òî èç u âû÷èòàåì xjv, ò.å. ïðèñâàèâàåì u = u + xjv è àíàëîãè÷íî ïîëàãàåì b = b + xjc.
Òîãäà áóäóò âûïîëíåíû óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ, òàê êàê ïî ìîäóëþ f íîâîå çíà÷åíèå

ba = ba + xjac = u + xjac = u + xjv = u mod f.

Åñëè æå j < 0, òî ìåíÿåì ìåñòàìè u ñ v è b ñ c, ìåíÿåì çíàê ó j, ò.å. ïðèñâàèâàåì j = −j,
è äåëàåì äëÿ u, v òå æå ïðèñâàèâàíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå j ≥ 0. Òîãäà òîæå áóäóò âûïîëíåíû
óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ, òàê êàê

ca = ba = u = v mod f,

ba = ca = v = u mod f.

Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà max{deg u,deg v} óìåíüøàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà 1, çà èñêëþ-
÷åíèåì ñëó÷àÿ deg u = deg v, à â ñðåäíåì, ñîãëàñíî [107], íà 2. Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáî-
òó, êîãäà deg u = 0, ò.å. u = 1. Òîãäà î÷åâèäíî ba = 1, b = a−1 mod f. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
deg u > deg v, òî íà î÷åðåäíîì øàãå óìåíüøàåòñÿ deg u, íî íå ìåíÿþòñÿ íè v íè c.

Îáîçíà÷èì di ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ u â òå ìîìåíòû, êîãäà deg u < deg v (ïîñëå ÷åãî u è
v ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè è îïÿòü ñòàíîâèòñÿ deg u > deg v). Ïîëîæèì d0 = n. Â ñàìîì íà÷àëå
deg v = n > deg a = deg u, ïîýòîìó d1 = deg u < n. Â ýòîò ìîìåíò c = 1, b = 0 è íà ñëåäóþùåì
øàãå deg b = d0 − deg v = d0 − d1 > deg c = 0 è ýòà ñòåïåíü íå ìåíÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè u è v âî âòîðîé ðàç. Ïîñëå ýòîãî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè b, c è deg b = 0, íî óæå
íà ñëåäóþùåì øàãå deg b = d0−d1+d1−d2 = d0−d2, òàê êàê â ýòî ìîìåíò deg u−deg v = d1−d2.
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Ïðîäîëæàÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ äàëåå, âèäèì, ÷òî âñåãäà deg b ≤ d0 < n, ïîýòîìó ïðèâåäåíèå
ïî ìîäóëþ f âûïîëíÿòü íå íàäî.

Åäèíñòâåííàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, èñïîëüçóåìàÿ â ýòîì àëãîðèòìå, ôàêòè÷åñêè îçíà-
÷àåò ñäâèã ìàññèâà êîýôôèöèåíòîâ íà j áèòîâ âïðàâî è âûïîëíÿåòñÿ áûñòðî. Åùå áîëüøåãî
óñêîðåíèÿ ìîæíî äîñòè÷ü, åñëè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ õðàíèòü íå â âèäå ìàññèâîâ áè-
òîâ, à â âèäå ìàññèâîâ ìàøèííûõ ñëîâ � w-áèòíûõ öåëûõ ÷èñåë (w = 32, 64). Íî òîãäà îïå-
ðàöèÿ ñäâèãà ìàññèâà áóäåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ íå òîëüêî îïåðàöèè ïåðåñûëêè, íî è îïåðàöèè
âûäåëåíèÿ ïðåôèêñà è ïîñòôèêñà äàííîé äëèíû â ìàøèííîì ñëîâå è îïåðàöèè ïîáèòîâîãî
XOR.

Â [150] áûë ïðåäëîæåí ¾ïî÷òè èíâåðñíûé¿ àëãîðèòì AIA, êîòîðûé ïðîèçâîäèò âïå÷àòëå-
íèå áîëåå áûñòðîãî. Â íåì âíà÷àëå íàõîäèòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí b(x), ÷òî b(x)a(x) = xk mod f,
à ïîòîì âû÷èñëÿåòñÿ a−1 êàê b(x)g(x), ãäå g(x)xk = 1 mod f, ò.å. g(x) = x−k mod f. Ïðè ýòîì
âñåãäà k ≤ 2n − 1. Äëÿ íàõîæäåíèÿ b âíà÷àëå ïîëàãàåì b = 1, c = 0, u = a, v = f, k = 0. Âî
âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû âñåãäà

b(x)a(x) = u(x)xk mod f, c(x)a(x) = v(x)xk mod f.

Ïîêà u(x) äåëèòñÿ íà x âûïîëíÿåì ïðèñâàèâàíèÿ u(x) = u(x)/x, c(x) = c(x)x, k = k + 1. Åñëè
u = 1 àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó è âîçâðàùàåò ðåçóëüòàò � ìíîãî÷ëåí b(x) è ÷èñëî k. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàáîòà ïðîäîëæàåòñÿ è åñëè deg u < deg v, òî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè u è v, à
ïîòîì b è c. Äàëåå, íåçàâèñèìî îò òîãî, âûïîëíÿëàñü ýòà ïåðåñòàíîâêà èëè íåò, âûïîëíÿþòñÿ
ïðèñâàèâàíèÿ u = u + v, b = b + c è äåëàåòñÿ ïåðåõîä ê íà÷àëó öèêëà äåëåíèÿ íà x, ïðè÷åì
äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ äåëèìîñòè íà x íå äåëàåòñÿ, òàê êàê ýòî
óñëîâèå âñåãäà âûïîëíåíî. Îïåðàöèÿ ïðèáàâëåíèÿ 1 ê k äåëàåòñÿ íå áîëåå 2n− 1 ðàç.

Óïðàæíåíèå 2.5.19 Äîêàæèòå ýòî, à òàêæå èíâàðèàíòíñòü ñîîòíîøåíèé

b(x)a(x) = xku mod f, c(x)a(x) = xkv mod f

âî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

Îïåðàöèÿ äåëåíèÿ íà x â ýòîì àëãîðèòìå îçíà÷àåò ïðîñòî ñäâèã ìàññèâà âëåâî íà îäèí
áèò. Êàê è â AEA, çäåñü òîæå íàäî ðàáîòàòü íå ñ áèòàìè, à ñ ìàøèííûìè ñëîâàìè.

Àëãîðèòì AIA ïîõîæ íà AEA, òîëüêî óäàëåíèå áèòîâ â u è v â íåì âûïîëíÿåòñÿ, íà÷èíàÿ
ñ ìëàäøèõ áèòîâ. Íî åùå áîëåå ïîõîæ îí áèíàðíûé àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ÷èñåë, îïèñàííûé
â [39]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîì óáåäèòñÿ, íàçîâåì ìíîãî÷ëåí ÷åòíûì, åñëè åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí
ðàâåí íóëþ, è íå÷åòíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà äåëåíèå ÷åòíîãî ìíîãî÷ëåíà íà x ñîîò-
âåòñòâóåò äåëåíèþ ÷åòíîãî ÷èñëà íà 2, óìíîæåíèå æå ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà íà x ñîîòâåòñòâóåò
óìíîæåíèþ ÷èñëà íà 2.

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ b(x), òàêîãî ÷òî b(x)a(x) = xk mod f, íàäî íàéòè g(x),deg g < n, òàêîé
÷òî g(x)xk = b(x) mod f, òîãäà a−1 = g. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî â [150] ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ
ïðîöåäóðà. Îïðåäåëèì ïî äàííîìó íåïðèâîäèìîìó ìíîãî÷ëåíó f ÷èñëî s = min{i ≥ 1, fi = 1}.
Òîãäà f(x) = 1 + xsh(x). Íàïðèìåð, äëÿ èñïîëüçóåìîãî â [107]

x163 + x7 + x6 + x3 + 1

÷èñëî s = 3, à äëÿ èñïîëüçóåìîãî â [150]

x155 + x62 + 1

÷èñëî s = 62. Âûäåëèì â b(x) s ìëàäøèõ áèòîâ è îáîçíà÷èì b′(x) îïðåäåëÿåìûé èìè ìíîãî-
÷ëåí, òîãäà b(x) = b′(x) + xsd(x). Ïîýòîìó b′(x)f(x) + b = xs(d(x) + b′(x)h(x) äåëèòñÿ íà xs

(èìååò íóëåâûå s ìëàäøèõ áèòîâ), çíà÷èò b′′(x) = (b′(x)f(x) + b)/xs èìååò ñòåïåíü ìåíüøå
n è ïîýòîìó b′′(x) = b(x)x−s mod f, òàê êàê b′′(x)xs = b(x) mod f. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó
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dk/se ðàç (â ïîñëåäíèé ðàç âìåñòî s áåðåòñÿ k− (dk/se−1)s), ïîëó÷àåì a(x) = b(x)x−k mod f.
Óìíîæåíèå b′(x) íà f(x) áûñòðàÿ ïðîöåäóðà òîëüêî åñëè f(x) � ìàëî÷ëåí. Íî èìåííî îíè
è èñïîëüçóþòñÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðàõ. Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ b(x)x−k mod f òåì ìåíü-
øå, ÷åì áîëüøå s, ïîýòîìó âî âòîðîì ïðèìåðå îíî êîíå÷íî ìåíüøå, ÷åì â ïåðâîì. Â [150]
ðåêîìåíäóþò âûáèðàòü s = 32, à íå 62. ×èñëî ïîâòîðåíèé îïåðàöèè b(x)x−s mod f ïðè ýòîì
âîçðàñòàåò èíîãäà ïî÷òè â äâà ðàçà, íî ñàìà îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïðîùå, òàê êàê

d(x) + b′(x)h(x) = d(x) + b′(x)x62−s + b′(x)x155−s,

è õîòÿ çäåñü ïðèõîäèòñÿ äåëàòü äâà ñäâèãà, à íå îäèí, çàòî b′ çäåñü ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíèì
ìàøèííûì ñëîâîì.

Äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèÿ a(x) = b(x)x−k mod f ïðè ìàëûõ s â [107] ïðåäëîæèëè âêëþ-
÷èòü åå íåïîñðåäñòâåííî â àëãîðèòì AIA, à èìåííî, ïîñëå òîãî, êàê â öèêëå áûëî âûïîëíåíî
äåëåíèå u(x) íà x, âûïîëíÿåòñÿ äåëåíèå b(x) íà x, à åñëè îíî íåâîçìîæíî, òî äåëåíèå b(x)+f(x)
íà x, óìíîæåíèå c íà x íå âûïîëíÿåòñÿ, à ïåðåìåííàÿ k â ïðîãðàììå íå èñïîëüçóåòñÿ. Òîãäà
âìåñòî ñîîòíîøåíèé

b(x)a(x) = xku mod f, c(x)a(x) = xkv mod f

èíâàðèàíòûìè áóäóò ñîîòíîøåíèÿ

b(x)a(x) = u mod f, c(x)a(x) = v mod f

Óïðàæíåíèå 2.5.20 Äîêàæèòå ýòî.

Â [107] ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýòèõ àëãîðèòìîâ, è âûÿñíèëîñü, ÷òî ïðè ìàëûõ s äåéñòâè-
òåëüíî ìîäèôèöèðîâàííûé AIA ðàáîòàåò íåìíîãî áûñòðåå, ÷åì AIA, íî äëÿ ìíîãî÷ëåíà

x233 + x74 + 1

AIA, êàê è îæèäàëîñü, ðàáîòàåò ÷óòü áûñòðåå.
Óäèâèòåëüíî òî, ÷òî ñîãëàñíî [107] AEA âî âñåõ òðåõ ðàññìîòðåííûõ òàì ïðèìåðàõ ðà-

áîòàë ÷óòü áûñòðåå, ÷åì AIA. Â [150] ïîäîáíîå ñðàâíåíèå íå ïðîâîäèëîñü, îäíàêî òàì ïîä-
÷åðêèâàåòñÿ âàæíîñòü ïðèìåíåíèÿ äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ïðîãðàììû íåñêîëüêèõ ÷èñòî ïðî-
ãðàììèñòñêèõ òðþêîâ. Ñðåäè íèõ ñëåäóþùèå: èñïîëüçîâàíèå äëÿ õðàíåíèÿ ìàøèííûõ ñëîâ,
îïðåäåëÿþùèõ ìíîãî÷ëåíû u, v, b, c íå ìàññèâîâ, à èíäèâèäóàëüíûõ ïåðåìåííûõ; âìåñòî îá-
ìåíà çíà÷åíèÿìè u, v b, c òðåáóþùåãî 6 îïåðàöèé ïåðåñûëêè, ïèøåòñÿ âòîðàÿ êîïèÿ êîäà ñ
êîïèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ, è êîãäà òðåáóåòñÿ ñäåëàòü óêàçàííûé îáìåí, ïðîñòî
äåëàåòñÿ ïðûæîê â ýòó êîïèþ; òàê êàê ÷èñëî ìàøèííûõ ñëîâ, òðåáóþùèõñÿ äëÿ õðàíåíèÿ
ìíîãî÷ëåíîâ u, v óáûâàåò, à äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ b, c âîçðàñòàåò, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ñ
íèìè ïèøóòñÿ íåñêîëüêî êîïèé êîäà ñî âñåìè âîçìîæíûìè âàðèàíòàìè ÷èñëà èñïîëüçóåìûõ
ïåðåìåííûõ äëÿ õðàíåíèÿ ìàøèííûõ ñëîâ, è â òîò ìîìåíò, êîãäà ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü
â èñïîëüçîâàíèè íîâîé ïåðåìåííîé, äåëàåòñÿ ïåðåêëþ÷åíèå íà âûïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
êîïèè êîäà, ïðè÷åì ýòè êîïèè ïèøóòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ öèêëîâ.

Íåêîòîðîãî óñêîðåíèÿ ìîæíî äîáèòñÿ èñïîëüçóÿ GNB ïðè ìàëûõ k. Âûøå áûëî ïîêàçàíî,
÷òî èíâåðòèðîâàíèå â GNB ñâîäèòñÿ ê èíâåðòèðîâàíèþ â êîëüöå R, ò.å. ê èíâåðòèðîâàíèþ
ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà f = xp − 1, êîòîðîå ìîæíî âûïîëíèòü êàê ñ ïîìîùüþ EEA, òàê è ñ
ïîìîùüþ AIA. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå D.Dahm çàìåòèë, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ONB (ò.å. GNB
òèïà k = 1, 2) âû÷èñëåíèå a(x) = b(x)x−k mod f äåëàåòñÿ ïðîñòî ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîãî
ñäâèãà, òàê êàê x−k mod f = xp−k mod f, ïîýòîìó

a(x) = b(x)x−k = b(x)xp−k mod f =
p−1∑

i=0

bix
i+p−k mod p mod f =

p−1∑

i=0

bix
i−k mod p mod f =
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=
p−1∑

i=0

bi+k mod px
i mod f.

Â ñëó÷àå k = 1 íåñêîëüêî ïîçäíåå òî æå ñàìîå áûëî îòìå÷åíî â [155]. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî
òðþê ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ëþáîãî GNB. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî èíâåðòèðîâàíèå ëþáîãî
ýëåìåíòà a â áàçèñå GNB òèïà k ïðè çàïèñè åãî â âèäå ìíîãî÷ëåíà a(x) ñòåïåíè nk ïî ìîäóëþ
xp− 1, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íà÷èíàåòñÿ ñ åãî îòîáðàæåíèÿ â ïîäêîëüöî êîëüöà R, èçìîðîô-
íîå ðàññìàòðèâàåìîìó ïîëþ GF (qn). Ýòî ïîäêîëüöî ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
nk ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñîãëàñî-
âàííîñòè; ïåðåõîä îò ýëåìåíòà a ê ìíîãî÷ëåíó a(x) è îáðàòíî âûïîëíÿåòñÿ áåñïëàòíî (äëÿ
îáðàòíîãî ïåðåõîäà ýòî âåðíî òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè). Ðàíåå áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí a(x) áóäåò îáðàòèìûì â ýòîì êîëüöå, çíà÷èò áóäåò âçàèìíîïðîñòûì
ñ f(x). Îáðàòíûé ìíîãî÷ëåí a−1(x) ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è åãî ìîæíî íàéòè ñ
ïîìîùüþ AIA è óêàçàííîãî âûøå öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà. Ìíîãî÷ëåí, ñîîòâåñòâóþùèé îáðàò-
íîìó ýëåìåíòó a−1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè êîýôôèöèåíòîâ è èìåþùèé
íóëåâîé ñâîáîäíûé ÷ëåí, î÷åâèäíî áóäåò îáðàòåí ìíîãî÷ëåíó a(x) â êîëüöå R, ñîãëàñíî îòìå-
÷åííîìó âûøå èçîìîðôèçìó, è çíà÷èò ñîâïàäåò ñ ìíîãî÷ëåíîì a−1(x) ñîãëàñíî îòìå÷åííîé
âûøå åäèíñòâåííîñòè. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí a−1(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè
êîýôôèöèåíòîâ è èìååò íóëåâîé ñâîáîäíûé ÷ëåí, ÷òî íå áûëî î÷åâèäíî çàðàíåå. Âûïîëíÿÿ
áåñïëàòíûé ïåðåõîä èç êîëüöà R â ïîëå GF (qn), ìû ïîëó÷àåì èñêîìûé îáðàòíûé ýëåìåíò
a−1 â ýòîì ïîëå.

Â ïîëå GF (2163) ñóùåñòâóò GNB òèïà 4. Âîçìîæíî, åãî ïðèìåíåíèå âìåñòå ñ AIA óñêîðèò
èíâåðòèðîâàíèå â ñðàâíåíèè ñ îïèñàííûìì âûøå ïðèìåíåíèåì ñòàíäàðòíîãî áàçèñà, îäíàêî
íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ñòåïåíè èñïîëüçóåìûõ â ýòîì àëãîðèòìå ìíîãî÷ëåíîâ ìîãóò âîçðàñòè
âïëîòü äî ÷åòûðåõ ðàç.

Áîëåå ýôôåêòèâíî ñ ýòîé öåëüþ èñïîëüçîâàíèå ONB âòîðîãî òèïà äëÿ ïîëÿ GF (2191. Â
ýòîì ñëó÷àå ñòåïåíè èñïîëüçóåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ âîçðàñòàþò òîëüêî â äâà ðàçà. Íî, êàê áûëî
ïîêàçàíî âûøå, óìíîæåíèå â ýòîì áàçèñå ìîæíî ñâåñòè ê óìíîæåíèþ ïî ìîäóëþ 15-÷ëåíà

f(x) = (1 + x27
)h + x26

, h = 1 + x25
+ x25+24

+ x25+24+23
+ . . . + x26−1

ñòåïåíè 191 è ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïî÷òè ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è óìíîæåíèå ïî ìîäóëþ
x191 + . . . + 1.

Çàòî âîçâåäåíèå â êâàäðàò â ONB äåëàåòñÿ áûñòðî, à âîçâåäåíèå â ñòåïåíü 32 åùå áûñòðåå,
òàê êàê òðåáóåò òîëüêî öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà ìàøèííûõ ñëîâ.

Ðàíåå áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ x383 íà f ðàâíî

r(x) = (1 + x27
)h + x192

è ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ f ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà 15-÷ëåí r (ñ âû÷èñëåíèåì òîëüêî ñòàðøèõ
êîýôôèöèåíòîâ íà÷èíàÿ ñ ÷ëåíà x383). Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî âûïîëíèòü, ïðèìåíèâ
îäíîêðàòíóþ èëè äâóêðàòíóþ èòåðàöèþ Êàðàöóáû è ïåðåìíîæèâ ìíîãî÷ëåíû ìàëîé ñòåïåíè,
íàïðèìåð ìåòîäîì, èçëîæåííûì â ðàçäåëå Óìíîæåíèå íà h òðåáóåò 6 ñäâèãîâ (îäèí èç íèõ
íà 32, ïîýòîìó îí î÷åíü ïðîñòîé) è 7 ïîêîìïîíåíòíûõ ñëîæåíèé âåêòîðîâ êîýôôèöèåíòîâ.
Èçáàâèòüñÿ îò ëèøíèõ ïåðåñûëîê ïðè ñäâèãàõ ìîæíî, ïðåäñòàâèâ h = 1 + x25

g, ñíà÷àëà
âûïîëíèâ óìíîæåíèå íà g, ïîòîì ñäâèã íà 32 ïîçèöèè (îçíà÷àþùèé ïðîñòî ñäâèã ìàññèâà
ìàøèííûõ ñëîâ íà åäèíèöó), è ïîòîì âûïîëíèâ ñëîæåíèå âåêòîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç ìàøèííûõ
ñëîâ. Óìíîæåíèå íà 1 + x27 ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó íà âåëè÷èíó, êðàòíóþ w = 32, ÷òî äåëàåòñÿ
ïðîñòî, è ê ñëîæåíèþ. Óìíîæåíèå íà x192 ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó êîýôôèöèåíòîâ íà 192, ïîñëå ÷åãî
äåëàåòñÿ ïîñëåäíåå ñëîæåíèå, â êîòîðîì íàäî ñêëàäûâàòü òîëüêî áèòû ñ íîìåðàìè áîëüøèìè
382

Äðóãîé âàðèàíò îðãàíèçàöèè óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (2191) îñíîâàí íà îïèñàííîì âûøå
ñâåäåíèè ê óìíîæåíèþ â êîëüöå R ïî ìîäóëþ x383− 1. Ñòåïåíè ïåðåìíîæàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
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çäåñü âäâîå áîëüøå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè äàæå ìåòîäà Êàðàöóáû óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ðàáîòû
âòðîå, çàòî ñâîäÿòñÿ ïî÷òè ê íóëþ íàêëàäíûå ðàñõîäû è óïðîùàåòñÿ ïðîãðàììèðîâàíèå. Êàê
îòìå÷àëîñü âûøå, íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ñëîæåíèé â ìåòîäå Êàðàöóáû ýêîíîìèòñÿ áëàãîäàðÿ
ñîâìåñòèìîñòè åãî ñ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêîé. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò â ýòîì êîëüöå ñâîäèòñÿ
ê ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàò, íî âûïîëíÿòü åãî âñå æå ëó÷øå îáû÷íûì ïóòåì âîçâåäåíèÿ â
êâàäðàò ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäâû÷èñëåííîé òàáëèöû è âûïîëíåíèÿ ñäâèãà íà 383 ïîçèöèè è
ñëîæåíèÿ. Ýòè îïåðàöèè òîæå ïðîãðàììèðóþòñÿ ïðîùå, ÷åì âîçâåäåíèå â êâàäðàò ïî ìîäóëþ
ïÿòè÷ëåíà è äàæå òðåõ÷ëåíà, íî èç-çà äâîéíîãî óâåëè÷åíèÿ ñòåïåíè è ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà
èñïîëüçóåìûõ ìàøèííûõ ñëîâ, âîçìîæíî, âñå æå ýòà ïðîãðàììà áóäåò ðàáîòàòü ìåäëåííåå,
÷åì âîçâåäåíèå â êâàäðàò ïî ìîäóëþ òðåõ÷ëåíà.

Çàìåòèì åùå íàêîíåö, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ONB â ïîëå GF (2191) ìîæíî è äëÿ èí-
âåðòèðîâàíèÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðåõîäîì ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó ñ íåïðèâîäèìûì 15-÷ëåíîì
ìíîãî÷ëåíîì

f(x) = (1 + x27
)h + x26

, h = 1 + x25
+ x25+24

+ x25+24+23
+ . . . + x26−1.

Òîãäà âû÷èñëåíèå x−k mod f íå ñâîäèòñÿ ê öèêëè÷åñêîìó ñäâèãó, íî âñå æå äåëàåòñÿ äîâîëüíî
áûñòðî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè k ≤ 25

x−k mod f = (f(x)− 1)/xk = x25−k + x25+24−k + x25+24+23−k + . . . + x26−1−k + x26−k + x27−kh,

h = 1 + x25
+ x25+24

+ x25+24+23
+ . . . + x26−1.

Ïîýòîìó óìíîæåíèå íà x−k mod f ñâîäèòñÿ ê íåñêîëüêèì ñäâèãàì áèòîâîãî ìàññèâà êîýô-
ôèöèåíòîâ è íåñêîëüêèì ñëîæåíèÿì, ïîäîáíîìó òîìó, êàê âûïîëíÿëîñü ïîäîáíîå óìíîæåíèå
âûøå; ïðèâåäåíèå ðåçóëüòàòà ïî ìîäóëþ f äåëàåòñÿ òàêæå. Â ñëó÷àå 383 ≥ k > 25 óìíîæåíèå
íà x−k ïî ìîäóëþ f ñâîäèòñÿ íå áîëåå ÷åì ê 12-êàòíîìó âûïîëíåíèþ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà
x−32; ýòó îïåðàöèþ ìîæíî â íåñêîëüêî ðàç óñêîðèòü, åñëè çàðàíåå âû÷èñëèòü ïðè k = 1, 2, 3

x−32·2k

mod f = 1 + x24+k

+ x24+k+23+k

+ . . . + x25+k−2k

+ x25+k

+ x3·25+k

h2k

mod f,

h2k

= 1 + x25+k

+ x25+k+24+k

+ x25+k+24+k+23+k

+ . . . + x26+k−2k

mod f.

2.5.12 Äåëåíèå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà
Óäèâèòåëüíî, íî òîëüêî â 2000 ãîäó îäíîâðåìåííî íåñêîëüêèìè àâòîðàìè (íàïðèìåð, [151])
áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà ìîæíî ñðàçó âûïîëíÿòü äåëåíèå, à íå òîëü-
êî èíâåðòèðîâàíèå, à ïîòîì óìíîæåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû õîòèì âû÷èñëèòü e/b mod f,
íàïðèìåð â íà÷àëå ðàáîòû îáû÷íîãî ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà íà ïåðâîì øàãå ïî-
ëàãàåì b = e âìåñòî b = 1. Òîãäà âû÷èñëÿåìûå âî âðåìÿ åãî ðàáîòû ìíîãî÷ëåíû b, d, u, v,
êîòîðûå ïîñëå ëþáîãî øàãà àëãîðèòìà âìåñòî ñîîòíîøåíèé ba = u mod f, ca = v mod f áóäóò
óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì ba = ue mod f, ca = ve mod f. Îñòàíàâëèâàÿ ýòîò âàðèàíò àëãî-
ðèòìà, êàê îáû÷íî, êîãäà u = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ba = e mod f , îòêóäà b = e/a mod f. Ïîäîáíûì
æå îáðàçîì ìîäèôèöèðóþòñÿ è îáà âàðèàíòà áèíàðíîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà. Íàïðèìåð, â ïî-
÷òè èíâåðñíîì âàðèàíòå áèíàðíîãî àëãîðèòìà âíà÷àëå òîæå ïîëàãàåì b = e âìåñòî b = 1 è
òîãäà âî âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû âñåãäà

b(x)a(x) = e(x)u(x)xk mod f, c(x)a(x) = e(x)v(x)xk mod f,

è çàêàí÷èâàåòñÿ îíà, êàê îáû÷íî, êîãäà u = 1, òîãäà b(x)a(x) = e(x)xk mod f, îòêóäà b(x) =
xke(x)/a(x) mod f. Ïîñëå ýòîãî, êàê îáû÷íî, íàäî âû÷èñëèòü îòêóäà b(x)x−k mod f.

Ðàçóìååòñÿ, ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü è ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû
äëÿ ÷èñåë.
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Òàê êàê â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî èíâåðòèðîâàíèå âõîäèò â ñîñòàâ äå-
ëåíèÿ, òî óêàçàííûå ìîäèôèêàöèè äàþò ýêîíîìèþ âðåìåíè, òåì áîëüøóþ, ÷åì ìåíüøå ñî-
îòíîøåíèå ìåæäó ìåæäó âðåìåíåì ÷èñòîãî èíâåðòèðîâàíèÿ è ÷èñòîãî óìíîæåíèÿ. Âïðî÷åì,
â ïðîòèâîâåñ ðàñïðîñòðàíåííîìó ìíåíèþ ÷òî èíâåðòèðîâàíèå ðàçà â òðè ìåäëåíåå óìíîæå-
íèÿ, â [95] îïÿòü óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî èíâåðòèðîâàíèå â øåñòü, à òî è â äåñÿòü ðàç ìåäëåííåå
óìíîæåíèÿ, è è îáû÷íûé ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà äàæå äëÿ ïîëÿ GF (2233) ñ áàçè-
ñîì, ïîðîæäåííûì òðåõ÷ëåíîì, ÷óòü áûñòðåå ïî÷òè èíâåðñíîãî àëãîðèòìà íà Pentium III (800
MHz), è ëèøü íà SPARC (500MHz) ÷óòü ìåäëåííåå. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåòñÿ
[95] òåì, ÷òî óäîáíàÿ äëÿ áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà â ðàñøèðåííîì àëãîðèòìå
àññåìáëåðíàÿ êîìàíäà Pentium III äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî çíà÷àùåãî áèòà â ìàøèííîì
ñëîâå íà ïðîöåññîðå SPARC çàìåíåíà êîìàíäîé, êîòîðàÿ ñêàíèðóåò áèòû íå ñëåâà, à ñïðàâà.
Â [95] òàêæå îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ìîäèôèêàöèè äëÿ äåëåíèÿ áèíàðíûõ âàðèàíòîâ àëãîðèòìà ðàáî-
òàþò ìåäëåííåå, òàê êàê äëèíà ìàññèâà äëÿ õðàíåíèÿ ìíîãî÷ëåíà b(x) ñðàçó ïðåäïîëàãàåòñÿ
áîëüøîé, à íå ìàëîé, íî ðàñòóùåé, êàê ðàíüøå.

2.5.13 Óñîâåðøåíñòâîâàííîå óìíîæåíèå ìåòîäîì Ìåññè-
Îìóðà

Ðàññìîòðèì â ïîëå GF (23 îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ âòîðîãî òèïà {α, α2, α4}, ãäå 1 +
α2 + α3 = 0 Òî, ÷òî ýòî òàêîé áàçèñ, ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî

α + α2 + α4 + 1 = (1 + α2 + α3)(1 + α) = 0,

îòêóäà ìîæíî âûâåñòè ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû {α, α2, α4}, îïèðàÿñü íà ëèíåéíóþ
íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû {1, α, α2} è íàîáîðîò. Çàìåòèì åùå

α7 + 1 = (α + 1)(1 + α + α2 + α3 + α3 + α4 + α5 + α6 =

(α + 1)(1 + α2 + α3)(1 + α + α3) = 0, α7 = 1, α8 = α,

α3 = 1 + α2 = α4 + α, α6 = (α3)2 = α8 + α2 = α + α2, α5 = α3α2 = (1 + α2)α2 = α2 + α4,

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ ôîðìóëà óìíîæåíèÿ â ýòîì áàçèñå

(x0α + x1α
2 + x2α

4)(y0α + y1α
2 + y2α

4) = ((x0y1 + x1y0) + (x1y2 + x2y1) + x2y2)α+

+((x0y2 + x2y0) + (x1y2 + x2y1) + x0y0)α2 + +((x0y1 + x1y0) + (x0y2 + x2y0) + x1y1)α4.

Ýòè ôîðìóëû ñîñòîÿò èç òðåõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷åñêèì
ñäâèãîì ïåðåìåííûõ. Îáùåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â êàæäîé èç íèõ ðàâíî 5 = 2 · 3 − 1, ïîýòîìó
óêàçàííûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Òàê êàê êàæäàÿ èç ñêîáîê ñ äâóìÿ ñëàãàåìûìè âñòðå÷àåòñÿ ïî äâà ðàçà, íóæíî ðåà-
ëèçîâàòü òîëüêî òðè òàêèå ñêîáêè ñî ñëîæíîñòüþ 9 è åùå òðè îòäåëüíûõ ïðîèçâåäåíèÿ ñî
ñëîæíîñòüþ 3, à ïîòîì âûïîëíèòü åùå 6 ñëîæåíèé ïî ìîäóëþ äâà. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü ñõåìû
óìíîæåíèÿ ðàâíà 18, à ãëóáèíà ðàâíà 4. Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ñõåìû Ìåññè-Îìóðà
äàåò îöåíêó ëèøü 3 · (3 + 3 + 2) = 33. Â îáîèõ ñõåìàõ ÷èñëî óìíîæåíèé ðàâíî 9.

Ïîëüçóÿñü ñèììåòðèåé ìàòðèö A ðàññìàòðèâàåìûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ÷èñëî óìíîæå-
íèé ìîæíî óìåíüøèòü äî 6, íå ìåíÿÿ îáùåé ñëîæíîñòè è ãëóáèíû. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà-
÷åíèÿ

[i, j] = (xi + xj)(yi + yj), (i, j) = (xiyj + xjyi), (i) = xiyi,

òîãäà î÷åâèäíî
[i, j] = (i, j) + (i) + (j),
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îòêóäà

((x0y1 + x1y0) + (x1y2 + x2y1) + x2y2) = (0, 1) + (1, 2) + (2) = [0, 1] + [1, 2] + (0),

((x0y2 + x2y0) + (x1y2 + x2y1) + x0y0) = (0, 2) + (1, 2) + (0) = [0, 2] + [1, 2] + (1),

((x0y1 + x1y0) + (x0y2 + x2y0) + x1y1) = (0, 1) + (0, 2) + (1) = [0, 1] + [0, 2] + (2)

(ïîñëåäíèå äâà òîæäåñòâà ìîæíî íå ïðîâåðÿòü, òàê êàê îíè ñëåäóþò èç ïåðâîãî ïîñëå ñîîò-
âåñòâóþùåãî öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà êîîðäèíàò). Ó ýòîé ñõåìû î÷åâèäíî ñëîæíîñòü è ãëóáèíà
áóäåò òàêîé æå, íî ÷èñëî óìíîæåíèé áóäåò ðàâíî 6, òàê êàê âû÷èñëåíèå [i, j] â îòëè÷èå îò
âû÷èñëåíèÿ (i, j) òðåáóåò îäíîãî óìíîæåíèÿ è äâóõ ñëîæåíèé, à íå íàîáîðîò.

Ðàññìîòðèì â ïîëå GF (23n îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ {α, α2, α4}. Äëÿ ñëîæíîñòè
è ãëóáèíû ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè (ïðè n íå êðàòíîì òðåì)

L(M(3n)) ≤ 6L(M(n)) + 12n,D(M(3n)) ≤ D(M(n)) + 3.

Ðàññìîòðèì â ïîëå GF (24 îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ ïåðâîãî òèïà {α, α2, α4, α8},
ãäå α êîðåíü ìíîãî÷ëåíà 1 + x + x2 + x3 + x4. Òî, ÷òî ýòî òàêîé áàçèñ, ìîæíî ïðîâåðèòü
íåïîñðåäñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî

α5 + 1 = (1 + α + α2 + α3 + α4)(1 + α) = 0,

α8 = α3α5 = α3,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà {α, α2, α4, α8, }, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé áàçèñà {α, α2, α3, α4}.
Çàìåòèì åùå

αα2 = α3 = α8,

αα4 = α5 = 1 = α4 + α3 + α2α = α + α2 + α4 + α8,

αα8 = α9 = α4α5 = α4,

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ ôîðìóëà Ìåññè-Îìóðà óìíîæåíèÿ â ýòîì áàçèñå:

(a0α + a1α
2 + a2α

4 + a3α
8)(b0α + b1α

2 + b2α
4 + b3α

8) =

(a1b2 + a2b1 + a0b2 + a2b0 + a1b3 + a3b1 + a3b3)α+

(a2b3 + a3b2 + a1b3 + a3b1 + a2b0 + a0b2 + a0b0)α2+

(a3b0 + a0b3 + a2b0 + a0b2 + a3b1 + a1b3 + a1b1)α4+

(a0b1 + a1b0 + a3b1 + a1b3 + a0b2 + a2b0 + a2b2)α8

Ýòà ôîðìóëà ñîñòîÿò èç ÷åòûðåõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà öèê-
ëè÷åñêèì ñäâèãîì ïåðåìåííûõ. Îáùåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â êàæäîé èç íèõ ðàâíî 7 = 2 · 4− 1,
ïîýòîìó óêàçàííûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äëÿ áîëåå êðàòêîé çàïèñè ýòèõ ôîðì èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ

[i, j] = (xi + xj)(yi + yj), (i, j) = (xiyj + xjyi), (i) = xiyi,

òîãäà î÷åâèäíî
(a1b2 + a2b1 + a0b2 + a2b0 + a1b3 + a3b1 + a3b3) =

= (1, 2) + (0, 2) + (1, 3) + (3)[1, 2] + [0, 2] + [1, 3] + (0),

(a2b3 + a3b2 + a1b3 + a3b1 + a2b0 + a0b2 + a1b1) =

= (2, 3) + ((1, 3) + (2, 0)) + (1)[2, 3] + ([1, 3] + [2, 0]) + (1),

(a3b0 + a0b3 + a2b0 + a0b2 + a3b1 + a1b3 + a2b2) =
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= (3, 0) + ((2, 0) + (3, 1)) + (2)[3, 0] + ([2, 0] + [3, 1]) + (2),

(a0b1 + a1b0 + a3b1 + a1b3 + a0b2 + a2b0 + a3b3) =

= (0, 1) + ((3, 1) + (0, 2)) + (3)[0, 1] + ([3, 1] + [0, 2]) + (3).

Ýòè ôîðìóëû äàþò äâå ðàçíûå ñõåìû óìíîæåíèÿ îäèíàêîâîé ñëîæíîñòè 31 è ãëóáèíû 4
òàê êàê ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ [i, j] èëè (i, j) ðàâíà 3, à ãëóáèíà ðàâíà 2, è ñóììó (0, 2)+(1, 3)
èëè ñóììó [0, 2]+[1, 3] äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü îäèí ðàç. Íî ÷èñëî óìíîæåíèé ó ñõåìû, ïîñòðî-
åííîé ïî ôîðìóëàì, ñîäåðæàùèì [i, j] áóäåò ìåíüøå, à èìåííî ðàâíî 10, òàê êàê âû÷èñëåíèå
[i, j] â îòëè÷èå îò âû÷èñëåíèÿ (i, j) òðåáóåò îäíîãî óìíîæåíèÿ è äâóõ ñëîæåíèé, à íå íàîáîðîò.

Ðàññìîòðèì â ïîëå GF (24n îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ {α, α2, α4, α8}, ãäå α êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà 1 + x + x2 + x3 + x4 â åãî ïîäïîëå GF (24).

Äëÿ ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè (ïðè íå÷åòíîì n )

L(M(4n)) ≤ 10L(M(n)) + 21n,D(M(4n)) ≤ D(M(n)) + 3.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, â îáùåì ñëó÷àå ONB ïåðâîãî òèïà ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåñòà-
íîâêè êîîðäèíàò ïåðâàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà â ôîðìóëå óìíîæåíèÿ Ìåññè-Îìóðà èìååò âèä

z1 =
n∑

j=2

ajbn+2−j +
n∑

j=1

ajbn+1−j .

×òîáû åå ìîæíî áûëî ñðàâíèòü ñ ïîëó÷åííûìè âûøå ôîðìóëàìè, íàäî âñå èíäåêñû â íåé
óìåíüøèòü íà åäèíèöó è ïðèâåñòè ê èíòåðâàëó îò 0 äî n− 1. Òîãäà îíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

z0 =
n−1∑

j=1

ajbn−j +
n−1∑

j=0

ajbn−1−j .

Â ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöå ýòîé ôîðìû î÷åâèäíî â êàæäîé ñòðîêå ñòîÿò äâå åäèíèöû, êðîìå
ñòðîêè ñ íîìåðîì n/2, â êîòîðîé åäèíèöà ñòîèò òîëüêî íà äèàãîíàëè.

Íàïðèìåð, ïðè n = 4 ïîëó÷èì áèëèíåéíóþ ôîðìó

z0 = a1b3 + a2b2 + a3b1 + a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0.

Î÷åâèäíî, ýòî ôîðìà ïîëó÷àåòñÿ èç òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîé ôîðìû

(a1b2 + a2b1 + a0b2 + a2b0 + a1b3 + a3b1 + a3b3)

òðàíñïîçèöèåé èíäåêñîâ 2 è 3.
Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà A äëÿ ONB ïåðâîãî òèïà òîæå â êàæäîé ñòðîêå èìååò ïî äâå

åäèíèöû, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé ñòðîêè, ãäå åäèíèöà ñòîèò íà äèàãîíàëè, è â ñèëó ñèììåòðèè
òî æå âåðíî è äëÿ ñòîëáöîâ. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ ëþáîãî ONB.

Ðàññìîòðèì â ïîëå GF (25) îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ âòîðîãî òèïà
{α, α2, α4, α8, α16}. ãäå

1 + α + α2 + α4 + α5 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî (ïðîâåðêó äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì)

αα2 = α8 + α, αα8 = α4 + α2, αα4 = α8 + α16, αα16 = α4 + α16,

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ ôîðìóëà Ìåññè-Îìóðà óìíîæåíèÿ â ýòîì áàçèñå:

(a0α + a1α
2 + a2α

4 + a3α
8 + a4α

16)(b0α + b1α
2 + b2α

4 + b3α
8 + b4α

16) =

(c0α + c1α
2 + c2α

4 + c3α
8 + c4α

16),
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c0 = (0, 1) + (1, 3) + (2, 3) + (2, 4) + (4) = [0, 1] + [1, 3] + [2, 3] + [2, 4] + (0),

c1 = (1, 2) + (2, 4) + (3, 4) + (3, 0) + (0) = [1, 2] + [2, 4] + [3, 4] + [3, 0] + (1),

c2 = (2, 3) + (3, 0) + (4, 0) + (4, 1) + (1) = [2, 3] + [3, 0] + [4, 0] + [4, 1] + (2),

c3 = (3, 4) + (4, 1) + (0, 1) + (0, 2) + (2) = [3, 4] + [4, 1] + [0, 1] + [0, 2] + (3),

c4 = (4, 0) + (0, 2) + (1, 2) + (1, 3) + (3) = [4, 0] + [0, 2] + [1, 2] + [1, 3] + (4),

ãäå
[i, j] = (xi + xj)(yi + yj), (i, j) = (xiyj + xjyi), (i) = xiyi.

Ôîðìóëû ñîñòîÿò èç ïÿòè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷åñêèì
ñäâèãîì ïåðåìåííûõ. Îáùåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â êàæäîé èç íèõ ðàâíî 9 = 2 · 5 − 1, ïîýòîìó
óêàçàííûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ýòè ôîðìóëû äàþò äâå ðàçíûå ñõåìû óìíîæåíèÿ îäèíàêîâîé ñëîæíîñòè 55 è ãëóáèíû
5 òàê êàê ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ [i, j] èëè (i, j) ðàâíà 3, à ãëóáèíà ðàâíà 2, è ðàçëè÷íûõ
ñëàãàåìûõ â ôîðìóëàõ ðîâíî 15, òàê êàê êàæäîå ñëàãàåìîå âèäà (i, j) âñòðå÷àåòñÿ ïî äâà
ðàçà, è âñåãî èõ 10, à ñëàãàåìûå âèäà (i) âñòðå÷àþòñÿ ïî îäíîìó ðàçó è âñåãî èõ 5. Íî ÷èñëî
óìíîæåíèé ó ñõåìû, ïîñòðîåííîé ïî ôîðìóëàì, ñîäåðæàùèì [i, j] áóäåò ìåíüøå, à èìåííî
ðàâíî 15, òàê êàê âû÷èñëåíèå [i, j] â îòëè÷èå îò âû÷èñëåíèÿ (i, j) òðåáóåò îäíîãî óìíîæåíèÿ
è äâóõ ñëîæåíèé, à íå íàîáîðîò.

Ðàññìîòðèì â ïîëå GF (25n) îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ {α, α2, α4, α8, α16}. Äëÿ
ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè (ïðè n íå êðàòíîì 5 )

L(M(5n)) ≤ 15L(M(n)) + 40n,D(M(5n)) ≤ D(M(n)) + 4.

Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ âòîðîãî òèïà â ïîëå GF (26)

{α, α2, α4, α8, α16, α32}.

Åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí f6 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå f0 = 0, f1 = x +
1, fk+1 = xfk(x) + fk−1(x), îòêóäà èìååì

x6 + x5 + x4 + x + 1.

Çàìåòèì, ÷òî (ïðîâåðêó äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì)

αα2 = α16 + α, αα8 = α4 + α32, αα4 = α8 + α16, αα16 = α4 + α2, αα32 = α8 + α32,

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ ôîðìóëà Ìåññè-Îìóðà óìíîæåíèÿ â ýòîì áàçèñå:

(a0α + a1α
2 + a2α

4 + a3α
8 + a4α

16 + a5α
32)(b0α + b1α

2 + b2α
4 + b3α

8 + b4α
16 + b5α

32) =

(c0α + c1α
2 + c2α

4 + c3α
8 + c4α

16 + c5α
32),

ci = (i, i⊕ 1) + (i⊕ 1, i⊕ 4) + (i⊕ 2, i⊕ 3) + (i⊕ 2, i⊕ 4) + (i⊕ 3, i⊕ 5) + (i⊕ 5) =

[i, i⊕ 1] + [i⊕ 1, i⊕ 4] + [i⊕ 2, i⊕ 3] + [i⊕ 2, i⊕ 4] + [i⊕ 3, i⊕ 5] + (i),

ãäå
[i, j] = (xi + xj)(yi + yj), (i, j) = (xiyj + xjyi), (i) = xiyi.

Ôîðìóëû ñîñòîÿò èç øåñòè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷åñêèì
ñäâèãîì ïåðåìåííûõ. Îáùåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â êàæäîé èç íèõ ðàâíî 11 = 2 · 6 − 1, ïîýòîìó
óêàçàííûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Òàê êàê ñðåäè ôîðì

(i, i⊕ 1), (i⊕ 1, i⊕ 4), (i⊕ 2, i⊕ 3), (i⊕ 2, i⊕ 4), (i⊕ 3, i⊕ 5),
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ñîñòàâëÿþùèõ ôîðìû ci, íà ñàìîì äåëå òîëüêî 5 · 6/2 = (n− 1)n/2 ðàçíûõ, òî èõ ñóììàðíàÿ
ñëîæíîñòü ðàâíà 3n(n− 1)/2, à ñ ó÷åòîì ñëîæíîñòè ôîðìóë âèäà (i) îíà ðàâíà

3n(n− 1)/2 + n = n(3n− 1)/2 = 51.

Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ôîðì ci äîñòàòî÷íî åùå n(CB − 1)/2 ñëîæåíèé, ãäå CB �
÷èñëî ñëàãàåìûõ â êàæäîé èç ôîðì (ðàâíîå ïî îïðåäåëåíèþ ñëîæíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî
áàçèñà B), âåäü ñëàãàåìûõ âèäà (i, j) â êàæäîé ôîðìå (CB − 1)/2. Îêîí÷àòåëüíàÿ ñëîæíîñòü
óêàçàííîé ñõåìû

n(3n− 1)/2 + n(CB − 1)/2 =
n

2
(CB + 3n− 2).

Ýòè ôîðìóëû (îäíà ñ êðóãëûìè, à äðóãàÿ ñ ïðÿìûìè ñêîáêàìè) äàþò íà ñàìîì äåëå äâå
ðàçíûå ñõåìû óìíîæåíèÿ îäèíàêîâîé ñëîæíîñòè n

2 (CB +3n−2) = 81 è ãëóáèíû 1+dlog2(CB +
1)e = 5 òàê êàê ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ [i, j] èëè (i, j) ðàâíà 3, à ãëóáèíà ðàâíà 2.

Íî ÷èñëî óìíîæåíèé ó ñõåìû, ïîñòðîåííîé ïî ôîðìóëàì, ñîäåðæàùèì [i, j] áóäåò ìåíüøå,
à èìåííî ðàâíî n(n+1)/2 = 21, òàê êàê âû÷èñëåíèå [i, j] â îòëè÷èå îò âû÷èñëåíèÿ (i, j) òðåáóåò
îäíîãî óìíîæåíèÿ è äâóõ ñëîæåíèé, à íå íàîáîðîò.

Äëÿ ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè (ïðè n íå êðàòíîì 6 )

L(M(6n)) ≤ 21L(M(n)) + 60n,D(M(6n)) ≤ D(M(n)) + 4.

Äëÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà

x6 + x5 + x4 + x2 + 1

ïîëó÷àåòñÿ åùå îäèí íîðìàëüíûé áàçèñ, óæå íå îïòèìàëüíûé. Ýòîò òîò ñàìûé áàçèñ, êîòîðûé
ïîëó÷àåòñÿ ïåðåìíîæåíèåì îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ïîðÿäêîâ 2 è 3, ò.å.

{αβ, αβ2, αβ4, α2β, α2β2, α2β4},

ãäå
α2 + α = 1, β3 + β2 = 1.

Òî÷íåå, îí ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé íîðìàëüíîãî áàçèñà

{, γ, γ2, γ4, γ8, γ16, γ32}, γ = αβ,

òàê êàê
γ2 = α2β2, γ4 = α4β4 = αβ4, γ8 = α8β8 = α2β, γ16 = α4β2 = αβ2,

γ32 = α2β4.

Äëÿ ïåðåõîäà ê ýòîìó áàçèñó äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ïåðåñòàíîâêó êîîðäèíàò

(a0, a4, a2, a3, a1, a5).

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà γ èìååò êîðíÿìè âñå ýëåìåíòû ýòîãî áàçèñà, ïîýòîìó îí
ðàâåí

((x + αβ)(x + αβ2)(x + αβ4))((x + α2β)(x + α2β2)(x + α2β4)) =

((α2x)3 + (α2x)2 + 1)((αx)3 + (αx)2 + 1) =

x6 + x5 + x4 + x + 1

òàê êàê â ñèëó α3 = 1

((x + αβ)(x + αβ2)(x + αβ4)) = (α2x + β)(α2x + β2)(α2x + β4) = (α2x)3 + (α2x)2 + 1)
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âåäü
(x + β)(x + β2)(x + β4) = x3 + x2 + 1.

Óìíîæåíèå â ýòîì áàçèñå ïî ôîðìóëå Ìåññè-Îìóðà çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

(a0γ + a1γ
2 + a2γ

4 + a3γ
8 + a4γ

16 + a5γ
32)(b0γ + b1γ

2 + b2γ
4 + b3γ

8 + b4γ
16 + b5γ

32) =

(c0γ + c1γ
2 + c2γ

4 + c3γ
8 + c4γ

16 + c5γ
32),

Ôîðìóëó äëÿ áèëèíåéíîé ôîðìû c0 óäîáíåå ïîëó÷èòü äðóãèì ñïîñîáîì, íå âû÷èñëÿÿ ìàòðèöó
T êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ γγ2k

. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèÿìè ïî áàçèñó

{αβ, αβ2, αβ4, α2β, α2β2, α2β4},
èìåííî,

(a0γ + a1γ
2 + a2γ

4 + a3γ
8 + a4γ

16 + a5γ
32) =

= α(a00β + a01β
2 + a02β

4)α2(a10β + a11β
2 + a12β

4),

(b0γ + b1γ
2 + b2γ

4 + b3γ
8 + b4γ

16 + b5γ
32) =

= α(b00β + b01β
2 + b02β

4)α2(b10β + b11β
2 + b12β

4),

è ôîðìóëàìè óìíîæåíèÿ â áàçèñàõ

{α, α2}, {β, β2, β4},
ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ òåêñòàõ. Òîãäà â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ

(c0γ + c1γ
2 + c2γ

4 + c3γ
8 + c4γ

16 + c5γ
32) =

= α(c00β + c01β
2 + c02β

4)α2(c10β + c11β
2 + c12β

4),

âåêòîð
C0 = c00β + c01β

2 + c02β
4

âûðàæàåòñÿ â âèäå

C0 = A1B1 + A0B1 + A1B0, Ai = ai0β + ai1β
2 + ai2β

4, Bi = bi0β + bi1β
2 + bi2β

4,

à òàê êàê óìíîæåíèå â áàçèñå
{β, β2, β4}

îïðåäåëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé

(1, 2) + (0, 1) + (2),

ãäå
(i, j) = (aibj + ajbi), (i) = aibi,

ïîýòîìó c00 âûðàæàåòñÿ â âèäå áèëèíåéíîé ôîðìû

c00 = (a11b12 + a12b11) + (a10b11 + a11b10) + a12b12+

+(a01b12 + a02b11) + (a00b11 + a01b10) + a02b12+

(a11b02 + a12b01) + (a10b01 + a11b00) + a12b02.

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè âíåøíÿÿ ôîðìà èìååò âèä

C ′(a, b) =
m−1∑

i,j=0

C ′i,jaibj ,
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à âíóòðåííÿÿ ôîðìà èìååò âèä

C ′′(a, b) =
n−1∑

i,j=0

C ′′i,jaibj ,

òî èõ ¾ñóïåðïîçèöèÿ¿ èìååò âèä

C(a, b) =
m−1∑

i,j=0

C ′i,j

n−1∑

k,l=0

C ′′k,lai,kbj,l =

=
m−1,n−1∑

i,j=0,k,l=0

C ′i,jC
′′
k,lai,kbj,l,

îòêóäà âèäíî, ÷òî ìàòðèöà ýòîé ôîðìû Ci,j,k,l ÿâëÿåòñÿ êðîíåêåðîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìàò-
ðèö C ′, C ′′, òàê êàê Ci,j,k,l = C ′i,jC

′′
k,l, à åå ñëîæíîñòü(ðàâíàÿ ñóììå åå ýëåìååíòîâ è, ÷òî

ðàâíîñèëüíî, ÷èñëó ñëàãàåìûõ â ôîðìå) ðàâíà

m−1,n−1∑

i,j=0,k,l=0

C ′i,jC
′′
k,l =




m−1∑

i,j=0

C ′i,j







n−1∑

k,l=0

C ′′k,l




ïðîèçâåäåíèþ ñëîæíîñòåé ñâîèõ ñîìíîæèòåëåé. Â ÷àñòíîñòè, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå
ñëîæíîñòü íîðìàëüíîãî áàçèñà, ïîðîæäåííîãî γ, ðàâíà 3·5 = 15, ÷òî âèäíî è íåïîñðåäñòâåííî.
Åñëè òåïåðü â ôîðìå

c00 = (a11b12 + a12b11) + (a10b11 + a11b10) + a12b12+

+(a01b12 + a02b11) + (a00b11 + a01b10) + a02b12+

(a11b02 + a12b01) + (a10b01 + a11b00) + a12b02.

ïåðåéòè ê êîîðäèíàòàì áàçèñà, ïîðîæäåííîãî γ, ïî ôîðìóëàì

a0,0 = a0, a0,1 = a4, a0,2 = a2, a1,0 = a3, a1,1 = a1, a1,2 = a5,

è ïðèìåíèòü èñïîëüçîâàííûå ðàíüøå ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ

(i, j) = (aibj + ajbi), (i) = aibi,

òî ïîëó÷èì (ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåñòàíîâîê) ôîðìó

c0 = (1, 5) + (1, 3) + (5) + (4, 5) + (0, 1) + (3, 4) + (2, 5) + (1, 2) =

= (1, 5) + (1, 3) + (4, 5) + (0, 1) + (3, 4) + (2, 5) + (1, 2) + (5).

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûé âûøå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñõåìû óìíîæåííèÿ äëÿ íîðìàëüíîãî áàçèñà,
ïîëó÷àåì äëÿ ýòîãî áàçèñà ñõåìó ñëîæíîñòè

n

2
(CB + 3n− 2) = 3(15 + 18− 2) = 93

è ãëóáèíû
1 + dlog2(CB + 1)e = 5.

Ìåòîä ýòîò ñîâåðøåííî îáùèé è ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ïðåäëîæåííûì â [143]. Òàì ïðèâå-
äåíî õîòÿ è êîðîòêîå, íî íåïðîñòî âîñïðèíèìàåìîå äîêàçàòåëüñòâî, è íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î
ãëóáèíå.
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Íà ñàìîì äåëå äëÿ åãî îáîñíîâàíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî k â íåé íàéäåò-
ñÿ ÷ëåí âèäà (i, i⊕ k), ïðè÷åì ïðè k = 0 � ðîâíî îäèí. Äëÿ ýòîãî â ñâîþ î÷åðåäü äîñòàòî÷íî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâÿçüþ ìåæäó ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ (ai,j) ýòîé ôîðìû
è ìàòðèöåé ti,j êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

αα2k

=
n−1∑

i=0

tk,iα
2i

,

êîòîðàÿ èìååò âèä ai,j = ti−j mod n,−j mod n, è çàìåòèòü, ÷òî ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ tk,j ïðè
k = 0 åäèíèöà âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî ïðè j = 1, çíà÷èò an−1,n−1 = 1, à îñòàëüíûå äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû íóëè. Ïîýòîìó â ôîðìå c0 ñëàãàåìîå (i) âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî ïðè i = n− 1.

Óïðàæíåíèå 2.5.21 Ïðîâåðüòå, ÷òî â ôîðìóëå c0 êàæäûé èíäåêñ, êðîìå íóëÿ, âñòðå÷àåòñÿ
÷åòíîå ÷èñëî ðàç, à íóëü � � íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç. Óêàçàíèå. Ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ tk,j ïðè
ëþáîì ôèêñèðîâàííîì j 6= 0

åäèíèö ÷åòíîå êîëè÷åñòâî, à ïðè j = 0 � íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî, êàê áûëî äîêàçàíî â
òåîðåìå î íèæíåé îöåíêå ñëîæíîñòè íîðìàëüíûõ áàçèñîâ, à èíäåêñ i âñòðå÷àåòñÿ â ôîðìóëå
c0 ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî åäèíèö ñòîèò â i-ì ñòîëáöå ìàòðèöû A, à èõ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî
åäèíèö â n − i mod n-ì ñòîëáöå ìàòðèöû T, ò.å. íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ïðè i = 0 è ÷åòíîå
íåíóëåâîå êîëè÷åñòâî â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè âìåñòî ôîðì (i, j) ïîäñòàâèòü ôîðìû
[i, j], êàê â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ, òî è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà
ñõåìà ïðåîáðàçóåòñÿ â ñõåìó òîé æå òîòàëüíîé ñëîæíîñòè, íî ìåíüøåé ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ñëîæíîñòè, ðàâíîé n(n + 1)/2 íåçàâèñèìî îò ýòîãî áàçèñà.

Óïðàæíåíèå 2.5.22 Äîêàæèòå ýòî.

Óïðàæíåíèå 2.5.23 Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ONB, òî â åãî ìàòðèöå ðîâíî 2n−1
åäèíèöà, ïîýòîìó â íóëåâîì ñòîëáöå ìàòðèöû ðîâíî îäíà åäèíèöà, à â îñòàëüíûõ ñòîëáöàõ
ðîâíî äâå, çíà÷èò â áèëèíåéíîé ôîðìå c0 íåíóëåâîé èíäåêñ âñòðå÷àåòñÿ äâà ðàçà, à íóëåâîé
èíäåêñ � îäèí ðàç.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ONB ïåðâîãî òèïà íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå k = n/2 òàêîå, ÷òî

αα2k

= 1 =
n−1∑

i=0

tk,iα
2i

,

òàê êàê 2n/2 = −1 mod p, ïîýòîìó â n/2-é ñòðîêå ìàòðèöû T ñòîÿò îäíè åäèíèöû, à â îñòàëü-
íûõ ñòðîêàõ, î÷åâèäíî òîëüêî ïî îäíîé åäèíèöå. Ïîýòîìó â ñëó÷àå ONB ïåðâîãî òèïà â
ëèíåéíîé ôîðìå c0 ñëàãàåìûå âèäà (i, i⊕ n/2) âñòðå÷àþòñÿ n ðàç, à ñëàãàåìûå âèäà (i, i⊕ k)
ïðè ëþáîì äðóãîì ôèêñèðîâàííîì k � ðîâíî îäèí ðàç.

Óïðàæíåíèå 2.5.24 Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ONB âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà â êàæäîé ñòðîêå,
êðîìå ïåðâîé, ñòîÿò ïî äâå åäèíèöû (ýòî âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì)
è â ëèíåéíîé ôîðìå c0 ñëàãàåìûå âèäà (i, i⊕k) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k 6= 0 âñòðå÷àþòñÿ
ðîâíî äâà ðàçà, à ñëàãàåìîå âèäà (i) � ðîâíî îäèí ðàç.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå ONB ïåðâîãî òèïà äëÿ ðåàëèçàöèè âñåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôîðì, ïî-
ëó÷àþùèõñÿ èç c0 öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì ïåðåìåííûõ, äîñòàòî÷íî ðåàëèçîâàòü ïî îäíîìó ðà-
çó âñå ôîðìû (i, j) ïðè i − j 6= n/2 mod n, à òàêæå ïî îäíîìó ðàçó âñå ôîðìû (i, j) ïðè
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i − j = n/2 mod n, ïîòîì èõ ñëîæèòü è äëÿ ðåàëèçàöèè êàæäîé ci íóæíî ê ýòîé ñóììå ïðè-
áàâëÿòü ïî n − 1 ôîðì âèäà (i, j) ïðè i − j 6= n/2 mod n. Äëÿ ðåàëèçàöèè âñåõ ôîðì âèäà
(i, j) íóæíî n(n + 1)/2 êîíúþíêòîðîâ è n(n − 1)/2 ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ äâà, è
äîïîëíèòåëüíî íóæíî n(n−1)+n−1 = n2−1 ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ äâà. Òîòàëüíàÿ
ñëîæíîñòü ñõåìû ðàâíà 2n2 − 1.

Îöåíêà ñëîæíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà n
2 (CB + 3n− 2) èíîãäà ìîæåò

áûòü óëó÷øåíà. Íàïðèìåð, çàìåòèì, ÷òî åñòü áîëåå ïðîñòàÿ ñõåìà óìíîæåíèÿ â ðàññìîòðåí-
íîì âûøå áàçèñå â ïîëå GF (26), èìåþùàÿ òó æå ãëóáèíó. Îíà ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå

c0 = (1, 5) + (1, 3) + (4, 5) + (0, 1) + (3, 4) + (2, 5) + (1, 2) + (5) =

= ((1, 5) + (4, 5) + (1, 3) + (3, 4)) + ((0, 1) + (1, 2)) + (2, 5) + (5) =

((a1 + a4)(b5 + b3) + (b1 + b4)(a5 + a3)) + ((a0 + a2)b1 + (b0 + b2)a1)+

+(a2 + a5)(b2 + b5) + a2b2,

êîòîðóþ ëåãêî óñìîòðåòü èç ïîêðûòèÿ (ïî ìîäóëþ äâà) ìàòðèöû ýòîé ôîðìû ïðÿìîóãîëüíè-
êàìè

{1, 4} × {3, 5}, {3, 5} × {1, 4}, {0, 2} × {1}, {1} × {0, 2}, {2, 5} × {2, 5}, {2} × {2}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ãëóáèíà ýòîé ôîðìóëû è âñåõ îñòàëüíûõ ïÿòè ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ èç íåå
öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ, ðàâíà 5. Åñëè çàðàíåå âû÷èñëèòü âñå 12 ñóìì âèäà

ai + ai⊕2, bi + bi⊕2,

è âñå 6 ñóìì âèäà
ai + ai⊕3, bi + bi⊕3

ñî ñëîæíîñòüþ 18, òî êàæäàÿ èç ôîðìóë ci áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ 6 óìíîæåíèé è 5
ñëîæåíèé, îòêóäà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü óêàçàííîé ñõåìû ðàâíà 36, à àääèòèâíàÿ �
5 · 6 + 18 = 48, à ïîëíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà 84. Íî åñëè çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèé âèäà

(ai + ai⊕3)(bi + bi⊕3)

íà ñàìîì äåëå íå 6 à 3, òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü óìåíüøàåòñÿ äî 33, à ïîëíàÿ �- äî
81 è îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â îïòèìàëüíîì áàçèñå, à òàê êàê XOR áîëåå
ìåäëåííûé è áîëåå ñëîæíûé ýëåìåíò, òî ýòà ñõåìà äàæå ëó÷øå.

Â çàêëþ÷åíèå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ðàññìîòðåííîãî
âûøå GNB 4-ãî òèïà áîëåå ïðîñòóþ ñõåìó, ÷åì ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ïðèìåíåíèè ôîðìóëû
Ìåññè-Îìóðà. Íàïîìíèì, ÷òî îíè â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä

zi = (i, i⊕ 1) + (i⊕ 1, i⊕ 3) + (i⊕ 1, i⊕ 4) + (i⊕ 1, i⊕ 5) + (i⊕ 2, i⊕ 4) + (i⊕ 2, i⊕ 8)+

+(i⊕ 2, i⊕ 11) + (i⊕ 2, i⊕ 12) + (i⊕ 3, i⊕ 7) + (i⊕ 3, i⊕ 8) + (i⊕ 3, i⊕ 12)+

+(i⊕ 4, i⊕ 12) + (i⊕ 4, i⊕ 10) + (i⊕ 5, i⊕ 7) + (i⊕ 5, i⊕ 8) + (i⊕ 5, i⊕ 10)+

+(i⊕ 6, i⊕ 9) + (i⊕ 6, i⊕ 11) + (i⊕ 8, i⊕ 9) + (i⊕ 9, i⊕ 10)+

+(i⊕ 9, i⊕ 11) + (i⊕ 10, i⊕ 11) + (i⊕ 12).

Ïðèìåíÿÿ óêàçàííûé âûøå ìåòîä, ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî GNB ÷åòâåðòîãî
òèïà ñõåìó, ñîñòîÿùóþ èç n óìíîæåíèé, n(n−1)/2 ôîðì âèäà (i, j) è n(C−1)/2 = n(2n−4) ñëî-
æåíèé. Åñëè âìåñòî ôîðì âèäà (i, j) èñïîëüçîâàòü ôîðìû âèäà [i, j], òî àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü
ñõåìû áóäåò ðàâíà n(C − 1)/2 + n(n− 1) = n(C + 2n− 3)/2 = n(3n− 5), à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
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ñëîæíîñòü ðàâíà n(n− 1)/2 + n = n(n + 1)/2. Òîòàëüíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà 3.5n2 − 4.5n = 533.
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè

zi = ((i⊕ 1, i⊕ 4) + (i⊕ 1, i⊕ 5) + (i⊕ 4, i⊕ 10) + (i⊕ 5, i⊕ 10))+

+((i⊕ 3, i⊕ 7) + (i⊕ 5, i⊕ 7) + (i⊕ 5, i⊕ 8) + (i⊕ 3, i⊕ 8))+

+((i⊕ 6, i⊕ 9) + (i⊕ 6, i⊕ 11) + (i⊕ 9, i⊕ 10) + (i⊕ 10, i⊕ 11))

((i⊕ 2, i⊕ 8) + (i⊕ 2, i⊕ 11) + (i⊕ 8, i⊕ 9) + (i⊕ 9, i⊕ 11)))

+(i, i⊕ 1) + (i⊕ 1, i⊕ 3) + (i⊕ 2, i⊕ 4) + (i⊕ 2, i⊕ 12)+

+(i⊕ 3, i⊕ 12) + (i⊕ 4, i⊕ 12) + +(i⊕ 12) =

(ai⊕4 + ai⊕5)(bi⊕1 + bi⊕10) + (bi⊕4 + bi⊕5)(ai⊕1 + ai⊕10)+

(ai⊕3 + ai⊕5)(bi⊕7 + bi⊕8) + (bi⊕3 + bi⊕5)(ai⊕7 + ai⊕8)+

(ai⊕6 + ai⊕10)(bi⊕9 + bi⊕11) + (bi⊕6 + bi⊕10)(ai⊕9 + ai⊕11)+

(ai⊕2 + ai⊕9)(bi⊕8 + bi⊕11) + (bi⊕2 + bi⊕9)(ai⊕8 + ai⊕11)+

+(ai⊕1)(bi + bi⊕3) + (bi⊕1)(ai + ai⊕3) + (ai⊕2)(bi⊕4 + bi⊕12) + (bi⊕2)(ai⊕4 + ai⊕12)+

(ai⊕12)(bi⊕4 + bi⊕3 + bi⊕12) + (bi⊕12)(ai⊕4 + ai⊕3 + ai⊕12).

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé ïî íåé ñõåìû ðàâíà 14 · 13, òàê êàê â êàæäîé
ôîðìóëå 14 óìíîæåíèé, à àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü (14 + 13) · 13, òàê êàê â êàæäîé ôîðìóëå 13
ñëîæåíèé ïëþñ åùå çàðàíåå âû÷èñëåííûå ñóììû

ai + ai⊕1, ai + ai⊕9, ai + ai⊕2, ai + ai⊕7, ai + ai⊕3, ai + ai⊕8, ai + ai⊕8 + ai⊕12,

è òàêèå æå ñóììû äëÿ ïåðåìåííûõ bi. Òîòàëüíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà 533. Íî åñëè ïåðåïèñàòü

(ai⊕2)(bi⊕4 + bi⊕12) + (bi⊕2)(ai⊕4 + ai⊕12)+

(ai⊕12)(bi⊕4 + bi⊕3 + bi⊕12) + (bi⊕12)(ai⊕4 + ai⊕3 + ai⊕12)

â âèäå
(ai⊕2 + ai⊕12)(bi⊕4 + bi⊕12) + (bi⊕2 + bi⊕12)(ai⊕4 + ai⊕12)+

ai⊕12bi⊕3 + bi⊕12ai⊕3,

òî ìîæíî îáîéòèñü áåç ñóìì ai +ai⊕8+ai⊕12 è àíàëîãè÷íûõ ñóìì äëÿ ïåðåìåííûõ bi, ïîýòîìó
òîòàëüíàÿ ñëîæíîñòü óìåíüøàåòñÿ äî 507. Ãëóáèíà ñõåìû ðàâíà 6. Äëÿ ñðàâíåíèÿ çàìåòèì,
÷òî íàèëó÷øàÿ ñõåìà óìíîæåíèÿ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü
169, àääèòèâíóþ ñëîæíîñòü 202, íî ãëóáèíó 7.



Ãëàâà 3

Îïåðàöèè â GF (2n) â
ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå

3.1 Êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ â
GF (2)[X ]

3.1.1 Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â êîëüöå GF (2)[X]

Ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîì ðàçäåëå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿp1(X) =
∑n−1

i=0 aiX
i

è p2(X) =
∑n−1

i=0 biX
i ìíîãî÷ëåíîâ íàä GF (2) (òî åñòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â

êîëüöå GF (2)[X]) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

p1(X) + p2(X) =
n−1∑

i+0

(ai + bi)Xi. (3.1)

p1(X)× p2(X) =
2n−2∑

k=0

∑

i+j=k

aibjX
k, (3.2)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèé ìåòîä óìíîæåíèÿ è åãî ìîäèôèêàöèè.
Ïðè ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ïðèìåíÿþòñÿ ïðîãðàììíûå ýâðèñòèêè,

ó÷èòûâàþùèå, ÷òî âîçìîæíîñòè îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ îäíîòèïíûõ ïîðàçðÿäíûõ îïå-
ðàöèé îãðàíè÷èâàþòñÿ ïðåäåëàìè ìàøèííîãî ñëîâà, íî â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé
äîñòóïíûé îáúåì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ïàðàëëåëèçì çà ñ÷åò òàáëè÷íîé
ðåàëèçàöèè ãðóïïîâûõ îïåðàöèé.

Åñëè ìíîãî÷ëåí f(X) =
∑n−1

i=0 aiX
i ïðåäñòàâëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ

a0, a1, . . . , an,

òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

A(0), A(1), . . . , A(k−1)

èç k = dn
s e s-ðàçðÿäíûõ ìàøèííûõ ñëîâ

A(0) = a0, a1, . . . , as−1,

211
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A(1) = as, as+1, . . . , a2s−1,

. . .

A(k−1) = a(k−1)s, a(k−1)s+1, . . . , ans−1.

Â ñëó÷àå, êîãäà n íå äåëèòñÿ íà s, ñòàðøèå ks− n áèò ñëîâà A(k−1) äîïîëíÿþòñÿ íóëÿìè.
Â äàííîì è ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ âåêòîðû êîýôôèöèåíòîâ, ðàçìåùàåìûå â îäíîì ìàøèí-

íîì ñëîâå, íàçûâàþòñÿ ¾äëèííûìè öåëûìè ÷èñëàìè¿ (èì ñîîòâåòñòâóåò, íàïðèìåð, òèï äàí-
íûõ long). Ìàøèííûå ñëîâà ìîãóò ðàçáèâàòüñÿ íà áîëåå ìåëêèå ñîñòàâíûå ÷àñòè, íàïðèìåð,
32-ðàçðÿäíîå ¾äëèííîå öåëîå ÷èñëî¿ A ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ áàéòàìè

A[0], A[1], A[2], A[3].

Èñïîëüçîâàíèå äàííûõ îäíîâðåìåííî è êàê ìàøèííûõ ñëîâ è êàê áàéò îáåñïå÷èâàåòñÿ, íàïðè-
ìåð, òèïîì äàííûõ "union,"à ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìàøèííûõ
äàííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ â âèäå êëàññîâ.

Ýòè îñîáåííîñòè ïðåäîïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó äåêîìïîçèöèè îïåðàöèè êàê ôóíêöèè íàä
¾äëèííûìè¿ îïåðàíäàìè, ñâîäÿùåé åå ê îïåðàöèÿì íàä ìàøèííûìè ñëîâàìè, íà êîòîðûå
ðàçáèâàþòñÿ ýòè îïåðàíäû. Â ñâîþ î÷åðåäü, îïåðàöèè íàä ìàøèííûìè ñëîâàìè ìîãóò ðàçëà-
ãàòüñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé íàä èõ ÷àñòÿìè, äîïóñêàþùèõ, êàê ïðàâèëî, òàáëè÷íóþ
ðåàëèçàöèþ.

Ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì òàêîé äåêîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n íà k =]n

s [ îïåðàöèé ïîðàçðÿäíîãî ñëîæåíèÿ ñîäåðæèìîãî ìàøèííûõ ñëîâ
äëèíû s áèò.

Äåêîìïîçèöèÿ óìíîæåíèÿ òðåáóåò áîëåå òîíêîãî àíàëèçà. Óìíîæåíèå íàä GF (2) òîëü-
êî â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ñâîäèòñÿ ê ðàñïàðàëëåëèâàíèþ ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà óìíîæåíèÿ
<ñòîëáèêîì>. Îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ òàêîãî ðîäà îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì êîëè÷åñòâå íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé.

Öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå ýôôåêòèâíûõ èìïëåìåíòàöèé
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä GF (2), êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì ñ âûáîðîì ìîäèôèêàöèè
ìåòîäà â çàâèñèìîñòè îò ñëîæíîñòè îïåðàíäîâ.

3.1.2 Ýëåìåíòàðíûå ìíîãî÷ëåíû. Òàáëèöà óìíîæåíèÿ
Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (X) ∈ GF (2)[X] îáîçíà÷àåòñÿ deg P (X). Ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå

âûøå s − 1 áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè. ×èñëî s ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì è èñïîëüçóåòñÿ
â äàëüíåéøåì äëÿ îïòèìèçàöèè âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìîâ. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äëÿ s:
1,2,4,8,16,32.

Òîãäà ìíîãî÷ëåí P (X) çàäàåòñÿ ñóììîé

t∑

i=0

Qi(X)Xis,

ãäå Qi(X) - ýëåìåíòàðíûå ìíîãî÷ëåíû. Íàèáîëüøåå i, ÷òî Qi(X) 6= 0, îáîçíà÷èì degs P (X).
Äëÿ ðàçíûõ àëãîðèòìîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âîîáùå ãîâîðÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà s. Òàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû P1(x) + P2(X) ìíîãî÷ëåíîâ P1(X) è P2(x) ðàçóì-
íî ïîëîæèòü s = 32. Òîãäà ýëåìåíòàðíûé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ â ïàìÿòè ÏÊ ìàøèííûì
ñëîâîì, à îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñâîäèòñÿ ê ëîãè÷åñêîìó ñóììèðîâàíèþ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ P1 P2 âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Zi(X), ÿâëÿþùèõñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðè Xik, 1 = 0, 1 . . . , degs P1X + degs P2(x).
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Ïåðåìíîæàÿ äâà ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíà, ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå 2s− 2,
êîòîðûé çàäàåòñÿ ñóììîé

Q1(X) + Q2(X)Xs,

ãäå Qi(X) - ýëåìåíòàðíûé ìíîãî÷ëåí, i = 1, 2.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ P1(X)P2(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïà-

ðîé ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî, íàïðèìåð, ïî ìåòîäó Áåðëåêåìïà-
Ïåòåðñîíà: óìíîæàòü ýëåìåíòàðíûå ìíîãî÷ëåíû P1(X) è P2(X),

P2(X) =
s−1∑

i=0

aiX
i,

ïðåäëàãàåòñÿ ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ P1(X)Xi äëÿ êàæäîãî i, i = 0, 1, . . . , s − 1,
äëÿ êîòîðîãî ai 6= 0, è èõ ñóììèðîâàíèÿ.

Ýëåìåíòàðíûå ìíîãî÷ëåíû Q1(X) è Q2(X) òàêèå, ÷òî

P1(X)xi = Q1(X) + Q2(x)Xs−1

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
Q1(X) = P1(x)Xi mod Xk,

Q2(x) = Q1(X) + P1(X)).

Ïðèìåð. Ïóñòü P1(X) = 1 + X + X2, k = 3, i = 2.

P1(X)Xi = (1 + X + X2)X2 = X2 + X3 + X4 = Q1(x) + Q2(X)X2,

ãäå
Q1(X) = P1(X)X2mod X3 = X2,

Q2(X) = Q1(X) + P1(X) = X + X2.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà P(X) íà ýëåìåíòàðíûé ìíî-
ãî÷ëåí P2(X).

Äàíû âåêòîðû U è V äëèíû k êîýôôèöèåíòîâ ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ P1(X) è P2(X)
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ òåðìîâ ìíîãî÷ëåíîâ, äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ
ðåçóëüòàòà èñïîëüçóåòñÿ âåêòîð Z äëèíû 2k îí îáðàçóåòñÿ äâóìÿ âåêòîðàìè Z1 è Z2 äëèíû
k (Z1 ñîîòâåòñòâóåò ìëàäøèì, à Z2 � ñòàðøèì ðàçðÿäàì âåêòîðà Z)
Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå Z = U .V.

1. Z = 0,
2. Âûïîëíèòü k ðàç
Åñëè ]V = 1, òî Z2 = Z2 + U,
Z = Z[←], V = V [←].

]V îçíà÷àåò ìëàäøèé ðàçðÿä âåêòîðà V , [←] � îïåðàöèÿ ñäâèãà â ñòîðî-
íó ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ. Ýëåìåíòû âåêòîðîâ Z1 è Z2 îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû
ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Q1(X) è Q2(X).

Ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿ s (íàïðèìåð, s ≤ 8) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåí-
òàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ çàðàíåå ñîñòàâëåííîé òàá-
ëèöû TM óìíîæåíèÿ. Å¼ ñòðîêè è ñòîëáöû ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ýëåìåí-
òàðíûì ìíîãî÷ëåíàì, à ýëåìåíòû � ïðîèçâåäåíèÿì ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
(íàáîðû áèíàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàïèñûâàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñòåïå-
íåé ñîîòâåòñòâóþùèõ òåðìîâ), ÷òî ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò ïîðàçðÿäíûõ îïåðà-
öèé è ðàáîòàòü ñ áàéòàìè êàê ñ ìèíèìàëüíûìè íåäåëèìûìè áëîêàìè äàííûõ.
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Ïðèìåð. Òàáëèöà óìíîæåíèÿ ïðè s = 2 èìååò âèä:
00 10 01 11

00 0000 0000 0000 0000
10 0000 1000 0100 1100
01 0000 0100 0010 0110
11 0000 1100 0110 1010

Ïðèìå÷àíèå. Ïðè s = 8 òàáëèöà óìíîæåíèÿ çàíèìàåò 28 × 28 × 21 = 217

áàéò, èëè 27 = 128 Êáàéò.

3.1.3 Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáëèöû
óìíîæåíèÿ

Ïóñòü

P1(X) =
t∑

i=0

Ui(X)X ik, P2(X) =
p∑

j=0

Vj(X)Xjk.

P (X)
t+p∑

r=0

Zr(X)Xrk = P1(X)× P2(X).

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ "êîýôôèöèåíòîâ"Zr(X) ïðîèçâåäåíèÿ
P (X) ìíîãî÷ëåíîâ P1(X) è P2(X).

Ïóñòü degsP1(X) = t è degsP2 = p. "Êîýôôèöèåíòû"Ui(X) è Vj(X) áóäåì
çàïèñûâàòü â âèäå áèíàðíûõ âåêòîðîâ äëèíû s, îáðàçóþùèõ ýëåìåíòû ìàññèâîâ
U [t+1] è V [p+1], "êîýôôèöèåíòû"Zr(X) ïðîèçâåäåíèÿ P (X) áóäåì âû÷èñëÿòü
êàê ýëåìåíòû ìàññèâà Z[t + p + 1]. Áóäåì îáîçíà÷àòü {U [i]× V [j]}1 s ìëàäøèõ
ðàçðÿäîâ âåêòîðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
Ui è Vj, à {U [i]×V [j]}2 − s ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ýòè âåêòîðû
ìîæíî áðàòü íåïîñðåäñòâåííî èç çàðàíåå ñîñòàâëåííîé òàáëèöû óìíîæåíèÿ).
Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìîæíî îïèñàòü òåïåðü ñëåäóþùèì îáðàçîì

1.Z = 0;
2. Äëÿ i = 0, s
Äëÿ j = 0, p
Zi+j = Zi+j + {U [i]× V [j]}1;
Zi+j+1 = Zi+j+1 + {U [i]× V [j]}2

Ïðèìåð 3.1.1 Ïóñòü s = 8 è íóæíî ïåðåìíîæèòü ìíîãî÷ëåíû

P1(X) = (1 + X2)X8 + (X3 + 1) è P2(X) = (1 + X + X7)X16 + X6.

Òîãäà
P1(X)P2(X) =

= (1 + X2)(1 + X + X7)X24 + (X3 + 1)(1 + X + X7)X16 + (1 + X2)X6X8 + (X3 + 1)X6.

Îáðàùàÿñü ê çàðàíåå âû÷èñëåííîé òàáëèöå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó-
÷àåì

(1 + X2)(1 + X + X7) = XX8 + (1 + X + X2 + X3 + X7),
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(X3 + 1)(1 + X + X7) = X2X8 + (1 + X + X3 + X4 + X7),

(1 + X2)X6 = X8 + X6, (X3 + 1)X6 = XX8 + X6,

Îòêóäà
P1(X)P2(X) = XX32 + (1 + X + X2 + X3 + X7)X24 + X2X24+

+(1 + X + X3 + X4 + X7)X16 + X16 + X6X8 + XX8 + X6 =

= XX32 + (1 + X + X3 + X7)X24 + (X + X3 + X4 + X7)X16 + (X + X6)X8 + X6.

Ïðåèìóùåñòâà òàêîãî àëãîðèòìà ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì. Îöåíèì îáúåì ïà-
ìÿòè, èñïîëüçóåìîé äëÿ õðàíåíèÿ ìàòðèöû T ïðè k = 8. Òàáëèöà T ñîäåðæèò
216 ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ çàíèìàåò 2 áàéòà. Ïîýòîìó äëÿ õðàíåíèÿ
ìàòðèöû T íóæíî 217 áàéò èëè 128 Kb, ÷òî ñîñòàâëÿåò âïîëíå ðàçóìíûé îáúåì
ïàìÿòè äëÿ ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåàëèçàöèÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âû-
øå 28 − 1 = 255 îáû÷íûì "øêîëüíûì"àëãîðèòìîì ïðèâåäåò ê íå áîëåå ÷åì
(28

k
)2 = 210 îáðàùåíèÿì ê òàáëèöå T è íå áîëåå ÷åì 210 áàéòîâûì ëîãè÷åñêèì

ñëîæåíèÿì, â òî âðåìÿ, êàê ÷èñëî îïåðàöèé áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèöû T îöå-
íèâàåòñÿ êàê (28)2 = 216.

3.1.4 Ìîäèôèêàöèÿ êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà è ãèáðèä-
íûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåìûé â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå àëãîðèòì èãðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü â ïîñòðî-
åííîé íàìè ñõåìå âû÷èñëåíèé. Îí èñïîëüçóåòñÿ ëèøü êîãäà îäèí èç ïåðåìíîæàåìûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ñîäåðæèò íåáîëüøîå ÷èñëî (íå áîëåå òðåòè) åäèíè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ñäâèãîì âåêòîðà (cn′−1, cn′−2, . . . , c1, c0) áóäåì íàçûâàòü âåêòîð (cn′−1, cn′−2, . . . , c1, c0, 0).
Ðàññìîòðèì äâà ìíîãî÷ëåíà f(X) è g(X) â ñòàíäàðòíîì (ïîëèíîìèàëüíîì) áàçèñå:

f(X) =
n−1∑

i=0

aiX
i, g(X) =

n−1∑

i=0

biX
i.

Ïóñòü âåêòîðû

A = (an−1, an−2, . . . ,a1, a0) è B = (bn−1, bn−2, . . . , b1, b0)

èõ êîýôôèöèåíòîâ çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ìàøèííûõ ñëîâ

C(k−1), C(k−2), . . . , C(1), C(0) è D(k−1), D(k−2), . . . , D(1), D(0)

äëèíû s ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ Vi, i = 0, 1, . . . , s − 1 òàê, ÷òî V0 = A, è äëÿ

ëþáîãî i, i = 1, 2, . . . , n − 1, âåêòîð Vi ïîëó÷àåòñÿ ñäâèãîì âåêòîðà Vi−1. Èç âåêòîðà Vi

äîáàâëåíèåì ñëåâà (k + 1)s − n − i íóëåé ïîëó÷èì âåêòîð V ′
i , c (k + 1)s êîìïîíåíòàìè, i =

0, 1, . . . , s−1 . V ′
i ìîæåò áûòü çàäàí ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ei = E

(k)
i , E

(k−1)
i , . . . , E

(1)
i , E

(0)
i èç

k + 1 ìàøèííîãî ñëîâà.
Ïóñòü íóæíî ïåðåìíîæèòü ìíîãî÷ëåíû f(X) è g(X). Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè Ei ìàøèííûõ ñëîâ i = 0, 1, . . . , s− 1. Äàëåå îïðåäåëèì èíäåêñû t0, t1, . . . , tm êîìïîíåíò
âåêòîðà B, ðàâíûõ åäèíèöå, 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tm ≤ n − 1. Äëÿ êàæäîãî j, j = 0, 1, . . . , m
îïðåäåëèì ÷àñòíîå qj è îñòàòîê rj îò äåëåíèÿ ÷èñëà tj íà s.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 2n íóëåâûõ ìàøèííûõ ñëîâ îáîçíà÷èì P . Òàêèì îáðàçîì, P =
L0, L1, . . . , L2n−1 è Li = 0 i = 0, 1, . . . , 2n−1. Äàëåå äëÿ êàæäîãî j, j = 0, 1, . . . ,m ïîëîæèì

Lqj+i := Lqj+i + E(i)
rj

, i = 0, 1, . . . , k.

Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå îïèñàííûõ âûøå äåéñòâèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P ìàøèííûõ ñëîâ
çàäàåò âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f(X) è g(X).

Òåïåðü ïîÿñíèì, êàê óñêîðèòü ïîèñê èíäåêñîâ åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ âåêòîðà B. Ïðåäâà-
ðèòåëüíî (äî íà÷àëà âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ) ñîñòàâèì îäíîìåðíóþ
òàáëèöó T , ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïî çàäàííîìó áàéòó b îïðåäåëÿþòñÿ ìåñòà åäèíè÷íûõ áèò â
ýòîì áàéòå. Ïåðåìíîæàÿ ìíîãî÷ëåíû f(X) è g(X), äëÿ êàæäîãî j-ãî áàéòà ìàøèííîãî ñëîâà
D(i) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè D(k−1), D(k−2), . . . , D(1), D(0) ïî òàáëèöå T îïðåäåëèì ñïèñîê íî-
ìåðîâ ìåñò åäèíè÷íûõ áèò. Ïî ýòèì íîìåðàì è ÷èñëàì i, j îïðåäåëÿåòñÿ î÷åðåäíàÿ ïîðöèÿ
èíäåêñîâ åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ âåêòîðà B. Òàê, åñëè ω � îäèí èç íîìåðîâ â ñïèñêå åäèíè÷íûõ
áèò j-ãî áàéòà ìàøèííîãî ñëîâà D(i), òî åìó ñîîòâåòñòâóåò èíäåêñ si + 8j + ω.

Ïðèìåð. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïåðåìíîæèòü ìíîãî÷ëåíû f(X) = X10 + X8 + X7 + X5 + X3 +
X2 + 1 è g(X) = X8 + X7 + X5 + X. Â äåìîíñòðàöèîííûõ öåëÿõ ïðåäïîëîæèì, ÷òî s = 4.
Òîãäà ìíîãî÷ëåíû f(X) è g(X) çàäàþòñÿ âåêòîðàìè

A = (1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1), B = (0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0),

ñîîòâåòñòâåííî, èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ìàøèííûõ ñëîâ

C = 5, 10, 13, D = 1, 10, 2.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ V0, V1, V2, V3, ïîëó÷àåìûõ ñäâèãàìè èç
âåêòîðà A, è äàëåå äîïîëíÿåì ñëåâà ýòè âåêòîðû íóëÿìè òàê, ÷òîáû ïîëó÷àåìûå âåêòîðà
ñîñòîÿëè èç 16 êîìïîíåíò. (16 � íàèìåíüøåå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 4 è íå ìåíüøåå êîëè÷åñòâà
êîìïîíåíò â âåêòîðå V3) :

V ′
0 = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1),

V ′
1 = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0),

V ′
2 = (0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0),

V ′
3 = (0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0),

Ïîëó÷åííûå âåêòîðû çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàøèííûõ ñëîâ:

E0 = 0, 5, 10, 13, E1 = 0, 11, 5, 10,
E2 = 1, 6, 11, 4, E3 = 2, 13, 6, 8.

Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàþò òàáëèöó ñäâèãîâ.
Â âåêòîðå B åäèíèöû ðàñïîëîæåíû íà ìåñòàõ ñ íîìåðàìè 1, 5, 7, 8. Äåëÿ ýòè ÷èñëà íà 4

ñ îñòàòêîì, ïîëó÷àåì:
q0 = 0, r0 = 1, q1 = 1, r1 = 1,

q2 = 1, r2 = 3, q3 = 2, r3 = 0.

Â çàêëþ÷åíèå âû÷èñëÿåì ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáëèöû ñäâèãîâ:
0 0 0 11 5 10⊕
0 0 11 5 10 0
0 2 13 6 8 0
0 5 10 13 0 0
0 7 12 5 7 10
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàøèííûõ ñëîâ, çàïèñàííàÿ ïîä ÷åðòîé, ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó êî-
ýôôèöèåíòîâ

(111.1100.0101.0111.1010)

è çàäàåò ìíîãî÷ëåí

X18 + X17 + X16 + X15 + X14 + X10 + X8 + X6 + X5 + X4 + X3 + X,

êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåì ïðèìåðå ìíîãî÷ëåíîâ f(X)
è g(X).

Ïðè ïåðåìíîæåíèè íåêîòîðûõ çàäàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(X) è g(X) ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ
îäèí èç ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ. Åñëè ñðåäè ïåðåìíîæàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ åñòü ñîäåðæà-
ùèé íåáîëüøîå ÷èñëî åäèíè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ (ìåíåå íåêîòîðîãî ïîðîãà P), òî áûñòðåå
áóäåò ðàáîòàòü ìîäèôèöèðîâàííûé êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò èñ-
ïîëüçîâàòü äðóãèå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè, îðèãèíàëüíóþ ñõåìó, ðàññìàòðèâàåìóþ â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå. Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ïîðîãà P îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè ìíîãîêðàòíîé
àïðîáàöèè îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ñïîñîá áûñòðîãî ïîäñ÷åòà ÷èñëà åäèíè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëå-
íà f(X).

Çàðàíåå ñòðîèòñÿ îäíîìåðíûé ìàññèâ M ñ 216 = 64768 ýëåìåíòàìè:
M [0],M [1], . . . ,M [64767] òàêîé, ÷òî M [i] ðàâåí ÷èñëó åäèíèö â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè
÷èñëà i. Íàïðèìåð,

M [1234] = M [010010110012] = 5.

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(X) çàäàí ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ A0, A1, . . . ,
Ak äâóõáàéòîâûõ ÷èñåë. Òîãäà ñóììà M [A0] + M [A1] + . . . + M [Ak] ðàâíà ÷èñëó åäèíè÷íûõ
êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f(X).

3.2 Îïòèìèçàöèÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
3.2.1 Ââåäåíèå

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ìåòîäîâ âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïî-
ëåì GF (2), îñíîâàííûõ íà äåêîìïîçèöèè ïî ìåòîäó Êàðàöóáû (Êàðàöóáà À.À., ÎôôìàíÞ.Ï.
Óìíîæåíèå ìíîãîçíà÷íûõ ÷èñåë íà àâòîìàòàõ. ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1962, ò. 145). Ïîêàçàíà ýôôåê-
òèâíîñòü äåêîìïîçèöèîííîãî ïîäõîäà ê ðåàëèçàöèè ýòîé îïåðàöèè ïðè ñòåïåíÿõ ïîëèíîìîâ â
äèàïàçîíå îò 100 äî 1000, õàðàêòåðíîì äëÿ êðèïòîñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.

Ýôôåêòèâíîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ îðè-
ãèíàëüíîé äåêîìïîçèöèîííîé ñõåìû óìíîæåíèÿ ïî ìåòîäó Êàðàöóáû è ó÷åòà ñïåöèôèêè îïå-
ðàíäîâ ïðè ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà.

3.2.2 Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìåòîäó Êàðàöóáû
Â 1962 ãîäó Êàðàöóáà À.À. (íûíå èçâåñòíûé ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè ÷èñåë, ïðîôåññîð ÌÃÓ)
ïðåäëîæèë ìåòîä óìíîæåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ÷èñåë, áîëåå ýôôåêòèâíûé, ÷åì èçâåñòíûé êëàñ-
ñè÷åñêèé ìåòîä óìíîæåíèÿ <ñòîëáèêîì>.

Óìíîæåíèå äâóõ 2n-çíà÷íûõ ÷èñåë ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ÷åòûðåì óìíîæåíèÿì äâóõ n-
çíà÷íûõ ÷èñåë. Ïî ìåòîäó Êàðàöóáû äîñòàòî÷íî òðåõ òàêèõ óìíîæåíèé.

Çàïèøåì 2n-çíà÷íîå ÷èñëî â âèäå

An + 10n ·Bn.
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Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ òîæäåñòâî

(An + 10n ·Bn) · (Cn + 10n ·Dn) =

An · Cn(10n + 1) + (Dn − Cn) · (An −Bn) · 10n + Bn ·Dn · (102n + 10n).

Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòóïèòü è ïðè óìíîæåíèè äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2n â
êîëüöå ïîëèíîìîâ íàä ïîëåì Ãàëóà GF (2).

Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû p(x) è q(x) ñòåïåíè 2n-1 ïðåäñòàâëåíû â âèäå

p(x) = p1(x) + xn × p2(x),

q(x) = q1(x) + xn × q2(x),

ãäå p1, p2, q1, q2 � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n− 1.
Òîãäà ïðîèçâåäåíèå

p(x)× q(x)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
p(x)× q(x) =

= p1(x)× q1(x)+

+(p1(x) + p2(x))× (q1(x) + q2(x))xn+

+p2(x)× q2(x)x2n+

+(p1(x)× q1(x))xn+

(p2(x)× q2(x))xn.

Êàê âèäíî, èñïîëüçîâàíî òîëüêî òðè óìíîæåíèÿ âìåñòî ÷åòûðåõ óìíîæåíèé ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè n. Ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðèåìà ñîîòâåòñòâóåò ðåêóðñèâíîé ñõåìå, <ðàç-
âåðòêîé> êîòîðîé ïðè ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ ðåêóðñèè ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå ñõåìû óìíîæå-
íèÿ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Îöåíèì ñëîæíîñòü T (n) àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë (ïîëèíîìîâ ñòåïåíè
n− 1). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàíèåì àëãîðèòìà Êàðàöóáû

T (n) =
{

k, ïðè n = 1,
sT (n/2) + kn ïðè n>1 (3.3)

Çäåñü k � êîíñòàíòà, îòðàæàþùàÿ ñëîæåíèÿ è ñäâèãè. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 2.1 îãðàíè÷åíî
ñâåðõó ôóíêöèåé

3knlog 3 ≈ 3knlog 1.59.

Äåéñòâèòåëüíî, èíäóêöèåé ïî k (Ïîëàãàÿ, ÷òî n åñòü ñòåïåíü ÷èñëà 2, n = 2s), ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî

T (n) = 3knlog 3 − 2kn. (3.4)

Áàçèñ, s = 1, n = 1 òðèâèàëåí. Äàëåå, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ (2.2) óäîâëåòâî-
ðÿåò (2.1) ïðè n = 2s, Òî

T (2n) = 3T (n) + 2kn = 3(sknlog 3 − 2kn) + 2kn = 3k(2n)log 3 − 2k(2n),

òî åñòü ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò (2.1) è ïðè m = 2s+1 = 2n.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî T (n) ≤ 3knlog 3.
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3.2.3 Îïòèìèçàöèÿ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.
Èòåðàöèè ìåòîäà Êàðàöóáû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû â âèäå ∑s
i=0 Qi(x)xik, ãäå Qi(x) - ýëåìåíòàð-

íûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå k − 1. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó T ñ 2k ñòðîêàìè
è 2k ñòîëáöàìè, â êîòîðîé ýëåìåíò tij, íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðî-
êè è j-ãî ñòîëáöà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü a0a1 . . . ak−1 - äâî-
è÷íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà i − 1, ò.å. i − 1 =

∑k−1
r=0 ar2

r, à b0b1 . . . bk−1 - äâîè÷-
íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà j − 1. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
Q(1), Q(1) =

∑k−1
r=0 arx

r è Q(2) =
∑k−1

r=0 brx
r ðàâíî P (x) = Q(3)xk + Q(4) äëÿ íåêî-

òîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Q(3) è Q(4). Ïîëàãàåì tij = P (x).
Åñëè âû÷èñëèòü ìàòðèöó T çàðàíåå, òî óìíîæåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ íóæíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû T , ÷òî óñêîðÿåò ïðîöå-
äóðó óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðèìåð. Ïóñòü k = 8 è íóæíî ïåðåìíîæèòü ìíîãî÷ëåíû P1(x) = (1+x2)x8 +
(x3 +1) è P2(x) = (1+x+x7)x16 +x6. Òîãäà P1(x)P2(x) = (1+x2)(1+x+x7)x24 +
(x3+1)(1+x+x7)x16+(1+x2)x6x8+(x3+1)x6. Îáðàùàÿñü ê çàðàíåå âû÷èñëåííîé
òàáëèöå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó÷àåì

(1 + x2)(1 + x + x7) = xx8 + (1 + x + x2 + x3 + x7),

(x3 + 1)(1 + x + x7) = x2x8 + (1 + x + x3 + x4 + x7),

(1 + x2)x6 = x8 + x6,

(x3 + 1)x6 = xx8 + x6,

Îòêóäà P1(x)P2(x) = xx32+(1+x+x2+x3+x7)x24+x2x24+(1+x+x3+x4+x7)x16+
x16+x6x8+xx8+x6 = xx32+(1+x+x3+x7)x24+(x+x3+x4+x7)x16+(x+x6)x8+x6.

Îöåíèì îáúåì ïàìÿòè, èñïîëüçóåìîé äëÿ õðàíåíèÿ ìàòðèöû T ïðè k =
8. Òàáëèöà T ñîäåðæèò 216 ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ çàíèìàåò 2 áàéòà.
Ïîýòîìó äëÿ õðàíåíèÿ ìàòðèöû T íóæíî 217 áàéò èëè 128 Kb, ÷òî ñîñòàâëÿåò
âïîëíå ðàçóìíûé îáúåì ïàìÿòè äëÿ ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ðåàëèçàöèÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 28−
1 = 255 îáû÷íûì "øêîëüíûì"àëãîðèòìîì ïðèâåäåò ê íå áîëåå ÷åì (28

k
)2 = 210

îáðàùåíèÿì ê òàáëèöå T è íå áîëåå ÷åì 210 áàéòîâûì ëîãè÷åñêèì ñëîæåíèÿì,
â òî âðåìÿ, êàê ÷èñëî îïåðàöèé áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèöû T îöåíèâàåòñÿ êàê
(28)2 = 216.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäâàðèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî óìåíüøèòü âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåíà P1(x) íà P2(x) ñëåäóþùèì
îáðàçîì. ×åðåç di îáîçíà÷èì deg Pi(x), i = 1, 2. Ïóñòü d1 ≥ d2. Íàéäåì ýëåìåí-
òàðíûé ìíîãî÷ëåí Q(x) òàêîé, ÷òî deg(P1(x) + Q(x)P2(x))xn1−n2−k+1 ≤ d1 − k
ïðè d1 − d2 ≥ k èëè deg(P1(x) + Q(x)P2(x)) < d2, d1 − d2 < k. Äëÿ ýòî-
ãî â ñëó÷àå d1 − d2 ≥ k (ïðè di ≥ k) ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí Pi(x) â âè-
äå Q(i)(x)xdi−k+1 + P (i)(x), deg P (i)(x) ≤ di − k èëè (ïðè di < k) ïîëî-
æèì Q(i)(x) = Pi(x) i = 1, 2. Â ñëó÷àå d1 − d2 < k ïðåäñòàâèì ìíî-
ãî÷ëåí P1(x) â âèäå Q1(x)xd2 + P (1)(x) ñ deg P (1)(x) < d2 è P2(x) â âèäå
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Q2(x)x2d2−d1 + P (2)(x) deg P (2)(x) < 2d2 − d1 (ïðè 2d2 − d1 ≥ 0) èëè ïîëî-
æèì Q2(x) = P2(x) (ïðè 2d2 − d1 < 0). ßñíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí Q(x) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïàðå ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Q(i)(x), i = 1, 2. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìîæíî çàðàíåå âû÷èñëèòü òàáëèöó òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ è èñïîëüçîâàòü
åå ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì.

Ìíîãî÷ëåí P (x), P (x) =
∑r

i=0 ai(x)xik, ãäå ai -ýëåìåíòàðíûå ìíîãî÷ëåíû
â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∑r

i=0 aiy
i, èñïîëüçóÿ âìåñòî xk ïåðåìåí-

íóþ y. Ïóñòü çàäàíû äâà ìíîãî÷ëåíà Pi(y), i = 1, 2 ñòåïåíè (ïî ïåðåìåííîé
y) íå áîëüøåé 2t + 1. Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîãî÷ëåíû P

(j)
i (y), j = 1, 2, i = 1, 2,

ñòåïåíü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò t è Pi(y) = P
(1)
i (y) + yt+1P

(2)
i (y).

Ïóñòü íóæíî âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå P1(y)P2(y). Àëãîðèòì Êàðàöóáû ñîñòî-
èò â ñëåäóþùåì. Âû÷èñëèì òðè ïðîèçâåäåíèÿ: A(y) = P

(1)
1 (y)P

(1)
2 (y), B(y) =

P
(2)
1 (y)P

(2)
2 (y), C(y) = (P

(1)
1 + P

(2)
1 )(P

(1)
2 + P

(2)
2 ), à çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ òîæäå-

ñòâîì P1(y)P2(y) = A(y) + (C(y) + A(y) + B(y))yt+1 + B(y)y2t+2. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ñâåëè óìíîæåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ê òðåì óìíîæåíèÿì ìíîãî÷ëåíîâ, èìå-
þùèõ "ïî÷òè"â äâà ðàçà ìåíüøóþ ñòåïåíü. Ïðèìåíèì ýòó ïðîöåäóðó äàëåå ê
ïîëó÷åííûì òðåì ïðîèçâåäåíèÿì, ïîêà íå ñâåäåì çàäà÷ó ê óìíîæåíèþ ýëåìåí-
òàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ñëîæíîñòü ïî âðåìåíè àëãîðèòìà Êàðàöóáû ñîñòàâëÿåò
O(nlog2 3), ÷òî ïî ïîðÿäêó ìåíüøå, ÷åì ñëîæíîñòü "øêîëüíîãî"àëãîðèòìà óìíî-
æåíèÿ (O(n2)).

Ïðèìåð. Ïðîèëëþñòðèðóåì àëãîðèòì Êàðàöóáû íà ïðèìåðå ìíîãî÷ëåíîâ
ïåðåìåííîé x. Ïóñòü íóæíî ïåðåìíîæèòü ìíîãî÷ëåíû P1(x) = 1 + x + x3 è
P2(x) = 1 + x2 + x3. Ïîëîæèì P

(1)
1 (x) = 1 + x, P

(2)
1 (x) = x, P

(1)
2 (x) =

1, P
(2)
2 (x) = 1 + x. Òîãäà Pi(x) = P

(1)
i (x) + x2P

(2)
i (x), i = 1, 2, Ïîýòîìó

P1(x)P2(x) = (1+x)(1)+((1+x+x)(1+1+x)+(1+x)(1)+x(1+x))x2+x(1+x)x4.
Èç òðåõ ïîëó÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé (1 + x)1, 1x, x(1 + x) â äàëüíåéøåì ðàñ-
ñìîòðåíèè íóæäàåòñÿ òîëüêî x(1 + x), êîòîðîå ïî àëãîðèòìó Êàðàöóáû ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå 0 · 1 + ((0 + 1)(1 + 1) + 0 · 1 + 1 · 1)x + 1 · 1x2.

3.2.4 Óìíîæåíèå <äëèííûõ> öåëûõ ÷èñåë
Ðàññìîòðèì ñïîñîá óìíîæåíèÿ <äëèííûõ> öåëûõ ÷èñåë, êîòîðûé ïðåäó-

ñìàòðèâàåò ðàçáèåíèå ñîìíîæèòåëåé íà áàéòû è èñïîëüçîâàíèå òàáëèö óìíî-
æåíèÿ áàéò.

Ïóñòü <äëèííîå> öåëîå ÷èñëî L ñîñòîèò èç 32-õ áèò, ò.å. èç ÷åòûðåõ áàéò.
Íà ýòàïå, ïðåäøåñòâóþùåì âûïîëíåíèþ óìíîæåíèé <äëèííûõ> öåëûõ ÷èñåë,
ñòðîèòñÿ òàáëèöà T, ñîñòîÿùàÿ èç 28 = 256 ñòðîê è òàêîãî æå êîëè÷åñòâà
ñòîëáöîâ. Ýëåìåíò tij òàáëèöû T, íàõîäÿùèéñÿ â i-îé ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå
ýòîé òàáëèöû, i = 0, 1, . . . , 255, j = 0, 1, . . . , 255, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà áàé-
òà, îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü i =

∑7
k=0 ak2

k è j =
∑7

k=0 bk2
k,

ak, bk ∈ {0, 1}, äâîè÷íûå ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë i è j ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü ∑15

k=0 ckx
k � ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ∑7

k=0 akx
k íà ìíîãî÷ëåí
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∑7
k=0 bkx

k. Òîãäà ïàðà áàéò C0 = c0c1 . . . c7 è C1 = c8c9 . . . c15 ñîñòàâëÿåò ýëåìåíò
tij.

Ïóñòü çàäàíû äâà <äëèííûõ> öåëûõ ÷èñëà A è B, êàæäîå èç êîòîðûõ ñî-
ñòîèò èç ÷åòûðåõ áàéò:

A = A[0]A[1]A[2]A[3], B = B[0]B[1]B[2]B[3].

Èñïîëüçóÿ òàáëèöó T, ïîñòðîåííóþ íàìè äëÿ óìíîæåíèÿ áàéò, ñíà÷àëà íàéäåì
ñëåäóþùèå ÷èñëà:

Oi = A[i]×B[i], i = 0, 1, 2, 3,
Ti,1 = (A[2i] + A[2i + 1])× (B[2i] + B[2i + 1]) , i = 0, 1,

Ti,2 = (A[i] + A[i + 2])× (B[i] + B[i + 2]) , i = 0, 1,
F = (A[0] + A[1] + A[2] + A[3])×
× (B[0] + B[1] + B[2] + B[3]) .

(3.5)

Êàæäîå èç ÷èñåë Oi, i = 0, 1, 2, 3, Ti,1, Ti,2, i = 0, 1, F çàäàåòñÿ ïàðîé
áàéò. Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå ôîðìóëû îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ áàéò

Oi[0], Oi[1] i = 0, 1, 2, 3,

Ti,1[0], Ti,1[1], Ti,2[0], Ti,2[1] i = 0, 1,

F [0], F [1].

Èñïîëüçóÿ ýòè ÷èñëà, íàõîäèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

D[1] = O1[0] + O0[1], S[1] = O0[0] + D[1],
D[i] = Oi((mod4)[0] + Oi−1((mod4)[1], S[i] = S[i− 1] + D[i],

i = 2, 3, . . . , 6.
(3.6)

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàéò

P [0]P [1]P [2]P [3]P [4]P [5]P [6]P [7]

çàäàåò èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå P ìíîãî÷ëåíîâ, òî

P [0] = O0[0],
P [1] = S[1] + T0,1[0],

P [2] = S[2] + T0,1[1] + T0,2[0],
P [3] = S[3]+

+T0,1[0] + T1,1[0] + T0,2[0] + T0,2[1] + T1,2[0] + F [0],
P [4] = S[4]+

+T0,1[1] + T1,1[1] + T0,2[1] + T1,2[0] + T1,2[1] + F [1],
P [5] = S[5] + T1,1[0] + T1,2[1],

P [6] = S[6] + T1,1[1],
P [7] = O3[1].

(3.7)
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3.2.5 Äåêîìïîçèöèîííàÿ ñõåìà óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

Ðàññìîòðèì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñõåì óìíîæåíèÿ, ñ ó÷åòîì ðàçìåðíîñòåé ñî-
ìíîæèòåëåé ïðè ýòîì áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ óìíîæåíèÿ <äëèííûõ>
(s-ðàçðÿäíûõ) öåëûõ ÷èñåë, ðåàëèçàöèÿ êîòîðîé îïèñàíà â ïðåäûäóùåì ïàðà-
ãðàôå. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ <äëèííûõ> öåëûõ
÷èñåë A è B îïðåäåëåí ðåçóëüòàò èõ óìíîæåíèÿ S = A×B, êîýôôèöèåíòû êîòî-
ðîãî çàäàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç äâóõ <äëèííûõ> öåëûõ ÷èñåë S(0), S(1).

Íà âõîä àëãîðèòìà ïîñòóïàþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñîñòîèò èç k <äëèííûõ> öåëûõ ÷èñåë, êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ s êîòîðûõ ñîâïà-
äàåò ñ ðàçðÿäíîñòüþ èñïîëüçóåìîãî äëÿ âû÷èñëåíèé ïðîöåññîðà.

Ñõåìà âû÷èñëåíèé ïî ðàññìàòðèâàåìîìó àëãîðèòìó ñîäåðæèò äâà âñïîìî-
ãàòåëüíûõ óðîâíÿ è óðîâåíü âû÷èñëåíèÿ ðåçóëüòàòà.

Íà ïåðâîì âñïîìîãàòåëüíîì óðîâíå âû÷èñëÿþòñÿ íåêîòîðûå ñóììû <äëèí-
íûõ> öåëûõ ÷èñåë, ïîñòóïàþùèõ íà âõîä àëãîðèòìà. Ïîëó÷àþòñÿ íîâûå <äëèí-
íûå> öåëûå ÷èñëà, êîòîðûå ïåðåìíîæàþòñÿ íà ýòîì óðîâíå îïðåäåëåííûì îáðà-
çîì. Êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ ÷èñåë ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äàëüíåéøèõ
âû÷èñëåíèÿõ.

Ðåçóëüòàòû óìíîæåíèé ïîñòóïàþò íà âõîä ñëåäóþùåãî óðîâíÿ ñõåìû, ãäå
ïóòåì ðàöèîíàëüíûõ ñóììèðîâàíèé íàõîäÿòñÿ íîâûå <äëèííûå> öåëûå ÷èñëà.
Íà ïîñëåäíåì óðîâíå âûïîëíÿþòñÿ òàêæå òîëüêî ñëîæåíèÿ òàêèõ ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, äåêîìïîçèöèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ èìååò âèä ΣΣ(ΠΣ), òî
åñòü ñíà÷àëà âûïîëíÿþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñëîæåíèÿ, ïîòîì � óìíîæåíèÿ
äëèííûõ öåïî÷åê, äàëåå � ñëîæåíèÿ ñ öåëüþ îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèé ñ ìíîãî-
êðàòíî èñïîëüçóåìûìè ÷èñëàìè è, íàêîíåö, � âû÷èñëåíèÿ ðåçóëüòàòà, èñïîëü-
çóþùèå òîëüêî ñëîæåíèÿ.

Ïðèìåð. Ñëó÷àé n = 6 è s = 32.

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ n è s âàðèàíò ñõåìû óìíîæå-
íèÿ ïîçâîëÿåò ïåðåìíîæèòü ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå áîëüøåé n · s− 1 = 191.

Ïóñòü íà âõîä àëãîðèòìà ïîäàþòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç øåñòè öåëûõ
÷èñåë:

A(0), A(1), A(2), A(3), A(4), A(5), B(0), B(1), B(2), B(3), B(4), B(5),

çàäàþùèõ ñîîòâåòñòâåííî ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x). Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ñëåäó-



3.2. ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÓÌÍÎÆÅÍÈß ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ 223

þùèå ïðîèçâåäåíèÿ öåëûõ ÷èñåë (ýòàïû ΠΣ â ñòðóêòóðíîé ñõåìå ΣΣ(ΠΣ))

Oi = A(i) ∗B(i), i = 0, 1, . . . , 5,

T1,i =
(
A(2i) + A(2i+1)

)
∗

(
B(2i) + B(2i+1)

)
, i = 0, 1, 2

T2,i =
(
A(i) + A(i+2)

)
∗

(
B(i) + B(i+2)

)
, i = 0, 1

T3,i =
(
A(i) + A(i+4)

)
∗

(
B(i) + B(i+4)

)
, i = 0, 1,

F1,0 =
(
A(0) + A(1) + A(2) + A(3)

)
∗(

B(0) + B(1) + B(2) + B(3)
)
, (4.1)

F2,0 =
(
A(0) + A(1) + A(4) + A(5)

)
∗(

B(0) + B(1) + B(4) + B(5)
)
,

F3,i =
(
A(i) + A(i+2) + A(i+4)

)
∗ ∗(

B(i) + B(i+2) + B(i+4)
)
, i = 0, 1,

E =
(
A(0) + A(1) + A(2) + A(3) + A(4) + A(5)

)
∗(

B(0) + B(1) + B(2) + B(3) + B(4) + B(5)
)
.

Òàê êàê êàæäîå èç ÷èñåë

Oi, T1,i, T2,i, T3,i, F1,0, F2,0, F3,i, E

çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç äâóõ öåëûõ s-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë, òî îïðåäåëåíû
öåëûå ÷èñëà

O
(0)
i , O

(1)
i , i = 0, 1, 2, . . . , 5,

T
(0)
1,i , T

(1)
1,i , i = 0, 1, 2,

T
(0)
j,i , T

(1)
j,i , j = 2, 3, i = 0, 1,

F
(0)
j,0 , F

(1)
j,0 , j = 1, 2,

F
(0)
3,i , F

(1)
3,i , i = 0, 1,

E(0), E(1).

Èñïîëüçóÿ ýòè ÷èñëà, íàõîäèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

S(1) = O
(0)
0 + O

(0)
1 + O

(1)
0 ,

S(i) = S(i−1) + O
(0)
i + O

(1)
i−1, i = 2, 3, . . . , 5,

S(6) = S(5) + O
(0)
2 + O

(0)
4 + O

(1)
5 ,

S(7) = S(6) + O
(0)
3 + O

(0)
5 + O

(1)
2 + O

(1)
4 , (4.2)

S(8) = O
(1)
0 + O

(1)
1 + O

(0)
1 + O

(0)
4 ,

S(9) = O
(1)
1 + O

(1)
4 + O

(0)
4 + O

(0)
5 ,

S(10) = O
(1)
4 + O

(1)
5 + O

(0)
5 ,
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R(3) = T
(0)
1,0 + T

(0)
1,1 ,

R(4) = T
(1)
1,0 + T

(1)
1,1 , (4.3)

R(5) = R(3) + T
(0)
1,2 ,

R(6) = R(4) + T
(1)
1,2 ,

K(3) = K(7) = T
(1)
2,0 + T

(0)
2,0 + T

(0)
2,1 ,

K(4) = K(8) = T
(1)
2,0 + T

(0)
2,1 + T

(1)
2,1 , (4.4)

C(7) = F
(0)
1,0 + F

(0)
2,0 + F

(0)
3,0 + F

(0)
3,1 + F

(1)
3,0 ,

C(8) = F
(1)
1,0 + F

(1)
2,0 + F

(1)
3,0 + F

(1)
3,1 + F

(0)
3,1 , (4.5)

W (5) = T
(0)
3,0 + T

(1)
3,0 + T

(0)
3,1 ,

W (6) = W (5) + T
(1)
3,1 , (4.6)

W (7) = W (6),

W (8) = W (7) + T
(0)
3,0 ,

Íàêîíåö, îïðåäåëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P (0), P (1), P (2), . . . , P (11) öåëûõ ÷èñåë,
çàäàþùóþ ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x).

P (0) = O
(0)
0 ,

P (1) = S(1) + T
(0)
1,0 ,

P (2) = S(2) + T
(1)
1,0 + T

(0)
2,0 ,

P (3) = S(3) + R(3) + K(3) + F
(0)
1,0 ,

P (4) = S(4) + R(4) + K(4) + F
(1)
1,0 + T

(0)
3,0 ,

P (5) = S(5) + R(5) + T
(1)
2,1 + F

(0)
2,0 + W (5),

P (6) = S(6) + R(6) + T
(0)
2,0 + F

(1)
2,0 + F

(0)
3,0 + W (6),

P (7) = S(7) + T
(0)
1,0 + K(7) + C(7) + W (7) + E(0), (4.7)

P (8) = S(8) + T
(1)
1,0 + K(8) + C(8) + W (8) + E(1),

P (9) = S(9) + T
(0)
1,2 + T

(1)
2,1 + T

(1)
3,1 + F

(1)
3,1 ,

P (10) = S(10) + T
(1)
1,2 ,

P (11) = O
(1)
5 ,

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîñòðîåíà ñõåìà óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè n = 6, s =
32.

Êàê âèäèì, èçâåñòíàÿ ñõåìà óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìåòîäó Êàðàöóáû
ïðåäñòàâëåíà íàìè íå â ðåêóððåíòíîì, à â ÿâíîì âèäå. Ïðè ýòîì ðàçðàáîòàííàÿ
ñõåìà âû÷èñëåíèé, êàê óæå áûëî óêàçàíî âûøå, èìååò ñòðóêòóðó ΣΣ(ΠΣ) è
ñîäåðæèò ïðîãðàììíûå ýâðèñòèêè.

Ïðèâåäåííûé ñïîñîá óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ äîïóñêàåò, î÷åâèäíî, ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé êàê âíóòðè óðîâíåé, òàê è â öåëîì.

Ïîäîáíûå ÿâíûå ñõåìû ïðîöåäóðíî ñòðîÿòñÿ è ïðè á�îëüøèõ ïàðàìåòðàõ îïå-
ðàíäîâ.
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3.2.6 Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ
Îñóùåñòâëåíà òåñòîâàÿ ïðîâåðêà ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
â ñòàíäàðòíîì áàçèñå:

C � êëàññè÷åñêèé ìåòîä óìíîæåíèÿ íà óðîâíå îòäåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ;
CT � ìåòîä óìíîæåíèÿ íà óðîâíå ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 7 (k =

8) ñ èñïîëüçîâàíèåì çàðàíåå âû÷èñëÿåìîé òàáëèöû óìíîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ;

CM � îïèñàííàÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìîäèôèêàöèÿ êëàññè÷åñêîãî ìå-
òîäà, ìèíèìèçèðóþùàÿ ÷èñëî îïåðàöèé ñäâèãà è ñëîæåíèÿ.

KM � óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìåòîäó Êàðàöóáû (äåêîìïîçèöèîííàÿ ñõå-
ìà íå èñïîëüçóåòñÿ).

ÊÑ � óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïî äåêîìïîçèöèîííîé ñõåìå.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âðåìåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îöåíîê ïðîèçâîäèëèñü ïî 10

000 öèêëîâ óìíîæåíèÿ (ñ ïðèâåäåíèåì ðåçóëüòàòà ïî ìîäóëþ ïÿòè÷ëåíà) ñ îïðå-
äåëåíèåì ìèíèìàëüíîãî, ìàêñèìàëüíîãî è ñðåäíåãî ïî 10 òàêèì èñïûòàíèÿì
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ýòèõ öèêëîâ. Â êàæäîì öèêëå îñóùåñòâëÿëîñü ïðèâåäå-
íèå ðåçóëüòàòà óìíîæåíèÿ ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó ïîëÿ Ãàëóà ïóòåì íàõîæäå-
íèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ íà íåïðèâîäèìûé ïÿòè÷ëåí ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè.

Ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåññîðà Pentium MMX, 233 Ìãö
ïðèâåäåíû â òàáëèöå (âðåìÿ óêàçàíî â ñåêóíäàõ). Ïðèâåäåííûå äàííûå ïîëó÷å-
íû ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíîé áèáëèîòåêè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
â êîíå÷íûõ ïîëÿõ, îïèñàííîé íèæå â ïàðàãðàôå 4.3.1.

173 191 239
Ìå-

Ìèí. Ñð. Ìàêñ. Ìèí. Ñð. Ìàêñ. Ìèí. Ñð. Ìàêñ. òîä
1.26 1.40 1.56 1.42 1.56 1.71 1.76 1.97 2.11 C
0.53 0.62 0.68 0.61 0.69 0.78 0.81 0.95 1.05 CT
0.71 0.74 0.76 0.73 0.76 0.78 0.80 0.83 0.88 CM
0.45 0.46 0.48 0.47 0.49 0.51 0.50 0.52 0.55 K
0.17 0.18 0.18 0.22 0.23 026 0.36 0.37 0.39 KC
Òàêèì îáðàçîì, âûÿâëåííûå ñðàâíåíèåì òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê ñëîæíîñòè

ïðåèìóùåñòâà óìíîæåíèÿ ïî ïðåäëîæåííîé â äàííîé ðàáîòå ñõåìå ïåðåä êëàñ-
ñè÷åñêèì ìåòîäîì è áàçîâûì ìåòîäîì Êàðàöóáû ïîäòâåðæäàþòñÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíî.

Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêèìè ñõåìàìè ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü òàêæå ïîñðåäñòâîì ëîãè÷åñêèõ ñõåì. Òàê íà Ðèñ.2.1 äàíî áëî÷íîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ñõåìû óìíîæåíèÿ <äëèííûõ> öåëûõ ÷èñåë, ðàññìîòðåííîé â ïàðà-
ãðàôå 4.4.

Âû÷èñëåíèÿ â áëîêàõ Σ1 è Π ðåàëèçóþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.3) Â áëîêå Σ2,
âûäåëåííîì æèðíûìè ëèíèÿìè, âû÷èñëåíèÿ èìåþò èòåðàòèâíûé õàðàêòåð â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (2.4). Â áëîêå Σ3 îñóùåñòâëÿþòñÿ çàêëþ÷èòåëüíûå
ñóììèðîâàíèÿ ïî ôîðìóëàì (2.5).
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Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 191 ìîæíî îñóùåñòâèòü ïîñðåäñòâîì ëîãè-
÷åñêîé ñõåìû, áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé äàíî íà Ðèñ.2.2.

Áëîêè Σ1 è Π ðåàëèçóþò âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (2.6). Ïðè ýòîì óìíî-
æåíèÿ â áëîêå Π ìîãóò áûòü îñóùåñòâëåíû ïî ñõåìàì óìíîæåíèÿ <äëèííûõ>
öåëûõ ÷èñåë íà Ðèñ.2.1. Âû÷èñëåíèÿ â áëîêàõ Σ2, Σ3 è Σ5, âûäåëåííûõ æèðíûìè
ëèíèÿìè, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (2.7), (2.8) è (2.11) èìåþò èòåðàòèâíûé
õàðàêòåð. Ñóììèðîâàíèå â áëîêàõ Σ4, Σ6 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.9) è
(2.10). Â áëîêå Σ7 ôîðìèðóåòñÿ îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò P ïî ôîðìóëàì (2.12.)

3.3 Åùå äâå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ
Ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ïåðâîãî èçäàíèÿ íàøåé áðîøþðû àâòîðàì ñòàëà èç-

âåñòíà ïóáëèêàöèÿ J.Lopez,R.Dahab â AsiaCrypt-2000, â êîòîðîé ïðåäëàãàåòñÿ
äâà âàðèàíòà àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ, ïåðâûé èç êîòîðûõ íå òðåáóåò äîïîëíè-
òåëüíîé ïàìÿòè à âòîðîé òðåáóåò îáðàùåíèÿ ê ïðåäâû÷èñëåííîé òàáëèöå ìåíü-
øåãî ðàçìåðà, ÷åì èñïîëüçóåìàÿ â èçëîæåííîì âûøå àëãîðèòìå. Äàëåå èçëàãà-
þòñÿ îáà ýòèõ ìåòîäà, ñëåäóÿ ñòàòüå àâòîðîâ ñ íåêîòîðûìè íàøèìè êîììåíòà-
ðèÿìè.

Âòîðîé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ðàçèâèòèåì ïåðâîãî, ïîýòîìó íà÷èíàåì ñ íåãî.
Êàê îòìå÷àþò àâòîðû, îí ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà [124] Íàïîìíèì,
÷òî ýòîò àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïîêàçàòåëü ñòåïåíè çàïèñûâàåòñÿ
2k-è÷íîé ñèñòåìå

a =
s−1∑

i=0

Ai2
ki,

ãäå Ai èìååò äâîè÷íóþ çàïèñü (aik+k−1 . . . aik)2, ñòåïåíè áàçû g, çàïèñûâàåìûå
äàëåå äëÿ óäîáñòâà â àääèòèâíîé íîòàöèè, ïðåäâû÷èñëÿþòñÿ â ïîðÿäêå 2kig, 0 ≤
i < s, ïîòîì äëÿ êàæäîãî u = (us−1 . . . u0)2, 0 ≤ u < 2s âû÷èñëÿþòñÿ â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ ÷èñåë us−1 + . . . + u0) ñóììû

Pu =
s−1∑

i=0

ui2
kig,

à ïîòîì âû÷èñëÿåòñÿ ñòåïåíü a · g ïî ôîðìóëå

a · g =
k−1∑

j=0

2j

(
s−1∑

i=0

aik+j2
ki · g

)
=

k−1∑

j=0

2jPIj ,

ãäå Ij = (a(s−1)k+j . . . ak+jaj)2. Ïðåèìóùåñòâî ýòîé ôîðìóëû ïåðåä ñòàíäàðòíîé
ôîðìóëîé

a · g =
j=s−1∑

j=0

2kj

(
k−1∑

i=0

ajk+i2
i · g

)

â òîì, ÷òî ïðè óñëîâèè ïðåäâû÷èñëåíèÿ âíóòðåííèõ ñóìì óïðîùàåòñÿ âû÷èñ-
ëåíèå ñòåïåíè a · g çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ÷èñëà âîçâåäåíèé â êâàäðàò (óäâîåíèé



3.3. ÅÙÅ ÄÂÅ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÓÌÍÎÆÅÍÈß 227

Ðèñ. 3.1: Áàçîâàÿ äåêîìïîçèöèîííàÿ ñõåìà.

Ðèñ. 3.2: Ãëàâíàÿ äåêîìïîçèöèîííàÿ ñõåìà.
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â àääèòèâíîé íîòàöèè), êîòîðûõ ñòàíîâèòñÿ òîëüêî k âìåñòî (s− 1)k âî âòîðîé
ôîðìóëå. Îäíàêî ñàìî ïðåäâû÷èñëåíèå ñòàíîâèòñÿ íåìíîãî áîëåå ñëîæíûì.

Àëãîðèòìû ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ â àääèòèâíîé íîòàöèè ëåãêî ìîãóò áûòü ìî-
äèôèöèðîâàíû â àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ êàê ÷èñåë, òàê è ìíîãî÷ëåíîâ. Íàïðè-
ìåð, èçâåñòíûé åùå äðåâíèì èíäóñàì áèíàðíûé àëãîðèòì ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ
â 19 âåêå øèðîêî èñïîëüçîâàëñÿ â Ðîññèè äëÿ óìíîæåíèÿ ÷èñåë, è Ä.Êíóò
íàçûâàåò åãî â ñâîåé êíèãå ¾ðóññêèì êðåñòüÿíñêèì ìåòîäîì¿. Íå óäèâèòåëü-
íî, ÷òî è óêàçàííûé âûøå àëãîðèòì ìîæíî ïðåâðàòèòü â àëãîðèòì óìíîæå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Äëÿ ýòîãî áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ëþáîé äâîè÷íûé ìíîãî÷ëåí
a(X) =

∑n−1
i=0 aiX

i, êàê è ðàíüøå, â âèäå

a(X) =
s−1∑

i=0

Ai(X)Xki, Ai(X) =
k−1∑

j=0

aik+jX
j,

è õðàíèòü â ìàøèííîé ïàìÿòè â âèäå ìàññèâà ÷èñåë A0, . . . , As−1, ãäå Ai èìååò
äâîè÷íóþ çàïèñü (aik+k−1 . . . aik)2, à ðàçìåð k ìîæíî âûáðàòü ðàâíûì âåëè÷èíå
ìàøèííîãî ñëîâà, è ïîëîæèòü k = 32, à íå 8, êàê áûëî ó íàñ ðàíüøå. Òîãäà
ïðèâåäåííàÿ âûøå ôîðìóëà äëÿ ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â
âèäå ñëåäóþùåé ôîðìóëû óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

a(X)g(X) =
k−1∑

j=0

Xj

(
s−1∑

i=0

aik+jX
ki · g

)

Ïðîèçâåäåíèå b(X) = a(X)g(X) èìååò ñòåïåíü 2n − 2 è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàñ-
ñèâîì êîýôôèöèåíòîâ B2s−1, . . . , B0. Â íà÷àëå îí çàïîëíÿåòñÿ íóëÿìè. Ïîòîì
âûïîëíÿåòñÿ ãëàâíûé öèêë, â êîòîðîì j ìåíÿåòñÿ îò k−1 äî íóëÿ, è íà êàæäîì
åãî øàãå ïîëó÷åííûé ðàíåå ìíîãî÷ëåí âèäà

Qj−1 =
l=k−1∑

l=j+1

X l−j

(
s−1∑

i=0

aik+lX
ki · g

)
=

2s−1∑

r=0

Br(X)Xkr

ñîîòâåòñòâåííî ñõåìå Ãîðíåðà óìíîæàåòñÿ íà X è è ñêëàäûâàåòñÿ ñ ìíîãî÷ëå-
íîì

Tj =
s−1∑

i=0

aik+jX
ki · g =

2s−1∑

i=0

Bi(X)Xki =
2s−1∑

r=0

B′
r(X)Xkr.

Óìíîæåíèå íà X ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó êàæäîãî èç ÷èñåë Bi â ñòîðîíó ñòàðøèõ
ðàçðÿäîâ, ÷òî òðåáóåò îäíîé îïåðàöèè íàä êàæäûì ñëîâîì, íî ïðåäâàðèòåëüíî
íàäî ñäåëàòü ñ êàæäûì ñëîâîì ñäâèã íà 31 áèò â ñòîðîíó ìëàäùèõ ðàçðÿäîâ,
÷òîáû íå ïðîïàë ïðè ïåðâîì ñäâèãå ñòàðøèé áèò, êîòîðûé ïîòîì íàäî áóäåò
ïðèáàâëÿòü ê ÷èñëó Bi+1, äëÿ ÷åãî íóæíà áóäåò åùå îäíà îïåðàöèÿ XOR èëè
ïîêîìïîíåíòíàÿ äèçúþíêöèÿ. Âñåãî äëÿ âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèÿ íà X íóæíî
2s îïåðàöèé XOR è 4s îïåðàöèé øèôò (òàê áóäåì íàçûâàòü ñäâèãè áèòîâ â
ìàøèííûõ ñëîâàõ). Äëÿ ïðèáàâëåíèÿ ê Qj−1 î÷åðåäíîãî ìíîãî÷ëåíà

Tj =
s−1∑

i=0

aik+jX
ki · g =

2s−1∑

r=0

Br(X)Xkr
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âûïîëíÿåì âíóòðåííèé öèêë ïî i îò íóëÿ äî s − 1, íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî
âû÷ècëåííûé ðàíåå ìíîãî÷ëåí

Qj−1 + Tj,i−1 = Qj−1 +
i−1∑

l=0

alk+jX
kl · g =

s+i−2∑

r=0

Br(X)Xkr

ñêëàäûâàåì ñ ìíîãî÷ëåíîì

Rj,i = a(i−1)k+jX
ki · g =

s+i−1∑

r=0

B′
r(X)Xkr.

Ïðåèìóùåñòâî óêàçàííîé ôîðìóëû íàä ôîðìóëîé ñ äðóãèì ïîðÿäêîì ñóì-
ìèðîâàíèÿ â òîì, ÷òî óìíîæåíèå íà Xk(i−1) äåëàåòñÿ â ýòîì öèêëå ¾áåñïëàòíî¿,
òàê ñâîäèòñÿ òîëüêî ê ¾øèôòó¿ ñàìîãî ìàññèâà êîýôôèöèåíòîâ Bi, à ïîñëå-
äóþùåå ñëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñâîäèòñÿ ê s îïåðàöèÿì XOR íàä ìàøèííûìè
ñëîâàìè: Bl+i−1 = Bl+i−1 ⊕G′

l, l = 0, . . . , s− 1, ãäå Gi � ìàññèâ, çàäàþùèé ìíî-
ãî÷ëåí g(X), è âûïîëíÿåòñÿ îíî òîëüêî, åñëè a(i−1)k+j �- j-é áèò ÷èñëà Ai−1,
ðàâåí 1.

Îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ â ýòîì àëãîðèòìå ðàâíî s2k + 2s(k −
1) = n2/k + 2n − 2s îïåðàöèé XOR è 4s(k − 1) = 4n − 4s îïåðàöèé øèôò
(ïðåäïîëàãàåì, ÷òî n = sk).

Îïèøåì òåïåðü âòîðîé àëãîðèòì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óñêîðåíèåì ïåðâîãî çà
ñ÷åò ïðåäâû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèé âèäà

Pu = (um−1X
m−1 + . . . u0)g(X), u = (um−1 . . . u0)2, 0 ≤ u < 2m,m < k.

Íà ñàìîì äåëå ýòî íå ñîâñåì ïðåäâû÷èñëåíèå, òàê êàê îíî äåëàåòñÿ ïîäïðî-
ãðàììîé íàøåé ïðîãðàììû, è åãî ñëîæíîñòü íàäî ó÷èòûâàòü ïðè âû÷èñëåíèè
ñëîæíîñòè âñåãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ. Äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m = 4, íî
ïî÷åìó òàêîé âûáîð îïòèìàëåí, áóäåò îáÿñíåíî ïîçäíåå.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ ïðîèçâåäåíèé Pu · g íóæíî âíà÷àëå âû÷èñëèòü âñå
ïðîèçâåäåíèÿ Xjg(X), 0 ≤ j < m, äëÿ ÷åãî ïîòðåáóåòñÿ sm = nm/k îïåðàöèé
XOR è 2sm = 2nm/k îïåðàöèé øèôò. Ïîñëå ýòîãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ Pu · g,
ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ñóìì

Pu · g = um−1X
m−1g(X) + . . . u0g(X), u = (um−1 . . . u0)2,

äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü 2m−2 îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, åñëè âû÷èñëÿòü
ýòè ñóììû â ïîðÿäêå ðîñòà âåëè÷èí um−1 + . . . u0, ò.å äîñòàòî÷íî (s + 1)(2m− 2)
îïåðàöèé XOR ñ ìàøèííûìè ñëîâàìè.

Äàëåå äëÿ óìíîæåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

a(X)g(X) =
k−1∑

j=0

Xj

(
s−1∑

i=0

aik+jX
ki · g

)



230 ÃËÀÂÀ 3. ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â GF (2N) Â ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÌ ÁÀÇÈÑÅ

=
k/m−1∑

j=0

Xmj

(
s−1∑

i=0

Xki
m−1∑

l=0

aik+mj+lX
l · g

)

=
k/m−1∑

j=0

Xmj

(
s−1∑

i=0

XkiPui,j
· g

)
, ui,j = (aik+mj+m−1 . . . aik+mj)2

Àëãîðèòì ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåäâû÷èñëåíèÿ Pu · g ðàáîòàåò ïîäîáíî ïåðâîìó
àëãîðèòìó. Òàê êàê âñå ìíîãî÷ëåíû Pu · g óæå âû÷èñëåíû, íàì äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äîñòàòî÷íî îáðàòèòüñÿ s2k/m = n2/km ðàç ê îïåðàòèâíîé
ïàìÿòè äëÿ èçâëå÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ Pui,j

· g, óìíîæåíèå ýòèõ
ìíîãî÷ëåíîâ íà Xki äåëàåòñÿ áåñïëàòíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ ñóìì

s−1∑

i=0

XkiPui,j
· g, j = 0, . . . , k/m

íóæíî s2k/m = n2/km îïåðàöèé XOR, è äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ

=
k/m−1∑

j=0

Xmj

(
s−1∑

i=0

XkiPui,j
· g

)
, ui,j = (aik+mj+m−1 . . . aik+mj)2

íóæíî åùå 2s(k/m− 1) = 2n/m− 2s îïåðàöèé XOR è 4s(k/m− 1) = 4n/m− 4s
îïåðàöèé øèôò. Îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàâíà n2/km + 2n/m − 2n/k +
nm/k+(n/k+1)(2m−2) îïåðàöèé XOR è 4n/m−4n/k+2nm/k îïåðàöèé øèôò,
à òàêæå n2/km îïåðàöèé îáðàùåíèÿ ê ïàìÿòè, îáúåì êîòîðîé ðàâåí 2m(s + 1)
ìàøèííûõ ñëîâ, èëè 2m(n/k +1)k/8 = 2m(n/8+4) áàéò. Äëÿ ìèíèìèçàöèè ýòîé
ñóììû íàäî ìèíèìèçèðîâàòü n/m + 2m âûáðàòü m òàê, ÷òîáû 2m ≤ n/m, òîãäà
ñóììà íå ïðåâçîéäåò 2n2/km + 2n/m − 4n/k − 2 + nm/k, íî áóäåò íå ìåíüøå
n2/km + 2n/m− 4n/k − 2 + nm/k, ïðè ýòîì äëÿ åå ìèíèìèçàöèè íàäî âûáðàòü
m ìàêñèìàëüíûì, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó 2mm ≤ n. Òàêèì m áóäåò
log2 n− log2 log2 n + O(1), ò.å. ïðè n ≤ 256 m ≤ 5.

Íàïðèìåð, ïðè 160 ≤ n ≤ 192, k = 32 åñëè âçÿòü m = 4, òî ÷èñëî îïåðàöèé
XOR áóäåò ðàâíî n2/128+n/2−n/16+n/8+(n/32+1)14 ò.å. ïðèáëèçèòåëüíî n(1+
n/128). Åñëè æå âçÿòü m = 5, òî ÷èñëî îïåðàöèé XOR áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî
ðàâíî n2/160+2n/5−n/16+5n/32+(n/32+1)30 ò.å. ïðèáëèçèòåëüíî n(1+(n+
65)/160, ÷òî ïðèìåðíî íà 5-8 ïðîöåíòîâ áîëüøå, õîòÿ ÷èñëî îñòàëüíûõ îïåðàöèé
ïðè m = 5 íåñêîëüêî óìåíüøèòñÿ. Óäîáíåå âçÿòü âñå æå m = 4, òàê êàê îíî
äåëèò íàöåëî k = 32.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ îöåíèì ÷èñëî îïåðàöèé â ñòàíäàðòíîì àëãîðèòìå, îïèñàííîì
íàìè ðàíåå, â êîòîðîì îäíàêî ìû áðàëè k = 8, è èñïîëüçîâàëè ïðåäâû÷èñëÿå-
ìóþ ¾òàáëèöó óìíîæåíèÿ ¿ îáúåìîì 216 áàéò. Â ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå îáúåì
èñïîëüçóåìîé òàáëèöû áûë 2m(n/8+4) = 2n+64 áàéò, ÷òî ñóùåñòâåííî ìåíüøå.
×èñëî îáðàùåíèé ê òàáëèöå â ñòàíäàðòíîì àëãîðèòìå áûëî (n/k)2 = n2/64 ≤ 3n
â ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ n, ÷òî âäâîå áîëüøå ÷èñëà îáðàùåíèé
ê ïàìÿòè n2/km = n2/(32 · 4) = n2/128 â ïðèâåäåííîì âûøå àëãîðèòìå. ×èñëî
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îïåðàöèé XOR â ñòàíäàðòíîì àëãîðèòìå ÷óòü ìåíüøå óêàçàííîãî âûøå ÷èñëà
óìíîæåíèé ñ ïîìîùüþ òàáëèöû, à ÷èñëî îïåðàöèé XOR â ïðèâåäåííîì âûøå
àëãîðèòìå ðàâíî ïðèáëèçèòåëüíî n(1+n/128), ò.å. ïî÷òè òàêîå æå, êàê è â ñòàí-
äàðòíîì àëãîðèòìå. Â öåëîì æå óêàçàííûé àëãîðèòì ëó÷øå ñòàíäàðòíîãî ïî
÷èñëó îïåðàöèé ïðèìåðíî ðàçà â äâà, è òðåáóåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå îïåðàòèâ-
íîé ïàìÿòè. Íî åãî ïðåâîñõîäñòâî íàä îïèñàííûì âûøå àëãîðèòìîì Êàðàöóáû
èñ÷åçàåò, çà èñêëþ÷åíèåì ïðåâîñõîäñòâà â îáüåìå èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè, î ÷åì
ñâèäåòåëüñòâóåò è ïîëó÷åííàÿ àâòîðàìè àëãîðèòìà îöåíêà ñêîðîñòè åãî ðàáîòû
íà ïðîöåññîðå Pentium 233 MHz: îïåðàöèè â ïîëå ðàçìåðíîñòè 163 âûïîëíÿ-
ëèñü çà 10.2 ìèëëèîííûå äîëè ñåêóíäû. Òàê êàê îöåíêà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
Êàðàöóáû ïî ïîðÿäêó ðàâíà nlog2 3 è ðàñòåò ìåäëåííåå, ÷åì îöåíêà ñëîæíîñòè
n2/ log n óêàçàííîãî àëãîðèòìà, åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ñ ðîñòîì n íàäëåæà-
ùå çàïðîãðàììèðîâàííûé àëãîðèòì Êàðàöóáû áóäåò ðàáîòàòü áûñòðåå. Çàìå-
òèì îäíàêî, ÷òî äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Êàðàöóáû, ïîñëå âûïîëíåíèÿ
îïðåäåëåííîãî ÷èñëà åãî èòåðàöèé ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì n ìû íà÷èíàëè ïîëü-
çîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì. Âèäèìî öåëåñîîáðàçíî çàìåíèòü åãî íà ýòîì
ýòàïå óêàçàííûì âûøå àëãîðèòìîì, è âðåìÿ ðàáîòû îïèñàííîé âûøå âåðñèè àë-
ãîðèòìà Êàðàöóáû óìåíüøèòñÿ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü áîëüøîé îáúåì îïåðà-
òèâíîé ïàìÿòè ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ëåãêî óñêîðèòü, âûáèðàÿ áîëüøèå çíà-
÷åíèÿ k, íàïðèìåð k = 12, îáúåì òðåáóåìîé ïàìÿòè áóäåò ïîðÿäêà 30 ìåãàáàéò.
Ìîæíî ïåðåéòè ê èñïîëüçîâàíèþ è çíà÷åíèé k â ïëîòü äî 16, íî èñïîëüçîâàòü
¾òàáëèöó óìíîæåíèÿ¿ óæå ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Îäíàêî âìå-
ñòî íåå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàáëèöó ëîãàðèôìîâ â ïîëå GF (2k îòíîñèòåëüíî
êàêîãî-íèáóäü ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà, îáúåì êîòîðîé ðàâåí 2k, è ïîäîáíóþ æå
òàáëèöó àíòèëîãàðèôìîâ. Óìíîæåíèå â ýòîì ïîëå ñâîäèòñÿ ê òðåõêðàòíîìó îá-
ðàùåíèþ ê òàáëèöàì è ñëîæåíèþ ÷èñåë ïî ìîäóëþ 2k − 1. Îäíàêî ïîëó÷åííûå
êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ áóäóò âû÷èñëåíû ïî ìîäóëþ íåêî-
òîðîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè k, îïðåäåëÿþùåãî óêàçàííîå ïîëå. Íàì æå íàäî
âû÷èñëÿòü èõ òî÷íî, äëÿ ÷åãî âñå îïåðàöèè íàä ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè íå âûøå
2k − 2 íàäî âûïîëíÿòü òî÷íî. Ïîýòîìó ïðèäåòñÿ ïðîäóáëèðîâàòü óìíîæåíèå
ìíîãî÷ëåíîâ, èñïîëüçóÿ âòîðîé ýêçåìïëÿð ïîëÿ GF (2k ñ äðóãèì ìíîãî÷ëåíîì
â êà÷åñòâå ìîäóëÿ, à ïîòîì äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ òî÷íîãî ðåçóëüòàòà ïðèìåíèòü
êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ. Ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíèõ îïåðàöèé
íåçíà÷èòåëüíà â ñðàâíåíèè ñî ñëîæíîñòüþ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ. Åñëè îïåðà-
öèè îáðàùåíèÿ ê 2k áàéòàì ïàìÿòè âûïîëíÿþòñÿ áûñòðåå àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé, òî îñíîâíîå âðåìÿ áóäåò óõîäèòü íà ñëîæåíèå ëîãàðèôìîâ ïî ìîäóëþ
2k − 1, êîòîðîå ìîæíî ñâåñòè ê ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåìîìó îáû÷íîìó ñëî-
æåíèþ, âûäåëåíèþ k-ãî áèòà, åãî îáíóëåíèþ è ïðèáàâëåíèþ ê ðåçóëüòàòó íà
ìåñòå ìëàäøåãî áèòà. Êðîìå òîãî, ïåðåä âûïîëíåíèåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ïî
ìîäóëþ 2k−1, íàä ïðîâåðèòü íå ÿâëÿåòñÿ ëè íóëåì îäèí èç ñîìíîæèòåëåé, òîãäà
ïðîèçâåäåíèå ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ áåç èñïîëüçîâàíèÿ îáðàùåíèÿ ê òàáëè-
öå ëîãàðèôìîâ. Óêàçàííûé ïðèåì áóäåò ýôôåêòèâíåå, åñëè åãî ïðèìåíÿòü íå



232 ÃËÀÂÀ 3. ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â GF (2N) Â ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÌ ÁÀÇÈÑÅ

ê ñòàíäàðòíîìó ìåòîäó óìíîæåíèÿ, à ê ìåòîäó Êàðàöóáû, òàê êàê â íåì ÷èñ-
ëî óìíîæåíèé ìåíüøå ÷èñëà ñëîæåíèé. Åñëè æå îáúåì èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè
ñëèøêîì âåëèê è îáðàùåíèå ê íåé ïðîèçâîäèòñÿ ìåäëåííåå âûïîëíåíèÿ îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2k − 1, òî ìîæíî êîýôôèöèåíòû ïåðåìíîæàåìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ õðàíèò â âèäå ëîãàðèôìîâ, òîãäà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ íå òðåáóåò îáðàùåíèÿ ê ïàìÿòè, íî äëÿ ñëîæåíèÿ òðåáóåòñÿ îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ ïî ìîäóëþ 2k − 1 è îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ ê òàáëèöå ëî-
ãàðèôìîâ Ãàóññà-Çåõà ñîãëàñíî ôîðìóëå

αX + αy = αX(1 + αy−X) = αX+z, z = logα(1 + αy−X) = glogα(y −X).

Çàìåòèì åùå, ÷òî â îòëè÷èå îò ìåòîäà Êàðàöóáû, ïðèìåíèìîãî òàêæå äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñõåì äëÿ óìíîæåíèÿ, ïðèâåäåííûé âûøå ìåòîä ÿâëÿåòñÿ
÷èñòî ïðîãðàììíûì òðþêîì. Îäíàêî ñõåìó äëÿ óìíîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà íà ôèêñèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí ñëîæíîñòè n2/logn òàêèì ìåòîäîì âñå æå
ïîñòðîèòü ìîæíî, ïðè÷åì ýòà ñõåìà ôàêòè÷åñêè ñîâïàäåò ñî ñõåìîé óìíîæåíèÿ
äâîè÷íîãî âåêòîðà íà ôèêñèðîâàííóþ äâîè÷íóþ æå ìàòðèöó, êîòîðóþ ìîæíî
ïîñòðîèòü, ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ ¿ èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ìå-
òîä Ëóïàíîâà ñèíòåçà âåíòèëüíûõ ñõåì, î êîòîðîì óæå óïîìèíàëîñü âûøå ïî
äðóãîìó ïîâîäó.

3.4 Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ â ïîëå GF (2n)

3.4.1 Äåëåíèå è ïðèâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ
íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà

3.4.2 ¾Øêîëüíûé¿ àëãîðèòì äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â
ñòàíäàðòíîì áàçèñå.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ðåàëèçó-
åòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî è îñòàòêà ïðè äåëåíèè îäíîãî ìíîãî÷ëåíà
(p1(x)) íà äðóãîé (p2(x)), ò.å. íàõîæäåíèå òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ q(x) è r(x), ÷òî

p1(x) = q(x)p2(x) + r(x)

è
deg r(x) < deg p2(x).

Ïðèìåð 3.4.1 Ïóñòü

p1(x) = x5 + x2 + x + 1 è p2(x) = x3 + x2.

Òîãäà
p1(x) = x2p2(x) + x4 + x2 + x + 1 = x2p2(x) + xp2(x) + x3 + x2 + x + 1 =

= x2p2(x) + xp2(x) + p2(x) + x + 1 = (x2 + x + 1)p2(x) + x + 1.

Ïîýòîìó â íàñòîÿùåì ïðèìåðå ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà p1(x) íà ìíîãî÷ëåí
p2(x) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî q(x) = x2 + x + 1 è r(x) = x + 1.
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Ðàññìîòðèì îäèí èç àëãîðèòìîâ äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà p1(x) íà ìíîãî÷ëåí
p2(x).

Äàíû âåêòîðû U äëèíû p è V äëèíû s, s ≤ p, êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ
p1(x) ñòåïåíè deg p1(x) ≤ p− 1 è p2(x) ñòåïåíè s− 1 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñòå-
ïåíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ òåðìîâ ìíîãî÷ëåíîâ, âåêòîð U îáðàçóåòñÿ äâóìÿ âåê-
òîðàìè U1 äëèíû p − s (ñîîòâåòñòâóåò ìëàäøèì ðàçðÿäàì è U2 äëèíû s; äëÿ
ôîðìèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî èñïîëüçóåòñÿ âåêòîð Z äëèíû p − s + 1 îí îáðàçóåòñÿ
äâóìÿ âåêòîðàìè Z1 äëèíû 1 è Z2 äëèíû p − s (Z1 ñîîòâåòñòâóåò ìëàäøåìó, à
Z2 - ñòàðøèì ðàçðÿäàì âåêòîðà Z);

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà p1(x) íà ìíî-
ãî÷ëåí p2(x).

Àëãîðèòì (òàê íàçûâàåìûé "øêîëüíûé"àëãîðèòì äåëåíèÿ) îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ÂÕÎÄ: âåêòîð U = U1||U2 äëèíû v êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíà-äåëèìîãî p1(x) ñòåïåíè deg p1 ≤ v.
âåêòîð V = V1||V2 äëèíû s êîýôôèöèåíòîâ
ìîãî÷ëåíà-äåëèòåëÿ p2(x) ñòåïåíè deg p2 ≤ s.

ÂÛÕÎÄ: âåêòîð Z = Z1||Z2 äëèíû v − s êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíà-÷àñòíîãî q(x), (äëèíà Z1 ðàâíà 1),
âåêòîð U2 äëèíû v − s êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíà-îñòàòêà r(x),
1. Ïðèíÿòü Z = 0,

Åñëè [U = 1, òî Z1 = 1, U2 = U2 + V ;
2. Âûïîëíèòü p− s− 1 ðàç

U = U [→], Z = Z[→],
Åñëè [U = 1 òî Z1 = 1, U2 = U2 + V.

Çäåñü [U � ñòàðøèé ýëåìåíò âåêòîðà U ; [→] � îïåðàöèÿ ñäâèãà íà îäíó ïîçè-
öèþ â ñòîðîíó ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ (óìíîæåíèå íà 2, èëè íà ïîëèíîì x). Ýëåìåíòû
âåêòîðà U2 îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà-îñòàòêà; ýëåìåíòû âåêòîðà
Z ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà-÷àñòíîãî.

Ïðèìåð 3.4.2 Ïóñòü p = 8, s = 5,

p1(x) = 1 + x + x2 + x5,

p2(x) = x2 + x3.

Î÷åâèäíî (ñì. âûøå), ÷òî

S(x) = 1 + x + x2; R(x) = 1 + x.
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Âû÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå

øàã U1 U2 V Z1 Z2

1 11 1001 0011 0 00
0011 1 00

11 1010 1 00
21 01 1101 0 10

0011 1 10
01 1110 1 10

22 00 1111 0 11
0011 1 11

00 1100 1 11

Æèðíûì øðèôòîì óêàçàíû ðåçóëüòàòû êàæäîãî øàãà.
Ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà òàêàÿ æå, êàê ñëîæíîñòü êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà óìíîæå-

íèÿ.

3.4.3 Ïðèâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïî íåïðèâîäèìîìó ¾ìà-
ëî÷ëåíó¿

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí p1(x) =
∑n−1

i=0 ui × xi íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà ìíîãî÷ëåí
p2(x) =

∑m−1
j=0 vi × xi. ×àñòíîå ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåíîì s(x) =

∑n′−1
i=0 zi × xi,

à îñòàòîê � ìíîãî÷ëåíîì r(x) =
∑n′′−1

i=0 u′i× xi. Ïîëàãàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí p2 èìå-
åò ìàëîå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ (ÿâëÿåòñÿ ¾ìàëî÷ëåíîì¿), ïðè÷åì
êîýôôèöèåíòû vdeg p2−1, . . . , vdeg p2−s+1� íóëåâûå.

Ïðèìå÷àíèå. Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà-äåëèìîãî p1(x) íå ïðåâûøàåò 2degp2(x) − 2, òî
íóëåâûìè äîëæíû áûòü êîýôôèöèåíòû vdeg p2−1, . . . , vdeg p2−s+3.

Îáðàçóåì ñïèñîê L = [r1, r2, . . . , rl] ñòåïåíåé íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ìíî-
ãî÷ëåíà p2, êðîìå ñòàðøåé.

Îáîçíà÷èì

p = degsp1, q = degsp2,

lri
=

[
sp− deg p2 + ri

s

]
, i = 1, . . . l,

tri
= rem(sp− deg p2 + ri, s), i = 1, . . . l.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ñïèñêà L âû÷èñëÿ-
þòñÿ çàðàíåå.

Äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ
p1(x), p2(x), s(x) è r(x) áóäåì îáîçíà÷àòü U, V, Z è U ′ ñîîòâåòñòâåííî,
à èõ ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèþ íà ìàøèííûå ñëîâà (¾äëèííûå¿ öåëûå
÷èñëà) � U (i), i = 0, . . . , p V (i), i = 0, . . . , q Z(i), i = 0, . . . , p− q U ′(i), i = 0 . . . q.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà-îñòàòêà r(x) = rem(p1(x), p2(x) îïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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1.Ïîêà p > q
à) Åñëè U (p) 6= 0, òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ri ñïèñêà L âûïîëíèòü ñëåäóþùåå:

ïðèíÿòü U (lri ) = U (lri )+U (p0), U (lri+1) = U (lri+1)+U (p1), ãäå Up0 ïîëó÷àåòñÿ èç U (p)

óäàëåíèåì tri
ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ è äîáàâëåíèåì tri

íóëåâûõ ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ
(ñäâèãîì â ñòîðîíó ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ). Up1 ïîëó÷àåòñÿ èç U (p) óäàëåíèåì s− tri

ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ è äîáàâëåíèåì s− tri
íóëåâûõ ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ (ñäâèãîì â

ñòîðîíó ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ).
Ôîðìàëüíî ýòî äåéñòâèå à) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U (lri )||U (lri+1) = U (p)xtri , i = 1, . . . l.

á) Ïîëîæèòü p = p−1 è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ri ñïèñêà L ïðèíÿòü lri
= lri

−1.
2. Åñëè p = q è deg U (p) ≥ deg V (q)

äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ri ñïèñêà L âûïîëíèòü:
èç âåêòîðà U (p) îáðàçîâàòü âåêòîð W, ïóòåì "îáíóëåíèÿ"degV (q) ìëàäøèõ

ðàçðÿäîâ, âûïîëíèòü äåéñòâèÿ, ïîäîáíûå îïèñàííûì â ï.1,a) ñ èñïîëüçîâàíèåì
âåêòîðà W âìåñòî âåêòîðà U (p) ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî â ñëó÷àå lri

< 0 èçìåíÿåòñÿ
òîëüêî âåêòîð U (lri+1);

"îáíóëèòü"ñòàðøèå s− deg V (p) ðàçðÿäîâ âåêòîðà U (p).
Ôîðìàëüíî ýòî äåéñòâèå á) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U (lri )||U (lri+1) = rem (U (p), xdeg V (p)

)xtri , i = 2, . . . l.

U (1) = rem (U (p), xdeg V (p)

).

Ðàññìàòðèâàåìûå ïðè êàæäîé èòåðàöèè ¾äëèííûå¿ öåëûå ÷èñëà U (p), p > q,
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè Z(p−q), ñîñòàâëÿþùèìè âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ÷àñòíîãî, ïðè
ýòîì ÷èñëî Z(0) ïîñëåäíåãî ðàâíî âåêòîðó W, ïîëó÷àþùåìóñÿ ïðè âûïîëíåíèè
ï. 2 àëãîðèòìà. ¾Äëèííûå¿ öåëûå ÷èñëà U (j), j = 0, . . . , q ïî îêîí÷àíèè àë-
ãîðèòìà îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü U ′ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà-îñòàòêà
r(x).

Äàííûé âàðèàíò äåëåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ íàèëó÷øèì ñïîñîáîì ïðè s, ðàâíîì
äëèíå ìàøèííîãî ñëîâà s = 32, 64 èëè 128. Ïðè ýòîì îäíà èòåðàöèÿ àëãîðèòìà
îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé s èòåðàöèÿì ¾øêîëüíîãî¿ àëãîðèòìà, òî åñòü èõ
îäíîâðåìåííîìó ïàðàëëåëüíîìó âûïîëíåíèþ.

Åñëè æå trl
< deg p2−s+3 â ñëó÷àå deg p1(x) ≤ 2 deg p2(x), òî óäîáíî èñïîëü-

çîâàòü âèðòóàëüíûå ìàøèííûå ñëîâà äëèíû s̃ = sq + 1, ïðåäñòàâëÿÿ ìíîãî÷ëåí
p1(x) äâóìÿ òàêèìè âèðòóàëüíûìè ñëîâàìè Ũ (0), Ũ (1), à ìíîãî÷ëåí p2(x) � îä-
íèì âèðòóàëüíûì ñëîâîì Ṽ (0). Ïðè ýòîì àëãîðèòì ðàáîòàåò ñ âèðòóàëüíûìè
ñëîâàìè, à íå ñ ìàøèííûìè ñëîâàìè. Ýòîò ñëó÷àé èìååò ìåñòî, åñëè äåëèòåëü
p2(x) ñòåïåíè n ÿâëÿåòñÿ òðåõ÷ëåíîì âèäà 1 + x + xn.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ-äåëèòåëåé áîëåå îáùåãî âèäà, òàêèõ ÷òî trl
< deg p2(x)

2
óäîá-

íî èñïîëüçîâàòü âèðòóàëüíûå ìàøèííûå ñëîâà äëèíû s̃ = s(q+1)
2

, ïðåäñòàâëÿÿ
ìíîãî÷ëåí-äåëèìîå p1(x) ÷åòûðüìÿ òàêèìè ñëîâàìè

Ũ (0), Ũ (1), Ũ (2), Ũ (3),
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à ìíîãî÷ëåí-äåëèòåëü p2(x) � äâóìÿ.

Ṽ (0), Ṽ (1).

Ïðèìå÷àíèå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñòàðøåå âèðòóàëüíîå ñëîâî ìîæåò áûòü íå
ïîëíûì.
Ïðèìåð 3.4.3 Ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà-äåëèìîãî p1(x) ñòåïåíè 319 ðàâíû 1:

U (0) U (1) U (2) U (3) U (4) U (5) U (6) U (7) U (8) U (9)

132 132 132 132 132 132 132 132 132 132

à ìíîãî÷ëåí-äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ïÿòè÷ëåíîì

p2(x) = 1 + x3 + x6 + x7 + x163.

Äëèíà s ìàøèííîãî ñëîâà � 32 äâîè÷íûõ ðàçðÿäà. Ïðè äåëåíèè "øêîëüíûì"àëãîðèòìîì
ïîòðåáóåòñÿ âûïîëíèòü îêîëî òûñÿ÷è ñëîæåíèé è ñäâèãîâ 32 - ðàçðÿäíûõ ìàøèííûõ ñëîâ.

Âàðèàíò À. Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðå-
àëüíûõ ìàøèííûõ ñëîâ 32 èòåðàöèè ¾øêîëüíîãî¿ àëãîðèòìà áóäóò âûïîëíÿòü-
ñÿ ïàðàëëåëüíî.

Âû÷èñëèì

p = degs p1 = 9, q = degs p2 = 5. L = [r1, r2, r3, r4] = [0, 3, 6, 7].

lr1 = b32·9−163+0
32

c = 3;
lr2 = b32·9−163+3

32
c = 4;

lr3 = b32·9−163+6
32

c = 4;
lr4 = b32·9−163+7

32
c = 4;

tr1 = rem(32 · 9− 163 + 0, 32) = 29;
tr2 = rem(32 · 9− 163 + 3, 32) = 0;
tr3 = rem(32 · 9− 163 + 6, 32) = 3;
tr4 = rem(32 · 9− 163 + 7, 32) = 4.

Âûïîëíèì ïåðâóþ èòåðàöèþ àëãîðèòìà
11. p = 9 > q = 5.
a) U (p) = U (9) = 132 6= 0. Äëÿ êàæäîãî tri

, âû÷èñëèì

i tri
U (p0) U (p1) U (3) U (4) U (5)

0 132 132 132

1 29 02913 12903 132 + Up0 = 12903 132 + U (p1) = 02913 132

2 0 132 032 12903 U (4) + Up0 = 12903 U (5) + U (p1) = 132;
3 3 03129 13029 12903 U (4) + Up0 = 1302613 U (5) + U (p1) = 03129

4 4 04128 14028 12903 U (4) + Up0 = 130112503 U (5) + U (p1) = 130112503

á) U (9) = 0, p = p− 1 = 9− 1 = 8.

lr1 = 3− 1 = 2;
lr2 = 4− 1 = 3;
lr3 = 4− 1 = 3;
lr4 = 4− 1 = 3.
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Âûïîëíÿÿ èòåðàöèè 12, 13, 14, àíàëîãè÷íûå ïåðâîé èòåðàöèè, ïîëó÷èì

U (0) U (1) U (2) U (3) U (4) lr1 lr2 lr3 lr4

12903 1301128 12903 1 2 2 2
12903 1301128 132 0 1 1 1

12903 1301128 132 −1 0 0 0

Îñòàëîñü âûïîëíèòü ïÿòóþ èòåðàöèþ (äåéñòâèå 15 íå âûïîëíÿåòñÿ)
25. p = q = 5, deg U (p) = 31 > deg V (p) = 2.

Èç âåêòîðà U (p) = U (5) = U (5) ¾îáíóëåíèåì¿ òðåõ ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ îáðà-
çóåì âåêòîð W = 04128. Âûïîëíèì âû÷èñëåíèÿ äëÿ êàæäîãî tri

, i = 1, 2, 3, 4.

i tri
U (p0) U (p1) U (0) U (1)

1 29 032 0112803 U (0) + U (p1) = 11031;
2 0 04128 032 U (0) + U (p0) = 1103128 U (1) + Up1 = 1301128;
3 3 07125 13029 U (0) + U (p0) = 110313025 U (1) + Up1 = 0401128;
4 4 08124 14028 U (0) + U (p0) = 11031301124 U (1) + Up1 = 132.

Ïîñëå "îáíóëåíèÿ"32−3 = 29 ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ âåêòîðà U (5) ïîëó÷àåì îêîí-
÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò rem (p1(x), p2(x)) ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà p1(x) ïî ìîäóëþ
p2(x) :

U (0) U (1) U (2) U (3) U (4) U (5)

11031301124 132 132 132 12903 13029

Âàðèàíò Â.Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âèð-
òóàëüíûõ ìàøèííûõ ñëîâ äëèíû 32(q+1)

2
= 32·6

2
= 96 ïàðàëëåëüíî áóäóò âûïîë-

íÿòüñÿ 96 ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèé ¾øêîëüíîãî¿ àëãîðèòìà.
Ïî ïîñòðîåíèþ,

s̃ =
32 · 5 + 1

2
= 96, p̃ = degs̃p1(x) = 3, q̃ = degs̃p2(x) = 1.

Ñïèñîê L = [r1, r2, r3, r4] = [0, 3, 6, 7].

Ìíîãî÷ëåí-äåëèìîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ âèðòóàëüíûìè ñëîâàìè:

Ũ (0) = Ũ (1) = Ũ (2) = Ũ (3) =
U (0)U (1)U (2) U (3)U (4)U (5) U (6)U (7)U (8) U (9)

196 196 196 132



238 ÃËÀÂÀ 3. ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â GF (2N) Â ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÌ ÁÀÇÈÑÅ

Âû÷èñëèì
l̃r1 = b96·3−163+0

96
c = 1;

l̃r2 = b96·3−163+3
96

c = 1;

l̃r3 = b96·3−163+6
96

c = 1;

l̃r4 = b96·3−163+7
96

c = 1;
t̃r1 = rem(96 · 3− 163 + 0, 96) = 29;
t̃r1 = rem(96 · 3− 163 + 3, 96) = 32;
t̃r1 = rem(96 · 3− 163 + 6, 96) = 35;
t̃r1 = rem(96 · 3− 163 + 7, 96) = 36.

Âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé èòåðàöèè:
11. p̃ = 3 > q̃ = 1.

a) Ũ (p) = Ũ (3) = 132064 6= 0, äëÿ êàæäîãî ri, i = 1, 2, 3, 4, âû÷èñëèì:

i tr1 Ũ (p0) Ũ (p1) Ũ (1) Ũ (2)

0 196 132(064)

1 29 029132(035) 096 196 + Ũ (p0) = 129032135 196 + Ũ (p1) = 196

2 32 032132032 096 U (1) + Ũ (p0) = 1290312903132 U2 + Ũ (p1) = 196

3 35 035132029 095 U (1) + Ũ (p0) = 12903130261303129 U (2) + Ũ (p1) = 196

4 36 036132028 096 U (1) + Ũ (p0) = 129031301125031301128 U (2) + Ũ (p1) = 196

á) Ũ (2) = 0, p = p− 1 = 3− 1 = 2.

lr1 = 1− 1 = 0;
lr2 = 1− 1 = 0;
lr3 = 1− 1 = 0;
lr4 = 1− 1 = 0.

Âû÷èñëåíèÿ âòîðîé èòåðàöèè:
12. p = 2 > q = 1.

a) Ũ (p) = Ũ (2) = 196 6= 0.

i tr1 Ũ (p0) Ũp1 Ũ (0) Ũ (1)

0 Ũ0 = 196 Ũ (1) = 129031301125031301128

1 29 029167 129067 196 + Ũ (p0) = 129067 Ũ (1) + Ũp1 = 0321301125031301128

2 32 032164 132064 Ũ (0) + Ũ (p0) = 12903164 Ũ (1) + Ũp1 = 135011295031301128

3 35 035161 135061 Ũ (0) + Ũ (p0) = 1290313061 Ũ (1) + Ũp1 = 036125031301128

4 36 036160 136060 Ũ (0) + Ũ (p0) = 129031301160 Ũ (1) + Ũp1 = 161031301128

á) U (2) = 0, p = p− 1 = 2− 1 = 1.

lr1 = 0− 1 = −1;
lr2 = 0− 1 = −1;
lr3 = 0− 1 = −1;
lr4 = 0− 1 = −1.
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Âû÷èñëåíèÿ òðåòüåé èòåðàöèè (äåéñòâèå 13 íå âûïîëíÿåòñÿ):
23. p = 1 = q = 1, deg Ũ (1) = 95 > deg Ṽ (1) = 67.

Èç âåêòîðà Ũp1 = 161031301128 ¾îáíóëåíèåì¿ 67 ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ îáðàçóåì
âåêòîð W = 068128. Âûïîëíèì âû÷èñëåíèÿ äëÿ êàæäîãî tr1 , i = 1, 2, 3, 4.

i tri
Ũ (p0) Ũ (p1) Ũ (0)

0 Ũ (p0) = 129031301160

1 29 096 01128067 Ũ (0) + Ũ (p1) = 110311301160

2 32 096 04128064 Ũ (0) + Ũ (p1) = 110313101160

3 35 096 07128061 Ũ (0) + Ũ (p1) = 110313029160

4 36 096 08128060 Ũ (0) + Ũ (p1) = 11031301188

Ïîñëå "îáíóëåíèÿ"96−67 = 29 ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ âåêòîðà Ũ (1) = 161031301128

ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò rem (p1(x), p2(x)) ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
p1(x) ïî ìîäóëþ p2(x) :

Ũ (0) = Ũ (1) =
U (0)U (1)U (2) U (3)U (4)U (5)

11031301188 = 1610313029 =
11031301124||132||132 132||1290(3)||13029

Äëÿ ¾ìàëî÷ëåíà¿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ (äîïóñêàåòñÿ îäèí íåíóëåâîé êîýô-
ôèöèåíò ñðåäè vdeg p2−1, . . . , vdeg p2−s+1) ïðè âûïîëíåíèè àëãîðèòìà âìåñòî âåê-
òîðà U (p) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü öåëóþ ÷àñòü Z(p) îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
U (p)(x) · xdeg p2−t (ïðè p > q) èëè U (p)′(x) · xdeg p2−t (ïðè p = q) íà äâó÷ëåí
xdeg p2−t + 1, ãäå t = trl

ñòåïåíü âòîðîãî ïîñëå ñòàðøåãî íåíóëåâîãî ñëàãàåìîãî
¾ìàëî÷ëåíà¿, U (p)(x) � ìíîãî÷ëåí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ U (p),
U (p)′(x) ïîëó÷àåòñÿ èç U (p)(x) îáíóëåíèåì deg V (p) ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ. Â
÷àñòíîñòè, ïðè t =deg p2 − 1 èñïîëüçóåòñÿ äâó÷ëåí 1 + x.

Ïðèìå÷àíèå. Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà-äåëèìîãî p1(x) íå ïðåâûøàåò 2 deg p2(x) − 2,

òî åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò äîïóñêàåòñÿ ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ
vdeg p2(x)−1, . . . , vdeg p2−s+3.

Ïðèìåð 3.4.4 Ïðèâåäåì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 30, çàäàííûé âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ (â ïðÿä-
êå âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé ïåðåìåííîé)

U = U (0)U (1)U (2)U (3) = (00101000 10101000 10001010 10001010),

ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà

1 + x21 + x22 = (10000000 00000000 0000011).

Ïóñòü s = 8, òîãäà p = 3, q = 2, ñïèñîê L = [r1, r2] = [0, 21]. Âû÷èñëèì

lr1 = b 8·3−22+0
8 c = 0,

lr2 = b 8·3−22+21
8 c = 2,

tr1 = rem(8 · 3− 22 + 0, 8) = 2,
tr1 = rem(8 · 3− 22 + 21, 8) = 7
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Âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé èòåðàöèè àëãîðèòìà:
11. p = 3 > q = 2. Âû÷èñëèì ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà U (3)x22−21 = U (3)x =

(01000101) íà äâó÷ëåí 1 + x, ïîëó÷èì

Z(3) = (10000110).

Äàëåå ïîëó÷èì a) Äëÿ êàæäîãî tri
, i = 1, 2

i tri U (p0) Up1 U (0) = U (1) = U (2) =
0 (00101000) (10101000) (10001010)
1 2 (00100001) (10000000) U (0) + U (p0) = U (1) + U (p1) =

(00001001) (00101000)
2 7 (00000001) (00001100) U (2) + U (p0) =

(10001011)

Ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè ïîëó÷àåì ÷àñòè÷íûé îñòàòîê

(000010010010100010001011).

á)Ìîäèôèöèðóåì çíà÷åíèÿ lr1 = 0− 1 = −1, lr2 = 2− 1 = 1, p = 3− 1 = 2.
Âû÷èñëåíèÿ âòîðîé èòåðàöèè:
12. p = q = 2, deg U (2) = 7 > deg V (2) = 6. Îáðàçóåì ìíîãî÷ëåí W = (00000011) îáíóëå-

íèåì deg V (2) = 6 ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ âåêòîðà U (2) = (10001011). Âû÷èñëèì ÷àñòíîå Z(2) îò
äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Wx = (000000011) íà äâó÷ëåí 1 + x, ïîëó÷èì

Z(2) = (00000001).

Äàëåå âûïîëíèì âû÷èñëåíèÿ äëÿ tri , i = 1, 2 :

i tr1 U (p0) Up1 U (0) = U (1) = U (2) =
0 (00001001) (00101000) (10001011)
1 2 (00000000) (01000000) U (0) + U (p1) =

(01001001)
2 7 (00000000) (00000010) U (1) + U (p0) = U (2) + U (p1) =

(00101000) (10001011)

Ïîñëå âòîðîé èòåðàöèè è îáíóëåíèÿ 8-6= 2 ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ ïîëó÷àåì îñòàòîê � ðåçóëü-
òàò ìîäóëÿðíîãî ïðèâåäåíèÿ:

(01001001 00101000 10001000).

Ïðèìåð 3.4.5 Ïðèâåäåì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 22, çàäàííûé âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ (â ïðÿä-
êå âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé ïåðåìåííîé)

(00101000 10101000 10001010),

ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà
1 + x11 + x15 = (10000000 00010001).

Ïóñòü s = 8, òîãäà p = 2, q = 1, ñïèñîê L = [r1, r2] = [0, 11]. Âû÷èñëèì

lr1 = b 8·2−15+0
8 c = 0,

lr2 = b 8·2−15+11
8 c = 1,

tr1 = rem(8 · 2− 15 + 0, 8) = 1,
tr1 = rem(8 · 2− 15 + 11, 8) = 4
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âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé èòåðàöèè:
11. p = 2 > q = 1. Âû÷èñëèì ÷àñòíîå Z(2) îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà U (2)x15−11 = U (2)x4 =

(000010001010) íà äâó÷ëåí 1 + x4, ïîëó÷èì

(00101010).

Äàëåå âû÷èñëèì äëÿ tri , i = 1, 2 :

i tri
U (p0) U (p1) U (0) = U (1) =

(00101000) (10101000)
1 1 (00010101) (00000000) U (0) + U (p0) = U (1) + U (p1) =

(00111101) (10101000)
2 4 (00000010) (10100000) U (1) + U (p0) =

(10101010)

Ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè ïîëó÷àåì ÷àñòè÷íûé îñòàòîê

(00111101 10101010).

Ìîäèôèöèðóåì çíà÷åíèÿ lr1 = 0− 1 = −1, lr2 = 2− 1 = 0, p = 2− 1 = 1.
Âòîðàÿ èòåðàöèÿ (äåéñòâèå 12 íå âûïîëíÿåòñÿ):
22. p = q = 1, deg U (2) = 6 < deg V (2) = 7. Ïîñëå âòîðîé èòåðàöèè èìååì ðåçóëüòàò

ïðèâåäåíèÿ:
(00111101 10101010).

Äàííûé âàðèàíò àëãîðèòìà ìîæíî óñêîðèòü, âû÷èñëèâ çàðàíåå, áèíàðíóþ
òàáëèöó T ñîäåðæàùóþ 216 ñòðîê, îïðåäåëÿåìûõ äâóõáàéòîâûìè äâîè÷íûìè
íàáîðàìè

(a0, ..., a7, a8, ..., a15)

êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà
i=15∑

i=0

aix
i

è îáðàçóåìûõ êîýôôèöèåíòàìè

(b0, ..., b7, b8, ..., b14, b15)

÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

x ·
i=15∑

i=0

aix
i

íà äâó÷ëåí 1 + x :

T (a0, ..., a7, a8, ..., a15) = (b0, ..., b7, b8, ..., b14, b15).

Òîãäà íàáîð êîýôôèöèåíòîâ

(b0
0, . . . , b

0
15, b

1
0, . . . , b

1
15, . . . , b

t−1
0 , . . . , bt−1

15 )
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÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

x ·
t−1∑

j=0

x16j(
i=15∑

i=0

aj
ix

i),

îïðåäåëÿåìîãî íàáîðîì äâîè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ

(a0
0, . . . , a

0
15, a

1
0, . . . , a

1
15, . . . , a

t−1
0 , . . . , at−1

15 ),

íà äâó÷ëåí 1 = x ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

1. Ïðèíÿòü (bt−1
0 , . . . , bt−1

15 ) = T (at−1
0 , . . . , at−1

15 );
2. Äëÿ j = t− 2, . . . , 0 âûïîëíèòü

åñëè bj+1
0 = 0, òî (bj

0, . . . , b
j
15) = T (aj

0, . . . , a
j
15);

èíà÷å (bj
0, . . . , b

j
15) = T̄ (aj

0, . . . , a
j
15).

Çäåñü è íèæå T̄ (. . .) � âåêòîð, ïîëó÷àåìûé ëîãè÷åñêèì îòðèöàíèåì êàæäîãî
ðàçðÿäà âåêòîðà T.

Ïðèìåð 3.4.6 a) Ïóñòü t = 2,

(a0
0, a

0
1..., a

0
15) = (1010101010101010),

(a1
0, a

1
1..., a

1
15) = (0111111111111111).

Òîãäà
T (a1

0, a111..., a1
15) = T (0111111111111111) = (1101010101010101),

T (a0
1, a110..., a0

15) = T (1010101010101010) = (0110011001100110).
èñêîìîå ÷àñòíîå îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì

(10011001100110011101010101010101)

á) Åñëè ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ

(a1
0, a

1
1..., a

1
15) = (1111111111111111),

òî
T (a1

0, a
1
1..., a

1
15) = T (1111111111111111) = (0101010101010101),

è èñêîìîå ÷àñòíîå îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì (¾ìëàäøàÿ¿ ïîëîâèíà íå èíâåðòèðóåòñÿ)

(01100110011001100101010101010101)

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà äâó÷ëåí 1 + x ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýôôåê-
òèâíûé àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå áîëåå 2n− 2 ïî ìîäóëþ òðåõ÷ëåíà

1 + xn−1 + xn,

äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (2n) â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå1.
1Åñëè òàêîé ìíîãî÷ëåí ïîðîæäàåò íîðìàëüíûé áàçèñ, òî ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ðåêî-

ìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü â êîìáèíèðîâàííûõ àëãîðèòìàõ, êîãäà óìíîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ
â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå, à âîçâåäåíèå â ñòåïåíü õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ � â íîðìàëüíîì ñ
ïåðåõîäàìè èç îäíîãî áàçèñà â äðóãîé ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.
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Ïóñòü s � äëèíà ìàøèííîãî ñëîâà, p1(x) � ïîëèíîì äåëèìîå ñòåïåíè íå
âûøå 2n − 2, p2(x) � òðåõ÷ëåí-äåëèòåëü ñòåïåíè n óêàçàííîãî âèäà, q degsp2.
Îáúåäèíèì ìàøèííûå ñëîâà äëèíû s â âèðòóàëüíûå ìàøèííûå ñëîâà äëèíû
s̃ = s · (q + 1).

Òåïåðü ïîëèíîì-äåëèìîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ äâóìÿ âèðòóàëüíûìè ìàøèííûìè
ñëîâàìè

U = Ũ (0)||Ũ (1),

à ïîëèíîì-äåëèòåëü � ñîñòàâëÿåò îäíî âèðòóàëüíîå ìàøèííîå ñëîâî V = Ṽ (0).
Îáîçíà÷èì degs̃p1 = p̃, degs̃p2 = q̃. Â äàííîì ñëó÷àå p̃ = 1, q̃ = 0. Â ñïèñêå L
èìååì ýëåìåíòû O

l̃r1 = b p̃s̃− deg p2

s̃
c = 0

l̃r2 = b p̃s̃− deg p2 + deg p2 − 1

s̃
c = 0

â ñïèñêå L̃ è ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû

tr1 = t0 = s̃− deg p2.

tr1 = tdeg p2−1 = rem(p̃s̃− deg p2 + deg p2 − 1, s̃) = s̃− 1.

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ òðåõ÷ëåíà p2(x) ñòåïåíè n óêàçàííîãî âèäà
ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Åñëè Ũ (1) 6= 0 âû÷èñëèòü âåêòîð S̃ êîýôôèöèåíòîâ ÷àñòíîãî s(x) îò äåëå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíà x·Ũ (1) íà äâó÷ëåí 1+x (ïðè ýòîì ñëåäóåò ïðèìåíèòü îïèñàííûé
âûøå èñïîëüçóþùèé çàðàíåå ïðèãîòîâëåííóþ òàáëèöó T àëãîðèòì). Ìëàäøèé
ðàçðÿä âåêòîðà S̃ ïðèáàâèòü ê ñòàðøåìó ðàçðÿäó âåêòîðà Ũ (0).

Îáðàçîâàòü èç âåêòîðà S̃ âåêòîð Ũ (p0) ñäâèãîì S̃ íà t0 ðàçðÿäîâ â ñòîðîíó
ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ. Ïðèíÿòü

Ũ (0) = Ũ (0) + Ũ (p0)2,

2. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà U = Ũ (0) íà ìíîãî÷ëåí V.

Óïðàæíåíèå 3.4.1 Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì ñîîòâåòñòâóåò îïèñàííîìó âûøå
àëãîðèòìó äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì, êðîìå ñòàðøå-
ãî, ñòåïåíè áîëåå deg p2(x)− s− 1.

Óêàçàíèå. Ïðèáàâëåíèåì ìëàäøåãî ðàçðÿäà âåêòîðà s̃ ê ñòàðøåìó íå èç-
ìåíÿåìîìó â äàííîé èòåðàöèè ðàçðÿäó ó÷èòûâàåò äåéñòâèå âòîðîãî íåíóëåâîãî
êîýôôèöèåíòà.

2Â èòîãå s̃− t0 ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ âåêòîðà S̃ áóäóò ïðèáàâëåíû ê s̃− t0 ñòàðøèì ðàçðÿäàì
âåêòîðà Ũ (0).
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Ïðèìåð 3.4.7 Ïðèâåäåì ìíîãî÷ëåí x14892 â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå ïî ìîäóëþ íåïðèâîäè-
ìîãî òðåõ÷ëåíà

1 + x7446 + x7447.

(ïîðîæäàþùåãî è íîðìàëüíûé áàçèñ).

Â äàííîì ñëó÷àå q = b 7447
32 c = 232, s̃ = s(q + 1) = 7456

Ũ (0) = 0, Ũ (1) = x14892−7456 = x7436.

Âû÷èñëèì tr1= s̃− deg p2 = 7456− 7447 = 9.
1.Ũ (1) 6= 0, âû÷èñëèì âåêòîð S êîýôôèöèåíòîâ ÷àñòíîãî s(x) îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

x · x7436 = x7437 íà äâó÷ëåí 1 + x, ïîëó÷èì S = (1)7437 (âåêòîð èç 7437 åäèíèö è ñòàðøèõ
19 íóëåâûõ ðàçðÿäîâ). Ïðèáàâèì åäèíèöó ìëàäøåãî ðàçðÿäà âåêòîðà S̃ ê ñòàðøåìó ðàçðÿäó
âåêòîðà Ũ (0):

Ũ (0) = 07456 + 0(7455)11 = 0(7455)11

Èç âåêòîðà S̃ ïîëó÷èì âåêòîð
Ũ (p0) = 0917437010,

Äàëåå ïîëó÷èì

Ũ (0) = Ũ (0) + Ũ (p0) = 0745511 + 0917437010 = 09174370911,

2. Íàéäåì îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà U = Ũ (0) íà ìíîãî÷ëåí V.
Â äàííîì ñëó÷àå s = 32, p = q = d 7447

32 e = b 7455
32 c = 233, Ñîñòàâèì ñïèñîê L = [0, 7446].

Èìååì
l0 = b7456− 7447

32
c = 0,

l7446 = b7456− 7447 + 7446
32

c = 232.

Âû÷èñëèì
t0 = rem(32 · 233− 7447, 32) = 9,

t7445 = rem(32 · 2323− 7447 + 7446, 32) = 31,

Âûïîëíèì åäèíñòâåííóþ èòåðàöèþ áàçîâîãî àëãîðèòìà. Ï.1 íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê p =
q.

Âûïîëíèì ï. 2. deg U233 = 7455 > deg V 233 = 23.
Îáðàçóåì âåêòîð W êàê ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x · U233 = 011220011 íà äâó÷ëåí

1 + x. Ïîäó÷èì

W = 011101110111011101110111011101110111011101110119.

Îáíóëèâ 23 ìëàäøèõ ðàçðÿäà âåêòîðà W, ïîëó÷èì âåêòîð W = 02319.
Îñòàëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå (ãäå ïîêàçàíû òîëüêî èçìåíÿåìûå ÷àñòè

âåêòîðà U).

i li tri U (p0) U (p1) U (0) U (233)

09123 1220911

1 0 0 09123 19023 U (0) + Up1 = 132

2 231 31 032 0221901 132

Óñòàíîâèì â íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàçðÿäû ñ deg V (232) = 23 ïî 31 (ìëàäøèé ðàçðÿä èìååò íîìåð
0) ïîëó÷åííîãî âåêòîðà U(233), ïîëó÷èì Ũ (233) = 12309.

Âåðíåì âåêòîð U = 17447.
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Îïèñàííûå â ýòîì ïàðàãðàôå àëãîðèòìû îáåñïå÷èâàþò ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ ìîäóëÿð-
íîãî ¾ìàëî÷ëåíà¿ çà âðåìÿ, ñîñòàâëÿþùåå ìàëóþ (îêîëî 10 ïðîöåíòîâ) äîëþ âðåìåíè óìíî-
æåíèÿ.

Ýòè àëãîðèòìû ñîîòâåòñòâóþò ïðèíöèïàì óñêîðåíèÿ äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïóòåì îðãàíè-
çàöèè ïàðàëëåëüíîãî èñïîëíåíèÿ îäíîòèïíûõ îïåðàöèé, îïèñàííûì â ðàáîòå [?], îíè îïóáëè-
êîâàíû àâòîðàìè íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè â [11, 12].

Â çàêëþ÷åíèå îïèøåì êðàòêî â êà÷åñòâå ïðèìåðà àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà c(x)
ñòåïåíè íå áîëüøå 324 ïî ìîäóëþ f(x) = x163 + x7 + x6 + x3 + 1. Ýòîò ïðèìåð çàèìñòâîâàí
èç [107]. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäîáíûå àëãîðèòìû áûëè îïèñàíû íåçàâèñèìî ðàç-
íûìè àâòîðàìè, ÷òî ïîäòâåðæäàåò èõ àêòóàëüíîñòü. Êîýôôèöèåíòû c(x) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â
âèäå ìàññèâà C[10], . . . , C[0] 32-áèòíûõ öåëûõ ÷èñåë; ðåçóëüòàò c(x) mod f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ìàññèâà C[5], C[6], . . . , C[0]. Ýòè ìàññèâû ìû òàêæå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå áèòî-
âûõ ìàññèâîâ c[324], . . . , c[0] è c[162], . . . , c[0]. Îáðàáîòêà ÷èñëà C[9], íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóåò
âûïîëíåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíà c(x) ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì:

x319 = x163 + x162 + x159 + x156 mod f(x)

x318 = x162 + x161 + x158 + x155 mod f(x)

è ò.ä. âïëîòü äî
x288 = x132 + x131 + x128 + x126 mod f(x).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â çàìåíå îäíî÷ëåíîâ èç ëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ íà ÷åòûðåõ÷ëå-
íû èç ïðàâûõ ÷àñòåé. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâånñòâóþò ÷åòûðåõêðàòíîìó ïðèáàâëåíèþ ê
áèòîâîìó ìàññèâó C êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà c(x) 32-áèòíîãî âåêòîðà C[9], ïðè÷åì ïåðâûé
ðàç îí ïðèáàâëÿåòñÿ òàê, ÷òî åãî ìëàäøèé áèò ñêëàäûâàåòñÿ ñ ñ 132 áèòîì ìàññèâà C, ñëåäó-
þùèé áèò ñêëàäûâàåòñÿ ñî 133 áèòîì ìàññèâà C è òàê äàëåå, âî âòîðîé ðàç îí ïðèáàâëÿåòñÿ
ê ìàññèâó C, íà÷èíàÿ ñî 131 áèòà, â òðåòèé ðàç � íà÷èíàÿ ñî 128 áèòà, è â ÷åòâåðòûé ðàç
� íà÷èíàÿ ñî 125 áèòà. Òàê êàê ìû ðàáîòàåì íå ñ áèòàìè, à ñ 32 áèòíûìè öåëûìè ÷èñëàìè,
òî ïåðâàÿ ïðîöåäóðà ïðèáàâëåíèÿ ê áèòîâîìó ìàññèâó C ñäâèíóòîãî (ê 132-ìó áèòó) âåêòîðà
C[9] âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïåðàöèé:

(c[128], . . . , c[159]) = C[4] ← C[4]⊕ (C[9] << 4),

(îïåðàöèÿ C[9] << 4 ñäâèãà âëåâî íà 4 áèòà ïðåâðàùàåò âåêòîð (c[288], . . . c[319]) â âåêòîð
(0, 0, 0, 0, c[288], . . . c[315]) ïîòîìó ÷òî ðåàëüíî â ÷èñëå C[9] ìëàäøèé áèò c[288] ñòîèò íà ñàìîì
ïðàâîì ìåñòå )

(c[160], . . . , c[191]) = C[5] ← C[4]⊕ (C[9] >> 28),

(îïåðàöèÿ C[9] >> 28 ñäâèãà âïðàâî íà 28 áèòîâ ïðåâðàùàåò âåêòîð (c[288], . . . c[319]) â âåêòîð
(c[316], c[317], c[318], c[319], 0, . . . , 0) ). Àíàëîãè÷íî âòîðàÿ ïðîöåäóðà ïðèáàâëåíèÿ ê áèòîâîìó
ìàññèâó C ñäâèíóòîãî (ê 131-ìó áèòó) âåêòîðà C[9] âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïå-
ðàöèé:

(c[128], . . . , c[159]) = C[4] ← C[4]⊕ (C[9] << 3),

(c[160], . . . , c[191]) = C[5] ← C[4]⊕ (C[9] >> 29).

Òðåòüÿ ïðîöåäóðà ïðèáàâëåíèÿ ê áèòîâîìó ìàññèâó C ñäâèíóòîãî (ê 128-ìó áèòó) âåêòîðà
C[9] âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèé áîëåå ïðîñòî:

(c[128], . . . , c[159]) = C[4] ← C[4]⊕ C[9].

Ïîñëåäíÿÿ (÷åòâåðòàÿ) îïåðàöèÿ ïðèáàâëåíèÿ ê áèòîâîìó ìàññèâó C ñäâèíóòîãî (ê 125-ìó
áèòó) âåêòîðà C[9] âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïå-
ðàöèé:

(c[96], . . . , c[127]) = C[3] ← C[3]⊕ (C[9] << 29),
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(c[128], . . . , c[159]) = C[4] ← C[4]⊕ (C[9] >> 3).

Ïîýòîìó âñÿ ïðîãðàììà ðåäóêöèè ìíîãî÷ëåíà c(x) ïî ìîäóëþ f(x) ñîñòîèò èç öèêëà, â êî-
òîðîì ïðè óìåíüøåíèè i îò 10 äî 6 âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé ïðèñâàèâà-
íèÿ T ← C[i], C[i − 6] ← C[i − 6] ⊕ (T << 29), C[i − 5] ← C[i − 5] ⊕ (T << 4) ⊕ (T <<
3)⊕ T ⊕ (T >> 3), C[i− 4] ← C[i− 4]⊕ (T >> 28)⊕ (T >> 29), ïîòîì âûïîëíÿåòñÿ ïðèñâàè-
âàíèÿ T = C[5]AND0xFFFFFFF8 (î÷èñòêà áèòîâ 0, 1, 2 C[5]),

C[0] ← C[0]⊕ (T << 4)⊕ (T << 3)⊕ T ⊕ (T >> 3),

C[1] ← C[1]⊕ (T >> 28)⊕ (T >> 29), C[5] = C[5]AND0x00000007 (î÷èñòêà îñòàëüíûõ áèòîâ
C[5]), è âîçâðàùàåòñÿ ðåçóëüòàò â âèäå ìàññèâà C[5], C[6], . . . , C[0].

3.5 Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ÄÏÔ

3.5.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íàä êîíå÷íûì ïîëåì
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f(X) =
N−1∑

i=0

aiX
i

íàä ïîëåì F = ({x0, x1, . . . , xN−1), +,×} êîíå÷íîãî ïîðÿäêà N + 1, îïðåäåëÿåìûé íàáîðîì

(a0, a1, . . . , aN−1) ∈ FN (3.8)

êîýôôèöèåíòîâ � ñèãíàëüíûì âåêòîðîì.
Íàáîð

f(x0), f(x1), . . . , f(xN−1) ∈ FN (3.9)

çíà÷åíèé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â òî÷êàõ xi, i = 0, 1, . . . , N − 1 íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì âåêòî-
ðîì.

Îïåðàöèÿ D : FN → FN ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëüíîãî âåêòîðà (3.8) â ñïåêòðàëüíûé âåê-
òîð (3.10) íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàä ïîëåì F (ÄÏÔ).

Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ D−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ýòà
îïåðàöèÿ âîññòàíàâëèâàåò ñèãíàëüíûé âåêòîð (3.8) ïî ñïåêòðàëüíîìó âåêòîðó (3.10).

Îáà ïðåîáðàçîâàíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ â ïîëå F ñ èñïîëüçîâàíèåì êîðíÿ N -é ñòåïåíè èç
åäèíèöû � îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà λ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F∗ ïîëÿ F : êîýôôèöèåíòû
f(xi) ïîëó÷àþòñÿ ïî ôîðìóëå

f(xi) =
N−1∑

k=0

akλki, (3.10)

à ýëåìåíòû ak ñèãíàëüíîãî âåêòîðà âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ñïåêòðàëüíîìó âåêòîðó ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ak =
1
N

N−1∑

i=0

f(xi)λ−ki, (3.11)

Ïðè âûïîëíåíèè ÄÏÔ, êàê è îáðàòíîãî ÄÏÔ ïî ýòèì ôîðìóëàì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî n2

óìíîæåíèé â ïîëå F , ÷òî è îïðåäåëÿåò ñëîæíîñòü ýòèõ îïåðàöèé (ñëîæåíèå âûïîëíÿþòñÿ
íåñðàâíèìî áûñòðåå óìíîæåíèÿ, à âñå ñòåïåíè êîðíÿ λ ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè èíèöèàëèçàöèè
ïðîãðàììû.
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Ñâåðòêîé ñèãíàëüíûõ âåêòîðîâ

(a1
0, a

1
1, . . . , a

1
N−1) ∈ FN ,

(a2
0, a

2
1, . . . , a

2
N−1) ∈ FN (3.12)

íàçûâàåòñÿ âåêòîð
(c0, c1, . . . , c2N−2) ∈ F (2N−1), ct =

∑

i+j=t

c1
i × c2

j . (3.13)

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ñâåðòêà (3.13) åñòü âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ

f1(X) · f2(X),

ìíîãî÷ëåíîâ f1(X) è f2(X), êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðàìè (3.12).
Ïðèìåíåíèåì ÄÏÔ ê ñâåðòêå (3.13) ïîëó÷àåòñÿ ñïåêòðàëüíûé âåêòîð ñâåðòêè

(d0, d1, . . . , d2N−2) ∈ F (2N−1). (3.14)

Ýëåìåíòû ïîñëåäíåãî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òàêæå êàê ïðîèçâåäåíèÿ

dt = d 1
t × d 2

t , t = 0, . . . , 2N − 2 (3.15)

â ïîëå F ýëåìåíòîâ ñïåêòðàëüíûõ âåêòîðîâ

(d 1
0 , d 1

1 , . . . , d 1
2N−2) ∈ FN ,

(d 2
0 , d 2

1 , . . . , d 2
2N−2) ∈ FN , (3.16)

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèãíàëüíûì âåêòîðàì (3.12), äîïîëíåííûì N "ñòàðøèìè" íóëåâûìè ðàç-
ðÿäàìè

(a1
0, a

1
1, . . . , a

1
N−1, 0, . . . , 0) ∈ F (2N−1),

(a2
0, a

2
1, . . . , a

2
N−1, 0, . . . , 0) ∈ F (2N−1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå3äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f1(X) è f2(x) ñòåïåíè íå áîëåå N −
1 íàä ïîëåì F ïîðÿäêà N + 1 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåé ñóïåðïîçèöèåé îïåðàöèé íàä
ìíîãî÷ëåíàìè

f1(X) · f2(x) =
1
N

D−1(D(f1(X))×D(f1(X))), (3.17)

ãäå D(f i(X)) � ñïåêòðàëüíûå âåêòîðû äëèíû 2N − 1, N ìëàäøèõ ýëåìåíòîâ êîòîðûõ ñóòü
êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ f i(X), à îñòàëüíûå ýëåìåíòû � íóëåâûå, × � îïåðàöèÿ óìíîæå-
íèÿ â ïîëå F . Êàê âèäèì, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýòèì ìåòîäîì îïðåäåëÿåòñÿ
ñëîæíîñòüþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (O(N2), åñëè îíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî (3.10)),
ïîñêîëüêó ñëîæíîñòü ïîêîìïîíåíòíîå óìíîæåíèÿ ëèíåéíà). Åñëè ïîðÿäîê N ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ãðóïïû F∗ ïîëÿ F íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì, òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü óñêîðåíèÿ
ÄÏÔ.

3.5.2 Áûñòðûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ íàä êîíå÷íûì ïî-
ëåì

Äëÿ óñêîðåíèÿ ÄÏÔ â ñëó÷àå ñîñòàâíîãî ïîðÿäêà N ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F∗ ìû
èñïîëüçóåì ñïîñîá óñêîðåíèÿ ÄÏÔ íàä êîìïëåêñíûì ïîëåì, îïèñàííûé â [?] äëÿ óñêî-
ðåíèÿ ÄÏÔ, êîãäà ñèãíàëüíûé âåêòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð çíà÷åíèé äåéñòâèòåëüíîé

3Òî åñòü âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ
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ôóíêöèè f(X), â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê xi = 1
N , i = 0, 1, . . . , N − 1, ñïåêòðàëüíûé âåêòîð �

íàáîð êîýôôèöèåíòîâ àïïðîêñèìèðóþùåãî ýòó ôóíêöèþ ìíîãî÷ëåíà è âìåñòî îáðàçóþùåãî
ýëåìåíòà êîíå÷íîãî ïîëÿ λ èñïîëüçóåòñÿ êîðåíü N -îé ñòåïåíè èç åäèíèöû ω = exp 2πi

N .
Ïóñòü ïîðÿäîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F∗ ðàçëîæèì: N = N1 ·N2, ãäå N2 åñòü ïðîñòîå

÷èñëî, N1 > 2.
Ïðåäñòàâèì â ôîðìóëå (3.10) èíäåêñû i â âèäå

i = i1N1 + i0, i = 0, 1, . . . N − 1,

ãäå 0 ≤ i0 < N1, à èíäåêñû k � â âèäå

k = k1N2 + k0, i = 0, 1, . . . N − 1,

ãäå 0 ≤ k2 < N2,
Òîãäà ñòåïåíè ki ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôîðìóëîé

ki = (k1N2 + k0)(i1N1 + i0) = k1i1N + k1i0N2 + k0i1N1 + k0i0 =

= k1i1N + k1i0N2 + k0i.

è ôîðìóëà (3.10) ïðèîáðåòàåò âèä

f(xi) =
N−1∑

k=0

akλk1i1N+k1i0N2+k0i1 =
N−1∑

k=0

akλk1i0N2+k0i1 , (3.18)

(Ñëàãàåìîå k1i1N â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàê λ-ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò
ïîëÿ.)

Çàìåíÿÿ â (3.18) ñóììèðîâàíèå ïî i îïåðàöèåé ïîâòîðíîãî ñóììèðîâàíèÿ ïî ïî èíäåêñàì
k0 è k1, ïîëó÷àåì

f(xi) =
N2−1∑

k0=0

N1−1∑

k1=0

ak1N2+k0λ
k1i0N2λk0i =

N2−1∑

k0=0

ã(k0, i0)λk0i, (3.19)

ãäå

ã(k0, i0) =
N1−1∑

k1=0

ak1N2+k0λ
k1i0N2 . (3.20)

Ìàññèâ ã ñîäåðæèò N ÷èñåë è äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ òðåáóåòñÿ NN1 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ â
ïîëå F , çàòåì íà âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (3.19) ïîòðåáóåòñÿ åùå NN2 òàêèõ îïåðàöèé. Òàêèì
îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (åñëè îíî âîçìîæíî) ïîðÿäêà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F∗
íà äâà ìíîæèòåëÿ, ìû ìîæåì îñóùåñòâèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, âûïîëíèâ N(N1 + N2)
îïåðàöèé óìíîæåíèÿ â ïîëå F . Ýòèì äîñòèãàåòñÿ ýêîíîìèÿ îïåðàöèé, òàê êàê N1 + N2 <
N1N2 = N è N > 4. Åñëè N = N1 ·N2 · . . . Nm, 2 ≤ Ns, òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â êîíå÷íîì
ïîëå F ìîæíî âûïîëíèòü, çàòðàòèâ N(N1 + N2 + · · ·+ Nm) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ â ýòîì ïîëå.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðèìåíåíèå ÄÏÔ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíîãî ïîëÿ ïóòåì
âûáîðà ÷èñëà N = 2n çíà÷åíèé àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè f â êà÷åñòâå ñèãíàëüíîãî âåê-
òîðà ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ìàêñèìàëüíîãî óñêîðåíèÿ, ïîíèçèâ ÷èñëî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ äî
2N log2 N. Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ F , áîëüøîãî ïîðÿäêà ýòà îöåíêà, âèäèìî,
íåäîñòèæèìà4.

Îïèñàííûé ïîäõîä ê óñêîðåíèþ ÄÏÔ ïîëó÷èë íàçâàíèå áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
(ÁÏÔ). Åãî íàèáîëåå ðàííåå îïèñàíèå (1866 ã.) ïðèíàäëåæèò Ãàóññó , à ñîâðåìåííîå èçëîæå-
íèå, ïîâëåêøåå ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ, ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå Ä.Êóëè è Ä.Òüþêè []

4Ïîðÿäîê êîíå÷íîãî ïîëÿ, èìåþùåãî ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîðÿäêà 2n, åñòü ÷èñëî Ôåð-
ìà F(n), íàïðèìåð, F(3), íî ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò èíûå ÷èñëà Ôåðìà, ÿâëÿþùèåñÿ
ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà.
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N = 1 ·N1 ·N2 · · ·Ni−2 ·Ni−1 ·Ni · · ·Ns−2 ·Ns−1 ·Ns︸ ︷︷ ︸ ·1

N s = N N s
2 = 1

︸ ︷︷ ︸ ︸︷︷︸

N s−1 N s−1
2

à)

N = 1 ·N1 ·N2 · · ·Ni−1 ·Ni︸ ︷︷ ︸ ·Ni+1 · · ·Ns · 1︸ ︷︷ ︸
N i N i

2

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
N i−1 N i−1

2

á)

N = 1 ·N1︸ ︷︷ ︸ ·N2 · · ·Ni−2 ·Ni−1 ·Ni · · ·Ns · 1︸ ︷︷ ︸
N1 N1

2

︸ ︷︷ ︸
N0 = 1 N0

2 = N

â)

Ðèñ. 3.3: Èçìåíåíèå âåðõíèõ ïðåäåëîâ ñóììèðîâàíèÿ N i â ñõåìå ñîâìåñòíîé
ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè ðåêóðñèè è N i

2 â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ñõåìû: a) ïåðâûé
øàã, á) îáùèé øàã, â) çàêëþ÷èòåëüíûé øàã.
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3.5.3 Àëãîðèòì ÁÏÔ íàä êîíå÷íûì ïîëåì
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ÁÏÔ íàä êîíå÷íûì ïîëåì ïîêàæåì, ÷òî èìååòñÿ ðåêóðñèâíàÿ

ñõåìà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî âåêòîðà.

Òåîðåìà 3.5.1 Êîýôôèöèåíòû f(xj) äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàä ïîëåì ïîðÿä-
êà Ns = Πs

i=1Ni + 1, ãäå Ni � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå
ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè 5

N1(xj) = N1;

F 1(xj) =
N1

1−1∑

k=0

akλk·j , (3.21)

N i(xj) = N i−1
1 ·Ni,

F i+1(xj) =
Ni+1−1∑

k=0

F i(k) · λk·j0·Ni , j = j1N
i + j0, 0 ≤ j0 < N i, (3.22)

êàê çíà÷åíèå f(xj) = F s(xj), ïîëó÷àåìîå ïî çàâåðøåíèè çàêëþ÷èòåëüíîãî øàãà îáðàòíîãî
õîäà ðåêóðñèè.

Îáîçíà÷èì N i
2 = Ns

Ni . Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé Ëåììû.

Ëåììà 3.5.1 Ïðè ëþáîì i, i = 1, . . . s, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f (xj) =
Ni+1

2 −1∑

k=0

F i(k) · λk·j0·Ni
2 , j = j1N

i + j0, 0 ≤ j0 < N i. (3.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ÷èñëó s øàãîâ ðåêóðñèè). Èçìåíåíèå
âåðõíèõ ïðåäåëà N i ñóììèðîâàíèÿ â õîäå ðåêóðñèè ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3.5.1. Äåòàëè äîêàçà-
òåëüñòâà îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Ñëåäñòâèå 3.5.1 Åñëè ïîðÿäîê N ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F ðàçëîæèì íà s íà-
òóðàëüíûõ ìíîæèòåëåé, N = N1 ·N2, · · ·Ns òî êàæäûé êîýôôèöèåíò f(xj), j = 0, . . . Ns−1,
ñïåêòðàëüíîãî âåêòîðà ÄÏÔ íàä ýòèì ïîëåì ïî ñèãíàëüíîìó âåêòîðó ìîæíî âû÷èñëèòü,
âûïîëíèâ íå áîëåå

∑s
i=1 Ni óìíîæåíèé â ýòîì ïîëå, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ñòåïåíè

ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà λ âû÷èñëåíû çàðàíåå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî âðåìåíè ïðè
ýòèõ óñëîâèÿõ äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü íå áîëåå N ·∑s

i=1 Ni óìíîæåíèé.

Ïðèìå÷àíèå. Ñëåäóþùèé ïàðàãðàô ïîäëåæèò ñóùåñòâåííîé ïåðåðàáîòêå â äóõå äàííîãî
ïàðàãðàôà è áóäåò åùå ïàðàãðàô î ðåçóëüòàòàõ ýêñïåðèìåíòîâ, ìàòåðèàëû èìåþòñÿ!

5Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îïèñàíèå (??) øàãà ðåêóðñèè â îáùåì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ áîëåå
ïîëíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

(3.19), êîãäà ïåðâûé øàã ðåêóðñèè ÿâëÿåòñÿ è çàêëþ÷èòåëüíûì, òî åñòü ïîðÿäîê N ðàçëî-
æåí íà äâà íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëÿ.
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3.5.4 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íàä ïîëåì GF (2m) è óìíîæå-
íèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Ãàëóà GF (2)

Ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðè óìíîæåíèè
ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Ãàëóà GF (2).

Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ pi(x) ñòåïåíè s − 1 â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòåïåíÿõ
ïåðåìåííîé y = xs ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k − 1 =]n/s[−1 :

k−1∑

i=0

pi(x)yi.

Åñëè ýòè êîýôôèöèåíòû ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû ïîëÿ Ãàëóà GF (2m), m ≥ s, òî
îáû÷íûì "øêîëüíûì"àëãîðèòìîì, ïåðåìíîæàÿ "êîýôôèöèåíòû"â ïîëå Ãàëóà GF (2m) ïîëó-
÷èì èõ ïðîèçâåäåíèå íàä ýòèì ïîëåì.

çàìåòèì, ÷òî ïðè s ≤]m/2[ è ïðîèçâåäåíèÿ "êîýôôèöèåíòîâ"íàä ïîëåì Ãàëóà ñîâïàäóò
ñ ïðîèçâåäåíèÿìè â ïîëå Ãàëóà GF (2m). Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí (ïî
ïåðåìåííîé y)

2k−2∑
t=0

st(x)yt,

ãäå st(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå áîëåå m− 1, ýêâèâàëåíòåí ïðîèçâåäåíèþ èñõîäíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ íàä ïîëå Ãàëóà GF (2).

Ìíîãî÷ëåí, ïðåäñòàâëÿþùèé ïðîèçâåäåíèå èñõîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (2), ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ýòîãî âûðàæåíèÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé y ñòåïåíüþ xs è ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì
ê ïîëèíîìèàëüíîìó âèäó.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà Ôóðüå íàäî ïðàâèëüíî âûáðàòü ðàçìåðíîñòü m èñïîëüçóåìîãî
ïîëÿ GF (2m) è çàâèñÿùèé îò íåå ïàðàìåòð s.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ (îò ïåðåìåííîé y) ñòåïåíè k − 1 ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì
ñòåïåíè 2k−2 (ïî ïåðåìåííîé y = xs), è ðàçìåðíîñòü 2m−1 ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìåòîäó Ôóðüå, ðàññ÷èòûâàåòñÿ
ñ ó÷åòîì ñòåïåíè 2k − 2 ïðîèçâåäåíèÿ:

2m − 1 ≥ (2k − 1), .. 2m ≥ 2k,

îòêóäà m ≥ log2 2k.
Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû âòîðîé ñòðîêè ìàòðèöû áóäóò ðàçíûìè. Òàêèì îáðàçîì,

êîýôôèöèåíòû pi(x) ñîìíîæèòåëåé ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m− 1.

m−1∑

i0

aix
i, as = as+1 = . . . = a2s−1 = 0.

Èòàê, äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n−1 ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïîëå Ãàëóà GF (2m),
ãäå m îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

k ≤ 2m−1.

ïðè ýòîì k − 1 åñòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñòåïåíü ñîìíîæèòåëåé (ïî ïåðåìåííîé y) è

k − 1 ≤ 2m−1 − 1.

Äîïóñòèìàÿ ñòåïåíü n − 1 (ïî ïåðåìåííîé x) ìíîãî÷ëåíîâ-ñîìíîæèòåëåé îïðåäåëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâîì n− 1 ≤ k × s− 1 = k×]m

2 [−1.
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Íàïðèìåð, ïðè m = 8, òî åñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàä ïîëåì
GF (28)

k − 1 ≤ 27 − 1 = 127, n− 1 ≤ 128× 4− 1 = 511.

Ïðè m = 4
k − 1 ≤ (23)− 1 = 7, n− 1 ≤ 8× 2− 1 = 15.

Ïðè m = 3
k − 1 ≤ (22)− 1 = 3, n− 1 ≤ 4× 2− 1 = 7.

Ïðè m = 2
k − 1 ≤ [21 − 1] = 1, n− 1 ≤ 2× 1− 1 = 1.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íåñîáëþäåíèå ýòèõ ïðàâèë âûáîðà ïîëÿ ïðèâîäèò ê îøèáêàì,
åñëè ïðè ïåðåìíîæåíèè ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèâåäåíèÿ ïî
ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà äàííîãî ïîëÿ.

Ïðèâåäåì òàáëèöó â êîòîðîé äëÿ íåêîòîðûõ ñòåïåíåé n ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ GH(2) äàíû
ðàçëîæåíèÿ ïîðÿäêîâ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïï GF (2n)∗ è óêàçàíû ìàêñèìàëüíûå ñòåïåíè
m ìíîãî÷ëåíîâ, äîïóñòèìûå äëÿ óìíîæåíèÿ ìåòîäîì ÄÏÔ íàä ïîëåì GF (2n).

n |GF2n ∗ n| = 2n − 1 m
2 3 1
3 7 7
4 3 · 5 = 15 15
5 31 47
6 3 · 3 · 7 = 63 95
7 127 255
8 3 · 5 · 17 = 255 511
9 7 · 73 = 511 1279
10 3 · 11 · 31 = 1023 2669
11 23 · 89 = 2047 6143
12 3 · 3 · 5 · 7 · 13 = 4095 12288

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, íàèáîëåå çíà÷èòåëüíîå óñêîðåíèå çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ÁÏÔ ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ÁÏÔ íàä ïîëåì GF (212), ãäå ïîðÿäîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïÿòü ïðîñòûõ ìíîæèòåëÿ. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî è ïðè
èñïîëüçîâàíèè ÁÏÔ íàä GF (28) ñêîðîñòü óìíîæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè òàêàÿ æå, êàê ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ¾øêîëüíîãî¿ àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÁÏÔ íàä ïîëåì GF (212)
ñêîðîñòü óìíîæåíèÿ ïðèìåðíî òàêàÿ æå, êàê ïðè óìíîæåíèè ïî ìåòîäó Êàðàöóáû. Çàìåòèì,
îäíàêî.÷òî ïðåäâàðèòåëüíîå âû÷èñëåíèå ñòåïåíåé ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâà-
íèåì áîëüøîãî îáúåìà ïàìÿòè. Äëÿ åãî ïîíèæåíèÿ äî ïðàêòè÷åñêè ïðèåìëåìîãî âîçìîæíî
íà îñíîâå êîìïðîìèññà ¾ïàìÿòü - âðåìÿ¿, òî-åñòü õðàíåíèÿ â ïàìÿòè íåêîòîðîûõ ¾îïîðíûõ
ñòåïåíåé ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ïîëÿ,¿ ïîçâîëÿþùèõ ìíîãîêðàòíî, íî äîñòàòî÷íî áûñòðî
âû÷èñëÿòü îñòàëüíûå ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè. Ïðè ýòîì âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî
âåêòîðà âîçðàñòàåò íå áîëåå, ÷åì â äâà ðàçà.

Èçëîæåííîå âûøå îñíîâàíî íà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, âûïîëíåííûõ
ß.Þ.Ãðà÷åâûì [?].

Ïðèìåð 3.5.1 Ïóñòü p(x) = 1 + x2 + x3 è q(x) = 1 + x + x3 äâà ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì
Ãàëóà GF (2). Çäåñü n = 4 (ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ n−1 = 3). Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå m = 3 ïðè s = 2. åñëè æå âçÿòü, íàïðèìåð, m = s = 3, òî ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåíû
ñòåïåíè k = 2 (ïî ïåðåìåííîé y = x3). P (x) = (1 + 0x + x2) + (1 + 0x + 0x2)y è Q(x) =
(1 + 1x + x2) + (1 + 0x + 0x2)y, y = x3 íàä ïîëåì Ãàëóà GF (23), ïîðîæäàåìîì íåïðèâîäèìûì
ìíîãî÷ëåíîì x3 + x + 1. Âûáåðåì ïðèìèòèâíûé êîðåíü ω = (1 + 1x). òîãäà ìàòðèöà Dn
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äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, êàê è ìàòðèöà îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ D−1
n èìåþò

ðàçìåð 7× 7 :

Dn =


7 1 2 3 4 5 6
7 100 100 100 100 100 100 100
1 100 110 101 001 111 010 011
2 100 101 111 011 110 001 010
3 100 001 011 101 010 110 111
4 100 111 110 010 101 011 001
5 100 010 001 110 011 111 101
6 100 011 010 111 001 101 110




D∗
n =



7 1 2 3 4 5 6
7 100 100 100 100 100 100 100
1 100 011 010 111 001 101 110
2 100 010 001 110 011 111 101
3 100 111 110 010 101 011 001
4 100 001 011 101 010 110 111
5 100 101 111 011 110 001 010
6 100 011 010 111 001 101 110
6 100 110 101 001 111 010 011




Ïîñòðîèì ñïåêòðàëüíûå âåêòîðû äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ p(x) è q(x).

Dn × p(x) =




7 1 2 3 4 5 6
7 100 100 100 100 100 100 100
1 100 110 101 001 111 010 011
2 100 101 111 011 110 001 010
3 100 001 011 101 010 110 111
4 100 111 110 010 101 011 001
5 100 010 001 110 011 111 101
6 100 011 010 111 001 101 110




×




101
100
000
000
000
000
000




=




001
011
000
100
010
111
110




Dn × p(x) =




7 1 2 3 4 5 6
7 100 100 100 100 100 100 100
1 100 110 101 001 111 010 011
2 100 101 111 011 110 001 010
3 100 001 011 101 010 110 111
4 100 111 110 010 101 011 001
5 100 010 001 110 011 111 101
6 100 011 010 111 001 101 110




×




111
100
000
000
000
000
000




=




011
001
010
110
000
101
100




Ñïåêòðàëüíûì âåêòîðîì ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð



101
101
000
110
000
011
110




.
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Ïîñòðîèì ñèãíàëüíûé âåêòîð ïðîèçâåäåíèÿ
ßâëÿÿñü ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ (îò ïåðåìåííîé y) íàä ïîëåì GF (23), îí íå

ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèþ èñõîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (2).
Ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè òîãî æå ïîëÿ GF (23), íî ïðè çíà-

÷åíèè s =]3/2[= 2, òî åñòü è ïðåäñòàâëåíèè èñõîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè (ïî ïåðìåííîé x)
íå áîëåå ñåìè ìíîãî÷ëåíàìè îò ïåðåìåííîé y = x2.

Ïðèìåð 3.5.2 Âîçâåäåì â êâàäðàò ìíîãî÷ëåí 1 + y + y2 + y3, y = x2. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì
ìåòðèöó Dn íà ñîîòâåòñòâóþùèé ñèãíàëüíûé âåêòîð, ïîëó÷èì ïðè ýòîì ñïåêòðàëüíûé âåê-
òîð:

Dn × p(x) =




7 1 2 3 4 5 6
7 100 100 100 100 100 100 100
1 100 110 101 001 111 010 011
2 100 101 111 011 110 001 010
3 100 001 011 101 010 110 111
4 100 111 110 010 101 011 001
5 100 010 001 110 011 111 101
6 100 011 010 111 001 101 110




×




10
100
100
100
000
000
000




=




000
110
101
011
111
001
010




Äàëåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ êâàäðàòà èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà óìíîæèì ìàòðèöó D∗
n îáðàòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà âåêòîð, ïîëó÷åííûé âîçâåäåíèåì â êâàäðàò (â ïîëå FG(2m)) êàæäîé
êîìïîíåíòû ñïåêòðàëüíîãî âåêòîðà:

D∗
n × p(x) =




7 1 2 3 4 5 6
7 100 100 100 100 100 100 100
1 100 011 010 111 001 101 110
2 100 010 001 110 011 111 101
3 100 111 110 010 101 011 001
4 100 001 011 101 010 110 111
5 100 101 111 011 110 001 010
6 100 110 101 001 111 010 011




×




000
101
111
110
011
011
001




=




100
000
100
000
100
000
100




Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû ìàòðèöû Dn, D∗
n äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàä ïî-

ëåì GF (24), ïîðîæäàåìîì íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì x4 + x + 1, êîòîðûå ïîñòðîåíû äëÿ
ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ω = 1 + x.

Èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà p′(y) = a′0(x) + a′1(x)y +
a′2(x)y2 · · ·+ a′7(x)y7 = (a0 + a1x) + (a2 + a3x)x2 + · · ·+ (a12 + a13x)x14)).

Ïðè ýòîì ìàòðèöà D∗
n èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

c′0(x) + c′1(x)y + c′2(x)y2 + · · ·+ c′14(x)y14 =
14∑

i=0

(c0i(x) + c1i(x) + c2i(x) + c3i(x))x2i.

Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöû ðàçìåðîâ (2m − 1)x(2m − 1), ãäå m ÷åòíî, ïîçâîëÿþò óìíîæàòü
ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì Ãàëóà GF (2) ñòåïåíè n− 1 = 2m−2m− 1. Äëÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíû

a0 + a1x + a2x
2 + · · ·xs

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìíîãî÷ëåíû

a′0(x) + a′1(x)y + a′2(x)y2 + a′3(x)y3 + · · ·+ a′p(x)yp, y = xm/2,
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íàä ïîëåì Ãàëóà (GF (2m). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìåòîäîì äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæíî à) Çàðàíåå âû÷èñëèòü è õðàíèòü äëÿ ìíîãîêðàòíîãî èñïîëüçî-
âàíèÿ ìàòðèöû Dn è Dn

−1 äëÿ çàðàíåå âûáðàííîãî êîðíÿ n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû. Òîãäà
ïðåîáðàçîâàíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â óìíîæåíèè âåêòîðà íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó. Îáúåì òà-
êîé ìàòðèöû ïðè n = 28 − 1 ñîñòàâëÿåò (28 − 1)x(28 − 1) ≈ 216 áàéò, èëè 64Êáàéò. (ïðè ýòîì
ìîæíî óìíîæàòü ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 511 ñ èñïîëüçîâàíèå òàáëèöû óìíîæåíèÿ áàéòîâ), ïðè
n = 10 îí ñîñòàâèë áû ≈ 210x210 = 220 áàéò, èëè 1Ìáàéò, ìîæíî áûëî áû óìíîæàòü ìíîãî-
÷ëåíû ñòåïåíè 2559 èñïîëüçóÿ àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â ïîëå GF (216).

Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáúåìà ïàìÿòè, à òàêæå óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåì òîò ôàêò,
÷òî òàáëèöû, êàê ïðàâèëî (åñëè ïîðÿäîê 2m èñïîëüçóåìîãî ïîëÿ Ãàëóà ðàçëàãàåòñÿ íà íåòðè-
âèàëüíûå ïðîñòûå ìíîæèòåëè) èçáûòî÷íû è åñëè ýòî íå çàìåòèòü, òî ìíîãèå âû÷èñëåíèÿ
ïîâòîðÿþòñÿ ìíîãîêðàòíî. Èçáûòî÷íîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì õàðàêòåðå íåêîòî-
ðûõ ñòîëáöîâ. Ïåðèîä ðàâåí ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöó êîðíÿ èõ åäèíèöó. Òîëüêî
ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìèòèâíûì êîðíÿì íå ðàñêëàäûâàþòñÿ â òðè èëè áîëåå ïðî-
ñòûõ ïåðèîäîâ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîðÿäîê 2m − 1 ïîëÿ GF (2m) � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïîäîáíîå óïðîùåíèå
âû÷èñëåíèé íåâîçìîæíî. Íàïðèìåð, ïðè m = 3 èëè m = 7.

Íà îñíîâå ìàòðèöû Dn ïîñòðîèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû Dn,1, Dn,3, Dn,5 Dn,15, ñîîòâòåò-
ñòâóþùèå ñòîëáöàì, ïðåäñòàâëÿþùèì êîðíè ñòåïåíè 1, 15, 5 è 3.

Dn,1 =(
15 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

15 1000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

)

Dn,3 =


15 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
15 0 0 0 0 0 1000 0 0 0 0 1000 0 0 1000 0
1 0 0 0 0 0 0110 0 0 0 0 1110 0 0 1101 0
2 0 0 0 0 0 1110 0 0 0 0 0110 0 0 1001 0




Dn,5 =


15 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
15 0 0 0 1000 0 0 1000 0 0 1000 0 0 1000 0 0
1 0 0 0 1111 0 0 0101 0 0 0011 0 0 0001 0 0
2 0 0 0 0101 0 0 0001 0 0 1111 0 0 0011 0 0
3 0 0 0 0011 0 0 1111 0 0 0001 0 0 0101 0 0
4 0 0 0 0001 0 0 0011 0 0 0101 0 0 1111 0 0
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Dn,15 =


15 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
15 0 1000 1000 0 1000 0 0 1000 1000 0 0 1000 0 0 1000
1 0 1100 1010 0 0100 0 0 1011 0010 0 0 1001 0 0 0111
2 0 1010 0100 0 0010 0 0 0111 1100 0 0 1011 0 0 1101
3 0 1111 0101 0 0001 0 0 0101 0011 0 0 1111 0 0 0001
4 0 0100 0010 0 1100 0 0 1101 1010 0 0 0111 0 0 1001
5 0 0110 1110 0 0110 0 0 0110 1110 0 0 1110 0 0 1110
6 0 0101 0001 0 0011 0 0 0001 1111 0 0 0101 0 0 0011
7 0 1011 0111 0 1101 0 0 0100 1001 0 0 1010 0 0 0010
8 0 0010 1100 0 1010 0 0 1001 0100 0 0 1101 0 0 1011
9 0 0011 1111 0 0101 0 0 1111 0001 0 0 0011 0 0 0101
10 0 1110 0110 0 1110 0 0 1110 0110 0 0 0110 0 0 0110
11 0 1001 1011 0 0111 0 0 1010 1101 0 0 1100 0 0 0100
12 0 0001 0011 0 1111 0 0 0011 0101 0 0 0001 0 0 1111
13 0 1101 1001 0 1011 0 0 1100 0111 0 0 0010 0 0 1010
14 0 0111 1101 0 1001 0 0 0010 1011 0 0 0100 0 0 1100




Óäàëèâ íóëåâûå ñòîëáöû, ïîëó÷èì ñîâñåì ïðîñòûå çàïèñè ýòèõ ìàòðèö.

Dn,1 =(
15

15 1000

)
Dn,3 =



5 10 13
15 1000 1000 1000
1 0110 1110 1101
2 1110 0110 1001




Dn,5 =


3 6 9 12
15 1000 1000 1000 1000
1 1111 0101 0011 0001
2 0101 0001 1111 0011
3 0011 1111 0001 0101
4 0001 0011 0101 1111




Dn,15 =


1 2 4 7 8 11 14
15 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1 1100 1010 0100 1011 0010 1001 0111
2 1010 0100 0010 0111 1100 1011 1101
3 1111 0101 0001 0101 0011 1111 0001
4 0100 0010 1100 1101 1010 0111 1001
5 0110 1110 0110 0110 1110 1110 1110
6 0101 0001 0011 0001 1111 0101 0011
7 1011 0111 1101 0100 1001 1010 0010
8 0010 1100 1010 1001 0100 1101 1011
9 0011 1111 0101 1111 0001 0011 0101
10 1110 0110 1110 1110 0110 0110 0110
11 1001 1011 0111 1010 1101 1100 0100
12 0001 0011 1111 0011 0101 0001 1111
13 1101 1001 1101 1101 1001 1001 1001
14 0111 1101 1001 0010 1011 0100 1100




Íå òðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

Dn × p′(y) = Dn,5 × p′(y)||((Dn,1 × p′(y)||Dn,3 × p′(y))||Dn,15 × p′(y))

Çäåñü || îçíà÷àåò êðàòíîå ïðèáàâëåíèå ïåðâîãî âåêòîðà êî âòîðîìó, òî åñòü ïåðâûé âåêòîð
èòåðèðóåòñÿ p ðàç è çàòåì ïðèáàâëÿåòñÿ, p åñòü ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ äëèíû âòîðîãî âåêòîðà
íà äëèíó ïåðâîãî.
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Ïðè ýòîì âìåñòî n2 = 225 óìíîæåíèé è ñëîæåíèé ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ áóäåò âû-
ïîëíåíî 1+ 15× 7+5× 5+3× 2 = 1+95+ 25+6 = 127 ïàðû òàêèõ îïåðàöèé ïëþñ íåñêîëüêî
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ (ñêîëüêî ?) ïðè "ñáîðêå."

Òî÷íî òàêæå ìîæíî óïðîñòèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòóïàòü âñåãäà, êîãäà èìåþòñÿ íåïðèìèòèâíûå êîðíè åäè-

íèöû. Ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïîðÿäîê èñïîëüçóåìîãî ïîëÿ åñòü ñòåïåíü
äâîéêè. (Ýòî âîçìîæíî, íî íå â ðàñøèðåíèè ïîëÿ).

Ðåêîìåíäóåòñÿ ðàññìîòðåííûé ïðèåì èñïîëüçîâàòü, ïåðåñìîòðåâ ïðèìåðû ïðåäûäóùåãî
ïàðãðàôà.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîðÿäîê åãî ðåàëèçàöèè ñëåäóùèé:
Îïðåäåëÿþòñÿ ïîðÿäêè êîðíåé ωi åäèíèöû, i = 1, . . . p, ãäå p � ïîðÿäîê ïîëÿ.
Ñòðîÿòñÿ ìàòðèöû Dn,j, D∗

n,j, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðÿíÿì ïîðÿäêà j.
Ýòè ìàòðèöû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî è ñèãíàëüíîãî âåê-

òîðîâ. Ïðè ýòîì îíè èñïîëüçóþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ ïîðÿäêà êîðíåé.
Çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå ìàòðèöû Dn,15 íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü ñèãíàëüíîãî âåêòîðà

ìîæíî óïðîñòèòü, çàìåòèâ, ÷òî ñòðîêè 1,3,5,6,10,12,13 ñîäåðæàò ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû è
ïîýòîìó ëó÷øå ñíà÷àëà ñëîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñèãíàëüíîãî âåêòîðà, à çàòåì
îäèí ðàç óìíîæèòü íà ýëåìåíò ñòðîêè, ñëîæèâ çàòåì ðåçóëüòàòû.

Òîãäà îñòàíåòñÿ òîëüêî óìíîæèòü êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ îñòàâøèìèñÿ ñòðî-
êàìè íà îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñèãíàëüíîãî âåêòîðà. Çàìåòèì, ÷òî íàìåðà ñòðîê ìîæíî çà-
ìåíèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíè ñîâïàäóò ñ íîìåðàìè ñîîòâåòòâóþùèõ ñòîëáöîâ. (Ñòðîêè ñî
ñòàðûìè íîìåðàìè ñîâïàäàþò ñî ñòðîêàìè ñ èçìåíåíûìè íîìåðàìè)

Ýòà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä.

D′
n,15 =



1 2 4 7 8 11 14
1 1100 1010 0100 1011 0010 1001 0111
2 1010 0100 0010 0111 1100 1011 1101
4 0100 0010 1100 1101 1010 0111 1001
7 1011 0111 1101 0100 1001 1010 0010
8 0010 1100 1010 1001 0100 1101 1011
11 1001 1011 0111 1010 1101 1100 0100
14 0111 1101 1001 0010 1011 0100 1100




Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå óäàëÿåòñÿ è ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèö Dn,3 è Dn,5, èçìåíÿþòñÿ òàêæå
è íîìåðà ñòðîê:

D′
n,1 =(

15
15 1000

)
D′

n,3 =


5 10 13
5 0110 1110 1101
10 1110 0110 1001




D′
n,5 =



3 6 9 12
3 1111 0101 0011 0001
6 0101 0001 1111 0011
9 0011 1111 0001 0101
12 0001 0011 0101 1111




Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà D′
n,5 ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ìàòðèöó öèêëè÷åñêîé ñâåðêè.

äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïåðåñòàâèòü ïîñëåäíèå äâà ñòîëáöà è çàòåì äâå ïîñëåäíèå ñòðîêè. Óìíîæå-
íèå ïîëó÷åííîé ìàòðèöû íà ñîîòâåòñâóþùó÷ ÷àñòü ñèãíàëüíîãî âåêòîðà (ñ ó÷åòîì ïåðñòàíîâ-
êè) ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî ïî àëãîðèòìó êîðîòêîé ñâåðòêè. Ïî ñóùåñòâó íàäî àìíîæèòü
ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû íà ÷àñòü ñèãíàëüíîãî âåêòîðà ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà X4 + 1. Ýòî
ñâîéñòâî ìàòðèöû îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî åå ñòîëâöû (è ñòðîêè) îáðàçóþò íååäèíè÷íûå ýëå-
ìåíòû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû FG(5)∗.
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Ìàòðèöû D′
n,3 è D′

n,15 ïîäîáíûì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò, íî ñîäåðæàò <õîðîøèå> â ýòîì
ñìûñëå ïîäìàòðèöû: èç ïåðâîé ãàäî óäàëòü ïîñëåäíèé ñòîëáåö, à èç âòîðîé - 11-é ñòîëáåö
è 11-þ ñòðîêó (èõ âëèÿíèå íà ðåçóëüòèðóþùèé ñèãíàëüíûé âåêòîð ó÷èòûâàåòñÿ îòäåëüíî,
ïðè ýòîì íå óäàñòñÿ ÷òî-ëèáî óïðîñòèòü, êàê â ñëó÷àå ïåðåõîäà ê ìàòðèöàì D′

n,i òàê êàê íåò
îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ). Ïîñëå óäàëåíèÿ ïîëó÷àåì <õîðîøèå> ìàòðèöû

D′′
n,3 =


5 10

5 0110 1110
10 1110 0110




D′′
n,15 =



1 2 4 7 8 14
1 1100 1010 0100 1011 0010 0111
2 1010 0100 0010 0111 1100 1101
4 0100 0010 1100 1101 1010 1001
7 1011 0111 1101 0100 1001 0010
8 0010 1100 1010 1001 0100 1011
14 0111 1101 1001 0010 1011 1100




Ýòè ìàòðèöû ñîîòâåòñâóþò ìóëüòèïëèêàòèâíûì ãðóïïàì GF (3) è GF (7).



3.5. ÓÌÍÎÆÅÍÈÅ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÄÏÔ 259



260 ÃËÀÂÀ 3. ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â GF (2N) Â ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÌ ÁÀÇÈÑÅ

Ïðèëîæåíèå. Ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàä ïîëåì GF (24)

Dn =


15 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
15 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1 1000 1100 1010 1111 0100 0110 0101 1011 0010 0011 1110 1001 0001 1101 0111
2 1000 1010 0100 0101 0010 1110 0001 0111 1100 1111 0110 1011 0011 1001 1101
3 1000 1111 0101 0011 0001 1000 1111 0101 0011 0001 1000 1111 0101 1000 0001
4 1000 0100 0010 0001 1100 0110 0011 1101 1010 0101 1110 0111 1111 1101 1001
5 1000 0110 1110 1000 0110 1110 1000 0110 1110 1000 0110 1110 1000 1001 1110
6 1000 0101 0001 1111 0011 1000 0101 0001 1111 0011 1000 0101 0001 1000 0011
7 1000 1011 0111 0101 1101 0110 0001 0100 1001 1111 1110 1010 0011 1101 0010
8 1000 0010 1100 0011 1010 1110 1111 1001 0100 0001 0110 1101 0101 1001 1011
9 1000 0011 1111 0001 0101 1000 0011 1111 0001 0101 1000 0011 1111 1000 0101
10 1000 1110 0110 1000 1110 0110 1000 1110 0110 1000 1110 0110 1000 1101 0110
11 1000 1001 1011 1111 0111 1110 0101 1010 1101 0011 0110 1100 0001 1001 0100
12 1000 0001 0011 0101 1111 1000 0001 0011 0101 1111 1000 0001 0011 1000 1111
13 1000 1101 1001 1000 1101 1001 1000 1101 1001 1000 1101 1001 1000 1101 1001
14 1000 0111 1101 0001 1001 1110 0011 0010 1011 0101 0110 0100 1111 1001 1100




Ìàòðèöà îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò âèä

Dn
−1 =



15 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
15 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1 1000 0111 1101 0001 1001 1110 0011 0010 1011 0101 0110 0100 1111 1010 1100
2 1000 1101 1001 1000 1101 1001 1000 1101 1001 1000 1101 1001 1000 1101 1000
3 1000 0001 1000 0101 1111 1000 0001 0011 0101 1111 1000 0001 0011 0101 1111
4 1000 1001 1101 1111 0111 1110 0101 1010 1101 0011 0110 1100 0001 0010 0100
5 1000 1110 1001 1000 1110 0110 1000 1110 0110 1000 1110 0110 1000 1110 0110
6 1000 0011 1000 0001 0101 1000 0011 1111 0001 0101 1000 0011 1111 0001 0101
7 1000 0010 1101 0011 1010 1110 1111 1001 0100 0001 0110 1101 0101 0111 1011
8 1000 1011 1001 0101 1101 0110 0001 0100 1001 1111 1110 1010 0011 1100 0010
9 1000 0101 1000 1111 0011 1000 0101 0001 1111 0011 1000 0101 0001 1111 0011
10 1000 0110 1101 1000 0110 1110 1000 0110 1110 1000 0110 1110 1000 0110 1110
11 1000 0100 1001 0001 1100 0110 0011 1101 1010 0101 1110 0111 1111 1011 1001
12 1000 1111 1000 0011 0001 1000 1111 0101 0011 0001 1000 1111 0101 0011 0001
13 1000 1010 0100 0101 0010 1110 0001 0111 1100 1111 0110 1011 0011 1001 1101
14 1000 1100 1010 1111 0100 0110 0101 1011 0010 0011 1110 1001 0001 1101 0111




3.6 Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è èíâåðòèðîâàíèå â
GF (2n)

3.6.1 Èìïëåìåíòàöèÿ âîçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä GF (2)
â ñòåïåíü 2n

Äëÿ óñêîðåíèÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ìíîãî÷ëåíà íàä ïî-
ëåì GF (2) ìû çàðàíåå ñîñòàâëÿåì òàáëèöó, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî áàéòà èìå-
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þòñÿ äâóõáàéòîâûå ñëîâà, ïîëó÷åííûå âñòàâêîé äîïîëíèòåëüíûõ íóëåé ìåæäó
áèòàìè.

(Íàïîìíèì, ÷òî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü p ìíîãî÷ëåíà íàä ïðîñòûì ïîëåì Ãà-
ëóà GF (p) ñâîäèòñÿ ê çàìåíå êàæäîãî òåðìà ìíîãî÷ëåíà åãî p-é ñòåïåíüþ, ñì.
Ëåêöèþ 2.)

Ïðè âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñòðîåííîé òàáëèöû ìû âñòàâ-
ëÿåì ìåæäó áèòàìè, çàäàþùèìè ýëåìåíò ïîëÿ (ò.å. ìíîãî÷ëåí), íóëè è çàòåì
ïðèâîäèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà, êîòî-
ðûé ïîðîæäàåò äàííîå ïîëå.

Îòìåòèì, ÷òî âîçâåäåíèå â êâàäðàò â íîðìàëüíîì áàçèñå îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïðîñòî öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà.

Ìíîãîêðàòíûì ïîâòîðåíèåì ïîäîáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àþò ñòåïåíü
f(x)2m äàííîãî ìíîãî÷ëåíà

3.6.2 Èìïëåìåíòàöèÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëèíîìèàëüíîì
èëè íîðìàëüíîì áàçèñàõ

Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà âîçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â ñòåïåíü è èõ
èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëèíîìèàëüíîì èëè íîðìàëüíîì áàçèñàõ, îòëè÷àþùóþñÿ
òåì, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ íå ðåêóðñèÿ, à ÿâíûå âû÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûå íà äâîè÷-
íîì ðàçëîæåíèè ñòåïåíè è ìàøèííîì ïðåäñòàâëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ. Îïèñàííàÿ
çäåñü ðåàëèçàöèÿ èñïîëüçóåò òàêæå íåêîòîðûå ïðîãðàììíûå ýâðèñòèêè.

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè ìåíüøåé t çàäàí â ïîëèíîìèàëüíîì S èëè
íîðìàëüíîì N áàçèñå. Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà f−1(x) â
çàäàííîì áàçèñå B, B = S èëè B = N .

Èç ðàâåíñòâ
f−1(x) = f 2t−2(x) =

(
f 2t−1−1

)2
(x)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ f−1(x) ìîæíî ñíà÷àëà íàéòè g(x) = f 2t−1−1, à
çàòåì âîçâåñòè ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí g(x) â êâàäðàò.

Îïèøåì ÷àñòü àëãîðèòìà, êàñàþùóþñÿ âîçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) â ñòå-
ïåíü 2t − 1, ãäå t - íàòóðàëüíîå. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

2t − 1 =





(
2t/2 − 1

) (
2t/2 + 1

)
,

åñëè t ÷åòíî,
2t−1 +

(
2(t−1)/2 − 1

) (
2(t−1)/2 + 1

)
,

åñëè t íå÷åòíî.

Îòñþäà

2t − 1 =





(
2t/2 − 1

)
2t/2 +

(
2t/2 − 1

)
,

åñëè t ÷åòíî,
2t−1 +

(
2(t−1)/2 − 1

)
2(t−1)/2 +

(
2(t−1)/2 − 1

)
,

åñëè t íå÷åòíî.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ f 2t−1 ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

f 2t−1 =





(
f 2t/2−1

)2t/2

· f 2t/2−1,

åñëè t ÷¼òíî,
f 2t−1 ·

(
f 2(t−1)/2−1

)2(t−1)/2

· f 2(t−1)/2−1,

åñëè t íå÷åòíî.

Ïîêàæåì, êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåííûõ âûøå ðàçëîæåíèé âû÷èñëèòü
f 2t−1, åñëè

t =
s∑

i=0

ai2
i.

Ñòàðøèé ðàçðÿä as ÷èñëà t ðàâåí 1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî s′, s′ < s, óæå
âû÷èñëåí ìíîãî÷ëåí

f 2t′−1,

ãäå

t′ =
s′∑

i=0

as−s′+i2
i.

Íàéäåì ìíîãî÷ëåí f 2t′′−1 äëÿ

t′′ =
s′+1∑

i=0

as−s′−1+i2
i.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü as−s′−1 = 0. Òîãäà t′′ = 2t′ è, ó÷èòûâàÿ ïðèâåäåííîå âûøå

ðàçëîæåíèå, ïîëó÷àåì

f 2t′′−1 =
(
f 2t′−1

)2t′

· f 2t′−1.

Òàêèì îáðàçîì, íóæíî èñïîëüçîâàòü îäèí ðàç àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü

äëÿ âû÷èñëåíèÿ
(
f 2t′−1

)2t′

è îäèí ðàç àëãîðèòì óìíîæåíèÿ.
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü as−s′−1 = 1. Òîãäà t′′ = 2t′ + 1 è, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííîå

âûøå ðàçëîæåíèå, ïîëó÷àåì

f 2t′′−1 =
(
f 2t′−1

)2t′

· f 2t′−1 · f 22t′
.

Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî èñïîëüçîâàòü äâà ðàçà àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
(
f 2t′−1

)2t′

, f 22t′ , à çàòåì äâà ðàçà àëãîðèòì
óìíîæåíèÿ.
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Âûïîëíÿÿ îïèñàííûå âûøå äåéñòâèÿ, íà÷èíàÿ ñ s′ = 0, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò
t′ = as, ìû âû÷èñëèì f 2t−1 ñ èñïîëüçîâàíèåì n(t) + b(t) − 2 óìíîæåíèé, ãäå
b(t), êàê óêàçûâàëîñü âûøå, - ÷èñëî ðàçðÿäîâ â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà t,
à n(t) - ÷èñëî åäèíè÷íûõ ðàçðÿäîâ â ýòîì ðàçëîæåíèè. Òàêèì îáðàçîì ïîðÿäîê
÷èñëà óìíîæåíèé ðàâåí O(log t). Êðîìå òîãî, ïîíàäîáèòñÿ n(t) + b(t) − 2 ðàç
èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.

Ðàññìîòðåííûé âûøå ñïîñîá âîçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f â ñòåïåíü 2t − 1 ñ
èñïîëüçîâàíèåì äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà t, t = (as, . . . a1, a0), as = 1, s >
0. ìîæíî îôîðìèòü â âèäå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

1.Ïðèíÿòü ϕ = f.
2.Äëÿ s′ = 0, s− 1 âû÷èñëèòü
t′ =

∑s′
i=0 as−s′−i · 2i.

Åñëè as−s′−1 = 0 ïðèíÿòü
ϕ = ϕ2t′ · ϕ,
èíà÷å ïðèíÿòü
ϕ = ϕ2t′ · ϕ · f 2t′

.
Àëãîðèòì ðàáîòàåò êàê â ïîëèíîìèàëüíîì, òàê è â íîðìàëüíîì áàçèñàõ.

Ïðèìåð 3.6.1 Â ïîëå GF (23) ìíîãî÷ëåíîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà p(x) = 1 + x2 + x3 âû÷èñëèì ìíîãî÷ëåí f25−1(x), åñëè f(x) = 1 + x.

Çäåñü t = 5, è äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå ýòîãî ÷èñëà åñòü t = (a2, a1, a0) = (1, 0, 1).
1. Ïðèìåì ϕ = f = (1 + x),
2.1 Äëÿ s′ = 0 èìååì
t′ = a2 = 1,
as−s′−1 = a2−0−1 = a1 = 0, ïîýòîìó
ϕ = ϕ21 · ϕ = ϕ2 · ϕ = (1 + x2)(1 + x) = 1 + x + x2 + x3 = x.
2.2 Ïðè s′ = 1 ïîëó÷àåì
t′ = a2−1−020 + a2−1−121 = a120 + a021 = 2.
as−s′−1 = a2−1−1 = a0 = 1, ïîýòîìó
ϕ = ϕ2t′ · ϕ · f22t′

=
= x22 · x · f22·2

= x4 · x · (1 + x)2
4

=
(1 + x + x2) · x · 1 + x = (1 + x2)(1 + x) = x.
Ïóñòü â ðàññìîòðåííîì âûøå ïîëå íóæíî âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí f−1(x), ãäå, êàê è ïðåæäå,

f(x) = 1 + x. Òîãäà
f−1(x) = f23−2(x) =

(
f22−1(x)

)2

.

(äëÿ âû÷èñëåíèÿ f22−1(x) ïðèíèìàåì ϕ = f = (1 + x), äàëåå äëÿ s′ = 0 íàõîäèì t′ =
1, a1−0−1 = a0 = 0, ÷òî âëå÷åò ϕ21 · ϕ = ϕ2ϕ̇ = (1 + x)2 · (1 + x) = x.

Òàêèì îáðàçîì, f−1(x) = ϕ2 = x2.

3.6.3 Áûñòðûé àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü â êîíå÷íîì
ïîëå ìàëîé õàðàêòåðèñòèêè â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ
ïîëèíîìèàëüíîãî áàçèñà

Äëÿ âîçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ GF (2)

f(x) = a0 + a1x + . . . + ak−1x
k−1
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â ñòåïåíü 2m ïî ìîäóëþ çàäàííîãî íåïðèâîäèìîãî íàä GF (2) ìíîãî÷ëåíà q(x)
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

f(x)2m

= a0 + a1x
2m

+ . . . + ak−1x
(k−1)2m

,

â êîòîðîé ñòåïåíè x2mi, i = 0, . . . , k − 1 áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà q(x)
ñòåïåíè k. Ñîñòàâèì èç êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ k × k ìàòðèöó Qm.

Ýòó ìàòðèöó ìîæíî âû÷èñëèòü ñî ñëîæíîñòüþ O(mk2) åäèíñòâåííûé ðàç,
òàê êàê îíà íå çàâèñèò îò f(x). Óìíîæàÿ âåêòîð a êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà
f(x) íà ìàòðèöó Qm, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñî ñëîæíîñòüþ O(k2/ log k), ïîëó÷àåì
êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x)2m . Ïîñëåäîâàòåëüíî âîçâîäÿ â êâàäðàò, ìîæ-
íî âû÷èñëèòü f(x)2n ñî ñëîæíîñòüþ O(nk). Íî åñëè âûáðàòü m = O(k)√

log k
, s =

dn/me, r = n−sm < m, òî ìîæíî ñ ïîìîùüþ óêàçàííîãî âûøå ñïîñîáà âîçâåñòè
f â ñòåïåíü 2m, âûïîëíèòü ýòî s ðàç, ïîëó÷èâ f 2ms , à ïîòîì âîçâåäÿ òåì æå ñïî-
ñîáîì, íî ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Qr, â ñòåïåíü 2r ïîëó÷àåì â èòîãå (f 2ms

)2r
= f 2n

ñî ñëîæíîñòüþ O(sk2/ log k) = O(nk)√
log k

, ïðè÷åì ýòî ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ëþáîãî
n > m, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèòü âñå ìàòðèöû Qr, r = 1, . . . , m

Ïðèìåð 3.6.2 Ïóñòü k = 5, p(x) = x4 + x + 1, f(x) = x3 + 1, m0 = 2 è òðåáóåòñÿ íàéòè
f23

(x), âûðàçèâ åãî â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå. Ñíà÷àëà ïðåäñòàâèì â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå
îäíî÷ëåíû {1, x6, x12, x24}. Ïîëó÷èì áèíàðíóþ ìàòðèöó

Òàáëèöà 1.
x3 x2 x x0

0 0 0 1 x0

1 1 0 0 x6

1 1 1 1 x12

1 0 1 0 x24

Îáðàçóÿ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà f(x),
ïîëó÷èì (êàê ñóììû ïåðâîé è òðåòüåé ñòðîê)

f23
(x) = x3 + x + 1.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè n ïîðÿäêà 200 ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé
ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð, ðàçáèâàÿ ìàòðèöó íà ïîëîñû ïî 32 ñòðî-
êè è çàìåíÿÿ áóëåâó n íà n ìàòðèöó íà ìàòðèöó ðàçìåðà n/32 íà n, ñîñòîÿùóþ
èç ¾äëèííûõ¿ öåëûõ ÷èñåë, è óìíîæàÿ ïîñëåäíþþ ìàòðèöó íà âåêòîð, èñïîëü-
çóÿ îïåðàöèè ñ 32-áèòîâûìè ÷èñëàìè. Òîãäà ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ áóäåò ðàâ-
íà n2/16. Òàê êàê ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå
ðàâíà 3n/8, òî ïðè âû÷èñëåíèè îáðàòíîãî ýëåìåíòà â ïîëå GF (2n) ïîñëåäíþþ
îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü 2(n−1)/2 âûãîäíåå âûïîëíèòü îïèñàííûì âûøå
ìåòîäîì (ìîæåò áûòü è ïðåäïîñëåäíþþ òîæå).

Ïðèâåä¼ì äåòàëüíîå îïèñàíèå ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà. Â íåì áóäåò èñ-
ïîëüçîâàíû îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ¾äëèí-
íûå¿ öåëûå ÷èñëà, è îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ìàòðèöó, îïèñûâàåìûå
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ïóñòü çàäàíà òàáëèöà T ñ k ñòðî÷êàìè è n ñòîëáöàìè, íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî
ñòîëáöà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ¾äëèííîå¿ öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî tij , íå ïðåâîñõîäÿùèå
2s − 1, (n− 1)s < k ≤ ns. Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà T çàäàåò êâàäðàòíóþ áèíàðíóþ ìàòðèöó
M ñ k ñòðîêàìè è k ñòîëáöàìè, íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà êîòîðîé íàõîäèòñÿ
÷èñëî aij . Ââåäåì îïåðàöèþ "U"íàä òàáëèöàìè. Ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ê
òàáëèöå T ÿâëÿþòñÿ òàáëèöà U(T ), èìåþùàÿ n ñòðîê è k ñòîëáöîâ.

Ñîäåðæàòåëüíî ìû ïðåîáðàçóåì ñíà÷àëà òàáëèöó T ê ìàòðèöå M è òåì ñàìûì îïðåäåëÿåì
ýëåìåíòû aij . ×åðåç q è r îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà ]j/s[ è j− (q− 1)s. Òîãäà ÷èñëî aij

ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ [tiq/2r−1] íà 2.
Îïðåäåëèì òàáëèöó U(T ), íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà êîòîðîé íàõîäèòñÿ

öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî uij , äëÿ êàæäîãî j, 1 ≤ j ≤ k è äëÿ êàæäîãî i, 1 ≤ i ≤ n
ïîëàãàÿ

uij =
min(is−1,k)∑

i′=(i−1)s

ai′j2i′−(i−1)s.

Ïðèìå÷àíèå. Ïðåîáðàçîâàòü òàáëèöó T â òàáëèöó U(T ) ìîæíî è íå ïðèáåãàÿ ê ïðîìå-
æóòî÷íîìó ïîñòðîåíèþ áèíàðíîé òàáëèöû M.

Äàëåå, ïóñòü v = (t1, t2, . . . , tn), ãäå ti - öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäÿùåå
2s − 1, i = 1, 2, . . . , n. Äëÿ êàæäîãî j, j = 1, 2, . . . , k ïîëîæèì

v′j =
n∑

i=1

tiuij ,

ãäå ïðîèçâåäåíèå öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ti è uij îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî, ò.å.
åñëè ti =

∑s−1
i1=0 ai12

i1 , uij =
∑s−1

i1=0 bi12
i1 , òî tiuij =

∑s−1
i1=0 ai1bi12

i1 ; ýòè ïðîèçâåäåíèÿ ñóììè-
ðóþòñÿ òàêæå ïîêîìïîíåíòíî ïî ìîäóëþ 2. Â ïîëó÷åííîì âåêòîðå v′ = (v′1, v

′
2, . . . , v

′
k) êàæäàÿ

êîìïîíåíòà v′j ÿâëÿåòñÿ öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì íå ïðåâîñõîäÿùèì 2s − 1. Ïîëîæèì
cj = 0, åñëè ÷èñëî åäèíèö â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè v′j ÷åòíî è cj = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Âåêòîð c = (c1, c2, . . . , ck) ïðåîáðàçóåì â âåêòîð u = (u1, u2, . . . , un), ïîëîæèâ

uj =
min(sj,k)∑

i1=s(j−1)+1

ci12
i1−s(j−1)−1.

Ïîëó÷åííûé âåêòîð u ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ âåêòîð-ñòðîêè v íà òàáëèöó T.

Ïðèìåð 3.6.3 Ìàòðèöå M èç òàáëèöû 1 (ñì. ïðèìåð âûøå) ñîîòâåòñòâóþò òàáëèöû

T =

0 1
3 0
3 3
2 2

; U(T ) =
1 1 0 2
3 2 3 1

Ìíîãî÷ëåí f(x) = X + 3 + 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì v = (2, 1). Óìíîæàÿ åãî íà òàáëèöó
T, ïîëó÷èì âåêòîð v′ = (1, 0, 1, 1), ãäå 0 è 1 � äâóõðàçðÿäíûå "öåëûå"÷èñëà. çàìåíÿÿ èõ îäíî-
ðàçðÿäíûìè ÷èñëàìè, ïîëó÷àåì âåêòîð c = (1, 0, 1, 1), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòèðóþùèé
ìíîãî÷ëåí è â ñæàòîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ êàê u = (2, 3).

Âîçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) â ñòåïåíü 2m íåïîñðåäñòâåííî â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå ìîæ-
íî âûïîëíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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1. Ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ i = 0, 1, . . . , k − 1 íàéòè ðàçëîæåíèå îäíî÷ëåíîâ xi2m â ïîëèíî-
ìèàëüíîì áàçèñå. Òàê, åñëè ðàçëîæåíèå gi,m−1(x) äëÿ xi2m−1 óæå íàéäåíî, òî èñêîìîå
ðàçëîæåíèå â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå äëÿ îäíî÷ëåíà xi2m

= g2
i,m−1(x) ïîëó÷àåì, âû-

÷èñëèâ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà g2
i,m−1(x) íà ìíîãî÷ëåí p(x).

2. Ïîñòðîèòü k × k-ìàòðèöó M = Qm èç íóëåé è åäèíèö, i-ÿ ñòðîêà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ
íàáîðîì

ai−1,k−1, ai−1,k−2, . . . , ai−1,1, ai−1,0

êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà gi−1,m(x),

gi−1,m(x) =
k−1∑

j=0

ai−1,jx
j .

3. Ïî ìàòðèöå M ïîñòðîèòü òàáëèöû Tm è Um = U(Tm).
4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f2m

(x) â ïîëèíîìèàëüíîì
áàçèñå, íóæíî, ïðåäñòàâèâ íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f(x) â âèäå ]k

s [-âåêòîðà ñ
ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , 2s − 1} è óìíîæèòü åãî íà òàáëèöó Um.

Ïðèìå÷àíèå. Ïðè ñîâìåñòíîì âûïîëíåíèè ï.ï.2,3 ìîæíî èçáåæàòü ñîõðàíåíèÿ ìàòðèöû
M â ïîëíîì îáúåìå, åñëè âû÷èñëÿòü åå ¾ïîëîñàìè¿ ïî s ñòðîê ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ýòèõ ¾ïîëîñ¿
â ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè òàáëèöû U. Òîãäà íå òðåáóåòñÿ ñòðîèòü è òàáëèöó T.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé ïîíàäîáèòñÿ:
1. Àñèìïòîòè÷åñêè C1k

2m îïåðàöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû M , ãäå C1 - íåêîòîðàÿ êîí-
ñòàíòà.

2. Àñèìïòîòè÷åñêè C2k
2 îïåðàöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû Um ïî èçâåñòíîé ìàòðèöå M ,

ãäå C2 - êîíñòàíòà.
3. Àñèìïòîòè÷åñêè C3

k2

s îïåðàöèé íàä s - ðàçðÿäíûìè ÷èñëàìè äëÿ óìíîæåíèÿ âåêòîð-
ñòðîêè íà òàáëèöó Um.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ïîíàäîáèòñÿ âûïîëíèòü àñèìïòîòè÷åñêè C1k
2m + C2k

2 + C3
k2

s îïå-
ðàöèé.

Åñëè çàðàíåå âû÷èñëèòü òàáëèöó Um, òî êîëè÷åñòâî îïåðàöèé âî âðåìÿ âû÷èñëåíèé ñíè-
çèòñÿ äî C3

k2

s , ïðàâäà, íåîáõîäèìî áóäåò ïîìíèòü òàáëèöû Um, m = 1, 2, . . . , k − 1, ÷òî
ïîòðåáóåò ñîõðàíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè k3/s ÷èñåë.

Íèæå ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî ñîêðàòèòü îáúåì òðåáóåìîé ïàìÿòè, óìåíüøèâ ñêîðîñòü
ðàáîòû àëãîðèòìà. Ýòà ñêîðîñòü âñå æå áóäåò áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå, êîãäà âû÷èñëåíèÿ êàæäûé
ðàç íà÷èíàþòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû U(T ).

Ïóñòü c � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (ïàðàìåòð), çíà÷åíèå êîòîðîãî áóäåò âûáðàíî
ïîçæå. ×åðåç m0 îáîçíà÷èì ÷èñëî ]k/c[. Çàðàíåå âû÷èñëèì òàáëèöû Um, m = 1, 2, . . . ,m0.
Îáúåì òðåáóåìîé ïàìÿòè äëÿ çàïîìèíàíèÿ ìàññèâà Um, m = 1, 2, . . . ,m0 àñèìïòîòè÷åñêè â
c ðàç ìåíüøå, ÷åì äëÿ çàïîìèíàíèÿ ìàññèâà Um, m = 1, 2, . . . , k − 1.

Ïóñòü íóæíî âû÷èñëèòü x2n â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå. Åñëè n ≥ k, òî íàéäåì îñòàòîê n1

îò äåëåíèÿ n íà k,
n = qk + n1, 0 ≤ n1 < k.

Ââèäó ýêâèâàëåíòíîñòè x2n ≡ x2n1 mod p(x), íóæíî âû÷èñëèòü x2n1 .
Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì äîñòàòî÷íî óêàçàòü ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x2n ïðè

n < k.
Åñëè n ≤ m0, òî èñêîìûé ìíîãî÷ëåí ïîëó÷èì óìíîæàÿ âåêòîð-ñòðîêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ

f(x) íà Un. Ïðè ýòîì áóäåò èñïîëüçîâàíî àñèìïòîòè÷åñêè C3
k2

s îïåðàöèé.
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (n > m0) ÷åðåç r îáîçíà÷èì îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà n íà m0. òîãäà
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q1 âûïîëíåíî n = q1m0 + r.

Ïóñòü fi(x), i = 0, 1, . . . , q1, q1 + 1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â
ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå è ïîëó÷åííûõ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.

f0(x) = f(x),

fi(x) = f2m0

i−1 (x), i = 1, 2, . . . , q1.

fq1+1(x) = f2r

q1
(x).

Èñïîëüçóÿ ýòó íàìå÷åííóþ â íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðàôà ñõåìó, ìíîãî÷ëåí f2n

(x) = fq1+1(x)
ìîæíî ïîëó÷èòü, âûïîëíèâ àñèìïòîòè÷åñêè íå áîëåå

C3(q1 + 1)
k2

s
≤ C3

(
n

m0
+ 1

)
k2

s
³ C3

nkc

s

îïåðàöèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàâ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà c = [

√
s], ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âîçâåäåíèÿ ìíî-

ãî÷ëåíà f(x) â ñòåïåíü 2n ïîòðåáóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè C3
nk√

s
îïåðàöèé.

Ïðèìåð 3.6.4 Ïóñòü k = 5, p(x) = x4 + x + 1, f(x) = x3 + 1, m0 = 2 è òðåáóåòñÿ íàéòè
f23

(x), âûðàçèâ åãî â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå.
Èìååì n = 3 = q · m0 + r. Ïîñòðîèì â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå òàáëèöû Qm0 = Q2 è

Qr = Q1.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû Qm0 ïðåäñòàâèì â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå îäíî÷ëåíû

{1, x4, x8, x12}. Îäíî÷ëåí 1 ïðåîáðàçîâûâàòü íå íóæíî.

x4 ≡ 1 + x((modp(x)),

x8 =
(
x4

)2 ≡ 1 + x2((modp(x)),

x12 ≡ (
x6

)2 ≡ (
x2 + x3

)2 ≡ x4 + x6 ≡ x3 + x2 + x + 1((modp(x)).

×òîáû ïîëó÷èòü òàáëèöó Qr ïðåäñòàâèì â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå îäíî÷ëåíû
{1, x2, x4, x6}. Ïåðâûå äâà îäíî÷ëåíà èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðåîáðàçîâûâàòü íå íóæíî, îäíî÷ëåí
x4 óæå ïðåîáðàçîâàí.

x6 ≡ x2 + x3((modp(x)).

Qm0 = Q2 =

x3 x2 x x0

0 0 0 1 x0

0 0 1 1 x4

0 1 0 1 x8

1 1 1 1 x12

Or = Q1 =

x3 x2 x x0

0 0 0 1 x0

0 1 0 0 x2

0 0 1 1 x4

1 1 0 0 x6

.

Òàê êàê 3 = 1 · m0 + 1, òî âåêòîð (1, 0, 0, 1) êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f(x) íóæíî ñíà÷à-
ëà óìíîæèòü íà ìàòðèöó Q2. Ïîëó÷èòñÿ âåêòîð (1, 1, 1, 0), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåíó
x3+x2+x. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü èñêîìûé ðåçóëüòàò, íóæíî âåêòîð (0, 1, 1, 1) (ïî-
ëó÷åííûé âåêòîð "ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ") óìíîæèòü íà ìàòðèöó Q1. (Î÷åâèäíî, ïðè èìïëåìåí-
òàöèè ëó÷øå ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû ìàòðèöû Qr.) Ïîëó÷èì âåêòîð (1, 0, 1, 1),
êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåíó 1 + x + x3. Òàêèì îáðàçîì,

f23
(x) ≡ 1 + x + x3(modp(x).
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3.6.4 Áûñòðîå èíâåðòèðîâàíèå â êîíå÷íîì ïîëå ìàëîé
õàðàêòåðèñòèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìèàëüíîãî
áàçèñà

Êàê èçâåñòíî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî îá-
ðàòíîãî â ïîëå GF (pn) ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà. Âðåìÿ åãî ðàáîòû âîç-
ìîæíî áóäåò ñèëüíî çàâèñåòü îò âûáðàííîãî äëÿ îáðàùåíèÿ ìíîãî÷ëåíà.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå òåîðåòè÷åñêè áîëåå áûñòðûé âàðèàíò Øåíõàãå-
Ìîåíêà àëãîðèòìà Åâêëèäà, êîòîðûé äàåò â íàèõóäøåì ñëó÷àå îöåíêó
O(M(n) log n), ãäå M(n) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ìîæíî âûïîëíÿòü èíâåðòèðîâàíèå â ïîëå GF (pn) ñ ïî-
ìîùüþ òîæäåñòâà Ôåðìà f−1 mod q = fpn−2 mod q. Èñïîëüçóÿ äëÿ âîçâåäåíèÿ
â ñòåïåíü óêàçàííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà
îöåíêó ñëîæíîñòè O(M(n) log n+n2). Îñòàòî÷íûé ÷ëåí O(n2) ìîæíî íåñêîëüêî
óìåíüøèòü, çàìåíèâ åãî íà O(n2/

√
log n) ïðè óñëîâèè ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñ-

ëåíèÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö.
Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ âîçâåäåíèè f â (pn−2)-þ ñòåïåíü ïðèõîäèòñÿ âîç-

âîäèòü â ñàìîì êîíöå ñðàçó â ñòåïåíü pn/2+O(1), äî ýòîãî � â ñòåïåíü pn/4+O(1), è
òàê äàëåå. Åñëè âûïîëíÿòü ýòè îïåðàöèè òàê êàê óêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå,
òî ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü ýòèõ îïåðàöèé áóäåò ðàâíà O(n2)√

log n
(ñëîæíîñòü ïðåäâà-

ðèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé íå ó÷èòûâàåì), ñëîæíîñòü îñòàâøèõñÿ óìíîæåíèé îöå-
íèâàåòñÿ òàêæå, êàê è ðàíüøå.

3.7 Áûñòðîå óìíîæåíèå è ýêñïîíåíöèðîâàíèå
3.7.1 Áûñòðîå óìíîæåíèå ÷èñåë è ìíîãî÷ëåíîâ

Ïåðâûì ïðèäóìàë áûñòðûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ â 1962 ã. À.À.Êàðàöóáà
[38].

Èäåþ åãî ìåòîäà ìîæíî ïîÿñíèòü íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Ïóñòü ïåðåìíî-
æàþòñÿ âîñüìèçíà÷íûå ÷èñëà U = u1 . . . u8 è V = v1 . . . v8. Ïðåäñòàâèì èõ êàê
äâóçíà÷íûå ÷èñëà â 104-çíà÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ: U = U1U2, V = V1V2. Òîãäà
èõ ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

UV = U1V1108 + ((U1 − U2)(V2 − V1) + U1V1 + U2V2)104 + U2V2.

Ýòà ôîðìóëà ñâîäèò óìíîæåíèå 8-çíà÷íûõ ÷èñåë ê òðåì îïåðàöèÿì óìíî-
æåíèÿ è øåñòè îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ 4-çíà÷íûõ ÷èñåë (ñ ó÷åòîì ïå-
ðåíîñîâ â ñëåäóþùèå ðàçðÿäû). Îáû÷íûé ñïîñîá òðåáóåò ÷åòûðåõ óìíîæåíèé è
òðåõ ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé, íî òàê êàê òðè ðàçà ñëîæèòü 4-çíà÷íûå ÷èñëà ìîæíî
áûñòðåå, ÷åì îäèí ðàç ïåðåìíîæèòü, òî ìåòîä Êàðàöóáû óæå 8-çíà÷íûå ÷èñëà
ïåðåìíîæàåò áûñòðåå. Â îáùåì ñëó÷àå îí òðåáóåò äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ n-çíà÷íûõ
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÷èñåë ïî ïîðÿäêó íå áîëüøå
nlog2 3 < n1,585

îïåðàöèé íàä öèôðàìè, äëÿ øêîëüíîãî æå ìåòîäà òðåáóåòñÿ ïî ïîðÿäêó n2

îïåðàöèé.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ áîëåå ïîäðîáíî. Íà÷íåì ñ óìíî-

æåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ëåììà 3.7.1 Óìíîæåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé ìåíüøèõ 2n ìîæíî ñâå-
ñòè ê óìíîæåíèþ òðåõ ïàð ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé ìåíüøèõ n è ñëîæåíèþ
÷åòûðåõ ïàð ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé ìåíüøèõ n è âû÷èòàíèþ äâóõ ïàð ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíåé ìåíüøèõ 2n ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

(f1x
n + f0) (g1x

n + g0) =

= f1g1x
2n + ((f1 + f0) (g1 + g0)− f1g1 − f0g0) xn + f0g0.

Îáîçíà÷èì M(n) íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è
óìíîæåíèÿ (âûïîëíÿåìûõ íàä êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíîâ è ïðîìåæóòî÷-
íûìè ÷èñëîâûìè ðåçóëüòàòàìè ), òðåáóþùèõñÿ äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíåé ìåíüøèõ 5.

Ëåììà 3.7.2 Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

M(n5 ≤ 2M (dn/2e) + M (bn/2c) + 4 bn/2c+ 2n− 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ðàâåíñòâî
(
f1x

bn/2c + f0

) (
g1x

bn/2c + g0

)
=

= f1g1x
2bn/2c + ((f1 + f0) (g1 + g0)− f1g1 − f0g0) xbn/2c + f0g0,

ãäå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ f1 è g1 ìåíüøå dn/2e, à ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ f0 è g0

ìåíüøå bn/2c è çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèé f1g1, f0g0 òðåáóåòñÿ
íå áîëåå M (dn/2e) + M (bn/2c) îïåðàöèé, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóìì f1 + f0, g1 + g0,
f1g1+f0g0 íóæíî íå áîëåå 2bn/2c+2bn/2c−1 îïåðàöèé (òàê êàê ÷èñëî îïåðàöèé
ðàâíî íàèìåíüøåìó èç êîëè÷åñòâ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ó ñêëàäûâàåìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ), äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ (f1 + f0) (g1 + g0) èñïîëüçóåòñÿ íå
áîëåå M (dn/2e) îïåðàöèé, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòè

(f1 + f0) (g1 + g0)− f1g1 − f0g0

äîñòàòî÷íà n− 1 îïåðàöèÿ , òàê êàê

(f1 + f0) (g1 + g0)− f1g1 − f0g0 = f1g0 + f0g1,
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çíà÷èò ñòåïåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíà bn/2c + dn/2e − 2 = n − 2, ñëîæåíèå
ìíîãî÷ëåíîâ f0g0 è f1g1x

2bn/2c âûïîëíÿåòñÿ "áåñïëàòíî", òàê êàê îíè íå èìåþò
ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, ïðè÷åì â èõ ñóììå îòñóòñòâóåò ÷ëåí âèäà x2bn/2c−1, ïîýòîìó
äëÿ ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

f0g0 + f1g1x
2bn/2c

è
(f1g0 + f0g1) xbn/2c

äîñòàòî÷íî n − 2 îïåðàöèè. B èòîãå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî 4bn/2c + 2n − 4
îïåðàöèè.

Òåîðåìà 3.7.1 Ïðè 2k | n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

M (n) ≤ 3k
(
M

(
n/2k

)
+ 8n/2k − 2

)
− 8n + 2,

à ïðè ëþáîì n - íåðàâåíñòâî

M (n) < (35/3) nlog2 3.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü 2km = n. Òîãäà íåðàâåíñòâî

M (n) ≤ 3k (M (m) + 8m− 2)− 8n + 2

äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî k. Áàçà (k = 1) äîêàçàíà â ëåììå 2. Øàã èíäóêöèè
îáîñíîâûâàåòñÿ òåì æå íåðàâåíñòâîì.

Âûáåðåì k òàê, ÷òîáû 2k < n ≤ 2k+1. Òîãäà åñëè 3 · 2k−1 < n, òî

M (n) ≤ M
(
2k+1

)
< 3k−1 (M (4) + 30) ≤ 3k−1 · 55 <

< 55 ·
(

n

3

)log2 3

<
35

3
nlog2 3.

Åñëè æå n ≤ 3 · 2k−1, òî

M (n) ≤ M
(
3 · 2k−1

)
< 3k−1 (M (3) + 22) ≤ 3k−1 · 35 ≤ (35/3) nlog2 3.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê óìíîæåíèþ ÷èñåë.
Îáîçíà÷èì M (n) íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è

óìíîæåíèÿ, âûïîëíÿåìûõ íàä ÷èñëàìè, ìåíüøèìè a, òðåáóþùèõcÿ äëÿ ïåðå-
ìíîæåíèÿ äâóõ n - çíà÷íûõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â ïîçèöèîííîé ñèñòåìå ñ÷èñëå-
íèÿ ïî îñíîâàíèþ a.

Ëåììà 3.7.3 Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

M (2n) ≤ 3M (n) + 19n,M (2n + 1) ≤ 2M (n + 1) + M (n) + 17n + 10.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òîæäåñòâà
(
f1b

dn/2e + f0

) (
g1b

dn/2e + g0

)
=

= f1g1b
2dn/2e + (f1g1 + f0g0 − (f1 − f0) (g1 − g0)) bdn/2e + f0g0,

ãäå ÷èñëà f1 è g1 � bn/2c-ðàçðÿäíûå, à ÷èñëà f0 è g0 ñîîòâåòñòâåííî dn/2e -
ðàçðÿäíûå è çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèé f1g1 è f0g0 òðåáóåòñÿ
M (dn/2e) + M (bn/2c) îïåðàöèé, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòåé è ñóììû

f0 − f1, g0 − g1, f1g1 + f0g0

òðåáóåòñÿ íå áîëåå

n (1 + bn/2c − dn/2e) + 2 (bn/2c+ dn/2e − 1) + 2 (bn/2c+ dn/2e)− 1 =

= 4n− 3 + n (1 + bn/2c − dn/2e)
îïåðàöèé, òàê êàê ÷èñëà f1g1 è f0g0 èìåþò íå áîëåå ÷åì 2bn/2c è 2dn/2e ðàçðÿ-
äîâ ñîîòâåòñòâåííî, à â ñëó÷àå ÷åòíîãî n íóæíî åùå 2bn/2c = n îïåðàöèé äëÿ
ïðåäâàðèòåëüíîãî ñðàâíåíèÿ ÷èñåë (÷òîáû íå âû÷èòàòü èç ìåíüøåãî áîëüøåå
). Çàìåòèì äàëåå, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ (f1 − f0) (g1 − g0) òðåáó-
åòñÿ íå áîëåå M (dn/2e) + 1 îïåðàöèé (îäíà îïåðàöèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíàêà ó
ïðîèçâåäåíèÿ ), äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòè

f1g1 + f0g0 − (f1 − f0) (g1 − g0) = f1g0 + f0g1

òðåáóåòñÿ íå áîëåå 2dn/2e+1+2dn/2e−1 = 4dn/2e îïåðàöèé, ñëîæåíèå ÷èñåë f0g0

è f1g1b
2dn/2e îñóùåñòâëÿåòñÿ ¾áåñïëàòíî¿ (çàïèñè ýòèõ ÷èñåë ïðîñòî îáúåäèíÿ-

þòñÿ â îäíó çàïèñü), à äëÿ ñëîæåíèÿ ÷èñåë f1g1b
2dn/2e+f0g0 è (f1g0 + f0g1) bdn/2e

òðåáóåòñÿ íå áîëåå 2n−dn/2e+ n + 1− 1 = 2n + bn/2c îïåðàöèé (òàê êàê ÷èñëî
f1g0 + f0g1 èìååò íå áîëåå n + 1 ðàçðÿäà, à ìëàäøèå bn/2c ðàçðÿäîâ ÷èñëà f0g0

íå ó÷àñòâóþò â îïåðàöèÿõ ) B èòîãå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî

4n− 3 + n (1 + bn/2c − dn/2e) + 1 + 4dn/2e+ 2n + bn/2c =

= 7n + 3dn/2e+ n (1 + bn/2c − dn/2e)− 2

îïåðàöèé.

Óïðàæíåíèå 3.7.1 Ïðîâåðüòå, ÷òî îáû÷íûé ñïîñîá óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ äàåò îöåíêó

M (n) ≤ Ms (n) = n2 + (n− 1)2 .

Óïðàæíåíèå 3.7.2 Äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàéäèòå íàèìåíüøåå n, ïðè êîòîðîì

M (n) < Ms (n) .
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Óïðàæíåíèå 3.7.3 Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæåíèå äâóõ n-çíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî âûïîëíèòü çà
2n− 1 îïåðàöèþ, âû÷èòàíèå èç áîëüøåãî ìåíüøåå - çà 3n− 1 îïåðàöèþ, âû÷èòàíèå ñ îïðåäå-
ëåíèåì çíàêà ðàçíîñòè - çà 4n − 1 îïåðàöèþ, à ñëîæåíèå n + m-çíà÷íîãî ÷èñëà ñ n-çíà÷íûì
ìîæíî âûïîëíèòü çà 2n + m− 1 îïåðàöèþ.
Óïðàæíåíèå 3.7.4 Äîêàæèòå, ÷òî îáû÷íûé ñïîñîá óìíîæåíèÿ ÷èñåë äàåò îöåíêó

M (n) ≤ Ms (n) < 5n2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(n) ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ n-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà â êâàä-
ðàò è òàêîå æå îáîçíà÷åíèå áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ñëîæíîñòè âîçâåäåíèÿ â
êâàäðàò ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n− 1.

Óïðàæíåíèå 3.7.5 Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

ab =
(a + b)2 − (a− b)2

4
,

äîêàæèòå äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàöèé ñ ÷èñëàìè íåðàâåíñòâî
M(n) ≤ 2K(n) + 13n + O(1),

à äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàöèé ñ ìíîãî÷ëåíàìè � íåðàâåíñòâî
M(n) ≤ 2K(n) + 6n + 4.

Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî òðþêà íå óñêîðÿåò âû÷èñëåíèÿ, íî ïîçâîëÿåò ýêîíîìèòü èñïîëüçóåìóþ
ïàìÿòü.
Óïðàæíåíèå 3.7.6 Ìîäèôèöèðóéòå àëãîðèòì Êàðàöóáû äëÿ ñëó÷àÿ âîçâåäåíèÿ ÷èñåë â
êâàäðàò è ïîêàæèòå, ÷òî

K(2n) ≤ 3K(n) + 16n− 2, K(2n + 1) ≤ 2K(n + 1) + K(n) + 15n + 10.

Â ñëó÷àå îïåðàöèé ñ ìíîãî÷ëåíàìè ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà
K(n) ≤ 2K(dn/2e) + K(bn/2c) + 3bn/2c+ 2n− 4.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò ìåòîäîì Êàðàöóáû ìîæíî äî-
ñòè÷ü äîïîëíèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ ïðèìåðíî íà 10 ïðîöåíòîâ.
Óïðàæíåíèå 3.7.7 Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè m íà
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 îöåíèâàåòñÿ êàê (m−n+1)(2n+1), à áåç
îñòàòêà � êàê (m− n)(2n + 1).

Óïðàæíåíèå 3.7.8 Äîêàæèòå, ÷òî îáû÷íûé àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
íå âûøå n èìååò îöåíêó ñëîæíîñòè

GD(n) < 5n2/2 + 3n/2.

Óïðàæíåíèå 3.7.9 Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäûäóùóþ îöåíêó íåëüçÿ ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü, ðàñ-
ñìîòðåâ âû÷èñëåíèå (Tn, Tn−1), ãäå Tn � ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà.
Óïðàæíåíèå 3.7.10 Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì n−ðàçðÿäíîãî ÷èñëà íà
m− ðàçðÿäíîå èìååò îöåíêó ñëîæíîñòè C(m− n)n, ãäå C > 0 � êîíñòàíòà.
Óïðàæíåíèå 3.7.11 Äîêàæèòå, ÷òî îáû÷íûé àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ n−ðàçðÿäíûõ ÷èñåë
èìååò îöåíêó ñëîæíîñòè

GD(n) ≤ Cn2.

Óïðàæíåíèå 3.7.12 Äîêàæèòå, ÷òî îáû÷íûé àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
íå âûøå n èìååò îöåíêó ñëîæíîñòè

5(n2 −m2)/2 + O(n),

ãäå m � ñòåïåíü âû÷èñëåííîãî .
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3.7.2 Î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå (ÄÏÔ) äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
íàä ïîëåì GF (2). Ñðàâíåíèå ñ ìåòîäîì Êàðàöóáû è
øêîëüíûì ìåòîäîì.

Äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èçâåñòåí àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðûé àëãîðèòì, èñ-
ïîëüçóþùèé áûñòðîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ). Ìû êðàòêî
îïèøåì åãî ïðèìåíåíèå (áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ñì., íàïðèìåð, â [5] èëè
[53]) è óáåäèìñÿ, ÷òî îí áóäåò ýôôåêòèâåí òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ñòå-
ïåíÿõ ïåðåìíîæàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ( ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ òûñÿ÷).

Ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåíû-ñîìíîæèòåëè â âèäå
n/8−1∑

i=0

fiX
i,

n/8−1∑

i=0

giX
i, X = x8,

ãäå fi, gi� ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 7 íàä ïîëåì GF (2) è âûïîëíèì óìíîæåíèå òàê,
êàê áóäòî ïåðåìíîæàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n/8 − 1 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (2), ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ
áóäóò ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè 14, è ÷òîáû ïðèâåñòè ðåçóëüòàò ê îêîí÷àòåëüíîìó
âèäó íóæíî êàæäûé èç íèõ ïðåäñòàâèòü â âèäå hi = hi,0 + hi,1X, X = x8, ãäå
hi,j� ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 7 íàä ïîëåì GF (2), è âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ci

ïî ôîðìóëàì hi,0 + hi−1,1.
Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n/8−1 áóäåì õðàíèòü â âèäå 8-áèòîâûõ

öåëûõ ÷èñåë. Îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 7 ìîæíî çàðàíåå çà-
òàáóëèðîâàòü. Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 7 ïîëó÷àåòñÿ
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 14, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåì â âèäå 16-áèòîâîãî öåëîãî ÷èñ-
ëà. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíÿåòñÿ îäíîé êîìàíäîé ïîáèòîâîãî
ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ äâà öåëûõ ÷èñåë.

Âûáåðåì íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí p(x) 8-é ñòåïåíè íàä ïîëåì GF (2) è áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü èñõîäíûå ìíîãî÷ëåíû êàê ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ p, ò. å. èç ïîëÿ GF (28) , òîãäà êîýôôèöèåí-
òû ïðîèçâåäåíèÿ óïîìÿíóòûõ èñõîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ òîæå áóäóò ïðèíàäëåæàòü
óêàçàííîìó ïîëþ è áóäóò ïîëó÷àòüñÿ èç ìíîãî÷ëåíîâ hi ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ
p (ò.å. çàìåíîé íà îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí p).

Ïðèìåíèì ìåòîä óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîìîùüþ ÄÏÔ. Íàïîìíèì, ÷òî
ÄÏÔ Fd ïîðÿäêà d îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïåðåâî-
äèò âåêòîð f êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d− 1

f(x) =
d−1∑

l=0

flx
l

íàä ïðîèçâîëüíûì çàäàííûì ïîëåì GF â âåêòîð g òîé æå ðàçìåðíîñòè d ñ
êîìïîíåíòàìè

GK = Fd(k)[f ] =
d−1∑

l=0

flω
k·l
d ,



274 ÃËÀÂÀ 3. ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â GF (2N) Â ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÌ ÁÀÇÈÑÅ

ãäå ωd - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè d, ïðèíàäëåæàùèé ïîëþ GF
(ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ñòåïåíè d íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò ïîëÿ, ó êîòîðîãî
d-ÿ ñòåïåíü ðàâíà åäèíèöå, è íèêàêàÿ ñòåïåíü ìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî ïî-
ðÿäêà åäèíèöå íå ðàâíà). Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [10] èëè [53]), ÷òî îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå F−1

d âîññòàíàâëèâàåò âåêòîð f ïî âåêòîðó g ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

fk = F−1
d (k)[f ] =

1

d

d−1∑

l=0

glω
−k·l
d .

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå â ñëó÷àå ïîëåé GF , ïîðÿäîê êîòîðûõ ðàâåí ñòåïåíè äâóõ,
ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè íå÷åòíîì d, è òîãäà â óêàçàííûõ ïîëÿõ 1

d
ïðîñòî ðàâíî

1, ïîýòîìó îáðàòíîå ÄÏÔ îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîãî ÄÏÔ òîëüêî çàìåíîé ïåðâî-
îáðàçíîãî êîðíÿ ωd íà ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ω−1

d = 1/ωd.

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n/8 − 1 ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç ïîëÿ GF (28) ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîáàâëÿåì ê êàæäî-
ìó èç ìíîãî÷ëåíîâ n/8 − 1 ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàê
÷òîáû ýòè ìíîãî÷ëåíû ôîðìàëüíî ñòàëè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè n/4 − 2 (íå
èçìåíèâøèñü ïî ñóùåñòâó). Ê âåêòîðàì êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷åííûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ïðèìåíÿåì ÄÏÔ íàä ïîëåì GF (28) ïîðÿäêà m = n/4 − 1 è ïîëó÷àåì äâà
âåêòîðà V è W ðàçìåðíîñòè m ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ GF (28). Äàëåå âû÷èñ-
ëÿåì èõ ïîêîìïîíåíòíîå ïðîèçâåäåíèå U = V ⊗ W, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëàìè
Ui = Vi ·Wi, i = 0, . . . , m−1 è ê ïîëó÷åííîìó âåêòîðó ïðèìåíÿåì îáðàòíîå ÄÏÔ
íàä ïîëåì GF (28). Íàéäåííûé â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
âåêòîð áóäåò ñîâïàäàòü ñ âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ èñêîìîãî ïðîèçâåäåíèÿ çà-
äàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ (ïîäðîáíîñòè ñì. â [5] èëè [53]).

Âñå óêàçàííûå ïðîöåäóðû áóäóò âûïîëíèìû, òîëüêî åñëè m íå÷åòíî, è â
ïîëå GF (28) ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü èç åäèíèöû ïîðÿäêà m. Ïîñëåä-
íåå ñïðàâåäëèâî ïðè m, äåëÿùåì 28 − 1 = 255, òàê êàê â êà÷åñòâå òàêîãî êîðíÿ
ìîæíî âçÿòü ñòåïåíü ïîðÿäêà 255/m ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ðàññìàòðèâàåìîãî
ïîëÿ, âåäü ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (28) - ýòî ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü èç
åäèíèöû ïîðÿäêà 28 − 1 â ýòîì ïîëå (î ñóùåñòâîâàíèå ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ
â êîíå÷íûõ ïîëÿõ ñì., íàïð. [53]). Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü âñåõ óêàçàííûõ ïðîöåäóð
ðàâíà òðåõêðàòíîé ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà m ïëþñ m îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (28). Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (28)
ìîæíî çàðàíåå çàòàáóëèðîâàòü, è ïîýòîìó åå ñëîæíîñòü äàëåå ñ÷èòàåòñÿ åäè-
íè÷íîé.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ óêàçàííîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â êà÷åñòâå êîýôôè-
öèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ ìû íàõîäèì íå íóæíûå íàì ìíîãî÷ëåíû hi, à òîëüêî èõ
îñòàòêè ïî çàäàííîìó ìîäóëþ p. Íî åñëè ïîâòîðèòü óêàçàííóþ îïåðàöèþ ïðè
äðóãîì âûáîðå íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà, íàïðèìåð q, ìû íàéäåì îñòàòêè îò
òåõ æå ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ q, è âîññòàíîâèì ýòè ìíîãî÷ëåíû ñ ïîìîùüþ
êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ (î êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ ñì. [53] èëè
[5]).
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Äëÿ ýòîãî íàäî âçÿòü îñòàòêè r1 è r2 ïî ìîäóëÿì p è q, íàéòè òàêèå ìíî-
ãî÷ëåíû p1 è q1 ñòåïåíè 7, ÷òî p · p1 = 1 mod q, q · q1 = 1 mod p, è âû÷èñëèòü
èñêîìûé ìíîãî÷ëåí ïî ôîðìóëå h = r1 · q · q1 + r2 · p · p1 mod pq. Äåéñòâèòåëüíî,

h mod q = r2 · p · p1 mod q = r2, h mod p = r1 · q · q1 mod p = r1.

Ìíîãî÷ëåíû qq1 è pp1 çàâèñÿò òîëüêî îò p è q è èõ ìîæíî âû÷èñëèòü çàðàíåå.
Ïðîèçâåäåíèÿ r1qq1 è r2pp1 âû÷èñëÿþòñÿ ça øåñòü îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 7, êîòîðûå ìîæíî íå ðåàëèçîâûâàòü ïðîãðàììíî, à
âçÿòü èç çàðàíåå ââåäåííîé â ïàìÿòü ìàøèíû òàáëèöû óìíîæåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî
ñ ïîìîùüþ òðåõ òàêèõ æå îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåí r1qq1 +r2pp1

ñòåïåíè 22.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âû÷åò ìíîãî÷ëåíà r1qq1+r2pp1 ïî ìîäóëþ pq, çàðàíåå

âû÷èñëèì òàêîé ìíîãî÷ëåí R ñòåïåíè 6, ÷òî ìíîãî÷ëåí H = Rpq+x22 èìååò ñòå-
ïåíü íå âûøå 15, (ò. å. ðàçäåëèì îäíî÷ëåí x22 íà ìíîãî÷ëåí pq ñ îñòàòêîì, ïðè
ýòîì ÷àñòíîå áóäåò ðàâíî R, à îñòàòîê áóäåò ðàâåí H = x22 − Rpq = Rpq + x22,
òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ïîëå âû÷èòàíèå ñîâïàäàåò ñî ñëîæåíèåì). Òîãäà
äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà r1qq1 + r2pp1 mod pq íóæíî áóäåò âíà÷àëå âû÷èñ-
ëèòü ìíîãî÷ëåí 6-é ñòåïåíè Q, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñî ñòàðøèìè
ðàçðÿäàìè ïðîèçâåäåíèÿ (r1qq1 + r2pp1)R, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî îäíîé îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ 7-é ñòåïåíè.

Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãî÷ëåí Q ðàâåí öåëîé ÷àñòè àëãåáðàè÷åñêîé äðîáè

(r1qq1 + r2pp1)R

x22
=

(r1qq1 + r2pp1)(H + x22)

pqx22
=

=
(r1qq1 + r2pp1)H

pqx22
+

(r1qq1 + r2pp1)

pq
,

îòêóäà âèäíî, ÷òî îí òàêæå ðàâåí öåëîé ÷àñòè äðîáè

(r1qq1 + r2pp1)

pq
,

òàê êàê äðîáü
(r1qq1 + r2pp1)H

pqx22

ïðàâèëüíàÿ (âåäü ñòåïåíü åå ÷èñëèòåëÿ íå áîëüøå 7+8+7+15, à ñòåïåíü çíàìå-
íàòåëÿ ðàâíà 8+8+22), ò. å. îí òàêæå ðàâåí ÷àñòíîìó îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
r1qq1 + r2pp1 íà ìíîãî÷ëåí pq.

Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêîìîãî îñòàòêà ïî ìîäóëþ pq äîñòàòî÷íî âû÷èñ-
ëèòü r1qq1 + r2pp1 + pqQ, äëÿ ÷åãî íóæíî åùå 2 àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ
ìíîãî÷ëåíàìè 7-é ñòåïåíè.

Â ðåçóëüòàòå îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé áóäåò ðàâíî 5n/2 ïëþñ
n/2 óìíîæåíèé â ïîëå GF (28) ïëþñ øåñòèêðàòíóþ ñëîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ
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Ôóðüå ïîðÿäêà m = n/4− 1 â ýòîì æå ïîëå. Êðîìå òîãî, íóæíî ñ ïîìîùüþ 2m
îïåðàöèé ñäâèãà êàæäûé èç m 16-áèòîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ðàçáèòü íà äâà 8-áèòîâûõ ÷èñëà è ñ ïîìîùüþ m îïåðàöèé ïîáèòîâîãî
ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 8-áèòîâûõ ÷èñåë âû÷èñëèòü îêîí÷àòåëüíî êîýôôèöèåíòû
ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Çíà÷èò, ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíà 15n/4 + 6F (m), ãäå F (m)
� ñëîæíîñòü ÄÏÔ ïîðÿäêà m â ïîëå GF (28).

Îöåíèì åå ïðè m = 255. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãóäà-Òîìàñà (ñì. [10] èëè [53])
èìååì

F (255)/255 = F (3)/3 + F (5)/5 + F (17)/17.

Î÷åâèäíî, ÷òî F (m) = (2m − 1)(m − 1) ïðè òðèâèàëüíîì ñïîñîáå âû÷èñëåíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, îòêóäà F (3) ≤ 10, F (5) ≤ 36, F (17) ≤ 528. Òàê êàê
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå òðåòüåãî ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

f1 = x1 + (x2 + x3), f2 = x1 + x2ω + x3ω
2 = x1 + (x2 + x3)ω + x3,

f3 = x1 + x2ω
2 + x3ω

4 = x1 + x2(ω + 1) + x2ω = x1 + (x2 + x3)ω + x2, ω ∈ GF (22),

î÷åâèäíî F (3) ≤ 7. Èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà Áëþñòåéíà [10] ïðè íå÷åòíûõ m
ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî óìíîæåíèé äî m(m− 1)/2. Ïîýòîìó F (5) ≤ 30.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðàéäåðà (ñì., íàïð. [10]) ïðè ïðîñòîì m ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî F (m) ≤ C(m − 1) + 2(m − 1), ãäå C(m − 1) � ñëîæíîñòü öèêëè÷åñêîé
ñâåðòêè ïîðÿäêà m − 1, òî åñòü ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
m − 2 ïî ìîäóëþ xm−1 + 1. Öèêëè÷åñêàÿ ñâåðòêà ÷åòíîãî ïîðÿäêà m ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëàì Êàðàöóáû

(a0 + a1x
m/2)(b0 + b1x

m/2) mod xm + 1 =

= a0b0 + a1b1 + ((a0 + b0)(a1 + b1) + a0b0 + a1b1)x
m/2 mod xm + 1 =

= a0b0 + a1b1 + c1 + c0x
m/2,

ãäå
(a0 + a1)(b0 + b1) + a0b0 + a1b1 = c0 + c1x

m/2,

ai, bi, ci� ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m/2−1. Èç íèõ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñëîæ-
íîñòè öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè

C(m) ≤ 3M(m/2) + 4m− 4,

ãäå M(n) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1.
Îöåíêà Êàðàöóáû ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ÷åòíîé ñòåïåíè, îñíî-

âàííàÿ íà ôîðìóëå
(a0 + a1x

m/2)(b0 + b1x
m/2) =

= a0b0 + a1b1x
m + ((a0 + a1)(b0 + b1) + a0b0 + a1b1)x

m/2,
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òàêæå èìååò âèä M(m) ≤ 3M(m/2)+4m−4 (ñì.[25],[101]). Ïðèìåíÿÿ åå, èìååì
M(8) ≤ 3M(4)+28 = 3 ·25+28 = 103, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî C(16) ≤ 3M(8)+60 ≤
369, çíà÷èò F (17) ≤ C(16)+32 ≤ 401. Àëãîðèòì Áëþñòåéíà äàåò îáùóþ îöåíêó
÷èñëà îïåðàöèé 408 è äàæå ìåíüøåå ÷èñëî óìíîæåíèé, ïðè÷åì ýòè óìíîæåíèÿ
âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íà 24 êîíêðåòíûõ ñêàëÿðà èç ïîëÿ GF (24). Ìåòîäîì Êàðà-
öóáû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî äîáèòüñÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà óìíîæåíèé
äî 81, íî ïðè ýòîì îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé âîçðàñòåò äî 473.

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, èìååì îöåíêó

F (255) ≤ 255

(
F (3)

3
+

F (5)

5
+

F (17)

17

)
=

= 85 · 7 + 51 · 30 + 15 · 401 = 8140.

Â ðåçóëüòàòå M(1024) ≤ 15 · 255 + 6F (255) = 52665. Åñëè âåçäå èñïîëüçîâàòü
àëãîðèòì Áëþñòåéíà, òî îöåíêà îñòàåòñÿ ïî÷òè òàêîé æå, íî âî âñåì àëãîðèòìå
óìíîæåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî íå áîëåå 2n = 2048 óìíîæåíèé ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 7 è óìíîæåíèé â ïîëå GF (28), à âñå îñòàëüíûå óìíîæåíèÿ â
ýòîì ïîëå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íà ôèêñèðîâàííûå 24 + 6 = 30 ñêàëÿðîâ èç ýòîãî
ïîëÿ.

Îöåíêà ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n = 1024 óêàçàí-
íîé âûøå ìîäèôèêàöèåé ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà ðàâíà (n/8)2 + (n/8 − 1)2 +
2(n/4 − 1) + n/4 − 1 = 33790. Çíà÷èò ýòî àëãîðèòì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ðàáîòàåò áûñòðåå.

Åùå áûñòðåå ðàáîòàåò àëãîðèòì Êàðàöóáû. Îöåíêà åãî ñëîæíîñòè èìååò
âèä 2(n/4 − 1) + n/4 − 1 + M(n/8) = 765 + M(128), à M(128) ≤ 3M(64) +
508,M(64) ≤ 3M(32) + 252,M(32) ≤ 3M(16) + 124,M(16) ≤ 3M(8) + 60 = 369,
îòêóäà M(128) ≤ 12343, â èòîãå îêîí÷àòåëüíî èìååì îöåíêó 13108.

Çàìå÷àíèå 7.1 Ñòåïåíü ïåðåìíîæàåìûõ óêàçàííûìè âûøå ìåòîäàìè ìíî-
ãî÷ëåíîâ ìîæíî áûëî áû óâåëè÷èòü â äâà ðàç ïðàêòè÷åñêè áåç óìåíüøåíèÿ
ñêîðîñòè ðàáîòû àëãîðèòìîâ, åñëè åãî âûïîëíÿòü, èñïîëüçóÿ îïåðàöèè ñ ìíîãî-
÷ëåíàìè 15−é ñòåïåíè è îïåðàöèè â ïîëå GF (216), îäíàêî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
çàòàáóëèðîâàòü íå óäàåòñÿ â âèäó ñëèøêîì áîëüøîãî ðàçìåðà òàáëèö. Ïîýòîìó
øêîëüíûé àëãîðèòì è àëãîðèòì Êàðàöóáû óñêîðèòü òàêèì ñïîñîáîì (ïî îòíî-
øåíèþ ê ðàçìåðàì îïåðàíäîâ) íå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó ïðè äâóêðàòíîì óâåëè÷åíèè
ñòåïåíè âðåìÿ ðàáîòû ïåðâîãî èç íèõ âîçðàñòåò â ÷åòûðå, à âòîðîãî � ïðèìåðíî
â òðè ðàçà. Íåêîòîðîãî èõ óñêîðåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ, èñïîëüçóÿ äðóãîé ïîäõîä,
èçëîæåííûé äàëåå.

Íî äëÿ àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî ÄÏÔ, ýòî âîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
çàòàáóëèðîâàòü òàáëèöó äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ äëÿ ïîëÿ GF (216) (÷òî òðå-
áóåò 128 Êá ïàìÿòè), òî óìíîæåíèå â íåì ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ ïî ìîäóëþ
216 − 1 è òðåõêðàòíîìó îáðàùåíèþ ê çàãðóæåííîé â ïàìÿòü òàáëèöå. Êîíå÷íî
ýòà îïåðàöèÿ â íåñêîëüêî ðàç ìåäëåííåå, ÷åì ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ äâà, íî ÷èñëî
óìíîæåíèé â àëãîðèòìå â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå ÷èñëà ñëîæåíèé. Óìíîæåíèå
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ìíîãî÷ëåíîâ 15−é ñòåïåíè òàêèì îáðàçîì çàòàáóëèðîâàòü íå óäàåòñÿ, íî ýòà
îïåðàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî 3n/4 ðàç è åñëè åå ñâåñòè ê ÷åòûðåõêðàòíîìó
óìíîæåíèþ è äâóêðàòíîìó ñëîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 7, òî ñêîðîñòü ðà-
áîòû àëãîðèòìà ïðàêòè÷åñêè íå óìåíüøèòñÿ. Åñòü è äðóãàÿ âîçìîæíîñòü äëÿ
óñêîðåíèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Åñëè èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ òîëü-
êî êîìáèíàöèþ ìåòîäîâ Ãóäà-Òîìàñà è Áëþñòåéíà, òî, êàê óæå îòìå÷àëîñü,
áîëüøèíñòâî óìíîæåíèé âûïîëíÿåòñÿ íà íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ñêàëÿðîâ (â
ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå 32). Ïîýòîìó äëÿ èõ âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íî èìåòü
òàáëèöó ðàçìåðîì 216 · 4 = 256 Êá è ïîëüçîâàòüñÿ åé äëÿ êàæäîãî óìíîæåíèÿ
îäíîêðàòíî.

Çàìå÷àíèå 7.2 Äëÿ n, êðàòíûõ 8, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãîå ïðåäñòàâëå-
íèå ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (2n), à èìåííî â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n/8− 1 íàä
ïîëåì GF (28), è îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ïðîâîäèòü òîæå ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìî-
ãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n/8 − 1 íàä òåì æå ïîëåì. Òîãäà îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ
ìíîãî÷ëåíîâ íàä ýòèì ïîëåì ìîæíî âûïîëíÿòü òàêæå, êàê îïèñàíî â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå, ïðè÷åì íå íàäî åãî äóáëèðîâàòü äëÿ äðóãîé ðåàëèçàöèè ïîëÿ
GF (28). Â èòîãå ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ áóäåò îöåíèâàòüñÿ ôîðìóëîé 3F (m),
à íå 15n/4 + 6F (m), ïðè÷åì â êà÷åñòâå îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ áó-
äóò èñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (28), êîòîðûå ìîæíî ïðîñòî
çàòàáóëèðîâàòü òàêæå, êàê óêàçàíî áûëî âûøå. Òîãäà îöåíêà ñëîæíîñòè óìíî-
æåíèÿ èìååò âèä 3F (255) = 24420 è áóäåò ëó÷øå øêîëüíîé, íî õóæå îöåíêè
Êàðàöóáû. Åùå íåêîòîðîãî óñêîðåíèÿ ìîæíî äîñòè÷ü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðèåìîì, óêàçàííûì â ïðåäûäóùåì çàìå÷àíèè.

Çàìå÷àíèå 7.3. Èñïîëüçîâàíèå ÄÏÔ ïîçâîëÿåò óñêîðèòü óìíîæåíèå òîëü-
êî â î÷åíü áîëüøèõ ïîëÿõ. Íî ýòî âåðíî òîëüêî äëÿ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 2,
òàê êàê â íèõ íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû
íàèáîëåå áûñòðûå àëãîðèòìû. Äëÿ ïîëåé íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè ïåðñïåêòè-
âû áîëåå îïòèìèñòè÷íûå. Ïóñòü íàïðèìåð, íàäî ðåàëèçîâàòü óìíîæåíèå â ïîëå
GF (31160). Åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ðàñøèðåíèå ïîëÿ GF (312), òî äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ðåàëèçîâàòü óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 79 íàä ïîëåì GF (312).
Îïåðàöèè íàä ýòèì ïîëåì ìîæíî ñ÷èòàòü ýëåìåíòàðíûìè, òàê êàê èõ ìîæíî
çàòàáóëèðîâàòü è õðàíèòü â ïàìÿòè (èñïîëüçîâàòü ïîëå ïîðÿäêà 314 óæå çà-
òðóäíèòåëüíî, òàê êàê îáúåì òàáëèöû óìíîæåíèÿ áóäåò íåñêîëüêî ìåãàáàéò,
íî ìîæíî è çäåñü ïðèìåíèòü òîò æå ïðèåì, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ çàìå÷àíèÿõ).
×èñëî îïåðàöèé â ñòàíäàðòíîì àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ áîëüøå 12000, ÷èñëî îïå-
ðàöèé â àëãîðèòìå Êàðàöóáû ðàâíî 5761. Óìíîæåíèå ñ ïîìîùüþ ÄÏÔ òðåáóåò
3F (160) + 320 îïåðàöèé. Âåëè÷èíó F (160) ìîæíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ Ãóäà-
Òîìàñà è Áëþñòåéíà êàê

5F (32) + 32F (5) = 5 · 3 · 16 · 5 + 32 · 30 = 2160.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ÷óòü õóäøàÿ, ÷åì â ìåòîäå Êàðàöóáû îöåíêà, íî
óæå äëÿ ïîëÿ GF (31320) ïîëó÷àåì îöåíêó 3F (320) + 640, ãäå F (320) = 5F (64) +
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64F (5) = 5 · 576 + 64 · 30 = 4800, è â ðåçóëüòàòå ïîëíîå ÷èñëî îïåðàöèé îêîëî
15000. Ìåòîä Êàðàöóáû äàåò îöåíêó ÷óòü áîëüøå 18000.

sectionÎá àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðûõ ìåòîäàõ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.
Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè, îñíîâàííàÿ íà öèêëè÷åñêîé òåîðåìå î ñâåðòêå (ñì., íàïðè-
ìåð, [53], [10] ) òàêîâà: åñëè íóæíî ïåðåìíîæèòü äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n− 1,
òî ñíà÷àëà ïðèìåíÿþò äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ) ïîðÿäêà 2n ê
äâóì 2n-ìåðíûì âåêòîðàì, îáðàçîâàííûì êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíîâ è äî-
ïîëíåííûì êàæäûé n íóëÿìè, ïîòîì ïîëó÷åííûå äâà 2n-ìåðíûõ âåêòîðà ïîêîì-
ïîíåíòíî ïåðåìíîæàþòñÿ, è ê ïîëó÷åííîìó â ðåçóëüòàòå 2n-ìåðíîìó âåêòîðó
ïðèìåíÿåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîðÿäêà 2n (ïîäðîáíîå èçëîæåíèå
èìååòñÿ, òàêæå, íàïðèìåð â [5]). Äëÿ âûïîëíåíèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2n òðåáóåòñÿ
èñïîëüçîâàíèå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïîðÿäêà 2n èç åäèíèöû, ïîýòîìó íåîáõî-
äèìî èñïîëüçîâàíèå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (èëè ïîäõîäÿùåãî ðàñøèðåíèÿ
ïîëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåìíîæàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ â îáùåì ñëó÷àå). Âûïîëíå-
íèå ÄÏÔ â ñëó÷àå n, ðàâíîãî ñòåïåíè äâîéêè, ïî ñóùåñòâó ýêâèâàëåíòíî âû÷èñ-
ëåíèþ ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì (íàçûâàåìîãî òàêæå ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿[5]
èëè ¾ñòðàòåãèÿ äóáëèðîâàíèÿ¿ [10]) ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà âî âñåõ n
êîðíÿõ ïîðÿäêà n èç åäèíèöû, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, íàõîæäåíèþ âñåõ îñòàòêîâ
îò äåëåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íà ëèíåéíûå äâó÷ëåíû, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòà-
òå ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè (â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) äâó÷ëåíà xn − 1. Îá
ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [5], ãäå ýòîò ìåòîä ïðèìåíåí òàêæå â áîëåå
îáùåé ñèòóàöèè, à èìåííî â áûñòðîé ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû îñòàòêîâ
äàííîãî ìíîãî÷ëåíà ïî äàííûì âçàèìíî ïðîñòûì ìîäóëÿì, è âîññòàíîâëåíèÿ
ìíîãî÷ëåíà ïî ýòè îñòàòêàì (¾áûñòðûé êèòàéñêèé àëãîðèòì¿). Â [22] ïîêàçàíî,
êàê ïðè óìíîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî âîîáùå îáîéòèñü áåç ÄÏÔ, çàìåíèâ åãî
ïðèìåíåíèå èñïîëüçîâàíèåì ¾áûñòðîãî êèòàéñêîãî àëãîðèòìà¿ (ïðè ýòîì ïðè-
ìåíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìàñêèðóåòñÿ ïîä áûñòðóþ èíòåðïîëÿ-
öèþ ìíîãî÷ëåíà â êîðíÿõ ïîðÿäêà n èç åäèíèöû è íå èñïîëüçóåòñÿ íè ôîðìóëà
äëÿ îáðàòíîãî ÄÏÔ, íè òåîðåìà î öèêëè÷åñêîé ñâåðòêå). Î äðóãèõ àëãîðèòìàõ
ÁÏÔ (áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) è èõ ïðèìåíåíèÿõ ñì. òàêæå [20], [48],
[10].

Â ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ îïåðàöèè ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè çàìåíÿþòñÿ
íà îïåðàöèè ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè è ñëîæíîñòü M(n) óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî ïðè n = 2k îöåíèòü êàê
M(n) = 16n log n+O(n). Â îáùåì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêè îöåíêà îñòàåòñÿ òàêîé
æå. Äëÿ åå ïîëó÷åíèÿ âûáèðàåì m = 2k3l òàê, ÷òîáû n ≤ m = n(1 + εn), εn →
0, k → ∞ (ïîëüçóÿñü ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòüþ ïî ìîäóëþ åäèíèöà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {n log2 3}), ïîòîì ñâîäèì çàäà÷ó ê óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè m−1, à äëÿ ÁÏÔ ïîðÿäêà m ïðèìåíÿåì êîìáèíàöèþ àëãîðèòìà Ãóäà�
Òîìàñà (ñì., íàïðèìåð,[10]), ïðîèçâîëüíîãî ÁÏÔ ïîðÿäêà 3l è óêàçàííîãî âûøå
ÁÏÔ ïîðÿäêà 2k.

Èñïîëüçîâàíèå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàðòëè (ÄÏÕ) ïîçâîëÿåò äëÿ
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ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëó÷èòü ïðè n = 2k îöåí-
êó

M(n) = 12n log2 n + O(n).

(ñì. [23]).
Â óêàçàííûõ àëãîðèòìàõ óìíîæåíèÿ îïåðàöèè ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëà-

ìè âûïîëíÿþòñÿ â ðåàëüíîñòè ïðèáëèæåííî, òàê êàê èñïîëüçóåìûå êîðíè n-é
ñòåïåíè èç åäèíèöû èððàöèîíàëüíû. Â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè ïðîèçâåäåíèå ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî, íî ñ íå î÷åíü õîðîøåé îöåíêîé
áèòîâîé ñëîæíîñòè (ñì. [5].) Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ÄÏÔ íàä êîëüöîì âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ ÷èñëà Ôåðìà.

Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïðîñòûìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè ìîæíî ñâåñòè
ê óìíîæåíèþ ÷èñåë. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå
p = 2 óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ n log n - áèòîâûõ
÷èñåë, åñëè ñîïîñòàâèòü ïðîèçâîëüíîìó ìíîãî÷ëåíó

a0 + a1x + . . . + an−1x
n−1

÷èñëî
a0 + a12

k + . . . + an−12
(n−1)k,

ãäå k = log n + O(1) è çàìåòèòü, ÷òî ïðè óìíîæåíèè òàêèõ ÷èñåë

a0 + a12
k + . . . + an−12

(n−1)k

è
b0 + b12

k + . . . + bn−12
(n−1)k,

ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî
c0 + c12

k + . . . + c2n−22
(2n−2)k,

ãäå cj =
∑

aibj−i ≤ n < 2k, è ïîýòîìó äâîè÷íûå çàïèñè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ êàê
îáû÷íîãî, òàê è ïî ìîäóëþ äâà, ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ
áóäóò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñ÷èòûâàòüñÿ ñ äâîè÷íîé çàïèñè óêàçàííîãî ÷èñëà,
à óìíîæåíèå ÷èñåë ìîæíî ïðîâåñòè ìåòîäîì Øåíõàãå-Øòðàññåíà [74], èñïîëü-
çóþùèì ÄÏÔ íàä êîëüöîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ÷èñëà Ôåðìà è îòðèöàòåëüíî
îáåðíóòóþ öèêëè÷åñêóþ ñâåðòêó.

Èñïîëüçóÿ èäåþ ðàáîòû [74], Øåíõàãå ïîêàçàë â [147], ÷òî íàä ëþáûì êî-
íå÷íûì êîëüöîì âû÷åòîâ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ðàâíà
64(n log2 n log2 log2 n) + O(n log2 n). Åãî àëãîðèòì èñïîëüçóåò ÄÏÔ ïîðÿäêà n
íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ xn + 1, ïðè n, ðàâíûõ êàê ñòåïåíÿì äâîé-
êè, òàê è ñòåïåíÿì òðîéêè (â ñëó÷àå ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè äâà èñïîëüçóåòñÿ
òîëüêî ÄÏÔ ïîðÿäêà 3k). Áëàãîäàðÿ ýòîìó îí èçáåæàë òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñøèðåíèé ïîëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà. Ðàáîòà [147]
îñòàåòñÿ ìàëîèçâåñòíîé, è åå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïîÿâèëîñü â ó÷åáíîé ëèòå-
ðàòóðå òîëüêî â [101]. Íåäàâíî ïîÿâèëîñü åå èçëîæåíèå è íà ðóññêîì ÿçûêå â
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[17] (ïî÷åìó-òî ñî ññûëêîé íà ðàáîòó [159], âûïîëíåííóþ ïîçäíåå Øåíõàãå).
Àëãîðèòì Øåíõàãå äîâîëüíî èçîùðåííûé è ïîýòîìó ìû åãî èçëàãàòü íå áóäåì.
Êðîìå òîãî, èç-çà áîëüøîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû ïðè ïðè n ïîðÿäêà
íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ îí âñå åùå õóæå ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìîâ.

Íåêîòîðîå óëó÷øåíèå àëãîðèòìà Øåíõàãå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [91] çà
ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ îäíîé èäåè èç [140]. Äàëåå ìû äàåì åå êðàòêîå èçëîæåíèå,
îïèðàÿñü íà ðàáîòó D.Bernstein Multidigit multiplications for mathematicians. Ïî-
ñòðîåííûé â íåé àëãîðèòì ïåðåìíîæàåò ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n ≥ 7 íàä ëþáûì
êîëüöîì R, èñïîëüçóÿ íå áîëåå (3 + 36/ log2 3)n log2 n óìíîæåíèé è íå áîëåå
(12 + 54/ log2 3)n log2 n log2(16 log2 n) ñëîæåíèé â R. Ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåò
äâà âñïîìîãàòåëüíûõ àëãîðèòìà, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ÄÏÔ ïîðÿäêîâ
2k è 3k. Â ïåðâîì èç íèõ äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè ìåíüøåé 2m, 2e−1 < m ≤ 2e,
ïåðåìíîæàþòñÿ ïî ìîäóëþ x2m

+ 1 ñ ïîÿâëåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ
2m+e−1 (âû÷èñëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ îòðèöàòåëüíî îáåðíóòàÿ ñâåðòêà) ñ 2m+e−1

óìíîæåíèé è íå áîëåå ÷åì 2m(2e(3e+8)−7) ñëîæåíèé â R. Âî âòîðîì àëãîðèòìå
äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè ìåíüøåé 2·3m, ïåðåìíîæàþòñÿ ïî ìîäóëþ x2·3m

+x3m
+1

ñ ïîÿâëåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ 3m+e−1 ñ 3m+12e+2 óìíîæåíèé è ìåíåå
÷åì 3m(2e(18e + 39)− 26) ñëîæåíèé â R.

Â ðàáîòå [90] ïðåäëîæåí àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå ìåäëåííûé, íî, âîçìîæíî,
áîëåå ïðàêòè÷íûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè.
Âìåñòî ÄÏÔ â íåì èñïîëüçóåòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ â òî÷êàõ, ëåæàùèõ â àääèòèâ-
íûõ ïîäãðóïïàõ ïîäõîäÿùåãî ðàñøèðåíèÿ äàííîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ (ÄÏÔ ñ ýòîé
öåëüþ èñïîëüçóåò ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîäãðóïïû � à èìåííî, ãðóïïû êîðíåé
n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû.) Ïðè ýòîì äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíü-
øåé n íàä ïîëåì GF (p) èñïîëüçóåòñÿ O(mpm) óìíîæåíèé è O(m2pm) ñêàëÿðíûõ
îïåðàöèé (ñëîæåíèé èëè óìíîæåíèé íà ýëåìåíòû èç GF (p)) â ïîëå GF (pm), ãäå
4n ≤ mpm. Îêîí÷àòåëüíûå îöåíêè ñëîæíîñòè, ïîëó÷åííûå â [90], èìåþò âèä
O(n log2 n äëÿ ÷èñëà óìíîæåíèé â ïîëå GF (p) è O

(
n(log2 n)1+logp((p+1)/2)

)
äëÿ

÷èñëà ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé (ñëîæåíèé è óìíîæåíèé íà ôèêñèðîâàííûå êîíñòàí-
òû).

Òåì æå ìåòîäîì áîëåå àêêóðàòíûå îöåíêè ïîëó÷åíû â [102] äëÿ óìíîæåíèÿ
ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (2m) ñòåïåíè n ≤ 2m. ×èñëî èñïîëüçóåìûõ óìíîæå-
íèé â ýòîì ïîëå îöåíèâàåòñÿ êàê

3

2
n log2

2 n +
15

2
n log2 n + 8n,

à ÷èñëî ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé � êàê
3

2
n log2

2 n +
29

2
n log2 n + 4n + 9.

Îäíàêî ýòîò ìåòîä äîâîëüíî èçîùðåííûé è îöåíêà åãî ñëîæíîñòè äîñòàòî÷íî
âåëèêà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè
ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü ÄÏÔ. Íî, â îòëè÷èå îò ïîëåé äåéñòâèòåëüíûõ è
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êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, äëÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà n íàä êîíå÷íûì ïîëåì ïîðÿäêà q = pm íå
óäàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîëó÷èòü îöåíêó F (n) = O(n log n). Çàòðóäíåíèÿ
ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñóùåñòâóåò ëèøü, êîãäà q − 1
êðàòíî n, è îöåíêó åãî ñëîæíîñòè íåëüçÿ òàê ïðîñòî ñâåñòè ê ñëó÷àþ, êîãäà n
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçëàãàÿ n íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè, n = pβ1

1 . . . pβr
r , è ïðèìåíÿÿ àëãîðèòìû Ãóäà-Òîìàñà è Êóëè-Òüþêè,

ïîëó÷àåì îöåíêè

F (n) = n

(
F (pβ1

1 )

pβ1
1

+ . . . +
F (pβr

r )

pβr
r

)
≤

≤ n

(
β1

(
F (p1)

p1

+ 1

)
+ . . . + βr

(
F (pr)

pr

+ 1

))
.

Â ñëó÷àå <ãëàäêîãî> ÷èñëà n (òî åñòü êîãäà âñå pi ìàëû) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà,
áëèçêàÿ ê O(n log n).

Åñëè æå êàêîå-íèáóäü ÷èñëî pi âåëèêî, òî äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè F (pi) ìîæíî
ïðèìåíèòü îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ àëãîðèòì
Âèíîãðàäà (cì. [10]) âû÷èñëåíèÿ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè, ïðåäñòàâèâ ìíîãî÷ëåí
xpi − 1 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ

∏

d|pi

Qd,

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ GF (p), ñðåäè êîòîðûõ ñðàâíèòåëüíî ìàëî íåíóëå-
âûõ, è ïîýòîìó íà ýòè ìíîãî÷ëåíû ïðîùå äåëèòü îáû÷íûì øêîëüíûì àëãîðèò-
ìîì, à ïîòîì êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû ðàçëîæèòü íàä ïîëåì GF (q) è äåëèòü íà
íèõ.

Ìîæíî òàêæå ìåòîäîì Ðàéäåðà ñâåñòè âû÷èñëåíèå ÄÏÔ F (pi) ê âû÷èñëå-
íèþ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè ïîðÿäêà pi − 1, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê
òðåõêðàòíîìó ïðèìåíåíèþ ÄÏÔ ïîðÿäêà pi − 1, êîòîðîå ïðèäåòñÿ âû÷èñëÿòü
íàä ïîëåì GF (pmi), ãäå mi/m � ïîðÿäîê ÷èñëà pm ïî ìîäóëþ pi − 1 (ñì. [10]).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óêàçàííûõ âûøå òðóäíîñòåé ìîæíî èçáåæàòü. Òàê,
äàëåå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÁÏÔ ñ ðàñùåïëåííûì îñíîâàíèåì áóäåò ïîêàçà-
íî, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå
n ≤ q íàä ïîëåì GF (q), ãäå q = 2p − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà, îöåíèâàåòñÿ
êàê

2
1

4
n log2 n + O(n),

à àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü � êàê

9
3

8
n log2 n + O(n).

Ïðèâåäåì åùå ïðèìåðû. Ïóñòü n = 3k è q + 1 êðàòíî n. Íàïðèìåð, ýòî
âîçìîæíî, êîãäà q = 2n/3 èëè êîãäà q � ïðîñòîå âèäà a · 3k − 1 (òàêèõ ÷èñåë
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áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîãëàñíî òåîðåìå Äèðèõëå, âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè íèõ, íàïðèìåð,
è ÷èñëà âèäà 2 · 3k − 1 ). Òîãäà äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (q)
ñòåïåíè ìåíüøåé n = (3k+1)/2 ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà 16n log3 n+
O(n), à àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà 502

3
n log3 n + O(n). Åñëè æå q ÷åòíî, òî

îöåíêà àääèòèâíîé ñëîæíîñòè óëó÷øàåòñÿ äî 451
3
n log3 n + O(n).

Åñëè q ≡ 3 (mod 4), òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøåé n = 3k îöåíèâàåòñÿ êàê

8n log3 n + O(n),

à àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê

16n log3 n + O(n).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ â ïîëå GF (q2) ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè ìåíüøåé n = 3k íàä ïîëåì GF (q) îöåíèâàåòñÿ êàê

5
1

3
n log3 n + O(n),

è àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê

8n log3 n + O(n).

Ïðè ÷åòíîì q îöåíêà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè ìåíüøåé n = (3k +1)/2 íàä ïîëåì GF (q) èìååò âèä 102

3
n log3 n è îöåíêà

àääèòèâíîé ñëîæíîñòè èìååò âèä 111
3
n log3 n.

3.7.3 Îá óìíîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ, ÄÏÔ è ÄÏÕ â êîíå÷-
íûõ ïîëÿõ

Î ïðåîáðàçîâàíèè Õàðòëè ñì., íàïðèìåð, [15]. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÄÏÔ ïîðÿäêà
n ÷åðåç Fn. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå Õàðòëè (ÄÏÕ) ïî îïðåäå-
ëåíèþ ðàâíî Hn = aFn + aFn, ãäå a = (1 − ı)/2, à çíàêîì a áóäåì îáîçíà÷àòü
ïåðåõîä ê êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîìó ÷èñëó (èëè ïðåîáðàçîâàíèþ). Èç îïðåäå-
ëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Hn = <Fn + =Fn � ñóììå äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè
ïðåîáðàçîâàíèÿ Fn, òàê êàê äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ñïðàâåäëèâî òîæ-
äåñòâî az + az = <z + =z, èç êîòîðîãî ñëåäóþò ðàâåíñòâa

a2 + a2 = <a + =a = 0, 2aa = <a + =a = 1

è òîæäåñòâî az + az = <z −=z.
Èç óêàçàííîãî òîæäåñòâà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû ÄÏÕ, èìå-

þò âèä

<ωkl
n + =ωkl

n = sin(2πkl/n) + cos(2πkl/n), 0 ≤ k, l ≤ n− 1,
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ãäå ωkl
n = e2πıkl/n, � ýëåìåíòû ìàòðèöû ÄÏÔ, õîòÿ ýòî íàì äàëåå íå ïîíàäîáèòñÿ.

Çàìåòèì âñå æå, ÷òî îáû÷íî âìåñòî sin(2πkl/n) + cos(2πkl/n) îáû÷íî ïèøóò
cas(2πkl/n), è ÄÏÕ ïðåäñòàâëÿþò â âèäå

Hn(k) =
n−1∑

l=0

xlcas(2πkl/n), k = 0, . . . , n− 1

îòêóäà âèäíî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.
Äðóãèì óäîáíûì åãî ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî ôàêòè÷åñêè ñîâïàäà-

åò ñî ñâîèì îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, èçâåñòíî, ÷òî FnFn =
nEn, F

2
n = nIn, ãäå En, In � åäèíè÷íûå ìàòðèöû, â êîòîðûõ åäèíèöû ñòîÿò ñî-

îòâåòñòâåííî íà ãëàâíîé è ïîáî÷íîé äèàãîíàëÿõ (à â îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè).
Ïîýòîìó

H2
n = (aFn + aFn)2 = a2F 2

n + a2F 2
n + aa(FnFn + FnFn) =

(a2 + a2)nIn + aa2nEn = aa2nEn = nEn,

îòêóäà
H−1

n =
1

n
Hn.

Îáîçíà÷èì A∗ ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç ïðåîáðàçîâàíèÿ A îáðàò-
íîé ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò, à èìåííî A∗(k) = A(n − k), k = 0, . . . , n − 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî A∗∗ = A. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÄÏÔ (ò.
å. ïðèìåíÿåìîãî ê äåéñòâèòåëüíûì âåêòîðàì) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî F ∗

n = Fn.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

H∗
n = (aFn + aFn)∗ = aF ∗

n + aF ∗
n = aFn + aFn = <Fn −=Fn.

Îáîçíà÷èì ñëîæíîñòü ÄÏÕ n-ãî ïîðÿäêà ÷åðåç H(n). Òîãäà ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

Hn = <Fn + =Fn, H∗
n = <Fn −=Fn <Fn =

Hn + H∗
n

2
,=Fn =

Hn −H∗
n

2

ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî H(n) ≤ F (n) + n, F (n) ≤ H(n) + 3n.
Êîìïëåêñíîå ÄÏÕ óäîáíåå îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì Hn = aFn + aF ∗

n , êîòîðîå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå ò. ê. òîãäà F ∗

n = Fn. ßñíî, ÷òî
<Hn(z) = Hn(<z),=Hn(z) = Hn(=z), ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ÄÏÔ. Èç óêàçàííîãî
ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

H∗
n = aF ∗

n + aF ∗∗
n = aF ∗

n + aFn, aHn + aH∗
n =

= 2aaFn + (a2 + a2)F ∗
n = Fn, aH∗

n + aHn = 2aaF ∗
n + (a2 + a2)Fn = F ∗

n .

Èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ Hn = aFn + aF ∗
n , Fn = aHn + aH∗

n ëåãêî ïîëó÷èòü äëÿ
êîìïëåêñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåðàâåíñòâà H(n) ≤ F (n) + 14n, F (n) ≤ H(n) +
14n (â êîòîðûõ ìîæíî çàìåíèòü 14n íà 6n, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå
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óìíîæåíèÿ íà 1/2 âûïîëíÿþòñÿ ¾áåñïëàòíî¿), ãäå F (n) îçíà÷àåò ñëîæíîñòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ Fn, à H(n) � ñëîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Hn. Îòìåòèì åùå, ÷òî
ñëîæíîñòü êîìïëåêñíîãî ÄÏÕ î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ ñîâìåñòíîãî
âû÷èñëåíèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÄÏÕ äëÿ íåçàâèñèìî âûáðàííûõ àðãóìåíòîâ.
Äëÿ ÄÏÔ ñïðàâåäëèâî íåñêîëüêî áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî

F (n) ≤ 2FR(n) + 2n, comp(FR
n (x), FR

n (y)) ≤ F (n) + 8n,

ãäå FR(n) îçíà÷àåò ñëîæíîñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÄÏÔ, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè-
ìåíÿåìîãî ê äåéñòâèòåëüíûì âåêòîðàì, à ïîä comp(FR

n (x), FR
n (y)) ïîíèìàåò-

ñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ñîâìåñòíîãî âû÷èñëåíèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ
ÄÏÔ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâàìè

Fn(z) = Fn(<z) + ıFn(=z), F ∗
n(z) = Fn(z) = Fn(<z)− ıFn(=z),

F ∗
n(z) = Fn(<z)− ıFn(=z), Fn(<z) =

Fn(z) + F ∗
n(z)

2
,

Fn(=z) =
Fn(z)− F ∗

n(z)

2ı
.

Èç èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Êóëè-Òüþêè ([10]) âûòåêàåò, ÷òî FR(2n) ≤ 2FR(n)+
8n, ãäå ïîä 2FR(n) ìîæíî ïîíèìàòü, â ÷àñòíîñòè, ñëîæíîñòü ñîâìåñòíîãî âû-
÷èñëåíèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÄÏÔ ïîðÿäêà n. Ïîýòîìó

F (n) ≤ 2FR(n) + 2n, FR(2n) ≤ F (n) + 16n,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íàèëó÷øèå èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ êîìïëåêñíîãî ÁÏÔ,
èìåþùèå ïðè n = 2k îöåíêó F (n) = 4n log2 n+O(n) (ñì. [20]) äàþò äëÿ äåéñòâè-
òåëüíîãî ÁÏÔ îöåíêó FR(n) = 2n log2 n+O(n), à çíà÷èò è äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî
ÄÏÕ èìååì îöåíêó H(n) = 2n log2 n + O(n). Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè
ýòèõ àëãîðèòìîâ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå òîòàëü-
íîé ñëîæíîñòè.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ÄÏÔ âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î öèêëè÷åñêîé ñâåðòêå Fn(x¯
y) = Fn(x)⊗Fn(y), ãäå x⊗ y � îïåðàöèÿ ïîêîìïîíåíòíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ
x è y, à u = x¯ y � öèêëè÷åñêàÿ ñâåðòêà âåêòîðîâ x è y, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì uk =

∑
i⊕j=k

xiyj, ãäå i⊕ j = i + j (mod n) � îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïî
ìîäóëþ n. Äëÿ ÄÏÕ ñîîòâåòñòâóþùåå òîæäåñòâî ïðèíèìàåò íåñêîëüêî ìåíåå
êðàñèâûé âèä: Hn(x¯ y) =

=
1

2
(Hn(x)⊗Hn(y) + H∗

n(x)⊗Hn(y) + Hn(x)⊗H∗
n(y)−H∗

n(x)⊗H∗
n(y)),

òàê êàê

Hn(x¯ y) = aFn(x¯ y) + aF ∗
n(x¯ y) = aFn(x)⊗ Fn(y) + a(Fn(x)⊗ Fn(y))∗ =

= aFn(x)⊗ Fn(y) + aF ∗
n(x)⊗ F ∗

n(y) =
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a((aHn(x) + aH∗
n(x))⊗ (aHn(y) + aH∗

n(y)))+

a((aH∗
n(x) + aHn(x))⊗ (aH∗

n(y) + aHn(y))) =

= (aa2 + a2a)Hn(x)⊗Hn(y) + (a2a + aa2)H∗
n(x)⊗Hn(y)+

+(a2a + aa2)Hn(x)⊗H∗
n(y) + (a3 + a3)H∗

n(x)⊗H∗
n(y) =

=
1

2
(Hn(x)⊗Hn(y) + H∗

n(x)⊗Hn(y) + Hn(x)⊗H∗
n(y)−H∗

n(x)⊗H∗
n(y)),

áëàãîäàðÿ ðàâåíñòâàì a2a + aa2 = (a + a)aa = (a + a)/2 = 1/2,
a3 + a3 = (a+ a)((a+ a)2− 3aa) = 1− 3aa = −1/2. Îòìåòèì, ÷òî è ÄÏÔ è ÄÏÕ-
âàðèàíòû òåîðåìû î ñâåðòêå ñïðàâåäëèâû, î÷åâèäíî, êàê è â äåéñòâèòåëüíîì,
òàê è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àÿõ.

Åñëè îáîçíà÷èòü M(n) ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1, à
Z(n) � ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè, òî, êàê âûòåêàåò èç ñêà-
çàííîãî âûøå, M(n) ≤ Z(2n) è â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíîé ñâåðòêè

Z(n) ≤ 2FR(n) + F (n) + 8n + 1 ≤ 4FR(n) + 10n + 1, (3.24)
Z(n) ≤ 3H(n) + 8n + 1. (3.25)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ Hn(x¯y) ñîãëàñíî óêàçàííîìó òîæäåñòâó íóæ-
íî âûïîëíèòü 2 ïðåîáðàçîâàíèÿ Hn è 8n àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, à äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè x ¯ y íóæíî åùå îäíî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå è
n îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íà 1/n. Â ñèëó ëèíåéíîñòè èõ ìîæíî îáúåäèíèòü ñ îïå-
ðàöèÿìè óìíîæåíèÿ íà 1/2. Îñòàåòñÿ åùå ó÷åñòü îäíó îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ
1/(2n).

Îòìåòèì, ÷òî (3.25) ñèëüíåå ÷åì (3.24), òàê êàê H(n) ≤ F (n) + n, îòêó-
äà èìååì Z(n) ≤ 3F (n) + 11n + 1. Ïðèìåíÿÿ (3.25), ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîæíîñòü
óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îöåíèâàåòñÿ êàê

M(n) ≤ 3H(2n) + 16n + 1 ≤ 3FR(2n) + 22n + 1 ≤
≤ 6FR(n) + 46n + 1 ≤ 12n log2 n + O(n). (3.26)

Íåðàâåíñòâî (A.2) âåðíî ëèøü äëÿ n, ðàâíûõ ñòåïåíè äâîéêè. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ n îíî çàìåíÿåòñÿ íà àñèìïòîòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî (êîòîðîå ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïðèåìîì, óêàçàííûì âûøå).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíîé ñëîæíîñòè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

F (n) ≤ 2FR(n) + 2n,

comp(FR
n (x), FR

n (y)) ≤ F (n) + 6n, (3.27)
åñëè ê ÷èñëó àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé äîáàâèòü îïåðàöèþ ñîïðÿæåíèÿ, à íåðà-
âåíñòâî Êóëè-Òüþêè äëÿ êîìïëåêñíîé ñëîæíîñòè äåéñòâèòåëüíîãî ÄÏÔ ïðè-
íèìàåò âèä F (2n) ≤ 2F (n) + 2n. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíîé ñëîæíîñòè
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êîìïëåêñíîãî ÄÏÔ ñïðàâåäëèâà èçâåñòíàÿ îöåíêà F (n) = (1 + 1
2
)n log2 n, èìå-

åì îòñþäà, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ñëîæíîñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÄÏÔ íå ïðåâîñõîäèò
3
4
n log2 n + 4n, à çíà÷èò, ñîãëàñíî, ïîêàçàííîìó âûøå, êîìïëåêñíàÿ ñëîæíîñòü

äåéñòâèòåëüíîãî ÄÏÕ íå ïðåâîñõîäèò 3
4
n log2 n + 7n, Ïîýòîìó îöåíêà äëÿ êîì-

ïëåêñíîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèíèìàåò âèä

M(n) ≤ 3H(2n) + 16n + 1 ≤ 4
1

2
n log2 n + 58n + 1. (3.28)

Ïóñòü GF (q2) � ðàñøèðåíèå êîíå÷íîãî ïîëÿ GF (q) ñ ïîìîùüþ íåïðèâîäè-
ìîãî ìíîãî÷ëåíà x2 + 1 (àíàëîã ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë). Èçâåñòíî, ÷òî îíî
ñóùåñòâóåò ïðè q mod 4 = 3 è òîëüêî ïðè ýòîì óñëîâèè. Ýëåìåíòû ïîëÿ GF (q2)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå a + ıb, ãäå a, b ∈ GF (q),ı ∈ GF (q2) � êîðåíü óðàâíå-
íèÿ x2 + 1 = 0 (â êà÷åñòâå ı ìîæíî âçÿòü α(q2−1)/4, ãäå α � ëþáîé ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò ïîëÿ GF (q2)). Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ n-é ñòåïåíè
èç åäèíèöû â ïîëå GF (q2) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû q2 − 1 áûëî êðàòíî
n (òîãäà â êà÷åñòâå ýòîãî êîðíÿ ìîæíî âçÿòü α(q2−1)/n, ãäå α �óïîìèíàâøèéñÿ
ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò). Äîïóñòèì, ÷òî q− 1 íå êðàòíî n, ò.å. â ïîëå GF (q) ïåð-
âîîáðàçíîãî êîðíÿ n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû íåò. Òîãäà äëÿ âûïîëíåíèÿ ÄÏÔ
ïîðÿäêà n ïðèäåòñÿ âìåñòî ïîëÿ GF (q) èñïîëüçîâàòü åãî êâàäðàòè÷íîå ðàñøè-
ðåíèå GF (q2) àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ îáû÷íîãî ÄÏÔ ïðè-
õîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Â óêàçàííîì ðàñøèðåíèè ìîæíî ïî
àíàëîãèè ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ââåñòè îïåðàöèþ ñîïðÿæåíèÿ, è òàêæå êàê
â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîïðÿæåííîå ê ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ÷èñåë ÷èñëî
áóäåò ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë, ñîïðÿæåííûõ ê èñõîäíûì (ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîñòü îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ).

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî â ïîëå GF (q2) ñóùåñòâóåò òàêîé ïåðâî-
îáðàçíîãî êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû α, ÷òî αα = 1 (çäåñü α, êàê è âû-
øå îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåííîå ê α ÷èñëî), òîãäà αn−1 = α, è âñå ïðèâåäåííûå
âûøå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíåñåíû â ðàñ-
ñìàòðèâàåìóþ ñèòóàöèþ. Îïåðàöèè â ïîëå GF (q2) òàêæå ìîãóò áûòü ñâåäåíû
ê îïåðàöèÿì â ïîëå GF (q), êàê è îïåðàöèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ñâîäÿò-
ñÿ ê îïåðàöèÿì íàä äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â ïîëå
GF (q2), íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ÄÏÔ, áóäåò èãðàòü
ðîëü êîìïëåêñíîé ñëîæíîñòè, à êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â ïîëå GF (q) � ðîëü äåé-
ñòâèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ ïîëåé è
ÄÏÕ, è ââåäåíû àíàëîãè åãî êîìïëåêñíîé è äåéñòâèòåëüíîé ñëîæíîñòè.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå (n−1)/2 íàä ïî-
ëåì GF (q) àíàëîãè÷íî äåéñòâèòåëüíîìó ñëó÷àþ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ÄÏÔ è
ÄÏÕ ïîðÿäêà n ñ òåìè æå îöåíêàìè ñëîæíîñòè, ÷òî è äåéñòâèòåëüíîì (êîì-
ïëåêñíîì) ñëó÷àå. Îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ òîëüêî â òîì, ÷òî â ïîëå
GF (q2) íåëüçÿ âûïîëíÿòü ÄÏÔ ïîðÿäêà áîëüøåãî n, à â ïîëå êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ìîæíî âûïîëíÿòü ÄÏÔ ëþáîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ¾äåéñòâèòåëüíûõ¿ ìíîãî÷ëå-
íîâ âûãîäíî èñïîëüçîâàòü ÄÏÔ ïîðÿäêà, ðàâíîãî ñòåïåíè äâîéêè, òàê êàê äëÿ
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ýòîãî ñëó÷àÿ èçâåñòíû àëãîðèòìû ñ íàèìåíüøèìè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè êîí-
ñòàíòàìè â îöåíêàõ ñëîæíîñòè. Â ñëó÷àå ïîëÿ GF (q) ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïî-
ðÿäîê n ìîæåò íå èìåòü òàêîãî âèäà. Îäíàêî â îäíîì âàæíîì (è íàèáîëåå
ïîïóëÿðíîì) ñëó÷àå n ìîæåò èìåòü òàêîé âèä, à èìåííî, êîãäà q = 2p − 1 �
ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà, òîãäà â ïîëå GF (q2) âîçìîæíî âûïîëíåíèå ÄÏÔ ïî-
ðÿäêà n = 2p+1 ([10],[48]). Êàê èçâåñòíî ([20], [48]), â ñëó÷àå n = 2p+1 ëþáîé
ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü n-ãî ïîðÿäêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ αα = −1.

Óïðàæíåíèå 3.7.13 Ïðèìåðîì òàêîãî êîðíÿ ÿâëÿåòñÿ 22p−2
+ ı32p−2

mod q. Êâàäðàò ýòîãî
ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïðè n = 2p ïðèìåðîì ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ n-ãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåãî óñëîâèþ αα = 1 ([48]).

Ïîýòîìó èç (A.3) ñëåäóåò, ÷òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
íå áîëüøå n = q íàä ïîëåì GF (q) íå ïðåâîñõîäèò 12n log2 n + O(n), ãäå ïîä
ýëåìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè ïîíèìàþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ïî ìîäóëþ
q, à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà 3n log2 n + O(n). Â îòëè÷èå îò äåé-
ñòâèòåëüíîãî ñëó÷àÿ èñïîëüçóåìîå çäåñü ÄÏÕ âûïîëíÿåòñÿ àáñîëþòíî òî÷íî, è
óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ òîæå âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî.

Åñëè æå â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé èñïîëüçîâàòü îïåðàöèè â ïîëå
GF (q2), òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî, èñïîëü-
çóÿ A.3, îöåíèòü êàê 41

2
n log2 n + 58n + 1 (àíàëîã îöåíêè êîìïëåêñíîé ñëîæíî-

ñòè óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ). Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü
îïÿòü áóäåò â àñèìïòîòè÷åñêè â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå òîòàëüíîé ñëîæíîñòè.

Åñëè óìíîæåíèå â ïîëå GF (q2) âûïîëíÿòü ñâåäåíèåì ê îïåðàöèÿì â ïîëå
GF (q), òî ïîëó÷èòñÿ îöåíêà íåñêîëüêî õóæå, ÷åì ïîëó÷åííàÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ
îïåðàöèé â ïîëå GF (q2). Îäíàêî âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà âòîðîé ìåòîä âñå
æå âûãîäíåå.

3.7.4 Ïðèìåíåíèå ê óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôè-
öèåíòàìè 0, 1 è óìíîæåíèþ ÷èñåë

Åñëè âûïîëíÿòü óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè 0 è 1 è ñòåïåíè
íå âûøå q − 2, íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë, òî åãî ðåçóëüòàò ìîæíî îäíîçíà÷-
íî âîññòàíîâèòü, âûïîëíèâ óìíîæåíèå òåõ æå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (q).
Ïî ðåçóëüòàòó óìíîæåíèÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (q) ìîæíî òàêæå
îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü èõ ïðîèçâåäåíèå íàä ïîëåì GF (2). Ïðè q = 2p − 1
� ïðîñòîì ÷èñëå Ìåðñåííà ñëîæíîñòü âî âñåõ ñëó÷àÿõ áóäåò îöåíèâàòüñÿ êàê
6q log2 q + O(q), à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü � êàê 1.5q log2 q + O(q). Äëÿ
îöåíêè áèòîâîé ñëîæíîñòè íóæíî ïðèâåäåííóþ îöåíêó óìíîæèòü íà îöåíêó
áèòîâîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (q), êîòîðàÿ î÷åâèäíî ðàâíà O(M(p))
, ãäå (M(p))� ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ p-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Ñîãëàñíî
ðåçóëüòàòó Øåíõàãå-Øòðàññåíà M(p) = O(p log p log log p). Íî äàæå èñïîëüçóÿ
ñòàíäàðòíóþ îöåíêó M(p) = O(p2), ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñ êîýôôèöèåíòàìè 0, 1 ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
÷èñëà Ìåðñåííà n < 2p − 1, p = O(log n), îöåíèâàåòñÿ êàê O(n log3 n).

Óïðàæíåíèå 3.7.14 Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæåíèå â ïîëå GF (q), q = 2p−1 âûïîëíÿòñÿ ñ áèòîâîé
ñëîæíîñòüþ 11p.
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Óêàçàíèå. Îáû÷íîå ñëîæåíèå p-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë òðåáóåò 5p äâî-
è÷íûõ îïåðàöèé. Ïðèáàâëåíèå åäèíèöû òðåáóåò 2p îïåðàöèé. Ñðàâíåíèå ñ ÷èñ-
ëîì 2p − 1 òðåáóåò p îïåðàöèé. Âûáîð èç äâóõ âàðèàíòîâ òðåáóåò 3p îïåðàöèé.
Óïðàæíåíèå 3.7.15 Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå â ïîëå GF (q), q = 2p − 1 âûïîëíÿòñÿ ñ áè-
òîâîé ñëîæíîñòüþ M(p) + 11p.

Óïðàæíåíèå 3.7.16 Äîêàæèòå, ÷òî M(p) < 6p2.

Óïðàæíåíèå 3.7.17 Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè 0 è 1 è
ñòåïåíè íå âûøå n = q − 2 = 2p − 3, ãäå q� ÷èñëî Ìåðñåííà, èìååò áèòîâóþ ñëîæíîñòü

3n log2 nM(p) + 132n log2
2 n + O(nM(p)) =

18n log3
2 n + 132n log2

2 n + O(n loglog2 3 n).

Óïðàæíåíèå 3.7.18 Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë ïðè n = q−2,
ãäå q = 2p − 1 � ÷èñëî Ìåðñåííà, èìååò áèòîâóþ ñëîæíîñòü

3n log2 nM(p) + 132n log2
2 n + O(nM(p)) =

18n log3
2 n + 132n log2

2 n + O(n loglog2 3 n).

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó è ïåðåìíîæüòå ìíîãî÷ëåíû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå äàííûì ÷èñëàì. Ïîêàæèòå, ÷òî èç ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ýòîãî
óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòàìè îò 0 äî q−1 ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî,
ÿâëÿþùååñÿ ïðîèçâåäåíèåì äàííûõ ÷èñåë ïóòåì ñëîæåíèÿ n p ðàçðÿäíûõ ÷èñåë
ñî ñëîæíîñòüþ 5p(n− 1).

Óïðàæíåíèå 3.7.19 Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë
ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà Ìåðñåííà n < 2p − 1, p = O(log n), îöåíèâàåòñÿ êàê
O(n loglog2 6 n).

Ïðè îöåíêå âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ íà êîìïüþòåðå áèòîâàÿ ñëîæíîñòü íå íóæ-
íà, âìåñòî íåå åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü îöåíêó ÷èñëà îïåðàöèé â ïîëå GF (q),
èëè â ïîëå GF (q2), åñëè îáúåì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ìàøèíû ïîçâîëÿåò õðàíèòü
òàáëèöû óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ â ýòèõ ïîëÿõ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð,
ïðè ïðîñòîì q = 27 − 1 äëÿ ïîëÿ GF (q2), ïîýòîìó ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ≤ 127 ïî ìîäóëþ 127 â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî, èñïîëüçóÿ
A.3, îöåíèòü êàê 41

2
n log2 n+58n+1, ãäå ýëåìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ

îïåðàöèè â ïîëå GF (q2).
Ýòà îöåíêà ìåíüøå ñòàíäàðòíîé îöåíêè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

ïðè n = 127, è ìåíüøå îöåíêè Êàðàöóáû, òàê êàê â ýòèõ àëãîðèòìàõ â êà÷å-
ñòâå ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé åñòåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îïåðàöèè â ïîëå
GF (q).

Çàìåòèì, ÷òî îáúåì êàæäîé óïîìÿíóòûõ òàáëèö ðàâåí 218 êèëîáàéò (ðàçìåð
òàáëèöû ðàâåí 227 è êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ êîäèðóåòñÿ äâóìÿ áàéòàìè) è ìîæåò
áûòü ñëèøêîì âåëèê äëÿ ìàëûõ ìàøèí. Òîãäà, ÷óòü óìåíüøèâ ñêîðîñòü ðàáî-
òû, ìîæíî îáîéòèñü áåç òàáëèöû ñëîæåíèÿ, çàìåíÿÿ êàæäîå ñëîæåíèå â ïîëå
GF (q2) íà äâà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ q = 27− 1, à êàæäîå óìíîæåíèå çàìåíÿÿ íà
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ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ q2 − 1 è òðåõêðàòíîå èñïîëüçîâàíèå òàáëèöû äèñêðåòíûõ
ëîãàðèôìîâ, â êîòîðîé â êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ ìîæíî âçÿòü ëþáîé ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò ýòîãî ïîëÿ. Òàáëèöû ëîãàðèôìîâ è àíòèëîãàðèôìîâ (ýêñïîíåíò) âû-
÷èñëÿþòñÿ çàðàíåå. Èõ ðàçìåð 2(q2−1) < 215 áàéò. Âìåñòî ñëîæåíèé ïî ìîäóëþ
q = 27 − 1 åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñëîæåíèå 16-áèòíûõ ÷èñåë è âû÷èòàíèå
ïîäõîäÿùåãî 16-áèòíîãî ìîäóëÿ. Ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ q2 − 1 òîæå ðåàëèçóåòñÿ
êàê îáû÷íîå ñëîæåíèå 16-áèòíûõ ÷èñåë è âû÷èòàíèå ìîäóëÿ.

3.7.5 Èñïîëüçîâàíèå ëîãàðèôìîâ Ãàóññà
Äîïîëíèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ ìîæíî äîñòè÷ü, åñëè èñïîëüçîâàòü ëîãàðèôìû íå
òîëüêî äëÿ óìíîæåíèÿ, íî è äëÿ ñëîæåíèÿ � ýòî òàê íàçûâàåìûå ëîãàðèôìû
Ãàóññà. Ïóñòü α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (q2), èñïîëüçóåìûé êàê îñíî-
âàíèå ëîãàðèôìîâ, è a = logα x, b = logα y, òîãäà âû÷èñëåíèå ëîãàðèôìà ñóììû
ïî ôîðìóëå

logα x + y = logα x + logα1 + y/x = logα x + logα(1 + αlogαy−logαx mod q2−1)

òðåáóåò îäíîé îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ ïî ìîäóëþ q2−1 è îäíîêðàòíîãî îáðàùåíèÿ
ê òàáëèöå ôóíêöèè logα(1 + αx). Ðàçìåð ýòîé òàáëèöû òàêîé æå, êàê è òàáëèöû
ëîãàðèôìîâ.

Åñëè â ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå èñïîëüçîâàëèñü 41
2
n log2 n + O(n) îáðàùåíèÿ

ê òàáëèöàì äëÿ âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèé, è 51
2
n log2 n+O(n) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ

ïî ïî ìîäóëÿì q − 1 èëè q2 − 1 , òî â íîâîì àëãîðèòìå ìû âñå âðåìÿ ðàáîòàåì
íå ñ ýëåìåíòàìè ïîëÿ, à ñ èõ ëîãàðèôìàìè, è èñïîëüçóåì òîëüêî 3n log2 n +
O(n) îáðàùåíèé ê òàáëèöàì ëîãàðèôìîâ Ãàóññà äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëîæåíèé, è
41

2
n log2 n + O(n) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ q2 − 1 è åùå 4n− 1 îáðàùåíèé

ê îáû÷íûì òàáëèöàì ëîãàðèôìîâ â íà÷àëå è êîíöå ðàáîòû àëãîðèòìà.

3.7.6 Àëãîðèòì ÁÏÔ ñ ðàñùåïëåííûì îñíîâàíèåì â êî-
íå÷íûõ ïîëÿõ

Ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëÿìè
GF (q2), ãäå q = 2p − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà, ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè ïðè-
ìåíèòü àëãîðèòì ñ ðàñùåïëåííûì îñíîâàíèåì [20]. Ìû ïðèâåäåì ïîëèíîìèàëü-
íóþ âåðñèþ ýòîãî àëãîðèòìà, íà íàø âçãëÿä áîëåå ëåãêóþ äëÿ âîñïðèÿòèÿ, ÷åì
èçëîæåíèå â [20].

Êàê èçâåñòíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ n-ìåðíîãî âåêòîðà a äîñòàòî÷íî âçÿòü
ìíîãî÷ëåí n− 1-é ñòåïåíè a(x) c óêàçàííûì âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ è íàéòè
âñå åãî îñòàòêè fk = a(x) (mod x − ωk

n), k = 0, . . . n − 1 ïî ìîäóëÿì ëèíåéíûõ
äâó÷ëåíîâ, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ωk

n ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé èç
åäèíèöû â ðàññìàòðèâàåìîì ïîëå. Äëÿ ýòîãî ïðè n êðàòíîì 8 âîñïîëüçóåìñÿ
ðàçëîæåíèåì

xn − 1 = (xn/2 − 1)(xn/2 + 1) = (xn/2 − 1)(xn/4 − ı)(xn/4 + ı) =
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= (xn/2 − 1)(xn/8 − ε)(xn/8 − ıε)(xn/8 + ε)(xn/8 + ıε),

ãäå
ε = 2(p−1)/2 + ı2(p−1)/2, ε2 = 2p−1 · 2ı = ı, ε4 = −1,

ε6 = −ı, ε8 = 1, ε3 = ıε, ε5 = −ε, ε7 = −ıε

(èäåÿ èñïîëüçîâàòü êîðíè âîñüìîé ñòåïåíè èç åäèíèöû â ïîëå GF (q2) ïðè âû-
ïîëíåíèè ÄÏÔ ïðèíàäëåæèò Íóññáàóìåðó, ñì. [48]). Òîãäà â ñèëó ðàçëîæåíèé

xn/2 − 1 =
n/2−1∏

k=0

(
x− ω2k

n

)
,

xn/8 − ε =
n/8−1∏

k=0

(
x− ω8k+1

n

)
, xn/8 + ε =

n/8−1∏

k=0

(
x− ω8k+5

n

)
,

xn/8 − ıε =
n/8−1∏

k=0

(
x− ω8k+3

n

)
, xn/8 + ıε =

n/8−1∏

k=0

(
x− ω8k+7

n

)

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

f2k = (a(x) (mod xn/2 − 1)) (mod x− ωk
n/2), ωn/2 = ω2

n, ω
n/4
n/2 = −1,

f8k+1 = (a(x) (mod xn/8 − ε)) (mod x− ωnω
k
n/8), ωn/8 = ω8

n, ω
n/16
n/8 = −1,

f8k+3 = (a(x) (mod xn/8 − ıε)) (mod x− ω3
nωk

n/8),

f8k+5 = (a(x) (mod xn/8 + ε)) (mod x− ω5
nω

k
n/8),

f8k+7 = (a(x) (mod xn/8 + ıε)) (mod x− ω7
nωk

n/8), .

Î÷åâèäíî, âû÷èñëåíèå îñòàòêîâ

a(x) (mod xn/2 − 1), a(x) (mod xn/2 + 1)

òðåáóåò n êîìïëåêñíûõ ñëîæåíèé (âû÷èòàíèé), à âû÷èñëåíèå f2k, k =
0, . . . , n/2− 1 âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÄÏÔ ïîðÿäêà n/2.

Äàëåå, âû÷èñëåíèå îñòàòêîâ a(x) (mod xn/4−ı), a(x) (mod xn/4+ı) ïî ôîð-
ìóëàì

a(x) (mod xn/4 − ı) = (a(x) (mod xn/2 + 1)) (mod xn/4 − ı),

a(x) (mod xn/4 + ı) = (a(x) (mod xn/2 + 1)) (mod xn/4 + ı)

òðåáóåò n/2 êîìïëåêñíûõ ñëîæåíèé (óìíîæåíèÿ íà ±ı ¾áåñïëàòíûå¿). Ïîñëå
ýòîãî âû÷èñëåíèå îñòàòêîâ a(x) (mod xn/8± ε), a(x) (mod n/8± ıε) ïî ôîðìó-
ëàì

a(x) (mod xn/8 − ε) = (a(x) (mod xn/4 − ı)) (mod xn/8 − ε),

a(x) (mod xn/8 − ıε) = (a(x) (mod xn/4 + ı)) (mod xn/8 − ıε),
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a(x) (mod xn/8 + ıε) = (a(x) (mod xn/4 + ı)) (mod xn/8 + ıε)

a(x) (mod xn/8 + ε) = (a(x) (mod xn/4 − ı)) (mod xn/8 + ε)

òðåáóåò åùå n/2 êîìïëåêñíûõ ñëîæåíèé è n/8 óìíîæåíèé íà ε è ıε, êàæäàÿ
ïàðà êîòîðûõ ââèäó ôîðìóë ε = 2(p−1)/2(1 + ı), ıε = 2(p−1)/2(−1 + ı) òðåáóåò
2 äåéñòâèòåëüíûõ ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è 4 óìíîæåíèé íà ñòåïåíè äâîéêè, ò.å.
ñäâèãîâ ìàññèâà äâîè÷íûõ öèôð, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ ñóùåñòâåííî áûñòðåå,
÷åì ¾îáùåå¿ óìíîæåíèå.

È, íàêîíåö, âû÷èñëåíèå

f8k+1 = (a(x) (mod xn/8 − ε)) (mod x− ωnωk
n/8), ωn/8 = ω8

n, ω
n/16
n/8 = −1

ïî ôîðìóëå f8k+1 = g(x) (mod x − ωnω
k
n/8) = g(ωnx) (mod x − ωk

n/8) òðå-
áóåò âíà÷àëå n/8 − 1 êîìïëåêñíûõ óìíîæåíèé êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà
g(x) = f(x) (mod xn/8 − ε) íà çàðàíåå èçâåñòíûå ñêàëÿðû ωi

n, i = 1, . . . n/8− 1,
êàæäîå èç êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî [10], çà òðè äåéñòâèòåëüíûõ
óìíîæåíèÿ è òðè äåéñòâèòåëüíûõ ñëîæåíèÿ, à ïîòîì ÄÏÔ ïîðÿäêà n/8. Àíà-
ëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ è êîìïîíåíòû f8k+3, f8k+5, f8k+7, k = 0, . . . n/8− 1.

Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå îöåíêè ÷èñëà ¾äåéñòâèòåëü-
íûõ¿ ñëîæåíèé, óìíîæåíèé è ¾ñäâèãîâ¿:

MF (n) ≤ MF (n/2) + 4MF (n/8) + 3n/2− 12,

AF (n) ≤ AF (n/2) + AMF (n/8) + 23n/4,

SF (n) ≤ SF (n/2) + 4SF (n/8) + n/2.

Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà K(n) = K(n/2) + 4K(n/8) + a1n + a2 èìååò,
êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷àñòíîå ðåøåíèå K(n) = a1

2
n log2 n− a2

4
. Äëÿ íàõîæäåíèÿ

îáùåãî ðåøåíèÿ íóæíî ïðèáàâèòü ê óêàçàííîìó ÷àñòíîìó ðåøåíèþ îáùåå ðå-
øåíèå îäíîðîäíîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ K(n)−K(n/2)− 4K(n/8) = 0,
êîòîðîå ïîñëå çàìåíû k(n) = K(2n) ïðèíèìàåò âèä k(n) = k(n− 1) + 4k(n− 3),
è èìååò îáùåå ðåøåíèå

k(n) = (a + bı)(−1/2 + ı
√

7/2)n + (a− bı)(−1/2− ı
√

7/2)n + c · 2n.

Êîýôôèöèåíòû ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé MF (n), AF (n),
SF (n) ïðè n = 2, 4, 8, âû÷èñëåííûå ïî óêàçàííûì ôîðìóëàì, ñîâïàäàëè ñî
ñëåäóþùèìè ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè çíà÷åíèÿìè: MF (n) = SF (n) = 0, n = 2, 4, 8,
AF (2) = 4, AF (4) = 16, AF (8) = 34. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå MF (n) ýòè êîýôôè-
öèåíòû áóäóò ðàâíû c = −39/16, a = −9/32, b = −3/(32

√
7). Îêîí÷àòåëüíàÿ

îöåíêà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

MF (n) ≤ 3

4

(
n log2 n− 13

4

)
+

3

16

√
n

(
1√
7

sin(ϕ log2 n)− 3 cos(ϕ log2 n)

)
+ 3

(3.29)
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ãäå ϕ = arccos
(
− 1

2
√

2

)
. Îñòàëüíûå îöåíêè ïðèâåäåì â óïðîùåííîì âèäå:

SF (n) ≤ 1

4
n log2 n + O(n), AF (n) ≤ 2

7

8
n log2 n + O(n),

è îêîí÷àòåëüíî

F (n) ≤ 3
7

8
n log2 n + O(n), FR(n) ≤ 1

15

16
n log2 n + O(n), (3.30)

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ A.3, èìååì îöåíêó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè ìåíüøåé n ïîëåì GF (q2)

M(n) = 6FR(n) + O(n) = 11
5

8
n log2 n + O(n)

è îöåíêó ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè 21
4
n log2 n + O(n).

Óïðàæíåíèå 3.7.20 Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè 0 è 1 è
ñòåïåíè íå âûøå n = 2p − 1, ãäå 2p − 1� ÷èñëî Ìåðñåííà, èìååò áèòîâóþ ñëîæíîñòü

2
1
4
n log2 nM(p) + 128n log2

2 n + O(nM(p)) =

13
1
2
n log3

2 n + 128n log2
2 n + O(nlog2 6).

Óïðàæíåíèå 3.7.21 Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë ïðè n ≤ q−2,
ãäå q = 2p − 1 � ÷èñëî Ìåðñåííà, èìååò áèòîâóþ ñëîæíîñòü

2
1
4
n log2 nM(p) + 128np log2 n + O(nM(p)) =

13
1
2
np2 log2 n + 128np log2 n + O(nplog2 3).

Ïðè n = 8000, p = 13 ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ïî÷òè òàêàÿ æå, êàê ó ñòàíäàðòíîãî.

3.7.7 Î ÄÏÔ ïîðÿäêà ñòåïåíè òðîéêè â êîíå÷íûõ ïîëÿõ
Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðè q mod 4 = 3 êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå GF (q2) ïîëÿ
GF (q) àíàëîãè÷íî ïîëþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è äëÿ ýòîãî ïîëÿ áûë ïðèâåäåí àë-
ãîðèòì ÁÏÔ ïîðÿäêà ñòåïåíè äâîéêè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî óñëîâèå
íå âûïîëíåíî, âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ÄÏÔ ïîðÿäêà ñòåïåíè òðîéêè.

Ïóñòü n = 3k è q + 1 êðàòíî n. Íàïðèìåð, ýòî âîçìîæíî, êîãäà q = 2n/3 èëè
êîãäà q � ïðîñòîå âèäà a · 3k − 1.

Óïðàæíåíèå 3.7.22 Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ñòåïåíåé äâîéêè ÷èñëî q = 2n/3 íàèìåíüøåå,
òàêîå, ÷òî q + 1 äåëèòñÿ íà n = 3k.
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Âûáåðåì ξ ∈ GF (q2) òàê, ÷òîáû ξ3 = 1, ξ 6= 1 (åñëè α ∈ GF (q2) ïåðâîîáðàç-
íûé êîðåíü, òî ìîæíî âçÿòü ξ = α(q2−1)/3). Òîãäà ýëåìåíòû ïîëÿ GF (q2) ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü â âèäå a + bξ, à îïåðàöèè íàä íèìè ïðîâîäèòü ïî ôîðìóëàì

(a + bξ) + (c + dξ) = a + c + (b + d)ξ,

(a + bξ)(c + dξ) = ac + bdξ2 + (bc + ad)ξ = ac− bd + (bc + ad− bd)ξ

(ââèäó ðàâåíñòâà 1 + ξ + ξ2 = 0).
Óêàçàííûé áàçèñ â ðàññìàòðèâàåìîì ðàñøèðåíèè îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ èìå-

íåì Ýéçåíøòåéíà (ñì. [20]). Óìíîæåíèå â íåì, åñëè åãî âûïîëíÿòü ïî ôîðìóëå

(a + bξ)(c + dξ) = ac− bd + (ac− (a− b)(c− d))ξ,

òðåáóåò 3 óìíîæåíèé è 4 ñëîæåíèé(âû÷èòàíèé) â ïîëå GF (q). Îäíî âû÷èòà-
íèå ìîæíî ñýêîíîìèòü â ñëó÷àå, êîãäà óìíîæàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ
GF (q2) íà ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò òîãî æå ïîëÿ, òàê êàê ýòî âû÷èòàíèå ìîæíî
âûïîëíèòü ðàç è íàâñåãäà çàðàíåå. Îñîáåííî ïðîñòî âûïîëíÿåòñÿ óìíîæåíèå íà
ýëåìåíòû ξ è ξ2 = −1 − ξ. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ëèøü îäíî âû÷èòàíèå â ïîëå
GF (q).

Îòìåòèì åùå, ÷òî äëÿ óìíîæåíèÿ îäíîãî ÷èñëà (a + bξ) îäíîâðåìåííî íà ξ
è ξ2 òðåáóåòñÿ ëèøü îäíà îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì

(a + bξ)ξ = −b + (a− b)ξ, (a + bξ)ξ2 = (b− a)− aξ

(ñëîæíîñòü îïåðàöèè ñìåíû çíàêà ñ÷èòàåì íóëåâîé.)
Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì

xn − 1 = (xn/3 − 1)(x2n/3 + xn/3 + 1) = (xn/3 − 1)(xn/3 − ξ)(xn/3 − ξ2)

ÄÏÔ ïîðÿäêà n ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì:

f3i = (a(x) mod xn/3 − 1) mod x− ω3i
n ,

f3i+1 = ((a(x) mod x
2n
3 + x

n
3 + 1) mod x

n
3 − ξ) mod x− ω3i+1

n ,

f3i+2 = ((a(x) mod x
2n
3 + x

n
3 + 1) mod x

n
3 − ξ2) mod x− ω3i+2

n ,

i = 0, . . . n/3− 1,

ãäå ωn � êàê îáû÷íî, ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû.
Ïîñëåäíèå äâå ôîðìóëû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f3i+1 = h1(x) mod x− ω3i
n , h1(x) = g1(ωnx),

g1(x) = (a(x) mod x2n/3 + xn/3 + 1) mod (xn/3 − ξ),

f3i+2 = h2(x) mod x− ω3i
n , h2(x) = g2(ω

2
nx),
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g2(x) = (a(x) mod x2n/3 + xn/3 + 1) mod (xn/3 − ξ2), 0 ≤ i < n/3.

Îöåíèì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ ïî ýòîé ñõåìå íàä ïîëåì GF (q). Ñëîæ-
íîñòü âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà a(x) mod x2n/3 + xn/3 + 1, ðàâíà 4n/3, òàê êàê åñëè
ðàçáèòü âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà a(x) íà òðè âåêòîðà a0, a1, a2 äëèíû
n/3 êàæäûé, òàê ÷òî a(x) áóäåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãî÷ëå-
íû ïî ôîðìóëå a(x) = a0(x) + xn/3a1(x) + x2n/3a2(x), òî

a(x) mod x2n/3 + xn/3 + 1 = a0(x)− a2(x) + (a1(x)− a2(x))xn/3 (3.31)

(íàïîìíèì, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èòàíèÿ ïîëå GF (q2) ðàâíà 2).
Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà a(x) mod xn/3 − 1 òîæå ðàâíà 4n/3, òàê êàê

a(x) mod xn/3 − 1 = a0(x) + a1(x) + a2(x).

Â ñëó÷àå ÷åòíîãî q (ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè äâà) ôîðìóëà (3.31) ïðèíèìàåò
âèä

a(x) mod x2n/3 + xn/3 + 1 = a0(x) + a2(x) + (a1(x) + a2(x))xn/3,

è åñëè âû÷èñëÿòü a0(x) + a1(x) + a2(x) ïî ôîðìóëå (a0(x) + a2(x)) + a1(x), òî
2n/3 ñëîæåíèé ìîæíî ñýêîíîìèòü.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ gi(x) íóæíî 2n/3 ñëîæåíèé è n/3 îäíîâðåìåí-
íûõ óìíîæåíèé íà ξ è ξ2, ò.å. âñåãî 5n/3 ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé â ïîëå GF (q).
Óêàçàííûå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

g1(x) = a0(x)− a2(x) + (a1(x)− a2(x))ξ,

g2(x) = a0(x)− a2(x) + (a1(x)− a2(x))ξ2,

êîòîðûå ðàâíîñèëüíû ñòàíäàðòíûì ôîðìóëàì ÄÏÔ òðåòüåãî ïîðÿäêà

g1(x) = a0(x) + a1(x)ξ + a2(x)ξ2, g2(x) = a0(x) + a1(x)ξ2 + a2(x)ξ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ hi(x) íóæíî n/3 − 1 óìíîæåíèé
êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà gi(x) íà êîðíè èç åäèíèöû ωi

n, i = 1, . . . n/3− 1, ÷òî
òðåáóåò n− 3 óìíîæåíèé è n− 3 ñëîæåíèé â ïîëå GF (q). Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ
3 ðàçà ïðèìåíèòü ÄÏÔ ïîðÿäêà n/3.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè ÄÏÔ ïîëó÷àåì ðåêóððåíò-
íóþ îöåíêó MF (n) ≤ 3MF (n/3)+2n−6, à äëÿ àääèòèâíîé ñëîæíîñòè � îöåíêó
AF (n) ≤ 3AF (n/3) + 61

3
n− 6. Â ñëó÷àå ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè äâà ïîñëåäíåå ñî-

îòíîøåíèå èìååò âèä AF (n) ≤ 3AF (n/3) + 52
3
n− 6.

Ðåøàÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå k(n) = 3k(n − 1) + a · 3n + b, íàõîäèì,
÷òî k(n) = a · 3nn + c · 3n − b/2. Îòñþäà âûâîäèì îöåíêè ìóëüòèïëèêàòèâíîé,
àääèòèâíîé è òîòàëüíîé ñëîæíîñòè

MF (n) = 2n log3 n + O(n), AF (n) = 6
1

3
n log3 n + O(n), F (n) = 8

1

3
n log3 n + O(n).
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Â ñëó÷àå ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè äâà ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà èìåþò âèä

AF (n) = 5
2

3
n log3 n + O(n), F (n) = 7

2

3
n log3 n + O(n).

Ïðèìåíÿÿ A.4, îòñþäà âûâîäèì, ÷òî äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì
GF (q) ñòåïåíè ìåíüøåé n = (3k + 1)/2 ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà
16n log3 n + O(n), à àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà 502

3
n log3 n + O(n). Åñëè æå q

÷åòíî, òî îöåíêà àääèòèâíîé ñëîæíîñòè óëó÷øàåòñÿ äî 451
3
n log3 n + O(n). Äëÿ

n = 3k−1 îöåíêà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè èìååò âèä 24n log3 n + O(n), à
àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà 68n log3 n + O(n).

3.7.8 Èñïîëüçîâàíèå îïåðàöèé èç ïîëÿ GF (q2)

Ïåðåíåñåì íà ýòîò ñëó÷àé ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ î ÄÏÔ è ÄÏÕ.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ïîëå GF (q2) ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëîã
îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ðàâåíñòâîì

a + bξ = a + bξ2 = (a− b)− bξ.

Â ñëåäóþùèõ äàëåå îöåíêàõ ¾êîìïëåêñíîé¿ ñëîæíîñòè ïîä ýëåìåíòàðíûìè îïå-
ðàöèÿìè ïîíèìàåì îïåðàöèè â ïîëå GF (q2).

Î÷åâèäíî, ÷òî êâàäðàò îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì, è ñîïðÿæåíèå ñîõðàíÿåò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è óìíî-
æåíèÿ. Íàïðèìåð, ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç öåïî÷êè ñðàâíåíèé

(a + bξ)(c + dξ) ≡ e + fξ mod 1 + ξ + ξ2 ⇒

(a + bξ2)(c + dξ2) ≡ e + fξ2 mod 1 + ξ2 + ξ4 ⇒
(a + bξ2)(c + dξ2) ≡ e + fξ2 mod 1 + ξ + ξ2

â ñèëó ñðàâíåíèé

ξ3 ≡ 1 mod 1 + ξ + ξ2, 1 + ξ2 + ξ4 ≡ 0 mod 1 + ξ + ξ2.

×åðåç îïåðàöèþ ñîïðÿæåíèÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íîðìà

‖a + bξ‖ = (a + bξ)a + bξ = (a + bξ)(a + bξ2) =

= a2 + b2ξ3 + ba(ξ + ξ2) = a2 + b2 − ba,

êîòîðàÿ âñåãäà ïðèíàäëåæèò ïîëþ GF (q) è áëàãîäàðÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîìó
ñâîéñòâó îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ ñàìà îáëàäàåò àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì.

Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó äëÿ ëþáîãî α ∈ GF (q2), òàêîãî ÷òî αn = 1, åãî
íîðìà ‖α‖ ∈ GF (q) è ‖α‖n = 1. Ââèäó êðàòíîñòè q + 1 ÷èñëó n, ÷èñëà q − 1
è n âçàèìíî ïðîñòû, è, çíà÷èò, ïîðÿäîê ýëåìåíòà ‖α‖ ðàâåí 1 (âåäü ñîãëàñíî
ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà îí äîëæåí áûòü äåëèòåëåì q − 1), ò.å. ‖α‖ = 1 (çäåñü ìû
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ïðîñòî ïðîâåðèëè, ÷òî â ïîëå GF (q) óðàâíåíèå xn = 1 èìååò òîëüêî åäèíè÷íîå
ðåøåíèå). Íî ó ëþáîãî ýëåìåíòà ñ åäèíè÷íîé íîðìîé îáðàòíûé ïî óìíîæåíèþ
ýëåìåíò ñîâïàäàåò ñ ñîïðÿæåííûì, ïîýòîìó ëþáîé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäè-
íèöû â ïîëå GF (q2) èìååò îáðàòíûé ýëåìåíò ðàâíûé ñîïðÿæåííîìó, áëàãîäàðÿ
÷åìó äëÿ ¾äåéñòâèòåëüíîãî¿ è ¾êîìïëåêñíîãî¿ ÄÏÔ ïîðÿäêà n â ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèòóàöèè ñïðàâåäëèâû è âñå óêàçàííûå â ñåêöèè 6 ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
èõ ¾äåéñòâèòåëüíûìè¿ è ¾êîìïëåêñíûìè¿ ñëîæíîñòÿìè (èíîãäà ïðè äîïîëíè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà q, óêàçûâàåìûõ äàëåå).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íóæíî âíåñòè ëèøü íåáîëüøèå èçìåíå-
íèÿ â ñòàðûå äîêàçàòåëüñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ñîõðàíèâ ñòàðûå îáîçíà÷åíèÿ (â
òîì ÷èñëå <z = a,=z = b äëÿ z = a + ξb) èìååì, ÷òî

F (n) ≤ 2FR(n) + O(n), comp(FR
n (x), FR

n (y)) ≤ F (n) + O(n),

(ãäå ïîä comp(FR
n (x), FR

n (y)) ïîíèìàåòñÿ ñëîæíîñòü ñîâìåñòíîãî âû÷èñëåíèÿ
äâóõ ¾äåéñòâèòåëüíûõ¿ ÄÏÔ), â ñèëó òîæäåñòâ

Fn(z) = Fn(<z) + ξFn(=z), F ∗
n(z) = Fn(z) = Fn(<z) + ξ2Fn(=z),

F ∗
n(z) = Fn(<z) + ξ2Fn(=z), Fn(<z) =

ξFn(z)− F ∗
n(z)

ξ − 1
,

Fn(=z) =
Fn(z)− F ∗

n(z)

ξ − ξ2
.

Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî q íàä ïîëåì GF (q2) êðîìå ÄÏÔ ïîðÿäêà n ñóùåñòâóåò è
ÄÏÔ ïîðÿäêà 2n, ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà Êóëè-Òüþêè ([10]) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
ñëîæíîñòè ¾äåéñòâèòåëüíûõ¿ ÄÏÔ FR(2n) ≤ 2FR(n) + O(n), ãäå ïîä 2FR(n)
ìîæíî ïîíèìàòü, â ÷àñòíîñòè, ñëîæíîñòü ñîâìåñòíîãî âû÷èñëåíèÿ äâóõ ¾äåé-
ñòâèòåëüíûõ¿ ÄÏÔ ïîðÿäêà n. Îòñþäà èìååì FR(2n) ≤ F (n)+O(n). Äëÿ ¾êîì-
ïëåêñíîé¿ ñëîæíîñòè ÄÏÔ ïîðÿäêà n, ðàâíîãî ñòåïåíè òðîéêè, ñïðàâåäëèâà
èçâåñòíàÿ îöåíêà

F (n) = 3
1

3
n log3 n− 2n/3,

âûòåêàþùàÿ ïî èíäóêöèè èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ Êóëè-Òüþêè
F (n) = 3F (n/3) + (n/3)F (3) + 2n/3,

êîòîðîå óäîáíî ïåðåïèñàòü äëÿ ýòîãî â âèäå
F (n)

n
+ 2/3 =

F (n/3)

n/3
+ 2/3 +

F (3)

3
+ 2/3,

åñëè çàìåòèòü, ÷òî F (3) = 8, ïðèìåíèâ ïðè n = 1 ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà. Òàê êàê ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ÄÏÔ òðåòüåãî ïîðÿäêà â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàâíà 2, òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ÄÏÔ ïîðÿäêà n ðàâíà

F (n) = 1
1

3
n log3 n− 2n/3.
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Îòñþäà èìååì äëÿ àääèòèâíîé ñëîæíîñòè äåéñòâèòåëüíîãî ÄÏÔ îöåíêó

FR(2n) ≤ 2n log3 n + O(n),

à äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè îöåíêó

MFR(2n) ≤ 1
1

3
n log3 n + O(n).

Ïîýòîìó, ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (q2), èìååì îöåíêó ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè óìíî-
æåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøåé n = 3k íàä ïîëåì GF (q) â âèäå

5
1

3
n log3 n + O(n),

è îöåíêó àääèòèâíîé ñëîæíîñòè â âèäå

8n log3 n + O(n).

Â ñëó÷àå ÷åòíîãî q ïðåäûäóùåå çàìå÷àíèå òåðÿåò ñèëó. Íî â ýòîì ñëó÷àå,
èñïîëüçóÿ ïðè n = 1 ðàññóæäåíèå èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî F (3) = 7, òàê êàê àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü óìåíüøàåòñÿ äî 5. Ïîýòîìó, ðàñ-
ñóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ìîæíî ïîëó÷èòü ÷óòü ëó÷øóþ îöåíêó àääè-
òèâíîé ñëîæíîñòè AF (n) = 12

3
n log3 n è îöåíêó ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè

MF (n) = 11
3
n log3 n.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ A.4, èìååì îöåíêó ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè óìíî-
æåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøåé n = (3k + 1)/2 íàä ïîëåì GF (q) â âèäå
102

3
n log3 n è îöåíêó àääèòèâíîé ñëîæíîñòè â âèäå 111

3
n log3 n.

3.7.9 Èñïîëüçîâàíèå ÄÏÕ
Åñëè q ≡ 3 (mod 4), òî ìîæíî îïðåäåëèòü â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ÄÏÕ.
Â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé Åñòåñòâåííî äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàòü ðàâåí-
ñòâî Hn = aFn + bF ∗

n c ïîäõîäÿùèìè a, b ∈ GF (q2). Îäíàêî äëÿ âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ H2

n = cEn,∈ GF (q2) ñîãëàñíî ðàâåíñòâó

H2
n = (aFn + bFn)2 = a2F 2

n + b2F 2
n + ab(FnFn + FnFn) =

= (a2 + b2)nIn + 2abnEn

íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ a2 + b2 = 0 êîòîðîå âëå÷åò ðàçðåøèìîñòü â
ïîëå GF (q2) óðàâíåíèÿ x2 + 1 = 0, à ýòî âåðíî ïðè íå÷åòíîì q. Äàëåå ïóñòü
ı ∈ GF (q2) � êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Òàê êàê ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé Fn è F ∗
n íå ïðîïîðöèîíàëüíû, òî îíè ëè-

íåéíî íåçàâèñèìû, è ïðåîáðàçîâàíèå Hn = aFn + bF ∗
n áóäåò äåéñòâèòåëüíûì

ëèøü êîãäà
aFn + bFn = Hn = Hn = aFn + bFn,
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ò.å. ïðè óñëîâèè a = b, íî òîãäà ðàâåíñòâî a2 + b2 = 0, èìååò ïðè ïîäõîäÿùèõ
c, d ∈ GF (q) âèä

0 = (c + dξ)2 + (c + dξ2)2 = c2 − d2 + (2cd− d2)ξ + c2 + d2ξ +−2cdξ − 2cd =

= 3c2 − (c + d)2,

îòêóäà ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü â GF (q) óðàâíåíèÿ x2 = 3. Íî åñëè a � êîðåíü
ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî ýëåìåíò (aı − 1)/2 ∈ GF (q2) ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì êîðíåì
èç åäèíèöû, ò.ê.

((aı− 1)/2)3 = (−3aı− 3aı(aı− 1)− 1)/8 = (3a2 − 1)/8 = 1,

ïðè÷åì íå ðàâíûì 1 (ò.ê. 3 6= −9 â ïîëå GF (q)), çíà÷èò îí ðàâåí ëèáî ξ ëèáî ξ2, à
ýëåìåíò (−aı−1)/2 = ((aı−1)/2)2 òîãäà ðàâåí íàîáîðîò ëèáî ξ2, ëèáî ξ, à òàê êàê
ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ â ïîëå GF (q) êóáè÷åñêèõ êîðíåé íå áûëî, òî çíà÷èò
ı òîæå íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïîëþ è åãî ðàñøèðåíèå GF (q2) èìååò òàêæå áàçèñ
{1, ı}, ïðè÷åì â ñèëó îòìå÷åííûõ ðàâåíñòâ îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ îòíîñèòåëü-
íî ýòîãî áàçèñà ñîâïàäàåò ñ îïåðàöèåé ñîïðÿæåíèÿ îòíîñèòåëüíî áàçèñà {1, ξ}.
Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè â GF (q) óðàâíåíèÿ x2 = 3 ñîâïàäàåò ñ ðàâåíñòâîì åäè-
íèöå ñèìâîëà Ëåæàíäðà

(
3
q

)
, ÷òî â ñèëó êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà âçàèìíîñòè (ñì.,

íàïðèìåð [53], [45]) âîçìîæíî ëèøü êîãäà
(

q
3

)
= (−1)(q−1)/2, íî

(
q
3

)
=

(
2
3

)
= −1,

çíà÷èò èñêîìîå óñëîâèå èìååò âèä q ≡ 3 (mod 4).
Áëàãîäàðÿ âûïîëíåíèþ ýòîãî óñëîâèÿ â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèòóàöèþ ìîæíî

ïåðåíåñòè è îïðåäåëåíèå ÄÏÕ è âñå óòâåðæäåíèÿ ïðî íåãî, à òàêæå äîêàçûâàå-
ìûå ñ åãî ïîìîùüþ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå. Ìîæíî òàêæå áåç
êàêèõ ëèáî èçìåíåíèé ïåðåíåñòè â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèòóàöèþ ïðè n = 3k, è 3k

äåëÿùåì q + 1 îöåíêó èç [20]

F (n) = 8n log3 n + O(n),

ïðè÷åì äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè îöåíêà èìååò âèä

MF (n) = 2
2

3
n log3 n + O(n).

Îòñþäà ñëåäóåò ïðè n = 2 · 3k îöåíêà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè ¾äåé-
ñòâèòåëüíîãî¿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2n

1
1

3
n log3 n + O(n),

è îöåíêà äëÿ àääèòèâíîé ñëîæíîñòè

2
2

3
n log3 n + O(n)
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Èç ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò, ÷òî ñëîæíîñòü ÄÏÕ ïîðÿäêà n =
2 · 3k îöåíèâàåòñÿ òàêæå, êàê è ñëîæíîñòü ¾äåéñòâèòåëüíîãî¿ ÄÏÔ òîãî æå
ïîðÿäêà, ò.å.

H(n) = 4n log3 n + O(n),

ïðè÷åì îöåíêà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè òîæå èìååò âèä

1
1

3
n log3 n + O(n).

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ A.2,ïîëó÷àåì, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü óìíîæå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøåé n = 3k îöåíèâàåòñÿ êàê

8n log3 n + O(n),

à àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê

16n log3 n + O(n).

3.7.10 Àääèòèâíûå öåïî÷êè.
Íàçîâåì àääèòèâíîé öåïî÷êîé ëþáóþ íà÷èíàþùóþñÿ ñ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a0 = 1, a1, . . . , am, â êîòîðîé êàæäîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
êàêèõ-òî äâóõ ïðåäûäóùèõ ÷èñåë (èëè óäâîåíèåì êàêîãî-òî ïðåäûäóùåãî ÷èñ-
ëà). Îáîçíà÷èì l(n) íàèìåíüøóþ äëèíó àääèòèâíîé öåïî÷êè, çàêàí÷èâàþùåéñÿ
÷èñëîì n. Ïîä äëèíîé öåïî÷êè a0 = 1, a1, . . . , am ïîíèìàåì ÷èñëî m.

Ïðèìåð 3.7.1 # 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14 � àääèòèâíàÿ öåïî÷êà,
# 1,2,3,5,7,14 �- ìèíèìàëüíàÿ öåïî÷êà äëÿ 14, ò.å. l(14) = 4.
# àääèòèâíûå öåïî÷êè ìîæíî èçîáðàæàòü â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, â êîòîðîì â

âåðøèíó ai èäóò ðåáðà îò âåðøèí aj , ak, åñëè ai = aj +ak (â ñëó÷àå, åñëè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
íåîäíîçíà÷íî, âûáèðàåì ëþáîå èç íèõ è ðèñóåì òîëüêî äâà ðåáðà). Åñëè èç êàêîé-òî âåðøèíû
âûõîäèò òîëüêî îäíî ðåáðî, òî ìîæíî ¾ñêëåèòü¿ ýòó âåðøèíó ñ òîé âåðøèíîé, â êîòîðóþ âåäåò
ýòî ðåáðî. Òàê êàê óäàëåíèå âåðøèíû ñ îäíèì âûõîäÿùèì ðåáðîì âåäåò ê óäàëåíèþ îäíîãî
ðåáðà, òî âûïîëíèâ ïðîöåäóðó ¾ñêëåéêè¿, ïîëó÷èì ãðàô, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèé äàííóþ
öåïî÷êó, â êîòîðîì èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò íå ìåíåå äâóõ ðåáåð, è äëèíà ýòîé öåïî÷êè
áóäåò íà åäèíèöó áîëüøå ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì ðåáåð â ãðàôå, è ÷èñëîì âåðøèí â íåì,
ïîòîìó ÷òî êàæäîå ðåáðî âõîäèò â îäíó âåðøèíó, à ïåðâîíà÷àëüíî â êàæäóþ âåðøèíó, êðîìå
îäíîé, âõîäèëè äâà ðåáðà. Ãðàô äëÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñì. íà ðèñ. 3.4

r r r r r
1 2 3 5 7 14

-»»»XXXz -©©©©©©HHHHHHj -»»»»»»XXXXXXz -©©©©©©©©©HHHHHHHHHj -»»»XXXz

Ðèñ. 3.4:
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ÷èñëà â öåïî÷êå ðàçíûå, ïðîñòî óäàëÿÿ èç íåå ïîâòîðÿþùèåñÿ

÷èñëà, è ðàñïîëàãàòü ÷èñëà â öåïî÷êå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
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Óïðàæíåíèå 3.7.23 Äîêàæèòå, ÷òî íàèìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, òðåáóþùèõñÿ
äëÿ âîçâåäåíèÿ ÷èñëà x â ñòåïåíü n, ðàâíî l (n) .

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå x14 òðåáóåò íå 13 óìíîæåíèé, à òîëüêî 5!
Îáîçíà÷èì λ(n) = blog2 nc óìåíüøåííóþ íà åäèíèöó äëèíó äâîè÷íîé çàïèñè

÷èñëà n, a ν(n) � ñóììó öèôð (äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëî åäèíèö) â íåé.
Ïðèìåð 3.7.2 # Ïðè n = 14 λ(14) = 3.

# Òàê êàê 14 = (1110)2, òî ν(14) = 3.
Çàïèñûâàÿ ÷èñëî n â äâîè÷íîé ñèñòåìå è èñïîëüçóÿ ñõåìó Ãîðíåðà, ìîæíî íàïèñàòü àä-

äèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ ÷èñëà n äëèíû λ(n) + ν(n)− 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì

n = 2mbm + . . . + b0 = (. . . (2bm + bm−1)2 + . . . + b1)2 + b0,

a0 = bm = 1, a1 = 2a0 = 2, a2 = a1 + bm−1, a3 = 2a2, . . . ,

a2m−1 = 2a2m−2, a2m = a2m−1 + b0,

ãäå ÷èñëî óäâîåíèé ðàâíî m = λ(n), à ÷èñëî ïðèáàâëåíèé åäèíèöû ðàâíî ν(n)− 1.

Ïðèìåð 3.7.3 # Òàê êàê

14 = (1110)2 = 23 + 22 + 2 = ((1 · 2 + 1) · 2 + 1) · 2,

òî ïîëó÷àåòñÿ öåïî÷êà
1, 2, 3, 6, 7, 14.

# Ýòîé öåïî÷êå ñîîòâåòñòâóåò òàêîé àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü:

x, x2, x3 = x2 · x, x6 = (x3)2, x7 = x6 · x, x14 = (x7)2.

# Äëÿ çàïîìèíàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé â ñëó÷àå åå ìíîãîêðàòíîãî èñïîëíå-
íèÿ, ìîæíî çàìåíèòü â äâîè÷íîé çàïèñè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè 14 = (1110)2 êàæäóþ åäèíèöó,
íà÷èíàÿ ñëåâà (ñî ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ), êðîìå ñàìîé ïåðâîé, íà ñëîã ÊÓ, à êàæäûé íóëü � íà
áóêâó K, òîãäà ïîëó÷èì ñëîâî ÊÓÊÓÊ, â êîòîðîì áóêâû Ê îçíà÷àþò âîçâåäåíèå â êâàäðàò,
à áóêâû Ó � óìíîæåíèå íà îñíîâàíèå ñòåïåíè.

Òåì ñàìûì äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.7.2 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

l (n) ≤ λ(n) + ν(n)− 1.

Èíòåðåñíî, ÷òî áèíàðíûé ìåòîä áûë ôàêòè÷åñêè èçâåñòåí äðåâíèì èíäóñàì,
à çàäà÷à î íàõîæäåíèè ôóíêöèè l(n) ïîÿâèëàñü â îäíîì ôðàíöóçñêîì æóðíàëå
â 1894 ã. Ä.Êíóòîì äîêàçàíî, ÷òî áèíàðíûé ìåòîä îïòèìàëåí ïðè ν(n) ≤ 4, çà
íåêîòîðûìè èñêëþ÷åíèÿìè, êîòîðûå âñå îïèñàíû.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè n ≤ 1000 ñïðàâåäëèâà ðåêóððåíòíàÿ
ôîðìóëà l(n) = min{l(n−1)+1, ln}−δn, ãäå lp = ∞ ïðè ïðîñòîì p è ln = lp+ln/p,
ãäå p � ìèíèìàëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü n, à δn = 0, 1 ïðè÷åì åäèíèöåé îíà
áûâàåò ðåäêî, òîëüêî â 105 ñëó÷àÿõ èç 1000.

Â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé, ìíîãîêðàòíî ïåðåîòêðûâàâøåéñÿ, òåîðåìû
òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà Ãîðíåðà.
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Òåîðåìà 3.7.3 Ïðè k < log2 log2 n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

l (n) < (1 + 1/k) ]log2 n[ + 2k−1 − k + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì n â äâîè÷íîé çàïèñè :

n =
m∑

i=0

αi2
i,

ãäå αi = 0 èëè 1, m = [log2 n]. Ðàçîáüåì íàáîð (α0, . . . , αm) íå áîëåå ÷åì íà ]m+1
k

[
áëîêîâ A0, . . . , As, s <]m+1

k
[, êàæäûé èç êîòîðûõ, êðîìå ïîñëåäíåãî, íà÷èíàåòñÿ

ñ 1, ñîñòîèò èç ïîäðÿä èäóùèõ öèôð è ïîñëåäíÿÿ åäèíèöà â íåì îòñòîèò îò
ïåðâîé íå áîëåå ÷åì íà k − 1 ïîçèöèþ,à ïîñëåäíèé áëîê ñîñòîèò ðîâíî èç k
öèôð (íåñêîëüêî ïîäðÿä èäóùèõ íóëåé, âîçìîæíî ñòîÿùèõ â íà÷àëå, íå âõîäÿò
íè â îäèí èç ðàññìàòðèâàåìûõ áëîêîâ). ×èñëà, äâîè÷íûìè çàïèñÿìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ýòè áëîêè, íå ïðåâîñõîäÿò 2k − 1 è, êðîìå, âîçìîæíî, ïîñëåäíåãî,
íå÷åòíû. Ïóñòü ýòè ÷èñëà ñóòü a0, . . . , as . Òîãäà n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

n = 2l0
(
2l1 . . .

(
2ls−2

(
2ls−1

(
2lsas + as−1

)
+ as−2

)
+ . . . + a1

)
+ a0

)
,

ãäå ls + ls−1 + . . . + l0 = m + 1 − k. Âñå ÷èñëà a0, . . . , as−1 ñîäåðæàòñÿ â àääè-
òèâíîé öåïî÷êå 1, 2, 3, 5, 7, . . . , 2k − 1 äëèíû 2k−1 + 1. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ
n äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ê íåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

as, 2as, 4as, . . . , 2
lsas, 2

lsas + as−1,

2
(
2lsas + as−1

)
, 4

(
2lsas + as−1

)
, . . . ,

2ls−1

(
2lsas + as−1

)
, 2ls−1

(
2lsas + as−1

)
+ as−2, . . . ,

2ls−2

(
2ls−1

(
2lsas + as−1

)
+ as−2

)
,

........................................................................................

2l1
(
. . . 2ls−2

(
2ls−1

(
2lsas + as−1

)
+ as−2

)
+ . . . + a1

)
+ a0, . . . ,

2l0
(
2l1

(
. . . 2ls−2

(
2ls−1

(
2lsas + as−1

)
+ as−2

)
+ . . . + a1

)
+ a0

)
,

äëèíà êîòîðîé ðàâíà

ls + ls−1 + . . . + l0 + s + 1 = m + 2 + s− k.

Ïîýòîìó

l (n) < 2k−1 + 1 + m + 2 + s− k < m + 2 +
]
m + 1

k

[
+ 2k−1 − k.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n 6= 2m, òîãäà m + 1 = ]log2 n[ è

l (n) <] log2 n[(1 + 1/k) + 2k−1 − k + 2.
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Ñëåäñòâèå 3.7.1
lim

n→∞ l (n) / log2 n = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì äîêàçàííóþ òåîðåìó ïðè

k = λ(λ(n))− 2λ(λ(λ(n))).

Àääèòèâíàÿ öåïî÷êà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè â åå ãðàôå âñå âåðøèíû
ëåæàò íà îäíîé îðèåíòèðîâàííîé öåïè. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè êàæäûé åå ýëå-
ìåíò ðàâåí ñóììå ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà è êàêîãî-òî åùå. Ìîæíî îñëàáèòü
òðåáîâàíèå ëèíåéíîñòè, äîïóñòèâ åãî íàðóøåíèå äëÿ ýëåìåíòîâ, âû÷èñëÿåìûõ
ïóòåì óäâîåíèÿ. Òàêèå öåïî÷êè âñå ðàâíî áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûìè. Äëèíà
êðàò÷àéøåé ëèíåéíîé öåïî÷êè îáîçíà÷àåòñÿ l∗(n). Â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ôàê-
òè÷åñêè äàíà îöåíêà êàê ðàç ýòîé âåëè÷èíû.

Ñïðàâåäëèâà åùå îäíà òåîðåìà Àëüôðåäà Áðàóýðà

l(2n − 1) ≤ n + l∗(n)− 1.

Äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà íàäî âçÿòü ëèíåéíóþ öåïî÷êó

1 = a0, . . . , ar = n, r = l∗(n),

è ïîñòðîèòü öåïî÷êó äëÿ 2n − 1, ñîñòîÿùóþ èç ÷èñåë

2ai − 1,

â ïðîìåæóòêè ìåæäó êîòîðûìè âñòàâëåíû ÷èñëà

2i(2ai − 1), i = 1, . . . , ai+1 − ai.

Óïðàæíåíèå 3.7.24 Ïðîâåäèòå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ãèïîòåçà Øîëüöà î òîì, ÷òî

l(2n − 1) ≤ n + l(n)− 1

äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà. Òàêæå íå äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

l(n) ≥ λ(n) + λ(ν(n)),

õîòÿ À.Øåíõàãå â 1977 ã. äîêàçàë, ÷òî

l(n) ≥ λ(n) + λ(ν(n))−O(1).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è òåîðåìû Áðàóýðà âûòåêàåò, ÷òî

l(2n − 1)− n



304 ÃËÀÂÀ 3. ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â GF (2N) Â ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÌ ÁÀÇÈÑÅ

àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî λ(n).
Åñëè íóæíî áûñòðî âû÷èñëèòü ñðàçó íåñêîëüêî ñòåïåíåé, òî ìîæíî ïîñòðî-

èòü äåðåâî ñòåïåíåé òàêèì îáðàçîì. Êîðíåì äåðåâà ÿâëÿåòñÿ 1, åäèíñòâåííàÿ
âåðøèíà ïåðâîãî óðîâíÿ, èç íåå âûõîäèò ðåáðî â âåðøèíó 2 âòîðîãî óðîâíÿ, è
êîãäà äåðåâî óæå ïîñòðîåíî äî k−ãî óðîâíÿ, òî âûáðàâ ëþáîå ÷èñëî n èç ýòîãî
óðîâíÿ, è âûïèñàâ âñå ÷èñëà a1 = 1, a1, . . . , ak = n ëåæàùèå íà ïóòè èç êîðíÿ
äî âåðøèíû n, ñîåäèíÿåì ýòó âåðøèíó ñ âåðøèíàìè n + a1, . . . , n + ak, êîòîðûå
ïîìåùàåì íà (k + 1)−ì óðîâíå. Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ïîâòîðíî îäèíàêîâûå
âåðøèíû â äåðåâî, åñòåñòâåííî, íå çàíîñÿòñÿ.

Ôóíêöèÿ l(n) ðàñòåò ìåäëåííî, ïîýòîìó èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü îáðàòíóþ
ôóíêöèþ c(r), îïðåäåëÿåìóþ êàê min{n : l(n) = r.} Ëåãêî âèäåòü, ÷òî c(r) ≤ 2r.
Èç òåîðåìû Áðàóýðà ñëåäóåò, ÷òî λ(c(r)) ∼ r. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðåíî, ÷òî
ïðè 10 ≤ r ≤ 27 èìååò ìåñòî àïïðîêñèìàöèÿ 2r(1−1/ log2(r). Òàáëèöà ïåðâûõ 15
çíà÷åíèé c(r) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2, 3, 5, 7, 11, 19, 29, 47, 71, 127, 191, 379, 607, 1087, 1903.

Èíòåðåñíî, ÷òî 1903 � ïåðâîå ñîñòàâíîå ÷èñëî â ðÿäó åå çíà÷åíèé. Èç ýòîé
òàáëèöû ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî äëÿ n = (213 + 1)/3 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
l(n) = 15, â òî âðåìÿ êàê l(nm) = l(213 + 1)) = 14 < l(n).

Õîòÿ ïîíà÷àëó îíà ðàñòåò ïðèìåðíî ñî ñêîðîñòüþ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, íî ïî-
òîì ñêîðîñòü åå ðîñòà ñîãëàñíî òåîðåìå Áðàóýðà âîçðàñòàåò.

Ôóíêöèþ l(n) åñòåñòâåííî îáîáùèòü, îáîçíà÷èâ l(n1, . . . , nk) äëèíó êðàò÷àé-
øåé öåïî÷êè, ñîäåðæàùåé âñå ÷èñëà n1, . . . , nk.

Ð.Áåëëìàí îáîáùèë ïîíÿòèå àääèòèâíîé öåïî÷êè, îïðåäåëèâ âåêòîðíóþ àä-
äèòèâíóþ öåïî÷êó k−ìåðíûõ âåêòîðîâ ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íîé àääèòèâíîé öå-
ïî÷êîé êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ, íà÷èíàþùóþñÿ ñ k áàçèñíûõ åäèíè÷-
íûõ âåêòîðîâ, â êîòîðîé êàæäûé âåêòîð ðàâåí ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ âåê-
òîðîâ. Äëèíà êðàò÷àéøåé öåïî÷êè, ñîäåðæàùåé âåêòîð (n1, . . . , nk) (áàçèñíûå
âåêòîðû â íåé íå ó÷èòûâàþòñÿ) îáîçíà÷àåòñÿ l([n1, . . . , nm]); ýòî ÷èñëî î÷åâèä-
íî ðàâíî íàèìåíüøåìó êîëè÷åñòâó óìíîæåíèé, íåîáõîäèìîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îäíî÷ëåíà xn1

1 . . . xnk
k . Åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü äàëåå, ÷òî âñå ni 6= 0.

Ëåãêî îáîáùèòü áèíàðíûé ìåòîä è 2k-àðíûé ìåòîä Áðàóýðà, äîêàçàâ ñëåäó-
þùóþ òåîðåìó Ý.Ñòðàóñà: äëÿ ëþáîãî âåêòîðà (n1, . . . , nm])

l([n1, . . . , nk]) ≤ 2λ(max{ni}) + 2k − k − 1,

è ïðè ëþáîì t

l([n1, . . . , nk]) ≤ λ(max{ni})(1 + k/t)) + 2tk.

Îïðåäåëåííûé ðàíåå ãðàô ìîæíî ââåñòè è äëÿ âåêòîðíûõ öåïî÷åê, òîëüêî
ýòîò ãðàô áóäåò èìåòü íå îäèí âõîä (âåðøèíó, â êîòîðóþ íå âõîäÿò íèêàêèå
ðåáðà), à k âõîäîâ, íî, êàê è ðàíåå, îäèí âûõîä (âåðøèíó, èç êîòîðîé íå âûõîäèò
íè îäíî ðåáðî). Êàê è ðàíåå, â ýòîì ãðàôå ìîæíî âåðøèíû, èç êîòîðûõ âûõîäèò
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òîëüêî îäíî ðåáðî, ñêëåèòü ñî ñâîèìè ¾ïîòîìêàìè,¿ ïðè ýòîì ðàçíîñòü ìåæäó
÷èñëîì ðåáåð è ÷èñëîì âåðøèí íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â
ïîëó÷åííîì ãðàôå èç êàæäîé âåðøèíû (êðîìå âûõîäà) âûõîäèò õîòÿ áû äâà
ðåáðà (à âõîäèòü ìîæåò è áîëåå äâóõ ðåáåð), ïî ýòîìó ãðàôó èñõîäíàÿ öåïî÷êà
âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî, ïðè÷åì åå äëèíà áóäåò íà k áîëüøå ðàçíîñòè
ìåæäó ÷èñëîì ðåáåð â ãðàôå, è ÷èñëîì âåðøèí â íåì, ïîòîìó ÷òî êàæäîå ðåáðî
âõîäèò â îäíó âåðøèíó, à ïåðâîíà÷àëüíî â êàæäóþ âåðøèíó, êðîìå k âõîäîâ,
âõîäèëè äâà ðåáðà.

Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó Í.Ïèïïåíäæåðà [142]: i−ÿ
êîìïîíåíòà âåêòîðà, âû÷èñëÿåìîãî â äàííîé âåðøèíå, ðàâíà ÷èñëó âñåõ îðèåí-
òèðîâàííûõ ïóòåé èç i-ãî âõîäà â ýòó âåðøèíó.

Åñëè â ãðàôå èçìåíèòü îðèåíòàöèþ ðåáåð íà ïðîòèâîïîëîæíóþ, òî ïîëó÷èò-
ñÿ äâîéñòâåííûé ãðàô ñ îäíèì âõîäîì è k âûõîäàìè. Èç ëåììû Ïèïïåíäæåðà
ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî äâîéñòâåííûé ãðàô îïðåäåëÿåò îáû÷íóþ àääèòèâíóþ öåïî÷-
êó, ðåàëèçóþùóþ âñå êîìïîíåíòû n1, . . . , nk. Ýòó öåïî÷êó íàçîâåì äâîéñòâåííîé
ê èñõîäíîé âåêòîðíîé öåïî÷êå. Äëèíà ýòîé öåïî÷êè ñ îäíèì âõîäîì íà åäèíèöó
áîëüøå ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì âåðøèí è ðåáåð â ãðàôå, ïîýòîìó äëèíà äâîé-
ñòâåííîé öåïî÷êè íà k − 1 ìåíüøå äëèíû âåêòîðíîé öåïî÷êè. Î÷åâèäíî, ÷òî
åñëè äëÿ äâîéñòâåííîé öåïî÷êè ïîñòðîèòü äâîéñòâåííóþ öåïî÷êó, òî ïîëó÷èò-
ñÿ èñõîäíàÿ öåïî÷êà.

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè Õ.Îëèâîñà:

l([n1, . . . , nk]) = l(n1, . . . , nk) + k − 1.

Òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî

l(n1m1 + . . . nkmk) ≤ l(m1, . . . , mk) + l([n1, . . . , nk]),

òî èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû âûòåêàåò ëåììà Îëèâîñà

l(n1m1 + . . . nkmk) ≤ l(m1, . . . , mk) + l(n1, . . . , nk) + k − 1,

îáîáùàþùàÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò èñïîëüçîâàíèå íåðà-
âåíñòâà

l(nm) ≤ l(n) + l(m).

Èç òåîðåì Ñòðàóñà è Îëèâîñà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ý.ßî: ïðè nk →
infty

l(n1, . . . , nk) ≤ λ(nk) + kλ(nk)/λ(λ(nk)) + O(λ(nk)(k + λ(λ(λ(nk)))))/(λ(λ(nk)))
2,

íóæíî òîëüêî â òåîðåìå Ñòðàóñà âûáðàòü t = λ(λ(nk)) − 2λ(λ(λ(nk))). Èç òåî-
ðåìû ßî ñëåäóåò, ÷òî åñëè k = O(λ(λ(nk))), òî

l(n1, . . . , nk) = O(λ(nk)).
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Ïåðâîíà÷àëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ßî íå èñïîëüçîâàëî òåîðåìó Îëè-
âîñà è áûëî áîëåå ñëîæíûì. Â [24] ïîëó÷åíî òàêæå ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå òåî-
ðåìû ßî. Ïóñòü R = log2

(∏k
i=1 ni

)
, n = max ni. Òîãäà

l(n1, . . . , nk)+k−1 = l([n1, . . . , nk]) = log2 n++O(k)+
R

log2 R


1 + O




(
log2 log2 R

log2 R

)1/2




 .

Óïðàæíåíèå 3.7.25 Äîêàæèòå, ÷òî ν(n) ìîæíî ðåêóððåíòíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì

ν(1) = 1, ν(2n) = ν(n), ν(2n + 1) = ν(n) + 1,

à ôóíêöèþ λ(n) ìîæíî ðåêóððåíòíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

λ(1) = 0, λ(2n) = λ(2n + 1) = λ(n) + 1.

Óïðàæíåíèå 3.7.26 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè àääèòèâíàÿ öåïî÷êà äëÿ ÷èñëà n èìååò äëèíó m,
òî n ≤ 2m.

Óïðàæíåíèå 3.7.27 Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî l(n) ≥ log2 n è ïðèâåäèòå ïðèìåðû, êîãäà îíî
îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

Óïðàæíåíèå 3.7.28 Äîêàæèòå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áðàóýðà ñ îöåíêîé

log2 n

(
1 +

1
log2 log2 n

+
C log2 log2 log2 n

(log2 log2 n)2

)
,

ãäå C > 0 - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Óïðàæíåíèå 3.7.29 Ïîêàæèòå, ïðèâåäÿ ïðèìåðû, ÷òî èíîãäà ìåòîä ìíîæèòåëåé ëó÷øå,
÷åì áèíàðíûé ìåòîä, à èíîãäà íàîáîðîò. Ïîêàæèòå, ÷òî òàêèå ïðèìåðû âñòðå÷àþòñÿ áåñêî-
íå÷íî ÷àñòî.

Óïðàæíåíèå 3.7.30 Ïîêàæèòå, ïðèâåäÿ ïðèìåðû, ÷òî ìåòîä äåðåâà ñòåïåíåé áûâàåò ëó÷øå
ìåòîäà ìíîæèòåëåé è áèíàðíîãî ìåòîäà.

Óïðàæíåíèå 3.7.31 Äëÿ áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ áîëüøèõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ñëåäóþùèé ïðèåì. Åñëè óæå âû÷èñëåíà ïàðà ÷èñåë (Fk, Fk−1), òî ïàðó (Fk, Fk+1) íàõîäèì
îäíèì ñëîæåíèåì, à ïàðó

(F2k, F2k−1) = (F 2
k + 2FkFk−1, F

2
k + F 2

k−1))

íàõîäèì åùå 6 îïåðàöèÿìè, è ïðèìåíÿåì áèíàðíûé ìåòîä.
Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ Fn íå ïðåâîñõîäèò C log2 n.

Óïðàæíåíèå 3.7.32 Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí

pn(x) = 1 + x + . . . + xn−1

ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ l(n) óìíîæåíèé, îäíîãî âû÷èòàíèÿ è îäíîãî äåëåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 3.7.33 Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí pn(x) ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ 2l(n)−2
óìíîæåíèé è l(n) ñëîæåíèé.
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Óêàçàíèå: åñëè xm = xkxj � î÷åðåäíîé øàã ìèíèìàëüíîé öåïî÷êè äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ xn, òî äåëàåì øàã pm = pkx

j + pj.

Óïðàæíåíèå 3.7.34 Ïîêàæèòå, êàê ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî ìåòîäà ìîæíî íà ïðîñòåéøåì
êàëüêóëÿòîðå ñ îïåðàöèåé √, íî áåç îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü
ôóíêöèþ xy.

Óïðàæíåíèå 3.7.35 Ìîæíî îáîáùèòü ïîíÿòèå àääèòèâíûõ öåïî÷åê, äîáàâèâ îïåðàöèþ âû-
÷èòàíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òàêèõ öåïî÷åê l(2n − 1) ≤ n + 1. Âåðíî ëè çäåñü ðàâåíñòâî?

Ýðäåøåì äîêàçàíî îäíàêî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè âû÷èòàíèÿ âñå ðàâíî äëÿ
ïî÷òè âñåõ n íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ l(n) èìååò âèä

log2 n

(
1 +

1− εn

log2 log2 n

)
,

ãäå εn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Èíîãäà âñòðå÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè l(n) ÿâëÿåòñÿ NP ïîëíîé (ñì., íàïðèìåð, [18]). Îäíàêî Ä.Êíóò â [39]
âûñêàçûâàåòñÿ áîëåå îñòîðîæíî. Óòâåðæäàåòñÿ NP -ïîëíîòà çàäà÷è ïîñòðîå-
íèÿ íå êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè, à êðàò÷àéøåé âåêòîðíîé àääèòèâíîé
öåïî÷êè, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ l(n1, . . . , nk) � ñëîæíîñòè
êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè, ñîäåðæàùåé ïðîèçâîëüíûé äàííûé íàáîð ÷è-
ñåë n1, . . . , nk. Íî â ëþáîì ñëó÷àå çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåé öåïî÷êè âåñü-
ìà ñëîæíà, ïîýòîìó äëÿ åå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èçîáðåòàþòñÿ ðàçëè÷íûå
ýâðèñòèêè. Â óêàçàííîì âûøå ìåòîäå Áðàóýðà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó l(n) è
÷èñëîì ðàçëè÷íûõ îòðåçêîâ äëèíû k â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. ×åì ìåíüøå
÷èñëî òàêèõ îòðåçêîâ, òåì ìåíüøå l(n). Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷åì ìåíåå ñëó÷àéíîé
âûãëÿäèò äâîè÷íàÿ çàïèñü n, òåì ìåíüøå l(n). Äëÿ ñæàòèÿ ¾íåñëó÷àéíûõ¿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé èçâåñòíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ àðõèâàòîðîâ. Â [170] ïðåäëîæåí
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áëèçêèõ ê êðàò÷àéøèì àääèòèâíûõ öåïî÷åê, îñíîâàííûé
íà èñïîëüçîâàíèè ñæàòèÿ ìåòîäîì Ëåìïåëÿ-Çèâà.

3.7.11 Ïðèëîæåíèÿ àääèòèâíûõ öåïî÷åê.
Àääèòèâíûå öåïî÷êè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ (âîçâåäåíèÿ
â äàííóþ ñòåïåíü) â êîíå÷íûõ ïîëÿõ è â ãðóïïàõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Òàê
êàê âîçâåäåíèå â êâàäðàò â íîðìàëüíûõ áàçèñàõ êîíå÷íûõ ïîëåé èìååò î÷åíü
ìàëóþ ñëîæíîñòü, à â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ ñ ìèíèìàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè, ñî-
ñòîÿùèìè èç òðåõ èëè ïÿòè îäíî÷ëåíîâ, õîòÿ è íåñêîëüêî áîëüøóþ, íî âñå æå
íåçíà÷èòåëüíóþ ïî ñðàâíåíèè ñ îáùèì óìíîæåíèåì. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðè-
âûõ îïåðàöèÿ óäâîåíèÿ òî÷êè ñâîäèòñÿ òîëüêî ê îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ è âîçâå-
äåíèÿ â êâàäðàò â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëå GF (2r), è ïîýòîìó ìàëà ïî ñëîæíîñòè
â ñðàâíåíèè ñî ñëîæåíèåì ðàçëè÷íûõ òî÷åê êðèâîé, òàê ïðè åãî âûïîëíåíèè
êðîìå íåñêîëüêèõ îáùèõ óìíîæåíèé âûïîëíÿåòñÿ è ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæ-
íàÿ îïåðàöèÿ äåëåíèÿ â êîíå÷íîì ïîëå. Çíà÷èò, èíîãäà áûâàåò åñòåñòâåííî ïðè
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îöåíêå ñëîæíîñòè ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ ó÷èòûâàòü òîëüêî ÷èñëî íåòðèâèàëüíûõ
óìíîæåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì âåñ îïåðàöèè óäâîåíèÿ â àääèòèâíîé öå-
ïî÷êå ðàâíûì íóëþ.

Àääèòèâíûå öåïî÷êè ñ íóëåâûì âåñîì óäâîåíèé. Èç òåîðåìû Áðàóýðà
âûòåêàåò òîãäà, ÷òî

l(n) ≤ λ(n)

λ(λ(n))
+

O(λ(n)λ(λ(λ(n))))

(λ(λ(n)))2
,

è l(2n − 1) ≤ l(n) ïðè÷åì ëèíåéíîñòü öåïî÷êè íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê äëÿ ëþáîé
öåïî÷êè 1 = a0, . . . , ar = n, r = l(n), è ïîñòðîèòü öåïî÷êó äëÿ 2n− 1, ñîñòîÿùóþ
èç ÷èñåë

2ai − 1,

â ïðîìåæóòêè ìåæäó êîòîðûìè âñòàâëåíû îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè
äâîéêè, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê óäâîåíèÿì è ïîýòîìó íå ó÷èòûâàþòñÿ, è îáû÷íûå
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì

2ai − 1 = 2aj (2ak − 1) + 2aj − 1.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ßî ñîâìåñòíîãî âû÷èñëåíèÿ íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî âûáîðà âåñîâ áàçèñíûõ îïåðàöèé íèêàêîé âûãîäû íå äàåò, îí
ýêîíîìèò òîëüêî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôåðìà, âûâîäèì èç ïîñëåäíåé îöåíêè îöåíêó ñëîæíîñòè
èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (2r) :

I(r)≤
∼

λ(r)M(r),

ãäå M(r) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ýòîì ïîëå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ èíâåðòèðî-
âàíèÿ ñîãëàñíî òåîðåìå Ôåðìà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé x−1 = x2n−2 =
(x2n−1−1)2. Ïîýòîìó ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ óìíîæåíèé îöå-
íèâàåòñÿ êàê

l(2n−1 − 1) ≤ l∗(n− 1) ≤ λ(n− 1) +
λ(n− 1)

λ(λ(n− 1))
+

O(λ(n− 1)λ(λ(λ(n− 1))))

(λ(λ(n− 1)))2
.

Íàïðèìåð, ïðè r ≤ 127 èìååì îöåíêó

I(r) ≤ 9M(r),

ïðè r ≤ 191 èìååì îöåíêó
I(r) ≤ 10M(r),

ïðè r ≤ 379 èìååì îöåíêó
I(r) ≤ 11M(r),

ïðè r ≤ 607 èìååì îöåíêó
I(r) ≤ 12M(r),
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ïðè r ≤ 1087 èìååì îöåíêó
I(r) ≤ 13M(r)

è ò.ä. Íàïîìíèì, ÷òî ýòè îöåíêè â ÷èñòîì âèäå ïðèìåíèìû òîëüêî â ñëó÷àå
èñïîëüçîâàíèÿ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ.

Â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [130], [78]) ÷àñòî óêàçûâàåòñÿ îöåíêà äëÿ
÷èñëà óìíîæåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (2n), â âèäå
λ(n− 1) + ν(n− 1)− 1, ïðèíàäëåæàùàÿ Ito-Tsujii. Ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ ïðè
èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, îñíîâàííîãî íà ñëåäóþùèõ ðåêóð-
ðåíòûõ ôîðìóëàõ:

x22k−1 = (x2k−1)2k

x2k−1, x22k+1−1 = (x22k−1)2x22k−1.

Íà ñàìîì äåëå ýòà îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ èç ïðèâåäåííîé âûøå îöåíêè Áðàóýðà

l(2n−1 − 1) ≤ l(n− 1),

åñëè â êà÷åñòâå àääèòèâíîé öåïî÷êè èñïîëüçîâàòü öåïî÷êó, ïîëó÷àåìóþ îáû÷-
íûì áèíàðíûì ìåòîäîì. Åñëè æå èñïîëüçîâàòü âìåñòî íåãî, êàê âûøå, àñèìï-
òîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä Áðàóýðà, òî îöåíêà Ito-Tsujii óëó÷øàåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè âïëîòü äî äâóõ ðàç. Íàïðèìåð, ïðè n = 191 îöåíêà Ito-Tsujii èìååò âèä
λ(190) + ν(190)− 1 = 7 + 6− 1 = 12, à íà ñàìîì äåëå âûøå áûëà óêàçàíà îöåíêà
10.

Åñëè ìû õîòèì ïîñòðîèòü ñõåìó äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ èç ñõåì äëÿ óìíîæå-
íèÿ óêàçàííûì âûøå ìåòîäîì, òî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè
ãëóáèíû òàêîé ñõåìû. Ìèíèìàëüíàÿ ãëóáèíà î÷åâèäíî áóäåò äîñòèãàòüñÿ, êîãäà
ãëóáèíà ñîîòâåòñòâóþùåé àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ 2n−1−1 áóäåò ìèíèìàëüíîé.
Èãíîðèðóÿ, êàê è âûøå, ýëåìåíòû óäâîåíèÿ, ìîæíî, ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû Áðàóýðà, ïîëó÷èòü, ÷òî ãëóáèíà àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ 2n−1 − 1 íå
ïðåâîñõîäèò ãëóáèíû ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé öåïî÷êè äëÿ ÷èñëà n− 1.

Óïðàæíåíèå 3.7.36 Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Ìèíèìàëüíàÿ ãëóáèíà öåïî÷êè äëÿ n ðàâíà dlog2 ne.
Óïðàæíåíèå 3.7.37 Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà äëÿ n 6= 2k ãëóáèíû
λ(n) + 1 è ñëîæíîñòè λ(n)(n) + ν(n)− 1.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ìîäèôèêàöèþ áèíàðíîãî ìåòîäà, íå ïðèìåíÿþùóþ
ñõåìó Ãîðíåðà.

Íàïðèìåð, äëÿ n = 28 öåïî÷êîé ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè 6 ÿâëÿåòñÿ
1, 2, 3, 6, 9, 18, 27 íî öåïî÷êà áîëüøåé ñëîæíîñòè 1, 2, 3, 4, 8, 11, 16, 27 èìååò ìåíü-
øóþ ãëóáèíó 5. Ïî íåé ìîæíî ïîñòðîèòü öåïî÷êó äëÿ âû÷èñëåíèÿ 227 − 1, â
êîòîðîé âñå íåóäâàèâàþùèå øàãè èìåþò âèä

1, 22 − 1, 23 − 1, 24 − 1, 28 − 1, 211 − 1, 216 − 1, 227 − 1

è êîòîðàÿ òàêæå èìååò ãëóáèíó 5, åñëè èãíîðèðîâàòü óäâàèâàþùèå øàãè.
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Âñå ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ïåðåíîñÿòñÿ è íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ.
Â ñëó÷àå ïîëÿ GF (pn), p > 2 ñîãëàñíî Ito-Tsujii äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ìîæíî
âû÷èñëèòü y = x(pn−1)/(p−1), çàìåòèòü, ÷òî y ∈ GF (p) òàê êàê yp−1 = xpn−1 = 1,
è ïðèìåíèòü ôîðìóëó

x−1 = (x(pn−1−1)/(p−1))py−1

ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîé ïðîâåðÿåòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñòåïåíåé â îáîèõ ÷àñòÿõ
ðàâåíñòâà −1 = p(pn−1− 1)/(p− 1)− (pn− 1)/(p− 1). Âû÷èñëåíèå y−1 è óìíîæå-
íèå íà íåãî ïðè ìàëûõ p äåëàåòñÿ áûñòðî, òàê êàê y ∈ GF (p). Îñòàåòñÿ âû÷èñ-
ëèòü x(pn−1−1)/(p−1) Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü p äåëàåòñÿ áûñòðî
(ýòî çàâåäîìî òàê ïðè èñïîëüçîâàíèè íîðìàëüíûõ áàçèñîâ), è èãíîðèðóÿ ýòè
îïåðàöèè, ìîæíî ïåðåíåñòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áðàóýðà íà ýòî ñëó÷àé è
ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ÷èñëà óìíîæåíèé ïðè âû÷èñëåíèè x(pn−1−1)/(p−1) â òîì æå
âèäå l(n− 1), ÷òî è â ñëó÷àå p = 2.

Óïðàæíåíèå 3.7.38 Óáåäèòåñü â ýòîì.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ y = x(x(pn−1−1)/(p−1))p íóæíà åùå îäíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ,
íî áîëåå ïðîñòàÿ, ÷åì îáû÷íîå óìíîæåíèå, òàê êàê â íåé íàäî âû÷èñëèòü òîëüêî
îäíó êîìïîíåíòó ïðîèçâåäåíèÿ, âåäü y ∈ GF (p).

3.7.12 Àääèòèâíûå öåïî÷êè ñ âû÷èòàíèÿìè. Èñïîëüçîâà-
íèå óðàâíîâåøåííûõ ïîçèöèîííûõ ñèñòåì.

Â îòëè÷èå îò êîíå÷íûõ ïîëåé, â ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ãðóïïàõ ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ äåëàåòñÿ ïî÷òè áåñïëàòíî, çíà÷èò âû÷èòàíèå äåëà-
åòñÿ ñ òîé æå ñëîæíîñòüþ, ÷òî è ñëîæåíèå. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè êðàòíûõ
äàííîé òî÷êè êðèâîé èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü öåïî÷êè ñ âû÷èòàíèåì. Òàê,
âû÷èñëåíèå êðàòíîãî (2k−1)P äàííîé òî÷êè P äåëàåòñÿ ïðèìåðíî â k ðàç áûñò-
ðåå, ÷åì áåç èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èòàíèÿ. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè êðàòíîãî nP
èìååò ñìûñë ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå çíàêîïåðåìåííîé ñóììû 2n1−2n2 +2n3−. . . ,
åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ îòíîñèòåëüíî ìàëî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â âè-
äå çíàêîïåðåìåííîé ñóììû íóæíî ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ áèòîâ äâîè÷íîé çàïè-
ñè ÷èñëà n ðàçáèòü íà êëàñòåðû ðÿäîì ñòîÿùèõ åäèíèö è ïðèìåíèòü òîæäåñòâî

k−1∑

i=0

2i = 2k − 1.

×èñëî ñëàãàåìûõ â ýòîé ñóììå èíîãäà ìîæíî óìåíüøèòü, îòêàçàâøèñü îò
òðåáîâàíèÿ çíàêîïåðåìåííîñòè. Ìèíèìèçàöèÿ ýòîãî ÷èñëà ðàâíîñèëüíà èçâåñò-
íîé çàäà÷å î ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ èñïîëüçîâàíèåì îòðè-
öàòåëüíûõ áèòîâ, âïåðâûå ðàññìîòðåííîé â ïÿòèäåñÿòûå ãîäû Áóòîì ñ öåëüþ
óìåíüøåíèÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãîðàçðÿäíûõ áèòîâ. Ýòî åäèíñòâåííîå
ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n ðåêóðñèâíî
ïî ôîðìóëàì

α2n = αn0, α4n+1 = αn01, α4n−101,
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ãäå alpha0 ïóñòî è æèðíûå åäèíèöû îçíà÷àþò îòðèöàòåëüíûå áèòû, ïðè ýòîì
çàïèñü αn íå ñîäåðæèò íè ñòàðøèõ íóëåé, íè ñîñåäíèõ íåíóëåâûõ áèòîâ.

Óïðàæíåíèå 3.7.39 Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â âèäå ñóììû ñòåïåíåé äâîéêè, âçÿòûìè êàê ñî çíàêà-
ìè ïëþñ, òàê è ñî çíàêàìè ìèíóñ, ðàâíîñèëüíî åãî ïðåäñòàâëåíèþ â äâîè÷íîé
ñèñòåìå ñ èñïîëüçîâàíèåì îòðèöàòåëüíûõ öèôð. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü è â ñèñòåìå ïî ëþáîìó íàòóðàëüíîìó îñíîâàíèþ, íå ìåíüøå-
ìó äâóõ. Åñëè îñíîâàíèå ðàâíî b, òî ëþáîå öåëîå ÷èñëî ìîæíî çàïèñàòü ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì öèôð, ïî ìîäóëþ íå áîëüøèõ b/2, ïðè÷åì äëÿ íå÷åòíûõ b òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.

Óïðàæíåíèå 3.7.40 Äîêàæèòå ýòî.

Ñèñòåìû ñ óêàçàííûì âûáîðîì öèôð íàçûâàþòñÿ óðàâíîâåøåííûìè. Äëÿ
äâîè÷íîé ñèñòåìû óðàâíîâåøåííîé ñèñòåìû óêàçàííûé âûøå ìåòîä ïîçâîëÿåò
âñåãäà íàéòè çàïèñü (óðàâíîâåøåííûé êîä), â êîòîðîé íå ìåíåå ïîëîâèíû öèôð
áóäóò íóëÿìè. Íî òàêàÿ çàïèñü òîæå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî.
Óêàæåì åùå íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ êîäîâ.

Ïóñòü ÷èñëî ïðåäñòàâëåíî â âèäå äâîè÷íîãî êîäà

am−1am−2 . . . a1a0.

Óðàâíîâåøåííûé êîä âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:
Ïðèñâîèòü i = 0. f lag = 0,
Ïîêà i < m Åñëè flag = 0 è ai = 1, òî ïðèñâîèòü ci = −1, f lag = 1, åñëè

ai = 0, òî ïðèñâîèòü ci = 0.
Åñëè flag = 1 è ai = 0, òî ïðèñâîèòü ci = 1, f lag = 0, åñëè ai = 1 òî

ïðèñâîèòü ci = 0.
Ïðèñâîèòü i çíà÷åíèå i + 1.
Åñëè flag = 1, òî ïðèñâîèòü ci = 1.
Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ñìåøàííîå ïðåäñòàâëåíèå, êîãäà óðàâíîâåøåííûì

êîäîì çàìåùàþòñÿ ëèøü áëîêè åäèíè÷íûõ áèòîâ è ñëåäóþùèé çà íèìè íóëåâîé
áèò.

Ïðèìåð 3.7.4 Äåñÿòè÷íîå ÷èñëî 1004510 ïðåäñòàâëÿåòñÿ äâîè÷íûì êîäîì 100111001111012,
êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñòûì óðàâíîâåøåííûì êîäîì

1− 10100− 11000− 11− 1

èëè ñìåøàííûì óðàâíîâåøåííûì êîäîì

10100− 101000− 101.

Åñëè èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 4, òî ìîæíî çàïèñàííîå
â îáû÷íîì äâîè÷íîì êîäå ÷èñëî

a = (am−1am−2 . . . a1a0)2
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çàïèñàòü â óðàâíîâåøåííîì ÷åòâåðè÷íîì êîäå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

a = 2a− a =
m−1∑

i=0

ai2
i+1 −

m−1∑

i=0

ai2
i+1 =

m∑

i=0

(ai−1 − ai)2
i =

bm/2c∑

i=0

(a2i−1 + a2i − 2a2i+1)2
2i, a−1 = 0, am = am+1 = 0.

Ïîëàãàÿ bi = a2i−1 + a2i − 2a2i+1, i = 0, . . . , bm/2c, èìååì

a =
bm/2c∑

i=0

bi4
i,−2 ≤ bi ≤ 2.

Î÷åâèäíî, ýòîò êîä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê óðàâíîâåøåííûé äâîè÷-
íûé, â êîòîðîì ÷èñëî íåíóëåâûõ öèôð íå ïðåâîñõîäèò bm/2c + 1. Ïðåèìó-
ùåñòâî ýòîãî êîäà Áóòà â òîì, ÷òî åãî öèôðû âû÷èñëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî ïî
òðåì ñîñåäíèì áèòàì, è ýòî âû÷èñëåíèå ëåãêî îðãàíèçîâàòü ëîãè÷åñêîé ñõåìîé
ãëóáèíû 2 è ñëîæíîñòè 3(bm/2c + 1). Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ èç öèôð âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ñõåìîé ñ òðåìÿ âõîäàìè x, y, z è òðåìÿ âûõîäàìè u, v, w ïî ôîðìóëàì
x + y − 2z = u + 2v − 4w, ãäå u = x⊕ y, v = xy ⊕ z, w = z, ãäå öèôðû 0, 1, 2 çà-
ïèñûâàþòñÿ â âèäå 000, 001, 010, à öèôðû −1,−2 çàïèñûâàþòñÿ â âèäå 111, 110.
×òîáû ïåðåéòè ê çàïèñè ïî îñíîâàíèþ äâà, äîñòàòî÷íî â êàæäîé öèôðå îòêè-
íóòü ïðàâûé áèò, è åñëè îí íóëåâîé, òî äîáàâèòü åäèíèöó ê óäâîåííîìó íîìåðó
ýòîé öèôðû, ÷òîáû ïîëó÷èòü íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåé öèôðû â äâîè÷íîé çà-
ïèñè; åñëè æå îí åäèíè÷íûé, òî íîìåð öèôðû ïðîñòî óäâàèâàåòñÿ. Ïðè ýòîì
çàïèñü 11 áóäåò îçíà÷àòü −1, à çàïèñè 00, 01 ñîîòâåòñòâåííî 0, 1.

Óêàçàííûå ïðèåìû ìîæíî ïðèìåíÿòü è â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ïîëåé, åñëè íàäî
âûïîëíÿòü ýêñïîíåíöèðîâàíèå ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ïîëÿ, ïðè ýòîì íóæíî
çàðàíåå âû÷èñëèòü åãî îáðàòíûé ýëåìåíò, è òîãäà îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ ìîæíî
çàìåíèòü íà ñëîæåíèå. Ýòè ïðèåìû ïîçâîëÿþò óñêîðÿòü ýêñïîíåíöèðîâàíèå â
óñëîâèÿõ ñèëüíî îãðàíè÷åííîé ïàìÿòè. Åñëè ïàìÿòü íå òàê îãðàíè÷åíà, áîëü-
øåãî óñêîðåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ, ïðèìåíÿÿ 2k-àðíûé ìåòîä Áðàóýðà, â êîòîðîì
âíà÷àëå âû÷èñëÿþòñÿ è çàïîìèíàþòñÿ 2k − 1 ýëåìåíòîâ öåïî÷êè. Èç äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû Áðàóýðà âèäíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå íàäî çàïîìèíàòü òîëüêî
íå÷åòíûå ñòåïåíè, ÷òî âäâîå ýêîíîìèò ïàìÿòü è íåìíîãî óñêîðÿåò âû÷èñëå-
íèÿ. Íî åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè çàïèñàòü â óðàâíîâåøåííîé
ñèñòåìå, è âîñïîëüçîâàòüñÿ, êàê è âûøå, âîçìîæíîñòüþ âû÷èòàíèÿ, òî ïàìÿòü
óìåíüøàåòñÿ åùå âäâîå.

3.7.13 Àëãîðèòìû ñ ôèêñèðîâàííîé áàçîé
Ïðè îïòèìèçàöèè àëãîðèòìîâ ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ â ñëó÷àå èõ ìíîãîêðàòíîãî
ïðèìåíåíèÿ â îäíîé ïðîãðàììå ïîëåçíî âûäåëÿòü äâà íåñêîëüêî ðàçëè÷àþ-
ùèõñÿ ñëó÷àÿ: êîãäà áàçà g ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ ôèêñèðîâàíà, à ïîêàçàòåëü n
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ñëó÷àåí, è êîãäà áàçà ñëó÷àéíà, à ïîêàçàòåëü ôèêñèðîâàí. Ïåðâûé ñëó÷àé, íà-
ïðèìåð èìååò ìåñòî â àëãîðèòìå ãåíåðàöèè îáùåãî ñåêðåòíîãî êëþ÷à Äèôôè-
Õåëëìàíà, à âòîðîé � â àëãîðèòìå RSA èëè ÝëüÃàìàëÿ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî óñêîðèòü ýêñïîíåíöèðîâàíèå, çàðàíåå âû÷èñëèâ è
ñîõðàíèâ â ïàìÿòè íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ñòåïåíè {gm1 , . . . , gmk} Òîãäà åñëè
÷èñëà 0 ≤ ni ≤ h , òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ a = gn ïðè n = n1m1 + . . . nkmk â [88]
Brickell,Gordon,McCurley,Wilson ïðåäëîæèëè ñëåäóþùèé àëãîðèòì, òðåáóþùèé
k + h− 2 îïåðàöèé:

b ← 1

a ← 1

for d = h to 1 by − 1

while ai = d

b ← b ∗ gmi

a ← a ∗ b

return a.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà ïîëîæèì

cd =
∏

i,ai=d

gmi ,

òîãäà ïîñëå i-ãî øàãà öèêëà èìååì

b = ch . . . ch−i+1, a = ci
hc

i−1
h−1 . . . ch−i+1,

è îêîí÷àòåëüíî
a =

n∏

d=1

cd
d.

Íà ñàìîì äåëå ýòîò àëãîðèòì ýêâèâàëåíòåí àëãîðèòìó ßî, à òàêæå ðàâíîñèëåí
ïðèìåíåíèþ ëåììû Îëèâîñà, êîòîðàÿ äàåò íåðàâåíñòâî

l(n1m1 + . . . nkmk) ≤ l(m1, . . . , mk) + l(n1, . . . , nk) + k − 1 ≤
≤ l(m1, . . . , mk) + l(1, 2 . . . , h) + k − 1 ≤ l(m1, . . . , mk) + k + h− 2.

Êîíå÷íî, ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðåä-
âàðèòåëüíîì âû÷èñëåíèè ñòåïåíåé (m1, . . . , mk), íàïðèìåð ïðè âûáîðå mi+1 =
2idλ(n)/ke è h = 2dλ(n)/ke− 1 ôàêòè÷åñêè ïîëó÷àåì 2dλ(n)/ke-àðíûé ìåòîä. Î÷åâèä-
íóþ îöåíêó l(n1, . . . , nk) ≤ h− 1 èíîãäà ìîæíî óëó÷øèòü, èñïîëüçóÿ íåêîòîðóþ
êîìáèíàöèþ ìåòîäà ñòåïåííîãî äåðåâà ñ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé, ôàêòè÷åñêè ñîâ-
ïàäàþùóþ ñ ìåòîäîì, èçâåñòíûì êàê ìåòîä Åâêëèäà. Ñíà÷àëà óïîðÿäî÷èì ìàñ-
ñèâ (n1, . . . , nk), óäàëèâ èç íåãî ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû, è òàê äåëàåì ïîñëå
êàæäîãî øàãà. Êàæäûé øàã àëãîðèòìà ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

l(n1, . . . , nk−1, nk) ≤ l(n1, . . . , nk−1, rk) + l(qk) + 1,



314 ÃËÀÂÀ 3. ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â GF (2N) Â ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÌ ÁÀÇÈÑÅ

ãäå nk = nk−1qk + rk. Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà ñèñòåìà
(n1, . . . , nk−1, nk) ïðåâðàòèòñÿ â îäíî ÷èñëî d, ðàâíîå ÍÎÄ ýòîé ñèñòåìû. Àë-
ãîðèòì ìîæíî óñëîæíèòü, âûáèðàÿ íà êàæäîì øàãå âìåñòî äåëåíèÿ nk íà nk−1

òàêîå äåëåíèå nk íà nr, ïðè êîòîðîì nk = nk−1q
′
k + r′k, l(q′_k) < l(qk)) èëè

l(q′_k) = l(qk)), r′k ∈ {n1, . . . , nk−1}. ßñíî, ÷òî ïðèìåíÿòü ýòî àëãîðèòì èìååò
ñìûñë òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, òàê êàê èç òåîðåìû ßî ñëåäóåò, ÷òî
ïðè k = O(λ(λ(nk))) ïîëó÷àåòñÿ è áåç òîãî õîðîøàÿ îöåíêà

l(n1, . . . , nk) = O(λ(nk)).

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîãî àëãîðèòìà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåä-
âàðèòåëüíî âû÷èñëåííîé òàáëèöû ñòåïåíåé. Ïóñòü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ëþ-
áóþ èç ñòåïåíåé gn ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà ïðè n < 21024 (çàäà÷à âîçâåäåíèÿ
â ñòåïåíè òàêîé âåëè÷èíû âîçíèêàåò â ïðîòîêîëå Äèôôè-Õåëëìàíà ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ïîëÿ GF (21024)). Âûáåðåì k = b1024/7c = 146, h = 27 − 1. Òîãäà ïðè
èñïîëüçîâàíèè çàðàíåå âû÷èñëåííîé òàáëèöû ñòåïåíåé

gm1 , . . . gm128 ,mi = 2(i−1)7, i = 1, . . . 147,

âû÷èñëåíèå ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè gn óêàçàííûì âûøå ìåòîäîì òðåáóåò íå áî-
ëåå k + h− 2 = 272 îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Òàê êàê äëèíà çàïèñè ïðîèçâîëüíîãî
ýëåìåíòà ïîëÿ GF (21024) ðàâíà 128 áàéò, òî îáúåì èñïîëüçóåìîé òàáëèöû ðà-
âåí 19Êá è îíà âïîëíå óìåùàåòñÿ â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Ïîýòîìó îïåðàöèÿ
èçâëå÷åíèÿ ýëåìåíòà èç ýòîé òàáëèöû âûïîëíÿåòñÿ áûñòðî è âðåìåíåì åå âû-
ïîëíåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â ñðàâíåíèè ñ âðåìåíåì óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïî-
ëÿ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ïîðÿäêà 21000,
íå èñïîëüçóþùèé ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííîé òàáëèöû, èñïîëüçóåò íå ìåíåå
1000 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ â ëó÷øåì ñëó÷àå.

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé {m1, . . . , mk} âçÿòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2im/k, i = 0, . . . k − 1,m = dlog2 ne, k = m/(log2 m −
2 log2 log2 m) + O(1) è âûáðàòü h = m/(logm)2 + O(1). Òîãäà îöåíêà ñëîæíî-
ñòè èìååò âèä k + h − 2 è àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà m/ log2 m, êàê è â àëãîðèòìå
Áðàóýðà.

Brickell et al ðàññìîòðåëè ìíîãî ðàçíûõ âàðèàíòîâ âûáîðà (m1, . . . , mk), â òîì
÷èñëå âàðèàíò {±bi, i = 1, . . . , k}, îçíà÷àþùèé èñïîëüçîâàíèå óðàâíîâåøåííîé
b-è÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Ýòîò âàðèàíò óäîáåí òåì, ÷òî óìåíüøàåò âåëè÷è-
íó h ïðèìåðíî â äâà ðàçà. Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ 512-áèòíîé ýêñïîíåíòû
ìîæíî âçÿòü b = 45, òîãäà h = d(b− 1)/2e = 22, òàê êàê èñïîëüçóþòñÿ ¾öèôðû¿
ni ∈ [0, h] è ôîðìóëà

n = n1 ±m1 + . . . nk ±mk,mi = bi, . . . , k, k = dlogb ne ≤ 94,

íî ðåàëüíî ñëàãàåìûå ñ íóëåâûìè öèôðàìè îòñóòñòâóþò, à ýëåìåíòû g±mi çàðà-
íåå âû÷èñëÿþòñÿ è çàïîìèíàþòñÿ. ×èñëî âûïîëíÿåìûõ ïðè ýêñïîíåíöèðîâàíèè



3.7. ÁÛÑÒÐÎÅ ÓÌÍÎÆÅÍÈÅ È ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈÅ 315

îïåðàöèé ïðè ýòîì íå áîëüøå k + h − 2 = 118, à â ñðåäíåì ìåíüøå, ïðè ýòîì
çàïîìèíàþòñÿ 2k = 188 ýëåìåíòîâ.

Åñëè íåò îãðàíè÷åíèÿ íà îáúåì èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè, òî ìîæíî ìàêñèìàëü-
íî óìåíüøèòü ÷èñëî óìíîæåíèé, âûáðàâ h = 1, ò.å. èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå {mi}
íàáîð a · bi, a < b, i < s = dlogb ne, òîãäà âñå ni ïðîñòî ðàâíû 1 èëè 0, ïðè÷åì
÷èñëî åäèíèö íå íå áîëåå k = s, çíà÷èò ÷èñëî óìíîæåíèé íå áîëåå s − 1, íî
çàïîìèíàòü òðåáóåòñÿ (b− 1)s ýëåìåíòîâ.
Óïðàæíåíèå 3.7.41 Äîêàæèòå, ÷òî â ñðåäíåì ÷èñëî óìíîæåíèé â ýòîì âàðèàíòå àëãîðèòìà
ðàâíî s(b− 1)/b.

Ïðè 512-áèòíîì n, âûáðàâ b = 256, ïîëó÷èì àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé 63
óìíîæåíèÿ è òðåáóþùèé çàïîìèíàíèÿ 16320 ýëåìåíòîâ (ò.å. áîëåå ìåãàáàéòà
ïàìÿòè). Ïîíÿòíî, ÷òî óâåëè÷èâàòü b c öåëüþ óìåíüøèòü ÷èñëî óìíîæåíèé
çäåñü óæå íå ðàçóìíî.

Ìîæíî óìåíüøèòü ðàñõîäóåìóþ ïàìÿòü, âûáðàâ ïðè òîé æå áàçå b h = 2,
¾öèôðû¿ ni ∈ 0, 1, 2, à â êà÷åñòâå {mi} âçÿòü íàáîð d·bi, i < s, ãäå d ëþáîå ÷èñëî,
êðàòíîå 22j, íî íå êðàòíûå 22j+1, j = 0, 1, 2, . . . . ×èñëî óìíîæåíèé â õóäøåì
ñëó÷àå óâåëè÷èòñÿ äî s, íî ïàìÿòü óìåíüøèòñÿ â 1/2+1/8+1/32+. . . = 2/3 ðàçà.
Ïðîäîëæàÿ äàëåå, ìîæíî óìåíüøèòü b â äâà ðàçà, âûáðàòü h = 3, â êà÷åñòâå
¾öèôð¿ èñïîëüçîâàòü 0, 1, 2, 3 à â êà÷åñòâå {mi} âçÿòü íàáîð d · bi, i < s, ãäå
d ëþáîå ÷èñëî, ðàçëîæåíèå êîòîðîãî íà ìíîæèòåëè èìååò âèä 2α3βr, (r, 6) =
1, α + β = 2j, j = 0, 1, . . . . Òîãäà ÷èñëî óìíîæåíèé óâåëè÷èòñÿ â õóäøåì ñëó÷àå
äîñòèãíåò s + 1, à çàïîìèíàòü ïîòðåáóåòñÿ Cbs ýëåìåíòîâ, ãäå

C = (1+1/6)
1

3
(1+(1/9+1/81+. . .)+(1/4+1/16+. . .)) =

7

36
(9/8+1/3) =

245

864
= 0.284.

Óïðàæíåíèå 3.7.42 Äîêàæèòå ýòî.

Â [88] òàêæå äîêàçàíî, ÷òî åñëè ÷èñëî çàïîìèíàåìûõ ýëåìåíòîâ îãðàíè÷èòü
(log log n)k, òî ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ óìíîæåíèé áóäåò íå áîëüøå

(1/k + o(1)) log2 n/ log2 log2 n.

Â [124] ïðåäëîæåí åùå îäèí, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áîëåå óäîáíûé, àëãîðèòì
ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ ôèêñèðîâàííîãî îñíîâàíèÿ, òàêæå èñïîëüçóþùèé ïðåäâà-
ðèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ çàíîñÿòñÿ â ïàìÿòü ïåðåä âû÷èñ-
ëåíèåì. Âïðî÷åì, ýòîò àëãîðèòì ñîäåðæèòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé â èçâåñòíîì
àëãîðèòìå Ïèïïåíäæåðà [142]. Çàêëþ÷àåòñÿ àëãîðèòì [124] â ñëåäóþùåì: ïîêà-
çàòåëü ñòåïåíè a < 2n çàïèñûâàåòñÿ 2k-è÷íîé ñèñòåìå

a =
s−1∑

i=0

Ai2
ki,

ãäå Ai èìååò äâîè÷íóþ çàïèñü (aik+k−1 . . . aik)2, s = dn/ke, ñòåïåíè áàçû g, çàïè-
ñûâàåìûå äàëåå äëÿ óäîáñòâà â àääèòèâíîé íîòàöèè, ïðåäâû÷èñëÿþòñÿ â ïîðÿä-
êå 2kig, 0 ≤ i < s, ïîòîì äëÿ êàæäîãî äâîè÷íîãî âåêòîðà u = (us−1 . . . u0)2, 0 ≤



316 ÃËÀÂÀ 3. ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â GF (2N) Â ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÌ ÁÀÇÈÑÅ

u < 2s âû÷èñëÿþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñåë us−1 + . . . + u0) ñóììû

Pu =
s−1∑

i=0

ui2
kig,

à ïîòîì âû÷èñëÿåòñÿ ñòåïåíü a · g ïî ôîðìóëå

a · g =
k−1∑

j=0

2j

(
s−1∑

i=0

aik+j2
ki · g

)
=

k−1∑

j=0

2jPIj ,

ãäå Ij = (a(s−1)k+j . . . ak+jaj)2. Ïðåèìóùåñòâî ýòîé ôîðìóëû ïåðåä ñòàíäàðòíîé
ôîðìóëîé

a · g =
j=s−1∑

j=0

2kj

(
k−1∑

i=0

ajk+i2
i · g

)

â òîì, ÷òî ïðè óñëîâèè ïðåäâû÷èñëåíèÿ âíóòðåííèõ ñóìì óïðîùàåòñÿ âû÷èñ-
ëåíèå ñòåïåíè a · g çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ÷èñëà âîçâåäåíèé â êâàäðàò (óäâîåíèé
â àääèòèâíîé íîòàöèè), êîòîðûõ ñòàíîâèòñÿ òîëüêî k âìåñòî (s− 1)k âî âòîðîé
ôîðìóëå. Îäíàêî ñàìî ïðåäâû÷èñëåíèå ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñëîæíûì è òðåáóåò íå
ìåíåå n− k, íî íå áîëåå n îïåðàöèé âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è 2s− s− 1 îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ. Ïðè âûáîðå s = log2 n − 2 log2 log2 n ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ æå àñèìï-
òîòè÷åñêàÿ îöåíêà, ÷òî è â ìåòîäå Áðàóýðà. Òàêæå êàê è ìåòîä Áðàóýðà, ýòîò
àëãîðèòì èñïîëüçóåò ñõåìó Ãîðíåðà, íî ñ îñíîâàíèåì 2 âìåñòî 2k, íî ïðè ýòîì
âìåñòî 2k-è÷íûõ öèôð,

k−1∑

i=0

ajk+i2
i

îïðåäåëÿåìûõ áëîêàìè áèòîâ äëèíû k íîìåðà m êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ bm/kc = j (÷àñòíîå îò äåëåíèÿ íîìåðà m íà k ðàâíî j) è îêàçûâàþòñÿ
ñîñåäíèìè, îí èñïîëüçóåò ¾öèôðû¿ âèäà

s−1∑

i=0

aik+j2
ki,

îïðåäåëÿåìûå áëîêàìè áèòîâ äëèíû s, íîìåðà êîòîðûõ ïðè äåëåíèè íà k äàþò
îäèíàêîâûé îñòàòîê j.

Â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî îñíîâàíèÿ g ðåçóëüòàòû ïðåäâû÷èñëåíèé ìîæíî
çàãðóçèòü â ïàìÿòü ìàøèíû â íà÷àëå ðàáîòû ïðîãðàììû, êàê è â àëãîðèòìå [88].
Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ îáúåì ïàìÿòè O(2sn), åñëè ïðåäïîëàãàòü ÷òî äëÿ çàïèñè
ëþáîé ñòåïåíè ýëåìåíòà g äîñòàòî÷íî n áèò; â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ê
êîíå÷íûì ïîëÿì èëè ãðóïïàì ýòî åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå. Çàìåòèì, ÷òî
â ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå ïðè òîì æå âûáîðå ïàðàìåòðà k ïàìÿòè òðåáîâàëîñü
ìåíüøå, à èìåííî O(sn). Çàòî âðåìÿ ðàáîòû óìåíüøàåòñÿ, è ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì
ïî ïîðÿäêó k = n/s ïðîòèâ 2k + s = 2k + n/k. Íî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïà-
ðàìåòðîâ îáà àëãîðèòìà èìåþò âðåìÿ ðàáîòû O(n/logn), íî ïàìÿòè ïîñëåäíèé
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àëãîðèòì â ýòîì ñëó÷àå ðàñõîäóåò ìåíüøå, à èìåííî O(n2/log2
n). Åñëè îáúåì

èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè îãðàíè÷åí âåëè÷èíîé logkn (ñ÷èòàåì, ÷òî íà çàïîìèíàíèå
îäíîãî ýëåìåíòà ðàñõîäóåòñÿ åäèíèöà ïàìÿòè), òî âðåìÿ ðàáîòû áóäåò ðàâíî
O(n/(k log log n)), ÷òî òåîðåòè÷åñêè ìåíüøå ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ, ÷åì â
àëãîðèòìå [88].

3.7.14 Óñêîðåíèå ïðîâåðêè ýëåêòðîííîé ïîäïèñè
Âî ìíîãèõ àëãîðèòìàõ ýëåêòðîííîé ïîäïèñè äëÿ åå âåðèôèêàöèè íàäî âû÷èñ-
ëÿòü ëèáî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýêñïîíåíò gaf b â ñëó÷àå ïîëåé, ëèáî ñóììó aP +bQ
â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ýòî âû÷èñëåíèå ìîæíî óñêîðèòü ïðèìåíÿÿ
òàê íàçûâàåìûé ¾òðþê Øàìèðà¿. Íà ñàìîì äåëå îí ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ÷àñòíûì
ñëó÷àåì îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà Ñòðàóñà âû÷èñëåíèÿ îäíî÷ëåíà íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ (â äàííîì ñëó÷àå � äâóõ). Çàêëþ÷àåòñÿ îí â ñëåäóþùåì. ×èñ-
ëà a, b < 2n çàïèñûâàþòñÿ â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 2k. Ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ è óðàâíîâåøåííûìè êîäàìè, ÷òî ìû äàëåå è ïðåäïîëàãàåì â ñëó-
÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Âû÷èñëÿåì çàðàíåå âñå ñóììû âèäà
iP ± jQ, i, j ≤ 2k−1. Ïîñëå ýòîãî ïðîñòî âû÷èñëÿåì ïî ñõåìå Ãîðíåðà ñóììó

aP + bQ =
dn/ke∑

i=0

±(±aiP +±biQ)2ki

óìíîæàÿ êàæäûé ðàç ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà 2k è ïðèáàâëÿÿ èëè âû÷èòàÿ âû-
áðàííîå ñ ïîäõîäÿùèì çíàêîì ñëàãàåìîå±aiP+±biQ, óæå âû÷èñëåííîå çàðàíåå.
Àëãîðèòì âûïîëíÿåò n/k ñëîæåíèé è n óäâîåíèé. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçäåëüíûì
âû÷èñëåíèåì ÷èñëî ñëîæåíèé óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà. Àëãîðèòì ìîæåò áûòü
óñêîðåí òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êðàòíîãî îäíîé òî÷-
êè, íî íà ïðàêòèêå ýòî áåñïîëåçíî, òàê êàê â àëãîðèòìàõ öèôðîâîé ïîäïèñè
èç äâóõ òî÷åê P, Q çàðàíåå èçâåñòíà òîëüêî îäíà. Íåêîòîðîé ýêîíîìèè ïàìÿòè
ìîæíî äîñòè÷ü, åñëè çàðàíåå âû÷èñëÿòü òîëüêî ñóììû âèäà iP±jQ ñ i, j ðàçíîé
÷åòíîñòè.

3.7.15 Ìåòîä Ìîíòãîìåðè áûñòðîãî ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ
Cëîæíîñòü îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøåé n ïî ìîäóëþ
ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n îöåíèâàåòñÿ êàê M(n) + D(n), ãäå D(n)
� ñëîæíîñòü äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 2n íà ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè øêîëüíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ M(n) è
D(n) ïðèáëèçèòåëüíî ñîâïàäàþò.

Íî ïðè áîëüøèõ n ïðè èñïîëüçîâàíèè áûñòðûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ
øêîëüíûé àëãîðèòì äåëåíèÿ áóäåò ñèëüíî òîðìîçèòü ìîäóëÿðíîå óìíîæåíèå.

Ëèøü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, êîãäà ìîäóëü ñîñòîèò èç ìàëîãî ÷èñëà
îäíî÷ëåíîâ, ïîëó÷àåòñÿ äëÿ íåãî õîðîøàÿ îöåíêà M(n) + O(n).
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Èçâåñòåí, îäíàêî áûñòðûé àëãîðèòì äåëåíèÿ, â êîòîðîì îíî ôàêòè÷åñêè ñâî-
äèòñÿ ê ìíîãîêðàòíî âûïîëíÿåìîìó óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíè êîòîðûõ
óáûâàþò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî àëãîðèòìà ìîæíî îöåíèòü ñëîæíîñòü ìîäóëÿðíîãî
óìíîæåíèÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ êàê 6M(n) + O(n).

Îòñþäà â îáùåì ñëó÷àå âûòåêàåò îöåíêà l(m)(6M(n) + O(n)) äëÿ ñëîæíî-
ñòè ìîäóëÿðíîãî ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ, ãäå l(m)� äëèíà êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé
öåïî÷êè äëÿ âîçâåäåíèÿ â m-þ ñòåïåíü.

Ìîæíî ýòó îöåíêó óëó÷øèòü äî

(l(m) + 1)(3M(n) + O(n)) + 6M(n),

íî äëÿ ýòîãî íàäî áîëåå ãëóáîêî âíèêíóòü â àëãîðèòì áûñòðîãî äåëåíèÿ, è
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî âî âñåõ äåëåíèÿõ äåëèòåëü � îäèí è òîò æå.

Äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ óêàçàííîé îöåíêè � ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ìîíò-
ãîìåðè äëÿ áûñòðîãî ìîäóëÿðíîãî ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ. Îí èíòåðåñåí òåì, ÷òî
ïî÷òè íå èñïîëüçóåò îïåðàöèþ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì, áåç êîòîðîé êàçàëîñü áû
íåâîçìîæíû ìîäóëÿðíûå âû÷èñëåíèÿ.

Ïóñòü p(x)- ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
ïî ìîäóëþ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîëîæèì R = xn−1. Òàê êàê R è p âçàèìíî ïðîñòû,
òî ìîæíî çàðàíåå âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí q ñòåïåíè n− 2 òàêîé, ÷òî qp + 1 áóäåò
êðàòåí R. Ïóñòü Q òàêîâ, ÷òî QR = 1 (mod p).

Cëîæíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Q è q, çàâèñÿùèõ
òîëüêî îò p(x), ìîæåò áûòü îöåíåíà c ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà-Øåíõàãå
êàê O(M(n) log n), à ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà � êàê O(n2).

Óïðàæíåíèå 3.7.43 Äîêàæèòå, ÷òî

f + ((f (mod R))q (mod R))p
R

= fQ (mod p).

Îïåðàöèÿ ïåðåõîäà îò f ê

fQ (mod p) =
f + ((f (mod R))q (mod R))p

R

íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðîâàíèåì Ìîíòãîìåðè, à îïåðàöèÿ

Mont(f, g) = fgQ (mod p) =
fg + ((fg (mod R))q (mod R))p

R

� óìíîæåíèåì Ìîíòãîìåðè (åãî ìîæíî ïðîèçâîäèòü íàä ëþáûìè ìíîãî÷ëå-
íàìè f, g ñòåïåíè ìåíüøå n). Òàê êàê R = xn−1, òî â ýòèõ îïåðàöèÿõ äåëåíèå
ôàêòè÷åñêè íå ïðîèçâîäèòñÿ, à ïðîèçâîäÿòñÿ òîëüêî óìíîæåíèÿ.
Óïðàæíåíèå 3.7.44 Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèÿ Ìîíòãîìåðè íå ïðå-
âîñõîäèò 3M(n)+O(n), à ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò íå ïðåâîñõîäèò K(n)+2M(n)+O(n),
ãäå K(n)� ñëîæíîñòü îáû÷íîãî âîçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà â êâàäðàò, åñëè íå ó÷èòûâàòü ñëîæ-
íîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Q è q, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò p(x).
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Ïîÿñíèì êàê èñïîëüçóåòñÿ óìíîæåíèå Ìîíòãîìåðè äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòå-
ïåíü. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ

fM = Mont(f, R2) = fR mod p,

à ïîòîì îí âîçâîäèòñÿ â ñòåïåíü m c ïîìîùüþ êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè,
íî âìåñòî îáû÷íûõ óìíîæåíèé èñïîëüçóåòñÿ óìíîæåíèå Ìîíòãîìåðè. Òàê êàê
Mont(gR, hR) = fgR, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ fm

M = fmR mod p, ïîñëå ÷åãî
îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü

Mont(fm
M , 1) = fm mod p,

ò.å. âûïîëíèòü ðåäóêöèþ ïî Ìîíòãîìåðè.
Óïðàæíåíèå 3.7.45 Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â äàííóþ ñòåïåíü m ïî ìîäóëþ
ìíîãî÷ëåíà p(x) ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè ìåíüøåé n ìåòîäîì Ìîíòãîìåðè îöåíè-
âàåòñÿ êàê

(l(m) + 1)(3M(n) + O(n)) + 6M(n).

Âñå ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ïåðåíîñÿòñÿ ïî÷òè áåç èçìåíåíèé è íà ìîäó-
ëÿðíóþ ÷èñëîâóþ àðèôìåòèêó.

Ïóñòü p è R � ïðîèçâîëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëÿì p è R. Òàê êàê R è p âçàèìíî ïðîñòû, òî
ìîæíî çàðàíåå âû÷èñëèòü ÷èñëî q òàêîå, ÷òî qp + 1 äåëèòñÿ íà R. Ïóñòü Q
òàêîâî, ÷òî QR− 1 äåëèòñÿ íà p.

Óïðàæíåíèå 3.7.46 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà 0 ≤ x < pR

x + ((x mod R)q mod R)p
R

ðàâíî ëèáî xQ mod p, ëèáî áîëüøå ýòîãî ÷èñëà íà p.

Åñëè äëÿ çàïèñè ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíî-
âàíèåì b è ïðèìåíÿþòñÿ êàê ñòàíäàðòíûå òàê è áûñòðûå àðèôìåòè÷åñêèå àë-
ãîðèòìû, òî àëãîðèòì ïðîâåäåíèÿ ðåäóêöèè ïî Ìîíòãîìåðè óäîáíåå âûïîëíÿòü
äëÿ R = bn.

Ïóñòü x = (x2n−1 . . . x0)b < pR, p = (mn−1 . . . m0)b,m0 6= 0, ¾öèôðà¿ Q òàêîâà,
÷òî Qm0 + 1 êðàòíî b. Òîãäà xQ mod p ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Óïðàæíåíèå 3.7.47 Ïîëîæèì âíà÷àëå a = x, è, îáîçíà÷àÿ âñåãäà äàëåå

a = (a2n−1 . . . a1)b,

äëÿ êàæäîãî i îò íóëÿ äî n − 1 âû÷èñëÿåì ¾öèôðó¿ ui = aiQ mod b, à ïîòîì ïðèáàâëÿåì
ê òåêóùåìó çíà÷åíèþ a ÷èñëî uipbi, â êîíöå ýòîãî âû÷èñëåíèÿ ìëàäøèå n öèôð ÷èñëà a
îêàçûâàþòñÿ íóëåâûìè è èõ ïðîñòî ¾ñòèðàåì¿, ïîëàãàÿ a ðàâíûì a/bn, è â çàâåðøåíèå, åñëè
ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå a áóäåò íå ìåíüøå p, îòíèìàåì îò íåãî p. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò âñåãäà ðàâåí xQ mod p.

Â óêàçàííîì âûøå ñëó÷àå óìíîæåíèå ïî Ìîíòãîìåðè ÷èñåë x è y
Mont(x, y) = xyQ mod p óäîáíî âûïîëíÿòü ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì. Ïóñòü
0 ≤ x = (xn−1 . . . x1)b < p, 0 ≤ y = (xn−1 . . . x1)b < p.
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Óïðàæíåíèå 3.7.48 Ïîëîæèì âíà÷àëå a = 0, è, îáîçíà÷àÿ âñåãäà äàëåå

a = (an−1 . . . a1)b,

äëÿ êàæäîãî i îò íóëÿ äî n− 1 âû÷èñëÿåì ¾öèôðó¿ ui = (a0 + xiy0)Q mod b, à ïîòîì ïðèáàâ-
ëÿåì ê òåêóùåìó çíà÷åíèþ a ÷èñëà uip è xiy, è òàê êàê ïîñëå ýòîãî ìëàäøàÿ öèôðà ÷èñëà a
îêàçûâàåòñÿ íóëåâîé, åå ¾ñòèðàåì¿, ïîëàãàÿ a ðàâíûì a/b, è â çàâåðøåíèå, åñëè ïîëó÷åííîå
çíà÷åíèå a áóäåò íå ìåíüøå p, îòíèìàåì îò íåãî p. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò
âñåãäà ðàâåí xyQ mod p.

Óïðàæíåíèå 3.7.49 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷èñåë ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèÿ Ìîíòãî-
ìåðè íå ïðåâîñõîäèò 3M(n) + O(n), åñëè íå ó÷èòûâàòü ñëîæíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ ÷èñåë Q è q, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ÷èñëà p.

Óïðàæíåíèå 3.7.50 Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â äàííóþ ñòåïåíü m ïî ìîäóëþ
äàííîãî n-çíà÷íîãî ÷èñëà p ïðîèçâîëüíîãî n-çíà÷íîãî ÷èñëà ìåòîäîì Ìîíòãîìåðè îöåíèâà-
åòñÿ êàê

(l(m) + 1)(3M(n) + O(n)) + 6M(n).

3.7.16 Ïðèìåð ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ìîíòãîìåðè ëîãè÷å-
ñêèìè ñõåìàìè

Êðàòêî îïèøåì ýòîò ïðèìåð, ïîëüçóÿñü ðàáîòîé [163]. Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî åãî
èìïëåìåíòèðîâàòü è ïðîãðàììíûì îáðàçîì. Êàê èçâåñòíî ïðè ñõåìíîé ðåàëèçà-
öèè àðèôìåòèêè â ïîëå GF (2n) â ñòàíäàðòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ áàçèñàõ óäîáíî
â êà÷åñòâå íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà âûáèðàòü òðåõ÷ëåí f(x) = xm+xk +1, åñ-
ëè îí ñóùåñòâóåò. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ýòîò ñëó÷àé. Ìîæíî ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî k ≥ m/2. Âû÷èñëèì çàðàíåå ìíîãî÷ëåíû r(x), r(x)′, f ′(x) òà-
êèå, ÷òî

r(x)r′(x) + f(x)f ′(x) = 1.

Ìíîãî÷ëåíû a, b ðàññìàòðèâàåì êàê ýëåìåíòû ïîëÿ GF (2m). ßñíî, ÷òî
r′ = r−1 mod f. Óìíîæåíèå ïî Ìîíòãîìåðè � ýòî âû÷èñëåíèå ìíîãî÷ëåíà
c(x) = a(x)b(x)r−1(x) mod f(x). Îíî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà-
õîäèì t(x) = a(x)b(x), ïîòîì u(x) = t(x)f ′(x) mod r(x), è íàêîíåö c(x) =
(t(x)+u(x)f(x))/r(x). Äëÿ òîãî, ÷òîáû äåëåíèå ïî ìîäóëþ r ñòàëî òðèâèàëüíûì,
âûáèðàåòñÿ r = xk. Â ñëó÷àå k ≤ m− 1 è deg c(x) ≥ m ìíîãî÷ëåí c(x) íàäî åùå
ïðèâåñòè ïî ìîäóëþ f(x). Âû÷èñëÿåì r′(x) = r−1(x) = 1+xm−k, f ′ = 1. Ïðè ïåðå-
ìíîæåíèè a(x) =

m−1∑
i=0

aix
i, b(x) =

m−1∑
i=0

bix
i, ai, bi = 0, 1 ïîëó÷àåì t(x) =

2m−2∑
i=0

tix
i,

ãäå ïðè i < m

ti =
i∑

j=0

ajbi−j,

à ïðè i ≥ m

ti =
m−1∑

j=i−m+1

ajbi−j.
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Äàëåå íàõîäèì

u(x) = t(x)f ′(x) mod r(x) = t(x) mod xk =
k−1∑

i=0

tixi.

Ïîëîæèì tL(x) =
k−1∑
i=0

tixi, tR(x) =
2m−k−2∑

i=0
ti+kxi, òîãäà t(x) = tL(x) +

xktR(x), u(x) = tL(x),

c(x) = (t(x) + u(x)f(x))/r(x) = tR(x) + (xm−k + 1)tL(x).

Ïðè k = m− 1 deg c(x) ≤ m− 1, ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ f íå òðåáóåòñÿ ïîýòîìó
ïðè k = m− 1 îêîí÷àòåëüíî èìååì

c0 = t0 + tm−1, cm−1 = tm−2 + t2m−2, ci = ti−1 + ti + tm−1+i, 0 < i < m− 1.

Ïðè m/2 ≤ k < m− 1 ïîëîæèì

t
(1)
R (x) =

m−1∑

i=0

tk+ix
i,

t
(2)
R (x) =

2m−k−2∑

i=m

tk+ix
i,

òîãäà èìååì

c(x) mod f(x) = tR(x) + (xm−k + 1)tL(x) mod f(x) =

= t
(1)
R (x) + t

(2)
R (x) + (xm−k + 1)tL(x) mod f(x) =

(t
(1)
R (x) + xm−ktL(x) + tL(x)) + t

(2)
R (x) mod f(x).

Òàê êàê

tk+i+mxi+m mod f(x) = tk+i+m(xi + xi+k), i = 0, . . . ,m− k − 2,

òî
t
(2)
R (x) mod f(x) = t

(2,1)
R (x) + t

(2,2)
R (x),

ãäå

t
(2,1)
R (x) =

m−k−2∑

i=0

tm+k+ix
i,

t
(2,2)
R (x) =

m−2∑

i=k

tm+ix
i.

Ñëåäîâàòåëüíî,

c(x) = t
(1)
R (x) + xm−ktL(x) + tL(x)) + t

(2,1)
R (x) + t

(2,2)
R (x).
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Ïðè (m+1)/2 < k < m−1 îòñþäà èìååì ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â ÿâíîì
âèäå

ci = ti + ti+k + ti+k+m, i ≤ m− 2− k, cm−k−1 = tm−k−1 + tm−1,

ci = ti + ti−m+k + ti+k, m− k ≤ i ≤ k − 1,

ci = ti+k−m + ti+k + ti+m, k ≤ i ≤ m− 2, cm−1 = tk−1 + tm+k−1.

Ñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëåíèå ci ïî tj âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé, ñîñòîÿùåé èç 2m − 2
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 (îïåðàöèé XOR) è èìåþùåé ãëóáèíó 2.

Óïðàæíåíèå 3.7.51 Ïðîâåðüòå, ÷òî â ñëó÷àå k = (m + 1)/2 ñõåìà èìååò òàêèå æå õàðàêòå-
ðèñòèêè.

Óïðàæíåíèå 3.7.52 Ïðîâåðüòå, ÷òî â ñëó÷àå k = m/2 ñõåìà èìååò ñëîæíîñòü 3m/2 − 1 è
ãëóáèíó 2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñõåìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ti ñîñòîÿëà èç m2 êîíúþíêòîðîâ è
m2 − 1 XOR, è èìåëà ãëóáèíó dlog2 me, îêîí÷àòåëüíî èìååì, ÷òî ïîñòðîåííûé
ìóëüòèïëåð Ìîíòãîìåðè ïðè k > m/2 ñîñòîèò èç m2 êîíúþíêòîðîâ è (m+1)2−3
ýëåìåíòîâ XOR è èìååò ãëóáèíó dlog2 me+2. Â ñëó÷àå k = m/2 ýêîíîìèòñÿ m−1
XOR.
Óïðàæíåíèå 3.7.53 Ïîñòðîéòå îáû÷íûé ñòàíäàðòíûé ìóëüòèïëåð è ñðàâíèòå åãî õàðàêòå-
ðèñòèêè ñ ìóëüòèïëåðîì Ìîíòãîìåðè.

Ðàçíèöû ïî÷òè íèêàêîé.

3.7.17 Îäíîâðåìåííîå âû÷èñëåíèå íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé â
êîíå÷íîì ïîëå

Äîïóñòèì, ÷òî íàäî âû÷èñëèòü â ïîëå GF (2n) k ðàçíûõ ñòåïåíåé fni , i =
1, . . . , k, maxni = m. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ßî, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñëîæíîñòè
ýòîãî âû÷èñëåíèÿ

K(n) log m + k(1 + o(1))
M(n) log m

log log m
,

ãäå K(n)� ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò â ïîëå GF (2n), à M(n) � ñëîæíîñòü
óìíîæåíèÿ â ýòîì ïîëå.

Îöåíêà K(n) èìååò âèä D(n) + O(n), ãäå D(n) ñëîæíîñòü äåëåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè 2n íà ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, òàê êàê âîçâåäåíèå â êâàäðàò äâî-
è÷íîãî ìíîãî÷ëåíà äåëàåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(n). Â ñëó÷àå, åñëè q(x) ÿâëÿåò-
ñÿ ìàëî÷ëåíîì, èìååì îöåíêó K(n) = O(n). Â îáùåì ñëó÷àå îöåíêà èìååò âèä
K(n) = 5M(n)+O(n), ãäå M(n) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè n. Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (2n) îöåíèâàåòñÿ êàê D(n)+M(n), è
â ñëó÷àå, êîãäà q(x) ÿâëÿåòñÿ ìàëî÷ëåíîì, èìååì îöåíêó M(n)+O(n), à â îáùåì
ñëó÷àå � îöåíêó 6M(n) + O(n), ãäå M(n) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n.
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Â ñëó÷àå, êîãäà q(x) ÿâëÿåòñÿ ìàëî÷ëåíîì, îöåíêà ñëîæíîñòè ñîâìåñòíîãî
âû÷èñëåíèÿ íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé èìååò âèä

O(n) log m + k(1 + o(1))
M(n) log m

log log m
.

Â îáùåì ñëó÷àå îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ íåñêîëüêî õóæå, íî åñëè ïðèìåíèòü ìåòîä
Ìîíòãîìåðè, òî îíà óëó÷øàåòñÿ äî àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè

2M(n) log m + 3k
M(n) log m

log log m
.

3.7.18 Îöåíêà ñëîæíîñòè òåñòà íà ïðèìèòèâíîñòü â êîíå÷-
íîì ïîëå

Äëÿ ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ëè ýëåìåíò x ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïîëÿ GF (2n),
êàê èçâåñòíî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ s ÷èñëà 2n−1
÷òî x(2n−1)/s mod q(x) íå ðàâåí 1, ãäå q(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, îïðåäå-
ëÿþùèé ðàññìàòðèâàåìóþ ðåàëèçàöèþ ïîëÿ. Äðóãîé âàðèàíò ýòîé çàäà÷è �
òåñòèðîâàíèå íà ïðèìèòèâíîñòü äàííîãî ìíîãî÷ëåíà p(x) (êàê èçâåñòíî, ìíî-
ãî÷ëåí ñòåïåíè n ïðèìèòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî êîðíè â ïîëå
GF (2n) ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûìè ýëåìåíòàìè). Òîãäà â êà÷åñòâå ìîäóëÿ q(x)
íóæíî ïðîñòî âçÿòü p(x).

Êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ó ÷èñëà 2n− 1 íå ïðåâîñõîäèò, êàê èçâåñòíî,
ïî ïîðÿäêó n/ log n, à êàê ïðàâèëî, ãîðàçäî ìåíüøå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè íàì
èçâåñòíû, è îöåíèì ñëîæíîñòü îñòàëüíîé ïðîöåäóðû.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó ñëîæíîñòè ñîâìåñòíîãî âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé, ïîëó÷àåì
îöåíêó ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ óïîìÿíóòîé ñèñòåìû

O(n2) + k(1 + o(1))
M(n)n

log2 n
,

â ñëó÷àå, êîãäà q(x) � ìàëî÷ëåí, è â îáùåì ñëó÷àå � àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó

2M(n)n + 3k
M(n)n

log2 n
,

ãäå âåëè÷èíó k ìîæíî îöåíèòü êàê n/ log n, íî â ñðåäíåì îíà ãîðàçäî ìåíüøå,
îäíàêî åñòü ïðèìåðû, êîãäà îíà íå ìåíüøå log n/ log log n. Â èòîãå çàìå÷àåì,
÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà èìååò ìåíåå ÷åì êóáè÷åñêóþ ñëîæíîñòü,
à âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îíà ìîæåò èìåòü âèä

2M(n)n + O(
M(n)n

log log n
)

è áûòü äàæå ìåíüøå, âïëîòü äî

2M(n)n + O(
M(n)n

log n
),
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êîãäà 2n − 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì (÷èñëîì Ìåðñåííà) èëè èìååò ìàëîå
÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

3.7.19 Áûñòðîå ýêñïîíåíöèðîâàíèå ÷åðåç ìîäóëÿðíóþ
êîìïîçèöèþ

Îöåíêà ñëîæíîñòè âîçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè ìåíüøåé n â ñòåïåíü m ïî
ìîäóëþ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n, ïîëó÷åííàÿ âûøå â âèäå

(l(m) + 1)(3M(n) + O(n)) + 6M(n) = 3l(m)M(n) + 9M(n) + O(nl(m))

ïðèãîäíà äëÿ ëþáûõ ïîëåé, íî äëÿ ïîëåé êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè p è äëÿ
ìîäóëåé, ñîäåðæàùèõ ìàëîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ñëèøêîì ãðóáà. Äëÿ ýòèõ ïîëåé
ìîäóëÿðíîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü p, êàê ìíîãîêðàòíî îòìå÷àëîñü ðàíåå, âûïîë-
íÿåòñÿ áûñòðåå, ÷åì ñ î÷åâèäíîé îöåíêîé O(logp)M(n). Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòîå
âîçâåäåíèå â ñòåïåíü p äåëàåòñÿ áåñïëàòíî, à ïðèâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè pn
ïî ìîäóëþ äàííîãî ìàëî÷ëåíà âûïîëíÿåòñÿ ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ. Ïîëüçóÿñü
ýòèì ñîîáðàæåíèåì, ðàíåå áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà ñëîæíîñòè âîçâåäåíèÿ â ñòå-
ïåíü m ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (q) ïî ìîäóëþ äàííîãî ¾ìàëî÷ëåíà¿ ñòåïåíè
n â âèäå

E(n,m) = O(M(GF (q)))M(n) log2 m/ log2 log2 m).

Â [100] â ñëó÷àå q = 2 ôàêòè÷åñêè òà æå îöåíêà áûëà äîêàçàíà áåç ïðåä-
ïîëîæåíèÿ î ¾ìàëî÷ëåííîñòè¿ ìíîãî÷ëåíà f, ïî ìîäóëþ êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ
gm. Ìû åå èçëîæèì, ïîäñ÷èòàâ âñå ìóëüòèïëèêàòèâíûå êîíñòàíòû. Òàê êàê
åå ïðèìåíåíèå îðèåíòèðîâàíî íà ýêñïîíåíöèðîâàíèå â êîíå÷íûõ ïîëÿõ, äàëåå
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî m < qn, logq m → ∞, n → ∞. Èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â
èñïîëüçîâàíèè ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè. À èìåííî, îïåðàöèÿ gqm

mod f ìîæåò
áûòü âûïîëíåíà êàê g(h) mod f, ãäå h = xqm

mod f. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

g(x) =
s∑

i=0

aix
i,

òî

gqm

(x) =
s∑

i=0

aqm

i xqmi =
s∑

i=0

aix
qmi mod f =

s∑

i=0

aih
i mod f = g(h) mod f.

Ïîëîæèì k = dlogq m/ logq logq me = log2 m/ log2 logq m+O(1) è ðàçëîæèì m
â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ qk, à èìåííî

m =
s−1∑

i=0

miq
ki, 0 ≤ mi < qk, s = dlogq logq me.

Âû÷èñëèì h = xqk
mod f ïóòåì k-êðàòíîãî ìîäóëÿðíîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü

q ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ìîíòãîìåðè ñî ñëîæíîñòüþ

k(3l(q)M(n) + 9M(n) + O(nl(q))M(GF (q)) =
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= (3 + o(1))M(GF (q))M(n) log2 q log2 m/ log2 log2 m.

Ïðèìåíÿÿ s-êðàòíî èçëîæåííûé âûøå àëãîðèòì Brickell et al ñ âû÷èñëåííûìè
çàðàíåå ñòåïåíÿìè

gqia

mod f, i = 0, . . . b− 1, b = dk/ae, a = blogq hc, h =
k log2 q

log2
2(k log2 q)

âû÷èñëÿåì gi = gmi mod f, i < s âûïîëíèâ

s(b + h) = s

(
k log2 q

(1 + o(1)) log2(k log2 q)
+ h

)
= s

(
(1 + o(1))k log2 q

log2(k log2 q)

)
=

(1 + o(1)) log2 m/log2 log2 m

ìîäóëÿðíûõ óìíîæåíèé ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (q), ò.å. ñî ñëîæíîñòüþ (1+
o(1))6M(n)M(GF (q)) log2 m/log2 log2 m. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ìîíòãîìåðè, îöåíêó
ìîæíî óëó÷øèòü äî (3 + o(1))M(n)M(GF (q)) log2 m/log2 log2 m.

Ñëîæíîñòü ïðåäâàðèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé gqia
mod f, i = 0, . . . b − 1 ïóòåì

a(b−1) < k-êðàòíîãî ìîäóëÿðíîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü q ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà
Ìîíòãîìåðè îöåíèâàåòñÿ êàê

(3 + o(1))M(GF (q))M(n)k =

= (3 + o(1))M(GF (q))M(n) log2 q log2 m/ log2 log2 m.

Òåïåðü âû÷èñëÿåì c = gm mod f, ïðèìåíÿÿ ñõåìó Ãîðíåðà. Äëÿ ýòîãî ïîëà-
ãàåì âíà÷àëå c = 1, à ïîòîì â öèêëå ïîâòîðÿåì

c = cqk

gi = c(h)gi mod f, i = s− 1, . . . , 0.

Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ s ìîäóëÿðíûõ óìíîæåíèé ñî ñëîæíîñòüþ s(6M(n) +
O(n)M(GF (q)), íî åñëè çàðàíåå âû÷èñëèòü ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ x2n íà f, òî
ìîæíî óïîìèíàâøèìñÿ ðàíåå ïðèåìîì óìåíüøèòü ñëîæíîñòü äî

3sM(n)M(GF (q)) = 3M(n)M(GF (q)) logq logq m.

Íî îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïðèõîäèòñÿ íà s ìîäóëÿðíûõ êîìïîçèöèé, êîòîðàÿ ðàâ-
íà

s
(
6M(n)n1/2 + O(n(ω+1)/2)

)
M(GF (q)).

Îêîí÷àòåëüíàÿ îöåíêà èìååò âèä

logq logq m
(
6M(n)n1/2M(GF (q)) + O(n(ω+1)/2)

)
+

+(3 + o(1))(log2 2q2)M(GF (q))M(n) log2 m/ log2 log2 m

Åñëè ïðèìåíèòü âìåñòî íàèëó÷øåé îöåíêè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö àëãî-
ðèòì ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿ ñ îöåíêîé O(log2 q)n3/ logq n, èìååì îöåíêó ñëîæíîñòè

(3 + o(1))(log2 2q2)M(GF (q))M(n) log2 m/ log2 log2 m)+
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+O(log2 q)n2 + 6M(n)n1/2M(GF (q)) logq logq m.

Òàê êàê m < qn, òî îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

(3 + o(1))(log2 q log2 2q2)M(GF (q))M(n)n/ log2(n log2 q).

Åñëè ÷èñëî íåíóëåâûõ öèôð â q- è÷íîé çàïèñè ÷èñëà m < qn ðàâíî νq(m),
òî îöåíêó ñëîæíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå

O(M(GF (q) log2 q)n1.85 + (3νq(m) + O(q))M(n)M(GF (q)).

Äëÿ ýòîãî âûáåðåì k = d(logq m)1−αe ≤ dn1−αe, ðàçëîæèì, êàê è âûøå, m

â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ qk, âû÷èñëèì âñå ñòåïåíè gqia mod f, a =
0, . . . q, i = 0, . . . k − 1 ñî ñëîæíîñòüþ

O(q + kl(q))M(n)M(GF (q)),

ïîòîì âû÷èñëèì âñå ñòåïåíè gi, i = 0, . . . s − 1, s = d(logq m)/ke = d(logq m)αe ≤
dnαe ïðîñòî ïóòåì ïåðåìíîæåíèÿ ¾ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ¿ ñòåïåíåé âèäà gqia mod
f ñî ñëîæíîñòüþ 3νq(m)M(n)M(GF (q)), è çàêîí÷èì ðàáîòó àëãîðèòìà òàêæå,
êàê è âûøå. Îöåíêà ñëîæíîñòè òîãäà ïðèíèìàåò âèä

3νq(m)M(n)M(GF (q))+

+O(M(n))M(GF (q))
(
q + k log2 q + s

(
n1/2 + n(ω+1)/2

))
≤

3νq(m)M(n)M(GF (q))+

+O(M(n))M(GF (q))
(
q + n1−α log2 q + n1/2+α + n(ω+1)/2+α

)
.

Âûáèðàÿ ω = 2.376 (ñì. [?]vonGGer) è îïòèìèçèðóÿ âûáîð ïàðàìåòðà α, èìååì
ïðè M(n) = O(n1+εn) îöåíêó

O(M(GF (q)) log2 q)n1.85 + (3νq(m) + O(q))M(n)M(GF (q)).

3.7.20 Áûñòðîå èíâåðòèðîâàíèå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ÷å-
ðåç ìîäóëÿðíóþ êîìïîçèöèþ

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (qn) ìîæíî âû÷èñëèòü y =
x(qn−1)/(q−1) ∈ GF (q) è ïðèìåíèòü ôîðìóëó

x−1 = (x(qn−1−1)/(q−1))qy−1,

Âû÷èñëåíèå y−1 ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ I(q), à óìíîæå-
íèå íà íåãî â ïîëå GF (qn) âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ nM(GF (q)). Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ x(qn−1−1)/(q−1) èñïîëüçóåòñÿ l(n − 1) óìíîæåíèé â ïîëå GF (qn), à äëÿ
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âû÷èñëåíèÿ y íóæíà åùå îäíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, áîëåå ïðîñòàÿ, ÷åì îáû÷-
íîå óìíîæåíèå. Íî êðîìå óìíîæåíèé, èñïîëüçóåòñÿ åùå íå áîëåå λ2(n− 1) + 1
îïåðàöèé âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôðîáåíèóñà, ò.å. îïåðàöèé âîçâåäåíèÿ â
ñòåïåíè qm,m ≤ n. Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ âûøå îöåíêó ñëîæíîñòè òàêîé îïåðà-
öèè, ïîëó÷àåì îöåíêó ñëîæíîñòè âñåõ èñïîëüçîâàííûõ ýòèõ îïåðàöèé â âèäå

O(M(n) log2 q + (n(ω+1)/2 + n1/2M(n)))M(GF (q)) log2
2 n),

ãäå M(n) � ÷èñëî îïåðàöèé â ïîëå GF (q), èñïîëüçóåìûõ äëÿ óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå n íàä ýòèì ïîëåì. Ïîêàæåì, ÷òî åå ìîæíî óëó÷øèòü
äî

O(M(n) log2 q) + O(n(ω+1)/2 + n1/2M(n))M(GF (q)l(n− 1),

è ïîëó÷èòü îöåíêó ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ â âèäå

I(qn) ≤ (l(n− 1) + 1)M(GF (qn)) + nM(GF (q)) + I(q)+

+O(M(n) log2 q) + O(n(ω+1)/2 + n1/2M(n))l(n− 1).

Ãëàâíûì ÷ëåíîì â íåé ïðè ìàëûõ q è M(n) = o(nω/2) áóäåò

O((n(ω+1)/2)l(n− 1) = O(n1.85).

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ñ ó÷åòîì íîâåéøèõ ðåçóëüòàòîâ î ìàòðè÷íîì óìíîæåíèè,
îêîí÷àòåëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ïðèíèìàåò âèä O(n1.668). Äàëåå äëÿ
êðàòêîñòè ñëîæíîñòü ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè îáîçíà÷èì

S(n) = O(n(ω+1)/2) + 6n1/2(M(n) + O(n)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óêàçàííîé âûøå îöåíêè íàäî âçÿòü ìèíèìàëüíóþ (íå îáÿ-
çàòåëüíî ëèíåéíóþ) öåïî÷êó

1 = a0, . . . , ar = n− 1, r = l(n− 1),

è ïîñòðîèòü öåïî÷êó äëÿ (qn−1 − 1)/(q − 1), ñîñòîÿùóþ èç ÷èñåë

(qai − 1)/(q − 1),

â ïðîìåæóòêè ìåæäó êîòîðûìè âñòàâëåíû îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà qaj ,
â èñïîëüçóåìîé àääèòèâíîé çàïèñè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿì Ôðîáå-
íèóñà, òàê êàê

(qai − 1)qaj/(q − 1) + (qaj − 1)/(q − 1) = (qai+aj − 1)/(q − 1).

Çíà÷èò, äëÿ âû÷èñëåíèÿ x(qn−1−1)/(q−1) íóæíû îïåðàöèè Ôðîáåíèóñà äëÿ ïî-
êàçàòåëåé a0, . . . , ar (ìîæåò áûòü, íå âñå). Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïåðà-
öèÿ Ôðîáåíèóñà gqm

mod f ìîæåò áûòü âûïîëíåíà êàê ìîäóëÿðíàÿ êîìïîçèöèÿ
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g(h) mod f, ãäå h = xqm
mod f. Âñåãî íóæíî íå áîëåå l(n− 1) ìîäóëÿðíûõ êîì-

ïîçèöèé, åñëè óæå âû÷èñëåíû ìíîãî÷ëåíû hi = xqai mod f, i = 1, . . . , r. Íî åñëè
ai = aj + ak, òî

hi = xqai mod f = xqaj+ak
mod f = (xqaj

)qak mod f = (xqaj
mod f)qak mod f = hqak

j mod f = hj(hk) mod f,

ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ hi = xqai mod f, i = 1, . . . , r äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü xq mod f è âûïîëíèòü r = l(n−1) ìîäóëÿðíûõ êîìïîçèöèé. Ïîýòîìó
ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôðîáåíèóñà îöåíèâàåòñÿ êàê

2l(n− 1)S(n) + O(M(n) log2 q).

Â ñëó÷àå q < n ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò.

3.7.21 Íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ â ñëó÷àå q = 2

Âûáèðàÿ âìåñòî ìèíèìàëüíîé öåïî÷êè îáû÷íóþ ëèíåéíóþ áèíàðíóþ öåïî÷-
êó, ñîñòîÿùóþ èç λ(n) óäâîåíèé è ν(n) − 1 ïðèáàâëåíèé åäèíèöû, ìîæíî ÷óòü
óñèëèòü ïîëó÷åííóþ âûøå îöåíêó äî îöåíêè

I(2n) ≤ (λ(n−1)+ν(n−1))M(GF (2n))+2ν(n−1)K(GF (2n))+n+2λ(n−1)S(n),

ãäå K(GF (2n)) � ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò â ïîëå GF (2n). Èçâåñòíî, ÷òî
K(GF (2n)) ≤ 2M(n)+O(n),M(GF (2n)) ≤ 3M(n)+O(n) â îáùåì ñëó÷àå, à åñëè
áàçèñ çàäàí íåïðèâîäèìûì ìàëî÷ëåíîì, òî K(GF (2n)) = O(n).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

1 = a0, . . . , ar = n− 1, r = λ(n− 1) + ν(n− 1)− 1

òàêàÿ öåïî÷êà, òî äåéñòâóÿ òàêæå, êàê è âûøå, ìîæíî âûïîëíèòü èíâåðòèðî-
âàíèå ñ ïîìîùüþ λ(n − 1) + ν(n − 1) − 1 óìíîæåíèé è λ(n − 1) + ν(n − 1) − 1
îïåðàöèé Ôðîáåíèóñà, èç êîòîðûõ ν(n − 1) − 1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî âîçâåäåíèÿìè
â êâàäðàò. Äëÿ âûïîëíåíèÿ îñòàëüíûõ λ(n − 1) îïåðàöèé Ôðîáåíèóñà èñïîëü-
çóåì λ(n− 1) îïåðàöèé ìîäóëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, îäíîâðåìåííî âû÷èñëÿÿ íåîá-
õîäèìûå äëÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíû x2ai mod f, ãäå ai � òàêèå ýëåìåíòû öåïî÷êè,
êîòîðûå â íåé íà ñëåäóþùåì øàãå óäâàèâàþòñÿ. Ýòè âû÷èñëåíèÿ òîæå äåëàþò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ λ(n− 1)− 1 îïåðàöèé ìîäóëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, èç êîòîðûõ ν(n)
îïåðàöèé ÿâëÿþòñÿ âîçâåäåíèÿìè â êâàäðàò. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì óìåíüøà-
åòñÿ èñïîëüçóåìàÿ ïàìÿòü, òàê êàê âû÷èñëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x2ai mod f
òðåáóåò çàïîìèíàíèÿ òîëüêî îäíîãî ìíîãî÷ëåíà âî âðåìÿ âñåãî âû÷èñëåíèÿ, à
äðóãîé ìíîãî÷ëåí íàäî ïîìíèòü âî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ýêñïî-
íåíò g2ai−1 mod f. Òàê êàê âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò âûïîëíÿþòñÿ îòäåëüíî, òî âñå
èñïîëüçóåìûå îïåðàöèè Ôðîáåíèóñà ÿâëÿþòñÿ âîçâåäåíèÿìè â ñòåïåíè 2ai , ãäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai ðàñòåò êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ: ai+1 ≤ 2ai. Âîñ-
ïîëüçóÿñü ýòèì, óêàæåì åùå âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé
â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ áàçèñà, çàäàííîãî íåïðèâîäèìûì ìàëî÷ëåíîì.
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Ïóñòü ñëîæíîñòü îïåðàöèè ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè îöåíèâàåòñÿ êàê S(n) =
O(nβ), β < 2. Ïóñòü k òàêîâî, ÷òî ak < nβ−1 ≤ ak+1. Òîãäà âîçâåäåíèÿ â ñòå-
ïåíè 2ai , i ≤ k ìîæíî âûïîëíèòü ïóòåì ïîâòîðíîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ñî
ñëîæíîñòüþ

k∑

i=1

O(ain) = O(akn) = O(nβ)),

à îñòàëüíûå (2−beta) log2 n âîçâåäåíèé â ñòåïåíè 2ai , i ≥ k âûïîëíÿåì òàêæå, êàê
îïèñàíî âûøå. Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ

I(2n) ≤ (λ(n−1)+ν(n−1))M(GF (2n))+n+2ν(n−1)K(GF (2n))+(2(2−beta)λ(n−1)+O(1))S(n).

Â ñëó÷àå ñõåìíîé ðåàëèçàöèè ìíîæèòåëè 2 â ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ ìîæíî îò-
áðîñèòü, òàê êàê âû÷èñëåíèÿ çàðàíåå çàäàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ x2ai mod f âûïîë-
íÿòü íå íóæíî.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîãðàììíîé èìïëåìåíòàöèè è èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ
ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ àëãîðèòìà ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿, ïîëó÷àåì äëÿ ñëîæíî-
ñòè èíâåðòèðîâàíèÿ âñåãî ëèøü êâàäðàòè÷íóþ îöåíêó è òîëüêî ïðè èñïîëüçî-
âàíèè äëÿ äîñòàòî÷íî áûñòðîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ îöåíêîé
M(n) = O(n1.4), ÷òî íå ñîâñåì ðåàëüíî ïðè n < 1000. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà äëÿ
òåõ æå ìåòîäîâ ïîëó÷àåòñÿ è â ñëó÷àå ñõåìíîé ðåàëèçàöèè, ïðè÷åì ãëóáèíà ïî-
ëó÷åííîé ñõåìû áóäåò ðàâíà O(log2 n)2. Îáà ýòèõ ðåçóëüòàòà ëåãêî ïîëó÷èòü è
áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè, ïðèìåíÿÿ âìåñòî íåå ñõåìó ñëîæ-
íîñòè O(n2/ log2 n) è ãëóáèíû O(log2 n) äëÿ âîçâåäåíèÿ â ëþáóþ ñòåïåíü 2k.
Îäíàêî â ñëó÷àå ïðîãðàììíîé èìïëåìåíòàöèè ýòî òðåáóåò áîëüøîãî ðàñõîäà
ïàìÿòè, òàê ìàòðèöû êàæäîãî èñïîëüçóåìîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôðî-
áåíèóñà íàäî çàïîìèíàòü, à óæå äëÿ îäíîãî èç íèõ ýòî òðåáóåò O(n2) ïàìÿ-
òè. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ìîäóëÿðíîé êîìïîçèöèè òðåáóåòñÿ òîëüêî O(n3/2 ïàìÿòè.
Íåêîòîðîãî óìåíüøåíèÿ ñëîæíîñòè ìîæíî äîáèòüñÿ, òàêæå êàê è âûøå, èñ-
ïîëüçóÿ ñõåìû âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ïî ìîäóëþ ìàëî÷ëåíà ñ ÷ëåíàìè ìàëûõ
ñòåïåíåé ñëîæíîñòè O(n) è êîíñòàíòíîé ãëóáèíû.
Óïðàæíåíèå 3.7.54 Êàê ïîñòðîèòü òàêèå ñõåìû?

Ñëîæíîñòü ñõåìû èíâåðòèðîâàíèÿ ìîæíî óìåíüøèòü ñ êâàäðàòè÷íîé äî

O(n2) log log n

log n
,

èñïîëüçóÿ óêàçàííûé âûøå òðþê. À èìåííî, âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíè 2ai , ai ≤
n/ log2 n âûïîëíÿåì ïóòåì ïîâòîðíîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ñî ñëîæíîñòüþ

O(n2)

log n
,

à îñòàëüíûå log2 log2 n âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíè 2ai âû÷èñëÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ

O(n2)(log log n

log n
.
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Ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñõåìíîé ñëîæíîñòè, íî ãëóáèíà ñõåìû ïîëó÷àåòñÿ
O(n/log2n) äàæå åñëè èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå f ìàëî÷ëåí.

Òàê êàê óìíîæåíèå ìåòîäîì Øòðàññåíà èìååò ãëóáèíó O(log2 n), òî ìîæíî
ïîñòðîèòü ñõåìó äëÿ ìîäóëÿðíîãî óìíîæåíèÿ íà ôèêñèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí
ñëîæíîñòè S(n) = O(nlog2

√
14/(log2 n)log27/4) è ãëóáèíû O(log2 n), ïîýòîìó ìîæíî

ïîñòðîèòü ñõåìó äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ãëóáèíû O(log2
2 n) è ñëîæíîñòè

O(S(n)λ(n)) = O(nlog2

√
14(log2 n)log28/7).

Óïðàæíåíèå 3.7.55 Äîêàæèòå ýòî.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ãëóáèíû ñõåìû èíâåðòèðîâàíèÿ âìåñòî ìîäóëÿðíîãî óìíî-
æåíèÿ ëó÷øå èñïîëüçîâàòü óïîìèíàâøóþñÿ âûøå ñõåìó ãëóáèíû log2 n + O(1)
è ñëîæíîñòè O(n2/ log2 n), à âìåñòî ñòàíäàðòíîé áèíàðíîé àääèòèâíîé öåïî÷êè
èñïîëüçîâàòü àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ n−1 ìèíèìàëüíîé ãëóáèíû dlog2(n−1)e.
Óïðàæíåíèå 3.7.56 Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà äëÿ n 6= 2k ãëóáèíû
λ(n)+1 è ñëîæíîñòè λ(n)(n)+ ν(n)− 1, â êîòîðîé íà êàæäîì øàãå âûïîëíÿåòñÿ ïðèáàâëåíèå
íåêîòîðîé ñòåïåíè äâîéêè.

Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ñõåìà ãëóáèíû (λ(n−1)+1)(D(M(GF (2n)))+λ(n−1)+1)
è ñëîæíîñòè

I(2n) ≤ (λ(n− 1) + ν(n− 1)− 1)M(GF (2n)) + n + (λ(n− 1) + ν(n− 1)− 1)S(n).

Êðîìå óìíîæåíèé, â íåé áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â
ñòåïåíè 2k, k = 1, . . . λ(n − 1). Åñëè èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå f ìàëî÷ëåí, äëÿ
êîòîðîãî ìîäóëÿðíîå âîçâåäåíèå â êâàäðàò èìååò ñëîæíîñòü O(n) è ãëóáèíó
O(1), òî ñëîæíîñòü è ãëóáèíó ñõåìû èíâåðòèðîâàíèÿ ìîæíî íåìíîãî óìåíü-
øèòü, çàìåíèâ ïåðâûå O(log log n) îïåðàöèé âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíè ïîâòîðíûì
âîçâåäåíèåì â êâàäðàò.



Ãëàâà 4

Ñõåìû îïåðàöèé â íîðìàëüíûõ
áàçèñàõ

4.1 Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè â ïîëÿõ GF (2n)

4.1.1 Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñõåìû äëÿ óìíîæåíèÿ è èíâåð-
òèðîâàíèÿ â îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñàõ âòî-
ðîãî òèïà

Ïóñòü n = 23. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ñëó÷àé áàçèñà òðåòüåãî òèïà, ñòåïåíè
äâîéêè ïîðîæäàþò âñå 23 êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòà ïî ìîäóëþ p = 2n + 1 = 47, è
223 = 1 mod 47. Óêàæåì áåç äîêàçàòåëüñòâà êàê âûãëÿäèò ìàòðèöà T , îïðåäå-
ëÿþùàÿ óìíîæåíèå â ýòîì áàçèñå (ïîäîáíî ðàññìîòðåííûì ñëó÷àÿì n = 10, 28.
Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü π(k) = 2k mod p, k = 0, . . . , n − 1. Îíà
èìååò âèä

1, 2, 4, 8, 16, 32, 17, 34, 21, 42, 37, 27, 7, 14, 28, 9, 18, 36, 25, 3, 6, 12, 24.

Äàëåå îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 ≤ σ(k) ≤ n, k = 1, . . . , n è 1 ≤ µ(k) ≤
n, k = 1, . . . , n òàê, ÷òîáû

1 + 2k = ±π(σ(k + 1)) mod p, k = 0, . . . , n− 1,

1− 2k = ±π(µ(k)) mod p, k = 1, . . . , n.

Òîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû T îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè ti,j = δσ(i+1),j + δµ(i),j,
ãäå δk,k = 1, δk,l = 0, k 6= l. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñåãäà ti,j = 0, 1 è îáùåå
÷èñëî åäèíèö â ìàòðèöå T ðàâíî 2n− 1. Àëãîðèòì Ìåññè-Îìóðà óìíîæåíèÿ â
ýòîì áàçèñå åñòåñòâåííî òàêîé æå, êàê áûë îïèñàí âûøå. Åãî ñëîæíîñòü ðàâíà
n(3n− 2) = 1541, à ãëóáèíà ðàâíà 2 + dlog2 ne = 7.

Îïèøåì êàê ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ïåðåõîäà îò íîðìàëüíîãî áàçèñà

{α, α2, α4, α8, α16, . . . , α2n−1}
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ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó
{α, α2, . . . αn}.

Òàê êàê α = ζ + ζ−1, ãäå ζ 6= 1 ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ GF (22n), òàêîé, ÷òî ζp = 1
(åãî êîíêðåòíûé âèä íå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ), òî

α2k

= ζ2k mod p + ζ−2k mod p = ζ l + ζ−l = αl, 1 ≤ l ≤ n

ïîýòîìó áàçèñ
{α, α2, α4, α8, α16, . . . , α2n−1}

ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé áàçèñà

{α1, α2, . . . αn},
à èìåííî, ñîâïàäàåò ñ áàçèñîì

{α1, α2, α4, α8, α16, α15, α17, α13, α21, α5, α10, α20, α7, α14, α19, α9, α18, α11,

α22, α3, α6, α12, α23}.
Ïîýòîìó äëÿ ïåðåõîäà îò íîðìàëüíîãî áàçèñà ê áàçèñó

{α1, α2, . . . αn},
äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåñòàíîâêó êîîðäèíàò, à äëÿ îáðàò-
íîãî ïåðåõîäà � îáðàòíóþ ïåðåñòàíîâêó.

Îïèøåì òåïåðü, êàê ïåðåéòè îò áàçèñà

{α1, α2, . . . αn},
ê áàçèñó

{α1, α2, . . . αn}.
Äëÿ ýòîãî íàäî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó n−ìåðíûìè áóëåâñêèìè âåêòîðàìè
x,y, òàêèìè, ÷òî

n∑

i=1

xiα
i =

n∑

i=1

yiαi.

Ýòà ñâÿçü çàäàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì y = Fn(x). Åãî ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ðåêóððåíòíî. Ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåëàòü ïðè n = 23. Âîñïîëüçóåìñÿ òîæ-
äåñòâàìè

αiαj = αi+j + αi−j, i > j, α2
i = α2i, α2i = α2i

= α2i

,

αiα
2k

= α2k+i + α2k−i, i = 1, . . . , 2k − 1.

Ïðèìåíÿÿ èõ, ïîëó÷àåì, ÷òî α1α
2 = α3 + α1, îòêóäà

4∑

i=1

yiαi = y1α1 + y2α2 + α2(y3α1) + y3α1 + y4α4 =
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= (y1 + y3)α1 + y2α2 + α2(y3α1 + y4α2) =
n∑

i=1

xiα
i,

çíà÷èò
x1 = y1 + y3, x2 = y2, x3 = y3, x4 = y4,

ïîýòîìó ñëîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ F4 (è ñîâïàäàþùåãî ñ íèì îáðàòíîãî) ðàâíà
1, è ãëóáèíà òîæå 1. Òàêèå æå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ F3.

Ïðåîáðàçîâàíèå F8 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç F4, à ïðåîáðàçîâàíèå F7 � ÷åðåç F4, F3

è òî æå âåðíî äëÿ îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òîæäå-
ñòâàìè

α1α
4 = α5 + α3, α2α

4 = α6 + α2, α3α
4 = α7 + α1α

2
4 = α8

è âûòåêàþùèì èç íèõ òîæäåñòâîì
8∑

i=1

yiαi =
4∑

i=1

yiαi +
3∑

i=1

y8−iαiα
4(

4∑

i=1

y4+iαi) =

3∑

i=1

(yi + y8−i)αi + y4α4 + α4(
4∑

i=1

y4+iαi) =
8∑

i=1

xiα
i.

Èç ýòîãî òîæäåñòâà ñëåäóåò, ÷òî

(x1, . . . , x8) = F8(y1, . . . , y8) = (F4(y1 + y7, y2 + y6, y3 + y5, y4), F4(y5, . . . , y8)),

(y1, . . . , y8) = F−1
8 (x1, . . . , x8) = (S(F−1

4 (x1, . . . , x4), y5, . . . , y8), F
−1
4 (x5, . . . , x8)),

ãäå ñõåìà S c 8-þ âõîäàìè è âûõîäàìè ðåàëèçóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

S(u1, . . . , u8) = (u1 + u7, u2 + u6, u3 + u5, u4, . . . , u8).

Ïîýòîìó ñëîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ F8 ðàâíà 5, à ãëóáèíà � 2 è òî æå âåð-
íî äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F−1

8 . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì òàêèå æå îöåíêè
ñëîæíîñòè è ãëóáèíû äëÿ F7. Â îáùåì ñëó÷àå ðåêóððåíòíûå îöåíêè èìåþò âèä

L(n) ≤ L(2k) + L(n− 2k) + n− 2k, 2k < n < 2k+1, L(2k+1) ≤ 2k − 1 + 2L(2k),

D(n) ≤ D(2k) + 1, D(2k) ≤ D(2k−1) + 1,

îòêóäà
L(2k) = 2k−1(k − 2) + 1, D(2k) = k − 1,

L(16) = 17, D(16) = 3, L(23) = 17 + 5 + 23− 16 = 29, D(23) = 4.

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå â îïòèìàëüíîì íîðìàëüíîì áàçèñå 2-ãî èëè 3-ãî
òèïà

{α, α2, α4, α8, α16, . . . , α2n−1}
ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå

{α, α2, . . . αn}
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ñ äîïîëíèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ íå áîëüøå 3n/2 log2 n+3n (ïðè n = 23 íå áîëüøå
87) è äîïîëíèòåëüíîé ãëóáèíîé dlog2 ne − 1 (ïðè n = 23 c äîïîëíèòåëüíîé ãëó-
áèíîé 4). Óìíîæåíèå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó óìíîæåíèþ
äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøåé n, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåò-
ñÿ ìíîãî÷ëåí f ñòåïåíè íå âûøå 2n − 2, óìíîæåíèþ åãî íà x (îíî äåëàåòñÿ
áåñïëàòíî) è âû÷èñëåíèþ îñòàòêà îò åãî äåëåíèÿ íà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
gn óêàçàííîãî áàçèñà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî îñòàò-
êà ìîæíî ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì áûñòðîãî äåëåíèÿ: ñíà÷àëà íàéòè
÷àñòíîå q îò ýòîãî äåëåíèÿ (îíî èìååò ñòåïåíü íå áîëüøå n − 1), ïîòîì íàé-
òè ìëàäøèå n êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ q íà gn, è èõ ñëîæèòü ïîïàðíî ñ
ìëàäøèìè êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà f. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ q ñíà÷àëà íàõîäèì
÷àñòíîå rn îò äåëåíèÿ x2n+1 íà gn (îíî íå çàâèñèò îò f), à ïîòîì âû÷èñëèòü
ïðîèçâåäåíèå f íà rn, ïðè÷åì íóæíû òîëüêî êîýôôèöèåíòû ïðè ÷ëåíå x2n+1 è
âûøå. Îáà óìíîæåíèÿ èìåþò îäèí ïåðåìåííûé è îäèí ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü
ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì îäíî÷ëåíîâ, è ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ñõåìàìè èç îäíèõ
ýëåìåíòîâ XOR, ìîäåëèðóþùèìè ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ñòîëáè-
êîì. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà � âû÷èñëèòü ýòè ìíîæèòåëè gn è rn, íî ýòî ìîæíî
äåëàòü ïðîãðàììíûì îáðàçîì.

Òåîðåòè÷åñêè îòâåò ìîæíî èíîãäà ïîëó÷èòü è â ÿâíîì âèäå, íàïðèìåð â
ñëó÷àå n = 3 · 2k − 1. Ïðè n = 5 ïîëó÷àåòñÿ áàçèñ âòîðîãî,à ïðè n = 11, 23, 191
ïîëó÷àþòñÿ áàçèñû 3-ãî òèïà. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî áà-
çèñà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ÷èñåë n è 2n+1. Ðàíåå â îäíîì ïðèìåðå áûëî âû÷èñëåíî,
÷òî

g23 = 1 + x4 + x6 + x7 + x8 + x16 + x20 + x22 + x23,

è âîîáùå ïðè n = 3 · 2k − 1 ïîëó÷èòñÿ 2k + 3−÷ëåí
gn = 1 + x2k−1

+ x2k−1+2k−2

+ x2k−1+2k−2+2k−3

+

+ . . .+x2k−1+x2k

+x2k+1+2k−1

+x2k+1+2k−1+2k−2

+x2k+1+2k−1+2k−2+2k−3

+. . .+x2k+1+2k−1 =

(1 + x2k+1

)hk + x2k

, hk = 1 + x2k−1

+ x2k−1+2k−2

+ x2k−1+2k−2+2k−3

+ . . . + x2k−1

Èçâåñòíî ïðè ëþáîì k íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåìîå òîæäåñòâî íàä ïîëåì
GF (2)

hk(hk + x2k

) = 1 + x2k+1−1.

Èç íåãî ñëåäóåò òîæäåñòâî

gnrn = ((1 + x2k+1

)hk + x2k

)((1 + x2k+1

)hk + x2k+1+2k

) =

= (x2k+1

hk + (hk + x2k

))(x2k+1

(hk + x2k

) + hk) =

= (1 + x2k+2

)hk(hk + x2k

) + (h2
k + (hk + x2k

)2)x2k+1

=

= (1 + x2k+2

)(1 + x2k+1−1) + (x2k

)2)x2k+1

= (1 + x2k+2

)(1 + x2k+1−1) + x2k+2

=

= x2k+2+2k+1−1) + x2k+1−1) + 1 = x2n+1 + x2k+1−1) + 1,
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îòêóäà âèäíî, ÷òî ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ x2n+1 íà gn ðàâíî

rn = (1 + x2k+1

)hk + x2k+1+2k

= (1 + x2k+1

)hk + xn+1.

Â ÷àñòíîñòè,

r23 = 1 + x4 + x6 + x7 + x16 + x20 + x22 + x23 + x24.

Óìíîæåíèå f íà rn (ñ âû÷èñëåíèåì òîëüêî ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ íà÷èíàÿ
ñ ÷ëåíà x2n+1) â ñëó÷àå n = 23 ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ âîñüìè âåêòîðíûõ
ñëîæåíèé ïî ìîäóëþ äâà ñõåìîé ãëóáèíû 3 è ñëîæíîñòè 2+4+5+14+18+20+21.
Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷åííîå ÷àñòíîå ñòåïåíè íå âûøå n−1 óìíîæàåì ïîäîáíûì æå
îáðàçîì íà gn ñõåìîé ãëóáèíû 3 è ñëîæíîñòè (23 − 4) + (23 − 6) + (23 − 7) +
(23− 8) + (23− 16) + (23− 20) + (23− 22). Ïîñëå ýòîãî ïðîèçâîäèòñÿ ñëîæåíèå
ïîëó÷åííîãî âåêòîðà ñ âåêòîðîì ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ f . Îáùàÿ ãëóáèíà
áóäåò ðàâíà 7, à îáùàÿ ñëîæíîñòü 7(23− 2) + 23− 8 + 23 = 185.

Â ñëó÷àå n = 3 · 2k − 1 ãëóáèíà áóäåò

2dlog2(2k + 2)e+ 1 = 2 log2 log2 n + O(1),

à ñëîæíîñòü ðàâíà

(n− 2)(2k + 3)− 2k + 4 < 2n log2 n + n.

Åñëè îáîçíà÷èò m(n) ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
ìåíüøåé n, à ÷åðåç d(n) � ñîîòâåòñòâóþùóþ ãëóáèíó, òî ñëîæíîñòü è ãëóáèíà
óìíîæåíèÿ â îïòèìàëüíîì íîðìàëüíîì áàçèñå 3-ãî òèïà ïðè n = 3 · 2k − 1
îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó êàê

M(n) ≤ m(n) + 3L(n) + 2n log2 n + n ≤ m(n) + 7n/2 log2 n + 4n,

D(n) ≤ d(n) + 2 log2 n + 2 log2 log2 n + O(1).

Ïðè n = 23
M(n) ≤ m(n) + 87 + 185,

D(n) ≤ d(n) + 4 + 7.

Åñëè äëÿ óìíîæåíèÿ âçÿòü ñòàíäàðòíóþ ñõåìó, òî m(n) ≤ n2+(n−1)2, d(n) ≤
dlog2 ne, îòêóäà

M(n) ≤ n2 + (n− 1)2 + 7n/2 log2 n + 4n,

D(n) ≤ 3 log2 n + 2 log2 log2 n + O(1).

Ïðè n = 23
M(n) ≤ 1285,

D(n) ≤ 17.
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Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñëîæíîñòü ìóëüòèïëåðà Ìåññè-Îìóðà ïðè n = 23 ðàâíà n(3n−
2) = 1541, à ãëóáèíà ðàâíà 2 + dlog2 ne = 7.

Íî åñëè äëÿ óìíîæåíèÿ âçÿòü ñõåìó Êàðàöóáû, òî óæå ïðè n = 23 ïîëó÷à-
þòñÿ îöåíêè

m(23) ≤ 755, d(23) ≤ 10.

Äåéñòâèòåëüíî,

m(23) = 3m(11)+4·23,m(11) = 3m(5)+4·11,m(5) = 3m(2)+20 = 3·13+20 = 59,

à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà 35 = 243, îòêóäà

M(23) ≤ 1027, D(n) ≤ 21,

à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ïî ïðåæíåìó ðàâíà 243.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîé ñõåìû óìíîæåíèÿ â êà÷åñòâå ïîäñõåìû ñõåìû èí-

âåðòèðîâàíèÿ íà ñàìîì äåëå äîñòàòî÷íî îäíîé ñõåìû Fn è îäíîé ñõåìû F−1
n ,

ïîýòîìó îöåíêà ñëîæíîñòè áóäåò íà 29 ìåíüøå, ò.å.

M(23) ≤ 998.

Ïî òåîðåìå Ôåðìà îáðàòíûé ýëåìåíò ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå ξ−1 =
ξ2n−2. Äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü íàäî ïîñòðîèòü àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ ÷èñëà
2n − 2, ñîäåðæàùóþ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñëîæåíèé. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàäî
ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíóþ ëèíåéíóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ ÷èñëà n− 1 = 22.
Íàïðèìåð, òàêîé áóäåò öåïî÷êà

1, 2, 4, 8, 16, 20, 22.

Ïîñëå ýòîãî âûïèñûâàþòñÿ â ðÿä ÷èñëà

21 − 1, 22 − 1, 24 − 1, 28 − 1, 216 − 1, 220 − 1, 222 − 1,

è ìåæäó íèìè âñòàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäâîåíèé. Òàê êàê óäâîåíèÿ
ðåàëèçóþòñÿ ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåé êîììóòàöèè âõîäîâ, òî ñëîæíîñòü èíâåð-
òèðîâàíèÿ â ïîëå GF (223) îöåíèâàåòñÿ êàê

I(23) ≤ 6M(23),

ãäå M(23) ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå. Àíàëîãè÷íî ãëóáèíà
îöåíèâàåòñÿ êàê

DI(23) ≤ 6DM(23).

Åñëè èñïîëüçîâàòü óêàçàííóþ âûøå ñõåìó äëÿ óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå,
òî ñëîæíîñòü èíâåðòèðîâàíèÿ áóäåò I(23) = 6·998 = 5988, à ãëóáèíà 6·21 = 126.

Ìîæíî âçÿòü ìèíèìàëüíóþ ïî ãëóáèíå ëèíåéíóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ
÷èñëà n− 1 = 22. Íàïðèìåð, òàêîé áóäåò öåïî÷êà

1, 2, 4, 6, 8, 16, 20, 22.
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Åå ãëóáèíà áóäåò 5, íî ñëîæíîñòü 7 Ïîñëå ýòîãî âûïèñûâàþòñÿ â ðÿä ÷èñëà

21 − 1, 22 − 1, 24 − 1, 26 − 1, 28 − 1, 216 − 1, 220 − 1, 222 − 1,

è ìåæäó íèìè âñòàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäâîåíèé. Òàê êàê óäâîåíèÿ
ðåàëèçóþòñÿ ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåé êîììóòàöèè âõîäîâ, òî ñëîæíîñòü èíâåð-
òèðîâàíèÿ â ïîëå GF (223) îöåíèâàåòñÿ êàê

I(23) ≤ 7M(23),

Àíàëîãè÷íî ãëóáèíà îöåíèâàåòñÿ êàê

DI(23) ≤ 5DM(23).

Åñëè èñïîëüçîâàòü óêàçàííóþ âûøå ñõåìó äëÿ óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå,
òî ñëîæíîñòü èíâåðòèðîâàíèÿ áóäåò 7 · 998 = 6972, à ãëóáèíà 5 · 21 = 105. Åñëè
èñïîëüçîâàòü ñõåìó M(23) = 1288, D(23) = 7 ïîëó÷èì

I(23) ≤ 9016, DI(23) ≤ 35.

4.1.2 Î ïðîèçâåäåíèÿõ áàçèñîâ
Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ (êðîíåêåðîâà) ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñîâ (ñì., íà-
ïðèìåð [45, 109]). Ïóñòü m è n � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, à B1 = {α1, . . . , αn},
B2 = {β1, . . . , βm} � ïðîèçâîëüíûå áàçèñû â ïîëÿõ GF (qn) è GF (qm) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïîëåé ñîâïàäàåò ñ ïîëåì GF (q), è îáà ïîëÿ
ñîäåðæàòñÿ â ïîëå GF (qnm), áàçèñîì â êîòîðîì (íàä ïîëåì GF (q)) áóäåò ïðî-
èçâåäåíèå áàçèñîâ

B1 ⊗B2 = {α1β1, . . . , αnβm}.
Ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ íå áóäåò ñòàíäàðòíûì áàçèñîì è íåòðè-

âèàëüíîé îöåíêè ìåðû áëèçîñòè ýòîãî áàçèñà ê ñòàíäàðòíîìó àâòîðàì íåèç-
âåñòíî. Îäíàêî äëÿ ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñîâ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå
GF (qnm) ëåãêî îöåíèâàåòñÿ êàê

MB1⊗B2(GF (qnm)) ≤ MB1(GF (qn))M s
qn,g(m) ≤ M s

q,f (n)M s
qn,g(m), (4.1)

ãäå g � íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì ñòåïåíè m íàä ïîëåì GF (q), ïîðîæäàþùèé áà-
çèñ B2, à f � íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì ñòåïåíè n íàä ïîëåì GF (q), ïîðîæäàþùèé
áàçèñ B1.

Îäíàêî, êàê èçâåñòíî [45, 109], ïðîèçâåäåíèå Bα ⊗ Bβ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ
Bα ⊂ GF (qn) è Bβ ⊂ GF (qm) ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò
ñ íîðìàëüíûì áàçèñîì Bγ ⊂ GF (qnm), γ = αβ.
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Ðàññìîòðèì òàêæå ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ Bα ⊗ Bβ. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî ñëîæíîñòü ïåðåõîäà îò áàçèñà Bα ⊗Bβ ê áàçèñó Bα ⊗Bβ îöåíèâàåòñÿ
ñâåðõó êàê

nCβ
q,β(m) + mCα

q,α(n). (4.2)
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (qnm) çàïèñûâàåòñÿ â îáîèõ
áàçèñàõ êàê

n−1∑

i=0

m−1∑

j=0

xi,jα
qi

βqj

=
n−1∑

i=0

m−1∑

j=0

x′i,jα
iβj,

òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû (xi,j) íàä ïîëåì GF (q) â ìàòðèöó (x′i,j) íàä òåì
æå ïîëåì äîñòàòî÷íî n ðàç âûïîëíèòü (â ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòîðîíó) ïðåîáðà-
çîâàíèå Cβ

q,β(m), íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû (xi,j), ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

n−1∑

i=0

αqi
m−1∑

j=0

xi,jβ
qj

=
n−1∑

i=0

αqi
m−1∑

j=0

x′′i,jβ
j,

à ïîòîì m ðàç âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Cα
q,α(n) íàä ñòîëáöàìè ïîëó÷åííîé

ìàòðèöû (x′′i,j) íàä òåì æå ïîëåì GF (q), ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

n−1∑

i=0

αqi
m−1∑

j=0

x′′i,jβ
j =

m−1∑

j=0

βj
n−1∑

i=0

x′′i,jα
qi

=
n−1∑

i=0

m−1∑

j=0

x′i,jα
iβj.

Èç (4.1) è (4.2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ýëåìåíòîâ α è β (èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, ìíîãî÷ëåíîâ f è g) è γ = αβ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â íîð-
ìàëüíîì áàçèñå â ïîëå GF (qnm) îöåíèâàåòñÿ êàê

MO(GF (qnm)) ≤ MBγ (GF (qnm)) ≤ M s
q,f (n)M s

qn,g(m) + nCβ
q,β(m) + mCα

q,α(n)

≤ M s
q,f (n)M s

qn,g(m) + nCq(m) + mCq(n).

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó Øåíõàãå [147], îòñþäà èìååì

MO(GF (qnm)) =

O(nm log n log m log log n log log m) + O(nm)(m + n)/logq(n + m).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè áèòâîé ñëîæíîñòè íóæíî ïðèâåäåííûå îöåíêè, åñòå-
ñòâåííî, óìíîæèòü íà M(GF (q)).

Â ñëó÷àå, íàïðèìåð êîãäà äëÿ n è m ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå
áàçèñû, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìîæíî çàìåíèòü íà ìåíüøåå, íàïðèìåð â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå åãî ìîæíî çàìåíèòü íà O(nm)logq(n + m). Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ñëó÷àé êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ
íåñêîëüêèõ áàçèñîâ. Â óêàçàííîì ñëó÷àå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå î÷åâèäíî ïîãëî-
ùàåòñÿ ïåðâûì è ìîæåò áûòü îïóùåíî.
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Êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå áàçèñîâ ìîæíî îïðåäåëèòü è â ñëó÷àå, êîãäà m
è n íå îáÿçàòåëüíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, íî òîãäà áàçèñ B2 = {β1, . . . , βm}
âûáèðàåòñÿ â ïîëå GF (qnm) è íàä ïîëåì GF (qm).

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå
GF (qnm) îïÿòü îöåíèâàåòñÿ êàê

MB1⊗B2(GF (qnm)) ≤ M s
q,f (n)M s

qn,g(m), (4.3)

íî çäåñü g � íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì ñòåïåíè m íàä ïîëåì GF (qn), ïîðîæäàþ-
ùèé áàçèñ B2.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå Bα ⊗ Bβ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ Bα ⊂ GF (qn) è
Bβ ⊂ GF (qmn), ïîñëåäíèé èç êîòîðûõ � íàä ïîëåì GF (qn). Ýòîò áàçèñ íå ÿâëÿ-
åòñÿ íîðìàëüíûì, íî î÷åâèäíî, ÷òî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü q â ýòîì áàçèñå òîæå
ñâîäèòñÿ ëèøü ê ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàò, íî óæå íå öèêëè÷åñêîé. Ïîýòîìó ñõåì-
íàÿ ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü q â ýòîì áàçèñå, êàê è â íîðìàëüíîì ðàâíà
íóëþ è òàêîé áàçèñ òîæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óìåíüøåíèÿ ñëîæíîñòè ýêñ-
ïîíåíöèèðîâàíèÿ è èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (qnm), åñëè ïîëó÷èòü äëÿ íåãî
àëãîðèòì óìíîæåíèÿ íåâûñîêîé ñëîæíîñòè.

Äëÿ ýòîãî, êàê è âûøå, ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàí-
äàðòíûõ áàçèñîâ Bα ⊗ Bβ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñëîæíîñòü ïåðåõîäà îò
áàçèñà Bα ⊗Bβ ê áàçèñó Bα ⊗Bβ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê

Cβ
qn,β(m) + mCα

q,α(n). (4.4)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (qnm) çàïèñûâàåòñÿ â îáîèõ
áàçèñàõ êàê

n−1∑

i=0

m−1∑

j=0

xi,jα
qi

βqj

=
n−1∑

i=0

m−1∑

j=0

x′i,jα
iβj,

òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû (xi,j) íàä ïîëåì GF (q) â ìàòðèöó (x′i,j) íàä òåì
æå ïîëåì äîñòàòî÷íî m ðàç âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Cβ

q,β(n), íàä ñòðîêàìè
ìàòðèöû (xi,j), ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

n−1∑

i=0

αqi
m−1∑

j=0

xi,jβ
qj

=
m−1∑

j=0

βqj
n−1∑

i=0

x′′i,jα
i,

à ïîòîì îäèí ðàç âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Cα
qn,α(m) íàä ñòîëáöàìè ïîëó÷åí-

íîé ìàòðèöû (x′′i,j) íàä òåì æå ïîëåì GF (q), ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

m−1∑

j=0

βqj
n−1∑

i=0

x′′i,jα
i =

n−1∑

i=0

m−1∑

j=0

x′i,jα
iβj.

Èç (4.3) è (4.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ýëåìåíòîâ α è β (èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, ìíîãî÷ëåíîâ f è g) ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (qnm) â
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íåêîòîðîì áàçèñå ñ ¾áåñïëàòíûì¿ âîçâåäåíèåì â q-þ ñòåïåíü îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
ïðè ìàëûõ q êàê

M s
q,f (n)M s

qn,g(m) + O(m2n) + O(mn2)/ logq n.

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó èç [147] îòñþäà èìååì

MO(GF (qnm)) =

O(nm log n log m log log n log log m) + +O(m2n) + O(mn2)/ logq n.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê áèòîâîé ñëîæíîñòè íóæíî ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè
óìíîæèòü íà M(GF (q)).

4.1.3 Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñõåì äëÿ óìíîæåíèÿ è èíâåðòè-
ðîâàíèÿ â áàçèñàõ íèçêîé ñëîæíîñòè

Áàçèñ íèçêîé ñëîæíîñòè ïðè n = 20 ìîæíî ïîñòðîèòü ïåðåìíîæåíèåì îïòè-
ìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ïîëÿ GF (25)

Bα = {α, α2, α4, α8, α16}

è ïîëÿ GF (24)
Bβ = {β, β2, β4, β8}.

Ïåðâûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì âòîðîãî òèïà, òàê êàê 25 = −1 mod 11, è ñî-
ãëàñíî óêàçàííîé âûøå òåîðåìå åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ðàâåí g5 = x5 +
x4 +x2 +x+1, à âòîðîé ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïåðâîãî òèïà, òàê êàê 22 = −1 mod 5,
è åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ðàâåí x4 + x3 + x2 + x + 1. ×èñëî åäèíèö â åãî
òàáëèöå óìíîæåíèÿ ðàâíî 63.

Íåïîñðåäñòâåííûì ïðîèçâåäåíèåì áàçèñîâ Bα, Bβ ÿâëÿåòñÿ áàçèñ

Bα ⊗Bβ = {αβ, αβ2, αβ4, αβ8, α2β, α2β2, α2β4, α2β8,

α4β, α4β2, α4β4, α4β8, α8β, α8β2, α8β4, α8β8, α16β, α16β2, α16β4, α16β8.}
Òàê êàê 2i = 2j mod 2k − 1, 2i = 2l mod 2m − 1, òî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé íîðìàëüíîãî áàçèñà

{αβ, αβ2, αβ4, αβ8, αβ16, . . . , αβ219}.

×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû ýëåìåíòà ïîëÿ â áàçèñå Bα⊗Bβ íóæíî ñíà÷àëà íàéòè
åãî êîîðäèíàòû, íàïðèìåð, â áàçèñå Bβ, à ïîòîì ïîëó÷åííûå ÷åòûðå ýëåìåíòà
ïîëÿ GF (25) ðàçëîæèòü â áàçèñå Bα.

Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, áàçèñ Bβ, êàê áàçèñ ïåðâîãî òèïà, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî
ïåðåñòàíîâêîé ñòàíäàðòíîãî áàçèñà Bβ, (òàê êàê β8 = β3). Ïîýòîìó ïåðåõîä îò



4.1. ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â ÏÎËßÕ GF (2N) 341

áàçèñà Bα ⊗ Bβ ê áàçèñó Bα ⊗ Bβ òîæå ñâîäèòñÿ ê ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàò, è
ïîýòîìó ñõåìíî äåëàåòñÿ áåñïëàòíî.

Òàêæå, êàê è âûøå, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðåõîä îò íîðìàëüíîãî áàçèñà Bα

ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó Bα è îáðàòíî ìîæíî ñäåëàòü ñõåìîé èç îäíèõ ýëåìåíòîâ
XOR ñëîæíîñòè L(5) = L(4) + L(1) + 1 = 2 è ãëóáèíû 2.

Ïðèìåíÿÿ ýòîò ïåðåõîä ê êàæäîé èç ÷åòûðåõ êîîðäèíàò äàííîãî ýëåìåíòà â
áàçèñå Bβ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåõîä îò áàçèñà Bα ⊗ Bβ ê áàçèñó Bα ⊗ Bβ ñõåìíî
äåëàåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 8 è ãëóáèíîé 2. Çíà÷èò, ñ òîé æå ñëîæíîñòüþ è ãëóáèíîé
äåëàåòñÿ ïåðåõîä îò íîðìàëüíîãî áàçèñà Bαβ ê áàçèñó Bα ⊗ Bβ, ÿâëÿþùåìóñÿ
ïðîèçâåäåíèåì ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ (è îáðàòíî òîæå).

Äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (220) â ýòîì áàçèñå
ìîæíî ðàçëîæèòü èõ ïî áàçèñó Bβ, ïðè ýòîì êîîðäèíàòû áóäóò ïðèíàäëåæàòü
ïîëþ GF (25) è âûïîëíèòü óìíîæåíèå â ýòîì áàçèñå. Êàê îáúÿñíÿëîñü âûøå,
îíî ñâîäèòñÿ ê ïåðåìíîæåíèþ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè òðè íàä ýòèì ïîëåì,
óìíîæåíèþ ðåçóëüòàòà íà x (áåñïëàòíîìó), à ïîòîì ê äåëåíèþ ñ îñòàòêîì ïî-
ëó÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 7 íà ìíîãî÷ëåí x4 +x3 +x2 +x+1. Òàêæå êàê è â
ïðåäûäóùåì òåêñòå ïîëó÷àåì, ÷òî óêàçàííîå äåëåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
6 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ â ïîëå GF (25), è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìà èìååò ñëîæíîñòü
30 è ãëóáèíó 2. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà z1x + . . . z7x

7 íà x4 + x3 + x2 + x + 1 âûïîë-
íÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

z5 + z4, (z1 + z6) + z4, (z2 + z5) + z4, z3 + z4.

Åñëè ïðè ïåðåìíîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ÷èñëî ïîíàäîáèâøèõñÿ îïåðàöèé óìíî-
æåíèÿ â ïîëå GF (25) îáîçíà÷èòü m, à ÷èñëî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ � ÷åðåç a, òî
ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â áàçèñå Bα ⊗ Bβ áóäåò ðàâíà mM(5) + 5a, ãäå M(5)�
ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (25) â áàçèñå Bα. Äëÿ óìåíüøåíèÿ âåëè÷èíû
m ìîæíî ïðèìåíèòü ñõåìó Êàðàöóáû. Îíà óìíîæàåò äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè
îäèí ñ òðåìÿ óìíîæåíèÿìè è ÷åòûðüìÿ ñëîæåíèÿìè è ãëóáèíîé 3, à äâà ìíî-
ãî÷ëåíà ñòåïåíè 3 äåâÿòüþ óìíîæåíèÿìè, 24 ñëîæåíèÿìè è ãëóáèíîé 5, ïðè÷åì
ýëåìåíò óìíîæåíèÿ â ëþáîé öåïè îò âõîäîâ ê âûõîäàì òîëüêî îäèí. Ïîýòîìó
ìîæíî âçÿòü m = 9, a = 24.

Óìíîæåíèå â ïîëå GF (25) â áàçèñå Bα ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ äâóõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ÷åòûðå íàä ïîëåì GF (2) , óìíîæåíèþ ðåçóëüòàòà íà x (áåñ-
ïëàòíîìó), à ïîòîì ê äåëåíèþ ñ îñòàòêîì ïîëó÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 9 íà
ìíîãî÷ëåí g5 = x5 +x4 +x2 +x+1. Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ÷åòûðå íàä
ïîëåì GF (2) èìååò ñëîæíîñòü 52 + 42 = 41 è ãëóáèíó 4. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà
z1x + . . . z9x

9 íà g5 âûïîëíÿåòñÿ ïî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåìûì ôîðìóëàì

(z5 + z7) + z6, (z5 + z7) + (z2 + z9), z1 + z5 + z8, z4 + z5 + z6 + z9

è èìååò ñëîæíîñòü 9. Îáùàÿ ñëîæíîñòü ñõåìû óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (25) ðàâíà
41 + 9 = 50, à ãëóáèíà ðàâíà 6.

Ïîýòîìó ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â áàçèñå Bα ⊗Bβ ðàâíà 9 · 50 + 24 · 5 + 30 =
600, à ãëóáèíà ðàâíà 6 + 4 + 2 = 12, à åñëè áîëåå àêêóðàòíî ïîñìîòðåòü, òî
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êàæåòñÿ äàæå 11. Ñ ó÷åòîì ôîðìóë ïåðåõîäà îò íîðìàëüíîãî áàçèñà ê áàçèñó
Bα ⊗ Bβ îáùàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì íîðìàëüíîì áàçèñå
ïîëÿ GF (220 ðàâíà 624, à ãëóáèíà íå áîëåå 16.

Ïî òåîðåìå Ôåðìà îáðàòíûé ýëåìåíò ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå ξ−1 =
ξ2n−2. Äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü íàäî ïîñòðîèòü àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ ÷èñëà
2n − 2, ñîäåðæàùóþ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñëîæåíèé . Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàäî
ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíóþ ëèíåéíóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ ÷èñëà n− 1 = 19.
Íàïðèìåð, òàêîé áóäåò öåïî÷êà

1, 2, 4, 8, 16, 18, 19.

Ïîñëå ýòîãî âûïèñûâàþòñÿ â ðÿä ÷èñëà

21 − 1, 22 − 1, 24 − 1, 28 − 1, 216 − 1, 218 − 1, 219 − 1,

è ìåæäó íèìè âñòàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäâîåíèé. Òàê êàê óäâîåíèÿ
ðåàëèçóþòñÿ ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåé êîììóòàöèè âõîäîâ, òî ñëîæíîñòü èíâåð-
òèðîâàíèÿ â ïîëå GF (220) îöåíèâàåòñÿ êàê

I(20) ≤ 6M(20),

ãäå M(20) ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå. Àíàëîãè÷íî ãëóáèíà
îöåíèâàåòñÿ êàê

DI(20) ≤ 6DM(20).

Åñëè èñïîëüçîâàòü óêàçàííóþ âûøå ñõåìó äëÿ óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå,
òî ñëîæíîñòü èíâåðòèðîâàíèÿ áóäåò 6 · 616 = 3696, à ãëóáèíà 6 · 16 = 96.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó óìíîæåíèÿ è èíâåðòèðîâàíèÿ
â ïîëå GF (222). Áàçèñ íèçêîé ñëîæíîñòè ïðè n = 22 ïîëó÷èì ïåðåìíîæåíèåì
îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ïîëÿ GF (211)

Bα = {α, α2, α4, α8, . . . , α1024}

è ïîëÿ GF (22)

Bβ = {β, β2}.
Ïåðâûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì òðåòüåãî òèïà, òàê êàê 211 = 1 mod 23, è ñî-
ãëàñíî óêàçàííîé â ïðåäûäóùåì òåêñòå òåîðåìå åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
ðàâåí g11 = x11 + x10 + x8 + x4 + x3 + x2 + 1, òàê êàê âîîáùå ïðè n = 3 · 2k − 1
ïîëó÷èòñÿ 2k + 3−÷ëåí

gn = 1 + x2k−1

+ x2k−1+2k−2

+ x2k−1+2k−2+2k−3

+

+ . . . + x2k−1 + x2k

+ x2k+1+2k−1

+ x2k+1+2k−1+2k−2

+

x2k+1+2k−1+2k−2+2k−3

+ . . . + x2k+1+2k−1
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à âòîðîé ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïåðâîãî òèïà è åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ðàâåí
x2 + x + 1. ×èñëî åäèíèö â åãî òàáëèöå óìíîæåíèÿ ðàâíî 63.

Íåïîñðåäñòâåííûì ïðîèçâåäåíèåì áàçèñîâ Bα, Bβ ÿâëÿåòñÿ áàçèñ

Bα ⊗Bβ = {αβ, αβ2, α2β, α2β2, α4β, α4β2, α8β, α8β2, α16β, α16β2,

. . . . . . . . . . . .

α1024β, α1024β2, }
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé íîðìàëü-
íîãî áàçèñà

{αβ, (αβ)2, . . . , (αβ)221}.
×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû ýëåìåíòà ïîëÿ â áàçèñå Bα⊗Bβ íóæíî ñíà÷àëà íàéòè
åãî êîîðäèíàòû, íàïðèìåð, â áàçèñå Bβ, à ïîòîì ïîëó÷åííûå äâà ýëåìåíòà ïîëÿ
GF (211) ðàçëîæèòü â áàçèñå Bα.

Áàçèñ Bβ ïðîñòî ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì áàçèñîì Bβ.
Òàêæå, êàê â ïðîøëîì òåêñòå, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðåõîä îò íîðìàëüíîãî

áàçèñà Bα ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó Bα è îáðàòíî ìîæíî ñäåëàòü ñõåìîé èç îäíèõ
ýëåìåíòîâ XOR ñëîæíîñòè L(11) = L(8) + L(3) + 3 = 5 + 1 + 3 = 9 è ãëóáèíû 3.

Ïðèìåíÿÿ ýòîò ïåðåõîä ê êàæäîé èç äâóõ êîîðäèíàò äàííîãî ýëåìåíòà â
áàçèñå Bβ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåõîä îò áàçèñà Bα ⊗ Bβ ê áàçèñó Bα ⊗ Bβ ñõåìíî
äåëàåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 18 è ãëóáèíîé 3. Ñ òîé æå ñëîæíîñòüþ è ãëóáèíîé
äåëàåòñÿ ïåðåõîä îò íîðìàëüíîãî áàçèñà Bαβ ê áàçèñó Bα ⊗ Bβ, ÿâëÿþùåìóñÿ
ïðîèçâåäåíèåì ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ (è îáðàòíî òîæå).

Äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (222) â ýòîì áàçèñå
ìîæíî ðàçëîæèòü èõ ïî áàçèñó Bβ, ïðè ýòîì êîîðäèíàòû áóäóò ïðèíàäëåæàòü
ïîëþ GF (211) è âûïîëíèòü óìíîæåíèå â ýòîì áàçèñå. Îíî ñâîäèòñÿ ê ïåðåìíî-
æåíèþ äâóõ ëèíåéíûõ äâó÷ëåíîâ íàä ýòèì ïîëåì, óìíîæåíèþ ðåçóëüòàòà íà x
(áåñïëàòíîìó), à ïîòîì ê äåëåíèþ ñ îñòàòêîì ïîëó÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè
3 íà ìíîãî÷ëåí x2 + x + 1.

Íàõîæäåíèå îñòàòêà îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà z1x + z2x
2 + z3x

3 íà x2 + x + 1
âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

z3 + z2 + (z1 + z2)x.

Äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ÷ëåíîâ ìîæíî ïðèìåíèòü ñõåìó Êàðàöóáû. Â ðåçóëüòàòå
óìíîæåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ x1β + x2β

2 è y1β + y2β
2 ìîæíî âûïîëíèòü ïî ôîð-

ìóëàì
β(βx1y1 + β2(x1y2 + x2y1) + β3x2y2) =

= β(x1y2 + x2y1 + x2y2 + β(x1y2 + x2y1) + x1y1)) =

= β((x1 + x2)(y1 + y2) + x1y1 + β((x1 + x2)(y1 + y2) + x2y2))

ñ ïîìîùüþ òðåõ óìíîæåíèé è ÷åòûðåõ ñëîæåíèé â ïîëå GF (211).
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Óìíîæåíèå â ïîëå GF (211) â áàçèñå Bα êàê è â ïðåäûäóùåì òåêñòå ñâîäèòñÿ
ê óìíîæåíèþ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè äåñÿòü íàä ïîëåì GF (2) , óìíîæåíèþ
ðåçóëüòàòà íà x (áåñïëàòíîìó), à ïîòîì ê äåëåíèþ ñ îñòàòêîì ïîëó÷åííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ñòåïåíè 21 íà ìíîãî÷ëåí g11.

Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè äåñÿòü íàä ïîëåì GF (2) èìååò ñëîæíîñòü
112 + 102 = 221 è ãëóáèíó 5. ×óòü óâåëè÷èâ ãëóáèíó, ìîæíî óìåíüøèòü ñëîæ-
íîñòü, ïðèìåíÿÿ ìåòîä Êàðàöóáû. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåì òîæäåñòâî

(f0x
5 + f1)(g0x

5 + g1) = f0g0x
10 + ((f0 + f1)(g0 + g1) + (f0g0 + f1g1))x

5 + f1g1,

ãäå deg f1, g1 ≤ 4, deg f0, g0 ≤ 5. Òîãäà îöåíêà ñëîæíîñòè áóäåò m(10) ≤ 2M(5)+
M(4) + 10 + 10 + 9 + 4 + 5, òàê êàê deg((f0 + f1)(g0 + g1) + (f0g0 + f1g1) ≤ 9.
Ïðèìåíÿÿ äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 5 è 4 ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì,
ïîëó÷àåì ÷òî m(5) = 62 + 52 = 61,m(4) = 52 + 42 = 41, à ãëóáèíà êàæäîé
èç ñõåì ðàâíà 4. Òîãäà m(10) ≤ 2M(5) + M(4) + 38 = 201, à ãëóáèíà ñõåìû
ðàâíà 7, ïðè÷åì 5 ñàìûõ ñòàðøèõ è 5 ñàìûõ ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ èìåþò
ãëóáèíó íå áîëåå 4. Åñëè çàìåíèòü ñòàíäàðòíóþ ñõåìó óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
f0, g0 íà ñõåìó, ïîñòðîåííóþ ìåòîäîì Êàðàöóáû, òî åå ñëîæíîñòü áóäåò ðàâíà
m(5) = 3m(2)+20 = 3·13+20 = 59, òî åñòü íà 2 ìåíüøå ñòàíäàðòíîé, íî ãëóáèíà
âîçðàñòåò íà 2 è áóäåò ðàâíîé 6. ×èñëî ýëåìåíòîâ óìíîæåíèÿ óìåíüøèòñÿ è
áóäåò ðàâíî 3 · 9 = 27. Íî ãëóáèíà âñåé ñõåìû óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
10 îò ýòîãî íå óâåëè÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ãëóáèíà ýòîé ñõåìû ðàâíà d(10) = 7,
à ñëîæíîñòü ðàâíà m(10) = 199, ïðè÷åì ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü (÷èñëî
óìíîæåíèé) ðàâíà 2 · 27 + 25 = 79.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî ÷òî ïðè n = 3 · 2k − 1 äîïîëíèòåëüíàÿ ãëóáèíà, èñ-
ïîëüçóåìàÿ äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà
gn áóäåò íå áîëüøå

2dlog2(2k + 2)e+ 1 = 2 log2 log2 n + O(1),

à äîïîëíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü íå áîëüøå

(n− 2)(2k + 3)− 2k + 4 < 2n log2 n + n.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòè îöåíêè ðàâíû 7 è 63.
Â ñëó÷àå n = 11 èõ ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

z1x + . . . + z21x
21 íà g11 âû÷èñëèòü ïî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåìûì ôîðìóëàì

(z20 +z19)+((z12 +z14)+z11)+z10)x
10 +(z21 +z20)+((z12 +z13)+z14)+z18 +z9)x

9+

+(z21 + z17) + (z20 + z19) + z8 + ((z12 + z13) + z11))x
8 + (z18 + z16 + z14 + z7)x

7+

+(z21 + z17) + ((z15 + z13) + z6))x
6 + (z21 + z20) + (z12 + z14) + z16 + z5)x

5+

(z20 + z11) + (z15 + z13) + z4 + z19)x
4 + ((z20 + z11) + z18 + z3)x

3+

+(z21 + z20)+ ((z12 + z14)+ z11)+ z17 + z2)x
2 +(z21 + z16 +((z12 + z13)+ z14)+ z1)x+
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(z21 + z20) + ((z12 + z13) + z11) + z15.

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ýòîé ôîðìóëû ñõåìû äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïî ìî-
äóëþ g11 ðàâíà 38, à ãëóáèíà ðàâíà 4.

Ãëóáèíó 4 èìååò òîëüêî âûõîä, ðåàëèçóþùèé êîýôôèöèåíò

(z21 + z17) + (z20 + z19) + z8 + ((z12 + z13) + z11))x
8.

Íî åñëè çàìåòèòü, ÷òî ãëóáèíà âõîäà z8 ðàâíà 7, à ãëóáèíà âõîäîâ z19, z20 íå
áîëüøå 4, òî ãëóáèíà ôîðìóëû (z20+z19)+z8 ðàâíà 8, ïîýòîìó ãëóáèíà ôîðìóëû
(z21 +z17)+(z20 +z19)+z8 ðàâíà 9, è î÷åâèäíî òàêóþ æå ãëóáèíó èìååò ôîðìóëà
(z12 + z13) + z11, çíà÷èò ãëóáèíà êîýôôèöèåíòà ïðè x8 ðàâíà 10 è òàêóþ æå
ãëóáèíó èìååò âñÿ ñõåìà óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (211). Ñëîæíîñòü æå åå ðàâíà
M(11) = 199 + 38 = 237, à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ïî-ïðåæíåìó ðàâíà
79.

Ïîýòîìó ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (222) â áàçèñå Bα⊗Bβ ðàâíà 3·237+
4 · 11 = 755, ãëóáèíà ðàâíà 10 + 1 = 11, à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà
3 · 79 = 237. Ñ ó÷åòîì ôîðìóë ïåðåõîäà îò íîðìàëüíîãî áàçèñà ê áàçèñó Bα ⊗
Bβ îáùàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì íîðìàëüíîì áàçèñå ïîëÿ
GF (222 ðàâíà 755+3 ·18 = 809, ãëóáèíà ðàâíà 11+6 = 17, à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ñëîæíîñòü ïî ïðåæíåìó ðàâíà 3 · 79 = 237.

Ïî òåîðåìå Ôåðìà îáðàòíûé ýëåìåíò âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå ξ−1 = ξ2n−2.
Äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü íàäî ïîñòðîèòü àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ ÷èñëà 2n−2,
ñîäåðæàùóþ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñëîæåíèé . Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàäî ïîñòðîèòü
ìèíèìàëüíóþ ëèíåéíóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ ÷èñëà n− 1 = 21. Íàïðèìåð,
òàêîé áóäåò öåïî÷êà

1, 2, 4, 8, 16, 20, 21.

Ïîñëå ýòîãî âûïèñûâàþòñÿ â ðÿä ÷èñëà

21 − 1, 22 − 1, 24 − 1, 28 − 1, 216 − 1, 220 − 1, 221 − 1,

è ìåæäó íèìè âñòàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäâîåíèé. Òàê êàê óäâîåíèÿ
ðåàëèçóþòñÿ ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåé êîììóòàöèè âõîäîâ, òî ñëîæíîñòü èíâåð-
òèðîâàíèÿ â ïîëå GF (222) îöåíèâàåòñÿ êàê

I(22) ≤ 6M(22),

ãäå M(22) ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå. Àíàëîãè÷íî ãëóáèíà
îöåíèâàåòñÿ êàê

DI(22) ≤ 6DM(22).

Åñëè èñïîëüçîâàòü óêàçàííóþ âûøå ñõåìó äëÿ óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå,
òî ñëîæíîñòü èíâåðòèðîâàíèÿ áóäåò 6 · 809 = 4854, à ãëóáèíà 6 · 17 = 102.
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4.2 Îïåðàöèè â êîìïîçèòíûõ ïîëÿõ
4.2.1 Ñõåìû äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â êîìïîçèòíûõ ïîëÿõ

GF (2n) ïðè èñïîëüçîâàíèè íîðìàëüíûõ áàçèñîâ
Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â ïîëå GF (2n) âûáðàí íîðìàëüíûé áàçèñ äëÿ
êîòîðîãî óìíîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ M(n), òî èíâåðòèðîâàíèå â
ýòîì áàçèñå ìîæíî âûïîëíèòü ñî ñëîæíîñòüþ O(M(n) log2 n.

Äîïóñòèì n = km, (k, m) = 1 è ïðåäñòàâèì ïîëå GF (2n) êàê ðàñøèðåíèå
ñòåïåíè m ïîëÿ GF (2k). Äîïóñòèì, ÷òî áèòîâàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïî-
ëå GF (2k) ðàâíà M(k). Êàê èçâåñòíî, ïðîèçâîëüíûé, â ÷àñòíîñòè íîðìàëüíûé
áàçèñ {α1, . . . , αm} â ïîëå GF (2m) ÿâëÿåòñÿ òàêæå áàçèñîì ïîëÿ GF (2n) íàä ïîä-
ïîëåì GF (2k). Äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé

x−1 =
xqxq2

. . . xqm−1

xxq . . . xqm−1 , q = 2k.

Òàê êàê N(x) = xxq . . . xqm−1 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó N(x)q = N(x), òî N(x)
ïðèíàäëåæèò ïîäïîëþ GF (q), çíà÷èò èíâåðòèðîâàíèå N(x) ïðîâîäèòñÿ â ïî-
ëå ðàçìåðíîñòè k, ïîýòîìó åãî ñëîæíîñòü ìîæíî îáîçíà÷èòü I(k). Óìíîæåíèå
ýëåìåíòà K(x) = xqxq2

. . . xqm−1 íà ýëåìåíò N(x)−1 ïîäïîëÿ ðàçìåðíîñòè k âû-
ïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ mM(k) òàê êàê ñâîäèòñÿ ê m óìíîæåíèÿì â ýòîì
ïîäïîëå. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü q ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x = x1α1 + . . . xmαm

ñâîäèòñÿ ê öèêëè÷åñêîìó ñäâèãó íà k ïîçèöèé, òàê êàê xq
i = xi, α

q
1 = αk+1. Ïî-

ýòîìó îíî ðåàëèçóåòñÿ áåñïëàòíî. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ
âîçâåäåíèÿ â ëþáóþ ñòåïåíü âèäà qi. Òàê êàê

K(x) = xq qm−1−1
q−1 , xq q2i−1

q−1 =
(
xq qi−1

q−1

)qi+1

,

xq q2i+1−1
q−1 =

(
xq q2i−1

q−1

)q

xq, N(x) = xK(x),

òî N(x), K(x) ìîæíî îäíîâðåìåííî âû÷èñëèòü, âûïîëíèâ λ2(m) + ν2(m)−O(1)
óìíîæåíèé â ïîëå GF (2n). Òàê êàê óìíîæåíèå â ýòîì ïîëå èìååò ñëîæíîñòü
íå áîëüøå M(m)M(k), ãäå M(m) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì
íîðìàëüíîì áàçèñå ïîëÿ GF (2m), îêîí÷àòåëüíî èìååì îöåíêó ñëîæíîñòè èí-
âåðòèðîâàíèÿ

I(n) ≤ I(k) + O(log2 m)M(m)M(k).

Åñëè M(m) èìååò òàêóþ æå ñòåïåííóþ îöåíêó ñëîæíîñòè â íîðìàëüíîì áàçèñå,
÷òî è M(k), òî î÷åâèäíî ÷òî M(m)M(k) = O(M(mk)) = O(M(n). Òàê ïðè ýòîì
I(k) = O(log kM(k)) = O(log k)M(n)/m, òî ïðè log k = O(m log m) èìååì

I(n) = O(logk)M(n)/m + O(M(n)) log m = O(M(n)) log m.
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Åñëè æå îáå îöåíêè èìåþò âèä M(n) = O(n log n log log n), à äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî, íàïðèìåð, ÷òîáû â ïîëÿõ GF (2k), GF (2m) ñóùåñòâîâàëè è áûëè âûáðàíû
íîðìàëüíûå áàçèñû íèçêîé ñëîæíîñòè, òî M(m)M(k) = O(M(n)) log m log log m
è ïðè log k = O(m log2 m log log m) èìååì

I(n) = O(log k)M(n)/m + O(M(n)) log2 m log log m = O(M(n)) log2 m log log m.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ log m = O(log log k) = O(log log n). Ïîýòîìó â ïåðâîì èç íèõ
äëÿ óêàçàííîãî ïîëÿ è áàçèñà â íåì èìååì îöåíêó ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ

I(n) = O(M(n)) log log n = n1+ε,

à âî âòîðîì ñëó÷àå èìååì îöåíêó

I(n) = O(M(n))(log log n)2 log log log n.

Èòåðèðóÿ ýòè îöåíêè, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèìåðû ïîëåé, äëÿ êîòîðûõ

I(n) = O(M(n))(log log log log n)2 log log log log log n

è ò.ä.

4.2.2 Ïðèìåðû ñõåì äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëÿõ GF (2n),
ãäå n = mk, (m, k) = 1

Â ïåðâîì ïðèìåðå âîçüìåì k = 2 è ïîëîæèì q = 2m.
Â ïîëå GF (22) îáîçíà÷èì α, β ýëåìåíòû, îòëè÷íûå îò íóëÿ è åäèíèöû. Î÷å-

âèäíî α + β = 1, αβ = 1. Ïðåäñòàâèì ýëåìåíòû ïîëÿ GF (2n) = GF (q2) â âèäå
xα + yβ, x, y ∈ GF (q). Ïîëîæèì

N(xα+yβ) = (xα+yβ)(xβ+yα) = xy(α2+β2)+(x2+y2)αβ(x2+y2)+xy ∈ GF (q),

òîãäà
(xα + yβ))−1 = (xβ + yα)/N = xN−1β + yN−1α.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ðåêóððåíòíàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè äëÿ èíâåðñèè

I(2m) ≤ I(m) + 2M(m) + N(n),

ãäå N(n) � ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ íîðìû, à M(m) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â
ïîëå GF (2m). Òàê êàê

N(xα + yβ) = (x2 + y2) + xy = (x + y)2 + xy,

òî ïðè âûáîðå â ïîëå GF (q) íîðìàëüíîãî áàçèñà èìååì N(n) ≤ M(m) + m.
Ïîýòîìó

I(2m) ≤ I(m) + 3M(m) + m.
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Óìíîæåíèå â ïîëå GF (2n) èìååò âèä

(x1α + x2β)(y1α + y2β) = x1y1α
2 + (x2y1 + x1y2)αβ + x2y2β

2 =

= x1y1β+(x2y1+x1y2)(α+β)+x2y2α = (x2y2+(x2y1+x1y2))α+(x1y1+(x2y1+x1y2))β =

(x2y1 + (x2 + x1)y2)α + (x2y1 + x1(y1 + y2))β,

îòêóäà èìååì M(2n) ≤ 3M(n) + 4n.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ïðèìåð, â êîòîðîì, â ÷àñòíîñòè, äàäèì ïðèìåíåíèå ïîëó-

÷åííûì âûøå ñõåìàì. Ïóñòü n = 22 · 23 = 506. Âîçüìåì êðàò÷àéøóþ ëèíåéíóþ
àääèòèâíóþ öåïî÷êó

1, 2, 3, 4, 8, 11, 22, 23,

èç íåå ñòðîèì öåïî÷êó ñòåïåíåé x ñ ïîêàçàòåëÿìè

1,
q2 − q

q − 1
,
q3 − q

q − 1
,
q4 − q

q − 1
,
q8 − q

q − 1
,

q11 − q

q − 1
,
q22 − q

q − 1
,
q23 − q

q − 1
,
q23 − 1

q − 1
,

çíà÷èò äëÿ âû÷èñëåíèÿ N(x), K(x) äîñòàòî÷íî ñäåëàòü 7 óìíîæåíèé â ïîëå
GF (2506) . Îöåíèì M(506). Ìîæíî äëÿ óìíîæåíèÿ èñïîëüçîâàòü äâå ñõåìû.
Ïåðâàÿ èç íèõ ñâîäèò óìíîæåíèå â ïîëå GF (2506) ê óìíîæåíèþ â îïòèìàëüíîì
íîðìàëüíîì áàçèñå ïîëÿ GF (223) , êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê
âû÷èñëåíèþ íåêîòîðîé ñèñòåìû áèëèíåéíûõ ôîðì ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæ-
íîñòüþ 243 è àääèòèâíîé ñëîæíîñòüþ 784, à òàê êàê ïåðåìåííûå ýòèõ ôîðì
ïðèíàäëåæàò ïîëþ GF (222) , â êîòîðîì óìíîæåíèå äåëàåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ
M(22) = 809 à ñëîæåíèå ñî ñëîæíîñòüþ A(22) = 22, òî îòñþäà èìååì îöåíêó

M(506) ≤ 243 · 809 + 784 · 22 = 213835.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ ïîëå GF (2506) êàê ðàñøèðåíèå 22-é ñòå-
ïåíè ïîëÿ GF (223), èìååì õóäøóþ îöåíêó

M(506) ≤ 237 · 1027 + 772 · 23 = 261155.

Òîãäà

I(506) ≤ I(22) + 23M(22) + 7M(506) ≤ 4854 + 23 · 809 + 7 · 213835 = 1520306.

Íî ìîæíî âûáðàòü ïðåäñòàâëåíèå n = 23 · 22. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ
N(x), K(x) íàäî âçÿòü ëèíåéíóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó

1, 2, 3, 4, 8, 11, 22,
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è èç íåå ïîñòðîèòü öåïî÷êó ñòåïåíåé x ñ ïîêàçàòåëÿìè

1,
q2 − q

q − 1
,
q3 − q

q − 1
,
q4 − q

q − 1
,
q8 − q

q − 1
,

q11 − q

q − 1
,
q22 − q

q − 1
,
q22 − 1

q − 1
,

è ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ N(x), K(x) äîñòàòî÷íî 6 óìíîæåíèé â ïîëå
GF (2506) . Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ëó÷øàÿ îöåíêà

I(506) ≤ I(23) + 22M(23) + 6M(506) ≤ 5988 + 22 · 1027 + 6 · 213835 = 1311592.

Åñëè íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (2506) ìåòîä
àääèòèâíûõ öåïî÷åê, òî ñõåìà ïîëó÷èòñÿ ïðèìåðíî â äâà ðàçà ñëîæíåå.

Êîíå÷íî, ñëîæíîñòü óêàçàííîé ñõåìû ñëèøêîì âûñîêà äëÿ åå ðåàëüíîé ðå-
àëèçàöèè â âèäå ÷èïà. Íî óæå äëÿ ïîëÿ ðàçìåðíîñòè âäâîå ìåíüøåé, à èìåííî
253, ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìû ñî ñëîæíîñòüþ

M(253) ≤ 243 · 237 + 784 · 11 = 66215,

I(253) ≤ I(23) + 11M(23) + 5M(253) ≤ 5988 + 11 · 1027 + 5 · 66215 = 348360.

Òåïåðü ïðåäñòàâèì ïîëå GF (2506) â âèäå êâàäðàòè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ
GF (2253) è ïðèìåíÿÿ óêàçàííûé âûøå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñõåì äëÿ óìíîæåíèÿ
è èíâåðòèðîâàíèÿ â êâàäðàòè÷íîì ðàñøèðåíèè, ïîñòðîèì ýòè ñõåìû äëÿ ïîëÿ
GF (2506) ñëîæíîñòè

M(506) ≤ 3M(253) + 4 · 253 = 199657.

I(506) ≤ I(253) + 3M(253) + 253 ≤ 348360 + 199657− 759 = 547258.

Òàêóþ ñõåìó âïîëíå ìîæíî ðåàëèçîâàòü â âèäå ÷èïà îäíîâðåìåííî ñî ñõåìà-
ìè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ. Ñõåìû äëÿ ïîëåé ïðèáëèçèòåëüíî âäâîå ìåíüøèõ
ðàçìåðíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ êðèïòîñèñòåìàõ.

Èñïîëüçîâàíèå ïîäîáíûõ æå ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò äëÿ äðóãèõ ðàçìåðíîñòåé
ñòðîèòü è ìåíåå ñëîæíûå ñõåìû. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìû ñ îöåíêàìè
ñëîæíîñòè

I(330) ≤ I(11) + 521L(M(11)) + 1417 · 11 = 140249,

I(690) ≤ I(23) + 521L(M(23)) + 1417 · 23 = 573646.

Â îáùåì ñëó÷àå îöåíêà ñëîæíîñòè ñèëüíî çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ðàçëîæåíèÿ
íà ìíîæèòåëè ðàçìåðíîñòè äàííîãî ïîëÿ è îò âûáîðà ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé
ïðè ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé áàøíè ðàñøèðåíèé. Âûãîäíåå âñåãî ïîðÿäîê
âûáèðàòü ìîíîòîííî óáûâàþùèé.
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4.2.3 Ñõåìû äëÿ áûñòðîãî óìíîæåíèÿ â ïîëÿõ GF (2n) ðàç-
ìåðíîñòè n = ms ïðè ðàñòóùåì s

Ïóñòü k < s ïàðàìåòð, çíà÷åíèå êîòîðîãî óêàæåì ïîçäíåå. Âûáåðåì íàèìåíüøåå
r òàêîå, ÷òî 2mr ≥ 2mk − 1, è r = s mod k. Î÷åâèäíî, ÷òî r = O(k). Ïðåäñòàâèì
ïîëå GF

(
2ms

)
êàê GF

(
qms−r

)
� ðàñøèðåíèå ïîëÿ GF (q), q = 2mr

. Äàëåå, ïîëå

GF
(
2ms

)
= GF

(
qms−r

)
= GF

(
qmkl

)

ïðåäñòàâèì â âèäå áàøíè ðàñøèðåíèé

GF (q) ⊂ GF
(
qmk

)
⊂ GF

((
qmk

)mk)
= GF

(
qm2k

)
⊂ . . . ⊂ GF

(
qmkl

)
.

Äëÿ êàæäîãî ýòàæà áàøíè

GF (qi) = GF
(
qmik

)
⊂ GF

((
qmik

)mk)
= GF

(
qm(i+1)k

)
= GF (qi+1)

âûáåðåì ñòàíäàðòíûé áàçèñ {1, α, . . . , αmk−1}, îïðåäåëÿåìûé íåïðèâîäèìûì íàä
ïîëåì GF (qi) ìíîãî÷ëåíîì pi(x) ñòåïåíè mk. Òîãäà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïî-
ëÿ GF (qi+1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå k-ìåðíîãî âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè èç
ïîëÿ GF (qi). Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (qi) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå mki−ìåðíîãî âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ GF (q). Óìíîæåíèå
â ïîëå GF (qi+1) ìîæíî ñâåñòè ê óìíîæåíèþ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà pi äâóõ
ïðîèçâîëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè t = mk − 1 íàä ïîëåì GF (qi). Äëÿ ïðè-
âåäåíèÿ ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ýòîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè
2t−1 ïî ìîäóëþ äàííîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà p(x) ñòåïåíè t, êàê èçâåñò-
íî (ñì., íàïðèìåð [25]) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü çàðàíåå ìíîãî÷ëåí R(x) ñòåïåíè
t − 1 òàêîé, ÷òî x2t−1 = R(x)p(x) + g(x), ãäå ñòåïåíü g(x) ìåíüøå t, ïðåäñòà-
âèòü f(x) â âèäå f1x

t + f2, ãäå f2 è f1 èìåþò ñòåïåíü ìåíüøå t (ýòî äåëàåò-
ñÿ áåñïëàòíî), ïîòîì íàéòè ÷àñòíîå h(x) îò äåëåíèÿ f(x) íà p(x) ïî ôîðìóëå
h(x)xt−1 + h1(x) = f1(x)R(x), ãäå h1 èìååò ñòåïåíü ìåíüøå t − 1 è h èìååò ñòå-
ïåíü ìåíüøå t, ò.å. ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè t − 1. Òîãäà
îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(x) íà p(x) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå f mod p = f − ph, òî
åñòü ñ ïîìîùüþ åùå îäíîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè t. Äåéñòâèòåëüíî,
f − ph = f1x

t + f2 − ph èìååò ñòåïåíü ìåíüøå t òàê êàê ìíîãî÷ëåí

(f1x
t − ph)xt−1 = f1(x)x2t−1 − p(x)h(x)xt−1 =

= f1(x)(R(x)p(x) + g(x))− p(x)h(x)xt−1 =

(h(x)xt−1 + h1(x))p(x) + f1(x)g(x)− p(x)h(x)xt−1 = h1(x)p(x) + f1(x)g(x)

èìååò ñòåïåíü ìåíüøå 2t− 1.
Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå â ïîëå GF (qi+1) ñâîäèòñÿ ê òðåì óìíîæåíèÿì

ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè t íàä ïîëåì GF (qi) è t ñëîæåíèÿì â ýòîì ïîëå. Äëÿ
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óìíîæåíèÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ f, g ñòåïåíè t íàä ïîëåì GF (qi)
ìîæíî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ f(ai), g(ai) íà ïðîèçâîëüíûõ 2t + 1 ýëåìåí-
òàõ åãî ïîäïîëÿ GF (q) (âåäü 2t + 1 = 2mk − 1 ≤ 2mr

= q,) ïîòîì âûïîëíèòü
2t + 1 óìíîæåíèå â ïîëå GF (qi) , à ïîòîì, èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîð-
ìóëó, âîññòàíîâèòü ïî çíà÷åíèÿì h(ai) = f(ai)g(ai) êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäå-
íèÿ h(x) = f(x)g(x). Äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ ýòèõ îïåðàöèé ñ ïîìîùüþ ñõåìû
Ãîðíåðà è ôîðìóëû Ëàãðàíæà òðåáóåòñÿ, êàê èçâåñòíî, O(t2) îïåðàöèé ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîäïîëÿ GF (q) â ïîëå GF (qi). Èñïîëüçóÿ ìåòîä
áûñòðîé èíòåðïîëÿöèè [5], óêàçàííóþ îöåíêó ìîæíî óìåíüøèòü äî O(t) log2 t.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ åå ìîæíî åùå óñèëèòü, íàïðèìåð ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâà-
íèå Ôóðüå ïîðÿäêà q − 1 íàä ïîëåì GF (q) èëè ìåòîä [90]. Äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ
öåëåé íàñ óñòðàèâàåò ïðîñòåéøàÿ îöåíêà, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ñëîæíîñòü
óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (qi+1) îöåíèâàåòñÿ êàê

M(GF (qi+1)) ≤ 3(2mk − 1)M(GF (qi)) + O(m2k)mik(log2 q)log2 3,

òàê êàê ñëîæíîñòü ñëîæåíèÿ â ïîëå GF (qi) ðàâíà åãî ðàçìåðíîñòè log2 qi =
mik log2 q, à ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîäïîëÿ GF (q) ðàâíà
M(GF (q))mik = O(log2 q)log2 3mik, òàê êàê ýòî óìíîæåíèå ñâîäèòñÿ ê mik óìíî-
æåíèÿì â ïîëå GF (q). Åñëè îáîçíà÷èòü M(GF (qi)) ÷åðåç M(i), à 3(2mk − 1)
÷åðåç a, ïîëó÷åííîå ðåêóððåíòíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

M(i + 1) ≤ aM(i) + bm(i+1)k,

ãäå
b = O(a)(mkmr log2 3) = O(a)mO(k),

M(0) = M(GF (q)) = O(log2 q)log2 3.

Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ, îòñþäà èìååì
M(l) ≤ alM(0) + b

(
al−1mk + al−2m2k + . . . + mlk

)
,

ñëåäîâàòåëüíî

M(l) ≤ alM(0) + alb
1− (mk/a)l+1

1−mk/a
≤ alM(0) +

alb

1−mk/a
≤

≤ alM(0) + 3alb/2 = O(al+1)mO(k) = O(a)mO(k)2l log2 3(2mk−1).

Ïîýòîìó, òàê êàê ql = qmkl
, òî l = (log2 logq ql)/ log2 mk è ïðè log2 ql = n

M(GF (2n)) = M(GF (ql)) = O(mr log2 3))2l log2 3(2mk−1) = mO(k)2
log2 logq ql log2 3(2mk−1)

log2 mk =

mO(k)(logq ql)
log

mk 3(2mk−1) = mO(k)(log2 ql)
log

mk 3(2mk−1) = mO(k)nlog
mk 3(2mk−1).

Òàê êàê logmk 3(2mk− 1) ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè ðàñòóùåì mk, òî èç äîêàçàííîãî
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè ëþáîì m, n = ms è s ≥ sε èìååì

M (GF (2n)) = M
(
GF (2ms

)
)

= n1+ε.
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4.2.4 Ñõåìû äëÿ áûñòðîãî èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëÿõ GF (2n)
ðàçìåðíîñòè n = ms ïðè ðàñòóùåì s

Êàê è â ïðåäûäóùåé ñåêöèè ïóñòü k < s ïàðàìåòð, çíà÷åíèå êîòîðîãî óêàæåì
ïîçäíåå. Âûáåðåì íàèìåíüøåå r òàêîå, ÷òî q = 2mr ≥ 2mk − 1, è r = s mod k.
Ïîëå

GF
(
2ms

)
= GF

(
qms−r

)
= GF

(
qmkl

)

ïðåäñòàâèì â âèäå áàøíè ðàñøèðåíèé

GF (q) ⊂ GF
(
qmk

)
⊂ GF

((
qmk

)mk)
= GF

(
qm2k

)
⊂ . . . ⊂ GF

(
qmkl

)
.

Äëÿ êàæäîãî ýòàæà áàøíè

GF (qi) = GF
(
qmik

)
⊂ GF

((
qmik

)mk)
= GF

(
qm(i+1)k

)
= GF (qi+1)

âûáåðåì ñòàíäàðòíûé áàçèñ {1, α, . . . , αmk−1}, îïðåäåëÿåìûé íåïðèâîäèìûì íàä
ïîëåì GF (qi) ìíîãî÷ëåíîì pi(x) ñòåïåíè mk. Òîãäà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïî-
ëÿ GF (qi+1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå k-ìåðíîãî âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè èç
ïîëÿ GF (qi) è ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (qi) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå mki−ìåðíîãî âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ GF (q). Äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ
ýëåìåíòà x ∈ GF (qi) ïðèìåíèì ôîðìóëó

x−1 =
Kqi−1

(x)

Nqi−1
(x)

, NQ(x) = xKQ(x), KQ(x) = xQxQ2

. . . xQmk−1

, Q = qi−1.

Òàê êàê NQ(x)q = NQ(x), òî NQ(x) ∈ GF (Q) = GF (qi−1, çíà÷èò âû÷èñëåíèå
NQ(x)−1 äåëàåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ

I(log2 Q) = I(log2 qi−1) = I
(
m(i−1)k+r

)
.

Óìíîæåíèå KQ(x)NQ(x)−1 âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ mkM
(
m(i−1)k+r

)
òàê

êàê ýëåìåíò KQ(x) ïîëÿ GF (qi) ïðåäñòàâëÿåòñÿ mk-ìåðíûì âåêòîðîì íàä ïî-
ëåì GF (qi−1). Óìíîæåíèå xKQ(x) âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ M(log2 qi) =

M
(
mik+r

)
. Óìíîæåíèå xQxQ2

. . . xQmk−1 âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ (mk −
2)M

(
mik+r

)
. Îñòàåòñÿ îöåíèòü ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé xQi â ïî-

ëå GF (qi). Êàæäàÿ èç ýòèõ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íàä
ïîäïîëåì GF (Q) = GF (qi−1), ïîýòîìó åå ñëîæíîñòü ìîæíî îöåíèòü êàê
O(m2k)M

(
m(i−1)k+r

)
. Çíà÷èò, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âñåé ñèñòåìû ñòåïåíåé

xQ, xQ2
, . . . , xQmk−1 îöåíèâàåòñÿ êàê O(m3k)M

(
m(i−1)k+r

)
. Ïðåäïîëàãàÿ ñïðàâåä-

ëèâûì åñòåñòâåííîå íåðàâåíñòâî aM(n) ≤ M(an), èìååì îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó

I(log2 qi) = I
(
mik+r

)
≤ I(log2 qi−1) + O(m2k)M(log2 qi).
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Èç ýòîé îöåíêè ïî èíäóêöèè ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà aM(n) ≤ M(an) âûâîäèì,
÷òî

I(ms) = I
(
mik+r

)
= I(log2 ql) ≤ I(mr) + O(m2k)M(log2 ql) =

= I(mr) + O(m2k)M(ms) = mO(k) + O(m2k)M(ms) = O(m2k)M(ms).

Ïðè s ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ m, k èìååì

I(ms) = O(m2k)M(ms) = O(M(ms)).

Äëÿ ëþáîãî ε > 0, âûáèðàÿ k ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì m òàêæå, êàê è â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èìååì

M (GF (2n)) = M
(
GF (2ms

)
)

< n1+ε/2,

I(n) = I(ms) = O(m2k)M(ms) = 2O(1)/εn1+ε/2 < n1+ε.

4.2.5 Íåêîòîðûå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñõåì ïðåäûäóùåé
ñåêöèè

Õîòÿ ìåòîä ïðåäûäóùåé ñåêöèè òåîðåòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ïî-
÷òè îïòèìàëüíûì, ïðè ïðèìåíåíèè ê ïîëÿì íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé (ìåíüøå
òûñÿ÷è) îí íå ýôôåêòèâåí. Óñîâåðøåíñòâóåì åãî.

Äëÿ êàæäîãî ýòàæà áàøíè

GF (qi) = GF
(
qmik

)
⊂ GF

((
qmik

)mk)
= GF

(
qm(i+1)k

)
= GF (qi+1)

âûáåðåì ñòàíäàðòíûé áàçèñ {1, α, . . . , αmk−1}, îïðåäåëÿåìûé íåïðèâîäèìûì íàä
ïîëåì GF (qi) ìíîãî÷ëåíîì pi(x) ñòåïåíè mk òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýëåìåíò α

ïîðîæäàë íîðìàëüíûé áàçèñ {α, αQ . . . , αQmk−1}, ãäå Q = qi. Åñëè åñòü âîçìîæ-
íîñòü, ýëåìåíò α ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû íîðìàëüíûé áàçèñ èìåë ìèíèìàëü-
íóþ ñëîæíîñòü. Åñëè îíà áóäåò, íàïðèìåð, ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî mk, òîãäà äëÿ
óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (qi+1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ìåññè-Îìóðû.

Äðóãîé ìåòîä îñíîâàí íà ïåðåõîäå ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó, âûïîëíåíèè óìíî-
æåíèÿ â íåì, è âîçâðàùåíèè îïÿòü ê íîðìàëüíîìó áàçèñó. Äëÿ åãî èñïîëüçî-
âàíèÿ åñòåñòâåííî âûáðàòü ýëåìåíò α òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñëîæíîñòü
ïåðåõîäà ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó è îáðàòíî. Ãðóáàÿ óíèâåðñàëüíàÿ îöåíêà ýòîé
ñëîæíîñòè ðàâíà

m2kM(GF (qi)) + (m2k −mk)mik+r,

òàê êàê äëÿ âûïîëíåíèÿ êàê ïðÿìîãî, òàê è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäè-
íàò òðåáóåòñÿ íå áîëåå m2k óìíîæåíèé è íå áîëåå m2k − mk ñëîæåíèé â ïîëå
GF (qi), èìåþùåì ðàçìåðíîñòü mik+r.
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Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óìíîæåíèå â ñòàíäàðòíîì áà-
çèñå ïîëÿ GF (qi+1) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê

M(GF (qi+1)) ≤ 3M(mk)M(GF (qi)) + 3A(mk)mikrlog2 3,

ãäå M(n), A(n) åñòü ñîîòâåòñòâåííî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ñëîæíî-
ñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n íàä äàííûì ïîëåì. Ýòó îöåíêó â ïðàê-
òè÷åñêîì ïðèìåíåíèè èíîãäà ìîæíî íåìíîãî óòî÷íèòü, åñëè áîëüøèíñòâî êî-
ýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà pi áóäóò íóëè èëè åäèíèöû. Òîãäà äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïî
ìîäóëþ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà áóäåò ýôôåêòèâåí îáû÷íûé øêîëüíûé àëãîðèòì äå-
ëåíèÿ ñ îñòàòêîì. Â îáùåì ñëó÷àå ðàíåå áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå
òî÷íàÿ îöåíêà

M(GF (qi+1)) ≤ 3(2mk − 1)M(GF (qi)) + O(m2k)mikrlog2 3.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Kqi
(x), Nqi

(x) ïåðåõîäèì îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê íîðìàëü-
íîìó ñî ñëîæíîñòüþ

m2kM(GF (qi)) + (m2k −mk)mik+r

è áåñïëàòíî ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ ïîëó÷àåì â íîðìàëüíîì áàçèñå
ñèñòåìó ñòåïåíåé

xQ, xQ2

, . . . , xQmk−1

.

Äàëåå âû÷èñëÿåì K(x) = Kqi
(x), N(x) = Nqi

(x) êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ
ïî ôîðìóëàì

K(x) = xQ Qt−1−1
Q−1 , xQ Q2i−1

Q−1 =
(
xQ Qi−1

Q−1

)Qi+1

,

xQ Q2i+1−1
Q−1 =

(
xQ Q2i−1

Q−1

)Q

xQ, N(x) = xK(x),

ãäå t = mkâûïîëíèâ λ2(t) + ν2(t) − O(1) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì
áàçèñå. Ñëîæíîñòü êàæäîãî òàêîãî óìíîæåíèÿ îöåíèâàåòñÿ êàê

M(GF (qi+1)) ≤ 3(2mk − 1)M(GF (qi)) + O(m2k)mikrlog2 3+

3m2kM(GF (qi)) + 3(m2k −mk)mik+r =

= 3(m2k + 2mk − 1)M(GF (qi)) + O(m2k)mikrlog2 3,

òàê êàê îíî âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõêðàòíîãî ïåðåõîäà ê ñòàíäàðòíîìó
áàçèñó, óìíîæåíèÿ â íåì è ïåðåõîäà îïÿòü ê íîðìàëüíîìó áàçèñó. Îöåíêó λ2(t)+
ν2(t)−O(1) äëÿ ÷èñëà îïåðàöèé óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå ìîæíî èíîãäà
÷óòü óòî÷íèòü, èñïîëüçóÿ, êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ êðàò÷àéøèå ëèíåéíûå
àääèòèâíûå öåïî÷êè.

Âîçüìåì êðàò÷àéøóþ ëèíåéíóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó äëÿ ÷èñëà t = mk

a0 = 1, a1 = 2, a2, . . . , aL = t
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äëèíû L = L(t). Ïî íåé ìîæíî ïîñòðîèòü öåïî÷êó, ñîäåðæàùóþ ñòåïåíè x ñ
ïîêàçàòåëÿìè

Qa1 −Q

Q− 1
,
Qa2 −Q

Q− 1
, . . . ,

Qt −Q

Q− 1
,

ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè

Qai −Q

Q− 1
=

Qaj+ah −Q

Q− 1
= Qah

Qaj −Q

Q− 1
+

Qah −Q

Q− 1
.

Òàê êàê âîçâåäåíèå â ñòåïåíü Qn â íîðìàëüíîì áàçèñå äåëàåòñÿ áåñïëàòíî, à

x
Qa1−Q

Q−1 = xQ,

òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ

K(x) = x
Qt−Q
Q−1

òðåáóåòñÿ òîëüêî L − 1 = L(t) − 1 = L(mk) − 1 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ. Åùå
îäíî óìíîæåíèå òðåáóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ N(x) = xK(x). Â èòîãå ñëîæíîñòü
ñîâìåñòíîãî âû÷èñëåíèÿ K(x), N(x) îöåíèâàåòñÿ êàê

L(mk)M(GF (qi+1)) ≤ L(mk)
(
3(m2k + 2mk − 1)M(GF (qi)) + O(m2k)mikrlog2 3

)
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó x−1 = K(x)/N(x), ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ îöåíêó ñëîæ-
íîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ

I(log2 qi+1) = I
(
m(i+1)k+r

)
≤ I

(
mik+r

)
+ mkM(GF (qi))+

+L(mk)
(
3(m2k + 2mk − 1)M(GF (qi)) + O(m2k)mikrlog2 3

)
.

Î÷åâèäíî
L(t) ≤ λ2(t) + ν2(t)− 1 ≤ 2 log2 t ≤ 2k log2 m.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ àääèòèâíûõ öåïî÷åê,
ìîæíî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü, ÷òî L(mk) ≤ kL(m).

Èç ïîëó÷åííûõ âûøå îöåíîê ïî èíäóêöèè ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà aM(n) ≤
M(an) âûâîäèì, ëó÷øóþ îöåíêó, ÷åì ïîëó÷åííàÿ ðàíåå.

I(ms) = I
(
mik+r

)
= I(log2 ql) ≤ I(mr) + O(km2k log2 m)M(log2 ql−1) =

= I(mr)+O(kmk log2 m)M(ms) = mO(k) +O(m2k)M(ms) = O(kmk log2 m)M(ms).
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4.2.6 Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ñõåì äëÿ ïîëåé GF (22k

)

Ðàññìîòðèì ïðèìåð m = 2, n = ms. Âûáåðåì k = 8, òîãäà logmk 3(2mk − 1) =
log256 1533 < 1.33 Òîãäà ïðè ðàñòóùåì n èìååì îöåíêó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â
ïîëå GF (22n

)

M(2n) = O(2n log
mk 3(2mk−1)) = O(2n log256 1533),

è îöåíêó ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ I(2n) = O(M(2n)). Ýòè îöåíêè àñèìïòîòè-
÷åñêè ëó÷øå ïîëó÷åííûõ â [141], êîòîðûå èìåþò âèä

M(2n) = O(2n log2 3), I(2n) = O(M(2n)).

Ðàññìîòðèì åùå áîëåå êîíêðåòíûé ïðèìåð, âûáðàâ s = 10. Òîãäà ïîëîæèì
r = 3 (òàê êàê 223

> 28 − 1) è ïîëå GF (21024) ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ðàñøèðåíèÿ
ñòåïåíè 28 ïîäïîëÿ GF (28). Ýëåìåíòû ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ
ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì GF (28) ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè
27. Îáû÷íîå óìíîæåíèå äâóõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ f, g óêàçàííûì âûøå ìåòîäîì
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ â ïîëå GF (28) çíà÷åíèé f(α), g(α) äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ ïîëÿ, ïîïàðíîìó ïåðåìíîæåíèþ ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé f(α)g(α) è
âîññòàíîâëåíèþ ìíîãî÷ëåíà h = fg ñòåïåíè 28− 2 èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì.
Òàê êàê óçëû èíòåðïîëÿöèè ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè 28−1 ñòåïåíè èç åäèíèöû, òî
âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé f(α), g(α) ñîâïàäàåò ñ äâóêðàòíûì âû÷èñëåíèåì ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå ïîðÿäêà 28− 1 = 255, à âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà
h ñîâïàäàåò ñ âû÷èñëåíèåì îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå òîãî æå ïîðÿäêà
ïîðÿäêà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç FM(n) ìóëüòèïëèêàòèâíóþ, à ÷åðåç FA(n) àääèòèâíóþ
ñëîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîðÿäêà n. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãóäà-Òîìàñà
(ñì., íàïð. [10] èëè [53]) èìååì

FM(255) = 15FM(17) + 17FM(15), FA(255) = 15FA(17) + 17FA(15),

FM(15) = 3FM(5) + 5FM(3), FA(15) = 3FA(5) + 5FA(3).

Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå òðåòüåãî ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

f1 = x1 + (x2 + x3), f2 = x1 + x2ω + x3ω
2 = x1 + (x2 + x3)ω + x3,

f3 = x1 + x2ω
2 + x3ω

4 = x1 + x2(ω + 1) + x2ω = x1 + (x2 + x3)ω + x2, ω ∈ GF (22),

î÷åâèäíî FM(3) = 1, FA(3) = 6, ïðè÷åì âî âñåõ îïåðàöèÿõ óìíîæåíèÿ îäèí èç
ñîìíîæèòåëåé (ñêàëÿð) ïðèíàäëåæèò ïîäïîëþ GF (22).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðàéäåðà (ñì., íàïð. [10]) ïðè ïðîñòîì m ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî FM(m) ≤ CM(m − 1), FA(m) ≤ CA(m − 1) + 2(m − 1), ãäå
CM(m − 1), CA(m − 1) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòè öèê-
ëè÷åñêîé ñâåðòêè ïîðÿäêà m − 1, òî åñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè m− 2 ïî ìîäóëþ xm−1 + 1.
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Öèêëè÷åñêàÿ ñâåðòêà ÷åòíîãî ïîðÿäêà m ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìó-
ëàì Êàðàöóáû

(a0 + a1x
m/2)(b0 + b1x

m/2) mod xm + 1 =

= a0b0 + a1b1 + ((a0 + a1)(b0 + b1) + a0b0 + a1b1)x
m/2 mod xm + 1 =

= a0b0 + a1b1 + c1 + c0x
m/2,

ãäå
(a0 + a1)(b0 + b1) + a0b0 + a1b1 = c0 + c1x

m/2,

ai, bi, ci� ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m/2−1. Èç íèõ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñëîæ-
íîñòè öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè

CM(m) ≤ 3M(m/2), CA(m) ≤ 3A(m/2) + 4m− 4,

ãäå M(n), A(n) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n−1. Èç ïðèâåäåííîé âûøå îöåíêè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî CM(4) ≤
3 ·M(2) = 9, CA(4) = 24, çíà÷èò FM(5) ≤ CM(4) = 9, FA(5) ≤ CA(4) + 8 = 32.

Òðèâèàëüíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 5-ãî ïîðÿäêà òðåáó-
åò 16 óìíîæåíèé è 20 ñëîæåíèé, çàòî óìíîæåíèÿ â íåì âûïîëíÿþòñÿ íà ñêàëÿðû
èç ïîäïîëÿ GF (24). Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà Áëþñòåéíà [10] ïðè íå÷åòíûõ m
ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî óìíîæåíèé äî m(m− 1)/2. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ïðè m = 5 ñðåäè 10 óìíîæåíèé 6 âûïîëíÿåòñÿ íà ñêàëÿðû èç ïîëÿ GF (22), à
îñòàëüíûå óìíîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íà ñêàëÿðû èç ïîëÿ GF (24). Äåéñòâèòåëü-
íî, ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ω ïÿòîé ñòåïåíè èç åäèíèöû ìîæíî âûáðàòü â ïîëå
GF (24), à â àëãîðèòìå Áëþñòåéíà èñïîëüçóåòñÿ äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ÷åòâåðòîé
ñòåïåíè íà òðåõ÷ëåíû

(x + ω)(x + ω4) = x2 + αx + 1, (x + ω2)(x + ω3) = x2 + βx + 1,

ãäå β = α2, αβ = 1, α + β = 1 ïðèíàäëåæàò ïîäïîëþ GF (22).
Ïîýòîìó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîðÿäêà 15 ìîæíî ïîñòðîèòü äâå ðàçíûå

ñõåìû. Ó îäíîé èç íèõ

FM(15) = 3FM(5) + 5FM(3) = 32, FA(15) = 3FA(5) + 5FA(3) = 126,

ïðè÷åì 6 óìíîæåíèé âûïîëíÿþòñÿ íà ñêàëÿðû èç ïîëÿ GF (22), à ó äðóãîé

FM(15) = 3FM(5) + 5FM(3) = 35, FA(15) = 3FA(5) + 5FA(3) = 90,

ïðè÷åì 23 óìíîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íà ñêàëÿðû èç ïîëÿ GF (22), à îñòàëüíûå
12 óìíîæåíèé âûïîëíÿþòñÿ íà ñêàëÿðû èç ïîëÿ GF (24).

Îöåíêà Êàðàöóáû ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ÷åòíîé ñòåïåíè, îñíî-
âàííàÿ íà ôîðìóëå

(a0 + a1x
m/2)(b0 + b1x

m/2) =

= a0b0 + a1b1x
m + ((a0 + a1)(b0 + b1) + a0b0 + a1b1)x

m/2,
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òàêæå èìååò âèä M(m) ≤ 3M(m/2), A(m) ≤ 3A(m/2) + 4m− 4 [101], [25]. Ïðè-
ìåíÿÿ åå, èìååì

M(4) ≤ 3M(2) = 9, A(4) ≤ 3A(2) + 12 = 24,

M(8) ≤ 3M(4) = 27, A(8) ≤ 3A(4) + 28 = 3 · 24 + 28 = 100,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

CM(16) ≤ 3M(8) ≤ 81, CA(16) ≤ 3A(8) + 60 ≤ 360,

çíà÷èò
FM(17) ≤ CM(16) ≤ 81, FA(17) ≤ CA(16) + 32 ≤ 392.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì ñõåìó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 255 ïîðÿäêà ñîäåðæà-
ùóþ â îäíîì âàðèàíòå FM(255) = 15FM(17) + 17FM(15) = 1810 óìíîæåíèé,
ïðè÷åì èç íèõ 391 óìíîæåíèé íà ñêàëÿð èç ïîëÿ GF (22) è 204 óìíîæåíèé
íà ñêàëÿð èç ïîëÿ GF (24) è FA(255) = 15FA(17) + 17FA(15) = 7410 ñëîæå-
íèé, à â äðóãîì âàðèàíòå FM(255) = 15FM(17) + 17FM(15) = 1759 óìíî-
æåíèé, ïðè÷åì èç íèõ 85 óìíîæåíèé íà ñêàëÿð èç ïîëÿ GF (22) è FA(255) =
15FA(17) + 17FA(15) = 8022 ñëîæåíèé, Êàæäîå èç ñëîæåíèé èìååò áèòîâóþ
ñëîæíîñòü 8. Â ïîëå GF (28) ìîæíî âûáðàòü òàêóþ áàøíþ ðàñøèðåíèé, ÷òî
ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â íåì áóäåò ðàâíà 106, ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîäïî-
ëå GF (24) ðàâíà 29 à ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîäïîëå GF (22) ðàâíà 7. Òîãäà
ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð èç ïîäïîëÿ GF (24) áóäåò ðàâíà 2 · 29 = 58,
à ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð èç ïîäïîëÿ GF (22) áóäåò ðàâíà 4 · 7 = 28.
Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ñõåìû óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (28) â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
áóäåò áîëüøå 106 äàæå ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Êàðàöóáû.

Òîãäà îáùàÿ ñëîæíîñòü F (255) ñõåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîðÿäêà
255 â ïåðâîì âàðèàíòå ðàâíà 391 + ·28 + 204 · 58 + 1215 · 106 + 7410 · 8 = 210850.
à âî âòîðîì âàðèàíòå 85 · 28 + 1674 · 106 + 8022 · 8 = 244000.

Îöåíêà ñëîæíîñòè ïîñòðîåííîé ñõåìû äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïî-
ëåì GF (28) ðàâíà 3 · 210850 + 255 · 106 = 659580. Çàìåòèì, ÷òî äâà ðàçà ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðèìåíÿåòñÿ ê âåêòîðàì, íàïîëîâèíó ñîñòîÿùèì èç íóëåé.
Ïðè ïðèìåíåíèè òðèâèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ, èëè àëãîðèòìà
Áëþñòåéíà, â ýòîì ñëó÷àå ñëîæíîñòü óìåíüøèëàñü áû â äâà ðàçà. Îäíàêî ïðè
ïðèìåíåíèè óêàçàííîãî áûñòðîãî àëãîðèòìà ýòîò ôàêò íå èìååò ìåñòà.

Óáåäèìñÿ, ÷òî äàæå äëÿ òàêîãî áîëüøîãî ïîëÿ ìåòîä Êàðàöóáû âñå åùå ëó÷-
øå. Îöåíèì ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 27−1 íàä ïîëåì GF (28)
ìåòîäîì Êàðàöóáû. Îöåíèâàåì îòäåëüíî ÷èñëî óìíîæåíèé è ÷èñëî ñëîæåíèé â
ýòîì ïîëå. Ðàíåå áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî M(8) ≤ 27, A(8) ≤ 100, îòêóäà

M(16) ≤ 81, A(16) ≤ 360,M(32) ≤ 243, A(32) ≤ 1204,

M(64) ≤ 729, A(64) ≤ 3864,M(128) ≤ 2187, A(128) ≤ 12100,
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M(256) ≤ 6561, A(256) ≤ 37320,M(512) ≤ 19683, A(512) ≤ 114004,

M(1024) ≤ 59049, A(1024) ≤ 346104.

Ïîýòîìó ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 27 − 1 íàä ïîëåì GF (28)
ìåòîäîì Êàðàöóáû ðàâíà 2187 · 106 + 12100 · 8 = 328622. Êàê âèäèì, îíà âäâîå
ìåíüøå. Äëÿ ñðàâíåíèÿ óêàæåì, ÷òî ñõåìà, îñíîâàííàÿ íà ñòàíäàðòíîì àëãî-
ðèòìå óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 27− 1, èìååò ñëîæíîñòü ïî÷òè 2000000.

Íî îöåíêà ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 27 − 1 íàä ïîëåì
GF (28) ïî ìîäóëþ ïðîèçâîëüíîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 27 ìî-
æåò áûòü â òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì ïðîñòî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.
Ðåàëüíî òàêîãî óâåëè÷åíèÿ ñëîæíîñòè ìîæåò è íå áûòü, åñëè óäàñòñÿ íàéòè
íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí p(x) íàä ïîëåì GF (28) ñ ìàëûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ
è íååäèíè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Òîãäà ñõåìà ïðèâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè 28−2 ïî ìîäóëþ p(x) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñ ìàëîé ñëîæíîñòüþ
ñ ïîìîùüþ øêîëüíîãî àëãîðèòìà äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì.

Ðàññìîòðèì åùå âàðèàíò ïîñòðîåíèÿ ñõåìû, îñíîâàííûé íà óìíîæåíèè ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 210 − 1 ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà p(x) = x1024 + x19 + x9 + x6 + 1
(íåïðèâîäèìûõ òðåõ÷ëåíîâ òàêîé ñòåïåíè íå ñóùåñòâóåò). Â ýòîì ñëó÷àå ñõå-
ìà ïðèâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 211 − 2 ïî ìîäóëþ p(x) ìî-
æåò áûòü ïîñòðîåíà ñ ñëîæíîñòüþ ≤ 1023 · 4 = 4092 ñ ïîìîùüþ øêîëüíîãî
àëãîðèòìà äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì. Ñëîæíîñòü æå óìíîæåíèÿ ìåòîäîì Êàðàöóáû
≤ 346104+59049 = 405153. Âîçìîæíî, ýòà ñõåìà îêàæåòñÿ ëó÷øåé, ÷åì óêàçàí-
íàÿ âûøå. Íî åå ãëóáèíà áóäåò ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøîé.

Çàìåòèì, ÷òî ñõåìà óìíîæåíèÿ èç [141] â ñëó÷àå ïîëÿ GF (210) èìååò ñëîæ-
íîñòü 377675. Íî îíà ðàáîòàåò íå â ñòàíäàðòíîì, à â íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì
áàçèñå. Ñõåìà äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ èç [141] èìååò ñëîæíîñòü 567559.

Ïðèìåíÿÿ óêàçàííûé âûøå ìåòîä, ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó óìíîæåíèÿ â ïîëå
GF (2217

) ñëîæíîñòè íå áîëåå

3(255M(GF (21024)) + 3FA(255) · 1024 + 3FM(255) ·M(GF (28)) · 27) =

= 3(255 · 3 · 328622 + 3 · 8022 · 1024 + 3 · 1759 · 106 · 128 <

< 105 · 107.

Ýòà ñõåìà âñå åùå âîçìîæíî ÷óòü õóæå ñõåìû [141], ó êîòîðîé ñëîæíîñòü ïðè-
ìåðíî ðàâíà 8.4·108. Íî ó ñõåìû äëÿ ïîëÿ GF (2224 ñëîæíîñòü âîçðàñòåò íå áîëåå
÷åì â 800 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëîæíîñòüþ ñõåìû óìíîæåíèÿ äëÿ ïîëÿ GF (2217

,
à â ñõåìå [141] îíà âîçðàñòàåò â 37 = 2187 ðàç ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè â 27

ðàç. Äàëåå óêàçàííàÿ ñõåìà áóäåò âñå áîëüøå è áîëüøå îáãîíÿòü êàê ñõåìó [141],
òàê è ñõåìó, îñíîâàííóþ íà ìåòîäå Êàðàöóáû. Íî, ðàçóìååòñÿ, ïðàêòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ ñõåìû òàêèõ áîëüøèõ ðàçìåðîâ íå èìåþò.
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4.2.7 Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ñõåì äëÿ ïîëåé GF (22·3k

).

Ïîëîæèì qn = 22·3n è ðàññìîòðèì áàøíþ ïîëåé

GF (q2) ⊂ GF (q3) ⊂ . . . ⊂ GF (qn).

Â êàæäîì èç êóáè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé

GF (qi−1) ⊂ GF (qi)

âûáåðåì áàçèñ {1, αi, α
2
i } ñîîòâåòñòâóþùèé íåïðèâîäèìîìó äâó÷ëåíó x3 + ωi,

ãäå ωi ëþáîé èç ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (qi−1). Íåïðèâîäèìîñòü ýòî-
ãî äâó÷ëåíà ñëåäóåò èç îäíîé îáùåé òåîðåìû, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè â [45],
íî â äàííîì ñëó÷àå åå ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòîò
äâó÷ëåí íåïðèâîäèì íàä ïîëåì GF (qi−1), òàê êàê â íåì îí íå èìååò êîðíåé, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçâîäÿ åãî êîðåíü â ñòåïåíü (qi−1− 1)/3, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

1 = xqi−1−1 = (x3)(qi−1−1)/3 = ω(qi−1−1)/3,

ïðîòèâîðå÷àùåå îïðåäåëåíèþ ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà.
Äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ íà ïîëåì GF (qi−1) ïðèìåíÿåì

ìåòîä Êàðàöóáû â âèäå:

(a0 + a1x + a2x
2)(b0 + b1x + b2x

2) = c0 + c1x + c2x
2 + c3x

3 + c4,

c0 = a0b0, c4 = a2b2, c1 = (a0 + a1)(b0 + b1) + (a0b0 + a1b1),

c2 = (a0b0 + a1b1) + (a0 + a2)(b0 + b2) + a2b2,

c3 = (a1 + a2)(b1 + b2) + a1b1 + a2b2.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ 6 óìíîæåíèé è 12 ñëîæåíèé. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ðàñøèðåíèè ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó âûøå óìíîæåíèþ òðåõ-
÷ëåíîâ è ïðèâåäåíèþ ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè
ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà x3 + ωi. Ïîñëåäíÿÿ îïåðàöèÿ òðåáóåò äâóõ óìíîæåíèé è
äâóõ ñëîæåíèé. Ïîëàãàÿ ni = 2 · 3i,M(GF (qi)) = M(ni) îòñþäà èìååì

M(ni) ≤ 8M(ni−1) + 14ni−1.

Äëÿ îöåíêè M(n2) = M(18) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óêàçàííûì âûøå ìå-
òîäîì óìíîæåíèÿ â êâàäðàòè÷íûõ ðàñøèðåíèÿõ, à â ïîëå GF (29) âûáðàòü ñó-
ùåñòâóþùèé â íåì îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü
ñõåìû ñ îöåíêàìè

M(9) ≤ 189, I(9) ≤ 2M(9)+2M(3) = 414,M(18) ≤ 603, I(18) ≤ I(9)+3M(9)+9 = 990.

Îòñþäà ñëåäóþò îöåíêè

M(54) ≤ 8M(18) + 14 · 18 = 5076,M(162) ≤ 8M(54) + 14 · 54 = 41364,
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M(486) ≤ 8M(162) + 14 · 162 = 333180,

è â îáùåì ñëó÷àå ïî èíäóêöèè èìååì

M(nk) ≤ 8k−2M(18) + 28(3k−1 + 8 · 3k−2 + . . . + 8k−3 · 32) <

603 · 8k−2 +
28 · 9

5
8k−2 = 653.4 · 8k−2 < 2.75n

log3 8
k < 2.75n1.9

k .

Äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (qi) ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

x−1 = K(x) ·N(x)−1, K(x) = xqi−1xq2
i−1 , N(x) = xK(x).

Òàê êàê
N(x)qi−1 = xqi−1xq2

i−1xq3
i−1 =

xqi−1xq2
i−1xqi = xqi−1xq2

i−1x = N(x),

òî N(x) ∈ GF (qi−1), ïîýòîìó äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ íóæíî âûïîëíèòü âîçâåäåíèå
â ñòåïåíè qi−1, q

2
i−1 ïîòîì äâà ðàçà âûïîëíèòü óìíîæåíèå â ïîëå GF (qi), ïîòîì

âûïîëíèòü èíâåðòèðîâàíèå â ïîäïîëå GF (qi−1), è åùå òðè óìíîæåíèÿ â ýòîì
æå ïîäïîëå. Òàê êàê qi−1 − 1 êðàòíî òðåì, òî

α
qi−1

i = αi(ωi)
(qi−1−1)/3 = aiαiα

2qi−1

i = α2
i (ωi)

2(qi−1−1)/3 = biα
2
i , ai, bi ∈ GF (qi−1),

α
q2
i−1

i = αi(ωi)
(q2

i−1−1)/3 = ciαiα
2q2

i−1

i = α2
i (ωi)

2(q2
i−1−1)/3 = diα

2
i , ci, di ∈ GF (qi−1).

Ïîýòîìó âîçâåäåíèå â ñòåïåíü qi−1 ïðîèçâîëüíîãî x = x0 + x1αi + x2α
2
i , xi ∈

GF (qi−1) âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

xqi−1 = x
qi−1

0 + x
qi−1

1 α
qi−1

i + x
qi−1

2 α
2qi−1

i = x0 + x1aiαi + x2biα
2
i ,

è ñâîäèòñÿ ê äâóì óìíîæåíèÿì â ïîäïîëå GF (qi−1). Àíàëîãè÷íî, âîçâåäåíèå
â ñòåïåíü q2

i−1 ñâîäèòñÿ ê äâóì óìíîæåíèÿì â ïîäïîëå GF (qi−1). Ïîýòîìó äëÿ
ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ èìååì ðåêóððåíòíóþ îöåíêó

I(ni) ≤ I(ni−1) + 2M(ni) + 7M(ni−1)

Èç íåå ñëåäóåò îöåíêà

I(54) ≤ I(18) + 2M(54) + 7M(18) = 15363.

Åå ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî â ïîëå GF (218) ìû âûáðàëè áàçèñ,
ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèçâåäåíèåì îïòèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ïîðÿäêîâ 2 è 9,
äëÿ êîòîðîãî

M(18) ≤ 603, I(18) ≤ 990.

Â ýòîì áàçèñå âîçâåäåíèå â êâàäðàò áåñïëàòíîå, ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñïðàâåäëèâîé äëÿ ëþáîãî òàêîãî áàçèñà îöåíêîé

I(ni) ≤ I(ni−1) + 2M(ni) + 3M(ni−1).
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Òîãäà èìååì
I(54) ≤ I(18) + 2M(54) + 3M(18) = 12951.

Äàëåå,

I(162) ≤ I(54)+2M(162)+7M(54) = 131211, I(486) ≤ I(162)+2M(486)+7M(162) = 1087119,

è â îáùåì ñëó÷àå ïî èíäóêöèè èìååì

I(nk) < 2 · 653.4 · (9/8)8k−2 + 7 · 653.4 · (9/8)8k−3 + 990 <

< 33.03 · 8k + 990 < 8.9n
log3 8
k + 990 < 9n1.9

k .

Îöåíêó
I(486) ≤ 1087119

ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâà áàçèñà èíäóêöèè ïîëå GF (2162). Äåé-
ñòâèòåëüíî, îöåíêó

M(162) ≤ 41364

ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñóùåñòâóþùèì â ïîëå GF (2162) îïòè-
ìàëüíûì íîðìàëüíûì áàçèñîì ïåðâîãî òèïà. Ïðèìåíèì äîêàçàííîå ðàíåå äëÿ
òàêèõ áàçèñîâ íåðàâåíñòâî

M(n) ≤ 4n− 4 + m(n),

ãäå m(n) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n − 1. Ïðèìåíÿÿ äëÿ
îöåíêè m(n) ðåêóððåíòíûå îöåíêè ìåòîäà Êàðàöóáû, èìååì

m(3) = 32 + 22 = 13,m(5) = 42 + 52 = 41,m(6) = 3m(3) + 4(6− 1) = 59,

m(10) = 3m(5) + 36 = 159,m(11) = 2m(6) + m(5) + 38 = 197,

m(20) = 3m(10) + 76 = 553,m(21) = 2m(11) + m(10) + 78 = 631,

m(40) = 3m(20) + 156 = 1815,m(41) = 2m(21) + m(20) + 158 = 1973,

m(81) = 2m(41) + m(40) + 318 = 6079,m(162) = 3m(81) + 644 = 18881.

Â ðåçóëüòàòå
M(162) ≤ 644 + m(162) = 19525.

Òîãäà íà ñëåäóþùåì ýòàæå áàøíè

M(486) ≤ 8M(162) + 14 · 162 = 158468,

÷òî â äâà ðàçà ëó÷øå ïîëó÷åííîãî ðàíåå, è, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â íîðìàëüíîì áà-
çèñå ïîëå GF (2162) âîçâåäåíèå â êâàäðàò äåëàåòñÿ áåñïëàòíî, ìîæíî ïðèìåíèòü
îöåíêó ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ

I(ni) ≤ I(ni−1) + 2M(ni) + 3M(ni−1),



4.2. ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÏÎËßÕ 363

îòêóäà èìååì

I(486) ≤ I(162) + 2M(486) + 3M(162) = I(162) + 375511.

Îäíàêî ìû íå ìîæåì çäåñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàðîé îöåíêîé äëÿ I(162), òàê êàê
îíà áûëà ïîëó÷åíà äëÿ äðóãîãî áàçèñà. Ãðóáóþ îöåíêó, ïî÷òè òàêóþ æå êàê
è ïîëó÷åííóþ ðàíåå, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèìåíÿÿ îöåíêó ìåòîäà àääèòèâíûõ
öåïî÷åê äëÿ íîðìàëüíîãî áàçèñà.

I(162) ≤ l(162)M(162),

ãäå l(162) �äëèíà êðàò÷àéøåé ëèíåéíîé àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ ÷èñëà 162.
Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé, îöåíèâàåì l(162) êàê 1 + l(81) = 3 + l(27) = . . . =
7 + l(3) = 9. Îòñþäà

I(162) ≤ 9M(162) = 175725.

Ýòó îöåíêó ìîæíî óòî÷íèòü, åñëè âû÷èñëÿòü èíâåðñèþ ïî ôîðìóëå

x−1 = K(x) = x2 . . . x2161

= x281

y2y4y8 . . . y280

, y = x · x281

,

ãäå y281
= y, çíà÷èò y ∈ GF (281). Â ýòîì ïîëå ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé íîð-

ìàëüíûé áàçèñ âòîðîãî òèïà, ïîðîæäàåìûé ýëåìåíòîì α = ζ+ζ−1 = ζ+ζ162, ãäå
ζ ∈ GF (2162), ζ163 = 1 åñòü ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò îïòèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî
áàçèñà ïåðâîãî òèïà â ïîëå GF (2162). Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî êîîðäèíàòû ïðîèç-
âîëüíîãî ýëåìåíòà ïîäïîëÿ GF (281) îòíîñèòåëüíî îïòèìàëüíîãî áàçèñà ïðîñòî
ñîâïàäàþò ñ ïîëîâèíîé êîîðäèíàò ýòîãî æå ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî îïòèìàëü-
íîãî áàçèñà â ïîëå GF (2162). Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ

x−1 = x281

y2y4y8 . . . y280

, y = x · x281

äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü l(80) = 7 óìíîæåíèé â ïîëå GF (281) è òîëüêî äâà óìíî-
æåíèÿ â ïîëå GF (2162) (âñå âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíè � áåñïëàòíûå). Çíà÷èò,

I(162) ≤ 2M(162) + 7M(81).

Äëÿ îöåíêè M(81) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïåðåõîäà îò îïòèìàëüíîãî ê
ñòàíäàðòíîìó áàçèñó. Ñëîæíîñòü ýòîãî ïåðåõîäà ðàíåå áûëà îöåíåíà êàê
(n/2) log2 n + 3n < 500. Ñëîæíîñòü îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
80 îöåíèâàåòñÿ êàê m(81) ≤ 6079. Âû÷èñëÿÿ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ðàññìàò-
ðèâàåìîãî áàçèñà, íàõîäèì ÷òî îí èìååò íå áîëåå 25 åäèíè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Ïîýòîìó ñëîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 160 ïî ìîäóëþ ýòîãî ìè-
íèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà îöåíèâàåòñÿ êàê 81 · 25 = 2025. Îêîí÷àòåëüíî èìååì
M(81) ≤ 6079 + 2025 + 1500 = 9604. Ïîýòîìó

I(162) ≤ 2M(162) + 7M(81) ≤ 106278.
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Ýòó îöåíêó ìîæíî è äàëåå íåñêîëüêî óòî÷íèòü, íî ìû íå áóäåì çäåñü ýòèì
çàíèìàòüñÿ. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó, èìååì

I(486) ≤ I(162) + 375511 = 481789.

Òàêèì îáðàçîì è äëÿ ïîëåé ðàçìåðíîñòåé 162 è 486 ðåàëüíî íà îäíîì ÷èïå ðàç-
ìåñòèòü îäíîâðåìåííî ñõåìû äëÿ âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ýòèõ ïîëÿõ.

Äëÿ nk = 4 · 3k ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå òî÷íûå îöåíêè
I(nk) = O(n

log3 7
k ,M(nk) = O(n

log3 7
k , åñëè äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ òðåõ-

÷ëåíîâ íà ïîëåì GF (qi−1) âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì 4.2.5. Îïèøåì êðàòêî ýòîò
ìåòîä â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Äëÿ óìíîæåíèÿ òðåõ÷ëåíîâ f, g âû÷èñëèì
âíà÷àëå çíà÷åíèÿ f(ωi), g(ωi), i = 0, . . . , 4, ãäå ω5 = 1, ω ∈ GF (24), ò.å. âû-
÷èñëèì äâà ðàçà ÄÏÔ ïÿòîãî ïîðÿäêà, ïðèìåíåííîå ê óêîðî÷åííûì âåêòîðàì.
Òðèâèàëüíûì îáðàçîì äëÿ ýòîãî íóæíî 16 óìíîæåíèé íà ñêàëÿðû èç ïîäïîëÿ
GF (24) ⊂ GF (qi−1) è 20 ñëîæåíèé â ïîëå GF (qi−1). Åñëè ïðèìåíèòü àëãîðèòì
Áëþñòåéíà, òî ÷èñëî óìíîæåíèé óìåíüøèòñÿ äî 12, è èç íèõ 4 áóäóò óìíî-
æåíèÿìè íà ñêàëÿðû èç ïîäïîëÿ GF (22). Ïîòîì ñ ïîìîùüþ 5 óìíîæåíèé â
ïîëå GF (qi−1) âû÷èñëèì h(ωi) = f(ωi)g(ωi), i = 0, . . . , 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè
êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà h(x) = f(x)g(x) ïðèìåíÿåì îáðàòíîå ÄÏÔ ïÿòîãî
ïîðÿäêà ê âåêòîðó ñ êîìïîíåíòàìè h(ωi), i = 0, . . . , 4. Òðèâèàëüíûì îáðàçîì
äëÿ ýòîãî íóæíî 16 óìíîæåíèé íà ñêàëÿðû èç ïîäïîëÿ GF (24) ⊂ GF (qi−1) è
20 ñëîæåíèé â ïîëå GF (qi−1). Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåé ñåêöèè, åñëè
ïðèìåíèòü àëãîðèòì Áëþñòåéíà, òî ÷èñëî óìíîæåíèé óìåíüøèòñÿ äî 10, ïðè-
÷åì 6 èç íèõ áóäóò óìíîæåíèÿìè íà ñêàëÿðû èç ïîäïîëÿ GF (22). Ïîñëå òîãî,
êàê âû÷èñëåíî ïðîèçâåäåíèå h = fg, îñòàåòñÿ ïðèâåñòè åãî ïî ìîäóëþ x3 + ωi,
âûïîëíèâ 2 óìíîæåíèÿ è 2 ñëîæåíèÿ â ïîëå GF (qi−1). Â ðåçóëüòàòå èìååì

M(ni) ≤ 7M(ni−1) + 10M(2)ni−1/2 + 12M(4)ni−1/4 + 42ni−1,

ãäå M(2) = 7 åñòü ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (22), M(4) = 29 åñòü ñëîæ-
íîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (24) ïðè âûáîðå áàçèñà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîèçâåäåíè-
åì íîðìàëüíîãî áàçèñà

{α1, α
2
1}, α2

1 + α1 = 1,

è áàçèñà
{1, α2, }α2

2 + α2 = α1.

Ñëåäîâàòåëüíî
M(ni) ≤ 7M(ni−1) + 164ni−1.

Äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëå GF (qi) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ðåêóððåíòíàÿ îöåíêà

I(ni) ≤ I(ni−1) + 2M(ni) + 15M(ni−1) + 8ni−1.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Âûøå áûëî óêàçàíî íà ñó-
ùåñòâîâàíèå ñõåì ñëîæíîñòè

M(9) ≤ 189, I(9) ≤ 2M(9) + 2M(3) = 414.
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Çàìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n ìîæíî ïîñòðîèòü ñõå-
ìû ñëîæíîñòè

M(4n) ≤ 9M(n) + 20n, I(4n) ≤ I(n) + 14M(n) + 16n.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ñõåìû ñëîæíîñòè

M(36) ≤ 1881, I(36) ≤ 3204.

Ïðèìåíÿÿ óêàçàííûå âûøå îöåíêè, ïîëó÷àåì ÷òî ñóùåñòâóþò ñõåìû óìíîæåíèÿ
è èíâåðòèðîâàíèÿ ñëîæíîñòè

M(108) ≤ 7M(36) + 164 · 36 ≤ 19071,

I(108) ≤ I(36) + 2M(108) + 15M(36) + 8 · 36 = 69649,

M(324) ≤ 7M(108) + 164 · 108 ≤ 151209,

I(324) ≤ I(108) + 2M(324) + 15M(108) + 8 · 108 = 659196.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äëÿ nk = 8·3k ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå
òî÷íûå îöåíêè I(nk) = O(n

log3 5
k ,M(nk) = O(n

log3 5
k , åñëè ðàññìîòðåòü áàøíþ

ïîëåé GF (qi−1) ⊂ GF (qi), ãäå qi = 224·9i èëè qi = 272·9i
, â êîòîðîé âûáèðàþòñÿ íà

êàæäîì ýòàæå áàçèñû, ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðèâîäèìîìó ìíîãî÷ëåíó x9+ωi, ãäå
ωi åñòü ïðîèçâîëüíûé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (qi−1). Íåïðèâîäèìîñòü
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.75 [45], òàê êàê qi − 1 êðàòíî 26 − 1, à
çíà÷èò è 9. Òîãäà óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ 8-é ñòåïåíè ïî ìîäóëþ x9 + ωi áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ çà 17+8 = 25 óìíîæåíèé â ïîëå GF (qi−1) ñ ïîìîùüþ òðåõêðàòíîãî
ïðèìåíåíèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 17 íàä ïîäïîëåì GF (28).

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû â ýòîé îöåíêå ìîæíî âû-
ïîëíèòü ÄÏÔ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Áëþñòåéíà, êîòîðûé âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé
f(ωi), i = 0, . . . , 16, ãäå ω ∈ GF (28), ω17 = 1 ñâîäèò ê äåëåíèþ ìíîãî÷ëåíà f(x)
ñ îñòàòêîì íà ìíîãî÷ëåíû

pi = (x + ωi)(x + ω17−i) = x2 + βi + 1, i = 1, . . . , 8,

ãäå βi ∈ GF (24) òàê êàê

(β1)
16 = β1, β2 = β2

1 , β4 = β4
1 , β8 = β8

1 , β3 = β2β1 + β1,

β6 = β2
3 , β5 = β2

6 , β7 = β2
5 .

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî β3
i 6= 1, 0, i = 1, . . . , 8 çíà÷èò âñå ýòè ýëåìåíòû ðàçëè÷íû

è íå ïðèíàäëåæàò ïîëþ GF (22). Äåëåíèå íà ìíîãî÷ëåíû pi ìîæíî ñâåñòè ê
äåëåíèþ íà ìíîãî÷ëåíû

g1 = p1p4 = x4+γ1x
3+β5

1x
2+γ1x+1, γ1 = β1+β4

1 = β1+β4, g2 = p2p8 = x4+γ2x
3+β5

2x
2+γ2x+1, γ2 = β2+β4

2 = β2+β8,
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g3 = p3p5 = x4+γ3x
3+β5

3x
2+γ3x+1, γ3 = β3+β4

3 = β3+β5, g4 = p6p7 = x4+γ4x
3+β5

6x
2+γ4x+1, γ4 = β6+β4

6 = β6+β7,

ãäå γi 6= 0, γ4
i = γi, i = 1, 2, 3, 4, ïîýòîìó γi ∈ GF (22), i = 1, 2, 3, 4. Êðîìå òîãî,

è îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû β5
i ∈ GF (22), òàê êàê (β5

i )
3 = 1. Äàëåå, äåëåíèå íà

ìíîãî÷ëåíû pi ìîæíî ñâåñòè ê äåëåíèþ íà ìíîãî÷ëåí

g1g2 = x8 + δ1x
7 + δ2x

6 + δ3x
5 + δ4x

4 + δ3x
3 + δ2x

6 + δ1x
7 + 1,

ãäå δ1 = γ1 + γ2 = γ1 + γ2
1 , δ

2
1 = δ1 ∈ GF (2),

δ2 = γ1γ2+β5
2+β5

1 = γ3
1+β5

2+β5
1 = 1+β3+β5+β6+β7 = 1+γ3+γ4 = 1+γ3+γ2

3 ∈ GF (2),

δ3 = γ3 + γ4 + γ3β
5
6 + γ4β

5
3 ∈ GF (2)

òàê êàê
γ3β

5
6 = (β3 + β4

3)β
10
3 = β11

3 + β14
3 == β−4

3 + β−1
3 ∈ GF (22)

è àíàëîãè÷íî γ4β
5
3 =∈ GF (22),

δ4 = β5
6β

5
3 = β15

3 = 1.

Êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí 1+x+ . . .+x16 ñîãëàñíî òåîðèè äîëæåí ðàçëàãàòüñÿ íà íà
äâà íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëÿ ñòåïåíè 8 íàä ïîëåì GF (2). Îäèí èç íèõ � ýòî
g1g2, à âòîðîé î÷åâèäíî g3g4. Â òàáëèöå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 8
òîëüêî äâà âîçâðàòíûõ: 1+x3+x4+x5+x8 è 1+x+x2+x4+x6+x7+x8. Ïîýòîìó
îäèí èç íèõ ðàâåí g1g2, à äðóãîé ðàâåí g3g4. Ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî äâóêðàòíîå
âû÷èñëåíèå ïðÿìîãî ÄÏÔ è îäíîêðàòíîå âû÷èñëåíèå îáðàòíîãî ÄÏÔ ñ ïîìî-
ùüþ óêàçàííîãî àëãîðèòìà òðåáóåò 470 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ â ïîëå GF (qi−1), 48
óìíîæåíèé íà ñêàëÿðû èç ïîëÿ GF (22), 144 óìíîæåíèé íà ñêàëÿðû èç ïîëÿ
GF (24) è 48 óìíîæåíèé íà ñêàëÿðû èç ïîëÿ GF (28). Ïîñëå ýòîãî âûïîëíåíèå
óìíîæåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 8 ïî ìîäóëþ x9 +ωi òðåáóåò åùå 25 óìíî-
æåíèé â ïîëå GF (qi−1) è åùå 8 ñëîæåíèé. Îòñþäà èìååì îöåíêó

M(ni) ≤ 25M(ni−1) + 478ni−1 + 48M(2)ni−1/2 + 48M(8)ni−1/8 + 48M(4)ni−1/4.

Âûáèðàÿ â GF (28) ïîäõîäÿùèé áàçèñ, èìååì M(2) = 7,M(4) = 29,M(8) = 106,
îòêóäà

M(ni) ≤ 25M(ni−1) + 1630ni−1.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

M(24) ≤ 882, I(24) ≤ 1110.

Òîãäà
M(216) ≤ 25M(24) + 1630 · 24 = 61170.

Äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå ïðåäûäóùåé êîíñòðóêöèè äàåò îöåíêè

M(72) ≤ 7M(24) + 164 · 24 ≤ 10110,
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M(216) ≤ 7M(72) + 164 · 72 ≤ 82578.

Óòî÷íèì òåïåðü îöåíêó äëÿ ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ. Â ðàñøèðåíèè GF (qi)
ïîëÿ GF (qi−1) âûïîëíÿåì èíâåðòèðîâàíèå ïî ôîðìóëå

x−1 = K(x)N(x)−1, K(x) = xqi−1xq2
i−1 . . . xq8

i−1 , N(x) = xK(x).

Òàê êàê
N(x)qi−1 = xqi−1xq2

i−1 . . . xq9
i−1 =

= xqi−1xq2
i−1 . . . xq8

i−1x = N(x),

òî N(x) ∈ GF (qi−1), ïîýòîìó äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ íóæíî âû÷èñëèòü K(x), N(x),
ïîòîì âûïîëíèòü èíâåðòèðîâàíèå â ïîäïîëå GF (qi−1), è 9 ðàç âûïîëíèòü
óìíîæåíèå â ïîëå GF (qi−1). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ N(x), K(x) ñíà÷àëà âû÷èñëèì
y = xxq3

i−1xq6
i−1 , à ïîòîì

N(x) = yyqi−1yq2
i−1 , K(x) = yqi−1yq2

i−1xq3
i−1xq6

i−1 .

Òàê êàê
yq3

i−1 = xq3
i−1xq6

i−1xq9
i−1 = xxq3

i−1xq6
i−1 = y,

òî y ∈ GF (q3
i−1). Çíà÷èò, äëÿ âû÷èñëåíèÿ N(x), K(x) íóæíî ñäåëàòü 2 óìíî-

æåíèÿ â ïîëå GF (qi), 2 óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (q3
i−1) è îäíî óìíîæåíèå â ïîëå

GF (qi) íà ýëåìåíò ïîäïîëÿ GF (q3
i−1), êðîìå îïåðàöèé âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíè âè-

äà ql, äâå èç êîòîðûõ äåëàþòñÿ â ïîëå GF (qi), à äâå � â ïîëå GF (q3
i−1). Ïîëå

GF (q3
i−1) ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîäïîëÿ GF (qi−1), è â íåì ìîæ-

íî âûáðàòü áàçèñ {1, βi, β
2
i }, ãäå β3

i = ωi � ïðèìèòèâíîìó ýëåìåíòó ïîäïîëÿ
GF (qi−1). Óìíîæåíèå â ýòîì áàçèñå ñîâïàäàåò ñ óìíîæåíèåì êâàäðàòíûõ òðåõ-
÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì GF (qi−1) ìíîãî÷ëåíà x3 + ωi. Íà-
ïîìíèì, ÷òî â ðàñøèðåíèè äåâÿòîé ñòåïåíè GF (qi−1) ⊂ GF (qi) ðàíåå áûë âû-
áðàí áàçèñ {1, αi, . . . , α

8
i }, ãäå α9

i = ωi. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü βi = α3
i . Òîãäà

ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäïîëÿ GF (q3
i−1) èìååò îòíîñèòåëüíî áàçèñà {1, βi, β

2
i },

êîîðäèíàòû, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ òðåìÿ êîîðäèíàòàìè ýòîãî ýëåìåíòà îòíîñè-
òåëüíî áàçèñà {1, αi, . . . , α

8
i } (à îñòàëüíûå åãî êîîðäèíàòû â ýòîì áàçèñå ðàâíû

íóëþ). Ïîýòîìó ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîäïîëÿ îöåíèâàåòñÿ
êàê è âûøå íåðàâåíñòâîì

M(3ni−1) ≤ 8M(ni−1) + 14ni−1

èëè íåðàâåíñòâîì
M(3ni−1) ≤ 7M(ni−1) + 164ni−1.

Òàê êàê ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (qi) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

X0 + X1αi + X2α
2
i ,



368 ÃËÀÂÀ 4. ÑÕÅÌÛ ÎÏÅÐÀÖÈÉ Â ÍÎÐÌÀËÜÍÛÕ ÁÀÇÈÑÀÕ

ãäå Xj = xj + x3+jα
3
i + x6+jα

6
i ∈ GF (q3

i−1), j = 0, 1, 2 òî óìíîæåíèå â ïîëå
GF (qi) íà ýëåìåíò ïîäïîëÿ GF (q3

i−1) ñâîäèòñÿ ê òðåì óìíîæåíèÿì â ýòîì ïîä-
ïîëå. Ïîýòîìó ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü âñåõ èñïîëüçóåìûõ ïðè èíâåðòèðîâàíèè
óìíîæåíèé ðàâíà

2M(ni) + 5M(3ni−1) + 9M(ni−1).

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü âèäà ql
i−1, l < 3 â ïîäïîëå GF (q3

i−1) âûïîëíÿåòñÿ, êàê áûëî
ïîêàçàíî âûøå, ñî ñëîæíîñòüþ 2M(ni−1), à äåëàåòñÿ îíî äâóêðàòíî. Îöåíèì
ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíè q3

i−1, q
6
i−1 â ïîëå GF (qi). Òàê êàê ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò x ïîëÿ GF (qi) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

X0 + X1αi + X2α
2
i ,

ãäå Xj ∈ GF (q3
i−1), j = 0, 1, 2, òî

xq3
i−1 = X

q3
i−1

0 + X
q3
i−1

1 α
q3
i−1

i + X
q3
i−1

2 α
2·q3

i−1

i = X0 + X1α
q3
i−1

i + X2α
2·q3

i−1

i .

Òàê êàê

α
q3
i−1

i = αi(ωi)
(q3

i−1−1)/9 = aiαi, α
2·q3

i−1

i = α2
i (ωi)

2(q3
i−1−1)/9 = biα

2
i , ai, bi ∈ GF (qi−1),

α
q6
i−1

i = αi(ωi)
(q6

i−1−1)/9 = ciαi, α
2·q6

i−1

i = α2
i (ωi)

2(q6
i−1−1)/9 = diα

2
i , ci, di ∈ GF (qi−1),

òî
xq3

i−1 = X0 + X1α
q3
i−1

i + X2α
2·q3

i−1

i = X0 + X1aiαi + X2biαi,

çíà÷èò âîçâåäåíèå â ñòåïåíü q3
i−1 â ïîëå GF (qi) ñâîäèòñÿ ê äâóì óìíîæåíèÿì â

ïîäïîëå GF (q3
i−1) íà ýëåìåíòû ïîäïîëÿ GF (qi−1). Çíà÷èò, åãî ñëîæíîñòü îöåíè-

âàåòñÿ êàê 6M(ni−1). Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü
q6
i−1. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ

I(ni) ≤ I(ni−1) + 2M(ni) + 5M(3ni−1) + 25M(ni−1),

îòêóäà èìååì îöåíêè

I(ni) ≤ I(ni−1) + 2M(ni) + 65M(ni−1) + 70ni−1,

èëè
I(ni) ≤ I(ni−1) + 2M(ni) + 60M(ni−1) + 820ni−1,

è îêîí÷àòåëüíî

I(ni) ≤ I(ni−1) + 115M(ni−1) + 1700ni−1,

èëè
I(ni) ≤ I(ni−1) + 110M(ni−1) + 2450ni−1.

Â ÷àñòíîñòè,

I(216) ≤ I(24) + 2M(216) + 5M(72) + 25M(24) = 196050.



4.2. ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÏÎËßÕ 369

4.2.8 Åùå î ïîñòðîåíèè ñõåì äëÿ ïîëåé GF (22·3k

).

Èñïîëüçóÿ ÄÏÔ, ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëåé GF (2N), äëÿ êî-
òîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìû èíâåðòèðîâàíèÿ è óìíîæåíèÿ ñî ñëîæíîñòüþ

M(GF (2N)) = N(log3 N)(log2 log3 N)/2+O(1), I(N) = O(M(GF (2N))).

Ïîëîæèì qi = 2ai , ai = 2 · 3bi , bi = 2i è ðàññìîòðèì áàøíþ ïîëåé

GF (q0) ⊂ GF (q1) ⊂ . . . ⊂ GF (qk).

Â îòëè÷èå îò ðàíåå ðàññìàòðèâàâøèõñÿ áàøåí â ýòîé ñòåïåíè ðàñøèðåíèé â
åå ýòàæàõ ðàñòóò â ñâåðõãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, à èìåííî êàê 32i

, ïðè÷åì
îñíîâàíèå i-ãî ýòàæà áàøíè ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçìåðíîñòè ai = 2 · 32i

.

Óïðàæíåíèå 4.2.1 Äîêàæèòå, ÷òî 22·3k − 1 êðàòíî 3k+1.

Òàê êàê qi−1 = 2ai−1 êðàòíî 3bi+1 = 3ni, òî â ïîëå GF (qi) íàéäåòñÿ ýëåìåíò
ïîðÿäêà 3bi+1 = 3ni, è, çíà÷èò, îïðåäåëåíî ÄÏÔ ïîðÿäêà 3bi+1 = 3ni. Ðàíåå áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøå ni = 3bi = ai/2 íàä ïîëåì GF (qi)
ìîãóò áûòü ïåðåìíîæåíû ñ ïîìîùüþ 24ni log3 ni + O(ni) ìóëüòèïëèêàòèâíûõ è
68ni log3 ni + O(ni) àääèòèâíûõ îïåðàöèé â ýòîì ïîëå. Åñëè îáîçíà÷èòü ñëîæ-
íîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (qi) ÷åðåç M(GF (qi)), òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå ni íàä ïîëåì GF (qi) áóäåò îöåíèâàòüñÿ êàê

M(ai+1) = (24ni log3 ni + O(ni))M(GF (qi)) + (68ni log3 ni + O(ni))ni.

Âûáåðåì â ýòîì ïîëå ïðîèçâîëüíûé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò αi, òîãäà ìíîãî÷ëåí
xni−αi áóäåò íàä íèì íåïðèâîäèìûì ñîãëàñíî , òåîðåìå 3.75 [45], òàê êàê ni = 3bi

äåëèò qi − 1, à çíà÷èò è qi+1 − 1 = 2ai+1 − 1. Âûáèðàÿ â ðàñøèðåíèè GF (qi+1)
ïîëÿ GF (qi) ñòàíäàðòíûé áàçèñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ìíîãî÷ëåíó (ñòåïåíü
ðàñøèðåíèÿ ðàâíà ai+1/ai = ni), ïîëó÷àåì ÷òî

M(GF (qi+1)) ≤ M(ai+1) + niM(GF (qi)) + ai+1 ≤
≤ (24ni log3 ni + O(ni))M(GF (qi)) + (68ni log3 ni + O(ni))ni + ai+1 ≤
≤ (12ai log3 ai + O(ai))M(GF (qi)) + (17a2

i log3 ai + O(a2
i ) + ai + 1 ≤

≤ (12ai log3 ai + O(ai))M(GF (qi)) + (17a2
i log3 ai + O(a2

i ) ≤
≤ (12aibi + O(ai))M(GF (qi)).

Îòñþäà ïî èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî

log2 M(GF (qn)) ≤
n−1∑

i=1

log2 12aibi + O(1) =
n−1∑

i=1

((log2 3)2i + i log2 24) + O(1) ≤

(log2 3)2n + n2/2 + (2
1

2
+ log2 3)n + O(1),
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çíà÷èò
M(GF (qn)) ≤ O

(
32n+n2(n2+5n)/2

)
, qn = 22·32n

.

Îáîçíà÷àÿ äëÿ êðàòêîñòè an = 2 · 32n ÷åðåç N, èìååì

M(GF (2N)) ≤ N(log3 N)n/2+O(1) = N(log3 N)(log2 log3 N)/2+O(1).

Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêó äëÿ ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ. Â ðàñøèðåíèè
GF (qi+1) ïîëÿ GF (qi) âûïîëíÿåì èíâåðòèðîâàíèå ïî ôîðìóëå

x−1 = K(x)N(x)−1, K(x) = xqixq2
i . . . xq

ni−1
i , N(x) = xK(x).

Òàê êàê
N(x)qi = xqixq2

i . . . xq
ni
i =

= xqixq2
i . . . xq

ni−1
i x = N(x),

òî N(x) ∈ GF (qi), ïîýòîìó äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ íóæíî âû÷èñëèòü K(x), N(x),
ïîòîì âûïîëíèòü èíâåðòèðîâàíèå â ïîäïîëå GF (qi), è ni ðàç âûïîëíèòü óìíî-
æåíèå â ïîëå GF (qi).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ N(x), K(x) ñíà÷àëà íàéäåì y = xxq
ni/3
i xq

2ni/3
i , à ïîòîì

N(x) = yyqi . . . yq
ni/3−1
i , K(x) = yqi . . . yq

ni/3−1
i xq

ni/3
i xq

2ni/3
i .

Òàê êàê
yq

ni/3
i = xq

ni/3
i xq

2ni/3
i xq

ni
i = xxq

ni/3
i xq

2ni/3
i = y,

òî y ∈ GF (q
ni/3
i ). Çíà÷èò, äëÿ âû÷èñëåíèÿ y íóæíî ñäåëàòü 2 óìíîæåíèÿ â ïîëå

GF (qi+1), è äâå îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíè q
ni/3
i , q

2ni/3
i â òîì æå ïîëå, ïîòîì

íóæíî âû÷èñëèòü
N(x) = yyqi . . . yq

ni/3−1
i ,

è äëÿ âû÷èñëåíèÿ K(x) íóæíî ñäåëàòü îäíî óìíîæåíèå â ïîëå GF (qi+1) íà ýëå-
ìåíò ïîäïîëÿ GF (q

ni/3
i ). Òàê êàê ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (qi+1) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå
X0 + X1γi + . . . + X2γ

2
i ,

ãäå
Xj = xj + x3γ

3+j
i + x3(ni/3−1)+jα

3(ni/3−1)
i ∈ GF (q

ni/3
i ), j = 0, 1, 2

òî óìíîæåíèå â ïîëå GF (qi+1) íà ýëåìåíò ïîäïîëÿ GF (q
ni/3
i ) ñâîäèòñÿ ê òðåì

óìíîæåíèÿì â ýòîì ïîäïîëå.
Ïîëå GF (q

ni/3
i ) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ñòåïåíè ni/3 = 3bi−1 ïîäïîëÿ GF (qi),

è â íåì ìîæíî âûáðàòü áàçèñ {1, βi, . . . , β
ni/3−1
i }, ãäå β

ni/3
i ðàâåí αi � ðàíåå

âûáðàííîìó ïðèìèòèâíîìó ýëåìåíòó ïîäïîëÿ GF (qi). Óìíîæåíèå â ýòîì áà-
çèñå ñîâïàäàåò ñ óìíîæåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ni/3 ïî ìîäóëþ íåïðèâî-
äèìîãî íàä ïîëåì GF (qi) ìíîãî÷ëåíà xni/3 + αi. Íàïîìíèì, ÷òî â ðàñøèðå-
íèè GF (qi) ⊂ GF (qi+1) ðàíåå ôàêòè÷åñêè áûë âûáðàí áàçèñ {1, γi, . . . , γ

ni−1
i },
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ãäå γni
i = αi. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü βi = γ3

i . Òîãäà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
ïîäïîëÿ GF (q

ni/3
i ) èìååò îòíîñèòåëüíî áàçèñà {1, βi, . . . , β

ni/3−1
i } êîîðäèíàòû,

êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ni/3 êîîðäèíàòàìè ýòîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî áàçèñà
{1, αi, . . . , α

ni−1
i } (à îñòàëüíûå åãî êîîðäèíàòû â ýòîì áàçèñå ðàâíû íóëþ). Ïî-

ýòîìó ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîäïîëÿ îöåíèâàåòñÿ ïîäîáíî òî-
ìó, êàê ýòî äåëàëîñü âûøå, íåðàâåíñòâîì

M(GF (q
ni/3
i )) ≤ M(ai+1/3) + ni/3M(GF (qi)) + ai+1/3 ≤

≤ (8ni log3 ni + O(ni))M(GF (qi)) + ((68/3)ni log3 ni + O(ni))ni + ai+1/3 ≤
≤ (4aibi + O(ai))M(GF (qi)).

Îöåíèì ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíè q
ni/3
i , q

2ni/3
i â ïîëå GF (qi+1). Òàê êàê

ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ïîëÿ GF (qi+1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

X0 + X1γi + X2γ
2
i ,

ãäå Xj ∈ GF (q
ni/3
i ), j = 0, 1, 2, òî

xq
ni/3
i = X

q
ni/3
i

0 + X
q

ni/3
i

1 γ
q

ni/3
i

i + X
q

ni/3
i

2 γ
2·qni/3

i
i = X0 + X1γ

q
ni/3
i

i + X2γ
2·qni/3

i
i .

Òàê êàê q
ni/3
i − 1 äåëèòñÿ íà qi − 1, à çíà÷èò êðàòíî ni, òî

γ
q

ni/3
i

i = γi(αi)
(q

ni/3
i −1)/ni = aiγi, γ

2·q3
i−1

i = γ2
i (αi)

2(q3
i−1−1)/9 = biγ

2
i , ai, bi ∈ GF (qi),

ïîýòîìó

xq
ni/3
i = X0 + X1γ

q
ni/3
i

i + X2γ
2·qni/3

i
i = X0 + X1aiγi + X2biγi,

çíà÷èò âîçâåäåíèå â ñòåïåíü q
ni/3
i â ïîëå GF (qi+1) ñâîäèòñÿ ê äâóì óìíîæåíèÿì

â ïîäïîëå GF (q
ni/3
i ) íà ýëåìåíòû ïîäïîëÿ GF (qi). Çíà÷èò, åãî ñëîæíîñòü îöå-

íèâàåòñÿ êàê 2ni/3M(GF (qi)). Òî÷íî òàêæå îöåíèâàåòñÿ ñëîæíîñòü âîçâåäåíèÿ
â ñòåïåíü q

2ni/3
i . Ïîýòîìó ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü âñåõ âûïîëíåííûõ îïåðàöèé

ðàâíà
Li = 2M(GF (qi+1)) + 3M(GF (q

ni/3
i )) + 4ni/3M(GF (qi)) =

≤ (36aibi + O(ai))M(GF (qi)).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
yyqi . . . yq

ni/3−1
i ,

ãäå y ∈ GF (q
ni/3
i ) ïðèìåíÿåì òîò æå ïðèåì, âû÷èñëÿÿ ñíà÷àëà

z = yyq
ni/9
i yq

2ni/9
i .
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Òàê êàê yq
ni/3
i = y, òî zq

ni/9
i = z, çíà÷èò z ∈ GF (q

ni/9
i ). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ z íóæíî

âûïîëíèòü äâà óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (q
ni/3
i ) è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíè q

ni/9
i , q

2ni/9
i â

òîì æå ïîëå. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì, îöåíèâàåì èõ ñëîæíîñòü
êàê

2M(GF (q
ni/3
i )) + (4ni/9)M(GF (qi)) ≤

≤ (24ai−1bi + O(ai−1))M(GF (qi)).

Òàê êàê
yyqi . . . yq

ni/3−1
i = zzqi . . . zq

ni/9−1
i ,

òî îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü

zzqi . . . zq
ni/9−1
i , z ∈ GF (q

ni/9
i ).

Ïðèìåíÿÿ òîò æå ïðèåì, ñâîäèì ñî ñëîæíîñòüþ

2M(GF (q
ni/9
i )) + 4ni/27M(GF (qi)) ≤

≤ (24ai−2bi + O(ai−2))M(GF (qi))

ýòî âû÷èñëåíèå ê âû÷èñëåíèþ

wwqi . . . wq
ni/27−1
i , w ∈ GF (q

ni/27
i )

è òàê äàëåå. Òàê êàê ni = 3bi , ýòîò ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ ÷åðåç bi øàãîâ. Íà êàæäîì
î÷åðåäíîì øàãå òðåáóåìàÿ ñëîæíîñòü óìåíüøàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè â òðè ðàçà,
ïîýòîìó ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ N(x) îöåíèâàåòñÿ êàê

≤ (24
3

2
ai−1bi + O(ai))M(GF (qi)),

çíà÷èò ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ N(x), K(x) îöåíèâàåòñÿ êàê

≤ (44aibi + O(ai))M(GF (qi)).

Îòñþäà ñëåäóåò ðåêóððåíòíàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ

I(ai+1) ≤ I(ai) + niM(GF (qi)) + (44aibi + O(ai))M(GF (qi)) ≤

≤ I(ai) + (44aibi + O(ai))M(GF (qi)).

Èç íåå ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî

I(an) ≤
n−1∑

i=1

(44aibi + O(ai))M(GF (qi)) + I(a0) =

(44an−1bn−1 + O(an−1))M(GF (qn−1)).
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Òàê êàê
M(GF (qi+1)) ≤

≤ (12aibi + O(ai))M(GF (qi)),

òî ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
M(GF (qi+1)) =

(12aibi + O(ai))M(GF (qi)),

ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó

I(an) ≤ (11/3)M(GF (qn)).

Èñïîëüçóÿ îöåíêó
M(GF (qn)) = O

(
32n+n2(n2+5n)/2

)
,

âî âñÿêîì ñëó÷àå èìååì

I(an) = (44an−1bn−1 + O(an−1))M(GF (qn−1)) = O
(
32n+n2(n2+5n)/2

)
.

Îáîçíà÷àÿ äëÿ êðàòêîñòè an = 2 · 32n ÷åðåç N, èìååì

I(N) ≤ N(log3 N)n/2+O(1) = N(log3 N)(log2 log3 N)/2+O(1).

Òàêèå æå îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ëþáîãî N = 2 · 3n. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì
k òàê ÷òîáû 2k−1 ≤ n < 2k è îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak = N, ai−1 =
2 · 3dlog3(ai/2))/2e, ïîëîæèì qi = 2ai , è ðàññìîòðèì áàøíþ ïîëåé

GF (q0) ⊂ GF (q1) ⊂ . . . ⊂ GF (qk).

4.2.9 Ñõåìû äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïðîèçâîëüíûõ ïîëÿõ
GF (2n)

Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ðàçëîæèòü n íà ìíîæèòåëè, ðàâíûå ñòåïåíÿì ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, ïîñòðîèòü ñõåìû äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëÿõ, ðàçìåðíîñòè êîòî-
ðûõ ðàâíû ýòèì ìíîæèòåëÿì ìåòîäîì, óêàçàííûì âûøå, ñâîäÿ èõ ïîñòðîåíèå
ê ïîñòðîåíèþ ñõåì äëÿ èíâåðòèðîâàíèÿ â ïîëÿõ ïðîñòîé ðàçìåðíîñòè, à ïî-
òîì ïðèìåíèòü îïèñàííûé âûøå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñõåì ñîñòàâíîé ðàçìåðíîñòè
ïðè óñëîâèè âçàèìíîé ïðîñòîòû ñîìíîæèòåëåé. Äëÿ ïîëåé ïðîñòîé ðàçìåðíîñòè
ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä àääèòèâíûõ öåïî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî â óêàçàííîì âûøå
ìåòîäå âìåñòî ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè âîçìîæíîñòè, ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ðàçìåðíî-
ñòè, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû, èëè áàçèñû
ìàëîé ñëîæíîñòè, ÷òî ìû è äåëàëè â íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Óêàçàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñõåì ïîõîæ íà ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ â êî-
íå÷íûõ ïîëÿõ, êîòîðûé ñîñòîèò â êîìáèíèðîâàíèè ìåòîäà Êóëè-Òüþêè äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ÄÏÔ ðàçìåðíîñòè mk è ìåòîäà Ãóäà-Òîìàñà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ
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ðàçìåðíîñòåé, ðàâíûõ ïðîèçâåäåíèþ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë. Äëÿ ãëàäêèõ ÷è-
ñåë, ò.å. ÷èñåë ðàçëàãàþùèõñÿ íà ìàëûå ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ñëîæíîñòü ÄÏÔ
ðàçìåðíîñòè n áóäåò äîâîëüíî áëèçêà ê n logO(1) n, õîòÿ òî÷íóþ îöåíêó â îá-
ùåì ñëó÷àå äàòü çàòðóäíèòåëüíî. Ïîäîáíàÿ æå îöåíêà áóäåò ñïðàâåäëèâîé â
ýòîì ñëó÷àå è äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ìàëûìè ïîëÿìè è äëÿ óìíîæå-
íèÿ â ïîëÿõ ìàëîé õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ ÄÏÔ íåãëàäêîãî ïîðÿäêà ñëîæíîñòü
îöåíèâàåòñÿ åùå õóæå, íåñìîòðÿ íà âîçìîæíîå ïðèìåíåíèå ðàçíûõ óõèùðå-
íèé, íàïðèìåð ìåòîäà Ðàéäåðà ñâåäåíèÿ ÄÏÔ ïðîñòîãî ïîðÿäêà ê öèêëè÷åñêîé
ñâåðòêå íà åäèíèöó ìåíüøåãî ïîðÿäêà è ìåòîäà Âèíîãðàäà ñâåäåíèÿ âû÷èñëå-
íèÿ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè ê óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëÿì, ÿâëÿþùèìñÿ
íåïðèâîäèìûìè äåëèòåëÿìè êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä äàííûì êîíå÷íûì ïî-
ëåì.

Äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Øåíõàãå, êàê óæå óïîìèíàëîñü, ïðåäëîæèë
èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå íàä ïîäõîäÿùèì êîíå÷íûì ïîëåì, à íàä
íåêîòîðûì ôàêòîð-êîëüöîì êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ, è ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêè
î÷åíü õîðîøóþ îöåíêó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïîäîáíûé, íî ÷óòü
áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì ïðåäëîæåí â [91]. Äðóãîé, àñèìïòîòè÷åñêè ÷óòü ìåíåå
áûñòðûé àëãîðèòì èìååòñÿ â [90].

Äëÿ ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðûõ àëãî-
ðèòìîâ ïðè ëþáîì n, âèäèìî, íå èçâåñòíî. Íî â ñëó÷àå ãëàäêîãî ÷èñëà n îöåíêà
ñëîæíîñòè èíâåðòèðîâàíèÿ áóäåò èìåòü âèä n1+o(1), è áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè äî-
ñòàòî÷íî õîðîøåé, à äëÿ ÷èñåë ñïåöèàëüíîãî âèäà, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, îöåíêà
äàæå ñòàíîâèòñÿ áëèçêîé ê ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Ê ñîæàëåíèþ,
ýòè ðåçóëüòàòû íå èìåþò ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ äëÿ êðèïòîãðàôèè íàä êî-
íå÷íûìè ïîëÿìè, ïîòîìó ÷òî äëÿ ãëàäêîãî n ÷èñëî qn − 1, äàæå åñëè íå áóäåò
äîñòàòî÷íî ãëàäêèì, íî áóäåò èìåòü ìíîãî íå î÷åíü áîëüøèõ ìíîæèòåëåé, ÷òî
áëàãîäàðÿ èçâåñòíîìó àëãîðèòìó Ïîëèãà-Ñèëüáåðà-Õåëëìàíà (ñì., íàïðèìåð,
[41]), ôàêòè÷åñêè îòêðûòîìó åùå ðàíüøå Íå÷àåâûì (íî íå îïóáëèêîâàííîìó
â îòêðûòîé ïå÷àòè, ñì. [52]), îáëåã÷àåò äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå â òàêèõ
ïîëÿõ. Äëÿ êðèïòîãðàôèè íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ âåðíî òî æå ñàìîå, òàê êàê
ïîðÿäîê ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä äàííûì ïîëåì äåëèòñÿ íà ïî-
ðÿäîê ãðóïïû òîé æå êðèâîé íàä ëþáûì ïîäïîëåì ýòîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó è òàì è
òàì ïðåäïî÷èòàþò èñïîëüçîâàòü ïîëÿ ïðîñòîé ðàçìåðíîñòè. Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ
òàêèõ ïîëåé èç îïèñàííûõ âûøå ïðèåìîâ óäàåòñÿ ïðèìåíÿòü òîëüêî ìåòîä àääè-
òèâíûõ öåïî÷åê, ýôôåêòèâíîñòü êîòîðîãî ïîâûøàåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè â äàííîì
ïîëå ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé íîðìàëüíûé áàçèñ, èëè õîòÿ áû êàêîé-íèáóäü
áàçèñ ìàëîé ñëîæíîñòè, íàïðèìåð ãàóññîâ íîðìàëüíûé áàçèñ. Èìåííî òàêèå áà-
çèñû, íàðÿäó ñî ñòàíäàðòíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè áàçèñàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè
¾ìàëî÷ëåíàì¿, ðåêîìåíäóþò ïðèìåíÿòü âñå êðèïòîãðàôè÷åñêèå ñòàíäàðòû.
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4.2.10 Ïðèìåíåíèå íåäâîè÷íûõ ïîëåé
Â êðèïòîãðàôèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, êàê è â êîäèðîâàíèè, òàêèå ïîëÿ ïðè-
ìåíÿþòñÿ ðåäêî, òàê êàê, âîîáùå ãîâîðÿ, îíè ìåíåå óäîáíû äëÿ èìïëåìåíòàöèè.
Ïîýòîìó ìû èõ êàê ïðàâèëî íå ðàññìàòðèâàåì. Îòìåòèì âñå æå, ÷òî â íåêîòî-
ðûõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð â [84], ñäåëàíû ïîïûòêè óñêîðèòü ïðîãðàììíóþ èìïëå-
ìåíòàöèþ àðèôìåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé â êðèïòîãðàôèè êàê ðàç ñ ïîìîùüþ
óäà÷íîãî ïðèìåíåíèÿ íåäâîè÷íûõ ïîëåé. Â [84] ïðåäëàãàåòñÿ íàïðèìåð èñïîëü-
çîâàòü ïîëÿ GF (pm) ïðè p = 2n − c, log2 c ≤ n/2 (¾ïñåâäî ïðîñòûå Ìåðñåííà¿),
à â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî áàçèñ ìíîãî÷ëåíà áåðåòñÿ äâó÷ëåí âèäà xm − ω. Â
ýòîì ñëó÷àå àðèôìåòèêà â ïîëå GF (p) èìïëåìåòèðóåòñÿ ïðîñòî è áûñòðî, òàê
êàê òðåáóåò íåñêîëüêèõ ìàøèííûõ îïåðàöèé. Â ñëó÷àå ïñåâäîìåðñåííîâñêèõ
ïðîñòûõ ñ äëèíîé áëèçêîé ê ìàøèííîìó ñëîâó ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ ñâîäèòñÿ
ê ñëîæåíèþ èëè âû÷èòàíèþ è óìíîæåíèþ íà ìàëîå ÷èñëî, íàïðèìåð ïî ôîð-
ìóëå

232a + b(mod232 + c = b− ca(mod232 + c.

Òàê êàê óìíîæåíèå äîâîëüíî ìåäëåííàÿ îïåðàöèÿ, â ñëó÷àå c ñ ìàëûì ÷èñëîì
äâîè÷íûõ åäèíèö åãî âûãîäíåå çàìåíèòü íà ñëîæåíèå è ñäâèã áèòîâ. Íàïðèìåð,
ïðè p = 231 − 19 ïîòðåáóåòñÿ äâà ñëîæåíèÿ è äâà ñäâèãà.

Ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ äâó÷ëåíà xm−ω âûïîëíÿåòñÿ âñåãî ëèøü ñ ïîìîùüþ
m − 1 ñëîæåíèé è m − 1 óìíîæåíèé íà ω â ïîëå GF (p). Îñîáåííî ïðîñòî ýòà
îïåðàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ω = 2, òàê êà òàêîå óìíîæåíèå ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó
áèòîâ. ×óòü ñëîæíåå ýòà îïåðàöèÿ äåëàåòñÿ äëÿ n âèäà 2k ± 2m, òàê êàê êðîìå
ñäâèãà áèòîâ òðåáóåòñÿ åùå îäíî ñëîæåíèå. Ïîèñê íåïðèâîäèìûõ äâó÷ëåíîâ
îáëåã÷àåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé èç [45]

Äâó÷ëåí xm − ω íåïðèâîäèì íàä ïîëåì GF (p) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü m äåëèò e, íî íå äåëèò (p − 1)/e, ãäå e � ïîðÿäîê
ýëåìåíòà ω, è m êðàòíî 4. Íàïðèìåð, ïðè p = 261−1 â ñëó÷àå, åñëè p = 1 mod 4.

Óïðàæíåíèå 4.2.2 Âûâåäèòå èç ýòîé òåîðåìû, ÷òî åñëè ω � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò â ïîëå
GF (p), è m äåëèò p−1, òî xm−ω íåïðèâîäèì íàä ïîëåì GF (p). Â ÷àñòíîñòè, x2−ω íåïðèâîäèì
äëÿ ëþáîãî ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà.

Â [84] â êà÷åñòâå ïðîñòûõ îñîáåííî ðåêîìåíäóþòñÿ ìàêñèìàëüíûå ÷èñëà âèäà
p = 2n ± 1 (ïðîñòûå Ìåðñåííà è Ôåðìà), óìåùàþùèåñÿ â ïðåäåëàõ ìàøèííîãî
ñëîâà, òàê êàê äëÿ òàêèõ ïîëåé àðèôìåòèêà èìïëåìåíòèðóåòñÿ îñîáåííî ïðîñòî,
ïîòîìó ÷òî ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ è â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ
èëè âû÷èòàíèþ, à â ñëó÷àå ñëîæåíèÿ � ê èíêðåìåíöèè èëè äåêðåìåíöèè.

Íî 2 íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïî ýòè ìîäóëÿì, è â ñëó÷àå ïðî-
ñòûõ Ôåðìà xm − 2 âñåãäà ïðèâîäèì, à â ñëó÷àå ïðîñòûõ Ìåðñåííà ìíîãî÷ëåí
xm − 2 áóäåò íåïðèâîäèìûì òîëüêî åñëè êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü m äåëèò n,
íî íå äåëèò (p− 1)/n, è m íå êðàòíî 4. Íàïðèìåð, ïðè p = 261− 1 â êà÷åñòâå m
ãîäèòñÿ òîëüêî ìèíèìóì 61. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå íåïðèâîäèìîãî äâó÷ëåíà â [84]
ïðåäëîæåí x3 − 37. Òàì óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â ïîëå GF ((261 − 1)3) àðèôìåòèêà
ðàáîòàåò â äâà ðàçà áûñòðåå, ÷åì â ïîëå GF (2155 ñîãëàñíî [150].
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Óïðàæíåíèå 4.2.3 Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, ÷òî äëÿ ÷èñëà Ôåðìà p = 22k

+1
äâó÷ëåí xm − 3 íåïðèâîäèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m = 2l, l ≤ 2k.

Ïîýòîìó âîçìîæíî òàêæå, ÷òî áûñòðàÿ èìïëåìåíòàöèÿ ìîæåò áûòü ñäåëàíà
äëÿ p = 216 + 1 è ìíîãî÷ëåíà x16 − 3.

Â [85] äàíî áîëåå ðàçâåðíóòîå èçëîæåíèå, ÷åì â [85], â ÷àñòíîñòè âû÷èñëåíû
òàáëèöû ñ ïàðàìåòðàìè ðåêîìåíäóåìûõ ðàñøèðåíèé, íàçâàííûõ òàì îïòèìàëü-
íûìè. Îäíàêî â ïðîãðàììå èõ âû÷èñëÿþùåé èìååòñÿ íå çàìå÷åííàÿ àâòîðàìè
îøèáêà â ïðîâåðêå óñëîâèé ïðèâåäåííîé âûøå òåðåìû, è îíà äàåò èíîãäà íåïðà-
âèëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîïàâøèå â òàáëèöû. Òàê, äëÿ ÷èñåë Ôåðìà 28 +1 è 216 +1
íåïðàâèëüíî óòâåðæäàåòñÿ íåïðèâîäèìîñòü â ñîîòâåñòâóþùèõ ïîëÿõ ìíîãî÷ëå-
íîâ âèäà x2n − 2. Íà ñàìîì äåëå îíè ïðèâîäèìû, òàê êàê î÷åâèäíî 2 ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì â ýòèõ ïîëÿõ è äàííûå ìíîãî÷ëåíû ïðèâîäèìû êàê
ðàçíîñòè êâàäðàòîâ. Äâîéêà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì â ñèëó êðèòåðèÿ
Ýéëåðà è òîãî ôàêòà, ÷òî åå ïîðÿäîê â ýòèõ ïîëÿõ äåëèò 32, à çíà÷èò è (p−1)/2
òîæå, ïîýòîìó 2(p−1)/2 = 1 mod p.

Óïðàæíåíèå 4.2.4 Ïðîâåðüòå ýòî.

Èíâåðòèðîâàíèå â ïîëå GF (pn) â [85] ñâîäèòñÿ ê èíâåðòèðîâàíèþ â ïîëå
GF (p) c ïîìîùüþ ôîðìóëû

x−1 = (x(pn−1−1)/(p−1))py−1,

ãäå y = x(pn−1)/(p−1) ∈ GF (p), à âû÷èñëåíèå y è x(pn−1−1)/(p−1) ñâîäèòñÿ ê âîçâå-
äåíèÿì â ñòåïåíè pi è λ(n− 1) + ν(n− 1)− 1 óìíîæåíèÿì. Òàê, íàïðèìåð ïðè
n = 8 ïðîâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ

x
p7−1
p−1 =

(
x

p4−1
p−1

)p3

x
p3−1
p−1 , x

p4−1
p−1 =

(
xp+1

)p2

xp+1, x
p3−1
p−1 =

(
xp+1

)p
x, y =

(
x

p7−1
p−1

)p

x,

òðåáóþùèå 4 ïîëíûõ óìíîæåíèÿ è îäíî óìíîæåíèå, â êîòîðîì âû÷èñëÿåòñÿ
òîëüêî îäíà êîîðäèíàòà, à òàêæå 5 âîçâåäåíèé â ñòåïåíè pk. Âîçâåäåíèå â ñòå-
ïåíü pk â ïîëå GF (pn) ñâîäèòñÿ ê âîçâåäåíèþ â ýòó ñòåïåíü îäíî÷ëåíîâ, à îíî
âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(xi)pk

= ωsxe(modxn − ω, e = pki mod n, s = (pki− e)/n,

ïîýòîìó âîçâåäåíèå â ñòåïåíü pk òðåáóåò n− 1 óìíîæåíèé â ïîëå GF (p). Â [85]
íå îòìå÷åíî, ÷òî â ñëó÷àå ñîñòàâíûõ n âû÷èñëåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü áûñòðåå,
íàïðèìåð ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî z1 = xp4

x ∈ GF (p4), òàê êàê zp4

1 =

z1, è z2 = zp2

1 z1 ∈ GF (p2), òàê êàê zp2

2 = z2, òîãäà

zp
2z2 = x

p8−1

p4−1

p4−1

p2−1

p2−1
p−1 = x

p8−1
p−1 = y ∈ GF (p),

zp
2z

p2

1 xp4

= x
p8−p
p−1 ,
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ïîòîìó ÷òî
zp
2z

p2

1 xp4

x = zp
2z

p2

1 z1 = zp
2z2 = y.

Â ýòîì âû÷èñëåíèè èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî 3 âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíè pk, ïðè÷åì
îäíî â ïîëå GF (p8), îäíî â ïîëå GF (p4), è îäíî â ïîëå GF (p2), à òàêæå 5
óìíîæåíèé, èç êîòîðûõ îäíî â ïîëå GF (p8), íî åãî ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò
ïîäïîëþ GF (p4), îäíî â ïîëå GF (p4), íî åãî ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò ïîäïîëþ
GF (p2), îäíî â ïîëå GF (p2), íî åãî ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò ïîäïîëþ GF (p), åùå
â îäíîì óìíîæåíèè ýëåìåíò ïîäïîëÿ GF (p4) óìíîæàåòñÿ íà ýëåìåíò ïîäïîëÿ
GF (p2), è ïîëó÷åííûé ýëåìåíò zp

2z
p2

1 ïîäïîëÿ GF (p4) óìíîæàåòñÿ íà ýëåìåíò
ïîëÿ GF (p8). Òàê êàê âìåñòå ñ äâó÷ëåíîì x8 − ω íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì
GF (p) ÿâëÿþòñÿ äâó÷ëåíû x4 − ω, x2 − ω, è åñëè α inGF (p8) êîðåíü äâó÷ëåíà
x8 − ω, òî α2 áóäåò êîðíåì x4 − ω, çíà÷èò α2 ∈ GF (p4), è α4 ∈ GF (p2) áóäåò
êîðíåì x2−ω, ïîýòîìó áàçèñîì ïîäïîëÿ GF (p4) áóäåò ¾ïîäáàçèñ¿ {1, α2, α4, α6}
áàçèñà {1, α, . . . , α7} ïîëÿ GF (p8), à áàçèñîì ïîäïîëÿ GF (p2) áóäåò ¾ïîäáàçèñ¿
{1, α4}. Çíà÷èò äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò â ïîäïîëÿõ íóæíî ïðîñòî âçÿòü ñî-
îòâåòñòâóþùèå êîîðäèíòû â ïîëå, èãíîðèðóÿ íóëè; òàê êàê ïðè ñòàíäàðòíîì
óìíîæåíèè â ýòèõ áàçèñàõ ôîðìóëû äëÿ ðàçíûõ êîîðäèíàò íå èìåþò îáùèõ ïå-
ðåìåííûõ, òî, íàïðèìåð, ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (p8) ñ ðåçóëüòàòàòîì
èç ïîäïîëÿ GF (p4) áóäåò âäâîå ìåíüøå ñëîæíîñòè îáùåãî óìíîæåíèÿ, òàê êàê
ôîðìóëû, äàþùèå íóëåâûå êîîðäèíàòû ìîæíî íå âû÷èñëÿòü. Äëÿ óìíîæåíèÿ
è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíè â ïîäïîëå åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü òîëüêî êîîðäèíàòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå åãî áàçèñó, èãíîðèðóÿ îñòàëüíûå íóëåâûå êîîðäèíàòû, ïîýòî-
ìó ýòè îïåðàöèè ôàêòè÷åñêè ìîæíî âûïîëíÿòü, êàê âíóòðåííèå îïåðàöèè ýòîãî
ïîäïîëÿ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò ïîäïîëÿ,
òî÷íåå óìíîæåíèå íà ýëåìåíò ïîäïîëÿ ñâîäèòñÿ ê äâóì óìíîæåíèÿì â ýòîì
ïîäïîëå.

Åñëè ÷åðåç M(GF (q)) îáîçíà÷èòü ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ
áàçèñàõ äàííûõ ïîëåé, òî îáùàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè èíòâåðòèðîâàíèÿ áóäåò

M(GF (p8))/2+M(GF (p4))/2+M(GF (p2))/2+2M(GF (p4))+2M(GF (p2))+(7+3+1)M(GF (p)) =

= M(GF (p8)) + 3M(GF (p4))/2 + M(GF (p2))/2 + 10M(GF (p)).

Òàê êàê îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (p) ìåäëåííåå ñëîæåíèÿ, òî äëÿ óìíî-
æåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì GF (p) â [85] ïðåäëàãàåòñÿ óìåíüøàòü êîëè÷å-
ñòâî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ n(n − 1)/2 ïðîèçâåäåíèé âèäà
(ai +aj)(bi + bj). Èç íèõ ñ ïîìîùüþ åùå n ïðîèçâåäåíèé âèäà aibi ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü âñå ñóììû âèäà

aibj + ajbi = (ai + aj)(bi + bj) + aibi + ajbj.

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèè ýòèõ òîæäåñòâ àë-
ãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n− 1 ðàâíà n(n + 1)/2. Ýòà èäåÿ ïî-
õîæà íà èñïîëüçîâàííóþ íàìè âûøå èäåþ óñêîðåíèÿ óìíîæåíèÿ â íîðìàëüíûõ
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áàçèñàõ. Íî â îòëè÷èå îò íîðìàëüíûõ áàçèñîâ óêàçàííûé àëãîðèòì äàåò âû-
èãðûø òîëüêî â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè, è ñóùåñòâåííî ïðîèãðûâàåò
ñòàíäàðòíîìó àëãîðèòìó â àääèòèâíîé ñëîæíîñòè. Òåì íå ìåíåå, ðåêóððåíò-
íîå ïðèìåíåíèå ýòîãî àëãîðèòìà ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ n óëó÷øàåò îöåíêè,
ïîëó÷àåìûå íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Êàðàöóáû. Íàïðèìåð, äëÿ
óìíîæåíèÿ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ ðåêóððåíòîå ïðèìåíåíèå ìåòîäà Êàðàöóáû
òðåáóåò 7 óìíîæåíèé, à ïðåäëîæåííàÿ â [85] ñõåìà òðåáóåò 6 óìíîæåíèé è 13
ñëîæåíèé. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî âûøå íàìè èñïîëüçîâàëàñü åùå ëó÷øàÿ ñõåìà,
èìåþùàÿ òîëüêî 12 ñëîæåíèé. Ýòà ñõåìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a0 + a1x + a2x
2)(b0 + b1x + b2x

2) = c0 + c1x + c2x
2 + c3x

3 + c4,

c0 = a0b0, c4 = a2b2, c1 = (a0 + a1)(b0 + b1) + (a0b0 + a1b1),

c2 = (a0b0 + a1b1) + (a0 + a2)(b0 + b2) + a2b2,

c3 = (a1 + a2)(b1 + b2) + a1b1 + a2b2.

Ïðèìåíÿÿ åå â ìåòîäå Êàðàöóáû, ïîëó÷àåì ñõåìó äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ ïÿòîé ñòåïåíè ëó÷øóþ ïî ÷èñëó ñëîæåíèé, ÷åì ñõåìà [85]. Îáå ýòè ñõåìû
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óñêîðåíèÿ îïåðàöèé â ïîëå GF (p6) ìåòîäîì, ïîäîáíûì
ïðèâåäåííîìó âûøå.

Â ïðèëîæåíèè Á ïðèâåäåíà ñîñòàâëåííàÿ íà îñíîâå êîìïüþòåðíûõ âû÷èñ-
ëåíèé òàáëèöà ðàçìåðíîñòåé ïîëåé GF (2n) ïðè 1000 < n10000, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû.



Ãëàâà 5

Àëãîðèòìû íà ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ

5.1 Àëãîðèòì ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ
5.1.1 Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ñëîæåíèÿ è ïðàâèëà âûâîäà

÷àñòíûõ ôîðìóë
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â ãðóïïå òî÷åê ýë-

ëèïòè÷åñêîé êðèâîé îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ñëîæåíèÿ òî÷åê P1 = (x1, y1) è
P2 = (x2, y2) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Àëãîðèòì 5.1.1

Âõîä: Êîýôôèöèåíòû ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé,
òî÷êè P1 = (x1, y1) è P2 = (x2, y2).
Âûõîä: P = (x, y) = P1 + P2.
Âû÷èñëèòü P : åñëè P1 = O òî P = P2,

åñëè P2 = O, òî P = P1,
åñëè P2 = −P1, òî P = O,
åñëè x1 6= x2, òî P = −(x3, y3),
åñëè x1 = x2 è y1 = y2, òî P = 2P1 = −(x3, y3).

Ïðèìå÷àíèÿ. 1. Êîîðäèíàòû òî÷åê −(x3, y3) ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìó-
ëàì, âûòåêàþùèì èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 â ãëàâå 1, â çàâèñèìîñòè îò âèäà ýëëèïòè-
÷åñêîé êðèâîé, ïî îáùèì ïðàâèëàì, îïèñàííûì íèæå. Ýòè ôîðìóëû âûâåäåíû
â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå:

äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè charF , 4 ¹ charF
ýòî ôîðìóëû (1.10) è (1.11);

379
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äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 3 � ôîðìóëû (1.17) è
(1.18);

äëÿ íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè
2 � ôîðìóëû (1.24) è (1.125);

äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2
� ôîðìóëû (1.31) è (1.32).

Ýòè ôîðìóëû èñïîëüçîâàíû â Àëãîðèòìàõ 4.2, 4.3, 4.4 è 4.5 â ïàðàãðàôå
3.4, êîòîðûå äåòàëèçèðóþò ïðèâåäåííóþ îáùóþ ñõåìó ñ ó÷åòîì òèïà êðèâîé è
õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ, íàä êîòîðûì îíà îïðåäåëÿåòñÿ.

2. Òî÷êà O èìååò îïðåäåë¼ííûé èäåíòèôèêàòîð, íàïðèìåð, îíà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí íå óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ ýòîé êðèâîé ïàðîé (a, b) ýëåìåíòîâ
ïîëÿ, íàä êîòîðûì îïðåäåëåíà ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

3. Ýëåìåíò O íèêîãäà íå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ è íå âîç-
íèêàåò êàê çíà÷åíèèå âûõîäíûõ äàííûõ ïðè èñïîëíåíèè äâóõ ïîñëåäíèõ ñòðîê
ñõåìû àëãîðèòìà. Ïîýòîìó èçó÷àåìûå íèæå ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå îïåðà-
öèè äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ, íå èìåþò ñìûñëà, åñëè îäèí èëè îáà àðãóìåíòà ÿâëÿþòñÿ
òî÷êîé O.

4. Àëãîðèòì âêëþ÷àåò ñëó÷àé óäâîåíèÿ òî÷êè (ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà àëãîðèò-
ìà), êîãäà ñëàãàåìûå îäèíàêîâû, íî íå âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíû.

5. Íåêîòîðûå êðèâûå èìåþò âçàèìíî-ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè (òàêèå, ÷òî
P = −P ), ê òàêèì òî÷êàì ïðàâèëî óäâîåíèÿ íå ïðèìåíèìî, íî â ýòîì ñëó÷àå
àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, íå äîõîäÿ äî ïîñëåäíåé ñòðîêè.

Äåòàëèçèðóÿ ïîñòðîåíèÿ, ëåæàùèå â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ (3.1) èç ãëàâû
1 ñóììû äâóõ òî÷åê, â ïðèíöèïå ìîæíî ïîñòðîèòü ôîðìóëû, âûðàæàþùèå êî-
îðäèíàòû òî÷êè (x3, y

′
3) = −(x3, y3) ÷åðåç êîîðäèíàòû x1, x2, y1, y2 (èëè x′, y′ â

ñëó÷àå ðàâåíñòâà ñëàãàåìûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ âçàèìíî-ïðîòèâîïîëîæíûìè) äëÿ
ñóïåðñèíãóëÿðíîé èëè íåñóïåðñèíãóëÿðíîé êðèâîé ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè, íî
ýòè ôîðìóëû îêàæóòñÿ êðàéíå ãðîìîçäêèìè è íåóäîáíûìè äëÿ ðåàëèçàöèè. Â
òî æå âðåìÿ â ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, îïðåäåëåííàÿ êîíêðåò-
íàÿ êðèâàÿ. Ôîðìóëû äëÿ êðèâûõ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ÷àñòíîãî âèäà,
îïðåäåëÿåìîãî õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ è òèïîì êðèâîé, îêàçûâàþòñÿ âåñüìà êîì-
ïàêòíûìè. Âûâîä òàêèõ ôîðìóë îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îáùèì ïðàâèëàì, êîíêðå-
òèçèðóþùèì óïîìÿíóòûå ïîñòðîåíèÿ, ëåæàùèå â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ ñóììû
äâóõ òî÷åê.

Ýòè ïðàâèëà ñëåäóþùèå.
Ñíà÷àëà ñëåäóåò ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû òî÷êè R = (x3, y3).

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå êðèâîé ê âèäó

F (X, Y ) = 0

è âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ
a) Åñëè òî÷êè P1 = (x1, y1) è P2 = (x2, y2) ðàçíûå:

Ïðèíÿòü λ = y2−y1

x2−x1
, β = y1 − λx1.
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Ïîäñòàâèòü λX + β âìåñòî Y â F (X,Y ) :

F (X, λX + β)) = 0.

Ïðèâåñòè ëåâóþ ÷àñòü ê âèäó

X3 + γX2 + aX + b = 0, γ, a b ∈ F .

Âû÷èñëèòü
x3 = −γ − x1 − x2. (5.1)

Âû÷èñëèòü
y3 = y1 + λ(x3 − x1). (5.2)

á) Åñëè òî÷êè îäèíàêîâûå, P1 = P2 = P = (x, y); 2P = (x3, y3) :
Ïî ôîðìàëüíûì ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

λ′(X, Y ) = −dF (X, Y )/dX

dF (X,Y )/dY

è ïîýòîìó âûðàæåíèþ ïðè X = x, Y = y âû÷èñëèòü ýëåìåíò

λ′ = λ′(x, y)

ïîëÿ F , çàòåì âû÷èñëèòü β = y1 − λ′x1.
Ïîäñòàâèòü λ′X + β âìåñòî Y â F (X, Y ) :

F (X,λ′X + β)) = 0.

Ïðèâåñòè ëåâóþ ÷àñòü ê âèäó

X3 + γ′X2 + aX + b = 0, γ′, a, b ∈ F .

Âû÷èñëèòü
x3 = −γ′ − 2x. (5.3)

Âû÷èñëèòü
y3 = y1 + λ′(x3 − x1). (5.4)

Äàëåå ñ ó÷åòîì
− P = (x,−a1x− a3 − y) (5.5)

âû÷èñëèòü −R = −(x3, y3) = (x3, ỹ3), ãäå ỹ = −a1x−a3−y ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
óðàâíåíèþ êðèâîé êîýôôèöèåíòàõ a1 è a3, òî åñòü ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ
èëè óäâîåíèÿ.

Ïðèìå÷àíèå. Îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû ïîëó÷àþò êîíêðåòèçàöèåé âûðà-
æåíèé (1.1)-(1.5) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ γ′ ìîæíî ïîëó÷èòü èç γ ïðîñòî çàìåíîé êîí-
ñòàíòû λ êîíñòàíòîé λ′.
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5.1.2 ×àñòíûå ôîðìóëû ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ

Ñëîæåíèå è óäâîåíèå â EF íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè charF , 4 ¹
charF . Óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â ýòîì ñëó÷àå (õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ
charF 6= {2, 3}) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (3.3) (ñì. ãëàâó 1) ñ íåíóëåâûì äèñêðèìèíàí-
òîì (3.4) ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, ê ýòîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ
ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ñ íåíóëåâûì äèñêðèìèíàíòîì íàä ïîëåì R äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë, â êàæäîé òî÷êå òàêèõ êðèâûõ ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ.

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ãëàäêîñòè êðèâîé ñîñòîèò â òðåáîâàíèè, ÷òî êóáè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí ñïðàâà íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. À ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò íå ðàâåí íóëþ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì (1.3) äëÿ äàííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ
êðèâîé (a1 = a3 = 0) îòðèöàíèåì òî÷êè P = (x, y) 6= O ÿâÿëåòñÿ òî÷êà −P =
(x,−y).

Êîýôôèöèåíò γ â ôîðìóëå (1.1) â ýòîì ñëó÷àå åñòü −λ2, ãäå

λ =
y2 − y1

x2 − x1

, à êîýôôèöèåíò γ′ â ôîðìóëå (1.4) åñòü −(λ′)2, ãäå

λ′ =

(
3x2 + a

2y

)

(óïðàæíåíèå 3.?.?).
Â ñëó÷àå P 6= Q ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ x3 è çàòåì äëÿ y3

è, íàêîíåö, äëÿ ỹ3 è, òåì ñàìûì, âû÷èñëèòü ñóììó P + Q = (x3, ỹ3) :

x3 = λ2 − x1 − x2; (5.6)

y3 = y1 + λ(x3 − x1),

ỹ3 = −y3 = −y1 +
(

y2 − y1

x2 − x1

)
(x1 − x3). (5.7)

Â ñëó÷àå P = Q âûðàæåíèÿ äëÿ x3 è y3 è êîîðäèíàòû òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ñóììå P + Q = (x3, ỹ3) = 2P, òî åñòü óäâîåííîé òî÷êè P ïîëó÷àþòñÿ ÷åðåç
êîîðäèíàòû x, y òî÷êè P = (x, y) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x3 = (λ′)2 − 2x; (5.8)

y3 = y + λ′(x3− x);

ỹ3 = −y + λ′(x− x3). (5.9)
Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè

charF , 4 ¹ charF ïîëó÷àåì (èñïîëüçóÿ (1.6) è(1.7),(1.8) è(1.9):)
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a)ïðè P1 = (x1, y1) 6= P2 = (x2, y2) :

P1 + P2 = −R = (x3,−y3) = (x3,−y1 + λ(x1 − x3)), (5.10)

ãäå
λ =

y2 − y1

x2 − x1

, x3 = λ2 − x1 − x2;

á) ïðè P1 = P2 = P = (x, y) :

2P = −R = (x3,−y3) = (x3,−y + λ′(x− x3)). (5.11)

ãäå
λ′ =

3x2 + a

2y
, x3 = (λ′)2 − 2x.

Ïðèìåð 5.1.1 Ïóñòü P = (0, 0) íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Y 2 + Y = X3 −X2. (5.12)

Íàéäåì 2P = P + P è 3P = P + 2P.
Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (1.12) â óðàâíåíèå âèäà (3.3) (ãëàâà 1)

ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ Y → Y − 1/2, X → X + 1/3. Ïîëó÷èì

Y 2 = X3 − 1
3
x +

(
1
4
− 2

27

)
.

Íà ýòîé êðèâîé òî÷êà P ñòàíîâèòñÿ òî÷êîé Q = (−1/3, 1/2). Èñïîëüçóÿ (1.9), ïîëó÷èì 2Q =
(2/3,−1/2). Çàòåì èç (1.4) ìû èìååì 3Q = 2Q + Q = (2/3, 1/2). Çàìåòèì, ÷òî 3Q = −(2Q),
è ñëåäîâàòåëüíî Q ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîðÿäêà 5, òî åñòü 5Q = O. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé
êðèâîé, èìååì 2P = (1,−1), 3P = (1, 0) = −2P.

Ñëîæåíèå è óäâîåíèå â EF íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 3. Â ýòîì
ñëó÷àå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî â óðàâíåíèè (3.1)
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé îáùåãî âèäà (ãëàâà 1) a1 = a3 = 0, à êîýôôèöèåíò a2 íå
îáÿçàòåëüíî ðàâåí 0, è âìåñòî ýòîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå (3.2) èç
ïåðâîé ãëàâû, òî åñòü óðàâíåíèå

Y 2 = X3 + a2X
2 + a4X + a6, ai ∈ F .

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (1.5) ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ a1 è
a3 ïðîòèâîïîëîæíûé îòíîñèòåëüíî òî÷êè P = (x, y) 6= O ýëåìåíò −P = (x, ỹ) =
(x,−y).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

F (X,Y ) = Y 2 −X3 − a2X
2 − a4X − a6 = 0.

Äëÿ ñëîæåíèÿ ðàçíûõ òî÷åê P1 = (x1, y1) è P2 = (x2, y2) èñïîëüçóåì

F (X, λX + β) = (λX + β)2 −X3 − a2X
2 − a4X − a6 = 0,
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ãäå
λ =

y2 − y1

x2 − x1

; β = y1 − λx1.

Îòñþäà ïîëó÷èì (êàê êîýôôèöèåíò ïðè X2 ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê ïîëèíîìè-
àëüíîìó âèäó) êîíñòàíòó

γ = −(λ2 − a2),

è âûðàæåíèÿ äëÿ x3, y3 è ỹ3, îïðåäåëÿþùèå, â êîíå÷íîì èòîãå, êîîðäèíàòû
òî÷êè P1 + P2 = (x3, ỹ3) ñëåäóþùèå

x3 = −γ − x1 − x2 = λ2 − a2 − x1 − x2; (5.13)

y3 = y1 + λ(x3 − x1).

ỹ3 = −y1 + λ(x1 − x2). (5.14)
Äëÿ óäâîåíèÿ òî÷êè P = (x, y) âû÷èñëèì

λ′(X, Y ) = −−3X2 − 2a2X − a4

2Y
,

λ′ = λ′(x, y) =
3x2 + 2a2x + a4

2y
è, èñïîëüçóÿ

γ′ = −(λ′)2 − a2)

(â âûðàæåíèè äëÿ γ çàìåíèëè λ íà λ′), ïîëó÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè 2P :

@?x3 = −γ′ − 2x = ((λ′)2 − a2)− 2x; (5.15)

y3 = y + λ′(x3 − x),

ỹ3 = −y + λ′(x− x3), (5.16)
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ðàâíà 3, âûðàæåíèå äëÿ λ′ ìîæíî óïðî-

ñòèòü
λ′ = −−3x2 − 2a2x− a4

2y
=

a2x− a4

y
.

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 3 ïî-
ëó÷àåì (èñïîëüçóÿ (1.13) è(1.14),(1.15) è(1.16))

a)Ïðè P1 = (x1, y1) 6= P2 = (x2, y2) :

P1 + P2 = −R = (x3,−y3) =

= (x3, −y1 + λ(x1 − x3)). (5.17)
ãäå

λ =
y2 − y1

x2 − x1

, x3 = λ2 − a2)− x1 − x2;
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á) Ïðè P1 = P2 = P = (x, y) :

2P = −R = (x3,−y3) =

= (x3,−y + λ′(x− x3)), (5.18)
ãäå

λ′ =
a2x− a4

y
, x3 = (λ′)2 − a2)− 2x.

Ñëîæåíèå è óäâîåíèå â EF íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 2 äëÿ íåñó-
ïåðñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Êàê îòìå÷åíî â ïåðâîé ãëàâå,
ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè charF = 2 â íåñóïåðñèíãó-
ëÿðíîì ñëó÷àå èìååò óðàâíåíèå

Y 2 + a1XY = X3 + a2X
2 + a6, ai ∈ F (5.19)

èëè
F (X,Y ) = Y 2 + a1XY + X3 + a2X

2 + a6 = 0.

Òî÷êà êðèâîé −(x, y) = (x, ỹ), ïðîòèâîïîëîæíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè êðèâîé
(x, y) â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (1.5) êàê (x, x+y).

Äëÿ ñëîæåíèÿ ðàçíûõ òî÷åê P1 = (x1, y1) è P2 = (x2, y2) èñïîëüçóåì

F (X, λX + β) = (λX + β)2 + a1X(λX + β) + X3 + a2X
2 + a6 = 0,

ãäå
λ =

y2 − y1

x2 − x1

; β = y1 − λx1.

Îòêóäà ïîëó÷èì (êàê êîýôôèöèåíò ïðè X2 ïîñëå ïðèâåëåíèÿ ê ïîëèíîìèàëü-
íîìó âèäó) êîíñòàíòó

γ = −λ2 + λ + a2

è âûðàæåíèÿ äëÿ x3, y3 è ỹ3, îïðåäåëÿþùèå êîîðäèíàòû òî÷êè R = −(P1+P2) =
(x3, y3) è ñóììû P1 + P2) = (x3, ỹ3) :

x3 = −γ + x1 + x2 = (λ2 + λ + a2) + x1 + x2; (5.20)

y3 = y1 + λ(x3 + x1);

ỹ3 = x3 + y1 + λ(x3 + x1) (5.21)
Äëÿ óäâîåíèÿ òî÷êè P = (x, y) âû÷èñëèì

λ′(X,Y ) =
3X2 + 2a2 + Y

2Y + X
=

X2 + Y

X
;

λ′ = λ′(x, y) =
x2 + x

x
= x +

y

x
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è, èñïîëüçóÿ
γ′ = (λ′)2 + λ′ + a2,

ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ x3, y3 è ỹ3, îïðåäåëÿþùèå êîîðäèíàòû òî÷êè R = −2P
è óäâîåííîé òî÷êè 2P = (x3, y3) :

x3 = γ′ + 2x = (λ′)2 + λ′ + a2 (5.22)

y3 = y + λ′(x3 + x) = y + λ′(x + x3)

ỹ3 = x3 + y + λ′(x3 + x) = x3 + y + λ′(x + x3) =

= x2 + (λ′ + 1)x3. (5.23)
Îêîí÷àòåëüíî äëÿ íåñóïåðñèíãóëÿðíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì õàðàê-
òåðèñòèêè 2 ïîëó÷àåì (èñïîëüçóÿ (1.20) è(1.21),(1.22) è(1.23)):

a)ïðè P1 = (x1, y1) 6= P2 = (x2, y2) :

P1 + P2 = (x3, x3 + y1 + λ(x3 + x1)), (5.24)

ãäå
λ =

y2 − y1

x2 − x1

, x3 = (λ)2 + λ + a2 + x1 + x2;

á) ïðè P1 = P2 = P = (x, y) :

2P = (x3, x
2 + (λ′ + 1)x3), (5.25)

ãäå
λ′ = x +

y

x
, x3 = (λ′)2 + (λ′) + a2.

Ïðèìåð 5.1.2 Ãðóïïà òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì GF (22) (ïîðîæäàåìîì êîðíåì
ìíîãî÷ëåíà x2 + x + 1 íàä GF (2))

Y 2 + XY = X3 + X2 + 1

êðîìå òî÷êè O âêëþ÷àåò òî÷êè ((0, 0), (0, 1)), ((0, 1), (1, 0)), ((0, 1), (1, 1)),
((1, 0), (0, 1)), ((1, 0), (1, 1)), ((1, 1), (0, 1)), ((1, 1)(1, 0)). Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
((0, 0), (0, 1)) = ((0, 0), (0, 1) (¾ñàìîîáðàòíàÿ¿ òî÷êà).

Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, 2P = 2((0, 1), (1, 0)) = (x3, y3) =
((λ′)2 + λ′ + a2, x

2 + (λ′ + 1)x3) =
= ((1, 1)2 + (1, 1) + (0, 1)), (0, 1)2 + ((1, 1) + (0, 1))x3)) =
= ((1, 0) + (1, 1) + (0, 1), ((0, 1) + (1, 0)x3) = ((0, 0), (0, 1)),
ãäå λ′ = (0, 1) + (1,0)

(0,1) = (1, 1).
Ïðîâåðèì, ÷òî 2P + (−P ) = P, ãäå P = ((0, 1), (1, 0)), −P = ((0, 1), (1, 1) : 2P + (−P ) =

((0, 0), (0, 1)) + ((0, 1), (1, 1)) =
= (λ2 + λ + a2 + x1 + x2, x3 + y1 + λ(x3 + x1) =
= ((1, 1) + (1, 0) + (0, 1) + (0, 0) + (0, 1), x3 + (0, 1) + (1, 0)((0, 0) + x3) =
= ((0, 1), (0, 1) + (0, 1) + (1, 0)((0, 0) + (0, 1))) = ((0.1), (1, 0)) = P.

ãäå λ = (0,1)+(1,1)
(0,0)+(0,1) = (1,0)

(0,1) = (1, 0) · (0, 1)−1 = (1, 0) · (0, 1) = (1, 0).
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Ñëîæåíèå è óäâîåíèå â EF íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 2 äëÿ ñó-
ïåðñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Åñëè a1 = a2 = 0 â îáùåì
óðàâíåíèè ýëèèïòè÷åñêîé êðèâîé (3.1) â ãëàâå 1, à a3 6= 0 è charF=2 (ñóïåðñèí-
ãóëÿðíûé ñëó÷àé), òî èìååì óðàâíåíèå.

Y 2 + a3Y = X3 + a4X + a6, ai ∈ F (5.26)

Â ýòîì ñëó÷àå

F (X,Y ) = Y 2 + a3Y + X3 + a4X + a6.

Ïðè çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ a3 6= 0 è a1 = a2 = 0 ïðîòèâîïîëîæíàÿ
îòíîñèòåëüíî òî÷êè P = (x, y) 6= O òî÷êà (ñì. (1.5))åñòü

−P = (x, y + 1).

Äëÿ ñëîæåíèÿ ðàçíûõ òî÷åê x1, y1 è x2, y2 èñïîëüçóåì

F (X, λX + β) = (λX + β)2 + a3(λX + β) + X3 + a4X + a6 = 0.

ãäå
λ =

y2 − y1

x2 − x1

; β = y1 − λx1.

Îòñþäà ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê ïîëèíîìèàëüíîìó âèäó ïîëó÷èì (êàê êîýô-
ôèöèåíò ïðè X2) êîíñòàíòó

γ = λ2

è âûðàæåíèÿ äëÿ x3, y3 è ỹ3, îïðåäåëÿþùèå êîîðäèíàòû òî÷êè R = −(P1+P2) =
(x3, y3) è ñóììû P1 + P2) = − = (x3, ỹ3) :

x3 = γ + x1 + x2 = λ2 + x1 + x2, (5.27)

y3 = λ(x1 + x3) + y1.

ỹ3 = λ(x1 + x3) + y1 + 1. (5.28)
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîîðäèíàò óäâîåííîé òî÷êè 2P = 2(x, y) ðàññìîòðèì âûðà-

æåíèå
λ′(X, Y ) =

3X2 + a4

2Y + a3

=
X2 + a4

a3

;

λ′ = λ′(x, y) =
x2 + a4

a3

.

Èñïîëüçóåì
γ′ = (λ′)2

(â âûðàæåíèå äëÿ γ ïîäñòàâèëè λ′ âìåñòî λ) è ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ x3, y3 è
ỹ3, îïðåäåëÿþùèå êîîðäèíàòû òî÷êè R = −2P è óäâîåííîé òî÷êè 2P = (x3, y3) :

x3 = γ + 2x = γ = (λ′)2; (5.29)
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y3 = λ′(x + x3) + y;

ỹ3 = λ′(x + x3) + y + 1. (5.30)

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè 2 ïîëó÷àåì (èñïîëüçóÿ (1.25) è(1.26),(1.27) è(1.28))

a)Ïðè P1 = (x1, y1) 6= P2 = (x2, y2) :

P1 + P2 = (x3, ỹ3) = (x3, λ(x1 + x3) + y1 + 1), (5.31)

ãäå
λ =

y1 + y3

x1 + x3

, x3 = λ2 + x1 + x2;

á) ïðè P1 = P2 = P = (x, y) :

2P = −R = (x3, ỹ3) = (x3, λ
′(x + x3) + y + 1), (5.32)

ãäå
λ′ =

x2 + a4

a3

, x3 = (λ′)2.

Ïðè a3 = a4 = 1

2P = (x4 + 1, x4 + y4).

Ïðèìåð 5.1.3 Ãðóïïà òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Y 2 + Y = X3 + X

íàä GF (2) êðîìå òî÷êè O âêëþ÷àåò òî÷êè (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1).
Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, 2P = 2(0, 0) = (04 + 1, 04 + 04) = (1, 0).
Ïðîâåðèì, ÷òî 2P + (−P ) = P, ãäå P = (0, 0), −P = (0, 1) :

(1, 0) + (0, 1) = (λ2 + x1 + x2, λ(x1 + x3) + y1 + 1) =
= (1 + 1 + 0, 1(0 + (1 + 1 + 0)) + 0 + 1) = (0, 0),
ãäå λ = 0+1

0+1 = 1
1 = 1 · 1−1 = 1 · 1 = 1.

5.1.3 Àëãîðèòìû ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ â ãðóïïå òî÷åê ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Ïðèâåäåì àëãîðèòìû ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ, êîíðêòèçèðóþùèå îáùóþ ñõåìó
àëãîðèòìà ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.1

Àëãîðèòì ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè charF , 4 ¹ charF .

1Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà O èìååò îïðåäåë¼ííûé èäåíòèôèêàòîð, íàïðèìåð, îíà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí íå óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ ýòîé êðèâîé ïàðîé (a, b) ýëåìåíòîâ ïîëÿ, íàä
êîòîðûì îïðåäåëåíà ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.
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Àëãîðèòì 5.1.2

Âõîä: Êîýôôèöèåíò a ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (3.3) (ãëàâà 1),
òî÷êè P1 = (x1, y1) è P2 = (x2, y2).
Âûõîä: P = (x, y) = P1 + P2.

Åñëè P1 = O òî âåðíóòü P = P2,
åñëè P2 = O, òî âåðíóòü P = P1,
åñëè P2 = −P1, òî âåðíóòü P = O,
åñëè x1 6= x2, òî

âû÷èñëèòü λ = y2−y1
x2−x1

, x3 = λ2 − x1 − x2

âåðíóòü P = (x3,−y1 + λ(x1 − x3)),
ïðèíÿòü x = x1, y = y1, âû÷èñëèòü λ = 3x2+a

2y , x3 = λ2 − 2x;
âåðíóòü (x3,−y + λ(x− x3)).

Àëãîðèòì ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè 3 .

Àëãîðèòì 5.1.3

Âõîä: Êîýôôèöèåíòû a2, a3 ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (3.2) (ãëàâà 1),
òî÷êè P1 = (x1, y1) è P2 = (x2, y2).
Âûõîä: P = (x, y) = P1 + P2.

Åñëè P1 = O òî âåðíóòü P = P2,
åñëè P2 = O, òî âåðíóòü P = P1,
åñëè P2 = −P1, òî âåðíóòü P = O,
åñëè x1 6= x2, òî

âû÷èñëèòü λ = y2−y1
x2−x1

, x3 = λ2 − a2 − x1 − x2;
âåðíóòü P = (x3,−y1 + λ(x1 − x3)),

ïðèíÿòü x = x1, y = y1, âû÷èñëèòü λ = a2x−a4
y , x3 = λ2 − a2 − 2x;

âåðíóòü (x3,−y + λ(x− x3)).

Àëãîðèòì ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ äëÿ íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2.

Àëãîðèòì 5.1.4
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Âõîä: Êîýôôèöèåíò a2 ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (1.19),
òî÷êè P1 = (x1, y1) è P2 = (x2, y2).
Âûõîä: P = (x, y) = P1 + P2.

Åñëè P1 = O òî âåðíóòü P = P2,
åñëè P2 = O, òî âåðíóòü P = P1,
åñëè P2 = −P1, òî âåðíóòü P = O,
åñëè x1 6= x2, òî

âû÷èñëèòü λ = y2−y1
x2−x1

, x3 = λ2 + λ + a2 + x1 + x2;
âåðíóòü P = (x3, x3 + y1 + λ(x3 + x1)),

ïðèíÿòü x = x1, y = y1, âû÷èñëèòü λ = x + y
x , x3 = λ2 + λ + a2;

âåðíóòü (x3, x
2 + (λ + 1)x3).

Àëãîðèòì ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðè-
âûõ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2.

Àëãîðèòì 5.1.5

Âõîä: Êîýôôèöèåíòû a3, a4 ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (1.26),
òî÷êè P1 = (x1, y1) è P2 = (x2, y2).
Âûõîä: P = (x, y) = P1 + P2.

Åñëè P1 = O òî âåðíóòü P = P2,
åñëè P2 = O, òî âåðíóòü P = P1,
åñëè P2 = −P1, òî âåðíóòü P = O,
åñëè x1 6= x2, òî

âû÷èñëèòü λ = y2−y1
x2−x1

, x3 = λ2 + x1 + x2;
âåðíóòü P = (x3, λ(x1 + x3) + y1 + 1),

ïðèíÿòü x = x1, y = y1,
åñëè a3 = a4 = 1, òî âåðíóòü P = (x4 + 1, x4 + y4)
âû÷èñëèòü λ = x2+a4

a3
, x3 = λ2,

âåðíóòü P = ((x3, λ(x + x3) + y + 1).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè èñïîëíåíèè ëþáîãî èç ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìîâ
íàèáîëåå òðóäîåìêàÿ îïåðàöèÿ â àðèôìåòèêå êîíå÷íîãî ïîëÿ � ìóëüòèïëèêà-
òèâíîå îáðàùåíèå ýëåìåíòà ïîëÿ � âûïîëíÿåòñÿ îäíîêðàòíî.

5.2 Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä GF (2n)

Â êðèïòîãðàôèè èñïîëüçóþòñÿ è êðèâûå íàä ïîëÿìè íå÷åòíîé õàðàêòåðè-
ñòèêè, íî ÷àùå âñå æå íàõîäÿò ïðèìåíåíèå êðèâûå íàä ïîëåì GF (2n) â ñâÿçè ñ
áîëüøèì óäîáñòâîì òàêèõ ïîëåé äëÿ ïðîãðàììíîé è ñõåìíîé èìïëåìåíòàöèè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð êðèâîé íàä ïîëåì GF (24).

Ïðèìåð 5.2.1 Âûáåðåì â íåì ñòàíäàðòíûé áàçèñ ñ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì x4 + x + 1.
Ýëåìåíòû ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëüøå 3, çàïèñûâàåìûõ â âèäå
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âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ. Íàïðèìåð ìíîãî÷ëåí x çàïèñûâàåì êàê âåêòîð (0, 0, 1, 0), à êîíñòàíòó
1 � êàê âåêòîð (0, 0, 0, 1).

Óïðàæíåíèå 5.2.1 Ïðîâåðüòå, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïîëÿ, êîòîðûé äà-
ëåå îáîçíà÷àåì γ. Ñîñòàâüòå òàáëèöó åãî ñòåïåíåé 1 = γ0, γ = γ1, γ2, . . . γ14.

Ïðèìåð 5.2.2 Ðàññìîòðèì íåñóïåðñèíãóëÿðíóþ êðèâóþ y2 + xy = x3 + γ4x2 + 1. Ïðîâåðèì,
÷òî òî÷êà (γ3, γ13) ëåæèò íà êðèâîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî:

γ26 + γ3γ13 = γ9 + γ4γ6 + 1,

î÷åâèäíî ðàâíîñèëüíîå ðàâåíñòâó

γ11 + γ = γ9 + γ10 + 1,

êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ñòåïåíåé.

Óïðàæíåíèå 5.2.2 Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòà êðèâàÿ ñîñòîèò èç 15 êîíå÷íûõ òî÷åê:

(1, γ13), (γ3, γ13), (γ5, γ11), (γ6, γ14), (γ9, γ13), (γ10, γ8), (γ12, γ12),

(1, γ6), (γ3, γ8), (γ5, γ3), (γ6, γ8), (γ9, γ10), (γ10, γ), (γ12, 0), (0, 1).

5.2.1 Ñóïåðñèíãóëÿðíûå êðèâûå
îñíîâíîå óäîáñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

â òîì, ÷òî äëÿ íèõ ëåãêî âû÷èñëèòü ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû EK (çäåñü
K = GF (2n)), â òî âðåìÿ, êàê îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà íåñóïåðñèíãóëÿðíîé êðè-
âîé ïðîáëåìàòè÷íî. Ñóïåðñèíãóëÿðíûå êðèâûå îñîáåííî óäîáíû äëÿ ñîçäàíèÿ
ñ ìèíèìàëüíûìè óñèëèÿìè ñàìîäåëüíîé ECC-êðèïòîñèñòåìû. Äëÿ èõ èñïîëü-
çîâàíèÿ ìîæíî îáîéòèñü áåç ñëîæíîãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêà êðèâîé.
Âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ ìîæíî íàéòè â ýòîì ðàçäåëå.

Ïðîèçâîëüíàÿ ñóïåðñèíãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè äâà, êàê
îòìå÷àëîñü âûøå, èçîìîðôíà êðèâîé ñ óðàâíåíèåì

Y 2 + a3Y = X3 + a4X + a6, ai ∈ GF (2n), a3 6= 0.

Çàìåíîé ïåðåìåííûõ X = a3x, Y = a3y åãî ìîæíî ñâåñòè ê âèäó

Y 2 + Y = a2X
3 + a4X + a6, ai ∈ GF (2n), a2 6= 0.

Òàê êàê ïðè íå÷åòíîì n â ïîëå GF (2n) èç ëþáîãî ýëåìåíòà èçâëåêàåòñÿ îäíî-
çíà÷íî êóáè÷åñêèé êîðåíü, òî çàìåíîé X = a

−1/3
2 ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî

ñâåñòè ê âèäó
Y 2 + Y = X3 + a4X + a6, ai ∈ GF (2n).

Óïðàæíåíèå 5.2.3 Äîêàæèòå ýòî.
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Óêàçàíèå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êóáè÷åñêîãî êîðíÿ. Ïðè
íå÷åòíîì n 2n − 1 = 3k + 1, ïîýòîìó ïðè m íå êðàòíîì 3 ñîãëàñíî òåîðåìå
Ôåðìà

αm = αm+3k+1 = αm+6k+2 = α3l.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà. Åäèí-
ñòâåííîñòü âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî óðàâíåíèå x3 = 1 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

Äàëüíåéøåå óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ äàííîé êðèâîé ìîæíî ïîëó÷èòü çàìåíîé
ïåðåìåííûõ Y = Y +kx+l, X = X+k2, åñëè âûáðàòü k, l òàê, ÷òîáû k4+k+a4 ∈
GF (2), l2 + l + k6 + a4k

2 + a6 ∈ GF (2). Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

Y 2 + Y = X3 + aX + b, a, b ∈ GF (2).

Óïðàæíåíèå 5.2.4 Ïðîâåðüòå ýòî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé çàìåíû èñïîëüçóåì ïîíÿòèå ñëåäà.
Ñëåä ýëåìåíòà y ∈ GF (2n) â ïîëå GF (2) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Tr(y) = y + y2 + y4 + y8 + . . . + y2n−1

,

ñîãëàñíî òîæäåñòâó Ôðîáåíèóñà ëèíååí, óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(Tr(y))2 = Tr(y2) = Tr(y)

è âñåãäà Tr(y) ∈ GF (2). (Ñì. 1.2).

Óïðàæíåíèå 5.2.5 Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå y2 + y = a ðàçðåøèìî â ïîëå GF (2n) åñëè è
òîëüêî åñëè Tr(a) = 0.

Ïðè íå÷åòíîì n ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â âèäå

y = a + a4 + a16 + a64 + . . . + a2n−1

.

Âòîðîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðèáàâëåíèåì åäèíèöû.
Óêàçàíèå. Â ñèëó ëèíåéíîñòè Tr(a) = Tr(y2 + y) = Tr(y2) + Tr(y) = 0.

Ñîãëàñíî òîæäåñòâàì Ôðîáåíèóñà è Ôåðìà

y2 = a2 + a8 + a32 + a128 + . . . + a2n

= a + a2 + a8 + a32 + a128 + . . . + a2n−2

,

îòêóäà

y2 + y = a + (a + a2 + a4 + a8 + . . . + a2n−1

) = a + Tr(a) = a.

Óïðàæíåíèå 5.2.6 Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå y4 + y = a ðàçðåøèìî â ïîëå GF (2n) åñëè è
òîëüêî åñëè Tr(a) = 0.
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Óêàçàíèå. Íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷àåòñÿ òàêæå, êàê è âûøå, åñëè çàìåòèòü, ÷òî
Tr(y4) = Tr(y2) = Tr(y). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè âíà÷àëå ðåøèì
óðàâíåíèå x2 + x = a è âûáåðåì òî åãî ðåøåíèå, ó êîòîðîãî Tr(x) = 0 (åñëè
Tr(x) = 1, òî Tr(x + 1) = Tr(x) + Tr(1) = 0, òàê êàê ïðè íå÷åòíîì n î÷åâèäíî
Tr(1) = 1). Ïîòîì ðåøèì óðàâíåíèå y+y2 = x è ïîëó÷èì a = y+y2 +(y+y2)2 =
y + y4.

Óïðàæíåíèå 5.2.7 Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íå÷åòíîì n äëÿ ëþáîãî a ∈ GF (2n) ñóùåñòâóþò
y ∈ GF (2n) òàêîå, ÷òî y2 + y + a ∈ GF (2) è òàêîå z ∈ GF (2n), ÷òî z4 + z + a ∈ GF (2).

Óêàçàíèå. Òàê êàê Tr(a) = a ïðè a ∈ GF (2) òî â ñëó÷àå Tr(a) = 1 î÷åâèäíî
Tr(a + 1) = Tr(a) + Tr(1) = 0.

Òåïåðü óæå ìîæíî íàéòè òàêîå k, ÷òî k4 + k + a4 ∈ GF (2), à ïîòîì òàêîå l,
÷òî l2 + l + k6 + a4k

2 + a6 ∈ GF (2).
Î÷åâèäíî, ÷òî êðèâûå Y 2 + Y = X3, Y 2 + Y = X3 + 1 èçîìîðôíû.

Óïðàæíåíèå 5.2.8 Ïðîâåðüòå, ÷òî Y = Y + X, X = X + 1 � èçîìîðôèçì.

Ïîýòîìó ïðè íå÷åòíîì n èìååòñÿ 3 êëàññà íåèçîìîðôíûõ ñóïåðñèíãóëÿð-
íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ (ñîãëàñíî [130] ïðè ÷åòíîì n èìååòñÿ 7 êëàññîâ),
ñòàíäàðòíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êðèâûå

E1 : Y 2 + Y = X3, E2 : Y 2 + Y = X3 + X

è
E3 : Y 2 + Y = X3 + X + 1.

Ïðè íå÷åòíîì n ÷èñëî òî÷åê äëÿ ïåðâîé êðèâîé ðàâíî 2n +1 è 2n±
√

2n+1 +1
äëÿ âòîðîé è òðåòüåé (çíàê + èëè − âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò êðèâîé è îò
ñðàâíåíèÿ n ïî ìîäóëþ 8):

Êðèâàÿ n Ïîðÿäîê ãðóïïû

y2 + y = x3 íå÷åòíîå 2n + 1

y2 + y = x3 + x n ≡ 1, 7(mod8) 2n + 1 + 2(n+1)/2

y2 + y = x3 + x n ≡ 3, 5(mod8) 2n + 1− 2(n+1)/2

y2+y = x3+x+1 n ≡ 1, 7(mod8) 2n + 1− 2(n+1)/2

y2+y = x3+x+1 n ≡ 3, 5(mod8) 2n + 1 + 2(n+1)/2

Óêàçàííûå çíà÷åíèÿ ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Õàññå-
Âåéëÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïû ýòèõ êðèâûõ ïðè íå÷åòíîì n ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè.
Ïðèìåð 5.2.3 Íàéäåì ïîðÿäîê ãðóïïû ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â ñëó÷àå E2. Ðàññìàòðèâàÿ E2

íàä ïîëåì GF (2), èìååì íà íåé òî÷êè (0,0),(0,1),(1,0),(1,1) è åùå íóëåâîé ýëåìåíò O � âñåãî
ïÿòü ýëåìåíòîâ. öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Òàêèì îáðàçîì, q = 2, N = 5, t = −2, è ìû íàõîäèì
êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 + 2x + 2 = 0 â ñòàíäàðòíîé äåêàðòîâîé ôîðìå α = −1 +

√
i

è β = −1−√i èëè â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå

α =
√

2
(

cos
3π

4
+ i sin

3π

4

)
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è
β =

√
2

(
cos

5π

4
+ i sin

5π

4

)
.

Ïî òåîðåìå Õàññå-Âåéëÿ ïîëó÷èì

N(n) = 2n − 2
n
2

(
cos

3πn

4
+ i sin

3πn

4

)
− 2

n
2

(
cos

5πn

4
+ i sin

5πn

4

)
≡

2n + 1− 2 · 2n
2 cos

3πn

4
,

ïîñêîëüêó
sin

5π

4
= sin

(
−3π

4

)
= − sin

3π

4
.

Äëÿ cos 3πn
4 èìååì

cos 3πn
4 = −√2

2 , åñëè n ≡ 1(mod 8) èëè n ≡ 7(mod 8),
cos 3πn

4 =
√

2
2 , åñëè n ≡ 3(mod 8) èëè n ≡ 5(mod 8)

(íàïîìíèì, ÷òî n � íå÷åòíîå).
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

N(n) = 2n +
√

2n+1 + 1,

åñëè n ≡ 1 èëè 7 (mod 8),

N(n) = 2n −
√

2n+1 + 1,

åñëè n ≡ 3 èëè 3 (mod 8).

Òîò ôàêò, ÷òî ïîðÿäîê êðèâîé Y 2 + Y = X3 ïðè íå÷åòíîì n ðàâåí 2n + 1,
ìîæíî äîêàçàòü è áåç òåîðåìû Õàññå-Âåéëÿ.

Óïðàæíåíèå 5.2.9 Äîêàæèòå ýòî.

Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå Y 2 + Y = a ðàçðåøèìî òîëüêî ïðè Tr(a) è èìååò 2
ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Ðîâíî ïîëîâèíà ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (2n) èìååò íóëåâîé ñëåä
(òàê êàê Tr(x) = 0 ↔ Tr(x + 1) = 1). Ïðè íå÷åòíîì n êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ
èìååò åäèíñòâåííûé êóáè÷åñêèé êîðåíü.

Òàêæå ýëåìåíòàðíî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê ñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ
íå÷åòåí, à íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ � ÷åòåí.

Óïðàæíåíèå 5.2.10 Äîêàæèòå ýòî.

Óêàçàíèå. Ó íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ ñóùåñòâóåò òî÷êà ïîðÿäêà äâà âè-
äà (0, y). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà èõ ïîðÿäîê ÷åòåí. Â ñóïåðñèíãóëÿðíîé
êðèâîé ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ýëåìåíòîâ èìåþò âèä (x, y), (x, y + 1) è èõ ýëå-
ìåíòû âñåãäà ðàçëè÷íû, çíà÷èò ÷èñëî êîíå÷íûõ òî÷åê ó íåå ÷åòíî.

Îñîáûé èíòåðåñ áóäóò ïðåäñòàâëÿòü òàêèå n, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé
ïîðÿäîê ãðóïïû EK ïðè ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ñîäåðæèò áîëüøîå
ïðîñòîå ÷èñëî (êñòàòè, áîëüøîå ïðîñòîå ñ N öèôðàìè â äåñÿòè÷íîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè áóäåì çàïèñûâàòü êàê PN).
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Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü äëÿ èìïëåìåíòàöèè.

n Êðèâàÿ Ïîðÿäîê ãðóïïû

173 E2 5 · 13625405957 · P42
173 E3 7152893721041 · P40
191 E1 3 · P58
191 E2 5 · 3821 · 89618875387061 · P40
191 E3 25212001 · 5972216269 · P41
239 E2 5 · 77852679293 · P61
239 E3 P72
251 E1 3 · 238451 · P70
323 E3 137 · 953 · 525313 · P87

Äðóãèì äîñòîèíñòâîì ñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ôîðìóë
ñëîæåíèÿ äëÿ íèõ, è îñîáåííî ôîðìóë óäâîåíèÿ. (Ñì. 5.1).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñëîæåíèè òî÷åê âñå æå âûïîëíÿåòñÿ îäíà èíâåðñèÿ, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé òðóäîåìêîé îïåðàöèåé â àðèôìåòèêå êîíå÷íîãî ïîëÿ.

Äëÿ êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîãî ýëåìåíòà O ãðóïïû EK ôèêñè-
ðóåì êàêîå-íèáóäü êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå, çàäàþùóþ òî÷êó, íå ëåæàùóþ
íà êðèâîé, íàïðèìåð, (0, 0) äëÿ E3 (äëÿ íóëåâîãî ýëåìåíòà E2 ïðèä¼òñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå, íàïðèìåð, (a, a), ïîñêîëüêó âñå òî÷êè èç
(x, y) ∈ {0, 1}2 ïðèíàäëåæàò ýòîé êðèâîé.)

Îòìå÷åííîå â íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðàôà óäîáñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ñóïåðñèí-
ãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íå ìîæåò ñêîìïåíñèðîâàòü èõ ãëïàíûé íåäî-
ñòàòîê: ëëÿ òàêèõ êðèâûõ èçâåñòíî [?] ñâåäåíèå çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî
ëîãàðèôìà ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé ñ ïîâûøåíèåì ðàçìåð-
íîñòè ïîëÿ â íåêîòîðóþ êîíñòàíòó k ðàç, çàâèñÿùóþ îò êëàññà êðèâîé. Ýòî
ñâåäåíèå âûïîëíÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïîëèíîìèàëüíûì îòíîñèòåëüíî log2 q àë-
ãîðèòìîì.

Òàê, äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E1, çàäàííîé íàä ïîëåì
ïîðÿäêà q, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà â ãðóïïå ýòîé ýëëèïòè-
÷åñêîé êðèâîé ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ â òîì æå ïîëå
ïîðÿäêà q, òàê êàê k = 1. Çíà÷èò, èñïîëüçîâàíèå ýòîé êðèâîé íå áîëåå íàäåæíî,
÷åì èñïîëüçîâàíèå îáû÷íîé êðèïòîñèñòåìû â òîì æå ïîëå. Äëÿ êðèâûõ E2 è
E3 òàêîå ñâåäåíèå â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n ïðèâîäèò óæå ê ïîëÿì ïîðÿäêà q4. Íî
÷åòíîå n èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå êîíñòàíòà k = 1.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äëÿ ïîëåé GF (2n) èçâåñòíû ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû
âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ (àëãîðèòì Êóïåðøìèòà [92] ñëîæíîñòè
exp(1.35n1/3(ln n)2/3)), òåì íå ìåíåå îíè îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâè-
ìûìè äëÿ ïîëåé ðàçìåðíîñòè 800 è áîëåå. Ýòî îïðàâäûâàåò èñïîëüçîâàíèå íà
ïðàêòèêå êðèâûõ E4 è E5.

Åùå îäíà ïðèÿòíàÿ îñîáåííîñòü ñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ çàêëþ÷àåòñÿ â
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âîçìîæíîñòè Áûñòðîãî âû÷èñëåíèå y-êîîðäèíàòû òî÷êè òàêîé êðèâîé ïî x-
êîîðäèíàòå ïóòåì ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ â ïîëå GF (2n).

Ýòîò ¾òðþê¿ [130] ïîçâîëÿåò ýêîíîìèòü îáúåì èíôîðìàöèè, êàêîé ïðèõî-
äèòñÿ îáìåíèâàòüñÿ ñòîðîíàì ïðè âûïîëíåíèè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ.
Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïåðåñûëàòü îáå êîîðäèíàòû òî÷êè êðèâîé, ìîæíî ïîñëàòü
òîëüêî x êîîðäèíàòó è îäèí áèò, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî èç äâóõ òî÷åê
(x, y) è (x, y +1) äàííîé êðèâîé âûáðàòü îäíó. Íî äëÿ ýòîãî íóæíî óìåòü áûñò-
ðî âû÷èñëÿòü y, ò.å. ðåøàòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå y2 + y = f(x) â ïîëå GF (2n).
Âû÷èñëåíèå f(x) äëÿ ëþáîé èç óêàçàííûõ âûøå êðèâûõ òðåáóåò òîëüêî îäíîãî
óìíîæåíèÿ, îäíîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è ìîæåò áûòü, ñëîæåíèÿ. Ñëîæåíèå
äåëàåòñÿ î÷åíü áûñòðî â ëþáîì áàçèñå, à äëÿ óñêîðåíèÿ âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò
âûáèðàåì íîðìàëüíûé áàçèñ, åñëè âîçìîæíî, íèçêîé ñëîæíîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ y2 + y = a ïðèìåíÿåì ïîëó÷åííóþ â óïðàæíåíèÿõ ôîð-
ìóëó

y = a + a4 + a16 + a64 + . . . + a2n−1

.

Ýòî ìîæíî äåëàòü ïðè íå÷åòíîì n. Â ñëó÷àå ÷åòíîãî n êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
òîæå ðåøèòü ìîæíî, îíî â íîðìàëüíîì áàçèñå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì GF (2), êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ áûñòðî, íî òàêîé ïðî-
ñòîé ÿâíîé ôîðìóëû óæå íå ïîëó÷àåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå ðåøåíèå y + 1
ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî çàìåíîé âñåõ áèòîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå, òàê êàê 1 â
íîðìàëüíîì áàçèñå èìååò òîëüêî åäèíè÷íûå êîîðäèíàòû. Âû÷èñëåíèå y ïî x
â íîðìàëüíîì áàçèñå òåì ñàìûì âûïîëíÿåòñÿ ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ êàê ïðè
ïðîãðàììíîé, òàê è ïðè ñõåìíîé èìïëåìåíòàöèè, ïðè÷åì â ñëó÷àå ïîñëåäíåé
åùå è ñ ìàëîé ãëóáèíîé, íå áîëüøåé log2 n + 1.

Äëÿ íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ ïðèøëîñü áû ðåøàòü óðàâíåíèå y2 + yx =
f(x), êîòîðîå çàìåíîé y = xz ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ z2 + z = f(x)/x2, íî ïðè
ýòîì ïðèøëîñü áû âûïîëíèòü äîïîëíèòåëüíî äåëåíèå è óìíîæåíèå.

5.2.2 Íåñóïåðñèíãóëÿðíûå êðèâûå
Íåñóïåðñèíãóëÿðíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì GF (2n) èìååò óðàâ-

íåíèå
Y 2 + XY = X3 + a2X

2 + a6.

Çàìåíà ïåðåìåííîé Y = Y + kX, ãäå k2 + k + a2 = a′2 ïåðåâîäèò ýòó êðèâóþ â
êðèâóþ

Y 2 + XY = X3 + a′2X
2 + a6.

Òàê êàê ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì óïðàæíåíèÿì óðàâíåíèå k2 + k + a2 = a′2 ðàç-
ðåøèìî åñëè è òîëüêî åñëè Tr(a2) = Tr(a′2) òî êðèâûå, ñâÿçàííûå òàêèì ñî-
îòíîøåíèåì, èçîìîðôíû. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå è íåîáõîäèìî äëÿ
èçîìîðôèçìà. Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n ìîæíî äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî a2 ∈ GF (2).
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Ðàíåå (Ñì. 5.1) ìû âèäåëè, ÷òî ôîðìóëû ñëîæåíèÿ äëÿ òàêèõ êðèâûõ ÷óòü
ìåíåå óäîáíû äëÿ âû÷èñëåíèé, à ôîðìóëû óäâîåíèÿ � ñóùåñòâåííî ìåíåå óäîá-
íû, ÷åì òàêèå æå ôîðìóëû äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ.

Äëÿ íåñóïåðñèíãóëÿðíîé êðèâîé ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé òî÷êè òîæå
÷óòü ñëîæíåå:

−P = −(x, y) = (x, y + x).

Íåñóïåðñèíãóëÿðíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ïðåäñòàâëÿþò áîëüøèé èíòåðåñ
ñ êðèïòîãðàôè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóïåðñèíãóëÿðíûìè. Æå-
ëàòåëüíîñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ ñòàëà ÿñíîé ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû [?] è ñî âðå-
ìåíåì áûëà çàêðåïëåíà âî âñåõ ñóùåñòâóþùèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñòàíäàðòàõ.
Äëÿ íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ íå èçâåñòíû ìåòîäû âçëîìà, îñíîâàííûå íà
íåýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìàõ. Îäíàêî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé áåç-
îïàñíîñòè íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü îñòîðîæíîñòü â âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ. Òàê,
êîýôôèöèåíò a6 íå äîëæåí áûòü íóëåâûì. Ýòè êðèâûå íàäî âûáèðàòü òàê, ÷òî-
áû èõ ïîðÿäîê íå áûë ãëàäêèì ÷èñëîì, êàê â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 5.2.4 Êðèâàÿ
X2 + XY = X3 + 1

íàä ïîëåì GF (2163) èìååò ïîðÿäîê

2× 5846 00654 93236 11672 81474 17536 98448 34832 91185 74063.

Ïðèìåð 5.2.5 Êðèâàÿ Y 2 + XY = X3 + 1 íàä ïîëåì GF (2131) èìååò ïîðÿäîê

4× 6805 64733 84187 69269 32320 12949 34099 85129.

Ñðåäè íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîé èìïëåìåíòàöèè ìîæ-
íî áðàòü êðèâûå

E1 : Y 2 + XY = X3 + X2 + 1

èëè ñåìåéñòâî êðèâûõ

E2 : Y 2 + XY = X3 + X2 + γ,

ãäå γ3 = γ + 1, γ ∈ GF (2n).
Òàê, ãðóïïà òî÷åê êðèâîé E1 íàä ïîëåì GF (2163) èìååò ïîðÿäîê 2 · P49, à

ãðóïïà òî÷åê êðèâîé E2 íàä GF (2177) èìååò ïîðÿäîê 10 · P53. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî ãðóïïû òî÷åê êðèâîé E1 èìåþò ïîðÿäêè ñ áîëüøèì ïðîñòûì ÷èñëîì è äëÿ
ñëó÷àåâ n = 283, 311, 331, 347 è 359.

Ãîâîðÿò, ÷òî íåèçîìîðôíûå êðèâûå íàä ïîëåì GF (2n)

Y 2 + XY = X3 + a1X
2 + b, Y 2 + XY = X3 + a2X

2 + b

ÿâëÿþòñÿ ñêðó÷èâàíèåì äðóã äðóãà, åñëè Tr(a1) 6= Tr(a2).
Äëÿ äîêàçàííîé ðàíåå òåîðåìû î ñêðó÷åííûõ êðèâûõ àíàëîãîì äëÿ õàðàê-

òåðèñòèêè äâà ÿâëÿåòñÿ
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Òåîðåìà 5.2.1 Ñóììà ïîðÿäêîâ äâóõ ñêðó÷åííûõ êðèâûõ ðàâíà 2n+1 + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî a1 =
0, T r(a2) = 1. Ïðè x = 0 îáà óðàâíåíèÿ èìåþò ïî îäíîé òî÷êå (0,

√
b, òàê êàê â

ïîëå GF (2n) êâàäðàòíûé êîðåíü âñåãäà ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Óïðàæíåíèå 5.2.11 Äîêàæèòå ýòî.

Ïðè x 6= 0 òîëüêî îäíî èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé èìååò êîðíè, ïðè÷åì äâà
ðàçíûõ y è y + x. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ñóùåñòâîâàëè x 6= 0, y, z òàêèå, ÷òî

y2 + xy = x3 + b, z2 + xz = x3 + a2x
2 + b,

òî
a2x

2 = z2 + y2 + xz + xy = (y + z)2 + x(y + z),

îòêóäà
a2 = ((y + z)/x)2 + (y + z)/x,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ u2+u = a ïðè Tr(a) = 1. Ïîýòîìó
îáùåå ÷èñëî êîíå÷íûõ òî÷åê ó îáåèõ êðèâûõ ðàâíî 2n+1.

5.2.3 Ñóùåñòâóþùèå ñòàíäàðòû î âûáîðå êðèâûõ äëÿ èì-
ïëåìåíòàöèè ECC êðèïòîñèñòåì

Àëãîðèòì öèôðîâîé ïîäïèñè ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ
(ECDSA) ïðèíÿò è îïèñàí â ðàçëè÷íûõ ñòàíäàðòàõ. Ñðåäè íèõ ANSI X9.62,
FIPS 186-2 (NIST), IEEE 1363-2000 [110], ISO/IEC 14888-3 [111], ISO/IEC 15946-
3 [112], SEC-1[?], SEC-2[?] è äð.

Äàëåå ìû îïèøåì îñíîâíûå ðåêîìåíäàöèè ñòàíäàðòà ANSI X9.62 ECDSA
ñëåäóÿ ñòàòüå [109].

Ê ýëëèïòè÷åñêèì êðèâûì ïðåäúÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ.
1. Êðèâûå ðàññìàòðèâàþòñÿ èëè íàä ïðîñòûìè ïîëÿìè (ïîðÿäîê q êîòîðûõ

ðàâåí ïðîñòîìó ÷èñëó p), èëè íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè äâà (ó êîòîðûõ q =
2m)

2. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ ëèáî ñòàíäàðòíûé áà-
çèñ, ïîðîæäàåìûé òðåõ÷ëåíîì èëè ïÿòè÷ëåíîì, ëèáî ãàóññîâ íîðìàëüíûé áàçèñ
(GNB).

3. Êðèâàÿ E çàäàåòñÿ âûáîðîì äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ïîëÿ GF (q). Â ñëó÷àå
p > 2 îíà èìååò âèä y2 = x3 + ax + b, à â ñëó÷àå p = 2 âèä y2 + xy = x3 + ax2 + b.
Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðò ðåêîìåíäóåò òîëüêî íåñóïåðñèíãóëÿðíûå êðèâûå.

4. Íà êðèâîé âûáèðàåòñÿ òî÷êà (xG, yG), xG, yG ∈ GF (q) ïðîñòîãî ïîðÿäêà
n > 2160, n > 4

√
q, è âû÷èñëÿåòñÿ êîôàêòîð h = |E(GF (q))|/n.

Â êà÷åñòâå êðèâûõ ìîæíî è óäîáíî âûáèðàòü â ñëó÷àå p = 2 êðèâûå, ó
êîòîðûõ a, b ðàâíû 0, 1, íî ñòàíäàðò ðåêîìåíäóåò âñå æå ñëó÷àéíûå êðèâûå, ò.å.
êðèâûå ñî ñëó÷àéíî âûáðàííûìè a, b.
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Ïðè ýòîì ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå àëãîðèòìû ãåíåðàöèè ñëó-
÷àéíûõ êðèâûõ.

Àëãîðèòìû ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ êðèâûõ. 1) Ñëó÷àé q = p. Ïîëîæèì
t = blog2 pc, s = b(t− 1)/160c, v = t− 160 · s.

1. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ ñòðî÷êó áèòîâ (¾çåðíî¿, èç êîòîðîãî âûðàñòàåò
êðèâàÿ) seedE äëèíîé g ≥ 160 áèò, è ïîëàãàåì z, ðàâíûì ÷èñëó, äâîè÷íàÿ çàïèñü
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ seedE.

2. Ïðèìåíÿÿ ê seedE ñòàíäàðòíóþ õåø-ôóíêöèþ SHA1, âû÷èñëÿåì g-
áèòîâóþ ñòðîêó H = SHA1(seedE). Âûáèðàÿ â H v ñàìûõ ïðàâûõ áèòîâ, ïîëó-
÷àåì ñòðîêó c0 äëèíîé v áèòîâ.

3. Çàìåíÿÿ â c0 ñàìûé ëåâûé áèò íà 0, ïîëó÷àåì ñòðîêó W0.
4. Äëÿ i îò 1 äî s äåëàåì ñëåäóþùåå:

4.1 ïîëàãàåì si ðàâíîé g−áèòíîé ñòðîêå, ÿâëÿþùåéñÿ äâîè÷íîé çàïèñüþ
÷èñëà z + i mod 2g

4.2 âû÷èñëÿåì g-áèòîâóþ ñòðîêó Wi = SHA− 1(si).
5. Ïîëàãàåì áèòîâóþ ñòðîêó W ðàâíîé êîíêàòåíàöèè (ïðîèçâåäåíèþ) áèòî-

âûõ ñòðîê Wi, i = 0, . . . , s, ò.å. W = W0 . . .Ws.
6. Ïîëàãàåì r, ðàâíûì öåëîìó ÷èñëó ñ äâîè÷íîé çàïèñüþ W. Âûïîëíåíèå

ïóíêòà 3 ãàðàíòèðóåò, ÷òî r < p.
7. Åñëè r = 0 èëè 4r + 27 ≡ 0(mod p), òî âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 1.
8. Âûáèðàåì íåíóëåâûå a, b ∈ GF (p) òàê, ÷òîáû rb2 ≡ a3(modp). Íàïðèìåð,

ìîæíî âçÿòü a = b = r.
9. Ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ åñòü E : y2 = x3 + ax + b.
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè êðèâîé 4a3 + 27b2 6≡ 0(modp) ãà-

ðàíòèðîâàíî âûïîëíÿåòñÿ òàê êàê ïðè b 6= 0, r = a3/b2 mod p óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì r 6= 0, 4r + 27 6≡ 0(modp). Èìååòñÿ òîëüêî äâå ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå
êðèâûå ñ îäíèì è òåì æå r; ýòè êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ñêðó÷åííûìè, è ñóììà èõ
ïîðÿäêîâ ðàâíà 2 + 2p; êðèâûå ñ ðàçíûìè r íåèçîìîðôíû äðóã äðóãó. Íà øàãå
8 ïîýòîìó åñòü ïî ñóùåñòâó òîëüêî åùå îäíà âîçìîæíîñòü âûáîðà a, b, êðîìå
ÿâíî óêàçàííîé.

2)Ñëó÷àé q = 2m. Ïîëîæèì, êàê è âûøå, s = b(t− 1)/160c, v = t− 160 · s.
1. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ ñòðî÷êó áèòîâ seedE äëèíîé g ≥ 160 áèò, è

ïîëàãàåì z, ðàâíûì ÷èñëó, äâîè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ seedE.
2. Âû÷èñëÿåì g-áèòîâóþ ñòðîêó H = SHA1(seedE). Âûáèðàÿ â H v ñàìûõ

ïðàâûõ áèòîâ, ïîëó÷àåì ñòðîêó b0 äëèíîé v áèòîâ.
3. Çàìåíÿÿ â b0 ñàìûé ëåâûé áèò íà 0, ïîëó÷àåì ñòðîêó W0.
4. Äëÿ i îò 1 äî s äåëàåì ñëåäóþùåå:

4.1 ïîëàãàåì si ðàâíîé g−áèòíîé ñòðîêå, ÿâëÿþùåéñÿ äâîè÷íîé çàïèñüþ
÷èñëà z + i mod 2g

4.2 âû÷èñëÿåì g-áèòîâóþ ñòðîêó bi = SHA− 1(si).
5. Âû÷èñëÿåì áèòîâóþ ñòðîêó b = b0 . . . bs è ïîëàãàåì b ðàâíûì ñîîòâåòñòâó-

þùåìó ýëåìåíòó ïîëÿ GF (q).
6. Åñëè b = 0, òî âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 1.
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7. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé a ∈ GF (q).
8. Ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ åñòü E : y2 + xy = x3 + ax2 + b.
Äâå òàêèå êðèâûå Ei : y2 + xy = x3 + aix

2 + bi èçîìîðôíû, åñëè b1 =
b2, T r(a1) = Tr(a2), ãäå

Tr(a) = a + a2 + a4 + a8 + . . . + a2m−1 ∈ GF (2).

Ïîýòîìó íà øàãå 7 åñòü òîëüêî äâå ñóùåñòâåííî ðàçíûå âîçìîæíîñòè, íàïðèìåð
äîñòàòî÷íî âûáðàòü a = 0 èëè a = γ, Tr(γ) = 1.

Ãåíåðàöèÿ êðèïòîãðàôè÷åñêè íàäåæíûõ ïàðàìåòðîâ êðèâûõ .
Ñòàíäàðòîì ðåêîìåíäóåòñÿ îïðåäåëåííûé àëãîðèòì ãåíåðàöèè íàäåæíûõ ïà-
ðàìåòðîâ êðèâûõ.

1. Âûáèðàåì ñëó÷àéíóþ êðèâóþ E(GF (q)) àëãîðèòìîì, óêàçàííûì âûøå.
2. Âû÷èñëÿåì åå ïîðÿäîê N = |E(GF (q))|.
3. Ïðîâåðÿåì, äåëèòñÿ ëè N íà ðàíåå âûáðàííîå ïðîñòîå n (n > 2160, n >

4
√

q). Åñëè íåò, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 1.
4. Ïðîâåðÿåì, ÷òî n íå äåëèò íè îäíî èç ÷èñåë qk − 1, k = 1, . . . 20. Åñëè íåò,

òî ïåðåõîäèì ê øàãó 1.
5. Ïðîâåðÿåì, ÷òî n 6= q. Åñëè íåò, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 1.
6. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó G′ ∈ E(GF (q)) è ïîëàãàåì G = (N/n)G′.

Ïîâòîðÿåì, ïîêà íå ïîëó÷èì G 6= O.
Øàã 3 íåîáõîäèì äëÿ òîãî, ÷òîáû êðèâàÿ ñîäåðæàëà òî÷êó G ïîðÿäêà n. Òàê

êàê ñîãëàñíî òåîðåìå Õàññå

(
√

q − 1)2 ≤ |E(GF (q))| ≤ (
√

q + 1)2,

òî óñëîâèå n > 4
√

q îçíà÷àåò, ÷òî n2 íå äåëèò |E(GF (q))| è ïîýòîìó êðèâàÿ
íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï ïîðÿäêà n2, çíà÷èò ïîäãðóïïà ïîðÿäêà n íà íåé òîëüêî
îäíà. Òàê êàê (

√
q + 1)2 − (

√
q − 1)2 = 4

√
q < n, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå h,

òàêîå, ÷òî
(
√

q − 1)2 ≤ nh ≤ (
√

q + 1)2.

Òî÷êà G 6= O, ïîñòðîåííàÿ â øàãå 6, èìååò î÷åâèäíî ïîðÿäîê n.
Ñîãëàñíî [121] ñëó÷àéíóþ êðèâóþ ñ ïîäõîäÿùèìè êðèïòîãðàôè÷åñêèìè

ñâîéñòâàìè íàä ïîëåì GF (2m) ïðè m ïðèìåðíî 200 ìîæíî c ïîìîùüþ âàðè-
àíòà SEA àëãîðèòìà ñãåíåðèðîâàòü çà íåñêîëüêî ÷àñîâ.

Èçâåñòåí òàêæå äðóãîé ìåòîä ãåíåðàöèè êðèïòîãðàôè÷åñêè ïîäõîäÿùèõ
êðèâûõ� ìåòîä CM � êîìïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ. Íàä ïîëåì GF (p) åãî óñîâåð-
øåíñòâîâàíèÿ èçâåñòíû êàê Atkin-Morain ìåòîä [137], à íàä ïîëåì GF (2m) �
êàê Lay-Zimmer ìåòîä [123]. Ïîäðîáíîå åãî îïèñàíèå èìååòñÿ â IEEE 1363-2000
[110].

Ïóñòü E(GF (q)) êðèâàÿ ïîðÿäêà N. Ïóñòü èçâåñòíî ðàçëîæåíèå 4q− (q+1−
N)2 = DV 2, ãäå D ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ. Òîãäà êðèâàÿ E îáëàäàåò êîìïëåêñ-
íûì óìíîæåíèåì íà D .
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CM ìåòîä âíà÷àëå íàõîäèò D è ïîðÿäîê N = nh, ãäå n � ïðîñòîå ÷èñëî, è
äàëåå ïðîâåðÿåò, ÷òî q 6= n è n íå äåëèò ÷èñëà qk−1, k = 1, . . . , 20. Ïîòîì âû÷èñ-
ëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû êðèâîé. Ïðè ìàëûõ D CM ìåòîä ñóùåñòâåííî áûñòðåå
àëãîðèòìà Schoof'a, íî ïðè áîëüøèõ D åãî ýôôåêòèâíîñòü ñèëüíî ñíèæàåòñÿ.

Ñòàíäàðòû äëÿ êðèâûõ Êîáëèöà. Êðèâûìè Êîáëèöà íàçûâàþòñÿ íåñó-
ïåðñèíãóëÿðíûå êðèâûå ñ êîýôôèöèåíòàìè 0, 1. Åñòåñòâåííî òîëüêî èõ ïðèâå-
ñòè â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ êðèâûõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ñòàíäàðòàìè. Ìû ñäåëàåì
ýòî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ q = 2m. Â ýòîì ñëó÷àå NIST ðåêîìåíäóåò 5 êðèâûõ
â ïîëÿõ ðàçìåðíîñòåé m = 163, 233, 283, 409, 571. Êîýôôèöèåíòû êðèâîé îáî-
çíà÷àþòñÿ a, b, ïîðÿäîê êðèâîé ðàâåí nh, ãäå n � ïðîñòîå ÷èñëî, îáðàçóþùèé
ýëåìåíò ïîäãðóïïû ïîðÿäêà n îáîçíà÷àåòñÿ (xG, yG), ãäå xG, yG � ýëåìåíòû ïî-
ëÿ GF (2m), êîòîðûå çàäàþòñÿ äâîè÷íûì âåêòîðîì êîîðäèíàò â äàííîì áàçèñå.
Ìëàäøèå êîîðäèíàòû çàïèñûâàþòñÿ ñïðàâà, ïðè÷åì äëÿ êðàòêîñòè 32-áèòíûå
áëîêè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå âîñüìè 16-ðè÷íûõ öèôð 0, 1, . . . , 9, a, b, c, d, e, f.
Ñòàíäàðò ðåêîìåíäóåò äâà áàçèñà � ãàóññîâ íîðìàëüíûé áàçèñ, êîòîðûé îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ïàðàìåòðà k, è ñòàíäàðòíûé ïîëèíîìèàëü-
íûé áàçèñ, êîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëå-
íîì. Â êà÷åñòâå òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âûáèðàåòñÿ òðåõ÷ëåí, à åñëè íåïðèâîäèìîãî
òðåõ÷ëåíà íå ñóùåñòâóåò, òî ïÿòè÷ëåí, ïðè÷åì èç ìíîæåñòâà òàêèõ ïÿòè÷ëåíîâ
1+xd1 +xd2 +xd3 +xm âûáèðàåòñÿ òîò, êîòîðûé èìååò ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè d3 > d2 > d1. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ äëÿ ïðèìåðà äâå ñòàíäàðòíûå êðèâûå.
Êðèâàÿ K-163.

m 163
a 1
b 1
n 5846006549323611672814741753598448348329118574063
h 2
Gàussov normal base, k=4.
x_G 0 5679b353 caa46825 fea2d371 3ba450da 0c2a4541
y_G 2 35b7c671 00506899 06bac3d9 dec76a83 5591edb2
Ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñ ñ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì
f(x) = x^163+x^7+x^6+x^3+1
x_G 2 fe13c053 7bbc11ac aa07d793 de4e6d5e 5c94eee8
y_G 2 89070fb0 5d38ff58 321f2e80 0536d538 ccdaa3d9

Êðèâàÿ K-233.

m 233
a 0
b 1
h 4
n 3450873173395281893717377931138512760570940988862252126328087024741343
Gàussov normal base, k=2.
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x_G 0fd e76d9dcd 26e643ac 26f1aa90 1aa12978 4b71fc07 22b2d056 14d650b3
y_G 064 3e317633 155c9e04 47ba8020 a3c43177 450ee036 d6335014 34cac978
Ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñ ñ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì f(x) = x^233+x^74+1
x_G 172 32ba853a 7e731af1 29f22ff4 149563a4 19c26bf5 0a4c9d6e efad6126
y_G 1db 537dece8 19b7f70f 555a67c4 27a8cd9b f18aeb9b 56e0c110 56fae6a3

5.3 Óìíîæåíèå òî÷åê ñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ
Àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ óìíîæåíèÿ òî÷êè P ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íà ÷èñëî-

âóþ êîíñòàíòó k (êðàòêî - àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ k · P ), îíè æå � àëãîðèòìû
ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ òî÷êè, ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â àðèôìåòèêå ýëëèïòè÷å-
ñêèõ êðèâûõ. Íåêîòîðûå èç íèõ óæå ðàññìîòðåíû â ðàçäåëàõ, ïîñâÿùåííûõ
àääèòèâíûì öåïî÷êàì è àëãîðèòìàì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü â êîíå÷íûõ ïîëÿõ è
ãðóïïàõ. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ îñîáåííî óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü îïèñàííûé âûøå ¾òðþê¿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíîâåøåííûõ ñèñòåì
ñ÷èñëåíèÿ (èìåþùèõ îòðèöàòåëüíûå öèôðû).

Àëãîðèòìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óäâîåíèå òî÷êè äëÿ òàêèõ êðèâûõ âûïîëíÿåòñÿ ñóùåñòâåííî
áûñòðåå óìíîæåíèÿ, à ïðè èñïîëüçîâàíèè íîðìàëüíûõ áàçèñîâ â ïîëå � ïî÷òè
áåñïëàòíî. Ïîýòîìó ïðè îöåíêå ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà àääè-
òèâíûõ öåïî÷êàõ, ìîæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, íå ÿâëÿþùèå-
ñÿ óäâîåíèÿìè (êàê è â àëãîðèòìàõ ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ â íîðìàëüíûõ áàçèñàõ
êîíå÷íûõ ïîëåé). Èñïîëüçóÿ îïèñûâàåìûå íèæå àëãîðèòìû, ìèíèìèçèðóþùèå
÷èñëî ¾íåóäâàèâàþùèõ¿ øàãîâ â àääèòèâíûõ öåïî÷êàõ, ìîæíî ñóùåñòâåííî
óñêîðèòü âû÷èñëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà P íå èçâåñòíà çàðàíåå. Åñëè æå P
èçâåñòíà çàðàíåå è ó íàñ äîñòàòî÷íî ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ ïðåäâû÷èñëåííîé
òàáëèöû, òî íàäî ïðèìåíÿòü äðóãèå àëãîðèòìû, òàêæå îïèñàííûå âûøå, íî â
íèõ èñïîëüçîâàíèå ñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ íå äàåò ñóùåñòâåííîãî âûèãðû-
øà.

5.3.1 Âû÷èñëåíèå k · P ìåòîäîì àääèòèâíûõ öåïî÷åê
Íàïîìíèì ïðåäëàãàâøèéñÿ ðàíåå ìåòîä, èñïîëüçóÿ íà ýòîò ðàç àääèòèâíóþ

ñèìâîëèêó.
×òîáû âû÷èñëèòü òî÷êó k ·P , ðàçëîæèì k â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ

2m, èñïîëüçóÿ îòðèöàòåëüíûå öèôðû, ïîëó÷èì

k =
bn/mc∑

i=0

ai2
mi,

âû÷èñëèì è çàïîìíèì âñå êðàòíûå aiP ( äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü âñå íå÷åòíûå
êðàòíûå P, 3P, . . . , (2m−1−1)P c ïîìîùüþ ïîî÷åðåäíûõ óäâîåíèé è ïðèáàâëåíèé
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P ), à ïîòîì âû÷èñëÿåì kP ïî ñõåìå Ãîðíåðà

kP = (. . . (as−12
m + as−2)2

m + . . . + a1)2
m) + a0)P =

= (. . . (a′s−12
m+ls−1 + a′s−2)2

m+ls−2 + . . . + a′1)2
m+l1) + a′02

l0)P,

èñïîëüçóÿ s = bn/mc ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé ñ óæå âû÷èñëåííûìè òî÷êàìè è
ñòîëüêî æå óìíîæåíèé íà 2m+l ïðè ïîäõîäÿùåì l.

Â îáùåì ñëó÷àå îöåíêà ñëîæíîñòè èìååò âèä

2m−1(M + K) + Mn/m + nK,

ãäå M è K � ñëîæíîñòè ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è óäâîåíèÿ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî.
Âûáèðàÿ

m = blog2 n− log2 log2 n− log2 log2 log2 nc
ïîëó÷àåì îöåíêó ñëîæíîñòè

nK + Mn/m + o((M + K)n/m).

Äëÿ êîíêðåòíûõ k åå ìîæíî óëó÷øèòü, óâåëè÷èâàÿ m, íî ïðè ýòîì áîëåå àêêó-
ðàòíî âû÷èñëÿÿ aiP , êîòîðûõ ïðè óäà÷íîì âûáîðå m ìîæåò îêàçàòüñÿ ãîðàçäî
ìåíüøå, ÷åì 2m. Ìîæíî íàïèñàòü ïðîãðàììó âûáîðà m c ìèíèìèçàöèåé êîëè÷å-
ñòâà ðàçëè÷íûõ ai, ïðè÷åì çà ñ÷åò ñäâèãà ìîæíî âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî äâîè÷íûå
çàïèñè ÷èñåë ai âñåãäà íà÷èíàþòñÿ ñ åäèíèöû.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ kP. Ðàçáèâàÿ âñå ÷èñëà ai íà ãðóïïû
îäèíàêîâûõ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü kP â âèäå

d∑

j=1

aij

∑

i∈Mj

2i =
d∑

j=1

2mjaijbj,

îòêóäà ïðèìåíÿÿ ñõåìó Ãîðíåðà, ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîæíîñòü kP îöåíèâàåòñÿ ñâåð-
õó êàê dM+Kn ïëþñ ñëîæíîñòü ñèñòåìû âñåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê aiP, ïëþñ ñóììà
ñëîæíîñòåé âû÷èñëåíèÿ òî÷åê bjPj. Äàëåå ïðîâîäèì ìèíèìèçàöèþ ïî ïàðàìåò-
ðó m. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ êàæäîé èç òî÷åê bjPj âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî,
òàêæå ðåêóðñèâíî âû÷èñëÿåòñÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû òî÷åê aiP , åñëè
ðàçëîæèòü âñå ýòè ÷èñëà ïî ñõåìå Ãîðíåðà ñ îäíèì è òåì æå ïàðàìåòðîì m.

Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå âàæåí ñëó÷àé n ïîðÿäêà 200, òîãäà m ìîæíî âûáè-
ðàòü 6,7,8 â õóäøåì ñëó÷àå. Åñëè æå òî÷êà P âûáèðàåòñÿ çàðàíåå, âñå åå êðàò-
íûå P, 2P, . . . , (2m − 1)P ìîæíî çàðàíåå çàíåñòè â ïàìÿòü, è óêàçàííàÿ âûøå
ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèè èñ÷åçàåò, òîãäà m ìîæíî âûáðàòü ïîðÿäêà 16 (÷òîáû
çàïîìèíàåìûå òî÷êè óìåñòèëèñü â áûñòðóþ êýø-ïàìÿòü).

Çàìåòèì åùå, ÷òî íà ïðàêòèêå óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ìîæíî òàêæå äîñòè÷ü,
âûáèðàÿ k (åñëè ýòî áóäåò â íàøåé âëàñòè) ñ ÷èñëîì åäèíèö â äèàïàçîíå 40 −
−60.
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Äëÿ ýòîãî ãîäèòñÿ òàêîé ïðîñòîé àëãîðèòì. ×èñëî k ðàçëîæèì â äâîè÷íîé
ñèñòåìå:

k =
m−1∑

i=0

ai2
i, ai ∈ {0, 1},

ãäå m = ]log2(k + 1)[.
Ïóñòü i1, i2, . . . , it � èíäåêñû åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò â íàáîðå

a0, a1, . . . , am−1, i1 < i2 < . . . < it.

Òîãäà

kP =

(
m−1∑

i=0

ai2
ai·i

)
P =




t∑

j=1

2ij


 · P =

t∑

j=1

(2ij · P ). (5.33)

Âûøå áûëè ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷êè 2P . Èñïîëüçóÿ n
ðàç ýòó ôîðìóëó, ìîæíî ïîëó÷èòü 2nP .

Äàëåå íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Aj = 2ijP, i = 1, 2, . . . , t ïî ñëåäóþùåé
ñõåìå

A1 = 2i1P,

Aj = 2ij−ij−1Aj−1, j = 2, 3, . . . , t.

Ñëîæèâ âñå ïîëó÷åííûå Aj, j = 1, 2, . . . , t, ïîëó÷èì èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå kP :

kP =
t∑

j=1

Aj.

Ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåò íå áîëåå log2 t óìíîæåíèé ìíîãî÷ëåíîâ íà äâîéêó
è íå áîëåå 40− 60 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðèìåð 5.3.1 . Ïóñòü â ïîëå GF (4) ñ ìîäóëÿðíûì ìíîãî÷ëåíîì f(x) = x4 +x+1 òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü 10P , åñëè P = (x0, y0) =

(
x3 + x + 1, x + 1

)
. Èìååì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ÷èñëà

10 â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

10 = 23 + 21 = 10102.

Ïîýòîìó t = 2, i1 = 1, i2 = 3. Âû÷èñëèì A1, A1 = 2P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x1, y1) êîîðäèíà-
òû òî÷êè A1. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ðàññìîòðåííûå âûøå ôîðìóëû, ïîëó÷àåì

x1 = x4
0 + 1 =

(
x3 + x + 1

)4
+ 1 = x3 + x2,

y1 = x4
0 + 1 + y4

0 = x3 + x2 + (x + 1)4 = x3 + x2 + x.

Äàëåå íàéäåì êîîðäèíàòû (x2, y2) òî÷êè A2 = 22A1 Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåì

x′1 = x4
1 + 1 = x3 + x + 1,

y′1 = x′1 + y4
1 = x3 + x + 1 + x3 + 1 = x,

îòêóäà
x2 = (x′1)

4 + 1 =
(
x3 + 1

)2
+ 1 = x3 + x2,
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y2 = x2 + (y′1)
4 = x3 + x2 + x + 1.

Òàêèì îáðàçîì,

10P = A1 + A2 =
(
x3 + x2, x3 + x2 + x

)
+

(
x3 + x2, x3 + x2 + x + 1

)

Ñëåäóÿ ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ òî÷åê, ïîëó÷àåì 10P = 0, ò.ê. òî÷êè A1 è A2 èìåþò ðàâíûå
àáñöèññû, íî ðàçíûå îðäèíàòû.

5.3.2 Ïðèìåíåíèå äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ áûñòðîãî
àëãîðèòìà âîçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà â ñòåïåíü â ñëó-
÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà

Ïî Àëãîðèòìó 5.5. îïåðàöèÿ óäâîåíèÿ òî÷êè P = (x, y) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
E4 èëè E5 âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

2P = (x4 + 1, x4 + y4) (5.34)

è ïîýòîìó ñâîäèòñÿ ê âîçâåäåíèþ â êâàäðàò â êîíå÷íîì ïîëå.
Áîëåå òîãî, âû÷èñëåíèå 22nP, n ≥ 1, ìîæíî âûïîëíèòü ïî ôîðìóëå

22nP =

{
(x24n

, y24n
+ 1),

(x24n
, y24n

),

åñëè n íå÷åòíî,
åñëè n ÷åòíî. (5.35)

Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå òî÷êè 2nP ìîæíî âûïîëíèòü áûñòðî ñ èñïîëüçîâàíèåì
îïèñàííûõ âûøå ïðîöåäóð.

Äåéñòâèòåëüíî,

21P = 2P = (x41
+ 1, x41

+ y41
) = (x22·1

+ 1, x22·1
+ y22·1

).

22P = 2 · 21P = (x42
, y42

+ 1) = (x22·2
, y22·2

+ 1).

23P = 2 · 22P = (x43
+ 1, x43

+ y43
+ 1) = (x22·3

+ 1, x22·3
+ y22·3

+ 1).

24P = 2 · 23P = (x44
, y44

) = (x22·4
, y22·4

).

Ïóñòü

2nP = (x22·n
+ 1, x22·n

+ y22·n
),

2nP = (x22·n
, y22·n

+ 1),

2nP = (x22·n
+ 1, x22·n

+ y22·n
+ 1),

2nP = (x22·n
, y22·n

),

åñëè
åñëè
åñëè
åñëè

(n) ≡ 1 (mod 4).
(n) ≡ 2 (mod 4).
(n) ≡ 3 (mod 4).
(n) ≡ 0 (mod 4).

Òîãäà ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó óäâîåíèÿ, ïîëó÷èì

2(n+1)P = (x22·(n+1)
+ 1, x22·(n+1)

+ y22·(n+1)
),

2(n+1)P = (x22·(n+1)
).y22·(n+1)

+ 1),

2(n+1)P = (x22·(n+1)
+ 1, x22·(n+1)

+ y22·(n+1)
+ 1),

2(n+1)P = (x4(n+1)
, y4(n+1)

) = (x22·(n+1)
, y22·(n+1)

),

åñëè
åñëè
åñëè
åñëè

(n + 1) ≡ 1 (mod 4).
(n + 1) ≡ 2 (mod 4).
(n + 1) ≡ 3 (mod 4).
(n + 1) ≡ 0 (mod 4).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (3.5) äîêàçàíà èíäóêöèåé ïî n.
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5.3.3 Èñïîëüçîâàíèå ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò
Åñëè âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè èíâåðòèðîâàíèÿ â äàííîì ïîëå â ïÿòü

ðàç è áîëåå ðàç áîëüøå âðåìåíè óìíîæåíèÿ, òî óñêîðåíèÿ â âû÷èñëåíèè k ·
P ìîæíî äîáèòüñÿ ïî÷òè ïîëíîñòüþ èñêëþ÷èâ îïåðàöèþ èíâåðòèðîâàíèÿ çà
ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ â 4, 5 ðàçà îáùåãî ÷èñëà óìíîæåíèé, ïåðåõîäÿ ê ïðîåêòèâíûì
êîîðäèíàòàì. Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû èçáåãàëè èìè ïîëüçîâàòüñÿ, íî ÷àñ íàñòàë.

Çàìåòèì, ÷òî ïóòåì ïîäñòàíîâêè

x =
x

z
, y =

y

z

â óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå E1, E2 è E3 ìû ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùèì îäíîðîäíûìè óðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíî x, y è z:

E1 : y2z + yz2 = x3, E2 : y2z + yz2 = x3 + xz2, E3 : y2z + yz2 = x3 + xz2 + z3.

Íàðÿäó ñ îáû÷íûìè (àôôèííûìè) êîîðäèíàòàìè ìû ìîæåì òåïåðü ðàññìàò-
ðèâàòü ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû � íåíóëåâûå òðîéêè èç K3. Ïðîåêòèâíûå êî-
îðäèíàòû (x, y, z) è (x′, y′, z′) ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî
íåíóëåâîãî t èç K, âûïîëíÿåòñÿ

x′ = tx, y′ = ty, z′ = tz.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííûé òðîéêîé (x, y, z) îáîçíà÷àåì (x : y : z).
Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ äàííîé òðîéêè è íàçûâàåì åå ïðî-
åêòèâíûìè êîîðäèíàòàìè. Ãåîìåòðè÷åñêè (äâóìåðíîå) ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â îáû÷íîì òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Òåïåðü ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè êàê ìíîæåñòâî ïðîåêòèâíûõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùåìó
îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ. Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîé ïðîåêòèâíîé òî÷êîé ñ íó-
ëåâîé z êîîðäèíàòîé, ëåæàùåé íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, áóäåò òî÷êà (0 : 1 : 0),
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå O. Äëÿ îñòàëüíûõ òî÷åê
êðèâîé (x : y : z) ∼ (x/z : y/z : 1), òàê ÷òî ïðîåêòèâíàÿ òî÷êà (x : y : z)
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò àôôèííîé òî÷êå (x/z, y/z).

Ìû õîòèì òåïåðü ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ñëîæåíèÿ ïðîåêòèâíûõ òî÷åê P è
Q.

Ïóñòü P = (x1 : y1 : 1) ∈ Ei) (òàêèì îáðàçîì, îäíà òî÷êà ó íàñ ôàêòè÷åñêè
çàäàíà îáû÷íûìè êîîðäèíàòàìè) è Q = (x2 : y2 : z2) ∈ Ei. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
P,Q 6= O è P 6= Q (íàñ èíòåðåñóåò îñíîâíîé ñëó÷àé â ñëîæåíèè òî÷åê). Äëÿ
òî÷êè R = P + Q, R = (x′3 : y′3 : 1) ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû ñëîæåíèÿ
â àôôèííîì ñëó÷àå, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ, ó÷èòûâàÿ ÷òî x′2 = x2/z2, y

′
2 =

y2/z2 ïîëó÷èì
x′3 =

a2

b2
+ x1 +

x2

z2

,
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y′3 = 1 + y1 +
a

b
(
a2

b2
+

x2

z2

),

ãäå
a = y1z2 + y2, b = x1z2 + x2.

Ïîëàãàÿ
z3 = b3z2, x3 = x′3z3, y3 = y′3z3

íàõîäèì R = (x3 : y3 : z3) , ãäå

x3 = a2bz2 + b4,

y3 = (1 + y1)z3 + a3z2 + ab2x2,

z3 = b3z2.

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî, íå ñ÷èòàÿ ñëîæåíèé è âîçâåäåíèé â ñòåïåíü, íàì äëÿ ñëî-
æåíèÿ òî÷åê â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 9 óìíîæåíèé
(â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ òîëüêî 2), íî çàòî íè îäíîãî äåëåíèÿ. Óìíîæåíèÿ
ìîæíî ïðîèçâîäèòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

y1z2, x1z2, bz2, z3 = b2(bz2), a
2(bz2), (1+y1)z3, a

2z2, b
2x2, a

3z2+ab2x2 = a(a2z2+b2x2).

Ïðè âû÷èñëåíèè kP ìû ïîñëåäîâàòåëüíî óäâàèâàåì òî÷êè (÷òî íå òðåáóåò
äåëåíèÿ), à çàòåì ñêëàäûâàåì íåêîòîðûå èç íèõ, íàêàïëèâàÿ ðåçóëüòàò â Q.
Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ, ïðåîáðà-
çóåì â àôôèííûå äåëåíèåì íà z−1

3 .

5.3.4 Ìåòîä Ìîíòãîìåðè
Ýòî ìåòîä âû÷èñëåíèÿ k ·P ñ èñïîëüçîâàíèåì ìèíèìàëüíîé äîïîëíèòåëüíîé

ïàìÿòè (ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ðåãèñòðîâ), ïðåäëîæåííûé â [135]. Â äàííîì ñëó-
÷àå íå ñëåäóåò èñêàòü ñõîäñòâà ñ ìåòîäîì Ìîíòãîìåðè óñêîðåíèÿ ìîäóëÿðíîãî
ýêñïîíåíöèðîâàíèÿ. Îí ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèåé îáû÷íîãî áèíàðíîãî
ìåòîäà, â êîòîðîì k ïðåäñòàâëÿåòñÿ â äâîè÷íîì âèäå k = (kl−1 . . . k0)2 è ïîñëå-
äîâàòåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ òî÷êè äàííîé êðèâîé miP, ãäå mi = (kl−1 . . . kl−i)2. Íî
â îòëè÷èå îò áèíàðíîãî ìåòîäà âìåñòî ðåêóðñèè

P1 = 2P1åñëè kj = 0, èP1 = P1 + P åñëè kj = 1

ïðèìåíÿåòñÿ ðåêóðñèÿ

P2 = P2 + P1, P1 = 2P1, åñëè kj = 0, èP1 = P2 + P1, P2 = 2P2, åñëè kj = 1,

êîòîðàÿ ïðîãðàììíî ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ öèêëà ïðè íà÷àëüíûõ óñòàíîâ-
êàõ P1 = P, P2 = 2P. Ïî èíäóêöèè ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èíâàðèàíòîì öèê-
ëà ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå P2 = P1 + P, è íà i øàãå P1 = miP. Ýòîò àëãî-
ðèòì êàæåòñÿ áîëåå çàòðàòíûì, ÷åì îáû÷íûé áèíàðíûé, íî Ìîíòãîìåðè çàìå-
òèë, ÷òî íà êàæäîì øàãå öèêëà ïðè âû÷èñëåíèè íîâûõ çíà÷åíèé x-êîîðäèíàò
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òî÷åê Pi ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàðûå çíà÷åíèÿ òîæå òîëüêî x êîîðäèíàò, è
x êîîðäèíàòó òî÷êè P, íå ìåíÿþùóþñÿ âî âðåìÿ öèêëà. Äåéñòâèòåëüíî, íà
êàæäîì øàãå öèêëà ïðîèçâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ Q2 = Q2 + Q1, Q1 = 2Q1, ãäå
Qi = Qj + P, i 6= j, è ñîãëàñíî ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ äëÿ ñóïåðñèíãó-
ëÿðíûõ êðèâûõ y2 + y = x3 + x(+1) êîîðäèíàòû òî÷åê Qi, P ñâÿçàíû ñîîòíîøå-
íèÿìè

x3 =
(

y1 + y2

x1 + x2

)2

+ x1 + x2,

x4 = x4
1 + 1.

Íî òàê êàê, åñëè íàïðèìåð äëÿ íîâûõ òî÷åê P = Q2 − Q1, òî, ó÷èòûâàÿ ÷òî
−Q1 = (x1, y1 + 1), èìååì

x =
(

y1 + y2 + 1

x1 + x2

)2

+ x1 + x2,

îòêóäà
x3 = x +

1

(x1 + x2)2
.

Âî âòîðîì ñëó÷àå (P = Q1 −Q2 ) ïîëó÷àåòñÿ òî÷íî òàêàÿ æå ôîðìóëà. Ïîýòî-
ìó âû÷èñëåíèå íîâûõ çíà÷åíèé x êîîðäèíàò ìîæíî âûïîëíÿòü ïî ñëåäóþùèì
ôîðìóëàì

x4 = x4
1 + 1, x3 = x +

1

(x1 + x2)2

c ïîìîùüþ îäíîãî èíâåðòèðîâàíèÿ, òðåõ âîçâåäåíèé â êâàäðàò è äâóõ ñëîæåíèé
(â ñëó÷àå ñõåìíîé ðåàëèçàöèè ôàêòè÷åñêè îäíîãî ñëîæåíèÿ). ×òî êàñàåòñÿ y-
êîîðäèíàò, òî îíè â öèêëå âîîáùå íå âû÷èñëÿþòñÿ. Òîëüêî ïîñëå òîãî êàê P1 =
kP, P2 = (k + 1)P âû÷èñëÿåòñÿ y êîîðäèíàòà y1 òî÷êè kP = P1 ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë ñëîæåíèÿ P2 = P1 + P

x2 =
(

y1 + y

x1 + x

)2

+ x1 + x,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî

x2(x1 + x)2 = (y1 + y)2 + (x1 + x)3,

y2
1 + y2 = (x1 + x)2(x1 + x2 + x) = (x2

1 + x2)(x1 + x2 + x) =

x3
1 + x3

2 + x2
1x2 + x2

2x1 + x(x2
1 + x2

2),

à òàê êàê â ñèëó ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê äàííîé êðèâîé

y2
1 + y1 + x3

1 + x1 = y2 + y + x3 + x,

òî

y1 + y = x2
1x2 + x2

2x1 + x(x2
1 + x2

2) + x + x1 = x2
1(x + x2) + (x2

2 + 1)(x + x1).
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Ïîýòîìó äëÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ y1 äîñòàòî÷íî ñäåëàòü äâà óìíîæåíèÿ, äâà âîç-
âåäåíèÿ â êâàäðàò è ïÿòü ñëîæåíèé (â ñëó÷àå ñõåìíîé ðåàëèçàöèè ôàêòè÷å-
ñêè ÷åòûðå). Â ñëó÷àå ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè êðîìå ðåãèñòðîâ äëÿ õðàíåíèÿ
x, y, x1, x2 íóæíû åùå äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ðåãèñòðà. Îíè èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî
ïðè âû÷èñëåíèè y1 â êîíöå ðàáîòû ïðîãðàììû. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ñëîæíîñòüþ
âûïîëíåíèÿ ñëîæåíèÿ è êâàäðèðîâàíèÿ (âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò), òî ïðîãðàìì-
íàÿ ñëîæíîñòü ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ òî÷åê ñóïåðñèíãóëÿðíîé êðèâîé ìåòîäîì
Ìîíòãîìåðè îöåíèâàåòñÿ êàê

L(k) = blog2 kcL(I(n)) + 2L(M(n))),

ãäå L(I(n)), L(M(n)) � ñëîæíîñòü èíâåðòèðîâàíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (2n).
Ýòà îöåíêà ëó÷øå, ÷åì îöåíêà ñëîæíîñòè áèíàðíîãî ìåòîäà â õóäøåì ñëó÷àå,
íî îíà ìîæåò áûòü õóæå, â ñëó÷àå êîãäà k èìååò ìàëîå ÷èñëî ν2(k) åäèíèö â
äâîè÷íîé çàïèñè. Â ñðàâíåíèè ñ îöåíêîé õóäøåãî ñëó÷àÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè áè-
íàðíîãî ìåòîäà ñ ïðèìåíåíèåì óðàâíîâåøåííîé äâîè÷íîé ñèñòåìû ìåòîä Ìîíò-
ãîìåðè âåðîÿòíî ïðîèãðûâàåò, åñëè âðåìÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ñèëüíî ïðåâîñõîäèò
âðåìÿ óìíîæåíèÿ â ïîëå. Íî çàòî îí èñïîëüçóåò ìåíüøå ïåðåñûëîê âî âðåìÿ
ðàáîòû, ÷òî îò÷àñòè êîìïåíñèðóåò áîëüøåå ÷èñëî îïåðàöèé â öèêëå. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ èìïëåìåíòàöèè ðàçíûõ âàðèàíòîâ áèíàðíîãî ìåòîäà íóæíî íå ìåíåå
ñåìè ðåãèñòðîâ.

Â ñëó÷àå ñõåìíîé ðåàëèçàöèè ñëîæíîñòü óíèâåðñàëüíîé ñõåìû ýêñïîíåíöèà-
öèè è äëÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ áèíàðíîãî ìåòîäà íå çàâèñèò îò ν2k. Â ýòîì ñëó÷àå
ìåòîä Ìîíòãîìåðè âñåãäà ïðåâîñõîäèò ïðîñòîé áèíàðíûé ìåòîä. Ãëóáèíà ñõåìû
äëÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ k · P ñ âõîäàìè

(k, x, y), x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), k = (kl−1, . . . , k0),

îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê

l(D(I(n)) + 4) + D(M(n)) + 4,

ãäå D(I(n)), D(M(n)) � ãëóáèíà èíâåðòèðîâàíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (2n).
Ýòà îöåíêà òàêæå ëó÷øå îöåíêè ãëóáèíû ñõåìû, ïîñòðîåííîé ïðîñòûì áèíàð-
íûì ìåòîäîì. Íî îöåíêà ãëóáèíû äëÿ áèíàðíîãî óðàâíîâåøåííîãî ìåòîäà èìååò
âèä

l(D(I(n)) + 2D(M(n)) + 6)/2 + 1

è ïðè n ≥ 16 áóäåò ìåíüøå. Ïðè àâòîìàòíîé ðåàëèçàöèè ñõåìà Ìîíòãîìåðè
áóäåò èìåòü ìåíüøóþ ñëîæíîñòü, íî ðàáîòàòü ìåäëåííåå.

Óïðàæíåíèå 5.3.1 Ïîïðîáóéòå ïðèìåíèòü ìåòîä Ìîíòãîìåðè ïðè âûáîðå ïðîåêòèâíûõ êî-
îðäèíàò.
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5.4 Óìíîæåíèÿ òî÷åê íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðè-
âûõ

Îïèñàííûå âûøå àëãîðèòìû äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ ìîæíî ïðèìåíÿòü
è äëÿ íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ, çàìåíèâ ëèøü ïðàâèëà óäâîåíèÿ è ñëîæåíèÿ
òî÷åê. Íî ýòè ïðàâèëà ÷óòü ñëîæíåå, è ðàáîòàòü ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû
áóäóò ìåäëåííåå. À òàê êàê â íåñóïåðñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå óäâîåíèå äåëàåòñÿ
ëèøü ÷óòü ìåäëåííåå ñëîæåíèÿ, òî àëãîðèòìû, ìèíèìèçèðóþùèå ÷èñëî ñëîæå-
íèé, íå áóäóò äàâàòü ñóùåñòâåííîãî óñêîðåíèÿ. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå âîçíè-
êàåò íåîáõîäèìîñòü ìîäåðíèçàöèè ñòàðûõ àëãîðèòìîâ è ñîçäàíèÿ íîâûõ.

5.4.1 Ìåòîä Ìîíòãîìåðè äëÿ íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðè-
âûõ

Ýòî ìåòîä áûë ðàçâèò â ðàáîòå ëàòèíîàìåðèêàíñêèõ êðèïòîãðàôîâ Ëîïåñà è
Äàõàáà [126]. Èäåÿ òàêàÿ æå, êàê è â ñóïåðñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå. Ðàññìàòðèâàåì
ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ y2 + xy = x3 + ax2 + b. Òàêæå íà êàæäîì øàãå öèêëà
ïðîèçâîäèì âû÷èñëåíèÿ Q2 = Q2 + Q1, Q1 = 2Q1, ãäå Qi = Qj + P, i 6= j,
è ñîãëàñíî ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ è óäâîåíèÿ äëÿ íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ
êîîðäèíàòû òî÷åê Qi, P ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

x3 =
(

y1 + y2

x1 + x2

)2

+
y1 + y2

x1 + x2

+ x1 + x2 + a,

x4 = x2
1 + b/x2

1

(ïðè x1 = 0 â ðåçóëüòàòå óäâîåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà).

Óïðàæíåíèå 5.4.1 Âûâåäèòå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èç ñòàíäàðòíîãî ïðàâèëà óäâîåíèÿ:

x4 = α2 + α + a,

ãäå
α = x1 +

y1

x1
.

Óêàçàíèå: y2
1 + y1x1 = x3

1 + ax2
1 + b.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå èç íèõ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå íå ñîäåðæàùåì êîýôôèöèåíò a

x3 =
x2y1 + x1y2 + x1x

2
2 + x2x

2
1

(x1 + x2)2
.

Óïðàæíåíèå 5.4.2 Ïðîâåðüòå ýòî.

Óêàçàíèå:

y2
1 + y1x1 + y2

2 + y2x2 + x3
1 + x3

2 = a(x2
1 + x2

2) = a(x1 + x2)
2.
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Íî òàê êàê, åñëè íàïðèìåð äëÿ íîâûõ òî÷åê P = Q2 −Q1, òî, ó÷èòûâàÿ ÷òî
−Q1 = (x1, y1 + x1), èìååì

x =
x2(x1 + y1) + x1y2 + x1x

2
2 + x2x

2
1

(x1 + x2)2
.

îòêóäà
x3 = x +

x2x1

(x1 + x2)2
= x + t2 + t, t =

x1

x1 + x2

.

Óïðàæíåíèå 5.4.3 Ïðîâåðüòå ýòî.

Óêàçàíèå: x2x1 = x2
1 + x1(x2 + x1).

Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå íîâûõ çíà÷åíèé x êîîðäèíàò ìîæíî âûïîëíÿòü ïî ñëå-
äóþùèì ôîðìóëàì

x4 = x2
1 + b/x2

1, x3 = x + t2 + t, t =
x1

x1 + x2

c ïîìîùüþ îäíîãî èíâåðòèðîâàíèÿ, îäíîãî äåëåíèÿ, îäíîãî óìíîæåíèÿ íà êîí-
ñòàíòó b (äëÿ êðèâûõ Êîáëèöà îíà ðàâíà 1 è ýòî óìíîæåíèå èñ÷åçàåò), äâóõ
êâàäðèðîâàíèé è ÷åòûðåõ ñëîæåíèé; y-êîîðäèíàòû â öèêëå íå âû÷èñëÿþòñÿ, à
íàõîäÿòñÿ ïîñëå åãî îêîí÷àíèÿ, êîãäà P1 = kP, P2 = (k + 1)P. Âû÷èñëÿåòñÿ y
êîîðäèíàòà y1 òî÷êè kP = P1 ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ñëîæåíèÿ P2 = P1 + P

x2 =
(

y1 + y

x1 + x

)2

+
y1 + y

x1 + x
+ x1 + x + a,

êîòîðûå ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

x2(x1 + x)2 = xy1 + x1y + x1x
2 + xx2

1,

à ïîòîì â âèäå

xy1 = x2(x1 + x)2 + x1y + x1x
2 + xx2

1 = x2x
2
1 + x2x

2 + x1y + x1x
2 + xx2

1 =

= x1(x1x2 + x1x + x2 + y2) + x2x2 =

= x1(x1x2 + x1x + x2 + xx2 + x2 + y) + x(x1x2 + x1x + xx2 + y) + xy =

= (x + x1)((x + x1)(x + x2) + x2 + y) + xy,

îòêóäà èìååì

y1 = (x + x1)((x + x1)(x + x2) + x2 + y)/x + y.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ y1 íóæåí åùå îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ðåãèñòð s, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî y1 âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s = x+x1, y1 = x+x2, y1 = y1s, y1 = y1+y, t = x2, y1 = y1+t, y1 = y1s, y1 = y1/x, y1 = y1+y.
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Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ 5 ñëîæåíèé, îäíî êâàäðèðîâàíèå, 2 óìíîæåíèÿ è îäíî
äåëåíèå. Åùå îäíî êâàäðèðîâàíèå è ñëîæåíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðè èíèöèàëèçàöèè
öèêëà ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

x1 = x, x2 = x2 + b/x2.

Ñëîæíîñòü ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ òî÷åê íåñóïåðñèíãóëÿðíîé êðèâîé ìåòîäîì
Ìîíòãîìåðè îöåíèâàåòñÿ êàê

L(k) = 2blog2 kc(L(I(n)) + 2L(A(n)) + L(S(n)) + L(M(n)))+

+2L(M(n))) + L(I(n)) + 6L(A(n)) + 2L(S(n)),

ãäå L(A(n)), L(S(n)) � ñëîæíîñòü êâàäðèðîâàíèÿ è ñëîæåíèÿ â ïîëå GF (2n).
Ãëóáèíà ñõåìû äëÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ k · P ñ âõîäàìè

(k, x, y), x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), k = (kl−1, . . . , k0),

îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê

l(D(I(n)) + D(M(n)) + 4) + 2(D(M(n)) + D(I(n))) + 2.

5.4.2 Ìåòîä Ìîíòãîìåðè â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ
Â ýòîì ñëó÷àå x- êîîðäèíàòû òî÷åê Pi ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê Xi/Zi. Òîãäà

âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè 2Pi ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì

x = X4
i + bZ4

i , z = Z2
i X

2
i ,

äåéñòâèòåëüíî
x

z
=

X4
i + bZ4

i

Z2
i X

2
i

=
(

Xi

Zi

)2

+ b
(

Zi

Xi

)2

= x2
i +

b

x2
i

.

Âû÷èñëåíèå x-êîîðäèíàòû òî÷êè P1 + P2 ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì

Z3 = (X1Z2 + X2Z1)
2, X3 = xZ3 + (X1Z2)(X2Z1),

äåéñòâèòåëüíî
X3

Z3

= x +
X1Z2X2Z1

(X1Z2 + X2Z1)2
=

= x +
X1

Z1

X2

Z2(
X1

Z1
+ X2

Z2

)2 = x +
x1x2

(x1 + x2)2
.

Âû÷èñëåíèå óäâîåíèÿ äàííîé òî÷êè ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñ ïîìîùüþ îäíîãî
âñïîìîãàòåëüíîãî ðåãèñòðà T1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T1 =
√

b = b2n−1

; X = X2; Z = Z2; T1 = ZT1, Z = ZX,

T1 = T 2
1 , X = X2, X = X + T1.
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Óïðàæíåíèå 5.4.4 Ïðîâåðüòå ýòî.

Â âû÷èñëåíèè èñïîëüçóåòñÿ 4 êâàäðèðîâàíèÿ, îäíî ñëîæåíèå è 2 óìíîæåíèÿ
(îäíî èç íèõ íà êîíñòàíòó, ðàâíóþ åäèíèöå äëÿ êðèâûõ Êîáëèöà).

Âû÷èñëåíèå ñóììû äâóõ òî÷åê ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñ ïîìîùüþ îäíîãî âñïî-
ìîãàòåëüíîãî ðåãèñòðà T1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X1 = X1Z2, Z1 = Z1X2, T1 = X1Z1, Z1 = Z1 + X1, Z1 = Z2
1 ,

X1 = Z1x,X1 = X1 + T1.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îäíî êâàäðèðîâàíèå, 2 ñëîæåíèÿ è 4 óìíîæåíèÿ.
Âû÷èñëåíèå àôôèííûõ êîîðäèíàò (x, y) ðåçóëüòàòà kP ïðîâîäèòñÿ ïîñëå

îêîí÷àíèÿ öèêëà ïî åãî ïðîåêòèâíûì êîîðäèíàòàì (X1 : Y1 : Z1)ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

x1 = X1/Z1; y1 = (x + x1)((X1 + xZ1)(X2 + xZ2) + (x2 + y))(xZ1Z2)
−1 + y.

Ýòè âû÷èñëåíèÿ ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñ ïîìîùüþ äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ ðå-
ãèñòðîâ T1, T2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T1 = Z1Z2; Z1 = Z1x; Z1 = Z1 + X1; Z2 = Z2x; X1 = Z2X1; Z2 = Z2 + X2;

Z2 = Z2Z1; T2 = x2; T2 = T2 + y; T2 = T2T1; T2 = T2 + y; T1 = T1x; T1 =
1

T1

;

T2 = T2T1; X2 = X1T1; Z2 = X2 + x; Z2 = Z2T2; Z2 = Z2 + y.

Óïðàæíåíèå 5.4.5 Ïðîâåðüòå ýòî.

Â âû÷èñëåíèè èñïîëüçóåòñÿ îäíî èíâåðòèðîâàíèå, îäíî êâàäðèðîâàíèå, 6
ñëîæåíèé è 10 óìíîæåíèé.

Ñëîæíîñòü ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ òî÷åê íåñóïåðñèíãóëÿðíîé êðèâîé ìåòî-
äîì Ìîíòãîìåðè â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ îöåíèâàåòñÿ êàê

L(k) = blog2 kc(3L(A(n)) + 5L(S(n)) + 6L(M(n)))+

+12L(M(n))) + L(I(n)) + 7L(A(n)) + 6L(S(n)),

ãäå L(A(n)), L(S(n)) � ñëîæíîñòü êâàäðèðîâàíèÿ è ñëîæåíèÿ â ïîëå GF (2n).
Ãëóáèíà ñõåìû äëÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ k · P ñ âõîäàìè

(k, x, y), x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), k = (kl−1, . . . , k0),

îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê

l(2D(M(n)) + 3) + 5D(M(n)) + D(I(n)) + 2.



414 ÃËÀÂÀ 5. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÍÀ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÐÈÂÛÕ

5.4.3 Ìåòîä Ëîïåñà-Äàõàáà èñïîëüçîâàíèÿ ïðîåêòèâíûõ
êîîðäèíàò

Ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà îïåðàöèé ïðè ïðèìåíåíèè ïðîåêòèâíûõ êîîð-
äèíàò â [125] áûëî ïðåäëîæåíî ñîïîñòàâëÿòü êîîðäèíàòàì (X : Y : Z) àô-
ôèííóþ òî÷êó (X/Z, Y/Z2). Òîãäà â ýòèõ ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ êðèâàÿ
y2 + xy = x3 + ax2 + b ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Y 2 + XY Z = X3Z + aX2Z2 + bZ4.

Óïðàæíåíèå 5.4.6 Ïðîâåðüòå ýòî.

Óêàçàíèå: ñäåëàéòå ïîäñòàíîâêó x = X/Z, y = Y/Z2 è äîìíîæüòå íà Z4.
Áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà (1 : 0 : 0). Îáðàòíîé äëÿ

òî÷êè (X : Y : Z) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (X : XZ + Y : Z), òàê êàê åå àôôèí-
íûå êîîðäèíàòû (X/Z, (XZ + Y )/Z2) = (X/Z, X/Z + Y/Z2) = (x, x + y), ãäå
(x, y) = (X/Z, Y/Z2) � àôôèííûå êîîðäèíàòû òî÷êè (X : Y : Z). Óäâîåíèå
òî÷êè 2(x, y) = (x1, y1) â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ âûïîëíÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì
ïðàâèëàì

x1 = α2 + α + a,

y1 = y + α(x + x1) = x2 + (α + 1)x1,

ãäå
α = x +

y

x
.

Âûøå óæå ïðîâåðÿëîñü, ÷òî ïåðâîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x1 = x2 + b/x2.

Óïðàæíåíèå 5.4.7 Ïðîâåðüòå, ÷òî óäâîåíèå òî÷êè 2(X : Y : Z) = (X1 : Y1 : Z1) â ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî âûïîëíèòü ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Z1 = X2Z2, X1 = X4 + bZ4, Y1 = bZ4Z1 + X1(aZ1 + Y 2 + bZ4).

Óêàçàíèå: ïîëîæèì x = X/Z, y = Y/Z2, òîãäà

x1 =
X1

Z1

= x2 + x−2b,

y1 =
Y1

Z2
1

=
bZ4

Z1

+ x1(a +
Y 2

Z1

+
bZ4

Z1
),

bZ4

Z1

=
Y 2

X2Z2
+

Y

XZ
+

X

Z
+ a =

bZ2

X2
= x−2b = x2 + x1,

a +
Y 2

Z1

+
bZ4

Z1
=

Y

XZ
+

X

Z
= x + y/x = α.

Ñëîæåíèå òî÷åê â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ çàäàåòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûìè ôîð-
ìóëàìè.
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Óïðàæíåíèå 5.4.8 Ïîëó÷èòå ýòè ôîðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì 14 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.

Îäíàêî, åñëè îäíà èç òî÷åê çàäàíà àôôèííûìè êîîðäèíàòàìè, òî êàê è â
ñóïåðñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå ôîðìóëû óïðîùàþòñÿ.

Óïðàæíåíèå 5.4.9 Ïðîâåðüòå, ÷òî ñëîæåíèå òî÷åê (X1 : Y1 : Z1) + (X2 : Y2 : 1) = (X3 : Y3 :
Z3) â ñìåøàííûõ êîîðäèíàòàõ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

A = Y2Z
2
1 + Y1, B = X2Z1 + X1, C = Z1B,D = B2(C + aZ2

1 ), Z3 = C2,

E = AC,X3 = A2 + D + E, F = X3 + X2Z3, G = (X2 + Y2)Z2
3 , Y3 = (E + Z3)F + G.

Óêàçàíèå. Ïîëîæèì x1 = X1/Z1, y1 = Y1/Z
2
1 , x2 = X2, y2 = Y2 òîãäà

x3 =
X3

Z3

=
A2 + D + E

C2
=

A2 + AC + B2(C + aZ2
1)

C2
=

=
A2

C2
+

A

C
+

B2

C
+

(
BZ1

C

)2

a,

A

C
=

Y2Z
2
1 + Y1

X2Z2
1 + X1Z1

=
y2 + y1

x2 + x1

,
BZ1

C
=

X2Z
2
1 + X1Z1

X2Z2
1 + X1Z1

= 1,

B2

C
==

X2
2Z

2
1 + X2

1

X2Z2
1 + X1Z1

=
X2

2 + x2
1

X2 + x1

=
(X2 + x1)

2

X2 + x1

= X2 + x1 = x2 + x1,

îòêóäà èìååì
x3 = λ2 + λ + x2 + x1 + a, λ =

y2 + y1

x2 + x1

,

y3 =
Y3

Z2
3

=
(X3 + X2Z3)(AC + Z3) + (X2 + Y2)Z

2
3

Z2
3

=
(

X3

Z3

+ X2

) (
AC

Z3

+ 1
)
+X2+Y2 =

(x3 + x2)
(

A

C
+ 1

)
+ x2 + y2 = λ(x3 + x2) + x3 + y2.

Òàêèì îáðàçîì ñìåøàííîå ïðîåêòèâíî-àôôèííîå ñëîæåíèå òî÷åê âûïîëíÿ-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ 9 óìíîæåíèé (îäíî èç íèõ óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó a, îáû÷íî
ðàâíóþ 0 èëè 1), 9 ñëîæåíèé è 5 êâàäðèðîâàíèé. Óäâîåíèå òðåáóåò 5 óìíîæåíèé
(îäíî èç íèõ óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó a, è îäíî èç íèõ óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó
b), 4 ñëîæåíèé è 5 êâàäðèðîâàíèé.

Êàê è â ñëó÷àå ñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ, ýòîò ìåòîä ìîæíî ñî÷åòàòü ñ ëþ-
áîé âåðñèåé ìåòîäà àääèòèâíûõ öåïî÷åê, â êîòîðîé ñòðîÿòñÿ ëèíåéíûå öåïî÷êè.
Âû÷èñëÿåìûå â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà è õðàíèìûå äàëåå ¾ìàëûå¿ êðàòíûå
òî÷êè P ìîæíî ñðàçó âû÷èñëÿòü â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ, òàê êàê ïðè âû÷èñ-
ëåíèè â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ âñå ðàâíî ïîòîì ðåçóëüòàò ïðèäåòñÿ ïåðå-
âîäèòü â àôôèííûå êîîðäèíàòû, çàòðà÷èâàÿ ïî äâà äåëåíèÿ íà çàïîìèíàåìóþ
òî÷êó. Ïðè âû÷èñëåíèè æå â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ íà êàæäóþ íîâóþ òî÷êó
êàê ïðàâèëî òðåáóåòñÿ òîëüêî îäíî èíâåðòèðîâàíèå.
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Åñëè àääèòèâíàÿ öåïî÷êà äëÿ ÷èñëà k ñîäåðæèò ν(k) óäâîåíèé è `(k) ñëî-
æåíèé, òî ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî åé âû÷èñëåíèÿ, åñëè ïðåíåáðå÷ü ñëîæ-
íîñòüþ ñëîæåíèé è êâàäðèðîâàíèé, à òàêæå ñëîæíîñòüþ ïåðåâîäà â àôôèííûå
êîîðäèíàòû, ðàâíà

L(k) = 4ν(k) + 8`(k),

à â ñëó÷àå êðèâûõ Êîáëèöà (êîãäà b = 1)

L(k) = 3ν(k) + 8`(k).

Ïîýòîìó â ñðàâíåíèè ñ ñóïåðñèíãóëÿðíûì ñëó÷àåì ñëîæíîñòü áîëüøå è ìèíè-
ìèçàöèÿ ÷èñëà îáùèõ ñëîæåíèé òî÷åê äàåò ìåíüøèé ýôôåêò. Ïðè èñïîëüçîâà-
íèè îáû÷íîãî áèíàðíîãî ìåòîäà èëè áèíàðíîãî ìåòîäà ñ óðàâíîâåøåííîé äâî-
è÷íîé ñèñòåìîé óêàçàííûé ìåòîä ïðîèãðûâàåò îïèñàííîìó âûøå ìåòîäó Ìîíò-
ãîìåðè, íî ïðè èñïîëüçîâàíèè 2k-àðíûõ ìåòîäîâ ïðè k ≥ 4 íà÷èíàåò åãî ïðå-
âîñõîäèòü (çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ïàìÿòè, êîíå÷íî).

5.4.4 Àëãîðèòì ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ òî÷åê, èñïîëüçóþ-
ùèé îïåðàöèþ ¾îïîëîâèíèâàíèÿ¿

Ýòîò àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí íåçàâèñèìî Êíóäñåíîì [114] è Øðåïåëåì [152].
Îí îñíîâàí íà òîì, ÷òî îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ¾ïîëîâèíû¿ òî÷êè ìîæåò áûòü
âûïîëíåíà áûñòðåå åå óäâîåíèÿ, è â áèíàðíîì àëãîðèòìå (íàçûâàåìîì èíîãäà
àëãîðèòì ¾óäâîåíèÿ-ñëîæåíèÿ¿) ìîæíî çàìåíèòü óäâîåíèå îïîëîâèíèâàíèåì.
Òàê ìû íàçîâåì îïåðàöèþ íàõîæäåíèÿ ïî òî÷êå P òàêîé òî÷êè Q, ÷òî 2Q = P.
Ìîæíî ýòó òî÷êó îáîçíà÷èòü 1

2
P. Åñëè n � ïîðÿäîê òî÷êè P, òî î÷åâèäíî 1

2
P =

n+1
2

P ïðè íå÷åòíîì n.
Íî òàêîé ñïîñîá îïîëîâèíèâàíèÿ ïðèãîäåí íå âñåãäà è íåýôôåêòèâåí.
Ýôôåêòèâíûé ñïîñîá îñíîâàí íà îáðàùåíèè îïåðàöèè óäâîåíèÿ. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè 2Q(u, v) = P (x, y), òî

x = λ2 + λ + a, y = u2 + x(λ + 1), λ = u + v/u.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî u, v ñíà÷àëà íàõîäèì λ èç óðàâíåíèÿ
λ2 +λ = x+ a, ïîòîì u2 = y +x(λ+1), èçâëåêàÿ êîðåíü íàõîäèì u, à ïîòîì v =
λu+u2. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ 4 ñëîæåíèÿ (îäíî èç íèõ ïðîñòî ïðèáàâëåíèå 1),
2 óìíîæåíèÿ, îäíî êâàäðèðîâàíèå, à âìåñòî äåëåíèÿ � èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî
êîðíÿ è ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòè îïåðàöèè ìîæíî äåëàòü áûñòðåå èíâåðòèðîâà-
íèÿ. Íî âíà÷àëå îáúÿñíèì, êàê âìåñòî îïåðàöèè óäâîåíèÿ ïðèìåíÿòü îïåðàöèþ
îïîëîâèíèâàíèÿ. Êðàòêî íàïîìíèì, êàê ðàáîòàåò 2w-àðíûé àëãîðèòì âû÷èñëå-
íèÿ k · P.

Ïðåäñòàâëÿåì k â âèäå
t∑

i=0

ki2
li , t ≤ log2 k

w
+ 1,
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ãäå |ki| ≤ 2w−1. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáû÷íîãî 2w-
ïðåäñòàâëåíèÿ ñ öèôðàìè 0, 1, . . . , 2w − 1, çàìåíÿÿ ïî î÷åðåäè êàæäóþ öèôðó
íà ðàâíóþ åé ïî ìîäóëþ 2w èç èíòåðâàëà −2w−1, . . . , 2w−1 − 1 è ïðèáàâëÿÿ, åñ-
ëè íàäî, åäèíèöó ê ñëåäóþùåé öèôðå. Äàëåå ìîæíî, èçìåíÿÿ li, ñäåëàòü òàê,
÷òîáû âñå öèôðû ñòàëè íå÷åòíûìè. Äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçóåì çàïèñü âèäà

k =
l∑

i=0

ki2
i,

ïîëàãàÿ â äîáàâëåííûõ ñëàãàåìûõ ki = 0.
Ïîòîì âû÷èñëÿåì è çàïîìèíàåì òî÷êè Pi = iP, ãäå i = 1, 3, . . . , 2w−1 − 1.

Ïîëàãàåì Q = O � íóëåâîìó ýëåìåíòó ãðóïïû (áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå).
Äàëåå â öèêëå c îáðàòíûì ïîðÿäêîì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà i îò l−1 äî 0 âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè: åñëè ki = 0, òî Q = 2Q, åñëè ki > 0, òî Q = Q+Pki

,
åñëè ki < 0, òî Q = Q− Pki

.
Èñïîëüçîâàíèÿ îïîëîâèíèâàíèÿ îáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ëåììàìè.

Ëåììà 5.4.1 Ïóñòü äëÿ íå÷åòíîãî n äàíî îïèñàííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå

2t−1k mod n =
t∑

i=0

k′i2
i, t = blog2 nc+ 1.

Òîãäà
2k′t +

t−1∑

i=0

k′t−i−12
−i = k mod n,

äðîáü a/2l ïîíèìàåòñÿ êàê åäèíñòâåííîå ÷èñëî b â èíòåðâàëå îò 0 äî n − 1,
òàêîå, ÷òî 2lb = a mod n. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî k′t = 0, 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

a/2l + b/2l = (a + b)/2l mod n, 2s(a/2l) = a/2l−s mod n, (a/2l)/2s = a/2l+s mod n.

Òîãäà äåëÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà

2t−1k mod n =
t∑

i=0

k′i2
i, t = blog2 nc+ 1.

íà 2t−1, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Ëåììà 5.4.2 Ïóñòü ïîðÿäîê P íå÷åòíîå ÷èñëî n. Òîãäà 1
2
(a/2l))P = (a/2l+1)P,

1
2
((a + b)P ) = 1

2
(aP ) + 1

2
(bP ).

Äîêàçàòåëüñòâî:

2(a/2l+1)P = (2(a/2l+1) mod n)P = (a/2l)P,
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2(
1

2
(aP ) +

1

2
(bP )) = 2(

1

2
(aP )) + 2(

1

2
(bP )) = aP + bP = (a + b)P,

1

2
(aP ) +

1

2
(bP ) = ((a + b)/2)P.

Ïóñòü mi = k′0/2
i + . . . + k′i, i = 0, 1, . . . . Î÷åâèäíî mt−1 + 2k′t = k mod n.

Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå mi+1P = 1
2
(miP ) + k′i+1P. Ïîýòîìó kP ìîæíî âû÷èñëèòü

ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì, àíàëîãè÷íûì âûøåîïèñàííîìó. Âû÷èñëÿåì è çàïîìè-
íàåì Pi = iP, i = 1, 3, . . . , 2w−1 − 1. Ïîëàãàåì Q = O. Äàëåå â öèêëå c ïðÿìûì
ïîðÿäêîì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà i îò 0 äî t− 1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðà-
öèè: Q = 1

2
Q, åñëè ki > 0, òî Q = Q + Pki

, åñëè ki < 0, òî Q = Q − Pki
. Ïîñëå

îêîí÷àíèÿ öèêëà âû÷èñëÿåì Q = Q+2P, åñëè k′t = 1 è âîçâðàùàåì Q â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà.

Îäíàêî ýòîò àëãîðèòì íåïðèãîäåí äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò.
Àêêóìóëèðóþùàÿ ðåçóëüòàò òî÷êà Q â ñëó÷àå èõ ïðèìåíåíèÿ äîëæíà áûòü
çàïèñàíà â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ, îäíàêî òîãäà íå ïðèìåíèì óêàçàííûé
âûøå ñïîñîá îïîëîâèíèâàíèÿ. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò óäîáåí
äðóãîé àëãîðèòì, ÿâëÿþùèéñÿ àíàëîãîì èçëîæåííîãî â ðàçäåëå îá àääèòèâíûõ
öåïî÷êàõ àëãîðèòìà Bricell at al [88].

Â ýòîì àëãîðèòìå âíà÷àëå èíèöèàëèçèðóþòñÿ òî÷êè Qi = O, i =
1, 3, . . . , 2w−1 − 1, ïîòîì ïîëàãàåì Q1 = 2P, åñëè k′t = 1, è â öèêëå ñ îáðàòíûì
èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà îò t− 1 äî 0 äåëàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðîöåäóðû:

åñëè k′i > 0, òî Qk′i = Qk′i + P,
åñëè k′i < 0, òî Q−k′i = Q−k′i − P,

è ïîòîì âñåãäà P = 1
2
P . Ïîñëå çàâåðøåíèÿ öèêëà êàæäàÿ òî÷êà Qj áóäåò

ðàâíà 
 ∑

i,k′i=±j

±2t−i−1


 P.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû öèêëà âû÷èñëÿåì

Q =
2w−2−1∑

i=0

(2i + 1)Q2i+1.

Óïðàæíåíèå 5.4.10 Ïðîâåðüòå, ÷òî Q = kP.

Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî îïåðàöèé îïîëîâèíèâàíèÿ ðàâíî t = log2 n + O(1),
ïðè÷åì ÷àñòî ýòè îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ áëîêàìè èäóùèõ ïîäðÿä îïåðàöèé, à
êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïðèáàâëåíèÿ èëè âû÷èòàíèÿ P áóäåò íå áîëüøå t/w+O(1).

Ñóììó Q ìîæíî âû÷èñëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A0 = Q2l+1, A1 = A0+Q2l−1, . . . , Al = Al−1+Q1, Q = 2(A0+. . .+Al−1)+Al, l = 2w−2−1.

Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ 2l = 2w−1 − 2 ñëîæåíèé è îäíî óäâîåíèå.
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Óïðàæíåíèå 5.4.11 Ïðîâåðüòå ýòî.

Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò â ýòîì àëãîðèòìå òî÷êè Qj çà-
äàþòñÿ ïðîåêòèâíûìè, à òî÷êà P � àôôèííûìè êîîðäèíàòàìè. Â êîíöå ðàáîòû
âñå òî÷êè ñêëàäûâàþòñÿ íå â ñìåøàííûõ, à öåëèêîì â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíà-
òàõ. Ýòî ìåäëåííåå, ÷åì â ñìåøàííûõ êîîðäèíàòàõ, íî ýòèõ ïîñëåäíèõ îïåðàöèé
íå áîëåå 2w−1−2 ò.å. íå áîëåå 14, òàê êàê â ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ îáû÷íî w ≤ 5.
Ìîæíî îäíàêî äëÿ ýòèõ âû÷èñëåíèé ïåðåéòè ê àôôèííûì êîîðäèíàòàì.

Äëÿ áûñòðîãî âûïîëíåíèÿ îïîëîâèíèâàíèÿ íàì íàäî óìåòü áûñòðî áûñò-
ðî âû÷èñëÿòü ñëåä, èçâëåêàòü êâàäðàòíûå êîðíè è ðåøàòü óðàâíåíèÿ âèäà
λ2 + λ = a + x. Ðàíåå ìû óæå âèäåëè, ÷òî è òî è äðóãîå î÷åíü áûñòðî äå-
ëàåòñÿ â íîðìàëüíîì áàçèñå. Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n äëÿ ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ áûëà äàæå äàíà ÿâíàÿ ôîðìóëà. Íî áûñòðîå óìíîæåíèå â íîðìàëü-
íûõ áàçèñàõ óäàåòñÿ âûïîëíÿòü íå äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé n. Ïîýòîìó äàëåå
áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå ñëó÷àé âûáîðà â ïîëå ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Íî
âíà÷àëå ðàññìîòðèì âîïðîñ î âûáîðå êîðíÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ ðàçðåøèìîñòè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñëåä Tr(x + a) = 0. Òàê êàê Tr(x + a) = Tr(x) + Tr(a) = 0, òî èç ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ÷òî Tr(x) = Tr(a). Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, y) íå÷åò-
íîãî ïîðÿäêà, ïîòîìó ÷òî äëÿ ëþáîé òàêîé òî÷êè îïîëîâèíèâàíèå ñóùåñòâóåò.
Ñîãëàñíî ñòàíäàðòó NIST âûáèðàþòñÿ êðèâûå, ó êîòîðûõ Tr(a) = 1. Äàëåå ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûáðàíà òàêàÿ êðèâàÿ.

Óðàâíåíèå λ2+λ = a+x èìååò äâà êîðíÿ. Êàê âûáðàòü íóæíûé íàì êîðåíü?
Òàê êàê îí óäîâëåòâîðÿåò åùå óñëîâèþ u2 = y + x(λ + 1), è òî÷êà (u, v) �
ïîëîâèíà òî÷êè (x, y), òîæå èìååò íå÷åòíûé ïîðÿäîê, òî Tr(y + x(λ + 1)) =
Tr(u2) = Tr(u) = Tr(a) = 1. Â òî æå âðåìÿ ñîãëàñíî ëèíåéíîñòè ñëåäà Tr(y +
xλ)) = Tr(y + x(λ + 1)) + Tr(x) = 1 + Tr(x) = 0.

Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè, ÷òî λ èìåííî íóæíûé íàì êîðåíü, äîñòàòî÷íî âû-
÷èñëèò t = y+xλ è ïðîâåðèòü, ÷òî Tr(y+xλ)) = 0. Åñëè ýòî âåðíî, òî âû÷èñëÿåì
u =

√
t + x, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âìåñòî λ íàäî áðàòü λ + 1, çíà÷èò â êà÷åñòâå u

íóæíî áðàòü u =
√

t. Ïîñëå ýòîãî íàõîäèì v = λu + u2. Íî åñëè íàì àôôèííûå
êîîðäèíàòû ïîëîâèííîé òî÷êè ñðàçó íå íóæíû, òàê êàê ïîñëå åå âû÷èñëåíèÿ
ìû îïÿòü áóäåì îïîëîâèíèâàòü ïîëó÷åííóþ òî÷êó, òî âìåñòî v ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü λ(u) = u + v/u, íå âû÷èñëÿÿ v. Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ t = v + uλ′, ãäå
λ′ êîðåíü óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ u + a, íî t ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

t = v + uλ′ = u(u + u + v/u) + uλ′ = u(u + λ′ + λ(u)),

íå çíàÿ v. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ýêîíîìèòü âû÷èñëåíèÿ ïðè ìíîãîêðàòíîì ïî-
âòîðíîì îïîëîâèíèâàíèè, ÷òî äåëàåò ïåðñïåêòèâíûì èñïîëüçîâàíèå àëãîðèò-
ìîâ, îñíîâàííûõ íà àääèòèâíûõ öåïî÷êàõ ñ ìàëûì ÷èñëîì ñëîæåíèé. Íà îäíî
îïîëîâèíèâàíèå â ñðåäíåì áóäåò ðàñõîäîâàòüñÿ îäíî óìíîæåíèå è äâà ñëîæå-
íèÿ, íå ñ÷èòàÿ èçâëå÷åíèé êîðíåé è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé.
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Ñëåä â íîðìàëüíîì áàçèñå î÷åíü ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Tr(c1α1 + . . . + cnαn) = c1 + . . . + cn,

òàê êàê ïîñëå êàæäîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò êîîðäèíàòû âåêòîðà (c1, . . . , cn)
öèêëè÷åñêè ñäâèãàþòñÿ, è ñëåä îêàçûâàåòñÿ ðàâåí

(c1 + . . . + cn)(α1 + . . . + αn) = c1 + . . . + cn.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âû÷èñëåíèÿ â ñëó÷àå âûáîðà â ïîëå ñòàíäàðòíîãî
áàçèñà.

Âû÷èñëåíèå ñëåäà. Âû÷èñëåíèå ñëåäà ñîãëàñíî åãî îïðåäåëåíèþ òðåáóåò
n êâàäðèðîâàíèé è n− 1 ñëîæåíèå. Â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ýòî äîâîëüíî äîðîãî.
Ëó÷øå âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè

Tr(c0 + c1z + . . . + cnz
n) = c0Tr(1) + . . . + cnTr(zn),

ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèâ è çàïîìíèâ Tr(zi) ∈ GF (2). Ôàêòè÷åñêè ìîæíî âû-
÷èñëÿòü ñëåä êàê ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë. ×àñòî ìíîãèå èç åãî êîýôôèöèåíòîâ
ðàâíû íóëþ.

Ïðèìåð 5.4.1 Âûáåðåì â ïîëå GF (2163) áàçèñ ñ íåïðèâîäèìûì ïÿòè÷ëåíîì z163 + z7 + z6 +
z3 + 1. Òîãäà Tr(zi) = 1 òîëüêî äëÿ i = 0, 157. Ïîýòîìó

Tr(c0 + c1z + . . . + cnzn) = c0 + c157.

Ýòî åùå ïðîùå, ÷åì â íîðìàëüíîì áàçèñå.
Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü n íå÷åòíî. Íàçîâåì ïîëóñëåäîì

H(x) = x + x4 + x16 + . . . + x2n−1

.

Î÷åâèäíî, ýòî ëèíåéíûé îïåðàòîð íàä ïîëåì GF (2), ò.å. H(x+y) = H(x)+H(y).

Ëåììà 5.4.3 H(c) � ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 + x = c + Tr(c), è H(c) =
H(c2) + c + Tr(c) äëÿ ëþáîãî c ∈ GF (2n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî ñîãëàñíî òîæäåñòâàì Ôðîáåíèóñà è Ôåðìà

H(c2) + H(c) = H(c)2 + H(c) = (c2 + c8 + c32 + . . . + c2n−2

+ c)+

+(c + c4 + c16 + . . . + c2n−1

) = c + Tr(c).

Òàê êàê íàñ èíòåðåñóþò óðàâíåíèÿ x2+x = c, T r(c) = 0, òî îäíèì èç åãî ðåøåíèé
ÿâëÿåòñÿ H(c).

Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïîëóñëåäà íà îñíîâå òîæäåñòâà ëèíåéíîñòè

H(c0 + c1z + . . . + cnzn) = c0H(1) + . . . + cnH(zn),
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î÷åâèäíî â n ðàç ìåíåå ýôôåêòèâåí, ÷åì àíàëîãè÷íûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñëå-
äà. Òàê êàê ïîëóñëåä � ýòî ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî íåñêîëüêî óñêîðèòü åãî
âû÷èñëåíèå ìîæíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿.

Íî ïðåæäå, ÷åì ýòî äåëàòü, ìîæíî óìåíüøèòü âäâîå îáúåì èñïîëüçóåìîé
ïàìÿòè è âäâîå äëèíó âåêòîðà, íà êîòîðûé áóäåò óìíîæàòüñÿ ìàòðèöà, à çíà÷èò
è âäâîå ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ. Ïðàâäà, ïðè ýòîì áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ íå âñåãäà
òî÷íî ïîëóñëåä, èíîãäà ê íåìó áóäåò ïðèáàâëÿòüñÿ åäèíèöà. Íî òàê êàê íàñ
èíòåðåñóåò ïîëóñëåä êàê ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, òî ýòîò
ôàêò íå áóäåò èìåòü çíà÷åíèÿ.

Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî

H(z2i) = H(zi) + zi + Tr(zi),

è çàðàíåå òàáóëèðîâàòü òîëüêî H(z2i+1), i = 0, 1, . . . . Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ, ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ôîðìóëó

H
(
z2ji

)
= H(zi) + z2j−1i + . . . z2i + zi + jTr(zi).

Óïðàæíåíèå 5.4.12 Ïðîâåðüòå ýòî.

Óêàçàíèå: Tr(z2) = Tr(z).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëóñëåäà òîãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

H(c0 + c1z + . . . + cnzn) = c0H(1) + . . . + cnH(zn) =

= c0H(1)+ (c1 + c2 + c4 + . . .)H(z)+ (c3 + c6 + c12 + . . .)H(z3)+ . . .+ cn−2H(zn−2)+

(c2 + c4 + c8 + . . .)z + (c4 + c8 + . . .)z2 + (c6 + c12 + . . .)z3 + . . . cn−rz
(n−r)/2 + t,

ãäå t ∈ GF (2), r = 1 åñëè n ≡ 3 (mod4), r = 3, åñëè n ≡ 1 (mod4).

Óïðàæíåíèå 5.4.13 Ïðîâåðüòå ýòî.

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå. â ñëàãàåìîì t àêêóìóëèðó-
þòñÿ ñëåäû Tr(zi).

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ïîëóñëåäà ìîæíî âûïîëíèòü ïî ôîðìóëå

H(c0 + c1z + . . . + cnzn) = C0H(z) + C3H(z3) + . . . + Cn−2H(zn−2)+

+s1z + . . . + s(n−1)/2z
(n−1)/2 + t, t ∈ GF (2).

Îáîçíà÷èì s è C âåêòîðà äëèíû n, äîïîëíåííûå íóëÿìè äëÿ òåõ èíäåêñîâ,
êîòîðûå íå âõîäÿò â ôîðìóëó.

Ýòè âåêòîðà ìîæíî âû÷èñëèòü áîëåå ïðîñòî, ÷åì íåïîñðåäñòâåííî ïî ïðè-
âåäåííîé âûøå ôîðìóëå, à èìåííî ìîæíî â ñóììå

c0H(1) + . . . + cnH(zn)
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èçáàâëÿòüñÿ îò ÷åòíûõ ñëàãàåìûõ, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó

c2iH(z2i) = c2iH(zi) + c2iz
i + c2iTr(zi),

ïî î÷åðåäè, íà÷èíàÿ ñî ñòàðøèõ èíäåêñîâ. Åñëè â íà÷àëå ïîëîæèòü âåêòîðà s, C
ðàâíûìè íóëþ, òî óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà èõ âû÷èñëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîë-
íåíèè â öèêëå ñ îáðàòíûì ïîðÿäêîì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà i îò (n − 1)/2 äî 1
ïðèñâàèâàíèé

Ci = Ci ⊕ C2i, si = si ⊕ C2i.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû öèêëà ïîëó÷àþòñÿ â òî÷íîñòè òå âåêòîðà, êîòîðûå íàì
íóæíû.

Óïðàæíåíèå 5.4.14 Ïðîâåðüòå, õîòÿ íàì ýòî íå ïîíàäîáèòñÿ, ÷òî

t = s0Tr(1) + s1Tr(z) + . . . + sn−1Tr(zn−1).

Åñëè óêàçàííûì ñïîñîáîì ïîñòðîèòü ñõåìó â áàçèñå ⊕, ðåàëèçóþùóþ ëèíåé-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà c â âåêòîðà C, s òî åå ñëîæíîñòü áóäåò ðàâíà n− 1,
à ãëóáèíà dlog2(n − 1)e − 1. Âûõîäû ýòîé ñõåìû íàäî ïîäàòü íà âõîäû ñõåìû
â òîì æå áàçèñå, ðåàëèçóþùåé ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (n− 1)/2 + 1-ìåðíîãî
âåêòîðà â n-ìåðíûé âåêòîð.

Âìåñòî ôîðìóëû

H
(
z2ji

)
= H(zi) + z2j−1i + . . . z2i + zi + jTr(zi)

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

H
(
z2ji

)
= H(zsr(z)) = H(zs+bl) + . . . + H(zs+b1) + H(zs),

ãäå ïîðîæäàþùèé ðàññìàòðèâàåìûé áàçèñ íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f(z) =
zn + r(z), r(z) = zbl + . . . + zb1 + 1, è n + s = 2ji, 0 ≤ s < n. Ïîýòîìó âìå-
ñòî çàïîìèíàíèÿ H

(
z2ji

)
ìîæíî çàïîìèíàòü H(zs+bi), i = 1, . . . , l è H(zs).

Óïðàæíåíèå 5.4.15 Äîêàæèòå ýòó ôîðìóëó.

Óêàçàíèå:

z2ji = zn+s = zs(f(z) + r(z)) = zsr(z) = zs+bl + . . . + zs+b1 + zs.

Åñëè bl = deg r < n/2 (à òàê îáû÷íî è áûâàåò), òî äëÿ ëþáîãî i, n/2 < i <
n− deg r

H(zi) = H(z2i) + zi + Tr(zi) = H(r(z)z2i−m) + zi + Tr(zi) =

H(zs+bl) + . . . + H(zs+b1) + H(zs) + zi + Tr(zi), s = 2i−m.
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Òàê êàê s+deg r < i, ýòó ðåäóêöèþ ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íå÷åòíûõ
ñëàãàåìûõ H(zi) ïðè n/2 < i < n− deg r. Ïîñëå ýòîãî èñêëþ÷àþòñÿ âñå ÷åòíûå
ñëàãàåìûå. Ýòèì ýêîíîìèòñÿ åùå ïàìÿòü, è ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî
ñëàãàåìûõ äî n/4 + deg r + O(1) â ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ

H(c0 + c1z + . . . + cnz
n) = s(z) +

∑

i

CiH(zi).

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ñõåìû èñêëþ÷åíèÿ íå÷åòíûõ ñëàãàåìûõ îöåíèâàåòñÿ
ñâåðõó êàê (l+2)(n/2−deg r)/2, à ãëóáèíà � êàê log2((n/2−deg r)(l+2))+O(1)

Ïðèìåð 5.4.2 Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îïÿòü ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìûé ïÿòè÷ëåí z163+z7+z6+
z3 + 1. Òîãäà èñêëþ÷åíèå íå÷åòíûõ ñëàãàåìûõ ñ íîìåðàìè 155 − 2i, i = 0, . . . 36 âûïîëíÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

H(z155−2i) = H(z310−4i) + z155−2i + Tr(z155−2i) =

= H(z147−4iz163) + z155−2i + Tr(z155−2i) =

= z155−2i + H(z147−4i(z7 + z6 + z3 + 1)).

Ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìû ðàâíà 5 · 37 = 185. Ïîòîì, ïðèìåíÿÿ ñõåìó ñëîæíîñòè
162 èñêëþ÷àåì âñå ÷åòíûå ñëàãàåìûå. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü ñõåìó äëÿ (44, 163)
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îäíàêî ÷èñëî âõîäîâ ó ïîäîáíîé ñõåìû ìîæíî è åùå óìåíüøèòü. Òàê, åùå äî ïðèìåíåíèÿ
âòîðîé ñõåìû, ìîæíî äëÿ i = 0, . . . , 5 ïðèìåíÿòü ôîðìóëó

H(z51−2i) = H(z102−4i) + z51−2i + Tr(z51−2i) =

= H(z204−8i) + z102−4i + z51−2i + Tr(z102−4i) + Tr(z51−2i) =

H(z41−8iz163) + z102−4i + z51−2i =

= H(z41−8i(z7 + z6 + z3 + 1)) + z102−4i + z51−2i =

H(z48−8i) + H(z47−8i) + H(z44−8i) + H(z41−8i)) + z102−4i + z51−2i.

Ñëîæíîñòü ýòîé ñõåìû 6·5. Åñëè ïîñëå åå ïðèìåíåíèÿ ïðèìåíèòü ñõåìó ñëîæíîñòè 162 äëÿ èñ-
êëþ÷åíèÿ âñåõ ÷åòíûõ ñëàãàåìûõ, ÷èñëî îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ óìåíüøèòñÿ äî 38. Äåéñòâóÿ
òàê äàëüøå, ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî 21 ñëàãàåìîå. Ê îñòàâøåéñÿ ñõåìå ìîæíî ïðèìåíèòü
àëãîðèòì ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿. Êàêîé èç ìíîãèõ âîçíèêàþùèõ âàðèàíòîâ ïðåäïî÷òèòåëüíåå,
çàâèñèò îò òîãî, ñõåìó ìû ñòðîèì èëè ïèøåì ïðîãðàììó, îò îñîáåííîñòåé èñïîëüçóåìûõ êîì-
ïüþòåðîâ è ò.ä. Òàêèå âîïðîñû ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî. Â [95] óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðèìåðíî 2/3 âðåìåíè óìíîæåíèÿ.

Âû÷èñëåíèå êâàäðàòíûõ êîðíåé. Î÷åâèäíûé ìåòîä èçâëå÷åíèÿ êâàä-
ðàòíûõ êîðíåé â ïîëå GF (2n) îñíîâàí íà òîæäåñòâå Ôåðìà

(
z2n−1

)2
= z è ñâîäèò

çàäà÷ó ê n− 1 êâàäðèðîâàíèþ.
Áîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä îñíîâàí íà ñâîéñòâå ëèíåéíîñòè êâàäðàòíîãî êîð-

íÿ
√

c =

√√√√
n−1∑

i=0

cizi =

(
n−1∑

i=0

ciz
i

)2n−1
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=
n−1∑

i=0

ci

(
z2n−1

)i
.

Ðàçäåëÿÿ ÷åòíûå è íå÷åòíûå ñëàãàåìûå, èìååì

√
c =

(n−1)/2∑

i=0

c2i

(
z2n−1

)2i
+

(n−3)/2∑

i=0

c2i+1

(
z2n−1

)2i+1
=

(n−1)/2∑

i=0

c2iz
i +

(n−3)/2∑

i=0

c2i+1z
2n−1

zi =
(n−1)/2∑

i=0

c2iz
i +

√
z

(n−3)/2∑

i=0

c2i+1z
i.

Ïîýòîìó èçâëå÷åíèå êîðíÿ ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ è óìíîæåíèþ íà çàðàíåå âû-
÷èñëåííûé ýëåìåíò √z, ïðè÷åì âòîðîé ñîìíîæèòåëü èìååò ñòåïåíü (n − 3)/2.
Ñõåìíàÿ ñëîæíîñòü ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåðíî âäâîå ìåíüøå ñëîæíîñòè îáû÷íîãî
óìíîæåíèÿ â ïîëå. Òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ ïðîãðàììíîé ñëîæíîñòè. Çàìå-
òèì åùå, ÷òî âû÷èñëåíèå âåêòîðîâ êîýôôèöèåíòîâ îáîèõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî
óñêîðèòü, ïðèìåíÿÿ çàðàíåå âû÷èñëåííûå òàáëèöû äëÿ àíàëîãè÷íûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ìàøèííûõ ñëîâ.

Åñëè èñïîëüçóåìûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí åñòü òðåõ÷ëåí f(z) = zn +
zk + 1, è n íå÷åòíî, òî √z ìîæíî âûðàçèòü ÿâíî. À èìåííî, åñëè k íå÷åòíî, òî
1 ≡ zn + zk(modf), îòêóäà

√
z = z(n+1)/2 + z(k+1)/2.

Åñëè æå k ÷åòíî, òî zn ≡ zk + 1 (modf), îòêóäà
√

z = z−(n−1)/2(zk/2 + 1) mod f.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ z−s mod f ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâàìè z−t = zk−t +
zm−t mod f, t ≤ k.

Ïðèìåð 5.4.3 Ïóñòüf = z233 + z74 + 1. Òîãäà
√

z = z−116(z37 + 1) mod f.

Òàê êàê z−74 = 1 + z159, z−42 = z32 + z191, òî

z−116 = (1 + z159)(z32 + z191) = z32 + z117 + z191 mod f,
√

z = (z32 + z117 + z191)(z37 + 1) mod f.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïîëó÷àåòñÿ øåñòè÷ëåí.

Òàêèì îáðàçîì â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ñëîæíîñòü èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî
êîðíÿ áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî â øåñòü ðàç áîëüøå ñëîæíîñòè ñëîæåíèÿ è î÷å-
âèäíî áóäåò ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëîæíîñòüþ óìíîæåíèÿ. Ïîýòîìó ñðåäíÿÿ
ñëîæíîñòü îïîëîâèíèâàíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî âäâîå ìåíüøå ñëîæíîñòè óìíîæå-
íèÿ (ïðè èñïîëüçîâàíèè )íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà ñëîæíî-
ñòè óìíîæåíèÿ). Åñëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ kP ïðèìåíÿòü îïèñàííûé âûøå ìåòîä
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò, òî åãî ñëîæíîñòü ïðèáëèçèòåëüíî
ðàâíà 2 log2 k + (8 log2 k)/w + 14(2w−1 − 2) óìíîæåíèé. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî
k < 2300, w ≤ 5.
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5.5 Óìíîæåíèå òî÷åê àíîìàëüíûõ êðèâûõ
Àíîìàëüíûìè áèíàðíûìè êðèâûìè íàçûâàþòñÿ êðèâûå E0 : y2 +xy = x3 +1,

E1 : y2 + xy = x3 + x2 + 1. Îíè áûëè ïðåäëîæåíû â [116] è èíîãäà íàçûâàþòñÿ
êðèâûìè Êîáëèöà. Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå îñíîâàíî, îäíàêî, íà [157].

5.5.1 Ñâîéñòâà êðèâûõ Êîáëèöà
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî òî÷åê â êðèâîé Ea(GF (2)) = 3− µ, µ = (−1)1−a.

Ïðè ÷åòíîì n ýòè êðèâûå èçîìîðôíû, à ïðè íå÷åòíîì n îíè ÿâëÿþòñÿ ñêðó÷è-
âàíèåì äðóã äðóãà.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Õàññå ÷èñëî òî÷åê íà êðèâîé Ea(GF (2n)) ðàâíî

N(n) = 2n + 1− αn − βn,

ãäå α è β � êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2−tx+2 = 0, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò
t = q + 1−N(1) = 3−Ea(GF (2)) = µ. Êîðíè óðàâíåíèÿ x2 ± x + 2 = 0 â ñëó÷àå
a = 1 α, β = (1± i

√
7)/2, à â ñëó÷àå a = 0

α, β = (−1± i
√

7)/2,

ò.å. îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì.
Èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Vn = αn + βn óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíò-

íîìó ñîîòíîøåíèþ Vn+1 − µVn + 2Vn−1 = 0. Èíîãäà òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ëþêà.

Óïðàæíåíèå 5.5.1 Ïðîâåðüòå ýòî.

Òàê êàê V0 = 2, V1 = α+β = µ, òî ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî âû÷èñëÿòü
ñ ïîìîùüþ óêàçàííîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Îäíàêî èíîãäà ïðîùå ýòî
äåëàòü, ïîëüçóÿñü ÿâíîé ôîðìóëîé. Íàïðèìåð, ïðè a = 1 ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
Ìóàâðà èìååì

Vn = αn + βn = 2
√

2
n
cos(n arccos(1/

√
8)).

Óïðàæíåíèå 5.5.2 Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè íå÷åòíûõ n ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Vn äëÿ a = 0, 1
ïðîòèâîïîëîæíû äðóã äðóãó, à ïðè ÷åòíûõ n ñîâïàäàþò.

Òàê êàê ãðóïïà Ea(GF (2)) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ea(GF (2n)), òî ïîðÿäîê ïî-
ñëåäíåé N(n) = 2n + 1− Vn êðàòåí N(1) = 3− µ. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçî-
âàíèÿ íàäî âûáèðàòü êðèâûå ó êîòîðûõ r = N(n)/N(1) � ïðîñòîå ÷èñëî. Äàëåå
ýòî ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü.

Ãðóïïû îáîèõ êðèâûõ Êîáëèöà � öèêëè÷åñêèå. Äåéñòâèòåëüíî, ó êðèâîé
E1 ïîðÿäîê ðàâåí óäâîåííîìó ïðîñòîìó, è îíà öèêëè÷åñêàÿ êàê ïðîèçâåäåíèå
öèêëè÷åñêèõ ãðóïï âçàèìíî ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ.

Óïðàæíåíèå 5.5.3 Äîêàæèòå ýòî.
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Ó êðèâîé E0 ïîäãðóïïà E0(GF (2)) ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà öèêëè÷åñêàÿ, òàê
êàê 2(1, 0) = (1, 1), à â íåöèêëè÷åñêîé ãðóïïå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âñå íåíóëåâûå
ýëåìåíòû èìåþò ïîðÿäîê 2.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó óïðàæíåíèþ ãðóïïà E0(GF (2n)) òîæå öèê-
ëè÷åñêàÿ.

Ïîýòîìó â ãðóïïå Ea(GF (2n)) èìååòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà r.

Óïðàæíåíèå 5.5.4 Äîêàæèòå ýòî.

Åå íàçîâåì ãëàâíîé ïîäãðóïïîé.

Óïðàæíåíèå 5.5.5 Òî÷êà P ïðèíàäëåæèò ãëàâíîé ïîäãðóïïå åñëè è òîëüêî åñëè P = N(1)Q

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ñâîéñòâàìè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.
Åñòü áîëåå ÿâíûé êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè (x, y) ãëàâíîé ïîäãðóïïå.

Óïðàæíåíèå 5.5.6 Òî÷êà (x, y) ïðèíàäëåæèò ãëàâíîé ïîäãðóïïå êðèâîé E1 åñëè è òîëüêî
åñëè Tr(x) = 1.

Óïðàæíåíèå 5.5.7 Òî÷êà (x, y) ïðèíàäëåæèò ãëàâíîé ïîäãðóïïå êðèâîé E0 åñëè è òîëüêî
åñëè Tr(x) = 0 è Tr(y) = Tr(λx), ãäå λ2 + λ = x.

Ïåðâîå èç íèõ âûòåêàåò èç áîëåå îáùåãî ôàêòà.

Óïðàæíåíèå 5.5.8 Òî÷êà (x, y) êðèâîé y2 + yx = x3 + ax2 + b ÿâëÿåòñÿ óäâîåíèåì äðóãîé
òî÷êè åñëè è òîëüêî åñëè Tr(x) = Tr(a).

Óêàçàíèå. Ñîãëàñíî ïðàâèëó óäâîåíèÿ x = λ2 + λ + a, îòêóäà

Tr(x) = Tr(λ2) + Tr(λ) + Tr(a) = Tr(a).

Îáðàòíî, ïóñòü Tr(x) = Tr(a), òîãäà Tr(a + x) = 0, çíà÷èò λ2 + λ = a + x ïðè
íåêîòîðîì λ. Âîçüìåì x1 òàêîå, ÷òî x(λ+1)+x2

1 = y. Òîãäà x2(λ2 +1)+x4
1 = y2,

x2(λ + 1) + x2
1x = yx, çíà÷èò

y2 + xy = (λ2 + λ)x2 + x4
1 + x2

1x = (a + x)x2 + x4
1 + x2

1x,

îòêóäà x4
1 + x2

1x = b. Ïîëîæèì y1 = λx1 + x2
1. Òîãäà

y2
1 = λ2x2

1 + x4
1 = (λ + x + a)x2

1 + x4
1,

è x1y1 = λx2
1 + x3

1, îòêóäà

y2
1 + x1y1 = (λ + x + a)x2

1 + x4
1 + λx2

1 + x3
1 =

= (x3
1 + ax2

1) + xx2
1 + x4

1 = x3
1 + ax2

1 + b.

Âòîðîå òîæå âûòåêàåò èç áîëåå îáùåãî ôàêòà.
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Óïðàæíåíèå 5.5.9 Òî÷êà (x, y) êðèâîé y2 + yx = x3 + ax2 + b, T r(a) = 0, ÿâëÿåòñÿ ó÷åòâå-
ðåíèåì äðóãîé òî÷êè åñëè è òîëüêî åñëè Tr(x) = 0 Tr(y) = Tr(λx), ãäå λ2 + λ = x + a.

Óêàçàíèå. Ïóñòü (x, y) = 4(x1, y1), (x2, y2) = 2(x1, y1). Òîãäà Tr(x) = Tr(x2) =
0. Ïóñòü λ = x2 + y2/x2, òîãäà y = x2

2 + (λ + 1)x, λ2 + λ = x + a. Òàê êàê
Tr(x2

2) = Tr(x2) = 0, òî Tr(y) = Tr(λx). Îáðàòíî, ïóñòü Tr(x) = 0, T r(y) =
Tr(λx), λ2 +λ = x+a. Èç Tr(x) = 0 ñëåäóåò, ÷òî (x, y) = 2(x2, y2) äëÿ íåêîòîðîé
òî÷êè (x2, y2). Èç ôîðìóëû óäâîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî λ = x2+y2/x2, y = x2

2+(λ+1)x,
λ2 + λ = x + a. Òîãäà y + λx = x2

2 + x, çíà÷èò

0 = Tr(y)+Tr(λx) = Tr(y+λ) = Tr(x2
2+x) = Tr(x)+Tr(x2

2) = Tr(x2
2) = Tr(x2).

Ïîýòîìó (x2, y2) = 2(x1, y1).
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè (x, y) ∈ Ea(GF (2n)), òî (x2, y2) ∈ Ea(GF (2n)). ( èìååò

ìåñòî Ýíäîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà).

Óïðàæíåíèå 5.5.10 Ïðîâåðüòå ýòî.

Óêàçàíèå: îáå ÷àñòè âîçâåäèòå â êâàäðàò, ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì Ôðîáåíèóñà.
Ðàññìîòðèì íà ãðóïïå Ea(GF (2n)), îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà τ : (x, y) →

(x2, y2).

Óïðàæíåíèå 5.5.11 Ïðîâåðüòå, ÷òî τ(P1 + P2) = τ(P1) + τ(P2).

Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ñëó÷àè P1 = P2 è P1 6= P2 è îáå ÷àñòè âîçâåäèòå â
êâàäðàò.

Îòîáðàæåíèÿ ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþò ýíäîìîðôèçìàìè êðèâîé. Ýíäî-
ìîðôèçìû êðèâîé ìîæíî ñêëàäûâàòü ïî ôîðìóëå (f1 + f2)(P ) = f1(P ) + f2(P )
è óìíîæàòü ïî ôîðìóëå (f1 ∗ f2)(P ) = f1(f2(P )). Êðîìå ýíäîìîðôèçìà Ôðîáå-
íèóñà åñòü åùå äâà òðèâèàëüíûõ ïðèìåðà ýíäîìîðôèçìîâ � íóëåâîé è òîæäå-
ñòâåííûé ýíäîìîðôèçìû.

Óïðàæíåíèå 5.5.12 Ïðîâåðüòå, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ýíäîìîðôèçìîâ ÿâëÿþòñÿ ýíäî-
ìîðôèçìàìè. Ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ äàííîé êðèâîé îáðàçóåò êîëüöî.

Óïðàæíåíèå 5.5.13 Ïðîâåðüòå, ÷òî τn � òîæäåñòâåííûé ýíäîìîðôèçì êðèâîé E(GF (2n)).

Èçâåñòíî, ÷òî τ 2 + 2 = µτ, òî åñòü äëÿ ëþáîé P τ(τ(P )) + 2P = µτ(P ).
Êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî òîæäåñòâà òðåáóåò ãëóáîêîãî ðàçâèòèÿ òåîðèè
ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ïîýòîìó ìû âûïîëíèì ïðÿìóþ ïðîâåðêó. Ñäåëàåì åå
â ñëó÷àå a = 0, ò.å. êðèâîé y2 + xy = x3 + 1. Òîãäà µ = −1. Ïóñòü P èìååò
êîîðäèíàòû (x, y). Òîãäà î÷åâèäíî

τ(P ) = (x2, y2), µτ(P ) = (x2, x2 + y2), τ 2(P ) = (x4, y4),

è ñîãëàñíî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ

2(x, y) = (x2 + x−2, (
y

x
+ x)(x + x2 + x−2) + x2 + x−2 + y),
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ïðè x = 0 î÷åâèäíî y = 1 è 2(x, y) = O � áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà. Íàì
íàäî ïðîâåðèòü òîæäåñòâî

(x4, y4) + 2(x, y) = (x2, x2 + y2).

Ïðè x = 0 îíî î÷åâèäíî, òàê êàê è ñëåâà è ñïðàâà ïîëó÷àåòñÿ òî÷êà (0, 1). Äàëåå
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî x 6= 0. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé x4 = x2 + x−2. Òàê êàê
x6 + x4 + 1 = (x3 + x2 + 1)2, òî òîãäà x3 + x2 + 1 = 0,

(
y

x
+ x)(x + x2 + x−2) + x2 + x−2 + y = (

y

x
+ x)(x + x4) + x4 + y =

= yx3 +x2 +x5 +x4 = (yx+x3 +1)x2 +x6 +1 = y2x2 +x6 +1 = (yx+x3 +1)2 = y4,

çíà÷èò (x4, y4) = 2(x, y), è äëÿ ñëîæåíèÿ íàäî ïðèìåíÿòü ôîðìóëû óäâîåíèÿ.
Ýòîò ñëó÷àé âîçìîæåí òîëüêî ïðè n êðàòíîì òðåì, òàê êàê êîðíè óðàâíåíèÿ
x3 + x2 + 1 = 0 ëåæàò â ïîëå GF (23) è ïîðîæäàþò åãî, à îíî ñîäåðæèòñÿ â ïîëå
GF (2n) òîëüêî ïðè óêàçàííîì óñëîâèè. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
óäâîåíèå òðåõ òî÷åê êðèâîé E1(GF (23)), ÷òî ìîæíî ñäåëàòü íåïîñðåäñòâåííûì
âû÷èñëåíèåì, êîòîðîå ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Â ñëó÷àå æå x4 6= x2 + x−2 íàäî ïðèìåíÿòü ôîðìóëû ñëîæåíèÿ. Ñäåëàåì
âíà÷àëå ïðîâåðêó äëÿ x-êîîðäèíàò. Íàäî ïðîâåðèòü òîæäåñòâî

Λ2 + Λ + x4 + x2 + x−2 = x2,

ãäå
Λ =

y4 + ( y
x

+ x)(x + x2 + x−2) + x2 + x−2 + y)

x4 + x2 + x−2
.

Çàìåíÿÿ y4 íà (yx + x3 + 1)2 = y2x2 + x6 + 1 = yx3 + x5 + x2 + x6 + 1, èìååì

Λ =
yx3 + x5 + x2 + x6 + 1 + (y + x2)(1 + x + x−3) + x2 + x−2 + y)

x4 + x2 + x−2
.

y(x + x3 + x−3) + x5 + x6 + 1 + x2(1 + x + x−3) + x−2

x4 + x2 + x−2
=

=
y

x
+

x5 + x6 + 1 + x2 + x3 + x−1 + x−2

x4 + x2 + x−2
=

=
y

x
+

x7 + x8 + x2 + x4 + x5 + x + 1

x6 + x4 + 1
=

y

x
+ x2 + x + 1.

Ïîäñòàâëÿÿ Λ = y
x

+ x2 + x + 1, èìååì äàëåå

Λ2 + Λ + x4 + x−2 =
y2

x2
+

y

x
+ x4 + x2 + 1 + x2 + x + 1 + x4 + x−2 =

y2

x2
+

y

x
+ x + x−2 =

y2 + yx + x3 + x

x2
= 0,
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è ðàâåíñòâî x-êîîðäèíàò äîêàçàíî.
Äëÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà y-êîîðäèíàò, èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå òîæäåñòâî, äî-

ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîæäåñòâî

Λ(x4 + x2) + x2 + y4 = x2 + y2.

Ïîäñòàâëÿÿ Λ = y
x

+ x2 + x + 1 è çàìåíÿÿ y4 íà yx3 + x5 + x2 + x6 + 1, èìååì

Λ(x4 + x2) + y4 = (
y

x
+ x2 + x + 1)(x4 + x2) + yx3 + x5 + x2 + x6 + 1 =

= (x2 + x + 1)(x4 + x2) + yx + x5 + x2 + x6 + 1 = yx + x3 + 1 = y2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ è êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå. Ðàññìîòðèì ïîä-

êîëüöî êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ êðèâîé Ea(GF (2n)), ïîðîæäåííîå ýíäîìîðôèç-
ìîì Ôðîáåíèóñà.

Óïðàæíåíèå 5.5.14 Ïðîâåðüòå, ÷òî îíî ñîñòîèò èç ýíäîìîðôèçìîâ âèäà

am−1τ
m−1 + . . . + a0,

ãäå ai � öåëûå ÷èñëà, 2f = f + f, 3f = f + f + f, è òàê äàëåå, (−f)(P ) = −f(P ).

Äàëåå îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Z[τ ]. Ïðåäñòàâëåíèå åãî ýëåìåíòîâ â âèäå ìíî-
ãî÷ëåíîâ îò τ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íåîäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð, ñîãëàñíî
äîêàçàííîìó òîæäåñòâó ýíäîìîðôèçì

τ 2 − µτ + 2 = 0.

Ðàññìîòðèì íàïèñàííîå âûøå óðàâíåíèå â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è îáîçíà÷èì
òàêæå ÷åðåç τ åãî êîðåíü

µ +
√−7

2
.

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ýíäîìîðôèçìó èç êîëüöà Z[τ ] êîìïëåêñíîå ÷èñëî

am−1τ
m−1 + . . . + a0.

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ÷èñåë òàêæå îáîçíà÷èì Z[τ ]. Ãîâîðÿò, ÷òî êðèâûå Ea

îáëàäàþò êîìïëåêñíûì óìíîæåíèåì íà τ.

Óïðàæíåíèå 5.5.15 Ïðîâåðüòå ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì ïîëÿ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë, à óêàçàííîå âûøå îòîáðàæåíèå � ãîìîìîðôèçìîì êîëåö (ò.å. ñîõðàíÿåò êîëüöåâûå
îïåðàöèè). Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì

τ2 − µτ + 2 = 0,

ïðîâåðüòå, ÷òî êîëüöî Z[τ ] ñîñòîèò òîëüêî èç ýëåìåíòîâ âèäà a + bτ, ãäå a, b � öåëûå ÷èñëà,
è çàïèñü â òàêîì âèäå îäíîçíà÷íà.
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Íàçîâåì íîðìîé N(α) ýëåìåíòà ýòîãî êîëüöà ÷èñëî αα, ãäå α � ÷èñëî, ñî-
ïðÿæåííîå ê α.

Óïðàæíåíèå 5.5.16 Ïðîâåðüòå, ÷òî

N(a + bτ) = (a + bτ)(a + bτ) = a2 + µab + 2b2.

Â ÷àñòíîñòè, N(τ) = 2, N(τ − 1) = 3− µ = N(1).

Óêàçàíèå: ττ = 2, τ + τ = µ.

Óïðàæíåíèå 5.5.17 Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ α, β ∈ Z[τ ]

N(αβ) = N(α)N(β), N(α/β) = N(α)/N(β)

(ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü íîðìû).

Óêàçàíèå: αβ = αβ, 1/α = (1/α).

Óïðàæíåíèå 5.5.18 Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ α ∈ Z[τ ]
√

N(α) =
√

αα

ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
√

N(α + β) ≤
√

N(α) +
√

N(β).

Óïðàæíåíèå 5.5.19 Ïðîâåðüòå, ÷òî N(τn − 1) = |Ea(GF (2n))| = N(n).

Óêàçàíèå:

N(τn − 1) = (τn − 1)(τn − 1) = (ττ)n + 1− taun − τn =

= 2n + 1− Vn = |Ea(GF (2n))|.
Óïðàæíåíèå 5.5.20 Ïðîâåðüòå, ÷òî N((τn − 1)/(τ − 1)) = N(n)/N(1).

Åâêëèäîâîñòü è ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà Z[τ ] Â êîëüöå Z[τ ] ìîæíî
âûïîëíÿòü äåëåíèå ñ îñòàòêîì â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáûõ åãî ýëåìåíòîâ
α, β 6= 0, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû δ, ρ ∈ Z[τ ], òàêèå, ÷òî α = βδ + ρ,N(ρ) < N(β).
Äàëåå ýòî áóäåò äîêàçàíî. Êîëüöà ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþò åâêëèäîâûìè.
Ýëåìåíò ρ íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì, à ýëåìåíò δ ÷àñòíûì. Âîîáùå ãîâîðÿ, îíè
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Åñëè îñòàòîê ðàâåí íóëþ, òî ÷àñòíîå
íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì. Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì äâóõ ýëåìåíòîâ êîëüöà
íàçûâàåòñÿ òàêîé èõ îáùèé äåëèòåëü, êîòîðûé äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ëþáîé
äðóãîé îáùèé äåëèòåëü. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî,
à ñ òî÷íîñòüþ óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà.

Â ëþáîì åâêëèäîâîì êîëüöå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà ìîæíî íàéòè
íàèáîëüøèé îáøèé äåëèòåëü ëþáûõ åãî ýëåìåíòîâ α, β è ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå
xα + yβ, ãäå x, y òîæå ýëåìåíòû ýòîãî êîëüöà. Äîêàçûâàåòñÿ ýòî òî÷íî òàêæå,
êàê äëÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë.
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Óïðàæíåíèå 5.5.21 Äîêàæèòå ýòî äëÿ êîëüöà Z[τ ] áåç èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà.

Óêàçàíèå. Ïóñòü δ = xα+yβ 6= 0 �ýëåìåíò ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé ñðåäè âñåõ
ýëåìåíòîâ òàêîãî âèäà. Òîãäà alpha è β äåëÿòñÿ íà δ áåç îñòàòêà, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îñòàòîê ρ = α− δγ = α(1− xγ)− βyγ èìåë áû ìåíüøóþ íîðìó. Åñëè δ′

äðóãîé îáùèé äåëèòåëü α, β, òî îí äåëèò xα + yβ = δ.

Óïðàæíåíèå 5.5.22 Äîêàæèòå ýòî â êîëüöå Z[τ ] íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøèì ïî íîðìå ñðåäè âñåõ îáùèõ äåëèòåëåé è îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ñìåíû çíàêà.

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè íîðìû è ïðåäûäóùèå
óïðàæíåíèÿ.

Ýëåìåíò êîëüöà (êîììóòàòèâíîãî, ñ åäèíèöåé, áåç äåëèòåëåé íóëÿ) íàçûâà-
åòñÿ ïðîñòûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîáðàòèìûõ
ýëåìåíòîâ êîëüöà. Ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ íåîáðàòèìûì, åñëè îí íå èìååò îáðàò-
íîãî ýëåìåíòà â ýòîì êîëüöå. Î÷åâèäíî, ÷òî êîëüöî Z[τ ] êîììóòàòèâíî, èìååò
åäèíèöó è íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òàê êàê ëåæèò â ïîëå.

Óïðàæíåíèå 5.5.23 Ïðîâåðüòå, ÷òî â êîëüöå Z[τ ] îáðàòèìû òîëüêî ±1, è äðóãèõ ýëåìåíòîâ
ñ åäèíè÷íîé íîðìîé â íåì íåò.

Óêàçàíèå. Èç ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè íîðìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè ýëåìåíò îáðà-
òèì, òî åãî íîðìà ðàâíà 1. Î÷åâèäíî N(a + bτ) = a2 + µab + 2b2 = (a + µb/2)2 +
7b2/4 ≥ 7b2/4. Ïîýòîìó N(a + bτ) = 1 åñëè è òîëüêî åñëè b = 0, a = ±1.

Óïðàæíåíèå 5.5.24 Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè ó ýëåìåíòà íîðìà � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ýëåìåíò
� ïðîñòîé. Â ÷àñòíîñòè, τ � ïðîñòîé ýëåìåíò è ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè
ýëåìåíòàìè êîëüöà Z[τ ] .

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü íîðìû è ïðåäûäóùåå óïðàæíå-
íèå.

Óïðàæíåíèå 5.5.25 Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íåîáðàòèìûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ.

Åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íå äëÿ âñåõ òàêèõ êîëåö èìååò ìåñòî,
íî åå ìîæíî äîêàçàòü äëÿ åâêëèäîâûõ êîëåö.

Óïðàæíåíèå 5.5.26 Äîêàæèòå äëÿ åâêëèäîâûõ êîëåö, ÷òî åñëè ab äåëèòñÿ íà ïðîñòîé ýëå-
ìåíò p, òî a èëè b äåëèòñÿ íà p.

Óêàçàíèå. Ïóñòü a íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a
è p ðàâåí ±1, òàê êàê p ïðîñòîé ýëåìåíò. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðûõ x, y èìååì
ax + py = 1. Îòñþäà b = abx + pyb êðàòíî p, òàê êàê ab è pby äåëÿòñÿ íà p.

Óïðàæíåíèå 5.5.27 Äîêàæèòå äëÿ åâêëèäîâûõ êîëåö, ÷òî åñëè a1 . . . an äåëèòñÿ íà ïðîñòîé
ýëåìåíò p, òî õîòÿ áû îäèí èç ai äåëèòñÿ íà p.
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Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå èíäóêöèþ è ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 5.5.28 Äîêàæèòå äëÿ åâêëèäîâûõ êîëåö, ÷òî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæè-
òåëè îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé è äîìíîæåíèÿ íà
îáðàòèìûå ýëåìåíòû).

Óêàçàíèå. Òàêæå, êàê è â ñëó÷àå êîëüöà öåëûõ ÷èñåë, ïðèìåíèòå èíäóêöèþ
ïî ÷èñëó ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé è ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå.

Êîëüöà ñ åäèíñòâåííîñòüþ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ
ôàêòîðèàëüíûìè.

Ìèíèìàëüíûå óðàâíîâåøåííûå τ-àäè÷åñêèå êîäû. Ïðåäñòàâëåíèå
ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà êîëüöà Z[τ ] â âèäå

amτm + . . . + a0,

ãäå ai = 0,±1, íàçîâåì óðàâíîâåøåííûì τ -àäè÷åñêèì êîäîì. Óðàâíîâåøåííûé
τ -àäè÷åñêèé êîä íàçîâåì ìèíèìàëüíûì, åñëè aiai+1 = 0 ïðè ëþáîì i.

Ïðèìåð 5.5.1 ×èñëî 9 èìååò ìèíèìàëüíûé τ -àäè÷åñêèé êîä (1, 0,−1, 0, 0, 1), òàê êàê

9 = τ5 − τ3 + 1.

Óïðàæíåíèå 5.5.29 Ïðîâåðüòå ýòî ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.

τ -àäè÷åñêèå êîäû äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïîçâîëÿþò óìíîæàòü ñêàëÿðíî íà
ýòè ÷èñëà òî÷êè êðèâîé Ea, íå èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ óäâîåíèÿ òî÷åê, à èñïîëüçóÿ
òîëüêî ñëîæåíèå.

Ïðèìåð 5.5.2 Åñëè P = (x, y), òî ñîãëàñíî ôîðìóëàì Ôðîáåíèóñà

9P = (x32, y32)− (x8, y8) + (x, y).

Ïðåíåáðåãàÿ ñëîæíîñòüþ êâàäðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì îöåíêó ñëîæíîñòè

L(9) ≤ 2(L(I) + 2L(M)),

ãäå L(I), L(M) ñëîæíîñòü èíâåðòèðîâàíèÿ è óìíîæåíèÿ â äàííîì ïîëå. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû

9P = τ3(τ2P − P ) + P,

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîåêòèâíûìè êîîðäèíàòàìè è ïîëó÷èòü îöåíêó

L(9) ≤= 16L(M) + L(I) + 2L(M).

Åñëè æå âîñïîëüçîâàòüñÿ äâîè÷íûì êîäîì 9 = 23 + 1, òî

9P = 2(2(2P )) + P,

îòêóäà èìååì
L(9) ≤= 4(L(I) + 2L(M)).

Èñïîëüçóÿ ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû, ïîëó÷àåì, ñ ó÷åòîì âîçâðàùåíèÿ ê àôôèííûì êîîðäè-
íàòàì

L(9) ≤= 3(4L(M)) + 8L(M) + L(I) + 2L(M).
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Óïðàæíåíèå 5.5.30 Ïîïðîáóéòå óëó÷øèòü ýòó îöåíêó ìåòîäîì Ìîíòãîìåðè è ìåòîäîì èñ-
ïîëüçîâàíèÿ îïîëîâèíèâàíèÿ âìåñòî óäâîåíèÿ.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 5.5.1 Ëþáîé ýëåìåíò êîëüöà Z[τ ] èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëü-
íûé êîä.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 5.5.1 Ýëåìåíò c0 + c1τ ∈ Z[τ ] äåëèòñÿ íà τ åñëè è òîëüêî åñëè c0

÷åòíî è äåëèòñÿ íà τ 2 åñëè è òîëüêî åñëè c0 ≡ 2c1(mod4). Âñåãäà ñïðàâåäëèâî
òîëüêî îäíî èç óòâåðæäåíèé: α äåëèòñÿ íà τ, α ≡ ±1(modτ 2).

Óïðàæíåíèå 5.5.31 Äîêàæèòå ëåììó.

Óêàçàíèå. Åñëè c0 + c1τ = τ(d0 + d1τ), òî ñîãëàñíî òîæäåñòâó Ôðîáåíèóñà
c0 + c1τ = −2d1 + (d0 + µd1)τ, îòêóäà c0 = −2d1. Îáðàòíî, åñëè c0 ÷åòíî, òî

c0 + c1τ

τ
=

µc0 + 2c1

2
− c0

2
τ.

Âìåñòî äåëåíèÿ íà τ 2 äåëèì íà µτ − 2. Òîãäà

c0 + c1τ = (d0 + d1τ)(µτ − 2) = −2(d0 + µd1) + (µd0 − d1)τ.

Ó÷èòûâàÿ µ = ±1, èìååì c0 = 2c1 mod 4. Îáðàòíî,

c0 + c1τ

τ 2
= −(1 + 2µ)c0 + 2µc1

4
+ µ

c0 − 2c1

4
τ.

Åñëè c0 ÷åòíî, òî α = c0+c1τ äåëèòñÿ íà τ, åñëè c0 íå÷åòíî, òî c0±1 = 2c1 mod 4,
çíà÷èò α± 1 äåëèòñÿ íà τ 2.

Èç ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äâà ìèíèìàëüíûõ êîäà äëÿ
îäíîãî ýëåìåíòà èç Z[τ ] èìåþò îäèíàêîâûå ñàìûå ïðàâûå öèôðû.

Óïðàæíåíèå 5.5.32 Ïðîâåðüòå ýòî.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ, âûâîäèì åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàëüíûõ êîäà.

Óïðàæíåíèå 5.5.33 Ïðîâåäèòå ýòî ðàññóæäåíèå áîëåå ïîäðîáíî.

Ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíîãî êîäà äëÿ c0 + c1τ âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî
àëãîðèòìà åãî ïîñòðîåíèÿ. Ïîëîæèì r0 = c0, r1 = c1, i = 0. Ïîêà r0 6= 0 èëè
r1 6= 0 â öèêëå äåëàåì ñëåäóþùèå îïåðàöèè: åñëè r0 íå÷åòíî, òî ui = 2 − (r0 −
2r1 mod 4), r0 = r0 − ui èíà÷å ui = 0 (âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîé öèôðû ui = 0,±1);
ïîòîì i = i + 1, r0 = r1 + µr0/2, r1 = −r0/2 (äåëåíèå r0 + r1τ íà τ).

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû öèêëà â ìàññèâå (ui−1, . . . , u0) áóäåò çàïèñàí ìèíè-
ìàëüíûé êîä.
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Óïðàæíåíèå 5.5.34 Ïðîâåðüòå ýòî.

Îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîãî τ -àäè÷åñêîãî êîäà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëåíèþ ìèíèìàëüíîãî 2-àäè÷åñêîãî êîäà è ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîòíîñòü pm1 â ìèíèìàëü-
íîì 2-àäè÷åñêîì êîäå â ñðåäíåì àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 1/3. Ïîýòîìó òî æå
âåðíî è äëÿ τ -àäè÷åñêîãî êîäà. Îäíàêî äëèíà τ -àäè÷åñêîãî êîäà äëÿ ÷èñëà n
àñèìïòîòè÷åñêè âäâîå áîëüøå, ÷åì ó 2-àäè÷åñêîãî êîäà, òàê êàê ýòà äëèíà l äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî α ∈ Z[τ ] îöåíèâàåòñÿ êàê

log2 N(α)− 0.55 < l < log2 N(α) + 3.52,

à log2 N(n) = 2 log2 n.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ íåðàâåíñòâ îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ, êî-

òîðûå ìû ôîðìóëèðóåì â âèäå óïðàæíåíèé.
Îáîçíà÷èì Nmax(l) íàèáîëüøóþ, à ÷åðåç Nmin(l) íàèìåíüøóþ íîðìó ýëåìåí-

òîâ Z[τ ] ñ ìèíèìàëüíûì êîäîì äëèíû l.

Óïðàæíåíèå 5.5.35 Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî l 2Nmax(l) ≤ Nmaxm(l + 1).

Óêàçàíèå: åñëè α ýëåìåíò ñ ìèíèìàëüíûì êîäîì äëèíû l è íîðìîé Nmax(l),
òî N(ατ) = 2N(α) è åãî ìèíèìàëüíûé êîä èìååò äëèíó l + 1.

Óïðàæíåíèå 5.5.36 Ïðîâåðüòå, ÷òî íàèáîëüøàÿ íîðìà ýëåìåíòîâ Z[τ ] ñ ìèíèìàëüíûì êî-
äîì äëèíû íå áîëåå l ðàâíà Nmax(l).

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 5.5.37 Äîêàæèòå, ÷òî ïðè c > k

√
Nmax(c) ≤ 2k/2

√
Nmax(c− k) +

√
Nmax(k).

√
Nmin(c) ≥ 2k/2

√
Nmin(c− k)−

√
Nmax(k).

Óêàçàíèå. Ïóñòü γ èìååò êîä (uc−1, . . . , u0), N(γ) = Nm(c), ãäå Nm = Nmax

èëè Nmin, è ρ èìååò êîä (uk−1, . . . , u0), òîãäà N(ρ) ≤ Nmax(k), γ = τ kδ + ρ,
Nmin(c− k) ≤ N(δ) ≤ Nmax(c− k), è èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà èìååì

√
N(γ) ≤ 2k/2

√
N(δ) +

√
N(ρ),

√
N(γ) ≥ 2k/2

√
N(δ)−

√
N(ρ).

Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè Ml =
√

2−lNmax(l).

Óïðàæíåíèå 5.5.38 Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, ÷òî ïðè c > k

Mc ≤ Mc−k + 2(c−k)/2Mk.
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Óïðàæíåíèå 5.5.39 Äîêàæèòå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ d, q

Mdq

1− 2−dq/2
≤ Md

1− 2−d/2
.

Óêàçàíèå: èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
M(k+1)d −Mkd ≤ 2−kd/2Md;

ïðîñóììèðóéòå ýòè íåðàâåíñòâà è ïðèìåíèòå ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
Óïðàæíåíèå 5.5.40 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ l > d

Ml <
Md

1− 2−d/2
,

Nmax(l) <
Nmax(d)

(2d/2 − 1)2
· 2l.

Óêàçàíèå: ïóñòü (k − 1)d < l ≤ kd; ïðèìåíèòå ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå.
Óïðàæíåíèå 5.5.41 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ l > 2d

Nmin(l) >

(√
Nmin(d)− Nmax(d)

2d/2 − 1

)2

· 2l−d.

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå ïðåäûäóùèå óïðàæíåíèÿ.
Èç ïðåäûäóùèõ óïðàæíåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè α èìååò ìèíèìàëüíûé óðàâ-

íîâåøåííûé τ -àäè÷åñêèé êîä äëèíû l > 2d, òî
(√

Nmin(d)− Nmax(d)

2d/2 − 1

)2

· 2l−d < N(α) <
Nmax(d)

(2d/2 − 1)2
· 2l.

Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïðè d = 15 è âû÷èñëÿÿ, ÷òî Nmax(15) = 47324,
Nmin(15) = 2996, èìååì ïðè l > 30

1.399 · 2 · 2l−4 < N(α) < 0.731 · 2l+1,

îòêóäà
log2 N(α)− 0.55 < l < log2 N(α) + 3.52.

Â [157] ïîêàçàíî, ÷òî ýòè îöåíêè áëèçêè ê òî÷íûì.
Èñïîëüçóÿ èõ, ïîëó÷àåì, ÷òî kP ìîæíî âû÷èñëèòü, ñäåëàâ â ñðåäíåì

2/3 log2 k ñëîæåíèé ñî ñëîæíîñòüþ (2/3 log2 k)(L(I)+2L(M)) áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò è ñî ñëîæíîñòüþ (2/3 log2 k)(8L(M)) + L(I) + 2L(M) ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò. Â ñòàíäàðòíîì àëãîðèòìå ñ ïðèìåíå-
íèåì äâîè÷íîãî êîäà ñðåäíåå ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ ñëîæåíèé òî÷åê êðèâîé âäâîå
ìåíüøå, íî çàòî èñïîëüçóåòñÿ log2 k óäâîåíèé, è îáùàÿ ñëîæíîñòü áåç èñïîëüçî-
âàíèÿ ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò ðàâíà (4/3 log2 k)(L(I)+2L(M)), à ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò îíà ðàâíà ((4 + 8/3) log2 k)L(M) + L(I) + 2L(M).

Ïðåèìóùåñòâî óêàçàííîãî ìåòîäà åùå áîëåå âîçðàñòàåò, åñëè ïåðåä ïîñòðî-
åíèåì ìèíèìàëüíîãî óðàâíîâåøåííîãî êîäà âûïîëíèòü ìîäóëÿðíóþ ðåäóêöèþ,
êîòîðàÿ óìåíüøàåò â äâà ðàçà äëèíó êîäà.
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5.5.2 Èñïîëüçîâàíèå ìîäóëÿðíîé ðåäóêöèè
Ýêâèâàëåíòíîñòü τ-àäè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî γ, ρ ∈
Z[τ ] ýêâèâàëåíòíû, åñëè ýíäîìîðôèçìû γ(P ), ρ(P ) ñîâïàäàþò íà äàííîé êðèâîé
Ea(GF (2n))..

Ëåììà 5.5.2 Åñëè γ = ρ mod τn − 1, òî γ è ρ ýêâèâàëåíòíû

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñîãëàñíî îäíîìó èç óïðàæíåíèé τn � òîæäåñòâåí-
íûé ýíäîìîðôèçì, òî (τn − 1)P = O äëÿ ëþáîé òî÷êè P äàííîé êðèâîé. Åñëè
â êîëüöå Z[τ ] γ = ρ mod τn − 1, òî γ = ρ + δ(τn − 1), çíà÷èò

γ(P ) = ρ(P ) + δ(τn − 1)(P ) = ρ(P ) + δ(O) = ρ(P ) + O = ρ(P ).

Ïîëîæèì δ = (τn − 1)/(τ − 1). Áûëî ðàíåå ïðîâåðåíî, ÷òî N(δ) = r =
|Ea(GF (2n))|/h, h = 3− µ, è r � ïîðÿäîê ãëàâíîé ïîäãðóïïû.

Ëåììà 5.5.3 Åñëè P òî÷êà ãëàâíîé ïîäãðóïïû, òî δ(P ) = O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óïðàæíåíèé ñëåäóåò, ÷òî P = hQ, (τn − 1)Q = O. Ïî-
ýòîìó δ((τ − 1)Q) = (τn − 1)Q = O. Ïîëîæèì ýíäîìîðôèçì τ − 1 = −1 + µ− τ,
òîãäà τ − 1(τ − 1) = 1− µ + µτ − τ 2 = 3− µ = h,

O = (τ − 1)(δ((τ − 1)Q)) = δ(τ − 1(τ − 1)Q) = δ(hQ) = δ(P ).

Èç ëåììû ñëåäóåò

Òåîðåìà 5.5.2 Åñëè P ïðèíàäëåæèò ãëàâíîé ïîäãðóïïå ãðóïïû Ea(GF (2n)),
è ρ = γ mod δ, òî ýíäîìîðôèçìû ρ è γ ñîâïàäàþò íà ãëàâíîé ïîäãðóïïå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â êîëüöå Z[τ ] γ = ρ mod δ, òî γ = ρ + δβ, çíà÷èò

γ(P ) = ρ(P ) + β(δ(P )) = ρ(P ) + β(O) = ρ(P ) + O = ρ(P ).

Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé òåîðåìîé, äëÿ âû÷èñëåíèÿ kP â ñëó÷àå P ïðè-
íàäëåæàùåãî ãëàâíîé ïîäãðóïïå ñíà÷àëà ìîæíî íàéòè ρ ∈ Z[τ ], òàêîé, ÷òî
ρ = k mod qδ, à ïîòîì äëÿ íåãî âû÷èñëèòü ìèíèìàëüíûé τ -àäè÷åñêèé êîä è
âû÷èñëèòü ρ(P ), ïîëüçóÿñü ýòèì êîäîì. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ρ ìîæíî ïðèìåíèòü
àëãîðèòì äåëåíèÿ, òàê êàê â êà÷åñòâå ρ ìîæíî âçÿòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ k íà
δ. Òîãäà N(ρ) < N(δ) = r. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå äàæå N(ρ) ≤
4N(δ)/7 = 4r/7. Òàê êàê r = |Ea(GF (2n))|/h, h = 3 − µ = 3 − (−1)1−a = 22−a,
Ea(GF (2n)) = 2n + 1− Vn = 2n + O(2n/2, òî

N(ρ) ≤ 4N(r)

7
≤ 2n+a

7
+ O(2n/2.

Ïîýòîìó äëÿ äëèíû l ìèíèìàëüíîãî τ -êîäà äëÿ ρ èìååì íåðàâåíñòâî

l < log2 N(ρ) + 3.52 < n + a + 0.8,
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à òàê êàê l � öåëîå, òî l ≤ n + a, a = 0, 1.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî íåíóëåâûõ öèôð â ìèíèìàëüíîì τ -êîäå

äëÿ ρ = k mod δ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî l/3. Ïîýòîìó ÷èñëî ñëîæåíèé òî÷åê ïðè
âû÷èñëåíèè kP ïðè k = O(r) áóäåò âäâîå ìåíüøå, ÷åì áûëî ðàíüøå.

Äàëåå áóäåò äîêàçàíà åâêëèäîâîñòü ýòîãî êîëüöà è ïðåäëîæåí àëãîðèòì äå-
ëåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî îöåíêà íîðìû îñòàòêà ÷åðåç íîðìó äåëèòåëÿ èìååò âèä
N(ρ) ≤ 4N(δ)/7.

Ï÷åëèíûå ñîòû è îêðóãëåíèå äî öåëûõ òî÷åê. Îïðåäåëèì íà ïëîñ-
êîñòè (λ0, λ1) âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé øåñòèóãîëüíèê U ñèñòåìîé
íåðàâåíñòâ

−1 ≤ 2λ0 + µλ1 < 1

−2 ≤ λ0 + 4µλ1 < 2

−2 ≤ λ0 − 3µλ1 < 2.

Î÷åâèäíî U ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì òðåõ ïîëîñ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà
ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè. Äëÿ êàæäîé öåëîé òî÷êè ξ ýòîé ïëîñêîñòè îáîçíà÷èì
U(ξ) øåñòèóãîëüíèê, ïîëó÷åííûé èç U ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð ξ.
Öåíòðîì U(ξ) áóäåò, åñòåñòâåííî, òî÷êà ξ.

Óïðàæíåíèå 5.5.42 Ïðîâåðüòå, ÷òî ñèñòåìà {U(ξ), ξ ∈ Z2} ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ øåñòèóãîëüíèêîâ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ïîêðûâàåò âñþ ïëîñêîñòü.

Óêàçàíèå. Êàæäûé èç øåñòèóãîëüíèêîâ ðåøåòêè èìååò 6 ñîñåäåé, êàæäûå
äâà ñîñåäà èìåþò îäíó îáùóþ ñòîðîíó.

Óïðàæíåíèå 5.5.43 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè λ ∈ U N(λ) ≤ 4/7.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ýëëèïñ λ2
0 + µλ0λ1 + 2λ2

1 = 4/7, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê ñ
íîðìîé íå áîëüøåé 4/7 è ïðîâåðüòå, ÷òî îí ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû U, è ïîýòî-
ìó åãî ñîäåðæèò â ñèëó âûïóêëîñòè. Íàïðèìåð, îäíà èç âåðøèí ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ 2λ0 + µλ1 = 1, λ0 + 4µλ1 = 2, ò.å. òî÷êîé (2/7, 3/7mu) =
(2/7,±3/7), ëåæàùåé íà ýëëèïñå, òàê êàê 4/49 + 6/49 + 18/49 = 4/7. Â ñèëó
ñèììåòðèè îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü åùå äâå âåðøèíû.

Óïðàæíåíèå 5.5.44 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè λ ∈ U è ëþáîãî ξ 6= 0, ξ ∈ Z[τ ] N(λ) <
N(λ + ξ).

Óêàçàíèå. Ïðîâåðüòå, ÷òî N(λ) < N(λ±1) åñëè è òîëüêî åñëè |2λ0+µλ1| < 1,
N(λ) < N(λ ± τ) åñëè è òîëüêî åñëè |4λ1 + µλ0| < 2, N(λ) < N(λ ± τ) åñëè è
òîëüêî åñëè |muλ0 − 3λ1| < 2, ãäå τ = µ−i

√
7

2
= −τ + µ. Òàê êàê λ ∈ U, òî

âûïîëíåíû âñå òðè óñëîâèÿ, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ ξ = ±1,±τ,±τ .
Äëÿ îñòàëüíûõ íåíóëåâûõ ξ ∈ Z[τ ] N(ξ) ≥ 4, , à òàê êàê N(λ) ≤ 4/7, òî ñîãëàñíî
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

√
N(λ) ≤ 2/

√
7 < 2− 2/

√
7 ≤

√
N(ξ)−

√
N(λ) <

√
N(λ + ξ).
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè λ îáîçíà÷èì κ = Round(λ) òàêóþ öåëóþ òî÷êó, ÷òî
λ ∈ U(κ) è îïðåäåëèì ζ := ((λ)) = λ− κ. Î÷åâèäíî ζ ∈ U, ïîýòîìó N(ζ) ≤ 4/7,
è äëÿ ëþáîãî α ∈ Z[τ ] N(ζ) < N(ζ + α).

Îïðåäåëèì Round(λ) äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàâåíñòâîì Round(λ) =
bλ + 1/2c, òîãäà î÷åâèäíî ((λ)) ≤ 1/2.

Äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë λ = (λ1, λ2) âû÷èñëèòü Round(λ) ìîæíî ñëåäóþùèì
àëãîðèòìîì.

Ïîëîæèì fi = Round(λi), ηi = λi − fi, hi = 0, i = 1, 2.
Ïîëîæèì η = 2η0 + µη1.
Åñëè η ≥ 1,
òî

åñëè η0 − 3µη1 < −1, òî h1 = µ, èíà÷å h0 = 1
èíà÷å

åñëè η0 + 4µη1 ≥ 2, òî h1 = µ
Åñëè η < −1,
òî

åñëè η0 − 3µη1 ≥ −1, òî h1 == µ, èíà÷å h0 = −1
èíà÷å

åñëè η0 + 4µη1 < −2, òî h1 = −µ
Íà âûõîäå àëãîðèòì âûäàåò qi = fi + hi, i = 1, 2.

Óïðàæíåíèå 5.5.45 Óáåäèòåñü â ïðàâèëüíîñòè àëãîðèòìà.

Äåëåíèå ñ îñòàòêîì â êîëüöå Z[τ ]. Ïóñòü äåëèìîå γ = c0 + c1τ ∈ Z[τ ],
äåëèòåëü δ = d0 + d1τ ∈ Z[τ ], ÷àñòíîå κ = q0 + q1τ ∈ Z[τ ], îñòàòîê ρ = r0 + r1τ ∈
Z[τ ] òàêîâû, ÷òî γ = κδ + ρ, è ìû õîòèì ìèíèìèçèðîâàòü N(ρ). Ïîëîæèì
λ = γ/δ, òîãäà

λ =
γδ

δδ
=

γδ

N(δ)
=

g0 + g1τ

N
.

Ïîëîæèì κ = Round(g0

N
+ g1

N
τ). Òîãäà ρ = γ − κδ è àëãîðèòì äåëåíèÿ âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîëîæèì

g0 = c0d0 + µc0d1 + 2c1d1,

g1 = c1d0 − c0d1,

N = d2
0 + µd0d1 + 2d2

1,

λi = gi/N, i = 1, 2,

(q0, q1) = Round(λ0, λ1),

r0 = c0 − d0q0 + 2d1q1,

r1 = c1 − d1q0 − d0q1 −mud1q1.

Óïðàæíåíèå 5.5.46 Ïðîâåðüòå ïðàâèëüíîñòü àëãîðèòìà.
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Òàê êàê
ρ = γ − κδ = (λ− κ)δ = (λ−Round(λ))δ = ((λ))δ = ((γ/δ))δ,

òî N(ρ) = N(((λ))δ) = N(((λ)))N(δ) ≤ 4
7
N(δ).

Äàëåå ýòîò îñòàòîê ρ îáîçíà÷àåì γ mod δ.
Âû÷èñëåíèå ðåäóöèðîâàííîãî τ-àäè÷åñêîãî êîäà. Äëÿ ýòîãî íàäî âû-

÷èñëèòü k mod δ, ãäå δ = d0+d1τ = (τn−1)/(τ−1), N(δ) = r. à ïîòîì âû÷èñëèòü
ìèíèìàëüíûé τ -àäè÷åñêèé êîä. Äëÿ âûïîëíåíèÿ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ïðèìåíÿåì
ïðåäûäóùèé àëãîðèòì ê γ = k. Òîãäà gi = sik, s0 = d0 + µd1, s1 = −d1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë si âîñïîëüçóåìñÿ âòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
Ëþêà, îïðåäåëÿåìîé ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

U0 = 0, U1 = 1, Ui+1 = µUi − 2Ui−1, i > 0.

Óïðàæíåíèå 5.5.47 Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî Ui öåëûå íå÷åòíûå ÷èñëà.

Óïðàæíåíèå 5.5.48 Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî Ui = (τ i − τ)/
√−7.

Óïðàæíåíèå 5.5.49 Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî τ i = Uiτ − 2Ui−1, i > 0.

Óïðàæíåíèå 5.5.50 Äîêàæèòå, ÷òî U2
i − µUiUi−1 + 2U2

i−1 = 2i−1, i > 0.

Óêàçàíèå: ïðåäûäóùåå òîæäåñòâî óìíîæüòå íà ñîïðÿæåííîå.
Òàê êàê ïðè ïåðåõîäå ê ñîïðÿæåííûì ÷èñëàì èìååì

d0 + d1τ = (τn − 1)/(τ − 1),

òî, ñêëàäûâàÿ ñ ðàâåíñòâîì
d0 + d1τ = (τn − 1)/(τ − 1),

íàõîäèì, ñêëàäûâàÿ äðîáè, ÷òî
2d0 + µd1 = (Unτ − 2Un−1 − 1)/(τ − 1) + (Unτ − 2Un−1 − 1)/(τ − 1) =

=
(4− µ)Un + (4− 2µ)Un−1 + 2− µ

3− µ
.

Âû÷èòàÿ ðàâåíñòâà, èìååì
d1

√−7 = (Unτ − 2Un−1 − 1)/(τ − 1)− (Unτ − 2Un−1 − 1)/(τ − 1) =

=

√−7(−Un + 2Un−1 + 1)

3− µ
,

îòêóäà
s1 = −d1 =

Un − 2Un−1 − 1

3− µ
,

çíà÷èò

2s0 = 2d0 + 2µd1 ==
(4− µ)Un + (4− 2µ)Un−1 + 2− µ

3− µ
+

µ(−Un + 2Un−1 + 1)

3− µ
=

=
(4− 2µ)Un + 4Un−1 + 2

3− µ
= 2

(2− µ)Un + 2Un−1 + 1

3− µ
.
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Óïðàæíåíèå 5.5.51 Ïðîâåðüòå, ÷òî

si = (−1)i(1− µUn+3−a−i)/(3− µ), i = 0, 1.

Óêàçàíèå: ïðè a = 0

Ui+1 = µUi − 2Ui−1 = −Ui − 2Ui−1 = (Ui−1 + 2Ui−2)− 2Ui−1 =

= −Ui−1 + 2Ui−2.

Âû÷èñëåíèå r0 + r1τ = k mod (τn − 1)/(τ − 1) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì àë-
ãîðèòìîì.

Ïîëîæèì d0 = s0 + µs1, λi = sik/r, (q0, q1) = Round(λ0, λ1), òîãäà

r0 = k − d0q0 − 2s1q1, r1 = s1q0 − s0q1.

Îêîííûé τ-àäè÷åñêèé ìåòîä. Ýòîò ìåòîä â îïðåäåëåííîì ñìûñëå àíàëî-
ãè÷åí îêîííîìó 2-àäè÷åñêîìó ìåòîäó, è òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îáû÷íîãî
τ -àäè÷åñêîãî ìåòîäà íà ñëó÷àé îêíà ïðîèçâîëüíîé äëèíû k. Â ñëó÷àå îòñóò-
ñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íà ïàìÿòü, ýòîò ìåòîä óñêîðÿåò ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå íà
íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå øèðèíû îêíà. Îñíîâàí
îí íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 5.5.3 Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî w è ëþáîãî ýëåìåíòà êîëüöà Z[τ ]
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

amτ@ + . . . + a0,

ãäå ai = 0,±1,±3, . . . ,±2w−1 − 1, è ñðåäè ëþáûõ w ïîäðÿä èäóùèõ êîýôôèöèåí-
òîâ ìàêñèìóì îäèí íåíóëåâîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèå è ëåììà.
Îïðåäåëèì ÷èñëî tm òàê, ÷òî tm = 2Um−1U

−1
m mod 2m. Òàê êàê Um íå÷åòíî,

òî U−1
m mod 2m ñóùåñòâóåò è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî, çíà÷èò tm òîæå îïðåäåëåíî

îäíîçíà÷íî, ÷åòíî, íî íå êðàòíî 4. Ñîãëàñíî îäíîìó èç ïðåäûäóùèõ óïðàæíå-
íèé

t2m − µtm + 2 = 0 mod 2m.

Óïðàæíåíèå 5.5.52 Ïðîâåðüòå ýòî.

Òàêèì îáðàçîì tm óäîâëåòâîðÿåò ïî ìîäóëþ 2i òîìó æå óðàâíåíèþ, ÷òî è
÷èñëî τ â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâèå τ → tm ìîæíî åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ

φm : u0 + u1τ → u0 + u1tm

êîëüöà Z[τ ] â êîëüöî Z2m âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2m.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò u0 + u1τ íå÷åòåí, åñëè u0 íå÷åòíî; ýëåìåíò

u0 + u1tm mod 2m íå÷åòåí, åñëè u0 íå÷åòíî. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì ïîíÿòèå
÷åòíîñòè.
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Óïðàæíåíèå 5.5.53 Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö, ò.å.
ñóììó ïåðåâîäèò â ñóììó è ïðîèçâåäåíèå � â ïðîèçâåäåíèå (à òàêæå íóëü � â íóëü è åäèíèöó
� â åäèíèöó). Ïðîâåðüòå, ÷òî íå÷åòíûå ýëåìåíòû îíî ïåðåâîäèò â íå÷åòíûå, à ÷åòíûå � â
÷åòíûå

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîáùàåò îäíó èç ïðåäûäóùèõ.

Ëåììà 5.5.4 φm(α) = 0 åñëè è òîëüêî åñëè α ∈ Z[τ ] äåëèòñÿ íàöåëî â ýòîì
êîëüöå íà τm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê φm(τ) = tm = 2 mod 4, òî ïî èíäóêöèè ìîæíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî φm(τ j) = tjm = 2j mod 2j+1. Çíà÷èò φm(τm) = 0 mod 2m, ïîýòîìó

φm(α) = φm(βτm) = φm(β)φm(τm) = 0 mod 2m.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â äðóãóþ ñòîðîíó ïðåäïîëîæèì, ÷òî α = βτ j, j < m, β =
u0 + u1τ, u0 6= 0, òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u0 ∈ Z[τ ] åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ
β íà τ, ïîýòîìó 0 < N(u0) < N(τ) = 2, çíà÷èò N(u0) = 1, ïîýòîìó u0 = ±1,
îòêóäà ñëåäóåò íå÷åòíîñòü φm(β) = u0 + φm(u1)φm(τ), è

φm(α) = φm(βτ j) = φm(β)φm(τ j) = 2j mod 2j+1 6= 0 mod 2m.

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè φm íå÷åòíûå êëàññû âû÷åòîâ â
êîëüöå Z[τ ] ïî ìîäóëþ τm ïåðåõîäÿò â íå÷åòíûå êëàññû âû÷åòîâ â êîëüöå Z2m ,
à ÷åòíûå � â ÷åòíûå, ïðè÷åì ðàâíûå ïî ìîäóëþ τm ýëåìåíòû èìåþò îäèíàêîâûå
îáðàçû ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè.

Óïðàæíåíèå 5.5.54 Äîêàæèòå ýòî.

Óêàçàíèå. Åñëè äâà ðàçíûõ ïî ìîäóëþ τm ýëåìåíòà èç Z[τ ] ïåðåõîäÿò â
îäèí ýëåìåíò Z2m , òî èõ ðàçíîñòü ñîãëàñíî ëåììå äîëæíà äåëèòüñÿ íà τm, ÷òî
íåâîçìîæíî.

Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â òåîðåìå ìîæíî ïðîâåñòè èí-
äóêöèåé ïî åãî äëèíå. Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ øàãà èíäóê-
öèè çàìåòèì, ÷òî ëþáîé íå÷åòíûé ýëåìåíò êîëüöà Z[τ ] ïî ìîäóëþ τw ðàâåí
òîëüêî îäíîìó èç ÷èñåë ±1,±3, . . . ,±2w−1 − 1. Ïîýòîìó â ðàçëîæåíèè íå÷åòíî-
ãî ýëåìåíòà

α = amτm + . . . + a0

a0 6= 0, ïîýòîìó ai = 0, i = 1, . . . , w − 1, çíà÷èò α = a0 mod τw, ðàâíûé îäíî-
ìó èç ÷èñåë ±1,±3, . . . ,±2w−1 − 1, îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè (α− a0)/τ

w èìååò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

amτm−w + . . . + aw.

Çíà÷èò ðàçëîæåíèå íå÷åòíîãî ýëåìåíòà α îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Â ðàçëîæåíèè
÷åòíîãî ýëåìåíòà

α = amτm + . . . + a0
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a0 âñåãäà äîëæíî áûòü ÷åòíûì, à çíà÷èò ïî óñëîâèþ òåîðåìû íóëåì, è îïðåäå-
ëÿåòñÿ òàêæå îäíîçíà÷íî. Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû òàêæå îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿþòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ

α/τ = amτm−1 + . . . + a1

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé, à ñàìî
ðàçëîæåíèå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèìè àëãîðèòìîì. Ïóñòü α = u0 +u1τ, ui ∈ Z. Âíà-
÷àëå ñïèñîê S êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, â êîòîðîì â êîíöå ðàáîòû àëãîðèò-
ìà ïîÿâÿòñÿ êîýôôèöèåíòû am, . . . , a0, ïóñò. Åñëè u0 ÷åòíî, òî, òî çàïèñûâàåì
a0 = 0 â ýòîò ñïèñîê è çàìåíÿåì ýëåìåíò α íà ýëåìåíò α/τ = µu0/2+u1−τu0/2,
ò.å. äåëàåì ïðèñâàèâàíèÿ u0 = u1 + µu0/2, u1 = −u0/2. Åñëè æå u0 íå÷åòíî, òî
âû÷èñëÿåì φw(α) = u0 +u1tw ∈ Z2w , íàõîäèì ðàâíûé åìó ïî ìîäóëþ 2w ýëåìåíò
u â ñïèñêå ±1,±3, . . . ,±2w−1 − 1, âû÷èñëÿåì α = α − u, äåëàÿ ïðèñâàèâàíèå
u0 = u0 − u, çàíîñèì u â ñïèñîê êîýôôèöèåíòîâ íà î÷åðåäíîå ìåñòî, çàìå÷àåì,
÷òî òåïåðü α ñîãëàñíî ëåììå áóäåò êðàòíî τw, è ïîâòîðÿåì (íå ìåíåå ÷åì w ðàç
ïîäðÿä) óêàçàííóþ âûøå ïðîöåäóðó äåëåíèÿ ÷åòíîãî ýëåìåíòà íà τ, ïîêà íå
ïîëó÷èòñÿ íå÷åòíûé ýëåìåíò èëè u1 íå îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ, íà ÷åì ðàáîòà
àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ.

Èçâåñòíî [157], ÷òî ñðåäíåå äîëÿ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè ñ
øèðèíîé îêíà w àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 1/(w + 1). Ïîýòîìó îáùàÿ îöåíêà ÷èñ-
ëà ñëîæåíèé òî÷åê êðèâîé Ea(GF (2m)) äëÿ âûïîëíåíèÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ
ðàâíà 2w−2 − 1 + m/(w + 1) è òðåáóåòñÿ çàïîìèíàíèå 2w−2 + 2 òî÷åê. Àëãîðèòì
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Áåðåòñÿ òî÷êà P èç ãëàâíîé ïîäãðóïïû. Ïðè âû-
÷èñëåíèè òî÷êè kP ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî k ≤ r/2, ãäå r� ïîðÿäîê ãëàâíîé
ïîäãðóïïû, èíà÷å âìåñòî P ìîæíî âçÿòü −P, òîãäà kP = (r − k)(−P ). Äàëåå
âû÷èñëÿåì k0+k1τ = k mod δ ãäå δ = (τm−1)/(τ−1). Ïîòîì ñòðîèì äëÿ k0+k1τ
ðàçëîæåíèå

anτ
n + . . . + a0, n ≤ m + a + 2, ai = 0,±1,±3, . . .± 2w−1 − 1.

Ïîòîì ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ âû÷èñëÿåì

kP = (k0 + k1τ)P = (anτn + . . . + a0)P

àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî äåëàëîñü â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ 2-àäè÷åñêîãî ðàçëî-
æåíèÿ, íî ïðè ýòîì óäâîåíèå (èëè îïîëîâèíèâàíèå) òî÷åê çàìåíÿåòñÿ íà ãîðàç-
äî áîëåå áûñòðóþ îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò îáîèõ êîîðäèíàò òî÷êè. Ïðè
ýòîì òî÷êè P, 3P, . . . 2w−1 − 1 âû÷èñëÿþòñÿ, êàê îáû÷íî, çàðàíåå è çàïîìèíà-
þòñÿ. Åñëè òî÷êà P çàðàíåå èçâåñòíà, òî 2w−2 − 2 ïðåäâàðèòåëüíûõ ñëîæåíèé
ìîæíî íå ó÷èòûâàòü â îêîí÷àòåëüíîé îöåíêå ñëîæíîñòè.

Äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèÿ k mod δ â îïèñàííîì âûøå àëãîðèòìå äåëåíèÿ ñ
îñòàòêîì ìîæíî çàìåíèòü öåëî÷èñëåííîå äåëåíèå íà íîðìó N(δ) = r = (2m +
1 − Vm)/(3 + µ), àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêóþ ê ñòåïåíè äâîéêè, ïðèáëèæåííûì
âûïîëíåíèåì ýòîé îïåðàöèè, èñïîëüçóþùèì òîëüêî öåëî÷èñëåííûå óìíîæåíèÿ.
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À èìåííî, âìåñòî òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ λi = sin/r îíî íàõîäèòñÿ ñ òî÷íîñòüþ C
áèò ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû:

K := C +
m + 5

2
; n′ =

⌊
n

2m−K−2+a

⌋
;

g′i = sin
′; h′i =

⌊
g′

2m

⌋
; j′i = Vmh′i,

l′i = Round

(
g′i + j′i
2K−C

)
; li :=

l′i
2C

.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷åííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ïðîöåäóðû äåëåíèÿ
îñòàòîê ρ′ íå ñîâïàäàåò ñ îñòàòêîì ρ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû äåëåíèÿ íå ïðå-
âîñõîäèò 2−C+5. Íî ïðè ýòî äëèíà τ -àäè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ñ
ïîìîùüþ ýòîé ïðèáëèæåííîé ïðîöåäóðû, íå ïðåâîñõîäèò m+ a+3, ãäå a = 0, 1
� íîìåð èñïîëüçóåìîé êðèâîé, ò.å. íå áîëåå ÷åì íà 3 áîëüøå ñòàíäàðòíîé îöåí-
êè. Âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â [157].
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Ãëàâà 6

Ïðîòîêîëû ýëëèïòè÷åñêîé
êðèïòîãðàôèè

6.1 Âûáîð òî÷êè è ðàçìåùåíèå äàííûõ
6.1.1 Ââåäåíèå

Èñïîëüçîâàíèå ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â êðèïòîãðàôèè ñâÿ-
çàíî ñ âûáîðîì îïðåäåë¼ííûõ å¼ òî÷åê. Ïðè ýòîì â çàâèñèìîñòè îò êðèïòî-
ãðàôè÷åñêîé çàäà÷è âûáèðàþò òî÷êó ñëó÷àéíî èëè òî÷êó, êîîðäèíàòû êîòîðîé
îòðàæàþò äàííûå, ïîìåùàåìûå íà êðèâóþ. Òàê çíà÷åíèå êîîðäèíàòû x ìîæåò
ñîäåðæàòü êàê ÷àñòü áèíàðíîãî âåêòîðà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′, çíà÷åíèå êî-
îðäèíàòû y ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî óðàâíåíèþ êðèâîé. Ïîñëåäíåå ñâÿçàíî ñ
ðåøåíèåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî âèäà. Ìû ðàññìîòðèì ìåòîäû
ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè âû÷èñëåíèè êîîðäèíàòû y
òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Çàòåì ìû ðàññìîòðèì ìåòîä ïîìåùåíèÿ äàííûõ
â ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ.

6.1.2 Ðåøåíèå êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé
Ñóïåðñèíãóëÿðíûé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

Y 2 + Y = σ, (6.1)

ãäå σ � ýëåìåíò ïîëÿ GF (2n), òàêîé, ÷òî Tr(σ) = 0.
(Åñëè Tr(σ) = 1, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ, òàê êàê Tr(y) = Tr(y2) è,

ñëåäîâàòåëüíî, Tr(y2 + y) = 0. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñëåäà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííîé Y ðåøåíèÿ y äîëæíû áûòü
îäèíàêîâûìè. 1

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè y � êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî y + 1 � âòîðîé
åãî êîðåíü óðàâíåíèÿ, òàê êàê y2 + y = y(y + 1).

1Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ôóíêöèè ñëåäà: Tr(ax + by) = aTr(x) + bTr(y)

445
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Ðåøåíèå y êàê ýëåìåíò ïîëÿ GF (2m) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ïîëèíîìèàëüíîì
áàçèñå â âèäå âåêòîðà

(y0, y1, . . . , yn−2, yn−1),

à òàêæå â âèäå ìíîãî÷ëåíà � ïðîèçâåäåíèÿ ýòîãî âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ íà
åäèíè÷íóþ ìàòðèöó T1 è íà âåêòîð ñòåïåíåé êîðíÿ λ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëå-
íà.

y = (y0, y1, . . . , yn−2, yn−1)




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1







1
λ
. . .

λn−2

λn−1




(6.2)

Âîçâåäåíèåì â êâàäðàò êàæäîãî òåðìà ìíîãî÷ëåíà (ñîîòâåòñòâóþùåãî i-îé
ñòðîêå ìàòðèöû) è ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ðåçóëüòàòà ïî ìîäóëþ íåïðè-
âîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ïîëó÷èì àíàëîãè÷íîå (â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà
ìàòðèöó T2 è çàòåì íà âåêòîð ñòåïåíåé êîðíÿ λ) ïðåäñòàâëåíèå äëÿ y2 :

y2 = (y0, y1, . . . , yn−2, yn−1)×



1 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

sn−2,0 sn−2,1 . . . sn−2,n−2 sn−2,n−1

sn−1,0 sn−1,1 . . . sn−1,n−2 sn−1,n−1







1
λ
. . .

λn−2

λn−1




(6.3)

Êàê âèäèì, i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû T1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ïîëèíîìèàëü-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà λi ïîëÿ GF (2m), òîãäà êàê i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû
T2 ïðåäñòàâëÿåò â ïîëèíîìèàëüíîì áàçèñå ýëåìåíò λ2i ýòîãî ïîëÿ.

Ñóììó T1 + T2 ìàòðèö T1 è T2 â ïðåäñòàâëåíèÿõ (1.2) è (1.3) îáîçíà÷èì T.
Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå

y · T = σ = (σ0, σ1, . . . , σn−1). (6.4)
Ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû T îêàçûâàåòñÿ íóëåâîé, íî ïîñëåäóþùèå n−1 ñòðîê

ñîîòâåòñòâóþò ðîâíî n−1 ïåðåìåííûì y1, . . . yn−1. Ýòèì ñòðîêàì ñîîòâåòñòâóåò
ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ñ n− 1 íåèçâåñòíûìè:

(y1, . . . , yn−2, yn−1)×



1 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

sn−2,0 sn−2,1 . . . 1 + sn−2,n−2 sn−2,n−1

sn−1,0 sn−1,1 . . . sn−1,n−2 1 + sn−1,n−1







1
λ
. . .

λn−2

λn−1




= σ, (6.5)

Ïåðåìåííàÿ y0 íå ó÷àñòâóåò â ýòîì óðàâíåíèè è ìîæåò èìåòü ëþáîå èç çíà÷å-
íèé 0,1, ÷òî îòðàæàåò íåîïðåäåëåííîñòü ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (åñëè
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ïðè âûáîðå y0 = 0 ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå y, òî ïðè âûáîðå y0 = 1 ïîëó÷èëîñü áû
ðåøåíèå y + 1).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ ñóïåðñèíãóëÿðíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Y 2 + Y = X3 + X + 1

èëè
Y 2 + Y = X3 + X

óðàâíåíèå (1.1) âîçíèêàåò ïðè ïîäñòàíîâêå â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ýëåìåí-
òà x ïîëÿ, íàä êîòîðûì îíà îïðåäåëåíà. Ïðè ïîäñòàíîâêå ðàçíûõ ýëåìåíòîâ x
ìàòðèöà T âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî îäèí ðàç äëÿ çàäàííîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî-
÷ëåíà.
Ïðèìåð 6.1.1 Ðàññìîòðèì ñóïåðñèíãóëÿðíóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ

Y 2 + Y = X3 + X + 1

íàä ïîëåì GF (24) = GF (2)(λ), ãäå λ åñòü êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà x4 + x + 1,
Âûáåðåì ýëåìåíò x = (x0, x1, x2, x3) = (1, 0, 0, 0). Êàê âèäèì,

Tr(x) = x2 + x4 + x8 + x = 0.

Âû÷èñëèì σ(x) = 1 + x + x3 = (1, 0, 0, 0). Êàê âèäèì, Tr(σ) = Tr(1, 0, 0, 0) = (1, 0, 0, 0) +
(1, 0, 0, 0) + (1, 0, 0, 0) + (1, 0, 0, 0) = 0.

Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (1.1) ïðèíèìàåò âèä

Y 2 + Y = (1, 0, 0, 0).

Ïðèìå÷àíèå. Â äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöû T1 è T2 ñëåäóþùèå

T1 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ; T2 =




1 0 0 0
0 0 1 0
1 1 0 0
0 0 1 1


 .

Ìàòðèöà T = T1 + T2 èìååò âèä

T1 + T2 =




0 0 0 0
0 1 1 0
1 1 1 0
0 0 1 0


 .

Óðàâíåíèå (1.5) â ìàòðè÷íîé ôîðìå èìååò âèä

(y0, y1, y2, y3)




0 0 0 0
0 1 1 0
1 1 1 0
0 0 1 0


 .




λ0

λ1

λ2

λ3


 = (1, 0, 0, 0).

Ïîñëå óïðîùåíèÿ èìååì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå:

(y1, y2, y3)




0 1 1 0
1 1 1 0
0 0 1 0


 .




λ0

λ1

λ2

λ3


 = (1, 0, 0, 0).
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Óìíîæàÿ ìàòðèöó íà âåêòîð, ïîëó÷èì

(y1, y2, y3)




0 λ λ2 0
1 λ λ2 0
0 0 λ2 0


 = (1, 0, 0, 0).

Óìíîæàÿ âåêòîð íà ìàòðèöó, ïîëó÷àåì (y2, (y1 + y2)λ, (y1 + y2 + y3)λ2) = (1, 0, 0, 0).
Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

y2 = 1,
y1 + y2 = 0,

y1 + y2 + y3 = 0.

Ðåøàÿ åå, ïîëó÷èì y2 = 1, y1 = 1, y3 = 0.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0, 1, 1, 0) è (1, 1, 1, 0).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (1) íàä ïîëåì GF (2n) ïðè
íå÷åòíîì n, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 6.1.1

ÂÕÎÄ: Óðàâíåíèå 1.1 íàä GF (2n), n = 2k + 1.
Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí p(x), ïîðîæäàþùèé GF (2n)

ÂÛÕÎÄ: Ðåøåíèÿ y, y + 1 óðàâíåíèÿ 1.1
1. Âû÷èñëèòü T = Tr(σ) = σ + σ2 + · · ·+ σ2n−1 � ñëåä ýëåìåíòà σ.
2. Åñëè T 6= 0, âåðíóòü ¾ðåøåíèé íåò¿
3. Âû÷èñëèòü y = σ +

∑i=k
i=1 σ22i−1

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì y ñëåä ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ, òàê
êàê Tr(y) = Tr(y2). Ïîýòîìó, åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî ñëåä ïðàâîé ÷àñòè
òàêæå íóëåâîé. Äàëåå íå òðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè âû÷èñëèòü

y = σ +
k∑

i=1

σ22i−1

,

à çàòåì âçÿòü s = y + y2, òî ïîëó÷èòñÿ s = Tr(σ)+σ = σ, òàê êàê ñëåä ýëåìåíòà
σ, êàê ïðîâåðåíî â ï.2 àëãîðèòìà, ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò,

y2 + y = σ.

Ïðèìåð. Ïðè n = 5
y = σ + σ4 + σ16.

y2 = σ2 + σ8 + σ32.

y + y2 = σ + σ4 + σ16 + σ2 + σ8 + σ32 = σ + σ4 + σ16 + σ2 + σ8 + σ =

σ + σ2 + σ4 + σ8 + σ16 + σ = Tr(σ) + σ = σ.
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Íàïðèìåð, åñëè p(x) = x2 + x5 è σ = x4, òî

Tr(σ) = x4 + x8 + x16 + x32 + x64 = 0,

y = x4 + x16 + x64 = 1 + x + x2 + x3;

y2 = x8 + x64 = 1 + x + x2 + x3 + x4;

y + y2 = x4.

Íåñóïåðñèíãóëÿðíûé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

Y 2 + XY + f(X) = 0, (6.6)

ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ïåðåíîñå â ëåâóþ ÷àñòü ïðàâîé ÷àñòè f(X) óðàâíåíèÿ íåñó-
ïåðñèíãóëÿðíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ïîëîæèì X = x, Y = xZ è ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

Z2x2 + x2Z + f(x) = 0,

ïðè x 6= 0 îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

Z2 + Z + σ = 0, (6.7)

ãäå σ = f(x) · x−2.

Ýòî óðàâíåíèå (îòíîñèòåëüíî z) ìîæíî ðåøèòü ìåòîäàìè, îïèñàííûìè â
ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1). Äàëåå ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïðå-
îáðàçîâàòü â ðåøåíèå y = zx óðàâíåíèÿ (1.5). Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
−z = z + 1. Îòñþäà −y = −zx = (z + 1)x = zx + x = y + x, êàê è äîëæíî
áûòü â íåñóïåðñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå.

6.1.3 Âûáîð òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
Ïðèâåä¼ì äâà âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìà âûáîðà òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðè-

âîé (ñóïåðñèíãóëÿðíûé ñëó÷àé.)

Àëãîðèòì 6.1.2
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ÂÕÎÄ: Óðàâíåíèå ñóïåðñèíãóëÿðíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä GF (2n).
Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí p(x), ïîðîæäàþùèé GF (2n)

ÂÛÕÎÄ: Òî÷êà (x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ êðèâîé
0. (Íà ýòàïå èíèöèàëèçàöèè).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.2),(1.3) âû÷èñëèòü ìàòðèöó T
1. Âûáðàòü ñëó÷àéíî ýëåìåíò x, x 6= 0 ïîëÿ GF (2n).
2. Âû÷èñëèòü σ = f(x).
3. Âû÷èñëèòü ñëåä Tr(σ) ýëåìåíòà σ :

Tr = Tr(σ) =
∑m−1

i=0 σ2i
.

4.Åñëè Tr = 1, òî ïåðåéòè ê ï. 1.
5.Ðåøèòü óðàâíåíèå 1.1
6. Âåðíóòü (x,y)

Ïðè íå÷åòíîé ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ïðèìåíÿåòñÿ áîëåå ïðîñòîé àëãî-
ðèòì, èñïîëüçóþùèé Àëãîðèòì 1.1.

Àëãîðèòì 6.1.3

ÂÕÎÄ: Óðàâíåíèå ñóïåðñèíãóëÿðíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä GF (2n).
Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí p(x), ïîðîæäàþùèé GF (2n), n=2k+1

ÂÛÕÎÄ: Òî÷êà (x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1.1)
1. Âûáðàòü ñëó÷àéíî ýëåìåíò x, x 6= 0 ïîëÿ GF (2n).
2. Âû÷èñëèòü σ = f(x) � çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðè X=x.
3. Ïðèìåíèòü Àëãîðèòì 1.1

Åñëè ðåøåíèå y èìååòñÿ, òî âåðíóòü (x, y).
4. Ïåðåéòè ê ï. 1.

Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû âûáîðà òî÷êè íåñóïåðñèíãóëÿðíîé ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ àëãîðèòìîâ ñóïåðñèíãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ.

Ïðèâåäåì äâà àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùèå àëãîðèòìû 3.3 è 3.4

Àëãîðèòì 6.1.4
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ÂÕÎÄ: Óðàâíåíèå Y 2 + XY = f(x), ãäå f(x) �
çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðè X=x.
Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí p(x), ïîðîæäàþùèé GF (2n)

ÂÛÕÎÄ: Òî÷êà (x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ 1.6
@ 0. (Íà ýòàïå èíèöèàëèçàöèè).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.2),(1.3) âû÷èñëèòü ìàòðèöó T = T1 + T2

1. Âûáðàòü ñëó÷àéíî ýëåìåíò x, x 6= 0 ïîëÿ GF (2n).
2. Âû÷èñëèòü σ = f(x) · x−2,ãäå f(x) �

çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðè X=x.
3. Âû÷èñëèòü ñëåä Tr(σ) ýëåìåíòà σ :

Tr = Tr(σ) =
∑m−1

i=0 σ2i
.

4.Åñëè Tr = 1, òî ïåðåéòè ê ï. 1.
5.Ðåøèòü óðàâíåíèå y · T = σ
6.Âû÷èñëèòü y = yx.
7. Âåðíóòü (x, y).

Ïðè íå÷åòíîé ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ïðèìåíÿåòñÿ áîëåå ïðîñòîé àëãî-
ðèòì, èñïîëüçóþùèé Àëãîðèòì 1.4.

Àëãîðèòì 6.1.5

ÂÕÎÄ: Óðàâíåíèå Y 2 + XY = f(x), ãäå f(x) �
çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðè X=x.
Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí p(x), ïîðîæäàþùèé GF (2n).

ÂÛÕÎÄ: Òî÷êà (x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ 1.6@
1. Âûáðàòü ñëó÷àéíî ýëåìåíò x, x 6= 0 ïîëÿ GF (2n).
2. Âû÷èñëèòü σ = f(x) · x−2, ãäå f(x) �

çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðè X=x.
3. Ïðèìåíèòü Àëãîðèòì 1.1.

Åñëè ðåøåíèå y èìååòñÿ, òî âåðíóòü (x, xy).
4. Ïåðåéòè ê ï. 1.

6.1.4 Ðàçìåùåíèå äàííûõ íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
Çàìåòèì, ÷òî äàííûå, êîòîðûå ìîæíî ðàçìåñòèòü â íåêîòîðîé òî÷êå ýë-

ëèïòè÷åñêîé êðèâîé äîëæíû ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêî ìåíüøåãî ÷èñëà áèò, ÷åì
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ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîëÿ, íàä êîòîðûì ñòðîèòñÿ êðèâàÿ. (Íåñêîëüêî áèò äîëæ-
íû îñòàâàòüñÿ íåîïðåäåë¼ííûìè, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü ïîïàäàíèÿ íà
êðèâóþ). Àëãîðèòìû ðàçìåùåíèÿ äàííûõ íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé àíàëîãè÷-
íû àëãîðèòìàì âûáîðà òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Èõ îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì,
÷òî âûáèðàåòñÿ íå ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, à òî÷êà (x, y) òàêàÿ, òî ÷àñòü âåêòîðà x
ôèêñèðîâàíà è ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåùàåìûì äàííûì. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå
áûëè ïðèâåäåíû íåêîòîðûå êðèâûå, ïðèãîäíûå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êðèïòîñè-
ñòåìå. Ìåòîäû âûáîðà êðèâûõ äàíû â ñòàíäàðòå IEEE P1363.

Ïðèìåð 6.1.2 Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü äàííûå d = (d1, d2) = (0,1) íà ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé èç ïðèìåðà 1.1. Ïðåæäå âñåãî âûáåðåì ýëåìåíò x = (x3, x2, x1, x0) òàêîé, ÷òî
(x1, x0) = (d1, d2) è Tr(σ) = 0. Ýëåìåíòû x1 è x0 çàäàíû, à x3 è x4 ïîäáèðàþòñÿ:

Tr(0, 0,0,1) = 0,

è îñòàëüíûå âàðèàíòû äëÿ x3 è x2 ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü. Äàííûå d ìîæíî ðàçìåñòèòü
â òî÷êå (x, y) = ((0, 0,0,1), (0, 1, 1, 0)) èëè â òî÷êå ((0, 0,0,1), (0, 1, 1, 1)), èñïîëüçóÿ ðåøåíèÿ
y, y + 1 êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ èç ïðèìåðà 1.5. @

6.1.5 Îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
è íàõîæäåíèå îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà ãðóïïû òî÷åê
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï. Îïèñàííûå â ïàðàãðàôå
1.3 àëãîðèòìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà òî÷êè ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé è íàõîæäåíèè îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé. Òàê íàéòè îáðàçóþùèé ýëåìåíò ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
ìîæíî, ïðèìåíÿÿ îïèñàííûé â ãëàâå 1 îáùèé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáðàçóþ-
ùåãî ýëåìåíòà êîíå÷íîé ãðóïïû. Ýòî âîçìîæíî, åñëè èçâåñòíà ôàêòîðèçàöèÿ
ïîðÿäêà n ãðóïïû. Ïóñòü p1, p2, . . . pk � âñå ïðîñòûå ìíîæèòåëè ïîðÿäêà p ãðóï-
ïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Îáîçíà÷èì ti = p

pi
. Òî÷êà (x, y) ÿâëÿåòñÿ îáðà-

çóþùèì ýëåìåíòîì ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

∀i ti · (x, y) 6= O. (6.8)
Àëãîðèòì âûáîðà îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðè-

âîé âûáèðàåò ñëó÷àéíûå òî÷êè ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó êðèâîé àëãîðèòìó èç ïà-
ðàãðàôà 1.3 äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíà òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
(1.8) @

Äàäèì îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ èç ïåðâîé ãëàâû ïðèìåíèòåëüíî ê ãðóïïå òî÷åê
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. (Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó
ñîîòâåòñòâóåò òèïó êðèâîé)

Îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðè èçâåñòíîé
ôàêòîðèçàöèè ïîðÿäêà n ãðóïïû

Èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.
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Àëãîðèòì 6.1.6

ÂÕÎÄ: Ýëåìåíò (x, y) ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé,
ôàêòîðèçàöèÿ ïîðÿäêà ãðóïïû n = pe1

1 · pe2
2 · · · pek

k , ãäå pi, i = 1, . . . , k
� ïðîñòûå ÷èñëà.
ÂÛÕÎÄ: ïîðÿäîê t ýëåìåíòà (x, y).
1. Ïðèñâîèòü t ← n.
2. Äëÿ i îò 1 äî k âûïîëíÿòü:

2.1 Ïðèñâîèòü t ← t/pei
i .

2.2 Âû÷èñëèòü (x̃, ỹ) ← t · (x, y).
2.3 Ïîêà (x̃, ỹ) 6= O âûïîëíÿòü (x̃, ỹ) ← pi · (x̃, ỹ)

è ïðèñâàèâàòü t ← t · pi.
3. Âåðíóòü (t).

Ïîèñê îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Ïðèâåä¼ì âå-
ðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïîèñêà îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Ýô-
ôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ãðóïïà ñîäåðæèò ϕ(n) îáðàçóþ-
ùèõ ýëåìåíòîâ, è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáèðàåìûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ
îáðàçóþùèì ðàâíà ϕ(n)/n > 1

6 ln ln n
.

Àëãîðèòì 6.1.7

ÂÕÎÄ: Óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé,
ôàêòîðèçàöèÿ ïîðÿäêà ãðóïïû
n = pe1

1 · pe2
2 · · · pek

k , ãäå pi, i = 1, . . . , k
� ïðîñòûå ÷èñëà.
ÂÛÕÎÄ: îáðàçóþùèé ýëåìåíò α = (x, y) ãðóïïû òî÷åê
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
1. Âûáðàòü ñëó÷àéíóþ òî÷êó (x, y) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
2. Äëÿ i îò 1 äî k âûïîëíÿòü:

2.1 Âû÷èñëèòü β = n/p1 · α.
2.2 Åñëè β = O, òî ïåðåéòè ê 1.

3. Âåðíóòü (α).

6.2 Ðàñïðåäåëåíèå êëþ÷åé
6.2.1 Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ðÿä ïðîòîêîëîâ, êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ñòîéêîñòü êîòîðûõ îñíî-
âàíà íà òðóäíîñòè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà è ïðîáëåìû
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Äèôôè-Õåëëìàíà. Ïðîáëåìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà èìååò ìåñòî â êàæäîì
ñëó÷àå, êîãäà çàäàíà íåêîòîðàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, èçâåñòíà ñòåïåíü y = gx

íåêîòîðîãî å¼ ýëåìåíòà (åñëè ãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ) èëè êðàòíîå y = x∗g
(â àääèòèâíîé ãðóïïå) è òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè èëè êî-
ýôôèöèåíò êðàòíîñòè x � äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ýëåìåíòà y ïî îñíîâàíèþ g.

Â îäíèõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð äëÿ àääèòèâíîé ãðóïïû, çàäàííîé íà ìíîæå-
ñòâå Zn âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, ýòà ïðîáëåìà ëåãêî ðåøàåìà ñ
èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà, ïîäîáíîãî àëãîðèòìó Åâêëèäà, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ,
íàïðèìåð, äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû Z∗

p èçâåñòíû ñóáïîëèíîìèàëüíûå àë-
ãîðèòìû äëÿ ýòîé ïðîáëåìû.

Äëÿ ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðîáëåìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà
çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ÷èñëà k ïî èçâåñòíûì òî÷êå P äàííîé ýëëèïòè-
÷åñêîé êðèâîé è òî÷êå Q = kP. Ñëîæíîñòü ýòîé ïðîáëåìû íå ìåíüøå ñëîæ-
íîñòè ïðîáëåìû äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà â îáùåé ïîñòàíîâêå äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ãðóïïû. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñóïåðñèíãóëÿðíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå, äëÿ
íåêîòîðûõ èç êîòîðûõ ïðîáëåìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ðåøàåòñÿ ýôôåêòèâ-
íî. Äëÿ íåñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà íåèçâåñòíû.

Êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà Äèôôè-Õåëëìàíà ôîðìóëèðóåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå Z∗

p , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â âû-
÷èñëåíèè ýëåìåíòà αxy ïî ýëåìåíòàì α, αx è αy. Íå èçâåñòíî, âîçìîæíî ëè åå
ðåøåíèå áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ èíäåêñîâ x è y, òî åñòü ìèíóÿ ïðî-
áëåìó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà. Ïðèìåíèòåëüíî ê öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå ãðóï-
ïå òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ýòà ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðè èç-
âåñòíûõ òî÷êå P ∈ EF è äâóõ åå êðàòíûõ kAP è kBP íàéòè òî÷êó kAkBP. Òàêæå
íåèçâåñòíî, ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíò
kA è kB, òî åñòü íå ðåøàÿ ïðîáëåìó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà äëÿ ýëëèïòè÷å-
ñêèõ êðèâûõ. Íå äîêàçàíà è ãèïîòåçà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîáëåì äèñêðåòíîãî
ëîãàðèôìà è Äèôôè-Õåëëìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

6.2.2 Ðàñïðåäåëåíèå êëþ÷åé äëÿ êëàññè÷åñêîé êðèïòîñè-
ñòåìû (ïðîòîêîë Äèôôè-Õåëëìàíà)

Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå êëþ÷à êëàññè÷åñêîé êðèïòîñèñòåìû ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü íåèçâåñòíóþ ïîñòîðîííèì (ñåêðåòíóþ) ñëó÷àéíóþ òî÷êó (x, y) 6= O ãðóï-
ïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé EF , åñëè óñëîâèòüñÿ, êàê êîíâåðòèðîâàòü åå â
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàïðèìåð, îäíó èç êîîðäèíàò, ñêàæåì, x ñ÷èòàòü äâîè÷íîé
çàïèñüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà2.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîé ñåêðåòíîé òî÷êè íà äâóõ òåðìèíàëàõ îòêðûòîãî êàíà-
ëà ñâÿçè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîäèôèêàöèþ ïðîòîêîëà Äèôôè-Õåëëìàíà. 3

2Â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò èìåòü â âèäó íåêîòîðîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç EF \ {O} â
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N.

3Êëàññè÷åñêàÿ âåðñèÿ ýòîãî ïðîòîêîëà îñíîâàíà íà ïðîáëåìå Äèôôè-Õåëëìàíà äëÿ ãðóï-
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Äîïóñòèì, ÷òî E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è P � ïðåäâàðèòåëüíî ñîãëàñî-
âàííàÿ è îïóáëèêîâàííàÿ òî÷êà ýòîé êðèâîé. Àáîíåíò A âûáèðàåò, ñîõðàíÿÿ â
ñåêðåòå ñëó÷àéíîå ÷èñëî kA(ñåêðåòíûé êëþ÷ A), âû÷èñëÿåò êîîðäèíàòû òî÷êè
kAP (ñâîþ ¾ïîëîâèíêó¿ êëþ÷à) è ïåðåñûëàåò èõ àáîíåíòó B. Àíàëîãè÷íî B
âûáèðàåò ñåêðåòíûé êëþ÷ kB, âû÷èñëÿåò è ïåðåñûëàåò àáîíåíòó A ¾ïîëîâèí-
êó¿ kBP êëþ÷à. Îáùèì êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà P = kAkBP. A âû÷èñëÿåò åå
óìíîæàÿ íà ñâîé ñåêðåòíûé êëþ÷ kA ¾ïîëîâèíêó¿ êëþ÷à, âû÷èñëåííóþ B, à
B âû÷èñëÿåò ýòó æå òî÷êó, óìíîæàÿ ñîîáùåíèå, ïîñòóïèâøåå îò A íà ñâîé ñåê-
ðåòíûé êëþ÷ kB. Ââèäó òîãî, ÷òî ãðóïïà òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé àáåëåâà,
ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âû÷èñëåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, A è B èìåþò
êîîðäèíàòû ñåêðåòíîé òî÷êè:

kA(kBP ) = kB(kA)P = kAkBP = (x, y)4

è ìîãóò èñïîëüçîâàòü x â êà÷åñòâå êëþ÷à ñèììåòðè÷íîé êðèïòîñèñòåìû (ïðè
óñëîâèè äîñòàòî÷íîñòè äëèíû ýòîé äâîè÷íîé çàïèñè, ÷òî çàâèñèò îò ñòåïåíè
ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ, íàä êîòîðûì ïîñòðîåíà ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, è ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ñåêðåòíûå êëþ÷è kA è kB áûëè âûáðàíû êàê ñëó÷àéíûå èëè êàê êðèï-
òîãðàôè÷åñêè ñòîéêèå ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà). Òåïåðü A è B èìåþò îäèíàêî-
âûå êîïèè èñêîìîé ñåêðåòíîé òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ïðîáëåìà, ñòîÿùàÿ ïåðåä ïîñòîðîííèì íàáëþäàòåëåì, èìåþùèì íàìåðå-
íèå óçíàòü ñåêðåòíûé êëþ÷, çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè kAkBP ïî èçâåñòíûì
P, kAP, kBP, íî ïðè íåèçâåñòíûõ kA, kB, îíà è åñòü ïðîáëåìà Äèôôè-Õåëëìàíà
äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Ïðèìåð 6.2.1 Êàê îòìå÷åíî â 3.3.2 ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ

Y 2 + XY = X3 + X2 + 1

íàä ïîëåì GF(2)(λ), ãäå λ åñòü êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 163, èìååò ïîðÿäîê
2× P49. Âûáåðåì íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí

1 + X + X2 + X8 + X163

ïû Z∗p . Àáîíåíòû A è B, ïðåäâàðèòåëüíî ïî îòêðûòîìó êàíàëó óñëàâëèâàþòñÿ îá èñïîëü-
çîâàíèè áîëüøîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà α ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
Z∗p . Äëÿ ñîâìåñòíîé âûðàáîòêè ñåêðåòíîé òî÷êè îíè âûáèðàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
ñåêðåòíûå ÷èñëà x ∈ Z∗p è y ∈ Z∗p , âû÷èñëÿþò ¾ïîëîâèíêè¿ αx è αy è îáìåíèâàþòñÿ èìè ïî
îòêðûòîìó êàíàëó. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé èç íèõ âû÷èñëÿåò ñåêðåòíûé êëþ÷, âîçâîäÿ ïîëó-
÷åííóþ ¾ïîëîâèíêó¿ êëþ÷à â ñâîþ ñåêðåòíóþ ñòåïåíü:

(αx)y = αxy,

(αy)x = αyx = αxy.

4Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òî÷êà íå åñòü O. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü O ïðè áîëüøèõ
ñòåïåíÿõ ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ F ÷ðåçâû÷àéíî ìàëà, íî òåì íå ìåíåå äëÿ ëîãè÷åñêîé çàâåðøåí-
íîñòè ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü ïðîâåðêó è ïðåäóñìàòðèâàòü âîçâðàò íà ýòàï âûáîðà ñåêðåòíûõ
êëþ÷åé kA è kB .
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è âîçüìåì òî÷êó ýòîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
P =

(101100100100100000101001011100001001001001001001101111110010
1010011011000111001110000001100001100010000100010011100101001
01101110001100111111001110001011001110101,
0011001110111000000110110110001100111100000000100100001100100
0111000111001010100100011001010000001101100001010100011000100
00100111011010010100111000101100101110011);

Ïðîâåðèì, ÷òî åå ïîðÿäîê íå ðàâåí 2: 2P 6= O. Çíà÷èò, åå ïîðÿäîê ðàâåí ïîðÿäêó 2×P49
ãðóïïû èëè ÷èñëó P49, è åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëþ÷à.

Ïóñòü kA = 12, kB = 123. (ðåàëüíî äîëæíû áûòü áîëüøèå ÷èñëà).
Òîãäà kAP =

(110110111001111011100110110111010111000111100101000111011000
0000010000101101011101000111001010001010100110100100111110100
10011100111011101111001010000011101001011,
0011011011100101010000010111101111101101100011001110011111101
0100110001111001110011010100010111110000001011001011110100011
01111101100010011110100101001110100010011);

kBP =
(010110100110000100100111010000100110000000100010111100111000
0100011001111001000111000100101110001110101010001100110000011
110011100101110001001001001000010100010111,
1010011000011101001010001100111011110000100111111010111111101
0010101000101010110110100001111011100100010001110111111001010
00101100010111011000010101011101000011011);

kBkAP = kAkBP =
(1101110111100001101001100011011100110111100011000011111010001
00110001001101011000010000111100001110100111101011011111100010
100010001111010110110100011000011100101,
11110110011010001111111110111111011110001101010100010011110110
00110101000101101110001110110101101010101000000011011010100101
0101011010110010111100001110111100101).

Â êà÷åñòâå êëþ÷à ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ êîä
x =

0110001001101011000010000111100001110100111101011011111100010
100010001111010110110100011000011100101.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî ïðîòîêîëà òî÷íîå çíàíèå ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé íå ïîòðåáîâàëîñü.

6.2.3 Ýëëèïòè÷åñêèé âàðèàíò êðèïòîñèñòåìû Ýëü Ãàìàëÿ
Ýëåìåíòû ðàññìîòðåííîãî ïðîòîêîëà Äèôôè-Õåëëìàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ýë-
ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ìîæíî óñìîòðåòü â âàðèàíòå êðèïòîñèñòåìû Ýëü Ãàìàëÿ
5 ïðèìåíèòåëüíî ê ãðóïïå òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

5Êëàññè÷åñêèé âàðèàíò êðèïòîñèòåìû Ýëü Ãàìàëÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ãðóï-
ïå Z∗p . Âíåøíèìè ïàðàìåòðàìè êðèïòîñèòåìû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî p, è îáðàçóþùèé ýëå-
ìåíò α ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû Z∗p . Ñåêðåòíûì êëþ÷îì àáîíåíòà A ÿâëÿåòñÿ âûáèðàåìûé
èì âû÷åò a ∈ Z∗p , åãî îòêðûòûì êëþ÷îì îáúÿâëÿåòñÿ òðîéêà (p, α, αa mod p).

Àáîíåíò B äëÿ ïåðåäà÷è àáîíåíòó A ñåêðåòíîãî ñîîáùåíèÿ m ∈ Z∗p
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Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ñîîáùåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî÷êàìè ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé E ("âëîæåíî"â ýòó êðèâóþ óñëîâëåííûì ñïîñîáîì, íàïðèìåð, êàê
ýòî îïèñàíî â 3.3.3, äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïåðåäàâàåìûì ñîîáùåíèåì ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ òî÷êà M ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé,
êîòîðàÿ äëÿ ñîîáùåíèÿ m âûáèðàåòñÿ èçâåñòíûì ñïîñîáîì è èç êîòîðîé íóæíàÿ
ôîðìà ñîîáùåíèÿ m òàêæå ïðîñòî ïîëó÷àåòñÿ).

Ïóñòü àáîíåíò B íàìåðåí ïåðåñëàòü àáîíåíòó A ñåêðåòíîå ñîîáùåíèå m.
Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïîñòðîèòü êðèïòîñèñòåìó Ýëü Ãàìàëÿ â ýëëèïòè÷åñêîì èñ-
ïîëíåíèè. Â êà÷åñòâå âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ âûáèðàþòñÿ Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ
E , òî÷êà P âûñîêîãî ïîðÿäêà èç ãðóïïû òî÷åê EF è ïîðÿäîê N ýòîé òî÷êè.

Àáîíåíò A âûáèðàåò ñåêðåòíûé êëþ÷ kA ∈ Z∗
N , âû÷èñëÿåò è îáúÿâëÿåò ñâîé

îòêðûòûé êëþ÷ (E , P, A), ãäå A = kAP.
Àáîíåíò B äëÿ ïåðåäà÷è àáîíåíòó A ñåêðåòíîãî ñîîáùåíèÿ m
1. ïîëó÷àåò àâòîðèçîâàííóþ êîïèþ îòêðûòîãî êëþ÷à (E , N, P, A);
2. ¾âêëàäûâàåò¿ ñîîáùåíèå m â òî÷êó M ∈ EF ;
3. âûáèðàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî r ∈ Z∗

N (ðàíäîìèçàòîð);
4. âû÷èñëÿåò ñåàíñîâûé êëþ÷ ∆ = r × A;
5. âû÷èñëÿåò êðèïòîãðàììó C = (C1, C2) = (rP, M + ∆);
6. îòïðàâëÿåò êðèïòîãðàììó C àáîíåíòó A.
Äëÿ ðàñøèôðîâàíèÿ êðèïòîãðàììû àáîíåíò A, èñïîëüçóÿ ñâîé ñåêðåòíûé

êëþ÷ kA

1. âû÷èñëÿåò kAC1 (ïîëó÷àåò â ðåçóëüòàòå (kA · r)P );
2. îáðàùàåò ðåçóëüòàò ï.1 ((−kA · r)P ) = ((N − 1) · kA · r)P è ñêëàäûâàåò

ïîëó÷åííóþ òî÷êó ñ òî÷êîé C2 , ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì òî÷êó M :

((−kA · r)P )+M +∆ = M +(r · kA)P − (kA · r)P = M +(r · kA)P − (r · kA)P = M.

Êðèïòîàíàëèòèêó èçâåñòíû îòêðûòûé êëþ÷ (E , P, A) è êðèïòîãðàììà
(C1, C2), òàêèì îáðàçîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷êè M åìó íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü
òî÷êó (kA·r)P. Äëÿ ýòîãî åìó ïðèäåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó Äèôôè-Õåëëìàíà äëÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé: íàéòè òî÷êó (kA · r)P ïî èçâåñòíûì òî÷êàì rP è A = kAP,
ëèáî åìó ïðèäåòñÿ ðåøàòü çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, âû÷èñëÿÿ

1. ïîëó÷àåò àâòîðèçîâàííóþ êîïèþ îòêðûòîãî êëþ÷à (p, α, β);
2. âûáèðàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî r ∈ Z∗p (ðàíäîìèçàòîð);
3. âû÷èñëÿåò ñåàíñîâûé êëþ÷ δ = βr mod p;
4. âû÷èñëÿåò êðèïòîãðàììó c = (c1, c2) = (αr,m · δ) mod p;
5. îòïðàâëÿåò êðèïòîãðàììó c àáîíåíòó A.
Äëÿ ðàñøèôðîâàíèÿ êðèïòîãðàììû àáîíåíò A, èñïîëüçóÿ ñâîé ñåêðåòíûé êëþ÷ a
1. âû÷èñëÿåò ca

1 mod p(ïîëó÷àåò â ðåçóëüòàòå αr·a);
2. èíâåðòèðóåò ðåçóëüòàò ï.1 è óìíîæàåò ïîëó÷åííûé âû÷åò íà c2 ïî ìîäóëþ p, ïîëó÷àÿ

ïðè ýòîì ñîîáùåíèå m :

α−r·a · c2 mod p = α−r·a ·m · αa·r mod p = α−r·a · αr·a ·m mod p = 1 ·m = m.
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ñåêðåòíûé êëþ÷ kA è ðàíäîìèçàòîð r ïî òî÷êàì kAP, rP è P èçâåñòíîé åìó
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E è èçâåñòíîìó åìó ïîðÿäêó òî÷êè P.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êàê è â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå êðèïòîñèñòåìû Ýëü
Ãàìàëÿ ïîâòîðíîå èñïîëüçîâàíèå ðàíäîìèçàòîðà r íåäîïóñòèìî. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè êðèïòîàíàëèòèêó óäàëîñü ðàñøèôðîâàòü îäíó êðèïòîãðàììó (C1, C2)
èëè óçíàòü òî÷êó M èíûì ñïîñîáîì, òî îí ëåãêî ïîëó÷èò è äðóãèå ñîîáùåíèÿ,
çàøèôðîâàííûå ñ òåì æå ðàíäîìèçàòîðîì: Ïóñòü (C1, C

′
2) êðèïòîãðàììà, ïîëó-

÷åííàÿ ñ òåì æå ðàíäîìèçàòîðîì r, ÷òî è êðèïòîãðàììà (C1, C2). ïåðâûå òî÷êè
â ýòèõ ïàðàõ îäèíàêîâûå, à âòîðûå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

C ′
2 = C2 −M + M ′.

Òàêèì îáðàçîì,
M ′ = C ′

2 − C2 + M.

Îòìåòèì, ÷òî çíàíèå ïîðÿäêà N òî÷êè P â äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî
(òîëüêî äëÿ ðàñøèôðîâàíèÿ), áåç ýòîãî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü òî÷êó −(kArP ).
Ïðè çàøèôðîâàíèè íåîáõîäèìî çíàòü òîëüêî ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûé ðàçìåð
PNñîîáùåíèÿ, äîïóñêàþùèé âëîæåíèå â êðèâóþ. Îäíàêî, N íå ÿâëÿåòñÿ ñåê-
ðåòíûì ïàðàìåòðîì õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî óðàâíåíèþ
êðèâîé è ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ.

Ïðèìåð 6.2.2
Èñïîëüçóåì ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ è òî÷êó P èç ïðèìåðà â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Â

3.3.2. óêàçàí ïîðÿäîê ãðóïïû òî÷åê äëÿ ýòîé êðèâîé íàä ðàñøèðåíèåì ïîëÿ GF (2) ñòåïåíè
163.

Îïðåäåëèì ïîðÿäîê òî÷êè P, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïîðÿäêà êðèâîé. Ïîëó÷èì N =
5846006549323611672814741753598448348329118574063.

Çàâåäîìî äîïóñòèì ðàçìåð ñîîáùåíèÿ PN=48
Ïóñòü ñîîáùåíèå m = 123456789123456789123456789.
Âëîæèì åãî â ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ, ïîëó÷èì òî÷êó
M =

(111111111111010110000110010001100011001101001111111110011111010100010
1111100111111011011101011101100011010011010000101100010101101011110010
111011000100110101101011,
1100111001100101101000100100111010110110000100100001100101001100100010
0111010101000001111101101101001110101110011001011111101100101001000000
10001100100101011110001)

Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ka = 12, òîãäà A = kaP âîçüìåì èç ïðåäûäóùåãî
ïðèìåðà. Ïóñòü ðàíäîìèçàòîð r = 123, òîãäà ïåðâóþ òî÷êó C1 = 123P êðèïòîãðàììû C
òàêæå âîçüìåì èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà (òî÷êà kBP ).

Âû÷èñëèì ñåàíñîâûé êëþ÷ ∆
∆ = rA = 123A =

(1101110111100001101001100011011100110111100011000011111010001001100010
0110101100001000011110000111010011110101101111110001010001000111101011
0110100011000011100101,
1111011001101000111111111011111101111000110101010001001111011000110101
0001011011100011101101011010101010000000110110101001010101011010110010
111100001110111100101)



6.2. ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÊËÞ×ÅÉ 459

Âû÷èñëèì âòîðóþ òî÷êó êðèïòîãðàììû C2 = M + ∆ =
(11101100101001101000011000011001000110110110010110110111001100100110110
10110100111100111111001010111010000011100011010101011010111100000110111
111010100100000001111,
01110001000000011001011011101011001001111111001001110100000001111011001
01001001100101010001010111111010000100011111100000101011011011010001110
001000101111111110111)

Äëÿ ðàñøèôðîâàíèÿ óìíîæèì ïåðâóþ òî÷êó êðèïòîãðàììû íà ñåêðåòíûé êëþ÷ a = kA,
ïîëó÷èì

(a · r)P =
(110111011110000110100110001101110011011110001100001111101000100110001001
101011000010000111100001110100111101011011111100010100010001111010110110
100011000011100101,
111101100110100011111111101111110111100011010101000100111101100011010100
010110111000111011010110101010100000001101101010010101010110101100101111
00001110111100101)

Îáðàùàÿ ïîëó÷åííóþ òî÷êó óìíîæåíèå íà N − 1, ïîëó÷èì

−(a · r)P = ((N − 1)a · r)P =
(110111011110000110100110001101110011011110001100001111101000100110001001
101011000010000111100001110100111101011011111100010100010001111010110110
100011000011100101,
0010101110001001010110011000100001001111010110010010110101010001010111011
1110111101011110011011101111001110101011001011000000100011101011001100110
0000101100101111)

Ñêëàäûâàÿ ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ñî âòîðîé òî÷êîé êðèïòîãðàììû, ïîëó÷èì òî÷êó M :

−(a · r)P + M + ∆ =
(11111111111101011000011001000110001100110100111111111001111101010001011111
00111111011011101011101100011010011010000101100010101101011110010111011000
100110101101011,
11001110011001011010001001001110101101100001001000011001010011001000100111
01010100000111110110110100111010111001100101111110110010100100000010001100
100101011110001)

Êàê âèäèì, ðåçóëüòàò ðàñøèôðîâàíèÿ îêàçàëñÿ ïðàâèëüíûì.

Ìåæäó ïðî÷èì, ïîëó÷åíèå ïðàâèëüíîãî ðåçóëüòàòà ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðà-
âèëüíîñòè ðåàëèçàöèè îïåðàöèé â ïîëå GF (2163), êàê è â ãðóïïå òî÷åê íåñóïåð-
ñèíãóëÿðíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ýòèì ïîëåì.

Ïîäîáíîå çàêëþ÷åíèå ïî ðåçóëüòàòàì èìïëåìåíòàöèè ïðîòîêîëà Äèôôè-
Õåëëìàíà, îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, áûëî áû íå âïîëíå êîððåêò-
íûì, ïîñêîëüêó íåêîòîðûå îøèáêè ðåàëèçàöèè, íàïðèìåð, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ
òî÷åê íå ïðèâåëè áû ê ïîëó÷åíèþ ðàçíûõ òî÷åê ïðè âû÷èñëåíèÿõ àáîíåíòàìè
A è B, ÷òî è íàáëþäàëîñü â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.
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6.2.4 Ðàñïðåäåëåíèå êëþ÷åé äëÿ êëàññè÷åñêîé êðèïòîñè-
ñòåìû (ïðîòîêîë Massey-Omura)

Ðàññìàòðèâàåìûé íèæå ýëëèïòè÷åñêèé âàðèàíò ïðîòîêîëà Massey-Omura 6

ïîçâîëÿåò ïåðåäàòü ñîîáùåíèå îò àáîíåíòà A àáîíåíòó B ïî îòêðûòîìó êàíàëó
ñâÿçè áåç ïðåäâàðèòåëüíîé ïåðåäà÷è êàêîé áû òî íè áûëî êëþ÷åâîé èíôîðìà-
öèè. Â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèå ýëëèïòè-

6Ïåðâîíà÷àëüíî äàííûé ïðîòîêîë áûë îïèñàí ïðèìåíèòåëüíî ê ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóï-
ïå Z∗p , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî êàê àíàëîã ïåðåäà÷è ñåêðåòà ñ ïîìîùüþ ÿùèêîâ, çàïèðàåìûõ
íà îäèí èëè äâà çàìêà: àáîíåíò A çàïèðàåò ÿùèê ñ ïèñüìîì ñâîèì êëþ÷îì è ïåðåñûëàåò
ÿùèê àáîíåíòó B, êîòîðûé çàïèðàåò ÿùèê ñâîèì êëþ÷îì è îòïðàâëÿåò åãî ê A. Ïîñëåäíèé
ñíèìàåò ñâîé çàìîê è âîçâðàùàåò ÿùèê ê B, êîòîðûé ñíèìàåò ñâîé çàìîê. Âìåñòî ìåõàíè÷å-
ñêèõ çàìêîâ àáîíåíòû (äâà èëè áîëåå) ìîãóò èñïîëüçîâàòü ýëåêòðîííûå, òî åñòü õðàíèìûå â
êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè êëþ÷è. Äëÿ èõ îðãàíèçàöèè îíè âûáèðàþò êàê ñèñòåìíûé ïàðàìåòð
áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî p. Çàòåì àáîíåíòû A, è B âûáèðàþò ñëó÷àéíûå ÷èñëà eA è eB , âçà-
èìíî ïðîñòûå ñ p− 1, è âû÷èñëÿþò ÷èñëà dA è dB , îáðàòíûå ïî ìîäóëþ ÷èñëà ϕ(p) = p− 1 ê
âûáðàííûì ðàíåå ÷èñëàì ( ϕ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà):

eA · dA ≡ 1 (mod ϕ(p)),
eB · dB ≡ 1 (mod ϕ(p)).

Ïàðû ÷èñåë (eA, dA), (eB , dB), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåêðåòíûå êëþ÷è àáîíåíòîâ.
Îòìåòèì, ÷òî

meA·dA = m mod p,

òàê êàê
meA·dA = mj·ϕ(p)+1 = mj·ϕ(p) ·m = m.

(Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ðàâåí 1 ïî òåîðåìå Ýéëåðà.)
Àíàëîãè÷íî,

meB ·dB = m mod p,

Ïóñòü àáîíåíòó A íåîáõîäèìî ïîñëàòü ñîîáùåíèå m, 0 < m < p − 1, àáîíåíòó B (áîëåå
äëèííûå ñîîáùåíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà áëîêè). Àáîíåíò A øèôðóåò ñîîáùåíèå ñâîèì ïåðâûì
êëþ÷îì, òî åñòü íàõîäèò

m1 = meA mod p, 0 < m1 < p,

è ïåðåñûëàåò m1 ê àáîíåíòó B. Ýòîò àáîíåíò "íàâåøèâàåò"ñâîé ïåðâûé çàìîê íà ýòî ñîîá-
ùåíèå è ôîðìèðóåò

m2 = meB
1 mod p = meA·eB mod p, 0 < m2 < p,

è ïåðåñûëàåò m2 îáðàòíî ê A. Ïîñëåäíèé ñíèìàåò ñâîé ïåðâûé çàìîê ñ ïîìîùüþ âòîðîãî
ñåêðåòíîãî êëþ÷à, ôîðìèðóÿ:

m3 = mdA
2 mod p = meA·eB ·dAmod p, 0 < m3 < p,

Ýòî ñîîáùåíèå ïåðåñûëàåòñÿ àáîíåíòó B, êîòîðûé ñíèìàåò ñâîé ïåðâûé çàìîê ñ ïîìîùüþ
ñâîåãî âòîðîãî ñåêðåòíîãî êëþ÷à dB :

m4 = mdB
3 mod p = mdB ·eA·eB ·dAmod p = m.

Òàêèì îáðàçîì, àáîíåíòó B äîñòàâëåíî ñåêðåòíîå ñîîáùåíèå m îò àáîíåíòà A.
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÷åñêîé êðèâîé E è ïîëå F , íàä êîòîðûì îíà ïîñòðîåíà (ïîëå çàäàåòñÿ íåïðè-
âîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì). Ýòèìè ïàðàìåòðàìè îïðåäåëåíà ãðóïïà EF òî÷åê ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé è åå ïîðÿäîê, êîòîðûé òàêæå ïóáëèêóåòñÿ êàê ñèñòåìíûé
ïàðàìåòð (õîòÿ îí ìîæåò áûòü è âû÷èñëåí ïî óðàâíåíèþ êðèâîé è ðàñøèðåíèþ
ïîëÿ F).

Ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ïîðÿäêà N, e � öåëîå, 1 < e < N, âçàèìíî
ïðîñòîå ñ N. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì èíâåðòèðîâàíèÿ, íàéä¼ì

d ≡ e−1(mod N). (6.9)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ èìååì

e · d = jN + 1.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òî÷êè P ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E ïîðÿäêà N

(e · d)Q = (j ·N + 1)P = (j ·N)P + P = jO + P = O + P = P,

òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(e · d)P = P. (6.10)

Èñïîëüçóÿ e è d èç (2.1), è ëþáóþ òî÷êó P ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, ìîæíî
âû÷èñëèòü

Q = eP
R = dQ.

Î÷åâèäíî, ÷òî R = P.
Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå òî÷êè P ïî íàáëþäàåìîé òî÷êå eP ýêâèâàëåíòíî

ðåøåíèþ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
Ýòî ñâîéñòâî ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðèâîäèòü êîíñòàíòû, íà êîòîðûå îíà

óìíîæàåòñÿ ïî ìîäóëþ åå ïîðÿäêà, è èñïîëüçóåòñÿ ñ ó÷åòîì òðóäíîñòè ïðî-
áëåìû äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ýëëèïòè÷åñêîì âàðèàíòå ïðîòîêîëà
Massey-Omura.

Ñîãëàñíî ýòîìó ïðîòîêîëó ïîñëå ñîãëàñîâàíèÿ ñèñòåìíûõ ïàðàìåòðîâ àáî-
íåíò A âûáèðàåò êàê êëþ÷ øèôðîâàíèÿ ÷èñëî eA, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ïîðÿäêîì
N ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, è âû÷èñëÿåò ïî (2.1) ìóëüòèïëèêàòèâíî îáðàòíîå ÷èñ-
ëî dA � êëþ÷ ðàñøèôðîâàíèÿ. Àíàëîãè÷íî àáîíåíò B âûáèðàåò ÷èñëî eB è
âû÷èñëÿåò dB òî åñòü ñâîè êëþ÷è.

Àáîíåíò A ïîìåùàåò ñâîå ñîîáùåíèå m â íåêîòîðóþ òî÷êó M(m) ýëëèïòè-
÷åñêîé êðèâîé è, óìíîæàÿ å¼ íà ñâîå ñåêðåòíîå çíà÷åíèå eA, ïîëó÷àåò òî÷êó

P1 = eAM(m).

Ýòó òî÷êó A ïîñûëàåò àáîíåíòó B.
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Îí âû÷èñëÿåò
P2 = eBP1

è ïîñûëàåò ðåçóëüòàò àáîíåíòó A, êîòîðûé ñíèìàåò ñâîé ¾çàìîê¿, âû÷èñëÿÿ

P3 = dAP2.

Îí âîçâðàùàåò ïîëó÷åííóþ òî÷êó àáîíåíòó B.
Ïîñëåäíåìó îñòàåòñÿ òîëüêî ðàñøèôðîâàòü ñîîáùåíèå, çàøèôðîâàííîå íà

åãî êëþ÷å øèôðîâàíèÿ, òî åñòü óìíîæèòü ïîëó÷åííóþ îò A òî÷êó íà ñâîé
ñåêðåòíûé êëþ÷ ðàñøèôðîâàíèÿ:

M(m) = dBP3.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû Z∗

N

dBP3 = (dB · dA)P2 = (dB · dA · eB)P1 =
= (dB · dA · eB · eA)M(m) =
(eB · dB) · (eA · dA)M(m) = M(m).

Ñîîáùåíèå m ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå êëþ÷à ñèììåòðè÷íîé
êðèïòîñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ îïóáëèêîâàíèÿ íèêàêîé èíôîð-
ìàöèè î ïàðàìåòðàõ ïðîòîêîëà, êðîìå ñàìîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ïëàòîé çà
ýòî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü òðåõêðàòíîé ïåðåäà÷è ïî îòêðûòûì êàíàëàì.

Ïðèìåð 6.2.3 Èñïîëüçóåì òó æå íåñóïåðñèíãóëÿðíóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ E , ÷òî è â
ïðèìåðàõ äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ. Åå ïîðÿäîê åñòü
N =11692013098647223345629483507196896696658237148126;
Ïóñòü àáîíåíòû A è B âûáðàëè ñëåäóþùèå ñåêðåòíûå ÷èñëà â êà÷åñòâå êëþ÷åé øèôðîâàíèÿ
è ðàñøèôðîâàíèÿ

eA = 12345,

dA = e−1
A mod N = 4365207644525318136898038840394531946123759823063;

eB = 54321,

dB = e−1
B mod N = 1999357700950535845392247423617974142877678335615.

Äëÿ ïåðåäà÷è ñåêðåòíîãî ñîîáùåíèÿ m=987654321987654321 àáîíåíòó B àáîíåíò A
ðàçìåùàåò åãî â òî÷êå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
M(m) =
(111111111111010110110111100100011011110011001101101100001111111001101
001010111000101000010101000100011101010100001001110101101001010111011000110
00111101011011111,
0100110111100000101000011011100110110101111100100100010101011100101001
100001000000001001010010000001011001100001010100011001011001110000100000111
110101011100110101).
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Çàòåì îí øèôðóåò ýòó òî÷êó è ïåðåñûëàåò ðåçóëüòàò
P1 = eAM(m) =
(11110000101010011110111111001111101000000011110001110110000110110110010000
001001111001001110000010111001011000001110001010101000100110000010010001111
100100001011,
010011011110000010100001101110011011010111110010010001010101110010100110000
100000000100101001000000101100110000101010001100101100111000010000011111010
1011100110101)
àáîíåíòó B. Ïîñëåäíèé øèôðóåò åãî ñâîèì êëþ÷îì è âîçâðàùàåò ðåçóëüòàò
P2 = eBP1 =
(101010110111110000101110000101010111000000011000011110010010110001010001111
1001010110001110001001101111101000010010101110000110011001101110110000001011
101001111,
1100010011100011010100000011100111101011110000111110111011000000010110001101
1001011110010110011010101111001110101100000010010111100111001111101010100101
101111011)
àáîíåíòó A, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò ïåðâè÷íîå ðàñøèôðîâàíèå (ñíèìàåò ñâîé ¾çàìîê¿) è îñó-
ùåñòâëÿåò ïîâòîðíóþ ïåðåñûëêó ðåçóëüòàòà
P3 = dAP2 =
(011110111000011011101100000010001010100101101010010001010100100001110011101
0111001101010101011100101000010010110100100111011000101111011101001101010101
11000000101,
0111010100011111111111001011010100011011111001001010000110110001100101000000
0000110101110111110010100001100101100000001100101101101100100110001100100110
110001111);
àáîíåíòó B. Ïîñëåäíèé çàâåðøàåò ðàñøèôðîâàíèå ñâîèì êëþ÷îì, ïîëó÷àÿ òî÷êó M(m).

P4 = dBP3 =
(111111111111010110110111100100011011110011001101101100001111111001101001010
1110001010000101010001000111010101000010011101011010010101110110001100011110
1011011111,
0100110111100000101000011011100110110101111100100100010101011100101001100001
0000000010010100100000010110011000010101000110010110011100001000001111101010
11100110101)=M(m).
Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê èñïîëüçîâàííîé äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ òî÷êè M(m) = N/2.

6.2.5 Ïðîòîêîë ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Ìåíåçåñà-Êüþ-
Âåíñòîíà (MQV-ïðîòîêîë)

Ðàññìîòðåííûå â ïàðàãðàôàõ 4.1.1 è 4.1.3 ïðîòîêîëû îáëàäàþò òåì íåäîñòàò-
êîì, ÷òî íåêîòîðîå òðåòüå ëèöî C ìîæåò âçÿòü íà ñåáÿ ôóíêöèè ïîñðåäíèêà â
ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé ìåæäó äâóìÿ àáîíåíòàìè è çàâëàäåòü ïðè ýòîì èõ ñåêðå-
òîì.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A è B âçàèìîäåéñòâóþò, íàïðèìåð, ïî ïðîòîêîëó
Äèôôè-Õåëëìàíà, òî ïîñòîðîííèé íàáëþäàòåëü C, ïåðåõâàòèâ ïåðåäà÷ó îòêðû-
òîãî êëþ÷à kAP àáîíåíòà A, ïåðåäàñò àáîíåíòó B ñâîé îòêðûòûé êëþ÷ kCP,
àáîíåíò B ïåðåäàñò C ñâîé îòêðûòûé êëþ÷ kBP, ïîñëå ÷åãî B è C áóäóò èìåòü
îáùèé çàêðûòûé êëþ÷

(kC · kB)P. (6.11)
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Äàëåå åñëè C ïåðåäàñò ñâîé îòêðûòûé êëþ÷ òàêæå àáîíåíòó A, òî C è A áóäóò
èìåòü îáùèé ñåêðåòíûé êëþ÷ (kA · kC)P (A âû÷èñëèò ýòîò êëþ÷, èñïîëüçóÿ
kC · P âìåñòî kBP )

Îäíàêî ïðè õîðîøî çàìàñêèðîâàííûõ äåéñòâèÿõ C ëåãàëüíûå àáîíåíòû A è
B íå áóäóò çíàòü, ÷òî èìååòñÿ ïîñðåäíèê, êîòîðûé, ïîëó÷àÿ ñîîáùåíèå îäíîãî
àáîíåíòà, ñïîñîáåí åãî ðàñøèôðîâàòü è âíîâü çàøèôðîâàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì
äðóãîãî çàêðûòîãî êëþ÷à.

Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ òàêèõ äåéñòâèé àêòèâíîãî êðèïòîàíàëèòèêà íåîáõîäè-
ìà àóòåíòèôèêàöèÿ (àâòîðèçàöèÿ) ýòèõ êðàòêîâðåìåííûõ êëþ÷åé kAP è kBP
(êëþ÷åé îäíîðàçîâîãî èñïîëüçîâàíèÿ), äëÿ ÷åãî èñïîëüçóþòñÿ ïóáëèêóåìûå
äîëãîâðåìåííûå êëþ÷è dAP è dBP ( êëþ÷è ìíîãîðàçîâîãî èñïîëüçîâàíèÿ). Ïðè
ýòîì ïðîòîêîë îðãàíèçóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî êðàòêîâðåìåííûé îòêðûòûé
êëþ÷ ñâÿçûâàåòñÿ ñ äîëãîâðåìåííûì è ïîýòîìó òðåòüå ëèöî, íå èìåþùåå äîë-
ãîâðåìåííîãî êëþ÷à (íå çàðåãèñòðèðîâàííîå íà ñåðâåðå, ãäå òàêèå êëþ÷è õðà-
íÿòñÿ) íå ñìîæåò ñòàòü ïîñðåäíèêîì êîììóíèêàöèé ìåæäó äâóìÿ àáîíåíòàìè.

Èñïîëüçîâàíèå êðàòêîâðåìåííîãî êëþ÷à îáåñïå÷èâàåò íåâîçìîæíîñòü èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ðàñêðûòîãî ïðè îäíîé èç ïåðåäà÷ ñåêðåòà äëÿ ðàñêðûòèÿ ñåêðåòà,
âûðàáàòûâàåìîãî ïðè ïîñëåäóþùèõ ïåðåäà÷àõ.

Êàê çàìå÷åíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,

kP = (k mod N)P.

Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå êîíñòàíòû k ìîæíî îñóùåñòâëÿòü êàê â ìîäóëüíîé àðèô-
ìåòèêå êîëüöà ZN , òàê è â êîëüöå Z.

Ñîîòâåòñòâåííî,âîçìîæíû äâå ýêâèâàëåíòíûå ìîäèôèêàöèè ïðîòîêîëà.
Â ïåðâîé èñïîëüçóþòñÿ ìîäóëüíàÿ àðèôìåòèêà öåëûõ ÷èñåë, âòîðàÿ îñíî-

âàíà íà öèêëè÷åñêîì ñâîéñòâå ïîäãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ìîäóëüíîé àðèôìåòèêè íàä òàêèìè ÷èñëàìè ìîãóò

âûïîëíÿòüñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ n ïîðÿäêà ýëëèï-
òè÷åñêîé êðèâîé, â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ àðèôìåòèêè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
íà òàêèå ÷èñëà ìîãóò óìíîæàòüñÿ òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (òîãäà öèêëè÷-
íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäêîì ïîäãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé è çíàíèå
ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé èëè ýòîé ïîäãðóïïû äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé
íå òðåáóåòñÿ).

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ àáîíåíòû A è B ðàñïîëàãàþò òî÷êîé P ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé ïîðÿäêà N, íàä êîòîðîé è îñóùåñòâëÿþòñÿ âñå âû÷èñëåíèÿ. Êðîìå òîãî îíè
çíàþò äîëãîâðåìåííûå è êðàòêîâðåìåííûå êëþ÷è äðóã äðóãà: êëþ÷è àáîíåíòà
B :

QB = dBP = (aB, bB),
RB = kBP = (xB, yB)

(6.12)

èçâåñòíû àáîíåíòó A, à êëþ÷è àáîíåíòà A

QA = dAP = (aA, bA),
RA = kAP = (xA, yA)

(6.13)
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èçâåñòíû àáîíåíòó B.
Ðàññìîòðèì îïèñàíèå è îáîñíîâàíèå ïðîòîêîëà ñ èñïîëüçîâàíèåì êàê ìî-

äóëüíîé àðèôìåòèêè, òàê è öèêëè÷åñêîãî ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
Ïðîòîêîëîì ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ òðè ýòàïà, ñèììåòðè÷íî âûïîëíÿåìûõ êàæ-

äîé èç ñòîðîí.
Íà ïåðâîì ýòàïå A è B âû÷èñëÿþò ÷èñëà

sA = (kA + xAaAdA) mod N
(sB = (kB + xBaBdB) mod N)

(6.14)

(ïðè ýòîì îíè èñïîëüçóþò ñâîè ñåêðåòíûå äàííûå kA, dA è kB, dB ñîîòâåòñòâåí-
íî, à òàêæå èíòåðïðåòèðóåìûå êàê ÷èñëà êîîðäèíàòû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé.

Íà âòîðîì ýòàïå îíè âû÷èñëÿþò òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
sA = (kA + xAaAdA) mod N
(sB = (kB + xBaBdB) mod N)

(6.15)

Çäåñü òàêæå èñïîëüçóþòñÿ êîíâåðòèðóåìûå â ÷èñëîâîé ôîðìàò êîîðäèíàòû
òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Íà òðåòüåì ýòàïå A è B âû÷èñëÿþò îáùóþ äëÿ
íèõ òî÷êó ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

W = sAUA,
W = sBUB.

(6.16)

Ýòà òî÷êà äåéñòâèòåëüíî îáùàÿ, òàê êàê ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé A è B ñîâ-
ïàäàþò:

sAUA = sBUB.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ èñïîëüçîâàííûìè îáîçíà÷åíèÿìè (2.4)-(2.7)@
ïîëó÷èì íà ñòîðîíå A :

sAUA = (kA + xAaAdA) mod N(RB + xBaBQB) =
= (kA + xAaAdA) mod N(kBP + xBaBdBP ) =
= (kA + xAaAdA) mod N(kB + xAaBdB)P =
= (kA + xAaAdA)(kB + xBaBdB)P.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì äëÿ ñòîðîíû B:

sBUB = (kB + xBaBdB) mod N(RA + xAaAQA) =
(kB + xBaBdB) mod N(kAP + xAaAdAP ) =
(kB + xBaBdB) mod N(kA + xAaAdA)P =
(kB + xBaBdB)(kA + xAaAdA)P.

Êàê âèäèì, â ðàññìîòðåííîé èíòåðïðåòàöèè ïðîòîêîëà ìîäóëüíàÿ ÷èñëîâàÿ
àðèôìåòèêà ñî÷åòàåòñÿ ñ àðèôìåòèêîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé: òî÷êà W âû÷èñ-
ëÿåòñÿ àáîíåíòîì A, â êîíå÷íîì èòîãå, ïî ôîðìóëå

W = ((kA + xAaAdA) mod N)UA, (6.17)
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ãäå èñïîëüçóåòñÿ òî÷êà UA, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå (2.7)@. Àáîíåíò B ïîëó-
÷àåò òî÷êó W àíàëîãè÷íî.

Â âàðèàíòå, íå èñïîëüçóþùåì ìîäóëüíóþ àðèôìåòèêó, òà æå òî÷êà W ïî-
ëó÷àåòñÿ àáîíåíòîì A ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

1. Âû÷èñëèòü òî÷êó UA ïî ôîðìóëå (2.7).
2. Âû÷èñëèòü òî÷êó W ïî ôîðìóëå

W = kAUA + xA(aA(dAUA)).

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ñ ó÷åòîì ìîäóëüíîãî ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ òî÷êè íà
êîíñòàíòó ýòà ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå (2.9).

Äåéñòâèÿ àáîíåíòà B àíàëîãè÷íû.
Ïî îêîí÷àíèè èñïîëíåíèÿ ïðîòîêîëà A è B ðàñïîëàãàþò ñåêðåòíîé òî÷êîé

W ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, êîîðäèíàòû êîòîðîé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
ïîñòðîåíèÿ áèíàðíîãî êîäà ñåêðåòíîãî êëþ÷à ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû.
Ïðèìåð 6.2.4 Ðàññìîòðèì èìïëåìåíòàöèþ ïðîòîêîëà ñ èñïîëüçîâàíèåì òîé
æå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, ÷òî è â ïðèìåðå â ïàðàãðàôå 4.1.1. è òîé æå
òî÷êè P â êà÷åñòâå ñèñòåìíîãî ïàðàìåòðà. Ïîðÿäîê êðèâîé (ñì. 3.3.2) åñòü
N =11692013098647223345629483507196896696658237148126.

Ïóñòü àáîíåíòû A è B âûáðàëè ÷èñëà
dA = 345,
dB = 4567,

è çàðåãèñòðèðîâàëè íà ñåðâåðå ñâîè äîëãîâðåìåííûå êëþ÷è
QA = 345P = (aA, bA)

QB = 4567P = (aB , bB)

Ïóñòü âûáðàíû ÷èñëà kA = 12 è kB = 123 è âû÷èñëåíû êðàòêîâðåìåííûå êëþ÷è
RA = kAP = 12P = (xA, yA)

RB = kBP = 123P = (xB , yB)

(ïðèâåäåíû â 4.1.1), êîòîðûìè àáîíåíòû îáìåíÿëèñü. Îíè ïîëó÷èëè òàêæå äîëãîâðåìåííûå
êëþ÷è äðóã äðóãà ñ ñåðâåðà.

Çàòåì îíè âû÷èñëÿþò W âòîðûì èç îïèñàííûõ âûøå ñïîñîáîâ. Èì ïîòðåáóåòñÿ êîíâåð-
òèðîâàòü êîîðäèíàòû òî÷åê â ÷èñëîâîé ôîðìàò. Ýòî íå ïðåäóñìîòðåíî â àëãåáðàè÷åñêîì ïðî-
öåññîðå. Ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü MATLAB èëè äðóãóþ ñèñòåìó ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé.

6.3 Ïðîòîêîëû öèôðîâîé ïîäïèñè
6.3.1 Ýëåêòðîííàÿ öèôðîâàÿ ïîäïèñü

Ýëåêòðîííàÿ öèôðîâàÿ ïîäïèñü (Digital signature) ïîä ñîîáùåíèåì m ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé çàâèñÿùèé îò ýòîãî ñîîáùåíèÿ, êëþ÷à ïîäïèñè k è,
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âîçìîæíî, ðàíäîìèçàòîðà (ñëó÷àéíîãî êîäà) r öèôðîâîé êîä Sign(m, k, r). Îáî-
çíà÷èì M, K, R, S � ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ñîîáùåíèé, êëþ÷åé ïîäïèñè, ðàí-
äîìèçàòîðîâ è çíà÷åíèé öèôðîâîé ïîäïèñè. Òîãäà öèôðîâóþ ïîäïèñü ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå

Sign(M, K,R) : M ×K ×R → S.

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ m ∈ M è r ∈ R è ïðè ôèêñèðîâàííûõ m ∈ M è k ∈ K îòîá-
ðàæåíèÿ Sign(m,K, r) → S è Sign(m, k, R) ÿâëÿþòñÿ èíúåêöèÿìè, à îòîáðàæå-
íèå Sign(M,k, r) → S ñþðúåêòèâíî. Îäíàêî è ýòîìó îòîáðàæåíèþ ìîæíî ïðè-
äàòü ñâîéñòâî èíúåêòèâíîñòè, åñëè ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ Sign(M, K,R)
âèäà Sign(@H(M), K, R), ãäå

h(M) : M → H

� õýø-ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî M ñîîáùåíèé â ìíîæåñòâî H êîäîâ
ôèêñèðîâàííîé äëèíû, è öèôðîâóþ ïîäïèñü ôîðìèðîâàòü êàê çíà÷åíèå îòîá-
ðàæåíèÿ

Sign(H, K, R).

Â ýòîì ñëó÷àå ïîäïèñü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäïèñü ïîä ïàðîé

(m,h(m)),

êîòîðóþ èíîãäà íàçûâàþò ñîîáùåíèåì, ïîäãîòîâëåííûì ê ïîäïèñè. Ìíîæåñòâî
MS òàêèõ ïàð îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ âàæíûõ â êðèïòîãàôè÷åñêîì îòíîøåíèè
7.

1)Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà H ìíîãî ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâàMS : |H| <<
|M × H| = |MS | (ìîùíîñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ õýø-ôóíêöèè ìíîãî áîëüøå
ìîùíîñòè îáëàñòè åå çíà÷åíèé).

2) Êàæäûé ýëåìåíò h ìíîæåñòâà H èìååò áîëüøîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ:

|H| << |Im m−1(h)| = |{m : (m,h) ∈M}|.

3)Ëåãêî ïîëó÷èòü ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà ñ çàäàííîé ïåðâîé êîîðäèíàòîé
m, äëÿ ýòîãî íàäî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå h(m) âòîðîé êîîðäèíàòû ïî àëãîðèòìó
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ õýø-ôóíêöèè. Òåì ñàìûì ëåãêî ïðîâåðèòü, ïðèíàäëåæèò
ëè äàííàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ (m, h), m ∈ M, h ∈ H ìíîæåñòâó M. Â òî æå
âðåìÿ âû÷èñëåíèå ïåðâîé êîîðäèíàòû ýëåìåíòà ýòîãî ìíîæåñòâà ïî çàäàííîé
âòîðîé êîîðäèíàòå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî â ñëåäñòâèå ñâîéñòâà îäíîñòîðîí-
íîñòè õýø-ôóíêöèè. 8

7Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî MS , ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì õýø-ôóíêöèè h, òî ïåðå÷èñ-
ëÿåìûå åãî ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþò è åå ñâîéñòâàì.

8Îäíîñòîðîííèå ôóíêöèè f îïðåäåëÿþòñÿ â êëàññå ôóíêöèé fn : Σn → Σm, m = m(n),
ãäå m(n) � íåêîòîðûé ïîëèíîì.
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4)Ïðè çàäàííîì ýëåìåíòå (m,h(m)) ∈ M, ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ïîäî-
áðàòü ýëåìåíò (m′, h(m′)) = (m′, h(m)) ∈M, m′ 6= m, òî åñòü ýëåìåíò, îòëè÷àþ-
ùèéñÿ îò çàäàííîãî òîëüêî âòîðîé êîîðäèíàòîé (ïîäîáðàòü âòîðîå çíà÷åíèå m′

àðãóìåíòà õýø ôóíêöèè ïðè êîòîðîì îíà ïîëó÷àåò òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è ïðè
çàäàííîì çíà÷åíèè m àðãóìåíòà.)

5) Ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü äâà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòà (m,h) è
(m′, h) c îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè âòîðîé êîîðäèíàòû (äâà ñîîáùåíèÿ m è m′

ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì õýø-ôóíêöèè h(m) = h(m′).
Öèôðîâàÿ ïîäïèñü ñîîáùåíèÿ h(m) íà êëþ÷å ïîäïèñè k äîïóñêàåò ïðîâåðêó

ñ èñïîëüçîâàíèåì îïóáëèêîâàííîãî êëþ÷à ïðîâåðêè k′, àëãåáðàè÷åñêè ñâÿçàí-
íîãî ñ k.

Ïðîâåðêà îñíîâàíà íà ïðåäèêàòå P (S, K ′) ïðîâåðêè, ãäå K ′ � ìíîæåñòâî
êëþ÷åé ïðîâåðêè. Öèôðîâàÿ ïîäïèñü Sign(h(m), k, r) óäîñòîâåðÿåòñÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì êëþ÷à ïðîâåðêè k′, åñëè

P (Sign(h(m), k, r), k′) = 1.

Ïðåäèêàò ïðîâåðêè öèôðîâîé ïîäïèñè ñ âîçâðàòîì ñîîáùåíèÿ 9 îïèñûâàåò-
ñÿ êàê

P (S, K ′) = {((m′, h′(m)) ∈MS},
ãäå m′ ïðîâåðÿåìîå ñîîáùåíèå, à h′(m) � õýø-çíà÷åíèå ïîäïèñàííîãî ñîîáùåíèÿ,
èçâëå÷åííîå èç öèôðîâîé ïîäïèñè Sign(h(m), k, r) íà çàäàííîì êëþ÷å ïðîâåðêè
k′, k′ ∈ K ′.

Îòîáðàæåíèå
Sign(M,K, R)

îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ, ãàðàíòèðóþùèõ âîçìîæíîñòü è äîñòîâåðíîñòü ïîäòâåð-
æäåíèÿ ïîäëèííîñòè ïîäïèñè è, òåì ñàìûì ãàðàíòèðóþùèõ íåâîçìîæíîñòü îò-
êàçà îò àâòîðñòâà ïîäïèñàâøèì äîêóìåíò, êàê è íåâîçìîæíîñòü âñêðûòèÿ êëþ-
÷à ïîäïèñè:

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ÷åñòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì q(n), òàêîé, ÷òî n ≤ q(m(n)).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ íå ñëèøêîì ñèëüíî ¾ñæèìàåò¿ âõîäíûå çíà÷åíèÿ. ×åñòíàÿ
ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îäíîñòîðîííåé, åñëè

1) Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ( àëãîðèòì, èñïîëíÿþùèé íå áîëåå P (n) ýëå-
ìåíòàðíûõ îïåðàöèé ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, P (n) åñòü íåêîòîðûé ïîëèíîì ) ,
âû÷èñëÿþùèé åå çíà÷åíèå f(x) ïðè ëþáîì x. Íèæå äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïîäîáíîå óñëîâèå ìû
áóäåì ôîðìóëèðîâàòü òàê: ¾f(x) ëåãêî âû÷èñëèòü äëÿ âñÿêîãî x¿, à åñëè òàêîé àëãîðèòì íå
ñóùåñòâóåò, áóäåì ãîâîðèòü ¾ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî âû÷èñëèòü¿

?????ÄËÈÍÍÛÅ ÑÍÎÑÊÈ ÂÛËÅÇÀÞÒ ÇÀ ÊÐÀÉ 2) Äëÿ ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãî-
ðèòìà A è ñëó÷àéíî âûáðàííîé ñòðîêè x ∈R Σn è ëþáîãî ïîëèíîìà p(n)

Pr{f(A(f(x))) = f(x)} < 1/p(x).

(Ñì.[4].)@
9Îñíîâàíà íà âîçìîæíîñòè èçâëå÷åíèÿ "îòïå÷àòêà"h(m) ñîîáùåíèÿ m èç öèôðîâîé ïîä-

ïèñè Sign(m, k, r).
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1) îäíîñòîðîííîñòü îòîáðàæåíèÿ
Sign(h(m), K,R) :

ïî çíà÷åíèþ îòîáðàæåíèÿ s = Sign(h(m), k, r), òàêîãî, ÷òî P (s, k′), ïðàêòè÷åñêè
íåâîçìîæíî (ïðè èçâåñòíûõ h(m) è k′) óçíàòü êëþ÷ k, à ïî çíà÷åíèþ h(m) ïðàê-
òè÷åñêè íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü äðóãîå ñîîáùåíèå m′ ñ òåì æå õýø-çíà÷åíèåì
h(m′) = h(m). Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè Sign(h(m), k, r) ïðàêòè-
÷åñêè íåâîçìîæíî âû÷èñëèòü ñîîáùåíèå m, îòîáðàæàåìîå â ýòî çíà÷åíèå.

2) äëÿ çàäàííîãî ñîîáùåíèÿ m è èçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ öèôðîâîé ïîäïèñè
s = Sign(h(m), k, r), P (s, k′) = 1, ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü äðóãîå
(ôàëüñèôèöèðîâàííîå) ñîîáùåíèå m′ ñ òåì æå çíà÷åíèåì Sign(h(m′), k, r) =
Sign(h(m), k, r) öèôðîâîé ïîäïèñè.

3)Ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî íàéòè äâà ïðîèçâîëüíûõ ñîîáùåíèÿ m è m′ ñ
îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì ïîäïèñè s, òàêèì, ÷òî

P (s, k′) = 1,

òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäèêàò ïðîâåðêè íà çàäàííîì êëþ÷å ïðîâåðêè k′.
4)Íå çíàÿ êëþ÷ ïîäïèñè, ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî íàéòè ïðîèçâîëüíîå ñî-

îáùåíèå m è ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå öèôðîâîé ïîäïèñè ïîä íèì.
Ýòè ñâîéñòâà îáåñïå÷èâàþòñÿ èñïîëüçîâàíèåì êðèïòîãðàôè÷åñêè ñòîéêîé

õýø-ôóíêöèè, îáëàäàþùåé ïåð÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, à òàêæå áèåêòèâ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òðóäíûì àëãåáðàè÷åñêèì ïðîáëåìàì.

6.3.2 Îáîáùåííàÿ ñõåìà ýëåêòðîííîé ïîäïèñè Ýëü Ãàìàëÿ
Îáîáùåííàÿ ñõåìà ýëåêòðîííîé ïîäïèñè Ýëü Ãàìàëÿ ðàáîòàåò â ëþáîé àáå-

ëåâîé ãðóïïå.
Ïóáëèêóåìûìè ñèñòåìíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ îïèñàíèå öèêëè÷åñêîé

ãðóïïû G ïîðÿäêà N è îáðàçóþùèé ýëåìåíò α ýòîé ãðóïïû.
Êëþ÷ ïîäïèñè âûáèðàåòñÿ êàê öåëîå ÷èñëî k, 0 < k < N.
Ïóáëèêóåìûé êëþ÷ ïðîâåðêè âû÷èñëÿåòñÿ êàê ýëåìåíò k′ = β = αk (k′ =

β = kα ) ãðóïïû G.10

Öèôðîâîé ïîäïèñüþ ïîä äîêóìåíòîì m ÿâëÿåòñÿ ïàðà

(c, d),

ãäå
c = ρ = αr(c = rα)

� ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ãðóïïû G, îïðåäåëÿåìûé ñëó÷àéíûì âûáîðîì ðàíäîìè-
çàòîðà r, 0 < r < N − 1;

d = r−1{h(m)− kh(c)} mod N

10Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðóïïà G ìóëüòèïëèêàòèâíà, â ñêîáêàõ çäåñü è íèæå óêàçûâàþòñÿ
îïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ àääèòèâíîé ãðóïïû G
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� ÷èñëî, âû÷èñëÿåìîå ñ èñïîëüçîâàíèåì êëþ÷à ïîäïèñè k, òîãî æå ðàíäîìèçàòî-
ðà r è çíà÷åíèé h(m) õýø-ôóíêöèè îò ñîîáùåíèÿ m è h(c) îò ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðàíäîìèçàòîðó ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà c = ρ ãðóïïû G (êîä îïèñàíèÿ ýòîãî ñëó-
÷àéíîãî ýëåìåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çíà÷åíèå àðãóìåíòà õýø-ôóíêöèè).

Ïðåäèêàò ïðîâåðêè öèôðîâîé ïîäïèñè íà äîêóìåíòå m, ïîëó÷åííîé íà êëþ-
÷å ïîäïèñè k, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (S, K ′) = {(c, d) : c ∈ G, 0 < d < N − 1, βh(c)cd = αh(m)}
(P (S, K ′) = {(c, d) : c ∈ G, 0 < d < N − 1, h(c)β + dc = h(m)α}).

Åñëè ïîäïèñü âû÷èñëåíà àáîíåíòîì, âëàäåþùèì ñåêðåòíûì êëþ÷îì k, òî
äàííûé ïðåäèêàò âûïîëíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

d ≡ r−1{h(m)− kh(c)}mod N.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ íà r, ïîëó÷èì

rd ≡ h(m)− kh(c)(mod N),

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñðàâíåíèþ

h(m) ≡ kh(c) + rd (mod N).

Îòñþäà ñëåäóåò
αh(m) = αkh(c)+rd =

= (αk)h(c)(αr)d = βh(c)cd.

(h(m)α = (kh(c) + rd)α = h(c)(kα) + d(rα) = h(c)β + dc).

Åñëè æå êëþ÷ ïîäïèñè äðóãîé, òî ïðåäèêàò èìååò çíà÷åíèå 0.
×òîáû ïîääåëàòü ïîäïèñü ïîä ñîîáùåíèåì m′ çëîóìûøëåííèê âûíóæäåí

âçÿòü ñëó÷àéíîå ÷èñëî r è âû÷èñëèòü c = αr ñ òåì, ÷òîáû çàòåì îïðåäåëèòü
@d = r−1h(m)− kr. Äëÿ ýòîãî íàäî èç β = αk íàéòè êëþ÷ ïîäïèñè k, òî åñòü
íàéòè äèñêðåòíûé ëîãàðèôì îò β ïî îñíîâàíèþ α, ÷òî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæ-
íî. Îñòàåòñÿ âûáèðàòü d íàóãàä ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 1

N
.

Çàìåòèì, ÷òî ãåíåðàöèÿ ïîäïèñè òðåáóåò âû÷èñëåíèé êàê â ãðóïïå G, òàê è
â ãðóïïå Zn, â òî æå âðåìÿ ïðîâåðêà ïîäïèñè ñâÿçàíà ñ âû÷èñëåíèÿìè òîëüêî
â ãðóïïå G.

×èñëî r äîëæíî óíè÷òîæàòüñÿ ñðàçó ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïîäïèñè, òàê êàê ïî
ýòîìó ÷èñëó è çíà÷åíèþ ïîäïèñè (c, d) ïîä èçâåñòíûì ñîîáùåíèåì m âû÷èñëÿ-
åòñÿ ñåêðåòíûé êëþ÷:

k = (h(m)− rd)−h(c) mod N

Ýòî æå âîçìîæíî â ñëó÷àå ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëà r, òàê êàê â
ýòîì ñëó÷àå îíî ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ âû÷èñëÿåòñÿ: ïóñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì
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îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà r ïîëó÷åíû äâå ïîäïèñè (c1, d1) è (c2, d2), c1 = c2 = αr = c
ïîä ñîîáùåíèÿìè m1 è m2. Ïðè ýòîì

d1 = r−1{h(m1)− kh(c)}modN,

d2 = r−1{h(m2)− kh(c)}mod N.

Òîãäà
(d1 − d2)@k ≡ (h(m1)− h(m2))(mod N).

Ïðè d1 6= d2 ïîëó÷àåì @k = (d1 − d2)
−1(h(m1)− h(m2)) mod N.

Â àëãîðèòìå ïîäïèñè èñïîëüçóåòñÿ íå ñàìî ñîîáùåíèå, à çíà÷åíèå õýø-
ôóíêöèè îò íåãî. Èíà÷å âîçìîæåí ïîäáîð ñîîáùåíèÿ ñ èçâåñòíûì çíà÷åíèåì
ïîäïèñè (òî åñòü íå âûïîëíÿåòñÿ ÷åòâåðòîå ñâîéñòâî öèôðîâîé ïîäïèñè). Íà-
ïðèìåð, ìîæíî âûáðàòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà i, j, 1 < i < N, 1 < j < N, (j,N) = 1,
è ïîëîæèòü

c = αiβj = αi+kj;

d = −h(c)j−1mod N,

Òîãäà ïàðà (c, d) ÿâëÿåòñÿ ïîäïèñüþ ïîä ñîîáùåíèåì

m = di mod N = −h(c)ij−1mod N,

òàê êàê
(αmα−kh(c))d−1

= αiβj = c.

Äåéñòâèòåëüíî,

@(αmα−kh(c))d−1 = (α−rij−1

α−ah(c))(−h(c)j−1)−1

=

= α−h(c)ij−1(−h(c))−1jα−kh(c)(−h(c))−1j = αiαkj = αi+kj = c.

Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü
αxαar ≡ rs,

îòêóäà ñëåäóåò ïîäòâåðæäåíèå ïîäïèñè (íàïîìèíàåì, ÷òî αa = y):

yrrs ≡ αar :

Â ïðåäèêàòå ïðîâåðêè ïîäïèñè ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ ïðîâåðêà, ÷òî c ∈ G. Åñ-
ëè ýòó ïðîâåðêó íå äåëàòü, òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè
ïðîòîêîëà íà îñíîâå ãðóïïû Z∗

p (ïîðÿäêà N = p − 1). çëîóìûøëåííèê ìîæåò
ïîäïèñàòü âûáèðàåìîå èì ñîîáùåíèå m′, åñëè ðàñïîëàãàåò ïîäïèñàííûì íà ñåê-
ðåòíîì êëþ÷å k ñîîáùåíèåì m. Ïóñòü (c, d) � ïîäïèñü ïîä ñîîáùåíèåì m. Äî-
ïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò m−1 mod (p− 1). Òîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü

u = m′ ·m−1.
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Çàòåì ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ ìîæíî âû÷èñëèòü

d′ = du mod N

è c′, òàêîå, ÷òî
c′ ≡ cu mod N è c′ ≡ c (mod N + 1).

Ïàðà (c′, d′) ÿâëÿåòñÿ ïîäïèñüþ ïîä ñîîáùåíèåì m′, êîòîðàÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ
ïðåäèêàòîì ïðîâåðêè ïîäïèñè è ñîîáùåíèå m′ áóäåò ïðèíÿòî, åñëè óêàçàííàÿ
ïðîâåðêà èãíîðèðóåòñÿ.

Ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà íàèáîëåå óäà÷íî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ïðè èñïîëü-
çîâàíèè â êà÷åñòâå ãðóïïû G ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä êîíå÷-
íûì ïîëåì Fq. Ïðîáëåìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà â ýòîé ãðóïïå ãîðàçäî ñëîæ-
íåå, ÷åì â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ìîæåò áûòü âûáðàíî ìåíüøåå q, ÷åì â ñëó÷àå èìïëåìåíòàöèè â ãðóïïå F∗

q .
Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé E , è îïèñàíèå ïîëÿ F , òî÷êà P êðèâîé èçâåñòíîãî áîëüøîãî ïîðÿäêà N
� îáðàçóþùèé ýëåìåíò ïîäãðóïïû G ⊆ EF ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé. Ïóáëèêóåìûì êëþ÷îì ïðîâåðêè k′ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà Q = kP ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé. Öèôðîâàÿ ïîäïèñü

(c, d) = (R, d),

ãäå
c = R = rP

� ñëó÷àéíàÿ òî÷êà, ýëåìåíò ãðóïïû G, îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì âûáîðîì ðàí-
äîìèçàòîðà r, 0 < r < N − 1;

d = r−1{h(m)− kh(R)} mod N

÷èñëî, âû÷èñëÿåìîå ñ èñïîëüçîâàíèåì êëþ÷à ïîäïèñè k, òîãî æå ðàíäîìèçàòîðà
r è çíà÷åíèé h(m) õýø-ôóíêöèè îò ñîîáùåíèÿ m è h(R) îò ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàíäîìèçàòîðó ñëó÷àéíîé òî÷êè R = (x, y) ãðóïïû G (êîíêàòåíàöèÿ x||y êîîð-
äèíàò x è y ýòîé òî÷êè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çíà÷åíèå àðãóìåíòà õýø-ôóíêöèè).

Ïðåäèêàò ïðîâåðêè öèôðîâîé ïîäïèñè íà äîêóìåíòå m, ïîëó÷åííîé íà êëþ-
÷å ïîäïèñè k, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(P (S,K ′) = {(R, d) : R ∈ G, 0 < d < N − 1, h(c)Q + dR = h(m)P}).

Åñëè ãåíåðàöèÿ ïîäïèñè òðåáóåò âû÷èñëåíèé êàê â ãðóïïå EF òàê è â ãðóïïå
Zn, òî ïðîâåðêà ïîäïèñè ñâÿçàíà ñ âû÷èñëåíèÿìè òîëüêî â ãðóïïå EF .

Àëãåáðàè÷åñêè è êðèïòîãðàôè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûì ðàññìîòðåííîìó âàðè-
àíòó öèôðîâîé ïîäïèñè ÿâëÿåòñÿ âàðèàíò, îòëè÷àþùèéñÿ òåì, ÷òî âìåñòî òî÷-
êè c = R ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â êà÷åñòâå ïåðâîãî ýëåìåíòà öèôðîâîé ïîäïèñè
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áåðåòñÿ ÷èñëî c = h(R), õýø-çíà÷åíèå îò ýòîé òî÷êè. Ïðè âû÷èñëåíèè âòîðîãî
÷èñëà ïîäïèñè íå ïðîèçâîäèòñÿ óìíîæåíèå íà ÷èñëî, r−1 :

d = (h(m)− kh(R)).

Ñîîòâåòñòâåííî óïðîùàåòñÿ è ïðåäèêàò ïðîâåðêè ïîäïèñè:

(P (S,K ′) = {(c, d) : 0 < s < N − 1, 0 < d < N − 1, cQ + dP = h(m)P}).
Â äàííîì ñëó÷àå àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ïîäïèñè èñïîëüçóåò òîëüêî îïåðàöèè ìî-
äóëüíîé àðèôìåòèêè, à àëãîðèòì ïðîâåðêè- òîëüêî îïåðàöèè ãðóïïû òî÷åê ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ïîñëåäíèé âàðèàíò ïîäïèñè èñïîëüçóåòñÿ â àëãîðèòìå ECDSA, ïðèìåíÿå-
ìîì â àìåðèêàíñêîì ñòàíäàðòå ýëåêòðîííîé ïîäïèñè.

Ïðèìåð 6.3.1 Ïóñòü ãðóïïà G åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà Z∗p , α � îáðàçóþùèé ýëå-
ìåíò ýòîé ãðóïïû, k � ñåêðåòíûé êëþ÷ ïîäïèñè, (α, β = αk) � ïóáëèêóåìûé êëþ÷ ïðîâåðêè
ïîäïèñè. k ∈ Z∗p , r � ñëó÷àéíî âûáðàííûé ýëåìåíò ãðóïïû Z∗p . Òîãäà öèôðîâàÿ ïîäïèñü ïîä
ñîîáùåíèåì m s = (c, d) ýòî ïàðà ÷èñåë,

c = αr, d = (m− ks)r−1.

Ìíîæåñòâî èñòèííîñòè ïðåäèêàòà ïðîâåðêè P (S, K ′) åñòü ìíîæåñòâî ïàð

{((c, d), k′) : c ∈ Zn ∗ n, d ∈ Z∗n, βc × cd = αm, β ∈ K ′}.
Êàê îòìå÷åíî â [?] äðóãèå ñõåìû öèôðîâîé ïîäïèñè, àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåííîé, îò-

ëè÷àþòñÿ ïðîâåðÿåìûì ñðàâíåíèåì âèäà

αAβB ≡ rC(mod p),

ãäå òðîéêà (A,B, C) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë ±m,±s,±r ïðè íåêîòîðîì
âûáîðå çíàêà. Íàïðèìåð, îïèñàííàÿ ñõåìà öèôðîâîé ïîäïèñè Ýëü-Ãàìàëÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè
A = m, B = −s, C = t.

Â àìåðèêàíñêîì ñòàíäàðòå DSS èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ A = m, B = s, C = t.
Â ðîññèéñêîì ñòàíäàðòå A = −m, B = s, C = t.
Â ñõåìàõ äàíîãî ñåìåéñòâà âîçìîæíî ñîêðàùåíèå äëèíû ïîäïèñè ïóò¼ì çàìåíû ïàðû

÷èñåë (r, s) ïàðîé (r mod qs mod q), ãäå q ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì äåëèòåëåì ÷èñëà p − 1. Ïðè
ýòîì ïðîâåðÿåìîå ñðàâíåíèå çàìåíÿåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûì ðàâåíñòâîì

(αAyBmod p)mod q = rCmod q.

Ýòî ïðèìåíåíî â àìåðèêàíñêîì ñòàíäàðòå DSS.

6.3.3 Ýëåêòðîííàÿ ïîäïèñü Ýëü Ãàìàëÿ ñ âîçâðàòîì ñîîá-
ùåíèÿ. Ñõåìà Nyberg-Rueppel ýëåêòðîííîé ïîäïèñè
ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé

Ïóñòü EF ãðóïïà òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, P � áàçîâàÿ òî÷êà îòêðûòîãî
êëþ÷à, N � ïîðÿäîê ýòîé òî÷êè, k � ñåêðåòíûé êëþ÷ ïîäïèñûâàþùåãî äîêóìåíò
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ó÷àñòíèêà. Îòêðûòûì êëþ÷îì ïîñëåäíåãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

Q = kP. (6.18)

Ïóñòü e = h(m) - çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè h äëÿ äîêóìåíòà m.
Àëãîðèòì ãåíåðàöèè ïîäïèñè ñëåäóþùèé:
1) Âçÿòü ñëó÷àéíîå ÷èñëî r, 0 < r < N, Òàêîå, ÷òî x-êîìïîíåíòà òî÷êè

R = rP = (x, y) (6.19)

íå ðàâíà 0.
2) Èñïîëüçóÿ x-êîìïîíåíòó òî÷êè R êàê öåëîå ÷èñëî, âû÷èñëèòü

c = x + e (mod N), (6.20)
d = r − kc(mod N). (6.21)

Åñëè c = 0 èëè d = 0, òî âåðíóòüñÿ ê øàãó 1.
Ïàðà (c, d) ÿâëÿåòñÿ ïîäïèñüþ äëÿ äîêóìåíòà m, òàêîãî, ÷òî h(m) = e.
Äëÿ ïðîâåðêè, ÷òî h(m) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì õåø-çíà÷åíèåì, âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
1) Ïðîâåðèòü, ÷òî 1 < c < N − 1, 1 < d < N − 1.
2) Âû÷èñëèòü

R′ = dP + cQ. (6.22)
3) Èíòåðïðåòèðóÿ x-êîìïîíåíòó òî÷êè R′ êàê äâîè÷íóþ çàïèñü öåëîãî ÷èñëà,

âû÷èñëèòü
e′ = c− x′( mod n). (6.23)

3) åñëè ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå e′ ñîâïàäàåò ñ õåø-çíà÷åíèåì h(m′), âû÷èñëåí-
íûì äëÿ ïîëó÷åííîãî ñîîáùåíèÿ m′, òî ïîñëåäíåå óäîñòîâåðÿåòñÿ.

Ïîÿñíèì ýòîò ïðîòîêîë ñëåäóþùèì ïðèìåðîì (ïðè çàâåäîìî ìàëûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ).

Ïðèìåð 6.3.2 Âûáåðåì íåñóïåðñèíãóëÿðíóþ êðèâóþ

Y 2 + XY = X3 + X2 + 1

íàä ïîëåì GF (2)(λ), ãäå λ � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà 1+X2 +X5, è áàçîâóþ òî÷êó

P = (00101, 10110)

ýòîé êðèâîé. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåäèìñÿ, ÷òî ïîðÿäîê N ýòîé òî÷êè ðàâåí 22.
Ïóñòü çíà÷åíèå õýø-ôóíêöèè ñîîáùåíèÿ m åñòü e = h(m) = (1011) = 13.11 Äîïóñòèì, ÷òî
ñåêðåòíûì êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûé êîä k=(111)=7, òîãäà îòêðûòûì êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ
òî÷êà

Q = kP = 7(00101, 10110) = (10011, 10111).

11Ýëåìåíòû äâîè÷íûõ êîäîâ ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé èëè âåñîâûõ
ýêâèâàëåíòîâ
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîäïèñè ñíà÷àëà áàçîâàÿ òî÷êà P óìíîæàåòñÿ íà ñëó÷àéíî âûáèðàåìûé ðàí-
äîìèçàòîð r, ïóñòü r = 5, è ïîëó÷àåòñÿ òî÷êà

R = 5P = (10111, 11011);

x-êîìïîíåíòà (10111)=29 ýòîé òî÷êè R òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ÷èñëîì.
Ïðèáàâëåíèå ïî (3.3) ýòîé òî÷êè ê õåø-çíà÷åíèþ e = h(m) = 13 ïî ìîäóëþ N = 22

(ïîðÿäêà òî÷êè P ) ýôôåêòèâíî ìàñêèðóåò ýòî õåø-çíà÷åíèå,â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïåðâîå
÷èñëî êîäà öèôðîâîé ïîäïèñè

c = (x + e) mod N = 29 + 13 mod 22 = 20.

Âòîðîå ÷èñëî d êîäà öèôðîâîé ïîäïèñè ïîëó÷àåòñÿ ïî (3.4) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåêðåòíîãî
êëþ÷à k :

d = (r − kc) mod N = (5− 7 · 20)mod 22 = 19.

Öèôðîâàÿ ïîäïèñü ïîä çíà÷åíèåì e = h(m) íà êëþ÷å ïîäïèñè k = 7 åñòü ïàðà ÷èñåë (c, d) =
(20, 19).

Ýòàï âåðèôèêàöèè ïî 3.5 ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü òî÷êó R è, ñëåäîì, ïî 3.6 ïîëó÷èòü
çàìàñêèðîâàííîå õåø-çíà÷åíèå e : Åñëè ïîäïèñü êîððåêòíà, òî ïîëó÷èòñÿ R′ = R :

R′ = dP + cQ = dP + ckP = (d + ck) mod N P =

= (r − (x + e)k + (x + e)k) modN P = rP = R.

Â íàøåì ïðèìåðå

R′ = dP + cQ = 19(00101, 1011) + 20(10011, 10111) = (10111, 11011) = R.

Èñïîëüçóÿ x-êîîðäèíàòó x′ = (10111 = 29) òî÷êè R, âîññòàíîâèì õýø-çíà÷åíèå

e′ = c− x′ = 20− 29 mod 22 = 13.

Åñëè ýòî âîññòàíîâëåííîå çíà÷åíèå e′ ñîâïàäàåò ñ õåø-çíà÷åíèåì h(m′), âû-
÷èñëåííûì ïî ïîëó÷åííîìó ñîîáùåíèþ m′, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäíåå ìîã
ïîäïèñàòü òîëüêî îáëàäàòåëü ñåêðåòíîãî êëþ÷à s è ÷òî íè ñîîáùåíèå, íè åãî
õýø-çíà÷åíèå íå áûëî èçìåíåíî àêòèâíûì êðèïòîàíàëèòèêîì èëè âñëåäñòâèå
îøèáîê ïðè ïåðåäà÷å èëè õðàíåíèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âåðèôèêàöèè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìîäóëüíîé àðèôìåòè-
êè íå èñïîëüçóþòñÿ.

Â îñíîâå ðîññèéñêîãî ñòàíäàðòà öèôðîâîé ïîäïèñè ñ âîçâðàòîì ñîîáùåíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ ñõåìà ãåíåðàöèè è ïðîâåðêè ïîäïèñè:

öèôðîâîé ïîäïèñüþ ïîä ñîîáùåíèåì m ñî çíà÷åíèåì õýø-ôóíêöèè e = h(m)
íà êëþ÷å ïîäïèñè k ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë (c, d), ãäå c åñòü îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî,
îïðåäåëÿåìîå x−êîîðäèíàòîé òî÷êè R = kP, à ÷èñëî d âû÷èñëÿåòñÿ êàê

d = xk + re mod N.

Äëÿ ïðîâåðêè öèôðîâîé ïîäïèñè âîññòàíàâëèâàþò òî÷êó R, èñïîëüçóÿ îïå-
ðàöèè àðèôìåòèêè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé è ìîäóëüíîé àðèôìåòèêè:

R′ = z1P + z2Q, (6.24)
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ãäå
z1 = dν mod N,

z2 = −cν mod N

ïðè ν = e−1 mod N.
Â äàííîì ñëó÷àå íà ýòàïå ïðîâåðêè öèôðîâîé ïîäïèñè ïðèõîäèòñÿ âûïîë-

íÿòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíîãî îáðàùåíèÿ â ãðóïïå Z∗
N . Ïî-

ðÿäîê N áàçîâîé òî÷êè P â äàííîì ñëó÷àå åñòü ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïðèìåð 6.3.3 Âîçüìåì áàçîâóþ òî÷êó P = (0001, 11111) òîé æå êðèâîé, ÷òî è â ïðåäûäóùåì
ïðèìåðå è îáðàçóåì öèôðîâóþ ïîäïèñü ïîä ñîîáùåíèåì m c õýø-çíà÷åíèåì e = h(m) = 2,
(òî æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, íî ïðèâåäåííîå ïî ìîäóëþ N = 11) íà òîì æå êëþ÷å
ïîäïèñè k = 7 è ñ òåì æå ðàíäîìèçàòîðîì r = 5. Ïîðÿäîê N òî÷êè P åñòü ïðîñòîå ÷èñëî 11.

Òî÷êà êëþ÷à ïðîâåðêè åñòü

Q = kP = 7(0001, 11111) = (01111, 10101)

"Òî÷êà âîçâðàòà"
R = rP = 5(0001, 11111) = (0101, 01001).

Ïåðâîå ÷èñëî öèôðîâîé ïîäïèñè c = (0101)2 = (10)10,
Âòîðîå ÷èñëî öèôðîâîé ïîäïèñè
d = (ck + re) mod N = (10 · 7 + 5 · 2) mod 11=3.
Öèôðîâàÿ ïîäïèñü åñòü ïàðà ÷èñåë

(c, d) = (10, 3)

Äëÿ ïðîâåðêè öèôðîâîé ïîäïèñè âû÷èñëèì
ν = e−1 mod N=2−1 mod 11=6
z1 = dν mod N = 3 · 6 mod 11=7,
z2 = −cν mod N = −10 · 6 mod 11 = 6.
Âîññòàíîâëåííàÿ òî÷êà âîçâðàòà âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.7)
R′ = z1P + z2Q = 7(0001, 11111) + 6(01111, 10101) = (01111, 10101) + (11001, 10101) =

(0101, 01001) = (x′, y′). Êàê âèäèì, x′ = c.

6.4 Ñêðûòàÿ ïåðåäà÷à
6.4.1 Ñêðûòàÿ ïåðåäà÷à ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèïëèêà-

òèâíîé ãðóïïû
Ñêðûòîé ïåðåäà÷åé íàçûâàåòñÿ îáùåíèå ìåæäó äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè ïî ñëå-

äóþùèì ïðàâèëàì.
1. Ó÷àñòíèê A ïåðåäàåò ó÷àñòíèêó B äâà ñîîáùåíèÿ m1 è m2, èç êîòîðûõ B

ìîæåò ïðî÷èòàòü òîëüêî îäíî.
2. Ó÷àñòíèê A íå çíàåò, êàêîå èìåííî ñîîáùåíèå ïðî÷èòàë B.
3. Îáà ó÷àñòíèêà óâåðåíû, ÷òî óñëîâèÿ 1 è 2 âûïîëíåíû.
Äëÿ ðåàëèçàöèè ñêðûòîé ïåðåäà÷è A è B èñïîëüçóþò êîíå÷íóþ ãðóïïó

G = F ∗
q ñ òðóäíîé ïðîáëåìîé äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà, îáðàçóþùèé ýëåìåíò
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b ∈ G, à òàêæå ïîëó÷àåìûé îáîèìè ó÷àñòíèêàìè îò öåíòðà äîâåðèÿ ýëåìåíò C
ñ íåèçâåñòíûì èì äèñêðåòíûì ëîãàðèôìîì.

Èñïîëüçóåòñÿ îòîáðàæåíèå ψ : F ∗
q → F n

2 , èìåþùåå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
ψ−1Imψ → F ∗

q . (Íàïðèìåð, ψ(x) åñòü äâîè÷íàÿ çàïèñü ýëåìåíòà x ãðóïïû, åñëè
q-ïðîñòîå èëè êîíêàòåíàöèÿ äâîè÷íûõ çàïèñåé åãî êîîðäèíàò, åñëè q = pm, ãäå
p � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ Fq, )

Ïðîòîêîë ñêðûòîé ïåðåäà÷è ñëåäóþùèé.
1. B âûáèðàåò ñåêðåòíûé êëþ÷ (x, i), 0 < x < q − 1, i ∈ {1, 2}, âû÷èñëÿåò

βi = bx è β3−i = Cb−x è ïåðåñûëàåò ê A îòêðûòûé êëþ÷ (β1, β2).

(B íå çíàåò äèñêðåòíûé ëîãàðèôì xk′ îò ýëåìåíòà β3−i, èíà÷å îí çíàë áû è
äèñêðåòíûé ëîãàðèôì k = x + k′ mod q − 1 îò ýëåìåíòà C = kb = β1β2.)

2. A âûáèðàåò äâà ðàçíûõ ÷èñëà 0 < y1, y2 < q − 1, äâà ðàçíûõ äâîè÷íûõ
ñîîáùåíèÿ m1 è m2 è ïîñûëàåò ê B äâå ïàðû ýëåìåíòîâ ãðóïïû F ∗

q

(c1, c2) = (by1 , by2)

è
(α1, α2) = (m1 + ψ(βy1

1 ),m2 + ψ(βy2
2 ).

3. B âû÷èñëÿåò mi = α1 + ψ(cx
i ) = αi + ψ(byix) = αi + ψ(βyi

i ).

Ïðèìå÷àíèå B íå ìîæåò âû÷èñëèòü α3−i + ψ(β
y3−i

3−i ), òàê êàê îí çíàåò òîëü-
êî bx′ = Cb−x è by3−i , è ÷òîáû óçíàòü β

y3−i

3−i = bx′y3−i , åìó íåîáõîäèìî ðåøèòü
ïðîáëåìó Äèôôè-Õåëëìàíà.

Óäîñòîâåðèâøèñü, ÷òî C = β1β2, ó÷àñòíèê A ìîæåò ïðîâåðèòü, ÷òî B äåé-
ñòâóåò, íå çíàÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà îò C. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîõðàíÿÿ â
ñåêðåòå x è i, B óâåðåí, ÷òî A íå ìîæåò ðàçëè÷èòü, êàêèì èç äâóõ ýëåìåíòîâ
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò β1, òî åñòü óñëîâèÿ 1 è 2 âûïîëíåíû.

6.4.2 Èñïîëüçîâàíèå ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
Äëÿ ðåàëèçàöèè ñêðûòîé ïåðåäà÷è A è B èñïîëüçóþò ãðóïïó òî÷åê ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé EF íàä ïîëåì F , îáðàçóþùèé ýëåìåíò P ∈ EF âûñîêîãî ïîðÿäêà
N, q à òàêæå ïîëó÷àåìóþ îáîèìè ó÷àñòíèêàìè îò öåíòðà äîâåðèÿ òî÷êó Q = kP
ñ íåèçâåñòíûì èì äèñêðåòíûì ëîãàðèôìîì k.

Èñïîëüçóåòñÿ îòîáðàæåíèå ψ : EK → F n
2 , ãäå n = dlog2|F |e, èìåþùåå îáðàò-

íîå îòîáðàæåíèå ψ−1Imψ → EF . (Íàïðèìåð, ψ(x) åñòü äâîè÷íàÿ çàïèñü ýëåìåí-
òà x òî÷êè (x, y), Òîãäà ψ−1(x) = (x, y) ∈ EF , ãäå (x, y) âû÷èñëÿåòñÿ àëãîðèòìîì
ðàçìåùåíèÿ äàííûõ x íà êðèâîé EF .

Ïðîòîêîë ñêðûòîé ïåðåäà÷è ñëåäóþùèé.
1. B âûáèðàåò ñåêðåòíûé êëþ÷ (x, i), 0 < x < N, i ∈ {1, 2}, âû÷èñëÿåò

βi = xP è β3−i = Q− xP è ïåðåñûëàåò ê A îòêðûòûé êëþ÷ (β1, β2).

(B íå çíàåò äèñêðåòíûé ëîãàðèôì x′ îò ýëåìåíòà β3−i = k′P, èíà÷å îí çíàë
áû è äèñêðåòíûé ëîãàðèôì k = x+k′ îò ýëåìåíòà Q = kP = β1 +β2 = (x+k′)P.
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2. A âûáèðàåò äâà ðàçíûõ ÷èñëà 0 < y1, y2 < q − 1, äâà ðàçíûõ äâîè÷íûõ
ñîîáùåíèÿ m1 è m2, âûáèðàÿ èõ èç GF (2n), è ïîñûëàåò ê B ïàðó ýëåìåíòîâ
ãðóïïû EK

(C1, C2) = (y1P, y2P )

è ïàðó ïîëèíîìîâ èç GF (2n)

(α1, α2) = (m1 + ψ(y1β1),m2 + ψ(y2β2)).

3. B âû÷èñëÿåò

mi = α + ψ(xCi) = αi + ψ(xyiP ) = αi + ψ(yiβi).

Ïðèìå÷àíèå. B íå ìîæåò âû÷èñëèòü m3−i = α3−i + ψ(y3−iβ3−i), òàê êàê
îí çíàåò òîëüêî k′P = Q − xP è y3−iP, è ÷òîáû óçíàòü y3−iβ3−i = k′y3−iP, åìó
íåîáõîäèìî ðåøèòü ïðîáëåìó Äèôôè-Õåëëìàíà.

Óäîñòîâåðèâøèñü, ÷òî Q = β1 + β2 ó÷àñòíèê A ìîæåò ïðîâåðèòü, ÷òî B
äåéñòâóåò, íå çíàÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà îò Q. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîõðàíÿÿ â
ñåêðåòå x è i, B óâåðåí, ÷òî A íå ìîæåò ðàçëè÷èòü, êàêèì èç äâóõ ýëåìåíòîâ
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò β1, òî åñòü óñëîâèÿ 1 è 2 âûïîëíåíû.

Ïðèìåð 6.4.1 Âûáåðåì íåñóïåðñèíãóëÿðíóþ êðèâóþ

Y 2 + XY = X3 + X2 + 1

íàä ïîëåì GF (2)(λ), ãäå λ � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà 1+X2 +X5, è áàçîâóþ òî÷êó

P = (00101, 10110)

ýòîé êðèâîé. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåäèìñÿ, ÷òî ïîðÿäîê N ýòîé òî÷êè ðàâåí 22.
Äîïóñòèì, ÷òî ñåêðåòíûì êëþ÷îì äîâåðåííîãî öåíòðà ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûé êîä k=(111)=7,
òîãäà îòêðûòûì êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

Q = kP = 7(00101, 10110) = (10011, 10111).

Äèñêðåòíûé ëîãàðèôì k ýòîé òî÷êè ïî îñíîâàíèþ P ó÷àñòíèêàì íåèçâåñòåí.
Ðàññìîòðèì âîçìîæíóþ ðåàëèçàöèþ ïðîòîêîëà ñêðûòîé ïåðåäà÷è ñ óêàçàííûìè ñèñòåì-

íûìè ïàðàìåòðàìè.
1)Ïóñòü ó÷àñòíèê B âûáðàë êëþ÷ (x, i) = (19, 1) è âû÷èñëèë

βi = β1 = xP = 19(00101, 10110) = (01101, 00101)

β3−i = β2 = Q− xP = (10011, 10111) + (01101, 01000) = (01111, 11010).

Îí ïîñûëàåò ó÷àñòíèêó A îòêðûòûé êëþ÷

(β1, β2) = (01101, 00101), (01111, 11010)).

2) Ó÷àñòíèê A âûáèðàåò äâà ÷èñëà

y1 = 5, y2 = 16

è äâà äâîè÷íûõ ñîîáùåíèÿ
m1 = (10001), m2 = (11100)
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äëèíû n=5. Îí âû÷èñëÿåò ïàðó òî÷åê

(C1, C2) = (y1P, y2P ) =

(5(00101, 10110), 16(00101, 10110) = ((10111, 11011), (11001, 00111))

è ïàðó ïîëèíîìîâ

(α1, α2) = (m1 + ψ(y1β1), m2 + ψ(y2β2))) =

= (10001 + ψ(5(01101, 00101)), 11100 + ψ(16(01111, 11010))) =

(10001 + ψ((10011, 10111)), 11100 + ψ(11001, 1111))

((10001 + 10011), (11100 + 11001)) = (00010, 00101).

Ýòè äâå ïàðû îí ïîñûëàåò ó÷àñòíèêó B.

3. B âû÷èñëÿåò
mi = αi + ψ(xCi) = α1 + ψ(xC1) =

= 00010 + ψ(19(10111, 11011)) = 00010 + ψ((10011, 10111)) =

00010 + 10011 = 10001.

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëà ñêðûòîé ïåðåäà÷è.

Ïðèìåð 6.4.2 Ýëåêòðîííàÿ æåðåáüåâêà. Ó÷àñòíèêè A è B äîãîâàðèâàþòñÿ (ñ ïîìîùüþ
äîâåðåííîãî öåíòðà) î òðàêòîâêå áèíàðíîãî ðåçóëüòàòà æåðåáüåâêè è îñóùåñòâëÿþò ïðîòî-
êîë ñêðûòîé ïåðåäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî ê ìîìåíòó ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ñîîáùåíèÿ îò A
ó÷àñòíèê B óæå íå ìîæåò èçìåíèòü âûáðàííîãî èì ðàíåå çíà÷åíèÿ áèòà i. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ðåçóëüòàòà æåðåáüåâêè ó÷àñòíèê B âîçâðàùàåò ó÷àñòíèêó A ïîëó÷åííîå èì ñîîáùåíèå mi,
òåì ñàìûì îí ñîîáùàåò åìó çíà÷åíèå ñëó÷àéíî âûáðàííîãî ïàðàìåòðà i : ó÷àñòíèê A óçíàåò
ýòî çíà÷åíèå, ñðàâíèâ ïîëó÷åííîå îò B ñîîáùåíèå mi ñ m1 è m2. Ðåçóëüòàòîì æåðåáüåâêè
ÿâëÿåòñÿ áèò j = (Xi−1 + mi mod 1 + X. Ýòîò ðåçóëüòàò âû÷èñëÿåò êàæäûé ó÷àñòíèê. Íà-
ïðèìåð, åñëè ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñîîáùåíèÿ 10001 ó÷àñòíèê B îòïðàâèò åãî ó÷àñòíèêó A, òî A,
ñðàâíèâ åãî ñ îòïðàâëåííûìè ñîîáùåíèÿìè, óçíàåò, ÷òî i = 1, òåïåðü îáà ó÷àñòíèêà âû÷èñëÿò
ðåçóëüòàò æåðåáüåâêè j = 1 + 10001 mod (1 + X) = X5 mod 1 + X = 1.

Ïðèìåð 6.4.3 Äîêàçàòåëüñòâî ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì çíàíèÿ ôàêòîðèçàöèè
÷èñëà n = pq.

1. B âûáèðàåò ñëó÷àéíî öåëîå ÷èñëî x è âû÷èñëÿåò y = x2 mod n è ïîñûëàåò y ê A.

2. A âû÷èñëÿåò ÷åòûðå êâàäðàòíûõ êîðíÿ ±x, ±x′ è âûáèðàåò îäèí èç íèõ, îáîçíà÷àÿ
åãî x0.

3. A âûáèðàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî r 6= 0 è ïîñûëàåò ê B ÷èñëî s = r2 mod n. Äàëåå A
âû÷èñëÿåò äâà ñîîáùåíèÿ m1 = r mod n è m2 = x0r mod n è ïåðåñûëàåò èõ ê B ïî êàíàëó
ñêðûòîé ïåðåäà÷è.

4. B âû÷èñëÿåò mi è ïðîâåðÿåò, ÷òî m2
i = s, åñëè i = 1, èëè m2

i = ys, åñëè i = 2.

5.Øàãè 1 − 4 ïîâòîðÿþòñÿ (ñ ðàçëè÷íûìè îòêðûòûìè êëþ÷àìè (β1, β2)). Åñëè A âûäåð-
æèâàåò T ïðîâåðîê, òî B óáåæàåòñÿ â òîì, ÷òî A çíàåò ðàçëîæåíèå n ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−T−1.
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6.4.3 Íåèíòåðàêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñ íóëåâûì ðàçãëà-
øåíèåì

Ïåðåäà÷è îòêðûòîãî êëþ÷à îò B ìîãóò áûòü îñóùåñòâëåíû çàðàíåå â äîâå-
ðåííûé öåíòð, êîòîðûé ïî î÷åðåäè ïåðåäàåò èõ ê A, ñîïðîâîæäàÿ âîïðîñàìè,
íàïðàâëÿåìûìè ê A è B (ïðè äîêàçàòåëüñòâå çíàíèÿ ðàçëîæåíèÿ ýòî âû÷åòû
x2 mod n). Â êàæäîé èòåðàöèè äàííûå ïåðåäàþòñÿ òîëüêî îò A ê B.

Óïðàæíåíèå. Îïèñàòü íåèíòåðàêòèâíûå ïðîòîêîëû äîêàçàòåëüñòâà çíàíèÿ îäíîãî äèñ-
êðåòíîãî ëîãàðèôìà è ðàçëîæåíèÿ n. Îïèñàòü ïðîöåäóðû ìîäåëèðîâàíèÿ, äîêàçûâàþùèå,
÷òî ýòè äîêàçàòåëüñòâà èìåþò ñâîéñòâî íóëåâîãî ðàçãëàøåíèÿ.
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Ïðèëîæåíèå A

Àëãîðèòìû ñ ìàòðèöàìè

A.1 Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê òðåóãîëüíîìó âèäó
Ïóñòü âåêòîð A = (P1(x), P2(x), . . . , Pn(x)), êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû,

çàäàåò ìàòðèöó ñ n ñòðîêàìè è m = max{deg(Pi(x))|i = 1, 2, . . . , n} ñòîëáöàìè, â i-îé ñòðî÷êå
è j-îì ñòîëáöå êîòîðîé íàõîäèòñÿ êîýôôèöèåíò ïðè xj−1 ìíîãî÷ëåíà Pi(x).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèö óäàëåíèå åå i-îé ñòðî÷êè îçíà÷àåò óäàëåíèå
i-îé êîìïîíåíòû P1(x) âåêòîðà, à ïðèáàâëåíèå i-îé ñòðîêè ê j-îé îçíà÷àåò ïðèáàâëåíèå ê
j-îé êîìïîíåíòå Pj(x) ýòîãî âåêòîðà åãî i-îé êîìïîíåíòû Pi(x).

Ìåòîä Ãàóññà ïðèâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòðèöû A ê òðåóãîëüíîìó âèäó âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðèöó B, êîòîðàÿ ñíà÷àëà íå ñîäåðæèò ýëå-
ìåíòîâ (âåêòîð ñ 0 êîìïîíåíòàìè). Â âåêòîðå A âûáåðåì êîìïîíåíòó Pi(x) ñ íàèáîëüøåé
ñòåïåíüþ. Ïóñòü ýòà ñòåïåíü ðàâíà t. Åñëè t < 0 (âñå ìíîãî÷ëåíû âåêòîðà A ðàâíû 0), òî
âåêòîð B ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû A ê òðåóãîëüíîìó âèäó. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ê êàæäîé êîìïîíåíòå âåêòîðà A êðîìå i-îé êîìïîíåíòû, èìåþùåé ñòåïåíü t, ïðèáàâèì
âåêòîð Pi(x). Èç ïîëó÷åííîãî âåêòîðà óäàëèì i-þ êîìïîíåíòó è äîáàâèì â âåêòîð B íîâóþ
êîìïîíåíòó, ðàâíóþ Pi(x). Ïîëó÷èì íîâûå ìàòðèöû A è B. Ñ ýòîé ïàðîé âåêòîðîâ ïðîâåäåì
òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è ñ èñõîäíîé ïàðîé è òàê áóäåì äåéñòâîâàòü äî òåõ ïîð, ïîêà â âåêòîðå A
âñå ìíîãî÷ëåíû íå ñòàíóò íóëåâûìè. Ïîñëå ýòîãî ìàòðèöà B áóäåò äîñòàâëÿòü òðåóãîëüíûé
âèä èñõîäíîé ìàòðèöû A.

@Ïðèìåð. Ïðèâåäåì ê òðåóãîëüíîìó âèäó ìàòðèöó A = (x + x4, 1 + x3, x2 + x4, x + x3).
Îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà A, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü, - ïåðâàÿ. Âûáðàâ ïåðâóþ
êîìïîíåíòó ìàòðèöû A, ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè àëãîðèòìà Ãàóññà, èìååì: A = (1 + x3, x +
x2, x + x3), B = (x + x4). Äàëåå âûáèðàåì ïåðâóþ êîìïîíåíòó ïîëó÷åííîãî âåêòîðà A è
ïîñëå âòîðîé èòåðàöèè àëãîðèòìà Ãàóññà èìååì: A = (x + x2, 1 + x) B = (x + x4, 1 + x3).
Ïîñëå òðåòüåé èòåðàöèè - A = (1 + x), B = (x + x4, 1 + x3, x + x2), à ïîñëå ÷åòâåðòîé
èòåðàöèè âåêòîð A íå ñîäåðæèò êîìïîíåíò, à âåêòîð B èìååò ÷åòûðå êîìïîíåíòû B = (x +
x4, 1 + x3, x + x2, 1 + x). Òàêèì îáðàçîì, ðàíã èñõîäíîé ìàòðèöû A ðàâåí 4.

Ïåðåä âûïîëíåíèåì î÷åðåäíîé èòåðàöèè àëãîðèòìà Ãàóññà ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü êîì-
ïîíåíòó âåêòîðà A ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ íàèìåíüøèì ÷èñëîì íåíóëå-
âûõ ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòî ñîêðàòèò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, åñëè ïðèíÿòü âî
âíèìàíèå ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ. Ïóñòü êðîìå ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, çàäàþùèõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ìíîãî÷ëåí, íàì èçâåñòåí ìàññèâ èíäåêñîâ íåíóëåâûõ ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ. Òîãäà ïðèáàâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãî÷ëåíà ê äðóãîìó ìîæíî âûïîëíèòü èçìåíÿÿ
ëèøü ýëåìåíòàðíûå ìíîãî÷ëåíû ñ óêàçàííûìè èíäåêñàìè âòîðîãî ìíîãî÷ëåíà. Êðîìå òîãî,
ðåàëèçîâàâ îïåðàöèþ ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ ìàòðèöû, ìîæíî ñíà÷àëà âûáèðàòü â âåêòîðå A
íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó, çàäàâàåìóþ íàèìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, à çàòåì,
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ïåðåñòàâèâ íóæíûì îáðàçîì ñòîëáöû ìàòðèöû A, äîáèòüñÿ, ÷òîáû ñòåïåíü ýòîé êîìïîíåíòû
áûëà íàèáîëüøåé.

A.2 Ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû.
Äâîè÷íóþ ìàòðèöó M ðàçìåðîâ k × n áóäåì ïðåäñòàâëÿòü òàáëèöåé T ,

T =

t11 t12 . . . t1n

t21 t22 . . . t2n

· · · ·
tk1 tk2 . . . tkn

ñ k ñòðîêàìè è dn
s e ñòîëáöàìè, ýëåìåíòû êîòîðîé tij - @òàê íàçûâàåìûå ýëåìåíòàðíûå ìíî-

ãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøå s @öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ìåíüøèå 2s. 1Ìû ïîëàãà-
åì, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû ñîîòâåòñòâóþò "îòðåçêàì"äëèíû s, îïðåäåëÿåìîé äëèíîé ìàøèííîãî
ñëîâà (öåëîãî òèïà äàííûõ). Ìû ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ (îíè æå
ðàçðÿäû öåëîãî ÷èñëà) ðàñïîëîæåíû â ñëåâà íàïðàâî â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé ïåðå-
ìåííîé (÷èñëîâîãî ýêâèâàëåíòà äâîè÷íîãî ðàçðÿäà â äàííîé ïîçèöèè). "Îòðåçêè"îáðàçóþòñÿ
îòñ÷åòîì ïî s ðàçðÿäîâ ñïðàâà íàëåâî. Åñëè ïîñëåäíèé "îòðåçîê"ti1 îêàçûâàåòñÿ íå ïîëíûì,
òî îí ïîïîëíÿåòñÿ ìëàäøèìè íóëÿìè äî äëèíû s.

@Ïðèìåð. Ïóñòü m = k = 5 è s = 4. Ðàññìîòðèì áèíàðíóþ ìàòðèöó

1 1 0 1 1
1 0 1 0 1
0 0 1 1 0
1 1 1 0 0
0 0 1 1 1

Èìååì n = dm
s e = 2, ïîýòîìó òàáëèöà T áóäåò èìåòü 2 ñòîëáöà:

T =

1 11
1 5
0 6
1 12
0 7

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê òàáëèöàì, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà òèïà unsigned
long, êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ èñõîäíîé ìàòðèöû ñîêðàùàåòñÿ â 32 ðàçà.

A.3 Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð
Ðàññìîòðèì k × n òàáëèöó T è âåêòîð-ñòîëáåö V ñ n êîìïîíåíòàìè, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 2s − 1. Òàáëèöà T ïîñòðîåíà èç
íåêîòîðîé áèíàðíîé k×m ìàòðèöû îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì, à âåêòîð-ñòîëáåö V - ðåçóëüòàò
ïðåîáðàçîâàíèÿ íåêîòîðîãî áèíàðíîãî âåêòîðà ðàçìåðíîñòè m ðàññìîòðåííûì âûøå ñïîñîáîì
ñ ïîñëåäóþùèì òðàíñïîíèðîâàíèåì.

T =

t11 t12 . . . t1n

t21 t22 . . . t2n

· · · ·
tk1 tk2 . . . tkn,
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V =

v1

v2

· · ·
vn

Ðàññìîòðèì íîâûé âåêòîð V ′, ïîëîæèâ

V ′ =

∑n
i=1 t1ivi∑n
i=1 t2ivi

· · ·∑n
i=1 tkivi,

ãäå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèìè (ïîðàçðÿäíûìè). Íàïðèìåð, 10 ·12+9 ·11 =
1. Äàëåå, èç âåêòîðà-ñòîëáöà V ′ ïîëó÷èì áèíàðíûé âåêòîð-ñòîëáåö V ′′ âûñîòû k,

V ′′ =

v′1
v′2
· · ·
v′k,

ãäå v′j - ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ ïî ìîäóëþ 2 äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ ÷èñëà
∑n

i=1 tjivi.
Òðàíñïîíèðóåì âåêòîð V ′′, îïèñàííûì â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñïîñîáîì ñîïîñòàâèì ïîëó-

÷åííîìó âåêòîðó íîâûé âåêòîð ñ ]k/s[ êîìïîíåíòàìè, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ öåëûå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà íå áîëüøèå 2s − 1. Ïîëó÷åííûé âåêòîð ñíîâà òðàíñïîíèðóåì. Íîâûé
âåêòîð-ñòîëáåö ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ T íà V .

@Ïðèìåð. Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, m = k = 5 è s = 4,

T =

1 11
1 5
0 6
1 12
0 7

Òðåáóåòñÿ ïåðåìíîæèòü áèíàðíóþ ìàòðèöó, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïðèâåäåííàÿ âûøå òàáëè-
öà T , íà âåêòîð (1, 0, 1, 0, 1). Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì íóæíî óìíîæèòü T
íà âåêòîð-ñòîëáåö (1, 5)T .(×åðåç MT îáîçíà÷àåòñÿ òàáëèöà, ïîëó÷àåìàÿ èç M òðàíñïîíèðî-
âàíèåì.) Èìååì:

V ′ =

1 · 1 + 11 · 5
1 · 1 + 5 · 5
0 · 1 + 6 · 5
1 · 1 + 12 · 5
0 · 1 + 7 · 5

èëè V ′ = (0, 4, 4, 5, 5)T , îòêóäà V ′′ = (0, 1, 1, 0, 0)T . Òàêèì îáðàçîì, TV = (0, 12)T .
Ïðè óìíîæåíèè k × n-òàáëèöû íà n-âåêòîð èñïîëüçóåòñÿ kn ëîãè÷åñêèõ óìíîæåíèé,

k(n − 1) ëîãè÷åñêèõ ñëîæåíèé, sk âûäåëåíèé ðàçðÿäîâ è áèíàðíûõ ñëîæåíèé, à òàêæå O(k)
îïåðàöèé ïðè ïåðåõîäå îò âåêòîðà V ′′ ê ðåçóëüòàòó óìíîæåíèÿ. Ïðè óìíîæåíèè æå áèíàðíîé
òàáëèöû íà áèíàðíûé âåêòîð ïðèøëîñü áû âûïîëíèòü O(snk) îïåðàöèé.

A.4 Àëãîðèòì GAUS-MATRIX-TRIAN
Îïèøåì àëãîðèòì Ãàóñà (GAUS-MATRIX-TRIAN) ïðè ðàáîòå ñ òàêèìè òàáëèöàìè. Ïóñòü
çàäàíà òàáëèöà T (ñì. âûøå), à òàêæå ïóñòàÿ òàáëèöà T1, Âñå ñòðîêè òàáëèöû T ñ÷èòàåì
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àêòèâíûìè. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ìàòðèöà èç íóëåé è åäèíèö, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òàáëèöå T1 äîñòàâëÿåò òðåóãîëüíûé âèä ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû äëÿ òàáëèöû T .

Ïóñòü àêòèâíû ñòðîêè ñ íîìåðàìè i0, i0+1, . . . , k. Ñðåäè ÷èñåë â àêòèâíûõ ñòðîêàõ ïåðâîãî
ñòîëáöà à âûáåðåì íàèáîëüøåå. Ïóñòü, íàïðèìåð, ýòî áóäåò ÷èñëî tj1, j ≥ i0. Åñëè tj1 = 0,
òî óäàëÿåì èç T ïåðâûé ñòîëáåö è äîáàâëÿåì ýòîò ñòîëáåö â òàáëèöó T1 ñïðàâà. Äàëåå ñíîâà
ðàññìàòðèâàåì ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà óæå ïîëó÷åííîé ìàòðèöû.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåì òàêîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî r, ÷òî 2r ≤ tj1 < 2r+1.
Åñëè ti01 < 2r, òî ê ñòðîêå ñ íîìåðîì i0 òàáëèöû T ïðèáàâëÿåì (â ëîãè÷åñêîì ñìûñëå) ñòðîêó
ñ íîìåðîì j. (Ëîãè÷åñêàÿ ñóììà äâóõ öåëûõ ÷èñåë ýòî ðåçóëüòàò èõ ïîðàçðÿäíîãî ñëîæå-
íèÿ ïî ìîäóëþ 2. Íàïðèìåð, (1, 1, 0, 0) + (1, 0, 1, 0) = (0, 1, 1, 0).) Èñïîëüçóåìóþ îïåðàöèþ
ïðèáàâëåíèÿ îäíîé ñòðîêè òàáëèöû êäðóãîé âûäåëèì â â îòäåëüíóþ ïðîöåäóðó,
êîòîðóþ íàçîâåì SUM-MATRIX'LINE.

Äàëåå äëÿ êàæäîãî i, i = i0 + 1, i0 + 2, . . . , k â ñëó÷àå ti1 ≥ 2r i-þ ñòðîêó ìàòðèöû
T , çàìåíÿåì ëîãè÷åñêîé ñóììîé i-é è i0-é ñòðîê. i0-óþ ñòðîêó òàáëèöû T äàëåå ñ÷èòàåì
íåàêòèâíîé.

Ñ ïîëó÷åííîé òàáëèöåé T äàëåå ïðîäåëûâàåì îïèñàííûå âûøå äåéñòâèÿ, íà÷èíàÿ ñ ïîèñêà
àêòèâíîé ñòðîêè ñ íàèáîëüøèì ïåðâûì ñëåâà ýëåìåíòîì è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà â òàáëèöå T íå
îñòàíåòñÿ ýëåìåíòîâ èëè íå îñòàíåòñÿ àêòèâíûõ ñòðîê. Åñëè â òàáëèöå T íå îñòàëîñü àêòèâíûõ
ñòðîê, íî îíà íå ïóñòà, òî ïðèïèñûâàåì åå ñïðàâà ê òàáëèöå T1.

Ïîñëå ýòîãî ðàáîòà àëãîðèòìà GAUS-MATRIX-TRIAN çàêàí÷èâàåòñÿ.
Ïðèìåð. Ïóñòü s = 4 è

T =

7 15 3
8 10 4
11 2 6
4 13 1
10 3 2

Òðåòüÿ ñòðîêà òàáëèöû T èìååò íàèáîëüøèé ïåðâûé ýëåìåíò (11), 23 ≤ 11 < 24 è r = 3.
Òàê êàê 7 < 2r, òî ê ïåðâîé ñòðî÷êå òàáëèöû T ïðèáàâëÿåì (â ëîãè÷åñêîì ñìûñëå) òðåòüþ.
Ïîëó÷èì íîâóþ òàáëèöó

T =

12 13 5
8 10 4
11 2 6
4 13 1
10 3 2

Òàê êàê ïåðâûå ýëåìåíòû âòîðîé, òðåòüåé è ïÿòîé ñòðîê ïîëó÷åííîé òàáëèöû íå ìåíüøå
23 = 8, òî ê ýòèì ñòðîêàì ïðèáàâëÿåì ïåðâóþ ñòðîêó. Ïîëó÷èì.

T =

12 13 5
4 7 1
7 15 3
4 13 1
6 14 7

Ïåðâóþ ñòðî÷êó ïîëó÷åííîé òàáëèöû äàëåå ñ÷èòàåì íåàêòèâíîé, à òàáëèöà T1 îñòàåòñÿ
ïóñòîé.

Â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå T íàèáîëüøèé ïåðâûé ñïðàâà ýëåìåíò ñðåäè àêòèâíûõ ñòðîê - â
òðåòüåé ñòðîêå. Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà 22 ≤ 7 < 23. Ïîýòîìó r = 2. Ò.ê. 4 ≥ 22, òî âòîðóþ
ñòðîêó íå ìåíÿåì, à êî âñåì ñòðîêàì, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé ïðèáàâëÿåì âòîðóþ ñòðîêó. Ïîëó÷àåì
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íîâóþ òàáëèöó T ,

T =

12 13 5
4 7 1
3 8 2
0 10 0
2 9 6

Âòîðóþ ñòðîêó òàáëèöû T äàëåå ñ÷èòàåì íåàêòèâíîé. Òàáëèöà T1 îñòàåòñÿ ïîêà ïóñòîé.
Â ïîëó÷åííîé òàáëèöå T ñðåäè àêòèâíûõ ñòðîê, èìåþùèõ íàèáîëüøèé ïåðâûé ýëåìåíò -

òðåòüÿ è 21 ≤ 3 < 22, r = 2. Ïðèáàâëÿÿ ýòó ñòðîêó ê ïÿòîé, ïîëó÷èì

T =

12 13 5
4 7 1
3 8 2
0 10 0
1 1 4

Òðåòüþ ñòðîêó òàáëèöû T äàëåå ñ÷èòàåì íåàêòèâíîé. Òàáëèöà T1 ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ ïó-
ñòîé.

Íà ñëåäóþùåì øàãå ê ÷åòâåðòîé ñòðî÷êå òàáëèöû T ïðèáàâëÿåòñÿ ïÿòàÿ, à ïîñëå ýòîãî ê
ïÿòîé ñòðîêå ïðèáàâëÿåòñÿ íîâàÿ ÷åòâåðòàÿ. Ïîëó÷àåòñÿ

T =

12 13 5
4 7 1
3 8 2
1 11 4
0 10 0

Òàáëèöà T1 ñíîâà îñòàåòñÿ ïóñòîé, à ÷åòâåðòàÿ ñòðîêà ñòàíîâèòñÿ íåàêòèâíîé.
Åäèíñòâåííàÿ îñòàâøàÿñÿ àêòèâíîé ñòðîêà òàáëèöû T èìååò ïåðâûé ýëåìåíò ðàâíûé íó-

ëþ. Ïîýòîìó ïåðåíîñèì ïåðâûé ñòîëáåö èç T â T1. Ïîëó÷àåì

T =

13 5
7 1
8 2
11 4
10 0

T1 =

12
4
3
1
0

Äàëåå òàê êàê â T îñòàëàñü åäèíñòâåííàÿ àêòèâíàÿ ñòðîêà, ïðàâûé ýëåìåíò êîòîðîé íå
ðàâåí íóëþ, òî òàáëèöà T íå èçìåíÿåòñÿ, ïÿòàÿ ñòðîêà ñòàíîâèòñÿ íåàêòèâíîé, Â òàáëèöå T
íå îñòàëîñü àêòèâíûõ ñòðîê. Ïîýòîìó ïðèïèñûâàåì ýòó òàáëèöó ê T1 ñïðàâà. Ïîëó÷àåì

T1 =

12 13 5
4 7 1
3 8 2
1 11 4
0 10 0

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó. Òàáëèöà T1 - ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ T ê òðåóãîëüíîìó âèäó.
Ïðè ïðèâåäåíèè òàáëèöû T ñ n ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè ê òðåóãîëüíîìó âèäó ïî ïðèâå-

äåííîìó âûøå àëãîðèòìó GAUS-MATRIX-TRIAN èñïîëüçóåòñÿ:
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1. íå áîëåå ÷åì k2]k/s[ îïåðàöèé ëîãè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ s-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë;

2. íå áîëåå ÷åì k2 îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ ïðè îïðåäåëåíèè íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ â ñòîëá-
öàõ;

3. íå áîëåå ÷åì k2 îïåðàöèé äåëåíèÿ íà 2 ïðè îïðåäåëåíèè ÷èñåë r;

4. íå áîëåå ÷åì k2 ñðàâíåíèé ïðàâûõ ýëåìåíòîâ â ñòðîêàõ ñ ÷èñëàìè 2r ïðè îïðåäåëåíèè
íåîáõîäèìîñòè ñêëàäûâàòü ñòðîêè;

5. íå áîëåå ÷åì k îïåðàöèé óäàëåíèÿ ñòîëáöîâ, à òàêæå äîáàâëåíèÿ ñòîëáöîâ è ïðèäàíèÿ
íåàêòèâíîãî ñòàòóñà ñòðîêàì;

6. íå áîëåå ÷åì 3k îïåðàöèé ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà V .

Âñåãî îïåðàöèé íå áîëåå k2]k/s[+3k2 + 6k. Ïîýòîìó ïðè s = 32, k ≈ 200 àëãîðèòì GAUS-
MATRIX-TRIAN äàåò ñóùåñòâåííûé âûèãðûø ïî âðåìåíè.

A.5 Ïðîâåðêè íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû
Ïóñòü T - òàáëèöà, îïèñàííàÿ â ïàðàãðàôå "Ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèö", à T1 - ðåçóëüòàò îáðà-
áîòêè òàáëèöû T àëãîðèòìîì GAUS-MATRIX-TRIAN. Ýëåìåíò òàáëèöû T1, íàõîäÿùèéñÿ â
i-îé ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå îáîçíà÷èì t′ij . Ïóñòü òàêæå òàáëèöå T1 ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà M = (mij) èç íóëåé è åäèíèö.

Îïèøåì, êàê ïî òàáëèöå T ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà M , íåâûðîæäåííîé. Äëÿ ýòîãî
áóäåì ðàáîòàòü ñ s-ðàçðÿäíûìè ÷èñëàìè (ýëåìåíòàìè òàáëèöû T1). Äëÿ êàæäîãî i, i =
1, 2, . . . , k ðàññìîòðèì ñòðîêó òàáëèöû T1 ñ íîìåðîì i. Ïóñòü @j =]frack − i + 1s[ - íîìåð
ñòîëáöà (ñ÷èòàÿ ñïðàâà), â êîòîðîì äîëæåí íàõîäèòüñÿ áèò ðàâíûé mii. ×åðåç ri îáîçíà÷èì
÷èñëî k − i + 1 − (j − 1)s. Åñëè ÷èñëî li = [tij/2ri−1] äåëèòñÿ íà 2, òî mii = 0 è òàáëèöà
T âûðîæäåíà. Åñëè äëÿ êàæäîãî i, i = 1, 2, . . . , k, ÷èñëî li íå äåëòñÿ íà 2, òî ìàòðèöà M
íåâûðîæäåíà.

@Ïðèìåð. Ïóñòü s = 2, k = 5 è ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà GAUS-MATRIX-TRIAN
ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà T1,

T1 =

1 2 1
0 2 3
0 1 1
0 0 3
0 0 1,

Ìàòðèöà M ′ èç íóëåé è åäèíèö, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöå T1, èìååò âèä

M ′ =

1 1 0 0 1
0 1 0 1 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1.

Èìååì n = 3. Äëÿ ïåðâîé ñòðîêè òàáëèöû T1 âûïîëíåíî: j = 3, r1 = 1, l1 = 1. ×èñëî
l1 íå äåëèòñÿ íà 2. Äàëåå ïðîâåðÿåì, ÷òî l2, l3, l4, l5 íå äåëÿòñÿ íà 2. Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà
T1 ñîîòâåòñòâóåò íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå èç íóëåé è åäèíèö.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîâåðêó íåâûðîæäåííîñòè òàáëèöû T , àëãîðèòì NONSIGN-
MATRIX âûïîëíÿåò çà O(k) äåéñòâèé.
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A.6 Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.
Ïóñòü äàëåå ìàòðèöà M íåâûðîæäåíà. Ïðèâåäåì åå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ïóñòü èí-
äåêñ i ïðîáåãàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k, k − 1, . . . , 3, 2. Äëÿ êàæäîãî i ïîëîæèì j =
]frack − i + 1s[, ri = k − i + 1 − (j − 1)s. Ïóñòü i′ ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ i + 1, i + 2, . . . , k.
Ïîëîæèì li′j = [ti′j/2ri−1]. Åñëè li′j íå äåëèòñÿ íà 2, òî ýëåìåíò mi′i íå ðàâåí íóëþ è íóæíî
ê ñòðîêå òàáëèöû T , èìåþùåé íîìåð i′ ïðèáàâèòü (â ëîãè÷åñêîì ñìûñëå) ñòðîêó ñ íîìåðîì i.

Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óêàçàííûå äåéñòâèÿ. Òîãäà òàáëèöà T1 ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíîé åäè-
íè÷íîé k × k ìàòðèöå E,

E =

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
· · · ·
0 0 . . . 1

ÿâëÿþùåéñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèâåäåíèÿ èñõîäíîé áèíàðíîé ìàòðèöû M ê òðåóãîëüíîìó âè-
äó.

@Ïðèìåð. Ïóñòü, êàê è â ïðåäåäóùåì ïðèìåðå,s = 2, k = 5 è

T1 =

1 2 1
0 2 3
0 1 1
0 0 3
0 0 1,

Ò.ê. ïîñëåäíèé ýëåìåíò âñåõ ñòðî÷åê (íà ïÿòóþ ñòðîêó ìîæíî íå ñìîòðåòü) íå äåëèòñÿ íà
2, òî ê êàæäîé ñòðîêå (êðîìå ïÿòîé) ïðèáàâëÿåì ïÿòóþ ñòðîêó. Ïîëó÷àåì

T1 =

1 2 0
0 2 2
0 1 0
0 0 2
0 0 1,

Äàëåå, ïîñëåäíèé ýëåìåíò â ïåðâîé è òðåòüåé ñòðîêàõ òàáëèöû T1 äåëèòñÿ íà 4, ïîýòîìó
÷åòâåðòóþ ñòðîêó ïðèáàâëÿåì (â ëîãè÷åñêîì ñìûñëå) òîëüêî êî âòîðîé. Ïîëó÷àåì òàáëèöó
T1,

T1 =

1 2 0
0 2 0
0 1 0
0 0 2
0 0 1,

Äàëåå, ïðåäïîñëåäíèé ýëåìåíò ïåðâîé è âòîðîé ñòðîê äåëèòñÿ íà 2, ïîýòîìó, íå ìåíÿÿ
òàáëèöó T1, ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ åå âòîðîé ñòðîêè. Ïðåäïîñëåäíèé ýëåìåíò ïåðâîé
ñòðîêè íå äåëèòñÿ íà 4. Ïîýòîìó ê ïåðâîé ñòðîêå ïðèáàâëÿåì âòîðóþ. Ïîëó÷àåì

T1 =

1 0 0
0 2 0
0 1 0
0 0 2
0 0 1,

Ïîëó÷åííàÿ òàáëèöà T1 ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíîìó âèäó ìàòðèöû M ′.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðèâåäåíèå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó àëãîðèòì GAUS-MATRIX-

DIAGON âûïîëíÿåò çà O(n2) äåéñòâèé, ò.ê. ïðèáàâëÿåìàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ðîâíî îäèí íåíó-
ëåâîé ýëåìåíò.
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A.7 Îáðàùåíèå ìàòðèöû
Ðàññìîòðèì òàáëèöó T ,

T =

t11 t12 . . . t1n

t21 t22 . . . t2n

· · · ·
tk1 tk2 . . . tkn,

ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàäðàòíîé k × k ìàòðèöå èç íóëåé è åäèíèö.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç E åäèíè÷íóþ k × k ìàòðèöó,

E =

1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
· · · · ·
0 0 0 . . . 1.

Åé ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöà

E′ =

t′11 t′12 . . . t′1n

t′21 t′22 . . . t′2n

· · · ·
t′k1 t′k2 . . . t′kn,

ñ ýëåìåíòàìè èç Es
2 .

Ïðèìåíèì àëãîðèòì GAUS-MATRIX-TRIAN ê òàáëèöå T . Ïðè ýòîì, åñëè â ïðîöåññå ðàáî-
òû àëãîðèòìà íåêîòîðàÿ ñòðîêà òàáëèöû T ïðèáàâëÿåòñÿ ê äðóãîé åå ñòðîêå, òî òó æå ñàìóþ
îïåðàöèþ ïðîèçâîäèì ñ òàáëèöåé E′.

Åñëè ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöå T îêàçàëàñü íåâûðîæäåííîé, è òàáëèöà T1 -
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê T àëãîðèòìà GAUS-MATRIX-TRIAN, òî ïðèìåíèì ê T1 àëãîðèòì
GAUS-MATRIX-DIAGON. Ïðè ýòîì îïÿòü, åñëè â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà íåêîòîðàÿ ñòðî-
êà òàáëèöû T1 ïðèáàâëÿåòñÿ ê äðóãîé åå ñòðîêå, òî òó æå ñàìóþ îïåðàöèþ ïðîèçâîäèì ñ
òàáëèöåé ïîëó÷åííîé èç E′.

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ òàáëèöû T1 ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ òàáëèöû
E′ ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå îáðàòíîé ê ðàññìàòðèâàåìîé k × k ìàòðèöå.

Ïðèìåð. Ïóñòü k = 5, s = 2 è

T =

1 2 0
0 2 1
1 0 2
0 1 1
1 1 2,

Èìååì

E′ =

1 0 0
0 2 0
0 1 0
0 0 2
0 0 1.

Ïîñëå îáðàáîòêè ïåðâîé ñòðîêè òàáëèöû T ïîëó÷èì

T =

1 2 0
0 2 1
0 2 2
0 1 1
0 3 2,
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E′ =

1 0 0
0 2 0
1 1 0
0 0 2
1 0 1.

Ïîñëå îáðàáîòêè âòîðîé ñòðîêè:

T =

1 2 0
0 2 1
0 0 3
0 1 1
0 1 3,

E′ =

1 0 0
0 2 0
1 3 0
0 0 2
1 2 1.

Ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ ÷åòâåðòîé ñòðîêè ê òðåòüåé è îáðàáîòêè òðåòüåé ñòðîêè:

T =

1 2 0
0 2 1
0 1 2
0 0 3
0 0 1,

E′ =

1 0 0
0 2 0
1 3 2
1 3 0
0 1 3.

Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà T óæå èìååò òðåóãîëüíûé âèä è äàëåå ïðèìåíÿåì ê íåé àëãîðèòì
GAUS-MATRIX-DIAGON. Ïîñëå îáðàáîòêè ïÿòîé ñòðîêè òàáëèöû T ïîëó÷àåì:

T =

1 2 0
0 2 0
0 1 2
0 0 2
0 0 1,

E′ =

1 0 0
0 3 3
1 3 2
1 3 0
0 1 3.

Ïîñëå îáðàáîòêè ÷åòâåðòîé ñòðîêè:

T =

1 2 0
0 2 0
0 1 0
0 0 2
0 0 1,
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E′ =

1 0 0
0 3 3
0 1 1
1 2 3
0 1 3.

Ïîñëå îáðàáîòêè òðåòüåé ñòðîêè íè÷åãî íå èçìåíÿåòñÿ, à ïîñëå îáðàáîòêè âòîðîé ïîëó÷àåì

T =

1 0 0
0 2 0
0 1 0
0 0 2
0 0 1,

E′ =

1 3 3
0 3 3
0 1 1
1 2 3
0 1 3.

Ïîëó÷åííàÿ òàáëèöà E′ ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíîé ìàòðèöå

M−1 =

1 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 1 0 1
1 1 0 1 1
0 0 1 1 1,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê èñõîäíîé:

M =

1 1 0 0 0
0 1 0 0 1
1 0 0 1 0
0 0 1 0 1
1 0 1 1 0.

A.8 Óìíîæåíèå âåêòîð-ñòðîêè íà ìàòðèöó
Ïóñòü çàäàíà òàáëèöà T ñ k ñòðî÷êàìè è n ñòîëáöàìè, íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëá-
öà êîòîðîé íàõîäèòñÿ öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî tij , íå ïðåâîñõîäÿùèå 2s − 1, (n− 1)s <
k ≤ ns. Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà T çàäàåò êâàäðàòíóþ áèíàðíóþ ìàòðèöó M ñ k ñòðîêàìè è
k ñòîëáöàìè, íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÷èñëî aij . Ââåäåì
îïåðàöèþ "U"íàä òàáëèöàìè. Ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ê òàáëèöå T ÿâëÿþòñÿ
òàáëèöà U(T ), èìåþùàÿ n ñòðîê è k ñòîëáöîâ.

Ñîäåðæàòåëüíî ìû ïðåîáðàçóåì ñíà÷àëà òàáëèöó T ê ìàòðèöå M è òåì ñàìûì îïðåäåëÿåì
ýëåìåíòû aij . ×åðåç q è r îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà ]j/s[ è j− (q− 1)s. Òîãäà ÷èñëî aij

ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ [tiq/2r−1] íà 2.
Îïðåäåëèì òàáëèöó U(T ), íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà êîòîðîé íàõîäèòñÿ

öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî uij , äëÿ êàæäîãî j, 1 ≤ j ≤ k è äëÿ êàæäîãî i, 1 ≤ i ≤ n,
ïîëàãàÿ

uij =
min(is−1,k)∑

i′=(i−1)s

ai′j2i′−(i−1)s.

Âàæíîå çàìå÷àíèå! Íå ñëåäóåò ïðåîáðàçîâûâàòü òàáëèöó T â ìàòðèöó M öåëèêîì. Ñëå-
äóåò ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü è ñðàçó èñïîëüçîâàòü íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòà
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u(i, j) ýëåìåíòû ìàòðèöû M, íå ñîõðàíÿÿ èõ! Íèæå â ïðèìåðå ìàòðèöà M ôîðìèðóåòñÿ öå-
ëèêîì. Â ïîðÿäêå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèÿ áåç åå ïðåäâàðèòåëüíîãî
ôîðìèðîâàíèÿ.

@Ïðèìåð. Ïóñòü k = 3 è s = 2. Ðàññìîòðèì òàáëèöó T ,

T =
0 2
1 0
1 3.

Ñíà÷àëà îíà ïðåîáðàçóåòñÿ â ìàòðèöó M ,

M =
0 1 0
1 0 0
1 1 1.

Çàòåì, ïðîñìàòðèâàÿ ñòîëáöû ìàòðèöû M ñâåðõó âíèç è ôîðìèðóÿ ãðóïïû ïî s ýëåìåíòîâ
(ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîïîëíÿåòñÿ íåäîñòàþùèìè äî äëèíû s íóëÿìè), ïî-
ëó÷àåì òàáëèöó U(T ):

U(T ) = 2 1 0
1 1 1.

Äàëåå, ïóñòü v = (t1, t2, . . . , tn), ãäå ti - öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî íå ïðå-
âîñõîäÿùåå 2s − 1, i = 1, 2, . . . , n. Äëÿ êàæäîãî j, j = 1, 2, . . . , k ïîëîæèì

v′j =
n∑

i=1

tiuij,

ãäå ïðîèçâåäåíèå öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ti è uij îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîêîì-
ïîíåíòíî, ò.å. åñëè ti =

∑s−1
i1=0 ai12

i1 , uij =
∑s−1

i1=0 bi12
i1 , òî tiuij =

∑s−1
i1=0 ai1bi12

i1 ;
@ñóììèðóþòñÿ ýòè ïðîèçâåäåíèÿ òàêæå ïîêîìïîíåíòíî ïî ìîäóëþ 2. Â ïîëó-
÷åííîì âåêòîðå v′ = (v′1, v

′
2, . . . , v

′
k) êàæäàÿ êîìïîíåíòà v′j ÿâëÿåòñÿ öåëûì íåîò-

ðèöàòåëüíûì ÷èñëîì íå ïðåâîñõîäÿùèì 2s − 1. Ïîëîæèì cj = 0, åñëè ÷èñëî
åäèíèö â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè v′j ÷åòíî è cj = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Âåêòîð
c = (c1, c2, . . . , ck) ïðåîáðàçóåì â âåêòîð u = (u1, u2, . . . , un), ïîëîæèâ

uj =
min(sj,k)∑

i1=s(j−1)+1

ci12
i1−s(j−1)−1.

Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ âåêòîð-ñòðîêè v íà òàáëèöó T ÿâäÿåòñÿ âåêòîð u.
Ïðîäîëæàÿ ðàññìàòðèâàåìûé â òåêóùåì ïàðàãðàôå @ïðèìåð, ïåðåìíîæèì

âåêòîð v = (2, 1) íà òàáëèöó T , Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ òàáëèöû U(T ) îïðåäåëÿ-
åì âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð v′ = (2, 1, 1). Òîãäà c = (0, 1, 1). Òàêèì îáðàçîì,
ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ âåêòîðà v íà T â äàííîì ñëó÷àå áóäåò âåêòîð (2, 1).
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Ïðèëîæåíèå B

Òàáëèöà ðàçìåðíîñòåé ÎÍÁ

Íèæå ïðèâåäåíà ñîñòàâëåííàÿ íà îñíîâå êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé òàáëèöà
ðàçìåðíîñòåé ïîëåé GF (2n) ïðè 1000 < n10000, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò îï-
òèìàëüíûå íîðìàëüíûå áàçèñû (ÎÍÁ). Â ñêîáêàõ ïîñëå ðàçìåðíîñòè óêàçàí
òèï áàçèñà (åñëè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëÿ îäíîâðåìåííî ñóùåñòâóþò áàçèñû
òèïà 1 è 2, òî â ñêîáêàõ ñòîèò 12; äðóãèå âàðèàíòû íå âñòðå÷àþòñÿ).

Òàáëèöó äëÿ n ≤ 1000 ìû íå ïðèâîäèì, òàê êàê îíà èìååòñÿ, íàïðèìåð,
â [?],[133]. Òàêæå ìû íå ïðèâîäèì âû÷èñëÿåìûå ïðîãðàììîé äëÿ êàæäîãî îï-
òèìàëüíîãî íîðìàëüíîãî áàçèñà ìàòðèöû A, T è ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ýòèõ
áàçèñîâ.

---------------------------------------------------------
1013(2) 1014(2) 1018(1) 1019(3) 1026(2) 1031(3) 1034(2)
---------------------------------------------------------
1041(2) 1043(3) 1049(2) 1055(3) 1060(1) 1065(2) 1070(2)
---------------------------------------------------------
1090(1) 1103(3) 1106(2) 1108(1) 1110(2) 1116(1) 1118(2)
---------------------------------------------------------
1119(3) 1121(2) 1122(1) 1133(2) 1134(2) 1146(2) 1154(2)
---------------------------------------------------------
1155(3) 1166(2) 1169(2) 1170(1) 1178(2) 1185(2) 1186(1)
---------------------------------------------------------
1194(2) 1199(3) 1211(3) 1212(1) 1218(2) 1223(3) 1228(1)
---------------------------------------------------------
1229(2) 1233(2) 1236(1) 1238(2) 1251(3) 1258(1) 1265(2)
---------------------------------------------------------
1269(2) 1271(3) 1274(2) 1275(3) 1276(1) 1278(2) 1282(1)
---------------------------------------------------------
1289(2) 1290(1) 1295(3) 1300(1) 1306(1) 1310(2) 1323(3)
---------------------------------------------------------
1329(2) 1331(3) 1338(2) 1341(2) 1346(2) 1349(2) 1353(2)
---------------------------------------------------------

509
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1355(3) 1359(3) 1370(2) 1372(1) 1380(1) 1394(2) 1398(2)
---------------------------------------------------------
1401(2) 1409(2) 1418(2) 1421(2) 1425(2) 1426(1) 1430(2)
---------------------------------------------------------
1439(3) 1443(3) 1450(1) 1451(3) 1452(1) 1454(2) 1463(3)
---------------------------------------------------------
1469(2) 1478(2) 1481(2) 1482(1) 1492(1) 1498(1) 1499(3)
---------------------------------------------------------
1505(2) 1509(2) 1511(3) 1518(2) 1522(1) 1530(1) 1533(2)
---------------------------------------------------------
1539(3) 1541(2) 1548(1) 1559(3) 1570(1) 1583(3) 1593(2)
---------------------------------------------------------
1601(2) 1618(1) 1620(1) 1626(2) 1636(1) 1649(2) 1653(2)
---------------------------------------------------------
1659(3) 1661(2) 1666(1) 1668(1) 1673(2) 1679(3) 1685(2)
---------------------------------------------------------
1692(1) 1703(3) 1706(2) 1730(2) 1732(1) 1733(2) 1734(2)
---------------------------------------------------------
1740(1) 1745(2) 1746(1) 1749(2) 1755(3) 1758(2) 1763(3)
---------------------------------------------------------
1766(2) 1769(2) 1773(2) 1778(2) 1779(3) 1785(2) 1786(1)
---------------------------------------------------------
1790(2) 1791(3) 1806(2) 1811(3) 1818(2) 1821(2) 1829(2)
---------------------------------------------------------
1835(3) 1838(2) 1845(2) 1850(2) 1854(2) 1859(3) 1860(1)
---------------------------------------------------------
1863(3) 1866(12) 1876(1) 1883(3) 1889(2) 1898(2) 1900(1)
---------------------------------------------------------
1901(2) 1906(1) 1923(3) 1925(2) 1926(2) 1930(1) 1931(3)
---------------------------------------------------------
1938(2) 1948(1) 1953(2) 1955(3) 1958(2) 1959(3) 1961(2)
---------------------------------------------------------
1965(2) 1972(1) 1973(2) 1978(1) 1983(3) 1986(1) 1994(2)
---------------------------------------------------------
1996(1) 2001(2) 2003(3) 2006(2) 2009(2) 2010(2) 2026(1)
---------------------------------------------------------
2028(1) 2039(3) 2045(2) 2046(2) 2049(2) 2052(1) 2055(3)
---------------------------------------------------------
2063(3) 2066(2) 2068(1) 2069(2) 2078(2) 2079(3) 2082(1)
---------------------------------------------------------
2098(1) 2109(2) 2114(2) 2115(3) 2121(2) 2126(2) 2129(2)
---------------------------------------------------------
2130(12) 2140(1) 2141(2) 2163(3) 2174(2) 2178(2) 2181(2)
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---------------------------------------------------------
2186(2) 2195(3) 2198(2) 2212(1) 2220(1) 2223(3) 2225(2)
---------------------------------------------------------
2231(3) 2236(1) 2241(2) 2242(1) 2246(2) 2253(2) 2258(2)
---------------------------------------------------------
2266(1) 2268(1) 2273(2) 2291(3) 2292(1) 2295(3) 2301(2)
---------------------------------------------------------
2308(1) 2310(2) 2318(2) 2319(3) 2332(1) 2338(1) 2339(3)
---------------------------------------------------------
2345(2) 2351(3) 2356(1) 2361(2) 2370(1) 2388(1) 2391(3)
---------------------------------------------------------
2393(2) 2394(2) 2399(3) 2406(2) 2415(3) 2436(1) 2438(2)
---------------------------------------------------------
2451(3) 2458(1) 2459(3) 2466(12) 2471(3) 2475(3) 2476(1)
---------------------------------------------------------
2478(2) 2483(3) 2486(2) 2493(2) 2501(2) 2505(2) 2511(3)
---------------------------------------------------------
2519(3) 2525(2) 2529(2) 2530(1) 2538(12) 2543(3) 2548(1)
---------------------------------------------------------
2549(2) 2553(2) 2556(1) 2559(3) 2573(2) 2578(1) 2585(2)
---------------------------------------------------------
2589(2) 2594(2) 2613(2) 2615(3) 2620(1) 2630(2) 2651(3)
---------------------------------------------------------
2654(2) 2658(1) 2666(2) 2675(3) 2676(1) 2682(1) 2692(1)
---------------------------------------------------------
2693(2) 2698(1) 2699(3) 2703(3) 2706(1) 2715(3) 2721(2)
---------------------------------------------------------
2738(2) 2739(3) 2740(1) 2741(2) 2750(2) 2753(2) 2759(3)
---------------------------------------------------------
2763(3) 2778(2) 2781(2) 2786(2) 2788(1) 2795(3) 2796(1)
---------------------------------------------------------
2802(1) 2811(3) 2818(1) 2819(3) 2823(3) 2825(2) 2829(2)
---------------------------------------------------------
2836(1) 2841(2) 2842(1) 2846(2) 2850(12) 2858(2) 2860(1)
---------------------------------------------------------
2870(2) 2871(3) 2874(2) 2889(2) 2891(3) 2895(3) 2903(3)
---------------------------------------------------------
2906(2) 2908(1) 2913(2) 2919(3) 2921(2) 2925(2) 2934(2)
---------------------------------------------------------
2938(1) 2939(3) 2951(3) 2956(1) 2961(2) 2962(1) 2963(3)
---------------------------------------------------------
2969(2) 2993(2) 3005(2) 3010(1) 3014(2) 3018(1) 3023(3)
---------------------------------------------------------
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3026(2) 3033(2) 3036(1) 3050(2) 3065(2) 3066(1) 3071(3)
---------------------------------------------------------
3082(1) 3086(2) 3098(2) 3099(3) 3101(2) 3105(2) 3114(2)
---------------------------------------------------------
3123(3) 3131(3) 3134(2) 3138(2) 3143(3) 3149(2) 3155(3)
---------------------------------------------------------
3158(2) 3161(2) 3171(3) 3179(3) 3183(3) 3186(1) 3189(2)
---------------------------------------------------------
3194(2) 3198(2) 3202(1) 3234(2) 3245(2) 3252(1) 3273(2)
---------------------------------------------------------
3275(3) 3298(1) 3299(3) 3303(3) 3306(1) 3309(2) 3318(2)
---------------------------------------------------------
3322(1) 3326(2) 3329(2) 3345(2) 3346(1) 3350(2) 3351(3)
---------------------------------------------------------
3354(2) 3359(3) 3366(2) 3370(1) 3381(2) 3389(2) 3390(2)
---------------------------------------------------------
3401(2) 3411(3) 3412(1) 3413(2) 3414(2) 3431(3) 3434(2)
---------------------------------------------------------
3441(2) 3449(2) 3453(2) 3455(3) 3458(2) 3460(1) 3466(1)
---------------------------------------------------------
3468(1) 3473(2) 3474(2) 3485(2) 3490(1) 3491(3) 3495(3)
---------------------------------------------------------
3498(1) 3506(2) 3509(2) 3513(2) 3516(1) 3519(3) 3521(2)
---------------------------------------------------------
3532(1) 3534(2) 3538(1) 3539(3) 3546(1) 3551(3) 3554(2)
---------------------------------------------------------
3556(1) 3563(3) 3570(1) 3579(3) 3580(1) 3593(2) 3603(3)
---------------------------------------------------------
3605(2) 3609(2) 3612(1) 3614(2) 3618(2) 3621(2) 3623(3)
---------------------------------------------------------
3626(2) 3636(1) 3641(2) 3642(1) 3653(2) 3658(1) 3665(2)
---------------------------------------------------------
3674(2) 3676(1) 3690(1) 3700(1) 3705(2) 3708(1) 3725(2)
---------------------------------------------------------
3729(2) 3732(1) 3738(2) 3749(2) 3753(2) 3758(2) 3761(2)
---------------------------------------------------------
3770(2) 3773(2) 3774(2) 3778(1) 3779(3) 3786(2) 3791(3)
---------------------------------------------------------
3794(2) 3795(3) 3796(1) 3801(2) 3802(1) 3803(3) 3810(2)
---------------------------------------------------------
3821(2) 3834(2) 3843(3) 3845(2) 3850(1) 3851(3) 3852(1)
---------------------------------------------------------
3858(2) 3863(3) 3876(1) 3878(2) 3879(3) 3894(2) 3906(1)
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---------------------------------------------------------
3911(3) 3914(2) 3916(1) 3922(1) 3926(2) 3930(1) 3938(2)
---------------------------------------------------------
3939(3) 3941(2) 3946(1) 3950(2) 3953(2) 3959(3) 3966(2)
---------------------------------------------------------
3974(2) 3975(3) 3988(1) 4002(1) 4012(1) 4018(1) 4019(3)
---------------------------------------------------------
4020(1) 4026(2) 4034(2) 4043(3) 4046(2) 4055(3) 4058(2)
---------------------------------------------------------
4061(2) 4073(2) 4085(2) 4089(2) 4090(1) 4092(1) 4098(1)
---------------------------------------------------------
4109(2) 4110(2) 4115(3) 4118(2) 4121(2) 4131(3) 4132(1)
---------------------------------------------------------
4134(2) 4138(1) 4145(2) 4146(2) 4155(2) 4156(1) 4181(2)
---------------------------------------------------------
4193(2) 4211(2) 4214(2) 4215(3) 4218(1) 4221(2) 4223(2)
---------------------------------------------------------
4228(1) 4233(2) 4242(1) 4252(1) 4256(2) 4258(1) 4260(1)
---------------------------------------------------------
4263(3) 4269(2) 4271(3) 4281(2) 4282(1) 4286(2) 4298(2)
---------------------------------------------------------
4299(2) 4304(2) 4311(3) 4313(2) 4323(3) 4331(3) 4334(2)
---------------------------------------------------------
4338(2) 4346(2) 4348(1) 4349(2) 4356(1) 4362(1) 4365(2)
---------------------------------------------------------
4370(2) 4372(1) 4373(2) 4391(3) 4396(1) 4401(2) 4403(2)
---------------------------------------------------------
4409(2) 4410(2) 4418(2) 4419(3) 4430(2) 4433(2) 4443(2)
---------------------------------------------------------
4450(1) 4461(2) 4466(2) 4475(3) 4481(2) 4482(1) 4484(2)
---------------------------------------------------------
4485(2) 4492(1) 4499(2) 4503(3) 4505(2) 4506(1) 4514(2)
---------------------------------------------------------
4516(1) 4524(2) 4529(2) 4546(1) 4551(3) 4563(3) 4575(2)
---------------------------------------------------------
4580(2) 4586(2) 4590(2) 4599(3) 4601(2) 4602(1) 4610(2)
---------------------------------------------------------
4613(2) 4619(3) 4620(1) 4628(2) 4636(1) 4641(2) 4646(2)
---------------------------------------------------------
4655(3) 4659(3) 4661(2) 4668(2) 4670(2) 4671(2) 4674(2)
---------------------------------------------------------
4685(2) 4690(1) 4695(3) 4698(2) 4709(2) 4710(2) 4716(2)
---------------------------------------------------------
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4718(2) 4722(1) 4733(2) 4739(2) 4745(2) 4766(2) 4769(2)
---------------------------------------------------------
4773(2) 4775(3) 4786(1) 4788(1) 4793(2) 4800(2) 4806(2)
---------------------------------------------------------
4809(2) 4812(1) 4814(2) 4821(2) 4830(2) 4838(2) 4839(3)
---------------------------------------------------------
4848(2) 4866(2) 4871(3) 4874(2) 4876(1) 4883(2) 4895(3)
---------------------------------------------------------
4901(2) 4916(2) 4925(2) 4929(2) 4932(1) 4935(3) 4941(2)
---------------------------------------------------------
4943(3) 4950(2) 4953(2) 4956(1) 4961(2) 4970(2) 4972(1)
---------------------------------------------------------
4974(2) 4983(3) 4986(1)
---------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------
5002(1) 5010(1) 5018(2) 5033(2) 5034(2) 5039(3) 5045(2)
---------------------------------------------------------
5046(2) 5049(2) 5050(1) 5051(3) 5055(2) 5058(1) 5066(2)
---------------------------------------------------------
5069(2) 5070(2) 5075(2) 5076(1) 5081(2) 5088(2) 5090(2)
---------------------------------------------------------
5098(1) 5106(1) 5111(2) 5123(2) 5126(2) 5129(2) 5133(2)
---------------------------------------------------------
5135(3) 5136(2) 5144(2) 5146(1) 5150(2) 5156(2) 5165(2)
---------------------------------------------------------
5170(1) 5171(2) 5178(1) 5184(2) 5188(1) 5195(3) 5199(2)
---------------------------------------------------------
5213(2) 5226(1) 5229(2) 5231(3) 5238(2) 5243(3) 5249(2)
---------------------------------------------------------
5250(2) 5260(1) 5279(3) 5283(2) 5294(2) 5300(2) 5303(2)
---------------------------------------------------------
5306(2) 5308(1) 5315(2) 5319(3) 5328(2) 5332(1) 5333(2)
---------------------------------------------------------
5343(2) 5345(2) 5354(2) 5361(2) 5366(2) 5386(1) 5394(2)
---------------------------------------------------------
5399(2) 5415(3) 5418(2) 5423(3) 5426(2) 5429(2) 5430(2)
---------------------------------------------------------
5433(2) 5441(2) 5442(1) 5444(2) 5445(2) 5454(2) 5474(2)
---------------------------------------------------------
5476(1) 5482(1) 5486(2) 5489(2) 5493(2) 5500(1) 5501(2)
---------------------------------------------------------
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5506(1) 5513(2) 5523(2) 5528(2) 5534(2) 5535(2) 5541(2)
---------------------------------------------------------
5543(2) 5546(2) 5556(1) 5562(1) 5565(2) 5572(1) 5579(3)
---------------------------------------------------------
5585(2) 5588(2) 5598(2) 5606(2) 5619(2) 5630(2) 5636(2)
---------------------------------------------------------
5639(2) 5650(1) 5655(3) 5658(12) 5675(3) 5682(1) 5684(2)
---------------------------------------------------------
5691(3) 5692(1) 5699(3) 5700(1) 5711(3) 5716(1) 5718(2)
---------------------------------------------------------
5721(2) 5740(1) 5741(2) 5748(12) 5751(3) 5759(3) 5763(2)
---------------------------------------------------------
5774(2) 5778(1) 5789(2) 5793(2) 5796(2) 5808(2) 5810(2)
---------------------------------------------------------
5812(1) 5816(2) 5826(1) 5838(2) 5842(1) 5844(2) 5849(2)
---------------------------------------------------------
5850(1) 5858(2) 5859(2) 5868(1) 5871(3) 5889(2) 5891(3)
---------------------------------------------------------
5894(2) 5900(2) 5903(3) 5906(2) 5910(2) 5913(2) 5915(3)
---------------------------------------------------------
5919(3) 5922(1) 5933(2) 5938(1) 5943(2) 5948(2) 5951(3)
---------------------------------------------------------
5954(2) 5963(2) 5966(2) 5969(2) 5984(2) 5986(1) 5990(2)
---------------------------------------------------------
5993(2) 6005(2) 6010(1) 6020(2) 6021(2) 6024(2) 6028(1)
---------------------------------------------------------
6035(2) 6048(2) 6052(1) 6053(2) 6059(2) 6066(1) 6071(3)
---------------------------------------------------------
6074(2) 6078(2) 6080(2) 6098(2) 6100(1) 6101(2) 6105(2)
---------------------------------------------------------
6113(2) 6119(2) 6125(2) 6126(2) 6130(1) 6131(2) 6134(2)
---------------------------------------------------------
6138(2) 6140(2) 6150(2) 6161(2) 6172(1) 6173(2) 6186(2)
---------------------------------------------------------
6189(2) 6195(2) 6196(1) 6200(2) 6202(1) 6206(2) 6210(12)
---------------------------------------------------------
6216(2) 6218(2) 6225(2) 6228(1) 6236(2) 6243(3) 6245(2)
---------------------------------------------------------
6255(3) 6268(1) 6269(2) 6273(2) 6276(12) 6288(2) 6294(2)
---------------------------------------------------------
6298(1) 6305(2) 6306(2) 6309(2) 6316(1) 6318(2) 6322(1)
---------------------------------------------------------
6323(2) 6326(2) 6329(2) 6348(2) 6369(2) 6371(3) 6372(1)
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---------------------------------------------------------
6378(1) 6381(2) 6388(1) 6390(2) 6395(3) 6396(1) 6399(2)
---------------------------------------------------------
6404(2) 6410(2) 6414(2) 6426(2) 6444(2) 6449(2) 6453(2)
---------------------------------------------------------
6455(3) 6458(2) 6459(2) 6461(2) 6468(1) 6470(2) 6479(2)
---------------------------------------------------------
6483(2) 6489(2) 6490(1) 6491(3) 6500(2) 6518(2) 6521(2)
---------------------------------------------------------
6524(2) 6546(1) 6551(2) 6554(2) 6573(2) 6575(2) 6579(2)
---------------------------------------------------------
6581(2) 6591(2) 6593(2) 6614(2) 6618(1) 6620(2) 6636(1)
---------------------------------------------------------
6645(2) 6652(1) 6654(2) 6656(2) 6658(1) 6663(3) 6665(2)
---------------------------------------------------------
6669(2) 6690(1) 6698(2) 6700(1) 6705(2) 6708(1) 6725(2)
---------------------------------------------------------
6728(2) 6731(2) 6732(1) 6734(2) 6738(2) 6743(2) 6756(2)
---------------------------------------------------------
6761(2) 6762(1) 6768(2) 6778(1) 6780(1) 6783(2) 6788(2)
---------------------------------------------------------
6798(2) 6802(1) 6806(2) 6809(2) 6813(2) 6824(2) 6826(1)
---------------------------------------------------------
6828(1) 6839(2) 6843(2) 6845(2) 6848(2) 6854(2) 6855(3)
---------------------------------------------------------
6861(2) 6864(2) 6868(1) 6878(2) 6879(2) 6881(2) 6882(1)
---------------------------------------------------------
6898(1) 6899(2) 6903(2) 6906(1) 6914(2) 6915(2) 6916(1)
---------------------------------------------------------
6920(2) 6929(2) 6938(2) 6939(2) 6941(2) 6946(1) 6948(1)
---------------------------------------------------------
6950(2) 6953(2) 6960(2) 6965(2) 6966(2) 6970(1) 6983(3)
---------------------------------------------------------
6998(2) 6999(2) 7004(2) 7005(2) 7012(1) 7014(2) 7016(2)
---------------------------------------------------------
7018(1) 7025(2) 7026(1) 7040(2) 7042(1) 7043(3) 7053(2)
---------------------------------------------------------
7068(1) 7071(2) 7074(2) 7076(2) 7079(3) 7086(2) 7103(3)
---------------------------------------------------------
7108(1) 7110(2) 7121(2) 7146(2) 7151(2) 7170(2) 7173(2)
---------------------------------------------------------
7186(1) 7193(2) 7194(2) 7203(2) 7205(2) 7209(2) 7210(1)
---------------------------------------------------------



517

7211(2) 7218(1) 7223(2) 7228(1) 7230(2) 7236(1) 7242(1)
---------------------------------------------------------
7252(1) 7259(2) 7266(2) 7268(2) 7271(3) 7274(2) 7275(3)
---------------------------------------------------------
7278(2) 7282(1) 7306(1) 7310(2) 7313(2) 7314(2) 7319(2)
---------------------------------------------------------
7326(2) 7328(2) 7330(1) 7334(2) 7348(1) 7349(2) 7358(2)
---------------------------------------------------------
7361(2) 7368(2) 7370(2) 7373(2) 7379(2) 7385(2) 7389(2)
---------------------------------------------------------
7398(2) 7406(2) 7410(1) 7413(2) 7415(2) 7421(2) 7425(2)
---------------------------------------------------------
7433(2) 7434(2) 7439(2) 7443(3) 7445(2) 7450(1) 7458(1)
---------------------------------------------------------
7461(2) 7464(2) 7469(2) 7473(2) 7476(1) 7478(2) 7484(2)
---------------------------------------------------------
7491(2) 7498(1) 7506(1) 7515(2) 7516(1) 7522(1) 7526(2)
---------------------------------------------------------
7530(2) 7538(2) 7540(1) 7541(2) 7545(2) 7546(1) 7548(1)
---------------------------------------------------------
7550(2) 7553(2) 7565(2) 7569(2) 7572(1) 7574(2) 7580(2)
---------------------------------------------------------
7586(2) 7588(1) 7593(2) 7602(1) 7613(2) 7620(1) 7629(2)
---------------------------------------------------------
7631(2) 7634(2) 7642(1) 7643(2) 7649(2) 7656(2) 7659(3)
---------------------------------------------------------
7665(2) 7668(1) 7674(2) 7686(2) 7688(2) 7690(1) 7691(2)
---------------------------------------------------------
7695(3) 7706(2) 7713(2) 7716(1) 7719(2) 7721(2) 7730(2)
---------------------------------------------------------
7746(2) 7748(2) 7755(3) 7756(1) 7763(2) 7784(2) 7788(1)
---------------------------------------------------------
7790(2) 7803(2) 7814(2) 7820(2) 7821(2) 7823(2) 7824(2)
---------------------------------------------------------
7828(1) 7830(2) 7833(2) 7835(2) 7841(2) 7852(1) 7863(2)
---------------------------------------------------------
7865(2) 7868(2) 7869(2) 7874(2) 7876(1) 7880(2) 7882(1)
---------------------------------------------------------
7883(3) 7886(2) 7893(2) 7895(2) 7898(2) 7900(1) 7901(2)
---------------------------------------------------------
7904(2) 7906(1) 7911(2) 7929(2) 7932(1) 7940(2) 7943(3)
---------------------------------------------------------
7948(1) 7950(2) 7953(2) 7959(2) 7961(2) 7979(3) 7985(2)
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---------------------------------------------------------
7995(2) 8000(2) 8003(3) 8016(2) 8031(2) 8033(2) 8034(2)
---------------------------------------------------------
8043(3) 8051(2) 8052(1) 8063(2) 8068(1) 8069(2) 8092(1)
---------------------------------------------------------
8093(2) 8094(2) 8096(2) 8108(2) 8111(2) 8114(2) 8115(3)
---------------------------------------------------------
8116(1) 8122(1) 8126(2) 8133(2) 8136(2) 8146(1) 8150(2)
---------------------------------------------------------
8159(2) 8166(2) 8169(2) 8170(1) 8174(2) 8178(1) 8181(2)
---------------------------------------------------------
8190(2) 8205(2) 8210(2) 8213(2) 8218(1) 8220(1) 8223(3)
---------------------------------------------------------
8226(2) 8236(1) 8238(2) 8240(2) 8242(1) 8243(3) 8246(2)
---------------------------------------------------------
8259(2) 8264(2) 8268(1) 8273(2) 8280(2) 8283(3) 8286(2)
---------------------------------------------------------
8290(1) 8292(1) 8301(2) 8303(3) 8309(2) 8310(1) 8325(2)
---------------------------------------------------------
8336(2) 8346(2) 8349(2) 8351(2) 8362(1) 8373(2) 8381(2)
---------------------------------------------------------
8386(1) 8393(2) 8411(2) 8414(2) 8421(2) 8422(1) 8428(1)
---------------------------------------------------------
8441(2) 8442(1) 8446(1) 8450(2) 8451(3) 8465(2) 8466(1)
---------------------------------------------------------
8471(3) 8481(2) 8489(2) 8490(2) 8493(2) 8505(2) 8510(2)
---------------------------------------------------------
8512(1) 8513(2) 8523(2) 8526(2) 8538(1) 8546(2) 8549(2)
---------------------------------------------------------
8553(2) 8561(2) 8562(1) 8568(2) 8572(1) 8579(3) 8583(2)
---------------------------------------------------------
8591(3) 8594(2) 8596(1) 8598(1) 8601(2) 8603(2) 8604(2)
---------------------------------------------------------
8608(1) 8619(2) 8626(1) 8628(2) 8649(2) 8658(2) 8663(3)
---------------------------------------------------------
8666(2) 8668(1) 8675(3) 8676(1) 8679(2) 8692(1) 8693(2)
---------------------------------------------------------
8694(2) 8698(1) 8709(2) 8715(2) 8721(2) 8730(1) 8735(2)
---------------------------------------------------------
8738(2) 8740(1) 8741(2) 8746(1) 8754(2) 8759(3) 8786(2)
---------------------------------------------------------
8789(2) 8798(2) 8799(3) 8802(1) 8806(1) 8811(2) 8813(2)
---------------------------------------------------------
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8818(1) 8820(1) 8834(2) 8836(1) 8841(2) 8853(2) 8856(2)
---------------------------------------------------------
8866(1) 8873(2) 8874(2) 8886(1) 8891(2) 8894(2) 8903(3)
---------------------------------------------------------
8913(2) 8918(2) 8919(3) 8922(1) 8925(2) 8931(3) 8932(1)
---------------------------------------------------------
8945(2) 8951(3) 8954(2) 8955(3) 8961(2) 8962(1) 8968(1)
---------------------------------------------------------
8969(2) 8970(1) 8978(2) 8979(3) 8988(2) 8990(2) 8994(2)
---------------------------------------------------------
8998(1) 9006(2) 9010(1) 9021(2) 9023(2) 9028(1) 9029(2)
---------------------------------------------------------
9038(2) 9044(2) 9048(1) 9058(1) 9059(2) 9066(2) 9071(3)
---------------------------------------------------------
9074(2) 9084(2) 9090(2) 9095(3) 9105(2) 9114(2) 9125(2)
---------------------------------------------------------
9126(2) 9134(2) 9144(2) 9150(1) 9155(2) 9160(1) 9164(2)
---------------------------------------------------------
9172(1) 9180(1) 9183(3) 9189(2) 9202(1) 9206(2) 9213(2)
---------------------------------------------------------
9216(2) 9220(1) 9221(2) 9226(1) 9230(2) 9240(1) 9246(2)
---------------------------------------------------------
9256(1) 9260(2) 9270(2) 9276(2) 9282(1) 9292(1) 9293(2)
---------------------------------------------------------
9296(2) 9318(2) 9322(1) 9330(2) 9335(3) 9336(1) 9340(1)
---------------------------------------------------------
9342(1) 9348(1) 9350(2) 9356(2) 9359(3) 9365(2) 9370(1)
---------------------------------------------------------
9371(3) 9374(2) 9378(2) 9386(2) 9393(2) 9396(1) 9418(1)
---------------------------------------------------------
9419(3) 9420(1) 9429(2) 9432(1) 9434(2) 9436(1) 9449(2)
---------------------------------------------------------
9455(3) 9458(2) 9459(3) 9466(1) 9473(2) 9478(1) 9479(3)
---------------------------------------------------------
9486(2) 9489(2) 9490(1) 9504(2) 9506(2) 9518(2) 9525(2)
---------------------------------------------------------
9532(1) 9534(2) 9538(1) 9539(2) 9543(2) 9546(1) 9569(2)
---------------------------------------------------------
9570(2) 9578(2) 9581(2) 9586(1) 9590(2) 9600(1) 9603(3)
---------------------------------------------------------
9606(2) 9609(2) 9612(1) 9615(2) 9618(1) 9624(2) 9628(1)
---------------------------------------------------------
9629(2) 9642(1) 9650(2) 9659(3) 9660(1) 9666(2) 9676(1)
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---------------------------------------------------------
9686(2) 9689(2) 9693(2) 9695(2) 9696(1) 9701(2) 9711(2)
---------------------------------------------------------
9713(2) 9716(2) 9720(2) 9731(2) 9732(1) 9734(2) 9741(2)
---------------------------------------------------------
9748(1) 9750(2) 9753(2) 9765(2) 9766(1) 9770(2) 9771(2)
---------------------------------------------------------
9776(2) 9785(2) 9791(2) 9798(2) 9801(2) 9802(1) 9830(2)
---------------------------------------------------------
9832(1) 9848(2) 9849(2) 9850(1) 9854(2) 9858(1) 9863(2)
---------------------------------------------------------
9869(2) 9875(3) 9881(2) 9882(1) 9900(1) 9906(1) 9909(2)
---------------------------------------------------------
9922(1) 9926(2) 9930(2) 9933(2) 9940(1) 9944(2) 9945(2)
---------------------------------------------------------
9948(1) 9959(2) 9963(2) 9968(2) 9974(2) 9981(2) 9986(2)
---------------------------------------------------------
9989(2) 9995(3) 9998(2)
---------------------------------------------------------



Ïðèëîæåíèå C

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

C.1 Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è íàä ïðîñòûì êîíå÷íûì
ïîëåì GF (2n + 1)

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà â çàäàííîé
òî÷êå èëè â íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, âûáèðàåìûõ èç ñîîáðàæåíèé óïðî-
ùåíèÿ âû÷èñëåíèé. Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà â çàäàííîé òî÷êå,
êàê èçâåñòíî, ÷òîáû èçáåæàòü ïîâòîðåíèé ïðè âû÷èñëåíèè ñòåïåíåé òî÷êè èñ-
ïîëüçóþò ñõåìó Ãîðíåðà.

Ïóñòü p = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ R[x], ãäå R[x] � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ

åäèíèöåé íàä ïîëåì F . Åñëè r ∈ F, òî

p(r) = a0 + a1r + · · ·+ anr
n = a0 + r(a1 + · · ·+ r(an−1 + ran))...).

Íàïðèìåð, äëÿ p = 3 + 4x + 5x2 + 6x3 + 7x4 è r = 2 ïîëó÷èì

p(2) = 3 + 2(4 + 2(5 + 2(6 + 7 · 2))) = 191.

Åñëè òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ, âûáîð
êîòîðûõ ñâîáîäåí, òî ëó÷øå èñïîëüçîâàòü äðóãîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì åãî íà
ïðèìåðå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü p = a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1 ∈ C[x] è äîïóñòèì, ÷òî íàäî âû÷èñëèòü

çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà â n òî÷êàõ, â âûáîðå êîòîðûõ ìû ñâîáîäíû. Ïðîäåìîí-
ñòðèðóåì èäåþ íà ïðèìåðå.

Ïóñòü p = a0 + a1 + a2x
2 + a3x

3. Âûáåðåì îäíó òî÷êó c1 ∈ C ïðîèçâîëüíî, è
âûáåðåì c2 êàê c2 := −c1. Ïðåäñòàâèì p = peven+podd, ãäå peven = a0+a2x

2, podd =
a1 + a3x

3. ßñíî, ÷òî

p(c1) = peven(c1) + podd(c1), p(c2) = peven(c2) + podd(c2).

Òåïåðü peven = (a0 + a2x) ∗ x2 := qeven(x2), ãäå qeven = a0 + a2x, è àíàëîãè÷íî

521
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podd = x((a1 + a3x) ∗ x2 := xqodd(x
2), ãäå qodd = a1 + a3x.

Êàê âèäèì, qeven è qodd � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ≤ 2 (â îáùåì ñëó÷àå ≤ n/2) è

p(c1) = qeven(c2
1) + c1qodd(c

2
1), p(c2) = qeven(c2

1) + c1qodd(c
2
1).

Òàê âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ n/2 ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü äâà çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà p â òî÷êàõ c1 è −c1. Ïðèìåíÿÿ òàêîé æå ïîäõîä ê
âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ qeven è qodd, ïîíèæàÿ ñòåïåíü äî ≈ n/4 è òàê
äàëåå. Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî âû÷èñëåíèÿ p â c1 è −c1 ìû äåëàåì ýòî â òî÷êàõ
c1, ic1,−c1,−ic1.

Ðàçâèâàÿ ýòîò ïîäõîä, èñïîëüçóÿ ñâîáîäó âûáîðà, âûáåðåì c1 = 1, îáîçíà÷èì
ω ïðèìèòèâíûé êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû (íàïðèìåð, ω = e

2πi
n ) è âû÷èñ-

ëèì çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà â òî÷êàõ 1, ω, ω2, . . . , ωn−1. Ýòè òî÷êè ðàçëè÷íû, òàê
êàê ω � ïðèìèòèâíûé êîðåíü.

Ýòî ñòðàòåãèÿ è ïðîöåäóðà çíàìåíèòîãî àëãîðèòìà Cooly-Tukey è îíè ðàáî-
òàþò ëó÷øèì îáðàçîì, åñëè n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé
ìíîãî÷ëåíà p ñòåïåíè n òðåáóåò n ñëîæåíèé è n óìíîæåíèé, åñëè ìû èñïîëüçó-
åì èäåþ 1. Ñëîæíîñòü îäíîêðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà O(n),
åñëè ìû âû÷èñëÿòü n çíà÷åíèé, òî ñëîæíîñòü áóäåò O(n2). Ïðè èñïîëüçîâàíèè
àëãîðèòìà Cooly − Tukey äëÿ ÷èñëà CT (n) âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèé ìû èìååì
ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó CT (n) ≤ 2CT (n

2
) (äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼ò-

íûõ ÷àñòåé) +3n
2

(äëÿ ñîåäèíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðè ïîëó÷åíèè çíà÷åíèé äëÿ
ïîëèíîìà â öåëîì). ßñíî, ÷òî CT (1) = 0, è ìû ïîëó÷àåì CT (n) ≤ 1.5n log2 n,
� ïî èíäóêöèè:

CT (2n) ≤ 2CT (n)+3 ≤ 3n log n+3n = 1.5(2n) log n+1.5(2n) ≤ 1.5(2n) log(2n).

Cooley-Tuckey èìååò ñëîæíîñòü O(n log n), êîòîðàÿ ðåàëüíî ëó÷øå ñëîæíî-
ñòè O(n2) : ïðè n = 1 000 000, n2 = 1012 áîëåå ÷åì â 50 000 ðàç ïðåâûøàåò
çíà÷åíèå n log n.

àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòóïàòü è ïðè èñïîëüçîâàíèè ëþáîãî äðóãîãî ïîëÿ F
(âìåñòî C), èìåþùåãî ïðèìèòèâíûé êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû. Ïðè ýòîì
îáîáùåíèè íå âîçíèêàåò íèêàêèõ ïðîáëåì. Ïóñòü F åñòü òàêîå ïîëå è ω åñòü
êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé, âîçìîæíî, íåóäîá-
íî ñîõðàíÿòü ñîãëàøåíèå è î ðàçáèåíèÿõ p = peven + podd. Ìû èñïðàâèì ýòî
ïîëîæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà C.1.1 Ïóñòü p ∈ F [x]. Åñëè r ÿâëÿåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ p íà
x− ωi, òî

p(ωi) = r(ωi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p = (x−ωi)q+r, ìû èìååì p(ωi) = (ω1−ωi)q(ωi)+rωi =
r(ωi).

Òåïåðü íàïîìíèì, ÷òî xn − 1 = Πn−1
i=0 (x− ωi). Òàê â C[x], íàïðèìåð,

x4 − 1 = (x2 − 1)(x2 − i2) = (x− 1)(x− (−1))(x− i)(x− (−1)).
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Åñëè k è m ÷åòíû, òî
xk − ωm = (xk/2 − ωm/2)(xk/2 + ωm/2) = (xk/2 − ωm/2)(xk/2 − ωm/2+n/2).

Òåîðåìà C.1.2 Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî äåëèòü p íà xk − ωm è çàòåì ïîëó÷åí-
íûé îñòàòîê íà xk/2 − ωm/2 (k, m ÷åòíû), òî ïîëó÷èòñÿ òîò æå îñòàòîê,
êàê ïðè îäíîêðàòíîì äåëåíèè íà xk/2 − ωm/2.

Òåîðåìà C.1.3 Ïðè äåëåíèè p = an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ F [x] íà xk− c, k =

n/2, ïîëó÷àåòñÿ îñòàòîê r = c(an−1x
k−1 + · · ·+ ak+1x + ak) + (ak−1x

k−1 + · · ·+
a1x + a0) =

∑k−1
i=0 (aj + caj+k)x

j.@

Ïðîäåìîíñòðèðóåì èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà äâóìÿ ïðèìåðàìè.
Ïðèìåð C.1.1 Ïóñòü

p = (1 + i)x3 + 5ix2 + 4x + 3 ∈ C[x], ò.å. n = 4.

x4 − 1
/\

x2 − 1 x2 + 1 =
x2 − i2

/\ /\
x− 1 = x− (−1) = x− i = x− (−i) =
x− d0 = x− d1 = x− d2 = x− d3 =
x− ωd̃0

x− ωd̃1 = x− ωd̃2 = x− ωd̃3

x− ω0 x− ω2 x− ω1 x− ω3

Çäåñü d̃i � ÷èñëî, äâîè÷íàÿ äâóõ áèòîâàÿ çàïèñü êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ èíâåðòèðîâàíèåì äâîè÷-
íîé çàïèñè (di

0, d
i
1) ÷èñëà di : d̃i = (d̃i

0, d̃
i
1) = (di

1, d
i
0). Äåëåíèå p íà x4−1, x2−1, x2− i2, x−1,

è ò. ä., äàåò îñòàòêè (âíîâü äðåâîâèäíàÿ ôîðìà) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñëåäíåé òåîðåìû:
p
/\

((1 + i)x + 5i) + (4x + 3) −((1 + i)x + 5i) + (4x + 3)
= (5 + i)x + (3 + 5i) (3− i)x + (3− 5i)

/\ /\
8 + 6i = −2 + 4i = 4− 2i = 2− 8i =
p(ω0) = p(ω2) = p(ω1) = p(ω3) =
p(1) = p(−1) = p(i) = p(−i) =

Íà íèæíåì óðîâíå ìû èìååì òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ p(1), p(−1), p(i), p(−i).

Ïðèìåð C.1.2 Âîçüì¼ì p = 4x2 + 3x + 2 ∈ Z5[x]. Äîïîëíÿÿ ìíîãî÷ëåí p äî ñòåïåíè x2m−1,
çàïèøåì

p = 0x3 + 4x2 + 3x + 2,

òàêèì îáðàçîì, n = 4, è ìû íàõîäèì ω = 2 êàê ïðèìèòèâíûé êîðåíü ÷åòâåðòîé ñòåïåíè èç
åäèíèöû, òî åñòü êàê ïðîèçâîäÿùèé ýëåìåíò öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Z∗5 . Ìû ïîëó÷àåì 21 =
2, 22 = 4, 23 = 3, 24 = 1, òàê ÷òî

x4 − 1
/\

x2 − 1 x2 − 4
/\ /\

x− 1 = x− 4 = x− 2 = x− 3 =
x− ω0 x− ω2 x− ω1 x− ω3.
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Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíþþ òåîðåìó åùå ðàç, ïîëó÷èì

p
/\

4 + (3x + 2) −4 + (3x + 2)
= 3x + 1 = 3x + 3

/\ /\
p(ω0) = p(ω2) = p(ω1) = p(ω3) =
p(1) = p(4) = p(2) = p(3) =

4 3 4 2

Òàêèì îáðàçîì, p(1) = 4, p(4) = 3, p(2) = 4, p(3) = 2.

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàííûå áèíàðíûå äðåâîâèäíûå ñòðóêòóðû ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ïðè ëþáîì n, ÿâëÿþùåìñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Ïðè ýòîì ëèñòüÿ äåðåâà
ðàçíîñòåé áóäóò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû ïî ïðàâèëó i < j → (x−ωĩ) ïðåäøåñòâóåò
ðàçíîñòè (x− ωj̃).

Òåîðåìà C.1.4 Îáîçíà÷èì

qlm = Πl+2m−1
i=l (x− cj),

ãäå cj = ωj̃ òîãäà
qlm = x2m − ω

˜i/2m
.

Òàêèì îáðàçîì, äåðåâî ðàçíîñòåé qlm ìîæíî ïîñòðîèòü, ïîäíèìàÿñü îò ëèñòüåâ
ê êîðíþ.

Ïðèìå÷àíèå. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäóìàòü, êàê èçìåíèòü äåðåâî, åñëè n íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

Çàìåòèì, ÷òî p îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè p(1) =
p(ω0), p(ω1), . . . , p(ω(n−1). Òàêèì îáðàçîì ìîæíî çàìåíèòü p ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ

(p(1), p(ω1), . . . , p(ω(n−1)).

Îïðåäåëåíèå 1.0. Ïóñòü p = a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1 ∈ F [x] è ω ∈ F

ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû. Òîãäà

p̂ := p(ω0) + p(ω1)x + · · ·+ p(ωn−1)xn−1 =: â0 + â1 + · · ·+ ân−1x
n−1

íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (ÄÏÔ) ìíîãî÷ëåíà p, à êîýô-
ôèöèåíòû âi íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ìíîãî÷ëåíà p.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñðåäñòâîì èíòåðïîëÿöèè ìîæíî âîññòàíîâèòü p ïî p̂.
Ëþáîé âåêòîð (a0, . . . , an−1) ∈ F n ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà p =
a0 + a1x + · · · + an−1x

n−1 ∈ F [x]. Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå âåêòîðà èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàê êàê äëÿ

a = (a0, . . . , an−1) = a0 + . . . + an−1x
n−1
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ìû èìååì
p(ωk) = a0 + a1ω

k + a2ω
2k + · · ·+ an−1ω

(n−1)k,

ìîæíî çàïèñàòü

â =




â0

â1

â2

·
·
·

ân−1




= Dna =

=




1 1 1 1 1
1 ω ω2 · · · ωn−1

1 ω2 ω4 · · · ω2(n−1)

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 ωn−1 ω2(n−1) · · · ω(n−1)(n−1)







a0

a1

a2

·
·
·

an−1




.

Îïðåäåëåíèå 1.0. Ìàòðèöà Dn íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå ïîðÿäêà n (ÄÏÔ-ìàòðèöåé). Âåêòîð â íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì
âåêòîðîì äëÿ ñèãíàëüíîãî âåêòîðà a. Çàìåòèì, ÷òî Dn ñèììåòðè÷íà è çàâè-
ñèò îò âûáîðà ω, ïðè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Dn,ω. Åñëè ìû
ðàáîòàåì ñ ìíîãî÷ëåíàìè, òî îáîçíà÷àåì p̂ = Dnp. Âû÷èñëåíèå â (èëè p̂) ïî
ñõåìå Ãîðíåðà (èäåÿ 1) èìååò ñëîæíîñòü O(n2). Åñëè èñïîëüçóþòñÿ áûñòðûå
àëãîðèòìû (èäåÿ 3), òî ãîâîðÿò î áûñòðîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëüíîãî âåêòîðà ïî ñïåêòðàëüíîìó âåêòîðó èñïîëü-
çóåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

a =




a0

a1

a2

·
·
·

an−1




= 1
n
D∗

nâ =

= 1
n




1 1 1 1 1
1 ω−1 (ω−1)2 · · · (ω−1)n−1

1 (ω−1)2 (ω−1)4 · · · (ω−1)2(n−1)

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 (ω−1)n−1 (ω−1)2(n−1) · · · (ω−1)(n−1)(n−1)







â0

â1

â2

·
·
·

ân−1




.
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Çäåñü D∗
n � ìàòðèöà îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ω−1 � ýëåìåíò ïîëÿ,

îáðàòíûé ýëåìåíòó ω.

Ïðèìåð C.1.3 Ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí p̂, ïðèìåíÿÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ìíî-
ãî÷ëåíó

p = 0x3 + 4x2 + 3x + 2,

íàä ïîëåì GF (5), èñïîëüçóÿ ω = 2 êàê ïðèìèòèâíûé êîðåíü ÷åòâåðòîé ñòåïåíè èç åäèíèöû,
êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, íàïîìíèì, ÷òî ω1 = 2, ω2 = 4, ω3 = 3, ω4 = 1, òàê ÷òî

â =




â0

â1

â2

â3


 =




1 1 1 1
1 2 4 3
1 4 1 4
1 3 4 2







2
3
4
0


 =




4
4
3
2




Ïîëó÷åííîìó ñïåêòðàëüíîìó âåêòîðó ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí
p̂ = 2x3 + 3x2 + 4x + 4.
Âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëüíîãî âåêòîðà ïî ñïåêòðàëüíîìó ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a =




a0

a1

a2

a3


 =

4−1




1 1 1 1
1 3 4 2
1 4 1 4
1 2 4 3







4
4
3
2


 = 4−1




3
2
1
0


 =




2
3
4
0




C.2 Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ p è q íàä
ïîëåì GF (p)

Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ âî ìíîãèõ òî÷êàõ
c1, c2, . . . è íàéòè ìíîãî÷ëåí f ïóòåì èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êàõ (ci, , p(ci)q(ci)).
Òîãäà f = pq.

Åñëè p = a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1, q = b0 + b1x + · · · + bm−1x

m−1 ∈ F [x], òî
pq = c0 + c1 + · · ·+ cn+m−2, ãäå

ck =
∑

i=j=k

aibj =
k∑

i+0

aibk−i.

Ïðîèçâåäåíèå pq ìîæíî íàçâàòü òàêæå ñâ¼ðòêîé ìíîãî÷ëåíîâ p è q ïî àíàëî-
ãèè ñî ñâåðòêîé ôóíêöèé f ∗ g(t) =

∫ inf
inf f(x)g(t− x)dx ôóíêöèé f è g. Ïîäîáíî

ýòîìó ñâåðòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (a0, . . . , an−1) ∗ (b0, . . . , bn−1) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê c0, . . . , cn+m−2, ãäå ck îïðåäåëÿþòñÿ êàê îïèñàíî òîëüêî ÷òî âûøå.

Áóäåì îáîçíà÷àòü

(a0, . . . , an−1) · (b0, . . . , bn−1) = (a0b0, . . . , an−1bn−1),

ïîëàãàÿ, ÷òî ñòàðøèå ]n
2
[ êîýôôèöèåíòîâ � íóëåâûå.
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Òåîðåìà C.2.1 (Áûñòðîå óìíîæåíèå, áûñòðàÿ ñâåðòêà). Ïóñòü p, q ∈ F [x],
òîãäà

pq = Dn
−1(Dnp ·Dnq),

ãäå n äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Òàêîå óìíîæåíèå ìîæíî âûïîëíèòü ñî ñëîæíîñòüþ

O(n log n),

â òî âðåìÿ êàê îáû÷íîå óìíîæåíèå èìååò ñëîæíîñòü O(n2).

Ïðèìåð C.2.1 Âîçâåäåì ìíîãî÷ëåí 2x+3 íàä ïîëåì GF (5) â êâàäðàò. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
âîçâåñòè â êâàäðàò êîìïîíåíòû ñïåêòðàëüíîãî âåêòîðà

â =




â0

â1

â2

â3


 =




1 1 1 1
1 2 4 3
1 4 1 4
1 3 4 2







3
2
0
0


 =




0
2
1
4




Âîçâîäÿ ïîêîìïîíåíòíî â êâàäðàò, ïîëó÷èì

p̂2 = (0, 4, 1, 1)

Îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ïîëó÷èì

a =




a0

a1

a2

a3


 =

= 4−1




1 1 1 1
1 3 4 2
1 4 1 4
1 2 4 3







0
4
1
1


 = 4−1




1
3
1
0


 =




4
3
4
0


 .

Ïîëó÷åííûé ñèãíàëüíûé âåêòîð îïðåäåëÿåò ìíîãî÷ëåí

4x2 + 2x + 4,

ÿâëÿþùèéñÿ êâàäðàòîì èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà.


