
Тема.  -матриці та їх еквівалентність 

 

Многочленною матрицею або  -матрицею називають матрицю )(А

елементи якої є многочленами від   
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Елементарними перетворюваннями  -матриці називають операції: 

1) множення рядка (стовпця) матриці на число 0с ; 

2)  додавання до будь-якого рядка (стовпця) іншого рядка (стовпця), 

помноженого на довільний многочлен )( ; 

3)  заміна місцями двох будь-яких рядків (стовпців) матриці. 

Канонічною  -матрицею називають  -матрицю, якій притаманні 

наступні властивості: 

1) вона є діагональною, тобто 
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2) будь-який многочлен )(ie , ni ,1  націло ділиться на многочлен 

)(1 ie ; 

3) старший коефіцієнт кожного з ненульових многочленів )(ie  дорівнює 

одиниці. 

Зауважимо, якщо серед многочленів )(ie  є нульові многочлени, то вони 

(за властивістю 2) займають останні місця на головній діагоналі. Якщо серед 

многочленів )(ie  є многочлени нульового степеню, то вони (за властивістю 3) 

дорівнюють 1 і (за властивістю 2) займають перші місця на головній діагоналі. 

 

 

 



Приведення матриці )(А до канонічного вигляду. 

Серед многочленів )(ijа  знаходимо многочлен найменшого степеню та 

перестановкою рядків та стовпців переміщуємо його в верхній лівий кут – 

робимо його елементом )(11 а . Після цього знаходимо частки та остачі від 

ділення многочленів )(1 iа  та )(1 jа  на )(11 а : 

)()()()( 11111  iii rqаа  , ni ,...,3,2  

)()()()( 11111  jjj rqаа  , nj ,...,3,2 . 

Якщо хоча б одна з остач )(1 ir , )(1 jr , nji ,...,3,2,   не дорівнює нулю, то можна 

понизити степінь елемента )(11 а . Нехай, наприклад, 0)(1 kr . Віднімемо від 

k  -го стовпця перший стовпець, помножений на )(1 kq . Після цього k  -й 

стовпець міститиме в першому рядку многочлен )(1 kr , степінь якого нижчий 

степеня )(11 а . Переставимо перший та k  -й стовпці і отримаємо в верхньому 

лівому куті матриці многочлен нижчого степеня. Після цього процес зниження 

степеня многочлена, розташованого в лівому верхньому куті матриці можна 

продовжити. Після скінченного числа таких перетворень отримаємо остачі 

)(1 ir  , )(1 jr , nji ,...,3,2,   рівні нулю.  Тоді перший рядок матриці  помножимо 

на )(1 iq  і віднімемо від і -го рядка (для всіх ni ,...,3,2 ). Потім перший стовпець 

отриманої матриці помножимо на )(1 iq  і віднімемо від j -го стовпця (для всіх 

nj ,...,3,2 ).  В результаті матриця )(А  набуде вигляду  
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 Якщо при цьому хоча б один з елементів )(1 ijа  ni ,...,3,2 , nj ,...,3,2 , не 

ділиться без остачі на )(11 а , то додаємо до першого рядка рядок, який містить 

цей елемент, і знову маємо попередню ситуацію, і можемо замінити  многочлен 



)(11 а  на многочлен меншого степеня. Таким чином, після скінченного числа 

елементарних перетворень отримаємо матрицю вигляду  
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у якій всі елементи )(ijb  діляться без остачі на )(1 а . Якщо серед елементів 

)(ijb  є відмінні від тотожного нуля, то, продовжуючи описаний процес зведення 

для рядків і стовпців із номерами n,...,3,2 , отримаємо матрицю вигляду  
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де  )(2 а  ділиться без остачі на )(1 а , а кожен із многочленів ділиться без остачі 

на )(2 а . 

 Продовжуючи цей процес далі, ми прийдемо врешті-решт до матриці 

вигляду  
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де многочлени )(1 а , )(2 а ,…, )(rа , nr   не дорівнюють тотожно нулю і кожен 

із них ділиться без остачі на попередній. 

 Помноживши перші рядки цієї матриці на числові множники, ми 

отримаємо многочлени, старші коефіцієнти яких дорівнюють одиниці. 



 Твердження. Будь-яка  -матриця елементарними перетвореннями 

зводиться до канонічного вигляду. 

 Нехай  -матриця )(А  має ранг r , тобто у цієї матриці є відмінні від 

тотожного нуля мінори порядку r , а всі мінори порядку вище r  дорівнюють 

нулю тотожно відносно  .  Позначимо через )(kD  найбільший спільний 

дільник мінорів k -го порядку матриці )(А . Старший коефіцієнт  найбільшого 

спільного дільника беремо рівним одиниці. Розглянемо многочлени 

1)(),(),...,(),( 011   DDDD rr . 

 Кожен многочлен у цій послідовності ділиться на наступний: мінор k -го 

порядку дорівнює сумі добутків елементів якого-небудь рядка на їхні алгебраїчні 

доповнення (а це з точністю до знаку мінори порядку 1k ) кожен доданок цієї 

суми ділиться на )(1 kD , а, значить, і )(kD  ділиться на )(1 kD . 

 Через )(),...,(),( 21  reee  позначимо частки  
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 Многочлени  )(),...,(),( 21  reee  називають інваріантними многочленами 

матриці )(А . Якщо матриця )(А  має канонічний вигляд, то  

)()()()(...,),()()(),()( 2121211  rr аааDааDаD  . 

 Тобто 

)()(...,),()(),()( 2211  rr аеаеае  . 

 Твердження. Многочленна матриця )(А  завжди еквівалентна 

канонічній діагональній матриці 
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ранг матриці )(А .  



 Наслідок. Для того, щоб многочленні матриці однакового розміру )(А  і 

)(В  були еквівалентні, необхідно і достатньо, щоб вони мали ті самі інваріантні 

многочлени. 

 Розкладемо інваріантні многочлени )(),...,(),( 21  reee  матриці )(А  на 

незвідні в даному числовому полі К  множники: 

sm
s

mm
pppe )](...[)]([)]([)( 21

211   , 

sn
s

nn
pppe )](...[)]([)]([)( 21

212   , 

……………………………………….. 

sl
s

ll
r pppe )](...[)]([)]([)( 21

21   , 

sklnm kkk ,...,2,1,...0  . 

Тут )(),...,(),( 21  sppp  - усі різні незвідні в полі K многочлени, які входять до 

складу многочленів )(),...,(),( 21  reee . Старші коефіцієнти всіх многочленів 

дорівнюють одиниці. 

 Усі відмінні від одиниці степені серед многочленів sl
s

m
pp )]([,...,)]([ 1

1 

називають елементарними дільниками  матриці )(А  в полі K . 

 Приклад 1. Елементарними перетвореннями звести  -матрицю до 

діагонального канонічного вигляду  
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 Розв’язання.  
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Інваріантні многочлени: )1()(,)(,1)( 2
321   еее .  

Елементарні дільники: )1(,,  . 

Приклад 2. З’ясувати, чи будуть еквівалентними вказані  -матриці 
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 Розв’язання.  
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Інваріантні многочлени )2)(1(2)(,1)(,1)( 2
321   еее . 
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Інваріантні многочлени )2()1(23)(,1)(,1)( 23
321   еее . 

Матриці не еквівалентні.  

Приклад 3. Елементарними перетвореннями звести  -матрицю до 

діагонального канонічного вигляду   
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