Задача комівояжера та алгоритми її розв’зання. Жадібні алгоритми

Для всіх розглянутих нами раніше задач на графах існують алгоритми розв’язання з поліноміальною складністю. Але для великої кількості оптимізаційних задач на графах до теперішнього часу не знайдено алгоритмів з поліноміальною складністю (ефективних алгоритмів). Є навіть вагомі доводи вважати, що таких алгоритмів не існує. Такі задачі прийнято називати складнорозв’язуваними. Задача комівояжера – одна з таких задач.
Задача комівояжера є однією з цікавих задач  комбінаторики. Вона була поставлена у 1934 році і історія її розв’язання подібна до історії розв’язання Великої теореми Ферма пов’язана з іменами найкращих математиків. В області оптимизаційних дискретних задач задача комівояжера є своєрідним полігоном, на якому тестуються всі нові методи.
Формулювання. Є р міст, відстані між якими відомі. Комівояжер повинен вийти з деякого міста, відвідати всі інші міста по одному разу і повернутися назад. Треба знайти такий маршрут, при якому пройдена відстань буде мінімальною.
Відомо, що у 1859 р. У. Гамільтон придумав гру «Навколосвітня подорож», в якій треба було знайти маршрут подорожі, який проходить через всі міста (вершини графа) рівно по одному разу і початок маршруту співпадає з кінцем.
Такі маршрути в графі називаються гамільтоновими циклами. Ця гра очевидно лежить в основі задачі комівояжера, яка як тепер можна сказати зводиться до знаходження найкоротшого гамільтонового циклу в повному графі.
Один із можливих підходів до складнорозв’язуваних задач полягає в побудові алгоритмів поліноміальної складності для отримання «гарного», але можливо не оптимального розв’язку. Одразу виникає проблема оцінки похибки, тобто наскільки знайдений розв’язок відрізняється від оптимального. Вона часто є більш складною, ніж побудова алгоритму.
Один з найпростіших алгоритмів побудови маршруту комівояжера називається Найближчій сусід (Nearest vertex):
· Вибираємо будь-яку вершину в якості початкової і проголошуємо її останньою включеною в маршрут.
· Нехай v – остання включена в маршрут вершина. Серед всіх поки не включених в маршрут вершин вибираємо найближчу до v вершину w, включаємо її в маршрут і оголошуємо останньою включеною в маршрут вершиною. Якщо всі вершини включено в маршрут, то повертаємось в початкову вершину.
Складність цього алгоритму О(п2). Цей алгоритм не завжди знаходить оптимальний розв’язок. Наступна теорема дає оцінку похибки.
[image: ]

Ще один алгоритм називається «Найближча вставка» (Nearest insert):
Крок 1. Вибираємо будь-яку вершину v і вважаємо її поточним маршрутом Т.
Крок 2. Якщо всі вершини графа входять в Т, то СТОП (Т – маршрут комівояжера).
Крок 3. Інакше, серед всіх вершин, які не належать поточному маршруту Т, знаходимо таку вершину v, для якої величина d(v,T) мінімальна. Нехай w – вершина з Т, для якої d(v,T)= d(w,T), і u – вершина, наступна за w в маршруті Т.
Крок 4. Додаємо вершину v в маршрут Т, вставляючи її між w і u. Переходимо до кроку 2.
[image: ]

Поняття про жадібну стратегію в алгоритмах на графах

Алгоритми розглянутого типу називаються жадібними алгоритмами.

Жадібний алгоритм шукає розв’язок задачі шляхом здійснення вибору, який є найкращим для кожного кроку алгоритма. Ця стратегія є евристичною, вона не завжди приводить до оптимального розв’язку, але часто знайдений розв’язок є «близьким» до оптимального.
Стратегія жадібного вибору – глобальний оптимальний розв’язок можна отримати, здійснюючи локальний оптимальний (жадібний) вибір.
[image: ]
Теоретичні основи жадібних алгоритмів

Жадібні алгоритми – це загальна назва підходу до розв’язання задач оптимізації. 
Жадібні (градієнтні) алгоритми діють за принципом "максимальний виграш на кожному кроці". Така стратегія не завжди веде док кінцевого успіху - іноді вигідніше на певному кроці зробити не найкращий вибір,щоб у підсумку отримати оптимальний розв’язок. Але, тим не менше, існує велика кількість задач, для яких застосування жадібних алгоритмів виявляється виправданим.

Питання: коли жадібний алгоритм дає оптимальний розв’язок?
Відповідь пов’язана з поняттям матроїду – це сучасна комбінаторна структура, теорія якої швидко та інтенсивно розвивається.

Поняття матроїда було введено Уітні в середині 20 ст.

Означення Нехай Х – довільна скінченна множина (носій), І – сукупність її підмножин (), яка задовольняє умовам (аксіомам):
1) 
,
2) 
 (аксіома спадковості),
3) 
 (аксіома заміни).
Тоді Х разом з І називається матроїдом, елементи з І називаються незалежними множинами, решта підмножин з Х – залежними. Якщо виконуються тільки аксіоми 1) та 2), то отримаємо передматроїд.
Приклади матроїдів.
1) Векторний матроїд



Носій матроїда - - векторний простір над полем , .   (1,2,0),(2,3,0), (4,5,1)    (4,5,1), (2,3,0)

Розглянемо І – сукупність всіх можливих лінійно незалежних систем векторів й вектора , який буде виконувати роль порожньої множини й забезпечить виконання аксіоми 1). Аксіома 2) теж виконується, так як «будь-яка підсистема лінійно незалежної системи векторів теж лінійно незалежна система векторів». Аксіома заміни теж виконується. Дійсно, нехай системи А та В векторів лінійно незалежні і в системі А векторів більше хоча б на 1 (звідси випливає, що В не є максимальною лінійно незалежною). Відомо, що будь-яку не максимальну лінійно незалежну систему можна доповнити ще хоча б одним вектором так, щоб властивість лінійної незалежності збереглась. Якщо би жоден з векторів системи А не підійшов, то це означало б, що система А лінійно залежна, що суперечить умові.

Таким чином, векторний простір  разом із сукупністю І всіх лінійно незалежних систем векторів в ньому є матроїдом. Крім назви векторний матроїд, для нього використовують терміни лінійний матроїд, матричний матроїд.

Зауваження. Можна розглядати векторний простір над будь-яким полем, в тому числі й над скінченим полем, наприклад, над полем .
2) Графовій матроїд.





Носій – множина Е всіх ребер довільного неорієнтованого графа. І – сукупність всіх можливих ациклічних підмножин множини E (наприклад, дерев, лісів). Аксіоми 1) і 2) виконуються. Для перевірки 3) аксіоми розглянемо ациклічні множини А та В, причому потужність першого більша за потужність другого. Розглянемо 2 графа  та  - перший містить тільки ребра з А, другий – тільки ребра з В. нехай спочатку граф  порожній п-вершинний, тобто має п компонент зв’язності. Будемо поступово додавати ребра з А. Після кожного кроку число компонент зв’язності зменшується на 1, а після останнього кроку їх число дорівнює К()=п-. Аналогічно, 






К()=п-. Так як , то К. Значить, існує компонента зв’язності в , яка містить вершини не менше ніж 2 компонент зв’язності з . В ній є ребро е, яке ми й додамо до В, при цьому властивість ациклічності не порушується.

Теорема Графовий матроід ізоморфний векторному матроїду над полем .

Їдея доведення. Беремо матрицю інцидентності графа, розглядаємо її стовпці як вектори векторного простору над полем  з операцією додавання по модулю 2 й звичайним множенням на числа з поля. Тоді для ребер графа, які утворюють цикл, сума відповідних векторів (по модулю 2) дорівнює 0, тобто вони утворюють лінійно залежну систему. Якщо ж вектори відповідають ациклічним підмножинам ребер в графі, то їх сума по модулю 2 не дорівнює 0, а значить вони лінійно незалежні.
3) Матроїд паросполучень
4) Різнокольоровий матроїд

Означення Нехай А – довільна множина з Е. Будь-яку максимальну незалежну підмножину В, яка міститься в А, будемо називати базою множини А. Бази множини Е будемо називати базами матроїда М.

Приклади.
· Якщо А- підмножина векторного матроїда, то базою А є базис лінійної оболонки, натягнутої на А.
· Якщо А – підмножина графового матроїда, то базою А є остовний ліс для цієї множини.




Означення. Зваженим матроїдом називається матроїд  разом з деякою ваговою функцією . Якщо А – множина з Х, то число  називається вагою множини А.
[bookmark: _GoBack]Тоді виникають оптимізаційні задачі на матроїдах, наприклад, знайти базу мінімальної ваги. Вона розв’язується за допомогою жадібних алгоритмів (алгоритмів Радо-Едмондса):
1) Сортуємо Х по зростанню ваги.
2) 
В=

Вибираємо 

Якщо , то приєднуємо х до В.
Приклади. Алгоритм Краскала пошуку мінімального остовного дерева в графі, алгоритм пошуку досконалого паросполучення у дводольному графі. 
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Teopema 13.1. Iyeme G = (V, E, ¢) — noansitl eseewennuil zpag,
MAMPULA BECOB8 KOMOPO20 HEOMPUUAMEAbHA U YOOBAEMBOPAET HEPABEHCI-
sy mpeyeoavrura. Iycms Nvt(G) — mapupym Kommusosiepa, nocmpoeH-

Hotll aazopummonm Nearest vertex, ()pt(G) — onmumaavHblll mapupym, a
c(Nvt(G)) u e(Opt(G)) — ux seca. Tozda

e(Nvt(@)) < %(Llog n| +1) - c(Opt(G)).
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3AMEYAHUE

Tot chakr, 4ro cemeiicTo & aBnsieTcs MaTpPHOOM, O3HAYAET, YTO AJs pellleHHs TOCTaBIeHHOR
3KCTPeMaJIbHOM 3a/auy MOXHO TPHMEHHTb XKAZHbIN AITOPUTM, OJHAKO U3 ITOTO HE CJIEAYET,
YTO He MOXKET CYIeCTBOBaTh emie Hosee apexTHBHOrO anropurma. C npyroil cTOPOHBI, eCiH
ceMelicTBO & He ABJISETCS MaTPOUZIOM, TO 3TO eILe He 3HAYMT, YTO KAHbIH aNrOpPUTM He HalxeT
NPaBUJIbHOIO pelileHHMs] — BCce 3aBUCHT OT CBOMCTB KOHKPETHOM QYyHKIUUH w.
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OTCTYNJIEHUE .

YKanubie aATOpPUTMb M HX CBOHCTBA GBLIN HCCAEIOBAaNbl CPABHUTEIBHO HEABHO, HO MX 3Haye-
HHe B NPaKTHKe POrPaMMUPOBAKHs YPe3BbIYaiiHO Benuko. EC/M ynaeTcs CBeCTH KOHKDETHYIO
HKCTPEMATIBHYIO 3a/1a4y K TAaKOH MOCTAHOBKE, IZie MIIOXECTBO AOTIYCTHMBIX BADHAHTOB (M3 KO-
TOpBIX HY’XHO BHIGPATh HATYYUINA) SB/SETCS MATPOHJIOM, TO B GOJILINHHCTBE Cy4aeB ClefyeT
cpasy MPUMEHATD JXa/iiiblil ANTOPUTM, TOCKOJIbKY OH ROCTATOYHO 3(eKTHBEH B NPAKTH4ECKOM
~ cmbice. Ecii e, Ha060pOT, OKa3bIBAETCA, YTO MHOKECTBO ZOMYCTHMbIX BADHAHTOB He 0bpasy-
€T MATPOM/A, TO 3TO «IIJIOXOii MpH3Haks. CKopee BCETO, AAHHAA 3aaya OKaXeTCs TPyJHOpellla-
emoil. B aToM ciyuae 1enecoo6pasHO TIATENbHO HCCIEA0BATh 3aady AJs NPEABapHTENbHOro
TOJTyYeHHs] TEOPETHYECKHMX OLENOK CTOXKHOCTH, 4ToGbi n36exaTh GeCIIOAHBIX NOMbITOK «H30-
6pecti» 3ipeKTHBHEIN ANTOPHTM TaM, I 3TO Ha CAMOM [ieJie HEBOSMOXHO.
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Unmoctpupyer paboty ainroputma 13.2 mpumep, W300paseHHBIH Ha
puc. 93. CocTofAHHMe TeKyllero MapuipyTa JaHo Hocle NMPOXOKIEHUA OCHOB-
HOr'0 IIMKJa B cCTpoKkax 8—19.

Uy 8 LZ]

k | Tekymuit MapmpyT
8 6 U1

2 U1, U2, U1

3 V1, V3, U3, U1

4 U1, Uy, V4, V3, U1

v ki
! 3 > Puc. 93

MapumpyT KOMMUBOfAMKepa, HailleHHbI! ajlropuTMoM, uMeeT Bec 26, B TO
BpeMs KaK Bec OIITUMalbHOI'0 MaplipyTa vy, ¥, V3, ¥4, v; paBeH 25. UHTepec-
HO OTMeTUTL, YTO B 3TOM IpuMepe Gollee Irpy0Obiil anroput™m Nearest_vertex
TeM He MeHee HaXOJWT MMEHHO ONTHMAalbHbIN MapIIpyT.

[lockonbry krampaaa utepanusa quria 8—19 TpebyeT mopsagka n — k ome-
panuii, To cnpaBeainBa

Teopema 13.2. Aazopumm Nearest_insert umeem caoncrnocms O(n?).
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X : =@ { Buavane MHOXecTBO X TycTO }
for i from 1 to n do
if X U {e;} € € then
X :=X U {e;} { nobasnsiem B X nepsbiit NOAXOAAUIMI 3/IeMEHT }
end if
end for

AJropuT™ Takoro TUNa Ha3biBaeTcsi Jcadnoim. COBEpELIEHHO OYeBUIHO, YTO MO Mo-
CTpOEHHIO OKOHYaTenbHoe MHOXKecTBO X € &. Takke OYeBHAHO, YTO XKAIHBIA aro-
DUTM SABISIETCS Upe3BLIYAitHO a(eKTUBHBIM: KONMYECTBO Wwaros cocTasaser O(n),
TO eCTb >KalHbII aNrOpUTM siBAsieTcst aunelnvim. (He cuutast 3aTpar Ha COPTUPOBKY
muoxectBa E u niposepky HesaBucuMocTd X U{e;} € €.) BosHukaeT BONpoc: B KaKuX

CIIyYasix XaIHbIi aNTOPUTM AefiCTBUTENbHO pellaeT 3ajlaqy, TOCTABAEHHYIO B Havase
pasfena?

Mpumep
IycTb naHa MaTpulia

N W~
[JUR N4 ¢
D b=

PaccMoTpuM crefyomnye 3agaqH.

1. BoibpaTh 1O OTHOMY 3MeMeHTY u3 Ka#0o0z0 cmoabya, Tak YTOOH UX CyMMa 6bi-
na MakcuMaibha. HeTpyaHo BuzeTh, YTo XaIHbiil aITOPHTM BhIGEpET Clelyloune

3NNEMEHTDI: E}
7 1
3 4 [3]

2 3 1
KOTOpble eHCTBUTENbHO SBJSIOTCSA pellleHHeM 3a/ayi.
2. BbifpaTb 1O OHOMY 3JIEMEHTY u3 Kax#c00zo CMONGYUG u U3 Kaxcood CmpoKu, Tak

yTo6H UX cyMMa 6bula MakcumasibHa. HeTpyaHo BuiieTh, 4TO KamHblil arOpUTM
BBIGEpET CIIEAYIONUIME 3JIEMEHTHI:
| @ s 1

3 (4] 3
2 3 [1]

KOTOpble He ABJAIOTCA pelieHHeM 3ajlavy, MOCKOJBKY CYIECTBYeT Jyyliee peme-
HUE:

=

TEOPEMA Eciu M = (E, &) — mampoud, mo ons m060t gynxyuu w HaoHbIll anzo-
PUMM HAXOOUM HEIABUCUMOE MHONCECMBO X € HAUBOLBLWUM BECOM; ECIUL HCE M = (E,E)
He seasemcs Mampoudom, Mo CYwecmeyem maxas QYHKYUS w, 4mo MHONIKeCMEo X,
HaLiOeHHOe HAOHLIM aNzOpUMMOM, He BYOem MAKCUMAaTbHbIM.
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