Машине представлення графів. Базові алгоритми

Позначення: 

 для  орієнтованого графа,

 для неорієнтованого графа.


.

Зображення графа на площині у вигляді точок (вершин графа) та з’єднуючих їх ліній (ребер графа), яке ми використовуємо при роз’язанні «вручну» задач на графи, повністю не придатне при ргозв’язанні задач на графи за допомогою ЕОМ. 

Вибір способу представлення графа у ЕОМ тісно пов’язаний з ефективністю алгоритмів, кожен спосіб має переваги і недоліки.


1-й спосіб – матрицею інцидентності – прямокутна матриця с п рядками (відповідає кількості вершин) та  стовпцями (відповідає кількості ребер). 
Для орієнтованого графа в (х,у)-стовпці в рядку х стоїть -1, в рядку у стоїть 1, всі решта елементів дорівнюють 0. Для неорієнтованого графа в (х,у)-стовпці в рядках х та у стоять 1, всі решта елементів дорівнюють 0. 
[image: ]
З алгоритмічної точки зору матриця інциденцій є, мабуть, найгіршим способом представлення графа. По-перше, він вимагає mn комірок пам’яті, причому більшість з них зайнята нулями. Не дуже зручним є також доступ до інформації. Щоб відповісти на просте питання «чи існує дуга (ху)?» треба у гіршому випадку перебрати всі стовпці матриці.
Але все ж для деяких задач цей спосіб використовується.

2-й спосіб







Більш кращим є представлення графа матрицею суміжності – квадратною -матрицею , де , якщо існує ребро  і  у противному випадку (для орієнтованого графа). У випадку неорієнтованого графа ця матриця симетрична, тому що наявність ребра  передбачає також наявність ребра  (див. рис.2.2).
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[image: ]     Рис 2.1      [image: ]



Основною перевагою матриці суміжності є той факт, що лише за один крок можна отримати відповідь на питання «чи існує дуга (ху)? (або ребро )». Недолік полягає в тому, що незалежно від числа ребер об’єм зайнятої пам’яті складає . Один із шляхів подолання для «невеликих п» – зберігати цілий рядок (або стовпчик) матриці в одному машинному слові.
3 спосіб


Більш економно (особливо у випадку «неплотних графів» - коли   значно менше за ) є метод представлення графа за допомогою списка пар, які відповідають ребрам графа. Об’єм пам’яті складає 2m. 
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[image: ]     Рис 2.1      [image: ]

Недоліком є велика кількість кроків – порядку m у гіршому випадку – необхідних для отримання множини вершин, до яких ідуть ребра з данної вершини. Ситуація значно покращиться, якщо впорядкувати множину пар лексикографічно й застосувати двійковий пошук.
4 спосіб
Найкращим у багатьох випадках є структура даних, яку називають списками інцидентності.




Ця структура для кожної вершини  містить список таких вершин , що  (або  для неорієнтованого графа). 
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[image: ]     Рис 2.1      [image: ]

Число комірок пам’яті, необхідне для представлення графа списками інцидентності дорівнює m+n. 





БАЗОВІ АЛГОРИТМИ НА ГРАФАХ:
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При пошуку в глибину в якості активної вибирається та з відкритих вершин, яка була відвідана останньою. Найбідьш зручною структурою для збереження множини відкритих вершин є стек: вершини, що відкриваються, складаються в стек в тому порядку, в якому вони відвідуються, а в якості активної вибирається остання вершина.
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При пошуку в ширину в якості активної вибирається та з відкритих вершин, яка була відвідана раніше інших. Зручно використовувати чергу для зберігання відкритих вершин. Після відвідування вершини, вона помічається (стає не новою) й поміщається в чергу.
[image: ]
в ширину.

Топологичне сортування

Задача топологічного сортування графа полягає в тому, щоб вказати такий лінійний порядок на його вершинах, щоб будь-яке ребро вело від вершини з меншим номером до вершини з більшим номером. Очевидно, що коли в графі є цикли, то такого порядку не існує.
Топологічне сортування вершин орграфа G=(V,E) заключається в присвоюванні його вершинам номерів 1,..,n  таким чином, щоб для  будь-якої дуги цього графа виконувалась умова: (Vi,Vj)єE при  i<j.
Це можливо в тому випадку, коли граф не має контурів, є ациклічним.
Топологичне сортування може розглядатись як процес знаходження лінійного порядка на множині вершин, в який може бути вкладеним частковий порядок, заданий множиною дуг. Топологичне сортування починається зі знаходження вершин, з якої не виходить жодної дуги. Така вершина завжди існує, якщо в графі немає контурів. Їй присвоюється найбільший номер п і вона видаляється з графа разом з дугами, які входять в цю вершину. Граф, що залишився, також не має контурів. Процес повторюється й новій вершині, з якої не виходять дуги, присвоюється найбільший номер (n-1) і т.д. Розглянутий підхід неважко реалізувати на матриці суміжності, але це потребує n2 операцій. Трудоємність можна зменшити, якщо виключити дії по знаходженню вершин, з яких не виходять дуги (ці дії повторюються). Це можна досягти пошуком в глибину. Для ациклічного графа ця процедура забезпечує послідовний вибір вершин, що не мають вихідних дуг.

Алгоритм топологической сортировки
Вычислим входящую степень для каждой вершины. Вершины с нулевой входящей степенью занесем в очередь. Пока очередь не пуста, достаем вершину из очереди и заносим в конец строящегося топологического порядка. Для каждой вершины v, извлеченной из очереди, моделируем удаление всех выходящих из нее дуг (v, u). То есть для каждой такой дуги входящую степень вершины u следует уменьшить на единицу. Если после этого уменьшения входящая степень вершины u стала равной нулю, то помещаем u в очередь. Алгоритм работает, пока очередь не станет пустой. Если все вершины были помещены в очередь, то построен топологический порядок. Иначе после удаления некоторых вершин получим граф, в котором нет вершин входящей степени ноль. А это возможно лишь в том случае, когда в графе присутствует цикл. И тогда топологического упорядочивания не существует.
Решение задачи топологической сортировки при помощи поиска в глубину
Задача топологической сортировки решается и при помощи поиска в глубину. Изначально все вершины являются белыми. Когда обход в глубину входит в вершину, она становится серой. Когда обработка вершины завершается, она становится черной. Порядок вершин при топологической сортировке соответствует порядку, обратному тому, в котором вершины принимают черный цвет. 

Время работы алгоритма топологической сортировки равно времени обхода всех вершин графа в глубину, то есть O(n + m).

Пример. Запустим обход в глубину на графе. Возле каждой вершины v отметим метки d[v] / f[v]. Для определения топологической сортировки следует отсортировать вершины графа по убыванию меток f[v].


Первой покрашенной в черный цвет будет вершина с номером 1. Она будет последней при топологической сортировке. Второй покрашенной в черный цвет будет вершина 6. Последней будет вершина 2. 
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(рис.2.7а) Порядок просматривания вершин при построении стягивающего дерева «в глубину»: 1,2,3,4,6,7,5,8,9.
(рис.2.7б) Пример записи очереди (в скобках). Порядок (жирным) просматривания вершин при построении стягивающего дерева «в ширину»: 
1(2,4),1,2(3,5),2,4(6,7),4,3,5(8,9),5,6,7,8,9


[image: ]
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http://intuit.valrkl.ru/course-147/index.html#ID.12.lecture

(Костюкова Н.И. Комбинаторные алгоритмы для программистов)
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Puc. 2.3: Coucku pébep, coorBercrByomue rpadam Ha, puc. 2.1.
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2.2 Tlouck B rirybuny B rpadpe

CyimecrByer MHOrO aJirOPUTMOB Ha, rpadhax, B OCHOBE KOTOPBIX JIEXKUT CACTEMATH-
yeckuil mepebop BepiiuH rpagda, TAaKOH 4TO KaxKJasl BEPIIMHA IPOCMATPHUBAETCS B
TouHoCcTH OjuH pPa3. IloaToMy BaxkHOM 3a7a4€il SIBJISIETCST HAXOXKIEHWE XOPOIIHX Me-
TOJIOB TIOHUCKA, B rpadpe. Boobire roBopsi, METO, IOMCKA, «XOPOII», €CJIH

e (a) OH II0O3BOJISIET AJIIOPUTMY DELIEHKsI UHTEPECYIOIEH HAC 33a49U JIEMKO «II0-
IPY3UTHCS» B 9TOT METO U

e (6) kaxkoe pebpo rpada ananusupyercs He Gosee 0AHOrO pa3a, (Uiu, 4TO Cy-
[IECTBEHHO HE MEHSIET CUTYAI[UM, YUCJIO PA3, OrPAHUYEHHOE KOHCTAHTOH ).
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OnumeM Temepb TAKONH METO MOWCKA, B HEOPUEHTUPOBAHHOM Tpade, KOTOPHIH
CTaJl OJHON U3 OCHOBHBIX METOJUK MPOEKTUPOBAHUS TPAPOBBIX AJTOPUTMOB. DTOT
METOJ1, HA3bIBAETCS Nouckom 6 2aybuny (anri. depth first search [66]) mo npuanHam,
KOTODbIE, KaK MbI HaJeeMCsl, BCKOPE CTaHYT ACHBIMU.

O6mas uaest 9TOrO METO/A, COCTOUT B CIEAYIOMEM. MBI HAUMHAEM TTOUCK C HEKO-
TOPOI (DUKCUPOBAHHON BEPIIUHBI Vy. 34TEM BHIOMPAEM MPOW3BOJBHYIO BEPIIVHY U,
CMEXKHYIO C Vg, W MOBTOPSIEM HAIN MPONECC OT u. B obmeM cirydae mpeanomoxnm,
9TO MBI HAXOAUMCS B BepuiuHe v. Eciu cymecrByer Hosas (elne HempoCMOTPEHHAs )
BEPIIWHA U, ¥ — ¥, TO Mbl PACCMATPUBAEM 3Ty BepiiuHy (OHA, nepecraer GuITh HOBOI),
W, HAYWHAS C HEE, TPOJOIIKAEM ToucK. EC/u 2e He CYIIeCTBYET HU OJIHOM HOBOM Bep-
[IAHBL, CMEXKHOH C ¥, TO MBI TOBOPHM, 9TO BEPIIVHA, U UCTOAD308GHA, BO3BDAIAEMCST
B BEPINWHY, W3 KOTOPOH MBI TIONAJIX B ¥, U TPOAOIZKAEM TIPOIECe (ecim v = vg, TO
IIOUCK 3a,KOHLIeH). ﬂpyFI/IMI/I CJIOBaMH, IIOUCK B FJIy6I/IHy 13 BEPUIMHBI ¥ OCHOBBIBAET-
C4d Ha IIOUCKE B FJIy6I/IHy N3 BCEX HOBBLIX BEPUIUH, CMEXKHBIX C V. STO MO2KHO JIETKO
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Puc. 2.5: Hymepauust sepun rpada (B ckobkax), COOTBETCTBYIONIAs O4EPEIHOCTH,
B KOTODOH OHU IIPOCMATPHUBAIOTCH B IPOIECCAE IOUCKA, B IIyOuHy.
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2.3 Ilowck B mmpuny B rpade

Teneps paccMOTPUM HECKOIBKO WHOM METO/ IIOMCKA, B rpade, HA3BIBAEMBIA NOUCKOM
8 wupuny (anru: breadth first search). IIpexxne 9em onucars ero, OTMeTUM, 4TO
[pU TIOUCKE B IIyOWMHY 4YeM mmo3jHee OyJEeT MOCEIEHa BEPIIHHA, TEM DPAHBIIE OHA,
OyeT UCHOAB30BAHA — TOYHEE, TAK Oy/aeT UIpH JONYIIEHWH, 9YTO BTOPAs] BEPIIWHA,
MOCEIAETCS TIePeJ] UCIOMb30BAHUEM MEPBOA. DTO NPSIMOE CIEJCTBUE TOTO (PakTa,
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9TO IIPOCMOTPEHHBIE, HO €II1€ HE UCIIOJIb30BaHHBIE BEPIINHBI CKAILJIMBAOTCA B CTEKE.
Ilouck B mupuny, rpyb0 roBOpsi, OCHOBBIBAETCS HA 3aMEHE CTeKa, ouepeibio. [loce
TAKOH MOAUDUKALIMYM YEM DAHbIIE MOCEIAETCs BEPIIMHA ((OMEIAETCS B OYEPEb),
TEM PaHbIIE OHA, UCHIOJIb3yeTcs (yaamsiercsa u3 odepeiu). Mcnonb30BaHue BEPIIUHBL
IIPOUCXOUT € TIOMOIIIBIO IPOCMOTPA CPa3y BCEX EIle HEITPOCMOTPEHHBIX COCEE ITOM
BepiirHbL. Best porneaypa mpecTaBiieHa, HIUXKE
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Puc. 2.6: Hymepanusi Bepuun rpada Ha puc. 2.5 (B ckobBkax), COOTBETCTBYIOMIASI
OYEPETHOCTH, B KOTOPOW OHH IIPOCMATPUBAIOTCS B MPOIECCE TIOMCKA B IIAPHAHY.
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O6a Buga moncka B rpache — B riIyOHHY ¥ B IIAPUHY MOTYT OBITH MCIOJIb30BAHBI
JIUIsI HAXOXKJEHUS IIyTH MEXKJY (PUKCHpDOBaHHBIMM BepiiuHaMu v U u. JlocraTouHo
HA4YaTh [IOUCK B I'pade ¢ BEPIIUHBI U U BECTU €0 JI0 MOMEHTA IIOCEIEHUs] BEPIITUHBI
u. IIpenMyiiecTBOM IOUCKA B I1yOUHY SIBJISIETCSI TOT (DAKT, YTO B MOMEHT HOCEIIEHUST
BEPIIMHBI ¥ CTEK COJAEPIKUT II0C/IEA0OBATEILHOCTD BEPIINH, ONPENEISIIONIYI0 IyTh U3
¥ B %. 9TO CTAHOBUTCS OYEBHJIHBIM, ECJTH OTMETHUTD, YTO KAKIAsl BEPIINHA, ITOMEIIA-
eMasl B CTEK, SIBJISIETCSI COCEA0M BEPXHErO ueMeHTa B creke. OHAKO HEJOCTATKOM
[IOUCKA B IJIyOMHY SIBJISIETCSI TO, YTO IOJYYEHHBIH TAKUM 00pa3oM myThb B 0bIeM
ciay4ae He Dyjer KpaT4allliuM yTeM U3 v B U.

OT 3TOrO HEMOCTATKA, CBOOOJIEH METO HAXOMXK AEHUS TYTH, OCHOBAHHbIN HA, TIOUCKE
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2.4 Crarusaronye gepeBbsi (KapKachl)

/lepesom HA3BIBAETCSI MPOU3BOJILHBIN HEOPUEHTUPOBAHHBIN CBsI3HBIN rpad 6e3 muk-
510B. JIjist IPOU3BONILHOIO CBSA3HOrO HeopueHTUpoBanHoro rpada G = (V, E) kaxnoe
nepeso (V, T, rne T C E, Gynem HaswiBaTh cmazusatousum depesom? rpada G. Pe-
6pa Takoro AepeBa Oy/ieM HA3BIBATH 8eMBAMU, 8 BCE OCTAILHBIE Pebpa rpada Byaem
HA3bIBATH Z0pdamu (OUEBHUIHO, YTO O BETBSIX U XOPJAX B rpade Mbl MOXKEM [OBODHUTD
TOJIbKO B KOHTEKCTe (PUKCUPOBAHHOI'O CTATUBAIOIIETO IEPEBA).
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IIpouenyps! noucka B riiyOMHY U B IIUPUHY MOKHO IIPOCTBIM CIIOCODBOM HCIIOJIb-
30BATh JIsl HAXOXKJIEHUsI CTSATUBAIOIIUX JePeBbeB. B ofoux ciiydasix JOCTUXKEHUE
HOBO}i BEPIIMHBI ¢ U3 BEPIIWHBI ¥ BBI3BIBACT BKJIIOYEHHE B JiepeBo pebpa {u,v}.

Auropurm 2.3. (HaxoxjieHue CTAruBaroIero Aepesa, CBI3HOro rpada, MeToaomM
IMOUCKA B TIIYOUHY. )
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AgropurMm 2.5. (HaxoxaeHne CTATHBAIOIIETO AEPEBA CBSI3HOIO rpada METOI0M
HONCKA, B [IAPUHY.)
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Puc. 2.7: Crarusaiompe JepeBbsi, IOCTPOEHHBIE C IIOMOLIBIO ajropurMa 2.3 (a) u
agropurma 2.5 (6).




image37.png
Teopema 2.6. Ilycts (V,T) — crsruBaromiee jepeso csasaoro rpada G = (V, E),
nocrpoenHoe npu nomoinu ajaropurma, 2.5. Torma nyrs B (V,T) u3 upousBosnbHOR
BEPIIKHLIL % [0 KOPHS 7 SBJSETCS KpaTdaiimuM myreM u3 v B r B rpade G.
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PaccyzkieHnst JAHHOTO PA3IEIIa, JIEMKO MEPEHOCITCS HA TPOU3BOJIbHBIE Ipadhbl, HE
00s13aTeNIbHO CBsA3HBbIE. MaKCcHMAaIbHBIA moArpad 6e3 MUKIOB TPOU3BOILHOIO rpada
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9TUX KOMIIOHEHT W, CJIEJOBATEIHHO, COAEPKUT N — k — 1 pebep.
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